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1. TEMA 1. ESPACIOS NORMADOS

1.1. Nociones basicas

Si X es un espacio vectorial real o complejo, una norma sobre X es una aplicaciéon que
a cada vector v de X asocia un numero real ||v|| de modo que, para cualesquiera vectores
v,w € X y para cada escalar \ se verifique

N1) ||v|| > 0 (positividad).

N2) |jv]| = 0= v = 0 (separacién).

N3) || Av|| = |Al]]v]], (homogeneidad).

N4) [Jv + w|| < ||v|| + ||w]| (desigualdad triangular).

El valor absoluto en los nimeros reales, o el médulo en los niimeros complejos, son
ejemplos de normas en los espacios vectoriales reales R y C respectivamente, y también
sobre el espacio vectorial complejo C.

De esta definicion axiomatica de norma se deducen directamente las siguientes conse-
cuencias:

a) ||[0x|| = 0, (basta tomar A = 0 en (N3)).
b) || —v|| = ||v|| (tomando A = —1 en (N3)).
c) [[loll = lwll] < flo = wl]

Prueba de (c): Al ser v = (v — w) + w, de la desigualdad triangular resulta ||v| <
lv — wl|| + ||w]| o sea ||v]| — ||w] < |lv —w|, e intercambiando los papeles de v y de w
también queda
(0)
[w]] = lvl] < [lw = o]l = flv —w]],

con lo que se tiene

ol = llwll] = méx{[[ol] = [lwll, [[w]] = lol]} < flo = w]]

Se llama espacio normado a un espacio vectorial real o complejo X en el que se ha
definido una norma || - || , lo que suele simbolizarse escribiendo el par (X, || -||). A veces
no se hace referencia a la norma, si queda clara por el contexto. Naturalmente que dos
espacios normados (X, || - [[1), (Y, ]| - ||2) son iguales si X coincide con Y en cuanto espacio
vectorial, y ademés son iguales las aplicaciones || - ||1 || - [

Ejemplo 1 Todo espacio con producto escalar es un espacio normado con la norma
asociada al producto escalar.

DEFINICION 1 Si (X, || -||) es un espacio normado y ) # D C X, estd definida en D
una distancia d de forma natural sin mas que tomar, para cualesquiera x,y de D,

d(z,y) = ||z —yl|.

La métrica d asi definida se llama asociada a la norma ||.||. Si es necesario poner énfasis
sobre la norma usaremos para esta distancia el simbolo d.| .
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Efectivamente d asi definida es una métrica sobre D, pues
ml) Para cada x € D, d(z,z) = ||z — z|| = ||0x|| = 0.
m2) Si d(z,y) =0, |z —y|| =0,y por (N.2) z =y.
m3) d(z,y) = | -yl = | = 1z =yl = | — = +yll = d(y,2).
md) d(z,y) = [lv —yll = lz — 2+ 2 —yll < llz — 2] + ||z — yll = d(z, 2) + d(z,9).
Esta métrica tiene en X dos propiedades mas:

e) Es homogénea, es decir, para cualesquiera z,y € X, A € K,

d(Az, Ay) = [[Az = Ayll = [A[lz = yll = [Ald(z, y).

f) Es invariante por traslaciones, es decir, para cualesquiera z,y,z € X,
dx+zy+2):=|(x+2) —+2)| = lle—yl=dy)

No toda distancia en un espacio vectorial real o complejo puede ser definida a partir de
una norma sobre él. (Un ejemplo inmediato es la métrica discreta d en R | pues si z, y son
nimeros reales distintos y d estuviera asociada a la norma ||. ||

L= da/2,9/2) = |(2/2) ~ /2)] = 5o — ] = 5d(.y) = 172,

lo que es absurdo).

DEFINICION 2 Sea (X,|| - ||) un espacio normado; si D es cualquier subconjunto no
vacio de X, entonces (D,d).) es un espacio métrico, y por tanto puede considerarse en
D la topologia de esta métrica, que suele llamarse topologia asociada a la norma || - ||.

En particular, una sucesién (v,) en D converge al elemento v € X en esta topologia
de la norma si y sélo si ||v, — v|| = 0.

DEFINICION 3 Si el espacio métrico (X, d).|) es completo se dice que (X, -||) es un
espacio de Banach .

DEFINICION 4 SiY es un subespacio vectorial de X, la restriccion de la norma ||.||
al espacio Y es también una norma sobre Y. Se dice por esta razon que (Y,||.||) es un
subespacio normado de (X, | -||) .

Si (X,]| - ]|) es un espacio normado, usaremos la siguiente terminologia y notacion,
que son bastante comunes.
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DEFINICION 5 Dados, v € X yr > 0,
B(v,r) :={zx e X |z —v| <r}
es la bola abierta de centro v y radio r.
Blv,r| :={z e X ||z —v|| <r}

es la bola cerrada de centro v y radio r. En lugar de B|0x, 1] se escribe a veces Bx (o
simplemente B, si no hay lugar a confusiones).

S, rl ={r e X : |z —v| =r},
es la esfera de centro v y radio r [1]

Como todo subconjunto no vacio de un espacio normado es un espacio métrico, y por
tanto un espacio topolégico (con la topologia asociada a la métrica asociada a la norma),
en el marco de los espacios normados tienen sentido todas las nociones topoldgicas, como
la clausura e interior de conjuntos, la continuidad y la continuidad uniforme de aplica-
ciones (definidas entre espacios normados), la convergencia de sucesiones, la compacidad,
conexion, completitud, separabilidad, separacion etc. etc.

1.1.1. Continuidad de la norma

En particular, si (X, ||-||) es un espacio normado, la propiedad de la norma que hemos
visto antes, a saber que para cualesquiera v, w € X,

ol = llwll] < [l = wl,
nos permite ver que la funcién real z — ||z|| es siempre continua, pues si (v,) es cualquier
sucesiéon con v, — v, entonces

(<)
0 < {llonll = Wil < [lon = ]| — 0.

1.1.2. Continuidad de traslaciones y homotecias

Si (X, ||-]|) es un espacio normado y x € X, se llama traslacién segin z a la aplicacién
T, : X — X dada por T, (v) :== v + x.

Es muy sencillo ver que, si v # Oy, T, es continua y mas aun es un homeomorfirmo:

Sea (z,,) una sucesion en X convergente a cierto oy € X. Entonces (z,, + x) converge
a ro + r, o en otras palabras:

T.(x,) :=xp + 2 — xo + 2 =: Tp(20),
luego T}, es continua en cualquier xy de X. Ademads, si X # Oy, para todo v € X,

T.(T o(v) =T, (v+(—x))=v—z+zx=0

'En un espacio métrico cualquiera, también pueden definirse bolas y esferas, aunque estas tltimas
pueden ser vacias. En un espacio normado las esferas nunca son vacias.
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es decir que T, o T, = Id. De igual modo se ve que T"_, o T, = Id. Como tanto T}, como
T, son continuas y biyectivas, hemos probado que 7, es un homeomorfismo de X.

De igual modo, si (X, || - ||) es un espacio normado y A € K, se llama homotecia de
razén A a la aplicaciéon Hy : X — X dada por Hy(v) := \w.

Es muy sencillo ver que, si A # 0x, H) es continua y mas aun es un homeomorfirmo:

Sea (x,) una sucesién en X convergente a cierto o € X. Entonces (Az,) converge a
Az, 0 en otras palabras:

Hy(z,) == Az, = g =: Hy (),
luego H) es continua en cualquier xg de X. Ademas, si A # Ox, para todo v € X,
Hy\(Hy\(v)) == Hx((1/A)v) == X1/ N)v =w

es decir que Hy o Hy/y = Id. De igual modo se ve que Hy,, o Hy = Id. Como tanto H)
como Hy/y son continuas y biyectivas, hemos probado que H) es un homeomorfismo de

X.
En todo subconjunto no vacio de un espacio normado, en cuanto que es un espacio

métrico, tienen también sentido los conceptos métricos, como, por ejemplo:

DEFINICION 6 Si (X, | - ||) es un espacio normado y D un subconjunto no vacio de
X, se llama didmetro de D al elemento de [0, 00] definido por

diam(D) := sup{|lz — y|| : z,y € D}.

Un conjunto B C X es acotado si es vacio, o si diam(B) < oo.

Los espacios normados son también espacios vectoriales, y en ese aspecto, en ellos
tienen también importancia nociones algebraicas como la dependencia o independencia
lineal de vectores, la convexidad, y otras.

1.2. Normas naturales sobre K"

Si n € N consideremos el espacio vectorial real R". Si 1 < p < o0, se definen, para
r=(x1,...,2,) € R 1
]l = (Jza” + .+ fa]”)>.

12| oo := méx{|x1], ..., |xal}-

Es relativamente facil comprobar que se trata de normas sobre R™. No lo haremos porque
veremos mas adelante que son subespacios naturales de otros espacios que si estudiaremos
con detalle. El caso particular p = 2, es decir (R™, ||.||2), se llama espacio euclideo n-
dimensional.

De igual modo se pueden definir sobre C", y de este modo se obtienen los espacios
normados complejos correspondientes.
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1.3. Normas del supremo

Sean S un conjunto no vacio, K = R 6 C , y K* el conjunto de las aplicaciones con
valores en K definidas en S. En K¥ puede definirse una estructura natural de espacio
vectorial: Si f, g son elementos de este conjunto y A € K, las aplicaciones

f+9g:S—>K AN :5—>K
dadas por
(f+9)(s) = f(s) +g(s) (Af)(s):=Af(s)

para cada s € S, son elementos de K° . Es rutinario comprobar que de este modo se tiene
en K* una estructura de espacio vectorial sobre K.

Un subespacio especialmente importante de K es B(S), el formado por las aplicaciones
acotadas de K, es decir

B(S) = {f € K% : sup{|f(s)| : s € S} < c0}.

(Puede observarse que si S es finito, entonces B(S) = K® ). Si f es un elemento de B(S),
podemos definir el nimero real no negativo

[ flloo := sup{|f(s)| : s € S}.

Si f, g son elementos de B(S) y A un escalar, para cada s € S se tiene
[f(s) +g(s)| < |F () + g(s)] < N flloo + llglloe < 00
(AN )] = M) < A flloo < 00

lo que permite ver que tanto f + g como \f son elementos de B(S) y (tomando supremos
en las partes izquierdas de las desigualdades), que

1+ gllee < 1 flloo + [9lloo
A flloe = AL lloo-

Por 1ultimo, si
1 £llso = sup{|f(s)| : s € S} =0
entonces f es la aplicacién contante nula sobre S, es decir el vector nulo de K .

En definitiva hemos probado que (B(S), ||.||«) es un espacio normado.

Se trata de un espacio normado que podriamos llamar abstracto, con interesantes casos
particulares entre los que podemos destacar:

a) S ={1,...,n} . En este caso toda aplicacién definida sobre S y con valores en K
es acotada, luego B(S) = K°. Luego puede identificarse B(S) con K", pues si 7 : S — K
es un elemento de B(S) = K que unfvocamente descrito por (z(1),2(2),...,2(n)) € K.
Ademés

|%]|co = max{|xz(i)| :i=1,...,n}.

En definitiva, en este caso el espacio normado (B(S), ] - ||«) es (se identifica con) (K", || -

loc)-
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b) S ={1,2,...} = N. En este caso, como toda aplicacién definida sobre el conjunto
de los nimeros naturales es una sucesion B(N) no es mas que el espacio vectorial de las

sucesiones acotadas de elementos de K . Si z = (2(n))S2, es una de estas sucesiones,

manteniendo la costumbre de escribir z,, en lugar de x(n), su norma serd

[2]loc = ll(zn)lloo = sup{|zn| : n =1,2,...}.

Para el espacio normado (B(N), ||.||«) suele utilizarse el simbolo ({s, || * ||)oo) ¥y también
m (m(R) 6 m(C) si es necesario concretar).

El espacio normado ({w, || - ||s) tiene algunos subespacios de interés:

¢ : El subespacio formado por todas las sucesiones casi nulas es decir con sélo un
numero finito de términos distintos de cero.

¢o : Formado por las sucesiones convergentes a cero en K .
c: Formado por las sucesiones convergentes a algin elemento de K .

Senalemos que toda sucesion de cuadrado sumable es acotada, luego /5 es subespacio
vectorial de /., . La restricciéon de la norma ||.|| a este subespacio no coincide con la
norma ||.||s , como se comprueba facilmente.

¢) S =a,b], K=R . En tal caso (B(S),||.]|«) es el espacio de las funciones reales aco-
tadas definidas sobre el intervalo [a, b], que tiene un subespacio especialmente interesante,
el C([a, b]) formado por las funciones continuas en [a, b].

TEOREMA 1 Los espacios (B(S), ||-|l) son completos.

Prueba : Sea (f,) una sucesién de Cauchy en (B(S),||.||s)- Fijado s en S, de la
desigualdad evidente

| fo(8) = fa(8)] < N fo = fulloos

resulta inmediatamente que la sucesién (f(s)) es de Cauchy en K. Como K es completo
existe un nimero real, que podemos llamar f(s) tal que
f(s) = lim f,(s).
n—oo

(Es razonable llamar a f funcién limite puntual de la sucesién (f,), y lo que hemos visto
hasta ahora es que por ser completo K , cualquier sucesiéon de Cauchy en (B(S),||.||c)
tiene limite puntual. Falta probar ademéas que esta funcién limite puntual es un elemento
de B(S) y también que la sucesiéon dada (f,,) converge hacia f en (B(S5),||.||), es decir
que (f,) converge a f uniformemente en S.

Por ser (f,) una sucesién de Cauchy, dado ¢ > 0 existe un natural ng tal que si
P,q=>mno,y s €S,
[fp(8) = fa(S) < Ifp — fullo <,
de donde
() = F5)] = T 11,(s) = fy(s)] < =

luego, para todo s € .S,

—e < fpls) = f(s) <¢
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fo(s) —e < f(s) < fols) + ¢

lo que nos dice que f es acotada en S (por serlo f, ) y también que

pr - f”oo = SUP{|fp(8) - f(3>‘ s € S} <e.

En definitiva hemos probado que, dado ¢ > 0 existe ng € N tal que sip > no, ||f—fpllec < €
0 sea que

lm | fp = fllee = 0.

p—00
Por tanto, hemos visto que toda sucesién de Cauchy ( f,,) en el espacio normado (B(.S), ||-|lo)
converge a un elemento f de dicho espacio, o en otras palabras, que los espacios (B(.S), ||.||)
son de Banach.

1.3.1. Los espacios de Banach (¢, || - ||«), (co, ] ||o0)

Sabemos que (Yoo, || * |leo) = (B(N), || - ||cc) es un espacio de Banach. Como ¢ es un
subespacio vectorial de {,, para ver que (¢, || - ||)s €s un espacio de Banach bastara ver
que el conjunto ¢ es cerrado en (Yo, || - ||oo)-

TEOREMA 2 ¢ es cerrado en (beo, || - ||oo)-

Prueba : Sea pues (7(™), una sucesién en ¢ con

2 (g
tal que converge en (£, ||.||ls) a cierto vector y = (y1,...,Yn,...) € lo. Hemos de ver

que y € ¢, es decir que la sucesién (y,) es convergente en K. Como para cada entero
positivo p, |y, — xj(gm)| < |ly — 2™, al ser (z(™) convergente hacia y, se sigue que hay

. Al . Y (m) .
convergencia en la componente p-ésima es decir que y, = lim,, oz . Dado € > 0 existe
mp tal que para todo m > my [|2™ — y[|s < £. Como (™) € ¢, la sucesién (xz(gm‘)))gil es
de Cauchy en K, por lo que existird un natural ny de modo que si p,q > ny,

‘Iz()mo) _ x((lmo)| <

wl ™

Entonces si p, ¢ > ny,

o — Yl < lyp — b+ |2y — 2]+ 2" — g
<y — 2| o + |25 — 27| + (|20 — gl
<$+5+35

lo que prueba que la sucesién (y,) es de Cauchy en K. Como K es completo, (y,) es
convergente, es decir y = (y,) € c.

g

COROLARIO 1 (¢,| + ||oo) €s un espacio de Banach.

10
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TEOREMA 3 FEl espacio vectorial cq es cerrado en (Uoo, ||||oo) (y por tanto en (c, ||.||s0))-

Prueba : Sea pues (7(™)>, una sucesién de elementos de ¢y con
™ = (:zrgm), xgm), a0
y tal que converge en ({o, ||.||s) @ cierto vector y = (y1,...,Yn,--.) € . Hemos de ver

que y € ¢, es decir que la sucesién (y,) es convergente a 0 en K.
Dado £ > 0 existe mq tal que si m > my
€

o)yl < S

Como z(™) € ¢y, dado el mismo € > 0 existe ng tal que si n > ny, ]x;m())\ < 5.
Entonces, si n > max{ng, mo},

< g — 20 (2 m0)| < Jly — o)l 4 gmo)) < £ 4 S —
(Yl < lym — 2 " y n 513

1.3.2. El espacio de Banach (C(I), || - ||~)

Sea I = [a, b] un intervalo compacto (no trivial) de la recta real. El espacio de Banach
de las funciones (reales o complejas) acotadas (B(1), ||.||s) tiene un subespacio vectorial
importante que es el formado por aquellas funciones que ademaés son continuas, conjunto
al que simbolizaremos con C([).

Una sucesién (f,,) de funciones acotadas f, : I — K verifica que || f,, — f]|oc — 0 para
cierta f € B(I) siy sélo si (f,,) converge uniformemente a f en I.

De los cursos elementales de Analisis Matematico es sabido que si cada f,, es continua
en I, es uniformemente continua.

Dado ¢ > 0, existe un entero positivo ng tal que si n > ng, ||fn — fllc < 5.

Como f,, es uniformemente continua en I, dado el mismo ¢ > 0, existe § > 0 tal que
sit,t' € con |t —1t|<0,entonces |fny(t) — fuo(t')| < 5

Por tanto, si t,t’ € I con |t —t'| <9,

|f(t) - f(t/)’ < |f(t) - fno(t)| + |fn0<t) - fno(t/)’ + |fn0<t,) - f(t/>’
<N = Faollso + 1fao (8) = S @) 4 [ fro — [l

S5

g

A

Luego, f es uniformemente continua en /. En otras palabras, C(I) es cerrado en (B(1), ||| )-
Por tanto (C(I), || - ||«) es un espacio de Banach.
U

En esta prueba no se ha usado para nada el hecho de que [ sea un intervalo. Si, en
cambio, que [ sea un conjunto compacto.
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1.3.3. El espacio de Banach (C'([a, b)), ] - [l)

Se define como
C'([a,b]) = {f € C([a,b]) : ¥t € [a,b] 3f'(t), v f' € C([a,b])}.
En este espacio es habitual considerar la siguiente norma:

L= W f Moo =+ 11 lloo-

Comprobar que ciertamente se trata de una norma sobre C!([a, b]) es inmediato. Vemos a
ver que:

TEOREMA 4 (C'([a,b]), || - ||) es un espacio de Banach.

Prueba : Si (f,) es una sucesién de Cauchy en (C'([a,b]), || - ||) se ve inmediatamente
que (fn) vy (f!) también lo son en en (C([a,b]), | - ||), luego existe f € (C([a,b]), | -|) tal
que

”fn - f”oo — 07
y existe h € (C([a,b]), ]| - ||) tal que

Naturalmente, existe yo = lim,, f/ (a) Por el teorema fundamental del Célculo, la expresién

o) =y + / ()t

define una funcién derivable en [a, b], con derivada continua h en este intervalo.
Afirmamos que f € (C'([a,b]) y que f' = h. Por ser las f/ continuas y por el teorema

fundamental del Célculo N
) = fla) + [ St
se tiene que

!w(t)—fn(t)\ZIyoJr/h( ds — fula /f )ds| < Jyo— fula m/ $))ds|

< lyo = fu(@)l + (0= @) f;, = Plloc = 0.

De aqui se sigue que la funcién ¢ es limite puntual de la sucesién (f,,), y por unicidad de
limite ¢(x) = f(x) para todo z € [a, b]. Por tanto, para todo z € [a, b],

fla) =w+ [ ey
lo que nos dice que f € (C*([a,b]), y que f’ = h. Entonces,

1fo = fll = 11fn = flloo +11f5 = F'lloe = Lfn = Flloo + 1fy = Bllsc =0,
luego (f,,) converge a f en (C'([a,b]), ] - [loo)-

U
Ejemplo 2 El el espacio C'([—1, 1]) definimos para n > 2, la sucesién (f,,) por
x
o) = T

Se tiene que converge uniformemente hacia la funcién idénticamente nula, ©(x) = 0, pero
en el punto x = 0, las derivadas f/(0) = 1 no convergen hacia ©'(0) = 0.
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1.4. Los espacios de sucesiones /,

Como caso particular de espacio con producto escalar ya hemos tenido ocasion de
conocer el espacio de Hilbert /5 de las sucesiones de niimeros reales de cuadrado sumable,
que puede ser considerado la més inmediata extension infinito-dimensional del espacio
euclideo R"™ . También hemos visto el espacio de sucesiones /, , que extiende al (R™, ||.||o)-
Parece natural que exista un andlogo de dimensién infinita para los espacios (R”,||.|[,).
Tales son los espacios de sucesiones ¢,

Asi pues si 1 < p < 00, se definen los espacios vectoriales reales o complejos

oo

b, = {(v,) e KN: Z |z, |P < 0o}

n=1

Six=(x,) €l,y X€eK,

0 0o
D Pl = AP fal? < oo,
n=1 n=1

luego Az € £,,.

Ademds, si © = (x,),y = (y,) son elementos de £,, como
|0+ ynl” < [ln] + [yn[]” < Zmax{|zn], [yn[}]" = 27 max{|zn]", [yn["} < 27[|2n]” + [yn]"]

resulta

Z |y + yn| < 2° Z“-’Enlp + |ynl") = 2p[z |al” + Z |yn|"] < o0,
n=1 n=1 n=1

n=1

luego = +y € {,, y por tanto ¢, es un subespacio vectorial de ¢g. (Recordemos que si
Yoos|zn|P < oo, entonces |z,[P — 0, luego x, — 0, es decir = € c).

Veremos a continuacién que la expresion

[(@n)lp == Z|$n‘p

define una norma que es la standard sobre £,. Para ello se necesitan los siguientes lemas:

3=

LEMA 1 (Desigualdad de Youngﬂ/ Sean a y b niumeros reales no negativos, p > 1 y q
el conjugado de p, (es decir % + % = 1). Entonces se verifica la relacion

a? bl
ab < — + —.
p q

2William Henry Young, (Londres, 1863 — Lausanne, 1942) fue un matemadtico inglés. )

13
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Prueba : (1) La desigualdad es trivial si @ = 0 6 b = 0. Si a,b > 0 y ponemos
A= % € (0,1) entonces 1 —A=1— % = %. Como la funcién logaritmica es concava,

log(Aa? + (1 — A\)b?) > Alog(a?) + (1 — A) log(b?) = pAlog(a) + q(1 — X) log(b) = log(ab)

luego
elog()\ap—i-(l—)\)bq) > elog(ab)
es decir
a? bl
—+—<ab
D q

Prueba : (2) Para t > 0 consideremos la funcién real

1 1 1
g(t) == —t+ - —t».
p q
Como L1
/ i
gt):=—-——tr
p D
entonces la ecuacion ¢'(t) = 0 tiene como unica solucién ¢ty = 1.
( Dé;do que ¢"(1) = —%(% -1) = piq > 0, este valor ¢y = 1 es el tnico minimo de g en
0,00).

Si b > 0, entonces 0 = g(1) < g (%), es decir

0 < 1 /a i 1 af\ »
T p \V? q ba
Multiplicando por b7 queda,
a? bl a
0 S —+ == q )
p g brt
es decir,
P q
ab? v < Ty r

Como p y ¢ son conjugados, ¢ — % = qp;%q = 1, la desigualdad anterior es

a?  b?
ab < — + —,
p q

que también se cumple (trivialmente) si b = 0, lo que completa la prueba.
O

TEOREMA 5 (Desigualdad de Hélder para sucesiones). Sean p,q > 1 nimeros conju-
gados. Six € l, ey € £, entonces

)
D lzagal < llzllpllylly:
n=1
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Prueba : Si ||z||, = 0 entonces z,, = 0 para todo natural n, y la desigualdad se cumple
de manera evidente. Lo mismo ocurre si ||y|, = 0. Si ||z]|, # 0y ||y|, # O entonces, para

cada n € N, es
|4

>0, || >0.
]l 1llq

2l ol _ 1 ( 7 ) 1 ( m )
lzllp lylle = 2 NIzl a \llyllq
Como z € ¢, y g € {,, la serie que tiene por término general la expresién definida por el

segundo miembro de la desigualdad anterior es convergente, luego también lo es la que
define el primer miembro. Por monotonia

1 ( || )q]

g \lylle/ 1’

el inl L (L
el vl = & Lo Al
Zr et < zr Pl = g =

de donde resulta inmediatamente la desigualdad del enunciado.

Por el lema anterior,

es decir

HprHqu =7 H Hp q Hqu

Maés arriba hemos visto que si z,y € £, se cumple que

S e+l S 25 lanf? +
= QP[ZTL:I |xn|p + Zn:1 |yn|p] < 00,

lo que también puede escribirse
1
lz +yllp < 2[5 + [lylp]7-
La llamada desigualdad de Minkowski mejora la anterior:

TEOREMA 6 (Desigualdad de Minkowski en {,). Sea p € [1,00). Si x,y € £,, entonces

[+ yllp < [l + [[yll,-

Prueba : El caso p = 1 es consecuencia inmediata de que, para cada n € N,
|Zn + Yn| < |Tn| + [yl

Sea pues 1 < p < 00, y sea ¢ el conjugado de p. Supondremos que ||z + y||, > 0, pues si
|z + y|l, = 0 la desigualdad se cumple trivialmente.

Para cada n € N,

|xn + yn|p < (‘xn‘ + |yn‘)|xn + yn’p_l = |xn||xn + yn|p_1 + |yn||xn + yn‘p_l

15
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Consideremos la sucesion (h,) dada por
By = |z +yn P

Como
b | = HIn + ynlp_l]q = |2p + yn["" = |20 + Yul”

y x +y € {,, se sigue que h € {,, con
1R =D 1hal® =D an + yal” = [z + ]2
n=1 n=1

De aqui que |||y = ||z +yl|5 -
Como z € ¢, y h € £, por la desigualdad de Holder

Y lzahal < lllpliblly = llzlpllz +ylls- (1)

n=1

Del mismo modo, como y € ¢, y h € {,, por la desigualdad de Holder

© 3
> fynhal < Nyllplillg = Iyll,llz + yll; - (2)
n=1

Segun hemos visto més arriba, para cada n € N es
Zn + Yul” < |2nl|zn + yn|p_1 + |Yul|zn + yn|p_1 = |Tnhn| + [Ynhnl.
Por monotonia, y teniendo en cuenta y (2) se cumplira que

2211 ’[Bn + yn|p S Zzozl ‘xnhn’p—i_ 21010:1 ‘ynhn’ »
< llzlplle + vl + lylple + vl
= (el + gl (Jlz+wll2)

Por lo tanto,
p
I+ 12 < Dl + lyll] (2 + wllE)

0 sea i
b
lz+yllp * < llzllp + [yl

Al ser p y ¢ conjugados p — § = % = 1, luego hemos probado la desigualdad del
enunciado.

Los espacios (¢, |.|[,), (1 < p < 00), como espacios de Banach Sea (z(™)>, una
sucesién de Cauchy en ¢, con

2™ .= (xgm), mgm), SO

16
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Al ser, para cualesquiera enteros positivos m, q, 1,
1
o) — 2] = (je" = 7P) < [ - 2],

se deduce, para cada i € N, que la sucesiéon de nimeros reales o complejos (xgn))n es de
Cauchy, y tendra por tanto un limite que serd un nimero (real o complejo, respectiva-
mente), digamos y;.

Sea y := (y;). Vamos a ver que y € £, y que lim,,_, ||z" — y||, = 0. Por definicién de
sucesion de Cauchy, dado € > 0, existird un natural n tal que si m, ¢ > n, entonces

o — 2@, < &

es decir
o0
> ™ — 2P < e,
i=1

de donde para cualquier suma parcial

k
Sl alp <

=1

y de aqui se sigue que
k
{ (m) _ @] < gp
}glzy% %|]_€,

k

Sl -yl < e, (3)

=1

O sea

Por tanto la serie Z;’il |x§m) — y;|P es convergente y con suma menor o igual que e . A
partir de aqui resulta que 2™ —y es un elemento de £, por lo que también pertenecera a
¢, el vector

y=y—am™ 4 z0m,

Ademas también se sigue de
Iz —yll, <<

siempre que m > n, lo que demuestra (siendo ¢ > 0 arbitrario), que ||#™ —y||, — 0, es
decir
™ .

en (€, | - ||). En definitiva hemos probado que toda sucesién de Cauchy en ¢, converge
a un elemento de ¢,, el cual es, por otra parte, limite de la sucesiéon dada componente a
componente.

O

17
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1.5. Series en un espacio normado

Como ejemplo de la interaccion entre la estructura vectorial y la estructura topoldgica
puede servir la nocién de serie, que tiene sentido en cualquier espacio normado. Si (z,)
es una sucesiéon en X,y (X, | - ||) es un espacio normado, en él pueden considerarse los
procesos de sumar y tener limite (converger). Esto motiva la siguiente:

DEFINICION 7 Si (X, ]|-]]) es un espacio normado y (x,) es una sucesién de elementos
de X, y la sucesion (v,) dada por vy == o1 + ...+ xp = S.°_ , converge en (X, ] -||)
a cierto vector v € X, a dicho vector se le denota por Y >~ | x,, y se le llama suma de la

serie Y| Ty.

Es decir que

o0
v:E _hmgajn
k—o0
n=1

y debe entenderse que, esto es equivalente a que

k
lim ’U—E T, =0
n=1

k—o0

Ejemplo 3 En {, consideremos la sucesion de vectores (™) definida por

n—1

e™ :=(0,...,0,1,0...).

Vamos a ver que, para cada v = (v,) € {,,

V= i v,e™
n=1

En efecto,

o
|v—§:% NE=1lo = (1,0, 0 )15 =10, 0, 01, Ok, - )IE =D [val”

k+1

Como v € £y, > 77 | |v,|P < o0; por una propiedad bien conocida de las series numéricas,

oo
lfm > v, [P =0
k—o0
n=k+1
luego
hm |lv — Zvn m|, =
es decir,

i v,e™ = v
n=1

18
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Observar que, en cambio, si v = (1,1,1,...) € ¢ se tiene que

k
U_Zvne(n) :H(07077071717>||oo:1
n=1 0

es decir, que v # > 7, vpel™. Por tanto, en ¢ es falso que = = Y orey zre®™ se cumpla
para todo = = (z,) € c.

A veces puede escribirse el stmbolo Y >° | x,, cuando (x,) es una sucesién en (X, ||-|)

, sin establecer si existe en este espacio el limite de las sumas parciales ), _, x,. Si esto
se hace asi, es preferible llamar a la expresién Y | z,, serie formal asociada a la sucesién

En ese caso se dice que > |z, es convergente si existe como serie, es decir si existe
en (X,| ) el limite de las sumas parciales, segiin acabamos de ver.

DEFINICION 8 Una serie (formal) Y " x, en (X,|-||) se dice absolutamente con-
vergente st la serie numérica
o0
> llzal
n=1

es convergente.

TEOREMA 7 Sea (X, |-||) un espacio de Banach . Sea Y " | x, una serie (formal) en
X. Sila seriey - | x, es absolutamente convergente en (X, |-]|) , entonces es convergente

en (X, |[-1])

Prueba : Sean o, y s; las respectivas sumas parciales de orden k de las series del

enunciado, es decir:
k k
o) = Z:cn, Sk = Z |5 .
n=1 n=1

Si la serie numérica Y >°, ||z,|| es convergente, entonces la sucesién de sumas parciales
(sk) es de Cauchy en R. Dado ¢ > 0 existe un entero positivo ng tal que si ng < p < p,
5q — 8p < E.

Como para cualesquiera enteros positivos p < g,

q

q P
log — o) = an - an < Z |znll = sq — s, < varepsilon,
n=1 n=1

n=p+1

se tendrd que la sucesién (o) es de Cauchy en (X, ||-]|) . Alser (X, | -||) un espacio de
Banach, esta sucesion de sumas parciales (ZZ:1 Tp)k>1 tendrd un limite x € X, que por

definicién serd la suma de la serie Y | x,,.
U

Es hasta cierto punto sorprendente que también se cumple una especie de reciproco
del teorema anterior:

19
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TEOREMA 8 Sea (X, | -||) un espacio normado en el cual toda serie absolutamente
convergente es convergente. Entonces (X, || -||) es un espacio de Banach .
Prueba : Sea (z,,) una sucesién de Cauchy en (X, | -|) -

Dado ¢ = % existe ng € N tal que, si p,q > ng ||z, — x4l < %

Dado ¢ = 2% existe n; € N, que puede elegirse n; > ny de modo que, si p,q > ny
pr - xq” < 2%

En particular, ||z, — 2| < 3.

Dado ¢ = 2% existe ny € N, que puede elegirse ny > ny de modo que, si p,q > ny

lzp = 2]l < 55

En particular, ||z, — || < 5.

Continuando de este modo, obtenemos por induccién una subsucesion (z,,) de la
sucesion original (z,,) de manera que

1
I, = 2,11 < 5

o o 1
Z Hxnk - xnk—l” < Z % < 00,
k=1 k=1

es decir como la serie numérica Y, ||, — Tn, , || es convergente, la serie Y, (2, —

Como

Tn,_,) es convergente en (X, | -]|) , es decir, existe z € X tal que
m
T = mhlréo Z(xnk - x”k—l)'
k=1
Pero,
m
Z(x”k B xnkfl) = (xnl - xno) + (l’m - xnl) +... (Inm - 'xnmfl) = Tn,, — Tng;
k=1
luego
m
T = nll/_lgo kZ(xnk - xnk71) = Til/_{noo(xnm - xno)'
-1

Por tanto existe

lim z,, =2+ x,,.
m—ro0

Recordamos ahora una conocida propiedad de las sucesiones de Cauchy en espacios métri-
cos: Si una sucesiéon de Cauchy (x,) tiene una subsucesién convergente, ella misma es
convergente.

Luego existe en X el vector lim,, z,,, o en otras palabras, existe v € Xtal que

lim ||z, —v|| = 0.
n—oo

20
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1.6. Los espacios de Lebesgue L?(f2)
1.6.1. Definicién

Sea 2 un subconjunto (Lebesgue) medible de R™, con medida positiva.

Si 1 < p < oo consideraremos los siguientes conjuntos de funciones

LP(QR) = {f : Q0 — R : fes medible y/ |f(t)Pdt < oo}
0

LP(Q,C) = {f : Q — C: fes medible y/ |f(&)Pdt < oo}.
0

Si no es necesario distinguir entre £P(2,R) y £P(Q2, C) escribiremos simplemente £7((2).

Para cada f € LP(2) escribiremos

1= ([ |f<t>|pdt)’1’ |

Es importante tener en cuenta que, a pesar de la notacién usada, la aplicacion f — || f||,
no es una norma sobre £P(2), puesto que de ser || f||, = 0, es decir, de ser

/Q Pt =0,

no se sigue que f es la funcién contante cero (sobre 2), sino sélo que f(t) = 0 para casi
todo punto t € Q).)

Naturalmente, siempre podemos considerar que una funcién que es nula para casi
todo punto de €2, es como si fuera la funcién nula. Si hacemos esto, en realidad estamos
definiendo en £(Q) la relacién binaria de equivalencia

fi~r foeml{reQ: f(r)#g(x)}] =0

donde m es la medida de Lebesgue de R™. Si establecemos esta equivalencia de funciones,
estamos considerando como iguales, a dos que son diferentes a lo sumo en los valores que
toman en un conjunto de medida nula. Por ejemplo, si Q = R!, la funcién idénticamente
cero 0 y la funcién caracteristica de los racionales xq, serdn equivalentes segin ~.

Esta relacién binaria de equivalencia da lugar a una particion de LP(2) en clases.
Concretamente, dada cualquier f € £P(2), la clase de equivalencia [f] a la que pertenece
f viene dada por

[[1={9€Lr(Q): g~ f} ={g€ L(Q):9(t) = f(t) pct. t € Q}.

El conjunto formado por estas clases de equivalencia, es decir el conjunto cociente £P(2)/ ~
se llama espacio de Lebesgue LP(2). (También se usan los simbolos LP(Q2,R) y LP(2, C) si
es necesario especificar si se trata de (clases de) funciones reales o complejas.

Normalmente no se distingue entre un elemento de LP(2) y uno de sus representantes,
es decir que no se hace distincién entre funciones (elementos de £P(£2)) y clases (de equi-
valencia) (elementos de LP(f2)), aunque no deben confundirse. (Del mismo modo en que
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pocas veces hay que distinguir entre las fracciones % 0 £ -que consideramos equivalentes,

es decir como la misma a casi todos los efectos-, y el numero racional —)

Observemos que si fi, fo son funciones de £P(€2), entonces, como la integral de una
funcién no cambia si la modificamos en los puntos de un conjunto de medida nula,

Iy = ( [ 15t rpdt) ([ 1t |pdt) — el

Esto hace que sea consistente definir, para [f] € LP(2)

= ([ ropa)”

es decir que el valor del nimero real ||[f]||, no depende de la funcién elegida para calcular

la integral del segundo miembro, es decir no depende del representante elegido para la
clase [f].

Siguiendo una costumbre general, no usaremos en adelante la notaciéon habitual para
las clases de equivalencia, como [f], para referirnos a los elementos de LP(2). De este
modo, expresiones como f € LP(2), deben entenderse en realidad como [f] € LP(2). Por
ejemplo, la definicién anterior quedaria: Si f € LP(Q),

1= rf<t>rpdt)’l’,

(y debe entenderse que la misma letra ’ f” se usa como simbolo de una clase de equivalencia
en la parte izquierda de la igualdad, y de una funcién (de dicha clase) en la parte derecha).

Asf pués, (teniendo presente este convenio de notaciones) si f € LP(Q) y || f]|, = 0,

entonces
[ Iypae=o.
Q

y si la integral (en 2) de una funcién no negativa es 0 sabemos que esta funcién es nula
para casi todo punto de Q. Esto que implica que, como funcion, f ~ 0 < [f] = [0],
(donde 6 es la funcién constante 0 sobre €2). Pero si no distinguimos entre funciones y
clases, entonces concluimos simplemente que f =0 € LP(12).

1.6.2. Relacién entre LP'(Q) y LP*(2)

PROPOSICION 1 Sila medida de Lebesqgue m(S)) es finita entonces si1 < p; < py < 00,
se tiene que

LP(Q) C L (Q).

Prueba : Tomemos f € LP?(€2). Consideremos los conjuntos medibles y disjuntos

A={zeQ:|f(x)| <1} B:={zeQ:|f(x)] > 1}.
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Entonces

Jo 1 ()P dt =fA!f(t)\”ldHfBIf(t)l’“dt
<y [y

A)+ [l f@)Pdt
+fB|f t)|P2dt
)+ Jo [f@)[P2dt < oo.

Por tanto, todo elemento de /JPQ(Q) pertenece a LP1(2), lo que completa la prueba.
Ul

Por otra parte, si €2 es un conjunto de medida de Lebesgue no finita esta inclusion no
se mantiene: La funcién h : [1,00) — R dada por h(t) = I pertenece a £2([1,00)), pues

|
[o0) | T

mientras que f[1 ) 1] dt no es un ntimero real, luego h & L*([1,00)).

2
dt =1 < o0,

1.6.3. Estructura vectorial

Es claro que la suma de dos funciones medibles reales o complejas definidas sobre
), es también una funcién medible (real o compleja respectivamente. También es claro
que el producto de un escalar real por una funcién real medible sobre €2 es también una
funciéon medible sobre (). Esto hace del conjunto de las funciones reales medibles sobre
() un espacio vectorial real, y del mismo modo el conjunto de las funciones complejas
medibles sobre €2 tiene una estructura natural de espacio vectorial sobre el cuerpo de los
complejos.

Veremos a continuaciéon que L£P(€,K) (donde K = R 6 C indistintamente) es un
subespacio de este espacio vectorial.

Efectivamente, sean f,g € LP(2,K). Para cada t € Q,

[F(@) +9@F  <[f@Of+ 9@
= [2max{[f ()|, lg(@)[}]"
= 2P [max{[f(1)[, [g(t)[}]”
= 22 [max{[f ()", [9()|"}]
< 2ZIf@OF + [g@®)7]-

Como [, |f(t)[Pdt < ooy [,|g(t)[Pdt < oo, por monotonia de la integral, se sigue
inmediatamente que [, [ f(¢) + g(t)[Pldt < oc:

Jo lF@) +g@O)Fdt < 2° [o[lf@OF + |g(@)I7]dt
=2 [, | f(O)|Pdt + [ |g(t)[Pdt] < oo.

También LP(Q2) tiene estructura natural de espacio vectorial. Si f,g € LP(£2) podemos
definir correctamente la suma de clases de equivalencia, y el producto de un escalar (real
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o complejo) por una clase, por las férmulas

[f]+[] [f+g]
| =

donde A € R 6 A € C segun los casos.

Estas definiciones son correctas porque no dependen del representante elegido para
cada una de las clases, es decir:

Si [f1] = [f2], € LP(Q2), entonces
m{t € Q: fi(t) # fo(t)}] =0

Andlogamente, si [¢1] = [g2], € LP(2), entonces

m[{t € Q:g1(t) # g2(t)}] = 0.

Pero entonces, como

{te: filt) +a1(t) # f2(t) + g2(O)} C{t € Q: fi(t) # fo(t)} U{t € Q1 gi(t) # g2(1) },

se sigue que

m[{t € Q: fi(t) + g1(t) # f2(t) + g2(1)}] <
<m{t € Q: fi(t) # o) U{t € Q: gi(t) # g2()}] <
<m[{t €Q: fi(t) # ()} + [{t € Q: q:(t) # g2(8)}] = 0.

Luego f1+ g1 ~ f2+ g2, 0 sea [f1 + 1] = [f2 + go]-
De modo parecido podemos probar la consistencia de la férmula A[f] = [Af].

A partir de aqui es de rutina demostrar que LP()) es un espacio vectorial sobre R o
sobre (', segin sea el caso.

1.6.4. Desigualdad de Holder para espacios de funciones.

TEOREMA 9 (Desigualdad de Hélder). Sean p,q > 1 nimeros conjugados. Si f €
LP(Q) y g € LIQ) entonces fg € L), y ademds

Ifalh = [ 17©a0lat < 171, lgl

Prueba : Si ||f||, = O entonces f(t) = 0 para casi todo ¢t en 2 y la desigualdad
se cumple de manera evidente. Lo mismo ocurre si ||g||, = 0. Si [|f]|, # 0y |lg|l; # 0
entonces, para cada t € €, es
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Por el lema anterior,

@Ol le@] _ 1 (!f(t)l)p+} (\g(t)!)q_
1l llglle = 2 NIl q \ llgllq
Como f € LP(Q) y g € L1(Q), la funcién definida por el segundo miembro de la desigual-

dad anterior es de £!(Q), luego también lo es la que define el primer miembro. Por la
monotonia de la integral se tendra

e (B (8]
1

1
)|d — )t = - + - =
||f||p|!g|!q/ FBg(t)ldt < p||f|!p/ @) quguq/ lgt)fdt =2+

de donde resulta inmediatamente la desigualdad del enunciado.

es decir

1.6.5. Desigualdad de Minkowski

Mas arriba hemos visto que si f,g € LP(€2) se cumple que
Jolf @) +g@)Pdt <22 [[If ()7 + |g(t)[P]dt
= 2[ [, | f(O)Pdt + [, |g(t)[Pdt] < oo,
lo que también puede escribirse
1
I1f +gllp < 20 £17 + lgllZ)7-
La llamada desigualdad de Minkowski mejora la anterior:

TEOREMA 10 (Desigualdad de Minkowski). Sea p € [1,00). Si f,g € LP(R2), entonces

1+ gl < 1 fllp+ llgllp-

Prueba : El caso p = 1 es consecuencia inmediata de que, para cada t € €2,

£ (&) +9@) < |f@)]+ [g(@)].

Sea pues 1 < p < 00, y sea ¢ el conjugado de p. Supondremos que || f + g||, > 0, pues si
| f + gll, = 0 la desigualdad se cumple trivialmente.

Para cada t € ,

((F+9) @ < (FO+1gODIF @)+ = [FOIF &)+ g + 9@ £ () + 9B

Consideremos la funcién

h(t) = f(t) + g()~.
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Como
[h(E)|7 = [|f(t) + g(®)P 17 = (&) + g() P77 = |£(t) + g(B)?
v [+ g€ LP(Q), se sigue que h € L1(), con

uMuzljmwmuzﬂgﬂw+ngﬁ=Hf+mm

De aquf que [|All, = I|f + gllf.
Como f € LP(Q) y h € L1(Q), por la desigualdad de Hélder fh € L*(€2) con

/ F@ORWdE < | FlRla = 1117 + gl (4)

Del mismo modo, como g € LP(Q) y h € L9(2), por la desigualdad de Hélder

/ g(ORlde < [ Fl 1Al = gl Il + gl (5)
Segtin hemos visto més arriba, para cada t € €0 es

((f +9)@OF < [FOIFE) + 9@ +g@IIf @) + 9@ = [FORD)] + g®)h(B)].

Por monotonia y aditividad de la integral, y teniendo en cuenta (4f) y (5)) se cumplira que

Jo T+ 9Pt < Jo LF@hOIde+ [ lg(t)h(e) dt
< 1l + gl + lgllp[l7 + gl
= 171l + lgll) (1 + gllE )

Por lo tanto,

I+ 9l < 011+ gll) (15 + 9117 )
O sea

p_E
1f+glle * < Wflle + llgllp-

Al ser p y ¢ conjugados p — § = qu*p = 1, luego hemos probado la desigualdad del
enunciado.

i

1.6.6. El espacio de Banach (L?(Q2),| - ||,)

Vamos a comprobar que el espacio normado (L”(€2), || ||,) es completo. Para verlo basta
con demostrar que toda serie absolutamente convergente en este espacio, es convergente,
y luego aplicar el Teorema

TEOREMA 11 Sea (f,) una sucesion en LF(SY) tal que la serie > . || fall, s conver-
gente. Entonces existe f € LP(§2) tal que

Y fa=1f
n=1
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es decir,

=0.

p

lim
k—

k
ol 'f_an
n=1

Prueba : Formamos la sucesion (gi) de elementos de LP(Q2) dados, para cada entero

positivo k, por
k
gk ‘= Z |fn’
n=1
Para cada entero positivo k, g8 = |gx|? € L'(Q). Ademds para cada t € ,

k(1) < g1 (t) = [gr(O) < [ger2 (D),

es decir, para cada t de 2 la sucesién de nimeros reales no negativos ([gx(t)]?)x es mondto-
na creciente.

Por otra parte, por la desigualdad triangular y por la hipétesis del teorema,

Solor®)dt)r = llgell,
< ally

< ontr allp < oo

Luego la sucesion (g})x es no negativa y mondtona creciente en L'(§2), y sus integrales en
() tienen una cota superior comun:

/Q gr(D)]Pdt < [ZanHp] : (6)

Una de las muchas versiones del teorema de la convergencia mondétona de Dini nos garan-
tiza entonces que existe g € L'(Q) tal que

(a) Para casi todo t € €2, gi(t)? — g(t).

(b) Jo ge(t)Pdt — [, g(t)dt.

De (a) se sigue que g(t) > 0 para casi todo ¢t de , por lo que estd definido (c.p.t.
teQ) gr(t) €0, 00).

De (b) y de () se sigue que

/Q g(t)dz < [ZanHp] < oo,

luego ¢(t) es un nimero real no negativo para casi todo punto ¢ de €.
Como [g%]p =g € L'(Q), tenemos que g% € Lr(Q).

De (a) se sigue también que para casi todo t € €2,

ai(t) — [g(t)]7
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0, en otras palabras,

ST [g(0)7.

Esto nos dice que la serie de niimeros reales (o complejos)

> halt)

es absolutamente convergente (y por tanto convergente) para casi todo t € €. Definamos

pues para t € 2
=2_Fal®)
n=1

(lo que tendra sentido y dard un ntmero real o complejo, segiin acabamos de ver, para
casi todo t € (), y completaremos, como es habitual por f(¢) := 0 en los puntos de )
donde la serie anterior no converja).

Vamos a ver que f € LP(Q) y que limy_, Hf — ZZ:1 fn
p

En efecto, para casi todo t € €),

O] = s 5 S0
— Uiy poe | S5 fa(t)
< Uimsoo 3y [ Fal8)]
= lmy00 g1 (?)
= [o(0)]>.
luego para casi todo t € Q, |f(t)|P < g(t). Como g € L'(2), tenemos que f € LP().

Para ver que (f,) converge a f en (LP(Q2),] - ||,), aplicaremos el Teorema de la con-
vergencia dominada a la sucesién de funciones (hy) con

k p
—‘f—an
n=1

Para casi todo t € Q,

ORI A0 B [VIOTER) »u W AGI
2ma{|f ()], [Zho £

<2 [max{|f(6), S 101}

— op [max{y F)P, (Z,’;l Ifn(t>|)p}]
=22 max{|f(¢)|?, (gx(t))P}

< 2Pmax{g(t), (gx(t))P}

= 2°¢(t)

IA
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luego para cada entero positivo k, |hy| estd mayorada (dominada) en casi todo punto de
Q por 2rg € L'(Q).

Podemos pues aplicar a esta sucesién el Teorema de la convergencia dominada y ten-
dremos,

/Q it oy (1)}t = lim / ha (1)),

Q
es decir,

k
0=%nhf—zgh%l

lo que implica que 0 = limy_,o || f — Zszl fnllp y completa la prueba.

1.6.7. El espacio L>(Q))

Dada una funcién real medible f : 2 — R |, se dice que esta esencialmente acotada si
existe un namero real M tal que

p({z € Q: |f(x)] > M}) =o.
En ese caso M suele llamarse cota esencial de f. El conjunto
L) :={f:Q — R: fesencialmente acotada}

es un espacio vectorial. Si f € £>(Q) llamaremos supremo esencial de f al infimo de las
cotas superiores esenciales. Es decir, el elemento de [0, 00) dado por

mf{M >0:u({xeQ:|f(x)>M}) =0}

se llama supremo esencial de f, y que simbolizaremos por sup ess(f).

Se comprueba facilmente que supess(f) es a su vez una cota superior esencial de f,
y que f +— supess (f) cumple todas las condiciones para ser una norma sobre L£({2)
excepto la de separaciéon (N2).

Igual que en el caso anterior, se define en este conjunto de funciones esencialmente
acotadas la misma relacién de equivalencia que ya hemos considerado, y en el espacio
vectorial cociente, que suele llamarse espacio de Lebesgue L>(2), la aplicacién

1= [ILf]llse := supess(f)

estd bien definida y es una norma.
Vamos a comprobar que (L*(£2), ||.]|«) es un espacio de Banach.

Sea pues (f,) una sucesiéon de Cauchy en (L>(€2),].]|). Para cada entero positivo k
existe otro, ng, tal que para m,n > ng,

1
_ < 2
£ = fall <
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Entonces % es una cota esencial de f,, — f,, v por tanto existe un conjunto de medida
nula M} tal que pata todo t € Q\M% = se verifica

| =

[ fm() = fu()] <

U

mn>ng

Sea

Claramente M* es de medida nula y para todo t € Q\M* y para cualesquiera m,n > ny,
| fm(t) = fa(t)] < . Finalmente si M = (J, M* también M es de medida nula y para
todo t € Q\M es claro que (f,,(t)) es una sucesién de Cauchy en K que tendrd un limite,
digamos f(t). La funcién f serd entonces medible y esencialmente acotada en 2. Definimos
como es habitual f(t) = 0 para t € M y tenemos que (f,,) converge uniformemente a f
en Q\M.

1.7. Espacios normados producto y cociente

Sean (X, ||.||), (F,||.]]) espacios normados. En el espacio vectorial X x F' podemos
definir las normas

Gz, )l = [l + llyll,
I, 9)llp = (lll” + [yl)> (1< p < o),
12, y)lloo = max{ |, [lyll},

y los correspondientes espacios normados (X x F,|.||,), (1 < p < 00) se llaman espacio
¢, -producto de los espacios normados X y F'.

De igual modo si damos una sucesién de espacios normados (X, ||.||») podemos con-
siderar en el espacio vectorial producto 1132, X}, los subespacios

G(X) = {() € I X; 0 Y ll? < o0}
=1

(1<p<oo)
loo(X;) = {(z;) € TI32, X, s sup{||=i]|; : 1 =1,2,...} < oo}

y en ellos las aplicaciones ||.||, definidas respectivamente por

(@)l = (Z H%Hp>

1(zi)lloo := sup{[alli : 2 = 1,2,...}.

que dan lugar a los espacios normados (¢,(X;), | - [|,) (1 < p < o0 ). Es claro que cada
X, estd isométricamente contenido en ¢,(X;). También es claro que las comprobaciones
de todo cuanto se ha afirmado para construir estos espacios son perfectamente paralelas
con las hechas en el caso de los espacios ¢, (que en realidad son un caso particular de esta
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construccion, si se considera X; =R (i = 1,2,...)). Por esta razén es corriente escribir £
en lugar de (R™, ||.|l,) (1 <p <o0).

Sea (X, ||.]|) un espacio normado, y sea F' un subespacio vectorial cerrado de X. En el
espacio vectorial cociente X/F sabemos que la clase de equivalencia del elemento x € X
es [z] := z+ F, y podemos ”definir”

|z + F|| :=inf{|lz +v| :ve F}.

Es de rutina comprobar que de este modo se ha definido correctamente una aplicacién de
X/F en [0,00), que ademés es una norma. Al correspondiente espacio normado (X/F, ||.||)
se le llama espacio normado cociente.

1.8. Espacios normados separables

DEFINICION 9 Un espacio métrico (X, d) se llama separable si admite un subconjunto
numerable D que ademds es denso en X, es decir que verifica cl(D) = X. Un espacio
normado es separable si lo es como espacio métrico con la métrica asociada a la norma.

El ejemplo fundamental de espacio métrico separable es R con la métrica usual, que admite
como subconjunto numerable denso a Q, el conjunto de los niimeros racionales.

La estructura vectorial de los espacios normados permite dar un teorema que carac-
teriza comodamente a los que son separables.

Notacién: Si X es un espacio vectorial sobre Ky M C X es no vacio, escribiremos
< M >, o bien span(M) para referirnos al menor subespacio vectorial de X que contiene
a M. Es la interseccion de todos los subespacios vectoriales que contienen a M.

TEOREMA 12 (Caractizacion de los espacios normados separables).

El espacio normado (X, || - ||) es separable si y sdlo si existe un conjunto numerable
{ele?,...,e",..}C X

tal que
cdl< {e', e ... e", ...} >] = X,

donde < {e',e? ... e", ...} > es el subespacio vectorial de X generado por{e',e*, ... e" ...}

Prueba : Si (X,|| -||) es separable, existe D C X con D numerable y denso en X.
En ese caso,
X =c(D)Cc(<D>)CX,

luego poniendo D = {e',e?,...,¢e", ...} se cumple el enunciado.
Reciprocamente:
Supongamos que X = cl[< {e',€e? ... e", ...} >]. Sea

D = {Z rie" :r; € Q, F finito F C N}.

ieF
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Como Q es numerable, D es numerable. Vamos a ver que D es denso en X. Efectiva-
mente, sean z € X y ¢ > 0. Como X = cl[< {e',e? ... e", ...} >], existe un vector
ye<{e, e ...,e" ...} > tal que d(z,y) < 5.

Por otra parte, al ser y €< {61, ez, ..., e, .. .} >, existen a,,,. .. ,an, € R tales que
Yy = g Ap, €.
i=1
Como Q es denso en R existen rq,..., 7 tales que
i Jan, — 1] < -
Max |a,, —1; - :
=1,k 2k max;—1, x{lle™ ||}

El elemento z := Zle r;e"™ pertenece al conjunto D.

k
19 N
d(x,2) < d(x,y) +d(y,2) < 5 + ;mm —1;)e

k
€ €
< -
2" ; ok maxi—r._s{lle"

<

le™

<e.

DN ™

k
+ Y lan, = rillle™
i=1

}

COROLARIO 2 Los espacios €, son separables, para 1 < p < 0o

Prueba : Observemos primero que en ¢,, para todo x = (x1, Z2,...) se cumple

T = Z ;e (7)
i=1

En efecto, fijado un entero positivo k,
k p
> e~ =D |af
i=1 p i>k+1

Pero como la serie de nimeros reales > >~ |z;|? es convergente, sabemos que

lim > fzlP =0
k—o0
i>k+1

luego limy_,

Zle ze — xH = 0, lo que prueba . Pero la igualdad nos dice que
p

dado cualquier € > 0 existe un entero positivo kg de manera que

ko
Z e — x| <e
i=1 »
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es decir que dado cualquier € > 0 existe un elemento y := fil r;e®) de < B >, con
B = {eM e® .}, tal que dista de # menos que €; o en otras palabras, que el conjunto
de las combinaciones lineales (finitas) de los elementos del conjunto numerable B es denso

en £,. Entonces, por el teorema anterior, ¢, es separable.
0

Ejemplo 4 Si S es cualquier conjunto infinito, (B(S), ||.||) s no separable.

Sea A un subconjunto no vacio de S. La funcion caracteristica x4 (que vale 1sit € A
y cero en otro caso), es acotada, y por tanto es un elemento de B(.S). Ademas ||xallc = 1.

Si A’ es cualquier subconjunto no vacio de S, con A’ # A es facil ver que

||XA - XA’HOO =1

(Los nimeros reales |xa(t) — xas(t)| sélo pueden tomar el valor 0 é el valor 1. Siendo
A # A’ oDbien existe t € A’ cont € A en cuyo caso |xa(t) — x4 (t)| = 1 o bien existe t € A
con t ¢ A’y entonces también |y a(t) — xa(t)| = 1. En los dos casos, ||[xa — xar||c = 1.)

Por tanto las bolas abiertas B (XA7 %) , B (XAH %) seran disjuntas siempre que A # A’.

Si B(S) fuera separable existiria un conjunto numerable @) denso en B(S). Por tanto
1

es decir que () tiene al menos un elemento en B (X As %) Ademas, si A # A’ como las
bolas B (X A %) y B (X A %) son disjuntas, () tiene, al menos, dos elementos distintos, uno
en cada una de ellas.

Este razonamiento prueba que @ ha de tener al menos tantos elementos como subcon-
juntos distintos admita el conjunto S.

Pero el cardinal de los subconjuntos de un conjunto infinito es estrictamente mayor
que el de los nimeros naturales. Luego tembién el cardinal de () es mayor que el del
conjunto de los niimeros naturales, es decir que () es no numerable.

En particular, (¢*°,|.]|s) v (B([a,b]), ||.||oc) son no separables.
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2. APLICACIONES LINEALES Y CONTINUAS

2.1. Espacios normados de aplicaciones lineales continuas

Sean (X, |- |) , (Y] -||) espacios normados sobre el mismo cuerpo. El conjunto de
las aplicaciones lineales entre X e Y, £(X,Y) tiene una estructura natural de espacio
vectorial. Como en en X y en Y existe una topologia, tiene sentido considerar el subcon-
junto de £(X,Y") formado por las aplicaciones (lineales ) que ademds sean continuas, que
suele simbolizarse como B(X,Y) 6 como L.(X,Y). El vector nulo de £(X,Y), es decir
la, aplicacién lineal cuyo nicleo es X, es siempre continua, y por tanto B(X,Y') nunca es
vacio. Las bien conocidas propiedades de las funciones continuas permiten ademaés afirmar
que B(X,Y) es un subespacio vectorial de L(X,Y).

Ejemplo 5 No toda aplicacién lineal es continua, como sucede en espacios de dimen-
sién finita. Por ejemplo, en el espacio normado (C([—1,1]),].||«) sea D el subespacio que
forman las funciones de C([—1, 1]) que son derivables en el intervalo abierto (—1,1). La
sucesién de funciones (f,,) dada por

fult) == %SGH(TM),

tiene todos sus términos en D,y || ful|lo < 1/n, por lo que converge en (C([—1,1]), ||-|loo)
a la funcién nula © = 0p. La aplicacién L : D — R definida por L(f) := f'(0) es lineal,
pero la sucesion

(L(fn)) = (frlz(())) = (COS(HO)) = (17 L1,.. )

es constante y no converge a L(0) = 0. Asi pues, L no es continua en el origen de D.

PROPOSICION 2 Si L € L(X,Y), los siguientes enunciados son equivalentes:
a) L es continua en X.
b) L es continua en Ox.

c) L es acotada en Bx :={v € X : ||v|| < 1}, es decir, {|L(v)|| : v € Bx} es acotado
en R.

d) Eziste un nimero real M tal que, para todo v € X, |[L(v)|| < M|v|| .

Prueba : Es evidente que (a)= (b).

Si L es continua en Oy, dado ¢ = 1 existe § > 0 tal que si x € X con ||z — Ox]|| < 4,
entonces ||L(x)| = ||L( ) — L(0x)|| < e = 1. Entonces, si v € Bx, es no nulo, el vector

2\\6 v tiene norma 3 < §, luego

es decir,
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desigualdad que también se cumple (trivialmente) si v = Ox. Asi pues para todo v € By,
|L(v)|| < 2, luego L es acotada en Bx. Hemos probado pues (b)= (c)

Si L es acotada en By, es decir si existe M € R tal que ||[L(w)|| < M para todo
w € By, dado v € X, v # Oy, se tiene que ﬁv tiene norma 1, luego pertenece a By, por

lo que
1
|- ()l =
o]

lo cual implica inmediatamente que ||L(v)|| < M]|v|| para todo v € Bx. Luego hemos
probado que (¢)=(d).

Por ultimo (d)=-(a) es inmediato porque tomando en particular en (d) v = x —y, con
x,y € X, y teniendo en cuenta que L es lineal,

I1L(z) = Ly)|l = [ Lz — )| < M|z -yl

lo que prueba que L cumple una condicién de Lipschitz, o sea que es uniformemente
continua (y por tanto continua) en X.

2.2. Normas de aplicaciones lineales

Para cada L € B(X,Y) estan bien definidos los siguientes niimeros reales:

a(L) :=su {%:UEX,U#O}.

b(L) := sup{|[L(u)]| - v € X, [|ul[ = 1}.

(L) := sup{[|L(v)] s v € X, |Jo]| <1}

d(L) :=mf{M e R: Vv € X, | L(v)|| < M|v]|}.

[

):
)=
PROPOSICION 3 Para cada L € B(X,Y), a(L) = b(L) = ¢(L) = d(L).

Prueba : Como evidentemente
{IL()|| s v e X, |lul| =1} C{[|[L(w)]| : v € X, [Jul| <1},

inmediatamente se tiene que b(L) < ¢(L).

Si Mye M:={M eR:Vve X,|L{w)| < Mluv|} entonces para todo vector v € X,
con norma menor o igual que 1

L[| < Mollv|| < Mo,

luego My es una cota superior del conjunto {||L(u)|| : u € X, ||u|| < 1}. Por definicién de
supremo se sigue que ¢(L) < My. Esto es cierto para todos los elementos del conjunto M,
luego

c(L) <inf M =d(L).
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También por definicién de supremo, si v # 0

luego para todo v € X, ||L(v)|| < a(L)|v||. De aqui se sigue que a(L) € M, luego
d(M) :=inf M <a(L).

En definitiva tenemos b(L) < ¢(L) < d(L) < a(L).

Pero dado cualquier vector no nulo v € X, u = ﬁv tiene norma 1 y

L@ _yp Ly =zl

1
[o]] o]

luego

{”LS|)|)” e Xov 0} C{IL@)] v e X, Jul =1}.
L)<

|
Por tanto, a( b(L), y se completa la prueba.

DEFINICION 10 Para cada L € B(X,Y), se llama norma de L al nimero real
IL]] := sup{[|L(v)[| : v € X, [Jo]] < 1},

Como los niimeros reales del enunciado anterior en realidad son el mismo, la expresion de
cualquiera de ellos puede tomarse como definicién de || L||. Comprobar que, efectivamente,
se trata de una norma, es casi un ejercicio. Antes veamos una desigualdad ttil

COROLARIO 3 FEn las condiciones de la proposicion anterior, para todo x € X,

L) | < LA

Prueba : Por definicién del supremo a(L) = ||L|| se tiene que para todo vector no
nulo z € X,

IL] = a(L) > L)l

]

luego, ||L(z)|| < ||L||||x|| para los vectores z no nulos, y, trivialmente, también para
Tr = Ox.

U
PROPOSICION 4 En el espacio vectorial B(X,Y), la aplicacidn
L ||L]| == inf{M € R: Vv € X, |L(v)|| < M]Jv]|}.
es una nor’maﬁ
3En la linea anterior aparece el mismo sfmbolo, || - ||, para tres normas, la de X, la de Y y la que se

estd definiendo en B(X,Y). A pesar de esto, si se lee con cuidado no debe haber confusién.
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Prueba : Puede observarse en primer lugar que, de la definicién de ||L|| se sigue
inmediatamente que, para todo v € X,

L) < IL][v]l-

Luego si || L]] = 0, para todo v € X, || L(v)|| = 0, y entonces L es la aplicacién lineal nula,
OB(x,v)-

Por otra parte, para todo v € X, ||0gx,y)(v)|| = 0 < 0]|v|, luego [|0gx,y)(v)|| = 0.

Ademas, si S, L € B(X,Y), para todo v € X,

1S+ L)) < [IS@)+ L) < STl + Lol = (ST + TLDIell-
Por tanto
ST+ 1LA) € {M e R Vv € X, [[(S + L)(v)]| < M]o]]}

de donde
IS+ LI < [[S]| + ([ L]]-

Por 1ltimo esta también claro que si A # 0 es un escalar del cuerpo sobre el que estén
definidos X e Y, para todo v € X,

ALY W) [ = (AL < [ Lol
y razonando como antes,
AL < [AJIIL]|
Aplicando dos veces esta desigualdad, tenemos
IALIE < LI = IAIATIALI < IMIATHIALY = [IAL]
de donde se sigue que ||AL|| = |A|||L]].

Vamos a calcular la norma de algunas aplicaciones lineales que se usan frecuentemente,
o que pueden ayudar a comprender mejor el concepto de norma de una aplicacién lineal.

La primera idea es que la norma de las aplicaciones lineales en cierto sentido es una
medida de la contraccion o dilatacion que produce la aplicacién a los vectores de su
dominio.

Ejemplo 6 Homotecias. Sea (X,|| - ||) un espacio normado, y sea A un escalar no
nulo. Si Hy : X — X es la homotecia

Hy(z) = Az
entonces ||Hy|| = |A|.

Basta aplicar directamente la definicién:

H A
| Hl :sup{% cx € X,z #0} zsup{% cx e X,z # 0} =\

Si S es un conjunto no vacio sabemos que (B(.5), ||.||«) es un espacio de Banach . Sobre
este espacio hay una aplicaciones lineales especialmente sencillas: Si s € S,y f € B(S) se
llama evaluacion en s la aplicacién lineal E; : B(S) — K dada por Es(f) := f(s).
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Ejemplo 7 Evaluaciones. Consideremos el espacio normado (B(S), ||.||l) v en €l el
funcional evaluacion en s € S, es decir

Ey(f) = f(s).
La norma de cualquier Eg es 1.

Basta aplicar la definicién, y recordar la definicién de || f||so:

|Es(f)] |/ (s)]
[flloe 1flloo

Por otra parte, para la funcién constante 1 sobre S (a la que llamaremos u), evidentemente
se tiene ||ul|o = 1, luego

B[l := sup{|E«(N)]l - f € B(S), [ flloo = 1} = [Es(u)| =

Ejemplo 8 Sean L : R? — R? la aplicacion lineal y continua dada por

1E| = sup{

c fe€B(S), f # 05w} =sup{i—==: feB(S), f#0ss} <1

L(z,y) = (z + 2y, 3z + 4y).
Consideremos L como un elemento de B((R?, || - ||o), (R%, || - [|00))-
Como [|(1,1)[lec = 1,
L[| = 1L(L, Do = [[(3, T][oc = 7
Por otra parte, para cualquier (z,y) € R?
1(x + 2y, 3z + 4y)[|oe < max{|a| + 2|y, 3|z| +4[y|} < Tmax{|z], [y|} = Tl(z, y)ll,
luego ||L|| < 7. En definitiva ||L|| = 7.

Consideremos ahora L como un elemento de B((R?, || - ||1), (R?, || - |1)). Para cualquier
(z,y) € R?,

I(z + 2y, 3z + 4yl < |o + 2[yl + 3|z] + 4fy| < 4lz[ + 6]y| < 6(|2| + [y]) = 6] (=, y)]lx
Luego || L] < 6.
Por otra parte, || (0,1) || = 1, luego
LN = 1L, D) = [[(2,4)[[ = 6.
En definitiva ||L]| = 6.

Este ejemplo pone de manifiesto que la norma definida en B(X,Y") depende fuerte-
mente de (las normas de) los espacios (X, |- ]), (Y] - 1)

Ejemplo 9 Un operador integral. Sea o € C(la,b]) una funcion dada y sea T :
C([a,b]) = R la aplicacion lineal dada por

Entonces ||T|| = f lo(t)|dt, si en C([a,b]) se considera la norma del supremo.
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i< [ <[ @l

nos da inmediatamente que ||T|| < f lo(t)]dt.

La desigualdad

Sio fuera no negatlva bastarfa tomar la funcién constante 1 en [a,b] para tener

T > f t)ldt = f lo(t)|dt. Pero en al caso general hay que proceder con un poco
méas de Culdado Sea g : (—00,00) — [—1, 1] definida por
-1 < -1
glr):=¢ x —-1<z<1
1 1<z

y definamos también las funciones continuas g, : [a,b] — [—1, 1] por

gn(t) == g(na(t)).

Observemos que si o(t) > 0 entonces para n suficientemente grande no(t) > 1y entonces
gn(t) = 1. Igualmente, si o(t) < 0 entonces para n suficientemente grande no(t) < —1y
entonces g,(t) = —1. Finalmente, si o(t) = 0 g,(t) = 0 para todo n.

En suma podemos afirmar que para cada t € [a, b],

gn(t) = sg(o(t))

donde sg(o(t)) es el signo del nimero real o(t).
Por otro lado es claro que ||g,|loo < 1, luego para todo entero positivo n

b
IT] > T(gn) ;:/ o (t)gn(t)dt.

Teniendo en cuenta que para todo t en [a,b], |0(t)g,(t)| < |o(t)| y que o es sumable en
[a, b], por el teorema de la convergencia dominada tenemos que

b b b b
| > 1im / o ()ga ()t = / lim(o ()gu (1)) dt = / o(t)sg(t)dt = / o (8)]dt.

2.3. El espacio de Banach (B(X,Y), .||

La proposiciéon anterior nos ha presentado un nuevo ejemplo abstracto de espacio
normado: El espacio vectorial B(X,Y) de las aplicaciones lineales y continuas entre dos
espacios normados (X, ||]|) (Y, ]|-||) sobre el mismo cuerpo con la norma de las aplicaciones
lineales.

Para T € B(X,Y), ||T|| depende como hemos visto, tanto de la propia aplicacién
T',como de las normas que se estén considerando en X y en Y. (Esto dltimo es origen de
confusiones, porque no se refleja en la notacién).

La razén de adoptar una definicion asi se vera enseguida, aunque ha de notarse que
no es la unica que podria haberse usado para "normar” B(X,Y).
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No obstante, si no se especifica lo contrario, en B(X,Y") se supone definida precisa-
mente esta norma, que suele llamarse norma de las aplicaciones lineales 6 norma de los
operadores.

TEOREMA 13 Si (Y,|| - ||) es un espacio de Banach, entonces B(X,Y') es un espacio
de Banach (con la norma de las aplicaciones lineales ).

Prueba : Sea (L,) una sucesién de Cauchy en B(X,Y') (respecto de la norma de las
aplicaciones lineales y continuas). Dado € > 0 existe ny € N tal que si p,q > ng

1Ly — Lol <,
y entonces fijado x € X,
[1Lp(2) = Lo() || < [[Lp — Lallllz]l < ell2]-

Esto nos demuestra que (L,(x)) es una sucesién de Cauchy en (Y, || -]|). Como este espacio
es completo, existe en Y

lim L, ().

Naturalmente el elemento anterior depende del x previamente fijado en X. Es natural,
por tanto, denotarlo como funcién de x, por ejemplo L(z).

Asi pues © — L(z) := lim,, L,(z) es una aplicacién entre X e Y. Ademds esta claro
por las propiedades de los limites de sucesiones que L es lineal.

De la continuidad de la norma y de la desigualdad
[Lp(2) = Lq(x)|| < ell]

se sigue
lim(]|Zy(2) = Le(2)[]] < ellll

o0 sea,

[1L(x) = Ly(2)|| < el|]]

Por tanto, como
[L(2)|| < [|L(z) = Le(@)| + |1 Lg(z) || < ellz]] 4[| Lyl ]

tenemos que L es continua, con ||L|| < e+ ||L,|| para todo ¢ > ny.

Por 1ltimo, de la mismo desigualdad
[L(z) = Lo(2)|| < ellz].
se sigue también por definicién de la norma de las aplicaciones lineales que
IL— Lyl <
para todo g > €. En otras palabras,

lfm || L — L,| =0
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lo que equivale a que (L,,) converge a L en (B(X,Y),| - |-
U

Como vemos la prueba se parece mucho a la desarrollada para el caso del espacio nor-
mado de las aplicaciones reales acotadas con la norma del supremo. En el caso particular
en que los espacios (X, |- ]), (Y,||.||) sean el mismo, entonces se usa la notaciéon B(X)
en lugar de B(X, X). Si S,T € B(X), entonces la aplicaciéon compuesta S o T también
pertenece a B(X) lo que da al conjunto B(X) una estructura muy rica, ya que ademas de
la estructura de espacio normado (con la norma de los operadores), existe una de anillo
(en general no conmutativo) cuando se considera la composicién de aplicaciones como
operacion multiplicativa. Ademads existe una compatibilidad”de estas estructuras que es
consecuencia de la desigualdad ||SoT|| < ||S||||T]|. Otras normas sobre B(X) no cumplen
esta desigualdad, y esta es una de las razones de definir en B(X,Y) la norma que se
maneja usualmente.

PROPOSICION 5 Si X, Y, Z son espacios normados sobre el mismo cuerpo, S &€
B(X.Y), y T € B(Y.Z)
1T o S|l < IT|I|S]-

Prueba : Para cada x € X,
(T o S)(@)[| < (T[S @) < ITNISH]l

y de la definicion de la norma de las aplicaciones lineales se sigue inmediatamente que
1T o S| < (TSI
O

2.3.1. Espacio dual

Uno caso particular importante se da cuando (Y, || - ||) es el cuerpo K de los escalares
con la norma del mddulo. Entonces (B(X,K), ||.||) suele llamarse espacio (normado) dual
topoldgico de (X, || - ||) , utilizdndose para su notacién bien X’ o bien X* segiin gustos.
Estos espacios duales siempre son de Banach, porque (K, |- |) es un espacio de Banach.

DEFINICION 11 Sean (X, |- ||x) e (Y, |- |ly) dos espacios normados y seaT : X =Y
una aplicacion.

n Se dice que T es un isomorfismo algebraico si T es lineal y biyectiva.

n Se dice que T es un isomorfismo topoldgico si T es un isomorfismo algebraico y
tanto T como T~ son continuas.

» Se dice que T es un isomorfismo isométrico si T es un isomorfismo algebraico que,
ademds, es una isometria, esto es, si para cualesquiera x,y € X, se cumple la
tqualdad

IT(z) =Ty = [l —ylx-

» Si existe un isomorfismo algebraico entre (X, | - ||x) e (Y, || - |lv), se dice que estos
espacios son algebraicamente isomorfos.
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» Si existe un isomorfismo topoldgico entre (X, | - |lx) e (Y| - |ly), se dice que estos
espacios son topologicamente isomorfos.

» Si existe un isomorfismo isométrico entre (X, || - ||x) e (Y, - |lv), se dice que estos
espacios son isométricamente isomorfos.

Observar que, si T : X — Y es lineal, entonces T' es una isometria si, y sélo si, || 7(z)|]y =
|z||x para todo z € X.

Los espacios normados B(X,Y) son abstractos por lo que es muy conveniente, an-
te cada caso concreto, poder representarlo es decir, disponer de otro espacio normado
isométricamente isomorfo a él y de manejo mas cémodo. Por ejemplo, si (X, | - [|) ,
(Y,]| - ||) son de dimensién finita, B(X,Y) = L(X,Y), como espacios vectoriales pueden
ser representados por espacios de matrices.

Otro ejemplo importante es el de B(R,Y"), (si el espacio normado Y es real) que admite
al Y como representacion, es decir que:

Siy €Y, L,(t) := ty define un elemento de B(R,Y), y reciprocamente, si L € B(R,Y’),
L(t) = L(t,1) = tL(1) = Ly ().
Esto sugiere que la aplicacién biyectiva y — L, es el isomorfismo isométrico entre YV’

y B(R,Y'), pues, efectivamente ||L,| = ||y|| .

Para los espacios normados duales de los ejemplos que hasta ahora hemos considerado
tenemos:

El espacio dual de... Se identifica con

(R™, [I-[]2) (R™, [I.]]2)

(R™, [I-]]1) (R™, [I-[lso)

(R™, [I-[lso) (R™, [I.[]1)

( [I-llp), (1 <p < o0) (Lg: I lla) (p + g = pq)
(4, [I-]]1) (£oo [|-lloo)

(o, [I-lo0) (41, [I112)

(LP(), |I-1lp), (1 <p <o0) | (L1, |I.lg) (p+ ¢ = pq)
(L), -1 (L), [|-]l)

Esto debe entenderse con cuidado. Significa que existe un isomorfismo isométrico entre
cada uno de la primera columna y el espacio de su misma fila en la segunda columna.

Si se toma un elemento f de un espacio de la segunda columna, de algiin modo puede
considerarse como una aplicacion lineal y continua sobre el espacio de su misma fila,
pero este modo no estd especificado en la tabla, aunque en los tres primeros casos es el
siguiente:

En los espacios de sucesiones, si y = (y1,...,Yn,-..) pertenece a algin espacio de
la segunda columna, se identifica con la aplicacién lineal continua (funcional) sobre el
respectivo espacio de sucesiones de su misma fila que, sobre el elemento (z1,...,z,,...)

42



Andlisis Funcional. E. Llorens

toma el valor .
y(x) == anyn
n=1

Por tltimo, en los espacios (LP(€2),|.||,), si f pertenece a algin espacio de la segunda
columna, se identifica con la aplicacién lineal continua (funcional) sobre el respectivo
espacio de su misma fila que sobre el elemento g toma el valor

f(g) = /Qf(t)g(t)dt.

Veremos algtin caso:
TEOREMA 14 El dual de V1 es {.

Supongamos que f € (;. Para cada x = (x,,) € {1, es fcil ver que z = " | z,¢’, donde

fle)=17f (11_{11 ixiei> = lim ixif(ei) = ixnf(en)'

i=1 n=1

Esto sugiere definir 7' : ¢; — (., por T(f) = (f(en)). Veamos que T' es un isomorfismo
isométrico.

» En primer lugar, T" esta bien definido, es decir si f € ¢}, entonces (f(e,)) € s pues

[f(en)| < LFI- flenlly = (1]
para todo n € N.

= Que T es lineal es inmediato.

» T esinyectiva: si T'(f) = 0y, = (0,0,...), entonces es f(e,) = 0 para todon € N, de
donde, para cada x € {1, f(z) = lm, oo Y.y 2(7)f(e") =0, 0 sea f es el funcional
nulo sobre £;.

o0

» T es exhaustiva: sea a = (a,,) € ls y definamos f : €1 — Kpor f(z) =", x(n)a,.
Entonces, f es lineal y, ademas

oo
@) <Y fe)] - lan] < ) - llallo,
n=1
lo que nos dice que la serie Y | z(n)a, es absolutamente convergente, y por tanto

convergente en K. Finalmente, T'(f) = (f(e,)) = (a,) = a.

» 7T es una isometria: sea f € £} y veamos que ||T(f)|lc = || f]]-

Para obtener la desigualdad || f|| < [|T(f)]|«, basta tener en cuenta que para todo
x € {1 se tiene que

()] = <7 lloo - N2

> w(i)f(e)
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Para obtener la otra desigualdad observemos que, al ser ||e,||1 = 1 para todon € N,
es

A= 1rle)l  n=12,,
de donde [|f] = [[(f(en))lloc = IT(f)lsc-

2.3.2. Aplicacion conjugada

DEFINICION 12 Si X,Y son espacios de Banach sobre el mismo cuerpo K, yT : X —
Y una aplicacion lineal y continua, se llama aplicacion conjugada de T a T : Y* — X*

dada por
T'(g)=goT.

Ciertamente, goT es lineal (por ser composicién de aplicaciones lineales) y continua (por
ser composicién de aplicaciones continuas), y aplica X en el cuerpo K.
T* transforma funcionales lineales en funcionales lineales, y a su vez, es lineal:

Dados f,g € Y* a,b € K,

T af +bg) = (af +bg)oT
=(af)oT + (bg)oT
—a(foT)+b(goT)
= aT"(f) +0T"(g)

Por otra parte, si g € Y™,

1T (I = sup{[T*(9)()] : & € X, [l]| <1}
=sup{[(goT)(x)| : v € X, [|lz| < 1}
= sup{[g(T'(2))] : # € X, =[] < 1}
<sup{[lg[lIT(x)]: x € X, [|lz[| < 1}

sup{[lg[lIT[[[«] - = € X, [|l] < 1}

171 gl

lo que nos muestra que 7" es continua con || T*|| < ||T||.

IN A

Para dar ejemplos no triviales de aplicaciones conjugadas necesitamos conocer mas
hechos referentes a los espacios duales.

2.4. Isomorfismos

Sean (X, | - ||) (Y,|| - ||) espacios normados sobre el mismo cuerpo. Si existe una
aplicacion lineal biyectiva entre X e Y se dice que estos espacios vectoriales son algebraica-
mente isomorfos. Si L : X — Y es lineal uno-a-uno (inyectiva) entonces L™' : L(X) — X
es automaticamente lineal.
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Efectivamente, si y1,y2 € L(X), existen z1,29 € X con y; = L(x1),y2 = L(x3).
Entonces

L™y +y2) = L7H(L(21) + L(w)) = L7H(L(a1 +x3)) = @1 + 29 = L™ (1) + L7 (12)
Anélogamente, para todo escalar A,
L'(A\y) = LY AL(zy)) = LY L(Azy)) = Avy = AL ().

En particular, si los espacios vectoriales X, Y son algebraicamente isomorfos, tanto L
como su inversa son lineales.

No toda aplicacién lineal e inyectiva de un espacio normado X en si mismo, es sobre.
Ejemplo 10 La aplicacion S : ly — {y dada por
S(z) = S((x1,22,...)) = (0,21, 29, .. .)
es una isometria lineal con ||S|| =1, aunque no es exhaustiva (sobre).

Ejemplo 11 Consideremos los espacios normados X := ({a,|.|[2) ¥ Y = ({2, ].]|)-

Trivialmente, la aplicacién lineal y biyectiva Id : {5 — {5 tiene inversa también lineal.
Como para todo = € {, ||z]|e < ||z]2, la aplicacién identidad Id : X — Y es continua.
Pero en cambio, en este contexto /d~! es no continua porque la sucesién (v(")) en la bola
unidad de Y definida por

n2 veces

1 1
= (=,...,=,0,...
v (n7 Y n7 ) )
verifica que [[v™]]y = 1, [|[o™ ]|, = 1, luego (v™) converge a O, en ({2, || - ||s0), pero no
en (la, ] - |l2)- En otras palabras, Id~! : Y — X no es continua. Es claro que X e Y son

espacios normados algebraicamente isomorfos. pero la identidad Id entre estos espacios
no es un homeomorfismo.

Ejemplo 12 Los espacios normados (R, ||, |l2), (R™,|| - |le) s0n topoldgicamente iso-
morfos.
Basta tomar la aplicacion identidad entre ellos que es evidentemente lineal y biyectiva.

Ademas, para todo x € R",
()]0 = [J2]loc < [l]]2;

luego I es continua.

Reciprocamente, para todo x € R",

117 (@) ]l2 = [l2]l2 < Vallz]lo
luego 17! es continua.

Una aplicacién L : X — Y es una isometria lineal si es lineal y cumple || L(z)|| = ||z]|
para todo z € X. Toda isometria lineal es continua e inyectiva, y tiene norma 1. (Aunque
no necesariamente es biyectiva, como puede comprobarse en el ejemplo
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Ejemplo 13 Sea X un espacio de Hilbert (real o complejo). Para todo f € X* sa-
bemos (teorema de representaciéon de Riesz) que existe un unico elemento v € X con
f(z) =< v,z > para todo z € X. Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz,

[f@) =1 <vz>]| <[],

luego || f]| < [|v||. Si v = 0x entonces f = O0x~ y || f|| = ||v]. Siv # Ox,

v
TE ‘f (W)\ — o]l

Es decir que || f]| = ||v|| en todos los casos.

Podemos pues considerar la aplicacién J : X — X* dada por J(v) = f, donde
fo(z) =< x,v > para cada x € X.

Hemos comprobado que [|J(v)|| = ||v]|, o mejor que ||J(v)|x+ = ||v]x. Luego J es
una isometria de X sobre X*, es decir J es biyectiva. Sin embargo, en caso de ser X un
espacio de Hilbert real es diferente del caso de ser X espacio de Hilbert sobre el cuerpo
de los complejos.

Siv,w € X esta claro que, para todo z € X

forw() = (z, v+ w) = (z,v) + (z,0) = fu(z) + fulz)
y esto se cumple en el caso real y en caso complejo, es decir
J(v+w)=J()+ J(w).
Pero si A € C, para todo x € X se tiene que
Pro() = (2, 20) = Mz, v) = Afo(2)

es decir

J(\w) = AJ(v).

Por tanto, en el caso de un espacio de Hilbert complejo, J es una isometria no lineal,
mientras que en el caso de un espacio de Hilbert real, la aplicaciéon J es una isomorfismo
isométrico, y los espacios X y X* son isométricamente isomorfos.

No es facil dar ejemplos de pares de espacios normados isométricamente isomorfos que
no sean triviales o bien de comprobacion dificil para nuestro nivel.

PROPOSICION 6 (Caracterizacion de isomorfismos topoldgicos.)

Sean (X, || - |) v (Y, -||) espacios normados sobre el mismo cuerpo. La aplicacion
lineal y sobre T : X — Y es un isomorfismo topoldgico si y solo si existen dos constantes
positivas m, M tales que, para todo v € X,

mllzl] < T ()| < Mllz].
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Prueba : Si T' es isomorfismo topolégico, en particular es continua, luego
1T ()]] < [Tl
para todo x € X. También T~! es continua; asf pués para todo x de X,
|l = 1T~ X (T (@) < 1T 1T ()]
de donde

[l < IT()l

Observar que no puede ser ||[T7!|| = 0 porque en ese caso T~ ' serfa la aplicacién lineal
nula, que no tiene inversa.

Reciprocamente, si existen las constantes positivas m, M cumpliendo la condicién del
enunciado, la desigualdad
IT()[| < M|]]

(vélida para todo x € X) demuestra que 7" es continua, y la desigualdad

mllz —y|| < || T(z —y)l| = [|T(x) = T)|,
(vélida para cualesquiera x,y € X), demuestra que T es inyectiva.

Sabemos que entonces 7! estd definida en Y (por ser T sobre) y es lineal. Ademés
la desigualdad

m|[ T )| < 17T @) = [l
(valida para todo y € Y') demuestra que

1
71! < =
1T ()l < mHyH

para todo y € Y, luego T~ ! es continua.

En suma, si existen las contantes del enunciado, 7'y su inversa son (lineales ) biyectivas
y continuas. Luego T es un isomorfismo topolégico.
O

El siguiente enunciado asegura la continuidad de todas las aplicaciones lineales defini-
das sobre determinados espacios.

PROPOSICION 7 (Continuidad automdtica). Si (Y, |- ||) es un espacio normado sobre
K toda aplicacion lineal L : K* — Y es continua, si en K" se considera definida la
topologia de la norma euclidea.

Prueba : Sea (e(V), ..., e(™) la base canénica de K”. Para cada z = 1M 4. . . +x,e™
se tiene

L@ < e ILE)] + .. + el [ L)

Si consideramos los vectores de R", v := (|x1|,..., |z.]) w = (||L(eM],...,||L(e™]),
vemos que el segundo miembro de esta ultima desigualdad es el producto escalar ordinario
en R" (v, w). Podemos aplicar entonces la desigualdad de Cauchy-Schwartz de R" y
tendremos, para cada z € K",

IL(2) ]| < (v, w) < lvllzflwllz = [[wlls]l]2

luego L es continua, con ||L|| < [Jw]l2.
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TEOREMA 15 Todo espacio normado (Y, || - ||) de dimension n sobre el cuerpo K es
topolégicamente isomorfo a (K", | - ||2).

Si fijamos (yV,...,y™), una base de Y, podemos definir la aplicacién lineal L : K® — Y
por
L(xy,. .. xn) = z1yV 4+ ..+ z,y™.

Desde luego, L es inyectiva pues de ser L(xy,...,x,) = Oy, se tendria que
iy + ™ =0,

y como (y™,...,y™) es una base de Y, los escalares x1, ..., x, han de ser todos cero, es
decir (z1,...,x,) = Ogn.

Por la proposicién anterior L es continua si consideramos en K" la topologia de la
norma ||.||2 . Entonces la funcién

(1, ooy xpn) = || Lz, ooy 2|

serd continua en (K" [ - |[2). Como la esfera unidad S de (K", | - ||2) es un conjunto
compacto, existiran en S el maximo y el minimo de esta funcién, o sea que existen v, w € S
tales que para cualquier (z1,...,x,) € 5,

L) < [z, z) || < [[L(w)]].

Observar que || L(v)| = 0 implicarfa que L(v) = Oy, y como L es inyectiva entonces v =
Ok~ lo cual es absurdo porque Ox ¢ S. O sea que si ponemos m := || L(v)||, M = || L(w)]|,
las constantes m, M son positivas y para cualquier (z1,...,x,) € S,

m < || L(z1,...,2,)|| < M.

En particular, dado cualquier vector no nulo, z € K", mz € S, de donde

1
m < L(r—2)ll < M.

12112

o0 sea,
ml|z|lz < [|L(2)[| < M|z[[>.

Esto nos dice, segiin la proposicién [6] que L es un isomorfismo topoldgico.
O

COROLARIO 4 Dos espacios normados sobre el mismo cuerpo, que tengan la misma
dimension finita n, son topoldgicamente isomorfos.

Prueba : Cada uno de ellos serd topoldgicamente isomorfo a (K", || - ||2).
U

COROLARIO 5 Si (X, | -1]), (Y] - |]) son espacios normados sobre el mismo cuerpo,
y X es de dimension finita, entonces toda aplicacion lineal L : X — 'Y es continua.
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Prueba : Sea n la dimensién de X. Si J : K® — X es el isomorfismo topoldgico que
existe, segin hemos visto, entre K™ y X.

x 5 Y
+J S LolJ
KTL
La aplicacion
LoJ:K"—=Y
es continua por ser lineal y estar definida en (K", || - ||2). Entonces, L = (Lo J)o J !

serd también continua.

TEOREMA 16 Sea (X, | -||) un espacio de Banach . Sea (Y, ||-||) un espacio normado,
ysea T : X =Y un isomorfismo topologico. Entonces (Y, |- ||) es un espacio de Banach.

Basta tener en cuenta que cualquier sucesion de Cauchy (y,) en (Y, || - ||) verificarda que la
sucesion (T'(y,)) es también de Cauchy en (X,| - ||) , pues para cualesquiera enteros
positivos p, q

17 o) = T o)l < 1Tl — wall

Luego, por ser (X, || -||) un espacio de Banach existird z € X con
T (ya) =

y como 1" es continua,
Yo = T(T " (yn)) = T(2),

luego existe en (Y, || - ||) el limite de (y,).
U

COROLARIO 6 Sea V' un subespacio vectorial de dimension finita del espacio normado
(X, || ]) - Entonces V' es un conjunto cerrado.

Prueba : Basta tener en cuenta que si V = Ox entonces es cerrado trivialmente, y
si dim(V) = n € N, existe un isomorfismo topolégico J : K® — V. Teniendo en cuenta
que (K™ || - ||2) es un espacio de Banach y aplicando el teorema anterior, se obtiene que
V' es un espacio de Banach. Si existiera una sucesiéon (v,) en V que fuera convergente
a un elemento de X\V, por ser convergente en (X, || -|) seria de Cauchy (en V' y no
convergente a un elemento de V). Pero esto seria una contradicciéon con el hecho de que

V' es completo.
O
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2.5. Equivalencia de normas

Si los espacios normados (X, ||-]|) , (X, [.|) tienen la misma topologia inducida por las
normas || - || , |.|, se dice que estas normas son (topoldgicamente) equivalentes. En tal caso
las respectivas métricas asociadas son también equivalentes. Se demuestra con facilidad
que

TEOREMA 17 Las normas || - || , |.| sobre X son equivalentes si y sdlo si existen
constantes positivas a,b en R tales que, para cada v de X

allv]| < fo] < bfjv]].

Prueba : Si existen las constantes a,b del enunciado, |y —z| < r = ||y — z| <,
luego By(x,r) C By (z, ). Ignalmente, ||y — z| < r = |y — x| < br, luego By (z,r) C
By |(x,br). Por lo tanto, si G es || - ||-abierto no vacio, para todo x € G existe p > 0 con

By (z, p) C G, y entonces
ap
By (z,ap) C Byy(z, ) € G

luego G es también |.|-abierto. Igual razonarfamos si G es |.|-abierto no vacio. Luego los
conjuntos || - ||-abiertos y los |.|-abiertos son los mismos.

Reciprocamente, si las dos normas son equivalentes, B := B (0x, 1) es |.|-abierto,
luego 0 es punto |.|-interior de B, es decir, existe p > 0 tal que

Tomemos cualquier vector no nulo z € X. Como ﬁmx € B |(0x, p), entonces
|| <1
H 2p|]
o sea, para todo x € X,
1
2—p|\93H < |-

Intercambiando los papeles de las dos normas obtenemos la otra desigualdad, completando-
se la prueba de este modo.

g

Esto puede decirse de otro modo:

PROPOSICION 8 Las normas || - || y |.| sobre el espacio vectorial X son equivalentes si
y solo si la aplicacion identidad es un isomorfismo topologico entre los espacios normados

X 1)y (XD
Prueba : Si las normas son equivalentes, la aplicacion identidad y su inversa evidente-
mente son continuas, puesto que las dos normas inducen la misma topologia sobre X.

Reciprocamente, si la identidad es un isomorfismo topolégico, por la proposicién [f]
existen m, M constantes positivas tales que para todo x € X,

mllz]] < [ld(x)] < Mllz|],

20
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0 sea
mllz| < || < M,

y por el teorema anterior, las normas ||.|| y |.| son equivalentes en X.

g

TEOREMA 18 (Teorema de Tijonov). En un espacio vectorial de dimensidn finita n,
todas las normas son equivalentes.

Prueba : Consideremos la bola cerrada unidad By de (X, | - ||) . Existe un isomor-
fismo topolégico J entre (X, | -|]) v (K" | - |2).

= J(By.) es cerrado en (K™, || - [2):

Si (J(x,)) es una sucesién en J(Bj.) convergente a cierto x € K" como J~! es
continua

r, = J N J(zn)) = J ()
Pero como x, € By, y By es cerrado, ha de ser J~!(z) € By, luego = € J(By).
= J(By.) es acotado:

Por la proposicién [0} existen constantes m, M > 0 tales que para todo z € X,
mllzl| < [[J(z)]2 < M||z|

luego si x € By, ||J(z)|| < M.

Pero en (K", || - ||2) los conjuntos cerrados y acotados son compactos. Luego J(Bj.|)
es compacto. Pero entonces By = J*(J(By.))) es también compacto.
Sea | - | una norma sobre X. Toda norma sobre un espacio vectorial es una aplicacién

real continua sobre el mismo, o sea, v — |v| es continua en X, y en particular en el
compacto Bj.|. Luego existe w € B tal que para todo v € Bj|

o] < Jwl.

(Notemos que no puede ser w = 0x). En particular, si  # Ox, el vector ﬁx € By,
luego

o0 sea,
|z < Jwlflz]-

Repitiendo el mismo argumento, ahora con el espacio (X, |.|) y su bola unidad B, y
usando la continuidad de || - ||, también obtendriamos

]l < {loll |-

para todo x € X y cierto v # Ox de B, la bola unidad de (X, |.]).
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Combinando estas desigualdades tenemos

1
mell < Ja| < Jwl]l]

para todo x de X, o en otras palabras, existen constantes positivas a, b tales que
allz]] < |z| < bflz].

Luego la identidad entre (X, | -||) v (X,].|) es un isomorfismo, y las normas || - || son
equivalentes en X.
U

2.6. Los conjuntos compactos en espacios de dimension no finita

En el espacio euclideo n-dimensional, los conjuntos cerrados y acotados (y en particular
las bolas cerradas centradas en el origen) son compactos. En dimensién no finita, esto no
es asi.

Ejemplo 14 En el espacio (£y,]|.|2) los vectores (™), con

n

~~
e™ = (0,...,0, 1 ,0,...)

forman una sucesién en el conjunto B := {x € {5 : ||z|2 < 1} que es cerrado y acotado.
Si B fuera compacto (™), admitirfa una subsucesién convergente a un punto de B.
Esta subsucesion convergente seria de Cauchy, y por tanto sus términos estarian entre si a
distancia arbitrariamente pequena para indices lo bastante grandes. Pero esto es absurdo

porque si ¢ # j ' '
||e(1) _ 6(3)”2 — /2.

Se cumple ademads el siguiente teorema, de enunciado sorprendente (una condicién to-
polégica da una conclusién algebraica):

TEOREMA 19 (Teorema de F. Riesz para espacios normados). Si un espacio normado
(X, || - ||) tiene un entorno compacto del origen entonces es de dimensidn finita.

Prueba : Si existe un entorno del origen W que sea compacto, entonces existe r > 0
tal que la bola cerrada B[0x,r] estd contenida en W. Toda bola cerrada es un conjunto
cerrado, y todo cerrado contenido en un compacto es a su vez un conjunto compacto.
Luego B[0x,r| es un conjunto compacto. La aplicacién z %x es continua en X, y
transforma B[0x,r] en B[0x, 1], luego si W es compacto, By := B|0x, 1] serfa compacto.

La coleccién de bolas abiertas {B(v,1/2) : v € Bx} es un recubrimiento abierto de
By, luego existen vy,...,v, en By tales que

Bx C B(v1,1/2) U...UB(v,,1/2).

Sea M el subespacio de X generado por los vectores vq,...,v,, que sera un conjunto
cerrado en X, (por ser M un subespacio de dimensién finita). Afirmamos que X = M,y
el teorema estara asi demostrado.
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Para llegar a un absurdo, supongamos que exista x en X\M. Por ser M cerrado con
x & M, se tendra que d(x, M) > 0. Por definicién de d(x, M) existird y en M tal que

3
dz, M) < |lx —y|| < §d(x,M).
Sea z =

M(x —y). Al ser ||z]| = 1, z € By, luego z pertenece a alguna de las bolas
abiertas que recubren a By, por ejemplo z € B(vg, 1/2). Entonces

r=y+lr—ylz=y+llz—yllox + lz = yll(z = ve).

Asi pues puede escribirse
z=w+ |z —yll(z— o)

con w € M, de donde

3 1
0 <d(z,M) < ||z —wl = [lz = yllllz = vl < 5d(z, M),

que es una contradiccién. Luego X\ M es vacio, y entonces X = M es de dimensién finita.
O

Una parte de la prueba anterior puede refinarse un poco para demostrar el siguiente
resultado:

LEMA 2 Lema de F. Riesz Sean M Z subespacios vectoriales de un espacio normado
X. Si M es cerrado y subespacio estricto de Z entonces para cada 0 € (0,1) existe z € Z
con ||z]| =1 y con ||z —y|| > 0 para todo y € M.

Prueba: Como M es distinto de Z existe x € Z\M. Como M es cerrado, d(z,Y) > 0. Por
definicién de distancia existe yy € M tal que

d(x, M)

d(w, M) < o — o]l < 2

Sea z = x — yo). Desde luego ||x — yo|| # 0, pues x ¢ M. Ademas ||z|| = 1 y para

1
||$—:L/0||(
cualquier vector y € M se tiene que yo — || — yol|ly € M, de donde

e (T = %0) — yH

m ||=T — Yo — ||$ - ?Jo||y||

Ll = (o — lle = olly)l

1
e d(: V)
d(w,M)
d(x,M)

6

0,

l= =l =

AV

V

lo que completa la prueba.
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3. ALGEBRAS DE OPERADORES

Las aplicaciones lineales y continuas de un espacio normado en si mismo suelen lla-
marse operadores. El espacio vectorial B(X, X) con la norma de las aplicaciones lineales
continuas (en este caso también llamada norma de los operadores), tiene una estructura
especialmente rica porque la composicién S o T' de dos elementos S, T € B(X, X) es un
elemento del mismo espacio. Ademas,

1S o T < ST, [Mdx] = 1.

La composicién de aplicaciones tiene buenas propiedades de compatibilidad con la estruc-
tura vectorial. Por ejemplo, si T}, T3, T3 son operadores de B(X, X), y A, pu son escalares,

a) (Tl + TQ) 9 T2 = (T1 9} Tg) + (TQ 9 T3)

b) T1 O (T2 -+ Tg) = (Tl O TQ) + (Tl o} Tg)

C) (>\T1) e} (ILLTQ) = /\,U(Tl ©) TQ)

PROPOSICION 9 Fijado un operador T € B(X, X), las aplicaciones

Rr:B(X,X)— B(X,X) Lr:B(X,X)— B(X, X),
dadas respectivamente por
Rp(L)=LoT, Lyr(L)=TolL,

son (lineales y) continuas.

Sea (L,) una sucesién de operadores de B(X, X), convergente en este espacio a L €
B(X, X).

IRe(Ln) = Re(L)|| = [[(Ln o T) = (Lo T)|| = [[(Ln — L) o T|| < [|Ln — LI|ITI-

Como ||T]| es constante (no depende de n), y ||L,, — L|| — 0, obtenemos inmediatamente
que || Ry(Ly) — Rr(L)|| — 0, o sea que (Ry(L,)) converge a Ry (L) en (B(X, X),|.])-

El caso de Ly se prueba del mismo modo.
O

DEFINICION 13 Si un elemento T € L(X, X) verifica que existe T™' € L(X,X), se
dice que T es algebraicamente invertible.

Cuando el espacio vectorial X es de dimensién finita, propiedades bien conocidas de
Algebra Lineal, especialmente la Féormula de Grassman

dim (7'(X)) + dim (ker(7")) = dim (X)

nos dicen que los siguientes enunciados son equivalentes:
a) T es uno a uno (inyectiva).

b) ker(T) = {0x}.
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¢) dim (T'(X)) = dim (X).
d) T es sobre (exhaustiva), o sea T'(X) = X.
e) T es algebraicamente invertible.

Sin embargo, cuando X no es de dimensién finita, en general estas equivalencias no se
cumplen.

El siguiente ejemplo puede contribuir a distinguir casos en que estos enunciados no
equivalen.

Ejemplo 15 FEn {5 definimos los siguientes operadores:
L:ly— by, L(xy,xo,...):= (x2,23,...).
R:ly — by, R(xy,29,...):=(0,21,22,...).
Se tiene que L es sobre, pero no inyectiva. También se tiene que R es inyectiva, pero no
sobre.

Por otra parte,
LoR=1dy, # Ro L.

En un lenguaje algebraico podriamos decir que R admite un inverso por la izquierda, pero
no es algebraicamente invertible. Tampoco lo es L porque no es inyectiva.

Podemos notar, que respecto a la norma ordinaria de /5 las dos aplicaciones son con-
tinuas.

DEFINICION 14 Si un elemento T € B(X, X) verifica que existe T™' € B(X,X), se
dice que T es topolégicamente invertible.

En el caso de ser X de dimensién finita, bastard que exista 7! para que sea lineal y
continua, es decir que si T es algebraicamente invertible es topolégicamente invertible,
pero en dimension infinita esto no es tan sencillo.

Ejemplo 16 Sea ¢ es espacio de las sucesiones de niimeros reales con todos sus térmi-
nos nulos excepto a lo sumo un nimero finito de ellos, con la norma del supremo.

Definimos la aplicacién lineal T': ¢ — ¢ por

1 1
T(I‘l, T, .. ) = (I‘l, 5372, 5.1'37 .. )

Es claro que T estd bien definida, y es lineal y continua con ||T'|| < 1. Es decir que
T e Blg,p).

Pero existe T™! y no es continua. En efecto, es inmediato comprobar que

Tﬁl(yhy?’ <. ) = (yh 2y27 33/37 < ')7
pues para todo x € ¢
1 1

T71T<ZIZ'> = Tﬁl((l'l, 51’2, 51'3, .. )) =X
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y también para todo y € ¢

TT ' (y) = T((y1,2y2.3y3,-..)) = v.

También es inmediato comprobar que T~! no es continua porque no es acotada en la bola
unidad de (¢, ||.||s): Los vectores

e™ = (0,...,0,1,0..))

pertenecen a esta bola cerrada unidad, pero

1T (™) oo = (10, .-,0,7,0.. )]l = n.

Un ejemplo como el anterior es sélo posible porque (¢, ||.||s) no es un espacio de Banach

TEOREMA 20 (Criterio de invertibilidad). Sea T € B(X, X).

Si la serie Y2, T" es convergente, entonces Id — T es invertible, y
(Id—T)~ Z ™.

Prueba : En este enunciado se usa el convenio de notacién T° = Id.

Como S = > T existe en B(X, X), es claro que

k+1

—hmZT” —hmZT”

luego
k41

O(x,x) = hmz " — hmz " = llm(T(k+1))

Entonces, teniendo en cuenta la contlnuldad de la composicion por la izquierda con una
aplicacion constante,

(Id=T)oS =Id—T)o (32, T")
= (Id —T) o (limg 3¢ _, ™)
= h’mk((Id— TyoXY k1)
fmy (Id o Yop_,T" =T o b, T")
k(z o 1™ — ano T(n+1))
my, (T — T<k+1>) = Id.
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Por otra parte, teniendo en cuenta la continuidad de la composicién por la derecha con
una aplicacién constante,

So(Id=T) =0 2 ,T") o (Id—T)
= (limy YF_ T™) o (Id —T)
= h’mk((Zﬁ o I") o (Id—T))
((Zn o I™)old - (ZI:LZO T")oT)
my (Yoo T = Yoy T0HY)
my,(T° — T<k+1>) = Id.

U

COROLARIO 7 Si (X, || -]||) es un espacio de Banach y T € B(X,X), verifica que
IT|| <1 entonces Id —T es invertible, con

1

I(Id = T)7H| < ——=-
1— |7

Si||I =T| <1 entonces T es invertible, con

1
< —.
= T

Prueba : Como la serie numérica Y~ ||7"| es geométrica convergente (por ser
|IT|| <1y porser |T"|| < ||T||"), y B(X,X) es un espacio de Banach , la serie >~ T"
sera convergente en este espacio, y podemos aplicar el teorema anterior: Su suma S serd el
operador inverso de Id — T,y

151 =

< Z 7] < Z 171" 1 !TH

Si||[Id —T|| < 1, entonces por lo que acabamos de ver Id — (Id —T') = T serd invertible,
con

(Id—(Id=T)"'=T""'=> (Id—-T)",
n=0
y aplicando el mismo razonamiento que antes,
177 = > (Id—1)" <ZH (Id —T)" \<Z|]Id TH”—W
n=0
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COROLARIO 8 Sea (X, | -]|) es un espacio de Banach y T € B(X,X), con ||T| < 1.
Sea y un elemento dado de X.
El problema de encontrar x € X tal que

r—Tr=y

tiene solucion x € X dada por

r=Y T"(y)

Prueba : Si ||T|| < 1 el operador Id — T es invertible y sabemos por el teorema

anterior que
(Id—T)~ Z ™.

Siz—Tx =y, es decir si (Id—T)(x) =y, entonces

=(d=T)"'(Id=T)(x) = (Id=T)" ZT”

Ejemplo 17 Consideremos la ecuacién integral en C([0, 1]), dada por

2(s) — /0 %cos(st):c(t)dt:y(s). (8)

Es decir, fijado y € C([0,1]), buscamos una funcién continua z € C([0,1]) tal que para
todo s € [0, 1].

Si T:C([0,1]) — C([0, 1]) es la aplicacién que transforma el elemento x € C([0,1]) en
el elemento Tz € C([0, 1])

1
1
Ta(s) = / 5 cos(st) (1)t
0
entonces es claro que 7" estd bien definida y es lineal, y que para cada s € [0, 1]
il "1 1
Tx(s)] < [ |5 cos(st)z(t)|dt < [ Sla(t)]dt < S|z,
0 2 0 2 2
luego
1
1Tzl = sup{|Ta(s)] : s € [0, 1]} < Sll]lo.
De aqui se deduce que T es continua. La ecuacion dada |§| puede escribirse
(I1d—T)(x) = y.

Como ||T|| < 3 el teorema anterior nos garantiza que existe (Id—T)"'y que (Id—T)"* =
>, I™. Por tanto,

= (Id=T)"}((Id=T)(z)) = (Id = T)"*(y),

o8
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y formalmente

T = Z T (y).
n=0
Es decir, las sumas parciales
k
Sk = ZTn (v)
n=0

forman una sucesién de elementos de C([0, 1]) que converge (en C([0,1]), o sea uniforme-
mente) a la solucién de la ecuacién x. Observar que so = T°(y) = Id(z) =y,

s1=(T°+T)(y) =y +T(y) = so + T(s0),
y si
sp=T"+T+...+T"(y) =y + T(s1_1),

se tiene que

Sppr = (TO+TH ...+ T+ TNy =y +T(T°+ T+ ...+ T")(y)) =y + T(si).

3.1. El conjunto de los operadores invertibles

En B(X, X) podemos considerar el subconjunto G formado por los operadores inver-
tibles. Podemos resumir algunas de sus propiedades en el siguiente

TEOREMA 21 Sea (X,|| -|) un espacio de Banach . Si A € G y B es cualquier
operador de B(X, X) con ||[A— B| < m entonces:

a) Beg.

-1 A~
b) IB7 < Tma=tasy-

o) 147 = B < iy

Prueba : Como Id — (Ao B) = (A 'oA)—(A1oB) = A'o(A-B), y
|A~ o (A— B)|| < [J[AY|]JA — B|| < 1 tenemos que |[Id — (A™! o B)|| < 1. Podemos
aplicar entonces un corolario anterior (7)), por el cual sabemos que entonces el operador
A1 o B es invertible. Si Ay A™! o B son invertibles también lo serd Ao (A™' o B) = B,
lo que prueba (a). Ademads el mismo corolario nos da la acotacién

1
[1d = (A=t e B)|"

(A7 o B) ) < —

es decir,
1

1— (A7 e A) — (A" o B)||
Pero [|(A™" 0 A) = (A7 o B)|| = |[A™ o (A= B)|| < |[A7[[[|A — BI|, luego

1B~ o Al <

L= |Id= (A" o B)| 21— ATY[|A - B,
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y tomando inversos,

1 1

1B 0 4] < < .
[—[Id— (Ao B)] = T— [A A~ B

De aqui resulta inmediatamente que
IB7H = [I(B~" o A) o A7

1

<|[[B7 o AfATH <
1—[[A=H|A - B

| 1A,
lo que prueba (b).
Para ver (c) tenemos en cuenta que
Bl Al'=A"10(A-B)oB™".
De aqui resulta, aplicando (b) que

1
- 1A~
1 —[lA=Hl[A = B

1B~ = A7 < AT [IA = B[l|1B~| < HHIATHIA = B

lo que prueba (c).

COROLARIO 9 G es abierto en (B(X, X),||.|))-

3.2. Aplicacion: Ecuaciones integrales de Fredholm

Si [a,b] es un intervalo compacto de la recta real, y k : [a,b] X [a,b] — R es una
funcién suficientemente buena, podemos considerar el problema de encontrar una funcion
incégnita z : [a, b] — R, verificando para cada s € [a, b]

b
[x(s)—/ k(s,t)z(t)dt = y(sﬂ

donde y € C([a, b]) es un dato. Este, como muchos problemas parecidos, es un caso parti-
cular de ecuacion jntegraﬁ (que se llama asi porque se plantea a partir de una igualdad
que cumple una integral en que interviene la funcién incégnita).

Si T :C([a,b]) — C([a,b]) es el operador que transforma = € C([a,b]) en Tx € C([a, b])
dada por

b
Ta(s) = / ks, ) (t)dt
a
la ecuacion integral anterior puede escribirse con notacién funcional mas condensada como

(Id—T)x =y.

4 Concretamente esta se llama Ecuacién integral de Fredholm de segunda especie.
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Es claro que T C([a,b]) en C([a, b]) porque, si x € C([a, b))

b
|Tz(s1) — Tx(ss)| = |/ (k(s1,t) — k(so,t))x(t)dt| </ |k(s1,t) — k(s2,t)||z(t)|dt

Entonces como k es uniformemente continua en [a,b] X [a,b], dado ¢ > 0 existe § > 0
tal que si ||(s1,t1) — (s2,%2)|| < J entonces |k(51,t1) k(s2,t2)| < e. En particular, si
S1, 89 € [a,b] con |s; — so| < 6, para todo t € [a,b], ||(s1,t) — (s2,1)]| < 9, luego

uw@n—Tm@ns/“mwhw—k@mmuuwus/\mwmm:ew—amﬂm

Esto prueba que la funcién s — Tz(s) es (uniformemente) continua en [a, b], y por tanto
que T aplica C([a,b]) en C([a,b]).

Desde luego T es lineal.
Siendo k continua en [a,b] X [a,b], M := sup{|k(s,t)| : (s,t) € [a,b] x [a,b]} < oc.
Six € C([a,b]) vy s € [a,b],

b
Tz (s)] S/ [k (s, D)l |lx(£)]dt < M||z|[oo (b — a).

De aqui se sigue que
[Tz]loo < M(b—a)llz]lo

luego el operador T es continuo con ||T|| < M (b — a).
Veremos a continuacién un modo més preciso de acotar ||7'||:

PROPOSICION 10 Norma de los operadores de Fredhilm en C([a,b])
Consideremos el operador T : C([a,b]) — C([a,b]) dado por x — Tx, donde

Ta(s) = / k(s, ) (t)dt

siendo k una funcion continua en |a,b] X [a,b]. Entonces

[HT” = maX/ |k(s,t |dt}

Prueba : Sea M := max,c[qp) fab |k(s,t)|dt. Para cada x € C([a, b]),

Ih@hﬂ/ﬂwﬁwMS/W@mmmﬁéqu

luego,
[T ]loe < M|z]lo

lo que prueba que ||T|| < M.
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Para ver la desigualdad contraria, tengamos en cuenta que (por un argumento muy
parecido al usado para ver que Tx es continua) la funcién s — fab |k(s,t)|dt es continua
en el compacto [a, b]. Por tanto existe sq € [a,b] tal que

b
M:/ (50, )|t

Sea ahora el funcional f : C([a,b]) — R dado por

f(z) ::/ k(so,t)x(t)dt

Por lo visto en el ejemplo @ sabemos que || f|| = f; |k(so,t)|dt = M. Por definicién de || f]],
dado cualquier € > 0 existe & € C([a,b]) con ||Z||oc <1y con

f@) =l fll -

y entonces

171 > 17@) o > T(#)(s0) := / K(s0, ()t = f(&) > M — <.

Como ¢ es arbtitrario, obtenemos que ||T|| > M, lo que completa la prueba.
]

Ejemplo 18 Sea T el operador de Fredholm en C([0,1]) con nicleo s(1—e'), es decir

Tx(t) = /0 s(1 — e (t)dt.

Observar que, para (s,t) € [0,1] x [0,1], como 0 < st < 1,1 = € < e < el es decir
que |1 — €| = e — 1. Ademds la funcién g(s,t) = e — 1 tiene derivadas parciales que
no se anulan en el interior de [0,1] x [0, 1], luego de aqui resulta facilmente que, para
(s,t) €10,1] x [0,1]

|k(s,t)] < |1 — 68t| =g(s,t) <g(l,1)=e—1=: M,

y para esta acotacion, M(b—a) = (e —1)(1 — 0) = e — 1 no es menor que 1.
No obstante, la norma del operador de Fredhdlm 7" : C([0, 1]) — C([0, 1]) dado por

Ta(s) = /0 s(1 — e (t)dt

€S
1
HTHzmﬁd/\ﬂl—fmﬁ:ogsg1}
0
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Como |1 — €| = e — 1, queda

Jo ls(L=edt = [} s(e* = 1)dt

Es muy fécil ver que la funcién s — e® — s — 1 es creciente en [0, 1], luego
1
T = méx{/ s(I—e")|dt:0<s<1}=¢e"—2<1.
0

Por tanto la estimacién || T']| < M(b — a) era muy grosera en este caso.

TEOREMA 22 Sik : [a,b] X [a,b] = R es una funcion continua verificando que

b
méx/ (s, £)]dt < 1.

s€la,b]

entonces la ecuacion integral de Fredholm de sequnda especie

b
x(s) — / k(s,t)z(t)dt = y(s)

tiene una solucion x € C([a,b], dada por
=) _T"(y).
n=0

Prueba : Si existe z verificando la ecuacién  — T'(x) = y, entonces (Id —T')(z) = y.
Como entonces ||T'|| = méxejqp) fab |k(s,t)|dt < 1, la aplicaciéon Id — T es invertible y la
serie Y o2 /T™ es convergente en B(X, X) a (Id —T)™*, luego

v = (1d~T) 7 (y) = (3 7")() = (" T"(y)] = iz,

Si tomamos xg = vy, y, en general

T, = ZT%@)

Los vectores z, podemos entonces considerarlos como aproximaciones sucesivas de la
solucién z.

|
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Ademas este método iterativo nos permite calcular una cota superior del error de la
aproximacién n-sima:

lz =zl = 1) T*(y) ZT’“ =1 Z Ty
k=0

k=n+1

< = T% < 7% HTwn+1
<3 ITwIE X I - ol

k=n+1 k=n+1

No obstante, este teorema no es operativo porque el calculo efectivo de las aproximaciones
x, puede ser dificil. (Entre otras cosas, requiere conocer las iteradas del operador T').

En general, si M := sup{|K (s, 1), (s,t) € |a,b] X [a,b]}, sabemos que para el operador
T que |T|| < M(b— a), y que esta desigualdad a veces puede ser estricta (ver ejemplo
[18)). Sin embargo, en ocasiones resulta mds sencillo calcular M (b — a).

COROLARIO 10 Sik : [a,b] X [a,b] — R es una funcion continua. La ecuacion integral
de Fredholm de seqgunda especie

b
z(s) — / k(s,t)z(t)dt = y(s)

tiene una solucion x € C([a,b], dada por

=0 _T"y)
st M(b—a) < 1.

Basta ver que ||T']| < M(b—a), y si M(b—a) < 1 puede aplicarse el teorema anterior.
U

Ejemplo 19 La ecuacion integral

en C([0, 3]) tiene solucion.

Su nticleo k(s,t) = 3(s +t) tiene en [0, 3] x [0, 3] la cota superior § pues

[Is] +[¢]] <

N —
N —

1
5(s+ 1) <

y 3(b—a) = 1 < 1. Por tanto, el teorema anterior nos asegura que ||T|| < 7 < 1 donde,
para cada z € C([0, 3]

o~

Ta(s) = /0 : %(5 ) (t)dt.
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Observar que el valor exacto de |T'|| es, segun la proposicién anterior,

1/2 1/2 " 4 1 5 ]
|IT|| = max / |k(s,t)|dt = méx / il dt — méx - +1_ s <
s€[0.1/2] Jo s€l0,1/2] Jo 2 selo1/2) 16 16 4

Pero si y(s) := 2s entonces

1

21 S 1
T = — t)2tdt = - + —.
o) = [ 5+ 02t =5+ 5

1
31 t 1 Ts+2
T2 =T[T = = < T o lat = :
) = T(s) = [0l + bt = T
s e [P 7s+2 . 455413
T y(s) = T[T y](S)—/O o (5 Ol It = —ese

Por tanto, si ponemos x,, := Y., T"y, tendremos que, en particular,
w3(s) = y(s) + Ty(s) + T?y(s) + T°y(s)

3s+1 n 75+ 2 +45s+13
24 384 18432
es una aproximacién de la solucién x(s) de esta ecuacién.

=25+

Podemos ademas tener una cota del error de esta aproximacion pues

00 3 00
Z Ty — Z Ty Z Ty
i=0 i=0 i=4

[ = 3]loc =

[e.9]

= i o T (3/16)0 81
< Tyl < I1yllo T < 1 = = ~ 0,001521183.

Vamos a ver a continuaciéon un método algo mas préactico para resolver de forma
explicita estas ecuaciones integrales.

DEFINICION 15 Si ,
x(s) — / k(s,t)z(t)dt = y(s)

es una ecuacion de Fredhdlm de sequnda especie, la sucesion de funciones k, : |a,b] X
[a,b] = R dada recurrentemente por

bn(s,1) = k(s,1), Fnsa(s,1) ::/ e (5, ) (0, )l

se llama sucesion de ntcleos iterados de la ecuacion dada.

Por supuesto que la anterior definicién es puramente formal, en el sentido de que sélo
tendrd sentido k,11(s,t) si la funcién u — kq (s, u)k,(u,t) es integrable en [a,b]. Vamos a
ver que, en realidad, la sucesion de funciones (k,) esta formada por funciones continuas
en [a,b] X [a,b].
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PROPOSICION 11 La sucesion de micleos iterados de la ecuacion integral anterior
estd formada por funciones continuas en [a,b] X [a,b], si k lo es.

Prueba : Para k = 1 es evidente. Asumamos que k,, es continua en [a, b] X [a, b].

Fijados (s,t) € [a,b] X [a,b], la funcién
u— ki(s,u)ky,(u,t)

serd también continua en [a, b], luego tiene sentido

b
kni1(s,t) ::/ k1(s, u)ky, (u,t)du.
Vamos a ver ahora que
(s,t) ~—>/ ki(s, )k, (u,t)du
b] x

define una funcién continua en [a, b]

La funcion
(s,u,t) — ki(s,u)k,(u,t)

es uniformemente continua en el compacto @ := [a,b] X [a,b] X [a,b]. Dado pues € > 0
existe 0 > 0 de manera que si (S1,u1, 1), (S2, Uz, to) € Q con |[(s1,u1,t1) — (S2, Uz, ta)|| < 0

entonces -

\k1(s1,u1)kn(ur, t1) — k1(s2, ug)kp(ug, t2)| < —

Tomamos ahora (si,t1), (s2,t2) € [a,b] X [a,b] con
[(s1,81) = (s2, E2)[| < 6.
Entonces para todo u € [a, b], (s1,u,t1), (s2,u,t3) € @, con
|(s1,u,t1) — (s, u,t2)|| <6
luego para todo u € [a, b]

€
|k1 (81, w)kn(u, t1) — k1(S2, u)kn(u, ta)| < P

por lo que

(kl(Sl, )]{Z (U,tl) — k1(32,u)kn(u,t2))du|
f 1(s1, W)k (u, 1) — k1 (82, w)kn(u, ta)|du
(b — a) =¢

kng1(s1,t1) — kny1(s2,t2)| =

N

luego k, 11 es (uniformemente) continua en [a, b] X [a, b].

Por induccién la proposicién esta probada.

g

La sucesién de nucleos iterados nos permitirda calcular mas facilmente las potencias
del operador T'.
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PROPOSICION 12 Si k es continuo en [a,b] X [a,b], y (k,) es la sucesion de nicleos
iterados que genera, y si T es el operador de Fredholm asociado x — Tx, con Tx(s) :=

fabk:(s, t)x(t)dt, entonces se cumple que, para toda funcién y € C([a,b]),

b
7y(5) = [kl Dle)dr
para cada s € [a,b].

Prueba : Se prueba también por inducciéon. Para n = 1 es evidente por definicién de
T.

Supongamos que 7"y( f kn(s,t)y(t)dt. Entonces una aplicacién sencilla del teo-
rema de Fubini nos da

Toay(s) =T(I"y) f k(s, )(T"y)(t)dt
—fk: fk: tuy( )du)dt
= f f k(s ,u)y(u)du)dt
= f f k(s ,u)y(u)dt)du
— f y(u f k(s,t)k,(t,u)dt)du
= f y(u)kny1(s,u)du
= fa an (s, t)y(t)dt,

lo que completa la prueba.

U
COROLARIO 11 La ecuacion integral de Fredhélm x—Tx =y con Tx(s f k(s,t)x(t)dt,
si el nicleo k es continuo en [a,b] X [a,b] y si |T|| < 1 tiene por soluczon la funcion

x: [a,b] = R dada por

w(s) = To(s) + 3 / (s, (D)t = y(s) + > / (s, )y (8t

Atn veremos una expresion mejor para la solucion de la ecuacién integral que estamos
estudiando.

PROPOSICION 13 Si k : [a,b] X [a,b] — R es una funcidn continua verificando que

1
—a

M = max{|k(s,t)| : (s,t) € [a,b] X [a,b]} < 2

entonces la sucesion de nicleos iterados (ky) verifica que la serie de Neumann "> | k, (s, t)
es convergente y la funcion (s,t) — > o kn(s,t) es continua en [a,b] X [a,b].
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Prueba : Afirmamos en primer lugar que para todo entero positivo n,
en(s, )] < M7(b— @),

Efectivamente, para n = 1 la afirmacion no es més que la definicion de M.

Asumamos que la afirmacién se cumple para n = 1,2, ..., m. Entonces, para cuales-
quiera s,t € [a,b] X [a,b] se tendrd

ki (s, D] = | J, Ea(s, )k, t)dul
< [ (s, )l [ (1, 1) du
< [, Mlka(u, )|du
< fab MM™(b—a)"du
= M"" (b —a)".

Luego hemos probado la afirmacién por induccion sobre n.

Entonces la serie Y | k,(s,t) es absolutamente convergente pues

n( 1

Como toda serie de nimeros reales o complejos absolutamente convergente es convergente,
estd bien definido para cualesquiera (s,t) € [a,b] X [a, b],

t):=> k(s 1).

La sucesién de sumas parciales de esta serie es decir

(Z kn(s,t)>

esta formada por funciones continuas.

Ademas esta sucesion de sumas parciales converge a la funcién A uniformemente en
[a,b] X [a,b] porque

|M&®—g;%@JN=|}:’%@JHSNY}:(M@—aWPH;M¥¥%é£g%

n=m-+1 n=m+1

tiende a 0 cuando m tiende a oo independientemente de (s,t). Entonces h es continua
por ser limite uniforme (en [a,b] X [a,b]) de una sucesién de funciones continuas, lo que

completa la prueba.
O
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DEFINICION 16 La funcion

h(s,t) =Y ka(s,t).

definida bajo las condiciones de la proposicion anterior se llama niicleo resolvente de la
ecuacion integral de Fredholm dada.

TEOREMA 23 Sik : [a,b] X [a,b] = R es una funcion continua verificando que

1
b—a

M = méx{|k(s,t)| : (s,t) € [a,b] X [a,b]} <
entonces la ecuacion integral de Fredholm de sequnda especie
b
2(s) — / k(s, Dz (t)dt = y(s)
tiene una solucion x € C([a,b]), dada por
b
os) = y(s) + [ hls.Dyle)dr

donde h es el nicleo resolvente de la sucesion de nicleos iterados (k,) generada por el
nicleo k.

Prueba : Sabemos por el teorema anterior que bajo las condiciones del enunciado, la
ecuacién dada tiene una solucién = € C([a, b], dada por

=0 T"(y).

es decir, para cada s € [a, b,
(s) = y(s) + Y T"y(s).
n=1

También hemos visto que T"y(s) = ff kn(s,t)y(t)dt para n > 1, luego

y(s) + 300 [ k(s ty(t)dt
y(s) + 1m,u [0 7 k(s By (t)dt]
y(s) + U, [} S50 (s, £y (t))dt]

serd otra expresion de esta solucion.

x(s)

Lo que vamos a ver (coloquialmente dicho) es que que el limite anterior conmuta con
la integral.
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Fijado s € [a,b], consideremos las sucesién de funciones

m

t— sp(s,t) = Z(kn(sat)y(t))

n=1

Esta claro que segiin hemos visto antes

m M
s (5,0 < 32 (sl |<uy|roo2|k: st|<|!yl|ooZ!k (01 < Wl =37 =a)"

Es decir, todas las funciones s,,(s, .) estdn dominadas en [a, b] por una funcién constante,
que desde luego es integrable en [a,b]. Podemos aplicar el teorema de la convergencia

dominada, y entonces
b b
/ lim s,, (s, t)dt = h'm/ Sm(s,t)dt
a m m a

b b
/ h(s,t)y(t)dt:h'm/ Sm(s,t)dt.

0 sea,

Sustituyendo, queda que

o(s) = y(s) +limy, | [ (20, kals, Oy()) di]
= y(s) + lim,, [f; sm(s,t)dt}
= y(s) + [ h(s,t)y(t)dt.

lo que completa la prueba.

3.2.1. Caso de los niicleos degenerados
Cuando el nicleo de una ecuacién integral de Fredholm tiene la forma
= Z a(s)b(t)
i=1
donde a y b son funciones continuas en el intervalo cerrado [a, b] se dice que es degenerado.

En este caso, la sucesion de ntcleos iterados obtenida a partir de £ suele ser de calculo
mas sencillo.

En particular, si k(s,t) = a(s)b(t) tendremos

b b b
ko(s,t) ::/ kl(s,u)kl(u,t)dt:/ a(s)b(u)a(u)b(t)du:kl(s,t)/ k(u,u)du.

Vemos pues que ko es igual a k; multiplicado por una constante, digamos c.

ky(s,1) = / e (5, )k (1, 1)t — / a(s)b(u)calu)b(t)du = cy (s, 1) / k(s w)du = Fy (5, £)c2
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Si k,(s,t) = ki(s,t)c"! entonces

kni1(s,t) :/ kl(s,u)kn(u,t)dt:/ a(s)b(u)c™ ta(uw)b(t)du

b
= c"_lkl(s,t)/ k(u,w)du = ki(s,t)c".

De aqui resulta inmediatamente que la expresion del nicleo resolvente sera

h(s,t) = a(s)b(t) > "

Pero aun hay un método mas facil, de caracter algebraico para resolver este tipo de
ecuaciones.

Observar que la ecuacion dada es
b
x(s) — / a(s)b(t)z(t)dt = y(s).

Si ponemos A := fol b(t)x(t)dt, admite la forma mas sencilla

(s) —a(s)A = y(s),

y tendremos una solucién x cuando conozcamos la constante A. Sustituyendo en la propia
definicién de A nos queda

A= / bt (t)dt = / D) y(8) + a(t) Aldt,
lo que nos permite (si 1 — fab a(t)b(t)dt # 1) despejar A:

[P b(t)y(t)dt
1— [Ta(t)b(t)dt

(1- / ba(t)b(t)dt)A - / ’ b(t)y(t)dt = A =

Cualquier ecuaciéon de este tipo con ntucleo degenerado admite un tratamiento similar.

Ejemplo 20 Resolver

1
z(s) —/ Ae*tx(t)dt = f(s).
0
Como k(s,t) = Ae* y para s,t € [0, 1]
k(s )] = [Ae™™"| < [Ale
para A suficientemente pequeno se tendra que

M = max{|k(s,t) : (s,t) € [0,1] x [0,1]} < 1.
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Formamos la sucesion de nicleos iterados a partir de k.

1 1
ka(s,t) := / ki(s,u)ky(u,t)du = / AeS U\t =
0 0

— )\2€sft

Si suponemos k,(s,t) = A\"e*~" entonces

1 1
knii(s,t) == / ki(s,u)ky(u, t)du = / AeS YA T dt =
0 0

— )\nJrlesft.
Por lo tanto,
h(s,t) := Z kn(s,t) = Z Nes™t
n=1 n=1
tiene sentido para |A| < 1, con
A
h(s,t) = " ——.

Una solucién de la ecuacién dada sera pues

o) = 16)+ [ 2ot

es decir,
\es 1 .
z(s) = f(s) + T /\/0 e " f(t)dt.

Pero podemos llegar a la misma soluciéon de un modo mucho mas simple:

La ecuacién dada es )
x(s) — )\es/ e tx(t)dt = f(s).
0
Si llamamos A := fol etz (t)dt, se reduce a
x(s) — MAe® = f(s).

De la misma definicion de la constante A tenemos:

1 1
A [ etayar= [ et Mel]d
/0 e ‘x(t)dt /0 e '[f(t)+ AAe']dt
o sea, 1 : )
A:/O e [f(t)+/\Ae]dt:/O e f(t)dt+/0 At

que se reduce a

1

(1—NA= /0 ()t = A = % e
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Sustituyendo, encontramos

x(s) = f(s) + )\651 i /\/0 e " f(t)dt.

Ejemplo 21 Resolver la ecuacién integral

S 1

x(s) = 3 + 3 sin(s) + /0 (1 — cos(st?)) sx(t)dt.

El nucleo sera
k(s,t) = (1 — cos(st?)) s

Calculamos
|kl co = sup{| (1 — cos(stQ)) s|:s,t€(0,1]}

Al ser k continua en el compacto [0, 1] x [0, 1] se tiene que existe (so,%o) € [0,1] x [0, 1]
tal que
|klloe = K(s0,t0) = | (1 — cos(sot3)) sol
Notemos que las funciénes reales t — (1 — cos(st?))s son crecientes en [0, 1] para cualquier
s €10,1].
1klloe = | (1 — cos(sot5)) so| <

< (1 —cos(sp))so < 1 —cos(1) =0,45967
Como ||k|lec <1 =1—0,y en principio podemos aplicar el teorema de los nicleos iterados.

Tomamos pues ki(s,t) = k(s,t) = (1 — cos(st?)) s.

kao(s,t) = [ ks, u)ki(u, t)du

= fol (1 — cos(su?)) s (1 — cos(ut?)) udu

Vemos pues que el calculo efectivo de ko(s,t) parece muy laborioso, supuesto que fuera
posible.

Recurrimos pues a aproximar el nfcleo k(s,t) por un n£cleo degenerado. Usamos la
aproximacién de Mc Laurin

a2

~l——
cos(av) 5
que nos da
st
5(1 — cos(st?)) ~ s = ka(s,t).
La ecuacién integral aproximante serd pues

1 1 3t4
Ta(s) = % +ysin(s)+ | %mt)dt.
Si escribimos

144
A::/ —x4(t)dt
0o 2
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sera )
zq(s) = g + 5 sin(s) + As®,
0 sea,
144 1745 44 7
1t 1 t t t
A= [ = |-+ zsin(t) + At*| dt = — + —sin(t) + A= | dt
02{2%—25111()—1— ] /0{4+4sm()—|— 5
Operamos en esta igualdad y tenemos:
I 1
A=_—+= [ t'sin(t)dt + A—
24—1—4/0 sin(t)dt + T
Al ser fol t1sin(t)dt = 0,146647..., obtenemos
15 1 1
—A=— +-0,146647
16 24 + 4" ’

es decir A = 0,0835502.

Luego la solucién aproximada a nuestra ecuacion es

|
Ta(s) = g + 5 sin(s) + (0,0835502)s”.

Tratamos ahora de estimar el error cometido. En otras palabras, vamos a tratar de
conocer la ”distancia.®tre la solucién z(s) de la ecuacién dada y la solucién aproximada
z4(s). Para ello calcularemos ||z — 24|00

s 4+ sin(s ! s 4+ sin(s bg3gd
() — 2a(s)| = +S‘2()+/O (1 — cos(st?)) sm(t)dt—+s2()+/o ;xa(t)dt’
1 83t4
< / s (1 — cos(st?)) z(t) — T:ca(t)’ dt.
0

S/O (1K (s, 0)ax(t) = k(s, t)za(t)] + [k(s, )zalt) = Ka(s, t)xa(t)|] di
S/O k(s Oll(t) = za(t)] + [K(s,8) = ka(s, )] za ()] dt
< /O ool = alloo + [K(s,8) = Ka(s, t)|za(t)]] dt

1
= [[Ellcollz = 2alloo +/O K5, 1) = ka(s, )] za(t)]dE.

De aquj resulta:
[ = Zalloo = sup{|z(s) — za(s)]| : s € [0,1]}

1
< [[Elloollz = zalloo + /0 K (s, 1) = Ka(s, t)||za(t)|dL.
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Por tanto,
1 1
o= oall < e [ IRCsvt) = s, ) eal0) .
1 — [kl Jo
Para acotar el término

|k(s,t) — ko(s,t)| = ‘(1 — cos(st?)) — % s

7 . 244
recordemos que el niicleo degenerado aproximante kq(s,t) = s55-

desarrollo finito de Mc Laurin:

1 1
cos(st?) = 1 — 5(5152)2 + Z(St2)4 — ..

Por lo tanto sabemos que
2 L o2 L o
(1= cos(st?)) = i (st2)?] < |7 (st)"
y como s € [0, 1],

L 2y L, 2 L g
s —(st?) a(st) Sﬂt

(1 — cos(st?)) — o

<s

Esto nos permite escribir

1 1
[ = zal| < —/ [F(s,) = ka(s, t)]|za(t)]dt
1=kl Jo
1

1

1 1
<—— | =48z, (t)|dt = ————0,00417956
1— HkHoo/o 4! 1—[|&floc

—_— 41 = .
- 0,459670’00 7956 = 0,0077358

se obtuvo a partir del

También podemos dar otra estimacion por un método aparentemente menos directo:

La ecuacién dada

1
x(s) = % + % sin(s) + / (1 — cos(st?)) sz(t)dt.
0
la escribimos como
! S 1
z(s) — / (1 — cos(st2)) sz(t)dt = 3 + 3 sin(s)
0

o bien abreviadamente como

z(s) —Tx(s) =y(s) & (I —T)(z)(s) = y(s)
donde . )
Ta(s) = /0 (1— cos(st?)) s(t)dt = /0 ks, ) (t)dt

5
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s 1

y(s) :== 5 + 5 sin(s)

Anélogamente la ecuacion integral aproximante la escribimos como

24(8) — Tuwa(s) = y(s) & (I — To)(xa)(s) = y(s)
donde )
Toza(s) = /0 (s, )z (D)t

Recordemos que si los operadores 1" y T, son invertibles entonces I — T I — T, son
invertibles y ademas

1

17 —1)7I < T
1 — || Ta|

1
— e I =Ta) 7 <
1T

Entonces, como
lza = @llos = (1 = T)7HI = T)aa — (I = T) 7 ()l

= (I =T)7(I = Tza = ylloe < 1T = T)7HIIT = T)za — yllo
= (1 =) (I = T)za — (I = To)(2a) I

1
<11 = T)7 T = Tlllalle < 1Ta = Tllllzalloo,
L—|7]
para acotar superiormente ||z, —z|| basta con conocer cotas superiores de ﬁ, | To—T1,
[l
Por ejemplo, T : C([0,1]) — C(]0, 1]) y viene dado por
1
Tx(s) :/ k(s,t)x(t)dt
0
Luego, fijada x € C([0, 1])
1
T(s)] S/O [k (s, Ol |z(B)]dE < [|E ool ]| oo
lo que nos da ||Tz||c < ||kllol|Z]lco ¥ de aquj resulta
1 1 1

1T < [kl = 1= NIT = 1 = [|Kl]loc =

< <
L—||IT] = 1—[lkllc — 1—0,45969

Del mismo modo acotamos ||T — T,||: Fijada = € C([0, 1])

(T |</ k(s ) — st>||x<>|dt<ux||w/ k(s,) — k(s )]t

1
1
<l [ 2t%dt = 2o
, Al 419
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lo que nos da [|Tz| s < 757/l ¥ de aquj resulta

1
T-T, < —
17Tl < o
Por tltimo calculamos ||z, |o-

1
2ol == mzix{% + 5 sin(s) + (0,0835502)s” : s € [0, 1]}

1 1
=3 + 3 sin(1) + (0,0835502) = 1,00428.

Obtenemos finalmente

120 = 2l < 1T = Tl|alloo

1
17|
1 1

< —————1,00428 = .
= 120450607 419 , 00428 = 0,00860955
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3.3. Aplicacién: Ecuaciones integrales de Volterra

Si [a, b] es un intervalo compacto de la recta real, sea
A:={(s,t) eR?*:a <t <s<b}.

En otras palabras, A es la envoltura convexa del conjunto {(a,a), (b,b), (b,a)}, es decir,
menor conjunto convexo del plano que contiene a los puntos (a,a), (b,b), (b,a). Sea k :
A — R una funcién continua.

Al problema de encontrar una funcién incégnita x : [a,b] — R, verificando para cada

s € [a, b]
[x(s) — /S k(s,t)x(t)dt = y(sﬂ

donde y € C([a, b]) es un dato, se le suele llamar ecuacion integral de Volterra de segunda
especie. Puede escribirse con notacién funcional méas condensada como

(Id— K)x =y,

donde K es el operador que transforma = € C([a,b]) en la funcién Kz dada por

Kzx(s) := /S k(s,t)x(t)dt.

Desde luego K es lineal. También k(x,y) suele llamarse nucleo del operador K o de la
ecuacion dada.

Vamos a ver que K : C([a,b]) — C([a,b]). Es decir, vamos a ver que para cada = €
C([a,b]), Kz es una funcién continua en [a,b]. Si & = O¢(()) entonces Ka = O¢(lq5) que
es una funcion continua. Supongamos z distinta de O¢((4,p))-

Como k es continua en el compacto A, dado ¢ > 0 existird 9; > 0 tal que si
(s1,t1), (S2,t2) € A con |[(s1,t1) — (s2,t2)|| < 1 entonces

£
k(si,t1) — k t _
| (817 1) (‘927 2)| < Q(b— a)||$||oo

Sea M := méax{|k(s,t)| : (s,t) € A}. Si M = 0 el operador K serfa idénticamente nulo,
y no habria nada que probar. Sea 0 < §y := min{m,él}. Desde luego, 9, > 0. Si
S1,82 € la,b] con a < $1 < 89 < by con sy — 81 < dy, tendremos que los puntos (s1,t)
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(s9,t) pertenecen al tridngulo Ay [|(s1,t) — (s2,t)|| = s2 — 1 < 02 < 1. Entonces

|Ka(s2) — Ka(sy)| = | [ k(so,t)a(t)dt — [T k(s1, t)z(t)dt]
= | [ k(so, t)x(t)dt — [ k(so, t)x(t)dt
+ [P k(so, t)z(t)dt — [ k(s1, t)x(t)dt|
:mwﬁgxﬁ+f1@@—u%mmm)
< [ k(s O)lla(@)ldt + [, [k(s2,1) — k(s1,8)]|x(t)]dt
< [ Mlzllsodt + [, s 1l oodt
< Ml[z]loo(s2 = 1) + g5aymars 1% llo (51 — @)

b—a)l|zlo

< Mz loosariore + zo=aien 1%l (b — @)

=¢&.

Esto demuestra que Kz es una funcién (uniformemente) continua en [a,b], luego K :

C([a,b]) — C([a,b]).

Ademas, para cada s € [a, b,

[K(s)] ==

/ k<s,t>x<t>\ < Mlell(s — a) < Malloc(b - a).
Por tanto,
|Kell < M(b— a)|all

lo que demuestra que K es continuo con ||K|| < M (b — a).

3.3.1. Meétodo de los nicleos iterados

DEFINICION 17 Si

x@—/%@mmm:ﬂ@

es una ecuacion de Volterra de sequnda clase, la sucesion de funciones k, : A — R dada
recurrentemente por

ki(s,t) := k(s,t), knr1(s,t) ::/ ki(s,u)k,(u,t)du
t
se llama sucesion de ntcleos iterados de la ecuacion dada.

Sit <u < sentonces (s,u), (u,t) € A. Por tanto la expresién que figura bajo el signo
de integral en la definicién anterior es una funcién (de u) continua en el intervalo [t, s,
siempre que k1 v k, lo sean en A.

La funcién ky = k es continua en A por hipétesis. Asumamos que k,, es continua en A.
Entonces tiene sentido la expresién que define a k, 1. Por hipdtesis de induccién existe
A < 00, una cota superior en A de las funciones continuas |k1|, |ky|, |k1kn,|. Ademds, como
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k1 y ky, son (como suponemos) uniformemente continuas en A, dado £ > 0 existe § > 0
(que siempre puede tomarse menor que 55 ) tal que si (s1,%1), (s2, tg) son puntos de A con
I|(s1,t1) — (s2,t2)|| < & entonces |k;(s1,t1) — ki(s9,t2)| < A ) (i =1,n).

A partir de aqui notemos que, sia <t; <ty < s<bconty—1t; <9,

|kni1(s,t1) — kpya(s, t2)] = |ft8 ki(s,u)k,(u,t;)du — fts k1(s,u)k,(u,ts)du
\f kea (s, w)kn (u, tr)du + [ (s, w) (kn(u, t1) — kn(u, t2))dul
. Adu+ft2A|kn u, 1) — kn(u,ta)|du
< A(t2 — 1)+ (s—tr)A
< Aty — 1) + 5.

e
2A(b—a)

De igual modo, sia <t < s1 < sy < b,

kns1(s1,t) = kg1 (s2, )] = [ Fa( sl,u)k (u, t)du — [ ki (s, u)kn(u, t)du
|f (k1(s1,u k’l(sQ,u))kn(u,t)du—I—fjl2 k1 (82, u)kn(u, t)dul
Ak (s1, u) — k(s2,w)|du + [7* Adu
S A(Sl — >2A(b + A(SQ )
< 5+ A(s2 — s1).

Entonces, si (s1,%1), (S2,t2) son puntos de A con |[(s1,t1) — (so,t2)| < J, tendremos,
aplicando estas desigualdades:

|kns1(s1,t1) — kny1(s2,t2)]

IN

|Bni1(s1,t1) = knpa(s1, )| + [kng1(s1,t2) — knpa(s2,t2)]
S %+A|t2—t1|+§+14|81—82‘
< e+ 246 < 2,

luego ky11 es (uniformemente) continua en A.

Por inducciéon hemos probado pues la siguiente

PROPOSICION 14 La sucesion de nicleos iterados (ky,) de la ecuacion integral de Vol-
terra anterior, estd formada por funciones continuas en A, si k lo es.

LEMA 3 Si k: A — R es una funcion continua con
M = méax{|k(s,t)| : (s,t) € A},
entonces la sucesion de nicleos iterados (k) verifica para cualquier (s,t) € A que

M (s —t)" !

(s, )] < =2
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Prueba : Efectivamente, para n = 1 la afirmaciéon no es mas que la definicion de M.
(Asumiendo el convenio 0! = 1).

Si que la acotacién se cumple para ki, ks, . .., k,, para cualquier (s,t) € A se tendra

|kn+1(37t)’ = ’fts kl(S,U)kn(U, t)dul
< [ K1 (s, w)| K (u, ) |du
< [ M|ky(u,t)|du

f ]\/[Mn(:—g,nldu

_ M ((u t" )“ZS
— (n—1)! n =t
Mt (s—t)™

(n=1)! n

. Mn+1(37t)n

- n!

Luego hemos probado el lema por induccién sobre n.
O

PROPOSICION 15 Bajo las condiciones del lema anterior, para cada (s,t) € A, la serie
de Neumann > k,(s,t) es convergente y la funcion (s, t) = > " ky(s,t) es continua

en A.

Prueba : La serie )~ , kn(s, t) es absolutamente convergente pues

ZU{? St|<z n_l MZ Z:CinleeM(b_a).

Como toda serie de niimeros reales o complejos absolutamente convergente es convergente,
estd bien definido para cualesquiera (s,t) € A,

= an(s,t).

La sucesién de sumas parciales de esta serie es decir

(Z kn(s,t)>

estd formada por funciones continuas.

Ademads esta sucesion de sumas parciales converge a la funciéon h uniformemente en
[a,b] X [a,b] porque

|h(s,t) — Z st]—\stt]<MZ M(b—a))"

n=1 n=m+1 n=m-+1

tiende a 0 cuando m tiende a oo independientemente de (s,t). Entonces h es continua
por ser limite uniforme (en A) de una sucesién de funciones continuas, lo que completa

la prueba.
O
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DEFINICION 18 La funcidn

h(s,t) = kn(s,1).
n=1
definida bajo las condiciones de la proposicion anterior se llama nicleo resolvente de la

ecuacion integral de Volterra dada.

PROPOSICION 16 En las condiciones de la proposicién anterior, si Ka(s) == [ k(s, t)x(t)dt,
se cumple que, para toda funcion y € C([a,b]), y todo s € [a, ],

Ky() = [ ks, Dyto)dr
para cada s € [a,b].

Prueba : Se prueba también por induccion. Para n = 1 es evidente por definicién de

K.

Supongamos que K"y(s) = [ ky,(s,t)y(t)dt. Entonces una aplicacion sencilla del teo-
rema de Fubini en el recinto triangular

Ag:={(t,u) :a <u <t <s}nos da

Knny(s) = K(K")(s) = [ ka(s.£) (Ky) ()t
= [ k(s ) ([ B, w)y (u)du) dt
= 20 R (s, ) (8, w)y (w)du)dt
= ffAs k(s,t)kn(t, u)y(u)dtdu
= [ y(u)( tt:: k1(s, )k, (t, uw)dt)du

u=a
uU=s

= y(u)kni1(s,u)du

= fas kﬂ-i-l(sa t)y(t)dt>

lo que completa la prueba.
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TEOREMA 24 Sik: A — R es una funcion continua entonces la ecuacion integral de
Volterra de sequnda especie

2(s) / (s, O (t)dt = y(s)

tiene una solucion x € C([a,b], dada por

z(s) = y(s) + /S h(s,t)y(t)dt.

donde h es el nicleo resolvente suma de la serie de Neumann de nicleos iterados (k)
generados por el nicleo k.

Prueba : Observemos en primer lugar que la sucesién de operadores lineales y conti-
nuos

K™ C([a,b]) — C([a, b)),

donde Kz (s) = [ k(s,t)x(t)dt, genera una serie que es absolutamente convergente en el
espacio de los operadores de (C([a,b]), || - ||oo)-

En efecto, segin la proposicién anterior, fijada una funcién ¢ € C([a, b)), para todo
entero positivo n y para todo s € [a, b]

/as kn(s,t)w(t)dt’ < / e (5. 9) 0ol

donde k,, es el n—ésimo nucleo iterado a partir de k.

[K"o(s)| =

Usando la acotacién que conocemos para k, tendremos que

[Kmp(s)] < [, Tn(s, t)llp ]l ot
s M™(s n—1
< P o) at

t=s
= 25 [ el

= (s —a) el

< WH‘P

[loo-

Por tanto, || K¢l < m

da la desigualdad

ll¢lloo lo que, por definicién de norma de un operador, nos

[M(b = a)]"

n
57 < O

para cada entero positivo n.

De aqui se sigue que la serie Y~ || K" es convergente con

Z HKn < i eM(b—a)'
= n=0
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Como B (C([a,b]),C([a,b])) es un espacio de Banach , de ser absolutamente convergente
la serie ZZO:O K™, se sigue que es convergente.

Por tanto, segin vimos, /d — K es invertible con
(Id — K)~ Z K",
Por tanto la ecuacién (Id — K)z = y tendra la solucién

= (Id— K)~ ZK’” —y—l—Z/ (s, t)y(t)dt.

es decir, para cada s € [a, b],

5) + Z/ kn(s, 1)y (t)dt

Pero fijado s € [a, ], la sucesién de funciones

m

t s sm(s,t) == Y (kals, )y(t)
n=1
segiin hemos visto antes verificara

m

[sm(s,1)] Z (s, 0)lly( !<HyHooZ\k’ (s, 7)]

o

< Nyl 30 POy errimo -1,

n=1
Es decir, todas las funciones s,, estdan domidadas en [a, b] por una funcién constante, que
desde luego es integrable en [a, b] (y también en [a, s]). Podemos aplicar el teorema de la
convergencia dominada para concluir

/ limsm(s,t)dtzlim/ Sm(s,t)dt

/ h(s, )y(#)dt = lim / s, 1)t

0 sea,
Sustituyendo, queda que
w(s) = y(s) +lmy, [ (001, Kals, t)y(t)) dt]

= y(s) + Umy, [ [ s (s, t)dt]

lo que completa la prueba.
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Ejemplo 22 Resolveremos por el método de los nicleos iterados la ecuacion de Vol-

terra de sequnda clase

x(s) — /OS ez (t)dt = f(s).

En este caso k(s,t) :== \eC™8) = k(s,1).

Calculamos directamente

ko(s,t) := / ki(s,u)ki(u,t)du = / eI\ gy = N2l (5 — 1)
t t

k3(s,t) := / ki(s,u)ks(u,t)du = / AeETWN2=) (o — t)du
t t
2qu=s 2
s (en | (u—1) s s-n(s—1)
Ae [—2 e —

u=t

s S —t)?
ky(s,t) ;:/ ki(s,u)ks(u,t)du :/ A58 \3p(u—t) (u 2'15) du
t t ’

37 u=s 3
4 (s—D) (u—1t) A (s—t) (s —1)
Ae { 213 Ae 3l

u=t

Podemos pensar pues que

(s —t)(m=1)

kn(s,t) = Ame*™")
n<S7 ) € (n_ 1)'

Supuesto que esta igualdad sea cierta,

(u—1t)n—1)

CEEE

kni1(s,t) ::/ kl(s,u)kn(u,t)du:/ AelEw (=D
t t

_ )\n+1e(sft) |: (U _ t>n :| - _ )\nJrle(sft) (S — t)n

(n—Dn|,_, n!

Luego por inducciéon hemos visto que, efectivamente, la formula pensada para k, es co-

rrecta.

A partir de aqui el nucleo resolvente de esta ecuacion serd

- N (A(s =)t
hs,t) = ;kn(s,t) _ A;e@ >% _

_ )\e(s—t)e)\(s—t) _ )\e(l—i-)\)(s—t)‘

Con el nicleo resolvente encontramos la solucién de la ecuacién propuesta:

z(s) = f(s) + /Os AeUFNE=Y £(1)dt.
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3.4. Ecuaciones integrales y aplicaciones contractivas (*)

Recordemos el siguiente:

TEOREMA 25 Banach, 1922
Sea (X,d) un espacio métrico completo. Sea T : X — X wuna aplicacién contractiva,
es decir tal que existe k con 0 < k < 1 tal que, para cualesquiera x,y € X,

d(T'(x), T(y)) < kd(x,y).
Entonces, T tiene un unico punto fijo x = T'(z) € X, y para cada o € X se tiene que

kn
1—k

d(T"(xg),x) < d(xg, T (z0))-

Prueba

La primera idea béasica es que, a partir de cualquier punto zy € X, se obtiene una
sucesion de iteraciones,

(2n) = (w0, T(20), T*(20), ..., T"(x0), . . .)

que es de Cauchy.

En efecto,

d(xp, ny1) = d(T(2n-1), T(2,)) <
S kd<$n717 xn) S de(l'an, :Cnfl) S e

< ]{an($0, I‘l).

Por tanto, si n, m son enteros positivos

d(l'n, anrm) S d<xn; anrl) + d(anrl; xn+2) +...+ d(anrmfl: $n+m)
< KM+ R 4+ R d (g, 1)
< [ R 4 kvl d (g, 1)

= %d(aso, x1).
Luego, dado € > 0 existe ng € N tal que si p > nyg

kP
1—k

d(ﬂ?o, xl) <eg,

y entonces, si p, ¢ > ng, siempre podemos poner ¢ = p + m y se tendra

kP
1—-k

d(zp, xg) = d(Tp, Tpim) < d(xg, 1) < €,

luego efectivamente la sucesién (z,,) es de Cauchy.
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Por ser (X, d) un espacio métrico completo existe

z:= lim x,
n—oo

La aplicacién T es contractiva, luego es continua e incluso uniformemente continua en X,
por lo que

T(z)=T(lim z,) = lim T(z,) = lim z,.; = =.
n—o00 n—o00 n—00

Asi pues, z es un punto fijo de 7', es decir una solucién de la ecuaciéon T'(z) = x en M.

Esta solucién es tunica, pues si existiera @’ € M con x # a' = T'(2') se tendria la
siguiente contradiccion

0<d(z,z")=d(T(x), T(z")) < kd(z,2") < d(x,2).

De la desigualdad

1—k
se sigue, (recordando la continuidad de la distancia d), que

d(l‘na xn—&—m) S d(l’o, xl)

d(xp,x) = Hm d(z,, Tpim) < r

d(l‘@, ZE1)7

la cota de error del enunciado.
O

Este teorema puede aplicarse también a la solucién de las ecuaciones integrales que
hamos estudiado en este capitulo pues si T es un operador integral en C([a,b]), como los
que hemos usado en el apartado anterior, y consideramos la ecuacién integral en C([a, b]),

z—T(x)=y

(donde y € C([a, b]) es un dato), entonces la aplicacién afin U : C([a,b]) — C([a,b]) dada
por
Ulx) =y +T(z)

tiene por constante de Lipschitz ||T'||, ya que

1U(z) = Ul = [T(z) = Tl < [T}z =yl

Por tanto, si |[|T|| < 1 entonces U es contractiva. Ademads es claro que U(z) = x si y sélo
si x —T(xz) = y, es decir un elemento & € C([a,b]) es solucién de la ecuacién integral
anterior si y sélo si  es un punto fijo de U.

Como C([a, b]) es un espacio métrico completo, por el Teorema de Banach del punto
fijo, la condicién ||T|| < 1 nos garantiza la existencia de una solucién de la ecuacién
integral, y ademds dado cualquier zq € C([a, b)), la sucesién

(l’(], U($0)7 U2<I0), U3<£L’0>, .. )

converge en C([a,b]) a la solucién = de la ecuacién intergral x — T'(z) = y. Ademads las
cotas de error que proporciona el teorema, a veces son una informacién muy util en la
practica.
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En general, si U(x) =y + T'(z), se tendra
U() =U(U(2)) =y + T(Uz)) =y + T(y + T(x)) =y + T(y) + T*(z).

Si aceptamos que
U'(x) =y +T(y) +... +T" (y) + T (=),
entonces

Urti(z) =U(U"(2))
=y+T(U"(x))
=y+TW+Ty) +...+ T Yy) +T(x))
=y+T(@y) +...+T"(y) + T (2).

Hemos demostrado por induccién una férmula alternativa para calcular la n-sima iterada
del operador U, que, como vemos no es sencilla.
Naturalmente, para cada x¢ € C([a, b]),

(
(

Un(l'0> — i’,

es decir,
lm [y +T(y) +... +T"(y) + T"(20)] = &

n—o0

o bien

n—0o0

ZT”(y) + lim 7" (z0) = 7.
n=0
Si ||T|| < 1, entonces como
1T @) < 17l < 1Tl

se sigue que
lim T (o) = Oc((a.n))

n—oo

por lo que obtenemos de nuevo que

> Ty =%
n=0
Por supuesto, el primer miembro de la igualdad anterior también puede escribirtse
(1d—T)"(y).
Ejemplo 23 Sea T el operador de Fredholm en C([0,1]) con niicleo s(1—e*), es decir
1
Tx(t) = / s(1 — ez (t)dt.
0
Vimos en el ejemplo (18) que ||T]| = e —2 < 1. Por tanto, si consideramos la ecuacién

integral
(x —Tzx)(s) =€’ —s
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tenemos que tiene solucién, digamos = € C([0, 1]) y puede ser obtenida como limite de las
iteradas de la aplicacién afin U : C([0, 1]) — C(]0, 1]) dada por

Uz(s) =e" —s—Tux(s).

Esta sucesién de iteradas de la aplicacién U puede no ser sencilla de construir en la
préactica. Por ejemplo, si partimos de la funcién xy = C(|0, 1]),

Uzo(s) =e® —s—Txo(s) =€ — s.

Igualmente,
U?zo(s) = U(U(20))(s) = €* — s — T(Uzg)(s) = €* — 5 — /0 s(1 —e)(e" — t)dt,

resulta

2¢°(s*(e — 1)+ 1) + s3(3 — 2¢) + s*(1 — 2e) — 2(s + 1)
2s(s + 1) ’

U?zo(s) = € — s —

y vemos que su expresion es muy complicada.
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4. ESPECTRO DE UN OPERADOR.
OPERADORES COMPACTOS

Empezaremos con dos observaciones muy sencillas:

PROPOSICION 17 En un espacio de Hilbert, (X, (.,.)), si v,w € X son vectores tales
que para todo v € X

(x,v) = (x,w)

se sigue que w = 0.

Prueba : Por la igualdad anterior para todo x € X (x,v) — (x,w) = (z,v — w) = 0,
y basta tomar = v — w para tener (v —w,v —w) = 0, es decir ||v —w|* = 0, por lo que
v=w.

0

PROPOSICION 18 En todo espacio con producto escalar, X, para cualquier vector x €
X,
2] = sup{[{z,v)|,v € X, ||v]| < 1}. (9)

Prueba : La igualdad es trivial si x = Ox. Si x # Ox y si s es el segundo miembro
de 9 por la desigualdad de Cauchy Schwarz, para todo v € X con [Jv]| < 1 se tiene que

<

[{z, )| < [[z[llv]} < =]} lnego s < [l]|. Como ‘

z
[l

X
5> ‘<W>‘ — Jall,

luego efectivamente, s = ||z||.

4.1. Operador adjunto

TEOREMA 26 Si X,Y son espacios de Hilbert complejos (o en general, sobre el mismo
cuerpo) y T es un operador (aplicacion lineal y continua) entre X e Y entonces existe un
unico operador T* 1Y — X tal que para cualesquiera x € X,y €Y,

(T(z),y) = (v, T"(y))-

Prueba : Fijado y en Y la aplicacion

x> (T(x),y) = fry(z)

toma valores en C, y es lineal (por serlo Ty v + (v,y)). También fr, es continua con
norma menor o igual que ||T]|||y||, pues por la desigualdad de Cauchy Schwarz,

|[fry(@)| = [{T(x), )| <[ T[l[lyll < 1Tz lyll
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Sabemos que, por ser X un espacio de Hilbert, existe un tinico vector w € X tal que para
todo x de X,

fT,y(x) = <T(l‘),y> = <.1',’LU>
Como este vector w depende del y € Y previamente fijado y también del operador T, lo
denotaremos por T%(y).

En resumen podemos afirmar que T*(y) es el unico vector de X que cumple

(T'(x),y) = (2, T"(y))

para todo x € X.
Observar que el producto escalar en el primer miembro de la igualdad anterior es el
de Y, mientras que el del segundo miembro es el de X.

Que asi se obtiene un operador (aplicacién lineal y continua) 7" : Y — X se prueba
del siguiente modo:

Seanr € X, y1,0 €Y, a,8 € C:

(2, T (o1 + Bya)) = (T'(), (ayy + By2))
= (T(x), ay) + (T(x), By2)
=a(T(z),y1) + B{T(x),y2)
@, T () + B, T (92)
= (z, T (y1)) + (x, BT (y2))
= (z,aT"(y1) + BT (y2))
Como se cumple para todo x € X, que

(z, T"(ay1 + By2)) = (x,aT"(y1) + BT (1)),
por la proposicién [17| obtenemos:
T*(ayr + By2) = oT™(y1) + BT (y2)-
Fijado y € Y, aplicamos la proposicién (18] y la definicién de 7™ para tener

1T ()l = sup{[{T"(y),v)|,v € X, [[v]| < 1}
= sup{|(v, T"(y))],v € X, [|v]| < 1}
= sup{|(T'(v), y)|,v € X, [lv]| < 1}
< sup{[|T(v)[[llyll, v € X, [Jv]| <1}
= sup{[[T'(v)[|,v € X, [Jo]| < 1}y
= [ITlllyll,

luego T es continuo, con ||T*| < ||T||.

Este teorema hace posible la siguiente
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DEFINICION 19 Si X, Y son espacios de Hilbert complejos y T es un operador (aplica-
cion lineal y continua) entre X eY', se define como operador adjunto de T al T* : Y — X
que es el unico elemento de B(Y, X) que verifica, para cualesquiera x € X, y € Y que

(T(z),y) = (x, T"(y)).

Ejemplo 24 En el espacio euclideo ordinario sea A : R™ — R™ el operador que tiene
por matriz asociada (a;;) (respecto de las bases canénicas (eV, ... e™), (e ... (™)
Sea A* el operador adjunto de A, y sea (a;) la matriz asociada este operador A*. Para
cadai e {l,...,n},je{l,...,m},

<A(6(i)), e(j)> — <€(i)7A*(6(j))>7

O sea
{are™ + ..+ amie™, e = (@ ayje™ + ..+ ayet™),

es decir

Por tanto, (a;) = (aij)t.

Ejemplo 25 Construiremos el operador adjunto de S : ly — {5 dado por
S(xy,x9,...) == (0,21, 29, ...).
Se caracterizara S* : £ — {5 por
(S(x),y) = (2,5 (y)).
para cualesquiera x,y € f5. Es decir,

(0,21, 22,...), (Y1, Y2, .. .)) = ((x1, 2, ...), S (Y1, y2, .. .))

o, lo que es igual
T1Ys + Ty + T3ys + ... = (7,57 (y)).

Pero entonces
((x1,29,...), (Y2, Y3, - -.)) = T1y2 + Toys + 3ys + ... = (2, 5" (y)).
es decir, para todo x € /5
(@, (2,93, . .)) = T1y2 + Toys + 3ya + ... = (2,57 (y)).

Esto nos da inmediatamente que

S*(y) = (yg,’yg, .. )
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Ejemplo 26 Sea X el espacio de Hilbert complejo ¢, y sea T': X — X dado por

T((zn)) = (1"z).
Calculemos T* : X — X.

Pongamos (w,) = T'(y,) para (y,) € X.
Para cualesquiera z = (z,),y = (y,) € X,

O sea

que se traduce en
0 o0
o .
AT A
n=1 n=1

Si escribimos a,, + b,t = ", la igualdad anterior quedara

o o
E zn(an + zb E 2 Wy,
n=1 n=1

que puede escribirse como

((zn), ((@n + 1bn)yn)) = ((20), (wn)).

Por la proposicién
((an + ibp)yn) = (wy).

Calculamos a,, y b,:
Up + bpi =" = a, + byi =" = ()" = (—=i)" = (=1)"".

Por tanto,

() = T ((30)) = ((@n + b)) = ((=1)"1")

El lema siguiente es una forma alternativa para calcular normas de operadores entre
espacios de Hilbert.

LEMA 4 Sean X,Y espacios de Hilbert. Sea T € B(X,Y'). Entonces
IT[| = sup{[{T'(x), y)| - [lx]| <1, [lyll < 1}.
Prueba : Por la desigualdad de Cauchy Schwarz si y € By, y x € By
(T(2), )| < NT @)yl < 1T @) < (T[] < [T

y tomando supremos,

s = sup{[(T'(z), y)| : |l=| <1, [lyll < 1} < [T,
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Sea ahora x € Bx cualquier vector con T'(z) # 0y. Entonces mT(l‘) € By, luego por

definicion de s,
1

2 [(T0). iy T )| = 17

y esta desigualdad se cumple trivialmente si T'(x) = Oy-.

Por tanto,
s >sup{||Tz| :x € Bx} =:||T|

g

PROPOSICION 19 Si X,Y son espacios de Hilbert sobre el mismo cuerpo y T es un
operador (aplicacion lineal y continua) entre X e Y, entonces (T*)* =T, y ||T| = [|T*|-

Prueba : Sean z € X, y € Y. Por definicién de (T7)*,

(@, (T")"(y)) = (T"(x),y)

= (y, T*(z))
=(T(y),x)
= (z,T(y))

Una vez més, como la igualdad se cumple para todo = € X, resulta (7%)*(y) = T'(y).

Por el lema anterior

17|l = sup{[(T"(y), )| : lyll <1, [lf] <1}
= sup{[{z, T*(y))| : lyll < 1, [l=f| < 1}
= sup{[(T'(z),y)| : ly <1, [lz[ < 1}
= I1]-

U

PROPOSICION 20 Si X,Y son espacios de Hilbert sobre el mismo cuerpo, para cua-
lesquiera S, T € B(X,Y) y escalares «, f3,

(S + BT)* = aS* + pT*.
Prueba : Seanzx € X,y €Y.

(z, (@S +BT)(y)) = ((aS+ BT)(x),y)
= (aS(x),y) + (BT (x), y)
= a(z, 5"(y)) + Bz, T"(y))
= (z,aS*(y)) + (z, BT*(y))
= (z, (@S* + BT*)(y))

(
(
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Como esta igualdad se cumple para todo x € X, ha de ser
(S + BT)"(y) = (@S" + BT™)(y),

lo que completa la prueba.

4.1.1. Otra expresion del operador adjunto

Operador conjugado Recordemos que si X,Y son espacios de Banach sobre el mismo
cuerpo y T es un operador (aplicacién lineal y continua) entre X y Y se define como
operador conjugado de T al 7" : Y* — X* al dado por T%(g) = goT.

Es inmediato que T" es lineal. También es continua, pues para cada g € X;
1T ()| = sup{|T"(g)(x1) : 21 € Xy, ||| < 1}
= sup{[(g o T)(z1) : 21 € Xy, [|l1|| <1}
= sup{[g(T'(z1)) : 21 € Xy, ||l ]| < 1}
< sup{|[glIT(z1)]| : 21 € Xy, [l || < 1}
< sup{|[glITllzs]l - 21 € Xy, la || < 13 = [ T'llg]l;

luego T" es continua con |77 < ||T||.

El caso de los espacios de Hilbert Los espacios de Hilbert se pueden identificar con
sus respectivos duales. Entonces el concepto de aplicacion conjugada en ciento modo se
hace mas sencillo:

PROPOSICION 21 Si X,Y son espacios de Hilbert sobre el mismo cuerpo y T es un
operador (aplicacion lineal y continua) entre X e Y,

T = J o T o Js.
donde:

J1, Jo son las isometrias de X1, Xo en sus respectivos duales.

T': X5 — X} es la aplicacion conjugada de T.

Prueba : Recordemos que Jfl(f), para f € X7 es el elemento x de X; tal que
f(v) = (v, z) para todo v € X;. Entonces para todo v € X1, f(v) = (v, J;7'(f)).

De igual modo, J5(y) para un vector y de X5 es la forma lineal continua w +— (w, y).

Seanz e XyyeVY.

(w, 7T (L2(y)) = (T*(a(y)
= (J2(y) o T)(2)
= S (y)(T(z))
= (T'(z),y)

= (&, T"(y))

~—
~—
—~
5]
~—
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H

4.1.2. Caso particular de B(X).

La teoria de adjuntos de operadores en espacios de Hilbert es méas rica en resultados
cuando X =Y, como también lo es la teoria de operadores en general.

PROPOSICION 22 Sean S,T € B(X). Se verifica:
a) (Idx)* = Idx.
b) (SoT) =T*oS".

c) T es invertible si y solo si T* es invertible, y en ese caso
(T*)—l — (T_l)*.
Prueba : (a) Si z,y € X, Por definicién de operador adjunto,

(r,y) = (dx(z),y) = (z,(Idx)"(y))

luego (z,y) = (z, (Idx)*(y)) para todo x de X, luego y = Idx(y) = (Idx)*(y) para todo
y de X.

(b) Si z,y € X, teniendo en cuenta que (T*)* =Ty (S*)* = S,

B
~
*

O
(@p)
*
S
=

|

8
~
*
N
*
s

Como esta igualdad se cumple para todo x € X,
(T" 0 57)(y) = (SoT)"(y).

luego (T* 0 S*) = (SoT)*.

(c) Supongamos que exista T—! € B(X, X). Fijado z € X, para todo y € X,
= (T(T()),)
= (T} (2), T*(y))
= (=, (T7H)"(T"(y)))
= (z, (T71)* o T")(y))-
Como esta igualdad se cumple para todo = € Y, de nuevo por la proposicién [17]

Idx(y) =y = (T o T*)(y),

(z,y)
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y dado que esta igualdad se cumple para cualquier ¥ de X concluimos que el operador
(T~1)* es el inverso de T* por la izquierda.

Repitiendo un argumento parecido, como

también para todo y € X
Idx(y) =y = (T" o (T")")(y)
luego el operador (T1)* es el inverso de T* por la derecha. Por tanto,
() = ()"

g

Ejemplo 27 Si M es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert, X, el operador
Py (proyeccion ortogonal sobre M) cumple la siguiente propiedad:

(z, Pur(y)) = (P (), y)

para cualesquiera z,y € X.

Por lo tanto,
(z, Pr(y)) = (Pu(),y) = (z, (Pa)*(y)

Esto nos da que Py = (Py)*, es decir que Py coincide con su adjunto.

El ejemplo anterior motiva la siguiente definicion:

DEFINICION 20 Un operador T € B(X) se llama autoadjunto si T* =T.
Ejemplo 28 Si T € B(X), entonces el operador T o T* es autoadjunto.

Basta tener en cuenta que

(ToT*)y =(T") oT*"=ToT".

Ejemplo 29 Consideremos el espacio de Hilbert real X = L?([a,b]) y el operador de
Fredholm 7" : X — X, dado por
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donde el nicleo k es una funcién continua en [a,b] X [a.b] Sean z,y € X. Una aplicacién
sencilla del teorema de Fubini nos da

(z,T*(y)) = (T(x),y)

= ["Ta(s)y(s)ds
) ( 7 k( s,t)x(t)dt) y(s)ds

= I (S k(s D(t)y(s)dt ) ds
I ( 1 k(s t)x(t)y(s)ds) dt
Jox <f k(s t)y( S)dS) dt
[’z (f k(t, s)y( t)dt) ds

= (z, h),

con h(s f k(t,s)y(t)dt. Como x € X es arbitrario, obtenemos que T*(y) = h, es decir,

T (y)(s) = / K(t, )y (t)dt.

Por tanto si k es simétrico, o sea si k(s,t) = k(t,s) entonces T' = T*, es decir que T es
autoadjunto.

4.2. Espectro, valores y vectores propios

A lo largo de esta seccién se supone dado un espacio de Banach complejo (X, || - |) -

Hemos visto en temas anteriores que algunas ecuaciones integrales pueden expresarse
de modo abstracto como (Id — T')(z) = y, donde y es un dato, z la funcién incdgnita,
y K cierto operador en un espacio de funciones (usualmente C([a,b])). También hemos
visto que, si existe la aplicacién lineal (Id —T)~!, entonces podra resolverse formalmente
la ecuacién (Id — T)(x) = y haciendo (Id — T) ' (Id — T)(z) = (Id — T)"*(y), es decir,

= (Id—T)"'(y). Esto sugiere que es importante que el operador Id — T admita inverso.

DEFINICION 21 FEl espectro de un operador T € B(X) es el subconjunto sp(T) del
plano complejo definido por

sp(T) :=={Ae€ C: Nd—T esno invertible}(={\ € C: T — Xld es no invertible}).

Cada elemento de sp(T) suele llamarse valor espectral de T'. Por tanto, para todo nimero
complejo A no perteneciente al espectro de T, llamado valor resolvente (o valor regular)
de T existe el operador (A\[d — T)~'. El conjunto de los valores resolventes de T, o sea
C\sp(T) se llama conjunto resolvente de T', denotdndose por p(T). []

Existe y es continuo (AMd —T)™!: X — X si y sélo si existe y es continuo (7' — Ad)~!: X — X.
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También es corriente la notacion o(7') en lugar de sp(T"). Otra notacién frecuentemente
usada es Ry(T) o simplemente Ry en lugar de (A[d —T)~'.

Naturalmente, para el caso de operadores entre espacios normados reales, suele definir-
se el espectro como el conjunto de aquellos niimeros reales que no son valores resolventes
de T. En todo caso debemos entender que un operador A € B(X) es invertible cuando
A~1 existe como aplicacion lineal y ademés es continua, es decir A~ € B(X).

Ejemplo 30 Si T € B(X) es no invertible, entonces 0 € o(T).

Aunque la nociéon de espectro es herramienta importante en mucho campos del Analisis
Matematico, su origen esta en el problema de la diagonalizacién de matrices.

Recordemos que si X es de dimensiéon n y T es un operador en X tal que su ma-
triz respecto de la base (el, e ,e”) tiene nulos todos sus elementos fuera de la diagonal
principal, que son (Aq,...,\,), entonces T'(e?) = \;e’/ para cada j = 1,...,n. Reciproca-
mente, si se quiere encontrar una base respecto de la cual 7' tiene una matriz diagonal,
basta encontrar n vectores linealmente independientes (v!, ..., v") tales que T'(v') = A\,
(i=1,...,n).

DEFINICION 22 Decimos que el nimero complejo A es un valor propio o autovalor de
T si eziste un vector no nulo e € X tal que T'(e) = Xe. En este caso también decimos que
e es un vector propio (o autovector) de T' correspondiente al valor propio \.

Suele usarse la notacién o,(7") para el conjunto de los valores propios de 7. Si para
algin vector no nulo 7'(e) = Ae y T'(e) = pe entonces A = p. Pero existen infinitos vectores
propios correspondientes un valor propio dado de T', pues si e es no nulo y T'(e) = Xe
para todo escalar no nulo a se cumple que T'(ae) = aT(e) = ale = A ae), es decir que
ae es un vector propio también asociado al valor propio A\. Ademas las suma de dos
vectores propios asociados a un mismo valor propio es también un vector propio asociado
a ese mismo valor propio. En definitiva tenemos que el conjunto V) de los valores propios
asociados a un determinado valor propio A es un subespacio vectorial cerrado de X. La
dimension algebraica de V) se llama orden de multiplicidad del valor propio A. Un valor
propio de multiplicidad mayor que 1 se llama multiple o degenerado.

Si para algin vector e # Ox, T'(e) = Ae, esto es equivalente a (A/d —T')(e) = 0x. Por
tanto decir que A es un valor propio de T es tanto como decir que AId — T tiene un vector
no nulo en su nucleo y por tanto AId — T es no inyectiva. Esto implica que Ad — T es
no invertible. En suma, todo valor propio de un operador es un elemento de su espectro:
op(T) C o(T). Por esta razon, el conjunto op(T) se le llama espectro puntual del operador
T. En el caso de ser X de dimension finita, sabemos que un operador \Id — T : X — X
es no invertible si y sélo si su nicleo es no trivial, es decir si y sélo si existen vectores no
nulos e € X tales que (Md—T)(e) = 0x, o sea tales que T'(e) = Ae. En resumen, cuando
X es de dimensién finita, o(T") = op(T).

Si X es de dimensién infinita puede haber operadores uno-a-uno que no sean sobre, y
por tanto no tengan aplicacion inversa, es decir que puede haber casos en que un valor
espectral no sea un valor propio. Veremos a continuacién dos ejemplos:
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Ejemplo 31 Sea T : {5 — {5 el operador dado por
T(zy,x9,...) = (0,21,0,29,...,0,2,,...).

T es inyectivo, (y con ||T|| = 1), el niicleo de T es {0s,}. Es imposible que para algin
x # 0x, T(x) = 0x. Luego 0 no es un valor propio de 7. En cambio T" no es invertible,
luego

0€a(T)\op(T).

Ejemplo 32 Sea T el operador T : {5 — {5 dado por
T(x) =T(x1,29,...) = (x2,23,...),
Si 0(JA| < 1y tomamos el vector (no nulo) v := (1, A\, \?,...) € £, tenemos
T) = (MM 0) =M1 N2 .) = A,

luego A es un valor propio si 0 < |A| < 1. Por otra parte, T(1,0,...) = 0, = 0(1,0,...),
es decir que 0 también es un valor propio de 7T

Por otra parte, si |[A\| > 1 y fuera T'(v) = Av para algin v = (v, vs,...) € ¢3 no nulo,
entonces

(vg,...) = A(v1,v2,...),

de donde \
V2 = )\’Ul
_ _ )2
U3 = )\/UQ =A U1
Unt1 = AU, = - = A"y
J

y se tendria:
v = (v, \r, \vy, .. )

por lo que llegariamos a la siguiente contradiccion:
07 [lwll* = Jou* + [M[or]* + AP [oa]* + . > o o+ o[+ = o0

Por lo tanto, si [A\| > 1, A no puede ser valor propio de 7.

Como
(T — )\Id)(l‘l,xg, .. ) = ($2 — >\.§L’1,.T3 — )\1’2, .. )

entonces,
ker(T — Md) = {x € ly : 1y = A1, 23 = A1, ...} = {21 (1,\, \2,.. )}

Si |A| > 1 el vector (1, A\?,...) no puede pertenecer a ¢, a menos que x; = 0. Por
tanto, si |A| > 1 ker(T' — AId) = {0p,}, lo que implica que T"— AId es inyectiva.
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Sin embargo, vamos a ver que (1" — Id)(¢3) & {5, y por tanto T — Id no es invertible.
Caso de ser y = (y1,ya,...) = (T — Id)(x),

n = T9 — AT

Y2 = T3 — ATy

Yn+1 = Tp — )\xn+1

/
y entonces
A

) = U1 -+ /\xl
T3 = Yo+ AT2 = Yo + A\yp + N1y
T4 = Y3+ A3 = Y3 + A\yo + Ny1 + Ny

Tn+r1l = Yn + )\yn—l + )\Qyn—2 + ...+ )\n—2y1 + )\n_ll’l

Por ejemplo, si A =1 e
_ 1 1 1
y—( ,5,...57...)
facilmente se llega a una contradiccion. Vemos pues que T'— 17d no es sobre, y por tanto
el operador T' — Id no es invertible, resultando entonces que 1 es un valor espectral de T’

que no es un valor propio de T.

TEOREMA 27 Sean zi,...,x, vectores propios del operador T € L(X;X) correspon-
dientes a valores propios distintos entre si A, ..., \,. Entonces el conjunto {xy,...,x,}
es linealmente independiente.

Prueba : Supondremos, para llegar a una contradiccién que {z,...,x,} es lineal-
mente dependiente. Sea x,, el primero de estos vectores que sea combinacion lineal de los
que le precedan. (Lo cual implica que {z1,...,z,_1} es linealmente independiente, y que
T = @1 + ... + Qp_1T;,—1). Entonces

Ox = A\pld —T)(xm) = Aplonzy + ..o Fam1@m_1) — T + ... 4 Q1 Tip—1)

= )\m(alxl + ...+ am,1$m71> — Oél)\l.flil + ...+ Oém,1>\m,113m,1

= (/\m — /\1>Oéll'1 + ...+ (>‘m — Am_1>Oém_1CL’m_1.

Como {x1,...,Tm_1} es linealmente independiente, ha de ser
0= ()\m — )\1)061 =.. ) = (>\m — )\m,l)am,l.
y como los valores propios Ay, ..., A, son distintos dos a dos, a; = ... = a,,_1 = 0, lo que

implica que z,, = aqx1 + ... + qp_1Tm_1 = Ox, una contradiccién.

U
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TEOREMA 28 Si T € B(X) entonces el espectro o(T) es un conjunto compacto con-
tenido en el disco cerrado de C,

{Ae C- A< T}

Prueba : Si |A| > ||T|| entonces |A™'T|| < 1. Vimos que si un operador K tiene norma
estrictamente menor que 1 entonces /d — K es invertible. Luego el operador

Id — \7'T = - \"YT — \Id)

es invertible también, y entonces A € p(T'), es decir A no es valor espectral de T

Por otra parte vamos a ver que el complementario de sp(7") es un abierto. Si es vacio
nada hay que probar. Si no es vacio y p € C es un valor resolvente de T' tomemos s € C

1
con |p—S| < W

1

(T = pI) = (T'=sI)|| = [p—s| < T =0

Cuando vimos que G el conjunto de los operadores invertibles de B(X) es un abierto,

también vimos que si A€ Gy B € B(X) con |[|B—A| < HA%II entonces B es invertible.

Aplicando este resultado, T'— sl es invertible, y entonces s es también un valor resol-
vente de T'. En definitiva, el conjunto de los valores resolventes de T' es abierto, y sp(T)
es un cerrado contenido en la bola cerrada de C de centro el origen y radio |||, luego es
un compacto.

4

En principio el espectro de un operador podria ser vacio, y esto puede ocurrirﬂen un
espacio de Banach real:

Ejemplo 33 Sea T : R? — R? dado por
T(z,y) = (=y, ).
En este caso
(T = Md)(z,y) = (=y,2) = Az, Ay) = (=Az —y, 2 = \y)

tiene determinante
-\ —1 )
=1+
1 -2

distinto de cero para todo A € R, luego ningin numero real A hace no invertible al
operador T'— MId. En otras palabras, o(T') = ().

6Solamente.
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4.3. Operadores compactos

Sean X,Y espacios normados sobre el mismo cuerpo. Recordemos la siguiente propie-
dad de los elementos de B(X;Y).

PROPOSICION 23 Si T : X — Y es una aplicacion lineal y continua, y A C X un
subconjunto acotado no vacio de X, entonces el conjunto T'(A) es acotado. Por tanto, una
aplicacion lineal T : X — Y es continua si y sélo si transforma conjuntos acotados en
conguntos acotados.

Prueba : Supongamos que 7' € B(X;Y) y que A es un conjunto acotado en X. Si
T(A) es no acotado existirfa una sucesion (y,) en T'(A) con |ly,|| > n (n =1,2,...). Pero
entonces existe (z,,) en A con T(x,) = y,. Como A es acotado existe una constante M
con ||z, || < M para todo entero positivo n,, y se da la siguiente contradiccién: Para todo
n € N:

n < lynll = [T (@)l < | T\llzall < [[T]|M

Asi pues si A C X es acotado y T lineal y continua T'(A) siempre es acotado.

Reciprocamente, si T': X — Y es lineal y transforma conjuntos acotados en conjuntos
acotados, en particular 7" transforma la bola unidad de X en un conjunto acotado de Y,
es decir, T' es acotada en la bola unidad de X, y por tanto continua.

g

DEFINICION 23 Una aplicacion lineal T : X — 'Y se dice que es un operador compacto
st transforma conjuntos acotados en conjuntos relativamente compactos.

Un operador lineal compacto es siempre una aplicacién lineal continua (es decir es, pro-
piamente, lo que muchas veces se llama operador) porque la bola cerrada unidad Bx es
siempre un conjunto acotado y entonces T'(Bx) es un conjunto relativamente compacto y
por consiguiente acotado.

PROPOSICION 24 Caracterizacion sucesional
Una aplicacion lineal y continua T : X — Y es compacta si y solo si de toda sucesion
acotada (x,,) en X puede extraerse una subsucesion (xmk)zo:l tal que (T(xmk))oo es

k=1
convergente.

Prueba : Si T es compacto y (x,,) es acotada, el conjunto B := {T(z,,) :m =1,2,...}
es relativamente compacto. Entonces, como (T(mm)) es una sucesion en el compacto
C := cl(B), admitird una subsucesién (T'(z;,,)) convergente (a un punto de C).

Reciprocamente, si se cumple la condicién y A C X es acotado, dada cualquier sucesion
(yn) en T(A), existe x, € A (n = 1,2,...) con y, = T(x,). Como A es acotado, (x,) es
acotada, luego (T'(x,)), o sea (y,) admitird una subsucesién (T'(z,,)) = (yx) convergente.
Luego T'(A) es relativamente compacto.

U
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Ejemplo 34 Sea X un espacio normado. El operador identidad Id : X — X es
compacto si y sélo si dim(X) < oo, porque la bola cerrada unidad By es siempre un
conjunto acotado, luego si Id es compacto

Id(Bx) = Bx

serd relativamente compacto. Esto en espacios de dimensién infinita no puede ocurrir (por
el teorema de Riesz), luego si dim(X) es no finita /d : X — X nunca es un operador
compacto.

En cambio si X es de dimensién finita y A es acotado, entonces Id(A) = A es relativa-
mante compacto, pues por ser A acotado existe una bola cerrada (y por tanto compacta)
B con A C B, luego cl(A) C B es compacta pues es un conjunto cerrado contenido en el
compacto B.

Si el operador (lineal y continuo) 7" es no compacto, existird Ay C X que es acotado y
con cl(T(Ap) =: M no compacto. Como acabamos de ver que T'(Ay) es siempre acotado (y
entonces también lo es cl(T(Ap)), sucederd que M es un cerrado acotado de Y que no es
compacto. Si el espacio Y es de dimensién finita, esto es imposible. El siguiente resultado
mejora un poco estas observaciones.

PROPOSICION 25 SiT € B(X,Y) es de rango finito-dimensional, es decir si el subes-
pacio vectorial T(X) es de dimension finita, entonces T es un operador compacto.

Prueba : Si A es cualquier conjunto acotado de X entonces T'(A) es acotado. Como
T(X) es un subespacio vectorial de dimensién finita de Y, entonces es cerrado.

T(X) = cl(T(X)) O cl(T(A)).

El conjunto cl(T(A)) es cerrado y acotadd| contenido en T(X) que es de dimensién finita.
Luego cl(T(A)) es compacto, es decir T'(A) es relativamente compacto.
U

Ejemplo 35 Sea K : C([a,b]) — C([a,b]) un operador de la forma
b
Ka(s) i= [ 101()01(0) + a(s)a(o)la(t)i
Toda funcién Kz € K (C([a,b])) puede escribirse

Kz = ( /1/11 t)dt) ¢y + /@/11 )dt) o

luego dim(K (C([a,b]))) < 2. Por tanto K es compacto, segin la proposicién anterior.

7Si M es acotado en un espacio métrico, estd contenido en una bola cerrada, digamos B. Entonces
cl(M) C cl(B) = B, luego cl(M) también es acotado.

104



Andlisis Funcional. E. Llorens

Ejemplo 36 Sea T : C([a,b]) — C([a,b]) el operador integral x — Tz definido por

b
Tz(s) ::/ k(s,t)x(t)dt

donde k : [a,b] X [a,b] — R es una funcion continua.

En primer lugar podemos ver que la funcién Tz asi definida es continua en [a,b]: Si
|z|lcoc = 0, entonces Tz es la funcién constante 0 en [a,b] que, desde luego es continua.
Supongamos pues que ||z]|s # 0. Si damos € > 0, como k es uniformemente continua en
[a,b] x [a,b], existe un § > 0 de modo que para cualesquiera («, 8), (A, ) € [a,b] X [a, D]
con |[(a, B) — (A, )| < & se tiene que

3

k(v B) = k(A p)| < Ml =)’

Si tomamos sy, s2 € [a,b] con |s; — so| < §, para cualquier ¢ € [a, b] se tiene que

H(Sht) - (32>t)H <0

y entonces
€

2||2/loo(b — a)
(Observemos que § > 0 depende de k, y también de (la norma de) la funcién x elegida en

C(la, 0])).

Teniendo en cuenta esta desigualdad, si sq, s2 € [a,b] con [s; — s3] < §

|k(s1,t) — k(s2,1)] <

Tx(s1) — T(ss)| ‘f k(s1,1) t)dt—fbk(sg,t)x(t)dt‘
’f (51,4) — k(s2, 1) (t)dt‘
< J71k(s1,1) = k(sz, 1)) (2)dt
< izl [ k(51 8) — ks, 1) dt
< Nl J; st
=:<e¢
fon] esto hemos probado que la funcién Tx es (uniformemente) continua en el intervalo
a, bl.

Vamos a ver que el operador T' es compacto (cuando se considera en C([a, b]) la norma
del supremo).

Sea S un conjunto acotado no vacio de C([a,b]). Existe entonces M < oo tal que
llell < M para cualquier ¢ € S. Ademds, como k es continua en el conjunto compacto
[a,b] x [a,b] existe K < oo cota superior de |k| en [a, b] X [a,b]. Entonces,

To(s)] < / k(s, )| [p(B)|dt < [[]look (b — a) < MK (b~ a)
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luego |[T¢|lee < MK (b—a),y esta cota no depende de la funcién ¢ elegida en S. En otras
palabras, podemos decir que el conjunto de funciones 7'(S) es equiacotado (o también
uniformemente acotado).

Por otra parte, si s1,s9 € [a,b], y z € S,

|Tx(s1) — Tz(ss9)] ’f k(sy,t)x(t)dt — fbk(SQ,t)x(t)dt
< |zl f, | (s1,8) = k(s2,1))|dt
< M [ |(k(s1,t) - (32, t))|dt
Si damos € > 0, utilizando de nuevo que k es uniformemente continua en [a,b] X [a, b],

sabemos que existe un 6 > 0 de modo que para cualesquiera («, 3), (A, p) € [a,b] x [a, b]
con ||(a, B) — (A, p)|| < & se tiene que

£

|k(a, B) — k(A p)| < (b —a)

(Observemos que 6 sélo depende de ¢ (y del niicleo k y de M).

En particular, si tomamos 1, sy € [a,b] con |s1 — so| < 8, para cualquier ¢ € la, b],

(s1,8) = (s2,8)[| <&

y entonces
€
k(s1,t) — k(sa,t —_—.
K(s1.8) = ko) < 57—
De aqui que
€ €
k( dt < —(b—a) = —
/ | 51,1 SQa )| < 2(b—a)( CI,) IM
y entonces,
T2(s1) — Ta(ss)] < Mﬁ - g <e.

Con esto hemos probado que, dado & > 0 el valor de 6 > 0 obtenido para ver que la
funcién Tz es continua en [a, b], no depende de la funcién z elegida en S. Esto suele
reflejarse diciendo que el conjunto de funciones S es equicontinuo.

Usamos ahora el siguiente resultado (bien conocido):

TEOREMA 29 (Arzela-Ascoli). En (C([a,b)),|.||l) todo conjunto (no vacio) S que sea
acotado y equicontinuo es relativamente compacto.

Como consecuencia de este teorema de Arzela-Ascoli, el conjunto 7'(S) es relativamente
compacto. El operador T transforma pues conjuntos acotados en conjuntos relativamente
compactos, y por lo tanto T" es un operador compacto.
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4.4. Propiedades de los operadores compactos

PROPOSICION 26 Si Ty, T, son operadores compactos entre los espacios normados
X, Y, entonces para cualesquiera escalares «, B el operador o171 + BT, es compacto. En
consecuencia el conjunto K(X,Y) de los operadores compactos entre los espacios X,Y
tiene estructura de espacio vectorial (sobre el mismo cuerpo de escalares en que estdn

definidos X, Y ).

Prueba : Sea (z,) una sucesién acotada en X. Como 7} es compacto, obtenemos una
subsucesién (a:nk) de (z,) con T'(z,,) = 11 € Y. Pero (:Enk) es también una sucesion
acotada en X, y por ser compacto 75 admitird una subsucesién (xnk) con T(x,, ) —

J J

y» € Y. Entonces (z,, ) es una subsucesién de (z,,) y
J

(a1 + 5T2)($nkj> — ayr + Bys,

lo que prueba que o1} + 5715 es compacto.
O

PROPOSICION 27 Sean X,Y,Z espacios normados sobre el mismo cuerpo. Sean T €
B(X,Y), S e B(Y,Z). Entonces

a) Si T es compacto, S oT es compacto.

b) Si S es compacto, SoT es compacto.

Prueba : Si A es acotado en X y T' es compacto, el conjunto T'(A) serd relativamente
compacto en Y. Como S es continuo se tiene que S(cl(T(A)) es compacto en Z por
ser imagen continua de un conjunto compacto. Pero como S es continua cl(S(T'(A4)) =
S(cl(T(A)), cl(SoT)(A) es compacto, lo que prueba (a).

[gualmente, sabemos que si A es acotado, por ser T lineal y continuo, T'(A) es acotado,
y si S es opertador compacto, (SoT)(A) = S(T(A)) sera relativamente compacto, lo que
prueba (b).

O

TEOREMA 30 K(X,Y) es cerrado en B(X,Y).

Prueba : Sea (7},) una sucesién en K(X,Y) con ||T,, — T'|| — 0 para cierto operador
T € B(X,Y). Hemos de ver que T es compacto, o sea que T' € K(X,Y).

Sea (x,,) una sucesion acotada en X, es decir tal que ||z,,|| < C < coparam =1,2,....
Aplicaremos un procedimiento diagonal: Por ser T} compacto, (T1(x,,)) admitird una
subsucesién convergente (y por tanto de Cauchy) digamos (7' (x1,,)5_;). De igual modo,
(1) es acotada y admitird una subsucesién (za,,) tal que (Tx(z2,,)) es sucesion de
Cauchy en Y. Continuando de este modo, por induccién formamos las sucesiones ()
para p = 1,2,..., de manera que (z,,,) es subsucesion de (z,-1,,) para p = 2,...,y
ademas (7),(z,m)) es una sucesion de Cauchy.

La sucesién diagonal (z,.,) =: (v5,) es subsucesién de la (z,,) y también de cada una
de las (z,.,) para p = 1,2,.... Por tanto (7,(z,m)) es una sucesién de Cauchy pues es
subsucesién de la sucesién (convergente) (T, (zpm)).
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Dado e > 0 existe un natural p para el que |1, —T|| < 55. Como (T, (Zmm)) = (T, (vm))
es sucesion de Cauchy, existe un natural ¢ tal que si j, k 2 q

173(05) = Ty(w)] < 5.

Entonces, si j, k > q,

1T (v;) = T(we) | < 1T(v;) = Tp(vp)ll + [1Tp(v;) — Tp(or) | + 1T (vr) — T (vx
< AT = Tyllflvsll + 17 (v5) = Tp (o) | + 1T, = Tl vl
ST = TlIC + [T (v;) = Tp(we) || + |7, = T(|C
<m0+ s+550=¢
lo que prueba que (7'(v,,)) es una sucesiéon de Cauchy en Y, y por tanto convergente.

Dado que (vy,) es subsucesién de (x,,) hemos probado que 7" es compacto.
]

Ejemplo 37 Consideremos los operadores T, : £ — {5 definidos por
Ty, 29,...) = (21,29, ..., ZTm,0,0,...).

Como para cada entero positivo m T,,, es de rango finito, (7},) es una sucesiéon de ope-
radores compactos. Fijado © = (x1,z2,...) € l3 estd claro que T,,,(x) — Id(z) = z. Sin
embargo, no puede ser ||T,,, — Id|| — 0 porque, segin el teorema anterior, el operador Id
habria de ser compacto, y sabemos que no lo es.

Ejemplo 38 Consideremos los operadores T}, : {5 — {5 definidos por

) Tm
To(ry,29,...) = (:c ,—,...,—,0,0,...).
(21,72,...) Ly -
Como en el ejemplo anterior, cada T, es un operador de rango finito, y por tanto compacto.
Sea T : {5 — {5 dado por

) Tn
Tlonan. )= (0 202,
(371 T ) I B n

Es inmediato ver que T es lineal y para cada x € /s,

IT()]5 = Z\ “|* < Z |znl* = |lz]l3

luego T es continuo con ||T|| < 1. Ademads, para cada = € ¢,

(T = T) @) =30 [

_ |x'n 1‘ ‘xn 2| |1'n 3‘
= iz T iz T T

|(fq,"++11)|2 + ‘(ZTf)'? + |(f@n++f)‘2 +.

IN

- (nj1)2<‘xn+l‘2 + |Tnaa|® + ’$n+3|2 +...)

IA

ﬁ“fc\@-
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Por definiciéon de norma de un operador se sigue que
1
n+1’

luego ||T' — T,,|| — 0, por lo que el operador T" serd compacto segun el teorema anterior.

1T =Tl <

PROPOSICION 28 Sean X, Y espacios de Banach sobre el mismo cuerpo. Sea T un
operador compacto entre X e Y. Entonces, dado € > 0 existe un subespacio M, (depen-
diendo de ), tal que

a) M es de dimension finita,

b) M C T(X),

¢) Para cada x € X,

d(T(x), M) = nf{||T(z) —y[ : y € M} <elz]].

Prueba : Sea {B(T'z, 5) : # € Bx}. Esta coleccién de bolas abiertas de radio § recubre

al conjunto T'(Bx), que tiene clausura compacta, por ser 7' un operador compacto. Como

c[T(Bx)] C c

U B(T(x),g)] c U cl[B(T(:v),g)] c | B(T(x).2)

Z‘GBX $EBX $€BX

la, coleccion de bolas abiertas { B(T(z),e) : * € Bx} es un recubrimiento del compacto
c(T(Bx)), que admitird un subrecubrimiento finito, {B(T'(z1),¢),..., B(T(x,),€)}, de
cl(T(Bx)) y a la fuerza de T(By).

Sea M el subespacio que generan los vectores {T'(z1),...,T(x,)}. Obviamente M C
T(X)y M es de dimensién finita.

Para todo x € By, Tz pertenece a alguna de estas bolas, digamos B(T'(x;),¢), luego
d(T(z), M) < d(T(z),T(x;)) < e.

Six € X con x # 0x tenemos que ||Tlu$ € By, por lo que
1
d (T <_l~) ,M) <e
]

d(T(x), M) < d(T(x) = ||z[jm) = =]

Sime M,

Tomando infimos al variar m en M,

d(T(x), M) < f{|z| HT (Lx) _ mH m e M)
|:1c||1nf{HT (% > —mH :m e M}
= Jlalla (T (), M)
<zl

Para = Ox trivialmente 0 = d(T'(z), M) = inf{||T(z) —y|| : y € M} < ¢||z|| = 0, luego
para todo z € X se cumple (c).
U
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4.5. Espectro de los operadores compactos. Generalidades.

Empezamos recordando un resultado que en realidad ya se vio en la primera parte de
estas notas:

LEMA 5 (Riesz). Sean M CY con M # Y, ambos subespacios del espacio normado
X. Si M es cerrado, dado cualquier 6 € (0,1) ezistey € Y con |ly|]| =1y con ||m—y| >0
para todo m € M.

Prueba : Dadov € Y\M, d(v, M) > 0 porque M es cerrado. Por definicién de d(v, M)
existe my € M tal que

d(v, M)
—

v —my) € Y. Entonces, para cualquier m € M,

0<dw,M) <|lv—mg| <

Sea y =

Hv—meﬂ(

lm =yl = g limllv = mell = (v = mo)|

el — mall 4+ ma — o]

L__d(v, M)

l[o—mo|

> Wd(vv M)
0

vV

=40.
U

TEOREMA 31 Sea T € K(X). Entonces op(T) es a lo sumo numerable, y su dnico
posible punto de acumulacion es el 0.

Prueba : Veremos que para cada nuimero real » > 0 el conjunto
{N€oap(T):|A >}

es finito (si no es vacio). A partir de aqui es inmediato que
1
op(T\{0} = [ J{A € 0p(T) : A = —

sera a lo sumo numerable.

Por reduccién al absurdo, supongamos que para algin ry el conjunto {A € op(T) :
|A| > ro} es no finito. Podemos encontrar entonces una sucesién () de valores propios
de T, distintos dos a dos y con |\,| > ry para todo n.

Sean (z,,) los correspondiente vectores propios asociados (es decir, con T'(z,,) = \,x,,).
El conjunto {z1,...,x,,...} es linealmente independiente.

Sea M, el subespacio de X generado por {zi,...,x,}. Observar que T(M,) C M,
para cada n € N. Observar también que si x € M, puede escribirse de manera tnica
T =oq12 + ...+ apr,, y entonces

M dd —T)(x) = A\px — (u i1 + .. 4+ @ AnTy)
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= al(/\n - /\l)xl +...+ &n—l()\n - )\n—l)mn—l € Mn—1~

Los subespacios M,, son cerrados por ser de dimension finita. Por el Lema de Riesz, dado
0 = 1 existe y, € M, con |ly,|| = 1y tal que para todo x € M,_1, ||y, — x| > 5. Sean
m,n con m < n. Pongamos

T(yn) - T(ym) = A\¥n — ()\nyn + T(ym) — T(yn)) =: \Un — x

con &' := A\yyn — T(yn) + T(Ym) = A\d = T)(Yn) + T (Ym)-
Como yn, € My, C My—1, T(ym) € T(My—1) C My,—1. Por otra parte,

Onld —T)(yn) € Mnld — T)(M,) C My

segin acabamos de ver. Luego 2’ es suma de dos vectores de M,,_; y por tanto pertenece
a M,_1. Tal como se ha elegido la sucesion (y,), y dado que /\ix’ e M,

1T (yn) = T(ym)|| = [[Anyn — 2|
= [Malllyn — =2/l
> |\, |2
>

Siendo m,n arbitrarios (con m < n) hemos probado que la sucesién (T'(y,)) no admite
subsucesiones de Cauchy. Pero esto es una contradiccién porque (y,) es una sucesion
acotada en X y T es un operador compacto, con lo cual (T'(y,)) ha de admitir una
subsucesién convergente (y por tanto de Cauchy).

U

TEOREMA 32 Sean X un espacio normado, T € B(X) un operador compacto y M un
subespacio cerrado de X tal que

M nker(Id—T)={0x}

Entonces la restriccion a M del operador Id — T, es decir (Id — T)‘M, tiene inversa
continua y (Id —T)(M) es cerrado en X.

Prueba : Desde luego si M Nker(Id —T) = {0x} la aplicacién lineal (Id — T)!M es
inyectiva y entonces esta definida como aplicacion lineal su inversa S := ((I d—T) } M) -

(Id — T)(M) — M.

Supongamos, para llegar a una contradiccién, que S no es continua. Entonces para
todo natural n no se cumple la condicién [Vy € (Id — T)(M), ||S(y)|| < n|lyl|], es decir
que existe y, € (Id — T)(M) tal que [|S(y,)|| > nlly.|| para cada entero positivo n.
En otras palabras, existe x, € M tal que ||S(Id — T)(z,)| > n||(Id — T)(z,)|. Como
lznll = |IS(Id — T)(z,)||, de la desigualdad anterior obtenemos ||x,| > n||[(Id — T)(z,)|,
o sea,

> (1~ T) ()|

I nll
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para cada entero positivo n. Tomando v,, := mxn, tenemos que (v,,) es una sucesiéon de
n

vectores de la esfera unidad de M con ||(Id — T)(v,)| < % para cada natural n.

Como el operador T es compacto la sucesién (T'(v,)) admite una subsucesion (7'(vy,))
convergente a cierto vector, digamos y € X. Pero entonces como para cada k € N,

[on, =yl < Nlon, = T(on )l + 1T (0n,) = yll
= [[(Id = T)(on )| + 1T (vny,) =y
<1 T(vn,) = yll + 5
la sucesion (vy, ) converge a y (lo que en particular implica que |ly|| = 1) y como M es
cerrado que y € M. Como T es continuo, T'(v,, ) — T(y), y también T'(v,, ) — vy, luego
y = T(y), es decir (Id —T)(y) = 0x. Luego y es un vector de M que esta en el nicleo

de Id — T'. Pero la restriccion de Id — T a M es inyectiva, es decir su nicleo se reduce a
{0x}, luego ha de ser y = O0x. Pero esto es una contradiccién, pues ||y|| = 1.

Veamos que el subespacio (Id — T')(M) es cerrado en X. Sea (y,) sea una sucesién
en (Id — T)(M) convergente a cierto vector y de X. Para cada natural n sea con z,, €
M con y, = (Id — T)(x,). Para ver que (Id — T)(M) es cerrado nos bastarda ver que
y € (Id —T)(M). Al ser z, = S(y,) y ser S continua segin hemos demostrado ya,
(x,) convergera hacia S(y). Entonces la sucesién (z,) es acotada (por ser convergente) y
como el operador 1" es compacto la sucesion (7'(z,)) admitird una subsucesién (T'(x,,))
convergente a cierto vector z € X. Entonces, como

oy = T(wn,) + (Id = T)(n,)

tendremos que (z,, ) converge a z+y que pertenecerd a M porque este conjunto es cerrado
y los vectores z,, estan en él. Por continuidad de Id — T,

Yy = 1i,£nynk = lillgn(ld— T)(xp,)=Id—-T)(z+y) € (Id—T)(M),

lo que completa la prueba.

Tomando M = X en el teorema anterior, obtenemos:

COROLARIO 12 Sean X un espacio normado, yT € B(X) un operador compacto con
ker(Id —T) = {0x}

Entonces Y := (Id—T)(X) es cerrado en X y (Id—T) tiene inversa continua (Id—T)"" :
Y — X.

TEOREMA 33 Sea (X, ||.||) un espacio normado. Sea T' € B(X) un operador compacto.
Entonces ker(Id —T') es de dimensidn finita.

Prueba:
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Si M :=ker(Id—T) = {0x} nada hay que probar. Desde luego, por ser T' continua, M
es cerrado. Six € ker(/d—1T') es un vector no nulo, entonces 7'(z) = x. Luego la restriccion
de Id—T al ntcleo ker(I/d—T) es la aplicacion identidad sobre M. Como 7" es un operador
compacto, si By = M N Bx es la bola cerrada unidad de M (conjunto acotado), tenemos
que T'(Byy) es relativamente compacto, es decir T'(B)yy) = Id(Bys) = By es relativamente
compacto en (X, [|.]]). Luego la clausura (respecto de X) del conjunto Bj; es un conjunto
compacto (en X). (Toda sucesién (x,) de elementos de By, tendra una subsucesion (x,, )
convergente a un punto z de By, es decir con ||z, — x||x — 0). Pero la convergencia en
(X, ||.]lx) implica la convergencia en M, es decir ||z, —z||pr = |20, — x| x — 0, luego By
es un conjunto compacto en el espacio normado (M, ||.||5s). Por tanto segin el teorema
de F. Riesz, M es de dimension finita.

U

COROLARIO 13 Sea X wun espacio normado. Si T € B(X) es compacto, todo valor
propio no nulo de T tiene orden de multiplicidad finita.

Prueba:

Si A es un valor propio no nulo de 7" entonces existe e € X no nulo tal que T'(e) = Ae,
o sea (T — Md)(e) = 0x. De aqui se sigue que (A\™!'T — Id)(e) = Ox o sea que e €
ker(Id — A™'T). Este argumento es vélido para cualquier vector propio asociado al valor
propio A, luego el subespacio Vy(T') de los vectores propios asociados al valor propio A
estd contenido en el nticleo ker(Id — A\7'T). Pero A™'T es un operador compacto, y por
el teorema anterior este nicleo ker(Id — A7!T') es de dimensién finita. Asi pues V) (T') es
de dimensién finita.
0

TEOREMA 34 Sea X un espacio normado. Si T € B(X) es compacto, entonces para
cada X\ # 0, (Md —T)(X) es un subespacio cerrado de X.

Prueba : Por comodidad escribiremos Ty := A d —T'. Suponemos que Y := T\(X) es
no cerrado. Existe una sucesién (z,,) en X tal que y, := T\(z,) — y € X\Y. Como Y es
subespacio vectorial de X, de ser y ¢ Y se sigue que y # Oy, y entonces y,, = Th(z,) # Ox
para n suficientemente grande, o sea que z,, ¢ N, := ker(7T)) para n suficientemente
grande. Como N, es cerrado y z,, ¢ Ny se tiene que paran > ng € N

d,, == d(z,, Ny) > 0.
Por definiciéon de infimo, existe z, € N, tal que
0<d, <ap:=|z,— 2| < 2d,.

Afirmamos que a,, — 0.
Caso contrario, (x, — z,) tiene una subsucesion acotada, y como 7" es compacto a su
vez esa subsucesién admite otra subsucesién, (x,, — z,,) tal que (T'(x,, )) es convergente.
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Pero como Id = X" (T + (Md —T)) = X"HT +T)),

A HT (0, — 20y) + T (Tny, — 20,))
AT (T, — 20,) + Th(Tn,))
)\_I(T(l’nk - an) + ynk)

Tny, — Ry,

y las sucesiénes (T'(zn, — 2n,))s (Yn,) son convergentes, entonces (x,, — z,,) €s también
convergente, es decir que existe v € X con x,, — 2z,, — .

Pero en tal caso Th\(z,, — 2zn,) — Ta(v), y como z, € N,, en realidad vemos que
Ta(xn,) — Th(v) y también Th(z,,) — vy, luego y = Th(v) € Th(X) =: Y, lo cual es
absurdo porque estamos suponiendo y ¢ Y.

En definitiva, a, — o0o. Sea ahora w, := i(mn — z,). Como la sucesién (Th(x,)) es
convergente y por tanto acotada, y a, — oo,
1 1
D(wn) = —(Ta(wn) = Ta(za)) = —(T(2n)) — Ox.
Ademas

wn = 3T+ 1)) = 5 (Twn) + Talw,)

y la sucesién (T'(w,,)) admite una subsucesiéon convergente por ser T compacto, entonces
(wy) admitird una subsucesién (w,,) con (T'(w,,)) convergente a cierto u € X. Pero, para
j=1,2 ...,

1 1 1
luego (wy,;) converge a cierto w € X, y entonces tomando limites en la primera igualdad
anterior

1
w= X(T(w) +0x)

es decir (A/d — T')(w) = Ox, o, en otras palabras w € Nj.
Pero en es caso para todo entero positivo,

Uy = Zn + apw € N,
de donde
dy < ||zp — upl| = anw, — apwl|| = apl|w, — w|| < 2d,||w, —w||,

y dividiendo por d, > 0 obtenemos que para todo entero positivo es 3 < |[w, — w|| una
contradiccioon pues w,, — w.

O

Observacién Si X, Y son espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo,y J : X — Y es
lineal e inyectiva, entonces de ser X de dimensién no finita, se sigue que Y es de dimension
no finita.

En efecto, basta tener en cuenta que si v',...,v* son vectores linealmente indepen-
dientes de X, entonces J(v!), ..., J(v¥) son vectores linealmente independientes en Y ya

k
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que de ser B J(v') + ... + BrJ(vF) = Oy se sigue que J(Biv! + ... + Bro*) = Oy o sea
que Bt + ...+ Bpvk € ker(J) = {0x}. Por tanto Sivt + ... + Bro* = 0x y se obtiene
que 0 = B; = ... = (. Por tanto vemos que, ciertamente, J(v!), ..., J(v*) son vectores
linealmente independientes en Y.

TEOREMA 35 Sean X un espacio de Banach y T € B(X) un operador compacto. Si
Id —T es inyectiva, entonces (Id —T)(X) = X.

Prueba.

Si X es de dimensién finita el resultado se cumple, como es conocido de Algebra
elemental. Supondremos pues que X es de dimensién infinita. Si (Id — T)(X) # X, sea
X; = (Id—T)(X). Estamos suponiendo, para llegar a una contradicciéon que X; # X. Por
ser T' compacto y por el teorema anterior, X; es cerrado. Ademas, siendo Id — T inyectiva
X4 ha de ser de dimensién infinita, por la observacién anterior. Sea T} la restriccion del
operador T al subespacio vectorial Xj.

Observemos que T'(X;) C X;. En efecto, si z € X existe z € X conx = (Id—T)(z) =
z —T(z). Pongamos y = T'(z).

y—T(y) =T(z) = T(2) = T(z = T(2)) = T(x)

luego T (z) = T'(z) € Xy, es decir que X; es Tj-invariante.

Como X es cerrado y T compacto, T} es un operador compacto de Xj.

Sea ahora Xy := (Id — T1)(X;) = (Id — Ty)(Id — T)(X) = (Id — T)*(X).

Razonando como antes vemos que 715 es un operador compacto del espacio de Banach
Xs. Afirmamos que Xy # X;. Caso contrario, para cada x € X, (Id —T)(x) € X; = X5
luego existe ' € X; tal que

(Id—T)(z)=Id—T)(z") =2 — Ty (2') =2 = T(2") = (Id — T)(2)

pero como, por hipétesis Id — T es inyectivo concluimos que x = z’ es decir que = € X;.
Como el razonamiento vale para cada x € X tenemos que X = X, lo cual es absurdo
pues estamos suponiendo lo contrario.

Ademas ha de ser X5 de dimensién infinita.

Razonando por recurrencia, supuesto que hemos construido los subespacios cerrados
de dimensién infinita X, ..., X, con

X2X12X:2...2 X,

y con X,, := (Id — T)"(X), y los operadores T,, : X,, — X,, con T}, la restrucciéon de T'
a X,, pondremos X, .1 = T,,(X,,). Siendo T,, compacto, por el teorema anterior X, es
cerrado, y caso de ser X,,.1 = X, obtendriamos X,, = X,,_1, una contradiccion. Asi pues,
por induccién hemos formado una sucesion de subespacios cerrados de dimensién no finita
(X,), con X,, 2 X, 41 para todo entero positivo n. Aplicamos ahora el lema de Riesz H y

obtenemos ,, € X,, con ||z,,| =1y con d(z,, X,11) > 3.

8Sea X un espacio normado y sea Y un subespacio de X. Si Y # X, para todo ¢ > 0 existe z € X,
con ||z]| =1y cond(z,Y)>1—¢.
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Sean x,, T,, con n > m.

pero z, — T(x,) = (Id —T,,)(zy) € Xpi1 C Xppy1 y también (x,, — T(x)) + T € X1,
luego

1T (2y) = T(xm)|| = || = (@0 = T(20n)) = (@m — T(Tm)) + Tn — D] > d(Xony1, Tm) >

DN | —

Pero esto es una contradiccién ya que 7' es compacto ya (z,) una sucesién acotada, por
lo que (T'(z,,)) admitird alguna subsucesién de Cauchy.
U

TEOREMA 36 Sean X un espacio de Banach y T € B(X) un operador compacto. Si
Id — T es inyectiva, entonces (Id —T)(X) = X y el operador Id — T es invertible.

Prueba:

Como Id — T es inyectivo y por el teorema anterior (Id — T)(X) = X, para ver
que es invertible s6lo necesitamos comprobar que (Id — T)~! es continuo. Pero esto es
consecuencia directa del corolario 12

O

Podemos hacer una demostracién directa de que (Id — T)~! es continuo. Para ello
basta probar, (segiin vimos al estudiar isomorfirmos topolégicos) que existe una constante
positiva m tal que para todo vector x € X con norma 1, se cumpla que ||[(Id—T)(z)||| > m.

i

Supongamos pues que la desigualdad anterior no se cumpla. Entonces para todo entero
positivo n existe un vector y, de norma 1 y tal que ||(Id — T)(y,)|[| < %. (Esto en
paerticular nos dice que y, —T'(y,,) — 0x). Como la sucesi’on (y,) es acotada y el operador
T es compacto, la sucesion (7'(y,,)) admitird una subsucesion (7'(y,, )) que serd convergente

a cierto vector w € X. Pero como

Ox = limg[yn, — T'(yn,)], resulta que existe limy y,, = Ox + limg T (y,,) = w. Esto, en
particular, nos dice que ||w|| = 1. Pero como T es continuo, de ser limy y,,, = w se sigue
que w = limy, T'(yn, ) = T'(w), y entonces w € ker(Id —T'). Pero siendo inyectiva (Id —1T),
ker(/d — T') = {Ox}, lo que implica w = {0x}, cosa absurda pues |Jw|| = 1.

Ejemplo 39 Para el operador T': {5 — {5 dado por

T(xy,z9,...) = (0,0, 21,29, ...)

9Pues entonces para todo vector de la esfera unidad de X con ||(Id — T)~!(x)| # 0

(1d - T)" ()
(e =1) (nud—T)-l(m)) I=m

es decir, L > |(Id — T)~*(2)||, lo que pueba que (Id — T)~"! es acotada en la esfera unidad de X, o sea
continua.
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se tiene que
(Id — T)($1,$2, .. ) = (I1,$2,$3 — X1,T4 — T, .. )

y entonces
ker(Id —T) = {0, }.
Por tanto Id—T es inyectivo. Sin embargo de ser (Id—T')(z) = v con v = (1, %, %, ce %, .. .),
T = 1
To = %
T3 — T = %
Tp — Tp—2 = %
7
de donde resulta \
T, = 1
Tog = %
T3 = 1+ %
Ty = % + %
r=lb+}
Tg — % + i + %
Vs

Al ser z9,41 > 1 se llega a una contradiccion, pues entonces x & ¢5. Luego Id — T no
es sobre, y por tanto no puede ser invertible. Segtin el teorema anterior, 7' no puede ser
compacto.

TEOREMA 37 Sean X un espacio de Banach y T € B(X) un operador compacto.
Entonces todo valor espectral no nulo de T' es un valor propio (no nulo) de T

Prueba:

Sea A un valor espectral no nulo de 7', es decir tal que AId — T es no invertible.
Se tiene entonces que Id — A7!T es también no invertible. Dado que el operador \~'T
es compacto, por el teorema anterior, Id — A™'T es no inyectiva (pues si lo fuera seria
invertible). En ese caso A(Id — A™'T) = M d — T es también no inyectiva, y tiene algiin
vector no nulo, digamos e, en su nicleo. Luego (Ad —T)(e) = Ox, o sea que T'(e) = e y
A es un valor propio de 7. Como todo valor propio (no nulo) es un valor espectral siempre,

se ha completado la prueba.
O
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4.6. Espectro de operadores autoadjuntos en espacios de Hilbert
En adelante X sera un espacio de Hilbert.

PROPOSICION 29 Sea X un espacio de Hilbert y sea T € B(X) un operador autoad-
Jjunto. Entonces:
1) Para todo x € X se cumple que (T'(z),z) es un nimero real.

2) ||T| := sup{ (T (), z)| : [lz[| < 1}.
3) Los valores propios de T son reales y a valores propios distintos corresponden subes-
pacios ortogonales.

Prueba:
Sea x € X. Se tiene, por ser T" autoadjunto,

(T(x),2) = (2, T(x)) = (T(x), x)
lo que prueba (1).

Para ver (2), notemos que si 1" es el operador nulo nada hay que probar. Sea pues T
no nulo y sea s := sup{[(T'(x),z > | : ||z|| < 1}. Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz,
para todo x € X con norma 1,

(T (@), 2)| < NT @)=l < [Tl =171,

luego s < || T
Sea ahora z € X tal que ||z|| =1y ||T(2)]| # 0. Como T es no nulo existen vectores
2 en estas condiciones. Consideremos los vectores v := ||T'(2)||2z, w := ||T(2)|| = T(2). Es

inmediato que [|v]|* = [T (2)[|[|2]| = |T(=)| v llw]* = T)I"HT ()] = [IT(2)].
Sean vy, := v + w, ys := v — w. Haciendo calculos elementales, y teniendo en cuenta
que T es autoadjunto, tenemos:

(T'(y), 1) = (T(y2),92) = 2((T(v), w) + (T (w),v))
=2((T(2), T(2)) + (T*(2), 2)) (10)
=2((T'(2), T(2)) + (T(2), T(2)))
=4||T(2)|
Por otra parte, si y # Ox y « := ”y, entonces |z|]| =1y

KT @) )l = KT(lyllz), lyllz)] = lyl*{T (), )] < yl*s.

Teniendo en cuenta esta igualdad, y también la ley del paralelogramo queda

(T (1), 1) = (T(y2),w2)] < [T(a), yn)| + (T (y2), 2)|

= llol®s + [lyl*s
= s([lv+wl* + [[o — w|?) (11)
= 2s(|lv[l* + flwl|*)

= 4s(|T(2)]-
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Por tanto, combinando las relaciones :

TP = (T () ) — (T(y2),y2) < KT (1), y1) — (T(y2), y2)| < 4s||T(2)]|

de donde resulta que ||T'(2)]| < s.
Finalmente, de esta desigualdad se sigue que

|17 = sup{[|T'(2)|| : # € X, [Jz]| = 1} = sup{[|T(2)[| : 2 € X, [|z[| = 1, |T(2)[| # 0} < s
lo que completa la prueba de que ||T|| = s.

Sean A\ € C un valor propio nonulode T'y e € X uno de sus vectores propios asociados.
Se tiene B
Meve) = (Ae,e) = (T(e), e} = (e, T(€)) = (e, Ae) = Xe,e)
lo que prueba que A = X es decir que A es un ntimero real. Sean ahora \, ;1 valores propios
distintos de T, x € V), y € V),

Mz, y) = (Ar,y) = (T'(2),y) = (2, T(y)) = (x, py) = pu(z,y).

Como A # p ha de ser (z,y) = 0.
U

TEOREMA 38 Sea X un espacio de Hilbert y sea T € B(X) un operador autoadjunto
y compacto. Entonces T tiene un valor propio de mddulo igual a ||T|.

Prueba:

Si T es el operador nulo el tnico valor propio que admite es el 0, luego el resultado
se cumple trivialmente. Supongamos pues que [|T’|| > 0. Como T es autoadjunto, por la
proposicién anterior, ||T'|| := sup{|(T(z),z > | : ||z|]| < 1}, y por definicién de supremo

existe x, en Bx tal que

70~ (T (), 2] < 1T

es decir que podemos dar una sucesién (x,) en By tal que

lim (T (), zn)| = [T

La sucesién de ntumeros reales ((T'(z,), z,)) es acotada (pues es convergente en médulo),
luego admite una subsucesion ((T'(x,, ), xn,,)) que es convergente a cierto nimero real A.
Desde luego, |A| = ||T||, con lo que podemos asegurar que A # 0. Veremos que A es un
valor propio de 7', lo que completara la prueba.

Como T es un operador compacto y la sucesion (z,, ) es acotada, la sucesién (T'(x,,))
admitird una subsucesién (T(xnk])) convergente a cierto vector z € X Como para cada
natural 7,

1T () = At I = (T(w,) = Ay Ty, ) — A, )
T 2 = 2M(T (0, ), )+ Nl |12
T

| (xnk])||2 - 2>\<T<xnk])7xnkj> + )‘2
ITI? = 2XMT (20,), Tny) + N2
202 — 2)\<T(xnkj),a:nkj>

IN

IN

119



Andlisis Funcional. E. Llorens

y ademas lim;(T'(x,, ),Zn, ) = A, se sigue inmediatamente que
J J

lfm [T (2., ) — Az, || = 0.
7 J J

Por tanto T(xnkj) — Az, — Ox y como T(a:nkj) — 2z,
)\xnkj = T(xnkj) — [T(mnkj) — )\xnkj] — 2.

Sea y = z Naturalmente lim; Tny, = Y luego por la continuidad de T" y del producto
escalar

(T'(y),y) =Mm(T (2, ), 2, ) = A #0

J

luego y # Ox y ademas, de nuevo por la continuidad de T,

T(y) =MmT(z,, )=2= Ay
J J

lo que prueba que A es un valor propio de T'y que y es un vector propio asociado al valor
propio A.
O

Recordemos que si X es un espacio de Hilbert y M C X es no vacio se cumple:
a) M+ :={x € X :Vy € M, (z,y) = 0} es un subespacio vectorial cerrado de X.
b) (M+)+ > M.
¢) Si M es un subespacio cerrado de X, X = M @ M*.
d) M+t es el menor subespacio cerrado de X que contiene a M.
) MLLL ML

TEOREMA 39 (Teorema espectral de Hilbert-Schmidt.)

Sea X un espacio de Hilbert y sea T € B(X) un operador autoadjunto y compacto.
Entonces

1) SiT es de rango finito entonces los valores propios de T forman un conjunto finito
{1, ., A} y existe un congunto ortonormal {x1,...xx} conx; € Vy, (i =1,...,k), de
manera que cada x € X se puede escribir como

k
T = Z<$, Ti)Ti + Y
=1

con y € ker(T). (Por lo que T(x) = Y5, N, x3)a;).

2) Si el rango de T es de dimension infinita entonces los valores propios no nulos
forman una sucesion infinita de numeros reales que converge a 0, y existe un conjunto
ortonormal numerable {1, ...k, ...} con z; € V), (i = 1,2,...,), de manera que cada

x € X se puede escribir como
oo

= Z<%Iz>$z +y

i=1
cony € ker(T). (Por lo que T(x) =Y o0 Nz, x:)x;). Ademds la multiplicidad de cada
A; es finita e igual al nimero de veces que aparece repetido en la sucesion.
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Prueba:

Supongamos X en el caso (2). Sea A\; un valor propio de T" con |\ | = ||T]|. Tal valor
propio existe segin hemos visto en el teorema anterior. Sea x; € Vy, con |lz1|| = 1y
sean X; = X, T7 = T. Definimos X, := {xl}L, que serd un subespacio cerrado de Xj,
y por tanto sera un espacio de Hilbert. Vamos a ver que X, es Tj-invariante, es decir
T(X5) C Xo. En efecto, si # € Xy, por ser T autoadjunto,

(Th(z), 21) = (2, T (1)) = (x, \171) = 0,

luego Ti(x) es ortogonal a {x1}, es decir, pertenece a X,. Definiremos el operador T :
Xy — X5 por T| x, due evidentemente serd autoadjunto y compacto.

Dado x € X, sea y(z) := x — (x, z1)x;. Observemos que,

(y(x),x1) = (x,21) — (2, 21) =0

lo que prueba que y(z) € Xs. Si fuera y(x) = Ox para todo x entonces x = (x,z1)x;.
Luego, salvo en el caso de que X sea de dimension 1, el subespacio X5 es no trivial, es
decir no se reduce al {Ox}. Por otra parte, de ser y(x) € ker(T) para todo x € X, se
seguiria que

T(x) = (x,21)T(z1) = (x,x1) M1

es decir que todo vector T'(z) perteneceria al subespacio generado por {1}, lo que con-
tradice al hecho de tener T rango de dimension infinita. Luego podemos garantizar que en
X3 hay vectores no nulos que no pertenecen al nicleo de T' (ni al de T3), es decir que T
no es idénticamente nulo. Sabemos entonces que 75 admite un valor propio Ay que verifica
|Xa| = || T»|| por lo que Ay serd distinto de 0. Por definicién de norma de un operador es
claro que ||Tz|| < ||T1]|. Sabemos también que el correspondiente vector propio zs (que
elegimos normalizado), es ortogonal a x;, precisamente por pertenecer a X, := {x;}+.

Reiterando este proceso, supongamos construidos para ¢ = 2,...,n — 1 subespacios
cerrados X, ..., X,,_1, T-invariantes con X; C X;_1; A1, A9, ..., \,_1 valores propios de
T tales que ||T‘ X, || = |\i| v los correspondientes vectores propios {xi, z,...,x,_1} orto-
normales con x; € V), N X; (i =2,...,n—1).

Pondremos entonces para (n > 2), X,, := {x1,...,2,_1}* que es un subespacio cerrado
de X, y por tanto un espacio de Hilbert. En este caso, todo vector de X, es ortogonal
en particular a xs,...,x,_o luego pertenece a X,,_1, luego X,, C X,,_1. Es claro que si
xr € X,, parai=1,...,n—1 se tiene por ser T" autoadjunto, que

(T(z), i) = (@,T(x;)) = (x, \iw;) =0

luego T'(z) es ortogonal a xi,...,z,_1 por lo que pertenece a X, es decir que X,, es
también T invariante. Sea T}, := T| x,» que evidentemente sera un operador compacto y
autoadjunto del espacio de Hibert X,,.

Dado = € X, sea y(z) := x — >.1—, (x,2;)x;. Observemos que, para i = 2,...,n — 1 se
tiene que

(y(z), z:) = (x,23) — (2, 75) = 0

lo que prueba que y(z) € X,,. Si fuera y(z) = Ox para todo = entonces z = S0z, x;)x;.
Luego, salvo en el caso de que X sea de dimensién n — 1, el subespacio X,, es no trivial,
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es decir no se reduce al {Ox}. Por otra parte, de ser T(y(x)) = Ox para todo z € X, se

seguiria que
n—1 n—1

T(x) = (z,a)T () =Y (&, z:)\i(;)
i=1 i=1
es decir que T'(x) perteneceria al subespacio generado por {x1,...,z,}, lo que contradice
al hecho de ser T' de rango de dimension infinita. Luego podemos garantizar que en X,
hay ademads vectores que no pertenecen al nicleo de 7' (ni al de T},), es decir que T}, no

es idénticamente nulo. Tendrd pues 7), un valor propio A, con |A,| = [|T,|| lo que en
particular nos dice que A, # 0. Elegiremos el correspondiente vector propio normalizado
T, que por pertenecer a X, serd ortogonal a {x1,..., 2T, 1}

Para la sucesién de valores propios (\,) que hemos construido por induccién se cumple
que [Apy1] < |An]. Vamos a ver que A\, — 0. Caso contrario, como (|A,|) es mondétona
decreciente, existiria € > 0 con |\,| > € para todo natural n. En ese caso la sucesion de

vectores (/\ixn) serfa acotada, y verifica que
n

1

T()\—

Tn) = Ty
Por ser T' compacto (z,) deberfa de admitir una subsucesién convergente, pero esto es
absurdo pues el conjunto {zy,...} es ortonormal (y dos cualesquiera de sus miembros
distan v/2 lo que imposibilita que admita ninguna subsucesién de Cauchy).

Una propiedad importante de la sucesién ortonormal (z,) asi construida es que

{z1, 22, ...} = [| X = ker(T) (12)
n=1
En efecto es claro que z € ()2, X,, si y s6lo si pertenece a {1, 2s,...,x,}* para todo

entero positivo n, lo que equivale a que x € {x1,Zs,...}+, lo que prueba la primera
igualdad. Ademds si z € () —, X,, entonces para todo entero positivo n,

1T ()| = 1Ta (@)l < I Tallllz]l = [Aalllz]]

y como lim, A, = 0, se sigue que T'(x) = Ox es decir que x € ker(T'). Reciprocamente, si
x € ker(T) entonces (T'(x),z,) = 0 para todo n € N, pero en ese caso,

0= (T(x),z,) = (x,T(x,)) = (T, \nTpn) = \p{x, )

y como ninguno de los \,, es nulo se sigue que x es ortogonal a todos y cada uno de los
T, es decir x € {71, 79,... }, lo que completa la prueba de la segunda igualdad en (12).

Si A es un valor propio de T distinto de los A\, y x # Ox es cualquiera de sus vectores
propios asociados, al ser para cada n, A # \, por la Proposicién , xr L x,. Luego
x € {x1,79,... }T =ker(T), y por tanto Ox = T'(z) = Az, luego A = 0.

Como lim,, A,, = 0 y los A, son no nulos, ningtin nimero distinto de cero puede figurar
un numero infinito de veces en la sucesién. Por otra parte, si un determinado Ay € {\, :
n € N} aparece repetido p-veces en la sucesion (\,), es decir si A = A\, = Ay, = ... = Ay,
(n1{ne < ... < ny,) entonces el subespacio propio asociado V) (tal como ha sido contruida
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la sucesién (z,)) contiene p vectores propios ortonormales, digamos {Zn,, Tpy,. .., Zn,}
(n1 < mg < ... < mny), luego la dimensién de V), es mayor o igual que p. Pero no puede
ser mayor que p pues en ese caso podriamos completar {z,,, Zp,, ..., 2y, hasta formar
una base algebraica de V), y luego aplicarle el proceso de ortonormalizacién de Gram-
Schmidt, obteniendo de esta manera una nueva base ortonormal de V), que, por supuesto,
contendrfa a los {y,, Tn,, ..., s, } (vectores ortonormales) y, al menos, a otro vector v
ortogonal a los anteriores y con norma 1. Como v es también un vector propio del valor
propio repetido A, es ortogonal a cada uno de los vectores

{zn:neNné¢{n,...,n}}

(que son vectores propios de valores propios diferentes del de v). En suma v es ortogonal
al conjunto {xy, s, ...}, es decir v € {x1, o, ... }+ = ker(T), lo que implica \v = T'(v) =
Ox, una contradiccion.

Por otra parte, sea S el subespacio de X que es clausura del generado por los vectores
{x1,x9,...}. Por y por el teorema de la proyeccién

X = (ker(T)* @ ker(T)
= (({x1, 22, ... 1))t @Pker(T)
=S P ker(T).

Luego todo vector x de X puede descomponerse en forma tnica como r = z + y con
z € S,y € ker(T). Todo elemento z de S puede escribirse en forma unica como z =
Y2 (z, xp) @y, pues el conjunto {xy,zs,...} es linealmente independiente y ademds es
ortonormal. Luego para todo vector z € S, podemos escribir

o o [e.e]

i=1 i=1 i=1

ya que (y,x,) = 0 para todo n € N. De la expresién anterior y teniendo en cuenta que T
es continua se obtiene

o0 o0

T(x) =Y (w,2)T(xn) + T(y) = Y (&, 2) A -

i=1 i=1

Pasamos ahora al caso en que T tenga rango finito. En primero lugar afirmamos
que T so6lo puede tener un numero finito de valores propios no nulos distintos. Caso
contrario, es decir, si existiera una sucesién ()\,) de valores propios de T' con \; # A;
para ¢ # j. Sea v, un vector propio normalizado correspondiente al valor propio A,. Es
claro que a valores propios distintos corresponden subespacios propios ortogonales, segiin
vimos més arriba, luego {y, : n € N} es un conjunto ortonormal en X (y por tanto
linealmente independiente). Pero como y, = T(ﬁyn) entonces {y, : n € N} C T(X)
luego la dimensién de T'(X) no puede ser finita, contra lo que estamos suponiendo.

Supongamos que para algin natural p, dim(T(X)) = p. Sea, como hemos construido
hasta ahora, X,1 = {21, ...,2,}*. Los vectores propios {z1,...,z,} forman un conjunto
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ortonormal y estan contenidos en T'(X), luego para todo = € X existen escalares a, . .., a,

con )
T(x)= Z ;T
i=1

En particular, si + € X, se tiene, segin hemos visto, que T'(z) € X,+1 y entonces
(T'(x),z;) =0 parai=1,...,p, de donde para todo j € {1,...,p}

Por tanto T'(z) = Ox. Siendo x arbitrario en X,,;; hemos probado que X1 C ker(T).

De aqui que el algoritmo anterior de construccién de la sucesion de los subespacios
X1 D X D ... se llegard a un natural k para el que X} estd contenido en ker(7T), y el
correspondiente operador T}, serd idénticamente nulo. A partir de este punto razonamos
como en el caso anterior: Si {z1, ..., xx_1 } son los vectores propios normalizados producidos

por el algoritmo, con z; € X; (i = 1,...,k — 1) entonces el vector z — S Nz, z;)a;
pertenece a Xy, o sea, es nulo, luego Ox = T'(z — 2;‘:11 (x,x;)x;) para todo = € X, lo que
nos da T(x) como combinacién lineal de a1, ..., zy_1, es decir T(z) = S5z, z) Ny y
=" x)x; + 2 con z € ker(T).
U
4.6.1. Solucién de ecuaciones
Consideremos la ecuacion
T(x) —pr =y (13)

donde z es la incégnita en un espacio de Hilbert X, y un elemento fijo de X, p una
constante no nula y 7' : X — X un operador autoadjunto y compacto en dicho espacio.

TEOREMA 40 Respecto de las soluciones de la ecuacion se liene:
1) St no es un valor propio de T entonces existe una unica solucion de que

viene dada por
1 (= M ly, )
r=— — T, — Y
I (; An — 1 >

donde {\, : n € N} es el conjunto (numerable) de los valores propios no nulos de T, y
para cada y, para cada n € N, z, es un vector propio asociado al valor propio \,.

2) Si p es un valor propio de T' pero y € VH(T)L, entonces existe una solucion de

que viene dada por
1 oo
r=— Z Only — Y
© n=1

donde {\, : n € N} es el conjunto (numerable) de los valores propios no nulos de T', y

para cada y, para cada n € N, x, es un vector (de norma 1) propio asociado al valor

An (y,zn

Propio A\, Yy o, = /\nﬂ) St L # An, Y Op €S arbitrario si p= \,.
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Prueba:
por el Teorema Espectral de Hilbert Schmidt el operador T' admite la expresion

= i)\i(x,xﬁxl
i=1

donde los escalares \; y los vectores (propios) x; son como en el enunciado (salvo que T
sea de rango finito, en cuyo caso se expresara del mismo modo pero con una suma finita).
Si z € X es solucién de la ecuacién 1) ha de ser z = i(T(.ﬁE) — ), luego

- % <ZZI Nz, @)z, — y)

(Zyama%wm—m%ﬁziwmwm—m%»

Entonces, para cada n € N

(x,2)

‘&:I*—‘

De aqui resulta
*<y71'n> <y h >
T, x,) = —F— =22 14
() = i = 2 (14)

y sustituyendo tenemos un unico valor posible para x:

S
Il
| —
R
[~]¢
>
3
I
&
= |~
&
3
|
<
~—

n=1

que existird como elemento de X si la serie del segundo miembro converge en X.
Para ver que una serie de la forma Y > B,z, (con f, € C, z, € X para cada n) es
convergente en X podemos aplicar el teorema de Riesz—FischerH Para ver que la serie

2
(YsTn)
N, —pu

que p # 0 existird « > 0 tal que |\, — p| > « para cada n; También |\,| < ||T||* para
todo n, luego tenemos

S|

n=1

numérica » - [\ es convergente tengamos en cuenta que, dado que A\, — 0y

(y, Ty

<y,xn) ? ||T| Z|
n An o — —

1068 § = {¢°, p!,...} es un sistema ortonormal en el espacio de Hilbert X. Si (c,) es una sucesién
de nimeros complejos con Y o7 |en|? < oco. (Es decir, sea (c,) un elemento de ¢5). Entonces existe el
elemento y = ZZOZO cn™ en X. Ademés

a) Los coeficientes de Fourier de y respecto de S son los ¢, es decir, para cada k > 0,

(y,¢") = cx.

o0
lyl® = > leal® = lI(a)lles
n=0
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y por la desigualdad de Bessel,

>

n=1

)\ <y,$n> ?

I e
Zl 22

Asi pues queda probado que existe la tnica solucién de la ecuacién (13]) y es

&

I
=~
RS
HMES
>~

3

I
a5
= |~
&

3

|

Ned
~_

n=1

Supongamos ahora que para algin entero positivo k es u = A;. El cdlculo hecho en

es decir

(Y, Tn)

An = p

tiene sentido para aquellos valores de n para los que A\, # . A lo sumo hay un nimero
finito de enteros positivos k para los que Ay = p. La expresion

- % <; iz, x)z; — y>

sigue siendo vélida, aunque no permite calcular el coeficiente de x. Pero si y es ortogonal
al vector propio xx, (lo que ocurre con seguridad si y es ortogonal al subespacio de vectores
propios V,,(T")) entonces de la expresién anterior se sigue que

(x, 1) < (Z/\ T, T)T4 > ,xk> = %)\k(as,mﬁ —0=(x,zx)

luego cualquier escalar es admisible como valor de (z, x}), lo que permite tomar arbitrarios
los coeficientes de los x para los que Ay = p,

<ZL‘,JZn> =

g

TEOREMA 41 Sea X un espacio de Hilbert y sea T' € B(X) un operador compacto y
autoadjunto. Para p # 0 consideremos la ecuacion

T(x)—px=y (15)
y la correspondiente ecuacion homogénea
T(x) — px = 0x. (16)

Entonces se verifica:

1) Para todo y € X la ecuacion tiene solucion unica si y solo si la ecuacion
homogénea correspondiente (@ no tiene mds solucion que la trivial Ox.

2) La ecuacion tiene solucion si y solo si su término independiente y es ortogonal
a toda solucion de la ecuacion homogénea.
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Prueba: Si para cada término independiente y la ecuaciéon completa tiene solucién tnica,
en particular tomando y = Ox tendra una solucién zy € X, que evidentemente es solucion
Unica de la ecuacion homogénea .

Reciprocamente, si la ecuacién homogénea sélo tiene la solucion trivial Oy, ¢ no es
valor propio de T', luego por el teorema anterior la ecuacién completa tiene solucion
Unica.

Para ver (2) supongamos que y € X es ortogonal a toda solucién (trivial o no) de
la ecuacién homogénea . Si esta ecuacion homogégena admite tinicamente la solucién
trivial, por (1) la ecuacién completa tiene solucion unica. Si la ecuacién homogénea
tuviera alguna solucién no trivial, entonces g es un valor propio de T y el conjunto de
soluciones de la ecuaciéon homogénea es justamente el espacio de vectores propios V(7).
Si y € X es ortogonal a toda solucién de la ecuacién homogénea, ha de ser y € (V,(T))™,
y nuevamente por el teorema anterior vemos que la ecuacién completa tiene solucion.

Reciprocamente, supongamos que x € X es una solucion de la ecuaciéon completa
(15)). Para cada solucién no trivial z de la ecuaciéon homogénea , se tiene, por ser T’
autoadjunto,

{y,2) = (T(z) - pz,2)
= (T(x),2) — {x, 2)
= (2, T(2)) — p(z, 2)

= (z,pz) — plz,z) = 0.

(pues u es real, ya que es un valor propio de T'). Luego el término independiente y € X

es ortogonal a toda solucién (trivial o no) de la ecuacién homogénea.
0

COROLARIO 14 En las condiciones del teorema anterior, o bien para cada y € X
la ecuacion no homogénea tiene solucion (unica), o bien la ecuacion homogénea tiene
solucion no trivial.

Prueba : La ecuaciéon no homogénea admite solucién no trivial o no la admite. Si no
la admite, ¢ no es valor propio de T', y entonces por el teorema (13)) sabemos que para

cada y la ecuacion completa tiene solucién tunica.
O

Si para un operador A € B(X) se cumple la disyuntiva o anterior se dice que cumple
la Alternativa de Fredholm.

4.7. Aplicacion a ecuaciones integrales de Fredholm

Consideraremos la ecuacion integral tipo Fredholm

b
z(s) = y(s) + )\/ k(s,t)x(t)dt (17)

planteada en el espacio de Hilbert X = L?([a,b]), en la cual A € C , y € X, k €
L*([a,b] x [a,b]) son datos. Si k(s,t) = k(t,s) el operador de Fredholm z + K(z) con
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K(x)(s) := fab k(s,t)x(t)dt es compacto y autoadjunto. Vamos a estudiar para qué valores
de A la ecuacion tiene solucion. Es claro que la correspondiente ecuacion homogenea

x(s) = /\/ k(s t)z(t)dt (18)

admite siempre la solucién trivial z = Ox. Se dice que el nimero complejo A # 0 es una
raiz caracteristica del nucleo k si A7! es un valor propio de K, es decir si existe x € X con
x 7& Ox y con K(x) f k(s,t)z(t)dt = A\~'z(s) o lo que es lo mismo, si la ecuacién
admite una solu(non no trivial. En ese caso cada una de estas soluciones no nulas
se Hama funcién propia correspondiente a A, es decir, una funcién propia es un vector
propio asociado al valor propio A~! del operador K. Se llama rango de A al orden de
multiplicidad del valor propio A~!.

TEOREMA 42 Las raices caracteristicas del nicleo k tienen rango finito, y forman una
sucesion (ry,) de manera que cada r, tiene una funcion propia asociada x,, verificando:

1) Si A no es un raiz caracteristica, la ecuacion no homogénea tiene una y solo
una solucion que viene dada por

2(s) +/\Z y’f:

n=1

2) Si A es un raiz caracteristica de rango q, entonces la ecuacién no homogénea
tiene solucion si y sélo si el término independiente y € X es ortogonal a todas las fun-
ciones propias correspondientes a X que sean linealmente independientes. En ese caso la
ecuacion tiene un numero infinito de soluciones que vienen dadas por

z(s) =y(s) — A Z Spn($)

donde s,, == % ST A 7& Tn, Y S, €S una constante arbitraria st X =r,,.
Prueba: Si ponemos p := +, 2 = —puy, la ecuacién dada puede escribirso como K (z)—pux =

z. Como K es operador Compacto y autoadjunto, al aplicar el teorema espectral obtenemos
que los valores propios de K tienen orden de multiplicidad finito y que:
1) Si g no es un valor propio de K, la tnica solucién de K (z) — ux = z viene dada por

1 [ , T
(Sl )

K n=1

donde (A,) es la sucesién de valores propios no nulos del operador K, y para cada n z,
es un vector propio normalizado correspondiente a A, . De aqui resulta inmediatamente :

(S o) so S

n=1

2) En el caso en que A coincida con alguna raiz caracteristica, segun el teorema espec-
tral la solucion tendra una expresién analoga a la anterior pero sustituyendo el coeficiente
del término con cuya raiz coincida por una constante arbitraria.

0
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5. TRES TEOREMAS CLASICOS EN ANALISIS
FUNCIONAL

(...)The open mapping theorem, the Banach Steinhaus theorem and the
Hahn-Banach theorem. (...) These three results are fundamental theorems of
functional analysis, and it may be argued that any book purporting to be a
functional analysis text must include them/[]

5.1. Conjuntos convexos
Sea X un espacio vectorial. Si v, w son vectores de X usaremos la notacion
ww)={zeX:z=M+(1-Nw,0<A<1},

y el conjunto del segundo miembro se llamara segmento (cerrado, no orientado) de extre-
mos v, w. Naturalmente que [v, w] = [w,v], luego hay que cuidar cualquier confusién con
la notacién ordinaria de intervalos en la recta real. De una forma andloga podemos usar
las notaciones [v, wl, Jv,w] y v, w|.

DEFINICION 24 Un conjunto A C X se llama convexo si para cualesquiera v,w € A
se tiene que [v,w] C A.

Por convenio (o por ”vacuidad”) el conjunto vacio es convexo.
Ejemplo 40 Son convexos:
a) Todo subespacio vectorial de X.

b) Todo subespacio afin de X, es decir, todo conjunto de la forma
v+ S ={v+weX :weS}

con S subespacio vectorial de X. En particular, todo conjunto reducido a un sélo punto,
{r} =2+{0x} conz € X.

Ejemplo 41 En un espacio normado toda bola (abierta o cerrada) es un conjunto
CONvexo.

Ejemplo 42 En el espacio vectorial X := C([0, 1]) los conjuntos
Cr:={ye X :Vte|0,1] existe ¥'(t) v v (t)+ 2y(t) = sen(t)}.

Cy:={feX:Vtel0,1], |f0 s)ds|(t}.
Cs:={f e X Vst €[0,1][f(s) — ()| < [s —t[}.
K:={feX: :¥te[0,1],0=f(0) < f(t) < f(1) =1}.
Basta tratar de comprobarlo en los ejemplos anteriores para darse cuenta que la convexi-

dad suele ser una propiedad muy fécil de verificar. Su significado intuitivo es claro: Los
conjuntos convexos contienen a los segmentos que unes a dos cualesquiera de sus puntos [~

K. Saxe, Beginning Functional Analysis, p. 151
12 Aunque la aplicacién a conjuntos de funciones como los del ejemplo anterior de puntos de vista
geométricos es esencial en Analisis Funcional, hay que cuidar de que la intuiciéon geométrica no vaya mas
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5.1.1. Propiedades inmediatas de los conjuntos convexos

Se comprueban por aplicacion directa de la definicion que si A, B son convexos no
vacios en el espacio vectorial X, v € X, y A es un escalar real

a) A+ B es convexo.
b) v + A es convexo.
c) AA es convexo.
Ademas

d) La interseccién arbitraria de una familia de conjuntos convexos es un conjunto
CONvexo.

e) Si L es una aplicacién lineal entre X y el espacio vectorial Y, entonces L(A) es
convexo, y si C' es un conjunto convexo en Y, L=(C) es convexo.

Como consecuencia de que la convexidad se mantiene bajo intersecciones arbitrarias,
(propiedad ( d)) , dado un conjunto cualquiera M C X existe un conjunto convexo ue
contiene al M y que estd contenido en cualquier otro convexo que contega al M, (es decir
que es el convexo "més pequeno”que contiene al M) . Ese conjunto se llama envoltura
convexa de M:

DEFINICION 25 Se llama envoltura convexa de M a la interseccion de la familia de
los conjuntos convexos que contienen al M, (familia que es no vacia pues X sequro que
estd en ella). Para referirnos a la envoltura convexa de M usaremos la notacion co(M).

Asi como el subespacio vectorial generado por M, lin(M) , es el "mds pequeno”subespacio
vectorial que contiene al conjunto M y puede describirse como el conjunto de las combi-
naciones lineales (jy por tanto de un nimero finito!) de vectores de M, también podemos
encontrar una descripcién parecida para la envoltura convexa de M, co(M) . (Notar que

lin(0) = {0x}, y co{0} = 0).

DEFINICION 26 Sean w1, ..., 2, vectores de X. Una combinacién lineal de la forma

Yo agx; se llama convexa si los escalares a; son reales no negativos y con suma igual a
1.

Con este vocabulario podra decirse que un conjunto es convexo si contiene las combina-
ciones lineales convexas de dos cualesquiera de sus vectores. Veremos que puede afirmarse
mucho més:

PROPOSICION 30 FEIl conjunto M C X es convezo si y sélo si contiene todas las com-
binaciones convexas de vectores de M .

alld de donde debe llegar. Este tltimo conjunto K es un ejemplo de cémo la intuiciéon puede confundir:
Si A es un conjunto acotado no vacio en un espacio normado (X, ||.]|]) , un punto p € A se dice que es
diametral en A si

r(p, A) == sup{|lp — z|| : * € A} = diam(A).

Los conjuntos convexos con méas de un punto y que constan unicamente de puntos diametrales son algo
bastante molesto a la intuicién geométrica y podria parecer que no puede haberlos. Sin embargo en el
espacio normado (C([0,1]),]|-]/s), todo punto del anterior conjunto K es diametral en K, ya quesi f € K
y fn esla funcién de K dada por f,(t) = t™ , se comprueba fécilmente que sup{||f— fnllcoc : 2 =1,2,...} =
1 = diam(K).
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Prueba: Si M es vacio o se reduce a un punto, nada hay que probar. En otro caso,
desde luego si M contiene todas las combinaciones convexas de sus vectores, en particular
contendré las de todos los pares {v,w} C M, luego M es convexo. Reciprocamente, si M
es convexo contiene todas las combinaciones convexas de dos cualesquiera de sus vectores.
Supongamos que M contiene las combinaciones convexas de k — 1 cualesquiera de sus
vectores, y sea

r=Mxy+ ... + \pxp

con x,...,x, € M, \; >0, Zle A =1.5i A\, =1, entonces v =z, € M. Si A\, < 1 sean
o= )\1 + ...+ )\kfl,’U = )\1131 + ...+ )\k,1$k,1.

Entonces v es una combinacién convexa de k£ — 1 vectores de M, y por tanto pertenece a
M ( segin estamos suponiendo) . Pero

T = Uv 4+ \pTyp

sera un elemento del convexo M porque v, xp pertenecen a M y \p =1 — .

Asi pues M contendra también a las combinaciones convexas de k de sus vectores. Por
induccién hemos probado la proposicion.

g

Esto nos permite ya describir la envoltura convexa de un conjunto cualquiera:

PROPOSICION 31 Si M C X, co(M) estd formado por las combinaciones convezas de
elementos de M.

Prueba:

Sea C' el conjunto de las combinaciones convexas de elementos de M. Cualquier con-
junto convexo B conteniendo al M contendra a todas las combinaciones convexas de
elementos de B, y por tanto de elementos de M, luego contendra al conjunto C'.

Por otra parte, si A € [0, 1] y x, y pertenecen a C, podran escribirse como combinacio-
nes convexas de elementos de M, por ejemplo

n

T = Zaixi, Y= ijyj.
j=1

=1

Pero entonces Az + (1 — A)y es una combinacién convexa de elementos de M ya que los
escalares Aa; , (1 — )b, son no negativos y suman 1. Luego Az + (1 —\)y € C, por lo que
C es convexo. Como ademas, segin hemos visto, estd contenido en cualquier otro convexo
que contenga al M, resulta C' = co(M).

O

De forma bastante parecida se demuestra la siguiente propiedad de la envoltura con-
vexa

PROPOSICION 32 Si Ay, ..., A, son subconjuntos convexos de un espacio vectorial real
X, entonces

co(A;U...UA,)
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es el conjunto de todas las combinaciones convexas de la forma Aay + .. \pa, , donde

a; € Ai7 (Z = 1,...,n). E .

5.2. Convexidad en espacios normados

Aunque la convexidad por si misma es una propiedad de caracter algebraico, tiene una
conexién muy estrecha con ciertas propiedades topoldgicas si se considera en un marco en
que haya estructura vectorial y topologia. También otros marcos mas generales, pero los
espacios normados tienen ambas cosas. Suponemos dado, pues un espacio normado real
(X, ||-|l)- La primera propiedad que enunciamos se demuestra directamente:

PROPOSICION 33 Si A C X es convexo, entonces su clausura cl(A) es un conjunto
convezo.

Prueba:
Sean A € [0,1], z,y € cl(A). Existen sucesiones (x,), (y,) de elementos de A tales que
T, — T, Yy, — y. Entonces para cada entero positivo n, Az, + (1 — Ay, € A por ser A
convexo. Como
A+ (1= Ny, = Az + (1= Ny

se tiene que A\x + (1 — Ay € cl(A), luego cl(A) es convexo.
U

La siguiente propiedad puede servir de ejemplo de ”buenasintuiciones geométricas:

PROPOSICION 34 Sea a un punto de un conjunto convezo A, y sea © un punto interior
de A. Entonces todos los puntos de |x,a[ son interiores de A.

Prueba:

Sea z := a+ Az —a), donde 0 < A < 1, un punto cualquiera de [z, a[. Por ser x punto
interior de A, existe r > 0 tal que B(z,r) C A. Veremos que B(z, A\r) C A, lo que implica
que z es punto interior de A.

Sea pues y € B(z, Ar). Entonces ||\ (y — 2)|| < r, de donde se sigue que

Yy i=x+ Ny —2)

pertenece a B(z,r) y por tanto al conjunto A, que es convexo. Tenemos entonces que
Ay + (1 — XN)a serd un punto de A, es decir

Mz + A y—2)+A=XNa= +(1-Na+(y—2) =y

es un punto de A. Al ser y arbitrario en B(z, Az) resulta que B(z,\z) C A.
U

13 Teorema de Carathéodory Es una propiedad de los conjuntos convexos en espacios vectoriales de
dimension finita, que enunciamos sin demostraciéon y que complementa a las proposiciones anteriores:

TEOREMA 43 Si X es un espacio vectorial real n-dimensional, y A es un subconjunto de X, entonces
cada punto de co(A) puede ser expresado como combinacidn convera de no mds de n+ 1 puntos de A.
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PROPOSICION 35 Sean A y B conjuntos compactos convexos de (X, ||.||). Entonces el
conjunto co(AU B) es compacto.

Prueba:

Podemos usar el hecho de que el conjunto A x B es compacto en el espacio normado
producto X x X, y también que Ax B x |0, 1] es compacto en el espacio normado X x X xR.
Por la proposicién el conjunto co(AUB) es la imagen de Ax B x [0, 1] por la aplicacién
f:Ax Bx|[0,1] - X dada por

Fa,b,\) = Xa+ (1 — M\)b,

que, evidentemente, es continua y por tanto transforma conjuntos compactos en conjuntos

compactos.
]

OBSERVACION 1 Si (4,,) en una sucesion decreciente de cerrados acotados y convexos
de un espacio de Banach, en general no puede garantizarse que

A,
sea no vacio, como puede verse tomando en ¢y ,
Ay ={z=(x)) €co: ||z|| =1, 2z, = 1,0 =1,...,n}.

PROPOSICION 36 Si A es un conjunto compacto en el espacio de Banach (X, ||.||),
entonces cl(co(A)) es compacto.

Usaremos para probar este resultado de dos lemas, y de una observacion previa sobre
compacidad en espacios de Banach:

LEMA 6 St M, N son conjuntos compactos no vacios de X, M + N es compacto.

Prueba : Basta considerar (uy+vy) una sucesioén de vectores en M+ N, con uy € My
conv, € N parak =1,2,.... Por ser M compacto uy, — m € M para cierta subsucesion
(ug,) de (ug). Pero (vg,) es una sucesién de elementos del conjunto compacto N, luego
Uk, — v € N para cierta subsucesion (vkpj) de (vy,). Entonces

U, + U, —ut+veEM+N
J J

y (ukpj + Uk;p].) es subsucesion de (ug, + v ), luego hemos probado que M + N es compacto.
O

LEMA 7 Si A, B son subconjuntos de X, con A compacto y B cerrado, entonces A+ B
es cerrado.
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Prueba : Tomemos (ax + bx) una sucesién de vectores en A+ B, con ay, € A, by € By
con a; + b, — v € X. Como A es compacto entonces az, — a € A para una subsucesion
(a,) de (ax). Entonces, como B es cerrado,

by, = ax, +bp, —ar, > v —a € B

de donde x € a+ B C A+ B.
OJ

OBSERVACION 2 Un espacio métrico cualquiera, es compacto si y sélo si es precom-
pacto y completo. Esto quiere decir que todas las sucesiones de Cauchy son convergentes
(completitud) y que para cada e > 0 existe un conjunto finito F' = {x1, ..., z,,} C X tal que
las bolas cerradas con centro en algtin punto de F' y radio ¢ recubren a X (precompacidad)

Si C' es un cerrado de un espacio de Banach (X, ||.||) , automaticamente C' es completo
si lo consideramos como espacio métrico con la métrica que hereda de la norma, y por
tanto sera compacto si y sélo si, para cualquier € > 0 existe un conjunto finito F' C C' tal
que las bolas cerradas de radio € centradas en puntos de F' recubren a (', lo que a su vez
es equivalente a decir que C' C F' + ¢B.

Prueba de la Proposicién.

Dado € > 0, por ser A compacto podemos encontrar un conjunto finito F' = {xy, ..., z,,} C

A tal que para cualquier punto de x € A existe algin z; € F,con d(z,z;) < ¢/2. ( O lo
que es lo mismo,

A C F+(¢/2)Bx.

Los segmentos S; := [0,z;] (7 =1,...,n) son evidentemente compactos y convexos, y por
tanto también lo es S := 57 + ... + 5, . Desde luego, F' C S.

Como S es compacto podemos escoger un conjunto finito G con
S C G+ (¢/2)Bx.
Entonces
ACF+(g/2)Bx C S+ (¢/2)Bx C G+ (¢/2)Bx + (¢/2)Bx = G + ¢Bx

(Notar que (¢/2)Bx + (¢/2)Bx = e€Bx porque By es un conjnto convexo). Por otra
parte S + (£/2)Byx es cerrado y convexo y contiene al conjunto A, luego cl(co(A)) C
S+ (e/2)Bx C G + B, y al ser € arbitrario concluimos que cl(co(A)) es compacto.

U

Ejemplo 43 Toda bola cerrada de (R", ||.||«) es un conjunto compacto, porque es la
(clausura de la) envoltura convexa de sus vértices, que foman un conjunto finito y por
tanto compacto.

134



Andlisis Funcional. E. Llorens

OBSERVACION 3 Si A es un subconjunto no vacio de X en el espacio normado (X, |||),
A C co(A) Ccl(co(A)) = cl(A) C cl(co(A)).
Como la clausura de un conjunto convexo es un conjunto convexo, se sigue que
co(cl(A) C cl(co(A)).
Por otra parte, si tratamos de probar la inclusion contraria vemos que
A Cd(A) Ceo(cl(A)) = co(A) C co(cl(A)),

pero no podemos afirmar que la envoltura convexa de un conjunto cerrado sea un conjunto
cerrado.

Ejemplo 44 En el plano euclideo ordinario sea
B:={(0,00y u{(l,y) : y € R}.
Este conjunto es cerrado pero
co(B) ={(0,0)} U (0,1] x R
no es cerrado. Ademas
cl(co(B)) = cl({(0,0)} U (0,1] x R) = [0,1] x R.

mientras que

co(cl(B)) = co(B) = {(0,0)} U (0,1] x R # cl(co(B)).

5.3. Teorema de Hahn-Banach de extension de formas lineales

Sea E un espacio vectorial sobre R. Recordemos que una forma lineal sobre E es
una aplicaciéon lineal definida en E y con valores en R. Este teorema, bésico en Analisis
Funcional, hace referencia a la posibilidad de extender a todo el espacio E, una forma
lineal definida sobre un subespacio GG de E.

DEFINICION 27 Sea E un espacio vectorial. Una aplicacion p : X — R tal que

1) Es sublineal, es decir para cualesquiera x,y € X, p(x +1vy) < p(x) + p(y).

2) Es positivamente homogénea, es decir, para todo x € X y para todo A € R, A\ > 0
se verifica que p(Ax) = Ap(z),
se llama forma sublineal sobre E.

El mejor ejemplo de forma sublineal sobre un espacio normado (X, ||.||) es la propia norma,
es decir p(x) = ||z|.
Vamos a dar un resultado sencillo que permite extender una forma lineal.

PROPOSICION 37 Sean E un espacio vectorial real y V uno de sus subespacios.

Sea f:V — R una forma lineal, mayorada en V' por el funcional sublineal p : ' — R,
es decir verificando para todo v € V, que f(v) < p(v). Sea wy € E\V. Entonces existe
una forma lineal F:V + {twy : t € R} tal que:

a) F coincide con f en V.

b) F estd mayorada por p en el subespacio V + {twy : t € R}.
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Prueba:

Sea W :=V + {twy : t € R} es evidente que W es un subespacio vectorial de E que
contiene al V. Observemos que cada vector x € W se esecribe de manera tinica como
r=v+twy, cont € R ywveV. En efecto, si

Tr =1 +t1w0 %) +t2w0

con vy, vy € V, ty,ts € R, entonces v — vy = (ty —t1)wy. Como wy € V', si fuera to —t; # 0
llegariamos inmediatamente a una contradiccion, luego ha de ser t; = t5 lo cual a su vez
implica v; = vq9. Tiene sentido entonces definir F': W — R por

F(v+twy) == f(v) + at

donde a es una constante que elegiremos luego. Es directo ver que F es lineal. Si v € V,
puede escribirse como v + Owy, luego F'(v) = f(v), es decir que F' extiende a f. Compro-
baremos finalmente que F' estd mayorada por p en W, supuesto se elija adecuadamente el
numero real constante a. Para ello observemos que si v1,v9 € V', teniendo en cuenta que
p es sublineal y mayora a f en V,

fv1) + fva) = f(v1 +v2) < plvr+v2) = p(v1 —wo + va +wo) < p(v1 —wp) + p(v2 — wo).

Por tanto
f(v1) = p(vr — wo) < p(ve + wo) — f(v2). (19)

Existen entonces los siguientes niimeros reales:

Bri=sup{f(v) —p(v —wo) : v €V}, fo:=mf{p(v+wo) — f(v):veV}

Ademas es inmediato que B; < (5. Elijamos cualquier constante a con 5, < a < [s.
Sit >0y wv eV, teniendo en cuenta como se ha elegido a y que p es positivamente
homogénea:

F(v+twy) :== f(v) +at < f(v) + faot < f(v) + [p(%v + wp) — f(%v)]t = p(v + twy).
En cambio, si t < 0, at < fit, y tenemos

F(v+twy) = f(v)+at

< f(v) + put

< F0) + F(540) - p(5ho — )l
= —p(Fv —wo)t

= (= — (—t)uwy)

= p(v + twy).

Por 1ltimo, si t = 0 es obvio que p(v + Owg) = p(v) > f(v) = f(v) + 0a = F(v + Owy).
U
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5.3.1. Conjuntos parcialmente ordenados

Recordemos que si M es un conjunto no vacio una relacion binaria < sobre M que sea
reflexiva, antisimétrica y transitiva se llama relacion de orden parcial. Si se ha definido una
relacion de orden parcial sobre M decimos que M esta parcialmente ordenado por <. Si N
es un subconjunto no vacio de M, y M estd parcialmente ordenado por =<, naturalmente
N también lo estd (en realidad por la restriccién de < a N).

Supongamos pues que (M, <) es un conjunto (no vacio) parcialmente ordenado, y que
N es un subconjunto no vacio de M (no se excluye el caso N = M. Decimos que m; € M
es una cota superior de N si para todo n € N, se verifica que n < m;. Andlogamente,
decimos que mo € M es una cota inferior de N si para todo n € N, se verifica que my < n.
Decimos que m € M es un elemento maximal de M si de existir y € M com m =< y se
sigue m = y.

Ejemplo 45 Sea M := P(N) el conjunto de los subconjuntos de los nimeros natura-
les. Sea P53 el subconjunto de M formado por aquellos de sus elementos que tengan cardinal
menor o igual que 3. La relacién de inclusién de conjuntos hace de M, (y por tanto de P3),
un conjunto parcialmente ordenado. Cualquier conjunto de tres elementos (mutuamente
distintos) {p, q,r} € P; es un elemento maximal de Ps. (De ser {p,q,r} C A € P;3 se sigue
que A = {p, q,r}.) Observar que Ps no tiene cotas superiores en M, pero () € P3 C M es
una cota inferior de P3 ( y también de M).

TEOREMA 44 Teorema de Hahn-Banach (Forma analitica).

Sea p: E— R una aplicacion que verifica
1) Es positivamente homogénea, es decir: Para todo x € E, y para todo X > 0,

p(Ar) = Ap(x).

2) Es sublineal, es decir: Para cualesquiera z,y € F,
p(x+y) < pz) +py).

Sean también G C E un subespacio vectorial, y g : G — R una aplicacion lineal tal
que esta mayorada por p en G, es decir

3) Para todo x € G, g(z) < p(z).

Entonces g se puede extender a una forma lineal f : E — R, es decir, existe f €

L(E,R) tal que
a) Para todo x € G,g(z) = f(x),
y ademas [ estd mayorada por p en E, o sea,

b) Para todo x € E, f(x) < p(z).

La demostracién de este teorema usa el lema de Zorn; recordamos su enunciado:

Sea P un conjunto dotado de una relacién de orden (parcial) que simbolizaremos con
<. El subconjunto ) C P se dice que esta totalmente ordenado si para cualesquiera a, b
de @, se verifica a < b o bien b < a. Un elemento ¢ € P se dice que es cota superior de ()
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si para todo ¢ de @, se tiene que ¢ < ¢. Un elemento m de P es mazimal en P (respecto
de <) si de ser m < x para x € P , necesariamente se sigue m = x. Finalmente se dice
que P es inductivo si todo subconjunto de totalmente ordenado de P tiene alguna cota
superior en P. Con este vocabulario, el Lema de Zorn establece que

Todo conjunto ordenado, inductivo y no vacio admite un elemento maximal.
Prueba del Teorema:

Si G = E nada hay que demostrar. Supongamos que G # E. y sea oy € E\G. Entonces
G Z:G—F{tQToZtER}

es un subespacio vectorial de E que contiene (estrictamente) a G, y podemos definir
g1 : G1 — R, por
g1(z + txg) = g(z) + ta

donde « es una constante que se fijara posteriormente.

Si a1+ tixg = T + taxp para x1, x5 € G, entonces x1 — xg = (to — t1)xo, lo cual sélo es
posible si (to —t1) = 0, y entonces x1 = 5. Asi pues, la forma lineal g; estd bien definida.
Ademés si x € G, g1(z) = g1(x + 0xg) = g(z), luego g; extiende a g.

Como p es sublineal, si z,y € G,
9(x) +9(y) = 9(x +y) < plz +y) < p(r — z0) + p(wo + ),
de donde, para x,y € G
9(x) = plz — z0) < p(zo +y) — 9(y)

luego
9(x) — plz — 20) < mf{p(zo +y) — g(y) 1y € G}
y de aqui que

sup{g(z) — p(x — x) : v € G} < Inf{p(xo +y) —g(y) : y € G}
por lo que podemos elegir o en R con
sup{g(z) — p(z — x9) : v € G} < a < mf{p(zo +y) —9(y) : y € G}.
Entonces, si A > 0, para todo = € G,
gi(z + Axo) = g(x) + A < g(@) + Alp(wo + A"'a) — g(A"'2)] = p(x + Aao).
Del mismo modo, si A < 0, para todo z € GG
g1(z + Axg) = g(x) + A < g(x) + AMg(=A""2) — p(—=A"'z — 20)] = p(z + A2o).
Vemos pues que, por la eleccion hecha de «, para todo t € R,

g1(z + txg) < p(x + txg),
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luego ¢, es una extension de g mayorada por p en su dominio.

Si G; = FE la demostracién ha terminado. Si G; # E podemos repetir el proceso
anterior partiendo de G; y de g;, y obtendriamos un subespacio G de E con Gy D G,y
una forma lienal gy sobre G5 que prolonga a ¢; y que estd mayorada por p en su dominio.

Continuando de este modo, si en un niimero finito de pasos el subespacio vectorial G,, =
E la demostracién ha concluido. (Esto ocurre, por ejemplo, cuando E es de dimensién
finita).

Caso contrario se considera el conjunto P de las formas lineales definidas en algin
subespacio de E, que extiendan a g, y que estén mayoradas por p en todo su dominio. P
no es vacio porque g € P.

En este conjunto definimos la siguiente relacién de orden <:
Sihy: Dy — R hy: Dy — R, son elementos de P , diremos que h; < hy si y sélo si

Dy C Dy yv hy extiende a hy.

Vamos a ver que P es inductivo:

Sea @ C P un subconjunto totalmente ordenado. Podremos escribir
Q = {hz 11 E I}

donde h; es un forma lineal sobre cierto subespacio D; de E, en el cual es mayorada por
la funcion p.

Entonces D := J,c; Ds, es un subespacio vectorial de £ ya que si z,y € D,y\ € R,
entonces v € D;, y € D; para 4,j en I. Como Q estd totalmente ordenado, se cumple que
hi < hj o que hj < h;. En caso de ser h; < hj, D; C Dj, luego v +y, A\x € D; C D;y caso
de ser h; < h; tendrfamos igualmente que x + y, Az pertenecen a D; C D.

La aplicaciéon h : D — R por h(z) := hi(z) si x € D; (para algin i € I) estd bien
definida, ya que si ademds x € D; para j € I, nuevamente por ser Q totalmente ordenado
tenemos que h;(x) = hj(x) (pues o bien h; prolonga a h; o bien h; prolonga a h;). Ademas,
es claro que h es lineal por serlo las aplicaciones h;enD; (para cada i € I). Por ultimo
tambin es evidente que h(z) < p(x) para cada x € D, (por serlo cada h;(x))), luego h € P.

Por tdltimo podemos ver que h es una cota superior de Q, ya que, efectivamente, si
h; € Q, h extiende a h; pues D D D; y si x € D;, h(z) = hi(z).

Podemos pues aplicar el Lema de Zorn, y de él resulta que P tendra un elemento
maximal, digamos f. Sea Dy el dominio de f. Si vemos que Dy = E, habremos completado
la prueba.

Si Dy # E, aplicando el mismo proceso detallado al principio, partiendo del subespacio
Dy y de la forma lineal f, y obtendriamos una prolongacién de f a un subespacio (estric-
tamente) mas amplio y mayorada por p en su dominio, lo cual contradice la maximalidad
de fenP respecto de la relacién <. Asi pues, Dy = E, y el teorema estd demostrado.

i

Es importante notar que la extensién f de la forma lineal g no es unica, ni aun en el
caso de ser E de dimensién finita.
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Daremos a continuacion algunas consecuencias sencillas de este teorema, para el caso
particular de ser E un espacio vectorial real en el que se haya definido una norma.

Sea pues (X, ||.||) un espacio normado real, y X* su dual topoldgico, (es decir el espacio
vectorial de las formas lineales-continuas sobre X, dotado con la norma dual. Cuando
f € X*yxe X seescribe a veces (x, f) en lugar de f(z).

COROLARIO 15 Sea G un subespacio vectorial de X, y sea g € G*. Entonces existe
f € X* tal que f extiende a g, y con

lglle = 11l x--

Prueba : Si G = {0} el resultado es evidente. Si G # {0}, basta aplicar el Teorema
con

p(x) = llgllcll=|

que es sublineal y positivamente homogénea. Obtendremos entonces una forma lineal
f X — R que extiende a g y que esta mayorada por p, es decir con

f(x) < p(x) = llgllel]
para todo x de X. Por tanto,
f(=z) < lglla:ll — =,

y de aqui resulta inmediatamente que, para todo x € X

[F @)l < llgllell=ll,

lo que directamente prueba que f es continua y que || f|x« < ||g/cx-
Siendo G # {0} existird algin vector v € G con ||v|| = 1, y entonces

[fllxs = [f ()] = g ()]

luego (dado que el razonamiento se cumple para todo vector de G con norma 1),

lglle = sup{lg(v)[ = [[oll = 1} < [|f]lx-,

desigualdad que completa la prueba.
0

Como el resultado de este corolario es en si mismo de gran importancia, lo extendere-
mos al caso de espacios vectoriales complejos. Recordemos que si F es un espacio vectorial
complejo, siempre podemos considerarlo como espacio vectorial real:

Si f: B — C es una forma lineal, f(Ax) = \f(z) para todos los escalares complejos,
y en particular reales. Sin embargo, por ser f : E — C y cumplir f(ax) = af(z) para
escalares a € R, no se sigue que f verifique lo mismo para escalares complejos. Luego hay
que distinguir entre C-linealidad y R-linealidad.
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Si (X, ||.]]) es un espacio normado complejo, y X, es el espacio vectorial real subyacente,
si f € X* entonces su parte real

(Rf)(x) = R(f(2))

es un elemento de X/.
Mas sorprendentemente, si f,. € X, entonces f : X — R definida por

f<x> = fr(x) + Z'fr(_ix)

es un elemento de X*, es decir es C-lineal, continua y tiene f, como parte real.

flix) = fo(ix) +ifo(2) = i(fr(2) = ife(ix)) = i(fr(2) + ifr(=iz)) = if (2).

Ademas, ||f||x: = || f||x+: Claramente
(@) < [f(@)] < [ Fllxe[lll,
luego
1fellxe < 1 f 1l

Por otra parte, dado x € X, f(z) es un numero complejo, y podemos encontrar un
complejo a con |a| =1y tal que af(z) = |f(x)].

Entonces
[f(2)] = flax) = R(f(ax)) = frlax) < [fellxplloz] = [[frllx: 2],
luego
[ lee < A1l
Esta misma argumentacién sirve para probar que ||R(f)|/x: = || f||x- para todo elemento
de X*.

Sean pues G, X como en el enunciado del Corolario 1, pero ahora (X, ||.||) un espacio
normado complejo. Sea g : G — R una forma B-lineal sobre GG. Aplicamos el Corolario 1
al espacio normado real X,., al subespacio G, y a la forma R-lineal R(g) sobre G,..

Via Corolario 1 obtenemos una forma lineal f, sobre X, tal que extiende a (Rg) y tal

que [|f[lx; = Ryl
Segun hemos visto antes

f(ZL’) = fr<x> + ifr(_ix)

serd una forma C-lineal sobre X, con

1Al = 1 frll: = Ry lla; = ]

G*-

Ademas, si z € G,

f(@) = fo(2) +if (i) = (Rg)(z) + i(Rg)(—iz) =

= R(g(x)) +i(R(—ig(z))) = g(x)

(pues si z es un numero complejo, z = R(2) + iR(—iz)). Luego f extiende a g.
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COROLARIO 16 En las condiciones del corolario anterior, para cada xo € X existe
fo € X* tal que
1 foll = llzoll, fo(o) = [|zo|*.
Prueba:

Prueba : Si o = 0 el resultado es evidente. Caso contrario, tomemos el subespacio
vectorial G de X
G :=Rzg = {\zo: A € R},

y la forma lineal g sobre GG definida por

g(two) := t]lzol*

De la definicién se sigue directamente que

l9llg+ == sup{lg(v)| : v € G, ||v]| = 1}
y como los tnicos vectores de G' con norma 1 son de la forma tzy con

[tllzoll = 1

se sigue que en este caso |g(v)| = |t||zo]|?| = meOHZ = ||zol|, luego

lglle= = {loll-

Aplicando el corolario anterior tenemos que existe fo € X* tal que

l.fo

= = [lzoll;

y ademas
folzo) = glwo) = [lzoll?,

lo que completa la prueba.
O

El elemento f, definido en este corolario no es unico en general, aunque hay casos
particulares importantes en que si puede garantizarse su unicidad, como, por ejemplo, si
(X, ||-||) es un espacio de Hilbert.

El siguiente corolario debe compararse con la definién de norma (dual) de un elemento
de X™:
IfIF:= sup{[f(2)] - = € X, ||| < 1}.

Sabemos que se trata de una definicion y no de un resultado, y sabemos también que en
general no puede garantizarse que el supremo sea un maximo. Sin embargo

COROLARIO 17 Para todo x € X se tiene:

2]l = sup{[f(2)] : f € X" || <1} = max{[f(z)] : f € X" |[f]| < 1}.
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Prueba : Si x = Ox el resultado es evidente. Supongamos = # Ox. Claramente se
tiene

[f (@) < [[f1lll,
luego
sup{[f(2)| : f € X", [IfI| <1} < [].
Por el corolario anterior se tiene que existe f € X* tal que ||f|| = ||z|| y con
fl@) = ll=[I*.
Entonces h := ||z||"'f € X* y tiene norma 1, por lo que

]l = [h(x)] < supf{|f(2)| - f € X7, [Ifl < 1} <[],

y la demostracion esta completa.
O

Otra consecuencia importante del Teorema de Hahn Banach es que en cualquier espacio
dual existe suficiente cantidad de elementos como para separar puntos de X, es decir:

COROLARIO 18 Dados dos vectores u,v del espacio normado (X, ||.||), ezxiste f € X*

tal que f(u) # f(v) .

Prueba : Basta aplicar el corolario [24] al elemento zy := u — v # 0. Existird f € X*
tal que

f (o) = [[oll # 0,

O sea

fu) = f(v) #0.

5.4. Formas geométricas del Teorema de Hahn-Banach

DEFINICION 28 Un hiperplano vectorial, en un espacio vectorial E, es un subespacio

vectorial propio y maximal. Es decir, un subespacio H C E es un hiperplano vectorial en
E si H+# E y de ser F un subespacio de E con H C F C E se sigue ' = H ¢ F=E.

PROPOSICION 38 Las siquientes propiedades de un subespacio M de E son equivalen-
tes:

a)M es un hiperplano vectorial.
b) El espacio vectorial cociente X /M es de dimension 1.
c) M es el nicleo de alguna forma lineal f no nula sobre E.
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Prueba : ((a)=-(b))

Si M es un hiperplano vectorial y fijamos e € E\H entonces por definicién de hi-
perplano, Re + M es un subespacio de E que contiene al M y es distinto de M, luego
E = Re + M. En otras palabras, cada elemento x de E puede ser escrito en la forma
x = Xe +m, donde m € M. Luego x — \e € M, es decir, en el espacio vectorial cociente,

4+ M =X+ M=XNNe+ M).

Por tanto, y dado que e + M # M, obtenemos que X/M es de dimensién uno.

((b)= ()
Supongamos que dim(E/M) = 1, y sea {e + M} una base de E/M. Todo elemento
x4+ M de X/M podré expresarse en forma tinica como

r+M=XNNe+ M),

y entonces la aplicacién f : E — K dada por f(x) = A esta bien definida y es una forma
lineal no nula sobre F, cuyo ntcleo es M.

((c)= (a))
Por ultimo, sea M = ker(f) donde f es una forma lineal no nula sobre E. Evidente-
mente, por ser f no nula, M # F.

Supongamos que F' es un subespacio de F que contiene al M, y con F' # M. Existe
entonces algin vector xrenF\M. Sea y € E:

1w,
o= g™ ="
luego W)
)
VT M
es decir

yeRx+ M C F.

Como el razonamiento es valido para todo vector de F, concluimos que F' = E, es decir
que M es un hiperplano vectorial.
O

DEFINICION 29 Se llama hiperplano afin en un espacio vectorial, al trasladado de
cualquier hiperplano vectorial, es decir, a todo conjunto de la forma w + H conw € E y
H hiperplano vectorial en E.

PROPOSICION 39 Un conjunto M C E es un hiperplano afin si y sélo si existen una
forma lineal f no nula sobre E, y un escalar o tales que

M={zeE: f(zx)=a}l
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Prueba : Supongamos que M = w + H con H hiperplano vectorial en F. Entonces
H = ker(f), siendo f una forma lineal no nula sobre E. Si w € H, entonces M = H, y
basta tomar o = 0. Si w ¢ F, entonces tomamos a = f(w), pues

{zeE:flz)=f(w)}={rxe E:x—weker(f)} =w+ ker(f).
Reciprocamente, si para alguna forma lineal no nula f sobre E y para algtin escalar a
M={zcE: f(z) = a},
entonces, como fes no nula existe y € £ con f(y) = 1, por lo que
M={reE:f(z) = flay)} = {r € B: 2 — ay € ker(f)} = ay + ker(f),

pero ker(f) es un hiperplano vectorial.
]

Esta ultima proposicion justifica la costumbre que tiene mucha gente de no distinguir
entre hiperplanos vectoriales e hiperplanos afines, usando para ambas clases de conjuntos
el término "hiperplano’.

PROPOSICION 40 Sea (X,| -||) un espacio normado, y sea f una forma lineal sobre
X. El hiperplano afin {x € X : f(x) = a} es cerrado si y sélo si f es continua.

Prueba : Sea H := {z € X : f(z) = a}. Si f es continua, evidentemente H es
cerrado.

Reciprocamente, supongamos que H es cerrado. Entonces su complementario es abier-
to y no vacio, (ya que f # 0). Sea v € X\ H, y supongamos, por ejemplo, que f(v) < .
Por ser X\ H abierto existird » > 0 tal que Blv,r| C X\H. Afirmamos que para todo
x € Blu,r], f(z) < a.

En efecto, si para algin y € B[v,r] se tuviera que f(y) > «, como el segmento
{tv+ (1 —t)y:te0,1]}

estd contenido en B[v,r], ha de verificarse que f(ty + (1 — t)v) # « para todo t € [0, 1],
pero si tomamos

bty —a
- fly) = fv)
sucede que t € [0,1], y
fy—a o - N
/ ) —fo)" " (1 f(y) —f(v))y

lo cual es absurdo.

Asi pues, para todo punto y € Blv,r] ha de tenerse que f(y) < «a , o, lo que es lo
mismo, para todo z € B[0, 1]
flo+rz) <a
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es decir £0)
a— f(v
f(z) <
r
lo que prueba que f es acotada en B[0, 1], y por tanto continua, con
a— f(v)
17 < 2=

De modo parecido razonarfamos que si f(v) > « existe una bola cerrada B[v,r| para la
cual se tiene que f(y) > a si y € Blv,r]. O, equivalentemente, si z € B[0, 1]

flo+rz)>a

es decir
f(=2) < (f(v) —a)/r,

lo que también prueba que f es acotada en la bola unidad B|0, 1] y por tanto continua,
teniéndose en este caso
(f(v) — )
. .

LFIF <
O

Sea F un espacio vectorial, y sean A y B dos subconjuntos de E. Sea f una forma
lineal no nula sobre E. El hiperplano afin H := {x € F : f(z) = a} separa los conjuntos
Ay B en sentido amplio, si

Ve e A,f(z) <a y Vxe B,f(x) > a.

Se dice que H separa a los conjuntos A y B en sentido estricto, si existe ¢ > 0 tal que

Vae AVbe B,f(a) <a—c<a+e< f(b)

Ejemplo 46 En el plano euclideo a los conjuntos abiertos convexos
A:={(z,y): 2y > 1,2 >0,y > 0}

B :={(z,y) :y <0}

los separa en sentido amplio el hiperplano H := {(x,y) : y = 0}, pero no pueden ser
separados en sentido estricto por hiperplano afin alguno.

Veremos a continuacién cémo, utilizando el Teorema de Hahn Banach en su forma
analitica, pueden obtenerse algunos resultados que garantizan la posibilidad de separar
conjuntos convexos mediante hiperplanos.

TEOREMA 45 Teorema de Hahn-Banach (Primera forma geométrica).

Sea (X, || -||) un espacio normado, y sean A, B subconjuntos converos, no vacios y
disjuntos de X . Supongamos ademds que A es abierto.
Entonces existe un hiperplano afin cerrado H que separa AyB en sentido amplio.
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La prueba se basa en los dos siguientes lemas, que, por si mismos, tienen importancia.
El primero de ellos describe una funcién real que puede definirse en cualquier espacio
normado partiendo de un abierto convexo que contenga al origen. El segundo lema es,
en realidad, un teorema de separacién entre puntos (conjuntos con un solo elemento), y
ciertos conjuntos convexos.

LEMA 8 (Funcional de Minkowski de un abierto convexo). Sea C un abierto convexo
de (X,||-|), con0 € C. Para todo x € X se define

p(z) :=if{a>0:a 'z € C}.

Entonces p es una funcion real sobre X , subaditiva y positivamente homogénea. Ademds
existe M € R tal que, para todo v € X ,

0 < p(z) < Mz,

y , finalmente
C={reX: px) <1}

La funcién p que este lema define se llama Funcional de Minkowski de C' 6 calibrador de

C.

Prueba : Como C es un abierto que contiene al origen, existira r > 0 tal que B[0,r] C
C, luego para todo x € X,z # 0, se tiene que

(r/llz[})z € B[0,r] C C,
lo que prueba que p(x) es un nimero real no negativo, y ademas que si tomamos M := 1/r,
p(x) < M|z|.

Por otra parte, si x € (', dado que Ces abierto, para € > 0 suficientemente pequeno,
(1+e)z e C, luego p(r) < = < 1.

Inversamente, si p(x) < 1 y tomamos 5 con p(z) < f < 1, existird a > 0 tal que
a™lx € C, con p(x) < a < B, pero entonces por ser C' un convexo que contiene al origen

z=ala'z)+ (1-a)0eC.
Luego hemos probado que C:={x € X : p(x) < 1}.SiA>0,yz € X
p(Az) = imf{a:a Az € O} = mf{A\(aX™) : (aXA 1)tz € C} = Ap(x).

Por 1ltimo veremos que p es subaditiva . Sean x,y elementos de X, y £ > 0 arbitrario.

Tendremos que
z Y
o2 ) <1y (_> <1
<p(13) + 8) ply) +¢

luego
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Como C' es convexo y 0, € C, para todo t € [0, 1]

1 1
t——— 24+ (1—t)——y e
s re T e
y tomando en particular
p(x) +¢
t:=
p(x) +ply) + 2¢
se obtiene
1 1 co
x Y
p(@) +ply) +2¢  plx) +ply) +e
por lo que
( ! PR ) -1
p x Yy )
p(x) +ply) +2¢  p(x) +ply) +e
es decir

p(x+y) <plz) +ply) + 2,
y siendo € arbitrario tenemos finalmente
p(x +y) < plz) +p(y),

completandose asi la prueba de este lema.

LEMA 9 (Separacion entre puntos y abiertos convexos).

Sea (X, ||-||) un espacio normado real. Sea C' un conjunto convexo abierto de (X, ||-)
.y sea g un punto de X con xg & C. Entonces existe f € X*, tal que para todo x €
C, f(z) < f(xg). En particular el hiperplano

{z e X f(x) = flxo)}

separa {xo} de C' en sentido amplio.

Prueba : Supongamos que 0 € C'. Sea p el funcional de Minkowski de C'. Sean G el
subespacio generado por {zo}, y ¢ : G — R la forma lineal

g(txg) = t.
Es claro que, si t > 0, como xg & C'
g(txg) =t < tp(xo) = p(txo),
mientras que si t <0,

g(txo) =t < —tp(—x) = p(to),

luego p mayora a g en GG. Gracias al Teorema de Hahn Banach en forma analitica existe
una forma lineal f : X — R, mayorada por penX, y tal que f extiende a g.
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Por las propiedades de p vistas en el lema anterior existird M > 0 tal que, para todo
reX
f(z) < plx) < M|jz],
luego
|f (@) = méx{f(x), f(—2)} < Mllz],
y f serd continua.

Ademas, para cada z € C,

f(xo) = g(wo) = 1> pla) = f(x).

Si C' no contiene al origen, para algin v € X tendremos que Ox € v + C, mientras que
vtz €v+C.

Aplicando el caso particular ya demostrado, existird una forma lineal continua f € X*
tal que, para todo x € C,
flo+mzg) > f(v+x)

y de la linealidad de f se sigue que también

f@o) > f(2),

y la prueba del lema esta completa.

Prueba del Teorema:

Sea
C:=A-B=[]J(A-y).
yeB

Este conjunto es convexo, pues si x,y son elementos de C'y t € [0, 1], podremos escribir,
r=a—b,y=a —b cona,d € A, bl € B, de donde, por ser A y B convexos,

tr+(1—ty=tla—b)+(1—t)d —b)=tat+(1—t)d —th+(1—t)) € A— B.

Por otra parte A — B es abierto por ser unién de abiertos, y no contiene al origen porque
Ay B son disjuntos.

Segun el lema anterior, existe f € X* tal que para todo z € C,

f(z) < f(0x) =0,

luegosia e Aybe B,
fla=b) <0< f(a) < f(b).

Luego existe a € R con

sup{f(z) 1z € A} <a<mf{f(y) :y € B},

y el hiperplano afin
H={zeX: f(x)=a}

separa A y B en sentido amplio.
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TEOREMA 46 Segunda forma geométrica del Teorema de Hahn-Banach.

Sean A, B conjuntos no vacios y disjuntos del espacio normado real (X, | 1) . Si A
es cerrado convexo y B es compacto y convexo, entonces existe un hiperplano afin cerrado
H que separa A y B en sentido estricto.

Prueba : Fijemos € > 0 y consideremos los conjuntos
A. = A+ B(0,¢), B- := B+ B(0,¢).

Tanto A, como B, son conjuntos suma de conjuntos convexos y no vacios, y por tanto son
ellos mismos convexos y no vacios. Comprobaremos que son abiertos sélo con A, ya que
para B.se pueden repetir al pie de la letra los mismos argumentos.

Sea pues v € A.. Podra escribirse v = a + b, con a € A,b € B(0,¢),yen tal caso
|Ib]l < €, por lo que existird p > 0 con [|b]| + p < € . Se tendrd que B(b, p) C B(0,¢) pues
para todo z € B(b, p)

2]l < [lz = ol + |6l < p+[Ib]] <e.

Esto demuestra que v es punto interior de A, pues
v=a+bea+B(bp) CA+ B(b,p) C A,

y el conjunto a+ B(b, p) es abierto.

Afirmamos que, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, A, N B, = () . Caso contrario
existe un natural ng tal que para todo n > ng

Al/n N Bl/n 7é @,
es decir, existen sucesiones (v,) tales que, para n > ng se puede escribir
Vp = ap + by = w, + b,

con a, € A, w, € B, b,,b, € B(0,1/n). Como B es compacto, pasando a subsucesiones
si fuera necesario, podemos suponer que w, — wy € B,y entonces como

2
l|wy, — an” = an - b;zH < ’

necesariamente debe tenerse que también a,, — wq, y siendo A cerrado, wg € A. Entonces
wy € AN B, lo que va contra la hipotesis de ser A y B disjuntos. Por tanto hemos probado
la afirmacién de que los conjuntos A, y B. son disjuntos para e suficientemente pequeno.

Como consecuencia de la primera forma geométrica del Teorema de Hahn Banach
tenemos que existe un hiperplano afin cerrado H := {x € X : f(x) = a}, con f €

X* f # 0, tal que separa a A, y B. en sentido amplio. O sea que, para cualesquiera
reAye B, ze B(0,1)

flatez) <a< fly—ez) < fly) -l

de donde resulta que, siendo z arbitrario en B(0x, 1)

fla) +ellfll < a < fly) —ellfIl,
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de donde se concluye que A y B estan separados en sentido estricto por el hiperplano H,
y la demostracién esta completa.
O

Se puede construir un ejemplo de un espacio normado conteniendo dos conjuntos
no vacios, cerrados y disjuntos que no pueden ser separados en sentido amplio con un
hiperplano cerrado. Sin embargo, en espacios normados de dimensién finita siempre se
pueden separar en sentido amplio dos conjuntos convexos no vacios y disjuntos, sin mas
hipotesis.

COROLARIO 19 ¢ Si F' es un subespacio vectorial en el espacio normado (X, ||.||) tal
que cl(F) # X, entonces eziste f € X*, con f # 0, tal que f(x) =0 para todo x € F.

Prueba : Sea v € X\cl(F).El conjunto B := {v} es no vacio compacto y convexo,
y el conjunto A := cl(F) es cerrado no vacio y convexo. Luego existe un elemento f del
dual (topolégico) de X y un escalar «, tal que el hiperplano {x € X : f(z) = a} separa
Ay B en sentido estricto. Luego, para todo x € cl(F")

f(@) <o < f(v),

de donde resulta que, en particular, f(Az) < « para todo A € R, lo que sélo es posible si

f()=o.
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5.5. Teoremas de la aplicaciéon abierta y de la grafica cerrada
Empezaremos por recordar algunos conceptos, que se suponen conocidos de la teoria
de espacios métricos.
5.5.1. Conjuntos diseminados y cateorias
DEFINICION 30 Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto A de X se dice
» Diseminado (nowere dense) en X siint(cl(A) = 0.
= De primera categoria en X si es union numerable de conjuntos diseminados.

= De sequnda categoria en X si no es de primera categoria.

Ejemplo 47 El conjunto () es siempre diseminado, y por tanto de primera categoria.

Todo conjunto formado por un sélo punto {z} C X es cerrado (por ser intersecién de
bolas cerradas, {z} = ()", Blz, 1]). Por tanto puede suceder:

a) {x} es ademds abierto, en cuyo caso {z} es abierto y cerrado y el punto = se dice
que es aislado. Esto ocurrird si, por ejemplo {x} = B(z,r) para algin r > 0.

b) {x} es no abierto, en cuyo caso int({z}) =0y {z} es diseminado. Esto ocurrira si,
por ejemplo, existe ro > 0 tal que B(x,r) # {z} para 0 < r < ro. En el caso de la recta
real y de todos los espacios métricos con métrica procedente de una norma.

Ejemplo 48 El la recta real, Q (y todo conjunto numerable) es de primera categoria,
pues segun se ha visto en el ejemplo anterior, cada conjunto formado por un solo elemento
es diseminado.

En el plano euclideo cualquier recta es un conjunto diseminado, y por tanto de primera

categoria.

Consecuencias inmediatas de estas definiciones son:
PROPOSICION 41 Sea (X,d) un espacio métrico.
1. Un conjunto de sequnda categoria nunca es vacio.

2. Un conjunto A C X es diseminado si y solo si su clausura tiene complementario
denso en X.

3. Un conjunto A C X es diseminado si y solo si el interior de su complementario es
denso en X.

4. La union finita o numerable de conjuntos de primera categoria es de primera cate-
goria.

Pueba:
1. El conjunto @ es diseminado, y por tanto de primera categoria.
2. § = int(cl(A)) < X = [int(cl(A))]° = cl[(cl(A))"].
3. 0 = int(cl(A)) & X = [int(cl(A))]° = cl[(cl(A))] = cl[int(A°)].
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5.5.2. El Teorema de Baire

Recordamos resultados conocidos de la teoria de espacios métricos.

TEOREMA 47 En un espacio métrico completo (X, d) el conjunto X es de sequnda
categoria.

En consecuencia, en un espacio métrico completo (X,d), si X = ;- Fn con F,
cerrado, se tiene que existe ng € N tal que int(£),,) es no vacio.

Caso contrario cada F, seria un cerrado con interior vacio y por tanto diseminado.
Entonces X seria de primera categoria, lo que contradice al teorema de Baire.

5.6. El Principio de la Acotacién uniforme

TEOREMA 48 Principio de la acotacion uniforme Sean X ;Y espacios normados sobre
el mismo cuerpo. Sea G un subconjunto no vacio de B(X,Y'). Si para cada x € X se cumple

sup{[|[A(z)][ : A € G} <00 (20)
y (X, ].]]) es un espacio de Banach, entonces
sup{||A]|: A€ G} =M < o0,

es decir, G C Bl0g(x,y), M].

Prueba : Para cada entero positivo n definimos

F,i={xeX:VAcG |A@)| #n}=[{z € X :[A(z)| <n}.
Aeg

Es claro que Ox € F), para cada n, y que cada Fj, es un conjunto cerrado, ya que cada
oparador A es continuo. Ademas

o0

UJF. =x

n=1

En efecto, fijado cualquier x € X la hipotesis de acotacién puntual nos dice que
s(z) :=sup{||A(z)|| : A € G} < 0
luego si n > s(x), sea cual sea el operador A € G,
[A(z)] < s(z) <n.

Por tanto, = € F,,. Es decir, X C |J., F, C X.
Por el teorema de Baire existe ng tal que int(F,,) # 0. Por tanto existen xg € F,,, y
r > 0 tales que Blxg,r| C F,,.
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Sea ahora cualquier operador A € G, y cualquier vector x € X con ||z| < 1.

lA@I = FIA(ro)]

%HA(% +ra) — A(zo)||
%”A(IO + rz) — A(zo)||
(A (zo + ra)ll + | A(xo)[1)-

IA

IN

Como zg+rx € Blxg,r] C F,,, ||A(zo+rz)|| < ng. [gualmente, como zq € F,,, ||A(xo)]] <

ng. Por tanto,

1 2
JA@)I < (o +no) = =2,

La cota superior obtenida M := 2% no depende del punto x, luego
[All := sup{[|A(z)[| : v € X} < M,
y ademas la cota M tampoco depende del operador A elegido, de donde

sup{||A]| : A€ G} < M < 0.

5.6.1. Prueba que no usa argumentos de categorias

Supongamos que sup{||A|| : A € G} = oo. Construiremos una sucesién de vectores (x,,)
de X y una sucesion de operadores (4,,) de G tal que ||z, || = 47". Entonces la serie > .~ z,
sera absolutamente convergente, y como X es un espacio de Banach, estard definido
ri=y 2, r, €X.

Elijamos z € Sy arbitrario. Sea My = sup{||A(zo)|| : A € G}, que por es finito.
Por nuestra suposicién, podemos elegir A; en G con ||A;|| > 3(My + 1)4'. Por definicién
de norma de un operador, existe un vector v; € Sy, tal que ||A;(vy)|| > 2|4, . Pongamos
1 =471y,

Supuesto que hayan sido ya construidos de este modo zq,...,T,_1, A1,..., A 1,
My, ..., M, o, x1,...,T,_1, S€Q

M, =sup{||A(x1 + ...+ z,1)|| : A € G}.
Desde luego, por M,,_1 < oo. Por nuestra suposicién existe A, € G tal que
HAnH > 3(Mn—1 + n)4n'

Por definicién de norma de un operador, existe un vector v, de norma uno, tal que
| An(vy)]| > 2||An|. Pongamos x, := 4 "v,. Obviamente ||lz,|| = 47" y [|A,(4"z,)|| =
[ An(vi)]| > 2[|Anll, 0, equivalentemente || A, (z,)|| > 2[|An[l47™ = 2||Au]l||2]|. Por tanto
hemos construido por induccién una sucesién de vectores (z,,) con ||z,|| = 47", una suce-
sién de nimeros reales no negativos (M,,) y una sucesién de operadores en G verificando
que
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@) An(@a)]l > 21l Anllllzall, ¥

(i) ||Anl > 3( [ 1+ n)dr, de donde

(i) [ An (@)l 2 2 Azl 230, A" | =AMy + ).
(1) | o 2l € S el < o 470 = 0y = 22 = Lzl

Luego
(<i_v) I ||1| | (<i) 1| (@)l t
A, k§> Tk ,;> Tk A, 3 |z, 3 | Ay (z,,)]|. Entonces, por

la desigualdad triangular y la definicién de M, 1,

[An ()]l = |An (32050 = [l A0 (h2) ) + An(wn) + An (g o) || 2
> [l An(xn)| = HAn Zk>n )H - HA (Zk 117k; H

(v)
> (1 An(@a)ll = S An ()] = | An (Tt o) |
(i)
> [My—1 +n] —”A >k 1“)“
def M,,_1
> [My1+n]— M, =n

< [l

En definitiva
| An(z

o)

y esto contradice la hipétesis (20).

O
COROLARIO 20 Sea (X, || -||) un espacio normado sobre K, y sea C' un subconjunto
no vacio de X. Si para todo f € X* se tiene que el conjunto de nimeros reales
{lf ()| z € C}

es acotado, entonces C' es acotado.

Prueba : Los elementos x € C pueden considerarse de modo natural, como aplicacio-
nes lineales y continuas entre X* y K, sin més que poner

z(f) = f(z)

donde x € X y f € X*. Por otra parte X y K son espacios de Banach. Entonces identi-
ficamos C' con el subconjunto G C B(X*,K) = (X*)*, formado por los propios elementos
de C, considerados como funcionales lineales sobre el espacio dual X*. Ademas, si x € X,
lo consideramos de este modo

xe = sup{lz(f)]: fe X7, [|f]
= sup{|f(2)] : f € X" ][]
Pero por una de las consecuencias del Teorema de Hahn- Banach, (Corolario (?7)),

sup{|f(x)| : f € X* || fllx+ < 1} = ||z]|. Si para todo f € X* se tiene que el conjunto de
nimeros reales {|f(z)| : z € C}, estamos diciendo que

x- <1}

x <1}

(4

sup{|z(f)| : x € G} < 0.

155



Andlisis Funcional. E. Llorens

Luego podemos aplicar el teorema anterior y obtenemos que existe M < oo de modo que

sup{||z||x= :z € G} < M < o0,

Es decir
sup{||z|| : x € C} < M < o0,

o sea que M es acotado.

O
5.7. El espacio dual de C([a, b))
5.7.1. Funciones de variacién acotada
Sea f : [a,b] — C. Sea 7 una particién (finita) de [a,b] es decir 7 = {t¢,t1,...,t,} con
a =ty <t <...<t,=>b Llamaremos variacion de f correspondiente a m al nimero

real
= Z |f(t:) — f(tica)l-

Se llama wvariacion total de f en [a,b] al elemento de [0, oo] dado por

Vo (f) = sup{Vx(f) : m € P},

a

donde P es es conjunto de todas las particiones de [a, b]. Se dice que esta funcién f es de
variacion acotada en [a,b] si VP(f) < oco.

Ejemplo 49 Toda funcién real mondtona creciente f : [a,b] — R es de variacién
acotada en [a,b] con V2(f) = f(b) — f(a).

Ejemplo 50 Si f : [a,b] — R tiene derivada f’ definida y acotada en |[a, b], es decir
|f'(x)] < M < oo entonces f es de variacién acotada en [a, b] pues basta aplicar el teorema
del valor medio:

Z\f $z1|<ZM\xl—azl = M(b—a).

=1

Ejemplo 51 La funcién f:[0,1] — R dada por

rcosT w#0

0 =0

fx) =

es continua en [0, 1] pero no es de variacién acotada en este intervalo ya que si damos la
particion
1 1 1
T ={0,—, ——, ..., =, 1}

2n' 2n — 17772’
se tiene que

1 1 1
Vi (f) = [1cosm — 5008271" ++|§C0827T— §COS37T| ...+
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1 1
S+ |2n — cos((2n — 1)) — 5 cos(2nm)| + |% cos(2nm) — 0] =
e e R e A e
B 202 30T 2n—1 2n' '2n

S Y
B 2 3 '2n
y, como la serie armonica es divergente,

sup{Vx, (f)} = +o0.

Si escribimos f, 1= X1 5[, es claro que

[fn = fllo = sup{|fa(t) — f(t)] : L € [0,1]}
= sup{|fu(t) — f(t)| : t € [0, £ [}
=sup{|f(t)| : t €0, %[}

sup{|t cos (§) | : £ €)0, 1 [}
sup{[t] : t €]0, 1[}

IN

VAN
3=

Luego || fn — flloo — 0. Es facil ver que cada una de las funciones f, es de variacién
acotada. Por tanto vemos que, en general, el limite uniforme de una sucesién de funciones
de variacion acotada puede no ser una funcién de variacion acotada.

5.7.2. Propiedades

Se cumple:
1) Toda funcidén de variacion acotada en [a,b] es acotada en dicho intervalo.

2) La funcién compleja f = (f1 +if2) : [a,b] — C es de variacion acotada en [a,b], si
y solo si lo son sus componentes.

3) Si f y g son funciones reales (o complejas) de variacion acotada en |[a,b], entonces
f+9y fg son también de variacion acotada en [a,b).

Ademas,
Vo(f +9) S V() + Vi (9)-

Vi (fg) < MVi(g) + MgV, (f)
donde My y M, son cotas superiores de |f| y de |g| en [a, b] respectivamente.
Dos consecuencias son

a) Bl conjunto BV ([a,b]) de las funciones reales o complejas de variacion acotada sobre
[a,b] tiene estructura de espacio vectorial real.
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b) La diferencia de dos funciones reales mondtonas en [a,b] es una funcion de variacion
acotada en [a,b].

4) Sea f una funcion de BV ([a,b]).

Sia < c<bentonces f € BV([a,c]) y f € BV(|c,b]), siendo ademds

Vo) = V() + V2.

5) La funcidn real x — V¥ no negativa es mondtona no decreciente en |a, b.

6) Teorema de Jordan: Toda funcion real de variacion acotada en un intervalo compac-
to la,b] puede descomponerse en diferencia de dos funciones mondtonas no decrecientes.

5.7.3. El espacio de Banach (BV([a,b]),| - ||)

La aplicacion
fer = 1 (@] + Vo (f)
es una norma sobre BV([a, b]), como se comprueba ficilmente.

Aunque BY([a,b]) C B([a,b]) (donde B([a,b]) es el espacio vectorial de las funciones
acotadas sobre [a, b]), en general esta norma no coincide con la norma del supremo que es
la usual en B([a,b]). No obstante observemos que si t € [a,b], y g € BV([a,b]), entonces
Vi(g) < VP(g), y como 7 := {a,t} es una particién del intervalo cerrado [a, ] entonces

lg(t)] < |g(t) — g(a)| + |g(a)| = |g(a)| + Va(g) < |g(a)| + Vi (g) < |g(a)| + V2 (g) = ||l

lo que en particular implica que ||g||- < ||g]|-

Si (fn) es una sucesion de Cauchy en (BV([a,b]), || - ||), entonces como para cada
t € [a,b] y para cualesquiera enteros positivos p, g

|fp(t> - fq(t)‘ < pr - quoo < pr - qu

tenemos que la sucesion de nimeros complejos (f,,(t)) serd de Cauchy, y que la sucesién de
funciones (f,) serd de Cauchy en el espacio normado (B([a,b]),||.||s). Por tanto, (f.(t))
serd convergente a un nimero complejo, digamos f(t), (por ser C completo), y ademads la
sucesion de funciones (f,) converge a uniformemente (en norma || - ||o) a cierta funcién,
digamos ¢ de B([a, b]) (por ser (B([a,b]), ||.]|s) un espacio de Banach). Ahora bien, como
la convergencia uniforme implica la convergencia puntual, para todo t € [a,b], ¢(t) =
lim,, f,.(t) = f(t), es decir que ¢ = f € B([a,b]). En definitiva podemos afirmar que si
(fn) es una sucesion de Cauchy en (BV([a,b]), | - ||), entonces existe una funcién acotada
f i [a,b] = C que es limite uniforme (y puntual, claro) de la sucesién (f,,).

LEMA 10 Sea P = {tg,t1,...,tm} una particion del intervalo |a,b]. Sean f,p funcio-
nes acotadas en [a,b] con ||f — ¢|leo < &. Si Vp(f) > M entonces Vp(p) > M — 2me.
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Prueba :

Vp(p) = Z lp(ti) — p(tio1)]

=S (f () = ftion) = ((f(t) = @(t) — (f(tim) — (ti-1)) )]

> ) = fm)l = | (F(E) = @(t:) = (f(Eim) — @(tiza)) | |

> ) = ft)] = 20 [ (F(t) = () = (F(tior) = @(tin)) |
=Ve(f) = 20 | (F(t) — () — (f(tiea) — o(timn)) |

Por ser [f(t:) — ¢(t:)] < [|f — ¢lls < ey también |f(ti1) — p(ti1)| < |If = @l < € se
tiene que

| (F(t:) = @(t:)) = (f(tima) — o(ti1)) | S |f(8) — o(t)] + | f(tic1) — @(tim1)] < 2e.

Luego

Ve(p) = Ve(f) - Z | (F(ts) = o(ti) = (f(tima) = @ltioa)) | > M — Z 2e = M — 2me
U
TEOREMA 49 El espacio normado (BV([a,b],||.||) es completo.

Prueba : Sea (f,) una Sucesién de Cauchy de elementos de (BV([a,b],|.||). Por los
comentarios hechos mads arriba sabemos que existe una funciéon f de (B([a,b],].||) tal
que ||fn — flle = 0. Toda sucesién de Cauchy es acotada, luego existe un nimero real
M > 0 con ||f,]| < M paran = 1,2,... . Supongamos, para llegar a una contradiccién
que f no es de variacién acotada. Existe entonces una particiéon P = {to,ty,...,t,} del
intervalo [a, b] tal que Vp(f) > 2M. Elegimos ng € N tal que ||f — fo,lloo < %. Por el
lema anterior se tiene que

M
VP(fno) > 2M — ZmR > M

y de aqui que
anoH > ‘/ab(fno) > VP(fno) > M

lo que contradice al hecho de ser ||f,,|| < M. Asi pues tenemos que la sucesién (f,)
converge uniformemente a una funcién de variacién acotada f € BV([a, b]).

Veremos finalmente que || f, — f|| — 0, es decir que la sucesién (f,) converge en la
norma de BY([a,b]) a la funcién f.

Caso contrario existe ¢ > 0 y existe una subsucesiéon (f,,) de (f,) de manera que
| fr.—fl| > eparak =1,2,.... Como f,(a) — f(a) podemos suponer que | f,, (a)—f(a)| <
€

3
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Elijamos pues f,,. Dado que esta funcion es de variacién acotada y que

|fn1(a) - f(a’)| + V:zb(f’ru - f) = ||fn1 - f” Z &

mientras que |f,, (a) — f(a)| < § tendremos que V(f,, — f) > %¢. Existe entonces una
particion m := {to,t1,...,tm,  del intervalo [a, b] de modo que

2
Vﬂ-l (fn1 — f) > 55.

Pero || fn — f|leo = 0. Existe un entero positivo ny de modo que

1
ng o < T
s = flloo < e

Siendo ||f., — f|| = €, del mismo modo que para f,,, elegimos una particiéon m =
{to,t1,...,tm,} del intervalo [a,b] de manera que

2

Vﬂ'Q(fnz - f) > 55'

Observemos que

s = Fonll = Vi, (faw = fn)
= 30 (s = ) (t) = (fro = Foa) (ticn))]
=2 (fe = F = fo)(ti) = (foy = F + [ = fur)(ti1)]
> S (10 = fa)(t) = (F = fu) mt)| = |(F = fan)(t) = (F = fun)(tiza)])
I = Fa) () = (F = fu) (i)

> Vi, (f = ) =2
> Vi, (fur = ) = S0 (10 = Fan) )+ 1 = fan) (tim)])
> Ve, (far = f) — Zm(%f—nm@
= Vo, (far = 1) = 201l f = ool
> Vi, (fan = f) — 1e
> 3¢

Elegiremos a continuacién ng suficientemente grande para que || fn, — flloo < m.

Elegiremos también 73 := {to,t1,...,tn,} particion de [a,b] de modo que Vi, (fn, — f) >
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%5. También se tendra que

s = fuul = Ve (frg = fin)
= 30 (s = Fu)(E) = (fug = for) (ti0))]
=2 (s = F = fa)(ti) = (fos — F + [ — fur)(ti1)]
> S (IF = Fa)(t) = (F = fa) )] = [(F = fao) (t) = (f = fua) (tim1)])

i) —
> Vi, (for = ) = X W = fag) (t) = (f = fag) (tic1)]
> Voo, (for = 1) = 200 (IO = Fag) @) 4 1(f = fus) (ti-1)])
> Vi (fr = 1) = 22 @IS = fslloo)
= Vi, (far = ) = 2l f = fsloo
>V, (fon — f) — 2 Gy
> Vi (far — f) — 3¢
> i€

y que

s = Fasll = Vi (fag = fun)
= 372 |(fug = fo)(t) = (fg = Fua) (tic1))]
=2 (fos = F = fa)(ti) = (fos — F + [ — fuo)(tic1)]
ET”UU—ﬁ@() (f = Faa)ti=0)| = |(f = fug)(ts) = (F = fu)(tiz1)])
Vg (s = 1) = S0 1 = faa)(t) = (f = fg) (1))
(fro = £) = 2202 (I(F = fag) )]+ 1(f = Fy)(tiz1)])
vam £ =30 21 = fasll)
= Vi (far = f) = 2ma||f = fus ]l
( )

> Viy (fre = ) = 2ma 55555

Prosiguiendo de este modo obtendremos una subsucesién (f,,,) de (f,,) con

1
i = oy 2 32

para i > j Pero tal subsucesién no admite subsucesiones de Cauchy (respecto de la norma
I|l.]l). Esto contradice al hecho de que (f,,) es una sucesién de Cauchy (respecto de dicha

norma). Hemos llegado a una contradiccién que completa la prueba del teorema.
O
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5.7.4. La integral de Riemann-Stieltjes: Resumen

Sean f € C([a,b]) y w € BV([a,b]). Si P = {to,t1,...,t,} es una particién del intervalo
[a, b] podemos calcular el nimero complejo

s(P, f,w Zf ) —w(tj1)].

(Si la funcién w fuera la identidad la expresién anterior serfa una Suma de Riemann de
la funcién f respecto de la particién P).

Existe un nimero complejo z tal que para todo € > 0 existe 6 > 0 de modo que para
toda particién P del intervalo [a,b] con ||P|| := méx{t; —t;—1 : i =1,...,n} < ¢ se tiene
que

|z —s(P, f,w)| < e
Dicho nimero complejo se llama integral de Riemann-Stieltjes de f respecto de w en [a, b],
y se denota por

b
[ raute @)
Se puede demostrar que si w tiene una derivada w’ integrable Riemann en [a, b], entonces

[ o -

Por supuesto que la integral de Riemann-Stieltjes mantiene la linealidad respecto del
integrando que se cumple, en la integral de Riemann, es decir que si fi, fo € C([a,b]), y «
y [ son escalares entonces existe la integral de Riemann-Stieltjes de af; + B f2 respecto
de w en [a,b], y se cumple que

[ ati+ spdu) = o [ fidu) +5 [ R .

También hay linealidad en la funcién de variacién acotada w (que a veces se llama inte-
grador) de , es decir que si wy,wy € BV([a,b]), y vy J son escalares entonces existe
la integral de Rlemann Stieltjes de f respecto de yw; 4+ dws en [a, b], y se cumple que

/f dlyuwn + bus)(t /f (1) (¢ +6/f (£) ¢

También se cumple la acotacién siguiente:

b
/ f(t)dw(t)‘ < mix{|f ()] < € [a, b} V(). (22)

Esta acotacion también generaliza una desigualdad analoga que cumple la integral de
Riemann. De hecho, si w es la funcién identidad, V(w) =b —a, y

/ ft)dt S/ |[f()]dt < méx{[f()]: ¢ € [a, 0]} (b—a).

Terminamos aqui el resumen de las propiedades més importantes de la integral de Riemann-
Stieltjes de funciones continuas respecto a funciones de variacion acotada@

14M4s detalles sobre la integral de Riemann-Stieltjes pueden leerse, por ejemplo, en el libro de W.
Rudin Principios de Anélisis Matematico.
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5.7.5. El espacio dual de C([a, b))

Trataremos de estudiar una representacién del espacio dual del espacio de Banach
complejo (C([a, b)), ||.||) de las funciones continuas en el intervalo cerrado [a, b] con valores
complejos, con la norma del supremo.

Evidentemente, si g es una funcién de variacién acotada sobre [a, b] tiene sentido para
cada ¢ € C([a,b]) la integral de Stieltes

/¢w@w

Fijada g, la aplicacién f : C([a,b]) — C dada por

ﬂ@:/¢®@®

es lineal y
[F)l < llellsVa(9)

lo que nos demuestra que f es continua, es decir que f es un elemento del dual de
(C([a,b]), ||-||oc). Vamos a ver que, en cierto modo, todos los elementos de dicho espacio
dual son del mismo tipo que f. Con més precisién:

TEOREMA 50 F. Riesz[] Sea f un elemento del espacio dual de (C([a,b]), ||.|). En-
tonces existe una funcidn g de variacion aotada sobre [a,b] de manera que para cada

o € C(la,b]), b
ﬂw=/w@@@
Ademds | f]| = V¥(g).

Recordemos que, dado cualquier nimero complejo z se define el llamado signo de z
por

0 z = O(C
sg(z) == .
Entonces se tiene que si z # Oc,
_ Z Z

sg(2) == ERRE]
de donde - P

_ z z

z s9(2) = ZM = 7| = |2|

5En el libro Real and Functional Analysis, de Mukherjea y Pothoven se dice que .Ste teorema fué des-
cubierto por F. Riesz en 1909. Maés tarde, en 1937, fue extendido por Banach al caso de un espacio
métrico compacto (en lugar de [a,b]) y posteriormente por Kakutani en 1941 al caso de un espacio to-
polgico de Hausdorff compacto (en lugar también de [a,b]). Kakutani consideré medidas con signo en
lugar de funciones de variaciéon acotada’.
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igualdad que también se cumple para z = Oc.

Consideraremos C([a,b]) como subespacio cerrado de B([a,b]), entendiendo que en
ambos se asume definida la norma del supremo.

Sea f un elemento del espacio dual de (C([a, b]), ||-||oc)- Por el teorema de Hahn-Banach
existe un elemento F' del espacio dual de (C([a, b)), ||.||o) que extiende a f y con la misma
norma, es decir || f|| = || F||-

A partir de esta prolongacién F' definiremos una funcién compleja acotada sobre [a, b,
del siguiente modo: g(a) = 0, y para s € (a, bl

9(5) = F(Xia,5)
Como Xa,s (la funcién caracteristica del intervalo cerrado [a, s]) es (real) acotada (y en
general no continua) existe F(x|a, s]).

Nos proponemos ver que

La funcién g es de variacién acotada sobre [a,b] Sea P = {to,t1,...,t,} una
particién arbitraria del intervalo [a, b]. Esto significa que a =ty < t; < ... <t, = b. Para
1 =1,...,n escribamos

a; == sg(g9(t;) — g(ti—1)
y definamos la funcién acotada y : [a,b] — C por
y(t) = a1X(to,ta] + Q2Xtr o] + -+ F Xt )

Es claro que [|y|lo < 1. Pongamos por mayor comodidad yy = Og

Y = X[a,ti]

para i = 1,...,n. (Observemos que estas funciones y; dependen de P). Vamos a ver que
para todo t € [a, b],

n

y(t) = Z o (yi(t) — yiea(t)) (23)

i=1
Esto es (tedioso pero) claro pues para t € [a, b|

n

ZO"' (i (t) = yica(t)) = 1 (1) = yo(t)) + 2 (y2(t) — va(t)) + ... + an(Yn(t) — Yn-1(t))

=1

=y1(t)(r — a2) + y2(t) (2 — az) + ... + Yoo (B) (1 — ) + anyn(t).

Sit € [to,t1] el primer miembro de esta igualdad queda
a(1-0)4+a(l-1)+.. . +a(l-1)=mn
mientras que el ultimo queda

:1(061—052) +1(052—CY3)—|—...+1(OJH,1—O(") +an1:a1 .
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De igual modo razonamos si t €|t; 1,t;] parai=2,...,n.

Observemos que

Fly) =30 ai(F(y) — F(yie1))

Por tanto,

n

Ve(g) =Y |9(ts) — g(tia)| = F(y) = [EW)] < Iyl = 1/ Nlylle < IIF]

=1

y como el razonamiento no depende de la particion P elegida,
sup{Vp(g) : P € P([a, b))} < [[f]| < o0

es decir ¢ es una funcién de variacién acotada en [a, b] y
V2 (g) < £l (24)

Observemos que g en realidad depende de F. A su vez F depende de f, y el teorema
de Hahn-Banach no nos garantiza la unicidad de F'.

La funcién ¢ representa al funcional f Supongamos f # 0., pues para f = O,
basta tomar g = Ogy((e,p))- Demos € > 0, y fijemos una funcién continua ¢ € C([a,b]). Al
ser g de variacién acotada en [a, b] estd definida la integral de Stieltjes

| ettgte

Por tanto existird § > 0 tal que para toda particion P = {tg,t,...,t,} de [a,b] con
|P|| := méx{t; —t;—1 : i =1,...,n} < se cumple

\/ S(p, P,g)| <

donde S(¢, P, g) son las sumas de Riemann-Stieltjes

l\DI(‘f)

S(p, P, g) ZSD —g(ti-1)) -
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Dadas la funcién continua ¢ y cualquier particiéon P del intervalo [a,b] podemos definir
la funcién acotada ¢p : [a,b] — C

wP = @(tl)X[to,h] + ¢<t2)X]t1,t2} +...+ Qp(tn)X]tnﬂ,tn]

Esta funcién (que depende de @) se aproxima a ¢ respecto de la norma del supremo cuando
P es suficientemente fina, pues como ¢ es uniformemente continua en [a, b], dado > 0
existe n > 0 de modo que si sy, s3 € [a, b] con |s; — so| < 7, entonces |p(s1) — p(s2)| < T
donde k es cualquier constante positiva. En consecuencia, si ||P|| <7, cuando t € [to, t1],
obviamente [t — t;| < n luego

€
[¥p(t) — ()] = lo(ty) — o(t)] < 5
1£1
Lo mismo ocurre si t €]t;_1,t;] para i =2,3,...,n: En tal caso [t — t;| < n, luego
€

Por otra parte el funcional

Por tanto [[vp — ¢||lec = sup{|vp(t) —@(t)] : t € [a,b]} < 2||‘E [k
b

F es lineal y continuo en B([a, b]), luego si ¢ € B([a, b))

() = F() < IFHY = ello = 1111 = llso-
Luego si ||P|| < n,

€

[F(¢p) = F(o)l < [l f[lp = ¢lleo < 2Hf|| )

Observemos que
F(¢P) = ()O(t1>F(X[to,t1]) + Qp(tQ)F(X]tLtz]) +...+ Qp(tn)F(X]tn—htn])

= Sp(tl)F(X[to,tﬂ) + (p(t2>F<X[t0,t2] - X[to,tl]) +.. .+ (p(tn)F(X[to,tn] - X[to,tnfﬂ)
= o(t1) (9(t) — g(to)) + @(t2) (g(t2) — g(t1)) + ... 4+ ©(tn) (9(tn) — g(tn-1))
=S(P,¢,9).

Por lo tanto, si P es una particién con ||P|| < min{n,d}.

| [ e0)dg(t) = fo)] <[ ¢ — S(P,¢,9)| + [S(P, ¢, 9) — f(¢)]
=| ffso@)dg(t) — S(P,¢,9)| + |F(p) — F(p)|
<5+5=

Siendo € > 0 arbitrario hemos probado que f (t)dg(t) = f(p).

Obsevemos que esta igualdad se sigue inmediatamente (es una propiedad de la integral
de Riemann-Stieltjes, ver (22))) que |f()| < [l¢]leV2(g). De aqui se sigue (por definicién
de norma de un operador), que || f|| < V(g). Como la desigualdad contraria se ha visto
ya en , la prueba esta completa.

U
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5.8. Normalizacién en (BY([a,?]),||.|])

El teorema anterior establece una correspondencia entre los elementos del espacio
dual de (C([a, b]), ||-lloc) ¥ las funciones de variacién acotada sobre el mismo intervalo. Si
analizamos la prueba del teorema vemos que la funciéon g obtenida para representar.® f
depende de la prolongacién F' de f obtenida por aplicacén del teorema de Hahn-Banach,
que en general no tiene por qué ser unica. Una vez concretada F' se obtienen una funcién
g escalares «; que dependen de g (y por tanto de F' y de f). Si se examina la definicién de
estos escalares puede constatarse que cualquier funcién de la forma g(.)+c con ¢ constante
define los mismos «;. Vamos a tratar de afinar este proceso de construccion de la funciéon

g.

En BV([a,b], ||.||) definimos la relacién binaria wy ~ wsy si y sélo si para toda funcién

(TS C([av b])’ . X
/ y(t)duwy (1) = / y(t)dws(t)

En otras palabras, son identificadas sos funciones de variacién acotada sobre [a, b] si dan
lugar al mismo funcional sobre C([a, b]).

LEMA 11 w € BV([a,b],||.||) es equivalente a la funcion nula si y sdlo si para todo
c € (a,b),
w(a) =w(c+0) =w(c—0)=w(b),

donde, como es habitual, w(c+ 0) := lmy .+ w(t) y w(c—0) := limy_, .- w(t).

Prueba : Supongamos que w ~ Ogy. Entonces, para toda funcién y continua en [a, b,

b
/ y(t)dw(t) = 0

y si tomamos en particular como y la funcién constante 1,

/abdw(t):o.

Dado que w es de variacion acotada,

w(b) —w(a) = / dw(t) =0.

Vamos ahora a demostrar que w(c 4+ 0) = w(a). Para h > 0, consideremos la funcién

continua )

1 a<t<c
yp(t) =4 1—-=¢ c<t<c+h

0 c+h<t<b

167



Andlisis Funcional. E. Llorens

Como w ~ 0py, para toda funcién y continua en [a, bl

b
/ y(t)dw(t) =0

y si tomamos en particular como y la funcion yp,
b ¢ cth ct+h
0= / ypdw(t) = / dw(t) +/ ypdw(t) = w(c) —w(a) +/ yn(t)dw(t)

6. Notas

6.1. A

Se ha dado por supuesto cierto conocimiento de la Teoria de la Medida e integracion,
para poder leer estas paginas y también de los hechos béasicos de la teoria de espacios de

Hilbert.

6.2. B

Este material se ha escrito en periodos de tiempo muy distintos y distantes en el
tiempo, siguiendo algunos de los libros recomendados en la bibliografia, entre otros.

6.3. C

En la red existen muchos profesores que han dejado cursos de Anadlisis Funcional al
alcance de quien quiera imprimirlos y leerlos. En particular pueden buscarse los de B.
Maurey (escrito en francés), P. Garret y T.B. Ward (en inglés) entre otros muchos.
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