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Funcién Gamma de Euler:

La funcion Gamma de Euler ( o, simplemente, Gamma) de un valor real positivo, r, se
define como:

T(r)= j:e-w-lds

Entre sus principales propiedades destacan:
si: reNT:T(r)=(r-1!

YreR* T()=(-1DT(r—1)
0 equivalentemente

[{r+1)=rI'{r)
r[%] =7

I'(r)= E[e'ﬂs‘"'”ds: 2fess® Vs=ar gg—as D) g
0
esta Ultima es la definicion alternativa

Programa de calculo en Caestl.7

https://www.uv.es/ceaces/scrips/tablas/fungama.htm

Funcion Beta de Euler:

La funcion Beta de Euler ( o, simplemente, Beta) de un par de valores reales positivos
m, n, se define como:

1
Blm,n)= _[Dsm‘l(l—s)l‘”ds
Entre sus principales propiedades destacan:

Bm,n) = B(n,m)

11,
ﬁ(5>§}—ﬁ

£(1,1)=1


https://www.uv.es/ceaces/scrips/tablas/fungama.htm
https://www.uv.es/ceaces/scrips/tablas/fungama.htm

L)l (n)
I'{(#+n)

Llm,n)=

Distribucion Gamma ( variables aleatorias gamma)

A partir del integrando que aparece en la definicion de la funcion gamma de Euler
[+ 4]
I'(r)= jﬂ e 55" s

pueden disefiarse de manera absolutamente formal dos tipos distintos de distribuciones
de probabilidad a las que podriamos denominar : distribucion gamma de un parametro
(degenerada) y distribucion gamma de dos parametros ( generalizada). Adn cuando la
segunda tiene mayores aplicaciones practicas, ambas tienen su relevancia en algunos
campos de aplicacion como la modelizacion de fendmenos de espera, la teoria de la
fiabilidad, en la modelizacién de la "cuantia de un siniestro" en estadistica actuarial.

También es destacable su aplicacion como distribucion conjugada para la estimacién
bayesiana de la varianza en poblaciones normales y tiene una gran importancia tedrica
por sus relaciones con otras distribuciones de variables continuas que pueden
considerarse casos particulares ( exponencial, Chi-dos) o trasformadas particulares
( Maxwell ,Rayleigh ,Weibull , Normal)

Distribucion Gamma de un parametro

Dada una variable aleatoria x no negativa diremos que sigue una distribucion Gamma
de parametro m ( distribucion gamma degenerada de un s6lo parametro, m) cuando su
funcién de densidad obedezca a la expresion:

Para
m-1

ek fW=S

- , - +
siendo m un parametro positivo 72 € IR

Lo expresaremos como: X — y(m) o bien x — Ga(m)

Variable aleatoria Gamma de pardmetro m sera, l6gicamente, el nombre que recibira
una variable aleatoria real positiva que obedezca a una distribucion con esa funcion de
densidad de probabilidad. La representacion grafica de diversas distribuciones gama
segun el valor del parametro m , seran las siguientes:



ca(t) f.densidad de distribuciones gamma ,conm =1,2,3,6

Es facil comprobar que f(x) es no negativa y que si se integra para toda el campo de
variacion el resultado es 1.

Media y varianza de la distribucion:

La media seré:

Y la varianza vendra dada por:

cl=a, -y @,=E(x?)
Siendo :

oo

‘!'.x e ¥ xmldy =

@, = E(x")= W{x}cﬂx— b

ﬁ Ie'x.xm”cix = T%HE-I—}Z} mi{m+1)

de forma que :
a =, — ¢ =m{m+1)-m* =m? —m—w? =m

Funcidon Generatriz de Momentos

La Funcion Generatriz de Momentos de una distribucion gamma de un pardmetro es
facilmente calculable a partir de su definicién como:

o

Jgfxg-xxm—lﬁix_r(in} J'E (-85 pm-l 7y

At)= B ()= Igﬂf(x)mr -



como la funcién gamma también se puede re-escribir como

o

T'(m)=a" I!'e“”x'im‘”cix
tendremos que, haciendo a =1-t:

R
ﬂr)_mnje ™y =

= 1 1 T A -0-fx, m-l — 1 F(??l} _f1_ -m
(1] ity et o (1-a)” b

A partir de aqui es facil obtener los sucesivos momentos ordinarios de orden r
,derivando sucesivamente y evaluando la r-sima derivada en el punto t=0

Aditividad de la distribucion Gamma: Teorema de Adicion.

La suma de varias variables aleatorias independientes que sigan sendas distribuciones
gamma seguird también una distribucion gamma con parametro la suma de los
parametros de aquellas. La prueba es sencilla a partir de la F.G.M .

Dadas dos variables aleatorias independientes Gamma tales que

x = Ga(m,) y—Galm,)

sus F.G.M. seran respectivamente

gO=01-"  gEO=01-1)"
como x e y son independientes la F.G.M de su suma sera :
By )= B )-GO = -1 (1-1)" = 1-t)"™™
que es la F.G.M de una distribucion Gamma m, +m,

Distribucion Gamma de dos parametros

Llamaremos distribucion gamma generalizada, distribucion gamma de dos parametros o
simplemente, distribucion gamma de pardmetros p y m a la distribucion que tiene una



variable aleatoria continua real no negativa cuya funcién de densidad obedezca a la
expresion:

m_—pr, m-1
fly=£2 2

“Tom parax [0, ycon pm > 0

Obviamente f(x) asi definida es no negativa, para todo valor de x, y su integral para el
todo el campo de variacién, es facil comprobar, que resulta la unidad basandonos en las
propiedades de la funcion Gamma ( en su definicion alternativa)

Representacion grafica
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Funcion generatriz de momentos F.G.M.

Podemos obtener la Funcion Generatriz de Momentos de una distribucion gamma de
dos pardmetros (p,m) facilmente :



[==]

) =E(e”)= JE“I(XMF

[==] oo

J’E—[:p-f)xxm 1y

m

— 1 m g - pr om-l — F
—r(m}ipee x™ dx o)

basandonos en la definicion alternativa de la funcion gamma:

ety = 2 j@_;}mg—@—fjxxm-1dx: . Tim) _
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TGrip 27 T ()" | p]

Aditividad de la Ga(p,m)

La distribucion Gamma de dos parametros es reproductiva por adicion respecto de su
segundo pardmetro pero no respecto del primero. Ademas para que se pueda verificar el
teorema de adicion para su segundo parametro, m, es necesario que las variables
implicadas posean el mismo parametro p. Esto es

Dadas dos o0 mas variables aleatorias independientes con sendas distribuciones Gamma
de dos parametros pero con idéntico parametro p ,la suma de ellas serd una variable

aleatoria con una distribucion Gamma de ese mismo parametro p y cuyo segundo
parametro (m) sera la suma de los segundos parametros de las originales.

x —=Ga(p,m,) y—Ga(p,m,)
sus funciones generatrices de momentos FGM seran:

i m £ m
pE)=0--)" g)=01-=)"
rs £
como X e y son independientes la FGM de su suma sera:
£am £am Lam, +m
By V=0 )5 ()= (=2 (1= 2 = (-2

que es la FGM de una distribucion Gamma de parametros : p y (mx+ my)

Media y varianza de la distribucion Ga(p,m)

Media y varianza , y también otros momentos de orden superior se pueden obtener
facilmente a partir de la F.G.M. ; -m
@)= [1-=
F



Para obtener la media que es el momento ordinario de primer orden, bastara obtener la
primera derivada en el punto t=0:

-m-1 -m-1
=mli-t] i Lyomfi_t
¢'(H) m[l p] A p} P[l p]

siendo f4cil ver que la media toma el valor del cociente de ambos parametros m/p:

-m-1
0 m
= ff =E|::|= 'I’:U :E ]_—_ = ___
M=o = 2x) =@ }p[ p] e

La varianza la obtendremos como

o=ty o= E(P) eon @, =@=0)

-m-2
gou(f}:%-(—??’a‘.—l}[l—%] _(_%}: m(?;-l}

-m-2
_t
F

de modo que resulta al final que :

_mlm+1) B . mlm+1l) m?  m
= 7 :j-ga._ -l = — =
&, I &, 7 T D

La distribucion Ga(1/2,1/2) y su relacién con la Normal

La funcion de densidad para una Gamma con p=1/2 y m=1/2 sera:

1 4 7
12 —Ex E_l x
~e 2 x
L1y_2 —_¢e*
f(ﬂGa(Z?Z) 1"(1) N2max
2

Por otro lado si consideramos una variable Z tal que Z siga una N(0,1) tendremos que :



_z?

fo=2 2
T

si plantemos en cambio de variable de Z a X con X=22 tendremos que el jacobiano de la
tranformacion sera:
dlE)|

ot 15, 1

pero como el campo de variacion de z es el doble que el de x ya que el primero es toda
la recta real y el segundo la semirecta positiva tenderemos que :

_X

=2 (AW (el0)=2 5=

que es la funcién de densidad de una Ga(1/2,1/2) por lo que podemos concluir que el
cuadrado de una variable normal tipificada sigue una distribucion Ga(1/2,1/2).

Esta relacion es de gran importancia en si misma y considerada en conjuncién con la
aditividad de la distribucién Gamma para el pardmetro m posibilita establecer también
una relacion entra la distribucion Gamma y la distribucion Chi-2:

Una distribucion Chi-2 es un caso particular de distribuciéon Gamma: una Chi-2 de n
grados de libertad es una Gamma(1/2,n/2)

seria Gamma(alpha,Beta) donde alpha =n/2 vy beta =2

si gl=16 y X=20

calcular con Caest

chi2 https://www.uv.es/ceaces/scrips/tablas/tachi2.html rtdo: 0.22 0.78
gamma https://www.uv.es/ceaces/scrips/tablas/tgamma.html 0.779779
Distribucion de Erlang.

Dada una Gamma de dos pardmetros Ga(p, m) donde m es un nimero enteroy p= u
siendo z=A4 de una distribucién de Poisson . Si esto ocurre a dicha distribucién
Gamma se la conoce como distribucion de Erlang. Su utilidad radica en el calculo de
probabilidades del tiempo transcurrido hasta que aparecen m sucesos que siguen una
distribucion de Poisson de parametro 4. Las funciones de densidad y distribucién para
diversos valores de los parametros seran graficamente
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Ejemplo:

Si el numero de Ilamadas telefénicas que se registran en una central es de 6 por minuto,
asociandose esto a una Poisson de A — 6. Calcular la probabilidad de que trascurra
menos de un minuto hasta que se produzca la segunda Ilamada una vez producida la
primera.

La variable aleatoria X= tiempo entre una llamada y la m-ésima siguiente sigue una
distribucion de Erlang Ga( u, m) donde m=2 ( segunda llamada) y u=6 ( A=6)

Luego una Erlang Ga( 6, 2) 6 Ga(alpha=2;beta=6)



tendremos

P(x <1) = P(Ga(6,2) Sl)j% —w

re)=(r-yn'=1-=1
1

luego: w= 36_[ xe ®dx  haciendo un cambio de variable tendremos
0

6x =t — luego dx =1/6dt

6
36]61@t Lt - [teat
o6 6 3

resolviendo por partes:

U=t - du=dt

dv=e'dt >v=——e"'

jt-e“dt = iudv - {[—te‘t 1. _I_e-tdt} _
[T 1)

[-e*(t+1)] =0,9827

graficamente:
Erl dang funcign de densidad
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Programa de calculo en CaEst

https://www.uv.es/ceaces/scrips/tablas/terlang.html



https://www.uv.es/ceaces/scrips/tablas/terlang.html

Distribucion exponencial

Si tenemos una Ga(p,m) su funcion de densidad es ,como ya sabemos :

m A-px y,m-1
f =22 X
I'(m)
m A-px ,,m-1 A Px 11
haciendo m=1 tendremos f(x)= pe X _Pe X =pe ™
I"(m) 1

que es la funcion de densidad de la distribucion exponencial de pardmetro p
asi una Ga(p,1) = exp(p=alpha)

Programa de calculo en CaEst
https://www.uv.es/ceaces/scrips/tablas/terlang.html

ir a desarrollo de exponencial

https://www.uv.es/ceaces/base/modelos%20de%20probabilidad/exponencial.htm

Distribucion de Weibull
Si tomamos una distribucion exponencial de parametro p

X — exp(p) por tanto una Ga(p,1) 6 y(p,1)

si establecemos un cambio de variable de manera que :

Y=x¥"5x=Y" parar>o0

tendremos que la funcién de probabilidad de la nueva variable sera :
H(y)=P(Y <y)=P(x"" <y)=P(x<y")=F(y")

por tanto la funcién de densidad sera:

-ray" e "

n(y) = H (=242

dado que F(y")=1-e % ya que x era una exponencial


https://www.uv.es/ceaces/base/modelos%20de%20probabilidad/exponencial.htm

Asi si x sigue una distribucion de Weibull de parametros r, g

Su funcidn de densidad sera : f(x) = qur_le_qxr

. - . , 1
Es habitual que se utilice en el sentido de que el parametro q ZF

ittt
Siendo asi la funcion de densidad: f(x):rﬁxr‘le o xrlg P

ﬂr

r
—in r-1 _{rj
O bien: f(x)= r%xr—le a =L(1] e/

P

Donde r = pardmetro conocido como de forma , de manera que si su valor es uno el
numero de hechos ( normalmente fallos) es constante en el tiempo, si r< 1 éste numero
decrece , mientras que si r>1, el nimero de hechos-fallos aumenta con el tiempo.

El parametro B se denomina de escala o “vida caracteristica”

La distribucion de Weibull permite controlar cual es la distribuciéon de fallos de un
componente que pretendemos controlar y que a través de nuestro registro de hechos-
fallos observamos que éstos varian a lo largo del tiempo y dentro de lo que se considera
tiempo normal de uso. Se utilizard la distribucion o anélisis de Weibull cuando se
observe que en nuestro proceso hay muchos fallos y los tiempos entre fallos no se
ajustan a una distribucion mas sencilla. Su utilidad habitual es el control de fallos en
componentes de sistemas.

Normalmente se utiliza la funcidn de distribucién que sera como ya vimos y para

q_i'
p

il
F(x)=1-e p
La media de la distribucion vendra dada por = ST (1+ lj
r
Si r=1 Ladistribucion de Wiebull tendria de funcion de densidad
r
r-1 _[XJ 1,
f(x)=L(1j e P Ly :1—>£e P es decir
B B

B

una exp(1/B) , asi ladistribucién exponencial puede considerarse un caso particular de
una Wiebull cuando el pardmetro forma es 1 ( r=1)

Ejemplo: El tiempo que tarda en fallar un transistor de un sistema eléctrico sigue una
distribucion de Weibull con vida caracteristica 5000 horas y pardmetro de forma Y.

a)Hallar la probabilidad de que dicho transistor dure menos de 6000 horas



Tiempo de duracion del transistor ( t) sera una Weibull de parametros:

= escala o vida caracteristica = 5000 r = forma =%

6000

.
P(t <6000) = F(t =6000) =1—¢ [ﬂJ =1-e (5°°°] =1-0,33=0,66
de manera grafica :

Weibull funcion de distribucion
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b) cuanto tiempo cabe esperar que durara un transistor:

%j =5000" (1+2) = 5000 (3-1)!=10000 horas

E[t] - ,B-F(1+

Distribucion de Maxwell

Se trata de una distribucién derivada de la distribuciébn gamma .Sea una distribucion
Gamma G(p,m)

jf? z px m-1
HEIE parax [0, ycon pm = 0

- Tin)
en concreto una G(q, 3/2) cuya funcion e densidad sera:
37
qu qx [2 1] q3 1
fog=3C X "o 94 x2g



Distribucion de Rayleigh

La distribucion de Rayleigh es una derivada de la distribucion exponencial por tanto
también de una Gamma. De un Unico parametro , sigma.

Si X e Y son distribuciones normales independientes de media 0 y misma desviacion
tipica (sigma=A) .

Entonces:
Si Z=+X?+Y? Z — Rayleigh[sigma = A]
Su funcion de densidad viene dada por :

B
5 2
Xe 20

f(x)= 5 para x>0
o

siendo su funcion de distribucion :

X2

202

F(x):l—e_[ J para X €[0; ]

. . T . . .
La media viene dada por : E [x] =0, /E mientras que la varianza seré:

Var[x]=D*[x]= 4_7”02 siendo la moda igual a su parametro sigma

Si Si X —>R[1] entonces X* —>;(§,:2
Por otro lado:

Si X sigue una distribucion de Wiebull de pardmetro de escala :ﬂzb\/i y de
parametro de forma : r=2, es decir : X ->W [b\/E : 2] entonces:



que es la funcion de densidad de una distribucion Rayleigh de parametro b luego:

X >W [b\@:Z} entonces X — R[b].

La representacion de su funcién de densidad sera:

Rayleigh funcidn de densidad
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Ejemplo: La amplitud de una sefial de radio de frecuencia modulada sigue una
distribucion Rayleigh(1/raiz(2). Calcular un valor de la amplitud minimo que ocurre el
20% de las veces.

Valor minimo (a) serd uno que de él hacia arriba( mayor) sélo ocurre el 20% de las
veces , por tanto con probabilidad 0,2 luego:

Si X = amplitud de sefialy X — R(l/\/E)

P(X >a)=0,2 — P(X <a)=0,8



0,8=F(x=a)=1-¢e [
0,2=e* 5=¢ 5>In5=x’Ine > 1,6 =a=12

X
202

2

x2

n 2
e 2( \/E) =1_e—x2

En el siguente cuadro se pueden apreciar algunas de la relaciones de la distribucion
Gamma con otras distribuciones de variable continua:

Gamma de 1 parametro Ga(m)

g “x™

)

-1
Jx|x=y(Lm)) = fx|x = plm)) ==

i

CON OTRAS DISTRIBUCIONES

RELACIONES DE LA DISTRIBUCION GAMMA

Exponencial con alfa=p

p=1 IE[

Gamma de 2 parametros Ga(p,m)

fxlx= o) = 253

!

- flxlx—eapla=p)=ce™] vaque T{m=11=1 %=1
i
m=1
Erlang (p,m)
—pa m-1
mez Flx|x—=yipm)oonm e = F(x|x— Eriang(p.m))= £ m(—pix!
—

Ga(1/2,112)

Cuadrado de una Normal {0,1)

i o g : 1 1. e 2
flx=z2z—=>NOD)= flx|x—yiz.=))=
flx=gz > NOD = flelx > AgN=—Ee

Feelx =y (L) conneN) = f sl x— ) =5
2z

il

A

Xz

n

Z

H

2

‘Chi-2 con n grados de libertad ‘

| —

Sumando n Ga(1/2,1/2)

Teorema de
adicién Gamma




Distribucion Lognormal

Si los logaritmos Y de una variable aleatoria X se distribuyen normalmente se dice que
X se distribuye log-normalmente.

Tiene la ventaja que X>0 y que la transformacion Log tiende a reducir la asimetria
positiva ya que al sacar logaritmos se reducen en mayor proporcion los datos mayores
que los menores.

Limitaciones: tiene solamente dos parametros, y requiere que los logaritmos de la
variables estén centrados en la media

Funcién de densidad:

j(y—#y)
12 o

x>0

f(x) =

Xo~N27

donde y =1Inx
donde, p, : media de los logaritmos de la poblacién (parametro escalar), estimado y

oy : Desviacion estandar de los logaritmos de la poblacion, estimado sy.
La distribucion lognormal tiene por tanto dos pardmetros: p, (media aritmética del

logaritmo de los datos o tasa de fallos) y oy, (desviacion estandar del logaritmo de los
datos o tasa de fallos).

Dichos pardmetros seran estimados , asi :

n

[ =

y: In(x;)

n4

s, = {nl_lg(lnm)— y)Z}Z

La media de una distribucién log-normal vendra dada por :
Para una variable

x = log —normal(x,;0,) = LN (44, 0y,,)



1
E [X] =, = eﬂy+§0§

media y varianza seran : 2 2 4G
O
Var[x]= G)% = (e s —1}6 oy

La representacion grafica de las funciones de densidad y distribucién para distintos
valores de sus parametros seran:

La distribucion lognormal tiene, principalmente, las siguientes caracteristicas y/o
aplicaciones:



+ Representa la evolucién con el tiempo de la tasa de fallos, en la primera fase de vida
de un componente, entendiéndose como tasa de fallos la probabilidad de que un
componente que ha funcionado hasta el instante t, falle entre t y t + dt.

+ Permite fijar tiempos de reparacion de componentes, en este caso el tiempo la
variable de la distribucién.

+ Describe la dispersién de las tasas de fallo de componentes, ocasionada por diferente
origen de los datos, distintas condiciones de operacion, entorno, bancos de datos
diferentes, etc. En este caso la variable independiente de la distribucion es la tasa de
fallos.

+ Es idonea para parametros que son a su vez producto de numerosas cantidades
aleatorias (multiples efectos que influyen sobre la fiabilidad de un componente).

Calculo de probabilidades con la Lognormal.

La distribucion o modelos LogNormal x = LN(x,;0,) puede expresarse como una

In(x) ~ 4,

Oy

Normal Tipificada [0,1] , t . mediante el cambio t=

Dado que si se plantea la probabilidad de que x e [xi; xz] dicha probabilidad seria

I 2
Xy 1[ NX—4y

P(X, <X<X,)= j % ] dx resolviendo

———F¢€
% XO'y\/27Z'

: In(X) — 4, - : >
mediante t=———— y dx=xo,dt pasando los limites de integracion a
(o}
y
In(x,)— In(x,) -
x1—>21:—( )4y y para x2—>22:—( )= Hy
Gy O-Y

InX—pzy

lo que nos daria: P(x1<x<x2)zj.#e 2[ o Jd —I—e 2dt
o

% XoN2m




Ejemplo(1) general reducido: La variable X supone los tiempos en segundos de
reparacion de un componente. Presuponemos que X seguira un modelo Log-Normal .
Con sélo diez datos y para abreviar . Tomamos los logaritmos neperianos de la variable
X (Inx). Contrastamos que dichos valores siguen una distribucién normal de media 3.02

X

1
2,52725328
5,2122986
9,29390485
15,6219583
25,82447
43,4078894
77,3994018
159,631327
538,995354

Media muestral

Desv. muestral

Inx

0
0,92713305
1,65102095
2,22935879
2,74867751
3,25132249
3,77064121
4,34897905
5,07286695
6,28970695

3,0289707

1,92529721

Ejemplo(2):

y desviacion tipica 1,92 mediante un test no paramétrico.
En este caso podemos decir que X = LN(3,02 ;1,92)

Conocemos que los rendimientos monetarios ,en miles de euros, a largo plazo de los
futuros que maneja nuestra empresa se distribuyen como una Log-Normal de media 3 y
desviacion tipica 2. a)Calcular la probabilidad de que dichos rendimientos se sitden
entre 78 y 120 miles de euros.b) Hallar el valor esperado de los rendimientos
monetarios

Rendimientos monetarios = X

a)

P(78 < x <120) = P(

=p( .

4,356-3 4,787 -3
<t<

In78—

Jlnx

x= LN [3;2]

/ulnx <t <

]: P(0,678 <t <0,8937) =

F(0,8937) — F(0,678) = 0,814—0,751=0,063

b) el valor esperado vendra dado por



1
E [X] =pu, = e,uy+§0'y

X = LN(3;2)

1
E[x]=p, =€ 7 =e'=54,59

Distribucion de Pareto

La distribucién de Pareto (Vilfredo Pareto (1848-1923)), es una distribucion de
probabilidad biparamétrica que tiene como funcion de densidad:

Xa+1

24
X%
f(x):%{%J =% donde x>x, ; X, >0 ;a>0

siendo X, conocido como valor inicial y « es conocido como indice de pareto.

Su funcidn de distribucion viene dada por :
X, ).
F(X) :1—(—0] si X=X,
X

Su media vendra dada por:

Xaxg :
=u= ja %o siempre que « >1

a+l

La varianza sera :

2
ax,

(a—2)(a1)

var[x] = Sia>2

2

Si a <2 noexiste yaque:

x2ax a’X L .
E[ % |=u _j ad 02 y dicha integral no es convergente , siendo el

a+l

momento negatlvo si a <2 ,siendo imposible al ser par

La moda sera el valor inicial

La mediana vendra dada por



Xo ¢
0,5=P(x<M,) = F(Me):l—(M—]

o,szl_[&] %0,5:@]
Me Me

a

= XO
a
Me

MC{
=2 32X =MI & M, =x,2""

0,5 1
0,5 Xxg

graficamente su funcién de distribucion sera :

Pareto funcidn de distribucidn
o T valor inicial 1
ua 1 indice de pareto
i 1 — 30
0B i 1 4.0
i 1 — EDO
04 ]
02r ]
|:||:| I T N B B B
10 15 20 25 30 35 40

La distribucion de la renta parece adecuarse a una distribucion de Pareto en ciertas
situaciones . Es la conocida ley de Pareto o de 80/20.El 20% de la poblacion posee el
80% de la renta y el resto ( 80%) de la poblacion s6lo posee el 20% de la renta.
La distribucion de Pareto parece adecuada a aquellas circunstancias en las que quiera
establecerse relaciones entre grandes que son pocos y pequefios que son muchos. Casos
serian : Pocos grandes errores , muchos pequefios errores. Grandes errores en un disco
duro, pequefios errores . Grandes incendios, pequefios errores....Grandes accidentes

pequerios accidentes.

Distribucion de Pareto trasladada al origen (tipo I1).

Como se dijo anteriormente la distribucién de pareto tiene dos parametros:

X, conocido como valor inicial y « es conocido como indice de Pareto

en muchas ocasiones es conveniente que el valor inicial sea cero, lo que da lugar a la

distribucion de Pareto tipo II.



Consiste en modificar la variable Y que se distribuye como una distribucién de pareto
con parametros y,; o

de maneraque X =Y -y,

De manera que :

F(X) = P(X <X)=P(Y -y, <X) = P(Y gx_yo)zl_(Lj
X-i-y0

Distribucion de Burr

La distribucion de Burr se emplea habitualmente para estudiar las pérdidas que se
puedan ocasionar en carteras de seguros.

Se establece de la siguiente manera:
Sea X una variable aleatoria con distribucion de Pareto con parametros x, =1, «

Donde se lleva a cabo el cambio de variable: Z” = X para >0 tendremos por tanto:

Que Z =X/

F(2)=P(Z <2)=P(X" <2)=P(X < 2’) :1—%]&

para que el origen sea 0 ya que partimos de x, =1 hariamos la transformacion Y=Z-1(
Pareto tipo 1)

con lo que la la funcion de distribucion quedaria: F(Y) =1—(1 L

a
= | con parametros
+ty

alfa y beta mayores que cero:
habitualmente los parametros suelen denominarse:

a=k f=c conloque laexpresion de una distribucion de Burr (k, ¢) en su funcion
de distribucion quedaria como

F(x) :1—(1+ xc)_k

siendo su funcion de densidad: f (x) = KexS(1+ x¢) =+



los diversos momentos ordinarios vendran dados por la expresion general :

E[x]- kF(k—%)-F(%H)

r(k+1)

Distribucion de Cauchy

La denominada distribucion o modelo de Cauchy-Lorentz , es una distribucion continua
de aplicacion especial en la fisica y en el estudio de rendimientos de activos financieros
, asi como por relaciones con algunas distribuciones importantes. Tiene dos parametros

A;a 'y su campo de variacion [+o0;—0].

Su funcidn de densidad viene dada por

o i
A

Enel caso particulardeque 2=1 y a=0

La f(x) :(ljl 1 > que corresponde a la C(A=1a=0) conocida como Cauchy
7)1+ X
estandar.

Esta distribucion ( Cauchy estandar) es el cociente de dos distribuciones Normales de
media 0 y desviacion tipica sigma: N[0;c] .No siendo cierto el postulado inverso, es
decir que si una C[0,1] es el cociente de dos variables aleatorias esta no tienen por qué
distribuirse como normales N[0;c]

La Funcion Generatriz de Momentos viene dada por
a-t—/l‘t‘ . . . ., .
pt)=¢ que no es diferenciable en t=0 por lo que la distribucion no tiene
momentos respecto al origen lo que conlleva que no tiene media y varianza.

La funcion de distribucion viene dada por:

F(x) :larctan(x_gj+l
V4 A 2



La distribucion de Cauchy cumple el teorema de adicion para ambos parametros:

Z=X+X,+ X+ X,
Asi: siendo x, > C(4 ;)

z —)C(Zn:i, X Zn:ai)

Una distribucién C( 1; 0) coincide con una t de student con un grado de libertad

Si X—=>1, 4
B
F(x)= [H]E 1+%
) B 1]
2 si n=1

1 1

71+ X

= — C(L0)

2

Los parametros de la distribucion podrian contemplarse como :

o es el pardmetro de corrimiento que especifica la ubicacion del pico de la distribucion,
y A es el parametro de escala que especifica el ancho medio al maximo. Esto puede
comprobarse graficamente

Cauchy Funcién de densidad

|:|4 -_I T L | T T T 7 T T T T T T T T T T T 7 T I_-
03[ N
02 [ -

: ubicacidn , escala
01 1 — 0010

[ — 1020

I — 2030
I:II:I _I 1 1 1 1 1

70 50 30 -10%10 30 s0 7O



Distribucion de Laplace

Una variable sigue una distribucion de Laplace ,

x— L[4;a] para xe[—o,] sisufuncion de densidad es:

—Ax—a

f(x) :%e siendo 21>0y ae[-o,0] y A :é siendo S el parametro

de escala y alfa el de ubicacion ( mas adelante media) .

Tomando parametro S directamente la funcion de densidad quedaria como :

x=
1 -
f(x)=—e °
() =5

puede considerarse la composicion de dos exponenciales iguales de signo cambiado. De
ahi que en ocasiones se le denomine doble exponencial.

A nivel operativo la funcion de densidad quedaria:

Su funcién de distribucion vendra dada por:

Ee_[as_xj SI X<a
F(x)= u

1—%e_[ s ] Si X>«a

Media, mediana y moda coinciden siendo: «

La varianza de la distribucion x — L[A;a| para x e[—o, =]

En la que el pardmetro de escala es S siendo A :é

serd Var[x]=o’ = 2



La varianza de la distribucion x — L[S;a| para x e[—o, =]

En la que el pardmetro de escala es S, l6gicamente serd Var[x]=o* =2S°

Graficamente la funcién densidad sera:

Laplace funcién de densidad

1|:| -_I v M M ] M M v 1 M v M 1 v M M ] M M v I__
0er 7]
06 I 7]
0.4 B 1 ubicacidn o
| 1 media, escala 5

[ 11— 0010
0 [ 1 1020
I:II:I _I M L L 1 L L M 1 L M L 1 M L L 1 L L M I_

A0 30 -10 1.0 3.0 5.0

X

Distribucion logistica

La distribucion logistica es un modelo de probabilidad de caracter continuo se debe a
Pierre Verhulst (1845) . Esta distribucion aparece en el contexto de la regresion
logistica. Es de utilidad en los estudios de crecimiento de poblacién ,propagacion de
epidemias , difusion y venta de nuevos productos ,mortalidad de la poblacion , en
definitiva procesos de crecimiento en los que se produzca estado de saturacion.

La distribucidn logistica viene explicitada por dos parametros:

X — L(a; )

Su funcidn de densidad es: para —oo < X <o

f (X) :e—x—az
ﬂ£1+ e_ﬂ}

siendo su funcion de distribucion: para —oo < X <o



FOO =

—-a

l1+e 7

X—a

Si se lleva a cabo el cambio de variable y=

Obtendremos la distribucion Logistica estandarizada L(0,1) cuya funcidn de cuantia
-y

sera f(y) :e—z

(1+ e’y)

La representacion grafica de la funcion de distribucién de un modelo logistica para
varios valores seré:

Logistica funcion de distribucion
1|:| -_I LN AL AL LA R L B L L L N R L L L R AL L L L R L L L I__
0er 7]
06 7]
04 [ 5
I 1 media, desviacidn
il A 0010 —
0 [ ] 2030 ——
I ) 2060 2 ——
I:II:I _I PR ST W T TR T SN Y ST N SR T N T TR ST T NN ST ST SN S NN SN S T I_ !
420 70 20 30 &0 130 180
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Obsérvese en el grafico que a los parametros se les denomina , media y desviacion

En el caso de alfa podemos decir que es cierto dado que si :
x—Lla; p] E[xX|=pu=«a

en el caso de la desviacion es casi cierto y podria considerarse pues la varianza si:

2

x—L[a; A] Var[x]:%ﬂz

en otros aspectos podemos aportar que la distribucion logistica es simétrica , por lo que
su coeficiente de simetria es 0, ademas es leptocurtica pues su coeficiente de curtosis es
1,2. La funcion de densidad es parecida a la de la distribucion normal:



Logistica funcién de densidad

III.5_‘I 'IIHI""‘_

04 .

03 .

0zr 7]
I . media, desviacidn
L 1~ 0010

0.1 _ _ 2020

DD -_I o L n a ol . ool o L n a n |_-
-8.0 -4.0 0o 40 8.0 120

en el grafico anterior de la funcion de densidad puede constatarse que la distribucion
tiene de moda y mediana el valor del parametro alfa , es decir , la media

Distribucion de Gumbel, o valor extremo. Log-Weibull. GEV
La variable aleatoria esta definida para todo el eje real. Tiene dos parametros :

4 =moda, parametro de localizacion
o = parametro de escala.

La importancia de esta distribucion radica en que se ocupa de modelizar probalidades de
valores extremos, de ahi su nombre. Por ejemplo modelizar el méaximo de
indemnizaciones mensuales en base a las acontecidas como maximas en afios anteriores
de aflos anteriores. Es util , también, para predecir crecidas de rios , movimientos
sismicos..

Su funcidn de densidad viene dada por:

X—u
1 X=u |7¢°
f(x)y=—€ 9 e para X e [—oo;0]
O
su funcioén de distribucion es:
_X-u
F(x)=e® 7

la mediaes E[x]=u+yo siendo y =cte.de Euler — Mascheroni = 0,5772

la moda coincide con el parametro p



2

. T
en cuanto a su varianza es: Var[x]= ?02

existe la distribucion de Gumbel estandar , cuando =0y o =1
siendo su funcién de densidad y de distribucion :

fy=e%e®" y F(x)=e°Y

su representacion grafica sera:

funcidn de densidad

Gumbel

|:|4 -_I i LA DL L L T 1 v 11 [ 1t 171 T 1+ 1 7T |__
03[ N
02 r N

[ 1 moda, escala
01 r 1 0010

[ 1~ 1020

I 1 2030
I:II:I _I P [ T T [T T ST T S I " I_ '

-130 &80 50 -1.0 30 0 110
*

obsérvese como las curvas tienden al extremo superior

Distribucion Beta

Diremos que una variable aleatoria X con campo de variacion [0,1] sigue una
distribucion Beta ( de primera especie) de pardmetros o ,3 (positivos ambos)
cuando su funcion de densidad obezca a la expresion:

- x)#!

B, B)

Debido a que su campo de variacion es el compacto [0,1] la distribucion beta
se utiliza a menudo como modelo de distribucién de probabilidades o
proporciones. También se usa en la estimacion bayesiana de proporciones y
probabilidades como distribucién conjugada a una verosimilitud binomial. En
relacion con esto, aunque el resultado es independiente, es interesante hacer

X — Beta(a, ) f(xX)= xe[0,1]



ver que una distribucion Beta(1,1) coincide con una distribucion uniforme en
el intervalo [0,1],U([0,1]).

La representacion grafica para diversos valores de alfa y beta es:

2-6 L] ¥ | L | | | L | L | | |
24 funciones de densidad beta con
2.2

2
1.8
1.6
1.4
1.2

1

0.8
0.6
0.4
0.2

{] 1 L L 1 L 1 i
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

RRRRRK
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La media, varianza y moda de una distribucion de Beta son respectivamente:
& o o -1
= 3 .’Hl:l =
a+ g (a+ &r.(a+ §+1)

Ca+ g-2
Ya que:
Media , varianza y moda de una distribucion de Beta

Dada una variable X, que sigue una distribucién beta de pardmetros a y 3, su
media vendra dada por:

ﬂzE(I}Z-I[.If(.x}ﬁi}'.':jx'xm_l(l_x}ﬁ_lﬁ_ 1 x[m+1j—1 (I—I}’H_lci}'fz
0 0

1
B, p) _ﬁ(&%ﬁ}!

_fle+Lf) _Te+)IB) Te+f) e+l Te+h _ «
Bla.py  Tletl+f) Ta)l'(p) Ie) Te+tl+f) (e+p)

Por otro lado, la varianza vendra dada por :



ol =a, -ty o, =FE(x%)

1
@ = E(x*) =Jxﬂf(x:|.:fx - 5 !

_fla+2,8) T@+2I(g Ta+s _  ala+l)
A, 8) Ma+2+ 5 TMMa) (8 (a+fHiax+ 8+

1
B Jf“”H(l -x)V dr =

ala+1) oa a8
(@+ Bla+ 5+1) (a+ 8 (a+(a+tS+1)

=g, - -
La moda puede obtenerse maximizando la funcion de densidad: derivando su

denominador e igualando esta derivada a cero:

1
S, 8)

271 - 2 = max Wiz) = 271 - 2"

max f (x) =

N'()=0=(a-Dx"2(1-0*+ x* 1 (B-D1-0*2.(-1) =
=(@-Dx*2(1-x)* - (B-Dx* 1 -x)* 2 =0

Para valores de x distintos de cero y de 1 podemos dividir por X elevado a
(alfa-2) y por (1-x) elevado a (beta-2):

a-1

a+ g-2

(@-D1-0-(F-Dx=0 = (@-Dl-D=(8-Dx =x=

de modo que la moda acaba siendo :

a-1
o+ -2

ir a programa en CaEst .

https://www.uv.es/ceaces/scrips/tablas/tabetal.htm

Distribucion Beta (1,1)

Una distribucion beta(1,1) coincide con una uniforme en [0,1] ya que su
funcion de densidad degenera en la constante unidad:

A1

1= SLh= fix)= AL


https://www.uv.es/ceaces/scrips/tablas/tabetal.htm

Entre otras consecuencias interesantes este resultado permitird utilizar la
distrribucion uniforme como prior minimo-informativa en la estimacion
bayesiana de proporciones permitiendo obtener una distribucion posterior
Beta ( que es la conjugada a una verosimilitud binomial)

Funcion generatriz de probabilidad (FGP)

Sea una variable aleatoria discreta que toma valores en |N. la Funcidn generatriz de
probabilidades se define como:

G(z)= E[zszizX‘-P(xi)

Como propiedad fundamental de la FGP , se establece que derivada sucesivamente da
lugar a los diversos momentos de la distribucidn cuando z tiende a 1 de manera:

G®

x—1

(2) =E[x(x-1)(x—-2)...(x=k+1)] k=123.

asi:
G,.(2)=1 G, ,(z)=E[X] G,,,(z2) =E[x(x-1)]= E[xz]— E[x]

Otra aplicacion importante de la FGP consiste en :
Si X e Y son variables independientes discretas con funciones generatrices de
probabilidad G, (z) y G,(z) respectivamente , entonces la funcion generatriz de

probabilidades de la suma de ambas variables X+ Y es:

Gx+y (Z) = Gx (Z)'Gy (Z)
esta propiedad es generalizable para n variables discretas independientes:
X, Xy s Xgeee: X

con FGP G, (2),G, (2),G, (2).......G, (z) respectivamente
la FGP de la suma vendra dada por:

G, iy i1, (1) =Gy (2) G, (2) G, (2) -G, (2)
Funcion generatriz de probabilidad del Modelo de Poisson.

e A
X!

Sea x — ¢(A) portanto P(x)=

0 N _i.ﬂxi B © "lxi
G(z):E[zszgaz'-e ! :eiZ-Z =

Xi x=0 Xil
(22) (22 (22)
e 14 n n n _e—/l_eu:el(z—l)
2! 3!
< 1 ez
yaque e =1+E+Z+..,,

si la FGP de una Poisson es la anterior



podemos calcular sus momentos:

esevidente que G, ,(z)=e"*" =1

7>l

G (2)=21e""Y 5 G, (z) =21 = 1 =E[x]

G (2)=A"¢""Y 56, ,(2)=2"¢"" =" =E[ X" |- E[x]
de donde

A% = EI:XZ:'—E[X]—) E[xz] =1+
siendo la varianza :

o*=E[x*]-(E[x]) =2*+1-27 =2
como ya era conocido

Funcion generatriz de probabilidad del modelo de binomial.

Sea x — B(n, p) luego P(x):(:j p*q"*

G(Z) = EI:ZX] = izx‘ 'P(Xi) = iZXi (2. )_pxiqn—xi

desarrollando el binomio de newton obtendriamos
G(2)0=(pz+q)" como FGP de la distribucién binomial

es evidente que G, ,,(z)=(pl+q)" =1 pues p+q=1

G (2)=n(pz+a)""(p) =G, , (z) =n(pl+q)"*p=np=E[X]
G (2)=np:(n-1)(pz+0)"*p—>G,_, =(n"p-np)p =

=n’p’—np? =E| x* |-E[x] > E[ x* |=n’p’ —np’ +np
luego la varianza seria:

o’ = E[xz}—(E[x])2 =n’p? —np® +np-n?p? =np-np® =np(l— p) = npq
como ya sabiamos

Distribuciones compuestas : Binomial-Poisson

Si tenemos una variable aleatoria X que se distribuye como una binomial

X — B(n, p) donde n, el nimero de pruebas, es también aleatorio y se distribuye como
un modelo de Poisson



n— p(1)
estaremos ante un modelo compuesto donde la binomial es la distribucion principal
mientras que la distribucion de Poisson es la secundaria.

La probabilidad para un determinado valor(k) de x vendra condicionada por el valor(m)
gue tome n que es aleatorio.

Asi:

donde :
e—/lﬂ’m

P(n=m)= m=0,1,2,3,... Yy

P(x=k)= (E] p'g”*

dado que no conocemos el valor de n este tomara un valor cualquiera m asi

P(x=k) = Z( j g £A"

m!

k
k mkﬂ'm

% k mkﬁvm 2K _
° Zk'(m ok Zkl(m of & T T

m=k

-1 A mkim—k -1 y) )
e (p)z(m k).—e (p)z(q)

k! ki =

_e i (pA)" o _ e (PA)"
k! k!

la Binomial compuesta de Poisson ( la Binomial cuyo parametro n viene dado por una
Poisson) .
Tendréa de funcion de cuantia la de una distribucion de Poisson de parametro Ap.

Ejemplo: La proporcion de clientes que compra al dia en una tienda es del 25% de los
que entran . Por término medio entran 10 clientes al dia. Calcular la probabilidad de que
compren dos clientes en un dia.

X= numero de clientes compran de los que entran

x — B(n;0,25) donde n es desconocido y depende de un modelo de Poisson

n— (4 =10)

P(x=k=2)= =0,146

e ™(pA)¢ e*4* 0,018316
k! 21 2
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