SR s ENA%IEECIAS
POSTGRAU ACTUARIALES
Y FINANCIERAS

Vida residual conjunta T, |,

Tiempo permanecera el grupo hasta la disolucidn, es una variable aleatoria.
relacionada con la vida residual de cada individuo

T(x,y)= min (T(x),T(y)) o bien param : T(x,X2,....Xm )= min (T(x;),T(x2),... T(Xw))

manera que si la vida residual del individuo de edad X es 20, y la del
individuo de edad Y es 40, légicamente la vida residual conjunta sera el
minimo de los dos, es decir, 20.. Vida residual conjunta, T .y =T(x,y)=20

T,, como tal variable aleatoria tendra valores X e Y conocidos, edades. Y

en base a t, tiempo. Por tanto su funcién de distribucion sera:



Su funcidén de distribucion sera :

FT.(I):P(TX},ﬂt):fquzl_rp@ o bien

F, (1)=P(T, <t)=P((min(T(x),7())) < 1) =
=1-P((min(7(x).7(»)))>1)=1- Sy, (1)

Donde Sr (f) Esla funcion de supervivencia asociada al minimo de las T

=== Hallar la probabilidad de que la vida residual conjunta de una pareja
de 30y 40 afios sea inferior a 30 afios. Sabiendo que ;,p5,=0,87 y 5,p,,=0,84



tP =3P 30:0’87 tP x= 3P 4020,84

F Tio.30 (30) = 59 2030=1" 3P 4030=1- (30 Pag a0 Pap) =1-0,7308=0,2692

Desarrollando en base a probabilidad de la unién de sucesos
F, ()=P(T, <t)= P((min(7(x),7(»)))<t)=P((T(x) <)V (T(y)<1))=
= P(T(x) <)+ P(T(») <t)- P((T(x) <) n(T(y) <1)) =
=49, *.9,~ 9
FTxy(t)= Uy — 99y~ 95
===>  Sjl(x)=100-x para 0<x<100

Calcular la probabilidad de que la vida residual conjunta sea
inferior a 30 para un grupo de dos personas una de 40 afos y la otra de 50



Jx+)_200-(x+)

P () 100-x 100X

D e |(x +1) :100—(X+t) :1—§:1—0,6:0,4
() 100-x 50

D e |(Xx +1) :100—(X+t) :1_@:1_01520’5

() 100 -x 60

30 P 40,50 — 30 Pao30P 5= 0,50,4=0,2

F T50,40(t =30) = 30{ 40,50:1_ P05 P 5=1-0,2=0,8

Otras formas 1




tUy = U T ¢ly =Yy

08 = a0io + 0o — s0lgggp = (1= 0.8) + (1-0,4) = o
extincion g =1-(noextincion) =1-, p,.

30 Pa555 = 30 Pao + 30 Pso — 30 Pao 30 Pso =0,5+0,4-0,2=0,7

3055 =1~ 30 Py =1-0,7=0,3

Fno,so(t =30) = 3040 + 30050 ~ 30555 = (1 —0,9) +(1-0,4)-0,3=
F. (t=30)=08

Funcion de densidad de |a vida residual conjunta
derivando FTXV(t)

1 0= F, 0=2(1=,p,) = (1= ,pp,) = =2 ,p.p,) =

d d,p,
_fr (1)=- [ P P, T J 'rpx]

dt dt



Como en base a tanto instantaneo de mortalidad » =— p.M(x+1)
d,p
;ﬁ ~=— p, 1(y+1)

fTJ}'(I):((’px"p}"ﬂ(y-l-r))+(rp}r'rpx*#(x+f))):
fr ()=, py (u(x+0)+p(y+1))

Conocemos que el tanto instantaneo de mortalidad conjunto
es igual a la suma de los tantos instantaneos individuales

x+t,y+t)=pu(x+t)+ u(y+t)

a)Establecer la funcidn de probabilidad de supervivencia conjunta
para un individuos de 40 y otro 50, en base a ella volver a hallar la probabilidad de que
vida residual conjunta sea inferior a 10 afios, con Si I(x)=100-x para 0<x<100




5 _I(x+t)_100—(x+t)_1_ t
T (x) 100 — x 100 — x
t ot t gt

. —1— —1_
100 — 40 6Otp5° 100 —50 50

p PaeP ( _L}(l_Lj_l_ 55" 005"
t M 4050~ t o't M 50 60 50 60 50 3000

110t t° : 3300 900

—1— + sl t=30—>
3000 3000 a0 P ans0= 73000 3000

=1-11+0,3=0,2 = q 4p=1— P 1p5o=1-0,2=08=F, _(t=30)

tpmzl—




Tanto instantaneo conjunto en funcion de la probabilidad de supervivencia conjunta

Como: ,p,, =1-F (1),

Derivando:
d d
—(py)==(1-F 0)=-1,
Y por lo tanto:
d Py
1 t
#('x}y)_ (I—FTI}(I)) fT ( ) _ Ipxy

b) En base a la funcidn de supervivencia conjunta para individuos de 40 y 50 afos,
de antes, calcular el tanto instantaneo para t=30




0 =1 1ot t°
t 40,50 3000 3000
d5 L uoa
u(40,50)— 4t "* " 3000 3000" __ 110-2t
(Prg 3000 110t t*  3000-110t+t
3000 3000 3000
110-60 50

30003300+ 900 600

sit=30 u(40+t,50+t)= =0,08333= (40 +1t) + (50 +1)

c) Comprobar que parat =30
H(X+E,y+1)=pu(x+1)+ u(y+1)

recordemos que I(x)=100-x 0<x<100




1(x) 1

X)=— =— = —> para un incremento de t
A =10 = To0-x 100-x P
1 , 1 1
X+1t)=— asi 40+t) = =
HHD) = 10 e g & HA0H ) = T T T B0t

1
50+t) = =
A0+ =00 50t 50t
1(40+1,50+t) = p(40+t) + u(50+t) sit=30
1 1 1 1

+ =—+—=0,08333
60-t 50-t 30 20

conjunta

1(40+1,50+1t) =



Tanto instantaneo y probabilidad de disolucién en funcién de la funcidon de cohorte

Como:
i[l(x+t y+r)]
_dt ’
I(x,y)

, derivando:
Py I(x,y) Y dt

:Z(x+t,y+t) i( p )
t F xy

Sustituyendo probabilidad de supervivencia conjunta y su derivada en la expresion del
tanto instantaneo:

y di[l(x+t,y+t)]
= p. L Z —[l(x+1,y+1)]
,u(x y):_dt o — (xay) :_dt
) r l(x+t,y+1) [(x+t,y+1)
I(x,y)

Notese que como, por otro lado, la funcion de distribucion de la vida residual
conjunta no es otra cosa que la probabilidad de disolucion, tenderemos que ésta también
podra expresarse en funcion del tanto instantaneo como:

Ay =F (n)= J‘f%_ (1)dt :I Py H(x+1,y+1)dt <:
0 0




d) En base a la expresion anterior calcular la probabilidad de que
la vida residual conjunta sea inferior a 30 afios ( otra vez)




. _I(x+t)_100—(x+t)_1_ t
O (x) 100 — X 100 — X
Recordemos . . .
ue antes X+t)=——— asi u(40+t) = =
a A =TTy & #A0 ) = e T T s0
1 1
HO0+Y) =00 50—t ~ 50—t

30
F Twso (t=30)= .0 45= _[ ¢ Pag 5o (£4(40 +1) + (50 + t)dt =
Tt t 1 1

= 40+t)+ u(B0+t)dt=||1-— |{1- + dt =
j ¢ Pagy P (44( )+ u( ) '([( 60)( 50)(60—'[ So_tj
30 30

:I(l_ij_(l_tJ 50-t+60—-t | 1 I 50-t+60-t |
)\" 60)" 50)( (60-t)(50-t)) 60501

1

60—t)-(50—t)£(60_t)_(50_t) dt =
1 2 30
j (50—t + 60— t)dt—S— j (110 - 2t)dt—m|:110t—t l = 0552400=0.8

6050



Vida residual conjunta hasta la extincion

T(Js:, y)
Variable aleatoria = tiempo resta hasta la extincién del grupo
I
I— = maX(T(x)_j T(y)) Maximo de los tiempos hasta el fallecimiento
" De los individuos, X, y, z......
_ Si x fallece dentro de 3 afios e y dentro de 7
I +T, =T(x)+T(y)

T(x)=3 y T(y)=7 ; tiempo hasta disolucion sera 3,
Hasta la extincion 7.
Lo que sirve sumando sirve multiplicando, l6gicamente

Funcion de distribucion

Probabilidad de que la extincidn se produzca

F. (=P <t)= q9-= 4,9, | antes det

Probabilidad de que la vida residual conjunta
hasta la extincidn sea menor que t




Conociendo que I(x)=100-x 0<x<100 , dos individuos de 40 y 50 afios,
probabilidad de que el grupo se extinga antes de 30 afios




IO_I(x+t)_100—(x+t)_1_ t
U I(x) 100« 100 - X

_I(x+t):100—(x+t) 30

= -1-22-1-06=0.4
0 P s 1(x) 100 — X 50
- I(x+1t) _100—(x+1) =1—§:1—o,5=o,5
1(x) 100 — x 60

0P 5=04—,0:,=1-0,4=0,6
30 p 40: 0,5—) 30q 4021—0,520,5

Fx—y(t) = tq7y =tdxtq y= 30U 40300 50=0,3= Fm(so)



Funcién de densidad del tiempo hasta la extincién o
vida residual hasta la extincidn

Derivando la funcion de distribucion  F)._ (1) = P(T- <t) = A5 = 1914,

d d

d d
y=—"F_)=—,9..9,)= 9. —
fr)=—F (0)=—-(,4,.9,) = 4.~ 4, +

dt -"dr’q B

d d
= q.—(-,p)+,q,—(0-,p)=
Iqx df( rp_p) :q}- df( rp:x)

= Je 0= .9,. P, HY+D+,q,. P H(x+1)



Esperanza de vida conjunta hasta la disolucion

Es la esperanza de la variable vida residual hasta la disolucién, tiempo medio tarda
en disolverse, tiempo tardara por término medio en fallecer el primero

Recordemos que en términos generales E[x]= j- X- f (x)dx

En nuestro caso e, =E|T,]= II‘qu-(I)dt = jt. Dy H(x+1,y+1)dt
0 0
oo = Infinito actuarial- max(x,y..)

Il(x+t,y+t) dt
0

O bien en base a cantidad de vida y cohorte e =

? I(x,y)

Conociendo que I(x)=100-x 0<x<100 , dos individuos de 40 y 50 afos,
Hallar la esperanza de vida hasta la disolucion




| ) _lx+t) 200 (x+t) ¢
Recordemos t M x 1(x) 100 — X 100 — X
que antes
1 , 1 1
X+t)=— asi 40+1t) = =
p(x+1) 100 — x —t A ) 100-40-t 60—t
1(50+t) L &

T100-50—t 50—t
100—(max(x,y)

640,50 - I t.; Pagso (£4(40+1) + (50 +t)dt =

0

50 50 t t 1 1
= |t : 40+t)+ u(B0+t)dt= | t{1—— |1 1- + dt =
! Paot Pso (14(40+1) + (50 +1) j[ 60}[ 50)(604 SO_J

50 50
=jt.(1—ij-(1— t j 50—t +60—t dt:ijt.(eso_t)-(so_t) 50-t+60—t | . _
) 60 50 )| (60 —t){(50 1) 6050 9 (60—t)(50-t)
l 50 1 50 1 50
—— j(50—t +60—t)dt =—jt.(110—2t)dt =—j(110t—2t2)dt =
) 3000 3000 1

6050
— 2 3 — 50
1 110t 2t 1 1
— = —[137500 —83333, 3] =——54166,66 =18,055
3000 2 3 3000 3000

- -0




Esperanza de vida conjunta abreviada

Z!(x+f+l,y+:’+l)
i=]

-
€ = :prxf
t=

I(x,y)

Esperanza de vida conjunta completa



Esperanza de vida conjunta hasta la extincion

Es la esperanza de la variable vida residual hasta la extincion, tiempo medio tarda
en extinguirse, tiempo se tardara por término medio en fallecer todos

Recordemos que en términos generales E[X] — J‘ X f (x)dx

En nuestro caso _
e = E[T.]=[t.f, ()t = [t.q,.,p,p(y+0)dt+ [ 1.q,.,p.p(x+1)dt
0 ' 0 0

O bien

e

L, p,-p(y+t)dt— fffpl P H(y+t)dt+

C!l'———.h

"'j% p. H(x+ t)dt—jt.fp},.;px.y(x-l-r)dt =
0 0

=e te —e_

Lo que nos lleva a : po X



Conociendo que I(x)=100-x 0<x<100 , dos individuos de 40 y 50 afnos,
Hallar la esperanza de vida hasta la disolucion

Ya hemos calculado antes

100—(max(x,y)

640,50 - _[ L. Puoso(12(40+1) + (50 +t)dt =

0

50 50 t t 1 1
= jt- Paot Peo (££(40 +1) + 1£(50 + t)dt = jt-(l—&j-(l— j( + jdt =
0 0

50 /\60-t 50—t

(o5 o) oo - -1 oo

o Oj(5o t+60— t)dt——_[t(llO 2t)dt—3—j(110t—2t )dt =

— 50

1 110t 2t 1
— =——54166,66 =18,05
3000 2 3 3000

jdt



100—(max(x,y)

540,50 = f t., Pao so-(44(40 +t) + (50 + t)dt =18,05

0

60 60 ’[ .
€~ _(‘;{' ¢ Py~ (40 +t)dt = !t'(l— 60}(60—'[)(:“: =

60

- -
60 t

‘J (60 tj( jdt:i w1 | - | 1800

60—t 60 + 60 ’) 60

0

50 0 , .
€50~ ,([{'  Pso (50 +1)dt = Z‘;t'(l— 50}(50—’[}:“ =

[ — 50

2

>0 50 t
T (50 tj( jdt:i o 1| L | _1250
50—t 50 < 50 2 50

0
— o

ew’50 = e4o + eso — e40’50 =30+25 —18,05 = 36,95

=30

=25



Podemos, también, escribir la esperanza de vida hasta la extincion en funcion de las
probabilidades de supervivencia temporal como:

e, = T XL e, = T Pt e, = Dj Pyl

de formaque: e =e +e,—¢, = _[(,px +t.P, —,P@)dt:jrpg dt
0 0

Las correspondientes esperanza de vidas hasta la extincion abreviada y completa
quedaran como:

o0 0 0 1 1 1 i
€y =€xt+ey—E€xy =—+¢ +—+€——— ,:_+ Py Lo
v e T AT TG Ty T Ty T Ly

a)Comprobemos con esperanza de vida para una persona de 40 ainos
b)Comprobemos con esperanza de vida conjunta hasta disolucién
de una pareja de 40 y 50 anos




o _ 60 60 t 1% 1 B t2 1%
ex:.“t pxdt :e4o: .[ t p4odt — _([1_ 60dt = 60!(60_t)dt :% 601:—? =30

0 0

_ 50 50 110t 2 ) 110t2 t3 1
= = | Py godt =] (- + Jdt=| {— +
€.y~ ean”] | 3000 * 000 23000 33000

0

o’ ¢ |
e {t_ _|_ } =50 - 275000 + 125000 = 50 — 45,833 + 13,888 — 18, 05

6000 6000

¢#

6000 9000
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