Programa

Leccion 16

Teoria del potencial en electrostatica

16.1 Introduccién

16.2 El problema electrostatico. Unicidad de la solucion.

16.3 La solucion formal, mediante la funcion de Green, del problema
electrostatico con condiciones de contorno.

16.4 El método de las imagenes.
16.5 El método de separacion de variables.

V. Mufioz Sanjosé

Electromagnetismo

Curso 2003-2004




Bibliografia

Leccion 16
Teoria del potencial en electrostatica

Benito (Problemas) Lecciones 4y5
Griffiths Leccion 3
Pomer Leccion 15
Reitz-Milford-Christy Leccion 3

V. Mufioz Sanjosé Electromagnetismo Curso 2003-2004




A
=

Eﬁﬁ Teoria del potencial en electrostatica
w

$ El problema electrostatico. Unicidad de la solucion
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P U El problema electrostatico. Unicidad de la solucion
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%&‘ Teoria del potencial en electrostatica
“® ¥ Lasolucion formal, mediante la funcion de Green,
del problema electrostatico con condiciones de contorno

Lo (F)=/(7) V2 G(F,F)=8(F-F

G(r,7')=~ 1R+F(17',17") V2F(7,7)=0

¢(,7):_1IG(;—;,;—»")p(f')dv#ﬂd) aG, -G 84),} ds
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*“ La solucion formal, mediante la funcién de Green,
del problema electrostatico con condiciones de contorno
J-aG(I’,,» )dS':l LG(F’?):l si F'eS
n' on' S
S
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Teoria del potencial en electrostatica

R rEe

El método de las imagenes
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Teoria del potencial en electrostatica

El método de las imagenes

Una carga puntual enfrente de un plano conductor a potencial cero

(x, ¥, 2)

1 1
o(rz)=, -
4m € x/r2+(z—a’)2 x/r2+(z+d)2
r2:x2+y2
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Teoria del potencial en electrostatica

El método de las imagenes

qd

82]220 21 (r2 +d2)%

G(r,7') ! { ! - !

T 4n \/(x—x')2+(y—y')2+(z+z')2 \/(x—x')2+(y—y')2+(z—z')2
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Teoria del potencial en electrostatica

El método de las imagenes

Una carga puntual en presencia de una esfera conductora a potencial cero

1 q q’
(I)(r,z): +
4m o | r2 1 d? —2drcos®  r?+d? —2drcos®

r=a e = O 2 a a
d'=% ¢=-"1 R(d0)="R(a.d0)
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Teoria del potencial en electrostatica

El método de las imagenes

Una carga puntual en presencia de una esfera
conductora a potencial @,

Tendremos que afadir una carga puntual en el centro de la esfera
q, =4TR £, 9,

Si el conductor permanece aislado, con o sin carga, tendremos que
afiadir una carga puntual en el centro para la conservacion de la carga
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Teoria del potencial en electrostatica

El método de las imagenes.

Una carga puntual situada en un dieléctrico €, que esta en contacto
con otro dieléctrico €, La superficie de contacto es plana

4,(z=0)=0,(z=0) (&"j (%J

oz 0z

¢1(’”»Z): : 1 - &
su \/I’2+(Z—d)2 x/r2+(z+d)2 rr=x+y’

1 q, € —¢€ 2¢
| 2 _ 2
¢2(r,z)=4 2 2 | DT, T e
T ey | 2+ (z—d) 1T 1 e
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Eg% Teoria del potencial en electrostatica

El método de separacion de variables
Coordenadas cartesianas

v _o_ 00 T 0%

ox* oy* oz’
X” Y” Z”
¢ (x,»,2)=X ()Y (»)Z(2) +—t+—=0
( ) X Y Z
Xﬂ Yﬂ Zﬂ
=—kl ;—=-k; ; =k32 =k’ +k;
X Y V4
X = A, coskx+ A,senkx
Y = B, cosk,y + B,senk,y
Z = Cchkyz + Cysh kyz
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Teoria del potencial en electrostatica

El método de separacion de variables
Coordenadas cartesianas

Planteamiento mas general

Y” Z!l
k12 ;7:k22 ;7:k32:k12_k22

Las constantes de separacion han de cumplir k2= k,2* k52
y seran reales o imaginarias dependiendo de las
condiciones de contorno

X =4 coskx+ A,senkx Y = Bchk,y+ B,shk,y Z =C\chkyz+C,sh k;z
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Teoria del potencial en electrostatica

El método de separacion de variables
Coordenadas cartesianas
Ejemplo: Paralelepipedo con tres lados a potencial cero y uno a potencial V

Funcion trigonométrica

vV ‘ Hay ceros repetidos en el gje x:
|

No hay ceros repetidos en el eje y:

y Funcién hiperbdlica
b ) ¢ = (A coskx + Bsenkx)Cehky + Dshky)

Condiciones de contorno

s x=0 @=0 Oy O A=0
x=a @=0 Oy 0O BsenkaF(y)=00 ka=nmt Ok= n1va
y=0 ¢=0 Ox O C=0

b =(B senkx)(D Shky) = B' senkx shky
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Teoria del potencial en electrostatica

El método de separacion de variables
Coordenadas cartesianas

y=b @=V 0Ox [OV=B’senkxshkb i nmy nTX
Como k= n1v/a la solucion completa ¢ = ZB,, sh| — |sen| ——
sera superposicion a a

V= ZB sh( e jsen(@)

a a
Multiplicando por sen ntix/a e - NI nnb 1
integrando entre O y a... V.[ Sen(— dx =B, sh —a
0 a a 2
2V
B, = sen|"Tt / = (1-cosnm )
ashinn/i ash‘”néi
; B = v si n es impar
B =0 si n es par " _‘(—)a T nn% p
a
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Teoria del potencial en electrostatica

El método de separacion de variables
Coordenadas cilindricas

2 2
Vo-0-L2(,2). 108 2
ror\ or) r-op° 0oz

Simetria axial con invarianza longitudinal (solo depende de r)

Phe0-12(,2)

ror\ or
o =k Inr+k,
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,f% Teoria del potencial en electrostatica

El método de separacidn de variables
Coordenadas cilindricas
Invarianza longitudinal (solo depende de ry ¢)

2
V2 =0 :li(ﬂj+iﬂ ¢ = P(r)Q0)
ror\_ or) r*og’
14 !/ 4 4 !/ Q” _ 2
r2P +r£=Q r2P +r£=n2 5__71
P P O P P
Q((p): A4, cosnp + A,sen ne P(r) =Cr"+C,r™"

o(r,0)= i (Clnr” +C,,r™" XAM cosng + A, senno)

1

Si r=0 estaenlazona—C, =0

Si r=0 noestaenlazona— C,, =0
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Teoria del potencial en electrostatica

E =
WP e , g .
El método de separacion de variables

Vip=0=——|r—
¢ ror\_ or) r’*op> 0z’
RI! lR! Zﬂ

- =

R rR Z

Coordenadas cilindricas

Simetria axial (solo depende de ry z)

! a( 8¢j+L52¢ L2 9 =R(ZE)

Tenemos dos posibilidades
A .
7:T2 = Z(z) = AchTz + A,sh1z haciendo Tr =V

2
R 1dR
d —d—+ R =0 Ecuacion diferencial tipo Bessel conn=0

dv: v dv

R=BJ,v)+B,N,(v) Si r=0 estaenlazona— B, =0

Curso 2003-2004
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Teoria del potencial en electrostatica

El método de separacion de variables
Coordenadas cilindricas

No (v)
05~ N, (v)
Ny (v)

J2 (v)

o

Funcién de Bessel de 12 especie

V. Mufioz Sanjosé

Lf 1 AN L/
2 ¢ 6 3 = 7
I\ 1\ | L X1 L\ |
2 4 6 ) 10 2
05}

~L0

Funcién de Bessel de 22 especie
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P &
El método de separacion de variables
Coordenadas cilindricas
Z” 5
2.- =-T"= Z(z)= A cosTz+ A,senTz

R=B.J,(jTr)+ B,N,(jTr)
J,(jv)=1 (v) fun.de Bessel modificada Al »

N, (jv)=K,(v) fun.de Bessel mod.de 2°esp. Mo

R=BI,(Tr)+ B,K,(Tr) I

Si r =0 esta incluido = B, =0
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Z O Teoria del potencial en electrostatica

El método de separacion de variables
Coordenadas cilindricas

Asimetria total

) 1o ap) 1 8% &
v¢:0:;§(ra_?j+r_za@(l)2+87i) (I)ZR(I")F(([))Z(Z)

Z(z)=EchTz+ FshTz
F(@)=C, cos(np)+ D, sen(ng)

R(r)=A4,J, (Tr)+B, N (Tr)
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b Teoria del potencial en electrostatica

El método de separacion de variables

N

Coordenadas cilindricas

Asimetria total(otra posibilidad)

, 1o( 8p) 1% &
\Y (I) :Oz;g(ra—?j'i‘r_Za(P(bz +87(|2) d) :R(F)F((P)Z(Z)

Z(z)=E cosTz+ FsenTz
F(p)=C, cos(np)+ D, sen(no)
R(r)=A4,1 (Tr)+ B, K (Tr)
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Teoria del potencial en electrostatica

El método de separacion de variables
Coordenadas cilindricas

o(r,p)= i (Clnr” +C,, r" XAM cosnQ + A, senno)
1

Condiciones de contorno
El eje dentro C,,=0
La funcion no cambia de signopara0 1 ym 2Tm. A, =0

0(r.0)=3(C,r" Y dyysenno)

”Senn(p) O<p<m —V:i(/lna"senn(p) T <Q<2n

1
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Eg Teotadslnotaneial.en electrostatica
WP O . . :
El método de separacion de variables
Coordenadas cilindricas
2n 1
IV senn® dp = (Ana” —275)
) 2
b 2n
a1
Vjsennw do —Vjsenn(p do :(Ana E2fcj
0 b
Sines par = A, =0 Si nes impar = A, = 4V’1
nma
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Teoria del potencial en electrostatica

El método de separacién de variables
Coordenadas esféricas

vpmo-d L0 L L D00, 108

r* or or ) r* send 60 00 ) r’sen® o¢’

Simetria azimutal o#H(d)

¢ =R(r)©0)
rZR +2r£:— © +Lg rzR +2r£:n(n+1)
R ® 120 6 R
n —(n+ ®” 1 ®'
R(r):Alr + A, {@ +tg—96}=—n(n+l)
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Teoria del potencial en electrostatica

El método de separacién de variables
Coordenadas esféricas

cosO =x
0’0 00
(1—x2)6x2 —2x o +n(n+1)®:O

©=CF, (x)+ G0, (x)

Condiciones de contorno

Si el origen esta en la region de interes  A,=0

Si los puntos 6=0, 8=1t estan en la region de estudio C, =0
Ya que las funcion Q, contiene terminos In(1+x/1-x) (x=cos 8)

V. Mufioz Sanjosé Electromagnetismo Curso 2003-2004
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B Teoria del potencial en electrostatica
24 w,\‘; , v .
El método de separacion de variables
Coordenadas esféricas
Caso general
¢ =R(r)'¥(0)00)
r2£+2r£+ o, 19 sen’® .
R © 120 6O b4
LIJII 5
X7 =-m ‘P((p ) = 4, cosm@ + A,senm@
r? 1; + 2r1§2 =—n(n+1) R(r)=Byr" +B,r "
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Teoria del potencial en electrostatica

El método de separacién de variables
Coordenadas esféricas

" i 2
9+L9+ n(n+1)— m2 =0 cosO =x
® 120 6 sen®
O+ o+ n(n+1)- " oo © = AP" (x)+ BO"
tge Sen29 - n (x)+ Qn (x)
dm (1_x2)m/2 dm
P"(x)=(1-x")"?*="—P (x)= x> —=1)"
y (x)=(1-x") o » (%) o dx’"( )
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Teoria del potencial en electrostatica

Calculo del potencial en el interior de una esfera cuya
superficie esta a potencial V

Condicién de contorno @(r=a)=f(0) b = Ar"P" (cos0)
El problema no depende de ¢

El punto r=0 esta en la region de interés d(r=a)=f0)
Los puntos 6 =0 y 8 =mestan contenidos

f©O)=Aa"P, (cos0)

- ZAnr"Pn(cose) f®)=> A4,a"P,(cosb) =

=>"C,P,(cosb)

1
j £©)P,(cos )d(cosd )= jc P,P,d(cos0)= [ C,Prd(cos0)=C, 2
n 3 2m +1

s jf(@ )P, (cosO )d(cose ) ¢ = Z( Uf(@ )P, (cos0 )d(coso )J(;jnl’n(cose )J

f©)=cte 7©)= ksen2%

V. Mufioz Sanjosé Electromagnetismo Curso 2003-2004
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Teoria del potencial en electrostatica

El método de separacion de variables
Coordenadas esféricas

R(7)

$(r0,0) == —=00)()

dzR_n(n+1)

dr? P2

2
[(l—uz);{@J+{n(n+l)— " 2}@:0

u

R=0

d*d

5 +m>d=0
do
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Teoria del potencial en electrostatica

El método de separacion de variables
Coordenadas esféricas

R(ry=A,r"" +B, r™"

2n+1(n—m)!

400+ )] e™® P (cos)

Yn,m(e,cp):\/

B

¢ (r,0,0) :i Zn: (An’mr” +

n=0 m=—n

41 } Yn,m (ea(P)

r

rn

o (r,0)= i[Anr" + B_’zl jpn (co$)
n=0

V. Mufioz Sanjosé Electromagnetismo Curso 2003-2004
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Teoria del potencial en electrostatica

El método de separacion de variables
Coordenadas esféricas

2
0(z)= 1 = 1 147 +[Z<j 4o

dneglz—z'  dmegz, z

¢(I’,9)=i(Anr”)pn(co£) —)ezoi(AnZn) B, q Z%
n=0 n=0

4re

By ) 4,=— 1
an (CO£) _)920 Z(;(ZH_HJ 4WSOZ%+1

Bn
rn+1

0 <r,e)=i(
n=0
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Teoria del potencial en electrostatica

El método de separacion de variables
Coordenadas esféricas

9 __ 4 [r< ]Pn(coﬁ)
0

dne R  4me n+l
0 0 e

>
n

+1

]Pn (cosy) cosy =cos0 cosO '+ send send'cos(p —¢")

4 3 .
P,(cosp)—— > Y, . ©0,0)Y,,0" 0’
4 ( @)2n+1m§ o ©,0)Y,,0,0"

4ﬁfi (o JYn,m(e,cp>Y:,m<e',cp')

] 2n+1k,/>”+1
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