Leccion 7.
Fibrado tangente.

Estudiar: 1-8

7.1.— Construccion del fibrado tangente

1. Sea X una variedad diferenciable n-dimensional. Consideremos el con-
junto T'(X) = __ Tu(X).
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2. (prop.) Es posible dotar a T(X) de la estructura de variedad diferenciable
2n-dimensional.

3. (demo.) Sea 7 : T(X) — X la aplicacion suprayectiva tal que w(v) = a,
para todo v € T,(X), es decir, m aplica a cada vector tangente a X en a el
punto a en el cual es tangente. Sea (U;, &;)icr €l atlas de X. Construimos
un atlas {(U;, ¢;} de T(X) como sigue:

(a) U; := 7~ Y(U,); es evidente que U.., U; = T(X).

(b) La aplicacion ¢; : U; — R2" se define como

¢G:U, — &(U)xR"CR>™
v (&), &8 (a); (dal v), - (dakf )

es decir, las n primeras coordenadas de (;(v) € R®" vienen dadas
por las coordenadas del punto a € X dadas por la carta (U;, &) ie.,
{¢}(a) }1<<n; mientras que las siguientes n coordenadas son las com-
ponentes de v en la base {(8/9¢)),}1<j<n, es decir, las n cantidades

{(da€, v) H<j<n.

4. Probemos que (; es inyectiva. Sean u,v € ﬁi. Si se tiene que (;(u) =
¢i(v), la igualdad de las primeras n coordenadas de esas imagenes nos
indica que &;(m(u)) = &(mw(v)), por lo que w(u) = w(v) y los vectores
pertenecen al mismo espacio tangente a X, digamos T, (X). La igualdad
de las ultimas n coordenadas indica que tienen las mismas componentes
en la base {(0/9¢])s}1<j<n, de donde concluimos que u = v, ie., (; es
inyectiva.

5. Probemos que (; es suprayectiva. Sean (al,...,a";b', ..., b") € &(U;) x
R", yseaa = f;l(al7 ...,a™). Para obtener un elemento cuya imagen por

G sea (a',...,a";b',...,b") nos basta tomar el vector en T,(X) cuyas
coordenadas en la base {(0/0¢)1<j<n} son las (b',...,b"), es decir,

Gat = S v (2 .
3 .
v/ a=¢; " (al,...,a™)

1<j<n



6. Sean i,j € I. Ci(ﬁi N (7]) es abierto. Las aplicaciones de transicion entre
las cartas seran

(GoGh): Cz(sz N ﬁg) — Cj(ﬁi N [7])

(G o¢ ) (ah, ... a™bt, ... 0" = ¢ Z bk (a>
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Esta aplicacion es diferenciable.

7. En consecuencia, la familia de cartas (ﬁl, i)1<i<n forman un atlas sobre
T(X), que adquiere la estructura de una variedad diferenciable de dimen-
sion 2n. qed

8. (T'(X), ((7“ Ci)i<i<n) es denominada variedad tangente o, mucho mas
usualmente, fibrado tangente, por tratarse de un caso especial de la
construccion mas general de fibrado vectorial.

7.2.— Una notacion compacta basada en 6.

9. En la leccion anterior introdujimos, dado un sistema de coordenadas ¢ =
(U;€) de X en a, el isomorfismo de espacios vectoriales 6. : R" = T, (X),

tal que, siv = (vl,...,v™) € R™ entonces 0.(v) era la clase de equivalencia

de (¢, v) identificada con Y-, o, v*(9/0E")a.

10. Sea T'(X) el conjunto union de los espacios tangente T, (X), a € X y sea
7 la proyecceccion canonica de T'(X) en X. Sea ¢ = (U, ¢) una carta de la
variedad X en a, entonces para todo a € X, v € T,(X) escribimos

Ge(v) = (p(m(0)); 0 (v))

Entonces ¢/ = (7~ 1(U), (.) es una carta de T(X) en v que coincide con la
descrita en la proposicion anterior.



