TEMA 1

INTRODUCCION AL CALCULO
DIFERENCIAL E INTEGRAL

1. Funciones.

2. Incrementos y razones de cambio.
3. Derivadas

4. Derivadas de orden superior.

5. Primitivas

6. Integral definida.
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1.- FUNCIONES.

La idea de funcion es uno de los conceptos mas basicos en matematicas. Una funcion expresa

la idea de una cantidad que depende de otra o viene determinada por otra. Por ejemplo:

a. El area de un cuadrado depende de la longitud de su lado; si conocemos la longitud ¢

del lado de un cuadrado, su area es: A = c2.

. 4
b. El volumen de una esfera depende de suradior: V=3n 3.

c. El crecimiento medio de ciertas especies de plantas depende de la edad de la planta.

La respuesta de un nervio depende de la magnitud de los estimulos aplicados.
Vamos a dar una definicién formal de una funcion.

Definicion: Una funcion real de variable real es una aplicacion definida en un subconjunto

de valores reales, DcR, que asigna a cada elemento de D un unico valor en R. La denotaremos:

f: D > R
x  f(x)

Notemos que xe DcR (variable o argumento) y f(x)eR.

Denotemos por f una funcion dada. El conjunto D (normalmente es el maximo subconjunto
de R para el que f(x) estd bien definida, i. e., f(x)eR) se denomina el dominio de la funcién f'y

se denota por Dr.

Generalmente nos encontraremos con funciones que se expresan estableciendo el valor de la
funcion por medio de una formula algebraica en términos de la variable independiente. Por
ejemplo:

f(x)=x2+3x+7,

g(t) =2+ +t32 , etc.

En la mayoria de lo casos la funcion se puede representar por su grafica. La grafica de una
funcién se obtiene dibujando todos los puntos (x,y) donde x pertenece al dominio de fe y = f(x),

tratando x e y como coordenadas cartesianas.

Cualquier curva dada (o conjunto de puntos) en el plano xy es la grafica de alguna funcion,
suponiendo que cualquier linea vertical corta la grafica en, como maximo, un punto. Por
ejemplo, las graficas en la Figura 1.1 representan todas a funciones. (Notar que en la Figura 1.1c¢
el dominio de la funcidn es el conjunto de enteros {1,2,3,4,5} por ello la grafica consiste nada

mas en 5 puntos).
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Figura 1.1

Por otra parte, las graficas en la Figura 1.2 no representan funciones. La razén es que hay
lineas verticales que cortan las graficas en mas de un punto. Asi, correspondiendo al valor x =
Xo en la primera grafica hay dos valores yi e y, para y. En este caso, el valor de x no determina

un unico valor de y.
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Figura 1.2

En general, cuando buscamos el dominio de una funciéon hemos de tener las siguientes
condiciones en cuenta: cualquier expresion bajo de el signo de la raiz cuadrada , o dentro del
logaritmo, no puede ser negativa, y el denominador de cualquier fraccién no puede ser cero.

En los ejemplos anteriores las funciones que aparecen estaban definidas mediante una tnica
expresion algebraica para todos los valores de la variable independiente a lo largo del dominio
de la funcion. A veces necesitamos usar funciones que estdn definidas por mas de una

expresion.

Ejemplo:
Sea x la distancia en Km. a lo largo de cierta ruta de migracion de pajaros. A lo largo de la

ruta hay fuentes de alimentos al principio (x = 0), en x =400 y al final, en x = 1000. La funcién
f(x) es la distancia del punto x a la fuente de alimento mas proxima. Dibujar f(x). ;Cual es la
mayor distancia de cualquier punto de la ruta a una fuente de alimento?

- Solucion:

A lo largo de la ruta, x varia de 0 a 1000. La distancia del punto x a la fuente de alimento en
x = 0 es X, y su distancia a la fuente de alimento en x = 1000 es igual a (1000 - x). La distancia a

la fuente de alimento en x = 400 es igual a | x - 400 |. La funcidn f(x) es igual a la mas pequena
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de estas tres distancias. Las gréaficas de estas tres funciones se muestran en la Figura 1.3. La

gréafica de f(x) aparece como una linea mas gruesa en la figura. Podemos ver que f(x) viene dada

por
X 0<x<200

f(x)= </ x—400| si 200<x<700

1000 — x 700 < x <1000

y‘ y = 1000 - x y =X

y =|x-400 |

y=|x-400 |

400 1000

Figura 1.3
El valor maximo de f(x) ocurre en x = 700, para el que f(x) = 300. Por tanto, la distancia

maxima a una fuente de alimentacion es 300 Km.

Operaciones con funciones:

Dadas dos funciones f'y g con dominios Df y Dg respectivamente, definimos las siguientes

funciones:
Suma: (f+ g)(x) = f(x) + g(x) Dfyg = Df M Dyg.
Resta: (f- g9)x) =1(x) - g(x) Df.g = Df M Dyg.
Producto: (-2 =1(x) - gx) Df.g = DM De.
Cociente: é(x) = g(% Dgg=[DfrnDg]-{x: g(x)=0}
Composicion: (feg)x)=1] g(x) ] Dfg=1{x : xeDgy g(x)eDr}

Definicion. Sea y = f(x) una funcién definida en un intervalo ]Ja,b[ y sea xo€ ]a,b[, se dice
que f(x) es continua en el punto xo si lim f(x)=f(x).



Matematicas (Lic. Biologia). Dpto Estadistica e 1.O. Universitat de Valéncia.

2.- INCREMENTOS Y RAZONES DE CAMBIO

Sea una variable x de la cual consideramos dos valores x1, x2. A la cantidad Ax = x5 - X la
denominaremos incremento de x.
Dada y = {(x), tenemos que si y1 = f(x1) e y2 = f(x2), el incremento de y es
Ay =y2 - y1 = f(x2) - f(x1).
A la cantidad Ay también se le llama cambio o variacién en el valor de la funcion.

Como xj = x] + Ax, tenemos que
Ay =f(x2) - f(x1) =f( x1 + Ax ) - f(x1) luego Ay=f(x+ Ax) - f(x)

y y
2 _// 1
Ay
Ay
Yq
Yy |
(a) Ay>0 (b) Ay <O.

Figura 2.1.

Ejemplo:
El tamafio de una poblacion de insectos en el instante t (medido en dias) es

f(t) = 5000 - y Determinar el cambio de la poblacién parat =2y At=3,1. e, la
+1

diferencia de poblacion entre los dias 2 y 5.

- Solucion:
AY=1(2+3)-2)=£(5) - f2) = [ 500022 | - [ 5000-222 | =
1+5 1+2
_ 3000, 3000 _
6 3

La poblacion ha aumentado en 500 insectos en 3 dias.
La razén de cambio o razén de crecimiento de una funcién f(x) en un intervalo [ x, x + Ax

] viene definida por:

Ay _ fx+A) - f(x)
Ax Ax

Notemos que es necesario que [ X, X + Ax | < Dy

(media de cambio de y respecto de x )
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Q_
f(x+Ax) [
Ay
; |
) [T Ax
X X + Ax

Figura 4.2

A
Notemos que —z = pendiente de la recta que une Py Q. (Figura 4.2).

A

Ejemplo:
Se introduce una poblacion de bacterias en un medio nutriente. Supongamos que el peso de

la poblacion cambia seglin la féormula:

P(t) = 50 + 0%
21+¢

> mg.

donde t esta medido en horas. Determinar la razoén de crecimiento en un periodo de cinco horas,

comenzando en t = 2 horas.

- Solucién:
t=2y At=135. Por tanto,
AP=P(t+ At)-P(t)=P2+5)-P2)=P(7)-P(2) =60 - 58 =2 mg.

. AP _2
Asi, AL S mg/h.

3.- DERIVADAS

Si una persona viajando en un automovil choca con una pared, no es su velocidad media
desde la salida hasta el punto donde choca con la pared la que determina si sobrevivira al
accidente, sino la velocidad en el instante de la colision

(Qué queremos decir con velocidad de un objeto en un instante de tiempo (o velocidad
instantanea como se conoce usualmente)?. La velocidad se define como la distancia recorrida
en un cierto intervalo de tiempo dividida por la longitud del tiempo. Pero si nos referimos a la
velocidad en un instante particular de tiempo, deberiamos de considerar un intervalo de tiempo

de duracion cero. No obstante, durante ese intervalo, la distancia recorrida seria cero, y para la

velocidad, distancia dividida por tiempo, obtendriamos {, , una cantidad que no quiere decir

nada.
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Para definir la velocidad instantdnea de un objeto en movimiento en un cierto tiempo t,

hacemos: durante cualquier intervalo de tiempo desde t hasta t + At, se recorre un incremento de

: : : : As . . . , o
distancia As. La velocidad media es v Si el incremento At se toma mas y mas pequefio, el
t

correspondiente intervalo de tiempo es muy corto. En consecuencia es razonable suponer que la

velocidad media A en ese intervalo tan corto estara muy proxima a la velocidad instantdnea en
t

el tiempo t. Ademads, cuanto mas corto sea el intervalo, mejor se aproximara la velocidad media
a la velocidad instantanea.

Ejemplo:

El tamafio (peso) de una poblacion de bacterias en un tiempo t (en minutos) viene dado por:

w(t) =263 mg

Encontrar la razon de crecimiento instantaneo de w en t = 2 min.

- Solucién:

Crecimiento dewentret =2y t =2 +At :

Aw =w( 2+ At) - w(2) =2(2+At)3 - 2:23 = 2 [ 8 + 12At + 6(At)? + (At)3 | - 16 =
= 2(At)3 + 12 (At)2 + 24At
La razon de crecimiento en el tiempo At a partir de t =2 es:

Aw
At

Por tanto, el crecimiento instantaneo en t = 2:

lim 2 =24
At—0 At

2(At)2 + 12At + 24

Asi, la poblacién a los 2 minutos, crece con una velocidad de 24 mg/min.

Definicion: Dada y = f(x), la derivada de la funciéon f en el punto x es la razén de

crecimiento instantaneo en X. Es decir:

d
Y= (0= g

A _
— gim X = i S (x+Ax) - f(x)
A0 AX AxS0 Ax

Si este limite no existe, se dice que la funcion f no es derivable en el punto x.

Interpretacidn geométrica:

La derivada de una funciéon en un punto se puede interpretar como la pendiente de la recta

tangente a la gréfica de la funcién en dicho punto.

A d
pendiente de la tangente = mg = lim Zz = i
Ax—0

Ejemplo:
Encontrar la pendiente de la tangente a f(x) = x2 en el punto (2,4).
Ay o f@HA)-f() L @A) -

lim =
A0 AX Ax—0 Ax Ax—0 Ax
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X+ 2xAx+ (Ax) - P
= lim
Ax—0 Ax
Por tanto, ' (x) =2x y f'(2) =4 =my.
La recta tangente es:

= 2x

y-y1=m(x-x1) luego y-4=4(x-2),luego y=4x-4.

Propiedades:

a) Sean f(x) y g(x) dos funciones derivables en x. Entonces:

df
1.- Si ¢ es una constante, () =Cx
dx X
d(ftg) _df  dg
2.- —=—2% = + ==,
dx dx — dx
d(f-g) _ . dg df
3.‘ dx _f°dx+g'dx
af dg
i (NS
dx\ g g2
b) Siy=1(u) esuna funciéon de uy u = g(x) es una funcién de x, entonces:
dy _dy du
dx ~ du dx

Derivadas de funciones elementales:

1.- Funcioén constante f(x) =c: f'(x)=0

2.- Funcion potencia f(x) = xP, peR: ' (x)=p « xP-1

3.- Funcion logaritmica f(x) =loga(x),a>0: f'(x)= !
x-lna
Si g(x) = In (x), con f(x) > 0: g (x)= L
f ()

4.- Funcion exponencial f(x) =aX a>0: f'(x)=aX-Ilna

Si g(x) =eX: g'(x)=¢eX

5.- Funciones trigonométricas:

Si f(x) = sen x f'(x)=cosx.

Si f(x) = cos x f'(x)=-senx.

Si f(x) = tg x f'(x)=—
cos X

Si f(x)=arcsen x f'(x)= (|x]<1)

1
NI
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1
Si f(x) = arccos x f'(x)=- (xI<D
NI=x*
Si f(x) = arctg x f'(x)= 12
1+ x

6.- Derivada logaritmica:
Seay = [ f(x) ]g(x) donde f(x) y g(x) son continuas y f(x) > 0. Entonces:

Iny = g(x) « In f(x) luego Yo g'(x)Inf(x) + g(x) M , luego
y S (x)
y'=[f(x) ¥ {g'(x)-lnf(xng(x)-M}
S (x)

Ejemplos:
l.- y=xX (x>0)

Iny=x:Inx = YL —hx+1 = y'=xX.(lnx +1)
Y

2.- y=(senx)®* con0<x<m.

Iny=cosx-In(senx) = R (- sen x) « In (sen x) + cos X b cCOSX =
¥ senx
2
y'= (senx)®*. {— senx-In(senx) + Cosx}
senx

4.- DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

d
Si y = f(t) es una funcién del tiempo t, entonces como hemos visto, la derivadaa% =1'(t)

representa la razén en la cual cambia. Por ejemplo, si s = f(t) es la distancia recorrida por un
: . ds . . : :

objeto en movimiento, entonces at f'(t) da la razén del cambio de la distancia o, en otras

palabras, la velocidad instantanea del objeto. Denotemos esta velocidad por v. Entonces v es

. ., . dv )
también una funcion de t, y puede ser derivada para obtener dt Esta cantidad representa la

razon en la cual la velocidad cambia, es decir, la aceleracion del objeto en movimiento.

Para calcular la aceleracion, hemos de derivar s y después derivar el resultado una vez mas.

Tenemos:
d
Aceleracion = d—V = i[ﬁj .
t dr dt
Aceleracion se llama a la segunda derivada de s respecto a t y usualmente se denota por f"'(x)

B d2s
0, también por a2
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Vamos a examinar las derivadas de orden superior en general. Sea y = f(x) una funcion dada

de x con derivada aff = f ' (x). Técnicamente, ésta se denomina la primera derivada de y

respecto a x. Sif'(x) es una funcion derivable de x, su derivada se denomina segunda derivada
de y respecto a x. Si la segunda derivada es una funcion derivable de x, su derivada es la tercera
derivada de y respecto de x, etc.

Las derivadas de orden superior de y respecto de x se denotan por:

dy d%y d& dn
o qd g g 0 Y YY" ey, 0 £ (), £, (), - FO).

De la definicién de derivadas de orden superior, tenemos que

dzy _ d(dy d3y _d(dy
dx2 — = , etc.
dx\ dx

dx3 dx

dy’

Ejemplos:
Encontrar las derivadas primera, segunda y tercera de:

l.- y=aX.

y'=aX.Ina,y"=aX.(Ina)?, y’>’=aX.(lna)3

2.- y=senx.

y'=cosx,y"=-senx,y" =-cosx

5- PRIMITIVAS.

Hemos visto que si s(t) es la distancia recorrida en el tiempo t por un objeto en movimiento,
entonces la velocidad instantanea es v(t) = s'(t), la derivada de s(t). Para calcular v, simplemente
derivamos s(t). No obstante, puede ocurrir que ya conociéramos la funcidon velocidad v(t) y
quisiéramos calcular la distancia s recorrida. En tal situacion, conocemos la derivada s'(t) y

necesitamos encontrar la funcion s(t), la operacion inversa a la derivacion.

Definicion: El proceso de encontrar la funcién cuando se da su derivada se denomina

integracion, y la funcion se denomina la integral o primitiva de la derivada dada. Si f(x) es la

dF
derivada de F(x), esto es ax - f(x), entonces F(x) es una primitiva de f(x). Escribimos esto en la
forma:

[ £ (e = F(x),

La funcidn f(x) que ha de integrarse se denomina integrando.
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Para calcular I f(x)dx, hemos de pensar en una funcion F(x) cuya derivada es f(x). Por

) . : d
ejemplo, para calcular J.2xdx, buscaremos una funcidn cuya derivada sea 2x. Dado que - x2
X

= 2x, concluimos que J-2xdx =x2.
No obstante, hemos de observar que esta respuesta no es la tnica ya que la funcion (C + x2),
para cualquier constante C, es una primitiva de 2x. Escribimos
j2xdx =x2+C.

La constante C, que puede tomar cualquier valor arbitrario, se denomina constante de
integracion.
En general podemos decir que si F'(x) = f(x), entonces el conjunto de todas las primitivas de
f(x) viene dado por
I f(x)dx=F(x)+C, donde C es una constante arbitraria.

Ya que la constante es arbitraria, la integral asi obtenida es conocida como integral
indefinida.

De la definicion de integral, tenemos que

L reoas] e,

es decir, el proceso de integracion y diferenciacion se neutralizan mutuamente.

Tabla de integrales inmediatas:

p+l 1
Lo [xdx = +C (p=-1). 2. | —dx= Il|x| +C.
p+1 X
3. I eXdx = ex+C. 4. j senx dx = -cosx + C.
5. I cosxdx = senx+C. 6. j sec2xdx = tgx +C.
7. j cosec? x dx = -cotgx +C. 8. I secx-tgxdx = secx+C.
9. I cosec X » cotg x dx = - cosec x + C. 10. j ! dx =arcsenx + C.

N

1
11. I T dx = arctgx +C.

La férmula 2 requiere algiin comentario:

d d 1
Parax >0, como | x | =X, tenemosque — In|x| = — Inx =
dx dx X
d d 1 1
Parax <0, como |x |=-x,tenemosque — In|x| = — In(-x) = «(-1) =
dx dx (=x) X
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Propiedades:

1. j a-f(x)dx = a- j f(x) dx, donde a es una constante.
2. '[ [ f(x) +g(x)]dx = J‘ f(x) dx + I g(x) dx.
3. Si F(x) y G(x) son primitivas de la misma funcion f(x) en un intervalo [a,b],

entonces, para alguna constante ¢, F =G + ¢ en ese intervalo.

Ejemplos:

1.- La razdén de crecimiento instantaneo (o velocidad de crecimiento) de una colonia de moscas

10(¢ +2)

de la fruta en el instante t (t > 1) es igual a . Cuando t = 1, hay 20 moscas en la

colonia. Calcular el nimero de moscas para un valor cualquiera de t (t > 1).

- Solucién:

10(¢ +2)
t

Sea p(t) el tamafio de la colonia en el instante t. Sabemos que p'(t) = . Como p(t) es

la primitiva de p'(t), tenemos que

p(t) = j @ dt = 10-_[(1+f)dt = 10-[t+2-In|t]+C],

donde C es la constante de integracion. Sabemos también que cuando t = 1, p(1) = 20. Por tanto,
haciendo t = 1, obtenemos:
p(1) =20 =10-[1+2:In|1|+C] =10-(1+C).
Por tanto, 1 + C =2, 6 C = 1. Consecuentemente podemos sustituir este valor de C dentro de

la expresion de p(t), obteniendo que:
p(t) = 10-[t+2.In|t|+1].

2.- Durante las horas de luz del dia la velocidad de migracion de la oca viene dada por

v=20 —; (millas por hora), donde t es el tiempo medido en horas empezando con t = 0 al alba.

(Cuantas millas ha recorrido la oca hasta el instante t?. ;Hasta donde llegara la oca volando en
12 horas?
- Solucién:

Sea s(t) la distancia recorrida entre el alba (t = 0 ) y el instante t. Entonces, s(0) = 0.

También, la derivada s'(t) es igual a la velocidad, asi que
t
s'(t) = 20—— .
(t) 3

Integrando, encontramos s(t):

s = | (20—9 dt = 20t- % : Gﬁj +C.
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Para determinar el valor de C, hacemos t = 0, ya que sabemos que s(0) = 0. Encontramos

que:
1
S(0) = 0 =20-0 - £(0)2+C,

de lo que deducimos que C = 0. Por tanto,
2
t
s(t) = 20t ——,
(V) 6
que nos da la distancia recorrida hasta el instante t.

Para encontrar la distancia volada en 12 horas, hacemos t = 12. Obtenemos

1
s(12) = 2012 - ¢ (12)2 = 240-24 = 216.

5.1.- METODO DE SUSTITUCION.

No todas las integrales pueden resolverse directamente usando las integrales inmediatas
anteriores. A menudo la integral dada puede reducirse a una integral inmediata ya conocida
mediante un cambio de variable de integracion. Tal método se denomina método de sustitucion

y corresponde a la regla de la cadena en derivabilidad.

Teorema:
Si F'(x) = f(x), entonces
[ fle®)]- g(x) dx = Flg()] +C

para cualquier funcion diferenciable g(x) que no sea una funcion constante.

Ejemplos:

Lo [ (@+3x-7)5- (2x+3) dx,

- Solucién:

Observemos que la derivada de (x2 + 3x - 7) es igual a (2x + 3) dx, que aparece en la

integral. Por tanto, tenemos que:

_ 2 _
[ a2+3x-7)5-(2x +3)dx = u=xt43x=T,) [ uSdu=
du=2x+3)dx
_ o +C =+ - (x2+3x-7)0+C
6 6 '
2.- I ! dx.
xInx
- Solucion:
u=Inx
1
J- ! dXZJ.L—dX: 1 =J-—du=
xInx Inx x du =—dx u
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=Inju| +C = In|lnx|+C.

3.- I(X+1)' x2+2x+7 dx.

- Solucion:
Observemos que la derivada de (x2 + 2x + 7) es igual a (2x + 2) dx, pero en la integral nada

mas aparece (x + 1) dx. Por tanto, multiplicando y dividiendo el integrando por 2, tenemos que:

1
I (x+1).\x2+2x+7 dXZE-.[ \X2+2x+7 «(2x+2)dx =

= |u=x2+2x+7,du=(2x+2)dx |= % I ul’Zdu =

c(x2+2x+7)32+C.

1 1
= = 132 = =
3 u +C 3

4.- I eB+2-12y).sec?y dy.

- Solucién:
u=3+2tgy,

1

du =2sec’ ydy

. eBF2-tgy) +C.

1 1 1
=5-J. euduZEeUJrC:E

5.2.- INTEGRACION POR PARTES.

El método de integracion por partes puede usarse a menudo para evaluar una integral cuyo
integrando consista en un producto de dos funciones. Es andlogo a la formula de la derivada del
producto y es, de hecho, obtenida de ella.

Sabemos que:

di[ u(x) -« v(x) ] = u'(x) - v(x) +ux) - v'(x), 0
X

d
u(x) - v'(x) = o [u() - v(x) ] - u'(x) « v(x).
Integrando los dos lados respecto a x, obtenemos:
I u(x) « v'(x) dx = u(x) - v(x) - I u'(x) - v(x) dx.
Si hacemos u(x) = f(x) y v'(x) = g(x). Entonces podemos escribir v(x) = G(x), donde G(x)

denota la integral de g(x), y tenemos que:

j f(x)-g(x) dxzf(x)-G(x)-j £' (x)-G(x) dx
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Esta formula expresa la integral del producto f(x) ¢ g(x) en términos de la integral del
producto f'(x) + G(x). Es util porque en muchos casos la integral de f' (x) «G(x) es mas facil de

evaluar que la integral del producto original f(x) « g(x).

Ejemplo:
Calcular j X « sen x dx.

- Solucién:
Elegimos f(x) = x y g(x) = sen X, asi que la integral dada es igual a j f(x) » g(x) dx.

Entonces f'(x) = 1 y G(x) = - cos x + C1, donde Cj es la constante de integracion. Sustituyendo

estos valores en la férmula de integracion por partes obtenemos que:

j f(x) - g(x) dx = f(x)-G(x)-j £'(x) - G(x) dx,

I xesenxdx = x+(-cosx+Cqp) - I (1)«(-cosx+Cy)dx =

-x+cosx+x:Cy+ I (cosx-Cyp)dx =

-x+scosxt+x+Ci+senx-Cy+x+C = -x-cosx+ senx+C,

donde C es de nuevo, una constante de integracion.

Nota: Hemos de observar que la primera constante de integracion Cp en el ejemplo anterior,
que aparece al integrar g(x) para obtener G(X), se cancela de la respuesta final. Este es siempre
el caso cuando integramos por partes. Por tanto, en la practica, nunca nos molestaremos en
incluir una constante de integracion en G(x), sino que simplemente tomaremos como G(x)
cualquier primitiva de g(x).

Los siguientes comentarios pueden servir de orientacion para decidir la eleccion de fy g:

a. Si el integrando es el producto de una potencia entera positiva de x (x, x2, X3, etc.) y una

funcion exponencial o trigonométrica, a veces es util tomar f(x) como esa potencia de x.
b. Si el integrando contiene un factor que sea, o bien una funcion logaritmica, o bien la

inversa de una trigonométrica, es a menudo util escoger esta funcion como f(x). Si el

integrando consiste nada mas de una funcion logaritmica o la inversa de una

trigonométrica podemos tomar g(x) = 1.

Ejemplos:
I Caleular [ x+In|x+1] dx.
- Solucion:

Escogemos f(x) =In | x + 1| y g(x) = x. Entonces

1 1
f'x) = — , G(x)= 5 x2
(x) 1 x)=7

Sustituyendo en la férmula de integracion por partes, obtenemos
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1 1
[ mix+1]-xdc=TIn[x+1]-5x2- | Ll -5 x2dx =
X+

I (x—1+L] dx .
x+1

1 1 |1
=5 x2In|x+1] - 5 [Exz—x+ln|x+l|}+c =

N [ —

1
= §x21n|x+1| -

1 1
x2-Dn|x+1] - sz + 5 x+C.

N [ —

2. Calcular I arc sen X dx.

- Solucion:
En este caso podemos expresar el integrando como un producto escribiendo f(x) = arcsen x y

g(x) = 1. Entonces:

F(x) = —

N

Integrando por partes, obtenemos

, G(X) =x.

! «x dx.

.[ arcsenx dx = x. arcsenx - _[
1-5°
Para evaluar la integral de la derecha, hacemos el cambio u =1 - x2, asi que du = - 2 x dx.

Entonces:

J’ u-12 du= -u 12 +C =

N [ —

X 1 1
I ,—1_x2 dx = .[ F (—Eduj = =
= -4l-x2 +C.

Portanto,j arcsenx dx = x- arcsenx + \/1-x2 +C.

3. Calcular j x2 . sen x dx.

- Solucion:

Utilizando integracion por partes con f(x) = x2 y g(x) = sen X, obtenemos:

I x2.senx dx = -x2+ cosx + J. 2X « cos X dx .

Integramos por partes de nuevo, esta vez con f(x) = x y g(x) = cos X:

I X+CcosX dx = x-.senx - I senxdx =x-.senXx + coOSs X.

Portanto,_[ x2.senx dx = -x2. cosx + 2-(x-senx + cosx)+C.
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6. - INTEGRAL DEFINIDA.

El calculo de las areas de rectangulos y tridngulos es muy simple: el area de un rectdngulo se
obtiene multiplicando su base por su altura y el area de un tridngulo es la mitad de la base por la
altura. El area de cualquier figura plana que estd encerrada por segmentos rectilineos puede
también calcularse facilmente subdividiendo la figura en tridngulos y rectangulos. El area se

obtiene como suma de las areas de los tridngulos y rectangulos en que hemos dividido la figura.

Cuando la figura no estd encerrada por lineas rectas, entonces el area puede calcularse
mediante sucesivas aproximaciones. Los matematicos griegos fueron los primeros en usar este
método para calcular el area del circulo. Primero aproximemos el area del circulo inscribiendo
un rectangulo, luego mejoramos la aproximacion inscribiendo un octdgono, un poligono de 16
lados, etc. Obviamente, cada poligono nuevo con mas lados proporciona una mejor
aproximacion al area del circulo que el anterior. Las areas de los poligonos inscritos son siempre
menores que el area del circulo, pero cuando el nimero de lados aumenta, el area se aproxima a

la del circulo.

v4 y = f(x)

Figura 1.1

Hemos de usar una técnica similar para definir y calcular el rea A, la cual esta encerrada por
un lado por la grafica de una cierta funcion y = f(X) y por otro por las rectas verticales x =a, X =
b, y el eje x (Figura 1.1). Para simplificar, hemos de asumir que f(x) = 0 paraa < x < b. Sean

> 1 un entero positivo, y dividimos el intervalo a < x < b en n subintervalos iguales, cada uno
. b-a e

de longitud h = - Los puntos de divisidon son X, X2, ..., Xp-1 con b = x,. Entonces, x; =a +

h, xp =a+ 2h, x3 =a + 3h, ..., etc. En general, el k-ésimo punto de division es xx = a + kh, y el

ultimo es

xp=at+tnh=a+(b-a)=b.

En el k-ésimo subintervalo, xx.1 < X < Xk, construimos un rectangulo de altura igual al

valor de f(x) en el extremo de la derecha, es decir, f(xk). El area de este rectangulo es igual a
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f(xk) « h. Un rectangulo similar se construye en cada uno de los n intervalos, y tomamos la suma
de las areas de los n rectangulos como una aproximacion al area verdadera A bajo la curva. Por

tanto, denotando la suma de las areas de los rectdngulos mediante Ay, tenemos

An= Y f(xi)-h= Y fla+kh)-h.
k=1 k=1

En general, cuando n crece, la suma A, de las areas del rectangulo se aproxima al area A
verdadera cada vez mas. De hecho, tomando n suficientemente grande, podemos hacer A, tan
proximo a A como queramos; por tanto, podemos escribir el area A como el limite de A,

cuando

n - o (oh — 0), es decir,

A=1tim Y f(x)eh, 6 |A=1im > f(a+kh)h

n—0 =] n—0 =]

donde h= b-a .
n

Ejemplo:

a) Aproximar el 4rea bajo la curva y = x2 entre x = 0 y x = 4 dividiendo el areaen 4, 5y 6
rectangulos.

b) Calcular el area verdadera.

Solucidn:
a) Tenemos a =0, b =4, f(x) = x2 y n =4 (Figura 1.2). Por tanto,

y A y=x2
16

1 2 3 4 X
Figura 1.2

b-a 4-0
=T —Lxx—a+kh=k para k=1,2,3 y 4. Ademds f(xi) = x; = k2. Asi,
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4

Ag= D f0x)-h=1+(1+4+9+16)=30
k=1

Notemos que el area verdadera es menor que este valor.

16

. 4 4
Sin=5,h=73 ,xx= 73 k f(xi) = 55 k2 y
g 4 16 704
A5=Z fxi)+h= 3 + 55 (1+4+9+16+25) = 5o = 28.16
-1
. 4 4 16
Sln=6,h=g,xkzgk,f(xk)zgkzy
° 4 16 728
Ag= D f(xi)-h= - 3¢ (1+4+9+16+25+36) = 57 = 26963
k=1
4 4 16 .,
by h=2 x= 2tk f)= 19 K2y
. 16 4 64x
LTI TR
k=1 k=1 =1
64 n(n+1)(2n+1) 32(2n2+3n+1)
~n3 6 - 3 n2
64
Asi, A= limAn = 3 = 21333,

n—»0

Definicion: sea f(x) una funcidon continua definida en el intervalo cerrado a < x < b.

Entonces la integral definida de f(x) entre x =a y x = b, denotada por J': f(x)dx, se define

como

[/ £ oxde = tim S f(a+ khyh

n— 1

b-a
donde h = —, - Losnumeros reales a 'y b se conocen como los limites de integracion.

b
De la anterior definicion, si f(x) = 0 en a < x < b, la integral definida _[ f(x)dx

representa el area encerrada por la curva y = f(x), el eje x, y las rectas x =a, x =b.
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El siguiente teorema establece una relacion muy simple entre la integral definida de una

funcioén f(x) y la primitiva de ésta:

Teorema: (Teorema Fundamental del Calculo Integral).
Si f(x) es una funcion continua de x en a < x < b, y F(x) es cualquier primitiva de f(x),

entonces

b b
[ fdx=[F)], = Fb)-F(a)

En la evaluacion de integrales definidas eliminamos la constante de integracion de la
primitiva de f(x) ya que ésta se cancela en la respuesta final. Sea F(x) + C cualquier primitiva de

f(x), donde C es una constante de integracion. Entonces, por el teorema anterior,

jb f(x)dx =[F(x)+C] = F(b)+ C— F(a)-C = F(b)- F(a),

y C ha desaparecido de la respuesta.

Ejemplo: Evaluar el drea encerrada por la curva y = x2, el eje X, y las lineas x =0y x = 4.

Claramente la funcién f(x) = x2 es no negativa para todo X, y en particular, si 0 = x = 4. Por

tanto, el area requerida viene dada por:

374
I;xzdx = {);} = 634 unidades cuadradas.
0

b
Ejemplo: Calcular f x4 dx.

a
5

X
4 = a—
Como f x* dx 5 tenemos

b
b X b ad 1
LX“"F[S} -5 -5 = 5

Propiedad: Cuando calculemos integrales definidas donde encontramos la primitiva por el
método de sustitucion, es importante notar que los limites de integracion también cambian

cuando cambia la variable de integracion. Es decir:

b 3
J twax= [ fememdy  xg), a=gl@), t=glo)

a

2
Ejemplo: Calcular I x » eX* dx.
1
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2
Seal= f x « eX* dx. Para encontrar la primitiva de x - eX’ hemos de hacer uso del método de
1

sustitucion. Escribimos la integral anterior como
1 2 .,
I=7 f eX” .« 2x dx.
1

Ya que 2x dx, la diferencial de x2, aparece en la integral, hacemos x2 = u, y asi 2x dx = du.

Cuandox =1,u=12=1, y cuando x = 2, u = 22 = 4. En consecuencia:

1
I=§f‘ el du.
1

Notemos que en términos de la nueva variable u los limites de integracién son 1 y 4.

Entonces:
1 4 1 1
[=5[et]] =5 (et -el)=75 e (e -1)
Propiedades:
A
(1) f(x) dx =0.
J
iy [ fwdax=- [ fxd
il x) dx =- X) dx.
a b
b b
(ii1) I f(x) dx = f f(x) dx + f f(x) dx, donde c es cualquier otro nimero.
a a C

(iv) Sif(t) es continua en a < t < X, entonces
d d
™ fa (o dt ) = 3 (FO-F(@) = f0).
Ejemplos:
d X
I.- x (f t-costdt)
X\
d X
Por el teorema anterior tenemos que - ( f tecost dt) = X+COSX.
1
No ha hecho falta evaluar primero la integral y entonces derivar.

d 3
.- . 7
2. dx (flt sen tdt)

3
En este caso es importante notar que la integral definida f t - sen’ t dt tiene un valor
1

constante y no es una funciéon de x. Por tanto,
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d 3
- ° 7 =
dx (flt sen tdt) 0.

I d
3.- fo d—x(x3 . arc sen X) dx .

De la definicion de primitiva, si F'(x) = f(x), integrando ambos términos:
[ fodx= | P dx=Fo + C.

Por tanto,
d
f &(x3 .arc sen x) dx = (x3 - arc sen x) + C,
y asi

fli 3 dx = [ x3 e
de(x -arcsenx) dx =[x -arcsenx Jp =5



TEMA 2

ECUACIONES DIFERENCIALES
EN EL CONTEXTO DE LA BIOLOGIA

1. Introduccion.

2. Ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden.

3. Ecuaciones diferenciales no lineales separables.

4. Crecimiento logistico.
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1.- INTRODUCCION.

En estos temas desarrollaremos las técnicas matematicas capaces de describir las dindmicas
de los procesos biologicos. Estamos interesados en variables biologicas que pueden ser
funciones de variables como el tiempo, la temperatura, la abundancia de comida, etc. Salvo
cuando se especifique otra cosa, la variable bioldgica que aqui consideraremos sera el tamafo de
la poblacion de una cierta especie en un ambiente determinado como una funcion del tiempo. En
los modelos discretos la variable biologica se mide en intervalos de tiempo discretos; sin
embargo, a menudo esta variable es una funcion continua del tiempo. Un modelo continuo es
mas apropiado para describir el comportamiento de poblaciones muy grandes, como las

poblaciones de bacterias.

En un modelo continuo, x(t) representard el tamafio de una cierta poblacion en el tiempo t. La

poblacion inicial es x(0).

Ejemplo:
La funcion x(t) = 1000 + 500 ( 1 - 2-1) describe el crecimiento continuo de una poblacion de
tamafio inicial x(0) = 1000 hasta un tamafio limite o de equilibrio : [im x(t) = 1500.

t—0

Cuando estudiamos x(t), puede ser que tengamos informacion sobre el indice (ritmo, tasa o

. ) d(x(t
velocidad) de crecimiento (instantaneo) dt

, lo cual sugiere la siguiente definicion:

Definicion: Una ecuacion diferencial para la funcion x(t) es una ecuacidon que contiene
derivadas de x(t) respecto de t. El orden de una ecuacion diferencial es el orden de la derivada
mas alta que en ella aparece.

Ejemplo:

d
1) E)t( =2x (1% orden ) 2) d_)t( +2tx=et ( 1% orden )

d2 d d3
3) ﬁ +4(d_)t()3+4x=0 (2° orden) 4) ﬁ +x2.(1+t4)=0 (3 orden)

Ejemplo:
Una poblacion de bacterias crece de forma que su indice de crecimiento en el instante t es

igual a su poblacion dividida por 10. Describir su proceso mediante una ecuacion diferencial.

d 1
d_)t( =710 *x(®© 1 orden.
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2.- ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE PRIMER ORDEN.

Si los recursos disponibles para una poblacién son muy abundantes, es razonable suponer

que el indice de crecimiento serd proporcional al tamafio de la poblacién. Matematicamente:

dx(t)

T a-x(t), donde a esuna constante.

La suposicion que lleva a esta ecuacion es que el indice de crecimiento por individuo de la

poblacién (el indice medio de crecimiento) es constante.

1 dx@
x(ty © dt @
1 dx(t d
Vamos a resolverla: m . %1 =i [Inx(t)] = a

Integrando los dos lados de la ecuacion: In x(t) =a -t + K = x(t) = eattK =K .eat = C . eat

Si conocemos la poblacion x(t) para cierto instante t = t, podemos determinar el valor de C:

X(to)

Comox(t)=C-edt, x(tg)=C.ctle = C = cat, —X(to) + ¢ -alo

Por tanto: x(t) = X(to) » ea(t-to)
En particular, si conocemos la poblacion en el instante inicial t, = 0:

x(t) = x(0)-edt  ecuacion de crecimiento exponencial

x(0) a=0

Figura 2.1

Entonces, si a > 0, la poblacion crece con el tiempo, si a = 0 la poblacion permanece

constante x(t) =x(0),y si a<0, lapoblacion decrece hasta extinguirse.
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Ejemplo:

: . o . dx . .
Determinar la soluciéon de la ecuacion dlferenmala = 0.1 - x que satisface la condicién

inicial x(0) = 1000. Si x(t) representa el tamafio de una poblacion de bacterias después de t
horas. ;Cual es la poblacion después de 10 horas?.

En este ejemplo a = 0.1 y, por tanto, la solucion general es x(t) = x(0) - e0-1t,

La solucion que satisface la condicién inicial x(0) = 1000 es x(t) = 1000 . e0-1t,

Después de 10 horas, la poblacién es x(10) = 1000 - e = 2718.

odx . o _—
La ecuacion dt —@a'x esun ejemplo de ecuacion diferencial lineal.

Una ecuacion diferencial de primer orden es lineal si los términos involucrados con x(t) y

sus derivadas contienen a x(t) 6 una derivada de primer grado unicamente, y no hay términos
X , o d2x
con productos como X “q; - Por ejemplo, términos como x2, x3 - (@) , sen X, etc. no

aparecen.

Ejemplos: Son lineales:

d2x , dx s o
1) a2 - 8x (lineal, 2° orden) 2) a +2tx = ¢ (lineal, 17 orden)

d . d3 d2 .
3) d_)t( -t2x =0 (lineal, 1* orden) 4) ﬁ +3 ﬁ = 1+cost (lineal, 3 orden )
Las siguientes ecuaciones no son lineales:

d d
1) d_)t( = x2 2) (d_);j2+x-ex=l+t

d2x d2x 1

) xrgg = F Dge T T X

La ecuacion diferencial lineal de primer orden mas general es:

dx

T a(t) - x = f(t)

Si f(t) = 0 se llama homogénea. Si a(t) es constante se llama ecuacion diferencial lineal de

primer orden con coeficientes constantes.

. ., , dx
Resolveremos primero la ecuacién homogénea: a " at)ex =0
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I dx

d
- - = g [Inx]=-a®) = 1nx=-fa(t)dt+1< =
- x(t) :e—J.a(t)dt.eK - C. e—Ia(t)dt

C puede determinarse cuando nos dan una condicion inicial.

Ejemplo:

dx X
Resolver dt + T+t = 0
- Solucién:

1 1
En este caso, a(t) = T+t Y f T+t dt =In (1+ t). Por tanto,

<
1+t
C
o = C=10.

X(t) = Cee-In(1+) = C.eln (149" =

Si x(0) = 10 tendriamos que 10 =

. . ey e 10
Por tanto, la solucidon que satisface la condicion inicial es  x(t) = T+t -

Ejemplo:

Una poblacion de bacterias crece de forma que el indice medio de crecimiento en el instante t

1
(medido en horas) es 1+t Si la poblacion inicial es de 1000 bacterias, ;cual es la poblacion

después de 4 horas?, ;y después de 12 horas?

- Solucién:
1 dx 1 d 1 1 1

=  x(t)= C.en(#20" = C. (1 +20)!?
x(0)=1000 = 1000=C = x(t)=1000+/1+ 2t
Después de 4 horas la poblacion es x(4) = 1000 \/m =3000
Después de 12 horas la poblacion es x(12) =1000+/1 + 24 = 5000

Fjemplo: Un modelo de crecimiento "estacional"

Y . . dx
La ecuacion diferencial de primer orden a&t T x(t) « cos t, donde r es una constante,

puede verse como un modelo de crecimiento por estaciones. Cuando t aumenta, el indice de

. dx . : » :
crecimiento - de la poblacion x(t) es alternativamente positivo y negativo y, por tanto, la

poblacion crece y decrece alternativamente. Esto puede ser causado por factores "estacionales"

como la disponibilidad de alimento.
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I dx

X . dt =TrT.COSt = 1HX=fr.costdt:r.Sent+K . X(t)ZC-eT'Sent

Asi, x(0)=C.e0=C = x(t)=x(0)-er-sent,

5
El tamafio méximo de la poblacion x(0)- e se produce en t = % Ty 5 e dondesent=1y
s 3n In
el tamafio minimo x(0): e* ' se produce en t= D T e donde sen t = -1. En este modelo, la

poblacion oscila entre x(0) e T y x(0) -« ef con periodo 27 . Los instantes t = 0, 27, 4m,...
pueden interpretarse como los puntos medios de las estaciones de mayor disponibilidad de
comida, y t=m, 3w, 57, ... corresponderian a los puntos medios de estaciones de mayor escasez

de comida. La longitud de 1 afio es 2w unidades de tiempo.

/ x(0) e’
x(0)
/ x(0) eT

Resolucidon de la ecuacidén general:

. d
Vamos ahora a resolver la ecuacion general: d_)t( + a(t) - x = f(t)
Consideramos una funcion: x(t) = v(t) « u(t), donde v(t) es una soluciéon de la

d f(t
correspondiente ecuacion homogénea d_)t( + a(t).x =0, y u(t)= f é(‘% dt+C.

Vamos a comprobar que la funcion x(t) = v(t) - u(t) es solucion de la ecuacion general:

d d d
4+ amex = (d—r -u(t)+v(t)-d—ltl) +a(t) - v(t) - ut) =

(d_v +a(t)-v(t)j -u(t)+v(t)-% = O-u(t)+v(t)-% =

dt
f _
vy ~ O

v(t)
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Ejemplo:
) ., dx
Determinar la solucion general de G Tx=¢ t,
(Cual es la solucion que satisface x(0)=10007.

- Solucién:

. . dx
En primer lugar resolveremos la ecuacion homogénea: & TX= 0.

Una solucion v(t) de esta ecuacion viene dada por
Inv=-t = v(t)=et

Como f(t)=e"t

u(t) = % dt +C=t+C

Por tanto, x(t)=t-e t+C-.e ! eslasolucion general de la ecuacion.
Como x(0)=1000 = C =1000. La solucion particular es: x(t) = 1000 - e~ t+t.e L,

Ejemplo:

Determinar la solucion de % +2tx=te ¥ que satisface la condicién inicial x(0) = 1.
- Solucién:

En primer lugar resolveremos la ecuacion homogénea % +2tx=0.

Una solucion v(t) de esta ecuacion viene dada por
Inv=-2 = v({t)=e?
Como f(t)=te t

_ (o _e
2 e ) y y
Por tanto, x(t) = 5 e +C.e v eslasolucion general de la ecuacion.

x(0)=1 = C=1. Por tanto, la solucién particular es:

2 e, g 2, L
x()=75 el +el =el.(5 +1)

Ejemplo:
dx 1

Determinar la solucion de at t1 xTt que satisface la condicion inicial x(6) = 20.
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- Solucién:

. . , dx 1
En primer lugar resolveremos la ecuacion homogénea: a1 oxT 0.

Una solucion v(t) de esta ecuacion viene dada por
1
Inv=-Int = v(t)= T
Como f(t) =t

f(t t3
u(t) = Vi(t% dt+C=§ +C

1 1 2 1 : :
Por tanto, x(t) = ER C.7 = EX C *T e la solucion general de la ecuacion.

x(6)=20 = +C.

3
2

2 . t 48
Por tanto, la solucién particular es:  x(t) = 3 T =

Ejemplo:

Una técnica médica consiste en introducir glucosa en el flujo sanguineo del paciente. Para
estudiar este proceso llamamos G(t) a la cantidad de glucosa en la sangre del paciente en el
instante t. Supongamos que la glucosa se introduce en la sangre a una velocidad constante de ¢
gramos/minuto. Al mismo tiempo, la glucosa es transformada y eliminada de la sangre a una

velocidad proporcional a la cantidad de glucosa presente en ese instante.

- Solucion:
) dG(t o
La ecuacion a resolver es: %1 =c-aG(t), donde a esuna constante positiva.
. ., . dG(t
En primer lugar resolvemos la ecuaciéon homogénea: ﬁ‘l +a G(t)=0.

Una solucion v(t) de esta ecuacion viene dada por

Inv=-at = v(t)=cat

Como f(t) =c
f(t c
u(t) = 1y dt +K= f cedtdt +K =~ eat+K
v(t) a
Por tanto,  G(t) = g edt.eg-al + K.g at= g + K - e 3l es la solucion general de la
ecuacion.

Parat=0 = K=G(0)- g y, asi, la solucion particular es:

qo=§+(Gmy§)-ea

c ) S
Notemos que cuando t se hace muy grande 1im G(t) = 2 Esta serd la cantidad de equilibrio

t—0

de glucosa en la sangre.
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3.- ECUACIONES DIFERENCIALES NO LINEALES SEPARABLES.

: L, dx ., :
Consideramos la ecuacion Pl g(x,t), donde g es una funcion dada de las variables x y t

(se supone continua).

La interpretacion bioldgica de esta ecuacion puede ser que el indice de crecimiento es una
funcion del tiempo y del tamafio de la poblacion.

Esta ecuacion es lineal cuando puede expresarse como g(x,t) = - a(t) - x + f(t) para algunas
funciones a(t) y f{(t).

Nosotros vamos a resolver un caso particular de esta ecuacion.

Diremos que x y t son separables si g(x,t) = h(x) - k(t), donde h(x) es una funcién que solo

depende de x y k(t) es una funcion que sélo depende de t.

d 1 d
a xR KO = f g © kO

Integrando respecto de t ambos miembros obtendremos la solucion general. De forma

informal, es como si tuviéramos:

d d
& —ZED=he) kO = h(—;‘ = k(1) dt.

Itegrando el primer miembro respecto de x y el segundo respecto de t :

fﬁ dx= [ k() dt+C

Esta es la forma de la solucion general. Si h(x) y k(t) son suficientemente simples, estas

integrales pueden evaluarse para determinar explicitamente x(t).

d
Ejemplo: Resolver d_)t( =(1+x2)-(1+2t), x(0)=0.
- Solucion:
d 1
1+XX2 = (1+2t)dt = f1+x2 dx=f(1+2t) dt = arctgx=t+t2+C

= x()=tg(t+t2+C)

Como x(0)=0 = tgC=0 = C=0. Por tanto, la solucion particular es: x(t) = tg (t + t2)

d
Ejemplo: Resolver d_)t( =(1+x)-et x(0)=1.

- Solucién:
dx =e¢tdt = f . dXZfe'tdtJrC = In(l+x)=-et+C
1+x 1+x

Comox(0)=1 = In2=-1+C = C=1+In2

Por tanto, la solucion particulares: In(1+x)=1+1In2-¢t
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4.- CRECIMIENTO LOGISTICO.

El indice de crecimiento por individuo en una poblacion es la diferencia entre el indice

medio de natalidad y el indice medio de mortalidad.

Supondremos que el indice medio de natalidad en una poblacion es una constante positiva 3
independiente del tiempo t y del tamafio de la poblacion y que el indice medio de mortalidad es

proporcional al tamafio de la poblacion y es, por tanto, d x(t), donde & es una constante positiva.

1 d d d
" 'Aétg =B-8x(H) = g = x-(B-3x) = —X.(B’_‘SX) = dt
= fﬁ =t+C = % lnB—X8X =t+C
SN 1“3-X5x “Bt+ BC = 1“3-X5x —Bt+ K
Si al principio, la poblacion tenia x(0) individuos:
x(0) B
lnB-Sx(O) =K
Por tanto,
X B x(0) X x(0) _
lnB-Sx _Bt+ln[3-8x(0) = lnB-Sx _lnB-Sx(O) =Bt =
x-(B-35x(0)) x-(B-5x(0))
- = B
= Moo P T x0-prax) T T
= x(®-(B-3x(0)) = x(0)+ (B-3x(1))- bt
= x(t)+(P-8x(0)+x(0)5ePt) = x(0) B ebt
Por tanto, x(t) = 5T (’;(B(Z)_Bl )egtx(O) ( crecimiento logistico )
Asi, si tomamos limites:
: _ x(0)p _B
lim x() = lim oy " rxs 8 O PO

Ejemplo:
dx X

1
Determinar la solucion de & X (E - 1000 ), que satisface la condicion inicial

x(0) = 10. ;Cual es la poblacion de equilibrio?
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- Solucién:

Se trata de la ecuacion logistica cuando 3 =0.1,5=0.001 y x(0) = 10:

10-0.1-¢01't e01¢
X(O= 01+ (edTt-1)-0.001-10 ~ 0.1+ (e01t-1)-0.01

100-e01t  100.¢0-1t

T10+e0Tto ] T 940l

0.1
imx(t)= === = 100
lim x() = 5 001

Representa el tamano de la poblacion para el cual la tasa de natalidad equilibra exactamente
a la de mortalidad.



TEMA 3

ECUACIONES DIFERENCIALES
LINEALES DE SEGUNDO ORDEN

Ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden.
Resolucion de la ecuacion diferencial lineal de
segundo orden homogénea con coeficientes
constantes.

Resolucion del caso “no homogeneo”: Método de

variacion de las constantes.
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1.- ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE SEGUNDO ORDEN.
La forma mas general de esta ecuacion es:

a(t) x"(t) + b(t) x'(t) + c(t) x(t) = (t) (1.1)
donde a(t), b(t), c(t), f(t) son funciones dadas de t y a(t) # 0 Vt.

o d2 d
Por simplificar la notacion, utilizaremos x"(t) en lugar de ﬁ y x'(t) en lugar de d_); .

- Casos particulares:

Si a(t), b(t) y c(t) son constantes, a la ecuacion (1.1) se le llama ecuacién lineal de segundo

orden con coeficientes constantes. Si f(t) = 0 Vt, se llama homogénea.

2.- RESOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE SEGUNDO
ORDEN HOMOGENEA CON COEFICIENTES CONSTANTES.

Vamos a resolver la siguiente ecuacion:
ax"(t)+bx'(t)+cx(t)=0, dondea,b,c sonconstantesy a # 0.

La solucion general de esta ecuacion se obtiene a partir de las raices A1, Ay de la ecuacion
auxiliar: aA2+bAi+c=0

Caso1: b2-4ac>0 ( Ay, A7 realesy distintas )

La solucion general es: x(t) = k; eMt + ky ert, donde ki y ky son constantes. Cuando
tengamos dos condiciones iniciales de x(t) ( por ejemplo el valor de x(0) y x'(0)), podremos

calcular el valor de dichas constantes.

Ejemplo:
Hallar la soluciéon general de x"(t) + x'(t) - 6 x(t) = 0. ;Cudl es la solucion particular que

satisface las condiciones iniciales x(0) =1, x'(0) = 0?.
- Solucién:

La ecuacion auxiliar es: A2+ A -6 =0, que tiene por raices:

1~[1+24  -1%5

2 2

A= = M=-3,=2

Por tanto, x()=kje3t+kye2t = x(t)=-3kje 3t+2kyet.
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x(0)=1=k; +kp 2 3
De las condiciones iniciales = k1= 3 k= 5 -
x'(0)=0=-3k;+2kp

. . , 2 3
Asi, la solucion particular serd :  x()= 5 & 3t+ 5 e2t

Caso2: b2-4ac=0 ( Ap=Apreales)

La solucion general es : x(t) = kj eMt+ kj t erot, donde, al igual que en el caso anterior, k| y
ko son constantes.

Ejemplo:

Hallar la solucion general de x"(t) - 4 x'(t) + 4 x(t) = 0. ;/Cual es la solucidon particular que
satisface las condiciones iniciales x(0)=1,x'(0)=0?.

- Solucién:

De la ecuacion auxiliar tenemos que:

+ _
2-an+a=0 = )= 2NI6-160

2
Por tanto : x(t) =k e2t+kpte2t = x'(t)=2kje2t+kye2t+2tkyet,
x(0) =1 =k

De las condiciones iniciales : } = ki=1,kr=-2.
x'(0)=0=2k; +ko

Asi, x(t)= e2t-2te2t

Caso3: bZ-4ac<0 (A=a+Bi,Ax=a-Bi)

La solucion general es @ x(t) = kj €% cos(B t) + kp et sen(p t), donde, al igual que en los
casos anteriores, k1 y ko son constantes del modelo.

La solucién x(t) = ky e cos(B t) + kp e sen(p t) representa un movimiento oscilatorio
donde la magnitud de las oscilaciones aumenta si o > 0, se queda constante si a = 0, y decrece
st <O0.

Ejemplo:

1
Hallar la solucién general de 5 x"(t) + 3 x'(t) + 17 x(t) = 0. ;Cudl es la solucion particular

que satisface las condiciones iniciales x(0) =1, x'(0) =0.?
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- Solucion:

-6 +4/ 36 - 136 _-6+10i

2 2

1
§k2+3k+17=0 = AM+6A+34=0 = A=

= A =-3+51, Ap=-3-51

Por tanto,
x(t) =kj e 3tcos(5t) + ky e 3t sen(5t)
Asi, X'(t)=-3kj e 3tcos(5t) - 5k e 3tsen(5t) - 3 ky e~ 3tsen(5t) + 5 kp e 3t cos(5t).
x(0)= 1=k

3
De las condiciones iniciales : } = ki=1,kp= 3
x'(0)=0=-3k;+5kp

3
y x(t) = e 3tcos(5t) + 5 € 3tsen(5t).

Esta solucién oscila pero tiende a 0 cuando t aumenta:

- (cos(St) L3 Sen(sz)J= N

3t 5 3t

e e

Ejemplo:
Hallar la solucion general de x"(t) - 2 x'(t) + 5 x(t) = 0. ;{Cual es la solucidén general que

satisface las condiciones iniciales x(0) =2, x'(0) = 10?.

2+£+/4-20 24

- Solucién:

AM-2A+5=0 = A= AM=1+21 Ap=1-21

2 2
Por tanto, x(t) = k1 et cos(2t) + kp et sen(2t) = et ( ky cos(2t) + kp sen(2t) )
Asi, x'(t) = et ( kq cos(2t) + kp sen(2t) - 2 k1 sen(2t) + 2 ko cos(2t) ).
x(0)=2=k;
De las condiciones iniciales : = ki=2,kh=4
x'(0)=10=k; +2kp
y x(t) = 2 et ( cos(2t) + 2 sen(2t) ).

Esta solucion oscila pero aumenta de magnitud cuando t crece.

Ejemplo: ( El oscilador armdnico )

La ecuacién x"(t) + w2 x(t) = 0, con w > 0 y constante, es la ecuaciéon del movimiento
armoénico simple. Aparece frecuentemente en problemas bioldgicos relacionados con fendmenos
periodicos u oscilatorios.

- Solucion:

M+wl=0 = A==wi = a=0, B=w.
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Por tanto, x(t)=kj cos(wt) +kpysen(wt) = x'(t) =- w ky sen(wt) + w ko cos(wt)

x(0) =k
Supongamos que conocemos x(0) y x'(0) :
x'(0)=wky
'(0 '(0
= k1= x(0),ky= %2 , ¥ x(t) = x(0) cos(wt) + %2 sen(wt).

Esta solucion representa un movimiento periddico con periodo W

3.- RESOLUCION DEL CASO NO HOMOGENEO : METODO DE VARIACION DE
LAS CONSTANTES.

Vamos a resolver la ecuacion  a x"(t) + b x'(t) + ¢ x(t) = f(t), donde a, b, ¢ son constantes y
a # 0. La siguiente expresion proporcional la solucion:
x(t) = k1(t) g1(t) + ka(t) g2(t), donde:

= g1(t) y g2(t) son dos soluciones independientes de la ecuacion homogénea ( en el

sentido de que una no es la otra por una constante ), y

= kj(t) y ko(t) se obtienen integrando las siguientes expresiones:

o - f(t) go(t)
KO = a0 20 -20eam] D

o f(t) 10
K20 = 2120 20 - 2200 210 |

(3.2)

si D(t) = g1(t) g2'(t) - g2(t) g1'(t) # 0.

Notar que al calcular las integrales para obtener kj(t) y ko(t) obtendremos las constantes de

integracion . Dichas constantes se pueden calcular a partir de las condiciones iniciales.
Ejemplo:

Determinar la solucion de x"(t) - x(t) = et que satisface x(0)=1 y x'(0) =0.
-Solucién: A2-1=0 = A=x1 = git)=et, gt)=et.

Como D(t)=-etet-etet=-2¢lte t = 0, entonces, podemos hallar ki(t) y ko(t) a partir
de 3.1)y (3.2):

ey = - f(t) ga(t) _-etert 1 ot
KO Tae®-20s®] ~ 2der “2 T MOZ3 FC
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. () g1t et - e
'O = a0 80 -00s/0] ~ -2det - 2 = kO=-F +C

Por tanto,

t 2t t 1
x(t) = kq(t) g1(t) + ka(t) gz(t)=[§+C1} etv{-%%—Cz] e = [§-Z+ Cl} et+Chret
Asi ' _L l+ t+l t —t—£+l+ t -t
si, x'(t)= > "4 Cile > et-Cret= >t Ci|et-Core

De las condiciones iniciales:

1
x(0)=1=-z+C1+C2

1
X(0)=0=7+C;-C)

t 1 3
X(t):|:§ + Z} et + 1 et

Ejemplo:
Determinar la solucién particular de x"(t) - 6 x'(t) + 9 x(t) = 3t que satisface las condiciones
iniciales x(0) =0y x'(0) = 1.

- Solucién: A2-6A+9=0 = A=3 = git)=e3t, g(t)=te

Como D(t) = g(t) 2'(t) - g2(t) g1'(t) =3t (e3t+3tedt)-te3t3 et =ebt + 3 tebt- 3 tebt=
ebt # 0, entonces podemos hallar ki(t) y ko(t) a partir de (3.1) y (3.2):

o - f(t) go(t) _-edttedt 2
KO = Ta0n0-o0em] ~ o -t = kO=-7+C
f(t) g1() edtedt

ko'(t) = =1 = kt)=t+(C

algi() @' -20eg'®] o
Por tanto, la solucion general es:

t2 12
x(t)z(-; +C1) St+(t+Cy) te3t=e3t(—3 +C1+t2+tC2) =

2

t
=e3t(C1+§+tC2)

3
Asi, x'(t)=e3t(t+C2+3C1+ §t2+3tC2j

De las condiciones iniciales:
x(0)=0=Cy

2
X'(O)=1=C2+3C1
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Ejemplo:
Determinar la solucion de x"(t) + x(t) =2 cost que satisface x(0) =5 y x'(0) =2.

-Solucién: A2+1=0 = A==xi = gi(t)=cost, gr(t)=sent.
D(t) = g1(t) g2'(t) - go(t) g1'(t) = cos2 t +sen?2 t=1 # 0.
Entonces, podemos hallar ki(t) y kp(t) a partir de (3.1) y (3.2):

e - f(H) go(t) _ _
ki'() = 3 (O 20 -00a0] 2costsent = kj(t)= -sen?2t+C;

v f(t) g1(t) _ _
ko'(t) = 3 (a0 O 00 0] 2cos2t = kp(t)= t+sentcost+Cy

2t
(yaque f 2cos2tdt=f(1+cos2t) dt=t+ seg +Cyp=t+sentcost+Cy).

Por tanto, la solucion general es:
x(t)=( -sen2t+Cj)cost+(t+sentcost+Cy)sent= Cjcost+tsent+Cysent

Asi, x'(t)= -Cysent+sent+tcost+ Cpcost ydelascondiciones iniciales:

x(0)=5=Cy
= (C1=5C=2y x(t)=5cost+(t+2)sent-
x'(0)=2=C,

Ejemplo:

a) La altura x(t), en el instante t, de un objeto que cae libremente debido a la gravedad
satisface la ecuacion x"(t) = -g, donde g es la aceleracion constante debida a la gravedad.
Determinar x(t) en términos de x(0) y x'(0).

b) Un objeto cae de una altura h con una velocidad inicial 0. ; A qué velocidad llega a
tierra?

- Solucién:

a) x"(t)=-g ecuacion diferencial de segundo orden no homogénea.
M=0 = A=0 = git)=1,g@0) =t

D(t) = g1(t) g2'(t) - g2(t) g1'(t) =1 # 0. Entonces, podemos hallar ki(t) y ka(t) :

o - - ) (1) _ 1
'O = a0 -noeam] & = kO=3 e+
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o - f(0) 210 _ _
O a0 e0- 0] ~ 8 T ROT G

Por tanto, la solucion general es:

1 1
x()=(3 g2+ C)+(-gt+Cy)t=-5 gt2+C; +Cat

Asi, x'()= C2-gt, x(0)=Cy, x'(0)=Cz y x(t) =x(0) +x'(0) t - % g2

1 1
b) Como x(0)=h y x'(0) =0, x() =h+0t- 5 gt2 Asi,x(t)=0 = h=7 gt2 =

2
2h 2h
to= ? y X'(to):'g\/? =-12gh.



TEMA 4

EL MODELO DE LAS
DOS ESPECIES.

1. Sistemas de dos ecuaciones diferenciales lineales de
primer orden.
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1.- SISTEMAS DE DOS ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE PRIMER
ORDEN.

Supongamos por ejemplo que 2 especies coexisten en el mismo medio y compiten por los
mismos recursos. Entonces, hemos de tener en cuenta el efecto que produce en el crecimiento de
cada una de ellas la presencia de la otra. Es razonable suponer que la tasa de crecimiento de
cada especie dependera de la poblacion de la otra, ademas de la suya propia. Necesitamos mas

de una ecuacion diferencial para describir este tipo de interaccion.

Los sistemas de dos ecuaciones diferenciales que estudiaremos en este tema son de la forma:
X'(t) =ar1 x(t) + a2 y(t) + f(t)
y(t) = a21 x(t) +a22 y(0) + g(0)

donde ajq, ajp, ap] y app son constantes.

El sitema anterio se llama sistema lineal ya que todas las ecuaciones son lineales. El método
de resolucion consiste en obtener una Unica ecuacion diferencial lineal de segundo orden para
una de las funciones x(t) 6 y(t). Al resolver esta ecuacion obtendremos la solucion de la funcién

involucrada (x(t) o y(t)), y, a partir de ésta, hallaremos la de la otra.

Podemos encontrarnos con tres tipos de sistemas de dos ecuaciones dependiendo de la
relacion entre la dos especies que describe el sitema. El modelo de competicion, el de
cooperacion y el de depredador-presa. En el primero, las dos especies compiten por los mismos
recursos, por lo que el crecimiento de cada una se ve limitado por la presencia de la otra. Esto
se traduce en que los coeficientes ajp y ap1 son negativos. En el modelo de cooperacion, ambas
especies se ven favorecidas de la presencia de la otra, por lo que los coeficientes ajs y az1 son
positivos. Por ultimo, en el modelo depredador-presa, el crecimiento de la especie de la presa se
ve afectado negativamente por la cantidad de depredadores, por lo que el coeficiente a;
correspondiente sera negativo: mientras que el crecimiento de la especie de depredadores se ve
afectado positivamente de la existencia de las presas, por lo que el coeficiente aj;

correspondiente serd positivo.

1.1 Modelo de competicion de especies

Consideremos el siguiente sistema lineal homogéneo:

X'(t) =2 x(t) - y(t)

YO =-x(®+2y(

El procedimiento de resolucion consiste en los siguientes pasos:

1) Derivamos la primera ecuacion : x"(t) =2 x'(t) - y'(t)
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2) Sustituimos el valor de y'(t) en funcion de x(t), y(t) que nos da la segunda ecuacion y
obtenemos : x"(t) =2 x'(t)- (- x(t) + 2 y(t) ) =2 x'(t) + x(t) - 2 y(t)
3) Despejamos y(t) de la primera ecuacion, y(t) =2 x(t) - x'(t), y la sustituimos :
x"(t) =2 x'(t) + x(t) - 2 (2 x(t) - X'(t) ) =4 x'(t) - 3 x(t)

Nos queda pues la ecuacion de segundo orden : x"(t) - 4 x'(t) + 3 x(t) = 0, que pasamos a

resolver :
4+~ 16-12 4+2
la ecuacion auxiliares A2-4A+3=0 = A= 5 ="
= rM=32=1 = x()=kjedt+kyet

Entonces y(t) =2 x(t)-x'(t)=2 (kj edt+kpet)-(3kjedt+kyet)=-kjedt+kyet

Supongamos que este sistema que hemos resuelto describiera la influencia de las poblaciones
de dos especies en competicion sobre sus indices de crecimiento, y que x(0) = 100 e y(0) =

200. Para calcular las constantes procedemos segun:

x(0)=100=k; + ky
= k1 =-50,ky=150.
y(0)=200=-k; + ko

Por tanto, x(t)=-50e3t+150et e y(t)=50e3t+ 150 et

La primera poblacion se extinguird cuando x(t)=0 <> 50e3t=150¢t < e2t=3 <

1
< 2t=In3 < t=5 In3 < t= 0.552unidades de tiempo.

La segunda poblacion continua creciendo de acuerdo con la ecuacion y'(t) = 2 y(t)

d
yH=2y(t) = g Iny=2 = hy=2t+C = y(t) =K e2t

1
Yt =Kedo = K=y(to)e 2 = y(H)=y(to) e2t4) con ty=7 In3

y(to) = 150 eto + 50 €3t ~ 3003
Esto nos da el desarrollo de la segunda especie después de la extincion de la primera.

1.2 Modelo depredador-presa

Consideramos que x(t) es la poblacion de depredadores en el instante t y que y(t) es la
poblacion de presas en ese mismo instante. Supongamos que sus indices de crecimiento vienen

dados por el sistema lineal del siguiente ejemplo:

X'(t) =x(t) + y(t) }

y'(t) = - x(t) + y(t)
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Si x(0) = 1000 = y(0), vamos a determinar las poblaciones en el futuro y cuando se extinguen

las presas.

Repitiendo el mismo proceso que en el apartado anterior tenemos:

xX"(t) = x'() + y'(t) =x'(t) - x(t) + y(t) = x'(t) - x(t) + (x'() - x(t) ) =2 X'(t) - 2 x(V)

24+/4-8 2+2]
X'(0)-2X(O+2x)=0 = I2-21+2=0 = A=""3 -5 1

= a=1,=1 = x(t)=kjetcosttkyelsent
Entonces:
y(t) =x'(t) - x(t) =et (-ky sent+kp cost+kj cost+kpsent)-et(kjcosttkrsent).

Por tanto, x(t)=et(kjcost+kysent)
y(t)=et(-kjsent+kpcost)
x(0) = 1000 = k;

} = k; = 1000 = k».
y(0) = 1000 = ky

Por tanto, x(t)=1000et(cost+sent) e y(t)=1000¢et(cost-sent)

. S T
La poblacion de presas se extinguira cuando y(t) =0 < cost=sent < t= 4

unidades de tiempo.

La poblacién de depredadores puede seguir creciendo utilizando otros recursos de acuerdo
con la ecuacion x'(t) = x(t), si siguiese siendo valida. No obstante, suele pasar que las
suposiciones que se hacen para desarrollar un modelo de interaccion de especies son menos

exactas cuando una de ellas se extingue. El desarrollo de las 2 poblaciones hasta la extincion de

una :
5000 —
4000
3000 —|
2000 —] x(H)
1000 —|
y(®)
| | | | | | | | | |
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1.3 Modelo de cooperacion de especies

Supongamos que dos especies coexisten en relacion simbidtica, es decir, la poblacion de
cada una aumenta proporcionalmente a la poblacion de la otra y decrece proporcionalmente a su

propia poblacion:

X'(t) =- 2 x(t) + 4 y(t) }
y'(® =x(t) -2 y(®)

Si x(0) = 100, y(0) = 300, determinar las poblaciones en el futuro.

- Solucion:

") =-2x'(t)+4y'(t)=-2x'(t) +4 (x(t)-2y(t))=-2x'(t) +4 x(t) - 2 x'(t) - 4 x(t)
X")+4xt)=0 = A2+4L=0 = A =0,A=-4 = x(t)=kj+kpe 4t

Entonces y(t) = i (-4kpedt+2k +2kypedt) = % kj - % ky e-4t.
Por tanto, x(t)=kj +kp e-4t
YO =73 ki -3 kperdt
x(0) = 100 = k; + ky
1 1 = k1 =350,ky=-250. Por tanto:
y(0) =300 = Ekl' Ekz

x(t)=350-250e 4t e y(t)=175+125e 4t y tenemos lim x(t) =350 y lim y(t) = 175
t—0 {—0

La siguiente grafica ilustra la evolucion de ambas especies en el tiempo.

350 | el

300

_ -4t
250 | x(t)=350-250¢

y(t)=175-125¢*

200 —

150 —

100 —

50 —

002 01 0.15 02 025 03 035 04 045 05



TEMA 5

MATRICES

1. Valores propios y vectores propios.
2. Diagonalizacion de matrices.
3. Matrices funcionales.

4. Derivada e Integral de una matriz funcional.
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1.- VALORES PROPIOS Y VECTORES PROPIOS

En el Apéndice 1 hay una descripcion de los conceptos basicos en matrices que son
necesarios para entender los contenidos de este tema. Se recomienda que el estudiante lea dicho
Apéndice antes de abordar este capitulo.

Llamaremos vector a a una matriz que consta s6lo de una fila o de una columna . Notar que

las componentes del vector fila pueden estar separadas por comas:
S1
u=(ug, up, uz, ug) esunvector fila y s=|s2| esun vector columna.
83
Dada una matriz A, vamos a considerar la cuestion de si existe un vector x y un escalar

A satisfaciendo la expresion:

Ax=AX. (1)

Cualquier A que cumpla la ecuacion anterior se llama valor propio de A y el correspondiente
vector x (distinto del vector 0 ), vector propio de A. Los vectores y valores propios también se
definen como los autovectores y autovalores, respectivamente, de la matriz A. Como se vera
mas adelante, la ecuacion (1) tiene interés en diversas aplicaciones fuera de las puramente

matemnaticas y geométricas.

Vamos a resolver la ecuacion (1) para el caso de una matriz 3x3 (n=3):

al] a2 a3 X]
dadas A=|az; a2 a3 | y x=[X2
az] as2 asj X3

La ecuacion (1) conduce al sistema

(ar1-M)x1+  appxe+ a;zx3 =0
az1x1 + (ag2-M)x2 + a3x3 =0
a31xp+  azxy +(a33-A)x3=0
Este es un sistema homogéneo de 3 ecuaciones lineales con 3 incdgnitas. Por tanto, existe
una solucidén no trivial sélo si el determinante de los coeficientes se anula, es decir, si
ajl-h app a3
ay] axp-A a3 | =0.
a3l a3y az-A
Esta ecuacion equivale a | A-AI | =0 y se llama ecuacion caracteristica.
El desarrollo del determinante conduce a un polinomio de grado tres. Por tanto, la expresion
anterior es una ecuacion cubica que puede escribirse en la forma
M+prl2+gh+r=0
Esta ecuacion tiene como maximo tres raices distintas A1, A2, A3, que son los valores propios
del problema.
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Ejemplo:
3 -2

Dada una matriz A = (2 _2) , resolver la ecuacion (1) es resolver el sistema

3x1 - 2X2 = AX]
2X1 - 2X2 = AX2
Para ello agrupamos todos los términos con X1 y x2 en el lado izquierdo:
(3-A)x1-2x2=0
2x1 - 2+tM)x2 =0 ()

Estas dos ecuaciones en x1 y X2 son homogéneas, por lo que hay una solucion trivial x; =0,
xp = 0. No obstante, una solucion no trivial s6lo puede existir si el determinante de los
coeficientes se anula. Por tanto, se debe satisfacer
3L -2

= 2_%-2=
2_(2%)‘ 0 = A2-2-2=0

que se llama ecuacion caracteristica del problema. Las soluciones, o valores propios son Aj =
-lyap=2.
Sustituyendo A1 = -1 en el sistema (2) tenemos:
4x1-2x2=0
2x1- x2=0
Una de las ecuaciones se puede eliminar pues ambas son proporcionales. Una solucion

correspondiente a A seria

1
x1=1,x=2 = X(l):(z) .

Asi x(1) es un vector propio. Notar que cualquier multiplo de x(1) también serviria como
vector propio correspondiente a A .

Igualmente, para Ay = 2 tenemos que satisfacer la ecuacion xj - 2xp =0

2
que es posible mediante el vector propio x(2) = [1) o cualquier multiplo del mismo.

1 2 8
Ejemplo: Calcular los valores y vectores propios de la matriz A = [0 10 -3 J :
070

Primero, de cada elemento de la diagonal tenemos que restar A (como en ejemplos

anteriores). Esta operacion puede hacerse utilizando la matriz identidad I:

1 -2 8 100 -~ -2 8
A-Al={010-3]-A{010= 0 10-A-3
070 001 0 7 -A

Segundo, tenemos que igualar a cero el determinante de la nueva matriz:
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I-A -2 8
|A-AI|=| 0 10-A -3 | =0.
0 7 -
. . 10-A -3
Desarrollando el determinante por la primera columna: (1-1) ‘ 7 a0 0, de donde: (1-

L) (A2-10A+21) = 0. Las tres raices o valores propios son A1 =1, Ao =3, A3=7.

Para calcular el vector propio correspondiente a A1 = 1 hemos de resolver:
(1I-A)x1- 2x2+ 8x3=0
0x1 + (10-A)x2 - 3x3=0
0x;+ 7x2+(0-A1)x3=0

es decir:
-2x7 +8x3=0
9x7 - 3x3=0
7x2- x3=0

Notar que los Unicos valores para Xxp y x3 que satisfacen las tres ecuaciones del sistema
anterior son 0 y 0, mientras que x| (que no aparece en el sistema) puede tomar cualquier valor

(por ejemplo el valor 1). Asi, una solucion posible es x1=1, xp=0 y x3=0 que nos da el vector

1
x(D =10
0

Para calcular el vector propio correspondiente a Ap = 3 hemos de resolver:
(1-A)x1- 2xp+ 8x3=0
0x1 + (10-A2)x2 - 3x3=0
Ox1+ 7x2+(0-A2)x3=0

propio:

es decir:

-2x1-2x2 +8x3=0
0x1+7x2-3x3=0
0x1+7x2-3x3=0

Las soluciones de este sistema serian de la forma (en funcién, por ejemplo, de x3) :

3 25
X255 X3 X1= 77 X3

. ) 25 3
Asi, haciendo x3= o tenemos las soluciones: x1= 7 Xp=7 0 X3

y una solucion posible, haciendo por ejemplo o =7, seria x;=25, xp=3 y x3= 7, que nos da el

25
x(2) =3
7

Ahora, para calcular el vector propio correspondiente a A3 = 7 hemos de resolver:

vector propio:
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-

(1-A3)x1- 2x0+ 8x3=0
0x1 + (10-A3)x2 - 3x3=0
Ox1+ 7x2+(0-A3)x3=0

N

es decir:
.

-6x1-2x2 +8x3=0
5§ 0x;+3x2-3x3=0
0x1+7x2-7x3=0

"
De forma analoga al caso anterior, las soluciones de este sistema serian de la forma
X]=a Xp=a X3=a

y, haciendo por ejemplo oa=1, una solucidon posible es x;=1, xo=1 y x3= 1 que nos da el vector
1

propio: x(3) =]1
1

Ejemplo: Modelo de Leslie: Dinamica de poblaciones con estructuras de edad. (Una

aplicacion de los valores y vectores propios).

Salvo en los organismos mas sencillos, los nacimientos y las muertes en una poblacion de
seres vivos dependen de la edad. Si queremos describir razonablemente la evolucion en el
tiempo del tamafio de esa poblacion, deberemos para ello tener en cuenta la estructura de edad
de dicha poblacion.

Supongamos que los individuos que tratamos tienen una reproduccion estacional. En tal caso,
podemos calcular la evolucion de la poblacion de afio en afo; es decir, podemos describirla
mediante un modelo con tiempo discreto. En cualquier afio, nacerd un niumero determinado de
jovenes (numero que depende de la cantidad de animales mas viejos que haya en la poblacion
ese ano) . Consideramos que un 85% de los jovenes sobrevive a su primer afio de vida (durante
el que tienen edad cero); el 98% sobrevive a su segundo afio, y asi sucesivamente, el porcentaje
de supervivencia depende de la edad.

En la evolucion de la poblacion también vamos a considerar la reproduccion. Nuestros
animales no se reproducen mientras tienen 0 afios. En los animales que cuentan con 1 afio de
vida hay un cierto porcentaje de reproduccion que es 0.05 jévenes por individuo. Cuando tienen
2 afios, la fertilidad es 0.65 (jovenes por individuo), etc.

Para simplificar asumimos que los animales no viven muchos afios; todos los animales
mueren al final de su tercer afo de vida, y por tanto, tenemos s6lo animales de 0, 1, 2, y 3 afios.
Para estas edades, los coeficientes de supervivencia son 0.85, 0.98, 0.97 y 0, y los coeficientes
de fertilidad son 0, 0.05, 0.65 y 0.9. Notar que, aunque los coeficientes de supervivencia estan
necesariamente entre 0 y 1, los coeficientes de fertilidad pueden tomar cualquier valor positivo.

Podemos ahora escribir las ecuaciones del modelo. Sean ny(t), ny(t) etc., el numero de

animales de edad 0,1, etc. en el afo t. Entonces:
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no(t+1) = 0.05 n1(t) + 0.65 na(t) + 0.9 n3(t)
ny(t+1) = 0.85 ny(t)
np(t+1) =0.98 n(t)
n3(t+1) = 0.97 ny(t)

Estas son las ecuaciones de estado de un sistema dinamico con 4 variables de estado. Es

lineal. Las ecuaciones pueden escribirse en forma matricial:

ne(t+1) 0 0.05 0.65 0.9 / no(t)
netl) | 085 0 0 0 || ni)
mt+) | 7| 0 098 0 0 || m)
na(t+1) 0 0 097 0/ \ni)

0, de manera equivalente, N(t+1) = A N(t), donde el vector N(t)= (ny(t),...,n3(t)) denota el estado
del sistema en el instante t. La matriz A, de dimensiones 4 x 4, contiene los coeficientes que
especifican el comportamiento del sistema.

Si la poblacién comienza en el estado N(0) = (10, 10, 10, 10 ) (es decir, con 10 animales de
cada edad), entonces la aplicacion de A a N(0) conduce a N(1) = ( 16, 8.5, 9.8, 9.7). La

poblacion después de otro afio puede obtenerse calculando N(2) = A N(1), etc.

(Puede darse el caso de que las cuatro se ajusten a proporciones constantes?

Si es asi, entonces a partir de alguna edad t en adelante, el tamafio de la poblacion en los
siguientes afios serd un multiplo de la de ese afio t. Si consideramos por ejemplo que 1.3 es ese
multiplo, tendriamos: ng(t+1) = 1.3 ny(t), ni(t+1) = 1.3 nq(t), etc..... Este modelo se llama
composicion de edad estacionaria y buscamos N(t+1) = A N(t), o, de manera equivalente, A
N(t) = A N(t).

Asi pues, dada una matriz A, queremos hallar un vector N y in numero A tal que aplicando la
matriz a N obtengamos un vector que sea igual a A+N. En los términos que ya conocemos,
queremos hallar los valores y vectores propios de la matriz A. La teoria dice que una matriz n x
n tiene n valores propios, cada uno con su vector propio asociado. En términos de nuestro
modelo, eso quiere decir que hay 4 composiciones de edad que continlian inalteradas durante el
subsiguiente crecimiento de las poblaciones. Esto es un resultado inesperado; cabria esperar
que, si hay una composicion de edad estacionaria, hubiera so6lo una. Esta intuicion es correcta
tal y como prueba el resultado para matrices con elementos positivos en la primera fila y en la
subdiagonal, y ceros en el resto, que demuestra que solo uno de los valores propios es positivo;
los otros son o bien negativos o complejos, y ademds, no son nunca mayores en valor absoluto.
Este unico valor propio positivo recibe el nombre de valor propio dominante. En conclusion,
solo el valor propio dominante y su vector propio asociado son relevantes para nuestro
problema. En nuestro ejemplo, A tiene un valor propio positivo, uno negativo y dos complejos,

que son:
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A1 =1.08, Ap=-0.763, A3=-0.158 +0.9261, A4 =-0.158 - 0.926i1
Una vez hemos hallado los valores propios, aplicamos la ecuacion A N(t) = 1.08 N(t) para
determinar el vector propio dominante E = (e, €1, €2, €3), que debe ser tal que aplicando A a ¢l

obtengamos como resultado 1.08 E. Es decir:

1.08e, = 0.05¢1 + 0.65¢e7 + 0.9¢e3
1.08e1 = 0.85¢,
1.08e7 = 0.98e;
1.08e3 =0.97¢>

Comenzando con la ultima ecuacidon, podemos expresar e, en funcion de e3; después e; en
funcién de ey, y e, en funcion de eq. Asi, E = (1.56 e3, 1.23 e3, 1.13 e3, e3), donde e3 es
arbitrario. Notad que la primera ecuacion, que es redundante, no se ha utilizado. Si damos el
valor 1 a e3, tenemos que E = (1.56, 1.23, 1.13, 1). Asi, una poblacion que comience con esa
composicion de edad conserva esa composicion, y la poblacion del afio siguiente serd mayor en
un factor global de 1.08.

La forma de E con su ej3 arbitrario también confirma la idea intuitiva de que dos veces el

vector propio ( de hecho, cualquier vector multiplo) es también vector propio.

2.- DIAGONALIZACION DE MATRICES

Dada una matriz cuadrada A de orden n, de la cual conocemos los valores propios A1,A2,...,An
p11 Pni

y sus vectores propios P(D) =| ° | PM=| ° | podemos escribir los vectores en forma

1 n

P11 .- Pnl
P=| ... ... ..
Pln .- Pnn

Supondremos que los vectores P(1) ..., P(n) son linealmente independientes (lo que se puede

de matriz como:

demostrar que se satisface si Ai,A2,....An son distintos). Como los vectores P(1) ..., P(W) son
solucidnes de la ecuacién A x = A x, es decir : A P(D=2; P(D, ... A P() =), PM | tenemos

que:

Asi pues, multiplicando por la izquierda por P-1 (que existe, pues estamos suponiendo que los

n vectores propios son l.i.) tendremos :
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A o... O
P1TAP=| ... ... ..
0 ... A\n
0 ... A

y tenemos lo que se conoce como descomposicion de la matriz en forma diagonal.

Esta propiedad sera util en la resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales (tal

y como realizaremos en el tema siguiente). Para ilustrar su utilizacion, supongamos que
deseamos resolver cierto sistema de ecuaciones lineales Ax=b (1), donde A es una matriz de
orden n, x es un vector de n incognitas y b es un vector conocido de n componentes. Calculamos
la matriz P y llamamos :

y=Plx (x=Py)

b=P1lb (b=Pb
Sustituyendo las expresiones anteriores en (1) tenemos A P y = P b', y multiplicando por P-!
obtenemos Pl APy=P-1Pb' =b', es decir:

Ao O
......... y=b" (2)
0 ... Ay

Fijémonos que hemos transformado el sistema (1) en otro, (2), que puede escribirse como:
A y1 =b'
A y2 =b"
Anyn =b'y
y cuya solucion es trivial. Una vez obtenidas las y's, podemos calcular x como x=Py.

1 -2 8
Ejemplo: Hemos visto que los valores propios de la matriz A = [0 10 -3J son A1=1, Ap=3
070

y A3=7.
Ademas los vectores propios son ~ P()=(1,0,0), P@)=(25,3,7) y PG)=(1,1,1).
De esta forma podemos escribir la matriz como:
100 1251
A=P | 030]| P! con P=|0 3 1

007 071

Recordemos que en el proceso de diagonalizacion descrito se ha considerado una matriz A de
orden n con n valores propios diferentes.

Si la matriz tiene m <n valores propios diferentes, pueden darse dos casos:

a) Asociado a cada valor propio podemos obtener un nimero de vectores propios linealmente

independientes igual a su grado de multiplicidad.
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200
Ejemplo: Consideramos la matriz A= [0 3 0}
0-12

Sus valores propios asociados son:
A1 =2 con multiplicidad 2 ( raiz doble).
Ao = 3.
Pl =(0,0,1) , P2 = (1,0,0) son los vectores propios asociados a Aj , y son linealmente
independientes.

P3 =(0,1,-1) es el vector propio asociado a Aj3.

200 010
A=P| 020 |Pl con P=1001

Asi pues:

003 10 -1

b) Si existe algin valor propio de modo que no existen tantos vectores propios libres como su
grado de multiplicidad, entonces no se puede construir P.

En este caso se dice que A no es diagonalizable.

3.- MATRICES FUNCIONALES

En el estudio de los sistemas de ecuaciones diferenciales apareceran matrices con elementos
que seran funciones de una variable t , y por tanto, las llamaremos matrices funcionales.
Definiremos matriz funcional de una variable a una matriz cuyos elementos son funciones de

una misma variable, es decir:

[ aj(t) ... an(t) ]
A(t)=] e
ani(t) ... ann(t)

2t 3t2
A(t): sent l

4.- DERIVADA E INTEGRAL DE UNA MATRIZ FUNCIONAL

Por ejemplo:

Definiremos derivada de una matriz funcional a una matriz cuyos elementos se obtienen

derivando cada uno de los elementos de la matriz funcional, es decir:

O G
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Asi pues, en el ejemplo de antes tenemos que la derivada de la matriz A(t) es la matriz :

2 6t
()= 1
A(t) cost t_2

Anélogamente definiremos la integral de una matriz funcional como una matriz cuyos

elementos son las integrales de los elementos de la matriz funcional.
f A(t) dt = ( Jaij(t)dt )

En nuestro ejemplo tenemos:

(ot 1 )
fA(t)dt= -cost In Jt

En el proximo tema utilizaremos estos elementos para modelizar sistemas de varias

poblaciones.



TEMA 6

SISTEMAS DE ECUACIONES
DIFERENCIALES

. Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales.

. Resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales

lineales con coeficientes constantes. Caso
homogéneo.
. M¢étodo de variacion de las constantes para la

resolucion del caso no homogéneo.
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1.- SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES.

En temas anteriores hemos estudiado sistemas de ecuaciones diferenciales de la forma:
X'(t) = a1 x(t) a2 y(t) + {t)
y'(t) = az1 x(t) + a2 x(t) + g(t)
donde ajy, a2, a21 y ap2 son constantes.
La forma mas general de los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

es un conjunto de n ecuaciones diferenciales lineales de la forma:

x'1(t) = ap1(t) x1(0) +ar2(t) x2(t) + ... +agn(t) xn(t) + £1()
x"(t) = a21(t) x1(t) + aza(t) x2(t) + ... +azn(t) xn(t) + £2(0)
............ (1.1)
X'n(t) = an1(t) x1(t) + an2(t) xa(t) + ... + ann(t) Xn(t) + fn(t)

donde todos los aj;(t) son funciones dadas de t.
Si todos los aj(t) son constantes, el sistema (1.1) se denomina lineal con coeficientes
constantes. Si todas las fj(t) = 0, se denomina homogéneo.

Podemos escribir el sistema en forma matricial;

X'(t)=AX(t)+F(t)

xX'1(t) x1(t) f1(t)
donde X'(t)= X.th) ; X(t) = X%(.t) ; F(t)= fZ(t) y A es la matriz de
'n(t). n(t) n(t)

coeficientes.

2.- RESOLUCION DE SISTEMAS HOMOGENEOS DE ECUACIONES DIFEREN-
CIALES LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES

Vamos a resolver el siguiente sistema:
X'(t)=AX(t) (2.1)

Calculamos los n valores y vectores propios de la matriz A : Ay, Ap,..., Ay y PL P2 Pn,
Supongamos que los n vectores propios son linealmente independientes. Esto implica que
existe P-1 , donde P = (P!, P2,.., Pn).

Llamamos Y(t) =P-! X(t) (equivalentemente X(t)=P Y(t))y

Y'(t)=P-1 X'(t) (equivalentemente X'(t)=P Y'(t)),
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tenemos , sustituyendo en (2.1) : PY'(t)=A P Y(t) y multiplicando por P-! tenemos :

PIPY'(t)= P-1AP Y(t)

y, asi: Y'(t)=| o o o Y(t), ode otra forma :

y'1(®) =r1y1(t)
y2(O)=22y2(b)

Yn(®)=Anyn (b

cuya solucion es trivial : yi(t) = cq eMt

o0, en forma matricial, Y(t) =
La solucion del sistema expresada en funcidn de las variables originales serd :
Xt =PY(@{t)=(P!,P2,.. Py ~ =cy PleMt+cy P2etat + ... + ¢y Pn et
En resumen, la solucion de este sistema se obtiene realizando los siguientes pasos:

1.- Célculo de los valores propios de la matriz A: Ay, Ay ,..., Ay

2.-Calculo de los vectores propios asociados: P! , P2 .0 P (que

supondremos son linealmente independientes)
3.- La solucidn general es X(t) = ¢y P! eMt+ ¢y P2 ehot + . + ¢y Pnehat,

donde ¢y, ¢ ,... Y ¢y son constantes que podemos determinar cuando nos

dan n condiciones que haya de satisfacer X(t), generalmente X(0).

Ejemplo: Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

xX'1(t) = x1(t) +2x3(8) + 2 x4(t)
x'2(t) = x2(t) - 2 x3(t) - 4 x4(1)
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X'3(t) = - x3(t) -4 x4()
X'4(t) = 3 x4(t)
0
1
dadas las condiciones iniciales X( 0 ) = 1
0
102 2
., . o 01-2-4
- Solucién: El sistema se puede escribir como: X'(t) = 00 -1 -4 X(t).
000 3
102 2
. ) 01-2-4
La matriz A de coeficientes es: 00 -1 -4
000 3

que tiene por valores propios: A; =1 (doble), A, =-1y A3 =3.
Calculemos ahora los vectores propios asociados:

para A; = 1 tenemos los vectores (1,0,0,0) y (0,1,0,0)
para A, = -1 tenemos el vector (-1,1,1,0)

para A3 =3 tenemos el vector (0,-1,-1,1)

Por tanto, la solucidon general de este problema es:

1 0 -1
0 1 1 -
XM =ci| et+c, 0 ettey| | |etted| e3t
0 0 0
Podemos escribirla como:
cret-cyet

cret+cyet-cyedt
c3et-cyedt

X(t) =

De las condiciones iniciales:
X1(0)20:C1—C3 A
x2(0)=1=cy+c3-c¢4

; = ¢1=1,c0=0,c35=1,¢c4=0.
X3(O)=1=C3-C4

x4(0)=0=+1¢4 J



Matematicas (Lic. Biologia). Dpto Estadistica e I.O. Universitat de Valéncia.

et - et
et
et
0

Por tanto  X(t) = . Asi: xp(t) =et-et, xo(t) = et, x3(t) = ety x4(t)=0.

3.- METODO DE VARIACION DE LAS CONSTANTES PARA LA RESOLUCION
DEL CASO NO HOMOGENEO.

Vamos ahora a resolver el caso no homogéneo, el sistema X'(t)=A X(t)+F(t)
Resolvemos primero el sistema homogéneo asociado y representamos su solucion por :
¢ GI(t) + ¢y G2(t) + ...+ ¢cn GN(t)
donde Gi(t) denota Piehit, parai=1, ..., n.
Para resolver el caso no homogéneo, buscaremos una solucién del tipo :
c1(t) GI(t) + co(t) G2(t) + ... + cp(t) G(t)

que puede expresarse en forma matricial como G(t) C(t), con G(t)=(Gl(t), G2(t)...., G1(t)) y
c1(t)

con C(t)= )
cn(t)

Para que G(t) C(t) sea solucion del sistema no homogéneo, debe satisfacerlo, es decir, debe

cumplir :

(G CH)'=G'(1) COH + GO C'H =A (GO Ct)) + FO)

pero, por ser G(t) solucion del sistema homogéneo, G'(t) = A G(t), y asi se debe cumplir que:
G(t) C'(t) = F(t), o lo que es lo mismo, C'(t) = G-1(t) F(t). Por lo tanto, C(t) debe ser

Clt) =K + f G-(t) (1) dt

Resumiendo, la solucién del sistema no homogéneo es de la forma

X(t) = G(t) C(t)
donde,

*G(t) es una matriz de orden n x n formada por n soluciones independientes de la
ecuacion homogénea ( en el sentido de que una no es una combinacion de las otras

por una constante ) escritos en columna, es decir; P! eMt | P2 ghat | .| Pn ehnt,
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donde A; , A3 ..., Ay son los valores propios de la matriz A y P!, P2 .., Pn los

vectores propios asociados.

*C(t) se obtiene a partir de:

c =K+ [ G F@ di

donde G-1(t) es la matriz inversa de G(t), F(t) es el vector de términos independentes

y K un vector columna de constantes de integracion.
Ejemplo:

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales lineales: X'(t)=A X(t)+F(t)

donde A= (_23 _14) y F@)= (gttj

- Solucién:

1) Calculo de G(t). Para ello resolvemos el sistema homogéneo X'(t) = A X(t)
-3-1 1
2 -4-1
23Xy + X5 =-2Xx; )

-3 1 X1 . X1 B . B 1
(2 -4)(X2) “2(X2)—> 2x - dxa=-2x, [ > X1~ X2, de donde: P'= (1)

=0 — A==2; M=-5.

-3x1 + xXp =-5%

3 1Y) L (x _ poe [ ]
(2 _4)()(2) —-S(Xz)—> x| - 4%y = -5%, ; —>x2—-2x1,dedonde.P2— (_2)

J

1 1
Solucion del sistema homogéneo = C; ( 1 ) e2t+C, (_2 ) g5t

i e'zt e‘st
asi pues G(t)= (e‘zt B e‘5t)

2) Calculo de C(t)
3t .
Ct)y=K+ f G-I(t) F(t) dt , donde F(t)Z( e't) . Calculamos primero G=1(t) :

-2e-5t -e‘StJ (2/3€2t 1/3eztj ,
= sf :

Gl(t) = 1/(-3 ¢ ( o2t o2t 1/3e5t -1/3e5t
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2/3e2t 1/3e2t )( 3t j (2t e2t+1/3 et)
C = K*f ( 1365t 17365t \ et ) dt= K*f fest-1/3 edt) dt=

K ( te2t+1/3 et -1/2 2t ) B ( te2t+1/3 et -1/2 2t + K,
1/5 e5t-1/25 &5t -1/12e4t) ~\ 1/5 5t - 1/25 &5t -1/12 e4t+K.

pues [ 2tetdi=2(12tet-14et) y [ teStdi=1/5test- 125 et

Finalmente, hacemos G(t) C(t), obteniendo

1 1 6/5t-27/50+1/4 e't)
_ -2t -5t
G(t) C(1) Kl( 1 )e +K2( -2)6 [3/5 £-21/50 +1/2 et

Ejemplo: Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales: x'j(t) = x(t) +sent
X"2(t) = x1(t) + 2x,(1)
x'3(t) =x1(t) - x3(1)

0
dadas las condiciones iniciales X( 0) = [ 1
1
100 sen(t)
En este caso, A = (1 20 J y Ft)=| O ] . El sistema puede escribirse en forma
1 0 -1 0
100 sen(t)
matricial como X'(t)Z[l 2 0] X(t) + ( 0 ]
10 -1 0

1) Célculo de G(t). Primero calcularemos los valores propios de A:

- 0 0
|AML| =|| 1 24 0

I 0 -I-A

=0 - 7\,1=1; 7\.2=—1; 7\,3=2.

Ahora sus vectores propios:
X1 =X
2
asociado aA=1, X11t2x2 =X — X1= O, Xp= - O, X3= a/2. Asi, Pl=| -2

1

X1 - X3 = X3
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X1 =X]
0
asociado a A=- 1, X1+ 2X =-X3 — x1= 0, x,= 0, x3= a.. Asi, P2= [OJ
1
Xy - X3 = -X3
x, =2x,

0
asociado a A=2, X, +2x, =2x,» — x1=0, x2= o, x3= 0. Asi, P3= ( 1 J
0

X, — Xy =2x,

2 0 0 2¢t 0 0
Tenemos pues: | -2 | et-| 0 | ets| 1 | e2t >G(t)=| -2¢t 0 &2t
1 1 0 et et 0

2) Célculo de C(t). Primero obtenemos G-1(t), que resulta ser:

et 0 0
Glt)y=12| et 0 2et

2e2t 2e2t
et 0 0 sen(t) et sen(t)
Ahora realizamos G-l(t) F(t)=1/2| -et 0 2¢t 0 =1/2| -elsen(t)
2e72t 2e2t 0 2 e2t sen(t)

et sen(t)
y calculamos C(t) =K + f Gl(t)F(t)ydt =K +1/2 f -et tsen(t) dt=
2e2t sen(t)

-1/2 et (cos(t)+sen(t))
=K+1/2 1/2 et (cos(t)-sen(t)) , donde las integrales que hemos realizado son :
-2/5 €72t (cos(t)+2sen(t))

o [= f et sen(t) dt = -cos(t) et - f et cos(t) dt = - cos(t) et - sen(t) et - f sen(t) et

dt
u=et —du=—etdt u=et —du=—etdt
dv=sen(t) dt — v=— cos(t) dv=cos(t) dt — v=sen(t)

pasando la integral al primer miembro y despejando :  I=1/2 (-et) ( cos(t) + sen(t))

o [= f et sen(t) dt = - et cos(t) +f et cos(t) dt = - el cos(t) + et sen(t) - I sen(t) et dt

u=et— du=et dt u=el— du=et dt

dv=sen(t) dt — v=- cos(t) dv=cos(t) dt — v=sen(t)
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pasando la integral al primer miembro y despejando : 1= 1/2 (et) ( sen(t) - cos(t))

o I= f e-2t sen(t) dt = -e-2t cos(t) - 2f e2t cos(t) dt =
-e2t cos(t) - 2 e2t sen(t) - 4f sen(t) e"2t dt

u=e2t >du=-2e2tdt u=e2td > u=—2e-2t dt

dv=sen(t)dt — v=- cos(t) dv= cos(t)dt — v=sen(t)

pasando la integral al primer miembro y despejando 5I= - (e72t) ( cos(t) + 2 sen(t) )
Finalmente, la solucion general del sistema no homogéneo vendra dada por

2t 0 0 -1/2 et (cos(t)+sen(t)) 2
X(t) = G(t) C(t) = [ 2et 0 e2tJ [K+1/2 [ -1/2 et (cos(t)-sen(t)) } 1=K [-1 J et
el et 0 -2/5 -2t (cos(t)+2sen(t)) 1

0 0 -(cos(t) + sen(t))
+ K, [O] el+K; [ 1 ] e2t+ 12 [cos(t) + sen(t) - 2/5 (cos(t) + 2 sen(t))} =

1 0 - sen(t)
2¢t 0 0 (K4 -1/2 ( cos(t) + sen(t))
2et 0 e2t || K, | +] 3/10 cos(t) + 1/10 sen(t)
et et 0 K3 -1/2 sen(t)

A partir de las condiciones iniciales
0=2K;-1/2
1=-2K+ K3 +3/10 — K= 1/4 ; Ky=3/4 ; K3= 5/4

1=K;+K»

obtenemos la solucion particular del sistema :

1/2 et - 1/2 ( cos(t) + sen(t) )
X(t)=| -1/2 et + 5/4 2t + 3/10 cos(t) +1/10 sen(t)
1/4 et +3/4 et - 1/2 sen(t)



TEMA 7

ECUACIONES EN DIFERENCIAS
LINEALES

. Introduccion.

. Ecuaciones en diferencias lineales de primer orden.
. Ecuaciones en diferencias lineales de segundo
orden. El caso homogéneo.

. M¢étodo de variacion de las constantes para la

resolucion del caso no homogéneo.
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1.- INTRODUCCION.

Hasta ahora hemos discutido modelos continuos para describir la dindmica de una
poblacion. Recordemos que en un modelo continuo el tiempo es una variable continua y se
considera que la poblacién cambia también de forma continua con el tiempo. En este tema y
en el siguiente estudiaremos los modelos discretos. En estos modelos el tiempo se considera
como una variable discreta y se hacen observaciones Uinicamente cada cierto intervalo fijo de

tiempo, por ejemplo cada hora, dia o afo.

En todo el tema, y mientras no se diga otra cosa, Xp representard el tamafio de una
poblacion al final del periodo de tiempo n-ésimo. Asi, el desarrollo de la poblacion viene
descrito por la sucesiéon de niimeros x(, X1, X2, ..., Xp, .... El crecimiento, o variacion, del

tamafio de la poblacidn en un periodo de tiempo general, n, estara representado por xp - Xp-1.

Ejemplo:
Supongamos que una poblacién evoluciona segin la formula x, = 1000 + 500( 1 - 2-1m),

Cuando n= 0 la poblacion inicial es xo, = 1000 + 500 ( 1 - 1) = 1000 y después de 2 periodos

1 3
de tiempo es xp = 1000+500(1 - Z) = 1000 + 500 7 = 1375.

1
Cuando n se hace muy grande, x, = 1000 + 500 ( l- ﬁ) se aproxima a 1000 + 500 (1 - 0)
= 1500, poblacion limite o de equilibrio.
El crecimiento de la poblacion en el n-ésimo periodo de tiempo es Xj - Xp-1 = 500 (1 -2 -1

+ 2-0*1) = 500 2-n, Cuando n se hace muy grande, el crecimiento tiende a 0.

En el ejemplo anterior, la formula para encontrar x, es conocida, pero normalmente solo
conoceremos la poblacion inicial y alguna informacién sobre el crecimiento de la poblacion

en diversos periodos de tiempo.

Definicion: Una ecuacion en diferencias es una ecuacion que relaciona los valores de xp,
para diferentes valores de n. Si Ny, N3 son el menor y el mayor valor de n que aparece en la

ecuacion, ¢l orden de la ecuacion en diferencias es No - Nj.

Ejemplos:
1) Xp-Xp-1=2" Nj;=n-1,Np=n primer orden.
2) Xpt+1 =2 xp+ (Xp-1 )2 segundo orden.

3) 2 Xp+2 + 3 Xp+1 =sen(Xp+1) primer orden.
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Ejemplo:

Una poblacion de insectos crece de manera que el crecimiento en el n-ésimo periodo de
tiempo es el doble que el crecimiento en el periodo anterior. Describir el proceso en términos
de una ecuacidn en diferencias. ;Cudl es su orden?.

Xn - Xn-1 =2 ( Xp-1 - Xp-2 ) segundo orden

Ejemplo:

El crecimiento de un cultivo de bacterias en un medio es observado cada 2 horas. En cada
medida se observa que el tamafio de la poblacion de las bacterias es un 25% mayor que en la
medida anterior. Encontrar el tamafio en el segundo y cuarto periodo si X, = 1600.

Xn+1 = 1.25 xq primer orden
xp=1.25x1=1.25(1.25%,)=(1.25)2 xo=2500

x4=125x3=125(125x2)=(1.25)2xp = 3906

Ejemplo:

Comprobar que x, = ¢ a? es una solucion de la ecuacion en diferencias xp+1 = a X, para
cada valor de la constante c. Si se sabe que xp =3 y x3 =5, encontrara y c.

Si xp=cal' = xpt] =cant!

Como axp=a(cah)=cattl=x,1q, efectivamente es solucion.

= 2=

2Teat=d 5 _cad 5z
e =3 " a4 = a=3.075;5
Xx3=ca’=>5

Definicion: Dada una ecuacion en diferencias, ; podemos obtener una formula explicita
para x, ? Si la podemos calcular, dicha formula recibe el nombre de soluciéon de la ecuacion

en diferencias.

2.- ECUACIONES EN DIFERENCIAS LINEALES DE PRIMER ORDEN.

Supongamos que una poblacion crece de manera que cuando aumenta la poblacion
también aumenta su indice de crecimiento. Mas explicitamente, supongamos que el indice de
crecimiento de la poblacién en cualquier periodo de tiempo es proporcional al tamafio de la
poblacion al comienzo del periodo. Matematicamente:

Xp+l-Xn=aXp = Xp+r1=(1+a)xq

Vamos a resolverla, suponiendo conocido xq:
x1=(1+a)xo
x2=(l+a)x;=(l+a)(1+a)x=(1+a)x,
x3=(l1+a)xp=(l+a)(1+a)yx=(1+a)x



Matematicas (Lic. Biologia). Dpto Estadistica e I.O. Universitat de Valéncia.

Sia>0 = l+a>1 = limx,=+ o, lapoblacion crece cuando n crece.

n—>x®
Sia=0 = Ilapoblacion permanece constante al nivel X,.
Si0>a>-1 = 1>1+a>0 yx,tiende a0 cuando n crece. En este caso, la poblacion
llegara a extinguirse.

Sia=-1 = lapoblacion se extingue después del primer periodo de tiempo.

En este modelo no nos interesa a < -1 ya que conduciria a poblaciones negativas.

Ejemplo:

Una poblacion de bacterias es inicialmente de 1000 y crece un 50% cada hora. ;Cudl es la
poblacion después de 10 horas?.

Solucidn:

Representaremos por X, a la poblacion después de n horas. En este ejemplo xp+1 = 1.5 xp
y Xo = 1000.

Entonces x1 = (1.5) 1000, x; = (1.5)2 1000, etc.

La solucion general es x,, = (1.5)? 1000.

Después de 10 horas la poblacién serd x19 = (1.5)10 1000 ~ 57700.

La ecuacion xp+1 = ( 1 +a) x, es un ejemplo de ecuacion en diferencias lineal de primer
orden. Los términos que acompafian a X, y Xp+1 son de la forma a(n) x, y b(n) xp+1, donde

a(n) y b(n) son expresiones que se suponen conocidas y que dependen solo de n. No aparecen

o 2 3 1 . )
términos como X, , X,+1 > Xn Xn+1, x5 etc. Cuando lo hacen se dice que la ecuacion es no

lineal.

Ejemplos:
Son lineales:

1) Xn+1 =35 Xp -4 Xp-1 2) Xp+l =n? Xn

3) Xp+2 - Xp =0 4) Xp+] - N Xy = N2

Ejemplos:
Las siguientes ecuaciones son no lineales:

2
1) Xpt+1 =X, 2) Xp Xp+1 = Xp-1

3) Xp+2=Xp+1 (1 +Xp) 4) Xnr1=Xn .
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La ecuacion lineal en diferencias de primer orden mas general es:

| xn+1= f(n) xp + g(n) |

donde f(n) y g(n) son funciones conocidas de n. Si g(n) =0 se denomina homogénea.

Resolveremos primero la ecuacion homogénea
Xn+1 = f(n) Xp
de forma recursiva. Es decir, hacemos
n =0, x1 =1(0) x,,
n=1,xy=1(1) x1 =1f(1) £(0) x,,
n=2,x3=1(2) x2 =1(2) f(1) f(0) Xo.
lo que nos lleva a la solucion general
xp = f(n-1) f(n-2) ... f(1) f(0) x,.

Ejemplo:
Consideremos una poblacion de bacterias que crece a partir de una poblacion inicial de

. +3 .
tamano 1000 de manera que la poblacion después de n+1 horas es E o veces la poblacion

después de n horas.

Solucion:

n+3 .,
nto -La solucion general es:
_l’_

2nt+1 543

n+1 n "'1551000

Esta es una ecuacion homogénea con f(n) =

= +

xn = f(n-1) f(n-2) ... f(1) f(0) xo =

n+2

Simplificando, x, = 1000 =500 (n+2).

Después de 10 horas la poblacion es x19 = 500 - 12 = 6000 bacterias. En este proceso de
crecimiento, la poblacion aumenta en 500 bacterias cada hora. De todas formas este modelo
es poco realista ya que los recursos necesarios para el crecimiento estan siempre limitados.
No obstante eso, puede ser una buena descripcion para ciertos tipos de crecimiento cuando se

considera un nimero limitado de horas.

Resolucion de la ecuacion general:

Vamos ahora a resolver la ecuacion general:
Xnt1 = f(n) xXq + g(n)
Entonces:
n=0, x;=10)x,+g(0)
n=1, xp="f(1)xi +g(1) = (1) f0) xo + (1) g(0) + g(1)
n=2, x3=f(2)x2+g2) = f(2) f1) f(0) xo + f(2) f(1) 2(0) + f(2) g(1) + £(2).
Esto sugiere la solucion general:
xp = f(n-1) f(n-2)...f(1) f(0) X, + f(n-1) f(n-2)...£f(1) g(0) + f(n-1) f(n-2)...f(2) g(1)
+ ...+ f(n-1) g(n-2) + g(n-1).
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Ejemplo:

Una poblacion de bacterias crece a partir de un tamafio inicial de 1000 de manera que la
poblacion aumenta en 500 20 bacterias entre la hora n y la nt1. ;Cudl es la poblacion
después de 10 horas?.

Solucién:

En este caso xp+1] =xn+ 50021 y x,=1000, con f(n) =1y g(n) =500 21,

Después de una hora, x| = x, + 500 2-0=1000 + 500 = 1500,

después de 2 horas, xp =x; + 500 2-1 = 1500 + % =1750,
después de 3 horas, x3 =xp +5002-2=1750 + % =1875.
La solucion general es:
500 500 500 t- G)n
xp = 1000 + 500 + > t o2 tetond = 1000 + 500 1—1 .
"2

Por tanto,

1
xp = 1000 + 1000 ( l- (5) n) = 2000 - 1000 21,

Después de 10 horas x19 = 2000 - 1000 2-10 =~ 1999 bacterias.
Cuando va pasando el tiempo, la poblacion de bacterias crece hasta llegar a un tamafio de
equilibrio de 2000. En términos del modelo de crecimiento esto podria interpretarse como el

tamaio de la poblacién que puede mantenerse con los recursos disponibles.

3.- ECUACIONES EN DIFERENCIAS LINEALES DE SEGUNDO ORDEN.

La mas general es de la forma
a(n) Xp+2 + b(n) Xp+1 + c(n) X, = d(n) (3.1)
donde a(n), b(n), c(n), d(n) son funciones conocidas de n.

Si a(n), b(n), c(n) son constantes, la ecuacion (3.1) recibe el nombre de lineal de segundo

orden con coeficientes constantes. Si d(n) = 0, se denomina homogénea.

Resolucion de la ecuacion en diferencias lineal de segundo orden homogénea con

coeficientes constantes:

Vamos a resolver la siguiente ecuacion:
a Xn+2 + b Xn+1 + C Xn = 0, (3.2)
donde a, b, ¢ son constantes y a # 0.

Podriamos escribir la ecuacidon como:

b C
Xnt+2 = '(5) Xn+1 '(gj Xn



Tema 7. Ecuaciones en Diferencias Lineales / 72

y buscar la soluciéon haciendo sucesivamente n= 0, 1, 2, ..., pero eso conduce a una formula

para X, en términos de X1 y x( bastante complicada.

La resolucién de la ecuacion de primer orden Xp+1 = (1 + a ) x, nos sugiere un método
mejor: buscar soluciones de la forma x, = A" para ciertos valores de A.

Si x,, = AN, para satisfacer (3.2) ha de cumplir que a AM2 +b Anfl +¢cAn =0 paran=0, I,
2, ... En particular, haciendo n = 0 tenemos que a A2 + b A + ¢ = 0. Esta ecuacién se denomina
ecuacion auxiliar de la ecuacion en diferencias. Sean A; y A las raices de la ecuacion

auxiliar.

Caso1: b2-4ac>0 ( Ap, A realesy distintas )
El método anterior produce dos soluciones de la ecuacion (3.2), x, = 7»111 Y Xp = 7»121 .
La solucion general es

xn=ki A +kaky,

donde k; y kp son constantes arbitrarias.

Caso2: b2-4ac=0 ( Aj=Apreales)
El método produce Unicamente una solucion x, = krll , pero puede comprobarse que
annkllq-1 es otra solucion de la ecuacion (3.2) en este caso.
La solucion general es
xn=ki Al +konal

donde k; y kp son constantes arbitrarias.

Caso3: b2-4ac<0 ( Aj=a+Bi, Ay =oa-p i, imaginarias)
En este caso, A| = (g) M2 [ cos(nd) + i sen(nB) ], Ay = (gj 2 [ cos(nB) - i sen(nd) ]

-\/4ac-b?

donde tg 0= b
La solucion general se puede escribir como:
Xn = k1 (g) 2 cos(nB) + ko (g) 2 sen(n0),

donde k; y ky son constantes arbitrarias.

Ejemplos:
1.- Encontrar la solucion general de xp+2 - 3 Xp+1 + 2 x5 = 0. (Cudl es la solucion

particular que cumpliré las condiciones iniciales xo = 1000 y x1 = 1500?. ;Cuanto vale x5 ?.
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Solucién:

_ 3+4/9-8 _ 31

2 2

A2-3A+2=0 = A = AM=2, =1

Por tanto, la solucion general es
Xn=kj 20+ ko IM=k; 20+ ko

Xo=1000=k; + ko
= k1 =500, ky =500.
x1=1500=2k; + ko

Entonces,
Xp =50022+500=500 (20+ 1)
Cuandon=135, x5=500(32+1)=16500.

2.- Encontrar la solucion general de Xxpi2 - 4 Xp+1 + 4 x5 = 0. (Cual es la solucion
particular que satisface las condiciones iniciales x, = 500 y x1 = 1000?. ;Cuanto vale x5 ?.

Solucion:

+ -
A2-antd=0 = g = =N16-160

2

Por tanto, la solucion general es
Xp = k1 20+ kp n 201

Xo =500 =k
= k1 =500,k =0.
x1=1000=2k1 +k»

Entonces,
Xp =500 20
Cuandon=135, x5=500(32)=16000.

3.- Encontrar la solucion general de xp+2 + x5 = 0. (Cudl es la solucion particular que

satisface las condiciones iniciales X, = 0 y x1 = 1000?. ;Cuanto vale x5 ?.

\4

M+1=0 = A =i, Ap=-i. Como tg0= 0 =+oo,tenem056=§

Solucion:

Por tanto, la solucion general es
T T
Xn =k cos(n Ej +ko sen(n Ej

Xo=0=Kkj cos 0 +kpsen 0=k

- - = k1 =0,ky=1000.
x1 = 1000 =k, cosEJrkgsenE:kz

Entonces,

Xn = 1000 sen(n g)
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Por ejemplo, xp = 0, x3 = -1000, x4 = 0, x5 = 1000, etc. Esto corresponderia a las

variaciones de una poblacion alrededor de su media.

4.- METODO DE VARIACION DE LAS CONSTANTES PARA LA RESOLUCION
DEL CASO NO HOMOGENEO.

Resolveremos la ecuacion no homogénea

donde a, b, ¢ son constantesy a # 0.

Se trata de una ecuacion en diferencias lineal de segundo orden no homogénea con
coeficientes constantes. Como antes, hay 3 casos a considerar correspondientes a que las
raices de la ecuacion sean las dos reales, 1 real (doble) o las dos complejas.

Por simplicidad consideraremos tinicamente el caso A1 # A reales. La solucion general es

de la forma
Xn=kn A} +1n Ay
donde,
_ ! f) | f2) . fol)
kn = kot T 70 {ﬂ0)+ ot . T = } (4.2)
_ ! 1), f2) | fool
ln_1°+ax2(x2-x1) {f(O)-i— » + 7»5 + ..+ kg_l } (4.3)
Ejemplo:

Determinar la solucién de xp+2 - xn = 1 que satisface x, =50 y x1 = 100.
Solucién:

A -1=0 = A==1.Lasolucién general es x, =ky 1"+ 1y (-1)P =k, + I (-1)n
donde ky y 1, se calculan como sigue:

n

1
kn = kot Z(1+1+.+1) = kot 5

(1-1+1-. 4Dty = lo+i(1'('l)n)

N [—

Por tanto,

o= kot 5+ (O (1ot § (1-Cm)

1 1 = k0:75,10:'25.
X1 =100= ko + 5 -(lo +3)

Asi pues,
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Xn= 75+ 5 + (I (-25+ % (1-(-1)n)j

Ejemplo:

Si se deja crecer una poblacion de peces sin interferir en su desarrollo, en el (n+1)-ésimo
afio crecera el doble que en el n-ésimo. No obstante, para estudiarla se afiaden 100 peces a la
poblacion cada ano. Si xo = 1000 y x1 = 1200, determinar X,.

Solucidn:

Xp+2 - Xn+1 = 2 (Xp+1 -Xp) T 100 = Xp42 - 3 Xpt1 +2 x4 =100
3+ +49-8 3+1
}\’ = =
2 2
La solucion general es  x, =k, 20 + I, 10 =k, 20 + 1, , donde ky y 1, se calculan como
sigue:

A2-30+2=0 = AM=2, =1

1 100 100 100
kn=ko + 5( 100+ 5~ + 55 + ..+ 50

) =ko+ 50

ln = lp- (100+100+...+100)= 1,- 100 n
Por lo tanto,
Xn= ko204 100 (22-1)+1,-100n

X0 = 1000 = ko + I,

} = ko =200, 1, = 800.
X1 =1200= 2 ko + 100 + 1, - 100 n

Entonces,
Xp= 20022+ 100 (22-1)+800-100n = 30022+ 700 - 100 n
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SISTEMAS DE
ECUACIONES EN DIFERENCIAS

1.Sistemas de ecuaciones en diferencias lineales de
primer orden.
2.Resolucion del caso homogéneo.

3.Resolucion del caso no homogéneo.
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1.- SISTEMAS DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS LINEALES DE PRIMER
ORDEN.

Hemos estado considerando ecuaciones en diferencias que podrian haber aparecido al
describir el crecimiento de una especie en un medio determinado, pero no se ha tenido en cuenta
la presencia de otras especies en competencia ni otros factores. Para tener una descripcion mas
detallada y una mejor comprension del crecimiento de la poblacion de una especie, debemos
encontrar formas de incluir en las ecuaciones de crecimiento, factores correspondientes a las
caracteristicas importantes del ambiente.

Por ejemplo, si dos especies coexisten en un medio, sus poblaciones en el (n+1)-ésimo
periodo de tiempo dependerdn de sus poblaciones en el n-ésimo. Dos especies en relacion
simbidtica creceran y decrecerdan al mismo tiempo, mientras que si una es depredadora de la
otra, cuando disminuya la primera, aumentaré la segunda.

Un ecosistema real es una complicada red de competicion y cooperacion entre muchas
especies diferentes. Aqui nos restringiremos al caso de 2 especies y por tanto al estudio de los
sistemas con dos ecuaciones en diferencias, aunque, en principio, los métodos son
generalizables a cualquier nimero de especies. Los sistemas, pues, de ecuaciones en diferencias
que estudiaremos son de la forma:

Xn+1 =411 Xn t @12 yn + f(n)
Yn+1 = @21 Xp +a22 yn + g(n)
donde ajp, ajp, ap1 y a2 son constantes.
El problema es determinar funciones x, € y, que satisfagan estas ecuaciones. Cuando f(n) =

g(n) = 0, el sistema se denomina homogéneo.

2.- RESOLUCION DEL CASO HOMOGENEO (EJEMPLO : UN MODELO DE
COMPETICION DE ESPECIES)

Para la resolucion del sistema homogéneo consideraremos por ejemplo el siguiente sistema:
Xp+] =2 Xn - ¥n
Yo+l =-Xnt2yn

que describe la influencia de dos especies competitivas en sus poblaciones y supongamos que X,
= 100 e y, = 150. Calcularemos las poblaciones de ambas especies en cualquier periodo de

tiempo.
Solucion:

Resolveremos el sistema de ecuaciones planteando una ecuacion de segundo orden a partir
de él.

Primero sustituimos n+1 por n en la primera ecuacion:
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Xn+2 = 2 Xp+1 - Yn+l
Segundo, sustituimos la segunda ecuacion en la ecuacion anterior:
Xn+2 = 2 Xp+1 - Yn+1= 2 Xn+1 T Xn -2 yn
Tercero, sustituimos yy arriba por su expresion al despejarla de la primera ecuacion del
sistema:
Xp+2 =2 Xp+1 T Xn -2 Yn=2 Xn+1 - 3 Xn + 2 Xp+1 =4 Xp+1 - 3 Xp
Asi obtenemos una ecuacioén en diferencias lineal de segundo orden (homogénea en este
caso) cuya solucion pasamos a obtener :

Xn+2‘4Xn+l+3Xn:0

42+[16-12  4%2

La ecuacion auxiliaresA2-4A+3=0 = A= 5 5

AM=3, =1
La solucion general es xp, =kj 30 +kp 1n=k; 30+ kp
Entonces yp =2 Xp - Xn+1 =2 (k1 30 +kp ) - (k; 301 +kp )=k - kg 30
Xo=100=k + ko

} = ky=-25,Cp=125.

Por tanto, x,=125-25.3" ¢ y,=125+25.3n
La primera poblacion se extinguird rapidamente: x, = 100, x; = 50, xp = 0, mientras la

segunda no dejaria de aumentar.

3.- RESOLUCION DEL CASO NO HOMOGENEO
La resolucion de un sistema no homogéneo de la forma:

Xp+1 =411 Xn T 212 yn + f(n)
Ynt+1 = a21 Xn +a22 yn + g(n)

puede hacerse de la siguiente manera:
Xn+2 = a11 Xn+1 T @12 yn+1 + f(ntl) =
=ay] Xp+1 T a2 (a21 Xp +a22 yn + g(n) ) + f(ntl) =
=al] Xn+1 +a12 @21 Xp + 21222 yn + a1z g(n) + f(n+1)

De la primera ecuacion  aj2 yn = Xp+1 - 11 X - f(n) y tenemos

Xn+2 = a11 Xn+1 T 212 21 Xp T @22 Xp+1 - @22 @11 Xp - a22 f(n) + a1 g(n) + f(n+1)

Por tanto, x,, satisface la ecuacion de segundo orden:

xn+2 - (11 +a12) xn+1 + (a22a11 - a12 221 ) Xn = - a2 f(n) + aj2 g(n) + f(in+1)
que puede resolverse por el método de variacion de constantes.

Ejemplo:



Matematicas (Lic. Biologia). Dpto Estadistica e 1.O. Universitat de Valéncia.
Xn—‘,-l:zXn'yH'l }

Yo+l =-Xnt+t2yn+t2
Supongamos que X, = 100 e yo = 150.

- Solucién:

Xp+2 =2 Xn+1 - Ynt+1 - 1 =2 X1+ (Xn-2yn-2)-1=2Xp+1 +Xp-2yn-3 =

=2Xpt1 T Xn T (2 Xpt+1 -4 Xn+2)-3=4 Xp+1 -3 Xpt1 - 1

Por tanto, debemos resolver la ecuacion

Xn+2‘4Xn+l+3Xn:—1

4£+[16-12 42

La ecuacion auxiliares A2-4A+3=0 = A= 5 5
=>A =3, =1
La solucion general es  x, =k 30+ 1, 12 =k, 30+ |, donde
.=
N | 1 4T3
kn=k0+6(-1+3 +32+...+3n_1) =k0+6 1 l _k0+
"3

In = 1o +% (D D+t (D) = lo+ 5

Por tanto,

Xp = (k0+ Zl (1%)) 3n+10+% = (ko- i) 3n+lo+% +
Entonces

1 1
Yn:2Xn-Xn+1-l=((2ko- 5)3n+210+ §+n) -

1 1 +1
(b )t o5 1

1 3 n-1
= (—ko+ z) Milo- g+
1 1
4 4 51
= ko=- X

1 3 1

n
2
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1: MATRICES

1.- MATRICES NUMERICAS

Una matriz de orden (m,n) es una tabla de nimeros de m filas y n columnas.

Ejemplo:
2-7T1 4
3 0 -6 0| esunamatriz de orden (3,4).
51 82

Una notacion muy util es el doble subindice. Supongamos que un investigador efectiia un
experimento repetidas veces bajo diversas condiciones usando diferentes tratamientos. Al
nimero de tratamientos lo llamamos m y al nimero de medidas en cada tratamiento n. Siny m
fueran grandes, el alfabeto no contendria bastantes letras para denotar cada medida y no seria
util so6lo un indice como X1, X2,... . Es conveniente introducir un segundo subindice. Asi:

x23 (se lee x dos tres )

quiere decir tercera medida del segundo tratamiento. Las medidas forman la matriz:

Medida n°
Tratamiento n° 1 2 3 ... n
1 X11 X12 X13 ... XIn
2 X21 X22 X723 ... X2n
m Xml Xm2 Xm3 Xmn

Cada x se llama elemento o componente de la matriz. La componente en la fila iy la
columna j es xjj. El primer subindice designa a la fila i y el segundo a la columna j en la que esta
situado el elemento. En nuestra notacion, i recorre de 1 a m, mientras j vade 1 an.

Cuando hablemos de lineas nos referiremos tanto a filas como a columnas.

Ejemplo:
Los vértices son dtomos y las aristas enlaces quimicos. Forman una matriz de la siguiente

forma: los atomos son numerados en cualquier orden. Si existe un enlace entre dos atomos,
asignamos el numero 1, en otro caso, el numero 0. Los numeros se recogen en una matriz

cuadrada como se muestra a continuacion. Tales matrices se llaman matrices de incidencia.

O—O—O—O—0 ¢

" o S
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12345 12345 12345
1 01111 1 01000 1 01001
2 10000 2 101060 2 101060
3 10000 3 01010 3 01010
4 10000 4 00101 4 00101
5 10000 5 00010 5 10010

Veamos algunos tipos particulares de matrices:
Matriz nula es la que tiene nulos todos sus elementos.

Matriz fila es la que tiene solo una fila, es decir, es de la forma: (‘ajj a2 ... ajp).

arl

. . a1
Matriz columna es la que solo tiene una columna, o sea, es de la forma:

ml

Matriz transpuesta de una matriz A es la que se obtiene al intercambiar ordenadamente las
filas por las columnas.

Asi, la matriz transpuesta de la matriz

18
A=|05 es At=(

0
63 >

)

Matriz cuadrada es la que tiene el mismo numero de filas que de columnas, es decir, m=n.

1
8

Una matriz cuadrada de orden (n,n) diremos simplemente que es de orden n. En una matriz

cuadrada se llama diagonal principal al conjunto de términos de la forma ajj. Asi, en la matriz

354
07 2
61 -4

la diagonal principal esta formada por los numeros 3, 7 , -4.

cuadrada

Matriz diagonal es una matriz cuadrada en la que los términos que no estan en la diagonal

principal valen 0, es decir, es aquella en la que aj; =0 si 1 # .

300
Por ejemplo, | 0 7 0 |.

00 -4

Matriz identidad es una matriz diagonal en la que los términos de la diagonal principal

valen 1, es decir, es aquellaen laque ajj=0 si i # j, y ajj=1 si i=].

100
Por ejemplo, | 0 1 0 |.
001
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Matriz simétrica es una matriz cuadrada en la que ajj = aj; para todo i,j. También puede

decirse que es la que coincide con su transpuesta.

70 3
Por ejemplo, | 0 5 -1

3-14

2.- OPERACIONES CON MATRICES
2.1.- SUMA DE MATRICES

Dadas dos matrices A y B de orden (m,n), se llama matriz suma de las dos a otra matriz C
de orden (m,n), cuyos términos se obtienen sumando los respectivos términos de las matrices A
y B.

Asi pues, para todo 1, j, cjj = ajj + bjj.

(4-8 5)+(320)_(7-6 5)
23 -1 16-2) 39 -3

Ejemplo: Supongamos que la capacidad de tolerar la feniltiocarboamida es hereditaria. Se

Ejemplo:

recogid la siguiente muestra:

Numero de hijos

Tipo parental tolerante no tolerante
tolerante x tolerante 88 13
tolerante x no tolerante 52 25
no tolerante x no tolerante 0 19

Los datos forman una matriz 3 x 2 que denotaremos por A. Mas tarde se recogié una

muestra mas grande. Con la misma ordenacion, la nueva matriz era:

122 18
B=| 102 73

0 91

Es bastante natural ponderar los datos, es decir, afiadir las correspondientes frecuencias. Esta

operacion se define como la adicion de dos matrices. Asi:

88 13 122 18 210 31
A+B=|5225|+|102 73 | =| 154 98 |.

01 0 91 0 110
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Es facil comprobar que el conjunto de todas las matrices de orden (m,n) con la operacioén

suma tiene estructura de grupo conmutativo, porque es ley de composicion interna y tiene las

propiedades asociativa, elemento neutro, elemento simétrico y conmutativa.

2.2.- PRODUCTO DE UN NUMERO REAL POR UNA MATRIZ

Dada una matriz A de orden (m,n) y un numero real k, se llama matriz producto de ambos a
una matriz B de orden (m,n), cuyos términos se obtienen multiplicando k por cada termino de A.

Asi pues, para todo 1,j, bjj =k ajj.
Ejemplo:
3.(2 -1 5) 2(6 -3 15)
396 9 27 18
Es facil comprobar que la operacidon anterior cumple la propiedad distributiva respecto de la

suma de matrices: k'(A+B) = k-A + k'B, y respecto de la suma de numeros: (k+h)-A = k-A +
h-A.

2.3.- PRODUCTO DE MATRICES

Dada una matriz A de orden (m,n) y otra matriz B de orden (n,p), se llama matriz producto

de las dos a otra matriz C de orden (m,p), cuyos términos se obtienen aplicando la formula:
n

Cij = Z ajj bjk

j=1

Asi pues, si:
aj] ai2 ... ain by br2 ... byp Cl11 €12 .. Clp
a1 a2 .. am | b1 b2y ... bop _| c21 ¢22 ... cp

donde los términos cjk se obtienen de la siguiente forma:

n

11 =Z ajjbjr =aj1 by tap by + ... +ajg by

j=1

Es decir, el término que ocupa la primera fila y la primera columna de la matriz C se obtiene
multiplicando cada término de la primera fila de A por el correspondiente término de la primera

columna de B, y sumando los productos obtenidos.
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n
C12= Z ajjbjp=ajrbiptap by +...+ajpbn

j=1

Notemos que para que el producto de matrices pueda realizarse, el numero de columnas de la
primera ha de ser igual al de filas de la segunda. La matriz obtenida como resultado tiene el

mismo numero de filas que la primera y el mismo numero de columnas que la segunda.

Ejemplo:
4 0 -2
(13-24) 1 21 _( )
2-10-3)°-1-32] \71 4
0 -1-3

Ejemplo: Supongamos que en una encuesta 88 familias no tienen hijos, 217 familias tienen

un hijo y 370 tienen dos hijos. Entonces, el numero total de hijos se puede calcular mediante el

producto de dos matrices:

0

(88,217, 370) - [IJ =88x0+217x1+370x2=957
2

Notemos que el producto de matrices tiene las propiedades asociativa y distributiva respecto

de la suma, pero no la propiedad conmutativa.
: 4 -1 20 -9 -3
Ejemplo: 02)'L13)=2 5

(73)-(02)-(33)

3.- DETERMINANTE DE UNA MATRIZ

all a12 ... ain

ajyl1 a2 ... a2n

Dada una matriz cuadrada de orden n, podemos obtener a partir de ella

dnl aAn2 ... ann
un numero llamado determinante de dicha matriz.
Como la definicion de determinante para el caso de un n cualquiera es un poco complicada,

daremos en primer lugar la definicion de determinante en los casos n =2 y n = 3, y mas

adelante veremos la forma de calcular los determinantes de orden superior.

a1 a12 ... ain

: : , , | a1 axp ... a
El determinante de la matriz A se representa asi: | A |, o asi: 21 822 n

an 1 an2 cee ann
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3.1.- DETERMINANTES DE ORDEN 2

a11 a2
a1 az2
numero obtenido asi: ajp -az - ajp - a21 . Lo cual queda expresado en el esquema:

Dada una matriz cuadrada de orden 2: ( ) el determinante de esta matriz es el

SIGNO + SIGNO -
L o (J o
e o e o

4
Ejemplo: ‘3 5' =4.5-8-3=-4

3.2.- DETERMINANTES DE ORDEN 3

a1 a12 aij3
Dada una matriz cuadrada de orden 3: [321 azy a23] el determinante de esta matriz es el
a31 a32 as3z

numero obtenido asi:

(aj1-axp-a33)+(ajz-az;-a3p)+t(ajx-ax3-a3;)-(a;z3-axp-az;)-(apn-ax -azz)-(
arl - a3 -aszy)

lo cual queda expresado en el siguiente esquema, llamado regla de Sarrus:

SIGNO + SIGNO -
o o o ] ® ®
e o o e o o
(J o (J { ° o

8 4 -3
Ejemplo: |2 -7 5| =8-(-7)-9+(-3)-2-1+4-5-6-(-3)-(-7)- 6
619

-4-2:-9-8-5-1=-504-6+120-126-72-40=-628

3.3.- PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

Admitiremos, sin demostracion, las siguientes propiedades de los determinantes:
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1%.- Si en un determinante se cambian ordenadamente las filas por las columnas respectivas,

el valor del determinante no varia (| A |=]At]).
2 45
Ejemplo: | -1 0 7 | =106
32 4
2-13
Cambiando la primera fila por la primera columna, etc. , tenemos |4 0 -2 | =106
57 -4

En virtud de esta propiedad, todo lo que se diga en adelante para las filas es valido para las

columnas, y viceversa.

2%- Si en un determinante se intercambian entre si dos filas ( o dos columnas), el

determinante conserva el mismo valor absoluto, pero cambia de signo.

-1 0 7
Ejemplo: Al intercambiar las filas 1y 2 en el ejemplo del apartado 1°:| 2 4 5 | =-106
3 -4

[\

Si intercambidramos las columnas 1* y 3 tendriamos:

5 4 2
70 -1|=-106
423

3%.- Un determinante con dos filas (o columnas) iguales, vale 0:

Ejemplo: El determinante tiene iguales las columnas 2* y 3%, por tanto vale 0.

N LW

4 4
7 -7
8 8

4*.- Si en un determinante multiplicamos todos los términos de una fila ( de una columna) por

un niimero, el valor del determinante queda multiplicado por dicho nimero.

2 45
Ejemplo: Si en el determinante | -1 0 7 | = 106 multiplicamos la segunda fila por 3
3 -2 -4
2 45
tenemos: | -3 0 21 | =318
3 2 -4

5%- Si una fila ( o una columna) de un determinante tiene un factor comun, este puede
sacarse fuera del determinante.
592
S 17
10 3 4

5 comun. Entonces, lo podemos sacar fuera del determinante, y tenemos:

Ejemplo: En el determinante observamos que la primera columna tiene el factor
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1 9-2
5-1-117
234

6".- Un determinante con dos filas ( o dos columnas ) proporcionales, vale 0.

7 2 -5
Ejemplo: El determinante | -8 12 4 | tiene proporcionales las filas 2* y 3* En la 2°
-6 9 3

podemos sacar 4 factor comln y en la 3* podemos sacar 3 factor comln y nos queda un

determinante con dos filas iguales, el cual vale 0.

7%.- El determinante del producto de dos matrices cuadradas es igual al producto de los

determinantes de las matrices respectivas.

0 -2 1 -4 -4 -6
Ejemplo: (3 1 ) -(2 3 ) =( 5 _9) y los determinantes cumplen 6-11 = 66.

3.4.- DESARROLLO DE UN DETERMINANTE POR ADJUNTOS

Dada una matriz, si borramos algunas filas o columnas obtenemos una submatriz de la

anterior. A los determinantes de las submatrices cuadradas de orden k los llamamos menores de

orden k de la matriz.
3011 30
Ejemplo: En la matriz| 2 -7 4 2 | algunos menores de orden 2 son ' > 7
5983

2

7 4
9 8

2

, etc y algunos menores de orden 1 son: 3,0,9, etc.

' 31
58
Definicion: Dado un determinante | A | de orden n, y dado un elemento ajj de €I, se llama

adjunto de ajj al numero que resulta de multiplicar (-1)1*J por el menor de orden n-1 obtenido
suprimiendo la fila y la columna a las que pertenece ajj. Al adjunto del elemento ajj se le

representa por Ajj. Llamamos matriz de adjuntos, a la matriz siguiente:

A1l A1z ... A

Ad — Ar1 Arxx ... Ajpn

Anl An2 vee Ann

aj] a .
I Al2 ‘ los adjuntos de los cuatro
a1 a2

Por tanto, si tenemos un determinante de orden 2:

elementos son:

Apr=(CDMHlcayn = axp A =(-D"2 ay =-ay

A1 =(-1)21-ap=-ap Ap=(-1)2"2-aj = ajj
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all a2 ajs
Para un determinante de orden 3: | a21 a22 a3 | tenemos que:
a3] a3z as3
a a a a
Ay = (D)l | 222 223 ' _ | a2 ax ‘
a3y a33 a3y a33
a a a a
App = (132 | A1 13’ _ Ao
a1 a3 21 a3

Propiedad:
El valor de un determinante es igual a la suma de los productos de los elementos de una linea

por sus adjuntos respectivos.

arr a12 a3
Asi, si tenemos un determinante de orden 3: | @21 a22 a3 | y cogemos, por ejemplo, la
a3] a3z asjz
primera fila, tenemos que:
az2 a3 a1 az3 az] a2
Al=a1; - A tagp - Aipt+ags - Az=arg- ‘- ‘Jr ‘
[Almar- A Fa - Az ta - Azmanr| o0 o0 a3 833 a3] a3
Si desarrollamos por la segunda columna tenemos que:
a] a3 ap] a3 ap] a3
A |=ajp-A1p +app-Apptazy Azp=-ajp: ' : ‘- ‘
[ Almai A+ a Aot azy A =-a12| o 40 23] a3 | a2
2 35
Ejemplo: Hallar el valor del determinante | -2 1 4
1 31

Desarrollando por una linea cualquiera, por ejemplo la primera, tenemos:

1 4 24 21
|A|=2-‘_3 1‘ -3-‘ h 1‘ +5-| ] 3| =2-13-3-(-6)+5-5=26+18+25=69.

La propiedad anterior nos permite el calculo de determinantes de orden superior a 3
reduciéndolos a determinantes de orden 2.

42 3 -1
: . 1-305
Ejemplo: Hallar el valor del determinante 02 1 0
23 -4-2

Conviene desarrollar por la linea que contenga mayor numero de ceros. Tomando la tercera

fila tenemos:

2 3 -1 43 -1 42 -1 423
IA[=0-|-30 5] -2-{105|+1-{1-35]-0-{1-30]=
3 42 2 -4 2 23 2 23 4
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=(-2)-120+1-(-21)=-261

Propiedad: Si en un determinante se suma a una linea otra u otras lineas paralelas
multiplicadas por nimeros cualesquiera, el valor del determinante no cambia.

Como consecuencia, de esto se deduce que para calcular el valor de un determinante
desarrollando por una linea, conviene a veces sumar a una linea otra u otras lineas paralelas
multiplicadas por nimeros adecuados para obtener el mayor numero posible de ceros en la linea

por la que hemos de desarrollar.

2 -4
32
g 1 vamos a desarrollar por la segunda
2 1

A WO —

5
1
Ejemplo: Para calcular el determinante | o
-6

fila, pero antes transformaremos este determinante en otro del mismo valor que tenga en la

segunda fila el mayor numero posible de ceros. Sumemos a la 3* columna las columnas 1%y 4%
513 -4

1
y tendremos: | ¢
-6

H W O
—_— N

0
4
-3

Sumemos a la 4* columna la 1* columna multiplicada por -2 y tendremos:

513 -14
100 O
53 4 11
-64-3 13
Desarrollando ahora por la segunda fila tenemos:
1 3 -14
-13 4 11 | =-450
4 -3 13

4.- MATRIZ INVERSA

Dada una matriz cuadrada A de orden n, se llama matriz inversa de A a otra matriz cuadrada

A-1 del mismo orden tal que:

A-Al=Al.A=]

donde I es la matriz identidad de orden n.

Observemos que no todas las matrices cuadradas tienen inversa. En efecto, sea la matriz

12 b
(2 4) . Si tuviera inversa, esta deberia de ser de la forma (2 d) , cumpliéndose:
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(12) (ab)_(lo)
2 4 cd/ \0 1/

De aqui se deduce:

at2c=1
b+2d=0
2a+4c=0
2b+4d=1

y este sistema no tiene solucidn, por tanto no hay matriz inversa de la dada.

Puede demostrarse que una matriz cuadrada A tiene inversa si y sélo si su determinante |
A | es distinto de cero. En tal caso, la matriz inversa es:

Al1 A21 ... Ani
1 | A2 Ay ... Ap

A-l=
| Al

Aln A2n ... Am

donde los Ajj son los adjuntos de los elementos situados en los lugares (i,j). Observemos que
en la expresion de la matriz inversa el adjunto del elemento que ocupa el lugar (i,j) se sittia en el

lugar (j,1). Una matriz, tal que su determinante es distinto de cero, y que, en consecuencia, tiene
matriz inversa se llama matriz regular o no singular.

30-2
Ejemplo: Hallar la matriz inversa de (0 -3 J i

240

30-2

En primer lugar comprobemos que |A | # 0: [A|=]01 -3 | =40 = 0
240
1 - 0 -3

All—‘ ’212, A12=-‘20‘=-6

1 0 -2

A13=‘ ‘ =-2, A21=-‘4 0 ‘ =- 8§, etc.

5.- RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
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Un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas es un conjunto de m igualdades del

tipo:

a, x, +a,x, +..+a,x, =b,
Ay X, +apXx, +...+a, x, =b,
a,x, +a,,x,+..+a,x =b,
Los numeros aj1, a12, ..., ampn SOn, generalmente, conocidos y se llaman coeficientes.
Los numeros by, by, ..., by, son también conocidos y se llaman términos independientes.
Los numeros X1, X2, ..., Xy son desconocidos y se llaman incégnitas.
Mientras no digamos otra cosa supondremos que todos los nimeros anteriores son reales.

Observemos que las ecuaciones son lineales y de primer grado.

Ejemplo:

9x1+4xy -2x3+ xX4=5
X1 + x3-8x4=0
6Xx2 - X3 =-2

es un sistema de 3 ecuaciones lineales con 4 incognitas.

En el resto del tema, mientras no digamos lo contrario, cuando hablemos de sistemas nos

referiremos a sistemas de m ecuaciones lineales con n incognitas.
5.1.- CLASIFICACION DE LOS SISTEMAS LINEALES
Dado un sistema de ecuaciones lineales, se llama solucién de dicho sistema a un conjunto de

n nameros: ap, o2, ..., 0y tales que al sustituirlos en las igualdades, x| por a, X3 por a, ..., Xp

por oy, dichas igualdades se cumplen efectivamente.

Interpretacién geométrica de los sistemas lineales:

Puede ocurrir que un sistema tenga una Unica solucidon, que no tenga ninguna o que tenga
infinitas. Para ilustrar esto, consideramos el siguiente sistema lineal de 2 ecuaciones con 2
incognitas.

ajix] +apxy =bj
az1x] +axy = b2
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Notemos que las ecuaciones aj1x] + aj2xp = by y az1x; + appxp = by representan 2 rectas
en el plano. Si las dos rectas intersectan en un punto, hay una tnica soluciéon dada por las
coordenadas del punto de la interseccion. Si las rectas son coincidentes, todo punto en la recta
da una solucion. Finalmente, si las rectas son paralelas, entonces no hay ningun punto de la
interseccion y el sistema no tiene solucion.

Ejemplo:

. X|+2xp=4 . .. . .
(a) El mstema{ 3x| + 2%2 = 8 tiene una Unica solucion, que es x1 =2, xp = 1.(Figura 1.a)

. +x3=1 . . ) .
(b) El sistema { :i n 2 _ 5 ho tiene ninguna solucion. (Figura 1.b)
. 3x]1 t4xp =12 . ) ) . .
(c) Elsistema { 6x| + 8x2 = 24 tiene infinitas soluciones, tales como:
x, =2 x, =0 x, =4 )
, etc. (Figura l.c)
x, =15 x, =3 x,=0

Xt X, =2

\
(a) rectas que se intersectan en un punto (b) rectas paralelas
4
N
3 3x t4x,=12

6 x,+ 8 x,= 24

(c) rectas coincidentes
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Figura 1

Todas las soluciones de este ultimo sistema pueden obtenerse dando a A todos los valores
X]=A
reales posibles en la expresion _ -3X1+12 | lacual se llama solucion general del sistema.
Xy = 4
Seguin el nimero de soluciones los sistemas se clasifican en compatibles (si tienen alguna
solucion) e incompatibles (si no tienen ninguna solucion). Ademas, los sistemas compatibles se
clasifican en determinados (si tienen solucion unica) ¢ indeterminados (si tienen infinitas

soluciones).

5.2.- METODO DE REDUCCION O DE GAUSS PARA LA RESOLUCION DE
SISTEMAS

Dos sistemas de ecuaciones lineales se dicen equivalentes cuando tienen las mismas
soluciones. Una forma de obtener un sistema equivalente a uno dado es sustituir una de sus
ecuaciones por la ecuaciéon que resulta de multiplicar la ecuacion sustituida por un niimero
distinto de cero, y sumarle las demas ecuaciones multiplicadas por numeros cualesquiera.

Resolver un sistema es hallar todas sus soluciones.

El método de Gauss para la resolucion de sistemas consiste en aplicar la propiedad anterior
para obtener sistemas equivalentes cada vez mas sencillos. Los pasos a seguir son los siguientes:

1.- Se colocan las ecuaciones de forma que a1 # 0.

2.- Se multiplica la primera ecuacion por ap; y la segunda por ajj y se restan. Se sustituye la
segunda ecuacion por la ecuacion obtenida.

3.- Se multiplica la primera ecuacion por a3y y la tercera por aj; y se restan. Se sustituye la
tercera ecuacion por la ecuacion obtenida.

4.- El proceso continua con las demas ecuaciones con lo cual llegaremos a un sistema de la
forma:

al1x] tapex2 +... T ajpXy = by
a'22x2 +..+ a'zllxn = b'2

'

5.- Supongamos que a,,

# 0; si no lo fuese, se cambiaria el orden de las ecuaciones (sin

considerar la primera) para que el término que ocupa este lugar sea distinto de cero. Se repite el
proceso anterior con todas las ecuaciones menos la primera, y se llegard a un sistema de la
forma:
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r

al1xp tajpxp +a3x3 + ... FajpXn = by
1

' ' '
a,,X2 T ay,Xx3+..+a, Xp= b2
< n + + n _ b"
a;;X3 t... ta, Xn=b,

n n n

a .X3t..ta xXp=b_

.

6.- El proceso anterior se va repitiendo sucesivamente para obtener al final un sistema en

forma "de escalera":
-

a11Xx] taj2xp +a13x3 + ... + ajpXy = by

1 '

1 1
a,,X2 Ta,,X3 ... +a, Xn = b2
< n + + n . b"
a33X3 cee aann - 3
m m
a_  Xn=b_

Si al realizar el proceso anterior aparecen dos ecuaciones iguales, una de ellas puede
suprimirse.

También se puede suprimir una ecuacion que sea igual a otra multiplicada por un nimero
distinto de cero.

También se puede suprimir una ecuacién del tipo 0 « x; = 0, ya que no aporta nada nuevo,
porque cualquier x; es solucidn de esta ecuacion.

Si aparece alguna ecuacion del tipo 0 « x; =d, con d # 0, el sistema es incompatible, porque

no hay ningin x; que cumpla dicha ecuacion.

Veamos ahora los casos que pueden presentarse segiin el numero de ecuaciones y de

incognitas:

a.- Ioual numero de ecuaciones que de incognitas.

Este caso corresponde a m = n. De este caso, podemos distinguir los siguientes tres

subcasos.

' n m

Caso a-1: Que aj; # 0, ay, # 0, a4y #0, ..., a #0, es decir, que los m términos de

subindices iguales del sistema final sean distintos de cero.

m
Porsera_ ~ #0, de la ltima ecuacion se deduce que:  xp =" .
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La pentltima ecuacion permite calcular x,-1 sustituyendo el valor de x,, obtenido

anteriormente, y asi sucesivamente hasta obtener xj, y el sistema es
determinado.

Ejemplo:

Resolver el sistema:
3x1 - Xp +2x3 -4x4=-5
2x1+t3x2 - X3 - x4=-2
-5X1 - 2Xp - 3x3+3x4=1
4x1 - Xp+ X3 - 5x4=-6

Multiplicando la primera ecuacion por -2 y la segunda por 3 y sumandolas se obtiene la

ecuacion: 11xp - 7x3 + 5x4 =4,
y sustituimos la segunda ecuacion del sistema por esta.
Multiplicando la primera ecuaciéon por 5 y la tercera por 3 y sumandolas se obtiene la

ecuacion:
-11xy +x3 - 11x4 =-22,
y sustituimos la tercera ecuacion del sistema por esta.
Multiplicando la primera ecuaciéon por -4 y la cuarta por 3 y sumdndolas se obtiene la

ecuacion: X2 -5X3+x4=2,
y sustituimos la cuarta ecuacion del sistema por esta.
Asi pues, después de este primer paso se obtiene el sistema equivalente:
3X1 - X2 +2x3 - 4x4 = -5
11xy - 7x3+ 5x4 = 4
-11xp+ x3 - 11x4=-22

X2 -5x3+ x4 = 2

Sumando la segunda ecuacion y la tercera se obtiene la ecuacion -6x3 - 6x4 = -18, que

después de simplificada por -6 queda asi: x3 + x4 = 3, y sustituimos la tercera ecuacion por esta.
Multiplicando la 4% ecuacion por -11 y sumandola a la 2%, obtenemos 48x3 - 6x4 = -18, que

después de simplificar por 6 queda 8x3 - x4 = -3.
Asi pues, después de este segundo paso se obtiene el sistema equivalente:

3x1- Xp +2x3 -4x4=-5
11xp - 7X3+5x4= 4
x3+ x4=3

8x3 - x4 =-3

Multiplicando la tercera ecuacion por -8 y sumdndola a la cuarta se obtiene -9x4 = -27,

sustituimos la cuarta ecuacion por esta.
Asi pues, después de este tercer paso se obtiene el sistema equivalente:
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31 - Xp +2x3-4x4= -5
11xy - 7x3+5x4= 4
x3+ x4=3

- 9x4 =-27

De la cuarta ecuacion se deduce que x4 = 3.
De la tercera ecuacion se deduce que x3 = 0.
De la segunda ecuacion se deduce que xp = -1.

De la primera ecuacion se deduce que x1 = 2.

Por tanto, la solucion del sistema es: X1=2,x2=-1,x3=0, x4 =3.

Caso a-2: Al realizar las operaciones obtenemos alguna ecuacion del tipo 0 « x; = d, con
d # 0. Entonces, el sistema es incompatible.

Ejemplo: Resolver el sistema:

X1 +5xp - 2x3 =3
x1+3xp+ x3 =1
-X1+5x2 - 13x3=0

Después de realizar el primer paso, el sistema se convierte en:
(

X1+ 5xp - 2x3 =3
3 - 2x2 + 3x3=-2
+10xp - 15x3=3

\

Después de realizar el segundo paso, el sistema se convierte en:
(

X1 t5x2-2x3=3

3 - 2Xp+3x3=-2
Ox3=-7

"

Como la tltima ecuacion no tiene solucion, el sistema es incompatible.

Caso a-3: Al realizar las operaciones aparecen dos ecuaciones iguales, o dos ecuaciones de
forma que una es igual a la otra multiplicada por una constante, y ademas no hay
ninguna incompatibilidad. Entonces, el sistema es indeterminado.

Ejemplo: Resolver el sistema:

X1 - 3xp +9x3=-10

X] - Xp +5x3= -2
3x1 +2x2 +5x3= 14

Después de realizar el primer paso, el sistema se convierte en:

X1 - 3x2 + 9x3 =-10
2xy - 4x3 = 8
11xy - 22x3 = 44
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Observemos que, si simplificamos la segunda ecuacion por 2 y la tercera por 11, obtenemos
en ambos casos la ecuacion x - 2x3 = 4, por lo que la tercera ecuacion puede suprimirse y el

sistema se convierte en:
X1 - 3xp +9x3=-10
Xy -2X3= 4
Si damos a x3 un valor arbitrario A tenemos x3 = A.
De la segunda ecuacion se deduce: xp =4 + 2.
De la primera ecuacion se deduce: x1 =2 - 3A.
Asi pues, la solucion general del sistema es x; =2 - 34, xp =4 + 2A, X3 = A.
Dando a A valores arbitrarios se van obteniendo soluciones particulares del sistema:

Paral=0: x1=2,x2=4,x3=0.
Parai=1: x;=-1,xp=6,x3=1.
ParadA=2: x1=-4,xp=8,x3=2.

Conviene tener en cuenta que la forma de expresar la solucion general del sistema no es

. , . ) ., 16-2 2-u
unica. Asi , en el ejemplo anterior, tanto la expresion X1 =, Xy = 3 -X3="3 como la
., 16-3c c-4 ., ) :
expresion: x| =", ,X2=0,X3= ", son también soluciones generales del sistema.

b.- Menor numero de ecuaciones que de incognitas.

En este caso tenemos m < n. Después de realizar el proceso conocido se llega al final a un

sistema de la forma:
a11x] tajpxp +ag3x3 + ... +agXy = by
1

1 1 1
a,,X2ta,,X3+..+a, xp= b2

Podemos distinguir los siguientes subcasos:
Caso b-1: Si aparece alguna ecuaciéon de la forma 0« xj+ ...+ 0+ x, =d,cond # 0, el

sistema es incompatible.

Ejemplo: Resolver el sistema:

X1 +2x2+3x3 -x4=2
2x1+ x0+ x3 -x4=1
X1 -4x2 - Tx3+x4=1

Después de realizar el primer paso el sistema se convierte en:
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.

X1 +2x2+ 3x3 - x4 =2
] -3x2 - 5x3 + x4 =-3
- 6x2 - 10x3 + 2x4 =-1

\

Después de realizar el segundo paso el sistema se convierte en:
(

X1 t2x2+3x3 - x4 =2

N -3xp - 5x3+ x4 =-3
Ox3+0xq4=15

"

Como la ultima ecuacion no tiene solucion, el sistema es incompatible.

Caso b-2: Si no aparece ninguna ecuacion de la forma 0 « xj+ ... +0+x, =d,cond # 0, el
sistema es indeterminado.

Ejemplo: Resolver el sistema:

-
3x1 - 3xp - 3x3 - 2x4 - 6x5=0

X1 +3xp - 3x3 - 4x4 + 6x5=4
-2X1 +3x2 +9x3+8x4+ X5 =6

N

"

Después de realizar el primer paso el sistema se convierte en:
(

3x1-3x2 - 3x3 - 2x4- 6x5=0
N -6x2 + 3x3 + 5x4 - 12x5=-6
3xp +21x3 +20x4 - 9x5 =18

"

Después de realizar el segundo paso el sistema se convierte en:
3x1-3x2 - 3x3 - 2x4- 6x5 =0
-6x2+ 3x3 + 5x4 -12x5=-6
45x3 + 45x4 - 30x5 =30

Si damos a x4 un valor arbitrario A y a X5 un valor arbitrario p, tenemos que x4 = A, X5 = LL.

| 30-450+30p  2-3A+2p

De la tercera ecuacion se deduce que: X3 45 3 . De la segunda
4+)\-5
ecuacion se deduce que: xp = 43E . De la primera ecuacion se deduce que: x; = 2+u. La
4+A-5 2-30+2
solucion general del sistema es: x1 =2+, Xp = 43E , X3 = TE , X4 =M\, X5 =L

Dando a A y a u valores arbitrarios se van obteniendo soluciones particulares del sistema:

Para A=0,u=2es: x1=4,x0=-2,x3=2,x4=0, x5 =2.

1 2
Para A=2,u=1es: x1:3,x2=§,X3=-§,X4=2,X5=l,etc.

c.- Mavyor numero de ecuaciones que de incognitas.

En este caso tenemos m > n. Después de realizar el proceso conocido se llega al final a un

sistema de la forma:
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N
a11x] +ta2x2 +a3x3 + ... +apXy = by
1 1 1 1
a,,X2 tayxa t...+a, Xp= b2 [ *)
m m
a Xp= bn
J
m m
A 1n®n = Opyyg
.................. (*%)
m m
a_ Xp= bm

Podemos distinguir los siguientes subcasos:

Caso c-1: Si al calcular x;,, en todas las ecuaciones (**) se obtiene el mismo valor en todas
las ecuaciones, y ademas las ecuaciones (*) son del tipo del caso a-1, el sistema es

determinado.

Ejemplo: Resolver el sistema:
-

X1 - 3x2+2x3=-9
-4x1 +7xp - 6x3=13
2x1 - X+ x3= 4

X] - X2 - X3 =-2

2x7 - 9x3=1

.

Después de realizar el primer paso el sistema se convierte en:
x1-3xp+2x3= -9

- 5xp +2x3=-23
5xp - 3x3= 22
2xy - 3x3= 7
2xp - 9x3= 1

Después de realizar el segundo paso el sistema se convierte en:
X1 -3xp+ 2x3 = -9

-5xy+ 2x3 =-23
- x3 = -1
- 11x3=-11
- 41x3 = -41

De las tres ultimas ecuaciones se deduce que x3 = 1. De la segunda ecuacion se deduce que
x2 = 5. De la primera ecuacion se deduce que x1 = 4. Por tanto, la solucion del sistema es:

x1=4,x2=5,x3=1.
Caso c-2: Si al realizar el proceso podemos suprimir algunas ecuaciones, de forma que nos

queden menos ecuaciones que incdgnitas, y ademads, en las que quedan no

aparece ninguna incompatibilidad, el sistema es indeterminado.

Ejemplo: Resolver el sistema:
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.
3x1 +3x2 - 4x3=4
2x1 + x3=15

X1 - 6x2 +9x3=-3
5x1 - 3xp+6x3=6

“

Después de realizar el primer paso el sistema se convierte en:
(

X1+ 3x2 - 4x3= 4
- 9xp +13x3= -7
- 9%y +13x3= -7
- 18xy +26x3=-14

"
Podemos suprimir la tercera y la cuarta ecuacidon, porque son iguales a la segunda, y nos
queda el sistema:

x]+3xp - 4x3=4
- 9%y + 13x3 =-7

Dando a x3 el valor arbitrario A tenemos la solucion del sistema:

5-A 7+13)
Xlz 3 7X2: 9 7X3:}\‘

Caso c-3: Si al calcular x, en las ecuaciones (**) se obtienen valores distintos, o alguna de
las ecuaciones del sistema final es del tipo 0-x; = d, con d # 0, el sistema es
incompatible.

Ejemplo: Resolver el sistema:
(

X1 +5x2 - 2x3=0
2x1+ xp +3x3=1
-X] T 2x2+4x3=5
| X1 - X3=2

Después de realizar el primer paso el sistema se convierte en:
(

X1 t+5x7 - 2x3=0

J -9xy+T7x3=1
Txp +2x3=15
-5xp+ x3=2

"

Después de realizar el segundo paso el sistema se convierte en:

x]1+5x2- 2x3=0
-9x0+ Tx3 =1
67x3 =152

- 26x3=13

. 2 1
De la tercera ecuacion se deduce que x3 = 67 0 Y de la cuarta que x3 = - 5 » por tanto, al ser

valores distintos el sistema es incompatible.
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5.3.- EXPRESION MATRICIAL DE UN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES

Dado un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas

a11X] T appxo + ... +ajpXxy = by
ay1X] +apaxp + ...+ axpxy =bo

am1X] T amaX2 + ... + apmnXn = bm

podemos expresarlo de esta otra forma, utilizando el producto de matrices:

ajl a2 .. ap X1 by
a1 ap .. am | [X2| _| b2
dml A9Mm2 --- A9mn b

ya que si multiplicamos las dos primeras matrices, obtenemos:

ar1x) +ajoxs ...+ ajnXn b;
az|x] tapxyt..tayxy || by
mlxl + am2X2 + ves + amnx b

y al igualar las dos matrices obtenemos el sistema de ecuaciones inicial.
Ejemplo: El sistema:

3x1+7x2 -3x3+ x4 =3
X1 - 7Tx2 +8x3 +2x4 =-1

3x1 - 5xp -2x4=-2
3731 () (3
puede expresarse matricialmente asi: | 1 -7 8 2 | . X2 =1-1
350 -2 3]\

Si el sistema tiene el mismo niimero de ecuaciones que de incognitas, es decir, m=n, y

a1l a12 ... ain a1 a12 ... ain

az] a2 ... a2p az1 a2 ... an

ademas la matriz A = tiene determinante | A | =

anl a4n2 ... ann dnl a4n2 ... ann
distinto de cero, entonces el sistema se puede resolver por este procedimiento:

X1 1

. . - X b
Después de haber escrito el sistema matricialmente A - 21 =™ , observamos que por

b
ser | A| # 0, la matriz A tiene inversa A-1. Multiplicamos la igualdad anterior por A-l1 en

ambos miembros y tendremos:
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X1 1 X1 1
b b
AleA| 2 =a1 | 2] = 1| =At | ] o
b b
X1 A1 A21 ... Anl 1
X 1 | App Ay .. A b
= | =rar| E TR

A]n AZn vee Ann b
y a partir de aqui se deducen los valores de las incognitas.
Ejemplo: Resolver matricialmente el sistema:

2x1 +3x2 =4
3x] +5xp -2x3= 2
4x1 -6x3=11
230 X1 4
Expresemos el sistema matricialmente: | 3 5 -2 | «|x2| =| 2
40 -6 X3 11
230 1 -30 18 -6
Como |A|=| 3 5 -2 | =-30 #0, la matriz A tiene inversa, que es A-! =30 10 -12 4 | .
40 -6 20 12 1
Si realizamos el proceso explicado anteriormente, nos queda:

xi) (30 18 -6) (4 xiy (150 (2
X2| = 3o | 10 -12.4 .1 21 esdecir: (X2 = 35| 60 | = '32
X3 -20 12 1 11 X3 45 2
3
Por tanto, la solucion del sistema es: X1=5%=-2,X3=75 .

5.4.- REGLA DE CRAMER
Aplicando un razonamiento parecido al visto en el apartado anterior, se puede demostrar el

siguiente teorema, llamado regla de Cramer.

Dado un sistema de n ecuaciones lineales con n incdgnitas.

a11x] +agxp +... +ajpXp = by
az1x] +azxp ... +ayXy = b

an1X] +an2x ... + annXp = by

a1l a12 ... ain

a1 a2 ... an

si el determinante de la matriz de coeficientes | A | = es distinto de

anl aAn2 ... ann

cero, el sistema es determinado, y su solucion es:
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by app ... a1n aj; by ... amn ar; ayn ... by

by ayy ... app a1 by ... apy ar] ayy ... by

x| — by ap) ... apn | x5 — anl bn ... app | e = an] an2 ... by
| A ’ | Al >l | A

es decir, la incognita x; se obtiene calculando el determinante que resulta al sustituir en | A | la
columna 1 por la columna de los términos independientes, y dividendo este determinante por | A
.

Ejemplo: Resolver, utilizando la regla de Cramer, el sistema:

X1 t3xp - 2x3=2
4x1 + + x3=7
3x1+5x2 - 3x3=5

Calculamos en primer lugar, el determinante | A | de los coeficientes: | A | =

W A=
Dn — W
p—

3 # 0, por tanto el sistema es determinado. Su solucion es:

23 -2 12-2 132
711 471 417
55-3 35-3 355
X1 = 3 , X2 = 3 > X3 = 3
. . 2 7
Por tanto, la solucion del sistema es: X] =3 , X0 =2, X3=73 .

Observemos que la regla de Cramer permite el calculo de cualquier incdgnita sin necesidad

de calcular previamente el resto.

5.5.- EJEMPLOS DE RESOLUCION DE PROBLEMAS MEDIANTE SISTEMAS DE
ECUACIONES

Ejemplo 1: Coexistencia de bacterias.

Tres especies de bacterias coexisten en un tubo de ensayo y se alimentan de tres recursos.
Supongamos que una bacteria de la i-€sima especie consume por termino medio una cantidad c;j
del recurso j-ésimo por dia. Definimos c; = (cj1, ¢j2, ¢i3) como el vector de consumos para la i-
¢ésima especie. Supongamos que ¢ = (1,1,1), co =(1,2,3) y ¢3 =(1,3,5), y supongamos que cada
dia se suministran al tubo de ensayo 15.000 unidades del primer recurso, 30.000 unidades del
segundo recurso y 45.000 unidades del tercer recurso. Suponiendo que todos los recursos se
consumen, /cuales son las poblaciones de las tres especies que pueden coexistir en este

ambiente?

Solucién: Sean x1, X y x3 las poblaciones de las tres especies que pueden coexistir por

medio de los recursos. Los x1 individuos de la primera especie consumen x; unidades de cada
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recurso. Los x; individuos de la segunda especie consumen Xp, 2x y 3x7 unidades del primer,
segundo y tercer recurso, respectivamente. Los correspondientes consumos de la tercera especie
son x3, 3x3 y 5x3 unidades. Igualando el consumo total de cada recurso a la cantidad disponible,

obtenemos

X1+ X2+ x3= 15000
x1 + 2x7 + 3x3 = 30000
X1+ 3x2 + 5x3 =45000

Simplificando tenemos que

X1+ x2+ x3= 15000 X, +x, + x; = 15000
xp + 2x3 = 15000 0 x, +2x; =15000
2x5 +4x3 = 30000 0= 0
15000-
Este sistema no tiene solucion unica, pero x| = X3 = TXZ . Las poblaciones de bacterias

deben ser no negativas. Por tanto, 0 < x < 15000y 0 <x; =x3 < 7500. La poblacion total que
puede coexistir es 15000 y las poblaciones de las tres especies cumplen que x;=x3 y x2 = 15000

- 2x1 si todos los recursos se consumen.

Ejemplo 2: Ajustar la reaccion quimica:
NOsH + Fe — (NO3)3Fe + NO3NH4 + H,O

Soluciéon: Escribamos la reaccion con los coeficientes buscados, que de momento son

desconocidos:
x NOsH +y Fe — z(NO3)3Fe +tNO3NHy4 +u HyO

Los coeficientes x, y, z, u, de cada compuesto deben de ser numeros tales que la cantidad de
atomos de cada elemento sea la misma en ambos lados de la igualdad.

[gualemos el N: x=3z+2t

Igualemos el O: 3x=9z+3t+u

Igualemos el H: x=4t+2u

Igualemos el Fe: y=z

X -2t -3z =0
) 3x-3t- u-9z =0
Por tanto, hemos de resolver el sistema: _
X -4t-2u =0
z =0

-y
X -2t -3z =0
, . . . . 3t- u =0
Después de realizar el primer paso el sistema se convierte en: S2-2u+3z =0
z-y=0
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X -2t -3z =0

, . . . 3t- u =0
Después de realizar el segundo paso el sistema se convierte en: _8u+9z =0
z-y=0

Dando a y un valor arbitrario A tenemos la solucion del sistema:
300 15A 3 9\

TT§ TTa yThrThiTusy

Para cualquier valor de A se obtiene una solucién valida. No obstante, se suelen utilizar unos
coeficientes que sean nimeros enteros. La solucion mas sencilla se obtiene haciendo
A= 8.
Entonces: x=30,y=8,z=8,t=3,u=9, es decir:
30 NO3H + 8 Fe — 8 (NO3)3Fe +3 NO3NH4 + 9 H,O

Ejemplo 3: En una caja hay monedas de peseta, de duro y de dos duros. En total hay 153
monedas. Si las monedas de peseta fueran duros y viceversa, el valor total de la caja seria el

doble del inicial, y si las monedas de duro fuesen de dos duros y viceversa, el valor de la caja

3
seria 5 del inicial. Hallar el nimero de monedas de duro.

Solucién: Llamamos X1, X2, x3 al nimero respectivo de monedas de peseta, duro y dos duros.
El valor inicial de la caja es: x1 + 5xp + 10x3.

El valor de la caja si hacemos el primer cambio es: 5x7 + xp + 10x3.

El valor de la caja si hacemos el segundo cambio es: x1 + 10xp + 5x3.

Por tanto, podemos escribir el sistema:
X1 +x2+x3=153
2(x1 + 5xp + 10x3) = 5x1 + x2 + 10 x3

3
5(x1 +5xp +10x3) = x1 + 10x3 + 5x3
X1 + xp+ x3 =153

El sistema puede escribirse asi: 3x1 - 9% - 10x3= 0
X1 - 5xp+20x3= 0

Como nos interesa so6lo la incognita xp, podemos aplicar la regla de Cramer, comprobando

que el determinante de los coeficientes del sistema es distinto de cero:

11 1
|A[=|3-9 -10 | =-306 # 0, por tanto, el sistema es determinado.
1 -5 20
El valor de x» es:
1 153 1
3 0 -10
1 0 20| -153-70

277306 306 o0
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Conviene tener en cuenta que en muchos problemas (como es el caso de éste) las soluciones
deben ser nimeros naturales. Por tanto, hemos de comprobar que la solucién obtenida cumple

este requisito.

Ejemplo 4: Repartir 1000 ptas. entre cuatro personas, de forma que la suma de la cantidad
obtenida por la 1* y la 4* sea igual a la cantidad obtenida por la 2* y la 3%, que la suma de la
cantidad obtenida por la 1* y la 2% sea igual a la suma de la cantidad obtenida por la 3* y la 4%, y

que la 1? reciba 100 pesetas mas que la 32

Solucion: Llamando x1, X2, X3, X4 a la parte que recibe cada persona respectivamente, el

enunciado da origen al siguiente sistema:

X1 + X7 +x3 +x4=1000
X] + X4 = X2 + X3
X] T X2=X3+tX4

x1 -x3=100
X1+ x2 +x3 + x4 = 1000
. o X]-X2-x3+tx4= 0
Vamos a resolver este sistema escribiéndolo de esta forma: ! 2 3 4 _
X]+xp-x3-x4= 0
X1 - X3 = 100

Después de realizar el primer paso el sistema se convierte en:
X1+ X2+ x3+ x4 =1000
2x7 + 2x3 = 1000
2x3 +2x4 = 1000
Xy +2x3+ x4 = 900

Después de realizar el segundo paso el sistema se convierte en:
X1+ X2 + x3 + x4 =1000
2x5 + 2x3 =1000
2x3 +2x4 = 1000
2x3 +2x4 = 800

Observando las dos ultimas ecuaciones deducimos que el sistema es incompatible, es decir,

no hay ningln reparto que cumpla las condiciones del enunciado.

Ejemplo 5: Una bolsa contiene 100 golosinas entre caramelos, confites y bombones. Cada
caramelo vale 1 pta, cada confite 3 ptas, y cada bombon 10 ptas, y el valor total es 150 ptas.

(Cuantas golosinas de cada clase hay en la bolsa?.

Soluciéon: Llamando x1, X2, X3 al nimero respectivo de golosinas de cada tipo, el enunciado

i el s . X1+ x2 + x3 =100
origina € sistema: X1 + 3X2 + 10X3 =150
X1+ x2 + x3 =100

Después de realizar el primer paso el sistema se convierte en: 2%> + 9x3= 50
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) 50-9A 8 T\
Dando a x3 un valor arbitrario A tenemos que X3 = A, X3 = Y = 25 - S . X1= 75+ Y

Aunque el sistema es indeterminado y tiene infinitas soluciones reales, el enunciado del
problema nos indica que las soluciones deben de ser nimeros naturales, por tanto, solo seran
admisibles los valores de A para los cuales las incognitas son nimeros naturales. Es inmediato
comprobar que los valores son A =2 y A = 4. Las soluciones respectivas son:

Para A =2: X1 =82,x2 =16, x3=2.
Para A =4: X1 =89,x2=7,x3=4.



