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1. INTRODUCCION

La visién comienza con la transformacién de un flujo de fotones en un conjunto
de valores de intensidad. El primer paso en el procesado visual de la informacion es la
obtencion de una descripcién compacta de los valores de intensidad tal cual han sido
obtenidos. Esta descripciéon debe ser completa en tanto en cuanto debe representar
toda la informacién contenida en la imagen y ademds debe tener significado.

Los bordes fisicos son una de las caracteristicas mas importantes de los objetos
ya que se corresponden con contornos, con cambios en la orientacion de superficies o
cambio de las propiedades del material. Los bordes tridimensionales se transforman
en la imagen en puntos criticos de la intensidad 2-D formada en el ojo o en la cdmara.
Estos puntos criticos son aquellos en los que se producen cambios en los valores de
intensidad. Un borde por tanto debe poseer las dos propiedades siguientes: debe ser
suave o suave a trozos y el gradiente de la imagen a lo largo del borde debe ser grande.
La primera parte, por tanto, de la obtencién de bordes requiere la evaluacién de las
derivadas de la intensidad. Puesto que la imagen es un conjunto discreto de valores
de intensidad, la deteccién de bordes es un problema de derivacién numérica. Este
proceso se realiza habitualmente mediante la convolucién de un determinado niicleo
con la imagen siendo los mds conocidos los de Sobel, Prewitt, ... El resultado de
este primer paso es un conjunto de bordes (segmentos y curvas) que probablemente
serdn inconexos, por tanto el siguiente paso serd la unién de ellos de tal forma que se
agrupen formando los contornos de los objetos presentes en la escena.

Como se verd en uno de los capitulos, la derivacién numérica puede ser vista
como un problema inverso mal planteado en el sentido de Hadamard. Los problemas
mal planteados se pueden convertir en problemas bien planteados mediante el uso de
la teoria de la regularizacién afiadiendo un término de estabilizacién de la solucién
(estabilizadores de Tikhonov).

Otra aproximacién que conduce a la obtencién de los contornos de los objetos es
el uso de contornos activos [11] que se suele plantear como un problema de mecéanica
clasica (mediante potenciales) o como un problema de la teoria de la aproximacién
(mediante la teorfa de la regularizacién).

Los contornos activos o snakes se definen como una serie de puntos y una ecua-
cién variacional a minimizar partiendo de una iniciacién externa al objeto del cual
se quiere extraer el contorno. La minimizacién de la ecuacion variacional se puede
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abordar desde diversos puntos de vista (técnicas de andlisis numérico -diferencias fi-
nitas, elementos finitos-, técnicas algoritmicas - programacién dindmica, algoritmos
voraces-, técnicas conexionistas -redes neuronales de Hopfield o técnicas probabi-
listicas -simulated annealing). En este trabajo nos centraremos en el estudio de la
minimizaciéon mediante diferencias finitas y mediante algoritmos voraces.

Segtn han sefialado algunos autores [6] los modelos usados para la deteccion de
contornos deben poseer las siguientes caracteristicas:

= Encontrar los contornos globales que mejor reproducen los contornos aparentes
en la imagen.

= Capacidad de extraer formas suaves (contornos regulares).
= Respetar algunas singularidades: dngulos, esquinas, ...

= Robustez de los algoritmos: estabilidad y convergencia con un conjunto mini-
mo de pardmetros.

= Adaptacion eventual para encontrar varios contornos simultineamente.

= Buena base tedrica del método.

Como veremos a lo largo de este trabajo, de todos los puntos citados en el que més
falla el modelo de contornos activos es en la capacidad de encontrar varios contornos
simultdneamente, de todos modos esto tampoco deberia ser mayor inconveniente ya
que una vez detectados los objetos se podrian obtener los contornos secuencialmente.

Los objetivos son presentar formalmente la ecuacién del snake como un caso
particular de la teoria de la regularizacién [2] usando un determinado tipo de es-
tabilizador de Tikhonov [16] desarrollando lo que en el articulo de Kass [11] se
menciona pero sin presentar su desarrollo. Por otra parte se pretende mostrar como
puede ajustarse la ecuacién del snake a la representacién que de la curva se escoja
realizando una representacion matricial para el caso de que la representacion se reali-
ce mediante B-splines (polinomios cibicos definidos a trozos usados para aproximar
una serie de puntos). Finalmente se mostraran dos posibilidades a la hora de escoger
la energia externa (que es el término dentro de la ecuacién del snake responsable de
atraerlo hacia los bordes) y tres posibilidades de minimizacién de la ecuacién. Con
todo ello se presente dar una visién general de lo que es la teorfa de contornos activos
o snakes.

El presente trabajo se organiza del siguiente modo: en el capitulo segundo se
presentan las bases de los problemas inversos y mal planteados, se mostrard que la
derivacion numérica puede considerarse como un problema inverso y mediante un
ejemplo se verd que este planteamiento tiene muchas ventajas respecto a la formu-
lacién directa. Se verd un método para solucionar los problemas inversos basado en



estabilizadores de Tikhonov y de este modo se obtendrd la ecuacién del snake. En
el capitulo tercero se centrard la atencién en la representacion del snake y se veran
dos posibilidades, como puntos aislados o mediante un B-spline y se obtendran las
ecuaciones que gobiernan el snake en ambos casos. En el capitulo cuarto se presenta-
rdn dos opciones a la hora de elegir la energia externa: una basada en la convolucion
de una méscara gaussiana con el gradiente de la imagen y otra basada en la transfor-
macién de distancia o distancia chamfer. Para finalizar este capitulo se presentaran
tres modos de minimizar la energia: mediante la formulacién del articulo original de
Kass, mediante sobrerrelajacion sucesiva y mediante algoritmos voraces. En el capi-
tulo quinto se presentan los experimentos a realizar y los resultados obtenidos y para
finalizar en el capitulo sexto se presentan las conclusiones.
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2. LA ECUACION DEL SNAKE

En este capitulo se definirdn los problemas inversos y mal planteados en el senti-
do de Hadamard. Se mostrard como puede formularse la derivacién numérica como
un problema inverso mediante una ecuacién integral de Fredholm de primera especie.
Este tipo de ecuaciones son mal planteadas y se verd como haciendo uso de estabi-
lizadores de Tikhonov se llega a la ecuacién del snake. Para finalizar se muestra un
ejemplo de regularizacién de la derivacién numérica.

2.1. Problemas inversos

Sea g el resultado de un determinado experimento que puede depender de una o
varias variables. El propésito de este experimento es la estimacién, mediante el ade-
cuado procesado de la funcién de datos g, de alguna caracteristica fisica o geométri-
ca de la muestra que, en general, puede ser vista como una funcién f de argumento
real o vectorial. Llamaremos a f la funcién objeto. En el caso concreto que nos ocupa
g sera laimagen y f los bordes que queremos determinar.

El problema directo consiste en la determinacion de la aplicacién desde el con-
junto de todos lo posibles objetos en el conjunto de todos los posibles datos.

Sif € Fyg € (G, donde habitualmente F' y GG son dos espacios de Hilbert, el
problema directo es obtener g dado un operador B y dado f:

B: F—(Gtaque Bf =g 2.1

El problema inverso consiste en la determinacién del objeto f a partir de los
datos g. Corresponde a la inversidon de la aplicacién directa, que habitualmente es
no lineal, y por tanto el problema inverso implica la solucién de una ecuacién fun-
cional no lineal. En la mayoria de los casos es posible y razonable, sobre la base de
aproximaciones fisicas apropiadas, linealizar el problema. Por tanto, el resultado es
una ecuacion funcional de primera clase. El problema inverso se puede formular del
siguiente modo: dados A y g encontrar f tal que:

Af =g
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Para finalizar esta seccién se dardn algunos ejemplos de problemas inversos:

Por ejemplo cuando se intenta ajustar un modelo a unos datos dados, el plantea-
miento es el siguiente: de acuerdo con algiin modelo tedrico, el valor de una cantidad
y depende de otra cantidad x segtn la ecuacién y = a + bz + cx? + dz3 Dado un
conjunto de puntos (x;, ;) (que son los datos) ; Cémo determinar los valores a, b, ¢
y d? En este caso el objeto son los niimeros a, b, cy d.

Otro ejemplo de problema inverso es el de deconvolucién. Dada una fotografia
borrosa, o el resultado del paso de una sefial por un medio que actia como un filtro,
{, cémo se puede reconstruir una version clara de la imagen borrosa, o de la sefial
original antes de ser filtrada?.

2.1.1. La derivacién numérica como un problema inverso.
Supdngase una imagen g de una escena, o en otras palabras, los datos. Se desea

obtener la derivada f de estos datos. Segtn la definicion previa este es un problema
inverso que se formula del siguiente modo:

/QK(JJ, s)f(s)ds = g(x) (2.2)

La ecuacién 2.2 es una ecuacion integral de Fredholm de primera especie y para
el caso de la derivacién el nicleo es la funcién salto unidad de Heaviside:

K(z,s) =U(z —s)

Para simplificar, aunque sin perder generalidad, supongamos 2 = [a, b] y la ecua-
cién 2.2 puede escribirse como:

/ Ul — ) f(s)ds = | ftsrs = gta)

Si F'(z) es la primitiva de f(z), por el teorema fundamental del célculo se tiene:

derivando respecto de x se obtiene:

F'(z) = ¢'(z) oloqueeslomismo f(z) = ¢'(z)

es decir, se ha mostrado la equivalencia entre la ecuacion integral y la ecuacién dife-
rencial.
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En la dltima seccidn se verdn las ventajas de la ecuacion integral frente a la ecua-
cion diferencial, aunque de un modo intuitivo se puede decir que a pesar de que el
resultado de la integracion da como resultado funciones mas complejas estas poseen
mejores propiedades (por ejemplo en cuanto a suavidad) que el resultado de la deri-
vacion.

2.2.  Problemas mal planteados.

Supondremos en lo sucesivo que X es el espacio de objetos e Y es el espacio de
datos, siendo ambos espacios de Hilbert y que A : X — Y es un operador lineal y
continuo.

Cualquiera que sea el operador A, el problema inverso

Af=g

para g dado, es un problema bien planteado en el sentido de Hadamard si:

1. Existe una solucién para todo dato g.
2. La solucion es Unica en el espacio imagen Y.

3. Laaplicacién inversa Y — X es continua.

Si no se cumple alguna de estas propiedades se dice que el problema estd mal
planteado.

El concepto de problema mal planteado lo introdujo Hadamard en 1923 y en sus
origenes se pensaba este tipo de problemas no tenian sentido fisico, prevaleciendo la
opinién de que sélo tenfan interés en las aplicaciones los problemas correctamente
planteados, suposicién que estd muy lejos de la realidad, ya que, por ejemplo pue-
den ser inaccesibles los datos sobre alguna parte de la frontera (en el caso de una
ecuacioén diferencial con condiciones de contorno) o, sencillamente, no se disponen
de los datos necesarios, ni con la precision suficiente, para resolver el problema. Es
costumbre en la practica o bien ignorar la cuestion de la existencia, o bien alterar el
concepto de solucidn o variar el modelo matematico. En muchas situaciones practi-
cas se puede definir la "soluciéngcomo aquella funcién de alguna clase conveniente
que mejor aproxima los datos o, alternativamente, emplear algtn tipo de técnica de
regularizacion que genere “pseudosoluciones” del problema en cuestion.

En esta seccién comentaremos las definiciones basicas y bajo qué circunstancias
un problema puede estar mal planteado.

Daremos algunas definiciones bdsicas sobre andlisis funcional para estudiar cada
uno de estos puntos que hacen que un problema esté mal planteado.
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Definicion 1: El rango de A es el conjunto de elementos de Y que son imagen de
miembros de X, en otras palabras:

R(A)={g:g€Y,Af = gparaalginf € X}
Si el rango de A es todo Y se dice que el operador es suprayectivo.

Definicion 2: El miicleo de A es el conjunto de elementos del dominio de A cuya
imagen es cero:

NA)={feX : Af =0}
Estos dos conceptos estan representados en la figura 2.1

Definicion 3: Se define el complemento ortogonal de un subespacio cerrado V' de
un espacio de Hilbert X respecto al producto interno de X y que denotaremos por
(,)x como

Vi={ueX :(u,v)x =0 YoeV}

Teorema 1: Sea V' un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert X. Entonces todo
u € X puede escribirse en la forma:

u:v—i—wueV,ﬂweVL

estoes X =V Vt!

Se dice que el operador A es univoco si cada elemento de X solo tiene una
imagen en Y. Si estamos en estas condiciones se puede definir un operador A~*
llamado inversa de A que llevade Y a X:

AT RA) X AN A =f

Con estas definiciones podemos comentar cada uno de las condiciones que debe
cumplir un problema bien planteado.

''Si V' 'y W son subespacios de un espacio lineal X entonces X es la suma directa de V' 'y W si
U=V +WyVNW =0y serepresenta mediante V ¢ W
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Fig. 2.1: Rango y Nicleo

1. Existencia.

Dada la ecuaciéon Af = gcon A : X — Y y X, Y espacios de Hilbert, de-
bemos determinar el conjunto de funciones g € Y para las que la ecuacion
Af = ¢ admite solucion. Esto es, debemos indentificar R(A). Esto nos per-
mitird resolver el problema de la existencia de la solucién. Si encontramos que
R(A) no es todo el espacio Y entonces habra funciones g € Y que no estén en
R(A) para las cuales no existe solucion.

2. Unicidad.

La segunda tarea es obtener bajo qué circunstancias la solucién es Unica, en
otras palabras, queremos conocer bajo qué condiciones A es biyectivo. Si N (A) #
0 no tendremos una unica solucién ya que si ug es una solucién también
lo serd up + u VYu € N(A) ya que de la linealidad de A se desprende
A(ug + u) = A(ug) + A(u) = A(ug) = g. Por tanto deberemos excluir
los elementos de N (A) del dominio de A si queremos asegurar unicidad.

Puesto que hemos supuesto que los espacios X e Y son espacios de Hilbert
tendremos definido un producto interno que en el caso del espacio X represen-
taremos mediante (, )x.

Puede mostrarse que N (A) es de dimension finita y por tanto completo y cerra-
do, por lo que haciendo uso del teorema 1 tenemos que X = N (A) @ N(A4)+

en otras palabras, todo f € X esdelaforma f = u+wconu € N(A)y
w € N(A)y N(A)NN(A)* = 0. Puesto que N(A) y N(A)* son disjuntos,
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excepto para el elemento cero, se puede restringir el dominio de A a N (A)~+
para asegurar la unicidad.

3. Continuidad de la inversa.

Las condiciones 1 y 2 de Hadamard implican que el operador A tiene inversa
A~1yque D(A™!) = Y. Si suponemos que A es lineal y continuo se puede
deducir que A~! es continuo, en el caso lineal la continuidad de la inversa
es una consecuencia de 1 y 2. En otros casos habria que hacer uso de otros
teoremas sobre operadores que se pueden encontrar por ejemplo en [15] [pag.
208-246].

Cuando alguna de estas condiciones no se cumple el problema Af = g esta mal
planteado. Es evidente por todo lo dicho que el mal planteamiento es una propiedad
del triplete { A, X, Y'}. El problema es mal planteado por que, por ejemplo el espacio
Y es muy amplio (por tanto R(A) # Y') y fallaria la existencia. En tal caso se puede
intentar transformar el problema modificando el espacio Y y su topologfa 2. En la
mayoria de problemas sin embargo, este es un ejercicio matematico inutil ya que la
eleccion apropiada del espacio de datos y de su topologia no estd dictada solamente
por consideraciones matematicas.

Todos estos conceptos han sido utilizados en la visién por computador y se en-
cuentran aplicaciones en la deteccién de bordes [17], flujo 6ptico [12] y [3], recons-
truccién de superficies [3]y [16], etc.

Para una aplicacién de todos estos conceptos a ecuaciones diferenciales y pro-
blemas variacionales con condiciones de contornos un libro excelente es [13] [pag.
202-214 y 221-229]. Una descripciéon matematica rigurosa de los problemas inversos
y mal planteados se puede encontrar en [2].

Con toda esta discusion se ha pretendido mostrar que haciendo uso del analisis
funcional es relativamente sencillo caracterizar cuando un problema estara bien o mal
planteado.

2.3. Teoria de la regularizacion

Como se ha comentado los problemas inversos tienden a ser problemas mal plan-
teados por lo que la existencia, unicidad y estabilidad de la solucién no puede ser ga-
rantizada en ausencia de restricciones. Una de las restricciones posibles es la de suavi-
dad de la solucion. Esta restriccion ha sido utilizada en muchos problemas de vision
aunque sin una justificacién tedrica. Sin embargo, una base formal para restriccio-
nes similares se puede encontrar en ciertas aproximaciones a la solucién matemética
de problemas inversos, particularmente la teoria de la regularizacion presentada por

2 La topologia de un espacio estd determinada por la norma definida en el espacio
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Tikhonov. La regularizaciéon de Tikhonov emplea funcionales de estabilizacion para
restringir las soluciones admisibles a espacios de funciones “suaves”. Bajo condi-
ciones no excesivamente restrictivas, los principios variacionales resultantes pueden
resultar bien planteados en estos espacios y por tanto se puede obtener una solucién.

Tikhonov propuso un estabilizador para la regularizacién que coincide con la
norma de Sobolev p-ésima y ponderada:

[vll2 =" [lwp D][32
la|<p

donde w), son funciones continuas y no negativas. Para el caso multidimensional se
define

olely
= aq a2 Qn
6£U1 61'2 b '8%‘”

D%y

y « es el conjunto de todas la n-tuplas ordenadas de enteros no negativos, es de-
ci, @ = (a1, -+ ,a,) Y || = a1 + a2 + -+ + «,. Esta expresion para el caso
unidimensional toma la siguiente forma:

ol :Z [t <dd()>d

La teorfa abstracta de aproximacion 6ptima estd bien desarrollada y estd préxima
a los principios variacionales que involucran la minimizacién con restricciones de
normas en espacios de funciones de Hilbert.

A continuacién se muestra un ejemplo de regularizacién unidimensional: la deri-
vacién numérica.

2.3.1. Ejemplo de regularizacion: derivacion numérica unidimensional.

Supongamos dadas las muestras de una funcién g en un determinado intervalo
[x1, x| con un espaciado uniforme ¢. Si el objetivo es obtener la derivada en los
puntos 1, T2, - - , Ty y siempre que el espaciado sea pequeilo, se puede pensar en
obtener la derivada mediante las diferencias finitas:

o N g(xi) — g(wit1)
f—Dﬂ%%~——jy—i*

Si las muestras de la funcién estdn libres de ruido, esta aproximacién da buenos
resultados siempre que se cumplan las condiciones descritas.
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Supongamos ahora que las muestras tienen ruido y que ademds deseamos obtener
la derivada en el intervalo [s1, s,,| con un espaciado de puntos € < ¢. En este caso el
esquema de diferencias finitas no es valido.

Enfoquemos la derivacién como un problema inverso. Recuérdese que la funcién
de datos y la funcion objeto estdn relacionadas mediante la ecuacidn:

Af =g

donde Af = [ f(s)ds = g(x).

Esta ecuacion se puede discretizar usando algin esquema de integracién numéri-
ca. Por tanto transformamos A en una matriz R”**" cuya inversa no se puede calcular.
Si pensamos en obtener f como la solucién al problema de minimos cuadrados:

IAf = gII?
llegariamos a la siguiente ecuacion:
f=(ATA) ATy

donde la matriz (AT A)~! AT, que se conoce como seudoinversa de Moore-Penrose
de A, no puede calcularse, por ser (A7 A)!~ singular.

La solucidn a este problema la proporciona la regularizacion.

Supongamos tal y como se coment6 en la seccidn anterior que transformamos
nuestro problema en este otro: encontrar f que minimiza la siguiente ecuacion:

IAf = gll* + N|ILf|I?

donde L es un operador diferencial discreto, o una combinacion lineal de operadores
diferenciales discretos de diversos drdenes.

Se puede obtener una solucién derivando respecto a fj, e igualando a cero:
O (\o,T,T T
S AN L L+ (g—Af) (9—Af)} =0
Ok
parak = 1,2, --- ,n. Esto conduce al sistema de ecuaciones :

INLTLf —2AT (g — Af) =0

o despejando f:
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Fig. 2.2: Datos y datos con ruido

f=WLTL+ATA) ATy

Con esto se obtiene una familia de soluciones en funcién de A de tal forma que
si A = 0 este sistema se reduce a la solucién por minimos cuadrados y para valores
distintos de cero el término adicional A2L” L altera los autovalores y autovectores de
la matriz AT A. Siempre que A2 L™ L+ AT A sea no singular habr4 una tinica solucién.

Supongamos muestras de la funcién g = sin(x) en el intervalo Q@ = [—2, 8] con
un espaciado 0 = 0,2. Deseamos obtener la derivada en el intervalo T = [—2, 8] con
un espaciado € = 0,075. Supongamos ademads que las muestras tienen ruido. En la
figura 2.2 se muestra la funcién sin(z) y la funcién sin(z) + n(z), siendo n(zx) el
ruido.

Como se puede ver en la figura 2.3 el esquema de diferencias finitas es muy
sensible al error en los datos, mientras que usando la regularizacién (siempre que el
valor de A sea el adecuado) se obtiene el mismo resultado que con los datos sin ruido.

El valor que mejor aproxima la derivada es el de A = 0,1, para valores mds bajos
de )\ el método es todavia sensible al ruido, mientras que para valores altos se atiende
mas a la suavidad que a los datos.

En la figura 2.4 se muestra el error de cada uno de los dos métodos.

2.3.2. La ecuacion del snake

Para finalizar este capitulo se llegard a la ecuacién del snake partiendo de lo visto
sobre regularizacion.

Sea X un espacio lineal de funciones suaves admisibles. Sea S(v) : X — R un
funcional definido sobre X que mide la suavidad de una funcién admisible v € X.
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Fig. 2.3: Diferencias finitas y regularizacién. a) A = 0,01, b) A = 0,05, ¢) A = 0,1, d)
A=02,e)A=1yHA=10
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Fig.

2.4: Error en diferencias finitas y regularizacién. a) A = 0,01, b) A = 0,05,¢) A = 0,1,
dA=02,e)A=1yHA=10
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Ademis sea P(v) : X — R un funcional en X que mide la discrepancia entre la
funcién y los datos dados.

Considérese el siguiente principio variacional:

Encontrar u € X tal que

(u) = 2RO E(v)

donde el funcional £ viene dado por

E(w) =8(v) + P(v)

Esto define un problema de aproximacion éptima: encontrar la funcién admisible
suave en X que es ademds compatible con los datos. La condicién necesaria (pero
en general no suficiente) que satisface la funcién u(z) que minimiza el funcional
estd dada por la anulacién de la primera variacién §, que expresan las conocidas
ecuaciones de Euler-Lagrange 6& (u) = dS(u) + 6P(u) = 0.

Si escogemos como funcional de penalizacién P la integral del gradiente (con
signo negativo) a lo largo de una curva, este serd minimo cuando el gradiente sea
maximo, es decir:

Plv) = /sb VI (0(s))|ds

y como funcional de suavidad la norma de Sobolev,

st = [ (et g SN ) ds

obtenemos la ecuacidn del snake tal y como apareci6 en el articulo original de Kass.

Para finalizar resumiremos todo lo dicho en esta seccién:

» Se ha mostrado la naturaleza inversa de la derivacion numérica.

= Como casi todos los problemas inversos la derivacién numérica es un proble-
ma mal planteado en el sentido de Hadamard.

= Mediante el uso del analisis funcional se puede ver cuando un problema esta
mal planteado en funcién del operador y de su inversa.

= Se pueden usar técnicas de regularizacion para restringir el espacio de bisque-
da al de funciones con una cierta “suavidad” al mismo tiempo que se ajustan a
los datos.
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= Finalmente hemos llegado a la ecuacion del snake sin mds que adoptar un de-
terminado estabilizador de Tikhonov.

En el siguiente capitulo se verdn dos métodos de representar el snake y se ajustard
la ecuacién a la representacion escogida.
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3. REPRESENTACION DEL SNAKE.

En el capitulo anterior se ha obtenido la ecuacion del snake pero no se ha comen-
tado nada sobre cémo se representard la curva que describe el contorno v(s) y cuya
energia habrd que minimizar. En este capitulo hablaremos de dos posibles represen-
taciones:

= Como un conjunto de puntos aislados en los que se define la citada energia.

= Como un conjunto de puntos que representan los puntos de control de algtin
tipo de curva paramétrica. En nuestro caso se han escogido los B-splines cu-
bicos que aproximan los puntos de control. La energia en este caso se define
sobre la curva definida por el B-spline.

El contorno es una aplicacién:
Q = [a,b] — R?
s — v(s) = (2(s),y(s))

Sobre el que se define el funcional £ a minimizar:

v(8) — Egnake(v(s)) = /QEmt(’U) + Eeyi(v)ds 3.1

El objetivo serd adecuar la ecuacién de la energia de la forma mas sencilla posible
a la representacion elegida.

Comenzaremos con la primera de las representaciones comentadas.

3.1. Puntos aislados.

Esta es la forma mds sencilla de representar el contorno, y es la que aparecié en
el articulo original [11]. Supongamos que mediante algin proceso se ha obtenido
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un contorno inicial que engloba al que se desea obtener. Este contorno estard repre-
sentado mediante una serie de puntos v; = (x;,y;) ¢ = 1,.., N. Por tanto hay que
discretizar la ecuacién 3.1.

Si se usan diferencias finitas para aproximar la primera y segunda derivada se
obtiene la ecuacion:

N
Esnake - Z Emt(l) + Ee:ct(i) (3-2)
i=1
donde
vi — v Jvie1 — 20 + vit1|?

Emt(z) = Q4 + ﬁz

2h? 2h4

y por ser un contorno cerrado se define v(0) = v(n), v(n + 1) = v(1).

El problema que tiene esta representacion es que si se disponen de pocos puntos
de control, N << Longitud(v), el resultado puede ser impreciso. En la siguiente
seccién veremos como obtener una descripcion del contorno usando B-Splines.

3.2. Representacion mediante B-Splines.

En esta seccién comenzaremos describiendo qué es un B-spline para posterior-
mente usarlo en la parametrizacion del snake.

3.2.1. Aproximacion mediante B-Splines

Dados n puntos (g, yo) - -+ (Zn—1,Yn—1) (que se denominan puntos de control
) se desea obtener una curva que se ajuste con la forma definida por esos puntos. Si
se requiere que la curva pase a través de todos los puntos, se trata de un problema de
interpolacion. Si s6lo se necesita que la curva esté cercana a estos puntos se trata de
un problema de aproximacion. Nos centraremos en el problema de la aproximacién
ya que si los datos iniciales tienen ruido la aproximacién dard una curva suave. Para
ello se obtendrd la curva como una combinacién lineal de funciones base pesadas con
los puntos que se desea aproximar:

n—1 n—1
Q1) = (x(t),y(t) = | Y wiBia(t), Y viBis(t) (3.3)
=0 i=0

donde las funciones B; (t) son las funciones base con ¢ indicando el punto de control
y k el grado. Tal y como se observa en la ecuacioén 3.3 usaremos un polinomio cubico.
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Para el conjunto de nudos ug,u,--- se definen las funciones base B; j(t) de
forma recurrente segin la siguiente regla [7]:

1, si u; <t <y
sty - {1 8wt

0, en otro caso.

t— u; U, -1
“B; k-1(t) + LBHLk—l(ﬁ)

Biy(t) = ——
Uitk — UL Uit+k+1 — Ui+l

En el presente trabajo nos centraremos en contornos cerrados y con un conjunto
de nudos uniformemente espaciados (lo cual permitird obtener una funcion ctibica
definida a trozos).

Las propiedades que presentan los B-splines son aptas para la descripcién de
contornos ya que:
= Son funciones C2.

= Presentan un control local. Es decir, las funciones base son de soporte compac-
to por lo que cada segmento de la curva depende solamente de un subconjunto
de los puntos de control.

= Son funciones de aproximacion, y por tanto el contorno que definen es suave.

El objetivo ahora es construir una funcién definida a trozos en el dominio de
definicién del parametro de la curva ¢ teniendo en cuenta un conjunto de nudos uni-
formemente espaciados.

Funciones base de grado 0.

Las funciones By o(t), B1,0(t), y B2,o(t) y Bo,3(t) a partir de la definicién recur-
siva, son

1 si 0<t<1
Byo(t) = -~ 34
00(t) { en otro caso. S
si 1<t<2
Bio(t) = - (3.5)

en otro caso.

1 si 2<t<3
Bao(t) = {O o (3.6)

€n otro caso.
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Fig. 3.1: Funciones base de grado cero. a) By 9, b) Bi,0,¢) B2y d) Bsg

1 si 3<t<4
Bso(t) = - =
30(t) {O en otro caso.

Esta funciones se muestran en la figura 3.1.

Funciones base de grado 1.

3.7

A partir de las anteriores podemos obtener la ecuacién de las funciones By 1 (%),

Bl,l (t) y BQ,l(t):
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Usando las ecuaciones 3.4 y 3.5 se obtiene

t si 0<t«1
Boi(t)=<¢2—t si 1<t<?2 (3.8)
0 en otro caso

Del mismo modo se calcula By 1(t):

t —ull]
u[2] = ul1]

Usando las ecuaciones 3.5 y 3.6 se obtiene

B, = (t) BL()(t) + "

t—1 si  1<t<?2
Bii(t)=<3—t si 2<t<3 (3.9)

0 en otro caso

Finalmente se obtiene la funcion By 1 (t)

t —ul2]
u[3] — u[2]

Usando las ecuaciones 3.6 y 3.7 se obtiene

u[d] — ¢

m&s,o(ﬂ

By i(t) = Bop(t) +

t—2 si 2<t<3
Bg,l(t) =<¢4—t si 3<t<4 (3.10)
0 en otro caso

Se puede observar que fijado el grado de la funcién base la siguiente se calcula
del siguiente modo
Bipm(t) = By j(t — m) (3.11)

es decir, es la misma funcién pero desplazada.
Las graficas de estas funciones se muestran en la figura 3.2.
Funciones base de grado 2

Ahora se construirdn a partir de las anteriores By 2(t) y B 2(t)

t — ul0]
u[2] — u[0]

u[3

BO,2 (t> = BO,l(t) + M

Bia(t)
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15 T T T T 15 T T T
1 ir
051 05
0 0
05 . . . . “0s . . .
-1 1 2 3 4 5 -1 0 1 2 3
15 T T T T
1 1
05 1
05 . . . .

Fig. 3.2: Funciones base de grado uno. a) By 1, b) B1,1,¢) Ba 1
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Fig. 3.3: Funciones base de grado dos. a) By 2 y b) B; 2

Usando las ecuaciones 3.8 y 3.9 se llega a:

e si 0<t<l1
—2t246t—3 .
! 1<t<?2
Bya(t) = 3 - (3.12)
2(0) G2 G 2<t<3
0 en otro caso

Si usamos la propiedad descrita en la ecuacién 3.11 se obtendrd By »(t) a partir

de By 2(t) desplazando ésta una unidad:
G s 1<t<?
—2t2410t—11 2<¢t<3

Biat) = q (4y?’ i B (3.13)
= si 3<t<4

0 en otro caso.

Las gréficas de estas ecuaciones se muestran en la figura 3.3.

Funciones base de grado 3

Finalmente a partir de las dos anteriores obtenemos la funcion ctibica By 3(t)

ul4]

—t
T R i
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Usando las dos funciones 3.12 y 3.13 se obtiene:

£ si 0<t<l1
(=33 41267 — 126 +4) si 1<t <2
Bos(t) =4 ¢(3t3 —24t> + 60t —44) si 2<t<3 (3.14)
(Ut s 3<t<4
0 en otro caso.

Esta funcién se muestra en la figura 3.4.

1

05

~05 L L L L L
-1 0 1 2 3 4 5

Fig. 3.4: Funcién base By 3(t)

En la figura 3.5 se muestran los polinomios que forman esta funcién.

Como ya hemos citado estas funciones base son de soporte compacto (lo cual
significa que la funcién es distinta de cero s6lo en un determinado intervalo). Para
una funcién B; i (t) su soporte es el intervalo [i,i + k + 1]. Esta es una propiedad

05

-05

L L L L
0 05 1 15 2 25 3 35 4

Fig. 3.5: Partes de la funcién base By 3(t)
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Fig. 3.6: Derivada de la funcién By 3. a) By 3 y b) By 3

importante y haremos uso de ella mas adelante.

A partir de B; ;,(t) en esta forma es facil calcular la primera y segunda derivadas:

e si 0<t<l1
§(=92 424t —12) si  1<t<2
Bys(t) =< 2(9t2 — 48t +60) si 2<t<3 (3.15)
(-t s 3<t<4
0 en otro caso.
t si 0<t<1
L(—18t+24) si  1<t<?2
Bys(t) = (18t —48) si  2<t<3 (3.16)
4 —t si 3<t<4
0 en otro caso.

Las gréficas de la primera y segunda derivada se muestran en la figura 3.7

Representacion matricial.

En lugar de la representacién mostrada en la ecuacién 3.3 se puede construir
una representacién matricial. Sea la funcion By 3 5(¢) la funcién base 0 de grado 3
y que ha sido muestreada con un espaciado § en el intervalo [i, 7 + 4], esto significa
que nos quedaremos con % + 1 puntos de la funcién. Sea el conjunto de muestras
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ap, a1, -+ ,a4,y conag = 0yas,; = 0. Enlafigura 3.7 estd la funcién base
6 9
muestreada con un espaciado de 0,2.

15

05

Fig. 3.7: Muestras de la funcién base By 3(t) cond = 0,2
Supongamos que queremos aproximar el conjunto de puntos

(-rhyl)) (x17y1)7 T (l“myn)

y que este conjunto de puntos describen un contorno cerrado. Para dar cuenta de la
periodicidad de la curva organizamos los puntos del siguiente modo:

(flfn_Q, Z/n—l)7 (xn—h yn_1)7 (x'rlv yn)7 (xla yl)a (1’2, 3/2)7 ) (l'n, yn)

realizando un cambio de indice se reorganizan para obtener (z;,y; j =1, -+ ,n+3.
El polinomio para la coordenada z ser4:

n+3

Qe =Y x;B;3(t)
j=1

y para la coordenada y:

n+3

Qy = Zijj,B(t)
i=1

Puesto que la curva interpolada se obtiene como el producto de cada punto de
control por la funcion base desplazada una unidad se pueden escribir estas ecuaciones
en forma matricial:

Qx = Ax Qy = Ay (3.17)
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Si llamamos A’ a la matriz de coeficientes de la primera derivaday A” a la matriz
de coeficiente de la segunda derivada las curvas de la primera y segunda derivada de
la curva aproximadora son:

Q= A'x Q,=A'y (3.18)

QL =A"x Q. =A"y (3.19)

De este modo se observa claramente que si movemos un punto de control lo Gnico que
tenemos que hacer para obtener la nueva curva son dos multiplicaciones de matrices.

3.2.2. Parametrizacion del snake usando B-splines

Ahora se considerard que la curva no estd formada por puntos aislados sino que
esos puntos son los puntos de control de un B-spline, por tanto la curva estard definida
(segun la ecuacién 3.3 mediante:

n n
v(s) = (2(),9(s) = (Q_ziBis(s), ) yiBis(s))
i=1 i=1
6 segun la ecuacion 3.17
. . n
U]:(.T],y]):(AX,Ay) jz]-an]:g
donde n es el nimero de puntos de control, y § es el espaciado de muestreo.

En este caso la energia del snake serd, usando las ecuaciones 3.17, 3.18 y 3.19

Esnake =a{(A'x)? + (A'y)?}+ (3.20)
B{(A"%)? + (A"y)?} + Bt (Ax, Ay) '

Con esto se ha finalizado el capitulo de la representacién de contornos activos,
donde se han presentado dos posibles representaciones. En el siguiente capitulo se

comentard como minimizar estas ecuaciones y se presentaran diferentes alternativas
para la energia externa.
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4. ENERGIA EXTERNA. MINIMIZACION DE LA ENERGIA

En este capitulo se estudiardn dos posibles elecciones de energia externa:

» —|VIxGyly

» la distancia chamfer

ademds se verdn las distintas posibilidades a la hora de abordar la minimizacién de la
energia, concretamente se analizaran en detalle la solucién numérica (directamente a
partir de la ecuacién de Euler-Lagrange) y un algoritmo de minimizacién voraz.

4.1. Energia externa

El objetivo del funcional de energia externa es atraer el snake hacia extremos
de intensidad, bordes, o cualquier otra propiedad de la imagen que se defina. La
energia externa serd una funcién definida sobre la imagen y se calculard mediante
el procesado de la misma. Habitualmente se interpretan los minimos locales de la
energia externa como atractores del snake.

En el trabajo de Kass [11] la energia externa utilizada para detectar los bordes es
el médulo de la convolucién de una mascara gaussiana de varianza o con el gradiente
de la imagen, —|G, x VI(z,y). El problema que tiene este funcional de energia es
que si el contorno inicial estd alejado de los bordes del objeto, la energia en esas
zonas sera cero y el snake se verd influenciado tinicamente por la energia interna.

Otra posible eleccion para la energia externa es el uso de la distancia chamfer o
transformacion de distancia. La distancia chamfer se define como la distancia que hay
desde cualquier punto del dominio de definicién de la imagen al borde mas cercano.
De este modo se consigue que la energia externa sea distinta de cero en todo punto
de la imagen salvo en los bordes.

El método para el célculo de la distancia chamfer es el propuesto por Borgefors
[4] y se describe a continuacion.

Se parte de una imagen de bordes en la que los puntos "borde"se fijan a 0 y los
demads puntos de fijan a co (a efectos précticos se pondria un valor suficientemente
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Fig. 4.1: —|G, x VI(z,y)| y chamfer

elevado). El algoritmo que obtiene la transformacién de distancia parte de esta ima-
gen transformada. Se realizan dos pasadas sobre la imagen, primero hacia adelante de
izquierda a derecha y de arriba a abajo; y a continuacién otra hacia atrds de derecha
aizquierda y de abajo hacia arriba, segtin el siguiente esquema:

Hacia adelante:
parai = 2, - - - .filas hacer
paraj = 2, --- ,columnas hacer
v =min(vi—1j—1 + 4,vi-1,; + 3, vi—1,j41 + 4,
Vi, j—1 + 3, U@j)
Hacia atrds:
para ¢ = filas — 1,--- , 1 hacer
para j = columnas — 1,--- ;1 hacer
Vi,j :min(vi—i-l,j—l + 4, Vij+1 T+ 3, Vit1,j+1 T+ 4,
Vi+1,5 + 3, Ui,j)

En la figura 4.1 se puede ver como la distancia chamfer disminuye su valor
gradualmente hacia los bordes desde cualquier posicién mientras que para la convo-
lucién con el gradiente en posiciones lejanas a los bordes la energia tiene un valor
casi constante.
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También se podria pensar en usar otra energia interna que segtn el tipo de imé-
genes pueden dar buenos resultados [9].

4.2.  Minimizacion de la energia

Una vez elegida la representacion del snake y las energias a utilizar, se debe partir
de un contorno inicial y llegar hasta un contorno final mediante la minimizacién de
la energfa. Se pueden aplicar muchos métodos para minimizar la energia, por citar
algunos: resolucién numérica [11], programacién dindmica [1], algoritmos voraces
[18] [10] [8], y métodos estadisticos. En esta seccién se verdn tres métodos para
minimizar la energia del contorno activo para los dos métodos de representacion
del mismo: snake (puntos aislados) y B-snake (puntos aproximados mediante un
B-spline). Los tres métodos son los siguientes:

= Método numérico propuesto por Kass para el snake.

= Método de sobrerrelajacion sucesiva (SOR) para el snake.

= Algoritmo voraz para el snake y el B-snake.

4.2.1. Stifness matrix

Partimos de la ecuacion

Sb
Brnate (0(3)) = / a($)0al? + B vss? + Beat(0(s))ds  (@&.1)
Sa
Este funcional es del tipo
sb
Z(v) = / F(s,v,vs,vs5)ds
Sa

si una funcién v(s) minimiza la integral Z(v) entonces debe cumplir la ecuacién de
Euler-Lagrange (que es una condicién necesaria pero no suficiente), que para este
funcional es la siguiente (ver Apendice A):

d d?

Fv_£Fvs+@Fvss

En el funcional Z(v) solo hay un término que depende de v que es el de energia
externa, otro que solamente depende de vs que es el de elasticidad y otro que sélo
depende de vss que es el de rigidez. Por tanto se puede reescribir la ecuacién 4.2
como

=0 (4.2)

d d d?
%Eea:t(v) s (o (v —wvi—1)) + 72 (B (vi—1 —2v; +vi41)) =0
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donde hemos asumido que « y /3 son constantes. Realizando la derivacién discreta
y reorganizando los términos en funcién de las coordenadas (ver Apendice B) se
obtienen dos ecuaciones matriciales de la forma

Kx =1, Ky = f, 4.3)

donde K (que es conocida en la literatura como stiffness matrix) es una matriz pen-
tadiagonal y dispersa relacionada con la discretizacién. Por tanto se ha reducido el
problema a resolver un par de sistemas de ecuaciones lineales. A continuacién vere-
mos dos métodos para la resolucién de esos dos sistemas.

4.2.2. Meétodo de Kass

Este método se basa en calcular una solucién de las ecuaciones 4.3 mediante
un método iterativo. Concretamente se iguala la parte izquierda de las ecuaciones
4.3 al producto de una constante por la derivada discreta respecto al tiempo de las
coordenadas. Con ello las ecuaciones son:

Kx¢ + fx(x¢-1,yt-1) = —7(Xt —X¢-1)
Kyt + fy(xt-1,¥t-1) = —7(yt — yt-1)
4.4)

En el equilibrio x¢ = xt—1 Y Yt = Yt—1, con lo que se habrd conseguido la
solucidn a las ecuaciones 4.3. Despejando Xy € yi:

x¢ = (K+~I) " (x¢1 — fu(xt-1,¥t-1))
ye = K+ (ye-1 — f(xe-1,¥t-1))
4.5)

donde I es la matriz identidad. Puesto que se supondrd que la matriz K + ~1I es
constante (ver Apéndice B) solo serd necesario calcular su inversa una vez.

4.2.3.  Solucioén por sobrerrelajacion sucesiva.

Partiendo de nuevo de las ecuaciones 4.3 construimos otro par de ecuaciones
equivalentes usando una matriz M [14]:

Mx = (M-—K)x+fy
My = (M-K)y+f
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Esta ecuacion se resuelve mediante sustituciones sucesivas. Se comienza con un
valor inicial (que vendra dado por el contorno inicial) xg y yo y cada valor Xy 1 y
Yk+1 se calculard del siguiente modo:

Mxp1 = (M- K)xg + fx,
Myk+1 = (M-K)yk +fy,

Hay tres posibles elecciones de la matriz M que funcionan correctamente y que
se derivan directamente de K:

1. M = parte diagonal de K (método de Jacobi).
2. M = parte triangular de K (método de Gauss-Seidel).

3. K =combinaciéon de 1) y 2) (sobrerrelajacién sucesiva).

La convergencia de los vectores xg, X1, -+ no se puede asegurar. Pero se pue-
de afirmar lo siguiente: si se aproximan a un limite .., entonces ese limite es la
solucidn correcta del sistema 4.3. Ademads de la convergencia, es igualmente impor-
tante la velocidad de convergencia. Si xj converge rdpidamente a K~ 1f,, entonces
el método iterativo es una alternativa a la eliminacion gaussiana, no dard la respuesta
exacta en un tiempo finito, pero puede dar una buena aproximacién mucho antes. La
convergencia o divergencia de los métodos iterativos depende de M y de K. El méto-
do de sobrerrelajacion sucesiva se basa en elegir M como la parte triangular inferior
de la matriz K y dividir la diagonal por un factor w con 1 < w < 2 para asegurar la
convergencia.

4.2.4. Algoritmos voraces

Ahora cambia radicalmente el enfoque, ya que pasa a ser computacional en lugar
de numérico. Un algoritmo voraz es aquel en el que se minimiza localmente la fun-
cién objetivo y la solucién encontrada en cada uno de los pasos locales pasa a formar
parte del conjunto solucién. En el problema que nos ocupa, tanto para el snake como
para el B-snake la energia depende localmente del punto considerado. En efecto, para
el snake la energia en un punto v; depende de tres puntos de control v;_1,v;, vi+1 ¥
para el B-snake, como ya se coment6 en el capitulo anterior sobre representacion, los
B-splines son de soporte compacto por lo que dependen localmente de cada punto de
control.

Por tanto para las dos posibles representaciones cada punto influye localmente
por lo que se pueden considerar por separado, calcular su energia uno a uno y se
puede minimizar la energia total mediante una estrategia voraz.

El método es el siguiente: minimizar la energia en una vecindad de cada punto
de control, desplazar el punto a la posicién de minima energia y pasar a considerar
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el siguiente punto. El proceso se repite mientras no se cumpla una cierta condicién
de final. Desde un punto de vista mds formal, sea el conjunto de puntos de control

Y = UZ-(k) 1 =1,---, N tras laiteracion k-ésima. La energia total en esa iteracién
sera:
(k) = (k)
k k k
Esnake = Esnake(v( )) = Z e(vi )
i=1
donde e(vl-(k)) es la energia calculada en la zona de influencia del i-ésimo punto de

control (ya sea una porcién de curva si se se trata del B-snake o de tres puntos si
se trata del snake). Supongamos que sobre cada punto de control colocamos una

Z(k)) centrada en vgk), en la cual cualquier punto v € 2 es candidato para
(k) (k+1)

) )

ventana (v

el célculo de la energia. El punto v
regla de actualizacion:

se mueve a la posicién v segun la siguiente

v ¥ Zargmin [e;(v)]

vEQ(v<k))

i

parai = 1,--- ,n. Tras aplicar la regla de actualizacién anterior, la energia obtenida
es menor que la original, por tanto Eifzzzk . €s monotonamente decreciente. Una vez
obtenida la posicién de minima energia el punto de control se actualiza a esa posicién
y se continda con el siguiente punto de control. La situacidon se muestra en la figura

4.2.

En lugar de la ventana cuadrada mostrada en la figura anterior, en este trabajo se
ha usado un espacio de biisqueda lineal, en la perpendicular a la tangente en el punto
considerado. La situacién se muestra en la figura 4.3.
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Fig. 4.2: Ventana de bisqueda cuadrada.

Punto
actual

<«—— Candidatos

Fig. 4.3: Ventana de busqueda lineal
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5. EXPERIMENTOS Y RESULTADOS.

En este capitulo se presentaran los experimentos realizados para probar los mo-
delos, representaciones y minimizaciones descritas en los capitulos previos.

5.1. Experimentos

Los modelos se probardn sobre 6 imdgenes: cinco de ellas de laboratorio y una
escena real. Estas imagenes se muestran en las figuras 5.1, 5.2y 5.3:

Como puede observarse, las imdgenes de la figura 5.1 han sido etiquetadas como
Labl, Lab2, Lab3 y Lab4. Lab1 presenta zonas de diversa curvatura suave, Lab2 estd
formada por lineas discontinuas, Lab3 es la mds sencilla de todas ya que consta de
segmentos rectos unidos por arcos de curvatura suave y Lab4 presenta cuatro esquinas
con dngulos casi rectos.

La imagen de la figura 5.2 es una llave y es quizd la imagen més complicada de
todas ya que presenta muchas zonas con alta curvatura y es un objeto con anchura
variable.

La imagen de la figura 5.3 es una escena real de trifico en la que aparece un
vehiculo circulando por una curva y es la tinica imagen que contiene mds de un objeto,
en este caso se pretende ver si el modelo es capaz de discriminar correctamente el
vehiculo.

Con cada una de estas imdgenes se realizardn 8 pruebas que se describen a conti-

nuacion:

= Método de minimizacién de Kass con —|G,, * VI|. Llamaremos a este experi-
mento Kass-conv.

= Método de minimizacién de Kass con distancia chamfer. Llamaremos a este
experimentos Kass-ch.

» Método de minizacién mediante SOR con —|G, * VI|. Llamaremos a este
experimento SOR-conv.

= Método de minimizacién mediante SOR con distancia chamfer. Llamaremos a
este experimento SOR-ch.
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a) b)
c) b)

Fig. 5.1: Imagenes sintéticas.a) Labl, b) Lab2, c¢) Lab3 y d) Lab4
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Fig. 5.2: Imagen real: llave

Fig. 5.3: Imagen real: coche
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» Método de minimizacion voraz sobre puntos aislados con —|G, * VI|. Llama-
remos a este experimento snake-conv.

= Método de minimizacién voraz sobre puntos aislados con distancia chamfer.
Llamaremos a este experimento snake-ch.

» Método de minimizacion voraz sobre un B-spline con —|G,*V I|. Llamaremos
a este experimento bsnake-conv.

= Método de minimizacién voraz sobre un B-spline usando distancia chamfer.
Llamaremos a este experimento bsnake-ch

Los experimentos se han realizado sobre un Pentium 100 con 40Mb de RAM y
el lenguaje de programacién usado ha sido Matlab.

Ademds de obtener los contornos finales se ha medido el tiempo que ha nece-
sitado cada método en minimizar su correspondiente ecuacién. Estos tiempos son
orientativos ya que Matlab no es precisamente un lenguaje rdpido si se tienen que
utilizar bucles.

Para cada experimento se han elegido heuristicamente los pardmetros que hay
que fijar de modo que se muestra el mejor contorno final que obtiene cada método.
Los contornos iniciales se han fijado a mano ya que este no es el objetivo del presente
trabajo, aunque existe la posibilidad de obtenerlos automaticamente. En la siguiente
seccién se muestran los resultados obtenidos.

5.2.  Resultados experimentales.

5.2.1. Resultados sobre las imdgenes sintéticas.
En la figura 5.4 se muestran los resultados sobre Labl usando como energia
externa —|Gy * VI|.

En la tabla 5.1 se muestran los tiempos (en segundos) empleados por cada uno
de los métodos en obtener el contorno final.

’ Imagen \ Kass-conv \ SOR-conv \ snake-conv \ bsnake-conv ‘
| Labl | 1186 | 764 [ 1958 | 947 |

Tab. 5.1: Tiempos para Labl con —|G, * VI|.

En la figura 5.5 se muestran los resultados sobre Labl usando como energia
externa la distancia chamfer.
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c) d)

Fig. 5.4:Labl con — |G, * VI| .a) Kass-conv, b) SOR-conv, ¢) snake-conv y d) bsnake-conv.

En la tabla 5.2 se muestran los tiempos (en segundos) empleados por cada uno
de los métodos en obtener el contorno final.

’ Imagen ‘ Kass-ch ‘ SOR-ch ‘ snake-ch ‘ bsnake-ch ‘
| Labl | 169 | 079 | 9.07 | 395 |

Tab. 5.2: Tiempos para Labl con distancia chamfer.

En la figura 5.6 se muestran los resultados sobre Lab2 usando como energia
externa —|G, * V1.
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c) d)

Fig. 5.5: Labl1 con distancia chamfer .a) Kass-ch, b) SOR-ch, c) snake-ch y d) bsnake-ch.

En la tabla 5.3 se muestran los tiempos (en segundos) empleados por cada uno
de los métodos en obtener el contorno final.

’ Imagen ‘ Kass-conv ‘ SOR-conv ‘ snake-conv ‘ bsnake-conv ‘
| Lab2 | 799 | 435 [ 1938 | 989 |

Tab. 5.3: Tiempos para Lab2 con —|G, x VI|.

En la figura 5.7 se muestran los resultados sobre Lab2 usando como energia
externa la distancia chamfer.
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c) d)

Fig. 5.6: Lab2 con —|G,, * VI| .a) Kass-conv, b) SOR-conv, ¢) snake-conv y d) bsnake-conv.

En la tabla 5.4 se muestran los tiempos (en segundos) empleados por cada uno
de los métodos en obtener el contorno final.

‘ Imagen ‘ Kass-ch ‘ SOR-ch ‘ snake-ch ‘ bsnake-ch ‘
| Lab2 | 118 | 043 | 895 | 4259 |

Tab. 5.4: Tiempos para Lab2 con distancia chamfer.

En la figura 5.8 se muestran los resultados sobre Lab3 usando como energia
externa —|G, * V1.
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c) d)

Fig. 5.7: Lab2 con distancia chamfer .a) Kass-ch, b) SOR-ch, c) snake-ch y d) bsnake-ch.

En la tabla 5.5 se muestran los tiempos (en segundos) empleados por cada uno
de los métodos en obtener el contorno final.

’ Imagen ‘ Kass-conv ‘ SOR-conv ‘ snake-conv ‘ bsnake-conv ‘
| Lab3 | 1001 | 527 [ 126 | 9924 |

Tab. 5.5: Tiempos para Lab3 con — |G, * VI|.

En la figura 5.9 se muestran los resultados sobre Lab3 usando como energia
externa la distancia chamfer.
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a) b)

c) d)

Fig. 5.8:Lab3 con —|G,, * VI| .a) Kass-conv, b) SOR-conv, ¢) snake-conv y d) bsnake-conv.

En la tabla 5.6 se muestran los tiempos (en segundos) empleados por cada uno
de los métodos en obtener el contorno final.

’ Imagen ‘ Kass-ch ‘ SOR-ch ‘ snake-ch ‘ bsnake-ch ‘
| Lab3 | 077 | 05 | 919 | 4249 |

Tab. 5.6: Tiempos para Lab3 con distancia chamfer.

En la figura 5.10 se muestran los resultados sobre Lab4 usando como energia
externa —|G, * V1.
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9 d)
Fig. 5.9: Lab3 con distancia chamfer .a) Kass-ch, b) SOR-ch, c) snake-ch y d) bsnake-ch.

En la tabla 5.7 se muestran los tiempos (en segundos) empleados por cada uno
de los métodos en obtener el contorno final.

’ Imagen ‘ Kass-conv ‘ SOR-conv ‘ snake-conv ‘ bsnake-conv ‘
| Lab4 | 917 | 611 [ 118 | 867 |

Tab. 5.7: Tiempos para Lab4 con —|G, x VI|.

En la figura 5.11 se muestran los resultados sobre Lab4 usando como energia
externa la distancia chamfer.
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a) b)

c) d)

Fig. 5.10: Lab4 con —|G, V1| .a) Kass-conv, b) SOR-conv, ¢) snake-conv y d) bsnake-conv.

En la tabla 5.8 se muestran los tiempos (en segundos) empleados por cada uno
de los métodos en obtener el contorno final.

’ Imagen ‘ Kass-ch ‘ SOR-ch ‘ snake-ch ‘ bsnake-ch ‘
| Lab4 | 145 | 055 [ 884 | 4722 |

Tab. 5.8: Tiempos para Lab4 con distancia chamfer.
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c) d)

Fig. 5.11: Lab4 con distancia chamfer .a) Kass-ch, b) SOR-ch, c) snake-ch y d) bsnake-ch.

5.2.2. Resultados sobre las imdgenes reales.

En la figura 5.12 se muestran los resultados sobre la llave, usando como energia
externa —|Gy * VI|.

En la tabla 5.9 se muestran los tiempos (en segundos) empleados por cada uno
de los métodos en obtener el contorno final.

En la figura 5.13 se muestran los resultados sobre la llave usando como energia
externa la distancia chamfer.

En la tabla 5.10 se muestran los tiempos (en segundos) empleados por cada uno
de los métodos en obtener el contorno final.
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c) d)

Fig. 5.12: Llave con —|G, V1| .a) Kass-conv, b) SOR-conv, ¢) snake-conv y d) bsnake-conv.

’ Imagen ‘ Kass-conv ‘ SOR-conv ‘ snake-conv ‘ bsnake-conv ‘
[ Llave | 3 | 156 [ 25 | 808 |

Tab. 5.9: Tiempos para la llave con —|G,, * VI|.
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c) d)

Fig. 5.13: Llave con distancia chamfer .a) Kass-ch, b) SOR-ch, c) snake-ch y d) bsnake-ch.

’ Imagen ‘ Kass-ch ‘ SOR-ch ‘ snake-ch ‘ bsnake-ch ‘
| Llave | 1.I5 | 05 [ 138 | 440 |

Tab. 5.10: Tiempos para la llave con distancia chamfer.

Enla figura 5.14 se muestran los resultados sobre el coche, usando como energia
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externa —|G, * VI|.

c) d)

Fig. 5.14: Coche con —|G, x VI| .a) Kass-conv, b) SOR-conv, ¢) snake-conv y d) bsnake-
conv.

En la tabla 5.11 se muestran los tiempos (en segundos) empleados por cada uno
de los métodos en obtener el contorno final.

| Imagen | Kass-conv | SOR-conv | snake-conv | bsnake-conv |
| Coche | 8.68 | 1.83 | 9.82 | 61.89 |

Tab. 5.11: Tiempos para el coche con —|G,, * VI|.

En la figura 5.15 se muestran los resultados sobre el coche usando como energia
externa la distancia chamfer.

En la tabla 5.12 se muestran los tiempos (en segundos) empleados por cada uno
de los métodos en obtener el contorno final.
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c) d)

Fig. 5.15: Coche con distancia chamfer .a) Kass-ch, b) SOR-ch, c¢) snake-ch y d) bsnake-ch.

| Imagen | Kass-ch | SOR-ch | snake-ch | bsnake-ch |
| Coche | 0.49 | 0.23 | 6.22 | 30.78 |

Tab. 5.12: Tiempos para el coche con distancia chamfer.

En este caso el uso de —|G,, * VI| conduce a contornos finales erréneos mientras
que la distancia chamfer hace que los contornos finales coincidan pricticamente con
los del objeto.

5.2.3.  Comentarios.

Comparando las figuras de los contornos finales obtenidos con distancia chamfer
y con —|G, * VI| se observa que en general el uso de la distancia chamfer como
energia externa mejora los resultados y ademads se reduce se reduce en un factor 10



5.2. Resultados experimentales. 55

el tiempo para los métodos numéricos y a la mitad en los algoritmos voraces.

Finalmente comentar que quiz4 el mejor método a la vista de los resultados sea el
de sobrerrelajacién sucesiva (SOR) ya que los contornos finales suelen ser precisos y
el tiempo en obtenerlos usando distancia chamfer es inferior a un segundo en todas
las pruebas realizadas.
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6. CONCLUSIONES

En este trabajo, partiendo de que la deteccion de bordes se realiza mediante la
derivacién numérica, se han presentado los problemas inversos y mal planteados.
La derivacién numérica se puede formular como un problema inverso y se puede
demostrar que es un problema mal planteado. Mediante la teoria de la regularizacién
de Tikhonov se puede restringir el espacio de soluciones al de las funciones que,
por una parte se ajustan a los datos y por otra, cumplen determinadas restricciones
de suavidad. Escogiendo adecuadamente el estabilizador de Tikhonov se llega a la
ecuacién del snake tal y como fue expuesta por primera vez aunque siguiendo una
explicaciéon menos formal.

Se han presentado dos posibles representaciones para el snake y se ha mostrado
como adaptar la ecuacién a cada representacion.

Se han presentado posibles elecciones para la energia externa (la energia interna
viene fijada por el estabilizador de Tikhonov): la distancia chamfer y el médulo de
la convolucién de una mascara gaussiana con el gradiente de la imagen todo ello
con signo contrario. El objetivo de estas dos energias es que el snake sea atraido
por los bordes presentes en la imagen. Finalmente se han presentado tres métodos
para la minimizacién de la energia: dos numéricos (Kass y SOR) y uno algoritmico
(algoritmos voraces).

Se han realizado pruebas sobre seis imagenes con todas representaciones y todos
los métodos de minimizacién resultando de todo ello:

= que el uso de distancia chamfer ademas de reducir el tiempo de minimizacién
considerablemente conduce a resultados mds precisos en el contorno final.

= que el mejor método en cuanto a tiempos es el de sobrerrelajacion sucesiva
usando distancia chamfer.

= que el método que en general conduce a contornos finales més ajustados a los
objetos es de minimizacién voraz sobre un B-Spline pero es el mds costoso.

Como trabajo futuro se pretende aplicar los contornos activos a secuencias de
imdgenes ya sea para segmentacion del movimiento como para la estimacion del
mismo.
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Apéndice A

CALCULO DE VARIACIONES.

En este apéndice se mostrard como se obtiene la ecuacion de Euler-Lagrange para
un funcional del tipo:

s
I(U):/ F(s,v,v",v")ds (A.1)

Supondremos que la funcién F' estd definida y que es dos veces derivable con
continuidad respecto a v” para todos los valores de este argumento, y con respecto a
s, vy v’ en algin dominio B del plano.

Sea M un conjunto de curvas C, entre éstas debemos hallar aquella funcién para
la cual la integral Z(v) tiene el menor valor.

En el célculo de variaciones las funciones del conjunto M se suelen denominar
admisibles. El conjunto de funciones admisibles estd determinado por las dos condi-
ciones siguientes:

1. v(s) es continuamente diferenciable sobre el intervalo [sg, Sp).

2. Enlos extremos del segmento, v(s) toma valores prefijados: v(s,) = v1, v(sp) =

V2

Por lo demds, la funcién v(s) puede ser completamente arbitraria.

Consideremos la familia de funciones dependientes de un pardmetro numérico

(s) = v(s) + ag(s)

<)

Para que 0(s) sea una funcién admisible para un « arbitrario, debemos suponer que
&(s) es continuamente diferenciable y en los extemos del intervalo [s,, sp| se cumple.

§(sa) =0 &(sp) =
(sa) =0 &(m) =
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Si realizamos la sustitucion de v(s) por v(s) en la ecuacién A.1, se tendrd que
Z(v) serd una funcién del pardmetro o

Z(v) = /Sb F(s,v+a&, v +af',v" + at”)ds = ®(a) (A.2)

Puesto que v(s) da un minimo para el valor de la integral, la funcién ®(«a) debe
tener un minimo para o = 0, por lo tanto:

Sb
B0) = [ [Fyfo 00 )+ Bl v,/ 0 + Furls, v,/ ")) ds =0
. (A3)

Esta tltima ecuacion se debe verificar para toda funcién continuamente diferen-
ciable £(s) que se anule en los extremos del segmento [s,, s|. Para obtener el resul-
tado que se deduce de esto, es conveniente transformar el segundo miembro mediante

integracién por partes:
b v
Sp
— —Fyds = —Fyd
Sa /Sa éds s /Sa gals oS

sp
/ Fyéds = Fyé

Sa

o 1 1|Sb 5 !/ d
F,Uué dS = FU//&. ‘Sa — 5 £Fv//d5 =
Sa

Sa

s d s Sp d2 Sp d2
Fv//é. ‘Sa, _— £Fv//§|sa + i é@Fv//dS = i gﬁFv//dS

Donde se ha hecho uso de las condiciones impuestas a . Por tanto se puede
reescribir la ecuacién A.2:

/ ° d d?
d (O) — (Fv _ £Fv, + @Fv//)gds =0 (A4)
Sa

Si para una funcién arbitraria £(s) la integral fs‘i" f(s)&(s)ds = 0 se puede dedu-
cir que f(s) = 0 si se cumplen las condiciones siguientes:

1. La funcion f(s) es continua en el intervalo [s,, sp|.

2. La funcién &(s) es continuamente diferenciable en el intervalo [s,, sp| y cum-
plen las condiciones de contorno citadas anteriormente.
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Puesto que estas condiciones se cumplen para nuestro problema podemos deducir
que:

F d Fy+ i Fyr =0 (A.S)
Yoodst Y ds2T Y '
Esta ecuacion se denomina ecuacion de Euler-Lagrange y finalmente podemos
enunciar la siguiente conclusion:

Si una funcion v(s) minimiza la integral I, entonces debe verificar la
ecuacion diferencial de Euler-Lagrange A.5
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Apéndice B

DISCRETIZACION DE LA ECUACION DEL SNAKE.

En este apéndice se va a discretizar por el método de las diferencias finitas [5]
la ecuacidn diferencial obtenida en el apéndice anterior. La idea que subyace en el
método de las diferencias finitas para la solucién de un ecuacién diferencial dada es
aproximar las derivadas que aparecen en la ecuacién por un conjunto seleccionado
de valores llamados nodos. El modo mds usado para obtener estas aproximaciones es
mediante el uso de las series de Taylor.

De este modo la primera derivada de una funcién v(s) en el punto s; se puede
aproximar como:

v(sit1) — v(si)

Du(s;) = - + O(h) (B.1)
y la segunda derivada se puede aproximar como:
v(8i+1) — 2v(s;) + v(si—1
D?u(s;) = ——F ) }52 )+ ulsio) + O(h?) (B.2)

Si se necesita aproximar las derivadas del producto de dos funciones que depen-
den de s por ejemplo «(s)v(s) las ecuaciones anteriores B.1 y B.2 se modifican del
siguiente modo:

D (v(si)a(s;)) = ”(5”1)0‘(5”1}3 —vlsats) | o) (B.3)

y la segunda derivada se puede aproximar como:

D2 (U(si)a(si)) _ U(8i+1)06(8i+1) - 21](32)204(31') + U(Si—l)a(si—l) + O(hQ)
(B.4)

Si suponemos que s — Sx+1 = 1Vk entonces h = 1, y liberando un poco la
notacidn para poner v; = v(s;) y o = «(s;) las ecuaciones B.3 y B.4 quedan:

D (vievi) = vig1041 — Vi (B.5)
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2

D (via) = vig1041 — 200 + Vi—10—1 (B.6)

Con todo lo anterior ya se puede comenzar a desarrollar el tema central de este
apéndice.

La ecuacioén diferencial de la que se parte es:

d d d?

%Eem(v) - £(avs) + @(ﬂvss) =0

discretizando las derivadas de v respecto de s se obtiene:

d2

a2 (5(02‘—1 — 2v; + Ui—l—l)) =0 B.7)

d

7 Peat (v) (v —vi—1)) +

d
ds
El segundo término de esta ecuacion es:

d
(@i —vin)) = aivinn = aivs = (@i + awion) =

= V410441 + ’Ui(OéZ'_H — Oéi) — V104 (B.8)

El tercer término es:

d2
2 (B(vie1 — 205 + vit1)) = Bim1vi—a — 2Bvi—1 + Biy1v; —
—2(Bi—1vi—1 — 26iv; + Big1vit1) + Big1vi —
—2(Biviy1 + Bit1vire) =
= vi—2fi—1 — 2vi—1(Bi + Bi—1) + vi (Bix1 +48; + Bi—1) —

—20i41 (B + Bit1) + vit2Bit1 (B.9)

Introduciendo las ecuaciones B.8 y B.9 en B.7 y si se define f,(i) = %Eemt(v)
se obtiene

— fo(i) = wvicefic1 +vic1(— 26 — 2681 — i) +
+vi(Big1 + 406 + Bic1 + aip1 + i) +
i1 (—20i+1 — 265 — 1) + vig2Bit1 (B.10)

Teniendo en cuenta que el contorno es cerrado se tiene que
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V1—-1 = Up V1-2 = Unp—1 Un+1 = V1 Un+2 = U2

Por tanto para cada valor de ¢ se puede escribir:

_fv(l) = 'Unflﬁn‘i'vn(_al _2ﬁn _2ﬁ1)+
+o1 (o1 + ag + Bn + 451 + Po2)+
+vg(— ag — 261 — 202) + v32

i=2 | —fu(2) = wvpbrFur(— a2 — 261 —20)+
+vz (2 + az + f1 + 402 + O3)+
+v3( — ag — 202 — 203) + vafs

i=n _fv(n) = 'Uanﬁnfl + Unfl( — Op — 26n71 - 2ﬁn)+
+vp (an +a1+ Bn-1 + 468, + ﬁl)"‘
o1 (— o1 — 26, — 261) + v2/h

Si se define:

a; = fi-1
bi = —a;—20i-1— 20
¢ = a;+ a1+ Bi-1 + 46+ Bita

podemos escribir las ecuaciones anteriores en forma matricial:
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A la matriz de coeficientes se le denomina stiffness matrix y se denota mediante
K. Como puede observarse es una matriz pentadiagonal y no densa. El sistema ecua-
ciones lineales anterior se descompone en dos: uno para la coordenada z y otro para
la coordenada y:

Kx =fy Ky = f,

Finalmente se realizard otra simplificacién: se considerard que «; y (3; no depen-
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den de la posicion espacial, es decir, son constantes, por tanto:

a; = f[B=a
by = —a—-20-20=—-a—48=5b
¢i = at+a+p+4+B=2a+68=c

con esta simplificacion el sistema de ecuaciones es:

U1

¢ b a 0 0 0 O 0 0 a b1 V9

b c b a 0 00 0 0 0 a V3

a b c b a 00 0 0 0 O V4

0 a b ¢c b a O 0 0 0 O Vs —
: V6
000 0 00O a b ¢

| b 00 0 00O 0 a b c| | v

Up | i

Esta es la ecuacion que se utilizara en el presente trabajo.

_fv
*fv
_fv
_fv
_fv
_fv

\)

N

N N AN N /S
ot w
— — — — ' ~—

_fv('r‘l - 1)
—fu(n)
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