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Introduccién a la Teoria de Cédigos.

Una de las areas de aplicacién més actuales del dlgebra es la teoria de cédigos. Siempre
que se transmite una informacién (por ejemplo via satélite) o se almacena (por ejemplo
en un disco 6ptico), el receptor debera poder corregir los errores producidos por posibles
interferencias, ruidos etc. Cuando la informacion se representa en forma digital, el uso de
los codigos correctores de errores hace posible corregir tales errores. Aunque la importancia
del algebra , y en particular de los cuerpos finitos , no fué tan manifiesta en los comienzos
de esta teoria, en los tdltimos anos ha impactado con gran fuerza en su desarrollo.

La teoria de codigos surge con la llegada de los ordenadores, cuya fiabilidad era baja
comparada con la de los actuales. Mientras R.W. Hamming trabajaba para los laboratorios
Bell, pensé que si una maquina era capaz de detectar errores, seria posible para la miquina
corregirlos. Hamming disefié una forma de codificar informacién tal que si un error se
detectaba, podia ser corregido. Basado en parte en su trabajo, C. Shannon desarrollé la
estructura tedrica para la ciencia de la teoria de cédigos.

Existe otro aspecto en el mundo de la comunicacion relacionado con el anterior, que
es mas antiguo y que trata de la creaciéon y descodificacién de mensajes secretos : la
criptologia. Etimolégicamente criptologia significa escritura secreta. Actualmente tiene el
significado de ciencia de la comunicacién segura. Su objetivo es que dos partes puedan
intercambiar informacién, sin que una tercera no autorizada la descifre. Esto se realiza
mediante sistemas cifrados o criptosistemas. La criptografia es la ciencia de disenar crip-
tosistemas . El criptoandlisis trata de romper los criptosistemas para asi apoderarse de la
informacién cifrada.

Las lecciones que vamos a exponer constituyen una introduccién a la teoria de cédigos
y se han desarrollado en la asignatura optativa Elementos de Algebra. Aplicaciones.

durante los cursos 2000-01 al 2008-09.



Leccion 1. Primeros conceptos.

Supongamos que deseamos transmitir un mensaje y que en el proceso de la trans-
misién dicho mensaje puede alterarse. El problema es asegurar que el mensaje sea recibido
correctamente. Para ello se codificara dicho mensaje, de forma que las palabras resultantes
sean muy diferentes, asi , aunque haya alteraciones, la palabra recibida se parecera mas a la
enviada que a cualquier otra. El receptor del mensaje tiene la lista de las posibles palabras
del cédigo y puede comparar la recibida para encontrar la méas similar y descodificar. El
proceso es por tanto el siguiente:

i) Sale un mensaje, ii) se codifica, iii) atraviesa un canal, iv) se descodifica, v) llega el
mensaje al usuario.

Por ejemplo suponer que los mensajes a enviar son si o no y que se envia el mensaje
si. Se codifica si=00000 y no=11111. Sale el mensaje codificado y atraviesa un canal que
lo altera y aparece 01001. se descodifica como 00000 y el mensaje que llega al usuario es
si.

(1.1) Definicién. Sea F' un conjunto de simbolos, llamado el alfabeto (|F| = ¢ > 1)
y sea n un entero positivo. Una palabra de longitud n sobre F' es una n-tupla de simbolos
de F. Escribiremos ajas...a, en lugar de (a1, as,...,a,). Un cédigo de longitud n es un
subconjunto C' de F™ con |C| > 1. Sus elementos se llaman palabras cédigo. En el ejemplo
anterior F' = {0,1} y C' = {00000, 11111}. Este es un cédigo binario .En general si |F| = ¢
se dice que el cédigo es g-ario.

Ejemplos.

i) El c6digo de Polivio (208 a.C.). Se considera el alfabeto griego S que tiene 24 letras.
Se utiliza el conjunto A = {1,2,3,4,5} y a cada letra griega se le asocia el correspondiente
elemento del conjunto C' = {11, 12,13, 14, 15,21, 22,23, 24, 25, ..., 54}, de forma que C es un
codigo de tamano 24 y longitud 2. Este cédigo persigue claridad y facilidad de transmisiéon
de mensajes, pero no permite detectar ni corregir errores.

ii) El cédigo Morse. Se usa para transmisiones telegraficas. Sirve para codificar un
mensaje fuente en el lenguaje usual. Aqui S = {a,b,c,...,z} y A = {.,—, },es decir se
usan tres simbolos: punto, raya y espacio. A las letras que aparecen més frecuentemente

se les asocia las sucesiones mas sencillas de simbolos, por ejemplo: ., -, .-.No es un cédigo
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de longitud fija. Los espacios se usan para separar palabras (6 espacios) o letras entre
palabras (3 espacios). Este cddigo no permite corregir y/o detectar errores y no tiene fines

criptograficos.

iii) Cédigo ASCII(American Standard Code for Information Interchange). Usa pal-
abras de 7 bits. Aqui C' = {0000000,0000001,....,1111111}, su tamano es 128. Se usa para
representar caracteres alfanuméricos y caracteres especiales en los ordenadores. Al codigo
ASCII se le anade un bit de paridad para que el nimero de 1 de la palabra resultante sea
par. Este nuevo cédigo se dice cédigo ASCII con control de paridad. Este cédigo permite

detectar un error.

iv) Suponer que A debe llegar a encontrarse con B y ambos disponen de un mismo
mapa, pero solo B sabe el camino a seguir.Suponer que B tiene que transmitir NNWWN-
WWW. Los cuatro mensajes son: N,S,E . W. Se pueden codificar en palabras cédigo bina-
rias. El cédigo de menor tamano a usar serfa C7; = {00,01, 10,11} con N = 00, W = 01,
E = 10, S = 11, identificando asi los cuatro mensajes con los cuatro elementos de F?,
F = {0,1}. Considerar el c6digo binario de longitud 3 Cy = {000,011,101,110}. Notar
que si se produce un error en una palabra cédigo, se detectara y el receptor puede solicitar
una nueva transmision. Puede suceder que B no tenga la posibilidad de una nueva trans-
misién, es decir que sea un canal de transmisién en una sola direccién. Se trata pues no solo
de detectar el error sino de poder corregirlo. Por adecuadas adiciones de dos digitos poste-
riores a cada palabra de Cy, tendriamos el nuevo cédigo Cs = {00000,01101,10110,11011},
que es un cédigo binario de longitud 5. Si un tnico error aparece en cualquier palabra
del coédigo C's, somos capaces no solo de detectarlo sino también de corregirlo, puesto que
la palabra recibida serd mé&s cercana a la transmitida que a cualquier otra. Esto puede

hacerse mas preciso introduciendo la llamada distancia de Hamming.

(1.2) Definicién. Sean v,w palabras de longitud n. La distancia de Hamming d(v, w)
es el nimero de coordenadas en que difieren v y w.

(1.3) Proposicion.i) d(v,w) = 0 <= v = w. ii) d(v,w) = d(w,v). iii) d(v,w) +
d(w,z) > d(v, z).

Dem. Para probar la tltima afirmacion basta considerar que la distancia de Hamming

es el menor nimero de cambios necesarios para convertir una palabra en otra.
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Consideremos de nuevo el cédigo C's. Notar que la distancia minima entre dos palabras
codigo distintas es 3. Este es un cédigo que permite corregir un error, ya que si aparece una
palabra en la que se ha producido un error, no hay dos palabras del cédigo con distancia
< 1 con dicha palabra. Sin embargo si se producen dos errores, por ejemplo se recibe
10001, entonces no se sabe si la enviada es 11011 o 00000. Ahora bien, dicho cédigo puede
detectar dos errores, ya que si una palabra difiere en dos coordenadas de una palabra

c6digo, no puede pertenecer a este por lo comentado al principio.

Un parametro asociado a un cédigo C, que da una idea de lo bueno que es el codigo
para corregir errores es la distancia minima, denotada por d(C) y que se define como
la menor distancia entre dos palabras cédigo distintas entre si. Asi d(Cy) =1, d(Cs) = 2,
d(Cs) = 3.

(1.4) Definicién. Sea e un entero positivo. El cédigo C' se dice que corrige hasta e
errores (C' es un c6digo e-corrector) si se cumple que para cualquier palabra w existe a

lo méas una palabra cddigo ¢ € C' que satisface d(w,c) < e.

(1.5) Teorema. i) Un cédigo C' puede detectar hasta e errores en cualquier palabra
si d(C) > e+ 1. ii) Un cédigo C puede corregir hasta e errores en cualquier palabra si y
solo si d(C') > 2e + 1.

Dem. i) Suponer d(C) > e+ 1y que se transmite una palabra c6digo c y se producen
e errores o menos. Entonces la palabra recibida no puede ser palabra cédigo y por tanto
se detecta como errénea. ii) Suponer que d = d(C) > 2e + 1. Si existe una palabra
w de forma que existen c¢y,co € C, ¢; # co con d(ci,w) < ey d(ce,w) < e, entonces
d(c1,c2) < 2e, lo que es una contradiccion, asi C' corrige hasta e errores. Reciprocamente,
suponer que C' corrige hasta e errores. Si d < 2e, considerar la parte entera f de d/2.
Entonces f < d/2 < e. Ademéds d — f < e, ya que si d es par f = d/2 y si d es impar
d—f=2f+1—-f=f+1=(d+1)/2 < epuesd+ 1 < 2. Sean c;,cy palabras
codigo tales que d(cy,c2) = d y sea w la palabra obtenida cambiando f coordenadas de ¢;
de las d en que difieren ¢; y ¢z, hasta que coincidan con sus correspondientes en co, asi
d(c1,w) = f < e, entonces d(ca,w) =d — f < ey C no corregiria e errores.

Se suele emplear la notacién (n, M, d)-cédigo para indicar que es un cédigo de longitud

n, con M palabras cédigo y distancia minima d. Asi en los ejemplos anteriores C; es un
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(2,4,1)-cédigo, Cy es un (3,4,2)-cédigo y Cs5 es un (5,4,3)-cédigo.

Cddigos equivalentes.

(1.6) Definicién.Dos c6digos g-arios son equivalentes si uno puede ser obtenido del
otro por una combinacién de operaciones de los tipos siguientes: a) permutacién de las
posiciones del cédigo, b) permutacion de los simbolos que aparecen en una posicién fijada.

Notar que si se escribe el cédigo como una M X n-matriz cuyas filas son las palabras
cddigo, las operaciones del tipo a) corresponden a permutaciones de sus columnas y las
operaciones del tipo b) corresponden a un re-etiquetado de los simbolos de una columna
dada.

Ejemplo. El cédigo ternario C' = {012,120,201} es equivalente al ternario con
repeticién de longitud 3: {000,111,222}. Basta aplicar a los simbolos de la segunda
posicién la permutacién (0,2,1) y a los simbolos de la tercera posicién la permutacién
(0,1,2).

Claramente las distancias entre las palabras cédigo no se alteran al pasar de un cédigo
a otro equivalente y por tanto dos cédigos equivalentes tienen los mismos parametros:
(n,M,d) y corregirdn el mismo nimero de errores.

Un buen (n, M, d)-cédigo tiene n pequena (para hacer més répida la transmisién ),
M grande (para permitir transmitir una variedad amplia de mensajes) y d grande (para
poder corregir varios errores). Lo que a menudo se conoce como principal problema en la
teoria de codigos es optimizar uno de los parametros para valores dados de los otros dos.
Concretamente, encontrar el mayor tamano de un cédigo de longitud y distancia minima
dadas. Se denota por A,(n,d) = max{M|3(n, M, d)-cédigo g-ario}.

(1.7) Teorema. i) A,(n,1) =q¢". ii) A4(n,n) = q.

Dem. i) El mayor (n, M, 1)-cédigo g-ario es F™. ii) Si dos palabras cualesquiera del
cddigo deben diferir en todas sus coordenadas, no podemos tener més de ¢ palabras en dicho
c6digo. Ahora bien, el cédigo g-ario con repeticién de longitud n es un (n, g, n)-cédigo, asi
Aq(n,n) =gq.

(1.8) Lema. Cualquier (n, M, d)-cédigo g-ario sobre un alfabeto F' = {0,1,...,q¢ — 1}
es equivalente a un (n, M, d)-cédigo que contiene la palabra 00...0.

Dem. Elegir cualquier palabra cédigo zizs...x, y para cada x; # 0 aplicar a los
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simbolos en posicion i de las palabras cédigo la permutacion (0, z;).

Notar que no es decisivo en la demostracién el haber considerado la palabra 00...0.

Pasamos a continuacién a probar que si A3(5,3) = 4. Ademds existe, salvo equivalen-
cia, un tunico (5,4, 3)-cédigo binario .

Sabemos que C3 es un (5, 4, 3)-cédigo binario, luego As(5,3) > 4. Sea C un (5, M, 3)-
c6digo binario con M > 4. Por el lema anterior podemos suponer que 0 = 00...0 € C' .
C tiene a lo més una palabra con 4 é 5 unos, ya que en otro caso existirifan dos palabras
codigo x e y con d(x,y) < 2, lo que es contradictorio pues d(C) = 3. Como 0 € C no
pueden existir palabras cédigo con 1 6 2 unos exactamente y como M > 4, al menos habra
dos palabras cédigo con exactamente 3 unos. Reordenando las posiciones, si es necesario,
podemos suponer que en C estan las palabras 00000,11100,00111. Notar que 11111 no
puede estar pues d(C') = 3. Tampoco pueden existir otras palabras cédigo con exactamente
tres unos. Como M > 4 , existird una con cuatro unos que serd 11011. Se concluye asi
que As(5,3) =4 y que, salvo equivalencia, existe un tnico (5,4, 3)-cédigo binario.

Continuando con el caso binario, si x,y € F™, siendo F' cuerpo isomorfo a Z/2Z, se
define, como es usual, v +y = (1 + y1)...(zn + yn) y 2y = (x1.91)(22.92) ... (T -Yn)-

(1.9) Definicién. Se llama peso de x y se escribe w(z) al nimero de unos de la
palabra z. Es claro que si x e y son dos palabras d(z,y) = w(z + y). Es sencillo probar:

(1.10) Lema. Si z e y pertenecen a F™ entonces d(z,y) = w(z) + w(y) — 2w(z(y).

Dem. d(z,y) = w(xz +y) = ntmero de unos en z+ el nimero de unos en y -2(ndmero
de posiciones en que a la vez x e y tienen un uno)= w(x) + w(y) — 2w(z(y).

(1.11) Teorema. Sea d impar. Entonces existe un (n, M, d)-cédigo binario si y solo
si existe un (n + 1, M,d + 1)-c6digo binario.

Dem. Suponer que existe un (n, M, d)-cédigo binario. Sea C el codigo de longitud n+1
que se obtiene extendiendo cada palabra © = z1xs...x, a T = x122...2,0 si w(x) es par 6
Z1To...x,1 s w(x) es impar. Como el peso de las palabras extendidas es par, d(Z, ) es par
cualesquiera que sean Z,7. Asi d(C) es par. Suponer que d(z,y) = d impar. Por el lema
anterior, la paridad de w(z) y w(y) es distinta. Asf d(Z,7) = d+1 luego d < d(C) < d +1
y como d(C) es par, debe coincidir con d + 1. Asi C es un (n + 1, M, d + 1)-cédigo.

Reciprocamente, suponer que D es un (n + 1, M.d + 1)-cédigo con d impar. Elijamos
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x,y € D tales que d(z,y) = d + 1. Elegir una posicién en que z e y difieran y borrar las
coordenadas en esta posicién de todas las palabras de D. El resultado es un (n, M, d)-
coédigo.

(1.12) Corolario. Si d es impar entonces As(n + 1,d + 1) = As(n,d). Equivalente-
mente, si d es par entonces As(n —1,d — 1) = Ay(n,d).

Volviendo al caso general g-ario, finalizaremos esta leccién de primeros conceptos con
dos desigualdades que relacionan el tamafio de un cédigo con su distancia minima.

(1.13) Teorema. Sea C un cédigo de longitud n sobre un alfabeto de ¢ simbolos, con
distancia minima d.

a) (Cota de Hamming). Si d > 2e + 1 entonces :

|c|<q”/z( )q—1

b) (Cota de Singleton):

|C‘ < qnfdJrl

Dem. a) Sea ¢ una palabra cédigo. Contemos las palabras w tales que d(c,w) < e.
. Cuantas palabras satisfacen d(c,w) = 4,9 < e?. Debemos hacer i errores eligiendo i
coordenadas para cambiar (en TZL formas) y cambiando la entrada en cada una de las
coordenadas a un simbolo diferente (¢—1 posibilidades para cada una de las i coordenadas).

Asi el nimero de palabras w con d(c,w) < e es :

i <:L> (¢g—1)

i=0
Podemos considerar estas palabras formando una esfera de radio e y con centro en la
palabra cédigo c¢. Si hacemos esto para todas las palabras del cédigo observamos que no
hay solapamiento entre las esferas, dado que el c6digo es por hipdtesis e-corrector, asi que
no existen palabras que puedan estar a distancia < e de dos palabras cédigo distintas. Por

tanto:

o (1)
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de donde se deduce a).

b) Miremos las palabras c6digo ¢1 y ¢2, ¢1 # co, observando sus primeras n — d +
1 coordenadas. Las partes que vemos son diferentes, ya que si las primeras n — d + 1
coordenadas de ¢ y ¢z son las mismas, entonces deberian diferir en las restantes n — (n —
d+1) = d—1 coordenadas y se seguiria que d(c1,c2) < d— 1, lo que es contradictorio. Asi

el niimero de palabras del cédigo no excede de ¢"~4+1.

Los cédigos que alcanzan estas cotas tienen una importancia especial, llamandose
perfectos si alcanzan la cota de Hamming y MDS-cédigos si alcanzan la de Single-
ton. Cuando introduzcamos cédigos lineales, justificaremos la notacién MDS (maximum-
distance separable).

El c6digo con repeticién de longitud n sobre F', que consiste de las palabras aa...a con

a € F es un MDS-c6digo trivial. Este cédigo tiene g palabras (una para cada simbolo) y

n—d+1 n—n-+1

la distancia minima es n . Se alcanza la cota de Singleton ya que ¢ =q =q.

Notar que si C' es perfecto, F™ queda recubierto por esferas disjuntas de un radio
dado, cuyos centros son las palabras cédigo, es decir que aparece una particién de F™.
Considerar el cédigo binario con repeticién de longitud 4 : C' = {0000, 1111}, en este caso
d=42>21+1, es decir es un codigo 1-corrector.Considerar las esferas con centro las
palabras del cédigo y radio 1. Asi tenemos la de centro 0000 que estd formada por dicha
palabra y 1000,0100,0010,0001 y la esfera de centro 1111 y radio 1 formada por dicha
palabra y 0111,,1011, 1101, 1110. es claro que la unién de tales esferas no es (Z/2Z)* (por
ejemplo 1100 no pertenece a ninguna de ellas). Asi no alcanza la cota de Hamming. Sin
embargo un cédigo binario con repeticion con n impar si que alcanza la cota de Hamming,
vaquesin=2e+1yw e (Z/2Z)", w puede tener un niimero de unos menor 6 igual que
e vy por tanto estd en la esfera de centro 00...0 o bien tiene un nimero de unos mayor 6
igual que e 4 1, en cuyo caso el nimero de ceros es menor 6 igual que n —e — 1 = e, luego
estd en la esfera de centro 11..1. Este cédigo se dice que es un cédigo perfecto trivial.

(1.14) Definicién. Sea C un (n, M)-cédigo g-ario. Se define la tasa de informacién
(o de transmisién) de C' como R = (1/n)log, M.

Esta definicién trata de dar la relacion que hay entre los simbolos del codigo dedicados

a la informacién y los dedicados a la redundancia.
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Ejemplo. Sea C' = {00,01, 10,11} entones R = (1/2)log,4 = 1. Si se anade el
bit de paridad pasamos a C' = {000,011,101,110} y R = (1/3)log, 4 = 2/3. La tasa de
informacién ha disminuido. Dada la tasa, no podemos determinar si el cédigo permite
detectar y/o corregir errores. La tasa mide la eficiencia del cédigo. Los cédigos mas
eficientes son los de tasa igual a 1.

Comentarios finales.

a) El cédigo que se utiliza para generar la letra del NIF, se realiza en la siguiente
forma. se toma el DNI y se calcula el resto al dividirlo por 23. La letra viene dada por la
sucesion:

TRWAGMYFPDXBNJZSQVHLCKE

asociando la letra correspondiente, en el orden dado, a los diferentes restos:

0,1,2,...,22.

b) En los viajes por el espacio se usaron c6digos para enviar las imdgenes tomadas. El
Mariner 9 (1979) tomé fotos en blanco y negro de Marte. Las imégenes eran de 600x600 y
con 64 niveles de gris. Se usé un c¢6digo binario de tamano 64, concretamente un (32,64,16)-
codigo (cédigo de Reed-Muller). Este es un cédigo 7-corrector y R = (1/32)log, 64 =
6/32 = 3/16.

El Voyager (1979-81) tomé fotos en color de Jupiter y Saturno de 4096 colores.
Se usé un (24,4096,8)-cédigo (c6digo de Golay). Es un cédigo 3-corrector y R =
(1/24)log, 4096 = 12/24 = 1/2.

Estudiaremos estos cédigos en lecciones posteriores.
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Ejercicios.

1. Demostrar que un (n, g, n)-cédigo g-ario es equivalente a un cédigo con repeticion.

2. Demostrar que un (3, M, 2)-cédigo 3-ario debe tener M < 9.

3. Construir, si es posible, un (n.M.d)-cédigo binario con los pardmetros:

(6,2,6),(3,8,1),(4,8,2),(5,3,4), (8,30, 3).

4. Razonar que {(a,b,a + b)|a,b € F}, donde F es un cuerpo con ¢ elementos, es un
(3, ¢%,2)-cédigo g-ario.

5. Demostrar que si existe un (n, M, d)-cédigo binario con d par, entonces existe un
(n, M, d)-cédigo binario en el que todas las palabras son de peso par.

6. Probar que el nimero de cédigos binarios no equivalentes , de longitud n con
exactamente dos palabras es n.

7. Probar que si existe un cédigo ternario 2-corrector perfecto de longitud n, entonces
2n? + 1 debe de ser potencia de 3.

8. Demostrar que cualquier (¢ + 1, M, 3)-cédigo g-ario satisface M < ¢771.

9. Demostrar que un codigo perfecto tiene distancia minima impar.

10. Demostrar que A3(8,5) = 4.

11. Sea C un (n, ¢"3,3)-cédigo g-ario. Probar que n < ¢ + ¢+ 1.

12. Razonar que no existe un (6,9, 3)-cédigo binario.
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Leccién 2. Cédigos y disenos.

(2.1) Definicién. Un diseno es un par (V, B) donde V = {vy,...,v,} es un conjunto
finito a cuyos elementos se les llama variedades 6 puntos y B = {Bj, ..., B;,} formado
por subconjuntos de V', que se dicen bloques.

El nombre de variedades para los elementos de V', es debido a la utilizacién de disenios
en los experimentos realizados en la agricultura. Por ejemplo para observar el efecto que
producen diferentes variedades de fertilizantes aplicadas a distintos terrenos.

(2.2) Definicién. Sean (V, B) un disefio , k y r nimeros naturales. Se dice que (V, B)
es una configuraciéon tactica si se verifican las condiciones siguientes:

a) |B;| = k para cualquier B; de B.

b) para cada v; € V se tiene que |{B; € Blv; € Bj| =r.

Notar que si (V,B) es una configuracién téctica, se tiene: nr = mk. En efecto,
contemos los elementos de {(v;, B;)|v; € B;j}. Por una parte como cada bloque tiene k
elementos y hay m bloques , dicho conjunto tendrd mk elementos. Por otra parte cada
variedad pertenece a r bloques y hay n variedades. Asi nr = mk.

Asociada a una configuracién téctica tenemos una n X m-matriz llamada matriz de
incidencia A. Si A=(a;;) a;; = 1siv; € B; y a;; =0siv; ¢ B;. Es claro que el nimero
de unos de cada fila es r y el nimero de unos de cada columna es k.

Ejemplo. Sea V = {1,2,3,4}, y B; = {1,3,4}, By = {2,3,4}, B; = {1,2,4} y

B, = {1.2,3}. La matriz de incidencia asociada es :

1 011
01 1 1
1 1 01
11 1 0

Una clase especial de configuraciones es la de las configuraciones simétricas. En ellas
el nimero de variedades coincide con el de bloques y como consecuencia también r = k.
El ejemplo anterior es de una configuracién simétrica.

Un tipo de configuraciones que nos va a resultar de interés especial es el de las con-
figuraciones BBD (balanced block design), a las que nos referiremos como (m,n,r, k, A)-

disenios, que son configuraciones tacticas con n > k > 2 y cada par v;,v; € V u; # v; ,
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pertenece a exactamente \ bloques. Si ademads es simétrico diremos que es un (n, k, A)-
diseno.

Ejemplo. Sea V = {1,2,3,4,5,6,7} y By = {1,2,4}, Bs = {2,3,5}, Bs = {3,4,6},
By = {4,5,7},B5; = {1,5,6},Bg = {2,6,7}, By = {7,1,3}. (V,B) es un (7,7,3,3,1)-
diseno. Ademés tiene una representacién geometrica muy interesante. Representando las
variedades por puntos y los bloques por rectas y un circulo, aparece la representacién del
plano proyectivo de Fano.

Ademas de la relacién anteriormente obtenida, para los pardmetros de una configu-

racion tactica, para un BBD se obtiene también:

r(k—1)=An-1)

En efecto, fijada una variedad v;, el nimero de pares ordenados (vj, B;) tales que
v; #vj y {vi,v;} C By es, por una parte , A(n —1). Ahora bien , v; pertenece a r bloques
y en cada uno de ellos hay k — 1 variedades distintas de v;. Asi dicho nimero es también
igual a 7(k — 1). De ahi la igualdad.

Si A es la matriz de incidencia de un BBD, el producto de una fila consigo misma es

igual a r y el de dos filas distintas entre si es igual a A. Por lo tanto se tiene:

oA A
Ao A
AA = | . . .
A r
cuyo determinante es:
r+An—1) A A
r+An—1) r ... A
det . . . =
r+An—1) X ... 7
1 A ..0A 1 A A
1 r .00A 0 r—X ... 0
(r+A(n—1))det)] . . . .| =(F+An-1)det| . . : =
1 X .07 0 0 e T—=A
1

(r+A(n—1))(r — A"~
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Asisin =k se sigue r = X y rangAA’ = 1. Si k < n entonces r # Xy det(AA") # 0,
asi se tiene: n =rangAA’ <rangA <min(n, m) luego n < m ( conocida como desigualdad
de Fisher) y como nr = mk se deduce r > k.

Sea A la matriz de incidencia del (7,7, 3,3, 1)- diseno estudiado antes. Sea B la 7 x 7-
matriz obtenida reemplazando en la A los ceros por los unos y los unos por los ceros. Sea
C el c6digo binario formado por las filas de A | las filas de B y las palabras 0 = 0000000
y 1 =1111111. Veamos que d(C) = 3.

Sabemos que cada fila de A tiene exactamente tres unos y que dos filas distintas tienen

exactamente un uno en comin. De ahi que:
d(ai,aj) =34+3-2=14

sit#j.
Puesto que la distancia entre palabras no se altera cambiando los ceros por los unos

y viceversa, tenemos:
d(b;,b;) =4
sii#j.
Es claro que d(0,y) = 3,4,7siy = a;,b;,1, d(1,y) = 3,4,7siy = bj,a;,0y d(a;,b;) =
7sii=1,...,7. Queda por analizar d(a;,b;) con i # j. Pero a; y b; difieren en los lugares

en que coinciden a; y a; asi que:
d(ai, bj) =7- d(ai, aj) =3

Asi d(C) = 3 y se tiene:

16(((7)) 4 (I)) _ o147y =

es decir que C es un cédigo perfecto.

Este cédigo tiene una propiedad notable: la suma de dos palabras del cédigo es una
palabra cédigo. Pertenecerd a un clase importante de codigos: los codigos lineales.

Notar también que la existencia de un (7, 16, 3)-cédigo perfecto prueba que A5(7,3) =
16 y por (1.12) es también A5(8,4) = 16.
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Leccion 3. Cuerpos finitos

Para el desarrollo de la Leccién 3, necesitamos recordar:

1. Si G es un grupo finito y g € G entonces i) o(g) = | < g > | ii) ¢/¢l = 1.

2. Si o(g) = n entonces o(¢g™) = n/m.c.d(n,m).

3. Si G es un grupo ciclico con n elementos, para cada d|n existe un inico subgrupo
S de G, tal que |S| =d.

4. Sia,b € G con o(a) =ny o(b) = m siendo m.c.d.(n,m) =1y ab = ba entonces
o(ab) = nm.

5. Algoritmo de la divisién en k[z].

Sean f(x),g(x) € k[x], polinomios no cero. Entonces existen dos unicos polinomios
q(z),r(z) € k[x] tales que f(z) = g(z)q(x) + r(x) con r(z) = 0 o grad r(z) < grad g(z).

6. Si k es un cuerpo, k[z] es un D.LP.

7. Si k es un cuerpo, todo polinomio de grado mayor o igual que 1, se factoriza
como producto de polinomios irreducibles ( dicha factorizacién es tnica salvo orden y
multiplicacién por constantes no cero.).

8. Si ¢ es la funcién de Euler , se tiene:

i) p(p") =p" Y(p—1)sin>1,pprimo.

ii) p(nin2) = p(n1)e(ne2) siendo m.c.d.(ny,ng) = 1.

(3.1) Lema. Sea k un cuerpo finito. Entonces:

i) min {n € N,n # 0|nly = 0} es un nimero primo.

ii) Si p es el primo de i) y F es la interseccién de todos los subcuerpos de k& (llamado
el cuerpo primo de k), entonces F' = Z/pZ.

Dem. i) Como k es finito existen n,m € N con n > m de forma que nly = mly,
luego (n — m)ly = 0. Si min {n € N,n # 0|nly = 0} = rs con 1 # r,s, entonces
0= (rs)ly = (rlg)(slg) luego r1y = 0 6 sl = 0 lo que es contradictorio.

ii) Sea p el nimero primo de la parte i). Si se establece una aplicacién ¢ : Z — k dada
por : ¢(n) = nlg, ¢ es un homomorfismo de anillos, Ker¢ = (p) = pZ y Z/pZ = ¢(Z) es

un subcuerpo de k contenido en F', luego debe coincidir con F'.

16



(3.2) Definicién. Al primo p de la parte i) del resultado anterior se le llama carac-
teristica de k y se denota car k.

Notar que cualesquiera que sean a,b € k se tiene: (a+b)P = a? +bP . Ademas kP = k.

(3.3) Lema. Si k es un cuerpo finito se tiene que |k| = (cark)™ para algin n € N.

Dem. Considerar el cuerpo primo F de k. Sabemos que |F'| = cark y considerando a k
como F-espacio vectorial, necesariamente de tipo finito, tenemos la tesis, con n = dimpk.

(3.4) Teorema. Si k es un cuerpo finito, cada a € k es raiz del polinomio zlkl — .

Dem. La afirmacién es claramente cierta para a = 0. Si a # 0 entonces a € k* que es
un grupo multiplicativo finito de orden |k| — 1 luego al*I=1 =1 asi : al*l = a.

Pasamos a continuacién a demostrar un resultado muy importante sobre la estructura
de los subgrupos finitos del grupo multiplicativo de un cuerpo (ver también el ejercicio 8).

(3.5) Teorema. Si k es un cuerpo y S < k*, S finito, entonces S es ciclico.

Previamente demostraremos :

(3.6) Lema. Si G es un grupo finito abeliano, existe g € G' cuyo orden es divisible
por los 6rdenes de todos los elementos de G.

Dem. Sea a € G con o(a) = p1“'..pp®* = m , e > 0Viy b € G con o(b) =
pft L =n ) f; > 0 Vi. Suponer que después de una reordenacién , si es necesaria, se

tiene:

e1 < fi,ea < fo, . en < fp

eht1 = frn+1,€n+2 > frto, e > fi

Sir=pi®..pr y s =ppi!rtippf* | entonces m.c.m. (m.n) = m.n/r.s , o(a”) =
Pha1 o = m/r y o(b®) = p1/t..pp /" = n/s. Ambos son primos entre si y como a”
y b® conmutan se tiene que : o(a"b®) = m.n/r.s = m.c.m.(m,n).

Aplicando este proceso sucesivamente , se puede construir un elemento cuyo orden sea
el minimo comtn multiplo de los 6rdenes de los elementos de G.

Nota. Se puede obtener una demostracion més elegante del resultado anterior, uti-

lizando el teorema de estructura de grupos finitos abelianos, que se incluye en el apéndice.

17



(3.7) Lema. Si G es un grupo finito abeliano, G es ciclico si y solo si |G| es el menor
entero positivo n tal que a™ =1 Va € G.

Dem. Si G es ciclico existe a € G tal que < a >= G y |G| = o(a) = n que es el menor
entero positivo tal que a™ =1, y si x € GG entonces ™ = 1.

Reciprocamente, suponer que |G| es el menor entero n tal que a™ = 1 Va € G. Sea
g € G cuya existencia afirma el resultado anterior. Entonces z°9) = 1 Yz € G. por tanto
|G| < o(g). Por otra parte, como o(g) divide a |G| se sigue que |G| =o0(g) y G =< g >.

Demostracién del (3.5) Teorema.

Sea S un subgrupo finito de k*. Asi S es finito y abeliano. Veamos que |S| es el
menor n tal que a” =1Va € S. Si m es tal que a™ =1 Va € S, considerar el polinomio
2™ — 1 € k[z]. Dicho polinomio tiene al menos |S| raices luego: |S| < m . Basta ahora
aplicar (3.7) Lema.

(3.8) Corolario. Si k es un cuerpo finito entonces k* es un grupo finito ciclico.

Nota. Si k* =< a >, se dice que a es un elemento primitivo de k.

(3.9) Proposicién. Sea k un cuerpo y f(z) un polinomio irreducible en k[z]. Sea
E = k[z]/(f(z)), entonces E es un cuerpo. Si ademds k tiene g elementos y el grado de
f(z) es n, entonces E tiene ¢" elementos.

Dem. E es un anillo conmutativo y con unidad, con las operaciones internas:

Ademss si g(x) + (f(x)) # 0 se tiene que g(z) € (f(x)) luego m.c.d. (g(x), f(z)) =1
y por la identidad de Bezout existen polinomios a(z),b(z) € k[z] tales que: a(x)g(z) +

b(x)f(x) =1. Ast:
(a(z) + (f(2))(9(2) + (f(2))) = 1+ (f(2))
v a(z) + (f(x)) es el inverso de g(z) + (f(z)).
Notar que si gradf(z) = n y consideramos a k[z] como k-espacio vectorial y a (f(x))

como subespacio, los elementos 1 + (f(z)),z + (f(z)),...,2" 1 + (f(x)) constituyen un

sistema libre del k-espacio vectorial cociente k[z]/(f(x)). Ademds es sistema generador ya
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que dado h(z) € k[z] , por el algoritmo de la divisién h(z) = f(z)g(x) 4+ r(z) con r(z) =0
6 grad r(z) <grad f(z) y h(z) + (f(2)) = r(x) + (f(2)).
Como consecuencia:

dimiE = n = gradf(z)
y si |k| = ¢ se sigue que |E| = ¢".

Demostraremos la existencia de cuerpos finitos de orden p™, p primo y n > 1, probando

que existen polinomios irreducibles en Z/pZ[z] de grado n.

(3.10) Corolario. Sea k un cuerpo y f(z) un polinomio irreducible en k[x], entonces
(f(x)) es un ideal maximal de k[x].

Dem. Es claro que (f(x)) no coincide con k[x|. Ademas si existe I, ideal de k[z], tal
que (f(z)) € I C klz] y g(x) € T — (f(x)) , como g(x) + (f(x)) es unidad de kfz]/(f(z)),
existe h(x) € k[z] tal que (g(x) + (f(z)))(h(z) + (f(x))) =14 (f(x)), de donde se deduce
que 1 € I y por lo tanto I = k|x].

Suponer que f(z) es monico e irreducible en k[z], de grado n y que a es una raiz de
f(x) en un cuerpo K, que contiene a k como subcuerpo (K extensién de k). Podemos
definir una aplicacién ¢ : k[x] — k[a] mediante ¢(g(z)) = g(a). Es sencillo probar que es
homomorfismo de anillos y que como (f(x)) es maximal en k[z] y estd contenido en Kery,
ambos deben de coincidir. Asi k[z]/(f(x)) = kla] y podemos describir los elementos del
cuerpo k[x]/(f(x)) como expresiones polindémicas en a de grado menor estrictamente que
n. Notar que f(z) es el dnico polinomio moénico irreducible en k[z] que tiene a a como
raiz, asi se le llamard el polinomio irreducible de a sobre k (Irr(a, k)).

Ejemplos.

i) Sea f(z) = 2+ 23 + 22 + 2+ 1 € Z/2Z]x]. Dicho polinomio es irreducible pues no
tiene raices en Z/2Z y los posibles polinomios cuadraticos son : x2?, 2% +1, 2% +z+1 siendo
el producto de dos cualesquiera de ellos distinto de f(z). As{ Z/2Z[z]/(z*+ 23+ 22 +2+1)
es un cuerpo de 16 elementos y si a es raiz de dicho polinomio en una extensién de Z/2Z,
dichos elementos son: 0,1,a,a + 1,a%,a®> + 1,a®> +a + 1,a®> + a,a>,a® + 1,a® + a,a® +
a’,a®+a+1,a®+a’+1,a®+a’+a,a®+a*>+a+1. Notar que a? =a®+a?>+a+1, asi

a® =a*+a®+a%?+a=11luego o(a) =5 y a no es un elemento primitivo del cuerpo.
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ii) Sea ahora f(z) = % +x + 1, que por el mismo razonamiento que en i) se tiene
que es irreducible en Z/2Z[x] y sea b raiz de f(z) en una extensién de Z/2Z. El cuerpo
Z/2Z[x])/(x* + x + 1) es también un cuerpo de 16 elementos, asi o(b)[15. Como b® # 1y
b° # 1 se concluye que o(b) = 15 y b es un elemento primitivo del cuerpo. Asf Z/2Z[b] =
{0,1,b,b%, ..., b4}

El siguiente resultado es fundamental para el desarrollo de esta leccién.

(3.11) Teorema. Sea |k| = ¢ y n € N, entonces:

o —a =[] @

donde el producto se realiza sobre todos los polinomios ménicos irreducibles f(z) € kx|
cuyo grado divide a n.

Dem. Suponer que ¢ — x = h(z)?g(x) con grad h(z) > 1, entonces: —1 =
2h(z)h (z)g(x) + h(z)%g (x) = h(z)(2W (z)g(x) + h(x)g'(x)), que no es posible. Asf los
factores de 29" — z son distintos entre si.

Sea f(z) irreducible en k[z]| de grado d. Considerar el cuerpo E = k[z]/(f(x)) de orden
¢%. Sabemos que : (z + (f(2))?" =z + (f(x)) es decir: 29" = z(f(z)). Por un proceso de
induccidn se llega a que para cualquier ¢ € N se tiene : 24" = (xq(tfl)d)qd =" = x(f(x)).

Supongamos que d divide a n. Asf existird t tal que n = td y por tanto 29" = z(f(z)),
es decir f(z) serd un factor irreducible de 29" — .

Reciprocamente, suponer que 29 = z(f(z)) ysean =td+r conr =06 r < d.

(f(z)). Por lo tanto, si g(z) = Y a;z* € k[z],

r

Entonces: z = 29" = (xqm)qr = 24
entonces:
g(@)" =) a2 =3 aw’ (f(2))

pues sabemos que como |k| = ¢ se tiene a] = a; Vi. As{ cada elemento de E es rafz de
2% — z y como |E| = ¢%, debe ser r = 0 y d divide a n.

A continuacién introducimos la funcién de Mobius, que nos permitird demostrar la
existencia de cuerpos finitos, de orden cualquier potencia de un nimero primo.

(3.12) Definicién. Definimos una aplicaciéon p: N — {—1,0,1} C Z de la siguiente
formas:

wu(n) es igual a :
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i) (=1)* si n = p1...px, con p; # pj sii # j.

i) 1sin=1.

iii) 0 en otro caso.

A dicha aplicacion se le llama funcién de Mobius.

(3.13) Lema. Sin > 1 entonces:

> ud) =0

d|n
Dem. Si n tiene exactamente s primos distintos en su descomposicién en factores

primos, se tiene:

S

S =Y (1) -1 = -1 =0

d|n =0
(3.14) Teorema. (Inversién de Mobius) Sea f : N — C una aplicacién. Sig: N — C

es una aplicacién definida por:

g(n) =" f(d)

d|n

entonces:

fn)=>" pu(d)g(n/d)

d|n

Dem.

Yould)g(n/d)y =" p(d) Y f(d) =D uld)f(d) =

d|n d|n d'In/d dd’'|n
=3 w@d)f(d) =D fd) D wd) = f(n)
d'|ndln/d’ '|n dn/d’

(3.15) Definicién. Si |k| = ¢, denotaremos por N(n, q) el nimero de los polinomios

moénicos irreducibles de grado n en k[z].
(3.16) Teorema.
N(n,q) = 1/nY_ p(d)q"
d|
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Por tanto N(n,q) > (1/n)(¢" — [(¢" —1)/(¢ — 1)]) > 0.
Dem. Por (3.10):

¢" = grad(z?" — z) = Z gradf(z) = ZdN(d, q)

grad f(z)|n d|n

Por el teorema anterior tenemos que:

N(n,q) = 1/nY p(d)g"/*
d

El resto de la afirmacion se sigue de :

S u(d)g = gt = g = = =g =1 =" — [(¢" — 1)/(qg—1)] > 0
d|n
Si k es un cuerpo finito, sabemos que su orden es una potencia de un nimero primo.

Si reciprocamente p es un nimero primo y n € N, n > 1, veamos que existe un cuerpo de
p" elementos.

(3.17) Teorema. Para cada potencia ¢ de un nimero primo, existe un cuerpo de ¢
elementos. Ademaés dos cuerpos de ¢ elementos son isomorfos.

Dem. Sea g = p™. Considerar Z/pZ. Por el Teorema anterior, existe f(z) € Z/pZx]
moénico irreducible de grado n. Considerar Z/pZ[z]/(f(x)). Sabemos que es un cuerpo de
p" elementos.

En cuanto a la unicidad, sea F' un cuerpo de p™ elementos. Sabemos que los elementos
de F son raices de 2?" — x € Z/pZ[r]. Ademis por (3.11) f(z)[z?" — 2. Sea a raiz de
f(z),a € F. Definamos una aplicacién ¢ : Z/pZ[x] — F , dada por ¢(g(z)) = g(a). Dicha
aplicacién es un homomorfismo de anillos y (f(x)) = Ker(¢). Asi Z/pZ(z]/(f(x)) =
6(Z/pZla]) C F. Como |Z/pZlal/(f(x))] = p" = || se sigue:

12

Z/pZx]/(f(x)) = F

El cuerpo de p™ elementos se suele denotar por GF(p™) en memoria de E. Galois
que fué su descubridor. En lo sucesivo escribiremos GF(q) para indicar el cuerpo de ¢

elementos, donde ¢ es una potencia de un nimero primo.
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Polinomios irreducibles y elementos conjugados.

Sea a € GF(¢™) y GF(¢™) el menor subcuerpo de GF(q™) conteniendo a GF(q)
al que pertenece a. Se deduce inmediatamente que el grado de f(x)=Irr(a, GF(q)) es n,
ya que si fuera igual a r, tendriamos el homomorfismo ¢ : GF(q)[z] — GF(q)[a] , dado
por plg(a)) = g(a) con (f(2) = Kerlp) ¥ GF@lal/(f(+) = GF(@)la] € GF(g") huego
¢"=q"yr=n

Como a € GF(q"), por (3.4) sabemos que a?" = a y por (3.11) n|m . Notar que los
elementos: a,af, ....,aqn_l son distintos entre si y son raices del polinomio f(z). Dichos
elementos se dicen conjugados de a respecto de GF(q) (GF(q)-conjugados). Notar
que si a # 0 entonces a? ! = 1, luego o(a)|¢" — 1 y por 2. de los preliminares de esta
leccion , se sigue que todos los elementos GF'(q)- conjugados tienen el mismo orden que a.

Ejemplos.

i) Sea a elemento de orden 3 en GF'(16). El menor subcuerpo en el se encuentra a es
GF(4). Los GF(2)-conjugados de a son a,a® y Irr(a, GF(2))= (x-a)(x-a?).

ii) Sea a elemento de orden 63 en GF(43). El menor subcuerpo en el que se encuentra
a es GF(43) y los GF(4)-conjugados de a son: a,a*, a'S.

iii) Considerar el polinomio 23+ 2 + 1 que es irreducible en GF(2)[z] y sea a € GF(8)
rafz de dicho polinomio. También son raices a® y a*. Ademéds a # 0, luego o(a) = 7. Notar
queat*=a’+a,a®>=a*+a’>=a’+a+1ya®=0a®+a%+a=a?+1. Los elementos
a®,a®, a® son GF(2)-conjugados y darén origen al polinomio:

(x—a®)(z —a%)(x —a®) = (2® — a®z — a®x + a®)(z — a®) = 23 — (a® + a®)2? + o’z —
ar?+atr+ar—1=a23+ (S +a*+a®)2’+ (a* +a?+a)z+1=2+ (> +1+a+1+
a>+a+1)z?+ (> +a+a®+a)r+1=2a3+2%+1.

Como consecuencia obtenemos la factorizacion en polinomios irreducibles en GF(2)[z]
dez” —1:

1=+ + D)@ +22+1)
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El cédigo ISBN.

Cada libro tiene un International Standard Book Number (ISBN). Es una palabra
con 10 digitos, que se distribuyen en cuatro bloques, el primero asignado al pais (idioma),
el segundo a la editorial, el tercero esta formado por los digitos que la editorial asigna al

libro y finalmente los diez digitos x1xs...x19 deben satisfacer:

10

Zixi =0(11)

i=1

asi:
1+ 222 + 323 + ... + (11 - 1)1:10 = 0(11)
, es decir:
1 + 229 4+ 3x3 + ... + 1lz19 = 1‘10(11)

y por tanto:

x1 + 229 + 33 + ... + 99 = 210(11)

. La editorial esta obligada a poner x cuando el digito x19 debe ser 10. Asi se tiene por
ejemplo: 055010206x.
El cédigo ISBN estéd diseniado para detectar: a) un tnico error y b) un doble error

creado por transposicion de dos digitos. El esquema de detectar el error es como sigue:
10

se recibe y1ys...y10, se calcula Y = E 1y;. Si Y no es congruente con 0 moédulo 11, hay
i=1
errores. Consideremos los casos:

a) La palabra recibida difiere de la enviada en un digito solamente, es decir en lugar

10 10
x; se recibe x; 4+ a con a # 0,entonces Y = Zzyl = Zml + ja = ja(1l) y ja # 0(11).
i=1 i=1
' ' 10 10
b) Siy es x excepto en dos digitos x;, ), transpuestos, entonces Y = Ziyi = Zixﬁ—

=1

i=1
(k=j)aj+(—k)xr = (k—=j)z;j+(—k)zpast (k—j)z;+(—k)zr = (k—j)(z;—xx) # 0(11)
sik# jyxj #xr. Notar que es fundamental que Z/11Z es cuerpo y asi el producto de

elementos no cero es no cero.
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El ISBN no puede corregir un error, a menos que sepamos cual es el digito erréneo.

Ejemplo. suponer que se lee 02011x5027. Asi :

1.0+2.243.0+4.14+514+6.2+7.54+8.0+9.2410.7 = 0(11), de donde 6z +4 = 0(11)
ya=3.
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Ejercicios.

1. Demostrar que GF (p™) es isomorfo a un subcuerpo de GF(p") siy solo si m divide

2. Sea p un primo. Probar que p™ — 1 divide a p™ — 1 si y solo si m divide a n.

3. Demostrar que todo elemento de un cuerpo finito se puede expresar como la suma
de dos cuadrados.

4. Demostrar que , excepto para el caso |k| = 2 , la suma de todos los elementos de
un cuerpo finito k es 0.

5. Si |F| = ¢, q impar, probar que el producto de todos los elementos no ceros de F
es igual a —1.

6. Encontrar todos los elementos primitivos de GF(7) y de GF(9).

7. Demostrar que si GF(p™)* =< a >, entonces el grado del polinomio ménico
irreducible de a sobre GF(p) es n. {Es cierto el reciproco?.

8. i) Sea n un entero positivo. Probar que n = ng(d) donde ¢(d) es la funcién de
d|n
Euler de d.

ii) Sea G un grupo de orden n. Si para cada d divisor de n existen a lo més d elementos
g € G verificando ¢g¢ = 1, probar que G es ciclico.

iii) Como consecuencia de ii) probar que si k es un cuerpo, todo subgrupo finito de k*
es ciclico.

9. Como consecuencia de la formula de inversion de Mobius probar:

p(n) = u(dn/d
dn

10. Sea k un cuerpo. Probar: i) Si F' es el cuerpo primo de k, entonces F = Q 6
F = Z/pZ, para algtn primo p. ii) Si k* es ciclico, entonces k es finito.

11. Demostrar que el polinomio z* 4 1 no es irreducible sobre cualquier cuerpo finito.

12. Un polinomio ménico irreducible f(z) € GF(p)[x] de grado m > 1 se dice primitivo
para GF(p™) sobre GF(p), si el menor entero positivo n tal que f(z)lz™ —1 es n =
p™ — 1. Probar que los polinomios primitivos para GF(p™) sobre GF(p) son exactamente

los polinomios ménicos irreducibles de los elementos primitivos de GF'(p™).
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13. Comprobar: i) z3+xz+1 es primitivo para GF(8) sobre GF(2), ii) z*+23+ 2% +z+1
no es primitivo para GF'(16) sobre GF(2).

14. Sea g potencia de un primo y n > 1 un entero. Probar que GL(n,q) posee un
elemento de orden ¢™ — 1.

15. Sea E = GF(25) y F' = GF(5) su cuerpo primo. Demostrar que existe a € E tal
que a® = 3. Probar que (1,a) es una base de E como F-espacio vectorial y que 1+ a es
un elemento primitivo.

16. Razonar que existe a € GF(8), tal que GF(8)* =< a >y a®+a+1= 0. Escribir
la tabla aditiva de GF(8), utilizando que GF(8) = {0,1,a, a?,a3,a*, a’,a’}.

17. Sia € GF(q), q impar, demostrar que un elemento de GF'(q)* tiene raiz cuadrada
en GF(q) siy solo si a?=1/2 = 1.

18. Probar que si p es un primo y n un entero positivo, entonces n|o(p™ — 1).
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Leccién 4. Codigos lineales.

En general se supondra que F' es un cuerpo de ¢ elementos y asi F™ es un F-espacio
vectorial n-dimensional de orden ¢”.

(4.1) Definicién. Se dice que un c6digo C es lineal si es subespacio de un F", para
algun cuerpo finito F. Si ademds C' es k-dimensional , se dird que C es un (n, k)-c6digo
lineal y si su distancia minima es d, se dird que es un (n, k, d)-cédigo. El peso de una
palabra es el nimero de componentes no cero ( o su distancia a la palabra 0).

Notar que si C es un (n, k, d)-c6digo lineal sobre un cuerpo de ¢ elementos, por la cota
de Singleton es ¢* < ¢"~4*! asi serd un MDS-cédigo si y solo si k = n — d + 1, es decir,
si y solo si la distancia minima es la mayor posible.

(4.2) Proposicién. En un cédigo lineal la distancia minima es el menor peso de todas
las palabras c6digo no cero (o peso minimo del cédigo).

Dem. Sean z,y € C entonces © —y € C pues C es lineal. Asi d(z,y) =d(z —y,0) =

w(z —y).

Sea C el (4,2)-cédigo binario lineal Si aplicamos la permutacién

S = O
O = = O
O = O =
SO ==

0 0 1 1
(0,1) a los simbolos en la primera posicién, obtenemos el c6digo (1) 1 (1) (1] que no es

10 0 O
lineal. Por tanto la nocién de equivalencia dada para cédigos debe modificarse para codigos

lineales, permitiendo sélo las permutaciones de los simbolos en una misma posicién, que
vienen dadas por multiplicacién por escalares no ceros, ademas de las permutaciones de las
posiciones de los simbolos en las palabras cédigo. Asi dos cédigos lineales sobre un cuerpo
finito F' se dirdn equivalentes si uno puede ser obtenido del otro por una combinacién de
operaciones de los tipos siguientes:

i) permutacion de las posiciones del cédigo

i) multiplicacién de los simbolos que aparecen en una posicién dada por un escalar
no cero.

(4.3) Definicién. Una matriz generadora de un c6digo lineal es una matriz cuyas

filas constituyen una base del cédigo.
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(4.4) Teorema. Dos k x n matrices generan cdédigos lineales equivalentes sobre un
cuerpo finito F', si una puede ser obtenida de la otra por una sucesién de operaciones del
tipo:

i) Permutacién de filas.

ii) Multiplicacién de una fila por un escalar no cero.

iii) Sustitucién de una fila por ella mas un multiplo escalar de otra.

iv) Permutacién de columnas.

v) Multiplicacién de cualquier columna por un escalar no cero.

(Observar que las operaciones i), ii) y iii) sobre las filas, simplemente reemplazan una
base por otra del mismo c6digo.)

Pasemos a la descripcién de un cédigo lineal. La primera forma de describir un cédigo
lineal es por medio de una matriz generadora. Notar que cada cédigo lineal tiene un
codigo equivalente con matriz generadora G = [I;A] donde I es la matriz unidad k x k
y A es una matriz k x (n — k). En efecto, como una matriz generadora de un (n,k)-
cédigo lineal C tiene rango k, posee una submatriz regular k x k que por permutaciones
de columnas puede llevarse a ser el primer bloque y mediante operaciones elementales
sobre las filas se transforma en [;. Llamaremos a esta matriz [[; A] forma standard.
Si un cédigo tiene una matriz generadora en forma standard se dice que es un cédigo
sistematico. El razonamiento anterior viene a afirmar que todo cddigo lineal tiene un
equivalente sistematico.

Codificando con un cédigo lineal.

Sea C' un (n, k)-cédigo sobre F', cuerpo de ¢ elementos, y G matriz generadora de C.
Dicho cédigo tiene ¢* palabras y asi puede emplearse para comunicar hasta ¢* mensajes
distintos. Dichos mensajes son las ¢* k-tuplas de F* y codificar z;xs...x) serd simplemente
: (x1me..xk)G = £1G1 + 22G3 + ... + ;G donde G; es la i-ésima fila de G, por tanto
el resultado esta en el cédigo. En el caso de que se use una forma standard, es decir,

G = [Ij; A], se tiene:
(%1.%’2...£Ck)G = a:l(lO...OaH...aln_k) + x2(01...0a21...a2n_k) —+ ...+ xk(OO...lakl...akn_k) =

(X1, T2, ooy Thy @111 + G21T2 + oo + Q1T oo  A1p—kT1 F oo F Qpp—kTk)
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es decir el mensaje original aparece en los primeros k£ simbolos de la palabra cédigo.

Descodificando con un cédigo lineal.

Suponer que se envia la palabra del cédigo x = x123...x, ¥ se recibe: y = y192...Yn.
Se define el vector error e = y — x. Recordar que sia € F", a+ C = {a + z|x € C} es
una coclase de C, que es la clase de equivalencia de a cuando se define en F™ la relacion
de equivalencia: aRb < a —b € C.

Sabemos que:

i) Cada vector de F'™ estd en alguna coclase de C.

ii) Cada coclase tiene ¢* vectores.

iii)Dos coclases 6 son disjuntas é coinciden.

Ejemplo.Sea C' el (4,2)-c6digo binario con matriz generadora :

1 0 1 1
¢= <o 101
asi C' = {0000, 1011,0101,1110}. Las coclases de C' son:
0000 +C =C

1000 + C' = {1000,0011,1101,0110}

0100 + C = {0100,1111,0001, 1010}

0010 + C = {0010, 1001,0111, 1100}

Un vector de peso minimo en una coclase se dice que es un lider de la coclase. Una
formacién standard para el (n, k)-cédigo C' es una tabla en la que en la primera fila,
comenzando con el vector cero, se escriben las palabras cédigo. En las demés filas aparecen
las restantes coclases, con el lider siempre a la izquierda. El proceso a seguir es el siguiente:

1. Se colocan las palabras cédigo, comenzando con la cero.

2. Se elige un vector ap, no situado en la primera fila, de peso minimo y se lista la
coclase a1 + C, comenzando con a;.

3. Se elige un vector as que no figure ni en la primera fila ni en la segunda y se lista
la coclase as + C', comenzando con as.

4. Continuar este proceso hasta que todas las coclases aparezcan listadas.

Notar que cada palabra es la suma de la palabra cédigo al comienzo de su columna
y el lider de la coclase situado al comienzo de su fila. Cuando se recibe y, se localiza en

la formacion standard y se descodifica como la palabra cédigo situada al comienzo de su
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columna. En el ejemplo citado se podra corregir un error si aparece en los tres primeros
lugares, no asi si aparece en el cuarto luigar. En la practica esta descodificacion es muy
lenta y se imponen otras formas mas sofisticadas.

Pasamos a continuacién a la segunda descripciéon de un cédigo lineal. Previamente
recordemos que en F™ el producto interno de dos vectores w,v donde v = ujus...u, y
v = v1V2...U, €s el elemento de F: uqvi + ugve + ... + upvy,. Siu.w = 0 se dice que u y v
son ortogonales. Es sencillo probar: i) w.v = v.u ii)(Au + pv).w = A(u.w) + p(v.w).

(4.5) Definicién. Si C es un (n, k)-cédigo lineal, se llama cédigo dual de C y se
escribe C+ = {v € F"lv.u = 0,Yu € C}.

(4.6) Proposicién. C* es un (n,n — k)-cédigo lineal.

Dem. Sea G = (a;;) una matriz generadora de C' . Los elementos de C* son z =

T1X9...T, tales que:

ai; a2 ... Qip 1 0
az1 Q2 ... Q2p T2 0
a1 Ak ... Qkp Tn 0

es decir es el nticleo de una aplicacién lineal ¢ de F™ en F¥de rango k y asi dim C*+ =
dim Kerp =n — k.

(4.7) Corolario. Para cualquier (n, k)-cédigo lineal C se tiene (C+)+ = C.

Dem.C' C (C1)* evidentemente y como dim (C+)* = n — (n — k) = k, se sigue la
igualdad.

(4.8) Definicién. Una matriz generadora de C+ se dice matriz de control de C.

Por tanto una matriz de control H de C tiene por filas una base de C*+ y asi: C =
I

T2
{1'1332....%'” € Fn’H . = (0)}

:En
Notar que se obtendria el mismo cédigo C' si como matriz de control se considerara

una cuyas filas fueran simplemente un sistema generador de C*.

(4.9) Definicién. Un cédigo C se dice autodual si C = CL.

Ejemplos.
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i) El cédigo ASCII es lineal pues es GF(2)7. Una matriz generadora de dicho c6digo es
I7. El cédigo ASCII con control de paridad es también lineal. Basta recordar que en el caso
binario se tiene w(z+y) = w(z)+w(y)—2w(z () y) es decir que w(z+y) = (w(x)+w(y))(2).

Este cédigo es un (8, 7)-c6digo con matriz generadora :

10 000 0 0 1
0100 0O0O0°1
001 00001
0001 0001
0 00 010 01
0 00 00101
000 00011

En efecto, una palabra de dicho cédigo se puede expresar como:

T1%s...x8 = 21(10000001) 4 22(01000001) + ... 4 27(00000011)

pues £1 + 2 + ... + 7 + xg = 0, es decir zc1+ o + ... + T7 = x3.

Observar que su dual es el cédigo con repeticién.
1 2 1

ii) Sea F' = Z/3Z, entonces el c6digo de matriz generadora : <2 1 o

>,noesun

cédigo sistemético , pues la matriz (; ?) tiene rango 1y es imposible llevarla a la forma
I, mediante operaciones con las filas.

Asi como una matriz generadora de un cédigo es ttil a la hora de describir el cédigo,
una matriz de control lo es para obtener la distancia minima del cédigo.

(4.10) Proposicién. Sea H una matriz de control de un cédigo lineal C. Entonces
d(C) es el menor entero positivo r para el que existen r columnas de H linealmente de-
pendientes.

Dem. Sean H',..H", las columnas de H. Entonces c;...c, es palabra cédigo si
y solo si : H'cy + ...H"c, = (0). Asf las palabras cédigo de peso s corresponden a
relaciones de dependencia entre subconjuntos de s columnas de H. El peso minimo de
C se corresponderd con el menor cardinal de subconjuntos de columnas de H linealmente
dependientes.

El resultado anterior permite también construir una matriz de control de un cédigo

de distancia minima garantizada.

32



Queda pendiente la siguiente cuestién: jcémo encontrar facilmente una matriz de
control de un cédigo?

(4.11) Teorema. a) Sean GG, H matrices k x n'y (n — k) X n sobre un cuerpo finito,
con filas linealmente independientes. Entonces G y H son generadora y de control de un
mismo cddigo si y solo si GH' = (0).

b) Si G = [I |A] es una matriz generadora de un cédigo C, en forma standard, entonces
una matriz de control de C es H = [-A’ |I].

Dem. a) Es clara. b) Los bloques identidad de G y H aseguran que las correspondi-
entes filas son linealmente independientes. Ademas GH' = —I A+ AI = (0).

(4.12) Definicién. Sea C' un (n, k)-cédigo lineal con matriz de control H. Si w =
1

T2
T1T9...T, €s una palabra, se llama sindrome de w a la palabra H | . que (por

Tn
comodidad) denotaremos con Hw. Si se transmite ¢ y se recibe w, se tiene w = c+ ey

Hw = Hc+ He = He, es decir el sindrome de la palabra recibida coincide con el sindrome
del error cometido en la transmisién. Es sencillo probar que los sindromes caracterizan a
las coclases del cédigo:

(4.13) Lema. Dos vectores u,v estan en la misma coclase de un cédigo C' si y solo si
tienen el mismo sindrome.

Dem. u+C=v+C<«<=u—-ve(C<+= H(u—v)=(0) <= Hu= Hv.

A veces se escribe s(u) = Hu. Utilizando los sindromes, se tendria el siguiente algo-
ritmo de descodificacién:

1. Si se recibe el vector w, se calcula su sindrome Hw = z.

2. Se localiza dicho sindrome en la columna de sindromes. Corresponderd a una
coclase de C' cuyo lider se denota por f(z).

3. Se descodifica w como w — f(z).

Por todo lo anterior, es claro que sélo necesitaremos dos columnas: la de los sindromes
y la de los lideres.

(4.14) Proposicién. Si H es una matriz de control de un cédigo lineal t-corrector y
wy,wo son palabras tales que Hwy; = Hwe, y tienen peso menor ¢ igual que ¢, entonces

w1 = wa.
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Dem. Si Hwy = Huws, entonces wy — wy € C, pero w(w; — wy) = d(wy,we) < 2t ,
luego necesariamente debe ser w; = ws.

Como consecuencia de lo anterior, si C' es un cédigo lineal t-corrector, se envia ¢ y se
recibe w, w = ¢ + e, donde e es la palabra error, siendo w(e) < ¢. Se calcula el sindrome:
Hw = He = z. En la coclase w+ C = e+ C se ha elegido un lider f(z), que es una palabra
de dicha coclase de peso minimo. Por lo tanto w(f(z)) < w(e) < t y por el resultado
anterior es f(z) = e y la descodificacién w — f(z) nos lleva efectivamente a la palabra

enviada.

Pasamos a continuacién a obtener una cota inferior para el tamano maximo de un
cédigo lineal con longitud y distancia minima dadas. Es la cota de Gilbert-Varshamov,
descubierta independientemente por Gilbert (1952) y Varshamov (1957).

(4.15) Teorema. Sea g una potencia de un primo. Entonces existe un (n, k)-cédigo

lineal g-ario con distancia minima al menos d, supuesto que se cumpla:

§<n21>(q—1)i<q”’“

i=0

Dem. Suponer q,n,k,d satisfaciendo la desigualdad anterior. Construiremos una
matriz H, (n — k) x n sobre un cuerpo F con |F| = ¢, con la propiedad de que no existen
d — 1 columnas linealmente dependientes. Asi, si dicha matriz se considera matriz de
control de un cédigo lineal C, sabemos que d(C) > d.

Sea r = n — k. Para las r primeras columnas de H podemos elegir la base canénica de
F", asi dicha matriz tendrd rango maximo. La columna siguiente se elegird de forma que
no sea combinacién lineal de d — 2 (6 menos) columnas anteriores. El nimero de r-tuplas

no permitidas sera:

N(T)_1+<:>(q—1)+(g)(q—l)z—i—...—i—<(di2))(q_1)d—2

que es el nimero de combinaciones lineales de d — 2 6 menos columnas. No todas estas
combinaciones lineales son vectores distintos, pero ain en el caso peor, en que si que lo

fueran, como el sumatorio no alcanza, por la hipdtesis, el namero total de r-tuplas, que es
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q", podemos encontrar la columna buscada. Se repite este proceso hasta obtener la matriz

H .

Finalizaremos esta leccion con la cota de Plotkin.

(4.16) Teorema. Si C es un (n, k)-cédigo lineal g-ario de distancia minima d, se tiene:
d<ng"'(¢-1)/q" -1

Dem. Sea i, 1 < i < n, tal que C contiene al menos una palabra con i-ésima co-
ordenada no cero. Sea D el subespacio de C de todas las palabras cédigo con i-ésima
coordenada cero. Si proyectamos p; : C' — F , p;(z1...x,,) = x; , se tiene que p; es una
aplicacién lineal suprayectiva y como Kerp; = D, es |D| = ¢*~! y el nlimero de palabras
cédigo con i-ésima coordenada no cero es ¢ — ¢*~!. Sea L = {(i,c)|c € C, teniendo
i-ésima coordenada no cero, 1 < i < n }. Analicemos el cardinal de L desde dos puntos
de vista. Cada palabra cédigo ¢ serd segundo miembro de w(c) pares ordenados de L, asi

L| = w(e). Por otra parte, dado ’i, 1 < i < n, sabemos que si existe una palabra
p ’ = = 14 q p
ceC

cédigo con i-ésima coordenada no cero, hay exactamente ¢* — ¢*~! palabras cédigo con
i-ésima coordenada no cero. Por lo tanto |L| = E w(c) < n(¢® —¢*'). Finalmente,
ceC

como d = d(C) es el peso minimo de las palabras no cero de C, se tiene:

d(g" —1) <> w(e) <ng*(g—1)
ceC
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Ejercicios .

1. Sea C un (2k + 1, k)-cédigo binario lineal tal que C C C*. Razonar que C+ — C
esta formado por todas las palabras que resultan al sumar a las de C la palabra 1 = 111...1.

2. Si C es un cédigo binario lineal, probar que 6 todas las palabras del cédigo tienen
peso par 6 exactamente la mitad son de peso par y la otra mitad son de peso impar.

3. Sea C' el cédigo lineal ternario con matriz generadora :
1 0 1 1
¢= (0 11 2>
listar las palabras de C' y hallar d(C). Deducir que C' es un cédigo perfecto.
4. Razonar que A,(3,2) = ¢*, para cualquier entero ¢ > 2. Si B,(n,d) denota el
mayor valor de M para el que existe un (n, M, d)-cédigo g-ario lineal (¢ potencia de un

primo), razonar que B,(3,2) = ¢* .

5. Sea C' el cédigo lineal binario con matriz generadora :

11100 0 O
1001 1 0O
10 00 0 11
0101010

encontrar una matriz generadora de C' en forma standard.

6. Sea C' el cédigo ternario con matriz generadora:

1 2 2 0 0
G=11 01 11
011 2 1

encontrar un cédigo sistematico equivalente a C' y una matriz generadora de dicho
céddigo.

7. Probar que un cédigo sistemdatico posee una tnica matriz generadora en forma
standard.

8. Comprobar que el cédigo binario C' =< 1100,0011 > es autodual.

9. Sea C' =< 0110, 1201 > un cédigo ternario lineal. Determinar C* y una matriz de

control de C.
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10. Sea C' el cédigo binario con matriz generadora:

SO O =
O O = O
O = OO
_ o O O
—_ == O
_ = O
—_ O =

Hallar una matriz de control de C' y encontrar su la distancia minima del cddigo.
(Confrontar con 5).

11. Suponer que C es un c6digo binario con matriz de control H = (h;;). Sea C el
cédigo extendido a partir de C, anadiendo control de paridad a las palabras de C. Probar

que C tiene matriz de control :

hii ... hin O
hot ... hap O
H=| @ +
Bpr oo hym O
1 ... 1 1

12. Sea C un (n.k)-cédigo binario lineal. Si C' es e-corrector, probar:

ok > 14 (T) +..+ <n>
(&

Deducir que no existe un (17, 10)-c6digo binario lineal que corrija més de un error.

13. Un profesor pretende asignar a cada uno de sus 53 alumnos un niimero de identi-
ficacién en forma de palabra binaria. Se pide:

i) Encontrar la menor dimensién de un cédigo binario lineal, que pueda servir a tal
efecto. (Se supone que no toda palabra del cédigo debe quedar asignada).

ii) Si el codigo ha de ser 1-corrector, encontrar la menor longitud posible de dicho
codigo.

iii) Obtener una matriz de control para un cédigo que satisfaga i) y ii).

14. Sea C' un c6digo binario con matriz de control :

01 10O
H=11 0 0 1 0
1 1 0 01

Construir la tabla standard y descodificar las palabras recibidas: 11101,00110,01101.
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15. Considerar los pardmetros n = 5,k = 3,q = 3,d = 2. verificar la cota de Gilbert-
Varshamov y construir un (5, 3)-cédigo ternario lineal con distancia minima al menos 2.

16. Lo andlogo a 15, para los pardmetros: n =6,k =3,d=3 yparan="7k=3,d =

17. Sea E, el conjunto de todos los elementos de (Z/2Z)" que tienen peso par.
Demostrar que E,, es el cédigo que surge al afiadir a los vectores de (Z/2Z)"~! un control
de paridad. Deducir que E,, es un (n,2" 1, 2)-cédigo lineal. Escribir una matriz generadora
de E,, en forma standard. Comprobar que (E,)" es el cédigo con repeticién de longitud
n.

18. Sea C un (n, k)-cédigo lineal (k > 1). Probar que C' es un MDS-cédigo si y solo
si Ct es un MDS-cédigo.

19. Sea C un (n,k)-cédigo lineal. Probar que C' es un MDS-cédigo si y solo si
cualesquiera k columnas de una matriz generadora de C' son linealmente independientes.

20. Los cédigos lineales cuyos pardmetros (n,k,d) son de la forma: (n,n,1),(n,1,n)
y (n,n —1,2), son ejemplos de MDS-c6digos a los que se les llama MDS-cédigos triviales.
Demostrar que no existen MDS-cddigos binarios lineales con 1 < k < n — 2. Més aun, si
C es un MDS-c6digo binario , debe de ser 6 el espacio total 6 E,, 6 su dual el cédigo con
repeticién.

21. Sea C el cédigo binario lineal con matriz de control:
1 1.0 1 0 1
1 1.0 0 1 0
1 01 1 00

Si se recibe 110110 y se ha cometido un solo error, jcual es la palabra del cédigo
enviada?.

22. Sean G y G2 matrices generadoras de un (ni, k, dy )-cédigo lineal y un (nq, k, do)-
cédigo lineal respectivamente. Demostrar que los cédigos de matrices generadoras :

<%1 (?2> y (G1 Ga), son (n1 + ng, 2k, min(dy,dz)) y (n1 + na, k, d)-cédigos re-
spectivamente, siendo d > dy + ds.

23. Sea F el cuerpo de cuatro elementos . Escribamos F' = {0,1,w,w?}. Las opera-

ciones en F' pueden deducirse de : 1 +1=0y 1+ w = w?. Se pide:
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i) Construir las tablas aditiva y multiplicativa de F. ii) Sea C' el cédigo lineal sobre
1 0 0 1 1 1

F con matriz generadora : [ 0 1 0 1 w w? |. Hallar una matriz de control de C'y
00 1 1 w w

la distancia minima del cédigo.

24. Sea p un ndmero primo con p = 1(4). Justificar la existencia de a € GF(p) tal

que a? = —1 y construir la matriz
10 00 a 0 0O
G- 01 00 0 a 0O
001 000 a O
0001 00 0 a

justificar que dicha matriz es generadora de un (8,4)-cédigo lineal sobre GF'(p), que
es autodual.

25. Sea C un (¢ + 1,2, q)-c6digo lineal sobre GF(q) , probar que todas las palabras
de C distintas de 0 tienen peso gq.

26. Sea C un (n, k,d)-cédigo lineal. Probar que C' es un MDS-cédigo si y solo si C
tiene una palabra de peso minimo en cualesquiera d coordenadas.

27. Sea C un (n,k)-cédigo lineal binario que tiene una matriz generadora que no
contiene columnas nulas. Alinear las 2¥ palabras cédigo formando una matriz A, 2% x n.

i) Probar que cada columna de A tiene 2¥~! ceros y 2*~! unos.

ii) Usando i) probar que d(C) < n2k=1/2F — 1.

iii) /Es posible encontrar un (15, 7)-cédigo lineal binario con distancia minima mayor

que 77.
28. Probar que:
01 01 01 01
101 00 1 01
i = 011010 01
01100110

es matriz de control de un cédigo lineal binario de distancia minima 4.
Generalizarlo demostrando que un cédigo lineal binario con matriz de control con
columnas no nulas, distintas entre si y con peso impar, tiene distancia minima mayor o

igual que 4.
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Leccién 5 . Cédigos de Hamming .

Los codigos de Hamming son una importante familia de cédigos lineales 1-correctores.
Comenzaremos por el caso binario que, por su simplicidad, puede facilitar el estudio de
estos cédigos.

(5.1) Definicién. Sea r entero positivo y H una matriz r x (2" — 1), cuyas columnas
son las distintas r-tuplas no cero de GF'(2)". Entonces el cédigo que tiene a H como matriz
de control, se dice c6digo de Hamming binario y se denota Ham(r, 2).

Notas. i) Ham(r, 2) tiene longitud 2" — 1 = n y dimensién n — r.

ii) Dado que las columnas de H se pueden escribir en cualquier orden, el cédigo
Ham(r,2), para un r dado, es cualquiera de los equivalentes.

Ejemplos . i) Si r = 2 entonces una matriz de control de Ham(2,2) es :

101
H‘<011>

ii) Si r = 3, una matriz de control para Ham(3,2) es

000 1 1 11
H=|0 11 0 0 1 1
101 01 01
Si tomamos H en forma standard , es decir:
0111100
101 1010
1101001
entonces una matriz generadora de Ham(3,2) es:
1 0 00 011
= 0100101
001 0110
00 01 111

(5.2) Proposicién El cédigo Ham(r, 2) para r > 2 tiene las siguientes propiedades:
i) Es un (2" —1,2" — 1 — r)-cédigo.

ii) Su distancia minima es 3, asf es un cédigo 1-corrector.
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iii) Es perfecto.

Dem. i) Notar que dim Ham(r,2)* = r, luego la afirmacién es inmediata.

ii) Notar que ninguna de las columnas de H es la nula y dos cualesquiera son lineal-
mente independientes. Ademds es claro que existen al menos tres columnas linealmente
dependientes. Por (4.10) se tiene que d(Ham(r,2)) =3

iii) Sea n = 2" — 1. Entonces |Ham(r,2)| = 2"~" y se tiene:

2mT (1 4 (’f)) =" (1 4n)=2""(1 42" —1) = 2" = |GF(2)"|

luego se alcanza la cota de Hamming y asi Ham(r, 2) es perfecto.

Descodificando con un cédigo de Hamming binario.

Si se transmite ¢ y se recibe w, como w = ¢ + e; para algin 4, al calcular el sindrome
de w tendremos Hw = He; que es la i-ésima columna de H, lo que significard que el error
estd en la i-ésima componente. Asi bastard efectuar w — e;.

Codigos de Hamming qg-arios.

En orden a construir un cédigo lineal con distancia minima 3, debemos de requerir,
en principio, a las columnas de una posible matriz de control H, que dos cualesquiera sean
linealmente independientes.

Consideremos V = GF(q)" y X =V — {0}, as{ |X| = ¢" — 1. Dos elementos de X
se diran equivalentes si uno es multiplo escalar del otro. Cada clase de equivalencia tiene
q — 1 elementos, asi hay n = (¢" — 1)/(¢ — 1) clases de equivalencia.

Sea Y un conjunto de representantes de dichas clases de equivalencia. Y estd formado
tomando un vector no cero de cada subespacio 1-dimensional de V. Sea H la r X n matriz
cuyas columnas son los elementos de Y. Se define el c6digo de Hamming g-ario de
longitud n como el cédigo lineal con matriz de control H. Como sucede en el caso binario
los c6digos de Hamming ¢-arios estan univocamente definidos salvo equivalencia.

(5.3) Proposicién. Los cédigos de Hamming g-arios son cddigos 1-correctores per-
fectos.

Dem. De nuevo por la propia definicién del cédigo, es claro que es un (n, M, 3)-cédigo

conn=(q"—-1)/(¢g—1)y M =¢"". Ademés se tiene:
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""(I+n(g-1)=q¢""(1+q¢" —1)=¢" =[GF(q)"]

luego alcanzan la cota de Hamming.
(5.4) Corolario. Si g es una potencia de un primo y n = (¢" — 1)/(¢ — 1) para algin

r > 2 entonces:

Ay(n,3)=4q"""

Se ha conjeturado que no existen cédigos con los pardmetros ((¢"—1)/(¢—1),¢" ", 3)
cuando ¢ no es potencia de un primo. Solamente se ha resuelto en el caso ¢ = 6,7 = 2. La
posible existencia de un (7, 6°, 3)-c6digo 6-ario fué considerada por Golay (1.958) y resuelta
negativamente por Golomb y Posner (1.964), quienes redujeron el problema al planteado
por Euler sobre los 36 oficiales en 1.782, resuelto negativamente por Tarry en 1.901.

El problema de los 36 oficiales es el siguiente. Se consideran 36 oficiales, uno de cada
uno de 6 rangos y de cada uno de 6 regimientos. ;Pueden colocarse en un cuadrado 6x6
de forma que en cada fila y cada columna de dicho cuadrado haya solo un oficial de cada
rango y de cada regimiento?

Teniendo en cuenta la respuesta negativa a dicha pregunta, probaremos el siguiente
resultado.

(5.5) Teorema. No existe un (7,6°, 3)-cédigo 6-ario.

Dem. Supongamos que existe un (7,6°,3)-cédigo 6-ario C' sobre el alfabeto F' =
{1,2,3,4,5,6}. Considerar las 6° palabras obtenidas borrando las dos tltimas componentes
de cada palabra de C. Dichas palabras deben de ser los 6° elementos de F°, pues si dos de
ellas coincidieran, se tendrian dos palabras de C a distancia menor o igual que 2, lo que
no es posible. Si consideramos las 62 palabras cédigo que comienzan con 111, y borramos
las tres primeras componentes, aparece un (4,62, 3)-cédigo D. Por lo mismo que antes,
si se borran dos componentes de las palabras del cédigo D, las 62 palabras tienen en las
componentes restantes, los 36 elementos de F2. Si cada palabra ijkl de D se identifica con
un oficial de rango ¢, regimiento j, situado en el lugar (k,!) del cuadrado 6x6, tendriamos

una solucién al problema de Euler, lo que no es posible.
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Descodificando con un cédigo de Hamming qg-ario.
Si se recibe la palabra w, w = ¢+0...000...0 donde b aparece en la i-ésima componente
y ¢ pertenece al cédigo. Entonces:
Hw = H"

es decir es la i-ésima columna de H multiplicada por b. Si dicho sindrome no es cero, hay
error. La palabra enviada se obtiene restando b a la i-ésima componente de w.

Ejemplo. Suponer ¢ =3, r = 2, luego n = (¢" — 1)/(¢ — 1) = 4. Considerar:

101 2
H‘<0111>

Si se recibe 1212, entonces:

1 01 2
01 1 1

v asi la palabra enviada es 1012.

N =N

El cédigo dual de un cédigo de Hamming

El cédigo Ham(r, q)* (simplex-code) tiene a H como matriz generadora, donde las
columnas de H son los elementos de Y, sistema completo de representantes de los sube-
spacios 1-dimensionales de GF(q)". Asf si ¢ € Ham(r, )+, ¢ # 0, se tiene que

c=ai(hi1, b2, ... han) +..4ar(hpi, hya, o Byn) = (@1ha1 +aghor +..4-ar by, arhyo +
ashas + ... + aphyg, ...a1hiyn + ashop + ... + arhen) = (€1, 02, ..., Cn)

Si S ={(by,....by)|arbs + ... + a,b, = 0}, S es un subespacio de GF(q)" de dimensién
r—1y|S|=¢ ! Notar que ¢; =0« H* € S. Asf c tendrd ¢"~! — 1/q — 1 coordenadas
nulas y por tanto w(c) =n — (¢ ' —1/g—1) = (¢" = 1/¢g—1) - (¢" ' = 1/qg—1) =

r ) son (n,r,q"~'). En particular

(¢"—q""1)/q—1=¢q"'. Asilos pardmetros de Ham(r, g

los de Ham(2, ¢)* son (¢ + 1,2, q).

Si consideramos Ham(2,2)+ = {000, 101,011,110} y conectamos las palabras cédigo,

situadas en los vértices de un cubo, la figura a la que dan lugar es un tetraedro (ver el
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texto de S. Roman pag. 256). De ahi que este tipo de cédigos se conozcan como ”simplex

codes”.

Un cédigo no lineal con los mismos parametros que un cédigo de Hamming

En 1962 Vasil’ev di6 la siguiente construccién:

Sea A : Ham(r,2) — Zy una aplicacién no lineal , de forma que A(0) = 0. Asi existen
¢,d € Ham(r,2) tales que A(c + d) # A(c) + A(d). Para cada x € Z%, sea w(z) = 0 si
w(z) es par y w(x) = 1 si w(x) es impar. Considerar el cédigo: C = {(z,z + ¢, 7(z) +
Ac)) Vo € Zy,c € Ham(r,2)}, donde n = 2" — 1 . Se trata de comprobar que C es
un (271 — 1,227 3)- cédigo binario perfecto no lineal. Es claro que la longitud es
2n+1 = 22" —1)+1 = 271 — 1. En cuanto al nimero de palabras cédigo, serd
on 92" —l=r — 92" —142"—1-r _ 92n="_ Yeamos que d(C) = 3.

Supongamos que existieran dos palabras cédigo : (z,x + ¢, 7(x) + X)) v (y,y +
d,m(y) + A(d)) a distancia 1. Si d(z,y) = 1, suponer que z; # y;, como x + ¢ =y + d se
tendria que ¢; # d; y las demds coordenadas coincidirian. Asi d(c¢,d) = 1, lo que no es
posible pues d(Ham(r,2)) = 3. Sid(x+c,y+d) = 1 entonces x = y, y de nuevo se tendria
se tendria que d(c,d) =1, que no es posible. Notar que si x =y y 4 ¢ = y +d, no puede
suceder que las ultimas coordenadas de las palabras de C' sean distintas.

Supongamos que d((x,x + ¢, 7(z) + X(¢)), (y,y + d,7(y) + A\(d)) = 2. Si d(z,y) =2,
suponer que x; # y;, x; # y;. Como x + ¢ =y + d se tendria que d(c,d) = 2 ,lo que no es
posible. Si d(z+¢,y+d) =2, entonces x = y luego d(c,d) = 2, imposible. Sid(z,y) =1y
d(x+c,y+d) =1, entonces m(z) + A(c) = m(y) + A(d) luego ¢ # d, ya que si ¢ = d entonces
m(xz) = m(y), que no es posible. Suponer que x; # y; y que x; +¢; #y; +d;. Sii=j
d(e,d)=1.Sii#j, xj+c; # y;+d; siendo z; = y;, luego ¢; # d; y como x;+¢; = y;+d;
entonces ¢; # d;. Para k # 1,7 se tiene xy + ¢ = yx + di, luego ¢ = dy.. Asi d(c,d) = 2,
que no es posible. Sid(z,y) =1y 7(z)+ A(c) # 7(y) + A(d) de nuevo al ser x+c=y+d
se tendria d(c,d) = 1, imposible. Sid(z +c,y+d) =1y n(z) + Ac) # 7(y) + A(d) como
x = y serfa d(c,d) = 1, imposible.

Asi d(C) > 3. Ademds existen palabras en C' a distancia 3. En efecto, basta elegir
x,y tales que d(z,y) = 1 entonces: d((z,z + 0,7(x)), (y,y +0,7(y)) = 3.

Como consecuencia del desarrollo anterior se concluye que los pardmetros de C son :
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(271 — 1,227 3), que son los pardmetros de Ham(r + 1,2).

Notar que C no es lineal pues (0, ¢, A(¢)), (0,d, A(d)) € C pero (0,c+d,\(c)+A(d)) & C.

Una aplicacién de los cédigos de Hamming.

En este caso F' = {1, x,2} y la longitud de las palabras es 14. Cuando se realiza una
quiniela multiple y se trata de hacer el menor nimero posible de 14-columnas, de forma
que, en al menos una de ellas, el nimero de errores cometidos sea a lo més e (e < 14), el
problema es :

Encontrar un subconjunto C' de F'4, con el menor cardinal (para economizar), de
forma que dado cualquier elemento de F''* exista al menos un elemento en C cuya distancia
sea a lo més e. Es decir se trata de encontrar C' de forma que F'# aparezca como unién de
esferas de radio e y centro en los elementos de C'. Diremos que un conjunto C' que verifique
las condiciones indicadas es solucién al problema (3,14, ¢e). En general si |F| =g¢q,y e,n
son nimeros naturales, a C' se le dice solucién al problema Q(q,n,e).

El problema que se plantean los quinielistas al intentar asegurar una columna con 13
aciertos es el Q(3,14,1), es decir buscar un subconjunto C' de F** con el menor niimero de
elementos, de manera que se obtenga al menos una quiniela con 13 aciertos. Se desconoce
todavia la solucién y se ignora incluso un tamano aproximado de C.

Si se trata de resolver el problema Q(g,n,1) para algunos valores de ¢ y de n, por
ejemplo en el caso en que ¢ es potencia de primoy n = (¢" —1)/(¢—1), entonces Ham(r, q)
es un codigo perfecto 1-corrector, luego F™ se particiona en esferas de radio 1 y centro
en las diferentes palabras cédigo. Asi, en tal caso, dicho cédigo es solucién al problema
Q(g,n,1). Paran < 14 y g < 3 se obtiene solucién a los problemas : Q(2,3,1), Q(2,7,1),
Q(3,4,1) y Q(3,13,1) de érdenes 2, 24, 32 y 310 respectivamente. Los problemas Q(3,4,1)
y Q(3,13,1) son de aplicacién directa para los quinielistas. El primero da el nimero de
apuestas que deberdn realizarse para conseguir tres aciertos en cuatro partidos y el segundo

para conseguir doce aciertos en trece partidos.
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Ejercicios

1. Escribir una matriz de control para un cédigo de Hamming binario de longitud 15.
Escribir las columnas en orden correspondiente a la representaciéon binaria de los enteros
positivos. ;jCudles de las siguientes palabras son del cédigo?

1)011010110111000 ii)100000000000011 iii)110110110111111

2. Considerando el c6digo Ham(3, 3) descodificar la palabra recibida : 1101112211201.

3. Sea C' un cédigo ternario lineal con matriz generadora G = (1) (1) 1 ? . Se
pide: i) ;Cuantas palabras hay en C?. ii) Obtener una matriz de control de C. iii) Hallar
d(C). iv) ;Pertenece C a alguna familia de c6digos conocida?. v) Descodificar 2212.

4. Si C es un cédigo de Hamming jes C+ también de Hamming?. ;Es O+ perfecto?

5. Demostrar que el inico cédigo de Hamming autodual es Ham(2, 3).

6. Comprobar que los pardmetros del cédigo : (Ham(2,q))* son (¢ + 1,42, q).

7. Demostrar que un cédigo lineal con los mismos pardmetros que un cédigo de
Hamming, es un c6digo de Hamming.

8. Demostrar que un cédigo lineal con los pardametros (¢ + 1,¢2,q) es el dual de un
cbédigo de Hamming.

9. Sea C = Ham(2,3). Si z = z1222374 € GF(3)*, llamaremos & = 1 + o + 3 + 14
y a(z) = 222z, Sea D = {(—x — a(x),z + ¢,z — c)|vr € GF(3)*, ¢ € Ham(2,3)}. Probar

que D es un (12,6, 6)-cédigo lineal autodual. (Confrontar con el cédigo de Golay ternario

g12)-
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Leccién 6. Codigos de Golay .

Se consideran codigos perfectos triviales los cédigos con repeticién binarios con lon-
gitud impar y los del tipo F”, donde F' es un alfabeto con g elementos. En la leccién
anterior hemos comprobado que los cédigos ¢g-arios de Hamming son también ejemplos de
codigos perfectos, con pardametros: ((¢" —1)/(¢ —1),¢""",3). En 1.949 Golay se planted
qué otras ternas de pardmetros (n, M,d) corresponderian a cédigos perfectos. Encontrd
las ternas (23,2'2,7) y (90,278,5) con ¢ = 2 y (11,35,5) si ¢ = 3. En su articulo considerd
cédigos lineales y presenté matrices generadoras de cédigos con pardametros (23,2'2,7) y
(11,3%,5) , probando ademds que no existe un cédigo lineal con parametros (90,278,5) .
En 1973 J.H.van Lint y A. Tietdvéinen probaron el siguiente resultado: Un cédigo g-ario
perfecto no trivial, con ¢ potencia de un primo, debe de tener los mismos parametros que
uno de los codigos de Hamming 6 de Golay. El teorema de van Lint y Tietavainen plantea
el siguiente problema: encontrar todos los cédigos perfectos que tienen pardmetros coin-
cidentes con los de los cédigos de Hamming 6 de Golay. Es sencillo probar que cualquier
c6digo lineal con los pardmetros de un Hamming es un cédigo de Hamming (ver ejercicio
7 de la leccién anterior ), pero permanece sin resolver el problema de encontrar los cédigos
no-lineales con dichos pardametros. En la leccién anterior hemos expuesto el c6digo no lineal
de Vasil’ev que tiene los mismos parametros que un Hamming. Sin embargo los cédigos de
Golay perfectos son unicos. Este hecho fué probado por V. Pless en 1968 restringiéndose
a cbdigos lineales y por Delsarte y Goethals para cédigos sin restriccién. En esta leccion

describiremos de forma elemental los dos cédigos de Golay perfectos.

El cédigo de Golay binario go4.

El cédigo de Golay ga4 es un cédigo lineal binario con matriz generadora G = [I12 A]

donde
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011111111111
111011100010
110111000101
101110001011
111100010110
A:111000101101
110001011011
100010110111
1001 01 1011T1PO0
101011011100
110110111000
101 101110001

notar que a partir de la tercera fila, se obtiene dicha matriz desplazando la fila anterior
una posicién a la izquierda . Calculemos la distancia minima de este cddigo.

(6.1) Proposicién. gs4 es un cédigo autodual.

Dem. Es facil ver que las filas de G' son ortogonales entre si. La primera fila tiene
peso 12 y las demds peso 8. Como cada fila tiene peso par, es ortogonal a si misma. Asi
gos C g53. Ademds dimgoy = 12 y dimgy; = 24 — 12 = 12, luego gos = g55.

Notar que A = A’, asi [A I[13] es matriz de control de go4, y por lo anterior serd
también generadora de go4.

(6.2) Proposicién. El peso de cada palabra de g4 es divisible por 4.

Dem. Basta demostrar que la suma de dos palabras de g24 de peso divisible por 4
tiene peso divisible por 4. Sabemos que: w(z + y) = w(z) + w(y) — 2w(x(\y). Recordar
que w(z(\y) es el nimero de posiciones en las que ambas palabras tienen un 1. Como
x.y = 0 se sigue que w(z()y) es par y por tanto la tesis.

Como consecuencia del resultado anterior se obtiene que el peso minimo de go4 €s un
miltiplo de 4 y como G tiene filas de peso 8, puede ser 4 o bien 8.

(6.3) Proposicién. go4 no tiene palabras de peso 4.

Dem. Suponer que existe u € go4 de peso 4. Consideremos u como yuxtaposicion de
sus mitades izquierda y derecha, ambas de longitud 12: u = (i|d) . Sean Gy = [[124] y
Go = [A I5], ambas generadoras de go4. La palabra i es combinacién lineal de las filas de
T2 y como u # 0, es w(i) > 1. De igual forma usando Gs y d se llega a w(d) > 1.

Si w(i) = 1, entonces u es una fila de Gy, pero ninguna de ellas tiene peso 4, luego

w(i) > 2. De igual forma w(d) > 2. Necesariamente se tiene: w(i) = w(d) = 2. Al ser
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w(i) = 2, u debe ser suma de dos filas de G, pero ninguna de estas sumas puede tener

peso 4. Por lo tanto no pueden existir en go4 palabras de peso 4.
(6.4) Corolario. ga4 es un (24,12,8)-c6digo lineal binario.
El cédigo de Golay binario go3

Se obtiene a partir de go4 eliminando (pinchando) una componente de cada palabra
cédigo. La distancia minima es o la misma o disminuye una unidad. Si se elimina la
dltima columna de la matriz generadora, la ultima fila tiene peso 7, asi d = 7 y go3 es un

(23,12,7)-cédigo perfecto ya que :

212(1 + 23 + (223> n (233)):223

Los cédigos de Golay ternarios.

El cédigo de Golay ternario g2 tiene una matriz generadora G = [Is B] donde

01 1 111
1 01 2 21
11 01 2 2
B_121012
1 2 2 1 01
112 2 10

A partir de la tercera fila, una fila se obtiene de la anterior desplazandola una posicién

hacia la derecha.

(6.5) Proposicién.

i) g12 es autodual.

ii) B es simétrica.

iii)g12 es un (12,6,6)-codigo.

iv) g11, obtenido pinchando gj2, es un (11,6,5)-cédigo perfecto.

Dem. Notar que todas las filas de G tienen peso 6 y son ortogonales a si mismas y
dos a dos. Asf g2 C g75 y como tienen la misma dimensién, coinciden.

De igual forma que en el parrafo anterior, se tiene que [—B’ Is] es también matriz

generadora de g12, donde
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0 2 2 2 2 2

20 21 1 2
;12202 11
_B_212021
211 2 0 2

2 2 11 20

Suponer que una palabra cédigo = = (i|d) tiene peso menor o igual que 5, entonces o

w(i) <20 w(d) <2. Siw(i) <2 se tendria:
Tr = /\1(1000006111)12...1)16) + )\2(010000()21()22...()26) + ...+ )\6(000001b61b62'--b66)

, es decir z seria combinacion lineal de a lo mas dos filas de B. Como el peso de las filas de
B es 6, no puede ser proporcional a una de ellas, asi que 6 es la suma de dos de ellas 6 es la
suma de una mas 2 por la otra 6 2 por una mas 2 por la otra. Se observa que cualquiera de
dichos casos no es posible. Lo andlogo si w(d) < 2 ,considerando como matriz generadora

del c6digo a [—B’ Ig]. Finalmente gq1 es perfecto ya que:

36(<101> + (111>2+ (121>4):36.35:311

Finalizamos esta leccién demostrando que no existen (90,278, 5)-c6digos binarios.

(6.6) Definicién. Si z e y son n-tuplas binarias diremos que x cubre a y si y solo
sizxNy =y. Notar que x Ny = y si y solo si, supuesto que z = x1...x, € Y = Y1...Yn ,
y; = 1 = x; = 1 cualquiera que sea 1 <1 < n.

(6.7) Teorema. No existe un (90,278, 5)-cédigo binario.

Dem. Supongamos que existe un (90, 2%, 5)-cédigo binario C. Podemos suponer que
la palabra 00...0 € C. Entonces cada palabra no cero de C tiene peso > 5. Sea Y el
conjunto de las 90-tuplas binarias que tienen peso 3 y comienzan con 11. Es claro que
|Y| = 88. Como C es perfecto, para cada y € Y existe una unica palabra cédigo = que
dista a lo mas 2 de y. Esta palabra cédigo debe tener peso 5 y debe de cubrir a y. Sea X
el conjunto de las palabras cédigo de peso 5 y que comienzan con 11. Calcularemos de dos
formas distintas el nimero de elementos de D = {(z,y)|r € X,y € Y,z cubrea y}. Por lo

anterior cada y € Y es cubierto por una unica palabra de X. Asi |D| = 88. Por otra parte,
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cada palabra de X cubre exactamente a tres y € Y (por ejemplo: si z = 111110...0 = cubre
a 1110...0,1101...0,11001...0). Asi |D| = 3|X|, de donde se seguiria que |X| = 88/3 lo que

no es posible.
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Leccién 7. Cédigos de Reed-Muller.

(7.1) Definicién. Una funcién de Boole de m variables es una aplicacién f : Zy"™ —
Zs.

Es sencillo probar que existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de las
funciones de Boole de m variables y el de las palabras binarias de longitud 2™. Si denotamos
por B,, el conjunto de todas las funciones de Boole de m variables, se tiene que |B,,| = 22"

En B,, se define una suma:

dadas f,g € B,

(f+9) (@1, @m) = f(@1, ey Tm) + (21, oy T

con la que pasa a ser un grupo abeliano.
Se define también una multiplicacién escalar :

dadost € Zo y f € B,

) (@1, ey Tm) = tf(z1, oy )

v B,, pasa a ser un Zs-espacio vectorial.
(7.2) Definicién. Un monomio de Boole en las variables x1, ..., z,, es una expresion
de la forma:
P =X Tiy... T,

(se incluye 1 = 2929....29 ).

La forma reducida de p es obtenida aplicando las reglas:

.%'il'j = .%'jl'i, :L‘2

i — Li

hasta que los factores son distintos. El grado de un monomio de Boole es el grado de
su forma reducida , que es el nimero de variables que contiene.

Un polinomio de Boole es una combinacién lineal de monomios de Boole con coefi-
cientes en Zs . Un polinomio de Boole estéd en forma reducida si cada monomio suyo esta
en forma reducida. El grado de un polinomio de Boole es el grado de su forma reducida

y este es el mayor grado de los monomios que la forman . Usualmente los polinomios de
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Boole estaran en forma reducida. Denotaremos con P, al conjunto de todos los polinomios
de Boole en m variables.
Es claro que el nimero de monomios de Boole en m variables de grado k es (7}?)

Asfi el cardinal del conjunto de todos los monomios en m variables es:

m m m m m
(0)+ () + (5 ) e () =2
Por lo tanto | P,,| = 22"

(7.3) Teorema. La aplicacién de P, en B,, que asocia a un polinomio de Boole F’

la funcién de Boole f dada por:

flug,ugy ey tty) = F(ug, g,y .oy Upy,)

es un isomorfismo de Zs-espacios vectoriales.

Dem. Es sencillo probar que dicha aplicacién es lineal. Por otra parte ambos espacios
vectoriales tienen igual orden, asi es suficiente probar que cada funcién de Boole viene
inducida por un polinomio de Boole. Lo haremos por induccién sobre m.

Si m = 1, las funciones de Boole en 1 variable vienen dadas por las palabras binarias
de longitud 2 : 00,11,01,10 las cuales son inducidas por los polinomios de Boole: 0,1,21 y
1 4+ x1 respectivamente.

Supongamos que las funciones de Boole en m — 1 variables vienen inducidas por

polinomios de Boole. sea f € B,,. Entonces:

f(xl, ...,.%’m) = f(O,IL‘Q, ,:L‘m) + 7T1($1, ...,xm)(f(l,xg, ,fL’m) — f(o,l‘g, ,:cm))

con 1 (L1, e, Tpy) = T1.

Definamos las siguientes funciones de Boole en m — 1 variables:
folxa, ..oy xm) = f(0, 29, ..., Tm)

fi(za, .oy zm) = f(Lzo, oy x)

Por hipétesis de induccién, existen polinomios de Boole en m — 1 variables F,,, F; tales que

fo(ugy ooy tm) = Fo(ug, ..., )
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Ji(uz, ooy ) = Fi(ug, ..., um)

cualesquiera que sean u; € Zig
La funcién de Boole 71 esté inducida por el polinomio de Boole 1. Asi el polinomio

de Boole :

F(xy,.,xm) = Fo(xa, ey @) + 21(F1 (22, ooy ) — Fo(xa, .oy 2m))

induce la funciéon de Boole f.

Ejercicio. Sea f la funciéon de Boole dada por 01100011. Hallar el polinomio de
Boole F' que la induce.

Consideremos el siguiente diagrama en el que disponemos las posibles 3-tuplas en
columnas, ordenadas segin la descomposicién binaria de los nimeros 0,1,2..,7. Debajo de

cada 3-tupla figura la valoracién que f toma en dicha 3-tupla

zz 00 0 0 1 1 1 1
z2 0 01 1 0 0 1 1
zz 01 0 1 0 1 0 1
f 01 1 000 11

El diagrama andlogo para f, dada por: f,(z2,23) = f(0,z2,x3) es:

x, 0 0 1 1
zz3 0 1 0 1
f0 1 10
y para f1 dada por fi(x9,x3) = f(1,22.73) es
xIo 0O 0 1 1
I3 0O 1 0 1
00 1 1
Sabemos que : F(x1,2,23) = Fy(22, r3) + 21 (F1 (72, 23) — Fp(22,23))

y las afirmaciones sucesivas.

Cometiendo abuso de lenguaje escribiremos:

01100011 = 0110 + 21(0011 — 0110) = 0110 + 210101 = 01 4 z2(10 — 01) + 21 (01 +
22(01 —01)) = 01 + 2211 + 2101 = 23 + x2 + 123, que es el polinomio de Boole buscado.

(7.4) Definicién. Sea m un entero positivo y 0 < r < m. Se define el cédigo de
Reed-Muller R(r,m) de longitud 2™ y orden r, como el conjunto de las palabras binarias

de longitud 2™ asociadas a polinomios de Boole de grado menor o igual que r.
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Notar que R(r,m) es un cédigo lineal.

Ejemplos.

R(0,m) = {0...0,1...1}

R(m,m) = Z3*"

R(1,3) = {00000000,00001111,00110011,01010101,

00111100,01011010,01100110, 01101001,

11111111, 11110000,11001100,10101010,

11000011,10100101,10011001,10010110}

dado que los polinomios de Boole en 3 variables de grado menor o igual que 1 son:

0,21,x2, 23,21 + T2,T1 + 23,T2 + 23,21 + T2 + 23,1, 1 + 21,1 + 22,1 + 23,1 + 21 +
ro, 1+ 2y + 23,1 +22+ 23,1 +21 + 22+ 23

(7.5) Proposicién. Sea F(z1,...,Tm) = m + G(21, ..., Tm—1), donde G(z1, ..., Tpm—1)
es un polinomio de Boole. Entonces la funcién de Boole inducida por F' toma los valores

0 y 1 el mismo nimero de veces,es decir, 2™~}

veces.
Dem. Todos los elementos de Zo™ se pueden obtener a partir de los de Z,™ ™! |
anadiendo al final un 1 o un 0. Si G(x1,...,2;,—1) = 0, entonces F(zy,...,Tm_1,0) =
0y F(r1,...;®m-1,1) = 1. Si G(x1,...,xm—1) = 1 entonces F(x1,...,23m-1,0) = 1y
F(xy,...,®m—1,1) =14+ 1=0. Asi la mitad toma valor 0 y la otra mitad valor 1.
(7.6) Proposicién. Todas las palabras de R(1,m) tienen peso 2"~ ! excepto la 00...0
yla 11...1.

Dem. R(1,m) estd formado por palabras que, a excepcién de 00...0 y 11...1, estdn

inducidas por polinomios de Boole de la forma :
T + p(l’l, ey Lp—15 L1y oeey l’m)

Por el resultado anterior, sabemos que las correspondientes palabras tienen 2! ceros
m—1
y 2 unos.

(7.7) Proposicién. R(r,m) tiene longitud 2™ y dimensién

=t () e (1)
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Dem. Sabemos que dicho cédigo es isomorfo, como espacio vectorial, al formado por
los polinomios de Boole de grado menor o igual que r, que tiene como base la formada por
los monomios de grado menor o igual que 7.

Notar que la tasa de informacion de dicho cédigo es:
R = (logy 2%)/n = k/2™

Construccion de Plotkin.
(7.8) Definicién. Sea Cy un (n,mq,d;)-cédigo lineal y Co un (n, ms, d2)-cédigo lineal

sobre un cuerpo F'. Se define:

01@02 ={u(u+v)u € C1,v € Ca}

donde u(u + v) es la yuxtaposicién de las palabras u y u + v.

Cy P Cs es un codigo lineal, ya que :

w(u+v)+u (W +0") = (u+u)(u+u +v+0") € C1 P Co y t(u(u+v)) = tu(tu+tv) €
C, P Cs.

Como u(u +v) = u(v' +v') <= u=1u"y v="1', se sigue que |C1 P Ca| = mimsa.

(7.9) Proposicion.Cy @ Cs es un (2n, myma, d')-cédigo con d’ = min(2dy, dz).

Dem. Sean z1 = wui(uy + v1),x2 = ug(ug + va) con uj,us € C1 y v1,v2 € Cy. Si

V1 = V9 entonces:
d(z1,22) = w((ug — ug)(uy — u2)) = 2w(ug — uz) = 2d(u1, uz) > 2dy

Si v1 # vg entonces:

d(z1,72) = w(ug —ug) +w((u; —ug) + (v1 —v2)) = d(us —usg,0) +d(u; —ug,ve —v1) >
d(vg —v1,0) = w(ve —v1) = d(ve,v1) > da

Asi d(x1,x2) > min (2d;,d2). Veamos ahora que dicho minimo se alcanza.

Si min(2dy,ds) = 2dy tomar uj,us € Cy con d(uy,us) = dy y considerar: z; =

u1(uy +0), 22 = us(uz + 0) con v € Cy. Entonces:

d(.’L’l,.’L‘Q) = w((u1 — ’LLQ)(Ul — UQ)) = 2d1

56



Si min(2dy, ds) = dy tomar v1,vy € Co con d(vi,vs) = dy y considerar z; = 0(0 +

v1), 22 = 0(0 + v3) , entonces:

d($1,$2) = d(’l)l,vg) = d2

Notas.
1. dim( C; € C2) = dimC; + dimCs.
En efecto, si |F| = q , dimC; = k1,dimCy = ko, como |C; @ Cs| = mimsy = ¢*1¢*2 =
g1 12 se sigue la afirmacion.
2. Considerar el polinomio de Boole en tres variables
F(z1,x2,23) = 2122 + 2123 + Taw3 = x1(x2 + x3) + xox3 = 21G (22, x3) + H (22, 23)
Si se piensa en x + x3 como polinomio de Boole en dos variables, le corresponde la
palabra binaria 0110, que llamaremos x¢, supuesto que llamemos x a la que corresponde
a F. A z1G(x2,x3) le corresponde 00000110 es decir Ozg. Si se piensa en zox3, como
polinomio en dos variables le corresponde 0001, que seria denotada por xgy. Como poli-

nomio en tres variables le corresponderia 00010001, que seria zgxy. Asi la palabra que

corresponderia a F' seria:

r=xzp =0x¢+zgry =xy(ry +xg)

(7.10) Teorema. Sea 0 < r < m, entonces:

R(r,m) = R(r,m — 1)@}2(7" —1,m—1)
Dem. Veamos que R(r,m) C R(r,m — 1)@ R(r — 1,m — 1). Sea z € R(r,m), dada
por el polinomio de Boole F' de grado menor o igual que r. Escribamos:

F(zy,...,xm) = 21G (22, ..., Tm) + H(2, ..., Ty

donde G(zo, ..., z,,) tiene grado menor o igual que r — 1 y H(za, ..., z,,) tiene grado

menor o igual que r.
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Si z¢ es la palabra binaria correspondiente a G se tiene que zg € R(r — 1,m — 1).
Sea xpy la palabra binaria correspondiente a H, entonces zy € R(r,m — 1) . Asi a

x1G(x2, ..., Ty ) le corresponde la palabra 0zg y a H la palabra zgxy. Por tanto:
x=xp =02x¢+2xyry =zp(xy +xg) € R(r,m — 1)@}2(?"— 1,m—1)

Para probar la igualdad, veamos que ambos subespacios tienen la misma dimensién. En

dimR(r,m) = 1+ (7‘) +ot <T>

Sabemos que : T =(" 1 + -1 ), por lo tanto:

1
et (7 ) (P () ().
1+<m1_1>+...+< . 1>+1+(m >+<r_1)—d1mR(rm—1)+d1mR(

1,m—1) =dim(R(r,m —1)@P R(r —1,m —1)).
(7.11) Corolario. El cédigo de Reed-Muller R(m — 1,m) esta formado por todas

efecto:

las palabras binarias de longitud 2™ y peso par. Por tanto si r < m, R(r,m) sélo tiene
palabras de peso par.
Dem. R(0,1) = {00, 11}, sélo tiene palabras de peso par (y las tiene a todas). Suponer
que R(m —2,m — 1) sélo tiene palabras de peso par. Entonces:
Rim—1,m)=R(m—-1m—-1)PR(m—-2,m—1)= Z,>" P R(m—2,m—1).
Siz € R(m—1,m) entonces x = y(y+2z) = yy+0z con yy € 7,2z € R(m—2,m—1).

Por hipétesis de induccién, w(0z) es par y :
w(z) = w(yy) + w(0z) — 2w(yy[ )02)

que es par.
Sea ahora Faom el conjunto de todas las palabras binarias de longitud 2™ y peso par.
Dicho conjunto es un subespacio de 722" con dimFoym = 2™ — 1 (ver ejercicio 17 de la

Leccién 4). Como por lo anterior tenemos que:

R(m —1,m) C Eom

58



dimfm — 1m) =1+ (7 ) et (" ) o

deben coincidir. Si r < m entonces R(r,m) C R(m m) y la afirmacién final se
sigue inmediatamente.
Ejemplo. R(2,3) esta formado por todas las palabras de longitud 8 y peso par. Una

matriz generadora es :

10000001
01000001
00100001
G = | 00010001
00001001
00000101
00000011

que es matriz generadora del ASCII con control de paridad.

(7.12) Teorema. R(r,m) tiene distancia minima 2™~", luego sus pardmetros son:

(2™, 1+ (T) ot (T) ,2mT)

Dem. Si m = 1 tenemos R(0,1) = {00,11}, d(R(0,1)) =2 =29y R(1,1) = Z3* =
{00,11,01,10} y d(R(1,1)) = 1 = 211

Suponer cierta la afirmacién para m — 1. Notar que si 7 = 0 entonces R(0,m) =
{0..0,1...1}, asf d(R(0,m) = 2™ = 2™ 0 y si v = m R(m,m) = Z32 y 1 =d(Z*") =
2m=m_ Asi puede suponerse que 0 < r < m. En tal caso, sabemos que R(r,m) =
R(rrm—1)@ R(r—1,m—1) yasi:

d(R(r,m)) = min{2d(R(r,m—1)),d(R(r—1,m—1))} = min{22m =1 2m=r} = gm~-r,

Los cédigos de Reed-Muller desde un punto de vista geométrico.

Recordemos que si S es un subespacio de (Z/2Z)™ con dimension igual a k, S es un
T1

codigo lineal y si H es una matriz de control de S, z1xs...x,, € SsiysolosiH | : | = (0).

L,
H es una matriz (m — k) x m y el cédigo S estd formado por las soluciones de un

sistema homogéneo de m — k ecuaciones y m incégnitas con rango m — k. Las coclases de
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S son de la forma b+ .S con b€ (Z/2Z)" y x € b+ S siysolosiz—be S siy solo si
T by
H| : |=H
T, by,

es decir los elementos de b+ S son precisamente las soluciones de un sistema de m — k
ecuaciones en m incégnitas con rango m — k.

En términos geométricos nos referiremos a (Z/2Z)™ como EG(m,2). Si dimS =k ,
la coclase b+ S se dird k-plano. Los 0-planos son de la forma : b+ {0} = {b} y se dicen
puntos de EG(m,2). Los 1-planos son de la forma b+ {\c} y se dicen rectas. Asi las rectas
tienen exactamente dos puntos. Los m — 1-planos se dicen hiperplanos. Concretamente,
un subconjunto de EG(m,2) es un k-plano si y solo si es el conjunto de soluciones de un
sistema de m — k ecuaciones lineales en m incégnitas de rango m — k.

2
2-planos son de la forma: b+ {Ajc1 + Aaca} = {b,b+ ¢1,b+ co,b+ ¢1 + ¢}, con (c1,¢2)

Ejemplo. Consideremos EG(3,2). Existen 22 = 8 puntos y (8> = 28 rectas. Los

libre. Notar que los tres primeros vectores son arbitrarios pero el cuarto es la suma de los

tres. Cada tres puntos distintos determinan un plano, que a su vez viene determinado por
. . , 4
cualesquiera 3 de los 4 puntos que tiene. Asi hay (g) / (3

ejemplo {000,001,010,111} no es un plano.

) = 14 planos. Notar que por

Consideremos el diagrama de una funcién de Boole en tres variables:

1 00 001 1 1 1
22 00 1 1 0 0 1 1
z5 01 01 0 1 0 1
f 01100011

La palabra 01100011 se puede considerar como la funcién caracteristica (o vector
caracteristico) asociada a {001,010,110,111} M4s generalmente, podemos asociar a cada
palabra binaria de longitud 2™, no solo un polinomio de Boole en m variables, sino un
subconjunto de EG(m,2). Ademds dado p(z1,...z,,) polinomio de Boole, se le asocia el

subconjunto de EG(m,2) :

F ={z1..xnlp(x1, ... xm) =1}

que es el mismo que el asociado a la palabra binaria de longitud 2" correspondiente.
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Establezcamos la notacién siguiente:

1) Dada la palabra binaria a = a;...a,, (n = 2™) denotaremos con p, al polinomio
de Boole correspondiente y con F, al subconjunto de EG(m,2) para el que a es vector
caracteristico.

2) Dado un polinomio de Boole p(x1, ..., Z, ), denotaremos con a,, a la palabra asociada
y con I}, al subconjunto asociado (F}, = Fy ).

3) Dado F' C EG(m,2), (que normalmente va a ser un plano), denotaremos con ap
al vector caracteristico de F' y con pp al polinomio de Boole asociado. Observar que
w(ar) = |F| y que a, = af, ( es decir toda palabra binaria a de longitud 2™ es vector
caracteristico del conjunto de m-tuplas en que el polinomio de Boole asociado a dicha
palabra se valora 1.)

Vamos a tratar de describir los cédigos de Reed-Muller en términos de subconjuntos
de EG(m,2).

Un hiperplano de EG(m,2) es el conjunto de soluciones de una tnica ecuacién lineal
en las variables x1, ..., Tp,:

a1xr1 + ... +anr, =€

a1+ ...+amr, —e+1=1
donde e = 0, 1.Asi los hiperplanos estan asociados a polinomios lineales no constantes
p(T1, .y Tm) = @121 + oo + Ty, — e+ 1

(7.13) Teorema. Si F es un (m—k)-plano en EG(m, 2), el correspondiente polinomio
de Boole pr tiene grado k.
Dem.Sabemos que z...x,, € F siy solo si ...z, satisface un sistema de k ecuaciones

lineales en m variables con rango k, lo que puede ser escrito en la forma:

ll(l'l, ,.I‘m) =1



Luego x1...x,, es solucién de este sistema si y solo si lo es de :
I’lli(ml, ...,Im) =1

Notar que el polinomio de la izquierda tiene grado k.

Nota El reciproco del resultado anterior no es cierto. Existen polinomios de Boole
cuyos correspondientes subconjuntos no son planos (de cualquier dimension).

Sin embargo el subconjunto F), asociado a p = z;,...z;, de grado s , es un (m—s)-plano,
pues es la interseccién de los hiperplanos : z;, =1, ..., z;, = 1.

Recordar que si p, g son polinomios de Boole,se tiene: apiq = ap + a4. Asisi f es un
polinomio de Boole de grado s y f = ) p;, entonces ay = a,,. Por lo anterior a,, es
el vector caracteristico de un plano de dimensiéon m — §(p;) > m — s. De ahi que ay es la
suma de vectores caracteristicos de planos de dimensién al menos m — §(f). Asi:

(7.14) Teorema. El cédigo de Reed-Muller R(r,m) estd generado por los vectores
caracteristicos de todos los planos de dimensién al menos m — r.

Descodificando los cédigos de Reed-Muller

Una de las propiedades de los codigos de Reed-Muller es la facilidad con que pueden
descodificarse. Sabemos que una palabra de R(r,m) procede de un polinomio de Boole:
p(E1, oy Tm) = ZZ:OZil,...,isail---iswh"‘xis

de grado a lo més r. Asf se tiene:

ap = ZZ:OZil,...,isailn-isazil---131‘5

Estamos interesados en encontrar la manera de calcular los coeficientes del tipo ag, .. k., -
Previamente hacemos las siguientes observaciones:

i) Si F'y G son subconjuntos de EG(m,2), entonces:

ap.ag =0 <= |F NG| es par.

Es claro que ap.ag = 0 <= w(ar Nag) es par. Ahora bien, como ar Nag = apng,
se tiene que w(ar Nag) = wlapng) = |[FNG|.

ii) Sean F = b+ Sy G = c+ T, planos de EG(m,2). Entonces 6 FNG =06
FNG=x+SNT conzxe FNG.

Si FNG no esvacio, seax € FNG. Asib+S=ax+Syc+T=x2+T;siye FNG
y=zx+s=xz+tconse StecT yasiyex+ SNT. El otro contenido es claro.

62



iii) Todos los planos de EG(m,2), excepto los puntos, tienen un nimero par de ele-
mentos.

Si F=b+Sydim S = k entonces |F| = |S| = 2*.

Volvemos a la obtencién de ay, .. k..

Sea {j1, ., jm—r} = {k1, ..., ky } el complementario relativo a {1,...,m}.

Consideremos Up-Qg;, .z; - Podemos considerar el producto con cada término de
a, separadamente. Sabemos que :

Uy oy Oy, oy = 0= [Foy oy N Foy ay | = |Fuy 2w .z, | € par.
Pero por un comentario anterior, el ultimo cardinal es par salvo que el plano sea un punto

, lo que sucede si y solo si {i1, ..., %5, J1, s jm—r} = {1,...,m}, es decir si y solo si s =71y

{i1yeesir} = {41, 0y Jn—r}¢ = {k1, ..., kr}. De ahi que al realizar el producto se obtenga:

Ap- Qg ..x; = Qky.. ky

Esto es solamente un calculo de dicho coeficiente. Podemos generalizar el proceso
tomando ap.ap4 Fa;, ..z, donde b+Fuaj ..x;, . esun trasladado del plano Fzj, ...xj,, .
En este caso tenemos:

Aui, oas, Ot Py, oy = 0 > |Fy; ooz, N (b+ Fajy..wj, )| es par. Si denotamos
con N = Fy, o, 0 (b+ Frj..xj, ), N se reduce a un punto si y solo si s = ry
{iv, oyir} = {J1s oo Jm—r }< = {k1, .o, ki )

Puesto que existen 2™~ " trasladados distintos del r-plano F'z;, ...z;, ., el conjunto de
las m-tuplas binarias aparece particionado en 2”7~ subconjuntos (disjuntos dos a dos) cada
uno de ellos de cardinal |S|. Los vectores caracteristicos asociados a tales subconjuntos
tienen tantos unos como |S|. Al hacer el producto interno de dichos vectores con a,,
sabemos que el resultado es ag,. k.. Habrd 2™~ expresiones para dicho coeficiente y
cada una de ellas contiene diferentes coordenadas de a,. Como la distancia minima de
R(r,m) es 2™~" si a lo mds se han producido (1/2)(2™~" — 1) errores ,a lo sumo habrd
(1/2)(2™~" — 1) expresiones incorrectas , luego podremos determinar el valor correcto de

dicho coeficiente por légica mayoritaria.

Ejemplo. Consideremos el cédigo de Reed-Muller R(2,4). Dispongamos , como es
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que F),

habitual, las 4-tuplas binarias en la formas:

zz 0 0 0 0 0O 0 0 0 1 1
z2 00 001 1 1 1 00
rz3 0 01 1. 00 1 1 0 O
gy 01 01 01 01 01

O = O =

= O =

OO ==

—_ O =

O =

—_ = = =

Sea p = ag + a1x1 + a2x2 + a3T3 + A4T4 + A12X1T2 + A13T1X3 + A14T1T4 + A23T2T3 +

{0101,0111,1101,1111}

{0000, 0010, 1000, 1010}
{0100,0110, 1100, 1110}

{0001, 0011, 1001, 1011}

v los vectores caracteristicos correspondientes:

0000010100000101
1010000010100000
0000101000001010

0101000001010000

Haciendo los productos de cada uno de ellos con la palabra recibida cico

obtiene:

a13 = Cg + g+ C14 + C16
a3 =c¢1 +c3+cg+ci1
CL13:C5+C7+613+615

a13 = Co + C4 + C19 + C12
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a24%974 + azax3ry. Queremos determinar el coeficiente a3. Notar que {1,3}¢ = {2,4} y

,z, = 10101,0111,1101,1111}. Los 2*~2 = 4 trasladados de dicho plano son :

....C16, S€



Asi, si no ha ocurrido mas de un error en los ¢; (recordar que la distancia minima
de R(2,4) es 4) podemos recobrar el valor de a;3 tomando el valor més repetido en los
lados derechos de estas expresiones. De igual forma se van obteniendo los otros coeficientes
a;;j. Después, podemos restar al polinomio p el polinomio ai27172 + a137173 + a142174 +
Q23%2T3 + A34%3T4 para obtener ¢ = ag + a1x1 + a2z + azxrs + a4x4, que es el polinomio

asociado a una palabra de R(1,4). Se repite el proceso para determinar los coeficientes a;.
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Ejercicios

1. Hallar los polinomios de Boole que inducen las funciones de Boole siguientes:
i) 00101001

i1)0111001000001110

2. Hallar los polinomios de Boole que inducen las funciones de Boole siguientes:
i) 11011001 ii)00001111 iii) 101001114v)1101111000011001.

3. Sea C} un (n, k1, d;)-cédigo lineal y Cy un (n, ks, dz)-c6digo lineal sobre un mismo

cuerpo F. Considerar el codigo Cy & Cy de la construccién de Plotkin. Si G es ma-
G Gy

O G2> es matriz

triz generadora de C7 y G matriz generadora de Cy, razonar que (

generadora de Cy @ Cs.

4. Describir los cédigos de Reed-Muller R(r,m) para m = 1,r =0y param = 2,17 =
0,1. Comprobar que R(0,1) es autodual y que R(0,2) y R(1,2) son duales uno del otro.

5. Demostrar que los cédigos de Reed-Muller R(m —r — 1,m) y R(r,m) son duales

uno del otro.

6. Hallar el coeficiente ag4 del polinomio de Boole que va asociado a una palabra de

longitud 16 de R(2,4), que se recibe como : 0101000110000001.

7. Hallar el coeficiente a3 del polinomio de Boole que va asociado a una palabra de

longitud 16 de R(2,4), que se recibe como 1101111000011001.
8. /Qué codigos de Reed-Muller son autoduales?.

9. Demostrar que existen polinomios de Boole p(z1,...,2,,) de grado m — k cuyos

subconjuntos correspondientes F, de EG(m,2) no son planos.
10. Demostrar que existen 2(2™ — 1) hiperplanos en EG(m,2).

11. Hallar una matriz generadora del cédigo de Reed-Muller R(1,3).

66



Leccién 8. Cédigos ciclicos

Una de las clases més importantes de cédigos lineales es la clase de los codigos ciclicos.
En general estos cédigos son mucho mas ficiles de implementar y tienen una gran impor-
tancia practica. Son también de considerable interés desde el punto de vista algebraico.

(8.1) Definicién. Un cédigo lineal C' es un cédigo ciclico si siempre que

€1Co . ..Ch_1Cy € C se sigue que ¢ 162 ...0p—1 € C.

Es conveniente cambiar la notaciéon y numerar las coordenadas de 0 a n — 1 en lugar
de 1 an.

(8.2) Teorema. Sea n un entero positivo y F' un cuerpo (finito). Se define:
¢ F" — Flz|/(z" — 1)

mediante ¢(apay...an—1) = ao + a1 + ... + ap—12" " + (2™ — 1). Se tiene:

i) ¢ es una aplicacién lineal biyectiva entre ambos F-espacios vectoriales.

ii) ¢(an—1a9...an—2) = P(agay...an—1)(x + (™ — 1))

iii) Si C' es un cddigo lineal, C C F™, C es ciclico si y solo si ¢(C) es un ideal de
R, = Flz]/(z™ —1).

Dem. Claramente es una aplicacién lineal. Si agai...a,_1 es tal que ag + a1z +
wlp_12" "+ (2™ — 1) = (2" — 1), necesariamente ag + a1z + ...a,_12" "1 debe ser el
polinomio nulo, asi ag = a; = ... = a,_1 = 0. Por lo tanto ¢ es inyectiva. Ademas
si g(x) + (z™ — 1) € R,, por el algoritmo de la divisién, existen g(x),r(z) de forma que
g(x) = ("™ —1)g(x) +r(x), con r(xz) = 0 6 grado r(x) < n. Por lo tanto g(x) + (" — 1) =
r(z) + (" — 1) y ¢ es suprayectiva.

ii)p(apai...an—1)(x+ (2" —1)) = (ap + a1+ ... + ap_12" 1+ (2" — 1)) (z + (2" — 1)) =
aor+a122+ ...+ an_22" t+a,_ 12"+ (2" —1). Como a, 12"+ (2" —1) = a,_1+ (2" —1)
se concluye que dicho producto coincide con agx +a122+ ...+ ap_oT™ L +a,_1 + (z"—1) =
d(an—1a9...a4p—2).

iii) Si C es ciclico y agay...an—1 € C, por ii) se tiene que ¢(apay...an—1)(z+ (2" —1)) =
¢(an—1a9...an—2) € ¢(C). Por i) sabemos que ¢(C') es un subespacio de R,,, luegosit € F

y apaq...an—1 € C se tiene que:
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td(apar...an—1) = (t+ (" — 1))(ap + a1 + ... + ap_12" 1 + (2" — 1)) € ¢(C) luego
(f(@)+ (2" = 1)) (a0 + a1z + ... + ap—12" 1 + (2" — 1)) € ¢(C) cualquiera que sea f(x) €
F[z]. Reciprocamente, si ¢(C) es un ideal de R,, y aga;...an—1 € C, por ii) se sigue que
d(an—1a9...an—2) € ¢(C) luego, como ¢ es biyectiva, se tiene que a,_1a9...ap—2 € C'y C
es ciclico.

Atenciéon. Cuando hablemos de polinomios en el cédigo ciclico C' nos estaremos
refiriendo a las coclases de dichos polinomios médulo el ideal (z™ — 1).

El problema es ahora describir los ideales en el anillo R,, . Primero observemos que
todos son principales.

(8.3) Proposicién. Sea R un anillo conmutativo y con unidad en el que cada ideal
es principal. Entonces cualquier anillo cociente de R tiene las mismas propiedades.

Dem. Basta tener en cuenta que los ideales de un cociente R/I son de la forma J/I,
con J ideal de R conteniendo a I.

Ejemplos.

1. ¢ ={000,101,011,110} es ciclico.

2. C = {0000,1001,0110,1111} no es ciclico, pero es equivalente a un ciclico, inter-
cambiando las terceras coordenadas con las cuartas.

3. Sea Rz = Za[z]/ (23 — 1). Considerar el cédigo C' = (1 + 22) en R3. Multiplicando
1+ 22 por representantes de los 8 elementos de R3 y reduciendo médulo (22 — 1), se tiene:
l+2?)r=z+1
(1+2?)2?=2+2
1+2*)(1+z)=142*+z+2° =2 +2?
1+22)1+2)=1+22+22+2*=1+2
A+22)(z+a?)=z+a’+23+at=z+2°+1+2=1+2>
Q+2)Q4+z+2?) =1+ +z+2>+ 2 +at =+t =2+2=0
asf aparecen 0,1 + z,1 4+ 22,2 + 22 y C = {000,110, 101, 011}, citado en 1.

(8.4) Teorema. Sea C un cddigo ciclico no cero en R,,. Entonces:
i) Existe un tnico polinomio ménico ¢g(z) del menor grado posible, perteneciendo a C

(la coclase de dicho polinomio).
ii) €= (g(x))

68



iii) g(x) divide a 2™ — 1.

Dem. i) Sean g(z) y h(x) ménicos, g(x) # h(x), pertenecientes a C, del menor grado
posible. Entonces g(x) — h(x) pertenece a C y tiene grado més pequeno, lo que no es
posible, ya que se encontraria un polinomio ménico en C' de grado menor que el de g(x).

ii) Sea f(z) € C, por el algoritmo de la divisién, se tiene: f(z) = g(x)q(x) + r(x),
luego r(x) € C'y debe de ser r(z) = 0 pues en otro caso grad r(z) <grad g(x) y se llegaria
a contradiccion.

iii) De nuevo por el algoritmo de la divisién se tiene:
z" —1=g(z)q(x) +r(z)

y médulo (2" — 1) : r(z) = —g(x)q(z) asi r(z) € (g(z)), luego debe ser r(x) =0y g(z)
divide a 2™ — 1.

A dicho polinomio g(z) se le llama polinomio generador del cédigo ciclico.

(8.5) Proposicién. Si g(z) = go + g1z + ... + 2" es el polinomio generador de un
cédigo ciclico C, entonces g, # 0.

Dem. Suponer que g, = 0, entonces:
xnilg(x) = 9133” + 92$n+1 + ...+ {Cn+r71 =0 + gox + ..+ xrfl

que perteneceria a C, lo que no es posible.

(8.6) Teorema. Un polinomio ménico g(x) € F[z] es el polinomio generador de un
cédigo ciclico si y solo si g(z) divide a 2™ — 1.

Dem. En (8.4) hemos probado ya una implicacién. Supongamos ahora que g(z) divide
a x — 1. Considerar el ideal generado por g(z), (por la coclase de g(x)). Si existiera

f(z) € (g9(x)), f(x) monico con gradf(z) <grad g(z), existiria a(x) € F[z] tal que:
f(@) + (2" = 1) = (g9(x) + (2" — D) (a(z) + (z" - 1))

asi f(z) = a(x)g(z)+ (2™ — 1)b(x) para algun b(z) € Flz]. Como g(z) divide a 2™ —1,
se sigue que g(z) divide a f(z), lo que es una contradiccién. Por tanto g(x) es el polinomio

generador del cédigo ciclico (g(x)).
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Asi, para construir codigos ciclicos de longitud n, debemos de obtener primero la
descomposicién de z™ — 1 en factores irreducibles y listar los divisores de =" — 1. A
continuacién para cada divisor formaremos el correspondiente ideal en R,,.

Notar que un cddigo ciclico C' puede tener otros polinomios que lo generen. Asi en el
ejemplo 3, C' esta generado por 1+ z2, pero el polinomio generador de C' es 1 + x.

Ejemplo.

Encontrar todos los cédigos binarios ciclicos de longitud igual a 3.
P —1=(+1)@*+z+1)

donde z + 1y 2% + z + 1 son irreducibles en Zz[z]. Los divisores de 2% — 1 son:
lL,z+ 1,22+ 2+ 1,23 — 1. Los cédigos en R3 correspondientes son : R3,{0,1+x,z+

22, 14+22},{0,1+x+22},{0}. Dichos cédigos tienen sus correspondientes en Zz>, a saber:

Z,>,{000, 110,011,101}, {000, 111}, {000}
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Ejercicios.
1. Comprobar que los codigos lineales siguientes son ciclicos:

i) El (7, 3)-cédigo binario con matriz generadora

G =

OO =
o= O
=
[
— = =
e )
= o o

ii)El (4, 2)-cédigo ternario con matriz generadora:
(102 Y)

2. Un (9, 3)-c6digo binario C' esta constituido por las palabras cocicacscacscgercs con
Cco = €1 = cCy,c3 =4 = 5,5 = ¢y = cg. Razonar que C' es equivalente a un cédigo ciclico
y hallar el polinomio generador de este tltimo.

3. 1) Seaz™ —1 = g(x)h(z) y C un cddigo ciclico de polinomio generador g(x). Probar
que C C C+ si y solo si h(x)|g(x).

ii) Considerar un cédigo binario ciclico de longitud 7 y polinomio generador 1 + 22 +
23+ 2, jes C C CLY.

4. Razonar que el cédigo binario de longitud n formado por todas las palabras de
peso par (E,) es un cédigo ciclico de polinomio generador = + 1. Razonar que un cddigo
binario ciclico C' =< g(x) > contiene solo palabras de peso par si y solo si z + 1 divide a
g(x).

5. Determinar la tabla de lideres y de sindromes para el (3, 1)-c6digo binario generado
por g(z) =1+ x + 22.

6. ;Qué cddigos ciclicos binarios de longitud 7 contienen a la palabra 01001117.

7. Demostrar que si C' es un cédigo ciclico de polinomio generador g(z) y polinomio
de control h(x) (es decir:g(x)h(z) = 2™ — 1) y (p(z), h(z)) = 1, entonces C' = (p(x)g(x)).

8. Razonar que si un cédigo binario ciclico contiene una palabra de peso impar,
entonces contiene a la palabra 1.

9. Sean C; y Cs cédigos ciclicos de longitud n sobre un mismo cuerpo F'y polinomios
generadores respectivos g1 () y g2(x). Probar que C1+C5 es también ciclico con polinomio

generador m.c.d.(g1(x), g2(x)).
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Leccién 9. Matrices generadoras y de control de un cédigo ciclico

(9.1) Teorema: Supongamos que g(x) es el polinomio generador del cédigo ciclico C.
Si g(z) = arz” + ar_12" "1 4+ ... 4+ ag con a, = 1 entonces dim C =n —r y una matriz

generadora G para C esta dada por

g(z) a, a1 a 0 0
zg(zx) 0 a, a1 Gy 0
" g(x) 0 ... 0 a a ... ar

Dem. Las filas de G corresponden a los polinomios g(z),zg(x),...,z" " "tg(z), asi
que todas ellas pertenecen a C' y claramente son linealmente independientes. Veamos que
cualquier palabra de C' es combinacion lineal de dichas filas. Sea ¢ € C correspondiente
a f(z)g(z). Por el algoritmo de la divisién f(z) = h(z)g(x) + r(z) con r(x) = 0 6 grad
r(x) < grad h(x) siendo 2" —1 = g(x)h(x). Entonces f(z)g(z) = (2™ —1)q(z)+r(z)g(z) =
r(z)g(x)(mod(z™ — 1)) y asi f(z)g(x) es combinacién lineal de los polinomios x'g(x). Por

lo tanto G es matriz generadora de C'y dim C' = n — r = n—gradg(z).

Si C es un (n, k)-cédigo ciclico con polinomio generador g(x) y 2" — 1 = g(x)h(x),
h(zx) es un polinomio moénico con grad h(z) = k. A dicho polinomio se le dice polinomio

de control del cédigo C. La razon para este nombre aparece en el siguiente resultado.

(9.2) Teorema. Sea C un cddigo ciclico en R,,, con polinomio generador g(x) y
polinomio de control h(z). Entonces un elemento c¢(z) de R,, es una palabra cédigo si y
solo si ¢(z)h(z) =0 en R,

Dem. En R, g(z)h(z) = x, —1 = 0. Asi, si ¢(z) € C, ¢(x) = a(x)g(x) para algin
a(x), luego c(z)h(x) = a(z)g(x)h(xz) =0 en R,.

Reciprocamente suponer que c¢(z)h(x) = 0 en R,. Por el algoritmo de la divisién se
tiene: c¢(x) = g(z)g(x) + r(z) con r(x) = 0 6 grad r(x) < n — k, entonces r(z)h(z) =0 en
R, y si r(z) # 0 se tendria grad r(z)h(x) < n —k+ k = n, lo que no es posible, asi debe
de ser r(z) =0y ¢(x) € C.

En vista del resultado anterior y del hecho de que dim (h(z)) = n — k = dim C*, se

podria pensar que h(x) genera al cédigo dual de C. En general esto no es asi. El hecho
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de que c¢(z)h(x) = 0 no equivale a afirmar que los correspondientes vectores de F™ sean
ortogonales. Sin embargo la condicién c(z)h(z) = 0 en R,, implica algunas relaciones de
ortogonalidad utiles que conducen a una eleccién natural de una matriz de control.

Ejemplo. Considerar el (7,4)-cédigo binario ciclico C' generado por g(z) = 1+x+23.
Como 2" —1 = (z—1)(1+z +23)(1 + 22 + 23), se tiene que h(z) = (z —1)(1 + 22 +23) =
1+ +a8+o+a’ 42t =1+a+2° 42

Una matriz generadora del cédigo es;

1101 0 0O
G:()110100
0 01 1 010
0001101

Considerar el cédigo ciclico C; = (h(x)) de dimensién 3. Una matriz generadora de

Cq es:

Gy =

S O
O = =
— =
_ = O
= o =
o= o
—_ o o

Observar que la primera fila de G no es ortogonal con la tercera de G;. Asi C1 no es

C+. Sin embargo escribamos las columnas de G desde la tltima a la primera:
0010111
H=10 1 01 1 10
101 11 0 0

Observar que GH' = (0) y asf H es generadora de C*

, que es ciclico de polinomio
generador h(z) =1+ 22 + 2% + 2*.

(9.3) Teorema. Sea C un (n,k)-cédigo ciclico con polinomio de control h(z) = b, +
biz + ... + byz®. Entonces :

i) Una matriz de control de C' es:

by br—1 ... b o ... 0

0 b b, b 0
H—

0 0 b b, , bo
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ii) C* es un cédigo ciclico generado por el polinomio h(z) = by + bp_12 + ... + box*,
al que llamaremos polinomio reciproco de h(z) (si estamos en el caso no binario habréa
que hacerlo ménico).

Dem. i) Sabemos que si ¢(x) = co+c1z+...+¢,_12" 1 es de C, entonces c(z)h(x) =0
en R,, es decir existe f(x) € F[z] tal que c(x)h(z) = f(z)(z™ — 1). Por lo tanto grad
(c(x)h(x)) = ntgrad f(z) < n— 1+ k luego gradf(z) < k — 1 y los coeficientes de

k k+1

b gkt pnTt

en el producto c¢(x)h(x) son ceros. Asi:

cobr +c1bp_1 + ... +cb, =0

c1by + cobr—1 + ... + cpy1bo =0

Cr—k—1bp + Cn—kbk—1+--- + ¢p—1b, =0

Por lo tanto cualquier palabra del cédigo es ortogonal al vector: bgpbg_1...0,00...0 y
sus permutaciones circulares. Asi las filas de H pertenecen a C+. Como b, = 1 es claro
que dichas filas son linealmente independientes y hay n — k filas, que es la dimensién de
C*. Concluimos que H es generadora de C+.

ii) Si probamos que h(z) divide a 2™ — 1, se seguird que el cédigo ciclico (h(x)) tiene
matriz generadora H y debe coincidir con C*+. Observar que : x*(b, + by(1/x) + ... +
bre(1/2F) = box® + byab~1 4 ... 4 by = h(z)

Como h(1/z)g(1/z) = (1/z)" — 1, tenemos: x*h(1/z)z" *g(1/x) = 2" (1/z)" — 2™,
asi h(x) divide a 2™ — 1.

Interpretacion polinémica de los sindromes.

Sea C un (n, k)-cédigo ciclico. Obtendremos a continuacién una matriz generadora de
dicho cédigo, de la forma: [A I;] . Sea g(z) el polinomio generador de C. Dividir 2"+
por g(z) para 0 < i < k — 1. Asf 2" % = g(x)q;(z) + 7;(z) con r;(z) = 0 o el grado

n=kti _p(2) = g(x)qi(x) que

de r;(z) es estrictamente menor que n — k, de ahi que z
pertenece a C' y se obtiene un conjunto de k palabras cédigo linealmente independientes.
Asi la matriz cuyas filas son estos elementos es generadora de C' en la forma deseada y

H =[I,,_xR’'] es matriz de control para C. El interés de haber elegido dicha matriz como
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generadora de C, estd en que permite obtener una interpretaciéon polinémica muy util del
sindrome de un vector.

(9.4) Teorema. Sean u(x) y s(x) las representaciones polindmicas de un vector u y
su sindrome s. Entonces s(z) es el polinomio resto cuando u(x) se divide por g(x).

Dem. Sea u(z) = ag + a1z... + ap_12" 'y H = [I,,_; R']. Notar que las n — k
primeras columnas de H corresponden a los polinomios 1, z, .., 2" ~*~1 y las restantes, que
son las filas de R, a los polinomios r,(x), 1 (x), .., 7k—1(x), ast:

s(r)=ao+ar1x...+an k12" F Vb an kro(@) + oo Fan 11 (T) = ap F a1z ..+
n—k-12" "7 + a4k (2" = qo(@)g(2)) + o+ an-1 (@ = g1 (2)g(2) = u(z) -
(an—kGo(2)g(x) + ... + an-1qk-19(2)) = u(x) — g(x)q(x) ast u(z) = g(z)q(z) + s(x). Como
el grado de r;(x) es menor ¢ igual que n — k — 1 para todo ¢, lo mismo se sigue para s(x), y
por la unicidad del algoritmo de la divisién, se concluye que s(z) es el resto de la divisién
de u(z) por g(x). Por tanto el sindrome de un vector puede ser obtenido por divisién
polinémica.

Ejemplo. Considerar el (7,4)-cédigo binario ciclico generado por g(z) = 1+ x + 23.
Entonces:
4+r+1)+(1+x)

= (2°
=@ +z+ 1z + (x4 2?)
=@ +r+D@*+1)+ (1 +x+2?)
= (2°

)
D +
)
)

B t+r+ 1) (@ +z+1)+ (1+2?)

asi
1 1. 01 0 00
01 1 01 00
G=11 110010 =R L]
1 01 0 0 0 1
Una matriz de control es :
1 0 01 0 1 1
H=(0 1 0 1 1 1 0
0 01 0111

Considerar u(z) = 1+ 2% + 2% + 2° + 25, su sindrome es :
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Si dividimos u(x) por g(z) tenemos:

u(x):(1+$+x3)(1+x+x2+x3)+x2

con resto 22, como era de esperar. (Observando la matriz de control obtenida sabemos
que el cédigo dado es un Ham(3,2)).

Notar ademads que el sindrome de una palabra y el de sus permutaciones circulares,
estan relacionados. En efecto, si s(z) es el sindrome de u(z) y zs(z) tiene grado menor

o igual que n — k — 1, entonces el sindrome de zu(z) es xs(z). En otro caso, si s(z) =
n—k—1

n—k
Z 52t = 5 (2) + sp_p_12" F Ly g(z) = Zaixi = ¢'(z) + 2"F, se tiene que zs(z) =
237 (x) + suior (9(@) — (@) = Sp_irg(z) T (25(2) — 016/ (@) con grad (as'(z) -
Sn—k—19'(x)) menor o igual que n — k — 1. Asi el sindrome de zu(x)( que coincide con el
de zs(x)) es en este caso : zs'(x) — sp_k—19'(2).

Las observaciones precedentes conducen a un método de descodificacion con cédigos
ciclicos, que se conoce como el método de atrapar el error (error trapping). que a lo mas
se han producido ¢ errores al transmitir una palabra ¢ € C . Si el sindrome de la palabra
recibida tiene peso menor o igual que ¢, entonces e(z) = s(z), donde u(z) = ¢(x) + e(x),
c(x) € C'y s(x) es el sindrome de u(x).

Dem. Notar que w(s(z)) es menor o igual que ¢t y lo mismo sucede con e(z). Ademas:
u(x) = e(z) + e(x) = g(x)q(x) + s(x) luego e(x) — s(z) € C'y por (4.14) Proposicién, se
tiene e(z) = s(x).

Denotaremos por s;(x) = s(z'u(x) Si w(s;(z)) es menor 6 igual que t, por el Lema
anterior obtendremos que el error de z'u(z), que coincide con x'e(x), es igual a s;(x). Asi
e(r) = 2" 's;(x). Esto permite definir la estrategia de descodificacién, conocida como
método de atrapar el error. Se tratard de dar condiciones que permitan asegurar que el
sindrome de una permutacion ciclica de la palabra recibida, tiene el peso acotado por t.

Si C es un (n, k)-cédigo ciclico t-corrector, e la palabra error producida al transmitir

la palabra cédigo ¢, con w(e) menor 6 igual que ¢, de forma que existe i, 0 < i <n — 1 tal
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que x"e(m) tiene todas sus componentes no ceros entre las n — k primeras componentes,
entonces el grado de z'e(x) es menor 6 igual que n — k — 1, luego por la unicidad del
algoritmo de la divisién se tiene s(z'u(z))) = x'e(x), y la descodificacién es inmediata.

Ejemplos

1. Sea g(z) = 1+ 22 + 22 el polinomio generador de un (7,4)-cédigo binario ciclico
con distancia minima 3 ( 1-corrector).

Considerar la palabra cédigo 1+ z + 2% = (1 + 2 + 2?)g(x). Si en la transmisién se
recibe u(x) = 1 + x + 2% + 2% se deberfa descodificar como sigue:

i) Dividir u(x) por g(x). Ast:

u(z) = (1+ 2 +2°)(1 + 2°) + 2 + 22

por tanto s(z) = x + 2%. Como w(s(z)) =2 > 1, considerar xu(z).
ii)Como grad (zs(x)) > n —k — 1 = 2, sabemos que el sindrome s(zu(x) = zx — (1 +

6 como era de

2?) =1 de peso 1. Asi 1 = s(zu(z)) = e(zu(x) = zre(z), de donde: e(z) =z
esperar.

2. Sea g(z) = 1+ 2%+ 2% +27 4+ 28 | polinomio generador de un (15,7)-cédigo binario
ciclico C con d(C') = 5 es decir C' es 2-corrector. Cualquier error de peso menor o igual que
2, contiene las componentes no ceros , después de una cierta permutacién circular, entre
las 8 primeras componentes y por tanto se va a poder realizar la descodificaciéon. Suponer

que se recibe v = 110011101100010. Entonces:
i) Dividimos u(z) por g(x):

w(@) = g(@)(x + 2% + ' +2°) + 1+ 2% +2° + 27

ii) Computamos los sindromes s;(z) de x'u(x) hasta que obtengamos uno de peso

menor o igual que 2. Esto sucede para i = 7. Asi el error es:
e = 2®(100001000000000) = 000000001000010

y la palabra enviada es 110011100100000.
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Ejercicios.

1. Considerar la descomposicién 27 —1 = (z —1)(z3 + 22 +1)(2® + 2 + 1) en Z/2Z[z].
Sea g(x) = x3 + x + 1, hallar una matriz generadora y otra de control del cédigo ciclico
C = (g(x)). (Es C de algun tipo ya conocido?.

2. Encontrar todos los codigos ternarios ciclicos de longitud 4 y dar una matriz
generadora para cada uno de ellos. Concluir que Ham(2, 3) no es equivalente a un cédigo
ciclico.

3. Sig(x) =1+ 2%+ 25+ 27 + 2% es el polinomio generador de un (15, 7)-c6digo
binario ciclico C' con d(C') = 5, hallar por el método de atrapar el error, la palabra enviada
si se ha recibido 100100010111100.

4. Sea C un (g + 1,2, q)-cédigo sobre GF(q), ¢ impar. Deducir que C no puede ser

ciclico. Concluir que Ham(2, ¢) no es equivalente a un cédigo ciclico, cuando ¢ es impar.
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Leccién 10. BCH-co6digos

Hemos estudiado cédigos en los que la longitud y la dimensién son faciles de deter-
minar. Sin embargo encontrar la distancia minima es més dificil. Examinaremos ahora
una construcciéon que permite encontrar un cédigo de longitud dada y distancia minima
mayor o igual que un valor prefijado. Més aun, podremos dar una cota inferior para la
dimensién de dicho codigo. Esta construccién fué dada independientemente por Bose, Ray-
Chaudhuri y Hocquenghem, asi se deberian llamar BRH- cédigos, pero se conocen como
BCH- cédigos . Los BCH-cédigos que pasamos a describir se conocen como BCH-cédigos
en sentido estricto (narrow sense).

(10.1) Definicién. Sea (m.n) = 1. Sabemos que m + nZ es una unidad en el anillo
Z/nZ, es decir m +nZ € U, grupo multiplicativo de las unidades de Z/nZ. Llamaremos
orden de m (mod n) al orden de m +nZ en dicho grupo, es decir, el menor entero positivo
e tal que m® = 1(n).

(10.2) Definicién. Una raiz n-ésima primitiva de la unidad en un cuerpo F' es un
elemento de orden n en el grupo multiplicativo F*.

(10.3) Proposicién. Sea ¢ una potencia de un primo y sea e = o(¢)(modn) con
(g,m) = 1. Entonces el menor cuerpo finito que contiene a GF'(g) como subcuerpo y a una
n-ésima rafz primitiva de la unidad es GF(q).

Dem. Considerar GF'(¢°) , contiene a GF(q) como subcuerpo y como n|(¢¢ — 1) ,
contiene una n-ésima raiz primitiva de la unidad, ya que GF(¢°)* es ciclico. Si GF(q¢™)
tiene una n-ésima raiz primitiva de la unidad , se sigue que n|(¢"™ — 1) luego e|m y por el
ejercicio 1 de la Leccién 3 se tiene que GF(¢¢) C GF(q™).

Necesitaremos una propiedad bésica de los determinantes de Vandermonde. Sean

ai, ..., an elementos, distintos entre si, de un cuerpo F', entonces:
1 aq (a1)2 . (al)“’l
2 n—1
det 1 ag ((12) e (ag) ?é 0
1 an (an)? ... (ap)" !

Los c6digos que vamos a contruir son cédigos ciclicos de longitud n sobre GF(q) con

(n.q) = 1. Se supone fijado un entero positivo J. Se definird el BCH-cédigo de longitud n
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y distancia minima mayor o igual que 9.
Sea e = o(q)(modn) y a una raiz n-ésima primitiva de la unidad en GF(¢¢). Sea
b € GF(q°) raiz de f(z) € GF(q)[z], ménico irreducible de grado e, sabemos que existe

un homomorfismo de anilllos:
¢: GF(q)[z] — GF(q)[b]

dado por ¢(g(x)) = g(b) cuyo nucleo es (f(z)) luego : GF(q)[z]/(f(z)) = GF(q)[b]

cuerpo de ¢° elementos. Asi todo elemento del cuerpo de ¢¢ elementos se expresara en la
forma: ¢, + c1b+ ... + cc_16°* con los ¢; € GF(q).
Se define el BCH-cédigo de longitud n y distancia designada d sobre GF(q), como el

c6digo de matriz de control:

1 a a® .. a™ !
7 1 a? a . a?(r=1)
1 g-l g26-n a(éf.li(.nfl)

Cada elemento de dicha matriz pertenece a GF(q°), luego viene representado por una
e-tupla de elementos de GF'(q). Asi dicha matriz puede considerarse como una e(§ —1) xn
matriz sobre GF(q).

(10.4) Teorema. El BCH cddigo de longitud n y distancia designada ¢ sobre GF'(q),
tiene distancia minima mayor o igual que ¢ y dimensién mayor o igual que n —e(§ — 1).

Dem. Para demostrar que la distancia minima de este codigo es mayor o igual que
d, sabemos que basta probar que cualesquiera é — 1 columnas de una matriz de control
son linealmente independientes. Considerar el determinante de la matriz (sobre GF(q))

formada por § — 1 columnas:

mi mes—1

a a

det : :
aml(é—l) . am(;,l(&—l)

La i-ésima columna tiene un factor comtin a™¢ # 0. Llevando fuera estos factores
obtenemos un determinante de Vandermonde V' (a™,...,a™5-1) que no es cero.

Asi las columnas elegidas son linealmente independientes sobre GF(q¢) y sobre el

subcuerpo GF(q).
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La dimensién del cédigo es n menos el rango de dicha matriz . Este rango es menor
o igual que e(d — 1) que es el nimero de filas .
(10.5) Teorema. Los BCH cddigos son ciclicos.

Dem. Sabemos que una palabra c,c;...c,,—1 se corresponde con f(z) =c,+c1z+ ...+
cn—12" 1. La condicién de que la palabra pertenezca al BCH cédigo puede ser expresada
mediante:

fla) =co+cra'+ ...+ cp1a’™ V=0 ,i=1,..,6 -1

Sea g(x) el minimo comin multiplo de los polinomios ménicos irreducibles sobre GF'(q)

2

de los elementos: a,a?,..,a®~!. Entonces la palabra correspondiente a f (z) estd en el BCH

cédigo si y solo si g(x)|f(z). Més atin, los elementos a, a?,...a’ "', son raices n-ésimas de
la unidad, asf si fi(z) es el polinomio ménico irreducible de a* sobre GF(q) ,i =1,....,6 —1
se tiene que f;(z)|z"™ — 1 Vi luego g(x)|z™ — 1. Se concluye por tanto que el BCH cédigo
es el c6digo ciclico con polinomio generador g(z).

Se puede usar la siguiente observacién para mejorar la cota inferior de la dimensién

de un BCH cédigo.

(10.6) Proposicién. Si f(z) € GF(q)[x] y a es raiz de f(z) en un cuerpo que contiene
a GF(q) como subcuerpo, entonces a? es también raiz de f(x).

Recordemos que una palabra c,c;...c,,—1 sobre GF(q) pertenecia al cdigo si y solo
si f(a') =0,i=1,...,6 — 1 Asf si existen i y j tales que j = ig™(n) para algin m , las
condiciones i-ésima y j-ésima son equivalentes, se puede por tanto suprimir la j-ésima y
obtener una mayor cota inferior para la dimensién del cédigo.

Ejemplo. Considerar el BCH cédigo binario C' de longitud 15 y distancia designada 5.
e =0(2) (mod 15) = 4. Asi si a es una 15-ésima rafz primitiva de la unidad (a € GF(2%))),
las palabras cédigo se corresponden con polinomios que tienen raices: a,a?,a?,a* . Ahora
bien si f(a) = 0 como el cuerpo de coeficientes es GF(2), sabemos que serd f(a?) = f(a*) =
0, asf es suficiente suponer que a y a® son rafces. Recordemos el ejemplo ii) de la Leccién
3. Sea zt+x+1 € GF(2)[r] que es irreducible ya que no tiene raices en GF(2) y no puede
expresarse como producto de dos polinomios de grado dos ( 2, 2% + 1,22 + z, 22 + 2 + 1).
Sea a € GF(2%) rafz de #* + 2 + 1 . Sabemos que a'® = 1, ya que GF(2*)* es un grupo

4

multiplicativo de orden 15. Ademés a® # 1 pues si a® = 1 serfa a* = a = a + 1 lo que es
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contradiccién, y a® # 1 ya que si a® = 1 = a? + a , a serfa raiz de 2 + x + 1, que no es
miiltiplo de 2% + x + 1. Asf o(a) = 15 y a es una 15-ésima rafz primitiva de la unidad. Se
sigue que o(a?®) = 5, luego a® es raiz de 2° — 1 = (z —1)(2* + 2® + 22 + £+ 1) y el polinomio
ménico irreducible de a® es 2* + 23 4+ 22 4+ x + 1 asf que el polinomio generador del cédigo
es g(z) =mem.(zt+ o+ Lzt + 23+ 22+ + D) =@+ + D)@t + 23+ 22+ +1) =
P2’ 24+ 1ydimC=15-8="7.

Sabemos que d = d(C) > 5. Veamos que d = 5. Recordar que existe un homomorfismo
de anillos ¢ : GF(2)[x] — GF(2)[a] dado por ¢(g(z) = g(a), cuyo nucleo Ker¢p =
(@* + 24+ 1)y GF2)[x]/(z* + 2 + 1) =2 GF(2)[a] que es GF(2*%). Asi todo elemento de
GF(2%) puede verse en la forma ag + aya + aza® + aza® con los a; € GF(2) , e identificarse
con la correspondiente cuaterna binaria agaiasas. Por todo ello podemos escribir una

matriz de control de C' como:

S]

- < 1 a CL2 (13 (14 a5 a6 a? CL8 CL9 (110 all CL12 CL13 (114 )

1 000100110101 11
01 0011010111100
0 0100110101111 TQO0
106001 00110101111
|1 0001 1000110001
000110O0O0T1T1QO0O0O0T11
00101001O01O0O01Q01
0111101111011 11

ya que:

at=a+1,0°=a’4+a,a° =a*+ad’,d" =a*+adP=at+a+1,a83=a*+a’+a=
a+l1+a’>+a=da’>+1,d°=a*+a,a'’ =a*+a?>=a+1+a%a'l =a®>+a%+a,a'? =
a*+a+a? =a+1+a*+a?a® =a* +a*+a’+a=a+1+a®+a’+a=a>+a?+1,a' =
at+ad+a=a+14+aP+a=a>+1.

Observar que las columnas 42,62,72.82 vy 152 son linealmente dependientes, asi la
distancia minima de este c6digo es 5.

Notar que estos 1iltimos célculos, validos en general para llegar a determinar la distan-

cia minima, podrian omitirse en nuestro caso, observando que la palabra correspondiente
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a la coclase de g(z) tiene peso 5. Ademas es claro que las 16 filas de una matriz de control
inicial sobre GF(g) no son linealmente independientes.

Notas. Un BCH-c6digo con distancia designada § puede coincidir con un BCH-cédigo
con distancia designada §’, 6’ > 4.

i) Si C es un BCH-cédigo binario, podemos suponer que § es impar, § = 2t + 1, ya
que el polinomio irreducible de a?! coincide con el irreducible de af.

ii) Sea C' BCH-c6digo con n = 31,q = 2, § = 8, luego e = 5. Sea a una 31-ésima raiz
primitiva de la unidad en GF(2°). En este caso todos los elementos # 1 de GF(25)* son
primitivos. Notar que:

Irr(a, GF(2)) = (z — a)(z — a®)(z — a*)(z — a®)(z — a'%)

Irr(a®, GF(2)) = (z — a®)(z — a®)(z — a'?)(z — a®*)(z — a'7)

Irr(a®, GF(2)) = (v — a®)(z — a'?) )

Irr(a”,GF(2)) = (z — a")(x — a*?)

20

r—a 18)

( (z—a)(z—a
(z —a®)(z — a®)(z — a')

asi C coincide con el BCH-cédigo con n = 31,¢ =2y § = 11. Por lo tanto la distancia
minima de C' es mayor o igual que 11.

Un caso importante de BCH cédigos es cuando n = ¢ — 1. Son los c6digos de Reed-
Solomon. En este caso el orden de ¢ médulo n es 1. Asi la cota para un cédigo de
distancia designada ¢ y longitud n es dim C >n — 9§ + 1.

Por otra parte, si la verdadera distancia minima es d se tiene d > § y la cota de
Singleton dice que |C] < ¢"~4*1, de ahf que dim C <n —d+ 1y por tanto n —d + 1 <
n—0+1<dmC <n-—d+ 1y laigualdad se cumple. Reunimos estos hechos en el
siguiente resultado:

(10.7) Teorema. Un cédigo de Reed-Solomon con distancia designada ¢ tiene distan-
cia minima ¢ y dimensién n —§ + 1. De ahi que alcanza la cota de Singleton y es por tanto
un MDS-cédigo.

Finalizamos la leccién con una aplicacién a los codigos de Hamming.

(10.8) Proposicién. Ham(r,2) es equivalente a un cédigo ciclico.

Dem. Considerar n = 2" — 1, ((n.2) = 1) entonces o(2)(modn) = r. El BCH cédigo

n—l)

binario de distancia designada § = 2, tiene matriz de control: H = (1a...a siendo a

una raiz n-ésima primitiva de la unidad en GF'(2") y cada una de las entradas de H es
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una 7-tupla de elementos del GF'(2) . Se trata de un cédigo de Hamming.

Este resultado no puede extenderse en general a los cédigos de Hamming g-arios. De
hecho sabemos que Ham(2,3) no es equivalente a un cédigo ciclico (ejercicios 2 y 4 de
la Leccién 9). Sin embargo si se impone la condicién (r,q — 1) = 1, puede probarse que
Ham(r, q) es equivalente a a un cédigo ciclico, resultado que mejora al de la Proposicién

anterior.
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Ejercicios.

1. Obtener el polinomio generador de un BCH-cédigo ternario 1-corrector de longitud

2. ;Cual es la dimensién del BCH-cédigo binario de distancia designada 5 y longitud
317.

3. Describir un (7, 3)-cédigo de Reed-Solomon sobre GF'(8) por su polinomio gener-
ador . ;Cuantos errores corregird?

4. Encontrar el polinomio generador de un cédigo de Reed-Solomon 2-corrector sobre
GF(16). Dar su longitud y su dimension.

5. Se conoce que existe una 7-ésima raiz primitiva de la unidad en GF'(8) que verifica
a® = a + 1. Razonar que el cédigo C' de Reed-Solomon sobre GF(8) generado por :
g(z) = (z — a)(z — a®)(z — a®) tiene los pardmetros: (7,4,4). Comprobar que g(x) =
23 4 a®2? 4 ax + a® y obtener una matriz generadora de C.

6. Sea C' un BCH-cédigo binario de longitud n con (n,2) = 1 y distancia designada
. Suponer que n = rJ. Probar que d(C) = ¢.

7. Se conoce la factorizaciéon en polinomios irreducibles de z'® — 1 en Z/2Z[x]:

P —1=>014+2)Q+z+22)A+z+2HA+ 23 +2HA + 2+ 22 + 23 + 2%)

Encontrar el polinomio generador de un BCH-cédigo binario de longitud 15 con dis-
tancia designada ¢ = 7. Concluir que d(C) = 7.

8. Encontrar el polinomio generador de un BCH-cédigo binario que sea equivalente a
Ham(4, 2).

9. Hallar todos los BCH-c6digos binarios de longitud 15.

10. Encontrar un BCH-cédigo cuyo dual no sea un BCH-cddigo.

11. Obtener algun Ham(3,2) ciclico y algin Ham(3,2) no ciclico
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Apéndice. El teorema de la dualidad de MacWilliams.

FEl teorema de dualidad de MacWilliams permite obtener el polinomio enumerador
de pesos de un cédigo lineal C' a partir del polinomio enumerador de pesos de C+. Este
resultado es de gran utilidad cuando se consideran cdédigos lineales de un considerable
cardinal, tales que sus duales tienen un polinomio enumerador sencillo de obtener. Es el
caso de los cédigos de Hamming.

En el desarrollo de esta leccion seguimos casi textualmente el libro de W. Willems
Codierungs-theorie, citado en la Bibliografia.

Para la demostracion del teorema de dualidad necesitaremos algunos resultados pre-
vios.

Lema. Si g € G es un elemento de orden finito, 7 es un conjunto de niimeros primos
y 7' su complementario, entonces g se expresa de forma tinica como ¢ = ¢xgx' = gn'Gr »
donde g, y g son m-elemento y 7’-elemento respectivamente.

Dem. Se dice que un elemento de orden finito es un m-elemento cuando los divisores
primos del orden de g pertenecen a 7. Suponer que o(g) = nm donde los primos de n son
de 7 y los de m son de 7. sabemos que existen enteros a, b tales que 1 = am+bn. Entonces

am-+bn

g=g = g¥m.g"". Notar que g™ es un m-elemento pues (¢%™)" = 1y ¢g"" es un '~

elemento pues (¢”")™ = 1. Evidentemente ambas potencias de g conmutan. Supongamos
que existen x,y en G tales que ¢ = xy = yx siendo x m-elemento e y 7'-elemento. Si
t = o(y), entonces: g' = z'y’ = z' y como (o(z),t) =1 se tiene: < x >=< ' ><< g >,
luego = conmuta con ¢g*™. Andlogamente y conmuta con ¢**. Como g = g*"g¢"" = zy ,
se tiene que necesariamente £ 71g%" = y(¢*")"' =1 . Asi x = ¢g*™ e y = ¢"". Dada la
unicidad, a dichos elementos se les llama la 7- parte y la 7’-parte de g respectivamente.

Lema. Sea G un grupo finito abeliano y p un primo que divide al orden de G.
Entonces existe un elemento de G que tiene orden p.

Dem. Por induccién sobre el orden de G. Si |G| = p existe a € G tal que G =< a >,
luego o(a) = p. Sea g € G, g # 1. Si o(g) = pm entonces o(g") = p. Suponer que p fo(g).
Como G es abeliano < g > es un subgrupo normal de G y necesariamente p divide al
orden de G/ < g >. Por hipétesis de induccién existird y < g >€ G/ < g > tal que

oy < g>)=p,luego y? < g >=< g >, asi y? €< g > y por tanto y?°9) = 1. Como
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y°l9) £ 1, se sigue que o(y°9)) =p .

El resultado anterior puede extenderse a grupo finitos cualesquiera.

Teorema. (Teorema de Cauchy). Si G es un grupo finito y p es primo dividiendo al
orden de G, existe g € G tal que o(g) = p.

Dem. Comencemos demostrando la ecuacion de las clases. Se define en G la relacion
de equivalencia: si x,y € G diremos que y es conjugado con x en G si existe g € G tal
que y = 29 = g~ 'xg. Se denota por Cl(x) a la clase de equivalencia de = (conocida como
clase de conjugacién de x en G). Se define ¢ : Cl(x) — D por p(z9) = Cg(x)g, donde
D es el conjunto de las clases a derecha de Cg(z). Como, 29" = 292 <—> 299 =g =
9195+ € Ca(x) <= Cg(x)g1 = Ca(x)gs, se sigue que ¢ es una aplicacién biyectiva. Asf
|Cl(x)| = |G : Cg(x)| que divide al orden de G. Notar que hay tantas clases de conjugacion
de cardinal 1 como elementos del centro de G. De todo ello se deduce la ecuacién de las

clases de G:

Gl =12(G)|+_1G : Cal(x)]

donde el sumatorio se realiza sobre representantes de las clases de conjugacién no unitarias.

El teorema lo demostraremos por induccién sobre el orden de G. Si GG es abeliano, el
resultado es cierto por el lema anterior. Sea z € G, x ¢ Z(G) asi Cq(x) < G. Sip||Cq(z)],
por hipétesis de induccién se seguird la tesis. Podemos suponer por tanto que p f|Cq(z)|
para cualquier z ¢ Z(G). Asi p||G : Ce(x)|, para tales elementos y por la ecuacién de las
clases, se seguird que p||Z(G)|. Basta entonces aplicar el lema anterior.

Lema. Si G es un p-grupo abeliano finito G # 1, G es ciclico si y solo si G tiene un
tnico subgrupo de orden p.

Dem. =) es conocido.

<=) Por induccién sobre el orden de G. Sea U el tinico subgrupo de orden p de G.

Establecemos la aplicacion

p:G— G

dada por ¢(x) = 2P. Como G es abeliano, dicha aplicacién es un homomorfismo de grupos.
Sea GP = ¢(G). Por la hipétesis se tiene Kergp = U, asi |GP|p = |G]. Si GP = 1 seria

G = U ciclico. En otro caso, por hipotesis de induccion, GP es ciclico, asi existe h € GP
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tal que GP =< h >. Sea g € G tal que h = g? entonces o(g) = po(h) = p|GP| = |G|y G es
ciclico.

Teorema de estructura de grupos finitos abelianos. Si G es un grupo finito
abeliano, G = G1 x G2 X ... X G,, donde los G; son grupos ciclicos de ordenes p;* siendo
los primos p; no necesariamente distintos.

Dem. Sea p||G|. Llamaremos: U, = {g € G|g es p-elemento} y U, = {g € G|g es
p’-elemento} . Ambos son subgrupos de G. Por el primer Lema tenemos que G = U, X U,.
Asi podemos suponer que G es un p-grupo . Demostraremos por induccién sobre el orden
de G la siguiente afirmacién:

Si g € G tiene el orden mayor posible entre los 6rdenes de los elementos de GG, existe
U <G tal que G=<g> xU.

Una vez probado lo anterior, el resultado se sigue facilmente.

Si G fuera ciclico G =< g > y el resultado seria cierto. Si G no es ciclico, por el
Lema anterior existe A < G tal que |[A| = py AN < g >= 1. Considerar G/A . Es
claro que o(gA)|o(g), pero ademds si o(gA) = r entonces (gA)" = A luego ¢g" € AN <
g>=1asi o(g)|r y o(gA) = o(g) . Por lo tanto gA tiene el orden mayor posible entre los
6rdenes de los elementos de G/A. Por hipétesis de induccién existirda U/A < G/A tal que
G/A =< gA>xUJA. Siz e G,z2A € G/Ay existirdn i , 0 <i <ryueU tales que
1A = (gA)'uA. Asf z €< g > U. Ademids como < g > ANU = A, se sigue que:

<g>NU=<g>N<g>ANnU=<g>nNA=1

Asi G =< g > xU, como querfamos demostrar.

Caracteres de grupos abelianos.

Definiciéon. Sea A un grupo finito abeliano.

a) Un homomorfismo de grupos x de A en el grupo multiplicativo C*, se dice que
es un caracter de A, es decir es una aplicacién x : A — C* tal que x(a; + az) =
x(a1).x(az2) Yayi,as € A.

Escribiremos Ch(A) para indicar el conjunto de dichos caracteres de A.

b) Llamaremos caracter trivial de A y lo denotaremos por x = 14, al caracter dado

por x(a) =1 VYa € A.
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¢) Si x € Ch(A), definimos ¥(a) = x(a) (conjugado de x(a)), Ya € A
Proposicién. Si x € Ch(A), se tiene:

2) x(0) = 1.

b) x(a)l4 =1 Va € A, es decir x(a) es una |A|-ésima raiz de la unidad compleja.
c)x(a) = x(—a) Va € A.

d) Ch(A) es un grupo via: x¢(a) = x(a)¢(a) Va € A, Vx, o € Ch(A).

Dem.a) x(0) = x(0 4 0) = x(0)x(0) lo que implica x(0) = 1.

b) Como |A|a =0 Va € A, se tiene que 1 = x(0) = x(|A|a) = x(a)!l.

c) x(a)x(a) =1 = x(a)x(—a) lo que implica que x(a) = x(—a).

d) Sean x, ¢ € Ch(A), se tiene:

(X9)(a1 + az2) = x(a1 + a2)¢(a1 + az) = x(a1)x(az)p(a1)d(az) =
=x(a1)p(a1)x(az)p(az) = (x¢)(a1)(x¢)(az), asi x¢ € Ch(A). El trivial es el neutro

y X el inverso de x. La asociatividad se sigue de la de . en C*.

Ejemplo. Sea A =< a >= (C, y sea € una n -ésima raiz primitiva de la unidad
compleja. Entonces Ch(A) = {14,X1,..., Xn_1} donde x; estd definido por x;(a) = €.
(Notar que un caracter de un grupo ciclico queda fijado dando la imagen de a). Se tiene
que A =2 Ch(A) asignando a a' el caracter ;.

Proposicion. Si A y B son grupos finitos abelianos se tiene:
Ch(A x B) ={x¢|x € Ch(A),¢p € Ch(B)} = Ch(A) x Ch(B)

Donde x¢(a,b) = x(a)p(b) Ya € A,b e B

Dem. Para a; € A, b; € B se tiene:

x¢((a1,b1) + (az,b2)) = xp(a1 + az,b1 + b2) = x(a1 + az)p(b1 + b2) =

x(a1)x(az)d(b1)p(b2) = xd(ar, b1)xd(az, b)

Sid € Ch(A x B) , d(a,b) = 6(a,0)0(0,b). Como x(a) = §(a,0) y ¢(b) = 6(0,b)
definen sendos caracteres de A y B respectivamente, tenemos que d = x¢ y queda probada
la primera igualdad. Por otra parte si (x,¢) # (x/,¢') entonces x¢ # x'¢'. Asi el
isomorfismo buscado viene dado asignando a (x, ¢) el caracter x¢.

Corolario. Si A es un grupo finito abeliano se tiene A = Ch(A). Por lo tanto

[ Al = [Ch(A)].
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Dem. En el primer parrafo se ha probado que todo grupo finito abeliano es producto
directo de grupos ciclicos. Bastara ahora tener en cuenta el ejemplo y la Proposicién
anteriores.

Definicién. Si G es un grupo finito y C¢ es el espacio vectorial complejo de las

funciones de G en C, se define un producto escalar:

< f.9>=1/IG]Y_ f(z)g(x)

zeG
para f,g € CC.

Teorema (Relaciones de ortogonalidad). Si A es un grupo finito abeliano y x, ¢ €
Ch(A), se tiene:

D<x,p>=1six=0¢

i) < x,¢ >=0si x # ¢.

En particular los caracteres de A forman una base ortonormal del espacio C#, dotado
con el producto escalar <, >.

Dem. Notar que < x,¢ >=< x¢,14 >. Como ¢ es el inverso de ¢ en Ch(A),
es suficiente probar que < x,14 >= 1si x = 14 y que < x,14 >= 0si x # la.
Evidentemente es < x,14 >=1si x = 14. Sea ahora x # 14. Sea b € A tal que x(b) # 1.
Entonces: X(b)Zx(a) = Z x(a+0b) = Zx(a). Asi Zx(a) = 0 luego < x,14 >=0.

acA acA a€A acA
Por lo tanto, los caracteres de A forman un sistema libre de C* y como |Ch(A)| =

|A| =dim C#, son una base ortonormal de C*.
Teorema de dualidad de MacWilliams.
Definicion. Sea C' un codigo de longitud n. Sea A; = [{c|c € C,w(c) = i}|. Se define

el polinomio enumerador de pesos :
n .
We(z) = Z Azt = Zzw(c) € Z[7]
=0 ceC

Teorema de dualidad de MacWilliams. Sea C un (n, k)-cdédigo lineal sobre F' =
GF(q), entonces:

Wee(2) = ¢ "1+ (¢ = 1)2)"We((1 - 2)/1+ (¢ - 1)2)
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Dem. Sea x un caracter no trivial del grupo aditivo de F. Para u € F" definimos:

gu(2) = Z X(u.v)zw(”) € C[z]
vEFN

S 0e(z) = 303 xlew) @ = 37 20 f(w)

ceC ceECveF™ veF™
donde

F) = S x(e)

ceC

La aplicacién que asigna a ¢ el complejo x(c.v) define un caracter x, de C, de forma
que: v € C+ & x, = 1¢. En efecto, si v € C*, x,(c) = x(c.v) = x(0) = 1Vec € C = x,, =
1¢. Reciprocamente si x, = 1¢, debe ser v € C*, ya que en caso contrario, existirfa ¢ € C
tal que c.v = b # 0. Como Y # 1p existe a € F tal que x(a) # 1. Consideremos (b~ ta)c €
C, entonces se tendria x, ((b7ta)c) = x((b~ta)c.w) = x(b~a(c.v)) = x(b~tab) = x(a) # 1,
que seria una contradiccion.

Ahora bien, f(v) = Zx(c.v) = |C| < xv;1lec > que, por lo anterior y las relaciones
ceC
de ortogonalidad, coincide con |C| si v € C*+ 6 0 en otro caso. Se sigue que:

Y gez)= ) 101" = |C|We(2)

ceC heC+

Desarrollaremos la parte izquierda de la igualdad anterior:
Para ¢ = ¢;...c,, € C tenemos:

ge(z) = Z x(ew)z?™ = Z zzw(ai)x(z cia;) =
'x

veEF™ ay...an, €F™ =1

= Z |_|?:1 Zw(ai)X(Ciai) _ [_l?:1 Z Zw(ai

ay...an, €F™ a,€F

Ciai)

Como x # 1g , por las relaciones de ortogonalidad sera:

ZX(Q) =0, luego Z x(a) = —1. Asi, si ¢; = 0:

acF a€eF*
> 2 x(ea) = Y 2@ =14 (g~ 1)z
a; EF a€EF

91



y si¢; # O:
Z 2@y (¢a;) =1+ 2 Z x(a)=1-=%

a; €EF a€F*

Por lo tanto:

ge(z) = (1 = 2)"O(1 4 (¢ — 1)2)" ()

Finalmente :

Wes(2) = (1/IC))Y_ g:(2) = (1/d" )1+ (a = 1)2)" Y (1= 2)/1+ (4= 1)2)""9 =

ceC ceC

(1/d*) (1 +(a = 1)2)"We((1 - 2)/1+ (¢ — 1)2).

Ejemplos.

1) Wham(z2,3)(2) = 1+ 822 ya que Ham(2,3) es autodual, luego toda palabra no cero
tiene peso 327! (recordar los pardmetros del cédigo dual de Ham(r, q)) .

i) Whams,2)(2) = (1/8)(142)"+7(1 —2)*(1+2)3) = (1/8)(27 4+ 720 4+ 2125 + 352" +
362342122+ T2+ 14+7(2" =20 —-3254324 4323 -322 —2+1)) = (1/8)(8+5623+562*+827) =
1+ 723 + 7244 27
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Ayudas para algunos de los problemas

Leccion 1.

1. Si A es la ¢ X n matriz cuyas filas son las palabras cédigo, los ¢ elementos de cada
columna deben ser distintos entre si. Usando permutaciones de simbolos se llegara a que
el codigo con repeticién es equivalente al dado.

2. Aplicar cota de Singleton.

4. No existen palabras cddigo a distancia 1y d(000,101) = 2.

5. Tomar ¢y, ce palabras cédigo con d(cy,c2) = d . Senalar una posicién en la que
ambas palabras difieran y borrar de cada palabra cédigo el correspondiente simbolo. Pasar
a un nuevo codigo anadiendo control de paridad.

7. Aplicar la cota de Hamming.

12. Suponer que existe y probar que contiene tres palabras con los mismos simbolos
en las dos ultimas posiciones. Considerar el cédigo resultante formado por dichas palabras,
cancelando las dos ultimas posiciones y llegar a contradiccién.

Leccion 3 .

1. Si GF(p™) es isomorfo a un subcuerpo de GF'(p"), éste puede considerarse espa-
cio vectorial sobre el primero. Para la otra implicacién puede considerarse f(x) ménico
irreducible de grado m sobre Z/pZ y tomar una raiz a en GF(p™) de f(x).

3. Analizar primero el caso cark = 2. En otro caso observar que si en k existen n
cuadrados, entonces |k| = 2n—1. Si A es el conjunto de los cuadrados y B = {a—b?|b € k},
donde a es un elemento cualquiera de k previamente fijado, entonces A N B # ().

5. |GF(q)*| = ¢— 1 que es divisible por 2, luego en dicho grupo ciclico existe un tnico
elemento de orden 2.

7. Si el grado fuera d con d|n, distinto de n, se llegarfa a que el cuerpo GF(p)|al
tendria p? elementos.

14. Considerar la aplicacion F-lineal de F en si mismo, inducida por multiplicacién
de un generador de E*, siendo E = GF(q") y F = GF(q).

15. Computar (1+a)'? y (1+ a)8.

Leccién 4.

1. Notar que |C| = 2F y |C+| = 2F+1. Ademds 1 € C' y 1+ C es disjunto con C.
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2. Si existe una palabra cédigo ¢ de peso impar y denotamos por P al conjunto de
palabras cédigo de peso par y con I al de las de peso impar, se tiene que c+ P C I y que
c+ICP.

12. Utilizar la cota de Hamming.

18. Como (C+)+ = O, bastara probar una implicacién. Notar que si C' es un MDS-
codigo d = n — k + 1, luego cualesquiera n — k columnas de una matriz de control de C
son linealmente independientes. Asi cualquier submatriz de tamafno (n — k) x (n — k) es
regular. Razonar que d(C+) > k + 1 y utilizar la cota de Singleton .

19. Utilizar 18.

20. Suponer 1 < k < n—2y sea C un (n, k)-cédigo binario que es MDS-cédigo. Tomar
una matriz generadora de C' en forma standard G = (I|A) y deducir que A tiene todas sus
entradas iguales a 1. Obtener una palabra cédigo de peso 2 y llegar a contradiccion.

25. Comprobar que C' es un MDS-cédigo y recordar la demostracién de la cota de
Plotkin.

26. Si C es MDS-cédigo, sean i1, .., iq indices de coordenadas y {j1, .., jx—1} el conjunto
complementario. Considerar las columnas ig4, j1, .., jx—1 de una matriz generadora de C'y
aplicar el ejercicio 19. Pasar a otra matriz generadora, con I en el lugar de la submatriz
anterior.

27. Confrontar con la cota de Plotkin.

Leccién 5.

5. Confrontar parametros.

7. Analizar una matriz de control de dicho cédigo.

9. Utilizar el ejercicio 5.

Leccién 7.

5. Se puede suponer 0 < r < m. Utilizar R(r,m) = R(r,m — 1)@ R(r —1,m—1)y
el problema 3. Aplicar induccién sobre m.

8. Analizar previamente los casos r =0y r =m. Si 0 < r < m usar 5.

Leccion 8.

2. C esta formado por las palabras binarias de la forma zzxyyyzzz. realizar la

permutacién de posiciones (2,4)(3,7)(6,8). 4. Recordar el problema 17 de la Leccién 4.
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6. La palabra 0100111 se corresponde con la clase de z + z* + 2° + 25 = x(1 +
22)(1 + 22 + 23) y sabemos que la descomposicién de x7 — 1 en factores irreducibles es
a’ —1=(z—1)(2® +22+1)(2* + 2 +1).

8. Utilizar el problema 4.

9. Pensar que si C7 y Cy son c6digos ciclicos cuyos polinomios generadores respectivos
son g1 y g2, entonces: Cp C Cy siy solo si ga(z)]g1(x).

Leccion 9.

4. Utilizar el ejercicio 25 de la leccién 4. Ademsds, si se fijan dos posiciones cua-
lesquiera, las ¢ 2-tuplas g-arias aparecen en dichas posiciones en las palabras del cédigo,
sin repeticién.

Leccion 10.

1. Tomar § = 3. a serd una 8-ésima rafz primitiva de la unidad en GF(3?) .Se
trata de determinar g(z) = m.c.m.(f1(x), f2(z)) siendo fi(x) el irreducible de a sobre
GF(3) y fa(z) el de a? sobre GF(3). Se sabe que g(z) divide a 2® — 1y que 28 — 1 =
(x — 1) (x+1)(2% +1)(2® — 2 — 1)(2? + x — 1) es la factorizacién en irreducibles.

2. En este caso ¢ = 2, n = 31 = 2° — 1 y a serd una 31-ésima raiz primitiva de la
unidad en GF(2°). Notar que a,a?,a* tienen el mismo irreducible.

3. Recordar que los cédigos de Reed-Solomon son MDS-cédigos.

6. Considerar la factorizacién:

2" —1=2" - 1= (2" —1D)A 42" + 22 + ...+ 20-Dn)
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