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Preambulo

Este libro forma parte de la “tercera edicién” de mis libros de Algebra [Al],
Geometria |G| y Andlisis Matemdtico [An], de los que he separado la Teoria
de grupos en un nuevo volumen [TG|. La diferencia esencial es que he supri-
mido muchos ejemplos y aplicaciones que ahora se encuentran en la serie de
libros “introductorios” Introduccion a la teoria algebraica de nimeros [ITAl], In-
troduccion a la geometria euclidea [IGE], Introduccion a la teoria analitica de
nuimeros [ITAn] e Introduccion al cdlculo diferencial [IC] y los he sustituido por
contenidos nuevos.

Como en la edicion anterior, los contenidos estéan distribuidos entre los cua-
tro libros de modo que pueden leerse simultaneamente siguiendo el orden que
muestra el esquema de la pagina siguiente.

El primer capitulo de [Al] es una introduccion a la teorfa de conjuntos, cuyos
aspectos mas técnicos (los relacionados con el axioma de eleccion y la teoria de
cardinales infinitos) se han relegado a dos apéndices. La teoria descrita es la teo-
ria de Zermelo, que resulta mas que suficiente para formalizar los contenidos de
los cuatro libros. El tinico inconveniente es que “se queda corta” para desarrollar
plenamente la teoria de cardinales infinitos, pero hemos preferido reducirla a lo
imprescindible, aun al precio de no poder enunciar con total precisiéon algunos
resultados sobre rango y dimensién de modulos y espacios vectoriales de dimen-
si6n infinita que, aunque resulta natural presentarlos al tratar estos conceptos,
no son realmente necesarios en ningin momento.

El libro de Algebra consta ahora (tras el capitulo [Al I] de fundamentos)
de un primer bloque de cinco temas con los contenidos basicos del “algebra
abstracta” (incluyendo el algebra lineal) y un segundo bloque de aplicaciones y
resultados mas avanzados.

El libro de Geometria empieza con dos capitulos que exponen la geometria
euclidea a partir de unos axiomas al estilo de Hilbert, seguidos de un segundo
bloque de cuatro capitulos dedicados a la geometria analitica y sus aplicaciones y
un tercer bloque en el que analizamos més a fondo las geometrias afin y euclidea
estudiadas en el bloque precedente e introducimos la geometria proyectiva y las
geometrias no euclideas.

El libro de Analisis consta de un primer bloque con los preliminares topolo-
gicos, un segundo bloque con los hechos basicos del calculo diferencial e integral
y un tercer bloque con temas mas avanzados.

X
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ALGEBRA GEOMETRIA ANALISIS GRUPOS

All
Conjuntos
Al 11 GI
Anillos G. absoluta
Al III G 1II An I TG I
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Al TV G III An II TG II
Médulos G. analitica Topologia | Permutaciones |
AlV G IV An III TG III
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G. Inversiva Gravitacion

G Ap B

Hamming

Finalmente, el libro de Teoria de grupos aparece dividido en el esquema
anterior en un primer bloque con la teoria basica y un segundo bloque con
contenidos méas avanzados.

Salvo los dos apéndices sobre teoria de conjuntos de [Al], los demés apén-
dices contienen aplicaciones que, por motivos diversos, era preferible exponer
unificadamente en lugar de dejarlas dispersas por el texto.

Remitimos a las introducciones de cada uno de los libros para una panoréa-
mica general mas detallada de sus contenidos.



Introducciéon

En [ITA]] hemos visto como algunos problemas que, en principio, s6lo hacen
referencia a los niimeros naturales o, a lo sumo, a los enteros, requieren para ser
resueltos, o pueden resolverse mas facilmente, si usamos “conceptos abstractos”
tales como polinomios, nimeros algebraicos, matrices, determinantes, etc. Sin
embargo, alli presentamos s6lo la teoria més rudimentaria imprescindible para
abordar con tales conceptos los problemas considerados. El propésito de este
libro es presentar la teoria correspondiente en un nivel adecuado de generalidad
y abstracciéon para entender mejor la matematica abstracta subyacente y para
aumentar drasticamente las posibilidades de aplicacién de dicha teoria.

Resolucion de ecuaciones por radicales Por ejemplo, es bien sabido que
una ecuacion de segundo grado

2 +br4+c=0
(con coeficientes complejos, por simplificar) puede resolverse con la féormula
—b+ Vb2 —4c
r=————.
2

En 1535 Gerolamo Cardano publico su libro Ars magna, en el que incluia una
formula (debida en realidad a Tartagila) para resolver cualquier ecuacion de
tercer grado:

3+ ax® +br+c=0.

La férmula es bastante sofisticada. Requiere calcular:

p:3b;(127 q:2a3—92a7b—&-27c7 D:(g)2+(§)37

y entonces las soluciones son

A/ S S )
LRV, A

donde obtenemos tres soluciones considerando las tres raices cubicas del radi-
cando (si cambiamos v D por —v D volvemos a obtener las mismas tres solu-
ciones).

[S]

X1
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Por ejemplo, para resolver la ecuacion 20:

-2+ -2=0, 10}

(la figura muestra la grafica del polinomio) tene-
mos

a=-1, b=1, c=-2

_2 4 _ 8
P=35 4= 757 P T 108
de donde
5 o7 2

Si consideramos la raiz cubica real, obtenemos x = 1.35321... Las otras dos
raices son imaginarias.

La Ars magna contenia también una férmula para resolver ecuaciones de
cuarto grado descubierta por Ludovico Ferrari, un discipulo de Cardano. Dada
una ecuacion

*+ard+ b2’ +exr+d=0,

primero calculamos
8b — 3a? 8¢ — 4ab+ a® 256d — 64ac + 16a2b — 3a*
f— — r =
s 1 8 ’ 256 ’

luego hallamos una raiz de la ecuacién ciibica:

p

dpr — ¢*

0
8 )

P3—gP2—rP+

con ella calculamos

R=+r—P2, @Q=-2L

2R’

y entonces las soluciones de la ecuacién dada son

x_Q:I:\/QQfél(PfR)_g :E_fQj:\/QQfZl(PJrR)_g
- 2 4’ B 2 4’
Por ejemplo, para resolver la ecuaciéon 2,
sttt —1=0, \ 1
calculamos -1.5 \-1.0 -0.5 5 1.0
I TN ¢ >
p=a=y3 = T 956 Lt

lo que nos lleva la cubica:

1
ps_ Bop2, 307, 1735

16 2567 " 1006
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Para resolverla calculamos

5
— ~ 0.349454
48 ’

432

de donde @ =~ —0.271859, R =~ 1.14949, lo que nos da las soluciones reales

x ~ —1.29065, x ~ 0.51879.

Las otras dos soluciones son imaginarias.

Cardano observo que estas férmulas requieren a veces calcular raices cua-
dradas de nimeros negativos, incluso cuando al final el resultado es un niimero
real, aunque no entendia realmente lo que estaba haciendo. Fue Rafael Bombe-
1li quien en su Algebra de 1572 consider6 explicitamente los niameros complejos,
y los algebristas no tardaron en plantearse el problema de encontrar férmulas
similares a las de Cardano y Ferrari para las ecuaciones de grado 5, es decir,
férmulas que permitieran expresar las soluciones de una ecuacién dada en tér-
minos de sus coeficientes mediante sumas, productos, cocientes y extraccion de
raices (lo que se abrevia diciendo que la ecuacion es “resoluble por radicales”).

Paralelamente, en 1629 Albert Girard conjetur6é algo méas débil, a saber,
que toda ecuacion polindémica de grado n debia tener n raices complejas (con-
tando sus multiplicidades). Muchos mateméticos trataron de demostrar esta
conjetura (aunque Leibniz y Nicolas Bernoulli creyeron que era falsa). El pri-
mer intento de demostrarlo lo hizo D’Alembert en 1746, pero su prueba tenia
una laguna. También Euler (1749), Lagrange (1772), Laplace (1795) y Gauss
(1799), entre otros, publicaron pruebas incompletas. Muchos de ellos suponian
implicitamente que el polinomio tenia solucién, y lo que demostraban era que
podia expresarse en la forma a + bi. La primera prueba correcta de lo que hoy
se conoce como el teorema fundamental del algebra la public6é un matemaético
aficionado, Jean-Robert Argrand, en 1814. Sin embargo, esto demostraba que
los polinomios siempre tienen raices complejas, pero no que fueran resolubles
por radicales.

En 1799 Paolo Ruffini public6 una demostracién incompleta, que fue corre-
gida por Abel en 1813, segtn la cual no existe ninguna férmula general analoga
a las de Cardano y Ferrari (o a la de la ecuacion de segundo grado) aplicable a
cualquier ecuacion de grado 5 que exprese sus raices en términos de sus coefi-
cientes mediante sumas, restas, productos, cocientes o raices, pero el argumento
no excluia que las raices de cada ecuaciéon particular pudieran expresarse en
términos de sus coeficientes mediante una férmula distinta en cada caso. En
1832, Evariste Galois encontré un criterio para determinar si una ecuacién dada
es resoluble por radicales, y prob6 que existen ecuaciones de cualquier grado
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mayor o igual que 5 no resolubles por radicales. Su demostracién permanecio
inédita hasta 1846, cuando la divulgd Joseph Liouville. (Galois escribi6 preci-
pitadamente sus resultados a sus 20 anos porque sabia que iba a morir en un
duelo, y asi fue.)

El teorema fundamental del algebra lo demostramos ya en [ITAn 3.33], y
la justificacion de las férmulas de Cardano y Ferrari es elemental, por lo que
podriamos perfectamente haberla incluido en [ITAl|, pero la existencia de ecua-
ciones polinémicas no resolubles por radicales no podriamos haberla demostrado
con las técnicas expuestas en [ITAl] o [ITAn] o incluso [IC]. Con los resultados
que expondremos en este libro si dispondremos de la teoria necesaria.

Construcciones con regla y compas Otro ejemplo de resultado que no
pudimos probar en [ITAl] por falta de la teorfa necesaria es la caracterizacion
de Wantzel de los ntimeros complejos constructibles con regla y compas. En
[IGE 6.16] demostramos que todos los puntos constructibles con regla y compas
(identificados con nimeros complejos) son algebraicos, lo que implica inme-
diatamente la imposibilidad de cuadrar el circulo o rectificar la circunferencia
con regla y compas. Sin embargo, con las técnicas disponibles en [IGE| o en
[ITA]], no estdbamos en condiciones de demostrar que, ademas, los ntmeros
constructibles tienen que ser raices de polinomios de grado potencia de 2, lo que
—segun vimos— implica que el problema de la duplicacién del cubo es irreso-
luble con regla y compés, al igual que el de la triseccion del d&ngulo. Sucede que
la misma teoria de Galois que permite estudiar la resolubilidad por radicales de
una ecuacion polinémica dada permite también caracterizar los nimeros com-
plejos constructibles con regla y compés, y demostrar, por ejemplo, el teorema
siguiente, que fue enunciado por Gauss en sus Disquisitiones arithmeticae de
1801, si bien la primera demostracién la publicé Wantzel en 1837:

El poligono regular de n lados es constructible con regla y compds si y
sélo sin = 2Fpy -+ pm, donde los p; son primos de Fermat distintos
entre si.

En particular, los poligonos regulares de 7 o 9 lados no son constructibles
con regla y compés.

Por su naturaleza geométrica, esta aplicacion (y muchas otras) las expon-
dremos en el capitulo VI de [G].

La teoria de conjuntos En [ITAl] demostramos todos los resultados que
utilizamos a partir de hechos evidentes cuya validez no puede ser cuestionada
salvo por alguien que se tome la filosofia demasiado en serio. Sin embargo,
precisamente para dejar la exposicién de las matemaéticas claramente a salvo
de preguntas demasiado filoséficas, resulta util constatar que todos esos hechos
evidentes pueden demostrarse a partir de unos pocos axiomas, los axiomas de la
teoria de conjuntos, de modo que una “definicion operativa” de “matemaéticas”
serfa considerar que las matemaéticas estudian las consecuencias de los axiomas
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de la teoria de conjuntos.! Por otro lado, la teoria de conjuntos no sélo nos

proporciona unos axiomas capaces de marcar una frontera definida entre lo
que es una demostracion matemaética rigurosa y algo no concluyente, sino que
dota a la matemaética de un lenguaje muy comodo y potente para expresar (casi)
cualquier teorfa matemaética. Dedicamos el capitulo I a presentar dicho lenguaje
y dichos axiomas.

Por conveniencia hemos aislado en el apéndice A el analisis del ultimo de
los axiomas (el axioma de eleccion) pues sus consecuencias méas importantes
requieren argumentos mas técnicos y sofisticados que los resultados tipicos de
este libro y en el apéndice B probaremos también algunos resultados técnicos
sobre conjuntos infinitos que tal vez el lector prefiera considerar inicamente en
el momento en que vaya a necesitarlos realmente.

Los axiomas de la teoria de conjuntos permiten reducir todos los conceptos
matematicos a dos conceptos basicos o primitivos: el concepto de conjunto y el
concepto de pertenencia entre conjuntos. Esto hace que cualquier otro concepto,
por elemental que sea, deba definirse a partir de éstos dos, lo que obliga a
dedicar cierto tiempo a dar definiciones artificiosas de conceptos inmediatos y
demostrar laboriosamente cosas “evidentes”. Un caso tipico es la definicion 1.5
de los ntimeros naturales y la demostracion de sus propiedades. Por ejemplo,
la artificiosa demostracion del teorema 1.7 no debe verse realmente como una
demostracion de que todo nimero natural distinto de 0 es el siguiente de otro
nimero natural, aunque eso es ni més ni menos lo que afirma el enunciado,
sino como parte de la justificacién de que los ntimeros naturales definidos en
el seno de la teoria de conjuntos se comportan como cabe esperar que tienen
que comportarse los numeros naturales. Si pudiéramos demostrar que hay un
nimero natural distinto de 0 que no es el siguiente de otro nimero natural, la
conclusién no seria que estabamos equivocados al creer que era asi, sino que la
definicién conjuntista dada de los ntmeros naturales seria inadmisible. Otros
ejemplos son las demostraciones de las propiedades elementales de los conjuntos
finitos que veremos en la seccién 1.6 o las propiedades de las sumas y productos
finitos, que demostraremos en el apéndice al capitulo II.

Pero lo més importante de este primer capitulo no son los axiomas ni las
demostraciones artificiosas, sino el propio lenguaje conjuntista que en [ITAl] usa-
mos muy restringidamente. El lector debe familiarizarse con los conceptos de

79 L bR 97l

“producto cartesiano”, “relacién”, “relaciéon de equivalencia”, “relaciéon de orden”,

1Puede objetarse que algunas mateméticas requieren axiomas adicionales, como la famosa
hipdtesis del continuo, que no es demostrable ni refutable a partir de los axiomas de los que
hablamos, pero a eso puede contraobjetarse que un teorema que se apoye en la hipotesis del
continuo es también una demostracién matematica en el sentido que hemos indicado, a saber,
que una consecuencia de los axiomas de la teoria de conjuntos es que la hipdtesis del continuo
implica el teorema en cuestion. Una objecion mas seria a nuestra “definicion operativa” es
que hay otros sistemas axiomaticos incompatibles con el sistema tipico que nosotros vamos
a considerar que también dan lugar a matematicas interesantes que estamos excluyendo con
nuestra “definicién operativa”, pero precisamente por eso la llamamos “definicién operativa”,
porque nos sirve como gufa para definir las mateméaticas que vamos a describir aqui (y para
las expuestas en el 99.99% de los libros y articulos de matematicas publicados a lo largo de
la historia) aunque no sea adecuada para tratar con otras teorfas muy alejadas de nuestro
proposito.
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“aplicaciéon inyectiva, suprayectiva, biyectiva”, “dominio”, etc., que impregnan
cualquier exposicion moderna de cualquier rama de la matematica. Hay que
incluir en este bloque las “leyes de composiciéon interna” y todos los conceptos
relacionados (conmutatividad, asociatividad, etc.) que presentamos en la sec-
cion 2.1, ya en el capitulo II, mientras que la seccién 2.2 contiene otro ejemplo
de “teoria artificiosa” que enmarca los niimeros enteros en el contexto de la teo-
ria de conjuntos, pero que el lector puede ver como un buen ejercicio de uso de
buena parte de los conceptos conjuntistas introducidos hasta el momento.

Anillos Podriamos considerar que es en la secciéon 2.3 donde empieza el conte-
nido algebraico propiamente dicho de este libro. A partir de aqui, el capitulo II
se corresponde bastante fielmente con los resultados sobre anillos probados en
[ITAl], salvo que consideramos anillos de polinomios con cualquier namero de
indeterminadas (finito o infinito) y que demostramos algunos resultados funda-
mentales no triviales sobre divisibilidad de polinomios.

El tratamiento de la aritmética en dominios integros que presentamos en el
capitulo III se caracteriza por introducir desde el primer momento el concepto de
ideal, mientras que en [ITAl] esperamos hasta el capitulo XIII para introducirlos
motivadamente. Por lo demés, salvo por el énfasis en el concepto de ideal,
su contenido también se ajusta bastante a la exposicién de la divisibilidad en
dominios integros vista en [ITAl].

Mobdulos y espacios vectoriales En [ITAl] pudimos ver como el concepto
general de “anillo” (con posibles condiciones adicionales que definen clases im-
portantes de anillos, como los dominios integros, los dominios de factorizaciéon
Unica, etc.) permite aplicar principios generales validos en principio para la
aritmética de los niimeros enteros a muchos otros casos de interés, de modo que
objetos aparentemente muy distintos de los ntimeros enteros pueden ser trata-
dos hasta cierto punto como si fueran ntimeros enteros. Del mismo modo, en el
capitulo IV introduciremos la teoria bésica sobre médulos y espacios vectoriales,
de los que en [ITAl] vimos sélo casos muy particulares, que también nos permite
aplicar resultados generales a contextos muy diversos, mucho méas generales que
aquellos en los que la teorfa de anillos es aplicable.

Si A es un anillo unitario, un A-moédulo M es un conjunto en el que tenemos
definidas dos operaciones, que podemos hablar de la suma r+s de dos elementos
de M y del producto ar de un elemento de A por un elemento de M, y de
modo que se cumplan una serie de propiedades que enumeramos a continuaciéon
simplemente para que el lector se forme una primera idea superficial de lo que
es la estructura de modulo. En esencia, tenemos un médulo alli donde podemos
plantear expresiones de la forma

ary + -+ ApTn,

donde los factores de la izquierda estdn en un anillo unitario y los de la derecha
en un conjunto M en el que tenemos definida una suma, pero no el producto de
dos elementos de M cualesquiera. Cuando el anillo A es un cuerpo es costumbre
llamar A-espacios vectoriales a los A-modulos.
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Axiomas de médulo

1. (r+s)+t=r+(s+t) para todos los r, s, t € M.
r+s=s-+r para todos los r, s € M.

Existe un elemento 0 € M tal que r + 0 = r para todo r € M.
Para todo r € M existe un elemento —r € M tal que r + (—r) = 0.
a(r + s) = ar + as para todo a € A y todos los r, s € M.

(a + b)r = ar + br para todos los a, b € Ay todo r € M.

a(br) = (ab)r para todos los a, b € Ay todor € M.

®© N o W N

1r = r para todo r € M.

Por ejemplo, todo elemento v de R3 se puede expresar de forma tnica como
v = aie; + azez + ages,

donde a1, as, a3 son nimeros reales y e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0, 1),
lo que se expresa diciendo que R3 es un R-espacio vectorial “generado” por
€1,€2,€3.

Igualmente, todo entero ciclotémico de orden 5 (véase la seccion [ITA] 17.2])
se puede expresar en la forma

a=ag+aw+ a2w2 + 0,3(,«}3,
donde ag, a1, as, az son niimeros enteros y w # 1 es una raiz quinta de la unidad,
lo que se expresa diciendo que el anillo de los enteros ciclotémicos es un Z-

moédulo “generado” por 1, w,w?, w?.

Vemos asi que la analogia entre ambos contextos no es superficial, sino que
se debe a que se trata de dos casos particulares del concepto de “médulo”; lo que
nos permite aplicar a ambos todos los conceptos y resultados de la teoria general
sobre médulos, como el concepto de “sistema generador”. Méas precisamente, las
expresiones de la forma ayr; + - - - + a,7, se llaman “combinaciones linales” de
T1,...,Tn, por lo que un sistema generador de un médulo M es un conjunto de
elemento de M tales que cualquier otro se puede expresar como combinaciéon
lineal de generadores. En los dos ejemplos que hemos puesto se cumple que los
coeficientes a; estan univocamente determinados, de modo que cada elemento
del modulo correspondiente se puede expresar de forma tunica como combina-
cion lineal de los generadores. Cuando un generador tiene esta propiedad de
unicidad se dice que es una “base” del modulo y los coeficientes univocamente
determinados se llaman “coordenadas” del elemento que determinan.

Por ejemplo, uno de los resultados no triviales de la teoria de modulos afirma
que dos bases de un mismo médulo sobre un anillo conmutativo y unitario tienen
necesariamente el mismo nimero de elementos, el cual recibe el nombre de
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“rango” del modulo (aunque en los espacios vectoriales se llama “dimension”).
En particular podemos decir que R? es un espacio vectorial de dimension 3,
porque cada uno de sus elementos esta determinado por tres coordenadas reales,
y que el anillo de los enteros ciclotémicos de orden 5 es un Z-médulo de rango 4,
porque cada entero ciclotémico esta determinado por 4 coordenadas enteras.

Asi, la teoria de modulos nos proporciona una serie de resultados generales
para trabajar con objetos determinables por coordenadas en un anillo como en
los dos ejemplos anteriores. Esto se aplica en particular a la geometria analitica
descrita en los respectivos apéndices A de [IGE] e [IC], de modo que, cuando
decimos que las rectas tienen una dimensién, que los planos tienen dos dimen-
siones y que el espacio tiene tres dimensiones, estamos calculando la dimensiéon
de ciertos espacios vectoriales asociados a las rectas, a los planos y al espacio.
Esta conexion la desarrollaremos con detalle en el capitulo 11T de [G].

Al tratar con modulos y espacios vectoriales aparece de forma natural el
concepto de “matriz”. En la seccion 4.4 generalizamos algunos de los resultados
sobre matrices que en la seccion [ITAl 11.2] presentamos para matrices 2 x 2 para
el caso de matrices de dimensiones arbitrarias, y en la secciéon 6.1 generalizamos
el concepto de determinante que en [ITAl 11.6] introdujimos para matrices 2 x 2
y en el apéndice A [IC] definimos para matrices 3 x 3:

CCL Z’:ad—bc, =aei +bfg+ cdh — ceg — afh — bdi.

Q Qe
>0 o
SR 0

Por ejemplo, en [ITAl 11.7] vimos que una matriz 2 x 2 tiene inversa si y
sblo si su determinante es una unidad, pero adaptar la prueba para comprobar
que también es valida para matrices 3 x 3 resulta muy farragoso, y no aporta
ninguna pista sobre como habria que definir un determinante 4 x 4 para que
la propiedad siguiera siendo cierta en este caso. En la seccién 6.1 daremos
una definicién general y muy conceptual de “determinante de una matriz” que
nos permitiré probar facilmente las propiedades basicas de los determinantes de
matrices de cualquier tamano, lo que nos dotara de una herramienta algebraica
muy potente.

En general, en el capitulo VI presentamos algunos aspectos més avanzados
de la teoria de modulos para los que es preferible haber visto antes algunos
resultados del capitulo V y del capitulo IV de [G]. Un ejemplo de aplicacion de
los conceptos basicos del algebra lineal se encuentra en el apéndice C, donde
estudiaremos “el problema de los 36 oficiales”, que Euler no pudo resolver:

El emperador se disponia a wvisitar una ciudad en la que estaban
acuartelados seis regimientos, y el comandante de la guarnicion se-
lecciond seis oficiales de distinta graduacion en cada uno de ellos y
quiso disponerlos en formacion 6 X 6 para que el emperador pasara
revista, y de modo que, cualquiera que fuera la fila o la columna que
éste decidiera recorrer, encontrara en ella un oficial de cada regi-
miento y uno de cada una de las graduaciones. ;Cdmo habia que
disponer para ello a los 36 oficiales?
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(La introduccion y las dos primeras secciones del apéndice se pueden leer sin
necesidad de ningtin conocimiento algebraico previo.)

En la secciéon 4.5 probaremos un profundo teorema general que nos daré
la estructura de los modulos finitamente generados sobre un dominio de ideales
principales, que tiene aplicaciones a contextos muy diversos. Por una parte,
nos permitird clasificar todos los grupos abelianos finitamente generados (en
particular, nos permitira calcular facilmente de forma explicita todos los grupos
abelianos finitos que hay de un orden dado). En la seccion 6.4 lo usaremos para
estudiar la estructura de los endomorfismos de un espacio vectorial y en el capi-
tulo V de [G] nos permitira clasificar todas las isometrias de un espacio euclideo
de cualquier dimensién (todas las aplicaciones que conservan las distancias entre
puntos).

Cuerpos La teoria general sobre espacios vectoriales presentada en el capi-
tulo IV es un ingrediente fundamental para el estudio que hacemos en el capi-
tulo V de las extensiones de cuerpos, es decir, para estudiar la relaciéon entre un
cuerpo y un subcuerpo prefijado. La conexion béasica consiste en que si tenemos
un cuerpo y un subcuerpo, k C K, entonces K es un k-espacio vectorial. Cuando
su dimension es finita se dice que K/k es una extension finita de cuerpos, la
dimension se llama “grado” de la extension, y se representa por |K : k.

Por ejemplo, |C : R| = 2, pues todo namero complejo se expresa de forma
Gnica como a+ bi, donde a, b son nimeros reales, lo que significa que 1,4 forman
una base de C como R-espacio vectorial. Similarmente, si llamamos Q(w) al
cuerpo de los nameros ciclotémicos de orden 5, formado por todos los ntimeros
complejos de la forma

ag + a1w + a2w2 + (13(.413,
donde los coeficientes son nimeros racionales y w # 1 es una raiz quinta de la
unidad, tenemos que |Q(w) : Q| = 4.

Un hecho fundamental es la transitividad de grados: si tenemos tres cuerpos
k Cc L C K, se cumple que

|K :k|=|K:L||L:k|

Asi, por ejemplo, en |G 6.4] Demostraremos que un nimero complejo z es
constructible con regla y compas si y s6lo si existe una cadena de cuerpos

Q=FCchkhcCc---CF,cC

tal que z € F,, y cada extension F;/F;_; tiene grado 2. En particular, esto
implica que la extension F,,/Q tiene grado 2™ y de ahi se puede deducir que z
tiene que ser raiz de un polinomio de grado potencia de 2, que es lo que nos
falto probar en [IGE] para concluir que los problemas de la triseccion del angulo
y la duplicacién del cubo no son resolubles con regla y compés.

Sin embargo, que z esté en un subcuerpo de C que tenga grado potencia de 2
sobre Q es una condicién necesaria, pero, en principio, no suficiente, para que



XX Introducciéon

z sea constructible con regla y compas, por lo que no basta para probar, por
ejemplo, la caracterizacién de los poligonos regulares constructibles con regla y
compas que hemos enunciado mas arriba. La condicion necesaria y suficiente es
la existencia de la cadena indicada de cuerpos intermedios.

Algo similar sucede con la resolubilidad por radicales de una ecuaciéon poliné-
mica, que puede caracterizarse con relativa facilidad en términos de la existencia
de una cadena de subcuerpos de C que empieza en QQ, cuyo dltimo término con-
tiene a las raices del polinomio, y cuyos eslabones satisfacen ciertas condiciones.
De este modo, tanto el problema de si un determinado nimero complejo es
constructible con regla y compés como el problema de si un polinomio es reso-
luble con radicales se pueden reducir a determinar si un cierto subcuerpo del
cuerpo C de los ntmeros complejos puede expresarse como el iltimo término de
una cadena de subcuerpos en ciertas condiciones.

Ahora bien, en principio, no es facil encontrar subcuerpos de un cuerpo dado.
Por ejemplo, aunque tengamos una descripciéon muy simple de los ntmeros ci-
clotomicos de orden 5, con la que no es dificil identificar ciertos subcuerpos,
no tenemos ningun criterio para encontrarlos todos. De hecho, ni siquiera es
evidente que una extension finita de cuerpos tenga s6lo un nimero finito de
subcuerpos, como de hecho sucede. Es en este punto donde interviene la teoria
de Galois. El teorema fundamental de la teoria de Galois establece que, dada
una extension finita de cuerpos k C K, bajo ciertas hipétesis que, en el caso
de subcuerpos de C, siempre pueden garantizarse cambiando K por un cuerpo
mayor, los subcuerpos intermedios kK C L C K estan en correspondencia biuni-
voca con los subgrupos del “grupo de Galois” G(K/k) formado por todos los
automorfismos de K que dejan fijos a los elementos de k, que es un grupo finito.

Por ejemplo, si K es el cuerpo de los niimeros ciclotémicos de orden p, el
grupo G(K/Q) est4 formado por las conjugaciones definidas en [ITA1 17.5], y alli
probamos que se corresponden con los elementos del grupo U, de las unidades
del anillo de restos Z,, que tiene orden p — 1. La teorfa de Galois permite
calcular explicitamente los cuerpos intermedios a partir de los subgrupos de Uy,
que son faciles de calcular.

En general, la teoria de Galois permite reducir problemas sobre cuerpos a
problemas mucho més simples sobre grupos. Por ejemplo, en el caso de la cons-
tructibilidad de los poligonos regulares, permite probar que una raiz de la unidad
compleja (un vértice de un poligono regular de radio unitario) es constructible
con regla y compés si y solo si es raiz de un polinomio de grado potencia de 2, lo
cual se traduce facilmente en la condicién en términos de los primos de Fermat
que hemos enunciado méas arriba. En el caso de la resolubilidad por radicales,
la teoria de Galois reduce el problema de si un polinomio es resoluble por ra-
dicales a que un determinado grupo de Galois G tenga una propiedad llamada
precisamente por ello “resolubilidad”, que no es sino la existencia de una cadena
de subgrupos con ciertas propiedades. Esto lo veremos en el capitulo VII, en los
que daremos también los detalles sobre las formulas de Cardano y Ferrari para
la resolucion de ecuaciones ciibicas y bicuadraticas.
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Enteros algebraicos En el capitulo XIII de [ITAl| demostramos que los ani-
llos de enteros algebraicos de los cuerpos cuadraticos tienen factorizaciéon tnica
ideal. Esto es cierto para los anillos de enteros algebraicos de todos los sub-
cuerpos de C de grado finito sobre Q, pero las técnicas con las que contdbamos
en [ITAl] no nos permitian ir mas alla de los cuerpos cuadraticos. En el ca-
pitulo VIII demostraremos que si K es un “cuerpo numérico” de grado n (un
subcuerpo de C de grado n sobre Q) su anillo de enteros algebraicos es un Z-
modulo de rango n, lo que nos permitira expresar los enteros algebraicos de K
como combinaciones lineales de una “base entera’ prefijada. La teoria de cuerpos
y la teoria de mddulos desarrollada en los capitulos precedentes nos permitira
definir normas y estudiar la divisibilidad en anillos de enteros algebraicos sobre
cuerpos numéricos arbitrarios. En 8.32 caracterizaremos la factorizacion ideal
en un dominio integro arbitrario en términos de tres propiedades algebraicas
sencillas y probaremos que se cumplen en los anillos de enteros algebraicos de
cuerpos numéricos. Definiremos el “grupo de clases”, que en [ITAl] s6lo pudimos
definir para cuerpos cuadraticos, y demostraremos que es finito en el caso de los
anillos de enteros ciclotomicos de orden primo. Con ello podremos demostrar
el teorema de Kummer que da una condicién suficiente para que se cumpla el
Ultimo Teorema de Fermat para un exponente p.

La condicién suficiente que daremos es la primera que obtuvo Kummer, pero
no es facil de comprobar en la practica y el propio Kummer la simplificé pos-
teriormente. Sin embargo, el argumento requiere técnicas de teoria de niimeros
que van mas alla del contenido de este libro. Dichas técnicas también permi-
ten mejorar sustancialmente muchos resultados del capitulo VIII. Por ejemplo,
puede probarse que el grupo de clases de cualquier cuerpo numérico es finito.
No obstante, aunque los resultados probados en este capitulo no sean todo lo
generales que podrian ser, lo hemos incluido porque ilustran la potencia del al-
gebra presentada en este libro frente a los rudimentos algebraicos con los que
contdbamos en [ITAl].

Finalmente, el capitulo IX contiene varios resultados de naturaleza diversa
sobre cuerpos que no han sido necesarios en los capitulos precedentes pero que
tienen interés en teorias mas avanzadas, como la teoria algebraica de niimeros, la
cohomologia de grupos o la geometria algebraica. (La secciéon 9.1 sobre cuerpos
finitos la usaremos en [G| y en [TG|.) Probablemente el lector sabra apreciar
el interés por si mismos de muchos de ellos, como el estudio de los cuerpos
finitos o de las extensiones trascendentes, pero tal vez prefiera pasar por alto
este capitulo o sus secciones méas técnicas (especialmente las dltimas) mientras
no le sean necesarias.






Capitulo 1

El lenguaje de la teoria de
conjuntos

Es habitual distinguir distintas “ramas” o “especialidades” dentro de la mate-
maética segin sus objetos de estudio respectivos, como el algebra, la geometria,
la topologia, el analisis matematico, etc. Ninguna de ellas puede considerarse
aislada y claramente delimitada de las restantes, sino que todas tienen miltiples
conexiones entre si. En principio, la teoria de conjuntos es una mas de estas
“ramas”, la que tiene por objeto el estudio de los conjuntos en general. Sin
embargo, el lenguaje que los matematicos han desarrollado para el estudio de
los conjuntos en general ha resultado ser el mas adecuado para expresar con
claridad y precision los conceptos y resultados de todas las demas ramas de la
matematica, y los hechos mas elementales de la teoria de conjuntos han resul-
tado ser el punto de partida idéneo para todas ellas. Es por ello que dedicamos
este primer capitulo a introducir el lenguaje, los conceptos y los resultados més
elementales de la teoria de conjuntos, a modo de base sobre la cual presenta-
remos en los capitulos siguientes los resultados algebraicos que constituyen el
auténtico objeto de este volumen.

1.1 Conjuntos

Toda la matematica puede construirse a partir de dos conceptos fundamen-
tales: el concepto de conjunto y el de pertenencia. Cuando decimos que son
conceptos fundamentales (o primitivos) queremos decir que no es posible dar
definiciones operativas de estos conceptos, es decir, definiciones a partir de las
cuales podamos deducir loégicamente sus propiedades, al contrario de lo que
sucede con cualquier concepto matematico que no sea uno de estos dos. Si in-
tentamos dar una definicién de “conjunto”; lo maximo que podemos decir es que
un conjunto es una colecciéon de objetos, y esto no es operativo porque “conjunto”
y “coleccién” son sinénimos, con lo que realmente no hemos definido nada. Aun
as{, con esta “definicion” obtenemos una idea informal de lo que pretendemos
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que sea un “conjunto” en el sentido técnico especifico que tiene esta palabra en
matematicas, idea que podemos terminar de perfilar con algunos ejemplos:

Ejemplos Si escribimos A = {a, b, ¢}, entenderemos que A es un conjunto que
tiene tres' elementos a, b, c. Para expresar que a es uno de los elementos del
conjunto A escribiremos? a € A, y leeremos “el elemento a pertenece al conjunto
A”. Por el contrario, si d es un elemento distinto de a, b y ¢, escribiremos
d ¢ A para indicar que el elemento d no pertenece al conjunto A. Con esto
hemos introducido el segundo (y tltimo) concepto fundamental de la teoria de
conjuntos, la relaciéon de pertenencia.

Hay que precisar que, aunque hayamos “definido” un conjunto como una
coleccién de elementos, no hay que entender de ahi que todo conjunto deba
tener al menos un elemento. Al contrario, vamos a admitir la existencia de un
conjunto vacio, que representaremos por &, determinado por la propiedad de
no tener elementos. Podemos pensar que un conjunto es como una bolsa, que
es susceptible de contener elementos, pero que nada impide que esté vacia.

Es muy importante tener presente que el concepto mateméatico de conjunto
permite que unos conjuntos sean a su vez elementos de otros conjuntos. Por
ejemplo, el conjunto B = {a, {b,c}} no debe ser confundido con el conjunto
A anterior. Si suponemos que a, b, ¢ son distintos entre si, entonces A es un
conjunto con tres elementos, mientras que B es un conjunto con dos elementos,
uno de ellos es a, que es comtn a A y a B, y el otro es el conjunto {b,c}, de
modo que

{b,c} € B, {b,c} ¢ A.

Esto podria llevarnos a concluir que en el lenguaje de la teoria de conjuntos
hay dos clases de objetos: los elementos puros como a, b, ¢, que no son conjuntos,
sino objetos susceptibles de pertenecer a conjuntos, y los conjuntos como Ay B,
formados por tales elementos o por otros conjuntos. El lector puede pensar que
esto es asi si lo prefiere, pero la realidad es que los tnicos conjuntos que vamos
a necesitar en todo momento son los conjuntos puros, es decir, los conjuntos
cuyos elementos son todos conjuntos, formados a su vez por conjuntos, todos
ellos formados a su vez por conjuntos, y asi sucesivamente. No hay ningtn
inconveniente técnico en suponer que existen elementos puros, pero lo cierto
es que en ningin momento nos van a hacer falta para nada, por lo que es méas
practico restringir el significado técnico de la palabra “conjunto” en matematicas
para entender que significa “conjunto puro”.

Tanto si el lector prefiere pensar que existen elementos puros —y, por lo
tanto, conjuntos “mixtos” que los incluyen en su composiciéon— como si prefiere
adoptar el convenio usual de trabajar inicamente con conjuntos puros, el hecho
es que todos los conceptos matematicos que vamos a definir en este libro (o en

1En realidad, dicha notacién no presupone que, por ejemplo, tenga que ser a # b. Si se
diera este caso, A tendria dos elementos, o uno solo si a =b = c.

2El signo € es una deformacién de la letra griega e y fue introducido como abreviatura de
la palabra griega eori (estd), de modo que a € A es una abreviatura de “a esta en A”.
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cualquier otro libro que no entre en cuestiones muy especificas de la teoria de
conjuntos) seran conjuntos puros.

Esto no significa que una expresion como A = {a,b,c} sea inaceptable por
contener “elementos puros”, sino que meramente estamos adoptando el convenio
de que si consideramos un conjunto de este tipo, sus elementos a, b y ¢ seran
a su vez otros conjuntos, cuya composiciéon puede que sea irrelevante para las
consideraciones que queramos hacer, por lo que tal vez nunca lleguemos a pre-
cisarla, pero eso no significa que a no tenga a su vez sus elementos, digamos
a = {x,y}, donde z e y serdn nuevos conjuntos cuya composiciéon podriamos
investigar a su vez, etc. n

Los ejemplos precedentes pretenden precisar el sentido que los mateméaticos
dan a las palabras “conjunto” y “pertenencia”’, pero fundamentar una teoria ma-
teméatica en una definiciéon circular de conjunto y en unos ejemplos aclaratorios
dista mucho del canon de rigor que se exige en la matemética formal. La forma
valida de precisar operativamente el significado de las palabras “conjunto” y
“pertenencia” no es a través de unas definiciones necesariamente insatisfactorias
ni a través de unos ejemplos, sino a través de unos axiomas que constituyan las
afirmaciones bésicas que aceptaremos que cumplen los conjuntos, de las cuales
se pueden deducir todas las demés. Dedicaremos la seccidon siguiente a presentar
los axiomas basicos de la teoria de conjuntos.

1.2 Los axiomas de la teoria de conjuntos

La idea de “conjunto” como coleccién de objetos esta contenida en el siguiente
axioma fundamental:

Axioma de extensionalidad Dos conjuntos son iguales si y sélo si tienen
los mismos elementos.

En términos précticos, si tenemos dos conjuntos A y B y podemos demostrar
que, bajo el supuesto de que un x cumple z € A, necesariamente z € By
viceversa, entonces este axioma nos permite concluir que A = B.

Maés conceptualmente, lo que dice el axioma de extensionalidad es que si dos
conjuntos A y B se diferencian en algo, necesariamente tiene que ser en sus
elementos. Los conjuntos no tienen ningun otro rasgo distintivo aparte de sus
elementos. Esta concepcion de los conjuntos puede no ser la mas adecuada en
otros contextos. Por ejemplo, uno podria considerar que un equipo de fatbol
es algo distinto de un equipo de béisbol, incluso si ambos estan formados por
los mismos jugadores. Lo que dice el axioma de extensionalidad es que en el
sentido matematico de “conjunto” esto no es admisible. No hay “conjuntos de
fatbol o de béisbol”, ni “conjuntos rojos o verdes”. Las tnicas propiedades de
los conjuntos son las determinadas por quiénes son sus elementos.

A menudo es conveniente descomponer el contenido del axioma de extensio-
nalidad en dos partes a través del concepto de inclusion:
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Definicion 1.1 Diremos que un conjunto A es un subconjunto de un conjunto B
o que A estd contenido, o incluido, en B, y lo representaremos por A C B, si
todo elemento de A es también un elemento de B.

En estos términos, el axioma de extensionalidad afirma que una igualdad de
conjuntos equivale a una doble inclusiéon: A = B siysélosi AC By B C A.

A veces es tutil visualizar los conjun-
tos mediante los llamados diagramas de
Venn. La figura muestra la representa-
cion de tres conjuntos A, B, C, donde
hay que entender que los elementos de A
estan representados por los puntos ence- C
rrados por la curva que tiene la A junto B
a ella. Vemos entonces que A C B, pero
no A = B, pues hay elementos de B que
no estan dentro de A.

Para indicar que se da una inclusion A C B, pero que ésta es estricta, es
decir, que todo elemento de A pertenece también a B, pero existen elementos
de B que no estan en A (tal y como les sucede a los conjuntos de la figura),
usaremos la notacion A & B.

Esto equivale a que A C By A # B, o también aque AC By B¢ A. La
altima notaciéon es la que emplearemos para indicar que B no es un subconjunto
de A. Asi, por ejemplo, la figura muestra que B¢Z C'y C ¢ B.

Notemos que otras propiedades obvias de la inclusién de conjuntos son las
siguientes: A C A (todo conjunto es un subconjunto de si mismo) y que si
A C By B C C entonces A C C (si todo elemento de A estd en B y todo
elemento de B estd en C es evidente que todo elemento de A esta en C).

En este punto debemos senalar que la nociéon de conjunto que estamos ma-
nejando es tan general y abstracta que resulta peligroso hacer afirmaciones ge-
nerales a la ligera sobre lo que podemos esperar que cumplan los conjuntos. Por
ejemplo, en contextos no matematicos, podemos hablar del conjunto de todos
los planetas del sistema solar, del conjunto de los dedos de mi mano, etc., y
podemos sentirnos tentados de extrapolar de ahi un principio general:

Axioma de comprensién Dada cualquier propiedad® P, existe un conjunto
cuyos elementos son exactamente los conjuntos que cumplen la propiedad P.

3Quiza el lector eche en falta un concepto preciso de “propiedad”. Ciertamente, es necesario
especificar qué entendemos por “propiedad” para que un axioma como éste pueda tenerse por
preciso y riguroso, pero una determinaciéon del concepto de “propiedad” requiere tecnicismos
relacionados con la logica matematica, y no vamos a entrar en ello aqui. Baste saber que es
posible dar una definicién totalmente satisfactoria del concepto de “propiedad” y que, en la
practica, la idea subyacente es que una propiedad es cualquier propiedad —valga la circula-
ridad que, como decimos, es evitable— definible con precisién en términos de los conceptos
primitivos de conjunto y pertenencia o a partir de cualesquiera otros previamente definidos a
partir de ellos, como el de “inclusion”.
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Notemos que, para cada propiedad P, sélo puede haber un conjunto cuyos
elementos sean precisamente los conjuntos que cumplen la propiedad P, pues
si hubiera dos, tendrian exactamente los mismos elementos (los conjuntos con
la propiedad P), luego el axioma de extensionalidad implicaria que ambos son
en realidad el mismo conjunto. Por lo tanto, si aceptamos el axioma de com-
prension, para cada propiedad P podemos representar mediante {x | Px} (léase
“el conjunto de todos los x que cumplen Pz”) el (inico) conjunto de todos los
conjuntos que tienen la propiedad P.

Por desgracia, no podemos admitir el axioma de comprension, ya que resulta
ser contradictorio. En efecto, basta considerar la propiedad Pz = = ¢ z, que
nos darfa el conjunto

R={z|=z¢a},

es decir, el conjunto de todos los conjuntos que no son elementos de si mismos.
Este “conjunto” resulta ser contradictorio, ya que llegamos a un absurdo tanto
si suponemos que R € R como si suponemos que R ¢ R. En el primer caso, por
ser un elemento de R debe cumplir la propiedad P que lo define, es decir, debe
cumplir R ¢ R, que es justo lo contrario de lo que habiamos supuesto. Si, por
el contrario, suponemos que R ¢ R, entonces R tiene la propiedad P que define
a R, luego deberia cumplir R € R, y de nuevo tenemos una contradiccion.

Esto se conoce como paradoja de Russell, y nos permite concluir que el
axioma de comprension afirma la existencia de conjuntos que no pueden existir,
y por ello debemos descartarlo.

A los matematicos les llevo un tiempo encontrar la manera de hablar riguro-
samente de conjuntos sin poder postular que las propiedades definen conjuntos,
y la solucién méas simple la obtuvo Ernst Zermelo, que se dio cuenta de que no
hay inconveniente en aceptar que las propiedades definen subconjuntos. Con-
cretamente, Zermelo propuso el axioma siguiente:

Axioma de especificacion Dado un conjunto A y una propiedad P, existe
un conjunto cuyos elementos son los elementos de A que cumplen P.

Nuevamente, s6lo puede existir un conjunto con los elementos de A que
cumplen P, pues si hubiera dos, ambos tendrian los mismos elementos (los
elementos de A que cumplen P), y por el axioma de extensionalidad serian el
mismo. Por lo tanto, aceptando el axioma de especificacién, dado cualquier
conjunto A y cualquier propiedad P, podemos representar mediante

{r e A| Px}
al (inico) subconjunto de A formado por los conjuntos que cumplen P.

Notemos que no llegamos a nada absurdo aunque apliquemos este axioma
a la propiedad Px = 2 ¢ x. No hay ningin inconveniente en considerar el
conjunto
R={zecA|lz¢z}CA

cuyos elementos son los elementos de A que no se pertenecen a si mismos.
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Lo que podemos probar ahora es que R ¢ A, pues si R € A, tendriamos
la misma contradiccion de antes tanto si R € R como si R ¢ R. Y una vez
determinado que R ¢ A, podemos asegurar, mas concretamente, que R ¢ R, ya
que si fuera R € R C A entonces, en particular, tendriamos que R € A, y ya
hemos visto que eso es imposible.*

Aceptando el axioma de especificacion nos encontramos con que x ¢ x no es
la tnica propiedad que da lugar a contradicciones si intentamos aplicar el axioma
de comprension. Lo mismo le sucede a la propiedad Px = x = x. En efecto, si
pudiéramos aplicar el axioma de comprensién a esta propiedad, tendriamos el
conjunto

V=A{z|z=uz},

es decir, el conjunto de todos los conjuntos que son iguales a si mismos, y como
eso sucede siempre, V' seria simplemente el conjunto de todos los conjuntos.
Pero si existiera tal conjunto, entonces podriamos definir, por el axioma de
especificacion, el conjunto

R={zeV ]|z ¢z}

y de nuevo tenemos una contradiccion, la condiciéon x € V' se cumple siempre y
podemos suprimirla, lo que nos da que R = {z | « ¢ x} es el conjunto paraddjico
de Russell.

En suma, el axioma de especificacién implica que no existe ningtn conjunto
universal V' que contenga a todos los conjuntos. Notemos que no hay ninguna
contradiccién en ello. El problema con el axioma de comprension es que afirma
que existen conjuntos que no pueden existir. En cambio, el axioma de especifi-
cacion no afirma que exista el conjunto de todos los conjuntos, y no hay ninguna
contradiccién en que hayamos concluido que, de hecho, no existe.

Este es un buen punto para reflexionar sobre la “zona gris” de la figura de la
pagina 4. Podemos considerar que el rectangulo representa la totalidad de los
conjuntos, pero hay que entender que dicha totalidad es un abismo inabarca-
ble. Los conjuntos nos permiten parcelar cualquier zona de tamano moderado
dentro de esa totalidad, pero fuera de cada conjunto queda siempre un abismo
inconmensurable e “imparcelable”.

Notemos que el axioma de especificaciéon s6lo nos permite definir subcon-
juntos de un conjunto dado, y no es posible construir todos los conjuntos que
necesitan los matemaéticos yendo siempre “hacia abajo”, sino que necesitamos
otros axiomas que nos permitan, a partir de un conjunto, construir otros ma-
yores, que no sean subconjuntos suyos. Hay tres axiomas que cumplen esta
funcion:

4Tal vez el lector se pregunte si es posible que un conjunto se pertenezca a si mismo. La
respuesta es que la pregunta es irrelevante: en ningiin momento vamos a considerar conjuntos
que se pertenezcan a si mismos, de modo que da igual suponer que no existen o suponer que
existen y no tenerlos en cuenta para nada. Si optamos por lo més simple, que es suponer que
no existen, entonces R = {x € A | z ¢ z} es simplemente R = A, y la conclusién a la que
hemos llegado es a que A ¢ A.
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Axioma del par Dados dos conjuntos A y B, existe otro conjunto C cuyos
elementos son exactamente A y B.

Axioma de la uniéon Dado un conjunto A, existe otro conjunto B cuyos
elementos son exactamente los que pertenecen a alguno de los elementos de A.

Axioma del conjunto de partes Dado un conjunto A, existe otro conjunto
cuyos elementos son exactamente todos los subconjuntos de A.

Observemos que, en los tres casos, el conjunto cuya existencia se afirma es
unico, por el axioma de extensionalidad, ya que dos conjuntos en las condiciones
indicadas tendrian los mismos elementos. Por lo tanto podemos darles nombre:

El conjunto cuyos tinicos elementos son dos conjuntos dados A y B lo repre-
sentaremos por {A, B} y lo llamaremos par desordenado de Ay B.

El conjunto cuyos elementos son todos los elementos de alguno de los ele-
mentos de un conjunto dado A lo representaremos por | J A y lo llamaremos gran
unidon de A.

El conjunto cuyos elementos son todos los subconjuntos de un conjunto dado
A lo representaremos por PA y lo llamaremos conjunto de las partes de A.

Por ejemplo, si un conjunto X consta de los tres conjuntos A, B y C re-
presentados en la pagina 4, entonces | J X se corresponde con la region de color
blanco de la figura, es decir, la region que incluye tanto los puntos de A, como
los de B como los de C.

Es importante que en el axioma del par no exigimos que los dos conjuntos A
y B sean distintos. En caso de que sean el mismo, escribiremos {A} = {4, A},
que es el conjunto cuyo tnico elemento es A.

Con estos axiomas ya podemos introducir algunas construcciones conjuntis-
tas bésicas:

e Dados dos conjuntos A y B, definimos su unidn como el conjunto
AUB={A4, B},

cuyos elementos son los elementos que estan ya sea en A o en B. Mas
precisamente, x € AU B es equivalente a que se cumpla z € A o x € B.

e Dados dos conjuntos A y B, definimos su interseccidn como el conjunto
ANB={xec A|z e B},

que resulta de aplicar el axioma de especificaciéon al conjunto A y la pro-
piedad Px = x € B. Asi, los elementos de AN B son los que estan a la
vez en A y en B. Por lo tanto, z € AN B es equivalente a que se cumpla
reAyx € B.
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e Dados dos conjuntos A y B, definimos su complemento como el conjunto
A\B={x € A|z ¢ B},
de modo que x € A\ B es equivalente ax € Ay z ¢ B.
e Dado cualquier conjunto A, definimos el conjunto vacio como
g={zxecA|z#uz},

que obviamente es un conjunto sin elementos y no depende del conjunto
A a partir del cual lo calculamos, pues dos conjuntos sin elementos tienen
los mismos elementos (ninguno), y por el axioma de extensionalidad son
el mismo conjunto.

La figura siguiente muestra la representacion (en gris oscuro) de la union,
la interseccion y el complemento de dos conjuntos A y B, asi como la “no
representacion” del conjunto vacio.

AUB ANB

Es importante tener presente que, para todo conjunto X, se cumple la rela-
cion @ C X, es decir, el conjunto vacio es un subconjunto de cualquier conjunto.
Esto es “pura logica™ en general, para que suceda A ¢ B es necesario que exista
un elemento de A que no sea elemento de B, luego, para que pudiera suceder
@ ¢ X, tendria que existir un elemento z € @ tal que x ¢ X, pero como & no
tiene elementos, esto es imposible.

Se dice que dos conjuntos A y B son disjuntos si AN B = &, es decir, si no
tienen elementos en comun. Por ejemplo, en la figura de la pagina 4 se tiene
que A y C son disjuntos, mientras que B y C no lo son.

Es posible demostrar muchas propiedades elementales sobre uniones, inter-
secciones y complementos. Veamos una muestra:
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Teorema 1.2 (Leyes de De Morgan) Si A, B son dos subconjuntos de un
conjunto X, entonces

X\ (AUB) = (X\A)N(X\B), X\(ANB)=(X\A)U(X\B).

DEMOSTRACION: Veamos la primera igualdad (la segunda se demuestra
analogamente). Para probar una igualdad de conjuntos demostramos la doble
inclusion. Para probar C tomamos un z € X \ (AUB). Esto significa que z € X
y ¢ ¢ AUB. Como la unién contiene los elementos que estan ya sea en A como
en B, para que x ¢ AU B tiene que suceder que x ¢ Ay x ¢ B. Entonces, como
re€Xya¢A, resulta que x € X \ A, e igualmente x € X \ B. Por definicion
de interseccion = € (X \ 4A) N (X \ B).

Ahora probamos la inclusién opuesta: tomamos = € (X \ A)N (X \ B). Esto
significa que z € X \ Ay « € X \ B. De la primera parte deducimos que x € X
yx ¢ A,y de la segunda ademés que z ¢ B. Como z ¢ Ay z ¢ B, podemos
concluir que x ¢ AU B, luego z € X \ (AU B). "

Hemos definido la gran union | J X como la unién de todos los conjuntos que
forman parte de X. Igualmente podemos definir una gran interseccion:

Teorema 1.3 Si X # &, existe un unico conjunto Y cuyos elementos son los
que pertenecen a todos los elementos de X .

DEMOSTRACION: Como X no es el conjunto vacio, existe un A € X. Ahora
consideramos la propiedad Px = x pertenece a todos los elementos de X, que
es una propiedad a la que podemos aplicar el axioma de especificacion, para
formar el conjunto

Y ={zeA| Pz}

El conjunto Y cumple lo pedido, pues si x pertenece a todos los elementos de
X, entonces cumple Pz y, en particular, z € A, luego € Y. Reciprocamente,
si z € Y entonces cumple Pz, luego = pertenece a todos los elementos de X.
El conjunto Y es tinico por el axioma de extensionalidad, ya que dos conjuntos
que cumplieran lo requerido tendrfan los mismos elementos (los que pertenecen
a todos los elementos de X)), luego serian el mismo conjunto. L]

Al conjunto dado por el teorema anterior lo llamaremos gran interseccion
de X y lo representaremos por [ X. Es importante tener en cuenta que la gran
interseccion [ @ no esta definida. El lector familiarizado con las sutilezas de la
logica puede plantearse quién deberia ser dicha interseccién en caso de existir.

El sexto y ultimo axioma que vamos a considerar en esta seccion (y el pe-
naltimo que vamos a necesitar) es el siguiente:

Axioma de infinitud FEziste un conjunto X con la propiedad de que @ € X
y, siempre que x € X, se cumple también que {z} € X.

Vamos a analizar el contenido de este axioma. Para ello llamaremos con-
juntos inductivos a los conjuntos X que cumplen lo que afirma el axioma de
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infinitud. A diferencia de lo que sucedia con los demas axiomas sobre existencia
de conjuntos, no podemos concluir por el axioma de extensionalidad que exista
un dnico conjunto inductivo, pero podemos demostrar lo siguiente:

Teorema 1.4 Existe un unico conjunto inductivo X con la propiedad de que
estd contenido en cualquier otro conjunto inductivo.

DEMOSTRACION: Sea X un conjunto inductivo cualquiera. Sabemos que
existe por el axioma de infinitud. Sea J = {A € PXj | A es inductivo}, que es
un conjunto bien definido por el axioma de especificaciéon. Sus elementos son
todos los subconjuntos inductivos de Xy. En particular J # &, pues Xg € J.

Esto nos permite formar la gran interseccion X = (|J. Vamos a probar
que el conjunto X cumple lo requerido. En primer lugar probamos que X es
inductivo. Para ello, en primer lugar debemos ver que @ € X. Por definicion
de gran interseccion, esto equivale a que @ pertenece a todos los elementos de
J, y eso es cierto, porque los elementos de J son conjuntos inductivos, y por
definicion todos tienen a @ por elemento.

En segundo lugar tomamos = € X y tenemos que probar que {z} € X. Para
ello tenemos que probar que {x} pertenece a todos los elementos de J. Tomemos
uno cualquiera, digamos A € J. Como x € X, sabemos que = pertenece a todos
los elementos de J, y en particular z € A. Como A € J, resulta que A es
inductivo, luego por definiciéon de conjunto inductivo, si x € A, también tiene
que cumplirse que {z} € A. Con esto hemos probado que {z} esta en cualquier
elemento de J prefijado, luego {z} € X.

Ahora consideramos cualquier conjunto inductivo Y y tenemos que probar
que X C Y. Para ello empezamos demostrando que Xg NY es un conjunto
inductivo. En efecto, como Xy e Y son ambos inductivos, tenemos que @ € X
vy eY,luego @ € XgNY. Por otra parte, si x € XoNY, tenemos que z € Xy
y ¢ € Y,y al ser ambos inductivos {z} € X y {z} €Y, luego {z} € XoNY.

Asi pues, hemos probado que XgNY es inductivo y claramente XoNY C Xy,
luego XgNY € PX,. Esto equivale a que XgNY € J, pues es un subconjunto
inductivo de Xy. Por tultimo, si z € X, entonces x esta en todos los elementos
de J, luego x € XgNY luego x € Y. Esto prueba que X C Y. n

Definicion 1.5 Llamaremos conjunto de los nimeros naturales al menor con-
junto inductivo (en el sentido del teorema anterior) y lo representaremos por N.

Observemos que @ € N, por definiciéon de conjunto inductivo. Cuando pen-
semos en el conjunto vacio como ntimero natural lo representaremos por 0 y lo
llamaremos cero, si bien técnicamente 0 y @ son dos nombres alternativos para
el mismo conjunto.

Sin € N, por definicién de conjunto inductivo tenemos que {n} € N. Cuando
pensemos en {n} como nimero natural escribiremos Sn en lugar de {n}, y
diremos que Sn es el siguiente de n.

Al siguiente de 0 lo llamaremos uno y lo representaremos por 1 = S0 = {@},
al siguiente de 1 lo llamaremos dos y lo representaremos por

2= 51={1} = {{2}},
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igualmente definimos el tres, el cuatro, el cinco, el seis, el siete, el ocho y el
nueve como:

3=252={{{2}}} 7=56 = {{{{{{=}}}}}}}
4=253={{{{o}}}} 8 =57={{{{{{{o}}}}}1}}
s5=54={{{{{e}}1}}}  9=58={{{{{{IHZ} )
6 =55 = {{{{{{z}}}}}}

Es claro que 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 son nimeros naturales. En general:

Teorema 1.6 (Axiomas de Peano) El conjunto N de los nimeros naturales
cumple las propiedades siguientes:

1. 0 € N (el cero es un nimero natural).

2. Sin € N, entonces Sn € N (el siguiente de un numero natural es un
nimero natural).

3. 0 no es el siguiente de ningun numero natural.

4. Sim, n € N cumplen Sm = Sn, entonces m = n (si dos nimeros naturales
tienen el mismo siguiente, es que son el mismo).

5. Si A C N tiene la propiedad de que 0 € A y siempre que n € A también
Sn € A, entonces A =N (principio de induccion).

DEMOSTRACION: 1) El cero es un niimero natural porque N es un conjunto
inductivo y 0 = @ € N por definicién de conjunto inductivo.

2) Sin € N, entonces Sn = {n} € N, también por definicién de conjunto
inductivo.

3) No puede suceder que 0 = Sn, porque entonces @ = {n}, cuando el
conjunto de la derecha no es vacio, ya que contiene a n.

4) Si Sm = Sn, esto es lo mismo que {m} = {n}, y entonces m € {m} = {n},
luego m = n.

5) La hipétesis es que A es un conjunto inductivo, y entonces N C A porque
N es el menor conjunto inductivo (estd contenido en cualquier otro, segtin el
teorema 1.4). Como por hipotesis A C N, tenemos que A = N. m

Observaciones Ahora podemos entender plenamente el axioma de infinitud:
hemos elegido una operacion conjuntista, concretamente x — {x}, que cuando
la vamos aplicando sucesivamente al conjunto @ va produciendo conjuntos dis-
tintos de los precedentes: @, {2}, {{@}},{{{9}}},... vy hemos postulado que
existe un conjunto que contiene a todos los conjuntos que se obtienen de este
modo. Obviamente dicho conjunto no es tinico, pues puede contener elementos
“extra” no deseados, pero siempre podemos quedarnos con el menor de todos
ellos, N, que es el menor conjunto que puede obtenerse a partir de 0 = & apli-
cando la operacién “siguiente”, sin ningtn anadido. A los conjuntos que vamos
obteniendo al aplicar la operacion “siguiente” los llamamos niimeros naturales
0,1,2,3,...
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Abusando un poco del lenguaje, podemos expresar que N es el menor con-
junto inductivo mediante N = {0, 1,2, 3,...}, donde los puntos suspensivos indi-
can que los elementos de N son tinicamente los que resultan de calcular siguientes
y mas siguientes, pero la version formal de este hecho es el teorema anterior.

A partir de aqui, el hecho de que hayamos definido concretamente el ntimero
tres como 3 = {{{@}}} se vuelve completamente irrelevante. Lo tnico que
importa de los nameros naturales es que cumplen los axiomas de Peano. Qué
conjuntos hemos seleccionado concretamente para que esto suceda no tiene im-
portancia. Ninguno de los resultados que vamos a demostrar sobre los ntimeros
naturales dependeran de cuéles sean concretamente los elementos del 3 o del 7.

Aqui tenemos un primer ejemplo de un concepto matemaético (el de los niime-
ros naturales) que nadie concibe como conjuntos, sino més bien como “elementos
puros”, pero esto no contradice que técnicamente podamos definir los ntimeros
naturales de modo que sean conjuntos (y de hecho conjuntos puros).

Podriamos haber elegido otra operacion “siguiente”. Por ejemplo, si hubié-
ramos elegido  — x U {z} entonces los niimeros naturales hubieran sido

0:®a 1:{0}7 2:{071}7 3:{07172}7 4:{0317273}7

Esta alternativa es mucho mas conveniente para quien pretenda adentrarse en
la teoria de conjuntos, pero para nuestros fines es irrelevante una u otra opciéon
y la que hemos elegido simplifica la demostracion de los axiomas de Peano. Méas
adelante volveremos sobre la comparacién de conjuntos de ntimeros naturales
obtenidos a partir de elecciones diferentes de la funcién “siguiente” o incluso
del 0 (que tampoco es obligatorio que sea el conjunto vacio). L]

Conviene destacar el significado del quinto axioma de Peano, el principio
de induccién. Para ello consideramos cualquier propiedad P y lo aplicamos al
conjunto A = {n € N| Pn}. Su traduccién a este caso es la siguiente:

Principio de induccion Si probamos que 0 tiene la propiedad P vy, bajo la
hipdtesis de que n € N cumple la propiedad P (hipdtesis de induccion), podemos
demostrar que Sn también cumple la propiedad P, entonces podemos asequrar
que todo numero natural cumple la propiedad P.

Veamos un ejemplo sencillo de demostracion por induccion:

Teorema 1.7 Todo nimero natural distinto de O es el siguiente de otro nimero
natural.

DEMOSTRACION: Tomamos como propiedad P la propiedad Pn = “sin # 0
entonces n es el siguiente de otro nimero natural”. Y vamos a probar por
induccion que la cumplen todos los nimeros naturales. Se cumple P0, pues no
se da el caso de que 0 # 0. Si suponemos por hipoétesis de induccién que se
cumple Pn, entonces se cumple PSn, simplemente porque Sn es el siguiente de
un nimero natural. Por lo tanto todos los ntimeros tienen la propiedad P. =

Para extraer mas consecuencias de los axiomas de Peano necesitamos algunos
conceptos conjuntistas adicionales.
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1.3 Funciones

El concepto de funcién es una de las piezas fundamentales del vocabulario
conjuntista. Para introducirlo necesitamos otros conceptos previos.

Tenemos definidos los pares desordenados {a, b}, y es claro que de una igual-
dad {a, b} = {c¢,d} no podemos concluir necesariamente que a = ¢y b = d, pues
{a,b} = {b,a}, y perfectamente podria suceder que a =d # b = c.

Esto hace conveniente definir el par ordenado con primera componente a 'y
segunda componente b como (a,b) = {{a}, {a,b}}. Entonces:

Teorema 1.8 Sia, b, ¢, d son conjuntos cualesquiera, entonces
(a,b) = (¢,d) siy sdlo sia=cyb=d.

DEMOSTRACION: Es inmediato que si a = ¢ y b = d entonces (a,b) = (¢, d).
Vamos a probar la implicaciéon opuesta. Para ello suponemos primero que a = b.
Entonces, por definicién de par ordenado, (a,b) = {{a},{a,a}} = {{a}} ¥y
(¢,d) = {{c},{c,d}} = {{a}}. Esto obliga a que {c} = {¢,d} = {a}, de donde
se sigue claramente que ¢ =d = a = b.

Llegamos a la misma conclusion si ¢ = d, por lo que podemos suponer que
a #byc# d Tenemos que {{a},{a,b}} = {{c},{c,d}}. Entonces, como
{a} € {{c},{c,d}}, tiene que ser {a} = {c} o bien {a} = {¢,d}, pero el segundo
caso es imposible, porque entonces ¢ = a = d. Por lo tanto, {a} = {c} y esto
implica que a = c.

Igualmente, {a,b} € {{c},{c,d}}, y no puede ser {a,b} = {c}, porque en-
tonces a = ¢ = b, luego tiene que ser {a,b} = {¢,d}, luego b € {c,d}, luego b = ¢
o bien b = d, pero no puede ser b = ¢ = a, luego b = d, como habia que probar.

|

Observemos ahora que si a € A y b € B, entonces a,b € AU B, luego
{a},{a,b} C AU B, luego {a}, {a,b} € P(AU B), luego

(a,0) = {{a},{a,b}} C P(AUB),
luego (a,b) € PP(AU B). Esto nos permite probar:

Teorema 1.9 Dados dos conjuntos A y B, existe un unico conjunto cuyos ele-
mentos son todos los pares ordenados (a,b) cona € A yb € B.

DEMOSTRACION: Basta aplicar el axioma de especificaciéon a la propiedad
Px =z es un par ordenado de la forma x = (a,b), con a € Ay b € By definir

X = {z € PP(AUB) | Px).

Asi, todo elemento de X es un par ordenado en las condiciones requeridas,
y si ¢ = (a,b) es cualquiera de dichos pares, justo antes del enunciado de
este teorema hemos probado que z € PP(A U B) y ademéas Px, luego = € X.
La unicidad es por el axioma de extensionalidad, ya que dos conjuntos que
cumplieran lo requerido tendrian los mismos elementos (los pares ordenados
con primera componente en A y segunda componente en B), luego serfan el
mismo conjunto. L]
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Llamaremos producto cartesiano de los conjuntos A y B al conjunto dado
por el teorema anterior, y que representaremos por A x B. Asi,sia € Ay
b € B, tenemos que (a,b) € A x B, y todos los elementos de A x B son de esta
forma.

A partir de este punto podemos olvidarnos de que los pares ordenados (a, b)
son conjuntos. Nunca mas necesitaremos pensar en ellos como conjuntos, sino
que lo tinico que importa es que determinan el orden de sus componentes y que
pueden “recolectarse” en los productos cartesianos.

Definiciéon 1.10 Diremos que un conjunto f es una aplicacion o funcion de
un conjunto A en un conjunto B (y lo representaremos por f : A — B) si
f C Ax By para cada a € A existe un tnico b € B tal que (a,b) € f. Dicho
b recibe el nombre de imagen de a por f y se representa por f(a). También
se dice que a es una antitmagen de b por f. El conjunto A sobre el que esta
definida f se llama dominio de f y lo representaremos por D f.

Diremos que f : A — B es inyectiva si cuando dos elementos z, y € A
cumplen f(z) = f(y), entonces x = y (elementos distintos tienen imagenes
distintas).

Diremos que f: A — B es suprayectiva si para todo b € B existe un a € A
tal que f(a) = b (todo elemento de B tiene al menos una antiimagen en A).

Diremos que f: A — B es biyectiva si es inyectiva y suprayectiva.

Notemos que la suprayectividad y, por consiguiente, la biyectividad de una
aplicacién no depende tnicamente de f, sino también del conjunto B en el
que consideramos que toma sus imagenes. Una misma funcién puede ser o no
suprayectiva segtn el conjunto B considerado.

Ejemplos Sean® A ={0,1,2} y B=1{0,1,2,3,4} y sea

f= {(073>7 (170)7 (273)}'

Entonces f es una aplicacion f : A — B. Ciertamente es un subconjunto
de A x B (sus elementos son pares con primera componente 0, 1 o 2 y segunda
componente 0, 1, 2, 3 0 4) y cada elemento de A tiene una dnica imagen por f
en B, a saber, f(0) =3, f(1) =0, f(2) = 3. Podemos representar f mediante
un diagrama de flechas, asi:

AB

5Por definiciéon {0,1,2} = {0} U {1} U {2} es el conjunto cuyos elementos son 0, 1 y 2, y
analogamente con {0, 1,2,3,4}.
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Vemos que f no es inyectiva, porque hay dos elementos distintos de A (el 0
y el 2) que tienen la misma imagen en B: se cumple f(0) = f(2), pero 0 # 2.
También vemos f no es suprayectiva, porque hay varios elementos en B que no
tienen antiimagen en A (el 1, el 2 y el 4).

La figura siguiente muestra una aplicacion inyectiva g : A — B y otra
suprayectiva de h : B — A:

A g B B h A

=~ =

Vemos que, en efecto, la aplicacién g no asigna una misma imagen a dos
elementos distintos, por lo que es inyectiva, pero no suprayectiva, ya que hay
elementos sin antiimagen. En cambio, la de la derecha no es inyectiva, pues
h(0) = h(4) y también h(1) = h(2), pero si que es suprayectiva, ya que todo
elemento de B tiene al menos una antiimagen.

La figura siguiente muestra una aplicacion biyectiva entre dos conjuntos A
y C:

A u c

Notemos que éste es el aspecto “tipico” de una aplicacion biyectiva entre dos
conjuntos: cada elemento de A tiene una tunica imagen en C' y cada elemento
de C tiene una unica antiimagen en A (una porque la aplicacion es suprayec-
tiva y dnica porque es inyectiva). De esta suerte, los elementos de A quedan
emparejados con los elementos de C sin que falte ni sobre ninguno. L]

En la préactica, para definir una aplicacion f : A — B basta especificar
(una vez dados A y B) cuél es la imagen f(a) € B de cada elemento a € A.

Por ejemplo, podemos definir S : N — N sin méas que especificar que
si n € N, entonces S(n) = {n}. Toda definicion hecha de este modo puede
traducirse a una aplicacién del axioma de especificacion. Concretamente, en
este caso seria

S ={z € Nx N |existe un n € N tal que z = (n,S(n))}.

Igualmente, para probar que dos aplicaciones f: A — By g: A — C
son iguales (como conjuntos) no usaremos normalmente una doble inclusion que
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nos obligue a “recordar” que f y g son conjuntos de pares ordenados. Eso es
equivalente a probar (teniendo en cuenta que estamos suponiendo de antemano
que f y g tienen el mismo dominio A) que para todo a € A se cumple que
f(a) = g(a). En otras palabras:

Dos aplicaciones son iguales si y sélo si tienen el mismo dominio y
asignan la misma imagen a cada elemento de dicho dominio.

En efecto, si se cumple esto podemos probar que f = g por doble inclusion:
siz € f, entonces x es un par ordenado = = (a, f(a)), pero como f(a) = g(a),
de hecho = = (a,g(a)) € g. Esto prueba que f C g e igualmente se prueba que
gcf.

Introducimos ahora algunos conceptos adicionales sobre una aplicaciéon cual-
quiera f : A — B (los ejemplos que las acompanan hacen referencia a las
funciones g y h correspondientes a los graficos de la pagina precedente):

1. Si X C A, definimos f[X] = {b € B | existe z € X tal que f(z) = b}.
Asi, f[X] es el conjunto de las imagenes de los elementos de X.
Por ejemplo, h[{1,2,3}] = {0,2}.

2. En particular f[A] es el conjunto de todas las imagenes de los elementos
de A y se denomina rango o imagen de f. Lo representaremos por Rf o
por Im f. Notemos que f es suprayectiva si y solo si f[A] = B.

Por ejemplo, Rg = {0, 2, 3}.

3. SiY C B, definimos f~'[Y] ={a € A| f(a) € Y}. Se trata del conjunto
de todas las antiimagenes de los elementos de Y. (Es habitual escribir
f71b] = f71[{b}] para hacer referencia al conjunto de las antiimigenes
debe B.)

4. Si X C A definimos f|x : X — B como la aplicacion que coincide con f
sobre los elementos de X, es decir, su dominio es X y, para cada = € X,
se define f|x(z) = f(x).

5. Si f es inyectiva y C = f[A], definimos f~! : C — A como la tinica
aplicacion que a cada elemento de C' le asigna su dnica antiimagen por
f, es decir, si ¢ € C, entonces f~1(c) es el tinico elemento a € A tal que
f(a) = c. Asi f(a) = b es equivalente a f~1(b) = a, pero para que esto
tenga sentido es necesario que f sea inyectiva, pues si b tuviera varias
antiimagenes, no estarfa bien definido f~!(b).

6. En particular, si f: A — B biyectiva, también f~!: B — A biyectiva.

Si A C B, la aplicacion i : A — B dada por i(a) = a se llama inclusion
de A en B. Si, méas concretamente, A = B, la inclusién i : A — A se llama,
aplicacion identidad en A.

Sif:A— B,g:C — Dy f[A] C C, podemos definir la composicion
fog: A— D como la aplicacién dada por (f o g)(a) = g(f(a)), es decir, la
aplicacion que se calcula pasando de a € A a f(a) € f[A] C C y luego de f(a)
a g(f(a)) € D.
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Por ejemplo, si g y h son las aplicaciones de las figuras de la pagina anterior,
se cumple que g o h es la identidad en A, pues (g o h)(0) = h(g(0)) = h(3) =0,
e igualmente se comprueba que (go h)(1) =1y (goh)(2) = 2.

Los conceptos que acabamos de introducir satisfacen numerosas relaciones
de interés que conviene conocer. Veamos algunas de ellas:

1.Sif:A— B,g:B— Cyh:C — D, entonces (fog)oh = fo(goh).

En efecto, los dos miembros de la igualdad son aplicaciones A — D vy,
para cada a € A, se cumple que

((feg)oh)(a) = h((feog)(a)) = h(g(f(a))) = (goh)(f(a)) = (fo(goh))(a).

Por lo tanto, en esta situaciéon podemos escribir f o g o h sin necesidad
de poner paréntesis. Se trata de la aplicacién que actia primero como f,
luego aplica g y luego h.

2. Si f: A— B es biyectiva, entonces fo f~! =i, es la identidad en A y
f~Yo f =ip es la identidad en B.
En efecto, sia € Ay f(a) = b, entonces f~1(b) = a, luego

(fof™N(a) =1 (f(a) = f71(b) = a =1ia(a),
e igualmente se comprueba que (f~1o f)(b) = b = ip(b), para todo b € B.

3.Sif:A—> Beiga,ip son las identidades en A y en B, respectivamente,
entonces igo f=f= foip.

4. Si f:A— By X, Y C B, entonces
FUXUY]=fTXJu YL T nY] = XN Y,
FHXNY] = X\ fHYD.

Comprobamos la primera como ejemplo: si a € f~1[X U Y], entonces
f(a) € X UY, luego f(a) € X o bien f(a) € Y, luego a € f~1[X] o bien
a € f71Y], luego a € f~1X]U f71[Y]. Esto nos da la inclusién C, la
inclusiéon D se demuestra analogamente.

581 f:A— Byg:B— Ay fog=1i4 eslaidentidad en A, entonces
f es inyectiva y g es suprayectiva.

En efecto, para ver que f es inyectiva tomamos z, y € A y suponemos que

f(z) = f(y). Entonces g(f(x)) = g(f(y)), luego (f o g)(z) = (f o g)(y),

luego =z = y.

Para ver que g es suprayectiva tomamos a € Ay observamos que se cumple
g(f(a)) = a, luego f(a) € B es una antiimagen de a por g.
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Ejercicio: Sea f: A — B ysean X, Y C A. Estudiar si se cumplen las igualdades
fIXOUY]=fIXJUflY],  fIXNY]=[fIXINnfY],  fIX\Y]=fIX]\f[Y].

Por ultimo observamos que si f : A — B, por definiciéon f C A x B, luego
f € P(A x B). Por lo tanto, podemos usar el axioma de especificacion y definir

BA={fecPAxB)|f:A— B},

que es el conjunto de todas las aplicaciones de A en B, ya que la restriccion
f € P(A x B) no elimina a ninguna de ellas.

1.4 Los numeros naturales

Para definir los ntmeros naturales hemos elegido arbitrariamente un con-
junto como 0 (concretamente &) y una operacion conjuntista adecuada como
“siguiente” (concretamente xz — {z}). Veamos ahora que hay muchas otras
elecciones posibles. En lugar de la version del axioma de infinitud que hemos
adoptado, podriamos haber tomado esta variante mas abstracta:

Axioma de infinitud (variante) FEuiste un conjunto X con una aplicacion
S : X — X inyectiva y no suprayectiva.

Observemos que la versién anterior del axioma implica ésta, ya que la apli-
cacion sucesor S : N — N es inyectiva y no suprayectiva (eso es precisamente
lo que afirman los axiomas de Peano 3 y 4). Ahora vamos a ver que esta version
abstracta es suficiente para construir un conjunto de nimeros naturales.

Sea S : X — X una aplicaciéon inyectiva y no suprayectiva, tal y como
postula el axioma. Entonces podemos elegir un elemento 0 € X que no tiene
antiimagen. Diremos que A C X es inductivo si 0 € Ay cuando n € A entonces
también S(n) € A. SeaJ = {A € PX | A es inductivo}. Observemos que J # &,
ya que X € J. Sea N = (J. Exactamente igual que en la demostracion del
teorema 1.4 podemos probar que N es inductivo. En particular, si n € N, se
cumple que S(n) € N, por lo que podemos restringir S|y : N — N. Vamos a
llamar S a esta restriccion. Entonces:

Teorema 1.11 (Axiomas de Peano) FEziste un conjunto N, una aplicacion
S : N — N yun elemento 0 de modo que se cumplen las propiedades siguientes:

1. 0e N.

2. Sin € N, entonces S(n) € N.

3. No existe ningin n € N tal que S(n) = 0.

4. Sim, n €N yS(m)=S(n), entonces m = n.

5. Si A C N tiene la propiedad de que 0 € A y siempre que n € A también

S(n) € A, entonces A = N.
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DEMOSTRACION: Las propiedades 1) y 2) se cumplen porque N es inductivo,
la propiedad 3) porque hemos elegido 0 sin antiimagen por S, la propiedad 4)
porque S es inyectiva y la 5) porque lo que afirma es que A C N C X es
inductivo, luego A € J, luego N C A, ya que los elementos de N estéan en todos
los elementos de J. m

Podemos definir igualmente 1 = S(0), 2 = S(1), etc. Asi tenemos la misma
situacién que antes, salvo que ahora no hemos precisado cuales son concreta-
mente los elementos de IV ni quién es concretamente el cero ni en qué consiste
concretamente el paso al siguiente ntiimero natural. Conviene recoger esto en
una definicién:

Definicion 1.12 Un sistema de Peano es una terna® (N, S,0) que cumple las
cinco propiedades del teorema anterior.

Vemos entonces que el axioma de infinitud que hemos dado en esta secciéon
es equivalente a la existencia de una terna de Peano (pues hemos probado que
existe una a partir del axioma y, reciprocamente, la funcién S de una terna de
Peano es una aplicacion inyectiva y no suprayectiva). El axioma de infinitud
dado en la seccién 1.2 implica la existencia de un sistema de Peano en el que,
concretamente, 0 = @ y S(n) = {n}, pero esto es anecdotico.

Para poner de manifiesto que lo tnico que importa realmente de los niimeros
naturales es que forman un sistema de Peano ahora vamos a trabajar con uno
cualquiera de ellos. Empezamos demostrando la propiedad mas importante de
los niimeros naturales junto con el principio de induccion:

Teorema 1.13 (Principio de recursién) Sea (N, S,0) un sistema de Peano,
sea g : A — A una aplicacion arbitraria y sea a € A. Entonces existe una
unica aplicacion f : N — A tal que f(0) = a y para todo n € N se cumple que

f(5(n)) = g(f(n)).

La dltima propiedad se expresa a menudo diciendo que el diagrama siguiente
es conmutativo:

A—2 s A

i

N ——N
S

Decir que un diagrama de este tipo es conmutativo quiere decir que si vamos
de un punto a otro por dos caminos diferentes el resultado es el mismo, en este
caso fog= So f, que es justo lo que afirma el teorema.

En la practica, el principio de recursion afirma que para definir una aplica-
cion f : N — A no es necesario definir explicitamente f(0), f(1), f(2), etc.,
sino que basta definir f(0) como un cierto a € A y explicar como se calcula
f(S(n)) supuesto que ya hayamos calculado f(n), es decir, dar una funcion

6En general podemos definir una terna como (a, b, c) = ((a,b), c).
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g que determine f(S(n)) a partir de f(n). Esto determina completamente la
funcion f, que vendra dada por:

f0)=a, f(1)=f(500)) =g(a), [(2)=[(5(1))=g(g(a)),
f3) =g(g(9(a)), f(4) =g(g(g(g(a)))),

Cuando definimos una funcién de este modo se dice que la estamos definiendo
por recurrencia, o que la definicién es recursiva.

Antes de ver ejemplos y aplicaciones vamos a demostrar el teoremas:
DEMOSTRACION: Diremos que h : X — A es una aprorimacion si:

1. X C N,0 € X y siempre que n € X y n # 0 existe un m € X tal que
n=S(m)

2. h(0) = a y siempre que n € X y S(n) € X, entonces h(S(n)) = g(h(n)).

Asi, las aproximaciones son funciones que cumplen lo que requiere el teorema
salvo que no tienen por qué estar definidas en todo V.

Veamos en primer lugar quesi h : X — Ay I/ : X’ — A son aproxima-
ciones y n € X N X', entonces h(n) = h'(n).

Lo probamos por induccién sobre n. Concretamente, consideramos la pro-
piedad Pn dada por: sin € XNX', entonces h(n) = h'(n), y vamos a comprobar
que la cumplen todos los elementos de V.

Se cumple para 0, porque por definicién de aproximacion 0 € X N X' y
h(0) = a = h'(0).

Supongamos, como hipotesis de induccién, que si n € X N X', entonces
h(n) = h'(n) y vamos a probar que lo mismo vale para S(n). Para ello supone-
mos que S(n) € X N X’. Entonces, por definiciéon de aproximacion, n € X N X’
(aqui usamos el cuarto axioma de Peano, que dice que n es el tnico anterior
de S(n)). Entonces, por hipotesis de induccion h(n) = h'(n), y por definicion
de aproximacion h(S(n)) = g(h(n)) = g(h'(n)) = h'(S(n)). Esto termina la
prueba.

Ahora probamos que para todo n € N existe una aproximacion h con n en
su dominio. Lo probamos nuevamente por induccién sobre n. Es inmediato que
la aplicaciéon h : {0} — A dada por h(0) = a es una aproximacioén, y tiene a 0
en su dominio, luego el resultado es cierto para 0.

Supongamos, por hipotesis de induccion que h : X — A es una aproxima-
cion tal que n € X. Si S(n) € X, entonces h cumple lo requerido para S(n).
En caso contrario es facil ver que A’ : X U{S(n)} — A definida como h sobre
los elementos de X y como h'(S(n)) = g(h(n)) es una aproximacion con S(n)
en su dominio.

Ahora ya podemos definir f : N — A como sigue: para cada n € N,
sabemos que existe una aproximaciéon h : X — A con n en su dominio y que,
si tomamos dos cualesquiera, el valor de h(n) va a ser el mismo para ambas.
Por lo tanto podemos definir f(n) = h(n).
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Esto hace que, en particular, f(0) = a, porque todas las aproximaciones
asignan a 0 la imagen a. Por otra parte, sin € Ny h: X — A es una
aproximacion tal que S(n) € X, entonces por definicién de aproximacion n € X,
luego por definicion de f tenemos que f(n) = h(n) y f(S(n)) = h(S(n)), y por
definicién de aproximacion

f(S(n)) = h(S(n)) = g(h(n)) = g(f(n)).

Por lo tanto, f cumple lo pedido, y solo falta probar que s6lo hay una f
que cumpla esta propiedad. Para ello tenemos que probar que si f: N — A
y f/: N — A cumplen las condiciones del enunciado, entonces f = f’, para
lo cual a su vez basta probar que si n € N entonces f(n) = f’(n). Esto lo
probamos por inducciéon. Para n = 0 se cumple, pues f(0) = a = f/(0). Si
suponemos como hipétesis de induccion que f(n) = f/(n), entonces

f(8(n)) = g(f(n)) = g(f'(n)) = f'(S(n)).
esto termina la prueba de la unicidad de f. m

Como primera aplicaciéon demostramos la equivalencia entre todos los siste-
mas de Peano:

Teorema 1.14 Si (N,S5,0) y (N',5’,0") son dos sistemas de Peano, entonces
existe f : N — N’ biyectiva tal que f(0) = 0’ y que hace conmutativo el
diagrama siguiente:

Observemos que esto significa que f(1) = f(S(0)) = S'(f(0)) = S'(0') =1/,
f(2) = f(S(Q)) = S'(f(1)) = S'(1') = 2' y, en general, que f transforma el
0 de un sistema en el 0 del otro, el 1 de un sistema en el 1’ del otro, y asi
sucesivamente. En definitiva, f es como un “diccionario” que traduce “cero”
por “zero”, “uno” por “one”, “dos” por “two” y asi sucesivamente, poniendo en
evidencia que los dos sistemas de Peano no son méas que dos ristras de nombres
alternativos para los niimeros naturales, de modo que es lo mismo partir de
“dos”, calcular el siguiente “tres” y luego traducir “three” que partir de “dos”,
traducir “two” y luego calcular el siguiente “three”.

DEMOSTRACION: Aplicamos el teorema de recursion a 0’ € N’ y a la funcion
S’ : N/ — N’. La conclusion es que existe una funcion f : N — N’ tal
que f(0) = 0" y para todo n € N se cumple que f(S(n)) = S'(f(n)), que es
la condicion de conmutatividad para el diagrama. Solo falta probar que f es
biyectiva.

Para ello invertimos los papeles y definimos f’ : N’ — N mediante el teo-
rema de recursion aplicado al segundo sistema de Peano, de modo que f'(0") =0
y para todo n’ € N’ se cumple que f'(S"(n')) = S(f'(n')).
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Ahora demostramos por induccién que f'(f(n)) = n para todo n € N.
Para n = 0 tenemos que f/'(f(0)) = f(0') = 0. Si vale para n, entonces

F(£(8(n))) = F1(S'(f(n))) = S(f'(f(n))) = S(n).

Esto prueba que fo f’ es la identidad en N, y la propiedad 5 de la pagina 17
nos da que f es inyectiva. Pero invirtiendo los papeles obtenemos también que
f' o f es la identidad, luego f es suprayectiva, y concluimos que es biyectiva.

| |

A partir de aqui fijamos un sistema de Peano cualquiera (N, S, 0), que puede
ser el que hemos construido concretamente en la seccién 1.2 u otro cualquiera,
y llamaremos numeros naturales a los elementos de N.

Vamos a aplicar el teorema de recursiéon tomando como a un ntimero natural
m € N y como g la aplicacion siguiente S : N — N. El teorema nos da que
existe una unica f,, : N — N tal que f,(0) = m y fn(S(n)) = S(fm(n)).
Sin embargo, en lugar de usar la notaciéon habitual para aplicaciones, es decir,
fm(n), vamos a usar una notacion especifica, y escribiremos m +n = f,(n).
Con esta notacion, las propiedades que determinan por recurrencia la funcién
fm se escriben asi:

m+0=m, m+S(n) = S(m+n).

En particular, observamos que m+1 = m+S(0) = S(m+0) = S(m), por lo
que a partir de ahora ya no volveremos a escribir S(n) para referirnos al siguiente
de un ntimero natural, sino que usaremos la notacion m + 1. Puesto que ésta
serd la notacion que emplearemos en lo sucesivo, conviene reescribir en estos
términos los resultados que hemos enunciado hasta ahora con la notacién S:

Principio de induccion Si probamos que O tiene la propiedad P y bajo la
hipdtesis de que n € N cumple la propiedad P (hipdtesis de induccion) podemos
demostrar que n+ 1 también cumple la propiedad P, entonces podemos asequrar
que todo numero natural cumple la propiedad P.

Principio de recursiéon  Sig: A — A es una aplicacion arbitraria y a € A,
existe una unica aplicacion f : N — A tal que f(0) = a y para todo n € N se

cumple que f(n+1) = g(f(n))

Suma de niimeros naturales La suma de dos niimeros naturales m y n esté
univocamente determinada por las propiedades siguientes:

m+0=m, m+(n+1)=(m+n)+1.

Esta definicién se corresponde con la suma que el lector conoce sin duda
desde sus primeros anos. Por ejemplo:

243=2+4+02+1)=02+2)+1=2+1+1)+1=(2+1)+1)+1

=(B+1)+1=4+1=5
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Producto de nameros naturales El producto de dos nimeros naturales esté
univocamente determinado por las propiedades
m-0=0, m(n+1)=m-n+m.

Observemos que la definicion de producto se basa en el teorema de recursiéon
tomando ¢ = 0 y como g : N — N la aplicacién dada por g(n) = n + m.
Esto nos define una funcién f,,, pero en lugar de f,,(n) escribimos m - n, o
simplemente mn. Como en el caso de la suma, este producto es el producto
“de toda la vida”. No obstante, antes de hacer cuentas con él es conveniente
demostrar las propiedades bésicas de estas operaciones:

L.(m+n)+r=m+ (n+r).

Por induccién” sobre r. Para r = 0 se reduce a m +n = m + n. Si vale
para r, entonces

() + (74 1) = ((m+0) +1)+ 1= (m+ (n+7)) + 1

=m+((n+r)+1)=m+(n+(r+1)),

donde hemos aplicado la definicién de suma, la hipotesis de induccién, y
dos veces mas la definiciéon de suma.
Esta propiedad nos permite escribir expresiones m + n + r sin necesidad
de intercalar paréntesis. Asi, por ejemplo,

3+3=34+2+1=3+1+1+1=4+1+1=5+1=6.

2. m+n=n+m.

Para probar esto demostramos antes algunos casos particulares. En primer
lugar demostramos que 0 + n = n por induccion sobre n (notemos que
n+ 0 = n se cumple por la definicion de suma). Paran =0es 0+ 0 =0,
Si vale para n, entonces

0+(n+1)=0+n)+1=n+1.

En segundo lugar demostramos que 1 +n = n + 1, también por inducciéon
sobre n. Paran = 0es 140 =1 = 0+ 1, la primera igualdad por
la definicion de suma y la segunda porque ya hemos visto que sumar 1
equivale a pasar al siguiente. Si vale para n, entonces

l+(n+1)=10+n)+1=n+1)+1

Ahora probamos el caso general por inducciéon sobre n. Para n = 0 es
m+ 0 =m = 0+ m. Sivale para n, entonces
m+n+l)=m+n)+1l=n+m)+1=n+(m+1)
=n+(1+m)=Mm+1)+m,

donde hemos usado las propiedades precedentes.

7“Por induccién sobre 7 significa que vamos a aplicar el principio de induccién a la pro-
piedad Pr = (m +n) +r =m+ (n + r), considerando m y n fijos.
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. (m+n)r=mr+nr.

Por induccion sobre r. Parar =0es (m+n)0=0=04+0=m-0+n-0.
Si vale para r entonces

(m+n)(r+1)=m+n)r+m+n=mr+nr+m+n

=mr+m+nr+r=m(r+1)+n(r+1).

.m(n+r1)=mn+mr.

Por induccién sobre r. Para r = 0 es mn = mn. Si vale para r, entonces
mn+(r+1)=m(n+r)+1)=mn+r)+m

=mn+mr+m=mn+m(r+1).

. (mn)r = m(nr).

Por induccion sobre r. Para r = 0 es (mn)0 = 0 = m(0) = m(n0). Si vale
para r, entonces

(mn)(r +1) = (mn)r + mn = m(nr) + mn = m(nr +n) = m(n(r + 1)),

donde hemos usado la propiedad anterior.

Como en el caso de la suma, esta propiedad hace innecesarios los paréntesis
entre los términos de una multiplicacion.

.n-1=n.

n-1=n0+1)=n-0+n=0+n=n.

.mn =nm.

Demostramos antes algunos casos particulares. En primer lugar vemos
que 0-n=0. Paran=0es 0-0=0. Si vale para n, entonces

0-(n+1)=0-n+0=0+0=0.

En segundo lugar 1-n = n. Paran =0es 1-0 = 0. Si vale para n,
entonces 1(n+1)=1-n+1-1=n+1. Ahora probamos el caso general,
por induccién sobre n. Para n = 0 es m0 = 0 = Om. Si vale para n,
entonces

mn+1l)=mn+m=nm+m=nm+1-m=(Mn+1)m,

donde hemos usado la propiedad 3.

. Sim+r=n+r, entonces m = n.

Por induccién sobre r. Para r = 0 tenemos m+0 = n+0, luego ciertamente
m = n. Si vale para r y tenemos m + (r + 1) = n+ (r 4+ 1), esto es lo
mismo que (m+7)+1= (n+r)+1, o también S(m+r) = S(n+r), luego
por el cuarto axioma de Peano m 4+ r = n + r, luego m = n por hipoétesis
de induccioén.



1.4. Los nuiimeros naturales 25

9. Sim+n =0, entonces m =n = 0.

En efecto, si fuera n # 0, entonces n = r 4+ 1 para cierto r (teorema 1.7),
y entonces m+n = (m+7r)—+1 # 0, pues el 0 no es el siguiente de ningtin
nimero natural.

10. Si mn = 0, entonces m = 0 o bien n = 0.

En caso contrario, m = m/ + 1, n = n’ + 1, luego, al igual que antes,
mn=m+1)n +1)=m+1)n"+m +1#£0.

Ahora ya es facil operar con numeros naturales. Por ejemplo,
3-2=3(1+1)=3+3=6.

El dltimo concepto bésico de la aritmética de los nimeros naturales es la
relacion de orden:

Ordenacion de los niimeros naturales Diremos que un ntimero natural
m es menor o igual que otro n, y lo representaremos por m < n, si existe un
r € N tal que m + r = n. Observemos que en tal caso dicho r es tinico por
la propiedad 8 precedente, por lo que podemos llamarlo resta de n 'y m, y lo
representaremos por 1 — m.

Notemos que m < m, porque m + 0 = m. Escribiremos m < n para indicar
que m <nym#n.

Por ejemplo, como 2 4+ 3 = 5, se cumple que 2 < 5y que 5 — 2 = 3.

Veamos ahora las propiedades correspondientes:

1. Para todo natural n se cumple que 0 < n.

En efecto, 0 +n = n.

2. Si m y n son nimeros naturales, entonces m < n o bien n < m.

Por inducciéon sobre n, si n = 0 se cumple n = 0 < m. Si vale para n,
tenemos que m < n o bien n < m. Si se da el primer caso, existe un r tal
que m+1r =mn, luegom—+r+1=n+1, luego m <n+1, como habia que
probar.

Supongamos ahora que n < m y sea r tal que n+r = m. Sir = 0 entonces
n=m, luegon+1=m+ 1, luego m < n + 1, como habia que probar.
Sir # 0, existe un 7’ tal que r = v’ + 1, luego n + 1’ + 1 = m, luego
n+1<m.

3. Sim < nyn < m,entonces m = n.

Tenemos que m+r =nyn+r1r =m,luegom+r+r =m=m+0,
luego r + 7' = 0, luego r = r’ = 0, luego m = n.
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4. Sim<nyn<r, entonces m < r.

Tenemos que m+u=nyn+v=r,luego m+u+v =r, luegom < r.

5. Secumple m <nsiysélosim+r <n-+r.
En efecto, m < n equivale a que exista un u tal que m + u = n, lo cual
equivale a que m +r + u =n 4+ r, lo cual equivale a que m +r <n +r.
6. Sir # 0y mr = nr, entonces m = n.

En efecto, no perdemos generalidad si suponemos m < n, de modo que
n =m + u, luego nr = mr + ur, luego mr + 0 = mr + ur, luego ur = 0,
luego u = 0, luego m = n.

7. Sir#0, entonces m < n siy solo si mr < nr.

Sim < n, existe un u tal que m + u = n, luego mr + ur = nr, luego
mr < nr. Reciprocamente, si mr < nr, entonces o bien m < n, como
queremos probar, o bien n < m, en cuyo caso nr < mr por la parte ya
probada, luego nr = mr por 3, luego n = m por 6, luego m < n.

Notemos que, trivialmente, n < S(n), luego la ordenacién que acabamos
de introducir se corresponde con la que resulta al ir generando los ntmeros
naturales a partir del 0 mediante la operacion “siguiente”; es decir:

0<l<2<3<4<---

La relacion de orden en N permite dar un significado preciso a algunas ex-
presiones con “puntos suspensivos”. Por ejemplo, para cada n € N podemos
definir

I,={1,...,n}, I ={0,...,n—1}

y esto hay que entenderlo como que I,, = {m € N| 1 < m < n} (con lo que en
particular Iy = @) e igualmente I} = {m € N | m < n}, que son definiciones
validas por especificacion.

Exponenciacion de niimeros naturales La ezponenciacion de dos niimeros
naturales esta univocamente determinada por las propiedades siguientes:
m® =1, m"tt =m" . m.

Dejamos como ejercicio demostrar sus propiedades béasicas:
Si n # 0, entonces 0" = 0 (pero 0° = 1, por definicién).
1" =1.
mitT =m"-m’.
(mn)r — mnr'
(mn)" =m"-n".

Sim<nyl<r, entonces m" <n'.

NS et YD

Sim < n, entonces m" < n'".
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1.5 Relaciones de orden

Acabamos de definir una ordenacion de los nameros naturales (que no es
sino la ordenacion usual que el lector conocia sin duda de antemano). Sin
embargo, el conjunto de los ntimeros naturales no es el tinico conjunto que
vamos a manejar en el que es posible considerar una relaciéon de orden, y por
ello es conveniente desarrollar una teoria general —o, més bien, un lenguaje
general— sobre conjuntos ordenados para estar en condiciones de aplicar los
mismos hechos generales a distintos casos particulares sin necesidad de redefinir
los conceptos y repetir las demostraciones en cada caso. Para ello necesitamos
en primer lugar una teoria general sobre relaciones.

Definicion 1.15 Una relacion R en un conjunto A es un subconjunto del pro-
ducto cartesiano R C A x A.

En la préctica, en lugar de escribir (a,b) € R, escribiremos a Rb y diremos
que a estd relacionado con b (respecto de la relacion R).

Observaciones Como en el caso de las funciones, en la practica podemos
olvidar que las relaciones son técnicamente conjuntos de pares ordenados. Asi,
para definir una relacion R en un conjunto A basta especificar que a Rb si y
sOlo si a y b cumplen una determinada propiedad Pab. Esto equivale a definir
R como el conjunto

R ={(a,b) € Ax A| Pab}.

Por ejemplo, si R es una relacién en un conjunto A, podemos definir su
relacion inversa como la relaciéon R~! dada por

aR7'b siysolosi bRa.
Técnicamente, R~! se define por el axioma de especificacién, como el conjunto
R™' ={r € Ax A|existen a,b € A tales que z = (a,b) y (b,a) € R},

pero la primera forma de definir ésta o cualquier otra relaciéon es méas practica.

Otro ejemplo: en la seccién anterior hemos definido la ordenacién de los
nimeros naturales como una propiedad m < n que pueden tener o no dos
nimeros naturales dados. Ahora podemos considerar el conjunto

{(m,n) e NxN|m <n}

y, si llamamos < a este conjunto, tenemos que m < n en el sentido de la

secciéon anterior si y s6lo si se cumple esto mismo en el sentido que acabamos de

introducir, es decir, en el sentido de que el par (m,n) pertenece al conjunto <.
|
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Veamos algunos conceptos del lenguaje de las relaciones.
Definiciéon 1.16 Una relaciéon R en un conjunto A es:
e Reflexiva si para todo a € A se cumple que a R a.
e [rreflexiva si para ningun a € A se cumple que a R a.
e Simétrica si cuando a, b € A cumplen a Rb también cumplen b R a.
o Antisimétrica si cuando a, b € A cumplen a Rb y b Ra entonces a = b.
o Asimétrica si no existen a, b € A que cumplan a Rby b Ra.
e Transitiva si cuando a, b, ¢ € A cumplen a Rb y b Rc entonces a R c.
e Conezxa si cuando a, b € A, o bien se cumple a Rb o bien b Ra.

Una relacion < en un conjunto A es una relacion de orden parcial si es
reflexiva, antisimétrica y transitiva. Si ademas es conexa, se dice que es una
relacion de orden total.

Una relaciéon < en un conjunto A es una relacion de orden parcial estricto
si es irreflexiva, asimétrica y transitiva. Si ademas cuando a, b € A se cumple
a<bob<aoa=bse dice que es una relacion de orden total estricto.

Un conjunto parcialmente (resp. totalmente) ordenado es un par (A4, <),
donde < es una relacion de orden parcial (resp. total) en A.

Observaciones FEn la seccién anterior hemos demostrado que la relacion <
definida alli sobre el conjunto N de los nameros naturales es una relacion de
orden total, y es facil ver que la relaciéon < definida como m <nsim < ny
m # n es una relacion de orden total estricto.

En realidad esto es un caso particular de un hecho general: siempre que
en un conjunto A tenemos definida una relaciéon de orden (total o parcial) no
estricto <, la relacion dada por a < bsiy solosia < by a # b es una relacion de
orden estricto (total o parcial segtin lo sea la relacion dada) y, reciprocamente,
si < es cualquier relacion de orden estricto en un conjunto A, la relaciéon dada
por a < bsiysoélosia<boa=bes una relacién de orden no estricto, de
modo que una y otra se determinan mutuamente. Por lo tanto, es indiferente
hablar de relaciones de orden estricto o no estricto en un conjunto: siempre
que tenemos definida una, podemos dar por hecho que tenemos definida de este
modo una del otro tipo.

Al hablar de conjuntos ordenados es frecuente omitir la relaciéon de orden,
y decir, por ejemplo que A es un conjunto ordenado, de modo que hay que
entender que (A, <) es un conjunto ordenado con cierta relacion de orden que
no se menciona, ya sea porque es una relaciéon arbitraria denotada por <, ya
porque sea una relacion especifica que se deduce del contexto. Por ejemplo,
siempre que hablemos de N como conjunto ordenado se entendera que hablamos
del par (N, <), donde < es la relacion definida en la seccion precedente.
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El hecho de emplear el signo < para referirnos tanto a una relaciéon de orden
arbitraria como a relaciones de orden concretas definidas en ciertos conjuntos
(de momento sblo tenemos definida la de N) no da lugar a confusiéon porque rara
vez se consideran varias relaciones de orden definidas sobre un mismo conjunto,
por lo que el significado de < se deduce en cada contexto de los elementos sobre
los que actia. Soélo en caso de considerar varias relaciones de orden sobre un
mismo conjunto sera necesario distinguir unas de otras con signos como <’, <*,
4, etc.

En general, si X es un conjunto parcialmente ordenado, ademas de la rela-
cién < sobrentendida, tenemos la relacién estricta asociada <, y las relaciones
inversas de ambas, que representaremos siempre por > y > respectivamente.

Asi, por ejemplo, 5 > 3 es lo mismo que 3 < 5. [

Ampliamos ahora nuestro vocabulario sobre un conjunto parcialmente orde-
nado A:

1. Si X C A, consideraremos a X como conjunto ordenado con la restriccion®

a X de la relacion de orden de A.

2. Si X C Aym € X, diremos que m es el minimo de X si para todo x € X
se cumple que m < x. Notemos que si X tiene minimo, éste es tinico, pues
si m y m’ son dos minimos, entonces ambos estan en X y deben cumplir
m < m'ym < m,luego m = m’. Por ello podemos representarlo por
min X (aunque recordemos que, en general, puede no existir).

3.5 X C Ay M € X, diremos que M es el mdximo de X si para todo
x € X se cumple que z < M. Al igual que sucede con los minimos, si X
tiene maximo éste es tnico, y podemos representarlo por méax X.

4. 851 X € Ay c € A, diremos que ¢ es una cota inferior de X si para
todo x € X se cumple que ¢ < z. La diferencia con el minimo es que
no exigimos que ¢ € X, y esto hace que un mismo conjunto pueda tener
muchas cotas inferiores distintas (o ninguna).

5. S1 X C Ay C € A, diremos que C es una cota superior de X si para todo
x € X se cumple z < C.

Por ejemplo, si X = {3,5,6}, tenemos que, respecto al orden usual de N, los
nameros 0, 1, 2, 3 son cotas inferiores de X y 3 = min X, mientras que cualquier
ndmero n > 6 es una cota superior, y 6 = max X.

También es claro que 0 = min N, mientras que N no tiene méaximo elemento,
va que si M € N fuera el maximo, deberia cumplir M + 1 < M, lo cual es falso.

Observemos que si un conjunto tiene maximo entonces éste es el minimo del
conjunto de sus cotas superiores, e igualmente el minimo (si existe) es el maximo
del conjunto de sus cotas inferiores.

La ordenacién de los niimeros naturales tiene una propiedad notable:

8Técnicamente, la restriccion es <x =<4 N (X x X), de modo que, si =, y € X, entonces
r <x y es equivalente a <4 y, pero <x solo esta definida para elementos de X.
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Teorema 1.17 (Principio de buena ordenacion) Todo subconjunto no va-
cio de N tiene un minimo elemento.

DEMOSTRACION: Sea X C N un conjunto no vacio, de modo que existe un
cierto m € X. Consideremos la propiedad Pc = ¢ es una cota inferior de X.
Claramente se cumple PO, y m + 1 no tiene la propiedad P, pues no es cierto
que m + 1 < m. Si fuera cierto que cuando ¢ cumple la propiedad P también
la cumple ¢ + 1, el principio de induccién nos daria que todo ntmero natural
cumple la propiedad P, y hemos visto que eso es falso. Por lo tanto, tiene que
existir un ¢ € N que cumpla Pc, pero de modo que ¢+ 1 no cumpla P. En otras
palabras, ¢ es una cota inferior de X, pero ¢+ 1 no lo es. Lo segundo significa
que existe un n € X tal que n < ¢+ 1, y lo primero implica que ¢ <n < c+ 1.
De aqui se sigue’ que ¢ = n, luego ¢ € X es el minimo de X. L]

Por ejemplo, es facil probar que n + 1 = min{m € N | m > n}, es decir, que
el siguiente de un ntimero natural n es el minimo namero natural mayor que n.

En general, el principio de buena ordenacién hace que si tenemos que existe
un nimero natural que cumple una propiedad P, podamos considerar ‘el minimo
ntmero natural que cumple la propiedad P”, es decir, el minimo del conjunto no
vacio {n € N | Pn}, con lo que tenemos un ntimero que, ademas de cumplir P,
cumple que ningtn natural menor cumple P. Veamos un ejemplo de este tipo
de argumentacion:

Teorema 1.18 (Divisién euclidea) Dados dos nimeros naturales D y d, con
d # 0, existen unos unicos ¢ y r tales que D =dc+1r yr <d.

DEMOSTRACION: Como d # 0, tenemos que 1 < d, luego D < dD. Asi pues,
D es un ntumero natural x que cumple D < dz, luego podemos tomar el minimo
nimero natural  que cumple D < dz.

Si D = dx, entonces basta tomar ¢ =z y r = 0. Si, por el contrario, D < dx
entonces necesariamente x # 0, luego podemos considerar ¢ = x — 1 < x. Por
la minimalidad de z tiene que ser dc < D < d(c+ 1) = dc+d. Sear = D — de,
de modo que dc+r < dc+ d, luego r < d.

Con esto tenemos probado que existen ¢ y r» que cumplen lo pedido. Ahora
tenemos que ver que son unicos. Si ¢i, ¢, r1, o cumplieran lo requerido y
c1 # c9, podemos suponer que ¢; < cs. Entonces

D=dci+r <dan+d=d(ci+1) <decy <dcog+719=0D,

contradiccion. Por lo tanto, ¢; = co, y entonces D = dcy + r1 = dey + ro, luego
T = To. |

En las condiciones del teorema anterior, se dice que ¢ y r son, respectiva-
mente, el cociente y el resto de la division euclidea del dividendo D entre el
divisor d.

9Tenemos que c+r =nyn+s=c+1, cons # 0, luego s = s’ 41, luego c+r+s'+1 = c+1,
luego r + s’ = 0, luego » = 0, luego c = n.
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El proceso de tomar el menor nimero natural que cumple una propiedad
puede usarse en una forma fuerte de razonamiento por reduccion al absurdo
conocida como “demostracion por contraejemplo minimo”. Esto significa que si
queremos probar que todo nimero natural cumple una propiedad P, podemos
suponer, por reducciéon al absurdo que existe un nimero natural que no cumple
P, y entonces tomar el minimo ntimero natural n que no cumple P. Asi, para
llegar a un absurdo no sélo contamos con que n no cumple P, sino también con
que todos los niimeros menores que n cumplen P.

A su vez, la demostraciéon por contraejemplo minimal es equivalente a una
version fuerte del principio de induccion. En principio, en una demostraciéon por
induccién suponemos que el anterior de un ntimero cumple una propiedad P y
demostramos que dicho niimero cumple P. Ahora vamos a ver que, si queremos,
podemos suponer como hipétesis de induccién que, no sélo el inmediato anterior
del nimero cumple P, sino que todos los nimeros menores la cumplen:

Teorema 1.19 (Principio de induccion fuerte) Sea A C N tal que, para
todo numero natural n, si todo m < n cumple que m € A, también n € A.
Entonces A = N.

DEMOSTRACION: Si no es cierto que A = N, como A C N, tiene que existir
un n € N que no esté en A. Podemos tomar entonces un contraejemplo minimo,
es decir, el minimo niimero natural n que no estd en A. Dicho niimero tiene la
propiedad de que todos los menores que €l si que estan en A, luego la hipotesis
del teorema nos dice que n tiene que estar en A, y eso es una contradiccion.

n

Si aplicamos esto a un conjunto de la forma A = {n € N | Pn}, vemos que si
suponemos como hipétesis de inducciéon que todos los niimeros menores que uno
dado n tienen la propiedad P y llegamos a que n también tiene la propiedad P,
podemos concluir que todo nimero natural n tiene la propiedad P.

Observemos que con esta formulacién no hace falta exigir una demostracion
aparte de PO, porque es trivialmente cierto que “todo ntmero natural menor
que 0 cumple la propiedad P”, y estamos suponiendo que bajo este caso trivial
de la hipotesis de induccion podemos demostrar P0O. Esto no quita para que,
en la préctica, al suponer que todo ntimero natural menor que n cumple P,
pueda ser conveniente tratar por separado los casos n = 0 (donde la hipotesis
de induccion no aporta nada) y n # 0.

Existe un principio de recursion fuerte anélogo al principio de induccion
fuerte. Segun el principio de recursion, para definir una funciéon f : N — A por
recurrencia basta especificar f(0) y como puede calcularse f(n + 1) a partir de
f(n), es decir, basta imponer una relacion de la forma f(n + 1) = g(f(n)) que
exprese f(n + 1) como una funcion dada de f(n). Ahora vamos a probar que,
si queremos, podemos definir f(n) como funcion de todos los valores previos
f(@0),..., f(n—1) o, en otras palabras, que para definir f(n) podemos suponer
que f ya esta definida sobre los nameros anteriores a n.
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Enunciar esto con precision requiere algunas definiciones previas. Recorde-
mos que hemos definido I} = {0,...,n — 1} (en particular I = &). Vamos
a llamar A* al conjunto!® de todas las aplicaciones h : I} — A, para algtin
n€N. Si f:N-— A, para cada n € N definimos f,, = f[;- € A%, asi f,, es la
restriccion de f a los nimeros naturales menores que n. En particular fy = @.

Principio de recursion fuerte Si A es un conjuntoy g: A* — A, existe
una unica aplicacién f : N — A tal que para todo n € N se cumple que

f(n) = g(fn)

Notemos que esto expresa lo que hemos indicado: que podemos definir f(n)
como una cierta funcién de f,,, es decir, definir f suponiendo que f ya esta
definida sobre los nimeros menores que n.

DEMOSTRACION: Diremos que h es una aprozimacion si existe un n € N tal
que h : I} — Ay para todo m < n se cumple que h(m) = g(h|: ). Veamos
quesim<mnyh:I} — A h':I'— Ason dos aproximaciones, entonces
h'|1: = h, es decir, que ambas coinciden sobre la parte comtin de su dominio.

En efecto, si no es asi, existe un ¢ € I}, tal que h(i) # h’'(i). Podemos tomar
el minimo nimero natural en el que esto sucede, y entonces h| = Il 13, luego
h(i) = g(hlr+) = g(h'|1+) = R’ (i), por definicion de aproximacion, contradiccion.

Ahora veamos que para cada m € N existe una aproximacion h : I}, — A.
Lo probamos por induccién sobre m. Para m = 0 es I} = @ y basta tomar!!
h = @. Si vale para m y tenemos una aproximacién h : I}, — A, definimos
h' : Iy ., — A como la aplicacion que sobre I} coincide con h y ademés
W (m) = g(h). Es claro que h’ es una aproximacion, pues si n € I*, se cumple
que h'(n) = h(n) = g(hlrz) = g(h'|1:), y para n = m tenemos también que
W (m) = g(h) = g(h’'

Ahora basta definir f : N — A como f(n) = h(n), donde h es cualquier
aproximacién que tenga a n en su dominio. Hemos probado que no importa cuél
elijamos, pues todas coinciden en la parte comiin de sus dominios. En particular
Jn = hl1z, luego se cumple que f(n) = h(n) = g(h|r:) = g(fn), como queriamos
probar.

La unicidad de f se debe a que si existiera otra ' : N — A que cumpliera lo
mismo y f' # f, entonces existiria un n € N tal que f(n) # f/(n), y podriamos
tomar el menor nimero natural que cumple esto, en cuyo caso f, = f/, luego
F(n) = g(fa) = g(f1) = '(n), contradiccion. .

En la practica nunca hay necesidad de explicitar cual es exactamente la
funcién g que estamos considerando al aplicar el principio de recursion fuerte.

1)

m

10Notemos que A* es un conjunto, pues si h : I; —> A, entonces h C I x A C N x A,
luego h € P(N x A), luego podemos definir por especificacion

A* ={h € P(Nx A) | existe un n € N tal que h : I, — A}.

1 Notemos que, de acuerdo con la definicion de aplicacién, se cumple trivialmente que
g0 — A.
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La idea es que podemos definir f(n) con cualquier criterio que involucre la
restriccion f,,. Cualquier criterio explicito que asigne un elemento de A a una
funcion f,, que se supone definida podréa plasmarse en una funcién g adecuada.
En particular, puesto que en la definicion de f(n+ 1) podemos hacer referencia
a fn41, también podemos hacer referencia al dominio de f,41, que es I; 4, o
bien al maximo del dominio de f,,+1, que es n. Esto nos da un principio de
recursion intermedio entre el que acabamos de demostrar y el que tenfamos ya
probado:

Para definir una funcion f : N — A podemos definir f(0) y luego
definir f(n+ 1) en funcion de f(n) y de n.

Veamos un ejemplo de esta situacion:

Definicion 1.20 Definimos la funcion factorial N — N, en la que la imagen
de un ntmero natural n se representa por n!, como la dada por las condiciones

0l=1, (n+1)!=nl-(n+1).
De este modo
o=1, 1uU=1, 2!=1-2, 3!'=1-2-3, 4=1-2-3-4,

y en general “resumiremos” la definicion recurrente de n! mediante la expresion
con puntos suspensivos: n! =1-2---n, con el convenio adicional de que 0! = 1.

Técnicamente, esta definicién no se ajusta a las condiciones de la version
original del principio de recursion, porque no se define (n + 1)! como funcion
tnicamente de n!, sino de n! y de n, pero, por lo que acabamos de explicar, la
existencia y unicidad de la funcion factorial si que esta justificada por la version
fuerte del principio de recursion.

1.6 Conjuntos finitos

Ya hemos observado que N es un conjunto infinito, pero no hemos introducido
ninguna definicion formal que nos permita distinguir entre conjuntos finitos e
infinitos. Ahora estamos en condiciones de hacerlo. Para ello conviene introducir
un concepto general:

Definicién 1.21 Diremos que dos conjuntos X e Y son equipotentes y lo re-
presentaremos por X ~ Y, si existe una aplicacion f : X — Y biyectiva.

Por ejemplo, los conjuntos A = {0,1,2} y C = {0,2,4} son equipotentes,
pues en la pagina 15 se muestra una biyeccién k : A — C. Recordemos que
las biyecciones “emparejan” los elementos de un conjunto con los de otro, de
modo que cuando entre dos conjuntos se puede establecer una biyeccion esto
se traduce en lo que normalmente expresamos diciendo que “tienen el mismo
ntmero de elementos” (en el ejemplo, A y C tienen ambos tres elementos). Esa
es la idea que vamos a explotar aqui. Antes demostramos unas propiedades
elementales:
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Teorema 1.22 Se cumple:'?
1. X ~ X.
2. Si X ~Y, entonces Y ~ X.

3. 81 X~Y eY ~Z, entonces X ~ Z.

DEMOSTRACION: 1) La identidad ix : X — X es una aplicaciéon biyectiva
que prueba que todo conjunto es equipotente a si mismo.

2) Si X ~Y, existe f : X — Y biyectiva, y es claro entonces que la
aplicacion inversa f~!:Y — X es biyectiva, luego Y ~ X.

3) Por hipotesis existen f : X — Y y g : Y — Z biyectivas, y es facil
comprobar entonces que fog: X — Z es biyectiva. ]

La existencia de una aplicacion inyectiva f : A — B se traduce en que
los objetos de A pueden emparejarse uno a uno con los de B, aunque pueden
sobrar objetos en B (que no sobren equivale a que f sea suprayectiva y, por
consiguiente, biyectiva). Por lo tanto, el teorema siguiente es intuitivamente
obvio, aunque una prueba formal requiere distinguir algunos casos:

Teorema 1.23 Para todo par de nimeros naturales m y n, eriste una aplica-
cion inyectiva f : I, — I, si y solo si m < n.

DEMOSTRACION: Recordemos que I,, = {1,...,n}. Si m < n, es claro que
I, C I, por lo que la inclusién ¢ : I,, — I,, es una aplicacién inyectiva.

Falta probar que si m > n no puede existir f : I, — I, inyectiva. De
no ser asi, podemos tomar el menor nimero natural m para el que existe una
aplicacién f : I,,, — I,, inyectiva para cierto n < m.

Notemos que m > n > 0, luego 1 € I,,, y f(1) € I,,, luego n # 0. Digamos
quem=m'+1yquen=n'+1.

Si n no tiene antiimagen por f, entonces f|r , : Ipy — I inyectiva, y
n’ < m/, con lo que m’ < m cumple la misma propiedad que m, cuando se
suponia que m era el minimo que la cumplia, contradiccion.

Supongamos pues que existe un a € I, tal que f(a) = n. Si a = m, sigue
siendo cierto que f|; , : I,x — I es inyectiva, pues al quitar m del dominio

de la aplicacién, ya no necesitamos a n en la imagen, y tenemos la misma
contradiccion.

12Quiza el lector piense que la equipotencia puede considerarse una relaciéon en el sentido
de la seccion anterior, es decir, que podamos considerar que la relacién ~ es el conjunto
E={(X,Y)| X ~Y}. Sin embargo, no existe tal conjunto E. La razon es que, si existiera,
todo conjunto X cumplirfa que (X, X) = {{X},{X,X}} € E, luego {X} € UE, luego
X € UUE, luego podriamos definir V = {X € |JUE | X = X}, y seria el conjunto de
todos los conjuntos, que ya sabemos que lleva a una contradicciéon. Esta es una de las pocas
ocasiones en las que “rozaremos el abismo”.
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Supongamos, por ultimo, que a < m. En- Ip, I,
tonces f(m) = b € I,, con b # n, pues si
fuera b = n serfa f(m) = f(a), luego m = a.
Por lo tanto b € I,,;. Esto nos permite definir
g : Iy, — I, como la aplicaciéon que coin- \ a<--f-____
cide con f salvo que g(a) = b, que sigue siendo
inyectiva y nos lleva a la misma contradiccion.

En particular, si I, ~ I,, tenemos aplicaciones biyectivas (luego inyectivas)
de uno en otro y viceversa, luego el teorema anterior nos da que m = n. Esto
justifica la definicién siguiente:

Definicién 1.24 Un conjunto X es finito si existe un n € N tal que X ~ I,.
En tal caso n es tnico y recibe el nombre de cardinal de X. Lo representaremos
por | X|. Los conjuntos que no son finitos se llaman infinitos.

El célculo del cardinal de un conjunto es lo que normalmente se llama “con-
tar”. Por ejemplo, un conjunto A = {a,b,c}, donde a, b y ¢ son distintos dos

a dos cumple |A| = 3, porque podemos definir f : I3 — A biyectiva mediante
fA)=a, f(2) =0, f(3)=c.

De este modo, por la propia definicion vemos que |I,| = n. En particular
|&| = 0y, de hecho, & es el tnico conjunto de cardinal 0.

El resultado fundamental sobre cardinales es el siguiente:

Teorema 1.25 Dos conjuntos finitos son equipotentes si y solo si tienen el
mismo cardinal. Todo conjunto equipotente a un conjunto finito es finito.

DEMOSTRACION: Si X es un conjunto finito y X ~ Y, entonces existe un
n tal que I, ~ X ~ Y, luego I, ~ Y, luego Y es finito y |Y| = |X| = n. Si
|X|=1Y| =n, entonces X ~ I, ~ Y, luego X ~ Y. "

Otro hecho basico es el siguiente:

Teorema 1.26 Si X es un conjunto finito e Y C X, entonces Y es finito,
Y| < |X]| y se da la igualdad |Y| = |X| siy solo siY = X.

DEMOSTRACION: Sea X un conjunto finito y supongamos que existe un
x € X. Sean = |X|ysea f: I, — X biyectiva. Notemos que n # 0, pues
estamos suponiendo que X # &. Por lo tanto n = n’ + 1.

Podemos suponer que f(n) = x, pues si la antiimagen de = es un m < n,
podemos considerar la aplicacion g : I,, — X que coincide con f salvo que
g(n) = f(m) y g(m) = f(n). Es facil ver que g sigue siendo biyectiva, pero asi
se restringe a una biyeccion I,,, — X \ {z}. Por lo tanto, X \ {z} es finito y
X\ {a}] = [X] - 1.

Pasemos ya a probar el enunciado, por induccién sobre |X|. Si |X| = 0
entonces X = &, luego necesariamente Y = @y |X| = Y| =0.
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Si vale para conjuntos de cardinal n y |X| = n + 1, distinguimos dos casos:
si Y = X entonces trivialmente Y es finito y tiene el mismo cardinal que X. En
caso contrario existe un x € X \ 'Y, con lo que Y C X \ {z}, que segin hemos
probado es un conjunto finito de cardinal n. Por la hipotesis de inducciéon Y es
finitoy |V < | X\ {z}|=n<n+1=|X] u

Por ejemplo, ahora podemos probar:
Teorema 1.27 N es infinito.

DEMOSTRACION: Si N fuera finito, tendria un cardinal n € N, pero eso
es imposible, porque I,,11 C Ny, segin el teorema anterior, se cumpliria que
n+1=|l,41| < |N| = n, contradiccion. "

Para probar que un conjunto X tiene cardinal menor o igual que otro con-
junto Y no hace falta que X C Y, sino que basta con que exista una aplicaciéon
inyectiva de X en Y. Mas en general:

Teorema 1.28 Sea X # & un conjunto arbitrario e Y un conjunto finito. Las
afirmaciones siguientes son equivalentes:'3

1. X es finito y | X| < |Y].
2. Eziste una aplicacion f: X — Y inyectiva.
3. FExiste una aplicacion g : Y — X suprayectiva.

DEMOSTRACION: 1 = 2. Sea |X| = n, |Y| = m. Basta componer una
biyeccion X — I,, con la inclusiéon I,, — I,,, con una biyecciéon I,,, — Y. El
resultado es una aplicaciéon f : X — Y inyectiva.

2 = 1. Tenemos que f[X] C Y, luego f[X] es finito y | f[X]| < |Y]. Ademas
f: X — f[X] biyectiva, luego X es finito y | X| = |f[X]] < |Y].

2 = 3. Fijemos zg € X y definimos g : Y — X mediante

_ ) siye flx],
o ={ 10 Sr Rl

Es inmediato comprobar que g es suprayectiva, pues cada x € X tiene a f(x)
por antiimagen.

3 = 2. Sea |Y| = n y fijemos una aplicacion h : I, — Y biyectiva.
Entonces ¢’ = hog: I, — X es suprayectiva. Sea f’: X — I, la aplicacion
dada por f/(x) = ming'~![z]. Es facil ver que es inyectiva, al igual que lo es
f=floh: X —Y. L]

Otro resultado notable sobre aplicaciones entre conjuntos finitos es el si-
guiente:

13E] hecho de que la negacién de 1 implique la negacién de 2 se conoce como “principio del
palomar”, pues se ilustra con este ejemplo: si en un palomar hay més palomos que nidos, tiene
que haber al menos un nido con mas de un palomo (porque la aplicaciéon que a cada palomo
le asigna su nido no puede ser inyectiva).
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Teorema 1.29 Sea f: X — Y wuna aplicacion entre dos conjuntos finitos del
mismo cardinal. Entonces [ es inyectiva si y sélo si f es suprayectiva si y sélo
si f es biyectiva.

DEMOSTRACION: Si f es inyectiva, entonces f : X — f[X] biyectiva, luego
|f[X]] = |X| = Y], luego f[X] =Y por 1.26, luego f es suprayectiva.

Si f es suprayectiva pero no inyectiva, existen xz, ' € X distintos tales que
f(z) = f(«'), pero entonces f|x\ (2} : X \ {2} — Y sigue siendo suprayectiva,
luego |Y| < |X \ {z}]| < |X|=Y], contradiccion. "

Hemos definido la suma de nimeros naturales mediante una relaciéon recu-
rrente que la caracteriza. Ahora podemos demostrar que la suma se corresponde
con la idea que todos tenemos de ella: m +n es el nimero de cosas que tenemos
cuando juntamos m cosas a otras n cosas.

Teorema 1.30 Si X e Y son conjuntos finitos disjuntos, entonces X UY es
finito, y | X UY| =|X|+1Y].

DEMOSTRACION: Sean f : I, — X, g : I, — Y biyectivas. Entonces
podemos definir A : I, 1, — X UY mediante

h(u) = fuw) sil<u<m,
glu—m) sim+1<u<m+n.

Notemos que sim+1 < u < m+n, entonces 1 < u—m < n, luegou—m € I,,. Es
facil ver que h es biyectiva, luego X UY es finito y | XUY| =m+n = |X|+|Y].
| ]

Ahora probamos un resultado mas general:
Teorema 1.31 Si X e Y son conjuntos finitos, entonces
[XUY|=|X|+Y|-|XNnY|

DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que X UY = X U (Y \ (X NY)),
donde X e Y\ (X NY) son disjuntos. Por el teorema anterior

[XUY|=|X[+[Y\(XNY)].

Por otra parte Y = (X NY)U (Y \ (X NY)) y los dos conjuntos son disjuntos,
luego nuevamente por el teorema anterior

Y|=|XNnY|+|Y\(XNY).

Por lo tanto |[Y \ (X NY)| = |[Y]| — |X NY, luego sustituyendo en la primera
ecuacion obtenemos la férmula del enunciado. L]

Ahora interpretamos el producto:

Teorema 1.32 Si X e Y son conjuntos finitos, entonces X X Y es finito y
[ X x Y] =[X][Y].
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DEMOSTRACION: Lo probamos por induccion sobre |Y|. Si |Y| = 0 entonces
Y =g,y es claro que X x Y = &, luego es finito y | X x Y| =0 = |X||Y].

Si vale cuando |Y| = n y suponemos que Y| = n + 1, tomamos y € Y, de
modo que |Y \ {y}| = n, y por hipotesis de induccion X x (Y \ {y}) es finito y
|X x (Y'\ {y})] = |X|-n. Ahora basta observar que

X XY = (X x (Y \{y}) U(X x{y}),

que la union es disjunta y que X x {y} ~ X (a través de la biyeccion (z,y) — x),
luego X x {y} es finito y |X x {y}| = |X|. Por el teorema 1.30 concluimos que
X XY es finito y que

X X Y| = |X]-n+ [X] = [X|(n +1) = [X]]Y]. _
Vamos a contar algunos conjuntos mas. Observemos que si f : A — B
entonces f C A X B, luego f € P(A x B). Por lo tanto, si definimos, por
especificacion,
BA={feP(AxB)|f:A— B},

entonces B4 es el conjunto de todas las aplicaciones de A en B. El que se
represente con esa notacion se debe al teorema siguiente:

Teorema 1.33 Si A y B son conjuntos finitos, entonces B es un conjunto
finito y |B4| = |B|14l.

DEMOSTRACION: Por induccién sobre |A|. Si |A| = 0, entonces A = &, y
“técnicamente” existe una aplicacion de A en B, porque & : @ — B es cierto,
si nos ajustamos a la definicién de aplicacién. Por lo tanto B4 = {@} y es un
conjunto finito de cardinal |[B4| =1 = |B|° = | B|Il.

Supongamos que el resultado es cierto cuando |A| = n y supongamos que
|[Al = n+1. Seaa € Aysea A = A\ {a}, que es un conjunto finito de
cardinal n. Por hipétesis de induccion B4 es finito y |BA'| = | B|™.

Definimos f : B — B4 x B mediante f(g) = (g|as,g(a)). Es facil ver
que f es biyectiva. Por lo tanto B4 ~ B4 x B, y el teorema anterior nos da
que B4 es finito y |B4| = |BA'||B| = |B|"|B| = |B|"*! = |B|!4l. .

Teorema 1.34 Si X es un conjunto finito, PX es finito y |PX| = 21XI.

DEMOSTRACION: Basta observar que f : {0,1}X — PX definida por
f(g) = g [1] es biyectiva, y luego aplicar el teorema anterior. "

Terminamos con otra propiedad importante de los conjuntos finitos:

Teorema 1.35 Si A es un conjunto finito no vacio y < es cualquier relacion
de orden total sobre A, entonces A tiene mdzrimo y minimo elemento.
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DEMOSTRACION: Sea |A] =n > 0ysea f: A — I, biyectiva. Supongamos
que A no tiene maximo elemento (para el caso del minimo se razona analoga-
mente). Eso significa que, para todo z € A, existe un y € A tal que z < y. De
entre todos los y que cumplen esto, podemos elegir aquel para el que f(y) es
minimo. Esto nos da un criterio para definir una aplicacién g : A — A con
la propiedad de que x < g(x), para todo € A. Podemos aplicar el principio
de recursion, que nos da una aplicacion h : N — A tal que h(0) es cualquier
elemento prefijado de A y h(n + 1) = g(h(n)).

Observemos que si m < n, entonces h(m) < h(n). En efecto, lo razonamos
por induccién sobre n. Si n = 0 no se cumple m < 0, luego la implicaciéon
se cumple trivialmente. Si vale para n y suponemos que m < n + 1, entonces
m < n. Si m = n entonces h(m) < g(h(m)) = h(m+1) = h(n+ 1), como habia
que probar, y si m < n entonces por hipétesis de induccién

h(m) < h(n) < g(h(n)) = h(n +1)

y concluimos igualmente. Pero esto significa que h es inyectiva, con lo que
podemos afirmar que N es finito, y asi tenemos una contradiccion. [

En particular, si A C N no es vacio y consideramos en A el orden usual de
los nimeros naturales, sabemos que A tiene minimo elemento, y ahora podemos
afirmar que tiene maximo si y sélo si es finito, pues si es finito tiene méaximo
por el teorema anterior, y si tiene maximo m, entonces A C I, U {0}, luego es
finito.

1.7 Productos cartesianos

Hemos definido los conceptos de par ordenado y de producto cartesiano de
dos conjuntos, pero conviene dar una definicién alternativa que se generalice
facilmente a familias de més de dos conjuntos. Para ello conviene introducir
antes algunos convenios de notacién muy habituales:

A veces, en lugar de expresar mediante X : I —> A que X es una aplicacion
de un conjunto I en otro conjunto A, escribiremos {X;};cr, y escribiremos X;
en lugar de X ().

Cuando empleamos esta notacion tenemos que distinguir entre {X; };er, que
es una aplicacion, y {X; | i € I'} = X[I], que es el conjunto formado por todos
los conjuntos X, es decir, la imagen de la aplicacion.

En el caso particular en que I = I, es frecuente usar notaciones alternativas,
como {X;}" ; o (X;)"; o incluso, con puntos suspensivos: (Xi,...,X,). Los
objetos de esta forma se llaman —segun el contexto— n-tuplas o sucesiones
finitas de conjuntos'®. En definitiva, lo que estamos diciendo es que el objeto
representado por (X1,...,X,) o por {X;}™ ; no es mas que una aplicacién con
dominio [,, y rango en un conjunto que no especificamos, que a cada nimero 14
le asigna una imagen X (i) = X;.

14para n = 2 son pares, para n = 3 son ternas, para n = 4 son cuadruplas, para n = 5
quintuplas y, en general, n-tuplas.
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Por ejemplo, la quintupla z = (4,5,5,2,0) es una aplicacion x : I5 — N tal
que x1 =4, xo =5, x3 =5, x4 = 2, x5 = 0. Técnicamente es el conjunto

z={(1,4),(2,5),(3,5),(4,2),(5,0)},
pero no ganamos nada representandolo asi.

Cuando el conjunto de indices es I = N o incluso I = {n € N | n > ng}, se
habla de sucesiones (infinitas) de conjuntos y es frecuente emplear la notacion
alternativa { X, }52 0 {Xn}nlp,-

Volviendo al caso general, a menudo se dice que {X;};cs es una familia'®
(indezada) de conjuntos. Recordemos que X : I — B, para cierto conjunto B.
Entonces definimos el producto cartesiano de {X;};er como el conjunto

[T X: = {x € (UB)! | para cada i € I se cumple z(i) € X;}.
iel
Con la notaciéon que estamos introduciendo, los elementos € J] X; son de
iel
la forma x = {z;}icr = (%;)icr, es decir, familias de conjuntos (que son como
n-tuplas generalizadas, no necesariamente finitas) tales que x; € Xj.

En el caso particular en que todos los conjuntos X; coinciden con un mismo
conjunto X, entonces el producto cartesiano coincide con el conjunto que ya
hemos definido como X', es decir, el conjunto de todas las aplicaciones de I
en X. Sin embargo, con la notacién que estamos introduciendo, cada z € X' lo
representaremos de la forma x = (;);c;-

En el caso de una familia { X;}" ; (es decir, cuando I = I,,), representaremos
también el producto cartesiano con las notaciones alternativas

n
HXZ':X1X"'XX7“

i=1
y sus elementos son las n-tuplas (x1,...,x,) tales que z; € X.

En el caso de los productos con I = I, y con todos los factores iguales a un
mismo conjunto X, escribiremos

n veces
n /_J\ﬂ
Xt=J[X=Xx---xX,
i=1
cuyos elementos son n-tuplas (z1,...,2,) con cada x; € X.

15También es frecuente llamar familias (no indexadas) de conjuntos a cualquier conjunto
cuyos elementos sean conjuntos. Segun los convenios que estamos adoptando todos los con-
juntos estan formados por conjuntos, por lo que la diferencia entre un conjunto y una familia
de conjuntos es puramente psicolégica: al decir “familia de conjuntos” estamos indicando que
nos interesa ver a sus elementos como conjuntos. Por ejemplo, nadie llama a N familia de
conjuntos, porque, aunque los niimeros naturales son conjuntos, eso es algo que en la practica
“se olvida”, mientras que PN si se considera una familia de conjuntos, porque sus elementos,
no so6lo son conjuntos, sino que ademas se conciben como tales.
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De este modo, ahora tenemos dos interpretaciones posibles de (3,5) € NxN.
Podemos considerar que N x N es el producto cartesiano definido originalmente,
en cuyo caso (3,5) = {{3},{3,5}}, o bien que es el que acabamos de definir,
en cuyo caso (3,5) = {(1,3),(2,5)}. Sin embargo, resulta totalmente irrele-
vante si nos referimos a uno o a otro, pues la naturaleza conjuntista del par
(3,5) no tiene importancia. Lo tnico que importa es que (3,5) es un conjunto
que determina univocamente una primera componente 3 y una segunda com-
ponente 5. Podemos adoptar el convenio de que, a partir de ahora, todos los
productos cartesianos que consideremos lo son en el nuevo sentido que acabamos
de introducir, pero eso no tiene ninguna traduccion sensible en la practica.

Notemos que A! es casi lo mismo que A, pero no exactamente. Esté formado
por todas las aplicaciones de {1} en A, luego A! = {{(1,a)} | a € A}. Asila
aplicacion A — A! dada por a — (1,a) es biyectiva y hace que todo lo que
digamos para A tenga una traduccién obvia a A! y viceversa.

En general, cada producto cartesiano [] X; tiene asociadas las proyecciones,
il
que son las aplicaciones p; : [[ X; — X; dadas por p;(z) = x;. Claramente son
suprayectivas. i€l
Terminamos esta seccién con algunos resultados de combinatorialS:

Si {X;}ier es una familia de conjuntos, podemos definir

UX:=U{X;|iel}, NX:i=({X:|iel}

i€l i€l
(la segunda definicion requiere que I # &). Cuando I = I, usaremos también
las notaciones alternativas

X, =X, U UX,, X, =X.N-NX,
=1 =1

3

2

Teorema 1.36 Toda union finita de conjuntos finitos es finita.

DEMOSTRACION: Por induccion sobre el nimero de conjuntos que unimos. Si
tenemos una familia {X;}1_;, entonces la unién es X; que es finito por hipotesis.
Si vale para uniones de n conjuntos, entonces

n+1 n
U X:i=U X, UX,41,
i=1 i=1

que es una unién de dos conjuntos finitos, el primero por hipétesis de inducciéon
y el segundo por hipoétesis. Por lo tanto, es finita. m

Similarmente se prueba que todo producto cartesiano de un namero finito
de conjuntos finitos es finito.

Definiciéon 1.37 Si A es un conjunto, llamaremos L4 C A? al conjunto de
todas las aplicaciones f: A — A biyectivas.

16Se llama combinatoria al calculo de cardinales de conjuntos finitos.
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Ya hemos probado que si A es un conjunto finito con |A| = n, entonces

|A4| = n™. Ahora vamos a calcular el cardinal de ¥ 4.

Teorema 1.38 Si A es un conjunto finito y |A| = n, entonces |Xa| = n!

DEMOSTRACION: Si f : A — B es biyectiva, podemos definir una apli-
cacion F' : ¥4 — Yp biyectiva mediante F(z) = f~'ox o f, por lo que

|X4| = |X¥B|. Esto hace que no perdamos generalidad si suponemos A = I,,.
Escribiremos ¥, en lugar de Xy .
Notemos que %, es el conjunto de todas las n-tuplas (mq,...,m,) cuyas

componentes son distintas dos a dos.

Ahora observamos que podemos definir H : ¥,,11 — I,41 X X, como la
aplicacion que a cada n+1-tupla (my, ..., my,41) con m; = n + 1 le asigna el par
formado por i como primera componente y la n-tupla que resulta de suprimir m;
en (my,...,Mp41). Una comprobacion rutinaria muestra que H es biyectiva,
luego |Zn+1| = |In+1 X an = (n+ 1)|2n‘

Ahora basta razonar que |X,| = n! por inducciéon. Si n = 0 entonces, por
las sutilezas de la logica, es Xg = {@}, luego |Xg| = 1 = 0! Si se cumple para n,
entonces X, 41| = |Z,|(n+ 1) =nln+1) = (n+1)! "

1.8 Relaciones de equivalencia

Terminamos este capitulo introduciendo otro concepto conjuntista basico,
que hasta ahora no hemos necesitado, pero que aparecerd constantemente en
los temas siguientes.

Definicion 1.39 Una relacion de equivalencia en un conjunto A es una relacion
R en A que es reflexiva, simétrica y transitiva.

Recordemos que, explicitamente esto significa que todo a € A cumple a Ra,
si a Rb entonces también b Ra y si a Rb y b Rc entonces a R c.

Ejemplo Consideremos X = {1,2,3}, A = PX y R la relacion en A dada por
URV siysolosi |U|l=]|V].

Es inmediato que se trata de una relacién de equivalencia, pues todo conjunto
tiene el mismo cardinal que él mismo, si U tiene el mismo cardinal que V
entonces V tiene el mismo cardinal que U, y si U tiene el mismo cardinal que V'
y V tiene el mismo cardinal que W entonces U tiene el mismo cardinal que W.

El diagrama siguiente nos permite formarnos una imagen de la relacion:
C W N iz
Ce {210 (1,310 {1,230

C 3} 4 C{w}/
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Cada flecha a — b indica que a Rb. El hecho de que la relacion sea reflexiva
se traduce en que cada elemento tiene una flecha en forma de “rizo”, el hecho de
que sea simétrica se traduce en que todas las flechas son dobles <+, y el hecho
de que sea transitiva se traduce en que los ocho elementos de A se agrupan en
bloques totalmente conectados. Esos bloques son las clases de equivalencia que
vamos a definir a continuacion. [

Definicion 1.40 Sea R una relacion de equivalencia en un conjunto A. Para
cada a € A la clase de equivalencia de a es el conjunto

[alp={x € A|zRa}

de todos los elementos de A relacionados con a. El conjunto de todas las clases
de equivalencial” de A respecto de R se llama conjunto cociente y se representa
por A/R. La aplicacion p : A — A/R dada por p(a) = [a]g se llama proyeccion
canonica y claramente es suprayectiva.

Asi, en el ejemplo precedente vemos que hay cuatro clases de equivalencia,
por lo que el cociente A/R tiene cuatro elementos, uno correspondiente a cada
cardinal posible de un subconjunto de X. También podemos constatar en él los
hechos generales que recoge el teorema siguiente:

Teorema 1.41 Sea R una relacion de equivalencia en un conjunto A.
1. Sia € A, entonces a € [alg.
2. Sia, be A, entonces aRb si y sdlo si[a|lr = [b]g-
3. Sia, be A, entonces no a Rb si y sdlo si [algr N [blr = 2.

Por lo tanto, A/R es una particion de A, es decir, una familia de subcon-
juntos de A no vacios y disjuntos dos a dos cuya union es A.

DEMOSTRACION: 1) es inmediato, porque a Ra.

2) Si a Rb, probamos la igualdad de sus clases por doble inclusion: si se
cumple x € [a]g, entonces x Ra, luego x Rb por transitividad, luego z € [b]g.
La otra inclusion se prueba igual, teniendo en cuenta que b Ra por simetria.
Reciprocamente, si [a]g = [b]g, entonces a € [a|g = [b]r, luego a Rb.

3) Si [a]gr N [b]r # @, existe z € [a]gr N [b]g, luego v Ra y x Rb, luego por
simetria y transitividad a R b. Reciprocamente, si a Rb, entonces a € [a]grN[b] g,
luego [a]g N bR # @. "

La notacién [a]g que hemos introducido para las clases de equivalencia es
genérica, pero a menudo introduciremos notaciéon especifica para cada relacion
que consideremos.

1"Notemos que dicho conjunto se puede definir por especificacién, pues se trata de

A/R ={X € PA| existe un a € A tal que X = [a]r}.
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La idea subyacente al concepto de clases de equivalencia y conjunto cociente
es que formalizan un proceso de abstraccion: si en un conjunto de bolas de
colores consideramos la relacion de equivalencia “ser del mismo color”, cada clase
de equivalencia contendra a las bolas de un mismo color, y el conjunto cociente
tendra un elemento por cada color que puedan tener las bolas, igual que en el
ejemplo anterior el cociente tenia un elemento por cada cardinal posible que
pueden tener los conjuntos considerados.



Capitulo 11

Anillos

En el capitulo anterior, a la vez que hemos introducido el lenguaje conjuntista
basico, hemos demostrado muchos hechos que en [ITAl] dimos por evidentes,
como las propiedades de los nimeros naturales, o las de los conjuntos finitos,
etc. Ahora vamos a introducir —conectandolos con la base conjuntista expuesta
en el capitulo anterior— algunos de los conceptos basicos que estudiamos en el
capitulo I de [ITAl], entre ellos los niimeros enteros y racionales y los polinomios.
Los nameros reales los introduciremos en |G 2.6] y [An 1.44].

Mas en general, vamos a estudiar algunas “estructuras algebraicas”, es de-
cir, conjuntos dotados de ciertas funciones y/o relaciones que satisfacen ciertos
axiomas. En el capitulo anterior ya nos hemos encontrado con una de ellas,
la de conjunto ordenado, que hemos definido como un par (A, <) formado por
un conjunto A y una relacion de orden en A, y en [[TAl] presentamos some-
ramente algunas mas, como las estructuras de “anillo”, “cuerpo”, etc., que aqui
analizaremos con més detalle.

2.1 Leyes de composicién interna

En esta primera secciéon daremos una definiciéon general de “operaciéon” en
un conjunto, que generalice a la suma y el producto de niimeros naturales, que
son las tnicas operaciones que hemos introducido hasta ahora.

Definicion 2.1 Una ley de composicion interna o una operacién interna en un
conjunto A es una aplicacion * : A x A — A. En la practica, en lugar de
escribir *((a, b)) para representar la imagen del par (a,b) por la aplicacion ,
usaremos la notacion a * b.

En definitiva, una ley de composicién interna en un conjunto A es cualquier
criterio que nos permita operar dos cualesquiera de sus elementos a y b para
obtener un nuevo elemento a x b de A.

Al final de la seccion 1.4 hemos introducido la suma y el producto de ntmeros
naturales. Técnicamente, hemos definido la suma m + n como f,,(n), donde

45
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fm : N — N es una funcién definida por recurrencia en términos de m. Ahora
podemos definir + como la aplicacion que a cada par (m,n) € N x N le asigna
esta suma m+n, y asi + pasa a tener un “significado auténomo”, concretamente
el de una ley de composiciéon interna en N. Lo mismo se aplica al producto.

Veamos algunas definiciones generales. Fijemos un conjunto A con una ley
de composicién interna x.

1. Se dice que * es asociativa si cumple
(axb)xc=ax(bxc),
para todos los elementos a, b, ¢ € A.

2. Se dice que * es conmutativa si cumple a*xb = bxa para todos los elementos
a, be A

3. Un elemento neutro para x es un elemento e € A tal que axe =ex*xa = a,
para todo a € A.

Observemos que una operaciéon * no puede tener méas de un elemento
neutro, pues si tiene dos, digamos e y €', de la definicion se sigue que
e=exe =¢

4. Si A tiene elemento neutro e, un elemento opuesto para un a € A es un
be Atalqueaxb=bx*xa=ce.

De todas las propiedades que puede tener una ley de composicién interna, la
asociativa va a ser para nosotros “irrenunciable”, es decir, no vamos a estudiar
ninguna operaciéon que no la posea. Esto nos lleva a introducir una de las
estructuras algebraicas mas elementales:

Definicién 2.2 Un semigrupo es un par (A4, *), donde A es un conjunto y * es
una ley de composiciéon interna en A que cumple la propiedad asociativa. Si
ademas cumple la propiedad conmutativa diremos que (A, *) es un semigrupo
conmutativo.

Asi, estudiar los semigrupos es estudiar las propiedades disponibles siempre
que contemos con una ley asociativa, sea ésta cual sea.

Por ejemplo, una propiedad elemental es que si (A, *) es un semigrupo con
elemento neutro ¢ y a € A tiene opuesto, entonces dicho opuesto es tnico. En
efecto, si tiene dos opuestos b y V', se cumple que

b=bxe="bx(axb)=(bxa)xb =exb =10.

Vamos a introducir dos convenios habituales de notaciéon para las leyes de
composicién interna:
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Notaciéon multiplicativa Usaremos - para representar cualquier ley de com-
posicion interna asociativa en un conjunto dado A. En tal caso, si la operacion
tiene elemento neutro, lo representaremos por 1, y si un a € A tiene elemento
opuesto, lo representaremos por a~! y lo llamaremos también elemento inverso.

Notacion aditiva Usaremos + para representar cualquier ley de composicion
interna asociativa y conmutativa en un conjunto dado A. En tal caso, si la
operacion tiene elemento neutro, lo representaremos por 0, y si un a € A tiene
elemento opuesto, lo representaremos por —a y lo llamaremos también elemento
simétrico. También adoptaremos el convenio de escribir a—b en lugar de a+(—b).

Hay que entender que la notaciéon multiplicativa la aplicaremos tanto para
leyes conmutativas como no conmutativas, mientras que la notaciéon aditiva s6lo
la usaremos para leyes conmutativas.

Otro convenio habitual es el de omitir las leyes de composicion (u otras rela-
ciones o funciones asociadas) al nombrar una estructura algebraica, tal y como
ya hemos establecido para el caso de los conjuntos ordenados. Asi, hablaremos
de un semigrupo A en lugar de escribir (A4,-) o (A, +), dejando al contexto si
usamos la notacion aditiva o multiplicativa. En otras palabras, cuando decimos
que A es un semigrupo, hay que entender que en realidad nos estamos refiriendo
aun par (A,+) o (4,).

Veamos otro ejemplo en el que difieren las notaciones multiplicativa y aditiva:
para cada a € A en un semigrupo con elemento neutro y cada n € N podemos
definir a™ (si la notacion es multiplicativa) o na (si es aditiva) mediante las
relaciones recurrentes:

=1, o""'=da"q, 0-a=0, (n+1)a=na+a.

Notemos que no hemos definido dos operaciones, sino una sola, escrita con
dos notaciones distintas. Dejamos como ejercicio demostrar por induccién sus
propiedades bésicas —que expresamos con notacién multiplicativa— y tradu-
cirlas a notacion aditiva.

am+n — aman, (am)n — amn’ (ab)n — anbn.

La tercera solo es valida si ab = ba (de donde, por induccion, se prueba como
paso previo que b"a = ab™).

También conviene observar que al particularizar estas definiciones a los se-
migrupos (N, +) y (N, ) obtenemos las definiciones usuales de producto y expo-
nenciaciéon de nimeros naturales.

Una potencia a” es el resultado de multiplicar a por si mismo n veces. Ahora
vamos a definir el producto de n elementos de un semigrupo, no necesariamente
iguales entre si.
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Definicién 2.3 Sea (A4, -) un semigrupo con elemento neutro y sea {a;}7, una
sucesion de elementos de A. Definimos por recurrencia,’

[Tai=1, [ ai=(Ila)-ay,

<0 1<j+1 1<j

para j < n, de modo que en particular tenemos definido el producto finito de

los elementos dados:
n

aO"'an:Ha’i: H ai'

=0 1<n+1

Esta es la notacién que usaremos cuando empleemos la notaciéon multiplica-
tiva en el semigrupo. Si usamos notacion aditiva usaremos el signo de sumatorio
>, es decir, la definicién anterior se traduce a

> a; =0, Yooai=Y a;+aj,

<0 1<j+1 1<j

n
y en particular ag + - -+ a, = > a; = >, a;.
1=0 <n4+1

Hemos definido productos y sumas finitas con indices que empiezan en 0,
pero podemos partir de cualquier niimero natural si definimos:

n n—m
Il ai= II amts para m < n,
i=m =0
y analogamente con notaciéon aditiva.
Las sumas y productos finitos definidos de este modo satisfacen una serie de
propiedades “obvias”, como que se pueden partir por cualquier punto 0 < i < n:

aO...an:(ao...ai)(ai_,’_l...an).

Desde un punto de vista técnico, estas “obviedades” se traducen en una serie de
tediosos argumentos rutinarios por induccién que el lector puede consultar en
el apéndice al final de este capitulo si esté interesado en ellos.

Veamos una aplicaciéon de las sumas finitas:
Teorema 2.4 Si k > 1 es un nimero natural, para cada m € N no nulo existe
una dnica sucesion {c;}l_, de numeros menores que k tal que ¢, #0 y
n

=0

1Técnicamente estamos aplicando el teorema de recursiéon de este modo: definimos una

funcion f: N — A mediante f(i) = a; sii <ny f(i) =1 en otro caso. A su vez, definimos

g: N — A mediante g(0) =1y g(j +1) = g(j) - f(4), de modo que g(j + 1) se define como
n

funcion de ¢g(j) y de j. Finalmente, [] a; = g(n +1).
i=0
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DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que m < k™. En efecto, para
m = 0,1 es inmediato, y si vale para m > 1, entonces

m+1l<m+4+m=2m<k-k™=§km"

Por lo tanto, hay un minimo n* < m tal que m < k" . No puede ser n* = 0,
pues entonces seria m = 0, luego n* = n 4+ 1 y se cumple k® < m < k"L,
Observemos que la unicidad de n* implica la de n, es decir, hemos probado que
para todo natural m > 0 existe un tnico natural n tal que k" < m < k"t
Llamaremos o(m) a este tnico n.

Si dividimos m = k™c + m’, con m’ < k™, tiene que ser ¢ < k, ya que si
fuera ¢ > k, tendriamos m > k"™k = k™t!. Ademéas ¢ > 0, o de lo contrario
m = m’ < k™. Asi pues, todo numero natural m > 0 puede expresarse en la
forma

m=ck" +m/, 0<c<k, m' < k™ <m.

Observemos que esta expresion es tnica, pues necesariamente n = o(m) (ya
que m < (k — 1)k"™ + k™ = kk™ = k™*1) y entonces ¢ y m’ estdn univocamente
determinados como cociente y resto de la divisién euclidea. Vamos a probar
que todo natural m no nulo admite una descomposicién como la que indica el
enunciado con n = o(m).

Razonamos por induccién sobre m. Supuesto cierto para todo m' < m,
consideramos la expresion m = ck™ +m’. Si m’ = 0 entonces m = ck™ ya tiene
la forma deseada. En caso contrario, por hipétesis de inducciéon

’
n

m' =Y ¢k,
i=0
donde n' = o(m’) < n (porque m’ < k™) y, definiendo ¢; =0 paran’ <i<ny
¢, = ¢, tenemos que

’
n n

m=>Y cGk'+ Y. ck'+c k"= ¢k
i=0 i=n’+1 i=0
Para probar la unicidad observamos que
n .
Er < S ekt < kL
i=0

En efecto, la primera desigualdad se sigue de que ¢, # 0 separando el dltimo
sumando, y la segunda se prueba por induccién sobre n. Si vale para n, entonces

n+1 . n )
Z Cikl — Z Cikl +Cn+1kn+1 < kn+1 + (k _ l)k.n+1 — kn+2.
=0 =0

Por lo tanto, razonando por induccién sobre m, si tenemos dos descomposi-

ciones
n

. n, .
m= > ¢k'=> k'
i=0 i=0
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en las condiciones del enunciado, necesariamente n = n’ = o(m), con lo que,
por la unicidad de la descomposicion

n—1 . n—1
enk™+ > Gkt =d k"4 Y Ak
i=0 i=0

(notemos que hemos probado que los segundos sumandos son < k™), tenemos
A
quec, =¢, y

n—1 . n—1 .

S ikl =S K

i=0 i=0
Llamamos 7 y 7’ a los maximos naturales tales que ¢z # 0y ¢, # 0, respecti-
vamente, de modo que

- =1
n n

. .y
ekt =Y k.
i=0 i=0
Por hipétesis de induccion 7 = 7' y ¢; = ¢ para todo i < 7, lo que implica que
las dos sucesiones {c¢;}i<n ¥ {¢}}i<n son iguales. n

Definiciéon 2.5 La sucesion {c;}i<, dada por el teorema anterior se llama re-
presentacion en base k del nimero m. Es habitual usar la notacion

n

Cn " Co(k) = Zjociki.

Por ejemplo, 2325y = 2.524-3-54+2. Observemos que, en general, k = 1-k+0,
por lo que la representacion de k en base k es k = 10(z,).

Sin més razon de peso que el hecho de que es el ntimero de dedos que tenemos
en las manos, cuando no se especifica la base se entiende que es k = 9+ 1, de
modo que la notacién usual para este valor de k es k = 10. Asi pues, convenimos
en que

n
Cnroco =y ¢ 10%
i=0

De este modo, todo ntimero natural tiene un nombre canénico en términos de
las diez cifras 0, . .., 9, aunque la eleccién del nimero 10 es puramente arbitraria.
En principio, la menor base admisible es & = 2, de modo que, por ejemplo,
10 =23 +2 = 1010(3). Por lo tanto, todo niimero natural admite un nombre
canodnico en términos tnicamente de las cifras 0 y 1.

Con este resultado tenemos ya justificados todos los resultados de la aritmé-
tica elemental (la que conocen los nifios), salvo que no vamos a describir aqui
los algoritmos sobradamente conocidos para sumar, restar, multiplicar y dividir
nimeros naturales a través de sus desarrollos decimales.
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2.2 Los nimeros enteros

Los ntimeros naturales y su aritmética tienen una interpretacién geométrica
intuitiva. Podemos visualizarlos como puntos equidistantes en una recta:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

De este modo la relaciéon de orden m < n se interpreta como “m esta a la
izquierda de n”, sumar 2 + 3 se interpreta como situarse en el punto asignado
al 2 y desplazarse 3 lugares hacia la derecha, mientras que restar 5 — 3 consiste
en situarse sobre el 5 y desplazarse tres lugares hacia la izquierda. El hecho de
que no se pueda restar 5 — 7 se interpreta como que no podemos desplazarnos 7
lugares a la izquierda del 5 sin salirnos de los puntos asignados a los niimeros
naturales.

Ahora vamos a introducir los ntiumeros enteros, que extienden a los ntimeros
naturales de modo que la figura anterior se completa hasta:

e & & & e o o o o o o

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Sumar dos nimeros enteros se interpreta como partir del punto asignado al
primero y desplazarse tantos lugares como indica el segundo hacia la derecha si
éste es positivo o hacia la izquierda si es negativo. Este “paso” de los niimeros
naturales a los enteros tiene interés por muchas razones. Sefialamos algunas:

e Desde un punto de vista puramente algebraico, obtenemos una estructura
més rica. Concretamente, todo nimero entero tiene un opuesto para la
suma, cosa que no le sucede a ningtin niimero natural, salvo el 0.

e Esto tiene a su vez consecuencias aritméticas. Por ejemplo, si tratamos
dnicamente con nimeros naturales y tenemos una igualdad a +b = c+d,
no podemos pasar a a—c = d—b a menos que tengamos la garantia de que
a > cyd>b,lo cual no tiene por qué suceder a priori y puede obligarnos
a descomponer el razonamiento en varios casos. En cambio, si trabajamos
con nameros enteros un paso asi siempre es valido.

e Por otra parte, aunque es todavia un ejemplo muy elemental, es un primer
paso hacia la conceptualizaciéon abstracta de la aritmética. Para alguien
que s6lo conozca los niimeros naturales, la suma y la resta son dos opera-
ciones distintas, consistentes en “moverse” en sentidos opuestos, en anadir
en un caso y en sustraer en otro. Sin embargo, para quien concibe a los
nimeros naturales como una parte de los niimeros enteros, una resta m—mn
es lo mismo que la suma m+(—n). Los nimeros enteros permiten concebir
como una misma cosa lo que parecian ser dos cosas bastante diferentes.

e Por ultimo, de cara a las aplicaciones geométricas, se trata de un paso
mas en el camino que nos llevara a asignar un niimero a cada punto de
una recta, lo cual a su vez permite traducir a términos algebraicos los
problemas geométricos.
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En la seccion 1.2 de [ITA]] introdujimos los ntumeros enteros como numeros
naturales precedidos de un signo positivo o negativo. Esto captura, cierta-
mente, la esencia de lo que es un ntmero entero, pero aqui vamos a dar una
definicion que, siendo formalmente méas artificiosa, simplifica drasticamente la
comprobacion de las propiedades basicas de los ntimeros enteros, que se reducen
a comprobaciones casi mecanicas.

La idea es que cada ntumero entero puede expresarse como resta de dos
ntmeros naturales. Por ejemplo, 5 =7 -2y —5 =2 — 7. En general, cada par
(m,n) € NxN determina el namero entero m—n (que atn no tenemos definido),
pero podemos pensar en definir el nimero entero m—n precisamente como el par
(m,n). Entonces el conjunto de los ntimeros enteros seria técnicamente N x N,
aunque al final “nos olvidaramos” de ello.

Sin embargo, esto no es viable literalmente, porque pares como (2,7) y
(10,15) deben “ser” el mismo ntmero entero —5, y dos cosas distintas no pueden
ser la misma cosa. Este problema ontologico se resuelve mediante un procedi-
miento que nos aparecerda de forma recurrente en muchos contextos: cuando
queremos definir un objeto como “abstraccion” de una propiedad comun de va-
rios de ellos —en este caso queremos abstraer de cada par (m,n) la “resta” que
determina— definimos la relacién de equivalencia que relaciona a dos objetos si y
s6lo si “deberian” representar al mismo objeto y formamos el conjunto cociente.

En nuestro caso, si nos preguntamos cuando dos pares (a,b) y (c¢,d) de
nimeros naturales “deberian” dar lugar a la misma resta a — b = ¢ — d, la
respuesta es cuando a + d = b + ¢. Lo importante es que esta tultima condicién
es una igualdad entre nameros naturales que, al contrario que a —b = ¢ — d, no
involucra ningin concepto que no tengamos ya definido. En conclusion:

Definicion 2.6 Definimos en N x N la relacion de equivalencia dada por
(a,b) R (c,d) si y solo si a+d=b+c.

Llamaremos conjunto de los nimeros enteros al cociente Z = (N x N)/R. La Z
es por el aleman Zahl (ntmero).

La comprobacién de que la relaciéon R es de equivalencia no ofrece nin-
guna dificultad. Por ejemplo, la transitividad se debe a que si (a,b) R (c,d) y
(¢,d) R (e, f), entonces

a+d=b+e, c+ f=d+e,

luego sumando miembro a miembro a+d+c+ f = b+ c+d+e y, simplificando,
a+ f=b+e, luego (a,b) R (e, f).

De momento representaremos por [a, b] la clase de equivalencia de par (a, b),
si bien enseguida encontraremos una notacién mas conveniente. En principio,
como caso particular de 1.41, sabemos que [a,b] = [¢,d] si y solo si a+d = b+ec.

Sin € N, definimos

+n = [n,0] € Z, —n=[0,n]€Z
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Llamaremos niimeros enteros positivos y negativos, respectivamente, a los ele-
mentos de los conjuntos

Zt={+n|neNn>0}, Z ={-n|neNn>0}

y aparte definimos 0 = [0, 0] € Z.

Se cumple entonces que Z = Z~ U{0}UZ™ y los tres conjuntos son disjuntos
dos a dos. En efecto:

e Todo numero entero es de la forma [m,n], con m, n € N. Sim < n
entonces [m,n] = [0,n —m] € Z~, si m = n entonces [m,n] = [0,0] y si
m > n entonces [m,n] = [m —n,0] € Z™.

e Si[m,n] € ZT NZ~ entonces [m,n] = [r,0] = [0, s], para ciertos r, s > 0,
pero entonces r+ s = 0, lo cual s6lo es posible si r = s = 0, contradiccién.
Igualmente, si [m, 0] = [0,0] es que m = 0, luego ningtn nimero de Z* es
igual a 0, e igualmente con Z~.

En otras palabras, todo niimero entero es positivo, negativo o cero, y no
puede ser dos cosas a la vez. Por consiguiente, Z consta exactamente de los
elementos

0,+1,—1,42,—2,43,-3, ...

y es importante que en esta enumeracién no aparecen términos repetidos, es
decir, que solo puede suceder que +n = +m o que —n = —m si m = n (por
ejemplo, +n = +m equivale a [n,0] = [m,0], y a su vez a n = m).

Ordenacién de los ntimeros enteros Definimos en Z la relacién dada por?
[a,b] < [e,d] siysolosia+d<b+e.

No es inmediato que esto sea una definicion valida. En general, cuando
definimos una relacién o una funcién sobre las clases de equivalencia de un
conjunto cociente, es necesario comprobar que la definicién no depende de la
eleccion de los representantes de las clases. Concretamente, si [a,b] = [a/, V]
y [e,d] = [¢/,d'], serfa incoherente que usando la primera representacion ob-
tuviéramos que [a,b] < [c¢,d], mientras que usando la segunda obtuviéramos

[, 0] £ [, d].

Pero esto no sucede: tenemos que a+b =b+a’ y c+d = d+c. Siademas
a+d < b+c, entonces, sumando todo, a+d+b+a’+c+d < b+c+a+b +d+c,
y simplificando, ' +d' <V + .

Es facil comprobar que se trata de una relaciéon de orden total:

e [a,b] <la,b], puesa+b<a+bd

2La idea detras de esta definicion es que pretendemos que las clases [a, b] y [c, d] representen
a las restas a — by ¢ — d, respectivamente, y a — b < ¢ — d equivale a a + d < b+ d, de modo
que esta dltima relacién no involucra las restas a — b y ¢ — d que no tenemos definidas.
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e Sifa,b] < e, d]y[e,d] <la,b], entonces a+d < b+cyc+b<d+a, luego
a+d=>b+c, luego [a,b] = [c,d].

e Si[a,b] < [c,d] y [e,d] < [e, f], entonces a+d <b+cyc+ f<d+e.
Sumando ambas desigualdades y simplificando, queda a+ f < b+ e, luego
[a, 0] < [e, f].

e Sim < n, entonces +m < +n y —n < —m, pues lo primero equivale a que
[m, 0] < [n,0], es decir, a que m < n, y lo segundo a que [0,n] < [0,m] ,
es decir, también a que m < n.

e Para todo m, n € N no nulos se cumple que —m < 0 < +n, pues lo primero
equivale a que [0,m] < [0,0], y a su vez a que 0 < m, e igualmente con la
segunda desigualdad.

Teniendo en cuenta que todo nimero entero es 0 o de la forma 4+n, con
n > 0, los dos dltimos puntos implican que la relacién de orden es total y que
con esta ordenacion

D4 <3< 2<-1<0<HI< 23 < HA<HI < -

En particular, el conjunto Z* de los enteros positivos es el formado por los
enteros mayores que 0, mientras que los enteros negativos Z~ son los enteros
menores que 0.

Suma y producto de niimeros enteros Definimos ahora una suma y un
producto® en Z:

[a,b] + [¢,d] = [a+ ¢, b+ d], [a, b][c,d] = [ac + bd, ad + be].

De nuevo hay que justificar que estas operaciones estan bien definidas en el
sentido de que no dependen de la eleccién de los representantes, es decir, que si
[a,b] = [d, V] ¥ [e,d] = |¢,d], entonces [a+c,b+d] = [a' + ¢, b +d'] y también
[ac + bd,ad 4+ bc] = [a'd + b'd';a’d + V.

Dejamos como ejercicio el caso de la suma y comprobamos el producto.
Tenemos que a + b =b+a’ y que c+d = d+ ¢, y queremos probar que

ac+bd+dd +bd =ad+bc+add +b'd.
Esto equivale a
ac+bd+add +b(+d)=(a+b)d+bc+dcd +0d,
ac+bd+add +bc+bd =d'd+bd+bc+ad'cd +bv'd,
(a+V)e+dd =d(cd+d)+be,
dc+bec+add =dc+add +be.

Por lo tanto, se da la igualdad requerida.

3Si pensamos que [a, ] ¥ [c, d] pretenden representar las restas (que atin no tenemos defini-
das) a—by c—d, el producto se define teniendo en cuenta que (a—b)(c—d) = ac+bd— (bc+ad),
y la definicién adecuada de la suma se deduce analogamente.
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Veamos las propiedades de estas operaciones (en todas ellas se entiende que
m, n, T, etc. son nimeros enteros cualesquiera):

1.

10.

11.

(m+n)+r=m+ (n+r).

En efecto, ([a, b]+][c, d])+e, f] = [a+c+e, b+d+ f] = [a, b]+([c, d]+]e, f]),
donde hemos usado la asociatividad de la suma de niimeros naturales.
m-+n=n-+m.

[a,b] + [c,d] = [a+ ¢, b+ d] = [c+ a,d+ ] = [¢,d] + [a, b].

m+0=m.
[a7 b] + [070] = [CL, b]
. Todo ntimero entero tiene un opuesto para la suma, pues

[a,b] + [b,a] = [a+ b,a+b] =0.

Maés precisamente, si n € N tenemos que +n + (—n) = 0, luego el opuesto
de +n es —n y viceversa.

(mn)r = m(nr).

Hay que comprobar que ([a, b][c, d])[e, f] = [a,b]([c,d][e, f]). Basta aplicar
rutinariamente la definicién del producto a ambos miembros hasta com-
probar que la expresion resultante es la misma (usando las propiedades de
la suma y el producto de los nimeros naturales).

mn = nm.

La comprobaciéon es analoga a la de la propiedad anterior.

m(+1) =m.
La definiciéon de producto da que [a, b][1,0] = [a, b].

m(n+r) =mn+ mr.

La comprobaciéon es analoga a la de 5.
Simn =0, entonces m =0 on =0.

Sim < n, entonces m—+1r <n-4r.

Suponemos que [a,b] < [¢,d], luego a + d < b+ ¢, y queremos probar que
[a+b]+ e, f] < [c+d]+]e, f], es decir, que [a+e, b+ f] < [c+e,d+ f] o,
equivalentemente, que a +e+d+ f < b+ f 4+ c+ e, lo cual es claramente
cierto.

Sim >0y n >0, entonces mn > 0.

Sabemos que los enteros no negativos son los de la forma +m, +n, con
m y n naturales, y entonces (+m)(+n) = +(mn) > 0. En efecto, por la
propia definicion, [m, 0][n, 0] = [mn, 0].
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Podriamos demostrar muchas propiedades mas, pero éstas son las tnicas
que necesitamos demostrar antes de “olvidarnos” de que hemos construido los
nameros enteros como clases de equivalencia de pares de niimeros naturales.
En efecto, para prescindir completamente de ese tecnicismo solo nos falta una
observacion:

Consideremos la aplicacion i : N — {0} UZ* dada por i(n) = +n (notemos
que +0 = 0). Ya hemos probado que es biyectiva, y que m < n equivale a
i(m) < i(n). Ahora podemos observar ademéas que

i(m+n) =i(m) +i(n), i(mn) = i(m)i(n).

Maés explicitamente, que +(m +n) = +m + (+n) y que +(mn) = (+m)(+n).

Esto significa que la aplicaciéon ¢ es un “diccionario” que hace corresponder
cualquier afirmacion aritmética sobre los nimeros naturales 0,1,2,3,... con la
afirmacion correspondiente sobre los enteros no negativos 0,4+1,+2,+3,... de
modo que 3 < 5 es equivalente a +3 < +5, y 2+ 5 = 7 es equivalente a que
+2+4(45) = 47,y 2-3 = 6 es equivalente a que (+2)(+3) = +6. Asi, todo lo que
sabemos sobre nimeros naturales sigue siendo cierto si los sustituimos por los
enteros no negativos? y, por consiguiente, a partir de ahora podemos “olvidarnos”
de los conjuntos que hasta ahora tomabamos como nimeros naturales y pasar
a considerar que los niimeros naturales son los enteros no negativos. Esto nos
permite afirmar que

N={0}uz"t cz,

de modo que la suma y el producto de ntmeros naturales son las restricciones
a N x N de las operaciones correspondientes en Z. En particular, ya no es
necesario emplear la notacién +1,+2, 43, etc., que usdbamos para distinguir a
los ntimeros enteros positivos de los niimeros naturales correspondientes, sino
que podemos eliminar el signo + y llamar 1,2, 3, etc. a los enteros positivos, que
a partir de ahora son también los ntimeros naturales.

Ademés, a partir de ahora ya nunca necesitaremos recordar que los niimeros
enteros son clases de equivalencia de pares de los “antiguos” ntimeros naturales,
sino que nos bastara saber que Z esta formado por los nimeros naturales y sus
opuestos (junto con que se cumplen las propiedades que hemos demostrado).

No obstante, recordamos por tltima vez la construccion de Z para explicitar
la idea subyacente que la ha dirigido en todo momento, es decir, que la clase
[m, n] pretendia representar la resta no definida m —n. Ahora podemos afirmar
(sin hacer referencia a restas no definidas) que

[m,n] = [m,0] +[0,n] = +m+ (—n) = m —n,

donde m y n son ntiimeros naturales “antiguos” en la primera expresiéon y nimeros
naturales “nuevos” —enteros no negativos— en la tltima.

4Mas precisamente, es facil ver que {0} U Zt es un sistema de Peano tomando como
operacion siguiente la funcién S(n) = n+(+41), por lo que es un conjunto de nimeros naturales
tan valido como cualquier otro.
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2.3 Conceptos basicos sobre anillos

Finalmente introducimos el concepto central de este capitulo:

Definiciéon 2.7 Un anillo es una terna (A4,4+,-) en la que A es un conjunto
vy +, - son dos leyes internas en A, de modo que se cumplan las propiedades
siguientes:

1. (a+b)+c=a+ (b+c) para todos los a, b, ¢ de A.
. a+b="0b+ a para todos los a, b de A.

. Existe un elemento 0 en A tal que a + 0 = a para todo a de A.

2
3
4. Para todo a de A existe un —a en A tal que a + (—a) = 0.
5. (ab)e = a(be) para todos los a, b, ¢ de A.

6

.alb+c)=ab+ac
(a + b)e = ac + be para todos los a, b, ¢ de A.

En otros términos, un anillo es una combinacion de dos semigrupos (A, +) y
(4, ), el primero tiene que ser conmutativo y con elemento neutro 0 (que, segtin
sabemos, es Gnico) y ademas todo elemento a tiene que tener un opuesto —a,
que también es tnico. Al segundo semigrupo no le pedimos en principio que sea
conmutativo ni que tenga elemento neutro, pero si que satisfaga la propiedad 6,
que se conoce como propiedad distributiva del producto respecto de la suma.

Como es habitual, usaremos los signos + y - para referirnos a las operaciones
de un anillo arbitrario, a las que llamaremos “suma” y “producto”, de modo que
estos signos tendran una interpretacion distinta segtn el contexto. Del mismo
modo, cuando digamos que “A es un anillo”, querremos decir que hablamos de
una terna (A, +, ), para ciertas operaciones no indicadas explicitamente.

Si el producto de un anillo cumple la propiedad conmutativa diremos que
el anillo es conmutativo. Si tiene elemento neutro (que sera tumico, lo repre-
sentaremos por 1 y lo llamaremos la identidad de A) diremos que el anillo es
unitario.

Las propiedades que hemos demostrado en la seccién precedente demuestran
que (Z,+, ) es un anillo, al que en lo sucesivo, segun lo indicado, nos referiremos
simplemente como Z.

En [ITA]] estudiamos ejemplos muy variados de anillos que ilustran el interés
de trabajar con este grado de abstracciéon, como los anillos de restos Z,, o los
anillos de enteros cuadraticos, como los enteros de Gauss o de Eisentein, o los
anillos de enteros ciclotomicos, etc.

El teorema siguiente contiene unas cuantas propiedades sencillas de los ani-
llos. Todas ellas se cumplen en particular en el caso de Z, pero atin mas im-
portante es saber que podremos usarlas al trabajar con cualquier conjunto del
que sepamos que tiene estructura de anillo, por muy abstracta que pueda ser la
naturaleza de sus elementos y de sus operaciones.
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Teorema 2.8 Sea A un anillo y a, b, ¢ elementos de A.
1. Sia+b=a+ c entonces b= c.

St a+a=a entonces a = 0.

—(—a) =a.

0-a=a-0=0.

(—a)b = a(—b) = —(ab).

(—a)(=b) = ab.

NS &

—(a+b)=—a—0.
DEMOSTRACION:

1. Sia+b=a+c, entonces —a+a+b=—a+a+c, luego 0+b =0+,
luego b = c.

2. Sia+a=a, entonces a+a =a+ 0, luego a = 0.

3. —a+a=0=—a+ (—(—a)), luego a = —(—a).

4. 0-a=(0+0a=0-a+0-a,luego 0-a=0.

5. (—a)b+ab=(—a+a)b=0b=0, luego (—a)b = —(ab).

6. (—a)(=b) = —(a(=b)) = —(—(ab)) = ab.

7. (—a—b+(a+b)=a—a+b—b=0,luego (—a—b)=—(a+b). =

De la construccion de los ntimeros enteros hemos obtenido que los hay de
dos clases: positivos, como +5, y negativos, como —5. Ya hemos justificado que
podiamos suprimir el + del +5 al identificarlo con el numero natural 5, y ahora

vemos que el — del —5 puede entenderse como la notacién general que expresa
que —5 es el simétrico de 5, del mismo modo que tenemos que 5 = —(—5).

Si aplicamos en particular las propiedades 5 y 6 a nimeros naturales a y b
obtenemos las conocidas “reglas de los signos” para Z:

negativo X positivo = negativo, negativo X negativo = positivo

a las que hay que anadir, por supuesto, que positivo X positivo = positivo, que
no expresa sino que el producto de nimeros naturales es un nimero natural.

Con estas propiedades también quedan justificadas las reglas de los signos
para la suma. Por ejemplo:

5-9=—(—5+9)=—(9—5)=—4.

En general, ahora es facil justificar que para restar dos nameros naturales se
resta el mayor menos el menor y se pone el signo del mayor.
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Las propiedades que hemos demostrado sobre Z en la seccién anterior van
bastante mas alla de lo que exige la definicién de anillo conmutativo y unitario,
lo cual significa que no todas las propiedades de Z son extrapolables a cualquier
anillo. A continuacién vamos a ir introduciendo algunas definiciones generales
correspondientes a propiedades que se cumplen en Z.

Empezamos por un hecho basico, y es que en Z se cumple que 1 # 0, mientras
que la definicién de anillo unitario no excluye la posibilidad de que 1 = 0. Ahora
bien, este caso es muy particular, pues si un anillo A cumple esta propiedad,
entonces todo a € A cumple a =a-1=a-0 = 0. En suma, la igualdad 1 =0
so6lo puede darse si A = {0}.

Los anillos que més nos van a interesar son los que llamaremos dominios,
que son los anillos conmutativos y unitarios en los que 1 # 0.

Claramente, Z es un dominio.

Notemos, por otra parte, que en cualquier anillo se cumple a-0=0-a =0,
pero no es cierto en general que si ab = 0 uno de los factores tenga que ser nulo,
propiedad que si se cumple en Z, segin hemos visto.

Definicion 2.9 Un elemento a de un dominio A es un divisor de cero si es no
nulo y existe un b en A no nulo tal que ab = 0. Un dominio integro es un
dominio sin divisores de cero.

Tenemos, pues, que Z es un dominio integro.

Una propiedad muy importante de los dominios integros es que en ellos
podemos simplificar elementos no nulos de las igualdades, es decir, si en un
dominio integro tenemos que ab = ac'y a # 0, entonces b = ¢, pues a(b—c¢) = 0,
luego b — c = 0.

El anillo de restos Zg introducido en el capitulo III de [ITAl] y que aqui
introduciremos en el capitulo siguiente es un ejemplo de dominio con divisores
de 0.

Ejercicio: Dotar a Z x Z de una estructura de dominio que no sea integro.

Definicion 2.10 Un anillo ordenado es una cuadrupla (A, +, -, <) de manera
que (A, +,-) es un dominio, (A4, <) es un conjunto totalmente ordenado y se
cumplen las dos propiedades de compatibilidad siguientes:

1. Si a < b, entonces a + ¢ < b+ ¢, para todos los a, b, c € A.
2. Sia>0yb>0 entonces ab > 0.

Los elementos no nulos de cualquier anillo ordenado pueden dividirse en
positivos y megativos segin que sean mayores o menores que 0. Representa-
remos por AT y A~ al conjunto de los elementos positivos y negativos de A,
respectivamente.

En la seccién anterior hemos demostrado que Z es un anillo ordenado. Vea-
mos las propiedades que se deducen de este hecho (y que, por lo tanto, son
validas en cualquier anillo ordenado):
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Teorema 2.11 Sea A un anillo ordenado. FEn las propiedades siguientes se
entiende que a, b, etc. son elementos de A:

1. Sia<byc<d, entoncesa+c<b+d.
2. Sia<byc<d, entoncesa+c<b+d.
3. a<bsiysolosib—a>0.

4. Sia<b, entonces —b < —a.

5. a>0 siysdlo si —a<0.

6. Sta<byc>0, entonces ac < be.

7. Sia<byc<0, entonces bc < ac.

8. a?>0.

9.1>0

DEMOSTRACION: 1) Claramente a +c¢ <b+c¢<b+d.

2) Si a < b no puede ser a + ¢ = b+ ¢, pues esto implica a = b, luego
a+c<b+c<b+d.

3)a<bsiysolosi0=a—a<b-—a.
4) Por la propiedad anterior, ambas afirmaciones equivalen a b — a > 0.

)

5) Es un caso particular de la propiedad precedente.

6) Tenemos que b—a > 0, luego (b—a)c > 0, luego be—ac > 0,luego ac < be.
)

7) Tenemos que —c > 0 y por la propiedad anterior —ac < —bec, luego
be < ac.

8) Si a > 0 entonces a? > 0 por la propiedad 2) de compatibilidad. Sia <0,
entonces —a > 0, luego a? = (—a)? > 0.

9) Basta tener en cuenta que 1 = 12. L]

En particular, la propiedad 1 implica que si b > 0 entonces a < a+b y esto se
generaliza facilmente a sumas finitas: si aq,...,a, son elementos no negativos
de A, entonces a; < ai + -+ + a,. En particular, si una suma de elementos
no negativos es 0, necesariamente todos los sumandos son 0. Equivalentemente,
una suma finita de términos positivos es positiva.

Si A es un dominio integro y @ € A es no nulo, entonces a? # 0, luego
la propiedad 8 puede refinarse a a> > 0. Teniendo en cuenta la observacion
precedente, si ay, ..., a, son elementos de A cualesquiera y a? + --- + a2 = 0,
necesariamente a1 = --- = a, = 0.
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Definicion 2.12 Si A es un anillo ordenado, definimos las aplicaciones wvalor
absoluto | | : A — Ay signo sig: A — {—1,0, 1} mediante

la| = a sia=0, sig(a) = (1) S}ai?)’
Tl —a sia<0, gla) = sLa=",
-1 sia<O.

Observemos que la imagen del valor absoluto esta, mas concretamente, en
el conjunto de los elementos no negativos de A. En particular, para Z tenemos
que | |:Z — N.

En general, cada elemento de A puede reconstruirse a partir de su signo y
su valor absoluto mediante la relacion a = sig(a)|al.

Teorema 2.13 Sea A un anillo ordenado. Entonces
1. |a] =0 si y sdlo si a=0.
1 =1.

- af =1~al.

2
3
4. la| <b siy solo si—b<a<hb.
5. la+0b] <la| +b].
6. [lal — bll < |a — .
7. lab| = |al|b].

DEMOSTRACION: Las tres primeras propiedades son inmediatas por la defi-
nicién de valor absoluto.

4) Sila| <bya>0,entonces a <by -b< —-a<0<a<b Sia<0
entonces tenemos —a < b, luego —b < a <0< —a <b.

Reciprocamente, si —b < a < b, entonces multiplicando por —1 queda que
—b < —a < b, luego, sea a > 0 0 a < 0, se cumple que |a| < b.

5) Como |a|] < |a|, por el apartado anterior —|a| < a < |a|, e igualmente
—|b] < b < |b|]. Sumando las desigualdades:

—(la[+ o) <a+b <lal + 0],
luego |a + b| < |a| + |b].

6) la] = la —b+ b < |a— b+ |b], luego |a] — |b] < |a — b|. Igualmente
[b] = la] < [b—a| = |a — b, luego

—la—b] <la|] = |b] < |a —b],
luego la] — [b]] < |a — bl
7) Es claro que |a||b| = £ab, y es positivo, luego es |ab|. "

Vamos a definir operaciones entre ntmeros enteros y los elementos de un
anillo.
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Definiciéon 2.14 Sea A un anillo, a un elemento de A y n un ntumero entero.
Definimos el elemento na como®
n veces
a+---+a sin>0
na = 0 sin=0

—n veces

(—a)+--+(—a) sin<0

. . ., n veces . . . . .
Sin > 0 definimos también a™ = a---a. Si A es unitario a® = 1, y si a tiene

—n veces
inverso y n < 0, entonces a” = a1 --- a1l

Es pura rutina comprobar los hechos siguientes.

Teorema 2.15 Sea A un anillo unitario y a,b elementos de A (que supondre-
mos inversibles cuando proceda). Sean m y n nimeros enteros. Se cumple:

~

m(a +b) = ma + mb.

(m+n)a = ma + na.

(—m)a = —(ma) = m(—a).

m(na) = (mn)a.

Si ab = ba entonces (ab)™ = a™b™.
m+n

a =aa".

(a'rn)n — amn .

® RS &

a ™ = (a—l)m — (am)—l.

Ademds si A = Z, ma es lo mismo en el sentido de la definicion anterior que
en el sentido del producto usual en 7.

Para terminar de exponer las propiedades basicas de Z probamos que es
posible dividir euclideamente nimeros enteros:

Teorema 2.16 Sean D y d numeros enteros con d no nulo. Entonces existen
unos unicos enteros ¢ y r tales que D =dec+1 y 0 <r <|d|.

DEMOSTRACION: Consideremos los ntimeros naturales |D| y |d|. Sabemos
que existen naturales ¢ y r tales que |D| = |d|c+r, con 0 < r < |d|.

Si r = 0 entonces cambiando el signo de c si es preciso tenemos D = dc + 0.
Supongamos 7 > 0.

SiD>0yd>0entonces D = dc+ r, como queriamos.

Si D >0y d <0 entonces sirve D = d(—c) + .

SiD<0yd>0entonces D=d(—c—1)+ (d—r).

SiD<0yd<0entonces D=d(c+ 1)+ (—d—r).

5En general, estas definiciones “con puntos suspensivos” se traducen facilmente en defini-
ciones recurrentes.
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Si tuviéramos dos expresiones distintas D = dc + r = dc¢’ + 1/, entonces sea
c=csid>0y¢=—csid<0. Igualmente definimos &. Asi dec = |d|c,
dc’ = |d|¢’. Supongamos que ¢ < &. Entonces

D=dc+r=|de+r<ldc+|d =|d(c+1) <|dlc =dd <dd +r" =D,

y esto es una contradiccion. Por lo tanto ha de ser ¢ = ¢ y de aqui que
dc+ 1 =dc+1r', luego r =r'. n

Esta propiedad de los nimeros enteros confiere propiedades muy importantes
al anillo Z y es poseida también por otros anillos de interés. Por ello conviene
tratarla en general:

Definicion 2.17 Un dominio euclideo es un dominio integro A tal que existe
una funcién ¢ : A\ {0} — N tal que si D y d son elementos de A con d # 0
entonces existen ¢ y r en A de manera que D = dc+ r con r = 0 o bien
@(r) < ¢(d). La funcion ¢ se llama norma euclidea.

En [ITAI 2.18] incluimos una propiedad adicional en la definicion de dominio
euclideo. Vamos a probar que la definiciéon que hemos dado no es més general:

Teorema 2.18 Todo dominio euclideo A admite una norma ¢ : A\ {0} — N
tal que si a, b son elementos de A no nulos, entonces ¢p(a) < ¢(ab).

DEMOSTRACION: Sea ¢ : A\ {0} — N una norma en A segtin la definicion
que hemos dado y definamos ¢ : A\ {0} — N mediante

#(a) = min é(ab) = min{d(ab) | b€ 4\ {0},

Asi ¢ también cumple la definicién de dominio euclideo, pues, dados D y d
en A con d # 0, podemos expresar ¢(d) = ¢(de), para cierto e € A no nulo, y
podemos dividir D = dec’ + r, donde 7 = 0 o bien ¢(r) < ¢(de) = ¢(d), con lo
que ¢ = ec¢’ y r cumplen lo requerido respecto de la norma ¢.

Ademas, dados a,b € A no nulos, se cumple que ¢(ab) = ¢(abc), para cierto
¢ € A no nulo, y entonces ¢(a) < ¢(abc) = ¢(ab), luego ¢ cumple la propiedad

adicional. n

En lo sucesivo, siempre que consideremos un dominio euclideo, considera-
remos en ¢l una norma euclidea que cumpla la propiedad dada por el teorema
anterior.

Es obvio que Z es un dominio euclideo con la norma ¢ dada por ¢(a) = |al.
Ahora bien, observemos que el cociente y el resto no son dnicos. Por ejemplo,
para dividir 8 entre 3 podemos hacer 8 = 3-242 o bien 8 = 3-3 — 1. En ambos
casos |r| < |d|.

Definicién 2.19 Un elemento a de un dominio A es una unidad® si existe un
elemento b en A tal que ab = 1, es decir, si tiene inverso para el producto.

En tal caso sabemos que el inverso de a es tinico y, de acuerdo con la notacién

multiplicativa, lo representaremos por a~!.

SEs importante recordar que la palabra “unidad” en un dominio no se refiere necesariamente
al 1, sino a cualquier elemento con inverso. La palabra para referirse al 1 es “identidad”.
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Si a es una unidad, entonces a~! es obviamente una unidad, y (¢=1)"! = a.
Si a y b son unidades, entonces ab es una unidad, y (ab)™! = a=1b7 .

Obviamente 1 es una unidad y 17! = 1. En cambio 0 no puede ser una
unidad. Una unidad no puede ser divisor de cero, pues si a es una unidad y
ab =0, entonces b = 1b =a"tab=a"10=0.

En todo anillo, —1 es también una unidad, pues (—1)(—1) = 1. Las unidades
de Z son exactamente 1 y —1.

En efecto, si m, n € Z cumplen mn = 1, entonces |m||n| =1y, como |n| # 0
(v es un ndmero natural) se cumple 1 < |n|, luego |m| < |m|ln| = 1, luego
|m| =1, luego m = +1.

Un cuerpo es un dominio en el que todo elemento no nulo es una unidad. En
particular todo cuerpo es un dominio integro.

De momento no tenemos ningtn ejemplo de cuerpo. Dedicaremos la seccién
siguiente a extender Z hasta el cuerpo de los niimeros racionales, pero antes
terminamos ésta con algunos hechos sobre cuerpos que nos serviran de guia
para dicho fin.

Sea K un cuerpo y a, b dos elementos de K con b # 0. La fraccion determi-
nada por a y b es a/b=ab~!. ay b se llaman, respectivamente, numerador y
denominador de la fraccion a/b.

Veamos las propiedades basicas de las fracciones. La mayoria de ellas son
consecuencia inmediata de la definicién. En todas ellas se presupone la hipotesis
de que los elementos que aparecen como denominadores son no nulos.

a 1 ay—1 b
1 - = —=p! ) ==

T Sl Q) a
2. %zgsiys()losiad:bc

La igualdad de fracciones es ab™! = cd™!, y esto equivale a la igualdad
que resulta de multiplicar por bd # 0, que es ad = be.

3. Sic#0, entonces — = <.
b be
a ca
4. c- =2
‘P
a ¢ ad+bc
ST dT
a ¢ ad bc 1 1 1 ad + be
g—i—g—m @—adQ—Fbc@—(ad—Fbc)@— d
ac ac
0 %d~ b
7. /b _ad
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Terminamos con una tltima observacion sobre los cuerpos, y es que trivial-
mente son dominios euclideos tomando como norma la aplicaciéon constante 1,
pues la division euclidea puede realizarse siempre con resto 0, es decir, decom-
poniendo D = d(D/d) + 0.

2.4 Cuerpos de cocientes. Nimeros racionales

Hemos visto que Z dista mucho de ser un cuerpo, pues sus tinicas unidades
son £1. Por lo tanto, una fraccion como 4/5 no tiene sentido en Z. Ahora vamos
a construir el cuerpo Q de los nimeros racionales, que contiene a Z y justifica
el uso de fracciones de nimeros enteros.

Como hicimos en la seccién 1.4 de [ITAl], vamos a construir un cuerpo K a
partir de cualquier dominio integro A. La idea es que K esté formado por todas
las fracciones de elementos de A, pero en [ITAl] hicimos algo que, técnicamente,
no podemos hacer sobre la base conjuntista sobre la que estamos trabajando, y
es que alli “definimos” la igualdad de fracciones, mientras que ahora tenemos que
definir las fracciones como ciertos conjuntos y no podemos “definir” cuando dos
conjuntos son iguales, ya que lo seran si y sélo si tienen los mismos elementos, y
lo que tenemos que hacer es definir las fracciones como los conjuntos adecuados
para que sean iguales exactamente cuando queremos que esto suceda.

Si llamamos A* = A\ {0}, cada fraccion estda determinada por un par
(a,b) € A x A*, pero no podemos definir las fracciones como los elementos
de este producto cartesiano porque distintos pares pueden determinar la misma
fraccion.

La situaciéon es anédloga a la que nos encontramos en su momento a la hora
de construir Z a partir de N: debemos definir una relaciéon de equivalencia en el
conjunto de pares de modo que dos de ellos estén relacionados si y solo si deben
definir la misma fraccién, y tomar como fracciones las clases de equivalencia. Los
resultados sobre fracciones que hemos visto en la seccion precedente nos indican
cuéles son las definiciones adecuadas, tanto de la relaciéon de equivalencia como
de las operaciones en el cociente:

Definiciéon 2.20 Sea A un dominio integro y A* = A\ {0}. Sea R la relacion
en el conjunto A x A* dada por (a,b) R (c,d) siy solo si ad = be.

Es facil ver que es una relacion de equivalencia. Veamos por ejemplo la
transitividad: si (a,b) R(c,d) v (¢,d) R (e, f), tenemos que ad = be y que cf =
de, luego adef = bede. Como de # 0 y A es un dominio integro, se puede
simplificar, y resulta af = be, luego (a,b) R (e, f).

a
Representaremos por — la clase de equivalencia del par (a,b) y llamaremos

K = (A x A*)/R al conjunto cociente. Por las propiedades bésicas de las clases
de equivalencia sabemos que

5:2 siysb6losi ad = bc.
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Definimos en K la suma y el producto dadas por

a c ad + be ac ac

b 4 Tbd 0 bd bd

Notemos que, como estamos exigiendo que A sea un dominio integro, el
hecho de que b, d # 0 implica que bd # 0. Si no fuera asi estas definiciones
no serian correctas. No obstante, todavia falta algo por comprobar para dar
por vélidas estas definiciones, y es que, como siempre que definimos relaciones
o funciones sobre clases de equivalencia, hay que comprobar que la definiciéon
no depende de la eleccion de los representantes. Por ejemplo, para el caso de la
suma, si a/b=4d'/b' y ¢/d = ' /d’, tiene que cumplirse que

ad+bc _ad'd +0'c
bd b'd’
Esto es equivalente a que (ad + be)b'd’ = (a’d’ 4+ V' ¢')bd. En efecto, teniendo en
cuenta que ab’ = ba' y que cd’ = dc’, vemos que

(ad + be)b'd = ab'dd’ + bb'cd’ = ba'dd’ + bb'dc’ = (a'd" + ' )bd.

Ahora es pura rutina comprobar que K cumple todos los axiomas de cuerpo
con estas definiciones. El cuerpo K asi construido se llama cuerpo de cocientes
de A. Los elementos neutros de K son 0 = 0/1 y 1 = 1/1, el simétrico de
una fraccion es —(a/b) = (—a)/b, y el inverso es (a/b)~! = b/a. Aqui hay que
observar que si a/b # 0/1, entonces a # 0.

Con esto no hemos terminado la construccion del cuerpo de cocientes, pues
nos falta llegar a que podemos ver a A como un subconjunto de K. Esta afirma-
cion requiere varias precisiones, y para plantear exactamente lo que queremos
demostrar conviene introducir algunos conceptos abstractos:

Homomorfismos de anillos Es claro que lo que interesa de un anillo no es
en absoluto la naturaleza conjuntista de sus elementos, sino el modo en que los
relacionan las leyes internas. Por ejemplo, si A = {a, b} es cualquier conjunto
con dos elementos, es facil convertirlo en un anillo (cuerpo, de hecho) con las
leyes dadas por

a+a=b+b=a, a+b=b+a=0b,

aa =ab=ba=a, bb=0.

Con estas operaciones, a =0y b =1 (es decir, a es el neutro de la suma y b
el del producto) y en estos términos las operaciones son

0+0=14+1=0, 0+1=1+4+0=1,
0:0=0-1=1-0=0, 1-1=1.

Si hacemos lo mismo con otro conjunto A" = {a’,b’'} obtenemos un anillo
distinto conjuntistamente, pero el mismo anillo algebraicamente. La forma de
plasmar esta relacion es el concepto de homomorfismo de anillos que definimos
a continuacion.
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Definicion 2.21 Sean A y B dos anillos. Una aplicacion f : A — B es un
homomorfismo de anillos si cumple f(a +b) = f(a) + f(b), f(ab) = f(a)f(b)
para todos los elementos a y b de A.

Una consecuencia inmediata es que f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0), luego
f(0) =0,y que f(a) + f(=a) = f(a—a) = f(0) = 0, luego f(—a) = —f(a).

También es claro que si m es un ntimero entero f(ma) = mf(a).

Sin embargo, hay que tener presente que, aunque A y B sean unitarios, no
tiene por qué ocurrir f(1) = 1. Por ejemplo la aplicacion que vale constante-
mente 0 es un homomorfismo (el Gnico) que cumple f(1) = 0.

Suponiendo f(1) # 0, una condicién suficiente para que f(1) =1 es que B
sea un dominio integro, pues entonces f(1)f(1) = f(1-1) = f(1) = f(1)1, luego
f()=1.

Otra condicién que garantiza que f(1) =1 es que f: A — B sea suprayec-
tiva, pues entonces tiene que existir un a € A tal que f(a) = 1y asi

fA) =MW1= f1)f(a) = f(1-a)= fla) =1
Cuando f(1) =1y a € A es inversible, se cumple que f(a™!) es inversible y
Fa ) = fla) .
Mas en general, se cumple que f(a™) = f(a)™ para todo n € Z. Si a no es
inversible, esto se cumple de todos modos para todo n € N.

Es inmediato comprobar que la composicién de homomorfismos es un homo-
morfismo.

Un isomorfismo de anillos es un homomorfismo biyectivo. Notemos que
si f: A — B es un isomorfismo, entonces f~' : B — A también es un
isomorfismo, pues f(f~!(a) + f71(b)) = f(f~(a)) + f(f~(b)) = a + b, luego
f~YHa+0b) = f1(a) + f~1(b), e igualmente ocurre con el producto.

Dos anillos A y B son isomorfos (abreviadamente, A = B) si existe un
isomorfismo f : A — B. Cuando dos anillos son isomorfos son algebraicamente
indistinguibles, es decir, uno es conmutativo si y sélo si lo es el otro, etc. Por lo
tanto podemos considerarlos como “el mismo” anillo (aunque conjuntistamente
sean distintos).

Un anillo A es un subanillo de un anillo B si A C B y las operaciones de A
son las mismas que las de B. Por ejemplo, {2n | n € Z} es un subanillo de Z
(no unitario, por cierto). En general, si f : A — B es un homomorfismo, es
facil ver que f[A] es un subanillo de B.

Ejercicio: Considerando Z x Z y Z x {0}, probar que la identidad de un subanillo
puede ser distinta de la del anillo. Probar que esto es imposible si los anillos son
dominios integros.

Un monomorfismo de anillos es un homomorfismo inyectivo. Si f: A — B
es un monomorfismo es claro que f : A — f[A] es un isomorfismo, o sea, A
es isomorfo a un subanillo de B, luego podemos identificar A con su imagen y
considerar que A es un subanillo de B.
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Este es el caso de un dominio integro y su cuerpo de cocientes:

Teorema 2.22 Sea A un dominio integro y K su cuerpo de cocientes.

1. La aplicacion ¢ : A — K dada por ¢(a) = a/1 es un monomorfismo de
anillos.

2. Si K" es un cuerpo y v : A — K' es un monomorfismo de anillos, existe
un inico monomorfismo de cuerpos x : K — K’ que hace conmutativo
el diagrama siguiente:

ALK'

RN

K

DEMOSTRACION: 1) es inmediato. En 2), puesto que a/b = ¢(a)p(b)~!, el
monomorfismo y tiene que venir dado necesariamente por

x(a/b) = x(¢(a)x(6(b)) ™" = v (a)p(b)~".

Vamos a ver que esto define realmente un monomorfismo, que necesariamente
serd Unico. En general, siempre que definamos una funciéon sobre fracciones,
tenemos que comprobar que la definicién no depende de la representaciéon que
usamos, pues ésta no es tnica. En este caso se trata de probar que si a/b = o’ /b’
entonces ¥ (a)(b)~! = (a’)p(b')t, ahora bien, sabemos que ab' = ba’ y,
como v es un homomorfismo, ¥ (a)p(b’) = ¥ (b)Y (a’), de donde se sigue la
relacion requerida. Es facil probar que x es un monomorfismo y trivialmente
hace conmutativo el diagrama, pues x(¢(a)) = x(a/1) = ¥(a). n

Lo que afirma la parte 1) del teorema anterior es que podemos considerar
a A como un subanillo de su cuerpo de cocientes sin méas que identificar cada
elemento a con a/1, es decir, considerando que dividir entre 1 es no hacer nada.

La parte 2) afirma en particular que si un cuerpo K’ contiene a A, entonces
también contiene una copia isomorfa de K, a saber, el conjunto {ab=! | a,b € A}.
En otras palabras, si ya tenemos a A contenido en un cuerpo K’ no necesitamos
salirnos de K’ para construir el cuerpo de cocientes de A. Basta tomar todas las
fracciones posibles con elementos de A y el resultado serd un cuerpo isomorfo
al cuerpo de cocientes de A.

Definicion 2.23 Llamaremos cuerpo de los nimeros racionales Q al cuerpo de
cocientes de Z. Los elementos de Q son las fracciones a/b con a, b en Z, b # 0.

En lo sucesivo, los nimeros racionales de la forma n/1, donde n € Z, los
representaremos simplemente por n. Asi, a partir de ahora nos “olvidaremos”
de que habiamos definido los niimeros enteros como clases de equivalencia de
pares de ntimeros naturales y pasaremos a considerar que, por ejemplo, el nt-
mero entero 5 es el ntimero racional 5/1. Hemos probado que con esto estamos
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cambiando el Z “antiguo” por otro anillo isomorfo, por lo que todos los resulta-
dos que conociamos sobre el “antiguo” Z siguen siendo validos para “el nuevo”,
con la diferencia de que ahora podemos afirmar que N C Z C Q.

En general, si D es un dominio integro ordenado, toda fracciéon de K puede
expresarse en la forma a/b con b > 0. En efecto, si b < 0 la podemos transformar
en a/b=(—a)/(-b), y ahora —b > 0.

Teorema 2.24 Si A es un dominio integro ordenado, entonces su cuerpo de
cocientes K es un cuerpo ordenado con la relacion dada por

< sty solo si ad < be,

(Sl is}
[SH

donde las fracciones se toman con denominadores positivos.

DEMOSTRACION: Hay que comprobar que la relacién estd bien definida,
es decir, que si a/b = d'/b' y ¢/d = ¢//d’ (con denominadores positivos) y
ad < bc, entonces también a'd < b'¢’. En efecto, sabemos que ab’ = a’b y
cd = cdd. Como V', d > 0, tenemos que ad < be, luego ab'd'd < bb'd'c, luego
a'bdd < bb'dc’, luego a’d’ < b'c.

Es claro que se trata de una relaciéon de orden total. Veamos como ejemplo
la prueba de la transitividad: si a/b < ¢/d < e/f (con denominadores positivos)
tenemos que ad < bc 'y cf < de. Por lo tanto adf < bef < bde, luego af < be,
luego a/b<e/f.

En cuanto a las propiedades de compatibilidad, veamos por ejemplo la de la
suma: Suponemos que a/b < ¢/d y queremos probar que a/b+e/f < c/d+e/f.
Equivalentemente, suponemos que ad < bc y queremos probar que

af + be < cf +de

of T df
que a su vez equivale a afdf + bedf < cfbf + debf, o también a adf? < cbf?,
pero esto es cierto porque ad < cby f% > 0. L]

Observemos que, segin la relacion de orden dada por el teorema anterior,
a/l1 < b/1 siy sdlo si a < b, es decir, que al identificar a A con un subanillo
de K, la relacion de orden en A no es sino la restriccion de la de K.

En particular esto se aplica a QQ, que resulta ser un cuerpo ordenado, por
lo que tenemos definidos los conceptos de valor absoluto y signo de un nimero
racional, y cumplen las propiedades que hemos demostrado en general.

Otra caracteristica general valida para todo cuerpo ordenado K es que si u,
v € K, con u < v, existe un w € K tal que u < w < v. Esto se expresa diciendo
que los cuerpos ordenados son densos en si mismos.

En efecto, podemos definir 2 =141 € K, que claramente cumple 2 > 0, y

U+ v . .
entonces basta tomar w = — Es inmediato comprobar que u < w < v.
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Notemos que Z no cumple esto, sino que entre dos ntimeros enteros con-
secutivos no hay ningtn otro niimero entero. Para que el argumento anterior
funcione hace falta que 2 tenga inverso, cosa que no sucede en Z.

Los niimeros racionales tienen también su representacién geométrica como
puntos de una recta. Por ejemplo, para representar 7/5 = 1+ 2/5 dividimos en
cinco partes cada intervalo entre dos nimeros enteros consecutivos y tomamos,
desde 0, 7 de dichos intervalos.

SRS G S ST T T G N T T T S S N R
—1 0 1 7/5 2 3 4

Notemos que si quisiéramos senalar en la recta todos los puntos correspon-
dientes a numeros racionales, por muy finos que trazaramos los puntos, en la
practica “llenariamos” toda la recta. Por ejemplo, para representar todas las
fracciones con denominador 1000000 tendriamos que poner un millén de pun-
tos entre cada dos nimeros enteros consecutivos. Sin embargo, el hecho de que
los puntos con ntmeros racionales asignados “estén por todas partes”, no re-
suelve el problema teodrico de si quedan todavia puntos de la recta sin asignar o
no. Volveremos sobre esto mas adelante.

Numeros combinatorios Los cuerpos de cocientes nos permiten salirnos
temporalmente de un anillo en nuestros célculos aunque después volvamos a
él. Veamos un ejemplo.

Sean n, ny, ..., ng numeros naturales tales que n = ny+- - -+ng. Definimos

el nidmero combinatorio
n n!
ny---ng nyl -+ ng!

Si 0 < m < n abreviaremos

()= G ) = 57—

5
Por ejemplo, ( ) = 10. Vamos a demostrar las propiedades principales de los

3
numeros combinatorios.

Teorema 2.25 Sean m < n ndmeros naturales.

()= ()
2 ()= 0= ()=
ssman (1) + (i) = (50)

4. Los nimeros combinatorios son nimeros naturales.
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DEMOSTRACION: 3) Hay que probar que

n! n! (n+1)!

M m—m)l Tt ) n—m=1  (mt )l n—m)

Ahora bien,

( n__ o !>(m+1)! (n—m)!

m! (n—m)l  (m+1)!(n—m-1)

~nlmA+1)ml(n—m)!  nl(m+1)!(n—m)(n—m-—1)!
B m! (n —m)! (m+1D(n—m-—1)!

=nlm+1)+nl(n—m)=mnl+nl+nnl—mnl=n+1)nl=(Mn+1)

4) Una simple induccion nos da que (:1) es un namero natural, pues cada
nimero combinatorio con n 4+ 1 es suma de dos con n, por el apartado 3).
Para el caso general basta usar que

(o) = () )
ny ... Ng Nk41 ny ... ng Mk+1

La forma maés facil de calcular los niimeros combinatorios es disponerlos en
forma de tridngulo, de modo que cada uno es la suma de los dos que hay sobre
él. El tridngulo asi construido se suele llamar tridngulo de Tartaglia.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Triangulo de Tartaglia

Los ntimeros combinatorios tienen una interpretacién combinatoria:

Teorema 2.26 Si A es un conjunto de cardinal n y m < n, entonces A tiene
(:1) subconjuntos de cardinal m.

DEMOSTRACION: Por induccion sobre n. Si n = 0 entonces A = & y tiene
un tnico subconjunto de cardinal 0, y ciertamente (8) =1

Supongamos que es cierto para conjuntos de cardinal n y supongamos que
|A] = n+ 1. Es inmediato que A tiene un tnico subconjunto de cardinal 0,
y (”gl) = 1. Consideremos ahora los subconjuntos de cardinal m + 1. Fijado
un a € A, el conjunto X de todos los subconjuntos de A de cardinal m + 1
puede dividirse en dos subconjuntos disjuntos, el subconjunto Y formado por
los subconjuntos que contienen a a y el subconjunto Z formado por los que no
lo contienen. Claramente, hay tantos subconjuntos de A con m + 1 elementos

que contienen a a como subconjuntos tiene A\ {a} con m elementos, luego,
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por hipétesis de induccion, |Y] = (::L) Por otra parte, también es claro que
|Z| = (). Por consiguiente:

m—+1
1
Xi=l+1zl=(")+ (" ) =(""1).
m m+1 m+1

La utilidad principal de estos nimeros sera para nosotros el hecho siguiente:

Teorema 2.27 (Binomio de Newton) Sea A dominio, n un nimero natural
y a, b dos elementos de A. Entonces

o= 35 (M)

m=0

DEMOSTRACION: Por inducciéon sobre n. Para n = 0 es inmediato.

(a+b)"* = (a+b)"(a+b) = Zn: <::1) a™b" "™ (q + b)

m=0 m=0
n+1 n n
— Z amb71,+1—m + Z ( )ambn+1—m
m=1 (m o 1) m=0

n+1\ n+1 "L n+1 _
— bn+1 n+1b0 mbn+1 m
( 0 )a * <n+1)“ 2, )

m=1

n+1
— n+ 1 amanrlfm.
m

Una consecuencia inmediata es que Y»" (") = (1+1)" =2".

De forma similar se demuestra en general:
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Teorema 2.28 Sea A un anillo conmutativo y unitario, n un nimero natural

yai,... ,ax elementos de A. Entonces se cumple:
n
(a1+...+ak)n: E ( )a?l...azk’
nl ... nk
M1y Nk
donde la suma se extiende sobre todos los nimeros naturales ny,...,ny tales

que ny + - +nE =n.

2.5 Anillos de polinomios

En la seccion 1.3 de [ITA]] vimos como es posible afiadir una “indetermi-
nada” a cualquier dominio A para obtener el anillo A[z] de los polinomios con
coeficientes en A, asi como que el proceso se puede repetir para construir anillos
de polinomios con cualquier nimero de indeterminadas. Recordemos que la idea
bésica es que si, por ejemplo, e y son ndmeros enteros, £y + & y x> — 2y son
otros niimeros enteros. Su suma es x2 + zy + x — 2y y su producto

(xy + z)(2? — 2y) = 2 (zy + x) — 2y(zy + 2) = 23y + 2° — 22y® — 22y,

Pero al trabajar con ntiimeros enteros o, mas en general, con elementos de
cualquier dominio, surgen facilmente relaciones de este estilo y a menudo resulta
muy 1til poder tratarlas como objetos y no como meros términos que relacionan
numeros concretos. Ahora vamos a presentar una construcciéon general que per-
mite afiadir a cada anillo unitario A un conjunto (tal vez infinito) de elementos
indeterminados, como aqui son x e y, de modo que obtengamos un nuevo anillo
con elementos como x3y + 3 — 2zy? — 2xy. A estos objetos los llamaremos
polinomios.

Puesto que vamos a incorporar “de una vez”’ un conjunto arbitrario de inde-
terminadas a un dominio dado, la construccién resulta ser algo mas técnica que
la que vimos en [ITA]], que ya era un tanto técnica.

Definicién 2.29 Sea S un conjunto. Llamemos M el conjunto de las aplica-
ciones u : S — N tales que el conjunto {7 € S | u(i) # 0} es finito.

Por ejemplo, si S = {z,y, z} y una funcién u € M cumple u(z) = 3, u(y) = 1,
u(z) = 7, nuestra intencién es que u represente al monomio puro x3yz7.

Si u, v son funciones de M llamaremos u + v a la funciéon dada por
(u+v)(i) = u(i) + v(i).

Claramente u + v esta en M.

Notemos que la suma u + v representa al producto de los monomios repre-
sentados por u y por v. Sim € Ny u € M llamaremos mu a la funcién dada
por (mu)(i) = m(u(i)). También es claro que mu estd en M. Es claro que mu
representa a la potencia m—sima del monomio representado por u. Llamaremos
0 a la funcion de M que toma constantemente el valor 0.
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Si z € S llamaremos €, € M a la funcién que toma el valor 1 en x y vale 0
en cualquier otro punto. Claramente, €, representa al monomio x.

Notemos que si u € M y x1,...,2, son los puntos donde u no se anula,
entonces u puede expresarse como u = u(x1)€z, + - -+ + u(xy)e,, . Si pensamos
en el primer ejemplo, esto se interpreta como que el monomio u es el producto
del monomio z elevado a 3, por el monomio y, por el monomio z elevado a 7.

Un polinomio arbitrario, como a3y + 23 — 2zy? — 2xy, es una suma de mono-
mios no necesariamente puros, sino multiplicados por coeficientes en un anillo
dado. Esto nos lleva a la definicion siguiente:

Si A es un anillo unitario, llamaremos conjunto de los polinomios con indeter-
minadas en S sobre A al conjunto A[S] formado por las funciones f: M — A
tales que el conjunto {u € M | f(u) # 0} es finito.

Asi, si f € A[S] y u € M, el elemento f(u) se interpreta como el coeficiente
del monomio v en f. Con estas ideas el lector puede convencerse de que la
definicién logica de las operaciones en A[S] es la siguiente:

(f +9)(w) = f(u) + g(u), (fo)(w)= > flv)g(w).

vtw=u

Notemos que el sumatorio que define el producto es finito.

Teorema 2.30 Sea A un anillo unitario y S un conjunto. Entonces A[S] es
un anillo unitario. Si A es conmutativo, A[S] también lo es.

DEMOSTRACION: Es fécil ver que para todos los polinomios f, g, h € A[S],
secumple (f+g)+h=f+(g+h)y f+g=9g+ .

La aplicaciéon 0 : M — A que toma constantemente el valor 0 es el elemento
neutro de A[S] y si f € A[S], la funcién dada por (—f)(u) = —f(u) es el
simétrico de f. Si f, g, h € A[S] y u € M se cumple

((fh)(w) = > 3 fls)gWhw)= > f(s)g(t)h(w)
v+w=u s+t=v w+s+t=u

> X fe9)g®h(w) = (f(gh))(u),

stv=ut+w=v

luego (fg)h = f(gh).

(fla+m)w) = > f)(g(w)+h(w))

vHw=u
= 5 fWgw)+ S fwh) = (F)u) + (),

luego f(g+ h) = fg+ fh, e igualmente (f + g)h = fh + gh.

Sea 1 la aplicacion que vale 1 sobre 0 € M y vale 0 en otro caso. Entonces
(f1)(u) = f(u), luego f1 = f. Igualmente 1f = f.
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Si A es conmutativo

(fo)w) = > flu)glw)= > g(w)f(v) = (9f)(w),

v+w=u vtw=u

luego fg = gf, es decir, A[S] es conmutativo. n

Los teoremas siguientes prueban que los polinomios son lo que esperamos
que sean. El primer paso es sumergir A en A[S]. El teorema siguiente es una
comprobacién rutinaria.

Teorema 2.31 Sea A un anillo unitario y S un conjunto. Para cada a € A sea
fa el polinomio que cumple f,(0) = a y que toma el valor 0 en cualquier otro
caso. Sea ¢ : A — A[S] la aplicacion dada por ¢(a) = f,. Entonces ¢ es un
monomorfismo de anillos y ¢(1) = 1.

Definicion 2.32 En lo sucesivo, si A es un anillo unitario, S un conjunto y
a € A, escribiremos a en lugar de ¢(a) y A en lugar de ¢[A]. De este modo A es
un subanillo de A[S]. Para cada z € S llamaremos Z al polinomio que cumple
Z(e;) = 1y que toma el valor 0 en cualquier otro caso. La aplicacion que a cada
x le asigna T es biyectiva, luego podemos identificar x con T y asi considerar
que S C A[S]. A los elementos de S los llamaremos indeterminadas.

El teorema siguiente recoge el comportamiento de los polinomios construidos
a partir de las indeterminadas mediante productos. Inmediatamente después
probaremos que todo polinomio puede construirse a partir de las indeterminadas
mediante sumas y productos.

Teorema 2.33 Sea A un anillo unitario y S un conjunto.

1. SikeN,ae AyxeS, entonces el polinomio ax® toma el valor a sobre
kex y 0 en otro caso.

2. Siki,....kn € N,a € A yuxy,...,x, son indeterminadas distintas, en-
tonces el polinomio ax]fl e x’fl" toma el valor a sobre ki€y, + -+ + kpes,
y 0 en otro caso.

3. Sixz,y €S, entonces xy = yx.
4. Sia€ Ayx €S, entonces ax = xa.

DEMOSTRACION:

1. Por induccién sobre k. Para k = 0 es inmediato. Supuesto cierto para k,
entonces (az"1)(u) = ((az®)z)(u) = (az®)(v)z(w) = 0 salvo si v = ke,
y W = €, es decir, salvo si u = (k + 1)e,, en cuyo caso da a.

2. Por induccién sobre n. Para n = 1 es el caso anterior. Supuesto cierto
kn kn

para n tenemos que (az'" - cxy ) (u) = (axht - ake ) (v) (2 ) (w) = 0

salvo que v = kieg, + -+ + kpép, vy w = kypi1€s,,,, es decir, salvo si

u=ki€z +--+kni1€sz,,,, en cuyo caso vale a.
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3. es inmediato por 2, pues ambos polinomios son la misma funcién.

4. Basta notar que el caso 1 se prueba igual con a por la derecha. L]

Como consecuencia inmediata tenemos:

Teorema 2.34 Sea A un anillo unitario y S un conjunto. El polinomio
m k. k
Zai xltl . xnzn7
i=1

donde ay,...,am € A, x1,...,T, son indeterminadas distintas y las n—tuplas
de naturales (ki1, ..., kin) son todas distintas, vale a; sobre k;1€,, + -+ -+ kiné€y,
y vale 0 en cualquier otro caso.

Como los polinomios de esta forma cubren todas las aplicaciones posibles
de M en A (con un namero finito de imagenes no nulas) hemos demostrado:

Teorema 2.35 Sea A un anillo unitario y S un conjunto. Todo polinomio no
nulo de A[S] se expresa en la forma descrita en el teorema anterior para ciertas
indeterminadas, ciertos elementos de A y ciertas n—tuplas de naturales. La
expresion es unica (salvo el orden) si exigimos que todos los a; sean no nulos y
que cada indeterminada tenga exponente no nulo en al menos un sumando.

Definiciéon 2.36 En la expresion de 2.34, los elementos a; se llaman coeficientes
del polinomio. Concretamente a; es el coeficiente del término en 2% ... zkin,
Se entiende que si un término no aparece en la expresion, su coeficiente es 0
(siempre puede anadirse multiplicado por 0).

Un polinomio con un tnico coeficiente no nulo (o sea, un polinomio de la
forma az’fl ...zkn) es un monomio de grado ky + -+ + k,, y coeficiente a. Por
lo tanto, todo polinomio se expresa siempre como suma de monomios. A veces
se les llama binomios, trinomios, etc. segin el nimero de monomios que los
compongan. El grado de un polinomio no nulo p es el mayor de los grados de
sus monomios con coeficiente no nulo y lo representaremos por grad p.

El coeficiente del término del monomio cuyos exponentes son todos nulos se
llama término independiente, es decir, el término independiente de f es f(0).
Un polinomio cuyo tnico coeficiente no nulo sea a lo sumo el término indepen-
diente es un polinomio constante. Los polinomios constantes son exactamente
los elementos de A, segun la identificaciéon que hemos realizado.

Tenemos definidos anillos de polinomios con cualquier cantidad de indeter-
minadas, posiblemente infinitas. Cuando S = {z1,...,2,} es finito, en lugar de
A[S] se escribe también Alzy,...,zy).

Por ejemplo, un elemento de Z[x,y, z] es 3z°y?22 + 82%2 — 622 + 5. EI
término independiente es 5, el coeficiente del monomio en 2%z es 8 (en el cual
la indeterminada y tiene exponente 0), el coeficiente del monomio en x° es 0.
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Cuando s6lo hay una indeterminada la expresion de un polinomio es mas

m

sencilla. Cada polinomio no nulo de A[z] es de la forma Y a;z*, y la expresion
i=0

es Unica si exigimos que a,, # 0.

El coeficiente del monomio de mayor grado de p se llama coeficiente director
del polinomio p. Un polinomio de A[z] es mdnico si su coeficiente director es 1.

La suma y el producto de polinomios con una indeterminada es mas simple:

Zaixi + szml = > (a; + bi)xi,
i=0 i=0

=0
m . n . m—+n
(Zaﬂz> (Zbﬂ) =2 ( > aibj)xk-
=0 =0 k=0 iti=k

Por ejemplo, un elemento de Z[z] es 22° + 522 — 112 + 6. Se trata de un
polinomio de grado 5 con coeficiente director igual a 2.

En la practica escribiremos p = p(x1,...,z,) para indicar que las indeter-
minadas 71, ..., %, son las tnicas (a lo sumo) que aparecen en el polinomio p
con exponentes no nulos.

Evaluacion de polinomios La evaluacion de polinomios es un concepto muy
sencillo: si p(z) = 222 — 4z, pretendemos que p(3) sea 2-32 —4-3 = 6. No
obstante, vamos a definir las evaluaciones en un contexto més general que nos
sera util después.

Definicion 2.37 Sean A y B dos anillos conmutativos y unitarios, ¢ : A — B
un homomorfismo, S un conjunto y v : S — B cualquier aplicacion. Para cada
m
polinomio p = 3" a; 2% ... zkin € A[S] definimos la evaluacion
i=1

m

op(v) = > d(a;) v(zr)" .. v(z,)" € B.
i=1
La conmutatividad de B y la unicidad de la expresion hacen que ¢p(v) esté
bien definido, pues dos expresiones de p difieren s6lo en el orden de las indeter-
minadas y en la presencia de monomios con coeficiente 0, o de indeterminadas
con exponente 0, pero en cualquier caso se obtiene el mismo elemento de B.

Tenemos, por tanto, una aplicacion ® : A[S] — B dada por ®(p) = ¢p(v).

En definitiva ®(p) se calcula reemplazando los coeficientes de p por su imagen
por ¢ y las indeterminadas por sus imégenes por v.

En la practica, si p = p(z1,...,2,) escribiremos ¢p(by,...,by,) para indicar
el polinomio que resulta de evaluar cada indeterminada x; con el elemento b;.
Notar que aunque S pueda ser infinito, ¢p(v) solo depende de la forma en
que v actua sobre las indeterminadas que aparecen en p, que son siempre un
namero finito. Cuando ¢ sea simplemente la identidad en A no lo escribiremos,
y expresaremos la evaluacion mediante p(by,...,by,).
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Teorema 2.38 Sean A y B dos anillos conmutativos y unitarios, ¢ : A — B
un homomorfismo, S un conjunto y v : S — B cualquier aplicacion. Entonces
la evaluacion ® : A[S] — B es el unico homomorfismo que coincide con ¢
sobre A y con v sobre S.

DEMOSTRACION: Sean p, ¢ € A[S], digamos

m m
— ki1 ki _ ki1 k;
p= > a;xit ... zpin, qg= > bixt... zyn.
1=1 =1

Observemos que no hay problema en suponer que los exponentes de los mono-
mios son los mismos, pues podemos anadir monomios con coeficiente 0 hasta
igualar ambas expresiones.

P(p+q =0 (il(ai + b;) xlfil ce. Ifj"‘) = §¢(al + bi)’l)(l‘l)kll o U(J?n)km
= §(¢(ai) + p(b))v(z)M . v(a,)h = §¢(ai)v($1)k“ o)
F S0 vl = 0() + B(g)

Para probar que ® conserva productos usaremos el hecho ya probado de que
conserva las sumas.

4,j=1

m o . .
D(pg) = @ < > ab; xf"ﬁk]l xﬁ*’”)

m
= Z @(aibj xq L .’L‘fl‘"—i_kj"')
4,5=1
m

= Z ¢(albj) U(Ql‘l)ki1+kj1 c. U(In)ki"'+kj"'
ij=1
m

= 3 plai)p(by) v(ay) itk L y(x,)kntkin

ij=1

(}

= ¢

IINgE
™3

S

j=1

i) v(xy kin oy T kin
o) o) o) )<
)P (q).

La unicidad es evidente. n

B(b;) v(wr)k .. <x>>

De este teorema se deducen varios casos particulares de interés.

Teorema 2.39 Sean A y B anillos conmutativos y unitarios, ¢ : A — B un
homomorfismo de anillos y S un conjunto. Entonces existe un tunico homo-
morfismo ¢ : A[S] — B[S] que coincide con ¢ en A y deja invariantes a las
indeterminadas. Ademds es inyectivo, suprayectivo o biyectivo si ¢ lo es.
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DEMOSTRACION: El homomorfismo no es sino el construido en el teorema
anterior tomando como v la identidad en S. Concretamente

_ m ) _ m ) _
1) <Zlai x’f“ x,’i) = Zlqb(ai) :E’f“ ... xhn,
1= 1=

Todo lo pedido es obvio. [

Esto significa en particular que si A es un subanillo de B podemos considerar
A[S] como un subanillo de B[S]. Asi por ejemplo, Z[S] C Q[S].

Teorema 2.40 Sea A un anillo conmutativo y unitario. Sea S un conjunto
y supongamos que S = X UY con X e Y disjuntos. Sea B el conjunto de
los polinomios de A[S] tales que todos sus monomios con coeficientes no nulos
tengan tan sdlo indeterminadas de X con exponentes no nulos. Entonces B es

un subanillo de A[S] isomorfo a A[X] y A[S] es isomorfo a A[X][Y].

DEMOSTRACION: Sea ¢ : A[X]| — A[S] el homomorfismo construido en 2.38
con la identidad en A y la identidad en X. Es claro que B es la imagen de ¢ y
que ¢ es un monomorfismo.

Ahora sea ¢ : A[X][Y] — A[S] el homomorfismo construido en 2.38 a partir
de ¢ y de la identidad en Y. Es inmediato probar que se trata de un isomorfismo
de anillos. m

Por ejemplo, el polinomio 3z°5y?2? + 8222 — 622 + 5 de Z[z,y, 2] puede ser
identificado con (3z°y? — 6)22 + (82%)z + 5 € Z[z, y]|z], donde ahora 3x°y* — 6
es el coeficiente de 22.

Si lo queremos en Z[z][x,y] serd: 32%(z°y?) + (82)2? + (=622 + 5), donde
ahora —622 + 5 es el término independiente.

Por otra parte si S C T podemos considerar A[S] C A[T].

Propiedades algebraicas Las principales propiedades algebraicas de los ani-
llos de polinomios se deducen de consideraciones sobre los grados. Es obvio que
el grado de la suma de dos polinomios f y g de A[z] es menor o igual que el
méaximo de los grados de f y g. Seré igual a dicho maximo si sus grados son
distintos, pero si coinciden se pueden cancelar los coeficientes directores y el
grado de la suma disminuye:

(3% — 222 + 52 +2) + (=32° + 2® — 2% + 1) = 2 — 32% + 5 + 3.

El grado del producto es a lo sumo la suma de los grados. Normalmente se
da la igualdad. Las tnicas excepciones se dan si uno de los factores es nulo, o
si alguno de los coeficientes directores es un divisor de cero.

Teorema 2.41 Sea A un anillo unitario y p, q dos polinomios no nulos de A|x]
tales que al menos el coeficiente director de uno de ellos no sea un divisor de
cero. Entonces pq # 0, grad(pq) = grad(p) + grad(q) y el coeficiente director
del producto es el producto de los coeficientes directores.
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m . n .
DEMOSTRACION: Sean p = Y. a;z*, ¢ = Y b;z", con a,, # 0 # b,. Enton-
i=0 i=0
m—+n ‘ ’
cespg= Y. ( > aibj)xk y el coeficiente de z™1" es exactamente a,,b, # 0,
k=0 i+j=k
puesto que uno de ellos no es divisor de cero. Por lo tanto a,,b, es el coeficiente
director de pq y el grado es m + n. "

Teorema 2.42 Sea A un dominio integro y S un conjunto cualquiera. Entonces
A[S] es un dominio integro.

DEMOSTRACION: El teorema anterior nos da que si A es un dominio integro
entonces A[z] también lo es. AplicAndolo un nimero finito de veces obtenemos
que si A es un dominio integro y S es finito, entonces A[S] también lo es. Si S
es arbitrario y f, g son dos polinomios no nulos de A[S], entonces los monomios
con coeficientes no nulos de f y g contienen un nimero finito de indeterminadas
con exponente no nulo, luego f y g estan en un subanillo A[X] con X finito,
luego A[X] es un dominio integro, luego fg # 0. Por tanto A[S] es un dominio
integro. [

Teorema 2.43 Sea A un dominio integro y S un conjunto. Entonces las uni-
dades de A[S] son las mismas que las de A.

DEMOSTRACION: Veamoslo primero para A[z]. Sip € A[x] es una unidad,
entonces existe otro polinomio no nulo ¢ tal que pg = 1. Por 2.41 tenemos que
grad p 4+ grad ¢ = grad 1 = 0, luego ha de ser gradp = grad g = 0, es decir, p y
q estan en A, luego p es una unidad en A.

De aqui se sigue el resultado para A[S] con S finito y, por el mismo argumento
que en el teorema anterior, vale para todo S. L]

Fracciones algebraicas En particular vemos que A[S] no es un cuerpo aun-
que A lo sea. Como si es un dominio integro, podemos definir su cuerpo de
fracciones.

Definicion 2.44 Sea A un dominio integro y S un conjunto. Llamaremos
cuerpo de las fracciones algebraicas o funciones racionales sobre A con inde-
terminadas en S al cuerpo de cocientes de A[S]. Lo representaremos por A(S).

zt—z3y

Asi, por ejemplo, un elemento de Z(z,y) es P

Ejercicio: Probar que Z(S) = Q(S).

Quizé éste es un buen momento para empezar a entender la utilidad del
lenguaje algebraico que hemos empezado a introducir en este capitulo: el he-
cho de que Z[z] sea un anillo (y mas concretamente un dominio integro) nos
permite tratar formalmente a sus elementos con las mismas reglas basicas que
a los nimeros enteros. El hecho de que conozcamos la construccion general del
cuerpo de cocientes de un dominio integro justifica que hablemos de fracciones
de polinomios exactamente igual que de fracciones de enteros, y estos ejemplos
son s6lo una minima parte de los que nos vamos a encontrar.
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Division de polinomios Debemos ocuparnos ahora de la posibilidad de di-
vidir polinomios. La divisién euclidea es una caracteristica importantisima de
los polinomios con una tinica indeterminada.

Teorema 2.45 Sea A un anillo unitario, D y d dos polinomios no nulos de Alx]
tales que el coeficiente director de d sea una unidad en A. Entonces existen unos
tnicos polinomios ¢ yr en Alx] tales que D = dc+r conr =0 o de grado menor
estrictamente que el grado de d (también podemos exigir que D = cd + r, pero
si A no es conmutativo los polinomios que cumplan esto no tienen por qué ser
los mismos).

DEMOSTRACION: Si grad D < grad d basta tomar ¢ =0y r = D. Suponga-
mos que gradd < grad D.
n ) m .
Sea D = > a;x’, d= > ba*, con a,, # 0 # by, y m < n. Ademés estamos
i=0 i=0
suponiendo que b,, es una unidad de A. Veamos el teorema por induccién
sobre n.
Si n = 0, entonces también m = 0, es decir, D = ag, d = by, luego basta
tomar ¢ = (by) "lag y r = 0. Supongamoslo cierto para polinomios de grado

menor que n.
m
Consideremos db,'a,z"™™ = > b;bta,z™™~™. El monomio de mayor
i=0
grado es by, (b)) " tanz™ T ™ = q,2", luego se trata de un polinomio de grado n
con coeficiente director a,,.

1

Consecuentemente el polinomio D — d(b,,) ta,z" ™ tiene grado menor

que n, luego por hipotesis de induccién existen polinomios ¢’ y r de manera
que D — db, a,z" "™ = dc’ + r con gradr < gradd. Sea ¢ = b ta,a" "™ + ¢.
Asi D = dc + r como se pedia.

Veamos ahora la unicidad. Supongamos que D = dc+7r = dc’ +7'. Entonces
d(c—c') =r'—r. Sic—c # 0, como el coeficiente director de d es una unidad, por
el teorema 2.41. resulta que grad(r’ —r) = grad(d(c—¢’)) = grad d+grad(c—¢'),
pero grad(r’ — r) < gradd < grad d 4 grad(c — ¢’), contradiccion. Concluimos
entonces que ¢ = ¢, luego también r = r’. =

El lector que sepa dividir nimeros naturales puede adaptar su método para
dividir también polinomios. No hay ninguna diferencia esencial.

Es importante que para poder dividir polinomios el divisor debe tener coefi-
ciente director unitario. En particular podemos dividir siempre entre polinomios
monicos. Cuando A es un cuerpo todos los coeficientes son unidades, luego se
pueden dividir polinomios cualesquiera. Como en este caso el grado del pro-
ducto es la suma de los grados, tenemos todas las condiciones exigidas en la
definicién de dominio euclideo, es decir:

Teorema 2.46 Si K es un cuerpo, entonces el anillo de polinomios K|[x] es un
dominio euclideo.
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Sin embargo esto es falso si K no es un cuerpo. Por ejemplo Z[z]| no es un
dominio euclideo. Tampoco es cierto en anillos de polinomios con més de una
indeterminada. Por ejemplo Q[z, y] no es un dominio euclideo. Estos hechos los
probaremos en el capitulo siguiente. Es interesante notar que en estos momentos
no tenemos idea de como puede probarse la no existencia de una norma euclidea.

2.6 Apéndice: Sumas y productos finitos

Presentamos en este apéndice las propiedades bésicas que justifican las ope-
raciones con sumas y productos finitos de elementos de un semigrupo A con
elemento neutro. En realidad podriamos prescindir del elemento neutro, pero
asi se simplifica la exposicion. Recordemos la definicion 2.3 de producto finito:
dada una sucesion {a;} ; de elementos de A, definimos

[[a=1, [ a=(IIa)-ay,
1<0 1<j+1 i<j

para j < n, de modo que en particular tenemos definido el producto finito de
los elementos dados:

n
ap-rap = Jlai= I a:
1

=0 i<n+1

A su vez, definiendo

n n—m
11 ai= 11 am+i, param <n
i=m i=0

se cumple la relacién recurrente

u v+1 v
a; = Gy, I[Tai={1IIa)-avts,
E i=u

u i=Uu

(3

v
para u < v < n. Esto puede “resumirse” con la notacion [[ a; = ay - - ay.

=u

El teorema siguiente afirma que un producto puede partirse en bloques:

a - Qp = (al ...anl)(anl_"_l ...an2) P (an‘m_l_‘_l ...an).

Teorema 2.47 (Propiedad asociativa generalizada) Sea A un semigrupo
con elemento neutro, sea {a;}7_; una sucesion de elementos de A, y sea {n;}7L,
una sucesion de niumeros naturales 0 = ng < ny < --- < n,, = n. Entonces

s

m nj
) a; = H H Qg .

=1 j=li=n;_ 1+1

DEMOSTRACION: Observemos que el primer producto del miembro derecho
i

J
es el definido a partir de la sucesion { [ a; }m

gt
i=n;_1+1 J
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En primer lugar demostramos que, para todo si 1 < u < n — nyg, se cumple
la igualdad

ng+u ng ngtu
H a; = a; H ;.
i=1 =1 i=np+1

Razonamos por induccién sobre u. Para v = 0 no hay nada que probar y
para u = 1 es claramente cierta. Si vale para u > 1, entonces

nir+u+1 ne+u ng nk+u
[I a=(1I ai)anrurr=1lai| 1] ai]antun
i=1 i=1 i=1 i=nr+1

Nk nr+u+1

=1la Il a-

i=1  i=ng+1
En particular, si aplicamos esto a u = ngy1 — n; obtenemos que

MNg+41 ng MNk+1
IT ai=Ila I ai
i=1 i=1 i=ngi+1

Ahora probamos por induccién sobre k que si 1 < k < m, entonces
nj
ai=11 1] a-
i=1 j=li=n;_141

Para k = 0 la igualdad se reduce a 1 = 1. Supuesto cierto para k, si k+1 < m
tenemos que

Ng41 N MNEk41 k nj N1 k+1 nj
[lai=1Ta Il ai={1II II a [I ai=11 II a.
i=1 i=1  i=ngp+l1 j=li=n;_1+1 ) i=np+1 j=1i=n;_1+1

Aplicando esto a k = m obtenemos la igualdad del enunciado. m

A partir de este punto vamos a suponer que el semigrupo es conmutativo y,
pasamos a emplear notacion aditiva por ilustrar también el uso de esta notacién,
si bien podriamos mantener también la notaciéon multiplicativa.

Teorema 2.48 (Propiedad conmutativa generalizada) Sea A un semigru-

po conmutativo y con elemento neutro. Sea {a;}'_; una sucesion de elemen-
tos de A y sea o : I, — I, biyectiva. Entonces

2 a; = ;aa(i).

DEMOSTRACION: Lo probamos por induccion sobre n. Si n = 0 por defini-
cién ambos miembros son 0. Si vale para n, consideramos una sucesion {a; }7!
en A y una biyeccion o : I,y1 — In41. Pongamos que (k) = n+ 1. Por la

propiedad asociativa generalizada,

n+1 k—1 n+1 k—1 n+1
Do Ao@) = Dl Go(i) FAni1 T D (i) = D Go(iy Y, Qo) T Gnt1
=1 =1 1=k+1 =1 1=k+1

k—1 n

= 2. ae(i) + kao(iJrl) + na-

=1 i=
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La ultima igualdad se debe a que, por definicién,

n+1 n—k n
Y Goi) = Y Oo(ktitl) = 2 Go(itl)-
ikl =0 i—k

Sea 7 : I,, — I,, dada por

i) = o) sii <k,
S lo(i+1) sii>k.
Entonces:

n+1 k—1 n n
Z aa(i) = Z a‘f‘(i) + Z aT(i) + Anp41 = Z a/-,—(i) —+ an+1
=1 i=1 i=k i=1

n n+1
:Zai+an+1: Zai.
i=1 i=1

donde hemos usado la propiedad asociativa generalizada y la hipotesis de in-
duccion. n

Este teorema afirma que una suma finita no depende del orden de los su-
mandos. Para hacer esto méas explicito vamos a considerar una sucesion {a; }ier,
donde I es un conjunto finito cualquiera, no necesariamente de la forma I,,.
Sean = |I|ysean f : I, — I, g : I, — I dos biyecciones. Entonces
o=go f~':1I, — I, es también una biyeccién y cumple que

Af(a(i)) = Ag(f2(f())) = Dg(i)-

n n n

Por el teorema anterior, > afuy = D Gfo() = D Gg3)- Esto justifica la
i=1 i=1 i=1

definicién siguiente:

Definicion 2.49 Sea A un semigrupo cuya operacion sea conmutativa y tenga
elemento neutro. Sea I un conjunto finito no vacio, sean {a; };cs elementos de
A. Definimos

n

2 = ) ag(),

el Jj=1

donde n =|I|y f: I, — I es cualquier biyeccion.

Hemos demostrado que la suma asi definida es la misma sea cual sea la

biyeccion f empleada para calcularla. Convenimos ademas en que Y a; = 0.
i€o

El teorema siguiente sobre cambio del conjunto de indices es inmediato:

Teorema 2.50 Sea A un semigrupo conmutativo con elemento neutro, con-
sideremos una biyeccion h : I — J entre conjuntos finitos y sean {a;};cs
elementos de A. Entonces

Z ah(i) = E aj.

iel JEJT
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DEMOSTRACION: Si los conjuntos son vacios la igualdad se reduce a 0 = 0.
En caso contrario tomamos n = |I| y f : I, — I biyectiva y observamos que
si aplicamos la definicién de suma finita con f para el miembro izquierdo y
foh: I, — J para el miembro derecho, obtenemos en ambos casos la misma
suma finita. [

Ahora podemos expresar la propiedad asociativa generalizada bajo hipotesis
mas generales que en la version precedente:

Teorema 2.51 (Propiedad asociativa generalizada) Sea A un semigrupo
conmutativo con elemento neutro, sea {Ij};ﬁ:l una familia de conjuntos finitos

m
disjuntos dos a dos, sea I = |J I; y sean {a;}icr elementos de A. Entonces,
j=1

Zai:i ZQ'L~

i€l j=14€l,

DEMOSTRACION: Sea k; = |I;| y sea f; : Ir, — I; biyectiva. Definimos
por recurrencia;

no =0, n;=n;_1+kj;, para 1 < j < m.

Sea fi :{i € N[ nj_1+1<i<mn;} — I dada por fi(i) = f;(i —nj_1),
claramente biyectiva. Como los conjuntos I; son disjuntos, las funciones fj’»
determinan una funcion f : I,,, — I biyectiva. Entonces

=
<

MNom m

m nj
2 ai= D ape) = ) X ape) = )

iel i=1 j=li=n;_1+1 j=

m
af7(l) = ]Zl ; Q.
=1li€l;

,_.
<
Il

=1 -

Todas las propiedades elementales de las sumas y productos finitos pueden
demostrarse ya facilmente, bien a partir de las propiedades que hemos demos-
trado, bien mediante inducciones sencillas.

Por ejemplo, consideremos la propiedad de intercambio de sumatorios:
n m m n
D02 i = )0 ) A
i=1j=1 j

Para probarla basta considerar I,, X I, = |J {i} X I, y aplicar el teorema an-
terior: i=1

n n n m
Yo aip = > =) ) i =) ) (i
1

(i,5)€ln X1, =1 (4,5)€{i} xIm i=1j€lm i=1j=

e igualmente
m n
2wy =0 ) ai,
(J,1)ELm X In, j=li=1

y los dos miembros izquierdos son iguales por el teorema 2.50, considerando la
biyeccion f : I, X I, — I, x I, dada por f(i,5) = (j,49).






Capitulo III

Aritmética en dominios
integros

En el capitulo anterior hemos presentado la aritmética elemental de los nu-
meros enteros, es decir, hemos definido la suma y el producto y hemos visto que
podemos dividir niimeros enteros, sea para obtener ntimeros racionales, sea me-
diante la division euclidea, para obtener un cociente y un resto enteros. Ahora
vamos a ascender un nivel introduciendo los conceptos de la aritmética clasica:
miultiplos, divisores, primos, etc. Todo esto puede hacerse mediante técnicas
elementales que no involucren més que los conceptos que ya conocemos sobre
nameros enteros (incluso podriamos trabajar exclusivamente con nimeros na-
turales, como en el capitulo II de [ITAl]), pero aqui vamos a adoptar un punto
de vista eminentemente algebraico, y formularemos los resultados en términos
que los hagan validos para una clase muy amplia de anillos, de modo que todos
los resultados sobre divisibilidad, primos, etc. que demostremos para Z seran
aplicables a otros contextos en los que se cumplan unos requisitos minimos.

3.1 Ideales

En el anéalisis algebraico de la aritmética es fundamental el concepto de ideal.
Este concepto surgié relativamente tarde en el estudio de los ntimeros debido
en gran parte a que para el caso de los ntimeros enteros se vuelve trivial vy,
por lo tanto prescindible, e incluso “invisible”, en el sentido de que a nadie se le
ocurriria usar ideales para formular una serie de hechos que se enuncian con total
naturalidad sin hacer referencia a ellos. Sin embargo, cuando las propiedades
aritméticas de Z se expresan en términos de ideales, entonces son directamente
generalizables a otros contextos, mientras que las formulaciones clésicas no lo
permiten, de modo que quien piensa en términos de ideales puede ver que dos
contextos diferentes son esencialmente analogos cuando a quien so6lo piense en
términos de ntimeros o, mas en general, de elementos de un anillo, puede no ver
relacion entre ellos.

87
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Definicién 3.1 Un ideal en un dominio! A es un conjunto I C A que cumpla
las propiedades siguientes:

1. 0e 1,
2. sia,bel, entonces a+bel,

3.sia€ Aybel entonces ab € I.

Notemos que la propiedad 3. nos da en particular que si b € I entonces
—b = (=1)b € I, y combinando esto con 2. resulta que si a, b € I, entonces
también a — b = a + (—b) € I. En particular, todo ideal es un subanillo.

Si a € A, se llama ideal principal generado por a al ideal
aA=Aa={ab|be A}.

El conjunto aA es lo que habitualmente se llama el conjunto de los maltiplos
de a en A. Es inmediato comprobar que es realmente un ideal de A. Lo que
expresan los axiomas de la definicion de ideal es que el 0 siempre es multiplo
de a, que la suma de dos miltiplos de a es también miiltiplo de a y que todo
multiplo de un miultiplo de a es también un multiplo de a.

Del mismo modo que podemos ver el concepto de “dominio” como una selec-
cion de propiedades basicas que satisfacen los ntimeros enteros y que abstraemos
para aplicarlas a otros objetos que pueden ser muy distintos de los ntimeros en-
teros, el concepto de “ideal” surge como una selecciéon de las propiedades basicas
que cumplen los conjuntos de miltiplos, con la idea de que pueden ser aplicables
a otros subconjuntos de un anillo que no sean realmente conjuntos de miiltiplos.

Todo anillo tiene al menos dos ideales, a saber, {0} y el propio A. Se les llama
ideales impropios. El ideal {0} es el ideal trivial y se representa simplemente
por 0. Notemos que ambos son principales, pues 0 =04 y A = 1A.

Un poco mas en general, un hecho simple, pero importante, sobre ideales es
que si un ideal I de un dominio A contiene una unidad, entonces I = A.

En efecto, si u € I es una unidad, por definicién de ideal se cumple que
l=u"tuelysiac A, entonces a =a-1¢€ I. Asi pues, todo elemento de A
estd en I.

Por lo tanto, los tnicos ideales de un cuerpo son los impropios, pues si un
ideal de un cuerpo posee un elemento no nulo, éste serd una unidad, y el ideal
sera el cuerpo completo.

Asi pues, el concepto de ideal se vuelve trivial cuando se aplica a los cuerpos,
y lo mismo sucede en una amplia clase de anillos, en un sentido menos radical
que recoge la definicion siguiente:

1La definiciéon es valida para anillos unitarios arbitrarios sin mas que afiadir que también
ba € I en la propiedad 3.
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Un dominio de ideales principales (DIP) es un dominio integro en el que
todo ideal es principal.

La observacion precedente muestra que todo cuerpo es trivialmente DIP,
pero se cumple algo mucho mas general:

Teorema 3.2 Todo dominio euclideo es un dominio de ideales principales.

DEMOSTRACION: Sea A un dominio euclideo y sea ¢ : A\ {0} — N su norma
euclidea. Sea I # 0 un ideal de A (si I = 0 ya es principal). Sea a € T tal que
@(a) sea el minimo del conjunto {¢(b) | b€ I,b# 0}.

Sib € I, entonces b = ac+r, con r = 0 o bien ¢(r) < ¢(a). Como a € I,
por la definicion de ideal ac € I, y a su vez b — ac € I, es decir, r € I. Como
¢(a) es minimo, no puede ser ¢(r) < ¢(a), luego r = 0, es decir, b = ac € aA.

Hemos probado que I C aA. Como a € I, la otra inclusiéon es consecuencia
de la definicién de ideal. Por tanto I = aA es un ideal principal. m

En particular tenemos que Z es un DIP, es decir, los tinicos ideales de Z son
los de la forma nZ, para n € Z. También son DIP los anillos de polinomios
K|[z], donde K es un cuerpo.

Esto es lo que hace que el concepto de ideal sea superfluo al estudiar la
aritmética de Z o de anillos como K[z]. Cada ideal I de un DIP es de la
forma I = aA, para cierto a € A, y todo lo que se diga en términos de [
puede decirse igualmente en términos de a, sin necesidad de mencionar ideales
para nada. Sin embargo, vamos a ver las propiedades aritméticas expresadas
en términos de ideales son méas generales que las expresadas en términos de
elementos “reales” del anillo, pues siguen siendo validas en contextos en los que
no existe la correspondencia entre (elementos) ideales y “elementos reales” que
se da en los DIP.

Terminamos esta seccién introduciendo algunos conceptos convenientes para
tratar con ideales en anillos que no sean DIP.

Definicién 3.3 Es inmediato que la interseccion de una familia (no vacia) de
ideales de un anillo A sigue siendo un ideal de A. Por lo tanto si X C A, existe
un minimo ideal de A que contiene a X, a saber, la interseccion de la familia
de todos los ideales de A que contienen a X (existe al menos uno, el propio A).
Lo llamaremos ideal generado por X y lo representaremos por (X). También se
dice que el conjunto X es un generador del ideal (X).

Asi, para todo subconjunto X de A tenemos que (X) es un ideal de A,
X C(X)ysilesunideal de A tal que X C I, entonces (X) C I. Otro hecho
obvio es que si X CY C A, entonces X C (Y), luego (X) C (Y).

Cuando el conjunto X es finito, X = {z1,...,2,}, el ideal generado por X
se representa por (z1,...,T,). Entonces se dice que el ideal estd finitamente
generado.

El teorema siguiente nos da la forma de los elementos de un ideal a partir
de sus generadores.
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Teorema 3.4 Sea A un dominio y X C A. Entonces
X)={a1x1+ -+ anxn | n€Na € Ax; € X}
En particular si x € A, entonces (x) = Az = {az | a € A}.

DEMOSTRACION: Se comprueba sin dificultad que el conjunto de la derecha
es un ideal de A y claramente contiene a X, luego

(X) c{arz1+ -+ anx, | n€Nya; € A, x; € X}

Por otra parte (X) ha de contener a los elementos de la forma az, con x en
X, y por ser un subanillo a las sumas de estos elementos, luego se da la igualdad.
n n
Si X tiene un sélo elemento z, las sumas Y a;x = (Z ai)x estan en el
i=1 i=1
conjunto {az | a € A}, luego (X) C {az | a € A}. La otra inclusién es obvia.
| ]

Asi pues, los ideales principales son los ideales generados por un tnico ele-
mento del anillo.?

El teorema siguiente nos proporciona ejemplos de dominios que no son DIP:

Teorema 3.5 Sea A un dominio integro. Entonces Alx] es DIP si y solo si A
es un cuerpo.

DEMOSTRACION: Si A es un cuerpo sabemos que A[x] es un dominio eucli-
deo, luego es un DIP. Reciprocamente, si A[z] es DIP, sea a € A un elemento
no nulo y veamos que es una unidad en A. Para ello consideramos el ideal (z, a)
de A[z]. Como ha de ser un ideal principal existe un polinomio p € A[z] tal que
(z,a) = (p), luego a = pq para cierto ¢ € A[z], pero entonces grad p + grad ¢ =
grada = 0, luego gradp = 0 y por tanto p € A. Por otra parte también
x = pr, para cierto r € A[z], pero entonces el coeficiente director de x, que es 1,
es el producto de p por el coeficiente director de r, luego p es una unidad y
(p) = Ale].

Entonces 1 € (p) = (z,a), luego 1 = wux + va, para ciertos polinomios
u,v € Afz]. Sin embargo el término independiente de uz es 0 y el de va es ba,
donde b es el término independiente de v. Resulta, pues, que 1 = ba, con lo que
a es una unidad en A. "

En particular Z[z] no es DIP, ni en particular euclideo. Lo mismo vale para
A[S] cuando S tiene méas de un elemento (pues A[S] = A[S\ {z}][z] y A[S\{z}]

1O €s un cuerpo).

Ejercicio: Probar que (x,2) no es un ideal principal de Z[z], y que (z,y) no es un
ideal principal de Q[z,y].

2Pero esto no contradice que un mismo ideal principal pueda tener varios generadores. Por
ejemplo, en Z es claro que (3) = (—3). El ideal admite dos generadores, pero sdlo es necesario
uno para generarlo.



3.1. Ideales 91

Esto responde a un problema que habiamos dejado planteado al final del
capitulo anterior: como Z[z] no es DIP, podemos asegurar que no es un dominio
euclideo. Asi pues, no es posible dividir en general polinomios con coeficientes
enteros en los términos del teorema 2.45, de modo que la restriccion alli impuesta,
de que el coeficiente director del divisor sea una unidad no puede eliminarse.
Tampoco es un dominio euclideo Q[z,y], por la misma razén.

Sin embargo, estos anillos, como Z[z] o Q[z, y], aunque no son DIP, cumplen
una propiedad mas débil de interés:

Definicion 3.6 Un dominio integro A es un anillo noetheriano si todo ideal
de A es finitamente generado.

Evidentemente, todo DIP es un anillo noetheriano.

Teorema 3.7 Sea A un dominio integro. Son equivalentes:

1. A es un anillo noetheriano.
2. Para toda cadena ascendente de ideales de A
IychCclclzC
existe un numero natural n tal que I, = I,, para todo m > n.
3. Toda familia no vacia de ideales de A tiene un mazimal® para la inclusion.

DEMOSTRACION: Si Ip C I; C I C I3 C ... es una cadena ascendente de
ideales de A, es facil ver que la union (J;°, I; es también un ideal de A. Si A
es noetheriano ha de tener un generador finito X. Cada elemento de X esta
en uno de los ideales I;, y como X es finito y los ideales forman una cadena,
existird un natural n tal que X C I,,, pero entonces |J;—, I; = (X) C I, lo que
implica que I; = I,, para todo 7 > n. Por tanto 1) implica 2).

Si una familia no vacia de ideales de A no tuviera maximal, se podria extraer?
una cadena ascendente de ideales que contradijera 2), luego 2) implica 3).

Si A tuviera un ideal I que no admitiera un generador finito, entonces, dado
cualquier elemento ag de I, se cumple que (ag) # I, luego existe un elemento
ay € I\ (ap), luego (ag) C (ag,a1) # I, y de esta forma podemos conseguir® una
cadena de ideales (ag) C (ag,a1) C (ag,a1,a2) C ... sin que ninguno de ellos
sea maximal. Por lo tanto 3) implica 1). "

3En general, en un conjunto parcialmente ordenado X, un elemento maximal m es un
elemento tal que no existe otro x € X tal que m < x. Aqui estamos considerando a la
inclusi6én como un orden parcial en la familia de los ideales de A, y si F es una familia de
ideales de A, un ideal I € F es maximal para la inclusién ni no existe otro J € F tal que
1¢J.

4Este es el primer uso que hacemos del axioma de eleccion, pero en la version débil del
Principio de elecciones dependientes (A.3). En efecto, lo aplicamos tomando como A una
familia de ideales ¥ y como R la relacion dada por I R J siy s6losi I & J. La hipotesis de que
F no tiene maximal equivale a la hipotesis que requiere el Principio de elecciones dependientes,
que a su vez nos da la cadena ascendente requerida.

5Técnicamente aqui se aplica también el principio de elecciones dependientes. Ahora el
conjunto A es la familia de las funciones s : I; — I tales que s(i + 1) € I\ (s(0),...,s(7))
para cada ¢ < n, y la relacion R es la inclusion estricta.



92 Capitulo 3. Aritmética en dominios integros

Hemos visto que, aunque Z o Q sean DIP, eso no implica que Z[z] o Q[z, y]
lo sean. En cambio, eso no pasa con la propiedad de Noether:

Teorema 3.8 (Teorema de Hilbert) Si A es un anillo noetheriano entonces
Alzy, ..., xy] también lo es.

DEMOSTRACION: Basta probar que si A es noetheriano también lo es A[z],
pues esto implica que lo es Alz], luego también Alxq][xs] = Alz1,z2], y asi
llegamos hasta A[z1,...,z,).

Sea I un ideal de A[z]. Sea I; el conjunto de los coeficientes directores de
los polinomios de I de grado ¢ (mas el 0).

Es claro que I; es un ideal de A, asi como que [y C Iy C I, C I3 C -+ (para
ver que un elemento de I; estd en I, basta multiplicar por z el polinomio que
justifica que esta en I;). Como A es noetheriano, los ideales I; son iguales a
partir de un I,.

Sea I; = (bi1,...,bin) para i = 0,...,7 (no es restriccion suponer que el
nimero de generadores es el mismo para todos los ideales, pues siempre podemos
afadir generadores redundantes). Podemos suponer también que los b;; # 0.

Sea p;; un polinomio en I de grado ¢ cuyo coeficiente de grado 7 sea b;;.
Vamos a probar que I = (p;; | ¢ =0,...,r, j =1,...,n). Claramente este ideal
esta contenido en 1.

Sea f € I un polinomio de grado d. Veremos que esta en el ideal generado
por los p;; por induccién sobre d. El coeficiente director de f estd en Iy. Si
d > r notamos que los coeficientes directores de xd_"prl, ... ,xd_rpm son los
nameros b1, ...,b.,, que generan I; = I,.. Por consiguiente, existen elementos
c1,--.,¢n en A tales que el coeficiente director de f coincide con el de

Clxdirprl + -+ Cnxdirpmr

Por consiguiente, el polinomio f — c12% "ppi — -+ — cpx® "y tiene grado

menor que d (ya que los términos de mayor grado se cancelan) y esta en I, luego
por hipoétesis de induccion f esta en el ideal generado por los p;;.

Si d < r obtenemos un polinomio f — ¢1pg1 — -+ — ¢pPan de grado menor
que d y contenido en I, con lo que se concluye igualmente. L]

Terminamos esta seccién observando que entre los ideales de un anillo se
puede definir una suma y un producto como sigue:

Definicion 3.9 Sea A un anillo y sean Sy, ...,.S, subconjuntos de A. Llama-
remos
Si+-+S, = {s1+---+sp|s €8S;para i=1,...,n},
m
Si---S, = {ZSil"'Sin‘meNySijes‘j parajzl,...,n}.
i=1

Es pura rutina comprobar que la suma y el producto de ideales de A vuelve
a ser un ideal de A. Ademas son operaciones asociativas, conmutativas y distri-
butivas, es decir, P(Q + R) = PQ + PR. De la definiciéon de ideal se sigue que
PQ C PNQ.
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3.2 Divisibilidad en dominios integros

Es bien conocido que todo nimero natural (mayor que 1) se descompone
de forma tnica salvo el orden en producto de nimeros primos. Por ejemplo, la
descomposicion de 360 es

360 = 2° - 3% 5.

Demostraremos este hecho en la seccién siguiente, mientras que en ésta intro-
duciremos todos los conceptos necesarios para enunciar el teorema con precision
y con un cierto grado de generalidad. Empezamos con los conceptos de miltiplo
y divisor, que ya hemos introducido de pasada al discutir la definicién de ideal:

Definicion 3.10 Sea A un dominio integro y a, b dos elementos de A. Diremos
que a divide a b, o que a es un divisor de b, o que b es un mailtiplo de a, o que b
es divisible entre a (y lo representaremos a | b) si existe un elemento ¢ de A tal
que b = ac.

Por ejemplo en Z tenemos que 3 divide a 15, pero no a 16.
Existen algunos casos triviales de divisibilidad que conviene tener presentes:
e 0 no divide a ningin elemento de A salvo a si mismo.

Todo elemento de a divide® a 0.

e Siu € A es una unidad, entonces divide a todo a € A, pues a = u(u~'a).

e Siu € A es una unidad, sus tnicos divisores son las demas unidades de A,
pues si a | u, entonces existe un b en A tal que u = ab, luego 1 = abu™1,
luego a es una unidad.

Es obvio que a | a y que si a | by b | c entonces a | ¢. Esto significa que
la divisibilidad es una relaciéon reflexiva y transitiva. De hecho esta cerca de
determinar una relaciéon de orden parcial, pero en realidad no es antisimétrica.
Por el contrario, el fallo de la antisimetria da lugar a un concepto no trivial:

Diremos que dos elementos a y b de A son asociadossia |by b a.
Por ejemplo, en Z tenemos que 3 y —3 son asociados. En general:

Dos elementos no nulos a, b de un dominio integro A son asociados si y sélo
si existe una unidad u € A tal que a = ub.

En efecto, si a y b son asociados, entonces a = ub y b = va, para ciertos u y

v del anillo A. Por lo tanto a = uva, de donde uv = 1, luego u y v son unidades.

El reciproco es trivial, teniendo en cuenta que a = ub equivale a b = v 'a.

6Lingiiisticamente, existe una contradiccion aparente entre el hecho de que A, por ser un
dominio integro, no tiene divisores de 0 y que todos los elementos de A dividen a 0. Lo que
sucede es que todos los elementos de A dividen a 0 “trivialmente”, es decir, con cociente 0,
mientras que un “divisor de 0” es, por definicién, un elemento que divide a 0 “no trivialmente”,
con cociente no nulo.
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Es claro que la asociacién en un dominio integro A es una relacién de equi-
valencia. Si A tiene un nimero finito de unidades, uq,...,u,, entonces los
asociados de un a € A no nulos serdn auy,...,au, (entre los que esta ya el
propio a, ya que una de las unidades sera la identidad). Asi pues, las clases de
equivalencia para la relacién de asociaciéon son la formada sélo por el 0 y las
restantes, que tendran n elementos cada una. Como en Z hay dos unidades, +1,
los asociados no nulos en Z se agrupan por parejas: £1, +2, +3, etc.

El concepto de asociacion es importante por el motivo siguiente: si queremos
enunciar un teorema de descomposiciéon dnica en factores primos valido para Z,
nos vemos obligados a relajar la condicién de unicidad, ya que, por ejemplo,

360=2-2-2-3-3-5=(-2)-2-2-3-(=3)-5.

Aqui tenemos dos descomposiciones en factores primos que no se diferencian
unicamente en el orden de los factores. Si quisiéramos enunciar el teorema para
ntmeros enteros podriamos decir que la descomposicién es tUnica “salvo signos”,
pero si queremos un enunciado valido para anillos més generales la formula
correcta es “salvo unidades” o “salvo asociados”.

En efecto, la propia definiciéon de “asociado” implica que dos elementos aso-
ciados tienen los mismos miltiplos y divisores, por lo que si un primo aparece
en una descomposicion en factores, ésta se puede modificar para que aparezca
en su lugar cualquiera de sus asociados, tal y como hemos hecho con la factori-
zacion del 360, en la que hemos cambiado un 2 por un —2 a cambio de cambiar
también un 3 por un —3.

Hay que tener la misma precaucién al definir el concepto de “primo”, pues
cuando trabajamos con ntimeros naturales podemos decir que 5 es primo porque
sus Unicos divisores son 1 y 5, pero si trabajamos con ntmeros enteros resulta
que 5 tiene cuatro divisores: +1 y +£5.

En general, en cualquier dominio integro A, tenemos que todo elemento
a € A tiene por divisores a las unidades de A y a sus propios asociados (entre
los que figura él mismo). A estos divisores los llamaremos divisores impropios
de a. Cualquier otro divisor es un divisor propio.

Por ejemplo, los divisores impropios de 4 en Z son 1, —1, 4 y —4. Sus
divisores propios son 2 y —2. En este sentido podemos decir que 5 sélo tiene
(en Z) los divisores impropios.

Con estas precauciones, ya podemos dar una definiciéon razonable de ele-
mento irreducible en un anillo:

Un elemento a de un dominio integro A es irreducible en A si es no nulo, no
es una unidad y no admite ninguna descomposicién a = bc con b y ¢ elementos
de A, salvo que uno de ellos sea una unidad (y, por lo tanto, el otro es un
asociado de a).

Equivalentemente, un elemento (no nulo ni unidad) es irreducible si sus
tnicos divisores son los impropios. Es obvio que un elemento es irreducible si y
solo si lo es cualquiera de sus asociados.
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En este sentido podemos decir que 5 (al igual que —5) es irreducible en Z.
Es importante que decimos “irreducible” y no primo, la definicién de “primo”
la daremos un poco méas adelante y, aunque ambas seran equivalentes en Z,
en otros anillos no lo serdn, por lo que el lector debe acostumbrarse a que
“no tener divisores propios” es la definiciéon de elemento irreducible y no la de
elemento primo. Observemos que dicha definicién excluye también al cero y a
las unidades, de modo que 1 y —1 no son irreducibles en Z, por definicion.

Los elementos no nulos ni unitarios que no son irreducibles se dicen redu-
cibles. Asi pues, 1 y —1 no son ni reducibles ni irreducibles, sino que en todo
dominio integro tenemos el 0, las unidades, los elementos irreducibles y los re-
ducibles.

Ahora ya podemos introducir la nocién fundamental que perseguiamos:

Un dominio integro A es un dominio de factorizacion unica (DFU) si todo
elemento a de A no nulo y que no sea una unidad se descompone como pro-
ducto de elementos irreducibles a = ¢; - - - ¢,, y la descomposiciéon es tnica salvo
ordenacion o cambio por asociados (es decir, sia =c¢y -+ ¢, = dy - - dyy, son dos
descomposiciones de a en elementos irreducibles, entonces m = n y, ordenando
los factores adecuadamente, cada ¢; es asociado a d;).

En la seccién siguiente demostraremos que Z es un DFU en este sentido. El
resto de esta seccidon lo dedicaremos introducir algunos conceptos més relacio-
nados con las descomposiciones en irreducibles.

Si A es un DFU y a es un elemento no nulo ni unitario, para cada elemento
irreducible p de A llamaremos exponente de p en a al nimero de veces que p o
sus asociados aparecen en cualquier descomposicion de a en factores irreducibles
(puede ser igual a 0). Lo denotaremos por v,(a).

Por ejemplo, teniendo en cuenta la descomposicién de 360 en factores irre-
ducibles que hemos mostrado antes, se cumple que

02(360) =3,  ©3(360) =2,  ©5(360) =1,  ©v,(360) =0 parap>T.

En general, en una descomposicién de un a € A apareceran v,(a) factores
asociados a p, es decir, factores de la forma up donde u es una unidad. Si
multiplicamos todas las unidades que asi aparecen, resulta que a admite una
descomposicién en la forma

a:u.p?l p:;,m7
donde los p; son irreducibles distintos, n; = v, (a) y v es una unidad.

La presencia de u es necesaria, pues, por ejemplo, la tinica forma de factorizar
en Z el —25 de este modo es —25 = (—1)52. Lo importante es que cada p aparece
siempre con exponente v,(a) en virtud de la unicidad de la factorizacion.

Ademas el exponente de un irreducible en un elemento a es por definicion el
mismo que el de sus asociados, y el exponente de un irreducible en un elemento a
es el mismo que en los asociados de a (pues una factorizacion de un asociado de
a se obtiene multiplicando una factorizacion de a por una unidad, sin cambiar
los irreducibles).
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La factorizacién en irreducibles de un producto puede obtenerse como el
producto de las factorizaciones de los factores, de donde se sigue la relacion

vp(ab) = vy(a) + vy ().

Podemos definir v,(a) = 0 para todo irreducible p cuando a es una unidad, y
asi la relacion anterior es valida también si a o b es una unidad.

Notemos que un irreducible p divide a un elemento a si y sélo si v,(a) # 0.

En efecto, si v,(a) # 0 eso significa que p aparece en una factorizacion de a,
luego p | a. Por otra parte si p | a, entonces a = pb para cierto elemento b, luego
vp(a) = vp(p) +vp(b) =1+ v,p(b) #0.

Si a | b, ha de cumplirse que v,(a) < v,(b) para todo irreducible p de A. La
condicion es también suficiente, pues si se cumple esto, entonces b se obtiene

como producto de a por el producto de todos los irreducibles p que dividen a b
elevados al exponente v,(b) — v,(a) (v una unidad adecuada).

Dos elementos a y b son asociados si y sélo si vy(a) = v,(b) para todo
irreducible p de A.

Como consecuencia de estos hechos tenemos que en un DFU, si p es irredu-
cible y p | ab, entonces p | a o p | b.

En efecto, estamos suponiendo que 0 # v,(a) + v,(b), luego una de los dos
exponentes ha de ser no nulo.

Este hecho resulta ser muy importante en la teoria de la divisibilidad, hasta
el punto de que conviene introducir un nuevo concepto para comprenderlo ade-
cuadamente:

Si A es un dominio integro, diremos que un elemento p de A es primo si es
no nulo, no es una unidad y cuando p | ab entonces p | a o p | b, para todos los
elementos a y b de A.

Ya hemos probado la mitad del siguiente teorema fundamental:
Teorema 3.11 Sea A un dominio integro.
1. Todo primo de A es irreducible.

2. Si A es DFU, un elemento de A es primo si y sdlo si es irreducible.

DEMOSTRACION: Efectivamente, si p es primo y se descompone como p = ab,
entonces p | a o p | b, pero como a | py b | p, lo que tenemos es que p es asociado
con a o con b, lo que implica que el otro es una unidad. La segunda afirmacion
va esta probada. n

Asi pues, una vez sabemos que un dominio integro es DFU, ya podemos
hablar de descomposiciones en factores primos en lugar de descomposiciones en
factores irreducibles, pues ambos conceptos coinciden. Pero hay que recordar
que en ausencia de factorizacion tnica “primo” es un concepto mas fuerte que
“irreducible”. En la seccion 9.3 de [ITAl] tenemos ejemplos de esta situacion.
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3.3 Ideales y divisibilidad

Como se desprende, por ejemplo, del capitulo XIII de [ITAl], los ideales
proporcionan el lenguaje idéneo para expresar los hechos més relevantes de la
divisibilidad en un anillo. Como sabemos, si a es un elemento de un dominio
integro A, entonces el ideal (a) = Aa es precisamente el conjunto de todos los
multiplos de a.

Es claro que a | b equivale a (b) C (a), de donde se sigue que a y b son
asociados si y s6lo si (a) = (b), es decir, si y s6lo si generan el mismo ideal.

Hemos de pensar que dos elementos asociados son una misma cosa a efectos
de divisibilidad (ambos tienen los mismos multiplos y divisores). Ahora vemos
que a cada familia de elementos asociados de un dominio integro le corresponde
un tnico ideal principal. En particular el 0 se corresponde con el ideal 0 = (0)
y las unidades de A se corresponden todas ellas con el ideal A = (1).

El lector que quiera comprender adecuadamente la teoria de la divisibilidad
debe esforzarse por llegar a entender que los ideales principales representan
mejor que los elementos mismos del anillo los posibles divisores de un elemento
dado. Quiza en esta direccién le ayude conocer un débil esbozo informal del
modo en que el concepto de ideal era concebido cuando apareci6 en la teoria:

Consideremos las dos afirmaciones siguientes relativas a Z. Por una parte
2| 6y por otra —2 | 6. A efectos de divisibilidad ambas son equivalentes, puesto
que 2 y —2 son asociados. Podemos resumirlas en una sola si consideramos que
es el ideal (2) = (—2) el que divide a 6, y escribimos en consecuencia (2) | 6.
Podemos pensar que los divisores de los elementos de un dominio integro no
son otros elementos del anillo, sino sus ideales. Asi, podemos definir (a) | b
como a | b, lo cual no depende del generador elegido para el ideal, pues dos
cualesquiera son asociados. Notemos que esto equivale a que b € (a), luego si T
es un ideal principal tenemos (por definicion) que I |b< b € I.

Lo que hace de esto una idea brillante es que en realidad no tenemos por
qué exigir a I que sea principal, con lo que cualquier ideal I puede dividir a un
elemento en este sentido.

En un DIP cada ‘divisor ideal’ se corresponde con una familia de ‘divisores
reales’ asociados (sus generadores), pero —como se ve en el capitulo XIII de
[ITAl]— hay anillos no DIP en los que se puede hablar coherentemente de divi-
sores ideales en este sentido sin que estén asociados a divisores reales, es decir,
sin que sean principales. Tales ‘divisores ideales’ resultan esenciales para for-
mular una teoria de divisibilidad razonable (y 1til) en dichos anillos. De hecho,
los ideales en el sentido moderno fueron introducidos por Dedekind a finales del
siglo XIX para formalizar esta idea de divisor ideal que no se corresponde con
ningin divisor real.

Mas en general, podemos extender la relaciéon de divisibilidad de modo que
los ideales puedan dividirse entre si. Podemos pensar que un ideal I divide a un
ideal J si J C I (comparar con a | b < (b) C (a)). De momento no entraremos
en la teoria de divisores ideales, sino que nos limitaremos a desarrollar la teoria
de divisibilidad en dominios integros mostrando su conexiéon con los ideales del
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anillo. El lector debe tener presente que esta conexién se volverd esencial en
capitulos posteriores, por lo que debe acostumbrarse a pensar e interpretar las
cosas en términos de ideales en la medida de lo posible.

Como primer ejemplo del paso a términos de ideales, veamos el equivalente
del concepto de elemento primo:

Definicion 3.12 Un ideal P de un dominio A es primo si P # A y para todo
par de ideales I, J de A tales que IJ C P, se cumple que I C P o J C P.

Si tenemos in mente la equivalencia I | J < J C I vemos que la definicion
de ideal primo es paralela a la de elemento primo. La condicion P # A se
corresponde con la exigencia de que los primos no sean unidades. Hay, no
obstante, una discrepancia debida principalmente a motivos histoéricos, y es que,
si bien hemos exigido que el elemento 0 no sea considerado primo, si admitimos
que el ideal 0 sea considerado primo. He aqui una caracterizacién practica del
concepto de ideal primo.

Teorema 3.13 Un ideal P de un dominio A es primo si y sélo si P # A y para
todo par de elementos a, b de A, si ab € P entoncesa € P 0o b € P.

DEMOSTRACION: Si P es primo y ab € P, entonces (a)(b) C (ab) C P, de
donde resulta que (a) C P o (b) C P,osea,a € Pobe P.

Reciprocamente, si IJ C P, pero I no esta contenido en P, entonces existe
un a € I\ P. Ahora, si b € J tenemos que ab € IJ C P, luego a € Po b € P,
y ha de ser b € P, es decir, J C P. n

Ahora es inmediato que en un dominio integro A se cumple que un elemento
no nulo a es primo si y sélo si el ideal (a) es un ideal primo. No obstante
recordamos que el ideal trivial (0) es primo, aunque el elemento 0 no lo es por
definicién. Si un elemento es irreducible cuando no tiene divisores propios, el
concepto analogo para ideales es el siguiente:

Definicion 3.14 Un ideal M de un dominio A es un ideal mazimal si M # A
y si I es un ideal de A tal que M C I C A, entonces M =10 [ = A.

Como en el caso de ideales primos, estamos admitiendo la posibilidad de que
el ideal 0 sea maximal (si bien no tiene por qué serlo necesariamente).

Al contrario de lo que ocurre con el concepto de ‘primo’, no es cierto que un
elemento a de un dominio integro A sea irreducible si y sélo si el ideal (a) es
maximal. La situacion es un poco més delicada. Concretamente a es irreducible
si y solo si (a) es maximal entre los ideales principales, es decir, si (a) # A y
cuando (a) C (b) C A, entonces (a) = (b) o (b) = A.

En efecto, si a es irreducible y (a) C (b) C A, entonces b | a, luego o bien
b es una unidad (y entonces (b) = A) o bien b es asociado de a (con lo que
(b) = (a)). El reciproco es igual. Por lo tanto tenemos:

Teorema 3.15 Sea A un dominio integro y a # 0 un elemento de A.
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1. a es primo si y sélo si (a) es primo.

2. a es irreducible si y sdlo si (a) es mazimal entre los ideales principales
de A.

3. Si A es DIP, entonces a es irreducible si y sdlo si (a) es mazimal.

La tercera afirmacién es inmediata, pues en un DIP los ideales maximales
coinciden con los ideales maximales entre los ideales principales.

Hemos visto que todo elemento primo de un anillo es irreducible. Entre
ideales podemos demostrar justo la implicaciéon contraria:

Teorema 3.16 FEn un dominio, todo ideal mazximal es primo.

DEMOSTRACION: Si M es un ideal maximal en Ay ab € M, pero a, b ¢ M,
tendriamos que M & M + (a) C A, luego la maximalidad de M implica que
M + (a) = A. Por lo tanto 1 = m + xa para cierto m € M y cierto € A. Asi
pues b = mb + xab € M, con lo que tenemos una contradiccién. [

Ahora estamos en condiciones de probar dos hechos clave.

Teorema 3.17 En un DIP los ideales mazximales coinciden con los ideales pri-
mos no triviales y los elementos irreducibles coinciden con los elementos primos.

DEMOSTRACION: Si A es un DIP y (a) es un ideal primo no trivial, su-
pongamos que (b) es un ideal tal que (a) C (b) C A. Entonces a = bc para
cierto ¢ € A. Como (a) es primo se ha de cumplir o bien b € (a) (en cuyo
caso (a) = (b)) o bien ¢ € (a), en cuyo caso ¢ = da para cierto d € A, y asi
a = bc = bda, luego (dado que a # 0), bd = 1, o sea, b es una unidad y por lo
tanto (b) = A.

La segunda afirmacion se sigue de la primera y de 3.15 L]

Con esto podemos probar el resultado principal de esta secciéon. Diremos
que un dominio integro A tiene la propiedad de factorizacion si todo elemento
de A no nulo ni unidad se descompone en producto de irreducibles.

Teorema 3.18 Todo anillo noetheriano A tiene la propiedad de factorizacion.
Si ademds todo elemento irreducible de A es primo, entonces A es DFU. En
particular todo DIP es DFU.

DEMOSTRACION: Sea A un anillo noetheriano. Llamemos S al conjunto de
los elementos de A no nulos ni unidades pero que no admitan una descomposicion
en irreducibles. Hemos de probar que S es vacio.

Si existe un elemento a en S, entonces a no es unidad, luego (a) # A. Si
a fuera irreducible entonces él mismo seria una descomposiciéon en irreducibles,
luego no lo es. Podemos factorizar a = bc donde ni b ni ¢ es una unidad (ni 0). Si
ninguno estuviera en S entonces se descompondrian en producto de irreducibles,
y a también. Por tanto al menos uno de los dos esta en S. Digamos que b € S.
Como b | a se cumple que (a) C (b). La inclusion es estricta, pues si (a) = (b)
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entonces a y b serfan asociados, es decir, a = bu para cierta unidad u, pero
entonces bu = be, luego ¢ = u serfa una unidad, cuando no lo es.

En definitiva hemos probado que para cada a € S existe un b € S tal que
(a) & (b). Repitiendo este proceso obtendriamos una sucesion creciente de
ideales (ag) & (a1) & (a2) & -+ en contradiccion con el teorema 3.7. Por lo
tanto S ha de ser vacio y asi todo elemento no nulo ni unitario de A admite una
descomposiciéon en irreducibles.

Supongamos que los irreducibles coinciden con los primos y que tenemos dos
descomposiciones en irreducibles de un mismo elementoa = ¢y ---¢, = dq - - - dpp,.
Podemos suponer que m < n.

Como d,, es primo, ha de dividir a uno de los factores de ¢; ---¢, y como
éstos son irreducibles, de hecho ha de ser asociado a uno de ellos. Pongamos
que d,,, es asociado a c,. Entonces ¢, = u,,d,, para cierta unidad u,.

Simplificando d,,, obtenemos que ¢ - - ¢,,_1Uy, = dy - - - d,,—1. Repitiendo el
proceso con d,,—1 (y teniendo en cuenta que un irreducible no puede dividir
a una unidad), llegamos tras m pasos a que ¢1 - Cp_pm U1 - Uy = 1, lo que
obliga a que n = m, pues ningun irreducible puede dividir a 1. Ademas hemos
obtenido que cada c; es asociado a d;, luego la descomposicion es Gnica. m

Con esto tenemos probada la factorizacion tnica de Z y de los anillos K|x]
donde K es un cuerpo. Para el caso de Z es posible dar argumentos directos
més elementales basados en el buen orden de N. Por ejemplo, para encontrar
un factor irreducible de un nimero entero basta tomar el menor natural que lo
divide. Lo mismo ocurre con K|[z] considerando el grado de los polinomios.

Para terminar probamos un resultado general sobre existencia de ideales
maximales. Es el primer teorema que probamos que depende del axioma de
eleccion (véase el apéndice A), aunque éste no es necesario si el anillo es noethe-
riano, pues el teorema 3.7 nos da en la prueba siguiente el ideal maximal que,
en general, nos da el lema de Zorn:

Teorema 3.19 (AE) Todo anillo unitario A en el que 1 # 0 tiene un ideal
maximal. Mds ain, todo ideal I # A estd contenido en un ideal mazimal de A.

DEMOSTRACION: Dado un anillo unitario A, basta aplicar el lema de Zorn a
la familia de ideales de A distintos de A y que contienen a I, considerada como
conjunto parcialmente ordenado por la inclusién. Si € es una familia de tales
ideales totalmente ordenada por la inclusion, es facil ver que |J € es un ideal de
A que contiene a I, y es distinto de A porque no puede contener a 1 (es en este
punto donde se requiere que A sea unitario). El lema de Zorn nos da entonces
un ideal maximal de A que contiene a I. L]

3.4 Divisibilidad en DFUs

En Z podemos afinar la unicidad de la descomposicién en factores primos
exigiendo que éstos sean positivos, es decir, naumeros naturales. Asi, la des-
composiciéon en primos del niimero 60 es 60 = 2-2 -3 -5, y no consideraremos
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otras como 2 -2 - (—3) - (—5). Si no se indica lo contrario, cuando hablemos
de primos en Z nos referiremos a naturales primos. Supondremos que el lector
esté familiarizado con las técnicas para descomponer en factores primos enteros
pequenos.

Otro hecho bésico sobre la aritmética de los ntimeros enteros es que hay
infinitos niimeros primos. Para probarlo observemos que en general un primo
p no puede dividir al mismo tiempo a un namero n y a n + 1, pues entonces
dividiria a su diferencia, que es 1. De hecho, en Z, si p divide a n, el proximo
nimero al que divide es n + p. Sabiendo esto demostramos:

Teorema 3.20 (Euclides) En Z hay infinitos nimeros primos.

DEMOSTRACION: Dado un ntimero n > 0, consideremos n! Se cumple que
todo nimero natural menor o igual que n divide a n!, luego ningin nimero
menor o igual que n divide a n!+ 1. En consecuencia un divisor primo de n!+ 1
ha de ser mayor que n. Por lo tanto por encima de cada ntmero n hay siempre
un numero primo. Esto implica que hay infinitos primos. m

Definicion 3.21 Sea A un dominio integro y X un subconjunto de A. Diremos
que un elemento d de A es un mdzimo comin divisor (mcd) de los elementos
de X si d divide a los elementos de X y cualquier elemento de A que cumpla lo
mismo es un divisor de d.

Diremos que un elemento m de A es un minimo comin mailtiplo (mcm) de
los elementos de X si es miltiplo de todos los elementos de X y todo elemento
de A que cumpla lo mismo es un multiplo de m.

Es obvio que m es un mcd o un mem de X si y s6lo si lo es cualquiera de
sus asociados, es decir, estos conceptos son tnicos salvo unidades. Por supuesto
el med o el mem de un conjunto dado no tiene por qué existir. No obstante,
cualquier subconjunto finito de un DFU tiene mcd y mcm. El lector puede
entretenerse probando que las siguientes “recetas” nos dan un mcd y un mcm
de cualquier subconjunto finito X de un DFU:

Un med de X estd formado por el producto de los primos que dividen
a todos los elementos de X elevados al minimo exponente con el que
aparecen en alguno de los elementos de X.
Un mcm de X estd formado por el producto de todos los primos que
dividen a algun elemento de X elevados al mayor exponente con el
que aparecen en los elementos de X.

Por ejemplo, dados los niimeros

22.3.75, 2.5.7, 3t.5%.7,

sumecd es 7y el mem es 22345275,
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Escribiremos med(aq, . .., a,) y mem(ay, . . ., a, ) para representar el med y el
mcm de los elementos aq, . . ., a,. A veces el med lo representaremos simplemente
por (ay,...,an).

En 7Z el mcd es tnico si lo exigimos positivo. Si no se indica lo contrario
siempre lo supondremos asi.

Hay que prestar un poco de atenciéon al cero: por definicion todo elemento
de un anillo divide a 0, de donde se sigue facilmente que el mcd de un conjunto
de elementos que contenga a 0 es el mismo que el del conjunto que resulte de
eliminarlo. Por otra parte si un conjunto de elementos contiene una unidad, su
mcd es 1.

Los elementos de un conjunto son primos entre si si su mcd es 1, es decir,
si no tienen divisores primos comunes. No hay que confundir esto con que sean
primos entre si dos a dos, que es méas fuerte. Si dividimos los elementos de un
conjunto por su mcd obtenemos un conjunto de elementos primos entre si, pues
si d es el med y p es un primo que dividiera al conjunto resultante, entonces dp
dividirfa al conjunto original, luego dp | d y p serfa una unidad.

En particular, si A es un DFU, K es su cuerpo de cocientes y a, b € A son
no nulos, podemos expresarlos como a = da’ y b = db’, donde (a’,b') = 1y
entonces a/b = a’/V/, por lo que toda fraccion de K se puede elegir irreducible,
en el sentido de que el numerador y el denominador sean primos entre si.

En el caso concreto de Z y Q concluimos que cada niamero racional admite
una dnica representacion como fraccion irreducible con denominador positivo.

En Z, nada nos impide considerar un ideal como (6, 9), con dos generadores,
pero sabemos que Z es DIP, luego dicho ideal tiene que ser principal, luego
tiene que poder expresarse en términos de un unico generador. Concretamente,
sucede que (6,9) = (3), y el teorema siguiente lo prueba en un contexto general:

Teorema 3.22 (Relacién de Bezout) Sea A un DIP, sean aq, ..., a, ele-
mentos de A y sea d un med de ay,...,a,. Entonces (d) = (a1) + -+ + (an),
luego existen ciertos ri,...,r, € A de manera que d = ria1 + -+ + Tnay.

DEMOSTRACION: Sea (d) = (a1) + -+ + (an) (por definicién). Vamos a ver
que d es un med de aq,...,ay.

Como cada a; esta en (d), ciertamente d | a;. Si s divide a todos los ay,
entonces (a;) C (s), luego (d) = (a1) + -+ (an) C (s), luego s | d.

Observemos que si d’ es cualquier otro med de los elementos dados, entonces
(d') = (d), luego la relacion de Bezout es valida para cualquiera de ellos. =

Este resultado se aplica especialmente a pares de elementos primos entre si:
si m y n son primos entre si, existen r y s tales que rm + sn = 1.

En [ITA] 2.20] demostramos la relacion de Bezout para dos elementos en un
dominio euclideo. Acabamos de ver que en realidad la propiedad relevante no
es que el dominio sea eucideo, sino que sea un DIP.

Terminamos esta seccién recordando el teorema [ITAl 3.15]:
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Teorema 3.23 Sea p un nimero primo y 0 < m < p. Entonces p | (p)
m

DEMOSTRACION: Si m = 1, entonces (?) = p, luego efectivamente p | (?).
Sip|(P)ym+1<p, entonces

P _ P! _p-—m P! _p—m (p
m+1 (m+D!p-m-1)! m+1ml(p—m)! m+1\m/

Asi pues, p | (p —m) (7’%), y como (m + 1,p) = 1, la divisibilidad se conserva al

dividir entre m + 1, es decir, p | ( n

mil)

3.5 Divisibilidad en anillos de polinomios

El estudio de la divisibilidad no es tan sencillo si pasamos a los anillos de
polinomios Alz]. Sabemos que A[z] es un DFU cuando A es un cuerpo, pero
en otro caso A[z] no es DIP, pero jes igualmente un DFU cuando A es DFU?,
por ejemplo, jes Z[z] un DFU?, jes Q[z,y] un DFU? Vamos a probar que la
respuesta es afirmativa, pero para ello necesitamos un trabajo previo.

Si D es un DFU y K es su cuerpo de cocientes, vamos a probar que D[z] es
un DFU apoyéndonos en que K[z] lo es. La situacion tipica con la que tenemos
que encontrarnos es la siguiente: El polinomio 622 — 24 factoriza en Z[x] como

622 —24=6(z> —4)=2-3-(z—2)- (z+2).

Vemos que tiene 4 divisores primos. Sin embargo, en Q[z] solo tiene dos,
pues los primeros factores pasan a ser unidades. Conviene dar la definiciéon
siguiente:

Definicion 3.24 Sea D un DFU y sea ¢ : D[x] — PD la aplicaciéon que a cada
polinomio f € D[] le asigna el ideal generado por un med de sus coeficientes
no nulos (no importa cual, pues dos cualesquiera son asociados, luego generan el
mismo ideal). Convenimos ademaés en que ¢(0) = 0. A ¢(f) se le llama contenido
del polinomio f.

Diremos que un polinomio f es primitivo si ¢(f) = (1), o sea, si sus coefi-
cientes son primos entre si. En particular, todo polinomio monico es primitivo.

Por ejemplo, el contenido del polinomio 622 — 24 € Z[z] es (6), mientras que
el polinomio x2 —4 es primitivo. En general es inmediato quesi f € D[z]y f # 0,
entonces f(z) = cg(z) donde ¢ € D es un generador de ¢(f) y g(z) € D[] es
un polinomio primitivo. Asi, para probar que todo polinomio f(z) € D[x] se
descompone en irreducibles basta probar que podemos factorizar por una parte
polinomios constantes y por otra polinomios primitivos.

La factorizacion de las constantes es obvia, puesto que estamos suponiendo
que D es un DFU. Notemos que todo a € D es irreducible en D si y sélo si lo
es en D[z]. (Una descomposicion de a en factores no unitarios de D[z] tendria
que constar de polinomios de grado 0, luego serian factores no unitarios de D,
y el reciproco es obvio.)
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Para probar que todo polinomio primitivo p(x) € D[z] se descompone en
irreducibles observamos que los polinomios primitivos no son divisibles entre
constantes no unitarias, ya que una constante que divida a p(z) divide también
a su contenido.

Asi, si p(z) (no unitario) no pudiera descomponerse en irreducibles en D[z],
en particular no seria irreducible, luego se descompondria en dos factores, diga-
mos p(z) = p1(x)¢q1(z), donde ninguno de los dos es una unidad, luego ambos
tienen grado menor que el grado de p(z). Al menos uno de los dos no podria
descomponerse en irreducibles (digamos que p1(z)), luego p; (x) no es irreducible
y factoriza como p1(z) = pa(z)g2(z), donde ambos factores son no constantes,
pues dividen a p(x), luego el grado de pa(z) es menor que el de pi(z). De este
modo obtenemos una sucesion de polinomios p(z), p1(z), p2(x), ... cuyos grados
son estrictamente decrecientes, lo cual es absurdo.

Con esto tenemos demostrado que todo polinomio de D[z] no nulo ni unitario
se descompone en producto de irreducibles. La parte delicada es demostrar la
unicidad de la descomposiciéon. La idea es usar la factorizaciéon anica en D para
probar la unicidad de los factores irreducibles constantes y la unicidad en K|x]
para probar la unicidad de los factores irreducibles no constantes. Necesitamos
dos resultados sobre c(f).

Teorema 3.25 Sea D un DFU.
1. Sia e Dy f € D[], entonces c(af) = (a)c(f).
2. 8i f, g € D[z], entonces c(fg) = c(f)c(g)-

DEMOSTRACION: 1) Si ¢(f) = (¢), es inmediato que ac es un mcd de los
coeficientes de af, luego c(af) = (ac) = (a)(c).

2)Sea f=csf1y g=cqg1 con c(f) = (cs), c(g) = (¢g) v f1, g1 primitivos.
Entonces, por la propiedad precedente,

c(fg) = clepfr-cqgn) = e(f)e(g)e(frg),

n ) m .
luego basta probar que f1g; es primitivo. Sean fi; = > a;xt, g1 = b;x", con
i=0

i=0
m—+n

an # 0 # by,. Entonces f1-g1 = > ( > aibj)xk'
k=0 i+j=k

Si f1g1 no fuera primitivo, existirfa un irreducible p € D que dividiria a

todos sus coeficientes, es decir p | > a;b;, para cada k entre 0 y n + m.
i+j=k

Como f1 es primitivo, p no divide a todos los a;, luego existe un minimo
indice s tal que p | a; para i < sy p{as (en particular as # 0).

Igualmente existe un minimo ¢ tal que p | b; para j < ty p{b; (luego b, # 0).

Ahora, tomando k = s+, resulta que p divide a ) a;b; y también divide

iti=k

a todos los sumandos salvo quiza a asb;, de donde divide a la diferencia, o
sea, a agsb;. Como p es primo divide a uno de los factores, lo que nos da una
contradiccion. n
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Asi, si un polinomio f(z) € D[z] no nulo ni unitario admite una descomposi-
cion en irreducibles de D|x] de la forma d; - - - d,.-p1 () - - - ps(2), donde los d; son
los factores constantes, entonces cada pi(x) es primitivo, pues en caso contrario
seria divisible entre un polinomio constante irreducible. Por consiguiente

Ahora, la factorizacion tnica en D garantiza que si f admite dos descom-
posiciones en irreducibles, los factores de grado 0 son los mismos salvo orden
y asociacién, pues ambos constituyen descomposiciones en irreducibles de un
generador de ¢(f) en D.

Para demostrar la unicidad del resto de la descomposicién necesitamos dos
resultados:

Teorema 3.26 Sea D un DFU, sea K su cuerpo de cocientes y sean f, g po-
linomios primitivos en D(x]. Entonces f y g son asociados en D[zx] si y sdlo si
lo son en K|z].

DEMOSTRACION: Si f y g son asociados en K|[z] entonces f = gu para
cierta unidad u de KJ[z]. Por el teorema 2.43, sabemos que u es un polinomio
constante, es decir, estd en K. Por lo tanto u = r/s para ciertos r, s € D no
nulos. Entonces sf = rg. Como ¢(f) = ¢(g) = (1), tenemos que

(s) = (s) - e(f) = elsf) = e(rg) = (r) - e(g) = (),

luego r = sv para cierta unidad v € D. En consecuencia v = r/s = v € D,
luego f y g son asociados en D[z]. El reciproco es obvio. n

El teorema siguiente tiene gran interés en si mismo:

Teorema 3.27 (Criterio de irreducibilidad de Gauss) Sea D un DFU,
sea K su cuerpo de cocientes y f € Dlx] un polinomio primitivo no constante.
Entonces f es irreducible en D[z] si y sdlo si lo es en K[x].

DEMOSTRACION: Supongamos que f es irreducible en D[z] pero f = gh
donde g, h € K|z] no son unidades. Entonces gradg > 1, grad h > 1. Sean

naii mCii
=004

i=0Y1 %

para ciertos a;, b;, ¢;, d; € D con b; # 0 # d;. Llamemos b = by --- b, y, para
cada i, sea bf = b/b; € D.

n .
Consideremos el polinomio g1 = Y a;bjz* € D[z]. Podemos descomponer
i=0
g1 = aga, siendo ¢(g1) = (a) y g2 € D[z] un polinomio primitivo. Claramente
1 a
9= 791 = 792, luego gradg = grad g,.
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Del mismo modo se llega a que h = ghg, donde ¢, d € D y hy € DJ[z] es
primitivo y grad h = grad he. Ahora

ac
f=gh=— g2h2,

bd
con lo que f y gohs son dos polinomios primitivos en D[z] asociados en K|[z].
Por el teorema anterior son asociados en D[z], luego existe una unidad u € D
tal que f = ugaho, y asi f es reducible en D[z], contradiccion.

Si f es irreducible en K[x] y f = gh con g, h € Dlx], entonces g o h es una
unidad en K[z], por ejemplo g, pero en la prueba del teorema anterior hemos
visto que, en esta situacion, de hecho g es una unidad en D, y esto prueba que
f es irreducible en D[z]. n

Finalmente podemos probar un resultado anunciado tras [ITAl 2.31]:

Teorema 3.28 (Gauss) Si D es un DFU y S un conjunto, entonces D[S] es
un DFU.

DEMOSTRACION: Veamos primeramente que D[x] es DFU. Sea f € Dz] no
nulo ni unidad. Hemos visto que f admite una descomposiciéon en polinomios
irreducibles en D|x]

f = dl"'drpl(‘r)"'ps(x)7

donde los d; son los factores de grado 0 y los p; () son necesariamente primitivos.
También sabemos que los d; son tnicos salvo orden y asociacion.

Por otra parte, si K es el cuerpo de cocientes de D, tenemos que los p;(z)
son irreducibles en K[z] y d; - - - d, es una unidad en K[z]. Asi, si f admite dos
factorizaciones en D[z], los correspondientes p;(x) han de ser los mismos salvo
orden y asociacion en K[z], pero también sabemos que la asociacion en K|x]
coincide con la asociacion en D[z] para polinomios primitivos de D[z]. Esto
prueba la unicidad de la descomposicion y nos da que D[z] es un DFU.

Aplicando este resultado un nimero finito de veces obtenemos que D[S] es
un DFU cuando el conjunto S es finito. El caso general se reduce al finito
del modo usual (dos factorizaciones en irreducibles en D[S] serian también dos
factorizaciones en irreducibles en un D[Sy], con Sy finito). n

Tenemos asi demostrados dos resultados que, sin ser excesivamente comple-
jos, no son triviales en absoluto y representan un papel relevante en la teoria que
estamos desarrollando. Con las técnicas que hemos necesitado para llegar a ellos
podemos probar facilmente un criterio ttil de irreducibilidad de polinomios:

Teorema 3.29 (Criterio de irreducibilidad de Eisenstein) Sea D un
n .

DFU, sea K su cuerpo de cocientes, f = > a;x* € Dlz] un polinomio no
i=0

constante con a, # 0 y p € D un primo. §upongamos que p | a; para todo
i=0,...,n—1, asi como que p{ a, y p*> { ap. Entonces f es irreducible en
K[z] y, si es primitivo, en D[z].
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DEMOSTRACION: Sea f = ¢y f1 donde f; € D[] es primitivo. Basta probar
que fi es irreducible en K[z], pues ¢y es una unidad en K, luego f también sera
irreducible. El resto del teorema es consecuencia del criterio de Gauss.

También por el criterio de Gauss, basta probar que f; es irreducible en D[z].
Notemos que p no divide a ¢y (porque no divide a ay,).

Cada coeficiente de f es el producto de cy por el correspondiente coeficiente
de f1, luego f1 sigue cumpliendo las hipotesis del teorema. Por no cambiar de
notacion podemos suponer que f = f; (pero ahora f es primitivo).

T S

Supongamos que f = gh, donde g = > bz’ y h = Y c;z’. Ninguno
i=0 =0

de los dos puede ser constante o de lo contrario f no seria primitivo. Como
c(g)e(h) = ¢(f) = (1), tanto g como h son primitivos.
Tenemos que p | ag = by - ¢g, luego p divide a uno de los factores. Pongamos
por caso que p | by. Como p? { ag no puede ser que p divida también a co.
Como g es primitivo, p no puede dividir a todos los b;. Tomemos el menor
natural k tal que p | b; parai <k yptbg. Asi1 <k <r<n.

El coeficiente ay, = > b;c; es divisible entre p y por otra parte p divide a
i+j=k
todos los sumandos salvo quiza a bicy, luego divide a la diferencia, que es justo
brco. Sin embargo p1 by y p1 co, contradiccion. n

Ejercicio: Probar que en Q[z] hay polinomios irreducibles de grado arbitrariamente
grande.

Aunque los polinomios a los que podemos aplicar el criterio de Eisenstein
han de cumplir unas propiedades muy particulares, en realidad este criterio es
util en mas ocasiones de las que en principio se podria pensar. Ello se debe al
resultado siguiente:

Teorema 3.30 Sea A un dominio. Sea a una unidad de A y b cualquier ele-
mento de A. La aplicacion f : Alx] — Alz] dada por f(p(z)) = p(az + b) es
un isomorfismo de anillos, luego en particular un polinomio p(x) es irreducible
en Alx] siy sdlo si plax +b) lo es.

DEMOSTRACION: Claramente f es un homomorfismo porque no es sino la
evaluacion en ax + b. Es biyectivo porque tiene por inverso a la evaluacién en

otz —a b, n

Por ejemplo, para probar que el polinomio p(x) = 82% — 6z — 1 es irreducible
en Z[z], basta ver que lo es en Q[x], pero por el teorema anterior basta ver que
lo es el polinomio p(% T+ %) = 23 + 3z — 3, que es irreducible en Q[x] por el
criterio de Eisenstein.

La busqueda de factores irreducibles de grado 1 de un polinomio equivale a
la bisqueda de sus raices, tal y como explicamos a continuacion.

Definiciéon 3.31 Sea A un dominio y f(z) un polinomio en A[x]. Podemos
considerar a f como una funcion f : A — A. En efecto, para cada elemento
a € A tenemos definida la evaluacion f(a) € A. Diremos que a es una raiz del
polinomio f si f(a) =0.
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La relacion basica entre la divisibilidad y la existencia de raices se sigue del
siguiente teorema elemental:

Teorema 3.32 (Teorema del resto) Sea A un anillo conmutativo y unitario,
f(z) € Alz] y ¢ € A. Entonces existe un unico polinomio q(x) € Alz] tal que

f(@) = q(z)(z =) + f(c).

DEMOSTRACION: Si f = 0 basta tomar ¢ = 0. En otro caso el resultado
se sigue del teorema 2.45, que nos da dos polinomios ¢(z) y r(z) de manera
que f(z) = q(z)(x — ¢) + r(z) con el grado de r menor que el de x — ¢, o
sea, r es de grado cero, luego constante. Sustituyendo z por c resulta que
fle) =q(e)(e—c)+r, 0sea, r = f(c). "

Como consecuencia:

Teorema 3.33 Sea A un dominio integro. Sea f(x) € Alz] y ¢ € A. Entonces
¢ es una raiz de f(x) siy solo si (x —c) | f(z).

DEMOSTRACION: Si ¢ es una raiz de f(x) entonces f(c) = 0, luego el teorema
anterior se reduce a que existe un polinomio g(z) tal que f(z) = gq(z)(z — ¢),
luego (z —¢) | f(x).

Si(x—c¢) | f(z) entonces f(x) = q(z)(x — ¢) para cierto polinomio ¢(z). Por
lo tanto f(c) = g(c)(c — ¢) = 0, es decir, ¢ es una raiz de f(x). "

De aqui que un polinomio irreducible de grado mayor que 1 no puede tener
raices. Por otro lado un polinomio de grado 1, ax + b siempre tiene una raiz en
un cuerpo, a saber, —b/a. Asi obtenemos lo siguiente:

Si K es un cuerpo, un polinomio de grado 2 o 3 es irreducible en Klx] siy
s6lo si no tiene raices en K.

En efecto, si se pudiera descomponer en producto de irreducibles, al menos
uno de sus factores irreducibles tendria grado 1, luego tendria una raiz en K.
Para polinomios de grado mayor que 3 la no existencia de raices ya no implica
la irreducibilidad. Por ejemplo, el polinomio (22 + 1)? es reducible en Q[z] y no
tiene raices en Q.

El teorema anterior implica un hecho muy importante sobre las raices de un
polinomio en un dominio integro:

Teorema 3.34 Sea A un dominio integro y sea f(x) € Alx] un polinomio de
grado n. Entonces f(x) tiene a lo sumo n raices en A.

DEMOSTRACION: Sean ci, ..., ¢, raices distintas de f(z) en A. Por el
teorema anterior tenemos que (z — ¢1) | f(z), es decir, f(z) = (z — ¢1) f1(x).
Como ¢z es raiz de f tenemos que 0 = f(c2) = (ca — ¢1)fi(c2) y como

las raices son distintas c3 — ¢; # 0. Como A es un dominio integro ha de
ser fi(c2) = 0, luego por el teorema anterior fi(z) = (x — ¢2)f2(z), de donde

f(@) = (z —a)(@ — c2) f2().
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Repitiendo esto m veces tenemos que (x —c1) -+ (x — ¢,) | f(x), por lo que
el grado de (x —c1) -+ - (x — ¢m), que es m, ha de ser menor o igual que el grado
de f(x), que es n. .

Sin embargo el ntmero de raices de un polinomio no tiene por qué igualar a
su grado. Por ejemplo, 2% + 1 no tiene raices en Q[z], pues el cuadrado de un
ntimero racional no puede ser negativo. Por otro lado (z — 1)? tiene grado 2 y
una dnica raiz.

Ejercicio: Probar que las raices enteras de un polinomio de Z[z] dividen a su término
independiente.

Hay un andlogo al criterio de Gauss, pero referente a la existencia de raices
en lugar de la irreducibilidad. La prueba es mucho mas sencilla [ITAl 2.29]:

Teorema 3.35 Sea D un DFU y K su cuerpo de cocientes. Sea p(x) un po-
linomio mdnico no constante con coeficientes en D. Si ¢ es una raiz de p(x)
en K, entonces c € D.

DEMOSTRACION: Sea ¢ = a/b, con a,b € D. Si ¢ ¢ D entonces bt a, luego
n .
existe un primo p € D tal que v,(a) < vp(b). Sea p(xz) = > d;z", donde d,, = 1.
i=0

Entonces
a” n—1 a
— +d,_ oo+ dy— +do=0.
b + dn, 1b"_1 + —+ dq b + do

Multiplicando por ™ queda:
a" = —d,_1ba" "t — - —dib" e — dob™.

Ahora bien, el exponente de p en el miembro izquierdo es exactamente
nup(a), mientras que en el miembro derecho es estrictamente mayor que nv,(a),
con lo que tenemos una contradiccién. m

Ejemplo Si A es un anillo y n € N es un nimero natural n > 2, una raiz
n-sima de a es otro elemento b € A tal que "™ = a. Si aplicamos el teorema
anterior al polinomio " — a vemos que si A es un DFU, entonces a € A tiene
raiz n-sima en el cuerpo de cocientes K si y solo si la tiene en A.

Por ejemplo, es inmediato que 2 no tiene raiz cuadrada en Z, por lo que
podemos afirmar que tampoco la tiene en Q. Esto es significativo porque hay
razones geométricas por las que deberia haber un punto en cada recta asociado
a una raiz cuadrada de 2, y, en general, de cualquier niimero positivo, lo que
podemos concluir que la representacion geométrica de los nimeros racionales no
abarca todos los puntos de una recta. [
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Polinomios ciclotémicos Veamos una aplicacion mas sofisticada del criterio
de Eisenstein, a saber, una prueba alternativa del teorema [ITAl 3.34]. Vamos
a ver que si p es primo, el polinomio ciclotémico

cplx)=aP PP+t ]

es irreducible en Z[z] (o, equivalentemente, en Z[x], pues es primitivo). Para
ello observamos que

2P —1=(zx—-1)@Pt +2P 2+ f2+1).

Por el teorema 3.30 basta probar que p(x + 1) es irreducible en Z[x]. Aplicamos
la evaluacion en z 4+ 1 a la igualdad anterior y obtenemos

(z+1)P—-1=(@+1-Dplz+1) =azplx+1).

Por tanto

ap(z + 1) = zp: (Z)ﬁ 1= Z,,: (];)x’“

k=0

P
y en consecuencia p(z + 1) = > (?)zF~1.
k=1
Por el teorema 3.23 tenemos que p divide a todos los coeficientes de p(z + 1)
salvo al correspondiente a 2P~!, que es 1. Ademas p? no divide al término
independiente, que es p. Por el criterio de Eisenstein, p(z + 1) es irreducible,
luego p(x) también. "

Ejemplo Veamos otro ejemplo no trivial de irreducibilidad de una familia de
polinomios. Vamos a probar que, para todo n > 2 el polinomio " —xz — 1 es
irreducible en Q(z). Por el criterio de irreducibilidad de Gauss, basta probar
que es irreducible en Z[z].

En gengral, dado un polinomio f(z) = a,x™ + Oy 12" Y+ - 4+ a1 + ao,
definimos f(x) = 2™ f(1/x). Explicitamente:

f(x) =ap+an_12+---+a1x + apx™.
Las propiedades siguientes se demuestran sin dificultad:
1. Si f(0) # 0, entonces grad f = grad f y ]%: I
2. Si f = gh, entonces f = §l~L.
3. Si ¢ # 0, entonces E? = cf.
4. El coeficiente de " en ff es ag 4+ a? + --- 4 a2.

En el caso en que f(z) = 2" —z — 1, tenemos que f(z) = —2™ — 2"~ + 1.
Vamos a probar que, para n > 2, los polinomios f y f no tienen raices comunes
en C. Si « fuera una rafz comin, cumpliria

a"=a+1, Q" = —a" 41,
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luego a1 = —q, luego o™ = —a?, luego a® = —a — 1, luego a® = 1. Esto

implica que toda potencia de « es igual a 1, o @®. Pero a™ = 1 nos da que
l=a+4+1ya=0,pero f(0) =1 # 0; si fuera o™ = « tendriamos o = a + 1,
que es imposible, y si fuera a™ = a? queda o? = —a? y de nuevo o = 0, que
también es imposible.

Veamos ahora que si f(z) € Z[z] cample que f(0) # 0, f(z) y f(x) no
tienen raices comunes y f(x) = g(x)h(x), para ciertos polinomios no constantes
g(x),h(z) € Z[x], existe un polinomio k(z) € Z[z] del mismo grado que f tal
que ff =kk, k# +f, k# +f. Ademas, si f es moénico y f(0) = £1, podemos
tomar k(z) monico con k(0) = £1.

En efecto, como f(0) # 0, también g(0) # 0 # h(0), luego grad g = grad g,
grad h = grad h. Tomamos k(x) = g(z)h(x), con lo que ciertamente se cumple
grad k = grad g + grad h = grad f.

Si fuera k = +f, es decir, gh = +gh, seria h = +h, con lo que una raiz de h
en C seria a la vez raiz de f(z) y de f(x) = §(x)h(z), en contra de lo supuesto.
Igualmente se razona que k # +f. 3

Si ademéas suponemos que f(z) es ménico y f(0) = =£1, entonces f tiene
también su coeficiente director y su término independiente iguales a +1, luego
(f)(0) = £1, luego (kk)(0) = +1, pero, como son polinomios con coeficientes
enteros, esto implica que el coeficiente director de k y su término independiente
son *+1, luego cambiando k£ por —k si es preciso, podemos suponer que k es
monico y k(0) = 1.

Veamos finalmente que f(x) = 2™ —x—1 es irreducible en Z[z] cuando n > 2.
El caso n = 2 se puede comprobar directamente, asi que podemos suponer que
n > 2. Si f fuera reducible, podriamos expresarlo como f(z) = g(x)h(x),
donde g(x), h(z) € Z[x] no son constantes. Se cumplen todas las condiciones
del resultado precedente, luego existe un polinomio ménico k(z) de grado n con
k(0) = +1 y tal que ff = kk, £f # k # +f.

Pongamos que k(x) = bpa™ + --- 4+ byjz + by, donde b, = 1, by = +£1.
Comparando los términos de grado n en f f = kk obtenemos

3=0b+bi+-b2,

de donde b2 + --- + b2_; = 1. Como los coeficientes son enteros, tienen que ser
todos nulos menos un b; = +1. Asi, k(z) = 2™ + b;z’ + by. Calculamos:

ff =(z"—xz—1)(—2" —av 1) = L e R L Y. P LB L i
Notemos que 2n — 1 > n + 1 porque n > 2. Por otro lado:
kk = (2" + biz® + bo)(boz™ + bz " + 1) =

= bo®" + b + bobix" T 4 3™ + bobix™ ! 4 by’ + bo.

Al comparar los coeficientes directores vemos que by = —1. Igualamos los
términos de grado mayor que n:

_x2n _ $2n—1 + xn—&-l _ _$2n + bix2n—z _ bi.%‘n—H.
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Como los tres monomios de la izquierda son distintos, tiene que ser 2n — i #
n+14. Sies 2n —1i > n + i, entonces tiene que ser i = 1, b = —1 y queda
k(x) =a™ —x —1 = f, lo cual es imposible.

Siesn+1>2n—ientoncesi =n—1,b; = 1y queda k(z) = a4 -1 =
—f, y de nuevo tenemos una contradiccion, lo que prueba que f(x) es irreducible
en Z[z], luego también en Q(z). "

Descomposicion en fracciones simples Terminamos con una ilustracion
del uso de la factorizacion tnica en los anillos de polinomios. Vamos a probar
que toda fraccién algebraica se descompone en forma tnica en suma de fracciones
simples, lo que justifica la validez general del método de integracion de funciones
racionales visto en la seccion C2 de [IC]:

Teorema 3.36 Si k es un cuerpo, toda funcion racional z € k(x) se descom-
pone de forma unica como

SO N

i=1 =1 Pi

donde f, fij, pi € k[z], los polinomios p; son monicos, irreducibles, distintos dos
a dos, y fi; es nulo o tiene grado menor que p; (pero fir, #0).

Observemos que en [IC] nos interesaba el caso en que k es el cuerpo de los
nimeros reales, en el cual los polinomios moénicos irreducibles son necesaria-
mente de la forma z — a o bien 22 + bx + ¢, por lo que las fracciones simples son
necesariamente de la forma

A o Mx+ N
(x —a)™’ (22 + bz + )’

DEMOSTRACION: Sea z = u/v, con u, v € k[z]. Podemos suponer que u y
v son primos entre si y que v es moénico. Si v = 1 tenemos la descomposicion
con f = u. En caso contrario consideremos un factor primo p; de v, de modo
que v = p'¥ y p; no divide a . Podemos suponer que tanto p; como ¥ son
moénicos. Vamos a probar que

T
g

j=1 P1

u
v

SIS

donde @ y v son primos entre si y los polinomios fi; tienen grado menor que
el grado de p;. Si obtenemos esta descomposicion, podemos aplicar el mismo
resultado a @/7 y asi sucesivamente hasta que el denominador acabe siendo 1 (lo
cual ocurrira necesariamente tras un nimero finito de pasos, porque a cada paso
le quitamos un factor primo). Con esto habremos llegado a una descomposicion
de z como la que aparece en el enunciado.

Como p; y ¥ son primos entre si, por la relacion de Bezout existen polinomios
¢, d tales que cv+dp; = 1. Esta igualdad implica en particular que p; no divide
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a ¢, y tampoco divide a u porque u y v son primos entre si. Por lo tanto, en la
divisién uc = gp1 + fi,r,, €l resto fi ,, no puede ser nulo, y tiene grado menor
que el de p;. Asi pues,

du v+ du Uy
= uc+ ?Pl = ngl +f1,7‘1 = gpl +f1,m

SIS

donde w; y ¥ son primos entre si. Aplicamos el mismo razonamiento a wuy /v
para obtener la descomposiciéon

[ U U2
7 (gpl + fl,rl—l) p1+ fim = FP% + fim—1P1 + fie,

donde ug y ¥ son primos entre si (aunque ahora fi,,_1 si puede ser 0, lo que
sucedera si p; divide a u1). Repetimos el proceso hasta obtener:

SRS

a =
_ r1 r1—j
= %pl + § fljp1 ,
Jj=1

donde cada fi; es nulo o tiene grado menor que el de p; y & = u, es primo
con 7. Dividiendo entre pj* obtenemos

SRS

T1 f
3o S
+ T
i=1 P1

que es la descomposicién que buscabamos.

Ahora vamos a probar la unicidad. Supongamos que una misma fraccion
z € k(x) admite dos descomposiciones en factores simples. Pongamos que una
de las descomposiciones tiene m fracciones (sin contar el polinomio inicial) y
la otra n, con m < n. Razonamos por induccién sobre n. Si n = 0 tenemos
simplemente dos polinomios, que trivialmente han de ser el mismo, pues ambos
han de coincidir con z.

Consideremos una descomposicién cualquiera:

AW

i=1 =1 Pi

Al sumar todas las fracciones correspondientes a p;, el denominador comun es
p;', y el numerador es una suma en la que todos los sumandos son multiplos de
p; menos uno (f; ., # 0), luego tenemos que

a=f+Yy
iz1 Pi

donde p; no divide a h;. Al efectuar la suma (incluyendo a f), con denominador
comin pi* - - pim, el numerador es una suma de n+ 1 términos, todos los cuales
son multiplos de p; menos uno, a saber, pi* -+« h; -+ - pim, luego el numerador no
es multiplo de p;. Asi pues, concluimos que, si z = /v con u y v primos entre si
y v moénico, necesariamente v = pi* - - - pi» y que u no es divisible entre ninguno
de los p;.
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Con esto hemos probado que, en cualquier descomposiciéon de z en fracciones
simples, los polinomios p; son necesariamente los factores irreducibles de v, y
los r; son los exponentes con que aparecen en v.

Consideremos de nuevo las dos descomposiciones que estamos suponiendo
que tiene z. Pongamos que una contiene el sumando fi,, /pi* v la otra g1., /pi*.
Segin hemos visto,

u= f1,,05 - pp* + multiplos de p1 = g1 ,,p5° - - p;* + maltiplos de py,

luego p; divide a fi,, — g1,r,, lo cual solo es posible si fi,, = g1, ya que
ambos tienen grado menor que p;.

Esto significa que podemos cancelar el sumando fi ,, /p]* de ambas descom-
posiciones, y asi llegamos a otra fraccion que admite dos descomposiciones en
factores simples de longitudes m — 1 y n — 1. Por hipoétesis de induccién, am-
bas tienen que ser iguales, luego las dos descomposiciones de partida también
coinciden. ]

3.6 Congruencias y anillos cociente

Estudiamos ahora las congruencias definidas en la seccién 3.1 de [ITAl],
aunque las introducimos en el contexto general de la definicion [ITAl 13.3]:

Definicion 3.37 Consideremos un dominio A y un ideal I. Diremos que dos
elementos a y b de A son congruentes modulo I, abreviado a = b (mdéd I), si
a—bel.

Teniendo en cuenta que 0 € I, que el opuesto de un elemento de [ estaen I y
que la suma de elementos de I esté en I, se sigue facilmente que la congruencia
modulo I es una relacion de equivalencia en A.

Diremos que dos elementos de A son congruentes modulo un tercero si lo
son modulo el ideal que éste genera. Explicitamente:

a=b(médm) siysélosi m|a—b.

En el caso de un DIP, como es Z, podemos hablar de congruencias en estos
términos sin perder generalidad y sin mencionar para nada ideales, pero es bueno
saber que, en el fondo, lo que hay es un ideal.

En el caso concreto de Z podemos dividir a = nc+r, con 0 < r < n,
y resulta que a = r (mdd n). Asi, todo nimero entero es congruente con un
nimero natural menor que n, exactamente con su resto al dividirlo entre n.
Por otra parte dos ntimeros naturales distintos menores que n no pueden ser
congruentes entre si, ya que su diferencia en el orden adecuado es un nimero
natural no nulo menor que n, luego no puede ser un multiplo de n. Vamos a
expresar adecuadamente lo que hemos obtenido:
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Si I es un ideal de un anillo A, llamaremos A/ al conjunto cociente originado
por la relacién de congruencia moédulo 1.

Lo que acabamos de probar es que el conjunto Z/nZ tiene exactamente n
elementos. Sillamamos [a] a la clase de equivalencia de a tenemos, por ejemplo,
que Z/5Z = {[0], [1], [2], [3], [4]}. La primera clase la forman los multiplos de
5, la segunda los ntimeros que al ser divididos entre 5 dan resto 1, etc.

En general, en un anillo A, los elementos congruentes con un cierto a moédulo
un ideal I son los b que cumplen b — a € I, es decir, los elementos de la forma
a + i para un cierto ¢ € I. Por lo tanto [a] =a+ I ={a+i|i € I}.

El interés de todo esto radica en el hecho siguiente:

Teorema 3.38 Sea A un dominio e I un ideal de A. Sia, a’, b, b’ son elemen-

tos de A que cumplen [a] = [d'] y [b] = [V'], entonces también [a+b] = [a’' +b'] y
[ab] = [a'V']. El conjunto A/I se convierte en un anillo conmutativo y unitario
con las operaciones definidas mediante [a] + [b] = [a+b], [a][b] = [ab]. Al anillo

A/I se le llama anillo cociente de A mddulo el ideal I.
DEMOSTRACION: Tenemos que a —a’ € I y que b — b’ € I, de donde
(a+b)—(d+V)=(a—d )+ (b-0)€el,
ab—a'b' =ab—ab+db—adtV =(a—ad)b+d(b-0) €,

por las propiedades de los ideales. Esto nos garantiza que las operaciones defi-
nidas mediante [a] 4 [b] = [a + b] ¥ [a][b] = [ab] no dependen de la eleccion de a
y b en cada una de las clases. El resto del teorema es inmediato. Por ejemplo
la asociatividad de la suma se cumple porque

(la] +[8]) +[e] = [a+ 0] + [c] = [a+ b+ ] = [a] + [b + ¢] = [a] + ([0] + [c])-

Remitimos a la seccion 3.2 de [ITAl] para algunas aplicaciones elementales de
las congruencias. El teorema siguiente es [ITAl 13.13] y generaliza a [ITAl 3.9].
Notemos que en un anillo cociente A/I se cumple 0 = [0] = 0+ I = I, luego
[a] =0siysolosiacl.

Teorema 3.39 Sea A un dominio y P un ideal de A. Entonces A/P es un
dominio integro st y solo si P es un ideal primo.

DEMOSTRACION: Si P es primo entonces P # A, luego 1 ¢ P, luego en
A/P se cumple que [1] # [0]. Asi pues, A/P es un dominio. Si [a], [b] son dos
elementos de A/P tales que [a][b] = 0, entonces [ab] = [0], es decir, ab € P.
Como P es primo, a € P o b € P, luego se cumple que [a] = 0 o [b] = 0, es
decir, A/P es un dominio integro.

Reciprocamente, si A/P es un dominio integro, ha de ser [1] # [0], luego
1 ¢ Py en consecuencia P # A. Si a, b son elementos de A tales que ab € P,
entonces [a][b] = [ab] = 0, y como A/P es integro [a] = 0 o [b] = 0, es decir,
a € Pobe P, luego P es primo. [
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Queda asi justificado que los anillos Z/pZ son dominios integros cuando p
es un primo.

Teorema 3.40 Sea A un dominio y sea M un ideal de A. Entonces A/M es
un cuerpo si y solo si M es un ideal mazimal.

DEMOSTRACION: Si M es maximal entonces es primo, luego A/M es un
dominio integro. Veamos que si [a] # [0] entonces [a] es una unidad en A/M.
Como a ¢ M tenemos que M + (a) # M, luego por la maximalidad de M ha
de ser M + (a) = A. En particular 1 € M + (a), luego 1 se puede expresar de la
forma 1 = m + ba, para cierto m € M y cierto b € A. Tomando clases resulta
que [1] = [m] + [b][a] = [b][a], luego [a] es en efecto una unidad.

Si A/M es cuerpo entonces M es un ideal primo, y en particular M # A.
Consideremos un ideal NV de A tal que M & N C A. Sea a un elemento de N

que no esté en M. Asi [a] # 0, luego existe un b € A tal que [a][b] = [1], es decir,
[ab— 1] = [0], luego ab—1 € M C N y como a € N, también ab € N, luego
1 € N y por tanto N = A. Esto prueba que M es un ideal maximal. L]

Como en Z los ideales maximales coinciden con los primos, resulta que los
anillos Z/pZ son cuerpos. La situacion general es la siguiente [ITAl 3.8]:

Teorema 3.41 FEl conjunto U, de las unidades del anillo Z/nZ estd formado
por las clases [m] tales que (m,n) = 1.

DEMOSTRACION: Si (m,n) = 1, por la relacion de Bezout, existen enteros

u, v tales que um 4+ vn = 1, con lo que [u][m] = 1, lo que prueba que [m] € U,.

Reciprocamente, si (m,n) = d > 1, podemos expresar m = dm/, n = dn’, y

entonces [m][n'] = [m/][dn'] = [m'][n] =0, con [n'] # 0, pues 0 < n' <n, y esto

significa que [m] es un divisor de 0 en Z/nZ, luego no puede ser una unidad.
| |

Hay otra razon por la cual los anillos Z/nZ que son dominios integros son
también cuerpos, y es que son finitos:

Teorema 3.42 Todo dominio integro finito es un cuerpo.

DEMOSTRACION: Sea A un dominio integro finito. Hay que probar que todo
elemento no nulo u de A es una unidad. Si A = {0,uy,...,u,}, entonces los
elementos uuy, . . . , uu, son todos distintos y no nulos, luego se da la igualdad de
conjuntos {us,...,u,} = {uuy,...,uu,} y por lo tanto: uy - - - u, = utg - - - Uty
es decir, ug -+ - up, = u™- (ug -+ - up). Como uy -+ - u, no es 0, podemos cancelarlo,
lo que nos da u™ =1, o sea u-u™ ! =1, luego u es una unidad. L]

Hay una variante de este argumento que tiene muchas consecuencias intere-
santes:

Teorema 3.43 Sea A un dominio con un nimero finito n de unidades y sea u
una unidad de A. Entonces u"™ = 1.
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DEMOSTRACION: Sean uq, ..., u, las unidades de A. Entonces los elementos
uu1,. .., U, son todos distintos, pues si uu; = uu;, como u es una unidad, se
cumple u; = u;. Ademas el producto de unidades es una unidad, luego en
realidad {uq,...,un} = {uu,...,uu,} y en particular los productos coinciden:
Up e+ Uy = UUL -+ Uly, €S decir, Uy -+ Uy = u™ - (Ug -+ Up), Y COMO Uy - - - Uy, €S
una unidad, podemos cancelarlo, lo que nos da u™ = 1. [

En particular, el cuerpo Z/pZ tiene p — 1 unidades, luego si [a] € Z/pZ
cumple [a] # [0], entonces [a]P~1 = [1], luego [a]? = [a] (y esto tltimo vale
incluso si [a] = [0]). Esta es una de las formas en las que se suele enunciar el
teorema de Fermat (compérese con [ITAl 3.24)):

Teorema 3.44 (Teorema de Fermat) Para todo primo p y todo nimero en-
tero a, se cumple que a? = a (méd p).

Homomorfismos y cocientes Ya hemos visto que la existencia de un mono-
morfismo de anillos f : A — B se interpreta como que A puede ser considerado
como un subanillo de B. Ahora veremos que si f es un epimorfismo entonces B
puede ser considerado un cociente de A.

Definicion 3.45 Si f : A — B es un homomorfismo de anillos, llamaremos
nicleo de f al conjunto N(f) ={a € A| f(a) = 0}.

No ofrece ninguna dificultad probar que N(f) es un ideal de A. Una propie-
dad util es la siguiente:

Teorema 3.46 Si f: A — B es un homomorfismo de anillos, se cumple que
f es monomorfismo si y solo si N(f) = 0.

DEMOSTRACION: Una implicaciéon es evidente, y para ver la otra suponga-
mos que N(f) =0y que f(a) = f(b). Entonces f(b—a) =0, y en consecuencia
b—a e N(f) =0, es decir, b = a. "

Por ejemplo, si f : K — A es un homomorfismo de un cuerpo K en un
anillo A, o bien f es constante igual a 0 o bien es un monomorfismo, porque el
nicleo de f tiene que ser un ideal de K, y solo hay dos opciones: que sea K, en
cuyo caso f es nulo, o bien que sea 0, en cuyo caso f es un monomorfismo.

Notemos ahora que si A es un anillo e I es un ideal de A, entonces la
aplicacion p : A — A/I dada por p(a) = [a] es un epimorfismo, llamado
epimorfismo candnico. Claramente N(p) = I.

Sucede que todo epimorfismo es esencialmente de este tipo:

Teorema 3.47 (Teorema de isomorfia) Sea f: A — B un homomorfismo
de anillos. Entonces la aplicacion f : A/N(f) — f[A] dada por f([a]) = f(a)
es un isomorfismo de anillos que hace conmutativo el diagrama siguiente:

A———B
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DEMOSTRACION: La aplicacion esta bien definida, pues si [a] = [b], entonces
a—0beN(f), conlo que f(a—b) =0, osea, f(a) = f(b).

Es inmediato comprobar que se trata de un homomorfismo y es inyectivo
porque si f([a]) = f([b]), entonces f(a) = f(b), f(a—b) =0, a—b e N(f),
luego [a] = [b]. La conmutatividad del diagrama es inmediata. "

Notemos que, en las condiciones del teorema anterior, si f es un epimorfismo,
entonces f es un isomorfismo entre By A/ N(f) de modo que si “sustituimos”
cada elemento de B por su equivalente en el cociente, entonces f se corresponde
con la proyeccién canodnica.

La caracteristica de un anillo Recordamos ahora la nocién de caracteristica
de un anillo introducida en [ITAl 3.12]. Observemos que si A es un dominio,
entonces tenemos definidos los elementos

1, 2-1=141, 3-1=1+1+1, ... n-1,

Aqui hay que entender que en la expresion n - 1 el nimero n es un ndmero
natural, mientras que el 1 es la identidad de A. El resultado no es un nimero
natural, sino un elemento de A. Por ejemplo, si hacemos el célculo en Z/6Z
obtenemos que

6-1=14+1+1+14+14+1=0.

Definicion 3.48 Llamaremos caracteristica de un dominio A (car A) al minimo
ntmero natural no nulo n tal que nl = 0, o bien car A = 0 si no existe tal n.

En otras palabras, la caracteristica de un dominio es el minimo niimero de
veces que hay que sumar 1 consigo mismo para obtener 0, o bien 0 si esto es
imposible.

Claramente Z y Q son anillos de caracteristica 0, mientras que Z/nZ tiene
caracteristica n.

Notemos que si A C B son dominios integros, entonces la identidad en A es la
misma que la identidad en B (pues la identidad en A cumple 1 = 1-1, y el tinico
elemento no nulo que cumple esto en B es la identidad), luego car A = car B.

Otro hecho notable es que la caracteristica de un dominio integro ha de ser
o bien 0 o bien un nimero primo, pues si car A = mn, donde m y n no son 1,
entonces ml # 0 # nl, pero (ml)(nl) = (mn)l = 0, luego A no es integro.

Fijemos ahora un anillo unitario A y consideremos la aplicacion f : Z — A
dada por f(n) = nl, que claramente es un homomorfismo.

Si A tiene caracteristica 0, entonces f(n) # 0 para todo n > 0, luego también
para todo n # 0. Por lo tanto, el nticleo de f es el ideal 0y f es un monomorfismo
0, equivalentemente, un isomorfismo entre Z y f[Z], de modo que f[Z] es un
anillo indistinguible de Z a efectos algebraicos.

Por consiguiente, en la préactica podemos identificar cadan € Zconn-1 € Ay
considerar asi que Z C A. En otras palabras, si A es un anillo de caracteristica 0
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y escribimos 3 € A, nos referimos al elemento 3 =141+ 1 € A, e igualmente
—3=-1—-1-1¢€ A. El hecho de que f sea un monomorfismo se traduce en
que en A se cumple 2+ 3 =5, 3-4 =12 o 5 # 18 porque todo esto es cierto
en Z.

Supongamos ahora que A tiene caracteristica m > 0 y vamos a probar que
el nacleo de f es mZ. En principio sabemos que f(m) = 0, luego dicho nicleo
es un ideal no nulo de Z, que sera de la forma rZ, para cierto » > 0 tal que
r | m. En particular 0 < r < m, pero, como -1 = 0 y m es el menor natural no
nulo que cumple esto, tiene que ser r = m, luego el nicleo es ciertamente mZ.

El teorema de isomorfia nos da entonces un monomorfismo f : Z/mZ — A,
dado por f([n]) = n-1. Nuevamente, esto nos legitima a identificar a Z/mZ con
un subanillo de A, el formado también por las sumas de unos, con la diferencia
de que ahora dicho anillo de sumas de unos no es isomorfo a Z, sino a Z/mZ.
En resumen:

e Si A es un dominio de caracteristica 0, entonces tiene como subanillo a Z
(identificado con el anillo formado por las sumas de unos y menos unos).

e Si K es un cuerpo de caracteristica 0, entonces, por el teorema 2.22 tene-
mos que K no sélo contiene a Z, sino también a su cuerpo de cocientes Q.

e Si A es un dominio de caracteristica n > 0, entonces tiene como subanillo
a Z/nZ (identificado con el anillo formado por las sumas de unos de A).

e Si A es un dominio integro (en particular un cuerpo) de caracteristica
p > 0 entonces p es primo y contiene como subcuerpo a Z/pZ.

Mas precisamente, si K es un cuerpo de caracteristica 0, podemos considerar
que, por ejemplo, 5/3 € K sin més que entender que nos referimos al elemento.

1+1+1+1+1
1+1+1

Asi pues, los anillos Z y Z/nZ son los menores en sus respectivas caracteris-
ticas, pues estdn contenidos en cualquier dominio de la misma caracteristica.

Mas precisamente, si K es un cuerpo y k C K es un subcuerpo, el cuerpo
formado a partir del 1 mediante sumas, restas y cocientes, que es isomorfo a Q o
a un cuerpo de restos Z/pZ, esta contenido en k (porque 1 € k y al sumar, restar
o dividir unos no nos salimos de k). Asi pues, se trata del menor subcuerpo
de K, en cuanto a que esti contenido en todos sus subcuerpos. Dicho cuerpo
minimo se llama el cuerpo primo de K.

Veamos un par de teoremas que muestran por qué la caracteristica de un
anillo es un dato a tener en cuenta. El primero es [ITAl 3.16]:

Teorema 3.49 Sea A un dominio de caracteristica prima p. FEntonces para
todos los elementos a y b de A se cumple (a £+ b)P = aP + bP.
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DEMOSTRACION: Usamos el teorema 3.23:
P p—1
(a+b)P =3 ()akbP=F =aP + 0P + 3 ()akbP=F = aP + 0.
k=0 k=1

Sip esimpar (a—b)? = aP+(—b)P = a? —bP. Sip = 2 entonces b+b = 2b = 0,
luego b = —b y el resultado vale. L]

Obviamente de aqui se sigue que, mas en general, (a + b)?" = a?” £ bP".

Teorema 3.50 Sea K un cuerpo con car K # 2 y sea p(z) = ax®+br+c € K|z]
con a # 0. El polinomio p(x) tiene una raiz en K si y sdlo si existe un o € K
de manera que o> = b?> — 4dac. En tal caso, si llamamos o = /b2 — 4dac, las
raices de p(x) son

—b+ Vb% — dac

2a

DEMOSTRACION: Supongamos que n € K cumple an? + by + ¢ = 0. Multi-
plicando por 4a tenemos que (2an)? + 2(2anb) + 4ac = 0, de donde (2an +b)? =
b2 — 4ac y por lo tanto 2an + b = £v/b% — 4ac. Como car K # 2, 2a # 0 y asi

n— —b+Vb% — dac
B 2a '

Si existe vb% — 4dac € K, es facil ver que los elementos 7 definidos por la
formula anterior son raices de p(x). "

Veamos algunas observaciones maés:
e Todo anillo de caracteristica 0 es infinito (porque contiene a 7).

e Sin embargo, un anillo de caracteristica no nula puede ser infinito. Por
ejemplo, el anillo de polinomios (Z/nZ)|x].

e Todo anillo ordenado tiene caracteristica 0, pues una simple induccién
demuestra que n -1 > 0 para todo n > 0.

En particular vemos que en un anillo finito no es posible definir ninguna
relacion de orden que cumpla los axiomas de anillo ordenado.

Podria pensarse que, por el contrario, todos los anillos de caracteristica 0
pueden ordenarse, pero no es asi. Por ejemplo, si un cuerpo K, de caracte-
ristica 0, contiene un elemento i € K tal que i2 = —1, entonces no puede ser
dotado de una relacion de orden que lo convierta en un cuerpo ordenado, por-
que tendria que ser i2 = —1 < 0 y, por otra parte, los cuadrados tienen que ser
positivos en un cuerpo ordenado.
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Cocientes de anillos de polinomios Veamos una tultima aplicacién de los
anillos cociente:

Teorema 3.51 Sea k un cuerpo y p(x) € k[z] no constante. Entonces existe
un cuerpo K que contiene a k en donde p(x) tiene una raiz.

DEMOSTRACION: Tomando un factor irreducible, podemos suponer que p(x)
es irreducible (pues toda raiz de un factor de p(z) es también raiz de p(x)).
Entonces el ideal (p(z)) es maximal en k[z] (teorema 3.15), luego el anillo
cociente K = k[z]/(p(z)) es un cuerpo.

La proyeccion canonica p : k[x] — K se restringe a un homomorfismo
j : k — K dado por j(a) = [a]. Como es no nulo (pues j(1) = 1), tiene que
ser un monomorfismo de cuerpos, a través del cual podemos identificar a k con
su imagen, es decir, a cada a € k con la clase [a] € K.

Por otra parte, llamamos a = [z] € K. La clave del argumento es que,
al haber tomado el cociente respecto del ideal (p(x)), en K se cumple que

n

[p(x)] = 0. Mas explicitamente, si p(x) = Y a;2%, entonces
i=0

donde hemos usado la identificacion [a;] = a;. Asi pues, a es una rafz de p(x)
en K. L]

Definicién 3.52 Si k es un cuerpo y p(z) € k[z] es un polinomio irreducible,
llamaremos k[a] al cuerpo construido en la demostracion del teorema anterior,
es decir, k[a] = k[z]/(p(z)) y o = [z], de modo que « es una raiz de p(z) en
kla].

La estructura de este cuerpo es facil de describir (compérese con [ITAl 6.1]):

En principio, sus elementos son clases de equivalencia de la forma [¢(z)], donde

q(x) € klz]. Siq(z) = f: b;x?, entonces

=0

lg()] = i b [a)i = g bia = q(a),

de modo que k[a] = {¢g() | q(x) € k[z]}. Esto significa que todo elemento
de k[a] se obtiene sumando y multiplicando potencias de a y elementos de k.

Pero podemos precisar mas. Si p(x) tiene grado n, dado cualquier g(x) € k[x]
n—1

podemos dividir ¢(z) = p(z)c(x) + r(z), donde r(z) = > c;x%, y entonces,
i=0
como p(a) = 0, queda que ¢(a) = r(a), luego
kla] = {ch1a™ P+ Fatco| oy ey cn1 € kY.

Asi pues, todo elemento de k[a] se expresa como suma de las n potencias conse-
cutivas 1, a, ..., " multiplicadas por elementos de k. Més atin, cada elemento
de k[a] admite una tnica expresion de esta forma, es decir, si

-1 / -1 / /
1" 4t aatce=c, 0"+ -+ a+c,
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entonces ¢; = cg para todo i. En efecto, tenemos que

(o1 — ¢ )™ oo (eg — ¢))a+co — ¢ = 0.

n—1 .
Si llamamos t(x) = 3 (¢; —c})z?, entonces t(a) = 0, lo cual, haciendo o = [z] y
i=0
eliminando la identificacion de & con su imagen en k[a], equivale a que [t(z)] = 0,
es decir, a que p(x) | t(x), pero la Gnica forma en que un polinomio de grado n
puede dividir a otro de grado a lo sumo n — 1 es que el segundo sea 0. Por lo

tanto t(x) = 0, lo cual significa que ¢; = ¢ para todo i, como queriamos probar.

En los capitulos IV, V y VI de [ITA]] estudiamos con detalle varios cuerpos
de esta forma.

El teorema chino del resto Vamos a mostrar distintos grados de abstrac-
cién del teorema chino del resto, que en su versiéon méas particular [ITAl 3.7]
afirma que un sistema de congruencias lineales

r=ap (méd my), ..., = =a, (méd m,)

tiene solucién siempre que los médulos my, ..., m, son primos entre si dos a dos.
Mas atin, las soluciones x del sistema forman una misma clase de congruencia
modulo m = mq - - - my,.

En términos més modernos, este mismo enunciado puede expresarse asi:

Teorema 3.53 (Teorema chino del resto) Si my,...,m, son nimeros en-
teros primos entre si dos a dos y m = my---my, se tiene el isomorfismo de
anillos

Z/mZ = (Z/miZ) X -+ x (Z)m,7Z)

dado por [a] — ([a],...,[a]).

DEMOSTRACION: Es claro que la aplicacion f(a) = ([a],...,[a]) define un
homomorfismo de anillos de Z en el producto de los anillos cociente (considerado
como anillo con las operaciones definidas coordenada a coordenada), y su niicleo
es mZ, pues obviamente f(m) =0y, si f(a) = 0, entonces cada m; divide a a
y, como son primos entre si, esto implica que m | a, luego a € mZ. Por tanto,
el teorema de isomorfia nos da un monomorfismo de Z/mZ en el producto de
anillos, y ahora basta observar que ambos anillos tienen el mismo namero de
elementos, luego una aplicaciéon inyectiva entre ellos tiene que ser biyectiva. =

La demostraciéon anterior es muy simple, porque prueba la inyectividad, que
es trivial, y automéaticamente obtiene la suprayectividad, que es la parte no tri-
vial. Sin embargo, asi no tenemos ninguna informacién sobre cémo encontrar
un entero a que resuelva el sistema de congruencias para unos a; dados. Vamos
a dar una prueba alternativa que sf nos indica cémo obtener antiimagenes expli-
citamente y que ademaés sirve en un contexto mas general (mas general incluso
que [ITAl 4.9]):
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Teorema 3.54 (Teorema chino del resto) Si D esun DIP, my,...,m, son
elementos de D primos entre st dos a dos y m = myq - --my,, se tiene el isomor-
fismo de anillos

D/(m) = D/(my) x -+ x D/(mn)

dado por [a] — ([a],...,a]).

DEMOSTRACION: El mismo argumento del teorema anterior prueba que la
aplicacién indicada es un monomorfismo de anillos. Falta probar que es supra-
yectivo. Llamemos m} = m/m; € D. Es claro que m; y m/ son primos entre si,
luego por la relacion de Bezout existen r;, s; € D tales que m;m; + s;m) = 1. Si
llamamos e; = s;m/, tenemos que

e; =1 (méd my), e; =0 (méd m;), paraj#i.
Ahora, dados ui,...,u, € D, es claro que la clase de a = uje; + -+ + unen,
mo6dulo m es una antiimagen de ([u1],. .., [uy]). "

La hipétesis de que el anillo considerado es DIP la hemos usado al aplicar
la relaciéon de Bezout. Vamos a probar que dicha hipdtesis es necesaria:

Teorema 3.55 Si D es un dominio de factorizacion unica, las afirmaciones
siguientes son equivalentes:

1. D es un dominio de ideales principales.
2. Los ideales primos no triviales de D son maximales.

3. Siay,...,a, son elementos de D primos entre si dos a dosym = ay -+ - ap,
se tiene el isomorfismo de anillos

D/(m) = D/(a1) x --- x D/(an)

dado por [a] — ([a],...,[a]).
4. Siai,...,a, son elementos de D y d es su mdzximo comun divisor, existen
T1,...,Tn € D tales que d = riay + -+ + rpan.

DEMOSTRACION: 1) = 2) es el teorema 3.17.

2) = 3) Es claro que el homomorfismo descrito en el enunciado es un mo-
nomorfismo. El problema es ver que es suprayectivo. Dividimos la prueba en
varios pasos:

i) Si m es primo en D, entonces las unidades de D/(n") son las clases de
los elementos primos con .

Lo probamos por inducciéon sobre r. Para r = 1 es trivial, pues el ideal (7)
es primo, luego por hipotesis es maximal, luego D /() es un cuerpo.

Si vale para r y (a,7) = 1, por hipétesis de induccién existe §, € D de
manera que oy = 1 (méd 77), es decir, afp—1 =7"5. Sea A € Dy £ = o+ An".
Veamos que eligiendo A adecuadamente se cumple que af = 1 (méd 7" 1),
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Tenemos que o —1 = afp—1+arn” = 77 (B+a)), luego af = 1 (méd 7" +1)
siy solo si ad = —f (méd 7). Ahora bien, por el caso r = 1 resulta que « es
una unidad moédulo 7, luego existe un A que cumple la congruencia.

El reciproco es obvio: si a = 1 (méd 77 1) entonces a& + "L = 1, con
lo que claramente 7 t «.

ii) Se cumple 8) bajo la hipdtesis de que a; = 7;*, donde los w; son primos
no asociados dos a dos.

Llamemos m; = m/a;, de modo que m; es primo con a;, luego, por i),
sabemos que m; es una unidad en D/(a;), es decir, que existe un s; € D tal que
e; = s;m; = 1 (mdd a;), y obviamente e; = 0 (mdd a;), para j # i. Entonces,

dados uq,...,u, € D, es claro que u = uye; + - - - + upe, es una antiimagen de
([u],- - ., [un]) por el homomorfismo del enunciado.
Por consiguiente, [u] es una unidad de D/(m) siy solo si ([u], ..., [u]) es una

unidad en el producto, lo que equivale a que [u] sea una unidad en cada cociente
D/(n") y hemos probado que esto equivale a que u sea primo con cada m;, lo
que equivale a que u sea primo con m.

iii) Si m € D no es nulo ni unitario, las unidades de D/(m) son las clases
de los elementos primos con m.

Podemos descomponer m = erj* - - - wi», donde € es una unidad y los m; son
primos no asociados dos a dos. Como (m) = (me~!) y los primos con m son
los mismos que los primos con me~!, podemos suponer que € = 1. Llamamos
a; = m;' y por ii) tenemos el isomorfismo del enunciado.

Por lo tanto, si u € D, la clase [u] es una unidad en D/(m) si y solo si
([u],...,[u]) es una unidad en el producto, lo cual equivale a que cada clase [u]
sea una unidad en D/(a;), y por i) esto equivale a que u sea primo con cada 7,

lo que a su vez equivale a que u sea primo con m.

Por ultimo, usando iii) en lugar de i), la prueba de ii) vale en general,
sin suponer que cada a; es una potencia de primo (notemos que no se pierde
generalidad si suponemos que cada a; no es nulo ni unitario), lo que nos da 3).

3) = 4) Razonamos por induccion sobre n. Consideramos primero el primer
caso no trivial, que es n = 2. Sea a; = dby, as = dbs, de modo que b; y by son
primos entre si. Por 3) existe un u € D tal que w = 1 (mdd by), ©w = 0 (mdd bs).
Explicitamente, u = 1 + byc; = baca, luego

d= d(—blcl + bgCg) = —cja + c2a2,

como habia que probar. Si vale para n, sea d* = med(ay,...,a,), de modo que
d = med(d*, an41). Por hipdtesis de induccion y por el caso n = 2 ya probado,
tenemos que

d* =ria1 + -+ rpan, d=rd" + san41,

de donde d = rria; + - - - Trpay + SAp41-
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4) = 1) Notemos que 4) equivale a que (as,...,a,) = (d). Sea I un ideal
propio de D y tomemos a € I no nulo. Factoricemos o = en{' -+t como
producto de primos, donde € es una unidad y los 7; son no asociados dos a dos.

Definimos e(m) = rnéin ex(6), donde § recorre los elementos no nulos de I y

ex(9) es el exponente de m en 0. Asi, si e(m) > 0 entonces er(a) > e(m) > 0,
luego m = m; para algtn ¢. Equivalentemente, e(m) = 0 para todos los primos
excepto quiza algunos de los ;.

Por la propia definicion de e(w) tenemos que para cada i existe un 3; € I
de modo que e, (B8;) = e(m;). Sea § = 75 ... 72 " Se cumple que T C (5),
pues si 8 € I, entonces e(m;) < er,(B), para todo i, luego ¢ | 5.

Ademas 6 = med(a, B, ..., Bn), pues ciertamente § divide a «, f5i,..., 0,
(porque estan en I) y, si v es un divisor comin de todos ellos, los divisores
primos de v seran algunos de los m; (porque v | @) v ex, () < ex, (Bi) = e(m;),
luego v | 0.

Por 4) tenemos que (0) = (o, f1,...,0,) C I, luego I = (). n

Asi pues, el teorema chino del resto, al igual que la relacion de Bezout o
la maximalidad de los ideales primos son caracteristicas que determinan a los
dominios de ideales principales entre los dominios de factorizacion tnica. Apa-
rentemente, pues, no es posible demostrar el teorema chino del resto en dominios
de factorizacién tnica que no sean DIPs, pero sucede que si reformulamos el teo-
rema en términos de ideales, entonces es valido en cualquier dominio integro:

Teorema 3.56 (Teorema chino del resto) Sea D un dominio integro y
sean ay, ..., 0y, ideales de D tales que a;+a; = D parai # j. Siaq,...,an € D,
existe un x € D tal que x = «; (méd a;) parai=1,...,n.

DEMOSTRACION: Paran = 2 tenemos que a;+as = 1, para ciertos elementos
a; € a;, y basta tomar x = asa; + ajas.
En el caso general, para cada ¢ > 2 elegimos a; € a1, b; € a; tales que
a; +b; = 1. Entonces
n n
1= H(ai—&-bi) € a + Hai:D.

=2 =2

Por el caso ya probado existe un elemento y; € D tal que y; = 1 (méd ay),
y1 = 0 (mdéd a;) para ¢ > 2. Similarmente podemos definir elementos y; € D
que cumplan

y; =1 (méd a;), y; =0 (méd a;) para j #i.

Basta tomar x = a1y1 + - - - + anYn. u






Capitulo IV

Moédulos y espacios
vectoriales

En el apéndice A de [IG] hemos visto que la geometria analitica nos permite
identificar los puntos del plano con los elementos de R?, y en el apéndice A de
[IC] hemos visto que, analogamente, es posible identificar los puntos del espacio
con los elementos de R?. En general, podemos ver a R”™ como un “espacio de n-
dimensiones”. Al interpretar geométricamente R?, R? o, en general, R”, resulta
natural considerar dos operaciones: la suma de vectores, dada por

(xl,---7xn)+(y1,~--,yn) = (.731 +y17’xn+yn)
y el producto por escalares, dado por
a1, ...,xn) = (ax1,...,ax,).

Ambas tienen una interpretacion geométrica natural que estudiaremos con de-
talle en el capitulo III de [G], pero antes vamos a analizar aqui la estructura
algebraica que adquiere R™ con estas operaciones, que resulta ser una de las es-
tructuras algebraicas mas versatiles, que aparece en los contextos matematicos
maés diversos. Se trata de la estructura de “espacio vectorial”, que a su vez es
un caso particular de la estructura de “moédulo”. Estas estructuras aparecen,
por ejemplo, en muchos contextos en los que unos objetos matematicos pueden
determinarse mediante “coordenadas”. Es el caso de los puntos de una recta, de
un plano o del espacio, pero nos encontramos situaciones analogas en la teoria
algebraica de nimeros. Por ejemplo, el teorema [ITAl 8.12] dice que los elemen-
tos de un cuerpo de la forma Q(«), donde « es un ntimero algebraico de grado n,
estan determinados por n coordenadas racionales. En [ITAl 4.3] definimos los
enteros de Gauss, cada uno de los cuales estéd determinado por dos coordenadas
enteras, y en la seccion 17.2 de [ITAl] vimos que todo entero ciclotémico de
orden 5 esta determinado por cuatro coordenadas enteras, etc.

Vamos a ver que la teorfa de médulos permite tratar conceptualmente de
forma unificada todos estos objetos matematicos y muchos més.
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4.1 Mobdulos

Definicion 4.1 Sea A un anillo unitario. Un A-mddulo izquierdo es una terna
(M,+,-) tal que M es un conjunto, + : M x M — M es una operacion
interna en M y - es lo que se llama una operacion externa en M con dominio de
operadores en A, lo que significa simplemente que - : A x M — M. Ademés
se han de cumplir las propiedades siguientes:

1. (r+s)+t=r+(s+t) para todos los r, s, t € M.

r+s=s-+r para todos los r, s € M.

Existe un elemento 0 € M tal que r + 0 = r para todo r € M.
Para todo r € M existe un elemento —r € M tal que r + (—r) = 0.
a(r+s) = ar + as para todo a € A y todos los r, s € M.

(a +b)r = ar + br para todos los a, b € Ay todo r € M.

a(br) = (ab)r para todos los a, b € Ay todo r € M.

® N o ok w D

1r = r para todo r € M.

Observemos que la suma en un médulo ha de cumplir las mismas propiedades
que la suma en un anillo (que afirman que (M, +) es un grupo abeliano, por lo
que las propiedades elementales de la suma en anillos (o en grupos abelianos)
valen para moédulos. Por ejemplo, el elemento 0 que aparece en la propiedad 3
es unico, asi como los elementos simétricos que aparecen en 4.

Un A-modulo derecho se define igualmente cambiando la operacion externa
por otra de la forma - : M x A — M. La unica diferencia significativa es
que la propiedad 7 se convierte en (rb)a = r(ba), que escrito por la izquierda
serfa a(br) = (ba)r (en lugar de a(br) = (ab)r, que es la propiedad de los
modulos izquierdos). Mientras no se indique lo contrario solo consideraremos
modulos izquierdos, aunque todo vale para modulos derechos. Seguiremos el
mismo convenio que con los anillos, segtn el cual las operaciones de un moédulo
se representaran siempre con los mismos signos, aunque sean distintas en cada
caso. También escribiremos M en lugar de (M, +, ).

Veremos que los médulos sobre cuerpos tienen un comportamiento mucho
més simple y regular que sobre anillos arbitrarios, aunque en realidad conviene
notar que la propiedad conmutativa del producto en los cuerpos no es relevante
para ello.

Por eso definimos un anillo de division como un anillo unitario en el que
1 # 0 y donde todo elemento no nulo tiene inverso para el producto. En otras
palabras, es un anillo que cumple todos los axiomas de la definiciéon de cuerpo
salvo quiza la conmutatividad del producto.

Si D es un anillo de division, los D—moédulos se llaman espacios vectoriales,
y en tal caso es costumbre llamar vectores a los elementos del espacio y escalares
a los elementos de D.
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Tenemos disponibles muchos ejemplos de médulos:

1. Un Z-mo6dulo es esencialmente lo mismo que un grupo abeliano, pues todo
grupo abeliano (A, +) se convierte en Z-modulo con el producto usual de
un entero por un elemento del grupo y, reciprocamente, en todo Z-médulo
(A, +,-) el producto es el definido de forma usual a partir de la estructura
de grupo de (A, +).

2. Si A es un anillo unitario, entonces A es un A-modulo con su suma y su
producto.

3. Maés en general, si B es un anillo unitario y A es un subanillo que contenga
a la identidad, entonces B es un A—modulo con la suma de By el producto
restringido a A x B.

Por ejemplo, podemos ver a un anillo de polinomios A[z1,...,x,] como
A-moédulo, o a C como R-espacio vectorial, etc.

4. Maés en general aun, si ¢ : A — B es un homomorfismo de anillos unita-
rios tal que ¢(1) = 1, entonces B es un A—moédulo con la suma en B y el
producto dado por ab = ¢(a)b (el ejemplo anterior seria un caso particular
de éste tomando como homomorfismo la inclusion).

5. Un caso particular de este ejemplo es que si A es un anillo unitario e I es
un ideal de A, entonces el anillo cociente A/ es un A—mo6dulo con su suma
y el producto dado por a[b] = [ab] (basta tomar como ¢ el epimorfismo
canonico).

6. Otro caso particular es que si A es un anillo unitario, entonces A es un Z—
modulo con el producto usual de un entero por un elemento de A (tomando

p(m) = ml).

7. Si M es cualquier A-mo6dulo, también lo es M™ con las operaciones que
hemos descrito en la introduccién a este capitulo para el caso de R™.

8. Si A es cualquier conjunto en el que hay definida una suma que cumpla
las cuatro primeras propiedades de la definicion de médulo (que son las
mismas que aparecen en la definicion de anillo!), entonces A se convierte en
un Z-modulo sin mas que definir el producto - : Z x A — A exactamente
igual que en un anillo (definiciéon 2.14).

Por otra parte, la definicion 2.14 puede extenderse para definir el producto de
ntmeros enteros por elementos de cualquier anillo. Enunciemos a continuacién
las propiedades elementales de los modulos. Todas se demuestran igual que para
anillos.

1Un conjunto dotado de tal suma es lo que se conoce como un grupo abeliano, y lo que
vemos es que un grupo abeliano es esencialmente lo mismo que un Z-moédulo, porque todo
Z-modulo es un grupo abeliano con su suma y todo grupo abeliano se convierte en Z-médulo
con el producto natural.
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Teorema 4.2 Sea A un anillo unitario y M un A-mddulo.
1. Sir+s=r+t entonces s =t para todos losr, s, t € M,
r+r=rsiysilosir=0, para todo r € M,
—(=r) =7 para todo r € M,
—(r+s)=—r—s, para todos losr, s € M,
a0 =0r =0, para todo a € A y todor € M,

n(ar) = (na)r = a(nr), para todon € Z, a € A yr e M,

XN S & L

Si A es un anillo de division, a € A, r € M y ar =0, entonces a =0 o
r=0.

(Por ejemplo, la propiedad 7 se cumple porque si a # 0, entonces existe a1
y por tanto a"tar =a='0 =0, 1r =0, r = 0).

Definiciéon 4.3 Sea A un anillo unitario y M un A-médulo. Diremos que un
mo6dulo N es un submddulo de M si N C M y las operaciones de N son las
mismas que las de M. Cuando M es un espacio vectorial, sus submoédulos se
llaman subespacios vectoriales.

Evidentemente, si un subconjunto de un médulo dado puede ser dotado de
estructura de submodulo, la forma de hacerlo es tnica (pues las operaciones
en N han de ser las restricciones de las de M). Por tanto es indistinto hablar
de submoédulos de M que de subconjuntos que pueden ser estructurados como
submo6dulos. Pero no siempre es posible considerar a un subconjunto como
submoédulo (por ejemplo si no contiene al 0). Las condiciones que se han de
cumplir para ello las da el teorema siguiente:

Teorema 4.4 Sea A un anillo unitario y M un A-mddulo. Un subconjunto
N de M puede ser dotado de estructura de submddulo si y sdlo si cumple las
condiciones siguientes:

1. N#£a,
2. Sir,s € N entoncesr+ s € N,

3. Sia€ Ayre N, entonces ar € N.

DEMOSTRACION: Obviamente si NV es un submodulo ha de cumplir estas
condiciones. Si N cumple estas condiciones entonces por 2) y 3) la suma y el
producto estan definidos en N. Por 1) existe un r € N, por 3) —r = (=1)r € N,
por 2) 0 =7 —r € N. Por tanto N tiene neutro y de nuevo por 3) el simétrico
de cada elemento de N estd en N. El resto de las propiedades exigidas por la
definicion se cumplen por cumplirse en M. L]

Las condiciones 2) y 3) del teorema anterior pueden resumirse en una sola:



4.1. Mobdulos 131

Teorema 4.5 Sea A un anillo unitario y M un A-mddulo. Un subconjunto N
de M puede ser dotado de estructura de submddulo si y sélo si N # & y para
todos los a, b € A y todos los r, s € N se cumple que ar + bs € N.

Definicion 4.6 De los teoremas anteriores se desprende que si A es un anillo
unitario y M es un A-modulo, entonces M y 0 = {0} son submodulos de M,
y se llaman submddulos impropios. Cualquier otro submodulo de M se llama
submddulo propio. El submodulo 0 se llama también submddulo trivial.

Es obvio que la interseccion de una familia de submédulos de M es un sub-
modulo de M. Si X es un subconjunto de M, llamaremos submddulo generado
por X a la intersecciéon de todos los submoédulos de M que contienen a X. Lo
representaremos (X).

Es inmediato a partir de la definicion que si N es un submoédulo de M y
X C N, entonces (X) C N. Igualmente si X C Y C M, entonces se cumple
(X) c (Y). Notemos que (@) = 0. Cuando el conjunto X sea finito, digamos
X ={z1,...,x,}, escribiremos también (X) = (x1,...,2,).

Si M = (X) diremos que el conjunto X es un sistema generador de M.
Diremos que M es finitamente generado si tiene un sistema generador finito. El
modulo M es mondgeno si admite un generador con un solo elemento.

Al considerar a un anillo conmutativo y unitario A como A-modulo los sub-
modulos coinciden con los ideales, de donde se sigue que el submodulo generado
por un subconjunto X coincide con el ideal generado por X, es decir, (X) = (X).

Similarmente, en un Z-modulo los submoédulos coinciden con los subgrupos
abelianos, y el submoédulo generado por un subconjunto es el mismo que el
subgrupo generado.

Es facil reconocer los elementos del submodulo generado por un subconjunto:
Teorema 4.7 Sea A un anillo unitario, M un A-mddulo y X C M. Entonces
(Xy={arr1+---+apr, | n€N,a; € Ajr; € X}.

La prueba es sencilla (es idéntica a la del teorema 3.4): un submoédulo que
contenga a X ha de contener necesariamente al conjunto de la derecha, pero es
facil ver que este subconjunto es de hecho un submoédulo, luego contiene a (X).

Los elementos de la forma airy + - - + a,ry, con los a; € A, se llaman
combinaciones lineales de r1,...,r,. En estos términos, el teorema anterior
afirma que el submodulo generado por un conjunto X es el conjunto de todas
las combinaciones lineales de los elementos de X.

Ejemplos Si A es un anillo unitario, en A™ podemos considerar la base cand-
nica, formada por las n-tuplas e; que tienen todas sus componentes nulas salvo
la i-ésima, que es igual a 1. Por ejemplo, la base canénica de A3 esta formada por
las ternas (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), y es claro que, en general, A™ = (eq,...,e,),
pues claramente

(a1,...,an) = areq + -+ apen.
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Aunque esto lo analizaremos en el capitulo III de [G], sabemos por el apén-
dice A de [IC| que si v € R? no es nulo, el subespacio (v) = {av | a € R} esta
formado por los puntos de la recta que pasa por el punto 0 con vector direc-
tor v, mientras que si v,w € R3 son vectores no nulos con direcciones distintas,
el subespacio (v, w) = {av + pw | a, 8 € R} contiene los puntos del plano que
contiene a las rectas (v) y (w).

Podemos considerar el cuerpo C de los nimeros complejos como un R-espacio
vectorial, y entonces el hecho de que todo ntumero complejo sea de la forma
a + bi, donde a,b son nimeros reales equivale a que C = (1,4), mientras que los
subespacios (1) y (i) son los ejes real e imaginario, respectivamente. Por otro
lado, también podemos considerar a C como C-espacio vectorial, en cuyo caso,
trivialmente C = (1).

En situaciones como ésta en las que puede haber ambigiiedad es costum-
bre explicitar el anillo que estamos tomando como domino de operadores para
distinguir, por ejemplo, el eje real (1)p de (1) = C.

Si comparamos 3.4 con 4.7 vemos que si A es un anillo conmutativo y unitario
y X C A, entonces (X) = (X),, es decir, que el ideal generado por X no es
sino el A-moédulo generado por X.

En [ITAI 12.1] definimos modulos en un cuerpo cuadratico Q(v/d), que no
son sino los Z-submodulos de Q(v/d) que admiten un generador finito. En
los capitulos XII y XIII de [ITAl] trabajamos a menudo con estos modulos, por
ejemplo, el teorema [ITA] 13.8] determina cuéles de ellos son ideales de un orden
cuadratico, y en el ejemplo posterior vimos que, en el anillo Z[\/TE) ]7 tenemos
la igualdad

p=(21+V=5)=(21+V=5), — =(21+V-5),,

donde la tnica desigualdad no trivial es la dltima, que expresa que las combi-
naciones lineales con coeficientes en Z[\/—if) ] de los dos generadores se reducen
en realidad a sus combinaciones lineales con coeficientes en Z. Esto no es cierto
en general, y supone una simplificacion drastica en la descripcion del ideal.

El hecho de que todo entero ciclotémico Z[w] de orden 5 se exprese en la
forma
a3w3 + a2w2 + a1w + ap,

donde los a; son ntimeros enteros, significa que el anillo Z[w] de los enteros ciclo-
tomicos de orden 5 es Z[w] = <1,w,wQ,w3>Z7 mientras que <1,w,w2,w3>Q es el
conjunto de todas las combinaciones lineales de los generadores con coeficientes

en Q, es decir, el cuerpo ciclotémico Q[w].

Un ejemplo de generador infinito lo obtenemos considerando un anillo de
polinomios A[z], donde A es un anillo unitario. Claramente A[x] = (X), donde
X = {a™ | n € N} es el conjunto de las potencias de z. El submodulo <1, x, :c2>
esta formado por los polinomios de grado < 2. L]

Los modulos cociente se definen exactamente igual que los anillos cociente:
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Definicion 4.8 Sea A un anillo unitario, M un A-médulo y N un submodulo
de M. Definimos en M la relaciéon de congruencia médulo N mediante

r=s(méd N)siysolosir—secN.

Es facil probar que se trata de una relacion de equivalencia en M. Llamare-
mos M /N al conjunto cociente. La clase de equivalencia de un elemento r € M
es

[rFl]=r+N={r+s|se N}

La prueba del teorema siguiente es completamente analoga a la de 3.38:

Teorema 4.9 Sea A un anillo unitario, M un A-mddulo y N un submddulo
de M. El conjunto M/N es un A—mddulo con las operaciones dadas por

[r]+[s]=[r+s] y afr]=lar]
Se le llama modulo cociente.

Es facil ver que si I es un ideal de un anillo A, entonces el A-moédulo cociente
A/I es el modulo que resulta de considerar al anillo cociente A/I como A-moédulo
a través del epimorfismo canénico A — A/I.

Definimos los homomorfismos de médulos de forma anéloga a los de anillos.
Su interpretacion es la misma:

Definicion 4.10 Sea A un anillo unitario y M, N dos A-mdédulos. Una apli-
cacion f : M — N es un homomorfismo de maodulos si cumple:

f(r+s) = f(r)+ f(s), para todos los r,s € M,

f(ar) = af(r), para todo a € Ay todo r € M.

Obviamente esto equivale a que f(ar + bs) = af(r) + bf(s), para a,b € A,
r,s € M.

e Un monomorfismo de mddulos es un homomorfismo inyectivo.
e Un epimorfismo de modulos es un homomorfismo suprayectivo.
e Un isomorfismo de modulos es un homomorfismo biyectivo.

e Un endomorfismo de modulos es un homomorfismo de un modulo en si
mismo.

e Un automorfismo de moédulos es un isomorfismo de un médulo en si mismo.

e Los homomorfismos de espacios vectoriales se llaman aplicaciones lineales.
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La composicion de homomorfismos es un homomorfismo, la inversa de un
isomorfismo es un isomorfismo. Dos moédulos M y N son isomorfos (M = N)
si existe un isomorfismo entre ellos.

Si f: M — N es un homomorfismo de modulos, es facil ver que si N’ es
un submodulo de N entonces f~1[N’] es un submoédulo de M y si M’ es un
submodulo de M, entonces f[M’] es un submoédulo de N.

En particular, se define el nicleo de f como N(f) = {r € M | f(r) = 0},
es decir, N(f) = f7'[0], que es un submoédulo de M. La imagen de f es
Im f = f[M]={f(r) | r € M}, que es un submddulo de N.

Si A es un anillo unitario, M es un A-moédulo y N es un submoédulo de M, la
aplicacion f : M — M/N dada por f(r) = [r] es un epimorfismo de modulos
llamado epimorfismo candnico. Se cumple que N(f) = N.

Dado un médulo M y submodulos N € N’ C M es claro que N'/N es un
submoédulo de M/N. Es facil probar que todo submodulo de M/N es de esta
forma.

Los teoremas siguientes son analogos a 3.46 y 3.47, respectivamente:

Teorema 4.11 Un homomorfismo de mddulos es inyectivo si y sdlo si su nicleo
es trivial.

Teorema 4.12 (Teorema de isomorfia) Consideremos un anillo unitario A
y sea f: M — N un homomorfismo de A-mddulos. Entonces la aplicacion

f:M/N(f) — Im f definida por f([r]) = f(r) es un isomorfismo de mddulos.

Ejemplo Consideremos el conjunto ¢ formado por todas las sucesiones conver-
gentes de ntmeros reales, que adquiere estructura de R-espacio vectorial con las
operaciones dadas por

{wntnzo + {yntneo = {ZTn + Un}nios a{wn ol = {az, o,

La aplicacién L : ¢ —> R que a cada sucesion le hace corresponder su limite es
claramente un epimorfismo de espacios vectoriales, cuyo ntucleo es el subespacio
¢o formado por las sucesiones convergentes a 0. El teorema de isomorfia nos da
que ¢/co = R.

Por otra parte, podemos considerar la aplicacién ¢ : R — ¢ que a cada
namero real « le hace corresponder la sucesion constante i(a) = {a}72,. Tam-
bién es claro que ¢ es un monomorfismo de espacios vectoriales, que nos permite
identificar a R con un subespacio vectorial de ¢ (el subespacio de las sucesiones
constantes).

Consideramos ahora la aplicacion 7 : ¢ — ¢o dada por 7(s) = s —i(L(s)),
es decir, la aplicaciéon que a cada sucesion convergente le asigna la sucesion que
resulta de restarle la sucesién constantemente igual a su limite, que obviamente
converge a 0. Se cumple que su nucleo es R (el subespacio de las sucesiones
constantes), pues si 7(s) = 0, entonces s = i(L(s)) € R, y el reciproco es
inmediato. Asf pues, el teorema de isomorfia nos da también que ¢/R 2 ¢.

| |
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4.2 Suma de modulos

Una de las razones por las que es 1til la estructura de moédulo es porque
permite obtener descripciones sencillas de los elementos de un médulo que re-
sultan faciles de manejar. Un primer analisis de la estructura de un moédulo
consiste en descomponerlo en suma de moédulos més simples en el sentido en
que exponemos a continuacién. Antes veamos un par de ejemplos sencillos:

Ejemplo Continuando con el ejemplo precedente, podemos afirmar que
c=cy+R,

donde esto hay que entenderlo como que todo elemento de ¢ es suma de un
elemento de ¢y méas un elemento de R, es decir, que toda sucesiéon convergente
es la suma de una sucesiéon convergente a 0 mas una sucesion constante. m

Ejemplo Sea K un cuerpo (por simplicidad, de caracteristica 0, por ejemplo
R, o cualquier otro). Consideramos el espacio vectorial V = K3. Es facil ver
que

Vi={(z,y,2) eV ]z+y+2z=0}

es un subespacio vectorial de V' (la suma de ternas cuyas componentes suman 0
es una terna de suma 0 y el producto de un escalar por una terna de suma 0
tiene suma 0). Por otro lado, Vo = ((1,1,1)) es por definiciéon un subespacio
vectorial.

Ahora es facil ver que V= V; + V5, donde, como en el ejemplo anterior,
esto significa que todo vector de V' se puede expresar como suma de un vector
de V7 y otro de Va. En efecto, siv = (x,y,2) €V y s =z +y+ z, solo tenemos
que considerar vy = (s/3)(1,1,1) y v1 = v — vg, con lo que v1 € Vi, vy € Vo ¥y
v = v1 + vy. Esto tiene una interpretacion geométrica sencilla:

Si K = R, entonces V; es un plano y V5 una recta perpendicular, y lo que
estamos afirmando es que todo vector del espacio se puede descomponer en suma
de un vector del plano y otro de la recta. m

Estas descomposiciones de un espacio vectorial en suma de dos subespacios
son casos particulares de la definicién siguiente:
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Definicion 4.13 Sea A un anillo conmutativo y unitario y M un A-modulo.
Llamaremos suma de una familia de submo6dulos {N;};cr de M al submddulo

S Ni=(UNi)
i€l i€l
Asi, la suma de una familia de submodulos es el menor submodulo que los
contiene a todos. Por el teorema 4.7, un elemento de este submoédulo es una
combinacion lineal de elementos de algunos de los moédulos N; con coeficientes
en A, pero al multiplicar un elemento de N; por un elemento de A obtenemos
otro elemento de N;, y la suma de dos elementos de un mismo N; esta también

en N;. Por lo tanto un elemento de > N; es de la forma rq + --- + r,,, donde
iel

cada sumando estd en un submoédulo distinto. En particular si la familia es

finita,

N1++Nn:{7"1++7"n|7"ZGNZ}

Ahora bien, en los dos ejemplos que hemos puesto, no solo es cierto que cada
sucesion de ¢ sea suma de dos sucesiones de ¢y y R, o que cada vector de V se
expresa como suma de un vector de V; y otro de V5, sino que en ambos casos
la expresion es tnica. Esto se puede probar directamente sin dificultad, pero es
aun mas inmediato si contamos con la teoria adecuada:

Definicion 4.14 Sea A un anillo unitario y M un A—-mo6dulo. Se dice que una
familia de submodulos {N; }ier es independiente si para cada indice i se cumple

N;n Y N;=0.
J#i

Si {N;}ier es una familia de submodulos independientes, se dice que su suma

es directa 'y en lugar de >  N; se escribe € N;.
i€l iel

Teorema 4.15 Sea A un anillo unitario, M un A-mddulo y Ny,..., N, una
familia de submddulos tales que M = Ny + --- + N,,. Equivalen:

1. M=N1&®---&N,.
2. Simi+---+my, =0 con cada m; € N;, entonces cada m; = 0.
3. Cada elemento m € M se expresa de forma unica como suma
m=mj+- - +mgm
con cada m; € Nj.

DEMOSTRACION: Por simplificar, vamos a probarlo para el caso n = 3. El
caso general es andlogo. De hecho el resultado es cierto incluso con infinitos
sumandos.

1) = 2). Sim; +ma + mg =0 con cada m; € N;, entonces

m1:—m2—m3€N1ﬁ(N2+N3)=0,

y andlogamente se concluye que ms = mg = 0.
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2) = 3). Como M = Nj + N3 + N3, todo elemento de M se descompone en
una suma de la forma mq + mo +mgz, con cada m; € N;. Si un elemento admite
dos descomposiciones

/ / /
mi1 + mo + m3g =my +my + Mg

entonces (mq —mj)+ (me —mb)+ (ms—m4) = 0, luego por 2) podemos concluir
que (my —m}) = (ma2 —mb) = (mg — mj) = 0, luego ambas descomposiciones
son la misma.

3) = 1). Si un elemento my € Ny N (N2 + N3), entonces m; = msa + ms,
m; € N;, o sea, m; + 04 0 = 0 4+ mg 4+ mg, luego por la unicidad, m; = 0, es
decir, Ny N (N3 + N3) es el submoédulo trivial. Igualmente ocurre si permutamos
los indices. [

Nota Hemos enunciado el teorema anterior para sumas finitas porque es el
caso que realmente vamos a necesitar, y el enunciado general para sumas posi-
blemente infinitas oculta parcialmente la idea basica. En general, si M = > N,
iel
que la suma sea directa equivale a que siempre que una suma m;, +---+m;, =0
con my; € Nij y los indices ¢; € I son distintos dos a dos, entonces cada m;; =0
(ésta es la version general de 2), lo cual equivale a su vez a que todo m € M no
nulo se expresa de forma tnica como suma m = m;, +---+m,, con m;; € Ny,
no nulo y los indices i; € I distintos dos a dos (y ésta es la version general
de 3). La prueba del caso general se obtiene modificando ligeramente la que
hemos visto. [

Asi pues, la condicién para que una suma de submoddulos sea directa (con
la consecuente unicidad de los sumandos) la condicién necesaria y suficiente es
que la interseccién de uno de los sumandos con la suma de los demas sea trivial.
En particular, si s6lo hay dos sumandos, la condicién es simplemente que su
interseccién sea trivial, y esto sucede en los dos ejemplos que hemos puesto:

Ejemplos Por una parte, ¢ = ¢g &R, pues ¢g "R = 0, ya que una sucesién que
sea a la vez constante y convergente a 0 tiene que ser necesariamente la sucesiéon
nula.

Por otra parte, V = V; @ Vs, pues V3 N Vy = 0, ya que si un vector tiene
componentes que suman 0 y ademas es de la forma v = a(1,1,1) = (a, o, @),
necesariamente o = 0, y entonces v = 0. (]

En general, si un médulo M se expresa como suma directa de una familia
de n submoddulos, entonces la estructura de médulo de M esta completamente
determinada por las estructuras de los submoédulos, a través del concepto si-
guiente de producto de médulos:

Definicion 4.16 Sea A un anillo unitario y My, ..., M,, una familia de A—
mobdulos. Entonces el producto cartesiano

My x -+ x My, ={(mq,...,my) | m; € M; paracada j =1,...,n}
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es un A-modulo con las operaciones dadas por
(ma,...,mp)+ (my,...,m.) = (mi+m},...,m, +m)),
re(my,...,my) = (rmy,...,rmy).

Esto vale en particular cuando todos los factores son un mismo modulo M,
con lo que tenemos la estructura de A-moédulo sobre el producto M™ que ya
habiamos puesto méas arriba como ejemplo.

Es obvio que la aplicaciéon ¢; : M; — My X --- X M,, que a cada elemento
m € M; le asigna la n—tupla cuya componente i—ésima es m y las restantes
son 0 es un monomorfismo de modulos, por lo que podemos identificar a cada
M; con su imagen, es decir, con el submoédulo de M; x --- x M,, formado por
las n—tuplas que tiene todas sus componentes nulas salvo la i—ésima. La tnica
precaucion es que en principio puede ocurrir que M; = M;, mientras que sus
imégenes respectivas por ¢; y ¢; seran submoédulos de My x --- x M,, distintos
entre si (isomorfos, pero distintos).

También es inmediato que si (mq,...,m,) € My X --- x M, entonces
(my,...,mp) =t1(m1) + - + tn(my),

luego My x -+ x M, = My+---+ M,. Ademas Ms +- - -+ M, esta formado por
las n—tuplas con la primera componente nula, luego M1 N (Ms + -+ M,) = 0.
Lo mismo vale con otros indices, con lo que My X -+ x My, = M1 ® --- & M,.

En resumen, dada una familia de A-modulos, hemos construido un A-
modulo que es suma directa de una familia de submodulos isomorfos a los
dados. Reciprocamente, si un médulo M es suma directa de una familia de
submoédulos M = My & --- & M, entonces M es isomorfo al producto carte-
siano My x --- x M,. El isomorfismo es la aplicacién que a cada elemento de M
le asigna la n—tupla formada por los elementos en los que se descompone segin
el teorema 4.15.

Estos resultados son ciertos en el caso de tener infinitos modulos, pero con
una precaucion:

Si tenemos una familia de A-—moédulos { M}, el producto cartesiano [[ M;
es un A-modulo con las operaciones definidas por =

(@i)ier + Wi)ier = (@i + Yi)ier, 7 (Xi)ier = (7 Ti)ier-

Igualmente, las aplicaciones ¢; : M; — [] M; dadas por

el
. m sij=t,

son monomorfismos de moédulos, pero al identificar cada moédulo M; con su
imagen ya no es cierto que [[ M; = Y M;, sino que
iel i€l

> M, ={fe€ ];[IMZ | {i € I'| f(i) # 0} es finito},

icl
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pues el miembro derecho es claramente un submoédulo del producto cartesiano
que contiene a todos los submodulos M;, luego también a su suma. Esto nos
da la inclusiéon C, y la contraria se sigue inmediatamente de que todo elemento
no nulo del miembro derecho es suma de un nimero finito de elementos de los
submodulos M;:

f=i(F(@) + -+, (fin),
donde {i1,...,in} ={i€I| f(i) #0}.

Pero la suma de los submodulos ¢;[M;] sigue siendo directa (por el mismo
argumento que en el caso finito), por lo que definimos la suma directa externa
de los modulos {M;};e; como

EEBIMZ- ={fe ];[IM | {i € I'| f(i) # 0} es finito}.

De este modo, dada una familia arbitraria de A-modulos, podemos construir
un modulo que se expresa como suma directa de submodulos isomorfos a los
moédulos dados. Pero es importante recordar que esta suma directa externa no
coincide con el producto cartesiano cuando el ntimero de factores es infinito. En
tal caso tenemos dos modulos distintos:

@ M,; C H M;.

il iel
El segundo consta de “tuplas infinitas” arbitrarias, mientras que el primero con-
tiene las que soélo tienen una cantidad finita de componentes no nulas.

Alrededor de las sumas directas y productos hay definidos diversos homo-
morfismos naturales. Todas las propiedades concernientes a ellos se demuestran
facilmente y los dejamos como ejercicios para el lector:

e Las proyecciones: m; : [[ M; — M; dadas por 7;(f) = f(i) son clara-
iel
mente epimorfismos de 1161(’)du10s7 que a su vez se restringen a epimorfismos
I @ Mz — Mz
iel
Cuando el numero de factores es finito, M = My @ - - - @ M,,, las proyec-
ciones vienen dadas, mas explicitamente, por m;(my + -+ my) = m;.

e Si tenemos homomorfismos de modulos f; : M; — N;, podemos definir

un homomorfismo [] f; : [[ M; — [[ N; mediante
i€l el i€l

(r[[fz)((mz)zel) = (fi(mi))ier.

1€

Este se restringe a su vez a un homomorfismo € f; : @ M; — @ N;.
iel i€l i€l

En el caso finito la definicién es

(fl - @fn)(mhamﬂ) = (fl(m1)7,fn(mn))
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e Dados homomorfismos de modulos f; : M; — N, podemos definir otro

homomorfismo > f; : @ M; — N mediante
i€l el

(2 f)(e) = X2 filwi),

icl icl
donde es fundamental que la suma de la derecha tiene un nimero finito
de sumandos no nulos, pues en otro caso no estaria definida.

En el caso finito queda
(St fo)(ma,.omy) = fi(ma) + - 4 fn(ma).

e Dados homomorfismos de moédulos f; : M — N;, podemos definir otro

homomorfismo [] f; : M — [[ N; mediante
iel icl

(IT fi)(m)(@) = fi(m).

i€l
En el caso finito: (f1 x -+ X fr)(m) = (fr(m),..., fn(m)).

Es posible enunciar y demostrar muchas propiedades elementales de estos
homomorfismos. Por ejemplo, si f; : M; — N; son isomorfismos, entonces
[Hfi:T1IM — [Ny D fi: @ M; — @ N; son también isomorfismos.
icl i€l i€l il il il

4.3 Mobdulos libres

Si X es un sistema generador de un moédulo M, eso significa que cada ele-
mento de M se expresa como combinacion lineal de elementos de X. En general
la expresién no tiene por qué ser unica, pero lo cierto es que en muchos casos lo
es. Por ejemplo, tenemos que C = (1,4)p y no solo es cierto que todo nimero
complejo es de la forma z = x + yi, sino que z determina univocamente su parte
real  y su parte imaginaria y. Similarmente, si e, eq, e3 es la base candnica
de R3, entonces R? = (e, e2, e3) y todo vector de R? se expresa de forma tinica
como v = xej + yes + zes.

En cambio, si consideramos el anillo de enteros ciclotémicos de orden 5,
resulta natural considerar el generador Z[w] = (1,w,w? w?, w*),, pero las com-
binaciones lineales de los elementos de este generador no son tnicas, sino que,
por ejemplo,

3wt + w3 + 50w? + 2w + 7 = dw?* + 203 + 6w? + 3w + 8.

Sabemos que para tener la unicidad basta eliminar la ultima potencia, y con-
siderar Z[w] = (1,w,w?,w?),. Tenemos asf dos sistemas generadores de Z[w],
uno que puede parecer mas natural, pero que no garantiza la unicidad de las
combinaciones lineales, y otro que si que la garantiza. Todos estos hechos son
casos particulares de una teorfa algebraica general.
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Definicion 4.17 Sea A un anillo unitario, M un A—mo6dulo y X un subconjunto
de M. Diremos que X es un conjunto libre, o que sus elementos son linealmente

independientes, si para todos los z1, ..., %, € X distintos dos a dos? y todos los
ai,...,a, € A, laigualdad a1x1 +- - -+ a,x, = 0 s6lo se da en el caso trivial en
que a; = --- = a, = 0. En caso contrario se dice que X es un conjunto ligado

0 que sus elementos son linealmente dependientes.

En otras palabras, un conjunto X es libre si la tinica forma de expresar el 0
como combinacién lineal de elementos de X es tomando todos los coeficientes
nulos.

Es claro que un conjunto que contenga a 0 es ligado, pues 1-0 = 0 es una
combinacién lineal no trivial nula.

Un subconjunto X de un A—moédulo M es una base de M si es un generador
libre. Un moédulo es libre si tiene una base.

Notemos que las definiciones implican trivialmente que @ es una base del
modulo nulo.

Por ejemplo, es facil ver que una base de A™ es {ey,...,e,}, donde ¢; € A™

es la n-tupla dada por
o — 1 sii=yj,
Y10 sid#£ g,

que es la que ya habiamos definido como base candnica de A™.

Teorema 4.18 Si A es un anillo unitario, M es un A-mddulo y x1,...,%, €s
un sistema generador de M, entonces x1,...,x, es una base de M si y sdlo
si todo elemento m € M se expresa de forma tnica como combinacion lineal
m=a1x1+ -+ anTy.

DEMOSTRACION: Si se da la unicidad, al aplicarla a m = 0 obtenemos
que 0 se expresa de forma tnica como combinacion lineal de z1,...,z,, lo que
implica que es un sistema libre. Reciprocamente, si el sistema es una base, por
ser un sistema generador, todo elemento m € M es combinacion lineal de sus
elementos, y si tenemos dos expresiones, digamos

m=a1z1 + -+ apTn = b1x1 + - + bpp,

entonces

(a1 — bl)xl + -+ (an - bn)xn =0,
luego, por la independencia lineal, a; — by = --- = a,, — b,, = 0, es decir, ambas
combinaciones lineales tienen los mismos coeficientes. [

2Notemos que los elementos de X con los que formamos la combinacién lineal tienen
que ser distintos dos a dos. De lo contrario, todo conjunto no vacio seria ligado. Podemos
definir también que una n-tupla (z1, ..., 2y) es linealmente independiente si cuando se cumple
a1x14+- - -+anxy = 0 necesariamente a; = - -+ = an = 0, y esto implica que los x; son distintos
dos a dos, pues si x; = x; con i # j, bastaria tomar a; = 1, a;j = —1 y los demas coeficientes
nulos para tener una combinacion lineal no trivial nula.
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Definicion 4.19 Si A es un anillo unitario, M es un A-modulo libre de base
X ={z1,...,z,} ym € M, los coeficientes que cumplen m = a1z +- - -+ any
se llaman coordenadas de m en la base X (esto presupone que hemos fijado una
ordenacion de la base).

Teniendo en cuenta que
(@121 + -+ an®y) + (0121 + -+ + bpy) = (a1 +b1)x1 + -+ + (an + by) 7y,

alarzr + -+ apxy) = aa1zy + - - - + ATy,

es obvio que la aplicacion M — A™ que a cada elemento de M le asigna su
n—tupla de coordenadas es un isomorfismo de modulos, o sea, M = A™.

Teniendo en cuenta que A™ siempre es un A-modulo libre, tenemos probado
el teorema siguiente:

Teorema 4.20 Sea A un anillo unitario y M un A-mddulo. Se cumple que M
tiene una base con n elementos si y sélo si M es isomorfo al A-mddulo A™.

Observemos que si X = {x1,...,2,} es una base de un A-modulo M, en-
tonces
M= (z1) & & (zn),
pues por el teorema 4.7 todo elemento de M es de la forma a1x1 + -+ - + anxn,
es decir, M = (z1) + -+ - + (x,), y por la definicién de conjunto libre se cumple
la condicion 2) del teorema 4.15, luego la suma es directa.

Nota Es facil ver que todo lo anterior vale igualmente para bases infinitas:

Si X es una base de un A-moédulo M, entonces cada elemento m € M se

expresa de forma tnica como suma
m= Y. a,x,
reX

donde todos los a, son nulos salvo a lo sumo una cantidad finita de ellos (en-
tendiendo entonces que la suma en principio infinita es, por definicion, la suma
finita formada por los sumandos no nulos). Alternativamente, todo elemento
m € M no nulo se expresa de forma tnica como combinacién lineal de un niimero
finito de elementos de X con coeficientes no nulos.

A su vez, un A-mo6dulo M tiene una base X si y solo si es isomorfo a la

suma directa M = @ A. La base candnica de la suma directa es la formada
zeX
por los e, dados por

_J1 siy=ux,
e“(y)_{o siy # x.

Ejemplos En estos términos podemos decir que {1,7} es una base de C como
R-espacio vectorial, asf como que {1,w,w? w®} es una base de Z[w] como Z-
modulo, mientras que {1,w,w? w? w*} es un sistema generador, pero no una
base, ya que tenemos una combinacién lineal nula:

l+w+w?+wd+wt=0

con coeficientes no nulos.
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Es facil ver que una base de un anillo de polinomios A[z] como A-modulo es
la formada por todas las potencias de x:

17 Jj’ $27 Jjg? x4’

Es importante senalar que no todos los moédulos son libres, aunque si lo
seran casi todos los que nos van a interesar. Por ejemplo, el anillo Z/nZ es un
Z—mo6dulo no libre, ya que si fuera libre deberia ser isomorfo a una suma directa
de varias veces Z, lo cual es imposible, ya que tales sumas son infinitas y Z/nZ
es finito. m

Las bases son ttiles a la hora de determinar los homomorfismos de un médulo
en otro. Es inmediato que si dos homomorfismos de modulos coinciden sobre
los elementos de un sistema generador, entonces son el mismo homomorfismo.
Sobre las bases se puede decir mas:

Teorema 4.21 Sea A un anillo unitario, M y N dos A-mddulos y X una
base de M. FEntonces cada aplicacion f : X — N se extiende a un unico
homomorfismo f*: M — N.

DEMOSTRACION: Cada elemento no nulo de M se expresa de forma tnica
como combinacion lineal aizq + - - - + a, 2z, de elementos de X con coeficientes
en A no nulos. La unicidad nos permite definir sin ambigiiedad

[Hlarzy + - 4 anzyn) = arf(z1) + - + an f ()

y es facil ver que la aplicacion asi definida (con la condicion adicional f*(0) = 0)
es un homomorfismo. L]

Los resultados que hemos demostrado hasta aqui son poco mas que conse-
cuencias inmediatas de las definiciones. Ahora vamos a demostrar resultados no
triviales, y empezamos estudiando con més detalle los espacios vectoriales, es
decir, los médulos sobre un anillo de divisién D, en los que se cumplen hechos
que, o bien no valen para modulos arbitrarios, o bien las demostraciones son
mas complicadas. El teorema siguiente es un ejemplo del primer caso:

Teorema 4.22 Si V es un D-espacio vectorial, entonces un conjunto X C V
es ligado si y solo si uno de sus elementos es combinacion lineal de los restantes.

DEMOSTRACION: Si z = a1 + -+ + @py, con z; € X \ {z}, entonces
—z+aqx1+- -+, = 0 es una combinacion lineal nula no trivial de elementos
de X, luego X es ligado. Reciprocamente, si X es ligado, existen elementos
r1,...,T, € X distintos dos a dos y escalares ay,...,a, € D no todos nulos
tales que 11 + -+ - + apx, = 0. Renumerando podemos suponer que oy # 0,
y entonces (y aqui usamos que D es un anillo de division)

-1 -1
T = —Qp Qg — +* — 01 Qplp,

luego x1 es combinacién lineal de xo, ..., z,. n
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Nota Esto no es cierto para modulos arbitrarios. Por ejemplo, en Z como
Z-mo6dulo tenemos que X = {2,3} es ligado, ya que 3-24 (—2) -3 = 0, pero no
es cierto que 2 = n3 ni 3 = n2 para ningtn entero n, luego ninguno de los dos
es combinacion lineal del otro. ]

Una consecuencia importante resulta de unir el teorema anterior a un sen-
cillo hecho general: si x es combinacion lineal de los elementos de X, entonces
(X) = (X U{z}). Esto es inmediato, porque X U {z} C (X), y esto implica
(X U{x}) C (X). La otra inclusion es cierta en general.

Teorema 4.23 Si V es un D-espacio vectorial finitamente generado (es decir,
si tiene un generador finito), entonces tiene una base. Mds atin, todo sistema
generador contiene una base.

DEMOSTRACION: Consideremos un generador finito de V', de modo que
V = {v1,...,v,). Sino es libre, por el teorema anterior uno de los generadores
es combinacion lineal de los demas, y por la observacion precedente puede ser
eliminado, con lo que pasamos a tener un sistema generador de V con n — 1
elementos. Tras un nimero finito de pasos tenemos que llegar a un generador
libre (que puede ser @, si V = 0).
Con esto hemos probado que todo generador finito contiene una base. Si X es
un sistema generador arbitrario de V', basta probar que contiene un generador
finito. Ahora bien, si vq,...,v, es un generador finito de V', entonces cada
v; puede expresarse como combinacién lineal de un cierto subconjunto finito
n

X; C X. El conjunto X* = |J X; C X es finito y es un sistema generador
i=1

de V, pues V = (vy,...,v,) C(X*) C V. "

Y ahora podemos probar uno de los resultados fundamentales:

Teorema 4.24 StV es un D-espacio vectorial finitamente generado, entonces
todas las bases de V tienen el mismo cardinal.

DEMOSTRACION: En la prueba del teorema anterior hemos visto que todo
generador contiene una base finita, luego todas las bases de V tienen que ser
finitas (una base no puede estar estrictamente contenida en otra base, ya que en-
tonces la mayor no serfa libre). Sean, pues X = {z1,...,z,}, Y ={y1,...,ym}
dos bases de V. Podemos tomar n < m.

El elemento y; se expresa como combinacion lineal de los elementos de X

Y1 = dlxl ++dnxnu

y como es no nulo, alguno de los coeficientes sera no nulo. Reordenando la base
podemos suponer que d; # 0. Entonces podemos despejar

xy =dyy —dy Ydewy — - — dy M dpy,

luego resulta que z1 € (y1,xa,...2,). Obviamente X C (y1,x2,...2Ty) y asi
(Y1, ..., xn) = V.
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Consecuentemente yo = e1y1+- - -+e, 2, y alguno de los coeficientes distintos
de e; ha de ser no nulo (o si no ya = eyyi, luego e1y1 —y2 = 0, con lo que Y
seria ligado).

Reordenando la base podemos suponer que es # 0 y repitiendo el argumento

anterior concluimos que {(y1,y2,Z3,...,Tn) = V.

De este modo llegamos finalmente a que (yi,...,y,) = V. De aqui se sigue
que m = n, pues en otro caso existiria y,+1 y serfa combinacién lineal de
Y1,---,Yn, con lo que Y seria ligado. m

Antes hemos visto que si en un sistema generador un vector es combinacion
lineal del resto, podemos eliminarlo y seguimos teniendo un sistema generador.
Otro hecho elemental es que si X es un sistema libre y v es un vector que no es
combinacion lineal de elementos de X, entonces X U {v} sigue siendo libre.

En efecto, si fuera ligado, existirfa una combinacién lineal no trivial
oz + -+ oy + fv =0,

donde necesariamente 8 # 0, o de lo contrario X serfa ligado, y esto nos permiti-
ria despejar v (usando que S tiene inverso, de modo que este argumento requiere
que D sea un anillo de divisiéon) para concluir que v si que es combinacion lineal
de elementos de X, en contra de lo supuesto.

De aqui deducimos otra consecuencia importante sobre los espacios vecto-
riales:

Teorema 4.25 Si V es un D-espacio vectorial finitamente generado, entonces
todo conjunto libre X de vectores de V estd contenido en una base.

DEMOSTRACION: Sea wvq,...,v, una base de V. Si X no es generador,
alguno de los v; no es combinacion lineal de los elementos de X, pues si todos
lo fueran tendriamos que V' = (vq,...,v,) C (X) C V. Pongamos que es v;.

Entonces, por la observacion precedente, X U {v;} es libre.

Si XU{wv1 } no es generador, entonces, como antes, algiin v; no es combinacion
lineal de sus elementos (y obviamente no sera vy, luego podemos suponer que
es vg) y por lo tanto XU{wvy, vy} es libre. Tras un nimero finito de pasos tenemos

que llegar a que X U {v1,...,v.} es un generador libre (pues en el peor de los
casos lo sera cuando afiadamos todos los vectores de la base), y asi tenemos una
base que contiene a X. n

Definicién 4.26 Si V' es un espacio vectorial sobre un anillo de divisién D, se
llama dimension de V', y la representaremos por dimp V', al nimero de elementos
de cualquier base de V.

El teorema 4.24 implica que todo espacio vectorial finitamente generado
tiene asociada una dimension, que es un ndmero natural (el espacio vectorial
nulo tiene dimension 0). Por ello, en lugar de hablar de espacios vectoriales
finitamente generados, es mas frecuente referirse a ellos como espacios vectoriales
de dimension finita.
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En la seccién 4.6 recogemos los resultados que prueban que el concepto de
dimension esta bien definido también para espacios no finitamente generados
(que se llaman, consecuentemente, espacios vectoriales de dimension infinita),
pero nunca vamos a necesitar esos resultados.

Que un espacio vectorial V' tenga dimension n significa que, fijada una base,
cada elemento de V estd determinado por n elementos de D. Por ejemplo,
dim Q[w] = 4 porque cada elemento de Qw] esta determinado por cuatro coor-
denadas racionales.

Nos gustaria afirmar lo mismo para Z[w]|, pero primero tenemos que justificar
que también en el caso de un Z-moédulo libre todas las bases tienen el mismo
ntmero de elementos. El teorema siguiente nos lo garantiza:

Teorema 4.27 (AE) Si A es un anillo conmutativo y unitario y M es un
A-mddulo libre finitamente generado, entonces todas las bases de M tienen el
mismo nimero de elementos.

DEMOSTRACION: Sea I un ideal maximal de A (teorema 3.19). Es claro que
IM = {Zaimi | neN,aq; € I,m; EM}
i=1

es un submodulo de M. El A-modulo cociente M/IM se convierte en un A/I-
modulo con el producto dado por [a][m] = [am].
Esta definicion es correcta, pues si [a] = [a] y [m] = [m/], entonces

am —a'm' =am —am’ +am’ —a'm’ =a(m—m') + (a —a')m’' € IM,

puessm—m'€eIMya—ad €l

Como I es un ideal maximal, el anillo cociente A/I es en realidad un cuerpo,
luego M /TM es un espacio vectorial. Ahora basta probar que que toda A-base
de M tiene el mismo cardinal que una A/I-base de M/IM, pues entonces
M/IM sera un espacio vectorial de dimension finita y todas las bases de M
tendran como cardinal la dimensién de M/IM.

En efecto, si X = {x1,...,2,} es una A-base de M, vamos a demostrar que
X* ={[z1],...,[zn]} es una A/I-base de M/IM y que las n clases son distintas
dos a dos, con lo que también tiene n elementos.

n

Todo elemento de M/IM es de la forma [u], con v € M, luego u = > a;z;,

n Jj=1
y entonces [u] = > [a;][z;], lo que prueba que X* genera M/IM.
j=1
n
Supongamos ahora que Y. [a;][z;] = [0] para ciertos elementos a; de Ay
j=1
vamos a probar que [a;] = ---[a,] = 0, lo cual demuestra a la vez que los [z;]

son distintos dos a dos y que son linealmente independientes.

3Notemos que el axioma de eleccién sélo aparece en la prueba al aplicar el teorema 3.19,
luego no es necesario si suponemos que el anillo A es noetheriano.
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n
Tenemos que ) ajx; € IM, luego
j=1
mentos my € M y ciertos by € 1.

n m
ajx; = . bymy, para ciertos ele-
=1 k=1

J

n
Como X es una base de M, cada my, se expresa como my = Y CjxZ;.
j=1
Por lo tanto

n m m n n m
2 ajry = 3 bpmig = 3 bk 3o ¢y = ) (Z bkcjk> ;.
j=1 k=1 k=1 j=1

j=1 \k=1

m
Pero como X es base, aj = > byc;i € I, porque cada by € I, luego a; € I,
k=1

luego [a;] = 0. Con esto tenemos que X* es base de M/IM y tiene el mismo
numero de elementos que X. [

Definicién 4.28 Si M es un moédulo libre sobre un anillo conmutativo y uni-
tario A, llamaremos rango de M (rang M) al namero de elementos de cualquier
base de M.

Por supuesto, el que se use la palabra “rango” al hablar de modulos libres
arbitrarios y de “dimension” al hablar de espacios vectoriales no es mas que una
costumbre arraigada, pero en realidad el concepto es el mismo.

Como en el caso de la dimension, hemos probado que el rango esta defi-
nido para todo A-moédulo libre finitamente generado —con A conmutativo y
unitario—, por lo que es habitual referirse a ellos como A-moédulos libres de
rango finito. No obstante, la prueba del teorema anterior se adapta trivial-
mente al caso de mdédulos no necesariamente finitamente generados usando la
generalizacion 4.56 de 4.24 a espacios vectoriales no necesariamente finitamente
generados.

Ahora ya podemos afirmar que rang Z[w] = 4, y esto significa simplemente
que cada entero ciclotémico estd completamente determinado por 4 ntmeros
enteros.

Observemos que si M y N son A-mddulos libres, entonces
rang(M @ N) = rang M + rang N.

En efecto, si los rangos son finitos tenemos que M = A™ N = A", y entonces
M@N=A™P A" =2 A™t" donde el dltimo isomorfismo es el dado por

((al,...,am),(bl,...,bn))H(al,...,am,bl,...,bn).

El argumento se generaliza facilmente al caso en que alguno de los rangos es
infinito, usando que si I N J = &, entonces

PAePp A P A
iel jeJ i€IuJ

La dimension en espacios vectoriales se comporta mucho mejor que el rango
en modulos libres en general. Veamos primero algunos resultados positivos sobre
espacios vectoriales y después comentaremos la situaciéon general.
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Teorema 4.29 Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre un anillo
de division D y sea W un subespacio de V. Entonces:*

1. dimV =dim W + dim(V/W). En particular dimW < dim V.

2. SidimW =dimV entonces W =V.

DEMOSTRACION: 1) Sea X una base de W. Por el teorema 4.25 sabemos
que X se extiende a una base Y de V. Veamos que si y1,...,y, € Y \ X,
entonces las clases [y1], ..., [yn] son linealmente independientes (y en particular
distintas) en V/W.

En efecto, si a1[y1] + - -+ an[yn] = 0 entonces a1y1 + - - - + anyn € W, luego
se expresa como combinacion lineal de elementos de X, es decir,

a1y + -+ apyn = b1x1 + 0+ b,

y esto nos da dos expresiones distintas de un mismo elemento de V' como com-
binacion lineal de elementos de la base Y, lo cual es imposible salvo que todos
los coeficientes sean nulos.

Por otra parte, todo elemento de V/W es de la forma [v], donde v € V. El
elemento v se expresa como combinacion lineal de elementos de Y, digamos

v=a1yr + -+ an¥n + 0121+ + by,
donde y1,...,yn €Y\ X y 21,...,2,, € X. Por lo tanto
W] =ailys] + -+ anlyn] + br[z1] + -+ bm[zm] = ar[pa] + -+ +anfyn] +0

y esto prueba que {[y] | y € Y \ X} es un generador, luego una base de V/W,
que segun lo visto tiene el mismo cardinal que Y\ X. Asi pues

dimV = [Y| = |X| +|Y — X| = dim W + dim(V/W).

2) Si dim W = dim V = n finito, entonces una base de W (con n elementos)
se ha de extender hasta una base de V, también con n elementos, luego toda
base de W lo es también de V. Esto implica que W = V. n

Un razonamiento similar permite probar el resultado siguiente:

Teorema 4.30 Sean V y W dos subespacios de dimension finita de un espacio
vectorial sobre un anillo de division D. Entonces existen conjuntos X eY tales
que X es base de V', Y es base de W, X NY es base de VNW y X UY es base
de V +W. En particular

dim(V + W) +dim(VNW) = dim V + dim W.

4E] lector familiarizado con la teoria de cardinales infinitos se dara cuenta de que la prueba
de 1) vale igualmente aunque las dimensiones sean infinitas. No puede decirse lo mismo de 2.
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La prueba consiste esencialmente en partir de una base de VNW y extenderla
hasta una base X de V y hasta una base Y de W. En realidad, la prueba vale
también si las dimensiones no son finitas.

En particular la dimensiéon de una suma directa de subespacios es igual a la
suma de las dimensiones de los subespacios.

Como consecuencia inmediata del teorema de isomorfia y del teorema 4.29
se cumple lo siguiente:

Teorema 4.31 Sea f:V — W wuna aplicacion lineal entre espacios vectoria-
les sobre un anillo de division D. Entonces dimV = dim N(f) + dimIm f.

Otra propiedad sencilla en torno a las dimensiones es que si V' es un espacio
vectorial de dimension finita n, entonces todo sistema libre con n elementos es
una base, al igual que todo sistema generador con n elementos. En efecto, todo
sistema libre con n elementos se extiende hasta una base, que ha de tener n
elementos, luego tiene que ser ya una base. Igualmente, todo sistema generador
con n elementos contiene una base con n elementos, luego él mismo es una base.

Casi todos estos resultados son falsos sobre modulos libres cualesquiera, in-
cluso en los casos mas simples. Por ejemplo, 2Z es un submodulo de Z con el
mismo rango finito, pero 2Z # Z (al contrario que 4.29). Por otro lado {2} es
un subconjunto libre de Z que no puede extenderse hasta una base de Z y el
conjunto {2,3} es un generador de Z que no contiene una base. Por otra parte,
no todo cociente de un modulo libre es libre (p.ej. Z/27Z).

4.4 Matrices

Una base finita en un A-modulo libre M no s6lo permite determinar los
elementos de M en términos de una n-tupla de coordenadas en A", sino que
también permite reducir a un nimero finito de coordenadas los homomorfismos
entre M y cualquier otro A-mddulo libre que tenga también una base finita.
Para mostrarlo necesitamos el concepto de matriz:

Definicion 4.32 Sea A un anillo unitario y m, n nameros naturales no nulos.
Una matriz m X n sobre A es una aplicacion B : {1,...,m} x{1,...,n} — A.
Escribiremos b;; en lugar de B(i,j) y también B = (b;;). En la practica escri-
biremos los elementos de una matriz m x n dispuestos en m filas y n columnas
asi:

bir 0 bin

bml T bmn

Llamaremos Mat,, x,(A) al conjunto de todas las matrices m x n sobre A.
Las matrices n x n se llaman matrices cuadradas. Escribiremos Mat,, (A) en
lugar de Mat,,«p, (A4).
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Evidentemente dos matrices B = (b;;) y C' = (c¢;;) son iguales si y solo si
tienen las mismas dimensiones m x n y b;; = ¢;; para todo par de indices ¢, j.

Podemos identificar los elementos de A™ con las matrices 1 X n, es decir,
con las matrices con una sola fila y n columnas. A estas matrices se las llama
matrices fila. Cuando A es un anillo de division se las llama también vectores
fila.

Por analogia, las matrices m x 1, es decir, las matrices que constan de una
sola columna, se llaman matrices columna o vectores columna cuando A es un
anillo de division.

En las matrices fila y columna suprimiremos el indice fijo, es decir, las re-
presentaremos asi:

ax

(a’lv s 70%)7
an

Llamaremos matriz traspuesta de una matriz B € Mat,, x,(A4) a la matriz
Bt € Mat,, x.m(A) que resulta de intercambiar las filas de B por sus columnas,
es decir, la componente (i,5) de B! es la componente (j,4) de B.

De este modo, la traspuesta de una matriz fila es una matriz columna y
viceversa. Claramente B! = B.

Una matriz cuadrada B es simétrica si B = BY, es decir, si b;; = bj; para
todo par de indices i, j.

La fila i-ésima de una matriz B es la matriz fila B; = (b;j1,...,bi). La
columna j-ésima de la matriz B es la matriz columna

BI = :
bimj
luego, en este sentido, una matriz m X n tiene m filas y n columnas.

Llamaremos matriz nula de orden m x n a la matriz m X n que tiene todas
sus componentes iguales a 0.

Llamaremos diagonal principal de una matriz cuadrada B € Mat, (A) a la
n-tupla (b11,...,bnn)-

Una matriz cuadrada es una matriz diagonal si tiene nulas todas sus com-
ponentes que no estan en la diagonal principal.

Una matriz diagonal es una matriz escalar si tiene todas sus componentes
de la diagonal principal iguales entre si.

La matriz identidad de orden n es la matriz escalar n X n cuyas componentes
de la diagonal principal son iguales a 1. La representaremos por I,,. Si definimos
la delta de Kronecker mediante

5ii = 1 sii=j
YTl 0 sii# g

entonces I,, = (d;5).
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Ahora definimos unas operaciones con matrices:

Si B = (b;;) y C = (c;5) son matrices m x n, llamaremos B + C' a la matriz
m x n dada por B + C = (b;; + ¢ij).

Si B = (b;;) es una matriz m x n 'y a € A, llamaremos aB a la matriz m x n
dada por aB = (ab;;).

Con estas operaciones Mat,, x,(A) se convierte en un A-modulo libre de
rango mn. Una base la forman las mn matrices que tienen un 1 en cada una de
las posiciones posibles y las restantes componentes nulas.

La estructura de A-moédulo en los espacios de matrices fila no es sino la
estructura usual en los espacios A™.

Finalmente definimos el siguiente producto de matrices:

Si B € Maty,xn(A) y C € Mat,«(4), la matriz BC € Mat,,x,(A) es la

que tiene en la posicion (7,7) el elemento > bixcy;.
k=1

Es pura rutina comprobar las propiedades siguientes (que se cumplen cuando
las dimensiones de las matrices son las apropiadas):

1. B(CD) = (BC)D.

2. B(C + D) = BC + BD.
3. (B+C)D = BD +CD.
4. BI, =1,B=B.

5. Si A es conmutativo (BC)! = C'B!.

En general, el producto de matrices no es una operacién interna en el con-
junto Mat,,x,(A), pero si lo es en los espacios de matrices cuadradas. Los
espacios Mat,,(A4) son anillos unitarios con la suma y el producto de matrices.
Salvo en casos triviales no son conmutativos. La aplicacién que a cada elemento
a € A le asigna la matriz escalar al,, es un monomorfismo de anillos, con lo que
podemos identificar los elementos de A con las matrices escalares, y asi A es un
subanillo de Mat,,(A). El producto de una matriz por el elemento a coincide
con el producto por la matriz al,.

Vamos a dar una interpretaciéon de todo esto en términos de modulos.

Sea M un A-moédulo libre de rango finito n. Una base ordenada de M es
una n-tupla B = (uq,...,uy) tal que uq,...,u, forman una base de M.

Llamaremos sistema de coordenadas asociado a la base ordenada B a la
aplicacion & : M — A™ que a cada elemento m € M le asigna la n-tupla
(a1y...,ay) tal que m = ajuy + -+ + apu,. A ®p(m) se le llama n-tupla de
coordenadas de m respecto a la base B.
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Sea f: M — N un homomorfismo entre modulos libres de rangos m y n
respectivamente. Sean B = (u1,...,up,) vy B’ = (v1,...,v,) bases ordenadas
de M y N. Entonces, para cada u; existen unos Gnicos elementos a;; € A tales

n
que f(ui) = 3 aijv;.
j=1

Llamaremos matriz asociada a f en las bases B y B’ a ME' (f) = (aij), es
decir, a la matriz que tiene por filas a las coordenadas en la base B’ de las
imagenes de los miembros de la base B.

Teorema 4.33 Sea f : M — N un homomorfismo entre A-mddulos libres
de rangos m y n respectivamente. Sean B y B’ bases ordenadas de M y N.
Entonces MB (f) es la tnica matriz que cumple:

B (f(u) = p(wME (f),
para todo u € M.

DEMOSTRACION: Sean B = (u1,...,up)y B’ = (v1,...,v,), sea MB (f) =
(a;j) y sea ®p(u) = (z1,...,2m). Entonces u=>""", zu; y

n

fu) = f: zif(u;) = 2:31% Z;—;l aijV; = Z (i xiai]) vj,

i=1 j=1
luego

¢Huw»:(§m%0=¢mwM§u»

Si una matriz C cumple @ (f(u)) = ®5(u)C, entonces tomando u = u; la
n-tupla ®p(u) es la que tiene un 1 en el lugar i-ésimo y 0 en los restantes. El
producto ®(u)C no es sino la fila i-ésima de C, luego dicha fila i-ésima esta
formada por las coordenadas ® g/ (f(u;)), al igual que la fila i-ésima de ME'(f).

Por lo tanto C' = ME'(f). .

Definicién 4.34 Si M y N son A-moédulos, llamaremos Homy4 (M, N) al con-
junto de todos los homomorfismos entre M y N. Si ambos son libres de rangos
m y n, fijadas dos bases ordenadas By B’ de M y N respectivamente, tenemos
definida una aplicacién

M : Homa (M, N) — Matyxpn(A),
que claramente es biyectiva.

En efecto, si MB'(f) = ME'(g), entonces por el teorema anterior para todo
elemento u de M, se cumple ®p/ (f(u)) = @ (g(u)), luego ha de ser f(u) =
g(u) y por lo tanto f = g, la aplicacion es inyectiva. Por otra parte, dada una
matriz C' € Mat,,,xn(A), por el teorema 4.21 existe f € Hom4 (M, N) que envia
a cada componente de la base B al elemento de N que en la base B’ tiene por
n-tupla de coordenadas a la correspondiente fila de C, con lo que MB'(f) = C.
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Ejemplo Consideremos la simetria f : R3 — R? respecto del plano de ecua-
cion z +y + z = 0. Hemos visto que R? = V; @ V5, donde V; es el subespacio
formado por los vectores cuyas coordenadas suman 0 (el plano considerado) y
Vo =((1,1,1)). Entonces, la simetria f es la aplicacion que a cada v = vy + va,
con v; € Vi, le asigna el vector f(v) = v; — ve. Equivalentemente, si llamamos
7; : R3 — V; a las dos proyecciones, se cumple que f(v) = 7 (v) — m2(v), y esta
expresion muestra que f es una aplicacion lineal. Vamos a calcular su matriz
respecto de la base canénica de R3.
Para ello descomponemos los vectores de la base canénica:

er = (1,0,0) = (2/3,—1/3,—1/3) + (1/3,1/3,1/3)
ea = (0,1,0) = (—1/3,2/3,—1/3) + (1/3,1/3,1/3)
es = (0,0,1)=(—1/3,-1/3,2/3) + (1/3,1/3,1/3)

y calculamos sus imagenes:

fler) = (2/3,-1/3,-1/3) — (1/3,1/3,1/3) = (1/3,-2/3,-2/3)
flea) = (=1/3,2/3,-1/3) — (1/3,1/3,1/3) = (=2/3,1/3,-2/3)
fles) = (=1/3,-1/3,2/3) = (1/3,1/3,1/3) = (=2/3,-2/3,1/3)

con lo que la matriz buscada es

1/3 —2/3 —2/3
M= —-2/3 1/3 —2/3
—2/3 —2/3 1/3

Teniendo en cuenta que las coordenadas de un vector respecto de la base
candnica son sus componentes, esto nos dice que

1/3 —2/3 —2/3
flz,y,2) = (x,y,2) | —2/3 1/3 —2/3 | =
-2/3 —2/3 1/3

Si A es un anillo conmutativo, el conjunto Hom 4 (M, N) puede ser dotado
de estructura de A-modulo de forma natural:

Definimos f + g como el homomorfismo que sobre cada m € M actta me-
diante (f 4+ g)(m) = f(m) + g(m), y si a € A, entonces af es el homomorfismo
determinado por (af)(m) = a(f(m)) (notemos que si A no es conmutativo af
no tiene por qué ser un homomorfismo).

Es facil comprobar que la aplicacién Mg' es un isomorfismo de modulos, es
decir, que MB (f + g) = ME (f) + MB (g9) y que M5 (af) = aME (f).
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Por ejemplo, si u € M, entonces

|
KA
w
£
=
why
=
+
KA
w
£
=
w
S

Op(u) (ME (f) + ME (9))

= Pp ((f+9)(u),

luego por la unicidad de 4.33, MB'(f + g) = MB'(f) + ME'(g).

Esto explica las definiciones que hemos dado de suma de matrices y producto
de una matriz por un elemento de A: la suma de dos matrices es la operacion
que nos da la matriz asociada al homomorfismo suma de los homomorfismos
asociados a los sumandos, y similarmente con el producto por elementos de A.
Respecto al producto de matrices, su interpretacion es la siguiente:

Teorema 4.35 Sean f : M — N y g : N — R homomorfismos de A-
mddulos libres de rango finito. Sean B, B’ y B” bases ordenadas de M, N y R
respectivamente. Entonces ME™ (f o g) = ME (f)ME, (g).

DEMOSTRACION: Si u € M, entonces

Op(u)ME (f)ME/ (9)

O g (f(u))Mgi/ (g) = P <9(f(“)))
= ®pi((fog)(u),

luego por la unicidad de 4.33, Mg”(f og)= Mgl (f)Mg;/ (9)- "

Definiciéon 4.36 Si M es un A-moddulo, representaremos por End(M) =
Hom 4 (M, M) al conjunto de todos los endomorfismos de M. Es facil ver que
End 4 (M) es un anillo con la suma de homomorfismos que ya tenemos definida
y con la composicién de aplicaciones como producto.

Si M es libre de rango n y B es una base ordenada, el teorema anterior prueba
que la aplicacion ME : Enda(M) — Mat, (A) es un isomorfismo de anillos.
Notemos que la matriz identidad se corresponde con la aplicacion identidad. Se
dice que Mp(f) = ME(f) es la matriz de f en la base B.

El grupo Aut4(M) de las unidades de End (M) esta formado por los au-
tomorfismos de M. Si M es libre de rango finito, la aplicaciéon ME hace co-
rresponder los automorfismos de M con las matrices regulares en el sentido
siguiente:

Definiciéon 4.37 Una matriz C € Mat,(A) es regular si es una unidad del
anillo Mat,,(A), es decir, si existe una matriz C~1 € Mat,,(A) tal que CC~1 =
C~1C = I,,. En tal caso la matriz C~! es tinica y se llama matriz inversa de C.
Una matriz cuadrada que no es regular es una matriz singular.
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Una propiedad elemental es que si A es conmutativo y B es una matriz
regular, entonces la matriz traspuesta B! también es regular y (B*)~! = (B~1).
En efecto, basta observar que (B~!)!B! = (BB~ !)! = I! = I,,, e igualmente en
orden inverso.

El conjunto LG(n, A) de matrices regulares con coeficientes en A es clara-
mente un grupo con el producto de matrices, y recibe el nombre de grupo lineal
general de A. Segun hemos observado, si M es un A-mddulo libre y B es una
base de M, la aplicacion Auts(M) — LG(n, A) dada por f +— Mp(f) es un
isomorfismo de grupos. Un poco més en general:

Teorema 4.38 Si f : M — N es un homomorfismo entre mddulos libres del
mismo rango finito y B, B’ son bases ordenadas de M y N respectivamente,
entonces f es un isomorfismo si y solo si ME (f) es regular y, en tal caso,

ME (f7) =ME' (/)"

DEMOSTRACION: Sea g € Hom 4 (V, M) tal que g = f~! si suponemos que
f es isomorfismo o tal que ME,(g) = ME'(f)~! si suponemos que MB'(f) es
regular.

En cualquier caso se cumple que ME (f)MZE, (g) = ME(fog) = I,, = ME(I)
y ME, (g)ME'(f) = ME/(go f) = I, = ME,(I), de donde se siguen las dos
implicaciones. n

Conviene observar lo siguiente:

Teorema 4.39 El centro del grupo LG(n, A) estd formado por las matrices de
la forma ul,, donde u es una unidad de A.

DEMOSTRACION: El enunciado equivale a probar que si M es un A-modulo
libre de rango n, el centro del grupo Aut (M) esta formado por los automorfis-
mos de la forma f,(m) = um, donde u es una unidad de A, pues éstos son los
automorfismos con matriz de la forma indicada wl,,.

Es inmediato que las matrices de la forma u[,, conmutan con todas las matri-
ces, luego estan en el centro de LG(n, A), y por consiguiente los automorfismos
fu estan en el centro de Aut4(M). Hay que probar el reciproco.

Sea ey, ..., e, una base de M y, fijado ¢ > 1, consideremos el automorfismo
de M dado por

gi(e1) = e1 +ey, gi(ej) =e;, paraj>1.

Si f € Auty (M) esta en el centro del grupo, tiene que cumplir que fog; = g;o f.
Pongamos que f(e1) = aieq + - - + ape,. Entonces

f(gi(er)) = flex +ei) = fler) + flei),
mientras que
gi(fe1)) = gi(arer + -+ anen) = arer + -+ + ane, + are; = fer) + are;.

Por lo tanto, tiene que ser f(e;) = aie;, para todo ¢ > 1. Pero, partiendo de
que f(e,) = aie,, podemos probar que f(e;) = aje; para todo i < n, luego en
particular se cumple que f(e1) = ajeq, y asi f(e;) = aje; para todo i.
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Notemos que el argumento anterior supone que n > 1, pero si n = 1 la
conclusién es trivial. Ahora bien, f~! también tiene que estar en el centro de
Aut(M) (porque el centro de un grupo es un subgrupo), luego tiene que ser
f~(e;) = ve; para todo i, luego e; = f(f~1(e;)) = ajve;, luego ajv = 1, luego
a1 es una unidad de A, luego, llamando u = a1, tenemos que f = f,. ]

En particular, si K es un cuerpo, el centro del grupo LG(n, K) esta formado
por las matrices diagonales al,, donde a € K es no nulo.

Las matrices también proporcionan una forma sencilla de obtener las coorde-
nadas de un elemento de un moédulo libre en una base conocidas sus coordenadas
en otra base:

Definicién 4.40 Si B = (uy,...,u,) y B’ = (v1,...v,) son dos bases ordena-
das de un mismo A-moédulo M, se llama matriz de cambio de base a la matriz
MB = MZE (1), donde I es la identidad en M.

Claramente M2 es regular y (ME)~! = ME,. La fila i-ésima de ME' es
®pi(u;) y para todo m € M se cumple la relacion
Op/(m) = ®p(m)ME
es decir, el producto por Mg/ transforma las coordenadas de m en B en las
coordenadas de m en B’.

Ejemplo Sea K un cuerpo (de caracteristica 0) y consideremos el sistema de
vectores

B =1{(1,-1,0),(1,0,—-1),(1,1,1)} ¢ K3,

Vamos a probar que son un sistema generador de K3. Para ello vemos cémo
expresar los vectores de la base canénica como combinacién lineal de éstos:

(1,0,0) = 2(1,-1,0) + y(1,0,—1) + 2(1,1,1),

lo que equivale al sistema de ecuaciones

rTry+z =
—zx+z = 0
-y+z = 0

del que se desprende que x = y = z y, sustituyendo en la primera ecuacion,
x = 1/3, luego la solucion es

1 1 1
e1 =(1,0,0) = =(1,—-1,0) + =(1,0,—1) + =(1,1,1).
3 3 3
Similarmente obtenemos que

2 1 1
€2 =(0,1,0) = —2(1,=1,0) + 2(1,0,=1) + 2 (1,1,1).

1 2 1
es = (0,0,1) = (1, =1,0) = 2(1,0,~1) + z(1, 1, 1).

3
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Esto implica que
€1,€2,€3 S <B> 9

luego K3 = (e1,e2,e3) C (B) C K3, luego K3 = (B). Por lo tanto, B es un
sistema generador de K2, y por el teorema 4.23 debe contener una base de K3,
pero dim K3 = 3, luego dicha base tiene que ser el propio B. La matriz

/3 1/3 1/3
M= -2/3 1/3 1/3
1/3 —2/3 1/3

tiene por filas las coordenadas de los vectores de la base canoénica en la base B,
luego es la matriz M g,, donde B’ es la base canoénica, es decir, es la matriz que
nos da las coordenadas de un vector en la base B a partir de sus coordenadas
en la base canoénica.

Por ejemplo, el vector v = (1,1,0) tiene coordenadas

/3 1/3 1/3
Tp(v) =(1,1,0) | —2/3 1/3 1/3 | =(-1/3,2/3,2/3).
1/3 —2/3 1/3

Esto significa que

1 2 2
(17 130) = 75(17 7130) + g(lvoa 71) + g(la 1; 1)

4.5 Moébdulos finitamente generados sobre DIPs

Podemos resumir los resultados que hemos demostrado sobre espacios vecto-
riales de dimension finita diciendo que un espacio vectorial de dimensién finita,
sobre un anillo de division D estd completamente determinado por un nimero
natural, su dimensién d, en el sentido de que todos los D—espacios vectoriales
de dimension d son isomorfos a D? y, desde un punto de vista algebraico, como
espacios vectoriales, podemos decir que todos son “el mismo espacio”, aunque
difieran como conjuntos. Podemos expresar esto diciendo que los espacios vecto-
riales de dimension finita quedan completamente “clasificados” por su dimension,
en el sentido de que, conocida la dimensién (y el anillo D), conocido el espacio.

En esta seccién llegaremos a resultados similares para modulos finitamente
generados sobre un dominio de ideales principales D. Sabemos que lo anterior
es cierto igualmente para los D—-modulos libres de rango finito, pero también
sabemos que puede haber D-mo6dulos finitamente generados que no sean libres.

Vamos a probar que también es posible asignar a cada D-mddulo finitamente
generado un nimero finito de “datos” que lo determinaran salvo isomorfismo,
aunque ahora los “datos” no se reduciran a un mero nimero natural, como en el
caso de los espacios vectoriales. El resultado seré una clasificacién completa de
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los D-mo6dulos finitamente generados en el mismo sentido que en el caso de los
espacios vectoriales: cada médulo tendra asignados unos “datos” de modo que,
conocidos los datos, conocido el médulo y, aun sin conocer los datos que determi-
nan a un moédulo dado, podremos enumerar en la préactica todas las posibilidades
que pueden darse, de modo que podamos analizar cada una separadamente si
es necesario sabiendo que con ello cubrimos todos los casos posibles.

El teorema de clasificacion que vamos a probar aqui es un resultado mucho
mas abstracto que cualquier otro que hayamos probado hasta el momento, y
tal vez el lector no esté en condiciones de apreciar el valor de trabajar con
tanta generalidad. Sin embargo, veremos que el nivel de abstracciéon de esta
seccion se traduce en que los resultados que vamos a obtener seran aplicables en
contextos muy diversos, como por ejemplo la clasificacion de los grupos abelianos
finitamente generados o la clasificacion las isometrias de un espacio euclideo.

Nuestro punto de partida sera el teorema siguiente:

Teorema 4.41 (AE) Todo submddulo de un mdédulo libre sobre un dominio de
ideales principales es libre de rango menor o igual que el del mddulo.’

DEMOSTRACION: Sea L un moédulo libre sobre un dominio de ideales prin-
cipales D. Sea B C L una base y consideremos en ella un buen orden <. Para
cada b € B definimos

Ly=(ceB|c<b), Ly={(ceB|c<b).

Cada a € Ly se expresa de forma tinica como a = u+db, conu € L, y d € D.
La aplicacion f, : Ly — D dada por a — d es claramente un homomorfismo
de moédulos.

Tomemos ahora un submédulo M C L y vamos a considerar los homomor-
fismos f restringidos a f, : M N L, — D. Asi, el niicleo de f, es claramente
M N L. La imagen de fp serd un ideal de D. Como D es un dominio de ideales
principales, estara generada por un cierto d, € D. Sea B’ = {b € B | dp # 0} v,
para cada b € B’ elegimos un my, € M N Ly, tal que f,(my) = dp.

El teorema quedara probado si demostramos que C' = {m; | b € B’} es una
base de M (pues, ciertamente, su cardinal es menor o igual® que el de B).

En primer lugar demostramos que C' es linealmente independiente. Suponga-
mos, para ello, que tenemos una combinacioén lineal nula aymy, +- - -+apmy, =0,
donde a; € Dy by < --- < b, son elementos de B. En esta situacién, para cada
i < n, tenemos que my, € M N Ly, C M N Ly, , luego

aimp, + -+ an_1myp, , EMNLy .

5El teorema usa AE tnicamente al suponer que el médulo dado tiene una base que ad-
mite un buen orden, pero esto se cumple trivialmente para médulos de rango numerable (en
particular, finito). En tal caso no es necesario AE.

6En el caso en que la base B sea infinita, el lector debe saber que el cardinal de un
subconjunto es menor o igual que el cardinal del conjunto. Nosotros hemos visto que esto es
asi cuando B es finito o incluso infinito numerable, y nunca vamos a necesitar otros casos. De
hecho, en esta seccion s6lo necesitaremos el caso finito.
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Por lo tanto,

0= f5,(0) = fo,(armp, + -+ an—1mip, ;) + fo, (@anmy,) = andy,,,

y concluimos que a, = 0. Aplicando ahora f;, _, se obtiene que a,—1 = 0, €
igualmente con todos los coeficientes.

Veamos ahora que C' es un sistema generador de M. Por reduccién al ab-
surdo, supongamos que existe un m € M que no puede expresarse como com-
binacién lineal de elementos de C. Entonces m € M N L, para cierto b € B, y
podemos tomar el minimo b tal que existe un m en estas condiciones.

Sib ¢ B’, entonces la imagen de f;, es nula, luego f(m) = 0, lo que significa
que m € M N Ly, pero entonces existird un ¥ < b tal que m € M N Ly,
en contradicciéon con la minimalidad de b. Concluimos, pues, que b € B’ y
entonces f(m) = dd,, para cierto d € D.

Llamemos m’ = m — dmy, € M N Ly,. Claramente fy(m’) = ddy — ddp = 0.
Consecuentemente, m’ € M N Ly, luego, existe un b’ < b tal que m’ € M N Ly
y, por la minimalidad de b, tenemos que m’ es combinacion lineal de elementos
de C', pero entonces m también lo es, y llegamos a una contradiccion. [

Un poco mas en general, todo submoédulo de un médulo finitamente generado
es finitamente generado:

Teorema 4.42 Sea D un dominio de ideales principales y M un D-mddulo con
un generador finito de n elementos. Entonces todo submddulo de M admite un
generador finito con a lo sumo n elementos.

DEMOSTRACION: Sea {1, ...,%,} un generador de M, sea L un D-mo6dulo
libre de rango n y sea {y1,. ..,y una base de L. Entonces por el teorema 4.21
existe un homomorfismo f: L — M tal que f(y;) = z; paracadai=1,...,n.

Como Imf es un submoédulo que contiene a un generador de M, necesaria-
mente ha de ser Imf = M, luego f es suprayectiva.

Ahora, si N es un submodulo de M, se cumple que N = f [f_l[N]], y
por 4.41 tenemos que f~![N] es un submoédulo de L libre y de rango menor
o igual que n. La imagen de una base de f~![N] es claramente un sistema
generador de N. m

Ya hemos sefialado que no todo Z-modulo es libre (por ejemplo, Z/nZ). Sin
embargo, ahora podemos dar una condicién sencilla que determina cuando un
modulo finitamente generado sobre un DIP es libre. Para ello introducimos
algunos conceptos:

Definicion 4.43 Si A es un dominio y M es un A-mddulo, un elemento m € M
es de torsion si existe un @ € A no nulo tal que am = 0. Llamaremos M; al
conjunto de todos los elementos de torsion de M. Es inmediato comprobar que
M; es un submodulo de M, que recibe el nombre de submddulo de torsion de M.
Si M = M; se dice que M es un mddulo de torsion. Si M; = 0 se dice que M es
libre de torsion.

Por ejemplo, Z/nZ es un Z—modulo de torsiéon, pues nxz = 0 para todo
x € Z/nZ.
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En general, si D es un dominio integro y M es un D—modulo libre, entonces
es libre de torsion, pues si m € M es un elemento de torsiéon, podemos expresarlo
como combinacién lineal de los elementos de una base:

m =diby + -+ + dpby,
y entonces, si existe un d € D no nulo tal que dm = 0, tenemos que
0 =dm = ddib; + - - - + dd, by,

luego, por la independencia lineal de la base, dd; = ---dd,, = 0, y como D es
integro, esto implica que d; = --- = d,, = 0, luego m = 0.

En el contexto en el que estamos trabajando, se cumple el reciproco:

Teorema 4.44 Si D es un dominio de ideales principales, entonces un D-
modulo finitamente generado es libre si y solo si es libre de torsion.

DEMOSTRACION: Sea M un D-médulo finitamente generado (que podemos
suponer no nulo). Acabamos de ver que si es libre también es libre de tor-
sién. Ahora supongamos que es libre de torsion. Esto equivale a que cualquier
y € M no nulo es libre. Sea G un sistema generador finito de M y sea y; uno
cualquiera de sus elementos no nulos. En general, podemos ir eligiendo ele-
mentos y1,...,yn € G tales que {y1,...,y,} sea un sistema libre hasta agotar
los elementos de G o bien hasta que cualquier y € G\ {y1,...,yn} haga que
{y1,.-,Yn,y} sea ligado. Pongamos que G = {y1,...,Yn,Yn+1,---Yx}, donde
tal vez k = n y sea L = (y1,...,Yn), que es un D-moddulo libre finitamente
generado.

Si k > n, para cada n < i < k, tenemos una combinacion lineal nula

dlyl + - +dnyn +diyi =0,

donde no todos los coeficientes son nulos, pero, concretamente, tiene que ser
d; # 0, pues de lo contrario {y1,...,y,} seria ligado. Entonces d;y; € L. Sea
d =dpy1---di # 0, de modo que dy; € L para todo ¢ = 1,... k. El hecho
de que G es un generador de M implica claramente que dm € L para todo
m € M. Consideremos ahora la aplicacion f : M — L dada por f(m) = dm.
Claramente es un homomorfismo de moédulos, y es un monomorfismo (tiene
nucleo trivial) porque M es libre de torsion. Por lo tanto M es isomorfo a su
imagen, que es un submoédulo de L, luego es libre por el teorema 4.41. L]

Ejercicio: Probar que Q es un Z-mddulo libre de torsién, pero no libre.

Podemos precisar mas la situacion:

Teorema 4.45 Sea D un dominio de ideales principales y sea M un D-mddulo
finitamente generado. Entonces M /M; es un D—mddulo libre y existe un submd-
dulo libre L de M tal que M = M, @ L. En particular L = M/M;, luego su
rango estd determinado por M.
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DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que M /M, es libre de torsién.
En efecto, si [x] € M/M; es un elemento de torsion, esto significa que existe un
d € D no nulo tal que [dx] = 0, es decir, dz € My, luego existe un d’ € D no
nulo tal que d'dz = 0, luego « € My, luego [x] = 0. También es claro que M /M,
es finitamente generado. Por el teorema anterior tenemos que M /M, es libre.

Sea [m4],...,[my,] una base de M/M; y sea L = (my,...,m,). Se cumple
que mq,...,m, son linealmente independientes, pues si

dlml + -+ dnmn = Oa

entonces di[mq] + -+ + dp[my] = 0, luego dy = --- = d,, = 0, por la indepen-
dencia lineal de las clases [m;].

Por otra parte, M = M; + L, ya que si m € M, entonces existen d; € D
tales que [m] = di[ma] + - + dp[my], luego © = dymy + - - - dpym,, € L cumple
[m] = [z], luego m —x =t € My, luegom =t +x € My + L.

Finalmente, M = M; @ L, pues esto equivale a que M; N L =0 y, en efecto,
si m € My N L, entonces m = dymy + --- + d,m,, para ciertos d; € D, pero
entonces di[mq]+---+dy[my] = [m] =0, luego d; = --- = d,, =0, luego m = 0.

Notemos que la proyeccion M = M;® L — L es un epimorfismo de modulos
con nicleo My, lo que nos da el isomorfismo L = M/M;. [

Definicion 4.46 Si M es un modulo finitamente generado sobre un DIP D,
llamaremos rango de M al rango del modulo libre M /M.

Con esto tenemos ya uno de los “datos” que nos permitiran clasificar los
modulos finitamente generados sobre un DIP. Dos moédulos tienen el mismo
rango si y solo si tienen partes libres isomorfas. Ahora vamos a encontrar otros
“datos” que determinen todas las posibilidades para la parte de torsion.

Si M es un D-moédulo arbitrario y m € M, llamaremos orden de m al
conjunto
o(m)={d € D |dm=0}.

Claramente es un ideal de D, que sera no nulo si y sé6lo si m es un elemento de
torsion. En tal caso, si o(m) = (a), entonces tenemos que a # 0y un d € D
anula a m (es decir, cumple dm = 0) si y s6lo si a | d. Diremos que a es un
periodo de m.

Notemos que los generadores de un ideal principal estdn determinados salvo
unidades, por lo que cada m € M determina sus periodos salvo unidades. En
los casos en que tengamos un criterio para seleccionar un generador de cada
ideal no distinguiremos entre orden y periodos. Por ejemplo, en el caso de un
Z-mo6dulo M podemos considerar que el orden de un elemento de torsiéon m es
su tnico periodo positivo, y es el menor natural a tal que am = 0. Notemos que
se trata del orden de m cuando consideramos a M como grupo abeliano.

Si a € D, definimos Ma] = {m € M | am = 0}, que claramente es un
submoédulo de M.
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Definimos el anulador de M como An(M) = {d € D | M[d] = M}, es decir,
el conjunto de los elementos de D que anulan a todos los elementos de M. Es
claro que también es un ideal de D, y si M es un modulo de torsion finitamente
generado entonces es no nulo, pues basta tomar un generador finito de M y
multiplicar un periodo de cada uno de sus miembros para obtener un elemento
no nulo de An(M).

Si An(M) = (e) se dice que e es un exponente de M. Asi, cada D—moédulo
de torsion tiene un exponente no nulo determinado salvo unidades. En el caso
de Z podemos considerar que el exponente de un Z-médulo de torsiéon es el inico
exponente positivo.

Por ejemplo, un exponente de D/eD es e.

Es claro que el orden de todo elemento de un médulo de torsion finitamente
generado tiene que dividir a su exponente (que es lo que habiamos observado
en el caso de Z/6Z).

Ejemplos Los Z-moé6dulos de torsion mas sencillos que podemos considerar
son los mddulos Z/nZ, pero no son los tnicos, pues, por ejemplo, Z/27 x Z./27
es un Z-moédulo de torsion con cuatro elementos y no es el mismo que (no es
isomorfo a) Z/4Z. Para comprobar que no son isomorfos basta calcular los
ordenes de sus elementos:

123 m | (0,0) (1,0) (0,1) (1,1)
42 4 o| 1 2 2 2

m‘O
0‘1

Si los médulos fueran isomorfos, tendrian que tener los mismos elementos de los
mismos érdenes. L]

Similarmente, podriamos pensar que Z/6Z y Z/27Z x Z/3Z son dos ejemplos
de Z-moédulos con seis elementos no isomorfos entre si, pero no es cierto, pues el
teorema chino del resto 3.53 afirma que son isomorfos. Vamos a demostrar que
los tinicos D-modulos de torsion finitamente generados son, salvo isomorfismo,
las sumas directas de modulos de tipo D/aD, y que son todas distintas entre si
salvo las que resultan isomorfas en virtud del teorema anterior.

Por ejemplo, los tnicos Z-mdédulos con 12 elementos son
7/]47 & 7./3Z, 7)2Z & 7./27 ¢ Z]3Z.

No incluimos Z/12Z porque es isomorfo al primero, ni Z/27Z ® Z/6Z porque
es isomorfo al segundo. Observemos que el primero tiene exponente 12 y el
segundo 6.

En general, el teorema chino del resto implica que, a la hora de cubrir todos
los posibles Z-moédulos de torsion, sélo hemos de considerar sumandos de car-
dinal potencia de primo, pues si n no es potencia de primo, entonces Z/nZ se
descompone en sumandos de tipo Z/(p").
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Ejemplo Dado el Z-m6dulo de torsion
M=Z/6Z®Z/18Z ®Z/10Z & 7/25Z & Z./15Z,
aplicando el teorema anterior vemos que es isomorfo a
M=Z]2LSL/2Z S L/2ZSL/3LSL/3LBL/IZ D L/SL S L/5L S ZL/25Z,

donde simplemente hemos descompuesto el orden de cada sumando en potencias
de primo. A los numeros 2,2,2,3,3,9,5,5,25 los llamaremos divisores elemen-
tales de M, y vamos a demostrar que estan determinados y determinan a M
salvo isomorfismo, en el sentido de que, por una parte, no es posible obtener otra
descomposiciéon de M que dé lugar a un juego distinto de divisores elementales
y, por otra parte, dos Z-modulos de torsion con juegos diferentes de divisores
elementales no pueden ser isomorfos entre si. m

Observemos que, en general, un D-mo6dulo M es isomorfo a un D/(a) siy
solo si M = (x) con o(z) = (a), pues en tal caso la aplicacion D — M dada
por d +— dx es un epimorfismo de modulos de nicleo (a), luego ciertamente
M = D/(a), y el reciproco es inmediato, ya que D/(a) = ([1]) vy o([1]) = (a).

El teorema siguiente muestra que a todo D-médulo de torsion finitamente
generado le podemos asignar unos divisores elementales. Luego probaremos que
son unicos:

Teorema 4.47 Sea D un dominio de ideales principales y M un D-mddulo de
torsion no nulo finitamente generado. Entonces M = {(m1) @ --- ® (m,.), donde
cada m; tiene periodo potencia de primo.

DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que si a,b € D son primos
entre si, entonces M [ab] = Ma] & MIb].

En efecto, por la relacién de Bezout 3.22 podemos expresar ua + vb = 1,
para ciertos u, v € D. Asi, dado m € M[ab], tenemos que m = uam + vbm, con
uam € MI[b] y vbm € M]a], luego M[ab] = M[a] + M[b]. Ademés la suma es
directa, porque si m € M[a] N M [b], entonces m = uam + ubm = 0.

Ahora tomamos un exponente e de M, lo descomponemos en potencias de
primos no asociados dos a dos, e = p7* - - - p& (notemos que no hace falta afiadir
un factor unitario porque podemos eliminarlo y seguimos teniendo un periodo)
y aplicamos lo anterior:

M = Mle) = M[p) @+ ® Mpir].

Ahora basta probar que cada M|[p;’] se descompone en suma directa de
submoédulos mondgenos con generadores de periodo potencia de primo. Alter-
nativamente, podemos suponer que M = M [p€] tiene exponente p¢, donde p € D
es primo. Entonces los periodos de todos los elementos de M son también (salvo
unidades) potencias de p.
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Sea k = D/(p), que es un cuerpo (por 3.17), y observemos que M p] tiene
estructura de k-espacio vectorial (de dimension finita) con el producto dado por
[d)m = dm (el punto relevante es que el producto esté bien definido).

Vamos a probar, por induccién sobre dimg M [p], que
M= (m)&-- & (m),

de modo que cada m; tiene periodo p® con ey > ey > -+ > e,.

Para ello tomamos m; € M tal que su periodo sea p°* con el mayor expo-
nente ey posible. Si M = (m;) tenemos ya la conclusion. En caso contrario
consideramos el cociente M = M/ (m;), que serd no nulo. Como todos los ele-
mentos de M tienen periodo divisor de p°*, tenemos que M = M [p®1]. Ahora
probamos un hecho general:

En toda clase [y] € M podemos elegir un representante [y] = [y] de
modo que [y] ey’ tienen el mismo periodo.

En efecto: Notemos que, en general, el periodo de una clase divide al de
cualquiera de sus representantes. Si el periodo de [y] es p®, entonces p*y € (my),
luego p*y = ptemy, con (p,¢) = 1, paraciertot < ej. Sit = eq, entonces p*y = 0,
luego el periodo de y es p°.

Sit < ey, entonces p‘cm; tiene periodo p ¢, luego y tiene periodo pste1—t,
luego s + e; — t < eq, porque p®' anula a y, luego s < t y concluimos que
y' =y —p'~%cmy cumple [y'] = [y] y que ¥ tiene periodo p®.

A continuacién veamos que dimy M [p] < dimy M|[p).

Para ello tomamos una k-base [z1],...,[zs] de M[p]. Por el resultado que
acabamos de obtener, podemos suponer que cada x; tiene periodo p, es decir, que
r1,...,25 € M[p] y se cumple que p“* = my,x1,...,2, € M[p] son linealmente

independientes sobre k, pues si
[dp®~tmy + [di]zy + - + [dg]zs = 0,

entonces [di][z1] + «- + [ds][xs] = 0, luego [d1] = -+ = [ds] = 0, luego
[d]p®r~1my = 0, luego p® | dp®*~1, luego p | d, luego [d] = 0.

Asi pues, podemos aplicar la hipotesis de induccién, segin la cual
M = {[mo]) @ - @ (m.]),

donde cada [m;] tiene periodo p® con ey > --- > e,.. Segtn hemos visto,
podemos exigir que cada m; tenga también periodo p® y, como e; era el mayor
posible, se cumple que e; > e;. Ahora basta ver que

M= (m1) @--- & (my).

En efecto, es claro que M se descompone en suma de estos submodulos.
Falta ver que la suma es directa, pero es que si

dymy+---+dm, =0,
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entonces en M tenemos que [dama] + - -+ + [d,m,] = 0, luego, al ser la suma
directa, [dams] = -+ = [d.m,| = 0, luego p® | d; (para i > 2), luego d;m; = 0
(porque el periodo de m; es el mismo que el de [m;]), luego dym; = 0. n

Segun la ultima observacion previa al teorema, ahora tenemos probado que
todo D-modulo de torsion finitamente generado es isomorfo a una suma directa
de modulos de tipo D/aD con a potencia de primo.

Ahora falta probar la unicidad, es decir, que si un mismo modulo admite
dos descomposiciones en las condiciones del teorema anterior, aunque los gene-
radores m; puedan ser distintos, el nimero de sumandos y los érdenes de éstos
seran los mismos, lo cual nos permitira hablar de los divisores elementales del
modulo, que no dependeran de la eleccién de la descomposicion elegida para
calcularlos.

Hay otro tipo de descomposiciéon de un moédulo de torsiéon que a menudo es
més conveniente. La ilustramos primero con un ejemplo:

Ejemplo Consideremos de nuevo el Z-moédulo de torsion de divisores elemen-
tales 2,2,2,3,3,9,5,5,25, es decir,

M = (m1) & (m2) © (m3) S (ma) ® (m5) & (me) & (m7) © (Ms) S (o),

donde los o6rdenes de los m; son los indicados (2,2,2,3,...). Tomemos los ge-
neradores cuyos 6rdenes son las mayores potencias de cada primo, en este caso
o(ms) =2, o(mg) =9, o(myg) = 25, y entonces el teorema 3.53 nos da que

(ms) & (me) ® (mg) = (M),

con o(mf) =2-9-25 = 450.

De los sumandos restantes, tomamos los que corresponden a divisores ele-
mentales con las mayores potencias de primos, en este caso o(msg) = 2, o(ms) =
3, o(mg) = 5, y observamos que

(ma) @ (ms) © (mg) = (my),

con o(mj) = 30. Ahora nos quedan o(mq) = 2, o(m4) = 3, o(m7) = 5, con lo
que podemos agrupar (mi) @ (my4) & (my) = (m}), con o(m}) = 30. En total

M = (m}) ® (mb) ® (mj),

donde los tres generadores tienen érdenes 30, 30,450. Observemos que hemos
empezado a numerar los generadores por el mj porque el namero de generadores
que obtenemos mediante esta agrupacion es igual al méximo ntimero de divisores
elementales con la misma base.

Estos 6rdenes, caracterizados por que cada uno divide al siguiente, se llaman
factores invariantes de M, y vamos a ver que sucede lo mismo que con los
divisores elementales, es decir, que, por una parte, no es posible obtener dos
descomposiciones distintas de M que lleven a dos juegos distintos de factores
invariantes y, por otra parte, que dos médulos de torsiéon con factores invariantes
distintos no pueden ser isomorfos. [
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Teorema 4.48 Sea D un dominio de ideales principales y M un D-mddulo
finitamente generado de torsion.

1. Existen elementos x1,...,x, € M tales que My = (x1) -+ D (x,) y para
cada i =1,...,n, o(x;) = (p;*), donde p; es un primo de D y e; es un
nimero natural no nulo.

2. Existen elementos y1,...,Ym € M tales que My = (y1) ® -+ ® (Ym), y st
o(y:) = (f:), entonces para cada i =1,...,m, se cumple que f; no es cero
ni unidad y si i < m, entonces f; | fiy1.

3. Los nimeros n y m, los ideales (p;*) para i = 1,...,n y los ideales (f;)
para i = 1,...,m estdn determinados por M, es decir, cualquier descom-
posicion de M en la forma indicada en 1) o en 2) da lugar a los mismos
n, m, etc. Los elementos p;' se llaman divisores elementales de M, los
elementos f; se llaman factores invariantes de M .

DEMOSTRACION: Tenemos probado 1), mientras que 2) es una consecuencia
inmediata: Dada una descomposicién de tipo 1), multiplicamos todos los primos
que aparecen como base de divisores elementales elevados al mayor exponente
posible, con lo que obtenemos el tdltimo factor invariante f,, (donde m es el
mayor namero de divisores elementales con la misma base) y el teorema 3.54 nos
da que las sumas de los generadores correspondientes a los divisores elementales
que hemos tomado es un y,, de periodo f,,. Luego formamos el factor invariante
fm—1 repitiendo el proceso con los divisores elementales que quedan, y seguimos
asi hasta que se acaben los divisores elementales.

En cuanto a 3), basta probar la unicidad de los factores invariantes, pues es
claro que si existieran dos descomposiciones distintas en divisores elementales,
a partir de ellas podriamos obtener dos descomposiciones distintas en factores
invariantes por el procedimiento que acabamos de describir. Descomponemos
la prueba en varios pasos:

a) Sea My = (y1) ® - - - ® (y,) una descomposicion tipo 2) y sea p un primo
de D. Llamando M; = (y;), es claro que M[p] = M;[p| & --- & My, [p], vy que
esto es cierto también si consideramos a todos los modulos como D/(p)-espacios
vectoriales.

b) Se cumple que dim M;[p] = { 0 sipth
1 sip| fi

En efecto, si p 1 f;, entonces un r € M;[p| es de la forma r = uy; para un
uw € Dypr=0,luego puy; =0y fi| pu, luego f; | u, y asi r = uy; = 0, o
sea, M;[p] = 0. Si f; = pv, para un v € D, entonces razonando igual que antes
concluimos que f; | pu, luego v | u, digamos u = tv, con lo que r = tvy;, y por
lo tanto M;[p] = (vy;) (es claro que vy; € M;[p] y que es no nulo).

¢) Por lo tanto la dimension de M [p] es igual al namero de factores invariantes
divisibles entre p.

d) Si tenemos dos descomposiciones tipo 2), una en m sumandos y otra en
m’ sumandos, tomamos un primo que divida al primer factor invariante de la
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primera descomposicion (y que por lo tanto divide a los m factores invariantes).
La definicion de M[p] no depende de la descomposicion de tipo 2) escogida y
su dimension como D/(p)-espacio vectorial es, por una parte, igual al namero
de factores invariantes de la primera descomposicion divisibles entre p (o sea,
= m) y, por otra parte, es el ntmero de factores invariantes de la segunda
descomposicion divisibles entre p (es decir, < m’). Esto prueba que m < m/, e
igualmente se prueba m’ < m, luego tenemos que dos descomposiciones tipo 2)
han de tener el mismo numero de sumandos. Asi pues, el numero de factores
invariantes es invariante.

Maéas aun, hemos probado que todo primo que divide al primer factor in-
variante de una descomposiciéon divide al primer factor invariante de cualquier
otra descomposicion.

e) En una descomposicion de tipo 2), el altimo factor invariante f,, es mul-
tiplo de todos los anteriores, luego anula a todos los generadores de M;, y por
lo tanto a todos los elementos de My, luego es un exponente de M; (en prin-
cipio, hemos probado que es un miltiplo de cualquier exponente de M;, pero
cualquier exponente anula a y,,, luego es miiltiplo de f,, y concluimos que es
asociado a fy,). Puesto que M; determina sus exponentes, concluimos que dos
descomposiciones tipo 2) deben tener igual (salvo unidades) el tltimo factor
invariante.

f) Vamos a probar la unicidad de los factores invariantes por induccion sobre
el nimero de factores primos en que se descompone el taltimo factor invariante
de M (que ya sabemos que es invariante). Sean dos descomposiciones tipo 2:

My=y)® D Ym) y Mi=(21)D - S(2m),

la primera con factores invariantes fi,..., fin v la segunda con factores inva-
riantes g1, ..., gm. Ya sabemos que (f) = (gm)-

Si f,, se descompone en un solo primo, entonces f,, es primo, y como los
restantes factores invariantes son divisores suyos, son todos salvo unidades ese
mismo primo, es decir, todos los f; y los g; son iguales, luego tenemos la unicidad.

Supongamos que la unicidad se cumple para modulos cuyo ultimo factor
invariante se descomponga en n factores primos y que f,, se descompone en
n+ 1 primos. En d) hemos probado que f; y g1 son divisibles entre los mismos
primos. Sea p un primo que divida a ambos (luego divide a todos los f; y a
todos los g;).

Sea pM; = {pr | r € M;}. Es claro que pM; es un submodulo de M; y
ademaés

PM; = (py1) © -+ © (pym) = (p21) © -+ @ (P2m) -
También es obvio que o(py;) = (fi/p) y o(pzi) = (9:/p)-

Puede ocurrir que los primeros f; sean iguales a p, con lo que los primeros su-
mandos de estas descomposiciones serian nulos. Si en ambas descomposiciones
eliminamos los primeros sumandos si son nulos, obtenemos dos descomposicio-
nes tipo 2) del médulo pM;, donde el tltimo factor invariante es f,,/p, luego
podemos aplicar la hipétesis de induccién y concluir que el niimero de suman-
dos nulos es igual para las dos descomposiciones, y que las restantes tienen los
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mismos factores invariantes (salvo unidades), es decir, el numero de f;’s iguales
a p es el mismo que el de g;’s, y para los restantes, (f;/p) = (g;/p). Esto implica
la igualdad de los (f;)’s y los (g;)’s. n

En resumen, tenemos la clasificaciéon siguiente de los modulos finitamente
generados sobre un dominio de ideales principales:

Teorema 4.49 Sea D un DIP y M, N dos D-mddulos finitamente generados.
Entonces M = N si y sélo st M y N tienen el mismo rango y los mismos
factores invariantes (o el mismo rango y los mismos divisores elementales).

DEMOSTRACION: Una implicaciéon es obvia. Supongamos que M y N tie-
nen el mismo rango y los mismos factores invariantes o divisores elementales.
Entonces existen descomposiciones

M=M&x)d - ®@&m) N=No&y)® & (yn),

donde M’ y N’ son modulos libres del mismo rango y o(z;) = o(y;) para cada
1=1,...,m.

Pero ya hemos observado que (z;) = D/o(x;) = D/o(y;) = (y;), y por otra
parte M’ = N’ porque son dos modulos libres del mismo rango. A partir de
un isomorfismo entre cada sumando directo podemos construir un isomorfismo
entre las dos sumas, es decir, M = N. L]

Es inmediato (y ya lo hemos usado en la demostracion de 4.48) que el ultimo
factor invariante de un moédulo de torsion finitamente generado sobre un DIP es
precisamente el exponente del moédulo. Esto es un hecho no trivial que resulta
atil en algunas ocasiones: el exponente de un moédulo de torsion finitamente
generado (que en principio es el minimo comin multiplo de los 6rdenes de sus
elementos) es siempre el orden de uno de sus elementos. Para el caso de grupos
abelianos esto es [ITAl 3.28], y de aqui podemos deducir [ITAl 3.29], que ahora
enunciamos en una versiéon un poco més general:

Teorema 4.50 Todo subgrupo finito del grupo de unidades de un dominio in-
tegro es ciclico.

DEMOSTRACION: Sea D un dominio integro y sea K su cuerpo de cocientes.
Entonces U(D) < K*, luego basta probar que todo subgrupo finito del grupo
multiplicativo de un cuerpo es ciclico. Sea, pues, G < K* finito. Entonces G es
un grupo abeliano finito, luego podemos considerar su ultimo factor invariante
m, que, segin acabamos de senalar, es el orden de un elemento de GG. Conside-
ramos ahora el polinomio 2™ — 1 € K|[z]. El hecho de que m sea el exponente
de G se traduce en que todos los elementos de G son raices de este polinomio,
pero el nimero de raices de un polinomio en un cuerpo no puede exceder a su
grado, luego |G| < m. Como G tiene un elemento de orden m, tiene que ser
|G| =m, y G es ciclico. "

Observemos que, por 4.20, un Z-mddulo libre de rango finito 7 no es mas
que un producto de Z-moédulos isomorfos a Z, es decir, un producto directo de
un namero finito de grupos ciclicos infinitos, por lo que los teoremas 4.45 y 4.48
nos dan en particular el resultado siguiente:
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Teorema 4.51 Todo grupo abeliano finitamente generado (en particular todo
grupo abeliano finito) es producto directo de un nimero finito de grupos ciclicos.

Mas atn, hemos probado que el nimero de factores infinitos estd univo-
camente determinado por el grupo (es su rango) y los factores finitos pueden
elegirse de ordenes potencia de primo (y son los divisores elementales del grupo)
o bien de modo que cada orden divida al siguiente (y entonces dichos 6rdenes
son sus factores invariantes), y el rango, junto con los factores invariantes o con
los divisores elementales, determinan el grupo salvo isomorfismo.

Otra consecuencia inmediata es la siguiente:

Teorema 4.52 Un grupo abeliano finito tiene subgrupos de todos los ordenes
que dividen al orden del grupo.

DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que todo grupo ciclico finito tiene
subgrupos de todos los 6rdenes que dividen al orden del grupo [TG 1.16]. Asi,
si G = Gy X --- X G, es un producto de grupos ciclicos, tomando subgrupos
H; < G; de o6rdenes adecuados y formando productos H = Hy; x --- x H,
podemos obtener subgrupos de cualquier orden que divida al orden de G. =

Terminamos esta secciéon con un hecho que necesitaremos més adelante:

Teorema 4.53 Sea D un DIP, sea L un D-mddulo libre de rango finito” y
sea M un submddulo de L no nulo y finitamente generado. FEntonces existe
una base B de L, existen elementos e1,...,em € B y fi1,...,fm € D tales
que fie1,..., fmem forman una base de M y para cada i < m se cumple que
fi'| fix1. Ademds, los ideales (f;) estdn univocamente determinados por L y M.

DEMOSTRACION: Vamos a probar la existencia por induccién sobre el rango
de M (que es también un modulo libre por el teorema 4.41). Observemos que
si B = {z1,...,2,} es una base de L, las aplicaciones 7% : L — D que a
cada x € L le asignan respectivamente su coordenada i-ésima en la base B son
homomorfismos de médulos y, como M # 0, los moédulos 74 [M] no pueden ser
todos nulos.

En general, para cada homomorfismo h : L — D, tenemos que h[M] es un
ideal de D y, como D es noetheriano, toda familia no vacia de ideales tiene un
elemento maximal, es decir, podemos encontrar un homomorfismo %, tal que el
ideal hi[M] = (f1) no esté contenido estrictamente en ningun otro ideal de esta
forma. En particular f; # 0, pues los 7% [M] no son todos nulos.

Sea y1 € M tal que hi(y1) = fi. Entonces, si h : L — D es cualquier
homomorfismo, se tiene que cumplir que h(y;1) € (f1), pues en caso contrario
(f1) € (R(y1)) + (f1) = (d), para cierto d € D, y podemos tomar u,v € D tales
que uh(y1) + vhi(y1) = d, luego h' = uh + vhy : L — D es un homomorfismo
tal que h'(y1) = d, luego (f1) & (d) C B'[M].

7Si el rango de L no es finito podemos tomar un subconjunto finito de una base de L
que permita expresar como combinaciones lineales a todos los generadores de M, y podemos
sustituir L por el submoédulo generado por dicho conjunto finito, que sera un D-moddulo libre
de rango finito, por lo que el teorema vale igualmente, pero en este paso se usa AE.



170 Capitulo 4. Modulos y espacios vectoriales

En particular, esto implica que si B es cualquier base de L, las coordenadas
de y; en la base B tienen que ser divisibles entre f1, luego ¥ es divisible entre f;.
Pongamos que y; = fie1, para cierto e; € L.

Veamos ahora que L = (e1) ® N(h1). En efecto, tenemos que hi(e1) = 1,
luego todo z € L se descompone como x = hy(x)e; + (2 — hi(x)er) y el segundo
sumando esté en el nicleo N(hy). Ademés la suma es directa, porque si tomamos
dey € {e1) NN(hy) al aplicar hy sale d = 0, luego de; = 0.

Si M = (fie1) ya se cumplen las condiciones del enunciado. En caso con-
trario consideramos L; = N(h1) y My = M N Ly, y es claro entonces que
M = (y1) ® My, pues todo z € M es de la forma x = hy(x)e; +a, cona € Ly y
hi(z) =df1, con d € D, luego = dy1 + a, con a = x — dy; € M;.

Por lo tanto, M; # 0 es libre de rango una unidad menos que M. Por
hipoétesis de induccion existe una base By de Lq, existen eg,...,e, € By y
existen fo,..., fm € D tales que fsea, ..., fmeém son una base de M1y f; | fit1-
Es claro entonces que B = {e;} U By es una base de L y que fieq, ..., fmem €s
una base de M.

Ademas, si h =t +7% : L — D, tenemos que h(fie1) = f1, h(fae2) = fa,
luego hi[M] = (f1) C (f1) + (f2) C h[M]. Como la inclusién no puede ser
estricta, tiene que ser fi | fo.

Veamos ahora la unicidad de los (f;). Notemos que, a diferencia de lo que
sucede en el teorema 4.48, los f; pueden ser unidades de D (y entonces podemos

tomarlos iguales a 1). Pongamos que f; = --- = f,. = 1, que fr11,..., fm DO
son unidades y que B = {ey,...,e,}, con m < n. Entonces
L:<€1,...,€n>, M:<f1617~”7 mem>7

de donde se sigue que

L/M = ({ery1) [ (fre16r41)) D @ ((em) / (fmem)) © (€ms1) © - D (en) .

El altimo bloque de sumandos forma un D—médulo libre de rango n — m, mien-
tras que los primeros forman el médulo de torsiéon del cociente, y como es claro
que o(€;) = (f;), resulta que los factores invariantes de L/M son precisamente
fra1,--+y fm. Asi pues, tenemos que m es el rango de M, luego esta univo-
camente determinado, los f; no unitarios son los factores invariantes de L/M,
luego los ideales que generan estdn univocamente determinados, y el ntimero
de f;’s unitarios es exactamente m menos el namero de f;’s no unitarios, luego
todos los (f;) estan univocamente determinados. "

4.6 Apéndice: Espacios vectoriales de dimensiéon
infinita
Recogemos aqui las pruebas de existencia y equicardinalidad de bases para

espacios vectoriales no finitamente generados. Todas ellas usan de forma esencial
el axioma de eleccion. En primer lugar probamos la existencia de bases:
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Teorema 4.54 (AE) SiV es un D-espacio vectorial, entonces V' es libre. Mds
aun, todo subconjunto libre de V' estd contenido en una base.

DEMOSTRACION: La familia de los subconjuntos libres de V' que contienen a
uno dado (y siempre podemos tomar como conjunto libre dado el conjunto vacio)
esta parcialmente ordenada por la inclusién y cumple claramente las hipotesis
del lema de Zorn. Por lo tanto todo subconjunto libre de un espacio vectorial
esta contenido en uno maximal para la inclusion.

En realidad, la prueba vale hasta aqui para médulos cualesquiera, pero ahora
observamos que todo subconjunto libre X de un D-espacio vectorial maximal
para la inclusion es generador y, por lo tanto, base. En efecto, si no es generador,
existe un v € V que no es combinacion lineal de elementos de X, y por la
observacion previa al teorema 4.25 concluimos que X U{v} es libre y contradice
la maximalidad de X. [

También es cierto en general que todo generador contiene una base:

Teorema 4.55 (AE) Si V es un D-espacio vectorial, todo generador de V
contiene una base.

DEMOSTRACION: Sea X un generador de V. El lema de Zorn nos garantiza
la existencia de un conjunto libre B C X maximal respecto a la inclusion (es
decir, tal que no esta estrictamente contenido en ningiin otro subconjunto libre
de X). Se cumple que X C (B), pues si existiera un elemento x € X \ (B),
entonces tenemos que B U {z} es libre y esta contenido en X, en contradiccion
con la maximalidad de B.

Por lo tanto V = (X)) C (B), es decir, V = (B), y asi el conjunto B es una
base de V' contenida en X. m

Ahora podemos demostrar que todas las bases de un espacio vectorial tienen
el mismo cardinal:

Teorema 4.56 (AE) Si X eY son dos bases de un mismo D-espacio vectorial,
entonces existe una biyeccion X — Y.

DEMOSTRACION: Sea V un espacio vectorial con bases X e Y. Como ya
hemos probado el teorema 4.24, podemos suponer que V mno es finitamente
generado, con lo que las dos bases son infinitas.

Cada x € X puede expresarse como combinacion lineal de un conjunto fi-

nito Y, C Y. Si llamamos Yy = |J Y., tenemos que todo elemento de X es
zeX
combinacion lineal de elementos de Yy, luego X C (Yp), luego V = (X)) C (Yp).

Esto implica que Y = Y}, pues un elemento de Y \ Yj podria expresarse como
combinacioén lineal de elementos de Yy, y entonces Y no seria libre.

Fijando una enumeracion de cada conjunto Y, podemos definir una aplica-
cion inyectiva Y — X X N (a cada y € Y le asignamos un par (z,%), donde
y es el i-ésimo elemento de Y, ). El teorema B.11 nos da entonces una apli-
cacion inyectiva Y — X. Similarmente obtenemos una aplicacion inyectiva
X — Y, luego el teorema de Cantor-Bernstein implica que existe la biyeccion
del enunciado. -
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Admitiendo, tal y como indicamos en el apéndice B, que es posible definir el
cardinal de un conjunto arbitrario de modo que dos conjuntos tienen el mismo
cardinal si y s6lo si son biyectables, ahora es claro que la definiciéon de la dimen-
sion 4.26 es valida para todo espacio vectorial, si bien nosotros sélo la usaremos
en el caso de espacios de dimensién finita.

Igualmente, el lector familiarizado con la teoria de cardinales infinitos con-
cluird ahora que la prueba del teorema 4.27 es valida para moédulos no necesa-
riamente finitamente generados, por lo que la definicion del rango 4.28 libre vale
para todo moédulo libre sobre un anillo conmutativo y unitario.



Capitulo V

Extensiones de cuerpos

En [ITA]] estudiamos a fondo los cuerpos cuadraticos, de la forma Q[\/& 1,
y vimos que algunos problemas aritméticos llevan a considerar otros cuerpos de
nimeros algebraicos mas complejos, como los cuerpos ciclotomicos Q[w]. En
este capitulo desarrollaremos una teoria general sobre cuerpos de ntimeros alge-
braicos, para lo cual es esencial el aparato algebraico que proporcionan la teoria
de espacios vectoriales y la teoria de grupos, sin los cuales dificilmente podiamos
ir méas alla de estudiar los ejemplos sencillos que consideramos en [ITAl].

5.1 Extensiones algebraicas

He aqui las definiciones basicas de la teoria de extensiones de cuerpos:

Definicién 5.1 Diremos que K/k es una extension de cuerpos (o simplemente
una extension) si K es un cuerpo y k es un subcuerpo de K. El cuerpo k se
llama cuerpo base de la extension.

Sia € K, se dice que a es algebraico sobre k si existe un polinomio p(x) € k[z]
no nulo tal que p(a) = 0. En caso contrario se dice que es trascendente sobre k.

La extension K/k es algebraica si todos los elementos de K son algebraicos
sobre k. En caso contrario se dice que es trascendente.

Ejemplos

e Todo elemento a del cuerpo base es algebraico, pues es raiz del polinomio
x —a € klz].

e Los ntmeros reales v/2, ¥/5 son algebraicos sobre Q, pues son raices de los
polinomios z% — 2, 2° — 5 € Q[z].

e No es trivial en absoluto, pero en [ITAn 10.7] vimos que el nimero e es
trascendente (sobre Q), y en [ITAn 10.9] vimos que 7 también lo es.

e Un ejemplo sencillo de elemento trascendente sobre Q es la indetermi-
nada x en Q(z) (el cuerpo de cocientes del anillo de polinomios Q[z]).

173
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Introducimos ahora la notaciéon adecuada para describir las extensiones de
cuerpos:

Sea B un dominio integro y A un subanillo unitario. Sea S un subconjunto
de B. Llamaremos A[S] a la interseccion de todos los subanillos de B que
contienen a Ay a S.

Es facil probar que
AlS] = {p(a1,...,an) | n € N,p(ay,...,z,) € A[z1,...,24],01,...,a, € S},

pues este conjunto es ciertamente un subanillo de B que contiene a A y a 5,
luego contiene a A[S], y por otra parte, como A[S] es un anillo, ha de contener
a todos los elementos de la forma p(ay,...,a,).

Sea ahora K un cuerpo y k un subcuerpo de K. Si .S es un subconjunto de K,
llamaremos k(S) a la interseccion de todos los subcuerpos de K que contienen
a kyalsS. Se prueba igualmente que

bi,...by
k(S): {p(h)|n€N,p7q€k[x17"'7xn]abi ES&Q(bla"'abn)7é0}'
q(bl,...bn)

El cuerpo k(S) se llama adjuncion a k de S. Cuando S = {by,...,b,} es un
conjunto finito escribiremos también

Alby,...,bp] vy k(b1 ..., by).
Notemos que A[SUT] = A[S]|[T] y k(SUT) = k(S)(T). En particular
Ay, bl = Albr] .. [ba] v k(bis... bn) = k(by). .. (bn).

Observemos que la notacion A[S] y k(S) para los anillos de polinomios y los
cuerpos de fracciones algebraicas que venimos utilizando es un caso particular
de la que acabamos de introducir.

Una extension K/k es finitamente generada si K = k(S), para un conjunto
finito S C K. Si K = k(a) la extension es simple. Todo a que cumpla esto (que
no es unico) se llama elemento primitivo de la extension.

El teorema siguiente nos describe las extensiones que obtenemos al adjuntar
a un cuerpo un elemento algebraico:

Teorema 5.2 Sea K/k una extension de cuerpos y a € K un elemento alge-
braico sobre k. Entonces:

1. Eziste un unico polinomio mdnico irreducible p(x) € k[z] tal que p(a) = 0.
2. Un polinomio g(z) € k[z] cumple g(a) =0 si y sélo si p(z) | g(x).

3. k(a) = kla] = {r(a) | r(z) € k[z] y gradr(z) < gradp(z)}.
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DEMOSTRACION: Consideremos el epimorfismo ¢ : k[r] — k[a] dado por
?(g(x)) = g(a). El hecho de que a sea algebraico significa que N(¢) es un ideal
no nulo y, como k[x] es DIP, existe un polinomio no nulo p(z) € k[z] tal que
N(¢) = (p(x)) Como las constantes son unidades, podemos exigir que p(z) sea
moénico (al dividir por el coeficiente director obtenemos un asociado que genera
el mismo ideal).

Por el teorema de isomorfia, k[z]/(p(z)) = k[a], que es un dominio integro,
luego el ideal (p(z)) es primo, y por 3.17 es maximal, luego p(z) es irreducible
y k[z]/(p(x)) es un cuerpo. Por lo tanto k[a] resulta ser un cuerpo, de donde se
sigue que k[a] = k(a).

El polinomio p es tnico, pues si ¢(z) también cumple 1), entonces g(a) = 0,
es decir, ¢(z) € N(¢) = (p(2)), luego p(z) | q(z), pero si g(x) es irreducible han
de ser asociados, es decir, difieren en una constante, y al ser ambos moénicos
deben coincidir.

El apartado 2) es consecuencia de que N(¢) = (p(z)). Respecto a 3), un
elemento de k[a] es de la forma g(a) con ¢(z) € k[x]. Existen polinomios ¢(z)
y r(z) tales que g(z) = p(x)c(z) + r(x) y gradr(z) < gradp(z). Entonces
q(a) = pla)e(a)+r(a) = 0-c(a)+r(a) = r(a), luego tiene la forma pedida. m

Definiciéon 5.3 Sea K/k una extension de cuerpos y a € K un elemento al-
gebraico sobre k. Llamaremos polinomio minimo de a sobre k al polinomio
polmin(a, k) € k[z] que cumple el teorema anterior.

Asi pues, polmin(a, k) es el menor polinomio no nulo de k[z] que tiene a a
por raiz, en el sentido de que divide a cualquier otro que cumpla lo mismo.

Ejemplo El teorema 3.51 nos asegura que todo cuerpo tiene una extension
en la que un polinomio dado tiene una raiz. Por ejemplo, si partimos de Q
y del polinomio x2 + 5, sabemos que existe un cuerpo K en el que existe un
elemento v/—5 que es raiz de dicho polinomio y, como éste es irreducible en
Q[z], el teorema anterior nos da que polmin(y/—5,Q) = 2% + 5. Mas atin, por
el apartado 3), sabemos que

Q(V=5) =Q[vV=5] = {a+b/=5]a, b€ Q}.

A continuaciéon observamos otro hecho fundamental:

Definiciéon 5.4 Si K/k es una extension de cuerpos, entonces K es un k—espacio
vectorial con las operaciones obvias. Llamaremos grado de la extension a la
dimension de K como k—espacio vectorial. Lo representaremos por |K : k|. Una
extension es finita o infinita segin lo sea su grado.

Es claro que toda extension finita es finitamente generada, pues si S es una
k-base de K es claro que K = k[S] = k(5).

Ahora podemos precisar el teorema anterior:
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Teorema 5.5 Sea K/k una extension de cuerpos y a € K un elemento alge-
braico sobre k. Sea p(x) = polmin(a, k). Entonces:

1. La extension k(a)/k es finita y |k(a) : k| = grad p(z).
2. Una base de k(a) sobre k es {1,a,...,a" '}, donde n = grad p(x).

DEMOSTRACION: El teorema 5.2 3) afirma que {1,a,...,a" '} es un gene-
rador de k(a) como k-espacio vectorial. Por otra parte ha de ser libre, pues una
combinacion lineal de sus elementos no es sino un polinomio ¢(a) con coeficien-
tes en k y grado menor o igual que n— 1, luego ¢(a) = 0 implica que p(z) | ¢(x),
luego por grados ¢(z) = 0 y los coeficientes de la combinacion lineal son nulos.

| |

Ejemplos Si d € Z es libre de cuadrados, el polinomio x? + d es irreducible
en Q[z] porque no tiene raices (si no tiene raices en Z, tampoco las tiene en Q,
por 3.35), luego si V/d es una raiz en una extension de Q, el cuerpo Q [\/Zi] esta
formado por los elementos de la forma a + bv/d, con a,b € Q. Obtenemos asi
los cuerpos cuadraticos que introdujimos en [ITAl 9.1].

En el capitulo ITI, como aplicaciéon del criterio de Eisenstein, hemos probado
que si p > 3 es un nimero primo, el polinomio ciclotémico

ep(@)=aP 4P 4+l

es irredudible en Q[z], luego si llamamos w a una raiz de ¢,(z) en una extension
de Q, el cuerpo Q|w] tiene grado p — 1 sobre Q y esta formado por elementos de
la forma

-1
ap—ow? " + -+ a1w + ap, agp,ai, ..., ap—1 € Q.

Estos son los cuerpos ciclotémicos de orden primo introducidos en [ITAl 17.1].
u

Ahora probamos que al adjuntar a un cuerpo un elemento algebraico, todos
los elementos de la extension resultante son algebraicos. Mas en general:

Teorema 5.6 Toda extension finita es algebraica.

DEMOSTRACION: Sea K/k una extension finita de grado n y sea a € K.

Consideremos las potencias
1, a, a* ... , a"

Si hay dos iguales, digamos a’ = a con i # j, entonces a es raiz del polinomio
no nulo z" — a7 € klx].

Si son distintas, son n + 1 elementos distintos de un espacio vectorial de di-
mension n, luego no pueden ser linealmente independientes. Existen coeficientes
bo, - .., by en k no todos nulos de modo que by +bya+ - - -+ b,a™ = 0, con lo que
a es raiz del polinomio no nulo by + byx + - - - + byz™ € kx]. n
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Ejemplo Consideremos el elemento 1+ /-5 € (@[\/75]. Como la extension
Q [\/ -5 } /Q tiene grado 2, siguiendo la prueba del teorema anterior es suficiente

considerar las potencias 1, 1++/—5, (1++/—5)? = —4+2y/=5. Hay que buscar
nimeros racionales a, b, ¢ que cumplan

a+b(1+vV=5)+c(—44+2vV=5)=a+b—4c+ (b+2c)vV-5=0,

lo que equivale a que a + b — 4c = 0 = b+ 2¢. Por ejemplo sirven ¢ =1, b = —2
y a = 6. Asi pues, 1 + /=5 es raiz del polinomio 6 — 2z + 22 € Q[z]. =

La potencia del teorema anterior se amplia al combinarlo con el siguiente:

Teorema 5.7 (Teorema de transitividad de grados) Sea k C K C L una
cadena de extensiones de cuerpos. Entonces |L: k| =|L: K|-|K : k|.

Lo probaremos para extensiones finitas, aunque el caso general se prueba sin
ningdn cambio importante.

DEMOSTRACION: Sea {21, ..., } una base de K como k—espacio vectorial.
Sea {y1,...,yn} una base de L como K—espacio vectorial. Basta probar que el
conjunto

{xiyj|i:1,...,m,j:1,...,n}

es una base de L como k—espacio vectorial con exactamente mn elementos.
n m

Supongamos que Y > a;;jz;y; = 0 para ciertos coeficientes a;; en k. En-
j=li=1

m
tonces, para cada j, se cumple que > a;;x; € K y como {y1,...,yn} €s una
i=1
m
base de L sobre K, podemos concluir que > a;;z; = 0 para cada j. Ahora,
i=1
al ser {z1,...,2,,} una base de K sobre k, podemos concluir que todos los
coeficientes a;; son nulos.
Esto prueba que los z;y; son distintos para indices distintos y que forman
un conjunto linealmente independiente. En particular tiene mn elementos.
Ahora sea z cualquier elemento de L. Como {yi,...,yn} es una base de L
n

sobre K, existen elementos bi,...,b, en K tales que z = > bjy;. A su vez,
j=1

m

cada elemento b; se expresa como combinacion lineal b; = > a;;x; para ciertos
i=1

coeficientes a;; en k.

n m
Por tanto z = 3 > a;;z;y; es combinacion lineal de los elementos z;y;,
j=1i=1
que son, pues un generador de L. n

En particular una extension finita de una extension finita es una extension
finita del cuerpo menor.

Ahora podemos estudiar el efecto de adjuntar a un cuerpo cualquier cantidad
de elementos algebraicos:



178 Capitulo 5. Extensiones de cuerpos

Teorema 5.8 Sea K/k una extensidn y S un conjunto de elementos de K al-
gebraicos sobre k. Entonces k(S) = k[S] y k(S)/k es una extension algebraica.
Si el conjunto S es finito, entonces k(S)/k es finita.

DEMOSTRACION: Supongamos primero que S = {ay,...,a,} es finito. En-
tonces k(ay) = kla1], ahora bien, como k[z] C k(a1 )[z], todo elemento algebraico
sobre k lo es sobre k(a1), luego aplicando de nuevo el teorema 5.2 tenemos

que k(ai)(az) = k(a1)[az], luego k(a1,a2) = kl[ai][as] = k[a1,as]. Ademas
k(a1,az2)/k(ay) es finita y por el teorema de transitividad de grados k(a1, az2)/k
también es finita. Repitiendo n veces llegamos a que la extension k(aq, ..., a,)/k
es finita y ka1, ..., a,] = k(a1,...,an).

Sea ahora S un conjunto cualquiera. Si a € k(S), entonces

o= p(bh . bn)
q(b1, cen bn)’

para ciertos polinomios p, q € k[x1,...,x,] v ciertos by,...,b, € S.

Por lo tanto a € k(by,...,b,) = k[b1,...,bs] C k[S]. Ademaés, segin lo ya
probado, la extension k(by, . .., b,)/k es algebraica, luego a es algebraico sobre k.
En consecuencia k(S) = k[S] es una extension algebraica de k. n

Por consiguiente, una extension algebraica es finita si y solo si es finitamente
generada. Una propiedad que acaba de redondear el comportamiento de las
extensiones algebraicas es la siguiente:

Teorema 5.9 Consideremos cuerpos k C K C L. Entonces la extension L/k
es algebraica si y solo si lo son L/K y K/k.

DEMOSTRACION: Si L/k es algebraica, es obvio que K/k lo es. Por otra
parte, todo elemento de L es raiz de un polinomio no nulo con coeficientes en k,
luego en K, y esto quiere decir que L/K también es algebraica.

Supongamos que L/K y K/k son algebraicas. Tomemos un a € L. Entonces
a es algebraico sobre K. Sean by,...,b, € K los coeficientes de polmin(a, K).
Asi, polmin(a, K) € k(b1,...,b,)[x], luego a es algebraico sobre k(by,...,by,),
luego la extension k(by,...,b,)(a)/k(b1,...,b,) es finita. Como by,...,b, son

algebraicos sobre k, la extension k(bi,...,b,)/k también es finita, luego por
transitividad de grados, k(b1,...,b,)(a)/k es finita, luego algebraica, luego a es
algebraico sobre k. L]

Una consecuencia sencilla, pero importante, de estas propiedades es que las
operaciones con elementos algebraicos dan elementos algebraicos.

Teorema 5.10 Si K/k es una extension de cuerpos, el conjunto de los elemen-
tos de K que son algebraicos sobre k es un subcuerpo de K.

DEMOSTRACION: Si «, § € K son algebraicos sobre K, entonces la extension
k(a, B)/k es finita, luego es algebraica, luego a+, a8, o/ (el cociente si 8 # 0)
son algebraicos sobre k, pues estan en k(a, 3). n
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Ejercicio: Probar que si K/k es una extension y p(z) € KJz| tiene coeficientes
algebraicos sobre k, entonces toda raiz de p(z) en K es algebraica sobre k.

Estudiamos ahora los homomorfismos entre extensiones. Como los cuerpos
no tienen ideales propios, un homomorfismo de cuerpos no nulo es de hecho un
monomorfismo, por lo que definiremos tan s6lo monomorfismos e isomorfismos
entre extensiones.

Definicion 5.11 Sean K/k y L/l dos extensiones de cuerpos. Un isomorfismo
entre ellas es un isomorfismo de cuerpos ¢ : K — L tal que ¢[k] = l.

Si K/k y L/k son extensiones de un mismo cuerpo k, entonces un k-
monomorfismo (k—isomorfismo) entre ellas es un monomorfismo (isomorfismo)
¢ : K — L que deja invariantes a los elementos de k. En particular los k—
monomorfismos de extensiones son monomorfismos de k—espacios vectoriales.

Si K/k es una extension, un k—automorfismo de K es un k—isomorfismo de
K/k en K/k, es decir, un isomorfismo de K en K que deja invariantes a los
elementos de k.

Notemos que si ¢ : K — K es un isomorfismo de cuerpos, entonces el con-
junto {a € K | ¢(a) = a} es un subcuerpo de K, luego contiene al cuerpo primo.
Esto quiere decir, por ejemplo, que los Q—automorfismos de una extension K/Q
son todos los automorfismos de K, es decir, la condicién de fijar a los elementos
de Q no es una restriccion en realidad.

Llamaremos grupo de Galois de una extension de cuerpos K/k el grupo
G(K/k) de todos los k—automorfismos de K.

Veremos que, a través de los grupos de Galois, la teoria de grupos se convierte
en una poderosa herramienta para el estudio de las extensiones de cuerpos.

Si tenemos un cuerpo k y un polinomio irreducible p(z) € k[z], el teorema
3.51 nos da una extension de k donde p(x) tiene una raiz. Si recordamos la
prueba veremos que la extension es concretamente K = k[z]/(p(z)) y la raiz
es a = [z] (identificando a k con las clases de polinomios constantes). Esta
extension cumple ademas que K = k(a). Por otra parte, en la prueba del
teorema 5.2 hemos obtenido que toda extension de la forma k(a), donde a es
raiz de p(x), es isomorfa a la construida en 3.51. Como consecuencia, dos
cualesquiera de estas extensiones son isomorfas entre si. Lo probamos en un
contexto mas general.

Teorema 5.12 Sean K/k y L/l dos extensiones y o : k — | un isomorfismo.
Sea a € K un elemento algebraico sobre k. Sea p(x) = polmin(a, k). Conside-
remos la extension de o a los anillos de polinomios o : k[x] — l[z]. Sea b una
raiz en L de op(x). Entonces o se extiende a un isomorfismo o* : k(a) — 1(b)
tal que o*(a) = b.

DEMOSTRACION: La aplicacion ¢ : k[z] — k(a) dada por ¢(g(z)) = g(a) es
un epimorfismo cuyo niicleo es precisamente el ideal (p(x)), luego por el teorema
de isomorfia k[z]/(p(z)) = k(a), y la imagen de [z] por el isomorfismo es a.
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Es obvio que op(z) = polmin(b,!), luego por el mismo argumento tenemos
también que {[z]/(op(z)) = I(b), y la imagen de [z] por el isomorfismo es b.

Por otra parte el isomorfismo o : k[x] — {[z] cumple o(z) = z e induce un
isomorfismo k[z]/(p(z)) = I[z]/(op(z)) que lleva [z] a [z].

La composicion de todos estos isomorfismos nos da el isomorfismo buscado.
u

En particular, un cuerpo de la forma k(a) (con a algebraico) esta totalmente
determinado por k y el polinomio minimo de a. Para enunciar esto de la forma
més adecuada conviene introducir un concepto:

Definiciéon 5.13 Sean K/ky L/k dos extensiones de un mismo cuerpo k y sean
a € K yb e L dos elementos algebraicos sobre k. Diremos que son k—conjugados
si su polinomio minimo sobre k es el mismo.

Teorema 5.14 Sean K/k y L/k dos extensiones del mismo cuerpo k, sean
a € K ybe L algebraicos sobre k. Entonces a y b son k—conjugados si y sélo
si existe un k—isomorfismo o : k(a) — k(b) tal que o(a) = b.

DEMOSTRACION: Si a y b son k—conjugados el resultado se sigue del teorema
anterior. Si existe o en dichas condiciones y p(z) = polmin(a, k), entonces
p(a) = 0, luego también p(b) = p(o(a)) = o(p(a)) = 0, con lo que p(z) =
polmin(b, k) "

En la prueba anterior hemos usado dos hechos elementales, pero de uso
muy frecuente: el primero es que un polinomio moénico irreducible es el polino-
mio minimo de cualquiera de sus raices. El segundo es que la imagen por un
k—monomorfismo de una raiz de un polinomio de k[x] es necesariamente otra
raiz de dicho polinomio.

Ejemplo Si tomamos cualquier extensién de Q en la que el polinomio 2% 4 5
tenga una raiz, podemos formar el cuerpo Q[\/g ] que resulta de adjuntar a Q
dicha raiz. Por ejemplo, podemos considerar concretamente el cuerpo construido
en la prueba del teorema 3.51, y entonces Q[v/5 | = Q[z]/(2? — 5), con /=5 =
Ahora bien, ya conocemos un cuerpo donde 2 — 5 tiene una raiz, a saber,
el cuerpo R de los numeros reales, por lo que también podemos considerar el
cuerpo Q[\/g ] C R. El teorema anterior nos dice que los dos cuerpos Q[\/g]
son Q-isomorfos, por lo que es irrelevante que pensemos en uno o en otro. Da
igual pensar que 3 + 7v/5 es un ntmero real o una clase de equivalencia de
polinomios. Los elementos de la forma a + b\/g, sean numeros reales o clases
de equivalencia de polinomios, constituyen cuerpos Q-isomorfos, y todas las
propiedades algebraicas que valen para uno, valen para el otro. L]

Definicion 5.15 Llamamos cuerpo de los niimeros complejos a cualquier cuerpo
de la forma C = R[i], donde i es una raiz del polinomio 2% + 1.
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Por la misma discusion del ejemplo precedente, es irrelevante qué cuerpo en
concreto consideramos, pues dos cualesquiera seran R-isomorfos.

El hecho de que i2 = —1 determina completamente la aritmética de C.
Explicitamente:

(x4yi)+ (@' +y'1) = (42" )+ (y+y )i, (e+yi)(a'+y'i) = (w2’ —yy')+(zy +ya')i.

Por ejemplo, en el capitulo I de [[TAn] definimos C = R?, y convertimos las
formulas precedentes en la definiciéon de la suma y el producto en C, es decir:

(z,y) + (") = (x+ 2",y + ), (z,y)(@',y) = (z2’ —yy', zy’ + ya').

Esta definicién obliga a comprobar que estas operaciones realmente definen un
cuerpo que contiene un subcuerpo isomorfo a R (el formado por los pares (z,0))
y un elemento i = (0,1) que cumple 2 = —1.

En cambio, en el capitulo VIII de [ITAl] vimos que una construccion alter-
nativa de C es definirlo como el cuerpo que proporciona la demostracién del
teorema 3.51, es decir:

C =R[z]/(2* + 1),

de modo que i = [z].

Ahora sabemos que es irrelevante qué definicion de C adoptemos, al igual que
es irrelevante construir R mediante secciones de Dedekind o mediante sucesiones
de Cauchy. En cualquier caso, los nimeros complejos seran los objetos de la
forma z = x + yi, con z,y € R, donde la expresion es tnica. [

Veamos un primer resultado sobre grupos de Galois:

Teorema 5.16 Si K/k es una extension finita, entonces el grupo de Galois
G(K/k) es finito.

DEMOSTRACION: Sea K = k[S], donde S = {aq,...,a,}. Entonces, cada
a € K es de la forma o = p(ay,...,a,), con p(z1,...,2,) € k[z1,..., 2]
Si o € G(K/k), entonces o(a) = p(o(aq),...,0(an)). Por lo tanto, si dos
k-automorfismos coinciden sobre S, son iguales.

Ahora bien, si p;(z) € k[z] es el polinomio minimo de «;, tenemos que
pi(ag) = 0, luego p;(o(ey)) = o(p(aw)) = 0, luego o(e;) es una de las raices de
p;(z) en K. Como un polinomio tiene un ntimero finito de raices en un cuerpo,
resulta que o(«;) solo puede tomar un namero finito de valores. Si llamamos
T al conjunto de las imégenes de elementos de S por elementos de G(K/k),
tenemos que es un conjunto finito, y la aplicacion G(K/k) — T° dada por
o — olg es inyectiva, luego G(K/k) es finito. "

Particularicemos el argumento del teorema anterior al caso de una extension
algebraica simple k(a)/k. Tenemos que un k—automorfismo o esta determinado
por el valor o(a) que toma en el elemento primitivo a, asi como que o(a) ha de
ser una raiz de polmin(a, k), luego la extension k(a)/k tiene a lo sumo tantos
k—automorfismos como raices tiene (en k(a)) el polinomio minimo de a.
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Reciprocamente, si b € k(a) es una raiz de polmin(a, k), entonces a y b son
k—conjugados, luego existe un k-isomorfismo o : k(a) — k(b), pero k(b) C k(a)
y ambos tienen el mismo grado sobre k (el grado del polinomio minimo de a).
Asi pues, k(a) = k(b) y o es un k—automorfismo de k(a).

En resumen, una extension algebraica simple k(a)/k tiene exactamente tan-
tos k—automorfismos como raices tiene en k(a) el polinomio minimo de a. En
particular el niumero de k—automorfismos no puede superar al grado de la ex-
tension.

Por ejemplo, en la extension C/R, el elemento primitivo 4 tiene dos conju-
gados, él mismo y —i, por lo que C tiene exactamente dos R-automorfismos, la
identidad y la conjugacion compleja dada por i — —i, es decir, x + yi — x — yi.
En general se representa por Zz = x — yi al conjugado del namero complejo
z =+ yt.

Similarmente, el cuerpo Q[\/ —5] tiene dos automorfismos, la identidad y el
determinado por o(a + bv/—5) = a — by/—5.

Recordemos que en el estudio de la aritmética de los cuerpos de ntmeros
algebraicos que mostramos en [ITAl] era fundamental el concepto de norma.
Uno de los resultados que proporciona la teoria de extensiones algebraicas es
la posibilidad de definir normas similares en cualquier extensién finita. Si una
extension K/k tiene grado n y o1, ...0, son k—automorfismos de K, la norma
de un elemento a € K puede definirse como

N(a) = 01(a) ---on(a)

(véase por ejemplo la definicion [ITA1 17.8] para el caso de los cuerpos ciclotomi-
cos de orden primo). Es claro que una norma asi definida conserva productos,
pero todavia no sabemos probar otro hecho fundamental, y es que, para que
sirva de algo, N(a) ha de pertenecer al cuerpo base k. En [ITAl 17.9] lo proba-
mos para el caso de los cuerpos ciclotémicos de orden primo, y para los cuerpos
cuadraticos es inmediato, pero necesitamos profundizar més en la teoria de ex-
tensiones algebraicas para obtener un resultado general.

Para empezar, no todas las extensiones algebraicas simples tienen tantos
isomorfismos como su grado. Se trata de una patologia relativamente frecuente
que debemos comprender. A continuaciéon analizamos con detalle un ejemplo
concreto. Nuestro objetivo a medio plazo serd obtener un marco general que
sustituya a los razonamientos particulares que aqui vamos a emplear:

Ejemplo Consideremos el polinomio 23 — 2, que no tiene raices en Q porque
no las tiene en Z (criterio de Gauss). Por lo tanto es irreducible en Q[z]. Sin
embargo, tiene una tnica raiz /2 € R, que nos permite formar la extension
Q[v/2]/Q, de grado 3. Tenemos la factorizacion

2 — 2= (z = V2)(2® + V2 + V4),

donde el segundo factor no tiene raices en R (porque la raiz cubica de un nimero
es Gnica), luego tampoco en Q[\“/ﬁ] Asi pues, el elemento primitivo /2 no tiene

conjugados en Q[+/2] (aparte de si mismo), luego G(Q[v/2]/Q) = 1.
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Sin embargo, podemos aplicar el teorema 3.51 al cuerpo Q[+/2] para obtener
un cuerpo en el que el polinomio 22 + /2 x + /4 tiene una raiz 3, lo que nos
permite formar el cuerpo Q[4/2, 8], que tiene grado 2 sobre Q[+/2], luego grado 6
sobre Q.

El polinomio z® — 2 tiene dos raices en Q(f’@, B), luego tiene tres. Por

razones de simetria conviene abandonar la notacion /2 y llamar o = /2, 3, v
a las tres raices. Asi

23 —2=(z—a)(z—B)(z—7).

De este modo, 23 — 2 es el polinomio minimo en Q de a, y z? + az + o2 es
el polinomio minimo en Q(«) de 8y «y. Por lo tanto

Q(e, 8) : Q| = |Q(e, ) : Qa)]|Q(e) : Q[ =2-3=6.

Una Q-base de Q(«) la forman los elementos 1,,a?. Una Q(a)-base de
Q(a, B) la forman 1,3, luego una Q-base de Q(«, ) esta formada (segin la
prueba de la transitividad de grados) por los elementos

1, a o, B, af, a*p. (5.1)
Nos falta la expresion de 7 en esta base, pero teniendo en cuenta que
22 +az +a? = (¢ - f)(z — 7).
resulta que « = —3 — 7, luego v = -8 — a.
Ejercicio: Expresar el producto de cada par de elementos de la base (5.1) como

combinacion lineal de los elementos de dicha base. Notemos que 8% + a8 + o2 = 0,

luego 82 = —aff — 2.

Ahora tenemos tres monomorfismos o4,03,0 : Q(\Sﬁ) — Q(a, B) que

asignan a /2 los valores , § y 7. Con ellos ya podemos definir una norma.
Para cada u € Q({’ﬁ) sea

N(u) = oa(u)og(u)o, (u)

y asi tenemos una norma multiplicativa como en Q(¢). Vamos a ver que, efecti-
vamente, N(u) € Q. El elemento u serd de la forma u = a + by/2 4 ¢¥/22, para
ciertos a, b, ¢ € Q. Sus conjugados son

a+ba+ca®, a+bB+ch% a4+ by+ eyl
Por tanto la norma sera
(a+ ba + ca?)(a + bB + cB?)(a + by + cy?).

Tras un calculo no muy complejo (teniendo en cuenta las relaciones que
hemos obtenido entre «, 3, ¥) se obtiene

N(a+bV2+ c¥V/22) = a® + 2b° 4+ 4¢3 — 6abe € Q.

Mas aiin, la norma en el anillo Z[\”’/ﬁ] toma valores enteros.
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Una muestra de la potencia de la teoria es que no hubiera sido nada facil
probar directamente que esta expresion es multiplicativa, ni mucho menos haber
llegado hasta ella sin el auxilio de la teoria de extensiones. L]

En general vemos que si queremos definir normas en una extensién simple
K /k donde no hay suficientes automorfismos, lo que hay que hacer es considerar
una extension mayor L/K que contenga los conjugados del elemento primitivo y
definir la norma como el producto de todos los k-monomorfismos ¢ : K — L.
En las secciones siguientes nos ocuparemos de justificar que este procedimiento
siempre funciona.

5.2 Extensiones normales

En esta secciéon generalizaremos la técnica empleada en el dltimo ejemplo de
la seccion precedente en virtud de la cual es posible extender un cuerpo hasta
otro que contenga todas las raices de un polinomio dado. Precisamos esta idea
mediante la definiciéon siguiente:

Definicién 5.17 Sea k un cuerpo y p(z) € k[z]. Sea K una extension de k.
Se dice que p(x) se escinde en K|x] si existen elementos ag, a1, ...,a, € K (no
necesariamente distintos) tales que p(z) = ag(z —a1) - -+ (x — a,,). Notemos que
ao es necesariamente el coeficiente director de p.

Se dice que K es un cuerpo de escision sobre k del polinomio p(z) si k C K,
el polinomio p(z) se escinde en K[z] y K = k(a1,...,a,), donde ay,...,a, son
las raices en K de p(x).

Ejemplo Sea p > 3 un ntunero primo y Q[w] el cuerpo ciclotémico de orden p,
es decir, la adjuncién a Q de una raiz del polinomio c,(z) = 2P~ 4+ -+ + 1.

Entonces w? = 1y w # 1, lo que implica que todas las potencias w?, para
0 <1 < p son distintas entre si (por ejemplo, porque w es un elemento del grupo
multiplicativo Q(w)* y su orden tiene que dividir a p, luego tiene que ser p).
Ahora bien, teniendo en cuenta que 2 —1 = (x — 1)c,(x), es claro que todas las
potencias w’ para 1 < i < p son raices de ¢,(z), y no puede haber mas, luego

ep(@) = (¢ —w)(w —w?) - (x — WP L),
por lo que Q[w] es un cuerpo de escision sobre Q del polinomio ¢, (z). "

Ahora probamos que los cuerpos de escision son esencialmente tnicos:

Teorema 5.18 Si k es un cuerpo y p(x) € klz] es un polinomio no nulo, en-
tonces existe una extension K/k tal que K es un cuerpo de escision de p sobre
k, y si K’ cumple lo mismo, entonces K y K' son k-isomorfos.

DEMOSTRACION: Vamos a probar una version de la unicidad un poco més
general: si f : k — k’ es un isomorfismo de cuerpos (que se extiende a un
isomorfismo f : k[z] — K'[z]), p’ = f(p) y K’ es un cuerpo de escision de p’(x)
sobre k', entonces existe un isomorfismo g : K — K’ que extiende a f. La
unicidad del enunciado se obtiene tomando como f la identidad en k.
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Razonamos por induccion sobre el grado de p(z). Si tiene grado 0 entonces el
dnico cuerpo de escision es k y se cumple trivialmente el teorema. Supongamos
que es cierto para polinomios de grado n y que p(x) tiene grado n + 1. Por
el teorema 3.51 existe una extension de k donde p(x) tiene una raiz a. Sea
ki = k(a) y sea p(z) = (x — a)p1(x), con pi(x) € ki[z]. Por hipotesis de
induccién p; tiene un cuerpo de escisiéon K sobre k.

Esto significa que p1(z) = ag(z —a1) -+ (x — ay), con los a; € K y ademés
K = ki(aq,...,a,), pero entonces también p(z) = ap(z —a)(z —a1) - - (x — ay)
y K =k(a,a1,...,a,), luego K es un cuerpo de escision de p sobre k.

Supongamos ahora que tenemos un isomorfismo f : k — &/, que p’ = f(p)
y que K’ es un cuerpo de escisiéon de p’ sobre k’. Sea o’ una raiz de p’ en K’
y sea ki = k’(a’). El teorema 5.12 nos da que f se extiende a un isomorfismo
f1: ki — K} tal que f(a) = d/, que a su vez se extiende a un isomorfismo
ki[z] — Ki[z]. Sea p} = f(p1), de modo que p'(z) = (z — ’)p}(x). Es claro
entonces que K’ es un cuerpo de escision sobre k7 de p(z), luego por hipotesis
de induccion f; se extiende a un isomorfismo g : K — K’, que es también una
extension de f. n

Asi, en el ejemplo final de la seccion anterior hemos construido el cuerpo de
escisién sobre Q del polinomio z2 — 2, que es una extensiéon de grado 6 sobre Q.

Ejercicio: Probar que el cuerpo de escision de un polinomio de grado n sobre un
cuerpo k tiene grado sobre k menor o igual que n!

Vemos asi que si un polinomio p(x) € k[z] tiene en un cuerpo un ntmero
de raices menor que su grado (contando cada raiz a tantas veces como el factor
lineal  — a divida a p(x)) podemos pasar a una extension K donde tenga
exactamente tantas raices como indica su grado, y entonces podemos decir que
p(x) “tiene todas sus raices en K”, en el sentido de que no pueden aparecer méas
raices en ninguna extensiéon de K, ya que el nimero maximo de raices es el
grado del polinomio. En este sentido, podemos decir que el cuerpo de escisiéon
de un polinomio es el cuerpo donde éste “tiene todas sus raices”. Ahora vamos a
probar que los cuerpos de escisién garantizan la presencia de “todas las raices”
de muchos mas polinomios. Para ello introducimos el concepto siguiente:

Definicion 5.19 Una extension algebraica K/k es normal si cuando un poli-
nomio irreducible p(x) € k[x] tiene una raiz en K, entonces se escinde en K|[z].

Vamos a probar que el cuerpo de escision de un polinomio p(x) es siempre
una extension normal, con lo cual no sélo contiene a todas las raices de p(z),
sino también las de todos los polinomios con alguna raiz en la extension, en
particular las de todos los polinomios minimos de sus elementos. Nos apoyamos
en el teorema siguiente:

Teorema 5.20 Sea k C F C K C L una cadena de extensiones algebraicas
tal que K sea el cuerpo de escision de un polinomio de k[x]. Sea 0 : F — L
un k-monomorfismo. Entonces o[F| C K y o se extiende a un k-automorfismo
de K.
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DEMOSTRACION: Sea p(x) € k[x] tal que p(x) = ap(z —a1) -+ (x —an) y
K = kla1,...,a,]. Sea F' = o|F] C Ly sea K' = F'(ay,...,a,). Entonces K
es un cuerpo de escision de p(x) sobre F'y K’ es un cuerpo de escision de p(x)
sobre F’. En la prueba del teorema 5.18 hemos visto que o se extiende a un
isomorfismo 5 : K — K.

Tomemos un « € F. Entonces a = h(aq,...,ay), para cierto polinomio
h(z1,...,2n) € kl21,...,2p], y resulta que

ola) =a(h(ay,...,a,)) = h(o(ar),...,0(an)),

., 0(an)

pero & envia raices de p(x) en raices de p(x), luego los elementos (a1 ), .
= K. Con esto

son ay,...,an, tal vez en otro orden, y asi o(«a) € k(aq,...,a,)
hemos probado que F’ = o[F] C K, pero entonces

K =k(ay,...,a,) C K' = F'(a1,...,a,) C K,

luego K’ = K, luego & € G(K/k) es una extension de o. n

Teorema 5.21 Una extension finita K/k es normal si y solo si K es el cuerpo
de escision de un polinomio de k[z].

DEMOSTRACION: Supongamos que K es el cuerpo de escision sobre k de
un polinomio y sea p(z) € k[z] un polinomio irreducible con una raiz a € K.
Tenemos que probar que p(z) se escinde en K|[z].

Sea L un cuerpo de escision de p(z) sobre K, de modo que L = K(ay,...,ay)
y p(x) = ag(x —a1)---(x — ap,). Como a y a; son raices de p(x) en L, existe
un k-monomorfismo o : k(a) — k(a;), y por el teorema anterior k(a;) C K, es
decir, a; € K para todo i, luego a1, ...,a, € K, luego p(z) se escinde en K|z].

Reciprocamente, si K/k es normal, como es finita, existen ai,...,a, € K
tales que K = k[aq,...,a,]. Sea p; = polmin(a;, k) y sea p = py -+ -p,p. Como
K /k es normal, cada p; se escinde en K|[z], luego lo mismo le sucede a p, y es
claro que al adjuntar a k todas las raices de p, en particular estamos adjuntando
los a;, luego obtenemos K. Esto prueba que K es un cuerpo de escision de p(x)
sobre k. "

Ejercicio: Probar que toda extensién de grado 2 es normal.

Por conveniencia reformulamos 5.20 en términos de extensiones normales:
Teorema 5.22 Sea k C F C K C L una cadena de extensiones algebraicas tal
que K/k sea finita y normal. Sea o : F — L un k-monomorfismo. Entonces
o[F] C K y o se extiende a un k-automorfismo de K.

En particular:

Teorema 5.23 Sea K/k una extension finita normal y a,b € K. Entonces a y
b son k—conjugados si y sdlo si existe un o € G(K/k) tal que o(a) = b.
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DEMOSTRACION: Si a y b son conjugados, por 5.14 existe un k—isomorfismo
o : k(a) — k(b), que por el teorema anterior se extiende a un k—automorfismo
de K. El reciproco es obvio. m

Asi pues, en una extension normal la conjugaciéon esta “controlada” por el
grupo de Galois. El nicleo de la llamada “teoria de Galois” consiste en obtener
informacién de una extension normal a partir de su grupo de Galois. En realidad
veremos que la teoria requiere una propiedad adicional en la extension que
estudiaremos en la seccién siguiente.

Observemos que si k C K C Ly L/k es finita normal, entonces L/K también
es normal (pues L es el cuerpo de escisién sobre K del mismo polinomio que
sobre k), pero en general la extension K/k no tiene por qué ser normal, como

lo muestra Q C Q(\Bﬁ) C Q(a, B).

Definicién 5.24 Dada una extension finita K/k, una clausura normal de K so-
bre k es una extension L/K tal que L/k es normal y no existe ninguna extension
intermedia k C K C L' C L tal que L’ sea normal sobre k.

Es claro que toda extension finita tiene una clausura normal, pues podemos
expresar K = k[ai,...,a,] y si p; = polmin(a;, k) y p = p1 - - pn, basta tomar
como L un cuerpo de escisiéon de p sobre K. Entonces L también es un cuerpo
de escisiéon de p sobre K y cualquier extension intermedia L’ normal sobre K
tiene que contener todas las raices de p, y entonces tiene que ser L.

Ademés, dos clausuras normales de una misma extension K/k son K-iso-
morfas, pues ambas tienen que ser cuerpos de escision de p sobre K.

Nuestra intencion es definir la norma de un elemento de una extension finita
K /k como el producto de todas sus imagenes por los k-monomorfismos de K en
una clausura normal de K/k, tal y como hemos hecho con para definir la norma
de Q(+/2)/Q. Sin embargo, para probar que esto es viable todavia necesitamos
estudiar una propiedad adicional de las extensiones algebraicas.

5.3 Extensiones separables

En esta seccién vamos a obtener toda la informacién que necesitamos sobre
los monomorfismos de una extension de cuerpos. La idea bésica es que si la nor-
malidad de una extensiéon nos da propiedades cualitativas importantes acerca
de sus automorfismos (que luego resultan aplicables a una extension finita cual-
quiera tomando su clausura normal), aqui vamos a introducir otra propiedad,
la separabilidad, que nos dara propiedades cuantitativas, es decir, acerca del
nimero de automorfismos. La separabilidad concierne a la multiplicidad de las
raices de los polinomios irreducibles.

En general, si p(z) € k[z] es un polinomio no constante y K es una extension
de k tal que p(z) se escinde en K|[z], tenemos que

p(x) = ao(z —ar) -+ (& — an),
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y ahora tenemos que analizar la posibilidad de que algunas raices aparezcan
repetidas en esta descomposicion. Agrupando las repeticiones podemos escribir

p(x) = ao(zx —ar)"™ - (x — am)™,

donde 71 + - -+ + 1, = n, y los a; son distintos dos a dos.

Los exponentes r; estan univocamente determinados por p y K, pues son
los exponentes de la descomposicion de p en factores primos en Klx], que es
un DFU. Diremos que r; es el orden de multiplicidad de la raiz a; en p(x).
Si un elemento a € K no es raiz de p(z), diremos también que su orden de
multiplicidad en p(z) es 0.

Una raiz se dice simple, doble, triple, etc. segtn si su orden de multiplicidad
es 1,2,3, etc.

Observemos que si p(x) tiene una raiz a en un cuerpo K, podemos factorizar
p(z) = (x —a)"g(x), con g(z) € K]z] tal que g(a) # 0, y entonces n es el orden
de multiplicidad de a en p(x) aunque p(x) no se escinda en K[z]. La razén es
que si pasamos a un cuerpo de escision L de g(x) sobre K, ninguna de las raices
de g(z) en L sera a, puesto que g(a) # 0, por lo que p se escindira en L[z] y la
multiplicidad de a en la factorizacién seguira siendo n.

Otra observacién menor es que podemos definir el orden de multiplicidad
para polinomios con coeficientes en un dominio integro, pues todo dominio in-
tegro esté contenido en su cuerpo de fracciones.

Para estudiar la multiplicidad de las raices de polinomios es indispensable el
concepto de derivada formal:

Definicién 5.25 Sea D un dominio integro y f(z) = 3 a;2* € D|x], llamare-
mos derivada formal del polinomio f(z) al polinomio =9

f(x) = Zn: ia;x'~! € D[z].
i=1

Por ejemplo, si f(x) = 5x3 — 222 + 4 € Q[z], entonces f'(x) = 1522 — 4z.

Claramente, si D = R o D = C la derivada formal de un polinomio coincide
con su derivada en el sentido analitico. El teorema siguiente muestra que las
reglas usuales del calculo de derivadas son validas para las derivadas formales:

Teorema 5.26 Sea D un dominio integro y f, g € D|x].

~

. Si f € D entonces f = 0.

. Sice D, entonces (cf) = cf’.
- (fr9) =1+yg.

- (fo)'=fg+fd.

- (fl9) = (f'g—fd')/9>

S I NS
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DEMOSTRACION: Las tres primeras propiedades son inmediatas. Para pro-
n

m . .
bar la cuarta tomamos f(z) = > a;z*, g(x) = > b;a’, con lo que, usando las
i=0 i=0

propiedades segunda y tercera,
(f9) = (X aibja™7) = 3 aib;(277) = Y0(i + j)asb; (2971
ij ij ij
= Z ia;x bzt + Z a;z'jbjzi 1

1] 1)
= Qa1 (Do bja?) + (Y ain’) (D dbja’ ) = fg + o'
g j i j
En la quinta propiedad se entiende que g divide a f, y basta calcular

(9(f/9)) con la regla cuarta y despejar la derivada del cociente. =

La relacion entre las derivadas y la multiplicidad de las raices viene dada
por el teorema siguiente:

Teorema 5.27 Sean D C E dominios integros, f € D[z] y ¢ € E tal que
f(c) =0. Entonces ¢ es una raiz simple de f si y sdlo si f'(c) # 0.

DEMOSTRACION: Sea f(x) = (v — ¢)"¢g(x), donde g(c) # 0 (y n > 1 es el
orden de multiplicidad de c¢). Entonces f'(z) = n(x —c)" tg(z) + (z — ¢)"¢'(2).
Si ¢ es raiz simple de f, entonces n = 1, luego f'(z) = g(z) + (z — ¢)¢'(z), ¥y
por lo tanto f'(c) = g(c) +0 = g(c) # 0. Si ¢ es raiz maltiple, entonces n > 1,
luego
f'(e) =nlc—)""tg(c) + (¢ —)"g'(c) = 0. -
Este resultado nos lleva a investigar los casos en que la derivada de un
polinomio puede anularse. Un caso trivial es el de los polinomios constantes.

Teorema 5.28 Sea D un dominio integro y f(x) € D[z] un polinomio no cons-
tante.

1. SicarD =0 entonces f'(z) # 0.

2. SicarD = p, entonces f'(x) = 0 si y sdlo si existe g(x) € Dlx] tal que
f(x) = g(P).

n .
DEMOSTRACION: 1) Sea f(z) = > a;z*, conn > 0y a, # 0. Entonces
i=0

n .
f'(z) = Y ia;2""1, donde el coeficiente director es na,, # 0, luego f’(z) # 0.
i=1
2) Si f'(z) = 0, entonces (con la misma notaciéon del apartado anterior) cada
coeficiente ia; = 0, para i = 1,...,n. Si a; # 0 es necesario que i = 0 (en D),
es decir, que p | i. En otras palabras, que los monomios de f(z) con coeficientes
no nulos tienen exponente multiplo de p, es decir,

T

f(z) = ; G = 3 ai(a?) = g(a?),

=0

T .
donde g(z) = Y a;x*. El reciproco es evidente. "
i=0
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Ahora ya sabemos lo necesario para estudiar la separabilidad.

Definiciéon 5.29 Sea K/k una extension y a € K un elemento algebraico so-
bre k. Diremos que a es separable sobre k si a es raiz simple de polmin(a, k).

Notemos que si p(z) = polmin(a, k) entonces a es separable si y solo si
p'(a) # 0 (por 5.27), si y sdlo si p/(z) # 0, pues si p’(a) = 0 entonces p(x) | p'(x)
y, teniendo en cuenta los grados, p’(x) = 0. Esta tltima condicion depende sblo
de p, luego si a es separable todos sus conjugados lo son también, y polmin(a, k)
tiene todas sus raices simples.

Una extension K/k es separable si todos los elementos de K son separables
sobre k (en particular una extension separable es algebraica). Un cuerpo k es
perfecto si todas sus extensiones algebraicas son separables.

El interés de esta definicién reside en que préacticamente todos los cuerpos
que nos van a interesar son perfectos, luego en la practica todas las extensiones
que manejaremos seran separables.

Teorema 5.30 Se cumple:
1. Todo cuerpo de caracteristica 0 es perfecto.

2. Un cuerpo k de caracteristica p es perfecto si y sdlo si

k=k"={a’|ack}

3. Todo cuerpo finito es perfecto.

DEMOSTRACION: 1) Si cark = 0 y K/k es una extension algebraica, sea
a € K. Entonces el polinomio p(z) = polmin(a, k) no es constante y p'(x) # 0,
luego a es separable.

2) Sicark = py k = kP, sea K/k una extension algebraica y a € K, sea
p(z) = polmin(a, k). Si a no fuera separable, entonces p’(z) = 0, luego por 5.28
p(z) = f(aP) para cierto polinomio f(x) € k[x].

Sea f(x) = > a;x'. Como ag,...,a, € k = kP, existen b,...,b, € k de
i=0
manera que a; = bY. Por lo tanto

n

p(zr) = z‘z::o WPt = 3 (biat)" = (g‘b bizt)”,

=0

donde el polinomio Y b;z® € k[z]. Por lo tanto p(x) no es irreducible en k[z],
i=0
contradiccion.

Ahora supongamos que k es perfecto y car k = p. Veamos que k = kP.
Sea a € k. Por 3.51 existe una extension K de k& donde zP — a tiene una
raiz b. Entonces b — a = 0, o sea, a = bP.
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El polinomio 2P —a = 2P — b = (x — b)P, y por otro lado tenemos que
polmin(b, k) | (z — b)P, luego ha de ser polmin(b, k) = (z — b)", para cierto
n < p, pero como k es perfecto b es raiz simple de polmin(b, k), es decir, n = 1,
luego « — b = polmin(b, k) € k[z]. Por consiguiente b € k' y a = b? € kP.

3) Si k es un cuerpo finito de caracteristica p, entonces la aplicaciéon
¢ : k — kP dada por ¢(a) = aP es suprayectiva, pero también inyectiva,
puesto que si a? = bP, entonces o — b? = (a — b)? = 0, luego a — b = 0, o sea,
a=b.

Por lo tanto kP C k tienen ambos el mismo cardinal, lo que obliga a que
k = EkP. [

Como una primera muestra del interés de la separabilidad, vamos a ver el
efecto que tiene combinarla con la normalidad. Para ello introducimos algunos
conceptos.

Definicién 5.31 Sea K/k una extension. Definimos su cuerpo fijado como
F={ac K |o(a) =a para todo o € G(K/k)}.
Es claro que efectivamente F' es un cuerpoy k C F' C K.

Una extension de Galois es una extensiéon normal y separable. El teorema
siguiente nos da un importante criterio para determinar cuando un elemento de
una extension finita de Galois pertenece de hecho al cuerpo base:

Teorema 5.32 Una extension finita K/k es de Galois si y solo si su cuerpo
fijado es k.

DEMOSTRACION: Sea K /k una extension finita de Galois. Sea a un elemento
de su cuerpo fijado y sea p(x) su polinomio minimo sobre k.

Por la normalidad, p(z) tiene todas sus raices en K. Si b es cualquiera de
ellas, ha de existir un o € G(K/k) tal que o(a) = b (teorema 5.23). Pero a esta
en el cuerpo fijado, luego b = a, o sea, a es la tnica raiz de p(x), que ha de ser,
pues, p(z) = (x — a)™. Pero por otra parte a es separable sobre k, luego ha de
ser una raiz simple de p(z). Asi pues p(z) = x — a € k[x] y por lo tanto a € k.

Supongamos ahora que k es el cuerpo fijado de la extension. Veamos que
K /k es normal. Sea p(x) € k[x] un polinomio irreducible (que podemos suponer
moénico) con una raiz ¢ € K. Hemos de ver que p(z) se escinde en K|x].

Sean ay,...,a, todas las raices de p(x) en K (sin repeticiones). Sea

g9(x) = (x —ar)---(x —an) € Klz].

Para cada o € G(K/k) se cumple que og(z) = (z — o(a1)) -+~ (z — o(an)),
pero es obvio que o(aq), . .., o(ay,) son los mismos aq, . . . , a, cambiados de orden,
luego en realidad og(z) = g(z). Esto significa que todos los coeficientes de g(x)
son fijados por o, luego estan en el cuerpo fijado de K/k, que por hipdtesis es
k, o sea, g(x) € k[z].

Como p(x) es el polinomio minimo de a y a es una de las raices de g(x),
tenemos que p(z) | g(x), pero por otra parte todas las raices de g(z) lo son
de p(z) y ademas son simples, luego g(z) | p(z). Como ambos son moénicos
p(z) = g(x) se escinde en K[z] y ademés con raices simples.
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Con esto hemos probado también que K /k es separable, pues dado a € K, si
tomamos p(x) = polmin(a, k) hemos probado que las raices de p(z) son simples.
u

Comenzamos ahora la labor de ‘contar’ los automorfismos de una extension
finita. En realidad si la extensién no es normal puede no haber mas auto-
morfismo que la identidad (como le ocurre a Q(+/2)/Q), luego si queremos
resultados generales no hemos de contar automorfismos, sino monomorfismos.

Definiciéon 5.33 Sea K/k una extension finita. Llamaremos k—monomorfismos
de K a los k-monomorfismos de K en una clausura normal de K sobre k.

En particular, si K/k es normal entonces los k—monomorfismos de K son de
hecho los k—automorfismos de K.

Llamaremos N(K/k) al namero de k—monomorfismos de K (que no de-
pende de la eleccion de la clausura normal de K/k, pues dos cualesquiera
son K-isomorfas, luego todo k-monomorfismo en una se corresponde con un
k-monomorfismo en otra).

Por ejemplo, si k(a)/k es una extension simple de grado n sabemos que el
nimero de k—monomorfismos de K es igual al nimero de k—conjugados de a, y si
a es separable sobre k entonces pol min(a, k) tiene todas sus raices simples, luego
a tiene exactamente n k—conjugados, es decir, el nimero de k—monomorfismos
de k(a) es igual al grado de la extension. Equivalentemente:

N(k(a)/k) = |k(a) : k|-

Vamos a generalizar este hecho a extensiones separables cualesquiera. Primero
probamos un resultado técnico:

Teorema 5.34 Consideremos una cadena de extensiones k C K C L con L/k
finita normal. Entonces N(L/k) = N(L/K)N(K/k).

DEMOSTRACION: Por 5.22 tenemos que cada k-monomorfismo de K se ex-
tiende a un k-automorfismo de L. Basta probar que de hecho se extiende exac-
tamente a N(L/K) de ellos. Notemos que N(L/K) = |G(L/K)| porque la
extension L/K es normal.

Sean o y T dos extensiones a I de un mismo k—monomorfismo de K. Como
L/k es normal ¢ y 7 son k—automorfismos de L, luego 7o ~! es un k—automor-
fismo de L que de hecho fija a K, es decir, p = 70~ € G(L/K) y 7 = op.
Asi pues, si 0 es una extension cualquiera de un k-monomorfismo de K, las
restantes son de la forma op con p € G(L/K).

Por otra parte, si op = op’, componiendo con ¢~! concluimos que p = p/,
luego en efecto, hay tantas extensiones como elementos de G(L/K) n

1

Sea ahora una extension finita normal L = k(ay, . . ., a,), donde los elementos
a; son separables sobre k. Podemos aplicar el teorema anterior con K = k(ay)
y concluir que N(L/k) = N(L/k(a1)) |k(a1) : k|. Ahora consideramos la cadena
k(a1) C k(a1,a2) C L. Es claro que estd también en las hipotesis del teorema
anterior (as es separable sobre k(a1) porque polmin(az, k(a1)) | polmin(as, k)).
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Por lo tanto concluimos que

N(L/k) N(L/k(a1,a2)) [k(a1, az) : k(ar)| |k(ar) : k|
= N(L/k;(a1,a2)) |k(a1,az2) : k.
Repitiendo el proceso llegamos a N(L/k) = |L : k.

Esto es esencialmente el resultado al que queremos llegar (y, como vemos, es
una mera generalizacion del caso trivial de extensiones simples). Notemos ahora
que si F' es el cuerpo fijado de la extension L/k entonces G(L/k) = G(L/F),
luego |L : k| = |G(L/k)| = |G(L/F)| = |L : F|, con lo que k = F y el
teorema 5.32 nos permite concluir que la extension L/k es separable. De aqui
se sigue en primer lugar:

Teorema 5.35 Si K = k(S), donde S es un conjunto de elementos separables
sobre k, entonces la extension K/k es separable.

DEMOSTRACION: Supongamos primero que S es finito. Sean aq,...,a, los
conjugados de todos los elementos de S. Sabemos que todos ellos son separables
sobre k. Entonces L = k(aq,...,a,) es la clausura normal de K/k, y en estas
condiciones hemos probado que L/k es separable, luego K/k también. El caso
infinito se reduce trivialmente al caso finito. m

Notemos que acabamos de probar que la clausura normal de una extension
finita separable es una extension finita de Galois. Finalmente estamos en con-
diciones de enunciar el teorema principal de esta seccién:

Teorema 5.36 Si K/k es una extension finita separable de grado m entonces
el nimero de k—monomorfismos de K es exactamente igual a n. En particular

st K/k es finita de Galois |G(K/k)| = |K : k.

DEMOSTRACION: Lo tenemos probado para extensiones normales. Si K/k
no es normal tomamos la clausura normal L/k. Entonces las extensiones L/k
y L/K son normales, luego el teorema 5.34 y el caso normal nos dan |L : k| =
N(K/k) |L : K|, luego también N(K/k) = |K : k. "

El teorema siguiente termina de perfilar el comportamiento de las extensiones
separables, totalmente analogo al de las algebraicas en general:

Teorema 5.37 Sea k C K C L una cadena de extensiones. Entonces L/k es
separable si y sdlo si L/K y K/k lo son.

DEMOSTRACION: Una implicacién es sencilla. La otra se reduce facilmente
al caso en que las extensiones son finitas (ver por ejemplo 5.9).

Supongamos, pues, que L/K y K/k son finitas separables. Sia € L y b es un
k—conjugado de a, entonces existe un k-monomorfismo de K tal que o(a) = b.

Si p(z) = polmin(a, K) entonces polmin(b, K) = op(z), y es claro que si
a es una raiz simple de p(x) entonces b es raiz simple de op(x), es decir, los
k—conjugados de elementos de L son separables sobre K. De aqui se sigue que
la clausura normal de L sobre k es separable sobre K, luego podemos suponer
que L/k es normal.
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La clausura normal de K /k esta contenida en L, es separable y obviamente L
es separable sobre ella (por la implicacion opuesta a la que estamos probando).
Por lo tanto podemos suponer también que K/k es normal.

Veamos que el cuerpo fijado de L/k es k. Si a esta en dicho cuerpo fijado, en
particular a es fijado por G(L/K), luego a € K (por 5.32). Todo automorfismo
de K/k se extiende a un automorfismo de L/k que fija a a, luego a esta en el
cuerpo fijado de K/k, que es k. L]

Ejercicio: Probar que si K/k es una extension de cuerpos, el conjunto K, de los
elementos de K separables sobre k es un subcuerpo de K.

Terminamos esta secciéon con un teorema no trivial segtin el cual en muchos
casos los esfuerzos por generalizar el caso de extensiones simples a extensiones
finitas arbitrarias es innecesario:

Teorema 5.38 (Teorema del elemento primitivo) Toda extension finita
separable es simple.

DEMOSTRACION: Sea K/k una extension finita separable. Distingamos dos
casos segun que el cuerpo base k sea finito o infinito. Si k es finito y K es una
extension finita de k, entonces K también es un cuerpo finito (cada elemento de
K esta determinado por sus coordenadas en una k-base, y s6lo hay un nimero
finito de coordenadas posibles). Por el teorema 4.50 el grupo multiplicativo K*
es ciclico, es decir, existe un elemento a € K tal que sus potencias recorren
todos los elementos de K salvo el cero. Obviamente, K = k(a).

Supongamos ahora que k es infinito. Toda extensién finita es finitamente
generada, es decir, es de la forma k(aq,...,a,)/k.

Razonando por induccién es suficiente probar que si a, b son elementos se-
parables sobre un cuerpo k entonces existe un ¢ € k(a,b) tal que k(a,b) = k(c).

Sea A el conjunto de todos los pares (a’,b’), donde a’ es un k—conjugado de
ay b es un k—conjugado de b. Es claro que si (a1,b1), (az2,b2) son dos pares
distintos en A, existe a lo sumo un u € k tal que a; + ub; = as + ubs. Asi pues,
como A es finito y k es infinito existe un elemento v € k distinto de cero y para
el que aj +vby # ag+vbs, para todo par de pares distintos (a1,b1), (az,b2) € A.

Sea ¢ = a + vb. Entonces, si o, 7 son k—monomorfismos distintos de k(a, b)
los pares (o(a),o(b)) y (7(a), (b)) son pares distintos de A, luego

o(c) = o(a) +vo(b) # 7(a) + v7(b) = 7(c).

Esto significa que ¢ tiene tantos conjugados como k—monomorfismos tiene
la extension k(a,b)/k. Por los resultados que hemos probado, el grado de
polmin(e, k) coincide con |k(a,b) : k| o también |k(c) : k| = |k(a,b) : k|. Puesto
que k(c) C k(a,b), de hecho k(a,b) = k(c). "

Asi pues, para reducir dos generadores a, b de una extension separable a uno
solo, hemos de tomar un elemento de la forma ¢ = a+wvb, con v en el cuerpo base.
La finalidad de v es simplemente romper la simetria de la expresion para que el
numero de automorfismos sea el méximo posible. Unos ejemplos aclararan esta
idea.
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Ejemplo Consideremos el cuerpo K = Q(\/Z\/g) La extension K/Q es
normal, pues K es el cuerpo de escisién sobre Q del polinomio (22 — 2)(z? — 3).
Trivialmente es separable, pues los cuerpos son de caracteristica 0. Asi pues,
K/Q es una extension finita de Galois. Veamos que tiene grado 4. Para ello

consideramos la cadena
QcQ(v2) cQ(v2,Vv3).

Es claro que el grado del primer tramo es 2, luego basta probar que el segundo
tramo también tiene grado 2. A su vez esto equivale a que v/3 ¢ Q(\/i ) Ahora
bien, es facil ver que la ecuacién

(a+bv2)" = a® + 2> 4 2abv2 = 3

no tiene solucion para a,b € Q.

Los conjugados de v/2 son ++/2 y los conjugados de v/3 son £+/3. Si llama-
mos S = {#+v/2,4+/3}, tenemos que cada elemento de G(K/Q) esta determi-
nado por su restriccion a S, es decir, que la aplicacion G(K/Q) — Xs dada
por o — o|g es un monomorfismo de grupos. Como, ademas, la imagen de /2
solo puede ser +v/2 y la de /3 solo puede ser £1/3, vemos que s6lo hay cuatro
permutaciones posibles en la imagen, que expresadas como productos de ciclos
disjuntos son:

1, (V2,-v2), (V3,-V3), (V2,-V2)(V3,—V3).

Como la imagen tiene que tener cuatro permutaciones, tienen que ser éstas. Es

claro entonces que G(K/Q) = Cy x Cs.

Una Q-base de K es 1, \@, \/g, V2 -4/3 = V6. Un elemento primitivo es
V2 4+ /3, pues al aplicar los cuatro automorfismos obtenemos los conjugados

V2443, V243, V2-V3 —vV2-V3

Los cuatro son, efectivamente, distintos porque sus coordenadas en la base dada
son distintas. Por lo tanto Q(ﬁ + \/3) tiene grado 4 sobre Q y esta contenido
en K, luego es K.

Ejercicio: Calcular polmin(v/2 + v/3, Q).

Ejemplo Consideremos de nuevo K = Q(«, ), donde « y 8 son dos de las
raices del polinomio 23 —2. Segtin hemos visto en la seccién anterior, la extension
K/Q es de Galois y tiene grado 6. La imagen de « y 8 por cada uno de los seis
automorfismos de K ha de ser a, 3 o la tercera raiz . Sillamamos S = {«, 3,7},
la restriccion o — o|g es un monomorfismo G(K/Q) — X3, y como ambos
grupos tienen orden 6, tiene que ser un isomorfismo. Asi pues G(K/Q) = X3 y
los seis automorfismos permutan «, 3, de todas las formas posibles.

En este caso el elemento a+  no es un elemento primitivo de K/Q, pues al
aplicarle los seis automorfismos obtenemos sélo tres conjugados: a + 3, o + 7,
B + 7. Por lo tanto polmin(« + §,Q) tiene grado 3 y Q(« + ) es un cuerpo
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intermedio de grado 3 sobre Q. Un elemento primitivo es, por ejemplo o — 5.
En efecto, sus conjugados son

a_ﬁa ﬁ—’Y: a+2ﬁa
a—vy=2a+p8, y—a=-2a— f,
ﬂ*O&, 77B:7a72ﬂ3

y son todos distintos por la independencia lineal de o y 3. Puede comprobarse
que polmin(a — 8) = 2% + 108. Notemos que la presencia del —1 se traduce en
una pérdida de la simetria de la expresion a + 3, que hace que las las seis imé-
genes por los automorfismos sean distintas. La prueba del teorema del elemento
primitivo justifica que siempre podemos conseguir el maximo nimero posible de
conjugados mediante esta técnica. ]

5.4 Normas y trazas

Finalmente podemos definir en general la norma de una extension de cuerpos.
Notemos primero que el teorema 5.32 vale en parte para extensiones separables
(no necesariamente normales): Si K/k es separable, un elemento u € K esta
en k siy solo si o(u) = u para todo k-monomorfismo o de K. En efecto, si
consideramos la clausura normal L/k, tenemos que u € k si y solo si o(u) = u
para todo o € G(L/k), pero las restricciones a K de los k-automorfismos de L
son los k-monomorfismos de K.

Definiciéon 5.39 Sea K/k una extension separable de grado n. Sean o1, ...,0,
los k-monomorfismos de K (en la clausura normal L de K/k). Definimos la
norma y la traza de un o € K como

N(a) =o1(a) - on(a) € L, Tr(a) =01(a)+ -+ on(a) € L.

Si 0 € G(L/k), entonces 0; o o es un k-monomorfismo de K en L, luego
0300 = 0 para algin j. Mas aun, si ¢ # j, entonces o;00 # 000, pues actiian
de forma distinta sobre un elemento primitivo a de K.

Por lo tanto, la composicién con ¢ permuta los monomorfismos y, en con-
secuencia, o(N(a)) = N(a), o(Tr(e)) = Tr() para todo a y todo o, es decir,
N(a), Tr(a) € k.

Tenemos asi dos aplicaciones N, Tr : K — k. Es obvio que

N(uv) = N(u) N(v), Tr(u + v) = Tr(u) + Tr(v).

De hecho la traza es una aplicaciéon lineal de k-espacios vectoriales. Una pro-
piedad elemental es que si « € k, entonces

N(a) = ol Tr(a) = |K : K| a.

Teorema 5.40 (Transitividad de la norma) Sea ¥ C K C L una cadena
de extensiones finitas separables. Entonces para todo a € L se cumple

Ni(0) = Ng (Nic(@)), Trg(e) = Ty (Trg ().
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DEMOSTRACION: Sean o1, ...,0, los K-monomorfismos de L. Asi
L
Nk () =o1(a) - on(a).

Sean T1,...,Tmy los k-monomorfismos de K. Escojamos para cada uno de
ellos 7; una extension a un k-automorfismo de la clausura normal de L sobre k,
digamos p;. Entonces 7; (NE () = p; (o1(a)) -+ p;i (on(a)), y NE (NE()) es
el producto de estos términos para ¢ = 1,...,m.

Los monomorfismos o o p;, definidos sobre L, son distintos dos a dos, pues si
0;0p; = 040 Py, restringiendo a K tenemos p; = p,, luego ¢ = v, y componiendo
con el automorfismo inverso queda o; = oy, luego j = u.

Como en total son mn monomorfismos, de hecho son todos los k-monomor-
fismos de L, luego Nf (N%(c)), que es el producto de todos los p; (c(c)), es
igual a NE£(a).

El mismo razonamiento vale para las trazas. m

Ejemplo Vamos a calcular la norma de la extensiéon Q(\/ﬁ, V3 ) /Q.
Un elemento arbitrario de Q(\/i, V3 ) es de la forma

a=a+bV2+cV3+dV6, cona,b,cdeQ.
Su norma en la extension Q(ﬂ, \/3)/(@(\/5) es

(a+b\/§+c¢§+d\/6) (a+b\/§—c¢§—d\/6)

2 2
(a+b\/§) —(C\/§+d\/6)
= a® 4 20% + 2abV2 — 3¢? — 6d° — 6¢dV/2,

y la norma de este nimero en la extension (@(\/5) /Q es
N(a) = (a2 + 2% — 3¢2 — 6d° + (2ab — 6cd)V/2 )
(a2 +26% — 32 — 6d2 — (2ab — 6ed)V/2 )

= (a®+26% =3¢ — 6d%) — 2 (2ab — 6cd)? .

Ejercicio: Calcular la traza de las extensiones Q(v/2,v3)/Q y Q(+/2)/Q.

Ejemplo Consideramos ahora la extension ciclotémica p-ésima Q(w)/Q para
un primo impar p. Es normal y su grado es p—1, luego tiene p—1 automorfismos,
determinados por la imagen que toman sobre el elemento primitivo w, que ha de
ser uno de sus conjugados w’ para i = 1,...,p— 1. Evaluando en 0 el polinomio

Pt l= (- w) (- w?) (@ - WP,

obtenemos N(w) = 1. Como la norma conserva productos se cumple N(w?) = 1
para todo 1.
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Evaluando en 1 el mismo polinomio queda
Nl-w)=1-w)(l-w?)---1—w =17 4. . r14+1=p
Si p 11, entonces Tr(w?) es la suma de los p — 1 conjugados de w?, es decir,

Tr(w') =w+w? + - +uwP =1

Sia € Q entonces Tr(a) =a+a+---+a= (p—1)a. En resumen,

Tr(w') = { _;1)4 iiﬁi

Una ventaja de la trfuza frente a la norma es que es mucho més facil de

p—

calcular. En efecto, si > a;w® es un elemento cualquiera de Q(w), entonces
i=0

p—1 =l ; rl
Tr (Z aw’) = > a;Tr(w') =aoTr(l) = X} a;
i=0 i=0 i=1

p—1 p—1
= (p—1ao— > a; =pag — Y a;.
i=1 i=0

5.5 La teoria de Galois

Presentamos ahora el teorema fundamental que permite obtener consecuen-
cias relevantes sobre extensiones de Galois a través del estudio de sus grupos
de automorfismos. Béasicamente afirma que los cuerpos intermedios de una ex-
tension finita de Galois se corresponden de forma natural con los subgrupos del
grupo de Galois. Mas concretamente, la correspondencia de Galois asigna a
cada subgrupo el cuerpo que definimos a continuacion:

Definicién 5.41 Sea K/k una extension de cuerpos y H un subgrupo del grupo
de Galois G(K/k). Llamaremos cuerpo fijado por H al cuerpo

F(H)={a€ K | o(a) =a para todo o € H}.
Es muy facil probar que ciertamente F(H) es un cuerpoy k C F(H) C K.

El teorema 5.32 afirma que una extension algebraica K de un cuerpo k es
de Galois si y solo si F(G(K/k)) = k. El teorema siguiente contiene la parte
técnica del teorema de Galois y resulta 1til por si mismo en algunas ocasiones:

Teorema 5.42 (Teorema de independencia de Dedekind) Consideremos

un cuerpo K y sean o1,...,0, automorfismos distintos de K. Si ci,...,¢cy
n

son elementos de K tales que Y. cio;(a) = 0 para todo a € K, entonces

i=1
cp=-=c¢p,=0.
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DEMOSTRACION: Por induccion sobre n. Si n = 1, entonces c¢i01(a) = 0
para todo a € K, luego en particular ¢c;01(1) = 0, es decir, ¢; = 0. Supongamos
que n > 1y que

o

cioi(a) =0 para todo a € K. (5.2)

i=1

Si algin ¢; es nulo entonces todos lo son por hipotesis de induccién. Supon-
gamos que son todos no nulos. Como o1 # 0,, existe un elemento b € K tal
que o1(b) # 0, (b). Obviamente b # 0. Por hipdtesis,

o

¢ioi(ba) =0 para todo a € K.

i=1

Multiplicando por o, (b~!) y restando de (5.2) queda:

o8

¢i(1=on(b7)oi(b))oi(a) =0 para todo a € K.

=1

Como el dltimo sumando es nulo, podemos aplicar la hipotesis de inducciéon
y concluir que ¢;(1 — 0,,(b=")o;(b)) = 0 para i = 1,...,n — 1. En particular
(1= 0,(b7")o1(b)) =0y 01(b) = 0y, (b), contradiccion. "

Con la ayuda de este resultado podemos probar el teorema siguiente, que
esencialmente contiene la biyectividad de la correspondencia de Galois:

Teorema 5.43 Sea K/k una extension y H un subgrupo finito de G(K/k).
Entonces

K« F(H)| = |H].
DEMOSTRACION: Supongamos que |[K : F(H)| = r < |H| = n. Sea
b1,...,b, una base de K como F(H)-espacio vectorial. Sea H = {o1,...,0,}.

La aplicaciéon f: K™ — K" dada por

n n
f(xh N ,xn) = (Z .’Eidi(bl), ey Z mzo—z(br))
i=1 i=1
es claramente lineal y, como n = dim N(f)+dimIm f < dim N(f)+r, concluimos
que dim N(f) > 0, luego existe una n-tupla (c1,...,c,) de elementos de K no
n
todos nulos de modo que ) ¢;o;(bj) =0 paraj=1,...,7.
i=1
Si a € K, entonces a = a1b; + -+ + a,b, para ciertos ay,...,a, € F(H).
Como son fijados por los automorfismos de H se cumple que

o

n
cioi(ajbj) = a; > cioi(bj) =0,
i=1

=1

n
y sumando para todos los j obtenemos que Y ¢;0;(a) =0 para todo a € K,

pero esto contradice al teorema anterior. i=1

Supongamos ahora que |K : F(H)| > |H| = n. Sean by, ...,b,41 elementos
de K linealmente independientes sobre F(H).
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Como antes podemos concluir que existen elementos (ag,...,a,+1) de K no
todos nulos de modo que

n+1
> aioi(bi) =0 paraj=1,...,n. (5.3)
i=1

Tomando el valor de j correspondiente al automorfismo identidad, se cumple
n+1

que Y a;b; = 0, lo que significa que alguno de los a; ¢ F(H), pues los b; son
i=1
independientes.
Reordenando podemos suponer que a; # 0 parai = 1,...,7 y que los restan-

tes son nulos. También podemos escoger los a; con r minimo. Ha de ser r > 1,
porque en otro caso tendriamos bja; = 0 y entonces a; = 0, contradiccion.

Podemos multiplicar todos los a; por a. ! y asi suponer que a, = 1. Como
algin a; ¢ F(H) y éste no es ciertamente a,, podemos tomar a; ¢ F(H).
Entonces existe un indice h tal que o(a1) # a;.

n+1
Aplicando o, a (5.3) tenemos que se cumple Y o,(a;)os(0j(b;)) = 0 para
i=1

todo j = 1,...,n. Como 0;0} recorre todo H cuando j = 1,...,n, podemos
escribir Z;Lill on(ai)o;(b;) = 0y restando de (5.3) llegamos a que

n+1
E (CLIL' - O'h((li))O'j(bi) = O,
i=1
para j = 1,...,n. Pero ahora los coeficientes son nulos para i = r,...,n+ 1,
aunque no lo es el primero. O sea, hemos encontrado unos valores que cumplen
lo mismo que (ay,...,a,+1) pero con mas ceros, en contra de la minimalidad
de r. L]

Con esto llegamos al teorema de Galois. En el apartado 7) usamos la nota-
cion KL para el cuerpo K (L) = L(K), o sea, el minimo cuerpo que contiene a
K y L (donde K y L son dos cuerpos contenidos en un cuerpo comun).

Teorema 5.44 (Teorema Fundamental de la Teoria de Galois) Sea K/k
una extension finita de Galois.

1. Eziste una biyeccion entre los cuerpos intermedios k C L C K y los
subgrupos de G(K/k). Fsta biyeccion asigna a cada cuerpo L el grupo
G(K/L) y su inversa asigna a cada grupo H el cuerpo F(H).

SikcLcL CK, entonces G(K/L') < G(K/L) < G(K/k).
Si H< H' < G(K/k), entonces k C F(H') C F(H) C K.

Sik C L C K entonces K/L es una extension normal (luego de Galois).

Sik C L C K, la extension L/k es normal (luego de Galois) si y sélo si
G(K/L) es un subgrupo normal de G(K/k).
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6. SikCLCK yL/k esde Galois, la aplicacion r : G(K/k) — G(L/k)
dada por (o) = o|r es un epimorfismo de grupos cuyo nicleo es G(K/L),
luego G(L/k) =2 G(K/k)/G(K/L)

7. St Hy, Hy < G(K/k) entonces
F((Hy,Hy)) = F(Hi)NF(Hy) 'y F(HyNHy)=F(H)F(H>).

DEMOSTRACION: 4) Si K/k es normal, K es el cuerpo de escision sobre k de
un cierto polinomio p(z), pero, obviamente, K también es el cuerpo de escision
sobre L de p(x), luego K/L es normal.

1) La aplicacion que a cada L le asigna G(K/L) es inyectiva, pues si te-
nemos G(K/L) = G(K/L'), entonces F(G(K/L)) = F(G(K/L")), y como las
extensiones son de Galois, L = L.

Si H<G(K/k)y L=F(H), es obvio que H < G(K/L) y, por el teorema
anterior, |[H| = |K : L| = |G(K/L)| porque la extensién es de Galois, luego
H = G(K/L). Por lo tanto L es una antiimagen de H, luego la aplicacion es
biyectiva y su inversa es la que indica el enunciado.

2) y 3) son inmediatos.

5) Supongamos que L/k es normal. Sea o € G(K/L) y 7 € G(K/k). Para
cada a € L se cample que 771 (a) € L (por el teorema 5.22). Consecuentemente,
o(r7a)) =77a) y 0"(a) = 7(0 (77 (a)) ) = 7(77*(a)) = a, luego tenemos
que 07 € G(K/L) y en consecuencia G(K/L) I G(K/k).

Si G(K/L) 9 G(K/k), tomemos un polinomio irreducible p(z) € k[x] con
una raiz a en L. Como K/k es normal p(z) se escinde en K. Basta probar que
todas las raices de p(x) en K estan en L, y asi p(z) se escindira en L. Sea b otra
raiz de p(z) en K. Por el teorema 5.23 existe un automorfismo 7 € G(K/k) tal
que 7(b) = a. Hemos de probar que b € F(G(K/L)) = L.

Sea 0 € G(K/L). Entonces o7 € G(K/L), luego 7(c(t7!(a)) = a, o sea,
7(o(b)) = a o, lo que es lo mismo, o(b) = b.

6) La aplicacion r estd bien definida porque si o € G(K/k), entonces el
teorema 5.22 garantiza que o[L] = L, luego r(c) € G(L/k). La aplicacion r es
suprayectiva también por el teorema 5.22; y obviamente es un epimorfismo de
grupos. El resto es inmediato.

7) Es una consecuencia inmediata de 1), 2) y 3). El grupo (H;, Hs) es el
menor subgrupo de G(K/k) que contiene a Hy y a Hj, luego su cuerpo fijado
ha de ser el mayor cuerpo intermedio contenido en F(Hy) y en F(Hs), o sea,
ha de ser F'(H;) N F(Hy). Analogamente se tiene la otra igualdad. "

Ejemplo El estudio de los grupos de Galois nos permite conocer todos los
cuerpos intermedios de una extension finita de Galois. Como ilustraciéon vamos
a aplicarlo al cuerpo de escisién sobre Q del polinomio 2% — 2. Sabemos que es
de la forma K = Q(«, 8), donde «, 8 y «y son las raices del polinomio, asi como
que el grado de la extension es 6, que el grupo de Galois G es isomorfo a 3 y
que por lo tanto permuta las tres raices de todos los modos posibles.
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Como Y3 tiene cuatro subgrupos propios, el teorema de Galois nos dice que
la extension Q(«, 3)/Q tiene exactamente cuatro cuerpos intermedios. Vamos
a calcularlos.

Los subgrupos de Y3 son los tres subgrupos de orden 2 generados por las
trasposiciones (5,7), (a,7) v (a, 8) y el subgrupo de orden 3 generado por el
ciclo (o, 8,7).

El cuerpo F(((8,7))) cumple que [Q(a, 8) : F(((8,9))] = [((8.1)] = 2

luego ‘F(((B,v))) : Q‘ =3 = |Q(e) : Q|. Como obviamente o € F({(5,7))),
tenemos la inclusion Q(a) C F(((8,7))) v, al coincidir los grados, ha de ser
Q(a) = F(((8:))-

Igualmente, Q(8) = F(((,7))) ¥ Q(y) = F({(a, B)))-

Nos falta calcular F’ (((a, B, 7))), que ha de tener grado 2 sobre Q. Para ello
observamos que como « # 3, se cumple «/3 # 1, pero (a/3)® = 2/2 = 1, luego
w = a/f3 es una raiz del polinomio 2® — 1 distinta de 1. Por consiguiente Q(w),
el cuerpo ciclotomico de orden 3, esté contenido en K y tiene grado 2 sobre Q,

luego ha de ser F({(a, 3,7))) = Q(w) = Q(v/-3). "

En la seccién siguiente mostraremos un primer ejemplo de cémo la teoria
de grupos permite obtener resultados no triviales sobre cuerpos, pero antes
veamos un par de resultados sencillos, pero muy ttiles, con los que acabaremos
de perfilar la teoria de Galois:

Teorema 5.45 Sean K/k y L/k extensiones de un cuerpo k (contenidas en un
mismo cuerpo) y ademds supongamos que K/k es de finita de Galois. Entonces
la extension KL/L es también de Galois y G(KL/L) >~ G(K/K N L).

DEMOSTRACION: La extension K/k es normal, luego K es el cuerpo de

escision sobre k de un cierto polinomio f(x) € k[z]. Sean aq,...,a, las raices de
f(x) en K. Entonces K = k(aq,...,a,), luego es obvio que KL = L(ay,...,ay).
Ademas ay,...,a, son las raices de f(x) € L[z] en KL, luego KL es el

cuerpo de escision sobre L de f(x), lo que implica que la extension KL/L es
normal. Como los a; son separables sobre k, lo son sobre L y asi KL/L es de
Galois.

Sio € G(KL/L), como K/k es normal, se cumple que o|g : K — K,y
claramente o|g € G(K/K N L).

La aplicacion ¢ : G(KL/L) — G(K/K N L) dada por ¢(o) = o|x es
ciertamente un homomorfismo de grupos y de hecho es un monomorfismo, pues
si ¢(0) = I|k, entonces, como o|;, = I|1, resulta que o = I|x.

Consideremos el cuerpo E = F(Im¢). Entonces KNLC ECK. Sia€ E
se cumple 0|k (a) = a para todo o € G(KL/L), luego a € F(G(KL/L)) = L.

Por lo tanto £ C KNL, es decir, E = KNLy asi F(Im ¢) = F(G(K/KNL)),
con lo que Im¢ = G(K/K N L)y ¢ es un isomorfismo. "

Teorema 5.46 Sean K/k y L/k dos extensiones finitas de Galois de un mismo
cuerpo k (ambas contenidas en un cuerpo mayor) y tales que K N L = k. En-
tonces KL/k es finita de Galois y G(KL/k) = G(K/k) x G(L/k).
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DEMOSTRACION: Si K es el cuerpo de escision sobre k de un polinomio p(z)
y L es el cuerpo de escision de ¢(x), es claro que KL es el cuerpo de escision
de pq, luego KL/k es una extension finita de Galois (la separabilidad es clara).
Por el teorema de Galois podemos definir ¢ : G(KL/k) — G(K/k) x G(L/k)
mediante ¢(c) = (o|k,0|L).

Obviamente ¢ es un homomorfismo de grupos. De hecho es un monomor-
fismo porque su niicleo es claramente trivial. Para probar que ¢ es biyectiva
basta ver que ambos grupos tienen el mismo orden, pero por el teorema anterior
|G(K/k)| = ]G(KL/L)|, vasi |[KL:k|=|KL:L||L:k|=|K:k||L:k|. =

5.6 Cuerpos algebraicamente cerrados

Sabemos que si k es un cuerpo y p(x) € k[z], entonces existe una extension
de k en la que p(z) tiene todas sus raices (el cuerpo de escision del polinomio),
pero cabe preguntarse si no es posible encontrar un cuerpo k que contenga ya
todas las raices de todos los polinomios de k[x]. El teorema siguiente precisa
esta idea:

Teorema 5.47 Sea K un cuerpo. Las condiciones siguientes son equivalentes:
1. K no tiene extensiones algebraicas distintas de si mismo.
2. Los polinomios irreducibles en K|[x] son los polinomios de grado 1.
3. Todo polinomio no constante de K[x] tiene una raiz en K.
4. Todo polinomio de K|[x] se escinde en K|[z].
5.

K contiene un subcuerpo k tal que la extension K/k es algebraica y todo
polinomio no constante de k[x] se escinde en K|x].

DEMOSTRACION: 1) = 2) Sabemos que todo polinomio de grado 1 es irredu-
cible, y los de grado 0 son unidades o el 0. Si existiera un polinomio irreducible
de grado mayor que 1, entonces dicho polinomio no tendria raices en K, luego
existirfa una extensién de K en el que tendria una raiz a, y K(a) seria una
extension algebraica propia de K.

2) = 3) Si un polinomio no es constante entonces no es nulo ni unitario,
luego tiene un factor irreducible, que sera de la forma az + b € Klz] con a # 0,
luego el polinomio tendra por raiz —b/a.

3) = 4) Si f(x) € K[z] es constante entonces f(z) = ag € K, luego se escinde
en K[z]. Sino es constante tiene una raiz a; € K, luego f(z) = (x — a1) f1(x),
para cierto polinomio f1(z) € K[z]. Si fi(z) tampoco es constante tiene una
raiz ags € K, luego f(x) = (z — a1) fi(z) = (x — a1)(z — a2) f2(x), para cierto
polinomio f2(z) € K[z]. Como el grado de los polinomios que vamos obteniendo
es cada vez una unidad menor, al cabo de un nimero finito n de pasos llegaremos
a un polinomio de grado 0, es decir, a una constante ag y tendremos f(x) =

ap(x —ay) - (z — ap).
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4) = 5) Basta tomar k = K.

5) = 1) Si L/K es una extension algebraica y a € L entonces a es algebraico
sobre k, por 5.9, luego podemos considerar el polinomio p(z) = polmin(a, k),
que por hipotesis se escinde en K|x]. Existen ag,aq,...,a, € K tales que

p(x) =ap(x —a1) - (x — ap).

Como p(a) = 0, necesariamente a = a; para algun 4, luego a € K y en conse-
cuencia L = K. [

Definicion 5.48 Diremos que un cuerpo K es algebraicamente cerrado si cum-
ple cualquiera de las condiciones del teorema anterior.

La propiedad 5. esta encaminada a encontrar cuerpos algebraicamente cerra-
dos, pues lo que afirma es que si tenemos un cuerpo k que no es algebraicamente
cerrado, para que una extension algebraica K de k lo sea basta con comprobar
que los polinomios de k[z] se escinden! en K[x], sin necesidad de considerar los
“nuevos” polinomios (los de K[z]) que hemos obtenido al extender el cuerpo.

Por ejemplo, es obvio que QQ no es algebraicamente cerrado y, a pesar de que
muchos polinomios irreducibles en Q[z] se escinden en R[z], lo cierto es que R
no es “lo suficientemente grande” como para ser algebraicamente cerrado, pues,
por ejemplo, el polinomio 22 + 1 no tiene raices en R.

El teorema fundamental del algebra afirma que C si que es un cuerpo alge-
braicamente cerrado. Hemos dado una prueba “topologica” en [ITAn 3.33] y otra
“analitica” en [IC 7.24]. Ahora vamos a dar otra algebraica (aunque requiere dos
hechos elementales que se comprueban analiticamente). Conviene enunciar el
resultado en un contexto general, que constituye la primera aplicacién profunda
de la teoria de Galois que vamos a presentar. Necesitamos un resultado previo:

Teorema 5.49 Sea R un cuerpo ordenado en el que todo elemento positivo
tiene raiz cuadrada y sea C' = R(i) la adjuncion a C' de una raiz del polinomio
22 + 1. Entonces todo elemento de C tiene raiz cuadrada. En particular todo
numero complejo tiene raiz cuadrada.

DEMOSTRACION: En principio, todo a € R tiene raiz cuadrada en C, pues si
a > 0 entonces la tiene en R y si a < 0, entonces —a > 0, luego existe y/—a € R,
luego /—ai € C' es una raiz cuadrada de a en C.

Ahora consideramos un elemento arbitrario de C, que sera de la forma a4+ bi,
con a,b € R, y definimos

c:\/;( a?+b% +a), d:\/;(\/az—i—lﬁ—a)ea

Esto es correcto, pues a? 4+ b? > 0, luego por hipétesis existe la raiz cuadrada
Va? +b% € R, luego las raices cuadradas exteriores existen en C.

1El teorema 9.20 afirma que, de hecho, basta con que tengan una raiz en K.
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Se comprueba trivialmente que ¢ — d? = a y que 2cd = £b. Cambiando ¢
por —c si es preciso se sigue cumpliendo la primera ecuacion y la segunda pasa
a ser 2cd = b, de donde se sigue que (¢ + di)? = a + bi. L]

Teorema 5.50 Sea R un cuerpo ordenado que cumpla las dos propiedades si-
quientes:

1. Todo a € R positivo tiene una raiz cuadrada en R.
2. Todo polinomio de grado impar en R[x] tiene al menos una raiz en R.

Sea K = R(i), donde i es una raiz del polinomio x> + 1. Entonces el cuerpo K
es algebraicamente cerrado.

DEMOSTRACION: Notemos que 22 + 1 no puede tener raices en un cuerpo
ordenado, por lo que |K : R| = 2. El teorema anterior nos da que todo elemento
de K tiene raiz cuadrada. La férmula de las ecuaciones de segundo grado nos
da a su vez que todo polinomio de grado 2 con coeficientes en K tiene sus raices
en K, lo cual equivale a que K no tiene extensiones algebraicas de grado 2.

Supongamos ahora que K no es algebraicamente cerrado. Entonces existe un
polinomio no constante sin raices en K. Sea L la adjuncién a K de una raiz de
dicho polinomio, con lo que tenemos una extension finita L/K de grado mayor
que 1. La extension L/R también es finita. Cambiando L por la clausura
normal de L sobre R podemos suponer que L/R es una extension finita de
Galois (notemos que R, al ser un cuerpo ordenado, tiene caracteristica 0, luego
la extension es separable). Como R C C' C L, tenemos que |L : R| es par.

Consideramos el grupo de Galois G = G(L/R), que tiene orden par, digamos
|G| = 2"m, con m impar y n > 1, y vamos a usar un hecho nada trivial:

El grupo G tiene un subgrupo P de orden 2™.

Este subgrupo P es lo que se llama un 2-subgrupo de Sylow de G, y pro-
baremos su existencia en [TG 3.27]. Sea F el cuerpo fijado por P, de modo
que R C F C L. La extension F/R es finita separable, luego tiene un elemento
primitivo, digamos F' = R(a). Sea p = polmin(a, R). Entonces p es irreducible
en R[z], pero es un polinomio de grado impar, pues |F : R| = |G : P| = m es
impar. Por hipétesis p tiene que tener una raiz en R, lo cual sélo es posible si p
tiene grado 1, luego F' = Ry, por consiguiente, P = G.

Asi pues, hemos concluido que la extension L/R tiene grado potencia de 2,
luego lo mismo le sucede a L/K. Concretamente, |L : K| = |G(L/K)| = 2""1.
Ahora usamos otro hecho no trivial:

El grupo G tiene un subgrupo N de indice 2.

Esto lo demostraremos en [TG 3.6]. Si F es el cuerpo fijado de N, tenemos
que |F : K| = 2, pero hemos visto que K no puede tener extensiones de grado 2,
con lo que tenemos una contradiccion. m
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Observemos que el cuerpo R de los niimeros reales cumple las dos hipote-
sis del teorema anterior. La existencia de raices cuadradas estd probada en
[An 1.15], mientras que la segunda hipotesis es [ITAn 3.25|, y daremos otra
prueba en [An 3.26]. Por lo tanto, tenemos asi otra demostracién de que el
cuerpo C de los ntimeros complejos es algebraicamente cerrado. El teorema
siguiente nos da otro ejemplo:

Teorema 5.51 Si K/k es una extension de cuerpos con K algebraicamente
cerrado y A es el conjunto de los elementos de K algebraicos sobre k, entonces A
es un cuerpo algebraicamente cerrado.

DEMOSTRACION: Es claro que A = k(A), luego es un cuerpo, y si tomamos
un polinomio no constante p(x) € k[x], sabemos que se escinde en K|z|, pero
sus raices seran algebraicas sobre k, luego estaran en A, luego p(x) se escinde
en Alz], luego A es algebraicamente cerrado por el apartado 5) de 5.47. =

Definicion 5.52 Llamaremos A al conjunto de los nimeros complejos algebrai-
cos sobre Q que, por el teorema anterior, es un cuerpo algebraicamente cerrado.
Sus elementos se llaman simplemente nidmeros algebraicos.

Llamamos R, al conjunto de los nimeros reales algebraicos (sobre Q). Es
claro entonces que a + bi € A si y sélosia, b e R,.

En efecto, si a,b € R,, entonces, a,b,i € A, luego a + bi € A. Reciproca-
mente, si a + bi € A, entonces el conjugado a — bi también es algebraico (con el
mismo polinomio minimo sobre Q), luego a + bi + a — bi = 2a € A, luego a € A,
luego bi = a+bi —a € Ry, luego b € R,,.

Es claro entonces que A = R, (7). De hecho, es facil ver que R, cumple las
hipotesis del teorema 5.50, por lo que la clausura algebraica de A se deduce
también de este teorema.

Observemos que R, # R porque R, es numerable [An 1.55] y R no lo es
[An 1.57]. Claramente entonces A también es numerable, mientras que |C| = c.

Ejercicio: Probar que la extension A/Q es algebraica, pero infinita.

Asi pues, si queremos trabajar con extensiones algebraicas de Q, s6lo necesi-
tamos considerar subcuerpos de C, o incluso de A, pero hay muchos casos en los
que es necesario estudiar extensiones algebraicas de otros cuerpos. Por ejemplo,
de cuerpos finitos. Vamos a probar que siempre podemos considerar un cuerpo
analogo a A para cualquier cuerpo dado:

Definicion 5.53 Diremos que un cuerpo K es una clausura algebraica de un
cuerpo k si K es una extension algebraica de k y es algebraicamente cerrado.

Por ejemplo, C es una clausura algebraica de R, y es la tnica salvo R-
isomorfismo, es decir, que si K es cualquier clausura algebraica de R, entonces
K es un cuerpo R-isomorfo a C.
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En efecto, podemos considerar una raiz o € K del polinomio 22 + 1, de
modo que existe un R-isomorfismo ¢ : C — R(a) C K, pero entonces R(a) es
un cuerpo algebraicamente cerrado y la extension K/R(«) es algebraica, luego
tiene que ser K = R(a), y asi 0 : C — K es un R-isomorfismo.

Similarmente, A es una clausura algebraica de @, y también es tinica salvo
Q-isomorfismo. Vamos a deducir esto de un resultado general:

Teorema 5.54 (AE)? Sea K/k una extension algebraica y o : k — L un
monomorfismo de cuerpos, con L es algebraicamente cerrado. Entonces o se
extiende a un monomorfismo o* : K — L.

DEMOSTRACION: Sea M el conjunto de todos los pares (A, 7) tales que
kCACKy7:A— L es un monomorfismo que extiende a o. El conjunto
M esta inductivamente ordenado por la relacion

(A, 7)< (A, 7)siysolosi AC A y7r'|la=T

Sea (A, 7) un elemento maximal. Es suficiente probar que A = K. En
otro caso sea u € K \ A. Sea p(z) = polmin(u, A) y sea 7p(z) el polinomio
correspondiente en 7[A][z] C L[x] que, al ser L algebraicamente cerrado, tiene
una raiz v € L.

El teorema 5.12 nos da un monomorfismo 7’ : A(u) — L que extiende a 7,
en contra de la maximalidad de (A, 7). Por tanto A = K. "

El caso particular que nos interesa de momento es:

Teorema 5.55 (AE)? Si K es una clausura algebraica de k, K' es una clausura
algebraica de k' y o : k — k' es un isomorfismo, entonces o se extiende a un
isomorfismo o* : K — K'. En particular dos clausuras algebraicas de un
cuerpo k son k—isomorfas.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior, o se extiende a un monomorfismo
o*: K — K'.

Como K es algebraicamente cerrado, o*[K] también lo es, y la extension
K'/o*[K] es algebraica, luego ha de ser o*[K] = K’, es decir, c* es un isomor-
fismo.

Si K y K’ son dos clausuras algebraicas de un mismo cuerpo k, entonces la
identidad en k se extiende a un k—isomorfismo de K en K'. n

Notemos que si consideramos extensiones algebraicas de Q, no perdemos
generalidad si suponemos que son subcuerpos de C y, mas concretamente de
A, pues ahora sabemos que toda extension algebraica de Q es Q-isomorfa a un
subcuerpo de A.

Aunque hemos construido explicitamente una clausura algebraica para R y
para Q, lo cierto es que todo cuerpo tiene una clausura algebraica:

2No se necesita AE si la extension K/k es finita, pues entonces puede expresarse como
K = k(a1,...,an) y o puede ir extendiéndose sucesivamente a cada k(a1,...a;) usando el
teorema 5.12. Si |K : k| = Rg expresamos K = k(a1,as2,...) y s6lo necesitamos el axioma ED
junto con 5.12.
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Teorema 5.56 (AE)? Todo cuerpo tiene una clausura algebraica.

DEMOSTRACION: Sea k un cuerpo y consideremos el conjunto C' = k[x] x N.
Para cada a € k, llamemos & = (z — «,0) € C. Sea k = {a | a € k} C C.
Notemos que la aplicacion k — k dada por o — @& es biyectiva, por lo que
todo elemento de k se expresa de forma tinica como @, para un cierto a € k.
Dotamos a k de estructura de cuerpo mediante @ + 8 = a+ 3, a8 = af. Es
claro que a — @& es ahora un isomorfismo de cuerpos, que podemos extender
a un isomorfismo de anillos k[z] — k[z]. Si p(z) € k[z], representaremos su
imagen por p(z) € k[z].

Asi hemos construido otro cuerpo k que algebraicamente es el mismo que k,
pero que desde un punto de vista conjuntista esta contenido en C'. Basta probar
que k tiene una clausura algebraica.

Sea M el conjunto® de todos los cuerpos K tales que K/k es una extension
algebraica y, como conjunto, K C C'y ademas, si £ = (p(z),n) € K, entonces
pe =0 )

Notemos que k € M pues si € € k, entonces £ = @ = (z — «,0), para cierto
a €k, demodoque x —a=x—a=x—¢&, y ciertamente ¢ es raiz de x — &.

Definimos en M la relacién de orden dada por K < K’ si y solo si K es un
subcuerpo de K’. Vamos a comprobar que M cumple las hipotesis del lema de
Zorn. Si € C M es una cadena, entonces L = |JC C C y si £, & € L, existe un
K € @ tal que £,& € K (porque C es una cadena) y las operaciones & + £, £¢
son independientes de la eleccion de K. Por lo tanto, esto define una suma y
un producto en L de modo que cada K € € es un subcuerpo de L. Esto implica
claramente que la extensién L/k es algebraica, y si & = (p(z),n) € L, existe un
K € C tal que £ € K, luego por definicion de M tenemos que p(€) = 0, luego
L € M es una cota superior de C.

Por el lema de Zorn existe un elemento maximal K € M. Basta probar
que K es algebraicamente cerrado. En caso contrario, K admite una extension
algebraica K'. Para cada polinomio monico irreducible p(z) € k[z] tal que p(z)
tenga al menos una raiz en K'\ K, sean oy, ... a,, sus raices en K’ \ K. Como
p(x) tiene a lo sumo un nuamero finito de raices en K, solo puede haber un
namero finito de nimeros naturales n tales que (p(x),n) € K, luego podemos
tomar un n mayor que todos ellos y definir &; = (p(z),n+1i) € C'\ K.

Asf tenemos una aplicacion inyectiva K’ — C que sobre K es la identidad
y sobre K'\ K es a; + @;. Sillamamos K’ C C a la imagen de esta aplicacion,
es claro que podemos dotar a K’ de estructura de cuerpo K-isomorfo a K’ y,
como p(a;) = 0, tenemos que K’ € M y contradice la maximalidad de K. m

3Se puede evitar el axioma de eleccién para cuerpos numerables. ~
4Mas precisamente, los elementos de M son ternas (K,+,), de maneraque k C K C Cy
+,-: K x K — K. En particular +,- C C x C x C, luego

(K, 4+, ) €PCxP(CxCxC)xPCxCxC),

luego M C P(PC x P(C x C x C) x P(C x C x C)) =M. La funcién de C en la demostracion
es garantizar que M pueda definirse por especificacién a partir del conjunto M.
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Extensiones infinitas normales Los resultados de esta seccién nos permiten
generalizar algunos resultados que hemos demostrado para extensiones finitas
normales. Para eliminar la hipotesis de finitud debemos generalizar el concepto
de cuerpo de escisiéon para considerar un conjunto arbitrario de polinomios:

Definiciéon 5.57 Si K/k es una extension y P C k[z], se dice que K es el
cuerpo de escision sobre k de los polinomios de P si todos los polinomios de P
se escinden en K y K es la adjunciéon a k del conjunto de todas sus raices.

En primer lugar generalizamos 5.18:

Teorema 5.58 (AE) Sik es un cuerpo y P C k[z], existe una extension K/k
tal que K es un cuerpo de escision de P sobre k, y si K' cumple lo mismo,
entonces K y K’ son k-isomorfos.

DEMOSTRACION: Basta tomar una clausura algebraica K de k y tomar
K = k(S), donde S es el conjunto de las raices en K de los polinomios de P.
Claramente es un cuerpo de escision de P sobre k. Si K'/k es otro cuerpo
de escision, tomamos una clausura algebraica K’, de modo que existe un k-
isomorfismo o : K — K, el cual transforma las raices de los polinomios de P
en K en las raices de estos mismos polinomios en K’, luego transforma K en
K, luego se restringe a un k-isomorfismo o : K — K. n

Ahora generalizamos 5.21:

Teorema 5.59 (AE) Una extension K/k es normal siy solo si K es el cuerpo
de escision de un conjunto de polinomios P C k[z].

DEMOSTRACION: Si K/k es normal, entonces K es la adjuncion a k de
las raices del conjunto P de todos los polinomios que tienen al menos una
raiz en K (luego se escinden en K, por la normalidad). Reciprocamente, si
K = k(S), donde S es el conjunto de las raices de un conjunto P de polinomios
que se escinden en K, en particular K/k es una extension algebraica. Sea ahora
f(z) € k[z] un polinomio no nulo con una raiz o € K = k(S). Entonces

_ (b1, .. D)
Q= ——"""1,
q(bl, ce bn)
donde los b; son raices de polinomios de P, luego podemos tomar p1,...,p, € P

de modo que los b; son raices de los p;. Sea p = p;---p,. Como cada p; se
escinde en K|[z], lo mismo le sucede a p. Sea Sy el conjunto de todas las raices
de p, de modo que Ky = k(Sp) C K es el cuerpo de escision de p, luego la
extension Ky /k es normal y a € Ky. Como f tiene una raiz en Ky, se escinde
en Kolz], luego también en K|[z], luego la extension es normal. "

Ahora generalizamos 5.22:
Teorema 5.60 (AE) Sea k C F C K C L una cadena de extensiones algebrai-

cas tal que K/k sea normal. Sea o : F — L un k-monomorfismo. Entonces
o[F] C K y o se extiende a un k-automorfismo de K.
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DEMOSTRACION: Sea L una clausura algebraica de L, con lo que también
es una clausura algebraica de F'y de o[F]. Por el teorema 5.55 tenemos que
o se extiende a un k-automorfismo o : L — L, pero o[K] = K, porque K es
la adjuncién a k de las raices en L de un conjunto de polinomios de k[z] que
se escinden en L[x], luego o[K] es la adjuncion a k de esas mismas raices. En
particular o[F| C o[K] = K y la restriccion de o a K es un k-automorfismo.

u

En particular tenemos la generalizacion de 5.23:

Teorema 5.61 Sea K/k una extension normal y a,b € K. Entonces a y b son
k—conjugados si y solo si existe un o € G(K/k) tal que o(a) = b.

Y por tltimo observamos que la prueba de 5.32 vale sin cambio alguno para
extensiones infinitas usando el teorema anterior en lugar de su version para
extensiones finitas:

Teorema 5.62 Una extension algebraica K/k es de Galois si y sdlo si su cuerpo

fijado es k.

5.7 Cuerpos formalmente reales

En geometria se trabaja a menudo con cuerpos ordenados, y un cuerpo
ordenado nunca puede ser algebraicamente cerrado. Vamos a estudiar més
detalladamente qué cuerpos admiten una relaciéon de orden y a continuaciéon
introduciremos un concepto anélogo al de clausura algebraica para cuerpos or-
denados.

Definicién 5.63 Un cuerpo R es (formalmente) real si existe una relacion de
orden en R con la que cumple los axiomas de cuerpo ordenado.

La diferencia entre “cuerpo real” y “cuerpo ordenado” es que el segundo
concepto presupone una relaciéon de orden dada en el cuerpo, mientras que un
cuerpo real puede admitir distintas relaciones de orden que cumplan los axiomas
de cuerpo ordenado.

Ejemplo Consideremos el cuerpo R = Q [\/i } C R. Obviamente es un cuerpo

ordenado en el que v/2 > 0, pero la conjugacion o(a+bV2) = a — by/2 es un
Q-automorfismo de R que nos permite definir otra relacion de orden en R con
la que R es también un cuerpo ordenado, a saber, la dada por

a<*fB siysolosi o(a)<o(f).
Respecto a este orden, /2 <* 0. L]

Que un cuerpo R sea formalmente real equivale a que exista un subconjunto
con ciertas propiedades:

Sea R un cuerpo. Un conjunto P C R es un cono positivo si cumple las
propiedades siguientes:
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1. Sia, b€ P, entoncesa+b€ Pyabe P.
2. R=PU(—P)y PN (—P) ={0} (donde —P = {—a | a € P}).

Es trivial comprobar que si R es un cuerpo ordenado, entonces el conjunto
P ={a € R|a>0} es un cono positivo y, reciprocamente, si P es un cono
positivo en R, entonces la relacion definida por a < bsiy sélosib—a € P es
una relacién de orden total en R con la que R se convierte en cuerpo ordenado
y respecto a la cual P = {a € R |a > 0}.

Por lo tanto, un cuerpo es real si y s6lo si admite un cono positivo. Esta
condicion se puede debilitar bastante. Empecemos por relajarla un poco:

Diremos que P C R es un precono positivo si cumple las propiedades siguien-
tes:

1. Sia, b€ P, entonces a + b, ab € P.
2. Si a € R, entonces a? € P.
3. —1¢P.

Es claro que todo cono positivo es un precono positivo (basta tener en cuenta
que es el conjunto de elementos > 0 del orden que define en R). Reciprocamente:

Teorema 5.64 (AE) Si R es un cuerpo, todo precono positivo en R estd con-
tenido en un cono positivo.®

DEMOSTRACION: Sea Py un precono positivo en Ry consideremos la familia
de todos los preconos positivos en R que contienen a P, considerada como
conjunto parcialmente ordenado por la inclusién. Es claro que el lema de Zorn
implica que existe un precono positivo P que contiene a Py y es maximal respecto
de la inclusion. Vamos a probar que es un cono positivo. Obviamente cumple
la propiedad 1) de la definicion.

Veamos ahora que si x € R, entonces, o bien P N (1 + P) = &, o bien
—zPN(1+P)=0.

Supongamos lo contrario. Entonces existen elementos a,b,c,d € P tales
que xa = 1+ b, —xc = 1 + d. Multiplicando ambas ecuaciones resulta que
—acz® =14+b+d+bd, luego —1 = acz® + b+ d + bd € P, contradiccion.

5Si el cuerpo R del teorema anterior es numerable, entonces no es necesario el axioma de
eleccion. En efecto, podemos partir de una enumeracion {a,}2 ; de Ry definir una sucesion
de preconos positivos {Pn}52  que empiece con el precono dado Py y de modo que P11 sea
el conjunto de todos los elementos de R de la forma

S
D a1 Qi
i=1
con los a;; € Pp U{an} si —1 no esta en dicho conjunto, o P, 1 = P, en caso contrario. Es

claro entonces que P = |J P, es un precono positivo maximal.
n

Salvo que indiquemos otra cosa, esta observaciéon se aplica a todos los resultados posteriores
de esta seccion, pues el axioma de eleccion sélo interviene a través de la aplicacion de este
teorema.
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Supongamos, pues que zP N (1 + P) = @. Sea P = P — zP. Como
0 =02 € P, todo p € P se puede poner como p = p — z0 € P, luego P C P'.
Por otra parte, P’ es un precono positivo: tomamos p — xp’, ¢ — x¢’ € P’, con
p,p,q,q € P:

o (p—ap)+(qg—=2¢)=(p+q) —z(qg+q)ecP.
o (p—ap)(q—2q") = (pg +2°p'q) —2(pg’ + qp') € P’
e Como P C P’, tenemos que P’ contiene los cuadrados.

e Si —1 € P’, entonces existen a,b € P tales que —1 = a — bz, luego
a+1=bx €xPnN(l+ P), contradiccion.

La maximalidad de P implica entonces que P = P’ y, como 0,1 € P (porque
son cuadrados) —x =0 —1la € P’ = P.

Similarmente, si suponemos que —zP N (14 P) = &, el mismo razonamiento
aplicado a —z nos da que x € P. Por consiguiente, R = P U (—P).

Supongamos por tltimo que a € PN (—P) con a # 0. Entonces a, —a € P
y, por la parte ya probada, 1/a € PU (—P), luego 1/a € P o —1/a € P, luego
resulta que —1 = Fa(+1/a) € P, contradiccion. u

Asi pues, un cuerpo es real si y solo si tiene un precono positivo. Ahora ob-
servamos que en todo cuerpo existe un conjunto que casi es un precono positivo:

Definicion 5.65 Si K es un cuerpo, llamaremos Sk al conjunto de todas las
sumas de cuadrados en K.

Como los preconos positivos contienen a todos los cuadrados y son cerrados
para sumas, es obvio que Sk esta contenido en todo precono positivo de K. Més
aun, es claro que Sk cumple todas las condiciones de la definicién de precono
positivo salvo quiza la tltima, es decir, salvo que —1 ¢ Sk.

Mas atn, conviene observar que Sk \ {0} es un subgrupo de K*.

Es claro que 1 € Sk \ {0} y que Sk \ {0} es cerrado para productos, luego la
Gnica comprobaciéon necesaria es que también es cerrado para inversos. Ahora
bien, si a € Sk \ {0}, entonces 1/a = a(1/a?) € Sk \ {0}.

Asi llegamos a la caracterizaciéon més simple posible de los cuerpos reales:

Teorema 5.66 (AE) Sea R un cuerpo. Las afirmaciones siguientes son equi-
valentes:

1. R es real.
2. —1 no es suma de cuadrados en R.
3. No todo elemento de R es suma de cuadrados y car R # 2.

4. Una suma de cuadrados en R es nula si y solo si todos los sumandos son
nulos.
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DEMOSTRACION: 1) = 3) es trivial, pues si R es real toda suma de cuadrados
es >0 ycarR=0.

3) = 2) Si —1 € Sp y car R # 2, entonces para todo a € R, se cumple que

o (et 1)?—(a—1? <a—|—1>2+(_1) <a_1>265R’

4 2 2
luego R = Sg.

2) = 1) La condicién —1 ¢ Sk es la tnica que falta para asegurar que Sgr
es un precono positivo, luego implica que R es real, por el teorema 5.64.

2) = 4) Supongamos que a3 + - -+ a2 = 0 y no todos los sumandos son nu-
los. No perdemos generalidad si suponemos que ninguno lo es. Necesariamente
entonces, n > 2, luego —a2 € Sg \ {0}, luego —1 € Sk \ {0} (porque hemos
visto que Sk \ {0} es un grupo), contradiccion.

4) = 2) Si —1 € Sk, entonces 12 + (—1) = 0 es una suma de cuadrados nula
cuyos términos no son nulos. [

Asi pues, una condiciéon necesaria y suficiente para que un cuerpo admita un
orden compatible con su estructura algebraica es simplemente que —1 no pueda
expresarse como suma de cuadrados.

Teorema 5.67 (AE) Si R es un cuerpo real y a € R cumple que R(y/a) no es
real, entonces —a es suma de cuadrados en R.

DEMOSTRACION: Observemos que a no puede ser un cuadrado en R, pues
entonces R(y/a) = R serfa real. Por el teorema anterior, podemos expresar

n n n

1= (u; +viva) =S u?+ad v?+2> wuv/a

1 j=1 j= j=

=1 Jj=1

Como 1,+/a es una base de R(y/a) sobre R, igualando las coordenadas vemos

que
n n

_ 2 2
—1=2ui+a) v,
j=1 j=1
de donde se sigue que —a es cociente de sumas de cuadrados, luego es suma de
cuadrados. m

Como consecuencia:

Teorema 5.68 (AE) Si R es un cuerpo real y a € R, entonces a es suma de
cuadrados st y solo si es positivo en toda ordenacion de R.

DEMOSTRACION: Una implicacién es obvia y, si a no es suma de cuadrados,
el teorema anterior nos da que R(y/—a) es real y en cualquier ordenacion de
este cuerpo sucede que —a = (y/—a)? > 0, luego a < 0. Un orden en R(y/—a)
se restringe a un orden en R en el que a < 0. n

Ahora necesitamos un resultado técnico:
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Teorema 5.69 Sea K/k una extension finita de grado impar de cuerpos de
caracteristica 0 y consideremos ay,...,a, € k no nulos tales que la ecuacion
a1x? + -+ a,x2 = 0 tenga una solucion no trivial en K (es decir, con alguna
x; #0). Entonces existe también una solucion no trivial en k.

DEMOSTRACION: Por el teorema del elemento primitivo K = k(«), para
cierto a € K. Sea g = polmin(a, k), cuyo grado seré de la forma 2m+1. Ahora
usamos que K = k[x]/(g), como se ve en la prueba del teorema 5.2. Podemos
trabajar con k[z]/(g), de modo que los x; que estamos suponiendo que existen
en K son clases [f;], para ciertos f; € k[z], de modo que

avfi(2)® + - + anfa(2)® = h(@)g(2).

Podemos exigir ademés que grad f; < 2m y que su m.c.d. es 1. El polinomio del
miembro izquierdo de la igualdad anterior tiene grado par < 4m, luego sim > 1
el grado de h tiene que ser impar y < 2m — 1. Entonces, algin factor irreducible
de h tiene que tener grado impar. Digamos que h = hy ho, donde h; es irreducible
de grado impar. Sea  unaraiz de h; en una extension de k y sea K’ = k(3), que
es una extension de k de grado impar con |K’ : k| <2m—1<2m+1=|K : k|.
Como h; no puede dividir a todos los polinomios f;, tenemos que las clases
[fi] € k[x]/(h1) = K’ no son todas nulas, y determinan una solucién no trivial
de a12? + -+ + apz? en K’. Como el grado va disminuyendo, tras un ntimero
finito de pasos tenemos que llegar a un cuerpo K en el que m = 0, es decir, tal
que K = k. L]

Teorema 5.70 (AE) Sea R un cuerpo ordenado y K/R una extension finita.
Supongamos que se da uno de los dos casos siguientes:

1. Eziste un a € R positivo tal que K = R(\/a).
2. |K : R| es impar.
Entonces K es real y el orden de R se extiende a un orden en K.

DEMOSTRACION: Basta probar que el conjunto Py formado por los elementos
n
de la forma ‘21 CjO[?, con ¢; € R, aj € K, ¢;j > 0 es un precono positivo en K,
j=
pues entonces estard contenido en un cono positivo que contendra a todos los
elementos positivos de R, luego determinarda un orden en K que extiende al
de R.
Es claro que Py cumple todas las condiciones de la definiciéon de precono
positivo salvo quiza que —1 ¢ Py, luego sélo se trata de probar que es imposible
que

n
_ 2
-1=5 a5,
j=1

conc; >0en Ry «a; € K. Vamos a dar una prueba separada para cada caso.
En el primero tenemos que

n n

—1= 3 ¢j(a; +b;v/a)* = 3 cj(a? +ab?) + Y 2a;bic;+/a,
j=1

Jj=1 Jj=1
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n
luego de hecho —1 = )" ¢; (a? + ab?), pero esto es imposible, porque la suma es
obviamente positiva. /=1
En el segundo caso basta aplicar el teorema anterior: tenemos que

tiene solucion en K con g = 1, luego también tiene solucién no trivial en R, lo
cual es imposible, al igual que antes. [

Definicion 5.71 Un cuerpo R es realmente cerrado si es formalmente real y no
tiene extensiones algebraicas formalmente reales (distintas de él mismo).

Teorema 5.72 (AE) Si R es un cuerpo realmente cerrado, entonces admite
una unica relacion de orden (que cumpla los aziomas de cuerpo ordenado),
concretamente, la que tiene por cono positivo a R? (el conjunto de los cuadrados
en R).

DEMOSTRACION: Si R es realmente cerrado, admite una relaciéon de orden.
Sea C su cono positivo. Obviamente R?2 C C, pero si a € C, entonces el
teorema 5.70 nos da que el cuerpo R(+/a) es real, y obviamente es una extension
algebraica de R, luego tiene que ser R = R(y/a), luego a € R?. Por lo tanto,
R? es un cono positivo y es, de hecho, el tnico posible. m

Asi pues, a partir de aqui consideraremos a todo cuerpo realmente cerrado
como cuerpo ordenado con la tnica ordenacion posible.

Teorema 5.73 (AE) Si R es un cuerpo, las afirmaciones siguientes son equi-
valentes:

1. R es realmente cerrado.

2. Todo polinomio en R[z] de grado impar tiene una raiz en R y R admite
un orden respecto al que todo elemento positivo tiene raiz cuadrada en R.

3. El cuerpo R[i] (donde i* = —1) es algebraicamente cerrado y contiene
estrictamente a RR.

DEMOSTRACION: 1) = 2) Ya hemos visto que R admite una ordenacion en la
que los elementos positivos son los cuadrados. Si p(x) € R[z] es un polinomio de
grado impar, existe una extension de R en la que tiene una raiz a. Consideramos
entonces la extension R(«), que tiene grado impar sobre R, luego el teorema
5.70 nos da que el cuerpo R(a) es real, luego R = R(«), con lo que p(x) tiene
una raiz en R.

2) = 3) Como R admite un orden, no puede ser que —1 tenga raiz cuadrada
en R. El resto es el teorema 5.50.

3) = 1) Vamos a probar que toda suma de cuadrados en R es un cuadrado.
Esto implicarad que —1 no es suma de cuadrados en R, por lo que 5.66 nos dara
que R es real.
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Dados a,b € R, tenemos que a + bi = (c + di)? = ¢ — d? + 2cdi, luego
a=c®—d?>yb=2cd, luego

a? +b? = (¢ — d?)? + 42d? = (¢* + d?)°.

Si K/R es una extension algebraica real, entonces adjuntando a K una raiz
a de 22 + 1 obtenemos otra K(a) de modo que R(a) = R(i), luego R(a) es
algebraicamente cerrado, luego K C K(«a) = R(«), pero R(«) no es real, luego
K = R. Esto prueba que R no tiene extensiones algebraicas reales, luego es
realmente cerrado. n

Como consecuencia:

Teorema 5.74 Si R es un cuerpo realmente cerrado, entonces todo a € R tiene
raiz n-sima para n impar y, st a > 0, para todo n.

DEMOSTRACION: Sea n = 2%m, con m impar. El polinomio " —a tiene que
tener una raiz b € R. Si a > 0, es claro que también b > 0, y entonces podemos
extraer sucesivamente u raices cuadradas, lo que nos da una raiz n-sima de a.

| |

Es facil ver que si n es impar entonces cada a € R tiene una tnica raiz n-
sima, mientras que si es par y a > 0 tiene dos, de las cuales s6lo una es positiva.
Por lo tanto, podemos usar la notacion usual {/a para referirnos a la tnica raiz
n-sima de a si n es impar o a la tnica raiz positiva si n es par y a > 0.

Definicion 5.75 Si R es un cuerpo formalmente real, una clausura real de R
es una extension algebraica K /R tal que K sea realmente cerrado con un orden
que extienda al de R.

Por ejemplo, el conjunto R, de los niimeros reales algebraicos es una clausura
real de Q. Mas atn:

Teorema 5.76 Toda clausura real de Q es isomorfa a R,.

DEMOSTRACION: Sea K una clausura real de Q. Recordemos de [An 1.2]
que un cuerpo ordenado K es arquimediano si N no esté acotado en K. Vamos a
probar que K es arquimediano. En caso contrario existe a € K mayor que todos
los niimeros naturales, luego también mayor que todos los niimeros racionales.
Veamos por induccién sobre n que si p(z) € Q[x] es un polinomio de grado n,
entonces a1 > p(a). Para n = 0 es precisamente la hipétesis de que « es
mayor que todo elemento de Q. Si vale para n y

1
"t ax + ao,

p(x) = ap1x
por la hipotesis de induccién aplicada al polinomio (p(z) — ag)/x + 1,

"> a0+ aga+ar + 1,
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luego, multiplicando por a > 0,
A" > a0 4w Faja+ o> apa™ T o+ aga® + ara+ ag.

Esto implica que a no puede ser raiz de ningtn polinomio ménico de Q[z], en
contra de que K es algebraico sobre Q.

Por el teorema [An 1.43] tenemos que K es isomorfo (como cuerpo ordenado)
a un subcuerpo R C R. Entonces R es también una clausura real de Q. En
particular, como R/Q es algebraica, tiene que ser R C R,, pero como R, es real
y R no admite extensiones algebraicas reales, tiene que ser R = R,, luego K es
isomorfo a R,. n

En general, todo cuerpo real tiene una clausura real:

Teorema 5.77 (AE) Todo cuerpo ordenado R tiene una clausura real’ cuya
relacion de orden extiende a la de R.

DEMOSTRACION: Sea C' una clausura algebraica de R. Podemos aplicar el
lema de Zorn al conjunto de todos los cuerpos ordenados R C K C C tales que
el orden de K extiende al de R. Obtenemos asi un elemento maximal K, es
decir, un cuerpo ordenado que contiene a R como subcuerpo ordenado y que
no admite extensiones algebraicas dentro de C' que cumplan lo mismo. Basta
probar que K es realmente cerrado.

El mismo argumento del teorema 5.68 prueba que todo elemento positivo
en K tiene raiz cuadrada, por lo que el orden en K es tnico (los elementos
positivos son los cuadrados).

Es claro que si K admite una extension real algebraica, admite una que
cumple K € K’ C C. Pero entonces el orden de K’ se restringe a un orden en
K, pero como el orden de K es tinico, de hecho el orden de K’ extiende al de K,
luego al de R, pero esto contradice la maximalidad de R salvo que K’ = K.

n

También es cierto en general que dos clausuras reales de un mismo cuerpo
real R son R-isomorfas, pero la demostracion tendra que esperar hasta 6.58.
Terminamos ahora con un teorema adicional sobre sumas de cuadrados:

Definicién 5.78 Un numero o € R, es totalmente real si todos sus conjugados
(sobre Q) son nimeros reales.

Por ejemplo, /2 es real, pero no es totalmente real, pues sus conjugados (las
otras raices cibicas de 2) son imaginarias.

Es claro que el conjunto Ry, de los niimeros totalmente reales es un subcuerpo
de R,, y de hecho la extension Ry, /Q es de Galois, pues es obvio que todo
conjugado de un nimero totalmente real es totalmente real.

Diremos que o € R, es totalmente positivo si todos sus conjugados son reales
y positivos.

6 Aqui usamos por segunda vez el lema de Zorn, pero una vez maés es facil ver que no se
requiere AE si el cuerpo es numerable.
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Teorema 5.79 Si K C Ry, un elemento de K es totalmente positivo si y sdlo
st es suma de cuadrados en K.

DEMOSTRACION: Es inmediato que si a« € K es suma de cuadrados, enton-
ces es totalmente positivo, pues sus conjugados seran ntimeros reales sumas de
cuadrados de niimeros reales. Reciprocamente, si & no es suma de cuadrados, el
teorema 5.68 nos da que existe un orden en K respecto al cual a < 0. Entonces
K es isomorfo (como cuerpo ordenado) a un subcuerpo de R (por el mismo ar-
gumento empleado en 5.76, porque K tiene que ser arquimediano), y la imagen
de a por el isomorfismo es un conjugado negativo, luego « no es totalmente
positivo. [

5.8 Extensiones ciclotémicas

En esta seccién mostraremos cémo la teoria de Galois nos da un buen control
sobre los cuerpos ciclotémicos. Mas en general, aprovechamos la ocasién para
introducir el concepto de extension ciclotomica de un cuerpo arbitrario y de un
orden arbitrario, no necesariamente primo.

Definicion 5.80 Llamaremos extension ciclotdmica n-sima de un cuerpo k al
cuerpo de escision sobre k del polinomio x™ — 1.

Sicark = py n = p“m con (m,p) = 1, entonces " — 1 = (2™ — 1)?", lo
que implica que el cuerpo de escision de ™ — 1 es el mismo que el de 2™ — 1, o
en otros términos, que la extensiéon ciclotomica n-sima coincide con la extension
ciclotémica m-sima. Por esta razén podemos restringirnos al caso en el que
car k 1 n (incluyendo el caso cark = 0).

Sea K/k una extension ciclotémica n-sima tal que cark { n. Entonces la
derivada del polinomio 2™ — 1 es nz” ! # 0, y la tnica raiz de este polinomio
es 0, que no es raiz de ™ — 1. Por lo tanto las raices de 2™ — 1 en K son todas
simples (separables) y hay n de ellas. Asi pues, toda extension ciclotomica es
finita de Galois.

Las raices del polinomio ™ — 1 en un cuerpo cualquiera se llaman raices
n-simas de la unidad. En una extension ciclotomica n-sima (bajo las hipotesis
indicadas) hay n raices n-simas de la unidad.

Es obvio que el producto de dos raices n-simas de la unidad vuelve a ser
una raiz m-sima, asi como que el inverso de una raiz n-sima es también una
raiz n-sima. Esto significa que el conjunto de las raices n-simas de la unidad
en un cuerpo cualquiera forman un subgrupo finito del grupo multiplicativo del
cuerpo. Por el teorema 4.50 se trata de un grupo ciclico.

Asi pues, si K/k es una extension ciclotomica n-sima tal que cark t n, el
conjunto de las raices n-simas de la unidad es un grupo ciclico de orden n. A
los elementos de orden n (o sea, a los generadores) se les llama raices n-simas
primitivas de la unidad. Por [TG 1.16] hay exactamente ¢(n) de ellas, donde ¢
es la funcién de Euler. Asi, si w es una raiz n-sima primitiva de la unidad, las
raices restantes son 1, w, w?, ..., w" 1. Obviamente, K = k(w).
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Llamaremos polinomio ciclotémico n-simo al polinomio
en() = (x —w1) - (& —wm),

donde wq, ..., w,, son las raices n-simas primitivas de la unidad en K. Notemos
que ¢, (x) es moénico y grad ¢, (x) = m = ¢(n).

Si K/k es una extension ciclotomica n-sima, w € K es una raiz n-sima
primitiva de la unidad y P es el cuerpo primo de k, entonces c,(z) € P[z].
En efecto, la extension P(w)/P es también ciclotomica n-sima y, por definicion,
el polinomio ¢, (x) para la extension P(w)/P es el mismo que para K/k. Los
automorfismos de P(w) permutan las raices primitivas, luego sus extensiones
a P(w)[z] dejan invariante a c,(z) (permutan sus factores), pero esto es lo
mismo que decir que dejan invariantes a sus coeficientes y, por lo tanto, estos
coeficientes estan en F(G(P(w)/P)) = P.

Con esto hemos probado que los polinomios ¢, (x) pueden obtenerse siempre
a partir de una extension ciclotémica de un cuerpo primo P. Como dos cuerpos
de escision de un mismo polinomio sobre P son P-isomorfos, en realidad ¢, (x)
no depende de la extension K de P que tomemos. En resumen, que hay un
anico polinomio ¢, (x) para cada cuerpo primo, o dicho de otro modo, si K es
cualquier cuerpo en el que exista una raiz n-sima primitiva de la unidad, es
decir, una raiz n-sima de la unidad de orden n, entonces el polinomio cuyas
raices (simples) son todas las raices m-simas primitivas de la unidad en K es
¢n (), un polinomio que no depende mas que de la caracteristica de K.

Pronto probaremos que, esencialmente, el polinomio ¢, () tampoco depende
de la caracteristica.

Observemos que ¢i(z) =z — 1y ca(x) = 2+ 1 (pues —1 es la tnica raiz
cuadrada primitiva de la unidad). El teorema siguiente nos permite calcular
facilmente los polinomios ciclotémicos.

Teorema 5.81 Sea k un cuerpo tal que cark t n. Entonces
" —1= Hcd(x).
d|n

DEMOSTRACION: Sea K/k una extension ciclotomica n-sima. Para cada
divisor d de n sea Ay el conjunto de las raices de la unidad de orden d. De este
modo {Ag} 4, es una particion del conjunto de las raices n-simas de la unidad,
es decir, una particiéon del conjunto de las raices de ™ — 1, y los elementos de
cada A, son las raices d-ésimas primitivas de la unidad en K, luego c4(x) tiene
por raices a los elementos de A4. A partir de aqui el teorema es inmediato. =

Por lo tanto,
" —1
= et
d|n
d#n
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Tabla 5.1: Polinomios ciclotémicos

calz) = z-1

co(z) = z+1

cz(r) = 2?+x+1

ca(r) = 22+1

cs(x) = at+ 3 +22+ax+1

co(r) = 22—x2+1

cr(w) = S+ 4+t 4?4+l
cs(r) = a*t+1

co(w) = aS+a3+1

co(r) = ot -3 +22 -2 +1

Asi podemos calcular recurrentemente los polinomios ciclotémicos:

|
Cg(x) = ﬁ:fl}Q“rm"—l,
28 —1 9
= =x° — 1.
c6(2) -Vt )@+t © 0T

La tabla 5.1 contiene los primeros polinomios ciclotémicos. El lector ob-
servard sin duda que los coeficientes no nulos de los polinomios ciclotémicos
son +1. Asi se cumple hasta llegar al polinomio ciclotomico de orden 104, en
cambio, éste es el centésimo quinto polinomio ciclotémico:

clo5(z) = 384 adT 416 3 42 gl 40 139 | ;36 4 35
oty B3 4 82 4 081 98 026 24 22 020 4 7 4 16
b M 13 12 9 08 90T 6 5 02
Como vemos, tiene dos coeficientes iguales a —2. Puede probarse que existen

polinomios ciclotémicos con coeficientes tan grandes en modulo como se quiera.
Lo que si se cumple siempre es que los coeficientes son enteros:

Teorema 5.82 Los polinomios ciclotémicos sobre Q tienen los coeficientes en-
teros.

DEMOSTRACION: Por induccién. Para n = 1 tenemos ¢1(z) = = — 1.
Supongamos que ¢, (x) € Z[z] para todo m < n. Sea

q(x) = H ca(x).
i

Por hipoétesis de inducciéon g(z) € Zlx] y es monico. Por el teorema anterior
2™ =1 =cp(x)g(x).
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En Z[z] existen polinomios p(x) y r(x) tales que 2™ — 1 = g(z)p(z) + r(x),
donde el grado de 7(z) es menor que el de ¢(z), pero esto también es cierto en
Ql[z] v, por la unicidad de la divisiéon euclidea, ha de ser p(z) = ¢, (x) y r(x) =0,
o sea, c,(z) € Z[z]. "

Notemos que las divisiones necesarias para calcular ¢, (x) segun el teorema
5.81 se pueden hacer como si los polinomios fueran de Z[x] aunque en realidad
sean de (Z/pZ) [x], lo que significa que los polinomios ciclotémicos de carac-
terfstica p (cuando existen) son los mismos que los de caracteristica 0, pero
considerando a sus coeficientes en Z/pZ. En definitiva, ¢,(z) es esencialmente
anico.

En el capitulo ITI hemos visto que ¢,(z) = 2P~ +--- + 2 + 1 es irreduci-
ble en Q[z]. Vamos a ver que en realidad esto vale para todos los polinomios
ciclotémicos sobre Q.

Teorema 5.83 El polinomio c,(z) es irreducible en Q[z].

DEMOSTRACION: Por el criterio de Gauss es suficiente probar que es irredu-
cible en Z[z]. Sea f(x) un factor ménico irreducible no constante de ¢,(x) en
Z[z]. Hemos de probar que f(z) = ¢,(z). Sea w una raiz n-sima primitiva de
la unidad tal que f(w) = 0. Sea p un primo tal que p < ny (p,n) = 1. Veamos
que wP es raiz de f(x).

Sea ¢, (z) = f(x)g(x), con f(z), g(x) € Z[z]. Por el teorema [TG 1.5], el
orden de w? es también n, o sea, wP es otra raiz n-sima primitiva de la unidad y,
en consecuencia, es raiz de ¢, (x). Sino fuera raiz de f(z) lo seria de g(z), o sea,
g(wP) = 0. Entonces w es raiz del polinomio g(zP) y, como f(z) = polmin(w, Q),
se ha de cumplir f(z) | g(zP).

Sea g(x?) = f(z)h(z). Dividiendo euclideamente en Z[z] y por la unicidad
de la divisién en Q[z] podemos concluir que h(x) € Z[z].

Ahora tomamos clases modulo p en los coeficientes de los polinomios, con
lo que [g(zP)] = [f(z)] [h(x)]. Pero todo u € Z/pZ cumple uP = u (pues si
u # 0 pertenece al grupo multiplicativo, de orden p — 1, luego u?~! = 1), y esto
nos permite extraer el exponente: [g(xp )] = [g(x)]p. Todo factor irreducible de
[f(2)] divide a [g(x)]p, luego a [g(z)].

De aqui llegamos a una contradiccion, pues ™ — 1 = ¢,(z)s(x), para un
cierto polinomio en Q[z]. De nuevo por la unicidad de la divisién euclidea,
de hecho s(z) € Z[z], luego luego =™ — [1] = [f(z)] [g(z)] [s(z)], ahora bien,
sabemos que el polinomio 2™ — [1] debe escindirse en factores distintos, pero por
otro lado los polinomios [f(z)] y [g(x)] tienen factores comunes.

Con esto hemos probado que w? es raiz de f(x) para todo primo p < n con
(p,n) =1.

Si (m,n) = 1y m < n, entonces los primos en los que se descompone m
son menores que n 'y primos con n, luego aplicando repetidas veces lo anterior
llegamos a que w™ es también raiz de f(x), pero por el teorema [TG 1.5] toda
raiz primitiva es de la forma w™ con (n,m) = 1, luego f(x) tiene todas las raices
de ¢, (z) y, en consecuencia, f(z) = c,(x). "
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Tras estos resultados generales, pasamos a estudiar los grupos de Galois de
las extensiones ciclotémicas. En el teorema siguiente incluimos algunos hechos
bésicos que ya hemos usado y probado.

Teorema 5.84 Sea K/k una extension ciclotémica n-sima, tal que cark { n.
Entonces:

1. La extension K/k es finita de Galois.

2. Siw € K es una raiz n-sima primitiva de la unidad, K = k(w).

3. polmin(w, k) | cp(z).

4. G(K/k) es isomorfo a un subgrupo del grupo U,, de las unidades de Z/nZ.
5

. El polinomio c,(x) es irreducible en k[z] si y solo si G(K/k) =2 Uy, y en
tal caso el grado de la extension es ¢(n).

DEMOSTRACION: 1), 2) y 3) ya estan probados. Para probar 4) fijamos una
raiz n-sima primitiva de la unidad w. Para cada o € G(K/k) es claro que o(w)
ha de ser otra rafz n-sima primitiva, que sera de la forma w™, con (m,n) = 1.
Como el orden de w es n, el namero m sélo esta determinado moédulo n, o lo
que es lo mismo, la clase [m] € U, esta univocamente determinada por o.

Sea ¢ : G(K/k) — U, que a cada automorfismo o le asigna la clase [m] del
modo descrito. Asi, si ¢(0) = [m], entonces o(w) = w™. Es facil ver que ¢ es
un homomorfismo de grupos. Ademaés si ¢(o) = [1] entonces o(w) = w, luego
o = 1. Por lo tanto ¢ es inyectivo y G(K/k) es isomorfo a un subgrupo de U,,.

5) El polinomio ¢, (x) es irreducible en k[x] si y sélo si es el polinomio minimo
de las raices primitivas (por 3), si y sblo si |K : k| = ¢(n) (por 2), si y solo si
|G(K/k)| = |Un], si'y solo si G(K/k) = U, (por 4). "

En particular todas las extensiones ciclotomicas son abelianas” y las de orden
primo son ciclicas (pues los grupos U, son ciclicos, por 4.50).

Ejemplo Vamos a estudiar el cuerpo K = Q(w), donde w es una rafz séptima
primitiva de la unidad. Esto significa que w cumple la relacién

O+t +w+1=0.

Una Q-base de K esta formada por 1,w,w?, w3, w?, w®

, aunque también po-
demos considerar la base w, w?, w?, w*, w? w8 (es la imagen de la anterior por el
automorfismo de espacios vectoriales dado por a — wa).

Sabemos que K/Q es una extension finita de Galois con grupo de Galois
G = G(K/Q) = U;. Un generador de Uy es la clase [3], por lo que G = (o),
donde el automorfismo o esta determinado por que o(w) = w?.

En general, cuando tenemos una extension simple de Galois con un elemento

primitivo w, si llamamos €2 al conjunto de los conjugados de w, que en este caso

"En general, se dice que una extensién de Galois es abeliana, ciclica, etc. si lo es su grupo
de Galois.
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son las potencias Q = {w,w?, w?, w, w® W}, el grupo de Galois G acttia sobre (2,

de modo que la restriccion G — g, es decir, la aplicacion g — g|q, es un
monomorfismo de grupos que nos permite ver a G como grupo de permutaciones.
En este caso, el generador ¢ se corresponde con el ciclo

o= (w,w?®,w? Wb wt w’).

El grupo G tiene dos subgrupos propios de érdenes 2 y 3, que son (c?) y
<o’2>. Llamemos K3 y K> a sus cuerpos fijados respectivos, que tiene grados 3
y 2 sobre Q, respectivamente.

Vista como permutacién, tenemos que o
se traduce en que

2 = (w,w?, wh) (W, Wb, w?), lo que
m=w+tw+w m=w+w’ +ub

estan en el cuerpo K, fijado por o2. El hecho de que las potencias de w sean

linealmente independientes se traduce en que 7; y 72 también lo son, luego son
una base de Ky. Ademaés, o(1n1) = 72, luego son conjugados, es decir, tienen el
mismo polinomio minimo. Este sera

(& = m)(@ —12) = 2 = (1 +n2) + Mmoo
Claramente 71 + 7o = —1, mientras que
mne = (Wt +w) (Wl +w’ +u?) =P+ 1wt 1+ +H 1+ +wt =2,
luego polmin(n;,Q) = 22 + x + 2 y asi

1T

ui B

luego K> = Q(m:) = Q[v~T].
3

Similarmente, vemos que 0% = (w,w®)(w?, w%)(w?,w?), por lo que una base
de K3 la forman

pr=w+u’ pr=w+w’, py=uw’+w

Ademas o(p1) = p2 y o(p2) = ps, por lo que los tres son conjugados. Para
calcular su polinomio minimo se comprueba sin dificultad que

pi=p2+2,  pi=ps+3p1,
luego, teniendo en cuenta que p; + p2 + p3 + 1 = 0, resulta que
P+l =20 —1=0,

luego el polinomio minimo es z® + 22 — 2z — 1. Como K3 no tiene subcuerpos
intermedios, tiene que ser K3 = Q(p;) para cualquier i. Si tomamos p = p1,
resulta que K3 = Q(p), de modo que cada elemento de K3 se expresa de forma



224 Capitulo 5. Extensiones de cuerpos

tinica como ap? + bp + ¢, con a,b, ¢ € Q, y el producto estd determinado por la
relacion p = —p? + 2p + 1. Segtin hemos visto, los conjugados de p son

p2=p"—=2, ps=p"=3p=—p’—p+1

Ejemplo Ahora vamos a estudiar el cuerpo K = Q(w), donde w es una raiz
novena primitiva de la unidad. Segun la tabla de polinomios ciclotémicos, esto
significa que w® + w3 + 1 = 0. Ahora

G =G(K/Q) = Uy ={1,2,4,5,7,8} = (2),

luego G = (o), donde o(w) = w?. Como permutacién de los conjugados de w es

o= (w,w? wt,wd W’ Wd).

De nuevo G es un grupo ciclico de orden 6 con dos subgrupos propios, de
ordenes 2 y 3, que se corresponden con dos subcuerpos intermedios K3 y Ko de
grados 3 y 2, respectivamente, sobre Q. Ahora bien, es inmediato que w?® es una
rafz cibica primitiva de la unidad, cuyo polinomio minimo es 2 + = + 1, luego
K2 = @((JJS) = @[\/jg]

Para calcular K3, que es el cuerpo fijado por 0® = (w,w?®)(w?,w")(w?, w?),
por lo que una base de K3 esta formada por

P = wrwd=wtw(-w-1)=w—-w? -’
pr = wWHw =wtw(-w-1)=-w+w?-uwt

p3 = wt + WP,
Vemos asi que p; 4+ p2 + p3 = 0, y un célculo laborioso muestra que

p1p2p3 = —1, p1p2 + p1p3 + p2ps = —3,

de donde se sigue que el polinomio minimo de los p; es 3 — 3z + 1. Asi pues,
llamando p = p1, tenemos que K3 = Q(p), donde p? = 3p — 1. Cada elemento
de K3 se expresa de forma tinica como ap? + bp + ¢, donde a,b,c € Q. Por
ejemplo, p? = w? +w” +2 = py + 2, por lo que

pr=p>—2,  ps=-pi—p2=—p —p+2.

El teorema siguiente es un ejemplo sencillo de cémo la teoria de Galois
transforma un problema de cuerpos en otro mas manejable sobre grupos finitos.

Teorema 5.85 Para cada nimero natural n sea w, una raiz n-sima primitiva
de la unidad. Sean a y b dos nimeros naturales, d = mcd(a, b) y m = mcm(a, b).
Entonces

Q(Wa)(@(wb) = @(Wm) ) Q(wa) N Q(wb) = Q(wd>'
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DEMOSTRACION: Es claro que Q(wg), Q(w,) v Q(wp) estan contenidos en
Q(wm), pues wq, w, ¥y wp son potencias de wy,. Para i = d, a, b, m, llamemos
H; = G(Q(wn)/Q(w;)). Si identificamos G(Q(wm)/Q) = Uy, de acuerdo con
el teorema 5.84, entonces

H; = {[3;] eU, | x =1 (mdd z)},

pues [z] € H; siy solo si wf = w; siy solosi x =1 (mdd 7).

Hemos de probar que H,NH, = H,, =1y que H,H, = Hy. Ahora bien, es
obvio que x — 1 es multiplo de a y b si y s6lo si es multiplo de m, lo que nos da
la primera igualdad.

A su vez esto implica que |H,Hy| = |H,||Hp| (por el teorema [TG 1.37]).
Teniendo en cuenta que |H;| = ’Q(wm) : Q(wi)‘ = ¢(m)/é(i), concluimos que

|, H| = ¢(m) p(m) _ ¢(m) _ Hy.

¢(a) o(b)  &(d)
Como H,Hy < Hy, la igualdad de 6rdenes implica H,H, = Hy. n

Ejercicio: Probar que w,wpy es una raiz m-sima primitiva de la unidad. Deducir
directamente la primera igualdad del teorema anterior.

Ejercicio: Probar que si m es impar entonces Q(wm) = Q(wa2m)-

Cuando el cuerpo base es Z/pZ la situacion es la siguiente:

Teorema 5.86 Sea p un nimero primo yn = p*m > 3, donde p t m un nimero
natural. Entonces la descomposicion en factores irreducibles de imagen de cp,(x)
en (Z/pZ)[x] es de la forma (p1(x)---p.(x))¢, donde e = ¢(p*) y cada factor
pi(x) tiene grado o,,(p) (el orden de p en el grupo de unidades U, ).

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que p { m, sea p(z) un factor
irreducible de ¢,(x) de grado d y sea K el cuerpo que resulta de adjuntar a
k = Z/pZ una raiz w de p(x). Entonces |K : k| = d, luego |K| = p?, luego
el grupo de unidades K* tiene p¢ — 1 elementos, y contiene un elemento w de
orden m, luego m | p¢ — 1, es decir, 0,,(p) | d.

Sea d' = op(p). Como el grupo G(K/k) es abeliano, por 4.52 tiene sub-
grupos de todos los 6rdenes que dividen a su orden, luego existe una extension
intermedia® k ¢ L C K tal que |L : k| = d’, con lo que |L| = p¥. Segim el
teorema 4.50 el grupo de unidades L* es ciclico de orden p? —1 ym | p? —1,
luego L* tiene un elemento w’ de orden m, es decir, una raiz m-sima primitiva
de la unidad, luego L* contiene a todas las raices m-simas de la unidad, en
particular a todas las raices primitivas, luego toda extensién ciclotémica de k
est4 contenida en L y tiene grado divisor de d’. En particular d | d’ y tenemos
que d =d' = o (p).

. . ’
8Mas facilmente, en 9.2 probaremos que existe un cuerpo de p? elementos, y esto es lo
dnico que requiere la prueba.
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Asi pues, todos los factores irreducibles de ¢, (z) en (Z/pZ)[x] tienen grado
om(p), y tienen multiplicidad 1 porque ¢, (z) | 2™ — 1 y 2™ — 1 tiene sus raices
simples. Esto prueba el teorema cuando p t n.

. . a
El caso general se reduce al caso anterior si probamos que ¢, () = ¢, (z)?®").
Lo razonamos por induccién sobre n. Para n = 1 es trivial. Supuesto cierto
para todo n’ < n, tenemos que

2 =1=T1 T capl@) = T TT ca@)®®) T en(@)?®) cy(a)

dim p*|p® Hm 0" |p® ptlpe—t

= (pt T o’ . ot
= 1T (@) (@) " (@) = T1 cal@) em(@)" " enla),

d|m d|m
d#m d#m

donde hemos calculado

Pero, por otra parte,

" —1= (2™ —1)P" = (d]‘_[ cd(m‘))pa

y comparando ambas expresiones obtenemos que ¢, (z)?" ¢, () = cm(x)?”,
Tuego cp () = e (2)P" P = ¢ ()2, .
Por ejemplo, la tabla siguiente muestra la descomposiciéon en factores pri-

mos de cg(x) en distintos cuerpos Z/pZ, y en ella podemos comprobar que los
distintos casos se dan segin lo que establece el teorema anterior:

p | p(méd 9) | o9(p) | co(x)
2 2 6 [a%+a2%+1
3 3 — | (z+1)°
5 5 6 |af+2%+1
7 7 3 | (@*+3)(2®+5)
11 2 6 |2f+a%+1
13 4 3 | (@®+4)(z® +10)
17 8 2 (22 + 32+ 1)(2® + 42 + 1)(22 + 10z + 1)
19 1 1 (x 4+ 2)(z + 3)(z + 10)(x + 13)(z + 14)(x + 15)




Capitulo VI

Algebra lineal

Presentamos aqui una serie de conceptos, técnicas y resultados relacionados
con modulos y espacios vectoriales que constituyen el ntcleo de lo que se conoce
como algebra lineal.

6.1 Determinantes

En [ITAl 11.6] definimos el concepto de determinante de una matriz 2 x 2,
y vimos que una matriz tiene inversa si y s6lo si su determinante es una uni-
dad (en el caso de matrices sobre un cuerpo, si y solo si su determinante no
es nulo). Esto se traducia en que al definir en [ITAl 11.16] la equivalencia de
formas cuadréaticas con coeficientes enteros era fundamental exigir que los cam-
bios de variable considerados tuvieran determinante +1. Los determinantes nos
han aparecido en los contextos mas diversos, como al definir la norma de un
modulo completo en un cuerpo cuadratico en [ITAl 12.12], o la definir la orien-
tacion de bases en [ITAl 12.18] o en [IGE A.8]. En [ITAn A.16] nos aparecieron
determinantes en un contexto muy distinto, al estudiar la relacién entre la me-
dida de Jordan de un conjunto y la de su imagen por una aplicacién lineal.
Finalmente, en [IC A.7] introdujimos los determinantes de matrices 3 x 3 y los
interpretamos (en el caso de matrices con coeficientes reales) como el volumen
del paralelepipedo determinado por las tres filas de la matriz.

En realidad no es evidente que los determinantes 3 x 3 definidos en [IC]
tengan ninguna relacion con los determinantes 2 x 2 definidos previamente,
pero ahora vamos a ver que ambas definiciones son casos particulares de una
definicién general mucho mas natural. En efecto, para obtener de forma natural
la definicién de determinante empezaremos estableciendo las propiedades que
deseamos que cumplan los determinantes y concluiremos que la tinica definicion
posible es la que vamos a adoptar.

Definicion 6.1 Sea A un dominio y n un ntimero natural no nulo. Entonces A™

es un A-moédulo libre de rango n. Una aplicacion f : (A™)” — A es una forma
multilineal si para todos los elementos vy, ...,v,,v" € A", todos los a,a’ € Ay

227
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todo indice 1 <7 < n se cumple
Flor, . av; +a'v' . o) = af (U1, ooy Uiy ey vn) +a flug, .0 o).

Una forma multilineal f es antisimétrica si cuando la n-tupla 2 € (A™)" resulta
de intercambiar el orden de dos componentes de la n-tupla y € (A™)™, entonces

flz) = =f(y).
Una forma multilineal f es alternada si toma el valor 0 sobre todas las n-
tuplas que tienen dos componentes iguales.

Antes de discutir estos conceptos conviene destacar algunas consecuencias
sencillas de la definicion:

Teorema 6.2 Sea A un anillo conmutativo y unitario y f : (A™)" — A una
forma multilineal.

1. La forma f es antisimétrica si y solo si para toda permutacion o € ¥, y
todos los vy, ...,v, € A" se cumple

f(va(1)7 cee 7”0(71)) = (Slg O-)f(vh e 7vn)
2. Si f es alternada, entonces es antisimétrica.

DEMOSTRACION: 1) Si f cumple esta propiedad es antisimétrica, pues al
intercambiar dos elementos estamos aplicando una trasposicion y las trasposi-

ciones tienen signatura —1. Si f es antisimétrica, el valor de f(ve(1); -+, Vo(n))
puede obtenerse aplicando sucesivas trasposiciones sobre f(v1,...,v,), que cam-
biaran el signo de f tantas veces como trasposiciones compongan a o. Por lo
tanto el resultado final seréd (sigo)f(v1,...,vp).

2) Supongamos que f es alternada y sean 1 < i < j < n, vy,...,v, € A™.
Entonces

(@) )
0 = flvr,...,vi+v,...,0+vj,...0,)
(4) () (4) (4)
= flvr, .., 05, ., 05, . vn) + o1, 0, 05,0, 05,0 Uy)

(1) (4) (7) ()
+ flvr,. 05,0, 00, )+ (o1, Vg, D), Uy)
(1) (1) (1) ()
= 04 f(v1,---,Viyeo s U4, ) + f(V1,- -, V5o, 0iy oo 0y) 0,
luego f(v1,...,0j,...,0iy...0n) = —f(V1,..., 05, ..., Vj,...0p). "

Ejercicio: Probar que si car A # 2 entonces una forma multilineal sobre (A™)" es
antisimétrica si y s6lo si es alternada.

De este modo vemos que los conceptos de forma antisimétrica y forma alter-
nada son casi equivalentes. El segundo nos evita algunos problemas que surgen
cuando puede ocurrir x = —x sin que x sea 0, pero en tal caso la teoria que
vamos a desarrollar es de poca utilidad. Ahora probamos que siempre existe
una forma multilineal alternada en (A™)™, y que es esencialmente unica, lo que
dara pie a la definicion de la funcién determinante.
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Teorema 6.3 Sea A un dominio yn un nimero natural no nulo. Sea ey, ..., e,
la base candnica de A™ y sea a € A. Eziste una unica forma multilineal alternada
fio (A" — A tal que f(e1,...,en) =a.

DEMOSTRACION: Supongamos que existe f y veamos que es tnica. De este
modo obtendremos la forma que ha de tener y podremos construirla.
Sea (v1,...,up) € (A")". Para cadai=1,...,n sea

B!

Vi = (a’i17"')ain) = a;j€j.

j=1

Por la multilinealidad,

flor, ... v,)

n n
f (Zlaul@jww > anjnejn>

J1= Jn=1

n n
Do o>l argy o ang, feg,,€5,)

=1l jn=1

Como f es alternada, todas las asignaciones k — ji que no sean biyecciones
haran que f(ej,,...,e;,) =0, luego podemos eliminarlas de las sumas y asi

f(vh B vn) = Z Alg(1) " ano(n)f(eo(l)’ CRRE) ea(n))‘

oEX,
Como f es alternada tenemos que f(ey(1),---,€q(n)) = (sigo)f(ei,...,en),
luego
f(vla'-'vvn) =a XZ:] (SlgO’) A1(1) """ Ano(n)- (61)
o€y

Dado que esta expresion no depende de f, concluimos que si f existe es
tinica. Ademas esto nos lleva a definir f : (A™)" — A por la formula (6.1).
Si probamos que la funcién asi definida es una forma multilineal alternada y

ademas f(eq,...,e,) = a, el teorema quedara demostrado.
Tomemos vy, ...,v,, v € A" bt € Ay 1<i<mn. Seawv; = (aj,-...,an),
v = (ay,...,a,). Claramente bv; + b'v' = (ba;; + Vay, ..., ba;, + b ay), luego

f(vh EERE bv; + blvlv s ?U’ﬂ) =a Z (SigU)ala(l) T (baia(i) + b/aa(i)) ©Gno(n)

ogEYX,

=ba ) (sigo)ais(1)  * Qig(i) " Ano(n) T V'@ D (Sig0)a15(1)  +* Go(i) ** Ano(n)
ocEYX, oceEYX,

=bf (V1,3 Vi vn) + O f1,. .0 ).

Esto prueba que f es multilineal. Para probar que es alternada supongamos
que v; = v; con ¢ < j. Entonces a;;, = aj, para k=1,...,n.

Sea A, el grupo alternado, formado por las permutaciones de signatura
positiva, y sea B, el conjunto de las permutaciones impares.

Es inmediato que la aplicaciéon g : A,, — B,, dada por g(o) = (i,j)o es
biyectiva.
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Sioc e A,y 1 = g(o), entonces a,,(;y = Gir(;) = Gjr(j) € igualmente se
cumple a;q(;) = air(;)- De aqui resulta que ai5(1)*** Gno(n) = G1r(1) " ** Anr(n)s

y como sigo = —sigg(o), el sumando correspondiente a ¢ se cancela con el
correspondiente a g(o) y, en total, f(v1,...,v,) = 0.
L . 1 sii=yj,
Por dltimo, si (v1,...,v,) = (e1,...,€y,), entonces a;; = {0 siid] y el
unico sumando no nulo en (6.1) es el correspondiente a o = 1, con lo que queda
fler,...,en) =a. "

Ahora ya podemos definir la aplicacion determinante. Conviene observar que
si A es un dominio y n un ntimero natural no nulo, podemos identificar (A™)"
con Mat,(A). Concretamente, cada (vi,...,v,) € (A™)™ puede identificarse
con la matriz que tiene por filas a vq,...,v,. De hecho esta correspondencia es
un isomorfismo de A-moédulos.

Por ello es indistinto considerar que el dominio de una forma multilineal es
(A™)™ o Mat, (A). El teorema anterior puede reformularse como que existe una
unica forma multilineal alternada f sobre Mat,,(A4) tal que f(I,,) sea un valor
dado a € A.

Definiciéon 6.4 Si A es un dominio y n es un namero natural no nulo, llama-
remos funcion determinante det : Mat,,(A) — A a la tinica forma multilineal
alternada que cumple det(I,,) = 1.

Dada una matriz cuadrada B, escribiremos indistintamente det(B) o |B]
para representar al determinante de B.

Segtn la construccion del teorema anterior, si B = (b;;), entonces

|B| = Z (Sig 0’) blg(l) e bnc,(n).
oceX,

Por ejemplo, si n = 1 es claro que |a| = a para todo a € A.
Para n = 2 tenemos la férmula:

a
c

b
d

’:ad—bc.

Para n = 3 hay 6 sumandos, tres con signo positivo y tres con signo negativo.
El lector puede comprobar que el desarrollo es el éste:

=aei+bfg+ cdh — ceg — bdi — afh.

Q Qe
> 0o o
St 0

El esquema siguiente (conocido como regla de Sarrus) permite recordar fa-
cilmente la féormula:
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+ —

Con esto vemos que el concepto de determinante que acabamos de intro-
ducir generaliza a los casos particulares que ya conociamos. La férmula de los
determinantes de orden 4 contiene 24 sumandos, por lo que no resulta practica.
Mas adelante veremos formas razonables de calcular determinantes de cualquier
orden.

Teorema 6.5 El determinante de una matriz cuadrada coincide con el de su
traspuesta.

DEMOSTRACION: Sea B = (b;;) una matriz n x n con coeficientes en un
dominio A. Entonces

|B*| = > (5i80) bo(1)1 - - bo(nyn-
oEX,

Reordenando los factores de cada sumando queda

B = > (sig0) big-1(1) * bpo-1(n) = >, (SI80 ) bis-1(1) -+ bpog-1(n),
oEY, oe¥,

y como la correspondencia o — o~ ! es biyectiva queda

|Bf| = Z (SlgU) bla(l)"'bna(n) = |B| -
oEX,

El interés de este teorema reside en que, gracias a él, todas las propiedades

que cumplen los determinantes respecto a las filas de una matriz se cumplen

también respecto a las columnas.

Una de las propiedades mas importantes de los determinantes es la siguiente:

Teorema 6.6 Consideremos un dominio A, un nimero natural no nulo n y dos
matrices B, C € Mat,,(A). Entonces |BC| = |B]|C].

DEMOSTRACION: Sea f : Mat,(A) — A dada por f(B) = |BC|. Vamos a
probar que f es una forma multilineal alternada.

Por comodidad usaremos la notacion f(Bj, ..., B,) para indicar la imagen
de la matriz B que tiene filas By, ..., B,. Notemos que la fila i-ésima de BC es
(B;CY,...,B;C"), donde C',...,C™ son las columnas de la matriz C.

Asi, f(B1,...,B,) = det(Zy,...,7,), donde Z; = (B;,C*,...,B;C™). A
partir de aqui se sigue inmediatamente la multilinealidad de f. Ademaés, si
B, = Bj, entonces Z; = Z;, luego f(Bi,...,By,) =0.
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Con la notacién del teorema 6.3, tenemos ademas que
f(elv .- ‘,en) = f(In) = |IHC| = |C|a

luego f ha de ser la aplicacion construida en la prueba de dicho teorema cuando
a = |C| (formula (6.1)), que en términos de matrices y determinantes es sim-
plemente f(B) = |Bla. Asi pues: |BC| = f(B) = |B||C]. n

Ahora vamos a dar algunas propiedades elementales que permiten manipular
determinantes.

Teorema 6.7 Sea A un dominio y B, C € Mat,,(A). Entonces

1. S8t C resulta de intercambiar dos filas o columnas de la matriz B, entonces

|Cl = —|BJ.

2. Si C resulta de multiplicar una fila o columna de B por un cierto a € A,
entonces |C| = a|B].

3. Si C resulta de sumar a la fila (o columna) i-ésima de B la fila (o columna)
j-ésima de B con i # j, multiplicada por un a € A, entonces |C| = |B].

DEMOSTRACION: 1) y 2) son consecuencias inmediatas de la definicion de
determinante (las variantes con columnas se cumplen por el teorema 6.5).

3) Se cumple porque |C| se descompone por multilinealidad en dos sumandos,
uno es |B| y otro el determinante de la matriz que resulta de repetir en el lugar
i-ésimo la columna j-ésima (multiplicado por a), y éste es nulo. L]

Estos resultados nos permiten calcular determinantes de cualquier orden
mediante manipulaciones adecuadas. Basta notar que si una matriz cuadrada
B tiene nulos todos los coeficientes bajo la diagonal principal, es decir, si b;; = 0
cuando ¢ > j, entonces |B| es el producto de los coeficientes de la diagonal
principal (pues la tnica permutacion que no da lugar a un sumando nulo en la
definicion de determinante es la identidad).

Por otro lado conviene observar que si A es un dominio integro y K es su
cuerpo de cocientes, una matriz en Mat, (A) est4 también en Mat, (K) y su
determinante es el mismo en cualquier caso. Por ello a la hora de calcular
determinantes podemos trabajar siempre en los cuerpos de cocientes, es decir,
podemos hacer divisiones cuando convenga.

Calculemos por ejemplo:

2 -3 2 3 2 -3 2 3
4 3 5 0 o 9 1 -6
3 20 -3 |0 F =3 -9 |7
5 2 4 7 0o v 1 I

El segundo determinante resulta de sumar a la segunda fila la primera multi-
plicada por —2, a la tercera fila la primera multiplicada por —3/2 y a la cuarta
la primera multiplicada por —5/2. De este modo conseguimos ceros bajo el
término aqq.
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Por el mismo proceso hacemos ceros en todas las posiciones bajo la diagonal
principal: sumamos a la tercera fila la segunda multiplicada por —13/18 y a la
cuarta la segunda multiplicada por —19/18. Después sumamos a la cuarta fila
la tercera multiplicada por —37/67 y obtenemos una matriz triangular, es decir,
con ceros bajo la diagonal:

9 -3 2 3 2 -3 2 3
0 9 1 -6 0 9 1 -6
— 67 9 = 67 19 =
0 0 -5 -% 0 ~15 6
37 36 508
0 o -3 3 0 0 3508

Ahora el determinante se reduce al producto de los elementos de la diagonal, o
sea:

=2.9.(—67/18) - (508/67) = —508.

De este modo se puede calcular cualquier determinante, pero vamos a probar
que el trabajo puede reducirse considerablemente.

Definicién 6.8 Sea A un dominio y B € Mat, (A). Llamaremos menor com-
plementario de b;; al determinante de la matriz que resulta de eliminar la fija
i-ésima y la columna j-ésima de B. Lo representaremos por B;;.

Teorema 6.9 Sea A un dominio y sea B € Mat,,(A) tal que en su fila i-ésima
el unico elemento no nulo sea b;j. Entonces |B| = (—1)""7b;; B;;.

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que ¢ = j = n, o sea, b,; =0
sij=1,...,n—1. Asi

|B| = Z (Slg U)bla(l) e bno(n) = Z (Slg U)blo(l) co b(n—l)o(n—l)bnn
oEX, gESy
o(n)=n
= bun Z (Slg U)bln(l) T b(n—l)o(n—l) = bpnBun = (_1)n+nbnann
0€EX L1

Si iy j son cualesquiera, sea B’ la matriz que resulta de llevar la fila i-ésima
de B a la posicién n-sima. Para hacer este cambio hay que permutar la fila
i-ésima con las n — ¢ filas que le siguen, luego el signo del determinante cambia
n —i veces: |B| = (—1)""%B’|.

Sea ahora B” la matriz que resulta de llevar la columna j-ésima de B’ a la
posicién n-sima. De nuevo |B'| = (—=1)"77|B"| y asi |B| = (—1)>"""J|B"| =
(—1)i+j|B”|.

La fila n-sima de B’ tiene tnicamente la componente m-sima no nula, y
ademas es igual a b;;.

Por lo ya probado |B| = (—1)"*7b;; B.,,, pero es obvio que Bl = B;;, luego
|B| = (=1)"7b;; Byj. u
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Teniendo esto en cuenta, en nuestro ejemplo era suficiente con hacer ceros
en la primera columna:

2 -3 2 3 2 =3 2 3
9 1 -6
4 3 5 0_091—6_23_3175
3 20 3| |0 F =3 - 772 2P
5 24 7 0 L _7 _1 2 1 =3
2 2

y el determinante que resulta se puede calcular facilmente. Por supuesto el
teorema anterior vale para columnas igual que para filas.

Ejemplo Como aplicaciéon vamos a calcular los llamados determinantes de
Vandermonde. Concretamente probaremos que

1 1
a1 oo An
. = H (aj al)ﬂ
: i<j
n—1 n—1
a/l P an
donde ay, ..., a, son elementos de un dominio A. En particular, si A es un

dominio integro, un determinante de Vandermonde es no nulo si y s6lo si los
elementos de su segunda fila son distintos dos a dos.

Lo probaremos por induccién sobre n. Para n = 1 o incluso n = 2 es
inmediato. Supuesto para n — 1 restamos a cada fila la anterior multiplicada
por aq, con lo que obtenemos

1 1 1
0 as — aj Ay — a1
0 ay ' —aad™? - a¥ ' —ayal?

Ahora aplicamos el teorema anterior y obtenemos

az — a an — a1

n—1 n—2 n—1 n—2
QA — a109 e Gy —a1a,

Por la multilinealidad sobre las columnas este determinante es igual a

1 1
a2 Qp
(a2 —a1) - (an — a1)
ag‘72 - a272
Finalmente por la hipotesis de induccién esto es igual a [] (a; — a;). "
i<j

En realidad el teorema 6.9 es un caso particular de un resultado méas general:
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Teorema 6.10 Sea A un dominio y B € Mat,, (A). Entonces

n

Bl = 3 (—=1)"bi; Bij = 3°(=1)"by; Bij.

=1 i=1
DEMOSTRACION: Sean By, ..., B, las filas de B. Asi B; = Xn: bije;, donde
ej = (6;5). Claramente, =
det(B) = det(By,..., il bijejs- .. By) = fl bi; det(Bi,..., ;... By)
j= j=

= X by (=1)""By;.
j=1

La otra igualdad se prueba anélogamente. [

Pasemos ahora a mostrar el interés teérico de los determinantes. En primer
lugar veremos que los determinantes determinan cudndo una matriz es regular.

Definicién 6.11 Sea A un dominio y B € Mat,(A). Llamaremos matriz ad-
junta de B a la matriz B € Mat, (A4) dada por

bij = (=1)"" By
Notemos que en la posicion (7, j) esta el menor complementario de bj;, es de-

cir, B se forma sustituyendo en B cada elemento por su menor complementario
multiplicado por el signo adecuado y después trasponiendo la matriz resultante.

Por ejemplo, si

1 3 -2
= 51 o],
-3 4 2
entonces
1 0 5 0 5 1
Bu=|, 4|2 Be=|_5 4|=10, Ba=| 5 , =23
3 -2 1 -2 1 3
Bu=|, ,|=14 Bn= 3 9 |=~% Bz = 3 4 |= 1
3 =2 1 -2 1 3
Bu=|| o|=2 Ba=| ; o|=10 Ba=|, |=1

Al reemplazar cada elemento por su menor con el signo adecuado queda

2 —-10 23
-14 -4 -13
2 —-10 -—-14
luego la matriz adjunta de B es
. 2 -4 2
B=| -10 -4 -10

23 —-13 -14
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Teorema 6.12 Sea A un dominio y B € Mat,,(A). Entonces
BB = BB = |B|I,.

N n .
DEMOSTRACION: El término (i,j) de BB es igual a Y b, (—1)% Bjj.
k=1

n .
Sii = j queda Y by(—1)¥*7 By, = |B| por el teorema 6.10, luego los
k=1
elementos de la diagonal principal de BB son todos iguales a | B].

Sii # j llamemos D la matriz cuyas filas son las de B salvo que en la posicion
j-ésima tiene repetida la fila i-ésima. Entonces |D| = 0 y desarrollando por la
fila j-ésima queda

0= D] = 3 dyp(~1)*¥Dyp = 52 bar(~1)*H By,

o sea, los elementos fuera de la diagonal principal de BB son nulos. Por lo
tanto, BB = |B|I,,. Del mismo modo se prueba la otra igualdad. "

Esto significa que la matriz adjunta de una matriz B es casi su matriz inversa.
Para obtener la inversa solo falta que sea licito dividir entre el determinante
de B. La situacion es la siguiente:

Teorema 6.13 Sea A un dominio y B € Mat,(A). Entonces la matriz B es
regular si y solo si |B| es una unidad de A, y en tal caso

DEMOSTRACION: Si la matriz B es regular, entonces existe B~ de manera
que BB~! = I, luego tomando determinantes |B||B~!| = |I,,| = 1, lo que
prueba que |B| es una unidad de A.

Si |B| es una unidad de A, entonces sea C = ﬁB € Mat,(A). Por el

teorema anterior, BC' = CB = I,,, luego B es regular y B~! = C. "

En particular una matriz con coeficientes en un cuerpo es regular si y sélo
si su determinante es distinto de cero.

Ejemplo Si B,C € Mat,,(A) cumplen BC = I,,, podemos concluir que B y
C son regulares y que C = B~!. En efecto, basta tomar determinantes para
concluir que |B||C| = 1, luego B y C son regulares y, multiplicando por B~! en
BC =1, resulta C = B!, "

Aplicaciéon: La regla de Cramer Los resultados anteriores nos dan una
expresion sencilla en términos de determinantes para las soluciones de un sistema
de ecuaciones lineales:

1T + -+ QppTn = bn
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Claramente podemos escribirlo matricialmente como
Azt = b,

donde A = (a;;) es la matriz de los coeficientes, b = (b;) es el vector de términos
independientes y = (x1,...,2n). Si |A| # 0, el sistema tiene una unica
solucion, dada por

1 -
ot = AT = — AV
4]

En particular,
1 n
A=
Ahora bien, si llamamos C' = (¢y,) a la matriz que resulta de sustituir en
A su columna j-ésima por el vector b, tenemos que C;; = A;; para todo 4, asi
como que c¢;; = by, luego, aplicando el teorema 6.10, llegamos a que

(=)™ b Ay

i

U C|
= — —1)“”ciCi» = .
A 1% =]

Zj

En resumen:

Regla de Cramer: La j-ésima coordenada de la solucion de un
sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas (cuya matriz de
coeficientes A tenga determinante no nulo) puede calcularse divi-
diendo entre |A| el determinante de la matriz que resulta de sustituir
la columna j-ésima de A por el vector de términos independientes.

Ejemplo La solucién del sistema de ecuaciones

r—2y+z =3
204+2y—2 =1
z+ y+z =2

Puede calcularse con la regla de Cramer, pues

1 -2 1
2 2 —1|=9+#0,
1 1 1
y viene dada por
3 -2 1 1 1 3 1 1 1 -2 3
e=g|1 2 -1 y=g|2 1 -1|, z=5|2 2 1],
2 1 1 1 2 1 1 1 2
lo que nos da (z,y, 2) = (4/3,-1/3,1). "

Los determinantes también nos permiten decidir si n elementos de un médulo
libre de rango n son o no linealmente independientes, y si son o no una base.
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Teorema 6.14 Sea A un dominio integro, sea M un A-mddulo libre de rango n,
sea (v1,...,v,) una base ordenada de M, sean w1, ..., w, elementos de M y
sea B = (bij) la matriz cuyas filas son las coordenadas de wy, ..., w, en la
base dada. Entonces:

1. (w1,...,wy) es una base de M siy sdlo si |B| es una unidad de A.

2. (wy,...,wy) son linealmente independientes si y solo si |B| # 0.

DEMOSTRACION: 1) Por 4.21 existe un homomorfismo f : M — M tal que
f(v;) = w; para cada i = 1,...,n. La matriz de f en la base (v1,...,v,) es
precisamente B.

Si wy,...,w, forman una base de M entonces también existe un homomor-
fismo g : M — M tal que f(w;) = v; para cada ¢ = 1,...,n. La composicién
f o g es la identidad sobre la base (v1,...,v,), luego por la unicidad del teo-
rema 4.21 se cumple que f o g es la aplicacion identidad en M. Igualmente go f
es la identidad en M. Esto prueba que f es un isomorfismo y por lo tanto |B)|
es una unidad.

Si | B| es una unidad, la aplicacion f es un isomorfismo, luego (ws,...,wy)
es una base de M (pues son la imagen de una base por un isomorfismo).

2) Como la aplicacion que asocia a cada elemento de M sus coordenadas
en la base dada es un isomorfismo entre M y A", los elementos wy, ..., w, son
linealmente dependientes si y sélo si lo son sus coordenadas, es decir, las filas
de B.

Las filas de B son linealmente independientes en A™ si y sélo si son lineal-
mente independientes en K™, donde K es el cuerpo de fracciones de A. En
efecto, si tenemos una combinacion lineal de las filas de B con coeficientes en
K no todos nulos y que es igual a 0, multiplicando por el producto de los deno-
minadores de los coeficientes no nulos, obtenemos una nueva combinacion lineal
que también anula a las filas de A, ahora con los coeficientes en A y no todos
nulos. La otra implicaciéon es obvia.

Como K™ es un espacio vectorial de dimension n, las filas de B son lineal-
mente independientes en K™ si y s6lo si son una base de K.

Por 1), las filas de B son una base de K™ siy solo si | B| es una unidad en K,
o sea, siy solo si |B| # 0. .

Concluimos la seccién con otra aplicacion de los determinantes, esta vez al
calculo del cardinal de los moédulos cociente de los Z-moédulos libres.

Teorema 6.15 Sea M un Z-mddulo libre de rango m y sea N un submddulo
de rango n. Entonces:

1. El médulo cociente M/N es finito si y sélo sin = m.

2. Sin=m, (v1,...,0,) es una base de M, (w1,...,w,) es una base de N
y B es la matriz cuyas filas son las coordenadas de wy, ..., w, en la base
(v1,...,05), entonces el cardinal de M/N es |det B|.
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DEMOSTRACION: 1) Sea (21, ..., z;,) una base de M tal que (a1 z1,...,a,2,)
sea una base de N para ciertos elementos aq,...,a, € Z (de acuerdo con el
teorema 4.53). En la prueba de dicho teorema se ve que

M/N = (Z/a1Z) X --- X (Z]anZ) x Z™™".

El cociente sera finito si y solo si m —n = 0, o sea, si y s6lo si m = n.

2) Si m = n, en las condiciones de 1) tenemos
|M/N| = |(Z/a1Z) X - x (Z)an,Z)| = |ay - - - an| = |det C|,

donde C es la matriz que tiene a aq,...,a, en la diagonal y los restantes coefi-
cientes nulos.

Sea f : N — M la aplicacion dada por f(x) = z para todo z € N. La
matriz de f en las bases (a121,...,an2,) ¥ (21,...,2,) es precisamente C.

Sea P la matriz de la aplicaciéon identidad en N respecto de las bases
(wi,...,wp) y (a121,...,6,2,) (la matriz de cambio de base). Por el teorema
6.13 tenemos que |P| = £1.

Sea @ la matriz de la aplicacion identidad en M respecto de las bases

(z1,--,2n) ¥ (v1,...,0,). Por la misma razon |Q| = £1.

Por el teorema 4.35 la matriz PCQ es la matriz de f respecto de las bases
(w1,...,wyp)y (v1,...,0,). Por lo tanto las filas de PCQ son las coordenadas
de wy,...,w, en la base (v1,...,v,), es decir, B = PCQ.

Tomando determinantes y valores absolutos,

| det B| = | det P|| det C| | det Q| = | det C| = |M/N].

6.2 Clasificacion de homomorfismos de moédulos

Sabemos que una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales esta com-
pletamente determinada por su matriz respecto de dos bases dadas, pero dicha
matriz puede ser mas sencilla 0 mas complicada en funcion de las bases elegidas.
Ni siquiera es evidente como saber si dos matrices dadas pueden ser la matriz
de la misma aplicaciéon lineal respecto a dos pares de bases. Por razones que
veremos méas adelante, conviene plantear estos problemas en el contexto més
general de los homomorfismos entre modulos libres sobre anillos.

Supongamos que f : M — N es un homomorfismo entre A-modulos libres
de rangos m y n respectivamente y que B y B’ son bases respectivas. Sea S la
matriz de f en estas bases. Supongamos que f tiene otra matriz T respecto a
otras bases C' y C’. ;Cuél es entonces la relacion entre S y T7 Es sencilla: Sea
P la matriz de cambio de base de C' a B (es decir, la matriz de la identidad
en M respecto de las bases C'y B) y sea @ la matriz de cambio de base de
C’ a B’. Entonces si z es la m-tupla de coordenadas en C' de un elemento
m € M, tendremos que xP es la m-tupla de coordenadas de m en la base B,
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luego zPS es la n-tupla de coordenadas de f(m) en B’ luego zPSQ es la n-
tupla de coordenadas de f(m) en C’. Por la unicidad de la matriz, se ha de
cumplir T = PSQ. Ademés como P y ) son matrices de isomorfismos, ambas
son regulares. En vista de esto definimos:

Definiciéon 6.16 Sea A un anillo conmutativo y unitario. Diremos que dos
matrices S, T € Mat,,xn(A) son equivalentes si existen matrices regulares P, @
(de orden m x m y n x n, respectivamente) tales que T' = PSQ.

Es evidente que la equivalencia de matrices es una relacién de equivalencia
en el conjunto Mat,, «,(A4). Acabamos de demostrar que si S y 7" son matrices
de un mismo homomorfismo entre A-moédulos libres f : M — N, entonces S y
T son equivalentes. Reciprocamente, si S es la matriz de f en ciertas bases y T
es equivalente a S, es facil ver que T es la matriz de f en otras bases adecuadas
(las que convierten a P y @ en las matrices del cambio de base).

Ahora vamos a dar un criterio sencillo para determinar cuando dos matrices
dadas son o no equivalentes, al tiempo que encontraremos para cada matriz una
equivalente lo mas sencilla posible. Para ello usaremos el resultado siguiente:

Teorema 6.17 Sea A un anillo conmutativo y unitario y sean S y T dos ma-
trices m x n en A. Si T resulta de realizar sobre S una de las operaciones
siguientes, entonces T es equivalente a S:

1. Permutar dos filas (o columnas).

2. Cambiar la fila (o columna) i-ésima por la suma de la fila (columna) i-
ésima mds la fila (columna) j-ésima (j # i) multiplicada por un a € A.

3. Multiplicar una fila (columna) por una unidad u € A.

DEMOSTRACION: Realizar una de estas operaciones equivale a multiplicar
la matriz por la izquierda o por la derecha (segin sea sobre filas o columnas)
por una de las matrices regulares siguientes (todas tienen unos en la diagonal y
ceros fuera de ella salvo cuando se indica explicitamente lo contrario):

i j J
. 1
7 0 1 7 a
EY = , EY(a)= ,
j 1 0
1
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Las matrices consideradas en la prueba del teorema anterior se llaman ma-
trices elementales. Observemos que

(B =EY,  (Ef(a)' =Ef(-a),  (Bi(w)™' = Ej().
Asi, la inversa de una matriz elemental es otra matriz elemental del mismo tipo.

El teorema siguiente nos resuelve el problema de determinar cuando dos
matrices sobre un dominio euclideo son equivalentes:

Teorema 6.18 Sea E un dominio euclideo y A € Maty, xn(E). Entonces A es
equivalente a una unica matriz de la forma

dy

0

donde cada d; # 0 y d; | div1. La unicidad se entiende salvo sustitucion de los
d; por asociados (o sea, salvo unidades). Los elementos d; se llaman factores
invariantes de A.

DEMOSTRACION: La prueba que vamos a ver nos da un algoritmo para
calcular los factores invariantes de cualquier matriz dada. Llamemos ¢ a la
norma euclidea del anillo E.

Si A = 0 ya es de la forma requerida. En otro caso, sea a;; un coeficiente
de A no nulo con norma minima. Intercambiando filas y columnas podemos
llevarlo a la posicion (1,1), es decir, pasamos a una matriz equivalente donde
a11 # 0 tiene norma minima.

Para cada k > 1 dividimos a1 = a11bx + b1x, de modo que by = 0 o bien
¢(bix) < P(a11).

Restamos a la columna k-ésima la primera multiplicada por by, con lo que
la primera fila se convierte en (a11,b12,...,b1n).

Si algtn by es no nulo llevamos a la posicién (1,1) el de menor norma y
repetimos el proceso. Como cada vez la norma del coeficiente (1, 1) disminuye,
el proceso no puede continuar indefinidamente, por lo que al cabo de un nimero
finito de pasos llegaremos a una primera fila de la forma (a;1,0,...,0).

Repitiendo el proceso con la primera columna llegamos a una matriz equi-

valente de la forma:
air |0 - 0

Si a11 no divide a alguno de los restantes coeficientes a;j, entonces hacemos
a;j = annc+dcond # 0y ¢(d) < ¢(air), llevamos d a la posicion (1,1) y
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repetimos el proceso de hacer ceros. Como la norma sigue disminuyendo, tras
un namero finito de pasos llegaremos a una matriz como la anterior y en la que
aq1 divide a todos los coeficientes restantes.

Ahora repetimos el proceso con la matriz B, lo cual no altera los ceros de la
fila y la columna primera ni el hecho de que ay; divide a todos los coeficientes.
De este modo llegamos a una matriz como la del enunciado.

Ahora demostramos que si dos matrices como la del enunciado son equiva-
lentes, entonces son iguales (salvo multiplicacion de sus coeficientes por uni-
dades). Para ello fijamos una cualquiera M y consideramos el homomorfismo
f+ E™ — E™ que en las bases canonicas {ei,...,em}t v {f1,-.., fn} tiene
matriz M, es decir, f(e;) = d;f; parai = 1,...,ry f(e;) = 0 en otro caso.
Entonces d; f1, . .., d, f, forman una base de Im f y el teorema 4.53 nos da que
ry fi,..., [r estan univocamente determinados (salvo unidades) por E™ e Im f
(v no dependen de la eleccion de las bases). Por lo tanto, si otra matriz en
las condiciones del enunciado es equivalente a M, seria la matriz de f en otras
bases, luego tendria que ser la misma M (salvo unidades). L]

Asi pues, dos matrices son equivalentes si y s6lo si tienen los mismos factores
invariantes. La matriz equivalente a una matriz dada A que tiene la forma
indicada en el teorema anterior se llama forma candnica de A, de modo que
dos matrices son equivalentes si y so6lo si tienen la misma forma canonica (salvo
unidades).

Observemos que en la demostracion del teorema anterior hemos llegado a la
forma canoénica realizando tinicamente operaciones elementales sobre la matriz
dada (es decir, multiplicaciones por matrices elementales). Por lo tanto, hemos
probado lo siguiente:

Teorema 6.19 Dos matrices S, T € Mat,,xn(E) sobre un dominio euclideo E
son equivalentes si y solo si existen matrices elementales tales que

SZPl-PTTQlQS

A partir de aqui nos centramos en el caso de las matrices sobre un cuerpo
(recordemos que todo cuerpo es trivialmente un dominio euclideo). Como todos
los elementos no nulos son unidades, todos los factores invariantes de una matriz
A pueden tomarse iguales a 1, luego lo tinico que puede variar es su namero 7.
Este niimero se llama rango de A y lo representaremos por rang A. Tenemos,
pues, que dos matrices sobre un cuerpo son equivalentes si y sélo si tienen el
mismo rango.

El rango de A tiene una interpretacion muy sencilla: sea f una aplicacion
lineal de matriz A. Las filas de A son las coordenadas de las imagenes de los vec-
tores de la primera base respecto a la segunda base. Estas imégenes generan el
subespacio Im f, luego contienen exactamente dim Im f vectores independientes.
Como la aplicacién que a cada vector le asigna sus coordenadas es un isomor-
fismo, resulta que A tiene dimIm f filas independientes. La forma canoénica de
A es también una matriz de f y tiene r filas independientes, luego dimIm f = r
y el rango de una matriz es el namero de filas independientes que contiene.
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Por otra parte es obvio que si dos matrices son equivalentes sus traspuestas
también lo son, y la traspuesta de una forma canonica es ella misma, luego el
rango de una matriz es el mismo que el de su traspuesta. Por lo tanto:

El rango de una matriz A con coeficientes en un cuerpo es el nimero
de filas y el nimero de columnas linealmente independientes.

Si f : V. — W es una aplicaciéon lineal entre k-espacios vectoriales de
dimensién finita, podemos definir su rango rang f como el rango de su matriz
respecto de cualquier par de bases. Como las matrices equivalentes tienen el
mismo rango, no importa la elecciéon de las bases. De hecho, el rango de una
aplicacion lineal tiene una interpretacion directa que no depende de ninguna
elecciéon de bases, pues es simplemente rang f = dimy Im f.

En efecto, basta tener en cuenta que, fijadas unas bases {vi,...,vp} y
{w1,...,w,}, entonces Imv = (f(v1),..., f(vm)) y el isomorfismo W = k"
que a cada vector le asigna sus coordenadas en la base fijada en W transforma
Im f en el subespacio vectorial generado por las filas de la matriz de f en las
bases fijadas, cuya dimension es el rango de la matriz.

Nota La prueba del teorema 6.18 se puede simplificar sustancialmente para el
caso de matrices regulares sobre un cuerpo k, y la posibilidad de tal simplifica-
cion tiene consecuencias tedricas de interés. En principio sabemos que, mediante
productos a izquierda y derecha por matrices elementales, toda matriz regular A
se puede transformar en la matriz identidad. Ahora veremos que, multiplicando
solo por la derecha (o sélo por la izquierda) por matrices elementales solo de
tipo E3’ (a), es posible transformar A en una matriz de la forma

1

«

para cierto o € k que, de hecho, es necesariamente o = |A|, pues las matrices
de tipo E5’(a) tienen todas determinante 1, luego al multiplicar por ellas no
cambia el determinante de la matriz.

En efecto, sabemos que multiplicar una matriz (por ejemplo, por la derecha)
por matrices de tipo FZ’(a) equivale a sumar a una columna otra multiplicada
por a. Veamos que sbélo con operaciones elementales de este tipo es posible llegar
a una matriz de la forma indicada.

Como A tiene determinante no nulo, no puede tener ninguna fila nula. Si
a12 = 0, sumamos a la segunda columna otra columna adecuada para hacer
a12 # 0. Seguidamente le sumamos a la primera columna la segunda multipli-
cada por (1 — aj1)/aj2, y asi pasamos a una matriz con a;; = 1.

Luego sumamos a la columna j > 1 la columna 1 multiplicada por —ay;, con
lo que la primera fila pasa a ser (1,0,...,0).



244 Capitulo 6. Algebra lineal

Ahora, no puede ocurrir que todos los ag; sean nulos, para i > 1, porque
entonces seria |A| = 0. Esto significa que podemos hacer que as3 # 0 sumandole
si es preciso una columna distinta de la primera, lo cual no altera la primera
fila. A su vez, con la tercera columna podemos hacer ass = 1 sin alterar la
primera fila, y con la segunda columna podemos hacer que la segunda fila pase
a ser (0,1,0,...,0) sin alterar la primera fila.

El proceso puede continuar de este modo hasta convertir la peniltima fila
en (0,...,0,1,0). Con la ultima fila ya no podemos razonar igual porque ya
no tenemos filas posteriores. Podemos asegurar igualmente que a,, = a # 0,
pues de lo contrario serfa |A| = 0, pero ahora no tenemos una columna posterior
con la que hacer a,, = 1. No obstante, si a la columna i-ésima le sumamos
la n-sima multiplicada por —ay,;/an,, convertimos la tltima fila en (0, ...,0, @)
sin alterar las filas anteriores. L]

6.3 Grupos de automorfismos

Si V' es un espacio vectorial y f : V. — V es un endomorfismo de V, en
principio podemos considerar su matriz respecto de dos bases distintas de V,
una cuando lo consideramos como espacio inicial y otra cuando lo consideramos
como espacio final, pero lo habitual es que sea necesario considerar la misma
base en ambos casos, y hablamos entonces de la matriz de f respecto de una
base B de V, tal y como ya sefialamos en la definicion 4.36.

Esto es relevante porque no es cierto que si una matriz es equivalente a la
matriz de un endomorfismo f en cierta base, ello implique que es la matriz
de f respecto de otra base (lo sera respecto de un cierto par de bases de V,
pero que no seran necesariamente iguales). Esto lo estudiaremos con detalle en
la seccion siguiente. Ahora vamos a obtener algunos resultados notables sobre
automorfismos de un espacio vectorial.

Definiciéon 6.20 Recordemos que el grupo lineal general LG(n, k) es el grupo
de las matrices regulares n x n sobre el cuerpo k. El teorema 6.6 implica que
la aplicacion determinante det : LG(n, k) — k* es un epimorfismo de grupos.
Llamaremos grupo lineal especial LE(n, k) al nicleo de este epimorfismo, es
decir, el grupo formado por las matrices n x n de determinante 1.

Si V es un k-espacio vectorial de dimension n, llamamos LG(V') al grupo de
los automorfismos de V. Es claro que la aplicaciéon que a cada automorfismo
le asigna su matriz en una base prefijada de V' es un isomorfismo de grupos
LG(V) 2 LG(n, k).

Si S y T son las matrices de un mismo endomorfismo h : V' — V respecto
de dos bases de V, entonces T = P~1SP, por lo que |T| = |P|~Y|S||P| = |S].

Por consiguiente, podemos definir el determinante det h de un endomor-
fismo h como el determinante de su matriz en cualquier base. Claramente
det : LG(V) — k™ es también un epimorfismo de grupos, a cuyo nicleo llama-
remos LE(V).
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Claramente, el isomorfismo LG(V) = LG(n, k) determinado por una base
cualquiera se restringe a un isomorfismo LE(V') = LE(n, k).

Vamos a ver que la nota precedente nos permite calcular sistemas genera-
dores especialmente simples de los grupos lineales LG(V) y LE(V). Para ello
necesitamos un par de definiciones maés:

Sea V un k-espacio vectorial de dimension n y sea H un hiperplano de V'
(es decir, un subespacio vectorial de dimension n — 1). La dilatacion de V de
hiperplano H, direccién w € V'\ H y razon « # 0 es el automorfismo u € LG(V)
determinado por que fija a los puntos de H y u(w) = aw.

Una transveccion de V' de hiperplano H es un automorfismo v € LG(V) tal
que existe un A € H no nulo y una aplicacién lineal f : V' — k de nicleo H de
modo que para todo z € V' se cumpla u(x) = z + f(z)h.

Equivalentemente, v es una dilatacion de V' de razén « si en cierta base su

matriz es
«

1

En particular vemos que det w = «. Similarmente, u es una transveccion de V'
si en cierta base tiene matriz

1
a 1
1
(Basta tomar la base de la forma h, v, ha, ..., h,_1, donde h, ha, ..., h,_1 es una

base de H y v € V'\ H.) Claramente, las transvecciones tienen determinante 1.

Teorema 6.21 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuer-
po k yu € LG(V) un automorfismo distinto de la identidad que fije a todos los
puntos de un hiperplano H. Entonces u es una dilatacion o una transveccion,
segin si su determinante es distinto o igual a 1.

DEMOSTRACION: Tomemos v € V' \ H. Entonces V = H & (v). Pongamos
que u(v) =h+av,con h € Hy a € k. Si a # 1 llamamos w = h + (o — 1)v,
y es facil ver que u(w) = aw, luego h es una dilatacion (con determinante «).
Supongamos ahora que « = 1, de modo que u(v) = h+ v. Como u no es la
identidad, tiene que ser h # 0. Sea f : V — k la composicion de la proyeccion
V = H & (v) — (v) con el isomorfismo fv — 3. En definitiva, f(h'+ fv) = 8.
Entonces, si x = h' + Bv, tenemos que

w(x) =h + B(h+v) =z + Bh=x+ f(z)h,
luego u es una transveccion. [

El resultado al que queriamos llegar es el siguiente:
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Teorema 6.22 Si V' es un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuer-
po k, el grupo LG(V') estd generado por las dilataciones, y el subgrupo LE(V)
estd generado por las transvecciones. (La primera afirmacion requiere clara-
mente que k # {0,1}, pues, si no, la unica dilatacion es la identidad.)

DEMOSTRACION: Es claro que todas las matrices elementales de tipo 2 son
matrices de transvecciones, luego la nota final de la seccion anterior, traducida
de matrices a automorfismos, dice que todo automorfismo u € LG(V) se expresa
como composicién de transvecciones y una dilatacién, cuya razéon serd necesa-
riamente det u. Por lo tanto, si u € LE(V), entonces a = 1 y la dilatacion es la
identidad, luego tenemos u expresado como composiciéon de transvecciones.!

En general, tenemos también que LG(V) esta generado por las dilataciones
y las transvecciones. Ahora basta probar que, suponiendo que k # {0,1}, toda
transveccion es producto de dos dilataciones. Para ello, fijada una transvec-
cion u, consideramos una dilatacion cualquiera w respecto al mismo hiperplano
con razén distinta de 1. Entonces w’ = u o w™! es un automorfismo de V que
fija a H y tiene determinante # 1. Por el teorema 6.21 tenemos que es una
dilatacién, luego la transveccion u = w’ o w es composicion de dos dilataciones.

u

En ocasiones puede ser mas conveniente la siguiente version, en la que sélo
interviene una transvecciéon:

Teorema 6.23 Sea V' un k-espacio vectorial de dimension finita y sea ey, ..., ey
una base de V. Entonces el grupo LG(V) estd generado por las aplicaciones si-
guientes:

1. La aplicacion f;; que intercambia e; con e; y deja fijos a los demds vectores

de la base.
2. La transveccion s dada por s(e1) =e1 +ea y s(e;) =e; parai=2,...,n.
3. Las dilataciones h, dadas por he(e1) = aey y hqa(e;) = e; parai =2,...,n,

donde a € k\ {0}.

DEMOSTRACION: Sea f € LG(V). Sumatriz S en la base dada es equivalente
a la matriz identidad, lo que equivale a que es producto de matrices elementales.
Podemos considerar las aplicaciones lineales que en la base dada tienen por
matriz a cada una de las matrices en que se descompone S, y entonces f es
la composiciéon de dichas aplicaciones lineales. Por lo tanto, basta probar que
cada una de ellas se expresa a su vez como composicion de las aplicaciones
consideradas en el enunciado.

Las matrices elementales de tipo 1 se corresponden con las aplicaciones des-
critas en 1. Las matrices de tipo 2 se corresponden con las transvecciones que

cumplen sf;(e;) = e; + ae; y dejan invariantes a los demdas vectores de la base.

IMa4s precisamente, hemos probado que LE(V) esta generado por las transvecciones cuyas
matrices en una misma base prefijada tienen la forma que hemos indicado (con unos en la
diagonal y ceros salvo en una tnica posicion).
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Podemos suponer que a # 0, pues en caso contrario se trata de la aplicacion
identidad. Es facil ver que si; = pos{y o p~ !, donde p es la aplicaciéon que
cumple p(e;) = e1, p(e;) = es y deja fijos a los deméas vectores de la base. Las
aplicaciones p y p~! son composiciones de aplicaciones de tipo 1, luego basta
estudiar s{,, pero es facil ver que

a 1
81p = ha © 515 0 hy/a,

y 81, es la aplicacion del punto 2. del enunciado.
Por ultimo, las matrices elementales del tercer tipo determinan las aplica-
ciones f“ o ha o fil- ]

6.4 Clasificaciéon de endomorfismos

Abordamos ahora el problema que plantea el hecho de que, al considerar
un endomorfismo f : M — M de un moédulo libre M, normalmente interesa
considerar su matriz respecto a una unica base de M en lugar de respecto a dos
bases elegidas independientemente. Concretamente, si S, T' son las matrices de f
respecto a ciertas bases B y C, el mismo razonamiento que cuando teniamos
dos modulos nos da ahora que T = P~1SP, para cierta matriz regular P (P es
la. matriz del cambio de base de B a C'y P~! es la matriz del cambio de base
de C a B). Por ello definimos:

Definicion 6.24 Sea A un anillo conmutativo y unitario. Diremos que dos
matrices S, T' € Mat,, (A) son semejantes si existe una matriz P € LG(n, A) tal
que T = P~'SP.

Es evidente que la semejanza de matrices es una relacién de equivalencia en
el conjunto Mat,,(A). Dos matrices de un mismo endomorfismo de A-mo6dulos
libres son semejantes, y si S es la matriz de un endomorfismo f y T es semejante
a S, entonces T es la matriz de f en otra base.

Dos matrices semejantes son equivalentes, pero el reciproco no es cierto. Por
ejemplo, dos matrices semejantes tienen el mismo determinante, y es facil en-
contrar matrices equivalentes con determinantes distintos, luego no semejantes.

La idea fundamental en el estudio de un endomorfismo de un espacio V es
encontrarle subespacios invariantes, es decir, encontrar subespacios W tales que
h[W] C W. Por ejemplo, si h es un giro en R? (cuyo eje pasa por 0), podemos
encontrar dos subespacios invariantes: el plano de giro, donde h es un giro
bidimensional, y el eje de giro, donde h es la identidad. La matriz de h sera la
mas simple si tomamos una base que tenga dos vectores en el plano de giro y el
tercero en el eje.

Para encontrar subespacios invariantes podemos valernos de la teoria de
modulos gracias al planteamiento siguiente: Sea V' un espacio vectorial de di-
mension finita sobre un cuerpo K. Entonces el conjunto Endg (V') de todos los
endomorfismos de V tiene estructura de anillo (no conmutativo) con la suma
definida punto a punto: (f + g)(v) = f(v) + g(v) y tomando como producto
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la composicion de aplicaciones. Si h € Endg (V) definimos el homomorfismo
K[z] — Endg (V) que a cada polinomio p(z) le asigna p(h). Notemos que
la unidad de Endg (V) es el endomorfismo identidad, por lo que la imagen del
polinomio 1 es dicha identidad.

Ahora definimos una operacion K[x] x V' — V dada por p(z)v = p(h)(v).
Asi, por ejemplo, zv = h(v), (2% + 2)v = h(h(v)) + 2v, etc. Es facil ver que V,
con su suma de espacio vectorial y esta operacion, es un K[z]-modulo.

En resumen, hemos dotado a V' de estructura de K[z]-médulo de modo que
la multiplicacién por elementos de K es la que ya teniamos en V' como espacio
vectorial y la multiplicacién por x consiste en aplicar h. Esto hace que los
subespacios invariantes que estamos buscando sean precisamente los submodulos
de V. El teorema siguiente recoge este hecho junto con los resultados que
garantizan que podemos aplicar los teoremas de estructura de modulos sobre
dominios de ideales principales (notemos que KJz] es un dominio euclideo):

Teorema 6.25 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita n sobre un
cuerpo K, sea h un endomorfismo de V. Entonces

1. V es un K[z]-mddulo finitamente generado.

2. Sus submddulos son los subespacios vectoriales W tales que h[W] C W.
3. El nicleo N(h) es un submddulo de V.

4.V es un mddulo de torsion.

DEMOSTRACION: 1) Notemos que el producto de un polinomio constante
por un elemento de V es el producto dado de V' como espacio vectorial. Por ello
una combinacién lineal con coeficientes en K también puede considerarse con
coeficientes en K [z], luego una base de V' como espacio vectorial es un generador
de V' como moédulo.

2) Si W es un submodulo de V, entonces la suma de elementos de W esta
en W y el producto de un escalar por un elemento de W estd en W, luego W es
un subespacio vectorial. Mas atn, si v € W, xv = h(v) € W, luego h[W] C W.

Reciprocamente, si W cumple estas condiciones entonces W es estable para
la suma y para el producto por escalares y por x, de donde facilmente se sigue
que W es estable para el producto por cualquier polinomio.

3) es consecuencia de 2).

4) Si v € V, entonces los vectores v, zv,...,x"v han de estar repetidos o
ser linealmente dependientes, luego existen escalares no todos nulos tales que
tov + tizv + -+ + tpz™ = 0, o sea, (t"z"™ + -+ + t1x + tp)v = 0, luego v es un
elemento de torsiom. L]

Definiciéon 6.26 Si V' es un espacio vectorial de dimensién finita, h es un en-
domorfismo de V' y v € V, llamaremos polinomio minimo de v (polminv) al
nico polinomio moénico que genera el ideal

o(v) = {p € K[z] | pv = 0},

que es Unico si exigimos ademas que sea un polinomio ménico.
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El teorema 4.48 nos garantiza ahora que V se descompone en la forma
V= (v1)gi @ D (vr) k) >

donde la notacién (v) ., representa al submédulo generado por v, (mientras
que (v) representaré al subespacio vectorial generado por v), y de modo que los
polinomios pol min(v;) sean, o bien potencias de primo (divisores elementales)
o bien que se dividan sucesivamente (factores invariantes).

Llamaremos divisores elementales y factores invariantes de h a los de V
como K [z]-moédulo.

Nuestra intencion es describir h en términos de sus factores invariantes o
sus divisores elementales. En primer lugar probamos que la accién de h sobre
cada submodulo monodgeno (v) K[a] ©Sta determinada por polminv. Empeza-
mos probando que polminwv determina la dimension de (v) K[z COMO espacio
vectorial:

Teorema 6.27 Sea K un cuerpo y V un K-espacio vectorial de dimension
finita n. Sea h un endomorfismo de V. Entonces dim (U>KM = grad polminv.

DEMOSTRACION: Sea p(z) = polminv y sea m su grado. Un elemento
cualquiera de (v) () es de la forma g(z)v con ¢(z) € K[z].
Dividamos ¢(x) = ¢(x)p(z) + r(x), con grad r(z) < m. Entonces

q(z)v = c(z)(p(x)v) + r(z)v = c(z)0 + r(x)v = r(z)v, (6.2)

que es combinacién lineal de v, zv,...,z™ 1o.

Estos vectores han de ser distintos y linealmente independientes, pues lo
contrario significa que hay un polinomio ¢(z) # 0 y de grado a lo sumo m — 1
tal que g(z)v = 0, pero entonces p(x) | g(x), lo cual es imposible segun los
grados. Por lo tanto v, 2v,...,2™ v es una base de < v > K[z] COMO espacio
vectorial. [

Ahora ya estamos en condiciones de caracterizar la acciéon de h sobre un
submoédulo monogeno:

Teorema 6.28 Sea K un cuerpo, V un K-espacio vectorial de dimension finita
y h un endomorfismo de V. Son equivalentes:

n .
1. Eziste unv €V tal que V = (v) g1, y polminv = - a;a’ (con ap =1).
i=0

2. dimg V = n y existe una base de V' en la cual la matriz de h es

0 1

0 1
—ap —G1 - —Ap-2 —0ap-1
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DEMOSTRACION: 2) equivale a que exista una base {vg,...,v,—1} de V de
manera que h(v;) =v;41 parat =0,...,n—2y h(v,—1) = — nz_:l a;v;.
1=
Si se cumple 1), entonces {v,zv,...,2" 1v} es una base queocumple 2)._
Si {vg,...,vp—1} cumple 2), entonces con v = vy se cumple que v; = x'vp,
asi como que z"v = 7nz—:1 a;x'v, es decir, p(x) = i a;x* cumple p(x)v = 0,
i=0 =0

luego es un multiplo del polinomio minimo de v, pero por otro lado es obvio que
V' = (v) g4 luego el grado del polinomio minimo de v ha de ser n = grad p(x).
Asi pues, p(xz) = polminv. "

Ahora veamos cémo describir la accion de h sobre todo el espacio V' a través
de sus factores invariantes o sus divisores elementales.

Definicion 6.29 Si V' es un espacio vectorial de dimension finita y h es un
endomorfismo de V, llamamos polinomio minimo de h (polminh) al dltimo
factor invariante.

El polinomio minimo p(z) de h es multiplo de los polinomios minimos de
todos los generadores, luego p(x) los anula a todos, y con ellos a todos los
elementos de V. Asi pues, p(z)v = p(h)(v) = 0 para todo vector v, o equiva-
lentemente, p(h) = 0. Ademas, cualquier otro polinomio que cumpla p(h) = 0
anula en particular al generador del submoédulo correspondiente al ultimo fac-
tor invariante, luego tiene que ser multiplo de p(z). En definitiva, el polinomio
minimo de A es el menor polinomio que anula a h.

Teorema 6.30 Sea K un cuerpo y V un K-espacio vectorial de dimension
finita n. Sea h un endomorfismo de V. Las afirmaciones siguientes son equiva-
lentes:

1. Los factores invariantes (o divisores elementales) de h son py, ..., pyr.
2. Los polinomios py,...,p, cumplen p; | pix1 (0 que cada p; es potencia de
primo) y, en una cierta base, la matriz de h es de la forma
M,
M,
M,

donde cada M; es la matriz asociada a p; segun el teorema 6.28.

DEMOSTRACION: Consideramos una descomposicion de V' de tipo (6.2) de
modo que los polinomios minimos de los generadores sean los factores invariantes
o los divisores elementales. Como los submodulos son subespacios invariantes,
la restriccion de h a cada uno de ellos es un endomorfismo y podemos aplicar el
teorema 6.28 para obtener una base de cada uno de ellos de modo que la matriz
de la restriccion de h sea la indicada, o sea, la M; del enunciado. La unién de
las bases de los sumandos directos forma una base de V' y es claro que la matriz
de h en esta base es la indicada.
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Reciprocamente, si la matriz de h en una base es de la forma indicada,
podemos expresar V como suma directa de los subespacios generados por los
vectores de la base correspondientes a cada una de las cajas M; de la matriz. Es
claro que estos subespacios son invariantes y que M; es la matriz de la restriccion
de h al subespacio i-ésimo. Por el teorema 6.28, cada uno de estos subespacios
esta generado por un v; cuyo polinomio minimo es p;. Por la unicidad concluimos
que los p; son los factores invariantes o los divisores elementales de h. m

Las matrices de la forma descrita en el teorema anterior son formas candnicas
para la relacion de semejanza. En efecto, si A € Mat,,(K) y V es cualquier K-
espacio vectorial de dimensién n, entonces A es la matriz de un endomorfismo
h de V en una base cualquiera de V', pero en otra base h tiene una matriz de
la forma del teorema anterior (con factores invariantes), luego A es semejante a
una matriz de este tipo.

Por otra parte, si A y B son matrices del tipo del teorema anterior (con
factores invariantes) y son semejantes, entonces son matrices de un mismo en-
domorfismo h de V', y por la unicidad de los factores invariantes se ha de cumplir
que A = B.

Para divisores elementales se cumple lo mismo salvo por el hecho de que
los factores invariantes estdn ordenados por la divisibilidad, mientras que los
divisores elementales no estan ordenados de ningtn modo, luego las matrices
que resultan de cambiar el orden de las cajas (con divisores elementales) son
semejantes entre si sin dejar de ser del tipo del teorema 6.30.

Definicién 6.31 Si K es un cuerpo y A € Mat, (K), llamaremos 12 forma
candnica de A (respectivamente, 2% forma candnica) a la inica matriz del tipo
indicado en el teorema 6.30 para factores invariantes (respectivamente para
divisores elementales, con la consiguiente pérdida parcial de unicidad) que es
semejante a la matriz A.

De este modo, dos matrices son semejantes si y so6lo si sus formas canoénicas
son iguales. Los teoremas siguientes nos permiten calcular la forma canénica de
cualquier matriz.

Teorema 6.32 Sea K un cuerpo y A € Mat,,(K) una matriz del tipo del teo-
rema 6.28 para el polinomio ménico p(x). Entonces los factores invariantes (los
construidos en el teorema 6.18) de la matriz xI, — A € Mat,,(K[x]) son todos
iguales a 1 excepto el ultimo, que es p(x).

n
DEMOSTRACION: Sea p(x) = Y a;2*, con a,, = 1. La matriz I, — A es
i=0

T -1

ap air a2 ' Qp—2 Gp_1 T
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Sumamos a la primera columna la segunda multiplicada por z, la tercera
multiplicada por z2, etc. Luego a la segunda columna le sumamos la tercera
multiplicada por z, la cuarta multiplicada por 22, etc. y asi sucesivamente. El

resultado es:
0 -1

-1
n X n .
SNaxt daxt - ap_1+w
i=0 i=1

Sumando a la fila n-sima la i-ésima multiplicada por el coeficiente adecuado

queda:
0 -1

-1

axt 0 - 0
2
i=0

Finalmente multiplicamos todas las filas salvo la ultima por —1 y reordena-
mos las columnas, con lo que llegamos a la forma canoénica de la matriz:

1

Teorema 6.33 Sea K un cuerpo, V un K-espacio vectorial de dimension finita
n y h un endomorfismo de V. Sea A la matriz de h en 1% forma candnica.
Entonces los factores invariantes de h son los factores invariantes no unitarios
de la matriz I, — A.

DEMOSTRACION: Por comodidad llamaremos [Aj,...,4,] a la matriz for-
mada por las cajas Ai,..., A, situadas sobre su diagonal. Sean pi,...,p, los
factores invariantes de h. Entonces zI, — A = [My,..., M,], donde cada M;

tiene forma indicada en el teorema 6.28 para el polinomio p;.

Por el teorema anterior, M; es equivalente a una matriz diagonal de la forma
N; =11,...,1,p;]. Por lo tanto existen matrices P;, Q; € LG,,(K|z]) tales que
PM;Q; = N;.

Sean P = [Py,...,P] v @ = [Q1,...,Q,]. Es facil ver que P y @ son
regulares, asi como que

P($In—A)Q = [PlMlQlwwperQr] = [Nl,...,NT]
= [17'"717p1)"'71)"'71)p7"]7

luego la forma canonica de zI,, — A es [1,...,1,p1,...,p.. "

El resultado definitivo es el siguiente:
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Teorema 6.34 Sea K un cuerpo, V un K-espacio vectorial de dimension finita
n y h un endomorfismo de V. Sea A la matriz de h en cualquier base. Entonces
los factores invariantes de h son los factores invariantes mo unitarios de la
matriz xI, — A.

DEMOSTRACION: Sea B la matriz de h en 1? forma canénica. Como A y B
son matrices de h, son semejantes, es decir, existe una matriz P € LG,,(K) tal
que B = P~'AP. Entonces

P YzI, — A)P =P 'I,P - P 'AP =21, — B.

Por lo tanto, las matrices xI,, — A y xI,, — B son equivalentes, luego tienen los
mismos factores invariantes y, por el teorema anterior, los no unitarios son los
factores invariantes de h. m

Definiciéon 6.35 Sea K un cuerpo y A € Mat,(K). Llamaremos factores in-
variantes de A a los factores invariantes de I, — A (en el sentido de 6.18).

Hemos demostrado que los factores invariantes de un endomorfismo son los
factores invariantes no unitarios de cualquiera de sus matrices.

También es obvio ahora que dos matrices son semejantes si y sélo si tienen
los mismos factores invariantes (si tienen los mismos factores invariantes tienen
la misma forma canonica).

Observemos que en principio tenemos dos definiciones de factores invariantes
de una matriz de Mat,,(K), la dada en el teorema 6.18 y la que acabamos de
dar, pero sucede que la definicion segun el teorema 6.18 no tiene interés para
matrices sobre un cuerpo, ya que todos los factores invariantes en este sentido
son iguales a 1. Lo tnico que interesa es su namero, o sea, el rango.

Los factores invariantes de una matriz A se calculan sin dificultad mediante
el algoritmo dado en el teorema 6.18. Los divisores elementales se calculan
descomponiendo los factores invariantes en potencias de primos.

Llamaremos polinomio minimo de una matriz A a su ultimo factor inva-
riante. Asi, si A es la matriz de un endomorfismo h, se cumple que polmin A =
polmin h. Dado el isomorfismo entre endomorfismos y matrices, es claro que si
p(z) = polmin A, entonces p(A) = 0, y si q(z) € Klz], entonces q(A) = 0siy
solo si p(z) | g(x).

Ejemplo Vamos a calcular los factores invariantes de la matriz

8§ 2 10 -6

12 6 20 -—-12

A= 2 3 7 -4
139 25 15
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Para ello aplicamos el algoritmo del teorema 6.18 a I, — A:

r—8 =2 —10 6
-12 z-6 -20 12
-2 -3 x-7 4
—13 -9 —-25 x+15

En primer lugar intercambiamos las dos primeras columnas para situar en
la posicion (1,1) un polinomio de norma minima (o sea, de grado minimo) (el
—2). Dividiendo la fila 1 entre —2 tenemos un 1 en el lugar (1, 1) y restando a
cada columna la primera multiplicada por su primer coeficiente llegamos hasta
la matriz

1 0 0 0
r—6 L —Tr+12 —5¢+10 3z -6
-3 —3z+10 T +38 -5
-9 —52+23 20 x4+ 12

Ahora restamos a cada fila la primera multiplicada por su primer coeficiente
y hacemos ceros debajo del primer 1 (el resto de la matriz no se modifica).
Como el 1 divide a todos los coeficientes restantes podemos continuar con la
submatriz 3 x 3.

Llevamos el —5 al lugar (2,2) (otra opcion seria llevar el 20). Dividimos la
segunda fila entre —5 y obtenemos otro 1, con el que hacemos ceros a su derecha
y bajo él. El resultado es:

0 0

0 0
322 —Tx+2 —22%+4x
202 —8x+8 —322-10

S O O
o o= O

El cociente de —2x? +4x entre 322 —7x+2 es —2/3 y el resto —(2/3)(x —2).
Restamos a la cuarta columna la tercera multiplicada por —2/3 con lo que
en la posicion (3,4) queda —(2/3)(z — 2). Lo pasamos a la posicion (3,3) y
multiplicamos por —3/2:

10 0 0
0 1 0 0

0 0 r—2 —%x2+22—1x—3
0 0 —3224+3x—1L 2,2 -8x+38

Al dividir el polinomio de la posicion (3,4) entre  — 2 la divisién nos da
exacta, a saber: —(3/2)(3z — 1)(x — 2). Restamos a la cuarta fila la primera
multiplicada por —(3/2)(3z — 1) y nos queda (factorizando los polinomios):

0 0 0
1 0 0
0 T —2 0
0 —26z—T)(xz—-2) —P(z—-2

o O O

)z —1)?
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Restamos a la cuarta fila la tercera multiplicada por —(1/3)(52 —7) y queda
un 0 en el lugar (4,3). Multiplicando la altima fila por —2/15 queda:

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 z—2 0
00 O (x —2)(z—1)2

Por lo tanto los factores invariantes de la matriz A de partida son
r—2 y (x—2)(z—1)>%

Los divisores elementales son x — 2, x — 2 y (z — 1)2. El polinomio minimo
de A es polmin A = (z — 2)(z — 1)? = 2® — 42 4+ 52 — 2. Las formas canénicas
de A son:

2/0 0 0 2[00 0
00 1 0 0[2[0 0
0/0 0 1 0[0f0 T
0]2 -5 4 0]0[-1 2

Hemos visto que si A y B son matrices matrices semejantes, o sea, si existe
P € LG, (K) tal que B = P~'AP, entonces también zI,, — B = P~1(xI,— A)P,
luego tomando determinantes queda |z, — B| = |P|~Y|zI, — A||P| = |21, — A|.

Definicion 6.36 Llamaremos polinomio caracteristico de A € Mat,,(K) al po-
linomio polcar A = |xI,, — A|. Es fdcil ver que es mdnico de grado n.

Acabamos de probar que las matrices semejantes tienen el mismo polino-
mio caracteristico, por lo que podemos definir el polinomio caracteristico de un
endomorfismo como el de cualquiera de sus matrices.

El polinomio caracteristico es mucho més facil de calcular que los facto-
res invariantes o los divisores elementales y en ocasiones proporciona suficiente
informacién sobre una matriz dada.

Por ejemplo, el polinomio caracteristico de la matriz A anterior resulta ser
polcar A = (z — 2)%(x — 1)2.

Este ejemplo muestra que el polinomio caracteristico estd muy relacionado
con los factores invariantes y los divisores elementales. La relacion exacta nos
la da el teorema siguiente:

Teorema 6.37 Sea K un cuerpo y A € Mat,(K). Entonces el polinomio ca-
racteristico de A es el producto de sus factores invariantes (luego también el de
los divisores elementales).

DEMOSTRACION: Supongamos primero que A es de la forma indicada en el
teorema 6.28, es decir, que tiene un dnico factor invariante no unitario igual a

n .
> axt.
i=0
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n
Es facil ver que en este caso |xl, — A] = > a;x" (basta desarrollar el deter-
minante por la primera columna). =0
Ahora, si una matriz A esta formada por dos cajas (A = [M, N] con la
notacion del teorema 6.33) es facil ver que [M, N] = [M, I][I, N], donde I re-
presenta en cada caso a la matriz identidad de las dimensiones adecuadas. Por

lo tanto |A| = |[M,I]||[I,N]| = |[M||N|. De aqui se sigue en general que
|[M1,...,Mr]| = |My|---|M,|.
Si A es una 12 forma canénica, entonces A = [My, ..., M,], donde las ma-

trices M; son del tipo del teorema 6.28 para cada factor invariante de A.
Entonces zI,, — A = [¢] — My, ...,aI — M,], luego

polcar A = |zI — M| - |zI — M,.|.

Por el caso particular ya probado estos factores son los factores invariantes de
A, luego el teorema es cierto para formas canodnicas.

Finalmente, si A es cualquier matriz, su polinomio caracteristico es el mismo
que el de su 12 forma canoénica, que es el producto de sus factores invariantes,
que son también los factores invariantes de A. L]

Una consecuencia es el llamado teorema de Cayley, segtun el cual toda matriz
es raiz de su polinomio caracteristico (porque éste es un maltiplo de su polinomio
minimo).

Las matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico, aunque el
reciproco no es cierto, pues el polinomio caracteristico no determina los factores
invariantes o los divisores elementales.

Por ejemplo, sabiendo que polcar A = (z — 2)?(z — 1)2, los invariantes de A
podrian ser:

Factores invariantes Divisores elementales
(x —2)*(z —1)? (x—2)% (v-1)
x—2, (x—2)(z—1)? r—2, x—2(x—1)32
r—1, (x—-2)%*x—1) r—1, -1, (z —2)?

(x=2)(z—-1), (z—2)(xz—-1) z—-2,2—2, z—1, -1

Los coeficientes del polinomio caracteristico p(x) de una matriz A son inva-
riantes por semejanza. El primero y el ultimo de estos coeficientes (aparte del
director, que es igual a 1) son especialmente simples.

El término independiente es p(0) = [0, — A] = | — A] = (-1)"|A|. De
aqui se sigue algo que ya sabfamos: que las matrices semejantes tienen el mismo
determinante.

Para calcular el coeficiente de x observamos que, segin la definicién de
determinante, uno de los sumandos de p(x) es

n—1

(= a11) (2 = anp) = 2" = (@11 + -+ apg)a" " 4

y ningtn otro sumando tiene monomios de grado n — 1. Asi pues, el coeficiente
de grado n — 1 de p(z) es —(a11 + -+ + ann).
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Definiciéon 6.38 Llamaremos traza de una matriz A € Mat,,(K) a
Tr(A) = a1 + -+ + ann.

Hemos probado que las matrices semejantes tienen el mismo determinante
y la misma traza. Por ello podemos definir el determinante y la traza de un
endomorfismo como el de cualquiera de sus matrices.

Las raices del polinomio caracteristico de un endomorfismo contienen in-
formaciéon muy importante sobre el mismo. Vamos a comprobarlo. Sea h un
endomorfismo de un espacio vectorial V' sobre un cuerpo K y sea A su matriz
en una base. Sea o € K una raiz de polcar A. Entonces |al, — A| = 0, lo
que significa que la matriz al,, — A no es regular, luego el endomorfismo que
determina, es decir, al — h, no es inyectivo, luego su ntcleo no es trivial, luego
existe un vector v € V no nulo tal que h(v) = av. Reciprocamente, si existe un
vector v no nulo tal que h(v) = awv, invirtiendo el razonamiento llegamos a que
« es raiz de polcar A.

Definicién 6.39 Sea h un endomorfismo de un espacio vectorial V' sobre un
cuerpo K. Si un vector v € V no nulo cumple h(v) = av para cierto a € K,
diremos que v es un vector propio de h y que « es un wvalor propio de h.

Acabamos de probar que los valores propios de un endomorfismo h son exac-
tamente las raices de su polinomio caracteristico.

Cada vector propio tiene asociado un tinico valor propio. Reciprocamente,
si « € K es un valor propio de h, entonces « tiene asociado el espacio

S(h,a) ={v eV |h(v) =av},

que es un subespacio vectorial no trivial de V' al que llamaremos espacio funda-
mental de «.

Un caso especialmente interesante es el subespacio S(h, 1), que esta formado
por los puntos fijos de h.

Ejemplo Sea h un endomorfismo de R* cuya matriz en la base canénica sea
la matriz A del ejemplo anterior. Hemos calculado

polcar A = (z — 2)%(z — 1),

luego sus valores propios son 1y 2.
El sistema de ecuaciones lineales (u,v,w,z)A = (u,v,w,z) tiene solucion
(—4v,v,—5v,2v) para cualquier v, luego

S(h7 1) = <(_4a 17 _5a 2)> .
Igualmente se calcula

S(h,2) =((-2,1,0,0),(-3,0,—6,2)).
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Como el polinomio caracteristico es el producto de los divisores elementales,
los valores propios son las raices de los divisores elementales. Como éstos son
potencias de irreducibles, es obvio que a es un valor propio de h si y sélo
si uno de los divisores elementales de h tiene la forma (z — «)°. El teorema
siguiente muestra exactamente la relacion entre los valores propios y los divisores
elementales.

Teorema 6.40 Sea K un cuerpo, V un K-espacio vectorial de dimension finita
y h un endomorfismo de V. Sea V = (v1) 1, © -+ @ (vr) gy la descomposi-
cion de V' en submddulos asociada a los divisores elementales, es decir, tal que
polminv; = p;(x)® con p;(x) irreducible. Sea o € K un valor propio de h y
supongamos que p; = x — « para i =1,...,5. Entonces:

1. S(h, Oé) = <(.13 — a)€1—1vl’ . (.T _ a)es—lvs>
2. dim S(h,a) = s.

ke

Siaq, ..., son todos los valores propios de h, entonces se tiene la suma directa
S=SMh,a1)® - B S(h,a).
Al espacio S se le llama espacio fundamental de h.

DEMOSTRACION: Un vector v # 0 es propio con valor propio « si y solo si
(x—a)v = 0, luego es inmediato que los vectores (z—a) vy, ..., (z—a)% tu,
estan en S(h, «). Por lo tanto tenemos la inclusion

{((z—a) oy, (2 — a)65_1v5>k < S(h,a).

Veamos ahora la otra inclusion. Si v € S(h,a), por la descomposicion de V/
tenemos en principio que v = fi(x)vy + - -+ + f.(x)v, para ciertos polinomios
fi(x). Segun el teorema 6.27 podemos exigir que grad f;(z) < e;.

Como v es un vector propio, se cumple que (z — «@)v = 0, o sea,

(x —a)fi(zx)vy + - + (. — &) fr(x)v, = 0.

Como la suma es directa cada sumando es nulo y, por definicién de polinomio
minimo, resulta que p;(z)% | (x — «)f;(x) parai=1,...,r.

Sii > s tenemos que p;(x) # x — a, luego p;(x) | fi(z) y asi fi(x)v; =0,
con lo que la expresion de v se reduce a

v=fi(x)vy + -+ fo(T)vs.

Para i < s tenemos que (r — )% | (x — ) fi(z), de donde (x — )%~ | fi(z),
es decir, fi(x) = ¢;(z)(x — a)%~1, pero tenemos también que grad f;(z) < e;,
luego la tnica posibilidad para ¢;(z) es que sea una constante ¢; € K. Con esto
la expresion de v queda en

V= q1(x — a)€1711)1 4.4 qs(x _ 06)6571”05,

lo que prueba la igualdad.
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Estos generadores son independientes, pues cada uno estd contenido en un
sumando directo distinto. Por la misma razén los distintos espacios fundamen-
tales tienen suma directa, pues estan contenidos en sumandos directos distintos
(los correspondientes a los divisores elementales con raiz el valor propio corres-
pondiente). "

La matriz A de los ejemplos anteriores tiene divisores elementales x — 2,
x -2y (x —1)% por lo que el teorema anterior nos da que dim S(h,2) = 2y
dim S(h,1) =1 (como ya habjamos comprobado).

6.5 Formas bilineales

Al estudiar los determinantes hemos introducido el concepto de forma mul-
tilineal. Conviene estudiar més detalladamente el caso de las formas bilineales
sobre espacios vectoriales de dimensién finita.

Definicién 6.41 Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Una forma
bilineal en V es una aplicacion F' : V x V — K tal que para todo vi,v9,v € V,
y todo a,b € K se cumple

F(avy + bvg,v) = aF(v1,v) + bF (vs,v),

F(v,avy + bvg) = aF(v,v1) + bF (v, v2).
La aplicaciéon determinante es un ejemplo de forma bilineal en K2, pero es
antisimétrica, y ahora nos vamos a interesar por las formas bilineales opuestas:

Una forma bilineal F' es simétrica si para todo par de vectores vy,vs € V se
cumple F(vy,v9) = F(ve,v1).

Por ejemplo, un producto escalar en el sentido de [G 3.19] es un ejemplo de
forma bilineal simétrica (al que se le exigen propiedades adicionales).

Al igual que ocurre con las aplicaciones lineales, las formas bilineales quedan
determinadas por una base y una matriz:

Si B = (v1,...,0m) es una base ordenada de V, llamaremos matriz de F
respecto a dicha base a
MB(F) = (F(’l}i,’l)j)).

Teorema 6.42 Sea F : V x V — K una forma bilineal en un K-espacio
vectorial V. Sea B = (v1,...,v,) una base ordenada de V. Entonces Mp(F)
es la inica matriz de Mat, (K) tal que para todo v,v' € V se cumple

F(U,UI) = (I)B(U) MB(F) (I)B(U/)t.

DEMOSTRACION: Sea ®p(v) = (z1,...,2,) y ®5(v') = (y1,...,yn). Enton-
ces

F(v,v') = F(Z x5, Zlijj) = > > i F(vi,v;) y;
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Si una matriz tiene esta propiedad, aplicandola a los vectores v; y v; obtenemos
que su componente (4, j) ha de ser precisamente F'(v;, v;). "

Ejercicio: Probar que una forma bilineal es simétrica si y sélo si su matriz en una
base cualquiera es simétrica.

Definicion 6.43 La forma cuadrdtica asociada a una forma bilineal simétrica
F:V xV — K es la aplicacion ¢ : V — K dada por ¢(v) = F(v,v).

Si el cuerpo K tiene caracteristica distinta de 2 entonces F' esta determinada
por q en el sentido de que si dos formas bilineales simétricas determinan la misma
forma cuadratica es que son iguales. En efecto, basta calcular

Fv+w,v+w)=F(v,v) + Fw,w) + 2F (v, w)

y despejar
(v +w) — q(v) — q(w)
5 .
En particular, fijada una base de V', tenemos una biyeccion entre las matrices
simétricas n X n y las formas cuadréaticas en V.

F(v,w) =

Las formas bilineales estan muy relacionadas con el concepto de espacio dual,
que introducimos seguidamente:

Definicién 6.44 Si K es un cuerpo y V es un K-espacio vectorial, llamaremos
espacio dual de V a V* = Homg (V, K), es decir, al espacio vectorial de todas
las aplicaciones lineales de V en K.

Si V tiene dimension finita n sabemos que V* = Mat, «1(K), luego en
particular dim V* = dim V.

Con mas exactitud, si B = (v1,...,v,) es una base de V' y fijamos 1 como
base de K, entonces la aplicacion M4 determina un isomorfismo entre V* y
Maty,»1 (/). Una base del segundo espacio la forman los vectores e; = (d;;). La
antiimagen de e; por el isomorfismo es una aplicacion v} tal que M} (v}) = e;,
lo que significa que v} (v;) = d;; (donde d;; vale 1 si ¢ = j y 0 en caso contrario).

La base B* = (v§,...,v}) de V* determinada por la relacion v} (v;) = d;; se

llama base dual de (vy,...,vp).

Es facil hallar las coordenadas de un elemento de V* respecto a esta base:

Teorema 6.45 Sea K un cuerpo, V un K-espacio vectorial y B = (v1,...,v,)
una base V. Entonces, las coordenadas en la base dual B* = (v3,...,v}) de un
elemento cualquiera v* € V* son ®p-(v*) = (v*(v1),...,v*(vy)).

DEMOSTRACION: Basta observar que
n n n
(£ 000t ) 09) = £ ot (woi (o) = £ 07wty = 07 (03),
i=1 i=1 i=1
y como ambas aplicaciones lineales coinciden sobre la base B, han de ser iguales,
n

o sea, v* = > v*(v;)v}. n
i=1
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Ejercicio: Probar quesi f : V — W es una aplicacion lineal entre espacios vectoria-
les, entonces la aplicacion dual f*: W* — V* dada por f*(w*) = f ow™ es también
lineal. Ademéas f* es inyectiva (suprayectiva) si y s6lo si f es suprayectiva (inyectiva).
Dadas bases B y C, hallar la relacion entre MG (f) y Mg: (f")-

Si F:V xV — K es una forma bilineal simétrica tenemos definida una
aplicacion lineal
ip Voo — vV
v —» V — K
w = F(u,w)

Consideremos una base B = (vy,...,v,) de V' y vamos a calcular la matriz
de esta aplicacion respecto a las bases By B*. El elemento (i, j) de esta matriz
seré la coordenada j-ésima de ¢ (v;), pero segin el teorema anterior se trata de
vp(vi)(v;) = F(v;,v;). Por lo tanto MB (1) = Mp(F).

Definicién 6.46 Una forma bilineal simétrica F': V x V — K es regularsi la
aplicacién tp es inyectiva.

Si el espacio V tiene dimensioén finita esto equivale a que ¢t sea un isomor-
fismo, y por el teorema 4.38 esto equivale a que Mp(F') sea una matriz regular
(para una base cualquiera B de V), o a que [Mp(F)| # 0.

Asi pues, toda forma bilineal simétrica regular en un espacio vectorial de
dimensién finita induce un isomorfismo entre V' y su espacio dual, del que hay
que destacar que no depende de ninguna eleccion de bases. Si B = (vy,...,v,)
es una base de V, la antiimagen por tr de su base dual es una base B* =

*

(vf,...,v%) de V (ala que también llamaremos base dual de B) caracterizada
por que F'(v;,v}) = d;j, para todo par de indices i, j.

Nos planteamos ahora el problema anédlogo al que ya nos hemos planteado
para los endomorfismos de un espacio vectorial: si tenemos dos bases de un espa-
cio vectorial, jqué relacién hay entre las matrices de una misma forma bilineal
simétrica en ambas bases? ;Como saber si dos matrices dadas corresponden
a la misma forma bilineal en bases distintas? La primera pregunta tiene una
respuesta muy simple:

Definicion 6.47 Diremos que dos matrices simétricas A y B son congruentes
si existe una matriz regular M tal que A = M BM®.

Es claro que todas las matrices correspondientes a una misma forma bilineal
simétrica son congruentes entre si, y que si B es la matriz de una forma F
en una cierta base, cualquier matriz A congruente con B es la matriz de F
en una base adecuada. En efecto, dadas dos bases de V, si X e Y son las
coordenadas de v y w respecto a una de ellas, sus coordenadas respecto de la
otra seran de la forma XM e Y M, donde M es la matriz de cambio de base,
luego F(v,w) = XMBM'Y"! donde B es la matriz de F en esta segunda base.
Por la unicidad de la matriz de una forma bilineal, la matriz de F en la primera
base ha de ser A = M BM?*. Esto prucba que las matrices de F respecto de dos
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bases de V son congruentes. Igualmente se razona que si A es la matriz de F' en
una base, entonces B es la matriz de F' en la base determinada por M a partir
de la base dada.

Ahora encontraremos invariantes y formas canonicas para las matrices de las
formas bilineales simétricas, de modo analogo a como hicimos con las matrices de
los endomorfismos de un espacio vectorial. Consideraremos tnicamente matrices
y espacios vectoriales definidos sobre un cuerpo arbitrario K de caracteristica
distinta de 2.

La guia del procedimiento que vamos a seguir consiste en tratar a las formas
bilineales sobre un espacio vectorial como si fueran un producto escalar. Asi,
diremos que dos vectores de un espacio vectorial V' son ortogonales respecto a
una forma bilineal simétrica F' : V x V — K si cumplen F(v,w) = 0. Lo
representaremos v L w.

Hemos de tener presente que la semejanza solo llega hasta cierto punto. Asi,
para una forma arbitraria pueden ocurrir casos como que un vector no nulo sea
ortogonal a sf mismo, o incluso a todos los deméas vectores. Pese a ello, vamos
a probar que V tiene siempre una base ortogonal, es decir, una base vy, ..., v,
tal que v; L v; = 0 cuando i # j.

Teorema 6.48 Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo
de caracteristica distinta de 2 y sea F' una forma bilineal simétrica en V. En-
tonces V' admite una base ortogonal respecto a F'.

DEMOSTRACION: Lo probaremos por inducciéon sobre la dimension de V.
En dimension 1 cualquier base es ortogonal. Supuesto cierto para espacios de
dimensién n— 1, consideremos un espacio de dimensién n. Si F' es idénticamente
nula cualquier base es ortogonal. En caso contrario existen vectores v, w tales
que F(v,w) # 0. Entonces

Flvo+w,v+w)=F(v,v) 4+ 2F(v,w) + F(w, w).

Necesariamente, uno de los tres vectores v, w, v + w no es ortogonal a si
mismo. Llamemos v; a este vector. Sea

W={veV]|vLuv}

Claramente W es un subespacio vectorial de V (el subespacio ortogonal a
v1). En general los subespacios ortogonales no tienen el buen comportamiento
del caso euclideo, pero en este caso podemos probar que V = (v1) ® W. En
efecto, si w € W N (v1) entonces w = avy L v1, es decir, aF'(v1,v1) = 0, lo que
implica oo = 0. Por consiguiente (v1) "W = 0.

Por otra parte, W es el nucleo de la aplicacion lineal V' — K dada por
v — F(v1,v), cuya imagen es todo K (porque no es nula), luego dimW =n —1,
y esto implica que V = (v1) ® W.

Por hipétesis de induccién W tiene una base ortogonal respecto a la restric-
cién de F', digamos v, ..., v,. Es claro que v1,...,v, es una base ortogonal de
V. "
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Es obvio que la matriz de una forma bilineal en una base ortogonal es una
matriz diagonal. Por lo tanto hemos probado lo siguiente:

Teorema 6.49 Toda matriz simétrica sobre un cuerpo de caracteristica distinta
de 2 es congruente con una matriz diagonal.

(Observemos que la simetrfa de la matriz es necesaria. Este es el motivo por
el cual nos hemos restringido a formas simétricas.)

Las matrices diagonales no son formas canoénicas, pues nada impide que
dos matrices diagonales sean congruentes. El problema de encontrar invarian-
tes y formas canodnicas se vuelve extremadamente delicado a partir de este
punto, y depende profundamente del cuerpo considerado. So6lo hay un senci-
llo resultado que podemos anadir en general: Una matriz diagonal de la forma
A = [a?by,...,a2b,], con cada a; # 0 es congruente con B = [by,...,b,], pues
A= MBM?!, donde M = [ay,...,a,], es decir, podemos eliminar cuadrados de
la diagonal. Esto nos resuelve el problema en cuerpos donde todo elemento sea
un cuadrado, como es el caso de C y, en general, de todo cuerpo algebraicamente
cerrado. En efecto:

Teorema 6.50 Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2 en el que todo
elemento sea un cuadrado. Entonces toda matriz simétrica A sobre K es con-
gruente con una unica matriz de la forma [1,...,1,0,...,0], donde r es el rango
de A. —

r

En efecto, toda matriz A es congruente con una matriz diagonal, que seré de
la forma [a?,...,a2,0,...,0], y podemos eliminar los cuadrados para convertirlos
en unos. Es obvio que dos matrices congruentes son equivalentes, luego tienen
el mismo rango, luego el nimero de ceros y unos que aparecen es fijo.

En particular dos matrices simétricas sobre C (de las mismas dimensiones)
son congruentes si y s6lo si tienen el mismo rango, y esto es comprobable en la
practica.

Consideramos ahora el caso de una forma bilineal simétrica sobre un cuerpo
ordenado R. En este caso, podemos encontrar otro invariante ademaés del rango:

Teorema 6.51 (Ley de inercia de Sylvester) Todas las matrices diagona-
les congruentes con una matriz simétrica A sobre un cuerpo ordenado R tienen
el mismo niumero s de coeficientes positivos, al que llamaremos signatura de A.
El numero de coeficientes negativos serd necesariamente v — s, donde r es el
rango de A.

DEMOSTRACION: Consideremos una forma bilineal F' en un espacio vectorial

V' definida por la matriz A en una cierta base. Sean vy,...,v, y w1,...,w, dos
bases de V en las que la matriz de F' sea diagonal. Podemos suponer que estas
matrices son [a1,...,a,,0,...,0] v [b1,...,b,,0,...,0], donde r es el rango de

las matrices,

a; >0 parai=1,...,8, a; <0 parati=s+1,...,r,

/

b >0 parai=1,...,s', b;<0 parai=3s +1,...,r
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Hemos de probar que s = s’.
Sean S = (v1,...,0s), T = (Vg'41,...,V,). Veamos que SNT = 0. En
S

efecto, todo v € S es de la forma v = > a;v;, luego
i=1

S S S
F(v,v) = > aajF(vi,v;) = Y a?F(vi,v;) = Y aZa; > 0.
i=1 i=1

ij=1

Ademas F(v,v) =0 siy solo si a; = 0 para todo 4, si y solo si v = 0.
Similarmente se prueba que si v € T entonces F(v,v) <0y F(v,v) =0siy
solo si v = 0. Ahora es claro que SNT = 0.
Tomando dimensiones vemos que s +n — s’ < n, o sea, s < s’. Del mismo
modo se prueba la desigualdad contraria. ]

El teorema anterior nos permite definir la signatura de una forma bilineal
simétrica sobre un cuerpo ordenado como la de cualquiera de sus matrices.
Esto no nos da todavia formas canoénicas, pero si el cuerpo R es euclideo, es
decir, si todo elemento positivo es un cuadrado, entonces todo elemento de R
es de la forma 4a?. Por lo tanto toda matriz simétrica sobre R es congruente
con una matriz diagonal de la forma [+a?,...,+a2,0,...,0], y ésta a su vez es
congruente con una de la forma [1,...,1,—-1,...,—1,0,...,0] y estas matrices
si que son canonicas, es decir, dos de ellas no pueden ser congruentes por el
teorema anterior. Asi pues:

Teorema 6.52 Dos matrices simétricas sobre un cuerpo euclideo son congruen-
tes si y solo si tienen el mismo rango y la misma signatura.

La obtencion de formas canoénicas en cuerpos como Q requiere resultados
importantes de teoria de ntimeros.

Con el teorema anterior tenemos resuelto el problema teoérico que nos habia-
mos planteado, pero conviene que nos detengamos a dar un método para calcular
en la practica la signatura de una matriz simétrica sobre un cuerpo realmente
cerrado, pues la forma de hacerlo es muy simple. Vamos a probar que todo se
reduce a calcular los valores propios de la matriz. Nos basamos en el teorema
siguiente:

Teorema 6.53 Sea h : V. — V un endomorfismo en un espacio vectorial
euclideo sobre un cuerpo realmente cerrado. Si la matriz de h en una base
ortonormal es simétrica, entonces V tiene una base ortonormal formada por
vectores propios de h.

DEMOSTRACION: Sea R el cuerpo de escalares y sea C' = RJ[i]. La hipotesis
sobre R equivale a que C es algebraicamente cerrado. Sea A la matriz de
h a la que alude el enunciado. En primer lugar probaremos que su polinomio
caracteristico tiene todas sus raices en R. Sea A € C' una de sus raices. Entonces
2A = Az para un cierto z € C™ no nulo. Conjugando, ZA = Az, luego Az = \zt.
Multiplicando por z queda Azz' = zAz' = \zz'. Es claro que 2z* # 0, luego
A=A\
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Sean A1, ..., A, las raices distintas del polinomio caracteristico de A, es decir,
los valores propios de A. Para cada i, sea V; el espacio de vectores propios
asociado. Veamos que si ¢ # j entonces V; L Vj.

Sean x e y las coordenadas de dos vectores en V; y V; respectivamente.
Entonces zA = Nz, yA = )y, luego Ay’ = A;y*. Multiplicando obtenemos
Xizy' = xAy' = \jxzy'. Puesto que A\; # \; ha de ser zy* = 0, lo que prueba
que los vectores correspondientes son ortogonales.

Sea W =V; L -+ L V,. Veamos que h[W+] C W=. En efecto, sea v € W+.
Sean x las coordenadas de v e y las coordenadas de un vector de V;. Entonces
zyt =0y yA = Ny, luego z Ayt = \;oyt = 0. Como xA son las coordenadas de
h(v), concluimos que h(v) es ortogonal a cada V;, luego a W.

Esto prueba que h puede restringirse a un endomorfismo de W+. Es facil ver
que la matriz de h en cualquier base ortonormal es simétrica (basta probar que
toda matriz de la forma MAM?! lo es). Si W+ # 0, la matriz de hly 1 en una
base ortonormal sera simétrica (basta completarla hasta una base ortonormal
de V' y usar que la matriz de h en esta base lo es). Aplicando lo ya probado
llegamos a que h tiene un vector propio en W=, pero esto es absurdo, pues todos
los vectores propios de h estan en W. Asipues, Wt =0y V=W LW+ =W.

Ahora basta tomar una base ortonormal en cada V; y unirlas todas. =

Equivalentemente, hemos probado que toda matriz simétrica es semejante
a una matriz diagonal?>. En términos de los invariantes de una matriz, lo que
hemos probado es que las matrices simétricas sobre un cuerpo realmente cerrado
tienen todos sus divisores elementales de grado 1, por lo que la dimensiéon del
espacio fundamental de un valor propio es su multiplicidad en el polinomio
caracteristico. Ahora probamos el resultado que nos interesa:

Teorema 6.54 Sea F' una forma bilineal simétrica en un espacio vectorial
euclideo sobre un cuerpo realmente cerrado. Entonces existe una base orto-
normal de V' que es ortogonal para F.

DEMOSTRACION: Sea A la matriz de F' en una base ortonormal de V', que
serd simétrica. Sea h el endomorfismo de V que en dicha base tiene matriz

A. Por el teorema anterior V tiene una base eq,...,e, formada por vectores
propios de h, es decir, si llamamos x1,...,x, a sus coordenadas en la base
original, 2;A = iz, luego si i # j se cumple F(e;, e;) = z; Az} = Njwjah = 0,
luego la base es ortogonal para F'. m

Asi pues, dada una matriz simétrica A sobre un cuerpo realmente cerrado,
podemos considerar un espacio euclideo y en él una forma bilineal que tenga
matriz A en una base ortonormal. Si B es la matriz de F' en la base dada por
el teorema anterior, tenemos que B es diagonal y B = M AM?, donde M es
la matriz del cambio de base entre dos bases ortonormales, luego es ortogonal,

2Mas atn, que la matriz de semejanza M puede tomarse ortogonal, es decir, de manera
que MM! = I, pues esta propiedad caracteriza a las matrices que transforman una base
ortonormal en otra base ortonormal.
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luego Mt = M~!. Esto significa que las matrices A y B son semejantes, luego
los coeficientes de la diagonal de B son los valores propios de A. En resumen:

Teorema 6.55 Dada una matriz simétrica A sobre un cuerpo realmente ce-
rrado, la matriz diagonal B formada con los valores propios de A (repetidos
seguin su multiplicidad en el polinomio caracteristico) es congruente® con A.
Por lo tanto, la signatura de A es el nimero de valores propios positivos.

6.6 Aplicaciones

Las aplicaciones mas relevantes de los resultados que hemos presentado en
este capitulo (aparte del concepto de determinante, que aparece en los contextos
mas diversos) se dan en la geometria. No obstante, vamos a presentar aqui
algunas consecuencias algebraicas.

La unicidad de la clausura real Veamos en primer lugar que cada cuerpo
ordenado tiene, salvo isomorfismo, una tnica clausura real. Para ello fijamos
un cuerpo ordenado K y una clausura real R, de modo que C' = R][i] es una
clausura algebraica de K. Sea f(x) € K[z] un polinomio monico irreducible y
sean ajq, ..., Q, sus raices en C. Definimos

Como los automorfismos de K(ay, ..., o,)/K permutan los «;, es claro que
fijan a cada oj, luego o; € K. Llamamos ¢y a la forma cuadratica en K™ que
en la base candnica tiene por matriz (o;4j—2); ;. Si esta forma tiene rango r y
signatura s, llamamos ¢y = 25—, que es el niimero de términos positivos menos
el nimero de términos negativos en cualquier matriz diagonal congruente con

(Titj—2)ij-

Teorema 6.56 En las condiciones anteriores, cy es el nimero de raices de f
que pertenecen a R.

DEMOSTRACION: Como |C : R| = 2, es claro que todo polinomio irreducible
en R[z] tiene grado 1 o 2. Por lo tanto f se descompone en R[z] como producto
de factores

f@)=(z=p1) (&= Bm)q (@) a(z),

donde los polinomios ¢;(x) tienen grado 2, y lo que queremos probar es que
cy =m. Cada g;(x) tiene a su vez dos raices conjugadas en C[z|, de modo que
q;j(z) = (x—~;)(x—%;), cony; € C. Ahora observamos que si € K", entonces

n n
Qf($> = E Outv—2LyLy = Z Ol;—”rviz.’l?uxv
u,v=1 Jyu,v=1

3Y la matriz de congruencia puede tomarse ortogonal.
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Ahora consideramos la matriz M =

B0 ... go N+ ot i A e o gl il

1 m 2 21 2 21
n—1 o 677,71 7?71+;YT71 W{L—l_ﬁ?—l o ,Y{L71+;YIL71 ,_yln—li:yln—l
1 m 2 21 2 21

Enseguida probamos que es regular. Admitiéndolo de momento, vemos que
determina un cambio de base respecto de la base canénica de modo que, en la
nueva base, las coordenadas de = son

n

yjzzﬁ;’/—lxuﬁ j:17"'7m7

u=1
n u—1 | ~u—1
v 1 .

ym+2j71:Z . 23 Ly .7:17""[7

u=1

n u—1__~u—1

Y T .

Ym+25 = Z S 2% . Loy ] = 1,...,[,

u=1

por lo que la expresién coordenada de gy en la nueva base es

m l
ar(y) = Y ui + ;Q(yfnujq ~ Yrt2j)s
i=

7j=1
luego la matriz de ¢y en la nueva base es diagonal, de la forma

m l l
—
1,2 2,-2

gy dydyiy,

1 2,0, -2,

luego ¢y = m, como queriamos probar. Sélo queda pendiente justificar que,
realmente, M es regular. Para ello consideramos la matriz

1
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y observamos que

Bl B W W WA
MN — ) . . . .

n—1 —1 n—1 —n—1 n—1 —n—1
(Y e e G M 3

luego |M N| es un determinante de Vandermonde, que es no nulo porque las
raices de f son distintas entre si. Por lo tanto, también |M| # 0. n

Asi pues, el namero de raices reales de un polinomio f estd determinado
por el propio f, con independencia del cuerpo que tomemos como R. Con esto
podemos probar:

Teorema 6.57 Sea ¢ : k1 — ko un isomorfismo de cuerpos ordenados y sean
R1, Ry clausuras reales de ki y ko respectivamente. Sea ki C K C Ry tal
que K/ky es una extension finita. Entonces ¢ se extiende a un monomorfismo
K — Rs.

DEMOSTRACION: Sea K = ki(«) y sea fi(z) € ki[z] el polinomio minimo

de . Sea fo(x) € ka[r] la imagen de fi por ¢. Siay,...,a, son las raices de f;
en Ryi], entonces ¢ se extiende a un monomorfismo ¢ : ki (a1,...,00) — Roli],
de modo que ¢(a1),...,d(a,) son las raices de fo en Rs[i], y es claro que las

imagenes por ¢ de los o; definidos antes del teorema anterior para f; son los
correspondientes a fo. De aqui se sigue a su vez que gy, y gy, tienen el mismo
rango y la misma signatura, por lo que cy, = cy,.

Pero sabemos que ¢y, > 0, pues « es una raiz de f; en Ry, luego f> tiene
una rafz en Ry, digamos o’. Por consiguiente ¢ se extiende a un isomorfismo

¢ZK—>k2(a/)CR2. [ ]

Por ultimo:

Teorema 6.58 (Artin-Schreier) (AE) Dos clausuras reales de un mismo
cuerpo ordenado k son k-isomorfas.

DEMOSTRACION: Sean Ry /ky Ry/k dos clausuras reales de k. Basta aplicar
el lema de Zorn al conjunto de todos los k-isomorfismos ¢ : k; — ko, donde
k C ki C Ry, kK C ky C R,, ordenado por la inclusion. Si ¢ : ky — ko
es maximal, es decir, no se puede extender a cuerpos mayores, tiene que ser
k1 = Ry, pues en caso contrario podriamos tomar o € Ry \ k1 y K = k1(«), y el
teorema anterior nos daria una extension. Similarmente, tiene que ser ko = Ro,
o podriamos aplicar el teorema anterior a ¢~!. Por lo tanto ¢ : Ry — Ry
es un k-isomorfismo de cuerpos (y de hecho de cuerpos ordenados, porque al
transformar cuadrados en cuadrados conserva el orden). "

El teorema de Frobenius Para nuestra segunda aplicacién tenemos que
introducir el concepto de algebra:
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Definicién 6.59 Si k es un cuerpo, una k-dlgebra es una cuadrupla (A, +, o0, )
tal que (A, +, o) sea un anillo unitario, (A4, +, -) sea un k-espacio vectorial y ade-
mas se cumpla la siguiente relacién de compatibilidad entre ambas estructuras:

afaob) = (aa)ob=ao (ab), paraa€k,a,be A.

En la practica usaremos la misma notacién - para los dos productos de
un algebra. La aplicacion ¥ — A dada por a — « -1 es claramente un
monomorfismo de anillos, por lo que podemos suponer que k& C A, de modo que
el producto como espacio vectorial es simplemente la restricciéon del producto
como anillo.

Por ejemplo, el cuerpo C de los ntimeros complejos y el anillo de division H
de los cuaternios son claramente R-dlgebras. La primera es conmutativa y la
segunda no, pero es un algebra de division, en el sentido de que, como anillo, es
un anillo de divisién.

Teorema 6.60 (Frobenius) Las tunicas R-dlgebras de division de dimension
finita sobre R son R, C y H.

DEMOSTRACION: Sea D un algebra de division de dimensién m sobre R.
Dado a € D, la aplicacion ¢, : D — D dada por ¢,(d) = ad es un endomor-
fismo de D como espacio vectorial sobre R. Definimos

V = {a € D|Tr(d,) =0},

que claramente es un subespacio vectorial de D de codimensién 1.
Vamos a probar que V = {a € D | a®> € R, a® < 0}.

Dado a € D, sea p(z) el polinomio caracteristico de ¢,, que podemos facto-
rizar como

p(x) = (z—tr)--- (. —tr)(z = 21) (2 = 21) -~ (2 = 25) (2 = 2),

donde t1,...t, € Ry z1,...,25 € C\ R. Se cumple que m = r + 2s. Los
factores irreducibles de p(z) en R[z] son los polinomios x — ¢; y los productos
2% — 2zRe z; + |22

El teorema de Cayley afirma que p(¢,) = 0 o, lo que es lo mismo, que
p(a)d = 0 para todo d € D. Como D es un anillo de division, esto implica que
p(a) =0y, esto a su vez nos lleva a que a = t; o bien a® — 2aRe z; + |2]? = 0.

En el primer caso a € Ry Tr(¢,) = a, luegoa € Vsiysolosia=0siy
solo si a? < 0.

En el segundo caso a ¢ R y el polinomio minimo de ¢, es 2% —2xRe z; +|2;|2.
Como el polinomio caracteristico y el polinomio minimo de un endomorfismo
tienen las mismas raices, sucede que

p(z) = (332 — 2zRez + \z|2)k,

para cierto z € C. Concluimos que a € V si y so6lo si Rez = 0, si y sélo si

a? = —|z|% si y solo si a? < 0.
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Como V tiene codimension 1y VN R =0, sucede que D =R V.

Consideramos ahora la forma bilineal B : V x V — R dada por

B(a,b) :_ab—;—ba.

Esto es correcto, pues ab + ba = (a + b)? — a? — b? € R. Més aiin, si a # 0,
entonces B(a,a) = —a? > 0. Por lo tanto, B es un producto escalar en V.

Sea W C V un subespacio vectorial de dimension minima tal que W genere
D como algebra, es decir, tal que todo elemento de D sea combinacién lineal
de 1 y de productos finitos de elementos de W. (Existe porque el propio V
cumple esta condicion.) Sea ey, ..., e, una base ortonormal de W respecto del
producto B. Esto significa que

2 P
e; = —1, eie; = —eje;, Sii#j.
Si n = 0 entonces D = R. Sin = 1 entonces D = (1,e;) con e? = —1, de
donde se sigue que D = C.
Si n = 2 entonces D = (1,e1,e3,e1€3), pues las relaciones e = €3 = —1,
e1eo = —egeq reducen cualquier producto de los cuatro elementos anteriores a

una combinacion lineal de ellos, por lo que el miembro derecho es una subéalgebra
de D. Es facil deducir de aqui que D = H.

Solo falta probar que n > 2 es imposible. En tal caso, llamemos u = ejeqe,,

y observamos que u? = ejeseneiese, = 1, luego (u + 1)(u — 1) = 0, luego
u = =£1, pero entonces e, = *ejes y (e1,...e,—1) genera D como algebra, en
contra de la minimalidad de W. n

Asi pues, si para dotar a R* de estructura de anillo era preciso renunciar
a que sea un cuerpo, para cualquier otra dimension distinta de 2 o 4 hay que
renunciar también a la estructura de anillo de divisién. Es posible definir muchas
estructuras de algebra en cualquier R”, pero, salvo en los casos contemplados
por el teorema, habra elementos no nulos sin inverso.



Capitulo VII

Resolucion de ecuaciones por
radicales

Las soluciones de una ecuacién de segundo grado ax? + bz + ¢ = 0 (sobre un
cuerpo de caracteristica distinta de 2) vienen dadas por la conocida formula

. —b+Vb?2 — dac
a 2a ’

entendiendo que si el discriminante A = b? — 4ac no tiene raices cuadradas
en el cuerpo, entonces la ecuacion no tiene solucion (si bien su solucion en
una clausura algebraica tendra esta forma). En este capitulo estudiaremos la
existencia de formulas analogas para ecuaciones de grados superiores, junto con
algunos temas relacionados. No obstante, antes de intentar resolverlas, en las
primeras secciones presentaremos algunos conceptos y hechos relacionados con
los polinomios de una variable.

7.1 Polinomios simétricos

Los polinomios simétricos proporcionan una relacién importante entre los
coeficientes de un polinomio y sus rafces. Sus propiedades (conceptualmente
més simples) pueden, en ocasiones, sustituir a la teoria de Galois. También re-
presentan un papel relevante en la teoria de nameros trascendentes (por ejemplo
en la prueba de la trascendencia de 7).

Definicion 7.1 Sea A un dominio y o € ¥,,. Por 2.38 se cumple que la aplica-
cion 7 : Alzy, ..., x,] — Alz1, ..., x,) definida mediante

E(p(il’l, cee »xn)) = p(xo(l)a s axa(n))

es un homomorfismo de anillos. De hecho es claro que se trata de un isomorfismo
que se extiende a un automorfismo del cuerpo A(z1,...,z,) (al que seguiremos
llamando 7).

271
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También es facil comprobar que la aplicacién 3, — Aut (A(:cl, e ,:cn))
dada por o — @ es un monomorfismo de grupos.

Si no hay confusion escribiremos o (p) en lugar de @(p) cuando p sea un poli-
nomio o una fraccién algebraica en las indeterminadas x4, . .., z,. En definitiva,
o(p) se obtiene a partir de p intercambiando sus variables del modo indicado
por o.

Diremos que una fraccion algebraica p (en particular un polinomio) es simé-
trica si o(p) = p para toda permutacion o € X,,.

Notemos que la definiciéon depende del anillo de polinomios (o el cuerpo de
fracciones algebraicas) que consideremos pues, por ejemplo, zy + 2z + yz es
simétrico como elemento de Q[z,y, z], pero no como elemento de Q[v, z,y, 2],
pues la trasposicion (v, z) no lo deja fijo.

Del hecho de que las aplicaciones & sean isomorfismos se deduce inmediata-
mente que el conjunto de todas las fracciones algebraicas simétricas del cuerpo

A(z1,...,zy,) es un subcuerpo, asi como que el conjunto de todos los polinomios
simétricos de Alx1,...,2,] es un subanillo.
Llamaremos polinomios simétricos elementales de Az, ..., x,] a los polino-
mios eq, ..., e, dados por
eg=1, ex= E Tiy - Ty, parak=1,...,n.

1<y <--<ig<n

Vemos, pues, que cada ej es un polinomio simétrico de grado k. Por ejemplo,
los polinomios simétricos de 3 indeterminadas son

1, z+y+ =z, zy+rz+yz, TYZ.

En otras palabras, el polinomio ej es la suma de todos los monomios que
pueden construirse multiplicando & variables distintas.

El teorema siguiente proporciona una relacion tutil entre los polinomios simé-
tricos elementales de orden n y los de orden n — 1. La demostracion es muy
sencilla y queda a cargo del lector.

Teorema 7.2 Sea A un dominio, n > 1, eq,...,e, los polinomios simétricos
elementales en Alxy,..., 2] Y €0,...,En—1 l0s polinomios simétricos elementa-
les en Alxy,...,Tn—1]. Entonces:

1. en(@1,.. oy Zn) = Tpp_1(T1, ..., Tn_1).

2. ep(x1,...,xn) = ek(x1,..., Tp1)+Tner_1(z1,...,Tpn_1), paral < k < n.

Esto significa que los polinomios simétricos elementales de n variables pueden
obtenerse a partir de los polinomios simétricos elementales de n — 1 variables
mediante sumas y productos en las que intervenga también la variable x, que
les falta. Una simple induccion permite probar la siguiente generalizacion de
este hecho (que no nos va a ser necesaria luego):
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Teorema 7.3 Sea A un dominio, sean ey, ..., e, los polinomios simétricos ele-
mentales en Alxy,...,2,] y €o, ..., e los polinomios simétricos elementales en
Alxy, ..., 2], donde 1 < k <mn. Entonces e; € Al€y,...,8Ek, Tki1,-.-,Tn] para
1=0,...,n.

El interés de los polinomios simétricos elementales reside principalmente en
que son los que nos dan los coeficientes de un polinomio a partir de sus raices
en un cuerpo de escision. Veamoslo:

Teorema 7.4 (Viéte) Sea A un dominio y ey, ..., ey, los polinomios simétricos
elementales en Alz1,...,x,). Entonces
= k k
(x—x1) - (x—xp) = > (1) "ep_p(z1,...,2,)x".
E=0

DEMOSTRACION: Por induccién sobre n. Para n = 1 es obvio. Suponga-
moslo para n — 1.

Sean &, ..., &,—1 los polinomios simétricos elementales en A[z1,...,z,_1].
Entonces
n—1
(x—21)- (0 —20) = 3 (~1)" 17 Gy (o — )
k=0
n—1 n—1
_ Z (_1)n—1—k énflfkl'k—H _ Z (—1)n_1_k$nén7171€$k
k=0 k=0
n—2
= (=D)"wpén_q +a"+ S (1)1 R e, g paktt
k=0
n—1
_ Z (_1)"_1_kxnén717kmk
k=1

n—1
= (—1)"anén_1 + " + Z (*l)nik(én—k + mnén—l—k)zk
k=1
n—1
(por 7.2) = (=D)"e, +2™+ > (—=1)"Fe,_paF
k=1

= Y (1) ke, k.
k=0
Por ejemplo,
(x —a)(z —b)(x —c) = 2% — (a+ b+ )z + (ab+ ac + be)x — abe,

lo que en algunos casos puede evitarnos muchas operaciones. Veamos ahora otro
de los hechos clave sobre polinomios simétricos:

Teorema 7.5 Sea A un dominio y sean eq,...,e, los polinomios simétricos
elementales en Alxy,...,x,]. Entonces el anillo de los polinomios simétricos de
Alxy, ..., x] es Aler, ... en].
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DEMOSTRACION: Por induccién sobre n. Para n = 1 resulta que todo
polinomio de A[z] es simétrico, y como e; = z, se cumple el teorema.

Supongamos el teorema para n—1. Sea p(x1,...,z,) un polinomio simétrico
del anillo Afz1,...,z,]. Veamos que p(x1,...,z,) € Ale1, ..., ey,] por induccién
sobre el grado de p. En caso de que p sea de grado 0 es evidente. Supongamos
que todo polinomio simétrico de grado menor que m esta en Aley, ..., e,] y que
p tiene grado m.

Sea p(x1,...,Zn-1) = p(T1,...,2n-1,0) € Alxy,...,2,1]. Claramente p
es simétrico. Por la primera hipétesis de induccion p € Aley, ..., €,-1], donde
€1,...,En—1 son los polinomios simétricos elementales de A[z1,...,z,_1]. Esto
significa que existe un polinomio g € Alx1,...,z,—_1] talque p = g(&1,...,En—1).

Sea h(z1,...,2n) = p(x1,...,2s) — g(e1,...,en—1), simétrico. Por 7.2 se
cumple que e;(x1,...,2n-1,0) = €(x1,...,2p_1) para i = 1,...,n — 1, luego
h(l‘l, [N ,IITn_l,O) = ]3(.’[1, [N 733“_1) - g(él, ey én—l) =0.

Asi pues, z, divide a h(xi,...,x,) y por simetria todas las variables lo

dividen, y su producto también, o sea, e, divide a h. Sea h = e, h.

Si 0 € %, tenemos que e,h = h = o(h) = o(e,)o(h) = e,o(h), luego
a(h) = h. Esto prueba que h es simétrico y de grado menor que m, luego
por la segunda hipétesis de induccion h € Aley,...,e,], con lo que también
p=gler,...,en—1) +e,h € Aler, ... en]. "

Ejercicio: Probar que si A es un dominio, a1,...,a, son todas las raices de un
polinomio moénico de A[z] en una extension en la cual se escinda (repetidas segin su
multiplicidad), y p(z1,...,2n) es un polinomio simétrico, entonces p(au, ..., a,) € A.

No es inmediato, ni siquiera a partir del teorema anterior, que el subcuerpo
de las fracciones algebraicas simétricas de un cuerpo k(z1,...,x,) sea preci-
samente el cuerpo k(eq,...,e,). Esto es tanto como afirmar que toda fraccion
algebraica simétrica se expresa como cociente de dos polinomios simétricos. Da-
remos una prueba basada en la teoria de Galois.

Teorema 7.6 Sea k un cuerpo y n > 1. Entonces el cuerpo de las fracciones
algebraicas simétricas de k(x1,...,x,) es k(er,...,en). Ademds la extension
k(z1,...,zn)/k(e1,...,en) es finita de Galois y su grupo de Galois es X,,.

DEMOSTRACION: Consideremos el polinomio p(x) = (z —x1) - -+ (x —x,,). El
teorema 7.4 afirma que p(z) € k(ey,...,e,)[x], lo que implica que las indeter-
minadas 1, ..., z, son algebraicas sobre k(eq, ..., e,). Mas atn, son separables
(porque son raices simples de p(z)) y k(x1,...,x,) es el cuerpo de escision sobre
k(e1,...,en) de p(z), luego la extension es finita de Galois.

Segun vimos en el capitulo V, el grupo de Galois

G = G(k(xl, .,l'n)/k(elv"')en))

puede identificarse con un subgrupo del grupo de las permutaciones de las raices
de p(x), es decir, de 2, por lo que |G| < n!
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Por otro lado tenemos un monomorfismo ¥, — Aut (kz(:cl, o ,xn)) y las
imégenes de los elementos de X,,, por definicion de simetria, fijan a los elemen-
tos de k(ei,...,e,), es decir, de hecho tenemos un monomorfismo ¥, — G.
Teniendo en cuenta los 6rdenes, este monomorfismo es de hecho un isomorfismo,
es decir, los automorfismos de la extensioén son exactamente las permutaciones
de las indeterminadas.

Ahora bien, si llamamos F al cuerpo de las fracciones algebraicas simétricas
de k(z1,...,2,), tenemos las inclusiones

kCkler,...,en) CE Ck(x1,...,2n),

y por definicion de simetria es obvio que G(k(z1,...,2,)/E) = G, luego el
teorema de Galois implica que F = k(eq, ..., ey). ]

7.2 La resultante de dos polinomios

Ya sabemos que el valor A = b? — 4ac recibe el nombre de discriminante de
un polinomio de segundo grado az?+bz+c. Aqui vamos a presentar un concepto
general de discriminante de un polinomio arbitrario. De hecho estudiaremos un
concepto més general ain:

Definicion 7.7 Consideremos un anillo conmutativo y unitario A y dos poli-
nomios

f(@) = aox™ + arz" '+ 4 an,  g(x) =box™ +bra™ T 4+ by,

donde apbg # 0. Definimos la resultante de f(x) y g(z) como el determinante

aO al ... ... aTL
aO al ... DRI an
o a/O al DR DY an
R(f,9) = R T
by by by
bo by - - by,

donde los coeficientes de f aparecen en m filas y los de g en n filas (y donde se
entiende que los huecos corresponden a coeficientes nulos).

En particular, si en el anillo de polinomios A = Zlug, ..., Un, Vo, - -, V)
consideramos los polinomios

f(@) =upz™ + w4 Fun, g(x) = vox™ + o1z v,

tenemos la resultante general R € Z[ug, ..., Un, Vo, - . - , U] de grados n y m, que
es un polinomio que se particuliza a la resultante de cualquier par de polinomios
fy g de grados n y m en cualquier anillo A, cuando sus variables se sustituyen
por los coeficientes de f y g.
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De la propia definicion de determinante se sigue inmediatamente que la resul-
tante general R(ug,...,Un,V0,...,Vmn) €S un polinomio cuyos monomios tienen
todos m variables u; y n variables v;. El monomio ug'v)?, (la diagonal del de-

terminante) aparece con coeficiente 1. En particular tenemos que R # 0.

Tenemos las relaciones siguientes en Z[ug, . . ., Un, Vo, - - - , U, T]:
aoxn+m—1+ alxn+m—2+ . — $m_1f(l')
aow"+m72+ . . +anxm72 — xm72f(x)
a0$n+a1$n_1 An = f(;r)
boxn+mfl+ blxn+m72+ . +bmxn71 — xnflg(m)
boxn+7n72+ . 7L72g(x)
boxn erlxn_l e e bm = g(x)

Esto se interpreta como que el sistema de ecuaciones lineales que tiene por
matriz la que define a R y con términos independientes los de los miembros de-
rechos, tiene por solucion (z"+tm=1 zntm=2 ' 1). Como R # 0, podemos
resolver este sistema por la regla de Cramer y, concretamente, la ultima com-
ponente (igual a 1) se obtiene como cociente de dos determinantes, uno de ellos
es R y el otro es el determinante que resulta de sustituir la dltima columna de
la matriz que define a R por el vector de términos independientes. Concluimos
que R es igual a este ultimo determinante y, como los términos independientes
son multiplos de f(x) o de g(z), llegamos a que

R=Ff+ Gy,

para ciertos polinomios F, G € Zug, ..., Un, V0, --.,Um,x]. Sustituyendo las
indeterminadas u;, v; por elementos de un anillo A, obtenemos que, para todo
par de polinomios f(x), g(x) € Alz], existen polinomios F'(z), G(x) € A[x] tales
que

R(f,g) = F(z)f(x) + G(x)g(x).

En particular, vemos que si f(z) y g(z) tienen una raiz comtn (en A o en
cualquier extension), entonces R(f,g) = 0. El resultado principal que queremos
probar es el reciproco.

Para ello consideramos el anillo B = Z[ug, vo, $1, -, Sn,t1,---,tm], y €en
Blx] los polinomios

F(z)=ug(x —s1) - (x —sn), Gx)=wvolx —t1) (T — tm).

Llamemos w;,v; € B a los coeficientes de F' y G respectivamente, y vamos
a calcular R(F,G). Observemos que u; = ugu;, donde u} es el coeficiente -
ésimo de F'/ug, e igualmente v; = vov,. Como cada monomio de R contiene m
variables u; y n variables v;, es claro que

R(F,G) = ug'vih,
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para cierto h € C' = Z[s1,...,8p,t1,...,tn]. Sien R sustituimos un ¢; por un
si, obtenemos la resultante de dos polinomios con una raiz en comun, luego se
anula (y h también). Si vemos a h como polinomio en

Z[81, .y Snytey ety tm][t]

(donde el circunflejo significa que quitamos t;), tenemos que s; es raiz de h,
luego h es divisible entre s; — ¢, para todo ¢ y todo j. Como estos polinomios
son primos entre si dos a dos, concluimos que

R(F,G) = uf'viT](si — t;)I,
]

para cierto b/ € C.

Ahora bien, cada u; (para i > 1) es un polinomio de grado < nen $s1,...,$,
y cada v; (para j > 1) es un polinomio de grado < m en ty,...,t,,. Por otra
parte, en cada monomio de R(F,G) aparecen m variables u; y n variables v;,
luego R(f, g) tiene grado < mn en cada una de las variables s;, ¢;. Como el grado
en el producto de la derecha exactamente mn, concluimos que h’' € Z[ug,vo].
Ahora bien, podemos expresar

R(F,G) = u'l [] G(s2),
i=1

de donde se sigue que el miembro derecho (sin contar h’) contiene el monomio
ugrol, = (=1)™ufty - - - t7 ) al igual que el miembro izquierdo, luego ha de ser

m>

h' = 1. En definitiva, hemos probado que

R(F,G) = ug'vg[1(si — t;) = ug' [T G(si).

7,9 =1

Consideremos ahora un cuerpo k y dos polinomios f, g no constantes que se
escindan en k, es decir, que se descompongan como

f=a(z—ai) - (z—an), g=bo(x—PB1) (xr—Bm).
El homomorfismo Z[ug, vg, S1, - - -, Sn,t1, - - -, tm] —> k dado por
ug — ag, vo — bo, i > gyt B

transforma los w; y los v; en los coeficientes de f y g, luego transforma R(F,G)
en R(f,g), lo que nos da la relacion

R(f,9) = ag'bg1](ai — B;) = ag’

.3

g(a).

)
=t

Ahora es inmediato el teorema siguiente:

Teorema 7.8 Sean f y g dos polinomios no constantes con coeficientes en un
cuerpo k que se escindan en k[z]. Entonces R(f,g) =0 si y sdlo si f y g tienen
una raiz en comun.
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Un caso de particular interés se da cuando g es la derivada de f, pues una
raiz comun entre f y f’ es una raiz maltiple de f. Si

n

f(@) = a0 [1 (& — ).

entonces

f'(@) = a0y ] (z — ay).

y, segin hemos visto,

n
R(f,f") = ag '] () = ag" ' [ (i — o)
i=1 i#£j
_ (_1)n(n—1)/2a(2Jnfl H (ai _ aj)Q
i<j
Notemos que el coeficiente director de f’ es nag, luego la definicion de re-

sultante muestra que R(f, f’)/ao depende polinémicamente —con coeficientes
enteros— de los coeficientes de f (porque podemos sacar ag de la primera co-
lumna del determinante).

Definicion 7.9 Si f(x) es un polinomio de grado n con coeficientes en un
cuerpo k, definimos su discriminante como

A(f) = (1) DR, £) Jag = aZ" 2 [ (i — ay)? € k,

i<j
donde ay, ..., ay, son las raices de f(z) en un cuerpo de escision de k (repetidas
segin su multiplicidad).
Hemos probado que A(f) depende polinémicamente —con coeficientes en-
teros— de los coeficientes de f. El teorema siguiente es inmediato:
Teorema 7.10 Un polinomio f(x) con coeficientes en un cuerpo tiene una raiz

maltiple (en una extension algebraica) si y sdlo si su discriminante es cero.

Ejemplo Si f(z) = ax? + bx + ¢, entonces su discriminante es

1] @ b ¢
A(fy=—=]2a b 0 |=0b*—4ac
@10 2a b

Ejemplo Calculos rutinarios muestran que el discriminante de un polinomio
ctbico

f(z) = ax® +bax® + cx +d
es

A(f) = b2 — 4ac® — 4b3d — 27a2d> + 18abed.
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7.3 El grupo de Galois de un polinomio

Vamos a introducir algunos resultados que nos proporcionaran ejemplos para
ilustrar el contenido de las secciones siguientes. El concepto bésico es el si-
guiente:

Definicién 7.11 Sea k un cuerpo y f(x) € k[z]. Se llama grupo de Galois de
f(z) al grupo G(K/k), donde K es cualquier cuerpo de escision de f(z) sobre k.

Sabemos que dos cuerpos de escision de un mismo polinomio son k-isomorfos,
luego el grupo de Galois de un polinomio esta definido salvo isomorfismo.

Si f(z) es irreducible de grado n y tiene n raices distintas en K (esto sucede
en particular si k es perfecto), llamando A = {a,...,a,} al conjunto de todas
ellas tenemos un monomorfismo de grupos G(K/k) — ¥4 = ¥, dado por
la restriccion a A. Por lo tanto, el grupo de Galois de f(x) se identifica con
un subgrupo del grupo de permutaciones de sus raices. En particular su orden
divide a n!

Por otra parte, como K tiene que contener a los cuerpos k(«;), el orden del
grupo de Galois tiene que ser miltiplo de n.

Es evidente que si f(z) tiene grado 2 su grupo de Galois es ¥, es decir, Cs.

Observemos ahora que si A es el discriminante de f, por la relacién entre
el discriminante y las raices, se cumple que VA € K. Mas concretamente, se
cumple que

VA = ap " [T — ay),
1<J
donde la ordenaciéon de las raices determina si estamos considerando una de
las dos raices cuadradas de A o bien su opuesta. También es claro que si un
automorfismo o € G(K/k) se restringe a una trasposicion de dos raices, entonces

o(v/A) = —V/A, por lo que, en general, o(v/A) = sigo VA,

Teniendo esto en cuenta es inmediato el teorema siguiente:
Teorema 7.12 Sea f(x) € k[x] un polinomio irreducible de grado n con raices
simples en su cuerpo de escision K. Supongamos que la caracteristica de k
no es 2. Entonces, si A es el discriminante de f, se cumple que k(\/ﬁ) es el

cuerpo fijado por G(K/k) N A,. En particular VA € k si y solo si G(K/k)
consta unicamente de permutaciones pares de las raices de f.

En particular:

Teorema 7.13 Sea k un cuerpo de caracteristica distinta de 2, consideremos
un polinomio irreducible f(z) € k[z] de grado 3 y discriminante A y sea K un
cuerpo de escision de f sobre k. Entonces:

1. Si A es un cuadrado en k entonces |K : k| = 3 (luego G(K/k) =2 Cj).
2. 81 A no es un cuadrado en k entonces |K : k| =6 y G(K/k) = Xs.
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DEMOSTRACION: Es consecuencia inmediata del teorema anterior, teniendo
en cuenta que |K : k| es necesariamente multiplo de 3, pues si « es una raiz de
f se cumple que |k(a) : k| = 3 y es un subgrupo de Xs. n

Ejemplo Los polinomios 23 — 3z + 1y 2% — 42 + 2 en Q[z] parecen similares,
pero sus discriminantes son, respectivamente, 81 y 148 (y ambos son irreducibles
porque no tienen raices enteras). Como el discriminante del primero es un
cuadrado en Q y el del segundo no, sus grupos de Galois son distintos: el del
primero es C3 y el del segundo X3. L]

Observacion Si k es un cuerpo ordenado, y R es una clausura real de k,
entonces podemos interpretar también el signo del discriminante de un polinomio
de grado 3. Sabemos que al menos una de sus raices tiene que ser real (y las
otras dos pueden ser reales o bien un par de raices complejas conjugadas). Si
tiene tres raices reales distintas «, 3, y, entonces

A(f) = a*(a—B)*(a—7)*(B—7)* > 0.
Si f(z) tiene una raiz real « dos raices complejas conjugadas S + vi, 5 — i,
entonces
A(f) = a*(a — B —7i)*(a — B +7i)%(27i)? = —a*|a — B+ 7i|*4y? < 0.

Por dltimo, si f(x) tiene dos raices iguales (necesariamente reales, al igual que la
tercera), entonces A(f) = 0. Por lo tanto, el signo del discriminante determina
el caracter real o imaginario de las raices de f. L]

Consideremos el caso de un polinomio de grado 4:
f(x) = 2* + az® + ba® + cx + d € k[z].
Supongamos que es irreducible y tiene cuatro raices distintas oy, as, asz, ay. Sea
K = k(ay, a9, a3, a4) el cuerpo de escision y llamemos
B1 = arag + agay,  Bo = oo +agzoy, Pz = ajag + aas.

Notemos que se trata de tres elementos distintos de K. Mas precisamente:

Br—P2 = (01— ag)(ae —az),
Br—pF3 = (a1 —az)(ae — ay), (7.1)
B2—P3 = (01 —az)(as —ay).

Asi, si identificamos a G = G(K/k) con un subgrupo de ¥4 a través de su
accion sobre las raices de f, tenemos que el cuerpo L = k(f1, B2, 83) queda fijo
por GNV, donde V = {1,(12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

Mas atn, se comprueba que L es el cuerpo fijado por GNV. Por ejemplo,
si 0 = (12) € G, entonces o(B2) = B3 # B2, y lo mismo vale para cualquier
otra trasposicion, si 0 = (123) € G, entonces o(f1) = f3 # [1, y lo mismo
vale para cualquier otro ciclo de longitud 3, y si 0 = (1234) € @G, entonces
o(B1) = B3 # B1, y lo mismo vale para cualquier otro ciclo de longitud 4.
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Como V < ¥y, también VNG < G y por lo tanto L/k es una extension de
Galois tal que G(L/k) 2 G/(GNV).

Es pura rutina comprobar que
(x — B1)(x — Bo)(x — B3) = 2 — bx? + (ac — 4d)x — a®d + 4bd — *.  (7.2)

Por ejemplo, por 7.4, el coeficiente de x es A = (1082 + 8103 + 5203 v a su
vez, por la definicion de los 3;, esto es la suma de todos los productos aZa;a,
donde los tres indices son distintos entre si. Por otra parte, a es la suma de
los cuatro —c; y ¢ es la suma de los —a; 0y, donde los indices no se repiten
en cada término. Al multiplicar ac obtenemos todos los productos a?ajak mas
cuatro veces ajasaszay = d, por lo que A = ac — 4d, como habia que probar.
Igualmente se comprueban los otros dos coeficientes.

El polinomio (7.2) se llama resolvente cibica de f(x).

De (7.1) se sigue inmediatamente que un polinomio y su resolvente ctbica
tienen el mismo discriminante (incluso si éste es 0).

Teorema 7.14 Sea f(x) € k[x] un polinomio irreducible de grado 4 con raices
simples en un cuerpo de escision K, sea G = G(K/k) y sea k C L C K el
cuerpo de escision de la resolvente cibica de f(x). Sea m = |L : k|.

1. Sim =6 entonces G = 4.
Sim = 3 entonces G = Ay.

Sim =1 entonces G =2 V.

™ o e

Sim = 2 entonces G = Dg o bien G = Cy. El primer caso se da si y sdlo
st f(x) es irreducible en Lx].

DEMOSTRACION: Sabemos que G tiene que ser un subgrupo de ¥4 de orden
multiplo de 4, luego su orden puede ser 4,8,12 o 24. Si el orden es 24 es obvio
que G = X4, si el orden es 12, entonces G = Ay, pues éste es el tnico subgrupo
de orden 12 de X4, si el orden es 8 entonces G es un 2-Sylow de ¥4, luego es
isomorfo a Dg y si el orden es 4 entonces puede ser V' o un Cy generado por un
ciclo de longitud 4.

Como no hay mas posibilidades, basta probar la implicaciéon < de cada caso
del enunciado. Sabemos que m = |G : GN V]|, luego si G es X4, Ay, Dg 0 V,
entonces V' C G y claramente |G : V] es el indicado en el enunciado. Si G = Cy
entonces |G N V| = 2, luego también m = 2, de acuerdo con el apartado 4).

Solo falta distinguir los dos subcasos de 4). Si G = Dg, entonces V; C G,
y para cada par de raices a;,a; de f existe 0 € V tal que o(o;) = a;, luego
a; y a; son L-conjugadas, luego f(x) = polmin(cy, L) es irreducible en Lz].
Por el contrario, si G = C4, entonces GG NV tiene s6lo una trasposiciéon como
elemento no trivial, y no todas las raices de f(x) son L-conjugadas, luego f(x)
no es irreducible en L[x]. "
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Ejemplo Vamos a calcular el grupo de Galois sobre QQ del polinomio
ot — a2 — 5?4 1.

Para ello calculamos su resolvente ctibica, que resulta ser =3 + 52 — 4z — 21.
Su discriminante es A = 6809 = 11 - 619, que no es un cuadrado en Z, luego
tampoco en Q. El teorema 7.13 nos da que el cuerpo de escision de la resolvente
cubica tiene grado m = 6, luego por el teorema anterior G = 34.

En particular, una raiz « de este polinomio cumple que |Q(«) : Q| = 4, pero
no es constructible con regla y compas (como ya advertiamos que podia suceder
tras [G 6.7]), porque segun [G 6.8] el cuerpo € de los ntimeros constructibles es
una extension normal de Q, luego si « fuera constructible, todos sus conjugados
lo serfan también, y el cuerpo de escision K del polinomio estaria contenido en
C, lo que contradice a [G 6.10] ya que |K : Q| = 24, que no es potencia de 2.

| |

Teorema 7.15 Sea k un cuerpo de caracteristica 0, sean d,e, f € k tales que d
no sea un cuadrado en k, pero que d(e? — f2d) si que lo sea. Entonces el cuerpo

K = k(\/e—i—f\/a) es una extension ciclica de k de grado 4, y el polinomio
minimo de \/e + fVd es p(z) = x* — 2ex® + (e? — f2d).

DEMOSTRACION: Claramente, e? — f2d no puede ser un cuadrado en k, o d
también lo serfa. Veamos ahora que e 4 fv/d no es un cuadrado en k' = k(v/d).
En efecto, si

e+ fVd=(r+sVd)? =r?+s*d+ 2rsVd,

entonces r? + s?d = e, f = 2rs, pero entonces
e? — f2d = (r? + s%d)* — 4r?s%d = (r* — s°d)?,

contradiccion. Por lo tanto tenemos una cadena de extensiones cuadraticas:

kC k(Vd) C k’(\/e+f\/ﬁ> - k(\/e—kf\/E).

La tltima igualdad se debe a que K contiene a e 4+ f1/d luego también a V/d,

luego a k"(\/e + f\/g) y, por otra parte, es claro que p(z) tiene a y/e 4+ fv/d

por raiz, luego K/k tiene grado 4 y p(x) es el polinomio minimo del elemento
primitivo. Sus raices son

oq:\/e—&—f\/g, 02:—\/€+f\/g7 agzx/e—f\/g, oqz—\/e—fx/g.

Notemos que vVdaijaz = /d(e2 — f2d) € k, luego a3 € k(a;) = K, luego
K es el cuerpo de escision de f. Ademaés, una raiz de la resolvente cubica es
b1 = aras + azay = 2fVd ¢ k, lo cual descarta el caso 3) del teorema 7.14, y
nos permite concluir que K/k es una extension ciclica. L]
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Ejemplo Tomando d =e =2, f =1 en el teorema anterior, concluimos que
el polinomio % — 422 + 2 es irreducible en Q[z] y que su grupo de Galois es Cj.

Una de sus raices es v/2 + v/2. =

Veamos ahora un ejemplo de grado 5, para lo cual probamos en general:

Teorema 7.16 Si f(x) € Q[x] es un polinomio irreducible de grado primo p
con exactamente dos raices imaginarias, entonces su grupo de Galois es Xy,.

DEMOSTRACION: Sea K el cuerpo de escision de f(z) sobre Q. Entonces
G = G(K/Q) se identifica de forma usual con un subgrupo de X, y tiene orden
multiplo de p (porque f es irreducible, luego al adjuntar a Q una raiz obtenemos
una extension de grado p), luego contiene un elemento de orden p. Pero los
elementos de orden p en ¥, son los ciclos de longitud p. Por lo tanto, G contiene
uno de estos ciclos.

Por otra parte, la conjugacién compleja se restringe a un elemento de G' que
deja invariantes a todas las raices reales y permuta a las dos imaginarias, luego
es una trasposicion. Ahora basta aplicar el teorema [TG 2.13], que nos da que
G =%, [

El teorema 9.8 permite construir polinomios con grupo de Galois ¥,,, para
cualquier natural n > 2. Un ejemplo explicito es £ — x — 1, pero no es facil de
probar.!

Ejemplo El polinomio 2° — 4x + 2 es irreducible en Q[x] por el criterio de
Eisenstein. Vemos en la grafica que tiene tres
raices reales. Esto puede justificarse conside-
rando su derivada, 5z* — 4, cuyas raices son

+a, con a = /4/5, v es facil ver que es posi- S5t
tiva en |—oo, —a[ y en Ja, +oo], por lo que el | ‘ ‘ ‘
polinomio crece en dichos intervalos y decrece -2 -1 I 2
en |—a, af. Esto implica que s6lo puede tener =50

una raiz en cada intervalo, tres en total. La
existencia de raices se sigue del teorema de los valores intermedios. Por consi-
guiente, hay dos raices complejas, y el teorema anterior implica que su grupo
de Galois es X5. n

Ejemplo Vamos a probar que el grupo de Galois del polinomio
2% — 722°% 4+ 180" — 1442? + 36 € Q[x]

es isomorfo a Qs.

En lugar de partir de dicho polinomio, vamos a construir una extensiéon
de Q con grupo de Galois isomorfo a Qg y veremos que el polinomio anterior
es el polinomio minimo de un elemento primitivo. Partimos de k; = Q[\/i },

1Véase mi libro de Teoria algebraica de nimeros, teorema [TAl 9.47].
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ko = Q[\/g], ks = Q[\/é], de modo que las tres extensiones cuadraticas de Q
estan contenidas en k&' = Q[ﬂ, \/§] Definimos

0=(2+v2)(2+V3)(3+V6) =18+ 12v2 + 10V3 + 7V6.
Ahora observamos que

(18 +12v2) + (10 + 7V2)V3 = ey + fivdy,
6=< (18+10v3) + (12+ 7V3)V2 = ez + fo/da,
(18 + 7V6) + (12 +5V6)V2 =3+ f3\/ds.

Observemos que los tres grupos de niimeros e;, f;, d; cumplen las hipotesis del
teorema 7.15 sobre el cuerpo k;. En primer lugar, v/3 ¢ ki, V2 ¢ ko, V2 ¢ ks.
Esto puede comprobarse directamente,? viendo que, por ejemplo, (a—i—b\/i)2 =2
es imposible en k;. En segundo lugar comprobamos que d;(e? — f2d;) si que es
un cuadrado en k;:

3((18 +12v2)2 — (10 4+ 7v2)2 - 3) = (3(2 + V2))?,

2((18 + 10v/3)2 — (124 7v/3)2 - 2) = (2(3 + 2V/3))?,
2((18 + 7v6)? — (12 + 5v6)% - 2) = (2(3 + V6))2.

Observemos ademéas que k;(v/d;) = k', independientemente de i. Por lo
tanto, el teorema 7.15 nos da que K = k;(v/0) = k’(v/0) es una extension ciclica
de grado 4 de todos los k;, y a su vez |K : Q| = 8. El polinomio minimo sobre
ki de V0 es

! 2 2 2
p(x) = " —2e12* + (e7 — 3f1)

Como no esta en Q[z], el polinomio minimo de v en Q[z] tiene que ser
un mualtiplo de éste de mayor grado, luego tiene que ser de grado 8 y por
consiguiente K = Q(v/#). Para calcular dicho polinomio basta encontrar un
polinomio ménico de grado 8 que tenga a v/ por raiz. Para ello consideramos
el automorfismo de G(k'/Q) dado por V2 = —/2, V3 — /3. Representaremos
por @ la imagen de cada « € k' por dicho automorfismo. Claramente entonces

plx) = 2 — 2622* + (€] - 3f7)
es el polinomio minimo sobre k; de \/5, donde

0=(2-v2)(2+V3)(3 - V6).
Un célculo muestra que 00 = 6(2 + v/3)?, luego

\/5:7(”‘9/3)\/651(

2Mas adelante podremos decir que esto es inmediato, ya que los tres cuerpos son distintos
por tener discriminantes distintos.
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Como la extension K/ky es de Galois y p(x) € ki[z] tiene una raiz en K, tiene
de hecho todas sus raices en K, luego el polinomio

q(x) = p(x)p(z) = (a* = 2e12” + (e — 3f7)) (2" — 2e12” + (6] = 3f7))

=28 — 7225 + 1802* — 14422 + 36

tiene todas sus raices en K. Como una de ellas es V0 y tiene grado 8, es
polmin(v/6,Q), lo que prueba que K es su cuerpo de escision sobre Q. Soélo
falta probar que G = G(K/Q) = Qs.

Para ello usamos el teorema [TG 1.40] (mas la clasificacion de los grupos
abelianos), segun el cual G tiene que ser isomorfo a uno de los grupos

Cs, C4 x Oy, Co x Cy x Cy Dy Qs.

La clave es que los tres subcuerpos k; se corresponden con tres subgrupos ciclicos
de G de orden 4 (son ciclicos porque las extensiones K/k; son ciclicas). Esto
descarta a Cg, que sdlo tiene un subgrupo de orden 4, a Cy x Cs, que sélo tiene
dos subgrupos ciclicos de orden 4, a Cy x Cy x C5, que no tiene ninguno, y a
Dsg, que so6lo tiene uno. [

7.4 Ecuaciones ctubicas

Presentamos ahora la féormula general para la resoluciéon de una ecuacion
cubica:

Teorema 7.17 (Férmula de Cardano) Sea K un cuerpo de caracteristica
distinta de 2 0 3 y sean a, b, c € K. Entonces, las raices de la ecuacion

2 +ar’ +br+c=0 (7.3)

en una clausura algebraica de K vienen dadas por

x = \S'/—q/2+\/5+ f/—q/Qf\/li)fa/?),

donde

:3b—a2 :2a3—9ab+27c D:(q)2+(p)3
— 5)

p=—5 4 27 2

la raiz cuadrada de D se escoge arbitrariamente vy, fijada ésta, las raices cubicas
u y v se escogen de modo que p = —3uv (es decir, se escoge una arbitrariamente
y la otra se calcula mediante esta relacion).

Notemos ante todo que la relacion entre las raices ciibicas es correcta, es
decir, que si

w=—q/2+ VD
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es una raiz cubica arbitraria del radicando y definimos v mediante p = —3uwv,

entonces
v=1/—q/2 - VD.

En efecto, elevando al cubo vemos que p* = —27(—q/2 + v/D)v?, luego

(p/3)*(—4/2 — VD)
7 E C

como queriamos probar.

DEMOSTRACION: En primer lugar realizamos a la ecuaciéon el cambio de
variable a
r=t— -, 7.4
: (7.49)
es decir, consideramos el polinomio f(t—a/3), que resulta ser la llamada “forma
incompleta” de la ecuacién cibica:

t34+pt+q=0, (7.5)

donde p y ¢ son los valores indicados en el enunciado.

No es casual que haya desaparecido el término de grado 2. Pensemos que
—a es la suma de las tres raices de f(x), luego —a/3 es su media. Las raices de
f(t —a/3) los las que resultan de sumar a/3 a las de f(z), y es claro que si a
tres niimeros les restamos su media, los tres niimeros resultantes tienen media
(luego suma) 0. Por lo tanto, el resultado del cambio de variable tenia que tener
nulo el coeficiente de ¢2.

Observemos también que, como las raices de (7.5) se obtienen sumando un
mismo numero a las de (7.3), la formula que da el discriminante en términos
de las raices proporciona el mismo resultado para ambos, y aplicando a (7.5) la
formula que hemos dado al final de la seccion anterior, el discriminante resulta
ser

A= —4p3 —27¢%> = —22.3°D.

Asi pues, a efectos practicos D contiene la misma informacion que el deter-
minante. En particular sabemos D # 0 si y s6lo si las tres raices son distintas.

Ahora basta probar que las raices de (7.5) son las dadas por la formula del
enunciado sin el término —a/3 final, pues entonces la relacion (7.4) nos da que
las raices de (7.3) se obtienen anadiendo dicho término. Vamos a deducir la
formula de Cardano bajo la hipodtesis adicional p # 0, y luego veremos que es
valida incluso si p = 0. Partimos del desarrollo

(u+v)* = u® + 0> 4+ 3uv + 3uv? = u® + v* + 3uv(u + v),
que nos da la identidad

(u+v)* = 3uv(u+v) —u® —v3 =0. (7.6)
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Por lo tanto, si encontramos valores de u, v tales que
p = —3uv, qg=—u—13, (7.7)

tendremos que una soluciéon de (7.5) serd t = u + v. Podemos expresar (7.7)
en términos de u despejando v = —p/3u. (Notemos que ha de ser u # 0, ya
que suponemos p # 0.) Concluimos que una condicién suficiente para que ¢ sea
solucion de (7.5) es que sea de la forma

p
t=u— — .
U= g (7.8)

para un u que cumpla la ecuaciéon

ud +q— (p/3u)® =0 (7.9)
o, equivalentemente (multiplicando por u?):

ub + qu® — (p/3)® = 0. (7.10)

Veamos ahora que la condicion es necesaria, es decir, que toda raiz t de (7.5)
es de la forma (7.8), para un cierto u que cumple (7.10). En primer lugar, dado
cualquier valor de ¢, siempre existe un valor de u # 0 que cumple (7.8). Basta
tomar una raiz de la ecuacién

u? —tu —p/3 = 0. (7.11)

Llamando v = —p/3u, tenemos que t = u + v, p = —3uw. Si t cumple (7.5),
entonces
(u+v)* = 3uv(u+v)+qg=0

y, comparando con la identidad (7.6), vemos que se cumple (7.7), lo cual implica
que u cumple (7.9) y, por consiguiente, (7.10).

Asi pues, concluimos que resolver (7.5) es equivalente a resolver (7.10), en
el sentido de que las soluciones de (7.5) son las que se obtienen a partir de las
de (7.10) a través de (7.8). Ahora bien, las ecuacion (7.10) es cuadratica en u?
luego sus soluciones son

5 _ —qimz_%i (q/2)% + (p/3)3

7

u

0, mas sencillamente:

uw? = —q/2+VD. (7.12)

Combinando las dos raices cuadradas de D con las tres raices ctbicas, nos
salen las seis raices de (7.10), pero (7.5) solo puede tener tres raices. Ello se
debe a que, para cada valor de ¢, hay dos valores de u que cumplen (7.8). Dado
uno de ellos, el otro esta determinado por la relaciéon

uu' = —p/3, (7.13)

que se deduce de que u y ' son las dos raices de (7.11).
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Fijemos un u4 que cumpla (7.12) con signo positivo y una raiz cuadrada
prefijada, y sea u_ una raiz de (7.12) con signo negativo (y la misma raiz
cuadrada). Entonces,

(wru-)® = (a/2)* = (a/2)* = (p/3)° = =(p/3)°,

luego utu_ = —(p/3)w, donde w es una cierta raiz ctibica de la unidad. Por con-
siguiente, u (w?u_) = —(p/3). Cambiando u_ por w?u_ (que también cumple
(7.12) con el signo negativo), concluimos que, para cada u, elegido arbitra-
riamente, existe un u_ elegido adecuadamente tal que uy y u_ determinan la

misma raiz ¢ de (7.5). En definitiva, vemos que las soluciones de (7.5) son de la

forma (7.8), con
u=1\/—q/2+ VD,

donde en esta expresion hay que entender que la raiz cuadrada de D es fija
(elegida arbitrariamente de entre las dos posibilidades) y que al variar la eleccion
de la raiz cubica recorremos las distintas raices de (7.5). Finalmente observamos
que, de la segunda ecuacion de (7.7), se sigue que

v® = —q/2 — VD,

v=1{/-q/2-VD,

si bien es crucial tener presente que las elecciones de las raices ctubicas u y v no
pueden hacerse de forma independiente, lo cual nos daria 9 raices para (7.5),
sino que u y v han de cumplir la relacién p = —3uwv.

luego podemos escribir

Con esto hemos probado la formula de Cardano bajo el supuesto de que
p # 0. Ahora bien, en caso contrario D = (g/2)?, luego VD = +q/2. Al
sustituir cualquiera de las dos elecciones del signo en los radicandos de las raices
clbicas obtenemos que una de las dos se anula y la otra se reduce a /—q v,
cilertamente, las tres elecciones de la raiz cibica nos dan las tres raices de (7.5)
en este caso. Ademas, la relacion p = —3uw se cumple trivialmente. L]

Sabemos que si D = 0 el polinomio tiene una rafz doble (o triple). En tal
caso hay férmulas més sencillas para calcularlas:

Teorema 7.18 St D = 0 hay dos posibilidades:
1. Sip=q=0, entonces la ecuacion tiene una raiz triple v = —a/3.

2. Si pqg # 0, entonces la ecuacion tiene una raiz doble y una raiz simple,
dadas respectivamente por

En particular, las tres raices estan en el mismo cuerpo que los coeficientes de la
ecuacion.
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DEMOSTRACION: Si p = ¢ = 0 la formula de Cardano nos da inmediata-
mente 1). En caso contrario, la condicion D = 0 equivale a 27¢> = —4p3, y
usando esto se comprueba sin dificultad que t = —3¢/2p es raiz tanto de (7.5)
como de su derivada 3t +p = 0, por lo que es una raiz doble, y al sumarle —a/3
tenemos una raiz doble de (7.3).

Para calcular la raiz simple usamos que el producto de las tres raices de (7.5)
tiene que ser —q, lo que nos da que la tercera raiz es t = —4p?/9q. L]

Supongamos ahora que k es un cuerpo ordenado y fijemos una clausura
real R. Entonces cabe distinguir dos casos segun el signo de D (que es el signo
opuesto al del discriminante del polinomio). Sabemos que si D > 0 entonces
f(x) tiene una raiz real y dos raices imaginarias conjugadas, mientras que si
D < 0 las tres raices son reales. Veamos como queda la formula de Cardano en
el primer caso:

Teorema 7.19 Si D > 0, una raiz real viene dada por

x = \S'/—q/2+\/5+ f/—q/Q—\/Bfa/Zi,

donde las raices cubicas u y v son reales. Las otras dos raices son imaginarias,
y vienen dadas por

u+v a \/g
— — =+ —(u—v)i.
5 3 5 (u—v)i

Tr =

DEMOSTRACION: El radicando de w es un nimero real, por lo que la tnica
raiz cibica real es una eleccion posible para u. La relacion p = —3uw, implica
que la raiz cibica v correspondiente es también la raiz cibica real, luego t = u+wv
es una raiz real. Las otras elecciones para v son wu y w?u, donde

1 V3.

w=—=-+—=1
2 2 7
es una raiz cubica de la unidad, y el valor de v correspondiente es, respectiva-
mente, w?v y wv. Por lo tanto, una raiz imaginaria de (7.5) es

u+v \/§ .
y Ty

t=wu+w?v=—

(v la otra ha de ser su conjugada), de donde se sigue inmediatamente la expresion
dada para las raices de (7.3) en este caso. "
Ejemplo Vamos a resolver la ecuacion
2% + 327 + 62+ 2 = 0.
El cambio de variable x =t — 1 la transforma en

2+ 3t—2=0.
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Vemos entonces que D = 2 > 0, luego la raiz real es

x:{’/1+x/§+§/1—\f2—1.

Las raices imaginarias son

€/1+ﬂ;\3/1\/§i\§<€/1+\[</1\@)i-

Nota Observemos que si en el ejemplo anterior tomamos a Q como cuerpo de
coeficientes de la ecuacion y llamamos « a la raiz real, no es cierto que « se
obtenga a partir de una rafz cibica de un elemento de Q (o de varios), sino que
para obtener o necesitamos extraer ademas la raiz cuadrada /2. L]

Ejemplo El problema siguiente fue planteado en el siglo XIII por el mateméa-
tico chino Qin Jinshao:

Una ciudad estd rodeada por una muralla circular con dos puertas,
una al norte y otra al sur. Saliendo por la puerta norte y caminando
3 li hacia el norte se llega hasta un drbol. Saliendo por la puerta sur,
hay que caminar 9 li hacia el este para ver el mismo drbol. Calcular
el didmetro de la ciudad.

Los dos tridngulos que muestra la figura son se-

mejantes, de modo que se ha de cumplir
3 V6r+9
2r+3  /3(2r +3)
r 9 r '
r Elevando al cuadrado, simplificando un factor 2r+3
y operando llegamos a la ecuacién
r
3 243
3 2
—-r*——=0.
9 T T
. 3 9 485
El cambio r =t —1/2 la reduce a t* — -t — — = 0. Como D = 29403/8 > 0,

4 4
s6lo tiene una raiz real, que viene dada por

54 1 4 1
= B g IR

1 3 3
=3 (\/485+198x/6’+ \/485— 198\/5) = 5.

Concluimos que r = 4.5 y que el didmetro de la ciudad es de 9 1i. L]

Veamos ahora la situacion cuando el discriminante es negativo:
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Teorema 7.20 Si D < 0 la ecuacion tiene tres raices reales simples, que vienen

dadas por
oo P g2k _a
B 3 3 3’

donde k =0,1,2 y el dngulo 0 < 0 < 7 estd determinado por

—q/2

V—(p/3)*
DEMOSTRACION: Para aplicar la formula de Cardano podemos elegir
VD = /|Dli = \/=(4/2)* = (p/3)%4,

es decir, nos quedamos con la raiz cuadrada con parte imaginaria positiva. El
moédulo de —q/2+ VD es

p=/(a/2)? — (¢/2)%> — (p/3)* = /= (p/3)?,

y su argumento es el angulo 0 < § < 7 que cumple (7.14). Por consiguiente, los
valores posibles de u son los dados por

cosf = (7.14)

we P COSH+2k7r+isen9+2k7r
V3 3 3 '
La ecuacién p = —3uwv nos da que
v P (e . O 2T
V3 3 3 ’

y al calcular = u + v — a/3 obtenemos la expresion anunciada. En particular
vemos que las raices son reales. [

Ejemplo La formula cos3a = 4 cos® a — 3 cos @ nos da que cos 20° satisface la
ecuacion

- §x — 1 =0.
4 8

Uno podria pensar que resolviéndola con la férmula de Cardano obtendremos
una expresion algebraica para cos20°, pero no es asi. Al aplicar el teorema
anterior obtenemos que # = 60°, y que las soluciones de la ecuaciéon son cos 20°,
cos 140° y cos260°. Mas precisamente, la formula de Cardano expresa las so-
luciones de una ecuacién con D > 0 en términos de raices ciibicas de niimeros
complejos, que implican trisecar angulos, y para calcularlas tenemos que usar
las funciones trigonométricas, luego al final la solucién queda irremediablemente
en términos de un coseno. L]
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7.5 Ecuaciones cuarticas

También es posible expresar en términos de radicales las raices de una ecua-
ci6n de cuarto grado:

Teorema 7.21 (Formula de Ferrari) Sea K un cuerpo de caracteristica dis-
tinta de 2 0 3 y sean a, b, ¢, d € K. Entonces, las raices de la ecuacion

zt+ax® +br® 4 cx +d=0. (7.15)

en una clausura algebraica de K vienen dadas por

_QRQEVQ—4A4P-R) a _ QEVQ—4P+R) a
v 2 A 2 Tk
donde, llamando
8b — 3a? 8c — 4ab + a® 256d — 64ac + 16a%b — 3a*
p=——, ¢gq=—————+, 1= , (7.16)
8 8 256
P es una raiz de la ecuacion
4 _ 42
ps_Lp2_,p T TT (7.17)
2 8
y Q, R se determinan mediante las ecuaciones
p=2P—-Q% ¢=-2QR, r=P?-R° (7.18)

En la prueba veremos, més concretamente, que, si ¢ # 0, la primera ecuaciéon
de (7.18) es redundante, de modo que, a partir de una solucion P de (7.17), la
tercera ecuacion de (7.18) nos da un valor para R, necesariamente no nulo, y
la segunda ecuaciéon nos da un valor para () que necesariamente cumpliré la
primera ecuacion. Si ¢ = 0 el sistema (7.18) tiene también una solucion facil
de calcular, pero enseguida veremos que en este caso hay un procedimiento més
rapido para encontrar las raices de la ecuacion. En efecto, el cambio de variable

f_ @
r=t——
4
nos lleva a la ecuacién incompleta
th+pt? +qt +r =0, (7.19)

donde p, ¢, r son los dados por (7.16). Asi, si ¢ = 0, tenemos lo que se conoce
como una ecuaciéon bicuadrada, cuyas raices cumplen:

2= —p+p*—r
2 )
luego las cuatro raices de (7.15) son

n —pEVP -1 a

2 4

xTr =
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Es facil ver que si a (7.17) le hacemos el cambio de variable P = z/2 y
dividimos entre el coeficiente director obtenemos la resolvente ctibica de (7.19).

DEMOSTRACION: Ya hemos visto que basta resolver (7.19). Para ello obser-
vamos que

(t* + P)2 — (Qt + R)*> = t* + (2P — Q*)t* — 2QRt + P?> — R*.

Por lo tanto, si encontramos valores P, (), R que cumplan (7.18), las soluciones
de (7.19) seran las mismas que las de la ecuacion

(t* + P)? = (Qt + R)*.
Esta puede descomponerse en dos ecuaciones cuadraticas:
t? + P=+(Qt+ R).
Equivalentemente,
t?—Qt+P—-R=0, ?+Qt+P+R=0, (7.20)

y las raices de estas ecuaciones son las indicadas en el enunciado.

Asi pues, so6lo hemos de encontrar una solucién de (7.18). Para ello despe-

jamos
2

2
__ 4 2 T _ T
Q= 2R’ @ 4R2  4(P2—7)’

con lo que la primera ecuacién se convierte en

2

q
=2P - ——
P A(P2—r)
0, equivalentemente, en la ctbica
4(P% —1)(2P —p) = ¢? (7.21)

que se simplifica hasta (7.17).

De este modo, podemos tomar una raiz cualquiera P de (7.17), luego una
raiz cualquiera R de r = P? — R? y, por tltimo, si R # 0, hacemos Q = —¢q/2R.
Asi, las dos ultimas ecuaciones de (7.18) se cumplen por las elecciones de @ y
R, mientras que la primera se cumple porque es equivalente a (7.17).

Si nos encontramos con R = 0 es porque P? —r =0y, a la vista de (7.21),
para que esto pueda suceder ha de ser ¢ = 0. Mas aidn, en tal caso, esta misma
ecuacion muestra que las raices de (7.17) son P = /7 o bien P = p/2 y, tomando
R = 0 en el primer caso o @ = 0 en el segundo, encontramos igualmente una
solucién de (7.18).

En cualquier caso, vemos que cualquier raiz P de (7.17) se puede completar
(facilmente) hasta una solucion (P, Q, R) del sistema (7.18). "
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Ejemplo (Euler) Vamos a resolver la ecuacion
xt — 823 + 142 + 42 — 8 = 0.
El cambio de variable x =t 4 2 la reduce a
tt —10t* — 4t +8 = 0.
La cubica auxiliar es
P? +5P? —8P — 42 =0.
Al resolverla se obtiene que una raiz es P = —3, y ahora hemos de resolver
—4=—-2QR, 8=9-—R%
Tomamos R = 1, Q = 2 y entonces las cuatro raices de la ecuaciéon original

2+,/22_4(—3-1) -8

_ 2 S
—24 /22 —4(-3+1 —8

= e EE RS R

3+ V5,

T

Ejercicio: Nicolaus Bernoulli afirm6 que no era cierta la conjetura segun la cual todo poli-
nomio (con coeficientes reales) puede descomponerse en producto de polinomios de grados 1
y 2, y presenté como contraejemplo el polinomio

z* — 423 +212 + 4x + 4.

Sin embargo, Euler demostré que dicho polinomio factoriza como
(:1:2 - (2+\/4+2ﬁ m+1+ﬁ+\/4+2ﬁ) (12 - (2—\/4+2\/7)m+1+f—\/4+2\/?).

Demostrar esta factorizacion (sin hacer uso de ella, es decir, que no vale limitarse a multiplicar

y ver que el resultado es correcto).

7.6 Extensiones radicales

Las formulas de Cardano y Ferrari (junto con la formula para ecuaciones
de segundo grado) muestran que toda ecuacién polinémica de grado 2, 3 o 4
es “resoluble por radicales”, en el sentido de que sus raices se pueden expresar
mediante sumas, productos, cocientes y raices a partir de sus coeficientes. Va-
mos a caracterizar algebraicamente los nimeros que pueden expresarse de este
modo a partir de elementos de un cuerpo dado. Por simplicidad trabajaremos
dnicamente con cuerpos de caracteristica 0.

Definicién 7.22 Una extension de cuerpos K/k es radical si existen elemen-
tos ai,...,a, en K tales que K = k(aq,...,a,) y existen naturales no nulos
r1,...,7, de manera que a* € ky a;’ € k(ay,...,a;—1), parai=2,...,n.
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Asi, los elementos de k(a1) son polinomios en a; con coeficientes en k y
a; es una raiz ri-ésima de un elemento de k, los elementos de k(aq,as) son
polinomios en as con coeficientes en k(a;) y as es una raiz ro-ésima de un
elemento de k(a1). En general todos los elementos de K se pueden obtener a
partir de los de k£ mediante sumas, productos, cocientes y extracciéon de raices.

Reciprocamente, si un elemento a admite una expresion de este tipo a partir
de ciertos elementos de k, es claro que a esta contenido en una extension radical
de k.

Por lo tanto, si p(z) es un polinomio no constante con coeficientes en un
cuerpo k, diremos que la ecuaciéon p(x) = 0 es resoluble por radicales si existe
una extension radical K /k tal que p(z) se escinde en K.

Esto equivale a que las raices de p(z) se puedan expresar mediante sumas,
productos, cocientes y raices a partir de los elementos de k. En estos términos,
toda ecuacion de grado 2, 3 o 4 es resoluble por radicales.

Ejemplo Consideremos la ecuacion 2 —52°+5 = 0. Sus diez raices cumplen

I575i\/5 5/5+V6

5 luego = 7

Esta formula prueba que la ecuacion es resoluble por radicales. Para expre-
sarlo en términos de la definicién que hemos dado consideramos los cuerpos

QcQ(V5) cQ(V5,w) Cc Q(Vh,w,a) C Q(V5,w,a,8) = K,

donde w es una raiz quinta primitiva de la unidad, y «, 8 son

55-1-\/5 55—\/5
=\ B:\/ 2

(las raices quintas se eligen arbitrariamente).
Asi, las raices de la ecuacion son w'a y w'f, para i = 1,...,5, luego todas
ellas estan en K, y también es claro que K/Q es una extension radical. =

El teorema siguiente justifica que podemos limitarnos a trabajar con exten-
siones radicales de Galois. Ante todo, notemos que ciertamente toda extension
radical es finita.

Teorema 7.23 Sea k un cuerpo de caracteristica 0 y K/k una extension ra-
dical. Sea N la clausura normal de K sobre k. Entonces la extension N/k es
radical (y de Galois).

DEMOSTRACION: Sea K = k(ay,...,ay) segin la definicion 7.22. Llamemos
pi(xz) = polmin(a;, k). Los polinomios p;(x) se escinden en N y N es la adjun-
cion a k de sus raices (pues esta extension es normal y contiene a K,y N es la
minima extension que cumple esto). Si v es una raiz en N de p;(z), entonces
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a; y v son conjugados, luego existe un o € G(N/k) tal que o(a;) = v. Entonces
o[K] es un cuerpo k-isomorfo a K que contiene a v. De aqui se sigue que existen
cuerpos K, ..., K, todos ellos k-isomorfos a K y tales que N = K; --- K,..

Es obvio que las extensiones K;/k son todas radicales, luego existen elemen-

tos a;1, . . ., a;n, de manera que K; = k(a;1,...,a:) y se cumpla la definicion de
extension radical. Es facil ver que tomando N = k(a11,...,Q1n, -, GQr1y -y Qrp)
se cumple la definicion de extension radical. L]

Por lo tanto una ecuacién es resoluble por radicales si y s6lo si su cuerpo de
escision estd contenido en una extension radical de Galois.

Si K = k(aq,...,a,) es una extension radical, podemos considerar la cadena
de cuerpos intermedios K; = k(ay,...,a;), de manera que

k=KoCKiCcKycC---CK, =K,
y cada extension intermedia es de la forma
K, = Ki,l(ai), con a:“ e K;_ 1. (722)

Si ademas la extension es de Galois podemos considerar los grupos asociados
G; = G(K/K;), que forman una cadena

1=G, <Gpy <-- <Gy < G(K/E). (7.23)

Ahora la clave es que vamos a probar que, salvo una restricciéon técnica, la
condicion (7.22) equivale a que

G; <G4 y  Gi—1/G; es ciclico. (7.24)

Teorema 7.24 Sea K/k una extension de cuerpos, n un nimero natural no
nulo yw € k una raiz n-sima primitiva de la unidad. Las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

1. K/k es una extension ciclica de grado d | n.

2. K es el cuerpo de escision sobre k de un polinomio de la forma z% — a

irreducible en klx], y si u es una raiz en K de dicho polinomio, entonces
K = k(u).

3. K = k(u) para un cierto u tal que u™ € k.
DEMOSTRACION: 1) = 2) Sea G(K/k) = (o) y n = w™? € k, raiz d-ésima

primitiva de la unidad. Por el teorema 5.42 existe un w € K tal que

-1
v= ;nlal(w) £ 0.

-1 -1
Entonces no(v) = n > niocti(w) = 3 pitle?™l(w) = v. Siu = v7!
i=0 =0
tenemos que o (u) = nu.
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En general, o'(u) = n'u, luego los elementos niu para i = 0,...,d — 1 son
k-conjugados. Ademas o(u?) = o(u)? = nfu? = u?, luego a = u? es fijado por el
grupo de Galois y est4, por consiguiente, en k. El polinomio 2z — a € k[z] tiene
por raices a todos los n'u para i = 0,...,d — 1, luego son todas sus raices, es
decir, se escinde en K|[z]. Ademés, como son k-conjugadas, z¢ — a es irreducible
en k[z]. Si adjuntamos a k cualquiera de las raices de ¢ — a obtenemos una
extension de grado d, pero |K : k| = d, luego obtenemos K.

2) = 3) Sea u una raiz de 2¢ — a en K. Por hipotesis K = k(u). Ademas
u’ = (ud>n/d _ an/d c k.

3) = 1) Sea b = u™. Es claro que el polinomio p(x) = 2™ — b € k[z] tiene
n raices distintas en K, a saber: w'u, para i = 1,...,n. Por lo tanto p(z) se
escinde en K y sus raices son separables. Concluimos que K/k es una extension
finita de Galois.

Para cada o € G(K/k), el elemento o(u) ha de ser otra raiz de p(z), luego
existe un entero i determinado médulo n tal que o(u) = wu. Consideremos la
aplicacion f : G(K/k) — Z/nZ dada por f(o) = [i].

Se trata de un homomorfismo de grupos, pues si o(u) = wiv y 7(u) = W,
entonces 7(o(u)) = wiw(u), luego f(o7) = f(o) + f(7).

También es facil ver que se trata de un monomorfismo, luego G(K/k) es
isomorfo a un subgrupo de Z/nZ, luego ciclico de orden divisor de n. m

Observemos que si en 2) queremos obtener el u que cumple a = u? € k y
K = k(u), simplemente hemos de buscar un u que cumpla o(u) = nu, donde o
es un generador del grupo de Galois y n una raiz d-ésima primitiva de la unidad
en k.

Aqui es donde la teoria entronca con la teoria de grupos resolubles que hemos
presentado en la seccion [TG 4.1]: salvo la restriccion técnica de que se requiere
la presencia de una raiz de la unidad, las cadenas de cuerpos de las extensiones
radicales de Galois se corresponden con series ciclicas del grupo de Galois, de
modo que una extension finita de Galois es radical si y solo si su grupo de Galois
es resoluble. En realidad esto no es inmediato por culpa de la condicién sobre las
raices de la unidad, pero vamos a ver que las propiedades de los grupos resolubles
permiten tenerla en cuenta sin que se restrinja el alcance de la equivalencia:

Teorema 7.25 Sea k un cuerpo de caracteristica 0, sea K/k una extension
radical y L un cuerpo tal que k C L C K con L/k de Galois. Entonces G(L/k)
es resoluble.

DEMOSTRACION: Por el teorema 7.23 podemos suponer que K/k es de Ga-
lois. Por el teorema de Galois, G(L/k) = G(K/k)/G(K/L), luego basta probar
que G(K/k) es resoluble.

Sean K = k(a1,...,an) y 71,...,7n segin la definicion 7.22.

Sea Kyg = k y paracadai =0,...,n—1, sea K;11 = K;(a;+1). De este
modo tenemos

k=KoCcKyC---CK, =K.
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Seam = ry---7, y sea w una raiz m-sima primitiva de la unidad en una
extension de K. Sea L; = K;(w). Entonces

k(w)zLOCL1C~-CLn:K(w)

y Liy1= Li(aiJrl)-
Ahora, L,/Ly = K(w)/k(w) = Kk(w)/k(w). Por el teorema 5.45 la exten-
sion L, /Ly es finita de Galois y G(L,,/Lg) = G(K/(K N k‘(w)))

Por el teorema 7.24 la extension L;/L;_; es finita de Galois y el grupo
G(L;/L;_1) es ciclico. Sea H; = G(Ly/L;). Entonces

1=H,<H, 1 9---<H 4 Hy=G(L,/Ly).

y los factores
Hi_\/H; = G(Ln/Li_l)/G(Ln/Li) >~ G(Li/Li_1)

son ciclicos. Esto prueba que el grupo G(L,,/Lg) es resoluble y por consiguiente
G(K/(K Nk(w))) también lo es.

La situacion es k C K N k(w) C k(w). La extension k(w)/k es ciclotomica,
luego abeliana, por lo que (K N k(w)) /k es una extension finita de Galois y

G((K Nk(w))/k) = G(k(w)/k) /G (k(w)/ (K Nk(w)))

es un grupo abeliano, luego resoluble.
Finalmente consideramos k C K Nk(w) C K. Se cumple que

G(K/k:)/G(K/(K N k(w))) =~ G((K N k(w))/k)

y tanto G(K/ (Kn k(w))) como G((K N k(w))/k) son resolubles, por lo que
G(K/k) es resoluble. "
Ahora vamos a probar el reciproco. Notemos que al igual que ocurre con el

teorema anterior, la prueba se complica por la necesidad de incorporar una raiz
primitiva.

Teorema 7.26 Sea k un cuerpo de caracteristica 0 y K/k una extension finita
de Galois tal que G(K/k) sea resoluble. Entonces existe una extension radical
de k que contiene a K.

DEMOSTRACION: Sea n el grado de la extension K/k y sea w una raiz n-sima
primitiva de la unidad en una extension de K. Como en el teorema anterior se
prueba que la extension K (w)/k(w) es finita de Galois y

G = G(K(w)/k(w))= G((K/(K N k(w))) < G(K/k)

es resoluble.
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En consecuencia existe una serie ciclica
1=Gn 9Gp-19--- 4G <Gy =G
Sea F; el cuerpo fijado por G;. Entonces G; = G(K(w)/Fi) y
k(w)y=FyCF, C---CF,=K(Ww).
Para cada i tenemos F;_; C F; C K(w), y como G;—1 < G;, también
F;/F;_1 es de Galois y G(F;/F;—1) = G;/G;_1 es ciclico. Sea
ro= [ P | K@) k()] = |G @) k)] | G /8] =n.

Podemos aplicar el teorema 7.24, que nos da que F; = F;_1(a;), donde a; es una
raiz de un polinomio =" — b; € F;_1[z]. Asi

kECk(w) Ck(w,a) C - Ck(w,aq,...,am) = K(w)

y claramente K (w)/k resulta ser una extension radical que contiene a K. m

El teorema siguiente es consecuencia inmediata de los dos anteriores:

Teorema 7.27 (Galois) Sea k un cuerpo de caracteristica 0 y p(x) un polino-
mio no constante con coeficientes en k. La ecuacion p(x) = 0 es resoluble por
radicales si y sélo si el grupo de Galois de p(x) sobre k es resoluble.

Ejemplo La ecuacion z°—4z+2 = 0 no es resoluble por radicales, pues hemos
visto que el grupo de Galois del polinomio que la define es X5. [

Por otro lado, existen ecuaciones de grados mayores que 4 que si que son
resolubles por radicales. El caso méas obvio es el de las de la forma ™ — a = 0,
y un ejemplo menos obvio es la ecuacion

28 — 7225 + 1802% — 14422 + 36 = 0,

cuyo grupo de Galois es, segiin hemos visto, Qs.

Puede probarse que, para todo natural n, existen polinomios en Q[z] de
grado n cuyo grupo de Galois es X, lo que implica que no pueden existir resul-
tados anélogos a las formulas de Cardano y Ferrari para polinomios de grado
mayor que 4. La prueba no es sencilla, pero hay un camino més simple para
llegar a la misma conclusién. Necesitamos una definicion:

Definicién 7.28 Sea n > 1, k un cuerpo y K = k(ag,...,an—1) el cuerpo
de las fracciones algebraicas en las indeterminadas ag,...,a,_1. Llamaremos
polinomio general de grado n sobre k al polinomio

po(2) =2 +ap_ 12"+ -+ a4 ap € K[z].

La ecuacion p,(x) = 0 se llama ecuacion general de grado n.
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De este modo transformamos el concepto logico de variables arbitrarias
ao, - - - ,a,_1 en el concepto algebraico de indeterminadas de un cuerpo de frac-
ciones algebraicas. A efectos practicos es equivalente. Por ejemplo, la formula

—ay £ +/a? —4ayp
2

se interpreta ahora como la expresion de las raices de pa(z) en una extension
de K. En general, una expresiéon para la solucién de la ecuacion general de
grado n sobre un cuerpo k es una féormula para resolver todas las ecuaciones
particulares de grado n con coeficientes en k (de aqui el nombre de ecuacion
general).

Por lo tanto, si probamos que la ecuaciéon general de grado n no es resoluble
por radicales para n > 5, habremos probado que no existen teoremas similares
a los de Cardano y Ferrari para grados superiores a 4. Para ello es suficiente
demostrar que el grupo de Galois del polinomio general de grado n es X,,, pues
hemos visto que el grupo ¥, no es resoluble para n > 5.

Teorema 7.29 Sea k un cuerpo de caracteristica 0. Entonces el grupo de Ga-
lois del polinomio general de grado n sobre k es isomorfo a %,.

DEMOSTRACION: Sean ag, . .., a,—1 l0s coeficientes de p,, () y uy, ..., u, las
raices de p,,(z) en una extension de k(ao, .. .,a,—1). Entonces,

F=k(ag, .., an—1,U1,...,Up)

es un cuerpo de escision de p, (x) sobre k(ag,...,an—1).

Tenemos que p,, (z) = (x—wuy) - - - (x—uy), luego por el teorema 7.4 se cumple
que ap = (—1)"Fe, 1 (uy,...,u,) parak =0,...,n — 1.

Consideremos la aplicacion

¢: klag,...,an—1] — Kkle1, ..., en)
h(ag,...,an—1) — h((=1)"€n,...,—€1)
Claramente se trata de un epimorfismo de anillos.
Ademés si ¢(h(a0, .. .,an,l)) = 0, entonces h((—l)"en7 . —el) =0yen
particular
h((—l)"en(ul, ceyUp)y ey —ep (U, .. ,un)) =0,
o sea, h(ag,...,an—1) = 0, lo que prueba que se trata de un isomorfismo de
anillos, que se extiende a un isomorfismo entre los cuerpos k(ag,...,an_1) y
k(e1,...,en) y que, a su vez, se extiende a un isomorfismo entre sus respectivos

anillos de polinomios en la indeterminada z.
La imagen por este isomorfismo del polinomio general p,(z) es

2" —ex" o (=), = (. —11) - (x — ).
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Como F es el cuerpo de escision sobre k(ag, . . ., an—1) de pp(z) y k(x1, ..., zp)
es el cuerpo de escision sobre k(eq,...,e,) de (x —x1) -+ (x — z,), es claro que
los respectivos grupos de Galois deben ser isomorfos, es decir,

G(F/k:(ao,...,an_l)) = G(k:(xl,...,xn)/k(el,...,en)).

El primero es el grupo de Galois de p,(x) y el segundo es isomorfo a ¥,, por
el teorema 7.6. -

Como consecuencia inmediata tenemos:

Teorema 7.30 (Abel) La ecuacion general de grado n no es resoluble por ra-
dicales para n > 5.

Resolucién de cibicas mediante raices reales Hemos visto que, cuando
una cubica tiene tres raices reales simples, la formula de Cardano las expresa
como suma de dos raices ctubicas imaginarias conjugadas. Vamos a probar que,
en general, no es posible expresar las soluciones de la ecuacién en términos de
raices reales (es decir, con radicando positivo cuando el indice es par). Concre-
tamente, vamos a demostrar el teorema siguiente:

Teorema 7.31 Sea K un subcuerpo del cuerpo de los nimeros reales, y con-
sideremos una cubica con coeficientes en K que cumpla D < 0 y que no tenga
raices en K. Entonces no es posible expresar (ninguna de) sus raices en fun-
cion de sus coeficientes mediante sumas, productos, cocientes y raices que sean
numeros reales.

DEMOSTRACION: Observemos que un ntmero real o se puede expresar en
funcion de elementos de K mediante sumas, productos, cocientes y raices reales
si y s6lo si existe una cadena de cuerpos

K=K¢ycKyCc---CK,CR

tales que « € K, y cada cuerpo intermedio es de la forma K; = K;_1(a;), para
un cierto a; € K; tal que existe un namero natural m; > 2 tal que o " € K;_;.

En general, pongamos que la ecuacion es la definida por el polinomio
f(@) = (@ —a1)(z — az)(x — as),
donde «; ¢ K, y supongamos que existe una cadena de cuerpos
K=KyCcK;C---CK,CR

en las condiciones anteriores y tal que un o; € K,. Vamos a llegar a una
contradiccion. Sea L = K (o, g, as3) el cuerpo de escision de f(x) sobre K.
La hipotesis D < 0 equivale a que el discriminante de f(z) cumple A > 0y
sabemos que VA € L. Si VA ¢ K, como K(v/A) tiene grado 2 sobre K, no



302 Capitulo 7. Resolucién de ecuaciones por radicales

contiene a los «;, luego f es también una cibica sobre K (v/A) sin raices en este
cuerpo. Ademés, la cadena de cuerpos

K = Ko(VA) Cc Ki(VA) C--- C K,(VA) CR

cumple las mismas condiciones, luego podemos sustituir K por K (\/E) y su-
poner que VA € K. El teorema 7.13 nos da entonces que |L : K| = 3, luego
L=K(aq) =K(az) = K(a3) y asi, a; € K, implica que L C K,,.

También podemos suponer que n es el minimo natural tal que K, contiene
aun «; (o, equivalentemente, a todos los «;), con lo que f(x) no tiene raices en
K, _1 y, cambiando K por K, _1, podemos suponer que n = 1.

En definitiva, tenemos que K C L C K(«), donde o™ € K, para cierto
m > 2. Podemos suponer que el nimero natural m es el minimo posible que
cumple esto. Sea p un divisor primo de m. Entonces K (a™/?) ¢ K(a), luego,
por la minimalidad de m, tenemos que f(z) no tiene raices en este subcuerpo
y, cambiando K por K(ozm/p)7 podemos suponer que of € K.

Sea w una raiz p-ésima primitiva de la unidad. Entonces a ¢ K(w), porque
la extension K (w)/K es abeliana (teorema 5.84), luego, si K(«a) C K(w), ten-
driamos que K («)/K seria de Galois, lo cual es absurdo, porque los conjugados
de o son los w’/« y son imaginarios.

Por consiguiente, la extension K (w, «)/K(w) no es trivial y, de hecho, tiene
grado p por el teorema 7.24. Asi pues, p divide al grado

|K(w,a) : K| =|K(a,w) : K(a)||K(a) : K|,

pero el primer factor tiene grado < p — 1, luego p | |K () : K| y asi concluimos
que |K(a) : K| = p.
Como 3= |L: K|||K(«): K|, de hecho, ha de ser p =3 y K(a) = L, pero
esto es absurdo, porque L/K es una extension de Galois y K(a)/K no lo es.
| ]

Ejemplo Consideremos una raiz séptima de la unidad:
w = cos(2m/7) + i sen(2m/7)
y sean 11 = w+w6, 2 = w? +w5, N3 = w3 4+ w*. Notemos que 1 = 2605(271'/7).
Teniendo en cuenta que 1 4 w 4+ w? + w? + w* 4+ w® + w® = 0, es facil ver que
m+mn+n3=—-1 mnz+mns+nmz=-2, mnns =1

Por consiguiente, 11,72,73 son las raices de la ecuacion u3 + u? — 2u — 1 = 0.

Haciendo u = 2z concluimos que cos(27/7) es una de las raices de la ecuacion
1 1 1
3 2
-2 —-x— - =0.
YT Ty

La férmula de Cardano nos da que

N TR LA
0057—\/144(3-&-\/51)4-\/144(3 \/gz) 6
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para cierta eleccién de las raices cubicas. (Las otras dos elecciones nos dan
cos(4m/7) y cos(8w/7).) Ahora bien, el teorema anterior nos asegura que esta
expresion es “esencialmente imaginaria”, en el sentido de que es imposible obte-
ner el resultado 9

cos = = 0.6234808019 ...

con una calculadora pulsando tnicamente las teclas numeéricas y las de las ope-
raciones de suma, resta, producto, divisiéon y extraccién de raices. [






Capitulo VIII

Anillos de enteros algebraicos

En [ITA]] tuvimos ocasiéon de comprobar que muchos problemas que, en
principio, involucran tnicamente ntimeros enteros pueden resolverse trabajando
en anillos de enteros algebraicos adecuados, como Z[\/? }, etc. Vimos que estos
anillos no siempre tienen factorizacion tnica, pero en el caso de los anillos de en-
teros de los cuerpos cuadraticos, en [ITAl 13.15] probamos que todos ellos tienen
una “factorizaciéon unica ideal”. Ahora disponemos del aparato algebraico nece-
sario para ir méas alla de los enteros cuadraticos y obtener resultados generales
aplicables a cualquier anillo de enteros algebraicos.

8.1 La forma bilineal asociada a la traza

Antes de entrar en lo que va a ser propiamente el objeto de estudio de este
capitulo necesitamos introducir un nuevo concepto que combina elementos de
la teorfa de cuerpos y del algebra lineal:

Teorema 8.1 Sea K/k una extension de cuerpos finita separable. Entonces la
traza determina una forma bilineal simétrica regular dada por

KxK — k
(,8) =  Tr(ap)

DEMOSTRACION: Es claro que la aplicacion asi definida es una forma bilineal
simétrica. Calculemos su matriz en una base cualquiera B = (vy,...,v,) de K.
Sean o1, ...,0, los k-monomorfismos de K. Entonces

n

Mp = (Ti(e) = (£ o)) = (£ oot

k=1

= (1)) (0x(09)) ., = (3(0)) (@(vy)) "

2 .
Por lo tanto [Mp| = ’ai (vj)|”. Basta comprobar que este determinante es no
nulo para una base en particular. Concretamente, por el teorema del elemento

305
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primitivo sabemos que K = k(«) para cierto o« € K, y una k-base de K es

B = (1,a,...,a""1). Para esta base, el determinante que hemos de calcular es
1 . 1
o1(@) - on(a)
A0 on(a)!

y este determinante es de Vandermonde, y su segunda fila la forman los n
conjugados de «, que son todos distintos (pues « es separable y su polinomio
minimo tiene grado n). Por lo tanto [Mpg| # 0 y la forma es regular. "

En particular hemos probado que la traza de una extension finita separable
es siempre no nula (lo que en caracteristica prima no es trivial).

Ejercicio: Considerar el cuerpo Q(\/g) Calcular la base dual respecto a la traza de
la base (1, \/3)
Conviene extraer algunas ideas de la demostracion del teorema anterior:

Definicion 8.2 Sea K/k una extension finita separable y B = (vq,...,v,) una
k-base de K. Llamaremos discriminante de B al determinante de la matriz de
la forma bilineal asociada a la traza respecto a la base B. Equivalentemente:
2
A[B] = Avy, ..., v5] = |Tr(uivj)’ = ’ai(vj)| ,
donde o4, ...,0, son los k-monomorfismos de K.

Notemos que la segunda expresion implica que A[B] no depende del orden de
los elementos de la base B (ni por supuesto del de los monomorfismos), pues una
alteracion de dicho orden se traduce en una permutaciéon de las filas o columnas
del determinante, lo que a lo sumo implica un cambio de signo que a su vez es
absorbido por el cuadrado.

Hemos probado que A[B] € k es no nulo y si o es un elemento primitivo de
la extension, entonces

AlL,a,...a" '] = ] (05(e) = 05(a))”.

1<j
Hay una ultima propiedad de los discriminantes que conviene observar:

Teorema 8.3 Sea K/k una extension de cuerpos finita separable y sean B, C
dos k-bases de K. Entonces A[B] = |Mg|2 A[C].

DEMOSTRACION: Basta probar que las matrices de la forma bilineal asociada
a traza guardan la relacion

Mp =M§ Mg (M%) (8.1)
Ahora bien, para todo v,w € K,
t
Dp(v) MG Mo (M§) @p(w)" = ¢ (v) M Oc(w)' = Tr(vw),

luego por la unicidad de la matriz de una forma bilineal, se cumple (8.1). =
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8.2 Enteros algebraicos

En la seccion [ITAl 8.4] introdujimos el concepto de entero algebraico, pero
ahora podemos estudiar mas cémodamente los enteros algebraicos usando la
teoria de Galois y la teoria de moédulos en vez de los resultados sobre polinomios
simétricos en los que nos apoyamos alli. En primer lugar conviene introducir el
concepto de cuerpo numérico:

Definicion 8.4 Un cuerpo numérico es una extension finita de Q.

En general, siempre que apliquemos a un cuerpo numérico K conceptos de
la teoria de extensiones de cuerpos se entendera que se refieren a la extension
K/Q. Por ejemplo, el grado de un cuerpo numérico seré el grado sobre Q, un
cuerpo numérico ciclico o abeliano sera una extension finita de Galois de Q cuyo
grupo de Galois es ciclico o abeliano, etc.

Un poco mas en general, consideremos de momento un cuerpo K de caracte-
ristica 0, que, por lo tanto, contiene al cuerpo Q de los niimeros racionales. Un
elemento a € K es algebraico sobre Q (o, simplemente, algebraico) si y sélo si es
la raiz de un polinomio no nulo con coeficientes racionales, pero multiplicando
dicho polinomio, en caso de que exista, por el producto de los denominadores de
sus coeficientes no nulos obtenemos un polinomio con coeficientes enteros con
las mismas raices. Asi pues un elemento de K es algebraico si y solo si es la
raiz de un polinomio con coeficientes enteros. El concepto de entero algebraico
surge imponiendo una restriccion:

Definicion 8.5 Sea K un cuerpo de caracteristica 0. Un elemento a € K es un
entero algebraico si es la raiz de un polinomio monico con coeficientes enteros.

Como los enteros algebraicos son en particular niimeros algebraicos, podemos
limitarnos a estudiar los enteros algebraicos del cuerpo A (la clausura algebraica
de Q). Llamaremos E al conjunto de los enteros algebraicos de A. Si K es un
cuerpo numeérico llamaremos O al conjunto de los enteros algebraicos de K
(La O hace referencia a ‘orden’, aunque aqui no introduciremos este concepto
en general). Claramente tenemos que Ox = K NE.

La caracterizacion siguiente muestra entre otras cosas que no todos los nu-
meros algebraicos son enteros algebraicos.

Teorema 8.6 Un elemento algebraico a de una extension de Q es un entero
algebraico si y sélo si polmin(a, Q) € Z|x].

DEMOSTRACION: Una implicacién es obvia. Supongamos que a es un entero
algebraico y sea p(z) € Z[z] un polinomio monico tal que p(a) = 0. Sea g(x)
un factor irreducible de p(z) en Zx] tal que ¢(a) = 0. Existe un polinomio
r(z) € Z[z] tal que p(z) = g(z)r(x). Como el producto de los coeficientes
directores de q(z) y r(z) debe ser igual al coeficiente director de p(z) que es 1,
el coeficiente director de g(x) debe ser 1. Podemos exigir que sea 1y asi g(x)
es un polinomio ménico irreducible en Z[x] del que a es raiz. Por el criterio de
Gauss, ¢(x) también es irreducible en Q[z], luego ¢(z) = polmin(a, Q) € Z|x].
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Otra consecuencia de este teorema es que los enteros algebraicos de QQ son
precisamente los niimeros enteros:

Teorema 8.7 Og = Z.

DEMOSTRACION: Un ntmero racional ¢ es un entero algebraico si y sélo si
polmin(q, Q) € Zlx], si y s6lo si x — q € Z[z], si y solo si q € Z. "

El lector debe notar el paralelismo entre el teorema siguiente y resultados
similares sobre cuerpos.

Teorema 8.8 Sea K un cuerpo de caracteristica 0. Un elemento ¢ € K es
un entero algebraico si y sdlo si Z[c] = {q(c) | q(z) € Z[z]} es un Z-mddulo
finitamente generado. En tal caso es libre de rango |Q(c) : Q).

DEMOSTRACION: Supongamos que c¢ es un entero algebraico. Entonces su
polinomio minimo p(z) tiene coeficientes enteros y su grado es n = |Q(c) : Q).
Veamos que

Zlc)={(c"|m=0,...,n—1). (8.2)

Un elemento arbitrario de Z[c] es de la forma ¢(c), donde g(x) es un polinomio
con coeficientes enteros. Dividimos ¢(x) = p(z)u(x) 4+ r(x), donde u y r tienen
ambos coeficientes enteros y el grado de r es menor que n. Entonces resulta que
q(c) = r(c), luego pertenece al miembro derecho de (8.2), y la otra inclusion es
obvia. De hecho el generador (1,c,...,c" ') es una base, pues una combinacién
lineal nula es de la forma r(c) = 0, con r(x) € Z[z] de grado menor que n, luego
concluimos que r = 0.

Supongamos ahora que Z[c] es finitamente generado. Digamos que admite
n generadores vy, ..., v,. Cada v; es un polinomio en ¢ con coeficientes enteros.
Sea m mayor que el grado de cualquiera de dichos polinomios.

Entonces ¢™ se expresa como combinacion lineal con coeficientes enteros de
los v;, luego en definitiva ¢™ = ¢(c), con ¢(x) € Z[z] de grado menor que m. La
ecuacion ¢ — ¢(¢) = 0 justifica que ¢ es un entero algebraico. L]

De aqui podemos deducir las propiedades bésicas de los enteros algebraicos.
En primer lugar probamos que forman un anillo.

Teorema 8.9 FEl conjunto E es un subanillo de A. Si K es un cuerpo numérico
entonces Ok es un subanillo de K.

DEMOSTRACION: Sean ¢, d € E. Hay que probar que c+ d y cd estan en E.
Sea {v1,...,v,} un generador de Z[c] y sea {wy, ..., wy} un generador de Z[d].
Sea M el Z-moédulo generado por los todos los productos v;w;.

Todo ¢" se expresa como combinacion lineal con coeficientes enteros de los
v; y todo d° se expresa como combinacion lineal con coeficientes enteros de los
wj. Al multiplicar estas expresiones obtenemos una expresiéon de c¢"d® como
combinacién lineal con coeficientes enteros de los generadores de M, luego cada
c'd® e M.

En particular, Z[cd] C M, luego es un Z-moédulo finitamente generado (teo-
rema 4.42). Por el teorema anterior cd € E.
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Al desarrollar (c + d)* obtenemos una combinacién lineal con coeficientes
enteros de elementos de la forma ¢"d®, que estan en M, luego Zjc+d] C M y
también se cumple que ¢+ d € E.

Obviamente O = EN K es un subanillo de K. [

Es costumbre referirse a los elementos del anillo Ok como a los enteros de K,
es decir, reservar la palabra ‘entero’ para los enteros algebraicos en lugar para
los enteros de Z. Por este mismo convenio, los enteros de Z = Og son los enteros
racionales, si K = Q(w) es el cuerpo ciclotémico p-ésimo, los elementos de O
se llaman enteros ciclotomicos, etc.

La relacion entre K y Ok es similar a la relaciéon existente entre Q y Z.
Por ejemplo, igual que Q es el cuerpo de cocientes de Z, se cumple que K es el
cuerpo de cocientes de O . Esto se deduce del resultado siguiente:

Teorema 8.10 Para cada c € A existe un entero racional no nulo m de manera
que mc € E.

DEMOSTRACION: Sea polmin(c,Q) = 2" + a,,_12" 1 + -+ + a1z + ag. Sea
m el producto de los denominadores de todos los coeficientes no nulos de p(z).
Entonces m™(c"™ + ap,_1c" 1 + -+ ajc+ ag) = 0, luego

(me)™ 4 ap_1m(me)" ' 4 -+ aym™ " (me) + ag = 0.

Por lo tanto, 2" + ap_1maz™ ' + -+ + aym™ 'z + ag es un polinomio ménico
con coeficientes enteros del cual es raiz mec. n

Teorema 8.11 Si K es un cuerpo numérico, entonces K es el cuerpo de co-
cientes de O .

DEMOSTRACION: Sia € K, entonces existe un entero racional no nulo m tal
que ma € O, por lo tanto a = (ma)/m esta en el cuerpo de cocientes de Ok
u

Otra consecuencia importante del teorema 8.10 es que los elementos primi-
tivos siempre se pueden tomar enteros:

Teorema 8.12 Sea K un cuerpo numérico. Entonces existe un ¢ € O tal que

K =Q(c).

DEMOSTRACION: Por el teorema del elemento primitivo existe un a € K tal

que K = Q(a). Sea m un entero racional no nulo tal que ¢ = ma sea entero
en K. Claramente K = Q(c). n

Un paso méas de cara a reproducir para anillos de enteros los resultados
que conocemos sobre cuerpos es demostrar que si K es un cuerpo numeérico de
grado n entonces Ok es un Z-moddulo libre de rango n. Para ello nos apoyaremos
en los discriminantes definidos en la seccion anterior. El teorema siguiente recoge
un par de hechos sencillos, pero ttiles, sobre ellos:
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Teorema 8.13 Sea K un cuerpo numérico de grado n y B una base de K
formada por enteros. Entonces A[B] € Z y A[B] =0,1 (mdd 4).

DEMOSTRACION: Sea B = (by,...,b,). Por hipotesis by, ..., b, son enteros,
luego sus conjugados también lo son (los polinomios minimos son los mismos),
luego A[B] es por definicién el cuadrado del determinante de una matriz de
coeficientes enteros, luego es entero y ademas es un ntmero racional, luego es
un entero racional.

Para obtener la segunda parte consideramos los monomorfismos de K, diga-
mos o1, ...0n, sea L la clausura normal de K/Q y sea p un automorfismo de L.
Sea A = (0;(b;)).

El determinante de A es una suma de productos de la forma

i0'7'(1) (bl) ©r0r(n) (bn)a

donde 7 € ¥,,. Si le aplicamos p obtenemos un término de la forma

:l:p(UT(l) (bl)> T p(UT(n) (bn)) :

Ahora bien, cada monomorfismo o;p ha de ser un o,;), para cierto indice p(7)
(y ahora estamos llamando p a una permutacion de {1,...,n} inducida por el
automorfismo p). Por lo tanto la imagen por p del producto es

0,(r(1)) (01) * + Tp(r(n)) (On)

es decir, el sumando del determinante correspondiente a la permutacion 7p.

Si (la permutacion inducida por) p es una permutacion par entonces p envia
sumandos con signo positivo a sumandos con signo positivo y sumandos con
signo negativo a sumandos con signo negativo, mientras que si p es impar en-
tonces intercambia los sumandos positivos con los negativos. En otras palabras,
si llamamos respectivamente P y N a la suma de términos positivos y negativos
(sin el signo) del determinante de A, tenemos que det A = P — N y o bien
p(P) =Py p(N)=N,obien p(P) =Ny p(N) = P.

En cualquier caso p(P+ N) =P + N y p(PN) = PN, para todo automor-
fismo p, luego concluimos que P+ N, PN € Q. Ademas son enteros algebraicos,
luego estan en Z. Finalmente,

A[B]=(P—-N)?=(P+N)>?—4PN=(P+N)>=0,1 (mod 4),
pues todo cuadrado es 0 o 1 moédulo 4. n
Ahora podemos probar un resultado basico de estructura:

Teorema 8.14 Sea K un cuerpo numérico de grado n. Entonces Ok es un
Z-mddulo libre de rango n.

DEMOSTRACION: Por 8.12 sabemos que K = Q(c¢), donde ¢ € Og. En-

tonces 1, ¢, ..., ¢® ! es una base de K formada por enteros. Podemos tomar
una base de K B = {b1,...,b,} formada por enteros tal que el namero na-
tural |A[b1, cee bn]| sea minimo. Vamos a probar que entonces {b1,...,b,} es

una base de O como Z-modulo. Obviamente sus elementos son linealmente
independientes sobre Z, pues lo son sobre Q. Basta probar que generan Og.
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Supongamos, por el contrario, que existe un elemento d € Ox que no

pertenezca al submodulo generado por {by,...,b,}. Como en cualquier caso
{b1,...,b,} es una base de K, se cumplira que

d=aiby + -+ anby, (8.3)
para ciertos ntimeros racionales a1, ..., a, no todos enteros. Podemos suponer

que a; ¢ Z. Sea a; =a+7r,donde a € Zy 0 < r < 1. Sustituyendo en (8.3)
obtenemos que

rb1 + asbs + - + anb, =d —aby € Ok.

Si llamamos ¢; a este elemento y ¢; = b; para i = 2,...,n obtenemos una nueva
base C' de K formada por enteros tal que

T az as o Qp
o1 0 --- 0
ME—| 0 0 1 0
0 0 O 1

Claramente ’Mg‘ = r y en consecuencia
|A[C]] =r?|A[B]| < |A[B]],

en contra de la eleccion de B. Por lo tanto B es una base de O g como Z-moédulo.
u

Definicion 8.15 Sea K un cuerpo numérico. Una base entera de K es una
base de Ok como Z-modulo.

Como todo elemento de K es de la forma ¢/m, donde ¢ € Ox y m € Z,
es inmediato que una base entera de K es un generador de K como Q-espacio
vectorial, luego es de hecho una base de K.

Asi, si aq, ..., a, es una base entera de K, tenemos que
K = {aa1+--+apan|a,...,a, € Q},
Ok = {aian+ --+ana,|a,...,a, €7Z}.

En otros términos, los enteros de K son los elementos cuyas coordenadas
son enteras.

Es importante tener claro que una base de un cuerpo K formada por enteros
no es necesariamente una base entera. Basta pensar que si vy, ..., v, es una
base entera de K, entonces 2vq, ..., v, sigue siendo una base de K formada
por enteros, pero ya no es una base entera, pues vy es un entero algebraico y no
tiene coordenadas enteras respecto a esta segunda base.
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Por ejemplo, es obvio que 1, /5 forman una base de Q(\/g ) y sus miembros
son sin duda enteros algebraicos, pero para que fueran una base entera haria
falta que los enteros algebraicos de Q(\/g) fueran exactamente los elementos de

<1,\/5>:{m+n\/5\m,n€Z},

y ya vimos en [ITAl 9.2] que esto es falso.

Determinar el anillo de enteros algebraicos de un cuerpo numérico dado es
un problema, cuanto menos, laborioso. Antes de ver algunos ejemplos conviene
entender un poco mejor la situacién en general.

Sea B una base entera de un cuerpo numérico K y C cualquier otra base
formada por enteros. Entonces cada componente de C' se expresa como com-
binacién lineal de B con coordenadas enteras, es decir, Mg € Mat,,(Z), luego
n= |det Mg| es un nimero natural no nulo y

A[C] = n2A[B).

La base C sera una base entera si y solo si es una base de Og. Por 6.14 esto
sucede si y s6lo si det M3 = 41, o sea, siy solosin = 1, siy solo si A[C] = A[B].
En particular todas las bases enteras de K tienen el mismo discriminante.

Llamaremos discriminante de un cuerpo numérico K al discriminante de
cualquier base entera de K. Lo representaremos por Ag.

Asi pues, hemos probado que si C es cualquier base de K formada por ente-
ros, entonces C' es una base entera si y solo si A[C] = Ak, y en general se tiene
A[C] = n?Ak, es decir, el discriminante de cualquier base formada por enteros
es divisible entre el discriminante de K (y el cociente es un cuadrado). Ahora
se entiende mejor por qué hemos demostrado la existencia de bases enteras
tomando una con discriminante minimo.

Una consecuencia obvia es la siguiente:

Teorema 8.16 Sea K un cuerpo numérico y B una base de K formada por
enteros y tal que A[B] sea libre de cuadrados. Entonces B es una base entera
de K.

Ahora ya es facil determinar el anillo de enteros de un cuerpo cuadratico:

Enteros cuadraticos Como primer ejemplo veamos el caso de los cuerpo
cuadrdticos, es decir, los cuerpos numéricos de grado 2.

En primer lugar, si K es un cuerpo cuadratico, K = Q(«), donde « es un
entero algebraico, y por lo tanto raiz de un polinomio z? + bz + ¢ € Z[x]. Asi
pues, o = —bEvbizde V21’2_4C y K = Q(Vb? — 4c¢). Podemos expresar b? — 4c = m?d,
donde d es libre de cuadrados, y asi K = Q(mx/&) = Q(\/&)

Tenemos, pues, que todo cuerpo cuadratico es de la forma K = Q(\/& ),
donde d es un entero libre de cuadrados (obviamente d # 1). Como

polrm’n(\/g,@) =22 —d= (w—i— \/g) (x— \/(3)7
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resulta que los elementos de K son de la forma a + bv/d, donde a,b € Q, la
extension K/Q es una extension de Galois y sus automorfismos son la identidad
y el determinado por U(\/E ) = —Vd. A este automorfismo lo llamaremos
simplemente conjugacion de K, y lo representaremos por una barra horizontal,
es decir,

a+bvVd=a—bV/d.

En lo sucesivo, cuando hablemos de un cuerpo cuadratico Q(\/Zi), sobren-
tenderemos que d es un entero libre de cuadrados.

A la hora de encontrar el anillo de enteros de un cuerpo numérico, el primer
paso es encontrar un elemento primitivo entero, en nuestro caso tenemos V.
Esto nos da una base formada por enteros, concretamente {1, /d}. Calculemos
su discriminante:

2

= (—2Vd)® = 4d.

2=z v

Con esto sabemos que el discriminante de K se diferencia de 4d a lo sumo en un
cuadrado, y como d es libre de cuadrados, s6lo hay dos posibilidades, Ag = 4d
o bien Ag =d.

El teorema 8.13 da una condicién necesaria para el segundo caso, y es que
d =1 (méd 4) (no puede ser d = 0 (méd 4) porque d es libre de cuadrados).
Veamos que la condicién es también suficiente. Consideremos el nimero

1+Vd

CE

Es facil calcular su polinomio minimo, que resulta ser

RN Sk
.

Vemos, pues, que si d =1 (mdd 4) entonces « es un entero algebraico y

1 1 2
Allbal=| \yva 1.va | =(=Vd) =d
2 2

Como d es libre de cuadrados concluimos que {1,a} es en este caso una base
entera de K. Resumimos en un teorema lo que hemos obtenido:

Teorema 8.17 Sea d un entero libre de cuadrados y K = Q(\/&)
1. Sid#1 (méd 4) entonces O = Z[\/a] y Ax = 4d.

2. Sid=1(mébd 4) entonces O =7 [LQ‘/E} y Ag =d.

Recordemos que el anillo Z[i], donde ¢ = v/—1, se conoce con el nombre de
anillo de los enteros de Gauss. Este fue el primer anillo de enteros algebraicos
estudiado en profundidad.
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Ejercicio: Probar que si d y d’ son enteros distintos libres de cuadrados entonces los

cuerpos Q(ﬂ) y Q(\/cT’) no son isomorfos.

El célculo del anillo de enteros de un cuerpo numérico requiere a menudo
técnicas especificas en las que no vamos a entrar aqui, porque el propésito de
este capitulo es ilustrar las técnicas algebraicas que hemos desarrollado en los
capitulos precedentes, no introducir técnicas propias de la teoria de ntmeros.
No obstante, recordamos a continuaciéon el caso de los cuerpos ciclotémicos de
orden primo tratado en [ITAl] y luego un ejemplo correspondiente a un cuerpo
cubico.

Enteros ciclotémicos Sea w una raiz p-ésima primitiva de la unidad, donde
p es un ndmero primo impar, y consideremos el cuerpo K = Q(w). Recordemos
que en el capitulo V obtuvimos que

p—1 ) p—1
Tr{ > aw' ) =pap— > a;,
i=0 i=0
asf como que N(w?) = 1 para todo i, N(1 — w) = p.
Ahora debemos notar ademés que la norma y la traza de los enteros de
un cuerpo numérico cualquiera son enteros racionales, pues por una parte son
nameros racionales y por otra son producto (o suma) de enteros algebraicos,

luego enteros. En esto se basa la prueba del teorema siguiente que dimos en
[ITAl 17.12]:

Teorema 8.18 Sea p un ndmero primo impar y K = Q(w), donde w es una
raiz p-ésima primitiva de la unidad. Entonces O = Z[w).

Para calcular el discriminante de las extensiones ciclotémicas nos basaremos
en el siguiente resultado general.

Teorema 8.19 Sea K = Q(a) un cuerpo numérico de grado n y llamemos
p(z) = polmin(a, Q). Entonces

All,a,...,a" '] = (-=1)"""D2N(p/(a)),
donde p'(x) es la derivada formal de p(z).

DEMOSTRACION: Segiin vimos en la seccién anterior,

2

All,a,...,a" =TI (0j(a)—0i(a))”, (8.4)
1<i<j<n
donde o1(a), ..., o,(a) son los conjugados de a.
Por otro lado, p(z) = [[;_,(z — 0i(a)), y se demuestra facilmente (por

induccién sobre n) que
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luego
n
?'(0;(a)) = 1 (05(a) — 0i(a))
i=1
i£]
para j = 1,...,n. Multiplicando todas estas ecuaciones obtenemos

N(p'(@) = 1o (@) = 19/ (050) = TT (o5(0) ~oi(a).

i#]

=5

Agrupamos los pares (0;(a) —oi(a))(0i(a) —oj(a)) = —(0;(a) — ai(a))Q. El
namero de factores (—1) que aparecen es n(n — 1)/2, luego teniendo en cuenta
(8.4) queda

N(p'(a)) = (-1)""=V/2A[1,q,...,a"" "],

y de aqui se sigue el teorema. [

Como caso particular obtenemos:

Teorema 8.20 Sea p un primo impar. El discriminante del cuerpo ciclotémico
de orden p es igual a (—1)P~1)/2pp=2,

DEMOSTRACION: Sea w una raiz p-ésima primitiva de la unidad. Como los
enteros ciclotomicos son el anillo Z[w], una base entera de Q(w) esta formada

por 1, w, ..., wP~l. El polinomio minimo de w es p(x) = “i:_’ll y su derivada
vale
prP~H(x —1) — (2P — 1
S el U | T G
(z—1)
luego p'(w) = %. Asi pues,
p—1 . 1p—1
N(p/(w)) — pT :pp72'

Como p es impar, (—1)®P~D(=2)/2 — (_1)P=1/2 y por el teorema anterior,

A[l,w,...,oﬂ’_l] = (_1)(P—1)/2pp—2. .

Ejercicio: Comprobar el teorema 8.19 sobre los cuerpos cuadraticos.

El anillo de enteros de Q(v/2). Vamos a probar que si K = Q(v/2),
entonces O = Z[\d/ﬁ]

Recordemos que si llamamos a = v/2 y 3, v a las otras raices del polinomio
23 — 2, entonces la clausura normal de K es Q(a, 3) y los monomorfismos de K
envian a a «a, B y -y respectivamente.

Un elemento de K es de la forma n = 4 + %\3/5—1— = V22, donde u, v, w, d
son enteros racionales primos entre si. Como la extension tiene grado primo no
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hay cuerpos intermedios, luego polmin(n, Q) tiene grado 3 y sus raices son las
imagenes de n por los tres monomorfismos de K, o sea,

polmin(n, Q) = (z— 4 — Yo~ Yat)w - U - Vg Y-ty Y2

Operando (con bastante paciencia) se llega a

3u 5  3u?— 6w u3 + 203 + 4w — 6uvw

polmin(n, Q) = z* — 7% + pE x— e

Por lo tanto n sera entero si y so6lo si

d | 3u (8.5)
d* | 3u®—6vw (8.6)
@ | w4 20° 4+ 4w — 6uvw (8.7)

Si existe un primo p tal que p | d y p | u, entonces por (8.6) p? | 6vw, lo que
implica que p | v o p | w.

Sip | v por (87) p? | 4w® — 6uvw, y como p? | uv, también p? | 4w3,
luego p = 2. Pero entonces 4 | 2w® — 3uvw y 4 | uv, luego 4 | 2w y p | w,
contradiccion.

Si p | w entonces p? | 2v% — 6uvw, luego p? | 203 y p | v, contradiccion.

Asi pues (d,u) = 1 y entonces (8.5) implica que d =1 o d = 3. Basta probar
que d no puede valer 3 y entonces 7 estara en Z[\gf ]

Si d = 3, tenemos que (3,u) =1, y de (8.6) se sigue que (3,v) = (3,w) = 1.

Tomando clases médulo 3 en (8.7) queda [u] — [v] 4+ [w] = 0. Las tnicas
posibilidades son [u] = [w] = [1], [v] = [-1] o bien [u] = [w] = [-1], [v] = [1].

Si hacemos u =3k + 1, v =3l — 1, w = 3r 4+ 1, sustituimos en

u? + 20° + 4w? — 6uvw

y tomamos clases modulo 27, después de operar queda [9], cuando por (8.7)
deberia ser 0.

Con la segunda posibilidad llegamos a [—9], luego concluimos que d = 3 es
imposible.

Ahora el teorema 8.19 nos permite calcular el discriminante de la extension:
La derivada del polinomio minimo de « es 322, luego

Ay = (_1)3(371)/2 N(3OZ2) =—N(@3) N(Oé)2 — _108. .

8.3 Divisibilidad en anillos de enteros

A la hora de estudiar la divisibilidad en anillos de enteros algebraicos es
practico hablar en términos de sus correspondientes cuerpos de cocientes, es de-
cir, si K es un cuerpo numérico las unidades, los elementos irreducibles, primos
etc. de K son por definicion las unidades, elementos irreducibles, primos, etc.
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de Og. Todos estos conceptos serian triviales aplicados literalmente a K, por
ser un cuerpo. Vamos a ver que los anillos de enteros tienen propiedades simi-
lares a las de Z, aunque no siempre son dominios de factorizacién tnica. Como
vimos en [ITA]|, una herramienta clave en el estudio de la divisibilidad en anillos
de enteros algebraicos es la norma, que ahora tenemos definida sobre cuerpos
numéricos arbitrarios y que se restringe a una aplicacion N : Og — Z que
conserva los productos. El teorema siguiente recoge sus propiedades bésicas:

Teorema 8.21 Sea K un cuerpo numérico y N : Ox — Z la norma asociada.
1. Para todo a,b € Ok, se cumple N(ab) = N(a) N(b).
2. Sia€ Ok, entonces N(a) =0 si y solo sia=0.
3. N(1) =1.
4. Sia€ Ok, entonces a | N(a).
5. Sia € Ok, entonces a es una unidad si y solo si N(a) = £1 y entonces
N(a™') = N(a).
6. Sia, be Ok son asociados, entonces N(a) = £N(b).
7. Sia € Ox y N(a) es un numero primo, entonces a es irreducible en Q.

DEMOSTRACION: Las propiedades 1), 2), y 3) son consecuencia inmediata
de la definicién de norma.

4) Basta observar que N(a)/a es un producto de conjugados de a, luego es
entero, y por otro lado estd en K, luego N(a)/a € Ok.

5) Si a es una unidad, aa=! = 1, luego N(a)N(a=!) = 1 y por lo tanto
N(a) = £1.

Si N(a) = £1 entonces a | 1, luego es una unidad. Como N(a)N(a™1) =1,
se cumple N(a™1) = N(a).

6) es consecuencia de 5), pues dos asociados se diferencian en una unidad.

7) Sia = be, con b, ¢ € O, entonces N(a) = N(b) N(¢), pero como N(a) es
primo, N(b) = =1 o bien N(c) = %1, luego uno de los dos es una unidad. m

Ejercicio: Probar que 3 es primo en el anillo Z[i] a pesar de que su norma no es
prima.

Ejercicio: Si K es un cuerpo numérico y a € K tiene norma 1, jes necesariamente
una unidad?

Ahora probamos los resultados basicos sobre los ideales de los anillos de
enteros:

Teorema 8.22 Sea K un cuerpo numérico y O su anillo de enteros. Entonces

1. O es un anillo noetheriano.
2. Si I es un ideal no nulo de O entonces el cociente O/1 es finito.

8. Un ideal no nulo de O es primo si y solo si es maximal.
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DEMOSTRACION: 1) Un ideal I de O es un Z-submdédulo de O. Como O es
un Z-modulo libre de rango finito, I también lo es (teorema 4.42), luego I esta
finitamente generado como Z-mddulo y a fortiori como ideal.

2)Seaa€l,a#0. Sean=N(a)#0. Como a|n, se cumple que n € I.

Sea {v1,...,v,} una base de O como Z-médulo. Entonces {[v1],...,[v,]}
es un generador de O/I como Z-modulo, es decir, todo elemento de O/I se
puede expresar de la forma mq[vi] + - - - + m,.[v.], para ciertos nimeros enteros
mi,...,My.

Por otra parte n[v;] = [nv;] =0, parai =1,...,7, pues n € I. Esto significa
que el orden de cada [v;] es menor o igual que n y por lo tanto los nimeros
mq,...,m, pueden tomarse siempre entre 0 y |n| — 1. En consecuencia el anillo

O/1 es finito.

3) Si P es un ideal primo no nulo, el anillo O/P es un dominio integro (por el
teorema 3.39) y 3.42 nos da que O/P es un cuerpo, luego el ideal P es maximal
(por 3.40). "

El apartado 2) del teorema anterior puede precisarse mas. El teorema si-
guiente generaliza a cuerpos numéricos arbitrarios el teorema que en [ITAl 13.9]
s6lo pudimos probar para cuerpos cuadraticos:

Teorema 8.23 Sea K un cuerpo numérico y O su anillo de enteros. Para cada
a €0 a#0 secumple que |0/a0| = |N(a)].

DEMOSTRACION: Sea v1,...,v, una base entera de K. Entonces todo ele-
mento de O es de la forma mqvy + - -+ + myvy,, con my,...,m, € Z, y todo
elemento de aQ es de la forma miavy + - - - + m,av,, luego una base de aO es
AUy ...,Q00p.

Sean o1, ..., 0, los monomorfismos de K. Entonces

Alavy,. .., av,) = |0¢(avj)‘2 = |0¢(a)0i(vj)‘2~

Por la multilinealidad del determinante podemos sacar un factor o;(a) de
cada fila de la matriz, con lo que obtenemos

Alavy, ..., av,] = N(a)Qlai(vj)|2 = N(a)*Ak.

Sea C' la matriz cuya fila i-ésima la forman las coordenadas de av; en

v1,...,v,. Entonces sabemos que Alavi,...,av,] = |C|*Ak, luego ha de ser
|C| = £ N(a).
Por otro lado en virtud del teorema 6.15 tenemos que
|0/a0| = |det C| = | N(a)]. "

Ejercicio: Sea K un cuerpo numérico y o € K un entero de norma prima. Probar
que « es primo en Og.

Por dltimo demostramos que los anillos de enteros satisfacen una propiedad
que, segun el teorema 3.35, es una condicién necesaria para que puedan tener
factorizacién tnica. En primer lugar la demostramos para el anillo de todos los
enteros algebraicos:
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Teorema 8.24 Sic € A es raiz de un polinomio mdnico p(x) € E[z], entonces
ceE.

DEMOSTRACION: Sea p(x) = 2" + ap_12" "1 + -+ + ag, donde cada a; € E.

Sea B = Z|ag, . ..,a,—1]. Entonces B es un submo6dulo del anillo de enteros
algebraicos de Q(ag,...,an—1), luego es un Z-moédulo finitamente generado.
Digamos que B = (vy,...,v,). El mismo argumento empleado en el teorema
8.8 prueba ahora que Blc] = (1,¢,...,¢*" '), (como B-modulo).

Sea N el Z-modulo generado por los elementos v; - ¢*, donde 1 < i < 7,
0<k<n-1.

Asi, un elemento de Bc] es una combinacion lineal con coeficientes en B de
los ¢* y cada coeficiente es una combinacion lineal con coeficientes enteros de
los v;.

Por lo tanto Z[c] C Blc] C N y es, en consecuencia, un Z-modulo finitamente
generado. Por el teorema 8.8 concluimos que ¢ es un entero algebraico. L]

Este teorema sirve para probar que determinados ntmeros algebraicos son
enteros. Por ejemplo, un caso particular es que toda raiz n-sima de un entero
algebraico es un entero algebraico. Como consecuencia inmediata tenemos la
version analoga para anillos de enteros algebraicos:

Teorema 8.25 Sea K un cuerpo numérico y O su anillo de enteros algebraicos.
Sea p(x) un polinomio ménico no constante con coeficientes en O. Si ¢ es una
raiz de p(x) en K, entonces ¢ € 0.

De aqui se sigue que cualquier anillo A cuyo cuerpo de cocientes sea K pero
que esté estrictamente contenido en O no puede tener factorizacién tinica, pues
un elemento de O \ A es raiz de un polinomio con coeficientes enteros (luego
en A) y, sin embargo, no esta en A, en contra de lo que exige el teorema 3.35.
Es el caso, por ejemplo, de Z[v/5].

8.4 Factorizacion ideal

Acabamos de ver que hay una gran similitud entre los anillos de enteros
algebraicos y el anillo Z de los enteros ordinarios (son noetherianos, los ideales
maximales coinciden con los primos, etc.), pero no es cierto que todos ellos
sean DIP’s o DFU’s. En la seccion [ITAl 13.2] vimos que todo elemento de un
anillo de enteros algebraicos de un cuerpo cuadratico admite una descomposiciéon
tnica en “factores primos ideales”, que coincide con su descomposicion usual en
factores primos cuando el anillo correspondiente es un DFU. Ahora estamos en
condiciones de probar esto mismo para cualquier anillo de enteros algebraicos.

Recordemos que si a y b son ideales de un anillo D, su producto es

n
ab = { Piqi
i=1

1=

neNypi€a7qi€bparai:1,...,n}. (8.8)
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En otras palabras, ab es el menor ideal que contiene a todos los productos
ab tales que a € ay b € b. Como a y b son ideales, estos productos estan
contenidos en ambos, luego se cumple que ab C anNb.

Definiciéon 8.26 Un dominio integro D es un dominio de Dedekind si todo ideal
propio de D (o sea, distinto de 0 y D) se descompone de forma tnica salvo el
orden en producto de ideales primos.

Vamos a probar que la factorizacion ideal es formalmente anéaloga a la facto-
rizacién real de los DFU’s. Sin embargo tenemos un obstaculo justo al principio,
y es que hay un hecho obvio en todo dominio integro cuyo anilogo ideal no es
evidente: los elementos no nulos son simplificables. Para probar que los ideales
no nulos son simplificables demostraremos que el conjunto de los ideales de un
dominio de Dedekind se puede sumergir en un grupo, con lo que para simpli-
ficar un ideal en ambos miembros de una igualdad bastara con multiplicar por
su inverso en dicho grupo.

Definicion 8.27 Sea D un dominio integro y K su cuerpo de cocientes. Un
ideal fraccional de D es un D-submoédulo no nulo a de K tal que existe un ¢ € D
no nulo de manera que ca C D (donde ca = {ca | a € a}).

Si a es un ideal fraccional de D, entonces ca es D-submo6dulo de K contenido
en D, luego es un D-submoédulo de D, o también, b = ca es un ideal no nulo de
Dya=c'b.

El reciproco se prueba igualmente, luego, en definitiva, los ideales fracciona-
les de D son los conjuntos de la forma ¢~ 'b, donde b es un ideal no nulo de D
y ¢ € D es no nulo.

Tomando ¢ = 1 deducimos que todos los ideales no nulos de D son ideales
fraccionales. Reciprocamente, un ideal fraccional a es un ideal si y sélo si a C D
(por la propia definicion).

Podemos definir el producto de dos ideales fraccionales por la misma férmula
(8.8) que para ideales. Es facil comprobar que efectivamente el producto de
ideales fraccionales es un ideal fraccional, asi como que cumple la propiedad
asociativa.

Si ¢ € K es no nulo, llamaremos ideal fraccional principal generado por c al
ideal fraccional (¢) = ¢D. Es facil ver que (c)a = ca. En particular (¢)(d) = (ed).

Llamaremos 1 = (1) = D. Es claro que a1l = a para todo ideal fraccional a.

Diremos que un ideal fraccional a es inversible si existe otro ideal fraccional b
tal que ab = 1. Es claro que si existe tal b entonces es tnico, y lo representaremos

por a1,

Todo ideal fraccional principal es inversible, pues (¢)~! = (¢71).

Antes hemos visto que todo ideal fraccional es de la forma ¢~ 'b, para cierto
ideal b y cierto entero c¢. En términos del producto de ideales fraccionales
tenemos que todo ideal fraccional es de la forma (c¢)~'b, o sea, una fraccion de
dos ideales. Para probar que los ideales fraccionales de un dominio de Dedekind
forman un grupo necesitamos unos hechos sencillos validos en cualquier dominio
integro.
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Teorema 8.28 Sea D un dominio integro.
1. Todo ideal fraccional principal de D es inversible.
2. Un producto de ideales de D es inversible si y sélo si lo es cada factor.

3. Si un ideal inversible de D factoriza como producto de ideales primos,
entonces la descomposicion es unica salvo el orden.

DEMOSTRACION: 1) Ya hemos observado que (c¢)~1! = (¢71).

2) Es obvio que si cada factor es inversible el producto también lo es (su
inverso es el producto de los inversos). Si el producto es inversible entonces
el inverso de un factor es el inverso del producto multiplicado por los factores
restantes.

3) Supongamos que un mismo ideal no nulo se expresa de dos formas

pl...pr:ql...qs

como producto de ideales primos (necesariamente no nulos). Podemos suponer
que r < s.

Tomamos un factor (digamos p1) que no contenga estrictamente a ninguno
de los restantes. Por definicién de ideal primo, y puesto que q;---qs C p1, ha
de existir un indice ¢ de modo que q; C p;. Reordenando podemos suponer que
g1 C p1. Igualmente ha de existir un indice j tal que p; C q1 C p;. Por la
eleccion de py ha de ser p; = g1 = p;. Tomando inversos podemos eliminarlos
de la factorizacion, hasta llegar a que D = g5, - - - qs C (s, lo que contradice la
definiciéon de ideal primo a no ser que r = s. Es claro que con esto el teorema
queda demostrado. [

Teorema 8.29 Si D es un dominio de Dedekind, entonces los ideales fraccio-
nales de D forman un grupo. Ademds los ideales primos (no nulos) coinciden
con los mazimales.

DEMOSTRACION: Basta probar que todo ideal primo (no nulo) tiene un
inverso y es maximal, pues entonces todo ideal no nulo sera inversible por ser
producto de ideales primos (inversibles) y todo ideal fraccional sera inversible
porque es de la forma (c)~'b, donde (¢)~! es ciertamente inversible y b es un
ideal, luego inversible también.

Vemos primero que todo ideal primo inversible es maximal. Sea p un ideal
primo. Hay que demostrar que si d € D \ p entonces p + (d) = D. En caso
contrario existen ideales primos tales que p+(d) = py -+ -p, y p+(d?) = q1 -+ - qs.
Es facil ver que

(p+(d)/p=(p1/p) - (pr/p) v (p+(d)/p=(a1/p) - (a:/p).

El ideal (p + (d))/p = ([d]) es principal y D/p es un dominio integro, luego
tiene inverso por el teorema anterior, el cual nos da también que todos los ideales
primos p1/p, ..., p,/p tienen inverso en D/p.
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Lo mismo ocurre con q1/p, ..., qs/p. Igualamos:

(ar/p) - (as/p) = (1) = ()" = (p1/p)” -+~ (pr/p)".

Otra aplicacion del teorema anterior nos da que s = 2r y que, ordenando
adecuadamente, p;/p = q2;/p = q2;—1/p. De aqui se sigzue que p; = q2; = q2i_1,
y de aqui a su vez obtenemos que p + (d?) = (p + (d))”. Consecuentemente

pCp+(d®)=(p+ ()" Cp®+(d).

Todo elemento de p es, pues, de la forma c + ad, con ¢ € p?> y a € D, pero
como p es primo y d ¢ p, ha de ser a € p, lo que prueba que p C p% + p(d) C p,
es decir, p = p% + p(d), y como p tiene inverso, 1 = p + (d), contradiccion.

Finalmente, si p es cualquier ideal primo no nulo, sea ¢ € p, ¢ # 0. Como
D es un dominio de Dedekind podemos factorizar (¢) = p; -« - p, C p, donde los
ideales primos p; son todos inversibles (por el teorema anterior, ya que (c) lo es)
y en consecuencia maximales (por lo ya probado). Por definicion de ideal primo,
algtn ideal p; esté contenido en p, luego por maximalidad p = p; es maximal y
tiene inverso. -

Ahora ya podemos trabajar con dominios de Dedekind como si fueran DFU’s.

Definiciéon 8.30 Sea D un dominio de Dedekind. Diremos que un ideal b
divide a un ideal a si existe un ideal ¢ tal que a = be. Lo representaremos b | a.
Notemos que en tal caso ¢ = ab~'. Claramente b | asiy solo si ab~! es un
ideal.

Observemos que b | asiy solosia C b. En efecto, si b | a entonces a = bc C b
y si a C b la propia definicién de producto nos da que ab™' c bb™! =1 = D,
luego el ideal fraccional ab™"' es de hecho un ideal y por lo tanto b | a.

Asi, un ideal p es primo si y s6lo si p # 1 y cuando p | ab entonces p | a
o p | b, es decir, el concepto de ideal primo en un dominio de Dedekind es
formalmente analogo al de primo real en un DFU.

Similarmente, un ideal p es maximal si y solo si p # 1y cuando a | p entonces
a=1o0a=p, es decir, el concepto de ideal maximal en un dominio de Dedekind
es formalmente andlogo al de elemento irreducible en un DFU (notemos que en
términos de ideales no hay ni unidades ni asociados). Hemos probado que en
un dominio de Dedekind maximal equivale a primo, lo cual es analogo al hecho
de que en un DFU irreducible equivale a primo.

Si ¢ € D escribiremos a | ¢ 0 ¢ = ab en lugar de a | (¢) o (¢) = ab. De este
modo los divisores ideales pueden dividir a elementos reales. Concretamente,
tenemos a | ¢ si y solo si (¢) C a, siy solo si ¢ € a, es decir, un ideal, como
conjunto, es el conjunto de todos sus multiplos reales. Notese también que a | b
siy solo si (a) | (b).

La factorizacion tnica ideal nos permite hablar de la multiplicidad de un
ideal primo en otro ideal (o en un elemento real) exactamente en el mismo
sentido que en un DFU. Toda familia finita de ideales tiene un maximo comun
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divisor y un minimo comun miltiplo que se pueden calcular como en un DFU,
aunque en realidad hay una caracterizaciéon mas simple: Teniendo en cuenta que
a | b es lo mismo que b C a, resulta que el maximo comin divisor de una familia
de ideales es el menor ideal que los contiene, y el minimo comin multiplo es el
mayor ideal contenido en ellos, o sea:

med(ag,...,a.) = a;+---+a,,

mem(ay, ..., a.) = a;N---Na.

(Esto generaliza el teorema de Bezout.)

En particular (a,b) = (a) + (b) puede entenderse como el ideal generado por
a'y b o como el maximo comun divisor de (a) y (b). Es equivalente. Podemos
hablar de ideales primos entre si, etc. con las mismas propiedades que en un
DFU.

Es facil encontrar DFU’s que no sean dominios de Dedekind. Por ejemplo
Z[z] no es un dominio de Dedekind ya que Z[z]/(x) = Z, luego (z) es un ideal
primo no maximal. Reciprocamente veremos que todos los anillos de enteros
algebraicos son dominios de Dedekind y muchos de ellos no son DFU’s. Por lo
tanto la divisibilidad ideal no es una generalizacién de la real, sino que ambas
son paralelas. Las dos pueden darse simultaneamente. Esto ocurre exactamente
en los DIP’s:

Teorema 8.31 Un dominio integro D es un DIP si y sdlo si es un dominio de
Dedekind y un dominio de factorizacion iunica.

DEMOSTRACION: Si D es DIP ya sabemos que es DFU, y todo ideal propio
de D es de la forma (c), donde ¢ no es 0 ni una unidad. Entonces ¢ se descompone
en producto de primos ¢ = py -+ pp, con lo que (¢) = (p1) - (pn) también es
producto de ideales primos. Reciprocamente, una descomposicion de (¢) en
ideales primos da lugar a una factorizacién de ¢, de donde se sigue la unicidad.

Si D es a la vez un dominio de Dedekind y un DFU entonces dado un ideal
primo p tomamos un ¢ € p no nulo y lo factorizamos ¢ = p; - - - p,, en producto
de primos. Tenemos que p | ¢, luego p | p; para algin 4, luego (p;) C p y como
los ideales primos son maximales, p = (p;) es principal, y todo ideal propio de
D es principal por ser producto de ideales primos principales. m

Notemos que todo dominio de Dedekind es noetheriano, pues una cadena
de ideales estrictamente creciente significaria una cadena decreciente de divi-
sores, lo cual es imposible. Por consiguiente, el teorema 3.18 implica que un
dominio de Dedekind es un dominio de factorizacion tinica si y solo si todos sus
elementos irreducibles son primos, mientras que 3.55 implica que un dominio
de factorizacion tnica es un dominio de Dedekind si y solo si todos sus ideales
primos no triviales son maximales.

Ejercicio: Probar que si X es infinito entonces Q[X] es un DFU no noetheriano.

El concepto de DFU es muy 1til en cuanto que proporciona un gran control
sobre los anillos que tienen esta propiedad, pero esté el inconveniente de que
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no es facil determinar cuédndo se da el caso. En cambio, la propiedad de ser
un dominio de Dedekind admite una caracterizacion algebraica muy facil de
verificar en la practica. Veamosla:

Teorema 8.32 (Teorema de Dedekind) Sea D un dominio integro y K su
cuerpo de cocientes. Entonces D es un dominio de Dedekind si y sélo si cumple
las tres propiedades siguientes:

1. D es noetheriano.
2. Los ideales primos no nulos de D son mazximales.

3. Sia € K es raiz de un polinomio mdnico con coeficientes en D, entonces
a€D.

DEMOSTRACION: Ya hemos observado que dominio de Dedekind es noethe-
riano. La propiedad 2) esta probada en el teorema 8.29. La prueba del teorema
3.35 vale para probar 3) sin méas cambio que considerar divisores ideales en vez
de reales.

Supongamos ahora que un dominio integro D cumple las tres propiedades
del enunciado y veamos que es un dominio de Dedekind. Dividimos la prueba
en varios pasos.

(i) Sea a # 0 un ideal de D. Entonces existen ideales primos pi,...,p, de
manera que P1---p,r C a.

En caso contrario por el teorema 3.7 existe un ideal a tal que no existen
ideales primos en las condiciones pedidas y que es maximal entre los ideales
para los que esto ocurre.

En particular a no puede ser primo, o cumpliria (i) trivialmente. Tampoco
puede ser que a = D. Por lo tanto existen dos ideales b y ¢ tales que bc C a,
peronob CaocCa.

Por la maximalidad de a, existen ideales primos pi,...,Ps ¥V Pstiy.--,Pr
tales que

p1-ps Ca+b, Pst1-pr Ca+og,
de donde p1 -+ p, C (a+b)(a+¢) C aa+ ab + ac + be C a, contradiccion.

(ii) Sia es un ideal no nulo de D, llamaremos a=! = {r € K | xa C D}.

I es un D-submédulo de K, y para cualquier ¢ € a no nulo

Es claro que a—
se cumple que ca—! C D, luego a~! es un ideal fraccional de D.
También es inmediato que D C a~!, luego a = aD C aa~'.
De la definicién de a~! se sigue que aa~! = a~'a C D. Esto significa que el
ideal fraccional a—'a es de hecho un ideal de D.

Notese también que si a C b son dos ideales de D, entonces D C b~ C a1,

(iii) Si a es un ideal propio, entonces D G a™*.
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Sea p un ideal maximal de D tal que a C p. Entonces p~! C a~!. Basta
probar que p~! contiene estrictamente a D. Sea a € p no nulo. Por (i), sea
r el menor natural tal que existen ideales primos para los que py ---p, C (a).
Como (a) C p y p es primo, existe un indice i tal que p; C p. Reordenando
podemos suponer que p; C p. Como p; es maximal ha de ser p; = p, y por
la minimalidad de r tenemos que ps - - - p, no esta contenido en (a). Tomamos,
pues, un elemento b € py---p, \ (a).

Claramente bp C (a), luego ba='p C a=(a) = D y ba~! € p~L, pero por
otra parte b ¢ (a) = aD, luego ba=! ¢ D. Asi pues, p~! # D.

(iv) Sia es un ideal no nulo de D y S es un subconjunto de K tal que aS C a,
entonces S C D.

Sea s € S. Como D es noetheriano tenemos que a = (ay,...,a,) para
ciertos ai,...,a,, € D. Por hipdtesis a;s € a para i = 1,...,m, luego existen
elementos b;; € D de manera que

m
a;s = E bija; parai=1,...,m.
Jj=1

Como los a; no son todos nulos, esto quiere decir que s es un valor propio
de la aplicacién lineal en K™ definida por la matriz B = (b;;), luego s es raiz
del polinomio caracteristico p(x) = |B — xI,,| € Dlx], que es monico. Por la
hipotesis 3) tenemos que s € D.

v) Sip es un ideal maximal de D, entonces pp~ ! = D.
(v) Sip ; pp

Por (ii) sabemos que pp~! es un ideal de D tal que p C pp~' C D. Puesto
que p es maximal, ha de ser p = pp~! o bien pp~! = D. Si se diera el primer
caso, por (iv) tendriamos que p~1 C D, lo que contradice a (iii).

(vi) Sia+#0 es un ideal, entonces aa~! = D.

Supongamos lo contrario. Como D es noetheriano existe un ideal a maximal
entre los que incumplen (vi). Obviamente a # D. Sea p un ideal maximal tal
que a C p.

Por (i) D Cp~! Cat luego a Cap~t C aa~! C D. En particular el ideal
fraccional ap~! es un ideal de D. No puede ocurrir que a = ap~!, pues entonces
(iv) implicarfa que p~! C D en contradiccion con (iii). Asipues, a & ap~!, luego
la maximalidad de a implica que ap~! cumple (vi), es decir, que ap~*(ap=1)~t =
D. Por definicién de a~! esto significa que p~1(ap~!)~t C a=!. Por lo tanto
D = ap~Yap~')"! C aa™! C D, de donde aa~! = D, en contradiccion con
nuestra hipotesis.

(vii) Todo ideal propio de D es producto de ideales primos.

En caso contrario sea a un ideal propio maximal entre los que no pueden
expresarse como producto de ideales primos. En particular a no es primo. Sea
p un ideal maximal tal que a C p. Como en (vi) concluimos que a C ap~! C D
y de nuevo por (iv) y (iii), la primera inclusion es estricta.
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Por la maximalidad de a tenemos que ap~! = p; - --p, para ciertos ideales
primos py,...,p,. Por lo tanto a = p; - - - p,-p, en contra de la eleccion de a.

(viii) La descomposicion de un ideal en primos es unica salvo el orden.

Supongamos que un mismo ideal propio se expresa de dos formas

pl...pr:ql...qs

como producto de ideales primos (necesariamente no nulos). Podemos suponer
que r < s.

Entonces, puesto que p; es primo y q1 - - - qs C p1, ha de existir un indice ¢ tal
que q; C p1. Reordenando podemos suponer que q; C p; y, por maximalidad,
de hecho q; = p;. Multiplicando por el inverso tenemos po---p, = qa---qs.

Repitiendo el proceso llegamos a que p; = q; parai=1,...,ry (sir < s) a que
D =qs_,--qs, pero entonces D C (s, lo cual es imposible. Por lo tanto ha de
ser r = s. "

Observemos que la prueba del teorema anterior nos ha dado una expresion
explicita para el inverso de un ideal en un dominio de Dedekind:

a!={r € K|zacC D}

Los teoremas 8.22 y 8.25, junto con el teorema de Dedekind, implican que
todo anillo de enteros algebraicos de un cuerpo numérico es un dominio de
Dedekind. El teorema 8.22 afirma también que estos anillos de enteros cumplen
una propiedad adicional muy importante que no poseen todos los dominios de
Dedekind, y es que los cocientes modulo ideales no nulos son finitos. El anillo
Q[z] es un ejemplo de dominio de Dedekind que no cumple esta condicion.
El interés de la finitud de los cocientes reside en que es la clave para definir
la norma de un ideal, que representard el mismo papel que la norma de los
elementos reales en el estudio de la divisibilidad. En efecto:

Definicion 8.33 Sea K un cuerpo numeérico. Si a es un ideal no nulo de O,
llamaremos norma de a al cardinal del anillo cociente: N(a) = |0/al.

Asi, la norma de a es un ndmero natural no nulo y N(a) = 1 si y solo si
a = 1. El teorema 8.23 implica ademas que si a € O entonces N((a)) = | N(a)],
es decir, que la norma de ideales extiende (salvo signo) a la de enteros reales.
El teorema siguiente acaba de garantizar que la norma de ideales se comporta
satisfactoriamente:

Teorema 8.34 Sea K un cuerpo numérico y O su anillo de enteros. Si a, b
son dos ideales no nulos de O, entonces N(ab) = N(a) N(b).

DEMOSTRACION: Por la unicidad de la factorizacion en primos e induccién
sobre el ntimero de factores, basta probar que N(ap) = N(a) N(p) cuando p es
un ideal primo (el caso en que uno de los factores es 1 es obvio).
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Consideremos los grupos abelianos finitos a/ap < O/ap. El tercer teorema de
isomorfia implica que |O/ap| = |O/a| |a/ap|, o sea, N(ap) = N(a) |a/ap|. Basta
probar que |a/ap| = |O/p|. Notemos que por la factorizacion tnica ap no puede
ser igual a p, luego ap & a, es decir, |a/ap| > 1.

Por el mismo motivo no pueden existir ideales b de O tales que ap & b & a,
pues entonces a | b | ap, luego la descomposicion en factores de b debe contener
a la de a y estar contenida en la de ap, luego b sera igual a ap o a a segiin que
la multiplicidad de p en b sea la de ap o la de a.

Por lo tanto, si a € a\ ap, entonces a = ap+ (a) y a su vez esto implica que la
aplicacion f : O — a/ap dada por f(x) = [za] es un epimorfismo de O-modulos
con la propiedad de que p C N(f). Ahora, N(f) es un O-subméddulo de O, o
sea, un ideal. Como p es maximal, ha de ser N(f) = p o N(f) = O, pero el
segundo caso implicarfa que a/ap =2 0/0, con lo que |a/ap| = 1, contradiccion.
Lo correcto es a/ap =2 O/p, y asi |O/p| = |a/ap|. "

El teorema siguiente recoge los hechos basicos sobre las normas de ideales
analogos a los ya conocidos para normas de enteros reales.

Teorema 8.35 Sea K un cuerpo numérico y a, b ideales de O .
1. Sia|b entonces N(a) | N(b).
2. SiN(a) es un nimero primo, entonces a es un ideal primo.
3. a|N(a).

4. Sia es unideal primo no nulo, entonces a divide a un unico primo racional
p y se cumple que N(a) = p™ para cierto natural m menor o igual que el
grado de K.

DEMOSTRACION: 1) es consecuencia inmediata del teorema 8.34.

2) Un ideal de norma prima no puede descomponerse en primos (por 1),
luego ha de ser primo.

3) Por definicion, N(a) = |Ok /a|. El anillo Ok /a es en particular un grupo
finito (con la suma) y el orden de cualquier elemento es divisor de N(a). Por lo
tanto N(a)[1] = [0], lo que equivale a que N(a) € a.

4) Como a | N(a) y a es primo, a debe dividir a uno de los primos racionales
que dividen a N(a). Digamos que a | p. Entonces N(a) | N(p) = p™, donde n es
el grado de K. Consecuentemente, N(a) = p™ para un cierto m < n.

Si a dividiera a otro primo ¢, el mismo argumento nos daria que N(a) habria
de ser potencia de ¢, lo cual es imposible salvo si ¢ = p. m

Este teorema contiene informacion relevante a la hora de estudiar los ideales
propios de un anillo de enteros. El apartado 4) nos dice que todo ideal primo
divide a un primo racional, por lo que factorizando los primos racionales se
encuentran todos los ideales primos. La unicidad de 4) implica que los primos
racionales (no asociados) son primos entre si, de donde se sigue la existencia de
infinitos ideales primos en cada anillo de enteros (al menos uno distinto para
cada primo racional).
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Los hechos siguientes son muy sencillos, pero a menudo resultan ttiles:
Teorema 8.36 Sea K un cuerpo numérico.

1. Cada ideal no nulo de Ok tiene sdlo un nimero finito de divisores.

2. Cada elemento no nulo de O pertenece a un numero finito de ideales.

3. Sdlo un nimero finito de ideales pueden tener una norma dada.

DEMOSTRACION: 1) es consecuencia inmediata de la factorizacion unica. 2)
es un caso particular de 1) y 3) se sigue de 1) porque cada ideal es un divisor
de su norma. "

Con esto estamos en condiciones de ver ejemplos comodamente. Por ejemplo,
en Q(\/ 75) tenemos! las siguientes descomposiciones en irreducibles:

6=2-3=(1+v—5)(1-v-5). (8.9)

Esto prueba que 2 no es primo, y como N(2) = 4, el ideal (2) solo puede
descomponerse en producto de dos ideales primos de norma 2, o sea, 2 = p1ps.
Igualmente 3 ha de ser producto de dos ideales de norma 3, digamos 3 = qt. Por
otra parte, los factores de la derecha en (8.9) tienen los dos norma 6, luego han
de descomponerse en producto de un ideal de norma 2 por otro de norma 3. La
unicidad de la factorizaciéon obliga a que sea (1+\/j5) =piqy (1—Jj5) = pot,
de modo que la factorizacion tnica de 6 es

6=2-3= (p1p2)(ar) = (pra)(p2v) = (1 +v=5)(1 - v=5).

Mas atn, evidentemente p; es el maximo comun divisor de 2 y 1 4+ /=5, es
decir, que p; = (2, 1+ \/75).

Similarmente py = (2,1 —v/=5),q=(3,1+v/-5) yr= (3,1 - v=5).

Finalmente observamos que p; = p2, pues 1 — /=5 =2 — (1 +/=5). Por
el contrario g # t, pues en otro caso 1 = 3 — (1 VA \/—75) €q,0lo
que es lo mismo, q = 1.

Si llamamos p = p; = po, la factorizacién de 6 es, en definitiva, 6 = pZqe. Los
factores son ‘ideales’ porque no estéan en el anillo Z[\/TE) ], pero se comportan
como si lo estuviesen.

En realidad esta factorizacion del 6 en Z[\/ff)] puede obtenerse mecéanica-
mente aplicando el teorema siguiente:

Teorema 8.37 Sea K un cuerpo numérico y supongamos que el anillo de los
enteros de K es de la forma Z[a], para un entero algebraico «. Sea g(x) =
polmin(a, Q) y p un primo racional. Sea g(x) la imagen de g(x) por el epimor-
fismo de Z[z| sobre (Z/pZ)[z] y sea g = g5* -+ - gE~ la descomposicion de g en po-
linomios monicos irreducibles en (Z/pZ)[x]. Entonces los ideales p; = (p, gi()),
para i = 1,...,r son primos distintos y la descomposicion de p en primos es

.pbr

p:pil" ro

1Veéase la tabla 10.1 de [ITAl] y la justificacion de su primera linea en la misma pagina.
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DEMOSTRACION: Para cada i = 1,...,r, sea a; una raiz de g;(z) en una
extension de Z/pZ. Entonces (Z/pZ)(c;) es una extension finita de Z/pZ y
g; = polmin(w;, Z/pZ).

Consideremos la aplicacion ¢; : Z[a] — (Z/pZ)(e;) dada por ¢;(g(e)) =
d(a;). Esta bien definida, pues si ¢(«) = r(a), entonces (¢ — r)(a) = 0, luego
g|gq—r,dedonde g| qg— 7,y también g; | § — 7, luego q(c;) — 7(c;) = 0.

Obviamente ¢; es un epimorfismo, luego Z[a]/N(¢;) = (Z/pZ)(e;), v el
segundo anillo es un cuerpo, de donde N(¢;) es un ideal primo de Z[a].

Es claro que (p, gi(a)) C N(¢;) (la imagen de p es [p] = 0). Veamos la otra
inclusion. Sig(«) € N(¢:), entonces g(«;) = 0, luego ¢(z) = h(z)g;(z). El hecho
de que g(z) — h(z)g;(z) = 0 significa que todos los coeficientes del polinomio
q(x) — h(x)g;(x) son maltiplos de p. Consecuentemente

q(@) = (q(a) = h(a)gi(a)) + h(a)gi(a) € (p,gi(a)).

Por lo tanto, p; = (p,gi(a)) = N(¢;) es un ideal primo que obviamente
divide a p.
Aplicando que, en general, (p,u)(p,v) C (p,uv) concluimos que

pit-psm € (pogi(@)® - gr(a)) = (pg(@)) = (p,0) = (p).

Notese que la primera igualdad se debe a que g(a) y g1(a)¢* - - - g, () se dife-
rencian en un entero miltiplo de p.

Asi pues, p | p7* -+ p¢. La igualdad la obtendremos considerando las nor-
mas.

Por definicion de norma, N(p;) = |Z]a]/pi| = |(Z/pZ)(ozi)‘ = p&radgi pues
(Z/pZ)(cv;) es un espacio vectorial de dimension grad g; sobre Z/pZ, luego es
isomorfo al espacio (Z/pZ)&ad9:,

En total N(p§' ---per) = pergradaittergradgr — pn - donde n es el grado
de K. Asi pues N(p{* ---p5") = N(p), lo que nos da que p = p7* - - - per.

T T
Los primos p; son distintos, pues si p; = p;, entonces p; | g;(a), luego los
polinomios g; y g; tienen la raiz [a] en comin en el cuerpo Z[a]/p; (este cuerpo
tiene caracteristica p, luego contiene a Z/pZ), pero eso es imposible porque
ambos polinomios son irreducibles en Z/pZ, luego son primos entre si. m

La hipotesis O = Z[a] no la cumplen todos los cuerpos numeéricos, pero es
bastante frecuente y sabemos que al menos la cumplen los cuerpos cuadraticos
y ciclotémicos de orden primo.

Ejemplo Las factorizaciones de 2 y 3 en Z[\/ff)] que hemos obtenido més
arriba pueden obtenerse también como sigue:

En primer lugar, polmin(v/—5,Q) = z? + 5. Su imagen en el cuerpo
(Z)2Z)[x] es 2® +1 = (z + 1)?, luego 2 factoriza como 2 = (2,1 + \/—5)2.

La imagen en (Z/3Z)[z] es 2> + 2 = 2% — 1 = (z + 1)(z — 1), lo que nos da
la factorizacion

3=(3,1+vV-5)(3,-1+v-5)=(3,1+Vv=5)(3,1—v-5). =



330 Capitulo 8. Anillos de enteros algebraicos

En el capitulo siguiente estudiaremos con detalle las factorizaciones en cuer-
pos cuadréticos. Veamos ahora un resultado general para cuerpos ciclotémicos.

Teorema 8.38 Sea p un primo racional impar y sea O = Z[w] el anillo de los
enteros ciclotomicos de orden p.

1. La factorizacion de p en O es p=pP~1, donde p = (w —1).

2. Si q # p es un primo racional, entonces la factorizacion de q es de la
forma
qg="p1-Pr,
donde los primos son distintos, N(p;) = ¢/, con f = 0,(q) (el orden de q
mdodulop), yr=(p—1)/f.

DEMOSTRACION: 1) En la prueba del teorema 8.18 vimos que 7 = w — 1
cumple 7P~ | p, luego pP~! | p y considerando las normas tenemos la igualdad.

2) Es consecuencia inmediata del teorema anterior y del teorema 5.86. m

Ejemplo Vamos a considerar el caso p = 23 y ¢ = 47 en el teorema anterior.
Como ¢ = 1 (méd p), tenemos que f = o,(q) = 1, luego 47 factoriza en 22
primos distintos de norma 47. Vamos a probar que en Z[w] no hay elementos de
norma +47, con lo que los factores primos de 47 seran ideales no principales, y
habremos probado que Z[w] no tiene factorizacion tnica.

El discriminante del cuerpo es A = —232!. Si llamamos o1,...,09 a los
monomorfismos de Q(w), como Q(w)/Q es normal concluimos que todos los
conjugados o;(w’) estan en Q(w), luego

VA =2310/723 = det (0;(w)) € Q(w),

y de aqui concluimos que Q(v/=23) C Q(w).

Si en Q(w) hubiera un entero de norma +47, la norma de dicho entero
respecto a la extension Q(w)/ Q(\/—QB) serfa un entero cuadratico de norma
+47 (necesariamente +47). Basta ver, pues, que en Q(\/—23) no hay enteros
de norma 47.

Ahora bien, un entero de Q(\/723) es de la forma a + b@, con a, b
enteros racionales, y su norma es

1++/-23 B 2a—|—b+b\/—23 2a—|—b_
2 - 2 2

N (a+o —

2 2
1 2 2
Si hubiera un elemento de norma 47 tendriamos
188 = 47 -4 = (2a — b)? + 231%,

pero 188 no es un cuadrado perfecto, ni 188 — 23 = 165, ni 188 — 23 - 4 = 96,
luego b no puede tomar los valores 0, £1, £2, y para valores mayores resulta que
(2a — b)? + 23b% > 188. .
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En su estudio de los enteros ciclotémicos de orden primo, Kummer publico
en 1844 las descomposiciones en factores primos de todos los primos racionales
< 1000 para las extensiones de orden primo p < 19. Sucede que todas estas
extensiones son de hecho dominios de factorizacion tdnica, por lo que Kummer
pudo encontrar todas las factorizaciones, no sin grandes esfuerzos. Para el
siguiente caso, p = 23, encontro las factorizaciones de todos los primos menores
que 47 y demostré que 47 no podia ser descompuesto en primos, con lo que hallé
el menor contraejemplo a la factorizacion tnica en enteros ciclotémicos de orden
primo. Afortunadamente su teoria estaba tan avanzada que Kummer confié més
en ella que en la evidencia que le mostraba que los cuerpos ciclotémicos no tenian
factorizacién tnica, y asi descubri6 la factorizacion ideal de los anillos de enteros
algebraicos.

El teorema 8.37 puede refinarse cuando se aplica a extensiones de Galois
de Q. Ello se debe esencialmente a que los automorfismos obligan a que las
factorizaciones presenten un alto grado de simetria. En efecto, ante todo, si K
es una extension finita de Galois de Q y o € G(K/Q), es claro que la imagen
ola] de un ideal fraccional cualquiera de K es de nuevo un ideal fraccional, que
sera un ideal (entero) si y solo si lo es a. Asi pues, podemos extender a o a un
automorfismo del grupo de los ideales fraccionales de K dado por o(a) = olal.
Decimos ‘extender’ porque la accién sobre los ideales es consistente con la accion
sobre elementos reales en el sentido de que o(()) = (o(c)), para todo o € K
no nulo.

Diremos que dos ideales fraccionales a y b son conjugados si existe un auto-
morfismo o € G(K/Q) tal que o(a) = b.

Teorema 8.39 Sea K una extension de Galois de grado n sobre Q y sea p un
primo racional. Entonces la factorizacion de p en K es de la forma

p=(p1--pr)S,

donde los ideales p; son primos distintos, forman una clase de conjugacion y
todos tienen la misma norma N(p;) = p/, para un cierto f tal que efr =n.

DEMOSTRACION: Es obvio que si p | p, entonces todo conjugado de p cumple
lo mismo. Veamos que cualquier otro divisor q de p es un conjugado de p.
Supongamos, por reduccion al absurdo, que o(p) # g para todo automorfismo
o. Por el teorema chino del resto existe un o € O tal que

Pero entonces q | « | N(«), luego p | N(«), luego p | N(a) y por consiguiente
p | o() para algtin o € G(K/Q), de donde o~*(p) | o, contradiccion.

Es claro que el exponente de un primo p en la descomposiciéon en primos de
p debe ser el mismo que el de todos sus conjugados. Como todos los divisores
primos de p son conjugados, de hecho todos tienen el mismo exponente e, luego la
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factorizacién es del tipo indicado en el enunciado. También es obvio que primos
conjugados tienen la misma norma, necesariamente potencia de p. La igualdad
n = efr se sigue de tomar normas en ambos miembros de la factorizacion. m

En particular, el teorema anterior afirma que dos primos de un cuerpo nu-
mérico normal son conjugados si y s6lo si dividen al mismo primo racional, si y
s6lo si tienen la misma norma. En general no tiene por qué ser asi:

Ejemplo Factorizaciéon en el anillo Z[\“’/ﬁ]

Vamos a determinar como se descompone un primo racional p en el anillo de
enteros del cuerpo Q(\g/i ) Para aplicar el teorema 8.37 hemos de considerar el
polinomio 23 — 2.

Si p = 2 tenemos que 2® — 2 = 23 (mdd 2), luego la factorizacion es de la
forma 2 = p3, con N(p) = 2 (De hecho 2 = /23, y para esto no hace falta el
teorema 8.37).

Supongamos que p es impar y sea G = (Z/pZ)*. Consideremos el homo-
morfismo de grupos ¢ : G — G dado por ¢(u) = u3. Su nicleo esta formado
por las raices ctbicas de la unidad de Z/pZ. Puede haber una o tres de ellas.
Concretamente, Z/pZ tiene tres raices cubicas de la unidad si y solo si p = 1
(méd 3). En efecto:

Siu € G es una raiz ctubica de la unidad distinta de 1, entonces o(u) = 3, y
por el teorema de Lagrange 3 | p — 1, luego p = 1 (mdd 3).

Sip=1(méd 3) y v es una raiz primitiva de la unidad modulo p, entonces
u = v®~1/3 es una raiz cubica de la unidad distinta de 1.

Por lo tanto, si p Z 1 (méd 3) el ntcleo de ¢ es trivial, luego ¢ es un mo-
nomorfismo, luego un isomorfismo. Por lo tanto [2] tiene una tnica antiimagen
por ¢, una Gnica raiz ctibica médulo p, luego 23 — 2 se descompone en un factor
de grado 1 y otro de grado 2, y en consecuencia p = pq, donde N(p) = p y
N(q) = p*.

Sip=1 (mdd 3) entonces, el niicleo de ¢ tiene tres elementos, con lo que o
bien [2] € Im ¢, y entonces 2 tiene tres raices ciibicas modulo p, o bien [2] ¢ Im ¢,
y entonces 2 no tiene raices ctibicas modulo p.

En el primer caso la factorizacion es p = pqr, con los tres factores de norma
p, v en el segundo p se conserva primo. Resumimos los resultados en la tabla
siguiente:

Primo Factorizacién | Norma
p= p? p
p=1(méd 3) 2°=2 (méd p) resoluble pat D
23 =2 (méd p) no resoluble p p3
p#1(méd3) p#2 pa p/p°
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8.5 El grupo de clases

El problema mas importante que presenta la factorizacion ideal es el de
determinar en qué casos un divisor ideal se corresponde con un divisor real (o
sea, cuando es principal) y, en particular, cudndo todos los divisores son reales,
y por lo tanto el anillo es DFU. Para abordar este problema introducimos un
concepto fundamental en el estudio de los enteros algebraicos.

Definicién 8.40 Sea K un cuerpo numérico y O su anillo de enteros. Sea J el
grupo de los ideales fraccionales de O y P el subgrupo formado por los ideales
fraccionales principales, es decir, P = {(a)(b)~' | a,b € O\ {0}}. Llamaremos
grupo de clases de K al grupo cociente H = F/P.

Notemos que todo ideal fraccional es de la forma a(b)~!, donde a es un
ideal, luego al tomar clases modulo P resulta que [a(b)*l} = [a], es decir, que
podemos considerar a los elementos de JH como clases de ideales, en el sentido
de que siempre podemos trabajar con representantes ideales.

Por otra parte, si un ideal ¢ estd en P, o sea, si ¢ = (a)(h)~!, entonces
(a) = (b)c, luego (b) | (a), luego b | a, luego a = be para cierto entero ¢, y
(b)e = (a) = (b)(c). Por lo tanto ¢ = (¢). Esto prueba que [¢] =1 siy sblosi ¢
es principal.

En consecuencia O es un DIP si y s6lo si X = 1. Puede probarse, aunque ello
excede nuestras posibilidades, que el grupo H siempre es finito, y a su nimero
de elementos se le llama numero de clases de K, y se representa por h. En estos
términos O es DIP si y solo si h = 1.

En [ITAl] demostramos la finitud del grupo de clases de los cuerpos cuadra-
ticos (véase la nota al final de la seccion [ITAl 13.2]) y aqui vamos a probar
la finitud del ntimero de clases en el caso de los cuerpos ciclotémicos de orden
primo.

Diremos que dos ideales a y b son similares (a = b) si son congruentes mo-
dulo P. Concretamente, a & b si y solo si existen enteros algebraicos a y b tales
que b = (a)(b)"'a, o equivalentemente, (a)a = (b)b.

Notemos que si a, b y ¢ son ideales no nulos tales que ac y bc son principales,
entonces a ~ b, pues moédulo P tenemos [ac] = 1 = [bc], luego [a] = [b].

En el teorema siguiente consideramos a Q(w) como subcuerpo del cuerpo C
de los ntimeros complejos:

Teorema 8.41 Sip es un primo racional y Q(w) es el cuerpo ciclotdmico de
orden p, entonces el grupo de clases de K es finito.

DEMOSTRACION: Un entero de K es de la forma
a=g(w)=ap+aiw+ -+ ay_owP 2,

donde los coeficientes a; son enteros racionales.
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Entonces N(a) = g(w)---g(wP™!) o, agrupando los pares de conjugados
complejos w, WP~ v w2, wP™2, etc., vemos que
N(a) = |g(@)[*---[g(w®™D/2)2,

y claramente |g(w®)|? < (Jag| + -+ + |ap—2|)?. En particular, si todos los coefi-
cientes a; estan acotados en la forma |a;| < ¢, tenemos que

N(a) < ((p—1)2c¢3)P=D/2 = (p — 1P~ L~ L,

Fijemos ahora un ideal no nulo a del anillo O = Z[w], sea o’ otro ideal tal

que [a] = [a’]7! en el grupo de clases. Sea n = N(a') y sea ¢ el menor niimero
natural tal que (¢ + 1)P~! > n, de modo que ¢?~* < n. Como |0/d'| =n y el
namero de p— 1-tuplas (ag, . .., ap—2) de nimeros naturales tales que 0 < a; < ¢

es mayor que n, tiene que haber dos de ellas tales que los enteros ciclotémicos
que determinan, digamos g1 (w) y g2(w), sean congruentes modulo a’. Entonces
a = g(w) = g1(w) — g2(w) cumple que a € a’ y

N(a) < (p—1)P'e?H < (p— 1P N().

La condicion a € o’ equivale a a’ | (a), de modo que existe un ideal b tal
que (o) = a’b y la desigualdad precedente implica que N(b) < (p —1)P~!, y por
otra parte tenemos que b ~ a.

Asi pues, hemos probado que todo ideal es similar a otro de norma menor o
igual que la constante (p—1)?~1. Como s6lo hay un niimero finito de ideales de
una norma dada (teorema 8.36), concluimos que el nimero de clases es finito.

| |

En particular podemos hablar del namero de clases h de los cuerpos ciclo-
tomicos de orden primo. Sabemos que h = 1 en los casos p = 3,5, pues los
enteros ciclotémicos de orden 3 son los enteros de Eisenstein y en [ITAl 6.3]
hemos probado que son un dominio euclideo, mientras que el caso p = 5 esta
tratado en [ITAl 17.3].

8.6 El teorema de Kummer

Llegados a este punto estamos en condiciones de demostrar una parte sig-
nificativa de la teoria de Kummer sobre el Ultimo Teorema de Fermat. Para
ello empezamos con algunas observaciones elementales sobre el anillo Z[w] de
los enteros ciclotémicos de orden primo p > 2:

Al hacer x = 1 en la factorizacion
(z—w)(z—wP)=14z+ . 2P!

obtenemos que
1-w)---(1—wP ) =p

El miembro izquierdo es la norma de cualquiera de los factores, luego por el
teorema 8.35 b) todos ellos son primos ciclotémicos. Mas atn, si 7 = w — 1,
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tomando congruencias modulo 7 es inmediato que divide a todos los factores,
luego tenemos la descomposicion en factores primos p = n7P~!, donde 7 es una
unidad ciclotémica.

Observemos ahora que las inicas raices de la unidad contenidas en Z[w] son
las de la forma +w".

En efecto, Si ¢ € Z[w] es una raiz de la unidad de orden r, entonces (w tiene
orden mem(p,r) = p's, donde p { s. Como Q(¢w) C Q(w), al tomar grados
obtenemos que ¢(p's) = (p — 1)p*~Lé(s) | p— 1, luego i = ¢(s) = 1, luego
s=1,2, luego r | 2r, luego ¢ = w™.

Compérese la prueba del teorema siguiente con la dada en [ITAl 17.19]:

Teorema 8.42 (Lema de Kummer) Sea w una raiz p-ésima primitiva de la
unidad y € € Z[w] una unidad. Entonces e = w™n, donde n € Z[w] es una unidad
real.

DEMOSTRACION: Sea a = €/é € Z[w], donde la barra representa la conju-
gaciéon compleja. Si o € G(Q(w)/Q), teniendo en cuenta que la conjugacion
compleja es también un elemento del grupo de Galois y que éste es abeliano,
vemos que o(a") = o(e")/o(e™). Por lo tanto |o(e")| = 1, donde las barras
representan el valor absoluto complejo. El polinomio minimo de a™ sobre Q
tiene coeficientes enteros y todas sus raices tienen modulo 1. Si su grado es
kE < p—1, la formula de Vieta 7.4 implica que el coeficiente de z" en dicho
polinomio esta acotado por el nimero combinatorio (:f) Por consiguiente, los
polinomios minimos de las potencias a™ sblo pueden variar en un conjunto fi-
nito, luego las potencias de « son un nimero finito, luego o™ = a™ para dos
exponentes distintos, luego o™ ™" = 1, luego « es una raiz de la unidad. Por la
observacion precedente al teorema, o = +w", para cierto n.

Equivalentemente, ¢ = +w™€. Veamos que el signo negativo es imposible.
Si fuera el caso, como w = 1 (méd 7), vemos que € = —€ (méd 7). Por otro
lado, si expresamos ¢ = r(w) como polinomio en w con coeficientes enteros y
€ = r(w™1), al tomar congruencias moédulo 7 resulta que € = € (méd 7) (pues
ambos son congruentes con la suma de los coeficientes de r(z)). Esto implica
que € =0 (méd 7), es decir, que 7 | €, contradiccion.

Asi pues, € = w"e. Tomamos i tal que n = 2i (méd p), con lo que € = w?E,

luego 1 = ew® = éw' = 7. Concluimos que n € Z[w] es una unidad real tal que
€= w‘in. ]

También se llama Lema de Kummer a un resultado que Kummer demostré
bajo una hipotesis algo mas general que la factorizacion unica de Z[w], pero que
nosotros probaremos unicamente para el caso p = 5 (se trata de [ITAl 17.26]),
ya que el caso general no es nada trivial.

Observemos antes que, como w + w* = 2cos(27/5) = _1%‘/5, es claro que

Q(v5) € Q(w), luego Q(v/5) = Q(w) NR, luego el teorema anterior implica que
toda unidad de Z[w] es de la forma ¢ = w™n, donde 7 es una unidad en Z[v/5],
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pero (véase [ITAl 9.7] y el ejemplo posterior) toda unidad de Z[/5] es de la

forma:
77:i<1+\/5

m
2 ) =+£(1+w+wh)™,
luego € = +w™ (1 + w + w)™.

Teorema 8.43 (Lema de Kummer) Sea Z[w] el anillo de los enteros ciclotd-
micos de orden 5. Una unidad € € Z[w] es una potencia quinta si y sdlo si es
congruente mddulo 5 con un entero (racional).

DEMOSTRACION: Una implicacion es trivial: si € = p(w), con p(z) € Zlx],
entonces € = p(w®) = p(1) (méd 5). Supongamos ahora que € = a (méd 5),
para cierto a € Z. Por la observacion precedente al teorema tenemos que

e=dw"(14 w4+ wh™
Como 72 = w? — 2w + 1, tenemos que w? = 2w — 1 (méd 72), luego
ltwtw =14+w+Qw—1)? =4w? —3w+2=8w—4—-3w+2 = -2 (méd 7).
Por otra parte w™ = (1 4+ )" = 1 4+ n7 (méd 72), luego en total
a=+(-2)"(1+nr) (méd 72).
A su vez, a = £(—2)" (méd 7) y, como ambos miembros son enteros, de hecho
a = £+(—2)" (méd 5), luego nm = 0 (méd 72), luego 7 | n, luego 5 | n, luego
w™ = 1. En definitiva,
e=(£(1+w+wh) 1+ w+w?),

donde 0 < j < 5. Tenemos que probar que j = 0. Ahora bien

(14 w+wh)’=1+w’ 4+ w? =3 (méd 5),

luego (1 + w +w*)? = (—w? — w?3)7 es congruente con un entero modulo 5, pero
una simple comprobacion muestra que esto es falso para j = 1,2, 3, 4:

(—w? =2 =1-w—-uw? (—w?—uw?)?=1-20%—-2u3,

(—w? —w?)t = —4 — 3w? — 303

y ninguno de éstos nimeros es congruente con un entero moédulo 5 (para ello
seria necesario que todos los coeficientes menos el término independiente fueran
maultiplos de 5). "

Definicién 8.44 Sea p un primo impar y Z[w]| el anillo de los enteros ciclo-
toémicos de orden p. Diremos que p es regular si cumple las dos condiciones
siguientes:
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A) p no divide al ntimero de clases h de Q(w).

B) Una unidad € € Z[w] es una potencia p-ésima si y sélo si es congruente
modulo p con un entero (racional).

Observemos que la propiedad A) se cumple trivialmente si Z|w] es un dominio
de ideales principales. Kummer demostré que la propiedad A) implica de hecho
la propiedad B), por lo que ésta es en realidad redundante en la definicion.

Una consecuencia elemental de la propiedad A) es que si a es un ideal de
Z|w] tal que a? es principal, entonces a es principal, pues la hipotesis es que
[a]? =1 en el grupo de clases y, tomando enteros tales que up + vh = 1, vemos
que [a] = ([a]?)*([a]")” = 1.

El teorema anterior junto con [ITAl 17.3] implica que p = 5 es un primo
regular, y es muy facil comprobar que p = 3 también lo es.

La prueba del teorema siguiente es esencialmente la misma que la de [ITAl
17.27], salvo que hemos sustituido la exigencia de que el anillo de enteros ciclo-
tomicos tenga factorizacion tnica real por la hipotesis mucho méas débil de que
p no divida al nimero de clases:

Teorema 8.45 (Kummer) El iltimo teorema de Fermat es cierto para expo-
nentes requlares.

DEMOSTRACION: Sea p un primo regular y supongamos que existen enteros
no nulos tales que 2P 4+ y? = zP. En [ITAl 6.6] probamos el teorema de Fermat
para exponente 3, asi que podemos suponer que p > 5. También podemos
suponer que z,¥y, 2z son primos entre si dos a dos, ya que si un primo q divide
a dos de ellos, la ecuacion hace que divida al tercero, y entonces (z/q,y/q,z/q)
es también una solucién. Repitiendo este proceso podemos eliminar todos los
primos comunes.

En particular, esto determina los dos casos que clasicamente se han consi-
derado al tratar el Ultimo Teorema de Fermat. El caso I se da cuando p { xyz
y el caso IT cuando p | z. (Notemos que si p divide, por ejemplo, a x, entonces
(«,y',2") = (—2,y, —x) es otra solucion en la que p | 2/, luego si p | xyz, siempre
podemos reordenar la soluciéon para que sea p | z.)

Vamos a tratar ambos casos por separado. Empezamos considerando el
caso . Si w es una raiz p-ésima primitiva de la unidad, tenemos la factorizacion

P =aP +yf = (z+y) (@ +wy) - (z+ w0 Ty).

Se cumple que los factores son primos entre si dos a dos. En efecto, si un primo
q dividiera a = + w'y y a  + w/y, entonces dividiria también a

4wy —(z-wy) = (W -y =w(l -y
asi como a 4 o 4 o
r+wy—w T (z+uwy) =(1-w)z,
y al principio de la seccion hemos visto que los enteros (1 — w”) son primos

asociados a 7, luego necesariamente q = (m), luego 7 | z, luego p | z, en
contradicciéon con la hipotesis de que estamos en el caso 1.
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Por la factorizaciéon tnica en ideales, cada ideal (r + w'y) es una potencia
p-ésima, luego por la propiedad A) de la definicién de primo regular podemos
concluir que = + wy = €8P, para una cierta unidad € y un entero ciclotémico 5.

Vamos a llegar a una contradiccién tan sélo a partir de aqui, sin necesidad
de usar la condiciéon B). Para ello aplicamos la conjugaciéon que envia w a w™?
(que no es sino la conjugacion compleja). Asi obtenemos que x + w1ty = Epr.

Del teorema 8.42 se sigue que €¢/é = w", donde 0 < r < p. Por la parte trivial
del teorema 8.43 (que claramente vale todo p y todo entero ciclotémico), sabemos
que toda potencia p-ésima es congruente moédulo p con un entero racional, luego
P = m (méd p), de donde se sigue que AP = 3P (méd p). Reuniendo todo esto
vemos que

rrwly=eff =w Bl =w Bl = w " (z +wy) (mdd p).
Equivalentemente:
2w 4yt — yw — 2z = 0 (méd p). (8.10)

Notemos que si p divide a un entero ciclotémico o y tenemos una expresion
de a como combinacién lineal entera de p—1 potencias de w, como éstas son una
base entera, es necesario que p divida a cada uno de los coeficientes. Usaremos
esto para probar que r = 1 descartando cualquier otra posibilidad (notemos
también que podemos suponer p > 5, ya que el caso p = 3 esta probado).

Si 7 = 0 la congruencia (8.10) se convierte en yw™! — yw = 0 (méd p), luego
p | y, contradiccion.

2

Sir =2 queda zw? —z =0 (mdd p), luego p | x, contradiccion.

Si r > 2 todas las potencias de w que aparecen en (8.10) son distintas, y
como sblo hay 4 < p — 1, concluimos igualmente que p | .

Asi pues, ha de ser r = 1, y entonces (8.10) es (x —y)w +y — 2z = 0 (méd p),
con lo que concluimos que z =y (méd p).

Ahora bien, si escribimos la ecuacion de Fermat como xP + yP 4+ 2P = 0, el
caso | es simétrico respecto a tres variables x, y, z luego intercambiando los
papeles podemos llegar igualmente a que z = y = 2z (méd p).

Pero 0 = 2P + y? + 2P = 2 + y + = = 3z (mdd p), y como p > 3, llegamos
una vez mas a la contradiccion p | x.

Supongamos ahora que p | z (caso II). Sustituyamos z por p*z, donde ahora
z es primo con p. Tenemos entonces que zP + y? = p*?2P, donde z, y, z son
enteros primos con p.

En el anillo de enteros ciclotémicos, p factoriza como p = n(w—1)P~1, donde
1 es una unidad. La ecuacién se convierte en

P +yP =e(w—1)P"2P, (8.11)

donde € es una unidad y m = k(p — 1) > 0.
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Hemos de probar que esta ecuaciéon no tiene soluciones enteras primas con
w — 1. Para ello probaremos més en general que no existen enteros ciclotémicos
x, y, z primos con w — 1 que satisfagan (8.11). Supongamos por reduccion al
absurdo que existen enteros ciclotomicos que cumplan (8.11) con el menor valor
posible para m. Factorizando el miembro izquierdo de (8.11) tenemos

(x+y)(z+wy) - (z+wPly) = e(w — 1)P™2P. (8.12)
Como en el caso I, tenemos que w — 1 divide a las diferencias
4wy —(z-wy) = (W -y =w(l -y

(porque 1—w’~! es un primo asociado a w—1). Por otra parte, como w—1 divide
al miembro derecho de (8.11), divide a al menos uno de los factores del miembro
derecho, pero como divide a sus diferencias, de hecho los divide a todos.

Més atin, como w — 11y, tenemos que (w — 1)? no divide a ninguna de las
diferencias de los factores. Equivalentemente, los nimeros

T+ w'y
w—1
son primos entre si dos a dos.

Sabemos que en el caso II el primo w — 1 divide de hecho a todos los factores
de la izquierda y que los ntimeros

x—i—wiy

=0,...,p—1
(.L)—l ’ ? ) P ’

son no congruentes dos a dos médulo w — 1.

Como N(w — 1) = p, estos nameros forman un conjunto completo de repre-
sentantes de las clases de congruencia modulo w — 1. En particular existe un
tinico i entre 0 y p — 1 tal que (w — 1)? |  + w'y. Si llamamos y a w'y, se sigue
cumpliendo (8.11) y ahora (w — 1)? |  + y, mientras que los factores restantes
x + w'y son divisibles entre w — 1 pero no entre (w — 1)2.

En consecuencia el miembro izquierdo de (8.12) es divisible entre (w—1)P+!,
y en particular ha de ser m > 1.

Sea m = (z,y). Como z e y son primos con w — 1, lo mismo le ocurre a m.
Por lo tanto si i # 0 tenemos que (z + w'y) = (w — 1)mc;, mientras que = + y
ha de ser divisible entre los p(m — 1) 4+ 1 factores w — 1 restantes que dividen el
miembro derecho de (8.12), es decir,

(z+y) = (w— 1P D,

Los ideales ¢;, para i = 0,...,p — 1, son primos entre si dos a dos, pues si
un primo p divide a dos de ellos, entonces mp divide a dos ntimeros z + w'y,
x + wly, luego también divide a su suma y a su diferencia, es decir, a (w — 1)y,
(w—= 1)z, luego a m = (x,y), pero esto es imposible. La ecuacion dada queda
ahora del modo siguiente:

mP(w — 1)PMegeq - - epmq = (w — 1P (2)P.
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Puesto que los ¢; son primos entre si, todos han de ser potencias p-ésimas.
Digamos que ¢; = b?, con lo que

(@+y) = (w—1P" D+ mg,
(z+w'y) = (w—1)mbk, i=1,...,p— 1
Despejamos m en la primera ecuacion y lo sustituimos en la segunda:
(w— 1P Vel (z +wiy) = (x+y)b?, i=1,....,p—1. (8.13)
Por 8.35 podemos expresar N(bg) = bobg, y entonces
(w— 1P N(bg)P (z + w'y) = (z + y)bhbY.

Tenemos asf una ecuacién de la forma () = (B)bhbY, luego a/B € bhbY es
entero, luego bhb? = (a/B) es principal y, por la propiedad A) de la definicion
de primo regular, concluimos que el ideal b;bg también es principal, digamos
b;bo = (a;). Multiplicando por by queda N(bg)b; = (;)bg. Notemos que tanto
N(bg) como (c;) son primos con w — 1. Elevamos a p y sustituimos en (8.13):

(w— 1P D N(b)P(z + w'y) = (z + y) ()P, i=1,...,p— 1.
Eliminando los ideales queda
(w = 1P I N(bo)? (2 + w'y) = &i(x + y)af,
donde ¢; es una unidad, o equivalentemente
(w =1 V(@ +w'y) = ez + y)t, (8.14)
donde v; = a;/ N(bg) (que no es necesariamente entero).

Nuestro objetivo es combinar estas ecuaciones para llegar a una ecuacién
similar a (8.11) pero con un valor menor para m. Una forma rapida de hacerlo
es partir de la identidad

(z+wy)(1+w) - (z +w’y) =w(z+y).
Si la multiplicamos por (w — 1)P(™~1) y usamos (8.14) para i = 1,2 obtenemos
(z+ynfea(l+w) = (@ +y)be = (@ + yowlw - P,
Como 1 4 w es una unidad, esta ecuacién se puede poner en la forma
W +pe = n(w— 1P,
donde € y 1 son unidades. Multiplicando por N(bg)? queda una ecuacion de tipo
af P =n(w — )PP,

donde «, By 7y son enteros ciclotémicos primos con w— 1. Esta ecuacion sera de
tipo (8.11) si € es una potencia p-ésima. Lo probaremos usando la propiedad B)
de la definicién de primo regular.
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En efecto, basta observar que p(m —1) > p, pues hemos probado que m > 1,
luego
af +¢fP =0 (méd p).

Despejando € (lo cual es posible porque 8 es primo con p), vemos que es con-
gruente con una potencia p-ésima moédulo p, luego es congruente con un entero
racional modulo p, luego es una potencia p-ésima (por la propiedad B). =

En particular tenemos probado el Ultimo Teorema de Fermat para p = 5.
Kummer encontré una caracterizacion sencilla de los primos regulares, facil de
comprobar, que permite justificar facilmente que, por ejemplo, todos los primos
menores que 100 son regulares excepto 37,59 y 67. Sin embargo, llegar a dicha
caracterizacion requiere técnicas que van mas alla de los contenidos de este libro.

No se sabe si el conjunto de los primos regulares es finito o infinito, pero si
se ha probado que el conjunto de los primos irregulares es infinito.






Capitulo IX

Complementos sobre cuerpos

En este ultimo capitulo recogemos una serie de hechos adicionales sobre cuer-
pos para los que no podemos mostrar aqui aplicaciones relevantes que justifiquen
su interés, pero que, no obstante, son de gran importancia para quien quiera
profundizar en las materias que hemos introducido en este libro.

9.1 Cuerpos finitos

Los cuerpos finitos aparecen en teoria de nimeros como cocientes de los
anillos de enteros de los cuerpos numéricos sobre sus ideales primos, y resultan
indispensables cuando se estudian extensiones arbitrarias de cuerpos numéricos
(donde el cuerpo base no es necesariamente Q). Fueron estudiados por primera
vez por Galois, por lo que se les llama cuerpos de Galois.

Comencemos observando que los cuerpos finitos tienen necesariamente ca-
racteristica prima. Ademaés, si k es un cuerpo finito de caracteristica p, es
inmediato que k ha de ser una extension finita de su cuerpo primo Z/pZ (no
puede contener una base infinita), luego si |k : Z/pZ| = n, tenemos que k es
un espacio vectorial de dimensioén n sobre el cuerpo Z/pZ, luego es isomorfo al
producto cartesiano de Z/pZ por si mismo n veces, luego en particular |k| = p™.

En resumen, si k es un cuerpo finito, cark = p, y |k : Z/pZ| = n, entonces
|k| = p™, luego no hay cuerpos finitos de todos los cardinales posibles, sino a lo
sumo de cardinales que sean potencias de primo. Veamos que, salvo isomorfismo,
existe un tnico cuerpo de orden p™.

Definicion 9.1 Llamaremos cuerpo de Galois de p™ elementos al cuerpo de
escision sobre Z/pZ del polinomio 2P" — x, y lo representaremos por CG(p™).

Si k es un cuerpo de caracteristica prima p, llamaremos automorfismo de
Frobenius de k al automorfismo o : k — k dado por o(a) = a”.

Teorema 9.2 Sea K = CG(p™) y sea k = Z/pZ su cuerpo primo. Entonces:

343
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1. K es, salvo isomorfismo, el inico cuerpo de p™ elementos.

2. La extension K/k es de Galois y el grupo de Galois G(K/k) es ciclico y
estd generado por el automorfismo de Frobenius o.

3. El cuerpo CG(p™) es isomorfo a un (dnico) subcuerpo de K si y solo si
m | n, y en tal caso es isomorfo al cuerpo fijado por o™.

DEMOSTRACION: 1) El polinomio zP" — z tiene p" raices distintas, pues su
derivada es —1, que no tiene raices. Sea, pues, Ky C K el conjunto de las p™
raices. Ahora bien, es inmediato que K es un subanillo de K, y todo dominio
integro finito es un cuerpo, luego Ky es un cuerpo, luego K = Ky, y asi K tiene
p™ elementos.

Si L es un cuerpo de p™ elementos, entonces por 4.50 sabemos que L* es un
grupo ciclico de orden p™ — 1, luego todos sus elementos son raices del polinomio
xP" 1 — 1, luego todos los elementos de L son raices de z?" — z, luego L es un
cuerpo de escision de este polinomio, luego por la unicidad del cuerpo de escision
L es isomorfo a CG(p™).

2) La extension K/k es de Galois porque es normal porque K es un cuerpo
de escision y es separable porque los cuerpos finitos son perfectos. Sabemos que
el grupo multiplicativo K* es ciclico. Sea K* = (u). Entonces u?" = u, pero
uP” # u para todo m < n. Esto equivale a que o™ (u) # 1 para todo m < n,
luego el orden de o es como minimo n, pero como el grupo de Galois tiene n
elementos, el orden de ¢ ha de ser exactamente n, y ¢ es un generador.

3) El grupo G(K/k), al ser ciclico, tiene un tnico subgrupo para cada divisor
d de n. Sin = dm, entonces el subgrupo de orden d es el generado por ¢™ y su
cuerpo fijado L cumple que |K : L| = d, luego |L : k| = m, luego |L| = p™. Asi
pues, los tnicos subcuerpos de K son los cuerpos de p™ elementos, para cada
m | n, y ademas K tiene un tnico subcuerpo isomorfo a cada CG(p™). =

En particular CG(p) = Z/pZ. Al trabajar con cuerpos es méas usual la
notacion CG(p) que Z/pZ.

Fijada una clausura algebraica' A, de Z/pZ, podemos identificar cada cuerpo
CG(p™) con el conjunto de las raices en A, del polinomio zP" — z, y entonces el
apartado 3) del teorema anterior se reduce a que

CG(p™) C CG(p") <» m | n.

Ademas es claro que entonces A, = |J CG(p"™), y que CG(p") es el tunico
n=1

subcuerpo de A, de p™ elementos.

INo es necesario el axioma de eleccién para construir A,. Basta describir explicitamente
una construcciéon de una cadena de cuerpos Ko C K1 C K2 C --- de modo que |Kyp| = p”!
y definir A, como la unién de estos cuerpos. Todos los cuerpos K, se pueden construir
como subconjuntos de un conjunto numerable prefijado X y usar una enumeracion de X para
realizar todas las elecciones que requiere el proceso sin necesidad de recurrir al axioma de
eleccion. La prueba de que dos clausuras algebraicas son isomorfas requiere a lo sumo ED.
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Conviene observar que las extensiones entre cuerpos finitos no sélo son cicli-
cas, sino también ciclotémicas. En efecto, los generadores del grupo multipli-
cativo de CG(p™) son raices p™ — 1-ésimas primitivas de la unidad. El cuerpo
CG(p™) es una extension ciclotomica de orden p™ — 1 de cualquiera de sus sub-
cuerpos.

Ejercicio: Sea m un nimero natural no nulo y p un primo que no divida a m.
Entonces el grado de la extension ciclotémica m-sima sobre CG(p) es el orden de p
modulo m. (Véase la prueba del teorema 8.38.)

Ejemplo Vamos a describir el cuerpo de 8 elementos. Se trata de la tnica
extension de grado 3 de CG(2). Buscamos un polinomio monico irreducible
de grado 3 en CG(2)[z]. Hay 8 polinomios moénicos de grado 3. Descartamos
los que no tienen término independiente porque no son irreducibles, con lo que
quedan 4, a saber:

x3+x2—|—x+1, x3+x2+1, 2 rr+1 vy 22+ 1

El primero y el dltimo tienen raiz 1, luego sbélo nos quedan los dos de en
medio. Por ejemplo, tomamos

p(z) =2° + 2+ 1.

Necesariamente CG(8) = CG(2)[«], donde « es una raiz de p(z). Por consi-
guiente,
CG(8) = {aa® +ba+c|a, b, c € CG(2)}.

La suma de dos elementos de CG(8) se calcula sumando las coordenadas,
mientras que el producto se calcula operando de forma habitual y reduciendo
las potencias de o mediante la relacién o® = —a — 1. m

Ejercicio: Describir el CG(9). Mostrar un isomorfismo entre este cuerpo y Z[i]/(3).

En este libro hemos visto que algunos problemas de la teoria de niimeros
pueden formularse en términos de si un nimero entero dado es 0 no una norma
de un entero algebraico. En cuerpos finitos la situaciéon es mucho méas simple:

Teorema 9.3 En una extension de cuerpos finitos, la norma y la traza son
suprayectivas.

DEMOSTRACION: Sea K/k una extension de cuerpos finitos. Digamos que
k= CG(m) y que |K : k| = d. Entonces G(K/k) = (o), donde o(z) = ™. Por
lo tanto la norma es

N(-T) — xl—&-m—&-w-‘,-md’1 md—l)/(m—l)-

=

Considerando a la norma como homomorfismo de grupos N : K* — k*|
vemos que su nicleo esta formado por las raices del polinomio z(™*=1/(m=1) _1,
luego a lo sumo tiene (m? —1)/(m — 1) elementos. Por el teorema de isomorfia
la imagen tiene al menos m — 1 elementos (observemos que |K*| = m? —1), pero
éstos son todos los elementos de k*, luego la norma es suprayectiva.
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Similarmente, el niicleo de la traza Tr : K — k esta formado por las raices

del polinomio
d—1

2™ 4+t
luego a lo sumo tiene m?~! elementos, y la imagen de la traza tiene como minimo
m elementos, luego también es suprayectiva. L]

Al estudiar los cuerpos finitos estamos estudiando, de hecho, todos los anillos
de division finitos:

Teorema 9.4 (Teorema de Wedderburn) Todo anillo de division finito es
un cuerpo.

DEMOSTRACION: Sea K un anillo de divisién finito. Sea Z el centro de
K, es decir, el conjunto de todos los elementos de K que conmutan con todos
los demas. Es facil ver que se trata de un cuerpo, por lo que K es un espacio
vectorial sobre Z. Si éste tiene ¢ elementos, entonces el nimero de elementos
de K es ¢", donde n es la dimensiéon de K sobre Z.

Para cada o € K, el conjunto C, formado por todos los elementos de K
que conmutan con « es también un anillo de divisién que contiene a Z, luego
su nimero de elementos es ¢%, donde d | n (por la transitividad de grados, que
vale igualmente para anillos de divisiéon). Indicamos con un asterisco el conjunto
que resulta de eliminar el 0. Entonces Z* es el centro del grupo K* y C} es el
centralizador de a # 0. La ecuacion de clases [TG 2.4] es en este caso:

a1

donde d recorre ciertos divisores de n, posiblemente repetidos, distintos de n.
Sea ¢, () el polinomio ciclotémico de orden n. Es claro que

Jc”—l_
xd—1

2" =1 = cn(2) f(2), cn(2)g(),
para ciertos polinomios f(x),g(z) € Z[x].

Evaluando en ¢ vemos que ¢,(q) divide a todos los términos de la ecuacion
de clases. En particular ¢, (q) | ¢ — 1.

Por otra parte, ¢,(q) es el producto de factores de la forma ¢ — ¢, donde ¢
recorre las raices n-simas primitivas (complejas) de la unidad. Claramente

lg—¢ >]a-Il|=lg—1]>1,

y como ¢q > 2 la igualdad so6lo se da si ( = 1, y entonces n = 1. En otro caso
concluimos que |¢,(q)] > ¢—1, lo que nos da una contradiccion. Asi pues, n =1
y K = Z es un cuerpo. L]
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El grupo de descomposicion de un ideal primo Para terminar veamos
un ejemplo de cémo intervienen los cuerpos finitos en el estudio de los anillos de
enteros algebraicos. Consideremos un cuerpo numérico K que sea una extension
de Galois de Q de grado n, sea G = G(K/Q) su grupo de Galois, sea Ok su anillo
de enteros algebraicos, sea p € Z un primo y sea 8 uno de los divisores primos
de p en Ok. Sea Ky = Ok /%, que es un cuerpo de N(B) = p/ elementos y,
analogamente, llamemos Q, = Z/pZ. Observemos que la inclusion Z — O
induce un monomorfismo de cuerpos Q, — Kqg que nos permite considerar a
Ky /Q, como una extension de grado f, que es de Galois, por ser una extension
de cuerpos finitos.

Si o € G, entonces g, es un automorfismo de O, luego o[B] es también
un divisor primo de p en O (como p € P, también p = o(p) € o[P]). Es claro
que

Gy ={o G [o[P] =%}

es un subgrupo de G, llamado grupo de descomposicion de 3. Es facil calcular
su orden. Para ello consideramos la factorizacién de p en Ok, que segun el
teorema 8.39 es de la forma p = (%P1 --- P, )¢, donde N(B;) = f y n = efr.
Podemos suponer que B = ;. Dicho teorema nos dice ademés que la aplicaciéon
G — {%B1,..., B} dada por o — o[] es suprayectiva, de modo que, para cada
indice 4, existe un o; € G tal que B; = 0;[P]. Podemos tomar o1 = 1.

Ahora bien, la aplicacion (G/Gyg)q — {PB1, ..., B} dada por Gpo — o]
esta bien definida y es claramente biyectiva, luego |G : G| = r y, por consi-
guiente, |G| = ef.

Mas precisamente, ahora es claro que (G/Gyg)a = {Gypo1,...,Gpor}.

Llamamos L a su cuerpo fijado, de modo que Q C L C K con |L: Q| =ry
Gy = G(K/L). Sea Op, el anillo de enteros algebraicos de L y sea p =P N Oy,
que claramente es uno de los divisores primos de p en Op. Sea L, = Or/p.
Como antes, las inclusiones Z — O; — Ok inducen monomorfismos de
cuerpos Q, — L, — Ky que nos permiten considerar a cada cuerpo como
un subcuerpo del siguiente.

Vamos a demostrar que L, = Qp, lo que significa que N(p) = p.

En primer lugar observamos que los primos p; = B; N O, son distintos de
p, para i # 1. Para ello tomamos a € PB; \ P y observamos que la norma

NE(a) = l_c[: o(a) € L es un entero algebraico, luego N(«) € Op.
oeGyp

Como « € P;, también N(a) € PB;, luego N(«a) € p;, pero N(«) ¢ p, pues en
caso contrario N(a) € P y, como es un ideal primo, existe un o € G tal que
o(a) € P = o[P], luego a € P, contradiccion. Esto prueba que p;  p.

Si i > 1, tenemos que o; ' [P] # P, luego o; '[B] es un P, con j # 1, luego
q; = 0[1[‘43] N Or es un p; # p. Aplicamos el teorema chino del resto 3.56 a
los ideales p y m = g2 - - - q,-, que son primos entre si, por la factorizacién tnica
ideal. Dado a € Oy, existe o € O, tal que o/ = o (méd p) y &' =1 (mdd m).
En particular tenemos que o’ = o (méd P) y o’ = 1 (méd o; '[R]), para todo
indice 7 > 1.
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Asi m = N§(o/) = 01(a’) -~ 0.(a’) € Z 'y, para cada indice i > 1, se cumple
que 0;(a’) =1 (méd P), luego m = o’ = a (méd P). Y como son elementos del
anillo Or, de hecho a = m (méd p). Esto significa que, en Ly, se cumple que
[a] = [m] € Qp, y como a € Of, era arbitrario, hemos probado que L, = Q,,.

Ahora observamos que si o € G, entonces a = 8 (méd ) equivale a o(a) =
o(8) (méd PB), luego o induce un automorfismo ¢ : Koy — Ky, de modo que la
aplicacion Gop — G(Ky/Q,) dada por ¢ — & es un homomorfismo de grupos.
Vamos a probar que es suprayectivo.

Para ello tomamos un elemento primitivo Ky = Qp([a]), con o € O.
Sea f(x) = polmin(c, L). Como las raices de f son enteros algebraicos, los
coeficientes de f(x) también lo son, luego f(x) € Or[x] y podemos considerar
el polinomio f(z) € Ly[z] = Qp[z] que resulta de tomar clases médulo p en los
coeficientes de f.

Como la extension K/L es normal, f(x) = (r —aq) - (x — a), para ciertos
a; € Ok distintos dos a dos, con a = a1, luego f(x) = (v — [o]) - (z — [av]),
y asi las clases [o;] son todos los conjugados de [«].

Por lo tanto, si p € G(Kq/Qp), tenemos que p([a]) = [a;], para un cierto i,
y existe un o € Gy tal que o(a) = a; (porque a y oy son conjugados en K/L),
luego 5([a]) = [as] = p([a]), luego p = 5.

El teorema siguiente resume lo que hemos obtenido:

Teorema 9.5 Sea K un cuerpo numérico normal sobre Q, sea O su anillo de
enteros algebraicos y B un primo en Og. Sea G el grupo de descomposicion de
By sea K = O /P el cuerpo de restos. Entonces, el homomorfismo natural
Gy — G(Kyp/Qp) es suprayectivo.

En general el epimorfismo considerado no es inyectivo, pues Gz tiene orden
ef y el grupo de Galois de los cuerpos de restos tiene orden f, luego la inyec-
tividad equivale a e = 1. Vamos a dar una condicién suficiente para que esto
suceda:

El teorema 8.12 nos da que K = Q(a), para cierto o € Og. Consideremos
f(z) = polmin(a, Q) € Z[z] y sea A € Z su discriminante. Vamos a suponer
que pt A, de modo que [A] # 0 en Q,.

Asi, si 0q,...,0, € Ok son las raices de f(x), tenemos que

fl@) = (z = 01) - (x = 0,), luego f(z) = (z — [01]) - (z — [0x]),
A = T[(0; — 05)*, Tuego [A] = T] (0:] — [6;])* # 0,
i<j 1<J
lo que implica que las clases [0;] € Ko son distintas dos a dos y son todas las
raices del polinomio f(z) € Q,[x]. En particular f(z) tiene raices simples.

Ahora la conclusion es inmediata: si o € Gip no es la identidad, existe un ¢
tal que o(0;) = 6, # 0;, luego &([0;]) = [0;] # [6:], luego & # 1. Con esto hemos
probado el teorema siguiente:
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Teorema 9.6 Sea f(x) € Z[z] un polinomio monico irreducible, sea K su
cuerpo de escision, sea p un primo que no divida al discriminante de f y sea P
un divisor primo de p en O . Entonces el epimorfismo Gy — G(Ky/Q,) es
un isomorfismo.

De hecho hemos probado algo mas, y es que si identificamos a Gz con un sub-
grupo del grupo de permutaciones de las raices 61, ..., 6, de f(z) y a G(Kqyp/Q,)
con un subgrupo del grupo de permutaciones de las raices [64],...,[0,] de
f(z), entonces las acciones correspondientes son isomorfas, en el sentido de
que o(6;) = 6; si y solo si 5([0;]) = [6;]. En particular, la descomposicion en
ciclos disjuntos de o es del mismo tipo que la de &.

Hasta aqui no hemos usado ninguna propiedad especifica de los cuerpos fini-
tos, salvo que las extensiones de cuerpos finitos son de Galois. Ahora probamos
un resultado en el que es crucial que, de hecho, son ciclicas:

Teorema 9.7 (Dedekind) Sea f(z) € Z[z] un polinomio ménico irreducible y
sea p un primo que no divida a su discriminante. Sea f(x) € (Z/pZ)[x) la reduc-
cion de f(x) mddulo p y sea f(x) = fi(x) - fm(x) la descomposicion de f(x)
en polinomios irreducibles. Sea e; = grad f;(x). Sea K el cuerpo de escision
de f(z). Fntonces G(K/Q), identificado con un subgrupo del grupo de permu-
taciones de las raices de f(x), contiene una permutacion de tipo ey, ..., e, €s
decir, que se descompone en m ciclos disjuntos de longitudes e;.

DEMOSTRACION: Continuando con la notacién precedente, basta probar
que el automorfismo de Frobenius ¢ € G(Ky/Q)) determina una permutacion
de tipo e1,..., e, en el grupo de las permutaciones de [04],...,[0,]. Ahora
bien, como o genera el grupo de Galois, es claro que dos elementos de Ky son
conjugados si y s6lo si estan en la misma o6rbita respecto a o, y como las raices
de cada f; tienen que formar una clase de conjugacion, resulta que ¢ induce
en {[6h],...,[0n]} exactamente m oOrbitas de longitudes e;, y eso es tanto como
decir que o se descompone en m ciclos disjuntos de longitudes e;. [

Observemos que este teorema es puramente un teorema de teoria de exten-
siones de cuerpos, de modo que a partir de su enunciado nada indica que la
prueba requiera considerar enteros algebraicos, factorizaciones de primos, etc.
Como aplicaciéon vamos a construir polinomios de Q[z] con grupo de Galois
isomorfo a ¥,:

Teorema 9.8 Para cada natural n > 2, existe un polinomio maonico irreducible
f(z) € Z[z] de grado n cuyo grupo de Galois (sobre Q) es isomorfo a %,.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que n > 3, pues para n = 2,3 ya cono-
cemos ejemplos de polinomios en las condiciones del teorema. Sea fi(x) € Z[x]
un polinomio ménico de grado n tal que su reducciéon moédulo 2 sea irreducible.
Existe tal polinomio pues basta tomar el polinomio minimo sobre Z/27Z de un
elemento primitivo de CG(2") y pasar a un polinomio moénico cuya reduccion
modulo 2 sea dicho polinomio.
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Similarmente, sea f2(z) = zg(x), donde g(z) € Z[z] es un polinomio ménico
de grado n — 1 cuya reduccién moédulo 3 sea irreducible. Por tltimo tomemos
f3(x) = u(z)v(x), donde u(x) es un polinomio moénico de grado 2 cuya reduccion
modulo 5 sea irreducible y v(z) es un polinomio moénico de grado n — 2 que
tenga también reduccién irreducible médulo 5 si su grado es impar, o bien
v(x) = zv'(x), donde v'(x) es monico de grado n — 3 con reduccion irreducible
modulo 5 si n — 2 es par.

Por ultimo llamamos f(z) = —15f1(x) + 10f2(x) + 6f3(x), de modo que

f(2) = file) (m6d 2),  f(z) = fala) (méd 3), f(x) = fox) (méd 5).

Asi f(x) es monico de grado n (pues su coeficiente director es —15+10+6 = 1)
y es irreducible moédulo 2, lo cual implica que es irreducible. Sea G su grupo de
Galois. El teorema anterior implica que, visto como grupo de permutaciones de
las raices de f, el grupo G contiene un ciclo o de longitud n—1 (por su reduccion
modulo 3) y una trasposicion T multiplicada por un ciclo p de longitud impar [
(por su reduccién médulo 5). Ahora bien, como (7p)! = 7, resulta que también
TeG.

Pongamos que o = (61,...,60,-1), donde 61, ...,0, son las raices de f, nu-
meradas adecuadamente en funcién de 0. Sea 7 = (6;,60;). Como todas las
raices son conjugadas, existe o € G tal que a(f;) = 6,,, y cambiando 7 por 7%,
podemos suponer que 7 = (6;,6,,). Pero entonces es claro que las permutaciones

77" son todas las trasposiciones (0;,0,), paraj =1,...,n—1. Asuvez, sii# j,
tenemos que (6;,0,)%%) = (;,6;), luego G contiene todas las trasposiciones,
luego es ¥,,. L]

Ejercicio: Construir un polinomio con grupo de Galois 3¢ sobre Q.

La seccion siguiente contiene otra aplicaciéon de los cuerpos finitos en la
prueba de un resultado general de la teoria de cuerpos.

9.2 El teorema de la base normal

En esta secciéon demostraremos un teorema de cierta importancia en la teoria
de Galois (especialmente en relacién con la cohomologia de grupos). Su enun-
ciado es muy sencillo: si K/k es una extension de cuerpos, una base normal
de K sobre k es una base cuyos elementos forman una clase de conjugacion,
es decir, son todas las raices de un mismo polinomio irreducible de k[z]. El
teorema de la base normal afirma que toda extension finita de Galois tiene una
base normal.

Ejercicio: Probar que si una extensioén finita tiene una base normal entonces es de
Galois.

Un enunciado alternativo del teorema de la base normal es que en toda
extension finita de Galois K /k existe un v € K tal que {o(v) | 0 € G(K/k)} es
una k-base de K.

Como primer paso de la demostraciéon probamos el resultado siguiente:
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Teorema 9.9 Si K/k es una extension finita de Galois, el cuerpo k es infinito y
G(K/k) ={o1,...,0n}, entonces eziste unv € K tal que la matriz (O'iU;l(U))ij
tiene determinante no nulo.

DEMOSTRACION: Sea n = |K : k|. Sea u un elemento primitivo, es decir,
K = k(u). Esto implica que polmin(u, k) tiene grado n, luego los conjugados
o1(u),...,on(u) son distintos dos a dos. Sea g(z) € K[x] un polinomio cuyas
raices sean exactamente los conjugados de w distintos del propio u. Multipli-
candolo por la constante adecuada podemos exigir que g(u) = 1.

Claramente entonces g(o;o; ' (u)) = &;;, donde

51 sii=j
TN 0 sii
Al aplicar el automorfismo aiaj_l alaigualdad g(o;0; '(u)) = d;; obtenemos

(0505 1)(9)) (u) = 6,

donde (aiajfl)(g) es el polinomio que resulta de sustituir los coeficientes de g
por sus imagenes por el automorfismo.

Consideremos ahora el polinomio p(x) = det((aiafl)(g)(:c)). Obviamente
es no nulo, pues p(u) = 1.

Como tiene un namero finito de raices y el cuerpo k es infinito, existe un

a € k tal que p(a) # 0. Como (0;0; " )(a) = a, es claro que

((0i05)(9)) (a) = (0105 ) (g(a)),
luego si llamamos v = g(a) se cumple p(a) = det((al-(fj_l)(v)) # 0. n
Con esto ya podemos probar:

Teorema 9.10 Si K/k es una extension finita de Galois y el cuerpo k es infi-
nito entonces K/k tiene una base normal.

DEMOSTRACION: Sea G(K/k) = {o1,...,0,} y sea v segin el teorema
anterior. Basta probar que los conjugados o1(v),...,0,(v) forman una k-base
de K. De hecho basta ver que son linealmente independientes. Supongamos
que existen elementos aq,...,a, € k tales que

a101(v) + -+ 4+ apop(v) = 0.
Aplicamos 0]71 para j = 1,...,n y obtenemos un sistema de ecuaciones de la
forma

ai(oiajfl)(v):Q j=1...,n

M=

i=1

El hecho de que la matriz (Uiaj_l(v))ij tenga determinante no nulo significa
que sus columnas son linealmente independientes, luegoa; =--- =a, =0. =

Nos falta demostrar que las extensiones finitas de cuerpos finitos tienen ba-
ses normales. Segin hemos visto en la seccion anterior, estas extensiones son
ciclicas, luego el caso restante estd incluido en el teorema préximo, con el que
concluye la prueba.
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Teorema 9.11 Toda extension ciclica tiene una base normal.

DEMOSTRACION: Sea G(K/k) = (o). Podemos considerar a ¢ como un
endomorfismo de K como k-espacio vectorial. Sea p(z) su polinomio minimo
(en el sentido de la definicion 6.29). Si |K : k| = n, tenemos que o™ = 1, luego
p(x) | 2™ — 1, pero el grado de p(z) no puede ser menor que n, pues si fuera
pm(z) = ap_12" 1 + -+ + ay1x + ag, tendriamos que

an_10" " a)+ - +ajo(a) +apa =0  paratodo a € K,

en contradiccion con el teorema 5.42. Asi pues, p(x) = 2™ — 1. Esto significa
que el k[z]-submodulo de K asociado a p(z) tiene dimension n sobre k, luego
es todo K. En otras palabras, que K = (a>k[z], para cierto a € K y, como se
ve en la prueba de 6.28, tenemos que a, o(a),...,0" (a) es una k-base de K,
luego es una base normal. L]

9.3 Extensiones inseparables

Practicamente todas las extensiones de cuerpos que hemos manejado en este
libro han sido de caracteristica 0 y por tanto separables. Aqui describiremos el
comportamiento béasico de las extensiones no separables. El lector debe tener
presente que es posible adentrarse bastante en la teorfa de niimeros sin encon-
trarse nunca con extensiones no separables, por lo que quizé nunca necesite
conocer los resultados de esta seccion. No obstante, cuando se trabaja con ex-
tensiones de cuerpos infinitos de caracteristica prima (aunque sean separables)
es util conocer el comportamiento de las extensiones no separables para justificar
que las extensiones que interesan son realmente separables.

Puesto que todas las extensiones de caracteristica 0 son separables, en toda
esta seccidén supondremos que todos los cuerpos son de caracteristica prima p.
En primer lugar veremos céomo factorizan los polinomios en el caso general.

Definicién 9.12 Sea k un cuerpo y f(z) € k[z] un polinomio no constante.
Se llama grado de inseparabilidad de f(z) a la mayor potencia p™ para la cual
f(z) = g(aP"), para cierto g(z) € k[x].

Obviamente g(x) no puede ser constante, y grad f(z) = gradg(z?") =
p" grad g(z), luego ciertamente hay un maximo n que cumple f(z) = g(zP")
para cierto g. El interés de este concepto lo muestra el teorema siguiente:

Teorema 9.13 Sea k un cuerpo y f(x) € k[z] un polinomio irreducible con
grado de inseparabilidad p™. Entonces la factorizacion de f(x) en su cuerpo de
escision es

n n

f(x) = ao(e —a))? - (z —an)",

donde a1, ...,a, son distintos dos a dos.
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DEMOSTRACION: Tenemos que f(z) = g(zP") y el polinomio g(x) no puede
expresarse en la forma g(x) = h(zP), o de lo contrario f(z) = h(mpwl)7 en
contra de la definicién del grado de inseparabilidad. El teorema 5.28 nos da
entonces que ¢g'(z) # 0.

Por otra parte g(x) es irreducible, ya que si g(z) = u(x)v(x) entonces tam-
bién f(z) = u(z?" )v(zP"), luego uno de los factores, digamos u(z?"), es cons-
tante, y u(z) también.

Segun el teorema 5.27, las raices de g(z) son simples, luego su factorizacion
en una clausura algebraica de k es de la forma

g(x) = ao(z —b1) -+ (z = by),

donde by, ..., b, son distintos dos a dos.
Sea ahora a; una raiz de 27" — b;. Entonces
f@) = g(a?") = ag(a?" —af") - (2" —al") = ag(x —ar)"" - (@ — a,)"".

Asi pues, todas las raices de un mismo polinomio irreducible tienen la misma
multiplicidad y ésta es potencia de p. El concepto clave en el estudio de las
extensiones no separables es el de la inseparabilidad pura, que en cierto sentido
es el complementario de la separabilidad.

Definicién 9.14 Un elemento algebraico sobre un cuerpo k es puramente in-
separable si es la Unica raiz de su polinomio minimo sobre k. Una extension
K/k es puramente inseparable si y solo si todo elemento de K es puramente
inseparable sobre k.

Obviamente un elemento a es a la vez separable y puramente inseparable
sobre k si y solo si polmin(a, k) =z — a, si y solo si a € k.
Maés en general, segin el teorema anterior, un elemento a es puramente
inseparable sobre k si y s6lo si su polinomio minimo es
polmin(a, k) = (z — a)?" = 2?" —a?".
Entonces a?” € k y, reciprocamente, si a?” € k para cierto n entonces a
es raiz del polinomio (z — a)?" € k[z], luego polmin(a, k) | (z — a)?", y a es
puramente inseparable sobre k. Es decir, hemos probado el teorema siguiente:

Teorema 9.15 Un elemento a en una extension de un cuerpo k es puramente
. . s . . - m
inseparable sobre k si y solo si existe un nimero natural n tal que a? € k.

De aqui se sigue facilmente que la adjuncién a un cuerpo de elementos pu-
ramente inseparables da lugar a extensiones puramente inseparables y que una
cadena de extensiones es puramente inseparable si y sélo si lo son sus términos.

Definiciéon 9.16 Sea K/k una extension de cuerpos. Definimos la clausura
separable de K sobre k como el conjunto K, de todos los elementos de K sepa-
rables sobre k, y la clausura puramente inseparable (o clausura perfecta) de K
sobre k como el conjunto K, de todos los elementos de K puramente insepara-
bles sobre k.
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Del teorema 5.35 se sigue facilmente que K es un cuerpo, y el teorema 9.15
implica que K, también lo es.

Definimos el grado de separabilidad y el grado de inseparabilidad de una
extension K/k como los grados, respectivamente, | K, : k| y |K, : kl.

Si la extension K, /k es finita su grado es potencia de p (por transitividad
de grados se reduce al caso de una extension simple y éste es evidente porque
los polinomios minimos de los elementos puramente inseparables tienen grado
potencia de p).

El teorema siguiente nos da un gran control sobre las extensiones de ca-
racteristica prima, pues las reduce a una extension separable y una puramente
inseparable:

Teorema 9.17 Sea K/k una extension algebraica. Entonces la extension K /K
es puramente inseparable.

DEMOSTRACION: Sea a € K. Sea p(x) = polmin(a, k). Sea p™ su grado de
inseparabilidad. Entonces f(z) = g(zP"), con g(x) € k[z]. Entonces g(a?") =
f(a) =0 eigual que en la prueba del teorema 9.13 vemos que g(x) es irreducible
y ¢ (z) # 0. Por lo tanto a?” es raiz simple de g(x), y en consecuencia a?” es
separable sobre k, o sea, a?" € K,. Segun el teorema 9.15 tenemos que K /K
es puramente inseparable. L]

Asi pues, tenemos la cadena
kC Ky CK,

cuyo primer tramo es separable y el segundo puramente inseparable.

Ejemplo Vamos a ver que no es necesariamente cierto que la extension K/ K,
sea separable. Méas concretamente, vamos a construir una extension K/k que no
es separable, pero que no contiene elementos puramente inseparables, de modo
que K, = k.

Partimos de un cuerpo cualquiera ky de caracteristica prima p, tomamos
k = ko(x,y), es decir, el cuerpo de cocientes del anillo de polinomios ko[z,y], y
consideramos el polinimio f(t) = t*" +azyt? + € E[t]. Claramente es irreducible

en k por el criterio de Eisenstein.
Sea K = k(a), donde « es una raiz de f(t), de modo que |K : k| = p.

Como f'(t) es el polinomio nulo, tenemos que « no es separable sobre k. Sin
embargo, af es raiz del polinomio t? 4+ xyt + x, cuya derivada es la constante
xy, luego aP es separable sobre k. Asi pues, K, = k(aP).

Supongamos ahora que K, # k. Como no puede ser K, = K, ya que K
tiene elementos separables sobre k, tiene que ser | K, : k| = |K : K| = p.

La factorizacion de f en su cuerpo de escision seré de la forma

f@) = (¢ = )P (t = ap)”.
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Sea ¢(t) = polmin(a, K,). Entonces g(t) | f(t) en Kp[t]. Como K = K,(a),
p .
resulta que grad g = p. Pongamos que g(t) = > a;t*, con a; € K,,.

=0
Se cumple que todos los ¢; son raices de g(t). En efecto, para cada j, existe
un k-monomorfismo o; : K — k(a;) que cumple o,(c) = ¢, pero o, deja
invariantes a los coeficientes de g, pues, como a; € K, se cumple que a? € k,
luego o(a;)? = o,(al’) = af, luego o;(a;) = a;). Por lo tanto, aplicando o; a

g(a) = 0, resulta que g(a;) = 0. Por consiguiente,

g(t) = (t =) (t — ),

p .
luego f(t) = g(t)? = 3 aft*".
i=0
Comparando coeficientes vemos que ¢(t) = tP+a1t+ag, con a’f = a2y, ag =2z
Si llamamos u = ag, v = a1/ag, tenemos que u,v € K, y x = uP, y = vP. Asi
pues, tenemos la cadena de extensiones:

k C k(u) C k(u,v) C K.

La extensién completa tiene grado p. Sin embargo, vamos a ver que las dos
primeras extensiones tienen grado p, con lo que tendremos una contradiccion.

El caso de la primera extension es inmediato: el polinomio ¥ — x es irredu-
cible en klt], por el criterio de Eisenstein. Como wu es raiz de dicho polinomio,
necesariamente |k(u) : k| = p.

Consideremos ahora la evaluacion ko[z,y] — ko[2?,y] definida mediante
p(z,y) — p(aP,y). Se trata de un isomorfismo de anillos, que induce un isomor-
fismo de cuerpos o : k — [, donde | = ko(zP,y) es el cuerpo de cocientes del
anillo ko[zP,y]. Como u es rafz de tP — x € k[t] y x es rafz de t? — zP € [[t], el
teorema 5.12 nos da que o se extiende a un isomorfismo o* : k(u) — I(z) = k
tal que o*(u) =z (y 0" (y) = y).

Pero el polinomio ¥ —y es irreducible en k[t] y su imagen en [[t] es él mismo,
luego también es irreducible en este anillo, luego no tiene raices en [, luego su
antiimagen en k(u)[t] (que es él mismo) no tiene raices en k(u). Esto implica
que |k(u,v) : k(u)| = p. "

El teorema siguiente nos permitira relacionar los cuerpos K, y K de una
extension arbitraria:

Teorema 9.18 Sea K/k una extension puramente inseparable y o : k — C
un monomorfismo de k en una clausura algebraica de K. FEntonces o admite
una unica extension a K.

DEMOSTRACION: Por el teorema 5.54 sabemos que o admite al menos una
extension o*. Esta es tnica, pues si a € K entonces existe un n tal que a?” € k,
luego o*(a)?" = o(a?"), con lo que o*(a) es necesariamente la tinica raiz del
polinomio 7" — o(a?") en C. "
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Teorema 9.19 Sea K/k una extension algebraica. Entonces
K=KK, y k=KnNK,.

St ademds es finita de grado n, su grado de separabilidad es ns y su grado de
inseparabilidad es n, entonces

n=nsn, |K:K,)|=n;, y K K| =mny,.

DEMOSTRACION: Ya sabemos que k = K, N K,. La extension K/K K, es
separable y puramente inseparable, luego K = K K.

El grado de separabilidad de K /k es el ntimero de k-monomorfismos de Ky y
por el teorema anterior cada uno de ellos se extiende a un tinico k-monomorfismo
de K.

Por otra parte es obvio que todo k-monomorfismo de K es un K,-monomor-
fismo de K (un k-monomorfismo de K envia un elemento puramente inseparable
de K a un k-conjugado, o sea, a si mismo). Asi pues n, es el nimero de K-
monomorfismos de K, y como K/K,, es separable esto es el grado |K : K,,|. La
cadena k C K, C K nos da ahora la igualdad n = nsn, y la cadena k C K, C K
nos da |K : K| = np. "

Conviene destacar que en la prueba anterior hemos visto que en general
el ntimero de k-monomorfismos de una extension finita K/k es el grado de
separabilidad de la extension.

Ejercicio: Probar que si k C K C K es una cadena de extensiones finitas, en-
tonces el grado de separabilidad de K/k es el producto de los grados de separabili-
dad/inseparabilidad de las extensiones intermedias.

Algunas observaciones sencillas: toda extensién puramente inseparable es
normal, y si K/k es una extension normal entonces

G(K/k) = G(K/Kp) = G(Ks/k), G(Kp/k)=1.
Terminamos con una aplicacion:

Teorema 9.20 Si K/k es una extension algebraica tal que todo polinomio de
k[x] no constante tiene una raiz en K, entonces K es una clausura algebraica
de K.

DEMOSTRACION: Por 5.47 basta probar que todo polinomio no constante
f(z) € k[z] se escinde en K[z]. Sea F un cuerpo de escision de f sobre K y
sea L la adjuncién a k de las raices de f en F', de modo que L es un cuerpo de
escision de f sobre k. Basta probar que L C K y, por el teorema anterior, para
ello basta con que L,, L, C K.

El caso de L, es sencillo: si o € L,, entonces a es la Unica raiz de su
polinomio minimo sobre k, luego por hipétesis o € K.

Por el teorema del elemento primitivo, Ly = k(f3), para cierto 8 € L,. Por
hipotesis el polinomio minimo de 3 sobre k tiene una raiz 3’ € K. Ahora bien,
B’ € Ly es separable sobre k, luego 8’ € Lg, luego L, = k(f') C K. "
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9.4 Extensiones trascendentes

En este libro hemos estudiado tnicamente las extensiones algebraicas de
cuerpos, pero en algunos contextos, sobre todo relacionados con la geometria
algebraica, aparecen también extensiones trascendentes y es necesario conocer
algunos resultados fundamentales sobre ellas, que ahora vamos a presentar. El
ejemplo més simple de extension trascendente es la determinada por un cuerpo
de fracciones algebraicas k(S) (es decir, el cuerpo de cocientes de un anillo de
polinomios k[S], donde S es un conjunto de indeterminadas) sobre su cuerpo de
constantes.

Vamos a ver que toda extensiéon de cuerpos es esencialmente una extension
algebraica sobre una extensiéon de este tipo. Esto nos lleva al concepto de
independencia algebraica:

Definicion 9.21 Sea K/k una extension de cuerpos. Un conjunto S C K es
algebraicamente dependiente sobre k si existen elementos s1, ..., s, € S distintos
dos a dos y un polinomio f € k[z1,...,z,] no nulo tal que f(s1,...,5,) = 0.
En caso contrario se dice que S es algebraicamente independiente sobre k.

Claramente, {s} es algebraicamente independiente sobre k si y solo si s es
trascendente sobre k. Si S C T'y T es algebraicamente independiente, también
lo es S. En particular, todos los elementos de un conjunto algebraicamente
independiente sobre k son trascendentes sobre k.

La idea es que unos elementos son algebraicamente independientes si y solo
si no satisfacen ninguna clase de relacién algebraica. Por ejemplo, 7 y 72 son
trascendentes sobre Q, pero no son algebraicamente independientes, porque uno
es el cuadrado del otro, y esto hace que f(m,72) = 0, donde f(z,y) = 2> — y.

El ejemplo mas simple de conjunto algebraicamente independiente es el del
conjunto S de indeterminadas de un cuerpo de fracciones algebraicas k(S). Al
sustituir un namero finito de indeterminadas en un polinomio de varias variables,
lo que obtenemos es un polinomio con otras indeterminadas, pero con los mismos
coeficientes, y el resultado sera nulo si y s6lo si el polinomio original era nulo.

Teorema 9.22 Sean K/k y K'/k dos extensiones de un mismo cuerpo k, sean
ScC K yS CK' algebraicamente independientes y sea f : S — S" una apli-
cacion biyectiva. Entonces f se extiende a un unico k-isomorfismo de cuerpos

Fk(S) — k(S").

DEMOSTRACION: Lo probamos primero en el caso en que K = k(S) es un
cuerpo de fracciones algebraicas, es decir, el cuerpo de cocientes del anillo de
polinomios k[S]. Entonces la sustitucion f : k[S] — k(S") dada por 2.38 es un
homomorfismo de anillos que extiende a f y fija a los elementos de k. El hecho de
que S’ sea algebraicamente independiente significa precisamente que el niicleo
de f es trivial, luego se trata de un monomorfismo. El teorema 2.22 nos da
entonces que f se extiende a un k-monomorfismo de cuerpos f : k(S) — k(S').
Como la imagen es un cuerpo que contiene a k y a S’, tiene que ser k(S’), luego
f es un k-isomorfismo. La unicidad de los teoremas que hemos citado implica
claramente la unicidad de f.
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En el caso general, consideramos un cuerpo de fracciones algebraicas k(S")
cuyo conjunto de indeterminadas tenga el mismo cardinal que Sy S’. Tomamos
cualquier biyeccion h : §” — Sy definimos b’ = ho f : §” — 5. Por la parte
ya probada existen k-isomorfismos h : k(S") — k(S) y b’ : k(S") — k(S"),
y al componerlos obtenemos el k-isomorfismo f : k(S) — k(S’) requerido. La
unicidad de h y &’ implica la de f. "

Definiciéon 9.23 Sea K/k una extension de cuerpos. Una base de trascendencia
de K sobre k es un conjunto S C K algebraicamente independiente sobre k y
maximal respecto de la inclusién.

Una extension de cuerpos K /k es puramente trascendentesi K = k(S), donde
S es un conjunto algebraicamente independiente sobre k (y por consiguiente una
base de trascendencia). El teorema anterior implica que una extension K/k es
puramente trascendente si y solo si K es k-isomorfo a un cuerpo de fracciones
algebraicas sobre k.

Las propiedades basicas de las bases de trascendencia se siguen del resultado
siguiente:

Teorema 9.24 Sea K/k una extension de cuerpos y S C K un conjunto al-
gebraicamente independiente sobre k. Entonces un elemento u € K \ k(S) es
trascendente sobre k(S) si y sdlo si SU{u} es algebraicamente independiente.

DEMOSTRACION: Supongamos que u es trascendente sobre k(S) y suponga-
mos que f(s1,...,8,,u) = 0, donde f es un polinomio con coeficientes en k y
$1,...,8, € S. Podemos expresar esta ecuacion en la forma

Zgi(sl, ce sn)ui =0,
3

para ciertos polinomios g; con coeficientes en k. El hecho de que u sea tras-
cendente sobre k(S) implica que g¢;(s1,...,8,) = 0 para todo i, y como S es
algebraicamente independiente los coeficientes de cada g; son nulos, pero éstos
son los coeficientes de f, luego f = 0.

Supongamos ahora que S U {u} es algebraicamente independiente y que
f(u) =0, donde f € k(S)[z]. Entonces

)= 5 gl

donde g; y h; son polinomios con coeficientes en k. Multiplicando por el pro-
ducto de los denominadores obtenemos una ecuacién similar, pero en la que los
coeficientes son polinomios. De la hipotesis se sigue facilmente que todos los
coeficientes han de ser nulos, de donde también g; = 0 para todo i, es decir,
f(z) es el polinomio nulo, luego u es trascendente sobre k(.5). "

Como consecuencia inmediata tenemos:
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Teorema 9.25 Sea K/k una extension de cuerpos y S C K un conjunto alge-
braicamente independiente. Entonces S es una base de trascendencia si y sdélo
st la extension K/k(S) es algebraica.

Asi, por ejemplo, si una extension K /k es algebraica, entonces @ es una base
de trascendencia. Veamos otra consecuencia sencilla:

Teorema 9.26 (AE) Sea K/k una extension de cuerpos y S C K un conjunto
arbitrario tal que la extension K/k(S) sea algebraica. Entonces S contiene® una
base de trascendencia de K/k.

DEMOSTRACION: Sea T C S un conjunto algebraicamente independiente
maximal respecto a la inclusién. Por el teorema 9.24 resulta que todo elemento
de S\ T es algebraico sobre k(T), luego la extension k(S)/k(T) es algebraica, y
K /k(T) también lo es. Por consiguiente, T es una base de trascendencia. m

En particular, toda extension finitamente generada (es decir, de la forma
K = k(S), con S C K finito) contiene una base de trascendencia finita.

Ahora es claro que toda extensién de cuerpos se descompone en una exten-
si6on puramente trascendente seguida de una extension algebraica.

El resultado fundamental sobre bases de trascendencia es el siguiente:

Teorema 9.27 (AE) Sea K/k una extension de cuerpos. Si S y T son dos
bases de trascendencia de K sobre k, entonces existe una biyeccion S — T.

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que la extensiéon tiene una
base de trascendencia finita S = {s1,...,8,} y sea T cualquier otra base de
trascendencia. No puede ocurrir que todo elemento de T sea algebraico sobre
k(s2,...,sn), pues entonces K seria algebraico sobre este cuerpo, y en particular
lo serfa s1, lo cual es imposible. Por lo tanto existe t; € T trascendente sobre
k(s2,...,8,). Por el teorema 9.24 tenemos que el conjunto {¢i,ss,...,8,} es
algebraicamente independiente sobre K. Mas ain, s; es algebraico sobre este
conjunto, o de lo contrario podriamos anadirlo y tendriamos un conjunto al-
gebraicamente independiente que contendria estrictamente a S. De aqui se
sigue facilmente que K es algebraico sobre k(t1,s2...,58,), lo que implica que
{t1,s2,...,5n} es una base de trascendencia. Repitiendo el proceso podemos
llegar a una base de trascendencia {t1,...,t,} formada por elementos de T'. Por
maximalidad T' = {t1,...,t,} luego, efectivamente, T tiene también n elemen-
tos.

Supongamos ahora que K/k tiene una base de trascendencia infinita S. Por
la parte ya probada, cualquier otra base de trascendencia T es también infinita.
Cada s € S es algebraico sobre k(T), luego es algebraico sobre k(Ty), para un

28i S es finito o numerable no es necesario el axioma de eleccion. En la prueba, éste se
emplea al tomar el conjunto maximal T', lo cual, en general, requiere el lema de Zorn, pero
si S es finito o numerable, el conjunto T" puede construirse recurrentemente a partir de una
enumeraciéon de S.
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cierto conjunto finito Ts C T'. Entonces K es algebraico sobre la adjuncion a k

de | Ts, luego este conjunto es una base de trascendencia de K/k. Como esta
sES
contenido en T ha de ser igual a T, es decir, T'= |J Ts. A partir de aqui la

prueba concluye exactamente igual que la de 4.56. €5 n

Definicion 9.28 Llamaremos grado de trascendencia de una extension de cuer-
pos K /k al cardinal® de cualquiera de sus bases de trascendencia. Lo represen-
taremos por gt(K/k).

Asi, las extensiones algebraicas son las extensiones con grado de trascenden-
cia igual a 0.

Una aplicacién:

Teorema 9.29 (AE) Si K y K’ son cuerpos algebraicamente cerrados de la
misma caracteristica y con el mismo grado de trascendencia sobre su cuerpo
primo, entonces son isomorfos.

DEMOSTRACION: Sean k y k' los cuerpos primos correspondientes. Como
son de la misma caracteristica, son isomorfos. La hipotesis sobre los grados
de trascendencia significa que K y K’ tienen bases de trascendencia S y S’
sobre k y k', respectivamente, tales que existe una biyeccion f : S — 5.
Dicha biyeccion se extiende a un isomorfismo k(S) — k'(S’). Ademéas K es
la clausura algebraica de k(S) y analogamente con K’ y k'(S”). Como cuerpos
isomorfos tienen clausuras algebraicas isomorfas, concluimos que K y K’ son
isomorfos. n

Nota El lector familiarizado con la teoria de cardinales infinitos no tendra
dificultad en probar los hechos siguientes: sea K un cuerpo arbitrario, sea k
su cuerpo primo y sea S una base de trascendencia de K sobre k. Si S es
infinito, teniendo en cuenta que k es numerable (finito o infinito), entonces
|E(S)| = |S] y, como K/k(S) es una extension algebraica, se cumple también
que |K| = |k(S)| = |S|. Por el contrario, si S es infinito, del mismo modo
llegamos a que | K| = No.

Como conclusion, si K es cualquier cuerpo no numerable, entonces su grado
de trascendencia sobre su cuerpo primo es simplemente |K|, luego el teorema
anterior implica lo siguiente:

Dos cuerpos algebraicamente cerrados mo numerables de la misma
caracteristica son isomorfos si y solo si tienen el mismo cardinal.

Otra consecuencia es que el grado de trascendencia de R sobre Q (o de C
sobre Q) es ¢. "

3En principio tenemos que hacer las mismas observaciones que hemos hecho sobre el con-
cepto de dimensién de un espacio vectorial: con los resultados expuestos en el apéndice B
tenemos definido el concepto de grado de trascendencia para extensiones finitamente genera-
das o, a lo sumo, con un generador numerable. La definicién general requiere el hecho de que
es posible asignar un cardinal a un conjunto arbitrario.
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Asi como el grado de una cadena de extensiones es multiplicativo, el grado
de trascendencia es aditivo:

Teorema 9.30 Sik C K C L es una cadena de extensiones de cuerpos, enton-
ces

gt(L/k) = gt(L/K) + gt(K/F).

DEMOSTRACION: El enunciado de este teorema, tal y como lo hemos for-
mulado involucra el concepto general del cardinal de un conjunto arbitrario, asi
como la suma de cardinales, pero es posible reformularlo en términos que no
requieren ninguno de estos conceptos:

Si S es una base de trascendencia de L sobre K y S’ es una base de
trascendencia de K sobre k, entonces SUS’ es una base de trascen-

dencia de L sobre k (y SNS' = o).

En efecto: SN S’ = @ porque, mas en general, SN K = &, ya que los
elementos de S son trascendentes sobre K. Si llamamos A = L\ K(5) vy
A" = K\ k(5’), entonces todos los elementos de A son algebraicos sobre K (S)
y todos los elementos de A’ son algebraicos sobre k(S’). Ademés

L=K(SUA) =k(SUA)SUA) =k(SUSUAUA) =Ek(SUS)(A)(A),

y los elementos de A’ son algebraicos sobre k(S”), luego también sobre k(SU.S’),
y los elementos de A son algebraicos sobre K (S) = k(SUS'UA’), luego también
sobre k(S US" U A’), luego la extension L/k(S U S’) es algebraica.

Sélo falta probar que S U S’ es algebraicamente independiente. Ahora bien,
st f(x1,...,TnyY1,-..,Ym) €s un polinomio tal que f(s1,...,8n,8%,...,5,) =0,
con s; € S, s, € S distintos entre si, entonces, s1,...,S, anulan el polinomio
flxy, . xn, 8, ...,8,) € K[x1,...,2,], luego todos sus coeficientes, que son
polinomios de k[yi, ..., ym,] evaluados en si,..., s, ) son nulos, por la indepen-
dencia algebraica de S, luego los coeficientes de dichos coeficientes (que son los
coeficientes de f) son nulos por la independencia algebraica de S’. Por lo tanto

f=0y SUS es algebraicamente independiente. m

9.5 Cuerpos linealmente disjuntos

Vamos a introducir un concepto con el que obtendremos varias aplicaciones
de interés.

Teorema 9.31 Sea Q/k una extension de cuerpos y sean K y L dos cuerpos
intermedios. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. Si{a;}ier C K y {Bj}jes C L son familias linealmente independientes
sobre k, entonces {aiﬂj}(l"j)ejx(] es una familia (de elementos distintos
dos a dos) linealmente independiente sobre k.
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2. Todo subconjunto de K linealmente independiente sobre k es linealmente
independiente sobre L.

3. Todo subconjunto de L linealmente independiente sobre k es linealmente
independiente sobre K.

DEMOSTRACION: Por simetria basta probar la equivalencia entre 1) y 2).
Supongamos 1), sea {@;}ier C K una familia linealmente independiente sobre
ky sea {B;}jes C L una k-base de L.

Supongamos que Iy C I es finito y que{d; };c1, son elementos de L tales que
>~ 6, = 0. Podemos expresar §; = . a;;[;, para cierto Jy C J finito y cier-
i€ly Jj€Jo
tos a;; € k. Entonces Y a;ja;6; = 0y los ;8 son linealmente independientes

%,J
sobre k, luego a;; = 0 y, por consiguiente, 6; = 0.
Supongamos ahora 2) y, en las hipotesis de 1), supongamos que existen
Iy C I, Jy C J finitos y a;; € k tales que > a;;0;8; = 0. Entonces, por la
(i,j)GI()XJo
independencia lineal de los a; sobre L tenemos que ). a;;8; = 0y de aqui a
Jj€Jo
su vez a;; = 0. Esto prueba en particular que los a;5; son distintos dos a dos.
n

Definiciéon 9.32 Sea €2/k una extension de cuerpos y sean K y L dos cuerpos
intermedios. Diremos que K y L son linealmente disjuntos sobre k si cumplen
cualquiera de las condiciones del teorema anterior.

Observaciones 1) En realidad es suficiente comprobar cualquiera de las con-
diciones del teorema anterior para familias finitas (pues una familia infinita es
linealmente independiente si y s6lo si lo son todos sus subconjuntos finitos).

2) Notemos que si K y L son linealmente disjuntos sobre k, se cumple que
KNL =k, puessia € KNL no esta en k, tenemos que 1, € K son linealmente
independientes sobre k, pero no sobre L.

3) Supongamos que, en las condiciones de la definicién anterior, K es el
cuerpo de cocientes de un dominio D que contiene a k y sea {d;}ic; C D una
k-base de D. Entonces, para que K y L sean linealmente disjuntos basta con
que {d;};cr sea linealmente independiente sobre L.

En efecto, si aq,...,a, son elementos de K linealmente independientes so-
bre k, podemos expresarlos como «; = d}/d, con d; € D, d € D, d # 0.
Es obvio que df,...,d!, son también linealmente independientes sobre k. Sean
i1,...,0m € I tales que d},...,d, € (di,,...,d;,), y completemos una base

Ys...,d de este espacio vectorial. Por hipotesis d;,,...,d;, son linealmente
independientes sobre L y estan en (d},...,d},), C (d},...,d,,),. Por consi-
guiente df,...,d,, tienen que ser linealmente independientes sobre L, y a su vez
ai, ..., 0, también. L]

A menudo usaremos el teorema siguiente:
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Teorema 9.33 Sea Q/k una extension de cuerpos y sean K, L, M cuerpos
intermedios tales que L C M. Entonces K y M son linealmente disjuntos sobre
k siy solo st K y L son linealmente disjuntos sobre k y KL y M son linealmente
disjuntos sobre L.

DEMOSTRACION: Si K, L y KL, M son linealmente disjuntos sobre k y
{ai}ier C K es linealmente independiente sobre k, entonces también lo es sobre
L y, a su vez, sobre M.

Supongamos ahora que K y M son linealmente disjuntos. Entonces toda
familia en K linealmente independiente sobre k£ lo es sobre M, luego también
sobre L, lo que prueba que K y L son linealmente disjuntos sobre k. Por otra
parte, KL es el cuerpo de cocientes del dominio K[L], formado por los elementos
de la forma " «;5;, con «; € K, 5; € L. Ahora bien, es obvio que una k-base

1
{a;}ier de K es un generador de K[L] como L-espacio vectorial y, por la parte
ya probada es, de hecho, una base. Por la nota previa al teorema, basta probar
que esta base es linealmente independiente sobre M, pero esto es justo lo que
afirma la hipotesis. [

Un caso sencillo de cuerpos linealmente disjuntos es el dado por el teorema
siguiente:

Teorema 9.34 Sea Q/k una extension de cuerpos, sea K un cuerpo intermedio
y sea S C Q un conjunto de elementos algebraicamente independientes sobre K.
Entonces K y k(S) son linealmente disjuntos sobre k.

DEMOSTRACION: El cuerpo k(5) es el cuerpo de cocientes del dominio k[S],
y una k-base de k[S] la forman los monomios con coeficiente 1. Por la tercera
observacion tras la definicion, basta probar que dicha base es linealmente inde-
pendiente sobre K, pero esto es justo lo que significa que S es algebraicamente
independiente sobre K. [

Con esto ya podemos presentar algunas aplicaciones. Si kK C L C K y la
extension K/k es finitamente generada, es obvio que K/L también lo es, pero
no es tan obvio que L/k lo sea. Vamos a probarlo:

Teorema 9.35 Sik C L C K son extensiones de cuerpos y K/k es finitamente
generada, entonces L/k también lo es.
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DEMOSTRACION: Por 9.30 sabemos que el grado de trascendencia de L/k es
finito. Mas atn, si y1, ..., Y, es una base de trascendencia de L/k ¥ Yr41,. -, Yn
es una base de trascendencia de K /L, entonces y1, . . ., Y, es una base de trascen-
dencia de K /k. El teorema anterior nos da que L'y k(y1, ..., yy) son linealmente
disjuntos sobre k(y1, ..., y:).

Basta probar que la extension algebraica L/k(yi,...,y,) tiene grado finito,
pues entonces es finitamente generada, y lo mismo vale para L/k. Si hubiera
familias infinitas en L linealmente independientes sobre k(y1,...,y.), también
lo serfan sobre k(y1,...,¥yn), luego el grado de K/k(yi,...,yn) seria infinito,
pero esto es imposible, porque se trata de una extension algebraica finitamente
generada. ]

Si K/k es una extension de cuerpos, se dice que k es algebraicamente cerrado
en k si todo elemento de K algebraico sobre k esté en k.

Teorema 9.36 Si S es algebraicamente independiente sobre k, entonces k es
algebraicamente cerrado en k(S).

DEMOSTRACION: Sea k una clausura algebraica de k y consideremos el
cuerpo k(S’) de fracciones algebraicas con coeficientes en k para un conjunto
de indeterminadas S’ del mismo cardinal que S. Por el teorema 9.34 tenemos
que k(S') es linealmente disjunto de k, luego k(S’) Nk = k, lo que significa que
k es algebraicamente cerrado en k(S’) y, como k(S) y k(S’) son k-isomorfos, lo
mismo vale para k(S5). n

En otras palabras, si K/k es una extension puramente trascendente, todos
los elementos de K \ k son trascendentes sobre k.

Teorema 9.37 Dados cuerpos k C K C €2 con k algebraicamente cerrado en K,
st a € Q es algebraico sobre k, entonces k(a) y K son linealmente disjuntos

sobre k y k(o) : k| = |K(«) : K.

DEMOSTRACION: Sea p(X) el polinomio minimo de « sobre k. Se cumple
que p(X) es irreducible en K[X], pues un factor de p(X) sera de la forma
(X —a1) (X — ), donde los a; € Q son algebraicos sobre k, luego los
coeficientes del factor serian elementos de K algebraicos sobre k, luego tendrian
que estar en k. Esto prueba la igualdad de los grados del enunciado. Ademés,
las primeras potencias de « forman una k-base de k(«) y también una K-base
de K(a), y el hecho de que una base siga siendo independiente basta para
probar que k(a) y K son linealmente disjuntos (es un caso particular de tercera
observacion tras la definicion 9.32). "

Hay una propiedad de interés que es ligeramente més débil que la de ser
linealmente disjuntos:

Definiciéon 9.38 Sea 2/k una extension de cuerpos y sean K y L dos cuer-
pos intermedios. Diremos que K y L son libres sobre k si cuando S C K es
algebraicamente independiente sobre k, también lo es sobre L.
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Notemos que, en tal caso, también se cumple que si S C L es algebraicamente
independiente sobre k, también lo es sobre K.

En efecto, basta probarlo si S C L es finito, digamos S = {s1,...,8,}. Si S
no es algebraicamente independiente sobre K, existe F' € k[X, ..., X,,] no nulo
tal que F(s1,...,8,) = 0. Sea K’ la adjuncion a k de los coeficientes de F, de
modo que K'/k es una extension finitamente generada y S no es algebraicamente
independiente sobre K’.

Asi, si S" = {s],...,5.} es una base de trascendencia de K’ sobre k, por
hipotesis es algebraicamente independiente sobre L, luego sobre k(S). Por lo
tanto, gt(K'/k) = r = gt(K'(S)/k(S)), luego

gt(K'(8)/k) = gt(K'(S)/k(S5)) + gt(k(S)/k) = r +n,

pero
gt(K'(S8)/k) = gt(K'(S)/K") + gt(K'/k) <n +r,

contradiccion.

Teorema 9.39 Sea Q/k una extension de cuerpos y sean K y L dos cuerpos
intermedios. Si K y L son linealmente disjuntos sobre k, entonces son libres
sobre k.

DEMOSTRACION: Sean si,...,S, € K algebraicamente independientes so-
bre k. Si fueran dependientes sobre K, tendriamos una relacion de la forma
> a;M;(s1,...,5n), donde los M; son monomios y con los a; € L no todos
i

nulos.

Pero los elementos M;(s1, ..., S,) son linealmente independientes sobre k&, o
de lo contrario s1,...,s, serian algebraicamente dependientes, luego por hipé-
tesis son linealmente independientes sobre L, lo que implica que todos los a;
son nulos, contradiccion. [

9.6 Extensiones separables

Vamos a generalizar el concepto de extension separable al caso de extensiones
no necesariamente algebraicas. Conviene probar algunos resultados previos para
tratar con los cuerpos de caracteristica prima.

Si k es un cuerpo de caracteristica prima p, representaremos por k'/?" a
la adjunciéon a k de las raices p™-ésimas de los elementos de k£ en una clausura
algebraica. Similarmente, k'/?” sera la adjuncion a k de todas las raices p"-
ésimas de los elementos de k, para todo n, en una clausura algebraica. El
teorema 5.30 implica que k es perfecto siy solosi k = k'/? siysolosi k = k'/P7 .

Teorema 9.40 Consideremos cuerpos k C K C €2, donde § es algebraicamente
cerrado de caracteristica prima p. Un conjunto X C K es linealmente indepen-
diente sobre kY/P" si y solo si el conjunto XP" = {aP" | x € X} es linealmente
independiente sobre k. Ademds, X es linealmente independiente sobre kP~ si
y solo si lo es sobre k*?" para todo n.
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DEMOSTRACION: Observemos que todo a € k es de la forma a = u?", para
cierto u € k'/P" y, reciprocamente, todo u € k/?" cumple que a = u?" € k.

Asi, Zaixf =0 (con a; € k, z; € X) es equivalente a Zuf ¥ =0, que a
3 K3

su vez equivale a > u;z; = 0 (con u; € k'/P"), de donde se sigue inmediatamente

1
la primera parte del enunciado. Para la segunda parte basta observar que si
> uz; =0 con u; € kl/poc, entonces existe un n suficientemente grande tal que
i

todos los u; estan en k1/P". n

Teorema 9.41 Consideremos cuerpos k C K C Q de modo que Q es algebrai-
camente cerrado de caracteristica prima p y la extension K/k es algebraica y
separable. Entonces K y kP~ son linealmente disjuntos sobre k.

DEMOSTRACION: Sean aj,...,qa, € K linealmente independientes sobre k.
Tenemos que probar que son linealmente independientes sobre k/?”. No per-
demos generalidad si suponemos que K = k(ayq, ..., ay,), con lo que la extension
K /k es finita, digamos de grado r, y podemos extender el conjunto dado hasta
una k-base aq,...,q, de K.

Sia € K ym > 1, entonces o™ = > a;a;, con a; € k, luego o™ = > alal.

K3 K3
Como « es separable sobre k, tenemos que k(«) es separable y puramente in-
separable sobre k(aP), luego k() = k(aP), luego « se expresa como polinomio
en o, es decir, como combinacion lineal de los a?, luego también de los of.
Esto prueba que o, ..., a? son un generador de K sobre k, y como su nimero
coincide con la dimension, son de hecho una base.

. . 2 2 .,
Partiendo ahora de esta base concluimos que of ,...,af” también es una
p'rn m . . .
base y, en general, que of ,...,a? son linealmente independientes sobre k,
luego, por el teorema anterior, aq, ..., o, son linealmente independientes sobre

k'/?" para todo n, luego son linealmente independientes sobre k/?™ . L]

Si k es un cuerpo de caracteristica prima, aunque sea perfecto, un cuerpo de
fracciones algebraicas K = k(S) ya no lo es, pues no cumple K = K 1/p (puesto
que las indeterminadas no tienen raiz p-ésima en K). Por lo tanto, las extensio-
nes algebraicas de k(.5) no son necesariamente separables o, equivalentemente,
si S es una base de trascendencia de una extension K/k, la extension K/k(S) es
algebraica, pero no necesariamente separable. No obstante, vamos a ver que en
ocasiones (por ejemplo, siempre que k es perfecto y la extension es finitamente
generada) la base S puede elegirse de modo que K/k(S) sea separable.

Definiciéon 9.42 Una extension K /k esta separablemente generada si existe una
base de trascendencia S de K sobre k tal que la extension algebraica K/k(S)
es separable.

Diremos que K/k es separable si cuando k C L C K con L/k finitamente
generada, se cumple que L/k es separablemente generada.
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Las propiedades bésicas de las extensiones separables se deducen de las ca-
racterizaciones que proporciona el teorema siguiente:

Teorema 9.43 Sea K/k una extension de cuerpos de caracteristica prima p.
Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. K/k es separable.
2. K y k'?” son linealmente disjuntos.

3. K y kY?" son linealmente disjuntos, para cierto n.

DEMOSTRACION: 1) = 2) Sean «ay,...,a, € K linealmente independientes
sobre k. Tenemos que probar que también lo son sobre k'/P™ para lo cual,
llamando K’ = k(ay,...,ay), basta probar que K’ y k'/P” son linealmente
disjuntos. Equivalentemente, cambiando K por K’, podemos suponer que K/k
es finitamente generada, luego separablemente generada. Sea S C K una base
de trascendencia tal que K/k(S) sea separable.

Observemos que S es algebraicamente independiente sobre k7™ pues si
F(s1,...,8,) =0, donde F € k' [Xy,..., X,] no es nulo, existe un n tal que
todos los coeficientes de F' elevados a p™ estan en k, luego si G es el polinomio
que resulta de elevar a p™ los coeficientes y las variables de F', resulta que
G € k[X1,...,Xp] no es nulo y G(s1,...,8,) =0, contradiccion.

Por 9.34 tenemos entonces que k(S) es linealmente disjunto de k'/?”. Por
otro lado, como K/k(S) es algebraica separable, el teorema 9.41 nos da que
K es linealmente disjunto de k(S)'/P™, luego en particular de k'/P” k(S), y el
teorema 9.33 nos da entonces que K y k'/P” son linealmente disjuntos.

2) = 3) es trivial y 3) para un n arbitrario implica 3) paran = 1. Suponemos,
pues, que K y k'/P son linealmente disjuntos. Sea k € K’ ¢ K de modo que
K'/k sea finitamente generada, y tenemos que probar que es separablemente
generada. Como K’ y k'/P también son linealmente disjuntos, no perdemos
generalidad si suponemos que K = K’.

Tenemos que probar que K/k tiene una base de trascendencia S tal que
K /k(S) es separable, pero vamos a probar algo méas fuerte, y es que si fijamos
cualquier generador finito K = k(x1,...,x,), podemos elegir S C {z1,...,z,}.
Sea r el grado de trascendencia de la extension.

Si r = n tenemos que K/k es separablemente generada con S = @, asi que
supongamos que r < n. Por 9.26, reordenando los generadores podemos suponer
que x1,...,x, es una base de trascendencia de K/k.

Como x,11 es algebraico sobre k(z1,...,z,), existe un polinomio no nulo
F € k[X1,...,X,41] tal que F(z1,...,2,41) = 0, y podemos tomarlo de grado
minimo, lo que hace que sea irreducible. Veamos que no puede ser que todas las
indeterminadas aparezcan en F' con exponente miiltiplo de p. Si fuera el caso,
podriamos expresar

F(Xl,...,X,«+1) = ZciM’i(X17"'7XT’+l)p7
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donde cada M; es un monomio y ¢; € k. Expresando ¢; = a?, con a; € ke,
tendriamos que Y a; M;(x1,...,2r41) = 0, con lo que los M;(x1,...,2,41) € K
i

son linealmente dependientes sobre k'/P. Sin embargo, son linealmente de-
pendientes sobre k, pues una combinacién lineal nula nos daria un polinomio
G € k[Xy,...,X,11] tal que G(z1,...,2,.41) = 0y con grado p unidades menor
que el de F', luego todos los coeficientes de la combinacion lineal tienen que ser
nulos. Esto contradice que K sea linealmente disjunto sobre k'/?.

Supongamos, pues, que X; aparece en F', pero no siempre elevado a un mil-
tiplo de p. Entonces F'(X1,xa,...,2y11) es un polinomio no nulo (si fuera nulo,
sus coeficientes serfan de la forma G;(z2, ..., z,+1) = 0, para ciertos polinomios
G; € k[Xa,...,X,11] no nulos que contradirian la minimalidad del grado de
F). Ademas dicho polinomio es irreducible, anula a z; y su derivado es no
nulo, luego x;1 es separable sobre k(xs,...,241), luego sobre k(xs,...,x,). Si
Za,...,T, €s una base de trascendencia, ya tenemos la conclusion. En caso
contrario, repetimos el proceso con k(za,...,x,) para encontrar un generador,
digamos 9, tal que x2 es separable sobre k(zs,...,2,). Tras un namero finito
de pasos llegamos a que z1,...,Z,_, son separables sobre k(x,_ri1,...,2Zn) ¥
S={xp—rt1,...,2,} es la base de trascendencia buscada. "

Destacamos la informacién adicional que hemos obtenido en la prueba pre-
cedente (notemos que es trivialmente cierto para cuerpos de caracteristica 0):

Teorema 9.44 Si K/k es una extension separable finitamente generada, todo
generador finito contiene una base de trascendencia S de manera que la exten-
sion K/k(S) es separable.

Notemos que el teorema 9.43 implica también que si k es un cuerpo perfecto
(en particular si es algebraicamente cerrado) toda extension K /k es separable,
pues esto es trivial para cuerpos de caracteristica 0 y, si la caracteristica es p,
entonces k = kP y K y k son linealmente disjuntos sobre k.

Ahora es facil probar:

Teorema 9.45 Si k C K C L son extensiones de cuerpos y K/k y L/K son
separables, también lo es L/k.

DEMOSTRACION: Tenemos que K y k'/? son linealmente disjuntos, al igual
que L'y K'/? luego también Ly Kk/?, luego L y k'/? son linealmente disjuntos
por el teorema 9.33. n

Teorema 9.46 Sea Q/k una extension de cuerpos y sean K y L dos cuerpos
intermedios libres sobre k. Si la extension K/k es separable, también lo es la
extension KL/L.

DEMOSTRACION: Consideremos un cuerpo L C F' C KL tal que la extension
F/L sea finitamente generada. Todo generador de F' se expresa en términos de
un numero finito de elementos de K y de L, luego podemos tomar k C F’ C K de
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modo que F’/k es finitamente generaday L C F C LF’'. Como F’/k también
es separable y I’ y L son libres, no perdemos generalidad si suponemos que
K/k es finitamente generada. Sea S una base de trascendencia de K /k tal que
K/k(S) sea separable.

Como los elementos de K son separables sobre k(S), también lo son sobre
L(S), luego la extension K L/L(S) es algebraica y separable, y por hipotesis S
es algebraicamente independiente sobre K, luego es una base de trascendencia
y la extension K L/L esta separablemente generada, y lo mismo vale para F/L.

|

De los dos teoremas anteriores se sigue inmediatamente:

Teorema 9.47 Sea Q/k una extension de cuerpos y sean K y L dos cuerpos
intermedios libres sobre k. Si las extensiones K/k y L/k son separables, también
lo es la extension KL/k.

Terminamos demostrando un teorema fundamental para la geometria alge-
braica. Es una consecuencia sencilla del teorema siguiente:

Teorema 9.48 Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y F1, ..., Fy, un con-
Junto finito de polinomios de k[x1,...,x,]. Si el sistema de ecuaciones F; =0
tiene solucion en una extension de k, entonces tiene solucion en k.

DEMOSTRACION: Sea K la extension donde el sistema tiene soluciéon. No
perdemos generalidad si suponemos que es finitamente generada. Por el teorema
9.43 sabemos que K/k es separable y, usando el teorema del elemento primitivo,
tenemos que K = k(ty,...,t,, «), donde t1,...,t. es una base de trascendencia
de K/k. Sea p(ti,...,tr,x) € k(t1,...,t-)[z] el polinomio minimo de a. Sea
Fi(&1,...,&,) = 0, con §; € K. Cada elemento &; sera de la forma §; =
¢i(ti, ..., tr @), con ¢;(ta, ... .ty x) € k(t1,...,t,)[z]. Entonces

Fi(Cl(tl,...,tr,.%‘),...,Cn(t17...,tr,l‘)> :p(th...,tr,a?)qi(tl,...,tr,a:)7

para un cierto polinomio g;.

Tomemos (aq,...,qa,) € k" de modo que no anule al denominador de ningin
coeficiente de p, g;, c1,...,c, ni al coeficiente director de p (es decir, que no
anule a su producto, lo cual es posible porque un polinomio que se anule en todo
punto ha de ser nulo). Tomemos S € k tal que p(aq,...,q., 3) =0y definamos
Ai = ¢i(ag,...,a., 7). Es claro entonces que (A1,...,A,;) es una solucion del
sistema de ecuaciones. n

Hay una razén obvia por la que un sistema de ecuaciones polinémicas
Fi(xy,...,2,)=0,..., Fp(z1,...,2,) =0

con coeficientes en un cuerpo k pueda no tener soluciéon en k™, y es que se
cumpla (Fy,...,F,) = 1, es decir, que 1 pueda expresarse como combinacion
lineal de los polinomios F;. En tal caso, una solucion del sistema llevaria a la
identidad 0 = 1. El teorema de los ceros de Hilbert afirma que, si el cuerpo k es
algebraicamente cerrado, este caso trivial es el inico caso en el que un sistema
de ecuaciones puede no tener solucion:
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Teorema 9.49 (Teorema de los ceros de Hilbert) Sea k un cuerpo alge-
braicamente cerrado y Fy,..., Fy, € klxy,...,z,]. Si (Fy,...,Fy) # 1, enton-
ces el sistema de ecuaciones F; = 0 tiene solucion en k.

DEMOSTRACION: Sea M un ideal maximal* que contenga a (Fy,...,Fy,)y
sea K = k[x1,...,2,]/M. Es claro que las clases de las indeterminadas son una
solucion del sistema en K (visto como extension de k), luego por el teorema
anterior existe una solucién en k. "

9.7 Extensiones regulares

Finalmente introducimos una clase de extensiones de cuerpos de interés en
geometria algebraica cuyo estudio se basa esencialmente en las técnicas que
acabamos de presentar.

Teorema 9.50 Dados cuerpos k C K C Q, con § algebraicamente cerrado, las
afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. k es algebraicamente cerrado en K y la extension K/k es separable.

2. K y k son linealmente disjuntos sobre k, donde k C Q es la clausura
algebraica de k.

DEMOSTRACION: Si se cumple 1), para probar 2) podemos suponer que K/k
es finitamente generada, y basta probar que K es linealmente disjunto de todas
las extensiones finitas de k. Si L/k es una extension finita separable, por el
teorema del elemento primitivo es L = k(a), y basta aplicar el teorema 9.37.
En general, sea L la clausura separable de k en L. Acabamos de probar que K
y L4 son linealmente disjuntos sobre k, luego por el teorema 9.33 basta probar
que KLg y L son linealmente disjuntos sobre L.

Sea S una base de trascendencia de K/k tal que K/k(S) sea separable.
Como K y k son linealmente disjuntos sobre k, son libres sobre k, luego S es
algebraicamente independiente sobre k, luego también sobre L,. Ademés, K L,
es algebraica y separable sobre L4(S), pues los elementos de K son algebraicos
y separables sobre k(S), luego también sobre L(S).

Como KLg/Ls es separable, tenemos que KL, y Li/ P” son linealmente
disjuntos sobre L, (por 9.43), luego lo mismo vale para KL, y L, ya que, como

L/Lg es puramente inseparable, se cumple que L C Li/poo (por 9.15).
Si se cumple 2), en particular K es linealmente disjunto de kP luego la

extension K /k es separable, y ademas K Nk = k, lo que significa que k es
algebraicamente cerrado en K. ]

Definicién 9.51 Diremos que una extension de cuerpos K/k es regular si cum-
ple las condiciones del teorema anterior.

4Esto no requiere el axioma de eleccién porque el anillo k[x1,...,=y] es noetheriano.
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Observemos que si k es algebraicamente cerrado, todas sus extensiones son
regulares. El teorema siguiente se consecuencia del hecho analogo 9.45 para
extensiones separables:

Teorema 9.52 Si k C K C L son extensiones de cuerpos y K/k y L/K son
regulares, también lo es L/k.

En cambio, el resultado analogo a 9.46 no es trivial. Para probarlo necesi-
taremos un refinamiento del teorema del elemento primitivo:

Teorema 9.53 Si K = k(a, 8) es una extension finita de cuerpos y « es sepa-
rable sobre k, entonces K/k es simple.

DEMOSTRACION: Sea M una extension de K en la que se escindan los
polinomios minimos de « y 8. Claramente podemos suponer que k es infinito,
con lo que podemos tomar v € k tal que

p—p

)
o —«

v #

para todo par 8 y o de k-conjugados de 8 y « respectivamente (o/ # «).
Veamos que 0 = ya + ( es un elemento primitivo. Ciertamente E = k(o) C K.
Sea g(X) = polmin(8, k) y sea h(X) = g(c —vX) € E[X]. Claramente

h(a) = g(o —ya) = g(B) = 0.

Ma4s atin, si o/ # «a es un k-conjugado de «, tenemos que

o—yd =qya+f -y =y(a-a)+B#p

para todo k-conjugado 3’ de 3.

Por consiguiente h(a') # 0. Asi, si f = polmin(a, k) tenemos que « es la
tinica raiz comun de f y h en M. Como g se escinde en M[X], lo mismo le
sucede a h, luego X — a es el maximo comun divisor de f y h en M[X]. Ahora
bien, el maximo comun divisor en E[X] de ambos polinomios debe dividir a
X —aen M[X],luego a € E'y 8 =0 —~ya € E. Esto nos permite concluir que
K =F =k(o). =

Observemos ahora que si K/k es una extension finitamente generada, po-
demos descomponerla en una torre finita k = Ky C Ky C K, = K de
modo que K; = K;_i(x;), para cierto z; € K;. En efecto, basta expresar
K =k(z1,...,2,) y definir K; = k(z1,...,z;).

Maés atn, podemos exigir que cada x; sea trascendente, separable o (si los
cuerpos tienen caracteristica prima p) puramente inseparable de grado p.

En efecto, si z; es algebraico sobre K;_1, podemos descomponer

Ki1 C(K)s C(K;)s(ws)
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y, usando que (K;)s = K;—1(x}) por el teorema del elemento primitivo, tenemos
que z} es separable sobre K;_;1 y que x; es puramente inseparable sobre (K;)s,
luego podemos exigir que cada x; sea trascendente, separable o puramente in-
separable sobre el cuerpo precedente.

A su vez, si r; es puramente inseparable sobre K;_1, el teorema 9.15 nos
da que existe un n tal que z¥ " e K;_1, y entonces podemos intercalar las
extensiones

n—1 n—2
K, C Ki,l(xf ) C Ki,1($€ ) c---C Kz,l(xf) C Kl-,l(xi) =K;
de modo que cada extension intermedia es puramente inseparable de grado p.

Teorema 9.54 Sea Q)/k una extension de cuerpos y sean K y L dos cuerpos in-
termedios linealmente disjuntos sobre k. Si la extension K/k es regular, también
lo es la extension KL/L.

DEMOSTRACION: El teorema 9.46 nos da que KL/L es separable. Solo
hay que probar que L es algebraicamente cerrado en K L. Tomamos o € KL
algebraico sobre L. Entonces « se expresa en términos de un nimero finito de
elementos de K y de L. Si llamamos L’ C L a la adjuncion a k de los elementos
de L, tenemos que L'/k es finitamente generada y o € KL'. Si probamos
que o € K’, tendremos en particular que o € L. Equivalentemente, podemos
suponer que la extension L/k es finitamente generada.

Por la observacion previa al enunciado, podemos descomponer L/k en una
cadena finita de extensiones simples k = Lo C L1 C --- C L, = L de modo que
L; = L;_1(z;) con z; trascendente, separable o puramente inseparable de grado
igual a la caracteristica p de los cuerpos.

Vamos a probar que cada extension K(z1,...,z,)/k(z1,...,2,) es regular.
Equivalentemente, podemos suponer que L = k(z), con z trascendente, separa-
ble o puramente inseparable de grado p sobre k.

Si es trascendente y el resultado es falso, existe un @ € K(z)\ k(z) algebraico
sobre k(x). Dicho « sera de la forma o = f/g, con f, g € K|z] primos entre si,
y satisfara una ecuacién irreducible de la forma

an(2)(f/9)" + an—1(x)(f/9)" "' + -+ a1(2)(f/9) + ao(x) = 0,

con a;(z) € klx]. La irreducibilidad implica que ag(x) # 0. Cambiando « por
a~! si es preciso, podemos suponer que f ¢ k[z], y a su vez, existe un factor
irreducible f; de f en k[z] tal que f1 ¢ Ek[x]. A su vez, alguna raiz o de f; no
es algebraica sobre k, pues si todas las raices lo fueran, teniendo en cuenta que
fi=(x—a1) - (x — ), sus coeficientes serian elementos de K algebraicos
sobre k, luego estarian en k. Por consiguiente, ag(a) # 0, g(a) # 0, pero al
sustituir z por « en la ecuacion, obtenemos ag(a) = 0, contradiccion.

Supongamos ahora que x es algebraico sobre k. Sea y € K(x) algebraico
sobre k(z). Tenemos que probar que y € k(x). Vamos a ver primero que
existe un z tal que k(z,y) = k(z). Si x es separable sobre k, basta aplicar
el teorema 9.53. La otra alternativa que estamos considerando es que x sea
puramente inseparable de grado p.
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Sea S C K una base de trascendencia tal que K/k(S) sea separable. Enton-
ces K(x)/k(SU{z}) es una extension algebraica separable, luego y es separable
sobre k(S U {z}) = k(z)(9).

Ahora bien, como K y k(z) son libres sobre k, tenemos que S es algebrai-
camente independiente sobre k(z), luego k(z) es algebraicamente cerrado en
k(x)(S) (teorema 9.36). El polinomio minimo p(X) de y sobre k(z)(S) es de la
forma (x — a1)--- (x — ), donde los «; son algebraicos sobre k(z), luego los
coeficientes de p(X) son algebraicos sobre k(z) y estan en k(z)(S), luego estan
en k(x). En otras palabras, el polinomio minimo de y sobre k(z)(S) es el mismo
que el polinomio minimo de y sobre k(z), luego y es separable sobre k(z).

Ahora bien, si |k(z,y) : k| = n, considerando la cadena k C k(z) C k(z,y),
vemos que el grado de separabilidad de la extension es n/p, mientras que la
cadena k C k(y) C k(z,y) nos da que, o bien k(y) = k(z,y), con lo que ya
tenemos que la extension es simple, o bien k(x, y)/k(y) es puramente inseparable
de grado p, por lo que el grado de separabilidad es |k(y) : k|, luego y es separable
sobre k, y de nuevo podemos aplicar el teorema 9.53.

Ahora, K(z) = Kk(x,y) = Kk(z) = K(z), aplicando dos veces el teorema
9.37 obtenemos que

|k(z) : k| = |K(2) : K| = |K(z) : K| = |k(z) : K|,

pero k(z) C k(z), luego tenemos la igualdad k(x) = k(z) = k(x,y) y asi con-
cluimos que y € k(x). "

A partir de aqui el analogo a 9.52 ya es inmediato:

Teorema 9.55 Sea Q/k una extension de cuerpos y sean K y L dos cuerpos
intermedios linealmente disjuntos sobre k. Si las extensiones K/k y L/k son
regulares, también lo es la extension KL/k.

Para terminar presentamos una versién débil de la regularidad que equivale
a ésta para extensiones de cuerpos perfectos:

Teorema 9.56 Consideremos cuerpos k C K C Q, con Q algebraicamente
cerrado. Sea ks la clausura separable de k en Q) y k1 la clausura algebraica de k
en K. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. La extension ki /k es puramente inseparable.

2. K y ks son linealmente disjuntos sobre k.

DEMOSTRACION: Si suponemos 1), para probar 2) basta probar que si te-
nemos k C k' C kg con k'/k finita, entonces k' es linealmente disjunto de K
sobre k. Por el teorema del elemento primitivo es k' = k(«). Aplicamos el
teorema 9.33 a las extensiones indicadas en el esquema de la pagina siguiente,
teniendo en cuenta que kj(a) y K son linealmente disjuntos sobre k; por 9.37
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y k(a) y k1 son linealmente disjuntos sobre k1, mientras que k(«) y k1 son li-
nealmente disjuntos por 9.41, ya que, si k tiene caracteristica prima p, entonces

k1 C ki/pm por 9.15.
K(a)
kl(a) /K
k(a) k‘1
k
Esto prueba que K y k' = k(«) son linealmente disjuntos sobre k. "

Definicion 9.57 Las extensiones de cuerpos que cumplen las condiciones del
teorema anterior se llaman extensiones primarias.

Obviamente, toda extension de un cuerpo perfecto es primaria. También es
facil ver que si tenemos extensiones k C L C K, entonces, si L/k y K/L son
primarias, también lo es K /k, asi como que si lo es K/k, también lo es L/k.



Apéndice A
El axioma de eleccion

En la seccion 1.2 hemos presentado una teoria axiomaéatica de conjuntos, que
no es sino la teoria de Zermelo, determinada por seis axiomas:

Extensionalidad Dos conjuntos son iguales si y sdlo si tienen los mismos
elementos.

Especificacion Dado un conjunto A y una propiedad P, existe un conjunto
cuyos elementos son los elementos de A que cumplen P.

Par Dados dos conjuntos A y B, existe otro conjunto C cuyos elementos son
exactamente A y B.

Unioéon Dado un conjunto A, existe otro conjunto B cuyos elementos son exac-
tamente los que pertenecen a alguno de los elementos de A.

Partes Dado un conjunto A, existe otro conjunto cuyos elementos son evacta-
mente todos los subconjuntos de A.

Infinitud FEziste un conjunto X con una aplicacion S : X — X inyectiva y
no suprayectiva.

Hemos incluido la version abstracta del axioma de infinitud presentada en
la seccién 1.4, aunque en la préictica podemos optar sin ningtin cambio esencial
por la version concreta dada en la seccién 1.2 o por cualquier otra alternativa
que implique la versiéon abstracta.

Estos axiomas son suficientes para demostrar la mayor parte de los resultados
de este libro, pero en algunos casos es necesario un axioma mas:

Axioma de eleccion (AE) Para todo conjunto X, existe F : X — |J X tal
que para todo conjunto A € X que no sea @ se cumple que F(A) € A.

Una funcién F' en las condiciones indicadas por el axioma se llama funcidn
de eleccion para X, pues elige un elemento de cada elemento de X. Para algunos

375
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conjuntos X es posible demostrar que existen funciones de eleccion (por ejemplo,
en el caso de los conjuntos finitos), pero para otros puede no haber ningin
criterio que determine una, ni por especificaciéon ni empleando ninguno de los
resultados sobre existencia de conjuntos deducibles de los demas axiomas, y
entonces el axioma de eleccidon resulta imprescindible.

Es facil ver que los dos teoremas siguientes son, de hecho, equivalentes al
axioma de eleccion:

Teorema A.1 (AE) Si {X;}icr es una familia de conjuntos no vacios, enton-
ces [] X # 2.

iel

DEMOSTRACION: Sea A= {X;|i€ I} ysea F:A— |JA una funcién de
eleccion. Asi, para cada i € I, como X; # &, se cumple que F(X;) € X;. Sea
ahora z : I — |J A la funcion dada por z(i) = F(X;). Es claro entonces que
x € H X;. ]

iel

Teorema A.2 (AE) Si A es una familia de conjuntos no vacios disjuntos dos
a dos, existe un conjunto que tiene exactamente un elemento de cada elemento
de A.

DEMOSTRACION: Sea F' : A — |J A una funcion de eleccion en A y sea
B = F[A]. Si X € A, como es no vacio, sabemos que F(X) € X N B. Si
u € X N B, entonces u = F(Y), para cierto Y € A, luego u € Y N X, luego
Y = X, porque los elementos de A son disjuntos dos a dos, luego u = F(X),
que es, por consiguiente, el Gnico elemento de X N B. [

Otra consecuencia destacada es la siguiente:

Teorema A.3 (Principio de elecciones dependientes) Si A # & es un
conjunto y R es una relacion en A con la propiedad de que para todo a € A
existe un b € A tal que a Rb, entonces existe f : N — A tal que, para todo
n € N, se cumple f(n) R f(n+1).

DEMOSTRACION: Consideramos la familia { X, }4c4 formada por los conjun-
tos X, = {b € A| aRb}. Por hipdtesis todos los conjuntos X, son no vacios,

luego existe g € J[ Xa, que es una funcién g : A — A tal que, para todo
acA
a € A, se cumple que g(a) € X,, es decir, a Rg(a). Ahora basta aplicar el prin-

cipio de recursion, que nos da una funcion f: N — A tal que f(0) es cualquier
elemento prefijado de A y para todo n € N se cumple que f(n+ 1) = g(f(n)),
luego en particular f(n) R f(n +1). n

El nombre de “principio de elecciones dependientes” se debe a que aqui no
tenemos una familia de conjuntos {X,}nen dada de antemano y elegimos un
f(n) € X, para cada n, sino que cada f(n + 1) se elige entre los posteriores a
f(n) segtn la relacion R, y asi, el conjunto de los valores admisibles entre los
que podemos elegir f(n + 1) depende de las elecciones precedentes que nos han
llevado hasta f(n).
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El principio de elecciones dependientes nos permite hacer en particular elec-
ciones “independientes” siempre y cuando sean sobre una familia numerable, en
el sentido siguiente:

Teorema A.4 (Axioma de eleccion numerable) Si {X, },en es una fami-

lia de conjuntos no vacios, entonces [| X, # <.
neN

DEMOSTRACION: Sea X = |J X, recordemos que I}, = {0,...,m — 1}, y
neN

sea A el conjunto’ de todas las aplicaciones s : I}, — X tales que, para todo

n < m, se cumple que s(n) € X,,. Sea R la relacion en A segun la cual s Rt si

y sblosi s & ¢t.

Se cumple que, A # @, pues si tomamos z € Xy, la funcién s : I — X
dada por s(0) = x cumple s € A. Ademaés, para todo s € A, existe un ¢t € A
tal que sRt. En efecto, tenemos que s : I, — X y por hipoétesis existe
y € Xmy1, luego podemos extender s a una aplicacion s’ : I}y, , | — X mediante
s'(m+1) =y, y claramente s’ € A cumple s Rs’.

Podemos aplicar el principio de elecciones dependientes, que nos da una
funcion f: N — A tal que f(n) & f(n+ 1), para todo n € N. Podemos llamar
$n = f(n), que es una funcion definida sobre cierto I'f,. Ahora bien, una simple
induccién demuestra que I) C Ds,,, asi como que si m < n, entonces s,, C Sy,
Esto nos permite definir g : N — X estableciendo que g(n) = sp4+1(n). Es
claro entonces que g(n) € X,,, luego g € [] X.. n

neN

Notemos que el axioma de eleccion finito, es decir, el teorema anterior para
familias de la forma { X} ;, se demuestra por induccién sobre m sin necesidad
del axioma de eleccién y no es, por tanto, un axioma, sino un teorema.

Todas las aplicaciones “fuertes” del axioma de eleccién que vamos a necesi-
tar (es decir, sin contar aquellas que sblo requieran el Principio de elecciones
dependientes) las haremos a través de una consecuencia, bastante técnica, pero
muy practica. Para enunciarlo tenemos que introducir algunos conceptos.

Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado, es decir, A es un conjunto y
< es una relacion de orden parcial en A.

Una cadena en A es un subconjunto ¢ C A que esta totalmente ordenado, es
decir, para todo z, y € ¢ se cumple z < y o bien y < .

Un m € A es maximal si no existe ningtin otro a € A tal que m < a.

Notemos que si A esta totalmente ordenado, maximal es lo mismo que mé-
ximo, pero en general no es asi: si A tiene maximo, es su unico elemento maxi-
mal, pero puede haber distintos maximales que no sean maximos.

Se dice que (A, <) esta bien ordenado, o que < es un buen orden sobre A si
A esta totalmente ordenado y todo subconjunto de A no vacio tiene un minimo
elemento.

INotemos que A puede definirse por especificacion a partir de P(N x X).
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Teorema A.5 (Lema de Zorn) (AE) Todo conjunto parcialmente ordenado
en el que toda cadena tiene una cota superior, tiene un elemento mazximal.

DEMOSTRACION: Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado que cumpla
las hipétesis. Sea C' C PA el conjunto de todas las cadenas en A. Sabemos que
toda cadena ¢ € C tiene cota superior, pero pueden darse dos casos si existe una
cota superior u € A \ ¢, es decir, una cota superior estricta, que es mayor que
todos los elementos de ¢, entonces ¢ puede prolongarse a una cadena ¢ U {u}.
En tal caso, llamamos X, C PA al conjunto de todas las prolongaciones de ¢ de
la forma c U {u}.

La alternativa es que ¢ no tenga cotas superiores estrictas. Entonces una
cota superior u de ¢ es un maximal de A, pues si existiera v € A tal que u < v,
tendriamos que v es una cota superior estricta de c¢. Nuestro objetivo sera
demostrar que existe una cadena c sin cotas superiores estrictas. En cualquier
caso, si ¢ es una cadena en estas condiciones, llamamos X, = {c}.

Con esto tenemos definida una aplicacion X : ¢ — PPA o, equivalente-
mente, una familia { X, }.cc de conjuntos no vacios. Por el teorema A.1 podemos

tomar G € [[ X.. Equivalentemente, G : C — PA, de modo que, para toda
ceC
cadena ¢ € C, se cumple que G(c) € X..

Basta probar que existe una cadena ¢ tal que G(c¢) = ¢, pues esto significa
que ¢ no tiene cotas estrictas (ya que en tal caso ¢ ¢ X, por construccion), y
por lo tanto A tiene un elemento maximal.

Si no se cumple G(c¢) = ¢, entonces G(c) es una cadena que resulta de anadir
un dnico elemento por encima de todos los elementos de c.

Diremos que ¢ es una buena cadena en (A, <) si ¢ esta bien ordenada por <
y, para cada a € ¢, se cumple que

G{ueclu<a})={uec|u<a}l.

Notemos que {u € ¢ | u < a} es trivialmente una cadena, y lo que estamos
pidiendo es que G le anada un elemento, y que éste sea precisamente a. Es facil
comprobar lo siguiente:

e O es (trivialmente) una buena cadena.

e Si ¢ es una buena cadena y a € ¢, entonces los conjuntos {u € ¢ | u < a}
y {u € ¢| u < a} son también buenas cadenas.

e Si ¢ es una buena cadena, G(c¢) también lo es.

Ahora demostraremos este hecho:

Si ¢y son buenas cadenas y a € ¢ cumple que {u € ¢ | u < a} =
{ued|u<a}l, entoncesa € ¢’ o bien ={uec|u<a}.
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En efecto, si ¢ #{u € c|u<a} ={u € |u<a}, como por hipotesis se
da la inclusién D, tiene que haber un o’ € ¢ que no esté en {u € ¢ | u < a},
para lo cual @’ tiene que ser una cota superior estricta de este conjunto. Como ¢
esta bien ordenado, podemos suponer que a’ es la minima cota superior estricta
(en ¢’) de dicho conjunto. Por lo tanto:

{ued|u<d}={ued|u<al={uec|u<al.

Como el primer y el tercer conjunto son buenas cadenas, al aplicar G obtenemos
un conjunto cuyo méaximo tiene que ser tanto a’ como a, luego a = a’ € ¢'.

Veamos ahora que dos buenas cadenas ¢y ¢’ estan necesariamente contenidas
una en la otra. En efecto, si ¢ no esta contenida en ¢’, podemos tomar el minimo
a€c\cd,demodo que {ucc|lu<a}l C{uecd|u<a} Veamos que tiene
que darse la igualdad.

En caso contrario, existe un a’ € ¢’ tal que a’ < a, pero @’ ¢ c. Podemos
tomar el minimo posible. Asi, {u € ¢ | u < a'} = {u € ¢ | u < a'}, luego,
segin hemos visto, esto implica que ¢ = {u € ¢’ | u < a'}, pero entonces a < d,
contradiccion.

Por consiguiente, {u € ¢ | u < a} = {u € ¢ | u < a} y, aplicando de nuevo
la propiedad que hemos demostrado, ¢’ C c.

Mas atn, si ¢ y ¢ son dos buenas cadenas distintas, ¢ C ¢ y llamamos
a = min(c\ ¢’), entonces ¢’ = {u € ¢ | u < a}, pues obviamente se cumple a ¢ ¢/
y{ueclu<a}={ued|u<a}.

Ahora es facil ver que la uniéon ¢g de todas las buenas cadenas es una buena
cadena. En efecto, es una cadena, porque si u, v € cg, existen buenas cadenas
cy ¢ tales que u € cy v € ¢, pero como ¢ C ¢’ o viceversa, tenemos que u y v
estan en una misma cadena, luego u < v o v < u.

Ademas c¢q esta bien ordenada, pues si X C ¢g no es vacio, un elemento de X
estard también en cierta buena cadena ¢, de modo que ¢cN X # &. Como c esta
bien ordenada, existe m = min(X N¢). Vamos a probar que m es el minimo de
X. En caso contrario existe un z € X tal que z < m (luego x ¢ ¢). Dicho z tiene
que cumplir x € ¢, para cierta buena cadena ¢’ que no puede estar contenida
en ¢, por lo que ¢ C ¢’. Sea a = min(c¢’ \ ¢), de modo que ¢ = {u € ¢ | u < a},
pero entonces z < m < a, luego = € ¢, contradiccién.

Por dltimo, si a € ¢y, entonces a € ¢, para cierta buena cadena ¢, y vamos a
ver que {u € ¢ | u < a} = {u € ¢| u < a}. Esto implicara que

G{uece|u<a})={uvec|lu<a}={u€c|u<a}l,

lo que terminara la prueba de que ¢y es una buena cadena. Si u € ¢y cumple
u < a, pero u ¢ ¢, entonces u € ¢, para cierta buena cadena ¢’ que no puede
cumplir ¢ C ¢, luego ¢ C ¢’. Sea ¢’ = min(c’\ ¢), de modo que a’ < u. Entonces
c={vecd|v<dal,luego a < da <u < a, contradiccion.

Con esto terminamos la prueba sin mas que observar que, como G(¢p) tam-
bién es una buena cadena, tiene que ser G(cg) C ¢p (porque ¢y es la union de
todas), y la otra inclusion se da siempre, luego G(cg) = cp, como habia que
probar. [
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Veamos un ejemplo de aplicacién del lema de Zorn:
Teorema A.6 (AE) Todo conjunto puede ser bien ordenado.

DEMOSTRACION: Sea X un conjunto cualquiera (que podemos suponer no
vacio) y sea A el conjunto de todos los pares (Y, <), donde Y C X y < es un buen
orden en Y. Definimos en A la relacion de orden dada por (Y, <) < (Y, <’) si
y sOlo si:

1.YCY.
2. Para todo u,v € Y se cumple u < v si y s6lo si u <" v.
3.SiueY,veY' \Y, entonces u <’ v.

Esto significa que Y’ mantiene el mismo orden sobre los elementos de YV y
los elementos de Y’ \ Y son todos posteriores a los de Y, es decir, que el orden
de Y’ prolonga al de Y.

Es claro que A # @, pues cualquier subconjunto de X con un elemento se

puede ordenar bien de forma trivial. Sea C' C A una cadena, secaY* = J Yy

(Y, )eC
consideremos en Y* el orden segiin el cual u <* v siy so6lo si existe un (Y, <) € C
tal que u,v €Y y u <w.

Es facil comprobar que se trata de una relacién de orden en Y*, y es un
buen orden, pues si B C Y* no es vacio, tomamos u € B, y entonces existe un
(Y,<) € C tal que u € Y por lo que BNY # &, luego existe m = min(BNY), y
se cumple que m = min B, pues si v € B, entonces, existe un (Y', <’) € C tal que
v €Y', Como C es una cadena, o bien (Y, <) < (Y', <) o bien (Y, <) < (Y, <).
En el segundo caso se cumple v € Y N B, luego m < v, luego m <* v. En el
primer caso, distinguiendo si v € Y osi v € Y\ 'Y se llega igualmente a que
m <’ vy de aqui a que m <* v.

Por lo tanto (Y*,<*) € A. Observemos ahora que si (Y, <) € C, entonces
(Y, <) < (Y*,<*). En efecto, se cumplen obviamente las propiedades 1. y 2. de
la definicién de =<, y en cuanto a la tercera, si u € Y, v € Y*\ Y, existe un
(Y, <)e Ctalque v € Y \Y. Como C es una cadena tiene que ser Y < Y”,
luego u <" v, luego u <* v.

Esto prueba que (Y*,<*) es una cota superior de C, luego por el lema de
Zorn existe un par (Y, <) maximal en A. Pero necesariamente entonces Y = X
ya que si fuera Y & X, podrfamos tomar x € X \ Y y definir una relacion de
orden en YU{z} que prolongara a la de Y poniendo a = como méximo elemento.
Claramente se trataria de un buen orden, de modo que (Y, <) < (Y U {z},<’)
en contra de la maximalidad de (Y, <). Asi pues, < es un buen orden en X.

|



Apéndice B
Conjuntos infinitos

La mayor parte de los conjuntos con los que vamos a trabajar son infinitos, y
en algunas ocasiones necesitaremos ciertos resultados conjuntistas que muestran
que es posible hablar del “ntimero de elementos” de un conjunto infinito, y hacer
consideraciones sobre el “tamano” de un conjunto infinito. Un desarrollo siste-
maético de la teoria de cardinales infinitos queda fuera del alcance de este libro,
pero aqui vamos a presentar los pocos resultados que nos van a ser necesarios.

Conjuntos numerables Vamos a extender parcialmente a conjuntos infini-
tos el concepto de “contar” los elementos de un conjunto. Recordemos que un
conjunto A es finito si existe una biyeccion f : I, — A, donde n es un nimero
natural e I, = {1,...,n}, entendiendo que Iy = &. En tal caso, el namero
natural n es Gnico y recibe el nombre de cardinal de A, y se representa por |A|.
La definicién siguiente generaliza estos conceptos:

Definicion B.1 Un conjunto A es numerable si es finito o bien existe una bi-
yeccion f : N — A. En tal caso diremos que el cardinal de A es N, aunque
cuando consideramos a N como cardinal de los conjuntos numerables es costum-
bre escribir N = Xy (4leph 0).

Asi pues, si A es un conjunto numerable, su cardinal | A| puede ser un niamero
natural o bien Ng. Los conjuntos de cardinal Xg son, pues, los conjuntos infinitos
numerables. En otros términos, un conjunto A es infinito numerable si sus
elementos se pueden organizar como una sucesion infinita

ag, ai, az, asg, a4,

sin repeticiones.

Quizé el lector pueda pensar que todos los conjuntos infinitos son numera-
bles, pero no es asi:

Teorema B.2 (Cantor) Si A es un conjunto, no existe una aplicacion supra-
yectiva f: A — PA.

381
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DEMOSTRACION: Supongamos que f: A — PA es suprayectiva y conside-
remos el conjunto X = {x € A|x ¢ f(x)} € PA. Por hipétesis existe a € A tal
que f(a) = X, pero entonces tenemos una contradiccion:

a€X siysolosi a¢ f(a) siysolosi a¢ X.
Asi pues, no puede existir tal aplicacion f. n

En particular PN es un ejemplo de conjunto infinito no numerable. A con-
tinuaciéon vamos a dar criterios para reconocer qué conjuntos son numerables.

Extendemos la relacién de orden en N para incluir a 8y como maximo ele-
mento, de modo que si A y B son conjuntos numerables, la desigualdad |A| < |B|
se cumple en particular si |B| = V.

Evidentemente, todo conjunto biyectable con un conjunto numerable es nu-
merable. Més atn:

Teorema B.3 Si f : A — B es inyectiva y B es numerable, entonces A es
numerable y |A| < |B].

DEMOSTRACION: Sabemos que el resultado es cierto si B es finito, asi que
podemos suponer que |B| = Xy. Entonces, si A es finito la conclusion es trivial,
luego podemos suponer que A es infinito, y tenemos que probar que es numera-
ble. Sea g : N — B biyectiva, de modo que h = fo g~ ' : A — N inyectiva.
Como h : A — h[A] es biyectiva, tenemos que h[A] es infinito, y basta probar
que es numerable. Equivalentemente, podemos suponer que A C N, es decir,
sblo hay que probar que todo subconjunto infinito de N es numerable.

Definimos recurrentemente una aplicacion k£ : N — A: suponiendo definidos
k(0),...,k(n — 1), tomamos

k(n) = min(A\ {k(0), ..., k(n — 1)}).

Notemos que la definicién es correcta, porque {k(0),...,k(n)} C A es un
conjunto finito y, como A es infinito, tenemos que A\ {k(0),...,k(n—1)} # 2,
luego tiene un minimo elemento, que es el que tomamos como k(n).

En particular, si m < n, tenemos que k(m) # k(n), pues se cumple que
k(m) € {k(0),...,k(n — 1)}. Esto prueba que k es inyectiva. Veamos que
también es suprayectiva. Si existe un a € A que no tiene antiimagen, podemos
tomar el minimo de ellos. Consideremos I = {n € N | k(n) < a}. Entonces
klr : I — {0,...,a — 1} biyectiva, luego I es un subconjunto finito de N,
y esto implica que tiene un méximo elemento n. Pero entonces tiene que ser
k(n+1) = a, porque ciertamente a es el minimo del conjunto A\{k(0),...,k(n)},
ya que todo nimero m < a es de la forma k(i) con i € I, luego i < n, luego
m € {k(0),...,k(n)}, y asi tenemos una contradiccion. n

En particular, todo subconjunto de un conjunto numerable es numerable.
Veamos una variante del teorema anterior:

Teorema B.4 Si f : A — B es suprayectiva y A es numerable, entonces B
es numerable y |B| < |A].
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DEMOSTRACION: Sea g : N — A biyectiva, de modo que go f : N — B es
también suprayectiva. Equivalentemente, podemos suponer que A = N. Pero
entonces podemos definir h : B — N inyectiva mediante h(a) = min f~*[a], y
basta aplicar el teorema anterior. n

Otra consecuencia inmediata del teorema B.3 es que un conjunto A es nu-
merable (finito o infinito) si y solo si existe f : A — N inyectiva.

A continuacién vamos a demostrar que N x N es numerable. La idea subya-
cente a la prueba se muestra en la tabla siguiente:

—_
[\V]

1

O =N W e
w

SO = WwWwo O
=N s =3 =
Do Ot 0o

9 14
3 4

En ella vamos disponiendo los ntimeros naturales completando diagonales:
en la primera diagonal ponemos el 0, en la diagonal siguiente el 1 y el 2, en la
siguiente el 3, el 4 y el 5, y asi sucesivamente. Entonces a cada par ordenado
de numeros naturales le corresponde el ntimero natural que ponemos en su
fila y su columna. Por ejemplo, f(3,1) = 13. Esto determina una biyeccion
f:NxN — N. En realidad f admite una definicién algebraica muy simple:

(z+y)(z+y+1)

flz,y) = 3

La idea para llegar a esta expresion también es sencilla: por ejemplo, la imagen
f(3,1) = 13 est4 en la diagonal formada por los pares cuyas componentes suman
z +y = 4. Para llegar a ella ha que pasar antes por las diagonales anteriores,
que contienen 1+ 2+ 3 +4 = 10 nameros, pero como empezamos en el 0 resulta
que el f(0,4) = 10 es ya ya el primero de dicha diagonal. Para llegar a f(3,1)
hemos de avanzar x = 3 posiciones. En general, el par f(z,y) se alcanza en la
posicién
(+y)lz+y+1)

I+2+-+(@r+y +o= 5 +x

Vamos a dar una justificacién puramente aritmética de estos hechos. Para
ello observamos que la funcion

nn+1)

g(n) = 5

cumple n < g(n), pues esto equivale a que 2n < n? +n, o a que n < n?, lo cual
se cumple si n = 0 y, en caso contrario equivale a 1 < n, que también se cumple.

Por lo tanto, para cada natural z existe un minimo n’ tal que z < g(n’). No
puede ser n’ = 0, luego existe un tnico n =n’ — 1 tal que g(n) < z < g(n + 1).
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Ahora bien,

g+ 1) — gn) = (n+1)(n+§)—n(n+1) _ (n—;l)2 N

luego existe un tnico nimero natural 0 < x < n tal que z = g(n)+z. Llamando
y = n — x tenemos que z = g(z +y) + ¢ = f(z,y). Esto prueba que f es
suprayectiva.

La inyectividad se debe a que si f(z,y) = f(a',y’), entonces, llamando
n=x+yyn =4y tenemos que g(n) < z < g(n+1)y g(n’) <z < g(n'+1),
lo cual sélo es posible si n = n/, luego

fla,y) = g(n) +x =g(n) + ',
de donde z = &’ y, por consiguiente, de x + y = 2’ + y’ obtenemos que y = y'.

Maés en general, ahora podemos probar:

Teorema B.5 Si A y B son conjuntos numerables, entonces el producto carte-
siano A x B es numerable.

DEMOSTRACION: Sean g1 : A — Ny go : B — N inyectivas. Entonces
la funcién g : A x B — N x N dada por g(a,b) = (g91(a), g2(b)) es inyectiva,
y su composicion con la biyecciéon N x N — N que hemos construido es una
aplicacion A x B — N inyectiva, luego A x B es numerable. n

Es claro que si uno de los dos conjuntos es infinito numerable y el otro es
no vacio (finito o infinito), entonces A X B es infinito numerable. Teniendo en
cuenta la relacion |A x B| = |A||B| valida para conjuntos finitos, ahora podemos
extenderla a conjuntos numerables si definimos

Ro-0=0, Ro-n=Wy (sin>0), NoRy=Rg.

Teorema B.6 La union de un conjunto numerable de conjuntos numerables es
numerable.

DEMOSTRACION: Sea {4, }nen una familia numerable de conjuntos nume-
rables. Podemos suponer que no son todos vacios, y fijamos un a( perteneciente
a uno de ellos. Sea! f, : A, — N inyectiva y sea g : N — N x N biyectiva.

Definimos como sigue una aplicacion h: N — | A,:
neN
Si g(m) = (n,i) y se cumple que i € f,[A,], entonces h(m) = f,1(i), y
en caso contrario h(m) = agp. Asi la aplicacion h es suprayectiva, pues dado
a € |J A,, existe un n tal que a € A,, y podemos tomar i = f,(a). Si
neN
m = g~!(n,i), es claro que h(m) = f; 1(i) = a. Ahora basta aplicar B.4. =

L Aqui estamos eligiendo una aplicacién para cada n, con lo que estamos usando el axioma de
eleccion. No obstante, se trata del axioma de eleccién numerable. En general no destacaremos
los usos de las formas débiles del axioma de eleccién, como el axioma de eleccion numerable
o el principio de elecciones dependientes.
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En particular, la union de dos conjuntos numerables, uno de ellos infinito,
es infinita numerable. Esto puede expresarse extendiendo la suma de cardinales
de modo que

N()'f'n:No, N0+N0:N0‘

Hemos visto antes que si A es un conjunto infinito numerable, entonces PA
no es numerable. En cambio:

Teorema B.7 Si X es un conjunto numerable, el conjunto P¥ X formado por
todos los subconjuntos finitos de X es numerable.

DEMOSTRACION: Si X es finito, entonces P/ X es finito, luego la conclusion
es trivial. Supongamos, pues, que X es infinito. Si f : X — N es una biyeccion,
podemos definir g : P X — P/N mediante g(A) = f[A], y es claro que g es
biyectiva, luego basta probar que PfN es numerable.

Sea PN el conjunto de los subconjuntos de N de cardinal n. Una simple
induccion prueba que cada P"N es numerable. En efecto, P'N = {&} es finito,
y si P*N es numerable, entonces la aplicaciéon h : P"N x N — P" !N dada por
h(A,n) = AU{m}, donde m es el minimo nimero natural m > n tal que m ¢ A
es claramente suprayectiva, por lo que P"T'N también es numerable.

Finalmente, P/N = |J P"N es numerable por ser unién numerable de con-
juntos numerables. neN "

El teorema siguiente viene a decir que los conjuntos numerables son los
conjuntos infinitos méas pequenos:

Teorema B.8 Todo conjunto infinito contiene un subconjunto infinito nume-
rable.

DEMOSTRACION: Si X es un conjunto infinito, podemos definir una apli-
cacion f : N — X inyectiva por recurrencia. Definidos f(0),..., f(n — 1),
tenemos que {f(0),...,f(n — 1)} & X, porque X es infinito, luego podemos
elegir? un elemento f(n) € X\ {f(0),..., f(n—1)}, y es claro que f asf definida
es inyectiva. [

Conjuntos no numerables Es posible asignar un cardinal |A| a todo con-
junto A, aunque no sea numerable, de tal modo que |A| = |B| equivalga a que
exista una aplicacion A — B biyectiva, y |A| < |B| equivalga a que exista una
aplicacion A — B inyectiva. No vamos a demostrar estos hechos, porque no
nos haran falta en ningin momento, pero vamos a probar el resultado basico
que sirve de fundamento a la teoria de los cardinales infinitos. Nos basamos en
un hecho previo:

2Esta prueba requiere el axioma de eleccién, pero puede reducirse al principio de elecciones
dependientes (teorema A.3) sin mas que considerar el conjunto de todas las aplicaciones inyec-
tivas s : {1,...,n} — X ordenado por la inclusién estricta. Una cadena so & s1 & s2 G - -

define una aplicacion |J sn : N — X inyectiva.
neN
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Teorema B.9 Sea X un conjunto y F : PX — PX wuna aplicacion tal que si
u C v C X entonces F(u) C F(v). Entonces eziste un z € PX tal que F(z) = z.

DEMOSTRACION: Sea A = {u € PX | F(u) C u}. Se cumple que A es un

conjunto no vacio (pues contiene a X). Llamemos z = [ u € PX.
u€A
Siu € A, entonces z C u, luego F(z) C F(u) C u, con lo que F(z) C z.

Por la hipotesis, F(F'(z)) C F(z), luego F(z) € A, luego z C F(z), lo que
nos da la igualdad F(z) = z. n

Teorema B.10 (Teorema de Cantor-Bernstein) Sean X eY conjuntos ta-
les que existen aplicaciones inyectivas f : X — Y yg:Y — X. Entonces
existe h : X — Y biyectiva.

DEMOSTRACION: Sea F' : PX — PX la aplicacion dada por F(u) =
X\ g[Y'\ f[u]]. Estamos en las hipotesis del teorema anterior, pues siu C v C X,
entonces

flul € flol, YN Sl €Y\ Flul, Y \ flo]] € g[Y\ flul],

XA\ gV \ flul]l € X\ g[Y'\ flo]],

luego F'(u) C F(v).

En consecuencia existe un subconjunto z C X tal que F(z) = z, es decir,
X\ g[Y \ flz]] = z o, equivalentemente, X \ z = g[Y"\ f[z]]. Por consiguiente,
flz vz — fl] y glv\s1z 2 Y\ flz] — X \ z son ambas biyectivas, luego la
unién de la primera con la inversa de la segunda nos da la aplicacion h buscada.

|

En términos de cardinales, lo que afirma el teorema anterior es que si se
cumple |A] < |B| y |B| < |A|, entonces |A| = |B|. Existe una aritmética de
los cardinales infinitos que generaliza a la que hemos expuesto para conjuntos
numerables. Para nuestros fines nos bastara con el resultado siguiente, que
en términos de cardinales se interpreta como que si k es un cardinal infinito,
entonces k - Ng = K:

Teorema B.11 (AE) Si X es infinito, existe una biyeccion f: X x N — X.

DEMOSTRACION: Consideramos el conjunto F de todas las aplicaciones bi-
yectivas f : Y X N — Y, con Y C X infinito. Observamos que es no vacio,
pues por B.8 sabemos que X contiene un subconjunto numerable Y, y entonces
existe f : Y x N — Y biyectiva, luego f € F.

Consideramos a F como conjunto parcialmente ordenado por la inclusion,
es decir, una funcion f : Y x N — Y es anterior a otra f' : Y’ x N — Y’ si
YCY'y fllyxn = f.

Es facil ver que si C es una cadena en F, entonces |J f € € es una cota

fec
superior de C, luego el lema de Zorn nos asegura que existe f : Y x N — Y

maximal.
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Veamos que X \ Y tiene que ser finito. En caso contrario contiene un sub-
conjunto numerable Z y existe g : Z x N — Z biyectiva. Es claro entonces que
(fUg): (YUZ)x N — Y UZ es biyectiva, luego fUg € F y contradice la
maximalidad de f.

Asipues, Z = X \Y esfinitoy f: (X\Z)xN — X\ Z es biyectiva. Basta
probar que existe una biyeccion X — X \ Z, pues entonces es facil construir
biyecciones

XXxN— (X\Z)xN—X\Z — X.

Tomamos W C X \ Z numerable. Entonces WUZ es numerable, luego existe
una biyeccion W U Z — W, que se extiende a una biyecciéon

X=(X\(WUZ)UWUZ) — (X\(WUZ)UW =X\ Z.

La seccion 1.5 de [An] contiene algunos resultados adicionales sobre cardi-
nales infinitos.






Apéndice C
Cuadrados latinos

A principios del siglo XVIII era conocido el problema consistente en tomar
las dieciséis cartas A, J, Q, K de la baraja y disponerlas en un cuadrado 4 x 4
de modo que en ninguna fila o columna haya dos cartas del mismo valor o del
mismo palo. El problema aparece planteado y resuelto en un libro de matematica
recreativa de 1725. Hay muchas soluciones, una de las cuales es ésta:

Ad KO Q6 J&
Ko A% Jé& Q0
Qe JO AV Ka
JO Q&6 K& AH

Afos més tarde, alguien —se dice que la emperatriz Catalina la Grande—
plante6 a Leonhard Euler una variante de este problema conocida como “el
problema de los 36 oficiales”

El emperador se disponia a wvisitar una ciudad en la que estaban
acuartelados seis regimientos, y el comandante de la guarnicion se-
lecciond seis oficiales de distinta graduacion en cada uno de ellos y
quiso disponerlos en formacion 6 X 6 para que el emperador pasara
revista, y de modo que, cualquiera que fuera la fila o la columna que
éste decidiera recorrer, encontrara en ella un oficial de cada regi-
miento y uno de cada una de las graduaciones. 5Como habia que
disponer para ello a los 36 oficiales?

Como vemos, “adornos aparte”, se trata del mismo problema de la baraja,
pero con seis valores y palos en vez de cuatro. Euler decidié abordar el problema
como quien se pone a resolver un pasatiempo, pero, para su sorpresa, no fue
capaz de encontrar una solucién. Mas intrigante atn era que, considerando
variantes, pudo resolver el problema analogo tanto con 5 oficiales y regimientos
como con 7, pero con 6 no consiguié nada. Sus investigaciones alrededor de
este problema culminaron con su trabajo Recherches sur una nouvelle espéce de
quarrés magiques, de 1779.

389
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C.1 Cuadrados latinos y grecolatinos

Euler introdujo el concepto de “cuadrado latino”, que no es sino una disposi-
cion de n signos en n filas y n columnas (repetidos n veces cada uno) de modo
que ninguno de ellos aparezca dos veces en una misma fila o columna. El nombre
de “cuadrado latino” hace referencia a que Euler usaba letras latinas a,b,c...
como signos para sus cuadrados, pero cualquier signo vale. Por ejemplo, dos
cuadrados latinos 4 x 4 son:

A K Q J o 0O 3O &
K A J Q O & & Q0
Q J A K & O O &
J Q K A O A&

Maés técnicamente podemos pensar en un cuadrado latino como una matriz
(ai;) con n filas y n columnas (y con valores en cualquier conjunto).

Dos cuadrados latinos (a;;) y (c;) de orden n son ortogonales cuando en la
matriz n X n que en la posicion (7, j) tiene el par (a;j, ;) cada uno de los pares
aparece una tnica vez (o, equivalentemente, cuando en ella aparecen los n? pares
posibles). Los cuadrados obtenidos de esta forma se llaman grecolatinos, porque
Euler usaba letras latinas (a,b,c...) como signos para uno de los cuadrados y
letras griegas («, 8,7 ...) para el otro, de modo que sus cuadrados grecolatinos
contenian pares aq,af3,ba, ... de letras griegas y latinas.

Por ejemplo, los dos cuadrados latinos anteriores son ortogonales, y el cua-
drado grecolatino que forman es la solucién que hemos dado al problema de
las 16 cartas. En estos términos, el problema de los 36 oficiales consiste en
encontrar un cuadrado grecolatino de orden 6.

Con esto ya podemos plantear una ligera reformulacién del problema: se
trata de encontrar un cuadrado latino de orden 6 que tenga un cuadrado latino
ortogonal.

Euler dio un criterio sencillo para determinar si un cuadrado latino admite
un cuadrado ortogonal, para lo cual introdujo el concepto de transversal de un
cuadrado latino, que es una selecciéon de n posiciones, de modo que no haya dos
en la misma fila o columna y que los elementos del cuadrado en dichas posiciones
sean distintos dos a dos. Por ejemplo, la figura siguiente muestra con subindices
cuatro transversales del primero de los cuadrados latinos anteriores:

A1 Ky Q3 Ju
Ky Ay 1 Q2
Qs J3 Ay Ky
Jo Q1 Ky As

Es inmediato que un cuadrado latino de orden n admite un cuadrado orto-
gonal si y sélo si admite n transversales disjuntas dos a dos, pues en tal caso
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podemos construir el cuadrado ortogonal poniendo un mismo signo en las posi-
ciones correspondientes a cada una de las transversales.

Por ejemplo, el segundo cuadrado latino que hemos mostrado antes (el de los
palos) tiene las picas en las posiciones determinadas por la primera transversal
(la marcada con los subindices 1), tiene los corazones en las posiciones de la
segunda transversal, los diamantes en las de la tercera y los tréboles en las de
la cuarta.

Reciprocamente, un cuadrado ortogonal determina n transversales disjuntas
dos a dos correspondientes a las posiciones que ocupa cada uno de sus signos.
De hecho, el cuadrado precedente en el que hemos numerado las cuatro trans-
versales es esencialmente el cuadrado grecolatino 4 x 4 que hemos mostrado en
la introduccioén, con la tinica diferencia de que los palos estdn ahora indicados
por los subindices.

Podria parecer que esto es una obviedad que no lleva a ninguna parte, pero
no es asi. Por ejemplo, es obvio que la tabla de cualquier grupo finito es un
cuadrado latino, pero el criterio para que admita un cuadrado ortogonal se
simplifica mucho en este caso:

Teorema C.1 Un cuadrado latino determinado por la tabla de un grupo finito
admite un cuadrado latino ortogonal si y sdlo si admite una transversal.

DEMOSTRACION: En vista de la observacién precedente, basta ver que si
un cuadrado latino determinado por la tabla de un grupo finito admite una
transversal, entonces admite n transversales disjuntas.

En efecto, pongamos que G = {g1,...,9n} ¥ que tenemos una transversal
en su tabla formada por el elemento hy del la primera fila, el elemento ho de la
segunda, etc., hasta h,,, de modo que también G = {hy,...,h,}.

Entonces, para cada g € G, podemos formar una transversal T, de la tabla
de G sin mas que tomar el elemento h1g en la primera fila, el elemento hog en
la segunda fila, etc. Ciertamente, los elementos h1g, hag, ..., h,g son distintos
dos a dos, por construccion estéan en filas distintas y, si hubiera dos en la misma
columna, por ejemplo, si h;g, h;g estuvieran en la columna de gy, eso significaria
que hig = gigk, hjg = g;gx, pero entonces h; = g;grg~", hj = gjgrg~ ", de modo
que h;, h;j estarfan ambos en la columna de grg~!, contradiccion.

Asi pues, cada T, es ciertamente una transversal de la tabla de G, y las n
transversales obtenidas de este modo son disjuntas dos a dos, ya que si g # ¢’,
entonces h;g # h;g’, luego el elemento de la fila i-ésima de T, es distinto del
correspondiente a Ty . n

Ejemplo Aqui tenemos las tablas de los dos grupos de orden 4:

2

1 g g¢* ¢ |1 a b ¢
111 g ¢ ¢° 111 a b c
g lg ¢ ¢ 1 ala 1 ¢ b
?l¢> ¢ 1 g b|b ¢ 1 a
@l 1 g g° cle b a 1
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El cuadrado latino correspondiente a la primera tabla (la del grupo Cjy)
no admite transversales. En efecto, por el teorema anterior, si admitiera una
transversal, admitiria cuatro disjuntas, luego cada elemento de la tabla estaria
en una transversal. Tratemos de determinar una que contenga al 1 de la primera
fila. En la segunda fila tendria que contener a g% o a g® (ya que no podemos
repetir ni la primera columna ni el 1). Si contuviera a g2, en la tercera fila
estariamos forzados a tomar g, ya que no podemos repetir las dos primeras
columnas ni el 1 de la tercera, y en la cuarta fila nos veriamos obligados a
tomar el elemento de la tercera columna, que repite g:

1 9 ¢ 4 1 9 ¢ &
T [1 T [1
g 9° g g°
9° g g g
9° g 9° 1

Similarmente, si en la segunda fila tomamos g3, en la cuarta fila nos vemos
obligados a repetir el 1.

Concluimos que la tabla de C; da lugar a un cuadrado latino sin comple-
mento ortogonal. En cambio, la tabla de Cs x C5 si que admite una transversal
y, por consiguiente, cuatro. De hecho, si cambiamos 1,a,b,c por A, K,Q, J,
vemos que el cuadrado latino correspondiente a dicha tabla es precisamente el
que hemos usado para distribuir las cartas del problema de las 16 cartas segtin
su valor, y ya hemos determinado cuatro transversales disjuntas en él. ]

Vemos, pues, que algunos grupos permiten construir cuadrados grecolatinos,
pero otros no. Ahora bien:

Teorema C.2 La tabla de un grupo de orden impar es un cuadrado latino que
admite siempre un cuadrado latino ortogonal.

DEMOSTRACION: Si GG es un grupo de orden impar, basta probar que la dia-
gonal de su tabla es una transversal. La diagonal est& formada por los cuadrados
en G, luego basta probar que dichos cuadrados son todos los elementos de G.
Ello se debe a que la aplicacién g — g2 es inyectiva. En efecto, si |G| = 2n — 1
y a® = b% entonces a = a-a® 1 = (a?)" = (V)" =b- b2 =b. n

Asi pues:

Teorema C.3 (Euler) Ezisten cuadrados grecolatinos de todos los drdenes im-
pares.

Ejemplo La tabla de C3 nos da un cuadrado grecolatino:

1 g ¢
111 ¢ & a b c a [ v ace b8 vy
2 ] b ¢ a v a B by ca af
9,19, 9 c a b 8 Q cf  ay ba
9l 1 g 7 i
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Ahora el lector puede resolver sistematicamente, es decir, sin necesidad de
tanteos, el “problema de los 25 oficiales” y “el problema de los 49 oficiales”, pero
si intentamos aplicar el método al problema de los 36 oficiales nos encontramos
con que ninguno de los dos grupos de orden 6, es decir, ni Cg ni X3, determinan
cuadrados grecolatinos. Sin embargo, esto no implica que no existan cuadrados
grecolatinos de orden 6, ya que no es cierto que todo cuadrado grecolatino se
obtenga necesariamente de un grupo. m

Veamos ahora que cada cuerpo finito nos proporciona familias de cuadrados
latinos ortogonales dos a dos:

Teorema C.4 Sik es un cuerpo finito de n elementos, para cada a € k no nulo,
un cuadrado latino L, de orden n viene dado por L, (i,j) = ai+j (donde usamos
como indices los elementos i,j € k). Ademas los n — 1 cuadrados latinos L,
son ortogonales dos a dos.

DEMOSTRACION: Los elementos de la fila i-ésima de L, son distintos dos
a dos, pues si L, (i,7) = Lo(i,5"), entonces ai + j = ai + j', luego j = j'. Lo
mismo sucede con las columnas: si L, (%, j) = Lo (¢, j), entonces ai+j = ai’ + j,
luego ai = ai’ y, como a # 0, llegamos de nuevo a que ¢ = ¢'. Esto prueba que
cada L, es un cuadrado latino.

Supongamos ahora que a,a’ € k son no nulos y distintos entre si y veamos
que L, es ortogonal a L, . Para ello basta ver que si Lo(4,5) = Lo(7,5") y
Lo (i,5) = Lo (7, §'), necesariamente (,5) = (i',5'), es decir, que el cuadrado
que se forma al combinar ambos cuadrados latinos es grecolatino. En efecto,
tenemos que

ai +j=ai' +j, di+j=adi+j,
lo que equivale a que
a(i—i)Y+j—j4 =0, a(i—i)+j—37 =0,
o también a que

(z‘—z‘ﬂj—j’)( o« ) = (0,0),

pero la matriz tiene determinante no nulo, luego multiplicando por su inversa
llegamos a que (i —4',j — j') = (0,0), es decir, a que i =4/, j = j'. ]

Como consecuencia;:

Teorema C.5 (Euler) Sin > 2 es potencia de primo, entonces existen cua-
drados grecolatinos de orden n.

En efecto, basta tener en cuenta que, segin el teorema 9.2, existen cuerpos
finitos de orden cualquier potencia de primo, pero no podemos aplicar el teorema
al caso n = 2 ya que entonces sé6lo nos garantiza la existencia de un cuadrado
latino (sin otros cuadrados ortogonales).

Ejemplo Vamos a aplicar el teorema anterior al cuerpo de 4 elementos. Un
polinomio irreducible sobre el cuerpo {0,1} de dos elementos es x? + = + 1,
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luego el cuerpo k de cuatro elementos se obtiene de adjuntarle una raiz o de
este polinomio, es decir, un elemento a tal que a®> = o+ 1. Los elementos
de k son, pues, 0,1,a,a + 1, y es facil ver entonces que los cuadrados latinos
Ly,Ly, Loy son:

Ly 0 1 e a+1
0 0 1 @ a+1
1 1 0 a+1 @
o e a+1 0 1
a+l|a+1 o 1 0
L, 0 1 « a+1l Lyp 0 1 «Q a+1
0 0 1 «a a+1 0 0 1 « a+1
1 « a+1 0 1 1 a+1 « 1 0
« a+1 «Q 1 0 «Q 1 0 a+1 «
a+1 1 0 a+1 a a+1 a a+1 0 1
Equivalentemente:
a b ¢ d a B v 6 a B v 0
b a d c vy 0 a B 0 v B «
c d a b 6 v B « B a §& v
d ¢ b a B a §& v vy 0 a B

Los dos primeros son los cuadrados latinos con los que hemos resuelto el
problema de las 16 cartas, pero al combinar estos tres cuadrados obtenemos
otras dos soluciones alternativas. L]

Conviene hacer dos observaciones en torno al teorema anterior. La primera
es que, ciertamente, no existen cuadrados grecolatinos de orden 2, y la razén es
que, como es facil comprobar, sélo existen dos cuadrados latinos de orden 2, pero
no son ortogonales. La segunda observaciéon es en realidad una generalizacion
de este hecho:

Teorema C.6 Para cada nimero natural n, no puede haber mds de n—1 cua-
drados latinos ortogonales dos a dos.

DEMOSTRACION: Obviamente, un cuadrado latino no deja de serlo (ni deja
de ser ortogonal a otro) si cambiamos sus signos por otros, por lo que, dada
una familia de cuadrados latinos de orden n ortogonales dos a dos, podemos
suponer que sus signos son 1,...,n y que la primera fila de todos los cuadrados
es precisamente (1,...,n).

Consideremos entonces los elementos situados en la posicion (2, 1). Ninguno
de ellos puede ser 1, porque entonces el 1 apareceria repetido en la primera
columna. Y no puede haber dos cuadrados latinos en la familia con el mismo
elemento, digamos z, en la posicion (2, 1), porque en tal caso, en el cuadrado
grecolatino determinado por ambos, el par (x, z) apareceria en la posicion (2, 1)
y también en la posicion (1,z). Por lo tanto, la familia dada no puede tener
mas de n — 1 elementos. n
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Veamos una ultima técnica elemental de construccion de cuadrados grecola-
tinos:

Definicién C.7 Si L = (a;;) y M = (bi;) son dos cuadrados latinos de érdenes

m y n, respectivamente, definimos su producto como el cuadrado L ® M de
orden mn que, en la posicion ((4,7), (7', j')) tiene el par (a;i, bj;r).

Ejemplo Vamos a calcular el producto de los cuadrados latinos

1 2 3 4
l|la b ¢ d
2|1b a d c
3|lc d a b
4|1d ¢ b a

(los correspondientes a los grupos C3 y Cy x C3). Se trata simplemente de:

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) | (2,1) (22) (2,3) (24 | B (32) (33) (34)
an| aa ab ac ad | ba bb be bd ca cb cc cd
12| ab aa ad ac bb ba bd be cb ca cd cc
13| ac ad aa ab be bd ba bb cc cd ca cb
14)| ad ac ab aa | bd be bb ba cd cc cb ca
(2,1) | ba bb be bd | ca cb cc cd | aa  ab ac ad
(2,2) | bb ba bd be cb ca cd cc ab aa ad ac
(2,3) | bc bd ba bb cc cd ca cb ac ad aa ab
(2,4) | bd be bb ba cd cc cb ca | ad ac ab  aa
3,1) | ca cb cc cd | aa  ab ac ad | ba bb be bd
(3,2) | c¢b ca cd cc ab aa ad ac bb ba bd be
(3,3) | cc cd ca cb ac ad aa ab be bd ba bb
(3,4) | cd cc cb ca | ad ac ab aa | bd bc bb ba

Teorema C.8 FEl producto de dos cuadrados latinos L y M es de nuevo un cua-
drado latino, y si ambos tienen cuadrados latinos ortogonales L' y M’, entonces
L ® M es ortogonal a L' @ M'.

DEMOSTRACION: Pongamos que L = (a;;), M = (b;;). Fijemos una fila (¢, 5)
de L& M y vamos a probar que en ella se encuentra cualquier par (z,y). Como L
es un cuadrado latino, existe una tinica columna i’ tal que a;;» = . Igualmente,
como M es un cuadrado latino, existe una tnica columna j' tal que b;; =y,
y entonces zy esta en la fila (4,7) columna (¢, ') del producto. Igualmente se
razona que todos los pares aparecen en cada columna del producto, luego se
trata de un cuadrado latino.

Para la segunda parte, pongamos que L' = (), M’ = (B;;) y vamos a pro-
bar que todo par de pares ordenados ((x1,y1), (z2,y2)) aparece en el producto.
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Esto equivale a que existan indices ((, j), (i, ")) tales que (a;ir,bj;/) = (@1, y1),
(e, Bjjr) = (22, y2). Equivalentemente, necesitamos que

Qiir = 21, Qi = T, by = y1, Bjj = Y2,

pero la existencia de (i,i’) que cumplen las dos primeras igualdades se sigue de
que L y L’ son ortogonales, y la existencia de (j,j') se sigue de que lo sean M
y M'. "

Por consiguiente:

Teorema C.9 Si existen cuadrados grecolatinos de ordenes m y n, también
ezisten de orden mn.

Asi pues, si hubiera cuadrados grecolatinos de orden 2, los habria de todos
los 6rdenes primos, luego por el teorema anterior los habria de todos los érdenes.
La excepcién que supone el 2 nos obliga a reducir la conclusion:

Teorema C.10 (Euler) Sin # 2 (méd 4), ezisten cuadrados grecolatinos de
orden n.

DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que n se descompone en productos
de potencias de primos distintos donde la potencia de 2 no sera exactamente 2,
por lo que existen cuadrados latinos de orden todas las potencias de primo que
aparecen en la descomposicion de n, y por el teorema anterior también los hay
de orden n. L]

Teniendo en cuenta este resultado, la inexistencia de cuadrados grecolatinos
de orden 2 y la dificultad de encontrar uno de orden 6, Euler formulé la conjetura
siguiente:

Conjetura de Euler No existen cuadrados grecolatinos de ningin
orden n =2 (méd 4).

En 1901 un matematico aficionado francés llamado Gaston Tarry publicé un
articulo de unas 30 paginas en las que demostraba que no existen cuadrados
grecolatinos de orden 6. Para ello tuvo que generar y comparar 9408 pares de
cuadrados latinos para comprobar que no eran ortogonales. Ello le llevo dos
anos de trabajo dominical.

Sin embargo, en 1959 los matematicos indios Raj Chandra Bose y Sharad-
chandra Shankar Shrikhande construyeron un cuadrado grecolatino de orden 22,
refutando asi la conjetura de Euler. Poco después, el estadounidense Ernest Til-
den Parker encontr6é un cuadrado grecolatino de orden 10 ejecutando durante
una hora un programa informético en un ordenador militar de la época. Final-
mente, en el mismo ano 1959, Bose, Shrikhande y Parker demostraron que la
conjetura de Euler es falsa para todo n > 10 o, en otras palabras, que existen
cuadrados grecolatinos de todos los 6rdenes excepto n = 2, 6.

Sucede que los cuadrados grecolatinos de érdenes n = 2 (méd 4) no pueden
construirse con técnicas elementales como las que hemos visto en esta seccion (a
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partir de grupos, cuerpos o combinando cuadrados de orden menor), sino que
todas las construcciones conocidas requieren técnicas combinatorias sofisticadas
0, mas precisamente, de lo que se conoce como teoria de disenos.

En la secciéon siguiente mostramos algunas caracterizaciones combinatorias
de las familias de cuadrados mutuamente ortogonales y en la seccion C.3 las
usaremos para demostrar la no existencia de cuadrados grecolatinos de orden
6 con un argumento de D.R. Stinson (de 1982) mucho més breve y conceptual
que el de Tarry.

Por otra parte, la dificultad de construir un cuadrado grecolatino de orden 10
es mucho mayor que la de justificar que existe uno exhibiéndolo explicitamente:

aca | bB | ey | do | ee | fC |l gn | hO | iv | jk
bk | al | he | ca | gC | eB | fe | 4o | dvy | in
ce | gy |iC | e | jB|hS| b0 | fk|an| da
dB | c |ak | hC | fn| i0 | ja | ey | b | ge
eC | jn | ba| gd | id | ck | dv | afB | he | fy
frled | dO| jy | ha| be|if | cn| gk | al
gd | fa | je | ik | ar | dn | hy | b | cB | €l
hn | dC | gB | ae | by | ju | ex | ta | fO | cd
iy | he | en | fB| c | ga | ad | de | jC | be
jO | ie | fo | by |dr |ay ]| cC | g |ea|hp

Cuadrados magicos Terminamos esta seccion senalando una conexiéon entre
los cuadrados grecolatinos y los cuadrados magicos. Un cuadrado mdgico se
define como una matriz n x n que contiene los ntimeros 1,...,n2, de modo que
todas las filas, columnas y diagonales tienen la misma suma.

Observemos que dicha suma es necesariamente

n(n? +1)
2 )
pues al sumar todos los ntimeros del cuadrado obtenemos
20,2
1
1+2+...+n2:w7

y este valor tiene que ser n veces la suma de las filas o de las columnas.

Sino exigimos que las diagonales sumen lo mismo que las filas y las columnas,
tenemos un cuadrado semimdgico.

Todo cuadrado grecolatino determina un cuadrado semimégico sin méas que
asignar a sus signos los valores 0,1,...,n — 1 (en cualquier orden) e interpretar
cada par (z,£) = nx + & + 1, es decir, como el nimero natural cuyos digitos
en base n son (z,£), al que le sumamos una unidad para que los elementos del
cuadrado resultante recorran 1,...,n? en lugar de 0,...,n% — 1. De este modo,
cada fila o columna del cuadrado resultante sumaré

n?(n—1) nn+1) nnw>+1)

nO+1424 - fn=1)+ 1424 dn="—0— 4= = ——




398 Apéndice C. Cuadrados latinos

Un cuadrado latino es diagonal si los signos que se encuentran en sus dos
diagonales no se repiten. Es claro que si un cuadrado grecolatino se obtiene
de dos cuadrados latinos diagonales ortogonales, el cuadrado semiméagico que
determina serd magico.

Por ejemplo, el cuadrado grecolatino

ace b ¢y db
¢d dvy af ba
dg ca bd ay
by ad da cpB

se obtiene de dos cuadrados latinos diagonales, y haciendoa =a =0,b= 5 =1,
c=~=2,d=0 =3, obtenemos el cuadrado magico

1 6 11 16
12 15 2 5
14 9 8 3

7 4 13 10

en el que las filas, las columnas y las diagonales suman 34 (al igual que las
esquinas, que las cuatro casillas centrales, que los cuatro cuadrantes, etc., como
se ve claramente examinando el cuadrado grecolatino del que procede).

Consideremos ahora el cuadrado grecolatino

ace b8 ¢y
by ca af
cf ay ba

Los cuadrados latinos de los que procede no son diagonales (es facil probar
que no existen cuadrados latinos diagonales de orden 3). Si damos a a,b,cy a
«, 3,7 los valores 0, 1, 2, sabemos que el cuadrado grecolatino se convertira en un
cuadrado semimégico en el que las filas y las columnas sumen 15, pero podemos
forzar a que sea magico imponiendo que las diagonales también sumen 15:

3a+a+1+3c+a+1+3b+a+1=15

3c+v+1+3c+a+1+3c+p0+1=15.
Comoa+b+c=a++v=0+1+2 =23, esto equivale a que

3-3+3a+3=15, 9c+3+3 =15,

y asi, obtendremos un cuadrado latino sin méas que exigir que ¢ = a = 1.
Tomando, por ejemplo, a = 8 =0, b = v = 2 queda el cuadrado méagico

27
5
3

0 = O

9
4

que era conocido por los chinos desde alrededor de 650 a.C.
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C.2 Caracterizaciones combinatorias

Supongamos que tenemos k cuadrados latinos de orden n mutuamente or-
togonales (de modo que k < n — 1, por el teorema C.6). Podemos suponer que
los signos de todos ellos son los nimeros 1,...,n. Por ejemplo, antes hemos
obtenido 3 cuadrados latinos mutuamente ortogonales de orden 4:

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
2 1 4 3 341 2 4 3 2 1
3 4 1 2 4 3 2 1 2 1 4 3
4 3 2 1 2 1 4 3 3 4 1 2

Con ellos podemos construir una matriz (k+2) x n? cuyas dos primeras filas
contengan los n? pares (i,j) y las k filas siguientes contengan el elemento que
el cuadrado k-ésimo de la familia tiene en la posicion (4,5). En el caso de los
tres cuadrados anteriores la matriz es

Fi1.1 112 2 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4
c|1 2 3 412 3 4123 412 3 4
111 2 3 4 2 1 4 3 3 412 43 21
211 2 3 43 412 43 2 1214 3
311 2 3 4 4 3 2 1 2143 3 41 2

Por ejemplo, el 2 de la esquina inferior derecha indica que el tercer cuadrado
latino tiene un 2 en la posiciéon (4,4).

Esta matriz tiene la propiedad de que, fijadas dos filas, cada par (i, j) aparece
exactamente una vez en ellas. Para las filas F' y C esto es cierto por construccion,
para las filas F' y r esto equivale a que en el cuadrado r cada nimero 1,...,n
aparece exactamente una vez en cada fila, para las filas C' y r esto expresa que
en el cuadrado r cada nimero aparece exactamente una vez en cada columna,
y para dos filas r y 7’ esto equivale a la ortogonalidad de los cuadrados r y r’.
Por esto mismo, a partir de una matriz en estas condiciones es posible construir
k cuadrados latinos mutuamente ortogonales. En resumen:

Teorema C.11 FExiste una familia de k cuadrados latinos de orden n mutua-
mente ortogonales si y sélo si existe una matriz (k+2) xn? de mimeros 1,...,n
de modo que, en cada par de filas, cada par (i,7) aparece exactamente una vez.

Dada una matriz en las condiciones del teorema anterior, llamamos X al
conjunto de los n? pares (i,7), a los que llamaremos “puntos” y, para cada par
de indices ¢ = 1,...,k+2, j = 1,...,n, definimos la “recta” L;; formada por
todos los puntos (u,v) tales que, donde en las dos primeras filas de la matriz
esté el par (u,v), en la fila i se encuentra el valor j.

En la préactica llamaremos a las filas de la matriz F, C, 1, ..., k y, consecuente-
mente, a las rectas las llamaremos F1,...,F,, Ci,...,Cy, Lij,coni=1,...,k,
7 =1,...n. En nuestro ejemplo tenemos 16 puntos y las 20 rectas siguientes:
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1| Fr={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4)} | 5| C1={(1,1),(2,1),(3,1),(4,1)}
2 Iy :{(271)7(232)7(273)3(2a4)} 6| Co= {(172)7(232)7(372)a(472)}
3 F3 = {(371)7(332)7(373%(374)} 7| C3= {(1’3)7(2a3)7(373)a(4’3)}
4 Fy = {(471)7(472)7(473)7(474)} 8| Cy= {(1,4),(2,4),(3,4),(474)}
9| L1 ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)} | 13 | L21 = {(1,1),(2,3),(3,4),(4,2)}
10 | L12 :{(172)7(2a 1),(374)3(473)} 14 | Loy = {(1’2)7(2a4)’(373)a(4’1)}
11| L1z = {(173)7(274)7(371)7(472)} 15 | Lag = {(173)7(211)7(372)7(4’4)}
12 | L1a = {(1,4),(2,3),(3,2), (4, 1)} | 16 | Loy = {(1,4),(2,2),(3,1),(4,3)}
17 | L3 :{(171)7(234)7(372)3(473)}
18 | L3a = {(172)7(233)7(371)a(474)}
19 | L3z = {(173)7(272)7(374)7(471)}
20 | L3y = {(174>7(2’ 1)7(373)7(4’2)}

Por ejemplo, para calcular la recta L34 miramos la fila 3 de la tabla, buscamos
las columnas en las que hay un 4 y anotamos los pares (7, j) que hay en las filas
F'y C de dichas columnas.

De este modo, dos rectas de la forma L;;, L;j» (con j # j') son “paralelas”
en el sentido de que no tienen puntos en comin, ya que si un punto p esta en
L;; eso significa que en la fila ¢ y en la tnica columna que tiene a p en las filas
F'y C se encuentra el valor j, lo que a su vez implica que p ¢ L;j.

Por el contrario, dos rectas de la forma L;;, L;/j (con i # i') son “secantes”,
en el sentido de que tienen un tnico punto en comun. En efecto, que un punto
esté en ambas rectas significa que en la columna que tiene a p en las filas F' y
C esté el par (j,7') en las filas (4,7'), y, en efecto, partimos de una matriz que
tiene cada par una tnica vez en cada par de filas, luego hay un tnico punto en
la interseccion. Con esto tenemos probada la mitad del teorema siguiente:

Teorema C.12 FExiste una matriz en las condiciones del teorema anterior si
y sdlo si existe un conjunto X de n* puntos y una familia de (k + 2)n rectas
(conjuntos de n puntos) divididas en k + 2 familias de n rectas “paralelas” (con
interseccion vacia) de modo que dos rectas de familias distintas se cortan en un
unico punto.

DEMOSTRACION: Falta razonar que a partir de una estructura de puntos
y rectas en las condiciones indicadas es posible construir una matriz en las
condiciones del teorema C.11. Para ello fijamos dos de las familias de n rectas
paralelas, a las que llamamos Fi,...,F, v C1,...,C,. Como son familias de
n conjuntos disjuntos de n puntos, cada punto pertenece exactamente a una
recta de cada familia. Llamamos (4, j) al Gnico punto que esta en F; N C;. Por
otra parte, numeramos las otras k familias de rectas paralelas con los niimeros

i=1,...,k y numeramos como L1, ..., L;, las rectas de la familia i-ésima.
Ahora basta formar una matriz con dos filas F' y C en las que aparezcan
todos los pares p € X y que en cada una de las otras filas ¢ = 1, ..., k pongamos

en la columna p el valor j correspondiente a la recta L;; a la que pertenece p. Es
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facil ver que la matriz asi construida cumple las condiciones del teorema C.11.
Por ejemplo, si en dos filas i, i’ apareciera repetido un par (j, j') eso significaria
que los puntos p y p’ en los que aparece repetido el par estarian ambos en las
rectas L;; y Ly . [

Dado un sistema de puntos y rectas en las condiciones del teorema anterior,
numeramos todas las rectas consecutivamente, L1, ..., L(;42)n, con lo que pode-
mos formar una familia de k+2 “grupos” disjuntos de n indices correspondientes
a las familias de rectas paralelas y una familia de n? “bloques” formados por los
conjuntos de indices de rectas a las que pertenece un mismo punto.

En nuestro ejemplo, con la numeracion de las rectas que hemos indicado al
definirlas, los 5 grupos son:

{1,2,3,4}, {5,6,7,8}, {9,10,11,12}, {13,14,15,16}, {17,18,19,20},

y los 16 bloques son:

Bi1 | 1,5,9,13,17 | B12 | 1,6,10,14,18 | Bis | 1,7,11,15,19 | Bia | 1,8, 12, 16,20
Bo1 | 2,5,10,15,20 | Bag | 2,6,9,16,19 | Bag | 2,7,12,13,18 | Bay | 2,8,11,14,17
Bs1 | 3,5,11,16,18 | B3y | 3,6,12,15,17 | Bss | 3,7,9,14,20 | Bas | 3,8,10,13,19
By1 | 4,5,12,14,19 | Bag | 4,6,11,13,20 | Bas | 4,7,10,16,17 | Bay | 4,8,9,15,18

Por ejemplo, el bloque Bs4 contiene los indices de las cinco rectas que pasan
por el punto (3,4).

Claramente, dos elementos de un mismo grupo no forman parte de un mismo
bloque (pues esto equivale a que dos rectas paralelas no se cortan) y dos ele-
mentos de grupos distintos figuran en un tnico bloque (pues esto equivale a que
dos rectas no paralelas se cortan en un unico punto). Por consiguiente:

Teorema C.13 FExiste una estructura de puntos y rectas en las condiciones
del teorema anterior si y sdlo si existe una terna (X,G,B) donde X es un
conjunto con n(k +2) elementos, G es una particion de X en k+ 2 grupos de n
elementos y B es una familia de n® bloques de k + 2 elementos de X de modo
que dos elementos de grupos distintos estdn contenidos en un unico bloque y dos
elementos de un mismo grupo no estdn en ningun bloque.

Las configuraciones descritas en los teoremas anteriores son estructuras com-
binatorias. Por ejemplo, la estructura del dltimo teorema es lo que llama un
diserio transversal de indice 1 (tendria indice [ si cada par de elementos de gru-
pos distintos perteneciera exactamente a [ bloques). En estos términos, lo que
hemos probado es que existen k cuadrados latinos de orden n mutuamente or-
togonales si y s6lo si existe un diseno transversal de indice 1 con k grupos de
tamano n.

Los disenos transversales no recuerdan en nada a los cuadrados latinos, pero
sucede que es en términos de ésta y otras estructuras relacionadas como se
ha logrado abordar con éxito la conjetura de Euler. En la seccién siguiente
mostramos la utilidad de este enfoque demostrando que no existen cuadrados
grecolatinos de orden 6.
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C.3 El problema de los 36 oficiales

Ahora estamos en condiciones de dar una demostracion elegante de que el
problema de los 36 oficiales no tiene solucién. Segiin hemos visto, esto equivale
a demostrar que no existen k£ = 2 cuadrados latinos ortogonales de orden n = 6
y, en virtud del tltimo teorema de la seccién anterior, basta probar que no existe
ninguna terna (X, 3G, B), donde X es un conjunto de n(k + 2) = 24 elementos,
G es una particion de X en k + 2 = 4 grupos de n = 6 elementos y B es una
familia de n? = 36 bloques de k + 2 = 4 elementos de X cada uno, de modo
que dos elementos de grupos distintos estan contenidos en un tnico bloque y
dos elementos de un mismo grupo no coinciden en ningtn bloque.

No podemos poner ningtn ejemplo de terna en estas condiciones porque,
precisamente, vamos a demostrar que no existen, pero podemos ilustrar el argu-
mento con el caso correspondiente a k = 2, n = 4, que resulta de eliminar
el ultimo grupo y sus cuatro elementos del ejemplo que hemos considerado
en la seccion anterior. En este ejemplo tenemos entonces un conjunto X de
n(k + 2) = 16 elementos con los k + 2 = 4 grupos siguientes:

By ={1,2,3,4}, By ={5,6,7,8}, By ={9,10,11,12}, By = {13,14,15,16}

y con los 16 bloques

Bs | 1,5, 9,13 Bg | 1,6,10,14 | B; | 1,7,11,15 | Bs | 1,8,12,16
By |2,5,10,15 | Big | 2,6, 9,16 | Byy | 2,7,12,13 | Bio | 2,8,11, 14
Bis | 3,5,11,16 | Biy | 3,6,12,15 | Bys | 3,7, 9,14 | Byg | 3,8,10,13
Bi7 | 4,5,12,14 | Big | 4,6,11,13 | Byg | 4,7,10,16 | Bog | 4,8, 9,15

Pero recordemos que en el caso que realmente nos interesa tenemos 4 grupos
de 6 elementos y 36 bloques de 4 elementos. Los vamos a numerar todos conse-
cutivamente B, ..., By de modo que los grupos sean los 4 primeros conjuntos
y los bloques los siguientes. En realidad es N = 40, pero en nuestro ejemplo es
N =20.

Observemos que cada z € X forma 3n pares con elementos de otros grupos,
y cada bloque que contenga a x contiene exactamente 3 pares que contienen a z,
luego cada elemento z de X tiene que estar exactamente en n bloques.

Podemos construir entonces la matriz de incidencia M = (m;;), definida por

 f1 siieB,
M =0 sii¢ B

Se trata de una matriz 4n x IV, es decir, 24 x 40 en realidad, pero que en nuestro
ejemplo es la matriz 16 x 20 que mostramos en la pagina siguiente. Cada fila de
la matriz corresponde a un elemento z € X y contiene exactamente n + 1 unos,
uno en una de las 4 primeras columnas (que indica el grupo al cual pertenece x)
y los otros n en las siguientes (que indican los n bloques a los que pertenece z).
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M|1 2 3 4| 5 6 7 8 9101112 13 14 15 16 17 18 19 20
11 0 0 0)|]1111000000000000O0
21 0 00{0000111100000000
3/1 0 0 0J]0OO0O0O0000011110000
41 0 0 0j]0OOOOOOOOOOOO0O1TTI1IT11
5/0 1 0 0{]1000100010001000
6/0 1 0 0{]0100010001000100
7|01 0 0]0O0O10001000100010
8§01 0 0O]0OO0OD1000100010001
90 0 1 0{1000010000100001
10/0 01 0j]0100100000010010
11/0 0 1 0j]0010000110000100
1210 0 1 0]00O01001001001000
1310 0 0 1{1000001000010100
1410 0 0 1{0100000100101000
15/0 0 0 1]0010100001000001
6/0 0 0 1]0001010010000010

Podemos considerar cada fila de M como un elemento de V = k¥, donde
k = {0,1} es el cuerpo de 2 elementos. V es un espacio vectorial en el que
podemos considerar la forma bilineal simétrica [TG 8.1]

Notemos que es no degenerada, en el sentido de [TG 8.3].

Si F;, F; son dos filas cualesquiera de M, se cumple que (F;, F;) = 1. En
efecto, si ¢ = 7, entonces el producto es una suma de n 4+ 1 unos, que es un
numero impar, luego el resultado es 1. Si i # j, distinguimos dos casos segun si
las dos filas tienen su primer 1 en la misma columna o no.

Si Fj, Fj tienen el primer 1 en la misma columna, eso significa que i, j estdn
en el mismo grupo, luego el par {4, j} no esta contenido en ningin bloque, luego
cuando hay un 1 en la fila 4, hay un 0 en la fila j y viceversa, por lo que el
producto (Fj, F}j) solo tiene un sumando igual a 1.

Si Fj, F; tienen el primer 1 en columnas distintas, eso significa que 7, j estan
en grupos distintos, luego {i,j} esta en un tnico bloque, luego solo hay una
columna en la que F; y Fj tienen simultdAneamente un 1, luego el producto
(F;, F;) también tiene un sumando igual a 1.

Sea W = (F1,..., Fu,) el subespacio de V' generado por las filas de M y sea
Wt={veV|uF)=0,i=1,...,4n} <V
su subespacio ortogonal. En virtud del teorema [TG 8.6] tenemos que

dimW + dim W=+ = dimV = N.
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Por otra parte, como W estd generado por los vectores Fj, el cociente

W/(W N W) esta generado por las clases [F}], pero se cumple que
(Fi + Fj, Fy) = (Fi, Fi) + (Fj, Fi) =1+ 1 =0,
luego F; + F; € W, luego [F;] = [F}], luego W/(W N W) = ([F1]). Ademas,
como (Fy, Fy) = 1, tenemos que Fy ¢ W+, por lo que [F}] # 0, luego
dimW/(Wnwt) =1,
luego dim(W NW+) = dim W — 1, luego
dim Wt > dim(W N W) = dimW — 1,

pero dimW + dim W+ = dimV = N = 40, luego 40 > dim W + dim W — 1,
de donde dim W < 41/2; luego dim W < 20. [En nuestro ejemplo es N = 20 y

queda dim W < 21/2; luego dim W < 10 y puede comprobarse que, concreta-
mente, la dimension es 9.

Asi pues, las filas de M son linealmente dependientes. Como no hay més
escalares que 0, 1, una combinacién lineal de filas de M es de la forma
> Fi=0,
iey
para cierto conjunto ¥ C X no vacio, y que la combinacién lineal sea nula
equivale a que la matriz M tenga un nimero par de unos en cada columna
i €Y, lo cual a su vez equivale a que |Y N Bj| sea par para todo j =1,..., N.

En nuestro ejemplo, Y = {1,2,5,8,10,12,15, 16} da lugar a una combinacion
lineal nula, pues las filas correspondientes son:

M|1 2 3 4| 5 6 7 8 91011 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1110 0 0}]11110000000000O00O0O
2/1 0 0 0]0000111100000000
5/0 1 0 0{1000100010001000
801 0 0000100010001 0001
10/0 01 0]0100100000010010
1210 01 0]0001001001001000
1510 0 0 1]0010100001000001
6/0 0 0 1]0001010010000010

y vemos que, en efecto, Y tiene exactamente 0, 2 o 4 elementos en cada uno de
los 20 conjuntos B;.

En general, como cada B; tiene un ntimero par de elementos, resulta que
Y = X determina una combinacién lineal nula. Esto se traduce en que si
Y C X determina una combinacion lineal nula, lo mismo sucede con X \ Y.

Por otra parte, los conjuntos Y = B; U B;, para 1 <14 < j < 4 siempre dan
combinaciones lineales nulas, pues, por ejemplo, en el caso de Y = By U Bs,
tenemos que

(BiUB2)NBi|=|Bi|=n, [(BiUB2)NBs|=|Bs| =n,
|(BiUBz)NBs| =0,  |(BiUB2)N By =0,
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y, para cualquier bloque B;, se cumple que |(By U By) N B;| = 2, ya que B; con-
tiene exactamente un elemento en el grupo B; y otro elemento en el grupo Bs
(cada bloque so6lo puede tener un elemento en cada grupo y tiene tantos elemen-
tos como grupos hay, luego tiene exactamente un elemento en cada grupo).

La combinacién lineal nula dada por By U By nos permite expresar una fila
correspondiente a un j € By como combinacién lineal de las filas de B; y las
demaés filas de By, luego podemos eliminar dicha fila y las filas restantes siguen
generando W. Similarmente, la combinacién lineal asociada a B U B3 nos
permite eliminar una fila de B3 y la asociada a By U B4 nos permite eliminar
una fila de B4. Con esto obtenemos un generador de W con 36 —3 = 33 vectores
(13 en nuestro ejemplo), que todavia tienen que ser linealmente dependientes,
luego todavia tiene que haber més combinaciones lineales nulas de los vectores
restantes, lo que significa que existe un Y C X que da lugar a una combinacion
lineal nula y que no contiene a todos los vectores de Bs, ni a todos los de B3 ni a
todos los de By. Esto implica que Y no es ninguno de los conjuntos (no vacios)
que ya hemos visto que dan combinaciones lineales nulas o, explicitamente, que
no es de ninguna de estas formas:

o X,
o B;UDB;, paral <i<j<4,
e X\ (B;UBj),paral <i<j<d4.

Ahora vamos a probar que si Y C X cumple

> F; =0,

i€y
necesariamente es de uno de los tres tipos anteriores, con lo que tendremos
una contradiccion y habremos probado que no existen cuadrados grecolatinos
de orden 6.

En nuestro ejemplo eso no es cierto, sino que ya hemos mostrado un conjunto

Y ={1,2,5,8,10,12,15,16} que da lugar a una combinacion lineal nula sin ser
de ninguno de los tipos precedentes.

Sea, pues, Y C X un conjunto no vacio que dé lugar a una combinacion
lineal nula de las filas de M y supongamos que no es de los tres tipos anteriores.
Pongamos que |Y| = m. Como |Y N B;| tiene que ser par, s6lo puede tomar los
valores 0,2,4,6. Para j = 0,2,4, 6, sea b; el nimero de indices i tales que |Y NB;|
toma el valor j. (En nuestro ejemplo, los tnicos valores posibles son 0,2,4, y
en el caso de Y = {1,2,5,8,10,12,15,16} tenemos by = 2,by = 16,b4 = 2.)

Se tienen que cumplir las ecuaciones siguientes:

bo+by+ byit+ bg =40
2b2 + 4b4 + 6b6 =Tm
by 4+ 6by + 15bg = m(m — 1)/2

En efecto, la primera sélo indica que cada indice j tiene que estar contado
en un unico b;, luego la suma de los b; es el conjunto total de indices. La
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segunda ecuacién se debe a que, segiin hemos visto, cada j € X tiene que
estar exactamente en n + 1 = 7 bloques, por lo que al calcular 2b, + 4b4 + 6bg
estamos contando 7 veces cada elemento de Y. La tercera ecuacién se debe a
que cada par de elementos de Y se encuentra exactamente en un bloque, pero
si |Y N B;| = 2, entonces B; contiene 1 par de Y, si |Y N B;| = 4, entonces B;
contiene 6 pares de elementos de Y, y si |Y N B;| = 6, entonces B; contiene
15 pares de elementos de Y, luego al sumar by 4 6b4 + 15bg estamos calculando
todos los pares de elementos de Y, que son m(m — 1)/2.

Multiplicando por 2 la tdltima ecuacion y restandole la pentdltima queda

8by + 24bg = m? — m — Tm = m? — 8m,

de donde
m(m — 8)

3 .
Esto implica que m > 8 y que m? = m? —8m = 0 (méd 8), lo que sucede cuando
m = 0,4 (méd 8), luego 4 | m. Reemplazando Y por X \ Y, podemos suponer
ademas que m < 12 (si Y no es de los tres tipos indicados, X \ Y tampoco lo
es). Por lo tanto, si existe una combinacion lineal nula que no sea de los tipos

indicados, existe una con m = 8,12 sumandos. Veamos ahora que si existe una
con 12 sumandos, también hay otra con 8 sumandos.

by + 3bg =

Para ello consideramos todas las formas en las que los elementos de Y pueden
repartirse entre los cuatro grupos Bi, By, B3, By. Teniendo en cuenta que las
intersecciones tienen que ser pares, las posibilidades son

a) 6 6 0 0
b) 6 4 2 0
) 6 2 2 2
d 4 4 40
e) 4 4 2 2

En el caso a), es decir, que haya 6 elementos de Y en un grupo y 6 en otro,
entonces Y es la uniéon de dos grupos, pero estamos suponiendo que Y no es de
esa forma.

Si se diera el caso b) tendriamos una combinacion lineal nula de la forma
(Fi+ Fy + Fs + Fy + F5 + Fg) + (F7 + Fs + Fo + Fio) + (Fis + F14) = 0,

donde las filas en cada paréntesis corresponden a un mismo grupo. Por otro
lado, sabemos que

(Fi+Fo+ Fs+Fy+ Fs+ Fs)+ (Fr + Fs+ Fo+ Fio+ Fi1 + Fi2) =0,

y al sumas ambas ecuaciones obtenemos Fi1 + Fi2 + Fi3 + F14 = 0, pero hemos
visto que no puede haber combinaciones lineales nulas con 4 sumandos, luego
este caso no puede darse.

Si se da el caso ¢) tenemos una combinacion lineal nula de la forma

(Fy+ Fo+ Fs + Fy + F5 + Fg) + (Fr + Fg) + (Fi3 + Fia) + (Fig + F) = 0,
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donde, como antes, cada paréntesis corresponde a elementos de Y del mismo
grupo. Sisumamos la misma combinacion lineal nula de antes, ahora obtenemos

(Fo + Fio+ Fi1 + Fia) + (Fizs + Fia) + (Fig + Fa) = 0,

que es una combinaciéon lineal nula con 8 sumandos.

Los casos d) y e) dan lugar igualmente a combinaciones lineales de 8 suman-
dos, luego basta probar que no existen tales combinaciones lineales.

Asi pues, a partir de aqui suponemos que Y tiene m = 8 elementos, y vamos
a llegar a una contradiccién.

Tenemos entonces que by + 3bg = 0, con lo que by = bg = 0, luego by =28 y
bgp = 12. En resumen: el conjunto Y corta exactamente a 28 conjuntos B;, y en
todos los casos! |Y N B;| = 2.

Como Y C BjUBy;UB3UBy y, de los 8 elementos de Y, no puede haber méas
de 2 en cada B;, necesariamente |Y N B;| = 2 para i = 1,2,3,4. En otras pala-
bras, entre los 28 indices i tales que Y N B; # @ se encuentran necesariamente
los cuatro primeros.

Vamos a renombrar Y = {a,b,c,d, e, f,g,h}, y X \Y = {1,2,...,16}, de
modo que los cuatro grupos sean

By ={1,2,3,4,a,b}, B, ={5,6,7,8,c,d},
Bs ={9,10,11,12,¢, f}, By ={13,14,15,16,g, h}.

En nuestro ejemplo seria:
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Mncidentalmente, esto prueba que el caso c) anterior no puede darse, porque daba lugar
a una combinacién lineal con cuatro sumandos en un mismo grupo, y lo mismo vale para el
caso d).
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Hasta ahora hemos trabajado con P = (X,{B1,...,B4o}) y ahora vamos a
considerar también @ = (X \ Y, {B{,...,B}}), donde B, = B; \'Y.

En P tenemos que By, Bo, B3, By tienen seis elementos, pero By, BS, B, B
pasan a tener cuatro. De los 36 bloques restantes, Bs, .. ., By, que tienen cuatro
elementos, hay 24 a los que les quitamos dos elementos y los B correspondientes
pasan a tener 2, mientras que los 12 restantes conservan todos sus elementos.
Asi pues, hay 16 bloques B; con cuatro elementos y 24 con dos elementos.

En nuestro ejemplo tenemos 16 bloques de dos elementos, 2 de cuatro y 2
vacios:
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Ahora construimos el grafo? G que tiene por vértices los 16 elementos de
X \'Y como aristas los pares de vértices que forman uno de los bloques B;
de dos elementos. El resultado en nuestro ejemplo (con 8 vértices en lugar
de 16) es el que muestra la figura siguiente, en la que hemos marcado con trazo
punteado las aristas correspondientes a los bloques B}, B}, B, B), que no se
corresponden con la situacion en el caso real, porque en éste los cuatro primeros
bloques tienen 4 elementos en lugar de 2. Vamos a ver que, si prescindimos de
esas tres aristas, el grafo de nuestro ejemplo tiene las mismas caracteristicas que
vamos a demostrar sobre el grafo real.

Por ejemplo, en primer lugar vamos a probar que:

2Un grafo es simplemente un par (X, A), donde X es un conjunto de vértices y A es un
conjunto de aristas, es decir, de pares {v1,v2} de elementos (distintos) de X.
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De cada vértice de G salen 3 aristas, y cada una se dirige a un
elemento de cada uno de los grupos en los que no estd el vértice.

En efecto, si i € X \ Y aparece en x bloques B} con 2 elementos y en y
bloques con 4 elementos, entonces x + y = 7, pues sabemos que cada elemento
de X est& exactamente en 7 conjuntos B;.

Por otra parte, cada uno de los x bloques de cardinal 2 al que pertenece i
contiene un Gnico par con i, mientras que cada uno de los y bloques de cardinal
4 al que pertenece i contiene 3 pares con 7 y, como todo par de elementos de
X \'Y esta en un unico bloque Bf, concluimos que = + 3y es el namero total
de pares de elementos de X \ Y que contienen a i, es decir, que tenemos las
ecuaciones

r+y=71, x + 3y = 15.

Resolviendo llegamos a que x = 3, y = 4. Por lo tanto, de i salen exactamente 3
aristas.

Los 3 bloques de @ de cardinal 2 que contienen a i proceden de 3 bloques
de P de cardinal 4 a los que hemos quitado 2 elementos de Y, y estos 6 elementos
de Y que hemos quitado a los 3 bloques son necesariamente los 6 elementos de Y’
que no estan en el grupo de . Pongamos que los bloques son:

{u17u27j17i}> {U3,U4,j2,i}7 {u5uu67j3ai}7

donde u; €Y, j; € X\Y. Pongamos que i € By4. Entonces, si j1, jo es tuvieran
en el mismo grupo, pongamos Bs, serfa u; € By, us € By, pero también us € By,
uy € Bs, lo que obligaria a que us,us € Bs, lo cual es imposible, porque un
bloque no puede tener dos elementos del mismo grupo. Por eso j1, jo, j3 tienen
que estar en grupos distintos.

En G no hay tridngulos, es decir, no hay tres vértices distintos 1, j, k
unidos por tres aristas.

Supongamos que las aristas forman un triangulo, por ejemplo, con vértices
en los grupos i € By, j € Bo, k € Bs. Entonces {4, j} tiene que aparecer en un
bloque junto con uno de los dos elementos de B4NY = {g,h} (pongamos g) e
igualmente {4, k} tiene que aparecer en otro bloque con otro de los dos elementos
de B, NY. No puede ser g, porque entonces el par {i,g} apareceria en dos
bloques. Asi pues, hay un bloque que contiene a {i, j,g} y otro que contiene a
{i,k, h}, pero tendria que haber un tercer bloque que contuviera a {j,k} y un
elemento de By NY = {g, h}, pero entonces, o bien {j, g} o bien {k,h} estaria
en dos bloques distintos, lo cual es imposible.

Recordemos que los grupos de P son
B; ={1,2,3,4,a,b}, Bs=1{5,6,7,8,c,d},
B; ={9,10,11,12,e, f}, By ={13,14,15,16,g,h},

de modo que cada bloque B; con ¢ > 4 consta de un elemento de cada uno de
estos grupos, que pueden ser los cuatro ntimeros o dos nimeros y dos letras.
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Veamos ahora que es imposible que los tres vértices conectados con un mismo
vértice formen parte de un mismo bloque. Eligiendo la numeracion de los vérti-
ces, no perdemos generalidad si suponemos que el vértice 1 estd conectado con
los vértices 5,9, 13 y vamos a ver que no puede ser que un bloque de P contenga
a {5,9,13}. Puesto que {1,5} estd en un bloque de @ con 2 elementos, es decir,
en un bloque de P que contiene 2 elementos de Y, dicho bloque no puede ser el
que contiene a {5,9, 13}, luego el elemento del grupo 1 de este bloque no puede
ser 1, ya que entonces el par {1,5} apareceria en dos bloques. No perdemos
generalidad si llamamos 2 al elemento que falta en el bloque, de modo que éste
es {2,5,9,13}.

Entonces, el par {2, 5} no es una arista de G, de modo que el vértice del
segundo grupo conectado con 2 no puede ser 5, sino que tiene que estar en-
tre 6,7,8. No perdemos generalidad si llamamos concretamente 8 al vértice
conectado con 2.

Como {1,6},{1,7},{1,8} no son aristas de G, estos pares tienen que estar
contenidos en bloques de @ de cuatro elementos. El bloque que contiene a {1, 6}
no puede contener a 9, porque {1,9} estd en un bloque con dos elementos de
Y, y por el mismo motivo no puede contener al 13. No perdemos generalidad si
llamamos 10 y 14 a los elementos de dicho bloque de los grupos 3 y 4, de modo
que el bloque es {1,6,10,14}. Similarmente, el bloque que contiene a {1, 7}
tiene que contener un elemento del grupo 3 que no sea 9,10 y un elemento del
grupo 4 que no sea 13,14, luego no perdemos generalidad si numeramos estos
elementos como 11,15, de modo que el bloque es {1,7,11,15}. Esto determina
el bloque que debe contener a {1,8}. En total, tenemos los bloques

{1,6,10,14}, {1,7,11,15}, {1,8,12,16}.

Por construccion tenemos que {2,8} es una arista de G, luego {2,5}, {2,6}
y {2, 7} tienen que estar en bloques de P sin elementos de Y. El de {2,5} ya lo
tenemos. El de {2,6} no puede contener ni a 9 ni a 10, porque los pares {2,9}
y {6,10} ya estan en otros bloques, luego tenemos las posibilidades

T3 ieh 2Tk
donde las “fracciones” indican posibilidades alternativas. Si se da la alternativa
superior, vemos que 2 no esta conectado en G con 11,12, 14, 16, luego los vértices
conectados con 2 son 8,10, 15, mientras que si se da la alternativa inferior son
8,11, 14.

De los 16 bloques de @) de 4 elementos, hay 4 correspondientes a los grupos,
y otros 12 que tienen un elemento de cada grupo. De estos 12, ya tenemos
determinados 6 (salvo dos alternativas), y faltan otros 6 bloques. Los bloques
que hemos encontrado tienen ya a todos los pares {1,7} menos {1,5} y a todos
los pares {2,4} menos {2, 8} (pero los dos que faltan tienen que estar en bloques
de 2 elementos), luego los 6 bloques que faltan tienen que tener todos un 3 o
un 4 y tienen que contener los pares

{3,5}, {3,9}, {3,13}, {4,5}, {4,9}, {4,13},

{2,5,9,13}, {2,6
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pues, como 5,9, 13 estan conectados con 1 en el grafo G, no pueden estar co-
nectados ni con 3 ni con 4, luego los pares correspondientes tienen que aparecer
todos en bloques de ) de 4 elementos. Asi pues, los 6 bloques que nos faltan
tienen que extender estos 6 pares.

Por otra parte, como 2 esta conectado en G con 8,10, 15 (o bien 8,11, 14),
estos tres vértices no estan conectados entre si (porque G no contiene trian-
gulos), con lo que los 6 bloques que nos faltan tienen que contener los pares
{8,10}, {8,15},{10,15} (o bien {8,11},{8,14},{11,14}).

En el primer caso tres de los bloques tienen que ser
3 4
{Za87107 13}3 {5’879’15}7 {?753 103 15}7

porque si un bloque contiene a {8,10}, de los seis pares con 3/4 que hemos
enumerado antes, tiene que contener a {3,13} o a {4, 13}, si contiene a {8,15},
tiene que contener a {3,9} o a {4,9} y si contiene a {10, 15}, tiene que contener
a {3,5} o a {4,5}, pero tanto si completamos el ? con un 3 o un 4 se nos repite
un par, luego no hay solucién posible. Todo el razonamiento vale igualmente si
cambiamos el 10 por el 11 y el 15 por el 14.

Asi pues, hemos probado lo siguiente:

(¥) Ningun bloqgue de P contiene los tres vértices conectados en G
con un vértice dado.

Empezando de nuevo teniendo esto en cuenta, podemos suponer que los tres
vértices conectados con el vértice 1 son 5,9,13, los vértices conectados con 2
no pueden ser ningunos de estos tres (porque dicho vértice estaria conectado a
la vez con 1y con 2, del mismo grupo, lo cual es imposible), luego podemos
suponer que son 6,10, 14, igualmente, los vértices conectados con 3 no pueden
ser ningunos de los anteriores, luego podemos suponer que son 7,11, 15 y asi los
vértices conectados con 4 tienen que ser 8,12,16. Graficamente, tenemos estos
fragmentos del grafo G:

5 6 7 8
1< 9 2< 10 3< 11 4< 12
13 14 15 16

Como G no contiene triangulos, los vértices 6,10,14 no estan conectados
entre si, luego los pares {6,10}, {6,14}, {10,14} estan contenidos en bloques
de @ de cuatro elementos, y tienen que ser tres bloques distintos por (x). Esos
tres bloques no contendran al 2, pues los pares {2,6}, etc. forman bloques
de 2 elementos, luego uno contendra al 1, otro al 3 y otro al 5. Renumerando
los grupos podemos suponer que {1,6,10} estd en un bloque. Este no puede
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completarse con 13 porque 1 estad conectado con 13, ni con 14 por (), luego
tiene que ser

15
16} ’

Intercambiando si es preciso los vértices 3 y 4, podemos suponer que el bloque
es, concretamente, {1,6,10,15}.

Similarmente, uno de los pares {7,11}, {7,15}, {11,15} tiene que estar en
un bloque con el 1, pero no puede ser que {1,7,15} o {1,11,15} estén en un
bloque, ya que el par {1,15} ya esta en {1,6,10,15}. Por lo tanto, {1,7,11}
tiene que estar en un bloque, que no puede completarse con 13 (porque 13 esta
conectado con 1) ni con 15 por (%), ya que 7,11,15 estan conectados con 3,
luego es

{1,6,10,

14

1,7,11 .
{77 716}

El par {1,8} tiene que aparecer en un bloque de @ de cuatro elementos,
porque 1y 8 no estan conectados, el cual no puede contener ni el 9 (porque esta
conectado con 1) ni el 10 ni el 11, porque aparecen en los dos bloques anteriores,
ni el 13 (porque esta conectado con 1), ni el 15 (porque {1,15} aparece en el
primer bloque), luego tenemos tres bloques

14 16
1,6,10,1 1,7,11, — 1,8,12, —
{ 767 07 5}7 { 777 716}5 { 787 714}a

pero el 16 no puede aparecer en el ultimo bloque por (x), luego tiene que ser
{1,6,10, 15}, {1,7,11, 16}, {1,8,12,14}.

Como 5y 9 no estan conectados en G (porque ambos estan conectados con 1),
tienen que estar en un bloque de ) de cuatro elementos, que no puede contener
al 1y, por (), tampoco al 13. Distinguimos tres casos:

e Si dicho bloque @ contiene al 2, no puede contener al 14 (conectado con 2),
luego tendremos
15 13
16 15 b
pues {2,7} tiene que estar en un bloque de @ de cuatro elementos, y no puede
contener al 9 (porque {2,9} ya esta en el primer bloque), ni al 10 (conectado
con 2) ni al 11 por el bloque {1,7,11,16}, ni al 14 (conectado con 2) ni al 16
(por el bloque {1,7,11,16}).

Pero 2 tiene que ir en un bloque con uno de los pares {8, 12}, {12,16}, {8, 16},
y el segundo bloque que hemos obtenido descarta las dos primeras posibilidades,
luego tiene que ser

{2,5,9, —1, {2,7,12,

{2,5,9,15},  {2,7,12,13},  {2,8,7,16},

y el 7 no puede sustituirse por ningtin nimero, pues 9 y 12 estan en los bloques
anteriores, 10 esta conectado con 2 y 11 no puede ser por el bloque {1,7,11,16}.
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e Si el bloque @ contiene al 3, tiene que ser

14

16
16}’ 13

3,5,9
{737 13}’7

{3,8,10,
donde descartamos el 9 por el primer bloque, el 11 porque esta conectado con
el 3, el 12 por el bloque {1,8,12,14}, el 15 porque esta conectado con el 3 y
el 14 por el bloque {1,8,12,14}.

Pero 3 tiene que ir en un bloque con uno de los pares {6, 10}, {10, 14}, {6, 14},
y el segundo bloque que hemos obtenido descarta las dos primeras posibilidades,
luego tiene que ser

{3,5,9,16},  {3,8,10,13},  {3,6,7,14},

pero el ? no tiene solucién, ya que 9 y 10 estan en los bloques anteriores, 11 esta
conectado con 3 y 12 no puede ser por el bloque {1,8,12,14}.

e Falta considerar la posibilidad de que el bloque @ de {5,9} contenga al 4.

Entonces tenemos
14 13

4,6,11, —
15}7 { 76a 714}7

donde descartamos el 12 porque estd conectado con el 4, el 9 por el primer
bloque, el 10 por el bloque {1,6, 10,15}, el 16 porque esta conectado con el 4 y
el 15 por el bloque {1, 6,10, 15}.

Pero 4 tiene que ir en un bloque con uno de los pares {7, 11}, {11, 15}, {7, 15},
y el segundo bloque que hemos obtenido descarta las dos primeras posibilidades,
luego tiene que ser

{47579a

{47 57 9’14}7 {47 6’ ]'17 ]‘3}7 {47 77 ?7 15}

y en el lugar del ? no pueden ir 9,11 por los bloques anteriores, ni 12 porque
esta conectado con 4 ni 10 por el bloque {1, 6,10, 15}. ]
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regular, 261
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simétrica, 259 imagen, 16, 134
canoénica, 242, 251 impropio
cuadratica, 260 ideal, 88
multilineal, 227 submodulo, 131
alternada, 228 inclusion, 16
antisimétrica, 228 independiente (familia), 136
formalmente real (cuerpo), 210 indeterminada, 74, 75
fraccion algebraica, 80 induccion (principio de), 12, 22
fraccional (ideal), 320 inductivo (conjunto), 9
Frobenius (automorfismo de), 343 infinito (conjunto), 35
funcién, 14 interseccion, 7
inversible (ideal), 320
Gauss (criterio de), 105 inverso (elemento), 47
generador irreducible, 94
de un ideal, 89 irreflexiva (relacion), 28
de un modulo, 131 isomorfismo
grado de anillos, 67
de inseparabilidad, 352, 354 de extensiones, 179
de separabilidad, 354 de modulos, 133
de trascendencia, 360
de un polinomio, 76 Kummer (lema de), 335, 336
de una extension, 175
gran ley de composicién interna, 45
interseccion, 9 libre
union, 7 conjunto, 141
grupo modulo, 141
de clases, 333 libres (cuerpos), 364
de Galois, 179 ligado (conjunto), 141
de un polinomio, 279 lineal (grupo)
lineal general, 155 especial, 244
linealmente disjuntos (cuerpos), 362
homomorfismo linealmente independientes/dependientes,
de anillos, 67 141
de médulos, 133
matriz, 149
ideal adjunta, 235
fraccional, 320 columna, 150
principal, 320 cuadrada, 149
generado, 89 de cambio de base, 156
impropio, 88 de una aplicacion, 152
maximal, 98 de una forma bilineal, 259
primo, 98 diagonal, 150
principal, 88 elemental, 241
trivial, 88 escalar, 150
identidad, 16 fila, 150
elemento, 57 identidad, 150

matriz, 150 inversa, 154
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nula, 150 desordenado, 7
regular, 154 ordenado, 13
simétrica, 150 partes (conjunto de), 7
singular, 154 Peano
traspuesta, 150 axiomas de, 11, 18
maximal (ideal), 98 sistema, de, 19
maximo, 29 perfecto (cuerpo), 190
comin divisor, 101, 323 polinomio, 74
menor complementario, 233 caracteristico, 255
minimo, 29 ciclotémico, 219
comun multiplo, 101, 323 general, 299
modulo, 128 minimo, 175, 248, 250, 253
cociente, 133 primitivo, 103
libre, 141 simétrico, 272
monogeno, 131 elemental, 272
monico (polinomio), 77 primaria (extension), 374
monogeno (modulo), 131 primo
monomio, 76 elemento, 96
monomorfismo ideal, 98
de anillos, 67 primos entre si, 102
de médulos, 133 principal (ideal), 88
multiplicidad, 322 principio
miltiplo, 93, 322 de elecciones dependientes, 376
de induccion, 12, 22
neutro (elemento), 46 fuerte. 31
Newton (binomio de), 72 de recur;ién, 19, 22
noetheriano (anillo), 91 fuerte, 32
norma producto

de un ideal, 326

de una extension, 196

euclidea, 63
normal (extension), 185
notacion

aditiva, 47

multiplicativa, 47
nicleo, 117, 134
numerable (conjunto), 381
namero

combinatorio, 70

de clases, 333

entero, 52

natural, 10, 22

cartesiano, 14

de moédulos, 137
proyeccién canodnica, 43
puramente

inseparable, 353

trascendente, 358

racionales (nimeros), 68
radical (extension), 294
raiz
de la unidad, 218
de un polinomio, 107
primitiva, 218
rango, 16, 147, 161, 242
operacion, 45 realmente cerrado (cuerpo), 215
opuesto (elemento), 46 recursion (principio de), 19, 22
reflexiva (relacion), 28
par regular
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extension, 370
forma bilineal, 261
matriz, 154
primo, 336
relacién, 27
de equivalencia, 42
de orden, 28
inversa, 27
resoluble por radicales, 295
resolvente cubica, 281
resultante, 275

semejantes (matrices), 247
semigrupo, 46
separable, 190, 366
separablemente generada, 366
signatura, 263, 264
signo, 61
siguiente, 10
simétrica
forma bilineal, 259
matriz, 150
relacion, 28
simétrico
elemento, 47
polinomio, 272
similitud (de ideales), 333
simple (extension), 174
singular (matriz), 154
sistema
de coordenadas, 151
de Peano, 19
subanillo, 67
subconjunto, 4
subespacio vectorial, 130
submodulo, 130
generado, 131
impropio, 131
trivial, 131
sucesion, 39, 40
suma
de modulos, 136
directa, 136, 139

Tartaglia (tridngulo de), 71
Teorema
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chino del resto, 122, 123, 125
de Cantor-Bernstein, 386
de Cayley, 256
de Dedekind, 198, 324
de Fermat, 117
de Frobenius, 269
de Galois, 299
de isomorfia, 117, 134
de los ceros de Hilbert, 370
de Sylvester, 263
de Wedderburn, 346
del elemento primitivo, 194
del resto, 108
torsion (elemento, médulo de), 159
totalmente
positivo, 217
real, 217
transitiva (relacion), 28
transitividad
de grados, 177
de la norma, 196
transveccion, 245
transversal, 390
trascendente, 173
traspuesta (matriz), 150
traza, 196, 257

trivial
ideal, 88
submoédulo, 131
unidad, 63
uniom, 7
valor
absoluto, 61
propio, 257
Vandermonde, 234
vector
columna, 150
fila, 150
propio, 257

Zorn (lema de), 378



