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Para explicar el significado de la geometria pura
podriamos usar la férmula usual de exencién de res-
ponsabilidades de las peliculas: No se pretende refle-
jar las caracteristicas de las figuras geométricas o de
las propiedades espaciales de cuerpos reales. Cual-
quier parecido entre los conceptos primitivos y sus
connotaciones geométricas habituales es pura coinci-
dencia.
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Introduccion

El propésito de este libro es presentar dos teorias axiomaticas (y algunas
teorias relacionadas) estrechamente vinculadas entre si, a las que podriamos
llamar el Algebra elemental, y la Geometria elemental, porque en ellas se pueden
formalizar practicamente todos los resultados sobre el algebra de los niimeros
reales y complejos (sin entrar en el célculo diferencial) y la geometria euclidea
clasica (sin llegar a argumentos “protoanaliticos” sobre pasos al limite en el
calculo de areas, etc.)

Lo habitual es formalizar estos resultados en el seno de la teoria de conjuntos,
v lo que hacen las teorias a las que nos referimos es independizar el algebra y la
geometria elemental de la teorfa de conjuntos por una parte, pero también de la
aritmética elemental por otra, pues el algebra elemental no permite formalizar,
por ejemplo, resultados como que todo niimero natural se descompone en pro-
ducto de factores primos. Ese resultado es aritmético y no algebraico. De hecho,
podriamos decir que el algebra y la geometria elementales son esencialmente la
porcion del algebra y de la geometria que es posible formalizar sin apoyarse en el
aparato de la teoria de conjuntos y sin permitir que en ella puedan ser definidos
los ntimeros naturales.

La ventaja de este doble aislamiento es que, por una parte —y al contrario de
lo que sucede con la teoria de conjuntos— es posible demostrar que el algebra y
la geometria elemental son teorias consistentes y, por otra parte —al contrario
de lo que sucede con la aritmética elemental— es posible demostrar que son
completas. A su vez, esto implica que son decidibles: existe un algoritmo que
determina en un nimero finito de pasos si una afirmaciéon dada es demostrable
o no en cualquiera de las dos teorias (si bien aplicarlo en la practica requeriria
tanto tiempo y tantos célculos que no resulta viable).

Los resultados sobre completitud se deben a Tarski, al igual que la axioméa-
tica para la geometria euclidea que vamos a presentar aqui, que, al contrario
que otras teorias axiomaticas, tiene la caracteristica de emplear como términos

primitivos tnicamente los de “punto”, “estar entre” y “ser congruente”, de modo

que todos los demas conceptos geométricos, incluyendo los de “recta”, “plano” y,
en general, el de “variedad de dimension n”, se definen a partir de éstos.

Este libro es esencialmente autocontenido, en el sentido de que sblo requiere
del lector un conocimiento de lo que es un lenguaje formal y una teoria axio-
mética de primer orden. Sélo en un momento dado, en la prueba de la consis-

tencia del algebra elemental, necesitaremos un resultado técnico no trivial que

vii



viii Introducciéon

se demuestra utilizando el teorema de eliminaciéon de cortes libres en el calculo
secuencial de Gentzen, para el que el lector serd remitido a mi libro de Ldgica
Matemdtica. En algunos resultados secundarios, completamente prescindibles
para los objetivos principales de este libro, remitiré a algunas propiedades sobre
los cuerpos realmente cerrados demostradas en mi libro de Algebra.

Toda teoria axioméatica tiene limitaciones en su capacidad expresiva (en el
sentido de que hay afirmaciones no formalizables en ella), pero en el caso de
la teoria de conjuntos estas limitaciones quedan muy lejos de los enunciados
que manejan la mayor parte de los matematicos, y sélo requieren atenciéon en
areas muy particulares en las que las clases propias representan un papel des-
tacado, como la teoria de categorfas o la teorfa de conjuntos como especialidad
matematica. En cambio, en este libro vamos a tener que explotar al maximo
la capacidad expresiva de las teorias que vamos a manejar, especialmente en
la parte del dlgebra elemental, por lo que la principal preocupacién del lector
deberia ser convencerse de que en ningin momento la estamos rebasando, de
modo que todos los enunciados y razonamientos son realmente formalizables en
el marco de trabajo considerado.

En el primer capitulo hemos incluido numerosas notas al pie con la intencion
de aclarar los puntos en los que esta posibilidad podria resultar dudosa. El pro-
blema principal es que no es posible mostrar explicitamente el modo en que los
distintos enunciados y razonamientos se formalizan en las teorias consideradas
porque ello llevaria a formulas inmanejables por su longitud y complejidad, por
lo que en general tendremos que contentarnos con entender conceptualmente
como se podrian escribir esas férmulas sin necesidad de pararnos a escribirlas
explicitamente.

Por otra parte, en la pagina 74 hemos incluido un ejemplo de la clase de
razonamientos incorrectos a los que se puede llegar si no se tienen en cuenta las
limitaciones de expresividad de las teorias que estamos considerando. Confiamos
en que las notas y este ejemplo puedan bastar al lector para hacerse una idea
exacta de las posibilidades reales de las teorias consideradas.
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Capitulo 1

La teoria elemental de
cuerpos

En este primer capitulo estudiaremos las consecuencias de los meros axiomas
que en la teoria de conjuntos se usan para definir la estructura algebraica de
cuerpo o, dicho de otro modo, las propiedades generales de la suma y del pro-
ducto. La principal ausencia sera la relaciéon de orden, que interviene igualmente
en las manipulaciones algebraicas que podemos englobar en el “algebra elemen-
tal”. En el capitulo siguiente veremos el impacto que tiene su introducciéon sobre
la teoria.

Dado que no contamos con el apoyo de la teoria de conjuntos, dedicamos la
primera secciéon a mostrar en general, como es posible utilizar parcialmente el
lenguaje conjuntista en cualquier teoria axiomatica.

1.1 La légica de clases

Consideremos cualquier teorfa axiomatica sobre un lenguaje formal £. Con-
venimos en que sus signos logicos no definidos son —, —, \, = y las variables.
Usaremos la notacién

n n
a; =01 V- Vag, a; = AN Nay
i=1 i=1

para representar disyunciones y conjunciones de n féormulas.

Multitérminos Una de las caracteristicas de la teoria de conjuntos es que
permite definir pares, ternas, cuadruplas, etc. de conjuntos, de manera que todo
par de objetos de la teoria (todo par de conjuntos) esta codificado por un tercer
objeto (el par ordenado formado por dos conjuntos es un tercer conjunto). Esto
no va a ser asi en las teorias que vamos a manejar, pero nada nos impide “hablar
en bloque” de varios objetos, lo cual en la practica es equivalente a hablar de
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pares, ternas, etc. de objetos. Para ello es conveniente introducir una notaciéon
adecuada.

Para cada ntimero natural n > 1, usaremos la notacién ¢, (o simplemente ¢,
cuando n sea conocido o sea irrelevante) para indicar que la letra ¢ no representa
a un término de £, sino a un “multitérmino”, es decir, a una sucesiéon de n
términos t,, = (t1,...,tn).

En principio, esto no es mas que un convenio metamatematico (somos libres
de dar cualquier nombre a cualquier cosa, y nada nos impide dar nombres a las
sucesiones de n términos de un lenguaje formal), pero a partir de él obtenemos
un convenio para nombrar determinadas formulas de £. Por ejemplo, si &, y t,
son dos multitérminos de la misma longitud, podemos convenir que

th=0,=t1 =t AN Nt, =t

n’
de modo que t,, =/, se refiere a una formula de £.

Si o, es una “multivariable” (es decir, un multitérmino cuyas componentes
son todas variables), usaremos N, y Vv, para abreviar Avy - - - vy, y Vi -+ vy,
respectivamente. Asi, por ejemplo,

/\17271}2(172 = Wy > Wy = Ua)

representa a una sentencia de £, que podemos concebir como que expresa que
la igualdad de pares ordenados es simétrica, si bien no hemos definido, ni vamos
a definir en ningtin momento, el concepto de par ordenado.

Clases Si ¢(¥p,, wy) es cualquier formula de £ cuyas variables libres estén
entre las indicadas (es decir, entre vy, ..., Vm, w1, ..., wy), usaremos la notacion

Am - {1_)m | d)(’vm;wn)}a

y leeremos que “A,, es la clase de todas las m-tuplas o, que cumplen ¢(0,,, W, )”
que, en si misma, no significa nada, pero que servira de “c6digo” para interpretar
determinados nombres de férmulas de £. Por ejemplo, convendremos en que

Y

Asi, no es necesario tener una respuesta a la pregunta “;Qué es A,, exacta-
mente?” para que podamos afirmar que v,, € A,, representa inequivocamente
a la formula ¢(0,,, wy,).

Igualmente, si hemos definido de este modo dos clases de m-tuplas A,, y
B,,,, convendremos en que

Apm =By, = /\’Dm('Dm € Ay & Uy € Bm) = Aﬁm((b(ﬁmavn) A4 Z/J(Em,fr)),

donde 1 es la formula que define a B,,. Diremos entonces que “la clase A,, es
igual a la clase B,,”, y lo importante es que esto tiene un significado preciso (re-
presenta una formula precisa de £) sin necesidad de que las palabras “clase A,,”
y “clase B,,” lo tengan.
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También podemos definir la inclusiéon entre clases:
Ay C By = Nom (0 € Ay — T € By,
de modo que, por ejemplo, es un teorema logico que
A, =B, < A, CB,N\B,, CA,.
Unas clases que siempre podemos definir son la clase universal, la clase vacia:
V={x]|z=ux}, o ={z |z #a},

las clases finitas: {Z},,..., 2%} = {Um | Om = T, V-V ¥y, = T}, 0 las clases
de m-tuplas:

V= {1_)m | Um = 1_)m}a
de modo que v € V"™ sera otra forma de indicar que v es una multivariable de
longitud m y A C V™ sera otra forma de indicar que A es una clase de m-tuplas.

A partir de unas clases pueden definirse otras, como la unidn, la interseccion,
el complemento y la diferencia de clases:

ApUBp, = {0 | Om € A Vom € B}, AnNBm = {0m | Om € A AU € B},

Ay = {0 | Om & A}, A\ Boy = {0m | Om € Apy AT & B}
Con estas definiciones, muchos teoremas de la teorfa de conjuntos pueden
reinterpretarse como teoremas sobre clases de cualquier teoria axiomatica, como
A, N B, C A,, etc.

Si t,,, y ), son multitérminos, representaremos por (¢, %,) el multitérmino
de longitud m 4 n que resulta de concatenarlos, de modo que, por ejemplo,

(ta,15) = (t1,t,t],th, t4).
Esto nos permite definir el producto cartesiano de clases:
A X By = {(Um, ©p) | O € Ay AWy, € By}

Diremos que una clase F' es una aplicacién de una clase A,, en otra B,, y
lo representaremos por F': A,, — B, si F C A, X B, v

1
Aoy € ANV w, € By, (O, ) € F.

Usaremos la notacion F(7,,) para referirnos al tinico @, que indica esta defi-
nicion. Especificamente, esto se interpreta como que la notacion w,, = F(¥,,)
serd una abreviatura para la formula (Ty,, W, ) € F.

Dadas dos aplicaciones F' : A,, — B, y G : B, — C,, definimos su
composicion F o G : A,, — C}. como la aplicaciéon determinada por la relacion
(F o G)(Ur) = G(F(s,)). Equivalentemente:

FoG = {(tm, W) | VEr(Om, Tn) € F A (Zp,w,) € G)}.

Omitimos las definiciones obvias de otros conceptos conjuntistas relacionados
con las aplicaciones que sin duda el lector conocera, como los de “aplicacién
inyectiva, suprayectiva, biyectiva”, etc.
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1.2 La teoria de cuerpos

El lenguaje formal (reducido) del dlgebra elemental es el lenguaje £ cuyos
dnicos signos eventuales son dos constantes 0, 1, un funtor monadico —, y dos
funtores diddicos 4+ y -. En el capitulo siguiente definiremos un lenguaje £ 4 que
contendra un relator adicional para representar una relaciéon de orden.

La teoria de cuerpos elemental es la teorfa axiomatica C sobre £, determi-
nada por los axiomas siguientes:

Cl (z4y)+z=z+y+2)
C2 r+y=y+zx

C3 z+0==x

C4 z+4+(—2)=0

C5  (2y)z =z(y2)

Cé Ty = yx

Cc7 z-l=x

C8 z#0—=Vyay=1

C9 x(y+z)=zy+az

Cl0 0+#£1

A los objetos de la teorfa los llamaremos “nimeros”, es decir, Az lo leeremos
“para todo nimero z”, mientras que Vz lo leeremos “existe un namero z”. Esto
debe entenderse en un plano meramente informal, como una forma de facilitar
la lectura de las férmulas de £, exactamente en el mismo sentido que consi-
deramos que el lenguaje de la teoria de conjuntos habla sobre unos “conjuntos”
que en ningtin momento se definen.

Si xy,x2,... son variables de £, definimos recurrentemente
1 n+1 n
DT =T, )L T = Y T+ Tnga,
i=1

i=1 i=1

de modo que, por ejemplo,
5
>oxi = (((w1 +22) +23) + 24) + 5.
i=1

A menudo usaremos la notaciéon alternativa

n

1t =)

=1
n
En general, > x; es un término con las variables libres 1, ..., z,, que a su vez
i=1
pueden ser sustituidas por términos cualesquiera t1,...,t,, lo que da lugar a

n
términos que representaremos por Y t; =t1 + -+ - + ty.
i=1
0
Convendremos en que »_ z; = 0.
i=1
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El teorema siguiente expresa la propiedad asociativa generalizada:!

m-+n m n
Teorema 1.1 > x; = > x4+ > Tmti-
i=1 i=1 i=1
DEMOSTRACION: Por induccién sobre n. Para n = 0 se trata del axioma C3.
Si se cumple para n, entonces

m+n+1 m+n m n
T = ) T+ Tmtnt1 = (O T+ ) Tii) + Tinpnt1 =
i=1 i=1 i=1 i=1
m n m n+1
Z i + (Z Tmti + -Tm-i-n—i-l) = Z T; + Z Tom+i,
i=1 i=1 i=1 i=1
donde hemos usado C1. n

Es pura rutina demostrar la propiedad conmutativa generalizada:

Teorema 1.2 Sio es cualquier permutacion de los indices 1,...,n, se cumple:
n n
> Toi = ) T
i=1 i=1

DEMOSTRACION: Por inducciéon sobre n. Para n = 1 no hay nada que
probar.

Supongamos que el resultado es cierto para n y sea i el indice que cumple
oi =n + 1. Entonces, usando el teorema anterior y C2 vemos que

To1+ + Ton = (xal + -+ xa(ifl)) + (:En-i-l + (:Ea(iJrl) + -+ xan))

= (1'01 + -+ xa(i—l)) + ((xa(i—i-l) +-+ xa’n) + Z'nJrl)
= (-Tal + -+ :Ea(ifl) + :Ea(iJrl) +---+ xan) + Tn+1,

El primer sumando del dltimo término es una permutaciéon de xi + - -+ + Xy,
luego por hipoétesis de induccién puede probarse que es igual a x1 + - - - + x,, lo
que nos da la conclusion. [

Este resultado justifica que definamos sumatorios en los que no se especifique
el orden de las variables. A la hora de traducir tales sumatorios en términos
concretos de £ habra que elegir un orden en particular, pero no es necesario

n
LObservemos que en una expresiéon de la forma 3 x;, el niimero natural n es siempre un
i=1
namero natural metamatemaético, de modo que, por ejemplo, el teorema 1.1 es un esquema
teorematico en C, es decir, una serie de infinitos teoremas de C, uno para cada valor posibles
de m y n. Por ejemplo, un caso particular es

1 + 22 + 23 + x4 + x5 = (21 + 22 + 23) + (24 + 5).

Todas las pruebas de esquemas teoreméticos que vamos a dar son constructivas, en el sentido
de que un analisis minucioso permite convertirlas en algoritmos para generar una demostracién
de cada caso particular del esquema.
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dar detalles que especifiquen ninguna elecciéon porque ésta es irrelevante. Un
ejemplo lo tenemos en la propiedad distributiva generalizada:

(172:”:1 xz) (éjl yj) - sz: Tilj

donde en el segundo sumatorio hay que entender que se suman todos los términos
x,;y; donde ¢, j recorren todos los valores posibles 1 < i < m, 1 < j < n, pero
no es necesario especificar en qué orden hay que escribir tales términos.

Esta propiedad se demuestra sin dificultad por induccién sobre m, y el caso
m = 1, que tiene interés por si mismo:

w(yi+ -+ yn) =ayr+ -+ 2Yn
se demuestra a su vez por inducciéon sobre n.
Similarmente podemos definir
1 n+1 n

[Tzi=z1, I xi=1I]2- a1,
=1

=1 =1

0
con el convenio de que ] z; = 1. Escribiremos también
i=1

Las propiedades asociativa y conmutativa generalizadas se demuestran para el
producto exactamente igual que para la suma, usando ahora los axiomas C5,
Cé y CT.

En general, a partir de aqui manejaremos libremente las sumas y productos
finitos, dando por hecho que cualquier manipulacién considerada se justifica
facilmente por induccién.

Conviene observar que 0 y 1 son los tinicos niimeros que cumplen los axiomas
C3 y C7, respectivamente, es decir, que

Ne(z +y=2)—y=0, Ne(z-y=2) —y=1

En efecto, basta sustituir x = 0 en la hipétesis de la primera formula y
obtenemos 0 + y = 0, luego y = 0, y analogamente se justifica la segunda,

Similarmente, —x es el Gnico nimero que cumple el axioma C4:
r+y=0—y=—x.
En efecto:
y=y+0=y+ @@+ (-2)=y+z)+(-2) =0+ (—z) = —=x.

Diremos que —z es el opuesto de x. Escribiremos x —y en lugar de =+ (—y).
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El axioma C8 afirma que todo ntimero no nulo tiene un inverso y un ra-

zonamiento totalmente anédlogo al anterior prueba que es tnico. Definimos

r =y |z-y=1, de modo que si x # 0 se cumple que z -z~ = 1.

Notemos que, por conveniencia, hemos convertido a — en un término primi-
tivo del lenguaje £7, mientras que a ( )~ lo consideramos un concepto definido.
Escribiremos x/y en lugar de zy~!. En particular, ! = 1/x.

He aqui las propiedades algebraicas méas basicas:
Teorema 1.3 Se cumple:

1. —(—z) ==,

2. 240 (z7H) =2,

3. x-0=0,

4. 2y=0—2x=0Vvy=0,

5. (—2)y = z(~y) = —(2y),

6. (—z)(-y) = zy.

DEMOSTRACION: 1. Basta observar que —x + z = 0, lo cual significa que x
es el opuesto de —z. La prueba de 2) es analoga.

3.2:042-0=2(0+0)=2-0,luegox-0=2-0—(x-0) =0.
4. Si 2y = 0 pero  # 0, entonces x 'zy =2~ -0 =0, luego y = 0.

5. 2y + (—x)y = (x —x)y =0-y =0, luego (—x)y es el opuesto de zy. La
otra igualdad se prueba anilogamente.

6. (—z)(—y) = —(z(-y)) = —(—(2y)) = 2. .
La propiedad 3. explica por qué hay que exceptuar el 0 en la existencia de
inversos. Por otra parte, ahora es claro que

rty=z—>x=2Fy,

es decir, que en C podemos despejar sumandos en igualdades de la forma habi-
tual. En particular, podemos simplificarlos:

T+z=yY+z—=>2=Y.
Lo mismo vale para productos, con el tinico cuidado de no dividir entre 0:
r#£ 0Ny =2z —>y=2z/x, r#0Nzy =22 =Y = 2.

Notemos también que, por la propiedad 5, se cumple —x = (—1)z, por lo
que los signos quedan regulados por las propiedades usuales del producto. Por
ejemplo, —(z + y) = —x — y es simplemente un caso particular de la propiedad
distributiva.
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También es facil demostrar ahora las reglas usuales para operar con fraccio-
nes:

T T z TW + Yz r z Tz
- = — & TW =Yz, _+_:7a — T = T
Yy Yy w yw y w yw
~1
T T - T (:c) Yy x/y zw
Tr= -, —_ = — = — ==, —_— =,
1 y oy Y y x zjw  yz

donde todas las igualdades requieren como hipétesis que los denominadores que
intervienen no sean nulos.

Si m es un ntmero entero (metamatematico) usaremos la notacion

m veces m veces
z+--+x sim>0, T stm >0,
mr=40 sim =0, =11 sim =0,
—m veces —m veces
/_H . — TN
—z---—2x sim <0, zlogTt sim <0,

donde la definicion de 2™ requiere x # 0 cuando m es negativo.

Es facil demostrar inductivamente las propiedades “naturales” de estas ope-
raciones:

m(z+y) = mx+my, (m+n)r =ma+tnz, (vy)™ =2my™, 2™ =amy",

m(nx) = (mn)z, (™) =a™"
0z=0, m0=0, z'l=z 1"=1, 0™=0,

donde la ultima propiedad requiere que m > 0 y, en general, las bases tienen
que ser no nulas cuando los exponentes son negativos.

Notemos que, en principio, mz es una operacion externa, en el sentido de que
estamos multiplicando un niimero entero metamatemaético por un namero de la
teoria formal. Sin embargo, no es necesario considerarlo asi, ya que podemos
identificar el entero metamatematico m con el niimero formal m - 1, y entonces
ma = (ml)z es el producto de dos nimeros de la teoria formal. Las propiedades
precedentes permiten demostrar facilmente en C' cualquier suma o producto de
nimeros enteros. Por ejemplo,

2+3=25, 7-3=21,
son ejemplos de teoremas de C. El primero es, mas detalladamente:
14+D)+(14+1+1)=1+1+1+1+1.

En cambio, la exponenciacion 2™ si que es una operacion externa, en la que
un nimero de la teoria formal se opera con un entero metamatematico.

Hay que tener presente que, al interpretar los enteros como nimeros de la
teoria formal, no podemos demostrar,? digamos, que 7 # 12.

2La razén es que hay cuerpos que cumplen todos los axiomas (luego todos los teoremas)
de C y en los cuales 7 = 12.



1.2. La teoria de cuerpos 11

Para garantizar que los enteros formalizados se corresponden biunivocamente
con los enteros metamatematicos necesitamos incorporar un axioma o, mas pre-
cisamente un esquema axiomético:

La teoria de los cuerpos de caracteristica 0 es la teoria axiomatica Cy que
resulta de anadir a los axiomas de C el esquema axiomético siguiente:

Car0 Para todo nimero natural n > 0, la formulan -1 # 0 es un axioma.

Asi, si m < n son dos nameros naturales, en Cy se demuestra que m # n
(pues si suponemos m = n llegamos a que n —m = 0, en contradiccion con el
axioma Car0).

En particular, para cada ntimero racional » = m/n (donde la fraccion es irre-
ducible), podemos definir el término -1 = ’;Z—"ll, y se comprueba inmediatamente

que
m 1 m-1
n n-1’

donde ahora no es necesario que la fracciéon sea irreducible, asi como que si

r+s = t, rs = u son nimeros racionales, entonces k¢, (r4+s=1)y bFg, (rs = u).

En la préctica es como si en Cy tuviéramos una constante para nombrar a
cada niimero racional.

Alternativamente, si p es un ntimero primo, podemos considerar la teoria C,,
que resulta de anadir a C el axioma® Carp=p-1=0.

Una teoria mas débil que Cy es la teoria Cloo] que resulta de anadir a C el
esquema axiomaético de infinitud:

Inf Para todo nimero natural n > 0, la formula

Vay--a, \ @i #
i)

es un arioma.

Es obvio que Car0 implica Inf, pues el axioma n-simo de infinitud se cumple
tomando z1 = 1,...,2, =n.

A su vez, la alternativa al axioma de infinitud consiste en postular que el
cuerpo de trabajo es finito. Concretamente, si p es un primo y n es un niamero
natural no nulo, llamamos C[p"] a la teoria que resulta de anadir a C el axioma

n

P

Card p™ Vz; - --xpn(_/\_aci # X A Nz \/ T =x;).

i#j i=1
Puede probarse que este axioma seria contradictorio para niimeros naturales
que no fueran potencia de primo, asi como que Card p™ implica Car p.

Nosotros no entraremos en estos resultados porque nos va a interesar exclu-
sivamente la teoria de los cuerpos infinitos de caracteristica 0.

3Si p no es primo y tomamos este axioma, podemos considerar la descomposiciéon en
primosp = p{'!---py*, y tenemos que (p{! - 1)---(pp* - 1) = 0, de donde se sigue la dis-
yuncién Car p; V---V Car pg.
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1.3 Algebra lineal

Al trabajar en la teoria C, usaremos la letra k para representar a la clase
universal, en lugar de la V' genérica que hemos empleado en la seccién 1.1. Con-
secuentemente, a la clase de las n-tuplas de ntimeros la representaremos por k™.
En lugar de hablar de n-tuplas, hablaremos de “vectores” de m componentes.
Para referirse a los ntimeros por oposicion a los vectores es costumbre llamarlos
“escalares”.

Insistimos en que, en este contexto, no existe ninguna definiciéon de “vector”,
ni formalizada en C ni metamatematica. Simplemente, “vector de n componen-
tes” es una expresién que emplearemos para leer ciertas férmulas de £ en las
que ciertas variables sean tratadas sistematicamente en bloques de n.

En toda esta seccién consideraremos exclusivamente vectores de un ntimero
de componentes n fijo, por lo que habitualmente lo omitiremos y escribiremos
v en lugar de v,,.

Las constantes 0, 1 de £, nos permiten definir los multitérminos
0=1(0,...,0), e =(0,...,0,1,0,...,0),

donde hay que entender que el 1 de e; figura en la posicién i-ésima.

Ahora definimos aplicaciones:

k" X EY — k", kX EY — k"
mediante
T+ w= (v +wi,...,0n + W), at = (avy,...,avy).
Definimos también —v = (—v1, ..., —vy).

El significado preciso de estas definiciones consiste en que, por ejemplo, per-
miten interpretar inequivocamente como férmulas precisas de £ los distintos
apartados del teorema siguiente, que se demuestra sin dificultad:

Teorema 1.4 Se cumple:*

1. (+w)+Z=0+ (0 +1T),

2. 0+W=1w+7,
3. v+0="7,
4' U+ (71_)) = _;

4Cada afirmacioén de este teorema es un esquema teorematico con un caso particular para
cada posible valor de n. Por ejemplo, la propiedad 2. incluye a las formulas de £7;:

Avi - vpwr - wn (v + w1 = w1+ V1A Avp + W = W+ n),

que ciertamente se demuestras en C a partir del axioma C2.
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5. a(V+ W) = a¥ + aw,
6. (a+b)v = av + by,
7. a(bv) = (ab)v,

8 1-v=10.

Definicion 1.5 Un k-espacio vectorial es una clase en la que hay definida una
suma y un producto por escalares que cumplen las afirmaciones del teorema
anterior.

En estos términos hemos demostrado que las operaciones que hemos definido
en la clase k™ la convierten en un espacio vectorial. En lo sucesivo marcaremos
con (EV) los teoremas y definiciones que dependan exclusivamente de dichos
axiomas, sin tener en cuenta el hecho de que los vectores considerados son los
de k™ en particular.

Teorema 1.6 (EV) Se cumple:

.av=awANa#0—0v=w,

S N L e
0N
S
~—
S
I
)
[
<
~—
Il
I
—
)
Sl
=

. a0 =biANV#0— a=nb.

DEMOSTRACION: 1. Tenemos que -0 =a-(0+0) =a-0+a-0, luego
sumando —(a - 0) a ambos miembros llegamos a que 0 = a - 0.

2. se prueba analogamente. Para probar 3. suponemos a # 0, con lo que
av = 0 implica que a=(av) = a=10 = 0, lo cual equivale a (a=ta)v = 0, 0 a
1-9=0, luego a v = 0.

4. Partimos de que 0 =09 = (a + (—a))v = av + (—a)v, luego sumando
—(av) a ambos miembros queda —(a?) = (—a)v. La otra igualdad se prueba
analogamente.

5.y 6. se reducen a 3. L]

Definimos

1 n+1 n
Z’L_)i:’l)l, Z’L_}iE Z’L_)i+1_)i+1,
i=1 =1

i=1 %

0
con el convenio adicional de que Y #; = 0. A menudo escribiremos @y + - - - + T,
en lugar de un sumatorio de Veét(l)res. Los mismos argumentos empleados en
las demostraciones de los teoremas 1.1 y 1.2 permiten probar las propiedades
asociativa generalizada, conmutativa generalizada y distributiva generalizada
respecto del producto por escalares. Por ello a partir de aqui usaremos las
sumas finitas de vectores con la misma libertad que usamos las de nimeros.
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Pasamos ahora a considerar clases de vectores. Adoptaremos el convenio de
representar por 0 = {0} a la clase cuyo tnico elemento es el vector 0 (que no
debe ser confundida con el escalar 0).

Definiciéon 1.7 (EV) Una clase de vectores V' C k™ es una variedad lineal si
cumple las propiedades siguientes:

1.0eV,
22.9eVADEV 50+weV,
3. VeV —waveV.

Por ejemplo, es inmediato probar que 0 y k™ son variedades lineales. Cuando
V' y W son variedades lineales, es costumbre escribir V"< W en lugarde V. C W.

Definimos la envoltura lineal de unos vectores oy, . .., o, como la clase®

(v1,...,0.) ={v|Var--a, v =a10; +--- + a,0, }.

A sus elementos los llamaremos combinaciones lineales de vy, ...,0," .

Teorema 1.8 (EV) La envoltura lineal V- = (01, ...,7,) de unos vectores da-
dos es una variedad lineal que los contiene. Ademds, si W es una variedad lineal
Y U1,...,0p € W, entonces V< W.

DEMOSTRACION: La primera parte del teorema significa, mas explicitamen-
te, que se cumple lo siguiente:

1.0eV,
22.veVAweV sv4+weV,
3.v€eV —saveV.
La demostracion es muy simple:
0=0-914 407,

luego 0 € V. (El vector nulo es combinacion lineal de cualquier clase de vecto-
res.) Siv € Vy v eV, existen ay,...,a.,b1,...,b. tales que

T):al’ﬁl""""'ar’v'm w:bl’vl"'"""brﬁra

luego
v+ w= (a1 +b)v1 +--+ (ar + b.)0, € V.

La tercera propiedad se demuestra de forma similar.

5Esto significa que ¥ € (71, ..., o) es, por definicién, una abreviatura de la formula de L,

Vai---ar o =a1v1 + - + arvr.
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Que V contiene a v1, ..., 0, significa que v; € V, lo cual es cierto, pues basta
definir a; =1y a; =0, para j # i, y entonces v; = a101 + - -+ + ap?, € V.

Si W es una variedad lineal que contiene a oy,...,7,, tomamos v € V,
de modo que existen aq,...,a, tales que v = a191 + --- + a,0,, y entonces
a;v; € W por la tercera propiedad de la definiciéon de variedad lineal, y una
simple induccién sobre r basada en la segunda propiedad nos da que v € W.

|

Definiciéon 1.9 (EV) Diremos que unos vectores 1, . . ., U, son linealmente in-
dependientes o que forman un sistema libre si

Nay---a.(ayv1 +- 4+ a0, =0—=a; =0A---Aa, =0).

En caso contrario diremos que son linealmente dependientes, o que forman un
sistema ligado.

Ejemplo Los vectores €1,. .., €, son linealmente independientes.
En efecto, si a1€; + -+ a,é, = (_), esto equivale a que (al, ceylp) = (_)7 que
a su vez equivale a que a; =0A--- Aa, =0. [

Veamos una caracterizacion:

Teorema 1.10 (EV) Unos vectores vy, ..., 0, (que no se reduzcan al vector 0)
son linealmente dependientes si y solo si existe® un i tal que ¥; es combinacion
lineal de vy, ...,0;—1,0i4+1,... 0.

DEMOSTRACION: El caso r = 1 se trata aparte y es trivial. A partir de aqui
suponemos r > 2.
Si los vectores son linealmente dependientes, por definicién existen ay, ..., a,
tales que @191 + -+ a0, =0y a1 #0V---Va, # 0. Sies a; # 0, entonces
L Ai—1 _ Ai+1 _ Qar _

Vi—1 — Vi1 — " — —Up.
aq a; ai ai

Reciprocamente, si v; es combinacion lineal de los demas vectores, existen
Q1y...,Qi—1,0;41,---,0, tales que

U =a101 + -+ ai—1Vi—1 + G101 + -+ AUy,
luego, tomando a; = —1, tenemos que
a1v1 + -+ a0y :Oa

y a; # 0, luego los vectores son linealmente dependientes. L]

60bservemos que “existe un i’ no es formalizable en £, mediante un particularizador,

pues en C no pueden definirse los nimeros naturales. No obstante, se formaliza como una
T

disyuncién V «;, donde o es la formula que afirma que ¥; es combinacién lineal de los

i=
vectores distintos de v;.
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Teorema 1.11 (EV) Si#y,...,7, son vectores linealmente independientes, al
eliminar parte de ellos, los vectores que quedan son también linealmente inde-
pendientes.”

DEMOSTRACION: Vamos a probar la implicacion
¥1, U2, 3 independientes — v1, U3 independientes

de modo que quede claro que el argumento se puede adaptar para demostrar
en C todas las férmulas de la conclusion y para todos los casos particulares del

esquema teoremético.®

Si 71, U3 son dependientes, existen escalares a1, as tales que a;71 + azvz = 0
y a1 # 0V az # 0, luego tomando as = 0 resulta que a7 + as¥s + azd3 =0y
a17é0\/(127é0\/(137£0. n
Definicién 1.12 (EV) Diremos que 1,...,7, son un sistema generador de
una clase V' (que necesariamente sera una variedad lineal) si V' = (v1,...,7,).

Si V tiene un sistema generador en este sentido, diremos que es una variedad
lineal finitamente generada.

Ejemplo Los vectores €1,..., €, son un sistema generador de k™.

En efecto, todo vector ¥ puede expresarse como

U= (v1,...,V) = V181 + -+ Un€p € (€1,...,En),
luego k" = (€1, ...,En). "
Teorema 1.13 (EV) SiV = (v1,...,0,) yv € V, © # 0, entonces existe un
indice i tal que V= (T, ..., U;—1, 0, Dig1y .-+, Vp).

DEMOSTRACION: La hipétesis v € V significa que existen ay,...,a, tales
que ¥ = a1 + -+ + a;0.. Como v # 0, existe un i tal que a; # 0. No
perdemos generalidad si suponemos a, # 0, pues en los otros casos se razona
analogamente. Veamos que V = (0y,...,0y_1, 0).

"Esto es un esquema teorematico que se formaliza mediante una conjuncién. Por ejemplo,
un caso particular es

U1, V2, U3 independientes — v1 independiente A U2 independiente A

Av3 independiente A U1, V2 independientes A v1, 3 independientes A

92, 9% independientes.

8’Tengamos presente que demostrar (constructivamente) un esquema teoremético significa
dar un algoritmo que permita programar un ordenador para que genere una demostracion de
cualquier caso particular del esquema. Cualquier lector que entienda la demostracion del caso
particular que se muestra podria generar analogamente la demostracién de cualquier otro caso
particular y, si tiene conocimientos de programacién, podria programar a un ordenador para
que la generara automaticamente.
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Si w € V, entonces existen by,...,b, tales que v = b1 + -+ + bpUp, ¥
sustituyendo en esta expresion v, = —a, ta;vy — -+ — a;ta,—10,—1 + U obte-
nemos una expresion de w como combinaciéon lineal de v1,...,0,_1,w, luego
W € (U1,...,0p-1,0). La inclusién opuesta se prueba de forma analoga. =

En la prueba del teorema se ve que el indice ¢ puede elegirse arbitrariamente
entre los que correspondan a un coeficiente no nulo en una expresion de ¥ como
combinacioén lineal del generador de V.

Teorema 1.14 (EV) Si ©1,...,7, es un sistema generador de una variedad
lineal V y w1,...,%Ws €V forman un sistema libre, entonces’ s < r.

DEMOSTRACION: Supongamos que 7 < s, que o1, ..., 0, es un generador de
V y que wy,...,ws € V esun sistema libre, y vamos a llegar a una contradiccion.

Tenemos que w; # 0, o de lo contrario no formaria parte de un sistema libre.
Como wy € V = (#1,...,0,), el teorema anterior nos da que existe un ¢ (y no
perdemos generalidad si suponemos que es ¢ = 1, pues los demas casos se tratan
analogamente) tal que V = (wy, U2, ..., r).

Vamos a razonar inductivamente que (reordenando los vectores v; si es pre-
ciso), se cumple que V = (wy, ..., W;, Vit1,.-.,0r). Ya lo tenemos probado para
i =1. Si vale para i < r, entonces Wi11 # 0y Wit1 € (W1, ..., Wi, Vis1,---,0p),
luego existen aq,...,a, tales que

Wit1 = a1W1 + -+ + @;W; + Qit1Vig1 + -+ + a0

No puede ser a;41 = -+ = a, = 0, porque entonces w;+; seria combinacién
lineal de w1, ...,w; y el sistema w1, ..., ws seria ligado.

Ahora usamos que, por la observacion tras el teorema anterior, podemos
sustituir w; 41 por cualquier vector de wy,...,w;, Vit1,-..,0, cuyo coeficiente
en la combinacion lineal anterior no sea nulo, luego, concretamente, podemos
tomar un cierto j entre ¢ + 1 y n, y no perdemos generalidad si suponemos que
esi+1,conloqueV = {(wy,...,Wit1,Vit2,---,Tr).

De este modo, tras un nimero finito de pasos, obtenemos V' = (w1, ..., @, ),
pero entonces llegamos a la contradiccion de que w,4; es combinacién lineal de
@1, N ,lDT. ]

Definicién 1.15 (EV) o!,... 9" son una base de una variedad lineal V' si son
un sistema generador linealmente independiente. Por el teorema anterior, todas
las bases de una variedad lineal V tienen el mismo ntmero de elementos,' al
que llamaremos dimension de V' y representaremos por dim V.

La variedad lineal 0 = {0} es finitamente generada, pero no tiene una base
segun la definicion que hemos dado, pues su tnico sistema generador, el formado
tnicamente por 0, es linealmente dependiente. No obstante, es ttil considerar
por convenio que la clase vacia @ es una base de 0 (la tinica), y que, por consi-
guiente, dim0 = 0.

9Hay que entender esto como un esquema teorematico que, para cada r < s, afirma que si
w1,...,W0s € (V1,...,0r), entonces w1, ...,ws no forman un sistema libre.

10Esto es un esquema teoreméatico que, para cada r # s, afirma que si V = (O1y...,0r) =
(w1, ...,Ws), entonces 1, ...,y no es una base de V o bien @1, ...,ws no es una base de V.
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Hemos probado que é1,...,¢é, es una base de k™, que recibe el nombre de
base candnica de k™, luego se cumple que dim k™ = n.

Del teorema siguiente se desprende que toda variedad lineal finitamente ge-
nerada tiene una base:

Teorema 1.16 (EV) SiV = (vy,...,0,) y vy € (U1,...,0r_1), entonces tam-
bien V = <’L_)1, e ,’L_)T,1>.

DEMOSTRACION: Las dos inclusiones opuestas se siguen del teorema 1.8.
|

Asi, si V = (01,...,7,) es una variedad finitamente generada (descartando
el caso trivial en que V = 0) si el sistema generador dado no es linealmente
independiente, es que uno de sus vectores es combinaciéon lineal de los demés,
luego aplicando el teorema anterior puede eliminarse, y tras un nimero finito
de pasos tenemos que llegar a una base.

Teorema 1.17 (EV) SiV es una variedad lineal finitamente generada de di-
mension d y U1,...,0, € V son vectores linealmente independientes, con r < d,
entonces existen Uy41,...,0q € V tales que vy,...,04 son una base de V.

DEMOSTRACION: Tenemos que (71, . ..,7,) < V, pues los vectores no pueden
generar V', ya que entonces serian una base y tendria que haber d vectores. Por
lo tanto, existe un o,41 € V \ (v1,...,9,), y entonces ¥1,...,0,41 € V son
linealmente independientes.

En efecto, si a191 + -+ + ary10,01 = 0, si a,11 # 0, entonces podemos
despejar U471 y llegamos a que 9,41 € (¥1,. .., 0, ), contradiccion. Por lo tanto,
tiene que ser a,y; = 0y, como ?1,...,7, son linealmente independientes, los
demas escalares también son nulos.

Sir+ 1 < d podemos repetir el proceso, y tras un namero finito de pasos
llegamos a unos vectores v1,...,94 € V linealmente independientes. Dichos
vectores tienen que ser una base de V', pues en caso contrario, podriamos repetir
el proceso una vez més para obtener un sistema libre con d + 1 vectores, en
contradiccion con el teorema 1.14. [

Teorema 1.18 (EV) Si V es una wvariedad lineal finitamente generada y
W <V es una subvariedad lineal, entonces W también es finitamente gene-
rada, dimW < dimV y dimW =dimV si y sdlo si W = V.

DEMOSTRACION: Sea dimV =d. Si W = 0 la conclusién es trivial. En caso
contrario existe w; € W no nulo, que es un vector linealmente independiente. Si
(w1) < W, entonces existe un wy € W\(w1), el mismo argumento empleado en la
prueba del teorema anterior muestra que w;, w2 € W son vectores linealmente
independientes, pero al cabo de a lo sumo d pasos tenemos que llegar a que
W = (w1,...,%W,), con r < d, pues en caso contrario habriamos construido un
sistema libre de d 4+ 1 vectores en V.
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Si r < d, entonces W < V, pues de lo contrario tendriamos una base de V'
con d vectores. Si r = d entonces W = V, pues en caso contrario podriamos
encontrar en V un nuevo vector que al anadirlo a w1, . .., Wy formaria un sistema
libre con d + 1 vectores, lo cual es imposible. n

Asi, como k" es una variedad finitamente generada, todas las variedades
lineales formadas por los vectores que estamos considerando (que son subvarie-
dades de k™) son finitamente generadas, pero esto no es una consecuencia de los
axiomas de espacio vectorial.

"

Teorema 1.19 Si ol,.... 7" son una base de una variedad lineal V, entonces
) ) )

1
NoeVVay--an o =a10" + - + anbn.

DEMOSTRACION: La existencia se tiene por definicién de sistema generador,
y si
a1t + - F any =0 =b10 + - + by,

entonces
(a1 — bl)’l_)l + -+ (an - bn)’l_)n =0,

luego por definicion de independencia lineal a1 = by A--- A ap, = by,. n
Definicién 1.20 (EV) Si 74,..., 9, es una base de una variedad lineal V', los

Gnicos escalares aq, ..., a, dados por el teorema anterior se llaman coordenadas
del vector v en dicha base.

Teorema 1.21 (EV) SiV y W son variedades lineales, también lo son VW

Y
V+W={z|Vowz=v+wAvEV AwE W)}

SiV y W son finitamente generadas, también lo son VW y V+W | y entonces
dim(V+W) =dimV +dim W — dim(V N W).

DEMOSTRACION: La prueba de que VN W y V + W son variedades li-
neales no ofrece ninguna dificultad. Claramente V N W es finitamente gene-

rada. Sea Z1,...,ZT4 una base de V. NW. Podemos completarla hasta una base
ZT1y...,2%d,Vd+1,---,0r de V y hasta otra base Zi,...,Zq, W4t1,...,wWs de W.
Basta probar que Z1,...,Zq4,0d+1,---,Vr, Wd+1,- - -, Ws €8 una base de V 4+ W,

pues entonces
dim(V+W)=d+r—d+s—d=r+s—d=dimV +dimW — dim(V N W).

Todo vector de V 4+ W es la suma de una combinaciéon lineal de los vectores
T1y...yTd,Vd41,---,0r yOtrade Zy,...,Zq, Wi+1,-..,Ws, y €s claro que la suma
se reduce a una combinacién lineal de Z1, ..., %4, UVg+1,- - -, Op, W1, - - - , Ws, LUE-
go estos vectores forman un sistema generador, y esto ya prueba que la suma es
finitamente generada. Supongamos ahora que

a1 + ...+ aqZq + bap10a41 + ... + by 4+ cgp1War1 + ... + csWs = 0.
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Entonces
a1T1 + ...+ aqZq + bg+10441 + ... + b0 = —Cg41Wg41 — - . - — CsWs,

el miembro izquierdo esta en V' y el miembro derecho esta en W, luego ambos
estan en V NW. Ahora bien, cada vector de VN admite una expresion como
combinacién lineal de Z1,...,x4, que es también una expresién como combi-
nacién lineal de la base Z1,...,Zq,04+1,---,0r cuyas ultimas coordenadas son
nulas. Por la unicidad de las coordenadas, concluimos que todos los vectores de
V' N W tienen nulas sus dltimas coordenadas respecto de la base de V' conside-
rada, lo que en nuestro caso se traduce en que bgy; = - - - = b, = 0. Por simetria
podemos concluir igualmente que cg+1 = --- = ¢s = 0, y entonces tenemos que

a1Z1 + ... +aqxq =0,

luego también a1 = ---aq = 0. [

1.4 Polinomios

En la seccion anterior hemos estudiado vectores con un ntmero fijo de n com-
ponentes. Ahora vamos a considerar vectores consistentes en sucesiones finitas
de nimeros de longitud arbitraria, pero con el convenio de que la prolongacion
con ceros de una sucesion la consideraremos como “la misma sucesion”.

Empezamos introduciendo los convenios de notacién oportunos que faciliten
trabajar con estos nuevos vectores. En primer lugar, en esta secciéon adopta-
mos el criterio de que la notacién o,, se refiera a bloques de n + 1 variables
Up = (vo,...,v,) en lugar de a bloques de n variables, como hasta ahora. La
identificacion de las sucesiones que se obtienen prolongando con ceros se plasma
en la definicion siguiente (valida para todos los naturales m < n):

U, = Un, T)n:'l_)mzfylzwl/\/\fvm:wm/\wm+1:0/\/\wn:0

La suma de vectores se define ahora, para m < n, como
U + W = Wy + Uy = (Ul +w1,...,varwm,me,...,wn),

y observamos que esta suma es compatible con la igualdad que hemos definido,
en el sentido de que si 0y, = v/, y Wy, = W), entonces Uy, + Wy, = U,,,, + W), .

El vector nulo lo representaremos ahora como 0* = (0). Definimos también
—Tp, = (=0, ..., —Up), a(ag, .. .,an) = (aag, ..., aay,).

Con estas definiciones se demuestra también sin dificultad el teorema 1.4,
es decir, que los vectores de longitud variable cumplen también los axiomas de
espacio vectorial y, por consiguiente, todos los teoremas que hemos demostrado
a partir de ellos.
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La novedad es que ahora definimos un producto de vectores: ¥, Wy, = Zpy4n,
donde!!

Th= Y, Vwj.
itj=k

Esto es un esquema de definicién que tiene una versién particular para cada
valor de m y n. Por ejemplo, para m =2 y n = 1 seria

(vo,v1, v2)(wo,w1) = (Vowo, Vow1 + V1Wo, Vows + V1w + Vawyp).

Observamos también que, al igual que la suma, este producto es compatible con
la igualdad de vectores.

De este modo, los niimeros son también vectores (sucesiones de longitud 0),
y si particularizamos la definicién de producto al caso de un vector de longitud 0
por otro de longitud n, obtenemos:

a‘(a‘Oa s aan) = (a’a’Oa . '7aan)7

que es el producto por escalares que ya habiamos definido, luego el producto de
vectores extiende al producto por escalares.

Veamos ahora las propiedades del producto que acabamos de definir:
Teorema 1.22 Se cumple:
1. (p+q)+7=p+(q+7),

2.p+q=q+p,

9. 140,

10. pg=0—p=0Vg=0.

1 He aqui otro ejemplo de sumatorio en el que no nos molestamos en especificar el orden de
los sumandos.
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Nota No indicamos las longitudes de las sucesiones porque estas propiedades
se cumplen cualesquiera que sean éstas.'?

DEMOSTRACION: Las cuatro primeras propiedades son las mismas que ya
conocemos para vectores.

5. El término n-simo de (pq)7 es

Y. PDuri= D X pPigiTk = Y. DPiqiTks

h+k=n h+k=ni+j=h i+j+k=n
y si calculamos el término n-simo de p(g7) llegamos a la misma expresion.

Las propiedades 6. y 8. se prueban analogamente, 7. es una de las propiedades
de los vectores y 9. es trivial.

Para probar 10. suponemos que p,, # 0AG, # 0. No perdemos generalidad'?
si suponemos que p,, # 0 # g,, y entonces es facil ver que el término mn-ésimo
de pmGn €S Pmqn # 0, luego pmd, # 0. m

Las propiedades de este teorema son precisamente los axiomas de C salvo
que falta la existencia de inverso y, a cambio, tenemos la tultima propiedad,
que en los cuerpos se demuestra precisamente a partir de dicha existencia. No
obstante, muchos de los resultados basicos de la secciéon 1.2 no dependen de
la existencia de inversos y son validos también en este contexto. Por ejemplo,
podemos trabajar normalmente con sumas y productos finitos, estdn definidas
las potencias de exponente no negativo, etc.

El vector X = (0, 1) recibe el nombre de indeterminada, y una simple induc-
cion demuestra que X™ = (0,...,0,1), conel 1 en la posicion n-sima (empezando
por la 0-ésima). Por consiguiente, todo vector p,, puede expresarse como

n .
p=(Pos-,pn) =2 piX" =po+p1 X+ +p X"
1=0

En lo sucesivo usaremos la notaciéon p"(X) en lugar de p,, para indicar que
la letra p no representa una variable, sino un bloque de n+ 1 variables. Cuando
el valor de n sea irrelevante lo omitiremos.

A estos vectores que estamos considerando, con la suma y el producto que
hemos definido, los llamaremos polinomios.

En estos términos, las operaciones con polinomios se expresan asi:

PO+ = St )X e =5 (5 )X

12Como en el teorema 1.4, cada propiedad es en realidad un esquema teoreméatico, que se
concreta en un teorema distinto para cada combinacion de longitudes de los vectores que
intervienen. Por ejemplo, el caso concreto de la propiedad 6. correspondiente a p2 y ¢1, seria

Pogo = qopo A\ poq1 + p1go = q1po + gop1 /\ P2qo + p191 = qop2 + q1p1 A P2g1 = q1p2.

13Este paso no es trivial, pero serd mas claro si lo analizamos més adelante, al discutir la
prueba del teorema 1.23.
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Si P, es un bloque de variables, p™(X) no es sino una forma alternativa de
denotarlo. Si queremos hacer explicitas las n variables que aparecen en él, por
ejemplo, para especificar sustituciones, escribiremos

p"(X) =ppo,...,pn; X) = (Pos-- -, Pn),

de modo que p"(to,...,t,; X) serd una forma alternativa de representar el mul-
titérmino (tq, ..., tn).

La indeterminada X no es una variable, sino el bloque de constantes (0, 1),
por lo que en principio no tiene sentido sustituirla por términos, pero eso no
quita para que a cada polinomio p"™(X) le podamos asociar el término

p"(x) =po+prx+ -+ ppa”,

donde x es una variable de £, distinta de las que aparecen en p, de modo
que si p es un bloque de n + 1 variables entonces p(z) es un término de £,
con n + 2 variables libres, lo que nos permite sustituirlas todas para formar
términos p(to, . . ., ty; t), o simplemente p(t) cuando los coeficientes del polinomio
sean conocidos o irrelevantes. Asi pues, en la practica podemos sustituir la
indeterminada X por cualquier término, y esta sustitucion es consistente con la
suma y el producto de términos en el sentido siguiente:

(p+q)(x) = p(x) + q(=), (pg)(x) = p(x)q(z).

Por ejemplo, en el caso del producto esto significa que, aunque los dos miem-
bros de

min( > pi‘]j)l'k = (Zépi:ci) (él quj),

k=0 ‘i+j=k

no son el mismo mutitérmino de £7;, en C se demuestra que son iguales, sim-
plemente desarrollando el miembro derecho usando las propiedades de la suma
y el producto de C. Lo mismo vale para la suma de polinomios.

Teorema 1.23 Si p"(X) # 0, existe!* un tinico mimero natural d < n y un
tinico q € k% tal que p"(X) = ¢*(X) y qa # 0.

Al valor de d dado por el teorema anterior lo llamaremos grado del polinomio
prn(X). Equivalentemente:

gradp™(X) =d=pa #0Apit+1 =0A- App, =0.

Convendremos en que el polinomio nulo tiene grado 0.

4Este teorema es trivial, pero lo enunciamos para discutir su formalizacién en C. Por
ejemplo, para n = 2 se trata de la formula siguiente:
a+bX +cX?2#A0=c#0AN(a+bX +cX2=a+bX +cX2)V
(b#0Aa+bX +cX?=a+bX)V(a#0Aa+bX +cX? =a).
La unicidad es la conjuncion de las negaciones de cada par de conjunciones de dos términos
cualesquiera de la disyuncién.

Asi, cada vez que en una demostraciéon tenemos un polinomio p™(X) y decimos: “podemos
suponer que p, # 07, técnicamente estamos desdoblando la demostracién en n + 1 casos
totalmente anéalogos correspondientes a la disyuncion precedente, casos que habitualmente
podréan tratarse al mismo tiempo de forma esquematica, en términos de un d arbitrario.
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Si p(X) es un polinomio no nulo de grado n, el coeficiente p, se llama
coeficiente director de p(X). El polinomio es mdnico si p,, = 1.

Es claro que si p(X) es un polinomio no nulo de grado n, podemos expresarlo
como p(X) = p,p q(X), donde ¢(X) es un polinomio ménico de grado n. Basta
definir ¢; = p;, ' p;.

Si pr—1 = (po,--.,Pn—-1) es un bloque de n variables, usaremos la notacion
PHX) =po+mX + - 4+ ppa X"+ X"
para representar polinomios monicos.

De las definiciones de la suma y el producto se sigue facilmente que
grad(p(X) + ¢(X)) < méax{gradp(X),grad¢(X)},
p(X) # 0 # q(X) — grad(p(X)q(X)) = grad p(X) + grad ¢(X).

Division euclidea y raices Vamos a demostrar que es posible efectuar divi-
siones euclideas entre polinomios, de lo cual extraeremos numerosas consecuen-
cias.

Teorema 1.24 Dados polinomios p(X), q¢(X), el segundo no nulo, existen unos
inicos polinomios ¢(X) y r(X) tales que

p(X) = ¢(X)e(X) + r(X), (r(X)=0Vgradr(X) < grad ¢(X)).

DEMOSTRACION: Supongamos la existencia de cociente y resto cuando p(X)
tiene grado < m y que p(X) tiene grado m. Si gradp(X) < grad¢(X), basta
tomar como ¢(X) el polinomio nulo y r(z) = p(X). En caso contrario, si
n = gradq(X), el polinomio p'(X) = p(X) — pmg, ' X™ "q(X) tiene grado
< m, luego por hipotesis de induccion

P(X) = pmay ' XM (X)) = q(X)'(X) +r(X),  gradr(X) < gradq(X).
Por lo tanto, la descomposicion
P(X) = a(X)(pmgy ' X" 4 (X)) +1(X)

cumple lo requerido.

Veamos ahora la unicidad. Suponemos que
p(X) = q¢(X)e(X) +r(X) Agradr(X) < grad ¢(X)
y
p(X) = q(X)c'(X) +1'(X) A gradr’(X) < grad ¢(X),
con lo que ¢(X)(¢(X) — (X)) =7 (X) —r(X).
Sic¢(X)—d(X) # 0, el grado del miembro izquierdo es > grad ¢(X ), mientras
que el grado del miembro derecho es < grad ¢(X), lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto ¢(X) = ¢/(X), con lo que el miembro izquierdo es nulo, el derecho
también, y los restos también son iguales. [
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Nota El lector deberia reflexionar hasta convencerse de que el cociente y el
resto construidos por el procedimiento inductivo considerado en la prueba del
teorema anterior no son sino los que se obtienen al aplicar el conocido algoritmo
de la division euclidea. En realidad, no es necesario preocuparse por adaptar
la demostracion en C al esquema de la induccioén, sino que, dado que se trata
de un esquema teorematico con un caso particular distinto para cada p™(X)
y cada ¢™(X), podemos limitarnos a calcular en cada caso la division euclidea
correspondiente y constatar en C que el cociente y el resto obtenidos cumplen
lo requerido.

Por simplificar vamos a suponer que el divisor es monico, y asi partimos de
dos expresiones p™(X) y ¢7'(X), en las que Py, y §n—1 son bloques de variables
de £7. Con papel y lapiz (es decir, sin tener en cuenta C ni £ para nada),
podemos realizar la divisiéon euclidea de dichos polinomios. Por ejemplo, para
m=3yn=1es

p3X® + paX? +p1X +po| £ —qo

X3 _ $2
Ps P340 p3X2 + (p2 + p3g0) X + (p1 + p2qo + p3¢3)
(p2 + p3qo) X2 +p1 X

(P2 + P390) X% —qo(p2 + p390) X

(p1 + p2g0 + p393)X +po
(p1 + p2g0 + p3g3) X —qo(p1 + p2go + p3qd)

Po + p1qo + P2g3 + p3qd

En general, de este modo podemos calcular unos términos ¢}, ,(Pm, Gn—1),
7 n(Pms Gn-1), de modo que llamando

Cm,n(ﬁma Gn—1; X) = h(cryomna SRR C%Tnn;X)a

Tm,n(ﬁm;qnfﬁX) = h(ro o Tnfl_X%

m,n’ »fmyno

se cumple que
Fo p™(X) = ¢1' (X)emn(X) + rmn (X).

En el ejemplo indicado, estos términos son
0o _ 2 1 2 _
€31 = P1 + P2go + P3qp, €31 = P2 + P3qo, C3,1 = P3,

181 = po+ p1ao + P2a5 + p3di-

La demostracion en C de p™(X) = ¢/(X)cmn(X) + rmn(X) se reduce a
operar el miembro derecho y constatar que el resultado es el miembro izquierdo,
y eso prueba el teorema (por lo menos la parte de existencia para divisor mo-
nico), pues no hay ningin “para todo polinomio” que formalizar en C, sino que
se trata demostrar que existe una prueba particular para cada valor posible de
my ny eso es lo que hacemos al constatar que hay un algoritmo de division que
general un cociente y un resto que cumplen lo requerido y que la comprobacién
de que cumplen lo requerido es formalizable en C.
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Hemos exigido que el divisor sea moénico para que el cociente y el resto no
tengan fracciones y sean términos de £, sin conceptos definidos, pero el caso
general se reduce a éste expresando q(X) = ¢, ¢ (X). "

Veamos las consecuencias de la divisiéon euclidea:

Definiciéon 1.25 Una raiz de un polinomio p(X) es cualquier niimero que cum-
pla p(d) = 0.

Cada raiz de un polinomio se corresponde con un factor de grado 1:
Teorema 1.26 p"(d) =0 — p"(X) = ¢ 1 (X)(X — d).

DEMOSTRACION: En general, tenemos que p"(X) = ¢, 1(X)(X —d) + 7.1,
pero al evaluar X = d queda que 7,1 = 0. L]

Maés precisamente:

Teorema 1.27 Sip(X) es un polinomio no nulo de grado n, existe!> unm <n
y un polinomio ménico q(X) de modo que

p(X) =pn (X —d)"q(X) A g(d) # 0.

DEMOSTRACION: Razonamos por induccién sobre n. Si n = 0 basta to-
mar m = 0. Supongamos que el resultado es cierto para n y consideremos un
polinomio p"*!(X) = pny1gi ™ (X).

Si q?*l(d) # 0, entonces se cumple el teorema con m = 0. Si no es asi,

podemos aplicar el teorema anterior, que nos da unos p),_; tales que

PHX) = past (X = d) p{H(X) = paga (X — d)™ L g7 (X,

con q?+17(m+1)(d) # 0, donde hemos aplicado la hipdtesis de inducciéon. =

Aplicando repetidamente el teorema anterior obtenemos:

Teorema 1.28 Todo polinomio no nulo p(X) de grado n se descompone en la
forma

p(X) :pn(X - dl)ml T (X - dr)mTQ(X>a

donde los nimeros d; son distintos dos a dos y q(X) es un polinomio mdnico
sin raices.

Observemos que los nimeros d; son precisamente las raices de p(X), de modo
que

pldy) =---=p(d,) =0ANx(p(x) =0 sz =d V-V =d,).

Como consecuencia en Ciyt (es decir, la teoria C mas el esquema axioméatico
de infinitud) se puede probar que la evaluacién de un polinomio determina el
polinomio:

15Para formalizar este teorema hay que plantear un esquema teorematico que, para cada
natural n, considere un p™(X). La existencia de m se plantea como una disyunciéon V am,
donde o, plantea la existencia de g™~ ™ tales que ¢~ ""(X) cumple lo requerido. m=n
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Teorema 1.29 (Cinr) p(X) = ¢(X) & Azp(z) = q(z).

Llamando f(X) = p(X) — q(X) el teorema es equivalente a probar que
Az f(x) =0 — f(X)=0. Si f(X) # 0 tiene grado n, la observacién precedente
nos da dy,...,d, tales que

Nz(f(z) =0—=z=d, V---Va=d).

Por lo tanto, tenemos /\x(ac =dy V.-V =d,), pero esto contradice al axioma
r 4 1-ésimo del esquema de infinitud. L]

Divisibilidad Para cada par de naturales m y n, definimos la férmula!®
pm(X) | gn(X) = Ve, qn(X) = pm(X)en(X).

Menos técnicamente, un polinomio p(X) divide a otro ¢(X) si existe un tercer
polinomio ¢(X) tal que ¢(X) = p(X)e(X). Los hechos siguientes se prueban sin
dificultad:

1. a#0—=a|qX),
2. p(X) [ ¢(X) N a(X) | p(X) © Va (a # 0 A p(X) = aq(X)),
3. p(X) [ ¢(X) A g(X) | r(X) = p(X) | (X)),

4. p(X) [ ¢(X) Ap(X) [ r(X) = p(X) | ¢(X) +r(X).

Diremos que dos polinomios p(X) y ¢(X) son asociados si se dividen mutua-
mente, lo cual, segtin la propiedad 2., equivale a que se diferencien en un factor
constante no nulo. En particular, cada polinomio es asociado a un dnico poli-
nomio moénico. Por ello, en cuestiones relacionadas con la divisibilidad, nunca
perdemos generalidad si nos limitamos a considerar polinomios moénicos.

El teorema siguiente prueba la existencia del méaximo comun divisor de dos
polinomios, junto al hecho de que puede expresarse como combinacion lineal de
dichos polinomios:

Teorema 1.30 Dados dos polinomios p(X) y q(X), existen polinomios*” d(X),
u(X) yv(X) tales que

d(X) [ p(X) A d(X) | ¢(X) N d(X) = u(X)p(X) + v(X)g(X).

16Notemos que el cuantificador requiere concretar el nimero de variables que consideramos,
y ponemos n porque el grado de ¢,(X) es a lo sumo n, luego n es también el maximo grado
posible del cociente.

7Como siempre, desde un punto de vista técnico tenemos un esquema teorematico, con
un caso concreto para cada par de naturales m y n, que parte de polinomios p™(X), ¢"(X)
y afirma la existencia de naturales r,s,¢ (es decir, una disyuncién con un ndimero finito de
formulas ars,¢) y de multivariables 4,9, d de forma que df(X), u"(X) y v*(X) cumplen lo
pedido.
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DEMOSTRACION: Sip(X) =p™(X) y ¢(X) = ¢"(X), razonamos por induc-
cion sobre m +n. Sim+n =0 es porque m =n = 0, si p = ¢ = 0, entonces
tomamos d = v = v = 0, mientras que si, por ejemplo, p # 0, tomamos d = 1,
u=1/p,v=0.

Supongamos que el teorema vale cuando la suma de los grados es menor que
m + n. Pongamos que m < n y dividamos

¢"(X) = p"(X)e(X) +rmH(X),

Sir(X) =0esquep™(X) | ¢"(X), y entonces basta tomar d(X) = p(X), u =1,
v =0.

En caso contrario podemos aplicar la hipétesis de induccion a r™~1(X) y
p™(X), lo que nos da unos polinomios

d(X) [T 7HX) A d(X) | p™(X) A d(X) = u(X)r™THX) + o(X)p™ (X).
Es claro entonces que d(X) | ¢"(X). Més aun,
d(X) = w(X)(¢"(X) = p™(X)e(X)) + v(X)p™(X) =

A
1

—
»

=

— u(X)e(X)) p™(X) + u(X) ¢"(X).
Basta tomar v/(X) = v(X) — u(X)e(X), v'(X) = u(X). "

Definicién 1.31 Para cada ntimero natural n > 1, diremos que el polinomio
p™(X) es irreducible si gradp(X) > 1 y sus tnicos divisores son los constantes
y sus asociados, es decir:

N (g (X) | p"(X) — grad ¢"(X) = 0V grad ¢"(X) = grad p™(X)).

Notemos que si un polinomio divide a otro del mismo grado, el cociente tiene
que tener grado 0, es decir, es constante, luego ambos polinomios son asociados.

Trivialmente, todo polinomio X — a es irreducible. Por el teorema 1.26, un
polinomio irreducible de grado mayor que 1 no puede tener raices.

Cuando aplicamos el teorema anterior a un polinomio irreducible obtenemos
lo siguiente:

Teorema 1.32 Si p(X) es irreducible, o bien p(X) | ¢(X) o bien existen poli-
nomios u(X), v(X) tales que u(X)p(X) +v(X)g(X) = 1.

DEMOSTRACION: Con la notacion del teorema anterior, d(X) | p(X), pero
por la irreducibilidad de p(X), o bien d = 1 o bien p(X) es asociado a d(X). En
el segundo caso p(X) | d(X) | ¢(X), mientras que si d = 1 se cumple la segunda
posibilidad que indica el enunciado. n

Como consecuencia, a su vez:

Teorema 1.33 Sir(X) es irreducible y r(X) | p(X)q(X), entonces r(X) | p(X)

or(X) [ q(X).
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DEMOSTRACION: Sino r(X) | p(X), por el teorema anterior tenemos que
w(X)r(X) +o(X)p(X) =1,

luego
u(X)r(X)g(X) + v(X)p(X)q(X) = ¢(X),

y como (X)) | p(X)q(X), concluimos que 7(X) | ¢(X). "

Teorema 1.34 Todo polinomio no constante tiene un factor irreducible.

DEMOSTRACION: Partimos de p"(X) con n > 1 y razonamos por induccion
sobre n. Si p!(X) tiene grado 1, entonces es irreducible y la conclusién es trivial.
Supuesto cierto para n, si p"*1(X) es irreducible la conclusién es trivial. En
caso contrario existe un polinomio ¢/*(X) | p"*1(X) con 1 < m < n + 1. Por
hipotesis de induccion ¢*(X) tiene un factor irreducible, que también lo sera
de p"*1(X). n

Teorema 1.35 Todo polinomio p(X) no constante se descompone en producto'®
de polinomios irreducibles p(X) = p1(X) -+ pr(X).

DEMOSTRACION: Basta aplicar sucesivamente el teorema anterior. De he-
cho, usando 1.33 es facil probar que la descomposicién es tnica salvo el orden.
|

Derivadas Terminamos esta seccién introduciendo el concepto de derivada
formal de un polinomio:
Definicién 1.36 La derivada de un polinomio
PPX)=po+pmX +- a1 X" 4 X"
es el polinomio
P(X)=p1+2pX + -+ (n = Dpp1 X"+ np, X"
Aqui hay que entender que la derivada de un polinomio constante pg es 0.

Una derivada puede volverse a derivar. Usaremos la notacion p®)(X) para
referirnos al polinomio que resulta de derivar k veces p(X). Convendremos en

que p% (X) = p(X).

Una comprobacién rutinaria nos da las propiedades siguientes:

18Observemos que la formalizacién de este teorema consiste en un esquema teoremético
para cada p™(X) que es la disyuncion de tantas férmulas como descomposiciones posibles
n =n1 4+ ---+ ng, cada una de las cuales afirma la existencia de ﬁ}q .- -ﬁ’flk tales que p™(X)
es el producto de los polinomios irreducibles p%™i (X).
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L (p(X) +¢(X)) = p'(X) + ¢ (X),
2. (ep(X))" = ep'(X),
3. (p(X)q(X))" = p'(X)q(X) + p(X)d'(X).

Una induccién a partir de la férmula del producto nos da la férmula de
Leibniz para derivadas sucesivas:

(X)X = 33 (BP0 (X) ¢ ().

Una simple induccion sobre n prueba que la derivada del polinomio (X —d)™
es m(X — d)™ 1, luego la derivada i-ésima es

mim—1)---(m—i+1)(X —d)™ "

Por lo tanto, la derivada k-ésima de p(X) = p, (X — d)™ ¢(X) es
P(X) = pn Z (’?)m(m — D) (m— i+ 1) (X —d)™ gD (X).

Vemos entonces que si k < m se cumple p*)(d) = 0, mientras que para k = m
tenemos

p™(d) = p, m! q(d).

Si no suponemos el axioma Car0Q podria ocurrir que m! = 0. Con este
axioma concluimos:

Teorema 1.37 (Co) En las condiciones del teorema 1.27, el nimero m es el
menor natural tal que p™ (d) # 0. Ademds p™ (d) = p, m! q(d).
1.5 Extensiones algebraicas

Fijemos un ntimero natural n > 2 y vamos a trabajar bajo la hipotesis de
que el polinomio d(X) = d7(X) es irreducible.

Consideramos de nuevo el espacio vectorial k™ estudiado en la seccion 1.3,

pero ahora, en lugar de representar los vectores mediante 7 = (v1,...,v,),
usaremos letras griegas y empezaremos a contar los indices en 0, es decir, que
usaremos la notacion « = (ag, . ..,an—1). Esto es un mero cambio de notacion
que no afecta a la teoria.

Recordemos que si o« = (ag,...,an-1)y B8 = (bo,-..,bn—1), tenemos definida
la suma

oz+ﬂz(a0+b0,...,an,1+bn,1).

y el producto por un escalar

ac = (aag, . ..,aa,—-1),



1.5. Extensiones algebraicas 31

de forma que se cumplen los axiomas de espacio vectorial. Ahora vamos a definir
un producto «f, para lo cual consideramos la division euclidea (véase la nota
tras el teorema 1.24):

p2n72(X) = dY (X)02n+2,n (X) + r2n—2,n(X)a

donde 725,21 (P2n—2, dn—1) es un multitérmino completamente determinado por

el numero natural n. Definimos!®
Oéﬂ = F2n72,n( Z aibj, ey Z aibj, d)
i45=0 itj—=2n—2

Notemos que los términos que hemos introducido en lugar de las variables
Pan—2 son los coeficientes del producto

2n—2
" 1 X)B ) = S (3 aiby) X,
k=0 ‘Nit+j=k

luego a3 son los coeficientes del resto de la division de este polinomio entre
dy(X). Mas explicitamente,

a"HX)BTHX) = d(X)e(X) + (af)"H(X),

y, por el teorema 1.24, af es la tnica sucesion de longitud n — 1 (empezando
en 0) que cumple esta formula.

Ejemplo Consideremos el caso n = 2 y supongamos, pues, que el polinomio
X? 4+ bX + c es irreducible. La divisién euclidea es

do+ di X +doX? = (¢ +bX 4+ X?)dy + do — cds + (dy — bdo) X,

luego 79 = dy — cds, 11 = di — bda y en estos términos tenemos que sustituir
do = apbg, d1 = agby + a1bg, do = a1by. El resultado es:

(ao, al)(bo, bl) = (aobo — calbl, aObl + albO — balbl). -

Definimos a* = (a, 0, ...,0), de modo que ahora el vector 0 se expresa alter-
nativamente como 0*.

Teorema 1.38 Si el polinomio d7(X) es irreducible, se cumple:
1L (a+B)+y=a+(B+7),
2. a+B=0+a,
3. a+0* =q,

4' o+ (70[) = 0*;

190bservemos que si o« y B son multivariables, entonces af asi definido es un multitérmino
formado exclusivamente por sumas y productos de variables (y el relator —).
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5. (af)y = a(B7),

6. af =B,

7. a-1* =q,

8. a#0" = VB aB=1%,
9. a(B+7) =aB+ay,
10. 0% # 1%,

DEMOSTRACION: Las propiedades de la suma son las que ya hemos probado
al estudiar los vectores. La propiedad 10. es trivial.

5. Por definicién,
a(X)B(X) = d(X)e(X)+(af)(X), (af)(X)y(X) = d(X)(X)+((aB)7)(X).

Por consiguiente,

En definitiva, tenemos que
a(X)B(X)y(X) = d(X) "(X) + ((aB)7)(X),
para cierto polinomio ¢”/(X), e igualmente obtenemos que
a(X)B(X)y(X) = d(X) ¢ (X) + (7)) (X),

para otro polinomio ¢’”/(X). El teorema 1.24 implica que (af3)y = a(87).

Las propiedades 6., 7. y 9. se prueban analogamente. Veamos, no obstante,
la propiedad 7:
a(X)1*(X) = a(X) = d(X) - 0 + a(X),

luego a- 1* = au.

La propiedad 8. es la tinica que requiere la hipdtesis de que d(X) es irreduci-
ble. En primer lugar, como « # 0, podemos usar el teorema 1.23 para expresar
a(X) = ar p¥(X), con k <nyar#0. A continuacién aplicamos 1.32, que nos
asegura que, o bien d(X) | p¥(X), o bien tenemos una ecuacion

u(X)d(X) + v(X)pi(X) = 1.
Descartamos el primer caso, pues significa que p§(X) = d(X)c'(X), luego
a(X) = d(X)arc (X) + 07(X),

y por otra parte
a(X) = d(X) -0+ a(X),
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luego por la unicidad del resto tiene que ser a = 0*. Asi pues:
a; 'w(X)a(X) = —u(X)d(X) + 1.
Sea B(X) el resto de la division
a; 'v(X) = d(X)e(x) + B HX).
Sustituimos en la ecuacién precedente:
(d(X)e(X) + B(X))a(X) = —u(X)d(X) + 1,

lo cual equivale a

luego aff = 1. [

Definicién 1.39 Un cuerpo es una clase en la que hay definida una suma y un
producto que cumplen los axiomas de C.

En estos términos, hemos probado que cada polinomio moénico irreducible de
grado n define en el espacio vectorial k™ un producto con el que se convierte en
un cuerpo. Es claro entonces que podemos aplicar a los elementos de k" todos
los teoremas de C.

Es facil ver que se cumplen las propiedades siguientes:

1. a* =0 < a=0b,

2. (a+b)* =a* +b*,

3. (ab)* = a*b*.

Esto significa esencialmente que la aplicacion * : k — k™ dada por a — a*
nos permite identificar a los nimeros de k con parte de los elementos de k™. A
partir de ahora, llamaremos “nimeros del cuerpo base” a los que hasta ahora
llamé&bamos simplemente ‘“niimeros”, es decir, a los elementos de k, mientras que

los objetos representados por las multivariables «, 3, ... podemos llamarlos los
numeros algebraicos asociados al polinomio irreducible d(X).

Veamos ahora que a*(ag, . ..,an—1) = (aag,...,a0,_1).

En efecto, si llamamos « = (ag, ..., an—1), tenemos que
n—1 . n—1 .
a*(X)a(X)=a Y a;X"= > aa; X",
i=0 i=0

y como es un polinomio de grado n — 1, se cumple que a*a = (aag, . .., aa,-1).

Esto significa que, si identificamos cada ntimero a del cuerpo base con el
namero (a,0,...,0) de la extension algebraica, el producto de la estructura de
cuerpo de k™ se restringe al producto por un escalar de la estructura vectorial
de k™.
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Definimos ¢ = (0,1,0,...,0), de modo que £(X) = X, de donde se sigue
inmediatamente que ¢ = (0,...1,...0) (con el 1 en la posicién i-ésima). Los
dos 1ltimos resultados implican que

n—1

_ * 1
(ag,...,an-1) = > aj¢".
i=0
Si admitimos el abuso de notaciéon de suprimir los asteriscos, lo que tenemos
es que cada namero del cuerpo k™ se expresa de forma tinica como polinomio
en ¢ de grado menor que n con coeficientes en el cuerpo base.

Por ello, en lo sucesivo, cuando consideremos a k™ con estructura de cuerpo,
lo representaremos con la notacion k[¢]. En particular, dim k[¢] = n.

Ma4s concretamente, hemos probado que las potencias 1,¢,...," ! no son
sino la base candnica de k[£] como espacio vectorial sobre k.

Como ya hemos sefialado, podemos aplicar a k[£] toda la teoria desarrollada
en C. En particular podemos considerar polinomios con coeficientes en la exten-
sion algebraica. Para distinguirlos, representaremos por k[X] el conjunto de los
polinomios con coeficientes en k y por k[£][X] a los polinomios con coeficientes
en k[¢]. Esto significa tan sélo que, cuando hablemos de “un polinomio de k[X]”
nos referiremos a p™ (X ), es decir, a una sucesion de nameros (po, . . . , P ), Mien-
tras que si hablamos de “un polinomio de k[¢][X], nos referimos a una sucesion
(a0, ..., ), donde cada «; es a su vez una sucesion de n nameros.

Para cada polinomio p™(X) € k[X], podemos considerar el polinomio
p"(X) =pp +p1X 4+, X € K[E)[X],

que, suprimiendo los asteriscos, representaremos simplemente por p™(X), pero
ahora tiene sentido evaluarlo en ntiimeros de k[¢]. En estos términos, antes hemos
probado que

a = Oé(f),

es decir, que si partimos de @ = (ag,...,an—1), consideramos el polinomio
a(X)=ap+ar X +---a,—1X" 1, lo identificamos con af+ajX +---af_; X"
y lo evaluamos en &, obtenemos ag + a1é + -+ + ap—16"! = a.

Seguidamente observamos que
ETHXEX) = X" =d(X) T—dy—di X =+ —dp 1 X",
luego & = (—cgy ..., —Cn_1) = —Cop — 1€ — -+ — cp_1€" 7L, luego
d€)=co+cié+ +cp 1"+ =0.

El polinomio d(X) no tiene raices en el cuerpo base, porque es irreducible y
tiene grado > 2, y ahora vemos que lo que hemos construido es una extension
k[€] en la que tiene una raiz £. Por ello nos referiremos a k[¢] como “la adjuncidon
a k de una raiz del polinomio (moénico e irreducible) d(X)”.
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Este proceso de construccion de una extension algebraica puede repetirse
tomando a k[¢] como cuerpo base. Concretamente, si un polinomio e™(X) es
irreducible en k[¢][X], podemos construir un cuerpo k[¢, £] en el que tiene una
raiz &'.

Concretamente, cada w € k[¢, £'] es una sucesion w = (ayp, - .., @m—1), donde
a su vez o = (a0, .., n—1). Alternativamente, lo podemos representar de la
forma,
m—1 )
— /
W = Z Oé]é. ja
j=0

n
donde a su vez a; = > a;;€°, por lo que
i=0

m—1n—1 o
w= > > a;&E.
=0 i=0
Sabemos que k[, {’] cumple los axiomas de espacio vectorial con escalares en
k[€], pero es inmediato comprobar que también los cumple con escalares sobre k.
La expresion que acabamos de obtener muestra que

k¢, &)1 =(¢¢7 |i=0,....n—1,j=0,...,m—1).

Veamos ahora que las potencias %67 son linealmente independientes sobre k.
Para ello suponemos que

m—1n—1

Y aiEET =0,

j=0 i=0
con lo que la independencia lineal de los £ sobre k[¢] implica que

n—1

Zaijgiglj:(), j=0,...,m—1,
=0

y la independencia de los £ sobre k implica que a;; = 0.

Por lo tanto, las potencias £€” son una base de k[¢,€], y en particular
dimy, k¢, &'l = nm.

Observemos que los elementos de k[¢, &'] no son formalmente méas complejos
o mas abstractos que los de k[¢], sino que, en lugar de ser vectores de n compo-
nentes, son vectores de nm componentes, con un producto que puede definirse
explicitamente a partir de las nm coordenadas de cada factor.

El proceso puede repetirse cuantas veces se quiera para formar extensiones
algebraicas de la forma K = k[{1,...,&,], donde cada &; es raiz de un polinomio
monico irreducible de k[€1, . .., &—1][X]. Se cumple entonces que K es un espacio
vectorial cuya dimensiéon sobre k es el producto de las dimensiones de cada
extension sobre su precedente. Dicha dimension recibe el nombre de grado de
la extension K (sobre k) y lo representaremos por |K : k.
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Es claro entonces que si tenemos una cadena de extensiones k C K C L
(cada una de las cuales se obtiene de adjuntar sucesivamente a la anterior un
namero finito de raices de polinomios irreducibles), se cumple la relacion de
transitividad de grados:

|L:k|=|L: K||K: k|

Teorema 1.40 Sip™(X) es un polinomio irreducible en k[X] y tiene una raiz ¢
en una extension algebraica K de k, entonces ¢ no es raiz de ningin polinomio
q(X) € k[X] no nulo de grado k < m.

DEMOSTRACION: Sea u > 0 el menor natural®® tal que ¢ es raiz de un
polinomio de grado u, digamos ¢}(X). Dividimos p(X) = ¢(X)e(X) + r(X),
con gradr(X) < u y, como r({) = 0, tiene que ser r(X) = 0. Por lo tanto
q(X) | p(X), pero como p(X) es irreducible y ¢(X) no puede ser constante (o
no tendria raices), ¢(X) tiene que ser asociado a p(X), luego u = m. n

Teorema 1.41 Si K es una extension algebraica de grado n y ( € K, existe
un unico polinomio mdnico irreducible p(X) € k[X] tal que p({) = 0. Ademds
su grado es < n y divide a cualquier otro polinomio de k[X] que tenga a ¢ por
raiz.

DEMOSTRACION: Como K es un espacio vectorial de dimensiéon n sobre
k, las potencias 1,(,...,("™ no pueden ser linealmente independientes. Esto
significa que existen escalares ao, ..., a, € k no todos nulos tales que

ap +a1¢+ - +an(" =0.

Equivalentemente, existe un polinomio ¢"(X) € k[X] no nulo tal que ¢"({) = 0.
Por el teorema 1.35 sabemos que ¢"(X) se descompone en producto de poli-
nomios irreducibles, luego ( tiene que ser raiz de uno de ellos, y no perdemos
generalidad si lo suponemos monico. Llamémoslo p(X) (que ciertamente tendra
grado < n).

Si ¢ es raiz de u(X) € k[X], dividimos u(X) = p(X)c(X) + r(X) y, como el
grado del resto es menor que el grado de p(X), el teorema anterior nos da que
r(X) = 0, luego p(X) | u(X) v, si el polinomio u(X) es monico e irreducible,
necesariamente u(X) = p(X). "

Definicién 1.42 Si K es una extension algebraica y ¢ € K, llamaremos poli-
nomio minimo de ¢ € k[€] al Gnico polinomio ménico irreducible p(X) € k[X]
que tiene a ¢ por raiz. Lo representaremos por pol miny, ¢.

Hemos visto que si p(X) € k[X] es cualquier polinomio que cumpla p(¢) = 0,
entonces pol miny, ¢ | p(X). En particular, si p(X) es monico e irreducible, tiene
que ser p(X) = polminy .

20Esto se formaliza mediante la disyuncién “¢ es raiz de un polinomio no nulo de grado v y
de ninguno de grado menor” o “( es raiz de un polinomio no nulo de grado v — 1 y de ninguno
de grado menor” o ..., que desdobla la demostraciéon en u casos.
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Observemos que, como siempre, podemos sustituir el cuerpo base k por
otro cualquiera, de modo que si tenemos una cadena de extensiones algebraicas
kC K C Ly (e L, podemos considerar tanto pol min; { como polming ¢. La
relacion entre ambos es que el segundo divide al primero, pues pol min,, ¢ € K[X]
tiene a ( por raiz.

Si K es una extension algebraica, ( € K y d(X) = polminy ¢ tiene grado
n > 2 (siel grado fuera 1 significarfa que d(X) = X —¢ € k[X], conlo que ¢ € k),
podemos considerar, por una parte, la extension algebraica k[¢] definida a partir
de d(X), cuyos elementos son sucesiones o = (ag, ..., a,—1) de n nameros, que
pueden representarse alternativamente como

n—1

a=a" &)= ait.

=0

Por otra parte, podemos considerar la variedad lineal

B = (1,6, 1) S K.

El hecho de que ¢ no sea raiz de ningtn polinomio de k[ X] de grado menor que n
equivale claramente a que las potencias 1,¢, ..., (" ! son linealmente indepen-
dientes sobre k, luego forman una base de k[(], de forma que sus elementos se
expresan de forma tinica como

n—1 .
w= > a("

i=0
Por lo tanto, podemos definir una aplicaciéon Fe ¢ : k[{] — k[¢] mediante

n—1

F57§(a0a""an—1) = Z aiCi
=0

0, en otros términos,
n—1 . n—1 .
F&C(Z aifz) = Z aiCZ.
1=

0 =0

Acabamos de justificar que es biyectiva, y ademés cumple

Fecla+B)=Feela)+ Fee(B),  FeelaB) = Fec(a)Fec(B).

En efecto, la igualdad para la suma se comprueba facilmente, y la del pro-
ducto también si recordamos que el producto en k[£] estd determinado por la
relacion

a"HX)BMTHX) = d(X)e(X) + (af)"H(X).
Si en ella sustituimos X por ¢ queda precisamente la propiedad del producto.

De aqui se sigue en particular que k[(] es un cuerpo.
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Definicion 1.43 Si K y L son dos cuerpos que contienen a un mismo cuerpo
k como subcuerpo, un k-isomorfismo de cuerpos F': K — L es una aplicacion
que, para todo «, # € K, cumpla

Fla+p)=F(a)+ F(B),  F(ap)=F(a)F(B),
asi como que Aa € k F(a) = a.
En estos términos casi hemos demostrado el teorema siguiente:

Teorema 1.44 Sean K y L dos extensiones algebraicas de un mismo cuerpo k,
sea d(X) € k[X] un polinomio ménico irreducible y sean (1 € K y (o € L dos
raices de d(X). Entonces existe un k-isomorfismo de cuerpos F : k[(1] — k[(2]
que cumple F((1) = (.

DEMOSTRACION: Hemos probado que si k[£] es la extension de k construida
a partir de d(X), existen k-isomorfismos de cuerpos Fe ¢, : k[§] — k[(1] C K
y Fee, k€] — E[C2] C L que ademés cumplen F¢ ¢, (§) = ;. Es facil ver
entonces que F = Fgcll o Fe ¢, t k[G1] — K[(2] es un k-isomorfismo de cuerpos
que cumple lo requerido. [

Nota En las condiciones del teorema anterior, el k-isomorfismo F' se extiende

auna aplicacion F : k[¢1][X] — k[(2][X] que a cada polinomio p(X) = 3 p; X*¢
i=0

le asigna

F(p)(X) = g F(py) X',

Si pensamos en p(X) como una sucesion de coeficientes p = (po, ..., pn),
entonces F(p) = (F(po),- .., F(pn)).

Como la suma y el producto de polinomios de k[(;][X] se definen en tér-
minos de la suma y el producto de los cuerpos k[(;] (con las mismas formulas
para ambos cuerpos) y F conserva dicha suma y dicho producto, es inmediato
comprobar que

F(p+q)(X) = F(p)(X) + F(q)(X), F(pg)(X) = F(p)(X)F(q)(X).

Veamos ahora una aplicacién importante de las derivadas:

Teorema 1.45 (Co) Si a es un numero de una extension algebraica K de k,
entonces a es raiz simple de polmin «, es decir, polmina = (x —«a)q(X), donde
q(X) € K[z] cumple g(a) # 0.

DEMOSTRACION: Sea p(X) = polmina. La clave estd (y aqui usamos
Car0), en que p'(X) es un polinomio no nulo de menor grado, luego p’(«) # 0,
ya que en caso contrario tendria que ser multiplo de p(X), luego basta aplicar
el teorema anterior. n

Vamos a realizar ahora una construccion de la que extraeremos varias con-
secuencias. Antes conviene introducir un concepto:
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Definicion 1.46 Si K es una extension algebraica, diremos que un polinomio
p(X) de grado n se escinde en K[X] si existen (1,...,¢, € K tales que

P(X) =pu(X = C1) -+ (X = Cn).

Razonando en Cp, partimos de un polinomio irreducible df(X) € k[X] de
grado mayor que 1. A partir de él construimos la extension algebraica k[&:],
donde tiene una raiz ;.

Ahora tomamos un polinomio irreducible e™(X) € k[¢1][X] y construimos
la extension k[, (1], donde tiene una raiz (3. Puede que no sea la tnica.
Aplicando sucesivamente el teorema 1.26 en k[7, (1] llegamos a que

(X)) = (X = (1) (X = Gy )ef™ (X)),

donde ™ (X) € k[&1,¢1][X] es un polinomio sin rafces en k[€1,¢1]. Si no es
constante, por 1.34 tiene un factor irreducible fF(X) € k[&1, (1][X], y podemos
construir una extension algebraica k[£1, (1, ¢, +1] de k[€1, (1] donde fF(X) tenga
una rafz (., +1. Aplicando el teorema 1.26 en k[1, ¢, +1] llegamos a que

(X)) = (X = C1) - (X = Gry)el™ (X),

nm'’

donde €™ (X) € k[&1, (1, Gry+1][X] es un polinomio sin raices en k[€1, (1, Gry+1]
ym” <m'.

Como el grado m” < m’ < m va decreciendo, tras un ntamero finito de pasos
tenemos que llegar a una extension k[¢1, (1, Cry 41,5 -« -5 Grt1] donde e*(X) se
escinde:

X) = (X — ) (X = Gn).

El teorema 1.45 nos asegura que los (; son distintos dos a dos. Ahora volvemos
a dP(X) y le aplicamos el mismo proceso, con lo que llegamos a una extension

K= k[gla Clv ey <7‘1+175515 .o a&st+1] donde
dy (X) = (X = &) (X = &),
con los &; distintos dos a dos.

Sij # 1, la ecuacion &; + x(; = & + (1 tiene una tnica solucién en K, que
podré estar en k o no, luego la ecuacion tiene a lo sumo una soluciéon en k. Por
lo tanto, las (m — 1)n ecuaciones tienen a lo sumo (m — 1)n soluciones en k. El
axioma Inf (que es consecuencia de Car0) implica entonces que existe un ¢ € k
tal que

& +cC # &+ e, t1=1,...,n, j=2,...,m.

Llamamos 0 = & + ¢(1 € k[¢1, (1] v consideramos el cuerpo k[0] C Ek[¢1, &)
Sea d*(X) = d"(0 — cX) = Y. d;(0 — cX)" € k[f][X]. Observemos que

i=0
d*(¢1) =0y d*(¢;) #0 para j =2,...,m.

Bn efecto, d*(G) = d"(0 — cC1) = d"(€1) = 0, pero d*(¢;) = d™(0 — c(;) £ 0,
pues 6 — ¢(; no es ninguna de las ;, que son todas las raices de d"(X).
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Sea ahora f(X) € k[f][X] el maximo comun divisor de d*(X) y e"(X), es
decir, el polinomio monico dado por el teorema 1.30. Sabemos que f(X) | d*(X),
fX) | ef(X) y f(X) = uw(X)d*(X) + v(X)e"(X), para ciertos polinomios
u(X),v(X) € k[0][X].

Como f(X) | ef*(X) (en principio en k[0][X], luego también en K[X]), cada
factor irreducible de f(X) divide a e]*(X), luego por el teorema 1.33 divide
a uno de sus factores irreducibles, es decir, un X — ¢;. Ahora bien, entonces
f(¢) = 0y, como f(X) | d*(X), también d*(¢;) = 0, luego necesariamente
j = 1. Esto significa que f(X) = (X — (1)¥, pero como f(X) | el*(X), es
facil ver que de hecho f(X) =X — (3. Como f(X) € k[0][X], concluimos que
¢1 € k[0] y, por definicién de 6, también & € k[6].

Como todo elemento de k[£1,(1] es combinacién lineal de potencias £3¢Y,
concluimos que k[¢1,601] = k[6)].

Teniendo en cuenta que hemos tomado k[£1] como la adjuncion a k de una
raiz de un polinomio irreducible arbitrario y que k[£1, (1] lo hemos tomado como
la adjuncion a k[¢1] de una rafz de un polinomio irreducible arbitrario, hemos
probado el teorema del elemento primitivo:

Teorema 1.47 (Co) Si k[€] es la adjuncion a k de una raiz de un polinomio
irreducible d7(X) € k[X] y k[§,(] es la adjuncion a k[§] de una raiz de un
polinomio irreducible ef*(X) € k[¢][X], existe un 0 € k[, (] tal que k[, (] = k[0].

Continuamos con la construccién general y aplicamos sucesivamente el teo-
rema anterior a la sucesion de extensiones K = k[£1,C1, ., Grpyr 1o - -5 Esipn )
para concluir que existe un 6 € K tal que K = k[f]. Sea p(X) € k[X] su
polinomio minimo y vamos a probar que p(X) se escinde en K[X].

En caso contrario p(X) tendria un factor irreducible en K[X] de grado mayor
que 1, con el que podriamos formar una extension algebraica L = K[#'], donde
0’ seria una raiz de p(X) fuera de K. El teorema 1.44 nos da un k-isomorfismo
F: K — k[#'] tal que F(0) =¢".

Por otra parte, 6 se puede expresar como combinacion lineal con coeficientes
en k de potencias £(s7, luego 6 = F(6) es combinacion lineal de potencias
P&, )" F(C,,)™.

Pero d(&,,) = 0, luego, al aplicar F a esta igualdad (teniendo en cuenta que
F atraviesa las sumas y los productos y deja fijos a los coeficientes de d) resulta
que d(F(&r,)) = 0, luego F(&,,) es un §;, luego F(&,,) € K, e igualmente se
razona que F'((s;) € K, luego 0" € K, contradiccion.

Definiciéon 1.48 Una extension algebraica K es normal si es de la forma k[6]
y el polinomio minimo de 6 se escinde en K|[X].

En estos términos, teniendo en cuenta que k[£;] era una extension algebraica
arbitraria, hemos demostrado lo siguiente:

Teorema 1.49 Toda extension algebraica estd contenida en una extension al-
gebraica normal.
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Teorema 1.50 Si K es una extension algebraica normal de un cuerpo k y ¢ €
K, entonces polminy ¢ se escinde en K[X].

DEMOSTRACION: Sea K = k[0] de modo que p(X) = polmin, 0 se escinda
en K[X]:
p(X) = (X =61)--- (X = 0,),

con 01 = 6.

Sea ¢(X) = polminy ¢ y supongamos que no se escinde en K[X]. Entonces
tiene un factor irreducible de grado mayor que 1, a partir del cual podemos
formar una extension L = K[(’] donde ¢(X) tiene una raiz ¢’ que no esta en K.
Por el teorema 1.44 existe un k-isomorfismo F : k[¢] — k[¢].

Sea po(X) = polmin 0 € k[C][X], que es un factor ménico irreducible de

p(X) en K[C][X] y po(6) = 0.
Segtin la nota tras 1.44, si llamamos pj(X) = F(po(X)) € k[¢'][X], como

po(X) | p(X), también pi(X) | F(p(X)) = p(X) (F no afecta a p(X) porque
éste tiene sus coeficientes en k), luego un factor irreducible de p§(X) en L[X]
debe coincidir con uno de los factores irreducibles de p(X), que son los X — 6;.

En definitiva, existe un 6’ = 6; tal que p§(¢’) = 0.

Como K = E[f], se comprueba inmediatamente que K = k[C][0] v, si el
polinomio po(X) = polminy 0 tiene grado d, cada w € K = k[f)] se expresa de

forma tnica como
d—1

w= Y
i=0

con a; € k[(] o, equivalentemente, w = p?~1(X), para cierto p¢~1(X) € k[¢][X].
Por lo tanto, podemos definir F* : K — L mediante

F* Cg:; aiei) = jg:; F(a;)0",

que claramente extiende a F : k[(] — k[(’]. En particular, sigue cumpliéndose
que F*(¢) = (' y ademas F*(0) = 6¢'.

Observemos que una expresion alternativa para F™* en términos de la exten-
sion F : k[¢][X] — k[¢’][X] definida tras el teorema 1.44 es

F*(p71(0)) = F(p* ™))

Teniendo esto en cuenta es facil ver que F* es un k-isomorfismo de cuer-
pos. La conservaciéon de las sumas es inmediata y, para el producto, tomamos
dos ntimeros w = f471(0) y ' = g¢71(f), con f41(X), g (X) € K[¢C][X],
dividimos

FHX) X)) = po(X)e(X) + 71 (X),

de modo que ww’ = 7r471(#). Aplicamos F : k[¢][X] — k[¢][X], con lo que

F(f(X)F(g™ (X)) = p(X)F(e)(X) + F(r'™h)(X),
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y al evaluar en 6’ resulta

FH(w)F*(w') = pi(0) F(c)(0') + F* (ww') = F* (ww').

Ahora bien, como ¢ = h(), para cierto polinomio h(X) € k[X], llegamos a
que ¢’ = F*(¢) = h(F*(0)) = h(0") € K, contradiccion. "
Definicién 1.51 Si K = k[f] es una extension algebraica normal y 61,...,6,

son las raices de su polinomio minimo, llamaremos conjugaciones de K a los
k-isomorfismos o; : K — K dados por

a= 3 a0 = oj(a) =) ab],
i=0 i=0
Teorema 1.52 Si K = k[f] es una extension algebraica normal de grado n,
01,...,0, son las raices de su polinomio minimo y ¢ € K, entonces las raices
del polinomio minimo de ¢ son los conjugados o;(¢).

DEMOSTRACION: Basta repetir el planteamiento de la prueba del teorema
anterior, so6lo que ahora ¢’ € K es otra raiz del polinomio minimo de (. Como
alli, podemos definir un isomorfismo de cuerpos sobre K que extiende al isomor-
fismo de k[(] en k[¢’], pero si dicho isomorfismo transforma 6 en 6;, entonces es
necesariamente o;. n



Capitulo 11

La teoria elemental de
cuerpos ordenados

En el capitulo precedente hemos visto una muestra de las matematicas que
pueden desarrollarse a partir tinicamente de los axiomas de cuerpo. Sin em-
bargo, el algebra elemental no sélo incluye sumas y productos, sino también
desigualdades. Ahora vamos a extender la teoria C para incorporar una rela-
ci6n de orden. En la primera seccion estudiaremos de forma aislada los axiomas
de orden y en la siguiente los combinaremos con los axiomas de cuerpo.

2.1 Conjuntos totalmente ordenados

Consideramos el lenguaje formal £y cuyo tnico signo eventual es un relator
diadico <. La teoria de los conjuntos totalmente ordenados es la teoria O sobre
Lo cuyos axiomas son:

0O1 <z

02 r<yANy<z—=zxr=y
03 r<yNy<z—ax<z
04 r<yVy<zx

Escribiremos también = > y en lugar de y > x. Definimos ademas
r<y=y>r=x<yNTF#y.

Por simplicidad nos restringiremos al caso que realmente nos va a interesar,
que es el de la teoria de los conjuntos ordenados densos no acotados, que es la
teoria DNA que resulta de anadir a O los axiomas:

D r<y— Vzzr<y<z)
NA Vyzy<az<z

Es facil ver que basta anadir D o NA a la teoria O para que se pueda probar
el esquema de infinitud Inf.

43
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Llamaremos intervalos a las clases siguientes:
la,b[ = {z | a < z < b}, [a,b] = {z | a <z < b},
[a,b][={z | a <z < b}, la,b] ={z | a <z < b},
|—oo,b[={z |z <b}, Ja,+oo[={x]|a<z},
J—00,b] ={z |2 < b}, [a,+o0[={z[a <z}
|—o0, 400 ={z |z = z}.

Observemos que la clase vacia es un intervalo, pues @ = ]a, af.

El teorema siguiente se demuestra sin dificultad distinguiendo casos:!

Teorema 2.1 La interseccion de dos intervalos es un intervalo.

De aqui se sigue por induccién que la interseccion de un ntmero finito de
intervalos es un intervalo y, por la propiedad distributiva de la unién y la in-
terseccion, que la interseccion de dos uniones finitas de intervalos es una unién
finita de intervalos.

Definicion 2.2 Para cada clase A, definimos los conceptos siguientes:
o M esel mdarimode Asi Me ANNz e Ax< M.
e mesel minimode Asime AANNz € Am < x.

o ces cota superiorde Asi Ao € Az <e.

¢ es cota inferior de Asi Az € A ¢ < .
e s es supremo de A si s es cota superior de A y

Ac(c es cota superior de A — s < c).

e i es infimo de A si i es cota inferior de A y

Ac(c es cota inferior de A — ¢ < i).

e A esta acotada superior/inferiormente si tiene una cota superior /inferior.

1En realidad el teorema es un esquema que engloba un ntimero finito de teoremas distintos,
como por ejemplo

la,b[N[e,d[ =@ V Ja,b[N[c,d][ =]a,b] V ]a,b[N[c,d] = [c,d]

V Ja,b[N e, d] =]a,d[V Ja,b[N[e,d] = [e,b].
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Es facil probar que si una clase tiene méximo, minimo, supremo o infimo,
éstos son tinicos, asi como que todo maximo es supremo y todo minimo es infimo.

También es inmediato que todo intervalo con extremo superior /inferior in-
finito es no acotado superior/inferiormente, mientras que, si a < b, entonces b
es el supremo de los intervalos ]a, b[, [a, b], [a, ], ]a,b], | —00,b], | —00,b[ y a es el
infimo de los intervalos ]a, b[, [a, b], [a,b], [a,b], a, +c], |a, +o0].

El teorema siguiente se prueba facilmente por induccién sobre n:
Teorema 2.3 \/m m es el mdzimo de {x1,...,7,}.

Teorema 2.4 Toda unidn finita de intervalos no vacia que esté acotada supe-
rior/inferiormente tiene supremo/infimo.

DEMOSTRACION: Consideramos una union finita A = I; U --- U I,,, donde
cada I; es un intervalo, que podemos suponer no vacio (pues de lo contrario
se puede eliminar sin alterar la union). Si estd acotada superiormente, cada I;
tiene que tener extremo superior finito b;, y podemos tomar el maximo s de
todos los b;, que existe por el teorema anterior. Veamos que s es el supremo de
A. Para ello observamos que si x € A, entonces existe un i tal que = € I;, luego
x < b; < s, y esto prueba que s es una cota superior de A.

Sea ahora ¢ una cota superior de A, y veamos que s < ¢. Supongamos, por el
contrario, que ¢ < s. Sabemos que existe un 4 tal que b; = s. Entonces b; ¢ I,
pues de lo contrario tendria que ser b; = s < c¢. Esto implica que I; es de la
forma la;, b;[, [a:, bi[, |—00, b;[, con a; < b; en los dos primeros casos, o de lo
contrario I; = @.

Tomamos u € I;, de modo que u < ¢ < b; = s. Por D existe un x tal que
c < x < by, y es claro entonces que x € I; C A, en contradiccién con que ¢ sea
una cota superior de A.

El caso en que A esta acotado inferiormente se razona de forma analoga.

|

2.2 Cuerpos ordenados

Definimos el lenguaje formal del dlgebra elemental como el lenguaje £ 4 cuyos
Gnicos signos eventuales son dos constantes 0,1, un funtor monadico —, dos
funtores diddicos 4+ y - y un relator monédico “> 0” que leeremos como “es
positivo”, es decir, anadimos a £, este tltimo funtor.

La teoria de los cuerpos ordenados CO es la teoria axiomética sobre el len-
guaje £ 4 cuyos axiomas son los de C mas los axiomas siguientes:

CO1 —(z>0A—-z>0)

CO2 z=0Vz>0V—-2a>0
CO3 z>0ANy>0—-2x+y>0
CO4 z>0ANy>0—2y>0
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Definimos
r<y=y>zr=y—x>0, r<y=y>rx=r<yVz=y.

Al trabajar en CO representaremos el cuerpo base con la letra R en lugar
de k.

Teorema 2.5 La relacion < es una relacion de orden total estricto, es decir:
lLLa<yeoz<yhz#y,
2. x <yVy<zVz=y,ylos tres casos son mutuamente excluyentes,

S r<yhNy<z—x<z.

DEMOSTRACION: 1. Obviamente z < y Ax # y — = < y, por definicion.
Para probar la implicacién contraria basta ver que -z < x. En efecto, esto

equivale a que =0 > 0, pero si fuera 0 > 0, entonces también —0 > 0, en contra
de COL1.

2. La disyuncién se sigue inmediatamente de CO2. Los dos primeros casos
no pueden darse a la vez por CO1, y el tercero no puede darse a la vez que uno
de los dos primeros por 1.

3. Tenemos que y —x > 0, z —y > 0, luego CO3 nos da que z —x > 0, es
decir, z < z. [

A partir de aqui se demuestra sin dificultad que < es una relaciéon de orden
total no estricto, asi como las versiones de CO3 y CO4 en términos de <:

Teorema 2.6 Se cumple:

1. z <z,
r<yNy<zx—x=y,
r<yAy<z—a<z,
r<yVy<suw,

c<y—zr+2<y+z,

S v o

r<yNz>0—xz<yz.

En particular, vemos que en CO se demuestran los axiomas de O. De aqui a
su vez podemos deducir algunas propiedades adicionales:

Teorema 2.7 Se cumple:
L.z<yNhz<w—=z+z2z<y+w,
2. CESyH*yS*%

S rxlyNz<w—ozr+z<y+w,
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.xQZO,

. —1<0<1,
r<yNz>0—=>zxz<yz,
r<yNz<0—=>zxz2>yz,

L0<z<y—0<1l/y<l1/z,

© NS T

. e+y=0ANx>20Ay>0—->ax=y=0,
10. xf+~~~+z%:0%z1:---:zn:0.
DEMOSTRACION: 1. Por 5. del teorema anterior z+2z < y+2zAy+2z < y+w,
y ahora se aplica 3).
2. Por 5. del teorema anterior —y —x +x < —y — x + y, luego —y < —=z.

3. En caso contrario, por el teorema anterior seria y +w < x + z, por 2. (de
este teorema) —y < —z, luego por 1. w < z, contradiccion.

4. Por CO2 tenemos que t =0Vzx >0V —z > 0, luego por CO4 se cumple
22 =0V 2% >0V (—x)? >0, luego 22 > 0 en cualquier caso.

5. 1 =12 > 0 por 4., y la desigualdad estricta nos la da C10. De 2. se sigue
entonces que —1 < 0.

6. Tenemos que y — x > 0, luego por 6. del teorema anterior (y — )z > 0,
de donde zz < yz.

7. Tenemos que —z > 0, luego por 6) —zz < —yz, luego por 2. xz > yz.

8. Si fuera 1/x < 0, por 7. tendriamos que 1 = z(1/z) < 0, contradiccion.
Por lo tanto, 1/ > 0. Igualmente, 1/(xy) > 0, luego por 6) z/(zy) < y/(zy),
es decir, 1/y < 1/z. Si se diera la igualdad seria z = y, luego 1/y < 1/z.

9. Como 0 < z, también 0 < y < x +y = 0, luego y = 0. Igualmente
llegamos a que x = 0.

10. se demuestra por inducciéon sobre n a partir de la propiedad 9. (teniendo
en cuenta que, por 4., los cuadrados son no negativos). n

De las propiedades 3. y 5. deducimos que x — 1 < = < = + 1, y también es
facil ver que
Tty
r<y —>x< T <,
luego en CO se demuestran todos los axiomas de la teoria DNA.

También a partir de las propiedades 3. y 5., una simple inducciéon demuestra
que si dos niimeros enteros cumplen m < n, entonces Fco m < n.

En particular, en CO puede probarse como esquema teorematico el esquema
axiomatico Car0, luego CO extiende, de hecho, a Cy.
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Definicion 2.8 La teoria CP de los cuerpos pitagoricos es la que resulta de
anadir a CO el axioma

P Vza?+9% =22
que afirma que la suma de cuadrados es un cuadrado.

La teoria CE de los cuerpos euclideos es la que resulta de anadir a CO el
axioma

E z2>0-Vyz=1y>

que afirma que todo niimero no negativo es un cuadrado.

Puesto que en CO se demuestra que todo cuadrado es no negativo, es claro
que Fco E — P.

El valor absoluto FEn un cuerpo ordenado podemos definir como sigue? el
valor absoluto de un ntmero:

rz siz >0,
|z|:{ !
—x sixz <O.

Teorema 2.9 Se cumple:
1]z <y —y<a<y,
2. |z >0,
3. Jz|=0+2=0,
4z +y| < |zl +yl,
. |wyl = |z [yl,
6. y#0—|z/yl = |z|/ly|

DEMOSTRACION: 1. Supongamos que |z| < y y distingamos dos casos: si
x>0, entonces 0 < z <y, luego —y < —z < 0 <z < y. Si por el contrario
x < 0, entonces 0 < —x < gy, luego —y <z <0 <y.

Reciprocamente, si se cumple —y < z < y, entonces, multiplicando por —1,
tenemos que —y < —x < y, y como |x| = tx, se cumple que |z| < y.

2. y 3. son inmediatos. Para probar 4. observamos que, como |z| < ||,
aplicando 1) resulta que —|z| < z < |z|, e igualmente —|y| < y < |y|. Por
consiguiente —|z| — |y| < x +y < ||+ |y|, y de nuevo por 1. |z +y| < |z| + |y|.

5.y 6. se prueban sin dificultad. L]

2En principio, esto significa que |z| =y = (z >0Ay=2z)V (z <O0Ay = —x).
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Niimeros complejos En CO tenemos que el polinomio X?+1 no tiene raices,
luego es irreducible y podemos formar la extension algebraica C = RJ[i] que
resulta de adjuntar a R una raiz de dicho polinomio, cuyos elementos seran de
la forma z = a + bi, con i2 = —1. A los ntimeros de R los llamaremos “niimeros
reales” y los de C seran los “numeros complejos”.

El conjugado de un nimero complejo se define como a + bi = a — bi. Una
comprobaciéon rutinaria muestra que

Zl+22121+22, Z122 :leg.

Alternativamente, podemos concluir que se cumplen estas propiedades porque
C es una extension algebraica normal (ya que X2 + 1 = (X +4)(X — i) se
escinde en C[X]) y la conjugacion que acabamos de definir es una de las dos
conjugaciones definidas en general en 1.51.

Teorema 2.10 (CE) Todo nimero complejo es un cuadrado.

DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que todo z € R tiene raiz
cuadrada en C, pues si ¢ > 0 la tiene en R y si x < 0, entonces —z > 0, luego
existe un y € R tal que —r = y?, y entonces (yi)? = x.

Tomamos ahora un ntimero complejo z = a + bi. Como a? + b2 > 0, existe
c € R tal que ¢ = a? + b%. Sean u,v € C tales que

u2:c+a, v2:c—a
2 2
Entonces u? — v2 = a y 4uv? = b2, luego 2uv = £b. Cambiando si es preciso

u por —u se sigue cumpliendo la primera ecuacién, y la segunda se convierte en
2uv = b. Por lo tanto:

2

(u + vi)? = u® — v* 4 2uvi = a + bi.

Teorema 2.11 (CE) Se cumple:

1. El polinomio aX? + bX + c € R[X] con a # 0 tiene una raiz en R si y
solo si b® — dac > 0.

2. Todo polinomio en C[X] de grado 2 tiene una raiz en C.
DEMOSTRACION: Que un nimero z sea raiz del polinomio equivale a que
4a*2® 4+ 4abr +4dac=0 < (2ax +b)? = b* — 4ac,

luego p(X) tiene una raiz en R siy solo si \/d d*> = b2 —4ac. En CE esto equivale
a que b? — 4ac > 0.
Por otra parte, este mismo argumento (partiendo ahora de un polinomio en
C[X]) junto con el teorema anterior implica que siempre existe una raiz en C.
|
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Continuidad El teorema siguiente afirma que los polinomios son funciones
continuas, y a continuacién extraemos varias consecuencias de este hecho:

Teorema 2.12
Ne > 0V6é > 0A\x(|z — zo| < 6 — [p"™(x) — p"(z0)| < €).

DEMOSTRACION: Llamaremos C(po, ..., Pn;Zo) al enunciado del teorema.
Observemos que C(po; zp) se cumple trivialmente. Vamos a demostrar que se
cumple C(0,...,0,pn; o) por induccion sobre n, es decir, se trata de probar
que

Ae > 0Vd > 0Az(|z — 20| < 5 = |pnz™ — puxf| < €).

Lo tenemos probado para n = 0. Supongamos que es cierto para n y tomemos
€ > 0. Entonces

+1 +1) +1 —+1
l0na™ ™ — pral T = ppa™ T — ppa”ao + pra”zo — pray

< lpnz™[[x = wo| + |2ollpnz™ — pnag-
Por hipdtesis de induccion existe un § > 0 tal que si | — 29| < §, entonces

€
ot = Pntb ] < o)

En particular

Ipna”| = |pna” — pral + pnay| < |pna” — puaxl| + |pnag] < + lpnxy].
2(]

€
.T0| + 1)
Como § puede sustituirse por cualquier otro niimero positivo menor, pode-

1mMoS suponer que
€

0<d< - — :
2gizerr T IPabl +1)

Asi, si |z — x0] < J, se cumple que

€ €
|zt —pn:cg+1| <-4 -==e
2 2
Ahora probamos el teorema por induccién sobre n. Lo tenemos probado
para n = 0. Si vale para n, fijamos ¢ > 0 y observamos que

+1_(

lpo + p1z+ -+ pnprz” Po+ P1xo + -+ Py | <

[P0 + 1+ -+ paz”™ = (Do + prao + -+ + Pp)| + P12 = puyag .
Por hipotesis de induccién existe un d; > 0 tal que si | — zg| < 01, entonces
el primer sumando es menor que €/2, y por lo que acabamos de probar existe
otro d2 > 0 tal que si |z — x| < d2, entonces el segundo sumando es menor que
€/2. Claramente entonces, basta tomar como § el minimo de ambos. L]

En realidad lo que necesitaremos sera la consecuencia siguiente de la conti-
nuidad:
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Teorema 2.13 p"(z) > 0 — Vab(a < 29 < bA Az(a <z <b— p"(x) > 0)).

DEMOSTRACION: Basta tomar € = po+pi12o+- - -+pnxf y aplicar el teorema
anterior, que nos da un ¢ > 0 tal que si [z — zo| < 0 entonces

[po + P12+ +ppa” — €] <e,
lo cual implica implica que
—e<potpix+---+pxt —e<e

Entonces a = xg — 0 y b = x¢ + § cumplen lo requerido. [

Este teorema es un caso particular del teorema siguiente:

Teorema 2.14 Si p(X) es un polinomio no nulo de grado n, existe un minimo
natural m < n tal que p™ (d) # 0, y entonces:

1. Sim es impar y p™(d) > 0,

Vé>0Azy(d—d<z<d<y<d+d—plx)<0<py)).

2. 8im es impar y p™ (d) <0,

Vi >0Ary(d—d<r<d<y<d+6é—ply) <0<p(x)).

3. Sim es par y p"™(d) > 0,

Vo > 0Az(|z — d| < 6 — p(x) > 0).

4. Sim es par y p™(d) <0,

Vé > 0Az(|z —d| <5 — p(x) <0).

DEMOSTRACION: La existencia de m la proporcionan los teoremas 1.27 y
1.37, que nos dan ademés® que p(X) = (X — d)™q(X), para cierto polinomio
q(X) tal que ¢(d) # 0, y p™ (d) = m! ¢(d).

Por el teorema anterior existe un ¢ > 0 tal que si | —d| < § entonces el signo
de ¢(X) coincide con el de p"™(d), y la conclusion en cada caso solo requiere
discutir el signo de (x — d)™, que para z < d depende obviamente de la paridad
de m. m

Teorema 2.15 Sin es un nimero natural, se cumple:

VM >0(Az(z > M — pt(z) > 0) AN\z(z < =M — (—=1)"p}(x) > 0)).

3Por comodidad hemos incorporado el coeficiente py, al polinomio g(X), que en los teoremas
citados se suponia ménico.




52 Capitulo 2. La teoria elemental de cuerpos ordenados

DEMOSTRACION: Si x # 0, podemos expresar

Pa(x) = po+pra+ -+ poaa” 2" = 2" (%JF wop e +1)‘

€T €T

Tomemos M tal que M > 1y M > n|p;|, para todo i. Entonces, si |z| > M,
tenemos que |z|*~*"1 > 1, luego |z|*~* > n|p;|, luego

|pil l
|z T
luego
— 1 _ n—1
Poy p oy Pemry o 1 |p1_|1+m+|pn 1l <1
luego
1 p1 Prn-1
c=— b AT 10,
y como pf(x) = z™¢, la conclusién es inmediata. "

2.3 Cuerpos formalmente reales

La teoria de los cuerpos formalmente reales es la teorfa CFR sobre £ de-
terminada por los axiomas de C més el esquema axioméatico?

FR Para cada niumero natural n > 1:
P42 # -1

Obviamente todas estas féormulas son teoremas de CO. Observemos que en CFR

se demuestra:

En efecto, si un x; # 0, no perdemos generalidad si suponemos que es x,, # 0,
y entonces

(@1/20)” 4 -+ (Tn1/20)? = —1.
Vamos a necesitar dos resultados sobre CFR:

Teorema 2.16 Si p7"**(z) es un polinomio irreducible de grado impar, y k€]

es la adjuncion a k de una de sus raices, entonces k[§] cumple FR.

4En la teorfa de conjuntos se demuestra que esta condicién es equivalente a que exista una
relacion de orden con la que el cuerpo se convierta en un cuerpo ordenado, pero la prueba usa
el axioma de eleccién (véase el teorema 7.59 de mi libro de algebra).
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DEMOSTRACION: Supongamos que existen aq, ..., a, € k[§] tales que

a%—i—---—i—afn:—l.

Recordando que «; = «;(&), tenemos que & es raiz del polinomio
L+ ai(X)* + - + am(X)?,
luego existe un polinomio h(X) tal que
P XORX) = 14 ar(X)? 4+ an(X)% (3)

Cada «;(X) tiene grado < 2n. Sea u el maximo de los grados de los «o;(X).
Para cada ¢ tal que grad o;(X) = u, descomponemos «;(X) = a; X" + g;(X),
donde grad g;(X) < u.

El coeficiente director del miembro derecho de () es Y a?, donde i recorre

3
unicamente los indices para los que grad o;(X) = u. Aqui tenemos en cuenta
que, como los a; son no nulos, FR implica que la suma es no nula.

Por lo tanto, p?" ™ (X)h(X) tiene grado 2u, luego h(X) tiene grado impar
y tiene un factor irreducible ¢(X) también de grado impar 2n’ + 1 < 2n + 1.
Sea ¢ una raiz de ¢(X) (tal vez ¢ € k si ¢(X) tiene grado 1). Al sustituir en (x)
obtenemos que —1 es suma de cuadrados en k[(].

A partir de aqui podemos repetir el proceso, y como cada vez pasamos de
una extension a otra menor, tras un namero finito de pasos hemos de llegar a
que ¢ € k, con lo que tenemos una contradiccién, porque —1 no es suma de
cuadrados en k. m

Teorema 2.17 Sean k[¢1] y k[€2] las adjunciones a k de raices de los polinomios
X2 +a vy X?—a. Entonces, una de las dos es formalmente real.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que ambos polinomios son irreducibles,
pues en caso contrario una de las extensiones es k y la conclusion es trivial. Si
—1 es suma de m cuadrados en k[£;], entonces

(a; +b:&1)% = Y (a? — ab? + 2a;b;&1) = —1,

i=1 i=1

NIE

y como 1,&; forman una base de k[£1], de hecho

or

(a? —ab?) = —1.

=

i=1

Equivalentemente, A + 1 = aB, donde A y B son sumas de cuadrados en k
(y el miembro izquierdo es no nulo, porque es una suma de cuadrados con un
sumando no nulo, luego también B # 0). Similarmente, si —1 es suma de n
cuadrados en k[¢3] llegamos a que C'+ 1 = —aD, donde C' y D son sumas de
cuadrados en k, con D # 0.

Despejando a e igualando queda BC + B + DA+ D = 0, pero es claro que
los productos de sumas de cuadrados son sumas de cuadrados, luego tenemos
una suma de cuadrados nula en k& con sumandos no nulos, contradiccién. m
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2.4 Cuerpos realmente cerrados

Introducimos ahora la clase de cuerpos ordenados que més se aproxima al
concepto de “cuerpo de los ntimeros reales” que puede definirse en el seno de
la logica de primer orden. Existen distintos axiomas equivalentes (esquemas
axiomaticos en realidad) que determinan los cuerpos realmente cerrados. El
teorema siguiente recoge algunos de ellos (y en 2.44 veremos uno mas):

Teorema 2.18 Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. Para todo nimero natural n:

u<vAp"(u)p™(v) <0 — Vdu<d<vAp™(d) =0),

2.2>0—=\Vyx=19y?,

Para todo mimero natural n impar: \z p™(z) =0,
3. Para todo niimero natural n > 1: \/z € C p™(z) =0,
4. Todo polinomio no constante en C[X] tiene una raiz en C.
5. Todo polinomio irreducible en C[X] tiene grado 1.

6. Todo polinomio irreducible en R[X] tiene grado 1 o 2.

DEMOSTRACION: 1. = 2. Si a > 0, entonces p(X) = X? — a cumple que
p(0)=—-a<0ypla+1)=a?+a+1>0,luego 1. implica que existe un d tal
que d?> —a = 0. Para la segunda parte basta aplicar el teorema 2.15.

2. = 3. Vamos a probar que si p}'(X) es un polinomio monico que en una
extension algebraica de R se escinde con todas sus raices simples, entonces tiene
una raiz en C. Expresamos n = 2", con r impar y razonamos por induccion
sobre m. Si m = 0 tenemos por hipdtesis que el polinomio tiene una raiz en R,
luego en particular en C.

Supongamos ahora que todo polinomio ménico de grado no divisible entre
2™ y que se escinde en una extension algebraica de R con raices simples tiene
al menos una raiz en C y sea p?(X) un polinomio con n = 2™r tal que en
una extension R[f], que podemos tomar normal, se escinde con todas sus raices
simples, digamos aq, ..., qy,.

Observemos que si 1 < j <k <n,1<j <k’ <nylosdos pares de indices
(salvo el orden) no son los mismos, la ecuacion

ajop +z(aj + o) = ajyar + x(ay + ag)

tiene a lo sumo una solucién.

5Notemos que cada apartado no es una férmula, sino un esquema de infinitas formulas.
Se trata de probar que si anadimos uno de ellos a CO como esquema axiomético, podemos
probar los otros como esquemas teorematicos.
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En efecto, si oj + oy, # o + ayr, podemos despejar = y la solucién es tnica.
Para que no sea asi, tiene que ser o; + ar = o + oy, en cuyo caso no habra
solucién salvo que también ajap = ajropr. Suponemos, pues, que se cumple

aj + ap = o + o, Qi = O Qg

Si aj = 0, tiene que ser a;; = 0 o bien oy = 0, y en ambos casos se llega
a que {aj,ar} = {aj,ar}. Por lo tanto, podemos suponer que a; # 0y,
razonando igualmente, que oy # 0, con lo que las cuatro raices son no nulas.

Entonces
Q; (677%

Qi AL

Si A =1 tenemos que {o;, ar} = {a;/, aw }, luego podemos suponer que X # 1.
Entonces Aoy + o = oy + Aag, luego (A — 1)ayr = (A — L)ag, luego o = ay,
de donde a; = ay.

Asi pues, en cualquier caso, se trata del mismo par de indices. Consecuen-
temente, como el nimero total de ecuaciones es n(n — 1)/2 y R es infinito,
podemos encontrar un ¢ € R tal que los n(n — 1)/2 ntmeros

Bjk = ajay + c(og + a)

sean todos distintos dos a dos.

Ahora observamos que si aplicamos a (5 una conjugacion de R[6], como ésta
envia cada o; a un aj y cada aj a un o, obtenemos un /5. Eso significa
que el polinomio minimo de un S;; es de la forma (X — ') -+ (X — 8*), donde
los 3" son parte de los §;;. Si no son todos, tomamos otro que no aparezca y
razonamos igualmente: su polinomio minimo sera de esa forma, para otros 3,
diferentes (porque dos polinomios irreducibles de R[X] no pueden tener raices
comunes en R[f], ya que el polinomio minimo de una raiz coman deberia dividir
a ambos). Concluimos que

d(X) = I;I(X — Bjk) € RIX],

pues es un producto de polinomios minimos de algunos Bz, y es un polino-
mio que se escinde en R[] y cuyo grado es n(n — 1)/2, no divisible entre 2™.
Por hipoétesis de induccion tiene una raiz en C'. No perdemos generalidad si
suponemos que es oo + c(a1 + ag).

Ahora llamamos £ = ayas y ( = a3 + ag. Segin el teorema 1.47, existe
un 0y tal que R[,(] = R[fy]. Pongamos que esta extension tiene grado d,
de manera que 6y tiene d conjugados o(6y). Pero si o(fy) # 7(0y) entonces
o(§ + cC) # 7(§ + ). En efecto, si o(aq) = a;, o(az) = ag, (1) = ay,
T(a2) = ay, entonces

o(§+cC) =7+ cC) = ajag + cla; + ax) = ajrap + c(ay + o)

= {4k} ={i" k't = 0(§) = 7(§) A o) = 7(¢) = a(bo) = 7(b).
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Esto implica que & + ¢( tiene d conjugados distintos, por lo que las extensio-
nes R[¢ + ¢(] C R[¢, (] tienen ambas el mismo grado, luego son iguales. En
particular, £, € R[§ + (] C C.

Finalmente, el polinomio (X — a1)(X — az) = X% — ( + £ € C[X], luego
tiene una raiz en C (las dos, realmente), luego a; € C, como habia que probar.

En particular esto se aplica a cualquier polinomio moénico irreducible de
R[X], que tiene, por consiguiente, una raiz en C, y como todo polinomio de
grado n > 1 tiene un factor monico irreducible, también podemos afirmar que
tiene una raiz en C.

3. = 4. Basta tener en cuenta que ¢(X) =
3. existe z € C tal que p(z)p(z) = 0. Si es p(z)
compleja, p(z) = 0.

p(X)p(X) € R[X], luego por
= 0, aplicando la conjugacién

4. < 5. Es inmediato, pues si un polinomio irreducible tiene una raiz, es
que tiene grado 1 y si todo polinomio irreducible tiene grado 1, entonces todo
polinomio no constante tiene un factor de grado 1, luego una raiz.

4. = 6. Si p(X) € R[X] es irreducible y no tiene grado 1, entonces existe
z € C tal que p(z) = 0, pero conjugando resulta que p(z) = 0, luego el polinomio
q(Z) = (X — 2)(X — 2) € R[X] es el polinomio minimo de z, luego divide a
p(X) en R[X], luego es p(X).

6. = 1. El polinomio p™(X) se descompone en producto de irreducibles.
Si cada uno de ellos tomara el mismo signo en v y en v, lo mismo le sucederia
a p"(X), luego al menos un factor irreducible toma signos distintos en u y
en v. Basta probar que éste tiene una raiz entre u y v o, equivalentemente,
no perdemos generalidad si suponemos que p™(X) es monico e irreducible. Por
hipotesis su grado es 1 o 2. Si tiene grado 1 entonces p1(X) =z —d, y es claro
que u < d < v.

Sies p*(X) = X% + bX + ¢, entonces

b\? b2 —4c
2 — — —
pi(X) = <X+2) i

Si fuera b? — 4c < 0, entonces seria Az p?(x) > 0, luego p?(X) no podria
tomar signos opuestos en a y en b, luego b> — 4c > 0. Por el teorema 2.11
tenemos que p?(X) tiene una raiz en R (luego, necesariamente, dos) y podemos
factorizarlo

PIX) = (X = c1)(X — c2).

Es facil ver que para que tome signos opuestos en u y en v es necesario que una
de las raices cumpla u < ¢; < v. [

La teoria de los cuerpos realmente cerrados es la teoria CRC que resulta de
anadir a C' como esquema axiomatico cualquiera de los apartados del teorema
anterior.

Observemos que, por el apartado 2., se cumple que CRC extiende a CE.
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Teorema 2.19 Si q(X) es un polinomio, entonces la clase A = {x | g(x) > 0}
es una union finita de intervalos.

DEMOSTRACION: Distinguimos dos casos: si Az g(x) # 0, entonces se cum-
ple que A = @V A =]|—00, +0o0[. En efecto, en caso contrario existirian x € A,
y ¢ A, de modo que g(z) > 0y q(y) <0, y el apartado 1. de 2.18 nos darfa un
¢ tal que ¢(c) = 0, contradiccion.

Supongamos ahora que \/x g(x) = 0. Podemos suponer que ¢(X) no es el
polinomio nulo, pues en ese caso A = &. Por la observacion tras el teorema
1.28, existen dy,...,d, tales que

qd)) =0A---Aq(d,) =0ANz(q(z) =0 =2 =d V- ---Va=d,).

Maés atin, ahora podemos suponer que d; < --- < d,,. Llamamos Iy = ]—00, do],
I, = |di,dit1], In = |dn,+oo[. Es claro entonces que A C IpU---UT,. El
apartado 1. de 2.18 implica claramente que

Az € I; q(x) >0V Az € I; q(z) < 0.

Equivalentemente, I; C AV I; N A = @. De aqui se concluye que A es la
unién de los intervalos I; que contiene. [

Axiomatizacion alternativa de CRC Es interesante observar que CRC
admite una axiomatizacion equivalente, a saber, la formada por los axiomas de
C maés los axiomas siguientes:

CRC1 22442 # -1

CRC2 Vy(x =y?V —x =19?)

CRC3 \zp}(x) =0 (para todo n impar)
CRC4 >0 2#0AVy 2z =192

Ciertamente, todos ellos son teoremas de CRC. Sélo falta probar que a partir
de ellos se demuestran los axiomas de CO y el axioma euclideo E:

Para probar CO1 suponemos que z > 0 A —z > 0, que por CRC4 implica
que existen y, z no nulos tales que z = y? = —2z2, luego (y/2)? + 02 = —1, en
contradicciéon con CRC1.

Es claro que CRC2 y CRC4 implican CO2.

Para probar CO3 tomamos x > 0 Ay > 0, de modo que, por CRC4 existen
u,v no nulos tales que z = u? Ay = v2. Por CRC2, o bien u? + v? = w?,
o bien u? + v?> = —w?. En el segundo caso, si suponemos w # 0, entonces
(u/w)? + (v/w)?> = —1, en contradiccion con CRC1, luego es w = 0, pero
entonces (u/v)?+0% = —1, e igualmente tenemos una contradicciéon. Concluimos
que u? 4+ v? = w?, con w # 0 por el mismo motivo, luego = +y > 0.

La prueba de CO4 es inmediata, y E se sigue de CRCA4. m

Notemos que asi es posible considerar a CRC como una teoria axiomatica
sobre £, convirtiendo el axioma CRC4 en una definicion de = > 0.
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Cuerpos algebraicamente cerrados Aunque no nos va a hacer falta, todos
los resultados que vamos a probar para cuerpos realmente cerrados admiten ver-
siones analogas (con demostraciones més sencillas) para la teoria de los cuerpos
algebraicamente cerrados, que es la teoria CAC sobre el lenguaje £, que resulta
de anadir a C el esquema axiomético

AC Para todo niimero natural n > 1: \/z Pi'(x) = 0.
Observemos que CAC implica el esquema axiomatico Inf. En efecto, supon-
gamos que no se cumple su féormula n-sima:

Vz1~~~:cn+1 /\ Zq ?é Zj
i#£]

Es facil ver que, reduciendo n si es preciso, podemos suponer que

Vo an Nai #x; ANvr - zn1 V oai =2,
i i)

de donde se sigue que
Vo, -z Nz =21 V- VI =),

pero entonces (X — 1) -+ (X — x,) + 1 seria un polinomio ménico sin raices,
en contradiccion con CAC.

Sin embargo, al contrario de lo que sucede con CRC, la teoria CAC no
implica el esquema Car0, por lo que podemos considerar las extensiones CACy
y CAC,, que resultan de afiadir a CAC el esquema axiomatico Car0 o el axioma
Car p, para cada primo p.

Notemos que en CRC se prueba que el cuerpo C' de los nimeros complejos
cumple los axiomas de CAC.

Analisis matematico en CRC No es posible formalizar el cilculo diferencial
en CRC, pero aqui vamos a demostrar versiones algebraicas (para polinomios)
de algunos teoremas clasicos del calculo de una variable real: el teorema de
Rolle, el teorema del valor medio y la relacion entre derivadas y crecimiento de
funciones.

Teorema 2.20
Nyz(y < zAply) =p(z) =0 = Valy <z < zA f'(z) =0)).

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que f no tiene
raices en |y, z[. Aplicando dos veces el teorema 1.27 podemos factorizar

p(X) = (X —y)"(X - 2)"q(X),

donde ¢(X) no se anula ni en y ni en z. Ademéas ¢(X) tampoco se anula en
ly, z[, luego por la primera parte de 2.18 tiene signo constante en dicho intervalo.
Ahora calculamos

P(X) = (X —y)" H(X = 2) " (X)),
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donde
MX) = u(X = 2)g(X) +v(X = y)g(X) + (X — y)(X — 2)I'(X).

Entonces h(y) = u(y—2)q(y) y h(z) = v(z—y)q(z) tienen signos opuestos, luego
existe un z tal que y < z < z y h(x) = 0, luego también f'(z) = 0. ]

Teorema 2.21 Vc(a < ¢ <bAp(b) —pla) =p'(c)(b— a)).

DEMOSTRACION: Sea ¢(X) = p(X) — p(a) — %(z —a). Claramente

q(a) = 0 = q(b), luego por el teorema anterior existe a < ¢ < b tal que ¢'(¢) =0,
pero
b) — p(a)
XY =/ (X) — p(
¢ (X) =/ (x) - =2,
de donde se sigue inmediatamente la conclusion. [

De aqui se sigue inmediatamente:

Teorema 2.22 y < 2 A Nax(y <z <z — p'(z) > 0) = p(y) < p(2).

2.5 La consistencia de CRC

Vamos a dar ahora una demostraciéon completamente constructiva del teo-
rema siguiente:

Teorema 2.23 Si CFR es consistente, también lo es CRC.

DEMOSTRACION: Vamos a ver como transformar una demostracion de 0 # 0
en CRC en otra en CFR.

Sea L4 el lenguaje formal que resulta de afiadir a L, dos funtores mo-
nadicos ( )~! y 7o y, para cada natural impar n > 3, un funtor n — 1-adico
ry,. Llamaremos CRC* a la teoria axiomaética sobre La cuyos axiomas son los
siguientes:

1. Los axiomas de C, salvo C8, que lo sustituimos por 07! =0y
r#0—z -z =1,
2. CRC1 22 4+ y? # —1,
3. CRC2* x = r1(2)?V —x = 1ra()?,
4. CRC3* Para todo numero natural impar n > 3,
o+ prra(D) + - a1 (B)" !+ 1 (p)" =0,

5. Todas las formulas que resultan de sustituir variables libres por términos
de £ 4 en las férmulas precedentes.
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De este modo, los axiomas de CRC* son una familia de férmulas sin cuan-
tificadores cerrada para sustituciones de variables por términos. Ademés, de-
finiendo x > 0 mediante CRC4 es claro que todos los axiomas de CRC son
demostrables en CRC*.

Por consiguiente, si tuviéramos una demostracion de 0 # 0 en CRC, a partir
de ella podriamos construir una demostracion de 0 # 0 en CRC*.

Dicha demostracién podria formalizarse igualmente en el calculo secuencial
LK, y podemos aplicar el teorema A20 de [LM],® segtin el cual serfa posible
demostrar 0 = 0 con una demostracion compuesta exclusivamente por formulas
sin cuantificadores.

Es claro que si en dicha prueba sustituimos todas las variables libres por la
constante 0, el resultado sigue siendo una demostraciéon de 0 # 0, puesto que los
axiomas se transforman en axiomas y que cada una de las reglas de inferencia
sigue siendo valida tras la sustitucion (teniendo en cuenta que, como la prueba
no tiene cuantificadores, en ella no se usan las reglas del particularizador). Asi
tenemos una demostracion de 0 # 0 sin cuantificadores ni variables libres.

Podemos ordenar todos los designadores que aparezcan en la prueba en una
sucesion tp,...,t de modo que si ¢ < [y entonces t; no contenga funtores r,,
mientras que si lp + 1 < ¢ < [, entonces t; se obtenga aplicando un funtor 7, a
términos anteriores de la sucesion.

Una simple inducciéon prueba que 1 < i < [y, existen enteros u;, v; con v; # 0

tales que en C se demuestra que t; = u; - v;

Sea L, el lenguaje formal que consta de los signos de £, mas [ constantes
c1,...,c. Definimos CFR* como la teorfa axiomatica sobre £ cuyos axiomas
sean” los de CFR maés un nuevo axioma para cada constante c;:

e Sil <4<k tomamos como axioma v;¢; = U;.
o Sit; =ea(t;), con j <4, tomamos como axioma

2 2
¢ = Cj V —c; = Cj-
o Sit; = en(tjy,---stj, 1), cON N impar y jo,...,jn—1 < i, tomamos como
axioma
n—1 n __
Cjo +Cj1Ci + -+ Cj, 4 ¢ +e = 0.

Una simple induccién muestra que la prueba que estamos considerando sobre
CRC* se convierte en una prueba de 0 # 0 en CFR* si sustituimos cada término
t; por la constante ¢;. (No es que el resultado de la sustitucion sea ya de por
si una prueba, pero en cada paso se pueden intercalar los pasos oportunos para
que lo sea).

Ahora vamos a definir en CFR una interpretacion de CFR*, con lo que
concluiremos que CFR es contradictoria.

6Mi libro de Logica Matematica.
"En realidad sélo necesitamos incluir en CFR* el caso 2 + 32 # —1 del esquema FR.
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Concretamente, vamos a definir recurrentemente un arbol de extensiones
algebraicas de R de altura [ — [y. Para empezar asignamos a cada constante c;,
con 1 < ¢ <l el designador (definido) de £

C; :ui/vi.

Si la constante ¢, se ha introducido en CFR* con un axioma de la forma
Cjo +Cjrci+ ¢, ¢t 4 ¢ =0, consideramos el polinomio

o+ X+ -+ 1 X4 X",

y tomamos un factor irreducible de grado impar. Si tiene grado 1 seréd de la
forma X — a, para cierto a € R, y definimos ¢;,4+1 = a. Si tiene grado mayor
que 1, tomamos una raiz £ en una extension algebraica y definimos ¢;,+1 = £.
El nivel 1 del arbol esta formado entonces por R o R[¢], segun el caso, y en
ambos se cumple que

= = = -n—1 -n
Co + Clcl0+1 + te + Cn_lcl0+1 + Cl0+1-

Por el contrario, si ¢, se ha introducido en CFR* con un axioma de la forma
2

¢i = ¢; V —¢; = ¢5, consideramos los polinomios X2 & ¢;. Si uno de los dos
tiene una raiz a € R, definimos ¢,+1 = a y tomamos R como la tGnica extension
de nivel 1. Si por el contrario ambos polinomios son irreducibles, en el nivel 1
consideramos dos extensiones, R[§1] y R[{2], resultantes de adjuntar una raiz
de cada uno de los polinomios, y definimos ¢;,+1 = & en cada extensiéon (de
modo que no hay un tnico ¢, 1, sino uno para cada extension de nivel 1). En
cualquier caso se cumple

Clo+1=C V Clyq1 = —C5.

La construcciéon continta del mismo modo: cada vez que ¢;,4; se introduce
en CFR* como raiz de un polinomio de grado impar, cada extensiéon del nivel
i-ésimo se extiende a una tnica extension del nivel superior que puede ser la
misma del nivel ¢-ésimo o bien una extension de grado impar, y en cualquier
caso se interpreta ¢; en dicha extension de modo que es una raiz del polinomio
que resulta de sustituir las constantes c; de EZ por los términos (o multitérmi-
nos) ¢; de £7,. Por el contrario, si ¢;,4; se introduce en CFR* como una raiz
cuadrada, cada extension del nivel i-ésimo se extiende a una tnica extension si
dicha raiz cuadrada puede tomarse ya en la extension de partida, o a dos exten-
siones distintas en caso contrario (puede ocurrir que dos extensiones del mismo
nivel se encuentren en casos distintos). En caso de ramificacion, el término (o
multitérmino) ¢; se define de forma distinta en cada una de las extensiones del
nivel siguiente.

Tras un [ — [y pasos llegamos a un numero finito de extensiones algebraicas
Ki,... Ky de R, cada una de las cuales se obtiene a partir de R mediante una
sucesion de extensiones de grado 2 o de grado impar. Ahora, los teoremas 2.16
y 2.17 implican que al menos una de las extensiones K; cumple z2 + y? # —1.
En efecto si suponemos que —1 es suma de dos cuadrados en cada una de ellas,
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dichos teoremas nos dan que —1 es suma de cuadrados en cada extension del
nivel anterior, y descendiendo asi en el arbol llegamos a que lo mismo sucede
en R, en contradiccién con los axiomas de CFR que estamos suponiendo.
Fijada una extension K en la que —1 no sea suma de dos cuadrados, tenemos
interpretaciones en K de las constantes cg,...,c;, que satisfacen los axiomas
que las introducen en CFR*, de modo que si en la prueba de 0 # 0 en CFR*
cambiamos cada constante ¢; por ¢;, obtenemos una demostraciéon en CFR de
que el 0* de K es distinto del 0* de K, pero esto es una contradicciéon en CFR.
|

Sabemos que en CRC se prueba que R[i] cumple los axiomas de CAC, por
lo que una demostracién de 0 % 0 en CAC permite construir una demostraciéon
de 0* # 0* en CRC, donde 0* es el 0 = (0,0) de R[i]. Asi pues, si CAC es
contradictorio, CRC también lo es.

Alternativamente, podemos repetir con CAC todo el proceso que hemos
seguido con CRC en la prueba del teorema anterior, con la diferencia de que
ahora omitimos todo lo relacionado con CRC1 y CRC2. Ahora no tenemos
que ramificar extensiones para preservar FR, sino que simplemente construimos
una cadena de extensiones de k hasta obtener una extensiéon algebraica en la que
existan raices de todos los polinomios cuyas raices se han usado en la supuesta
prueba de 0 # 0. El resultado es:

Teorema 2.24 Si C es consistente, entonces CAC también lo es.

Miés precisamente, una ligera modificacion de la prueba nos da la consistencia
de CACy y CAC,, a partir de la de Cy o C,, respectivamente.

Por altimo, observemos que la consistencia de CFR es incuestionable, pues
admite como modelo al cuerpo QQ de los nameros racionales, el cual sirve igual-
mente de modelo de Cy, mientras que es posible definir explicitamente cuerpos
finitos de cualquier caracteristica prima p, que sirven como modelos de C, y
prueban su consistencia.

2.6 Eliminacién de cuantificadores

En esta secciéon demostraremos que CRC es una teoria axiomaética completa,
es decir, que cualquier sentencia de £ 4 es demostrable o refutable en CRC. Para
ello nos demostraremos una propiedad notable, y es que toda formula de £ 4 es
equivalente en CRC a otra férmula sin cuantificadores con las mismas variables
libres.®

Observemos en primer lugar que para ello basta probar que si ¢(z, 1, ..., Zy,)
es una formula sin cuantificadores, entonces existe otra formula ¥ (z1,...,z,),
también sin cuantificadores, tal que

Fore Vz o(z, 21, ... 20) <> (21, ..., 20).

8Siempre que hablemos de equivalencia entre férmulas se entendera que ambas tienen las
mismas variables libres.
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En efecto, si se cumple esto, lo mismo vale para Az ¢z, x1,...,2,), pues
Nz oz, z1,... x0) & “Ve-d(z, 2y, ..., 2,) & ' (21,...,2,),

donde v es una formula sin cuantificadores equivalente a Vz—¢.

A su vez, como toda férmula puede ponerse en forma prenexa (es decir, como
una sucesion de cuantificadores seguida de una formula sin cuantificadores),
basta aplicar sucesivamente los dos casos anteriores para eliminar todos los
cuantificadores.

El siguiente teorema general nos permite reducir atin mas el problema:

Teorema 2.25 Toda formula sin cuantificadores de un lenguaje formal es logi-
camente equivalente a una de la forma a1 V -V ag, donde cada «; es de la
forma Bix A+ A By, y donde a su vez cada B;; es una formula atomica o la
negacion de una férmula atdmica.

DEMOSTRACION: Hay que entender que las conjunciones y disyunciones que
aparecen en el enunciado pueden reducirse a una sola féormula. Vamos a probar,
més en general, que toda formula y su negacién son equivalentes tanto a una
disyuncion de conjunciones de féormulas atomicas o sus negaciones como a una
conjuncién de disyunciones de tales férmulas. Lo hacemos por induccién sobre
la longitud de la férmula.

Obviamente, toda formula atéomica y su negacion tienen ya la forma reque-
rida. Si « es equivalente a una disyuncién de conjunciones y a una conjuncién de
disyunciones, es claro que -« cumple lo mismo (por las leyes de De Morgan). Si
«a vy 8 admiten tales equivalencias, entonces a — 3 es equivalente a -« V 3, que
claramente es equivalente a una disyunciéon de conjunciones y, usando que tanto
- como [ son equivalentes a conjunciones de disyunciones, usando la propie-
dad distributiva se concluye sin dificultad que -« V 8 también es equivalente a
una conjuncion de disyunciones. [

Para particularizar este teorema al caso de £L4 y CO conviene introducir
algunos conceptos:

Definicién 2.26 Llamaremos polinomios en la variable z a los términos® de £ 4
de la forma tg +t12 + - - - +tz", donde ty, . . ., tx son términos que no contienen
la variable z. El ntimero k se llama grado del polinomio y tx es el coeficiente
director del polinomio.

Una férmula elemental (respecto de la variable ) de £4 es una formula
P1=0A--Apr=0Aq >0A---Agq >0,

donde los p;, g; son polinomios en la variable x.

90bservemos que esta nociéon de polinomio es puramente sintactica, y no se corresponde
con el concepto informal de polinomio que estdbamos considerando hasta ahora.
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El teorema siguiente se demuestra sin dificultad por induccion sobre la lon-
gitud de un término:

Teorema 2.27 Si x es una variable, para cada término t de L4 existe un po-
linomio p en x tal que Fc t = p.

Ahora particularizamos el teorema 2.25 al caso de CO:

Teorema 2.28 Fijada una variable x, toda férmula sin cuantificadores de L 4
es equivalente en CO a una disyuncion de formulas elementales.

DEMOSTRACION: Por el teorema 2.25, toda férmula sin cuantificadores es
equivalente a una disyunciéon de conjunciones de férmulas atémicas y sus ne-
gaciones. Las formulas atomicas de £ 4 son de la forma ¢t; = to (que equivale
ati —ty =0)yt>0 Lanegacién de una formula t = 0 es equivalente a
t>0V—t>0,yladet >0 esequivalente a —t > 0V ¢t = 0. Al hacer estas
sustituciones en una conjunciéon de féormulas elementales y negaciones, las dis-
yunciones que introducimos pueden distribuirse, y el resultado es una conjunciéon
de férmulas atomicas de tipo t =0 o ¢ > 0. Segun el teorema anterior, los tér-
minos pueden sustituirse por polinomios, con lo que obtenemos una disyuncién
de formulas elementales. L]

Asi pues, para probar que toda formula de CRC es equivalente a una férmula
sin cuantificadores con las mismas variables libres basta probarlo para férmulas
de tipo V(a1 V- -V a,y,), donde cada a; es una férmula elemental, pero como
esto equivale a Vzag V- -V V2 au,, en realidad basta probarlo para formulas
de tipo

\/:c(pl =0A--Apr=0Aq >0A---Ag >0).

Observemos ahora que, con la definicién sintactica de polinomio que hemos
introducido en este apartado, un término como 4 +x — 222 +0z3 es un polinomio
de grado 3. Més en general, un polinomio como 4 + x — 222 + (a — b)x® tiene
grado 3, aunque “su grado de verdad” puede ser 2 0 3 segtn si a = b o a # b,
pero esta distincién no tiene sentido metamateméticamente, pues a y b no son
mas que dos variables de £ ,4. Para evitar los inconvenientes que este hecho
puede ocasionar introducimos el concepto siguiente:

Definiciéon 2.29 Una férmula en forma cuasimonica (en la variable x) es una
formula ¢ # 0 A a, donde « es una féormula elemental respecto de z y ¢ es un
término sin la variable x de la forma ¢ = t1---t,,, donde entre los factores
estan todos los coeficientes directores de los polinomios de grado no nulo que
intervienen en a.

Teorema 2.30 Toda férmula sin cuantificadores es equivalente en CO a una
disyuncion de formulas en forma cuasimodnica.

DEMOSTRACION: Basta probarlo para féormulas elementales «(z). Razona-
mos por inducciéon sobre el nimero k& de monomios ta’ con i > 0 que aparecen
en a(z). Si k =0 es que todos los polinomios que aparecen en « tienen grado
nulo, luego 1 # 0 A « esta en forma cuasimoénica y es equivalente a .
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Supongamos que el resultado es cierto para férmulas con menos de k mo-
nomios de grado no nulo y sea a(x) una férmula elemental con k¥ monomios de
grado no nulo. Sean hy, ..., hy, los polinomios de grado no nulo que aparecen
en ella y sea ¢; el coeficiente director de h;. Entonces a(z) es equivalente a

(c1 =0Aa(z)) V(e #0A a(x)).

La primera parte es equivalente a ¢; = 0 A o/(x), donde o' es la formula
que resulta de eliminar el monomio de mayor grado de hi(x). Asi tenemos una
formula elemental con & — 1 monomios de grado no nulo (y un polinomio mas de
grado nulo), luego por hipotesis de induccion es equivalente a una disyuncion
de férmulas en forma cuasimoénica.

Sim = 1, la segunda parte ya esta en forma cuasimoénica, y en caso contrario
es equivalente a

(c2=0ANc1 #0Aa(z))V (cr1ea # 0 A alx)).

Nuevamente, la primera parte es equivalente a ¢; # 0 A ca = 0 A o' (z),
donde o' resulta de suprimir el término de mayor grado de hs. Por hipotesis
de induccion ¢ = 0 A o/ (x) es equivalente a una disyuncion de formulas de
tipo ¢ # 0 A y(x) en forma cuasimonica, con lo que ¢; # 0A c2 =0 A o/ (x) es
equivalente a la disyunciéon de las formulas c1co # 0 A v(x), que también estan
en forma cuasimonica.

La parte cica # 0 A a(zx), o bien esta ya en forma cuasiménica (si m = 2),
o bien podemos repetir el proceso y, tras m pasos, el teorema queda probado.

|

Observemos que en la férmula obtenida en la demostracion del teorema ante-
rior todos los polinomios que aparecen tienen grado menor o igual que polinomios
de la formula de partida.

Vamos a probar por induccién sobre n la afirmacion siguiente:

H(n) Sea a(x) una férmula sin cuantificadores, sea f un polinomio de grado
< n en la variable x, sea ¢ un término que no contenga la variable x y que
sea un producto entre cuyos factores se encuentre el coeficiente director de f.
Entonces la formula

Va(c#O0A f=0Aa(x))
es equivalente en CRC a una formula sin cuantificadores.

Observemos que H(0) es trivialmente cierta, pues si f es un polinomio de
grado 0 y aparece como factor de ¢, la conjuncion ¢ # OA f = 0 es contradictoria,
luego la formula es equivalente, por ejemplo, a 0 > 0. Suponemos H(n) y
demostraremos H (n + 1), para lo cual necesitaremos algunos teoremas previos.

Teorema 2.31 Si f es un polinomio de grado d > 1 en la variable =, sea a
su coeficiente director y sea g un polinomio de grado m > d. Entonces existen
polinomios q y r, con r de grado menor que d, tales que en C se prueba que
am Mg = fq+r.
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DEMOSTRACION: Razonamos por induccién sobre m — d. Observemos que,
si b es el coeficiente director de g, el polinomio g1 = ag — bx™?f tiene grado
m' < m. Sim—d = 0 basta tomar r = g;. En caso contrario, si m’ < d
tenemos que a™%*tlg = a4 fbam =4 + g™ g, y esta descomposicion cumple
el teorema. Si d < m’ aplicamos la hipétesis de induccién, que nos da

am’7d+1gl — fq/ +T/,
donde 7’ tiene grado menor que d. Por lo tanto

’ ’ ’ ’
am 7d+29 — fbam 7d+lxmfd + am 7d+lgl —_ fbam 7d+11,m7d + fq/ + T/,

luego
am—d-i—lg — am—m/—lam/—d-i-Qg —
fam—m/—l(bam'—d—i-lxm—d 4 ql) + am—m'—lrl,
y también se cumple lo pedido. n

Teorema 2.32 Toda formula \VVxz(c #0A f = 0A a(x)) en las condiciones de
H(n) con a elemental y f de grado mo nulo es equivalente en CO a otra en la
que todos los polinomios que aparecen en o(x) tienen grado menor que el grado

de f.

DEMOSTRACION: Sea a el coeficiente director de f. Si h(z) es uno de los
polinomios que aparecen en a(z), podemos reemplazarlo por a’¥h(z) para cual-
quier N par, pues, bajo la hipotesis ¢ # 0, que implica a # 0, las formulas
h(z) = 0 o h(x) > 0 son equivalentes a a™h(z) = 0 y aVh(x) > 0, respec-
tivamente. Concretamente, tomamos un N mayor que el grado de f, y asi el
teorema anterior nos da una descomposicién a™h = fq + r, donde el grado de
r es menor que el de f y, bajo la hipotesis f = 0, resulta que a™h(z) = 0y
a™Vh(z) > 0 son equivalentes a r(x) = 0 y r(z) > 0, respectivamente. Sustitu-
yendo cada h(zx) por el r(x) correspondiente obtenemos una férmula equivalente
a la dada en las condiciones requeridas. n

Teorema 2.33 Supongamos H(n) y que toda férmula de tipo
Va(c#OANf=0Aq >0A---Ag >0)

(donde el grado de f es n+ 1, todos los g; tienen grado no nulo < n y c es
un producto sin la variable x entre cuyos factores se encuentran el coeficiente
director de f y los de todos los polinomios q;) es equivalente en CRC a una
formula sin cuantificadores. Entonces se cumple H(n + 1).

DEMOSTRACION: Tomamos una formula de tipo Vz(c # 0A f = 0 A a(z))
en las condiciones de H(n + 1). Si el grado de f es < n, entonces podemos
aplicar H(n) a la formula dada para concluir que es equivalente a una formula
sin cuantificadores. Podemos suponer, pues, que f tiene grado n + 1.
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Por 2.28 podemos suponer que « es una disyuncion de férmulas elementa-
les y la formula dada es equivalente a las disyunciones correspondientes, por
lo que no perdemos generalidad si suponemos que «(z) es elemental. Por el
teorema anterior podemos suponer que todos los polinomios que aparecen en
a(x) tienen grado < n y por 2.30 a(x) es equivalente a una disyuncion de
formulas cuasimonicas (cuyos polinomios siguen teniendo grado < n, segin la
observacion posterior a dicho teorema). Por lo tanto, no perdemos generalidad
si consideramos férmulas de tipo

Va(cZOANC AZONfF=0Ap =0A---Appr=0Aq >0A---Agq >0),

donde ¢’ es un producto entre cuyos factores estan todos los coeficientes direc-
tores de los polinomios p;, g; de grado no nulo. Tenemos que probar que cada
una de estas formulas es equivalente a una féormula sin cuantificadores. En reali-
dad, como las subférmulas con polinomios de grado nulo se pueden extraer del
cuantificador, podemos suponer que todos los polinomios p;, ¢; tienen grado no
nulo Si cambiamos ¢ por cc’, nos queda

Vz(cZOANf=0Ap1 =0A---Apr=0Aq >0A---Agq >0),

donde ahora ¢ es un producto divisible entre el coeficiente director de f y los de
todos los polinomios p;, g;.

Si k > 0 podemos aplicar H(n) a esta formula tomando como la f de H(n) el
polinomio p; (y considerando a la f de la férmula que tenemos como parte de la
a(x) de H(n)). Si k =0 la conclusion se tiene por la hipotesis de este teorema,
que es, por lo tanto, lo tnico que nos falta probar para demostrar H(n + 1).

|

El teorema siguiente termina de perfilar la estructura global de la prueba:

Teorema 2.34 Si se cumple H(n) para todos los nimeros naturales y toda
formula de tipo
Vz(c#0Aqg >0A---Agq >0)

(donde ¢ es un producto sin la variable x entre cuyos factores estdn los coefi-
cientes directores de los polinomios q;, todos los cuales tienen grado no nulo) es
equivalente en CRC a una formula sin cuantificadores, entonces toda formula
de L es equivalente en CRC a otra formula sin cuantificadores.

DEMOSTRACION: Al principio de este apartado ya hemos razonado que basta
probarlo para férmulas de tipo \/x a(x), donde a(z) no tiene cuantificadores.
Por 2.30 podemos suponer que a(x) esta en forma cuasimonica, extrayendo del
particularizador las conjunciones correspondientes a polinomios de grado nulo
nos reducimos al caso de una férmula de tipo

Va(cZO0Apr =0A---Ape =0Aq >0A---Agq >0),

donde ¢ es un producto que no contiene la variable x entre cuyos factores estan
los coeficientes directores de todos los polinomios p;,q;. Si k # 0 y p:1 tiene
grado n basta aplicar H(n) con f = pj, mientras que si k = 0 la conclusion se
sigue de la hipoétesis de este teorema. [
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Ahora probamos algunos resultados concretos sobre eliminacion de cuantifi-
cadores:

Teorema 2.35 Supongamos que se cumple H(n), sea g(x) un polinomio de
grado < n y sea ¢ un producto de términos sin la variable x entre cuyos factores
esté el coeficiente director de g. Sean y,z dos variables que no aparezcan en g
ni en c. Entonces las formulas siguientes son equivalentes en CRC a formulas
sin cuantificadores:

Lc#0Ny<zANz(y<z<z—g(x)#0),
2. c#0ANz(y <z — g(x) #0),

3. c#0ANNz(x < 2z — g(x) #0),

4. c# 0NNz g(z) #0.

DEMOSTRACION: En todos los casos podemos suponer que g tiene grado
no nulo, pues en otro caso la féormula con el generalizador puede sustituirse
simplemente por g # 0.

1. es equivalente a
c#EONy<zA-Vr(c#0Agx)=0Az—y>0A2—2>0),
y podemos aplicar H(n) a la formula con el particularizador. Los otros casos se

prueban de forma similar. n

Teorema 2.36 Sea f(x) un polinomio y sea ¢ un producto sin la variable x
entre cuyos factores figure el coeficiente director de f. Entonces las formulas
siguientes son equivalentes en CO a formulas sin cuantificadores:

1. c#0ANVMAz(x > M — f(x) > 0),
2. c#O0ANVMNAz(z < M — f(x) <0).

DEMOSTRACION: El teorema 2.15 muestra que si f tiene grado n y a es su
coeficiente director, entonces 1. es equivalente a ¢ # 0 A a > 0, mientras que 2.
es equivalente a (—1)"*la > 0. "

Teorema 2.37 Consideremos una formula de tipo
Vz(c#OANf=0Aq >0Aq >0A---Aq >0),

donde!® qo = f' y ¢ es un producto sin la variable x© entre cuyos factores se
encuentran el coeficiente director de f y los de todos los polinomios qi. Entonces
dicha formula es equivalente en CRC a la disyuncion de las formulas siguientes
(para i, 5 =0,...,1), donde ny, es el grado de qy:

103 derivada de un polinomio se define analogamente a 1.36.
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Aij c#0AVyz(y <zAfly) <OAf(2) >0Aqi(y) =0Ag(2) =0A

1 I ng r—1
Ahaty <z <z @) 20)n A V(@) 6)>0n A () =0),

B; c#0AVy(qi(y) =0A fly) <OAVMAv> M f(v) >0A

! I
A (Naly <z = qu(@) Z0) A A ar(y +1) > 0),
k=0 k=0

C; c#0AVz(qi(2) = 0N f(2) >0ANVMAu< M f(u) <0A

l

/l\ (Az(z <z = qe(@) #0) A N\ qr(z —1) > 0),

k=0 k=0

D c#O0AVMAu< M f(u) <OAVMAv> M f(v) >0A

l l

N (A qi(z) #0) A N qr(0) > 0).

k=0 k=1

DEMOSTRACION: Si se cumple A;;, tenemos que f toma signos opuestos en
los extremos del intervalo ]y, z[, luego por la primera parte del teorema 2.18
tenemos que existe un x en el intervalo donde f(x) = 0. Por otra parte sabemos
que los g no se anulan en el intervalo, luego por el mismo motivo no cambian
de signo. La tltima parte de A;; afirma que cada la menor derivada no nula
de cada ¢ en y es positiva, lo cual, segtin el teorema 2.14, implica que gx es
positivo en los puntos situados a la derecha de y, luego en todo el intervalo |y, z],
y en particular en x.

La demostracién de que cada una de las féormulas B;, C; y D implican la
férmula inicial es similar.

Supongamos ahora que un cierto x cumple la férmula dada. Distinguimos
dos casos, segiin si alguno de los polinomios ¢ tiene al menos una raiz o el caso
contrario. Trataremos el primero y dejamos al lector el segundo, para el que el
razonamiento necesario es una simplificacion del que vamos a ver (y conduce a
que se cumple D). Usando la observacion tras el teorema 1.28 concluimos que
existen a; < --- < ay tales que en cada a; se anula un g; y toda raiz de un g
es alguno de los a,.

Notemos que x no puede ser igual a ninguno de los a;, porque todos los gj
son positivos en x. Esto nos da que < a;, o bien z > ay o bien a; < x < a;41
para algin ¢. Vamos a suponer que se da el dltimo caso y dejamos al lector el
analisis de los otros tres.

Si llamamos y = a;, 2 = a;4+1, es claro que se cumple todo lo que Aj;;
exige sobre las ¢; (la primera derivada no nula de cada gi en y tiene que ser
positiva porque g tiene signo constante en |y, z[ y es positiva en x). Falta
probar que f(y) <0y f(z) > 0. Ahora bien, como gy = f’ es positiva en y, z|,
el teorema 2.22 nos da que f(y) < f(z) =0 < f(2). "
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Teorema 2.38 Se cumple H(n) para todo nimero natural n.

DEMOSTRACION: Suponemos H(n) y, segin el teorema 2.33, basta probar
que toda férmula

Va(c#OANf=0Aq >0A---Ag >0)

en las condiciones de su enunciado es equivalente a una féormula sin cuantifica-
dores. Llamamos gg = f’ y descomponemos la formula dada en la disyuncién
de las tres formulas

Va(cA0Ngo=0AFf=0Aq >0A---Aq >0),

Vz(cZO0Nf=0Ago>0Aq >0A---Aq >0),
Ve(cAOANf=0A—-go>0Aq >0A---Agq >0).

La primera es equivalente a una férmula sin cuantificadores por H(n), ya que
go tiene grado n. La tercera se reduce a la segunda cambiando f por — f, luego
basta probar que la segunda es equivalente a una férmula sin cuantificadores.
Por el teorema anterior basta ver que esto ocurre con todas las formulas A;;,
Bj, C; y D. Consideremos el caso de A;;. Por 2.35 sabemos que las férmulas

Na(y <z < z— qu(x) #0)

son equivalentes a férmulas sin cuantificadores. Al sustituirlas por tales equiva-
lentes, obtenemos una férmula de tipo

Vy(e #0Aqi(y) =0AVz(c #0Ag(2) = 0AB)),

donde § no tiene cuantificadores. Podemos aplicar H(n) a la férmula que em-
pieza por \/z para sustituirla por una formula sin cuantificadores, y a continua-
cion hacer lo mismo con la férmula completa resultante.

Los otros casos se razonan analogamente. [

Omitimos la prueba del teorema siguiente, pues resulta de simplificar la del
teorema 2.37:

Teorema 2.39 Consideremos una formula de tipo
Vz(c#O0Aq >0A---Agq > 0),

donde ¢ es un producto sin la variable x entre cuyos factores se encuentran
el coeficiente director de f y los de todos los polinomios qi. FEntonces dicha
formula es equivalente en CRC a la disyuncion de las formulas siguientes (para
i,7=1,...,1), donde ny es el grado de qy:

A c#()/\\/yz(y<z/\qi(y):()/\qj(z):()/\

l I ng r—1
ANty <z <z a(@) #0) A A V(@) (5)>0n A g y) =0),
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By ¢4 0AVa(a,) =0A A (Aely <2 = ax(@) #0) A A auly+1) > 0)

l

Gy ¢ #0AV=0,(2) = 07 A (el < = @) £ ) A A iz —1) >0,

l

D c#0A k/i\l(/\:c ae(z) Z0)A A q(0) > 0).

k=1
Finalmente obtenemos:

Teorema 2.40 (Tarski) Toda formula de L4 es equivalente en CRC a una
formula sin cuantificadores con las mismas variables libres.

DEMOSTRACION: Basta probar la hipotesis del teorema 2.34, pero la prueba
es practicamente idéntica a la del teorema 2.38, usando ahora el teorema ante-
rior. n

En particular, toda sentencia de £ 4 es equivalente en CRC a una senten-
cia sin cuantificadores, més concretamente a una disyuncién de conjunciones
de sentencias de tipo m = 0 o bien m > 0, donde m es un namero entero.
Como todas las sentencias de este tipo son demostrables o refutables en CRC,
concluimos:

Teorema 2.41 CRC es una teoria axiomdtica completa, es decir, toda senten-
cia puede demostrarse o refutarse a partir de sus axiomas.

Combinando esto con la consistencia de la teorfa, concluimos que CRC es
una teoria decidible: existe un algoritmo que permite determinar en un niimero
finito de pasos si una sentencia dada es o no un teorema de CRC. Para ello s6lo
hay que calcular una sentencia equivalente sin cuantificadores y demostrarla o
refutarla (lo cual siempre es trivial).

Cuerpos algebraicamente cerrados Al igual que sucede con la prueba de
consistencia, el teorema de eliminacioén de cuantificadores es valido también para
la teoria CAC, con una demostracion bastante méas sencilla.

Observemos en primer lugar que el teorema 2.27 vale igualmente en este
caso, y al particularizar a CAC el teorema 2.25 nos encontramos con que las
féormulas atémicas de £, son todas de la forma t; = t2, y son equivalentes a
ty — to = 0, luego se cumple 2.28 entendiendo por férmulas elementales las de
la forma

PL=0A-Ape=0Aq #0A---ANq #O0.

Los teoremas 2.33 y 2.34 valen igualmente sin més que cambiar cada férmula
g; > 0 por g; # 0.

La prueba del teorema equivalente a 2.38 se reduce ahora a demostrar que
toda féormula de tipo

Va(c 0N fF=0Aq #O0A---Aq #0),
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donde ¢ es un producto sin la variable z entre cuyos factores estén el coeficiente
director de f y los de los g;, es equivalente a una férmula sin cuantificadores.
Ahora bien, llamando ¢ = ¢ - - - q;, es equivalente a

Vz(cZOANf=0Aq#0).

Las condiciones f = 0 A ¢ # 0 equivalen a que el polinomio f¢(X) asociado
al término f tiene una raiz x que no es raiz del polinomio ¢™(X) asociado
a ¢. Teniendo en cuenta que ambos se descomponen en factores irreducibles de
grado 1 (porque todos los polinomios de grado no nulo tienen raices) lo contrario
equivale a que todos los factores irreducibles de f¢(X) sean también factores
irreducibles de ¢™(X). Como la maxima multiplicidad posible de una raiz de
f4X) es d, esto equivale a su vez a que f4(X) | ¢™(X)? Por lo tanto, la
férmula equivale a

c# 0N fUX) F ™ (X)"

Aqui no aparece la variable x, pero esto no es una férmula sin cuantificadores,
pues éstos estdn implicitos en la definicién de divisibilidad. Por el teorema 2.31
podemos expresar

gt = fq o,

-1
donde r tiene grado menor que d. Podemos escribirlo como r = a;x", donde
i=0
los a; son términos de £ sin la variable z. Ahora bien, f4(X) | ¢™(X)? es
equivalente a que r¢"1(X) = 0, o también a que ag = --- = ag_; = 0. En

definitiva, la formula dada es equivalente a
c#ZO0A(ap #0V---Vag_1 #0),

y ahora si que tenemos una férmula sin cuantificadores.
Finalmente, la prueba del resultado analogo a 2.40 se reduce a probar que
toda formula de tipo

Va(e#0Aq #0A---Ag #0)

es equivalente a una férmula sin cuantificadores, pero esto es trivial, pues si
llamamos ¢ = q1 - - - ¢, la féormula equivale a

Va(e #0 A g #0),

que a su vez es equivalente a ¢ # 0, pues esto ya implica que el coeficiente
director de ¢ es distinto de 0, y por lo tanto ¢ tiene un ntmero finito de raices.
Como en CAC se cumple el esquema de infinitud, siempre existe un x que no
sea raiz de q. Asi pues:

Teorema 2.42 (Tarski) Toda férmula de L7 es equivalente en CAC a una
formula sin cuantificadores con las mismas variables libres.
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En particular, toda sentencia es equivalente a una disyuncién de conjunciones
de formulas de tipo m = 0 o bien m # 0, donde m es un ntamero entero. No
obstante, estas formulas no son demostrables ni refutables en CAC, pero si en
las teorias CAC, o CACy que determinan la caracteristica del cuerpo.

Concluimos que CAC, y CACy son teorias axiomaticas consistentes, com-
pletas y decidibles.

2.7 FEl esquema de completitud

El teorema de eliminacién de cuantificadores nos permite probar en CRC
algunos principios adicionales que, de hecho, es facil ver que son equivalentes en
CO a los distintos apartados del teorema 2.18:

Teorema 2.43 Toda clase no vacia y acotada superiormente tiene supremo.

DEMOSTRACION: El enunciado es un esquema teoremético, con un caso
particular para cada formula ¢(x,x1,...,2,) de L4, que afirma que si la clase
A = {z | ¢(x)} no es vacia y estd acotada superiormente, entonces tiene su-
premo.

Por el teorema 2.40 tenemos que existen polinomios p;;, g;; tales que

m

B(z) « _yl(pﬂZO/\---/\piki=0/\qi1>0/\---/\qili > 0).

Llamemos

Ai={z|pi=0A---Apir, =0Aq;; >0A---ANgy, >0},

m

de modo que A = |J A;. Podemos suponer que todos los A; # &, pues en caso
i=1

contrario podriamos eliminar la féormula i-ésima de la disyuncion equivalente

a ¢. A su vez,
ki lz
A= _ﬂl{w | pij =0} 0 _ﬂl{w | ¢i; > 0}.
j= j=

Por 2.19 sabemos que {z | ¢;; > 0} es una unién finita de intervalos, y
lo mismo vale trivialmente para {z | p;; = 0} (pues es &, |—00,+00[ 0 bien
union de intervalos degenerados [a,a]). Por la observacion tras el teorema 2.1
lo mismo vale para cada A;, luego también para A. Por 2.4 concluimos que A
tiene supremo. n

Un caso particular, pero con una interpretacién geométrica méas simple, es
el siguiente:

Teorema 2.44 Sean A y B dos clases no vacias que satisfagan R = AU B y
Nxy(x € ANy € B — x <y). Entonces \Is\zy(x € ANy € B —x<s<y).

DEMOSTRACION: Los elementos de B son cotas superiores de A, luego basta
tomar como s el supremo de A. n
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Si C es una clase no vacfa y acotada superiormente, entonces
A={x | V' (x < na' € O)}, B={y|Nz(z € C -z <y)}

estan en las condiciones del teorema anterior y es facil ver que el supremo de A
es también el supremo de C', por lo que 2.43 puede probarse a partir del teorema
anterior. Por ello, a cualquiera de los dos enunciados podemos llamarlo esquema
de completitud.

Si anadimos como esquema, axiomatico a CO cualquiera de las dos versiones
del esquema de completitud no es dificil demostrar la primera parte del teo-
rema 2.18, por lo que el esquema de completitud es una forma equivalente de
axiomatizar CRC.

La propiedad arquimediana El lector deberia prestar atencion al “teorema”
siguiente, porque no es realmente demostrable en CRC y es fundamental com-
prender por qué el error de razonamiento en que incurrimos si lo aceptamos
como valido no lo hemos cometido en ninguno de los resultados precedentes (ni
en los que veremos méas delante):

“Teorema” Existe un nimero natural n tal que |z| < n.

“DEMOSTRACION": Sea A la clase de todos los z tales que existe un niumero
natural n tal que |z| < n. Obviamente 0 € A, luego no es vacia. Tenemos que
probar que A = R. En caso contrario, sea ¢ ¢ A. Cambiando ¢ por —c si es
preciso, podemos suponer que ¢ > 0. Entonces ¢ es cota superior de A, ya que
si z € A, entonces existe un natural n tal que z < |z] < n < y, pues no puede
ser y < n. Por el esquema de completitud A tiene un supremo s (claramente
s> 0).

Si s € A, entonces existe un n tal que s < n, pero entonces s +1 < n + 1,
luego s + 1 € A, en contradiccién con que s sea cota superior de A. Por lo
tanto, tiene que ser s ¢ A. Como s — 1 < s, no puede ser cota superior de A,
luego existe un = € A tal que s — 1 < & < s, pero entonces existe un n tal que
s—1<mn,luego s <n+ 1,y de nuevo tenemos una contradiccion. L]

El error estd en que el enunciado del “teorema” no puede interpretarse ni
como una férmula de £4 ni como un esquema teorematico. La propiedad arqui-
mediana que pretende formalizar el enunciado no es, de hecho, formalizable en

CRC.

En muchas ocasiones hemos formulado enunciados que postulaban la existen-
cia de nimeros naturales como disyunciones de férmulas cada una de las cuales
dependia de un niimero natural en particular, pero en este caso necesitariamos
una disyuncion infinita:

] <1V]z|<2Vi]z]|<3V---

que no tiene sentido. Y un esquema teorematico puede hacer las veces de con-
juncion infinita, pero no de disyuncion infinita. En particular, la clase A de la
demostracion no esta bien definida.
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Tal vez el lector pueda objetar que, aunque ciertamente el enunciado y la
prueba no son correctos, podria haber otra forma distinta de enunciar y demos-
trar la propiedad arquimediana en CRC, pero podemos demostrar que no es
asi. Para ello basta anadir a £ 4 una nueva constante ¢ y anadir a CRC como
axiomas las sentencias

c>0, c¢c>1, ¢c>2, c>3,

La teoria resultante es consistente, pues si pudiera demostrarse una contra-
diccidén a partir de ella, la prueba emplearia s6lo un nimero finito de los axiomas
adicionales, pero la adicién de un ntmero finito de estos axiomas es consistente,
ya que tiene por modelo a cualquier modelo de CRC en el que la constante ¢ se
interpreta como un nimero natural suficientemente grande.

Por lo tanto, un modelo de esta extension de CRC es un modelo de CRC
en el que existe un niimero mayor que todos los nimeros naturales, luego no es
posible demostrar lo contrario en CRC.

2.8 Teoria de modelos

Los resultados sobre eliminacion de cuantificadores en CRC y CAC pueden
demostrarse de una forma mucho mas rapida, aunque no constructiva, en el
contexto de la teoria de modelos formalizada en la teoria de conjuntos. En esta
seccidon describiremos este enfoque.

Observemos que la consistencia de CRC y CAC es trivial en este contexto,
pues CRC admite un modelo. De hecho, los modelos de CRC son exactamente
los cuerpos realmente cerrados,'! como R o el conjunto R de los nimeros reales
algebraicos, mientras que los modelos de CAC son los cuerpos algebraicamente
cerrados. Mas concretamente, C o la clausura algebraica de Q son modelos de
CACy y la clausura algebraica del cuerpo de p elementos es un modelo de CAC,,.

Definicién 2.45 Diremos que una teoria axiomatica T sobre un lenguaje de
primer orden L admite eliminacion de cuantificadores si para cada férmula
o(x1,...,2,) de L existe otra formula ¢(z1,...,x,) sin cuantificadores y con
las mismas variables libres tal que Fr (¢ <> ¥).

Por el teorema de completitud, la condicion Fr (¢ <> ¥) es equivalente a
Er (a < ), es decir, a que ¢ <> 1 sea verdadera en todos los modelos de T.

Teorema 2.46 Sea T una teoria axiomdtica sobre un lenguaje L que posea al
menos una constante y sea ¢(x1,...,x,) una formula de L. Entonces existe
una formula ¥ sin cuantificadores y con las mismas variables libres tal que
Er (¢ < ) siy sélo si cuando M y N son modelos de T y C' es un submodelo
comiun a ambos, se cumple

Nai,...,a, € C(ME @lay,...,a,) < N E @lay,...,an)).
HVegase el teorema 7.65 de [Al].
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DEMOSTRACION: Si existe la formula v y aq,...,a, € C, entonces
M E ¢lay,...,an] & M EYay, ... an] & CEYlay,. .., ay)

< NEYlay, ... a,] & NE Plag, ..., an],

donde hemos usado que, obviamente, las formulas sin cuantificadores se cumplen
en un modelo si y sblo si se cumplen en un submodelo.

Supongamos ahora que se cumple la condicién del enunciado. SiT F ¢, basta
tomar ¥ = x1 =21 A+ Ay = T, (0 ¢ = ¢ sl ¢ no tiene variables libres, donde
¢ es una constante de £). Si T F —¢, tomamos ) = x1 # x1 A -+ Ay # Ty (0
c# o).

Asi pues, podemos suponer que ni ¢ ni —¢ son teoremas de 7. Llamamos
I al conjunto de todas las formulas ¢(x1,...,2,) cuyas variables libres estén
entre las indicadas tales que Fr (¢ — ).

Anadamos a £ nuevas constantes di,...,d, y sea I'(d1,...,d,) el conjunto
de sentencias que resultan de sustituir las variables z1,...,z, de cada férmula
de I" por dy,...,dy,.

Veamos que si anadimos I'(dy, . . ., dy,) a los axiomas de T' podemos demostrar
d(diy ... dy).

En caso contrario, existe un modelo M de T, I'(dy, ..., dy) y ~é(d1, ..., dy).

Sean di, ..., d, € M los objetos denotados por las constantes, y sea C' el sub-
modelo minimo de M, es decir, C' = {M(t) | t es un designador de £*}, donde
L* indica el lenguaje que resulta de haber anadido a £ las nuevas constantes.
Notemos que como £ contiene al menos una constante, C' # &.

Llamemos D(C) el conjunto de las sentencias atomicas y negaciones de sen-

tencias atéomicas de £* que son verdaderas en C' y sea X el conjunto formado
por los axiomas de T, D(C) y ¢(dy,...,dy).

Vamos a probar que ¥ es consistente. En caso contrario a partir de Ty
D(C) puede probarse —¢(dy,...,d,) vy, mas concretamente, existen sentencias
Uiy, Um € D(C) tales que

FT (’l/)l/\/\’l/)m%_‘(ﬁ(dl,,dn))

Cada sentencia v; puede verse como ¥(ds, ..., dy), para cierta formula ato-
mica 9’ (z1,...,%,), ¥y que la implicacion anterior sea verdadera en todo modelo
de £* equivale a que

Fr Awy - an (YL A Ay, — =),

pero entonces b (¢ = =) V-V =l ), luego —pf V --- vV )l € T, luego
Y VooV, € T(dy,. .., dy), luego M E —tp1 V -+ V —tby,, luego también
CE =y V-V by, en contradiccion con que ¢; € D(C) para todo .

Sea, pues N un modelo de ¥. Como D(C) C X, es claro que M(t) — N (t)
define un isomorfismo de C' en el modelo minimo de N. (Notemos, por ejemplo,
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que si M (t) = M(¢'), entonces t =t' € D(C) C %, luego N(t) = N(t'), luego la
aplicacion esta bien definida.)
Podemos suponer entonces que C' C N y entonces por hipdtesis

M':¢[J1,,Jn]HN':¢[J1,,dn],

es decir,
ME ¢(dy,...,d,) & NE @(dy,...,dy),

con lo que tenemos una contradiccion.

Con esto tenemos probado que I'(dy, . ..,dy) Fr ¢(d1,...,dy), luego existen
Wi,. .., Ym €T tales que

':T (’L/Jl(dl,...,dn)/\---/\wm(dl,...,dn)—>¢(d1,...,dn),

pero esto es lo mismo que

Fr (V1A A — @),

y la otra implicacién se cumple por definicion de I, luego

Fr (@ b1 A Apm)
y asi la formula ¥ = Y1 A -+ - A 9y, cumple lo requerido. [

Tenemos asi una caracterizacion de la eliminacion de cuantificadores en tér-
minos de la teoria de modelos. Veamos cémo se aplica:

Teorema 2.47 La teoria CRC admite eliminacion de cuantificadores.

DEMOSTRACION: Por la observacion tras el teorema 2.28, basta probar que
las formulas de tipo

Ve(pr=0A---Apr=0Aq >0A---Agq >0),

donde p;, g1 son polinomios en x cuyos coeficientes tienen libres las variables
T1,...,Tn, son equivalentes a formulas sin cuantificadores. Para ello aplicamos
el criterio que proporciona el teorema anterior.

Suponemos que M y N son dos modelos de CRC con un submodelo en comiin
C y suponemos que existen aq,...,a, € C tales que existe un a € M tal que

ME @i =0A-Ape=0Aq@ >0A---Aq >0)a,a1,...,a,],

y tenemos que probar que existe un @’ € N que cumple lo mismo.

Notemos que C' no es necesariamente un modelo de CRC, pero por ser un
submodelo de M tenemos claramente que es un dominio integro.'? No obstante,
podemos considerar, tanto en M como en N la clausura real del cuerpo de
cocientes K de C (que no es sino el cuerpo formado por los elementos de M o

2no podemos asegurar que sea un cuerpo porque £4 no incluye un funtor ( )=, luego la

existencia de inverso en M no asegura que exista en C.
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N algebraicos sobre K). La unicidad de la clausura real'® implica que ambas
son K-isomorfas, por lo que podemos identificarlas con un mismo subcuerpo
realmente cerrado R C M N N.

Si alguno de los polinomios p; no es idénticamente nulo (al interpretar sus
coeficientes con aq, ..., a,), entonces a es algebraico sobre K, luego a € R C N.
En caso contrario, cualquier a’ € N cumple trivialmente

NE@@ =0A--Apr=0)[d,a1,...,a,],

y se trata de encontrar un a’ € N que cumpla la parte correspondiente a los g;.

Ahora bien, cada ¢; (con sus coeficientes interpretados con aq,...,a,) se
descompone en R[X] como producto de factores primos de grado 1 o 2. Los de
grado 2 tienen signo constante, mientras que los de grado 1 cambian de signo
s6lo una vez. Por lo tanto, podemos encontrar un namero finito de intervalos
Jevi, Bi] con extremos en R o bien +oo, de modo que

Mh(ql>0/\---/\ql>0)[a,a1,...,an]HaGU]ai,ﬁi[,

luego podemos tomar un a’ que esté en R C N y en dicha unién, y asi a’ cumple
lo requerido. [

Simplificando la prueba anterior obtenemos:
Teorema 2.48 La teoria CAC admite eliminacion de cuantificadores.

Una consecuencia inmediata de la eliminacién de cuantificadores es la si-
guiente:

Teorema 2.49 Siuna teoria T admite eliminacion de cuantificadores y M C N
son dos modelos de T, se cumple que M < N.

Por otra parte, a partir de aqui se prueba también sin dificultad el teorema
2.41 que nos da que CRC es completa, luego en particular todos sus modelos son
elementalmente equivalentes, y en particular todos son elementalmente equiva-
lentes a R. Asi pues, en CRC se puede demostrar cualquier propiedad de R
expresable en el lenguaje £ 4.

Lo mismo es valido para CACy con C en lugar de R, y para las teorias CAC,,
con la clausura algebraica del cuerpo de p-elementos.

Nota Hemos visto que una axiomatizaciéon alternativa de CRC consiste en
eliminar el relator > 0 y tomar como axiomas los de C mas CRC1, CRC2,
CRCS3 (véase la pagina 57) tomando CRC4 como una definicién. Terminamos
con la observacion de que esta teoria no admite eliminaciéon de cuantificadores.
Por ejemplo, la férmula

x>0=x#0A Vu(r =u?)

no es equivalente a ninguna foérmula sin cuantificadores (en la axiomatizacion
inicial de CRC es ella misma una férmula sin cuantificadores).

13 Teorema 8.58 de [AL].
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Para probarlo consideramos el cuerpo ordenado C' = Q[v/2] con el orden
usual (heredado de R) al que llamaremos <;. Puesto que la conjugacion dada
por & = a+bv2 — @ = a — bv/2 es un automorfismo de cuerpos, resulta que
(@[\/5] también es un cuerpo ordenado con la relacion a < 8 < a <4 B

Llamamos a = \/5, de modo que o >7 0y a <2 0. Sean M y N clausuras
reales de (C,<1) y (C, <2), respectivamente. Ambas son modelos de CRC, pero,
al considerarlas como teorias sobre £, tenemos que C (sin especificar en é] una
relacion de orden) es un submodelo de ambas (no lo seria si consideraramos el
relator > 0), pero M F [a] > 0y N E —[a] > 0, y basta aplicar el teorema 2.46.

|

2.9 El decimoséptimo problema de Hilbert

Una aplicacion notable de los resultados anteriores es la soluciéon al problema
decimoséptimo de Hilbert. Hilbert habia conjeturado que todo polinomio de
R[z1,..., 2] que no tomara valores negativos debia de poder expresarse como
suma de cuadrados de otros polinomios. Sin embargo, Minkowski lo convencid
de que eso era probablemente falso y finalmente Hilbert lo demostré en 1888,
aunque con una prueba no constructiva que no daba un contraejemplo explicito.
El primer contraejemplo explicito lo dio T. Motzkin en 1997:

M(x,y) = z*y* + 2%y + 1 — 3222
La desigualdad entre la media aritmética y la geométrica nos da que

4,2 1 2,4
vy Aty A1 > {/25y6 = 222,
3
de donde M (x,y) > 0 para todo (x,y) € R2. Sin embargo, supongamos que
< 2
M = Z fz(z;y) )
i=1

para ciertos polinomios f; € R[x,y] (necesariamente de grado < 3).

Como M(z,0) = M(0,y) = 1, los polinomios f;(z,0) y fi(0,y) tienen que
ser constantes, pues la suma de los dobles de sus grados es igual a 0. Por lo
tanto, cada f; es de la forma

fi = a; + bixy + i’y + diwy?,

pero entonces el coeficiente —3 que aparece en M junto al término z2y? deberia
ser
2 2
,3:b1+...+bn,

lo cual es imposible.

En 1893, Hilbert demostro, con un razonamiento muy complicado, que todo
polinomio de R[z, y] que no toma valores negativos puede expresarse como suma
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de cuadrados de funciones racionales en R(z,y). Por ejemplo,

(:CQ Tyt 1):02y2(:c2 T2 - 2)2 + (zz _ yz)z

3

de donde, sin mas que desarrollar el primer producto del numerador, se des-
prende una descomposiciéon en suma de cuatro cuadrados de funciones raciona-
les.

En 1900, Hilbert incluy6 en la lista de problemas que presento en el Congreso
Internacional de Matematicos de Parfs la pregunta de si todo polinomio de
R[x1,...,2,] que no tome valores negativos se puede expresar como suma de
cuadrados de funciones racionales de R(z1,...,z,).

En 1927 Artin dio una prueba no constructiva de la conjetura de Hilbert y
en 1940 Habicht dio una prueba constructiva.

Aqui vamos a dar una prueba no constructiva debida a Robinson:

Teorema 2.50 Todo polinomio de R[xy,...,2z,] que no tome valores negativos
se expresa como suma de cuadrados en el cuerpo de cocientes R(x1,...,xy).

DEMOSTRACION: Supongamos que f(x1,...,2,) € Rz1,...,z,] no es una
suma de cuadrados en R(z1,...,7,). Entonces'® existe una relacion de orden
compatible con la estructura algebraica respecto de la cual f es negativo. Sea
R la clausura real de R(z1,...,x,) respecto de dicho orden. Entonces las inde-
terminadas 1, ...,x, € R cumplen f(x1,...,2,) < 0, es decir,

REVNuy -y flug,...,u,) <0,

pero esta sentencia tiene que ser verdadera en cualquier cuerpo realmente ce-
rrado, en particular en R, luego

RE Vuy---u, flur,... u,) <0,

y esto significa que f toma valores negativos. [

M Teorema 7.62 de [Al]. Notemos que R(z1,...,Zn) es un cuerpo real porque —1 no es suma
de cuadrados (teorema 7.59).
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Capitulo 111

Los elementos de la geometria
de Tarski

El lenguaje formal de la geometria de Tarski es bastante austero, pues consta
unicamente de tres conceptos no definidos (ademés de las variables y signos
logicos, incluyendo el igualador):

Punto No tiene asociado ningiin signo en el lenguaje formal, porque simple-
mente llamaremos “puntos” a los objetos a los que hacen referencia las
variables. La interpretacion pretendida es el concepto intuitivo de “punto”
como posicién inextensa en el espacio que todos conocemos.

Ordenacion El relator de ordenacion es un relator triddico que representare-
mos por a — b — ¢ y que leeremos “el punto b esta entre los puntos a y .
Su interpretaciéon pretendida es que los puntos a, b, ¢ estan alineados y b
esta entre los otros dos, con el convenio de que entre los puntos situados
entre a y ¢ se encuentran los propios a y ¢, de modo que las afirmaciones
a—a—cya—c— cseran siempre verdaderas.

Congruencia Se trata de un relator tetradico que representaremos por ab = cd
y que leeremos “el segmento ab es congruente con el segmento cd’. Se
interpreta como que la distancia del punto a al punto b es la misma que
la distancia del punto ¢ al punto d.

Naturalmente los significados pretendidos se dan so6lo a titulo orientativo.
Técnicamente hay que entender que simplemente hemos definido un lenguaje
formal de primer orden cuyos tnicos signos eventuales son un relator triadico y
un relator tetradico.

3.1 Los axiomas basicos

Presentamos seguidamente los ocho primeros axiomas de la geometria de
Tarski.

83
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Los axiomas basicos de la geometria de Tarski:

Al

A2 PGAab=T5 — pg =75
A3 ab=c—a=b
A4 Vz(q—a—z ATz =be)
A5 a#bAha—-b—chad —b -
Nab=ab Nbe=bcd Nad=d'd Nbd =bd — cd=cd
A6 a—b—a—a=0b
A7 a—p-bAg—c—b—=\Nz(p—x—qgAc—x—a)
A8 Vabe(—-a—b—cA=b—c—aA-c—a—Db)

Il
=

ab=ba
ab

Los dos primeros axiomas afirman esencialmente que la congruencia es una
relacion de equivalencia. Concretamente:

Teorema 3.1 Se cumple:
1. ab = ab,
2. ab=pq — pqg = ab,
3. PG = abAab=T75 — pg =T75.
DEMOSTRACION: Para la propiedad reflexiva aplicamos A2 como sigue:
ab = pg N ab =75 — PG=Ts
ba = abAba = ab— ab = ab

(La primera linea es el axioma A2 tal cual lo hemos enunciado, y la segunda
es el caso particular que necesitamos aqui.) La hipotesis de la implicacion se
cumple por Al.

Para la propiedad simétrica aplicamos asi el axioma A2:
ab = pg N ab =75 — PG=Ts
ab =Pg A ab = ab — pg = ab

Como ab = ab se cumple por la parte ya probada, la conclusion es inmediata.
La transitividad ya esta expresada en el axioma A2, pero la simetria permite
expresarla ahora en la forma alternativa dada en el enunciado. n

El axioma A3 afirma simplemente que todo segmento congruente a otro de
extremos iguales tiene necesariamente extremos iguales. El axioma A4 afirma
que a partir de todo segmento be se puede construir otro segmento congruente
que prolongue al segmento ga:

El axioma A4.
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Con este axioma podemos demostrar que todo par de segmentos con extre-
mos iguales son congruentes:
Teorema 3.2 aa = bb.
DEMOSTRACION: Aplicamos como sigue el axioma A4:
V(g —a—xAaz = be

Vz(b—a—zNaz =bb

s
I

Asi pues, existe un punto x tal que b—a—z y b. Por el axioma A3 tiene
que ser a = x, luego aa = bb. L]

El axioma A5 es conocido como el axioma de los cinco segmentos:

!
d
N

a b d
Axioma de los cinco segmentos

Afirma que si tenemos dos figuras como las indicadas en las que los cuatro
segmentos mostrados de una de ellas son congruentes con los cuatro correspon-
dientes en la otra, entonces también lo son los segmentos trazados con linea
discontinua.

La idea es que los triéngulosﬁy @ tienen sus lados iguales, luego
también sus angulos, por lo que los triéngulosﬁy @ d tienen iguales dos
lados y el angulo que forman, luego también el tercer lado. No obstante, hay
que tener presente que la figura s6lo muestra un caso particular del axioma, ya
que éste no exige, por ejemplo, que los cuatro puntos no sean colineales, ni que
sean distintos dos a dos. El lector puede comprobar que todos los casos posibles
del axioma son intuitivamente verdaderos.

Conviene introducir la notaciéon

a b ¢ d
Ext(a, Yo d,)<—>

a—b—chd —b - Nab=aV ANbc=Vc Nad =d'd Nbd =Vd

(y diremos que los ocho puntos forman una configuracion exterior de cinco
segmentos), de modo que el axioma A5 afirma que

a b ¢ d —
a;éb/\Ext(a, Y d,)—)cdzc’d’.

El teorema siguiente afirma esencialmente que es posible definir una suma
de segmentos:
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Teorema 3.3 a—b—cAd —b —c ANab=a'V ANbc=Vc — ac=dc.

DEMOSTRACION: Distinguimos dos casos: Si a # b, entonces podemos apli-

a b ¢ a
car A5, porque se cumple Ext ( d v od d

y el axioma A1). La conclusion es que ac = a’¢’, como habia que probar.

) (aqui usamos el teorema 3.2

Si a = b no podemos aplicar A5, pero se cumple que aa = a'b/, luego a =V
por A3, y entonces la congruencia bc = V¢’ que tenemos por hipotesis equivale
a ac = a’c’, que es lo que queremos concluir. [

Otra aplicaciéon elemental de A5 es la unicidad del axioma A4:

1
Teorema 3.4 ¢ # a — Vx(q —a —x Aazx = be).

DEMOSTRACION: La existencia de x la da el axioma A4. Soélo tenemos que
probar la unicidad. Para ello suponemos que tenemos otro punto z’ que cumple
lo mismo, es decir, que

g—a—xzANaZ=bcAq—a—z Aaz’ = be.

El teorema anterior nos da entonces que qz = gz’ y la transitividad de la
congruencia que ax = ax’. Esto a su vez nos da la configuracion

Ext( 4 ¢ * °
q a = = J°
Como ademés tenemos por hipodtesis que g # a, podemos aplicar A5 para
concluir que Tz = z2’, luego por A3 concluimos que = z’. L]

La interpretacion del axioma A6 es inme-
diata, mientras que A7 expresa un hecho nada
trivial que Euclides asumi6 tacitamente. Se co-
noce como azxioma de Pasch:

Tenemos un triénguloﬁy una recta pq
que pasa por el lado ab, pero no por el lado .
be (pues pasa por el punto ¢, que esta fuera de a P b
dicho lado). Entonces la recta tiene que pasar también por el lado @¢ (y el punto
de corte esta en el segmento pq).

Nuevamente hay que tener presente que este axioma incluye los casos dege-
nerados en los que, por ejemplo, los puntos son colineales, o algunos de ellos
coinciden, etc. También es importante no confundir este axioma con el teo-
rema 3.72, cuyo enunciado es muy similar, pero que no estaremos en condiciones
de probar hasta mucho mas adelante.

Por ltimo, el axioma A8 afirma la existencia de tres puntos no colineales.
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3.2 Primeras consecuencias de los axiomas

Los axiomas que hemos dado contienen“condensada” de forma artificial una
buena parte de la geometria euclidea, y “desempaquetar” toda la informacién
que contienen es un proceso no menos artificial, que exige razonamientos sofis-
ticados para probar hechos intuitivamente evidentes, mucho mas evidentes que
los axiomas a partir de los cuales los demostramos.

Para entender correctamente el sentido de este proceso hay que tener pre-
sente que su objetivo no es convencer al lector de unos resultados geométricos
de por si evidentes, sino demostrar algo que no es evidente en absoluto, y es
que todos ellos son consecuencias logicas de los pocos axiomas que hemos dado.
Una vez hayamos “descomprimido” la geometria a partir del paquete axiomatico
dado, podremos razonar con la misma naturalidad que en cualquier otro texto
de geometria, sabiendo que los hechos elementales en los que se basa cada paso
de un razonamiento son todos demostrables a partir de los axiomas.

3.2.1 Mas propiedades de ordenacién

En la seccién anterior hemos obtenido ya algunas primeras consecuencias
de los axiomas, pero éstas hacian referencia principalmente a la relacion de
congruencia. Ahora vamos a probar algunos hechos elementales sobre la relaciéon
de ordenacion.

Teorema 3.5 Se cumple:
1.a—b—bANa—a-—b,
2.a—b—c—c—b—a,

3. a—b—cANb—a—c—>a=hb.

DEMOSTRACION: 1) Por A4 existe un punto x tal que a — b — = A bz = bb,
por A3 es b =z, luego a — b — b.

Veamos ahora 2), que a su vez implica trivialmente la segunda parte de 1).
Usamos el axioma A7 (como es habitual lo copiamos tal y como lo hemos
enunciado y debajo escribimos el caso particular que vamos a usar):

a—p—bAg—c—b—=\Na(p—x—qgAhc—2z—a)
a—b—cAb—c—c—Vr(b—z—bAc—x—a)

Las hipotesis de la implicacion se cumplen por la hipétesis de 2) y por la parte
ya probada de 1), luego existe un punto z en las condiciones indicadas, que por
A6 no es sino x = b, luego c — b — a.

3) Usamos de nuevo AT:
a—p—bAg—c—b—=\Na(p—x—qgAhc—2—a)
a—b—cAb—a—c—Ve(b—xz—bAa—1x—a)

Por A6 concluimos que a = x = b. [
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La tercera parte del teorema anterior, combinada con las dos anteriores,
afirma que en la relacién a — b — ¢ los extremos son intercambiables, pero los
términos medios no lo son, es decir, que no puede suceder que tres puntos
satisfagan dos relaciones de tipo a —b— ¢ con dos puntos distintos como término
medio.

El relator de ordenacién recibe este nombre porque sus propiedades contie-
nen esencialmente la idea de que los puntos de una recta se pueden ordenar (de
dos formas: “de izquierda a derecha” o “de derecha a izquierda”). Todavia no
estamos en condiciones de demostrar esto, pero el teorema siguiente, que usa-
remos con frecuencia, contiene algunas consecuencias de este hecho general. El
lector deberia dibujarse puntos sobre una recta en las hipétesis de cada apartado
hasta convencerse de que los enunciados expresan hechos intuitivamente claros:

Teorema 3.6 Se cumple:
I.p—a—cNa—b—c—p—a—-bAp—b—c,
2.a—b—cha—c—p—>b—c—pAa—b—p,

3 a—b—cANb—c—dANbF#c—a—c—dNa—b—d.
DEMOSTRACION: Veamos la primera parte de 1). Para ello usamos AT:
a—-p—bAg—c—b—=Vr(p—x—qAc—z—a)
p—a—cha—b—c— Vr(a—z—anb—x—Dp)

Por A6 tenemos que = = a, luego b — a — p, que equivale a p —a — b.
Ahora usamos esto para probar la primera parte de 2):

p—a—chNa—b—c—>p—a—">
p—c—alNc—b—a—p—c—>b

Como el relator de ordenaciéon permite intercambiar los extremos, tenemos
claramente la primera parte de 2). Ahora probamos la primera parte de 3).
Empezamos usando A4:

V(g —a—x Aax = be)
Va(a —c—x NCT = cd)
Ahora usamos la parte ya probada de 2):
a—b—cANa—c—p—>b—c—p
a—b—cNha—c—z—=>b—-—c—z

Tenemos b —c—x y b—c—d, con @@ = c¢d. Como b # ¢, el teorema 3.4
implica que = = d, luego a — ¢ — d.
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Ahora probamos la segunda parte de 1). Observemos que si a = b hay que
probar p — a — ¢, que es una de las hipdtesis, luego podemos suponer que a # b
y aplicamos la parte ya probada de 3):

a—b—cANb—c—dANb#c—a—c—d
p—a—bAha—b—cha£b—>p—b—c

Observemos que p — a — b lo tenemos por la parte ya probada de 1), luego
tenemos la conclusion p — b — c.

Ahora usamos esto para probar la segunda parte de 2):
p—a—cNha—b—c—p—b—c
p—c—aANc—b—a—>p—b—a

El antecedente es equivalente a las hipotesis de 2), luego tenemos p — b — a,
que equivale a su vez a a — b — p.

Por ultimo probamos la segunda parte de 3) usando la parte ya probada:
a—b—cANb—c—dANb#c—a—c—d
d—c—bANc—b—aNc#b—>d—-b—a

Asi obtenemos d — b — a y, por consiguiente, a — b — c. [

He aqui otro resultado técnico que vamos a necesitar:

Teorema 3.7 a—b—cAha' —b —cha—p—a = Vqglp—q—cAb—q—1).

a/

P b’

a b c

DEMOSTRACION: Vamos a aplicar dos ve- a
ces A7. La primera al triéngulom Por A7
la recta cp tiene que cortar al lado ab’ en un
punto x que cumple p —x —cAa—x —b.

Ahora aplicamos A7 al triénguloﬁ La p v
recta cx tiene que cortar al lado bb’ en un punto q
q que cumple ¢ —x — g Ab— g —V'. Finalmente
usamos el teorema 3.6, 1):

p—a—cAha—b—c—p—b—c
p—r—cANr—q—c—p—q—=c

Tenemos las hipotesis, luego concluimos p — ¢ — c. [
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Hasta ahora no hemos usado el axioma A8. Una consecuencia elemental es
la siguiente:

Teorema 3.8 Ezisten al menos tres puntos distintos.!
DEMOSTRACION: El axioma A8 nos da puntos a, b, ¢c que cumplen
—a—b—cAN-b—c—aAN—-c—a—b>.

El teorema 3.5, 1) implica que tienen que ser distintos dos a dos. [

El teorema siguiente usa el anterior, pero en realidad sélo requiere una hi-
poétesis méas débil que A8, a saber, la existencia de dos puntos distintos:

Teorema 3.9 Vc(a—b—cAb#c).

DEMOSTRACION: Consideremos dos puntos distintos u y v. Por A4 existe
un punto ¢ tal que a — b — ¢ A be = uw, luego b # ¢ por A3. L]

3.2.2 Mas propiedades de la congruencia

Vamos a probar una variante de A5 que parte de una configuracion interior
de cinco segmentos, definida como sigue:

a b ¢ d
Int(a, Yoo d,)(—)

a—b—chd —b —d Nae=dd ANbe=bcd Nad=dd Ned=dd.

a b ¢ d —
Teorema 3.10 Int ( d v od d ) —>bd=0bd.
d d
a b c ad v c

DEMOSTRACION: Si a = ¢, como ac = a/c/, también a’ = ¢/, luego por A6
tenemos que b = ¢ y b’ = ¢, luego la hipétesis c¢d = ¢'d’ equivale a bd = b'd’,
que es lo que habia que probar.

Podemos suponer, pues, que a # c¢. Por el teorema 3.9 existe un punto e tal
que a —c—e Ac # e. Por A4 existe un punto €’ tal que a’ — ¢’ — e’ A c’e’ = ce.

1Sustituiremos los enunciados formales cuando sean maés faciles de asimilar en el lenguaje
natural. Por ejemplo, el enunciado formal de este teorema seria:

Vabc(a #bAa#cAb#c).
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a b c e

.. a ¢ e d
Es facil ver que se cumple Ext ( o o ¢ d

podemos aplicar A5 para concluir que de = d'e’.
Sabemos que a—b—cAa—c—e, luego 3.6, 2) nos da que b—c—e, e igualmente

. . b d .
b’ —c’ —e’. Ahora es inmediato que se cumple Ext ( j CC, yod > , v ademas

), y ademas a # ¢, luego

e # ¢, luego A5 nos da que bd = V'd'. m
El teorema siguiente prueba que es posible definir una resta de segmentos:
Teorema 3.11 a —b—cAd —b —d ANaec=a'd Nbc=bc — ab=

a'ly.
. a b a
DEMOSTRACION: Basta observar que se cumple Int d v od )Y

o

asi, por el teorema anterior ab = a’b’. [

Conviene introducir la notacién siguiente:

(a,b,c) = (d/,b,) <> ab=d'b/ NGc=a'c Nbc=bc.
Esto significa que las dos ternas de puntos determinan triangulos iguales
(pero sin excluir el caso de que sean colineales).
Ahora podemos demostrar el andlogo “interior” del axioma A4:
Teorema 3.12 a —b—cAac=adc — V' (d =V —c A(a,b,c) = (d,V, ).

DEMOSTRACION: Por el teorema 3.9 existe un punto d’ tal que d’ —a’ — ¢/,
con d’ # a'. Por A4 existe un punto b’ tal que d’ —a’ — 0" Aa'b/ = ab, y a su
vez un punto ¢’ tal que d' — b — " AV = be.

:i/ :1,/ ;/ C/v C//
Vamos a probar que ¢ = ¢’. Por 3.6, 2) tenemos que o/ =0’ —c' y d'—a’—¢”,
el teorema 3.3 nos da que ac = a’c” y el teorema 3.4 (con ¢ = d’) nos da que
¢’ =, y entonces es claro que b’ cumple lo requerido. n

Terminamos con una relacién notable entre las congruencias y la ordenacién:
Teorema 3.13 a —b—cA(a,b,c) = (a/,V,c) = a =V — .

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior existe un punto b’ de manera que
a —=b"—dcd N(a,b,c) = (a/,b”,¢'). La transitividad de la congruencia nos da que

/ b// C/ b//
(o, ) = (d,V", ), y esto implica a su vez Int ( VY >, luego el

S

C

teorema 3.10 nos da que V' = b'b’, luego por A3 tiene que ser b’ = b, de
donde a’ — b — . "
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3.2.3 Colinealidad

Tres puntos son colineales si estan sobre la misma recta:
Col(abc) <+ b—a—cVa—b—cVa—c—b.

El teorema 3.5, 2) implica inmediatamente que esta relacion no depende del
orden de los puntos:

Teorema 3.14 col(abc) — col(ach) A col(bac) A col(bca) A col(cab) A col(cba).
Por 3.5, 1) tenemos ademas:

Teorema 3.15 Col(aab).
Como consecuencia inmediata de 3.13 tenemos:

Teorema 3.16 Col(abc) A (a,b,c) = (a’,b,¢) — Col(a’'b'¢).
Reciprocamente:

Teorema 3.17 Col(abc) A ab = 't/ — ¢ (a,b,c) = (a', ¥, ).

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar a — b — ¢. Por A4 existe un
punto ¢ tal que o’ — b — ¢ AV = be, y por el teorema 3.3 también ac = a/c,
luego (a,b,c) = (o/, V', ).

Si b — a — c el razonamiento es similar: tomamos un punto ¢’ de manera
que v —a' — ¢ Add = ac, el teorema 3.3 nos da que be = b'¢’ y entonces
(a,b,c) = (a',V,c).

Por ultimo, si a — ¢ — b basta aplicar el teorema 3.12. L]

Diremos que ocho puntos forman una configuracion de cinco segmentos si

cumplen
a b ¢ d
Conf5< J b ¢ d ) <~

Col(abe) A (a,b,c) = (a',V,¢) Nad = a’d Nbd = b'd'.

Como ilustracion sirve la misma figura que ilustra el axioma A5, sélo que
ahora los puntos a, b, c pueden estar ordenados de cualquier forma. El axioma
A5 y el teorema 3.10 se combinan ahora en el teorema siguiente:

a b ¢ d

Teorema 3.18 Conf5< d v d ) Na#b—cd=cd.

DEMOSTRACION: Si a—b— c tenemos Ext ( 5’ é), Cc/ ;ll, ) Aa # b, luego
basta aplicar A5.
Si b—a— c tenemos Ext( lf’ Z, cc/ Ccll/

por A5.

) Aa # b, y de nuevo concluimos
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c b

Sia —c— b tenemos Int < Z, Joy Ccll/ >, y aplicamos el teorema 3.10.

Conviene destacar el siguiente caso particular:

Teorema 3.19 a # b A Col(abc) Nap = ag A bp = bq — ¢p
p

.

. b
DEMOSTRACION: Basta observar que se cumple Confb ( Z b E p ) y
aplicar el teorema anterior. [

Ahora podemos probar la unicidad en el teorema 3.17:
Teorema 3.20 a # b A Col(abc) Aac = ac Nbc =bd — c=¢'.

DEMOSTRACION: Basta aplicar el teorema anterior con p =cy q = ¢’. La
conclusion es ¢¢ = cc/, luego ¢ = ¢'. [

3.2.4 El teorema de conexion

Finalmente demostramos un teorema cuyo contenido intuitivo es trivial, pero
que no es facil de deducir de los resultados que tenemos probados:

Teorema 3.21 a#bANa—-b—cha—b—d—a—c—dVa—d—c.

DEMOSTRACION: Por A4 existen puntos ¢’ y d’ tales que a —d—¢’ Adc = cd
ya—c—d Ned = cd. Basta probar que c=¢ vVd=d'.

Aplicando de nuevo A4 existen puntos 0" y b” tales que a—d'—b"Ad'0" = b
ya—cd —b AV = be.

La situacion es la que muestra la figura siguiente, en la que hemos bifurcado
la recta para mostrar inicamente las relaciones que conocemos (nameros iguales
sefialan segmentos congruentes):
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Demostraremos que b’ = b”, como indica la figura. El teorema 3.6 2) nos da:
a—c—d Na—d -V —c—d —-b", a—b—dANa—-d—c —b—d-¢,
y el teorema 3.3 implica entonces que cb” = bc/. Igualmente:
a—d—cha—d —b"—a—c—1b"yesto, junto a a — b — ¢, implica b — c —b".
a—b—dNa—d—cd —a—-b—c,yesto, junto a a—c — ¥, implica b—c' —¥'.
El teorema 3.3 nos da que bb" = bb/'.
a—b—dNa—d—c —a—b—C,yesto, junto a a—c — b implicaa —b—b'.

a—b—cha—c—b"—a—b-"0",y el teorema 3.4 implica que b’ = b".
. . b d
Ahora es inmediato que se cumple Ext ( X cc/ d cc )

Podemos suponer que b # ¢, pues en caso contrario la hipotesis a — b — d
equivale a a — ¢ —d, que es lo que hay que probar. Por lo tanto podemos aplicar
A5 y obtenemos que ¢’d’ = ed. Aplicamos de nuevo el teorema 3.6, 2):

a—c —-bVANa—d-c —d-c -V, a—c—bANa—c—d —c—d-V.

Esto nos permite aplicar A7 a la situaciéon que muestra la figura:

aC

d c b

La conclusién es que existe un punto e tal que d —e —d' Ac—e — . En
total tenemos la situacién siguiente:

Es inmediato comprobar que se cumplen las configuraciones

d e d ¢ c e c d
Int(d e d c’)’ Int(c e ¢ d')’

que nos dan respectivamente las congruencias ce = ec’, de

ed'.
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Supongamos que d # d’ y vamos a probar que ¢ = ¢’. Como los cuatro
segmentos marcados con un 1 en la figura son congruentes, tiene que ser ¢ # d’,
o de lo contrario ¢ = d’ = ¢’ = d. Aplicamos tres veces A4 para obtener puntos
p, T, q que cumplen:

d—d —pANdp=cd, c—d —rAdr=de, p—r—qA\Tq=Tp.

d c

Se comprueba inmediatamente la configuraciéon
c d r p
Ext ( p d e c )

y, como ¢ # d, el axioma A5 nos da que pr = ¢e, luego también 7q = ec’. A su
vez, esto nos da la configuracion

/ U
Ext< c e ¢ d/ ) '
pr oq d
Podemos suponer que ¢ # €', pues en caso contrario ¢ = ¢/, que es lo que

queremos probar. Asi, el axioma A5 nos da que d’¢’ = d'q, luego d'p = d'q.

Ahora usamos repetidamente el teorema 3.19. Para la primera aplicacion
tenemos en cuenta que d’ # r, pues en caso contrario d' = e = d:

d #r A Colledr) Ndp=dqAN TP=7¢ — cp=7cq
c#d A Colledb) N ep=cq Ndp=dq— bp=bq
b#c A Col(bel') N bp=bg A cp=cq — blp=1Uq
b#0b A Col(bdb') N bp=bg AN bp=bqg— dp=dq
b#b ACol(bd't') N bp=bg A bp=bq— dp=dq
d#d A Col(dd'p) N dp=dq Ndp=dq— Pp=pq

de donde concluimos que p = ¢ y, como pg = cc/, resulta que ¢ = ¢’. L]

Sin mas que aplicar el teorema 3.6, b) a la conclusion del teorema anterior
obtenemos:

Teorema 3.22 a #bNa—b—cNha—b—d—b—c—dVb—d—c.
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Por ultimo probamos la version “interior” del teorema de conexién:
Teorema 3.23 a—b—dANa—c—d—>a—b—cVa—c—b>.

DEMOSTRACION: Por el teorema 3.9 existe p tal que p—a — d A p # a. Por
el teorema 3.6, 1) se cumple p—a —bAp— a — ¢, luego por el teorema anterior
a—b—cVa—c—0. [

3.2.5 Lugares geométricos

En la geometria de Tarski podemos hablar de clases tal y como se explica
en general, para cualquier teoria axiomatica, en la secciéon 1.1. En el contexto
de la geometria es costumbre llamar a las clases lugares geométricos.

A la clase universal la llamaremos el espacio, y la representaremos por
E={z]|x=uz}.

Otro ejemplo de lugar geométrico es el segmento de extremos a y b, definido
como

ab={z|a—x—b}.

Asi, la expresion x € ab, no es sino una forma alternativa de escribir a —x —b.
He aqui algunos resultados elementales que podemos expresar en términos de
segmentos considerados como lugares geométricos:

Teorema 3.24 Se cumple:

1. ab = ba,
2. aa = {a},
3. {a,b} C ab,

4.ab=cd< (a=cAb=d)V(a=dAb=c).

DEMOSTRACION: 1) y 3) son consecuencia inmediata del teorema 3.5, mien-
tras que 2) se sigue de A6. Para probar 4) suponemos ab = c¢d. Por 3) deducimos
las relaciones

a—c—b, a—d—0», c—a—d, c—b—d.
Si a # ¢ aplicamos el teorema 3.6, 3):

a—b—cANb—c—dANb#c—a—c—dNa—-b—d

d—a—cNa—c—bAha#c—d—c—bANd—a—b

Combinando la conclusién con d — b —c A a —d — b, el teorema 3.5, 3) nos da
b=cAa=d.

Si, por el contrario, suponemos que a = ¢, entonces c —d —bAc—b—d,
luego b = d. La implicacién opuesta es muy sencilla. n
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La dltima propiedad del teorema anterior afirma que un segmento determina
sus extremos (salvo el orden), es decir, que un mismo segmento S sélo puede
expresarse de dos formas: S = ab o S = ba, para un par de puntos a y b
univocamente determinados por S (aunque las dos formas seran una sola si se
da el caso a = b).

Por consiguiente, podemos hablar de segmentos S y T sin necesidad de
explicitar sus extremos y escribir, por ejemplo, S = T en el sentido de que
S =ab, T =cdy ab= cd. Aqui tenemos en cuenta que la congruencia no se
altera si cambiamos ab por ba o cd por dc.

De este modo, aunque técnicamente la congruencia es un relator que requiere
cuatro puntos como argumentos, podemos pensar que determina una relacién
binaria sobre la clase de todos los segmentos.

Ejercicio: Probar que si a — b — ¢ entonces a¢c = abUbc y abN bc = {b}.

3.3 Ordenaciéon de segmentos
Ya podemos ordenar los segmentos segin su longitud:
Definicién 3.25 ab < cd <+ Vy(c —y — d A ab = 7).

La interpretacion geométrica es obvia: ab es mas corto que cd si cd se puede
cortar hasta un segmento congruente con ab. Esto equivale a que ab se pueda
prolongar hasta un segmento congruente con cd:

Teorema 3.26 ab < cd <+ \/z(a — b — c Nac = cd).

DEMOSTRACION: Supongamos que ab < cd y sea y segun la definicion, es
decir, tal que ¢ — y — d A ab = ¢y. Por el teorema 3.17 existe un punto z tal
que (¢,y,d) = (a,b,z) y por el teorema 3.13 se cumple a — b — x (y obviamente
aT = cd).

Reciprocamente, si existe un punto z tal que a — b — ¢ A @ = cd, por el
teorema 3.17 existe un punto y tal que (a,x,b) = (¢, d,y) y por el teorema 3.13
se cumple ¢ — y — d (y obviamente ab = ¢y), luego ab < cd. n

Nota Técnicamente la relacion ab < cd es una formula del lenguaje de la
geometria de Tarski con cuatro variables libres, pero podemos pensar que de-
termina una relacioén binaria sobre la clase de todos los segmentos exactamente
en el mismo sentido en que observamos esto de la relacién de congruencia en la
secciéon anterior. n

Otro hecho elemental es que la relaciéon de orden es compatible con la con-
gruencia de segmentos en el sentido siguiente:

Teorema 3.27 ab<cdAab=d'V ANed =d — o'V < Id'.
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DEMOSTRACION: Sea y tal que ¢ —y — d A ab = ¢j. Por el teorema 3.17
existe un punto y’ tal que (c,d,y) = (¢, d’,y’), y por el teorema 3.13 se cumple
d —y —d,yademas a'b/ = ab=7cy = 'y, luego o't/ < d'. ]

El teorema siguiente recoge otras propiedades basicas de esta relaciéon:
Teorema 3.28 Se cumple:

1. ab < ab
cd,

ab — ab
cd<ef—ab<ef,

2. ab<cdAcd<
A

DEMOSTRACION: Vamos a probar tnicamente 2) y 5). Las otras propiedades
se prueban sin dificultad.

Como ab < cd, existe un punto y tal que cfyf_d/\% =¢y. Como cd < ab,
por el teorema 3.26 existe un x tal que ¢ —d — x A ab = ¢z. Por 3.6, 2) tenemos
quec—y—dAc—d—x—c—y—xAy—d—x. Porel teorema 3.11:

a—b—bAc—y—xANab=¢cx Aab=cy — bb=T7zT,
luego y = = y, como y—d—x, el axioma A6 nos da que y = d, luego ab = &7 = cd.

La propiedad 5) es facil de probar, pero mostramos la demostracién para
destacar que se apoya en el teorema 3.22, que a su vez se prueba a partir del
teorema de conexion, que no ha sido nada facil de demostrar:

Dados dos puntos a y b, por el teorema 3.9 existe p tal que p—a—bAp # a.
Por A4 existe un x tal que p — a — x Aax = cd. Por el teorema 3.22 tenemos

p—a—bAp—a—x—>a—-b—xVa—x-—0,
y es claro que esto implica ab < ¢d V cd < ab. L]

Por dltimo demostramos que la relacion de orden determina la relacion de
ordenacion:

Teorema 3.29 Col(abc) — (a ~b—c+ab<acAbe

n
dl

DEMOSTRACION: Si a — b — ¢, entonces se cumple ab < @c A be sin mas
que tomar y = b en la deﬁn1c1on.

Si se cumple ab < @GeAbe < @¢, pero no a —b— ¢, entonces a —c—bVb—a—c.
Suponemos el primer caso, pues el segundo se trata igualmente. Por la parte ya
probada, @c < ab, luego por la antisimetria ab = @c. Por el teorema 3.11:

a—c—bANa—c—cAac=acAab=ac— cb=cc,

luego b = ¢, luego a — b — ¢, en contradicciéon con lo supuesto. [
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Conviene definir la relacion de orden estricto:

ab < cd <+ ab < cd A\ —ab = cd,

cuyas propiedades se deducen trivialmente de las de la relaciéon de orden no
estricta.

3.4 Rectas

Antes de introducir el concepto de recta conviene estudiar una relacion de
equivalencia que esencialmente recoge la idea de que todo punto de una recta la
divide en dos mitades:

3.4.1 La relaciéon “estar al mismo lado de un punto”

Definicion 3.30 Diremos que dos puntos a y b estdn al mismo lado de un punto
p si cumplen:

arpbra#EpAb#EpA(P—a—bVp—b—a).

Vamos a dar varias caracterizaciones de esta relacion. La primera dice que
equivale a que los puntos p, a, b sean colineales, pero que p no esté en medio:

Teorema 3.31 a ~, b <> Col(apb) A ~a —p — b.

DEMOSTRACION: Si a ~), b, entoncesp—a—bVp—b—a. Sifueraa—p—>5
el teorema 3.5 nos daria que a = p V b = p, en contradiccién con la definicion
de a ~, b. La implicacion opuesta se sigue inmediatamente de las definiciones
y del teorema 3.5. L]

Teorema 3.32 a #pAb#pAc#pAa—p—c— (a~p b b—p—c).

DEMOSTRACION: Tenemos que a y ¢ estan en lados opuestos respecto de p, y
se trata de probar que los puntos que estan al mismo lado que a son exactamente
los que estén al lado opuesto a c.

Si se cumple a ~, b, entonces p—a — bV p—b—a. En ambos casos llegamos
a la misma conclusion:

b—a—pAa—p—c—b—p—cpor el teorema 3.6, 3).
a—b—pANa—p—c—b—p—cpor el teorema 3.6, 2).

Para la implicacion contraria basta usar el teorema 3.22:
c—p—alAc—p—b—=p—a—-bVp—b—a,y estoimplica a ~, b. [

Una variante de la misma idea:

Teorema 3.33 a ~, b a#pAb#pAVe(c#pAa—p—cAb—p—c).
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DEMOSTRACION: Si a ~;, b, tenemos por definicién las desigualdades a #
pAb # p. Por el teorema 3.9 existe un punto ¢ tal que a —p — cAp # ¢,
luego a # ¢, por A6. El teorema anterior nos da que b —p — ¢. La implicacién
contraria es consecuencia inmediata del teorema anterior. L]

La relaciéon que estamos considerando es una relaciéon de equivalencia:

Teorema 3.34 Se cumple:
I.a#p—=ar~ya,
2.a~pb—=br~ya,

3. ar~pbAb~y,c—a~yc

DEMOSTRACION: Probamos tinicamente la transitividad, pues las otras pro-
piedades son inmediatas. Por el teorema 3.9, existe un z tal que a—p—x Az # p.
Entonces, como a ~, b, el teorema 3.32 implica que b — p — = (el punto b
esta en el lado opuesto a x, como a), y aplicando de nuevo dicho teorema a
b—p—xAb~, cobtenemos que ¢ —p — x. Por dltimo el teorema anterior nos
daquec—p—zAa—p—x—an~pc. L]

Veamos ahora una variante del teorema 3.4:

1
Teorema 3.35 r #aAb#c — Va(r ~, r NGT = be).

DEMOSTRACION: Por el teorema 3.9 existe p tal que p —a —r A p # a. Por
A4 existe un z tal que p — a — x Aax = be.

Como p—a—xAp—a—r, el teorema 3.33 nos da que = ~, r. Esto prueba
la existencia. Si un punto z’ cumple lo mismo, entonces = ~, z’, y por 3.32
tenemos p — a — ', luego x = 2’ por el teorema 3.4. n

Ahora refinamos la condiciéon de antisimetria de la ordenacion de segmentos:
Teorema 3.36 a ~, bApa < pbApb<pa— a=b.

DEMOSTRACION: En principio sabemos que pa = pb, y por el teorema ante-
rior a = b. [

Por ultimo probamos:
Teorema 3.37 a ~, b— (pa < pb <> p—a —b).

DEMOSTRACION: Si p — a — b tenemos que pa < pb por el teorema 3.29. Si
pa < pb, tenemos que a ~pb—=p—a—-bVp—b—a,perosisedael casop—b—a
entonces pb < pa por la parte ya probada, luego a = b por el teorema anterior
y también p — a — b. L]
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3.4.2 Rectas y semirrectas

Ya podemos definir las rectas como lugares geométricos:
Definicion 3.38 Para cada par de puntos p, ¢ definimos el lugar geométrico
pqg=A{z | (p# g A Collzpg)) V (x =p=q)}.

Asi, si p = ¢ tenemos que pg = {p}. Llamaremos rectas a los lugares
geométricos de la forma pg con p # q.

Observemos que trivialmente se cumple
D E€PpgNqgE€pqApg= qp.
Llamaremos semirrectas a los lugares geométricos de la forma
pi={a |~y qh
con p # q. Observemos que 10_10> =o.
Teorema 3.39 p£ qAp#s— (ﬁ]:];;ﬁqu s).
DEMOSTRACION: El enunciado es una abreviatura de la formula siguiente:
p;éq/\p;:és—>(/\$(x~pqe>$~ps)<—>q~ps).

Y esto es consecuencia inmediata de que ~, es una relacién de equivalencia.
|

Teorema 3.40 p;éq/\p;«ér/\q—p—r—>pq=17JU{P}UP_7>"-

DEMOSTRACION: Tomemos = € pg. Si x = p trivialmente esta en la unién.
Supongamos, pues, que x # p. La hipotesis es Col(pgx), que por definicién
equivaleap—qg—xzVp—x—qVx—p—q. En los dos primeros casos se cumple
x ~p ¢, luego = € pg, mientras que en el tercer caso x ~, r por el teorema 3.32,

luego = € pr. Esto prueba una inclusién. La otra es inmediata. [

El teorema siguiente afirma que una recta esté determinada por dos cuales-
quiera de sus puntos:

Teorema 3.41 p£qgAa#bANa€pgNbe€pg— ab=pq.
DEMOSTRACION: Probaremos primero un caso particular:
PFqNsF#pAsEpqg— pq=ps.

En efecto, la hipotesis s € pq equivale a Col(pgs), que a su vez equivale a

. —
s—p—qVp—s—qVp—q—s. Sis—p—qentonces pg = pgU {p}Ups = ps,
donde hemos usado dos veces el teorema anterior.
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En los otros dos casos se cumple que s ~,, g, luego tomando un r # p tal que
. = — = —
r —p—s, se cumple también r —p—qy pqg = pqU{p} Upr = psU{p} Upr = ps,
donde hemos usado el teorema 3.39.

Pasamos ya a demostrar el teorema. Como p # g, tiene que ser a # pVa # q.
Suponemos sin pérdida de generalidad que a # ¢. Entonces, por el teorema
anterior, como a € pq, se cumple pg = aq. Igualmente, como b € pq = ag,
resulta que aq = ab, luego ab = aq = pq. L]

En muchos resultados sobre rectas no importa cuéles son los dos puntos que
las determinan y no hay inconveniente en hablar de rectas sin especificar dichos
puntos. Para ello definimos R como el conjunto de todas las rectas, lo cual,
dicho asi, no significa nada en concreto, pero podemos precisarlo estableciendo
que escribir AR € R(---) debera entenderse como Apq(p # g — ---), donde los
puntos suspensivos representan ahora la férmula que resulta de reemplazar R
por pq en la féormula original. Similarmente se interpretan los cuantificadores

1
VRER(--)o VR € R(---). Por ejemplo, en estos términos el teorema anterior
puede reformularse asi:

Teorema 3.42 AR<€ R(a#bANa€ RAbE R — R=ab).

Similarmente, ahora podemos enunciar de este modo que por dos puntos
distintos pasa una tnica recta:

1
Teorema 3.43 a #b — \VR€ R(a € RAbE R).

DEMOSTRACION: Si desarrollamos la unicidad, esto equivale a
VReR(ac RAbE R)ANRS € Rac RAbE RAa€ SAbES - R=25).

La existencia es trivial. Basta tomar R = ab. La unicidad la da el teorema
anterior, pues R = ab=S. [

Un enunciado alternativo es que si dos rectas son distintas entonces tienen
a lo sumo un punto en comun.

Para terminar probamos que la colinealidad que hemos definido significa lo
que debia significar:

Teorema 3.44 Col(abc) «+» VR € R(a€ RAbE RAc€E R).
DEMOSTRACION: Si Col(abc), entonces ¢ € ab, luego basta tomar R = ab.

Si se cumple el miembro derecho, entonces R = ab por el teorema 3.42, luego
¢ € ab, luego Col(abc). "
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3.5 Simetrias puntuales

Para demostrar propiedades mas sofisticadas de las rectas necesitamos es-
tudiar el concepto de simetria puntual. Empezamos definiendo el concepto de
punto medio de un segmento:

Definicién 3.45 Diremos que m es el punto medio del segmento ab si cumple
M (amb) <+ a —m — b Aam = mb.
Obviamente se cumple M (amb) — M (bma) y M(ama) <> m = a.

Desgraciadamente, no estamos en condiciones de probar que cada segmento
tiene un punto medio (lo probaremos en 3.66). De momento demostramos algo
més facil:

1
Teorema 3.46 \/p' M (pap').

DEMOSTRACION: Si p = a se cumple con p’ = a, y la unicidad es clara.
Supongamos, pues, que p # a. La existencia de p’ la da A4. Para probar la
unicidad suponemos p —a —p' Ap —a — p” Ap'a = pa A p’a = pa. Entonces
p' ~q " por el teorema 3.32 y p’ = p” por 3.35. ]

Definicion 3.47 Definimos el punto simétrico de p respecto de a como el tnico
punto p’ = Sp que cumple M (pap’).
Los hechos siguientes son inmediatos:
?‘ap =p' < M(pap'),  SaSap =p,
Vo Sup =7/, Sap=p < p=a.
Ahora probamos que las simetrias son isometrias:

Teorema 3.48 S,pS,q =pq.

DEMOSTRACION: Llamemos p’ = Sup, ¢ = Suq. Si p = a entonces p’ = a

vy lo que hay que probar es que ag = aq’, lo cual es cierto por definicién de
simetria. Suponemos, pues, que p # a.

Usando repetidamente A4 podemos obtener puntos que cumplan:
/ —_ — / /Ay ey g—
p —p—xADPT =qa, r—p —x ANp'a' =qa,

¢ —q—-yANgg=pa, y—-q -y Ngy =pa
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Omitimos las aplicaciones rutinarias del teorema 3.6 que justifican que se

cumplen todas las relaciones de ordenacién que muestra la figura. Se comprueba
/

/
Ext ( :E, @ v ) y ademés p # a implica x # a, luego por A5 tenemos

y a 'y

que z'y’ = Ty. A su vez Int ( yy, j, Z le ), luego Tq = 2'q’. Igualmente
rp a q Ry "

Int ( 2 poa g >, luego pg = p’q’, como habia que probar. [

De aqui extraemos dos consecuencias inmediatas:

Teorema 3.49 Se cumple:

1.p—q—71— Sap— Saq — Sar,

2. PG=T85 — SapSaq = Sar Sas.

1) se sigue del teorema 3.13, mientras que 2) se sigue de la transitividad de
la congruencia.

Aunque seguimos sin estar en condiciones de probar la existencia del punto
medio, al menos podemos probar su unicidad:

Teorema 3.50 M (pap’) A M (pbp') — a =b.

__ DEMOSTRACION: Por definicion p’ = S,p. Por el teorema 3.48 tenemos que
pb = p'b = p Syb, e igualmente p’b = p’ S,b. Ahora el teorema 3.20 aplicado a
p—b—p (conc=by d =5,b) nos da que b = S,b, luego a = b. ]

Como consecuencias:
Teorema 3.51 S,p= Spp — a=0b.

DEMOSTRACION: Tenemos que M (paS,p) = M (pbSpp), luego basta aplicar
el teorema anterior. n

Veamos ahora que las simetrias no conmutan salvo en casos triviales:
Teorema 3.52 S,Spp = SpSap <> a =b.

DEMOSTRACION: Llamemos p’ = S,p. Si S,Spp = Spp’, entonces se cumple
M (Spp a Spp’). Como las simetrias conservan las congruencias y la ordenacion,
transforman puntos medios en puntos medios, luego aplicando S; obtenemos
M (p Spap'), pero también M (pap’), luego la unicidad del punto medio implica
que Spa = a, luego a = b. La implicacién opuesta es trivial. [

La condicién de que el punto medio de dos puntos tiene que estar entre ellos
es redundante salvo en casos triviales:

Teorema 3.53 Col(amb) ATa = mb — a =bV M(amb).
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DEMOSTRACION: La colinealidad significa que a—m—bVm—a—bVm—b—a.
En el primer caso se cumple la definicion de M (amb), en el segundo tenemos
que m—a—bAm—b—b— ab = bb por el teorema 3.11, luego a = b. El tercer
caso es analogo al segundo. [

Probamos ahora dos resultados técnicos sobre puntos medios que necesita-
remos més adelante. El primero viene a decir que las diagonales de un paralelo-
gramo se cortan en su punto medio, pero no podemos enunciarlo asi sin haber
visto nada sobre paralelas:

Teorema 3.54 —Col(abc) Ab # d A ab = cd Abe = da A Col(apc) A Col(bpd) —
M (ape) A M (bpd).

a b

DEMOSTRACION: Por el teorema 3.17 existe un punto p’ de manera que

(b,d,p) = (d,b,p’). Asi se cumple claramente Conf5< Z Cbl ]2;, CCL > Como

ademas suponemos que b # d, concluimos que pa = p’c.

b d p
A su vez Conf5< i b p

(a,b,c) = (¢,p', a), luego el teorema 3.16 nos da Col(acp’). Igualmente conclui-
mos Col(bdp’), pero entonces p y p’ estan en las rectas ac y be, que son distintas,
porque —Col(abc), luego p = p’. Por lo tanto pa = pe y, como a # ¢ (de nuevo
porque —Col(abc)), el teorema anterior nos da que M (apc).

Por otra parte tenemos que (b,d,p) = (d,b,p), luego dp = bp Ad # b (si
d = b = p, los puntos a,b, ¢ serfan colineales) y el teorema anterior implica
también que M (bpd). "

2 >, luego pé = p’a. Con esto tenemos que

El teorema siguiente es un poco maés sofisticado:
Teorema 3.55 a1 — ¢ — as A by — ¢ — by ACay = cby ACag = cby A
M(almlbl) A\ M(agmgbg) — M1 — C— Ma.

ai mi b1

b2 mo as
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DEMOSTRACION: Se cumple ca; < ¢as V ¢as < ¢a;. Por la simetria de las
hipoétesis no perdemos generalidad si suponemos que ¢a; < ¢as.

Si a; = ¢, entonces by = ¢ = m; y la conclusién es trivial, asi que podemos
suponer que a; # ¢y, en consecuencia, as # c¢. Llamemos a = Scas, b = S.bs.
Entonces m = S.ms cumple M (bma).

Como as —c—a N as — ¢ — ap, tenemos as ~ a, a m b
luego ca; < ¢a implica que ¢ — a; — a por el teorema
3.37. Igualmente ¢ — by — b. El teorema 3.7 nos da un a ™ /b,

punto q tal que m — ¢ —cAa; —q— by. El teorema
36nosdaquem—q—cAm—c—mo — q—c—ms.
Basta ver que ¢ = my, pues entonces tenemos que

mi1 — ¢ — ma, que es lo que hay que probar. Se com- ¢
a a; ¢ m —
prueba Int , luego ma; = mb;. El
b bl &
teorema 3.19 nos da:
m#cAm—q—cAma = mb, Acag = cby
b2 mo as

— gay = qb;.

Pero la hipotesis m # ¢ es superflua, pues si m = c¢ entonces ¢ = m y la
conclusion es obvia. Por definicion de punto medio, tenemos que M (aigby),
pero también M (a;m1b;), luego por la unicidad ¢ = m;. n

Finalmente demostramos la existencia del punto medio en el caso particular
de dos puntos para los que exista un punto equidistante de ambos:

Teorema 3.56 ca = cb — Vz M (axd).

DEMOSTRACION: Si Col(abe), el teorema 3.53 nos da que, o bien a = b, en
cuyo caso sirve z = a, o bien M (acb). Por lo tanto podemos suponer que a, b, ¢
no son colineales.

Por el teorema 3.9 existe un punto p de manera c
que c—a—pAa # p, por A4 existe un punto ¢ tal que
c—b—qAbg=ap. La figura muestra estos puntos
junto con otros dos puntos r y z que obtenemos por
aplicaciones sucesivas de AT: b

El punto r cumple a—r—qAb—r—p, y se obtiene de
aplicar A7 al triangulo pcb: la recta ag corta al lado
Pc, pero no a pr, luego tiene que cortar a pb.

El punto « cumple a —x —bAr—2x —c, y se obtiene
de aplicar A7 al tridngulo pcr, pues la recta ab corta
al lado pc, pero no a pr, luego tiene que cortar a 7e. P q

c a p
c b
nos da un punto 7’ tal que (b,p,r) = (a,q,7’), y el teorema 3.13 nos da que

Ahora comprobamos Ext ( 2 ), luego pb = ga. El teorema 3.17
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a—1" —q. EntoncesInt<Z T, pa

— 77
Yo b ), luego ar = br’. A su vez se cumple

Int ( 2 :, 2 ;Z) ), luego g7 = pr’. Tenemos entonces que (a,r,q) = (b, 7, p)
(aqui usamos que (b, r,p) = (a,r’,q)) v el teorema 3.16 implica Col(br'p).

Pero entonces r y r’ estan en las rectas aq y bp, que son distintas, pues 5 sl
suponemos que son iguales llegamos a Col(abc), luego r = 1/, luego 7a = rb.

Por ultimo el teorema 3.19 nos da que

cb — ax = zb.

r # ¢ A Col(rze) A7a = rb Aca

Para aplicar esto solo falta comprobar que 7 # ¢, pero en caso contrario seria
x = ¢y Col(abe). Concluimos que M (axb). "

3.6 Perpendicularidad

Con ayuda de las simetrias puntuales podemos definir el concepto de angulo
recto, que a su vez nos permitira definir la perpendicularidad entre rectas:

Definicién 3.57 Diremos que tres puntos a, b, ¢ forman un dngulo recto (de
vértice b) si cumplen

Rabc <+ ac = a Sye.
Veamos algunas propiedades elementales:

Teorema 3.58 Se cumple:

1. Rabc < Rcba,

2. Rabb,
3. Raba — a =0,

4. Rabc — RabSyc,

5. Rabe AN a # b A Col(baa’) — Ra'be,
6. Rabc A Col(abc) > a=bVec=D,
7. Rabe N Ra’beNa—c—a = b=c.

DEMOSTRACION: Notemos que 1) no es difi-
cil de probar, pero no es trivial: el miembro iz-
quierdo significa que a¢ = a Spc, mientras que
el miembro derecho es ac = ¢ Sya, pero el teo- Sjc b
rema 3.48 implica que a Syc = Spac, luego la
equivalencia es clara.

o

Spa
2) es inmediata.



108 Capitulo 3. Los elementos de la geometria de Tarski

3) Por definicion, Raba es aa = a Spa, lo que equivale a que a = Spa, y esto
implica que a = b.

4) también es inmediata. Notemos que se interpreta como que el suplemen-
tario de un angulo recto es recto.

5) Se interpreta como que Rabec no depende de a, sino de la recta ab. La
prueba es una aplicacién obvia del teorema 3.19.

6) afirma que si tres puntos forman angulo recto no pueden ser colineales
salvo en los casos triviales. Si a # b el apartado 5) nos da que Rcbe y entonces
3) nos permite concluir b = c.

7) puede interpretarse como que un tridngulo no puede tener un angulo igual
a dos rectos. El caso a = a’ es trivial, pues implica que a = ¢, luego b = c.
Supongamos, pues, que a # a’. Si llamamos ¢’ = Sy, el teorema 3.20 nos da
que

c=acd Nad'c=acd ANCol(aca') Na#ad —c=¢,
luego b = c. [

Ahora demostramos que un tridngulo no puede tener dos dngulos rectos:

Teorema 3.59 Rabc A Racb — b = c.

DEMOSTRACION: En la figura hemos repre- a a
sentado el punto a en dos sitios distintos porque
la situacion es imposible (salvo en el caso dege-
nerado b = ¢). Llamamos ¢’ = Spc y o/ = S.a.

De Rabc se sigue que @¢ = ac’, mientras que d b ‘
Racb implica Racc’ por 3.58, 5) (suponiendo
que b # c), luego da = /. Por consiguiente, o
a'c = ac = ac = d'c, y esto significa que
Ra'be. Por 3.58, 7) tenemos que Rabc A Ra’be Na—c—a' —b=c. n

Las isometrias conservan los angulos rectos:
Teorema 3.60 Rabc A (a,b,c) = (a/,V',c) — Ra't'c .

DEMOSTRACION: Si b = ¢, entonces b’ = ¢/, luego Ra’'b'c’. Por lo tanto

podemos suponer que b # c¢. Llamemos d = Spc y d’ = Sp¢’. Entonces es claro

c b d
que Ext oy d

Ra'b'c . n

Z, ), luego ad = o’d’, luego o’ = ac = ad = o’d’, luego

Ahora definimos el concepto de perpendicularidad de rectas:

Definicion 3.61 Diremos que dos rectas son perpendiculares si se cortan en un
punto x de modo que todo punto de una forma un angulo recto de vértice x con
todo punto de la otra. Formalmente:

ablecd<a#bAc#dANVz(x €abAx € cd N Nu € ab\v € cd Ruxv).
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Observemos que una recta no puede ser perpendicular a si misma, pues
entonces tendriamos tres puntos colineales que formarian 4ngulo recto, en contra
de 3.58, 6). Por consiguiente, el punto x de la definicién es tnico, pues es
necesariamente el punto de corte de las rectas.

En principio, la definiciéon anterior es una propiedad de cuatro puntos, pero
vemos que depende tinicamente de las rectas que determinan dos pares de ellos,
por lo que, cuando no sea relevante destacar ningtn par de puntos de las rectas
consideradas, podemos escribir R | R’. Por ejemplo, es inmediato que se
cumple R L R <+ R' L R.

El teorema 3.58, 5) implica que para que dos rectas sean perpendiculares
basta con que un punto de una (distinto del punto de intersecciéon) forme angulo
recto con un punto de la otra:

Teorema 3.62 Para todo par de rectas R y R', se cumple:
R 1R < Vz(ze ROR AVue RVv € R (u# x Av # x A Ruaw)).

Veamos ahora que por un punto exterior a una recta pasa una tnica perpen-
dicular:

1
Teorema 3.63 c¢ R — \Vr € R R 1| xc.

DEMOSTRACION: La unicidad se prueba facilmente: si x1,x2 € R cumplen
R 1L z1¢c AR 1 x9c, entonces Rexixo A Rexoxy, luego x1 = xo por 3.59.

Para probar la existencia pongamos que R = ab, con a # b. Por A4 existe
un punto y tal que y — a — b Aay = ac. Por el teorema 3.56 existe un punto p
tal que M (ypc), luego Rapy.

Consideramos puntos que cumplan las condiciones siguientes:
a—y—zAPZ=7p,  p-y—qA\g@a=9ya, ¢ =850, ¢ -y—cAyd =7C

Se comprueba inmediatamente

R
q9 Yy p a

y como claramente a # y (porque

¢ ¢ R), concluimos que gz = ap,

luego (ap,p,y) = (¢,2,y), luego

Rapy — Rqzy (por 3.60), luego

7G = yq’. Como Fe = yc, el

teorema 3.56 implica que el seg-

mento cc’ tiene punto medio, di-

gamos x, de modo que M (czc'), q

luego Ryxc. El teorema 3.55 im-

plica que z — y — . Por construccion y, z € R, y ademés y # z, pues en caso

contrario c =p =y € R, luego = € R, luego cx L R. L]
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El punto z se llama pie de la perpendicular a R por c.

Para probar la existencia de perpendiculares por un punto de una recta
necesitamos un resultado previo:

Teorema 3.64 Rabc A M S,cp Spc — Rbap A (b # ¢ — a # p).

Sac

Spe b :

DEMOSTRACION: Llamemos ¢’ = S,c, d = Spe, b = S,b, d' = S,d, p' = Sup.
Entonces Rb'be, bien por el teorema 3.58, 5) o trivialmente si a = b. Esto implica
que b'c = V'd, luego aplicando S, llegamos a que bc’ = bd'.

Es claro entonces que d b d

d p d b
Int ,
( d p ¢ b ) a ,

luego bp = bp', y esto significa que Rbap.

Si a = p, entonces ¢ = S, = S, =d,
luego b =d. L] d b ¢

Teorema 3.65 a # b — \/pt(ab L pa A Col(abt) Ac —t — p).

p

c

Aunque todavia no estamos en condiciones de enunciar esto, lo que afirma
este teorema en el caso en el que a,b,c no son colineales es que existe una
perpendicular a ab por a con la condiciéon adicional de estar contenida en el
plano abc. Mas adelante (teorema 4.17) veremos que esta condicion adicional
hace que sea tnica.

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar —~Col(abc). Sea x € ac el pie
de la perpendicular a ab por c. Asi Raxc, luego a Spc = ac = a Syc. El teorema
3.56 nos da que existe un punto p tal que MS,cpS,c. El teorema anterior
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implica entonces que Rzap y, como x # ¢ (porque x € ab y ¢ ¢ ab), el teorema
nos da también que a # p. S.c P S.c

El teorema 3.7 implica que existe un ¢
tal que c —t — p Ax —t — a. En particular
Col(abt). x
Si x # a, entonces, como Rxap, se cum- a b
ple que ab L pa, mientras que si z = a en-
tonces pa = pt = cx, luego también ab L pa. c

Consideremos ahora el caso en que Col(abc). Por A8 podemos tomar un
punto ¢ tal que ~Col(abc’) y por el caso ya probado existe un punto p tal que
ab 1 pa. Basta tomar t = c. L]

Observemos que el teorema anterior es el tnico resultado en el que hasta
ahora hemos empleado plenamente el axioma A8, es decir, la existencia de tres
puntos no colineales. Los teoremas precedentes requerian a lo sumo la existencia
de dos puntos distintos. Es logico que asi sea, pues el teorema anterior afirma en
particular que toda recta tiene una perpendicular, y la existencia de dos rectas
perpendiculares implica la existencia de tres puntos no colineales (que forman
un 4dngulo recto). En cambio, es menos obvio que el teorema siguiente requiera
también el axioma AS8:

1
Teorema 3.66 \/x M (azxb).

DEMOSTRACION: La unicidad est4 probada en 3.50. Si a = b el punto medio

es x = a, luego podemos suponer que a # b. q
El teorema anterior nos da un punto ¢ tal

que bg L ab (necesariamente ¢ ¢ ab). Una r

segunda aplicacion del teorema anterior (to-

mando ahora ¢ como el punto ¢ del enunciado) ¢

nos da que existe un punto p tal que ap L aby ‘ T b

p —t — q, para cierto t € ab.

Por la simetria en las hipotesis podemos su-
poner que ap < b_q Sea entonces r tal que p
b—r—qyap=br. Por AT aplicado al triéngulo?qexiste un punto z tal que
t—x—bAr—x—p. En particular = € ab.

Se cumple que x # a, pues en caso contrario Col(par), luego ra = pa seria
perpendicular a ab, al igual que rb = ¢b, y entonces 3.63 nos da que a = b,

contradiccion.
/

Sea p’ = S,p y tomemos un punto r’ tal que P r
p' —x—r' Azr’ = ZF. El teorema 3.56 nos da que
existe un punto m tal que M (rmr’). Entonces
Rrma. Por otra parte tenemos que Rzap (por- a T m|b
que ap | ab), luego Tp = xp’. Podemos aplicar
el teorema 3.55, que nos da a — x — m, luego p r'

m € ax = ab.
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Asi pues, las rectas rm y rb son ambas perpendiculares a ab, luego por 3.63
tiene que ser m = b. Asi pues, M (rbr’) y a —x — b.

Basta probar que bp = ar, pues entonces 3.54 nos da que M (axb) A M (par).

Para ello usamos que
/
p a p T
Int( b p/)’

luego 7a = p'b. Por otra parte, Rbap implica que bp = bp/, luego bp = ar. =

Conviene observar que en la prueba del teorema anterior hemos demostrado
lo siguiente:

Teorema 3.67 pa L abAqb L abA Col(abt) A\p—t —qgAb—1—qANap = br —
Vz(M (azb) A M (pxr)).

3.7 Planos

En esta secciéon definiremos los planos en la geometria de Tarski, pero pre-
viamente debemos introducir y estudiar dos nuevos conceptos. El primero sera
una relacién analoga a a — b — ¢ en la que el punto central se sustituye por una
recta, el segundo sera la relacion “estar al mismo lado de una recta” analoga a
la relacién “estar al mismo lado de un punto”, que hemos usado para definir las
rectas.

3.7.1 Separaciéon de puntos por rectas

Definicioén 3.68 Diremos que una recta pg separa a dos puntos a y b si corta
al segmento ab, es decir:

a—pg—bepFghagpgAbEpg AVt epgha—t—b).

En principio, acabamos de definir una relaciéon que involucra a cuatro puntos,
pero vemos que no depende directamente de p y de g, sino de la recta pq, por
lo que cuando no necesitemos especificar estos puntos escribiremos a — R — b,
donde R representa una recta. Es inmediato que a — R—b<+>b— R —a.

Para obtener las propiedades bésicas de este concepto de separacién necesi-
tamos dos resultados técnicos. Luego veremos que la hip6tesis sobre el punto
medio en el teorema siguiente es innecesaria:

Teorema 3.69 a— R—cAm € RAM(amc)Ar € R — /\b(a ~yb—=>b—R—c¢).

DEMOSTRACION: Si a ~, b, entoncesr —b—aVr—a—>.
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Sir — b — a aplicamos el axioma A7 al triéngulo?m, con lo que existe un
punto t tal que b—t —cAm —t —r, y esto implica que b — R — c.

Sir —a—bllamamos b’ = S,,by ' = Sy,r, con lo que ' — c— b’ y, por el
caso ya probado, como b — R — b A M (b'mb), se cumple ¢ — R — b. n

Teorema 3.70 Supongamos a — R—cAr € RAR LarANs€ RAR L cs.
Entonces:

1. M(rms) = Nu(u ~, a < Spu ~ c),

2. Nuv(u ~paANv~ge—u—R—v). a

DEMOSTRACION: Tomemos t € R tal que b
a —t — c¢. Supongamos en primer lugar que
r # s (con lo que t # r). Por la simetria de las
hipotesis podemos suponer que s¢ < 7a, con lo
que existe un punto b tal que r—b—aArb = 3¢.

1) Aplicamos A7 al triéngulo?t,que nos
da que be corta a 7t, luego a R. Esto nos sitia ¢
en las hipotesis del teorema 3.67, luego existe un punto m tal que M (rms) A
M (bmc). Por la unicidad del punto medio, se trata del punto m del enunciado.
Como a ~, b, tenemos que u ~, a <> u ~, b <> Sp,u ~5 ¢, pues el teorema
3.49, 1) implica que S,, transforma la relacion ~, en ~g y viceversa.

2) Supongamos u ~, a, v ~s c¢. Por 1) tenemos que v’ = S, u ~; ¢, luego
/
u ~g .
Como v/ — R—uAM(umu') Au' ~; v, el teorema anterior nos da v — R — u.

Supongamos ahora que r = s, con lo que ac = ar = cs, luegot = r = s = m,
ya que t y r son ambos el punto de corte de R y ac. El teorema se reduce a:

ANu(u ~¢ a < Syu ~p e) A Nuv(u ~y a Av ~p e — u— R —v),

y esto es consecuencia de los hechos que conocemos sobre separaciéon de puntos
por puntos en una recta. Por ejemplo, 3.40 nos da que ac = ta U {t} U te, Si
u ~¢ a, como —u ~y¢ Siu, tiene que ser Siu ~; ¢, e igualmente se prueba la
implicaciéon contraria.

Siu~¢aAv~yc, entonces —u ~; v, luego u — t — v, luego ug — v. [

Finalmente podemos probar un resultado sin hipotesis redundantes:
Teorema 3.71 a — R—cAr € R — Nb(a~,.b—b—R—c).

DEMOSTRACION: Sean z, ¥, z los pies de las perpendiculares a r por a,b,c
y sea m el punto medio M (zmz). Sea d = Sp,a. La primera parte del teorema
anterior nos da que d ~, c. El teorema 3.69 nos da entonces que b— R —d y la
segunda parte del teorema anterior (aplicada ahora a las perpendiculares by y
dz) implica que b — R — c. ]
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Ahora podemos probar una ligera variante del axioma A7:
Teorema 3.72 a—p—cAq—c—b— Va(a—z—-bAqg—p—x).

La figura muestra la situacion de este teorema (a la izquierda) y la de A7
(a la derecha):

b

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar Col(pgc) y distinguimos a su
vez dos subcasos:

Sig—p—c, como q—c—b, también ¢ — p — b, y basta tomar z = b.
Si =g — p — ¢, entonces g ~, c. Como ¢ — p — a, tenemos que g estd en la
semirrecta opuesta a a respecto de p, luego ¢ — p — a. Basta tomar z = a.

Pasamos ahora al caso en que —Col(pgc), de modo que R = pg # cp. Dis-
tinguimos también dos subcasos:

Si a € R, entonces a = p, porque ambos estan en R N cp. Basta tomar
T=a=p.

Sia ¢ R, puesto que ¢ —p — a, tenemos que c — R —aAgqg € RAc~gb,
luego el teorema anterior implica b — R — a. Por lo tanto existe un = € R tal
que b — x — a. Ahora aplicamos A7 al triénguloﬁ El segmento gz debe
cortar a ac, luego existe un punto t tal que ¢ —t —x A a —t — c. Pero entonces
t,p € acN gz, luego p = t. Esto implica que « cumple lo requerido. [

3.7.2 La relacion “estar al mismo lado de una recta”

Tras haber definido lo que es que una recta separe dos puntos podemos
definir cuando dos puntos estan al mismo lado de una recta:

Definicién 3.73 a ~p, b <> p# g A Ve(a—pg—cANb—pg—c).
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Se trata de una férmula que depende de cuatro variables que representan
puntos, pero como p y ¢ s6lo intervienen a través de la recta que definen, cuando
no sea relevante destacar dos puntos de la recta escribiremos simplemente

a~pb< Vela—R—cAb—R—c).

En definitiva, dos puntos estan al mismo lado de una recta si ésta los separa de
un mismo punto c¢. En realidad, dicho punto ¢ lo podemos fijar de antemano:

Teorema 3.74 a —R—c— (a~gb<b— R—c).

DEMOSTRACION: Suponemos a — R — ¢. Entonces, si se cumple b — R — ¢,

tenemos a ~p b por definicion. b
Supongamos ahora a ~gr b. Esto significa @

que existe un punto d tal que a— R—dAb— R— Z

d, v a su vez esto significa que existen puntos R

z,y € R talesque a—x—dAb—y—d. Ademés
las definiciones exigen que a,b,c,d ¢ R.

Por A7 aplicado al triz’mguloﬁ existe un
z tal que * — 2z —bAy—z—a. Podemos suponer
que z ¢ R, pues si z € R entonces z esta tanto d
en RNbxr como en RNay, luego z = =z = vy,
luego Col(abz) y, mas concretamente, x —a — bV . —b — a, pues a ~g b, y
entonces basta tomar 2’ = a o bien 2z’ = b para que se cumpla igualmente
x—2 —bAy— 2z —a, pero ahora 2’ ¢ R.

Asi pues, tenemos que a ~y 2 Az ~; bAa— R — c. El teorema 3.71 implica
que z — R — ¢ y, en una segunda aplicaciéon, que b — R — c. n

Ahora podemos probar algunos resultados basicos sobre esta relacion:
Teorema 3.75 Se cumple:

1.a—R—b— —a~pghb,

2.a¢ R—\Vca—R—c,

3. a¢ R—a~pa,

4. a~pb—b~pa,

5. a~pbAb~gc—ar~pgc.

DEMOSTRACION: 1) Si a ~g b el teorema anterior implica que b — R — b, lo
cual es absurdo.

2) Basta tomar cualquier ¢ € Ry a su vez un ¢ tal que ¢ —t — a con ¢ # a.

3) es consecuencia de 2).

4) es inmediata.

5) Sia ~p bexiste un d tal que d — R—aAd— R—by, por el teorema
anterior tenemos que d — R — ¢, luego a ~g ¢ por definicion. L]

Veamos ahora un resultado de convexidad: si dos puntos estan al mismo
lado de una recta, todos los puntos intermedios cumplen lo mismo.
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Teorema 3.76 a ~gbANa—c—b—c~pga. a

DEMOSTRACION: Por definicién de ~pg b
existe un punto d tal que d — R —a A d —
R — b, luego existen puntos x,y € R tales
que d—x—aAd—y—b. El teorema 3.7 nos
da un punto ¢t tal que x —t —yAd—t —c.
Consecuentemente, ¢ — R — d (aqui usamos
que ¢ ¢ R, pues en otro caso a — R — b,
y entonces —a ~p b). Asi llegamos a que
c—R—dNa—R—d,luegoc~rga. = d

Ahora relacionamos las dos relaciones que hemos definido para rectas con
sus analogas para puntos:

Teorema 3.77 Se cumple:
1. pe RACol(abp) > (a—R—b<a—p—-bAa¢ RAb¢ R),
2. pe RACol(abp) — (a ~pb<>a~p,bAa¢ R).

DEMOSTRACION: 1) Sia— R — b existe un ¢ tal que a —t —bAt € R, pero
necesariamente ¢ = p, pues ambos puntos estan en R M ab. Por lo tanto a ~, b.
La implicacién opuesta es obvia.

2) Sea c tal que ¢ — p — a. Entonces, para todo a ¢ R,
a~pbrc—R-b&c—p—bsranyb,

donde en la primera equivalencia hemos usado el teorema 3.74, en la segunda el
apartado 1) de este teorema y en la tercera el teorema 3.32. L]

Terminamos con una propiedad técnica de separaciéon que necesitaremos en
diversas ocasiones:

Teorema 3.78 s~y " AS~p.q—q—5sp—r.

R

RI

DEMOSTRACION: Llamemos R = pq, R’ = pr, R = psysear'—p—rAr’ # p.
Entonces r' — R — r ~p s, luego existe un punto ¢ € R tal que ' — t — s, luego
r ~p 8, luego la segunda parte del teorema anterior nos da que t ~g q.

Como t ~5 7" Ar' — R” —r, el teorema 3.71 nos da que t — R” —r, y esto
unido a t ~ g~ g implica, por el teorema 3.74, que ¢ — R — r. n
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3.7.3 Planos y semiplanos

Ya estamos en condiciones de definir el concepto de plano:
Definicion 3.79 El plano que pasa por tres puntos a, b, ¢ se define como
abc={z|x ~epcVaE€abVr—ab—c}.

La definicion solo tiene interés en el caso en que —Col(abc). Teniendo en
cuenta que a y b so6lo intervienen en la definicion a través de la recta ab, podemos
no hacer referencia a dos puntos en concreto y considerar una recta R y un punto
r ¢ R, de modo que

P(R,r)={z|z~grVaxe RV —R—r}.

Con esta notacion, abc = P(ab, ¢). En otras palabras, el plano determinado
por la recta R y el punto r ¢ R consta de los puntos de R, de los puntos que
estan al mismo lado que r respecto de R y de los puntos separados de r por R.

Podemos volver més simétrica esta definicién a través del concepto de semi-
plano:
SP(p,q,r) ={z | ® ~pq 1}
Como en el caso de los planos, la definicién s6lo depende de p y ¢ a través de la
recta pq, luego podemos definir

SP(R,7)={z |z ~gpr}

y asi SP(p,q,7) = SP(pq, 7).

En estos términos, cada plano es la unién de una recta y los dos semiplanos
complementarios que determina:

Teorema 3.80 ' — R —r — P(R,r) = SP(R,r)URUSP(R,7").

DEMOSTRACION: Si z € P(R,r) hay tres posibilidades:

Si x ~g 7, entonces x € SP(R,r), por la definicion de semiplano, luego esta
en la unién.

Si z € R obviamente esta en la unién.
Sixz — R —r, entonces x ~p ' por el teorema 3.74, luego © € SP(R, ).
Esto nos da una inclusién, y la otra se prueba de forma similar. [

Tenemos, pues, que un plano esta determinado por tres puntos no colinea-
les, pero de momento no podemos asegurar que los mismos puntos no puedan
determinar planos distintos, pues no sabemos si abc = bca, por ejemplo. Para
demostrar esta simetria, asi como la unicidad del plano que pasa por tres puntos
dados, necesitamos algunos resultados previos.

En primer lugar demostraremos que en P(R, r) podemos cambiar r por cual-
quier otro punto del plano que no esté en la recta:
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Teorema 3.81 r ¢ RAs¢ RAs € P(R,r) —» P(R,r) = P(R,s).

DEMOSTRACION: Distinguimos tres casos:

1) Si s ~g 7, tomamos ' — R—ry, por el teorema 3.76 tenemos que r’ — R—s,
luego

P(R,7) = SP(R,7r)URUSP(R,r") = SP(R,s)URUSP(R,r") = P(R, s),

donde la igualdad SP(R,r) = SP(R, s) se sigue inmediatamente de que ~pg es
una relacién de equivalencia.

Si s — R — r, entonces, aplicando dos veces el teorema anterior,
P(R,r) = SP(R,r) URUSP(R,s) = P(R,s). -

Ahora vamos a probar que dos rectas secantes definen un plano. Para ello
probamos lo siguiente:

Teorema 3.82 RNR' ={p}Ar#pAreR ANr¢ R— R C P(R,r).

DEMOSTRACION: Por el teorema 3.77, 2), pir € SP(R,r) C P(R,r). En
efecto, si b € p_>r, entonces b ~, 7 Ab # p, luego b ¢ R, luego b ~p r, luego
be SP(R,r).

Tomemos un punto ' —p —r, de modo que R’ = p_>r U{p} U]?. Claramente
" — R —r, luego ' € P(R,r) por definicién. Por la inclusion que acabamos de
probar, ]77? C P(R,r") = P(R,r), donde la ultima igualdad nos la da el teorema
anterior. Por lo tanto R’ C P(R,). "

Definicion 3.83 Si R y R’ son rectas que se cortan en un punto p, podemos
definir P(R,R’) = P(R,r'), para cualquier punto ' € R’, v’ # p, ya que el
teorema anterior prueba que si r”/ cumple lo mismo entonces 7’/ € P(R,r'), y
el teorema 3.81 implica que P(R,r") = P(R,r"), luego la definicién no depende
de la eleccion de r’.

El teorema siguiente nos permitira probar a continuaciéon que la definicion
de plano es totalmente simétrica:

Teorema 3.84
RNR ={p} >RCcPR,R)NR Cc P(R,R)ANP(R,R)=P(R,R).

DEMOSTRACION: R C P(R,R') por la propia definicién, mientras que el
teorema anterior implica que R’ C P(R, R’). Por la simetria de las hipotesis
basta probar que P(R, R') C P(R’, R), pues intercambiando los papeles de las
rectas obtenemos la inclusiéon opuesta.

Pongamos que P(R,R') = P(R,r’), con ' € R', v’ # p y fijemos un punto
tal que r —p — 7' Ar # p.
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Sea s € P(R,R') = P(R,r"). Si s € RVs € R/, ya hemos visto que
s € P(R',R), luego podemos suponer que s ¢ RU R’. Entonces s € SP(R,r')
o bien s € SP(R,r). Por simetria podemos suponer que s € SP(R,r’), con lo
que s — R —r. Esto significa que existe un ¢t € R tal que s —t —r. Como r € R’
y T # p, tiene que ser r # t. Por el teorema anterior tr C P(R’,t) = P(R’, R),
luego s € P(R', R). "

En el teorema siguiente la variable P representa a un plano arbitrario, al igual
que estamos usando R y R’ para referirnos a rectas arbitrarias (técnicamente,
para ajustarnos al lenguaje formal de la geometria de Tarski, en lugar de P
deberiamos escribir uvw, para tres puntos bajo la hipotesis =Col(uvw)).

Teorema 3.85 a € PAbc PAa#b—abC PAVe P =abe.

DEMOSTRACION: Sea P = P(R, )y sea R a R"

R’ = ab. Si R = R’ la conclusién es obvia,
asi que supondremos que R # R’. Entonces
a ¢ RVb¢ R. Suponemos sin pérdida de
generalidad que b ¢ R. Seace€ RAc ¢ R’
y sea R" = cb. Entonces

P = P(R,r) = P(R,b) = P(R,R") =

P(R",R) = P(R",a) = P(R",R") = P(R',R") = P(R',c) = abc,

donde hemos usado, respectivamente, el teorema 3.81 (y que b ¢ R), la definicion
de P(R,R"), el teorema anterior, de nuevo el teorema 3.81, la definicion de
P(R",R), el teorema anterior, la definicion de P(R’,R”) y la definicién de
P(R',c). En particular ab C P. "

Finalmente:
Teorema 3.86 —Col(abc) N\a€ PAbe PAce€ P — P = abc.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior existe un r ¢ ab tal que P = abr
luego, si llamamos R = ab, tenemos que P = P(R,r) = P(R,c) = abc, por el
teorema 3.81. (]

Ahora ya son inmediatas las propiedades basicas de los planos. Usaremos la
notaciéon P € P para indicar que P es un plano, es decir, que existen tres puntos
no colineales tales que P = abc:

Teorema 3.87 Se cumple:
1
1. =Col(abc) - VP € Plac PAbE PAcE P),

2. =Col(abc) — abe = ach = bac = bea = cab = cba,

8. ae PN\be P Na#b—abC P.
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4. RCPNP' AP#P - R=PnNP.
La ultima propiedad se debe a que si existiera ¢ € PN P, ¢ ¢ R, entonces
P =P(R,c)=P.

Diremos que cuatro o mas puntos son coplanares si estan contenidos en un
mismo plano. En particular

Cop(abed) + Col(abe) V (=Col(abe) A d € abe)

Se cumple que cuatro puntos son coplanares si y so6lo si estan contenidos en
dos rectas secantes:

Teorema 3.88 Cop(abcd) <
Vz((Col(abx) A Col(dcx)) V (Col(acx) A Col(bdx)) V (Col(adz) A Col(bdz))).

DEMOSTRACION: Una implicacion es obvia. Para demostrar la contraria
suponemos que a, b, c,d € P y distinguimos varios casos:

Caso 1: Tres de los puntos son colineales, por ejemplo, Col(abc). Entonces
basta tomar x = ¢, pues Col(abc) A Col(cdc).

Caso 2: Los puntos no son colineales tres a tres. Llamamos R = ab y
R’ = ac, que son rectas distintas que se cortan en a. Ademas

P =abc=P(R,c)=P(R.,b), d¢R, d¢R.

Caso 2a: ¢ — R — d. Entonces existe un punto z € R tal que c—z —d, y
claramente cumple lo requerido.

Caso 2b: b — R’ — d. Analogo.

Caso 2c: d ~gp cAd ~p b,y el teorema 3.78 nos da que b — ad — ¢, es decir,
que existe un = € ad tal que b — x — ¢, que también cumple lo requerido. =



Capitulo IV

La geometria absoluta

En el capitulo anterior hemos mostrado que la geometria de Tarski permite
hablar de puntos, rectas y planos, a pesar de que en principio s6lo los puntos
se encuentran entre sus conceptos primitivos. Ahora vamos a mostrar que en
dicha axiomética es posible demostrar los resultados geométricos bésicos sobre
angulos, tridngulos, etc.

4.1 Simetrias axiales

En el capitulo anterior introdujimos ya el concepto de simetria puntual como
auxiliar a la hora de definir las rectas y los planos, y para probar la existencia
del punto medio de un segmento. Para los contenidos de este capitulo conviene
introducir también el concepto de simetria axial.

Como ya tenemos probada la existencia del punto medio de un segmento,
en lugar de Mamb, pasaremos a usar la notacion Mab para referirnos al punto
medio del segmento ab.

El resultado basico sobre simetrias axiales es el siguiente:

1
Teorema 4.1 \/p/(Mpp' € RA(R L pp’ Vp=7p)).

Es decir: dados un punto p y una recta R, existe otro punto p’ que es el
propio p si p € Ry en caso contrario la recta pp’es perpendicular a R y la corta
en el punto medio del segmento pp’. El punto p’ es el simétrico de p respecto
de R.

DEMOSTRACION: Si p ¢ R, el teorema 3.63 nos da un tnico punto € R
(luego = # p) tal que R L px. Sea p’ = S;p, de modo que Mpp' = x € R, y
claramente pp’ = pz, luego R L pp'.

Ademas p’ es tnico, pues si p” cumple lo mismo, es decir, si

Mpp” € RA(R Lpp" V" =p),

121
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entonces tiene que ser p”’ # p, ya que en caso contrario p = Mpp” € R, con-
tradiccion. Sea &’ = Mpp” € R. Como R L pz’, la unicidad hace que = = 2/,
luego p' = Syp = Spp =p”.

En el caso en que p € R, es obvio que p’ = p cumple lo pedido y, si p”
cumple también el enunciado, tiene que ser p”’ = p, pues en caso contrario
xz = Mpp” € R, luego = y p son ambos el punto de corte de las rectas R y
pp” (que son distintas porque son perpendiculares), luego x = py p = p”,
contradiccion. [

Definicién 4.2 Definimos el punto simétrico de p respecto de la recta R como
el tinico punto Sgp que cumple el teorema anterior, es decir, el Gnico punto p’
tal que Mpp' € RA (R Lpp’ Vp=yp').

Técnicamente, lo que hemos definido es una formula p’ = S,,p con cuatro
variables libres. Conviene adoptar el convenio de que Sy, representa la simetria
axial determinada por la recta ab cuando a # b, mientras que representa la
simetria puntual S, si a = b.

Las propiedades siguientes se demuestran sin dificultad:
Teorema 4.3 Se cumple:

1. Spp=p' ¢ Ssp’ =p,

2. SgpSgrp =p.

1
. Vp' Srp' =p,

Lo

4. SRp=5Srq < p=q,
5 Spp=p< p€ER.
Al igual que las simetrias puntuales, las simetrias axiales son isometrias:

Teorema 4.4 G = Sgp Sgrq.-

DEMOSTRACION: Sea p’ = Sgp, ¢ = Srq, r 2
r = Mpp', y = Mqq', 2 = Mxy, r = S.p,
T/ - Szp/' !

q
Como =z = Mpp', aplicando S, obtenemos {
que y = Mrr’, luego ' = S,r. Aplicando S,
resulta que g7 = ¢’r’. Como R L pxVp = z, se Y
cumple Rzzp, luego, por definicién de angulo
recto, Zp = zp'. Igualmente se demuestra que
Zq = z¢'. Es claro entonces que se cumple

! D
r z
() 204,

Si r # z el axioma A5 nos da que pg = p'q/, que es lo que habia que probar,
mientras que si r = z llegamos a la misma conclusién porque p = z = Py
sabemos que zZq = z¢'. [
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Veamos un par de aplicaciones de las simetrias axiales. En primer lugar
demostraremos que si dos tridangulos rectangulos tienen los catetos iguales, en-
tonces sus hipotenusas también son iguales:

Teorema 4.5 Rabc A Ra'b'c ANab=a'b ANbc=bc — ac=adc.

DEMOSTRACION: Sea x = Mbb', sea a; = Sza’, ¢1 = S,c, y obvia-
mente se cumple b = S,b. Como las simetrias son isometrias, tenemos que
(a',b',c") = (a1,b,¢1) y Raibey. Por lo tanto, basta probar que a¢ = ajey o,

equivalentemente, podemos suponer que b = b'. o a

Bajo esta hipotesis, sea y = Mcc', de modo /
que Rbye, ya que be = be/. Se cumple entonces
que C = Sy, tanto si b # y (por la propia
definicién de simetria axial) como si b = y, en
cuyo caso se cumple por la definicion de punto
medio. b c
Sea a’ = Spya’. De este modo, aplicando Sy, obtenemos las congruencias
(a’',b,c') = (a”,b,¢) y Ra'bc, luego basta probar que a¢ = a”c. Equivalente-
mente, podemos suponer que ¢ = ¢’.

a
Sea z = Maad', de modo que Rbza, pues z

ba = ba’. Esto implica que a = Sp.a’, y a
obviamente b = Sp,b. Sea ¢’ = Syc.

Puesto que Rabc y Ra'be, tenemos que
ac=ac’ ya'c=ac’. Ademas Col(a, z,a’),
luego el teorema 3.19 (o trivialmente en el
caso en que a = a’) implica que z¢ = zc”,
luego Rzbc, luego ¢’ = Sp,c.

Finalmente, aplicando S, a @¢ = ac” obtenemos a’c = ac’ = @¢, como habia
que probar. [

C/I

o~
o

Para la segunda aplicacion necesitamos una ligera variante del teorema 3.65:
Teorema 4.6 a € RAq¢ R — \/p(R L paAp~rq).

DEMOSTRACION: Por el teorema 3.65 existe p’ tal que R L p'ay g— R—p'.
Basta tomar p = Sgp’. Claramente p — R —p’, luego p ~g ¢, y pa =p'a. =

Ahora ya podemos probar el resultado més general sobre transporte de trian-
gulos: dado cualquier tridngulo abc, podemos construir un tnico tridngulo a’b’'c’

congruente con el dado cuyo vértice ¢’ esté en cualquier semiplano prefijado
respecto de la recta a’b’.

Teorema 4.7

1
=Col(a,b,c) A ~Col(a’,b',p) Aab = a’b’ — \c((a,b,c) = (a',b,¢) A ~a D).

DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar la existencia. Sea x el pie de la
perpendicular a ab por ¢, es decir, el punto que cumple cx L aby Col(abx). Por
el teorema 3.17 existe un z’ tal que (a,b,c) = (a’, ', 2’). Llamemos R = a'b’.
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Sea g segun el teorema anterior, es decir, R | gz’ A q ~g p. Por 3.35 existe
un ¢’ tal que ¢ ~, g A 2’c’ = ex. Entonces, por el teorema 3.77, 2), se cumple
que ¢’ ~g q, luego ¢’ ~g p.

Tenemos Raxc A Ra’x’c’ A Rbxc A R x'c!, luego el teorema 4.5 implica que
ac=a'c Nbe =V'c, luego (a,b,c) = (a’,0',¢) y ¢ cumple todo lo requerido.

Finalmente probamos la unicidad:

Si otro punto ¢” cumple las mismas condiciones del enunciado, entonces
(@, V,d)=(a,b,")y  ~r . Sea c¢* = Sge. Claramente ¢/ — R — ¢*, luego
¢ — R—c*, luego existe un t € R tal que ¢/ —t—c*. Aplicando S obtenemos que
(a',b,c*) = (a,V,c") = (a/,V,¢). En particular a’c’ = a/c* Ab/¢ = Ve*. El
teorema 3.19 nos da que t¢/ = tc*, luego t = Mcc*. Entonces, como a’c’ = da/c*,
por definicion Ra’tc’, e igualmente Rb'tc’. Esto implica que R L cc*, luego

c* = Srcd = Sgc”’, luego ¢ = . n

De aqui deducimos un resultado que necesitaremos después:
Teorema 4.8 (a,b,c) = (a/,b',c') A Col(acd) — Vd'((a,b,c,d) = (a’, b, ¢, d")).

La dltima congruencia significa que cualquier par de puntos de la primera
cuadrupla es congruente con el par correspondiente de la segunda.

DEMOSTRACION: Si a # c¢ el teorema 3.17 nos da un punto d’ de manera
que (a,c,d) = (a/,,d"), y entonces se cumple Confb ( Z, CC, j, 5, ), luego
be = b'd’, luego (a,b,c,d) = (a',V,c,d).

Si a = ¢, entonces o’ = ¢, y la existencia de d’ la proporciona el teorema
3.17 o el teorema anterior segin si a, b, d son colineales o no. n

4.2 Angulos

Definicion 4.9 Llamaremos dngulo definido por tres puntos a, b, ¢ al lugar geo-
métrico

a/l:c:{p|a#b%c/\p#b/\\/z(af:c—c/\(z:b\/:cwbp))}.

b a

Si a, b, ¢ no son colineales no puede suceder x = by el angulo abe es la union
de todas las semirrectas de 0rig_e>n b ) que pasan por un punto x del segmento ac.
Esto incluye a las semirrectas ba y bc, que se llaman lados del &ngulo. Notemos
que, con la definicion que hemos dado, el punto b (el vértice del angulo) no
pertenece al dngulo.
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Si a, b, c son colineales, hay dos p051b1hdades Sl a ~yp ¢, entonces tampoco

puede suceder x = b y se cumple que abe = ba = bc Diremos que el angulo es
nulo.
. Si a — b — ¢ entonces tomando x = b se cumple que todo punto p # b esta en
abc. En este caso diremos que el angulo es llano. En realidad, para ajustarnos
a las definiciones tradicionales, los dngulos llanos, como lugares geométricos,
deberian ser los semiplanos, pero este convenio que estamos adoptando nos
resultard mas comodo en la practica.

Claramente abc = cba. Veamos ahora que si cambiamos a y b por puntos
que determinen la misma semirrecta de origen b, el angulo definido sigue siendo
el mismo. Un poco més en general:

Teorema 4.10 pec;b\c/\a’ ~paAd ~pcAp Nbp—>p'€a7b\c’.

DEMOSTRACION: Sia—b—c, también a’—b—¢/,
y la conclusién es trivial, pues la cumplen todos
los puntos p’ # b. Podemos suponer, pues, que el
angulo no es llano, por lo que existe un z tal que
a—2T—CNT~pDP.

Aplicando el axioma A7 o el teorema 3.72 se-
ginsi b—a—a’ o b—a’ — a, obtenemos un punto
7 tal que a’ — 2’ —cAx ~p 2, luego =’ ~p p ~yp p'. C/(_)g:luimos que p’ € a'ble

y el mismo argumento nos permite concluir que p’ € a’b'c’. [

4.2.1 Congruencia de angulos

Introducimos ahora el concepto de congruencia de angulos, cuya interpre-
tacion es la obvia: dos angulos son congruentes si uno puede trasladarse hasta
superponerse al otro. En la definicién introducimos un pequeno artificio que la
simplifica, pero enseguida veremos dos caracterizaciones totalmente naturales.

Definicion 4.11 Diremos que dos angulos son congruentes si cumplen:
c;b\czcﬁa?ﬁa#b#c/\d#e#f/\
Vdddf'b—a—ad Ab—c—c Ne—d—d Ne—f—f'A
a =edANbd =ef Ndd =ba A ff =bcAhadc =df).

El teorema siguiente expresa mas claramente la idea:
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Teorema 4.12 Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
1. abc = d/e?,
2. Va'dd f'(a ~paned ~ycANd ~odNf~c fA(d,b)=(d e, f),
3 a#bFcNdFe#fA
Na'dd f/(a ~yand ~yeNd ~edAf~e fA
ba' = ed Nbc =ef —a'd =d'f7).
En definitiva, dos angulos son congruentes si cuando fijamos puntos a’, ¢’ en

los lados de uno y d’, f’ﬂlos lados del otro de modo que ba’ = ed’ Abc’ = ef’,
también se cumple que a’c’ = d'f’.

DEMOSTRACION: 1) = 2) Sean a/,c,d’, f/ puntos segtin la definicion de
congruencia de angulos. Claramente a’ ~, a A’ ~p cAd' ~c dNf" ~c f. Como

aa’ = ed \dd' = ba, el teorema 3.3 implica que ba’ = ed’, e igualmente bc’ = ef’,
luego (a’,b,c") = (d', e, f') y se cumple 2).

2) = 3) Fijemos da’,c,d’, f’ segin las hipotesis de 2), que en particular
implican que a # b # cAd # e # [ por definiciéon de ~. Ahora tomemos
a”,c”;d", f" en las condiciones de 3), de modo que tenemos que demostrar que
a’d" = d

En definitiva tenemos, como muestra la figura, cuatro pares de puntos en
los lados de los angulos, de modo que cada uno dista del vértice de su angulo lo
mismo que su pareja del suyo. El teorema 3.11 implica ademés las congruencias
aa” =d'd" Add” = ff, que también se indican en la figura:

f/

e a4
En particular (b,a’,a”) = (e,d’,d"), luego

b a/ a// c/
Conf5(e ad f/)

(y b#d’), luego c'a’” = f'd"”. Esto a su vez implica

b C/ C/I al
Conf5 ( e ffd" > )
lo que nos da a’’¢”” = d" f”, que es lo que habia que probar.

3) = 1) Dados abe y @“, el teorema 3.35 nos permite construir puntos
a',cd,d, f' que cumplen las condiciones de la definicién de congruencia de an-
gulos salvo quiza la tltima, pero ésta la proporciona 3). L]

Ahora es facil demostrar las propiedades elementales de la congruencia:
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Teorema 4.13 Se cumple:
1. a#b#cﬁa/l;zza/l:c,
2. abe = @ — cfe‘\f = a/b\c,
3. @cz@/\@zg/ﬁi%c{gczg/ﬁi,
4. a#b#c%a/l;zzc/b\a.
Podriamos probar que abe = d'b'c! = abe = a'b'd , lo cual no es trivial, pues

exige demostrar que un angulo determina su vértice y sus lados, pero no vamos
a necesitar este hecho.

Los suplementarios de 4ngulos congruentes son congruentes, y dos angulos
opuestos por el vértice son congruentes:

Teorema 4.14 Se cumple:
1. c;b\cche?/\a—b—a'/\a'#b/\d—e—d’/\d';«ée—>a/’b\czdfe\f,

2. a—bfa’/\a7éb#a’/\cfb—c’/\c7éb7éc’%a/b\cza/’lz’.

DEMOSTRACION: 1) El teorema 3.35 nos da puntos do, fo, djy que verifican
do ~e dA fo~e fAY ~e d yedy =baAefo=beAedy = ba. El teorema 4.12
implica entonces que ac = dofo. El axioma A5 implica que a’c = d{,fo y el

teorema 4.12 nos permite concluir que a’bc = d’ef.

2) es consecuencia inmediata de 1), pues dos dngulos opuestos por el vértice
son suplementarios del mismo angulo. [

Ahora probamos un resultado fundamental sobre congruencia de angulos, y
es que los angulos pueden trasladarse, de forma tinica si se especifican condicio-
nes adecuadas:
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Teorema 4.15 —Col(abc) A =Col(dep) — \/f(a/l:c =def A f ~e p) A

Af1f2(t;5056@A(;l;CECE\ﬁAfl ~ed PA f2 ~ea p = f1 ~e f2).

b a e d

Los datos son un angulo a/b\c, una semirrecta ed y un punto p que determina
un semiplano de la recta ed, y lo que probamos es que existe una tinica semi-
rrecta ef contenida en el semiplano determinado por p tal que el angulo éif es
congruente con el dado.

Notemos que la unicidad de la semirrecta no significa la unicidad de f, sino
que si dos puntos cumplen lo exigido a f, entonces ambos determinan la misma
semirrecta de origen d.

__ DEMOSTRACION: Por el teorema 3.35 existe un punto d’ tal que d’ ~. dy
ed’ = be. Por 4.7 existe un tnico punto f tal que f ~eqap y (a,b,¢) = (d e, f),
lo que en particular implica que abd = def.

Para probar la unicidad suponemos que existe otro punto fi; que cumple
abe = cﬁ A f1 ~eq p. Tomamos entonces f’ tal que f’ ~. fi v ef =ef. La
congruencia de angulos implica que fd = f'd’ y por consiguiente tenemos que
(a,b,¢) = (d';e, f) = (d,e, f). La unicidad de f implica a su vez que f' = f,
luego f1 ~¢ f. n

Ahora probamos que todos los angulos rectos son congruentes, que todo
angulo congruente con un angulo recto es recto y que un angulo es recto si y
solo si es congruente con su suplementario:

Teorema 4.16 Se cumple:
1. Rabc/\a;«éb;ﬁc/\Ra'b’c'/\a’#b’#c’—)cfb\cza/’l;’\c’,
2. RabcAct/I)\CEct/’l;’\d—)Ra’b'c’,
3. c—b—dAc#b#dAa+b— (Rabc < abe = abd).

DEMOSTRACION: 1) Podemos tomar a”’ y b tales que a’ ~p a”, ¢ ~p ¢,
a’’b’ = ab, ¢’V = cb. Entonces Rabe A Ra”b'¢’ y son dos triangulos rectangulos
con catetos iguales, luego el teorema 4.5 implica que @¢ = a”c”, lo que a su vez
implica que a/b\c = cﬁ)’\c’ .

2) Tomamos a” y ¢” igual que antes. Ahora es la congruencia de los angulos
la que nos da que ac = a’’¢”, luego (a,b,c) = (a”,V, "), luego el teorema 3.60
implica que Ra”b'c’, y por 3.58, 5) también Ra'b'c’.

3) Si ¢ = Spe, ambos miembros de la coimplicacion equivalen a ac’ = ac.
|
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Ahora ya podemos dar condiciones que garanticen la unicidad de la perpen-
dicular a una recta por uno de sus puntos. Como es habitual, en el teorema
siguiente P representa un plano:

1
Teorema 4.17 € RARCP —\S(SLRAxz€SASCP).

DEMOSTRACION: Sea ¢ € P\ R. Por el teorema 3.65 existen puntos p, ¢
tales que pr L RAt € RAc—t—p. Como ¢,t € P, se cumple que ct C P, luego
p € P, luego S = px C P, y obviamente S 1 R.

Si S’ = zp’ cumple lo mismo, podemos suponer que p’ ~g p y, fijado un
punto y € R, y # =, tenemos que Ryxp A Ryxp’, luego el teorema anterior

nos da la congruencia yxp = yxp’. El teorema 4.15 nos da que p ~, p’, luego
S=9". n

Dejamos al lector la prueba de que todos los angulos nulos son congruentes
entre si, al igual que todos los dngulos llanos:

Teorema 4.18 Se cumple:
1. ar~pe— (c{b\cza/’b’\c’ﬁa'wbr ),
2.a—b—cha#b#c— (a/b\cza/’l;’\c’ﬁa'—b'—c’/\a'#b'#c').
(Para la segunda parte se usa el teorema 3.13.)
Para terminar demostramos que es posible sumar y restar angulos:
Teorema 4.19 ((a —bp—cAd =Vp — )V (a~pp cAd ~pp ) A

@E@’/\@E;ﬁ)’\c’%@z(ﬁ)’\c’.

/
%

/
b
p
\
a
/ a'
\
b /) c ) ]
p
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DEMOSTRACION: Distingamos los dos casos que aparecen en la hipoétesis.
Supongamos en primer lugar que a — bp — c A a’ — b'p’ — /. Por definicién de
separacion de puntos por rectas existe un punto d tal que a — d — ¢ A Col(bpd)

Observemos que en la figura el punto d cumple d ~, b, pero esto no es

necesariamente cierto en general. Puede ocurrir d = b si el angulo abe es llano,
o también d — b — p.

Sea a’ tal que a” ~y a’ Ab'a” = ba. Sid#pel teorema 3.35 nos da un punto
d"” tal que Col(t/p’d") A (d" ~p p' <> d ~p, b) ANV/d" = bd, es decir, tomamos d”
al mismo lado que p’ respecto de b’ o en el lado opuesto segiin la relacion de d

respecto de p. Si d = p esto se cumple también tomando d”’ = ¥'.

A su vez tomamos un punto ¢’ tal que a’/ —d”’ — " Ad"c¢" = de.

Si d # b entonces a)\p = @’ implica que ad = a”d”, y lo mismo vale
trivialmente si d = b, pues entonces b’ = d’ y la congruencia se reduce a

ab = a”b. Por lo tanto tenemos Ext ( a%’ j, cc,, If’ ), luego be = b'¢.
Ahora tenemos que (c,b,d) = (c” b, d’ ) luego si b # d concluimos que
cbd = 'V d", y esto implica que pbc / b’ ¢, porque estos angulos son iguales

a los anteriores o bien son sus suplementarios (y entonces usamos 4.14), segin
que d esté al mismo lado que p respecto de b o en el lado opuesto Sib=d

llegamos a la misma conclusiéon porque pbc es suplementario de pba y p/’b? es
suplementario de p'b’a’

Por otro lado tenemos que p/b\c =p'b'cd, y " estan ambos separados de a
por b'p’, luego ¢’ ~py ¢”. El teorema 4.15 implica que ¢ ~y ¢”.

. — —_— —_—
Por altimo tenemos que (a, b, ¢) = (a”, V', "), luego abc = a”’b'c" = a’V/ !

Ahora suponemos el segundo caso, es decir, que a ~pp c A a’ ~per .
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Entonces tomamos puntos d—b—aAd #b,d -V —a’ ANd' # V. Asi, puesto
que a)\p = @ también a)\p = cﬁ)_’\ " (porque son angulos suplementarios de
los anteriores), pero ahora d — bp —cAd - d —bp —c, por lo que el caso ya
probado nos permite conchnr que dbc dbe = d'b/'¢. Pasando de nuevo a los angulos
suplementarios obtenemos abe = d'be. [

4.2.2 Ordenacién de angulos

Seguidamente definimos la relacién de orden natural entre angulos:
Definicién 4.20 abc < def < a £b#cnd#e# fAVp(p € def Aabc = Ee\p)

Probamos en primer lugar que esta relaciéon se cumple trivialmente en el
caso de angulos nulos y llanos, en el sentido de que todo angulo nulo es menor
o igual que cualquier otro y todo angulo llano es mayor o igual que cualquier
otro:

Teorema 4.21 Se cumple:
1. awbc/\d#e;éf%c;b\cgcfe?,
2. a#b#c/\d—e—f—)ct/b\cgc@.

DEMOSTRACION: 1) Trivialmente d € @ y ded = a/b\c, porque todos los
angulos nulos son congruentes (teorema 4.18). Esto prueba la desigualdad.

2) Por 1) podemos _suponer que abe 1o es nulo. Por el teorema 4.15 (o tri-
vialmente si el angulo abe es llano) existe p # e tal que abe = dep, y trivialmente
deef, luego abcgdef. [

Veamos una caracterizacion de la relacién de orden:
Teorema 4.22 abe < cTcg\f < Vylc e a/l;]/\ (1/6;1 = (?6‘\]0)

DEMOSTRACION Supongamos que abe < def, con lo que existe un p € def
tal que ab abe = dep

Si de f es llano el resultado es trivial, pues basta tomar ¢ = Spa (y trivial-
mente ¢ € a/l;]) En caso contrario existe x ~, p tal que d —z — f. Tomamos un
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punto a’ ~p a A ba’ =edy ¢ ~y, cAbc =ex. La congruencia abe = Eez) implica
que ¢/d’ = zd, luego (a’,b,c) = (d, e, z). El teorema 4.8 nos da un punto ¢ tal
que (a’,b,c,q) = (d,e,x, f), luego o’ — ¢ — ¢ (por el teorema 3.13) y a/b\q = @.
Como ¢’ ~y ¢, concluimos que ¢ € a/l;].

Veamos ahora el reciproco:

Si @ es llano, la conclusién es trivial por el teorema anterior. Supongamos
que no lo es, con lo que tampoco puede serlo a/b\q, luego existe =~ ¢ tal que
q—x—a.

Tomamos d' ~. fAed =bay f ~. fAef = bg. De este modo, la
congruencia a/b\q = cfe‘\f implica que ga = f'd’, luego (a,b,q) = (d', e, f'). Por el
teorema 4.8 existe un punto p tal que (a,b,q,z) = (d',e, f',p). En particular

f'—p—d, luego p € def y dep = abe, luego abe < def. n

Ahora ya podemos probar las propiedades basicas de la relaciéon de orden:
Teorema 4.23 Se cumple:

1. @S@A@E@A@EW%@S@,

2. a#b#c%a/b\cga/b\c,

3. abe < def Ndef < abe — abe = def,

4. abe < def Adef < ghi — abe < ghi,

5. a#b#cAd#e# f— abe < def Vdef < abe.

DEMOSTRACION: Probaremos por ejemplo la 3) y la 5).

3) Si los dos angulos son llanos sabemos que son congruentes, luego pode-

mos suponer que al menos uno de ellos no lo es. No perdemos generalidad si
—

suponemos concretamente que de f no es llano.

Sea p € def tal que ped = abc Sea x & e pta tal
que f —x — d. Entonces def < abd = ped = xed
luego existe un q € zed tal que @’ = ge\q. Notemos
que no puede ser x — e — d, pues entonces f —e—d
y df dfe serfa llano. Sea x' ~¢ qtal que x — 2’ —d. Asi
dea’ —deq—def Sea f' ~. 2’ tal que ef = ef. e d
Entonces (e, d, f) = (e,d, f') y ' ~ed &' ~ca [ (por el teorema 3.77), luego el
teorema 4.7 implica que f = f’, de donde f = 2’ (ambos son el punto de corte

deeg=cefy fd)yz=1, luegoz):e_]%,luegoa/b\czgg)che‘\f.

5) Podemos suponer que los angulos no son ni nulos ni llanos, pues en tal
caso la conclusion es obvia. Por el teorema 4.15 existe un punto ¢’ tal que
¢ ~pe A cTcg\f = abd. En particular p € abc, luego, por la definicién de plano,
tenemos tres posibilidades:
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1. ¢ € be, en cuyo caso abe = abd = @.

2. ¢ — bc — a, en cuyo caso existe un punto x € be tal que ¢ — x — a. En
particular ¢’ ~, ¢, luego ¢’ ~q, x por 3.77, luego ¢ ~qp x, luego ¢ ~p @
por el mismo teorema, y asi podemos concluir que ¢ € abc’. Esto a su vez
implica que abe < abc = @.

3. ¢’ ~pe a, en cuyo caso, como también ¢’ ~gp ¢, el teorema 3.78 nos da
que ¢ — bc’ — a, y concluimos como en el caso anterior intercambiando los
papeles de cy . n

Para terminar demostramos que al pasar a angulos suplementarios se invierte
la relacién de orden:

Teorema 4.24 a —b—ad Na#b#*ad ANd—e—d Nd#e#d
— (abd < def > d'ef < d'be).

DEMOSTRACION: Observemos que en realidad basta probar una implicacién.
Supongamos que abd < cfe‘\f . Podemos suponer que d/e? no es llano, pues en tal
caso su complementario es nulo y la conclusion es trivial.

Sea p € @ tal que Eez) = gbc. Entonces 7
d/’(gjz a'be. Sea x ~e pAN f—x—d. Por AT
existe un punto y tal que e —y — f Ad —y — x.
Como y ~, f, tenemos que f € d/’e\p, luego con-
cluimos que d/’e\f < d/’(%j = a'be. L] o7 ; 7

Ahora podemos definir los 4ngulos agudos y obtusos:
Definicion 4.25
Ag(a/b\c) Sa#tb# c/\\/def(Rdef/\a/b\cg Je\f/\ﬁc{b\cz cﬂa?)
Ob(c{b\c) < a#b#cA\Vdef(Rdef A cﬁa? < abe A —abe = d/e7)

4.3 Triangulos

Nos ocupamos ahora de los resultados basicos sobre tridngulos. Empezamos
demostrando que un angulo interno de un triangulo es menos que el dngulo
externo de otro cualquiera de sus vértices. En general, cuando digamos que
un segmento o un dngulo es menor que otro habra que entenderlo como que es
menor o igual, pero no congruente.

Teorema 4.26 ﬂCol(abc)/\bfafd/\d7éa%a/c\b<@/\a/b\c<az?l.
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DEMOSTRACION: Basta probar que acb < cad, pues invirtiendo los papeles
de by c obtenemos que acb es menor que el angulo opuesto por el vértice a cad,
que sabemos que es congruente con éste.

Sea m = M(ac) y seap = S,,b. Aplicando d p
Sm obtenemos que (a,c,b) = (c,a,p), luego a
ach = cap. Por A7 existe un punto x tal que m
m—x—dANa—x—D. Entoncespeat?l,luego b ¢
c;b\c < gz\d.

Falta probar que los angulos no son iguales. Para ello vemos que p ~g. d,
pues ambos puntos estan separados de b por la recta. Si fuera ach = az\d,
también tendriamos que cap = az?l, y el teorema 4.15 implica que p ~, d. En
particular p € ad, pero entonces seria m = a, luego ¢ = a, contradiccién. m

Como consecuencia, un tridngulo tiene a lo sumo un angulo recto u obtuso:

Teorema 4.27 —Col(abc) A (Rbac V Ob(bac)) — Ag(abe) A Ag(ach).

—

DEMOSTRACION: Si d es como en el teorema anterior, entonces cad es recto
o agudo, luego los otros dos dngulos, que son menores, son agudos. n

Un triangulo con dos lados iguales tiene dos dngulos iguales; un angulo de
un tridngulo es menor que otro si y s6lo si su lado opuesto es menor que el del
otro:

Teorema 4.28 Se cumple:
1. =Col(abe) — (ab = ac +» ach = a/b\c),
2. —~Col(abc) — (ab < ac < ach < c;b\c).

DEMOSTRACION: La implicacion ab = a¢ — acb = abc se sigue inmedia-
tamente de las propledades de la congruencia de angulos. Veamos ahora que

ab < @ — acb < abe. Por la definicion de orden entre segmentos existe un
punto ¢’ tal que a — d —c A ac = ab. Como la desigualdad es estricta, ¢’ # c.

Entonces ¢’ € abc luego ach < ac'b = abc’ < abc donde hemos usado el teorema
anterior, la implicacion ya probada y la definiciéon del orden entre dngulos.

Claramente entonces ab < @¢ — acb < abe, luego abc < acb — a¢ < ab, que
es la implicacién contraria con otras letras.

Solo falta probar que ach = abe — ab = ac, pero s1 -ab = @c, _entonces
ab ) <acVac < ab, luego, por la parte ya probada, ach < abe V abe < acb luego
—ach = abe. n

Por ejemplo, si un tridngulo tiene un dngulo recto u obtuso, por 4.27 sera el
mayor de los tres angulos, luego su lado opuesto sera el mayor de los tres lados:

Teorema 4.29 —Col(abc) A (Rbac V Ob(liz\c)) — ab < bec A@c < be.
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El teorema siguiente recoge un par de hechos sobre tridngulos rectadngulos
que necesitaremos méas adelante:

Teorema 4.30 Se cumple

1. RacboANch LabAheab—a—h—bAa#h#Db,

2. Racb/\b;«éc/\a—d—c/\a;éd;éc—>b/a\C<b/d\c/\@<%.

C C
A A
a h b a b

DEMOSTRACION: 1) Se cumple que a # h # b porque en otro caso el trian-

gulo abc tendria dos angulos rectos. Por el teorema anterior aplicado a los tres
triangulos rectangulos de la figura izquierda, ah < ac < ab A bh < bc < ab, y el
teorema 3.29 implica que a — h — b.

2) bac < bde porque bac = bad y bde es un angulo externo del triénguloﬁb,
luego basta aplicar el teorema 4.26.

Para probar que bd < ab basta ver que bad < gd\b, pero el primer angulo
es agudo, porque es un angulo del triangulo 1rectéunguloﬁc7 mientras que el
segundo es obtuso, ya que su suplementario bde es agudo (por la misma razon).

|

Finalmente demostramos los teoremas de congruencia de tridngulos. Dos de
ellos son inmediatos teniendo en cuenta lo que hemos probado hasta el momento:

Teorema 4.31 (Criterio LLL)
~Col(abe) A (a,b,c) = (a'b'c’) — bac = Va'c Aabe = at/c! Aach = d'cl.

En otras palabras, si dos triangulos tienen sus tres lados iguales, también
tienen sus dngulos correspondientes iguales.

Teorema 4.32 (Criterio LAL)

c;b\cza/’b’\c’/\EEW/\EEW%(a,b,c)z(a’,b’,c’).

—

En efecto, solo hay que probar que ac = a’c’, que se sigue inmediatamente
de la congruencia de los angulos.

Teorema 4.33 (Criterio ALA)
~Col(abe) Abac = Va'd A abe = d'b'd Aab = a¥ — (a,b,c) = (a'b'c).
Teorema 4.34 (Criterio AAL)

—Col(abc) A bea = b'da Aabe = dbe Aab=a'bl — (a,b,c) = (a'b'c).
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DEMOSTRACION: Para probar ambos teo- c
remas tomamos un punto ¢’ ~y ¢ tal que
b'c” = be. Observemos que puede ser b’ —c”’ —¢, !

que es el caso que muestra la figura, o también

—_—
b’ —c —”. La congruencia abc = a’b'c’ implica
que ac = a’c”, luego (a,b,c) = (a'b'¢”). Basta
probar que ¢’ = ¢”.

v a’

-

—_— —~
Caso ALA Tenemos que Va/c' = bac = ba'c” y ¢ ~qp . El teorema 4.15
implica que ¢’ ~, ¢/, pero entonces ambos puntos estan en las rectas b’c’ y a’c/,
luego ¢/ = ¢”.

—

— —~
Caso AAL Tenemos que b'c’a’ = beca = b'c’a’. Supongamos que ¢’ # ¢’. Si
—_—
es b/ — ¢’ — ¢/, como muestra la figura, entonces b'c”’a’ es un angulo externo del
4 i . Qs / / 7 :
tridngulo ¢”’c’a’, luego deberia ser mayor que b’'c’a’. Sies b’ — ' —¢” tendria que
darse la desigualdad opuesta (también estricta), luego en ambos casos tenemos
una contradiccion. m

Teorema 4.35 (Criterio ALL)

abe = db'd ANac = a'd Abe=bd Abe < ac — (a,b,c) = (a,V, ).
b/
DEMOSTRACION: Sea a” ~p a’ de modo
que b'a’ = ba. La congruencia del angulo im- a’
plica que @c = a’c’, luego (a,b,c) = (a”, V', ).
Basta probar que a’ = a”. Supongamos lo con-
trario.
Tenemos que c’a’ = ¢a = c’a”’. Puede ocurrir b’ — a” — a’ (que es el caso que
muestra la figura) o bien ¥’ — @’ — a”. Distingamos ambos casos:

a c

Sib'—a”—a’, suponemos en primer lugar ~Col(abc) (las hipotesis no excluyen

. —_— —_—
que los puntos sean colineales). Entonces a”b'¢’ < a’a’’c’, porque el segundo

angulo es un angulo externo del tridngulo b'c’a”.

El teorema 4.28 nos da que
—_— —_— ., . P

a’a’c = a"a’c, porque forman parte de un tridngulo isésceles. Por lo tanto
iy 22Ty P el gl e

a't'd = a"b'd < a'd’cd = a’a’c = ba'c, luego el teorema 4.28 implica que

a'c’ < b, luego ac < be, en contra de lo supuesto.

En el caso en que Col(abc) se tiene que cha es nulo, luego Jb'a’ también lo
es, luego Col(a't'c’), luego ¢ = Maa" (teorema 3.53), luego a’ — ¢’ — a”, luego
b —a" — ¢, luego a’'c = a’c < V¢ y, como b # a’ (esto estd implicito en la
definicion de congruencia de dngulos), a’c’ < b/, luego @¢ < bc, contradiccion.

En el caso b’ —a’ — a”’ se razona de forma completamente aniloga, intercam-
b
biando los papeles de a’ y a”. n
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4.4 Variedades afines

Los conceptos de punto, recta y plano se generalizan al concepto de “variedad
afin”, de modo que los puntos son las variedades afines de dimension 0, las rectas
las de dimension 1 y los planos las de dimensién 2, pero en esta seccién veremos,
entre otras cosas, que el proceso que hemos seguido para definir los planos puede
generalizarse para definir variedades afines de dimensién arbitraria.

Hay que tener presente, no obstante, que una cosa es definir las variedades
afines y otra demostrar su existencia. De entre los axiomas que estamos consi-
derando, el inico que aporta informacioén sobre la dimension del espacio es A8,
que afirma la existencia de tres puntos no colineales, por lo que el espacio tiene
al menos dos dimensiones. Ningin otro axioma afirma nada sobre la dimensién
del espacio, de modo que la geometria que hemos desarrollado hasta aqui es va-
lida en espacios de dimension 2, 3, 4 o cualquier otro valor (incluso en espacios
de dimension infinita). En la seccion siguiente veremos cémo enunciar axiomas
que determinen la dimension del espacio.

4.4.1 La definicion de las variedades afines

Empezamos expresando con una notacién uniforme algunos de los conceptos
y resultados que hemos definido o demostrado para puntos, rectas y planos.

Diremos que unos puntos son afinmente independientes si cumplen:
e 1%ag) <> ap = ap (todo punto es afinmente independiente).

e I'(ag,a1) > ag # a1 (todo par de puntos distintos son afinmente inde-
pendientes).

e I%(ag,a1,az) <+ ~Col(apaiaz) (tres puntos son afinmente independientes
si no son colineales).

e I*(ag,a1,as,a3) +» ~Cop(agaiazas) (cuatro puntos son afinmente inde-
pendientes si no son coplanares).

Llamaremos variedades afines de dimension 0 a los puntos (o, mas precisa-
mente, a los lugares geométricos que constan de un tnico punto), variedades
afines de dimension 1 a las rectas y wvariedades afines de dimension 2 a los
planos. Més precisamente, definimos los lugares geométricos siguientes:

o A%ap) = {z | = ao} (la variedad afin de dimensién 0 generada por el
punto ag es el lugar geométrico formado por agp).

o Al(ag,a1) = {z | I'(ap,a1) A x € apa1} (la variedad afin de dimension 1
generada por los puntos independientes ag y a1 es la recta apaq).

o A%(ag,a1,a2) = {x | I*(ap,a1,a2) Az € aparasz}) (la variedad afin de
dimensioén 2 generada por los puntos independientes ag, a1, as es el plano
a0a1a2).
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Con estas definiciones podemos reformular asi algunos hechos que conoce-
mos:

A) SiI™(ag,...,a,), existe una tUnica variedad afin de dimension n que con-
tiene a ag,...,an, y ésta es concretamente A™(ag, ..., an).

(Lo tenemos probado para n = 1,2 y es trivialmente cierto para n = 0.)

B) I"(ao,...,a,) siy sdlo si no existen xg, ...,z con k < n de manera que
I*(xg,...,2) Aag,...,an € AF(z0,...,11).
(n + 1 puntos son afinmente independientes si y solo si no estan conteni-
dos en una variedad afin de dimensién menor que n. Esto es cierto por
definicion para n = 1,2,3.)

C) Para k <n, si I*(zg,...,21) NI (ag,...,an) A2, ..., zx € A%(ao, ..., a,),
entonces A*(zg,...,x) C A" (ag, ..., an).
(Para k = 0 es trivial, para k = n es lo mismo que A) y parak =1, n =2

se trata de que si un plano contiene dos puntos, entonces contiene la recta
que pasa por ellos. Por lo tanto, lo tenemos probado para n =0,1,2.)

D) vaO Tt Qn In(a’07 KRN an)'
(Para n = 0 afirma la existencia de un punto, para n = 1 la existencia de

dos puntos y para n = 2 la existencia de tres puntos no colineales, lo cual
es el axioma A8, luego lo tenemos probado para n = 0,1, 2.

Seguidamente extraemos algunas consecuencias de estas cuatro propiedades:

e La propiedad A) implica que A" (ao,...,ay) no depende de la ordenacion
de los puntos, pues es la tnica variedad afin que los contiene a todos y
esto no depende del orden.

e La propiedad B) implica que I"(ag,...,a,) tampoco depende del orden
de los puntos.

. Ik(ao, ceak) AN agyr ¢ Ak(ao, ce, ) — Ik"’_l(ao, ey Ot

En efecto, si existiera una variedad afin A"(zg,...,2,) con r < k tal
que ag,...,ax+1 € A"(xo,...,x,), entonces r = k, porque ag, ..., a; son
afinmente independientes (por B)), y A¥(aq,...,ar) = AF(zo,...,21)
(por A)), luego axy1 € A¥(ag, ..., ax), en contra de lo supuesto.
Observemos ahora que si (segiin D)) los puntos ag, . . ., a, son afinmente
independientes y I(xg,...,7;) con k < n, entonces A¥(xz,..., ;) no
puede contener todos los puntos a; (por B)), luego siempre podremos
tomar x4, = a;, para un 4 adecuado, de modo que x5 1 ¢ A¥(zo, ..., z1),
luego I**1(xg, ..., 2p41).

En otras palabras: un conjunto de k 4+ 1 puntos afinmente independientes
con k < n siempre puede extenderse hasta un conjunto de n 4+ 1 puntos
afinmente independientes. Ademaés los puntos anadidos siempre pueden
extraerse de cualquier conjunto prefijado de n + 1 puntos afinmente inde-
pendientes. En particular:
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e Para k < n, se cumple: A*(zo,...,zx) C A%(ag,...,a,) —

Vapir - -x, € A%ao, ..., a,) A"(ag, ... a,) = A™(z0,...,2n).

o I ag,...,ap11) — I¥(ag,. .., ax).

En efecto, esto equivale a que —I*(ag,...,ar) — —~I¥(ag,...,ap1).
Si se cumple que ag,...,a, son afinmente dependientes, existe una va-
riedad afin A = A"(zg,...,x,) tal que ag,...,ay € A con r < k. Si
también a1 € A, entonces ~I¥*1(ag,...,ax,+1), como queriamos pro-
bar, y en caso contrario I""!(zq,..., 2k, aks1) y, por C), tenemos la
inclusion A" (xo,...,xr) C A" (xg,..., 2%, ars1), luego concluimos que
ag, - agr1 € A (2o, ..., 2k, ap11) con 7+ 1 < k + 1, luego también
ﬁlk—i_l(ao, ceey ak+1).

De aqui se sigue que todo subconjunto de un conjunto afinmente inde-
pendiente es afinmente independiente. Maéas adn, combinando el punto
anterior con el tercero tenemos:

° Ik+1(a0,...,ak+1) > Ik(ao,...ak) N Q1 ¢ Ak(ao,...,ak).

e Si la interseccion de dos variedades afines no es vacia, entonces es una
variedad afin.

En efecto, sean A y B dos variedades afines de dimensiones k < r, respec-
tivamente. Supongamos que existe un punto xg € AN B. Si es el anico,
entonces AN B = A%(z0) es una variedad afn.

Si existe 1 € AN B distinto de xg, entonces A'(xg,71) C AN B por C).
Si no se da la igualdad, existe un x3 € AN B\ Al(xg, 1), con lo que
I?(xg,71,72) y A%(x0,21,22) C AN B, de nuevo por C).

Asi vamos obteniendo una sucesiéon xg, x1, T2, ... de puntos afinmente in-
dependientes , si no se ha dado la igualdad A%(zo,...,7;) = AN B para
ningtn i < k, llegamos a que A*(zg,...,zx) C AN B, pero ahora nece-
sariamente A = A¥(xg,...,7;) por A), pues ambos miembros son va-
riedades afines de dimensiéon k£ que contienen a zg,...,z;. Por lo tanto
A C By AN B = A es una variedad afin.

Pasamos ya a definir inductivamente las variedades afines segiin el plan si-
guiente:

Suponemos definidas las variedades afines hasta dimensiéon n de modo que
se cumplan las propiedades A), B), C) y D) (y, por consiguiente, todas las
consecuencias que acabamos de extraer de ellas).

Definimos I"*(aqg, ..., a,+1) mediante la propiedad B), de modo que ésta
se cumple para n + 1 por definicién.

Suponemos que se cumple la propiedad D) para n + 1, es decir, suponemos
que existen n + 2 puntos afinmente independientes.
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Ahora vamos a definir el concepto de variedad afin de dimensiéon n + 1 y
probaremos que se cumplen las propiedades A) y C).

En lo sucesivo supondremos que A es una variedad afin de dimensién n con
n > 2, es decir, un lugar geométrico de la forma A™(ao,...,ay,), aunque los
puntos a; serén irrelevantes.

Definicién 4.36 a — A—b<ag ANbE ANNtEe Aa—t—b.

Notemos que esta definicién coincide en los casos n = 0,1 con la que ya
tenfamos definida para puntos y rectas.

Obviamente a — A —b <+ b— A —a.

El teorema siguiente generaliza al teorema 3.71:

Teorema 4.37 a—A—c/\reA—>/\b(a~Tb—)b—A—c).

DEMOSTRACION: Por hipoétesis existe
un puntot € Atalquea—t—c. Sit #r,
llamamos R = rt y en caso contrario to-

b
a
mamos cualquier recta R C A tal que ‘

r € R (aqui usamos la propiedad B)). e
Por definicion a — R —cAa ~gcy m
por el teorema 3.71 se cumple b— R—¢, A
luego existe un « € R tal que b —z — ¢,
luego b — A —c. n

Definiciéon 4.38 a ~4 b Ve(a—A—cAb—A—c).

Nuevamente, esta definicion generaliza a las que ya teniamos para n = 0, 1.
El teorema siguiente generaliza al teorema 3.74:

Teorema 4.39 a—A—c— (b—A—c+ar~yb).

DEMOSTRACION: La implicaciéon =
es inmediata por definicion. Suponga-
mos que a — A —cAa ~y b. Lo segundo
significa que existen puntos d y z,y € A
talesque d—z—aAd—y—0b. Sea R C A
una recta tal que z,y € R.

A partir de aqui la situacion es la
misma que en el teorema 3.74. Como
alli se prueba que existe un punto z tal
quez—z—bAy—z—aAz¢ R. Estonosdaquea~y, zAz~, bAa—A—c. El
teorema anterior implica que z— A — ¢ y en una segunda aplicacion que b— A —c.

|

Las propiedades siguientes son todas elementales, y se prueban igual que en
el cason = 1:
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Teorema 4.40 Se cumple:
1.a—A—b——-ar~yub,
2.a¢A—=\Nca—A—c,

3. a~pb—br~ya,
4. a~abANb~pc—an~yc.

El teorema siguiente generaliza al teorema 3.76:

Teorema 4.41 a~4bANa—c—b—c~4 a.

DEMOSTRACION: La prueba se re-
duce a la del teorema 3.76, pues obte-

nemos dos puntos x,y € A, tomamos
una recta R C A tal que z,y € Ry A
a partir de ahi vale el razonamiento
bidimensional, como en los teoremas

precedentes. n

El teorema siguiente es el analogo
al teorema 3.77 y la prueba no se re- d
duce a la de éste, sino que se demuestra exactamente igual usando las generali-
zaciones que ya hemos probado de los resultados que se usan en la prueba:

Teorema 4.42 Se cumple:
1. pe AANCol(abp) = (a—A—b+a—p—bAhag¢ AN A),
2. pe ANCol(abp) = (a ~a b a~p,bAa ¢ A).
Ya podemos definir las variedades afines de dimensién n + 1:

Definicion 4.43 Llamaremos variedades afines de dimension n+1 a los lugares
geométricos

AT Ay ={z |z ~arVa e AVe —A—r}, SA"THAr)={z |z ~ar}.

Mas explicitamente, la variedad afin generada por n + 2 puntos afinmente
independientes es, por definicién,

A"'H(ao, ey Opy1) = A"+1(A"(a0, ey Gy Apg)-

El teorema siguiente es analogo al teorema 3.80 y su demostraciéon es for-
malmente idéntica:

Teorema 4.44 r — A — 1" — A"TYH(A,r) = SA" (A, r) U AU SA™ (A r).

Tampoco ofrece ninguna dificultad adaptar la prueba del teorema 3.81 para
probar:
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Teorema 4.45 1 ¢ ANs¢ ANse A" (A r) — A"TL(A,r) = A"TL(A, s).
La generalizacion del teorema 3.82 es menos obvia:

Teorema 4.46 Si A es una variedad afin de dimension n y C es una variedad
afin de dimension k <n, C C A yr ¢ A, entonces AFH(C,r) C AVT1(A,r).

DEMOSTRACION: Si x € SA*1(C,r), entonces existen puntos x, y tales que
y—C—rAy—C—ux, luego existen puntos p,q € C C A tales que y—p—rAy—q—=x,
luego y — A—r Ay — A—x, luego r ~4 x, luego x € SA"TL(A,r).

Sea ' —C —r, lo que implica que 7’ ¢ A, pues en otro caso existiria un ¢ € C
tal que ' —c—r, con lo que r € ¢ C A, en contra de lo supuesto. Aplicando a
" lo que hemos probado para r resulta que SA*1(C,7") ¢ SA"*1(A,r"). Por
lo tanto

AP ) = SAFFL(C ryu C U SARTY(C ) C

SA™TH A, r) U AUSA™ (A7) = A"TH(A, 7).
|
Supongamos ahora que A y B son dos variedades afines de dimension n > 2
tales que su interseccién es una variedad afin de dimensién n — 1, digamos

C=A""Y(xg,...,2p-1). Sir,r’ € B\ C, entonces B = A"(C,r) = A"(C,7").

En efecto, tenemos que B y A™(C,r) son variedades afines de dimension n
y ambas contienen a xg,...,T,_1,7, que son afinmente independientes porque
Zo,.-.,Zn—1 lo son por hipotesis y r ¢ C. Por la propiedad A) se tiene la
igualdad B = A™(C,r), e igualmente con 7’.

Por el teorema anterior, ' € A"(C,r) C A"*1(A,r), luego podemos concluir
que A"FL(A r) = A"TL(A, "), por el teorema 4.45.

Esto nos permite definir A"t (A, B) = A"*1(A,r), para cualquier r € B\C,
pues acabamos de probar que la variedad A" (A, 7) no depende de la eleccion
de r.

Asi podemos demostrar el analogo al teorema 3.84:

Teorema 4.47 Si A y B son dos variedades afines de dimension n cuya inter-
seccion tiene dimension n — 1, entonces

AC A"M(A,B) A B C A"TH(A, B) A A"TL(A, B) = A"TL(B, A).

DEMOSTRACION: Sea C' = ANB. La inclusion A C A"T1(A, B) es inmediata
por la definicion. Si b € B, entonces, o bien b € A, en cuyo caso b € A"*1(A, B)
por la inclusiéon anterior, o bien b € B\ C, en cuyo caso b € A"TY(A,b) =
A"L(A) B), por definicion. Por lo tanto, también B C A"T1(A, B).

Por la simetria en las hipotesis, basta probar que A"t (A, B) ¢ A"TY(B, A).

Pongamos que A"*1(A, B) = A" (A,r), conr € B\ C, ysear —C —r.
Notemos que ' € B\ C, pues existe un ¢ € C C B tal que ' — ¢ — r, luego
r' €er C B.
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Sea s € A""(A,B). Sis € Ao s € B, entonces s € A" (B, A) por las
inclusiones ya probadas, asi que podemos suponer que s ¢ AAs ¢ B. En
particular s € SA"T(A;r) Vs € SA"TL(A,r"). De nuevo por simetrfa no
perdemos generalidad si suponemos que s € SA" (A4, 7).

Entonces s ~4 7, luego ' — A — s, luego existe un ¢t € A tal que ' —t—s. No
puede ser t € B, pues entonces t € C, luego t # ' y s € tr’ C B, contradiccion.

Asipues, t ¢ B, luegor # ' (pues ' € B) y podemos aplicar el teorema 4.46
con C = {r'} C B, lo que nos da la inclusién 7't = Al(r't) C A"1(B,t), luego
ser'tCc A"M(B,t) = A"TY(B,A), yaque t € A\ B. .

Pasamos ya a demostrar que una variedad afin de dimensiéon n + 1 no de-
pende del orden de sus generadores. Probamos en primer lugar que podemos
intercambiar dos de ellos:

Teorema 4.48 A" "1 (A"(ag,...,an_1,7"),7) = A" (A" (ag,...,an_1,7),7").

DEMOSTRACION: Hay que entender que estamos suponiendo que los puntos
ag,...,an—1,7" son afinmente independientes, y que r ¢ A"(ag,...,an_1,7").
En particular ag,...,a,_1 también son afinmente independientes, por lo que
podemos considerar las variedades

A= A"ag,...,an_1,7"), C=A"Yag,...,an_1).

Como C' C A, también r ¢ C, por lo que ag,...,an—1,r son afinmente
independientes, luego podemos definir B = A™(aq, ..., Gp—1,T).

Por construccion C C A N B, pero tiene que darse la igualdad, ya que si
existiera un punto x € (AN B) \ C, entonces los puntos ag,...,a,—1,2 serian
afinmente independientes y A™(C,xz) C AN B, y las tres variedades tienen
dimension n, luego por la unicidad de la propiedad A), podriamos concluir que
A= A"(C,x) = B, luego r € A, en contra de lo supuesto.

Asi pues, C = AN B. En particular ' ¢ B, pues en caso contrario ' € C
y los generadores de A no serian afinmente independientes. Por el teorema
anterior A"T1(A,r) = A" (A, B) = A"T(B, A) = A"TY(B, ). n

Ahora solo es cuestion de ir permutando:

Teorema 4.49 Si S es una variedad afin de dimension n+1 y ag,...,an4+1 € S
son puntos afinmente independientes, entonces S = A" (ag, ..., ans1).

DEMOSTRACION: En principio S = A"*1(A,r), para cierta variedad afin A
de dimension n y cierto r ¢ A. Digamos que A = A™(xq,...,zn). Siag ¢ A,
entonces, por el teorema 4.45, tenemos que S = A"1(A, ag), y por el teorema
anterior llegamos a que

S = A”Jrl(A”(:co, ey Tp—1,00), Ty ),

luego podemos suponer que ag € A.
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Como todo conjunto afinmente independiente se puede completar dentro de
una variedad, podemos expresar A = A"(ag, z1,...,2,). Sia; ¢ A, podemos
intercambiar igualmente a; con x, para concluir que

S = A" (A™(ag, 1, ..., 1, a1), T),

luego podemos suponer que ag,a; € A.

Repitiendo este razonamiento llegamos a que S = A" (A"(ag,...,an),7),
y ahora necesariamente a,+1 ¢ A, pues A no puede contener n + 1 puntos
afinmente independientes, luego el teorema 4.45 nos da finalmente que S =
A"+1(a0,...,an+1). L]

Con esto queda probado que las variedades afines de dimensién n+1 cumplen
la propiedad A), y la propiedad C) se demuestra con la misma técnica empleada
en la prueba del teorema anterior:

Si xg,...,xx € S son puntos afinmente independientes, con k& < n (el caso
k = n+1 es el teorema anterior) entonces S = A"T1(A,r), donde podemos
suponer que Zo, ...,z € A, luego por la propiedad C) para dimension n, resulta

que A¥(xg,...,2) C ACS.

Asi tenemos definido el concepto de variedad afin de dimensién n y el con-
cepto de conjunto de puntos afinmente independientes para cualquier dimension
y cualquier nimero de puntos, pero hay que tener presente que para definir las
variedades afines de dimension n hemos tenido que suponer la propiedad D) para
dimensioén n, es decir, la existencia de n + 1 puntos afinmente independientes.
Esto se debe a que, como ya habfamos observado, a partir de nuestros axiomas
no podemos demostrar que existan variedades afines de dimensién mayor que 2.
(Ni siquiera podemos probar que el espacio no sea el tnico plano.)

4.4.2 Resultados adicionales sobre variedades afines

Aunque la construccion de las variedades afines ha sido un tanto sofisticada,
tienen una caracterizacién muy simple:

Teorema 4.50 Sea A una variedad afin y B C A un lugar geométrico no vacio
y cerrado para rectas, es decir, tal que si x,y € S son dos puntos distintos,
entonces xy C B. Entonces B es una variedad afin.

DEMOSTRACION: Tomamos zg € B. Si B = {z¢} = A%(z0), entonces es
una variedad afin. En caso contrario podemos tomar un punto z1 € B\ {z¢}.
Por hipotesis 2119 = Al(x,71) C B. Si se da la igualdad, ya tenemos que B
es una variedad afin. En caso contrario tomamos x5 € B\ A'(zq,x1).

En general, supongamos que hemos llegado a una sucesion xzg, ...,z de
puntos afinmente independientes tales que que Ay = A*(zo,...,2) C B, pero
no se da la igualdad. Entonces podemos tomar x3,1 € B\ A%(xg,..., ), con
lo que I**1(zq,...,2x+1) y vamos a probar que

AR (@, wpgn) = AMY Ay, 2p40) C B
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Para ello tomamos un punto p tal que p — Ay — zx4+1. Esto significa que
existe un v € Ay tal que p — v — xpy1 y, como v, xx11 € B, por hipotesis
p € vxp41 C B.

Si u € A*1(Ag, zp41), entonces, por definicion de variedad afin, hay tres
posibilidades:

e ue AL CB.

o U EC SAkJrl(Ak,l‘]H_l).

Esto significa que p — Ay — u, luego existe un v’ € A, tal que p — v’ — u,
luego u € pu’ C B.

o uc SAML( Ay, p).

Entonces z;4+1 — Ak — u, y concluimos igualmente que u € B.

Como los puntos zg, . ..,z € A son afinmente independientes, la sucesiéon no
puede prolongarse indefinidamente, pues k no puede rebasar la dimension de A.
Por lo tanto, tras un nimero finito de pasos llegamos a que B = Ak(aco, ce TE)
es una variedad afin. [

Mas adelante daremos axiomas que garantizaran que el espacio F es una
variedad afin, luego el teorema anterior podra aplicarse siempre con A = F, y la
conclusion sera que las variedades afines son simplemente los lugares geométricos
cerrados para rectas.

Veamos ahora que podemos determinar una variedad afin a partir de una
sucesion de puntos que no sean necesariamente afinmente independientes.

Teorema 4.51 Dados puntos ag,...,a, (no necesariamente afinmente inde-
pendientes) existe una variedad afin A (de dimension k < n) de manera que
ag,---,an € A, es la unica variedad de dimension k que cumple esto y ninguna
variedad de dimension < k cumple lo mismo.

DEMOSTRACION: Llamamos xg = ag. Si existe un a; ¢ A°(x), elegimos
uno y lo llamamos w1, si existe otro a; ¢ A%(zg, 1), elegimos uno y lo llamamos
To, y asi sucesivamente. Tras un ntmero finito de pasos tenemos que llegar a
una lista de puntos afinmente independientes xg,...,xx, con k < n, formada
por parte de los a;, de modo que ag, ..., a, € A¥(xo,...,x;). No puede suceder
que ag,...,a, pertenezcan a una variedad afin de dimensién < k, pues eso
contradiria la independencia afin de xg,...,zs, y cualquier variedad afin de
dimensioén k que contenga a ao, . . ., a,, en particular contiene a xg, ..., xx, luego
es AF(zq,...,78). "

Definicién 4.52 Llamaremos (ao,...,a,) a la variedad afin dada por el teo-
rema anterior y la llamaremos variedad afin generada por los puntos aq, . . . , Gy.
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Es obvio que I"(aq,...,a,) = {(ag,...,an) = A™(ag, ..., an).

En la prueba del teorema anterior hemos visto que todo generador de una
variedad afin contiene un generador afinmente independiente. Teniendo esto en
cuenta es inmediato que si A es una variedad afin y aq,...,a, € A, entonces
(ag,...,an) C A.

Teorema 4.53 Dadas dos variedades afines A y B existe una variedad afin C
tal que A C C, B C C, es la unica variedad de su misma dimension que las
contiene a ambas y ninguna variedad de dimension menor cumple lo mismo.

DEMOSTRACION: Si A = A™(ag,...,an)y B = A"(aop,...,an), basta tomar
C:<a0,...,an,b0,...,bn>. u

Definicion 4.54 Dadas dos variedades afines A y B definimos su suma como
la variedad afin A + B dada por el teorema anterior.

Es claro entonces que si C' es cualquier variedad que contenga a A 'y B,
entonces A + B C C. También es claro que (ag, . ..,a,) = (ag) + - + {an).

Observemos que el concepto de dimensiéon de una variedad lo hemos definido
al mismo tiempo que hemos definido las variedades, es decir, una variedad afin
tiene dimension n si es de la forma A" (xo, . . ., 2, ), para ciertos puntos o, . . . , &,
afinmente independientes. Explicitamente:

Definicion 4.55 Para cada nimero natural n y cada variedad afin A, definimos
la formula

dim A=n <+ Vag- - 2,(I"(z0, .., 20) NA = A"(20,...,70)).

Vamos a probar un resultado fundamental sobre dimensiones de variedades,
para lo cual probamos primero un caso particular:

Teorema 4.56 Sean A y B dos variedades afines tales que C = AN B no sea
vacia. Sea S = A+ B. Si A tiene dimension n — 1, B tiene dimension k y S
tiene dimension n, entonces C tiene dimension k — 1.

DEMOSTRACION: No puede suceder que B C A, porque entonces tendriamos
que S = A+ B = A, cuando tienen dimensiones distintas. Por lo tanto C' esta
estrictamente contenida en B, luego su dimension es < k — 1. Vamos a suponer
que es < k + 1.

Tomemos un punto s € B\ A. Sea R = A(C, s) C B. Entonces la dimensién
de R es < k — 1, luego existe un ¢t € B \ R. Distinguimos tres casos:

1) s— A —t. Entonces existe un punto ¢ € A (¢ # s) tal que s — g —t. Como
s,t € B, también ¢ € B, luego g € C C Ry s € R, luego t € R, contradiccion.

2) s ~ 4 t. Entonces tomamos un s’ tal que s'—C'—s (en particular '— A—3s)
y asi s € R, luego podemos razonar como en el caso anterior con s’ en lugar

de s.
3) t € A. Entonces t € C' C R, contradiccion. "

En general:
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Teorema 4.57 Si A y B son variedades afines con interseccion no vacia, en-
tonces'

dim(A 4+ B) = dim(A) + dim(B) — dim(A4 N B).
DEMOSTRACION: Sea S = A+ B, sea C' = AN B y pongamos que
dim(S) = n, dim(A4) =n —m, dim(B) = k.

Tenemos que probar que dim(B) = k — m.

Sim = 0 es trivial, pues entonces B C S = A, luego C = B y su dimension
es k. Si m =1 la conclusion se sigue del teorema anterior.

Probamos el caso general por induccién sobre m, de modo que lo suponemos
cierto para m > 1 y suponemos ahora que dim(A) =n — (m + 1).

No puede ser B C A, pues entonces A = S, pero no tienen la misma di-
mension. Por lo tanto existe un punto a € B\ A. Sea A" = A(A,a). Asi
dim(A'Y=n—-my A+ B=A+B.

Por otra parte, si ¢/ = A’ N B, tenemos que C C C’, luego C’ no es va-
cia. Aplicamos la hipotesis de induccion a A’ y B, de donde concluimos que
dim(C") = k — m.

Ahora observamos que A+ C' = A y ANC'=AnA NB=ANB=C.
Por lo tanto, podemos aplicar el resultado para m = 1, que nos da que

n—m = dim(A") = dim(A) +dim(C") —dim(C) = n— (m+1) +k—m —dim(C),
de donde llegamos a que dim(C) = k — (m + 1), como habia que probar. =

Un caso particular de interés (que, de hecho, se sigue del teorema 4.56) es el
siguiente:

Teorema 4.58 Si P, y P> son planos contenidos en una variedad afin de di-
mension 3 y tienen un punto en comun, entonces tienen una recta en comun.

DEMOSTRACION: Si S tiene dimension 3y P, P, C S, entonces P, +P, C S,
luego

3 Z d1m(P1 —|—P2) :dlm(Pl) +d1m(P2) —d1m(P1 OPQ) :4—d1m(P1 OPQ),

luego dim(P, N P2) > 1. n

Para terminar construimos una variedad afin que nos sera util en diversos
contextos:

LEl lector interesado en la logica (de primer orden) subyacente a la geometria de Tarski
deberia observar que los ntmeros naturales, la aritmética, el razonamiento por inducciéon de
este teorema y el propio concepto de dimensién son todos metamateméaticos, externos a la
teoria formal que estamos considerando. Este teorema es en realidad un esquema teorematico
en el que las dimensiones aparecen reflejadas en el niimero de variables con el que se determina
cada variedad afin.
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Definicion 4.59 Si A es una variedad afin y p, ¢ € A son dos puntos distintos,
definimos
Mu(pq) = {z |z € ANTDp =7q}.

Asi, Ma(pq) es el lugar geométrico formado por los puntos de A que equi-
distan de los dos puntos dados.

Teorema 4.60 Si A es una variedad afin de dimension n y p,q € A son dos
puntos distintos, entonces Ma(pq) es una variedad afin de dimension n — 1.

DEMOSTRACION: Que M = M4(pq) es una variedad afin se sigue inmediata-
mente del teorema 4.50, pues claramente el punto medio Mpq estd en M (luego
no es el conjunto vacio), y si ¢,y € M son dos puntos distintos, el teorema 3.19
implica que zy C M.

Obviamente M # A, pues p,q ¢ M, luego
la dimensién de M es menor que n. Suponga-
mos que es k < n — 1. Entonces la dimension
de A*1(M,p) C Aes k+1 < n, luego pode- /‘ M
mos tomar un punto z € A\ A**1(M,p). Sea
m = Mpq € M. Como m,p € A1 (M,p),
también ¢ € A¥1(M,p), pero = ¢ pq, pues en q
caso contrario x € A*1(M,p). Por 3.65 exis-
ten puntos r y t € pq tales que rm L pgy

D

r—t—uwx.
Por definicion de perpendicularidad, 7p = 7q, luego r € M, pero tenemos
que t € pg C AF1 (M, p), luego = € rt C A*¥T1(M, p), contradiccion. "

4.5 La dimensiéon del espacio

Ahora es facil incorporar a la teoria axiomas que determinen la dimension
del espacio. Una posibilidad es (para cualquier nimero natural n > 2):

Asn VGO"'an In(GJOa"'van)

A9, Vag:--any1 I"Hag,. .., an41)

de modo que A8, es equivalente al axioma A8. Si tomamos como definicién de
independencia afin la relacion recurrente

I"Yao, ..., ane1) & I™(ag,. .., an) Aans1 & A%(ao,...,a,), n>3.

se cumple trivialmente (sin necesidad de apelar a ningin axioma geométrico)
que si k < n entonces I"(ag, ..., a,) — I*(ag,...,ax), por lo que, si 2 < k <n,
se cumple que A8,, A8, y A9 —A9,,.

Cuando sustituimos el axioma A8 por A8, y anadimos A9,, (con n > 2)
obtenemos la Geometria de Tarski n-dimensional.
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Si ag, ..., a, son puntos afinmente independientes dados por AS8,, y consi-
deramos la variedad afin A"(aq,...,ay), el axioma A9, nos da que tiene que
ser igual a todo el espacio: E = A"(ag,...,a,), pues si existiera un punto
an+1 € E\ A" (ag, ..., a,) tendriamos I""*(ag, ..., an+1)-

Asi pues, a partir de los axiomas de la Geometria de Tarski n-dimensional
se demuestra que el espacio F es una variedad afin de dimension n.

Por otra parte, es posible introducir axiomas que establezcan que la di-
mensién del espacio es 2 o 3 sin necesidad de involucrar la definicién general
de variedad afin o de independencia afin. Por ejemplo, para establecer que el
espacio tiene dos dimensiones basta anadir al axioma A8 el axioma

AIp#£gANTp=TqAYD =Yg A zZp = zq — Col(zyz).

En efecto, lo que afirma este axioma es que si p y ¢ son puntos distintos,
entonces M = Mpg(pq) es una recta. Partiendo de este axioma, una ligera
adaptacion de la prueba del teorema 4.60 implica que el espacio E coincide con
el plano P(M,p).

Para establecer que el espacio tiene tres dimensiones podemos tomar A83,
es decir,

A8; Vayzw(zr #y Az ¢ zy Aw ¢ vyz)
junto con
A93 Si dos planos tienen un punto en comin, tienen dos puntos en coman.

Por el teorema 4.58, si el espacio E es una variedad afin de dimension 3,
se cumple A93. Reciprocamente, si se cumple este axioma no puede haber
cinco puntos v, w, x,y, z afinmente independientes, ya que entonces los planos
P, =vwx y P, = vyz sblo tendrian en comin el punto v.

En efecto, P; + P> = (u,v,w, z,y, z), luego dim(P, + P») = 4, y la formula
del teorema 4.57 nos da que que dim(P; N Py) = 0.

Por lo tanto, A83 y A93 equivalen a que el espacio E es una variedad afin
de dimension 3.

En lo sucesivo seguiremos trabajando tnicamente con el axioma A8, puesto
que ninguno de los resultados que vamos a probar dependera de la dimensiéon
del espacio.






Capitulo V

La geometria euclidea

Introducimos ahora el axioma de las paralelas, que caracteriza a la geometria
euclidea. Tal y como indicaAbamos al final del capitulo anterior, seguiremos
trabajando en la teoria determinada por los axiomas A1-AS8, sin suponer ningin
axioma sobre la dimensién del espacio.

5.1 El axioma de las paralelas

Definicién 5.1 Dos rectas son paralelas si son coplanares y, o bien son iguales,
o bien no tienen puntos en comun:

R| S+ Cop(R,S)A(R=SV-Vz(z € RNz €SY)),
donde Cop indica que las rectas son coplanares, es decir,
Cop(R, S) «+ Vayz(=Col(zyz) AR C zyz A S C xyz).
Por ejemplo, dos rectas perpendiculares a una tercera son paralelas:
Teorema 5.2 Cop(R,S,T)ANRLTAS LT —=R|S.

DEMOSTRACION: Sean r y s los puntos de corte de Ry S con T. Sir =s,
entonces R = S por la unicidad de las perpendiculares (teorema 4.17), luego
R | S. Sir # s, entonces R # S (pues las dos rectas cortan a T en puntos
distintos), y si existiera a € RN S entonces el triénguloﬁtendrl’a dos angulos
rectos, lo cual es imposible (teorema 3.59). Por lo tanto R || S. n

Como consecuencia, por todo punto dado pasa una paralela a una recta
dada:
Teorema 5.3 \/S(S || RAac€S).

DEMOSTRACION: Sia € R basta tomar S = R. Sia ¢ R, por el teorema 3.63
existe una recta T tal que R 1. T'Aa € T. Por 4.17 existe una recta S contenida
en el plano P(R,T) tal que S L T'Aa € S. Entonces R y .S son perpendiculares
a T en el mismo plano, luego por el teorema anterior S || R. ]

151
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Es evidente que la relacion de paralelismo es reflexiva y simétrica:
R | R, R|S— S| R.

En cambio, la transitividad del paralelismo no es demostrable a partir de los
axiomas que estamos considerando:

Teorema 5.4 Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1
1. VS(S|| RAa € 8S) (por cada punto existe una tnica paralela a una recta
dada),

2.R||SAS||T— R| T (transitividad del paralelismo),
8. a—d—tANb—d—cha#d— Vryla—b—rsANa—c—yAz—t—y).

a c Y

La ultima afirmacién es un tanto técnica, pero tiene el interés de que sélo
aparecen en ella los conceptos primitivos (no definidos) de la teoria.

DEMOSTRACION: 1) = 2) Supongamos que R || S A S || T y distingamos
dos casos:

Caso 1: R, S, T son coplanares.

Si existe un punto a € RN T tenemos que R y T son dos paralelas a S por
a, luego por 1) R =T y en particular R || T

Caso 2: R, S, T no son coplanares. En particular las tres rectas son distintas
dos a dos, pues R y S son coplanares, al igual que S y T.

Llamemos P al plano que contiene a Ry S. Como T" ¢ P, existe un punto
t € T\ P. Llamemos Pr = P(R,t) y Ps = P(S,t). Observemos que Pr # Ps,
pues si fueran el mismo plano, éste contendria a R y S, luego seria P, pero
entonces t € P.

Por otra parte, Pr, Ps C A?(P,t), que es una variedad de dimension 3, y
t € Pg N Ps, luego el teorema 4.58 implica que la interseccion T/ = Pr N Ps es
una recta.

Observemos que 1" no puede cortar a P, pues si x € T/ N P entonces

xre(I'NnPr)N(T'NPs)=RNS,

que son paralelas distintas. En particular 7’ no corta ni a R ni a S y es coplanar
con ambas, luego T7 || RAT' || S, pero entonces Ty T’ son paralelas a S que
pasan por t, luego 1) implica que 7" =T, luego R || T.
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2) = 3) Si at = be es facil probar la conclusion sin usar 2). Supongamos,
pues, que las rectas son distintas. Claramente a # t. Si t = d sirven z = b,
y = ¢, asi que podemos suponer que t # d, luego t ¢ bc.

Por el teorema 5.3 existe una recta R || bc tal que t € R. Entonces R esta
en el plano bct, al cual pertenece también a. En particular R es coplanar con
ab, luego si R no cortara a ab seria R || ab, luego por la transitividad ab || be, lo
cual es absurdo, pues ambas rectas se cortan en b (y no puede ser ab = be, pues
entonces at = be). Asi pues, existe x € RNab, y el mismo argumento nos da un
punto y € RN ac.

Como R = xt = xy no corta a bc, tenemos que & ~gc t Ay ~pe t, pero
a—bc—t,luegoa—bc—xANa—bc—y, yestoequivaleaa—b—xrANa—c—y.

Por otra parte t ~up d ~az € ~aq Y, € igualmente ¢ ~y x, luego 3.78 nos da
que r —t —y.

3) = 1) Supongamos que S y T son paralelas a R por a. Si a € R, nece-
sariamente S = R = T, luego podemos suponer que a ¢ R. Tomemos r € R
y sea t’ € T tal que r — S —t/. Esto es posible, pues siempre podemos tomar
t1,to € T tales que t; — a — t3 y uno de los dos sirve.

Sea s € Stalquer —s—t yseat € T
tal que t' —a —t Aa # t. Por el axioma AT
aplicado al triénguloﬁexiste un punto d tal
que s —d —t Ar —d — a. Tiene que ser s # a,
pues en caso contrario t's = at = T, luego
r € T. Ademés a ¢ st, pues en caso contrario
st=at =T, luego s € SNT, luego s = a. Por
lo tanto a # d.

Por 3) existen puntos =, y talesque a —s—z Aa—t—y Ax —r —y, pero
esto es imposible: por un lado x — R — y, pero por otro resulta que ax, ay no
cortan a R, luego x ~g a ~g y, contradiccion. [

A partir de aqui tomaremos como axioma (el axioma A10 de la geometria
de Tarski) la afirmacion 3) del teorema anterior, y ya conocemos dos enunciados
equivalentes. Es facil probar que también equivale al teorema siguiente:

Teorema 5.5 Si R, S,T son rectas coplanares, R || S y T corta a R, entonces
T también corta a S.

DEMOSTRACION: Si T no corta a S, entonces T || S, luego por la transitivi-
dad del paralelismo T || R, contradiccion. "

Veamos ahora algunas propiedades de los paralelogramos. Observemos que
las dos primeras no requieren A10:

Teorema 5.6 Se cumple:
1. p=Mac=MbdNa#b— ab| cd,

2. ab = cd A be = de A —Col(abe) A b # d A Col(ape) A Col(bpd) —
ab || ed Nbe || ad Ab—ac—dANa—bd—ec,
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3. —Col(abc) Nab || ed Abe || da — ab = cd Nbc = de Nb—ac—dAa—bd—c,
4. ab|edNab=cdNb—ac—d—bc| daNbc=daNa—bd—c.

d c

a b
DEMOSTRACION: 1) Si Col(abp), entonces ab = cd y la conclusion es tri-
vial. Supongamos, pues que —Col(abp), y sea R la perpendicular a ab por p.
Aplicando S, obtenemos que R L c¢d, luego ab || cd por el teorema 5.2.

2) Por el teorema 3.54 tenemos que p = Mac = Mbd, y basta aplicar el
apartado anterior.

3) Sea p = Mac y sea d’ = S,b. Entonces, aplicando que S, conserva las
congruencias, vemos que ab = c¢d’ A bc = d'a. Como p = Mac = Mbd', el
apartado 1) nos da que ab || ed’, luego cd’ || ed, luego c¢d’ = cd e igualmente
ad = ad’, Entonces d y d’ son ambos la interseccion de ad con cd, luego d = d’
y la conclusion es inmediata.

4) Como b— ac—d, sabemos que —Col(abd). Sea b’ tal que b’ —a—bAY # a.
Tenemos que d ~4p ¢ porque las rectas ab y cd son paralelas, luego una no puede
separar puntos de la otra. Por otro lado b’ —ac—bAd — ac— b, luego b’ ~. d.
El teorema 3.78 implica que b’ — ad — ¢, lo que, unido a ¥’ — ad — b, nos da que
b ~ad C-

Sea R la paralela a ad que pasa por b. Como corta a ab, también tiene
que cortar a la paralela dc en un punto ¢. Por 3) concluimos que dc/ = ab,
luego dc¢’ = dc y ademés d’ ~,q b (porque bc’ es paralela a ad) y b ~qq ¢, luego
¢ ~qq ¢, luego ¢ ~4 ¢’. El teorema 3.35 implica que ¢ = ¢/, luego ad || be y
concluimos aplicando 3). ]

He aqui otras consecuencias del axioma de las paralelas (que de hecho son
afirmaciones equivalentes). La primera es el quinto postulado de Euclides. La
tercera afirma esencialmente que la suma de los angulos de un triangulo es igual
a un angulo llano, aunque no podemos enunciarla asi porque no hemos definido
la suma de angulos:

Teorema 5.7 Se cumple:
1. b—ac—d— (ab | cde/a\czd/cZ),
2. ar~pcANbrpgd— (ab| cd(—)&z\ngcg),

3. ﬂCol(abc)%\/b’c’(b’fa—c’/\b—acfb’/\c—abfc’/\a/b\c = bac’ Aach = c/a\b’)
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DEMOSTRACION: Para probar 1) no perdemos generalidad si suponemos que
ab = cd, y entonces podemos aplicar el teorema anterior. La propiedad 2) se
deduce de 1) considerando el dngulo opuesto por el vértice de %\p. Por tltimo
3) es consecuencia de 1). "

Vamos a necesitar un resultado sobre planos paralelos. El paralelismo de
planos se define como sigue:

Definicion 5.8 Diremos que dos planos P; y P> son paralelos si estan conte-
nidos en una misma variedad afin tridimensional y no tienen puntos en comin.
Lo representaremos por Py || Ps.

Obviamente, si admitimos axiomas que afirmen que el espacio es una va-
riedad afin tridimensional, entonces la definiciéon anterior se reduce a que dos
planos son paralelos si y sélo si son disjuntos, pero en ausencia de tales axiomas
hay que exigir que ambos estén contenidos en una misma variedad tridimensio-
nal igual que en la definicién de rectas paralelas exigimos que sean coplanares.

Teorema 5.9 Dados dos planos Py y Ps, las afirmaciones siguientes son equi-
valentes:

1. P | Pa,

2. Para todo plano Q, si R = P, N Q es una recta y Po N Q # &, entonces
P, NQ es una recta paralela a R.

8. Ezxisten dos pares de rectas secantes Ry, Ro C Py y So, Sy C Py tales que
R1 || Sl Yy R2 || SQ.

DEMOSTRACION: 1) = 2) Si P; = P, la conclusion es trivial, luego podemos
suponer que P, N P, = &. Sea A una variedad afin tridimensional que contenga
aPy P, Seapée P,NQ. Entonces R C AAp € A (pero p ¢ R), luego
Q = P(R,p) C Ay por el teorema 4.58 tenemos que S = P> N @ es una recta.
Como R,S C @, ambas rectas son coplanares, y RN S = &, pues en caso
contrario la interseccion estaria en Py N P, = @. Por lo tanto R || S.
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2) = 3) Podemos suponer que P; # P,. Tomamos un punto p € P> \ P,
y R1, Ra C P dos rectas secantes cualesquiera. Por 2), los planos P(R1,p) y
P(Ra,p) cortan a P, en rectas S y Sz, respectivamente, que contienen a p,
luego son secantes (no pueden ser iguales, ya que entonces R; y Ry tendrian
que ser paralelas). Por lo tanto se cumple 3).

3) = 1) Seanp € RiNRyy qg € S1NS,y. Sip=gq, entonces R = 54
y Ry = S5, luego P, = P,. Por lo tanto, podemos suponer que p # ¢q. Si
Ry = 51, entonces P(R2,S2) contiene a p, q, luego a R; = pgq, luego de nuevo
Py = P(R3,S2) = P,. Asipues, podemos suponer que Ry # 57 y, andlogamente,
que Ry # Ss.

Sean )1 = P(R1,S51), Q2 = P(R2,S2). Asi Q1 N Q2 = pq. (Notemos que si
fuera @1 = Q2 también tendriamos P; = P5.) Entonces A = @1 + Q2 es una
variedad afin de dimensiéon 3 por el teorema 4.57, y ciertamente P, P C A.

Falta probar que P N P> = &. En caso contrario (y suponiendo ademas que
Py # Ps) el teorema 4.58 implica que C = P; N P, es una recta. Como no puede
ser paralela tanto a Ry como a Ry, podemos suponer que no es paralela a Ry,
y por lo tanto tampoco a S;. Pero C, Ry C P; son coplanares, luego secantes y,
mas aun, P; es el tinico plano que contiene a ambas. Igualmente, P» es el inico
plano que contiene a C'y a S;. Pero R; y S1 son coplanares, y el tnico plano
que las contiene contiene también a C' (porque contiene a sus puntos de corte
con Ry y S9, luego dicho plano es P, = P,, contradiccion. [

5.2 El teorema de Pappos-Pascal

Nuestro objetivo a medio plazo es definir una suma y un producto en cada
recta que determinen una estructura de cuerpo, para lo cual necesitaremos dos
resultados clasicos: el teorema de Pappos-Pascal y el teorema de Desargues.
Aqui nos ocuparemos del primero. De momento no supondremos el axioma de
las paralelas.

Teorema 5.10 —Col(abc) Ap = MbcANqg= McaAr = Mab—

VRER(re RAR LabA R 1 pq).

< R

-

a r )

Por el punto medio de un lado de un tridngulo pasa una perpendicular comtn
a dicho lado y a la recta que pasa por los puntos medios de los otros dos lados.
En particular dicha recta es paralela al lado.

DEMOSTRACION: Sea ¢’ € pq tal que cc’ L pq, es decir, ¢’ es el pie de la
perpendicular a pg por c. Sea o’ = S, y b/ = S,c’. Aplicando S, obtenemos
que aa’ = cc y aplicando S, que c¢/ = bb/. Ademas, como cc’ L ¢V, al aplicar
Sp resulta que bb’ L ¢'b’ = pq. Igualmente a’a L pq.
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Sea x = Mda'b’ y sea R la recta perpen-

dicular a pq que pasa por x y que esta con- oy ./I\R y
tenida en el plano abe (que contiene a todos q . —

los puntos que estamos considerando). En- ¢ v

tonces b = Sgra’ y lamamos V' = Sga, r b

de modo que R(a’b'd"), ad’ = b'b" (luego
bb' = b)) y b ~p, a (porque b’a || b'a’ = pg, ya que R es una perpendicular
comin). Pero también R(a'b'D) y b ~pq a, pues pq || ab, luego b ~ b”. Esto
implica que b = b”, pues son dos puntos en la misma semirrecta de origen b’ a
la misma distancia de b'.

Por lo tanto b = Sga y concluimos que » = Mab € R. [

Teorema 5.11 ¢ — ab — d A Rbca A Rbda A Col(cde) A ae L ed —

bac = dae Abad = éae A c — e — d.

a d
Si tenemos dos tridngulos rectangulos con la hipotenusa en comun, la per-

pendicular a cd por a divide al &ngulo dac que son los mismos en que lo divide

ab, pero en orden inverso.

C/

DEMOSTRACION: De ¢ — ab — d se sigue inme-
dlatamente que b € dac y a su vez de aqui que ¢
bac < dac. Esto a su vez 1mphca que_ existe un
punto €’ tal que d — e’ — —cA dae = bac. El teo-
rema 4.19 nos da que ¢'ac = dab. Basta probar
que e’ = e, para lo cual a su vez basta probar que
ae’ 1 cd. Llamemos R = ae’.

Sea ¢’ = Scby d' = Sgb. Las hipotesis sobre
los angulos rectos 1mphcan que ac = ab = ad',
luego bac = dac y bad = d'ad. Usando de nuevo

el teorema 4.19 concluimos que dae' = ead (pues
ambos son la suma de un angulo marcado con un
arco y otro marcado con dos).

Es claro que ¢/ # d' (por ejemplo, porque ¢/ —ab—d’) y la unicidad d
del transporte de angulos implica que la tnica posibilidad para que
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dos angulos congruentes compartan un lado sin ser iguales es que ¢/ — R—d’, y
ademas, como ac’ = ad’, llamando z al punto en que ¢’d’ corta a R, se cumple
que 'z = xd’, luego x = Mc'd' y Raxc, luego d’' = Sgc’.

Finalmente aplicamos el teorema anterior al triénguloﬁpara concluir que
R es perpendicular a dc, como habia que probar. n

Ahora necesitamos definir una “trigonometria rudimentaria’:

Definiciéon 5.12 Llamaremos longitud de un segmento ab a

[ab] = {(=,y) | 77 = ab}.

Observemos que no se trata de un lugar geométrico, pues no es un conjunto
de puntos, pero la filosofia es la misma, esta definicion (que en si misma no
significa nada), permite interpretar como férmulas del lenguaje de la geometria
de Tarski la formula:

[ab] = [cd] + ab = cd.

Hasta aqui, esto no aporta nada, pero lo interesante es que podemos hablar de
“una longitud {” sin necesidad de especificar a y b.

En particular llamaremos longitud nula a la longitud 0 = [aa], para cualquier
punto a.

Similarmente definimos la amplitud de un angulo abe como

[abd] = {(z,y,2) |a £ b#chw#y+ 2 ANTYE = abe},

de modo que
[abe] = [a’'b '] +» abe = a'b/ .

Asi, todas las ternas (a,b,c) con a ~p ¢ determinan la misma amplitud, que
llamaremos amplitud nula y representaremos por 0. Igualmente, las ternas con
a—b—cAa # b # c determinan una misma amplitud que representaremos por m
y las ternas con Rabc determinan una misma amplitud que representaremos
por /2.

Sil = [uv] es una longitud y o = [a/b\c] es una amplitud, definimos la longitud
al mediante la construccién siguiente:

1. Si /=0 definimos al = 0.
2. Si a =0,m, definimos ol = I.

- . ) —
3. Sino se dan los casos anteriores, sobre la semirrecta bc tomamos un punto

c tal que bc’ = uw. Esto es posible por el teorema sobre transporte de
segmentos.

4. Al haber exceptuado los casos triviales, tenemos que b # ¢’ y que bc # ba,
luego ¢’ ¢ ba y podemos considerar el pie a’ de la perpendicular a ba por
el punto ¢.



5.2. EI teorema de Pappos-Pascal 159

5. Definimos al = [ba’].

b al a’ a

Técnicamente, la definicién que hemos dado se puede plasmar en una féormula
[pg] = [abc][wD] con siete variables libres que satisface las relaciones siguientes:

1. a#b#c— Vpg [pg = [abe][w),

2. WO = wo* A abe = a*bre* A [pg] = [abd[@@] A [P = [ab ] [wF o7

— pq = prq*.

En efecto, para probar la segunda propiedad en el caso no trivial usamos
que, si ademéas —Rabc, tenemos dos tridngulos con hipotenusas iguales y dos
angulos iguales (el angulo dado y un angulo recto), luego son congruentes, por
lo que sus catetos son congruentes. En el caso en que Rabc es claro que p = ¢
ypt=q"

Precisamente estas propiedades nos permiten hablar de al sin necesidad de
especificar los puntos que definen la amplitud o la longitud dada.

La interpretacion es que al representa lo que habitualmente representamos
por I| cos a.

Teorema 5.13 Si « # 7/2 es una amplitud y 1,I" son longitudes, entonces
al=al' = 1=1.

DEMOSTRACION: El resultado es trivial si @« = 0 o @ = m, por lo que
podemos descartar ambos casos. Podemos expresar o = [a/b\c] de modo que
[ac] = [y, como por hipdtesis bc no es la recta perpendicular a ba, el pie @’ de
la perpendicular a ba por ¢ es un punto a’ # b, con lo que tenemos un triangulo
recténguloﬁy ademas [ba’] = al. Similarmente podemos tomar ¢’ en ac tal
que [ac/] = I', y el pie @’ de la perpendicular a ba por ¢’ forma un triangulo
rectangulo a’bd y [ba”] = al’.

Por hipotesis, los triéngulosﬁy @b tienen iguales dos angulos (el de
amplitud a y el angulo recto) y un cateto de longitud ol = al’, luego son
congruentes y también tienen igual la hipotenusa, es decir, [ = I’. [

El resultado fundamental de esta trigonometria rudimentaria es el siguiente:

Teorema 5.14 afl = pal.
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DEMOSTRACION: Si alguno de los d4ngulos es 0,7/2, 7 el resultado es inme-
diato a partir de la definicion, al igual que si [ = 0. Asi pues, supondremos que
no se da ninguno de estos casos, lo que se traduce en que en la construccién de
los productos se forman tridangulos rectangulos no degenerados.

Concretamente, tenemos un triangulo rectangulo Racb cuya hipotenusa ab
tiene longitud [ y cuyo cateto ac tiene longitud al. A su vez, podemos construir
el triangulo rectangulo Radb con la misma hipotenusa y con un cateto ad de
longitud SI, y por el teorema de traslacion de tridngulos podemos suponer que
c—ab—d.

De este modo la situacion es exactamente la del teorema 5.11. Consideramos
el punto e dado por dicho teorema, el cual determina dos tridngulos rectangulos.
Concretamente, [¢ae] = 8 y la hipotenusa es [ac| = al, luego [ae] = Bal. Pero

igualmente tenemos que [d/a\e] =ay [[ad]] = B, luego [ae] = afl. "
Nos falta un ultimo resultado previo elemental:

Teorema 5.15 Col(opq) A Col(ouv) A u # o # v A Rpuo A Rquo

= (p~oq e um,v).

q
Si dos rectas cortan perpendicularmente a D
una recta en puntos w, v y a otra secante en
puntos p, ¢, entonces p, ¢ estan al mismo lado
del punto de corte o si y solo si lo estan u, v. 0 u v

DEMOSTRACION: Sea R la perpendicular a ou que pasa por o y que esta
contenida en el plano determinado por las dos rectas dadas. Como el pie de
la perpendicular a ou por p es u # 0, tenemos que pu # R, luego p ¢ R,
e igualmente ¢ ¢ R. Ademés R || puy R || qu porque tienen a uv como
perpendicular comin. Esto implica que p ~r u A ¢ ~r v, porque una recta no
separa puntos de otra paralela. Por consiguiente, p ~r q <> u ~r v, lo cual a
su vez equivale a que p ~, q <> U ~, V. [

El teorema de Papos-Pascal es en realidad un teorema de la geometria pro-
yectiva y, como suele suceder con tales teoremas, tiene traducciones distintas a
la geometria afin que parecen muy diferentes entre si, debido a que en geometria
proyectiva no hay diferencia entre rectas paralelas y secantes. Aqui demostra-
remos dos variantes, y se podrian enunciar varias mas.

En palabras, el teorema (en la versién que vamos a probar) afirma lo si-
guiente:

Consideremos dos rectas que se corten en un punto o, seleccionamos
tres puntos a, b, ¢ en una de ellas y otros tres a’, b, ¢’ en la otra (todos
distintos de 0); los unimos para formar un hexdgono ab’ca’c’'a. Si
dos pares de lados opuestos (en el sentido de que serian opuestos
si se tratara de un hexdgono reqular, es decir, un lado es opuesto
al siguiente del siguiente del siguiente) son paralelos, digamos que
bc || ¢ Aca || ac’, entonces el tercer par de lados opuestos también
es paralelo: ab’ || ba’.
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0 c b a

Podemos dar una demostracién que no dependa del axioma de las paralelas
a cambio de usar una definicién mas fuerte de rectas paralelas:

Definicién 5.16 Diremos que dos rectas son paralelas respecto de un punto o
si

RloS< VT eRoeTAT LRAT LS).

Es claro que, admitiendo el axioma de las paralelas, dos rectas coplanares R
y S son paralelas si y solo si cumplen R ||, S para cualquier punto o del plano
que las contiene, ya que por o pasa una perpendicular a R en dicho plano, que
serd también perpendicular a S siy sélosi R || S.

Teorema 5.17 (Teorema de Pappos-Pascal (version absoluta))
—Col(oaa’) A Col(oabe) ANb # o # ¢ A Col(oa'b'¢") A
b #0#c Nbd o cb Aed |, ac — ab ||, ba'.

Por la observacion precedente, si admitimos el axioma de las paralelas, este
resultado equivale a:

Teorema 5.18 (Teorema de Pappos-Pascal (versién euclidea))
—-Col(oaa’) A Col(oabe) ANb # o # ¢ A Col(oa’b'c") A

b #£o0#d Nb || b ANed || ad — ab' || ba'.

DEMOSTRACION: Por hipdtesis existe
una perpendicular comtn a bc’ y a cb’ que
pasa por o. Llamemos [ y [* a los pies de
dicha perpendicular en dichas rectas. Simi-
larmente, existe una perpendicular comin
a ca’ y ac’ que pasa por o. Llamamos m
y m* a los pies correspondientes. Por tl-
timo, tomamos una perpendicular a ab’ por
o y llamamos n a su pie en ab’. Definimos
ademaés las amplitudes siguientes:

A = [loc] = [[*ob/], X = [lob] = [I*od],
p = [mod] = [m*oc], 4’ = [mee] = [m*od]

—

v = [noa], V' = [nob].
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Por otra parte, vamos a adoptar el convenio de representar con la misma

letra cada punto a, b, . .. y la longitud correspondiente [6al, [0b], . .. Por la propia
definicién de producto de amplitud por longitud tenemos:

1. o= X =1,

2. yec=pa =m,

3. Via=vlb =n,

4. Ne= X' =1%,

5. pla = pud =m*,

y vamos a demostrar:
6. V'b=vd.
En efecto, usando repetidamente el teorema 5.14 obtenemos que
"Wh=1v'Nb=1 VX = pNV'b= '\ = \uc =5 V' \ila
= 'va=3 \/vt = p'v\ =4 p'vNe=vNp'c =2 v\ pad = puNvd'.
Finalmente el teorema 5.13 nos da que v'b = va’, como querfamos probar. Aquf
hay que tener en cuenta que p # 7/2, pues forma parte del tridngulo rectangulo
Roma’ salvo si om = oa’, en cuyo caso u = 0 o yu = m, e igualmente se razona
que N # /2.

Llamemos n* y n'* a los pies de las perpendiculares a on que pasan por by
por a’, respectivamente. Basta probar que n* = n’*, pues esto implica que a’b
es perpendicular a on, luego ab’ ||, ba’.

Por definicion v'b = n* A va’ = n'*, luego por 6) tenemos que on’ = on'*.
Por lo tanto, basta probar que n* ~, n <> n'* ~, n, pues entonces la unicidad
del transporte de segmentos hace que n* = n’*.

A su vez, basta probar que a ~, b <+ a’ ~, b’, pues entonces, aplicando dos
veces el teorema 5.15, tenemos:

n*~on e brygasa ~y b o n ~pn.
También por el teorema 5.15 vemos que
* / /
Crparmey,m* e~y d
crpb s F ~plrd ~o b
Como (a ~, cVa—o—c)A(b ~, cVb—o—c), podemos distinguir cuatro casos, y en
los cuatro se cumple la condicién que buscamos. Por ejemplo, si a ~, cAb ~, c,
por las equivalencias precedentes a’ ~, ¢/ AV ~, ¢/, luego a ~, bAa' ~,b'. Si,
por el contrario, a ~, ¢ Ab— 0 — ¢, entonces a’ ~, ¢/ Ab' — o — ¢/, luego en este
casoa—o—bAd —o—1V.
Igualmente, en los dos casos restantes llegamos a que los dos pares, a,b y

a’, b, estan ambos al mismo lado de o o bien estdn ambos en lados opuestos
de o. m
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La segunda version del teorema de Pappos-Pascal que necesitamos es la
correspondiente al caso en que las dos rectas dadas son paralelas en vez de
secantes. En este caso es necesario el axioma de las paralelas:

Teorema 5.19 (Teorema de Pappos-Pascal (para rectas paralelas))

oa || a’a’ A Col(oabe) A Col(o'a’t'c) Nbc || e Aed || ac” — ab' || ba'.

DEMOSTRACION: Observemos en primer a b c
lugar que si dos de los puntos a, b, ¢ son iguales
la conclusion es trivial. Por ejemplo, si a = b

entonces tenemos que c¢b’ || bd = acd || cd,
luego o’ = ¥/, luego ab’ = ba’. Sies a = c,
entonces ac’ || ad’, luego @’ = ¢’ y la hipotesis ¢ b a o

bc’ || ¢b’ equivale a la conclusion. Igualmente sucede si b = ¢, luego podemos
suponer que los tres puntos a, b, c son distintos, y por simetria también que
a’,b', ¢ son distintos.

Sea R la paralela a a’b que pasa por a. Tiene que cortar a cb’, porque en
caso contrario a’b || R || b’ || bc/, luego @’ = ¢/. Sea b el punto de corte de
R con cb’. Basta probar que b = b’, pues entonces R = ab’. Supongamos lo
contrario.

No puede ser b = a/, pues si a’ € b, entonces a’ =bV'. Sea S = a'b” # a'l'.
Como cb' || bc' y S corta a cb’, también tiene que cortar a la recta b¢’ en un
punto ¢’ # ¢’. Por el mismo motivo, S tiene que cortar a ab en un punto o*.

Sucede entonces que los puntos a,b,c,a’,b”,c” estan en las hipotesis del
teorema de Pappos-Pascal para rectas secantes. Concretamente, tenemos que
ba' || ab” A b || ¢'b, luego concluimos que ca’ || ac”, luego ac” || ac’, luego de
hecho ac” = ac, y el punto de corte de esta recta con bc’ = bc” es ¢ = ¢”,
contradiccion. [

5.3 El teorema de Desargues

Demostramos ahora el segundo teorema que necesitamos para dotar a las rec-
tas de una estructura algebraica. La prueba requiere el axioma de las paralelas.
El teorema de Desargues es también un teorema de la geometria proyectiva, por
lo que tiene varias traducciones al caso afin. La version bésica es la siguiente:

Teorema 5.20 (Desargues)
=Col(abc) A Cop(abea’) A ab || ' Aab # a't) Nac || a'c Nac#a'cd A
Col(oaa’) A Col(obb’) A Col(occ’) — be || b'c.
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Si dos triangulos tienen sus vértices sobre rectas concurrentes coplanares,
y dos pares de lados son paralelos, entonces los lados restantes también son
paralelos.

DEMOSTRACION: Se cumple que o ¢ ab, pues en caso contrario la recta
ab contendria también a b’ y a su vez a a’, luego ab = d’b’, en contra de lo
supuesto. Igualmente se concluye que o ¢ ac. Por otro lado, si 0 € be concluimos
igualmente que bc = b'c/, y la conclusion es inmediata. Por lo tanto podemos
suponer también que o ¢ be. En definitiva, las rectas aa’, bb’, c¢’ son distintas
dos a dos y su tnico punto en comiin es o. Distinguimos dos casos:

Caso 1l —ob | ac.

Entonces la paralela a ob por
a no es ac, luego no es paralela a
a'c’ (pues su unica paralela por a
es ac), luego la corta en un punto [.
Sea m el punto de corte de al y oc
(existe porque oc corta a ob, luego
también a al, por ser paralela). Sea n el punto de corte de bl y ab. (Si no
hubiera punto de corte significaria que 'l seria la paralela a ab por ¥, pero ésta
es a'b/, luego tendriamos que | = a/, pues ambos serian el punto de corte de
b'l = a'b’ con a'c, pero entonces al = aa’ no serfa paralela a ob, contradiccion.)

l

Podemos aplicar el teorema de
Pappos-Pascal al hexdgono indica-
do en la figura (tanto si las rectas
que contienen a sus vértices son
paralelas o secantes, pues tenemos
probadas las dos versiones), y la
conclusion es on || 'l =l =a'c.
Por lo tanto, también on || ac.

Aplicamos dos veces més el teorema de Pappos-Pascal a los hexagonos si-
guientes:

l
n
b b
a n
o m c o m c

Del primero deducimos que mn || be y del segundo que mn || b'¢, luego en
definitiva be || b'¢’, como habia que probar.

o

Caso 2 0b || ac.

Por reduccion al absurdo, supongamos que —be || b'¢’. Entonces una de las
dos rectas no es paralela a oa. Por la simetria de las hipotesis no perdemos
generalidad si suponemos que es bc.
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Consideramos la paralela a be por V', que tiene
que cortar a oc en un punto ¢, porque oc corta
a bc, luego también a sus paralelas. Ademas se
cumple que ¢’ # ¢/, porque estamos suponiendo
que b'c’ no es paralela a be. Ahora los puntos
b—a—c—b —a' —” cumplen el caso 1 en lugar
dea—b—c—a —b -, es decir, tenemos dos
tridngulos con vértices sobre rectas concurrentes,
con dos pares de lados paralelos y oa no es paralela a bc. La conclusiéon es que

ac || a’¢”, pero entonces o'’ || '’ y ¢ = ¢”, contradiccion. "

Ahora probamos algunas variantes:

Teorema 5.21 (Desargues) Supongamos —Col(abc) A Cop(abca’) Aab || a'b' A
ab # a'b Nac || d'd Nac# a'd. Entonces

1. be || b'd Nbe # B¢’ A Col(oaa’) A Col(abb’) — Col(acc’),
2. be || b Nbe £V ANad || bV — e || aa’ Aed || bY,
3. ad || bW’ Nad || ed — be | b'c.

El apartado 1) es el reciproco del teorema anterior: Si suponemos que los
lados de los tridngulos son paralelos dos a dos y que dos pares de vértices estan
sobre rectas secantes, entonces el tercer par de vértices estd sobre una recta
concurrente con las otras dos.

El apartado 2) es lo mismo que 1), pero cambiando concurrentes por para-
lelas.

El apartado 3) es el analogo a la versién que hemos probado del teorema de
Desargues, pero con rectas paralelas en vez de concurrentes.

DEMOSTRACION: 1) La recta oc corta a be, luego también a su paralela b'¢/
en un punto ¢’. Entonces a — b —c—a’ — b — ¢’ estan en las condiciones del
teorema de Desargues ya demostrado: como be || b'¢” y ba || b'a’, concluimos que
ac || a’c’, luego a’c”’ es la paralela a ac por o', luego a’¢” = o', luego ¢/ = ¢/,
porque ambos son el punto de corte de esta recta con b'¢, luego cc’ = oc’ pasa
por o.

2) Si ¢¢’ no es paralela a aa’, ambas rectas se cortan en un punto o, pero
entonces estamos en las condiciones de 1), lo que implica que Col(obd’), en
contradiccién con que b’ || aa’.

3) Si be no es paralela a b'¢’ podemos considerar la paralela a be por ¢, que
cortara a bb’ en un punto b”, pero entonces a —b — c—a’ — b"’ — ¢’ estan en las
condiciones de 2), luego bb” || aa’, luego bb” es la paralela a ¢¢’ por b, luego es
bb', luego b’ = b” y tenemos que bc si que es paralela a b'c’, contradiccion. m

Veamos una consecuencia del teorema de Desargues que necesitaremos mas
adelante:
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Teorema 5.22 Cop(R,S)Aa,c,a’,d € R\ SAb,d,b,d €S\ RA
ab || a'b' Nad || a'd Nbe || b — ed || ¢d.

v &

a ca c

DEMOSTRACION: Si b = d, el paralelismo implica que b’ = d’ y la conclusion
es una de las hipoétesis. Igualmente se razona si a = ¢, de modo que podemos
suponer que los puntos a,b,c,d son distintos dos a dos. También podemos
suponer que a # a’, pues en caso contrario concluimos que d =d’', b=b,c= ¢
y de nuevo la conclusion es trivial.

Supongamos que cd no es paralela a ¢’d’. Entonces una de las dos rectas no
es paralela a ab, luego tampoco a a’b’. No perdemos generalidad si suponemos
que es cd la que no es paralela. Llamemos e al punto de corte entre ab y cd.

Si R y S son secantes, sea T la recta que pasa
por su punto de corte y por e. Si son paralelas,
sea T la paralela a ambas que pasa por e. Como
ab corta a T, también lo hace su paralela a’d’ en
un punto e’.

Ahora aplicamos dos veces el teorema de Des-
argues (sea en la version para rectas concurrentes

_—

o paralelas), primero a los tridngulos aed y a’e’d’,

con lo que obtenemos que ed || €’d’, y en segundo lugar a los triangulos bee y

_—

b'c'e’, de donde concluimos que ec || €'¢’, pero ec = ed. Por lo tanto, e'd’ y
e’c’ son ambas la paralela a ec por €/, luego €'c’ = ¢/d’ es paralela a ec = cd,
contradiccion. [

5.4 La estructura de cuerpo

Imaginemos que quisiéramos demostrar el teorema de Tales, o el de Pitagoras
(cosa que nos queda algo lejos). Para ello necesitariamos definir primero la
longitud de un segmento (para poder hablar de cuadrado de la hipotenusa, etc.)
y eso se suele hacer por comparaciéon con una unidad: fijado un segmento unidad,
otro segmento tiene longitud p/q si es posible dividir el segmento unidad en ¢
partes iguales y unir p de ellas hasta formar un segmento de la longitud del
que queremos medir. Luego se ve que hay segmentos cuya longitud no puede
expresarse de este modo respecto a la longitud del segmento unitario, pero los
nimeros racionales r tales que los segmentos de longitud r son menores que el
segmento dado forman una seccioén inicial de Q que determina un nimero real
R, y dicho ntimero real se toma como definicién de la longitud del segmento.
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En la geometria de Tarski no podemos asociar un nimero real a cada seg-
mento, porque no podemos definir el concepto de nimero real, pero si que po-
demos definir geométricamente una suma y un producto sobre los puntos de la
recta, de modo que los propios puntos puedan representar el papel de niimeros y
tenga sentido hablar del cuadrado de la hipotenusa en el teorema de Pitagoras,
o de las razones entre los lados de un triangulo en el teorema de Tales.

5.4.1 La suma geométrica

Empezamos definiendo la suma geométrica en una recta. Para ello conviene
introducir algunas nociones auxiliares. Por ejemplo, diremos que unos puntos
ai,...,a, estan en posicion aritmética respecto de unos puntos o y e si se cumple

Argear, ... an <> 0 #eACol(o,e,an,...,a,),

es decir, si o y e son puntos distintos y todos los demés estan sobre la recta que
determinan. Diremos que los puntos estdn en posicidon aritmética respecto a o
y e con punto auziliar e’ si

’

Aré ay, ..., a, <> =Col(oee’) A Col(o,e,a1,...,a,),

lo que supone exigir que o,e,e’ no sean colineales, y en particular que sean
distintos dos a dos. Ademaés escribiremos:

Par(abed) <> a #b A (c £ d — ab || cd).
Esto significa que a y b son distintos y que d esta en la paralela a ab que pasa
por c.
Ahora podemos definir la suma de dos puntos respecto de tres puntos dados
o,e e
Sumag, (abc) < Arg abe A
Vd'a" (Par(e€’aa’) A Col(o€'a’) A Par(oea’a”) A Par(oe’ba”) A Par(ee’a”c)).

"
/ a

o e a 5 Cc

Maés detalladamente, tenemos una recta R en la cual hemos seleccionado un
origen o, una unidad e y aparte un punto auxiliar ¢’ fuera de R. Tomamos dos
puntos a,b € R y definimos su suma (respecto a o,e,e’) como el punto de R
construido de este modo:

1. Trazamos la paralela a ee’ que pasa por a y consideramos el punto a’ en el
que corta a oe’. Dicho punto existe porque oe’ corta a ee’, luego también a
sus paralelas. Si a = o, entonces a’ = o por definicién y si a = e entonces

/ /
a =e¢.
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2. Trazamos la paralela a oe por a’ y la paralela a oe’ por b. Ambas rectas se
cortan en un punto a”’ porque la segunda recta corta a oe, luego también
a sus paralelas. Si a = o entonces a’ = o, la primera recta es la propia
R = oe y @’ = b por definicion.

3. Trazamos la paralela a oe por ¢’ y llamamos ¢ (la suma) al punto donde
corta a R (que sera el propio b si a = o).

Es claro que esta construccién determina un tnico punto ¢, es decir, que

cumple
1

Arf;/eab — Ve Sumag;(abc).

Usaremos la notacion ¢ = a + b cuando no sea necesario especificar los puntos
o0,¢e,¢e con los que se calcula la suma.

Hemos demostrado que o + b = b. También es claro que a + o = a, pues en
este caso, una vez hemos obtenido el punto a’, la paralela a oe’ que pasa por
b =0 es oe, luego a” = a’, la paralela a oe’ que pasa por a” = a’ es de nuevo
aa’, luego ¢ = a.

Asi pues, la suma que acabamos de definir tiene a o por elemento neutro.
Otra propiedad elemental es que a +b = a + b* — b = b*, pues si b # b*,
entonces las paralelas a oe’ por b y b* seran rectas distintas que cortaran a la
paralela a oe por o’ en dos puntos distintos a” y (a”)*, luego las paralelas a
ee’ por estos puntos seran dos rectas distintas que cortaran a oe en dos puntos
distintos a + b # a + b*.

Veamos que la suma es conmutativa:
Teorema 5.23 Arz;ab —a+b=b+a.
DEMOSTRACION: Lo tenemos probado ya si a = 0 0 b = o, y es trivial si

a = b, luego podemos descartar estos casos.
b b’ d

La figura siguiente muestra la cons-
truccion de a+b y de b+ a. Observemos
que a # b implica que a’ # b/, luego las
paralelas a’a” y b'b” son distintas, luego
a’ #b"”. El punto ¢ se obtiene, por una
parte, como el corte con oe de la para-
lela a ee’ que pasa por a”’ y, por otra
parte, como el corte con oe de la para-
lela a ee’ que pasa por b”. Para probar
que se trata del mismo punto en ambos casos basta demostrar que a”b” || e€’,
pues asi la paralela a ee’ por a” es la misma que la paralela a ee’ por b”.

Para ello llamamos d al corte entre ba” y b'b” (que existe, porque ba” corta
a a’a”’, que, por construccion, es paralela a oe, luego a b’'b”, y si una recta corta
a otra, corta a todas sus paralelas). Igualmente podemos considerar el punto f
donde ab” corta a a’a”.

o e a b c
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Ahora aplicamos el reciproco del teorema de Desargues a los triéngulosﬁ
yﬁ Por construccién tienen sus lados paralelos dos a dos, y las rectas a’d’ y
ab se cortan en o, luego concluimos que fd también pasa por o.

A continuacion aplicamos el teorema de Desargues a los triéngulosﬁy
Wf . Las rectas b'b”, ba"" y of se cortan en d y los tridngulos tienen dos pares
de lados paralelos. Concluimos que el tercer par también es paralelo, es decir,
que bb' || a”'b”, luego a”’b" || ad’. "

Ahora demostramos la asociatividad:
Teorema 5.24 Arf;,eabc —a+(b+c)=(a+b)+ec.

DEMOSTRACION: Como ya hemos probado la conmutatividad, es equivalente
probar que (b+a) +c= (b+c¢) + a.

Si alguno de los puntos es o la conclusiéon se sigue de la conmutatividad ya
demostrada. Lo mismo vale en el caso a = ¢, luego podemos suponer que a # c,
luego b+ a # b+ c. Ademas ambos son distintos de b, o de lo contrario a = 0 o
bien b = o, porque ya hemos probado que la suma es simplificable.

La figura muestra la construccion de
(b+a)+cy de (b+c)+a. En ambos casos
obtenemos el punto x, y para probar que
esto no es casual, tenemos que demostrar
que b"a” || e€’.

Ahora bien, la parte de la figura por
encima de la horizontal que pasa por b’
es idéntica a la figura de la prueba del
teorema 5.23 con exactamente las mis-
mas hipotesis (con b’ en lugar de o), luego
aplicando exactamente igual el teorema
de Desargues llegamos a que

o ea bcbt+ab+c =z
b"a" || (b+a) (b+a),
luego b”a” || e€’. "
, 1
Teorema 5.25 ArS.a — Vec+a=o.
!/
DEMOSTRACION: La unicidad es inmediata y
porque ya hemos probado que la suma es sim-
plificable: si c+a = 0 = ¢’ +a, entonces ¢ = ¢'.
Para probar la existencia de ¢ podemos supo- c 0 e /a

ner que a # o, pues para a = 0 sirve ¢ = 0.
Basta tomar ¢ = S,a. La figura muestra

la construccion de ¢ 4+ a. Trazamos la paralela
!/ / /

a ee’ por ¢y la cortamos con oe’ en ¢, luego ¢

trazamos la paralela a oe por ¢’ y la cortamos c

/!
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con la paralela a oe’ por a en ¢’. Finalmente trazamos la paralela a ee’ por c¢”,
y tenemos que probar que pasa por o.

Para ello observamos que ¢ — oc’ — a y que a ~,. ¢, porque la recta ac”
es paralela a oc/, luego ésta no puede separar puntos de aquélla. Por lo tanto
c¢—oc — ",y asi podemos aplicar el teorema 5.6 4):

oc| dc’ Noe=cc" Ne—ocd — " — oc || e,

luego oc” es la recta paralela a ee’ que pasa por c”. n

Con esto hemos dotado a cada recta de estructura de grupo.
Teorema 5.26 La suma en una recta no depende de la eleccion de €.

DEMOSTRACION: Tomamos otro punto e’ tal que —Col(oee”) y vamos a
probar que a + b es el mismo tanto si lo calculamos con ¢’ como con e”. Si
a = o0 o b = o0 es inmediato, asi que suponemos lo contrario. También podemos
suponer que € # e”. Distinguimos dos casos:

Caso 1 o,¢e,¢’,¢e” son coplanares.

La figura muestra la construccion de las dos
sumas. Podemos suponer que a’ # a”, pues
en caso contrario b’ = b” y la suma c es la
misma en las dos construcciones. Llamamos ¢
al punto donde la paralela a ee’ por b’ corta
a oe, y tenemos que probar que coincide con
el punto de corte de oe con la paralela a ee”
por b”. Distinguimos dos subcasos:

Caso 1la —d'a” || oe.

Esto implica que las paralelas a oe por a’ y a” son distintas, que es el caso
que muestra la figura. Podemos aplicar la version del teorema de Desargues
para rectas paralelas a los triangulos odd’ prara concluir que a’a” || ¥'d”.
(No podemos aplicarlo si Col(oa’a”), pero eso equivale a Col(oe’e”), y entonces
la paralela a oe’ por b es la misma que la paralela a oe’ por b, luego también
son colineales b, ', 0" y también concluimos que a’a” || b'b".)

Ahora aplicamos el teorema de Desargues a los triangulos add” yﬁpara
concluir que b”’c || a”a, luego b”c es la paralela a ee” por b”, como habia que
probar.

Caso 1b d'a” || oe.
En este caso a’a” = b’ y podemos aplicar el teorema 5.22.

Caso 2 o,e,e’,e” no son coplanares. (Este caso lo ilustra igualmente la
figura, imagin4dndola tridimensional.)

En este caso las rectas oa’, 0a”, ab’, ob” cumplen el teorema 5.9 3), por lo que
los planos P, = oaa’ y P, = bb’'b” son paralelos.
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Por otra parte, las rectas a’d’ y a”’b” son paralelas (pues ambas son paralelas
a ab) y el plano P que las contiene corta a Py y Py en a’a” y b'b”. El teorema
5.9 2) implica que estas rectas son paralelas. Por la parte 3) de dicho teorema,
aplicada a las rectas aa’,a’a”, cb’, b'b"”, obtenemos que los planos Q1 = aa’a” y
Q2 = cb'b” son paralelos, luego el plano ) que contiene a las paralelas ac y a”’b”
corta a estos planos en las rectas paralelas aa” y cb”, luego cb” es la paralela a

ee” por b”, luego ésta corta a oe en c. n

Como consecuencia:
Teorema 5.27 La suma en una recta tampoco depende de la eleccion de e.

DEMOSTRACION: Consideramos tres puntos o, e, e* colineales distintos dos
a dos. Fijemos un punto ¢ no colineal con ellos y sea e¢* el punto en que la
paralela a ee’ por e* corta a oe’.

Ahora basta observar que en la definicion de suma los puntos e y €’ sélo
se usan para determinar paralelas respecto de la recta ee’, por lo que la suma
definida con e y €’ es la misma que la definida con e* y e’*, pues las paralelas
de ee’ son las mismas que las de e*e’*, y esta suma a su vez es la misma que la
definida con e* y €/, por el teorema anterior. [

Obviamente, la suma si que depende de la eleccién de o, pues éste es el
elemento neutro respecto de la suma que determina.

Terminamos con un resultado que necesitaremos después:
Teorema 5.28 ¢ = (a + b)%, A Arpe (a'b'¢) A Par(ee’aa’) A Par(ee’bl)
—cd = +V).

Esto significa que la proyeccion paralela de la recta oe en la recta oe’, es
decir, la aplicacién que a cada punto a le asigna el punto a’ donde la paralela a
ee’ por a corta a oe’ es un isomorfismo de grupos.

0 e a b c

DEMOSTRACION: Sin mas que aplicar las definiciones se comprueba trivial-
. ’
mente que si ¢ = (a + b)¢,, entonces ¢/ = (b’ + a’)¢

oe’ oe’* u
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5.4.2 El producto geométrico

Definimos ahora un producto en una recta respecto a un origen o, una uni-
dad e y un punto auxiliar ¢’:

Prodz; ~ Arz;abc A VY (Par(ee’bb’) A Col(oe'b) A Par(e’ab’c)).
En palabras, la construcciéon del producto de o
los puntos a y b se realiza como sigue:

1) Trazamos la paralela a ee’ por b y conside- ,
ramos el punto b’ donde corta a oe’ (si b = o sera
b = o).

2) Trazamos la paralela a ae’ por ¥, y el pro-
ducto es el punto ¢ donde ésta corta a oe (que sera
osib="V =o).

Si consideramos que oe tiene longitud 1, el teorema de tales implica que

Q
Q
Q
<

| &

=== == =0b,
oe

luego la longitud de ¢ es el producto de las longitudes de 3@ y ob. Pero no tene-
mos demostrado el teorema de Tales (ni siquiera tiene sentido hablar en nuestro
contexto de la longitud de un segmento, considerada como un nimero), por lo
que esta “demostracién” no tiene sentido en este momento. Lo que hacemos es
tomar esta consecuencia del teorema de Tales como definiciéon de producto y
més adelante estaremos en condiciones de deducir de ella el teorema de Tales.

Es claro que la construccion que hemos descrito determina un tinico punto
c para cada par de puntos a y b en la recta oe, por lo que podemos escribir
¢ = ab cuando no sea necesario especificar los puntos o, e, €’ respecto a los que
se realiza la construccion.

Ya hemos observado que a - 0 = 0, y también es trivial que o - a = o, porque
en este caso la paralela a ae’ = oe’ que pasa por b’ es oe’ y corta a oe en ¢ = o.

También es inmediato que ae = ea = a. Por ejemplo, si b = e, la paralela a
ee/ por b= e es ee’, que corta a oe’ en b/ = €', luego la paralela a ae’ por V' es
ae’, y corta a oe en ¢ = a.

En particular vemos que, a diferencia de lo que sucedia con la suma, el
producto si que depende de la eleccién de e, pues éste actiia como elemento
neutro.

Teorema 5.29 FEl producto geométrico no depende de la eleccion del punto au-
ziliar €.

DEMOSTRACION: Consideramos otro punto e tal que =Col(oee”). Podemos
suponer que €' # e”. Distinguimos dos casos:
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Caso 1 o,e,¢’, e’ son coplanares.

La figura muestra la construcciéon del pro-
ducto de dos puntos a y b respecto de ambos
puntos auxiliares. Llamamos ¢ al producto cons-
truido con €’ y vamos a probar que es también
el construido con e”. Esto equivale a probar que
la paralela a ae” por b es b”c. Distinguimos dos
subcasos:

Caso 1a —Col(oe’e").

Aplicamos el teorema de Desargues a los triangulos cee’ yW, que tienen
dos pares de lados paralelos, luego también e’e” || b'b”. A su vez, esto nos
permite aplicar el mismo teorema a los triangulos ae’e” y ?b”, que también
tienen dos pares de lados paralelos, luego b”c || ae”, como habia que probar.

Caso 1b Col(oe’e”).
Entonces oe’ = oe” y basta aplicar el teorema 5.22.

Caso 2 o,e,¢e’,e” no son coplanares. (Este caso lo ilustra igualmente la
figura, imaginandola tridimensional.)

Como las rectas ee’ y ee” son paralelas a bb' y bb”’, respectivamente, el
teorema 5.9 implica que los planos ee’e’” y bb'b” son paralelos, y como el plano
oe’'e” corta a dichos planos en las rectas e¢’e” y b'b”, el mismo teorema implica
que e’e” || b'b".

A su vez, las rectas €’a y e’e” son paralelas a b'c y b'b”’, respectivamente,
luego los planos ae’e” y cb’'b” son paralelos, y el plano oee” los corta en las

rectas ae” y cb”, luego éstas son paralelas. n

Veamos la asociatividad del producto:

Teorema 5.30 Arf)/eabd — (ab)e = a(be).

DEMOSTRACION: Suponemos b # o0, pues en
otro caso la conclusién es trivial. Llamaremos
d=ab, f =bcy g=dec, de modo que lo que hay
que probar es que af = g.

La figura muestra la construccién de estos
puntos. Hay que probar que la paralela a ae’
por f’ pase por g, es decir, que f'g || ae’.

Es inmediato comprobar por la propia defi-
nicién que Prodi},(df g), luego también se cumple
Prodz;,(df g), porque hemos visto que el producto
no depende de la eleccion del punto auxiliar, y
esto implica que f'g || b/'d || a€’. "

La conmutatividad del producto es el teorema de Pappos-Pascal:
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Teorema 5.31 Arz;ab — ab = ba.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que
a # o # b. La figura muestra la construc-
cion de ¢ = ab. Para que se cumple ¢ = ba
s6lo hace falta que la paralela a be’ por a’
pase por ¢, es decir, que a’c || be’, pero eso
es justo lo que afirma el teorema de Pappos-Pascal. n

La existencia de inversos es facil de probar:

1
Teorema 5.32 ArS,aNa# o — \/bba=e

DEMOSTRACION: Trazamos la paralela a ee’
que pasa por a, la cual cortara a oe’ en un punto
a’ # o. Luego trazamos la paralela a ea’ por €/,
que cortard a oe en un punto b. Se comprueba
inmediatamente que ba = e.

La unicidad es consecuencia de un argumento
algebraico general: si ' es otro inverso de a

b =be=0bab=eb=0b. L]

Por ultimo probamos la propiedad distributiva:

Teorema 5.33 Ari;abc —a(b+c¢) =ab+ ac.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que
b # o. Llamemos d = b + c¢. El teorema
5.28 nos da que d' = (b’ + )¢,,. Como la
suma no depende del punto auxiliar, d =
(0 + ¢)2,,. De nuevo por el teorema 5.28
obtenemos que d” = (b + ¢’)¢,, donde las
dobles primas indican la proyeccién paralela
a €'a, pero por definicion resulta que b = 5 20 b abe ac d ad
ab, " = ac 'y d’ = ad. Como la suma

tampoco depende del punto unidad, d’ = (b"” + )

/
€
oe’

es decir, ad = ab + ac.
|

Con esto tenemos probado que cada par de puntos distintos o, e determinan
una estructura de cuerpo en la recta oe, de modo que se cumplen los axiomas
de la teoria C interpretando las constantes 0,1 como o y e, respectivamente.

5.4.3 Isomorfismos de cuerpos

Hemos probado que en cada recta podemos definir infinitas estructuras de
cuerpo, segin la eleccion de los puntos o y e. Ahora demostraremos que todos
los cuerpos obtenidos de esta forma en distintas rectas mediante la elecciéon
de distintos pares de puntos o y e son isomorfos. Empezamos extendiendo el
teorema 5.28 para abarcar también el producto:
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Teorema 5.34 Prodi; (abc) NAroer a'b' ¢ NPar(ee’aa’) ANPar(ee’bb’) APar(ee’cc’)

— Prodg, (a'b'c).

Esto, junto con 5.28, quiere decir que la proyec-
cion de oe en oe’ paralela a ee’ es un isomorfismo de
cuerpos.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que a # o, y
entonces es inmediato comprobar a partir de la de-
finicion que Prodz;(abc) implica Prod}., (a'b'¢"), que
es equivalente a Prod{. (a’t'c’) porque hemos visto
que el producto no depende de la eleccion del punto
auxiliar. n

Seguidamente demostramos que la proyeccion paralela entre rectas paralelas
también es un isomorfismo de cuerpos:

Teorema 5.35 oe || o'e’ Aoe # o'e’ A Arpeabe A Aryerdb'c! A
Par(0oo’aa’) A Par(oo'bb’) A Par(oo’cc’) —

(Suma’, (abe) — SumaS,,, (a'b'¢)) A (Prod<, (abc) — Prodg,e, (a’b’c’)).

DEMOSTRACION: En primer lugar probamos
que la proyeccién conserva la suma. Podemos su-
poner que a # o. Si se cumple Suma;, (abc en-

’

tonces Suma?  (abc), porque la suma no depende
ni de e ni de ¢’. Y de la propia definicién de
suma se sigue inmediatamente que esto equivale a Sumal, ., (a’b'c’), que a su vez
equivale a Sumayg,,, (a't'c’).

El caso del producto es algo mas delicado.
Podemos suponer que a,b,c # o. Sea e’ un
punto en la recta oo’ distinto de o. Como el
producto no depende del punto auxiliar, tenemos
Prodig (abc). Llamemos e’ al punto dado por
Sumag, (e”0e’"). Por construccion e”’e’ || ee”.

Por la independencia de la suma respecto del
punto auxiliar, también Sumag.. (e, 0’,e""), lo
que en particular implica que a’e””’ || ae”.

Ahora construimos b mediante Sumag/b,, (0"0'b""), con lo que también se
cumplird SumaZ,, (b”0'b""). Esto implica que b'd"” || b, y también ¢'b"” || ¢b”.

Es claro entonces que se cumple Prod, ., (a’b'c’), luego ProdS, ., (a'b'c’). =

Asi pues, hemos encontrado dos tipos del isomorfismos de cuerpos entre
rectas:
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1. Los isomorfismos de tipo 1, que son las proyecciones paralelas de una recta
oe en otra oe¢’ mediante paralelas a ee’.

2. Los isomorfismos de tipo 2, que son las proyecciones paralelas de una
recta oe en otra paralela distinta o’e’ con la condicion de que 0o’ || e€’, y
la proyeccioén se realiza mediante rectas paralelas a éstas.

Ahora es facil concluir en general:

Teorema 5.36 Todos los pares o, e de puntos distintos determinan cuerpos iso-
morfos, de modo que un isomorfismo entre dos de ellos puede obtenerse com-
poniendo como mdaximo tres isomorfismos de los dos tipos que acabamos de
describir.

DEMOSTRACION: Consideremos dos pares de puntos o,e y o, e’ y distinga-
mos varios casos:

Casol o=0.

Si =Col(oee’) basta un isomorfismo de tipo 1. Si Col(oee’), tomamos otro
punto e” no colineal y componemos el isomorfismo entre oe y oe” con el isomor-
fismo entre oe” y o€’

Caso 2 o0 # 0. Distinguimos varios subcasos:

Caso 2a 0o ¢ oe.

Si oe || o'¢/, basta un isomorfismo de tipo 2, mientras que si ambas rectas

son secantes tomamos la paralela a oe por o/, que sera de la forma o'e”’, y

componemos el isomorfismo de tipo 2 de oe en o’e” con el isomorfismo de tipo 1

de o'e” en o'€’.

Caso 2b  Si o ¢ o'¢’ razonamos analogamente.

Caso 2c Si no se dan los dos subcasos anteriores, tenemos o € oe Ao € o'/,
con lo que oe = 00’ = o'¢/. Entonces tomamos una recta secante oe” y su
paralela por o/, y tomamos el punto e¢”’ donde ésta corta a la paralela de oe
por e” (con lo que formamos un paralelogramo de vértices o,0’,¢e”, e’").

En este caso componemos tres isomorfismos: de de oe en oe”, de tipo 1, el
de oe” en o'e"”’, de tipo 2, y el de o’e’”’ en o’¢’, de tipo 1. n

Probamos ahora un resultado técnico:
Teorema 5.37 Arf)/eabcd Ne#o0— (ab=cd < Prodg;(abd)).

(Aqui ab y cd son los productos respecto de o y e.)

DEMOSTRACION: Podemos suponer que a, b, d # o. Para probar una impli-
cacion partimos de que ab = c¢d = p. La figura muestra la situacion.
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Para construir el producto (ab), le-
vantamos b paralelamente a ce’, con lo que
llegamos a b* y luego tenemos que cons-
truir la paralela a ae’ por b*, y se trata
de probar que es b*d. Ahora bien, esto es 0 e ca d p
consecuencia inmediata del teorema de Pappos-Pascal aplicado al hexagono que
muestra la figura.

Para probar el reciproco suponemos Prodi;(abd) y tomamos el punto dg que
cumple ab = cdy. Esto es posible porque estamos en un cuerpo y ¢ # 0. Por
la implicacion ya probada se cumple Prodz;(abdo) y, como el producto de dos
puntos es tnico, tiene que ser d = dy, luego ab = dc. n

Como consecuencia tenemos lo siguiente:
Teorema 5.38 Arf),eabcd/\Col(oeu)/\u # oA (ab)e, = (cd)s,— (ab)e, = (cd)C,,.

Esto significa que, aunque el producto depende de la eleccién de e, una
relacion de la forma ab = cd se sigue cumpliendo si cambiamos la unidad e por
otra u (necesariamente en la misma recta). Aunque sea un caso ligeramente mas
particular, el significado de este hecho se entiende mejor si escribimos la igualdad
como a/c = d/b (aunque entonces hay que exigir que ¢ # o # b). Lo que dice
el teorema es que el hecho de que dos pares de ntimeros sean proporcionales es
independiente de la eleccion de la unidad.

DEMOSTRACION: Llamemos p y g a los productos Prodf;/u(abp), Prodf;/u(cdq).
El teorema anterior afirma que ab = up A ¢d = uq (donde los productos se
calculan mediante e), luego ab = cd <> up = uq < p = q. L]

5.4.4 La ordenacién de las rectas

Ahora demostraremos que las rectas pueden dotarse de una relaciéon de orden
compatible con la estructura de cuerpo. Para ello demostramos primero un
resultado elemental:

Teorema 5.39 Sean R y R’ dos rectas y consideremos puntos e € R\ R/,
e’ € R'\R, a1,a2,a3 € R, by,ba,b3 € R’, de modo que Par(ee’a1by), Par(ee’asbs),
Par(ee’asbs). Entonces

ay — az — az <> by — by — bs, A ~g, a3 <> by ~p, b3.

asz
a

aj

6/ bl bQ bg

Se trata de probar que las proyecciones paralelas entre rectas conservan las
relaciones “estar en lados opuestos” y “estar al mismo lado”.



178 Capitulo 5. La geometria euclidea

DEMOSTRACION: Podemos suponer que los tres puntos a1, as, az son distin-
tos dos a dos, pues si dos de ellos coinciden sus imégenes coinciden también, y
el resultado se vuelve trivial. Llamamos T' = agbs si ag # bs. En caso contrario
as = by es el tinico punto en comin de Ry S, luego a; # b; y llamamos T a la
unica recta paralela a a;1b; (y a asbs) que pasa por ag = bs.

Si a1 —as —ag, entonces a; — T — a3, pero se cumple que a1 ~7 by y az ~7 b3,
porque T no puede separar puntos de una recta paralela. Por lo tanto, by —T —bs,
luego b1 — bQ — bg.

La segunda parte es consecuencia de la primera, pues, para puntos distintos,
a2 ~q, a3 equivale a —ag — a1 — as. n

Ahora necesitamos un resultado técnico sobre la suma geométrica que tiene
una traduccion algebraica clara:

Teorema 5.40 Sumaﬁ;(abc)/\awobﬁofafc/\a7éo/\b7é0/\a7éb.

Esto significa que si sumamos dos niimeros que estan al mismo lado del
cero (es decir, ambos positivos o ambos negativos), entonces la suma esta en
ese mismo lado y mas lejos del cero que un sumando (y que el otro, por la
conmutatividad).

DEMOSTRACION: Recordemos la construccion de la suma:

"

o e a 5 C

Se cumple a ~g, b porque no puede ser a—a’o—b, ya que la recta a’o corta a
ab en o, que por hipotesis no esté entre a y b. Por otra parte, b ~g, a”’, porque
una recta no separa puntos de otra paralela. Por lo tanto a ~/, a”, y también
a ~aq 0 (de nuevo por paralelismo). Esto nos permite aplicar el teorema 3.78,
que nos da o — aa’ — a”. Ademaés ¢ ~4, a” por paralelismo, luego o — aa’ — ¢,
que a su vez implica 0 — a — ¢, asi como que los tres puntos son distintos dos a
dos. [

Fijados un origen o y una unidad e # o, diremos que un punto a de la recta
oe es positivo si estd al mismo lado de o que e, es decir:

Posyea <+ Argea A a ~, €.

Teorema 5.41 La suma y el producto de puntos positivos es positiva.

- . /
DEMOSTRACION: Si Sumag, (abc) APos,caAPos,eb, entonces e ~, aAe ~, b,
luego a ~, b, y por el teorema anterior ¢ ~, a ~, €, luego la suma es positiva.
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Si Prodf;/e (abe) APosyea AP0S,eb, recordamos la v
construccion del producto que muestra la figura.

Como b ~, e, el teorema 5.39 aplicado a la proyec-

cion paralela a ee’ nos da que b’ ~,, €, y aplicandolo e
a su vez a la proyeccion paralela a €’a resulta que

c ~, a, luego ¢ ~, e y el producto es positivo. =

Definimos o ea b ¢

a <oe b > Posye (b — a), a<pebra<,ebVa=h.
Escribiremos < o < cuando no sea necesario especificar los puntos o y e.
Teorema 5.42 Se cumple:

1. a < a,
L a<bAb<a—a=0b,

,a<bAb<c—a<cg,

2
3
4. a<bVvb<a,
5. ArgeabcNb<c—a+b<a-+c,
6

.a>0ANb>0—ab>o.

DEMOSTRACION: 1) es inmediato. 2) Si fuera a # b tendria que cumplirse
Pos(b — a) A Pos(a — b), lo cual es imposible, porque, en general, —x = S,z,
luego un punto y su opuesto estan siempre en lados opuestos respecto de o, y
no pueden ser ambos positivos.

3) Si se da alguna igualdad es inmediato y en caso contrario tenemos que
b—a y ¢c—b son positivos, luego también lo es su suma, que es ¢c—a, luego a < c.

4) Si a = b es obvio, y en caso contrario hay que probar que a —b o b— a es
positivo, lo cual es obvio, pues ambos son simétricos respecto de o, luego uno
de los dos tiene que estar en el mismo lado que e.

5) Si b = c es obvio y si b # ¢ basta tener en cuenta que a+c—(a+b) = c—b.

6) Si uno de los factores es o es obvio, y en caso contrario basta tener en
cuenta que a > 0 equivale a que a sea positivo, y ya hemos probado que el
producto de puntos positivos es positivo. [

Ahora es facil ver que las rectas verifican los axiomas de la teoria CO cuando
el relator > 0 se interpreta como Pos,. (0, equivalentemente, como > o). Por lo
tanto también cumplen todos los teoremas de CO.

El teorema 5.39 implica que toda proyeccién paralela transforma ntmeros
positivos en niimeros positivos, y de ahi se deduce inmediatamente que los iso-
morfismos de cuerpos dados por el teorema 5.36 son de hecho isomorfismos de
cuerpos ordenados, luego desde un punto de vista algebraico tenemos una tnica
estructura independiente (salvo isomorfismo) de la eleccion de o, e.
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5.5 Los teoremas de Tales y de Pitagoras

Ya casi estamos en condiciones de demostrar dos de los teoremas més famosos
de la geometria euclidea. Sélo nos falta acabar de mostrar como la estructura
de cuerpo que hemos definido en las rectas nos permite usar los puntos como
nimeros y, en particular, como medidas de longitudes de segmentos.

Definicion 5.43 Fijados dos puntos o # e, llamaremos longitud de un segmento
ab al Gnico punto x que cumple z ~, e AOT = ab si es que a # b, o bien x = o
si @ = b. En principio representaremos por £ (ab)_la longitud de ab, pero cuando

no haya confusién usaremos la misma notacioén ab para referirnos al segmento o
a su longitud.

Teorema 5.44 Supongamos Ar,.. Entonces:
1. 0 < ab,
2. ab=o0+<a=0b,

3. ab=cd +» ab = cd.

DEMOSTRACION: Las dos primeras afirmaciones son inmediatas por la defi-
niciéon de longitud. En la tercera hay que entender que en el miembro izquierdo
consideramos longitudes y en el derecho segmentos. Para probarla llamamos
x = {(ab), y = £(cd), de modo que, por definicion 6% = ab, oy = cd. (Notemos
que esto es cierto incluso sia=bo c=d.)

Si a = b, ambos miembros de la equivalencia que tenemos que probar son
equivalentes a ¢ = d, y viceversa, luego podemos suponer que a # b A ¢ # d.
Entonces ab = cd <+ 0% = 0y < « = y, donde la tltima equivalencia se debe a
la unicidad del transporte de segmentos (teorema 3.35). ]

Ahora necesitamos una observacion elemental:

Teorema 5.45 Sumaf)/e(abc) — ob = @c.

DEMOSTRACION: Recordamos una vez mas la definiciéon de suma:

a &
el
0 e a b c
El teorema 5.6 3) implica que ob=dd" =ae. n
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Teorema 5.46 Ar,. Aa—b— ¢ — a¢ = ab + be.

DEMOSTRACION: Hay que entender que el enunciado hace referencia a las
longitudes calculadas respecto de o, e. Llamamos a; = %, by = be yc1 =a1+b1.
Tenemos que probar que ¢; = ac.

Sia=0bob=claconclusion es trivial, luego suponemos lo contrario. Por
definicién de longitud, tenemos que a; ~, e ~, b1, luego el teorema 5.40 nos da
que 0 — a; — ¢;. Por definiciéon de longitud @a; = ab y por el teorema anterior
@ici = oby = be. Ahora usamos el teorema 3.3:

a—b—cAho—aj —ci Aab=0aj1 Abc=aic — ac = ocq,
luego ¢; = ac por definicién de longitud. [

Observemos ahora que tenemos dos definiciones distintas de ab < cd. Por
una parte puede entenderse como la relaciéon entre segmentos definida en 3.25,
que de momento representaremos por ab <; cd, o la relacion de orden entre las
longitudes de los segmentos definida en la seccion anterior, y que representare-
mos por ab <; cd. El teorema siguiente demuestra que son equivalentes, por lo
que no tendremos necesidad de distinguirlas:

Teorema 5.47 Ar,. — (ab <; cd + ab <, cd).

DEMOSTRACION:  Si ab <, cd, por definicion existe un punto y tal que
c—1y —dANab=7cy. Entonces, tomando longitudes, ab = ¢y <; ¢y + yd = cd,
donde hemos usado el teorema anterior.

__ Por consiguiente, ab <s c¢d — ab <; cd, luego, negando la implicacion,
cd <; ab — cd <4 ab, que es la implicacion que nos faltaba probar, s6lo que con
otras letras. [

Finalmente:

Teorema 5.48 (Tales)
Ar,. A Col(pab) A Col(ped) A —=Col(pac) A Par(achd) — pa - pd = pc - pb.
d

p a b

DEMOSTRACION: Si b = p entonces d = p por definicién de Par, y la con-
clusion es trivial. Suponemos, pues, que b # p y entonces —~Col(pbd), porque
b € pa, d € pc y son rectas distintas que se cortan en p.

Llamemos a; = m, b1 = ]%, Cc1 = p_C, d1 = p_d
Como pq = oag, el teorema 4.7 nos da un punto
cy tal que (p,a,c) = (0,a1,c}). En particular te-
nemos que o¢; = pé = oc}, luego si m = Me,c),
se cumple que om L ¢i¢f, por definicion de per- o c1 ay di b
pendicularidad y de angulo recto.
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Sea d} = Somdi, de modo que om L did}, luego Par(cicidid)), porque
dos rectas con una perpendicular comin son paralelas. Como Sy, conserva las
congruencias, tenemos que odj = od; = pd.

Asf pues, los tridngulos dpb y djob; tienen dos lados y un angulo iguales,
luego por el criterio de congruencia LAL son congruentes. En particular

dibio = dpb = cap = cyalo,
donde la segunda congruencia se cumple por el teorema 5.7 2), que dice que dos
paralelas cortan a una misma recta con angulos iguales. Por la direccién opuesta
de ese mismo teorema concluimos que Par(a;cjbi1d]). Con esto tenemos que se
<y
ocCy

(a1,d1,b1) y por 5.37 se cumple ajdy = c1by.
[ ]

cumple la definicion de Prod

Teorema 5.49 (Euclides) Ar,. A Racb A ch 1 ab A Col(abh) — @c* = ah - ab.
c

a h b

DEMOSTRACION: Tomemos puntos ¢/, h' ta-
les que ¢ ~q hAad =acy h' ~q cAah' = ah.
El criterio LAL implica que (a, h,c) = (a’, 1/, ).
En particular Rah/c’, luego ¢b || h'c’, pues son
dos rectas con una perpendicular comtn. El teo- @ hc b
rema de Tales nos da que ac’ - @ = ah’ - ab, luego ac> = ah - ab. n

Teorema 5.50 (Pitagoras) Ar,. A Racb — ab? = ac* + be?.

DEMOSTRACION: Si Col(abe) las propiedades de los dngulos rectos implican
que a = ¢Vb = ¢y la conclusion es trivial. Suponemos, pues, que ~Col(abc). Sea
h el pie de la perpendicular a ab por c. Por el teorema 4.30 sabemos que a—h—Db,
luego ah + hb = ab. Por el teorema anterior aé> = ah - ab, e intercambiando los

92 R
papeles de a y b tenemos también bc = bh - ab, luego
a2 4502 = ah-ab+ Bh - ab = (afi + Bh) - ab = ab2. .
El teorema de Pitagoras impone una condicién algebraica a la estructura de
cuerpo de las rectas: si a y b son positivos, es facil construir un triangulo rec-
tangulo con catetos de longitudes a y b, por lo que la longitud c de la hipotenusa

cumplira a? + b? = ¢2. Como a? = (—a)?, en realidad no hace falta que a y b
sean positivos, sino que tenemos:

Teorema 5.51 Para todo par de puntos o # e, toda suma de dos cuadrados en
la recta oe es un cuadrado.

En otras palabras, acabamos de probar que las rectas, con las operaciones
aritméticas, satisfacen los axiomas de la teoria CP de los cuerpos pitagéricos.
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5.6 Coordenadas

Veamos ahora que todo punto de una variedad afin n-dimensional esta deter-
minado por n coordenadas. Para construir sistemas de referencia necesitamos
algunos resultados previos sobre perpendiculares a variedades afines que no de-
penden del axioma de las paralelas:

Definicion 5.52 Si A es una variedad afin y R es una recta, diremos que son
perpendiculares, y lo representaremos por A 1 R o R L A, si se cortan en un
punto z y toda recta S C A que pase por x cumple S 1 R.

Es claro que si A es una recta, esta nociéon de perpendicularidad coincide
con la que ya teniamos definida para rectas.

Es evidente que si R 1. Ay B C A es una variedad afin que pasa por el
punto de corte, entonces R 1 B.

Teorema 5.53 Si A es una variedad afin de dimension n, R C A es una recta
y x € R, entonces existe una unica variedad M C A de dimension n— 1 tal que
reMyR1LM.

DEMOSTRACION: Sea p € R distinto de = y sea ¢ = S,p, de modo que
x = Mpq. Consideramos la variedad M = M4 (pq) definida en 4.59. Sabemos
que es una variedad afin de dimensiéon n — 1 y se cumple que R L M, pues si
S C M es cualquier recta que pase por = (que es la interseccion de M con R) y
a € S es distinto de z, se cumple que a@p = aq, por definicion de M4 (pq), luego
Raxp, luego R 1. S, luego R 1. M.

La unicidad se debe a que si M’ cumple lo mismo, todo u € M distinto de x
cumple que zu L pq, luego Ruxp, luego up = uq, luego v € M, luego M’ € M
y, como ambas variedades tienen la misma dimensién, son iguales. [

Teorema 5.54 Si A = A"(xg,...,zn) y R es una recta tal que g € R y
R 1 xgx1 AN---ANR L xox,, entonces R 1L A.

Esto significa que para que una recta sea perpendicular a una variedad no
hace falta comprobar que es perpendicular a todas las rectas que pasan por su
punto de interseccién, sino que basta que lo sea a las rectas que unen dicho punto
con los demas puntos de un generador afinmente independiente de la variedad.

DEMOSTRACION: Sea S C A una recta que pase por zg, sea p € R tal que
p # x9 y sea ¢ = Sy,p. Llamamos B = A"T!(A,p). Por hipétesis tenemos
que Rpxox1 A -+ A Rproxy, luego T;p = T:q, luego o, ..., x, € Mp(pq), luego
A C Mp(pq), luego A L pq. n

Necesitamos un tltimo resultado sobre perpendicularidad el cual si que re-
quiere el axioma de las paralelas:

Teorema 5.55 Si A es una variedad afin y R, S son rectas tales que R 1 A,
S| RySNA#o, entonces S L A.
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DEMOSTRACION: Sea p el punto de
corte entre Ry A yseaqe SN A. Po-
demos suponer que p # ¢, pues en caso
contrario R = S. Notemos también que
SN A = {q}, pues en caso contrario
S C Ay entonces R C P(S,p) C A,
lo cual contradice la perpendicularidad
de R.

Tenemos que probar que S es perpendicular a cualquier recta T" C A que
pase por ¢, pero podemos suponer que p ¢ T, pues si p € T seria T = pq y ya
sabemos que S L pq, porque R | pg y una perpendicular a una recta lo es a
todas sus paralelas (por 5.7 2).

Sea ¢’ € T un punto distinto de ¢. Sea p’ el punto donde la paralela a T
por p corta a la paralela a pg por ¢'. Sea ¢” cualquier punto de S distinto de ¢
y sea p”’ el punto en que la paralela a pg por ¢ corta a R.

El cuadrilatero pgq'p’ es un paralelogramo, luego el teorema 5.6 3) nos da

que pg = p'q’ y pp’ = qq'. Igualmente pg = p”q" v pp” = qq".
Ahora consideramos el cuadrilatero p'q'q"p”, que tiene dos lados paralelos
p'q" || p"q" y congruentes p'q’ = p”¢". Para aplicar 5.6 4) necesitamos garantizar
i

que p” —p'q" — ¢'. Esto se sigue del teorema 3.78. En efecto, p” ~p ¢ ¢” por

paralelismo, y ¢’ ~pp p’ porque, el plano P = pp'p”, como ¢’ ~prp ¢y ¢ ~ppr ¢”

por paralelismo, también ¢ ~p ¢y ¢ ~p ¢”, luego ¢ ~p ¢”, luego también

! /
q ~p/p!! p .
La conclusion de 5.6 4) es que p'p” = ¢'q”, luego (p,p’,p") = (¢,4',4¢"), luego
Rq'qq"” (porque sabemos que Rp'pp”) luego S L T. ]

Pasamos ya a definir sistemas de referencia. De momento podemos trabajar
sin el axioma de las paralelas.

Definicién 5.56 Diremos que unos puntos s, uq,...,u, son un sistema de re-
ferencia respecto de unos puntos 0, e si cumplen

n
SRoeSty - Up < Arge A N\ Su; =0 A N Ru;sug,
i=1 i#j
es decir, si todos los segmentos su; son unitarios y si las rectas su; son perpen-
diculares dos a dos. El punto s es el origen del sistema de referencia y las rectas
Su; SON Sus ejes.

Notemos que si m < n se cumple obviamente que
SRoesuy - - Uy — SReesuy -« - U,

Otra consecuencia es que los puntos de un sistema de referencia son afin-
mente independientes. En efecto, para n = 0 es trivial, y si vale para n — 1,
el hecho de que su, L su; para todo ¢ < n implica, por el teorema 5.54, que
su, L A" Y(s,uy,...,un_1), luego en particular u, ¢ A" 1(s,uy,..., up_1),
luego I™(s,u1,. .., Un).

Veamos que siempre es posible construir sistemas de referencia:
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Teorema 5.57 Sio # e, A es una variedad afin n-dimensional y s € A, existen
Uty ..., Up € A tales que SRpesu -+ un y A= A"(s,u1,...,up).

DEMOSTRACION: Sin = 0 es trivial. Si n > 0 tomamos u; € A tal que
Su; = oe. Sea u} = Squy y sea Ay = Ma(uqu)) C A, de modo que A; es una
variedad afin de dimensiéon n — 1y su; 1L A;.

Sin > 1 existe un ug € A; tal que suz = o€, consideramos uhy = Squg y
Ag = My, (uguh), que es una variedad afin de dimension n — 2 y sus L As.

Al cabo de n pasos obtenemos puntos uq,...,u, € A tales que su; = oe y
cada su; es ortogonal a las rectas su; con j < i. Por lo tanto SReecsuq - - - .
Como los sistemas de coordenadas son afinmente independientes, necesaria-

mente A = A™(s,u1,...,Uy). n
Definicién 5.58 Diremos que un punto p tiene coordenadas x1,. .., x, respecto
de o, ey s,uq,...,up si

Coord?¢ (P, @1y, &n) <> SRpesUL - up AP E A (S, U1, ..y Up) A

SUT - Unp

n

\Vpi-pn 'é\l(COI(SUipi> A(pi =pVpp: L su;)A(o,e,2;) = (s,u;,pi))-

Esto significa que o # e, que s,u1,...u, es un sistema de referencia, que p
esta en la variedad generada por éste, que cada p; es el pie de la perpendicular
a su; por p (o el propio p si éste esté en el eje) y x; es el tinico punto de la recta
oe tal que (o,e,x;) = (s, ui, p;) (teoremas 3.17 y 3.20).

En particular Ar,.xq - -z, (es decir, todas las coordenadas estan sobre la
recta oe).

Es claro que cada punto p € A™(s,u1,...,u,) tiene unas tnicas coordena-
das x1,...,x, respecto de un sistema de referencia dado, pues p determina las
perpendiculares a los ejes, y a su vez sus pies, y a su vez las coordenadas x;.
Lo que no es inmediato es que cada n-tupla de puntos de oe sea la n-tupla
de coordenadas de un punto. La prueba requiere el axioma de las paralelas, y
previamente demostraremos un resultado auxiliar:
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Teorema 5.59 Tomemos un sistema de referencia SRyesuy - u, conn > 1,
sea A = A™(s,u1,...,u,) y para cada i = 1,...,n sea A C A una variedad

afin de dimension n — 1 tal que su; L A;. Sea R = ﬂ A; (entendiendo que

R=A sin=1. Entonces R es una recta, R 1. A"~ 1(5 ul, ceyUn—1), R L A,,
R || sun y ﬂ A; es un punto.

i=1
DEMOSTRACION: Lo probamos por induccién sobre n. Si n = 1 entonces
A= Al(s,u1) y Ay = {p}, R = suy. Trivialmente R | A%(s), R L A1y R | su;
y Ai es un punto.

Tomemos n > 2 y supongamos que el re-
sultado es cierto para n — 1. Pongamos que
A Nsu; = {p;i}, sea A = A" L(s,u1,. .., un_1)
ysea A, = A'NA;, parai =1,...,n—1. Se cum-
ple que A; + A’ = A porque su; C A’, pero sélo
uno de sus puntos estd en A;, luego A; + A’ C A
contiene estrictamente a A’, luego su dimension
es mayor que n— 1, luego es n y se da la igualdad.

El teorema 4.57 implica que la dimension
de A} es n — 2, luego podemos aplicar la hipdtesis de induccion a A’ con

S,Ul,...,Up—1 y las variedades A;. Concluimos que ﬂ Al = {p'}, para un
im1
cierto punto p’.
La paralela T; a su,, por p; es perpendicular a su;, porque una perpendicular
a una recta lo es a todas sus paralelas, luego esta en A; (porque en la prueba
del teorema 5.53 se ve que A; es de la forma My(s, Sy, s) y contiene todas las
perpendiculares a su;). Por lo tanto, la paralela R" a su,, por p cumple R’ C A;,
porque es paralela a T;, luego R’ C P(Y;,p’) C A;. Por lo tanto tenemos que
n—1
R C ﬂ A, =R
i=1
n—1
Por otra parte RN A" = ﬂ AinA = (N A, ={p'}. El teorema 4.57 nos
i=1

i=1

da la relaciéon
dim R+ dim A" — dim(RN A’) = dim(R + 4’),

luego dimR+n—1—-0 < n, luego dim R < 1, luego R = R’.

Ahora es inmediato que R || su, (porque R’ lo cumple por construccion).
Como su,, es perpendicular a A’ (por el teorema 5.54) y a A,, (por hipotesis),
el teorema 5.55 nos da que su paralela R cumple lo mismo. Por dltimo, la

n
interseccion (| A; = RN A, es un punto porque R L A,. [
i=1

Ahora ya podemos demostrar que todas las coordenadas determinan puntos:
Teorema 5.60 Alroeacl e AN SCoesUy -+ Uy —

Vp € A(s,ui, ..., un) Coordgy ., px1---n.
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DEMOSTRACION: La unicidad ya la tenemos probada. Sélo hay que justificar
la existencia. Sea A = A"(s,u1,...,up). Por los teoremas 3.17 y 3.20 existe
un tnico p; tal que (o,e,x;) = (s, ui,pi). Sea A; C A la variedad de dimension
n — 1 que cumple p; € A; A A; L ou,;. Por el teorema anterior existe un punto

n
p € () A;. Asi p = p; o bien pp; L su;. Es claro entonces que p tiene por

=1
coordenadas a los puntos dados. n
Asi, fijada una recta graduada oe y un sistema de referencia s, uq, ..., u, en

una variedad afin n-dimensional A, cada punto de A se corresponde biunivoca-
mente con una n-tupla de puntos de oe.

En particular, si suponemos los axiomas A8 y A9 para un espacio n-
dimensional, es decir, los axiomas que establecen que el espacio completo es
una variedad afin n-dimensional, entonces lo anterior vale para todo punto del
espacio.

Cuando podamos sobrentender la elecciéon de la recta graduada y del sistema
de referencia, escribiremos p = (z1,...,2,) para indicar que p es el punto de
coordenadas z1,...,Ty,.

Veamos algunas propiedades técnicas que vamos a necesitar:

Teorema 5.61 Se cumple:
1. Argeay Nz <y —>Ty=y —x,
2. Arpery = 7Y = (y — 2)?%,
8. Para k> 1,

k

Aroeal coeap N\ ./\1(07 €, ai) = (Sa U,pz) — (05 €,ag,... aak) = (Sa U, Py - - - apk)
i=

DEMOSTRACION: 1) Sead = y—x. Por el teorema 5.45 sabemos que od = T7.
Por hipoétesis d > o, luego por definicion de longitud d = Ty.

Para probar 2) distinguimos dos casos: < y o y < z. En el primer caso
concluimos por 1), y en el segundo 1) nosda que zg =gz = —y = —(y — x),
luego también Ty? = (y — x)2.

3) Tenemos que probar que cada segmento formado por dos puntos de en-
tre o,e,aq,...,a; es congruente al formado por los puntos correspondientes de
s, u,p1,-.-.,Pk, v las Ginicas congruencias que no se cumplen directamente por
hipotesis son las de la forma @;a; = p;pj, para i # j, pero basta aplicar el
o € a; ay

teorema 3.18 a la configuracion Confb
S U pi pj

Ahora ya podemos determinar la expresion en coordenadas de la longitud
de un segmento arbitrario:
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Teorema 5.62 Fijado un sistema de referencia SRoesuy - -+ Uy, st dos puntos p
y q tienen coordenadas p = (x1,...,%n) ¥y q=(y1,-..,Yn), entonces la longitud
n

del segmento que determinan viene dada por pg> = > (y; — x;)?.
i=1

DEMOSTRACION: Lo probamos por inducciéon sobre n. Para n = 1 tenemos
que (0,e,21) = (s,u1,p) y (0,e,y1) = (s,u1,q). El teorema anterior (tercer

apartado) nos da que pg = T191, luego, por el segundo apartado concluimos que

P7* =Ty = (y1 — 21)%

Supongamos cierto el resultado para n — 1, llamemos A = A" (s, uy, ..., uy),
sea A’ = A" (s, u1,...,un—_1), sea p; = p si p € ou; o bien el pie de la per-
pendicular a ou; por p. Igualmente, sea q; = q si ¢ € ou; o bien el pie de la
perpendicular a ou; por q. Sea U; la variedad de dimensién n — 1 perpendicular
a su; que pasa por p; v V; la variedad de dimensiéon n — 1 perpendicular a su;

n—1 n—1
que pasa por ¢;. El teorema 5.59 nos da que R= (| U; y S = () V; son rectas
i=1 i=1

1= 1=

paralelas a su,, que cortan a A’ en puntos p’ y ¢'.

Observemos que ¢ € SNV, y, como V,, L su,, también V,, 1 S. Igualmente,
g €A NSy, como A" L su,, también A" 1. S.

Como p’ € U;, paral <i < n-—1, te-
nemos que p’ = p; o bien p'p; L su;, por
lo que las coordenadas de p’ respecto de
Sy ULy ey Up—1 SON X1,...,Tn_1, €igual-
mente concluimos que las coordenadas
de ¢’ son y1,...,yn_1. Por hipotesis de
induccién

n—1
Pa =Y (yi —x)2
=1

Si R # suy, el pie de la perpendicu-
lar a R por ¢, es un punto p” que esta en V,, (por estar en una perpendicular
a S, por g¢,), luego V;, N R # @&. Mas ain, como su, L V, y su, || R, el
teorema 5.55 implica que R | V;,. Entonces p,p y ¢,p” estan en el plano que
contiene a su, y a R, luego son coplanares, y ambas son perpendiculares a su,
(porque estan en U,, y V,,, respectivamente), luego son paralelas. Por lo tanto
D, Pns qn, " forman un paralelogramo (tal vez degenerado, con p = p”, en cuyo
€aso p, = qn), luego pp”’ = P,q,. En cualquier caso (tanto si el paralelogramo es
degenerado como si no), tenemos que pp” = PpGn = TnYn, donde la tltima con-

gruencia se sigue del teorema anterior, pues tenemos que (0, e, 2,) = (8, un, Pn)

y (0,€,yn) = (8, tn; qn)-

Si R = sun entonces p = pp, tomamos p"” = ¢, y trivialmente tenemos
también que pp” = PnGn = Tnln-

Si R # S, entonces ¢, p”,p’, ¢’ forman un paralelogramo (tal vez degenerado,
con p” =p'y q=(), ya que las rectas p”q y p’q’ son coplanares (estan en el
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plano que contiene a Ry a S, que son paralelas), y ambas son perpendiculares
a S (por estar contenidas en V,, y A’, respectivamente), luego son paralelas.
Por lo tanto p’q = p/q’. Si R = S entonces p” = qy p' = ¢/, y tenemos la
congruencia igualmente.

Por tultimo, se cumple Rpp”q (porque R L V), luego por el teorema de
Pitagoras concluimos que

T =0"q +pp' =P+ TG = Y (Y~ %) + Tl m

=1
Como consecuencia tenemos la caracterizacion de la congruencia de segmen-

tos en términos de coordenadas:

Teorema 5.63 Fijado un sistema de referencia, si cuatro puntos tienen coor-
denadas a = (a1,...,an), b = (b1,...,byn), ¢ = (c1,...,¢n), d = (d1,...,dyp),

entonces
n

. . n
ab=cd + Y (b; —a;)? = Y. (d; — ¢;)?.
i=1 i=1
DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que dos segmentos son congruentes
si y s6lo si tienen la misma longitud, juntamente con el teorema anterior. m

Finalmente caracterizamos la relaciéon de ordenaciéon:

Teorema 5.64 Fijado un sistema de referencia, si tres puntos tienen coorde-
nadas a = (a1, ...,an), b= (b1,...,bpn), c = (c1,...,cn), entonces
n
a—b—c Vt(Arget Ao <t <eA N\ b —z; =t(c; — a;)).
i=0
DEMOSTRACION: Supongamos que a — b — ¢. El teorema 5.46 nos da que
ac = ab + be. Como todas las longitudes son > o, se cumple que o < ab < ac.
Si a # ¢ definimos t = Z:i’ de modo que 0 <t < e. Ast ab =t -ac y esto vale
trivialmente tomando, por ejemplo, t = e si es que a = ¢ (lo que implica a = b).
Vamos a probar que este ¢ cumple lo requerido.

Sea A = A"(s,u1,...,uy,) la variedad afin
generada por el sistema de referencia prefi- ]
. , . pi
jado. Sean p;, q;, r; segun la definicién de coor-
denadas para a, b, ¢, respectivamente, es decir, ¢

R;
a
£
p; = a o bien es el pie de la perpendicular 4
a su; por a, e igualmente con los otros dos %

puntos. Sean U;, V;, W; las variedades afines T; p—
de dimensién n — 1 perpendiculares a su; por ,
Di, qi, T, respectivamente. Sea R; la paralela
a su; que pasa por a. Como ya hemos razo-
nado en otras ocasiones, R; 1. V; y R; L W,.

Llamamos ¢} y r; a los puntos de corte.

—_—

Si =Col(acr}), podemos aplicar el teorema de Tales al tridngulo acr}. Para
ello observamos que br} || er; porque ambas rectas son perpendiculares a R;. El
teorema de Tales implica que ac - a_ql’. = a_r; cab = a_rz’- -t - ac, luego a_ql’. = a_r; -t
(notemos que a # ¢ por la hipotesis de no colinealidad).
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Si Col(acr}) hay varias posibilidades, pero todas llevan a la misma conclusion:

Si a ¢ W;, tiene que ser ¢ = 1} (pues ¢ y r; estan ambos en W; N R) y
andlogamente b = ¢/, de donde aq] = ar’ - t.

Sia € W; entonces a = r} (porque ambos son el punto de corte de R; con W;)
y, como a,c € W;, también b € W;, porque las variedades afines son cerradas
para rectas, luego W; = V;, luego también a = ¢} e igualmente llegamos a que
ag] = arj - t.

Veamos ahora que (a,q.,r;) = (pi,qi,r:). En efecto, si a = p;, entonces
R; = su; y por lo tanto a = p;,q; = ¢;,7; = r;, con lo que la congruencia se
cumple trivialmente. Por lo tanto podemos suponer que a # p;, e igualmente que
los tres puntos son distintos dos a dos, con lo que definen tres rectas paralelas ap;,
qiq;, rir;. Son paralelas porque estan en el plano de R; y su; y son perpendicula-
res a su;. Por lo tanto tenemos tres paralelogramos, y sabemos que sus lados
opuestos son congruentes, lo que nos da la congruencia de las dos ternas.

Por la definicion de coordenadas, (o, €, a;) = (s, u;, pi), (0,€,b;) = (s, u4, ),
(0,e,¢;) = (s,ui,r;), y el teorema 5.61 3) nos da que (p;, g;, ;) = (ai, b;, ¢;). Por
lo tanto,

aib; = Pigi = ag} =t -ar] = t - piT; = t - TG

El teorema 5.61 2) nos permite concluir que b; — a; = +t(¢; — a;). Solo falta
comprobar que el signo correcto es el positivo. Ahora bien, por el teorema 5.39
vemos que a — b — ¢ implica a — ¢} — 7}, y a su vez (a,p}, ;) = (a4, b;, ¢;) implica
que a; — b; — ¢; (teorema 3.13).

Es claro entonces que, o bien a; < b; < ¢;, o bien ¢; < b; < a;, luego el signo
de b; —a; es el mismo que el de ¢; —a;, por lo que tiene que ser b; —a; = t(c; —a;),
ya que t es positivo.

Veamos ahora la implicaciéon opuesta. Suponemos que ¢ cumple las condi-
ciones del enunciado. Sea m = t - a¢, de modo que oa = t - ac. Podemos tomar
un punto b* tal que b* ~, ¢ y ab* = om, es decir, de modo que ab* =t - ac.

Como o < t < e, se cumple que ab* < @ (como longitudes, pero también
como segmentos), luego a—b* —c. En la prueba de la implicacion opuesta hemos
visto que el t con que a, b*, c cumplen el teorema es precisamente el que cumple
ab* = t-ac, es decir, el que tenemos y, por lo tanto, si b} son las coordenadas de
b*, resulta que bf — a; = t(¢; — a;), luego bf = b;, luego b = b*, luego a — b — c.

|

5.7 Circunferencias

Los axiomas que hemos considerado hasta ahora no permiten demostrar los
resultados elementales sobre circunferencias, ni, por consiguiente, los resultados
de la geometria elemental que requieren circunferencias para ser demostrados.
Terminamos este capitulo presentando un axioma que resuelve este inconve-
niente.
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Definicion 5.65 Dados un plano P y dos puntos distintos ¢, € P, definimos
la circunferencia de centro ¢ que pasa por r como el lugar geométrico

Cp(c,r) ={x|x € P Nex =F}.
Los puntos x € P que cumplen ¢z < ¢r se llaman puntos interiores de la

circunferencia, mientras que los que cumplen ¢x > ¢r son sus puntos exteriores.

Alternativamente, en lugar de fijar el centro y uno de sus puntos, podemos
fijar una recta graduada oe y, para cada r € oe, r > 0, definir la circunferencia
de centro ¢ y radio r como

Cple,r)={x|zePAcT=r.

El axioma de las circunferencias admite diversos enunciados equivalentes.
Escogemos uno que involucra tinicamente los conceptos primitivos de la teoria:

Axioma de las circunferencias (AC)

c—q—-pAc—p—rAta=cgAhcb=cF — Vex(GG=cPNa—x —b).

Para interpretar este axioma consideramos la circunferencia de centro ¢ que
pasa por p contenida en el plano que pasa por ¢, a,b (o cualquier plano que los
contenga si los puntos son colineales). La hipotesis es que ca = ¢g < ¢p, luego
a es un punto de la circunferencia o interior a ella. Similarmente c¢b = @ > @p,
luego b es un punto de la circunferencia o exterior a ella. La conclusiéon es que
hay un punto de la circunferencia entre a y b. Si a o b esta en la circunferencia,
basta tomar como x el punto que cumpla esto. El caso no trivial se da cuando
a es interior y b es exterior. Entonces la existencia de x no puede deducirse de
los axiomas que hemos considerado hasta ahora.

En términos de longitudes de segmentos podemos enunciar este axioma (eli-
minando sus casos triviales) de esta forma:

Arger Aca<r <cb— \Vz(@=rANa—x—0b).
Veamos un enunciado alternativo conceptualmente mas simple:
Teorema 5.66 Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
1. El axioma de las circunferencias.

2. Si una recta pasa por un punto interior de una circunferencia y estd con-
tenida en su plano, entonces la corta exactamente en dos puntos.
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DEMOSTRACION: Supongamos el axioma de las circunferencias y sea R una
recta que pase por un punto interior a a una circunferencia de centro ¢ y radio r
(v esté contenida en su plano).

Si R pasa por ¢ la conclusién no requiere el
axioma de las circunferencias, pues es tanto como
decir que en cada una de las semirrectas en que ¢
divide a R hay un tinico punto x tal que ¢z = cr,
lo cual sabemos que es cierto. Supongamos, pues,
que ¢ ¢ R, sea a' el pie de la perpendicular a R
por ¢, sea b € R tal que ba’ > r y sea b’ = Sq:b, de
modo que también b'a’ = ba’ > 7.

Observemos que E_> r, pues dicho segmento es la hipotenusa de un triangulo
rectangulo con cateto a’b > r, e igualmente 'c > r. Por otra parte, a’c < r, pues
dicho segmento es un cateto de un triangulo rectangulo de hipotenusa ac < r.

Por el axioma de las circunferencias (en la version métrica enunciada justo
antes de este teorema), existen dos puntos z, 2’ en la circunferencia tales que
b —a' —ad ya —x—b Como x # a # 2/, son dos puntos distintos en
R y en la circunferencia. No puede haber un tercero, pues si y € R esta en la
circunferencia, entonces ¢y = r, y el teorema de Pitagoras determina la longitud
a'y = a’x = a’z’, luego necesariamente y = o y = 2’ por la unicidad del
transporte de segmentos en semirrectas.

Supongamos ahora la propiedad 2) y veamos que se cumple el axioma de las
circunferencias. Tenemos una recta R = ab que pasa por un punto a interior
a una circunferencia de centro ¢ y radio r y por otro b que es exterior. Por
hipoétesis corta a la circunferencia en dos puntos z y x’. Sea a’ su punto medio,
de modo que ' — a’ — x. Como estan uno a cada lado de a’, no perdemos

generalidad si suponemos que z ~, b. Vamos a probar que a — x — b.

Para ello observamos que a’a < a’x < a’b. En efecto, si a’ = ¢, entonces

da=ta<r=cx=dx<cb=dab.
Si @’ # ¢ entonces, como ¢Z = ca’ = r, tenemos que Rca'z, luego ca’ L Ry
tenemos tres triangulos rectangulos Rca’a, Rc'x, Rea’b. Como sus hipotenusas
cumplen ¢@ < €Z < cb y tienen un cateto en comin, el teorema de Pitagoras
implica las desigualdades indicadas.

Como = ~g b, estas desigualdades implican a’ — z — b, luego si a = da’ ya
tenemos la relacion requerida. Si a # a’ pero a ~q T ~¢ b, las desigualdades
implican de hecho a —x — b, mientras que si a —a’ — b, entonces a’ —x — b implica
también a — xz — b. [

Terminamos mostrando dos equivalencias mas del axioma de las circunferen-
cias, una geométrica y otra algebraica. La segunda afirma que el axioma de las
circunferencias es equivalente a que las rectas satisfagan el axioma E, es decir,
que sean cuerpos euclideos:
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Teorema 5.67 Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
1. El axioma de las circunferencias,

2. S5i Argeab y 0 < b < a, existe un tridngulo rectingulo con un cateto de
longitud b e hipotenusa de longitud a.

3. Argea Aa >0 — \b(Areeb Aa = b?).

DEMOSTRACION: 1) = 2) Consideremos dos rectas perpendiculares R, S
que se corten en un punto z. En S consideremos un punto ¢ tal que cx = by
consideremos la circunferencia contenida en el plano determinado por las dos
rectas, con centro ¢ y radio a. Como ¢ = b < a, el punto = es interior,
luego existe y € R que estéd en la circunferencia, de modo que ¢y = a, y es la
hipotenusa del triangulo rectangulo Rcxy.

2) = 3) Obviamente 2) implica este hecho:
Sio < c<a, eriste un b € oe tal que a? — b* = 2.

(Simplemente, b es la longitud del otro cateto de un triangulo rectangulo que
tenga hipotenusa a y un cateto igual a c. Tomemos ahoraa > o0 Sia =o0Va = e,
trivialmente @ = a?. Si @ > e entonces

a—e a+t+e

<

< ,
D 2

luego existe un b tal que

b2 — a—+e 27 a—e 2:&
2 2
Si o < a < e aplicamos la parte ya probada a 1/a > e, con lo que existe un b tal
que 1/a = b?, y entonces a = (1/b)2.

3) = 1) Sea R una recta que pase por un punto interior a de una circunfe-
rencia de centro ¢ y radio r y que esté contenida en su plano. Si R pasa por ¢
ya hemos razonado en la prueba del teorema anterior que R corta a la circun-
ferencia en dos puntos. En caso contrario sea a’ € R el pie de la perpendicular
a R por c. Se cumple que ca’ < ¢a < r, pues ca es el cateto de un triangulo
rectdngulo de hipotenusa c¢a. Por 3) existe un b tal que b? = r? — ca’ 2. Sean
2y 2’ los dos tinicos puntos de R que cumplen a’z = a/z’ = b. El teorema de
Pitagoras nos da entonces que €& = cz’ = r, luego los dos puntos estan en R
y en la circunferencia. Ademés son unicos, pues, por el teorema de Pitagoras,
cualquier otro deberia distar también b de a’. n






Capitulo VI

La geometria analitica

Estudiamos ahora la relacion entre el algebra y la geometria elemental y
demostraremos que ambas teorias son equivalentes en un sentido que tenemos
que precisar. No obstante, en primer lugar introducimos el axioma (esquema
axiomético, en realidad) que completa la que se conoce como Geometria de
Tarski:

6.1 La geometria de Tarski

Para cada ntimero natural n > 2, la geometria de Tarski n-dimensional GT,,
es la teoria axiomaética sobre el lenguaje formal £g cuyos signos eventuales son
el relator triadico a — b — ¢ y el relator tetradico ab = cd y cuyos axiomas son
los siguientes:

Al ab=ba
A2 @Em/\abzﬁ%_qzﬁ
A3 ab=ecc—a=0 .
A4 Va(qg—a—xAax =be)
A5 a#bANa—-b—chd - —¢
Aab=a'l Nbc=bc Nad=a'd Nbd=b'd — cd=cd
A6 a—-b—a—a=0b
AT a—-p-bAg—c—b—=Var(p—z—qgAc—z—a)
A8’n VGO"'an I"(ao,...,an)
Agn —|\/a0~~~an+1 I”*l(ao,...,amrl)
A10a—d—tAb—d—cha#d—=Naeyla—b—axzhNa—c—yAz—t—y)

A11 VaAzy(a(z) A B(y) = a—a —y) = VbAzy(a(z) ABy) — = —b—y).

Conviene dar nombre a algunas subteorias: La geometria de Tarski adimen-
sional es la teoria axiomética GT que resulta de sustituir el axioma A8,, por el
axioma A8, que afirma la existencia de tres puntos no colineales, y eliminar el

195
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axioma A9, mientras que usaremos la notacion GT~ y GT,, para representar
la teoria que resulta de eliminar también el axioma A11, que es el inico que no
hemos estudiado hasta ahora.

Se trata en realidad de un esquema axiomatico con un caso particular para
cada par de formulas o y 8 de Lg. La idea que expresa es que « y 8 definen
dos lugares geométricos:

A={z|a(x)}, B={y|By)}

Si alguno de ellos es vacio, el axioma se cumple trivialmente. En caso contrario,
la hipétesis afirma que A y B estan contenidos en una misma semirrecta de
origen a, y de modo que todos los puntos de A estan mas cerca de a que cualquier
punto de B:

. f 1 —e— B ;

S e

La conclusién afirma que existe un punto b situado entre cualquier punto de
A y cualquier punto de B. La figura muestra dos lugares geométricos A y B
bien separados, pero la relevancia del axioma estriba en que se cumple también
aunque A y B “se toquen”. Hemos presentado A1l en esta forma porque es
formalmente mas simple, pero a partir de él puede probarse la siguiente forma
mas natural:

Teorema 6.1 Para toda formula o(z) de Lg (tal vez con mds variables libres):
Argeab A ala) A —a(b) A Nzy(Argezy A a(z) A —aly) — o < y)

— Ve(Arpee A Nzy(Arpery A ax) A —a(y) =z < e < y)).

Esto significa que si una recta oe puede dividirse en dos lugares geométricos
oe = AU B no vacios y de modo que todo punto de A es menor que todo punto
de B, entonces existe un punto ¢ € oe que esté situado entre cada punto de A
y cada punto de B.

DEMOSTRACION: Aplicamos A1l a las formulas o/(x) y f'(x) dadas, res-
pectivamente, por

Arpez N a < x A afx), Arpex A ma(x).

Nota Si anadimos el enunciado del teorema anterior como esquema teoremé-
tico a GT~ podemos demostrar A11.

En efecto, dadas formulas a(z) y f(x) en las condiciones de A11, suponemos
que existen puntos €', e tales que a(e’) A 5(e) (o en caso contrario la conclusion
es trivial). Si existe un punto x tal que a(z) AB(x), es facil ver que b = 2 cumple
lo requerido, asi que suponemos lo contrario. Tomamos o = a y aplicamos el
teorema anterior a la férmula o/ (z) dada por

Vu(Argezu Az < u A alu)).
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Observemos que en GT,, no hemos incluido el axioma de las circunferencias,
pero ello se debe a que puede demostrarse a partir de A11. En efecto, vamos a
probar la forma equivalente dada por el teorema 5.67:

Teorema 6.2 Ar,.aAa > o0 — Vb(Ary,b Aa = b?).

DEMOSTRACION: Podemos suponer que a > o, pues para a = o se cumple
que o = o0%. Aplicamos el axioma A1l a las formulas a(z) y B(z) dadas,

respectivamente, por
Argez Az > oA2? <a, Argez Az > o0Aa < 2.

El punto a del enunciado de A11 es en nuestro caso o. Observemos que si se
cumple a(z) A B(y), lo que tenemos es que Aroexy Az > oAy > oAx? < a <y
Entonces 0 < y2—2? = (y—x)(y+x) con y+z > 0. Esto implical que y—xz > 0,
es decir, que o < x <y, luego o — x — y.

Asi pues, se cumple la hipotesis de A11l, luego concluimos que existe un
punto b tal que

2 2
oe - = - v .
Ney(Argezy Az > oAz? <a<y®> —x—b—y)

Tomando = = o, y = a + 1, tenemos que 22 < a < y2, luego 0 — b — (a + 1),
con lo que en particular b € oe y b > 0. Veamos que b> = a. Supongamos en
primer lugar que b?> < a. Entonces —b? + a > o, luego el teorema 2.13 nos da
un § > o tal que si [b —b'| < & entonces —b'2 + a > 0. Tomamos b’ = b+ §/2,
conloqueo<b<b yb?<a< (a+1)? luego deberfa ser b’ —b— (a+ 1)y,
como b’ < a+ 1, de hecho, b’ < b < a+ 1, contradiccion.

Si, por el contrario, 0 < a < b?, como antes existe un § > o tal que si
|b—b'| < § entonces a < b'?. Podemos tomar b — /2 < b’ < b de modo que
b > 0, con lo que 0? < a < b'?, luego 0o —b—1’, lo que a su vez equivale a b < ¥/,
contradiccion. [

Asi pues, las rectas de la geometria de Tarski son cuerpos ordenados eucli-
deos. Mas atun, vamos a probar que son cuerpos realmente cerrados:

Teorema 6.3 Sin es un numero natural impar, se cumple:
Arpeao - an_1 — Va(Argex Aag + a1z + - + Un_12" "1+ 2™ = o).

DEMOSTRACION: Por el teorema 2.15, existe un M € oe tal que si z > M
entonces ag + a1z + - -+ ap_12" "+ > 0, mientras que si a < —M entonces

ao+ ara+ -+ ap_1a” "t +a" < 0.

L Aqui estamos usando que las rectas son cuerpos pitagéricos, luego cumplen (las traduc-
ciones de) todos los teoremas que hemos demostrado en CP.
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Vamos a aplicar el axioma A11 tomando como a(x) y 8(z), respectivamente,
las formulas

Arger Aa <x AVz(Arpez Az < zAag + a1z 4+ ap_12"" 1 + 2" <0),

Arper ANz(Argez Az < 2 — ag +arz+ -+ Un_12""1 42" > 0).

Asi, si a(x) AB(y), existe un z tal que x < 2z y ag+a1z+- - -+an,_12" " 1+2" <0,
luego S(y) implica que z < y, por lo que a < z < y, luego a — x — y.

En consecuencia, A11 nos da que existe un b tal que

Nzy(o(z) A Bly) = = —b—y).

Hemos probado que existen puntos x,y que cumplen «(x) A S(y), por lo
que podemos afirmar que b € oe y, como también hemos visto que a < z < y,
necesariamente a < z < b < y. Vamos a probar que

ag+atb+ -+ a1+ 0" =o.

Veamos que si z > b, entonces ag+ai1z+---+a,_12" 142" > 0. En efecto,
en caso contrario a(z) A f(M), luego z < b < M, contradiccion.

Supongamos ahora que ag + a1b + -+ + a,_1b""! 4+ b™ > 0. Entonces por
el teorema 2.13 existe un § > o tal que si b — § < z < b+ § se cumple también
ag +a1z+ - +apn_12""1 + 2" > 0. Podemos tomar b —§ < z < b, y entonces
ala) A B(z), luego a < b < z, contradiccion.

Similarmente, si ag +a1b+-- -+ a,_1b" "1 +b" < 0, el teorema 2.13 aplicado
al polinomio cambiado de signo nos permite tomar un punto b < z tal que
ag+arz+--+a,_12""1+2" < o, pero entonces a(z) AB(M), luego z < b < M,
contradiccion. [

Asi pues, las rectas de GT,, cumplen los axiomas de CRC. Veremos que este
hecho nos permitira probar que, al igual que CRC, la teoria GT,, es consistente,
completa y decidible.

6.2 La interpretaciéon de GT, en CP

En esta seccion trabajamos en la teoria axiomatica CP de los cuerpos or-
denados pitagoricos. Aqui vamos a llamar “puntos” a los elementos de R™, en
lugar de “vectores” como hasta ahora.

Definicion 6.4 Diremos que un punto § € R"™ estd entre otros dos puntos
z,z € R™, y lo representaremos por T — y§ — Z, si se cumple

VIO <t<1Ag—z=1t(2- 7)),

Diremos que el par de puntos (Z,7) € R™ x R"™ es congruente con el par de
puntos (zZ,w) € R™ x R™, y lo representaremos por Ty = zw, si se cumple

(y1 = 21)" 4 (g = n)” = (w1 = 20)" -+ (wn = 20)".
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Vamos a demostrar que, para n > 2, estas dos relaciones cumplen todos los
axiomas de GT;,. Conviene precisar formalmente esta afirmacion, para lo cual
damos la definicién siguiente:

Definicion 6.5 Fijado un ntmero natural n > 2, A cada formula ¢ de Lg le
asignamos una formula ¢4" de £ 4 (a la que llamaremos su traduccion analitica)
segun el criterio siguiente:

1. A cada variable z de Lg le asignamos una multivariable Z = (21,...,2y)
de £ 4, de modo que si z,y son dos variables distintas, entonces todas las
variables x1,...,%n, Y1, --.,Yn son distintas entre si.

2. Si ¢ es x =y, entonces ¢ es x1 =Yy A+ ATy = Y.
3. Si ¢ es x —y — z, entonces ™ es
VIO <t<1Ay—z1 =t(z1 —21) A= Ayn — T = t(2n, — T3)).
4. Si ¢ es Ty = Zw, entonces ™ es
(1 =21)" 4 (g —@n)” = (w1 = 20)" - F (wn = 20)".
5. Si ¢ es —, 1) — x, Az, entonces ¢ es, respectivamente,

A A A A
ﬂ/’ ,n’ 1/1 ’"—>X ,n, /\xlxnw .

De 5. se deduce inmediatamente que en CP se demuestra que

(W VX)Xt @A) e T AxAT,
(W o) o @ oxt),  Vep)t o Ve o, gt
En definitiva, las formulas (z — y — 2)*" y (7y = zw)*™ son las formulas

definidas en 6.4 y, en general, 4™ es la formula de £ 4 que afirma de los puntos
de R™ (con las definiciones que hemos dado de “estar entre” y de congruencia)
lo que ¢ afirma de los puntos del espacio E' de GT, .

En estos términos, el resultado que queremos probar se expresa asi:

Teorema 6.6 Sin > 2, en CP se demuestra la traduccion (n-dimensional) de
todos los axiomas de GT~.

DEMOSTRACION: Conviene observar que todas las demostraciones pueden
hacerse en CO excepto la de A4, que es el Gnico axioma que requiere de P
para ser demostrado. La prueba de la mayoria de ellos es trivial. Por ejemplo,
consideremos A3: ab = ¢¢ — a = b. Su traduccion es:

(Cifci)24)a1:b1/\"'/\an:bn

NgE

(bz — ai)Q =

1 %

[INgE
I

[ 1

n
y, en efecto, esto es demostrable en CO, pues la hipétesis es que > (b;—a;)? =0,
i=1
de donde (b; — a;)? = 0, luego a; = b;.
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Los tinicos axiomas cuya prueba no es trivial, son A5, A7 y, a lo sumo, AS8.
Analicemos con detalle estos casos. El axioma A5 es:

a# bAa—b—cAhd —b —c Nab = a'b/ Nbe = b Nad = o' d Nbd = Vd' — cd = /d

La traduccién de a # b es a; # b; para algin i, luego . (a; — b;)? > 0.
i=1

R N n n
La traduccion de ab = a'V/ es > (a; — b;)*> = > (a} — b})?, luego el miembro
i=1 i=1
derecho es también no nulo, y por consiguiente a} # b} para algun 1.
La traduccién de a — b — ¢ es que existe un ¢ tal que 0 < ¢ < 1 de modo que
b; — a; = t(¢; — a;) para todo i. Como a; # b; para algtn i, tiene que ser, mas
precisamente, 0 < ¢t < 1.

Similarmente tenemos que existe 0 < ¢’ < 1 tal que b} — a; = t'(c; — a}) para
todo <.
— N n n
La traduccion de be = b'c’ es Y (¢c; — b;)? = > (¢} — b;)%. Desarrollamos el
i=1 i=1
miembro izquierdo:

(1) S = (1) S0 - ap®

Pero sabemos que los sumatorios son iguales y no nulos, luego podemos simpli-
ficarlos: (% - 1)2 = (t—l, — 1)2. Los términos de dentro de los cuadrados son no
negativos, luego podemos eliminar los cuadrados y concluimos que ¢ = t'.

También tenemos que

M=

(d; — bi)? =

i=1 i=1

(&~ b))?,

[INgE

N

Desarrollando el miembro izquierdo:
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Al desarrollar igualmente el segundo miembro podemos cancelar los suma-
torios de cuadrados, que sabemos que son iguales, y nos queda:

M:

Il
-

(di = ai)(bi — ai) = > (d; — a;) (b — a;).

7 =1

Tenemos que demostrar la traduccion de cd = ¢/d’. Ahora bien:

-

N
Il
-

(di —ai — (ci —a;))* =

NE

(dz — Ci)2 =

1 i

-

(di —a; — (b; — a;))?

2 1

n

= 2 -0+ (- a3

=1

INagE

(d - az)(bz - ai),

o
Il

y hemos demostrado que todas estas expres1ones son iguales a las correspon-

dientes con primas, luego Z (d;i — ;)% = Z (d; — c})?, como habia que probar.
i=1 i=1

Consideramos ahora A7: a—p—bAgq—c—b—=Jx(p—x—qgAc—z—a).

La traduccion de las hipotesis es que existen 0 < ¢ <1y 0 <t <1 tales
que ¢; — b; = t(q; — b;) y pi — b; = t'(a; — b;). Debemos encontrar x1,...,z,
que cumplan x; — ¢; = u(a; — ¢;), v; — p; = u'(q; — p;), para ciertos 0 <u <1y
0<u <1.

Si tt' = 1, necesariamente t = t' = 1, en cuyo caso ¢; = ¢; y p; = a; y basta
tomar x; = p;, u =1, v’ = 0. Supongamos, pues, que tt' < 1. Queremos que se
cumplan las ecuaciones

ci +ula; — ;) = pi +u'(qi — pi),
que equivalen a
bi +t(q; — b)) +u(a; — by —t(q; — b;)) = by +t'(a; — b;) + ' (q; — by — t' (a; — b;))
o también a
t(qi — bi) +ula; — b;) —ut(g; — bi) = t'(a; — b;) +u'(q; — b;) — w't'(a;i — by).

Para que se cumpla esto (igualando los coeficientes de ¢; — b; y los de a; — b;)
basta con que t —ut = v, u =t — u't’.
Sustituimos la segunda ecuacion en la primera: ¢t —¢'(1 —u')t = «/, de donde
! = t(ll:ti,). Es claro que eligiendo asf v’ se cumple 0 < o' <1,y u=t'(1 — )
cumple lo mismo, luego eligiendo x; = ¢; +u(a; —¢;) = p; +u'(¢; —p;) se cumple
lo requerido.

El axioma A8, es decir, la existencia de tres puntos no colineales, se cumple
sin méas que definir a; = 1, a; = 0, parai # 1, bo = 1 y b; = 0 para i #* 2,
1 =cy =1,¢; =0parai # 1,2. (Estamos tomando simplemente las n-tuplas de
coordenadas (1,0,0...),(0,1,0,...,), (1,1,0,...).) Comprobar que no cumplen
la definicion de colinealidad (es decir, que ninguno de los tres puntos esta entre
los otros dos) no ofrece ninguna dificultad.



202 Capitulo 6. La geometria analitica

Seguidamente demostramos la traduccion de A10:

a—d—tNc—d—-b—Na#d—Jayla—b—xzNha—c—yAz—t—y).

La traduccion de la hipoétesis es que existen 0 < XA < 1, 0 <y < 1 tales que
di—Ci:)\(bi—Ci), di—ai:,u(ti—ai).

Ademas, a # d se traduce en que tiene que ser u > 0. Basta tomar
1 1
ﬂﬁi:ai-i-;(bi—ai), Yi =a+ —(c; —a;).

De la propia definicion se sigue que b; — a; = p(z; — a;), ¢; — a; = p(y; — a;), y
esto es la traduccion de a —b—x A a — c—y. Solo falta demostrar la traduccion
dex—t—uy.
Para ello basta comprobar que t; — y; = A(z; — y;). En efecto, el miembro
izquierdo es
1 1 1
ti — i a; + [ (dz az) a; [ (Cz az) 1 (dz Cz)

Y el miembro derecho:
1 1 A 1
Al'ifyi :/\—bi—aif—cifai :—bi—ci:—difci.
( ) =X u( ) — —( ) u( ) u( )
Finalmente probamos la traduccion de A4 en CP. El axioma es:
3z(q — a — c Aac = be).

Tenemos que definir x4, ..., x, de modo que exista 0 < t < 1 de manera que
n

a; — q; = t(v; — ¢;) y ademas ) (a; — xi)Q = > (bi— Cz‘)z-

Si g; = a; para todo 1, erllténces la primler; parte se cumple trivialmente
para cualquier eleccién de los z; tomando ¢t = 0, y para la segunda tomamos
xZ; :ai—biJrci.

Supongamos, pues, que algin ¢; # a;, con lo que tenemos que buscar un
0<t<1yunos z; de la forma x; = ¢; + %(ai — ¢;) y, para que se cumpla la
segunda parte:

1(%‘ —4qi — %(ai *%‘))2 = (1 - %)2 é(ai *%‘)2-

M=
Pl
S
D
N
I
M=
—~
8
8
N
[\v}
I
NgE

%

1 i=1 %

El dltimo sumatorio es no nulo porque algin ¢; # a;, y es un cuadrado
porque estamos suponiendo el axioma P. Digamos que es A2, con A > 0. El
primer sumatorio es también un cuadrado, digamos B2, con B > 0. Entonces,
si llamamos C' = B/A > 0, todo se reduce a elegir un ¢ que cumpla

1 2
(¥—1) =C?, 0<t<l.
Obviamente sirve t = 1/(1 + C). "
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Con esto hemos definido (para cada nimero natural n) una interpretacion
en CP de la geometria de Tarski adimensional (es decir, con los axiomas de
dimension reducidos a la existencia de tres puntos no colineales) en el sentido?
de [LM 3.28], por lo que podemos afirmar que en CP son demostrables de hecho
las traducciones de todos los teoremas de la geometria de Tarski adimensional.

Enseguida probaremos que R" cumple también los axiomas A8, y A9,,
pero para ello necesitamos analizar en qué se traduce en R™ la independencia
afin de puntos.

Teorema 6.7 Sin > 2 y m > 1 son nimeros naturales, en CP se demuestra

que unos puntos T, ...,Tm € R" son afinmente independientes si y solo si los
vectores T1 — Xg, ..., Tm — To son linealmente independientes, y en tal caso
" _ _ _ _ _ _
A™(Zo, ... Tm) = To+ (T1 — Toy -+ -, Tm — To) »

donde, en general, T+V ={j|Vze€V =2+ z}.

DEMOSTRACION: Razonamos por inducciéon sobre m. Para m = 1 sabemos
que I*(Zg,Z1) <> To # 1 (porque esto es la traduccion de un teorema de GT ™),
y esto equivale a su vez a que 71 — %o # 0, es decir, a que T1 — Tg sea linealmente
independiente.

Por otra parte, A!(Zo,Z1) es la recta que pasa por los dos puntos, formada
por todos los puntos  que cumplen

T—2o—T1VIg—T—T1VTyg—T1 — .
En el primer caso existe 0 <t <1 tal que Ty — Z = t(Z1 — T), luego
To— T =t(T1 — To) + t(To — T),

luego
(t —1)(& — ZTo) = t(T1 — To).
No puede ser t = 1, pues entonces seria Tg = Z1, y estamos suponiendo que no
es el caso. Asi pues,
t
t—1

T =To+ (T1 — To) € To + (T1 — To) -

El segundo caso es inmediato y el tercero es analogo al primero.

Reciprocamente, si T € Tg + (T1 — 500>, entonces existe un t de manera que

T =Zo+t(T1—Tp). S0 <t <1 yatenemos que Top— T — Z1. Sit > 1, entonces
_ _ o 1

1 — Tp = = (T — Tp), 0<¥<1,

luego o — 21 — Z.

2No exactamente, porque estamos traduciendo cada variable por n variables, mientras que
en [LM] se considera que cada variable se traduce en una tnica variable, pero todos los hechos
probados en [LM] sobre interpretaciones se adaptan trivialmente a nuestro contexto.
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Por dltimo, si t < 0, entonces

luego
To — T t (1 — T) 0< t <1
To—T=——"" (@1 - -
1—t ’ 1—t 7
con lo que T — Ty — 1 y el teorema queda probado para m = 1.
Supuesto cierto para m, sabemos que I™1 N (Zg, ..., Tms1) €s equivalente a
p 1% 3 q 05 ’ + q
I'"™(Zo, ... Zm) A Ting1 € A™(Zo, ..., Tm), es decir, a que Ty — Zo, ..., Tm — o
sean linealmente independientes y que Z,,+1 no sea de la forma Zg + g, con
g € <£Z'1 - Zi'o, ‘e ,i‘m - ZZ'0>, es decir, Zi'erl*.fo ¢ <SE1 — .fo, .. .,i‘m — ZZ'0>, y esto
equivale a que 1 — Zg, ..., Tm+1 — To Sean linealmente independientes.

En tal caso, si llamamos
_ _ _ _ 1/— _
V:<$1—$0,...,l‘m+1—l‘0>, A:Am+ (xo,...,$m+1),

es facil comprobar que Ty + V' es cerrada para rectas. En efecto, si tomamos
dos puntos distintos:

m—+1 m+1
’l_l,:i'0+ Z ai(i‘iffo), ’L_):SEO+ Z bi(fiffo),
i=1 i=1
por el caso m = 1 sabemos que la recta que pasa por ambos esta formada por
los puntos de la forma @ + ¢(v — @), es decir,

m+1 m—+1
SEO + Z ai(ji — i‘o) + C Z (b1 — al)(fz — .fo) =

i=1 i=1

m+1
To + E (ai + C(bi - al))(fcl — .i'o) e xo+ V.
i=1
Por (la traduccion de) el teorema 4.50, concluimos que Zo+V es una variedad
afin, que claramente contiene a Zg,...,Tm,m+1. Por consiguiente, tenemos la
inclusion A C Ty + V. Para probar la inclusion contraria hemos de ver que

m+1
au=To+ Y. a;i(T; —Tg) € A,
i=1

para lo cual observamos en primer lugar que Zo + a;(Z; — To) € A, pues es un
punto de una recta que pasa por dos puntos de A. Es claro entonces que basta
probar que si Zg + 4, To + 0 € A, también Tg +u + v € A.

To+ 7 To+U+0

To+2u+10

Zo

M‘TO—FU

To— U
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En efecto: Tg—v € A porque esta en la recta que pasa por Tg y Tog+ U, luego
To + 2u + v € A, porque esté en la recta que pasa por Tg + 4 y Tog — v, luego
To+u—+7v € A, porque estd en la recta que pasa por To+70y To+2u+0. m

Ahora ya es inmediato:

Teorema 6.8 En CP se demuestra la traduccion (n-dimensional) de todos los
aziomas de GT,, .

DEMOSTRACION: Solo falta demostrar A8,, v A9,, pero el primero afirma
la existencia de n+ 1 puntos afinmente independientes en R™, y en efecto, basta
considerar 0,é1,...,8,. En cuanto al segundo, afirma que no existen puntos
Zo, - . ., Tnt1 afinmente independientes, pero si los hubiera, 1 —Zq, ..., Tn+1—To
serian n + 1 vectores linealmente independientes en R™, lo cual es imposible.

|

Con esto queda demostrado el teorema siguiente:
Teorema 6.9 Si ¢ es una formula de Lg y n > 2, entonces:
si bFgp- ¢ también  bop ¢t

Observemos que, si estamos dispuestos a trabajar en la teoria de conjuntos,
como es usual, y no en una axiomatica ad hoc para los cuerpos pitagoricos,
todos los argumentos que hemos empleado aqui se traducen trivialmente (y se
simplifican) a la demostracion de que si R es un cuerpo ordenado pitagorico
entonces el producto cartesiano R"™ es un modelo de GT,.

Pero el trabajar con una axiomatica ad hoc nos proporciona un resultado
adicional: ahora sabemos que la teoria GT,, es consistente, porque si en ella
pudiera probarse una contradiccion, el teorema anterior nos daria que también
puede probarse una contradiccion en CP (porque la traduccion de una contra-
diccion es una contradiccion), pero ya hemos probado que CP es consistente.

Sin embargo, con esto hemos demostrado s6lo la parte facil de la relacién
entre la version sintética y la version analitica de la geometria. Ahora nos
disponemos a probar el reciproco del teorema anterior.

Definicion 6.10 Consideremos un niimero natural n > 2. fijemos dos variables
distintas o, e del lenguaje Lg y establezcamos una correspondencia biunivoca
entre las variables restantes de Lg y las variables de £ 4.

A cada término t de £ 4 le asignamos como sigue un término t* de Lg:

1. Si t es una variable de £ 4, entonces t* es la variable de £g que le hemos
asignado.

2. Sit=0,1, entonces t* = o, e, respectivamente.

3.S1t=—t1,t =11 +ty ot =t -1y, entonces t* = —t7, t* =7 +t5 o
t* = t7 - t5, donde ahora —, + y - representan el opuesto, la suma y el
producto geométricos definidos en GT;, respecto de las variables o, e.
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A cada formula ¢ de Lg le asociamos como sigue una formula ¢*:
1. Si ¢ es t; =ty entonces ¢* es t] = t5.

2. Si ¢ est > 0, entonces ¢* es t* > o, donde ahora > es la relaciéon de orden
definida en GT, respecto de las variables o y e.

3. Si ¢ es o1y — x, entonces ¢* es —p* o Y* — x*, respectivamente.

4. Si ¢ es A\x, entonces ¢* es Ax(Argex — ¥*).

Es facil ver entonces que, si las variables libres en ¢, v estan entre x1, ..., x,
entonces las variables libres de ¢* son las asociadas a las variables libres de ¢
mas tal vez o y e. Ademéas en GT,, se demuestra:

((p V)" & ¢* Vipr))

(P AY)* < @™ NY¥))
Argexy -z = (¢ < ¥)* & (6"« PY)))

(Vap)*  Va (Argex A ¢¥))).

Arpexy - ) —

Arpexy - xp —

Arpexy - xp —

Ahora es una sencilla rutina comprobar que las traducciones a Lg de los
axiomas de CP son equivalentes a los teoremas de GT;, que afirman que cada
recta graduada oe es un cuerpo pitagorico con las operaciones que hemos definido
geométricamente. Por consiguiente, son teoremas de GT;, (aunque en realidad
es claro que los axiomas sobre la dimension no son necesarios). Por consiguiente
tenemos definida una interpretacion de CP en GT,, y segun [LM 3.30] se cumple:

Teorema 6.11 Si ¢ es una formula de L4 con variables libres x1,..., Tk y
Fcp ¢, entonces también b - Arpexy -z — OF.

Lo que estamos diciendo es que si a partir de los axiomas de CP puede
probarse que todos los ntmeros x1,...x; cumplen lo que dice ¢, entonces a
partir de los axiomas de la geometria sintética podemos demostrar que todos
los puntos de una recta graduada oe cumplen ¢*, porque podemos probar que
los puntos de la recta cumplen (las traducciones de) los axiomas de CP, luego
también deben cumplir las consecuencias logicas de dichos axiomas.

El resultado central es el siguiente:

Teorema 6.12 Sean > 2 un nimero natural, sea ¢(z', ..., z%) una formula de
Ls que no contenga a lc_Ls variables o, e, 8, U1, ..., Un, S€a (bA”(zf) su traduccion
analitica y sea " (2]) la traduccion de ésta de nuevo a Lg. Entonces

k
Fars SReesty - -un A /\ Coord?®

Jpd ool
N Su1 - u‘rxl xn
‘7:

(p(zt,. .., 2%) & g2 (0,e,27)).
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Aqui hay que entender que al traducir de nuevo a Lg las variables xf se
toman distintas de las variables 7 y distintas de o, e, s,u1,...,Upy.

Esto significa que si hemos fijado una recta graduada oe y un sistema de refe-
rencia s, ug,...,u, y consideramos k puntos z!, ..., 2*, entonces dichos puntos
cumplen una formula ¢ si y sélo si sus coordenadas cumplen ¢*m*.

DEMOSTRACION: Por inducciéon sobre la longitud de ¢. Si ¢ es x = y, su
traduccién analitica es x1 = y1 A --- A &y = yp, v la traduccién geométrica
de esta formula es ella misma, de modo que lo que hay que probar es que dos
puntos son iguales si y s6lo si sus coordenadas son iguales, lo cual es ciertamente
un teorema de GT .

Si ¢ es x — y — z, entonces su traduccion analitica es
n
IO <t <1A N — 20 =tz — 23))),
i=1
cuya traduccién geométrica es a su vez
n
Ft(Arget Ao <t <eA /\(yl —x; =tz — x5))).

i=1

Lo que hay que probar es que se cumple x —y — z si y s6lo si las coordenadas
de los tres puntos cumplen la relacién precedente, pero esto es el teorema 5.64.

Si ¢ es Ty = zw la prueba es analoga, usando esta vez el teorema 5.63.
Si ¢ es =) basta aplicar la hip6tesis de induccion. Como

k .

e oe Jopd ol
FGT; SRoesty -+ up A ‘/\1 Coordsulmun:c T x) —
j=

(Y(at,. .. ,:I:k) YRS wA’”*(o, e, :Cf)),

de aqui se sigue logicamente

k
oe i J j
Far- SRoesur -+ up A ‘/\1 Coordgy,, ..., ¥/ a1 - x), —
j=

1 k A, nx* j
(—p(x, ..., 2"%) < " (0, e, 27)).
Tgualmente se razona si ¢ es de la forma 1 — x. Supongamos finalmente que ¢
es /\:mp(:n, x', ..., 2%). La hipotesis de induccion es que, bajo la hipotesis
k .
SRoesuy - - uy A /\ Coordgil___un:cjz]l -], A Coordyy, . ., 2Ty Ty

j=1
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se cumple ¥ (x, 2!, ..., 2%) < A" (0, e, 2, xf), y lo que tenemos que probar es
que bajo las hipotesis

k
SRoesur -+ upn A /\ Coordgy, .., @'xf - a),
Jj=1
se cumple
1 k A, J
Azp(x,zt, .. 2%) < Ny 2 (Argexy -2 — "(o0,e,x;,27)).

La prueba es sencilla. Supongamos primero que Az o(a,zt, ... ZCk) y tome-
mos puntos cualesquiera de la recta graduada Aryez1 - - - ,,. Sabemos que existe
un dnico punto z cuyas coordenadas son x1,...,T, y por hipétesis se cumple
Y(z,2t,. .., 2%), luego la hipétesis de induccién nos da que A" (o, e, z;, 77 ),

que es lo que habia que probar. ‘

Reciprocamente, si se cumple Az - -+ 2, (ATpey - - T — YA (0, €, 74, 77)),
tomamos un punto cualquiera x. Aqui usamos los axiomas de dimension, que es-
tablecen que el espacio tiene dimension n, por lo que x esta en A™(s,u1, ..., uy,),
luego tiene unas coordenadas en el sistema de referencia dado, digamos que son
Z1,...,%,. Entonces Aroexy - - - Ty, luego por hipotesis 1A (0,e,2,27), y por
la hipétesis de induccion, ¥(z, x!,. .., z*). "

En particular, sin méas que aplicar lo que acabamos de probar al caso de una
sentencia (es decir, de una formula sin variables libres), tenemos demostrado lo
siguiente:

Teorema 6.13 Si ¢ es una sentencia de Lg y n > 2 es un numero natural,
entonces Fgp- Aroe — (¢ <> #4*(0,€)).

Y a su vez:
Teorema 6.14 Si ¢ es una sentencia de Lg, entonces
Far- @ sty solo si Fop ¢4

DEMOSTRACION: Una implicacion es el teorema 6.9. Si suponemos que ¢2:"
es demostrable en CP, el teorema anterior nos da que

Fars Aloe — (¢ < 1" (0, €)).

y el teorema 6.11 nos da que gy Arge — »** (0, €), luego combinando ambos
hechos obtenemos que I—GT; Ar,. — ¢. Ahora bien, la hipoétesis la cumplen dos
puntos cualesquiera o # e, luego Fars ¢ L]

En resumen, hemos demostrado que una sentencia es demostrable a partir
de los axiomas que hemos dado para la geometria sintética n-dimensional si y
s6lo si su traduccién analitica es demostrable a partir de los axiomas de cuerpo
pitagorico.
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6.3 La interpretaciéon de CP en GT,

Ahora vamos a demostrar un resultado similar, pero que parta de una sen-
tencia de £ 4. Necesitamos algunos resultados previos.

,
Consideremos la formula Sumal,(abc)?™, que es una formula de £4 con

variables libres o;, e;, €}, a;, b;, ¢;, parai =1,...,n. En ella sustituimos
0 = 0. e — 1 sii=1, o — 1 sii=2,
PTTTPT10 osid#£1, P10 sid#£2,

asi como a; = b; = ¢; = 0 para i > 2.

El resultado es una formula S(aq1, b1, ¢1) con las tres variables indicadas como
unicas variables libres. Hacemos lo mismo con Prodz;(abc)“"" y a >¢. o, con lo
que obtenemos formulas P(a1,b1,¢1) y M(aq).

Teorema 6.15 Con las definiciones precedentes, se cumple:
FCP S(al,bl,cl) —~c1=a1+ bl, Fcp P(al,b1,01> <> CL=aj- bl,
Fcp M((J,l) < a; > 0.

DEMOSTRACION: Para calcular explicitamente la formula S(ay, b1, ¢1) tendri-
amos que escribir explicitamente la férmula que define la suma geométrica,
pero en su lugar podemos razonar de forma mas conceptual: Sabemos que
Sumaf;,e (abe)®™ es la formula de £4 que afirma que (cq,...,c,) son las coor-
denadas de la suma geométrica de los puntos de coordenadas (ai,...,a,) y
(b1,...,by) calculada con los puntos de coordenadas (01,...,a,), (é1,...,€n) ¥
(e},...,€,). Por lo tanto, S(a1,b1,c1) afirma que ¢; es la primera coordenada
de la suma de los puntos de coordenadas (a1,0,...,0) y (b1,0,...,0) calculada
con los puntos de coordenadas (0,0,0,...,0), (1,0,0,...,0) y (0,1,0,...,0), y

queremos probar que ¢; = ay + by.

Observemos que desde el punto de vista de GT,, esto es trivial: fijado un
sistema de referencia s, uq, ..., u,, los puntos o, e, €’ que tienen las coordenadas
indicadas son 0 = s,e = ui,e’ = ug, y las coordenadas de un punto p de la
recta oe son (p,0,...,0), por lo que es inmediato que las coordenadas de a + b
son (a + b,0,...,0), pero no es esto lo que tenemos que demostrar. Tenemos
que trabajar en CP y calcular la suma geométrica de los puntos (a1,0,...,0) y
(b1,0,...,0), lo cual es cierta construccion geométrica que, a priori, no es inme-
diato que tenga que dar como resultado (a; + b1,0,...,0). Vamos a comprobar
que es asi.

Por simplicidad no mencionaremos ninguna coordenada de indice mayor
que 2, pues todas las que vamos a manejar seran obviamente nulas teniendo
en cuenta que todos los puntos de partida las tienen nulas. De acuerdo con la
definicion de suma geométrica:

1. Consideramos la recta que pasa por los puntos e = (1,0) y ¢ = (0, 1), que,
partiendo del teorema 6.7, es facil ver, mediante los razonamientos usuales
en geometria analitica, que esta formada por los puntos (z,y) tales que
r+y=1.
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Formamos a paralela a esta recta que pasa por (a1,0). Es facil ver que
dicha recta esta formada por los puntos (z,y) tales que = +y = a1 (por
ejemplo, usando 6.7 para probar que éstos son los puntos de la recta que
pasa por (a1,0) y (a1 —1,1), y luego comprobando que el sistema formado
por las dos ecuaciones no tiene solucién).

Buscamos el corte de esta recta con la que pasa por (0,0) y (0,1), que esta
formada por los puntos que cumplen x = 0, con lo que el punto de corte
es (0,a1).

Consideramos la recta que pasa por (0,0) y (1,0), que tiene ecuacion y = 0,
y formamos su paralela por (0,a1), que tiene ecuacion y = a;.

Calculamos la paralela a la recta = 0 que pasa por (b1,0), que tiene por
ecuacion r = by.

Calculamos la interseccion de las dos tdltimas rectas, que es (b1, a1).

Calculamos la paralela a la recta « +y = 1 que pasa por (b1, a1), que es
facil ver que es (x +y = a; + by).

La suma es la interseccion de esta recta con y = 0, es decir, el punto
(a1 + by, 0)

Esto prueba que S(a1,b1,¢1) <> ¢1 = a1 + by.

El mismo procedimiento se aplica al caso de P. Lo esbozamos dejando los
detalles a cargo del lector: primero se calculan las rectasz+y =1y x+vy = a1,
luego la paralela a la primera por (b1,0), que es a +y = by y que corta a x = 0
en (0,b1), luego la paralela a la segunda por este punto, que es x + a1y = a1bs,
y el producto es el punto de corte de esta recta con y = 0, es decir, (a1b1,0).

Para M usamos que a > 0 > —a — 0 — e. Al traducir y sustituir las coorde-
nadas de o, e, €’ y las coordenadas nulas de indices mayores que 1 obtenemos

que

M(ay) < =Vt0 <t <1A—ay =t(1—ay)).

Ahora bien, es facil ver que la condicién —a; = t(1 — a1) (que es equivalente a
(t—1)a; =t), con 0 <t <1, equivale a que a1 < 0, luego M(a1) <> a1 > 0.

Nota Lo que hemos probado es que en CP se demuestra que si

A=A'0.) = {F| w2 = =, =0},

la aplicacion F' : R — A dada por F(a) = (a,0,...,0) es un isomorfismo de
cuerpos ordenados. n

Consideremos ahora una formula arbitraria ¢(z!,...,2%) de £4. Podemos

calcular su traduccion ¢*(o,e,zt,...,2%) a Lg y luego volver a £4 mediante
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¢ A" (05, e5,xk, ..., xF), donde i = 1,...,n. Llamaremos ¢*™(z',...,2") a la
formula que resulta de sustituir en ¢*4" las variables libres con el criterio si-

guiente:
1. 0, =0,
2. e1=1ye; =0parai>1,
3. x{zxjyxgzoparai>1.

Teorema 6.16 Sin > 2 y ¢(x',...,2%) es cualquier formula de L4 cuyas
variables libres estén entre las indicadas, entonces Fcp ¢ <> ¢*™.

DEMOSTRACION: Vamos a probar el teorema bajo la hipotesis adicional de
que toda subférmula atémica de ¢ es de la forma z=0,z2=1,z =z, z = x+y,
z=ayoz > 0,donde x,y, z son variables cualesquiera. Luego veremos que toda
férmula ¢ es loégicamente equivalente a otra en estas condiciones. Razonamos
por induccién sobre la longitud de ¢.

Si ¢ es de la forma z' = 0, entonces ¢* es z' = o, por lo que ¢*™ es

ri=o01 AN ANzl =0,y ¢ eszt =0A0=0A---A0=0, que es equivalente
1_
ax =0.
Loscasosz! =eyaz!l =2
1 > 0 se cumplen por el teorema anterior.
Los casos en que ¢ es de la forma —) 0 1) — x no ofrecen ninguna dificultad.
Supongamos por tltimo que ¢ es de la forma Az ola,zt, ... ZEk). Entonces ¢*
es A\z(Col(oex) — ¥*(x, 2!, ..., 2%)), luego, usando 6.7, resulta que ¢**" es

1 2 3_,1.2

son similares, y los casos 2% = z!+22, 23 = z'a?,

3

n
Nxq -2, (Vt _/\1 z; — 0; = tle; — 05) — " (xy, 2l . 2k)).
1=

Al hacer las sustituciones segun la definicion de ¢*™ obtenemos

Azy-zn(Vt(zy =t A N\ 2, =0) = WA’"(xiaxla aE axk))’
1=2

que claramente equivale a Az " (x,at ,z¥). Por hipétesis de induccion,

esta formula es a su vez equivalente a Az (x, 2!, ... ). L]

Finalmente podemos probar:

3En los términos del teorema anterior, para el caso z3 = z! + 22, tendriamos que ¢* seria
’
Ve/(=Col(oee’) A Sumal, (z!,x2,23)) y a su vez ¢*A7 serfa

Ve -- el (—=Col(oee’ ) 4™ A Sumag;(xl, z2,z3)4n),

Ahora bien, el teorema de GT,;, que afirma que la suma no depende de la eleccién de e’ se
traduce en el teorema de CP que afirma que la féormula anterior no depende de la eleccion de
los € (siempre que cumplan la hipotesis de no colinealidad), y es claro que cuando sustituimos
las 0; y las e; segtn la definicién de ¢*4™, una eleccién valida para las e} es tomar e), =1y
las restantes nulas, por lo que ¢*4™ > S(z, 22, 23) <+ 23 = ' + 22. Lo mismo se aplica a
los otros dos casos.
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Teorema 6.17 Sea ¢ una sentencia de L4 yn > 2. Entonces,
Fars Noed’e’ (0 #eNd # e — (¢*(0,€) < ¢*(0,€'))),
Fop & (Moelo # ¢ = 6" (01, €)™ 6 (Voe(o # € A 6" (01, €2)) 4™,
y las afirmaciones siguientes son equivalentes:
1. Far, Noe(o # e — ¢* (0, ¢)),
2. FGT; Voe(o # e — ¢*(0,¢)),
3. Fcp .

DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que toda formula ¢(z!, ..., 2%) es
logicamente equivalente a otra ¢ con las mismas variables libres cuyas subfor-
mulas atémicas son todas de la forma 2 =0,z=1,z2=z,2=xz+y, z2=xy 0
x > 0, donde z,y, z son variables cualesquiera, asi como que I—GT; (¢* < ¢*).

Para ello probamos en primer lugar que para todo término #(z?,. .. ,z*) de
L 4 existe una formula ¢;(z,x, ..., zx) con subférmulas atémicas de los tipos
indicados tal que
Fep (=t ¢1),  Fgp (@=1t" < ¢f).

En efecto, razonando por induccién sobre la longitud de ¢, si ¢ es una variable
2!, o bien 0, o bien 1, basta tomar como ¢;(z,t) la formula x = ¢, con lo que t*
es ¥, 0, e, respectivamente y ¢} es x = t*.

Si t es t; +t2, tomamos como ¢; la formula Vyz(z = y+ 2 A ¢y, (y) A ¢r, (2))
y es claro que cumple lo requerido. Si t es t; - t3 se razona andlogamente. Por

tltimo, si ¢t es —t; tomamos como ¢; la formula \Vyz(y = 0Ay = .+ 2 Ay, (2)).

Pasamos ya a la construccion de la formula ¢, también por induccioén sobre
la longitud de ¢. Para formulas atémicas de tipo ¢t > 0 definimos ¢ como

Vx(x > 0/\¢t($,$1;---a$k))’

que claramente cumple lo requerido. Analogamente se trata el caso de t1 = 5. Si
¢ es ), 1 — x o Az, definimos ¢ como ), ¥ — ¥ v Az, respectivamente,
y también es facil comprobar que cumplen lo requerido.

Recordemos ahora el teorema 5.36, que afirma que dos rectas cualesquiera
son isomorfas como cuerpos ordenados. Mas precisamente, esto significa que
existe una formula ®2.¢ (2, y) que define un isomorfismo de cuerpos ordenados
entre las rectas oe y o'¢’, es decir, tal que

Fars Noede' (o #eno #e —--),

donde los puntos suspensivos representan la conjuncién de las formulas siguien-
tes:

1
1. Az(Arper — Vy(Argey A D% (2,y))),
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2. Ay(Ar,ey — \1/35(Ar0/e/x ABLE (2,1))),
3. Nw12223Y192y3 (AToc 17203 A Alorery1yays AP0 (21, 1)
ARG (w2, y2) ARG (w3, y3) — (w3 = 21 + 22 4> Y3 = Y1 + 1)),
4. Na1zaz3y1y2ys (Aroe1 2223 A Arperyiyays A LE (21,91)
A DL (w2, y2) A B (3,y3) — (23 = 21 - 22 <> Y3 = Y1 - 2)),
5. Nz122y1y2 (At o122 A Alproryiya A PLE (21,91) A BLE (22, y2) —
(1 <22 ¢ y1 < ya).
6. B2 (0,0') A DIE (e, €).
Observemos ahora que si qg(:nl, . ,:I:k) es cualquier formula de L4 cuyas

subformulas atomicas sean de los tipos z=0,z=1,z2=z,z2=z+y, z=xy 0
x <y, entonces

FGT; Noed' e’ (0 # enod # ¢ — Not -2yl -y (Argeat - - - 2P AAry oyt yP

k
A ,4\1 (I)gee (zzvyz) - (¢*(Oa €, 1'15 e azk) A ¢*(O/a elvyla e ayk))))

En efecto, basta razonar por induccién sobre la longitud de ¢. El hecho de
que P sea un isomorfismo implica inmediatamente el resultado para las formulas
atomicas, y el resto de la induccién no presenta ninguna dificultad. En el caso en
que ¢ es Azt hay que usar la biyectividad de ® expresada en las condiciones 1.
y 2.

Con esto estamos ya en condiciones de demostrar el teorema. Partimos de
una sentencia ¢ de L4, a partir de la cual podemos construir la sentencia ¢

tal que Fcp (¢ <> @) vy Fars (¢* <+ #*). Segiin acabamos de probar, tenemos
ademas que

Fars Noede (o4 e Ao # e — (3 (0,¢) & §(d,¢))),
luego también
Fare Nocd @0 £ e Ao ¢ = (6% (0.¢) ¢+ 6°(0,€'))),

como habia que probar. Esto implica ya la equivalencia entre las afirmaciones
1. y 2. del enunciado, asi como que

Fars Noe(o # e — ¢*(0,¢e)) +» Voe(o # e A ¢*(0,¢)),
y el teorema 6.9 implica entonces que
Fop (Aoe(o # € = 6% (0i, €)™ 5 (Voe(o # e A ¢ (01, €)™,
como habia que probar. Como también tenemos

Fars Noed'e (o # e Nd' # e — (¢7(0,€) + ¢* (0, €))),
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aplicando de nuevo 6.9 tenemos que
n n

Fop /\01---onel---eno’l---oﬁle’l---e;(_vloi £ e; A _\/10; £ e —
1= 1=

(™1™ (01, €5) < ¢4 (0, €1))).

Ahora sustituimos O/- = 6/- = 0 para todo i, salvo 6/ =1, con lo que obtene-
[ [ ’ 1 )
mos

Fep Nor---oner - en(-\Z/l 0i # i = (" (04, 1) > ).

Por el teorema 6.16 esto equivale a
Fep Mot -oner - en(V 0i # e; — (6" (05, €i) <> §))

i=1

y, por construccion de ¢, a su vez, tenemos que
Y A
l_CP /\01 cr0p€l - €n(_V1 0; 7é e; — (¢* 7n(oia ei) e ¢))a
i=
o también:

Fep (Noe(o # e — ¢* (o4, ei)))A’" “ @,

que es lo que faltaba probar de la primera parte del teorema. Por lo tanto,
Fop ¢ es equivalente a

Fep (Aoe(o # e — ¢*(o;, ei)))A’”,

que por el teorema 6.14 es equivalente a su vez a

Fars Noe(o # e — ¢*(0,¢)). .
Lo que expresa el teorema anterior es que las formulas ¢*(o,e) expresan
que las rectas poseen la propiedad algebraica dada por ¢, y que ¢ se puede
demostrar en CP si y s6lo si en GT,, se puede probar que las rectas, como
cuerpos ordenados, cumplen la propiedad ¢.
Por ejemplo, el teorema 5.67 afirma que el axioma de las circunferencias AC
y el axioma euclideo E definido en 2.8 cumplen la relaciéon

Far- AC < Noe(o # e — E*(o,¢€)).
Por lo tanto, el teorema anterior nos da que
Fep ACA™ <5 E.

Esto nos da inmediatamente las extensiones siguientes de 6.14 y del teorema
anterior:
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Teorema 6.18 Si ¢ es una sentencia de Lg, entonces

. < . A,n
Far-iac @ sty sdlosi Fcg o™

Si ¢ es una sentencia de L 4, entonces
Fop ¢ siy solo si Fap-yac Noe(o # e — ¢*(0,¢)).

(Basta tener en cuenta que FGT;JFAC ¢ es equivalente a FGT; AC - ¢y
que Fcg ¢ es equivalente a Fcp E — ¢.)

6.4 La equivalencia entre GT, y CRC

Hemos visto que GT,, es equivalente a CP en el sentido de que demostrar
un teorema en una de las teorfas equivale a demostrar su traducciéon en la otra,
e igualmente sucede con GT,, + AC y CE. Ahora vamos a demostrar que lo
mismo sucede con la geometria de Tarski completa, es decir, la teoria GT,,, y
la teoria CRC de los cuerpos realmente cerrados.

El punto de partida es el hecho siguiente:

Teorema 6.19 Sin > 2, en CRC se demuestra la traduccion (n-dimensional)
de todos los axiomas de GT,,.

DEMOSTRACION: So6lo hay que demostrar la traduccion del esquema A11.
Por comodidad consideraremos la versiéon equivalente dada por el teorema 6.1
(véase la nota posterior). Si ¢ es el caso particular asociado a la formula
a(x,1,...,Tm), lo que afirma ¢4™ es que si 6,6 € R™ son puntos distintos,
ZT1,...,Tm € R™ y las clases

A={z|zc AYG,8) Ao (Z,Z1,...,Tm)},
B={z|z € AY5,8) A =" (&, T1,...,Tm)}

son no vacias, A'(0,6) = AUBy Az € A\jJ € B T <5 ¥), entonces A tiene
supremo.

Ahora bien, en GT~ se demuestra que todo par de rectas son isomorfas
como cuerpos ordenados, y por consiguiente en CP se demuestra la traducciéon
de este hecho. En particular, existe un isomorfismo de cuerpos ordenados G :
Al(0,e;) — A'(0,€). Por otra parte, segiin la nota tras el teorema 6.15,
tenemos un isomorfismo de cuerpos ordenados F' : R — A'(0, ;) y podemos
considerar la composiciéon F o G : R — Al(s,€). Se trata de un isomorfismo
definido mediante una férmula, por lo que transforma las clases A y B en dos
subclases A’ y B’ de R con las mismas caracteristicas. El teorema 2.44 implica
que A’ tiene supremo, cuya imagen por el isomorfismo sera el supremo de A.

|

El teorema 6.11 vale trivialmente para CRC y GT,,, pues si ¢(a1, ..., am) es
la formula Vz p™(ay, ..., am;x) = 0 (con m impar), el teorema 6.3 nos da que
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For, Arpear -« am — ¢* (v si ¢ es el axioma que afirma la existencia de raices
cuadradas, llegamos a la misma conclusion usando 6.2).

Esto es todo lo necesario para extender el teorema 6.14:
Teorema 6.20 Si ¢ es una sentencia de Lg, entonces
Far, ¢ sty sdlo si Fcore qﬁA’".
Como consecuencia:
Teorema 6.21 La geometria de Tarski GT es consistente, completa y decidible.

Basta tener en cuenta que CRC cumple estas propiedades, asi como el teo-
rema anterior. L]

6.5 El producto escalar y la norma

Aunque ya hemos demostrado todos los resultados que perseguiamos, dedi-
camos una ultima seccién para mostrar la caracterizacion algebraica usual de
algunos conceptos geométricos. Trabajamos en CP:

Definicién 6.22 Para cada ntiimero natural n > 1, definimos el producto escalar
R™ x R — R dado por

T-y=x1Y1+  + TpYn.
Claramente cumple las propiedades siguientes:
Teorema 6.23 Se cumple:

1. (Z+y)-2=2-24+7-Z,

Respecto a la ultima propiedad, observemos, mas concretamente, que

- 2 2
r-r=x+--+ax,,

luego el axioma P asegura que Z-Z es un cuadrado. En general, a® = b? equivale
a (a+b)(a—b) =0, luego a a = +b, por lo que Z-T tiene una tnica raiz cuadrada
no negativa.

Definimos la norma de un vector T € R™ como la tnica raiz cuadrada no
negativa de T - T. La representaremos por ||Z||. Asi pues, la norma esta comple-
tamente determinada por las propiedades:

12 > 0 A Z)* = 2 + -+ + 27

El teorema siguiente recoge algunas mas:
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Teorema 6.24 Se cumple:

1]zl = 0 (2] = 0 <> = 0),
2. |laz|| = lalllz[],
3. |z gl < Izl
4 N1z + gl < [1Z] + (17l
I _ o
5oy =517+ gl* = Iz = g1*)-

DEMOSTRACION: Las propiedades 1. y 2. se demuestran sin dificultad. Para
probar 3. podemos suponer que 4 # 0, pues en tal caso se cumple trivialmente
la igualdad. Llamamos a = —||y|| =2 Z - §. Entonces

0 < |7+ agll* = (7 + ag) (7 + ag) = |7]* + a®[|5]|* + 207 -
= lzlI* +1717%@ - 5)* - 2171 7*@ - 9)* = |21* - 171> @ - 5)*,
luego ||7]|=2(z - 9)® < ||1Z||?, luego |7 - 7|*> < (||z|||7])?. Como las dos bases son
no negativas, es claro que |z - g| < ||Z||||7].

4. Se cumple que

Iz +3l* = @ +9) (@ +7) = l21* + l7]* + 22 - 5 < |z)* + |lI* + 2Iz - g1,
Ahora usamos 3., con lo que

Iz +glI* < llzlI* + 171 + 2zl 1] = Izl + 1I7])>.

De nuevo las bases son no negativas, luego ||z + g|| < ||Z|| + ||7]|-

5. se obtiene inmediatamente desarrollando el producto (Z—g)- (Z—7). =

Fijamos como recta graduada la dada por 6 = 0y € = &; = (1,0,...,0).
Entonces, la longitud de un segmento ab en el sentido de 5.43 es el tnico punto

7 = (u,0,...,0) tal que  ~; € (lo que equivale a u > 0) y o = ab. Ahora bien,
la definicion de congruencia en R™ equivale a

1o —all = Iz - ol = [|(u,0,...,0)| = u.
Si identificamos la recta graduada con R a través del isomorfismo indicado

en la nota tras el teorema 6.15 (de modo que las longitudes pasan a ser ntmeros

en vez de puntos), tenemos simplemente que £(ab) = ||b — al|, que es una defini-
cién alternativa de longitud de un segmento cuando se introduce la geometria
analiticamente.

Observemos ahora que el reciproco del teorema de Pitadgoras es también
cierto, de modo que en GT~ se demuestra:
Ar,e — (Rach <+ ab? = ac? + bc?).
La razon es que si se cumple la ecuacion, podemos construir un tridngulo
rectangulo de catetos de longitud ac y be, y entonces, por el teorema de Pitago-

—2
ras, la hipotenusa medira ab , luego tendremos dos triangulos con lados iguales,
luego sus angulos seran iguales, luego Rach.
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Al traducir esto a CP vemos que
Racb < ||b—al|®> = ||e—al|®> + ||b — &>

Ahora bien:

lo—al?=0-a)-(b—a)=0—-c+c—a) - (b—c+c—a)
=b—2|?+ |le—a|* +2(b—¢)(¢ — a).

Por lo tanto,
Raeb <+ (b—¢)(a—¢) = 0.

Equivalentemente, dos rectas secantes @ + (&) y @ + (0) son perpendiculares
siy solo si @w-v = 0. Esto puede usarse como definicién de perpendicularidad
en una introduccién analitica de la geometria.

El plano complejo Todo lo anterior se particulariza al caso n = 2, en el
cual podemos identificar a R? con el cuerpo C de los ntimeros complejos. Si
z = (a,b) = a + bi es un nimero complejo, en lugar de ||z||, es mas frecuente
escribir |z| y la norma recibe el nombre de mddulo de z, caracterizado por las
relaciones

|z| > 0A |22 = a® +b* = 27,

donde el ultimo producto es el producto de nameros complejos, no el producto
escalar.

La propiedad de la conjugacion compleja z1z2 = Z1 22 se traduce inmediata-
mente en una propiedad adicional del moédulo de los niimeros complejos (respecto
de las propiedades generales de la norma): |z122| = |21]|22]-

Llamaremos grupo de argumentos a la clase
A={0eC]|0]=1}.

La propiedad multiplicativa que acabamos de senalar para el modulo implica
inmediatamente que si 61,602 € A, entonces 6102 € Ay, por otra parte, también
es claro que si @ € A entonces 071 =0 € A.

Vamos a adoptar notaciéon aditiva para el producto de argumentos, es decir:
e Si 61,0, € A, escribiremos 61 + 05 en lugar de 6,6-.
e Si § € A, escribiremos —0 en lugar de 0~ y nf en lugar de 0".

e Representaremos por 0, 7/2 y 7 a los argumentos 1, i, —1, respectivamente.

Notemos que la notacién es coherente, pues la relacion i2 = —1 se escribe

ahora 2(m/2) = 7. Por otra parte, (—1)? = 1 se convierte en 27 = 0.
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Si @ =a+bi € A, diremos que a y b son, respectivamente, el coseno y el
seno de 0, y los representaremos por cos 6, sen 6.

Por ejemplo, tenemos que
cos0=1, sin0=0, cosm/2=0, sinw/2=1,
cosm=—1, senw =0,
asi como la relacion general
cos® 0 +sen’ = 1.
Teniendo en cuenta ademas que —6 = 0, deducimos que
cos(—6) = cos ¥, sen(—0) = —sen 6.

Si z € C es un ntumero complejo no nulo, llamaremos argumento de z al
argumento § = z/|z|. Asi, si un ntmero complejo z tiene argumento 6 se
cumple que z = |z]0 o, equivalentemente,

z = |z|(cos@ + isen®).
Esta expresion se conoce como ezxpresion en forma polar de un niimero complejo
no nulo.

Si consideramos dos ntimeros complejos no nulos z; y z2 con argumentos 6,
y 02, respectivamente, vemos que z122 = |21||22|6102 = |z122|0102, de donde se
sigue que el argumento de z1z2 es 6105, pero, como hemos convenido en usar
notacion aditiva para los argumentos, resulta que

arg(z122) = 01 + 02 = arg 6y + arg 6.

En resumen: el moédulo de un producto es el producto de los modulos y el
argumento la suma de los argumentos.

Ahora bien, esto implica que

cos(fy + 02) +isen(fy + 02) = (cos By + isenb)(cosbhy + isenby) =

cos 01 cos B — sen 01 sen O3 + i(cos b1 sen b + sen 0 cos 6),

lo que nos da las relaciones:

cos(f1 + 63) = cos by cos Bz — sen 61 sen b,

sen(fy + 02) = cos by sen O + sen 61 cos bs.
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Amplitud de angulos Si consideramos el espacio R", para cualquier n > 2,
podemos identificar el cuerpo de los nameros complejos con el plano (e, é3), de
modo que z = a + bi es el punto (a,b,0,...,0).

Por el teorema 4.15, todo angulo abe es congruente con un dnico angulo de
la forma 1/0\9, donde 6 es un argumento con parte imaginaria (es decir, con seno)
no negativa. A dicho argumento 6 lo llamaremos la amplitud del angulo dado.
La unicidad hace que dos angulos sean congruentes si y solo si tienen la misma
amplitud.

La ordenacion de angulos descrita en la subseccion 4.2.2 induce ahora una
ordenacion de los argumentos con parte imaginaria no negativa, concretamente,
definimos - -

91 < 92 s 1091 < 1092

Asi el menor argumento es 0 (que es la amplitud de los &ngulos nulos) y el mayor
es 7 (la amplitud de los d4ngulos llanos). Teniendo en cuenta que 746 = (—1)8,
es claro que cada argumento con parte imaginaria negativa se expresa de forma
tnica como 7 + 6, donde # es un argumento con parte imaginaria positiva.
Podemos extender la relaciéon de orden a todos los argumentos estableciendo
que 01 < 05 en los casos siguientes:

° sen@l,senGQZO/\l/O\Glglo/ag,
e senf; > 0Asenty <0,
e senfy,senfh < 0,0 =n+ a1, bo=m+axy a3 < as.

En estos términos, los argumentos con parte imaginaria positiva son los que
cumplen 0 < 6 < 7, mientras que los argumentos con parte imaginaria negativa
son los que cumplen 7 < 6.

Interpretacion geomeétrica del producto Es\calar Consideremos dos vec-
tores no nulos u,7. Sabemos que el dngulo %07 es congruente con un tnico
angulo 1/0\9, con 0 < 0 < 7. Diremos que 0 es el dngulo que forman los vectores
dados. Dicho angulo es el mismo (y, por consiguiente, tiene la misma amplitud)

que @07, donde @' = lz)l1 = (Jlal|,0,...,0) y o' = ||v]|(cos @ +isend), de modo

que |[@']] = ||l@|l, |?’|| = ||9]|. La definicién de congruencia de &dngulos implica

que ||z — 9] = ||@’ — ?'||, y la propiedad 5. del teorema 6.24 implica que
w-v=a"-u" = (|ul,0,...,0)(||v] cos, ||v] send,0,...,0) = |al|||v]|| cosb.

Asi pues, el producto escalar de dos vectores no nulos es el producto de sus
normas por el coseno del angulo que forman.

Si consideramos cualquier tridngulo rectangulo _

> c

Rabe y llamamos 6 al angulo formado por los vec- n

tores ¢ —a y b — a, por una parte tenemos que Y
(¢—a)-(b—a) = hxcosa, 0 _
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y por otra
0=(—b)-(@a—b)=E—a+a—>b) (a—>b)=—hxcosd + z2,

luego cos® = x/h, y el teorema de Pitagoras implica que sen® = y/h. Hemos
obtenido asi las interpretaciones usuales del coseno y el seno de un angulo como
“cateto opuesto partido hipotenusa” y “cateto contiguo partido hipotenusa”, res-
pectivamente.

Terminamos esbozando la prueba de que, en una
situacion como la que muestra la figura, la amplitud
del angulo bad es 61 + 05. No perdemos generali-
dad si suponemos que los angulos estén en el plano
complejo, que a =0, b= 1y que |¢| = |d|] = 1.

Definimos el giro de angulo 6 a la aplicacion Gy : C — C dada por
Go(z) =0z = (cosf +isinb)(a + bi) = acosf — bsend + i(asend + bcosh).

Es inmediato que Gy, o Gy, = Gy, +¢9,. También se comprueba inmediatamente
que los giros son isometrias, en el sentido de que

|Go(z1) — Go(22)| = |71 — 22|

De ahi se sigue que un giro transforma cada angulo en otro congruente.

Al aplicar el giro Gy, a los puntos 1, 0, cos > +i sen 62 obtenemos los puntos
cosfy +isenfly = ¢, 0y d = cos(f; + 03) + isen(fy + 62). Por consiguiente,
e0d' = 100y = 0y. Asi, ¢0d’ = ¢0d, luego d’ = d, por la unicidad del transporte
de angulos, luego bad = 01 + 05. n

A partir de aqui ya es posible desarrollar toda la geometria analitica de
forma natural. La tinica particularidad de este marco de trabajo es que las am-
plitudes no son nimeros reales, sino argumentos definidos como ciertos ntimeros
complejos. En general, en este contexto no es posible medir angulos mediante
numeros reales, ni es posible considerar al seno y al coseno como funciones pe-
riddicas sen, cos : R — [—1,1]. Pero nada de esto es necesario para desarrollar
la trigonometria basica y demostrar, por ejemplo, que cos(m/6) = v/3/2 (lo que
incluye, naturalmente, definir el angulo 7/6).
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