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Introducciéon

La teoria de las curvas elipticas es una de las creaciones més interesantes
de la matematica del siglo XX, si bien sus antecedentes se remontan hasta la
matematica griega. Con la teoria que vamos a desarrollar en este libro podremos
tratar problemas como éste (resuelto por Mordell en 1962):

Problema 1 Demostrar que los inicos numeros naturales no nulos que pueden
expresarse simultineamente como producto de dos y tres numeros consecutivos
son

6=2-3=1-2-3 Y 210=14-15=5-6-T7.

Esto equivale a encontrar las soluciones enteras de la ecuaciéon
YY+1)=(X-1)X(X+1).

El problema puede ser abordado mediante técnicas de la teoria algebraica de
nimeros, es decir, utilizando la factorizacién real o ideal de los anillos de enteros
algebraicos de los cuerpos numéricos. Sin embargo, nosotros lo trataremos desde
el punto de vista de la geometria algebraica. La ecuacion anterior determina
una curva proyectiva regular de género 1, y la cuestion es, pues, encontrar los
puntos con coordenadas enteras de una curva algebraica dada.

Puntos racionales y enteros En realidad la teoria que vamos a desarrollar se
centra principalmente en la btisqueda de puntos con coordenadas racionales,® si
bien en muchos casos y de forma mas o menos indirecta nos permitira ocuparnos
de las soluciones enteras. Sucede que la existencia de puntos enteros o racionales
en una curva depende crucialmente de su género. Podemos distinguir tres casos:

e Una curva de género g = 0 no tiene puntos racionales o bien tiene infinitos.
Sin embargo, puede no tener puntos enteros, tener una cantidad finita de
ellos o tener infinitos.

e Una curva de género g = 1 no tiene puntos racionales, tiene un niimero
finito de ellos o bien tiene infinitos, pero sélo puede tener una cantidad
finita de puntos enteros.

IPor soluciones racionales entenderemos soluciones en un cuerpo arbitrario k prefijado, no
necesariamente Q.

X
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e Una curva de género g > 2 sblo puede tener una cantidad finita de puntos
racionales.

Veamos un ejemplo que ilustra la situaciéon en género 0:

Problema 2 Encontrar todas las ternas pitagoricas, es decir, las ternas (a, b, ¢)

de niimeros naturales tales que a® + b = ¢2.

SOLUCION: Ante todo es facil ver que si dos componentes de una terna
pitagorica tienen un divisor primo comun p, lo mismo le sucede al tercero, y al
eliminarlo de los tres obtenemos otra terna pitagoérica. Diremos que una terna
es primitiva si sus componentes son primas entre si (en cuyo caso lo son dos
a dos). Toda terna pitagorica es miltiplo de una tnica terna primitiva, luego
basta determinar las ternas primitivas.

Mas atn, si a y b fueran impares, entonces ¢ (méd 4), lo cual es impo-
sible, luego una de las dos primeras componentes ha de ser par, y no perdemos
generalidad si suponemos que lo es la primera.

2:

Si (a,b,c) es una terna pitagorica, entonces (a/c,b/c) es un punto racio-
nal de la cénica X2 4+ Y? = 1. Reciprocamente, todo punto racional de esta
conica determina una terna pitagorica (admitiendo temporalmente ternas con
componentes negativas).

Tomamos uno de estos puntos, por ejemplo (0,1), y consideramos la pro-
yeccion estereografica que a cada punto (¢,0) del eje X le asigna el segundo
punto donde la recta que pasa por (0,1) y (¢,0) corta a la conica. La recta es
X = (1-Y)t, y el punto de corte con la cénica ha de cumplir (1-Y)?2+Y?2 =1
0, equivalentemente,

(1+)Y2 -2+ —1=0

Una raiz es Y = 1, pero buscamos la otra. Si dividimos entre el coeficiente
director, el término independiente seré el producto de las dos raices, luego la
otra es (2 —1)/(t? + 1). De la ecuaciéon de la recta obtenemos el valor de X,
con lo que el punto ¢ de la recta se corresponde con el punto

2t 2 -1
o0 =\ 57377
t?+1t2+1
Es facil calcular la correspondencia inversa y comprobar que también estéa
definida por funciones racionales en X, Y, de modo que ¢ biyecta los niimeros
racionales ¢ con los puntos racionales de la conica. (El punto (0,1) se corres-

ponde con el punto infinito de la recta proyectiva.) Sit = u/v, con u, v € Z,
primos entre si, v # 0, entonces

Quv  u? —v?
o) = (s o)
u® 4+ v uc+v

que se corresponde con la terna pitagérica (2uv,u? — v? u? + v?). Notemos
que si eliminamos la restriccion v # 0 (con lo que estamos admitiendo ¢ = 00)
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recuperamos el punto (0,1) que habiamos perdido (o, méas exactamente, las
ternas triviales asociadas a él).

Vamos a probar que las ternas pitagoricas primitivas (con primera compo-
nente par) son exactamente las de la forma

27u2 4 ,1)2)7

(2uv,u? — v
donde 0 < v < w son ntmeros naturales primos entre si de paridades opuestas.
Es inmediato comprobar que estas condiciones hacen que la terna sea primi-
tiva. Reciprocamente, si (a,b,c) es una terna primitiva, hemos demostrado que
existen enteros (u, v) primos entre si tales que

a 2uv b u?— o2
c w402 ¢ u40?

Obviamente ha de ser 0 < v < u (si partimos de una terna de ndimeros
naturales no nulos). Si v y v fueran ambos impares podriamos simplificar el 2
de la primera fraccion y concluiriamos que a es impar, en contra de lo supuesto.

n

El procedimiento empleado es general: Si una conica dada por una ecuaciéon
con coeficientes en un cuerpo k tiene un punto racional (o sea, con coordena-
das en k), entonces tiene infinitos puntos racionales, parametrizables en P! (k)
mediante la proyeccion estereografica.

Mas en general atin, veremos que toda curva proyectiva de género 0 definida
mediante ecuaciones con coeficientes en k es birracionalmente equivalente a una
conica con coeficientes en k a través de una aplicaciéon birracional definida me-
diante polinomios con coeficientes en k, de modo que los puntos racionales de
la curva dada se corresponden biunivocamente (salvo quiza un namero finito de
excepciones) con los de la conica. Si la curva es regular no hay excepciones.
Ademas, toda conica admite una ecuacion homogénea de la forma

aX?+bY?2+¢cZ? =0, a,b,c€ k.

(La ecuacion de una conica en coordenadas homogéneas es una forma cuadréatica,
y toda forma cuadrética es diagonalizable.)

Dicho esto, no volveremos a ocuparnos de las curvas de género 0. En general,
los problemas concernientes a estas curvas se tratan més convenientemente con
técnicas de la teoria algebraica de ntumeros. El objeto de este libro seran las
curvas de género g = 1. Una curva eliptica sobre un cuerpo k es una curva
proyectiva regular de género 1 definida por ecuaciones con coeficientes en k y
que tiene al menos un punto racional. En el problema 1 hemos visto un ejemplo
de curva eliptica. No es casual que venga dada por una ecuacién cibica. Veremos
que toda curva eliptica es isomorfa a una cubica (plana) regular.

El ejemplo de Selmer Toda cubica proyectiva regular tiene género g = 1.
Supuesto que esté definida mediante una ecuacioén con coeficientes en Q, para



xii Introducciéon

que sea una curva eliptica sobre Q todavia falta que cumpla una condicion
adicional, a saber, que tenga un punto racional, y esto dista mucho de ser
trivial.

Para curvas de género g = 0, el problema puede reducirse a determinar si
una forma cuadratica de tipo

aX?+bY? +¢Z% =0, a,b,ce Q.

tiene una solucién no trivial en Q. El teorema de Hasse-Minkowski afirma que
esto es equivalente a que tenga solucién en R y en todos los cuerpos p-adicos
Qp, v a su vez esto puede reducirse a un ntimero finito de comprobaciones en
términos de congruencias.

Sin embargo, el teorema de Hasse-Minkowski no es valido para curvas de
género 1. Un ejemplo clasico se debe a Selmer, quien demostr6 que la ecuaciéon

3U3 +4V34+5W3 =0

tiene soluciones no triviales en R y en todos los cuerpos Q,, pero no tiene
soluciones en Q. El estudio local de las curvas elipticas no deja por ello de
ser una herramienta valiosa, pero ya no es definitiva, lo cual hace que algunos
aspectos de la teoria sean mucho mas complejos que los equivalentes en el caso
de curvas de género 0. n

Veamos otro problema que nos lleva a una familia de curvas elipticas:

Problema 3 Un namero natural es congruente si es el area de un triangulo
rectangulo de lados racionales. Encontrar un método para decidir si un nimero
dado es o mo congruente.

Observemos en primer lugar que es muy facil determinar si un nimero natu-
ral n es o0 no el area de un tridngulo rectangulo de lados enteros. Dichos lados
formaran una terna pitagorica d(2uv,u? — v?,u? + v?), luego

n = d*uv(u® — v?).

Teniendo en cuenta que u, v y d han de ser divisores de n, siempre es posible
decidir si existen en un namero finito de casos. Por ejemplo, es facil ver que el
menor natural que cumple esto es 6, el area del triangulo de lados (3,4, 5).

El problema ya no es trivial cuando admitimos lados racionales. Observemos
que un numero es congruente si y sélo si lo es su parte libre de cuadrados,
luego basta ocuparse de niimeros libres de cuadrados. Notemos también que no
ganariamos en generalidad si buscdramos niimeros racionales congruentes, pues
u/v es el 4rea de un tridngulo rectangulo racional si y so6lo si lo es uw.

No es cierto que 6 sea el menor ntumero congruente, pues en 1225 Fibonacci
descubri6é que 5 también lo es. El tridngulo correspondiente tiene lados

320 41
27376 )
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Se trata del menor posible, pero esto no es trivial. Tuvieron que pasar cuatro
siglos hasta que Fermat demostrara que los nimeros 1, 2 y 3 no son congruentes
(luego 4 tampoco). La relacion con las curvas elipticas viene dada por el teorema
siguiente, que todavia no estamos en condiciones de probar completamente:

Teorema 1 Si n es un numero natural libre de cuadrados, las condiciones
siguientes son equivalentes:

a) n es congruente.
b) Ezisten tres cuadrados racionales en progresion aritmética de razon n.

¢) La curva Y2 = X3 — n%X tiene un punto racional (finito) (z,y) distinto
de (—TL,O), (070) ) (TL,O)

DEMOSTRACION: De momento probaremos que a) < b) = ¢). La implica-
cién que falta esta en la pagina 51.

a) = b) Sin = ab/2, para cierta terna pitagorica (a, b, ¢), entonces tomemos
x = c?/4, de modo que (a—b)?/4 = x—ny (a+b)?/4 = x+n, luego los ntimeros
x —n, x, £ +n forman una progresion aritmética de cuadrados racionales.

b) = a) Si la progresion es x — n, x, x + n, definimos

a=vVzr+n+vr—n, b=vVr+n—vVr—n, c=2/x,
de modo que a, b, c € Q, a2 +b> =c? y n = ab/2.

b) = ¢) Si la progresion es x — n, x, x + n, entonces su producto es de la
forma y?, para un cierto y € Q. Asi pues, y? = 23 — n?z2. No puede ser x = 0
0 x = &£n porque n es libre de cuadrados. [

Atdn no estamos en condiciones de aprovechar este teorema para obtener
resultados concretos, pero veamos un ejemplo relacionado.

Ejemplo La ecuacion U* + V4 = W?2.

Fermat demostré que esta ecuaciéon no tiene soluciones enteras no triviales
(trivial quiere decir con una componente nula). Su argumento es elemental y se
basa en aplicar varias veces la formula para las ternas pitagoricas. No vamos a
verlo aqui. En cambio veremos que el problema se puede reformular en términos
de curvas elipticas.

En primer lugar, una soluciéon no trivial cumple (U/V)* +1 = (W/V?)2,
Es inmediato comprobar que la ecuaciéon dada no tiene soluciones enteras no
triviales si y solo si la ecuacion Y4 4+ 1 = Z2 no tiene soluciones racionales
distintas de (0, £1).

Para convertir esta ecuacién en una cibica basta hacer el cambio de variable
Z =27'+Y?, conlo que obtenemos Z2 +22Y? = 1. También es inmediato que
las soluciones racionales de la ecuacién anterior se corresponden biunivocamente
con las de ésta, y las soluciones triviales siguen siendo (Y, Z) = (0, £1).
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Ya tenemos una curva eliptica,? pero veremos que toda curva eliptica admite
un tipo de ecuacion canénica llamada forma de Weierstrass, que no es sino una
ecuacion de la forma

Y2+ a1 XY 4+ a3y = X2+ as X% + au X + ag,

y la ecuacién que hemos obtenido no es de esa forma, aunque estamos muy cerca.
Para obtener una ecuacién de Weierstrass consideramos la clausura proyectiva,
cuya ecuaciéon homogénea es

XZ%?+22Y% = X3,

Los puntos triviales son ahora (X,Y, Z) = (1,0, £1), a los que hemos de ana-
dir los dos puntos infinitos (0,1,0) y (0,0, 1), pues éstos tampoco proporcionan
soluciones a la ecuacion de Fermat.

Ahora consideramos la curva afin que resulta de tomar como recta del infinito
a Z =0. Es la curva

2Y? = X? - X.

Los puntos triviales son ahora (X,Y") = (+1,0) y (0,0) (el cuarto ha quedado
en el infinito). Para tener una ecuacion de Weierstrass basta cambiar el 2 de
sitio. Multiplicando por 8 tenemos

(4Y)2 = (2X)? — 4(2X),
y un cambio de variables obvio transforma la ecuacién en:
V? = X? - 4X.

Los puntos triviales son ahora (£2,0) y (0,0). Hemos probado que la ecua-
cion U* + V* = W2 no tiene soluciones enteras no triviales si y sélo si la curva
Y? = X3 — 4X no tiene puntos racionales no triviales (donde el sentido de “no
trivial” es distinto en cada caso).

Si aceptamos que esto es asi —ya hemos dicho que el argumento para la
ecuacion de Fermat es elemental— tenemos probado que 2 no es un niimero
congruente. u

Consideremos ahora la curva eliptica Y2 = X3 —25X, relacionada con la con-
gruencia del namero 5. Si particularizamos la prueba del teorema 1 al tridngulo
de Fibonacci obtenemos el punto racional

20.172 62.279
1.728 7 1.728 ] °

Hay soluciones no triviales mas simples, como (—4,+6). Fermat descubrio
una forma sencilla de obtener nuevos puntos racionales de una cibica a partir
de otros dados. Es facil ver que si trazamos la secante a la curva por dos puntos

2Habria que comprobar que ciertamente lo es, pero esto sera evidente en cuanto disponga-
mos de la teoria elemental.



XV

racionales, la recta cortard a la curva en un tercer punto racional. Aqui hay
que considerar que una recta pasa dos veces por cada punto de la curva donde
es tangente (o a veces incluso tres veces, segin el sentido usual de orden de
interseccion definido en geometria algebraica).

Por ejemplo, si unimos el punto (—4, 6) con el punto trivial (=5, 0) obtenemos
un nuevo punto con coordenadas enteras, a saber, el punto (45, 300). Si trazamos
la tangente por (—4,6), obtenemos el punto P correspondiente al tridngulo de
Fibonacci:

(45, 300)

(747 6)

Este procedimiento geométrico se reduce en la practica a unas sencillas for-
mulas algebraicas explicitas que veremos en su momento. En realidad Diofanto
va lo habia utilizado algebraicamente sin darse cuenta de su interpretacion geo-
métrica, y a su vez Fermat no podia advertir el profundo significado del proceso.
En efecto, veremos que mediante el trazado de secantes y tangentes se puede
definir una operaciéon de grupo abeliano sobre toda curva eliptica, de modo que
éstas resultan ser los ejemplos mas simples de variedades abelianas (variedades
proyectivas con una estructura de grupo definida por aplicaciones regulares).

Por ejemplo, uno de los resultados fundamentales de la teoria de curvas elip-
ticas (generalizable a variedades abelianas) es el teorema de Mordell-Weil, segtin
el cual, los puntos racionales de una curva eliptica definida sobre un cuerpo nu-
mérico forman un grupo abeliano finitamente generado. Esto se traduce en que
todos los puntos racionales de la curva pueden obtenerse a partir de un niimero
finito de ellos mediante la construccion sucesiva de secantes y tangentes. Desde
un punto de vista algebraico, el teorema de Mordell-Weil implica que el conjunto
de puntos racionales de una curva eliptica definida sobre un cuerpo numeérico se
descompone en suma directa del subgrupo formado por los elementos de torsion
(los elementos de orden finito) y un grupo abeliano libre. La solucién de los
problemas que hemos comentado depende en gran medida de la determinaciéon
de esta descomposicion. Veremos que es facil determinar el subgrupo de torsion
de una curva eliptica, mientras que el problema de calcular, no ya unos gene-
radores concretos, sino simplemente el rango de la parte libre, es complicado,
hasta el punto de que no se conoce ningin método general para resolverlo. La
solucion de los problemas que hemos comentado depende en gran medida de la
posibilidad de calcular este rango en algunos casos concretos.

Supondremos al lector familiarizado con la geometria algebraica y la teo-
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ria algebraica de nameros. No obstante, en el primer capitulo revisaremos los
conceptos y los resultados méas importantes que vamos a necesitar de geome-
tria algebraica, poniendo especial énfasis (con demostraciones completas) en las
consecuencias que podemos extraer del hecho de que una variedad algebraica
pueda ser definida mediante ecuaciones en un cuerpo especifico (no necesaria-
mente algebraicamente cerrado). Algunos de estos resultados requeriran algu-
nos conocimientos de cohomologia de grupos. Estos hechos son esenciales en la
prueba de la hipétesis de Riemann para curvas algebraicas, que incluimos en
un apéndice porque, siendo un resultado de gran interés en si mismo, no nos
va a ser necesario en todo el libro (el caso particular correspondiente a curvas
elipticas admite una demostraciéon mucho méas simple que veremos en el capitulo
Iv).

Los dos capitulos siguientes desarrollan la teoria béasica sobre curvas elip-
ticas, y a continuacion estudiamos las curvas elipticas definidas sobre cuerpos
finitos y cuerpos locales, como requisitos necesarios para abordar las curvas de-
finidas sobre cuerpos numéricos, y en particular el teorema de Mordell-Weil.
En el capitulo X nos centramos en las curvas elipticas definidas sobre C, lo que
nos conduce de forma natural al estudio de las llamadas funciones modulares,
que son unas familias de funciones holomorfas que podrian ser estudiadas de
forma independiente, pero que estan intimamente relacionadas con las curvas
elipticas. De hecho, los resultados méas profundos de la teoria que vamos a
exponer (resultados que quedan completamente fuera del alcance de este libro
y que conducen, entre otras cosas, a la demostracion del Ultimo Teorema de
Fermat) consisten en mostrar profundas relaciones entre las curvas elipticas y
las funciones modulares.

Finalmente, el ultimo capitulo esta dedicado a mostrar una conexién clasica
entre las curvas elipticas, las funciones modulares y la teoria de cuerpos de
clases.



Capitulo 1

Preliminares de geometria
algebraica

Suponemos que el lector esté familiarizado con la geometria algebraica ba-
sica. De todos modos, en este primer capitulo recordaremos los conceptos y
resultados més importantes que vamos a necesitar. Al mismo tiempo aprove-
charemos para observar que, si bien la geometria algebraica requiere trabajar
con cuerpos de constantes algebraicamente cerrados, lo cierto es que si con-
sideramos variedades y funciones definidas por polinomios con coeficientes en
un cuerpo menor, esta circunstancia se conserva a través de las construcciones
usuales.

A lo largo de todo este capitulo k serd un cuerpo perfecto y k serad una
clausura algebraica prefijada. De este modo, la extension k/k es de Galois, y
los elementos de k son los fijados por el grupo de k-automorfismos G(k/k).

1.1 Variedades afines

El espacio afin n-dimensional sobre un cuerpo k es A" (k) = k™. Entonces

tenemos que A™(k) C A™(k). Escribiremos A™ en lugar de A™(k). A los puntos
de A™(k) los llamaremos puntos racionales de A™.

Un sistema de referencia afin en A"(k) es una n + 1-tupla (O, P, ..., P,)
tal que los vectores 5}_% sean linealmente independientes sobre k. Diremos que
estd definido sobre k si los puntos O y P; son racionales. Los puntos racionales
de A™ se caracterizan como los puntos que tienen coordenadas en k™ respecto
a cualquier sistema de referencia prefijado definido sobre k.

Siempre que hablemos de un sistema de referencia en A™ se entendera que
esta definido sobre k.

Si S C k[Xi,...,X,], lamaremos V(S) al conjunto de todos los puntos de
A™ cuyas coordenadas en un sistema de referencia prefijado anulan a todos los
polinomios de S.
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Se dice que un conjunto C' C A" es algebraico si C = V(S), para cierto
conjunto de polinomios S C k[X71,...,X,] (v cierto sistema de referencia). Si
S C k[Xy,...,X,] diremos que C estd definido sobre k.

El caracter algebraico de un conjunto (y el hecho de que esté o no definido
sobre k) no depende del sistema de referencia considerado, si bien el conjunto
S que lo define variara de un sistema a otro.

Si C' es un conjunto algebraico definido sobre k, llamaremos C(k) al conjunto
de todos los puntos racionales de C, es decir, C'(k) = CNA™(k). Conviene tener
presente que C(k) puede ser vacio, por lo que en ningin momento podremos
apoyarnos en C(k) para definir conceptos asociados a C. (Basta pensar en
C=V(X?+Y2+1)conk=0Q).

El grupo de Galois G(k/k) acta de forma natural (componente a compo-
nente) sobre A" y, como deja invariantes a los puntos de cualquier sistema de
referencia (definido sobre k), es claro que para cada o € G(k/k) y cada P € A",
las coordenadas de P? son las imagenes por ¢ de las coordenadas de P. En par-
ticular, los puntos racionales de A™ son los fijados por todos los automorfismos
de G(k/k). De aqui obtenemos una caracterizaciéon de los conjuntos algebraicos
definidos sobre k:

Teorema 1.1 Un conjunto algebraico C C A™ estd definido sobre k si y sdlo si
o[C] = C para todo o € G(k/E).

DEMOSTRACION: La condicién es claramente necesaria: si C' = V(S) con
S C k[Xy,....X,], PeC, FeSyoe G(k/k), entonces F(P) = 0, luego
F(P?) =0, luego P? € C.

Reciprocamente, sea C = V(S), con S C k[Xi,...,X,]. La hipotesis hace
que si F € Sy o€ G(k/k), entonces F°(P) = 0 para todo P € C. En efecto,
tenemos que Pl e C, luego F(P"fl) =0, luego F?(P) = 0. Esto implica que
podamos suponer que S es unién de clases de conjugacion respecto a la acciéon
de G(k/k).

Supongamos que Fi,...,F, es una de estas clases de conjugacion y sean
€1,...,¢er los polinomios simétricos elementales con r indeterminadas. Vamos
a probar que V(S) no se altera si sustituimos Fi,..., F, por e;(Fy,...,F,),
parai=1,...,r, con lo que el teorema quedara probado, pues estos polinomios
tienen sus coeficientes en k. Concretamente, hemos de probar que un punto P es
raiz de los polinomios F; si y solo si lo es de los e;(F7, ..., F,.). Una implicacién
es obvia. Si P es raiz de los e;(F1,..., F,), en particular lo es de

er<F1»---;Fr) :Fl"'Fr-

Esto significa que F;(P) = 0 para un i¢. No perdemos generalidad si supone-
mos Fy(P) = 0. Teniendo en cuenta esto y que P es raiz de e,,—1(F1,...,F,),
concluimos que también es raiz de Fy - - F,., luego F;(P) = 0 para ¢ > 2. Pode-
mos suponer F5(P) = 0. Prosiguiendo de este modo concluimos que P anula a
todos los F;. n
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Asi pues, si C' est4 definido sobre k el grupo G(k/k) acttia sobre C. También
es claro que

C(k)={P € C | P” = P para todo o € G(k/k)}.

Si C es un conjunto algebraico, llamaremos I(C') al ideal de todos los po-
linomios de k[X1,...,X,] que se anulan sobre (las coordenadas de) los puntos
de C'. Si C' esta definido sobre k definimos ademés

I(C/k)=1(C)Nk[Xy,...,X,],
que es un ideal de k[X1,...,X,].

Una variedad afin es un conjunto algebraico V.-.C A™ tal que I(V) es un
ideal primo. Si V esté definida sobre k, es claro que I(V/k) también es un ideal
primo, pero del hecho de que I(V/k) sea primo no podemos inferir que V' sea
una variedad. Basta pensar en V(X2 +Y?) con k = Q.

Una aplicacién ¢ : V. — W entre dos variedades afines definidas sobre k
es polindmica (sobre k) si, fijados sistemas de referencia afines definidos sobre
k, existen Fy,...,F, € k[X1,...,X,,] tales que para todo P € V se cumple
que ¢(P) = (F1(P),...,F,(P)). (Aqui ¢(P) representa en realidad al vector de
coordenadas de ¢(P).)

Un isomorfismo es una aplicacién biyectiva tal que tanto ella como su inversa
son polinémicas.

Es claro que la composicion de aplicaciones polinémicas es una aplicacion
polinémica y que las aplicaciones polindémicas transforman puntos racionales en
puntos racionales.

Sea V una variedad afin definida sobre k. Llamaremos k[V] al conjunto de las
funciones polinémicas (definidas sobre k) V. — k. Aqui estamos considerando a
k = A'(k) como una variedad. Es claro que k[V] es un anillo con las operaciones
definidas puntualmente (y aqui consideramos a k como cuerpo y no meramente
como espacio afin). Ademas contiene una copia de k (formada por las funciones
constantes). Notemos que haciendo k = k tenemos definido el anillo k[V] como

caso particular. Evidentemente k[V] C k[V].

Fijado un sistema de referencia, cada polinomio F € k[Xq,..., X;,] define
una funcion polinéomica f € k[V] dada por f(P) = F(P) (entendiendo que el
segundo miembro es F' actuando sobre las coordenadas de P). La aplicacion
F — f es un epimorfismo de anillos y su nicleo es I(V/k). Por consiguiente
tenemos la representacion

EV] 2 k[Xy,..., X,/ I(V/E). (1.1)

Notemos que lo mismo vale en particular si cambiamos k por k e I(V/k) por
I(V). El monomorfismo natural

k[Xa, . Xl [I(V/E) — k[Xq, .. X ] 1(V)

se corresponde a través de los isomorfismos (1.1) con la inclusién k[V] C k[V].
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Representaremos por z; a la clase de X; en k[Xy,...,X,]/I(V/k). Cla-
ramente tenemos que k[V] = k[z1,...,2,]. Como I(V/k) es un ideal primo,
la representacion (1.1) muestra que k[V] es un dominio integro, luego podemos
considerar su cuerpo de cocientes, al que llamaremos k(7). Tenemos la inclusion
(V) C k(V).

Maés atin, como ambos cuerpos estan generados por las clases z1,...,T,, de
hecho k(V) = kk(V). Esto implica que la extension k(V)/k(V) es de Galois.

Se dice que o € k(V) es regular en P € V si a = f/g con! f, g € k[V],
g(P) # 0, y en tal caso definimos a(P) = f(P)/g(P). Asi, puede haber re-
presentaciones de a para las que el denominador se anule y otras para las que
no se anule. No obstante, si « es regular en P, el valor «(P) no depende de
la representacion con la que se calcula. Si « no es regular en P se dice que es
singular.

Podemos identificar los elementos de k(V) con las funciones que determinan,
en el sentido de que si f/gy f'/g’ coinciden sobre el conjunto de puntos regulares
para ambas, entonces f/g = f'/g.

En efecto, fijado un sistema de referencia, sea f = [F], g = [G], f' = [F'] y
¢ =|G']. Sea H = FG — GF'. Entonces tenemos que HGG' € I(V/k), pero
G, G ¢ I(V/k), pues g, ¢’ # 0. Como I(V/k) es primo, ha de ser H € I(V/k),
luego fg' —gf" =0, conlo que f/g = f'/g".

En vista de esto, los elementos de k(V') se llaman funciones racionales de V.

Es claro que el grupo de Galois G(k/k) acttia de forma natural sobre el
anillo de polinomios k[X71, ..., X,] (coeficiente a coeficiente), de modo que los
polinomios invariantes son precisamente los de k[X1, ..., X,]|. Observemos que
si F € k[Xy,...,X,], P€ A"y o € G(k/k), entonces

F°(P) = F(P° )°.

Si V es una variedad definida sobre k, entonces o[I(V)] = I(V) para todo
o€ G(k/k), puessi F € I(V)y P €V, entonces P° ' € V, luego F(P° ') =0,
luego F?(P) =0, con lo que F'7 € I(V).

Esto nos permite extender cada automorfismo o € G(k/k) a un automor-

fismo o : k[V] — k[V] (dado por [F]7 = [F?]) y éste a su vez a un automorfismo
o € G(k(V)/k(V)). Explicitamente, si« € k(V), P € Vyo € G(k/k), entonces

a?(P) = a(P? )°.

(Entendiendo que a es regular en P si y solo si a es regular en P7 )

Tenemos asf un isomorfismo de grupos G(k/k) = G(k(V)/k(V)). En efecto,
cada k(V)-automorfismo de k(V') se restringe a un k-automorfismo de k (porque
k/k es normal) y estd completamente determinado por dicha restriccion, dado

INotemos que no exigimos que f y g estén en k[X1,..., Xp]. De este modo « es regular
en los mismos puntos vista como elemento de k(V') o de k(V).
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que k(V) = kk(V). Asi pues, cada k(V)-isomorfismo de k(V) es la (tnica)
imagen de su restricciéon a k. En particular vemos que

kE(V)={a € k(V)|a” = a para todo o € G(k/k)}.

También podemos concluir que k es algebraicamente cerrado en k(V'), pues
si a € k(V) es algebraico sobre k, entonces a € k y queda fijo por todo G(k/k),
luego o € k.

Otra consecuencia es que si o € k, sus conjugados sobre k son también
conjugados sobre k(V'), luego el polinomio minimo de « sobre k sigue siendo
irreducible sobre k(V). De aqui se sigue que si | es una extension finita de
k entonces |l : k| = [I(V) : k(V)|, y a su vez esto implica que una k-base
de k es también una k(V)-base de k(V). En otros términos, todo elemento
de k(V) se expresa de forma tinica como combinacién lineal de dicha k-base
con coeficientes en k(V'). De aqui podemos concluir que existe un isomorfismo
natural k(V) = k(V) ®; k y, por consiguiente, k[V] = k[V] @y k.

Tenemos las sucesiones exactas
0——I(V/k) ®;€E4>k‘[X1,...,Xn] ®pk—k[V]®rk——0

| | |

I(V) k[X1,..., X, k[V] 0

0

donde las dos tultimas flechas verticales son los isomorfismos naturales, que for-
man un cuadrado conmutativo. De aqui concluimos que el isomorfismo central
se restringe a un isomorfismo I(V) = I(V/k) ®; k. En otros términos, conclui-
mos que el ideal I(V') es el espacio vectorial (o el ideal) generado por I(V/k).

Tenemos asi una caracterizacion de las variedades definidas sobre k (que
enunciamos conjuntamente con el teorema 1.1):

Teorema 1.2 SiV C A" es una variedad afin, las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

a) Existe S C k[X1,...,X,] tal que V. = V(S) (es decir, V estd definida
sobre k).

b) Existe S C k[X1,...,X,] tal que I(V) = (S).
¢) o[V] =V para todo o € G(k/k).

Hemos probado que k(V) es el cuerpo fijado por G(k/k) en k(V). Mas
delicado es el teorema siguiente:

Teorema 1.3 Si V es una variedad afin definida sobre k, entonces

k[V]={f €k[V]| f° = f para todo o € G(k/k)}.
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DEMOSTRACION: Una inclusién es trivial, pero para la contraria necesitamos
usar un resultado de cohomologia de grupos.

Tomemos f = [F] € k[V] invariante por G(k/k). Para cada o € G(k/k)
existe un polinomio H, € I(V) tal que F? = F + H,. Notemos que F tiene
un namero finito de conjugados, luego en realidad tenemos un ntmero finito de
polinomios H,.

Teniendo en cuenta que I(V) esta generado por I(V/k), es claro que I(V)
es, de hecho, el k-espacio vectorial generado por I(V/k). Los polinomios H,
se expresaran como combinacién lineal de un ntmero finito de polinomios de
I(V/k), con coeficientes en una extension finita de Galois K de k. Sea M C I(V)
el K-espacio vectorial generado por estos polinomios y sea B = {f,..., f,} una
base de M.

El ideal I(V) tiene un generador formado por polinomios de k[X7, ..., X,].
Si multiplicamos los generadores por todos los monomios con coeficiente 1, obte-
nemos un generador de (V) como k-espacio vectorial, del cual podemos extraer
una base. En definitiva, tenemos una k-base de I(V) formada por polinomios
de k[X1,...,X,] (invariantes por G(k/k)). Podemos suponer ademés que K
contiene a todos los coeficientes de F'. Asi, los polinomios F° con o € G(K/k)
son todos los conjugados de F por G(k/k) y los polinomios H, = F° — F son
los mismos que los que ya teniamos definidos para ¢ € G(k/k). En particular
H, € M.

Ahora bien, para o, 7 € G(K/k) tenemos que

F°"=F+H,.,=(F+H,)"=F+H,+ H],

luego H,» = H; + H.

Mas atn, si llamamos H. € K a la coordenada de H, en la base B corres-
pondiente a f;, tenemos igualmente que H! = H! + H!" (aqui usamos que la
base es invariante por G(K/k)).

Esto significa que la aplicacion o +— H¢ (para un i fijo) es un 1-cociclo
respecto de la accion de G = G(K/k) sobre K. Ahora usamos un resultado de
la cohomologia de grupos finitos, a saber, que H'(G, K*) = 0, lo que significa
que todo cociclo es una cofrontera. Explicitamente, existe un G; € K tal que
H! = G¢ — G;. El polinomio G € I(V) que en la base B tiene coordenadas G;
verifica la relacion H, = G —G, con lo que F7—F = G? —@, o equivalentemente
(F 4+ G)? = F+ G, para todo 0 € G(K/k).

Concluimos que F + G € k[X1,...,X,] y asi [F] = [G] € k[V]. u

La importancia del teorema anterior se debe a que ahora sabemos que

E[V] N k(V) = k[V].

En otros términos: si a € k[V] esta definida sobre k como elemento de k(V)
(es decir, si es el cociente de dos elementos de k[V]), entonces esta en k[V]. En
efecto, al estar definida sobre k es invariante por G(k/k).

Observemos que para calcular una funcion o € k(V) en un punto P € V
podria hacer falta expresarla como o = f/g con f, g € k[V], pero atn asf, si P
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es un punto racional de V' se cumple que a(P) € k, pues a(P) es invariante por
el grupo de Galois G(k/k).

Para cada punto P € V definimos el anillo local Op(V') como el anillo de las
funciones racionales de V regulares en P. Claramente k[V] C Op(V) C k(V).

Teorema 1.4 Sea V una variedad afin definida sobre k. Entonces

kVi= N 0p(V),
PeV
es decir, k[V] es el conjunto de las funciones de k(V') que no tienen singulari-
dades.

DEMOSTRACION: Sea « € k(V') una funcion sin singularidades. Considere-

mos el ideal 7 7
I={Gek[Xy,...,X,] | [Gla € k[V]}.

Se cumple que V(I) = @. En efecto, como claramente I(V') C I, tenemos
que V(I) ¢ V(I(V)) = V, luego si P € V(I) entonces P es un punto de
V, donde a no es singular, luego a = [F]/[G] con G(P) # 0, pero entonces
[Gla = [F] € k[V] y G € I, contradiccion.

Por el teorema de los ceros de Hilbert ha de ser I = k[X1,...,X,,], luego
1 € Iy, por lo tanto, a = [1]a € K[V] N Ek(V) = k[V]. "

Necesitamos un ultimo resultado sobre funciones polinémicas:

Si ¢ : V. — W es una aplicaciéon polinémica definida sobre k& podemos
definir el k-homomorfismo de anillos ¢ : k[W] — k[V] dado por é(f) = ¢ o f.

Es claro que ¢ determina a ¢, pues si ¢ es otra aplicaciéon polindémica y se
cumple ¢ = 1, entonces, para todo P € V, tenemos que ¢(z;)(P) = ¥ (z;)(P),
es decir, z;(¢(P)) = z;(¢(P)), luego ¢p(P) = 1 (P).

Teorema 1.5 Si V. C A™ y W C A" son variedades afines definidas sobre k,
la correspondencia ¢ — ¢ es una biyeccion entre las aplicaciones polindmicas
¢V — W (definidas sobre k) y los k-homomorfismos ¢ : k[W]| — k[V].

DEMOSTRACION: Hemos probado que la correspondencia es inyectiva. Para
probar que es suprayectiva tomamos un k-homomorfismo « : k[W] — k[V].
Sea a(z;) = [Fi], con F; € k[Xy,...,X,,]. Entonces los F; determinan una
aplicaciéon polinémica ¢ : A™ — A™ asi como el homomorfismo de anillos
o 1 k[Xq,...,Xn] — k[X41,...,Xm] dado por G — G(Fy,..., F,).

Si G es un generador de I(W) con coeficientes en k, entonces ¢*(G) € I(V),
pues la clase de ¢*(G) modulo I(V) es

G([F1],...,[Fn]) = Gla(xy),...,a(zy,)) = «([G]) = a(0) = 0.

Por lo tanto ¢[V] C W, puessi P € V y G € I(W) es un generador, entonces
G(¢(P)) = ¢*(G)(P) =0, luego ¢p(P) € V(I(W)) = W. Asi pues, ¢ se restringe
a una funcion polinémica de V' en W definida sobre k, y es ficil ver que cumple
¢ = a. m
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1.2 Variedades proyectivas

Llamaremos P"(k) al espacio proyectivo de dimension n sobre el cuerpo

k. Como en el caso afin podemos considerar P"(k) C P"(k). Escribiremos
simplemente P™ para referirnos a P"(k) y a los puntos de P"(k) los llamaremos
puntos racionales de P™.

Diremos que un sistema de referencia de P™ esta definido sobre k si estéa
determinado por puntos racionales. Respecto a un sistema en estas condiciones,
los puntos racionales son los que admiten un vector de coordenadas homogéneas
en k™1, En lo sucesivo supondremos siempre que los sistemas de coordenadas

que consideramos estan definidos sobre k.

El grupo G(k/k) acttia de forma natural sobre P" y fija a los puntos racio-
nales. El reciproco no es trivial:

Teorema 1.6 En las condiciones anteriores, se cumple que
P"(k) ={P € P" | P” = P para todo o € G(k/k)}.

DEMOSTRACION: Fijemos un sistema de referencia y consideremos un punto
invariante de coordenadas P = [aq,...,ap4+1]- Sea K una extension finita de
Galois de k que contenga a todos los ;. Tenemos entonces que

[af,...,an 4] = lo1, ..., anq), para todo o € G(K/k),

luego existe un A\, € K* tal que af = Ay, parai=1,...,n+ 1.

Sio, 7 € G(K/k), tenemos que

ol = dray = (Aoa)” = AL A ray.

Como algtn «; ha de ser no nulo, concluimos que A, = A;A]. Esto significa
que o — A, es un l-cociclo para la accion de G = G(K/k) sobre K*, y el
teorema de Hilbert-Speiser afirma que H!(G, K*) = 1, luego existe un A\ € K*
tal que A, = A?/A. Por consiguiente, af = A%a;/X o, lo que es lo mismo,
(ai/N)? = /A para todo o € G(K/k). Por consiguiente a; /A € k' y

P=la1/A...,ant1/N € P"(k).

Si S es un conjunto de formas (polinomios homogéneos) en k[X1, ..., X, 11,
llamaremos V/(S) al conjunto de todos los puntos de P™ cuyas coordenadas
homogéneas en un sistema de referencia prefijado anulan a todos los polinomios
de S.

Se dice que un conjunto C' C P™ es algebraico si C = V(S), para cierto
conjunto de formas S C k[X1,..., X,11]. Si S C k[Xy,..., X,41] diremos que
C estd definido sobre k. El caracter algebraico de un conjunto (y el hecho de que
esté o no definido sobre k) no depende del sistema de referencia considerado.
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Si C' es un conjunto algebraico definido sobre k, llamaremos C'(k) al conjunto
de todos los puntos racionales de C, es decir, C'(k) = C N P" (k). Notemos que
o[C] = C para todo o € G(k/k), asi como que

C(k)={P € C | P” = P para todo o € G(k/k)}.

La prueba del teorema 1.1 es valida palabra por palabra en este contexto,
de modo que un conjunto algebraico C' esté definido sobre £ si y solo si el grupo
G(k/k) actia sobre C' de forma natural.

Llamaremos I(C) al ideal de todos los polinomios de k[X1, ..., X,11] que
se anulan? sobre (las coordenadas de) los puntos de C. Se prueba que esta
generado por un conjunto (finito) de formas. Definimos

I(C/k) =1(C) NE[Xy, ..., Xnp],
que es un ideal de k[X1, ..., X, 11].

Una variedad proyectiva es un conjunto algebraico V- C P™ tal que I(V) es
un ideal primo. Si V esta definida sobre k, es claro que I(V/k) es también un
ideal primo.

Fijado un sistema de referencia, definimos el dominio integro
kplV] = k[Xy, ..., Xpqa] /I(V/E)

y el cuerpo k(V) formado por las fracciones de su cuerpo de cocientes deter-
minadas por clases de formas del mismo grado. Similarmente se define k(V).
Como ambos cuerpos estan generados por las fracciones [X;/X,, 1], tenemos
que k(V) = kk(V).

Diremos que un « € k(V) es regular en P si o = f/g, con f, g € kp[V] y
g(P) # 0. (Notemos que g(P) no esta bien definido, pero la condicion g(P) # 0
si lo esta.) En tal caso, el valor a(P) = f(P)/g(P) esta bien definido. Si o no
es regular en P diremos que es singular en P.

Asi, los elementos de k(V') determinan funciones parciales sobre V. El mismo
argumento que en el caso afin justifica que elementos distintos determinan fun-
ciones distintas. Mas atn, las funciones (parciales) en V obtenidas de este modo
no dependen del sistema de referencia con el que se calcula k(V'). Por ello con-
sideraremos a k(V) como un cuerpo de funciones parciales en V que admite
distintas representaciones como cocientes de clases de polinomios segiin el sis-
tema de referencia que consideremos. A los elementos de k(V') los llamaremos
funciones racionales en V (definidas sobre k).

Como en el caso afin, la extension k(V)/k(V) es de Galois y tenemos un
isomorfismo natural G(k/k) =2 G(k(V)/k(V)) determinado por

a’(P) = a(P7 ).

2Se entiende que un polinomio se anula sobre un punto del espacio proyectivo si se anula
sobre cualquier vector de coordenadas homogéneas, y esto equivale a que se anulen todas las
formas que lo componen.
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En particular
E(V)={a €k(V)|a’ = a para todo o € G(k/k)}.
Por lo tanto k es algebraicamente cerrado en k(V).

En realidad, estos hechos pueden deducirse de los correspondientes al caso
afin. Ello se debe a que si V' C P" es una variedad proyectiva, podemos suponer
que no estd contenida en el hiperplano X, 11 = 0, en cuyo caso la intersecciéon
V. = VN A™ es una variedad afin. Es facil ver que una est& definida sobre k
si y solo si lo esta la otra. De hecho, I(V,) se obtiene deshomogeneizando los
polinomios de I(V) (o sea, haciendo X, 1 = 1), y esto es un homomorfismo de
anillos. Reciprocamente, si V, esta definida sobre k y F' € I(V') es una forma, no
puede ocurrir que X, 11 | F, lo cual garantiza que F' = (F.)* (donde la estrella
superior representa la forma que se obtiene al completar con potencias de X, 1
el polinomio F). Tenemos que F, € I(V,) es combinacion lineal de polinomios
con coeficientes en k, luego F' es combinacion lineal de formas con coeficientes
en k.

En particular vemos que V esta definida sobre k si y solo si el ideal I(V)
esta generado por formas con coeficientes en k, luego el teorema 1.2 es valido
para variedades proyectivas.

Si P € V, definimos Op(V) como el conjunto de las funciones de k(V)
regulares en P.

Si V es una variedad afin definida sobre k, es claro que su clausura proyectiva
V* esta definida sobre k. Reciprocamente, si V' es una variedad proyectiva
definida sobre k y tomamos un hiperplano infinito H definido sobre k, la variedad
afin V, =V \ H esta definida sobre k (y V es su clausura proyectiva).

Si V* es la clausura proyectiva de V, es conocido que la restricciéon deter-
mina un k-isomorfismo de k(V*) en k(V), que obviamente se restringe a un
k-isomorfismo de k(V*) en k(V). Ademés, si P ¢ H, entonces el anillo Op(V*)
se corresponde con Op (V).

1.3 Variedades cuasiproyectivas

Recordemos que la topologia de Zariski en P™ es la que tiene como conjuntos
cerrados a los subconjuntos algebraicos. Una variedad cuasiproyectiva (o, sim-
plemente, una variedad) en P™ es un abierto V' en una variedad proyectiva de
P" respecto a la topologia de Zariski. La variedad proyectiva referida es nece-
sariamente la clausura V de V en P". Las variedades cuasiproyectivas incluyen
a las variedades afines y a las proyectivas.

Diremos que V' estd definida sobre k si lo esta V y para todo automorfismo
o € G(k/k) se cumple o[V] = V. Esta definicién es consistente con la que ya
teniamos para variedades afines y proyectivas.

Se demuestra que cada funcion de k(1) esté determinada por su restriccion
a V', lo que nos permite definir el cuerpo de las funciones racionales de V' como
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el formado por las restricciones a V' de todas las funciones de k(V'). Tenemos,

pues, que k(V) = k(V). De nuevo, esta definicion de k(V') es consistente con la
que ya tenfamos para variedades afines y proyectivas.

Siaek(V)yoe Gk/k), definimos a® € k(V) como a”(P) = a(P° ')°.
Si a se extiende a @ € k(V), es claro que a° es la restriccion a V de @’. Esto
prueba que esté bien definida y que la accién de G(k/k) sobre k(V) es la misma
que su accién sobre k(V). En particular

E(V)={a€k(V)|a” =a| paratodo o € G(k/k)}.

Para cada punto P € V definimos Op (V') como el subanillo de (V') formado
por las restricciones de las funciones de Op(V). Para cada abierto U en V
definimos

kU] = 1 Op(V).
PeU

En particular, k[V] es el anillo de las funciones racionales en V regulares
sobre todos los puntos de V. Una vez mas, esta definicion es consistente con la
que ya tenfamos para variedades afines. Trivialmente k[U] = k(V') N k[U].

Puede probarse que toda funcion a € k(V') es regular en un abierto U C V,
de modo que k(V) es la unioén de los anillos k[U], donde U recorre los abiertos
de V.

Una aplicaciéon ¢ : V. — W entre dos variedades es regular si es continua
para la topologia de Zariski y para todo abierto U de W (tal que U N¢[V] # @)
y toda funcién « € k[U], se cumple que ¢(a) = ¢poa € k[¢p~[U]]. La aplicacion
¢ es un isomorfismo si es biyectiva y tanto ¢ como ¢! son regulares.

Asi, toda aplicaciéon regular ¢ induce k-homomorfismos de anillos

¢ kU] — K[~ [U]].

Si V'y W estan definidas sobre k, diremos que ¢ esta definida sobre k si los
homomorfismos ¢ se restringen a k-homomorfismos ¢ : k[U] — k[¢~1[U]].

La composicion de aplicaciones regulares definidas sobre k es una aplica-
cion regular definida sobre k. Es conocido que las aplicaciones regulares entre
variedades afines son precisamente las aplicaciones polinémicas. En virtud del
teorema 1.5 tenemos que las aplicaciones regulares definidas sobre k entre va-
riedades afines definidas sobre k son precisamente las aplicaciones polinémicas
definidas sobre k.

Teorema 1.7 Si V es una variedad definida sobre k, entonces k[V] es el con-
junto de las aplicaciones requlares o : V. — Al definidas sobre k.

DEMOSTRACION: Admitimos que k[V] es el conjunto de las aplicaciones
regulares o : V. — Al.iHiemos de ver que « estd definida sobre k (en el sentido
de que su extension a k(V) esta en k(V)) si y solo si « esta definida sobre k
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(en el sentido general para aplicaciones regulares). Una implicacién no ofrece
dificultad.

Supongamos que « estd definida sobre k en el sentido general y vamos a
probar que a” = a para todo o € G(k/k). Si x € k[A!] es la identidad, tenemos
que @(z) € k[V], luego para todo P € V se cumple que

a?(@)(P) = x(a(P7 )7) =27 (a(P7 "))

=a(z)(P7 )" =a(z)"(P) = a(z)(P).

Asi pues, a(z) = @(z), pero como z es la identidad, esto es lo mismo que
o
a? = qa. "

Teorema 1.8 Si ¢ : V. — W es una aplicacion regular definida sobre k y
P €V es un punto racional, entonces ¢(P) también lo es.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que Z,,+1(¢(P)) # 0. Consideremos
el abierto U = {Q € W | 2,41(Q) # 0} C W. Entonces P € ¢ '[U] y
2i/Tnt1 € k[U], luego ¢(x;/xns1) € k(¢ H(U)). Por consiguiente

O(2i/Tn11)(P) = 25(d(P))/2ns1((P)) € k.

De aqui se sigue que si tomamos un vector de coordenadas homogéneas para
¢(P) cuya tltima coordenada valga 1, todas las demés estaran en k. "

Una aplicacion racional ¢ : V. — W entre dos variedades es una aplicacion
regular definida en un subconjunto abierto de V' que no puede extenderse a una
aplicaciéon regular en ningtun abierto mayor. Se dice que ¢ es regular o singular
en un punto P € V segun si ¢ esta o no definida en P.

Si las variedades V' y W estan definidas sobre k, diremos que ¢ estd definida
sobre k si lo esta la restricciéon al abierto en el que esta definida.

Cualquier aplicaciéon regular de un abierto de V en W se extiende a una
tnica aplicacién racional ¢ : V. — W. La composicién de aplicaciones racio-
nales (definidas sobre k) es una aplicacion racional (definida sobre k). En vista
del teorema 1.7, también es evidente que k(V') es el conjunto de las funciones
racionales o : V — Al definidas sobre k.

Sea ¢ : V. — W una aplicacion racional entre variedades definidas sobre k.
Para cada o € G(k/k), podemos definir ¢7 : V. — W mediante
-1
o7 (P) = o(P7 ).

Es claro que si ¢ es regular en un abierto U C V, entonces ¢? es regular en
el abierto o[U] C V, luego ¢7 es también una aplicacion racional. Ademés esta
definicion extiende a la que ya teniamos sobre k(V).

Teorema 1.9 Una aplicacion racional ¢ : V. — W entre variedades definidas
sobre k estd definida sobre k si y sélo si ¢° = ¢ para todo o € G(k/k).
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DEMOSTRACION: Supongamos que ¢ es invariante por automorfismos. Sea
U un abierto en W que corte a la imagen de v y sea o € k[U]. Hemos de probar
que ¢(a) € k[p1[U]] o, simplemente, que ¢(a)) € k(V), pues ya sabemos que ¢
es racional. En efecto,

#(a)7 = (p0a)” = ¢ 0a” = poa = ¢(a),

luego ¢(ar) € k(V) y ¢ esta definida sobre k. Reciprocamente, si ¢ esté definida
sobre k y o € G(k/k), sea Vi C V el abierto donde ¢ esta definida y sea
P e Vono[W). Si¢(P) # ¢7(P), podriamos tomar « € k(W) que fuera regular
en ambos puntos pero que tomara valores distintos en ellos (basta restringir a
W un cociente de formas lineales adecuado con coeficientes en k). Entonces
¢(a) # ¢7(a), mientras que, razonando como antes, ¢(a) = d(a)’ = ¢?(a),
contradiccion m

Si ¢ : V. — W es una aplicacion racional densa (es decir, con imagen
densa) entre variedades definidas sobre k, la composicién con ¢ induce un k-
monomorfismo de cuerpos ¢ : k(W) — k(V). Se cumple que ¢ esta definida
sobre k si y solo si ¢ se restringe a un k-monomorfismo ¢ : k(W) — k(V). En
efecto: si se cumple esto y U C V es un abierto donde ¢ es regular, para cada
abierto W/ C W y cada f € k[W’], tenemos que &(f) € k[p~{{W']]Nk(V) =
k[~ [W']], luego ¢|i esta definida sobre k.

Teorema 1.10 Dadas dos variedades V' y W definidas sobre k, la correspon-
dencia ¢ — ¢ biyecta las aplicaciones racionales densas ¢ : V. — W definidas
sobre k con los k-monomorfismos ¢ : k(W) — k(V).

DEMOSTRACION: Admitiendo el teorema cuando k es algebraicamente ce-
rrado, s6lo hay que observar que todo k-monomorfismo ¢ se extiende a un tnico
k-monomorfismo ¢ : k(W) — k(V). "

Sea ¢ : V. — W una funcién racional definida sobre k, con V' C P" y
W C P™ y sea Py € V. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que
Xim+1(Po) # 0, con lo que, llamando A™ al espacio afin dado por X,,,+1 # 0,
tenemos que U = ¢~ 1[A™] es un entorno de Py en V, la variedad W, = W N A™
es afin y ¢|y : U — W, sigue siendo una aplicacion racional sobre k. Al
componer ¢ con las funciones coordenadas x; € k[W,] obtenemos funciones
racionales f; = ¢|y o x; € k(V). Por lo tanto, la funciéon ¢ viene dada sobre U
por una expresion de la forma

¢(P) = [fl(P)v"-afm(P)’l]'

Vemos asi que toda funciéon racional ¢ : V. — W definida sobre k admite
en un entorno de cada punto una expresion de la forma

¢(P):[fl(P)7~'-vfm+1(P)L fiek(v)7

definida en el abierto de puntos regulares para todas las funciones f; y donde
alguna de ellas no se anula. Reciprocamente, toda expresion de esta forma
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determina una funcion racional en V' definida sobre k que es regular (al menos)
donde lo son todas las funciones coordenadas y alguna de ellas es no nula.
En principio ¢ : V. — P™, pero si la imagen de ¢ estd contenida en una
variedad W definida sobre k, también podemos considerar ¢ : V. — W (definida
sobre k). (Para comprobar que esté definida sobre k& observamos que ¢ (P) =

[fT(P); - frga(P)])

Una aplicacion birracional ¢ : V. — W es un isomorfismo entre un abierto
de V' y un abierto de W. Decimos que estd definida sobre k cuando lo esta como
aplicacion racional.

Es facil ver que las aplicaciones birracionales ¢ : V' — W definidas sobre
k se corresponden con los k-isomorfismos ¢ : k(W) — k(V), asi como que
la inversa de una aplicacién birracional definida sobre k estd también definida
sobre k.

1.4 Variedades complejas

En esta seccién demostraremos que si K es un subcuerpo de C, toda variedad
proyectiva V/K se extiende a una variedad proyectiva V/C definida por las
mismas ecuaciones. Para ello necesitamos algunos resultados algebraicos.

Definicién 1.11 Sea F'/K una extension de cuerpos y sean A y B dos dominios
intermedios. Diremos que A y B son linealmente disjuntos sobre K si cuando
{a;}ier C Ay {bj}jes C B son conjuntos linecalmente independientes sobre K,
entonces {a;b;}(; j)erxs es linealmente independiente sobre K.

Teorema 1.12 Sea F/K una extension de cuerpos y sean A y B dos dominios
intermedios linealmente disjuntos sobre K.

a) Si{aiticr y{bj}jes son bases de A y B sobre K respectivamente, entonces
{aibj} i jyerxs es una base de AB sobre K.

b) Los cuerpos de cocientes de A y B son linealmente disjuntos sobre K.

DEMOSTRACION: a) Por hipotesis {a;b;}(; jyerx.s es linealmente indepen-
diente sobre K, y obviamente es un generador de AB, luego es una base.

b) Sean A" y B’ los cuerpos de cocientes. Si no fueran linealmente disjuntos,
existirian familias finitas {a;},c;r C A" y {b;}jes C B’ linealmente independien-
tes sobre K tales que {a;b;}(; j)erx. es linealmente dependiente sobre K. Esto
significa que

Z)\ijaibj = O7

i,
para ciertos A;; € K no todos nulos. Existen a € A, b € B no nulos tales que
aa; € A, bb; € B para todo i, j. Entonces

>_Aij(aai)(bb;) =0,

,J
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de donde se sigue que la familia {(aa;)(bb;)} (i j)crx.s es linealmente dependiente
sobre K. Por hipoétesis, una de las familias {aa;}icr C A 0 {bb;};cs C B ha de
ser linealmente dependiente sobre K, lo cual es absurdo. m

Teorema 1.13 Sea F/K una extension de cuerpos y sean A y B dos dominios
intermedios. Si existen K-bases {a;}icr y {b;};cs de A y B respectivamente,
tales que {a;b;} i jycrxs es linealmente independiente sobre K, entonces A y B
son linealmente disjuntos sobre K.

DEMOSTRACION: Para probar que A y B son linealmente disjuntos basta
tomar familias finitas {u,}2, C A, {vs}7_; C B linealmente independientes
sobre K y demostrar que el producto es también linealmente independiente.
Sean I' C I, J' C J conjuntos finitos tales que

{uryly Clai i€ '), {v}i C(blied).

Sean d = dim (a; | i € I'), e = dim (b; | j € J'). Podemos extender {u,}I;
y {vs}7_; ados bases {u, }2_; y {vs}¢_; delos espacios (a; | i € I') y (b | j € J)
respectivamente. Es claro entonces que

(upvs |r=1,....d, s=1,...,e)=(a;bj |i=1,...,d, j=1,...,e).

Por hipotesis, el segundo espacio tiene dimensién de, luego la familia {u,v,}
ha de ser linealmente independiente. m

Teorema 1.14 Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y sea K(S) una ex-
tension tal que S sea algebraicamente independiente sobre K. Supongamos que
S =51USs, con S; = {z1,...,2m}, S2 = {y1,...,yn}. En una clausura al-
gebraica de K(S), consideremos dos cuerpos Ly y Lo tales que las extensiones
L;/K(S;) sean finitas de Galois. Entonces Ly y Lo son linealmente disjuntos
sobre K.

DEMOSTRACION: Sea «; € L; tal que L; = K(S;)(a;). Consideremos el
epimorfismo de anillos K[Xy,..., Xpmt1] — K[Si1][a1] dado por X; — xy,
para i = 1,...,m, y X541 — «1. Su nucleo es un ideal primo que deter-
mina una variedad afin V; tal que K[V4] & K[Si][aq] y el isomorfismo se
extiende a un isomorfismo K(V;) = K(Si)(«1). Las funciones coordenadas
T1,...,T, son algebraicamente independientes, y el polinomio minimo de z,,+1
sobre K(x1,...,Zn) se corresponde con el de ay sobre K (St).

Similarmente, definimos una variedad afin V5 tal que K[Va] & K[Ss][as] v
K(V2) =2 K(S2)(az). El producto Vi x V4 es una variedad afin y cumple que
K(VixVs) = K(x1,..,Tm+1,Y1,---,Yn+1)- Una base de trascendencia de este
cuerpo es {x1,...,Tm,Y1,---,Ynt, que nos da un isomorfismo

K(xla"'7xm7y17""y’ﬂ) %JK(S)

Si extendemos el isomorfismo a dos clausuras algebraicas, tenemos que ;41
ha de corresponderse con un conjugado de oy, mientras que y,41 ha de corres-
ponderse con un conjugado de as. Cambiando los «; por estos conjugados,
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~

podemos suponer que el isomorfismo K (V; x Va) = K(S)(a1, a2) hace corres-
ponder las funciones coordenadas con los generadores del cuerpo de la derecha.
En particular se restringe a un isomorfismo K[V; x V5] 2 K[S][aq, as].

Por otra parte tenemos un isomorfismo K[Vi] @ x K[V2] = K[V} x V3] dado
por f®g +— fg, donde en la parte derecha hay que entender que f(P, Q) = f(P)
y 9(P,Q) = g(Q). Es claro que se trata de un homomorfismo bien definido y
trivialmente es suprayectivo, pues la imagen contiene a las funciones coordena-
das.

Una K-base de K[V4] xx K[V3] es de la forma {f; ® g;}, donde {fi}; es
una K-base de K[Vi] y {g;},; es una K-base de K[V;]. Para probar que el
epimorfismo es inyectivo basta ver que esta base se transforma en un conjunto
linealmente independiente. Ahora bien, si existieran c¢;; € K tales que

>cij fi(P)g;(Q) =0

para todo (P, Q) € V; x Vs, fijando @ tenemos una combinacion lineal nula de
las funciones f;, lo que implica que

para todo @) € V5, de donde se sigue que los c;; son nulos.

Componiendo los isomorfismos tenemos que
K[S][on, ag] = K[S1][on] @ K[S2][c2].

Por lo tanto, el producto de una K-base de K[Si][aq] por una K-base de
K[S5][as] es linealmente independiente sobre K. Esto significa que los dominios
K[S;][ev;] son linealmente disjuntos, y por el teorema 1.12 también lo son sus
cuerpos de cocientes, es decir, L1 y Lo. n

Ahora ya podemos demostrar el resultado béasico:

Teorema 1.15 Sea K un subcuerpo de C y sea V/K una variedad proyectiva.
Entonces el conjunto algebraico V/C definido por las mismas ecuaciones que
V/K es una variedad proyectiva.

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que K es alge-
braicamente cerrado. También es claro que basta probar el teorema para una
variedad afin. Sea Sp una base de trascendencia de K (V) formado por fun-
ciones coordenadas. Consideremos una extension K(V)(Sy), donde Sy es un
conjunto de indeterminadas de cardinal igual al grado de trascendencia de la
extension C/K. Es claro entonces que S = 51U S, es una base de trascendencia
de K(V)(S1) sobre K. Si en una clausura algebraica de este cuerpo tomamos
la clausura algebraica de K (S;), obtenemos un cuerpo algebraicamente cerrado
cuyo grado de trascendencia sobre K es el mismo que el de C. Obviamente es
K-isomorfo a C, luego podemos identificarlo con C. Esto nos permite considerar
a Cy a K[V] como subdominios de un mismo cuerpo.
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Se cumple que C y K[V] son linealmente disjuntos, pues si tomamos con-
juntos finitos linealmente independientes en uno y en otro, podemos formar dos
cuerpos L1 v Lo que los contengan y que estén en las condiciones del teorema
anterior. Por consiguiente, el epimorfismo natural C®x K[V] — CK[V] es un
isomorfismo de K-espacios vectoriales.

Esto implica que si transportamos a C @ ¢ K[V] el producto de CK[V], esto
es, si definimos (o ® f)(B® g) = (af) ® (fg), la definicion es consistente y
tenemos un dominio integro.

Consideremos ahora la sucesion exacta
0 — I(V) — K[Xy,...,X,] — K[V] — 0.

El producto tensorial es exacto sobre sucesiones de moédulos libres, luego
tenemos la sucesion exacta

0—)(C®KI(V)H(C®KK[X1,,Xn]—>(C®KK[V}—>0

Pero tenemos un isomorfismo natural C®x K[X1,...,X,] 2 C[Xy,...,X,],
a través del cual C @ I(V) se corresponde con el ideal P generado por I(V)
en C[Xy,...,X,]. Esto nos da el diagrama conmutativo siguiente:

0—=Cox (V) —= Cox K[X1,...,Xn] —=C®x K[V] —=0

| | |

0 P C[Xy,...,X)] ———=C[V] ——=0

Aqui C[V] es el anillo de funciones regulares del conjunto algebraico definido
por P, es decir, por las mismas ecuaciones que V. Lo que queremos probar es
que P es un ideal primo o, lo que es lo mismo, que C[V] es un dominio integro.
Pero tenemos que, como espacio vectorial, C[V] es isomorfo a C @ K[V] y si
transportamos la estructura de anillo al producto tensorial, obtenemos el mismo
producto que hemos considerado antes, y sabemos que con él es un dominio
integro. (]

Nota En la prueba del teorema anterior hemos visto que C[V] 2 C @k K[V],
luego los dominios C y K[V] son linealmente disjuntos, luego también lo son
los cuerpos C y K(V), luego C(V) = C ®x K(V). Asi pues, el cuerpo K (V)
determina el cuerpo C(V). "

En las condiciones del teorema anterior, cada funcion de K[V] se extiende
a una funcién de C[V], lo que nos permite considerar K[V] C C[V], asi como
K (V) c C(V). Notemos que los cuerpos K (V) y C(V) estan ambos generados
por un mismo sistema de funciones coordenadas afines. Si un subconjunto de
ellas es algebraicamente dependiente sobre K, también lo es sobre C, luego
tenemos que dim V/C < dim V/K. Por otra parte, si dim V/K = n, existe una
sucesion de subvariedades cerradas (sobre K):

VoeVie - GVan=V,
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que se extienden a otras tantas variedades complejas que mantienen las inclu-
siones no estrictas, luego dimV/C > n. Asi pues, al extender una variedad
obtenemos otra variedad de la misma dimension.

También es claro que si V/K es regular, lo mismo le sucede a V/C, pues
un punto singular (para cualquiera de las dos variedades) es solucion de un
sistema de ecuaciones polindmicas con coeficientes en K. Si el sistema no tiene
soluciéon en K™, el teorema de los ceros de Hilbert implica que el polinomio 1
es combinacion lineal de los polinomios que definen el sistema, luego tampoco
puede haber solucién en C™.

Teorema 1.16 Si K es un subcuerpo de C algebraicamente cerrado y V/K es
una variedad proyectiva, entonces V(K) es denso en V(C) para la topologia de
Zariski.

DEMOSTRACION: Lo probaremos por induccién sobre la dimensién de V.
Para dimension 1 basta observar que los abiertos (no vacios) de V(C) son cofi-
nitos, mientras que V(K) es infinito.

Supuesto cierto para variedades de dimensiéon n, supongamos que V tiene
dimension n + 1. Sea U un abierto no vacio en V(C). Reduciéndolo podemos
suponer que no contiene puntos singulares. Tomemos una funcién coordenada x
que no sea constante en V. Entonces x es una funcién holomorfa no constante,
luego es abierta para la topologia compleja. Podemos tomar un abierto conexo
no vacio G C U (abierto para la topologia compleja) tal que z[G] es abierto en
C. Como K contiene a la clausura algebraica de Q y ésta es densa en C, vemos
que existe un punto P € U tal que z(P) =« € K.

Si anadimos a V' la ecuacién z = « obtenemos una subvariedad W de menor
dimension, que se extiende a una subvariedad de V/C que contiene al punto P.
Por hipotesis de induccion, el abierto W NU (que no es vacio porque contiene
a P) contiene un punto de W(K), luego U contiene un punto de V(K). =

Consideremos ahora una aplicacion racional ¢ : V. — W entre variedades
definidas sobre K. En un abierto de V', ¢ viene definida por formas del mismo
grado:

¢([X13"'3Xm+1]) = [Fl(X17"'aXm+1)7"'7FTL+1(X17"- 5Xm+1)]'

Si F € I(W), entonces F(F1,...,F,41) se anula en V(K), luego estd en
I(V), luego se anula en todos los puntos de V/C. Esto se traduce en que
Fy, ..., F,+1 definen una aplicacion racional entre las variedades extendidas que
extiende a ¢. Teniendo en cuenta que V(K) (donde K es la clausura algebraica
de K) es denso en V(C), es facil ver que la extension es tnica.

Teorema 1.17 Sea V/K una variedad proyectiva definida sobre un subcuerpo
K C C. Entonces K(V) es el subcuerpo de C(V') fijado por todos los K-
automorfismos de C.

DEMOSTRACION: Si representamos por G(C/K) al grupo de K-automor-
fismos de C (aunque la extension C/K no sea necesariamente algebraica), es
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claro que G(C/K) actua sobre el cuerpo C(V) del modo usual, y ciertamente
todos los automorfismos de G(C/K), extendidos a C(V), fijan a K(V). To-
memos ahora o € C(V) \ K(V) y vamos a construir un automorfismo que no
lo fije. Supongamos en primer lugar que « es algebraico sobre K (V) y sea o
un conjugado de « en una clausura algebraica C(V') de C(V'). Consideremos el
K (V)-isomorfismo o : K(V)(«) — K(V)(a/) que cumple o(a) = .

Sea S una base de trascendencia de C(V') sobre K (V)(«). Se cumple que S
es también algebraicamente independiente sobre K (V)(a’), pues si tuviéramos
una ecuacion polinémica F(s1,...,8.) = 0, con F € K(V)(a/)[X1,...,X;] ¥
s; € S, entonces el producto

[1F° (Xq1,..., X),

g

donde o recorre los automorfismos de la clausura normal de K(V)(a) sobre

K(V), es un polinomio no nulo con coeficientes en K (V) y anula a s1,...,s,,

luego S seria algebraicamente dependiente sobre K (V') y también sobre K (V) («).
Es claro entonces que o se extiende a un K (V')(S)-isomorfismo

o K(V)(a)(8) — K(V)(')(S).

Como La extension C(V)/K(V)(a)(S) es algebraica, o se extiende a su vez
a un K (V)-monomorfismo ¢ : C(V) — C(V). Ahora bien, C(V) = CK (V)
y, como C es algebraicamente cerrado y la extension C/(CN K(V)(S)) es alge-
braica, ha de ser o[C] = C, luego o : C(V) — C(V) es la (tinica) extension del
K-automorfismo o|¢, y cumple o = «'.

Si « es trascendente sobre K (V) repetimos el razonamiento anterior par-
tiendo del K(V)-automorfismo o : K(V)(a) — K(V)(«) dado por o(a) = —a.

Si V/K y W/K son dos variedades proyectivas y ¢ : V. — W es una
aplicacion racional entre las variedades complejas correspondientes, es claro que
¢ es la extension de una aplicacién racional definida sobre K, si y s6lo si lo son
las composiciones de ¢ con las funciones coordenadas de W, lo que nos permite

aplicar el teorema anterior para concluir que esto sucede si y sélo si ¢ = ¢ para
todo 0 € G(C/K).

Como consecuencia, si K es algebraicamente cerrado, una aplicaciéon regular
¢;V —> W esta definida sobre K si y solo si ¢[V(K)] € W(K). En efecto,
en tal caso, para todo o € G(C/K) tenemos que ¢?(P) = ¢(P) para todo
P e V(K), luego ¢? y ¢ coinciden en un conjunto denso, luego son iguales.

1.5 Curvas proyectivas
En general, si V es una variedad definida sobre k, tenemos que k(V) es una

extension algebraica de k(V'), por lo que ambos cuerpos tienen el mismo grado
de trascendencia sobre sus respectivos cuerpos de constantes k£ y k. A dicho
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grado de trascendencia se le llama dimension de la variedad V. Las curvas son
las variedades (cuasiproyectivas) de dimension 1.

A partir de aqui usaremos los siguientes convenios de notacion:

— Como hasta ahora, k serd un cuerpo perfecto y k su clausura algebraica.

C/k indicara que C' es una curva proyectiva definida sobre k.

— Como hasta ahora, k(C) sera el cuerpo de las funciones racionales de C'y
k(C) ser4 el subcuerpo formado por las funciones definidas sobre k.

Por el contrario, Op(C') representara siempre el anillo de las funciones de
E(C) (no de k(C)) regulares en el punto P € C.

— Si P es un punto de una curva C, llamaremos
mp(C) = {a € 0p(C) | a(P) = 0},
que es el unico ideal maximal del anillo Op(C).

— Como hasta ahora, C(k) representara el conjunto (tal vez vacio) de los
puntos racionales de C.

Los cuerpos k(C) y k(C) son cuerpos de funciones algebraicas (de una va-
riable) con cuerpo de constantes exacto k y k respectivamente. Ademas k(C')
es una extension de constantes de k(C').

Representaremos por D(C) el grupo de los divisores de k(C) (a los que nos
referiremos también como divisores de C), por H(C') el grupo de clases de k(C')
y por Hy(C) el grupo de clases de grado 0 de k(C).

Recordemos que una curva C' es regular en un punto P € C'si el ideal mp(C')
es principal, en cuyo caso O p(C) resulta ser un dominio de ideales principales con
mp(C) como tnico ideal primo, el cual determina una valoracién vp : k(C) —
ZU{+o00} que tiene a Op(C') como anillo de enteros. Los generadores de mp(C')
(es decir, las funciones o € Op(C') tales que vp(a) = 1) se llaman pardmetros
locales de C' en P.

Si C' es una curva proyectiva, para cada valoraciéon v en E(C) existe un tnico
punto P € C tal que v(f) > 0 para toda f € Op(C) y v(f) > 0si f € mp(C).
Si P es un punto regular, la tinica valoracién de k(V) situada sobre P en este
sentido es vp. En particular, si C es una curva proyectiva regular, la aplicaciéon
P + vp biyecta los puntos de C' con las valoraciones de k(C) o, lo que es lo
mismo, con los divisores primos de k(C). La accién natural del grupo G(k/k)
en C se corresponde a través de esta biyeccion con la acciéon natural sobre los
divisores primos.

Observemos que si C/k es una curva proyectiva regular y p es un divisor
primo de k(C), entonces p factoriza en k(C) como p = Py ---P, (pues las
extensiones de constantes son no ramificadas). Ademas los primos J3; forman
una clase de conjugacién respecto al grupo de Galois G(k/k). Asi pues, los
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divisores primos de k(C) se corresponden con las clases de conjugacion de puntos
de C. A cada divisor primo le corresponden tantos puntos conjugados como
indica su grado. En particular, los divisores primos de grado 1 en k(C) se
corresponden con los puntos de V invariantes por G(k/k), es decir, con los
puntos racionales de C.

El ejemplo de Selmer Como aplicacién de esta tltima observacién vamos a
probar la mitad de lo anunciado en la introducciéon sobre el ejemplo de Selmer,
a saber, que la curva

3U3 +4V3 +5W3 =0

tiene puntos racionales en R y en todos los cuerpos p-adicos Q. El caso real es
trivial. Para encontrar soluciones p-adicas usaremos el criterio siguiente:?

Sea p un nimero primo, F € Z[Xy,...,X,] y ¢ € Z™ un punto
tal que vy (F(c)) > 2v,(F](c)) para cierto i (donde F; representa la
derivada respecto a X;). Entonces existe un punto o € Qp tal que
F(a) =0 y ademds a; = ¢j (méd p), para j =1,...,n.

Para p = 2 aplicamos el criterio al punto (1,0, 1) con i = 1.

Para p = 3 consideramos (0,2, —1) con i = 2.

Para p = 5 consideramos (2, —1,0) con ¢ = 1.

Para p > 5 llamamos C' a la curva definida por la ecuacién de Selmer sobre el
cuerpo k = Z/pZ y consideramos el cuerpo de funciones racionales k(C). Sucede
que* k(C) tiene al menos un divisor primo de grado 1. Este se corresponde
con un punto racional de C, es decir, con una terna (z1,xs,73) € Z3 tal que
323 + 423 + 523 = 0 (mdd p) y z; # 0 (mdd p) para algin i. Basta aplicar el
criterio a este punto y a este indice i. n

Una propiedad fundamental afirma que una aplicacién racional entre curvas
proyectivas es regular sobre los puntos regulares. En particular, si ¢ : C; — Cy
es una aplicacion regular entre curvas proyectivas regulares, entonces ¢[C1] ha de
ser un subconjunto algebraico de Cs (las imagenes de las variedades proyectivas
son cerradas), y las unicas posibilidades son que sea finito (en cuyo caso s6lo
puede constar de un punto, por la irreducibilidad de Cy) o que sea toda Co.
Asi pues, toda aplicacion regular entre curvas es constante o suprayectiva. En
particular “densa” equivale a “suprayectiva’ o a “no constante”, luego el teorema
1.10 nos da que las aplicaciones no constantes ¢ : C; — Cs entre curvas
proyectivas regulares definidas sobre k se corresponden biunivocamente con los
k-monomorfismos ¢ : k(Cy) — k(C}) entre sus cuerpos de funciones racionales.

Es facil ver que todo cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo de
constantes exacto k es k-isomorfo al cuerpo de funciones racionales de una curva
proyectiva C'/k. Vamos a demostrar que la curva puede tomarse regular.

3Es un caso particular del teorema 7.17 de mi Teoria de Ntumeros.
4Teorema 9.29 de mi Geometria Algebraica. (Ver también las observaciones tras la defini-
cién 9.9.)
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Teorema 1.18 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo de
constantes exacto k. Entonces K es k-isomorfo al cuerpo de funciones raciona-
les de una curva proyectiva regular C/k.

DEMOSTRACION: Consideremos la extensién de constantes K = kK, que
es un cuerpo de funciones algebraicas sobre el cuerpo de constantes exacto k.
Podemos tomar x; € K no constante tal que la extension K/k(z1) sea separable.
Si K tiene caracteristica 0 sirve cualquier elemento no constante, mientras que
si K tiene caracteristica prima p, basta exigir ademas que x; ¢ KP. Notamos
esto para observar que xo = 1/x7 cumple lo mismo. Por el teorema del elemento
primitivo, podemos tomar y;, yo € K tales que K = k(x1,y1) = k(z2,y2). De
aqui se sigue a su vez que K = k(z1,y1) = k(r2,12). Para i = 1,2, sea B; la
clausura entera de k[z;] en K y sea B; la clausura entera de k[z;] en K.

La razon de hacerlo todo por duplicado es que si 8 es un divisor primo de
K entonces vy (z;) > 0 para i = 1 o bien i = 2, luego k[z;] C Ox(K), donde
Ox (K) representa el anillo de enteros de la valoracion vy, que es integramente
cerrado en K (porque tiene factorizacion tnica), luego B; C B; C Og(K).

Por simplicidad suprimiremos temporalmente el subindice . Vamos a usar
que, en general, si D es un dominio integro noetheriano integramente cerrado
y L es una extension finita separable de su cuerpo de cocientes, entonces la
clausura entera de D en L es un D-moédulo finitamente generado.® Aplicando
esto a D = k[z] y L = K obtenemos que B es un k[z]-modulo finitamente
generado. En particular B = k[xq, ..., x,].

Por otra parte, B es la clausura entera de B en K. En efecto, todo elemento
de B es entero sobre k[z] y, a su vez, z y los elementos de k son enteros sobre
k[x], luego sobre B.

La prueba del resultado que hemos citado puede refinarse en estas condicio-
nes para demostrar que B = k[ry,...,7,]. En efecto, tomemos f € B. Existe
una extension finita [ de k tal que f € [K. Tomemos una k-base wy,...,w, de
[, que sera también una K-base de [K. Por lo tanto

T
= > gjwj,
iz

para ciertos g; € K. Basta probar que en realidad g; € B. Ahora bien,
consideremos la base dual zq,...,x, € [ de z1, ..., 2., esto es, la base que cumple
Tr(zjw;) = 4,5, donde Tr es la traza de la extension K /K (que sobre constantes
coincide con la de [/k). Basta observar que g; = Tr(z; f) es entero sobre B, luego
gi € B.

Consideremos ahora el epimorfismo k[X1,...,X,] — B dado por X; — a;,
cuyo nucleo determina una variedad afin C/k. Claramente k[C] = B, luego
k(C) = K. Ademas k(C) = K (lo que implica que C es una curva) y como
k[C] = B es integramente cerrado en k(C), tenemos que C es regular (como
curva afin, si bien su clausura proyectiva puede tener singularidades en el infi-
nito).

5Teorema 1.19 de mi geometria algebraica.
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Ahora volvemos a introducir el indice i, de modo que en realidad tenemos
dos curvas regulares afines Cy/k y Cy/k, con la propiedad de que si B es un
divisor primo de K entonces existe un i tal que k[C;] C Ogp(K), luego P Nk[C;]
es un ideal maximal en k[C;] que se corresponde con un punto (regular) P de
C;, en el sentido de que P N k[C;] esta formado por las funciones de k[C;] que
se anulan en P. La regularidad implica que vp = vp.

Con mas rigor, tenemos dos k-isomorfismos ¢; : k(C;) — K, que se extien-
den a k-isomorfismos ¢; : k(C;) — K, de modo que cada divisor primo de K
se corresponde a través de uno de estos dos isomorfismos con un punto (regular)
de una de las curvas C;.

Si llamamos C; a la clausura proyectiva de la curva Cj;, la composicion
¢ 0 ¢1_1 induce una aplicacién birracional ¢ : C; — Cy definida sobre k, de
modo que ¢ = ¢o 0 qﬁfl.

Esto se traduce en que si B es un divisor primo de k(C;), entonces, o bien
est4 situado sobre un punto de Cj, o bien ¢(B) est4 situado sobre un punto de
C5. Notemos ademas que ¢ es regular sobre Cy (porque sus puntos son regula-
res). Todo esto es cierto por simetria si cambiamos los indices y consideramos
¢~ ! en lugar de ¢.

Consideramos ahora la superficie V' = C; x Cy, junto con las aplicaciones
¥; + C; — V dadas por ¢1(P) = (P,¢(P)), ¥2(P) = (¢~ 1(P), P). Definimos
C = ¢1[C1] U ¢2[Cs]. Vamos a probar que C es una curva proyectiva regular
definida sobre k tal que k(C) = K.

En primer lugar observamos que si U C C es el abierto donde ¢ se restringe
a un isomorfismo, entonces X = {(P,¢(P)) | P € U} es una curva contenida
en 1)1 (C1) isomorfa a U. Ademas 9;[C;] C X. En efecto, si Q € C1 y W es
un abierto en V' tal que 91 (Q) € W, hemos de probar que W N X # @&. Como
Y {W] y U son abiertos (no vacios) en Cy, se cumple que o, '[W]NU # @ y,
por lo tanto, W N X # @.

Como X \ X es finito, lo mismo le sucede a X \ ¥1[C1], luego ¢1[C1] es
una curva cuasiproyectiva isomorfa a Cy (el isomorfismo es 9, cuya inversa es
la proyeccion en la primera componente). En particular ¢, [C] es regular, y el
mismo razonamiento se aplica a ¥2[C3]. Mas atin, el conjunto X es el mismo
en ambos casos, por lo que C' C X es una curva cuasiproyectiva cubierta por
los dos abiertos regulares 1;[C;]. Como la regularidad es una propiedad local
concluimos que C es regular.

El hecho de que las curvas C; estén definidas sobre k, al igual que ¢, implican
inmediatamente que C' es invariante por G(k/k), luego C' esta definida sobre k.
Como las aplicaciones 1; son birracionales (y estan definidas sobre k), tenemos
que k(C) 2 k(C;) = K. Falta probar que C es proyectiva.

Tomemos un punto P € C' y sea % un divisor primo de k(C) situado sobre
P. La relacion 1); = ¢ o 1) se traduce en la relacién 1), = 1, o ¢ entre los
k-isomorfismos inducidos. La construccién de ¢ implica que 1, (B) est situado
sobre un punto Q) € C;, para algun indice i, pero entonces P = ¢;(Q) € C. =

Asi pues, tenemos una correspondencia biunivoca entre las clases de k-
isomorfia de cuerpos de funciones algebraicas sobre un cuerpo de constantes
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exacto k y las clases de k-isomorfia de curvas proyectivas regulares definidas
sobre k.

Nota Supongamos que C es una curva compleja definida sobre Q. Entonces C'
es birracionalmente equivalente a una curva compleja regular definida sobre Q.
Esto no es una consecuencia directa del teorema anterior, pues la extension C/Q
no es algebraica. Ahora bien, si A es la clausura algebraica de Q, el teorema
anterior nos da que A(C) = A(C"), donde C’/Q es una curva proyectiva regular.
Dicha curva se extiende a una curva proyectiva regular C'/C, y es claro entonces

que C(C) =2 C(C"). .

Volviendo al estudio de las aplicaciones regulares, si ¢ : C; — C3 es una
aplicacién regular no constante entre curvas proyectivas regulares definidas sobre
k, el k-monomorfismo ¢ : k(Cy) — k(C}) nos permite considerar a k(C}) como
extension de k(Cs). Puesto que ambos cuerpos tienen grado de trascendencia 1
sobre k, la extension es algebraica y, como k(C7) es finitamente generado sobre
k —luego también sobre k(Cs)—, la extension es finita.

Definimos el grado de ¢ como grad ¢ = |k(C1) : k(C2)| = |k(Cy) : k(Cy)], con
el convenio de que el grado de una aplicaciéon constante es 0. En general, diremos
que una aplicacion (no constante) definida sobre k es separable, puramente
inseparable, etc. segin lo sea o no la extension k(Ci)/k(C2) que determina.
Teniendo en cuenta que las aplicaciones racionales son regulares en los puntos
regulares es facil ver que las aplicaciones regulares de grado 1 entre curvas
proyectivas regulares son los isomorfismos.

Si ¢ : €y — C5 es una aplicacién regular no constante entre curvas pro-
yectivas regulares y P € C1, entonces ¢(P) se corresponde con el tnico divisor
primo de k(Cy) divisible entre P. Representaremos por e,(P) el indice de ra-
mificacion de P sobre ¢(P), de modo que si Py,..., P, son las antiimagenes de
un mismo punto @ € Cy se cumple la relacion

eo(P1) + -+ eg(Py) = grad ¢.

Si ¢ es separable, el nimero de puntos ramificados es finito. En tal caso,
formula del género de Hurwitz afirma que si g1 y g2 son los géneros de FEy y Es,
entonces

201 —2> (292 —2)grad o + Y (es(P) — 1),
PeCq

y la igualdad se da si y sélo si la caracteristica de k es 0 o bien es prima y no
divide a ningan indice ey (P).

La aplicacion ¢ se extiende por linealidad a un homomorfismo de grupos
¢ : D(C1) — D(C3). Es claro que ¢(a) no es sino la norma de a en D(C5).
También tenemos la norma N, : k(C1) — k(C2). La compatibilidad entre
ambas normas nos da que ¢((f)) = (Ny(f)), para toda funcion f € k(Cy),
luego ¢ transforma divisores principales en divisores principales y por lo tanto
induce un homomorfismo ¢ : H(C1) — H(C5) entre los grupos de clases.



1.5. Curvas proyectivas 25

Por otra parte, el k-monomorfismo ¢ : k(Cz) — k(C1) induce un mono-
morfismo ¢ : D(Cy) — D(C}), determinado por

Q)= I PP,
Peop—1 Q]

Si f € k(Cy) tenemos que @((f)) = (¢(f)), luego ¢ transforma divisores
principales en divisores principales, por lo que induce un homomorfismo de
grupos ¢ : H(Cy) — H(CY).

Las propiedades siguientes son meras transcripciones de propiedades de las
extensiones de cuerpos de funciones algebraicas:

a) grad ¢(a) = (grad ¢)(grad a), para todo a € D(Cy).
b) grad ¢(a) = grad a, para todo a € D(C).

En particular vemos que ¢ induce homomorfismos entre los grupos de clases
de grado 0:

¢ : Ho(cl) — HQ(CQ) y $ : Ho(CQ) — Ho(Cl)

Representaremos por §2(C;) el espacio de las diferenciales de k(C;). Tenemos
que ¢ induce un k-monomorfismo de espacios vectoriales ¢ : Q(Cy) — Q(C4)
dado por

o(f dz) = ¢(f) dg(x).

Dado x € k(C), se cumple que dx # 0 si y solo si x es separador, es decir,
si y solo si la extension k(C)/k(x) es (finita) separable (se puede probar que
siempre existen elementos separadores). En particular, si car k = 0, las unicas
funciones con diferencial nula son las constantes. De aqui se deduce un criterio
de separabilidad:

Teorema 1.19 Una aplicacion reqular no constante Q : C7 — Cy entre dos
curvas proyectivas regulares es separable si y sdlo si ¢ : Q(C2) — Q(Cy) es
myectiva, si y solo si ¢ es no nula.

DEMOSTRACION: Si w = fdx € Q(C3) cumple w # 0, entonces f # 0
y dx # 0, luego k(Cy)/k(x) es separable, al igual que la extensién isomorfa
o[k(C2)]/k(d(x)). Por otra parte ¢(f) # 0. 3

Asi pues, ¢p(w) = ¢(f)d(d(z)) # 0 siy solo si d(é(x)) # 0, siy solo si
k(C1)/k(d(y)) es separable, si y solo si k(C1)/p[k(C2)] es separable, si y solo si
¢ es separable. n

Cada forma diferencial w € Q(C) tiene asociado un divisor (w) € D(C)

determinado por que

op(f dz) = vp (f fflf) |

donde ¢ es un parametro local en P. Es claro que (¢(w)) = ¢((w)).
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El teorema de Riemann-Roch En el capitulo siguiente necesitaremos el
teorema de Riemann-Roch en una tnica ocasion, pero serd un uso crucial (en la
prueba de que toda curva eliptica admite una ecuacion de Weierstrass), asi que
vamos a recordar su enunciado.

Si K es un cuerpo de funciones algebraicas sobre el cuerpo de constantes
exacto k y a es un divisor de K, se define el espacio de mailtiplos de a como el
conjunto

m(a) ={f € K | vp(f) > vy(a) para todo divisor primo p de K}.

Se prueba que m(a) es un k-espacio vectorial de dimension finita. Teniendo
en cuenta que los divisores principales tienen grado 0, vemos que si f € m(a) es
una funcién no nula, entonces

0 = grad(f) = > vp(f) gradp > > vy(a)gradp = grada,
p p

luego si grad a > 0 entonces dimm(a) = 0.

Adoptaremos el convenio usual de definir dima = dimm(a~!). De este
modo, los divisores de grado < 0 tienen dimension nula. Es facil ver que la
dimension depende tnicamente de la clase de similitud de a, por lo que podemos
hablar de la dimensién de una clase de divisores de K.

Se prueba que si K tiene género g, entonces contiene una unica clase de
divisores W, llamada clase candnica de K, caracterizada por que

dimW =g, grad W = 2g — 2.

El teorema de Riemann-Roch afirma que para toda clase de ideales A de K
se cumple la relacién

dim A =grad A — (g — 1) + dim(W/A).

Por ejemplo, si K tiene género g = 1 (que es el tnico caso que nos va a
interesar), tenemos que la clase candnica tiene grado 0, luego si grad A > 0 se
cumple grad(W/A) < 0 y dim(W/A) = 0, con lo que el teorema de Riemann-
Roch se reduce a la igualdad dim A = grad A.

Aprovechamos la ocasion para demostrar un resultado que hemos citado en
la introduccién, aunque no nos va a hacer falta en ningin momento:

Teorema 1.20 Toda curva proyectiva C/k de género 0 es birracionalmente
equivalente (sobre k) a una conica definida sobre k.

DEMOSTRACION: Tenemos que k(C) es un cuerpo de funciones algebraicas
de género g = 0. En este caso la clase canénica cumple grad W = —2, luego
si grad A > 0 entonces grad W/A < 0y dimW/A = 0, luego el teorema de
Riemann-Roch se reduce a la relacion

dim A =grad A + 1.
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Si k(C) tiene un divisor de grado 1 podemos tomarlo entero (pues toda clase
de divisores de grado > 0 contiene un divisor entero), luego primo, digamos
p. Por el teorema de Riemann-Roch dimp = 2, luego existe una funciéon no
constante € m(p~').

Entonces p ha de ser el denominador de (x) tanto en k(C) como en k(z) y
tiene grado 1 en ambos cuerpos, luego |k(C) : k(x)| = 1, es decir, k(C) = k(z).
De aqui se sigue que C' es birracionalmente equivalente (sobre k) a la recta
proyectiva, que a su vez es k-isomorfa, por ejemplo, a la cénica X2 +Y? = 1.

Si, por el contrario, k(C) no tiene divisores primos de grado 1, al menos
tiene que haber uno p de grado 2 (basta tomar un divisor entero de W~1). En-
tonces tenemos que dim p = 3, luego podemos tomar tres funciones linealmente
independientes 1, z, y € m(p~1).

Ahora () = q/p, para cierto divisor primo ¢ de grado 2. Como p tiene
grado 1 en k(z), concluimos que |k(C) : k(z)| = 2. Ademés y ¢ k(z), pues en
caso contrario seria una funcién racional de z con a lo sumo un tnico polo simple
en el infinito, luego seria un polinomio en = de grado < 1, pero esto contradice
la independencia lineal de 1, z, y. De aqui deducimos que k(C) = k(z, y).

Por otra parte, 1, z, y, 22, xy, y?> € m(p?), y este espacio tiene dimension 5,
luego se cumple una relacién

az® +bry + ey’ +dr+ey+ f=0

con los coeficientes en k£ no todos nulos. Mas atn, alguno de los tres primeros
ha de ser no nulo, por la independencia lineal de 1, z, y. La ecuacién ha de ser
irreducible, o llegariamos a que y € k(z) o bien a que z € k.

De aqui se sigue inmediatamente que k(C) es k-isomorfo al cuerpo de las
funciones racionales (sobre k) de la conica definida por la ecuacion anterior,
luego C' es birracionalmente equivalente (sobre k) a dicha conica. L]

La aplicaciéon de Frobenius Introducimos ahora una técnica para estudiar
aplicaciones regulares inseparables. En lo que sigue supondremos que k es un
cuerpo (perfecto) de caracteristica prima p. Asi, si m = p”, la correspondencia
a + a™ define un automorfismo de k que se restringe a un automorfismo de
k. Para cada polinomio F' € k[X1,..., X,], representaremos por F(m) el po-
linomio que resulta de elevar a m todos los coeficientes de F'. Esto define un
automorfismo del anillo de polinomios que se restringe a un automorfismo de
k[ X1,...,Xn)

Si C/k C P™ es una curva proyectiva, entonces I(C) es un ideal primo de
k[X1,... Xp11] generado por formas de k[X1,... X, 1], luego I(C)(™) cumple
lo mismo y define una curva C(™ C P" definida sobre k. La curva C'™) esté
determinada por la relaciéon

I(c™) = {F™ | F e I(C)}.

Ahora definimos la aplicacion ¢ : C — C'(™) mediante

P([rs s wnp]) = a1t
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Esto es correcto, pues si [z1,...,2n41] € Cy F € I(C), entonces
F(gm s rpq) = F(x1, ..., 20q1)" = 0.

Obviamente ¢ es una aplicacion regular definida sobre k, conocida como apli-
cacion de Frobenius de grado m. A continuacion probamos que, efectivamente,
tiene grado m.

Teorema 1.21 Sea C/k una curva proyectiva sobre un cuerpo de caracteristica
prima p y sea ¢ : C — CU™ la aplicacion de Frobenius de grado m = p'.

a) ¢ es puramente inseparable y tiene grado m.
b) Glk(CU™)] = k(C)™.
¢) Si C es regular, entonces C™) también lo es.

DEMOSTRACION: b) Fijado un sistema de referencia, toda a € k(C(™) es
de la forma a = [F("™]/[GU™)], donde F, G € k[X1,...,X,41] son formas del

mismo grado. Entonces, para P = [x1,...,Z,4+1] en un abierto adecuado de C,
— FOO (o am ) F(xy,...,Tne)™
a)(P) = ) »In4l) 1, s bn+1 — gm(p ,
9(a)(P) Gy, .., 2 ,)  G(oy,...,Tpg1)™ g (p)

donde 3 = [F]/[G] € k(C). Esto prueba la inclusion ¢[k(C™)] c k(C)™.
Invirtiendo el razonamiento tenemos la inclusién contraria.

a) Ahora es obvio que ¢ es puramente inseparable. Falta probar que su
grado es m. Sea t € k(C) tal que la extension k(C)/k(t) sea separable. Esto
equivale a que t ¢ k(C)?. Entonces, la extension k(C)/k(C)™(t) esta contenida
en la extension separable k(C)/k(t) y en la extension puramente inseparable
E(C)/k(C)™, luego ha de ser k(C) = k(C)™(t). Por consiguiente,

grad ¢ = |k(C)™(¢) : k(C)™|.

Ahora bien, del hecho de que ¢ ¢ k(C)P se sigue que el polinomio minimo de
t sobre k(C)™ es ™ — t™ luego el grado es m.

¢) Supongamos que C C P" y que I(C) = (F1,..., F,). Laregularidad de C
en un punto P equivale a que el espacio tangente Tp(C) tenga dimension 1, lo
cual equivale a que la matriz formada por las derivadas parciales de Fi,..., F,
tenga rango n — 1 en P, lo que a su vez equivale a que cierto menor M de orden
n — 1 no se anule.

La regularidad de C("™) en ¢(P) equivale a que la matriz de las derivadas

parciales de Fl(m), ey Fr(m) tenga rango n — 1 en ¢(P), pero es claro que
oF™ | ( OF, >m
0X; ") 0X;|p
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(aqui usamos que todo natural s cumple s = s™ (méd p)), luego el menor co-
rrespondiente a M es M™ # 0, luego C™ es regular en ¢(P) y, como ¢ es
suprayectiva por el apartado a), concluimos que C(™) es regular. m

Es facil ver que las aplicaciones de Frobenius son biyectivas, pero no son
isomorfismos salvo si m = 1 (en cuyo caso convenimos que C' M =Cyque ¢ es
la identidad), pues las inversas no son regulares. El interés de la aplicacion de
Frobenius se debe al teorema siguiente:

Teorema 1.22 Sea v : C7 — C5 una aplicacion regular no constante entre
curvas requlares definida sobre un cuerpo k de caracteristica prima p y sea m =
grad, ¥ (el grado de inseparabilidad). Entonces 1 es una composicion

cy -2 o X, o,

donde ¢ es la aplicacion de Frobenius de grado m y x es una aplicacion reqular
separable definida sobre k.

DEMOSTRACION: Sea K la clausura separable de ¥[k(Cs)] en k(C1). Enton-
ces k(C1)/K es puramente inseparable de grado m, luego tenemos las inclusiones

d)[k(Cg)] C k(Cl)m CKC k(Cl),
pero por el teorema anterior k(C1)/k(Cy)™ también tiene grado m, luego
K = kKC)™ = 3[k(Cy™)].

La inclusion ¥[k(Cy)] C a[k(Cfm))] induce una aplicacién racional, luego
regular (y definida sobre k), x : Cfm) — Cy tal que X[k(C2)] = ¥[k(C2)]. Es
obvio que y cumple el teorema. [

Comentemos por ultimo que si C' es una curva definida sobre un cuerpo finito
k de m elementos, entonces el automorfismo a — a™ es la identidad en &, luego
C(™) = C y la aplicacion de Frobenius es una biyeccion ¢ : C —s C.






Capitulo 11

La geometria de las curvas
elipticas

Empezamos el estudio de las curvas elipticas ocupidndonos de sus propiedades
relacionadas directamente con la geometria algebraica o, lo que esencialmente es
lo mismo, con la posibilidad de trabajar con un cuerpo de constantes algebrai-
camente cerrado. En capitulos posteriores estudiaremos las peculiaridades de
las curvas elipticas definibles sobre cuerpos menores. Mantenemos la notacion
del capitulo anterior. En particular k serd un cuerpo perfecto arbitrario y k su
clausura algebraica.

2.1 Ecuaciones de Weierstrass

Una curva eliptica sobre un cuerpo k es una curva proyectiva regular de
género 1 que tenga al menos un punto racional. Esta tultima condicion es super-
flua si k es algebraicamente cerrado, pero es crucial en caso contrario. Segun
veremos, la existencia de un punto racional nos permite dotar a la curva de
una estructura de grupo definida geométricamente que resulta ser una repre-
sentacion del grupo de clases de grado 0 de su cuerpo de funciones racionales.
Por este motivo, en la definicion de curva eliptica no soélo exigimos que haya
un punto racional, sino que seleccionamos uno para que represente el papel de
elemento neutro. En definitiva, la definicién queda como sigue:

Definicién 2.1 Una curva eliptica sobre un cuerpo k es un par (E,O), donde
E es una curva proyectiva regular de género 1 y O € E(k). Un isomorfismo
entre dos curvas elipticas (E,0) y (E’,0’) es un isomorfismo entre E'y E’ que
haga corresponder O con O'.

En la practica escribiremos E (o E/k) en lugar de (F,0). Si E/k es una
curva eliptica, el cuerpo k(E) es un cuerpo de funciones elipticas, en el sentido
de que es un cuerpo de funciones algebraicas de género 1 y tiene al menos un
divisor primo de grado 1, a saber, el correspondiente al punto O.

31



32 Capitulo 2. La geometria de las curvas elipticas

Vamos a demostrar que toda curva eliptica es isomorfa a una curva eliptica
plana. Mas atn, a una curva determinada por una ecuacién con una forma
particular:

Definicion 2.2 Una ecuacion de Weierstrass es una ecuacion de la forma
Y2+ a1 XY 4+ a3Y = X3 +ayX? + ay X + ag. (2.1)

Pronto comprenderemos la razén de los subindices. De momento, como regla
mnemotécnica, podemos pensar que cada coeficiente a; tiene asociado un peso i,
que las indeterminadas X e Y tienen pesos 2 y 3 respectivamente y que el peso
de un monomio es la suma de los pesos de sus factores. Entonces los indices
estan elegidos para que todos los monomios tengan peso 6.

Toda ecuacién de Weierstrass define una curva proyectiva plana con un dnico
punto infinito, O = [0,1,0]. En principio dicha curva no tiene por qué ser
eliptica, ya que puede tener puntos singulares. Por otra parte, éste es el tnico
inconveniente posible, ya que es conocido que toda ctbica regular tiene género 1.
Cuando una curva C' definida por una ecuaciéon de Weierstrass sea regular, la
consideraremos como curva eliptica tomando como punto O el punto infinito.

El hecho de que toda curva eliptica admita una ecuacion de Weierstrass es
una consecuencia del teorema de Riemann-Roch:

Teorema 2.3 Si E/k es una curva eliptica, existen funciones x, y € k(E)
tales que la aplicacion ¢ : E — P? dada por ¢(P) = [x(P),y(P),1] define un
isomorfismo entre E y una curva plana C determinada por una ecuacion de
Weierstrass con coeficientes en k y ¢(O) = [0,1,0]. Dicha ecuacion es unica
salvo una transformacion afin de la forma

X =u?X" +r, Y =3 + sulX' +t, u,r,s,t €k, u#0.

Mads ain, cualquier k-isomorfismo entre dos curvas elipticas definidas por
ecuaciones de Weierstrass (sobre k) estd inducido por una transformacion afin
de este tipo.

DEMOSTRACION: Para cuerpos de género 1, el teorema de Riemann-Roch
implica que la dimensién de un divisor de grado > 0 es igual a su grado. En
particular dim O™ = n, luego podemos encontrar una funciéon = € k(E) tal que
1, = formen una k-base del espacio m(O~2). Igualmente, existe y € k(E) tal
que 1, z, y forman una k-base de m(O~3).

Notemos que z tiene un polo doble en O, pues de lo contrario estaria en
m(O~1) y serfa constante. Asi, el divisor de = es (z) = a/O? y O? es el primo
infinito del cuerpo K = k(z), luego |k(V) : k(x)| = 2.

Por otra parte, y ¢ k(z), ya que en tal caso 1, z, y € mg(O~2), mientras
que dimg O? = grad, O? +1 = 2, ya que K tiene género 0. Por lo tanto
k(E) = k(z,y). También es claro que y tiene un polo en O de orden exactamente
igual a 3.
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. - 2 .3 2 -6
A continuacién observamos que 1, z, 2, z°, zy, y, y* € m(O~°), y la
dimensién de este espacio es 6, luego se cumple

Ai + Aoz + Agy + Aga® + Asxy + Agy® + Ara® =0,

con A; € k. Los coeficientes Ag y A7 no pueden ser nulos, o de lo contrario
cada sumando tendria un polo de orden distinto en O, lo cual es imposible.
Cambiamos x = —AgA7x’, y = AgAZy' v, tras dividir entre A3A%, la ecuacion
queda en la forma del enunciado.

La aplicacion ¢ del enunciado es regular salvo quiza en O, pero la expresion

¢(P) = [(z/y)(P), 1, (1/y)(P)]

muestra que ¢(O) = [0,1,0]. Por otra parte, el monomorfismo de cuerpos
¢ : k(C) — k(E) transforma las funciones coordenadas de C' en z, y, luego es
un isomorfismo y ¢ también lo es.

Supongamos ahora que z, y son funciones arbitrarias que cumplen el enun-
ciado. A través del isomorfismo ¢ se corresponden con las coordenadas X, e Y’
de la parte afin de C, luego z e y son regulares en toda la curva E salvo en O,
donde tienen polos de grados 2y 3. Esto es consecuencia de que |k(E) : k(x)| = 2
v |k(E) : k(y)| = 3, luego el primo infinito de k(z) es O? y el de k(y) es O3.

Asi pues, si 2’ e ¥y € k(F) dan lugar a una ecuacion similar, tenemos que
{1,2} y {1, 2} son bases de m(O~2), mientras que {1,x,y}, {1,2",y'} son bases
de m(O~3). Por consiguiente,

x=uwz +r, Y = Uy + sox’ + 1, Uy, Uz, T, s9,t € k.

Ademés uy y us no pueden ser nulos. Si sustituimos estas transformaciones
en la ecuacion del enunciado, debemos obtener otra ecuacién similar, salvo quiza
un factor constante que sera a la vez el coeficiente de X3 y el de Y2. Esto nos
da que u3 = u3. Haciendo u = us/u; y s = so/u? tenemos u; = u?, up = u3,
s9 = su?, y las transformaciones se convierten en las de enunciado.

Por tltimo, supongamos que un isomorfismo ¢ : £ — E’ definido sobre
k hace corresponder dos curvas elipticas definidas por ecuaciones de Weiers-
trass con coeficientes en k. Entonces ¢ induce un k-isomorfismo de cuerpos
¢ : k(z',y') — k(x,y), donde z, y, 2, 3/’ son las funciones coordenadas de E y
E’ respectivamente. Entonces ¢(2'), ¢(y') son funciones de k(E) que satisfacen
una ecuacion de Weierstrass sobre k (la misma que z’, y'), luego por la parte
ya probada ambas ecuaciones estan relacionadas por un cambio de variables del
tipo indicado. [
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Ejemplo: La curva de Fermat La curva de Fermat es la curva C dada por
U34V3 = 1. Recibe este nombre porque su forma homogénea es U3 +V?3 = W3,
de donde se sigue que el tltimo teorema de Fermat para exponente 3 equivale a

que C(Q) = {(0,1,1),(1,0,1),(1,-1,0)}.

Ciertamente tiene género 1, pues no tiene puntos \
singulares (las derivadas de la ecuacion homogénea no
se anulan en ningtn punto de C'). Tiene tres puntos \
en el infinito, a saber, [1, —w?, 0], donde w es una raiz
cubica de la unidad. Podemos considerar a C' como
curva eliptica sobre Q tomando O = [1,—1,0]. Igual-
mente podriamos definir la curva de Fermat de expo-
nente n > 2, pero su género seria g = (n — 1)(n — 2)/3, luego so6lo obtenemos
una curva eliptica cuando n = 3.

Veamos cémo encontrar una ecuacion de Weierstrass para C'. Mas en general,
vamos a considerar la curva C' dada por

U3+ V3 =aW3, a € k*.

Suponiendo que k no tiene caracteristica 3, vemos que C' es también una
curva eliptica con O = [1,—1,0]. Si k contiene una raiz ctubica de a entonces C
es isomorfa sobre k a la curva de Fermat (basta hacer W/ = ¢/aW). En general,
C es isomorfa sobre k a la curva de Fermat, pero no necesariamente sobre k.

Observemos que la recta tangente a C por O es U = —V, luego buscamos
una transformacion proyectiva [U, V, W] — [X,Y, Z] que haga corresponder O
con [0,1,0] y larecta U —V = 0 con la recta Z = 0. La ultima condicién queda
garantizada si hacemos Z = U+ YV, y para que se cumpla la primera basta hacer
X = W. Podemos tomar, por ejemplo,

La transformacion inversa es (U, V,W) = (Z —-Y,Z +Y,2X), y es facil ver
que (tras deshomogeneizar respecto de Z) la ecuacion se transforma en

3Y2 = 4aX3 - 1.

Para pasar a una ecuacién de Weierstrass basta multiplicar por 24-3%-a? y
hacer el cambio X’ = 12aX, Y’ = 36aY, con lo que obtenemos la ecuacion

Y? = X? —4324°.
Si componemos las dos transformaciones que hemos hecho vemos que el
isomorfismo entre las dos curvas viene dado por

36a —Y 36a+Y
U= 6X V= 6X

En particular, la curva de Fermat es isomorfa (sobre Q) a la curva dada por
la ecuaciéon Y2 = X3 — 432. Sus puntos triviales son (12,436) y O. "
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Ejemplo: Curvas de Selmer Se llaman curvas de Selmer las curvas dadas
por una ecuacion homogénea de la forma

aU +bV3 +cW3 =0,  abc#0.

Evidentemente toda curva de Selmer es regular, luego es una curva eliptica
sobre cualquier cuerpo sobre el que tenga un punto racional. Sin embargo, la
existencia de puntos racionales en estas curvas no es trivial. En la introduccion
hemos anunciado que la curva E/Q dada por

3U% +4V3 + 5W? =0 (2.2)
cumple E(Q) = &, luego no es una curva eliptica sobre Q.

Es facil decidir si una curva de Selmer contiene puntos racionales con alguna
coordenada nula. Por ejemplo, es claro que (2.2) no contiene ninguno. Vamos
a probar que una condicién necesaria para que una curva de Selmer pueda
contener un punto racional (u,v,w) con coordenadas no nulas es que la curva
de Selmer

R? + 8% 4+ abeT? =0 (2.3)

contenga un punto racional con 7' # 0. (Trabajamos con k = Q). Sea p una
raiz clbica primitiva de la unidad y sea o el automorfismo no trivial de Q(p)/Q.
Definimos

X = aud 4 pbv® + p?cw®,  p=au® + p?ow® + pewd.
De este modo o(\) = p. Teniendo en cuenta que
XP4+Y3 = (X + V)X +pY)(X +p%Y) = (X +Y)(p+ p?Y)(p*X + pY),

obtenemos que A* + 3 = (3au?)(3bv?)(3cv?), lo que a su vez implica que los
puntos
P=\puwv), P =(upAv),

con v = —3uvw, cumplen la ecuacion R? + S% + abcT® = 0. Notemos que
P? =P’y que P # P’. La recta que pasa por P y P’ ha de cortar a la ctubica
en un tercer punto (R, S,T), que serd invariante por o, luego racional. Hemos
de probar que la tercera coordenada de dicho punto es no nula. Si lo fuera, el
punto tendria que ser (1, —1,0). La ecuacion de la recta es

1 -1 0
A opp v | =0,
pwopPA v

que se reduce a A+ pp — pt — p?X = 0, o también
A—p+pA+p)=0.

Esto implica A = p = 0, lo cual es imposible (lleva a au® = bv® = cw? y la
ecuacion original implica a = 0 o u = 0).
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Asi pues, si una curva de Selmer tiene un punto racional no trivial (con
coordenadas no nulas), la curva (2.3) tiene un punto racional con T' # 0 o,
equivalentemente, la cibica R3 + S3 = —abc tiene un punto racional finito.
Ahora bien, esta ctubica es del tipo estudiado en el ejemplo anterior, en virtud
del cual podemos concluir que la curva eliptica

Y2 = X3 - 432202

tiene un punto racional distinto de O. En particular, para probar que la curva
(2.3) no tiene puntos racionales basta demostrar que la curva

Y? = X? - 43260
no tiene puntos racionales distintos de O. L]

Volviendo a la teoria general, bajo ciertas hipotesis podemos simplificar atn
mas la ecuacion que define a una curva eliptica. Por ejemplo, si la caracteristica
de k es distinta de 2, el cambio Y =Y’ — £ X' — % transforma una ecuacion
de Weierstrass general en una ecuacion de la forma

ba by be
Y2=X34+2X%24+ X 4+ 2, 2.4
4 2 4 (24)
donde
by :a%—|—4a2, by = 2a4 + ara3, bg :a§—|—4a6.

Si ademas la caracteristica de k es distinta de 3 el cambio X = X' — 11% nos

da la ecuacion
Cq Cé

V?=X%- X - — 2.5
48 864’ (2:5)
donde ¢4 = b% — 24by, cg = —bg + 36b2by — 216bg.
Finalmente, con el cambio Y = Y”/2 la ecuacion adquiere la forma
Y2 =4X% - g X — g3, (2.6)

donde go = 108cy y g3 = 216¢¢. Esta ecuacion no es de Weierstrass a causa
del coeficiente de X3, pero es la expresiéon méas conveniente cuando se estudian
analiticamente las curvas elipticas sobre C. (En realidad son las ecuaciones de
esta forma las que consider6 Weierstrass.) Debemos tener presente que una de
las técnicas que vamos a emplear para estudiar curvas elipticas definidas sobre
cuerpos como Q sera reducir los coeficientes modulo diferentes primos p, incluso
p=2o0p =3, por lo que no podemos dejar de estudiar las curvas elipticas sobre
cuerpos de caracteristica 2 y 3. En la practica, esto s6lo nos supondra unos
pocos calculos molestos adicionales en unas pocas ocasiones (la mayoria en este
capitulo).

Definicion 2.4 A las ecuaciones de Weierstrass generales (2.1) las llamaremos
ecuaciones de tipo a, a las de la forma (2.4) las llamaremos ecuaciones de tipo b,
a las de la forma (2.5) las llamaremos ecuaciones de tipo ¢ y a las de la forma
(2.6) las llamaremos ecuaciones de Weierstrass cldsicas (que no son ecuaciones
de Weierstrass segiin nuestra definicion y no las consideraremos como tales salvo
que lo indiquemos explicitamente).
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En estos términos, hemos probado que toda curva eliptica sobre un cuerpo
de caracteristica > 2 admite una ecuacion de Weierstrass de tipo b (es decir,
con a; = a3 = 0), y si la caracteristica es > 3 admite una ecuacion de tipo ¢
(con ag = 0). En la definicion siguiente recogemos las cantidades que nos han
ido apareciendo hasta ahora junto con algunas maés:

Definicién 2.5 Para cada ecuacion de Weierstrass (2.1) definimos:

by :a%—i—4ag7 Cq :b%—24b4,
by = 2a4 + a;as, cg = —bg + 36boby — 2160,
b = CL?)) + 4ag, A= —b%bg — Sbi — 27[)% + 9bsb4bg,

_ 2 2 2 .3
bs = ajag + 4azae — arasays + agai —aj, j=ci/A.

Alternativamente (en caracteristica # 2,3): A = (¢ — ¢2)/123.

Observaciones Segin hemos visto, las cantidades ba, by ¥ bg son (salvo unos
denominadores 4 y 2) los coeficientes de la ecuacion de tipo b en que se puede
transformar la ecuacion dada si la caracteristica del cuerpo es > 2. Sin embargo,
hemos de tener presente que estan definidas incluso en caracteristica 2. (Los
denominadores 4 y 2 no se incluyen en la definicion de los b; para que esto sea
cierto.) También conviene observar que si la ecuacion de partida esta ya en la
forma (2.4), al calcular bs, by y bg segin las formulas anteriores obtenemos las
cantidades de partida.

Las observaciones precedentes se aplican igualmente a ¢4 y ¢g con los cambios
obvios (ecuaciones de tipo ¢ y caracteristica > 3).

La cantidad bg se introduce como paso intermedio para definir A, el cual se
conoce como discriminante de la ecuacién. Pronto veremos que una ecuacion
de Weierstrass define una curva regular (y, por lo tanto, eliptica) si y sblo si
su discriminante es no nulo. El discriminante tiene una interpretaciéon natural
para ecuaciones de tipo b. Recordemos que todo polinomio

F(X)=ay(X —a1) (X — ay)
tiene asociado un discriminante

D=a"* TI (ou—a;)?
1<i<j<n

de modo que F(X) tiene raices simples si y solo si su discriminante es no nulo.
Podemos ver a D como un polinomio simétrico en las indeterminadas «;, lo
que se traduce en que D depende polinémicamente de los polinomios simétricos
elementales, los cuales, evaluados en las raices de F', son —salvo signo— los
coeficientes de F', de donde se sigue que D depende polinémicamente de dichos
coeficientes. La expresion explicita de D en términos de los coeficientes se
obtiene por un célculo rutinario. En el caso de F(X) = X3 4+ bX%2 + cX +d
dicha expresion resulta ser

D = —4b3d + b2c? + 18bed — 4¢3 — 27d°.
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Si aplicamos esta formula a la ecuacion (2.4) y comparamos con la definicion
de A, veremos que A = 16D. Asi pues, el discriminante de una ecuaciéon
de Weierstrass de tipo b es —salvo un factor 16, que se introduce para que
la definicion sea valida en caracteristica 2— el discriminante de su miembro
derecho en el sentido algebraico usual. Si la aplicamos a (2.5) obtenemos la
definicién alternativa de A en términos de ¢4 y ¢g (salvo un 16), que sélo es
valida en caracteristica > 3. (Naturalmente, dicha definicién alternativa exige
comprobar que ambas expresiones se corresponden con el mismo polinomio en
los coeficientes a;, 1o que no es mas que un calculo rutinario.)

El invariante j solo esta definido para ecuaciones con discriminante no nulo.
Segin hemos comentado, vamos a ver que éstas son precisamente las que definen
curvas elipticas, y entonces demostraremos que j depende tinicamente de la
curva, en el sentido de que todas las ecuaciones de una misma curva tienen
el mismo invariante y dos curvas son isomorfas si y so6lo si tienen el mismo
invariante.

En principio no tenemos definidos A y j para una ecuacion clasica (2.6),
pero podemos definirlos como los correspondientes a la ecuacion que resulta de
hacer el cambio Y = 2Y’. Entonces a4 = —g2/4, ag = —g3/4 v

1728 g3

A= g3 —27¢2 =52
92 937 J 9372793

El teorema siguiente explica por fin la eleccion de los subindices:

Teorema 2.6 Si aplicamos a una ecuacion de Weierstrass un cambio de va-
riables del tipo descrito en el teorema 2.3, sus coeficientes y las cantidades que
acabamos de definir se transforman segun las formulas siguientes:

ual = ay + 2s,

u?aly = ag — say + 3r — 2,
udaly = az +ray + 2t,
utaly = ag — sag + 2raz — (t +rs)ay + 3r? — 2st,

ubaly = ag + ras + r?az + 13 — tag — 2 — rtay,

u?bly = by + 12,

utbl = by +rby + 612,

uSbjy = bg + 2rby + r2by + 413,

uBby = bg + 3rbg + 312by + r3by + 3,
4.

uscy = cq,
ubcly = cg,
ul?A’ = A,
g
J =J
DEMOSTRACION: Se trata de una comprobaciéon rutinaria. [

Con la ayuda de este teorema podemos encontrar ecuaciones candnicas lo
mas simples posibles para curvas definidas sobre cuerpos de caracteristica 2 o 3.
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En la practica s6lo nos van a interesar las cantidades j, A y ¢4, asi que vamos
a calcularlas explicitamente sobre las ecuaciones canénicas:

Teorema 2.7 Sea E/k una curva (no necesariamente regular) definida me-
diante una ecuacion de Weierstrass. FEntonces, bajo las hipdtesis indicadas,
existe un cambio de variables del tipo descrito en el teorema 2.3 que la trans-
forma en otra de la forma indicada en la tabla siguiente:

cark # 2,3 Y? = X3+ as X + ag

A = —16(4a3 + 27a?) ]':1728434%‘&2 ¢y = —48ay
ay + 27ag

cark =3, c4 #0 Y2 =X3 4+ a9 X%+ ag

A = —a3ag j=—a3/ag cy = a3

cark =3, c4 =0 Y2 =X3+asX +ag

A=—a} 7=0 cy =0

cark =2, c4 #0 Y24+ XY = X34+ as X%+ ag

A =ag J=1/as cg=1

cark=2,c4 =0 Y24+ a3y = X3 +au X +ag

A=a} j=0, cs =0

DEMOSTRACION: El caso en que la caracteristica es distinta de 2 y 3 lo
tenemos ya demostrado. Si la caracteristica es 3, hemos visto que podemos
llegar a una ecuacién de tipo b, que podemos reescribir como

Y2 = X3+ a, X%+ as X + ag,

con ¢4 = a3. Sicy = 0, entonces as = 0y la ecuacion tiene ya la forma indicada.
En caso contrario el cambio X = X’ + a4/as nos da la ecuacion que buscamos.

Partiendo de una ecuacion de Weierstrass general, en caracteristica 2 se
cumple que ¢4 = af, luego si ¢4 = 0 tenemos a; = 0 y basta hacer el cambio
X = X'+ as. Sicq # 0 entonces a; # 0 y el cambio oportuno es

X =a’X' +as/ai, Y =alY’ + (a?ayq + a3)/as.
]

Conviene observar que cuando j est4 definido (A # 0) la distincion ¢4 =0 o
¢4 # 0 equivale a j =00 j # 0.

Ahora ya podemos caracterizar la regularidad de una ecuacion de Weierstrass
en términos de su discriminante, tal y como habfamos anunciado:
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Teorema 2.8 Sea C/k una curva definida por una ecuacion de Weierstrass.
Entonces C' es regular si y sdélo si A # 0. En caso contrario C tiene un inico
punto singular, que es finito y racional.

DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que el punto infinito O nunca
es singular. Para ello homogeneizamos la ecuacion de Weierstrass:

F(X,)Y,2)=Y?Z4+a XY Z+a3Y 7% — X3 — 0y X7 — as X Z* — ag 2>,

y observamos que
oF

= =1#0.
4 (0,1,0)

El teorema 2.6 muestra que la condicion A # 0 no se altera por cambios
de variable (definidos sobre k) y obviamente lo mismo vale para la regularidad
de la curva y la racionalidad del punto singular si es que existe. Por lo tanto,
no perdemos generalidad si suponemos que la curva viene dada por una de las
ecuaciones canénicas descritas en el teorema 2.7.

Supongamos primero que car k # 2, 3. Entonces la ecuacion es de la forma

y?=Xx3 + as X + ag,
y un punto singular ha de cumplir, ademas de esta ecuacion, las condiciones
2Y =0, 3X% + a4 =0.

En definitiva, un punto singular ha de ser de la forma (x,0), donde zg
es una raiz del polinomio X3 + a4 X + ag y de su derivada, es decir, una raiz
multiple del polinomio. En otras palabras, la curva es singular si y solo si este
polinomio tiene raices multiples. Ahora bien, para una ecuacién de tipo ¢, hemos
comprobado que esto equivale a que el discriminante sea nulo. Ademas, en tal
caso, es facil ver que el punto singular es (X,Y) = (—3ag/2a4,0), luego es tnico
y racional.

En el segundo caso (en particular car k = 3), un punto singular ha de cumplir
Y2 =X34a,X?+ag, 20X =0, 2Y =0.

Sias =0 tenemos A =0y (X,Y) = (- ¥ag,0) es la tnica solucion de estas
ecuaciones (es racional porque k es perfecto de caracteristica 3).

Si ag # 0 las dos ultimas ecuaciones se cumplen tnicamente en (0,0), y la
primera se cumple si y sblo si ag = 0, es decir, si y s6lo si A = 0.

En el tercer caso (también con car k = 3) las condiciones son
Y?2=X34+ayX 4ag, az=0, 2Y=0.

Ciertamente hay solucion si y sélo si ag = 0 (si y so6lo si A = 0), y dicha
solucion es de nuevo (X,Y) = (— ag, 0).
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En el cuarto caso (ahora con cark = 2) las condiciones son
Y24+ XY =X34+asX%+as, Y =3X% X=0,

que se cumplen unicamente en (0,0) cuando A = ag = 0. El el altimo caso
tenemos

Y2 +a3Y = X3+ auX 4ag, 3X2+a1=0, az=0,

y esto se cumple tnicamente en (X,Y) = (y/—ay4, \/ag) cuando A = 0. L]

Asi pues, si E/k es una curva eliptica y C/k es una curva en las condiciones
del teorema 2.3, se cumple que A¢c # 0, por lo que el invariante jo esta definido
y, segin 2.6, no depende de la curva C con que lo calculamos. Por ello podemos
hablar del invariante j(E) € k de cualquier curva eliptica definida sobre k.

Teorema 2.9 Dos curvas elipticas son isomorfas (sobre k) si y solo si tienen
el mismo invariante.

DEMOSTRACION: Es claro que dos curvas isomorfas tienen el mismo inva-
riante (pues podemos representarlas por la misma ecuacion de Weierstrass).
Supongamos ahora que E' y E’ son dos curvas con el mismo invariante. Supon-
gamos primeramente que car k # 2, 3. Entonces las curvas admiten ecuaciones

VP=X’+asX +as, Y?=X"+a)X +ag,

con
4a3 B 4al
4aj +27aZ  4alP +27a"

Distinguimos tres casos:

Si ay = 0, entonces aj = 0y ag # 0 # ag (porque A # 0). Tomamos un
u € k tal que u® = ag/ag y entonces el cambio X = u?X’, Y = u3Y” transforma
una curva en otra.

Si ag = 0 entonces ag = 0, luego ay # 0 # aj y tomamos u € k tal que
u* = ay/a,. De nuevo, el cambio X = u?X’, Y = u®Y” hace corresponder las
curvas.

Si aq # 0 # ag, entonces también a)y # 0 # ag (por los casos anteriores). De
la igualdad de los invariantes se sigue que ajaf = a}a? o, equivalentemente,
(ag/a})?® = (ag/ag)?. Tomamos u € k tal que u* = ay/a}, de manera que
ul? = (ag/ag)? y u® = Fag/aj. Si el signo es negativo, multiplicamos u por
una raiz cuarta primitiva de la unidad, con lo que u* sigue siendo el mismo y
u® cambia de signo. En definitiva, tenemos que u* = ay/a} y u = ag/af. El

cambio X = u?X’, Y = «3Y’ hace corresponder las ecuaciones.

Supongamos ahora que cark = 3 y j # 0. Podemos considerar ecuaciones
de la forma
Y? = X3 + a4 X? + ag,

con ag # 0 # aly, ag #0 # a, a3aly = a5 ag. Basta tomar u? = ay/al.
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El caso siguiente es car k = 3, j = 0, con lo que las ecuaciones candnicas son
de la forma
Y2 =Xx3 + as X + ag,

con ay # 0 # ajy. Esta vez hemos de considerar un cambio de coordenadas de
la forma X = v2X’ +r, Y = 4?Y’. Basta tomar v y r de modo que

ut = aly/ay, 3+ agr + ag — ubag = 0.

Supongamos ahora que cark =2y j # 0. En este caso
Y2+ XY = X%+ asX? + ag
con ag = ai # 0. Consideramos el cambio X = X', Y =Y’ + sX’, donde s es
una raiz de la ecuacion s? + s + as + a) = 0.

Finalmente, si cark = 2, j = 0, tenemos
Y2+ a3V = X? 4+ as X +ag

con az # 0 # ay. Consideramos un cambio X = u?X’'+52 Y = v3Y'+u?s X'+,

de modo que

3

u = az/ay, s*+azs+ay—ut

ay =0,
t2 + azt + 5% + ags® + ag — ubafy = 0.
[ |

Este teorema junto con el que demostramos a continuacién muestra que hay
tantas clases de curvas elipticas como elementos tiene k.

Teorema 2.10 Para cada jg € k existe una curva eliptica definida sobre k con
invartante jg.

DEMOSTRACION: Si jg # 0, 1728 consideramos la curva

36 1

Y24+ XY = X3 — - X — - )
jo — 1728 jo — 1728

Un simple célculo nos da que A = j2/(jo — 1728)% y j = jo. Para los dos
casos que faltan, consideramos las curvas

Y24Y =X3 A=-27, j=0,
Y2=X3+X, A=-64, j=1728.

Notemos que si car k = 2, 3, entonces 1728 = 0, y una de las dos curvas tiene
discriminante no nulo. L]

Definiciéon 2.11 Si E es una curva eliptica, llamaremos Aut(E) al grupo de
los automorfismos de E, es decir, los isomorfismos de E en E que fijan a O.
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Vamos a usar las ecuaciones de Weierstrass para determinar el grupo de
automorfismos de una curva eliptica.

Teorema 2.12 Si E es una curva eliptica de invariante j sobre un cuerpo de
caracteristica p (nula o prima), entonces Aut(E) es un grupo finito y su orden

es
sij#0, 1728,

sij=1728 y p # 2, 3,
sij=0  yp#2,3,
2 s17=0=1728yp =3,
24 sij=0=1728 y p=2.

En los tres primeros casos Aut(E) es un grupo ciclico.

Aut(E)| =

= O N

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que E viene dada
por una ecuacién de Weierstrass segin el teorema 2.7.

Un automorfismo ¢ : E — E estd completamente determinado por las
funciones 2’ = ¢ oz, Y = ¢ oy. Dichas funciones han de satisfacer la misma
ecuacion de Weierstrass que x, y. Por el mero hecho de satisfacer una ecuacion
de Weierstrass, el teorema 2.3 (més exactamente su demostracion) nos da que
la relacién entre z, y, x’, v’ ha de ser

z =ulz +r, y = udy + su’a’ +t, u,r,s,t €k, wu#0,

pero ademas u, 7, s, t han de cumplir lo necesario para que la nueva ecuaciéon
sea la misma. Equivalentemente, lo que tenemos es que ¢! es la restriccién a
FE de la transformacién afin determinada por las ecuaciones

X =uw?X"+r, Y =3V 4 su?X' +t.

Distingamos los cinco casos correspondientes al teorema 2.7. Si p # 2, 3, la
ecuacion es de la forma
Y? = X%+ as X + ae.

Ahora usamos el teorema 2.6. La ecuaciéon de aq nos da s = 0, la de as nos
da r =0y la de ag nos da t = 0. Por consiguiente, el isomorfismo se reduce a
X =u2X', Y =43Y’, y la nueva ecuacién pasa a ser

Y2=X3+utas+ u76a6.

Siag # 0y ag # 0 (lo cual equivale a que j # 0, 1728), entonces se ha de
cumplir que v=% =1y u=% =1, lo que equivale a que u? = 1. Por consiguiente
tenemos s6lo dos automorfismos, dados por Y = +Y".

Si ag = 0, entonces j = 1728 y la condicién se reduce a que u~* = 1, lo que
da lugar a cuatro automorfismos distintos. Observemos que la aplicacion que a
cada raiz cuarta de la unidad u le asigna su automorfismo correspondiente es
un isomorfismo de grupos, luego Aut(FE) resulta ser un grupo ciclico.

Si ag = 0 entonces j = 0 y razonamos igualmente, sélo que ahora u es una
raiz sexta de la unidad.
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Supongamos ahora p = 3, j # 0. Entonces la ecuacion es
Y2 = X3+ ayX? + ag.

Las transformaciones de ai, ag y a4 nos dan de nuevo que r =s =t =0y
la ecuacion se convierte en

Y2 = X% +u2a,X?% + uCaq,
con lo que ha de ser 42 = 1 y tenemos tnicamente dos automorfismos.
Si j = 0 podemos tomar
Y? = X% +auX,
pero ahora s6lo podemos concluir s = ¢t = 0, y la ecuacién se transforma en
Y2 = X34+ utay X +u(aqr +13).

Vemos, pues, que u* =1, y que 73+ a4r = 0, lo que da tres valores distintos
para r, a saber, 0 y ++/—ay4. Por lo tanto hay 12 automorfismos. Si representa-
mos por (u,r) el automorfismo correspondiente a unos valores dados de u y r,
es facil ver que g = (v/—1,0) tiene orden 4, a = (1,1/—ay) tiene orden 3 y que
no conmutan, por lo que a9 = a~ ', de donde g2 conmuta con a y h = g%a tiene
orden 6. En definitiva,

Aut(E) = (g,h | =1, > =h>, hI=h"").

Sip=2y j# 0 podemos tomar
Y24+ XY = X3+ qq,

con lo que ha de ser u = 1 (de la ecuacion de a1), r = 0 (de la ecuacion de a3),
t =0 (de la ecuacion de a4) y s> +s = 0 (de la ecuacion de az). En definitiva,
hay dos automorfismos, determinados por el valor de s =0, 1.

Por dltimo, si p =2 y j = 0 podemos tomar la ecuaciéon
Y? + a3y = X5,
De la ecuacién de ay sale r = s2 y la ecuacién transformada es
Y2 +u3azY = X2 4 (saz + sM) X +u~(t? + ast + s%).

Se ha de cumplir u® = 1, s* + ags = 0, t?> + ast + s® = 0. Tenemos
tres posibilidades para u, cuatro para s y, para cada valor de s, la tercera
ecuacion tiene dos raices distintas (o seria as = 0). En total Aut(E) consta de
24 automorfismos. Un analisis més detallado muestra que esta formado por un
subgrupo de orden 8 de tipo cuaternio sobre el que actiia por conjugaciéon un
grupo ciclico de orden 3 (que permuta los generadores i, j, k). L]
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El teorema de Riemann-Roch implica que el espacio de las diferenciales de
primera clase (diferenciales holomorfas, o sin polos) tiene dimensién 1 sobre k.
Ademas, los divisores de las formas diferenciales recorren la clase canoénica, que
en un cuerpo eliptico es la clase principal. Esto significa que las diferenciales
de primera clase no tienen ni ceros ni polos. Vamos a calcular explicitamente
una diferencial de primera clase para una curva eliptica determinada por una
ecuacion de Weierstrass:

Definicion 2.13 A cada curva C/k definida por una ecuacion
FX,Y)=Y?+ a1 XY + a3V — X3 —ayX? —ayX —ag =0

le asociamos la forma diferencial

dx dy
w = = .
2y + a1 +az  3x2 + 2a37 + ag — ary

En otros términos,
_dr  dy

T By  Fyx
La igualdad se debe a que las funciones z, y € k(C) cumplen F(x,y) = 0,
luego diferenciando queda F'x dx + Fy dy = 0.

w

Una comprobaciéon rutinaria muestra que ante un cambio de coordenadas
como el del teorema 2.6, la forma que acabamos de definir se transforma segin
la relacion v tw’ = w.

Teorema 2.14 Si C/k es una curva eliptica definida por una ecuacion de
Weierstrass, entonces la forma w es una diferencial de primera clase que no
se anula en ningin punto.

DEMOSTRACION: Si P = (zg,y0) € C es un punto finito, entonces la tan-
gente a C por P es la recta de ecuacion

Fx(P)(X —z0) + Fy (P)(Y —yo) = 0.

Si F'x(P) # 0 entonces Y — gy = 0 no es la recta tangente a C en P, luego
Yy — Yo es un parametro local de C' en P (cualquier recta no tangente induce un
parametro local), y entonces vp(w) = vp(Fx' d(y — yo)) = —vp(Fx(z,y)) = 0,
pues la funcion Fx (z,y) es regular y no nula en P.

Similarmente, si Fy (P) # 0 entonces  — xg es un parametro local de C
en Py vp(w) = —vp(—Fy(z,y)) = 0. Con esto hemos probado que w no
tiene ni ceros ni polos en ningtn punto finito de C. Falta, pues, estudiar, el
comportamiento de w en el punto infinito O.

Sea t un parametro local en O. Sabemos que x = ft=2, y = gt—3, donde f
y g son funciones regulares y no nulas en O. Entonces
dx flt=2 —2t=3f f't—2f

@ 2y +a1x+az 29t~ 3 +arft=2+as 29 + a1 ft + ast?
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Si cark # 0, es claro que vo(w) = 0. En caso contrario llegamos a la misma
conclusién razonando igualmente con la expresion de w en términos de dy. =

Terminamos la seccion estudiando una clase especial de ecuaciones candnicas
de Weierstrass:

Definicién 2.15 Una ecuacion de Weierstrass esta en forma de Legendre si
puede escribirse como

Y2 = X(X - 1)(X —\), A€ k.

Llamaremos E) a la curva definida por esta ecuacién. Un simple célculo muestra
que su discriminante es A = 16A?(\ — 1)2, luego es singular cuando cark = 2 o
cuando A = 0,1. En los casos restantes se comprueba que

. s A2 =X+1)3

.](Ek)_Q )\2()\_1)2

Teorema 2.16 Si cark # 2, toda curva eliptica es isomorfa (sobre k) a una
curva Ey, para cierto X € k, A\ # 0,1. La aplicacion \ — j(E)) es suprayectiva
y toma seis veces cada valor de k, excepto 0 (que lo toma sélo dos veces cuando
cark # 3 y una en caso contrario) y 1728 (que lo toma sdlo tres veces cuando
cark # 3 y una en caso contrario).

DEMOSTRACION: Basta tomar como A una raiz de la ecuaciéon
28502 = A+ 1) — A2 (A —1)2 =0,

donde j es el invariante de la curva dada. Es claro que 0 y 1 no son raices, luego
A #0,1. Como j(E)) = j, tenemos que E) es isomorfa a la curva dada.

Si j(Ey) = j(E,) entonces las dos curvas son isomorfas, y es posible trans-
formar sus ecuaciones mediante un cambio de coordenadas afin. Ahora bien,
para que un cambio de este tipo transforme una ecuacion de Legendre en otra,
ha de ser mas concretamente de la forma

X =u?X"+r, Y =43y,

Igualando las ecuaciones tenemos:

X(X —1)(X —p) = <X+%) <X+Tu21) <X+TU2A>7

y hay exactamente seis formas de hacer corresponder los factores. Por ejemplo,
si los hacemos corresponder en el orden en que los hemos escrito, queda que

r =0, u> =1, o = \. Considerando similarmente las otras posibilidades
llegamos a que
1 1 |
A=, 1— A .
“E{W T-A A1 A }

Asi pues, j(E,) toma seis veces distintas el valor j(E)), salvo que algunos
de los valores del conjunto anterior coincidan. Igualandolos dos a dos vemos que
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esto sucede cuando A = —1,2,1/2 (en cuyo caso u toma tres valores distintos
salvo si cark = 3) y cuando A — A+ 1 = 0 (en cuyo caso p toma dos valores
salvo si cark = 3). Es facil ver que j(F)) es 1728 en el primer caso y 0 en el
segundo. n

Para cuerpos con caracteristica 2, hay una clase de ecuaciones que desempena
un papel similar:

Definicion 2.17 Una ecuacion de Weierstrass estd en forma de Deuring si
puede escribirse como

Y24+ aXY +Y = X3, a€ k.

Llamaremos D, a la curva definida por esta ecuaciéon. Un simple calculo
muestra que
ad(a® —24)3

A=a’-2 j =
=2 o® — 27

Asi pues, D,, es eliptica cuando o # 27. Si car k = 3 esto equivale a a # 0,
y en tal caso j(D,) = . Vemos, pues, que en caracteristica 3 toda curva
eliptica con invariante j # 0 admite una ecuacion en forma de Deuring. En las

demaés caracteristicas no hay excepciones:

Teorema 2.18 Si cark # 3, toda curva eliptica es isomorfa (sobre k) a una
curva Dy, para cierto o € k, o # 27.

DEMOSTRACION: Basta tomar como « una raiz de la ecuacion
o?(a® —24)% — (a® —27)j = 0.

No puede ser o = 27, pues entonces serfa 272 = 0, absurdo. [

2.2 La estructura de grupo

Si E es una curva eliptica, podemos considerar la aplicacion E — Hy(E)
dada por P +— [P/O]. Esta aplicacion es inyectiva, pues si [P/O] = [Q/O]
entonces [P] = [Q], luego existe una funciéon f € k(E) tal que (f) = P/Q. Por
consiguiente f € m(Q™1), pero dim@Q = grad@Q = 1 y m(Q~!) contiene a las
constantes, lo que nos lleva a un absurdo.

La aplicacién también es suprayectiva, pues si a es un divisor de grado 0,
el teorema de Riemann-Roch nos da que dimaO = grad aO = 1, luego existe
una funciéon f € m(a=*O~') no nula. Entonces (f)aO es un divisor entero de
grado 1, luego tiene que ser primo, es decir, un punto P € E. Tenemos asi que
[aO] = [P] o, equivalentemente, que [a] = [P/O].

A través de esta biyeccion podemos trasladar la operacion del grupo de clases
a la curva E. Notemos antes que si E esta definida sobre k, entonces k(FE) es
una extension de constantes de k(F), por lo que podemos considerar al grupo de
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clases de grado 0 de k(FE) como un subgrupo de Hy(FE), y el argumento anterior
muestra que la biyeccién que hemos definido se restringe a una biyeccion entre
los divisores primos de grado 1 de k(E) (es decir, los puntos de E(k)) y las
clases de divisores de grado 0 de k(E).

Definiciéon 2.19 Si E es una curva eliptica, definimos en E la ley de composi-
cion interna determinada por [(P + Q)/O] = [P/0][Q/O].

El razonamiento precedente muestra que E se convierte con esta operaciéon
en un grupo abeliano isomorfo a Hy(F) a través del isomorfismo P — [P/O].
El elemento neutro de E es el punto O. Si E esta definida sobre k, entonces
E(k) es un subgrupo de E isomorfo al grupo de clases de grado 0 de k(FE).
Conviene observar que, en términos de la suma en F, el isomorfismo inverso de
E = Hy(F) viene dado por

[Pt - P — mqPy + - +m, P
(Porque [P/"* - P = [(P1/O)™ - (P /O)™"].)
La suma que acabamos de definir tiene una interpretacion geométrica simple:

Teorema 2.20 Sea E una curva eliptica determinada
por una ecuacion de Weierstrass y sean P, QQ € E.
Llamemos R al tercer punto donde la recta que pasa
por P y Q corta a E. FEntonces P+ Q es el tercer

KQ< punto donde la recta que pasa por R y O corta a E.
P

DEMOSTRACION: Recordemos que, para una curva
determinada por una ecuacion de Weierstrass, las fun-
ciones coordenadas cumplen z € m(O~2), y € m(O~3).
De hecho, 1, x, y forman una base de m(O~3). Una
P+Q recta proyectiva L es el conjunto de ceros de un polino-
mio aX +bY +c¢Z. Su ecuacién afin es a X +bY +c¢ = 0.

La funcién | = az + by + ¢ € k(E) cumple [ € m(O~3), luego tenemos que
(1) = PP, P3/O3, para ciertos puntos P; € E no necesariamente distintos entre
s{ ni distintos de O. Estos tres puntos son precisamente los puntos de corte de
la recta L con E. Mas precisamente, el nimero de interseccion Ip(E N L) es el
nimero de veces que P aparece entre los P;.

En efecto, recordemos que si F' es una forma lineal que no se anula en P y
f=1L/G € k(E), entonces Ip(EN L) = vp(f). Asi, si P # 0, podemos tomar
F = Z, con lo que Ip(EN L) = vp(l) es el nimero de veces que P aparece
entre los P;,. Si P = O, tomamos F' =Y, con lo que f =I(Z/Y) = 1/y. Sea
(y) = Q1Q2Q3/03, donde Q; son los puntos (finitos) donde la recta Y = 0
corta a E. Entonces Io(E N L) = vo(P1P2P3/Q1Q2Q3) es también el nimero
de veces que O aparece entre los P;.

Observemos que el razonamiento vale incluso cuando la recta es Z = 0, en
cuyo caso [ = 1 = 0%/03, y obtenemos que Io(ENL) = 3.
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En las condiciones del enunciado, si llamamos L a la recta que pasa por P
y Q, entonces (1) = PQR/O? y si L’ es la recta que pasa por O y R entonces
(I"Yy = ORS/O3, para cierto punto S € E. Hemos de probar que S = P + Q.
Ahora bien, esto es inmediato: [P/O][Q/O] = [O/R] = [S/0], luego ciertamente
S=P+Q. n

Observemos que el opuesto —P de un punto finito P € E se calcula como el
tercer punto de la recta (vertical) que une O con P. En efecto, si llamamos Q) a
este punto, el tercer punto de la recta que une P con @ es O, y el tercer punto
de la recta que une O con O es O, luego P+ @ = O.

Vamos a dar féormulas explicitas para la suma en una curva eliptica E definida
por un polinomio

F(X,Y)=Y?+ a1 XY +a3Y — X3 — a3 X? — a4 X — as.

Sea P = (zg,y) € E un punto finito. El punto —P es el tercer punto
(z0,y)) donde la recta X = xy corta a E (ademéas de P y O). Tenemos que
F(x0,Y) = c(Y —y0)(Y — ). Comparando los coeficientes de Y2 sale c =1y
comparando los coeficientes de Y obtenemos que —P = (zg, —yo — a1 — a3).

Consideremos ahora dos puntos finitos Py = (z1,41) y P» = (22,y2) en E.
Sixy =22y Y1 +y2 + arxe + az = 0, entonces P; + P, = O. Descartamos
este caso y consideramos la recta que une P; con P, (la tangente a E por P si
son el mismo punto). Digamos que su ecuacion es Y = AX + u. (Los valores
explicitos de A y p son féciles de calcular y estan dados en el enunciado del
teorema siguiente). Llamemos P al tercer punto en que esta recta corta a E.
Se trata de P3 = —P; — P», luego es finito. Para calcularlo hacemos

FX,AX +p) = (X —21)(X — 22)(X — x3).
Igualando los coeficientes de X3 queda que ¢ = —1, y con X? obtenemos
xr1 + T + 23 :/\Q—I—al)\—ag.

Sustituyendo en la ecuacion de la recta queda que y3 = Axs + p. Aplicando
la férmula para calcular el opuesto, obtenemos P; + P, = —P3. En el teorema
siguiente damos explicitamente las formulas resultantes:

Teorema 2.21 Sea E una curva eliptica determinada por una ecuacion de
Weierstrass. Entonces

a) Si Py = (zo,y0) € E es un punto finito, —Py = (x9, —yo — 1209 — as).

b) Si Py = (z1,y1), Po = (x2,y2) son puntos finitos de E tales que 1 = x4
Yy y1+y2+a1xs+asz =0, entonces P, + P, = O. En caso contrario, sean

Y2 _ Y1T2 — Y221 .
A= ) - , ST # x2,
T2 — 1 T2 — I
2
N 3z1 + 2a221 + a4 — a1y
2y1 + a1x1 + a3
—2% + a1 + 206 — azy )
= s ST X1 = I2.

2y1 +ai1z1 + as
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Entonces, P3 = Py + P viene dado por

r3 =M+ a1\ —ay — 11 — T2,
ys = —(A+a1)rs — p — as.

¢) En particular se cumple la formula de duplicacion:

.134 — b4l‘2 — Qbﬁl‘ - bg

2P) = — .
-T( ) 4%3 —+ bgl’z —+ 2b4.’£ + b6

(Para probar la formula de duplicacion podemos partir de una ecuacion de
tipo b, pues el cambio de variables cumple X’ = X.)

Estas formulas muestran explicitamente que la suma de puntos racionales
es de nuevo un punto racional. También nos permiten demostrar el teorema
siguiente:

Teorema 2.22 Si E/k es una curva eliptica, entonces las aplicaciones
+:ExE—FE y —FE—FE
son regulares y estdn definidas sobre k.

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que E estéd defi-
nida por una ecuacién de Weierstrass. El teorema anterior muestra entonces
que la restriccion de la aplicacion inversa a la parte afin de E es polinémica,
luego es regular (y definida sobre k), luego determina una aplicacion racional en
E, pero toda aplicacion racional entre curvas proyectivas regulares es regular.
En realidad, puesto que es su propia inversa, vemos que es un isomorfismo.

El teorema anterior muestra también que la suma es regular (y definida
sobre k) en todos los puntos de E x E salvo a lo sumo en los de la forma (P, P),
(P,—P), (P,0)y (O, P). Para ocuparnos de éstos consideramos las traslaciones
7q : E — E dadas por 7q(P) = P + Q. El teorema anterior muestra que son
regulares en un abierto (concretamente, para P # O, £Q), y por la regularidad
de E son regulares en E. Ademés, la inversa de una traslacion es otra traslacion,
luego son isomorfismos (pero no de curvas elipticas, pues no conservan el cero).

Dado un par (P1,P,) € E x E, podemos escoger traslaciones 71 y 72 de
modo que (71(Py), 72(Ps)) esté en el abierto de E x E donde sabemos que la
suma es regular. Ahora basta observar que, en un entorno de (P, P»), la suma
se descompone como

T1 X T2

7_71 7_71
ExE™*pxp Yl g2, R

Esto prueba que la suma es regular en E' x F. L]
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Ejemplo Consideremos la curva Y2 = X3 — 25X. En la introduccién hemos
comentado que los puntos (—4,6), (—5,0) y (45,300) estan alineados, lo que
equivale a que

(—4,6) + (—5,0) + (45,300) = 0.

Similarmente, 2(—4, —6) = (20.172/1.728,62.279/1.768). Estos resultados
pueden comprobarse facilmente con las férmulas del teorema 2.21. Por ejemplo,
la formula de duplicacion es

z* + 5022 + 625

*2P) = — 5 00s

Los puntos triviales (—5,0), (0,0) y (5,0) cumplen 2P = O. "

Ahora podemos demostrar la implicacion ¢) = b) del Teorema 1 de la intro-
duccion (la caracterizacion de los nimeros congruentes):

DEMOSTRACION: Consideramos un natural n libre de cuadrados, suponemos
que la curva eliptica E/Q dada por Y2 = X3 — n2X tiene un punto racional
distinto de O, (—n,0), (0,0), (n,0), y hemos de probar que existen tres cuadra-
dos racionales en progresion aritmética de razon n (lo que a su vez implica que
n es congruente).

Es claro que para que un punto P de E/Q tenga orden 2 es necesario y
suficiente que la tangente a la curva por P sea vertical, lo que a su vez equivale
a que Y = 0. En definitiva, los puntos exceptuados son precisamente los puntos
de orden 2 de E//Q. Asi pues, si la curva tiene otro punto racional P, se cumplira
que P # O # 2P. Pongamos que P = (z,y) y 2P = (2/,y').

Sea Y = aX + b la tangente a la curva en P. Esta recta pasa por (z,y)
(dos veces) y por (z/, —y'). Esto significa que si sustituimos ¥ = aX + b en la
ecuaciéon de F, el polinomio resultante

(X +n)X(X —n) — (aX +b)?

tiene a x como raiz doble y a z’ como tercera raiz. Teniendo en cuenta que es
moénico, vemos que

(X +n)X(X —n)— (aX +b)?* = (X —2)*(X —2').
Ahora hacemos X = —n, con lo que
(b—an)? = (x +n)*(z' +n).
Sabemos que x +n # 0 (pues P # (—n,0)), luego concluimos que z’ + n es

un cuadrado. Similarmente llegamos a que 2’ y 2’ — n son cuadrados. m

A la vista de la demostracién anterior, la forma més natural de llegar a
que el nimero 5 es congruente consiste en observar que (—4,—6) es un punto
no trivial de Y2 = X3 — 25X, calcular 2P = (2/,y’) (ver el ejemplo anterior),
obtener la progresion aritmética z’ — 5, 2/, ' + 5 y a partir de aqui calcular la
terna (a, b, ¢) segin la demostracion del Teorema 1 en la introduccion.
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Ejemplo FEl numero 14 es congruente.

La curva eliptica Y2 = X3 — 142X tiene el punto racional P = (18,48).
(Es facil encontrarlo con un ordenador.) Aplicando la férmula de duplicacion

obtenemos que
4225  (65\°
oP) = —2 = (2
*2P) = 1 (12) ’

$(2P) — 14 = (”) . w(2P)+ 14— (79> .

de donde

12 12

Segun la prueba del Teorema 1 de la introduccion, un triangulo rectangulo
racional de area 14 es (a,b,c) = (21/2,8/3,65/6), que se obtiene haciendo

79 47 79 47 65
= = c=2-—

=t T 12

Ejercicio: Demostrar que el naimero 15 es congruente y encontrar una terna asociada
partiendo del punto P = (-9, 36).

Definicién 2.23 Si E es una curva eliptica y P € E, definimos la traslacion
por P como la aplicacion 7p : E — E dada por 7p(Q) = P + Q.

Claramente, las traslaciones son isomorfismos de curvas, pero, como ya he-
mos comentado, no son isomorfismos de curvas elipticas porque no cumplen
7p(0O) = O (salvo en el caso de 7o, que es la identidad). Es claro que las
traslaciones forman con la composicién un grupo isomorfo a F.

Teorema 2.24 Si E es una curva eliptica y w es una diferencial de primera
clase en E, entonces w es invariante por traslaciones, es decir, se cumple que
Tp(w) =w para todo P € E.

_ DEMOSTRACION: Como 7p es un isomorfismo, 7p : Q(E) — Q(E) es un
k-isomorfismo, luego Tp(w) # 0. Por consiguiente existe una funciéon no nula
fp € k(E) tal que Tp(w) = fpw. Tomando divisores vemos que

(fr) = (TpW))/(w) = (Tp(W))/(w) = 1/1 =1,

pues las diferenciales de primera clase en un cuerpo de género 1 no tienen ceros
ni polos. Esto implica que fp € k es una constante. Tenemos asi definida una
funcion f : E — k* tal que 7p(w) = f(P)w. De esta relacion se sigue que
f(P+Q)=f(P)f(Q). En particular f(O) = 1. Vamos a ver que f es regular.

Sea E* = E \ {O}. No perdemos generalidad si suponemos que F es una
curva plana definida por una ecuacién de Weierstrass. Entonces E* es una curva
afin. Consideremos el producto E* x E*, con funciones coordenadas u, v, x,y.
Pongamos que w = a dx, con a € k(E).
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La funcion que a cada par (P,Q) € E* x E* le asigna 7p(2)(Q) = (P + Q)
es una funcién racional en E* x E*  puesto que la suma es regular y x es
racional. Podemos llamarla 7(x). Esto significa que 7p(2)(Q) € A! se calcula
(cuando esta definido) mediante una funcion racional R(U,V, X,Y) a partir de
las coordenadas (u,v) de Py (x,y) de Q. Para un punto prefijado P = (ug, vp),
la funcién 7p(z) € k(E*) se calcula mediante la funciéon R(ug, vo, X,Y) a partir
de las coordenadas (z,y) de @Q. Por lo tanto, la funcién

drp ()
dx

se calcula mediante la derivada parcial de R(U,V, X,Y) respecto de X a partir
de las coordenadas (ug,vg) de Py las coordenadas (zg, o) de . Vemos, pues,
que la funcion d7(z)/dx : E* x E* —s Al es racional.

El mismo razonamiento prueba que d7(«a)/dx € k(E* x E*), luego llegamos
a que

€ k(E™)

— — a7 (z
) TG e ),
«

Ahora bien, antes hemos probado que, para cada P, esta funcion es la cons-
tante f(P), es decir, que no depende de las coordenadas x e y. En otros términos,
fijamos un punto @ € E* y consideramos la aplicacion E* — E* x E* dada
por P — (P, Q) (claramente regular), la composicion de ésta y la precedente es
la funcién f. Mas precisamente, tenemos que f es regular en un abierto de E.

Ahora bien, la relacion f(P 4+ Q) = f(P)f(Q) implica que f es regular en
toda la curva E, pues, dado P € FE, sea Q € E tal que f es regular en un
entorno de P + @, entonces f(P) = f(P + Q)/f(Q), y el segundo miembro es
regular en un entorno de P.

Resulta asi que f : E — P! es una aplicacién regular que no toma los
valores 0 ni 0o, luego no es suprayectiva y, por consiguiente, es constante. Como
f(O) =1, ha de ser f =1. Concluimos que Tp(w) = w. "

En virtud del teorema anterior, las diferenciales de primera clase en una
curva eliptica se llaman también diferenciales invariantes. Notemos que una
diferencial que no sea de primera clase no puede ser invariante por traslaciones,
pues las traslaciones trasladan sus polos.

2.3 Chubicas singulares

Si tenemos una curva eliptica definida por una ecuaciéon de Weierstrass con
coeficientes enteros, una forma de estudiarla es considerar la curva definida por
dicha ecuacion modulo un primo p. Cuando p divide al discriminante de la
ecuacion obtenemos una curva singular, por lo que conviene estudiar este tipo
de curvas un poco més a fondo. En primer lugar observamos que hay dos tipos
de singularidades:

Definicion 2.25 Si P es un punto singular de una cubica plana C, diremos
que P es un nodo de C si P tiene dos tangentes distintas en P, mientras que P
es una cuspide si P tiene una tnica tangente (doble) en P.
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Notemos que la cibica no puede tener tres tangentes, porque entonces seria
reducible. Las figuras siguientes muestran cibicas con una cuspide y un nodo
en (0,0).

Y?=Xx3 Y24+ XY -X3=0

En general, si C//k es una cubica singular definida por una ecuaciéon de
Weierstrass, el teorema 2.8 nos da que su punto singular es finito y racional,
digamos (zg, yo). Entonces, la traslacion

X:X/+£E0, Y:Y/+y0

transforma la ecuacion de Weierstrass en otra cuyo punto singular es (0,0).
Entonces

oF oF

F(O,O)ZQGZO, 87 :a4:O,

(0,0)
luego la ecuacion se reduce a
Y2+ a1 XY —axX? — X? =0.

Las tangentes en (0, 0) se obtienen factorizando la forma Y2 +a; XY —ap X?.
Para ello consideramos la ecuacién T2 + a,T — ao = 0. Si llamamos s; y 52 a
sus raices, entonces haciendo T = Y/X obtenemos que

Y2+ a1 XY —asX? = (Y — 5. X)(Y — 52 X),

luego las tangentes son Y = s;X. Ahora hemos de observar que los s; no estan
necesariamente en k, sino que en principio pertenecen a una extension cuadratica
de k. Si la singularidad es una cuspide, entonces s; = so, el discriminante del
polinomio 72 + a1T — as es nulo y si que podemos asegurar que s; € k (si
cark = 2 el argumento es distinto, pero llegamos a la misma conclusion). El
problema puede aparecer cuando la singularidad es un nodo. Esto nos lleva al
concepto siguiente:

Definicién 2.26 Diremos que una curva C/k definida por una ecuacion de
Weierstrass tiene un nodo racional si tiene un nodo y las pendientes de las
tangentes por dicho nodo estan en k. En caso contrario diremos que el nodo es
irracional.
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Con este matiz, podemos probar el teorema siguiente:

Teorema 2.27 Sea C/k una cubica singular definible por una ecuacion de
Weierstrass y cuya singularidad sea una ciuspide o un nodo racional. Enton-
ces C/k se transforma mediante un cambio de coordenadas sobre k en una de
las dos ecuaciones Y? = X3 0 bien Y2+ XY = X3. Ambas tienen a (0,0) como
unico punto singular.

DEMOSTRACION: La traslacion que lleva el punto singular a (0, 0) transforma
la ecuaciéon en otra con una singularidad en (0,0) del mismo tipo que la de
partida. Segtin hemos visto, dicha ecuacion es de la forma

Y2+ a1 XY —ayX? - X3 =0,

y existe un s € k tal que s 4+ a15 — as = 0. Entonces el cambio Y =Y’ 4 s X’
reduce la ecuaciéon a
Y2+ AXY — X? =0.

Si A = 0 tenemos ya una de las curvas del enunciado. Si A # 0, el cambio
X = A%2X', Y = A3Y’ transforma la ecuacién en Y2 + XY — X3 = 0. n

Es claro que si la singularidad es un nodo irracional no es posible transformar
la ecuacién en Y2 + XY — X3 mediante un cambio de coordenadas en k, pues el
cambio inverso transformaria las tangentes de esta curva en (0,0) —que tienen
pendiente racional— en las tangentes de la curva dada en su punto singular,
que por consiguiente tendrian también pendiente racional.

Teorema 2.28 Una cubica C' definida por una ecuacion de Weierstrass puede
clasificarse como sigue:

a) C es regular si y solo si A # 0,
b) C tiene un nodo si y solo si A =0 ycqg #0,
¢) C tiene una cispide si y solo si A =cy = 0.

DEMOSTRACION: El apartado a) ya estd demostrado. Supongamos que C
es singular. La condicion ¢4 # 0 no se altera por cambios de coordenadas (sobre
k), ni tampoco el tipo de singularidad, luego podemos suponer que C' viene dada
por una de las dos ecuaciones del teorema anterior. Ahora basta observar que
la primera cumple ¢4 = 0 (y tiene una cuspide en (0,0)) y la segunda cumple
¢4 = 1 (y tiene un nodo). "

Veamos ahora que la descripcién geométrica de la suma en una curva eliptica
proporciona también una estructura de grupo sobre cualquier ciibica singular,
siempre y cuando eliminemos su punto singular.

Definicion 2.29 Si E/k es una curva definida por una ecuacion de Weierstrass,
llamaremos E, (k) al conjunto de los puntos regulares de E(k). Sabemos que
E,.(k) coincide con E(k) salvo quizd por un punto, que puede ser un nodo
(racional o irracional) o una cuspide.
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Teorema 2.30 Sea E/k una cibica definida por una ecuacion de Weierstrass
con una cuspide o un nodo racional S. Entonces la suma en E.(k) definida
mediante la construccion descrita en el teorema 2.20 convierte a E,.(k) en un
grupo abeliano.

a) Si S es un nodo racional con tangentes Y = cn X + 1, Y = asX + P,
entonces la aplicacion E,.(k) — k* dada por

y—a1x— By

z,y) —
@) Y — cox — B2

es un isomorfismo de grupos.

b) Si S es una cuspide con tangente Y = aX + 3, entonces la aplicacion

E.(k) — k™ dada por

x — x(9)

(,y) — Pap—)

es un isomorfismo de grupos.

DEMOSTRACION: Vamos a demostrar que la aplicacién descrita en cada
apartado es biyectiva, asi como que si una recta corta a F,.(k) en dos puntos no
necesariamente distintos, el tercer punto también esta en E,.(k) y el producto
(resp. la suma) de las imégenes de los tres puntos es 1 (resp. 0). De aqui se sigue
inmediatamente que la aplicacion correspondiente conserva las operaciones, por
lo que la suma en E,.(k) cumple los axiomas de grupo.

Es claro que no perdemos generalidad cambiamos de sistema de referencia,
por lo que podemos suponer que la ecuacion de E/k es una de las dos dadas
por el teorema 2.27:

Y? - X3 =0, Y24+ XY —X3=0.

En ambos casos el punto singular es S = (0,0). Consideremos primero la
curva Y2 — X3 = 0, que tiene una ctispide con tangente Y = 0. La aplicacién es

X
(xay) = —.
Yy

Si tomamos como coordenadas afines X y Z en lugar de X, Y, la ecuacion
se transforma en Z — X3 = 0 y la aplicaciéon en (z,2) — x. Ahora el punto
singular S = [0, 0, 1] esta en el infinito y O = (0,0). La aplicacion biyecta E,.(k)
con kt, pues tiene inversa t > (t,t3).

Es claro que las rectas que pasan por S (las rectas verticales) cortan a E,.(k)
en un unico punto (contando multiplicidades), por lo que una recta que pase
por dos puntos de E,.(k) no puede pasar por S (no es vertical). Esto implica
que la suma en F,(k) esta bien definida y, dada una recta Z = aX + b que pase
por tres puntos Py, P», P3 € E,., tenemos que las coordenadas z; de P; son las
raices de la ecuaciéon

(aX +b) — X* =0.
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Como no hay término en X2, concluimos que x; + x5 + x5 = 0.

Pasemos ahora a la ecuacion Y2+ XY — X2 = 0, que tiene un nodo en (0, 0)
con tangentes Y =0 e Y = —X. La aplicacion es (z,y) — 1+ z/y.
Si hacemos el cambio X = X’ —Y” la ecuacion se transforma en

XY —(X-Y) =0

y la aplicaciéon en (x,y) — x/y. Conviene observar que ahora la ecuaciéon no
es de Weierstrass. Ahora O = [1,1,0] y S = (0,0). Como en el caso anterior,
tomamos como variables afines X y Z, con lo que la curva se convierte en

XZ—-(X-1)P*=0

y la aplicacion en (z,z) — . Ahora O = (1,0) y S = [0,0,1]. La aplicacion es
biyectiva (como aplicacion E,.(k) — k*), pues tiene inversa dada por

tes (t, (t—1)3/t).

Como en el caso anterior, las rectas que pasan por .S son verticales y cortan
a E,.(k) en un solo punto (o en ninguno en el caso de X = 0), por lo que la
suma esta bien definida y si una recta (no vertical) Z = aX + b corta a E,(k)
en tres puntos P;, P>, Ps, las coordenadas x; correspondientes son las raices de
la ecuacion

X(aX +b)— (X -1)*=0.

Como el coeficiente de X2 es —1 y el término independiente es 1, concluimos
que rixox3 = 1. u

Si la singularidad es un nodo irracional, se sigue cumpliendo parte del teo-
rema anterior: el conjunto E, (k) sigue siendo un grupo, aunque su estructura es
un poco mas delicada. Llamemos K a la extension cuadratica de k que contiene
a las pendientes de las tangentes a E por su nodo. Sea o el k-automorfismo
no trivial de K. Las pendientes de las tangentes son las raices de un polinomio
de k[T], luego son conjugadas sobre k. Las dos tangentes son rectas que pasan
por un mismo punto racional con pendientes conjugadas, luego o(a1) = o,
o(B1) = Ba.

La curva E/K tiene un nodo racional, luego podemos aplicarle el teorema
anterior. Si llamamos ¢ : E,.(K) — K* al isomorfismo correspondiente, para
cada P = (x,y) € E,(K) tenemos que

o _ 0,0 _ [0 o _ o _
y alx /81 — y a2.’1: ﬁQ :¢(PU)_1.
" 0357 — By — oz — B

¢(P)7 =

Tenemos que P € E,.(k) si y sélo si P = P?, siy solo si ¢(P) = ¢(P7), si
y solo si ¢(P)p(P)’ = 1, si y sélo si NK(¢(P)) = 1. Asf pues, los elementos
de E, (k) se corresponden a través de ¢ con el nicleo de la norma, que es un
subgrupo de K*, luego F,(k) es un subgrupo de F,(K). Hemos probado el
teorema siguiente:
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Teorema 2.31 Sea E/k una cibica definida por una ecuacion de Weierstrass
con un nodo irracional S. Entonces la suma en E.(k) definida mediante la
construccion descrita en el teorema 2.20 convierte a E.(k) en un grupo abeliano
isomorfo al nicleo de la norma de la extension K/k, donde K es la adjuncidon
a k de las pendientes de las tangentes a E por su nodo.

El caso que mas nos interesa es el de curvas definidas sobre cuerpos finitos:

Teorema 2.32 Si E/k es una cibica singular definida por una ecuacion de
Weierstrass sobre un cuerpo finito k de m elementos, entonces

m—1 si E/k tiene un nodo racional,
|E-(k)] =< m+1 siE/k tiene un nodo irracional,
m si E/k tiene una cuspide.

DEMOSTRACION: El caso del nodo irracional se sigue de que la norma de una
extension de cuerpos finitos es suprayectiva, luego, con la notaciéon del teorema
anterior, |K*| = m? — 1 y el nticleo de la norma tiene (m? —1)/(m—1) =m+1
elementos. L]

Es claro que si la singularidad es un nodo entonces F,.(k) es un grupo ciclico,
mientras que si es una ctspide es un grupo elemental (producto de ciclicos de
orden primo). Si k tiene orden primo E,.(k) es ciclico en cualquier caso.

2.4 Isogenias

Nos ocupamos ahora de las aplicaciones que conectan adecuadamente dos
curvas elipticas.

Definicion 2.33 Una isogenia ¢ : E1 — Fs entre dos curvas elipticas es una
aplicacion regular tal que ¢(O) = O.

Obviamente la funcion constante O es una isogenia (la isogenia nula), y es
la dnica isogenia constante. Notemos que si ¥ : Fy — FE5 es una aplicacion
regular entre curvas elipticas y P = ¥(0), entonces ¢ = po7_p es una isogenia,
luego toda aplicaciéon regular i) entre curvas elipticas es composiciéon de una
isogenia seguida de una traslacion: ¢ = ¢ o 7p.

Ahora probamos que las isogenias cumplen mas de lo que parece indicar la
definicion:

Teorema 2.34 Las isogenias son homomorfismos de grupos.

DEMOSTRACION: Sea ¢ : F; — FE5 una isogenia entre curvas elipticas.
Podemos suponer que es no nula. Consideramos el diagrama siguiente,

Ei—— HO(El)

/| |+

Ey —— HO(E2)
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donde las flechas horizontales son los isomorfismos P — [P/O]. Obviamente es
conmutativo, luego ¢ es un homomorfismo de grupos. m

Como consecuencia de este teorema, si ¢ : £ — F, es una isogenia no
nula, entonces N(¢) = ¢~1(0) es un subgrupo finito de Ey, cuyo orden es a lo
sumo el grado de ¢. Los teoremas siguientes precisan esto mucho maés:

Teorema 2.35 Sea ¢ : By — Fy una isogenia no nula.

a) Para cada Q € Es, el cardinal |¢~1[Q]| es el grado de separabilidad de ¢.

b) Para cada P € E1, el indice de ramificacion e, (P) es el grado de insepa-
rabilidad de ¢.

¢) La aplicacion N(¢) — G(k(Ey)/k(Es)) definida por T v T es un iso-
morfismo de grupos.

d) Si ¢ es separable entonces es no ramificada y la extension k(Ey)/k(Es) es
finita de Galois, de grado igual al grado de ¢.

DEMOSTRACION: a) Toda extension de cuerpos de funciones algebraicas se
descompone en una extensiéon puramente inseparable (en la que cada primo del
cuerpo base es divisible entre un tnico primo de la extension) seguida de una
extension separable (en la que los primos no ramificados del cuerpo base son
divisibles entre tantos primos de la extension como indica el grado). Por lo
tanto, en cualquier extension casi todos los primos tienen tantos divisores como
indica el grado de separabilidad. En nuestro caso eso significa que casi todos
los puntos @ € Es cumplen el apartado a), pero ¢ es un epimorfismo de grupos,
luego todos los puntos de Fs tienen el mismo niimero de antiimagenes.

b) Por el mismo argumento, casi todos los primos de una extensién tienen
indice de ramificacion igual al grado de inseparabilidad. Ahora bien, cualquier
par de puntos de E; pueden conectarse por una traslacion 7, la cual induce un k-
automorfismo de k(E;) que hace corresponder los respectivos divisores primos.
Asi, todos los puntos de F; han de tener el mismo indice de ramificacion, luego
éste ha de ser el grado de inseparabilidad de ¢.

¢) SiT € N(¢) y f € k(Ez), entonces
7r(¢(f)) = 7r 0 ¢(f) = o(f),

luego 77 es ciertamente un k(Es)-automorfismo de k(FE;). Es facil ver que la
aplicacion T — Tp es un homomorfismo de grupos. La teoria de extensiones
de cuerpos nos da que |G(k(FEy)/k(E>))| es a lo sumo el grado de separabilidad
de la extensién, que es precisamente el orden de N(¢). Asi pues, si probamos
que el homomorfismo es inyectivo, serd un isomorfismo. En efecto, si 7 = 1,
entonces, para toda f € k(E;) tenemos que f(O) = 77(f)(0) = f(T), lo cual
sblo es posible si T = O.

d) Si ¢ es separable de grado n entonces es no ramificada por b), el nicleo
N(¢) tiene n elementos por a) y G(k(E1)/k(F2)) tiene también n elementos por
c), luego la extension ha de ser de Galois. L]
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Teorema 2.36 Si ¢ : £y — Es y ¢ : Ey — FE3 son isogenias tales que
N(¢) C N(v) y ¢ es separable, entonces existe una isogenia \ : Es — FEs tal
que el diagrama siguiente es conmutativo:

E, LEz

A

Es

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior, k(E;) es una extension finita de
Galois de k(F?2), y también es una extension de k(£3). Todo k(F;)-automorfismo
de k(E1) es de la forma T, con T' € N(¢) C N(), y si f € k(E3), entonces

Tr(¢(f)) = f. Tenemos, pues, que el grupo de Galois fija a los elementos de
k(E3), lo que nos da las inclusiones

Vlk(Es)] C ¢[k(Er)] C k(E).

La primera inclusién nos da un k-monomorfismo A : k(E3) — k(E3) tal
que X o ¢ = 1). Por consiguiente, existe una aplicaciéon racional (que, de hecho,
serd regular) A : F5 — Ej3 tal que ¢ o A = 9. De aqui se sigue que A\(O) = O,
luego A es una isogenia. L]

De aqui se obtiene la unicidad del teorema siguiente:

Teorema 2.37 Sea E una curva eliptica y H un subgrupo finito de E. Entonces
existe una unica curva eliptica E' (salvo isomorfismo) y una isogenia separable
¢: E — FE’' tal que N(¢) = H.

DEMOSTRACION: Cada T € H induce un k-automorfismo 77 de k(E). Lla-
memos K al subcuerpo de k(E) fijado por todos ellos. Entonces k(E)/K es una
extension finita de Galois y su grupo de Galois es isomorfo a H (si a € k(E),
entonces p(X) = [] (X —7r(a)) € K[X]).

TeH

Tenemos que k C K C k(E), y la extensién superior es finita, de donde se
sigue que K es un cuerpo de funciones algebraicas sobre k, luego existe una
curva proyectiva regular £’ tal que k(E’) es k-isomorfo a K. Componiendo
este isomorfismo con la inclusion K C k(E) obtenemos un k-monomorfismo
¢ : k(E'") — Kk(F), inducido por una aplicacion regular ¢ : E — E’. Por
construccion ¢[k(E')] = K.

Vamos a ver que ¢ es no ramificada. Tomemos P € E y T € H. Para toda
f € k(E"), se cumple

F(@(P+T)) =Tr(d(f)(P) = o(f)(P) = f(¢(P)),
donde hemos usado que 7r fija a ¢(f) € K. Esto implica que ¢(P+T) = ¢(P).

Para cada Q € E’ tomemos P € E tal que ¢(P) = Q. Entonces Q tiene a lo
sumo tantas antiimagenes como el grado de ¢, que es |H|, pero por otra parte
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tiene como antiimagenes a los puntos P 4+ T, con T' € H, que son distintos dos
a dos, luego todos los puntos de F’ tienen exactamente |H| antiimagenes. Esto
solo es posible si ¢ es no ramificada y, en virtud del teorema anterior, separable.

Ahora aplicamos la férmula del género de Hurwitz, que para una extension
no ramificada se reduce a

0=29p —2= (29 —2)grad ¢,
luego el género de E’ ha de ser gg- = 1. Si definimos O’ = ¢(O), tenemos que
E’ es una curva eliptica y ¢ es una isogenia.

Para probar la unicidad observamos que si ¢ : E — E" fuera otra isogenia
de nucleo H, por el teorema anterior existirfa una isogenia A : B/ — E" tal que
¢ o A =1, pero A serfa un isomorfismo, ya que si A(P) = O podemos expresar
P = ¢(Q), con Q € E, pero entonces ¥(Q) = O, luego Q € Hy P = ¢(Q) = O.

Notemos que la isogenia ¢ no es tinica, pues, por ejemplo, —¢ cumple también
el teorema.

Ejemplo Supongamos que cark # 2 y consideremos la curva dada por la
ecuacion

E :Y?2=X34aX?+0X.

Su discriminante es A = 16b%(a? — 4b), luego E; es una curva eliptica si
suponemos que b # 0y b = a? — 4b # 0. En estas condiciones, también es
eliptica la curva (de la misma familia) dada por

Ey:Y?=X%—2aX?*+VX.
Definimos ¢ : F1 — Es como la aplicacién dada por
Y2 Y(b- X?)
P(X,Y) = (X27X2> .
Veamos que, en efecto, si (X,Y) € E; con X # 0 entonces ¢(X,Y) € Es.
Hemos de ver que

YG Y4 ) Y2 Y2(b _ X2)2

xo xat@ - m =g
Dividiendo entre Y2 y multiplicando por X% esto equivale a

Y* —2aX%Y? + (a® — 40)X* = b2 X? — 2bX* + X6,

Ahora basta sustituir en el miembro izquierdo Y* e Y2 por la expresién que
proporciona la ecuaciéon de E; y comprobar que tenemos una identidad.

El tnico punto (finito) de Ey con X = 0 es (0,0). Para calcular su imagen
expresamos ¢ en coordenadas homogéneas:

H(X,Y)=[Y2Y(b— X?),X?].
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Vemos que las tres coordenadas se anulan, pero la primera tiene un cero de
orden 2 en (0,0), la segunda de orden 1 y la tercera de orden 4. Por lo tanto,
basta dividir entre Y:

YX

XY)=|V,pb— X% ———
d)( ) ) ) ’X2+G/X+b b

de donde concluimos que ¢(0,0) = [0, 1,0] = O. Igualmente podemos comprobar
que ¢(0) = O, si bien esto se sigue de que ¢ es una isogenia.

Hemos comprobado que el niicleo de ¢ tiene orden 2, pues esta formado por
Oy (0,0).

Observemos ahora que podemos construir una curva Fs3 a partir de Fs igual
que hemos construido Fs a partir de Fy. El resultado es

Es:Y?=X3+4aX?+ 16bX.

Ahora bien, Fs3 es isomorfa a E; a través de (X,Y) — (X/4,Y/8). Al
componer la isogenia Fz — Ej3 andloga a ¢ con este isomorfismo obtenemos
una isogenia ¢ : £ — F; dada por

. Y oY@ - X?
50671 = (a2 )

cuyo nucleo es también de orden 2. L]

La situaciéon del ejemplo anterior no es casual: Aunque no es evidente en
absoluto, veremos que toda isogenia ¢ : Y — FE5 entre dos curvas elipticas
tiene asociada una isogenia dual ¢ : Fy — Fj.

Terminamos la seccién con una observacion util para trabajar con isogenias
en cuerpos de caracteristica prima:

Teorema 2.38 St E es una curva eliptica sobre un cuerpo de caracteristica
prima p y m = p", entonces la aplicacion de Frobenius ¢ : E —s E™) es una
1S0geNia.

DEMOSTRACION: Basta probar que la curva E(™) tiene género 1, pues en-
tonces podemos considerarla como una curva eliptica con neutro igual a ¢(O), lo
que convierte a ¢ en una isogenia. Si K = k(E), entonces k(E(™) = K™. Todo
se reduce a probar que si K es un cuerpo de funciones algebraicas de género 1
sobre un cuerpo de caracteristica p, entonces K" también tiene género 1. De
aqui se sigue que no perdemos generalidad si suponemos que E C P2 esté defi-
nida por una ecuacion de Weierstrass, pero en tal caso E("™) esta definido por la
ecuacion de Weierstrass que resulta de elevar a m los coeficientes de la ecuacion
de E. El discriminante de la ecuacion de E("™) se obtiene también elevando a
m el discriminante de la ecuacién de F, luego es no nulo. L]
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2.5 Curvas conjugadas

Hemos visto que dos curvas elipticas son isomorfas si y solo si tienen el mismo
invariante. Ahora bien, si estamos estudiando —por ejemplo— el conjunto de
puntos racionales de una curva eliptica dada E/k, no podemos sustituirla por
otra curva isomorfa cualquiera, pues E(k) puede cambiar completamente, sino
que a lo sumo podemos reemplazarla por una curva eliptica k-isomorfa. Esto
plantea diversas cuestiones que vamos a tratar aqui, como en cuantas clases
distintas de curvas k-isomorfas se descompone una clase de isomorfia de curvas.

Cohomologia no abeliana Los problemas que vamos a abordar se tratan
mas adecuadamente con unos minimos rudimentos de cohomologia no abeliana:

Supongamos que el grupo de Galois G(k/k) acttia sobre un grupo M no
necesariamente abeliano, es decir, que tenemos un homomorfismo de grupos

p: G(k/k) — Aut(M).
Diremos que la accion es discreta si para cada m € M el estabilizador
Est(m) = {0 € G(k/k) | m° = m}

tiene indice finito en G(k/k) o, lo que es lo mismo, es de la forma G (k/I), para
cierta extension finita [ de k. Esto equivale a que la aplicaciéon

p:G(k/k)x M — M

inducida por la accién sea continua cuando en G(k/k) consideramos la topologia
de Krull y en M la topologia discreta. En estas condiciones, definimos el grupo
de cohomologia

H°(k/k,M) = {m € M | m° = m para todo o € G(k/k)}.
Un cociclo es una aplicacion ¢ : G(k/k) — M que cumple la relacién

ga‘r = 57’52'

Diremos que £ es continuo si lo es respecto a la topologia de Krull y la
topologia discreta en M, es decir, si £, depende tinicamente de la clase de o
mo6dulo un subgrupo de indice finito en G(k/k) o, dicho de otro modo, si &
est4 inducido por una aplicacion € : G(I/k) — M, para cierta extension finita
normal [ de k.

Diremos que dos cociclos € v ¢ son cohomdlogos si existe un m € M tal que

Eem® = ml, para todo o € G(k/k).

Cuando M es un grupo abeliano, los cociclos continuos forman un grupo con
el producto definido puntualmente, y la cohomologia de cociclos es la congruen-
cia respecto al subgrupo de las cocadenas (los cociclos cohomoélogos al cociclo
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constante 1). Sin embargo, cuando M no es abeliano los cociclos no forman un
grupo, aunque la cohomologia sigue siendo una relaciéon de equivalencia. Por
lo tanto podemos definir el conjunto cociente del conjunto de todos los cociclos
continuos respecto a la relacion de cohomologia, y lo representaremos por

HY(k/k, M).

Grupos de automorfismos Si C/k es una curva proyectiva regular llamare-
mos Aut(C) al grupo de automorfismos de C en el sentido usual en geometria
algebraica, es decir, al grupo de las biyecciones regulares con inversa regular de
C en si misma.

Cuando C/k sea una curva eliptica escribiremos Aut,(C) (donde la g hace
referencia a “automorfismos geométricos”) para distinguir a este grupo del grupo
de automorfismos algebraicos (automorfismos geométricos que ademas conser-
van la estructura de grupo). El teorema siguiente muestra la relacion entre
ambos:

Teorema 2.39 Si E/k es una curva eliptica, la aplicacion
Aut(E) x E — Aut,(F)

dada por (¢, P) — ¢1p (donde 7p(Q) = P+Q) es biyectiva, y es un isomorfismo
de grupos si en Aut(E) x E consideramos el producto semidirecto inducido por
la accion natural de Aut(E) sobre E, es decir,

(¢, P)(, Q) = (¢, %(P) + Q).

DEMOSTRACION: La suprayectividad se debe a que todo automorfismo geo-
métrico que fije al neutro O es un isomorfismo algebraico. Por consiguiente,
dado o € Auty(E), tomamos P = a(0) y ¢ = ar_p, de modo que ¢(0O) = O,
luego ¢ € Aut(E) y (¢, P) — at_p1p = .

La inyectividad es trivial, pues si ¢7p = 97, evaluando en O obtenemos
P = @, de donde también ¢ = ).

Por ultimo vemos que el producto de las imagenes de (¢, P) y (¢, Q) es
OTPYTQ = GYY T TPYTQ = STy TQ = GUTu(P)+Q;

que es la imagen del par (¢v, ¥ (P) + Q). n

Curvas conjugadas Introducimos ahora el concepto principal de esta secciéon:

Definicién 2.40 Diremos que dos curvas proyectivas regulares C/k y C'/k
son conjugadas si son isomorfas (sobre k). Representaremos por Conj(C/k) al
conjunto cociente del conjunto de curvas conjugadas con C/k respecto de la
relacion de equivalencia dada por la k-isomorfia.
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Por ejemplo, todas las curvas elipticas E,,/Q dadas por Y? = X? —n2X son
conjugadas (pues tienen invariante j = 1728), pero no son todas Q-isomorfas. Si
lo fueran, todos los nimeros naturales serfan congruentes (o no lo seria ninguno).

Notemos ahora que G(k/k) actia discretamente sobre Aut(C) mediante la
accion dada por ¢7(P) = ¢(P071)”. En efecto, si ¢ esta definido sobre [,
entonces G(k/1) estabiliza a ¢.

Si C/k es una curva proyectiva regular y C’'/k es una curva conjugada con
C'/k, elegimos un isomorfismo ¢ : C' — C'y, para cada o € G(k/k), definimos

£ = ¢ L o¢? € Aut(C).

Vamos a comprobar que se trata de un cociclo continuo. Ciertamente es un
cociclo:

Eor = ¢ 10 g7 = (¢710T)(07197)T = &L

Ademas es continuo, pues si ¢ esta definido sobre una extension finita normal
I de k, entonces &, solo depende de la clase de o modulo G(k/1).

Ahora demostramos que la clase de cohomologia [¢] € H*(k/k, Aut(C)) s6lo
depende de la clase de conjugaciéon de C'/k. En efecto, si C”/k es una curva
k-isomorfa a C/k y ¢ : C” — C' es un isomorfismo, hemos de probar que los
cociclos &, = ¢~ 1 0 7 v (s = ¢! 09)° son cohomdlogos.

Tomemos un k-isomorfismo 0 : C! — C” y sea a = ¢~ L 0@ o € Aut(C).
Entonces

a® =¢ ooy =p tobhorpol, = al,.

Con esto tenemos probada una parte del teorema siguiente:

Teorema 2.41 Sea C/k una curva proyectiva regular. Para cada curva C'/k
conjugada con C/k elegimos un isomorfismo ¢ : C' — C y para cada auto-
morfismo o € G(k/k) definimos £, = ¢~ o ¢°. Entonces la correspondencia
C' [k — & induce una biyeccion

Conj(C/k) — H(k/k, Aut(C)).

DEMOSTRACION: Tenemos probada la existencia de la aplicacién inducida.
Falta ver que es biyectiva. Supongamos que C’/k y C” /k son curvas conjugadas
con C/k que determinan la misma clase de cohomologia. Elegimos isomorfismos
¢p:C' — Cy:C" — C y formamos los cociclos & = ¢~ 0 @7, (, =
1=t o9, Por hipétesis existe a € Aut(C) tal que £,a° = al,, para todo
o € G(k/k). Consideramos el isomorfismo § = poa oyt : C' — C”. Vamos
a probar que esté definido sobre k. En efecto, si o € G(k/k), tenemos que

6 = ¢70a% o (Y1) = pot,a% o (Y1) = poal, 0 ()7 = poaoy L = 4.

Esto prueba que la correspondencia es inyectiva. La parte mas delicada es
la suprayectividad. Consideremos un cociclo ¢ : G(k/k) — Aut(C). Cada



66 Capitulo 2. La geometria de las curvas elipticas

o € G(k/k) determina un automorfismo &, : €' — C, el cual determina a su
vez un k-automorfismo de cuerpos &, : k(C) — k(C).

Para cada f € k(C) definimos fo = E(L( f7). Se comprueba inmediatamente
que se trata de una accion discreta de G(k/k) sobre k(C) (distinta de la usual,
denotada por f?). Definimos

L={f€k(C)| fo= f paratodo o € G(k/k)}.

Es claro que L es un subcuerpo de E(C);Adenlés LNk =k, pues si fe k
se cumple que fo = f?. Veamos ahora que kL = k(C). Tomamos f € k(C) y
sea l/k una extension finita normal tal que fo = f para todo o € G(k/l). Sea

aq,...,0p una k-base de ! y sea G(I/k) = {o1,...,0,}. Los elementos
n n o
gi = Zl(aif)‘fj = Zla/(fgj)
j= j=

estan claramente en L.

Por otra parte, la matriz (a?j) es regular, pues el cuadrado de su determi-
nante es el discriminante de la base. Esto nos permite despejar cada f° (en
particular f) como combinacion lineal de los g;, lo que prueba que f € kL.

En particular tenemos que L tiene grado de trascendencia 1 sobre k, luego
es un cuerpo de funciones algebraicas sobre el cuerpo de constantes (exacto) k.
Esto implica que L es k-isomorfo a k(C"), donde C’/k es una curva proyectiva
regular.

El isomorfismo se extiende a un k-isomorfismo ¢ : k(C) — k(C’). A través
de ¢, la accion que hemos definido en k(C) se corresponde con una accién de
G(k/k) en k(C") que fija a k(C”) y coincide con la natural sobre k. Ahora bien,
estas dos propiedades determinan completamente a dicha accién, luego ésta ha
de coincidir con la acciéon usual de G(k/k) sobre k(C’). En otros términos,
para toda funcién f € k(C) y todo o € G(k/k) tenemos que ¢(f)? = ¢(fo) =
B(€ 0 7). ) _

Sea ¢ : ¢! — C el isomorfismo de curvas que induce el k-isomorfismo ¢, es
decir, tal que ¢(f) = ¢ o f. Entonces

@70 f7=¢o&s0 [,

para toda f € k(C), de donde podemos concluir que ¢° = ¢ o &, o, lo que es lo
mismo, £, = ¢~ 0¢”. Esto significa que la clase de la curva C’/k en Conj(C’ /k)
se corresponde con la clase de & en H!(k/k, Aut(C)). n

Espacios Homogéneos Vamos a ver que si F/k es una curva eliptica, las
curvas conjugadas con E/k determinadas por cociclos con valores en F tienen
una estructura adicional. En primer lugar describiremos dicha estructura y
luego la relacionaremos con la cohomologia.

Definicién 2.42 Sea E/k una curva eliptica un espacio homogéneo (principal)
para F/k es una curva proyectiva regular C/k junto con una aplicacién regular
4+ : C' x E — C definida sobre k que cumpla las propiedades siguientes:
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a) p+ O = p, para todo p € C,
b) (p+ P)+Q=p+(P+Q), para todo p € C, P, Q € I,

c) Para cada p € C, la aplicaciéon 6, : E — C dada por 0,(P) =p+ P es
un isomorfismo.

En particular, la propiedad c) implica que todo espacio homogéneo sobre
E/k es una curva conjugada con F/k. Otra consecuencia es que para cada
par de puntos p, ¢ € C existe un unico punto P € E tal que p+ P = q.
Representaremos a este punto por P = q — p.

Notemos que la resta — : C' x C — FE es una aplicacion regular definida
sobre k. En efecto, fijamos un punto py € C' y observamos que’

0. (q) = 0,.-(p) = po + 0, (@) — (po + 0, (p)) = ¢ — p.

Como 6! (y la resta en E) es regular, concluimos que la resta en C' también
lo es. Por otra parte, si o € G(k/k), vemos que

07(P) = 0,(P )7 = p° + P = 0,0 (P),

1o = ¢! Por consiguiente:

- . _
luego 07 = 0,0 vy, en consecuencia, (0 .

P
(=) =0,"(p)" = (09)7 (v") = 05 (»") =" — ¢",
lo que significa que la resta esta definida sobre k.

Diremos que dos espacios homogéneos C/k y C'/k para una curva eliptica
E/k son equivalentes si existe un isomorfismo 6 : C' — C”’ definido sobre k tal
que

O(p+P)=0(p)+ P,

para todope C, P € E.

Definimos el grupo de Weil-Chdtelet de una curva eliptica E/k como el con-
junto de clases de equivalencia de espacios homogéneos para E/k. (Enseguida
veremos que tiene una estructura natural de grupo.) Lo representaremos por
WC(E/E).

Es claro que E/k es un espacio homogéneo para si misma considerando la
accion definida por traslaciones. Los espacios homogéneos equivalentes a E/k
se llaman triviales. Veremos que la clase trivial es el elemento neutro del grupo
de Weil-Chatelet. En primer lugar damos una caracterizacion sencilla:

Teorema 2.43 Si C/k es un espacio homogéneo para una curva eliptica E/k,
entonces C/k es trivial si y solo si C(k) # &.

L Aqui usamos que, en general, (¢+Q) — (p+P) = (¢—p)+(Q— P), pues esto es equivalente
aq+Q=p+ P+ (qg—p)+Q — P, que es una consecuencia inmediata de la definicién de
espacio homogéneo.
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DEMOSTRACION: Si C/k es trivial y § : E — C es una equivalencia de
espacios homogéneos, entonces §(0) € C(k).

Reciprocamente, si py € C(k), el isomorfismo 6,, : E — C esta definido
sobre k y es una equivalencia de espacios homogéneos, pues

0p,(P+Q)=po+P+Q=0,(P)+Q.

Ejemplo Si E/k es una curva eliptica sobre un cuerpo finito k, entonces

WC(E/k) = 0.

Esto es consecuencia de que todo cuerpo de funciones algebraicas sobre un
cuerpo finito tiene al menos un divisor primo de grado 1. En particular, si C'/k
es un espacio homogéneo para E/k, tenemos que k(C) tiene un divisor primo
de grado 1, que se corresponde con un punto de C'(k) y, por consiguiente, C/k
determina la clase trivial en WC(E/k). "

Teorema 2.44 Si E/k es una curva eliptica, existe una biyeccion
WC(E/k) — H*(G(k/k), E)

definida como sigue: para cada clase [C/k] € WC(E/k) elegimos pg € C y le
asignamos la clase del cociclo {p§ — po}o-

DEMOSTRACION: Veamos que la aplicacion esta bien definida. En primer
lugar, {pg — po}s es un cociclo:

pg" —po = (5" —p) + (pg — po) = (PF — Po)” + (Po — Po)-
Ademas es continuo, pues si pg € k', depende so6lo de la clase de o modulo
G(k/K").

En segundo lugar, la imagen no depende de la eleccién del representante
C/k ni del punto pg, pues si C’/k es un espacio equivalente y pj, € C’(k), sea
6 : C — C’ la equivalencia. Entonces

P —po = 0(pg) — 0(po) = (pg — o) + (0(po)” — py’) — (8(po) — 1),
luego los cociclos {pg —po}s v {P — Db} o se diferencian en la cocadena inducida
por m = 0(pg) — p, e inducen la misma clase de cohomologia.

Ahora veamos que la aplicacién es inyectiva. Si dos espacios homogéneos
C/ky C'/k determinan cociclos cohomologos {p§ —pots ¥ {P& —po}e, entonces
existe un m € F tal que

p§ —po = (py’ — pp) + (M7 —m),

para todo o € G(k/k). Definimos 6 : C' — C’ mediante 6(p) = py+(p—po)+m.
Es claro que 6 es un isomorfismo. Ademas, si o € G(k/k) vemos que

—1 —1

0°(p) =0 )7 =(ph+ ("  —po)+m)” =p5 + (p—pf§)+m’
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=py + (05 —py) + (p— pg) + (M7 —m) +m
=po + (P§ —po) + (p — p§) +m = py + (p — po) + m = 0(p),

luego 0 esta definido sobre k. Se comprueba inmediatamente que 6 es compatible
con la accion de E, luego C'/k y C'/k son equivalentes.

Por ultimo, veamos que la aplicacién es suprayectiva. El teorema 2.39 nos
permite ver a E como subgrupo de Auty(E), luego también podemos ver un
cociclo {{,}, sobre E como cociclo sobre Aut,(E). Enseguida veremos que
hemos de pasar al cociclo {—&, }o. El teorema 2.41 nos da una curva C/k junto
con un isomorfismo ¢ : C — E tal que para todo o € G(k/k) se cumple
¢~ to@¢? = —£,. En particular,

(07170 =—E71 =&,
donde hemos usado la ecuacion de los cociclos teniendo en cuenta que & = O.
Definimos + : C x E — C mediante p + P = ¢*1(¢(7p) + P). Veamos que
la suma estd definida sobre k. Para ello tomamos o € G(k/k) y calculamos
(p+P)7 = (¢71)(¢7(07) + P7) = ¢~ ($(p7) = & + P + &) = p7 + P7.

Ahora es inmediato comprobar que C/k es un espacio homogéneo con esta
suma (su estructura es la trasladada a través de ¢ de la estructura trivial de
espacio homogéneo en E/k). Para calcular su cociclo, tomamos py = ¢~ 1(O),
con lo que

Py —po=(¢"1)7(0) =6 1(0) = ¢~ (O +&) — ¢ 1(0) =&,

pues, ciertamente, ¢~1(0) + &, = ¢~ 1O + &,) por la definicion de la suma.

Como E es un grupo abeliano, H*(G(k/k), F) es un grupo, luego la biyeccién
descrita en el teorema anterior induce una estructura de grupo en el conjunto
WC(E/k). Es inmediato que el elemento neutro es la clase trivial.

Curvas elipticas conjugadas Nos ocupamos ahora de las curvas conjugadas
con una curva eliptica dada E/k correspondientes a cociclos con valores en el
grupo Aut(E) de los automorfismos de F como curva eliptica.

Notemos que el teorema 2.39 nos da homomorfismos de grupos
it Aut(E) — Auty(E), j:Aut,(E) — Aut(E)

tales que 70 j = 1, donde 7 es la inclusiéon. Estos homomorfismos inducen a su
vez aplicaciones

i: H'(G(k/k), Aut(E)) — H*(G(k/k), Aut,(E)),

i HYG(k/k),Auty(E)) — HY(G(k/k), Aut(E))
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tales que i0j = 1, por lo que i es inyectiva y podemos ver a HY(G(k/k), Aut(E))
como subconjunto de H*(G(k/k), Aut,(E)).

Diremos que dos curvas elipticas E/k y E’/k son conjugadas sobre k como
curvas elipticas (no so6lo como curvas) si son isomorfas sobre k (a través de un
isomorfismo de curvas elipticas, es decir, un isomorfismo que hace corresponder
los elementos neutros respectivos). Representaremos por Conj,(E/k) el con-
junto de clases de k-isomorfia de curvas elipticas E’/k conjugadas con FE en este
sentido.

Teorema 2.45 Si E/k es una curva eliptica, la biyeccion del teorema 2.41 se
restringe a una biyeccion

Conj, (E/k) — HY(G(k/k), Aut(E)).

DEMOSTRACION: Sea E’/k una curva eliptica conjugada con E/k. Sea
¢ : B/ — FE un isomorfismo. Entonces

(6710 97)(0) = ¢7(¢~1(0)) = ¢7(0') = ¢(0")” = 07 = O,
luego ¢! 0 ¢7 € Aut(E).

Reciprocamente, si una curva E’/k determina un cociclo {¢~! o ¢°}, con
imagen en Aut(E) (donde ¢ : E/ — E es un isomorfismo de curvas), entonces,
llamando O' = ¢~1(0), vemos que

¢7(¢71(0)) = 0,

luego O’ = O’, lo que significa que O’ € E(k) y podemos considerar a E’/k
como curva eliptica sobre k con neutro O, y ¢ se convierte en un isomorfismo
de curvas elipticas. L]

El teorema 2.12 muestra que si la caracteristica de k es distinta de 2 y
3 entonces Aut(E) es un grupo ciclico, luego Conj,(E/k) tiene también una
estructura natural de grupo. Es fécil calcularlo explicitamente:

Teorema 2.46 Sea E/k una curva eliptica sobre un cuerpo k de caracteristica
distinta de 2 y 3. Sea

2 sij(E)#0, 1728,
n=<4 sij(F)=1728,
6 sij(E)=0.

Entonces Conj,(E/k) = k*/k*". Explicitamente, si E/k admite una ecua-
cion de Weierstrass Y? = X3 + a4 X + ag, entonces cada clase d (méd k*™) se
corresponde con la curva eliptica dada por

Y? = X3+ d?ay X +d%ag  sij(E)#0, 1728,
Y2 = X3+ day X si j(E) = 1728,
Y? = X3 + dag si j(E) = 0.
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DEMOSTRACION: En la demostracion del teorema 2.12 se ve que Aut(E) es
un grupo ciclico de orden n. Por lo tanto, si llamamos C,, al grupo de las raices

~

n-simas de la unidad de &, tenemos que Aut(E) = C,, (aqui usamos la hipotesis
sobre la caracteristica). Consideramos la sucesion exacta

0—C, — k" 5k —0,
de la que extraemos la sucesién de cohomologia:
— kS k=S HY(G(R/K),C) — HYG(E/K),E) —
El dltimo grupo es trivial por el teorema de Hilbert-Speiser, luego ¢ induce
un isomorfismo H(G(k/k),Cy) = k*/k*".

Para calcular explicitamente el isomorfismo, supongamos primeramente que
j#0,1728. Sid € k* y o € G(k/k), definimos yq(c) = (vVd)/vd € {1}
Es claro que x4(0) no depende de la elecciéon de la raiz cuadrada. De hecho, es
facil ver que §([d]) = [{xa(o)}s]-

Si llamamos E’/k a la curva indicada en el enunciado, observamos que un
isomorfismo ¢ : B/ — E viene dado por ¢(X,Y) = (d~'X,d~3/?Y), de modo
que ¢7(X,Y) = (d7' X, xa(0)d"*/?Y) y

(@10 d")(X,Y) = (X,xa(0)Y) = xa(0)(X,Y).

Por consiguiente, la curva del enunciado se corresponde con [d].

Veamos ahora el caso j(E) = 1728. Ahora Aut(E) consta de cuatro auto-
morfismos de la forma (X,Y) — (u2X,u?Y), donde u es una raiz cuarta de la
unidad.

Partimos de una clase [d] € k*/k**, elegimos v/d € k y formamos el cociclo
& = (V/d)?/v/d. Entonces §([d]) = [{£+}s]. En este caso el isomorfismo es
H(X,Y) = (d71/2X,d=3/*Y), con lo que ¢?(X,Y) = (£2d=/2X,£3d73/*Y) y

(6710 ¢")(X,Y) = (£X,Y) =& (X, Y).

El caso j(E) = 0 es anélogo. "

Reciprocamente, es facil decidir si dos curvas dadas son o no k-isomorfas:

Teorema 2.47 Sean E/k y E'/k dos curvas elipticas conjugadas sobre un cuer-
po k de caracteristica # 2, 3 definidas mediante ecuaciones canonicas:

E:Y?=X34awX + aq, E':Y?=X3+a,X +aj.
Entonces E y E' son k-isomorfas si y sélo si se cumple la condicion siguiente:
a) Sij#0, 1728, entonces \/ag/ag € k.

b) Sij = 1728, entonces {/ag/al € k.
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c) Sij =0, entonces ¥/ag/ag € k.

DEMOSTRACION: Que las curvas sean conjugadas significa simplemente que
tienen el mismo invariante j. Observemos que j = 0 equivale a que a4 = a) = 0,
mientras que j = 1728 equivale a que ag = ag = 0.

Los tinicos cambios de variables que transforman una ecuacion de este tipo
en otra son los de la forma X = u?X’, Y = «?Y’. Por lo tanto, las dos curvas
seran k-isomorfas si y s6lo si existe un u € k* tal que

ay =utay, ag = u Sag. (2.7

En el caso j # 0, 1728, si existe el isomorfismo entonces /ag/af = u? € k.
Reciprocamente, supongamos que y/ag/ag € k. La igualdad de los invariantes

se traduce en la relacion ) X
(aﬁ ) ( 7 )
2 -\
Qg ay

En general, si tenemos una relaciéon v? = w3, podemos llamar r = v/w y
entonces r® = v. En nuestro caso concluimos que ag/aj tiene raiz cibica en k.
Por otra parte, siu = v? = w3, entonces u = 7”6, con r = v/w. Nosotros tenemos
que ag/ag tiene raiz cuadrada (por hipotesis) y raiz cibica en k, luego tiene una
raiz sexta: ag/ag = u®. A su vez, (as/a})® = (u*)3, luego as/a} = wu?, donde
w € k cumple w? = 1. Cambiamos u por wu y entonces se cumple ay/a), = u*
sin dejar de cumplirse ag/a}y = uS.

En los casos j = 0 (ag = 0), 0 j = 1728 (ag = 0) las condiciones (2.7) son
exactamente las del enunciado. ]

Curvas de género 1 Si C/k es una curva proyectiva regular de género 1, no
es necesariamente una curva eliptica sobre k, pues para ello hace falta ademés
que tenga un punto racional. En cualquier caso, serd una curva eliptica sobre
k tomando como elemento neutro cualquier punto O € C. Podemos encontrar
un isomorfismo ¢ : ¢ — F, donde E es una curva dada por una ecuacion
de Weierstrass. Ahora bien, si ¢ € G(k/k) entonces tenemos un isomorfismo
¢° : C —> E7, luego las curvas E y E? son isomorfas, luego tienen el mismo
invariante j(E) = j(E)?. Esto prueba que j(E) € k. Por el teorema 2.10 existe
una curva eliptica E'/k con invariante j(FE), luego hemos llegado a que C'/k es
conjugada con una curva eliptica E’/k.

Sea ¢ : C — E’ un isomorfismo y consideremos el cociclo &, = ¢! o ¢°.
Por el teorema 2.39, podemos descomponer &, = (,7p,, con (, € Aut(E’) y
P, € E’. Como la proyeccion sobre Aut(E’) es un homomorfismo de grupos, es
facil ver que {(,}, es también un cociclo, el cual determina una curva eliptica
E/k conjugada con E. Sea ¢ : E — E’ un isomorfismo tal que ¢~ 1 017 = (,.
Vamos a calcular el cociclo correspondiente al isomorfismo ¢ op~!: C' — E:

(pop™ ) to(poyp ) =vod T od o (P = oTp, 0 (YT

=97 07p, 0 (Y1) = T(y-1)e(p,):
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Asi pues, C/k se corresponde con una clase de H'(G(k/k),E), y por el
teorema 2.44 admite una estructura de espacio homogéneo para E/k. Con esto
casi hemos demostrado el teorema siguiente:

Teorema 2.48 Si C/k es una curva proyectiva reqular de género 1, existe una
curva eliptica E [k (dnica salvo k-isomorfismo) tal que C/k admite una estruc-
tura de espacio homogéneo para E/k.

DEMOSTRACION: Solo falta probar la unicidad. Supongamos que C'/k es un
espacio homogéneo para las dos curvas E/k y E’'/k. Fijemos un punto py € C
y consideremos los isomorfismos 6, : £ — C, 0, : D’ — C dados por
By (P) = po + P, 01, (P) = po + P'.

Entonces ¢ : 0, 09]’331 : E — E’ es un isomorfismo de curvas elipticas, pues
?(0) = 0;,;1(170) = O', y esta definido sobre k, pues

-1

67 (P) = 6(P7 )7 = 0,5 (0 (P )7 = 02" (0 + P7 )7 = P.

Asi pues, E/k y E'/k son k-isomorfas. "






Capitulo III

El Algebra de las curvas
elipticas

En este capitulo estudiamos la estructura de grupo de una curva eliptica
definida sobre un cuerpo algebraicamente cerrado, junto con las estructuras
relacionadas con ella. Por ejemplo, observamos que las isogenias de una curva
eliptica en si misma forman un anillo con la suma definida puntualmente y la
composicion como producto. En la primera seccién definimos este anillo de
endomorfismos, pero solo al llegar a la tltima seccion estaremos en condiciones
de determinar su estructura.

3.1 Las multiplicaciones enteras

Definicién 3.1 Si E y E’ son dos curvas elipticas, llamamos Hom(E, E’) al
conjunto de todas las isogenias de E en E’, que es un grupo abeliano con la
suma definida puntualmente (es obvio que la suma de isogenias es una isogenia).
Definimos End(E) como el conjunto de todas las isogenias de F en E, que es un
anillo (no necesariamente conmutativo) tomando como producto la composicion
de aplicaciones.

De momento lo Gnico que conocemos del anillo de endomorfismos de una
curva eliptica es su grupo de unidades, que es el grupo Aut(E) descrito en el
teorema 2.12.

Si E es una curva eliptica y m € Z, representaremos también por m a la
isogenia m : E — E definida por la multiplicaciéon por m en el sentido usual
de la teoria de grupos m — mP. Ciertamente es una isogenia (definida sobre
k si E lo esta). La aplicacion Z — End(FE) que a cada m € Z le asigna la
multiplicaciéon por m es claramente un homomorfismo de anillos. No es evidente
en absoluto, pero vamos a probar que es inyectivo. Para ello necesitaremos el
teorema siguiente que, en contra de lo que podria parecer a primera vista, no
es una consecuencia inmediata de las definiciones, sino una conexién no trivial
entre la suma en una curva eliptica (una operacion especifica de las curvas

(0]
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elipticas) y la suma de formas diferenciales (una operacion general de las curvas
proyectivas).

Teorema 3.2 Sean ¢,v) : E — E’ dos isogenias entre curvas elipticas y sea
w una diferencial invariante en E’. Entonces

¢+ 19(w) = o(w) + P(w).

DEMOSTRACION:  Adoptamos el convenio de que si ¢ es la isogenia nula
entonces ¢ : Q(E') — Q(FE) es la aplicacion nula. Entonces la igualdad es
trivialmente cierta si ¢ = 0 o ¢» = 0. Supongamos ahora que ambas son no

nulas pero que ¢ + ¥ = 0. Entonces ¢ = —¢, es decir, ¥ es la composicion
de ¢ : E — E' con —1: E' — E' (la aplicacion @ — —Q). Por lo tanto,
1h = —10¢ y en este caso basta probar que —1(w) = —w.

Sea k(E') = k(2',y'), donde las funciones z’, 3’ satisfacen una ecuacioén de
Weierstrass. Entonces el teorema 2.21 nos da que

—1(z") =2/, —1(y) = -y — 12’ — as,
y por el teorema 2.14 tenemos que, salvo una constante que podemos despreciar,
dz’
w=———
2y 4+ a1x’ + ag
luego

—_— dzr’ dz’
_1(W) = / / / = T 5 / =W
2(—y' — a1’ —a3) + a1’ + as 2y’ + a2’ + az

Asi pues, podemos suponer que las tres isogenias ¢, ¥ y ¢ + % son no nulas.
Como en el caso anterior, sea k(E') = k(z’,y’), donde las funciones 2/, 3’
satisfacen una ecuacion de Weierstrass F(2',y’) = 0. Segun el teorema 2.14,
tenemos que

dz’ dy’

T R(@y)  Fx(@y)

Sean w1, 1, T2, y2 dos pares de funciones en k(E) que cumplan F(x;,y;) = 0.
Luego tomaremos

w

1 = 5(‘%1)3 Yy = 5(3//)7 T2 = J(wl)a Y2 = w(y/)a (31)

pero el argumento requiere razonar primero con funciones arbitrarias. Derivando
la ecuaciéon obtenemos que

(@i ) = deg — _ dy
nYi Fy(zi,vy:) Fx(zi,y:)

El teorema 2.21 nos da dos funciones racionales

R(X1,Y1,X5,Y3) y S(X1,Y1,X5,Y3)
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tales que, para cada par de puntos (P, Q) con z’'(P) # z'(Q) se cumple
o'(P+Q) = R(z'(P),y'(P),2"(Q),y'(Q)),

)
y'(P+Q) =S (P),y(P),2"(Q),y'(Q))
Definimos 3 = R(x1,y1,T2,%2), Y3 = S(x1,91,T2,y2) € k(E). En el caso
particular (3.1) se cumple

)
)

=o+9(@),  ys=o+Y(). (3-2)
En general:
OR OR OR OR
drs = ald$1+aldy1+a dLL'Q—f—a dyo

_ <3R 3RFX($1ay1)>d Jr<3R 3RFX(»T2,y2)>dx
Ory  Oy1 Fy(x1,y1) “ Oxy  O0ya  Fy(z2,92) >

De aqui llegamos a que

w(zs, ys) = Mi(21,y1, T2, y2) w(@1,y1) + Ma(x1, Y1, T2, y2) w(w2,92),  (3.3)
para ciertas funciones racionales My y Mo.

Tomemos z1 = ¢(z'), y1 = ¢(y), T2 = 2'(Q), y2 = ¥'(Q), donde Q € E’
es un punto sobre el que estan definidas x’ e 3'. Notemos que las funciones
constantes xs, yo cumplen ciertamente F(x2,y2) = 0. Con esta eleccion, para
cada P € E tal que 2'(¢(P)) # x2, tenemos que

23(P) = R(¢(2'),0(y), (22), 6(y2))(P) = ¢(R(2",y/, w2, 42))(P)
= R@@'(¢(P),y(¢(P),2'(Q),y(Q) = «"(¢(P) + Q)
= 2/(7q(6(P))) = ¢(Tq(x))(P).

Por lo tanto z3 = ¢(Tg(2')), e igualmente y3 = ¢(Tg(y’)). Teniendo en
cuenta el teorema 2.24, de aqui llegamos a que

w(zs,ys) = d(Tow(@',y") = 6(Tow)) = d(w) = w((z), $(y)) = w(@1,y1)-

Por otra parte, como x5 es constante se cumple dzy = 0, luego w(zs,y2) =0
y (3.3) se reduce a

w(xla yl) = Ml(a(‘r/)a a(y/)a x/(Q)a y/(Q)) w(‘rla y1)7

luego M (¢(x ) a(y’),x’(Q),y’(Q)) 1 para todo punto Q € E’ donde es-
tén definidas 2’ e y’. Obviamente entonces M;(é(z'), ¢(y'), ¥ (z'), ¥ (y')) = 1.
Anélogamente se llega a la misma conclusion para Mo, con lo que (3.1), (3.2) y
(3.3) nos dan la relacion

w(@ + (@), 0+ ¥(y)) =w(d’),¢y") + w@(z), d(y")
(w) = ¢(w) + ¥(w). =

Al aplicar este teorema a las multiplicaciones por enteros obtenemos lo si-
guiente:

0, lo que es lo mismo: ¢ +
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Teorema 3.3 Si E es una curva eliptica, w es una diferencial invariante en F
y m € Z, entonces mw = mw.

DEMOSTRACION: El teorema es cierto para m = 0 por definicion y clara-
mente también para m = 1. El teorema anterior nos da las relaciones

m+ lw =mw + w, —Mmw = —Mmw.

La primera nos da la conclusién para m > 0 por induccién, y la segunda la
extiende a los nimeros negativos. [

Como consecuencia:

Teorema 3.4 Sea E una curva eliptica y sea m € Z, m # 0. Supongamos que
cark = 0 o que car k es un primo que no divide a m. Entonces la multiplicacion
por m es una isogenia separable (no nula).

DEMOSTRACION: El teorema anterior y las hipotesis sobre la caracteristica
implican que mw = mw # 0, luego la multiplicacién por m no es constante vy,
por el teorema 1.19 es separable. L]

Teorema 3.5 Si E es una curva eliptica, entonces la aplicacion Z — End(E)
que a cada entero m le asigna la multiplicacion por m es un monomorfismo de
anillos.

DEMOSTRACION: Basta probar que si p € Z, p # 0, entonces la multipli-
caciéon por p es una isogenia no nula. Observemos que una composiciéon de
isogenias no nulas (suprayectivas) es suprayectiva y, por consiguiente no nula.
Asi pues, podemos suponer que p es primo.

Supongamos primero que cark # 2. Si p = 2 basta aplicar el teorema
anterior. Si p es impar, basta probar que F contiene un punto P de orden 2, es
decir, tal que P # O y 2P = O. En tal caso, es obvio que pP # 0.

En efecto, por el teorema 2.7 podemos suponer que E esta definida por una
ecuacion de Weierstrass de la forma Y2 = F(X). Si a € k es una raiz de F(X),
tenemos que P = (a,0) € E y la tangente a E en P es X = a, de donde se sigue
que P+ P =0.

Supongamos ahora que car k = 2. Por el teorema anterior, basta considerar
el caso p = 2. Si la multiplicacion por 2 fuera nula, todos los puntos de F
tendrian orden 2, asi que basta probar que no es asi. De nuevo podemos suponer
que FE estéa definida por una ecuacion de Weierstrass F(X,Y) = 0 de uno de los
dos tipos que indica el teorema 2.7 para caracteristica 2. Notemos que para que
un punto P = (a,b) € E tenga orden 2, la tangente a E en P ha de ser vertical,
lo cual equivale a que Fy (P) = 0. Considerando las ecuaciones del teorema 2.7,
esta condicién equivale a X = 0 en el primer caso y a az = 0 en el segundo
caso. La segunda posibilidad se descarta inmediatamente, pues implica A = 0.
La primera, junto a F(P) = 0 nos da Y2 = ag, luego E tiene tinicamente dos
puntos de orden 2. L]

De aqui se deducen a su vez propiedades més generales:
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Teorema 3.6 Si E1 y Fy son curvas elipticas, entonces el grupo de isogenias
Hom(E4, E3) es un Z-mddulo libre de torsion. Si E es una curva eliptica, en-
tonces End(E) es un anillo (no necesariamente conmutativo) de caracteristica 0
y sin divisores de 0.

DEMOSTRACION: Segtn hemos observado en la prueba del teorema anterior,
la composicion de isogenias no nulas es no nula. Por lo tanto, si m € Z y
¢ € Hom(F4, E3) cumplen m¢ = 0, esto puede verse como la composicion de
¢ con la multiplicacién por m, luego ¢ = 0 o bien m = 0. El teorema anterior
garantiza que m = 0 como isogenia equivale a m = 0 como entero, luego no hay
elementos de torsion. El mismo razonamiento prueba la segunda parte. m

Nota En muchos casos, el anillo de endomorfismos de una curva eliptica es
simplemente End(E) = Z. Cuando no sucede asi, se dice que la curva E tiene
multiplicacion compleja. Existe toda una teoria sobre curvas elipticas con mul-
tiplicacién compleja en la que no vamos a entrar aqui. L]

Ejemplo Sea E/Q la curva eliptica dada por Y2 = X3 — X. Si i es la unidad
imaginaria, llamemos también ¢ a la isogenia (x,y) — (—z,iy). Puesto que
(como isogenia) cumple i> = —1, no es la multiplicacién por ningtin nimero
entero. Asi pues, F tiene multiplicacién compleja. Claramente podemos definir
de forma natural un homomorfismo de anillos Z[i] — End(E). Puede probarse
que es un isomorfismo.(Ver el ejemplo de la pagina 300.) ]

Seguidamente vamos a calcular el grado de la multiplicacion por m. Para ello
necesitamos un teorema cuya demostracion requiere mas geometria algebraica
de la que podemos explicar con la suficiente brevedad.! La prueba requiere
cierta familiaridad con la teoria de divisores sobre superficies algebraicas (con-
cretamente, sobre la superficie E x F, donde E es una curva eliptica).

Teorema 3.7 Si E es una curva eliptica, existe una aplicacion
(, ):EndEXxEndFE — Q
que verifica las propiedades
(0, 0) =, 0), (@+x,¢)=(d:¥)+ (x,¥)
y ademds (o, @) = grad ¢, para toda isogenia ¢.

De aqui se sigue inmediatamente la relacién

grad(¢ + ) + grad(¢ — ¥) = 2(grad ¢ + grad ).

1En el apéndice de mi Geometria Algebraica se da una prueba detallada. Alli figura la
hipotesis de que el cuerpo de constantes tenga caracteristica distinta de 2 o 3, pero la prueba
vale literalmente sin esta hipotesis, pues s6lo se usa al apelar a resultados previos que aqui
hemos demostrado en general.
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Si la aplicamos a ¢ =m > 1y ¢ = 1, obtenemos
grad(m + 1) + grad(m — 1) = 2(grad m + 1),

y ahora una simple inducciéon demuestra el teorema siguiente:

Teorema 3.8 Si E es una curva eliptica y m € Z, entonces el grado de la

multiplicacion por m en E es gradm = m?.

DEMOSTRACION: Para m =0y m = 1 es obvio. Para m > 1 se prueba por
induccién a partir de la férmula previa al teorema. Para m < 0 basta usar que
—1 es un automorfismo, luego tiene grado 1. L]

Definicién 3.9 Si E es una curva eliptica y m € N, definimos
E[m]={P € E|mP =0},

de modo que

es el subgrupo de torsion de E (el subgrupo formado por los elementos de orden
finito).

Observemos que E[m] es el nticleo de la multiplicacion por m. Los teoremas
2.35 y 3.4 implican que si m no es divisible entre la caracteristica del cuerpo de
constantes entonces el grupo E[m] tiene m? elementos. Méas precisamente, bajo
dicha hipotesis se cumple que

E[m] = (Z/mZ) x (Z/mZ).

En efecto, si descomponemos E[m] en producto de grupos ciclicos de orden
potencia de primo, cada primo p | m no puede aparecer mas que en el orden de
dos factores, pues de lo contrario |E[p]| > p3. Por otra parte, si m = p"m’, con
(m,m’) = 1, entonces E[m] no puede contener un subgrupo de orden p*", luego
ha de haber exactamente dos factores de orden p".

Si la caracteristica del cuerpo de constantes es un primo p y m = p"m’ con
(m,m’) =1, es evidente que

Elm] = E[p"] ® E[m/].
Queda pendiente, pues, estudiar el orden de los subgrupos E[p”] cuando p

es la caracteristica de k. Para ello necesitamos la nocién de isogenia dual, de la
que nos ocupamos en la seccién siguiente.
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3.2 La isogenia dual

Consideremos una isogenia no nula ¢ : E; — F5 entre dos curvas elipticas.
La prueba de que las isogenias son homomorfismos de grupos se basa en que ¢
se corresponde con el homomorfismo ¢ : Ho(E1) — Ho(E2) que induce entre
los grupos de clases de grado 0 (que esencialmente es la norma). Ahora bien,
¢ también induce un homomorfismo ¢ : Ho(Es) — Ho(FE;) (la inclusion).
Componiéndolo con los isomorfismos naturales entre las curvas y sus grupos de
clases obtenemos un homomorfismo (ZAS : EF5 — F4. No es trivial, pero vamos a
probar que es una isogenia no nula.

Teorema 3.10 Sea ¢ : E1 — Es una isogenia no nula de grado m.
a) Eziste una tnica isogenia (5 : By — FEy tal que ¢ o gzg =m.

b) La isogenia ¢ es la composicion de los homomorfismos

¢
E2 — Ho(EQ) — H()(El) — E17
donde la primera y la dltima flecha representan los isomorfismos naturales.

DEMOSTRACION: Veamos primero la unicidad. Si ¢ y ¢’ cumplen a), enton-
ces po(p—¢')=m—m=0. Como ¢ no es nula, ha de serlo ¢ — ¢'.

Supongamos ahora que ‘tenemos dos isogenias Ey ij FEy i> F5 de grados
m y ny que sabemos que ¢ y ¥ existen. Entonces ¢ o ¢ cumple a) para ¢ o 1.
En efecto:

potpotpod=¢domod=mopod=mon=mn.

Asi pues, en virtud del teorema 1.22, basta probar la existencia de QAS bajo
el supuesto de que ¢ es separable o una aplicaciéon de Frobenius. Supongamos
primero que ¢ es separable. Entonces su niticleo N(¢) es un grupo finito de
orden m (por el teorema 2.35), luego todos sus elementos tienen orden divisor
de m, es decir, N(¢) C N(m). Ahora basta aplicar el teorema 2.36, que nos da
una isogenia (;3 : Fs — FEj tal que ¢ o (;5 =m.

Ahora supongamos que ¢ es una aplicacion de Frobenius. Es claro que la
aplicacion de Frobenius para m = p” es la composicion r veces consigo misma de
la aplicacion de Frobenius para p, luego podemos suponer que ¢ : E — E®),
donde p es la caracteristica de k.

Los teoremas 1.19 y 3.3 implican que la multiplicacién por p no es separable,
yva que si w es una diferencial invariante de F entonces pw = pw = 0. Por lo
tanto, la descomposicion de p segtn el teorema 1.22 es de la forma p = ¢° o ¢,
donde v es una isogenia separable y e > 1. Podemos tomar qg = ¢ Lo

Con esto queda demostrado a). Para probar b) llamamos ¢’ a la composicion
indicada y vamos a ver que ¢ o ¢’ = m. En efecto, si P € E; tenemos que
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P o(P) = [6(P)/Ol = > eg(P)P' = 3 ey(T)T
Pre¢=1¢(P)] Tegp=0]

= grad, ¢ < > (P+T)— > T) = (grad ¢)P.

TEN() TEN()
Aqui hemos usado el teorema 2.35, apartados a) y b).

Por loAtanto, para todo @ € Es, podemos elggir P e E tal que ¢(]?) =Qy
entonces ¢(Q) = ¢(¢(P)) =mP = ¢'(¢(P)) = ¢'(Q). En suma: ¢/ =¢. =

Definicién 3.11 Si ¢ : By — E» es una isogenia de grado m entre dos curvas
elipticas, definimos la isogenia dual ¢ : F2 — FE; como la tnica isogenia que
cumple pop=msim #0y ¢ =0sim=0 (es decir, si ¢ es la isogenia nula).

Si la isogenia ¢ esté definida sobre un cuerpo k, entonces (2) también lo esta
(porque obviamente la multiplicacién por m lo estd, y la unicidad de la definicion
implica que ¢ es invariante por G(k/k)).

Diremos que dos curvas elipticas Ey y E5 (definidas sobre k) son isdgenas
(sobre k) si existe una isogenia no nula ¢ : Fy — Eo (definida sobre k). La
existencia de la isogenia dual prueba que esta relacion es de equivalencia, lo cual
no es evidente a partir de la mera definicion.

Ejemplo Un calculo rutinario muestra que las isogenias del ejemplo de la
pégina 61 son duales. Basta comprobar que ¢ o ¢ = 2. L]

El teorema siguiente recoge las propiedades bésicas de la isogenia dual:

Teorema 3.12 Sea ¢ : £ — FE5 una isogenia de grado m entre dos curvas
elipticas.

a) Se cumple que¢o<£:m en Ey y(ﬁoqbzm en Es.

b) Si ¢: Es — E3 es otra isogenia, entonces (;5/0\1/) = 1[) o qAS

¢) En una curva eliptica E, la multiplicacion por m € Z cumple 1 = m.
d) grad ¢ = grad ¢.

e) b= o.

DEMOSTRACION: Si ¢ es nula todas las propiedades se cumplen trivialmente,
asi que supondremos que no lo es.

a) La primera relacion es la definicion de isogenia dual. La segunda resulta
de cancelar ¢ en la igualdad siguiente:

$po(pog)=mod=gom.
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b) Consecuencia inmediata de la definicion.

c¢) Puesto que m o m = m? = gradm, la unicidad de la definicién implica
que m = m.

d) Basta observar que
m? = gradm = grad(¢ o QAS) = (grad ¢)(grad g?)) = mgrad ®.

e) Consecuencia inmediata de a), d) y la unicidad de la definicion. "

3.3 Curvas supersingulares

Ahora podemos estudiar la estructura de los grupos de torsion E[p€], donde
FE es una curva eliptica sobre un cuerpo de caracteristica prima p. Sucede que
hay dos posibilidades:

Teorema 3.13 Sea E una curva eliptica sobre un cuerpo de caracteristica p.
Entonces E[p°] = 0 para todo e > 0 o bien E[p°] = Z/p°Z para todo e > 0.

DEMOSTRACION: Sea ¢ : E — FE la aplicacién de Frobenius de orden p
con lo que ¢° es la aplicacion de Frobenius de orden p®. Puesto que E[p€] es el
nicleo de la multiplicacién por p€, el teorema 2.35 nos da que

|E[p°]| = grad, p¢ = grad,(¢° o ¢¢) = grad,(¢° 0 ¢°) = (grad, $)°.

Ahora basta tener en cuenta que qAS tiene grado p, luego su grado de separa-
bilidad sélo puede ser 1 o p.

Si E[p°] tiene orden p°, entonces tiene que ser un grupo ciclico, pues si
no tuviera elementos de orden p¢ tendriamos que E[p¢] = E[p¢~!], lo cual es
imposible por la parte ya probada. m

Definicion 3.14 Sea E una curva eliptica definida sobre un cuerpo de caracte-
ristica prima p. Diremos que E es supersingularsi E[p] = 0y que E es ordinaria
en caso contrario, es decir, si E[p] tiene orden p.

Observemos que el término “supersingular” es capcioso, pues las curvas su-
persingulares no son singulares? (son curvas elipticas). Segin el teorema ante-
rior, si F es una curva supersingular se cumple que todos los grupos de torsion
E[p°] son triviales, mientras que si E es ordinaria entonces E[p¢| = Z/p°Z.

El teorema siguiente est& implicito en la demostracion de 3.13:

2E] nombre esta relacionado con los anillos de endomorfismos. Lo “méas normal” es que
el anillo de endomorfismos de una curva eliptica sea isomorfo a Z, un caso menos frecuente
es que sea isomorfo a un orden de un cuerpo cuadratico imaginario, y a las curvas con dicha
propiedad se las llama “singulares”. Veremos que las curvas supersingulares sobre cuerpos
finitos tienen anillos de endomorfismos atin mayores.
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Teorema 3.15 Sea F una curva eliptica sobre un cuerpo de caracteristica prima
p y sea ¢ : E — E®°) la aplicacion de Frobenius de grado p¢. Las afirmacio-
nes siguientes son equivalentes:

a) E es supersingular.
b) be es (puramente) inseparable para un (para todo) e > 1.
¢) La multiplicacion p : E — E es puramente inseparable.

DEMOSTRACION: En la prueba de 3.13 hemos visto que el cardcter super-
singular u ordinario de E depende de si ngﬁl tiene grado de separabilidad 1 o p,
lo que equivale a que ngﬁe tenga grado de separabilidad 1 o p© (es decir, a que sea
puramente inseparable o separable). Esto prueba la equivalencia entre a) y b).
También hemos visto que |E[p]| = grad, p, lo que nos da la equivalencia entre
a)y c). "

Es obvio que el caracter supersingular u ordinario de una curva eliptica
es invariante por isomorfismos, luego depende tnicamente de su invariante j.
Podemos hablar asi de invariantes supersingulares y ordinarios. El teorema
siguiente demuestra que realmente existen curvas de ambos tipos:

Teorema 3.16 En cuerpos de caracteristica p = 2, el unico invariante super-
singular es j = 0.

DEMOSTRACION: Segun la tabla del teorema 2.7, una curva con invariante

7 =0 es, por ejemplo,
E:Y?4+Y = X3

Un punto no nulo en E[2] ha de tener tangente vertical, es decir, la derivada
parcial de la ecuacion respecto de Y ha de ser 0, pero dicha derivada es constante
igual a 1, luego E[2] =0y E es supersingular.

Por el contrario, una curva con invariante no nulo admite una ecuaciéon de
la forma

E:Y?+ XY = X3+ ag,

la cual tiene un tinico punto de orden 2, a saber, (0, /ag), luego E[2] # 0y E
es ordinaria. L]

Mas en general, el teorema siguiente muestra que el nimero de invariantes
supersingulares (en una caracteristica fija) es siempre finito:

Teorema 3.17 St E es una curva eliptica supersingular sobre un cuerpo de
caracteristica prima p, entonces j(E) estd en el cuerpo de p? elementos.

DEMOSTRACION: Sea (;3 : E(®) — E la isogenia dual de la aplicacion de
Frobenius de orden p. Tenemos que ¢ es puramente inseparable de grado p,
luego por el teorema 1.22 se descompone en la forma

E(®) _® . E

Nk

Jol)
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donde ¢’ es la aplicacién de Frobenius de E®) y 1 tiene grado 1, luego es un
isomorfismo. Por consiguiente, j(E) = j(E(pz)).

Ahora bien, si tomamos una ecuaciéon de Weierstrass para E, tenemos que
una ecuacién de Weierstrass para E®*) se obtiene elevando a p? todos los co-
eficientes de la primera, luego j(E®")) = j(E)?". En definitiva, hemos probado
que j(F) = j(E)p2, y esto implica que j(E) estd en el cuerpo de p? elementos.

Por dltimo observamos que la supersingularidad es también invariante por
isogenia:

Teorema 3.18 Toda curva iségena a una curva supersingular es supersingular.

DEMOSTRACION: Sea 19 : 3 — E5 una isogenia no nula entre dos curvas
definidas sobre un cuerpo de caracteristica prima p. Entonces poy = wop. Si E;
es supersingular, entonces p es puramente inseparable en E7, luego, comparando
los grados en la igualdad anterior, también lo es sobre Fs, luego también ésta
es supersingular. m

3.4 Los moédulos de Tate

En las secciones anteriores hemos estudiado los grupos de torsion E[m] de
una curva eliptica E. Estos grupos contienen mucha informacion sobre E. Por
ejemplo, observemos que si dos isogenias coinciden sobre el grupo de torsion
FE;, entonces son iguales, pues el nucleo de la diferencia es infinito. En realidad
vemos que es suficiente con que coincidan sobre el grupo

£lg™] = U Ely’).

donde ¢ es un primo distinto de la caracteristica del cuerpo de constantes. En
esta seccion veremos como “encajar’ los grupos E[¢°] en una estructura mas
conveniente que su uniéon. Para ello necesitamos la nocién de limite proyectivo
de un sistema de modulos:

Definicion 3.19 Si A es un anillo conmutativo y unitario, un sistema pro-
yectivo de A-modulos es una sucesion {M,,}°2; de A-modulos junto con una
sucesion de homomorfismos ¢, : M,, — M,,_1. Definimos el limite proyectivo
del sistema como el submodulo M = limM,, del producto 1M, formado por
las sucesiones " n
x = (x1,22,23,... )

tales que ¢, (z,) = 2,1, para todo n > 1. Llamaremos m, : M — M, a las
restricciones de las proyecciones. Obviamente 7,41 © ¢r41 = Tp.

Ejercicio: Demostrar que si (M’,{n,}) es otro médulo junto con homomorfismos
m, : M — M, tales que 7,1 © ¢pny1 = T, entonces existe un tnico homomorfismo
¢ : M' — M tal que ¢ o, = m,, asi como que esta propiedad determina el limite
proyectivo salvo isomorfismo.
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Es claro que si las aplicaciones ¢,, son suprayectivas lo mismo sucede con las
proyecciones m,. Sin mas que cambiar “moédulo” por “anillo” podemos definir
el limite proyectivo de un sistema proyectivo de anillos y homomorfismos de
anillos.

Ejemplo Sea p un ntmero primo y consideremos el sistema proyectivo for-
mado por los anillos Z/p"Z con los epimorfismos naturales Z/p"*1Z —s Z/p"7Z
dados por [z] — [z]. Llamemos Z,, al limite proyectivo.

Se trata de un anillo conmutativo y unitario, cuya unidad es 1 = (1,1,1,...).
Ademas, para todo m € Z no nulo tenemos que ml = ([m],[m],... ) # 0, pues
si m1 = 0 entonces p" | m para todo n > 1. Asi pues, Z, tiene caracteristica 0.

Es claro que una sucesion ([z1], [z2], [z3],... ) es una unidad de Z, si y sélo
si p {1z, para todo n, pero esto equivale a que p { 1. Asi pues, el grupo de las
unidades de Z, es

Up={x €Z,|m(x)# 0}

Para cada x € Z, no nulo, definimos v,(z) como el minimo natural m tal
que Tpq1(x) # 0. Sivp(z) =m y m,(x) = [z,], entonces, para todo n > m,

2, =0 (méd p™) y  x, 0 (méd pm Y,

luego x, = ynp™, con (yn,p) = 1. Obviamente, si n < m podemos elegir
Ty, = Tmy1 y se cumple lo mismo. Entonces € = (y1,y2,...) € Up y © = ep™.

En resumen, hemos probado que todo elemento x € Z, no nulo se expresa
como z = €p™, donde € € U, y m > 0. La descomposicién es tnica, pues
necesariamente m = v, ().

De aqui se sigue inmediatamente que Z, es un dominio integro, pues un pro-
ducto de elementos no nulos es de la forma (ep™)(e'p™). Si fuera nulo, entonces
serfa p™*"™ = 0, lo cual es imposible porque Z, tiene caracteristica 0.

Llamemos @Q,, al cuerpo de cocientes de Z,. Es facil ver que v, se extiende
a una valoracién en Q, cuyo anillo de enteros es Z, y que restringida a Q es la
valoracién p-adica. Vamos a probar que @, es completo con dicha valoracién y
que Q es denso en Q,,. De este modo, Q, resultara ser el cuerpo de los nimeros
p-adicos.

En efecto, si {z,} es una sucesion de Cauchy en Z,, para cada r > 0 existe
un m > 0 tal que si n > m entonces vy(z, — =) > 7, lo que implica que
T (n) = 7 (2m). En particular, la sucesion 7,.(z,) es finalmente constante
igual a un cierto y,. € Z/p"Z. En realidad, la condicion de Cauchy implica que
para cada r > 0 existe un m > 0 tal que si n > m entonces 7s(z,) = ys para
todo s < r. De aqui se sigue que y = (y1,¥2, ... ) € Z,, asi como que y = li7rln T

Hemos probado que toda sucesion de Cauchy en Z, es convergente (lo cual
prueba que Z, es cerrado en Q,), pero necesitamos demostrar que lo mismo
vale para toda sucesién de Cauchy en QQ,. Ahora bien, toda sucesion de Cauchy
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{zn} esta acotada, luego existe un r € Z tal que v,(z,) > r para todo n > 0.
Entonces es claro que {z,p~"} es una sucesion de Cauchy en Z,, que converge
aun y € Zy,, y la sucesién original converge a yp".

Por ultimo, si z € Z, y my(x) = [z,] entonces vy(z — x,) > n, luego Z
es denso en Z,. Podemos identificar al cuerpo de los nimeros p-adicos con la
clausura de Q en @Q,, y entonces el anillo de los enteros p-adicos es la clausura
de Z en Qy, o sea, Zj,, segiin acabamos de probar. Por consiguiente, Q, es el
cuerpo de cocientes del anillo de los enteros p-adicos, y éste es el cuerpo de los
nimeros p-adicos. m

Observemos que la topologia de Z, puede describirse facilmente en términos
de su estructura de limite proyectivo: Una base de Z,, la forman los conjuntos

B(n,a) ={z € Z, | mp(x) = a}, n>1, a€Z/p"Z.
En efecto, basta observar que si g € Z, cumple m,(z¢) = a, entonces
B(n,a) = {z € Zp | vp(x — z9) > n}.

Definicion 3.20 Sea E una curva eliptica y sea [ € Z un numero primo. El
mddulo de Tate l-adico de E es el limite proyectivo de Z-modulos

T,(E) = lm E[I"],
respecto de los homomorfismos naturales P — [P.

En principio T;(E) es un Z-mo6dulo, pero podemos dotarlo de una estructura
mejor: tenemos que E[I"] es un Z/I"Z-mo6dulo, luego si

Oz:(al,(lz,...)EZl, .CE:(Pl,PQ,...)GTl(E),

podemos definir
ar = (a1P17a2P2, .. ) (S ,I’l(E),

y es claro que asi T;(E) se convierte en un Z;-modulo. Su estructura es facil de
determinar:

Supongamos primero que [ es distinto de la caracteristica del cuerpo de
constantes. Las aplicaciones E[I°T!] — E[I¢] tienen niicleo de orden I, luego
son suprayectivas. Es claro que si P y P’ forman una base de E[I°T!] como
7/1¢t1Z-moédulo, entonces los puntos [P y [P’ forman una base de E[I¢] como
Z/1°Z-modulo. Més aun, si fijamos una base en E[I¢], aplicando a P y P’ un
cambio de base adecuado podemos exigir que [P y [P’ sea la base prefijada.

Fijamos una base Py, P| de E[l] y a partir de ella ir formamos bases P, P!

e

de E[I°], de modo que P, = [P.41, P, = 1P, ;. Con ellas podemos formar dos

€

elementos P, P’ € T;(E) tales que T;(E) = (P)®(P’). Asipues, T)(E) = Z; xZ.

Si el cuerpo de constantes tiene caracteristica [ podemos razonar igualmente,
con lo que llegamos al teorema siguiente:
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Teorema 3.21 Si E es una cueva eliptica sobre un cuerpo k y 1 es un nimero
primo, entonces T)(E) = Z; x Zy sil # car k, mientras que si l = cark entonces
T,(E) 2 Z; o bien T)(E) =0 (segin si E es ordinaria o supersingular).

Definimos en 7;(F) la topologia que tiene por base a los conjuntos de la
forma

B(n,P) = {z € Ty(E) | mu(z) = P}, n>1, PeE[".

Sil # cark y fijamos una Z;-base P, P’ de T;(F), entonces el isomorfismo
inducido Z; x Z; — T;(F) resulta ser un homeomorfismo cuando en Z; X Z,
consideramos la topologia producto. En efecto, una base de Z; x Z; viene dada
por los conjuntos

{(a,B) € Z; X Zy | mp() = a, 7, (B) = b}, n>1,a, beZ/I"Z,
que claramente se corresponden con los abiertos basicos
{z € Ty(E) | 7n(z) = aP, +bP.}.

Igualmente se razona que sil = cark y T;(E) # 0 entonces T;(E) es topologi-
camente isomorfo a Z;.

Si ¢ : Ey — E3 es una isogenia entre dos curvas elipticas, es claro que ¢ se
restringe a homomorfismos de Z/I"Z-mo6dulos ¢y, : Eq[l"] — FE5[I™], los cuales
inducen un homomorfismo de Z;-modulos ¢; : T;(E1) — T;(E2). Tenemos asi
un monomorfismo de grupos

Hom(El, EQ) — HOIII(T’I (El), T (Eg))

Es facil ver que es inyectivo (supuesto que | # cark), pero necesitamos
un hecho mas fuerte. Observemos que Hom(E;, F5) es simplemente un grupo
abeliano, mientras que Hom(7}(E1 ), T;(E2)) tiene una estructura natural de Z;-
modulo con las operaciones definidas puntualmente.

Teorema 3.22 Si E; y Es son curvas elipticas sobre un cuerpo de caracteristica
distinta de 1, entonces el homomorfismo natural de Z;-mddulos

Zy @z Hom(Ey, Ey) — Hom(T;(E1), Ti(E2))
es inyectivo.

DEMOSTRACION: En primer lugar demostraremos que si M es un subgrupo
finitamente generado de Hom(E}, Fs), entonces el grupo

M* = {¢ € Hom(E, E3) | m¢ € M para algin m > 1}

también es finitamente generado.

En efecto, observemos que por 3.6 el Z-modulo M es libre de torsion, luego
es un Z-modulo libre de rango finito. Por consiguiente R ®7 M es un espacio
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vectorial real de dimension finita. La aplicacion ( , ) definida en 3.7 se extiende
a una forma bilineal en R ®7z M, que a su vez nos da una extensiéon continua de
la aplicacién grado. Por lo tanto, podemos considerar el conjunto

U={peR®z M |grad¢ < 1},

que es un entorno abierto de 0.

Por otra parte, si ¢ € M* y m¢ = ¢ € M, la aplicaciéon ¢ +—> % ® 1 nos
permite identificar a M™* con un subgrupo de R ®7 M.

Obviamente M* NU = {0}, luego M* es un subgrupo discreto de R ®z M.
Esto implica que es finitamente generado (es un reticulo).

Usando una vez mas que Hom(F1, Es) es libre de torsion concluimos que,
de hecho, M* es un Z-moédulo libre.

Pasemos ya a la prueba del teorema. Si ¢ € Z; ®zHom(E1, E5) tiene imagen
nula en Hom(T;(E1),T;(E>)), podemos tomar un subgrupo M de Hom(E;, Es)
finitamente generado tal que ¢ € Z; ®z M. Construimos el subgrupo M* y
fijamos una base ¢1,...,¢; € Hom(E, E3). Pongamos que

¢=o1¢1+ -+, o; € Zy.
Entonces, la imagen de ¢ en Hom(T;(E1),T;(E2)) es
o =ca1(d1)i+ -+ ar(dr) = 0.

Elijamos a; € Z tales que m,(a;) = [a;]. Para cada P € F;[l"], tomamos
x € T)(E,) tal que m,(x) = P, y entonces

Tn(¢1(2)) = a1¢1(P) + -+ + arde(P) = 0,
luego la isogenia
Y =ai¢1 + -+ ar¢y € Hom(En, Es)

se anula sobre F;[I"]. Segun el teorema 2.36 existe A € Hom(E, Es) tal que
1 = [" )\, pero entonces \ € M*, luego

A=bigy + -+ by, b; € Z.

Por la unicidad de las coordenadas, ha de ser a; = I"b;, luego 7, (a;) = 0
para todo n, luego a; =0y ¢ = 0. L]

Ahora podemos precisar la estructura de los grupos de isogenias:

Teorema 3.23 Si E1 y Ey son dos curvas elipticas, entonces Hom(FE7, Es) es
un Z-modulo libre de rango menor o igual que 4.
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DEMOSTRACION: Fijemos un primo [ distinto de la caracteristica del cuerpo
de constantes. Sabemos que T;(E1) y T;(F2) son Z;-moédulos libres de rango 2,
luego Hom(T;(E1), T1(E2)) es isomorfo al grupo de matrices 2 x 2 con coeficientes
en Z;, luego es un Z;-moédulo libre de rango 4.

El teorema anterior nos permite ver a Z;®zHom(E;, F3) como Z;-submddulo
de Hom(T;(E1),T;(E2)), luego es libre y de rango menor o igual que 4. Por
consiguiente, todo submodulo finitamente M generado de Hom(E1, Es) es libre
y determina un Z;-submodulo Z;®z M del mismo rango en Hom(7}(F1), T;(E2)),
por lo que rang M < 4.

Si Hom(Fy, F3) no fuera finitamente generado, podriamos encontrar una
sucesion de submodulos finitamente generados

Mo & My & My & M3 & -

cuyo rango estd acotado por 4, luego a partir de uno dado —que podemos
suponer que es My— todos tendran el mismo rango. Esto implica que los
cocientes M, /My son finitos, luego existe un m,, > 1 tal que m, M, C M.
Asi pues, M,, C Mg, donde Mg es el médulo definido en la demostracién del
teorema anterior, donde hemos probado que es libre de rango finito. Ahora bien,
esto es imposible, pues entonces la unién de los moédulos M,, también seria un
modulo finitamente generado, algin M, contendria un generador de la uniéon y
entonces M,, = M, 11, contradicciéon.

Asi pues, Hom(E, F») es finitamente generado, luego es libre y de rango
menor o igual que 4. n

Ahora vamos a definir una forma bilineal en T;(E) que nos aportara infor-
macién sobre las isogenias duales. Primeramente definiremos formas bilineales
sobre los grupos E[l"] y luego las combinaremos entre si. Vamos a usar con
frecuencia el siguiente hecho elemental:

Teorema 3.24 Un divisor a = P™ --- P'"r en una curva eliptica E es princi-
pal sty solo si > m; =0y > m;P;=0.

DEMOSTRACION: Basta observar que grada = Y m; y, supuesto que a tenga
grado 0, entonces > m;P; es el punto de E correspondiente a [a] a través del
isomorfismo Hy(E) = E. Ciertamente, a es principal si y solo si su clase es el
elemento neutro de Hy(FE), si y solo si su imagen en E es O. "

Dada una curva eliptica E/k, fijamos un natural m > 1 no divisible entre
car k. Consideremos un punto T' € E[m|. Por el teorema anterior existe una
funcion f € k(E) tal que (f) = T™/O™. La funcién f esta determinada por m
y T salvo una constante.

Podemos tomar 17" € E tal que mT’ = T, y entonces existe g € k(E) tal que

o) =mmymo) = I[ Tt

ReE[m)]

(Aqui usamos que |E[m]| = m? y m?*T' = O.)
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Ahora observamos que (mo f) =m((f)) = (¢"), luego multiplicando f por
una constante podemos suponer que m o f = ¢g"™. De nuevo, la funcién g esta
determinada por m y T salvo una constante.

Sea ahora S € F[m| un punto arbitrario y X € E. Tenemos que
g(X +8)" = f(mX +mS) = f(mX) = g(X)™

Esto implica que las funciones g(X + 5) y g(X) (para un S fijo) tienen los
mismos ceros y polos, luego el cociente g(X + S)/g(X) es constante. Mas atin,
es una raiz m-sima de la unidad en k.

Definicion 3.25 Sea E una curva eliptica sobre un cuerpo k, sea m > 1 un
natural no divisible entre cark y sea Up, el grupo de las raices m-simas de la
unidad en k. Definimos el producto de Weil de orden m en E como la aplicacion

em : E[m] x E[m] — Up,

dada por
g(X +9)

g(XxX) ’

donde g € k(E) es cualquier funciéon que cumpla (g) = m(T)/m(0) y X es
cualquier punto de £ donde g no tenga un cero ni un polo.

em(S,T) =

Observemos que, aunque g esté definida salvo una constante, ésta se cancela
en el cociente e,,(S,T), luego e,,(S,T) esta univocamente determinado por m,
S y T. El teorema siguiente recoge las propiedades bésicas de este producto.

Teorema 3.26 Sea E una curva eliptica sobre un cuerpo k. Entonces:

a) em(Sl + SQaT) = em(SlyT)em(SQaT);
em(S,T1 + TQ) = €m(S, Tl)em(S, TQ)

b) em(S,T) =en(T,S) .

¢) Sien(S,T)=1 para todo S € E[m], entonces T = O.

d) Para cada o € G(k/k), se cumple que €, (S, T)° = e,,(57,T7).
e) Si S e Efmm'], T € E,,, entonces emm: (S, T) = e (m'S,T).
DEMOSTRACION: a) Claramente

(X + Sl + Sz) g(X + Sz)

_ 9
RN =TS )

=en(S1,T)em (S, T).

Para demostrar la linealidad en la segunda componente tomamos funciones
f1, f2, f3, 91, g2, g3 correspondientes a los puntos 11, To y T3 = T1 + 1.
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Sea h € k(E) tal que (h) = T30/T1T». Entonces (f3/f1f2) = (h™), luego
existe c € & tal que f3 = cf1 foh™. Componiendo con la multiplicaciéon por m
obtenemos que g5§* = cg"g5*(m o h)™, luego g3 = ¢’g1g2(m o h). Asi,
en(STi+Ty) = g3(X +5) _ g1(X + 5)ga(X + S)h(mX +mS)

93(X) 91(X)g2(X)h(mX)
= en(S,T1)en(S, Tz).

b) Por el apartado anterior tenemos que
em(S+T,S+T)=en(S,S)en(T,T)en (S, T)en (T, S).

Basta probar que e,,(T,T) = 1 para todo T' € E[m]. Recordemos que 7p
representa a la traslacion X — X + P. Observemos que

Myl e ()T
(il;IO e f) B 11;[0 TiT((f)) B il;[O W B 17

m—1 m—1
luego [] mr o f es constante y, si mT’ = T la funcién ][] 7i7 o g también lo
i=0 =0
es, ya que su potencia m-sima es la multiplicacion por m seguida de la funcion
anterior. Evaludndola en X y X + T” hemos de obtener el mismo resultado:

ot i) = Tax + G+ 7).

Cancelando términos, la igualdad se reduce a
g(X) = g(X +mT") = g(X +mT).
Asi pues, e, (T,T) = 1.

c) Sien(S,T) = 1paratodo S € E[m], entonces g(X+5) = g(X), para todo
S € Elm] y todo X € E donde g esté definida. Equivalentemente, 75(g) = g,
para todo S € E[m]. Por 2.35 c¢) tenemos que g € m[k(FE)], es decir, que
g =mo h, para cierta h € k(E).

Asi, (moh)™ = g™ =mo f, luego f = h™, luego (h)™ = (f) =T™/O0™,
luego (h) = T'/O, lo cual sélo es posible si T' = O.

d) Si f y g definen e,, para T, es claro que f y ¢° definen e,, para T,
luego

en(57.77) = & (X7+57) (g(X+S

A
7 (X) 9(X) ) = en(51)7-

e) Si f y g definen e, para T, entonces
(fm/> — Tmm//Omm/, (m/ Og)mm/ — (mm/ o f)m/7
luego fm/ vy m' o g definen e,,,,” para T. Por consiguiente

_(mog)(X+5) g +m'S)
emm (S, T) = ed® - e - m(m'S,T).
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Una consecuencia sencilla de estas propiedades es el teorema siguiente:

Teorema 3.27 Si E/k es una curva eliptica y m > 1 no es divisible entre
cark, una condicion necesaria para que E[m] C E(k) es que k contenga una
raiz m-sima primitiva de la unidad.

DEMOSTRACION: La imagen de e,, en U,, es un subgrupo, digamos de orden
d | m. Entonces
1=en(S,7)% = e, (dS,T),
para todo T' € E[m], luego dS = O para todo S € E[m], lo cual sélo es posible
si d = m. En definitiva, la imagen de e,, es todo U,,.
Si E[m] C E(k), entonces cada e,,(S,T) es invariante por G(k/k), luego
em(S,T) € k, es decir, Uy, C k. n

Veamos ahora la conexion de el producto de Weil con las isogenias duales:

Teorema 3.28 Si ¢ : 1 —> FEs es una isogenia entre dos curvas elipticas,
m es un natural no divisible entre la caracteristica del cuerpo de constantes y
S € E1[m], T € Ey[m], entonces

em(sv ¢(T)) = 6m(¢(5),T)

DEMOSTRACION: Podemos suponer que ¢ no es nula. Sean f y g las funcio-
nes que definen e, para T en F5. Segun el teorema 3.10, la isogenia dual esta
determinada por la relaciéon

$(T)/0 = §(T/0),
luego podemos tomar h € k(E7) tal que

1y — _OD)
$(0)o(T)
Claramente,
<¢>of) L) _ @@y
W) = T G0y o
pog\"™ _mogof
(m o h) ~ (moh)™ ( ) '
) Esto significa que las funciones ¢ o f/h™ y /(m o h) definen e,, para
¢(T). Asi pues,
) _ (dog)/(moh)(X +5)
SO = TG g m o m(X)

g(d(X) +6(S))  h(mX)
9(@(X))  h(mX +mS)

9(6(X) +6(8)) h(mX) _
g(d(X))  h(mX) m(6(S),T).
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De aqui deducimos una propiedad no trivial de las isogenias duales:

Teorema 3.29 Si ¢, ¥ : By — FEs son dos isogenias entre curvas elipticas,
entonces ¢ + 1 = ¢ + .

DEMOSTRACION: Sea y = m - (5 — 1[) Hemos de probar que x = 0.
Para ello basta probar que x se anula sobre todos los grupos Es[m], donde m
no es divisible entre la caracteristica del cuerpo de constantes, ya que entonces
su nicleo serd infinito. Tomamos S € Ej[m], T € Es[m], de modo que

en(SX(T) = en(S, 6+ B(T))en(S,d(T)  em
= en((@+9¥)(S), T)em(s(S), T)ilem
= em(0(S), T)em((S), T)em(d(S), T
luego x(T') = 0, para todo T' € Ex[m)]. n

Como aplicacién probamos lo siguiente:

Teorema 3.30 Sea E una curva eliptica y ¢ € End(FE). Entonces
¢+¢=1+grad¢ — grad(1 — ¢) € Z.

DEMOSTRACION: El teorema se cumple trivialmente si ¢ = 0. En caso
contrario

grad(1—¢) = (1= )T —0) = (1= )(1— ) = 1 — ¢ — § + grad 6.

Finalmente, veamos que podemos unir todos los productos e;» en un tnico
producto sobre T;(E).

Sea E una curva eliptica sobre un cuerpo k y sea [ un primo distinto de car k.
Sea Upn el grupo de las raices [™-ésimas de la unidad en k. Observemos que, al
igual que hemos obtenido el anillo de enteros [-adicos Z; como limite proyectivo
de los anillos Z/I"7Z, podemos obtenerlo igualmente a partir de los grupos Uj»
con las aplicaciones Ujnt1 — Upn dadas por ¢ — ¢l

Concretamente, tomamos una raiz [-ésima primitiva (; € U; y vamos to-
mando inductivamente raices ¢, € Up» de modo que (LH = (. De este modo
tenemos diagramas conmutativos

Z/ln+1Z E—— Uln+1

L

Z)1"L —— Upn

donde las flechas horizontales son los isomorfismos de grupos dados por [a] — (2.
Estos isomorfismos inducen un isomorfismo de grupos @Z/ "Z — JmUpn.
n n
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Asi pues, podemos identificar el grupo aditivo de Z; con el grupo (multipli-
cativo) lim Ujn.
n

Ahora fijemos z, y € T;(E), de modo que m,(x), 7, (y) € E[I"], luego pode-
mos calcular e (m,(z), m,(y)) € Uin. Estos elementos determinan un elemento
del limite proyectivo, pues

epn+1 (Tpt1(2), Tng (y))l = ep+1 (T4 (2), Imn1(y))

= e (Imp41(2), (41 () = e (mn (), T (Y))-
Llamamos e(x,y) € Z; a la imagen de este elemento por el isomorfismo entre
el limite proyectivo y Z;. El teorema siguiente es inmediato:

Teorema 3.31 Si E es una curva eliptica y l es un primo distinto de la carac-
teristica del cuerpo de constantes, entonces existe una aplicacion

e: TY(E) x TI(E) — Z
que verifica:
a) e(S1+ 52, T) = e(51,T) +e(52,T),
e(S,T1+To) =e(S,T1) + e(S,T).
b) e(S,T)=—e(T,S).
¢) Sie(S,T) =0 para todo S € T)(E), entonces T = 0.
d) Para cada o € G(k/k), se cumple que e(S,T)° = e(S7,T).

e) Si ¢ : By — E5 es una isogenia entre curvas elipticas, S € T;(E1) y
T € T)(E>), entonces e(¢(S),T) = e(S, ¢(5)).

Como aplicacién demostramos lo siguiente:

Teorema 3.32 Sea E una curva eliptica, ¢ € End(FE) y l un primo distinto de
la caracteristica del cuerpo de constantes. Entonces

N(@) =deté = 6o, Ti(¢r) =1+ grad¢ — grad(l - ¢) = 6+ ¢.

En particular la norma y la traza de ¢; son enteros independientes de [.
DEMOSTRACION: Tomemos una base S, T' € T;(E) y sea
(¢ )
c d

la matriz de ¢; en dicha base. Entonces

(grad 9)e(S, T) = e((grad §)S,T) = e(du(¢(5)), T) = e(¢u(S), u(T))

=e(aS +bT,cS +dT) = (ad — be)e(S,T) = (det ¢y)e(S,T).

Por consiguiente grad ¢ = det ¢;. Un simple calculo muestra que toda matriz
2 x 2 cumple Tr(A) = 1 + det A — det(1 — A). "
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3.5 El anillo de endomorfismos

Finalmente estamos en condiciones de determinar la estructura de los anillos
de endomorfismos de las curvas elipticas. Necesitamos algunas definiciones:

Definiciéon 3.33 Un dlgebra de cuaternios es una Q-algebra A (es decir, un
anillo que contiene a @Q como subcuerpo) que tiene una Q-base {1, «, 8,7} tal
que

o f2eQ, <0, p2<0, y=af=—PFa

Un orden en un algebra de cuaternios A es un subanillo (unitario) que como
Z-moédulo es libre de rango 4. Esto hace que una Z-base de O sea también una
Q-base de A.

Notemos que si K es un cuerpo cuadratico también podemos verlo como un
algebra de grado 2 sobre Q y la definicion anterior de orden (cambiando rango 4
por rango 2) es la usual en teoria de nimeros.

Teorema 3.34 Sea O un anillo unitario de caracteristica 0 sin divisores de 0
que cumpla las propiedades siguientes:

a) O es un Z-mddulo libre de rango menor o igual que 4.

b) O tiene una antitnvolucion o — &, esto es, una aplicacion que cumple las
propiedades siguientes:
— —

a+B=a+08, aBf=p4a a=a.

Ademds, si o € Z entonces & = .
c) Siae O entonces ad € Z, ace >0 y ace =0 si y sdlo si a = 0.

Entonces O es isomorfo a Z, a un orden de un cuerpo cuadrdtico imaginario
0 a un orden en un dlgebra de cuaternios.

DEMOSTRACION: Sea A =Q® O (de modo que A es una Q-algebra tal que
toda Z-base de O es una Q-base de A). Ciertamente O es un orden en A. Basta
probar que A es Q, un cuerpo cuadratico imaginario o un algebra de cuaternios.

La antiinvolucion de O se extiende de forma tnica a una aplicacion Q-lineal
en Ay es claro que conserva todas las propiedades del enunciado (salvo que aév
es, en general, un nimero racional y no un numero entero).

Definimos una norma y una traza N, Tr : A — Q mediante

N(a) = aq, Tr(a) = a+ a.
El hecho de que la traza esta en Q se sigue de que

N(a—1)=ad—a—a&+1=N(a) - Tr(a) + 1.
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Obviamente la traza es Q-lineal y si o € Q entonces Tr(«) = 2. Més atin,
si un o € A cumple Tr(a) = 0 entonces

0=(a—a)la—a)=a?—Tr(a)a+ N(a) = a? + N(a),

luego o bien @ = 0 o bien a? = — N(«) es un ntimero racional negativo.

Si A = Q no hay nada que probar. En caso contrario existe a € A\ Q.
Reemplazandolo por o — %’I‘r(a) podemos exigir que Tr(a) = 0, con lo que
a? < 0y Q(a) es un cuerpo cuadrético imaginario. Si A = Q(a) ya no hay
nada que probar. En caso contrario existe § € A\ Q(a). Podemos reemplazarlo
por

1 Tr(af)
6 - 5 Tl‘(ﬁ) - 202

lo que garantiza que Tr(3) = Tr(aB) = 0. En particular 32 < 0. EIl hecho de
que las trazas se anulen equivale a

a,

a:_d7 62_67 Oéﬁ:_ﬂd,

y al sustituir las dos primeras igualdades en la tercera obtenemos que a8 = —a.
Si probamos que 1, «, 8 y v = af son linealmente independientes, tendra
que ser A = (1,,3,7), luego A sera un &lgebra de cuaternios. Supongamos
que
a+ba+ B+ dy =0, a,b,c,d € Q.

Tomando trazas obtenemos que 2a = 0, luego a = 0. Multiplicamos por «
por la izquierda y por 8 por la derecha:

ba’B + cfPa+ da?B? =0,

pero esto implica que 5 € Q(«) salvo si b = 0, pero entonces o € Q salvo si
¢ = 0, lo que obliga también a que d = 0. m

Como consecuencia inmediata:

Teorema 3.35 El anillo de endomorfismos de una curva eliptica es isomorfo
aZ, a un orden en un cuerpo cuadrdtico itmaginario o a un orden en un dlgebra
de cuaternios.

En efecto, si E es una curva eliptica hemos probado que el anillo End(E)
satisface todas las hipotesis del teorema 3.34. Observemos que la norma y la
traza de una isogenia en el sentido definido en la prueba de 3.34 coinciden con
las del teorema 3.32.

Es conocido que el grupo de unidades de un orden cuadratico tiene orden
2,4 0 6, por lo que en los casos en los que el teorema 2.12 afirma que el grupo
de automorfismos tiene orden 12 o 24 (es decir, las curvas de invariante j = 0
en caracteristica 2 y 3), podemos concluir que el anillo de endomorfismos tiene
rango 4.

Terminamos la seccién con una tltima propiedad:
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Teorema 3.36 Dos curvas iségenas tienen anillos de endomorfismos del mismo
rango.

DEMOSTRACION: Sea A : Fy — F» una isogenia de grado n > 0 entre dos
curvas elipticas. Entonces podemos definir un monomorfismo de anillos

¢:Q®End(E;) — Q ® End(E»)

mediante ¢(a) = %(5\04)\). Es facil ver que efectivamente es un homomorfismo
(teniendo en cuenta que A\ = n). Si ¢(a) = 0 entonces AaX = 0, luego Aa toma
valores en el nicleo de A, que es finito, lo cual sélo es posible si « es la isogenia
nula.

Esto prueba que el rango de End(E}) es menor o igual que el de End(FE>),
pero como la relacion de isogenia es simétrica se ha de dar la igualdad. =



Capitulo IV

Curvas elipticas sobre cuerpos
finitos

Nos ocupamos ahora de las curvas elipticas definidas sobre cuerpos finitos.
Cuando tenemos una curva eliptica definida mediante una ecuacién con coefi-
cientes enteros (o, mas en general, enteros algebraicos) podemos tomar con-
gruencias moédulo un primo para pasar a una ecuacion definida en un cuerpo
finito. Si el primo no divide al discriminante de la curva, el resultado sera
de nuevo una curva eliptica y podremos aplicarle los resultados que vamos a
obtener aqui.

4.1 Puntos racionales

En general, una curva eliptica F/k definida sobre un cuerpo k no algebrai-
camente cerrado no tiene por qué tener puntos racionales (distintos de O). Sin
embargo, vamos a probar que si k es un cuerpo finito con |k| > 4 entonces
E/k tiene al menos un punto racional no trivial. Mas atn, vamos a dar una
estimacion del namero de puntos racionales de E/k.

Lo primero que observamos es que, si k tiene m elementos, entonces los
coeficientes de una ecuacion de E/k quedan invariantes al elevarlos a m, por lo
que la imagen de la aplicaciéon de Frobenius ¢,, es la propia curva E y por lo
tanto ¢,, resulta ser un endomorfismo. Explicitamente, ¢,,(X,Y) = (X™,Y™),
luego un punto P € FE esta en E(k) siy solo si ¢(P) = P. En otros términos:

E(k) = N(l - ¢m)

Vamos a probar que 1 — ¢,, es separable, con lo que el orden del ntcleo seréa
el grado. Mas en general:

Teorema 4.1 Sea E/k una curva eliptica definida sobre un cuerpo k de m
elementos. Sea ¢, : E — FE la aplicacion de Frobenius de orden m y sean r,
s € Z. Entonces la aplicacion v+ s¢p, es separable si y solo sipfr.

99
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DEMOSTRACION: Vamos a aplicar el teorema 1.19. Para ello tomamos una
diferencial invariante w en E y calculamos (usando 3.2 y 3.3)

r+ s¢(w) = rw + sp(w) = rw.

(Notemos que ¢(w) = 0 por 1.19, ya que ¢ es puramente inseparable.) Asi pues,
concluimos que r + s¢ es separable si y solo si 7w # 0, siy s6losipf{r. =

De este modo nos encontramos con que el nimero de puntos racionales de
una curva E/k es

|E(F)| = [N(1 = ém)| = grad(l — ¢m).
A menudo es conveniente expresar esto en los términos siguientes:

Definiciéon 4.2 Sea E/k una curva eliptica definida sobre un cuerpo k de m
elementos. La traza de Frobenius de E/k es

T(E/k)=m+1—grad(l — ¢,,) € Z,
donde ¢,, es la aplicacion de Frobenius de orden m en F.

Segin el teorema 3.32, tenemos que T(E/k) es la traza del endomorfismo
inducido por ¢,, en cualquier modulo de Tate T;(F) para cualquier primo !
distinto de la caracteristica de k.

Si llamamos Ny = |E(k)|, hemos probado la relacion
Ny =m+1-T(E/k).

El teorema siguiente nos permitira estimar T'(E/k), y con ello el namero de
puntos racionales de E/k.

Teorema 4.3 Bajo las hipétesis del teorema 3.7, si ¢, 1 € End E, se cumple
(6, 9)] < V(. 0) (W, ).
DEMOSTRACION: Si m, n € Z, se cumple que
0 < grad(mé +ny) = m*(¢, ¢) + 2mn(¢, ¥) + n* (¥, ).
En particular, tomando m = (¢, ), n = —(¢, ¢) queda
0 < —(6,9)*(,9) + (6, 9)* (¥, 9).
Podemos suponer ¢ # 0y simplificar (¢, ¢), con lo que (¢,1)2 < (6, ¢) (1), V).

Volviendo al caso en de la aplicacion de Frobenius ¢,, de E/k, tenemos que

grad(l - ¢m) = grad 1 + grad ¢, — 2<17 ¢m) =1+m— 2(1a ¢m)a
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luego
T(E/k) =m+1-— grad(l - ¢m) = 2(17 (rbm)

y por el teorema anterior

IT(E/k)| < 2y/grad 1grad ¢ = 2¢/m.
En resumen:

Teorema 4.4 (Hasse) Sea E una curva eliptica definida sobre el cuerpo k de
m elementos. Entonces'

|[E(k)] —m — 1] < 2y/m.

En particular, el nimero de puntos de E en el cuerpo de m elementos es
asintoticamente igual a m.

Ahora es inmediato que si |k| > 4 entonces toda curva eliptica definida sobre
k tiene al menos un punto racional no trivial.

Otra consecuencia notable de la relacién |E(k)| = grad(l — ¢,,) es que el
nimero de puntos racionales se conserva por isogenias. En efecto:

Teorema 4.5 Dos curvas elipticas definidas sobre un mismo cuerpo finito k e
1sdgenas sobre k tienen el mismo niumero de puntos racionales.

DEMOSTRACION: Sea A : E; — E5 una isogenia no nula entre dos curvas
elipticas definidas sobre k y sean ¢1 y ¢o las correspondientes aplicaciones de
Frobenius de grado m. El hecho de que X esté definida sobre k hace que conmute
el diagrama siguiente:

E,—>E,

o]

El ? E2
Por consiguiente, también conmuta el diagrama

E,—>E,

1¢1\L i1¢2

El?EQ

Por consiguiente, grad(1 — ¢1) grad A = grad A grad(1 — ¢3) y simplificando
el grado de A tenemos el teorema. [

1Esto es un caso particular de la Hipotesis de Riemann. Ver el Apéndice A.
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Si conocemos cuéntos puntos racionales tiene una curva eliptica E sobre el
cuerpo k de m elementos, podemos calcular cuéntos tiene sobre el cuerpo K de
m¢ elementos. Se trata de encontrar la relacioén entre las trazas de Frobenius

t=T(E/k) = ¢m + bm, ' =T(E/K)= ¢ +¢2.

Ahora bien, ¢,, vy b son las raices del polinomio X2 — tX + m, luego

d d
o <t+\/t2 —4m> . (t—\/tQ —4m>
-2 2 )

Para terminar vamos a dar una férmula 1til para contar los puntos racionales
de una curva eliptica definida sobre un cuerpo k de caracteristica p # 2. El grupo
multiplicativo k* es ciclico, luego tiene un tnico subgrupo de indice 2 que define
un tnico caracter no trivial x : k* — {£1}. Si z € K*, entonces x(z) =1siy
solo si z es un cuadrado en k*. Extendemos y a k tomando x(0) = 0.

Consideremos ahora una curva eliptica E/k dada por una ecuacion de Weiers-
trass de la forma Y2 = F(X), donde F(X) € k[X] tiene raices simples en k.
Entonces, cada = € k dara lugar a un punto de E si F(z) = 0, a dos puntos si
F(z) es un cuadrado no nulo y a ninguno en otro caso. Anadiendo ademas el
punto infinito vemos que

[E(R)] =1+ ZGZk(X(F(fC)) ) =m+1+ ZGZkX(F(w)%

donde m es el nimero de elementos de k. Equivalentemente,

T(E/k) = - ¥ x(F(x)). (4.1)

zck

4.2 Curvas supersingulares

En esta secciéon calcularemos el nimero de curvas elipticas supersingulares
(salvo isomorfismo) definidas sobre un cuerpo finito. En primer lugar daremos
una caracterizacion sencilla de las curvas supersingulares:

Teorema 4.6 Una curva eliptica E/k definida sobre un cuerpo finito k de ca-
racteristica p es supersingular si y sélo sip | T(E/k).

DEMOSTRACION: Sea m el nimero de elementos de k y sea ¢, la aplicacion
de Frobenius de grado m. Entonces, como endomorfismos, ¢,, = T(E/k) — ¢,.

Segtin el teorema 4.1 tenemos que m | T(E/k) siy solo si b es inseparable,
lo que equivale a que E sea supersingular. n

Asi pues, podemos determinar si una curva es supersingular sin més que
contar sus puntos racionales. Para curvas definidas sobre un cuerpo primo el
criterio anterior se puede refinar:



4.2. Curvas supersingulares 103

Teorema 4.7 Sea p > 3 un ndmero primo y E/k una curva definida sobre el
cuerpo de p elementos. Entonces E es supersingular si y solo si T(E/k) =0, si
y solo si |[E(k)|=p+1.

DEMOSTRACION: Una implicacién es el teorema anterior. Supongamos que
FE es supersingular. Entonces la multiplicacion por p es puramente inseparable,
luego p = ¢2h, donde ¢ es la aplicacién de Frobenius de grado p y h tiene
grado 1, luego es un isomorfismo. Sea t = T(E/k). Por el teorema anterior
t = pr, para cierto r € Z. Supongamos que r # 0.

Por la unicidad de la isogenia dual ha de ser quS = ¢h. Tenemos que

t=pr=¢’hr=¢+d=0¢+oh=g¢(l+h).

Como ¢ es biyectiva podemos simplificar ¢hr = 1 + h. Sea w la diferencial
invariante de E. Por el teorema 1.19 tenemos que (1 + h)(w) = 0, y por 3.2 esto
equivale a h(w) = —w. En particular h # 1.

Podemos suponer que E viene dada por una ecuacién candnica

E:Y?=X34asX + ag,
y entonces el teorema 2.12 nos da que h es de la forma

h(X,Y) = (u*X,u%Y),

donde u es una raiz de la unidad, y queremos probar que es u = —1. Segun la
definicién 2.13,
dx
w=—
2y’
luego
_ d(u2
h(w) = dtuz) =uw=—w,
2udy
luego v~ = —1y, por lo tanto, u = —1, lo que prueba que h es el automorfismo
de orden 2, o0 sea, h = —1. Concluimos que t = ¢+ ¢ = ¢ + ¢(—1) = 0, en
contra de lo supuesto. m

Ejercicio: Mostrar que el teorema anterior es falso en caracteristica 2 o 3.

Pasemos ya a la cuestién de determinar si una curva es supersingular.

Teorema 4.8 Sea k un cuerpo finito de caracteristica p > 2.

a) Si E/k es una curva eliptica dada por una ecuacion de Weierstrass de
la forma Y? = F(X), donde F(X) € k[X] es un polinomio con raices
simples en k. Entonces E es supersingular si y sélo si el coeficiente de
XP=1en F(X)P=1/2 ¢s nulo.



104 Capitulo 4. Curvas elipticas sobre cuerpos finitos

b) Sear = (p—1)/2. El polinomio

tiene raices distintas en k y si A € k, A # 0, 1, entonces la curva eliptica
Ey:Y2=X(X-1)(X —))
es supersingular si y sélo si Hy(\) = 0.
¢) El nimero de invariantes supersingulares en caracteristica p es
14 [p/12] + ¢,
donde [ ] denota la parte entera y
{ -1 sip= 1(mdéd 12),
€p =

1 sip=-—1(mdd 12),
0 en otro caso.

DEMOSTRACION: a) Sea x : k* — {£1} el tinico caracter no trivial de
orden 2 de k*, extendido con x(0) = 0. Segtin hemos visto al final de la seccion
anterior,

B =1+m+ ¥ x(F(@)),
ek
donde m es el numero de elementos de k. Ahora bien, como k* es un grupo
ciclico de orden m — 1, tenemos que x(z) = z(m=1)/2 (entendiendo que y toma
sus valores en k). Por lo tanto, viendo a |E(k)| como elemento de k (es decir,
identificandolo con su resto modulo p) tenemos que

[E(k)| =1+m+ 3 F(z)m=1/2,
zek

Observemos ahora que si xg es un generador de k* tenemos

) m—2 x(m—l)i _1
Y=Y xg = : i =0
ek §=0 zp — 1
salvo sim —1|i > 0, en cuyo caso 2§ = 1 y la suma da m — 1 = —1. (Notemos

que si i = 0 entonces no podemos eliminar el sumando correspondiente a x = 0
y la suma da m =0.)

Como F(X) tiene grado 3, al multiplicar F(X)(™~1/2 obtenemos un poli-
nomio de grado 3(m — 1)/2. Al aplicar lo anterior a cada monomio cuando z
recorre k, el inico monomio de grado ¢ > 0 multiplo de m — 1 es el de grado
m — 1, luego si llamamos T, al coeficiente de grado m — 1 en F(X)(m=1/2
entonces (en k) |E(k)| =1—T,,.

Esto significa que T,, es T(E/k) (como elemento de k). Asi pues, E es
supersingular si y solo si T(E/k) =0 (méd p) siy sdlosi T(E/k) =0en k,siy
s6lo si T,,, = 0.
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Falta probar que T, = 0 si y solo si T, = 0 (pues el enunciado del teorema
hace referencia a T},). Para ello observamos que

F(X)(p"“*l)/2 — F(X)(p"*l)ﬂ(F(X)(pfl)/2)p"'

Al igualar coeficientes obtenemos la relacion Tynt1 = Tpn T, 1{’”. En efecto, el
segundo factor es un polinomio cuyos monomios tienen grado miltiplo de p™.
El coeficiente de grado (p — 1)p™ es T;’n, que multiplicado por el coeficiente de
grado p™ — 1 del primer factor (que es Tp») proporciona un término de grado
p"t1 — 1 en el producto, pero ya no hay mas, pues el siguiente término del
segundo factor tiene grado p"t!, que excede a p"*t! — 1, y el término anterior
tiene grado (p — 2)p™, pero en el primer factor no hay ya términos de grado
2p™ —1>3(p" —1)/2.

A partir de la relacién obtenida, un simple argumento inductivo nos da la
conclusion.

b) Vamos a aplicar el apartado anterior a F'(X) = X (X — 1)(X — A). Bus-
camos el coeficiente de XP~1 en (X(X — 1)(X — A))", que es el coeficiente de
X" en (X —1)"(X — \)". Dicho coeficiente es

> ()N ()1 = (1 H ).

Falta probar que H,(T') tiene raices simples. Para ello comprobaremos la
identidad siguiente:

d*H, dH, B
4T(1-T) 172 +4(1 - 2T)d—T —H,(T)=0. (4.2)
En efecto, tenemos que
dH. - ™\ 2 i — d2H . ™2, . i—
TTP = ; (5) T dT2p = £ (5) it -T2,
dH, - ™2 mi—1 - 2 g i
41 -2 = G uT =D ()) 8T
i=1 i=1
r—1 r
= S ()G )T - () 8T,
i=0 =0
2 T T
AT(1—T) ddf;’ = ()4 - )T =3 (0) i - )T
i=2 i=2
r—1 r
= > (iil>24i(i + 1T~ (:)242(1 -1
i=0 =0

Ahora hacemos (,},) = =i(7), vy queda

dH 4 : i
A -2) et =D () AT = Y (1)8iT",
=0 i
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2 " r—1)2 - - .
AT(1—T) ddfj = (;)2%42‘? =" ()i - )T

=0 =0

El miembro izquierdo de (4.2) es de la forma (:)QCiTi, donde
i=0

¢ = 0y o)
i1+ 1 1+ 1
= A(r—i)? —4i® —4i —1=4r* —8ri—4i — 1

= p*—2p—4pi=0,

2
4—4i(i—1)—8i—1

pues k tiene caracteristica p. Esto prueba (4.2). Derivando sucesivamente esta
expresion obtenemos identidades de la forma

d"H,
arm
paran > 2. Si H,(T) tuviera una raiz ¢ # 0, 1 de orden n > 2, entonces la deri-
vada n-sima de H deberia ser no nula en ¢, mientras que las derivadas de orden

inferior deberian ser todas nulas, pero esto contradice la relacién precedente.
Por lo tanto, solo falta justificar que 0 y 1 no son raices de H,(T'). Ahora bien,

AT(1-T)

= polinomio en las derivadas de orden < n,

r

Hy(0)=1,  Hy(1)=>_()"=(";") £0 (md p).

i=0
(La suma de cuadrados puede evaluarse asi: para escoger r objetos de entre

2r, podemos partir los 27 en dos grupos de r, escoger ¢ del primer grupo — de
(:) formas distintas— y r — i del segundo —también de (:) formas distintas—.)

¢) Por el teorema 2.16, sabemos que toda curva eliptica admite una ecuacion
de Weierstrass F en forma de Legendre, cuyo invariante es
(A2 =A+1)3
A2(A—1)2
Ahora bien, cada invariante j se corresponde con 6 valores de A, excepto

7 = 0, que se corresponde con 2 y j = 1728, que se corresponde con 3, esto
altimo salvo si p = 3, caso que tratamos aparte. Vemos que

Hy(T) =1+T,

J(Ex) =2°

luego el dnico invariante supersingular es el correspondiente a A = —1, que a su
vez se corresponde con el invariante j = 0.

Si p > 5 definimos 6,(j) = 1 si la curva eliptica de invariante j es supersin-
gular en caracteristica p y 0,(j) = O si es ordinaria. Entonces, para p > 5, el
nimero de invariantes supersingulares es

1/p—1

‘ (2 —26,(0) — 35p(1728)> +0,(0) + 6,(1728)

_p—1 2 1
=5+ 3%(0) + 38,(1728).



4.2. Curvas supersingulares 107

Falta por determinar los valores de 6,(0) y 0,(1728), es decir, cuando los
invariantes 7 = 0 y j = 1728 son supersingulares. Como el resultado tiene in-
terés en si mismo lo enunciamos como teorema independiente a continuacion.
Observemos que el criterio depende tinicamente del resto de p médulo 12. Lle-
vando los cuatro casos posibles a la férmula anterior se obtiene el criterio del
enunciado. m

Teorema 4.9 El invariante j = 0 es supersingular en caracteristica p > 3 si y
solo sip = —1 (méd 3), mientras que el invariante j = 1728 es supersingular si
y solo sip=—1 (méd 4).

DEMOSTRACION: Consideramos la curva Y = X2 + 1, cuyo invariante es
j = 0 en cualquier caracteristica. Aplicamos el apartado a) del teorema anterior,
para lo cual necesitamos el coeficiente de X P~1/2 en (X2 +1)(P=1)/2, Este sera
(p—1)/2
(r—1)/3
(pues se obtiene como productos y cocientes de elementos no nulos).

nulo salvo si p = 1 (méd 3), en cuyo caso vale ( ), que no es nulo moédulo p

Para j = 1728 consideramos la curva Y2 = X3+ X. Buscamos el coeficiente
de X(P=1/2 en (X2 4 1)P=1/2, Como antes, sera nulo salvo si p = 1 (méd 4),
(p—1)/2
(p—1)/4

Para terminar demostramos que el caracter ordinario o supersingular de una
curva eliptica estda muy relacionado con la estructura de su anillo de endomor-
fismos:

en cuyo caso vale ( ), que no es cero moédulo p. m

Teorema 4.10 Sea E/k una curva eliptica definida sobre un cuerpo finito k.
Si E es supersingular entonces End(E) tiene rango 4 como Z-mddulo y si E es
ordinaria entonces tiene rango 2.

DEMOSTRACION: Supongamos primeramente que E es ordinaria, digamos
que |k| = p°® y sea ¢pe la aplicacion de Frobenius de grado p°. Veamos que
¢pe ¢ Z. En caso contrario, comparando grados habria de ser ¢pe = +pe/? (con
e par), pero entonces p¢/? seria inseparable y E seria supersingular, en contra
de lo supuesto.

Con esto tenemos que el rango de End(F) es 2 o 4. Si probamos que End(FE)
es conmutativo, el rango tendra que ser 2. Observemos que el homomorfismo na-
tural End(E) — End(T,(E)) es inyectivo, pues si una isogenia ¢ tiene imagen
nula entonces se anula sobre todos los subgrupos E[p"], y como FE es ordina-
ria cada uno de ellos tiene p” elementos, luego ¢ tiene nucleo infinito y, por
consiguiente, es nula.

Por otra parte, como E es ordinaria tenemos que T}, (E) = Z,,, luego hemos
probado que End(F) es isomorfo a un subanillo de End(Z,) = Z,,. (Notemos que
End(Z,) es el anillo de los homomorfismos de Z,-mo6dulos de Z,, en si mismo, y
que Z, es un Z,-modulo libre de base 1.)

Consideremos ahora el caso en que E es supersingular y sea A = QREnd(E).
Supongamos, por reduccién al absurdo, que el algebra A tiene rango menor
que 4, con lo que es isomorfa a Q o a un cuerpo cuadratico imaginario. Por el
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teorema 3.18 toda curva isdgena a E es supersingular, por 3.17 so6lo hay (salvo
isomorfismo) una cantidad finita de tales curvas y en la prueba de 3.36 vemos
que el anillo de endomorfismos de cualquiera de ellas es isomorfo a un orden de
A.

Si A = QQ tomamos un primo cualquiera [ # p, mientras que si A es un cuerpo
cuadratico, exigimos ademas que [ se conserve primo en todos los 6rdenes de A
correspondientes a curvas isdgenas a F. Precisemos esto:

Si el orden maximal de A es Z[a], entonces los demas 6rdenes son de la
forma Z[fa], donde al entero f se le llama conductor del orden correspondiente.
Hay infinitos primos racionales [ que se conservan primos en el orden maximal.
De entre ellos, tomamos uno que no divida a ninguno de los conductores de los
ordenes indicados.

Puesto que E[l'] & Z/1'Z x Z/1'Z, podemos tomar una sucesion de subgrupos
H <Hy<.---<E, H; = 7/I'L.

Por el teorema 2.37 existen curvas elipticas F; junto con isogenias separables
Ai : E — E; de nucleo H;. Segtin hemos comentado, hay un nimero finito de
posibles curvas £, luego dos de ellas han de ser isomorfas, F; = E; ;. Por otra
parte, el teorema 2.36 nos da una isogenia F;;; — FE; tal que A\j;j oA = Ay,
luego el nicleo de A es isomorfo a H;y;/H; = Z/IUZ. Al componer A\ con el
isomorfismo obtenemos una isogenia separable A : E; — F; cuyo nucleo es
ciclico de orden 7. Por consiguiente, A tiene grado I y A\ =1

Si End(E;) = Z la factorizacion tnica implica que j es par y A = €l?/?,
donde € = +1. Si End(FE;) es un orden cuadratico podemos llegar a la misma
conclusion (ahora con € € Aut(F;)) gracias a la eleccion de [. En efecto, tenemos
que [ es primo con el conductor del orden, y todo ideal de un orden cuadratico
de norma prima con el conductor se descompone de forma tnica como producto
de ideales primos. Como (I) es primo, la factorizacion de A ha de ser A = €l” v,
aplicando la involucién, de hecho \ = el7/2.

Esto nos lleva a que el nacleo de 19/2 es ciclico, pero por otra parte sabemos
que es producto de dos grupos ciclicos, lo que nos da una contradiccion. m

4.3 El nimero de curvas sobre un cuerpo

Segun el teorema 2.46, si E/k es una curva eliptica de invariante j # 0, 1728,
hay tantas clases de k-isomorfia de curvas conjugadas con E/k como elementos
en k*/k*2. En general esto nos da infinitas clases, pero si k es un cuerpo finito
k*? tiene indice 2, luego a cada invariante j le corresponden soélo 2 clases de
conjugacion de curvas con invariante j. En esta seccion calcularemos el ntimero
de clases de k-isomorfia de curvas conjugadas a una dada a partir de una formula
sobre grupos finitos, que nos permitira considerar incluso las caracteristicas 2 y
3, exceptuadas en 2.46.

Recordemos que un grupo G actia sobre un conjunto X si cada elemento de
G tiene asociada una permutacion de X de forma consistente con la operacion
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en (G, es decir, si tenemos un homomorfismo p : G — X x, donde X x denota el
grupo de las permutaciones de X. En lugar de p(g)(x) escribimos simplemente
xg. Si G actia sobre X, a cada g € G le podemos asociar el conjunto fijado

F(g) ={re X |zg =z},
y a cada x € X le podemos asociar su estabilizador:
G, ={9€G|zg=rx}.

Por otra parte, en X podemos establecer la relacién de equivalencia en virtud
de la cual dos elementos z, y estén relacionados si existe un g € G tal que zg = y.
Las clases de equivalencia se llaman drbitas y el conjunto cociente se representa
por X/G. El resultado que necesitamos es el siguiente:

Teorema 4.11 (Formula de Burnside) Si un grupo finito G actia sobre un
conjunto finito X, entonces

X/G| = ﬁ S IF(g)]

geG

DEMOSTRACION: Veamos primeramente que la féormula se cumple cuando
|X/G| = 1. Se dice entonces que la accion es transitiva. Consideramos el
conjunto A = {(z,9) € X x G | g = x}.

Agrupando los pares de A segtn su primera o su segunda componente obte-

nemos que
Y IF@) =) |Gl
geG zeX
Ahora bien, si x € X, la aplicacion ¢ : G — X dada por ¢(g) = zg es
suprayectiva (porque so6lo hay una orbita) y ¢(g) = ¢(h) si y solo si xg = xh,
siy sélo si xhg™! = z, si y sélo si hg~! € G,. Por lo tanto, cada = € X tiene

exactamente |G| antiimagenes por ¢ y concluimos que |G| = | X||G|. Esto nos
da que

Y IFg)l=)_IGl/1X|=1al,

g€G z€X

como habia que probar.

En el caso general, si X/G = {X;,...,X,}, entonces G actia sobre cada
orbita X; y por la parte ya probada

Gl =" |Fi(9)l,
geG
donde F;(g) = {x € X; | zg = x}. Al sumar sobre i obtenemos
|Gl =Y [F(g)l,
geqG
lo que prueba el teorema. [

Como aplicacion de esta formula vamos a demostrar lo siguiente:
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Teorema 4.12 Sea v = v(m, j) el nimero de curvas elipticas salvo k-isomor-
fismo definidas sobre el cuerpo k de m elementos con invariante j. Entonces
v = 2 excepto en los casos indicados en la tabla siguiente:

m

1,5 (méd 12) | 1
1 (méd  6)
32r+1

32r
22r+1

227‘

-3
O O O OO o~

N W O O R

DEMOSTRACION: Sea m = p™. Supongamos en primer lugar que p > 3y que
j # 0, 1728. Entonces toda curva eliptica definida sobre k& admite una ecuacion
canonica segin el teorema 2.7, es decir, de la forma Y2 = X3 + a4 X + ag con

3
day

| = 1728 ————.
J 4ai + 27&%

Observemos que a4 # 0 # ag, o de lo contrario seria j = 0, 1728. El
nimero total de ecuaciones correspondientes a un j dado es el nimero de pares
(aq,a6) € k* X k* que cumplen la ecuacion

(1728 — 7)(as/3)® = (ag/2)*.

Hay (m — 1)/2 valores de a4 para los que el miembro izquierdo tiene raiz
cuadrada en k. (Seran los valores para a4 con o sin rafz cuadrada, segtin si 3 y
1728 — j tienen o no raiz cuadrada en k.) Para cada valor de a4 hay dos valores
para ag. En total hay m — 1 ecuaciones con invariante j.

Dos ecuaciones corresponden a curvas k-isomorfas si y solo si existe una
transformacion del tipo dado por el teorema 2.3 que transforma una en la otra.
Del teorema 2.6 (comparar con la prueba del teorema 2.12) se sigue que las
transformaciones que convierten una ecuacién del tipo considerado en otra del
mismo tipo son las de la forma

X =u?X/, Y =u3Y’, u € k*.

Estas transformaciones constituyen un grupo G de orden m — 1 y una trans-
formacién dada fija a una ecuacion si y sélo si u? = 1, en cuyo caso las fija a
todas. Por lo tanto, hay dos transformaciones que fijan a las m — 1 ecuaciones
y m — 3 que no fijan a ninguna. La férmula de Burnside nos da que

(m—14+m-—1)=2.

m—1

Los demés casos se tratan de forma similar. Como ilustraciéon detallaremos
el mas complicado, el correspondiente a m = 2", n par, j = 0. Segun el
teorema 2.7, las curvas en estas condiciones admiten ecuaciones de la forma

Y2 +a3Y = X3+ as X + ag, as # 0.
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Hay un total de (m — 1)m? = (2" — 1)22" ecuaciones. Del teorema 2.6 se
sigue que las transformaciones que conservan la forma canénica de la ecuacion
son las del tipo

X =u*X' + 5%, Y =u?Y + su” X' +t, u # 0.

Estas forman un grupo G de orden (m — 1)m? = (2" — 1)2?". Ademas, las
que fijan a una ecuaciéon dada son las que cumplen

w? =1, (u—1)ag+saz+s* =0, s2ay+s°+taz+t>=0.

Hemos de calcular |F(g)| para cada g = (u, s,t). Distinguimos casos:
a) u=1,s=0.

e t = 0. Entonces g es la identidad y |F(g)| = (2" — 1)22".

e t £ 0. Entonces g fija a las ecuaciones que cumplen taz+t2 = 0, lo que
determina completamente a a3, mientras que a4 y ag son arbitrarios.
Por consiguiente, |F(g)| = m? = 22". Hay m — 1 transformaciones g
en este caso, luego la contribucién total a la féormula de Burnside es
(2n —1)22n,

b) u =1, s # 0. Las ecuaciones son sas +s* = 0, s?a4 +s° +taz +t> = 0. La
primera determina a as y la segunda a a4, mientras que ag es arbitrario.
Asi pues, |F(g)] =m = 2" Hay (m — 1)m = (2" — 1)2" transformaciones
de este tipo, luego la contribucion total a la formula es (27 — 1)227.

¢) u # 1. Aqui usamos que n es par, pues de lo contrario este caso no
podria darse. En efecto, el menor cuerpo de caracteristica 2 que contiene
a las raices ctubicas de la unidad es el de 4 elementos, luego éstas estan
contenidas en los cuerpos de 2™ elementos con n par.

e s =0,t=0. Las condiciones se reducen a a4 = 0, luego concluimos
que |F(g)] = (m — 1)m = (2™ — 1)2". Hay 2 transformaciones en
este caso (correspondientes a los dos valores de u), luego en total la
contribucion es de (27 — 1)27+1L.

e s =0,%t # 0. A la condicion a4 = 0 hay que anadir az = —t,
lo que reduce las ecuaciones a |F(g)] = m = 2". El ntimero de
transformaciones es 2(2"—1), luego la contribucion es de (2" —1)2"+1.

e s # 0. Las condiciones son
(u—1)ag + saz +s* =0, s%ay+s° +taz +t*> =0.

Despejamos a4 en la primera (notemos que 1/(u — 1) = u) y susti-
tuimos en la segunda:

az(us® +t) 4+ (u+1)s® +t* =0,
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o también
as(us® +t) + (us® +1)* = 0.
— Sit = us? se cumplen las condiciones para cualquier as y cualquier

ag, mientras que aq estd determinado. Esto nos da
[F(g)l = (m —1)m = (2" —1)2",
y el nimero de transformaciones es 2(m — 1). La contribucién es de
(2" —1)%2n+L
— Si t # us? entonces a3 est4 fijo, al igual que a4, luego |F(g)| = 2"

y el niimero de transformaciones es 2(m — 1)2. La contribucién es de
(2n _ 1)22n+1.

La férmula de Burnside nos da, finalmente,

1

v o= ———(3(2" —1)22" £ 2(2" — 1)2"T 4 9(2" — 1)%9n !
(27 —1)22n
1
= o (3-22" 4 ont2 44,920 _ont2) — 7,

A partir de aqui es facil calcular el niimero total de curvas elipticas sobre un
cuerpo dado:

Teorema 4.13 El nimero N de curvas elipticas salvo k-isomorfismo sobre el
cuerpo k de m elementos viene dado por la tabla siguiente:

m N

22r+1 22T+2+1
22T 22T+1 + 5
32T+1 2(32T+1+1)
327" 2(327" 1 +3>

1 (méd 12) | 2m + 6

5 (méd 12) | 2m + 2

7 (méd 12) | 2m + 4
11 (méd 12) | 2m

DEMOSTRACION: Es una comprobacién sencilla. Veamos por ejemplo el
primer caso: hay 22”1 invariantes posibles, cada uno de los cuales da lugar a 2
curvas, excepto j = 0, que aporta 3. En total:

N =202** —1)+3=2%"2 1.

Dada una curva
E:Y?=X34+aX +ag
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definida sobre un cuerpo finito de caracteristica > 3, el teorema 4.12 afirma
que —salvo casos excepcionales— s6lo hay dos clases de conjugaciéon de curvas
isomorfas a F. El teorema 2.46 nos da que un representante de la otra clase es
la curva dada por

E' =Y? = X34 d%ay X + d*ag,
donde d no es un cuadrado en k*.

Vamos a determinar la relacion entre las trazas de E' y E’. Para ello con-
sideramos el caracter cuadratico x : k* — {£1}, aplicamos la formula (4.1) y
usamos que cuando x recorre k lo mismo hace dx:

T(E'/k) = =3 x(@®+ d?asx + d®ag) = — 3 x(d®z® + dPasz + d>ag)
z€k zek

X(d)°T(E/k) = =T(E/k).

(Notemos que x(d) = —1 porque hemos tomado d sin raiz cuadrada en k.)

Vemos asi que E' y E’ tienen traza distinta supuesto que ésta sea no nula
(en particular si son curvas ordinarias). Con esto tenemos casi demostrado el
teorema siguiente:

Teorema 4.14 Dos curvas elipticas ordinarias sobre un cuerpo finito k son k-
isomorfas si y solo si tienen el mismo invariante y el mismo nimero de puntos
racionales.

DEMOSTRACION: Las condiciones son obviamente necesarias. Si se cumplen
y j # 0, 1728, entonces so6lo hay dos clases de curvas k-isomorfas con invariante
j. Silas dos curvas no fueran k-isomorfas, una de ellas seria k-isomorfa a una
curva E y otra a la correspondiente curva E’ en las condiciones de la discu-
sién precedente, pero ya hemos visto que en tal caso tendrian trazas opuestas
(no nulas, por ser ordinarias), luego no tendrian el mismo namero de puntos
racionales.

Falta considerar los casos j = 0y j = 1728. Estos invariantes son supersin-
gulares en las caracteristicas 2 y 3, luego podemos suponer que cark > 3. Si
j = 1728 ambas curvas admiten ecuaciones de la forma

E:Y?=X34a4X, B Y?=X%+d,X.

Por 4.9 sabemos ademas que p = 1 (mdd 4), luego también m = 1 (mdd 4).
Como de costumbre, llamamos m al cardinal de k. Trabajando en k, se cumple

T(E/k) = — Zx(x3 + (Z4ZL') — _ Z (SCS + a4x)(m71)/2
z€k rEk*

(m=1)/2 —1)/2 ) o
_ Z Z <(m ' )/ )x21+(m1)/2aim 1)/2 7/.
i=0 zek* g
Ahora usamos la relaciéon

in:{—(l) sim—1]1,

rEk* en caso contrario,
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que ya nos ha aparecido en la prueba del teorema 4.8. El tnico exponente
miltiplo de m — 1 en nuestra suma corresponde a i = (m — 1)/4, luego

(m — 1)/2) (m-1)/4

T = ()3l

Como las curvas son ordinarias, las trazas son no nulas modulo p, luego el
nimero combinatorio es no nulo en k. La misma relacion vale para T(E'/k), y
. . . . . . (m—1)/4 /(m—1)/4
simplificando los nimeros combinatorios concluimos que a, = a,
0, lo que es lo mismo, (ay/a})™~Y/* = 1. Esto implica que /as/a;, € k. (En
general, si k* = (g) y (¢")™~D/% = 1, entonces m — 1 | i(m — 1)/4, luego
4 | i, luego ¢* tiene raiz cuarta 92/4.) Por el teorema 2.47, las dos curvas son
k-isomorfas.

Si j = 0 hemos de considerar ecuaciones de la forma Y? = X3 + q¢. El
razonamiento es anilogo. Ahora tenemos que m = 1 (méd 3), y la expresion
para la traza resulta ser

T(E/k) = <(m - 1)/2) Lm=1)/6

(m—1)/3)"° ’
de donde concluimos que (ag/ag)™ /6 =1y de aqui que {/ag/ay € k. =

Ejercicio: Razonar que el teorema anterior es falso para curvas supersingulares.



Capitulo V

Grupos formales

En este capitulo introducimos una nueva técnica para estudiar las curvas
elipticas. Esencialmente consiste en estudiar el desarrollo en serie de Taylor de
la suma en un entorno del punto (O, O). Esto nos llevara a la nocion de grupo
formal, que es una serie de potencias en dos variables que satisface las condi-
ciones necesarias obvias para poder ser una serie de Taylor de una operacion de
grupo. Antes de introducir la nocién general de grupo formal dedicaremos la
primera seccién a ver con detalle como aparecen estos grupos en el estudio de
las curvas elipticas.

5.1 Desarrollos de Taylor en O
Consideremos una curva eliptica E definida por una ecuacion de Weierstrass
Y2+ a1 XY + a3y = X2 + as X% + au X + ag.

Puesto que queremos estudiar desarrollos de Taylor alrededor del punto O,
conviene hacer un cambio de sistema de referencia para que sus coordenadas
pasen a ser (0,0). Dado que O = [0, 1,0], basta con homogeneizar respecto de
Z y deshomogeneizar respecto de Y. La ecuacion pasa a ser

Z4+aXZ+a3Z% = X3+ axX?Z + ay X Z% + agZ>.

Para eliminar signos conviene hacer el cambio Z' = —Z, X’ = —X, con lo
que la ecuacién se convierte en

Z=X34aXZ+ayX%’Z +a3Z?+ ay, X Z? + ag Z>.

Si las coordenadas afines originales eran © = X/Z, y = Y/Z, las nuevas son
t=-X/Y,z=-2Z/Y, luego

t=—x/y, z=-1/y,

115
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y estan ligadas por la ecuacién

2 =13+ (a1t + aot?)z + (a3 + agt)2® + ag2.

Sabemos que x tiene un polo doble en O, mientras que y tiene un polo triple.
Por consiguiente, t y z tienen ceros en O de 6rdenes 1 y 3, respectivamente. En
particular ¢ es un parametro local de E en O y podemos considerar el desarrollo
de z en potencias de t, que sera de la forma

z=13(Ag+ Ayt + Agt* +---), A€k

Vamos a demostrar que en realidad A4,, € Zlay,...,as]. Esto es una conse-
cuencia de un resultado general:

Teorema 5.1 Sea A un dominio integro y A[[T]] su anillo de series formales
de potencias. Sean F € A[[T]|[Z] yn > 1 tales que

F(0) =0 (méd T), F'(0)=1 (méd T).
Entonces la sucesion
29 = 0, Zmt1 = 2m — F(zm)
converge a una serie z € A[[T]], que es la dnica que cumple
F(z) =0, z =0 (moéd T™).

DEMOSTRACION: Llamemos m = (T) al ideal maximal de A[[T]]. Estamos
suponiendo que el término independiente de F' estd en m™, luego si z,, € m”,
también F(z,,) € m", luego z,+1 € m™. Asi pues, concluimos que z,, € m"
para todo m.

Veamos ahora que z, = zZni1 (méd m™*™). Para m = 0 esto significa
que F(0) = 0 (m6d m™), lo cual es cierto por hipotesis. Supongamos que la
congruencia se cumple para naturales menores que m.

Consideremos dos indeterminadas Z; e Zy. Claramente
F(Zy) = F(Zs) = (Z1 — Z2)(F'(0) + Z1G(Z1, Za) + Z2H(Z1, Z2)),
con G, H € A[[T][Z1, Z2]. Por lo tanto,

Zm4+1"2m = ZnL_F(ZnL)_(Z’m—l _F(Zm—l)) = Zm —Rm-—-1—" (F(Zm)_F(Z’m—l))
= (zm — 2m—-1)(1 = F'(0) — 2:nG (2m 2m—1) — 2m—1H (Zm, 2m—1))-

Por hipétesis de induccion z,, —z,_1 € m™T"~1 por la hipotesis del teorema
1 — F'(0) € m y, segin hemos visto antes, z;,_1, zn € Mm", luego podemos

concluir que 2,11 — 2y, € MM,

Con esto hemos probado que la sucesiéon z,,+1 — 2, tiende a 0, luego la
sucesion z,, es de Cauchy en A[[T]], luego converge a una serie z. Tomando
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limites en la relacion recurrente que define a z, obtenemos que F(z) = 0.
Como cada z,, € m”, la continuidad de la valoracién implica que z € m".

Por ultimo, si 2/ € A[[T]] es otra serie que cumple F(z') = 0y 2’ € m™,
entonces

0=F(z)— F(')= (2= 2)(F'(0) + 2G(z,2') + 2’H(z,2)).
Si fuera z # 2’ entonces F'(0) 4+ 2G(z,2') + 2’ H(z,2") = 0, de donde podria-
mos concluir que F’(0) € m, contradiccion. "

Volviendo a la discusion previa al teorema, tomamos A = Z[ay,...,a6] y
F(Z)=2Z T~ (1T + axTHZ — (a3 + asT)Z* — as Z°.
Ciertamente
F(0)=T2 =0 (méd T?), F'(0) =1~ (a,T + axT?) =1 (méd T),

luego la serie de potencias S(T') € Zlaq,...,a6][[T]] que nos da el teorema
cumple la ecuacion

S(T) = T3 + (a1 T + axT?)S(T) + (a3 + asT)S(T)* + agS(T)3,

asi como que T3 | S(T). Ahora bien, si aplicamos el teorema con A = k
obtenemos la misma serie S(T'), pero ahora la serie de Taylor de z cumple las
mismas propiedades, luego por la unicidad concluimos que S(7T') es dicha serie
de Taylor.

Maés atn, podemos aplicar el teorema con A = Alaq,...,ag|, considerando
ahora los a;’s como indeterminadas. Asi obtenemos una tnica serie

S(T) € Zlax, . .., ag][[T]]

con la propiedad de que cuando sustituimos las indeterminadas a; por valores
concretos en un cuerpo k, la serie S(T') se particulariza a la serie de Taylor de
z respecto de t correspondiente a la curva eliptica determinada por la ecuaciéon
de Weierstrass de coeficientes a;. Pongamos que

S(T) =T?(Ag+ A1 T + AsT? + -+ ),

con A; € Z[ay,...,aq). Es facil calcular explicitamente los polinomios A,,. Por
ejemplo:

A():]., A1:a1, AQZQ%+GQ, A3:a113+2a1a2+a3,

Ay = a‘f+3a%a2+3a1a3 +a% +aq, ...

Vamos a demostrar que, tal y como se observa, la suma de los indices de cada
monomio de A,, es igual a m. Para ello definimos el grado de un monomio de
Zlay, ..., ag] como la suma de sus indices y llamamos G, al Z-modulo generado
por los monomios de grado r. De este modo,

Z[al, ‘e ,aG] = @GT
r=0

v G,.Gs C G,4s. Vamos a demostrar que A4, € G,,.
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Para ello observemos como se construye concretamente la serie S(77). Si
llamamos
P(T,2) =T* + (a1 T + a2T*)Z + (a3 + asT)Z* + as Z°,
la sucesioén z, construida en 5.1 es
zo =0, Zm+1 = P(T, zpm,).
Mas detalladamente:
z1 = P(T,0), =z =P(T,P(T,0)), z3=P(T,P(T,P(T,0))),...
Si definimos
P(T,Z)=P(T,Z), Pyi1(T,Z) = P(Z,Pyn(T, 2)),
entonces z,, = P, (T,0).

Extendamos la aplicacion grado a Zlaq,...,as, T, Z] estableciendo que T
tiene grado —1 y Z tiene grado —3. Ahora

+oo
Z[(Zl,...,CLG,T,Z]: @ GT.

T=—00

Es claro que P(T,Z) € G_3. Mas atn, una simple induccion prueba que
P, (T,Z) € G_3 para todo m > 1. Por consiguiente,

P (T,0) = T3(1 + B{"T + By'T* + - -- + BRTN),

con B™ € G,. Como S(T) = lim P,,,(T,0), tenemos que A, = B]™ para m
suficientemente grande, luego A, tiene grado r.

El teorema siguiente resume lo que hemos obtenido hasta aqui:
Teorema 5.2 FEziste una serie formal de potencias
S(T)=T3(1+ AT + AT? +--- ) € Z[ay, . . ., ag][[T]]

tal que si E es una curva eliptica determinada por una ecuacion de Weierstrass

con coeficientes aq, ... ,ag, entonces la serie de Taylor de z = —1/y en O alre-
dedor del pardmetro t = —x/y es S(T). Ademds, los indices de cada monomio
de Ay, € Zlay, ..., as) suman m.

Ahora podemos volver a las coordenadas de Weierstrass: observemos que la
serie 1 + A1T + AT? + -+ es una unidad de Zlay, . .., ag)[[T]], luego las series

de Laurent de x = t/z e y = —1/z alrededor de O tienen sus coeficientes en el
anillo Zay, ..., ag]. Un calculo rutinario muestra que
L o t— (aq + aras)t> +
xr = = ———az—azt—(ag+a1a
ol 2 —as 4+ aias
1 ay a2 2
y = + — + — +ast + (as + araz)t” +---

T2 Ty
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Consideramos ahora el producto E x E. Sean p; las proyecciones, t; = p; ot,
zi = p; oz, para i = 1, 2. Las funciones t1, t; forman un sistema local de
parametros en (O,0). Sea S : EXx E — FElasumaen F y sea s = Sot.
Entonces s € k(E x E). Vamos a estudiar su desarrollo en serie de Taylor
alrededor del punto (O, O).

Consideremos el plano afin determinado por Y # 0, en el cual podemos
tomar a t y z como coordenadas afines. Fijados dos puntos distintos Py, P, € E,
de coordenadas (t1,21), (t2, 22), la pendiente de la recta que los une es

Z2 — 21
to—t1

Podemos ver a A como una funcién racional en la superficie £ x E. Su
desarrollo en serie alrededor de (O, O) es!

T17T2 ZAn 3 T2_T1 EZ[CL17...,CL6][[T1,T2]].

Observemos que A no tiene términos de grado 0 o 1. La recta que pasa por
Py y P, viene dada por la ecuacion Z = \T + u, donde p = z1 — At;. Si vemos a
 como funciéon racional en E' x E, tenemos también que su desarrollo en serie
es [}J(Tl, TQ) = Zl(Tl) — )\(Tl, TQ)Tl S Z[al, ey aﬁ][[Tl, TQH

Sustituyendo la ecuacion Z = AT + p en la ecuacion de Weierstrass (maés
exactamente, en su transformada en términos de T'y Z) obtenemos una ecuacion
cubica en T', dos de cuyas raices son t; y to. El cociente de los coeficientes de
grado 2 y 3 serd la suma de las raices cambiada de signo, luego la tercera raiz
es

a1\ + az\? + aop + 2a4\u + 3ag A2 p

ty3 = —t1 —to —
3 ! 2 14+ agh + asX? + ag)\3

Asi, t3 es la coordenada t del tercer punto donde la recta corta a E. Dicho
punto es —P; — P5. Si consideramos a t3 como funciéon racional en E X F,
tenemos que t3 es la composicion de la funcion (Py, P;) — —P; — P con la
funcion ¢ € E(E). La expresion anterior muestra que su desarrollo en serie
alrededor de (O, O) cumple t3(11, 1) € Z[ay, - . ., a6][[T1, T2]], pues el desarrollo
en serie del denominador es una unidad del anillo de series de potencias (porque
A no tiene término independiente). Mas atn, como A no tiene términos de
grado 1, vemos que

ts(Th,To) = —Th —To + - -

En términos de las coordenadas de Weierstrass, el opuesto de un punto
(z,y) viene dado por (x,—y — a1z — az). Teniendo en cuenta que t = —x/y, la

1En principio no sabemos si A es regular en (O,O), pero el monomorfismo de anillos
0(0,0)(E x E) — k[[T1,T3]] se extiende a un monomorfismo de cuerpos de k(E x E) en el

cuerpo de cocientes de k[[T1,T2]], y en este caso vemos que la imagen de A es entera.
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coordenada t de dicho opuesto es ¢ = z/(y+ a1z +a3). Viendo a ¢ como funciéon
racional en F, su desarrollo en serie alrededor de O es
x(T) T2 —aT7'—---

(1) = = ,
(T) y(T)+az(T)+a3 T 3+a;T724---

luego
i(T)=-T+ - €Zay,...,a[[T])

Claramente s = t3 o i, luego?
S(Tl,TQ) = i(tg(Tl,Tg)) =Ti+Tr+--- € Z[al, R 7(16][[T1,T2H.
Con esto tenemos probada una parte del teorema siguiente:

Teorema 5.3 Sea E una curva eliptica definida por una ecuacion de Weiers-
trass con coeficientes aq,...,ag. Sean x, y las coordenadas de Weierstrass y
t = —x/y. Sean s(Py, P2) = t(P1 + P2), i(P) = t(—P), consideradas como

funciones en k(E x E) y k(E) respectivamente. Entonces sus series de Taylor
tienen sus coeficientes en Zlay, ..., ag] y son de la forma

s(h, Te) =Ty + To + -+, i(T)=-T+"--
Ademds cumplen las propiedades siguientes:
a) s(T1,s(To,T5)) = s(s(T1,T2),T3),
b) s(T1,0) =T1, s(0,Tz) = Ty,
¢) s(Ty,i(T1)) =0,
d) s(Ty,Ty) = s(Tx, T1).

DEMOSTRACION: Falta demostrar las cuatro propiedades. Para la pri-
mera consideramos la funcion u € 00 0,0)(F x E x E) definida mediante
U(Pl,PQ,Pg) :t(Pl —|—P2—|—P3)

Si ¢1 :Ex Ex E— E x FE viene dada por ¢1(P1,P2,P3) = (Pl +P2,P3),
tenemos que u = ¢ o s, luego la serie de Taylor de u en (0,0, O) es

7(u) = 7(s)(7(61(t1)), (91 (t2))) = s(s(T1, T2), T3),
pero igualmente podemos probar que
T(u) = s(T1, s(Ts, T3)),
luego ambas series coinciden.

Para las otras propiedades se razona andlogamente. Asi, para probar b) con-
sideramos ¢(P) = (P, O), para c) tomamos ¢(P) = (P, —P) y para d) tomamos
¢(P17P2):(P23P1)' L]

2 Aqui usamos que si ¢ : V. — W es regular y a € Og(p) (W), la serie de Taylor de poa en
P es la composicion de la serie de Taylor de a en ¢(P) con las series de Taylor de ¢ot;, donde
t1,...,tn es el sistema de parametros locales considerado en ¢(P). Concretamente, tomamos
¢(P1,P2) = =Py — Py y a =i, con lo que ¢(t) = t3.
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5.2 Grupos formales

Los resultados de la seccion anterior nos llevan a esta definicion:

Definicion 5.4 Un grupo formal (abeliano) sobre un dominio integro A es una
serie de potencias F' € A[[X,Y]] que satisface las propiedades siguientes:

a) FIX,)Y)=X+4+Y +---

b) F(X,F(Y, 7)) = F(F(X,Y), 2),

c) F(X,0)=X, F(0,Y) =Y,

d) Existe una serie i(X) € A[[X]] tal que F(X,i(X)) =0,
e) F(X,Y) = F(Y,X).

Observemos que la serie i(X) cuya existencia postula la definiciéon es tnica,
pues si j(X) cumple lo mismo, entonces

J(X) = F(j(X),0) = F(j(X), F(X,i(X))) = F(F(j(X), X),i(X))
= F(F(X,j(X)),i(X)) = F(0,i(X)) = i(X).

En estos términos, lo que hemos demostrado en la seccién anterior es que
la serie de Taylor en (O,0) de la suma de una curva eliptica dada por una
ecuacion de Weierstrass con coeficientes aq, ..., ag es un grupo formal sobre el
anillo Z[ay, ..., ag].

Dos ejemplos mas elementales de grupos formales son los siguientes:
El grupo formal aditivo Se trata del grupo dado por
FX,)Y)=X+Y.

Obviamente cumple todas las propiedades que exige la definiciéon. La serie
inversa es ¢(X) = - X. "

El grupo formal multiplicativo Se trata del grupo dado por

FX,Y)=X+Y+XY=(1+X)1+Y)-1

1 oo
La serie inversa es i(X) = Tox 1= Z(—l)”X". "
n=1

Vemos que un grupo formal es una serie de potencias que “definiria’ una
operacion de grupo en caso de converger. Més adelante veremos que en algunos
casos podemos garantizar la convergencia y obtenemos ciertamente estructuras
de grupo. Para no llegar a expresiones forzadas conviene usar letras distintas
cuando pensamos en un grupo formal como tal y cuando lo usamos como la
serie de potencias que es. Asi hablaremos de un grupo formal G con suma
F € A[X,Y], si bien, conjuntistamente G = F'.
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Definicion 5.5 Un homomorfismo h : Gi — G5 entre dos grupos formales
sobre un dominio integro A es una serie de potencias h = H € A[[T]] sin
término independiente tal que

H(F(X,)Y)) = Fp(H(X), H(Y)).

Observemos que si G es un grupo formal, entonces la serie H(T) = T define
un homomorfismo formal 1: G — G (la identidad en G). Asi mismo, dados
dos homomorfismos formales hy : G; — G2 v ho : G2 — G5 podemos definir
hi o hs : G1 — G5 mediante la composicion de series Ho(H1(T)).

Diremos que h : G; — G4 es un isomorfismo si existe otro homomorfismo

h:Gy — Gy talque hoh/ =h' oh=1.

Ejemplo Consideremos una isogenia ¢ : Fy — Fs entre dos curvas elipticas
sobre un cuerpo k con coordenadas de Weierstrass x1, y1 y 22, y2 respecti-
vamente. Sean t; = —x;/y; € k(E;) y consideremos los grupos formales G
determinados por las series de Taylor s;(X,Y) segun el teorema 5.3. Sea H(T)
la serie de Taylor en O de la funcién ¢ o to. Vamos a comprobar que define un
homomorfismo formal h : G; — Gs.

Ante todo, como t3(¢(0)) = O, es claro que H no tiene término indepen-
diente. Ahora basta observar la coincidencia de las funciones

E1XE1i>E1i>E1i)k7 E1XE1ME1XE1L>E2i>k

La serie de Taylor en (O, O) de la primera es s1(H(X), H(Y')), mientras que
la de la segunda es H(s2(X,Y)).

Si tenemos isogenias ¢1 : By — Eo 'y ¢o : B9 — E3, entonces el homomor-
fismo formal asociado a ¢ o ¢ es la composicion hy o hs de los homomorfismos
formales asociados a cada ¢;. En efecto, se trata del homomorfismo formal de-
terminado por la serie de Taylor de ¢ o ¢ ot3, que es la composicién de la serie
de Taylor de ¢2 o t3 (o sea, Ho(T)), con la serie de Taylor de ¢ oty (que es
H, (T)).

Es obvio que la isogenia identidad induce el homomorfismo formal identi-
dad, luego si una isogenia es un isomorfismo, su homomorfismo formal inducido
también lo es. L]

Si G es un grupo formal y m € Z, podemos definir inductivamente homo-
morfismos m : G — G mediante

oT)=0, m+1T)=FmT),T), m-1UT)=Fm(T),iT)).

Una induccién rutinaria muestra que realmente son homomorfismos. Para
estudiarlos conviene demostrar un resultado general:

Teorema 5.6 Sea A un dominio integro y a € A una unidad. Entonces, para
toda serie de potencias F(T) = aT + - - - existe una unica serie G(T) € A[T] tal
que F(G(T)) =T. Dicha serie cumple también que G(F(T)) =T.
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DEMOSTRACION: Vamos a construir una sucesion G, (T') € A[T] tal que
F(Gn(T)) =T (méd T, Gry1(T) = Go(T) (méd T™H).

La segunda condicién implica que la sucesion G,,(T) es de Cauchy en A[[T]],
luego converge a una serie G(T') que, en virtud de la primera condicién, cumple
F(G(T)) =T (la aplicacion G — F(G) es claramente continua).

En primer lugar tomamos G1(T) = a~'T. Supuesta definida G,,(T'), vamos a
probar que podemos tomar Gy, 1(T) = G, (T) + ¢TI para cierto ¢ € A. Esto
garantiza la segunda propiedad cualquiera que sea c. Respecto a la primera,
calculamos

F(Gny1(T)) = F(Go(T) + T = F(G,(T)) + acT™ !
=T +bT™ 4 acT ™ (méd T 2),
para cierto b € A, por hipdtesis de induccion. Basta tomar ¢ = —b/a.

Asi tenemos la existencia de una serie G tal que F(G(T)) = T. Ahora
bien, la construccién muestra que G(T') = a~ T + - - - luego podemos aplicar la
parte ya probada a G y obtener una serie H tal que G(H(T)) = T. Entonces
F(G(H(T))) = F(T), luego H(T) = F(T) y, por consiguiente, G(F(T)) =1T.

Finalmente, si G’ es cualquier otra serie que cumpla F(G'(T")) = T, entonces
G(T) = G(F(G'(T))) = G'(T).
|

Veamos ahora un par de propiedades sobre la multiplicacién por un entero
en un grupo formal que seran importantes después.

Teorema 5.7 Sea G un grupo formal sobre un dominio integro A y m € Z.
a) La multiplicacion por m en G cumple m(T) =mT + - - -
b) Sim es una unidad en A, entonces m : G — G es un isomorfismo.

DEMOSTRACION: El apartado a) se demuestra facilmente por induccion so-
bre m. Para m < 0 observamos que

0=F(T,(T)=T+4«T)+---,
luego i(T) =T+ ---

Para probar b) usamos el teorema anterior, que nos da una serie G(7T') tal que
m(G(T)) = G(m(T)) = T. Solo hemos de probar que G es un homomorfismo.
En efecto,

3
=
Q
>
Q
=
Il
=
El
Q
>
3

(G(Y))) = F(X,Y),

luego
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Diferenciales invariantes Ahora vamos a demostrar que todo grupo formal
tiene una forma diferencial invariante por traslaciones. El espacio de formas
diferenciales sobre A[[X]] puede identificarse con el propio A[[X]], pues una
forma diferencial es simplemente una expresion de tipo w = H(X)dX, con
H(X) e A[[X]).

Por otra parte, la traslacion en un grupo formal G es simplemente su suma
vista como funcién de una variable, es decir, 7y (X) = F(X,Y).

La transformada de una forma w por la traslacion de G es la forma diferencial

oF
7y () = H(F(X,Y)) O dT € A[X. Y]
Diremos que una forma diferencial w sobre A[[X]] es invariante respecto de
un grupo formal G sobre A si Ty (w) = w. Diremos que w = H(X)dX esta
normalizada si H(0) = 1.

Ejemplo Es facil ver que una diferencial invariante para el grupo formal adi-
tivo F(X,Y) = X +Y es w = dX, mientras que una diferencial invariante para
el grupo formal multiplicativo F(X,Y) = (1+ X)(1+Y) —1es

dX
= = —(1-X4+X2_XxX34+..9)dX.
w X ( + +9)

Teorema 5.8 Si G es un grupo formal sobre un dominio integro A, entonces
existe una unica diferencial invariante normalizada, dada por la formula

1
w= a—F dX.
0X (0,)

Cualquier otra diferencial invariante es de la forma aw, con a € A.

DEMOSTRACION: Supongamos que w = H(X)dX es una diferencial inva-
riante para G. Entonces

oF

H(F(X,Y)) 55 =

H(X).

En particular, haciendo X = 0 tenemos que

oF

HY) — = H(0).
0X (0.Y)
Cambiando la Y por la X queda
oF
H(X) — = H(0).
19,4 (0,X)
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La derivada de F' tiene término independiente 1, luego H(X) estd comple-
tamente determinado por H(0) y ha de ser
oF

H(X) = (ax . X)) H(0).

Basta probar que la diferencial del enunciado es invariante. Esto equivale a

demostrar que
-1 —
oF or ([ OF
0X (0,F(X,Y)) 0X 0X (0,X)

Para ello derivamos respecto de Z (aplicando la regla de la cadena) la igual-
dad F(Z,F(X,Y)) = F(F(Z,X),Y), con lo que obtenemos la relaciéon

OF _OF OF
Xl izrxyy OXlrazx)y) 0X

(2,X)

Ahora hacemos Z = 0, con lo que la expresiéon se reduce a

oF _OF OF
0Xlorexyy 09X 0X|qx)’
que es la relacidén que necesitdbamos. m

Teorema 5.9 Sea E una curva eliptica sobre un cuerpo k con coordenadas
de Weierstrass x, y, sea t = —x/y, sea w = hdt una diferencial invariante
de E y sea H(T) la serie de Taylor de h respecto del pardmetro t. Entonces
w' = H(T)dT es una diferencial invariante del grupo formal asociado a E.

DEMOSTRACION: Sabemos que w es una diferencial de primera clase de E,
es decir, no tiene ceros ni polos, por lo que podemos suponer que h(O) = 1.
Para cada punto P € E tenemos que

dTp
h=(h -z
( OTP) dt,
luego
dTP
1=nh =h(P) —| .
(0)=hP) |

La derivada de 7p es, por definicion, la tinica funcion en k(E) cuya serie de
Taylor en O es la derivada de la serie de Taylor de 7p. Asi pues, la serie de

Taylor de h es
-1
s
H(T) = | 5+ )
(%)

donde s(X,Y) es la serie de Taylor de la suma en E. Segtn el teorema anterior,
H(T)dT es la diferencial invariante normalizada del grupo formal de E. =
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Si h: G; — G2 es un homomorfismo entre grupos formales sobre un domi-
nio integro A, a cada forma diferencial w = G(X) dX sobre A[[X]] le podemos

asignar otra dada por

h(w) = G(H(:E))Z—)k(r dX.

Esta transformacion relaciona de forma natural las diferenciales invariantes:

Teorema 5.10 St h : Gy — G2 es un homomorfismo entre grupos forma-
les, entonces las diferenciales invariantes normalizadas wa, y wa, verifican la
relacion
h(sz) = H/(O) wa; -
DEMOSTRACION: Vamos a ver que h(wg,) es una diferencial invariante para
G1. En efecto, si wg, = G(X)dX, entonces

Fr(ilwe,) = Ty (G(H(X))ff;dx)

- GUH(R(XY) T

oF,
Fi1(X,Y) 0X
OH(F1(X,Y))

19,4 X
OFy(H(X),H(Y))
0X

dX

= G(FR(H(X),H(Y)))

dX

= G(F(H(X),H(Y)))

OF,
0X

dH
—dX

= G(R(H(X),H(Y
(F2(H(X),H(Y))) iy A

= G(H(X) T X = hws,)
El término independiente de
dH
X

es H'(0), luego el teorema anterior implica la igualdad del enunciado. L]

G(H(X))

Veamos otra aplicacién de la diferencial invariante que nos sera tutil un poco
més adelante:

Teorema 5.11 Si G es un grupo formal sobre un dominio integro A yp € Z
es un primo, entonces existen series de potencias f(T), g(T) € A[[T]] tales que

f(0) =g(0) =0y p(T) = pf(T) + g(T7).

DEMOSTRACION: Sea w(T') = H(T) dT la diferencial invariante normalizada
de G. Segun el teorema 5.7 tenemos que p(T") = pT + ---, luego el teorema
anterior implica que

pH(T)dT = pw(T') = H(p(T))p'(T) dT.
La serie H(p(T)) tiene término independiente igual a 1, luego tiene inversa

en A[[T]], luego p'(T') € pA[[T]]. Esto significa que cada término a,, 7" en p(T')
cumple p | a,, 0 bien p | n. n
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Logaritmos y exponenciales FEn este apartado trabajaremos con grupos
formales sobre un dominio integro A de caracteristica 0 y llamaremos K = AQQ.
Podemos identificar a K con el subanillo del cuerpo de cocientes de A formado
por las fracciones con denominador entero.

Definicion 5.12 Sea G un grupo formal sobre un dominio integro A de carac-
teristica 0, sea K = A®@ Q y sea w = (1 + 1 X + caX? + ---)dX la diferencial
invariante normalizada. El logaritmo formal de G es la serie de potencias

log(X) = /w =X+ %X2 + %QX3 +. € K[[X]).

La exponencial formal de G es la unica serie de potencias expq(X) € K[[X]]
que cumple (segin 5.6)

log (expg (X)) = expg(logg(x)) = X.

Por ejemplo, si G es el grupo formal multiplicativo, sabemos que su diferen-
cial invariante normalizada es

w=(1-X+X?-X3+..9)dX,

luego
Xz x3 x¢
loga(X) =X =5+ 5 — 7+

Observemos que si A = C ésta es la serie de potencias de la funcién holomorfa
log(1+ X), cuya inversa es la funciéon eX — 1, cuya serie de potencias es a su vez

oo

expg(X) = Z

n=1

XTL
nl’

Vamos a probar que esta serie es realmente exp(X) (para cualquier anillo
de coeficientes A). Lo que sabemos es que, como series en C[[X]], se cumple

expg(loga (X)) = X,
luego esta identidad se cumple también en Q[[X]], luego en K[[X]].

El interés de los logaritmos formales se debe en gran parte al teorema si-
guiente:

Teorema 5.13 Sea G un grupo formal sobre un dominio integro A de carac-
teristica 0 y sea G el grupo formal aditivo sobre A. Si consideramos a ambos
como grupos formales sobre K = A ® Q, entonces logg : G — G4 es un
isomorfismo.

DEMOSTRACION: Sea w = P(X)dX la diferencial invariante normalizada
de G. Entonces OF

P(F(X,Y)) 5 =

P(X).
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Equivalentemente,

0 0

Esto implica que
log, F(X,Y) =log(X) + H(Y),
para cierta H(Y') € K[[Y]]. Haciendo X = 0 vemos que H(Y) = log. Y, luego
logg F(X,Y) =logg(X) +logg(Y).

Esto demuestra que logs es un homomorfismo. Cambiando X e Y por
expa(X) y expe(Y) obtenemos

log; F(expg(X),expg(Y)) = X +Y,
y tomando exponenciales en ambos miembros
F(expg(X), expg(Y)) = expg(X +Y),

luego exp también es un homomorfismo y es el inverso de log., luego el loga-
ritmo es un isomorfismo. L]

Nota Es facil ver que en la construccion de las funciones exponencial y loga-
ritmica de un grupo formal G no hemos usado en ningiin momento la conmu-
tatividad de G (es decir, la propiedad F(X,Y) = F(Y, X)), pero tenemos la
relacion

F(X,Y) = expg(logg(X) + logg(Y)),

de donde se sigue que todo grupo formal sobre un dominio integro de caracte-
ristica 0 es necesariamente abeliano. Esto no es cierto en caracteristica prima.
| |

La restriccion a caracteristica nula es obviamente necesaria para trabajar con
logaritmos debido a que en la definicion aparecen necesariamente denominadores
enteros. Dichos denominadores los conocemos explicitamente en el caso de la
funcién logaritmo, pero no sucede lo mismo con su inversa, la exponencial. El
teorema siguiente nos permitira obtener una estimacion.

Teorema 5.14 Sea A un dominio integro de caracteristica 0 y sea

oo

ap n
F(X)=>" X
n=1 """

una serie de potencias con a, € A y de modo que ay sea una unidad. Entonces
la serie inversa G(X) determinada por F(G(X)) = X es de la forma

con b, € A.
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DEMOSTRACION: Derivando en F(G(X)) = X obtenemos que

dF
dX

dG

-~ _1
G(X) dX

)

y haciendo X = 0 vemos que a1b; = 1. Como a; es una unidad de A, concluimos
que by € A. Derivando de nuevo queda

(dG) L9
ax) \dX dX

Una simple induccién muestra que para todo n > 2 podemos expresar

d*F
dx?

26

——5 = 0.

ar
dX

a"G
axm

G(X)
como polinomio con coeficientes enteros de las series

, dGqG
,1=1,...,n, X7 j=1...,n—1.

d'F
dx?

G(X)

Al evaluar en X = 0 obtenemos a1b,, como polinomio con coeficientes enteros
de los a; y los b;, luego otra induccién nos da que b, € A. n

En particular:

Teorema 5.15 Sea G un grupo formal sobre un dominio integro A de caracte-
ristica 0. Entonces

X", eXpG(X):Zb—X”,
n=1

a n
n!

log(X) = Z

-
n

con an, b, € A, a1 =by = 1.

5.3 Grupos formales sobre cuerpos métricos

En esta seccion K serd un cuerpo métrico discreto completo, O sera su anillo
de enteros, P el ideal maximal de O y &k = O/P y G sera un grupo formal
sobre O. La peculiaridad de este contexto es que cualquier serie de potencias
H(Xy,...,X,) € O[[X1,...,X,]] converge obviamente en P x --- x P.

Por consiguiente podemos definir el grupo G(3) formado por el conjunto B
con la suma determinada por a+¢ 8 = F(a, ) (v el inverso —ga = i(a)). Mas
atn, es claro que G(B") = P es un subgrupo de G(P).

También es claro que todo homomorfismo h : G; — G5 entre grupos for-
males sobre O induce un homomorfismo de grupos b : G1 (") — G2(B"), que
serd un isomorfismo si y solo si h lo es. Si m € Z, la multiplicacion m : G — G
induce la multiplicacion por m en G(B™).
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Observemos que si G, es el grupo formal aditivo, entonces G, (™) es simple-
mente P con la estructura de grupo que posee como ideal de 0. Por otra parte,
si G, es el grupo formal multiplicativo, entonces el grupo (aditivo) G, (P") es
isomorfo al grupo (multiplicativo) de unidades U,, = 1 4+ ", a través del iso-
morfismo natural dado por a — 1+ a.

No podemos usar el teorema 5.13 para probar que todos los grupos G(3) son
isomorfos a P porque el isomorfismo formal entre G y el grupo aditivo G, estéa
definido sobre un anillo mayor que O, sobre el cual no convergen necesariamente
las series exponencial y logaritmica. Luego veremos que, bajo ciertas hipdtesis,
ambas series convergen sobre subgrupos suficientemente pequenos, con lo que lo
méximo que tendremos sera un isomorfismo G (") = B", para r suficientemente
grande. De momento observemos que si G es un grupo formal arbitrario, el
grupo cociente

G(P")/G(H™)

es independiente de G. En efecto, si x, y € P", entonces
r+ey=F(r,y)=a+y+ =z +y(méd P,
luego la identidad es un isomorfismo G(B")/G (P 1) = P /Pt

Ahora vamos a estudiar los elementos de torsion de los grupos G(™). El
teorema siguiente representara un papel importante en el estudio de la aritmética
de las curvas elipticas.

Teorema 5.16 Sea p > 0 la caracteristica del cuerpo de restos k. Entonces
todo elemento de torsion de G(B) tiene orden potencia de p. (En particular, si
p =0 no hay elementos de torsion).

DEMOSTRACION: Basta probar que no existen elementos de torsion en G(3)
de orden primo con p (lo cual no es ninguna restriccion si p = 0). En efecto,
si existe un elemento de torsion x € G() y su orden m no es potencia de p,
entonces, o bien p = 0 y entonces m es primo con p, o bien multiplicando x por
la mayor potencia de p que divide a m obtenemos un nuevo elemento de torsiéon
de orden primo con p.

Supongamos, pues, que x € G() cumple mz = 0, con (m,p) = 1, y hemos
de probar que x = 0. Como p es la caracteristica de k, el hecho de que m sea
primo con p equivale a que m ¢ B, luego es una unidad de O y el teorema 5.7
nos da que la multiplicacion (formal) por m es un isomorfismo formal de G en
si mismo. Por consiguiente, la multiplicaciéon por m es también un isomorfismo
m: G(P) — G(P). Esto nos permite concluir que = = 0. "

Estudiemos ahora con mas detalle el caso en que k tiene caracteristica prima.
Teorema 5.17 Supongamos que K tiene caracteristica 0 pero que la caracte-
ristica del cuerpo de restos k es un primo p. Sea x € G(P) un elemento de
torsion de orden p™. Entonces

v
v(x) < ]ﬂ_(i% :
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DEMOSTRACION: Por el teorema 5.11 sabemos que p(T") = pf(T') + g(T?),
con f(0) =g¢(0) =0,y por 5.7 hadeser f(IT)=T+---

Demostramos el teorema por induccion sobre n. Si z # 0 pero p(z) = 0,
entonces 0 = pf(x) + g(«P). Esto implica que

v(pz) = v(pf(z)) = v(g(z")) = v(a?) = po(z),
luego v(p) > (p — 1)v(x), como tenfamos que probar.

Supongamos que el teorema es cierto para n y que x tiene orden n + 1.
Entonces

v(p(x)) = v(pf(z) + g(z")) = min{v(pz),v(z")}.
Como p(x) tiene orden n, por hipdtesis de inducciéon

_ v(p)
op(e)) < 0
luego

v(p)

n—1"

min{v(pz),v(z?)} < o —pn—1t

pero no puede ser que

v(pz) = v(p) +v(z) < pnqi(i)nl,

luego ha de ser
v(p)
pr — pn—l ’
como habia que probar. n

v(a?) = pu(z) <

Asi, por ejemplo, un grupo formal sobre Z, no puede tener elementos de
torsién si p > 3, y si p = 2 tendra a lo sumo elementos de orden 2.

Vamos a estudiar ahora la convergencia de las series exponencial y logarit-
mica. Nos apoyaremos en dos resultados técnicos.

Teorema 5.18 Sea p € Z un primo tal que v(p) > 1. Entonces, para cada
natural n > 1 se cumple
(n —1)v(p)

N <
o(nl) <

DEMOSTRACION: En efecto:
v(n!) = ZlE(n/pi)v(p),

donde E(z) denota la parte entera (observemos que E(n/p’) es el nimero de
miltiplos de p menores o iguales que n). Por consiguiente

o(nt) < E(z " o)’ = W) (1 s, < (1 D)

E(og,n) > 1. pues equivale a que E(log,n) < log,n.

donde usamos que np~
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Teorema 5.19 Supongamos que K tiene caracteristica 0 y sea p € Z un primo
tal que v(p) > 0.

a) Toda serie de la forma

FO =" 4, €0
n

n=1

converge en la bola abierta de centro 0 y radio 1 (esto es, sobre los puntos
x € O que cumplen v(z) > 0).

b) Toda serie de la forma

o0

bn
9(T) = 1", b, €0
n!
n=1
converge en la bola abierta de centro 0 formada por los puntos x € O tales
que v(z) > v(p)/(p —1). Ademds v(g(x)) = v(x).
DEMOSTRACION: Para la serie f(T) basta observar que
v(anz"/n) = v(an) +nv(z) —v(n) > nv(z) — v(p)log,n,
luego
limv(a,z"/n) = +o0,
lo que implica la convergencia de f(z).
Igualmente,
(n —Dv(p)

v(bpx™/n!) = v(b,) + nv(z) — v(n!) > no(z) — =

=v(z) + (n—1) (v(a:) _ ) ) .

Si z cumple la hipétesis de b), entonces

lim v(bya™ /n!) = 400
n

y g(x) converge. Mas atn, tenemos que si n > 2 entonces
v(bpx™/n!) > v(x),

luego el valor de todas las sumas parciales de g(z) es v(z), de donde podemos
concluir que v(g(x)) = v(z). "

Con esto podemos probar el siguiente resultado sobre logaritmos:

Teorema 5.20 Si K tiene caracteristica 0 y p > 2 es un primo tal que v(p) > 0,
entonces el logaritmo formal induce un homomorfismo logs : G(B) — K.
Sir es un natural v > v(p)/(p — 1), entonces el logaritmo se restringe a un
isomorfismo logs : G(P") — G, (P") (donde G, es el grupo formal aditivo).
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DEMOSTRACION: El teorema anterior se aplica claramente a la serie de po-
tencias log, T', luego ésta converge en G(3). El hecho de que la serie sea un
homomorfismo de grupos formales se traduce inmediatamente en que la aplica-
cion inducida sobre G(3) es un homomorfismo de grupos. Veamos ahora que
se restringe a un homomorfismo logs : G(P") — G (P").

Size GOP") yn>1,obien 1 <n <p-—1, en cuyo caso

v(x"/n) = nv(x) > nr >,

o bien 2 < p < n, en cuyo caso

0 (”’”) “r > mu(e) —v(m) —r > (n— L)r — v(p)log,n

n
n—1 logn
> p_lv(p)—v(p)logp
_ v(p)(n—1) (logp  logn >0,
logp p—1 n-1/—

donde usamos que la funcion logt/(t — 1) es mondtona decreciente para t > 2.
Esto prueba que cada término de la serie log = esta en P", luego lo mismo
le sucede a la suma.
El teorema anterior implica también que serie exponencial exp(T) define
un homomorfismo

expg : Ga(B") — G(F").

El hecho de que exp(T) y logo(T') sean formalmente inversos se traduce en
que las aplicaciones inducidas también lo son. n

5.4 Grupos formales en caracteristica prima
En esta seccion A seré un dominio integro de caracteristica prima p.

Definicion 5.21 Sea h : G; — G5 un homomorfismo formal entre dos grupos
formales sobre A. La altura de h (representada por alt h) es el mayor namero
natural a tal que H(T) = H*(T?"), para cierta serie H*(T) € A[[T]]. Conveni-
mos que si h = 0 entonces alt h = +00. La altura de un grupo formal G es la
altura de la multiplicacién por p en G.

Por ejemplo, el teorema 5.7 implica que si (m,p) = 1 entonces altm = 0,
mientras que el teorema 5.11 implica que altp > 1. Por lo tanto, la altura de
un grupo formal (sobre un dominio de caracteristica prima) es siempre mayor o
igual que 1.

El teorema siguiente es 1til para calcular alturas:

Teorema 5.22 Sea h : G — G2 un homomorfismo formal entre grupos for-
males sobre A.
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a) Si H'(0) = 0 entonces H(T) = H*(T?), para cierto H*(T) € A[[T]].
b) Si H(T) = H*(T?"), con a = alt h, entonces (H*)'(0) # 0.

DEMOSTRACION: a) Sean wy y wo las diferenciales invariantes normalizadas
de G1 y G2. Entonces, por el teorema 5.10,

0= H'(0) ey = h(wa) = (1+ - ) H'(T) T,
luego H'(T') = 0, de donde se sigue claramente que H(T') = H*(T?).
b) Llamemos g = p”. Sea F1(X,Y) =) a;; X'Y” lasuma en G; y definamos
F 1((1) (X,Y) =>"al,X {YJ. Vamos a ver que esta serie determina un grupo formal

Ggq). En efecto, consideremos unas nuevas indeterminadas S, 7' y llamemos
X =89Y =Y, de modo que podemos identificar A[[X,Y]] = A[[S?,T9]]. En
estos términos, F\9(X,Y) = Fy(S,T)".

Tgualmente podemos llamar Z = U9. Asi, elevando a ¢ la identidad

Fi(F(S,T),U)) = F1(S, Fi(T,U))

obtenemos la identidad correspondiente para Fl(Q). Igualmente se comprueban
las propiedades restantes.

Veamos ahora que H* determina un homomorfismo A* : Ggq) — Ga2. En
efecto,

HY(F{(X,Y)) = H*(Fy(S,T)") = H(Fy(S,T)) = F>(H(S), H(T))
= Fp(H™(5%), H*(T7)) = Fo(H"(X), H*(Y)).
Por lo tanto, si (H*)'(0) = 0, el apartado anterior nos da que podemos

expresar H*(T) = H**(T?), pero entonces H(T') = H**(T”a+1) y a no seria la
altura de h, contradiccién. n

Con esto podemos probar que las alturas se comportan bien con la compo-
sicion de homomorfismos:

Teorema 5.23 Sean G L, Go LN Gs dos homomorfismos formales entre
grupos formales sobre A. Entonces alt(hy o hy) = alt hy + alt ho.

DEMOSTRACION: Sean H,(T) = Hj(TP""), Ho(T) = H;(T?"*), donde a; y
as son las alturas correspondientes. Entonces

Hy(H\(T)) = H(H;(T""™)),

donde H resulta de elevar a p® los coeficientes de Hf. Por el teorema anterior
los coeficientes de grado 1 de Hy y H3 son no nulos, luego lo mismo sucede con
el de H} y el de la composicion Hi (H;(T)) (notemos que las series no tienen
término independiente por la definicion de homomorfismo formal). El apartado
a) del teorema anterior implica entonces que alt(hy o hy) = a1 + as. n

Ahora probamos que la nocién de altura se corresponde con el grado de
inseparabilidad de una isogenia:
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Teorema 5.24 Sea ¢ : E1 — Fy una isogenia entre dos curvas elipticas defi-
nidas por ecuaciones de Weierstrass sobre un cuerpo de caracteristica prima p
y sea h : G1 —> G el homomorfismo inducido entre los grupos formales de las
curvas. Entonces el grado de inseparabilidad de ¢ es p™t".

DEMOSTRACION: Del teorema 1.22 se sigue que toda isogenia se descompone
como composiciéon de una aplicacion de Frobenius y una isogenia separable.
Como el grado de inseparabilidad es multiplicativo y la altura es aditiva, basta
demostrar el teorema cuando ¢ estd en uno de estos dos casos.

Si ¢ es la aplicacion de Frobenius de grado p”, entonces su grado de inse-
parabilidad es p”. Por otra parte, el homomorfismo £ es el determinado por la
serie de Taylor de ¢ oty =¥ | que es TP, luego alt h = r.

Si ¢ es separable, sea w = hdt una diferencial invariante de Es y sea w(T)
la diferencial correspondiente del grupo formal de F,. El teorema 5.10 nos da
que una diferencial invariante del grupo formal de E; es

h(w(T)) = H'(0) w.

Por otra parte, de la definicion de h(w(T))) se sigue facilmente que es la
diferencial formal asociada a ¢(w), que es una forma no nula por el teorema
1.19. Asi pues, H'(0) # 0, luego alt h = 0. ]

En particular, la altura del grupo formal de una curva eliptica sobre un
cuerpo de caracteristica p (es decir, la altura de la multiplicacién por p) soélo
puede ser 1 o 2, ya que el grado de la multiplicacién por p es p?, luego su grado
de inseparabilidad ha de ser p o p?. Segiin el teorema 3.15 esta altura sera 1 si
la curva es ordinaria y 2 si es supersingular.






Capitulo VI

Curvas elipticas sobre cuerpos
locales

Si tenemos una curva eliptica F definida mediante una ecuacion de Weiers-
trass con coeficientes enteros, una forma de estudiarla es considerar las curvas
(mas simples) definidas por la misma ecuacién sobre el cuerpo Z/pZ, para cada
primo p. La curva obtenida de este modo se llama reduccién moédulo p de la
curva E. Lo primero que hemos de tener presente es que no tiene por qué ser
una curva eliptica, pero ello dependera tnicamente de si p divide o no al discri-
minante de la ecuacién. En particular, los primos con “mala reduccién” seran
siempre un namero finito.

Este proceso de reduccion presenta otros inconvenientes que hemos de consi-
derar. Por ejemplo, una misma curva eliptica puede admitir distintas ecuaciones
de Weierstrass con coeficientes enteros, cada una con un discriminante diferente,
por lo que la buena o mala reduccién en un primo puede depender de la ecuaciéon
que elijamos.

Para tratar estas cuestiones conviene considerar primero las curvas definidas
sobre los cuerpos p-adicos @, como paso intermedio de la reduccién, es decir, una
ecuacion con coeficientes enteros puede verse también como una ecuacién con
coeficientes en el anillo de enteros p-adicos Z,, la cual a su vez puede reducirse
a una ecuacion en el cuerpo Z,/(p) = Z/pZ.

Mas en general, ahora nos proponemos estudiar las curvas elipticas definidas
sobre un cuerpo métrico discreto completo. En todo el capitulo, salvo que se
indique lo contrario, K denotara un cuerpo métrico completo! respecto de una
valoracién v, llamaremos O a su anillo de enteros, U a su grupo de unidades,
P a su ideal primo, k = O/B a su cuerpo de restos y m denotard un primo de
0, de modo que P = (7). Supondremos ademas que K y k son perfectos. En
todos los casos de interés el cuerpo K tendra caracteristica 0 y k serd finito,
luego estas hipoétesis no son restrictivas.

1En realidad la completitud no es necesaria en la primera seccién.
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6.1 Ecuaciones minimales

Sea E/K una curva eliptica y sean z, y € K(F) dos generadores que satis-
fagan una ecuacion de Weierstrass

y2—|—a1xy—|—a3y=x3—|—a2x2+a4x+a6, a; € K.

Siu € K, el teorema 2.6 nos da que los generadores (u~2x,u~3y) satisfacen

una ecuacion similar con coeficientes u'a;. Asf, si tomamos v(u) suficientemente
grande podemos obtener una ecuacion de Weierstrass para E con coeficientes
en O. En consecuencia, el discriminante A también serd entero.

Definicion 6.1 Una ecuacién de Weierstrass es entera si sus coeficientes estan
en O. Un cambio de variables de la forma

X =u?X' +r, Y =u’Y + su” X' +t, u#0

es semientero si u, r, s, t € O. Diremos que es entero si ademas u € U (lo que
equivale a que el cambio inverso sea también semientero).

Acabamos de ver que toda curva eliptica admite una ecuacion de Weierstrass
entera. Es obvio que un cambio de variables semientero transforma una ecua-
cion de Weierstrass entera en otra ecuacién de Weierstrass entera. Respecto al
reciproco, tenemos el teorema siguiente:

Teorema 6.2 Consideremos dos curvas elipticas K-isomorfas E/K y E'JK
definidas por ecuaciones de Weierstrass enteras con discriminantes A y A’ tales
que v(A) > v(A’). Entonces existe un cambio de variables, necesariamente
semientero, que transforma la ecuacion de E en la de E'. El cambio serd entero
sty sdlo si v(A) = v(A).

DEMOSTRACION: Por el teorema 2.3, existen u, r, s, t € K, con u # 0 que
determinan un cambio de variables que transforma F en E’. El teorema 2.6 nos
da que sus discriminantes satisfacen la relaciéon u'?A’ = A, luego tenemos que
v(A) = v(A") +12v(u), de donde v(u) > 0y v(u) = 0 siy sélo si v(A) = v(A).
Falta probar que r, s, t € O.

De la relacion ubf = bg + 2rby + r2bg + 473 deducimos que

v(r) + v(2bg + by + 47%) > 0.
Si fuera v(r) < 0 tendriamos que tener v(2by + rby + 472) > 0, luego
v(rby 4 4r%) = v(r) + v(by + 41) > 0,

luego v(by 4 47) > 0y, en cualquier caso, tendria que ser v(4r) > 0. Razonando
igualmente con la transformacion de bg concluimos que v(3r) > 0. Ahora bien,
como ha de ser v(2) = 0 o v(3) = 0, podemos afirmar que v(r) > 0. La
transformacion de as nos da que v(s) > 0 y la de ag nos permite concluir que
v(t) > 0. u
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Dada una ecuaciéon de Weierstrass entera, tiene sentido considerar su reduc-
cion modulo p, que determinara una curva eliptica sobre k si y sélo si v(A) = 0.
Si no es asi, tenemos dos posibilidades: que la reduccién tenga una cispide o que
tenga un nodo, el cual a su vez puede ser racional o irracional. Demostraremos
que si elegimos la ecuacion con v(A) minimo no sélo tenemos mas posibilidades
de que el resultado sea una curva eliptica, sino que, cuando no lo es, el tipo de
la curva resultante no depende de la eleccion de la ecuacion. Esto lo veremos
mas adelante. Ahora discutiremos la nocién de ecuaciéon minimal:

Definiciéon 6.3 Si E/K es una curva eliptica, una ecuacion de Weierstrass
minimal para E es una ecuacion de Weierstrass entera para E tal que v(A) es
el menor posible. Representaremos por dy a dicho valor minimo.

Del teorema anterior se desprende que toda ecuacién de Weierstrass entera
de una curva eliptica se puede transformar en una ecuaciéon minimal mediante
un cambio de variables semientero, asi como que dos ecuaciones minimales de
una misma curva eliptica estan relacionadas por un cambio de variables entero.

En general, para determinar si una ecuacién entera es o no minimal hemos de
considerar su terna de wvalores covariantes (v(cq),v(cg),v(A)). (Las cantidades
¢4, o'y, a veces, A se llaman covariantes de la ecuacion.) Notemos que v(cq) y
v(cg) son nimeros naturales o bien +oo.

El teorema siguiente muestra que es muy facil decidir si una ecuacién dada
es o no minimal, salvo si el cuerpo de restos cumple cark < 3. En tal caso
necesitaremos un anélisis méas detallado, pero el teorema siguiente sera de todos
modos el punto de partida.

Teorema 6.4 Sea E/K una curva eliptica definida por una ecuacion entera
con valores covariantes (a,b,c) = (v(cq),v(cg), v(A)).

a) La ecuacion es minimal si y sdlo si E no admite otra ecuacion entera con
valores covariantes (a —4,b—6,c—12). En particular esto sucede si a < 4
o bien b <6 o bien ¢ < 12.

b) Sicar K > 3, entonces la ecuacion es minimal si y sélo si no existe una
ecuacion de Weierstrass entera con covariantes ¢y = 0471'_4, cg = cgm 5.

c) Sicark > 3, entonces la ecuacion es minimal si y sdlo si se cumple una
de las tres desigualdades v(cq) < 4, v(cs) < 6, v(A) < 12.

DEMOSTRACION: a) Si existe tal ecuacion, entonces la ecuacion dada no es
minimal, pues la nueva cumple v(A’) = v(A) — 12 < v(A). Reciprocamente, si
la ecuaciéon dada no es minimal, se puede transformar en una minimal mediante
un cambio de variables semientero, pero entonces los covariantes de la ecuaciéon
minimal cumplen

v(cy) = v(cs) —dv(u), wv(cg) =v(cg) —6v(u), v(A")=v(A)—6v(u).
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Como la ecuacion de partida no es minimal, la tercera igualdad implica que
v(u) > 0, luego v(ca) > 4, v(cg) > 6, v(A) > 12. Por consiguiente, el cambio
Y = 7%Y’, X = 13X’ transforma la ecuaciéon de partida en otra con valores
covariantes (a — 4,b — 6,¢ — 12).

b) Supongamos que existe una ecuacion con los covariantes indicados. En-
tonces su discriminante es A’ = A7~ !2 y su invariante es 5/ = j, luego dicha
ecuacion define una curva eliptica E’ isomorfa a E. Por otra parte, £ y E’
son k-isomorfas a curvas definidas por las ecuaciones de tipo b dadas por (2.5).
Estas ecuaciones no necesariamente enteras, pero que satisfacen las hipotesis
del teorema 2.47, luego las curvas E y E’ son K-isomorfas. Vemos, pues, que
FE es K-isomorfa a una curva eliptica definida por una ecuaciéon de Weierstrass
con discriminante v(A’) < v(A), luego la ecuacion de F no es minimal.

Reciprocamente, si la ecuacion de E no es minimal, por a) sabemos que ha
de ser v(cy) >4 y v(cg) > 6, y entonces el cambio X = 72X’ Y = 7Y’ nos da
una ecuacion con los covariantes requeridos.

c¢) El apartado a) muestra que la condicion es suficiente. Supongamos que
v(cq) >4, v(cg) > 6, v(A) > 12. Entonces ¢, = can~* y ¢ = cem ¢ son enteros.

La hipotesis cark # 2, 3 equivale a que car K # 2, 3 (lo que nos permite
usar el apartado anterior) y ademas v(2) = v(3) = 0. Ahora bien, si car K > 3
cualquier par de valores ¢, ¢g son los covariantes de una ecuacion de Weierstrass
—la dada por (2.5)—, que en nuestro caso es entera y con discriminante no nulo,
luego por b) concluimos que la ecuacion dada no es minimal. n

Observemos que la relacion A = (cj — ¢2)/12% hace que si cark > 3 las
condiciones v(A) > 12, v(cq) > 4 impliquen v(cg) > 6, luego la minimalidad
equivale de hecho a que v(A) < 12 0 v(cq) < 4.

Ejemplo La ecuaciéon Y2+ XY +Y = X3 + X2+ 22X — 9 sobre el cuerpo Q,
de los ntimeros p-adicos tiene discriminante A = —215 .52 y ¢4 = —5-211. Por
lo tanto, el teorema anterior garantiza que es minimal para todo primo p. =

Ejemplo Sip > 3 es un primo, la ecuacion Y2 = X2 —3(1+p™) X —2(1+p")
sobre el cuerpo Q, cumple A = 26 .33 . (1 4+ pN) - pV, luego vy(cs) = 0y
vp(A) = N. La primera condicién implica que es minimal, y de este modo
vemos que existen curvas elipticas con d, arbitrariamente grande. L]

Nos falta encontrar un criterio para decidir si una ecuacién dada es minimal
cuando cark < 3. Abordaremos el problema a través del apartado b) del teo-
rema anterior (limitandonos al caso en que car K = 0). La cuestion es, pues,
determinar bajo qué condiciones existe una curva eliptica con unos covariantes
dados ¢4, cg € O.

Si cark > 3 la condicién necesaria y suficiente es que ¢ — cZ # 0. La
condicién es necesaria porque el discriminante de la ecuaciéon correspondiente
ha de ser A = (¢ — ¢2)/1728, y es suficiente porque basta tomar la curva dada
por la ecuaciéon (2.5). Ahora bien, el caso que necesitamos resolver es justo el
opuesto: cark < 3.
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Teorema 6.5 (Kraus) Supongamos que car K =0 y que cark = p < 3. Sean
ca, c6, A € O tales que c§ — c2 = 1728A # 0. Consideramos los polinomios

Uy(X) = X3 — 34 X — 2cq, U3(X) = X* — 66, X% — 8¢ X — 3c2.

Entonces, cq y cg son los covariantes de una ecuacion de Weierstrass entera
sty solo si se cumple una de las dos condiciones siguientes:

a) p=3y existe 0 € O tal que ¥o(0) =0 (mdd 27).
b) p=2 vy existen 8, T € O tales que
T3(0%) = 0 (méd 256), Uy(0?) = —167% (m6d 64).

DEMOSTRACION: a) Supongamos que existe una ecuacioén con covariantes
cs y cg. Entonces basta tomar 8 = by, pues entonces

U,(0) = 27 - 16bs = 0 (méd 27).

Supongamos ahora que existe § € O tal que U5(f) = 0 (mdd 27). La ecuacion
(2.5) tiene covariantes ¢4 y cg, pero no es necesariamente entera. Si le aplicamos
el cambio X = X’ + 6/12 se convierte en

0 02 —
V2= X0 X7+

Cq \:[12 (9)
X .
48 + 1728

Los covariantes de esta ecuacion son los mismos. Vamos a probar que los
coeficientes son enteros, para lo cual sélo hemos de ver que 62 = ¢4 (méd 3).
Tenemos que 03 = 3c40 + 2c6 (m6d 27) (por la hipétesis sobre Wy (6)) y por
la relacién entre c4, cg y A se cumple también que ¢ = ¢2 (méd 27). De aqui
se sigue que
(ca0 + c6)® = 3cg(cal + c6)? (méd 27).

(Basta desarrollar el cubo y sustituir las dos congruencias precedentes.) Por
consiguiente c40 + cg = 0 (mdd 3). Por ultimo, una comprobacién rutinaria nos
da la identidad

(X2 —cq)® = U (X) (X3 + 2¢6) + 3(caX 4 ¢6)* + 1728A,

que al ser evaluada en X = 6 nos da la congruencia buscada: 62 = ¢, (méd 3).

b) Si existe la ecuacion, aplicando si es necesario el cambio de variables
entero X = X’ — ay/3 podemos suponer que as = 0. Tomamos 6 = a1, T = ag.
Entonces

W3(6%) = 2°-33(bsh? — b3) = 2° - 3% - bg = 0 (méd 256).

(Para comprobar la primera igualdad sustituimos ¢y y ¢g por sus valores en
términos de bo, by, bg v hacemos by = 62, para la segunda sustituimos bg y by
por sus valores en términos de los a;.) Por otra parte,

Ty (6%) = 2" - 3% . bg = —1677 (méd 64).
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Supongamos ahora que ciertos enteros 6 y 7 cumplen las congruencias. Ele-
gimos a; = 0, as = 0y ag = 7, con lo que basta probar que existen enteros ay,
ag tales que

ey = 0% — 24(760 4 2a4), cg = —0° + 360%(T0 + 2a4) — 216(72 + dag). (6.1)
La primera ecuacion nos da que

94—04—247'9

4= 48

Hemos de probar que a4 es entero, para lo cual basta ver que
0* — ¢4 — 8760 = 0 (méd 16).
Usamos la identidad W3(X) = 4X Wo(X) —3(X? —c4)?, de la que obtenemos
40%04(6%) — 3(6* — c4)? = 0 (méd 256). (6.2)
Por otro lado, las hipétesis implican que
4T, (6%) = —6472 (méd 256), (6.3)

luego
(0% — c4)* — (870)* = 4(0* — c4)? (mébd 256).

Ahora bien, (6.2) y (6.3) implican que 64 | (6* — c4)?, luego el miembro
derecho de la ultima congruencia es 0. En definitiva:

(0* — ¢4 + 870)(0* — ¢4 — 870) = 0 (mébd 256).
Uno de los dos factores ha de ser 0 moédulo 16, pero como 8 = —8 (mdéd 16),
en realidad han de serlo los dos, lo que prueba la integridad de ay4.
La segunda ecuacion de (6.1) determina el valor de ag. Falta probar que
también éste es entero. Multiplicandola por 2 queda
1728as = —2c6 — 205 +72760% + 30%(0* — c4 — 2470) — 43272
= Uy(6?) + 1672 = 0 (méd 64).
De aqui se sigue que v(ag) > 0. "
Las condiciones del teorema de Kraus se simplifican notablemente cuando

v(p) =1 (por ejemplo, si K = Q3 0 K = Q3). En efecto:

Teorema 6.6 Supongamos que car K = 0, cark = p < 3 y que v(p) = 1.
Sean cy, cg, A € O tales que cj — ¢z = 1728A # 0. Entonces, cy4 y cg son los
covariantes de una ecuacion de Weierstrass entera si y sdlo si se cumple una de
las dos condiciones siguientes:

a) p=3yuv(c) # 2.
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b) p =2 y se cumple una de las dos condiciones siguientes:

e v(cy) =0 y existe x € O tal que cg = —x? (méd 4),

o v(cy) >4 y existe x € O tal que cg = 8z% (mdd 32).
DEMOSTRACION: Consideremos p = 3. La relacion ¢ — ¢z = 1728A # 0
implica v(cy) = v(cg) = 0 o bien v(ecg) > 2 (pues si 3 divide a uno de los dos

covariantes, entonces los divide a ambos y 3% | ¢2, luego 32 | cg).
Si v(cq) = 0 entonces § = —cg/cq cumple

Uy (6%) = 1728 Acg/c3 = 0 (méd 27),

luego por el teorema anterior existe una ecuacién entera con los invariantes
dados. Siv(cg) > 3 basta tomar § = 0. Supongamos ahora que v(cg) = 2 (con lo
que v(cy) > 1) y veamos que no hay enteros 6 y z tales que 6% —3c40 —2cg = 27z.
En efecto, tendria que ser v(63) > 2, luego v(f) > 1, pero entonces v(cg) > 3,
contradiccion.

Consideremos ahora p = 2. Como antes, ha de ser v(cq) = 0 0 bien v(cy) > 2.
Siv(cq) = 0y existe una ecuacién entera con los invariantes dados, entonces

—ce = b3 = a$ (méd 4).

Reciprocamente, si existe € O tal que 22 = —cg (m6d 4), en particular cg

es una unidad de O, luego podemos expresar la congruencia en la forma
2% = —c6(1 + 4a), a€0.
Similarmente, la relacion entre c4, cg y A puede expresarse en la forma
s =c2(1+64b), beV.
Tomamos 6 = ¢4/, con lo que

o= 0*(1 + 4a)? . _ 6°(1 +4a)®
YT T 1+64p T T (1 +64p)2

Al sustituir estas dos expresiones en las definiciones de ¥o(X) y P3(X)
obtenemos que

T3(6%) = 0 (méd 256), Ty (6%) = —16a20° (méd 64),

luego basta tomar 7 = a#® y el teorema de Kraus garantiza la existencia de la
ecuacion.

Si v(cq) > 4 y existe la ecuacion, entonces la definicion de ¢4 implica que
v(be) > 2 y v(by) > 1, luego

ce = —216bg = 8a2 (mdd 32).

Reciprocamente, si cg = 822 (mdd 32), basta tomar § =0y 7 = x.
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Falta probar que si v(cs) > 2 y existe ecuacion, entonces v(cqy) > 4. En
efecto, tiene que ser v(c3) > 3 y de la relacion

0% — 6c40* — 8cgH* — 3¢5 = 2562

se sigue que v(f) > 1y de aqui que v(c3) > 7, luego v(cq) > 4. n

Notemos que Zy/(4) =2 Z/AZ y Z2/(32) = Z/32Z, luego las condiciones del
teorema anterior se reducen a resolver congruencias de enteros (racionales). Mas
atn, si va(cs) = 0 entonces cg es impar, y la congruencia de este caso equivale
a cg = —1 (méd 4). Similarmente, si va(cy) > 4 la congruencia se reduce a
cg =0, 8 (mdd 32).

Ejemplo La curva E/Q3 dada por la ecuacion
Y2 = X? 324X — 243

cumple ¢4 = 2435, ¢ =2°-3%, A =2%.312.11.23. Vemos que v3(cy) =5 > 4,
v3(cg) = 8 > 6, v3(A) = 12 > 12, luego no cumple la condicién 6.4 c), pero a
pesar de ello es minimal por el apartado b) de dicho teorema. En efecto, hemos
de ver que no existe ninguna ecuaciéon de Weierstrass entera con covariantes
¢y = 243, ¢ = 2532 lo cual es cierto por el teorema anterior, ya que
v3(cg) = 2. u

Ejercicio: Usar el teorema anterior para construir una ecuacion de Weierstrass entera
sobre Q2 tal que va(ca) = 6, v2(cs) = 10, v2(A) = 12. Probar que es minimal.

6.2 Reduccién de curvas elipticas

Definicién 6.7 Sea E/K una curva eliptica en P?(K) definida por una ecua-
cion de Weierstrass entera. Llamaremos reduccion de E /K mddulo P a la curva
(tal vez singular) en P?(k) definida por la ecuacion resultante de tomar restos
mo6dulo P en los coeficientes de la ecuacion de E//K. La representaremos por

Aqui es crucial observar que la reduccion E/ k depende de la ecuaciéon de
Weierstrass considerada, de modo que dos curvas elipticas isomorfas sobre K
pueden tener reducciones no isomorfas sobre k. Sin embargo, el teorema 6.2
garantiza que si tomamos dos ecuaciones de Weierstrass minimales para una
misma curva eliptica E/K, una se transforma en la otra mediante un cambio
de coordenadas entero, el cual induce un cambio de coordenadas en P?(k) que
hace corresponder las dos reducciones.

En definitiva, para una curva eliptica arbitraria E/K, definimos la reduc-
cion E /k de E/K modulo B como la reduccion de cualquier curva eliptica
K-isomorfa a F/K definida por una ecuacion de Weierstrass minimal, de modo
que la reduccion no depende (salvo k-isomorfismo) de la eleccion de la ecua-
ci6én minimal. No obstante, conviene tener presente que cualquier ecuaciéon de
Weierstrass entera, minimal o no, admite una reduccion.
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En la préactica, cuando hablemos de la reduccién de una curva eliptica de-
finida por una ecuacion de Weierstrass entera entenderemos que se trata de la
reduccion asociada a dicha ecuacion, mientras que si no hablamos de ninguna
ecuacion en particular entenderemos que se trata de la reduccion respecto a una
ecuacion minimal cualquiera de la curva dada.

Consideremos una curva E/K definida por una ecuacion de Weierstrass en-
tera. Multiplicando las coordenadas homogéneas de un punto de P?(K) por
una potencia adecuada de m podemos hacer que todas sean enteras y al menos
una de ellas unitaria. Esto se traduce en que los restos moédulo 3 de estas
coordenadas forman una terna no nula en k% y, en definitiva, tenemos una apli-
cacion natural P2(K) — P?(k), la cual se restringe a su vez a una aplicacion
E(K) — E(k). A esta aplicacion la llamaremos también reduccion modulo 9
y la representaremos por P s P.

Llamaremos E,.(k) al conjunto de puntos regulares de E/k con coordenadas
en k. Sabemos que puede ser todo E(k) o bien E(k) menos un punto (que
en ningtn caso podra ser el neutro). El teorema 2.30 nos da que E,.(k) tiene

estructura de grupo aunque la curva E /k sea singular. Definimos
EyK)={PeE(K)|PecE.k)}, E(K)={PecEK)|P=0}

El conjunto Ey(K) es el de los puntos con reduccion regular, mientras que
Ey(K) es el nicleo de la reduccion.

Teorema 6.8 Dada una curva E/K definida por una ecuacion de Weierstrass
entera, la reduccion mddulo B determina una sucesion exacta de grupos abelia-
nos:

0 — Fy(K) — Eo(K) — E,.(k) — 0.

DEMOSTRACION: Hemos de probar que Eo(K) es un subgrupo de F(K) y

que la reduccion es un epimorfismo de grupos. Evidentemente O = O, luego
O € Ep(K). La formula

7(‘%3 Y, Z) = (CE, —Y—a1xT —asz, Z)

prueba que -P= —P, de donde concluimos que si P € E, (K) entonces también
Pe E.(K).

Consideremos ahora tres puntos P, @, R € E(K) tales que P+ Q+ R = 0.
Esto significa que son la intersecciéon con E de una recta r. Pongamos que la
ecuacion de E/K es F(X,Y,Z) = 0.

Representamos cada uno de los tres puntos por una terna de coordenadas
homogéneas enteras y al menos una de ellas unitaria. Consideremos en primer
lugar el caso en que dos de los puntos son distintos, por ejemplo P # (). Sea
Q— P =7"v, donde r > 0y v tiene coordenadas enteras, al menos una unitaria.
Entonces la recta r estd formada por los puntos L = P+ tv, con t € K y se
cumple que

F(P+Tv)=aT(T —7")(T —t1),



146 Capitulo 6. Curvas elipticas sobre cuerpos locales

donde t; € K es el parametro que cumple R = P + t;v. Despejandolo a partir
de la coordenada unitaria de v vemos que t; € O.

La reduccion modulo B del polinomio F(P + Tw) tiene por raices a los
parametros de los puntos donde la recta 7 corta a E. En particular no puede ser
idénticamente nula (a ¢ B) y vemos entonces que dicha interseccion la forman
los puntos P, Q, R.

Llegamos a la misma conclusiéon si los tres puntos de partida son iguales.
En tal caso tenemos que 3P = O. Llamamos r a la tangente a E por P, cuyos
puntos seran de la forma L = P + tv, para cierto vector v que podemos tomar
de coordenadas enteras y al menos una unitaria. Ahora F(P + Tv) = a1 y
como antes razonamos que P es el tnico punto de interseccion de 7 con E.

_ En cualquier caso, si suponemos que P, Q € E,.(K), podemos concluir que
P+Q+R=0,luego Re E(k), Re E,(K)y

P+Q=-R=-R=P+0Q.

Con esto queda probado que F,.(K) es un subgrupo y que la reduccion es
un homomorfismo. Veamos que es suprayectivo.

Sea f(X,Y) =Y24+ a1 XY +a3Y — X3 —a X% — a4 X —ag = 0 una ecuacion
de Weierstrass minimal para F/K. Tomemos un punto en Er(k), que podemos
suponer distinto de 0. Digamos que sus coordenadas de Weierstrass son («, 3).
Entonces f (a, B) = 0 y la regularidad se traduce —por ejemplo— en que

O (a.8) # 0.
(La alternativa es que la derivada respecto de Y sea no nula.) Fijemos yo € O
tal que gp = B y consideremos el polinomio f(X,yo) € O[X]. Su imagen en k[X]
tiene una raiz simple en «, luego el lema de Hensel implica que existe zy € O
tal que f(xo,y0) = 0y Zo = . El punto P = (o, y0) esta en E/K y P € E,.(k)
es el punto de partida, luego la reduccién es suprayectiva. n

Las curvas elipticas se pueden clasificar por su tipo de reduccion modulo P:

Definiciéon 6.9 Consideremos una curva eliptica E/K dada por una ecuacioén
de Weierstrass entera.

a) F tiene buena reduccion sobre K si E/k es regular. En caso contrario se
dice que tiene mala reduccion sobre K.

b) E tiene reduccion multiplicativa sobre K si E/k tiene un nodo. En tal
caso la reduccion puede ser racional o irracional segin lo sea dicho nodo.

¢) E tiene reduccion aditiva si E/k tiene una cuspide.

Los términos “reduccién multiplicativa” y “reduccion aditiva” hacen referen-
cia al teorema 2.30. Cuando hablemos del tipo de reduccién de una curva eliptica
en general, se entenderé que nos referimos al tipo de reducciéon de cualquiera de
sus ecuaciones minimales.

Es facil saber el tipo de reduccion de una curva eliptica. El teorema siguiente
es una consecuencia inmediata de 2.28 y 2.30.
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Teorema 6.10 Sea E/K una curva eliptica determinada por una ecuacion de
Weierstrass entera. Entonces:

a) E tiene buena reduccion si y sélo si v(A) = 0.

b) E tiene reduccion multiplicativa si y solo si v(A) >0 y v(cy) = 0.

¢) E tiene reduccion aditiva si y sélo si v(A) >0 y v(eq) > 0.
Ejemplo Sip > 5 es un nimero primo, las curvas siguientes tienen las pro-
piedades indicadas:

Ecuacion minimal A Cy4 Reduccion en Q,
Y2 =X%+pX?+1 —24.33 28 . p% | buena
Y2=X34+X24+p | —2%.3%.p? 28 multiplicativa
Y2=X3+p —24.33 . p2 0 aditiva

Observemos que si K’'/K es una extension no ramificada entonces la valora-
cion de K’ extiende a la de K y la reduccion Eo(K') — E,.(k') extiende a la
reduccion Ey(K) — E,(k). Estas reducciones determinan una tnica aplicacion
Ey(K,,) — E,, donde K,, es la maxima extension no ramificada de K y no
indicamos el cuerpo de restos en E, porque éste es k, la clausura algebraica de
k, luego E,.(k) es en realidad toda la curva E (salvo el punto singular si lo hay).
Tenemos que K, es un cuerpo métrico discreto no necesariamente completo,
pero las propiedades de las reducciones sobre los grupos Ey(K') implican las
propiedades analogas sobre Ey(K,,). Por ejemplo, la reduccion es suprayec-
tiva. Asi, al extender K hasta K, obtenemos todos los puntos de E~T. Esto es
necesario para tener la unicidad en el teorema siguiente:

Teorema 6.11 Sean E/K y E'/K dos curvas elipticas definidas mediante ecua-
ciones de Weierstrass enteras con buena reduccion médulo B y ¢ : E — E'
una isogenia definida sobre K. Entonces existe una unica isogenia gb E — E'

definida sobre k tal que para todo punto P € E(K,,) se cumple ¢(P) = (b(P).

DEMOSTRACION: La unicidad es evidente. S6lo hemos de probar la existen-
cia. Sea m € O tal que vy (m) = 1. Digamos que ¢ viene definida por

¢(X7Y7Z) = [Fl(X,Y,Z),FQ(X,Y,Z),F:g(X,Y,Z)],

para ciertas formas F; € O[X,Y, Z] del mismo grado. Llamemos F; € k[X,Y, A
a la reduccion de F;. Si las tres reducciones son idénticamente nulas sobre F,
entonces F; = H;F, donde F(X,Y,Z) = 0 es la ecuacion de Weierstrass que
define a E/K. Por lo tanto F; = H; F+7G,;, para ciertas formas G; € O[X,Y, Z].

En tal caso ¢(X,Y, Z) = [G1(X,Y, 2),G2(X,Y, Z),G5(X,Y, Z)] es una defi-
nicion alternativa de ¢. Ahora bien, si llamamos N al menor natural tal que 7%V
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divide a todos los F;(P) cuando P recorre E(K,,) (y consideramos coordenadas
homogéneas enteras para P), vemos que el N correspondiente a las formas G; es
una unidad menor que el correspondiente a las formas F;, luego tras un nimero
finito de pasos llegaremos a unas formas que definen a ¢ con N = 0. Conser-
vando la notacién original F;, lo que hemos probado es que podemos suponer
que una de las formas F; no es idénticamente nula en E. Esto hace que

é(XaKZ) = [FI(X,Y7Z)aFQ(X?Y7Z)aF3(X?Y7Z)]

define una aplicacién racional gz~5 : E — E'. Como las curvas son elipticas, sera
—de hecho— una aplicacion regular. En principio no podemos asegurar que sea
una isogenia, pues para ello hace falta que ¢(O) = O. El diagrama

¢

’ﬂ’l" E/

Fay

serd conmutativo sobre todos los puntos P € E(K,,) tales que F;(P) # 0 para
algtn 7. Esto lo cumplen todos los puntos P salvo a lo sumo un namero finito
de ellos. Fijamos uno P y observamos que cuando Q recorre los infinitos puntos
que no anulan a alguna de las formas F, la suma P + Q toma infinitos valores
distintos, luego para alguno de ellos se cumplira que P+ Q tampoco anula a
alguna de las formas. Esto implica que el diagrama conmuta en P, en Q y en
P + Q. Por consiguiente:

P

(P +Q) = d(P+Q) = d(P)+ Q) = 4(P) + 3(Q).

Ahora bien, si é(O) = U, tenemos que ¢* = ¢ — U es una aplicacion regular
que cumple ¢*(0) = O, luego es una isogenia, luego ¢*(P+Q) = ¢*(P)+¢*(Q).
Explicitamente:

HP+Q)—U=0¢(P)-U+¢(Q)-U,

pero esto implica que U = 0, luego ¢~> es una isogenia. Solo falta demostrar que
el diagrama conmuta sobre todos los puntos de F(K,,). Fijado P € E(K,.),
como antes podemos encontrar un punto @ tal que ni Q ni P + Q anulen a las
tres formas F}. Esto significa que el diagrama conmuta sobre P + @) y sobre Q.
Por consiguiente:

BP) +9(Q) = 4P + Q) = (P +Q) = 9(P) + 6(Q) = 6(P) +(Q).
luego ¢(P) = (;(\17), y el diagrama conmuta en P. n

De este teorema no se sigue que si las curvas E y E’ son iségenas entonces
sus reducciones también lo son, pues para ello faltaria justificar que la reducciéon
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de una isogenia no nula es no nula. Esto es cierto, pero lo demostraremos en la
seccion siguiente.

Volvamos ahora al ejemplo de la pagina 147. Consideramos las curvas en
sentido abstracto, es decir, sin prefijar ninguna ecuacién de Weierstrass. Ob-
servemos que la tercera curva Y2 = X3 + p tiene reduccion aditiva en Qp, pero
tiene buena reduccion sobre K = Q,({/p). En efecto, sobre K la ecuacion ya
no es minimal, sino que el cambio

X=ypX', Y=\pY

la transforma en Y? = X3 + 1, con discriminante A = —2% .33y asf v(A) = 0.
Esto no es casual, sino que ilustra el teorema siguiente, para el que conviene
introducir una clasificacion alternativa de los tipos de reduccién:

Definicién 6.12 Diremos que una curva eliptica E/K tiene reduccion estable
modulo ‘P si tiene buena reduccion moédulo B. Diremos que tiene reduccién
semiestable si tiene buena reducciéon o bien reducciéon multiplicativa. Diremos
que la reduccién es inestable si es aditiva.

El teorema siguiente explica por qué conviene agrupar bajo un mismo con-
cepto la buena reducciéon y la reduccién multiplicativa:

Teorema 6.13 Sea E/K una curva eliptica.

a) Si E tiene reduccion semiestable sobre K, entonces tiene el mismo tipo de
reduccion (buena o multiplicativa) sobre cualquier extension finita de K.

b) Si E tiene reduccion inestable sobre K, entonces eriste una extension finita
de K sobre la que E tiene reduccion semiestable.

DEMOSTRACION: a) Sea K’ una extension finita de K. Fijemos una ecuacion
de Weierstrass minimal para F sobre K y consideremos un cambio de variables
semientero

X =u?X"+r, Y =u3Y + sulX' +t, u, r, s, te®
que la transforme en una ecuacién minimal sobre K’. Entonces
0<v'(A) =v(u"2A), 0 < (c) =0 (uey).
Por consiguiente,
0 <'(u) < min{v'(A)/12,0(cs) /4}.
Si E tiene reduccion semiestable, entonces tenemos que v(A) = 0 o bien
v(eq) = 0, luego también v'(A) = 0 0 bien v’(c4) = 0y en ambos casos v'(u) = 0.

Ast pues, v'(A) = v/(A) y v'(c}) = v'(cs). Esto nos permite concluir que la
reduccion de E/K’ es la misma que la de E/K.
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b) Supongamos primeramente que car k # 2. Entonces podemos aplicar el
teorema 2.16, que nos permite sustituir a K por una extension finita sobre la
que E admita una ecuacion de Weierstrass en forma normal de Legendre:

Y2=X(X-1)(X -\, A#0, 1.

Es facil ver que A = 16A\%(\ — 1)2, ¢4 = 16(A\? — X\ + 1). Distinguimos tres
casos:

Caso 1: A € O, A Z 0,1 (méd B). Entonces v(A) = 0, por lo que la ecuacion
es minimal y F tiene buena reduccion.

Caso 2: A € O, A = 0,1 (méd B). Entonces v(A) > 0y v(cy) = 0, luego la
ecuacion es minimal y su reducciéon es multiplicativa.

Caso 3: A ¢ 0. Sea r = —v(A), de modo que v(7"A) = 0. Adjuntando a K
si es necesario el elemento 7'/2 podemos hacer el cambio X = 7" X",
Y = 773"/2Y” lo que nos da la ecuacion

Y2 =X(X—a")(X —7a"\).
Esta ecuacion tiene coeficientes enteros y cumple v(A) > 0, v(cq) = 0,
luego es minimal y su reducciéon es multiplicativa.

Si car k = 2 razonamos igualmente con la forma normal de Deuring. En una
extension de K la curva E admite una ecuacién de la forma

Y24 aXY +Y = X3, o #27.

Se cumple que A = a® — 27, ¢; = a(a® — 24). De nuevo distinguimos tres
casos:

Caso 1: o € O, a # 27 (mé6d B). Entonces v(A) = 0, luego la ecuacion es
minimal y tiene buena reduccién.

Caso 2: a € 0, a = 27 (méd ‘B). Entonces v(A) > 0, ¢y = 81 # 0 (mdd ),
luego v(c4) = 0y asi la ecuacion es minimal y la reduccion multiplicativa.

Caso 3: a ¢ O. Tomamos r = —v(a) y hacemos el cambio X = 7=2"X’,
Y = 773"Y’, con lo que la nueva ecuacion es

Y2 +7"aXY + 7%y = X3,
que cumple A = 797 ((7"a)? — 277%") = 0 (méd R) y

ey =7 a((r"a)? = 247%7) = (77a)* # 0 (méd P).

Asi pues, v(A) > 0, v(cq) = 0, la ecuacion es minimal y su reduccion es
multiplicativa. L]
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Todavia podemos decir méas sobre el tipo de reduccién de una curva en una
extension:

Teorema 6.14 Una curva eliptica E/K tiene reduccion estable en una exten-
sion finita de K si y solo st j(E) € O.

DEMOSTRACION: Supongamos que F tiene reduccién estable en una exten-
sion K’ de K. Entonces v'(A") = 0y v'(¢j) > 0, luego v'(j(E)) > 0 y esto
implica que v(j(E)) > 0.

Reciprocamente, supongamos que j(E) € O. Consideremos primeramente el

caso en que cark # 2. Entonces podemos extender K de modo que E admita
una ecuacion en forma normal de Legendre . Entonces

(A2 =X+1)3

18 =2 o

Asi pues, A cumple
A= A+1)2 =278 (A —1)2 =0.

De aqui se sigue que A € O, A £ 0,1 (mdd B) y como en el teorema anterior
concluimos que E tiene reduccién estable.

Si cark = 2 consideramos una ecuaciéon en forma normal de Deuring, de
forma que

(E) = ad(a® —24)3
J a3 -271

Razonando analogamente vemos que a € O y a® # 27 (méd *P), luego la
ecuacién es minimal y su reduccién es estable. [

Por dltimo observamos que para que cambie el tipo de reducciéon de una
curva con reduccién inestable es necesario que la extension de K sea ramificada:

Teorema 6.15 Sea E/K una curva eliptica dada por una ecuacion de Weiers-
trass minimal y sea K'/K una extension no ramificada. Entonces la ecuacion
de E sigue siendo minimal sobre K’ vy, en consecuencia, el tipo de reduccion es
el mismo sobre ambos cuerpos.

DEMOSTRACION: Supongamos que car k # 2, 3. Entonces el teorema 6.4 nos
da que la ecuacién de E/K cumple v(A) < 12 0 v(cq) < 4 (ver la observacion
tras el teorema). Como la extension K’'/K es no ramificada, la valoracion de
K’ extiende a la de K, luego la ecuacion también es minimal sobre K.

Supongamos ahora que cark = 3. Supongamos que existe un cambio de
variables semientero (respecto de Q') que transforma la ecuacién minimal (sobre
K) en otra ecuacion entera con menor dg. Diremos que tal cambio es reductor
y vamos a probar que entonces existe un cambio de variables reductor definido
sobre O, lo que contradice la minimalidad sobre K de la ecuacion de partida.
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Como car k # 2, podemos aplicar cambios de variables enteros para trans-
formar tanto la ecuacion minimal de partida como la ecuacion reducida en ecua-
ciones de Weierstrass de tipo b. La composicién del cambio reductor con estos
dos cambios enteros sigue siendo un cambio reductor, luego podemos suponer
que éste pasa de una ecuacion de tipo b en otra de tipo b.

Si el cambio reductor esta determinado por u, r, s, t € O, el teorema 2.6
muestra que el hecho de que sea reductor equivale a que v(u) > 0. Mas aun,
dicho teorema implica que podemos hacer u = 7, pues con ello estamos multi-
plicando cada coeficiente a por un entero, luego los a siguen estando en O’ y
el cambio sigue cumpliendo v(u) > 0, luego sigue siendo reductor.

La ecuaciéon de a; implica que s = 0 y la de a3 que t = 0. El cambio se
reduce, pues, a

X=mX"+r, Y=mY, re0.

Sea S C O un conjunto de representantes de las clases de k, de modo que
todo elemento de O se expresa de forma tinica como Y s;7*. Podemos extender
S a un conjunto similar S’ para 0. i20

Vamos a probar que si p € O’ podemos sustituir 7 por 7 + pr? de modo que
el cambio de variables sigue siendo reductor. Esto implica que podemos suponer
que r =rg+rim, conrg, ry €5

En efecto, nos basamos en las ecuaciones

720l = by + 12r,
74bly = by + by + 612,
7Ob = bg + 2rby + r2bgy + 413,

Llamamos g2(r), g4(r), g6(r) a los miembros derechos. Hemos de probar
que 7 | gi(r + pn?), para i = 2,4,6, lo que justifica que los coeficientes de la
ecuacion transformada siguen siendo enteros. Ahora bien:

g2(r+p?) = ga(r) + 12p7° = (b + 12p)7°,
ga(r+pm?) = ga(r) + p* (b + 127) + 6p7 7"
(by + pby + 6p%)m,

(b + 2bp + byp® + 4p°)7°.

gs(r + pm°)

Ahora demostramos que rg, 71 € S, con lo que r € O y tenemos que el cambio
de variables esta definido sobre O, que es la contradiccién que buscabamos.

La ecuacion de by muestra que v(by) > 1, luego by = fomr, con By € O, y
ahora la ecuacion de by nos permite concluir que by = B4 con 4 € O. De aqui
se sigue que

g6(r) = 413 + bg =0 (méd )

(la tltima congruencia porque 7° | g¢(r)). Esto implica que 7y es puramente
inseparable sobre k, luego 7y € k y por la unicidad de los desarrollos en serie
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ro € S. (Existe un « € O tal que & = 7y, luego 7y es el primer coeficiente del
desarrollo en serie de «.)

Factoricemos 3 = km, con k € O (si car K = 3 es k = 0). Un simple célculo
nos da que

ga(r) = by + roba + 67“3 + 71'2(7“162 + 4Krory + 67“%),
[ (7’) = (b(; +2r9by +r§b2 +47‘8) +27ry (b4 +boryp +6T8) +7T3 (T%ﬁ2 +4:‘€TOT% +4T%)

Sustituyendo la primera ecuacion en la segunda obtenemos
70 = (b + 2roby + raby + 4r3) + 2r by m® — 73 (813 + r¥ (dkrg + Ba)).

De aqui deducimos que el primer paréntesis del segundo miembro ha de ser
de la forma 373, con B € O. Dividiendo entre 73 pasamos a que

8r3 + ri(4kro + f2) = —B (méd ),
pero por otra parte w2by = (S + 4kro)m + 4kri7?, de donde

4krg + P2 =0 (méd 7).

En definitiva, llegamos a la congruencia r§ = 8 (méd ), de la que se sigue

que 71 es puramente inseparable sobre k, luego estd en ky r; € S.

El caso car k = 2 es analogo, solo que requiere mas calculos. El planteamiento
es el mismo, pero ahora no podemos suponer que las ecuaciones sean de tipo b
y hemos de trabajar con las formulas para los a; en lugar de los b;. De todos
modos, mediante un cambio entero con u =1y s =t = 0 podemos transformar
la ecuacion para exigir que as = 0. Como antes, podemos suponer que u = 7,
si bien s y t no tienen por qué ser nulos.

Ahora demostramos que, para todo p, o, T € O, si cambiamos
7‘»—>r—|—p7r3, s s+om, t»—>t+7'7r3,

el nuevo cambio de variables sigue siendo reductor, lo que nos permite suponer
que
r=rg+nrm+ T27T2, §s=858g, t=tg+tm +t27r2,

donde todas las variables con subindices representan elementos de S’.
Ahora las ecuaciones son:

ma) = ay + 2s,

m2aly = —say + 3r — s2,

nday = az +ray + 2t,
mtaly = ay — sag — (t +1rs)ay + 3r? — 2st,

mlaf = ag +rag + 13 —taz — t2 — rtay.

Llamamos f;(r, s,t) a los miembros derechos. Las tres primeras ecuaciones
implican que a1 = a17, as = asm, con «; € O, asi como que r = 52 (méd ).
Expresamos 2 = xm, con k € O.
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Realizamos las sustituciones una a una. Primero cambiamos s +— s + om.
Hemos de probar que los coeficientes a) siguen siendo enteros o, lo que es lo
mismo, que 7 | f;i(r, s + om,t). Por ejemplo,

4 4 7

fa(r,s +om,t) = fa(r,s,t) — on?(az +rag + wt) = whal, — ortaj.

Ahora cambiamos r + r + pr®. Detallamos por ejemplo el caso i = 6:
folr + p7r3) = 776% + prday + 3r?pmd + 3rp?nS + pPn® — taiprn®

pr(ay + 3r® — tay)

pr3(ral, + s(as + ra; + 2t))

= pristlay =0 (méd 7°).

El cambio t — ¢ + 773 se trata similarmente.

A continuaciéon demostramos que 7o, 71, So, tg, t1 € S. La ecuacién de ay
nos da que 3r? + a4 = 0 (méd 7), luego r2 + a4 = 0 (méd 7). Esto implica que
7o es puramente inseparable sobre k, luego rg € S.

La ecuaciéon de ag implica que ag + ray + 12 —t? = 0 (méd 7), con lo que
ag + roas + rg’ — t% =0 (méd 7). Esto prueba que to es puramente inseparable
sobre k, luego ty € S. De la ecuacion de as obtenemos que sy € S.

Ahora reducimos la ecuacion de as modulo 72:

—saq + 37 + (3rg — s0) = 0 (méd 72).

La congruencia r = s? (méd 7) implica 3rg — s3 = 0 (méd 7). Pongamos
que 3rg — s = A, con A € O. Entonces

—saq + 71+ A =0 (méd ).

Esto implica que 71 € k, luego r1 € S. Por ultimo reducimos la ecuaciéon de
ag modulo 73:

7(ra(as + 3p°) — t1 (a3 + Kto + par) — 3) = v (méd 7°),
donde p = rg+rimy v € O. Esto implica que v = 727, con 79 € O, con lo que
ro(as + 3p?) — ty(az + Kto + pai) — 13 = o (méd ).

La ecuacion de a4 implica que el primer paréntesis es nulo moédulo 7, y la de
az implica lo mismo para el segundo. Asf pues, 3+ = 0 (méd 7) y concluimos
como siempre que t; € S.

Por el contrario, no podemos asegurar que ro y to estén en S. Veamos lo
maximo que podemos decir. En la ecuacién de ag sustituimos r = p + rom?,
t =7+ tom? (con p, 7 € O), tomamos congruencias moédulo 7% y agrupamos en
un unico término ¢ todos los sumandos que estan en O:

§ = rom?(ay — tay + sprom? + 3p?) — tam®(pay + az + k1) — tin? (méd 7).
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Sustituimos a4 por la formula de a4 y as + £7 por la de as:
0= r27r2(sa3 + 25t 4+rsay — 3r® + 3prom> + 3p2) —tom® (paq + 7r2a§ —rag) — t§7T4.

Volvemos a sustituir r = p + rom?:

§ = rom?(sag + 25t + rsa; — 3pran?) — tom® (w2al — reayw?) — taw* (méd 7).
Equivalentemente:
§ = rom?s(ag + 2t +ray) — 3praw?t — tan®(al — roay) — tixt (méd 7°).
Aplicamos de nuevo la ecuacion de ag:
§ = rosalm® — 3primt — tomd(al — roay) — taw?t (méd 7).

4

De aqui se sigue que § = emr?, con € € O. Dividiendo entre 7* queda

€= —3pri —t2 = rora +t2 (méd 7).
Ahora usamos que r = s? (méd ), de donde ro = s3 (méd 7):
€ = (soro + t2)? (méd 7).

El argumento usual de inseparabilidad nos da que 37y + to € k. En otros
términos, existe un u € O tal que sore + t2 = u (mdd 7). Mas explicitamente,
digamos que to + sgry = u + v, con v € O’.

El teorema quedara probado si justificamos que podemos cambiar

2

T T —1romt =19+ 1T, t»—>t+sor27r2:t0+t17r+u7r2—|—v7r3

de modo que el cambio de variables sigue siendo reductor, pues en tal caso
sabemos que el término vm® también puede eliminarse, con lo que llegamos
finalmente a un cambio definido sobre O.

En la préactica hemos de probar que 7! | fi(r — rom?, 50, + soram?), para
todo indice 7. Vedmoslo por ejemplo para ¢ = 4.

fa(r —ram?, s0,t + soram?) = fa(r, s0,t) — 6rrom? + 337t — 28%rom?

— ko3 (3r 4 82) = —krem>2s2

= —K%rosim? =0 (méd 7).

(Aqui hemos usado que 3r = 79 (mdd 7).) "
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6.3 Puntos enteros y puntos de torsiéon

En esta seccién extraeremos numerosas consecuencias del teorema siguiente,
que es el motivo que nos ha llevado a estudiar los grupos formales en el capitulo
anterior:

Teorema 6.16 Sea E/K una curva eliptica dada por una ecuacion de Weiers-
trass entera, sea G el grupo formal de E (que por 5.3 es un grupo formal sobre el
anillo Q) y sea z(T) la serie de Taylor de z = —1/y en O respecto del pardmetro
t=—x/y (que por 5.2 estd en O[[T]]). Entonces la aplicacion G(P) — E1(K)
dada por t — (t/z(t),—1/2(t)) (entendiendo que la imagen de 0 es O) es un
isomorfismo de grupos.

DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que

E\(K) ={P € E(K) [v((P)) > 1, v(2(P)) > 1}.
En efecto, si P = [0,1,0], entonces P = [a,b,c], donde v(a) > 1, v(b) = 0,
v(c) > 1, y entonces t(P) = —a/b, z(P) = —c/b son enteros no unitarios. El
reciproco se prueba igualmente.

Llamemos ¢ : G(*B) — P2(K) a la aplicacion dada por

¢(t) = [t’ -1, Z(t)]

La definicion es correcta, pues la serie z(T') tiene coeficientes enteros, y esto
implica que converge en los puntos de G(3).

Sabemos que z(T") = T3(1+- - - ), de donde se sigue que z(T) sélo se anula en
t = 0. Por lo tanto, en términos de las coordenadas de Weierstrass tenemos que
¢(0) = O y, para los demas puntos, ¢ es la aplicacion descrita en el enunciado.

La serie z(T") cumple la ecuacion

2 =T+ (a1 T + aoT?)z + (a3 + asT)2* + ag2®,

donde los coeficientes a; son los de la ecuacion de Weierstrass minimal que
estamos considerando. Se aqui se sigue que si t € G(*B), entonces el punto ¢(t)
cumple la ecuacion de Weierstrass, luego ¢ : G() — E(K). Mas atn, como
z(t) € P3, es obvio que ¢(t) se reduce al punto O, luego ¢ : G(P) — Ey(K).

Vamos a ver que ¢ tiene por inversa a la aplicacion ¢ : B (K) — G(B). Es
inmediato que t(¢(to)) = to, para todo ¢ty € G(B). Tomemos ahora un punto
P € E1(K) y hemos de probar que ¢(t(P)) = P. Podemos suponer que P # O,
y entonces P = (z(P),y(P)) = (¢(P)/z(P),—1/z(P)), luego basta demostrar
que z(t(P)) = z(P). (Notemos que la z del miembro izquierdo es la serie z(T),
mientras que la del miembro derecho es la funcion z € K(F)).

Si llamamos tg = ¢(P) € B, los dos nimeros z(tg) y z(P) estén en P y
cumplen la ecuaciéon

z =ty + (arto + astd)z + (a3 + asto) 2> + agz®.
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Por consiguiente, la diferencia z(to) — z(P) es
(arto + astd)(z(to) — 2(P)) + (az + asto)(2(to)? — 2(P)?) + ag(2(to)* — 2(P)?).
Si fuera z(to) # z(P) podriamos dividir:
1 = aty + asty + (az + asto)(2(to) + 2(P)) + as(2(to)? + 2(to)z(P) + 2(P)?),

y de aqui se concluye que 1 € 3, lo cual es absurdo.

Con esto tenemos probado que ¢ y ¢t son mutuamente inversas. Vamos a
probar, por ultimo, que ¢ es un homomorfismo de grupos. Sea s: E X E — K
la composicién de la suma en E con la funcion ¢. Se trata de una funcién racional
en E x E, luego s = R(t1, 21, ta, 22), para cierta R € K[T1, Z1,T», Z5]. Entonces
su serie de Taylor en (O, O) respecto de los parametros 1, to es claramente

s(Th,T») = R(T1, 2(T1), Ta, 2(T2)). Por lo tanto, si P, P’ € E1(K), se cumple

HP+P') = R(LP),z(P),t(P),z(P')) = R(t(P), (t(P)), t(P"), 2(t(P")))
= s(t(P),t(P")) = t(P) + t(P").

Esto demuestra que ¢ es un isomorfismo de grupos y, por consiguiente, ¢
también lo es. [

El isomorfismo dado por el teorema anterior nos permite definir una cadena
de subgrupos de F;(K), correspondientes a los subgrupos G("). Vamos a ver
que éstos tienen una interpretaciéon natural.

Definicién 6.17 Sea E/K una curva eliptica definida por una ecuacion de
Weierstrass entera F'(X,Y, Z) = 0, donde

F(X,Y,2)=Y?*Z4+a XYZ +a3YZ* — X3 — ayX?Z — as X Z* — ag Z°.

Definimos como sigue una aplicaciéon v : E(K) — NU {400} (que no hay
que confundir con la valoracion en K, pese a que usamos la misma notacion).
Para cada punto P € E(K), fijamos unas coordenadas homogéneas (z,y, z) que
sean enteras y al menos una de ellas unitaria. (Asi, v(z), v(y), v(z) > 0 no
dependen de la eleccion de la terna.)

e Si v(z) = 0 diremos que el punto P es entero y definimos v(P) = 0.

e Siv(2) > 0, despejando 3 en la ecuaciéon vemos que v(z) > 0, luego por
la eleccion de la terna ha de ser v(y) = 0 y al despejar 23 el término y*2
tiene valor 3-adico estrictamente menor que cualquier otro de su miembro,
luego 3v(x) = v(z). En este caso definimos v(P) = v(x).

Para comprender el significado de v observamos en primer lugar que
v(P) =400 siysolosi P=0.

En efecto, O = [0,
que v(0) = v(z) =
v(z) >0y v(z) =

0,1,0] esta en el caso v(z) = +00 > 0 y entonces tenemos
v(0) = 4o00. Reciprocamente, si v(P) = 400 es porque
+o0. Mas aun, v(z) = 3v(z) = o0, luego P = [0,y,0] = O.
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Para un punto finito P = (z,y) = [z, y, 1], tenemos que
v(P)=0 siysolosi z, yeO.

En otras palabras, los puntos enteros son los que tienen coordenadas afines
enteras. Finalmente, si v(P) > 0, tenemos que P = (x,y) = [2/,¢/, 2], donde

=o'/ y=y [y
v(z) = v(z") —v(2) = —20v(P),

v(y) =v(y') —v(2') = =3v(P).

Podemos decir, pues, que v(P) mide lo que dista P de tener coordenadas
afines enteras. Notemos ahora que de la propia definicion de E; (K) se sigue que

E\(K)={Pe€ E(K) |v(P)>1}.
Para cada natural m > 1 definimos
E,.(K)={P € E(K)|v(P)>m}.

No es evidente en absoluto que los conjuntos E,,(K) sean subgrupos de
E(K), pero lo cierto es que lo son, como se deduce del teorema siguiente:

Teorema 6.18 Sea E/K una curva eliptica dada por una ecuacion de Weiers-
trass entera, sea G su grupo formal y sea ¢ : G(P) — E1(K) el isomor-
fismo dado por el teorema 6.16. Entonces, para todo t € G(°B) se cumple que

v(t) = v(e(t))-

DEMOSTRACION: Basta observar que

o(6(1)) = —50(-1/2()) = 30((0)) = v(0).

Esto prueba que, en efecto los conjuntos E,,(K) son las imagenes por el
isomorfismo de los subgrupos G(P") = P™ = {t € K | v(t) > m}, luego
tenemos una cadena de subgrupos

E(K) > Eo(K) > Ei(K) > - > En(K) > ---> (] Em(K) = 0.
m=1

Otra consecuencia inmediata es que si P, @ € E(K), entonces

v(P + Q) 2 min{v(P),v(Q)},

y se da la igualdad si v(P) # v(Q). (Observemos que esto es trivial si alguno
de los puntos es entero o infinito, y en los casos restantes es consecuencia del
teorema anterior.)
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Otra observacion sobre los subgrupos E,,(K) es que el cociente de dos con-
secutivos es isomorfo a k™ o, en otros términos, que tenemos sucesiones exactas
(para m > 1):

0— Epi1(K) — Ep(K) — k.

En efecto (ver las observaciones de la pagina 5.3):
Ep(K)/En1(K) = GOB™) /GP™H) = /= 1

El dltimo isomorfismo es el inducido por el epimorfismo P™ — kT dado
por a — [am™™].

Para m =0 también tenemos una sucesion exacta, pero su ultimo grupo no
es k1, sino E,.(k), tal y como hemos demostrado en 6.8.

Finalmente, el teorema 5.20 nos da que si car K = 0 entonces, para todo
natural m suficientemente grande se cumple que

En(K) = GIR™) = Pm = 0F

El dltimo isomorfismo es el dado por a — am~". De hecho, si p = cark y
v(p) = 1, tenemos el isomorfismo para m = 2, e incluso para m =1si p > 2.

La consecuencia més importante que vamos a extraer del teorema 6.16 es la
siguiente:

Teorema 6.19 Sea E/K una curva eliptica dada por una ecuacion de Weiers-
trass entera y m > 2 un nidmero natural primo con cark. FEntonces E1(K)
no tiene elementos de orden m vy, si E‘/k es regular, entonces la reduccion
E(K)[m] — E(k) es inyectiva.

DEMOSTRACION: Sea G el grupo formal de E. Por el teorema 5.16 sabemos
que G(*B) no tiene elementos de orden m. Por 6.16 lo mismo vale para E;(K).
Si E/k es regular entonces Ey(K) = E(K) y E,(k) = E(k). La restriccion a
E(K)[m] de la reduccion modulo B tiene nicleo trivial, luego es inyectiva. m

Este teorema permite en muchos casos determinar los elementos de torsién de
una curva eliptica definida sobre Q o, méas en general, sobre un cuerpo numeérico.

Ejemplo Counsideremos la curva eliptica E/Q dada por
Y24+Y =X3—X+1.

Su discriminante es A = —13 - 47. Esta ecuaciéon define también una curva
eliptica sobre @, con el mismo determinante, de modo que E(Q) es un subgrupo
de E(Qp). Ademas va(A) = v3(A) = 0, luego la ecuacién es minimal para
Q2 v Q3 y la reducciéon es regular. Una simple comprobacién muestra que
E(7.)27) = {0} y E(Z/37) = {O} (la ecuacion no tiene soluciones en Z/27
ni en Z/37Z), luego el teorema anterior implica que E(Q)[m] = 0 para todo
m primo con 2 o con 3. En particular, F(Q) no tiene elementos de torsion de
orden primo, luego no tiene elementos de torsion en absoluto. En otras palabras,

B(Q) = {O}. .
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Ejemplo Consideremos ahora la curva E/Q dada por Y2 = X2 + 3, cuyo
discriminante es A = —2%- 3%, Esta misma ecuacién determina curvas elipticas
sobre Q, para todo primo p y como v,(A) < 12 es minimal. Ademaés la reduccién
modulo p es regular si p > 5.

Se comprueba facilmente que |E(Z/5Z)| = 6, |E(Z/7Z)] = 13. Si p es un
primo distinto de 5 y de 7, el teorema anterior implica que E(Q)[p] puede verse
como subgrupo de E(Z/5Z) y E(Z/7Z), lo que obliga a que E(Q)[p] = 0. Por
otra parte, E(Q)[5] es subgrupo de E(Z/ 7Z), pero este tltimo grupo no puede
tener elementos de orden 5, luego F(Q) tampoco tiene elementos de orden 5.
Igualmente se concluye que no hay elementos de orden 7. Concluimos que E(Q)
no tiene elementos de torsion.

Puesto que (1,2) € E(Q), este punto ha de tener orden infinito, luego po-
demos afirmar que la ecuacién Y2 = X3 + 3 tiene infinitas soluciones en Q?, lo
cual no es evidente en absoluto. [

Ejemplo Consideremos ahora la curva E/Q dada por Y? = X3 + X, cuyo
discriminante es A = —25. Es facil ver que (0,0) € F(Q)[2]. Vamos a ver que
es el unico elemento de torsion de E(Q) (aparte de O).

Es facil comprobar que los grupos E(Z/3Z) y E(Z/5Z) tienen orden 4. Esto
implica que F(Q) todo elemento de torsion de E(Q) no trivial ha de tener orden
2 0 4. Més concretamente, vemos que

E(Z/32) =1{0,(0,0),(2,1),(2,2)},  E(2/5Z) ={0,(0,0),(2,0), (3,0)}.
En ambas curvas, los elementos de orden 2 son los que cumplen Y = 0, luego
E(Z/37) = 7JAZ,  E(Z/5Z) =127 x 7./2Z.

El segundo grupo nos muestra que F(Q) no tiene elementos de orden 4 y el
primero que a lo sumo hay un elemento de orden 2. Asi pues, (0,0) es el Gnico
elemento de torsion (no nulo) de E(Q). "

Ejercicio: Probar que si K es un cuerpo numérico y E/K es una curva eliptica,
entonces F(K) tiene un namero finito de elementos de torsion.

Los puntos de orden finito estdn muy cerca de tener coordenadas enteras.
El teorema siguiente describe la situacién general:

Teorema 6.20 Supongamos que K tiene caracteristica O y que k tiene carac-
teristica prima p. Sea E/K una curva eliptica determinada por una ecuacion
de Weierstrass entera y sea P € E(K) un punto de orden m > 2.

a) Sim no es potencia de p, entonces v(P) =0, es decir, z(P), y(P) € O.

b) Sim = p", entonces v(P) < v(p)/(p™ —p"~1).
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DEMOSTRACION: a) Sea G el grupo formal de E. El teorema 5.16 implica
que G(P) no tiene elementos de torsion de orden m, luego P ¢ Ey(K), es decir,
v(P)=0.

b) O bien v(P) =0 o bien P € E;(K), en cuyo caso el teorema 5.17 nos da
la desigualdad del enunciado. m

En las condiciones del teorema anterior, si v(p) = 1 el apartado b) implica
también v(P) = 0 salvo si p =2 y n = 1, luego concluimos que todos los puntos
de torsion de E(K) tienen coordenadas enteras salvo a lo sumo los de orden 2
(cuando car k = 2), que pueden cumplir v(P) = 1, con lo que seran de la forma
(a/4,b/8), con a, b € O.

Ejemplo El punto (—1/4,1/8) tiene orden 2 en la curva E/Q dada por la
ecuacion Y2 + XY = X3 +4X + 1. .

Por dltimo probamos que curvas isdégenas tienen reducciones isdégenas. Con-
viene introducir la notacién siguiente:

Definicién 6.21 Si E/K y E'/K son dos curvas elipticas definidas sobre K,
representaremos por Homg (E, E’) al grupo de las isogenias de E en E’ definidas
sobre K. Igualmente, Endg (E) sera el anillo de las isogenias de E en si misma
definidas sobre K.

Teorema 6.22 Sean E/K y E'/K dos curvas elipticas con buena reduccion
modulo B. Entonces la reduccion de isogenias dada por el teorema 6.11 es un
monomorfismo de grupos Homg (E, E') — Homy (E, E') (y también de anillos
cuando E = E').

DEMOSTRACION: Es inmediato que la reducciéon es un homomorfismo. Sélo
hemos de probar que es inyectiva. Ahora bien, si ¢ € Homg (F, E’) cumple
¢ = 0, fijamos un primo p # cark, y observamos que si P € E[p"], entonces
P € E(L)[p"™], para cierta extension finita L de K, luego ¢(P) € E'(L)[p"] y

— -~

$(P) = $(P) = O.

Por el teorema 6.19 podemos concluir que ¢(P) = O, luego E[p"] esta en el
niicleo de ¢ para todo n, luego dicho ntcleo es infinito y ¢ = 0. L]

6.4 La topologia métrica

En esta seccion mostraremos que la métrica de K induce una topologia
sobre las variedades algebraicas definidas sobre K exactamente igual que en
el caso complejo. Empezamos definiendo la topologia métrica sobre el espacio
proyectivo P"(K). Para ello definimos

A; ={P e P"(K) | z;(P) # 0}
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y llamamos p; : A; — K™ ala aplicacién que a cada P € A; le asigna la n-tupla
resultante de eliminar x; en la inica n+1-tupla de coordenadas homogéneas de P
que cumple z; = 1. Se comprueba inmediatamente que las composiciones p{l op;
son homeomorfismos de K™ en si mismo (dotado de la topologia producto),
lo cual permite definir una tnica topologia en P"(K) respecto a la cual los
conjuntos A; son abiertos y las aplicaciones p; son homeomorfismos.

Definicién 6.23 Llamaremos topologia métrica en P™(K) a la tnica topologia
respecto a la cual los conjuntos A; son abiertos y las funciones p; : A; — K™
son homeomorfismos.

Notemos que todo el razonamiento precedente es valido si K es un cuerpo
métrico arbitrario, no necesariamente discreto. Es obvio que si L es una exten-
sion algebraica de K considerada como cuerpo métrico con la tnica extension
posible del valor absoluto de K, entonces la topologia inducida en P™(L) ex-
tiende a la de P"(K). En particular esto se aplica cuando L es la clausura
algebraica K de K.

Si V C P*"(K) es una variedad proyectiva, llamaremos topologia métrica en
V a la restricciéon de la topologia métrica de P™(K). En particular, si V esta
definida sobre K, la restriccion a V(K) de la topologia métrica de V' coincide

con la restriccion a V(K) de la topologia métrica de P™(K).

Si F e K[X1,...,X,.1] es una forma, entonces el conjunto
V(F)={P € P"(K)| F(P)=0}

es cerrado para la topologia métrica, pues V(F) N A, 41 se corresponde a través
=N

de la aplicacién p,41 con el cerrado {X € K | F(X,1) = 0}, y lo mismo vale

para los demas abiertos A;.

Como consecuencia, todo subconjunto algebraico de P"(K) es cerrado para
la topologia métrica o, equivalentemente, todo abierto para la topologia de

Zariski es abierto para la topologia métrica (en P"(K) y, por consiguiente, en
cualquier variedad proyectiva).

Se comprueba inmediatamente que la aplicaciéon p : ?Zﬂ \ {0} — P™(K)
que a cada n + 1-tupla le asigna el punto con tales coordenadas homogéneas es
continua. De aqui se sigue a su vez que toda aplicacién regular ¢ : V. — W
entre variedades proyectivas en K es continua respecto de la topologfa métrica.

En efecto, es claro que no perdemos generalidad si consideramos

¢:V — P(EK).

En un entorno de P para la topologia de Zariski, la aplicaciéon ¢ viene dada
por ¢(Q) = [F1(Q), ..., Fm+1(Q)], donde los F; € K[X1,. .., X;n41]) son formas
del mismo grado que no se anulan simultdneamente en P. Supongamos sin
pérdida de generalidad que z1(P) # 0y F11(P) # 0. Entonces, el conjunto

U={QeV(K)|z:(Q)#0, Frui1(Q) # 0}
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es un entorno de P para la topologia de Zariski, luego también para la topologia
métrica. Sobre este entorno U, la aplicaciéon ¢ puede obtenerse como composi-
cion de tres funciones continuas:

a) La aplicacion U — K" dada por [(Xi, .o Xl = (Xo/ Xy, X0 /X))
(que es la restriccion del homeomorfismo A; — K ).

b) La aplicacion polinomica X — (Fi(1,X),..., Fn+1(1, X)),
¢) La aplicacion p : r \ {0} — P™(K).

Ahora es facil ver que la topologia métrica en un producto V x W es el
producto de las topologias métricas. En efecto, basta demostrarlo para el caso
de P"(K) x P™(K), y a su vez basta probar que la topologia métrica en un
abierto A; x A; es la topologia producto. Ahora bien, la aplicacién natural
A; x Aj — K™ es un homeomorfismo para la topologfa métrica (porque es
regular con inversa regular) y también para la topologia producto.

Por tltimo, observemos que si K es localmente compacto y V/K es una
variedad proyectiva definida sobre K, entonces el conjunto de puntos racionales
V(K) es compacto respecto a la topologia métrica. Como V(K) es cerrado
en un espacio proyectivo P"(K), basta probar que éste es compacto, pero ello
es evidente, ya que es espacio P"(K) es la imagen por la aplicacion continua
p: K"\ {0} — P"(K) del compacto

C={re K™ | Y|zl =1}.

Como primera aplicacion demostramos el teorema siguiente:

Teorema 6.24 Si K es localmente compacto y E/K es una curva eliptica,
entonces el nicleo E1(K) de la reduccion médulo B tiene indice finito en E(K).

DEMOSTRACION: En efecto, observemos que F(K) es un grupo topologico
compacto respecto de la topologia métrica (es decir, la suma y la aplicacion
P — —P son continuas, porque son regulares). En la prueba de 6.16 hemos
visto que

E\(K)={P e E(K) |v(t(P)) >1, v(2(P)) > 1}.

Si llamamos U al abierto en E(K) donde estan definidas ¢t y z, tenemos que
E (K) C U y las funciones ¢,z : U — K son continuas, al igual que lo es la
valoracion v : K — Z U {+o00}. De aqui concluimos que F;(K) es abierto en
E(K).

Aunque no nos va a hacer falta, notemos que todo subgrupo abierto de un
grupo topoldgico es también cerrado, ya que su complementario es una unién
de trasladados, que también son abiertos. Asi pues, F1(K) es abierto y cerrado
en E(K).

La conclusiéon del teorema es ahora inmediata, pues el compacto E(K) se
descompone en union disjunta de las clases (abiertas) moédulo Eq(K), luego ha
de haber un ntmero finito de clases. m
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La compacidad local de K equivale a que el cuerpo de restos k sea finito.
Notemos que en tal caso el indice |Fy(K) : E1(K)| = |E.(k)| es claramente
finito, luego el teorema anterior equivale a la finitud de |E(K) : Eq(K)|. Cuando
k no es finito el indice |E(K) : E1(K)| ya no tiene por qué ser finito, pero
sucede que |E(K) : Eq(K)| lo es igualmente. Este hecho tiene consecuencias
muy importantes sobre las reducciones de las curvas elipticas, pero aqui no
estamos en condiciones de probarlo.? Como ejemplo de dichas consecuencias,
enunciamos sin demostracién el teorema siguiente:>

Teorema 6.25 Sea ¢ : 1 —> FEs una isogenia no nula definida sobre K entre
dos curvas elipticas definidas sobre K. Entonces Ey y Eo tienen el mismo tipo
de reduccion (buena, multiplicativa o aditiva) sobre K.

(Este teorema so6lo lo usaremos en la prueba del teorema 9.25, el cual, a su
vez, no se usard en ningan otro lugar de este libro.)

2Véase mi libro sobre Superficies aritméticas, teorema 10.42.
3Para la demostracion véase el teorema 13.7 de mi libro sobre Superficies aritméticas.



Capitulo VII

Curvas elipticas sobre cuerpos
numeéricos

Nos ocupamos ahora de las curvas elipticas definidas sobre cuerpos numeéri-
cos, en particular sobre Q. En todo el capitulo, K serd un cuerpo numérico, O
serd su anillo de enteros algebraicos y, para cada divisor primo no arquimediano
P de K, representaremos por Ky la complecién de K respecto de la valoracién
vy, por Og el anillo de enteros de Ky, por kg el cuerpo de restos, etc.

Si E/K es una curva eliptica definida sobre K mediante una ecuacion de
Weierstrass, para cada divisor primo no arquimediano ¥ de K podemos consi-
derar la curva eliptica /Ky definida mediante la misma ecuacion. Es obvio
que un cambio de variables sobre K que haga corresponder dos ecuaciones de
Weierstrass para una misma curva F puede verse también como un cambio de
variables sobre Kq3. Por lo tanto, a cada curva eliptica E/K le podemos asociar
una extension E/Kqp a través de una ecuacion de Weierstrass, sin que importe
la eleccion de ésta (dos ecuaciones para la misma curva dan lugar a extensiones
isomorfas). Mas ain, toda isogenia no nula entre dos curvas elipticas se extiende
(mediante las mismas ecuaciones) a una isogenia no nula entre las extensiones,
luego curvas isogenas sobre K se extienden a curvas iségenas sobre K.

A su vez, a partir de la extension a Ky podemos construir la reduccién
E(k‘gp), que es una curva (tal vez singular) definida sobre el cuerpo finito k.
Podemos distinguir entre primos 3 sobre los que E/K tiene buena reduccion,
reducciéon multiplicativa o reduccion aditiva.

7.1 El discriminante minimo

Diremos que una ecuaciéon de Weierstrass para una curva eliptica E/K es
entera si tiene sus coeficientes en O, de modo que también es una ecuacién entera
para todas las extensiones F/Ksy. Es claro que toda curva eliptica £/ K admite
una ecuacién de Weierstrass de tipo ¢ que, mediante un cambio X = u?X’,

165
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Y = v?Y’ para un u € K* adecuado, se transforma en una ecuaciéon entera.
Toda ecuacién entera cumple obviamente que A € O.

Fijada una ecuacion de Weierstrass entera para una curva eliptica E/K, una
condicion necesaria que E/K tenga mala reduccion modulo un primo 9 es que
B | A, luego el conjunto de primos con mala reduccion es siempre finito. Sin
embargo, la condicién no es suficiente, pues la ecuaciéon no tiene por qué ser
minimal sobre B. En esta seccién vamos a estudiar si es posible encontrar una
ecuacion de Weierstrass para E/K que sea minimal para todos los divisores
primos no arquimedianos de K, de modo que los primos con mala reducciéon
sean exactamente los que dividen al discriminante de la ecuacion.

En principio, para cada divisor primo no arquimediano B de K, podemos
encontrar una ecuaciéon de Weierstrass minimal sobre Kg. Si su discriminante
es A, entonces el natural dp = vy (A) es un invariante de F/K, de modo que
E/K tiene buena reduccion modulo B si y s6lo si dg = 0. Esto nos lleva a la
definicion siguiente:

Definicién 7.1 Llamamos discriminante minimo de una curva E/K al ideal
de K dado por

Dp/x = [P,
B
donde P recorre los primos no arquimedianos de K.

En estos términos, F/K tiene mala reduccion médulo un primo no arquime-
diano B de K si y solo si P | Dp,x. Naturalmente, esta definicion no resuelve
nuestro problema. La cuestion es si E/K admite una ecuacion minimal global
en el sentido siguiente:

Definicion 7.2 Una ecuacion de Weierstrass minimal para una curva eliptica
E/K es una ecuacion de Weierstrass entera para E cuyo discriminante A cumpla
(A) = Dg/k, es decir, una ecuacién que sea minimal para todas las curvas
E/Ksy, para todo primo no arquimediano *P de K.

En principio, si F/K es una curva eliptica definida por una ecuacion de
Weierstrass

Y24+ a1 XY + a3y = X2 +as X2+ auX +ag, a; €0,
para cada primo no arquimediano 3 de K existe un cambio de variables
X’:ui;X—!—rsp, Y:u%Y—Fs;;gu%X—thg, uy, sp, tp € O,

que transforma la ecuacion en una ecuacién minimal para E/Ky. La relacion
entre los discriminantes serd A = uj#Ay. Para todos los primos B salvo a lo
sumo un namero finito de ellos tendremos vy (A) = v (Ag) = 0, luego también
vy (ug) = 0 y podemos definir el ideal

an = prvm(um)’
B
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de modo que Dp e = (A)/akl. Ahora observamos que la clase [aa] no de-
pende de A. En efecto, si consideramos otra ecuacion de Weierstrass entera con
discriminante A’, entonces A = u'2A’, para cierto u € K*, luego

(ANax = D/ = (Aay = (A')(uaa)™?,
con lo que aar = (u)aa.

Definiciéon 7.3 Llamaremos clase de Weierstrass de una curva eliptica E/K
sobre un cuerpo numérico K a la clase de ideales de K determinada por cual-
quier ideal aa correspondiente a cualquier ecuacion de Weierstrass para E. La
representaremos por Wy k.

Teorema 7.4 Una curva eliptica E/K sobre un cuerpo numérico K tiene una
ecuacion de Weierstrass minimal st y solo si la clase de Weierstrass Wi i es
la clase principal.

DEMOSTRACION: Si E/K tiene una ecuaciéon minimal con discriminante A,
entonces (A) = Dg i = (A) /a2, luego ap =1y W = 1.

Reciprocamente, supongamos que W = 1. Tomemos una ecuaciéon de Weiers-
trass entera para F'y discriminante A. Para cada divisor primo no arquimediano
B de K consideremos un cambio de variables

X = u?I;X’ +rp, Y= U%Y/ + smu,?qug + by

que la transforme en una ecuacién minimal para 3, digamos con coeficientes
a;p y con discriminante Ag. La ecuacion de partida sera ya minimal para todos
los primos P salvo un namero finito de ellos. Si llamamos S al conjunto de estos
primos, podemos suponer que uyp = 1y rpy = sp = tp = 0 para todo P ¢ S.
En cualquier caso, ug, 7y, s ¥ ty son B-enteros.

Por hipotesis, existe u € K* tal que []P**“») = (u). Esto significa que
v (ug) = vy (u), para todo P. P

Por el teorema chino del resto podemos tomar r, s, t € O tales que para
todo P € S se cumpla que

vp(r — o), vp(s — syp), vp(t —tqp) > m;fix{vm(u%am)}-

Consideremos ahora la ecuacién de Weierstrass para E determinada por el
cambio de variables

X =uX"+r, Y=uY +su’X +t.

Vamos a comprobar que tiene coeficientes enteros (llamémoslos a}). Basta
probar que vy (aj;) > 0 para todo primo B. Si‘P ¢ S, entonces u € Usy, luego la
conclusion es clara. Supongamos que B € S y consideremos, por ejemplo, aj,
que cumple

ual = ay — saj + 3r — s°.
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También tenemos que U?Bllgf_p = az — spay + 3rp — s%, luego
v (u?ah) = vy (ufyasy — (s — sp)ar — 3(r — rp) — (s° — s))

= vyp(upazy — (5 — sp)(a1 + 5+ sp) = 3(r — ryp)) = vp(ugasy),
por la eleccion de r y s. Concluimos que vy (ah) = vy (agyp) > 0.

Con los coeficientes restantes se razona de forma similar. El discriminante
de la nueva ecuaciéon es A’ = 4 12A, luego

vp(A") = v (w2 A) = vy ((ugp/u) ?Agy) = vy (Ag).
Asi pues, hemos encontrado una ecuacion minimal para E/K. L]

Como consecuencia inmediata tenemos el teorema siguiente:

Teorema 7.5 Si K es un cuerpo numérico con numero de clases h =1, enton-
ces toda curva eliptica E/K admite una ecuacion de Weierstrass minimal.

Puede probarse que el reciproco es cierto, es decir, que si h > 1 entonces
existen curvas elipticas que no admiten ecuaciones minimales.

Ejemplo Consideremos el cuerpo K = Q(1/—10), que tiene nimero de clases
h =2y consideremos la curva E/K dada por

Y2 = X3+195.

Su discriminante es A = —243355. Es facil ver que en (el anillo de enteros
de) K se cumple que 2 = p?, 5 = g2, mientras que 3 se conserva primo. Esto
hace que la ecuacion de E sea minimal para todo primo de K salvo quiza para
el primo gq. El cambio de coordenadas

X=v-10°X', Y=+v=10YV

transforma la ecuacion en Y2 = X3 — 1/8, que es minimal y tiene buena re-
ducciéon en q. Por consiguiente, Dg/x = (243%) v W;/K = [5°%], con lo que
Wg/k = [q].

Es claro que Z[v/—10] no tiene elementos de norma 5, luego el ideal g no es
principal, Wg,x # 1 y asi E/K no tiene una ecuacién minimal global. L]

Los teoremas siguientes nos permitiran calcular ecuaciones minimales para
curvas elipticas definidas sobre Q. En realidad el método puede generalizarse
para cuerpos numeéricos arbitrarios (es decir, a un método para decidir si existe
ecuacion minimal y que permite calcularla en caso afirmativo), pero el caso de Q
es mucho mas sencillo. Empezamos por probar una version global del teorema
de Kraus:

Teorema 7.6 Sean cy, cg, A € Z tales que cj — c2 = 1728A # 0. Entonces
existe una curva eliptica E/Q con una ecuacion de Weierstrass entera con co-
variantes ¢y y cg (y discriminante A) si y solo si vs(cg) # 2 y se cumple una
de las dos condiciones siguientes:
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a) cg = —1 (méd 4),
b) ¢4 =0 (méd 16) y cg =0, 8 (mdd 32).

DEMOSTRACION: Si existe tal ecuaciéon ha de cumplir el teorema 6.6 para
K = Q2 y K = Q3, luego cumple las condiciones del enunciado (ver la observa-
cion tras 6.6).

Reciprocamente, si se cumplen estas condiciones, el teorema 6.6 nos da que
existen curvas elipticas F2/Q2 y F3/Q3 que admiten ecuaciones de Weierstrass
enteras con covariantes ¢4 v cg. Mediante un cambio de variables adecuado con
u = 1, ambas se transforman en la misma ecuacion de tipo c:

y?=Xx3 X ——. (7.1)

48 864

Equivalentemente, para p = 2, 3, existen cambios de variable determinados
por 7y, Sp, tp € Q, y u = 1 que transforman esta ecuacién en dos ecuaciones
enteras sobre (Q,. Vamos a ver que dado un nimero natural arbitrariamente
grande N existen 7, s, t € Q tales que

vp(r—7rp) >N, wvp(s—sp) >N, wvp(s—sp) >N parap=23
y vp(7), vp(s), vp(t) > 0 para todo primo p > 3.

En efecto, por la densidad de Q en QQ, podemos aproximar r, por 7’]’9 ceQ
y por el teorema de aproximacién podemos aproximar r5 y r4 por un mismo
ntmero 1’ € Q. Solo falta probar que podemos aproximar r’ respecto a vy y v3
mediante un r € Q que sea entero respecto de los demas primos. Pongamos que
r" = a/b. Por el teorema chino del resto existe un m € Z tal que

vp(a —m) > N +v,(b), parap=2,3,
vp(m) > vp(b) para todo primo p | b, p> 3.

Entonces r = m/b cumple lo pedido. Igualmente se construyen s y t. Ahora
basta observar que si tomamos N suficientemente grande, el cambio de variables
determinado por r, s, t y u = 1 transforma la ecuacion (7.1) en una ecuacion
entera (que obviamente tendra también covariantes ¢4 y ¢g). En efecto, las for-
mulas de 2.6 (teniendo en cuenta que los polinomios son funciones continuas)
muestran que los coeficientes de esta ecuacién estarén cerca de los de las ecua-
ciones obtenidas con 7, sp, t,, y todo niimero racional suficientemente préximo
a un entero p-adico es un entero p-adico. En conclusion, el cambio de variable
lleva a una ecuaciéon con coeficientes enteros diadicos y triadicos. Obviamente
también son enteros para los deméas primos, luego estan en Z. m

Con esto podemos calcular facilmente los covariantes (y el discriminante) de
las ecuaciones minimales de una curva dada:

Teorema 7.7 Sea E/Q una curva eliptica dada por una ecuacion de Weiers-
trass entera con covariantes cq y cg y discriminante A. Sea u el mayor nimero
natural tal que ¢ = u=*cy y ¢t = u Scg son enteros y satisfacen las condi-
ciones del teorema anterior. Entonces toda ecuacion de Weierstrass entera con
covariantes ¢y y ¢ es una ecuacion minimal para E/Q.
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DEMOSTRACION: El cambio de variables X = u2X’, Y = u3Y” transforma
la ecuacion de E//Q en una ecuacion (no necesariamente entera) de covariantes
¢y, ¢, la cual puede transformarse a su vez en la ecuacion (7.1) (con ¢} en lugar
de ¢;).

Por otra parte, cualquier ecuacion entera de covariantes ¢; —y existe al me-
nos una por el teorema anterior— puede transformarse en esa misma ecuacion,
luego también en la ecuaciéon de partida.

En definitiva, hemos probado que la curva F/Q admite una ecuacion de
Weierstrass entera de covariantes ¢}, ¢; (v discriminante A’). La maximalidad
de u hace que dicha ecuacién sea necesariamente minimal. L]

Asi pues, para encontrar una ecuaciéon minimal a una curva dada sélo nos
falta encontrar una ecuaciéon entera con unos covariantes dados.

Definicion 7.8 Una ecuacion de Weierstrass con coeficientes en Z esta reducida
siay, az € {O, 1} y as € {—1,0,1}.

Teorema 7.9 Toda ecuacion de Weierstrass con coeficientes en Z se trans-
forma mediante un cambio de variables entero en una unica ecuacion reducida.
Dados ¢y, cg, A € Z en las condiciones del teorema anterior, la ecuacion redu-
cida con tales covariantes tiene los coeficientes siguientes:

a = C4 (méd 2)7 [al € {Oa 1}]7

ay = —cg—ap (méd 3), [as € {—1,0,1},

az = (b3 —3caba — 2¢6)/16 (méd 2), [az € {0,1}, b = a; + 4as),

ay, = (bg — 24&1&3 — 04)/48,

ag = (71)3 — Ce + 361)2(&1&3 + 2@4) - 216(13)/864

DEMOSTRACION: Consideremos una ecuacion de Weierstrass entera con co-

eficientes a1,...,a¢ y vamos a construir una nueva ecuacion reducida con co-
eficientes af, ..., ag, al mismo tiempo que construimos un cambio de variables

conu=1yr,s, t€Z que transforme una en la otra. Segin el teorema 2.6, ha
de ser af = a; + 2s, luego para que la ecuacién que obtengamos sea reducida
hemos de tomar necesariamente

a; =ap (méd 2), a) €{0,1}, s=(a) —a1)/2.

Similarmente, ha de ser

ay = ay—a;—s%(méd3), a)pe{-1,0,1}, r=(ahb—as+as+s?)/3,
ay = asz+ra; (méd 2), as € {0,1}, t = (ah —asz —ray)/2,

a, = a4—saz+2ras— (t+rs)a; + 3r? — 2st,

ag = ag+rag+riag+1r3—taz —t? —rta;.

Esto prueba la existencia de la ecuaciéon. Ahora vamos a probar que toda
ecuacion de Weierstrass reducida puede recuperarse a partir de los covariantes
c4 ¥ cg como indica el enunciado, lo que en particular nos daré la unicidad. Para
adecuarnos a la notacién del enunciado, a partir de aqui los coeficientes de la
ecuacion reducida seran a; en lugar de al.
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Como a; = a?, tenemos que
a1 = by = b2 = ¢4 (méd 2),
luego a; ha de ser el que indica el enunciado. Igualmente,
as =by — a3 —3ay =by —al = by —a; = b3 —a; = —cg — a; (méd 3),

(b3 — 3caby — 2¢6)/16 = 27bg = bg = a3 = az (m6d 2),

b% — 24a1a3 — ¢4 . —24a a3 + 24by _ —ajag + by -
18 - 48 T

e igualmente se justifica la formula para ag. n

Como consecuencia inmediata:

Teorema 7.10 Toda curva eliptica E/Q admite una inica ecuacion de Weiers-
trass minimal reducida.

DEMOSTRACION: Cuando transformamos una ecuacién minimal en una
ecuacion reducida segin el teorema anterior, la ecuacién que obtenemos sigue
siendo minimal, pues el cambio de variables tiene ©v = 1. Una ecuacién minimal
se transforma en otra mediante un cambio de variables entero con v = 1 (por
el teorema 6.2 aplicado a todos los primos). Por consiguiente ambas tienen los
mismos covariantes, luego si ambas son reducidas han de ser la misma. L]

En definitiva, dada una curva eliptica E/Q dada por una ecuacion de Weiers-
trass, podemos aplicar un cambio de variables X = u?X’, Y = u3Y” para pasar
a una ecuacion entera con covariantes ¢4 y cg, luego calculamos los covariantes
minimales ¢, y ¢ segun el teorema 7.7 y construimos la ecuacién minimal segin
el teorema anterior.

Resulta natural preguntarse si puede existir una curva eliptica E/K con
Dk =1, es decir, una curva con buena reduccién médulo todos los primos no
arquimedianos de K. El teorema siguiente muestra que la respuesta es negativa
cuando K = Q:

Teorema 7.11 Sea E/Q una curva eliptica dada por una ecuacion de Weiers-
trass entera de discriminante A € Z. FEntonces A no puede ser de la forma
d3, donde d es un entero cuyos divisores primos sean todos congruentes con 1
mdodulo 8. En particular no puede ser A = +1.

DEMOSTRACION: En caso contrario A = d®, con d = 41 (méd 8). Veamos
que a; ha de ser impar. En caso contrario va(be) > 2, va(bs) > 1, va(cs) >4, y
la relacion

cg = ci +17284° (7.2)

implica que cg = 8c, pero entonces ¢ = 27d® = 43 (mdd 8), y esta congruencia
no tiene solucion.
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Asi pues, a; es impar, luego by también y ¢4 = b3 = 1 (mdd 8). Sustituyendo
en (7.2) © = ¢4 + 12d, y = ¢ obtenemos

y? = x(2? — 36dx? + 432d?),
donde z =5 (mdéd 8). En particular, z # 0. Ahora observamos que
Q = 22 — 36dx? + 432d*> = (z — 18d)* + 108d> > 0,
luego también x = 32/Q > 0. Descompongamos

T = 3qu'uquvq’
p q

donde p recorre los primos que dividen al med(x, d) y ¢ los divisores de x distintos
de 3 y que no dividen a d. Claramente v,(Q) = 0, luego v, = v4(y?) es par,
luego g% = 1 (méd 8). Por hipotesis también p = 1 (méd 8), luego

x=3"=1, 3(mdd 8),

cuando tenfamos que x = 5 (mdd 8). "

Ejemplo Las curvas siguientes muestran que la restriccion sobre los divisores
primos de A es necesaria en el teorema anterior:

Y?=X3-X, A= 26
Y24y = X3, A=-33
Y24 XY =X3-X2-2X -1, A=-T75%

Por el contrario, si K = Q(v29) y € = (5++v/29)/2 es la unidad fundamental
de K, la curva Y2 4+ XY + €2Y = X3 cumple A = —€'9, luego tiene buena
reducciéon modulo todos los primos de K. L]

Terminaremos la seccién justificando la existencia de ecuaciones minimales
en un sentido mas débil que no requiere ninguna hipoétesis sobre el namero de
clases de K. Para ello recordamos previamente algunos resultados sobre cuerpos
numéricos:

Teorema 7.12 Sea K un cuerpo numérico y S un conjunto finito de divisores
primos de K que contenga a todos los primos arquimedianos y sea

Ks ={a € K |vp(a) >0 para todo P ¢ S}.
Entonces:

a) Kg es la localizacion del anillo de enteros Ok respecto del conjunto mul-
tiplicativo formado por los enteros divisibles a lo sumo entre primos de S,
es decir:

Kg={a/b|a, be Ok, vp(b) =0 para todo P ¢ S}.
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b) Kg es un dominio de Dedekind (en particular es integramente cerrado) y
S puede extenderse a un conjunto finito mayor de modo que Kg sea un
dominio de ideales principales.

DEMOSTRACION: a) Una inclusién es obvia y para probar la contraria usa-
mos que todo ideal de Ok elevado al nimero de clases h es principal. Asi, si
a € Kg, el ideal fraccional (o) admite una descomposicion

a

(@) = 57—,
qr-ql

donde q; € S y a es un ideal de K. Ahora bien, los ideales g? son principales

y a también tiene que serlo. En definitiva, « = a/b, con a, b € Ok y b sblo es

divisible entre primos de S.

b) En general, toda localizacion de un dominio de Dedekind es un dominio
de Dedekind. Ademas, los ideales de Kg son de la forma ag = aKg, donde a es
un ideal de O.

Fijamos un conjunto de representantes ai, ..., a; de las clases de ideales de
K, en cada uno de ellos tomamos un elemento «; € a; no nulo y anadimos a S
los primos que lo dividen. Esto hace que «; sea una unidad en Kg y que, por
consiguiente, a;5 = 1.

Para cada ideal ag de Kg existe un ¢ tal que (a)a = (8)a;, para ciertos «,
B € Ok, de donde (a)ag = (8), lo que implica que ag es principal. n

Teorema 7.13 Sea K un cuerpo numérico y S un conjunto finito de valores
absolutos de K que contenga a todos los primos arquimedianos y a todos los
divisores de 2 y 3. Supongamos ademds que la localizacion Kg es un dominio de
ideales principales. Entonces toda curva eliptica E/K admite una ecuacion de
Weierstrass Y2 = X3+ AX+B con A, B € Kg, tal que, en Kg, (De/k) = (A),
donde el discriminante es A = —16(4A3 + 27B%).

DEMOSTRACION: Tomemos cualquier ecuacion de Weierstrass para E/K de
la forma indicada en el enunciado con coeficientes enteros y discriminante A.
Para cada primo p ¢ S podemos conseguir una ecuaciéon minimal mediante un
cambio de la forma

X=uX, Y=uY', ucK"
En efecto, con este cambio la ecuacién se transforma en
y? = Xx3 —&—up_4A:c+up_63,
y por 6.4 la ecuacién serd minimal si vy(u, *A) > 0, vy(uy °B) > 0 y o bien
vp(up *A) < 4 o0 bien vy (uy °B) < 6. Asi, basta tomar u, de modo que vy (up)

sea el maximo que respete las dos primeras condiciones y necesariamente se
cumplird una de las dos tltimas.
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Para los posibles primos no arquimedianos en S el cambio necesario puede
ser més complicado, pero en cualquier caso determina unos niimeros u, con los
que podemos formar el ideal

aA = H pUP(uP)
pfoo

que verifica
_ 12
De/x = (A)/ax.
Si consideramos estos ideales como ideales de Kg, entonces los primos de S
se vuelven triviales, con lo que tenemos

De/x = (A)/ 11 1312%(“”)
pés

Como Kg es un dominio de ideales principales, existe un u € Kg tal que

I1 pvp(up) = (u).

pé¢S
Esto significa que vp(u) = vy (uy) para todo primo p ¢ S, luego la ecuacion
V?=X*+utAz+u "B

tiene sus coeficientes en Kg y es minimal para todos los primos p ¢ S. Su
discriminante es A’ = u~2A, luego en Kg tenemos

Dp/x = (A)/(u)"? = (A").

7.2 El subgrupo de torsion

Estudiamos ahora los puntos de torsion de una curva eliptica E/K, es decir,
del subgrupo de torsion Eio, (K) del grupo E(K). El teorema siguiente es una
consecuencia directa de 6.20:

Teorema 7.14 Sea E/K una curva eliptica determinada por una ecuacion de
Weierstrass entera y sea P € E(K) un punto de orden m > 2.

a) Sim no es potencia de primo, entonces x(P), y(P) € 0.

b) Sim = p", para cada divisor primo no arquimediano B de K, sea ry la
parte entera de vy (p)/(p" — p™~'). Entonces

vp(@(P)) = =2rg,  vp(y(P)) = —3ry.

Para K = Q el teorema anterior implica que los puntos de torsién tienen
coordenadas enteras salvo quiza por un denominador 4 en la x y un denominador
8 en la y (y en tal caso el punto tiene orden 2). Mas precisamente:
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Teorema 7.15 Sea E/Q una curva eliptica dada por una ecuacion de Weiers-
trass entera. Entonces todo punto de torsion de E(Q) (distinto de O) tiene
coordenadas enteras, salvo quizd un tunico punto de orden 2 con coordenadas
(a/4,b/8), con a, b € Z impares. Para que pueda existir tal punto es necesario
que a1 sea impar.

DEMOSTRACION: Si existe un punto P = (x,y) de orden 2, entonces la
tangente a la curva en dicho punto ha de ser vertical, luego la derivada respecto
de Y de la ecuacion de Weierstrass se ha de anular. Esto significa que

. a1 + as
= 72 .

El teorema anterior afirma que vy(P) < 1, donde vs es la aplicacion definida
en 6.17 para la curva E/Qy definida por la misma ecuacion de Weierstrass.
Para que P sea fraccionario es necesario que vy(P) = 1, con lo que va(z) = —2
y v2(y) = —3. Entonces

—2 = v3(2y) = va(a12 + a3) > min{vs(a1z), v2(asz)}-

Como vz(ag) > 0, el minimo se alcanza en ve(a1z) = va(ay) + va(x) = —2,
luego va(a1) =0y asi a; es impar.

Si E(K) contiene otro punto de orden 2, de hecho ha de contener a los tres
que hay en E(K), digamos P; = (z;,y;), para i = 1,2,3. Vamos a probar que
en tal caso s6lo uno de ellos es fraccional. Si lo fueran dos de ellos, también lo
seria el tercero, pues los puntos con coordenadas no enteras diadicas forman un

subgrupo de E(Q2) (el nicleo de la reduccion modulo 2). El cambio

vy Yx B
2 2
transforma la ecuacién en una de tipo b. Los puntos de orden 2 de esta ecuaciéon
se caracterizan por tener la segunda coordenada nula, y han de corresponderse
con los puntos de orden 2 de la ecuacion original, luego seran (z;,0). Esto
implica que x1, T2, x3 son las raices del miembro derecho de la ecuaciéon de
Weierstrass de tipo b. En particular

b6 a%
T1ToT3 = — = ag + —>.
12273 1 6+ 1
Por una parte, ve(z172w3) = —6, mientras que por otra vo(ag +a3/4) > —2,
y esta contradiccion prueba el teorema. m

Ejemplo La curva Y2 = X3 4 8 contiene los puntos de coordenadas enteras
(1,£3) v (2,£4) que, no obstante, tienen orden infinito, pues, por ejemplo

2(1,3) = (—14/8,—13/8),  2(2,4) = (—14/8,13/8),

y esta curva no puede tener puntos de torsiéon con coordenadas fraccionarias.
n
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El teorema siguiente generaliza un resultado obtenido independientemente
por Lutz y Nagell y permite en muchos casos calcular el subgrupo de torsion de
una curva eliptica E/Q:

Teorema 7.16 Sea E/Q una curva eliptica dada por una ecuacion de Weiers-
trass entera, sea P = (x,y) un punto de torsion no nulo y llamemos

v =y+ (a1 + az)/2.

Entonces y' = 0 si y sélo si P tiene orden 2. En caso contrario 2y’ € Z y
(2¢')% | 4A. Si ademds ay es par entonces (2y')% | A y si az también es par
entonces y' € Z y 16y"% | A.

DEMOSTRACION: Observemos que el cambio de variables que transforma la
ecuacion de E/Q en una ecuacion de tipo b hace corresponder el punto P con
el punto P’ = (x,y’). El punto P tiene orden 2 si y solo si lo tiene P’; lo que
ciertamente equivale a que 3’ = 0.

Si P no tiene orden 2, el teorema anterior nos da que z, y € Z, luego
también 2y = 2y + a1z + a3 € Z. El punto 2P también es de torsion, luego
sus coordenadas son enteras salvo quizéa si tiene orden 2, pero en cualquier caso
4x(2P) € Z.

Ahora necesitamos algunos calculos. Recordemos la formula de duplicacion
del teorema (2.21):

- .’L'4 — b4{,132 — 21)61' — bg
o 41?3 + b2$2 + 2b4.13 + be.

z(2P)

Observemos que el denominador es (2y')2. Por otra parte, una comprobacién
rutinaria nos da la siguiente identidad de polinomios:

u(X)(4X3 + b X% 4 264 X + bg) — v(X)(X* — by X? — 266X —bg) = A, (7.3)
donde

u(X) 12X? — by X2 — 1004 X + boby — 27bg,
v(X) = 48X? +8byX + 32by — b3.

Combinando ambas relaciones obtenemos que
(2y')*(u(x) — z(2P)v(2)) = A.

Multiplicando por 4 ambos miembros, el segundo factor es entero, con lo
que (2y')% | 4A. Si a; es par entonces x(2P) ha de ser entero y no hace falta
multiplicar por 4.

Finalmente, si a3 también es par vemos que 4 | by, 2 | by, 4 | bg, luego 4 | u(x)
y 4 | v(x), de donde concluimos que 16y’? | A. n
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Ejemplo Counsideremos la curva E/Q dada por la ecuacion
Y24+ XY +Y = X3, A=-2.1.

Si (z,y) es un punto de torsién de orden > 2 entonces (2y')% | 2 - 13, con lo
que 2y’ = £1. La ecuacion en forma b es

1 1 1
Y/2 — X3 *X2 X -
+ 4 + 2 + 4’
y al hacer Y’ = £1/2 obtenemos
1 1
X°+-X’+-X=0
+ 1 + 5 ;

cuya tnica raiz entera es x = 0. La relacion 2y’ = 2y + = + 1 nos da los puntos
(070) y (Oa _1)'

Por otra parte, si (x,y) fuera un punto de orden 2, la coordenada x cumpliria

la. ecuacion L ) )
X34 - X2 4 X+ - =0
+ 1 + 5 + 1 )

y 4z seria una raiz entera de la ecuacién
X?+X?+8X +16=0.

Se comprueba que no existen raices enteras, luego E(Q) = {0, (0,0), (0, —1)}.
|

Ejemplo Counsideremos la curva E/Q dada por la ecuacion
Y2 = X3 - 43X + 166, A =—-219.13.

El polinomio de la derecha no tiene raices enteras, por lo que no hay puntos
de orden 2. Si (z,y) es un punto de torsion, se ha de cumplir que y? | 215 - 13,
luego y | 128.

Esto nos da un maximo de seis posibles puntos de torsion (ademas de O):

(3,48), (=5,416), (11,432).

Usando la férmula de duplicacion del teorema 2.21 comprobamos que si
P = (3,8) entonces

x(P)=3, z(2P)=-5, z(4P)=11, xz(8P)=3,

luego 8P = £P, lo que implica que P tiene orden 7, 3 0 9. No puede tener
orden 9 porque a lo sumo hay 7 puntos de torsién y si tuviera orden 3 seria
2(2P) = x(—P) = 3, luego P tiene orden 7 y concluimos que Fi.(Q) es un
grupo ciclico de orden 7. m

Del teorema anterior se sigue que si E/Q es una curva eliptica, entonces
Eior(Q) es un grupo finito. En realidad esto es también una consecuencia sencilla
del teorema 6.19. A continuacién damos una version méas comoda en la practica:
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Teorema 7.17 Sea E/Q una curva eliptica dada por una ecuacion de Weiers-
trass entera y sea S el conjunto de los primos con buena reduccion. Entonces
el orden de Fior(Q) divide a

med(ep| B(Z/pZ)),

donde €, = 1 salvo si p = 2 y E(Q) tiene un punto fraccional de orden 2, en
cuyo caso €g = 2.

DEMOSTRACION: Consideramos la curva E/Q, definida por la misma ecua-
cién. El nucleo de la reduccion moédulo p es E1(Q,), que esta formado por los
puntos de coordenadas no enteras p-adicas. Como los puntos de torsién tienen
coordenadas enteras (racionales), vemos que la reduccién modulo p es inyectiva
en Fi(Q), salvo si p = 2 y hay un punto fraccionario de orden 2, en cuyo caso
el nicleo de la reduccion tiene orden 2 y |Eior(Q)| divide a 2|E(Z/2Z)|. =

La tabla siguiente contiene 15 ejemplos de curvas elipticas sobre Q con la
estructura de su grupo de torsiéon. Un notable teorema debido a Mazur asegura
que el grupo de torsién de una curva eliptica sobre Q ha de ser necesariamente
uno de los 15 grupos que aparecen en la tabla.

Ecuacién A Eior (Q) Generadores
Y2 =Xx3%_2 —26.33 1 @)

Y2 =x3%438 —210 .33 Cs (—2,0)

Y2 =Xx3%144 —28.33 Cs (0,2)

Y2 = X% 44X —212 Cy (2,4)
Y2y =Xx%-Xx? —11 Cs (0,0)
Y2=x3%41 —24.33 Cs (2,3)

Y2 = X3 - 43X + 166 —219.13 Cy (3,8)
Y24+ 7XY = X3 416X 28.3%.17 Cs (—2,4)
Y24 XY +Y =X% - X% 14X 429 —29.3° Cy (3,1)
Y24 XY = X3 —45X 481 210.35 .11 Cio (0,9)

Y2 443XY —210Y = X3 — 210X? 212.36.53.74.13 Ci2 (0,0)

Y2 = X3 —4Xx 22 e, (0,0), (0,2)
Y2 =Xx3%42X2%2 -3X 28.32 | Cu®Cy | (=3,0),(-1,2)
Y2 +5XY —6Y = X3 — 3X2 22.36.52 | Cy @ Cs (2, —2), (0,0)
Y2 4+17XY — 120Y = X° — 60X? 28.3%.5%.72 | Cy @ Cg | (—40,400), (0, 0)

Ejemplo Veamos como se calcula el grupo de torsiéon de la dltima curva de la
tabla. Es claro que (0,0) esté en la curva, y aplicando la férmula de duplicacion
se observa que su orden es exactamente 8. Asi tenemos ya un subgrupo Cg de
Eior(Q). Por otro lado, resolviendo el sistema de ecuaciones F(X,Y) = 0 y
Fy(X,Y) = 0 encontramos todos los puntos de orden 2, que son (24, —144),
(—40,400) y (15/4,225/8). El primero es 4 - (0,0), mientras que con el segundo
obtenemos un nuevo subgrupo Cs, con lo que en total tenemos un subgrupo
C5 @ Cg. Ahora hemos de probar que no hay més elementos de torsion.

Como E tiene buena reduccion modulo 11, sabemos que E(Q) se sumerge en
E(Z/11Z). Ahora bien, el nimero de puntos de esta reduccion es a lo sumo 23
(cada valor de x da a lo sumo dos valores posibles para y, luego hay a lo sumo
22 puntos finitos). Por otra parte, dicho nimero ha de ser multiplo de 16, luego
|E(Z/117)| = 16 y también |Eyo (Q)| = 16. .
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Finalmente vamos a determinar los grupos de torsiéon sobre Q de dos familias
de curvas elipticas especialmente simples, las de la forma Y2 = X3 + AX vy las
de la forma Y2 = X3 + B.

Observemos que para estudiar la torsién de Y2 = X3+ AX podemos suponer
que A esta libre de potencias cuartas, pues si A = m*A’, el cambio X = m?X,
Y = m3Y” transforma la curva en Y2 = X2 4+ AX y la estructura del grupo de
torsion no varia.

Teorema 7.18 Sea E/Q la curva dada por Y? = X? + AX, con A € Z (de
modo que A = —20A3 y j = 1728). Supongamos que A estd libre de potencias
cuartas. Entonces

Co®Cy si—A es un cuadrado,
Etor(@) = { C’4 st A= 4,
Cy en otro caso.

DEMOSTRACION: Sea p = —1 (mdd 4) un primo que no divida a A. (Existe
por el teorema de Dirichlet sobre primos en progresiones aritméticas.) Por el
teorema 7.17 tenemos que |Eio(Q)| divide a |E(Z/pZ)| = p + 1, donde hemos
usado el teorema 4.9, segiin el cual la reduccién médulo p es supersingular.

Si en particular tomamos p = 3 (méd 8) vemos que 8 1 |Fior(Q)[, pues en
caso contrario tendriamos que 8 | p + 1.

Si elegimos p = 7 (mdd 12) vemos que 3 1 | Etor (Q)].

Si ¢ > 3 es primo, podemos tomar p = 3 (mdd 4q), de donde se sigue que
q1|Ewor(Q)], ya que en caso contrario ¢ | p+1=4 (mdd q) y ¢ | 4.

Con esto podemos concluir que |Eior (Q)] | 4.

En cualquier caso, E(Q) tiene un punto de orden 2, a saber, (0,0). Tendra
tres puntos de orden 2 si y sélo si X3 + AX se escinde en Q[X], es decir, si y
s6lo si —A es un cuadrado.

Solo falta ver que E(Q) tiene un punto de orden 4 si y solo si A = 4. Cier-
tamente, para A = 4 esta el punto (2,4). En general, la formula de duplicacion
nos da que si existe un punto (z,y) que cumple 2(z,y) = (0, 0), entonces

at — 2427 + A% = (22 — A)2 =0.

Asi pues, ha de ser 22 = A y, como A no tiene potencias cuartas, « ha de
ser libre de cuadrados. Ahora bien, x cumple la ecuacion

y? = 2% + Az = 223,

De aqui se sigue que x no puede ser divisible entre primos impares, y la tinica
posibilidad resulta ser z = 2, luego A = 4. L]

Para estudiar la torsién de Y2 = X2 + B podemos suponer que B esté libre
de potencias sextas.

Teorema 7.19 Sea E/Q la curva dada por Y? = X3+ B, con B € Z (de modo
que A = —2%.3%. B2, j =0). Supongamos que B estd libre de potencias sextas.
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Entonces
C(j st B = 1,
~ ) Cs siB=-2%.330DB es un cuadrado B # 1,
Etor(E) = .
Cy si B es un cubo, B # 1,
0 en otro caso.
DEMOSTRACION: Sip = —1 (méd 3) es un primo que no divide a A, entonces

los teoremas 7.17 y 4.9 nos dan que |Eyo,(Q)| divide a | p+ 1.

Si tomamos p = 5 (méd 12) vemos que 4 no puede dividir a |Eio,(Q)]. Si
p = 2 (méd 9) vemos que 9 tampoco divide a |Eio,(Q)|. Por dltimo, para todo
primo ¢ > 3, podemos tomar p = 2 (méd 3¢q) y concluir que g no divide a
|Etor (Q)|

En definitiva, tenemos que |Eior(Q)| | 6. Claramente E/Q tiene un punto
de orden 2 si y so6lo si X3 + B tiene una raiz en Q, si y sélo si B es un cubo. La
cuestion es cuando existe un punto de orden 3. Un punto P tiene orden 3 si y
solo si 2P = — P, si y solo si x(2P) = z(P), pues esta altima condiciéon implica
2P = £P, pero 2P = P soélo lo cumple P = O. La férmula de duplicacién nos
da

z* — 8Bz
4(z*+B) -
Equivalentemente, z* = —4Bz. Una solucién es x = 0, y = B2. Asi pues, si

B es un cuadrado hay un elemento de orden 3. La otra posibilidad es 2 = —4B,
con lo que y?> = —3B. En particular B < 0. Como B es libre de potencias sextas,
s6lo puede ser divisible entre los primos 2 y 3. Mé&s concretamente, ha de ser
B = —2%.3%. En resumen, E/Q tiene un punto de orden 3 si y sélo si B es un
cuadrado o B = —2% - 33. A partir de aqui el teorema es inmediato. L]

Observemos que la curva Y2 = X3—2%.33 = X3 432 que aparece como caso
excepcional en el teorema anterior es precisamente la curva que consideramos
en el capitulo II en relacién con el dltimo teorema de Fermat para exponente 3.
Es facil ver que sus puntos de torsién son precisamente los puntos (12, +36) y
O que alli llamabamos soluciones triviales.

7.3 El teorema débil de Mordell-Weil

Esta secciéon esta dedicada a demostrar el teorema siguiente:

Teorema 7.20 (Teorema débil de Mordell-Weil) Si K es un cuerpo nu-
mérico, E/K es una curva eliptica y m > 2 es un nimero natural, entonces el
grupo E(K)/mE(K) es finito.

Se trata de un paso intermedio para demostrar uno de los resultados basicos
sobre la aritmética de las curvas elipticas sobre cuerpos numéricos: que el grupo
de puntos racionales es finitamente generado.
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Cohomologia continua Necesitaremos algunos resultados sobre cohomologia
de grupos. Llamaremos A a la clausura algebraica de Q. El grupo de Galois
G(A/K) es un grupo topologico con la topologia de Krull, respecto a la cual
una base de entornos del neutro la forman los subgrupos (normales) de indice
finito.

Sea M un grupo abeliano sobre el que G(A/K) actia de forma continua
cuando en M consideramos la topologia discreta, es decir, de modo que la acciéon

M xGA/K) — M

sea una aplicacién continua. Esto equivale a que las aplicaciones ¢ — m? sean
continuas en G(A/K) para cada m € M prefijado. En particular la antiimagen
de {m} ha de ser abierta, lo cual significa que existe una extension finita normal
L de K tal que G(A/L) fija a m. Asi pues, si llamamos

MY ={m & M | m° = m para todo o € G(A/L)},

tenemos que M es la unién de los submoédulos M. Reciprocamente, esta pro-
piedad implica la continuidad de la accién, pues cada aplicacién o — m? es
constante en un entorno G(A/L)o de cada automorfismo o.

Vamos a considerar los grupos de cohomologia de orden 0 y 1 de G(A/K)
sobre M. Recordemos que el grupo de cohomologia de orden 0 es simplemente
HO(A/K,M) = MX. El grupo H'(A/K, M) es el cociente del grupo de cociclos,
es decir, aplicaciones a : G(A/K) — M tales que

.
Gor = Gy + a7,

sobre el grupo de cofronteras, aplicaciones de la forma dm para m € M dadas
por (Om), = m? —m.

La continuidad de la accion de G(A/K) sobre M implica claramente que
todas las cofronteras son continuas. Sin embargo, dentro del grupo de coci-
clos podemos considerar el subgrupo formado por los cociclos continuos, cuyo
cociente sobre las cofronteras determina lo que llamaremos el grupo de cohomo-
logia continua H(A/K, M) < H*(A/K, M).

La ecuacion de los cociclos implica que a; = 0, y si es continuo existe una
extension finita normal L de K tal que a toma el valor 0 sobre G(A/L), luego a
es constante sobre cada clase G(A/L)o. En particular, ¢ toma un ntmero finito
de valores, luego eligiendo L suficientemente grande podemos exigir que todos
ellos estén en M*, con lo que a, = d4|, , para un cierto cociclo de G(L/K) sobre
M?T. Reciprocamente, todo cociclo de esta forma es continuo, pues es constante
sobre cada clase G(A/L)o.

Para cada extension finita normal L de K podemos considerar la inflacion
Infy : HY(L/K,M*) — H'(A/K, M)

dada por Infz([a]) = [a], donde ag = Gq|, -
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En estos términos, hemos probado que H!(A/K, M) es la unioén de las ima-
genes de todas las inflaciones Inf;,. Es conocido que las inflaciones

Infy g« HY(L/K, MY) — HY(L'/K, MY

son inyectivas, luego las inflaciones Infy, también lo son. Si las identificamos con
inclusiones, podemos considerar que H}(A/K, M) es la unién de los subgrupos
HY(L/K, M) (méas precisamente, es su limite inductivo).

Si L es una extension finita normal de K, también podemos considerar la
restriccion Resy, : HY(A/K, M) — H'(A/L, M) definida restringiendo los co-
ciclos de G(A/K) a G(A/L). Claramente se restringe a un homomorfismo

Resy : HY(A/K, M) — H!(A/L, M)
que conmuta con las restricciones

Resy/p, : HY(L'JK,M*) — H'(L'/L,M").

La exactitud de las sucesiones

1 — HY(L/K, MY 25 g i, vy B g /o, m.

implica inmediatamente la de la sucesion

1 — HYL/K, MY 2 gk, ) BS gL, M.

Por tltimo, sabemos que toda sucesion exacta de G(A/K)-modulos

0—8Lm SN0
induce una sucesién exacta
0 — H°(A/K,S) — H°(A/K,M) — H°(A/K,N)

s HY(A/K,S) — H'(A/K, M) — H*(A/K,N).
Vamos a ver que todos los homomorfismos se restringen a una sucesion exacta

0 — H°(A/K,S) — H°(A/K,M) — H°(A/K,N)

2y HY(A/K,S) — HYNA/K, M) — H(A/K, N).

De hecho solo hay que probar que la imagen de § esta en H!(A/K,S), pues f
y ¢ son trivialmente continuas, luego transforman cociclos continuos en cociclos
continuos (y la exactitud de la sucesion restringida es trivial).

Sine NK = H°(A/K,N), tomamos m € M tal que g(m) = n y entonces
d(n) = [as] esté determinado por que f(a,) = Im, = m?—m. Es claro entonces
que si m € M’ se cumple también que 6(n) € H'(L/K, M*), pues si o|p = 7|r
entonces f(a,) = f(a;) y ay = a,. Asi pues, §(n) € H:(A/K, M).

A partir de aqui trabajaremos tnicamente con los grupos de cohomologia
continua, por lo que suprimiremos el subindice c.
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El producto de Kummer Sea E/K una curva eliptica, m > 2 y considere-
mos la sucesion exacta

0 — E[m] — E(A) = E(A) — 0

Sabemos que G(A/K) acttia sobre E(A), y la accién es continua, pues para
todo P € E(A) podemos tomar una extension finita L de K tal que las coorde-
nadas de P estén en L, y entonces G(A/L) fija a P. Por consiguiente podemos
formar la sucesion exacta de cohomologia

0 — E(K)[m]| — E(K) ™ E(K)

LN HY(A/K,E[m]) — HY(A/K,E(A)) = HY(A/K,E(A)).

De aqui podemos extraer la llamada sucesion exacta de Kummer para E/K:
0 — BE(K)/mE(K) — H'(A/K, E[m]) — H*(A/K, E(A))[m] — 0,

donde el tltimo modulo es el conjunto de los elementos de H(A/K, E(A)) de
orden divisor de m.

(K) es finito. Tome-
(L) y llamemos F al

Nuestro objetivo es demostrar que el grupo E(K)/m
mos una extension finita normal L de K tal que E[m] C
niicleo de la aplicacion natural

E
E

BE(K)/mE(K) — B(L)/mE(L).

Si demostramos que F es finito, bastara probar que E(L)/mE(L) es también
finito o, equivalentemente, podremos suponer que E[m] C E(K). Consideramos
el diagrama conmutativo con filas exactas

0 F E(K)/mE(K) — E(L)/mE(L)

Lk ;

00— H'(L/K, E[m]) —2> HY(A/K, E[m]) —<> HY(A/L, E[m])

Notemos que el segundo cuadrado es claramente conmutativo, lo que implica
que & hace corresponder el niicleo de la fila superior con el de la fila inferior,
es decir, se restringe a un homomorfismo de F en H'(L/K, E[m]). Como los
grupos G(L/K) y E[m] son finitos, concluimos que H'(L/K, E[m]) también lo
es, al igual que F.

En lo que sigue supondremos que E[m] C E(K). Esto significa que G(A/K)
actia trivialmente sobre E[m], luego las cofronteras son nulas y los cociclos son
homomorfismos de grupos. En definitiva,

H'(A/K, E[m]) = Hom(G(A/K), E[m]),
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y tenemos una inclusion
§: E(K)/mE(K) — Hom(G(A/K), E[m]).
Definimos el producto de Kummer
k:E(K)x GA/K) — E[m]

mediante k(P,0) = §([P])(c). Claramente x es una aplicacion bilineal cuyo
nicleo izquierdo es mE(K). Vamos a calcular su nicleo derecho. Para ello
observamos que k(P,0) = Q° — @, donde @ € E(A) es cualquier punto que
cumpla m@Q = P. (Esto se sigue de la definicion de los homomorfismos de
conexion.)

Ahora es facil ver que el nticleo derecho de k es G(A/L), donde L es la
adjuncion a K de las coordenadas de todos los puntos @ € E(A) tales que
mQ@ € E(K). En efecto, si 0 € G(A/K) cumple que x(P,o) = 0 para todo
P € E(K), entonces, para todo @ € E(A) tal que m@Q € E(K) tenemos que

0= K,(’I’YLQ,U) = QU - Qa
luego o € G(A/L). La otra inclusion es analoga.

Observemos que L es una extension normal de K (no sabemos si finita), pues
o[L] = L para todo 0 € G(A/K). Esto nos permite concluir que el producto de
Kummer induce una forma bilineal regular

k: E(K)/mE(K) x G(L/K) — E[m].
Si probamos que la extension L/K es finita, podremos concluir que el grupo

E(K)/mE(K) también lo es.

La extension L/K Lo primero que podemos decir de la extension L/ K es que
es abeliana de exponente m (es decir, todos los elementos de G(L/K) tienen
orden divisor de m). En efecto, basta tener en cuenta que el producto de
Kummer induce un monomorfismo de grupos

G(L/K) — Hom(E(K), E[m]).

Llamemos S al conjunto (finito) de los divisores primos p de K que cumplan
alguna de las condiciones siguientes:

a) E tiene mala reduccion en p,
b) Up (m) 7é 07

¢) p es arquimediano.



7.3. El teorema débil de Mordell-Weil 185

Vamos a demostrar que si p ¢ S, entonces la extension L/K es no ramificada
en p, es decir, que p no se ramifica en ninguna extensién finita intermedia K’.

Como el producto de extensiones no ramificadas es no ramificada, no perde-
mos generalidad si suponemos que K’ es la adjuncion a K de las coordenadas
de un punto @ € E(A) tal que P =mQ € E(K).

Sea P un divisor de p en K’. Hemos de probar que la extension Kg/K) es
no ramificada. El indice de ramificacién de la extension es el orden del grupo de
inercia de B (el grupo de los Ky-automorfismos de Kg; que inducen la identidad
sobre el cuerpo de restos k{B), luego basta ver que este grupo es trivial.

Como E/K, tiene buena reduccion en p, tenemos que E/ Kgb tiene buena
reduccion en P (podemos tomar la misma ecuacion de Weierstrass), luego pode-
mos considerar la reduccién E(K’) — E(ky). Por otra parte, como vy(m) =0
y E tiene buena reduccién moédulo p, el teorema 6.19 nos da que la reducciéon
E(K)[m] — E(ky) es inyectiva.

Tomemos ¢ en el grupo de inercia. Esto significa que Q" = Q, luego la
reducciéon de Q7 — @ en k‘/ﬁ es nula.

Pero m(Q% —Q) = (mQ)? —mQ = P —P = 0, pues P € E(K). Concluimos
que Q° — Q € E[m] C E(K), luego Q7 — Q € E(K)[m] y tiene reducciéon nula
en E(ky), luego también en E(ky). Por la inyectividad de la reduccion tenemos
que Q7 — Q = 0.

Acabamos de probar que el grupo de inercia deja fijo a @, luego deja fijas
a sus coordenadas y, por consiguiente, a todo K;33. En suma, dicho grupo de
inercia es trivial.

Extensiones de Kummer El teorema débil de Mordell-Weil quedaré pro-
bado si demostramos que toda extension abeliana de exponente m de K no
ramificada fuera de un conjunto finito S de primos de K que contenga al menos
a los primos no arquimedianos es finita. (Pues la extension L/K cumple estas
propiedades.)

En primer lugar observamos que si el resultado es cierto para una extension
finita K’ de K, entonces también es cierto para K, pues si L es una extension
abeliana de K de exponente m no ramificada fuera de un conjunto finito S
de primos, entonces LK'/K' es una extension abeliana de exponente m de K’
no ramificada fuera del conjunto S’ formado por los divisores de los primos de
S en K'. Asi pues, LK'/K' es finita, LK'/K también y L/K también. Por
consiguiente podemos extender el cuerpo K y suponer que contiene las raices
m-simas de la unidad.

En segundo lugar, tampoco perdemos generalidad si extendemos el conjunto
de primos S. Podemos hacerlo de tal modo que v,(m) = 0 para todo primo p ¢
S. Por 1ltimo, el teorema 7.12 nos permite suponer ademas que la localizacion
K es un dominio de ideales principales.

El grupo de unidades de Kg es

Us ={a € K | vp(a) =0 para todo p ¢ S}.
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El teorema de las unidades de Hasse afirma que Ug es un Z-moédulo finita-
mente generado.

Si un cuerpo K tiene caracteristica 0 y contiene a la raices m-simas de la
unidad, las extensiones abelianas de K de exponente m se llaman extensiones
de Kummer de K y se obtienen adjuntando a K raices m-simas de elementos
de K*. Ademas, una extension K( 3/a) es no ramificada en un primo p que no
divida a m si y sélo si @ = b™wu, donde b, u € K*, vy(u) = 0.

Equivalentemente, K( /a)/K es no ramificada en un primo p ¢ S si y sélo
si m | vp(a). En efecto, una implicacién es obvia y si vy(a) = mr, tomamos
m € K tal que vp(m) = 1, b = 7", u = a/b™. Asi a = b™u tiene la forma
requerida para que la extension sea no ramificada.

Teniendo en cuenta que si dos elementos de K* se diferencian en un factor
de K*™ sus raices m-simas determinan la misma extension, el teorema quedara
demostrado si probamos la finitud del grupo

K(S,m) = {[o] € K*/K*™ | m | vy(a) para todo p ¢ S}.

Veamos que la aplicacion natural Us — K (S, m) es suprayectiva. En efecto,
si [a] € K(S,m), entonces el ideal fraccional () en Kg es una potencia m-
sima. Como Kg es un dominio de ideales principales, existe 5 € K* tal que
(o) = (B)™, luego existe u € Us tal que a = uf™ y [a] = [u].

Claramente, tenemos un epimorfismo Us/UZ — K(S,m), y como Ug es
finitamente generado, Ug/Ug" es un grupo finito y K (S, m) también. "

7.4 Alturas

Acabamos de probar que si K es un cuerpo numérico y E/K es una curva
eliptica, entonces los grupos E(K)/mE(K) son finitamente generados, lo cual
es una condicién necesaria pero no suficiente para que el grupo E(K) sea fini-
tamente generado. El teorema siguiente contiene lo que nos falta para llegar a
esta conclusion:

Teorema 7.21 Sea G un grupo abeliano en el que hay definida una funcion
a: G — R que cumpla las tres propiedades siguientes:

a) Para cada Q € G existe una constante C1 = C1(Q) tal que para todo
P € G se cumple a(P + Q) < 2a(P) + C}.

b) Ezisten un natural m > 2 y una constante Cy tales que para todo P € G
se cumple a(mP) > m?a(P) — Cs.

¢) Para toda constante Cs, el conjunto {P € G | a(P) < C3} es finito.

Si, para el natural m considerado en b), el grupo G/mG es finito, entonces
el grupo G es finitamente generado.
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DEMOSTRACION: Tomemos representantes @1, . . ., @, de las clases del grupo
G/mG. Sea P € G un elemento arbitrario. Entonces P = mP; + Q;,, para
cierto P; € G y cierto indice ¢;. Similarmente, P, = mPs + Q);, ¥, en general,
obtenemos una sucesiéon de puntos determinada recurrentemente por la relaciéon
P,_1 =mP, + Q,,. Por las propiedades de la funcién a tenemos que

(almPy) +C2) = = (al(Py1 — Qi) +C2)

—5 (2a(Pj-1) + C1 + (),
donde Cf es la mayor de las constantes C; dadas por la hipotesis a) para los
elementos @ = —Q;. Notemos que las constantes C] y C3 no depende de P.

Ahora aplicamos esta desigualdad a un P,, lo que nos acota a(P,) en tér-
minos de a(P,—1). A su vez, acotamos a(P,—_1) en términos de a(P,_s) hasta
llegar a P. El resultado es:

2\" 12 gn-1y
Cl(P")S W a(P)+ W"’W"""mzn (CI+C2)

m2 m2 —2

< < 2 >" a(P) + G+ < 27"a(P) + (C] + Ca) /2.

Para n suficientemente grande se cumple que a(P,) < 1+ (Cf + C3)/2.

Ademas,
n

P = mnpn + ijilQija

j=1

luego hemos probado que un generador de G es

{Q1,..,Q:}U{Q € G| a(Q) <1+ (C] + (Cy)/2},

que es un conjunto finito por la hipétesis c). m

A continuaciéon vamos a definir una funcién sobre el espacio proyectivo
PN (K) cuya restriccion a las curvas elipticas nos permitira aplicar el teorema
anterior.

Recordemos que el wvalor absoluto canonico asociado a un primo p € Z es el
valor absoluto de Q dado por |n|, = 1/p*(™) mientras que el valor absoluto
candnico asociado a oo es el valor absoluto usual en QQ, que representaremos por
| |oo- Similarmente, el valor absoluto canénico asociado a un divisor primo p
de un cuerpo numérico K es el tinico valor absoluto asociado a p que extiende
a un valor absoluto canoénico de Q. Lo representaremos por | |.

Si p es un divisor primo (arquimediano o no) en un cuerpo numérico K, y p
es el divisor primo racional al cual divide, representaremos por

np = Ky : Qpl
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al grado local de K en p. Si L/K es una extension de cuerpos numéricos y p es
un divisor primo en K, entonces

>ongp = > n(P/p)ny = |L: K|ny, (7.4)
PBlp PBlp

donde n(B/p) = |Ly : K,y|. Asi mismo tenemos la formula del producto:

Para todo x € K* se cumple la relacion
n
[Il=]," =1,
p
donde p recorre todos los divisores primos de K, incluidos los arquimedianos.

Definicién 7.22 Sea K un cuerpo numérico y P € PV (K) un punto con coor-
denadas homogéneas P = [z, ...,2zn], 2; € K. Definimos la altura de P en K
como

Ak (P) = Hmax{|:c0|g",..., |xN|;L‘°}
p

La formula del producto implica claramente que esta definicién no depende
de la eleccion de las coordenadas homogéneas del punto P. Otro hecho elemental
es que Ag(P) > 1. En efecto, siempre podemos elegir un vector de coordenadas
homogéneas con una coordenada igual a 1, con lo que todos los factores que
aparecen en la definicién de Ax (P) son como minimo 1.

Observemos que todo punto de PV (Q) se expresa en forma tinica como P =
[o,...,2n], donde los x; son enteros primos entre si. Entonces, para todo
primo arquimediano p, el factor correspondiente en la definiciéon de altura vale
1, luego

Ag(P) = max{|zo|oc, - - -+ |TN]oo }-

La definicién de altura para cuerpos numéricos arbitrarios es una forma de
generalizar esta definicién teniendo en cuenta que los anillos de enteros algebrai-
cos no tienen necesariamente factorizaciéon tinica, por lo que en el caso general
no podemos hablar de coordenadas enteras primas entre si.

De la formula (7.4) se sigue facilmente que si L/K es una extension de
cuerpos numéricos y P € PV (K), entonces

AL(P) = Ag(P)IEEl
Esto hace que podamos definir la altura absoluta de un punto P como
A(P) = AK(p)l/\K:@I
(tomando la raiz positiva), de modo que A(P) es independiente de K. Seguida-

mente demostraremos varios resultados técnicos sobre las alturas que acabamos
de definir.
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Definicién 7.23 Una aplicacién regular de grado d entre espacios proyectivos
es una aplicacion ¢ : PV (A) — PM(A) tal que existen polinomios homogéneos
Fo, ..., Fy de grado d que no se anulan simultaneamente en ningtin punto de
AN*! distinto de O y para todo P € PV (A) se cumple

Observemos que toda aplicacién regular entre espacios proyectivos es de esta
forma para ciertos polinomios univocamente determinados salvo una constante,
pues si pudiéramos expresar también ¢(P) = [Go(P),...,Gun(P)], tendriamos
que a = F;/G; seria independiente de i. Si expresamos a = U/V, con U y V
primos entre si, tenemos que VF; = UG,, luego V | G; y U | F; para todo 4,
luego U y V son constantes (o los F; y G; tendrian ceros comunes).

Asi pues, lo que hemos definido es el grado de una aplicacion regular entre
espacios proyectivos.

Para el caso de una aplicacion ¢ : P*(A) — P1(A) este grado coincide con
el que ya teniamos definido para aplicaciones entre curvas. En efecto, el cuerpo
de funciones racionales de P1(A) es A(X), y su imagen por ¢ es A(¢ o X). Si
identificamos a o = ¢ o X con una funcién racional en A'(A), tenemos que
a = F1,.(X)/Fo«(X), donde los polinomios F;.(X) = F;(X,1) son primos entre
si y el de mayor grado tiene grado d. Hemos de probar que |A(X) : A(a)| = d.
Cambiando a por 1/« si es preciso podemos suponer que grad F;, = d. Entonces
F1.(T)—aFo.(T) € A(a)[T] es un polinomio de grado d que anula a X. Ademas
es irreducible, pues si se descompusiera en producto de dos factores, uno de ellos
tendria grado 0 en « y dividiria a Fy, v Fs,, luego seria constante.

Teorema 7.24 Sea ¢ : PY(A) — PM(A) una aplicacion regular de grado d.
Entonces existen constantes Cy, Cy > 0 tales que para todo P € PN(A) se
cumple

C1A(P)* < A(¢(P)) < CLA(P)?,

DEMOSTRACION: Sea ¢ = [Fy,...,Fym]y P = [z0,...,2n]. Tomemos un
cuerpo numérico K que contenga a todos los x; y a todos los coeficientes de los
polinomios F;. Para cada divisor primo p de K llamamos |¢|, al maximo de los
valores absolutos respecto a p de los coeficientes de los F;. Definimos también

|Plp = ngggvlwilp, lp(P)p = Oénj%%Wj(Pﬂp-

Entonces

Ag(P) = 1p1|P|.?”, Ak (o(P)) = 1;[\¢><P> b

Definimos A (¢) = []|¢[y". Si hacemos e(p) = 1 si p es arquimediano y
p

e(p) = 0 en caso contrario, la desigualdad triangular para p se puede expresar
como
t 4+ talp < 0P max{|ti]p, .-, [talp -
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Las letras Cy, Cy,... representaran constantes independientes de P. La
desigualdad triangular nos da que

|E(P)], < C5P o], PI,

donde la constante C es el ntimero de monomios de grado d en N + 1 variables
con coeficiente 1. Tomando el maximo sobre ¢ vemos que

6(P)]y < C7P|g], | P,

Ahora elevamos a n,,, multiplicamos para todo p y elevamos a |K : Q|™!,
con lo que queda
A(¢(P)) < C1A($)A(P)",

pues

2ee(p)np = domp = [K: Q.
p ploo

Con esto tenemos probada la mitad del teorema. Estamos suponiendo que
las formas F; no tienen ceros comunes en AN*! salvo el punto (0,...,0). En
otros términos, que

V(Fo,...,FM) = .

Por el teorema de los ceros de Hilbert, esto implica que el ideal (Fy, ..., Fas)
contiene todas las formas de grado e, para un cierto e suficientemente grande.
En particular, existen polinomios G;; € A[Xy, ..., Xn] tales que

M
Xf = ZGiij-
7=0

Eliminando términos, podemos suponer que los G;; son formas de grado
e — d. Extendiendo K si es necesario, podemos suponer también que todos los
polinomios G;; tienen sus coeficientes en K. Llamamos |G|, al méaximo valor
absoluto respecto de p de un coeficiente de algin Gy; y

Ak (G) = 1;[|G|gp-

Ahora, las coordenadas de P cumplen

< C5® max |Gy (P)F;(P)lp.

.|€ —
il 0<j<M

M
goGz‘j (P)F;(P)

p

Tomando el maximo sobre 7 llegamos a que
[Py < C5% max |Gy (Pl 6(P)].

Como cada G;; tiene grado e — d, el ntimero de monomios que lo componen
esta acotado independientemente de P, luego

Gij (P)]p < C5P |G, | Pl
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Sustituimos arriba y multiplicamos por \P|‘pi_e:
d p
Ply < CiPIG|6(P),.
Por tltimo, elevamos a ny,, multiplicamos para todo p y elevamos a |K : Q| !,
con lo que obtenemos la desigualdad buscada. m

Si a € A, llamaremos A(a) = A([a, 1]). El teorema siguiente relaciona la
altura de los coeficientes de un polinomio con la altura de sus raices:

Teorema 7.25 Sea
F(T)=aoT+ a1 T '+ +ag=ao(T —ay) - (T — aq) € A[T]
un polinomio de grado d. Entonces
24 ﬁlA(aj) < A([ag, . . ., aq]) < 2¢71 fl[lA(aj).
j= j=

DEMOSTRACION: Las desigualdades no se alteran si dividimos F' entre ag,
luego podemos suponer que ag = 1. Sea K = Q(az,...,aq). Para cada divisor
primo p de K definimos e(p) = 2 si p es arquimediano y e(p) = 1 en caso
contrario. De este modo la desigualdad triangular es

|z +ylp < e(p) max{|z]p, [y[p}-
Vamos a demostrar que
—d . d—1 d
e(p) ™ TI méx{la;lp, 1} < méx las[, < e(p)® " [T max{|oylp, 1}.
J=1 0<i<d =1

Admitiendo esto, basta elevar a ny,, multiplicar p y elevar a |[K : Q' y
obtenemos las desigualdades del enunciado. Razonamos por induccién sobre d.

Sid =1 tenemos que F(T) = T — a7 y todo es trivial. Suponemos el
resultado cierto para polinomios de grado d — 1 con raices en K. No perdemos
generalidad si suponemos que

laalp = Ogljﬂgldmj\p-

Definimos G(T) = (T — 041) tee (T — Oéd_l) = Td_l + ble_2 —+ - +bd_1, de
modo que F(T) = (T — aq)G(T).

Comparando los coeficientes vemos que a; = b; — agb;_1. Esta relacion vale
para 0 < i < d si convenimos en que b_1; = by = 0. Ahora tenemos que

5 1 — max b — asb; < 4 , .
org%xd |ailp Org?éxd |b; — cvabi—1[p < €(p) Orgf?dﬂbzhav |agbi—1lp}

d
< e(p) max |b;|p max{|aalp, 1} < e(p)?™" T] max{|eylp, 1},
0<i<d j=1

donde en la ultima desigualdad hemos aplicado la hipétesis de induccion.
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Para la otra desigualdad distinguimos dos casos: Si |aqlp < €(p), entonces

d
méx{|aylp, 1} < max{|aqly, 1}7 < e(p)?
j=1
y el resultado es claro, pues |ag|, = 1. Supongamos ahora que |aql, > €(p) vy
sea j el indice para el que |b;_1|, es méaximo. Entonces

4 1 — ma o . > |hs — ) )
fax ol = max |b — aabi-ilp 2 [bj — aabj-1ly

Si p no es arquimediano el tltimo término es

0 — o)l ma _
|adlplbj—1lp = €(p) OSI}?d71|bz|p|ad\pa

y si es arquimediano entonces
b — aabj1ly > |alplbj—1lp = [bjlp = (Jaalp — 1)[bj -1y

_ 1 . ) —1 . }
(Joaly = 1), i bly > e(9) " eraly | mix | [bil,

pues |aqlp, > 2.
En cualquier caso tenemos que

ix | 1 1 oes
Olgfgdhzb > e(p) 05135(_1 |b;|p méax{|aqlp, 1},

y basta aplicar la hipo6tesis de induccion. L]

Finalmente podemos probar:

Teorema 7.26 Si K es un cuerpo numérico y C' > 0 una constante, entonces
el conjunto
{P e PY(K) | Ak (P) < C}

es finito.

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta la relacion Ap(P) = Ag (P)/FEl es
claro que podemos sustituir K por una extension, luego podemos suponer que
K es una extension normal de Q, digamos de grado n.

Sea P = [xq,...,2zN]. Podemos suponer que algin x; = 1. Entonces

Orgnl_ag)gv Ak ().

2 n 2 2
Ag(P) = 1;[021%)5\/ |zilp" = Og.gvlglmax{lxilp, 1}

Asi, todo punto en el conjunto del enunciado tiene un vector de coordenadas
homogéneas cuyas componentes estan en el conjunto

{re K| Ak(zx) < C}.

Si probamos que este conjunto es finito, el teorema estard demostrado.
(Equivalentemente, hemos reducido el teorema al caso N = 1.)
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Sea z € K tal que Ak (x) < C 'y sea
F‘T(T):(T_ml)"'(T_-Td):Td+a1Td_1+--~+ad

su polinomio minimo sobre Q (de modo que d < n = |K : Q|). Entonces, por el
teorema anterior,
d
A([l,aq,...,aq)) <2971 ] A(zj).
j=1
Los x; son conjugados de x, y es facil ver que los automorfismos conservan
la altura (porque permutan los divisores primos), luego

A([lu Ag, .-, ad]) < 2d_1A((E)d < (2C)d/n.
Si probamos que el conjunto
{PepPY(Q) | AP) < C}

es finito, entonces para cada d < n habra una cantidad finita de polinomios
F, posibles, luego habra una cantidad finita de ntimeros x posibles. Con esto
hemos reducido el teorema al caso K = Q y por la reduccion al caso N =1 en
realidad basta probar la finitud del conjunto

{reQ|A(x) <C}.

Ahora bien, si = estd en este conjunto entonces |z|, < C para todo primo p
de Q, luego v,(z) > —log C/log p para todo primo no arquimediano. Tomando
p suficientemente grande para que —log C/logp > —1 concluimos que v,(x) > 0
para todo primo p suficientemente grande (independientemente de x). Asi pues,
existe un m € Z no nulo tal que mx € Z para todo x del conjunto. En definitiva

{zeQ|A(z) <C}C (I/m)Z

y esta acotado respecto del valor absoluto usual, luego es un conjunto finito.
|

7.5 FEl teorema de Mordell-Weil

Ahora ya tenemos los elementos necesarios para demostrar el teorema de
Mordell-Weil, segtin el cual el grupo E(K) es finitamente generado. Lo que
hemos de hacer es definir una altura en una curva eliptica que cumpla las pro-
piedades del teorema 7.21. Para ello usaremos la altura en PV (A) que hemos
estudiado en la seccion anterior combinada con una funciéon racional de la curva.
Conviene ademas tomar logaritmos:

Definicion 7.27 La altura (absoluta) logaritmica en P (A) es la aplicacién
a:PV(A) — R dada por a(P) = log A(P).
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Como sabiamos que A(P) > 1, ahora tenemos que a(P) > 0.

Si K es un cuerpo numérico, E/K es una curva elipticay f € A(FE), la altura
en E relativa a f es la funcion ay : E(A) — R dada por af(P) = a(f(P)).

El teorema 7.26 puede reformularse como sigue:

Teorema 7.28 Si K es un cuerpo numérico, E/K es una curva eliptica y
f € K(E) es una funcion no constante, entonces para todo C > 0 el conjunto

{Pe E(K)|as(P)<C}
es finito.

DEMOSTRACION: Si P esté en el conjunto del enunciado, entonces f(P) esta
en el conjunto

{Q e P (K) | AQ) <e“}.

Este conjunto es finito por 7.26 y cada uno de sus puntos tiene a lo sumo
un namero finito de antiiméagenes por f. Asi pues, el conjunto del enunciado es
finito. [

El teorema siguiente nos da la relacién fundamental entre las alturas en las
curvas elipticas y su estructura de grupo:

Teorema 7.29 Sea K un cuerpo numérico, sea E/K una curva eliptica y
sea f € K(E) una funcidn racional par no constante (es decir, que verifique
f(=P) = f(P) para todo P € E(A)). Entonces, para todo par de puntos P,
Q € E(A) se cumple

af(P+ Q) +ap(P—Q)=2ap(P)+2a;(Q) + O(1).

DEMOSTRACION: Consideremos una ecuacion de Weierstrass para E de la
forma
Y? =X+ AX + B.

Probaremos primero el teorema para f = x. Ciertamente es una funciéon
par. Si Py @ son puntos finitos de F tales que P # +@Q), las formulas del
teorema 2.21 nos dan que

2
(P4 Q) = (M) ~ 22(P) - 22(Q),
oP - Q) = (=) 2a(p) - 2@,

y operando se llega a que

(2(P) + 2(Q))(4 + 2(P)z(Q)) + 4B
(@(P) +2(Q)) — 4x(P)x(Q)

w(P+Q) +a(P-Q) ="
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 (@(P)2(Q) — A — 4B((P) + 2(Q)
TP Q) = ) T2 Q) — 4 (P)e(@)

Con estas formulas se prueba que el diagrama siguiente es conmutativo:

ExE—" v ExE
pl x pt pl x pt

L

p?——p?

donde 6(P,Q) = (P+Q, P - Q),
Y([t,u,v]) = [u? — 4tv, 2u(At + v) + 4Bt?, (v — At)? — 4Btu,
y las flechas verticales son (P, Q) — (z(P),x(Q)) seguida de
([a1,b1], [az, ba]) — [b1b2, a1be + agby, aias].

Es facil ver que esta ultima aplicacion es regular. La regularidad de 1 la
probaremos mas abajo y la de las aplicaciones restantes es inmediata. Admi-
tiendo la regularidad de v, para probar que el diagrama es conmutativo basta
verlo sobre un abierto de E' x E, por ejemplo, en el abierto donde son vélidas las
expresiones para ©(P+Q)+xz(P—Q) y (P +Q)x(P — Q) que hemos obtenido,
y la comprobaciéon es inmediata.

Ahora vamos a comprobar que 1 es regular, para aplicar 7.24. Supongamos
que ¥([t,u,v]) = [0,0,0]. Sit = 0, entonces u? = 0, 2uv = 0, v? = 0, luego
t = u = v = 0. Supongamos ahora que t # 0. No perdemos generalidad si
suponemos t = 1. Entonces tenemos:

u? —4v =0, 2u(A+v) +4B =0, (v — A)? —4Bu = 0.

Como motivacion del paso siguiente podemos pensar que si, de acuerdo con
el diagrama conmutativo, (¢t,u,v) = (1,z(P) + x(Q),z(P)x(Q)), entonces la
primera ecuacién es (z(P) — z(Q))? = 0, luego z(P) = z(Q) = u/2. No vamos
a usar esto para nada, pero es la razéon de fondo por la que conviene hacer el
cambio x = u/2, con lo que las ecuaciones se convierten en

22 —v =0, dz(A+v)+4B =0, (v— A)? —8Bx = 0.
Sustituimos la primera en las otras dos:
42° + 4Ax +4B =0,  z*—242% -8Bz + A% =0. (7.5)
Los polinomios

F(X)=X3+AX +B, G(X)=X"-24X%_-8BX 4 A?



196 Capitulo 7. Curvas elipticas sobre cuerpos numéricos

son bien conocidos en la teoria clasica de curvas elipticas. La formula de du-
plicacion se reduce en este caso particular —para una ecuacién de Weierstrass
tipo c— a x(2P) = G(«(P))/4F (z(P)). La identidad (7.3) es ahora

4(3X% —5AX — 2TB)AF(X) — 16(3X? + 4A)G(X) = A,

pero entonces (7.5) implica que A = 0, lo cual es absurdo.

Volvamos al diagrama y llamemos o a la aplicacion vertical. Entonces

a(o(P+Q, P —Q)) = a(y(o(P,Q))) = 2a(a(P,Q)) + O(1),
donde hemos usado 7.24 (teniendo en cuenta que a = log A).

Ahora basta probar que

a(o(P,Q)) = az(P) + az(Q) + O(1),

pues al aplicar esto a los dos miembros de la igualdad precedente obtenemos la
relaciéon del enunciado para f = z.

Es facil ver que si P = O o Q = O entonces a(c(P,Q)) = az(P) + a,(Q),
luego basta probar la relacién cuando P # O # Q. Pongamos que P = [aq, 1],
Q = [ag, 1], con lo que

a(o(P,Q)) =a([l,a;1 + @z, 19]), az(P)+ ax(Q) = al(ag) + a(az).
Basta aplicar 7.25 al polinomio (T'+ a1)(T + a2), lo que nos da

a(on) + a(az) —log4 < a([l, a1 4 as, aras]) < a(ai) + a(az) + log 2.

Esto termina la prueba para f = x. El caso general es inmediato una vez
hayamos demostrado que

ay = 5 (grad fa, +O(1).

En efecto, el cuerpo de las funciones pares de K(FE) es K(z), pues toda
funcion de K(FE) se expresa en la forma u + vy, con u, v € K(z), y serd par si
y s6lo si

u(P) +v(P)y(P) = u(=P) + v(=P)y(=P) = u(P) — v(P)y(P)

para todo punto P € E(A), lo que equivale a que v = 0.

Asi pues, existe R(X) € K(X) tal que f = R(z). Podemos ver a R(X)
como una funcién racional p : P1(A) — P1(A) que, de hecho, serd regular (toda
aplicacion racional entre curvas proyectivas es regular). Asi pues, el teorema 7.24
nos da que

ar = (grad p)a, + O(1).
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Como f = x o p, tenemos que grad f = grad x grad p = 2 grad p, luego
2ay = (grad f)a, + O(1).
n

Ahora tenemos ya todo lo necesario para demostrar el teorema que perse-
guiamos:

Teorema 7.30 (Teorema de Mordell-Weil) Si K es un cuerpo numérico y
E/K es una curva eliptica, entonces el grupo E(K) es finitamente generado.

DEMOSTRACION: Fijemos una funciéon par no constante f € K(F). (Por
ejemplo la coordenada x respecto de una ecuacion de Weierstrass.) Basta probar
que la altura ay cumple las propiedades del teorema 7.21. Enunciadas de forma
ligeramente distinta, éstas son:

a) Fijado Q € FE(K), para todo P € E(K) se cumple
ap(P+Q) < 20,(P) + O(1),
donde O(1) depende de Q.
b) Fijado m € Z, para todo P € E(K) se cumple

ar(mP) =m?a;(P)+ O(1).

c) Para toda constante C, el conjunto {P € G | ay(P) < C} es finito.

La propiedad a) se sigue inmediatamente del teorema anterior, teniendo en
cuenta que af(P — Q) > 0.

Teniendo en cuenta que f es par, basta probar b) para m > 0. Los casos
m = 0, 1 son triviales. Razonamos por induccion sobre m. Si el resultado es
cierto para m — 1 y m, aplicamos el teorema anterior a los puntos mP y P, con
lo que

ar((m+1)P) = —as((m —1)P) + 2a5(mP) + 2a;(P) + O(1)

=(=(m—1)%42m? + 2)ay(P)+0(1) = (m+ 1)2af(P) + O(1).
La propiedad c) es el teorema 7.28.

Asi pues, el teorema 7.21 junto con 7.20 implica que E(K) es finitamente
generado. n

Aunque no nos ha hecho falta para demostrar el teorema de Mordell-Weil,
es interesante notar que el teorema 7.29 se puede refinar eliminando el término
O(1). Para probarlo nos basaremos en el teorema siguiente:
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Teorema 7.31 Sea K un cuerpo numérico y E/K una curva eliptica. Para
cada funcion par no constante f € K(FE) y cada punto P € E(A), el limite

1

—— 1lim4 Na;2NP
grad f i as )

existe y es independiente de f.

DEMOSTRACION: Segiin hemos visto en la prueba del teorema de Mordell-
Weil, (la propiedad b para m = 2), existe una constante C' tal que para todo
Q € E(A) se cumple

|ay(2Q) —4as(Q)| < C.

Vamos a probar que la sucesion del enunciado es de Cauchy. Consideremos

naturales N > M > 0. Entonces

N-1
4 Na;2VP) — 4 Ma;2MP)| = | 3 47" tap (27T P) — 47 "a s (27 P)
n=M

N—-1 N-1
< S a4 e, 2" P) —dap(27P)| < Y 4TMIC < 0f4M T

n=M n=M

Asi pues, la sucesion es de Cauchy, luego converge. Supongamos ahora que
g es otra funcion par. En la prueba de 7.29 hemos visto que

ag = 3 (erad fla, +O(1),

donde z es la primera coordenada respecto de una ecuaciéon de Weierstrass de
E. Usando el mismo resultado para g obtenemos la relacién

(grad g)ay = (grad f)ag + O(1).
Por consiguiente,
(grad g)4 Na; (2N P) — (grad f)4 Na, (2N P) = 47N 0O(1) — 0,

luego el limite del enunciado no depende de f. L]

Definicién 7.32 Si K es un cuerpo numérico y F/K es una curva eliptica,
definimos la altura candnica de E/K como la funcion ag : E(A) — R dada

por
1

" orad f

donde f € K(FE) es cualquier funcién par no constante.

ag(P)

o 4-N N
11[5114 ar(2V P),

Teorema 7.33 Sea K un cuerpo numérico, E/K una curva eliptica y & = ag
la altura candnica en E. Entonces:
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a) Para todo par de puntos P, Q € E(A),
a(P+ Q)+ a(P— Q) =2a(P) +2a(Q).
b) Para todo P € E(A) y todo m € Z,
a(mP) = m*a(P).
¢) La aplicacion { , ): E(A) x E(A) — R dada por

(P.Q) = 5(&(P+ Q) —a(P) ~ (@)

es bilineal y a(P) = (P, P).

d) Si P € E(A) entonces a(P) >0 y a(P) =0 siy solo si P es un punto de
torsion.

e) Si f € K(E) es una funcion par no constante, entonces
(grad f)a = ay + O(1).

Ademds, a es la inica funcion que cumple a la vez e) para cierta funcién f
y b) para cierto natural m > 2.

DEMOSTRACION: En primer lugar demostramos ¢). En la prueba del teo-
rema anterior hemos visto que existe una constante C' (que depende de f) tal
que

|4 Na;2VNP) — 4 Ma, (2MP)| < C/4aMHL

Basta tomar M = 0 y hacer tender N a infinito:
|(grad f)a(P) — af(P)| < C/4.
Para probar a) partimos de 7.29:
af(P+ Q) +as(P—Q) = 2a;(P)+2a;(Q) + O(1),

sustituimos P, @ por 2V P, 2VQ, multiplicamos por 4%V /grad f y hacemos
tender N a infinito.

b) se demuestra analogamente partiendo de la relaciéon
as(mP) = m?a;(P) + O(1),
demostrada en la prueba del teorema de Mordell-Weil.

La propiedad c) es consecuencia directa de a). En efecto, observemos que

1

(P,Q) = 3@(P+ Q) —a(P) ~4(Q)) = 5(a(P) +a(Q) — a(P - Q).
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Obviamente (P, Q) = (Q, P). Basta probar que la expresion

es idénticamente nula.
Como a(0) = 0y a(—Q) = a(Q) vemos que (P,—Q) = —(P,Q) vy, por
simetria, (—P, Q) = — (P, Q). De aqui a su vez obtenemos que

S(P,R,—Q)=-S(P,R,Q), S(-P,—R,Q)=-S(P,R,Q).
Ahora bien, desarrollando la definicion de S vemos que
28(P,R,Q) = a(P+R+Q)—n(P+R)—a(P+Q)—a(R+Q)+a(P)+a(R)+a(Q)
es una expresion simétrica en sus tres variables, luego
~S(P,R.Q) = S(~P,~R,Q) = ~S(P,~R,Q) = S(P,R.Q),
de donde podemos concluir que S(P, R, Q) = 0.

La tinica parte no trivial de d) es que si a(P) = 0 entonces P es un punto
de torsién. En efecto, para todo m € Z tenemos que a(mP) = m?a(P) = 0.
Ahora bien, de e) se deduce que el conjunto

{PeEA)|a(P) <1}
es finito, pero contiene a todos los mP, luego P tiene orden finito.
Finalmente, supongamos que o’ : E(A) — R cumple
a'(mP) = m?d (P), (grad f)a’ = ay + O(1),
para cierto m > 2 y cierta f € K(F) par no constante. Entonces
a' (mNP) =m*Nd (P), a—a=0(1).
Por lo tanto,
d'(P) =m~*Na' (m"P) =m™*Na(m™ P) + m™*NO(1) = a(P) + m 2N O(1).
Haciendo tender N a infinito obtenemos a = a’. "

Los teoremas de estructura para Z-modulos finitamente generados nos dicen
que E(K) = Fyo,(K) ® L, donde L es un Z-moédulo libre. El rango r de este
modulo es un invariante de E/K a cuyo estudio dedicaremos todo el capitulo
siguiente. La altura canodnica es una forma cuadratica en E(K), o también en
el Z-moédulo libre

E(K)/Eiow(K) = L=7Z".
En este cociente ademas es regular, es decir, a([P]) =0 si y sélo si [P] = 0.

Es claro que a se extiende a una forma cuadratica en
R ® E(K)/Eior(K) = R".

(Tomar el producto tensorial no es mas que sumergir Z" en R".) Sucede que
esta extension es definida positiva, pero esto no es una consecuencia inmediata
del apartado d) del teorema anterior.
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Teorema 7.34 Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre R y sea
R C V un reticulo completo. Sea q : V — R una forma cuadrdtica con las
propiedades siquientes:

a) Si P € R entonces g(P) =0 si y sélo si P =0.
b) Para toda constante C, el conjunto {P € R | q(P) < C} es finito.

Entonces q es definida positiva.

DEMOSTRACION: Podemos encontrar una base de V respecto a la cual, para
todo punto P € V de coordenadas (x1,...,x,) se cumple

s t
Q(P) = Zl‘f - ng—&-iv
i=1 i=1

donde s +t < r. Podemos identificar V' con R" a través de esta base. Vamos
a aplicar el teorema de Minkowski, segtin el cual todo subconjunto de R™ abso-
lutamente convexo de volumen suficientemente grande contiene un elemento no
nulo de R. Los conjuntos

s t
B(e,d) ={P eR" | Yui <, Y i, <0}
i=1 i=1

son absolutamente convexos para todo €, 6 > 0. Sea
A=inf{q¢(P) | P € R, P #0}.

Por las hipotesis sobre ¢ tenemos que A > 0 (notemos que la propiedad b
implica que ¢(P) > 0 en R). Si ¢ no es definida positiva, entonces s < r y el
conjunto B(A/2,d) contiene un punto no nulo P € R para § suficientemente
grande (pues su volumen es infinito si s + ¢ < r y tiende a infinito cuando §
tiende a infinito si s + ¢ = r). Ahora bien, entonces

5 t
o(P) = Yai - Yol <N/2
i=1 i=1

en contradiccién con la eleccion de M. =

Claramente el teorema es aplicable a ag considerando a F(K)/FEior(K) como
reticulo en R ® F(K).






Capitulo VIII

El rango de una curva eliptica

Segun el teorema de Mordell-Weil, si E/K es una curva eliptica sobre un
cuerpo numeérico, el grupo F(K) es finitamente generado, por lo que

E(K)2 Ew(K)®Z",

para cierto natural r, invariante por K-isomorfismos, al que se denomina rango
e . Maés aun, teniendo en cuenta que el ntcleo de una isogenia es un grupo
de E/K. M , b d ta q 1 leo d
nito, es claro que el rango de una curva eliptica es invariante por isogenias.
finito, 1 | d lipt t

Ejemplo En el capitulo II vimos que el dltimo teorema de Fermat para ex-
ponente 3 es cierto si y s6lo si la curva de Fermat Y2 = X3 — 432 no tiene mas
puntos racionales que los de torsion (ver la observacion tras el teorema 7.19).
En otras palabras, la ecuacién X3 + Y3 = Z3 no tiene soluciones enteras no
triviales si y s6lo si el rango de la curva de Fermat es 0. n

Ejemplo Sin es un ntimero natural libre de cuadrados, el teorema 7.18 afirma
que la curva Y2 = X3 — n2X tiene 4 puntos de torsién, que obviamente son O,
(£n,0) y (0,0). En virtud del Teorema 1 de la introduccion, tenemos que n es
congruente si y solo si la curva tiene rango > 0. (Es facil ver que la hipotesis de
que n sea libre de cuadrados se puede eliminar.) m

Mientras el célculo del grupo de torsion de una curva eliptica es relativamente
simple y siempre puede obtenerse en un ntimero finito de pasos (al menos para
curva sobre Q), no se conoce ningin método para calcular el rango de una
curva eliptica arbitraria. Se conocen técnicas que funcionan en muchos casos
concretos, pero no un procedimiento general.

Hemos demostrado el teorema de Mordell-Weil a través del teorema 7.21.
Maés concretamente podemos tomar m = 2, pues al aplicarlo hemos visto que
todo natural m > 2 cumple las hipotesis necesarias. Si analizamos detenida-
mente la prueba, veremos que toda ella es constructiva excepto la determinaciéon
de los generadores del grupo F(K)/2E(K). Asi, si conocemos un sistema ge-
nerador de este grupo, podemos encontrar explicitamente una constante C' de

203
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modo que al anadir —de acuerdo con la prueba de 7.21— todos los puntos de
altura menor o igual que C' obtenemos un generador de E(K), que a su vez
puede ser refinado hasta una base.

De todos modos, el calculo explicito de una base es muy laborioso, asi que en
este capitulo nos limitaremos a proporcionar técnicas para determinar el rango
y s6lo eventualmente obtendremos bases explicitas.

Podemos descomponer el grupo de torsiéon en producto de grupos ciclicos de
orden potencia de primo (dichos 6rdenes son los divisores elementales de E(K)):

Eior(K) = Cp;m X oo X Cpms.
Es claro entonces que
E(K)/2E(K) = (Z/2Z)" x C’p;nl/QCp;nl X -o X Cpme [2Cms

donde
Cy sipj =2,

Cp;nj /QCp;nj = { 0 sip; #2.

Asi pues, |E(K)/2E(K)| = 2", donde t es el ntimero de divisores elemen-
tales pares (el namero de indices j tales que p; = 2).

En definitiva, para calcular r nos basta conocer la estructura de Eio,(K) y
el cardinal de E(K)/2E(K).

8.1 Curvas con tres puntos de orden 2

Sea E/K una curva eliptica sobre un cuerpo numérico. En esta seccion
veremos un método para calcular el indice |E(K) : 2E(K)| bajo el supuesto de
que E(K) contenga a todos los puntos de orden 2. (Esta sera una condicion
necesaria, aunque no suficiente, para que el método sea aplicable.)

La teoria necesaria puede desarrollarse mas en general para cualquier ntimero
natural m > 2 tal que E[m] C E(K). Entonces (ver pagina 183) tenemos
definido el producto de Kummer « : E(K) x G(A/K) — E[m], dado por
k(P,o) = Q% —Q, donde Q € E(A) es cualquier punto con m@ = P. Su ntcleo
izquierdo es mE(K), luego el producto de Kummer induce un homomorfismo

0 : BE(K)/mE(K) — Hom(G(A/K), E[m]). (8.1)

Sea Uy, el grupo de las raices m-simas de la unidad. El teorema 3.27 nos da
que U,, C K*. Asi, todo homomorfismo ¢ : G(A/K) — U, tiene un nicleo
de la forma G(A/L), para cierta extension abeliana L/K, y ¢ puede verse como
un cociclo de G(L/K). Puesto que H'(L/K) = 1, existe un 3 € L* tal que
c(o) = B7/5, para todo o € G(A/K). El hecho de que ¢(o) ha de tener orden
m para todo o se traduce en que ™ € K*. Por consiguiente tenemos un
isomorfismo

br : K*JK*™ — Hom(G(A/K), Uy,) (8.2)
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dado por 0k (b)(o0) = B7/8, donde § € A es cualquier nimero que cumpla
g™ =b.

Por dltimo, recordemos que contamos con el producto de Weil
em : E[m] x E[m] — U,

definido en 3.25. El método que vamos a emplear para calcular el rango de E/K
se basa en el teorema siguiente:

Teorema 8.1 FEn las condiciones anteriores, existe una forma bilineal
b: E(K)/mE(K) x Elm] — K*/K™™

tal que e, (0 (P),T) = 6k (b(P,T)) (Entendiendo ambos miembros como homo-
morfismos G(A/K) — Uy,). Su nicleo izquierdo es trivial y su imagen estd
contenida en el grupo

K(S,m) = {[o] € K*/K*™ | m | vy(a) para todo p ¢ S},

donde S es el conjunto formado por los primos arquimedianos de K, los primos
donde E tiene mala reduccion y los que dividen a m. Ademds, b(P,T) puede
calcularse como sigue:

Tomamos funciones fr, gr € K(F) tales que

(fr)y=Tm"/0™, mo fr =gy
Entonces, para P #T,0 se cumple que
b(P,T) = fr(P)K*™.
(Notemos que b(T,T) puede calcularse por linealidad.)

DEMOSTRACION: Ciertamente e,,(dg(P),T) puede verse como un elemento
de Hom(G(A/K),Uy,), €l cual seré la imagen por dx de un tnico elemento de
K*/K*™ al que llamamos b(P,T). Es inmediato que b es bilineal.

Hemos de ver que si b(P,T) = 1 para todo T € E[m] entonces P € mE(K).
En efecto, tenemos que para todo T' € E[m] y todo 0 € G(A/K) se cumple
que en,(k(P,0),T) = 1. Las propiedades del producto de Weil nos dan que
k(P,o) = O, luego P € mE(K) (pues el nucleo izquierdo del producto de
Kummer es mE(K)).

Sabemos que el nicleo derecho del producto de Kummer es G(A/L), donde
L es la adjuncion a K de las coordenadas de los puntos ) € E(A) tales que
mQ € E(K). También sabemos que la extension L/K es finita y no ramificada
fuera de S.

Sea f3 € A tal que b(P,T) = [#™]. Entonces, para todo o € G(A/L) tenemos
que

B7/B =0k (b(P.T))(0) =em(k(P,0),T) =en(0,T) =1,
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luego 5 € L. Por lo tanto, la extension K (f)/K es no ramificada fuera de S. Si
p ¢Sy P es cualquier divisor de p en K(3), entonces

vp(B™) = vp(B™) = mug (),

luego m | v,(B™) vy, por consiguiente, b(P,T) € K(S,m).

Para calcular (P, T) tomamos un punto @ € E(A) talquem@Q =Py €A
tal que b(P,T) = [f™]. Asi, para cada o € G(A/K), tenemos que

p7/8 =0k (b(P,T))(0) = en(0p(P)(0),T) = em(Q7 = Q,T).

Ahora aplicamos la definicion de e,,, en virtud de la cual

B7/8 = gr(X +Q° —Q)/g9r(X),

donde X es cualquier punto donde g no tenga un cero ni un polo. Si P # T,0
podemos hacer X = (@), con lo que obtenemos

B7/B = gr(Q)7/97(Q).

Esto implica que gr(Q)/5 € K*, luego gr(Q)™ = ™ (mdéd K*™). Por la
eleccion de fr esto equivale a que fr(P) = ™ (méd K*™), luego concluimos
que b(P,T) = fr(P)K*™. "

Las aplicaciones de este teorema se basan en que en la prueba del teorema
débil de Mordell-Weil hemos visto que el grupo K (S, m) es finito, y el teorema
anterior nos proporciona un monomorfismo de E(K)/mE(K) en el grupo finito
Hom(E[m], K(S,m)).

A partir de aqui nos restringiremos al caso m = 2. Consideremos una ecua-
cion de Weierstrass Y2 = X3 + a3 X? + a4 X + ag para la curva E/K. Los
puntos de orden 2 en E son los puntos que cumplen Y = 0, es decir, las raices
del miembro derecho de la ecuacion. La hipotesis E[2] C E(K) equivale, pues,
a que la ecuacién factoriza en la forma

Y2 = (X — 61)(X — 62)(X —63)7 €1,€2,€3 € K,

de modo que los puntos de orden 2 de E son T; = (e;,0). Sillamamos T' = (e, 0)
a uno cualquiera de los tres, la funcién fr del teorema anterior es fr =z — e.
En efecto, tiene un tnico cero en Ty un tnico polo en O, y su divisor es de
la forma (fr) = T?/0%, ya que vo(fr) = vo(z) = 2. Ademas, la formula de
duplicacién se reduce a

zt — 2a42% — 8agzx + a?l — 4asag
(2y)? '

Por lo tanto, 2 o f;r = 2 0 x — e resulta ser

20rx =

xt — dex® + (—2a4 — 4eaz)z? + (—8ag — deaq)r + ay — 4asas — deag
(2y)? '
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Comparando el numerador con
(22 + Pz + Q)? = 2° + 2P2> + (P? + 2Q)2” 4+ 2PQx + Q*

e igualando los coeficientes de 23 y o vemos que con P = —2¢, Q = 2ag/e + a4
resulta una identidad. Para comprobar que el coeficiente de 22 y el término
independiente coinciden usamos las relaciones

ay = —e1 — ez —e3, a4 = €162+ €163+ €263, g = —e€1€2€3

y suponemos, sin pérdida de generalidad, que e = e;. En definitiva, concluimos
que fr = g3 para cierta funcién gr € K(E), como habia que comprobar.

La forma bilineal b del teorema anterior nos da un monomorfismo de grupos
E(K)/2E(K) — Hom(E(K), K(S,2)).

Podemos ver a E(K) y a K(S,2) como espacios vectoriales sobre Z/2Z, de
modo que los homomorfismos de grupos entre ambos coinciden con las apli-
caciones lineales. Una base del primer espacio es (T1,T3), luego el grupo de
homomorfismos es isomorfo al grupo K(S,2) x K(S,2), donde identificamos
cada homomorfismo f con el par (f(11), f(12)).

Nuestro problema es identificar los pares (b1,b2) € K(S5,2) x K(S5,2) que
se corresponden con clases [P] € E(K)/2E(K), es decir, tales que existe un
P € E(K) de modo que b(P,Ty) = by, b(P,T) = bz. El namero de tales pares
es el orden de E(K)/2E(K).

Segun el teorema anterior, un par (by,be) se corresponderd con un punto
P +#£ 0O, Ty, Ty si existen nameros (x,y, 21,22) € K x K x K* x K* tales que

y? = (z —e1)(x —ed)(z — e3), bi2? =1 — e, boza = 2 — ey.

Podemos sustituir las dos tltimas ecuaciones en la primera y definir una
nueva variable zz mediante y = b1bs21 2223, con lo que las ecuaciones anteriores
equivalen a

blbgz?f:m—eg, blzf =z —ey, bgzg =z — es.
Por tltimo, eliminamos x, con lo que el sistema equivale a
2 2 2 2
b12’1 - b22’2 = €2 — €1, blzl — blb22’3 = €3 —€1.

Cada par (b1, be) para el que existe una solucion (z1, 23, z3) de este sistema
de ecuaciones se corresponde con un punto [P] € E(K)/2E(K) dado por

2
T = blzl +e1, Yy = b1baz12923.

Aqui nos falta anadir el par (by,by) = (1,1), correspondiente a P = O y
los pares (b(T1,T1),b(T1,T5)), (b(T2,T1),b(T5,T3)). Podemos calcularlos por
linealidad:

b(Ty, Ty) = b(Ty, Ty + To)b(Ty, To) ™t = b(Ty, T3)b(Ty, Tp) ™+
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€1 — €3
= = (€1 — € €1 — €s
D2 = (o1~ ea)(er )

e igualmente
b(TQ,TQ) = (62 — 61)(62 — 63).

El teorema siguiente resume lo que hemos obtenido:

Teorema 8.2 Sea E/K una curva eliptica sobre un cuerpo numérico K dada
por una ecuacion de Weierstrass

y? = (z —e1)(x —ea)(z — e3), con ey, ez, e3 € K.

Sea S el conjunto de los primos arquimedianos de K mds los primos que dividen
a 2 mds los primos donde E tiene mala reduccion. Sea

K(S,2) = {[o] € K*/K** | 2| vy(c) para todo p ¢ S}.
Entonces existe un monomorfismo de grupos
E(K)/2E(K) — K(S,2) x K(S,2)
dado por

(xr —e1,z—ez) six # ey, e,
((e1 —e2)(e1 —e3z),e1 —ea) six=eq,
(ea —e1,(ea —e1)(ea —e3)) six=eq,
(1,1) st x =00 (0 sea, si P=0).

P=(z,y)—~

Si un par (by,be) € K(S5,2) x K(S,2) no es la imagen de uno de los tres
puntos O, (e1,0), (e2,0), entonces es la imagen de un punto (x,y) si y sdlo si
las ecuaciones

2 2 2 2
blzl — b222 = €2 — €1, blzl — b1b223 — €3 — €1

tienen una solucion (z1,z2,23) € K* x K* x K. Si tal solucion existe, entonces
(z,y) = (b12] + e1,b1brz12223).

Ejemplo Vamos a calcular el rango de la curva eliptica E/Q dada por
Y2 =X%-12X% +20X = X (X —2)(X — 10).

Su discriminante es A = 2452 luego tiene buena reduccién en todos los
primos excepto en 2 y 5. Por consiguiente

S =1{2,5,00}.
De aqui se sigue inmediatamente que

Q(S’ 2) = {[il]v [i2]a [i‘r)]’ [ilO]}.
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Ahora hemos de determinar cuales de los 64 pares de Q(S,2) x Q(5, 2) estan
asociados a elementos [P] € E(Q)/2E(Q). Pongamos, por ejemplo,

e1 =0, es =2, ez = 10.

Los puntos de torsion O, (0,0), (2,0), (10,0) se corresponden con los pares

(1,1),(5,-2),(2,-1), (10, 2).

Cualquier otro par (b1,bs) se correspondera con un punto P siy solo si las
ecuaciones

blz% — 622’% == 2, blz% - blbgz§ =10

tienen soluciones en Q (con zi, z3 # 0). La tabla siguiente contiene un punto P
cuando existe o un cuerpo donde las ecuaciones del teorema anterior no tienen
solucion (las columnas corresponden a valores de by y las filas de by):

1 2 5 ] 10 —1,—-2,-5,—10
1 0] (18, —48) Qs
2 0 Q@ | (20,60 (10,0) R
5,10 Qs Qs
-2 Qs (0,0) \ (10/9,—80/27) R
—5,-10 Qs Qs
En efecto:
a) En primer lugar situamos los cuatro puntos de torsion.
b) Sib; <0y by > 0 la ecuacion blzf — bgzg = 2 no tiene soluciones en R.
¢) Sib; <0y by <0 laecuacion byz? —bibe23 = 10 no tiene soluciones en R.
d) Para (b1,b2) = (1,—1), las ecuaciones son

23+ 25 =2, 2} + 23 = 10.

Es claro que una solucion es (1,1,3), que se corresponde con el punto

(1,-3) € E(Q).

Teniendo en cuenta que estamos calculando la imagen de un homomor-
fismo, concluimos que dicha imagen ha de contener los productos

(1,-1)(5,-2) = (5,2), (1,-1)(2,-1) = (2,1), (1,-1)(10,2) = (10, —2),
que se corresponden con los puntos

(20,60), (18,—48), (10/9,—80/27) € E(Q).
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Si51by y 5| by observamos que

1)5(()12%) = 21)5(21), 1)5(71)22%) = 21)5(22) + 1.

En particular las dos cantidades son distintas, luego
0 = v5(2) = vs(b12} — by23) = min{2v5(21), 2vs(22) + 1},

de donde se sigue que v5(z1), v5(z2) > 0, es decir, 21, 22 son enteros en
Q5. Considerando la segunda ecuacion vemos que z3 también ha de ser
entero en Q5. Ademés v5(z1) > 1 y de la primera se sigue que 5 | 2. Asi
pues, no hay solucién.

Al multiplicar por (5,2) los ocho pares que acabamos de descartar obte-
nemos otros ocho pares que no pertenecen a la imagen de E(Q)/2E(Q).
Concretamente son

(5,2)(1,5) = (5,10), (5,2)(1,10) = (5,5), (5,2)(1,—5) = (5,—10),
(5,2)(1,-10) = (5,-5), (5,2)(2,5) = (10,10), (5,2)(2,10) = (10,5),
(5,2)(2,-5) = (10, —10), (5,2)(2,-10) = (10, —5).

Para (b1, bs) = (1,2), las ecuaciones son

22— 222 =2, 22 — 225 = 10.
Pongamos que z; = u/w, z3 = v/w, con (u,v,w) = 1. Entonces tenemos
que 5 | u? — 202, pero 2 es un resto no cuadratico médulo 5, luego 5 | u,

5| v, y por lo tanto 5t w. Asi pues, z; y z3 son enteros en Q5 y multiplos
de 5, pero entonces llegamos a que 25 | 10, luego no hay solucion.

Al multiplicar (1,2) por los siete pares no triviales que estan en la imagen
de E(Q)/2E(Q) tenemos siete puntos més que no estan en dicha imagen,
con lo que la tabla queda completa.

En total tenemos que |F(Q)/2E(Q)| = 23. Por otra parte, se comprueba
que |E(Z/3Z)| = 4, luego el teorema 7.17 nos da que

Eeor(Q) = E[2] 2 Z/2Z x Z./2Z.

Esto nos permite concluir que F/Q tiene rango 1, es decir,

E(Q)=Z/27 x Z.]2Z x Z.
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Ejemplo Vamos a calcular el rango de la curva eliptica E/Q dada por
Y? = X(X - 1)(X +3).

Su discriminante es A = 28 .32 luego S = {2,3,00}. Se comprueba que
|E(Z/5Z)| = 8, por lo que E/Q tiene a lo sumo 8 puntos de torsion. En efecto,
es facil ver que

Etor(@) = {Oa (_1’ 2)> (170)v (_17 _2)7 (0,0), (_370)’ (376)7 (3’ _6)}
(_L 2)> S <(070)> = C’4 @ C2-

—~

Tenemos que Q(S,2) = {[£1],[£2], [£3], [£6]}. Tomaremos por ejemplo
e1 =0, e =1, e3 = —3. Las imagenes en Q(S,2) x Q(S,2) de los puntos de
torsion son los pares

(1’1)7 (_17_2)a (_37_1)7 (372)'

Vamos a ver que no hay mas iméagenes, con lo que |E(Q)/2E(Q)| =4y E/Q
resulta tener rango 0.

Para que un par (b1, b2) distinto de los ya considerados tenga una antiimagen
se han de cumplir las ecuaciones

blzf — bzzg = ]., blzf — b1b2$§ = —3, 21, 22 7& 0

La primera ecuacion no tiene soluciones reales cuando by < 0, by > 0, mien-
tras que la segunda no tiene soluciones reales cuando b; > 0, by < 0. Asi pues,
b1 v by han de tener el mismo signo.

Si 31 b1, 3| b2, como en el ejemplo anterior deducimos que zi1, z2, 23 son
enteros en Q3. Por la primera ecuacion 3 { z1, mientras que la segunda implica
lo contrario. Esto nos descarta los ocho pares

(£1,43), (£1,+6), (£2,£3), (£2,46).

Multiplicando estos pares por (3,2), que si tiene antiimagen, obtenemos ocho
pares mas sin antiimagen:

(£3,46), (+3,+3), (£6,£6), (£6,+3).

Para (3,1) tenemos la ecuacién 322 — 22 = 1, que implica que z; y 2o son
enteros en Q3 y 25 = —1 (méd 3), lo cual es imposible. Al multiplicar este par
por los cuatro pares con antiimagen obtenemos cuatro pares sin antiimagen:

(371)a (_3a_2)7 (_17_1)7 (172)

Si 2| by, by = £1, la primera ecuacion nos da que z1 y 22 son enteros en Q.
Por otra parte, va(b12?) = 2va(21) + 1, va(—b1ba23) = 2vz(23) + 1. Si ambos
valores coinciden entonces z3 también es entero, y si son distintos la segunda
ecuacion nos da que el menor de ellos es 0, luego en cualquier caso z3 es entero.
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La segunda ecuacion nos da entonces la contradiccion 2 | 3. Esto descarta los
cuatro puntos
(£2,+1), (£6,+1).
Al multiplicarlos por (3, 2), que si que tiene antiimagen, obtenemos los cuatro
puntos
(£2,+2), (6,+2),
con lo que sé6lo nos quedan los cuatro puntos iniciales.

En particular, las tinicas soluciones racionales de la ecuaciéon dada son los
ocho puntos de torsion. n

Ejemplo FEl nimero 2 no es congruente.

Aunque ya conocemos una prueba de este hecho basada en que la ecuacion
de Fermat X* + Y* = Z2 no tiene soluciones no triviales, vamos a dar ahora
una prueba basada en curvas elipticas, con lo que tendremos una demostracion
alternativa del resultado de Fermat sobre esta ecuacion.

Hemos de probar que la curva Y2 = X3 — 4X tiene rango 0. En este caso

= {2,00} v Q(S,2) = {[£1],[£2]}. Sabemos que los puntos de torsiéon de
la curva son O, (—2,0), (0,0) y (2,0), cuyas iméagenes en Q(S,2) x Q(S,2)
(tomando, por ejemplo, e = —2, e3 = 0, e3 = 2) son

(1,1), (2,-2), (2,-1), (1,2).

La tabla correspondiente es:

1 2 -1 -2
1] 0
2300 & R
-1 0,0)
2| @ =] R

En efecto, un par (by,bs) es la imagen de un punto de orden infinito si y sélo
si se cumplen las ecuaciones

blzf — bgzg = 2, blzf — blbgzg = 4, (2’1,22,23) S Q* X @* X (@

Los casos descartados con R son obvios. Basta probar que, por ejemplo, las
ecuaciones correspondientes a (1, —2) no tienen solucién en Qq. Estas son:

224222 =2, 224222 = 4.
Si hubiera solucién:
2 = v9(4) = min{2v2(21), 2v2(23) + 1},

de donde v3(z;) = 1. Con la primera ecuacién obtenemos similarmente que
va(z2) = 0. Haciendo z; = 2¢, tenemos que 22 + z% = 1. Por consiguiente

1=2+1 (méd 4),

lo cual es absurdo. u
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Ejemplo El numero 10 no es congruente.

Hemos de considerar la curva Y2 = X3 —100X. Tomamos e; = —10, e = 0,
es = 10, con lo que las ecuaciones son

blzf - ng% = 10, blzf - blbgzg = 20.

Vamos a completar la tabla siguiente:

a)
b)

c)

1 5 2 10 [-1 -5 —2 —10
0| @ Q2 Q.

5 Q5| Qo Q2 @
2 | Q2| Qs Qs Q2

10 1 Q2| (10,0) | Q Q; R

-1 @ Q2 Q2 (Oa 0)

-5 Q5| Q Qo Qs
-2 Q2| Qs Qs Q2

-10 Q2| Q |(-10,0)| Q:

Primero situamos los cuatro puntos de torsion.
Si by < 0 las ecuaciones no tienen soluciones en R.

Consideremos el caso by =2y va(b2) = 0.

La ecuacion 222 — byz3 = 10 implica que v3(21) = 0, v2(22) > 1. Haciendo
29 = 2u obtenemos 27 — 2bu? = 5, de donde 2byu? = 0 (méd 4), lo que
implica que 2 | u, luego 22 =5 (mdd 8), y esto es imposible.

Con esto descartamos todas las entradas de la columna del 2 marcadas
con Qg (sin subrayar). Al multiplicar estos puntos por los de torsiéon
descartamos todas las entradas de la tabla marcadas con Q.

Consideremos by = 5, by = +2. La primera ecuacién nos da que vs(z1) =0
y v5(22) > 1. Haciendo 2o = 5u queda z% — 5byu? = 2, de donde llegamos
a la contradiccion 27 = 2 (méd 5). Esto nos descarta todas las entradas
de la tabla marcadas con Qs.

Finalmente consideramos el par (10,1). La primera ecuacion nos da que

v2(z1) = 0 y entonces la segunda, que es 27 — 23 = 2 nos permite concluir

que z3 € Zso, asi como que z§ = —1 (méd 4), lo cual es absurdo. Esto

descarta las cuatro entradas de la tabla marcadas con @ .

Vemos, pues, que la curva tiene rango 0. n

Similarmente podriamos demostrar que 1 y 3 no son congruentes, pero vamos
a deducirlo de resultados mas generales. Observemos que en una curva eliptica

V2= (X —e1)(X — e2)(X — e3), er,e2,e3 €7Z
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dos de las raices e; han de ser congruentes modulo 2, luego la curva tiene mala
reduccién modulo 2 y, por consiguiente, 2 | A. Si llamamos s al nimero de
primos que dividen a A, concluimos que el conjunto S definido en 8.2 cumple
|S| = s+ 1, luego |Q(S,2)] = 25T y

|E(Q)/2B(Q)| < 2%72.

Por otra parte, E(Q) contiene al menos un subgrupo Co®C5, luego el numero
de divisores elementales pares es t > 2. Si llamamos r al rango de F, tenemos la
relacion 2"+ = |E(Q)/2E(Q)| < 22572, luego r < 2s + 2 — t < 2s. Tenemos asf
una cota sencilla para el rango de la curva, que no obstante puede ser mejorada:

Teorema 8.3 Sea E/Q una curva eliptica de la forma
Y2=(X—€1)(X—62)(X—83), e1,€3,e3 € 7.

Sean m y a el numero de primos sobre los que E tiene reduccion multi-
plicativa y aditiva respectivamente. Entonces el rango r de E/Q satisface la
relacion

r<m+2a—1.

DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que si p | A y las tres raices
son congruentes moédulo p, entonces la reduccion es de la forma Y2 = (X —e)3, y
claramente es aditiva. Por el contrario, si s6lo dos de las raices son congruentes
modulo p, entonces la reduccion es de la forma Y2 = (z —e)?(X — ¢€/), que tras
un cambio de variables se convierte en Y2 = X3 — eX?2. Esta curva tiene un
nodo en (0, 0), luego la reduccion es multiplicativa.

La aplicacion del teorema 8.2 inyecta E(Q)/2E(Q) en un grupo que es suma
directa de grupos tantos grupos Cy @ Cy como elementos tiene el conjunto S.
Por ejemplo, la coordenada asociada al primo oo € S viene dada por

ES%gE? . 61)»)S(ig(l‘ ) 6)2))) ig( ) Sz
o sigl{er —ea)(er —e3)),s81gle1 — €2 S1x = ey,
Poo(,y) = gig(eQ ~e1)sig((es — e1)(es — e3)) i@ = e,

1) si ¢ = oo.

Podemos suponer que e; < ey < es. Asi, si © ¢ {e1,es,e3} se cumple
Tr—e1 >x— ey >x—e3zy ademas

(x —e1)(x —ez)(x —e3) =y > 0.

Por lo tanto ha de ser x — e; > 0. Concluimos que

(1,sig(x —e2)) six #eq,eq,
)@ -1 si = ey,
Goo(®:9) =4 (1 _1) si = e,
(1,1) si ¢ = oo.
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Vemos, pues, que la imagen de E(Q)/2E(Q) esta contenida en el subgrupo
de Q(2,5) x Q(2,95) cuya primera componente es positiva, lo que reduce a la
mitad el méximo orden posible.

Consideremos ahora un primo p donde E tenga reducciéon multiplicativa.
Supongamos en primer lugar que p | e; —es. Sea (z,y) un punto finito de E(Q)
y supongamos ademés que = ¢ {e1, €2, e3}. Llamemos u; = v,(z —e;). Entonces
ug +uz +uz = v,(y*) = 2v,(y). Observemos ademds que si un u; < 0, entonces,
como e; es entero, —u; ha de ser el exponente de p en el denominador de =,
luego u; = us = ug y los tres son pares.

La coordenada de la imagen de (z,y) asociada a p (vista como elemento de
Z)27 & L/27) es

op(x,y) = (u1 (méd 2), ug (méd 2)).

Acabamos de probar que si un u; < 0 entonces ¢,(z,y) = (0,0). Lo mismo
sucede si los tres u; son nulos. Si u; > 0, entonces p divide al numerador de
x — eq, luego también al de x — ey, pero no al de x — e3 (porque la reduccion
es multiplicativa). Asi pues, uz = 0, u1 + ug es par y ¢p(z,y) € {(0,0),(1,1)}.
Lo mismo sucede si us > 0. Por el contrario, si ug > 0 ha de ser u; =uy =0y
6p(2.y) = (0,0).

En cualquier caso, tenemos que ¢,(z,y) € {(0,0),(1,1)}. Esto también es
cierto si ¢ € {e1, ez, e3}. En efecto, ¢,(es,0) = (0,0)

ople1,0) = ¢p(e2,0) = (vp(e1 — e2) (méd 2),v,(e1 — ez) (méd 2)).

Asi pues, el sumando Cy @ Cs asociado a p puede sustituirse por un sumando
Cy. Sip| e —e3laimagen de ¢, resulta estar en {(0,0),(1,0)}, mientras que
si p | e3 — e3 la imagen resulta estar en {(0,0), (0,1)}, pero la conclusion es la
misma.

En definitiva, hemos sumergido E(Q)/2E(Q) en un grupo de 2™ 24+1 gle-
mentos, y el razonamiento previo al teorema aplicado a esta cota nos da la
desigualdad del enunciado. m

Ejemplo El numero 1 no es congruente.

Hemos de probar que la curva Y2 = X3 — X tiene rango 0. Ahora bien, sélo
tiene mala reduccion en p = 2, donde la reduccion es multiplicativa. El teorema
anterior nos da que el rangoes r <1 —1=0. n

Las cotas que proporciona el teorema anterior no siempre se alcanzan. Por
ejemplo, si lo aplicamos a la curva Y2 = X3 — 4X, que tiene reduccién aditiva
en 2, la cota que obtenemos es r < 14 2-1 = 1, mientras que el rango es r = 0.
Veamos, no obstante, que en ciertos casos podemos refinarlas:

Teorema 8.4 Sea p un primo impar y E/Q la curva eliptica dada por la ecua-
cion Y2 = X3 — p?X. Entonces, su rango r cumple la desigualdad

2 sip=1(mdd 8),
r<<0 sip=3(mbd8),
1 sip=5,7(méd 8).
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DEMOSTRACION: Tenemos que S = {[%1], [£2], [£p], [£2p]}. Segin el teo-
rema anterior, tomamos e; = —p, e = 0. Las ecuaciones para los puntos de
orden infinito son:

blzf — bgzg =p, blzf — blbgzg = 2p.

Esta tabla recoge las conclusiones de los razonamientos que le siguen:

1 P 2 2p | —1,—p,—2,—2p
1 (0] 1,5 1,7 1
P 1 1,7 1,5 (p,0) R
2,2p Teorema anterior
-1 1,5 (0,0) 1 1,7
—p 1,7 1 (=p,0) | 1,5 R
—2,—-2p Teorema anterior

En primer lugar hemos situado en la tabla los puntos de torsion, cuyas

iméagenes son
(Ll)? (p»_l)a (27 _p)v (2p»p)'

De la prueba del teorema anterior se desprende que by ha de ser positivo.
Marcamos los pares descartados con R, pues son también los pares para los
que las ecuaciones no tienen soluciones en R. Asi mismo, teniendo en cuenta
que 2 tiene reduccién multiplicativa, en la prueba del teorema anterior se ve
que vz(b2) = 0. Esto nos descarta las ocho entradas de la tabla marcadas con
“Teorema anterior”.

Consideremos la primera ecuacion para el par (b1,b2) = (1,—1) y hagamos
z1 = u/w, 29 = v/w, con u, v, w € Z:
u? +0? = w2p.
Si p | u, entonces p | v y p | w, podemos simplificar p?> en ambos miembros
y repetir el proceso hasta que p 1 u, e igualmente p 1 v. Entonces resulta que

u?+v% =0 (méd p), luego —1 es un resto cuadratico modulo p, lo que equivale a
que p = 1,5 (méd 8). En este caso la segunda ecuacion coincide con la primera.

Asi pues, si p Z 1,5 (méd 8), el par (1,—1), y con él los pares

(1371)7 (2p7 7p)a (pal)v (2717)7

no estan en la imagen. En la tabla estan marcados con 1, 5.

Razonando igualmente con (2, 1) llegamos a que 2u? — v? = 0 (mdéd p), con

lo que 2 es un resto cuadratico modulo p, lo que equivale a que p = £1 (méd 8).

La segunda ecuacion se convierte en u? — v? = w?p, que no aporta ninguna

informacion.

Concluimos que si p Z 1,7 (mdd 8) entonces el par (2,1), y con él los pares

(2,1, (pp) (2p,—1), (1,-p)

no estan en la imagen. En la tabla estdn marcados con 1,7.
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Similarmente, la primera ecuacion para el punto (2, —1) nos lleva a que —2
es un resto cuadratico modulo p, lo cual equivale a que p = 1,3 (méd 8). La
segunda ecuacion nos lleva de nuevo a que p = 1,5 (méd 8), como en el primer
caso. Por consiguiente, para que los cuatro puntos restantes de la tabla estén
en la imagen es necesario que p =1 (mdéd 8).

De aqui se sigue inmediatamente el teorema. [

Como consecuencia:
Teorema 8.5 Sip es un primo p = 3 (mdéd 8) entonces p no es congruente.

Con esto ya tenemos casi justificado por completo que los primeros nimeros
congruentes son
5 6, 7, 13, 14, 15.

En realidad nos falta probar que 7 y 13 son congruentes. Para n = 7 no es
dificil encontrar el punto P = (25,120) en la curva Y? = X3 —49X. El 13 es
ligeramente més complicado. Vamos a ver como encontrar un punto racional en
la curva correspondiente.

Ejemplo Consideremos un primo p = 5 (méd 8) y vamos a buscar puntos
racionales en la curva Y? = X3 — pX distintos de los cuatro puntos de torsién.
En la prueba de 8.4 hemos visto que p = 5 (méd 8) era una condiciéon necesaria
para que el par (by,bs) = (1,—1) se correspondiera con un punto de la curva.
Las ecuaciones para este punto son

szrz%:p, zf+z§:2p,

que equivalen a
2 2 2 2 2
p=zi + z3, z3 = 27 +2235.

La segunda ecuacion corresponde a una conica proyectiva. Obviamente no
contiene puntos racionales con z; = 0, luego no perdemos soluciones si desho-
mogeneizamos respecto de 27 y pasamos a la ecuacion afin 23 — 223 = 1.

Un punto racional es (z2,23) = (0,1), que no nos sirve, pues no cumple la
primera ecuacion, pero podemos usarlo para parametrizar las demas soluciones
racionales segin explicamos en la introduccion.

Las rectas que pasan por (0,1) son de la forma z3 = tzo + 1. El segundo
punto de interseccién con la conica es

(22, 2) = <2t W)

2—1272 —¢2

Haciendo ¢ = r/s, con (r,s) = 1, vemos que si la curva tiene un punto
racional, han de existir enteros r y s tales que

1 2t 24¢2 2 252 + 12
L1, 20, 25) = <1’ + >_ (1 rs s2+r >7
z

1 2 — 1272 —¢2 19252 — 27 252 — 2
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luego
21 = M28% —12), 2= A2rs, 23 = \(25% +17?),

para cierto A € Q.

Veamos que A = 1/n, con n € Z. Si A = m/n, con (m,n) = 1, entonces
m divide a los enteros nz; y nze (son enteros por las expresiones dadas por los
miembros derechos), pero

luego m? | p, lo que sélo es posible si m = +1.

En conclusion, si encontramos enteros r, s, n tales que (r,s) =1y

(252 —12)2 4 4252 45 404
n2 T2

2, .2
P=2z + 2z =

)

entonces la curva contendra un punto racional determinado por

(252 — 12)2

r=bzl +e = 5 —p.

n

Ahora es facil programar un ordenador para que recorra los pares (r,s) y
compruebe si (4s* 4+ r)/p es un entero cuadrado perfecto (que sera n?). La
tabla siguiente contiene los resultados para los primos p = 5 (mdd 8) menores
que 150:

p r S n $<P)
51 1 1 —4
13 1 3 5 -3
29| 7 5 13| L0
37| 1 21 145| L
53| 119 143  5.945 | —L158.313.15
61| 41 39 445 | 10227204
101 | 97 325 21.041 | —42:630.008.164
09 6 7 0 -4
149 | 14 17 50|  —50.6u

Observamos que casi todas las soluciones se obtienen con valores relativa-
mente pequenos de 7 y s. n

Ejercicio: Encontrar primos p = 7 (mdéd 8) que sean nimeros congruentes.
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8.2 Los grupos de Selmer y Tate-Shafarevich

En esta seccidén veremos una técnica para calcular el rango de una curva elip-
tica que generaliza a la que acabamos de describir, al tiempo que nos permitira
comprender mejor el problema.

Sea K un cuerpo numérico, p un divisor primo de K, sea K la complecion
correspondiente y K, una clausura algebraica. Fijemos un K-monomorfismo
i: A — K, que a su vez induce inclusiones i : P"(A) — P"(K).

Consideremos una curva eliptica E/K, que podemos suponer definida por
una ecuacion de Weierstrass, la cual define también una curva eliptica E/K,.
La inclusién i en P?(A) se restringe a un monomorfismo i : /K — E/K,.

Observemos que este monomorfismo depende de 4, pero la curva E/K, esta
completamente determinada por E/K.

Si C/K es un espacio homogéneo para E/K, las ecuaciones de C definen
también un conjunto algebraico C/K,. Las funciones racionales que definen un
isomorfismo (sobre A) C' — E determinan también una aplicacién birracional
entre las curvas sobre K, luego C'/K,, es una curva proyectiva de género 1. Por
el teorema de los ceros de Hilbert, si C' no tiene singularidades sobre A, tampoco
las puede tener sobre K, luego C/K,, es regular e isomorfa a E/K,. Mas atin,
las funciones racionales que definen la accion C' x E — C sobre A, también
definen una accion sobre FP (los axiomas de espacio homogéneo equivalen a que
las funciones racionales que definen la accién cumplan ciertas relaciones, y esto
no depende del cuerpo de coeficientes que consideremos). En definitiva, vemos
que cada espacio homogéneo C'/K determina un espacio homogéneo C'/K,, de
modo que el diagrama siguiente conmuta:

C(A) x E(A) C(A)

O(Fp) X E(Fp) — C(Ky)

De nuevo, la curva C/K,, y la aplicacion C x E — C' (sobre K ) no depen-
den de la eleccion de q.

Es claro que una equivalencia entre espacios homogéneos sobre k induce una
equivalencia entre los correspondientes espacios sobre Ep, luego tenemos una
aplicacion

WC(E/K) — WC(E/K,)

independiente de i. Recordemos ahora el teorema 2.44, segin el cual tenemos
isomorfismos

WC(E/K) = H'(G(A/K),E(A)), WC(E/K,) = H'(G(K,/Ky), E(Ky)).

Observemos que i induce un monomorfismo 7 : G(K,/K,) — G(A/K)
(si identificamos ¢ con una inclusion, se trata de la restriccién a A). Esto nos
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permite definir un homomorfismo de grupos
HY(G(A/K),E(A)) — H'(G(K,/Ky), E(Ky))

dado por [{{s}o] = [{i(&i(0)}o]- (Se comprueba inmediatamente que esta bien
definido.) Ademés, el diagrama siguiente es conmutativo:

WC(E/K) WC(E/K,y)

| |

HYG(A/K), E(A)) — H'(G(K,/K,), B(Ky))

En efecto: si C'/K es un espacio homogéneo para E/K y p € C(A), entonces
su imagen en H'(G(A/K), E(A)) es la clase del cociclo {p° — p},, que a su vez
se corresponde con la clase del cociclo {i(p™?)) —i(p)}s = {i(p)” —i(p)}s, que,
por otra parte, es el cociclo asociado al espacio homogéneo C'/K,,.

Puesto que la flecha horizontal superior y las dos verticales no dependen de
la eleccion de ¢, concluimos que la horizontal inferior tampoco lo hace, lo cual
no es evidente a priori. A partir de aqui consideraremos A C Fp, con lo que ¢
serd la inclusién e 7 la restriccién.

Consideremos ahora dos curvas elipticas E/K, E’/K y una isogenia no nula
¢ : E — E' definida sobre K. Si representamos por E[¢] el nicleo de ¢,
tenemos la sucesiéon exacta

0— E[¢] — E -2 B — 0,
de la que derivamos la sucesion exacta larga
0 — E(K)[¢] — B(K) % E'(K)
% H'(G(A/K), E[¢]) — H'(G(A/K), E) — H'(G(A/K),E') — -
De aqui obtenemos a su vez la sucesion exacta corta
0 — E'(K)/¢[E(K)] - H'(G(A/K), E[¢]) — H'(G(A/K), E)[¢] — 0,

donde el ultimo grupo es el nucleo de la aplicaciéon inducida por ¢ sobre el
grupo de cohomologia. Representaremos por WC(E/K)[¢] el subgrupo corres-
pondiente del grupo de Weil-Chatelet de £/ K. Tenemos asi una sucesion exacta

0 — E'(K)/¢[E(K)] - H'(G(A/K), E[¢]) — WC(E/K)[¢] — 0.

Esta sucesion no es util para estudiar el grupo E'(K)/¢[E(K)| porque el
grupo H'(G(A/K), E[¢]) resulta ser infinito. Sin embargo, podemos sumergir
a E'(K)/¢[E(K)] en un grupo menor considerando el homomorfismo

WC(E/K) — [[WC(E/K,).
p
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Definicion 8.6 En las condiciones anteriores, llamaremos grupo de Selmer de
la isogenia ¢ al nicleo S¢(E/K) del homomorfismo

HY(G(A/K), El¢]) — l;[WC(E/Kp)-

Llamaremos grupo de Tate-Shafarevich de la curva E/K al nicleo HI(E/K)
del homomorfismo
WC(E/K) — [[WC(E/K,).
p

(La letra cirilica III es la inicial de Shafarevich.) De las propias definiciones
se sigue inmediatamente que tenemos una sucesion exacta

0 — E'(K)/$[E(K)] > S*(E/K) — W(E/K)[¢] — 0, (8.3)

donde III(E/K)[¢] = UI(E/K) N WC(E/K)[¢).

La ventaja es que —como veremos enseguida— el grupo de Selmer es finito.
Antes observemos que el grupo de Tate-Shafarevich tiene una interpretacion
muy simple: sus elementos representan a las clases de K-isomorfia de espacios
homogéneos C/K que tienen puntos racionales en todas las compleciones C'/K,,.
Asi pues, se cumple III(F/K) = 0 si y solo si el principio de Hasse es valido
para los espacios homogéneos sobre E/K, es decir, si la existencia de un punto
racional en un espacio homogéneo para E/K equivale a que los haya en todas
sus compleciones.

Definicion 8.7 Sea K un cuerpo numeérico y M un grupo abeliano finito sobre
el que actiia (continuamente) el grupo G(A/K). Sea p un divisor primo de
K y lamemos I, = G(K,/Kpn) < G(A/K) al grupo de inercia de p. (Aqui
identificamos los elementos de G(K,/K,) con sus restricciones a A.) Diremos
que una clase [{¢,},] € HY(G(A/K), M) es no ramificada en p si su restriccion
a H'(I,, M) es trivial. Si S es un conjunto de primos de K, definimos

HY (G(A/K), M;S){a € H' (G(A/K), M) | a es no ramificada en todo p ¢ S}.
El primer paso para demostrar la finitud del grupo de Selmer es el siguiente:

Teorema 8.8 Sea ¢ : E/K — E'/K una isogenia de grado m definida sobre
un cuerpo numérico K y sea S el conjunto (finito) de los divisores primos p de
K que cumplen alguna de las propiedades siguientes:

a) p es arquimediano,
b) p|m,
¢) E/K tiene mala reduccion en p.

Entonces, para todo primo p ¢ S, una clase de H'(G(A/K), E[¢]) es trivial
en H' (G(Ky/K,), E(K,)) siy sdlo si es no ramificada en p. En particular

SY(E/K) < H'(G(A/K), E[g]; 9).
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DEMOSTRACION: Tomemos un primo p ¢ S y una clase de cohomologia
a=[{&}s] € HY(G(A/K), E[¢]) no ramificada en p. Esto significa que existe
un punto P € E[¢] tal que {, = P? — P, para todo ¢ € I,. Fijemos una
extension normal L/ K tal que E[¢] C E[m] C E(L) y de modo que £, dependa
unicamente de la clase de o en G(L/K). Sea B un primo de L que divida a p.

Los automorfismos o € I, se caracterizan por que inducen la identidad en el
cuerpo de restos [ de Ly. Por lo tanto, camplen que

& =P —P=0.

Por otra parte, como P t m, el teorema 6.19 nos da que la reduccion modulo
P es inyectiva sobre E(Lsy)[m], luego £, = O para todo ¢ € I,. De aqui se
sigue a su vez que si 7 € G(A/K) es arbitrario, entonces

EO’T 252 +£T :§Ta

es decir, que &, sélo depende de la clase de ¢ médulo I,. Por consiguiente, si
dos automorfismos o, 7 € G(K/ky) inducen el mismo automorfismo en G(k/k),
resulta que £, = &,. Esto nos permite definir [{£, },] € H'(G(k/k), E) mediante
&6 = ga-

Ahora bien, WC(E/k) = 0, porque el cuerpo de restos k es finito. Por el
teorema 2.44, también H'(G(k/k), E) = 0, lo que significa que existe un punto
pE E’(k) tal que &, = p° — p, para todo o € G(K,/Ky).

Como &, € E[¢] C E[m], vemos que (mp)° = mp, para todo o € G(k/k),
luego ¢ = mp € E(k). Tomemos un punto @ € E(K) tal que Q = q vy fijemos
un R € E(K) tal que mR = Q.

De nuevo por 6.19, cuando T recorre el grupo E[m], los puntos R+T recorren
m puntos distintos de F tales que m(R + T) = Q = ¢. Solo hay m puntos que
cumplen esto, y uno de ellos es p, luego eligiendo T' adecuadamente se cumple
que P = R+ T € E(K) verifica P = p y ademas mP = Q € E(K).

Asi tenemos que &, = P? — P, para todo o € G(K,/Ky,). Ahora bien,
m(P? — P) = (mP)? —mP = Q° — Q = O, luego &, — (P’ — P) € E[m)].
Aplicando 6.19 una vez més, llegamos a que &, = P? — P para todo o €
G(K,/Ky), luego a es trivial en H(G(K,/Ky), E(Ky)).

Reciprocamente, supongamos ahora que o = [{{,},] es trivial en el grupo
HY(G(K,/K,),E(K,)). Esto significa que existe un punto P € E(K,) tal que
¢, = P° — P para todo o € G(K,/K,) y, en particular, para todo o € I,,.

Consideremos una extension finita L de K, tal que P € E(L) y sea ‘P el
primo de L. Razonando como antes vemos que si o € I, entonces

»=P"—P=0.

Por otra parte, {, € E[¢] C E[m] y el teorema 6.19 nos da que &, = O.
Ciertamente entonces o es no ramificada en p. ]

Maés precisamente, acabamos de probar que S?(E/K) esta formado por las
clases o« € H'(G(A/K), E[¢]; S) que son triviales en H'(G(K,/K,), E(K,)) (o,
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equivalentemente, en WC(E/K,)) para todo primo p € S. En otras palabras,
para comprobar si o € S?(E/K) solo hay que estudiar si un namero finito de
espacios homogéneos son o no triviales.

Segun el teorema anterior, para demostrar que el grupo de Selmer es finito
basta probar que el grupo H'(G(A/K), E[¢]; S) lo es. Para ello nos basaremos
en el mismo resultado de finitud que usamos para probar el teorema débil de
Mordell-Weil. Es natural que asi sea, pues éste se recupera haciendo £ = E' y
tomando como ¢ la multiplicacién por m.

Teorema 8.9 Si ¢ : E/k — E'/k es una isogenia definida sobre K, entonces
el grupo de Selmer S?(E/K) es finito.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior, basta probar que si .S es un con-
junto finito de primos de K, el grupo H!(G(A/K), E[¢]; S) es finito. Tomemos
una extension finita L de K tal que E[¢] C E(L) y sea S’ el conjunto (finito)
de los primos de L que dividen a los primos de S. La inflacién y la restricciéon
determinan una sucesion exacta

0 — H'(G(L/K), El¢]) — H'(G(A/K), El¢]) — H'(G(A/L), E[9)),
y es facil ver que la restriccion se restringe a un homomorfismo
H'(G(A/K), E[¢l; S) — H'(G(A/L), E[g]; ).

La sucesion exacta muestra que el nicleo de la restriccion es finito, luego
basta probar la finitud del grupo H'(G(A/L), E[¢]; S"). Equivalentemente, po-
demos suponer que E[¢] C E(K), con lo que G(A/K) actaa trivialmente sobre
E[¢]. En tal caso

H'(G(A/K), E[¢]) = Hom(G(A/K), E[9)).

Llamemos ahora m al exponente de F[¢] (es decir, al minimo comun multiplo
de los 6rdenes de los elementos de E[¢]). Notemos quesia € H(G(A/K), E[¢]),
su nicleo ha de ser un grupo G(A/L), para cierta extension L de K tal que
G(L/K) es isomorfo a un subgrupo de E[¢]. En particular L/K es una exten-
sion finita abeliana de exponente m (es decir, todos los elementos de G(L/K)
tienen orden divisor de m).

Ademéas o € H'(G(A/K), E[¢]; S) siy solo si I, < G(A/L) para todo primo
p ¢ S. SiP es un divisor de p en L, esto equivale a que
I, < G(A/L)NG(Ky/Ky) = G(Ky/Ly)
0, lo que es lo mismo, a que Ly C Kpy,. En definitiva, « € H'(G(A/K), E[¢]; S)
si y solo si la extension L/K es no ramificada fuera de S.

Sea L la mayor extension abeliana de K de exponente m no ramificada
fuera de S. En la prueba del teorema débil de Mordell-Weil hemos visto que
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la extension L/K es finita, y acabamos de demostrar que H'(G(A/K), E[¢]; S)
esta contenido en la imagen de la inflacion

Hom(G(L/K), El¢]) — H'(G(A/K), E[6]; 9).

(De hecho, es facil ver que H'(G(A/K), E[¢]; S) es exactamente la imagen
de la inflacion, y que ésta es un isomorfismo.)

Concluimos que H(G(A/K), E[¢]; S) es finito, como querfamos probar. m

Ejemplo Vamos a reinterpretar en los términos que estamos considerando en
esta seccién el caso tratado en la seccion 8.1, es decir, el de una curva eliptica
E/K tal que E[m] C E(K) para cierto natural m. No daremos los detalles
porque son laboriosos y no nos aportarian nada nuevo. En la seccion siguiente
desarrollaremos con todo detalle un caso mas general.

Tomamos como ¢ : F — E la multiplicacién por m, con lo que
S™(E/K) < H'(G(A/K), E[m]; S),

donde S es el conjunto formado por los primos arquimedianos de K, los primos
donde F tiene mala reduccion y los que dividen a m. Por otra parte,

H'(G(A/K), E[m]) = Hom(G(A/K), E[m])

y es facil ver que el monomorfismo (8.1) inducido por el producto de Kum-
mer es precisamente el homomorfismo § que hemos considerado en la discusion
del grupo de Selmer. Fijada una base de E[m], el producto de Weil e, y el
isomorfismo (8.2) determinan isomorfismos

Hom(G(A/k), Em]) 2 Hom(G(A/K), Uy, X Upy) =2 (K" /K*™) x (K*/K*™),
donde U,,, C K es el grupo de las raices m-simas de la unidad. El isomorfismo
E(K)/mE(K) — K(S,m) x K(S,m)

inducido por la forma bilineal b considerada en 8.1 no es mas que la com-
posicion con ¢ de estos isomorfismos. Se comprueba asi mismo que el grupo
HY(G(A/K), E[m];S) se corresponde precisamente con K (S, m) x K(S,m).

Consideremos ahora el caso m = 2. Segin acabamos de comentar, el
grupo K (S,2) x K(S,2) no es mas que una representacion sencilla del grupo
HY(G(A/K),E[2];S). A través de los isomorfismos naturales que hemos consi-
derado, cada par (by,bs) € K(S,2) x K(5,2) se corresponde con un elemento de
HY(G(A/K), E(K)), el cual determina un espacio homogéneo C/K para E/K.
No es trivial, pero puede demostrarse que el espacio C/ K es trivial (esto es, tiene
un punto racional) en una complecién K, si y s6lo si las ecuaciones indicadas
en el teorema 8.2 tienen solucion en K.

De este modo, el grupo de Selmer S?(E/K) resulta ser isomorfo al subgrupo
de K(5,2) x K(S5,2) formado por los pares cuyas ecuaciones asociadas tienen un
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punto racional en todas las compleciones de K (maés los asociados a los puntos de
orden 2). En realidad basta considerar las compleciones respecto de los primos
de S.

En todos los ejemplos que hemos considerado en la seccion 8.1, el grupo
de Selmer S?(E/Q) ha coincidido con la imagen de E(Q)/2E(Q) en el grupo
Q(S,2) x Q(S,2). Dicho de otro modo: para todos los pares que no tenian
antiimagen en E(Q)/2E(Q) hemos encontrado una complecion Q,, (tal vez con
p = o0) en la que el espacio homogéneo correspondiente no tenia puntos racio-
nales. Esto significa que en todos ellos se cumplia III(E/Q)[2] = 0. "

El teorema siguiente nos permite calcular la antiimagen de un elemento de
S?(E/K) en E'(K)/¢|E(K)] cuando existe, es decir, cuando el espacio homo-
géneo correspondiente es trivial.

Teorema 8.10 Consideremos una isogenia ¢ : E/K — E'/K definida sobre
K, sea [{&}0] € HYG(A/K),E[¢]) y sea C/K un espacio homogéneo para
E/K que represente a la clase de WC(E/K) correspondiente a [{{,}5]. Sea
6 : C — E un isomorfismo tal que 0= 0 6 = 1¢ . Entonces la aplicacion

fo¢:C — E' estd definida sobre K y, si P € C(K), entonces la imagen de
(60 ¢)(P) € E'(K) por el homomorfismo § : E'(K) — S?(E/K) es [{£,}o]-

DEMOSTRACION: Fijemos o € G(K/K) y P € C. Entonces
(@(0(P))7 = d(07(P7)) = ¢(0(P7) + &) = d(0(P7)),
pues &, € E[¢]. Esto prueba que (§ o ¢)” =00 ¢. Si P € C(K), entonces
5(¢(0(P)))e = 0(P)7 = 0(P) =67 (P) = 6(P) = 0(P) + & — 0(P) = &

Los resultados que hemos obtenido nos permiten calcular el orden del grupo
E'(K)/¢[E(K)] de forma similar a como calculabamos el de F(K)/mE(K) en la
seccion 8.1. Aparentemente no ganamos nada generalizando, pues necesitamos
calcular este orden cuando ¢ es la multiplicacién por m, para algin m. Ahora
bien, si m es el grado de ¢ y consideramos la isogenia dual é: E' — E, también
podemos calcular el orden de E(K)/$[E'(K)], y la sucesion exacta

E'(K)|¢] E(K) ¢ E(K) E(K)
JEE)m] — GEER)]  mE(E) B (K)]
nos permite calcular el orden de E(K)/mE(K).

00—

—0  (8.4)

En la seccion siguiente detallamos los célculos en un caso particular. Para
terminar citaremos la siguiente conjetura:

Conjetura Si F/K es una curva eliptica sobre un cuerpo numérico K, en-
tonces el grupo HI(E/K) es finito.

No vamos a justificarlo, pero si la conjetura fuera cierta seria posible dar un
algoritmo para calcular (al menos en teoria) el rango de cualquier curva elip-
tica. En realidad bastaria con que III(E/K) no tuviera elementos infinitamente
divisibles entre 2.
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8.3 Curvas con un punto de orden 2

Consideremos una curva eliptica E/K sobre un cuerpo numérico K con un
punto racional 7' de orden 2. Tomando una ecuaciéon de Weierstrass de tipo
b, las coordenadas de T seran de la forma (z,0) y, aplicando una traslacion,
podemos suponer que T = (0,0), con lo que la ecuacion sera

E: Y?=X34aX?+bX, a,b e K.

Su discriminante es A = 1662, donde b’ = a? — 4b. En la pagina 61 hemos
visto que si llamamos

E': Y?2=X%—-2aX?+ VX,
entonces la isogenia ¢ : E — E’ dada por

H(X.Y) = ()Y;y(b);)@)>

tiene nucleo E[¢] = {O,T} y la isogenia dual es

HX,Y) = ( Y2 Y(b’—X2)>.

4X27 8X?

Sea S el conjunto de los primos de K que dividen a 2A més los primos
arquimedianos. Puesto que E[¢] y {£1} son isomorfos como G(A/K)-modulos
(ambos son triviales), tenemos que

HYG(A/K),E[¢]) = H'(G(A/K),{+1}) = K*/K**.
Veamos que este isomorfismo se restringe a
HY(G(A/K), E[¢];S) = K(S,2).

En efecto: tomemos o € H(G(A/K), E[¢]), digamos o # 0. Entonces,
el ntcleo de a es un grupo G(A/L) de indice 2 en G(A/K), es decir, tal que
|L : K| = 2. Digamos que L = K(v/d), con d € K*. Entonces

[0 sio(Vd)= Vi,
alo) = {T si o(Vd) = —Vd. (8:5)

Es claro entonces que la imagen de o en K*/K*? es [d]. En la prueba del
teorema 8.9 hemos visto que o € H*(G(A/K), E[¢]; S) si y solo si la extension
L/K es no ramificada fuera de S. Ahora basta probar que L/K es no ramificada
en un primo no arquimediano p tal que p {2 si y solo si 2 | vy(d).

En efecto: sea 8 un primo de L que divida a p. La extension L/K es no
ramificada en P si y so6lo si lo es Ly /K. Si 21 v,(d), entonces

2up (V) = vy (d) = e(PB/p)vp(d),
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luego 2 | e(PB/p) y, por consiguiente, L/K es ramificada en 3. Reciprocamente,
si2 | vp(d), multiplicando d por el cuadrado de un primo de K, podemos suponer
que d es una unidad de K,, en cuyo caso, la base {1, \/&} tiene discriminante
D = 4d, luego v, (D) = 0 y el discriminante de la extension divide a D, luego
no es divisible entre p, lo que implica que p no se ramifica. [

Asi pues, cada d € K(S,2) se corresponde con el elemento del grupo de
cohomologia H*(G(A/K), E[¢]; S) determinado por el cociclo (8.5). Para saber
si este elemento esta en el grupo de Selmer S?(E/K) hemos de calcular su
espacio homogéneo correspondiente en WC(E/K).

Para ello consideramos la curva
C'dW? = d? — 2adZ? + (a® — 4b) Z*.

Es facil ver que no tiene puntos singulares en el plano afin, pues ello es
equivalente a que el polinomio de miembro derecho tenga sus raices simples, y
ciertamente las tiene. Sin embargo C’ tiene un punto singular en el infinito,
a saber (U, W, Z) = (0,1,0). Por el teorema 1.18 existe una curva proyectiva
regular C'/K y una aplicacion birracional r : C — C’ definida sobre K. Vamos
a probar que C/K es el espacio homogéneo que buscamos.

Definimos una aplicacion racional 6 : E — C’ mediante
0(@,) = (z,w) = (Vdo/y, Vi (@ - b/2)(@/y)?)
Como z/y = 2y/y? = y/(2* + ax + b), otra expresion para @ es

0(z,y) — < Vdy \/g(IQ—b)>.

2 +axr+b 22 +ar+b
Veamos que la imagen estéa ciertamente en C':
dw/z*)? = (x—b/z)? = (x+b/x)> —4b = ((y/x)* —a)* —4b = (d/z* —a)? — 4b.
Multiplicando por z* queda
dw? = (d — az?)* — 4b = d*® — 2adz* + (a® — 4b)z*.
Se cumple que 6 es birracional, pues
Vdw/z* = (z —bjz) =20 — (x+b/z) =2z — ((y/2)? — a) = 2z — (d/2% — a).

De aqui obtenemos x en términos de z y w, y entonces y = Vd /z. Explici-
tamente:

0~ (z,w) =

222 223

(\/gw—azz—l—d dw —a dz2—|—d\/3>
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Vemos, pues, que § or~! : £ — C es también birracional, y como ambas
curvas son regulares, de hecho es un isomorfismo. Con esto tenemos que C/K
es una curva conjugada con F/K. Su cociclo asociado es

§o=(0or ") o(rof )7 =00 (07")".

Obviamente, si o(vd) = Vd, entonces £, = 1 = 70. Por el contrario, si

o(\/d) = —\/d, entonces

222 223

ga(xay) = (Gil)a(sz) = (
<_\/aw tx 2a\/d 22 — 2dv/d +y>

—Vdw—az?+d dw+a\/g22—d\/3>

22 223

- (LM (L) e,

xz a2

Asi pues, C/K se corresponde con un elemento de H'(G(A/K), E), luego
admite estructura de espacio homogéneo, y su cociclo asociado es el dado por
(8.5), esto es, el correspondiente a d.

Siguiendo el teorema 8.10, ahora calculamos ) =rof~to¢:C — E'. Si
r(P) = (z,w), entonces,

Y(P) = (d/z%, —dw/z?).

El teorema siguiente recoge lo que hemos obtenido y algunos hechos adicio-
nales:

Teorema 8.11 Sean E/K y E'/K las curvas elipticas dadas por las ecuaciones
E: Y?=X?+aX?+0bX, B Y?=X?-2aX + (a* - 4b)X
y sea ¢ : E — E' la isogenia dada por

d(X,Y) = ()};Z,Y(I);ZXQ)) .

Sea S el conjunto de los primos arquimedianos de K mds los divisores del discri-
minante A = 16b(a? —4b) mds los divisores de 2. Entonces existe una sucesion
exacta

0 — E'(K)/$[E(K)] = K(S,2) — WO(E/K)[¢]

dada por
[1] si P=0,
S(P) = { [ — 48] siP=(0,0), [d][Cil,
[z(P)] en otro caso,

donde Cy es la reqularizacion de la curva

Cl: dW? = d* — 2adZ? + (a® — 4b) Z*.
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Se cumple que
S°(B/K) = {[d] € K(S,2) | Ca(K,) # @ para todo p € S}.
La aplicacion o : C, — E' dada por
U(z,w) = (d/2%, —dw/2?)
cumple que si P € C!(K) es regular, entonces §(¢(P)) = [d].

El rango r de las curvas cumple
2712 = |E'(K) : |E(K)]| - |[E(K) : $[E'(K)]|-

DEMOSTRACION: Sélo falta probar que ¢ se calcula como indica el enunciado
y la formula para el rango. Si P = (z,y) # O,(0,0), para calcular 6([P])
tomamos @ € E tal que ¢(Q) = P, consideramos el cociclo £, = Q7 — Q y
calculamos su imagen en K*. Hemos de probar que es x.

Sea @ = (u,v). Entonces z = v?/u?, y = v(b — u?)/u?. Pongamos que
Vz° = €y/z, con € = +1. Entonces (v/u)° = ev/u. Como P € E'(K), tenemos
que y? =y, luego

(v(b—u®) /u?)7 = e(v/u)((b—u?) /u)” = v(b—u®)/u.
Concluimos que
((b— u2)/u)" =e(b— u2)/u

Como (u,v) cumple la ecuacién de E, vemos que x = v?/u? = (u?+b)/u+a,

luego
((w? +0)/u)” = (u® +b)/u.

Restando las dos tltimas ecuaciones vemos que

1—-eb+(1 Jre)uz.

(2u)7 = .

Asi pues,

B

= {21
b/u sio(y/x)=—

De aqui se sigue que

e o [ 0 sie(a)= Vi
T -e={ gy noa Ve

Por consiguiente, a través de las identificaciones naturales, 6([P]) = [z].

Si P = (0,0) razonamos igualmente, s6lo que ahora las antiimagenes de
P son los puntos (u,0), donde u varia en las raices no nulas del polinomio
X3 +aX?+bX, es decir, en las raices de X2 + aX + b, que son

—a++va? —4b

2
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En inmediato que Q7 —Q es 0 si y solo si o(v/a? — 4b) = v/a? — 4b, de donde
§([P]) = [a® — 4b].

Vamos a calcular el rango de las curvas. Sea ¢ el nimero de divisores ele-
mentales pares de F(K). Es claro que t = 1 si F(K) tiene un tnico punto de
orden 2 y t = 2 si hay tres puntos de orden 2 (a su vez, esto depende de si
a? — 4b € K*?). De la sucesion exacta (8.4) deducimos que

() s 25()| = VB AE UL 1B R) : GIEC))
[B/(K)[9] : o[B(K) ]

Hemos de probar que

|E'(K)[¢] : ¢[E(K)[2]]] = {; sit=2,

sit=1.
Puesto que |E'(K)[¢]| = 2, esto equivale a que |¢[E(K)[2]]| = t. Ahora bien,
es claro que |E(K)[2]| = 2t, luego la imagen tiene orden ¢. n

Aunque nos nos va a hacer falta, no es dificil mostrar explicitamente la curva
C,. Basta tener presente el teorema siguiente:

Teorema 8.12 Consideremos una curva C'/K dada por una ecuacion
W2 =aZ*+0b72% + ¢,

donde el polinomio de la derecha tiene cuatro raices distintas en A. Su regula-
rizacion es la curva C/K en P3(A) dada por las ecuaciones

W2 =aV24+bV +¢, V=22
DEMOSTRACION: Es claro que las aplicaciones
(V,W,2) > (W,2) vy (W, 2) > (2%, W, 2)

son regulares y mutuamente inversas en la parte afin de ambas curvas, luego C'y
C’ son birracionalmente equivalentes y C' es regular salvo a lo sumo en los puntos
infinitos. Si homogeneizamos con una variable U y hacemos U = 0 vemos que
dichos puntos son (U, V,W, Z) = (0,1, £1/a,0). Si deshomogeneizamos respecto
de V las ecuaciones se convierten en

W?=a+bU+cU? U=2Z%
La parte afin de esta curva es isomorfa a la de W2 = a + bZ% + c¢Z*, que es
regular en (£+/a,0), luego C es regular. "
En particular, la curva C; del teorema 8.11 viene dada por las ecuaciones
dW? = d* — 2adV + (a® — 4b)V?, V = 72,
Los puntos infinitos de Cy (que se corresponden con el punto (0,1, 0) de C’)
son (0,1,++/(a® — 4b)/d,0).

De todos modos, notemos que para comprobar que Cq(K,) = & basta probar
que C’, no tiene puntos racionales regulares (o sea, finitos), ya que si Cy tiene
puntos en K, entonces es una curva eliptica y tiene infinitos de ellos, luego C,
tendra puntos racionales regulares.



8.3. Curvas con un punto de orden 2 231

Ejemplo Vamos a calcular el rango de la curva eliptica E/Q dada por
E: Y?=X%-6X%+17X.
Su discriminante es A = —22 - 172 luego S = {2,17,00} y por consiguiente
Q(S,2) = {£1,+2,+17,+£34}. La curva isogena es
E':Y?=X34+12X? - 32X,
y, para cada d € Q(S,2), el espacio homogéneo a estudiar es
Cl: dW? =d? +12d7° — 322,
En primer lugar observamos que 6(0,0) = —32 = —2 (méd Q*?).
Para determinar si d = 2 esta en la imagen de § estudiamos la curva
Ch: 2W? =4+ 242% — 322

Como buscamos puntos racionales, podemos sustituir Z = Z'/2, con lo que

la ecuacion se reduce a
W?=2+32%- 7%

No es dificil encontrar el punto (Z, W) = (1,2), luego 2 € Im 4, al igual que
—2-2=-1.

Consideremos ahora
Chr: 1TW? =172 +12-172% — 322%.
Supongamos que esta ecuacion tiene solucion en Q7. Entonces
2 = v17(17%) = min{2v;7(w) + 1,v17(12 - 172% — 3224)}.
Concluimos que 2vi7(w) + 1 > 2, luego vi7(w) > 0. Por consiguiente,
min{2v17(2) + 1,4v17(2)} > 0,

lo que implica que también vi7(z) > 0. Mas atn, la ecuacion muestra que
v17(2) > 1, de donde v17(w) > 1y, por tltimo, que v17(17%) > 3, contradiccion.

Asi pues, 17 ¢ S?(E/Q). Teniendo en cuenta que S?/E/Q) es un grupo,
podemos concluir que $?(2,Q) = {#1,42} = Im§. En particular vemos que
II(E/Q)[¢] = 0.

Ahora intercambiamos los papeles de E'y E’. Ahora la ecuacion es
CldW? = d? — 24d7? + 2727*.

En primer lugar tenemos que §(0,0) = 272 = 17. En este caso observamos
que si d < 0 la ecuacién no tiene soluciones en R, lo que nos descarta ya cuatro
posibilidades.
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Si d = 2, tenemos la ecuacion
Ch: 2W? =4 —487% + 2727,
Con el cambio Z = Z'/2 se reduce a
oW? =4 1222 + 172",

Se comprueba inmediatamente que si esta ecuaciéon tiene solucién en Qo,
dicha solucion ha de ser entera, pero entonces va(z) > 1, va(w) > 1, vy(4) > 3,
contradiccion. R

Resulta que 2 ¢ S?(E’/Q), de donde podemos concluir que

SP(E'/Q) = {1,17}.

Segtin 8.11, el rango r de las curvas satisface la relacién 272 = 4 - 2, luego
r=1. [

En el caso de curvas definidas sobre Z podemos dar varias condiciones ne-
cesarias para que un elemento de Q(5,2) pueda estar en la imagen de d. Por
ejemplo:

Teorema 8.13 Sean E/Z y E'/Z las curvas elipticas dadas por las ecuaciones
E: Y?=X?+aX?+0bX, E':Y?=X%-2aX?>+VX, b = a® — 4b,

y sea [P] € E'(Q)/¢[E(Q)], donde ¢ es la isogenia considerada en 8.11. Si
d([P]) = [d], donde d € Z es libre de cuadrados, entonces d | b'.

DEMOSTRACION: Si P = O entonces d =1y si P = (0,0) entonces d es la
parte libre de cuadrados de V', luego también d | V.

Para cualquier otro punto P = (z,y) tenemos que §([P]) = [z]. Partimos de
que P cumple la ecuacion

y? = 2% — 2a2% + V.

Los razonamientos tras la definicién 6.17 muestran que si p es un primo

entonces vp(z) < 0 siy solo si v,(y) < 0, y en tal caso vp(z) = —2v,(P),
vp(y) = —3v,(P). Equivalentemente, podemos expresar
m
- - — -1
p=" y= =)

(Se entiende que si n = 0 entonces e = 1.) La ecuacion equivale a

n? = m(m? — 2ame® + b'e?).

Sea u = (m,b’), de modo que podemos descomponer m = umgy, b’ = uby,
con (mq,b1) = 1. Elegimos u con el mismo signo que m, de modo que m; > 0.
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De la ecuacion se sigue que u? | n?, digamos n = un;. Asi, la ecuacién pasa a
ser
n? =my(um? — 2amye® + byet).

Como (my,b1) = (mq,e) = 1, los dos factores de la derecha son primos entre
si, luego ambos son cuadrados (notemos que no son negativos). Pongamos que
my = k?. Entonces 6([P]) = [k*u/e?] = [u], y u | ¥'. El ntimero d del enunciado
es la parte libre de cuadrados de u, luego también d | b'. [

Observemos que si queremos aplicar este teorema a la curva E’ en lugar de
E’, entonces E’ pasa a ser la curva

E": Y%= X34 4aX?+ 16bX,
luego el teorema nos da que d | 16b. Sin embargo podemos concluir que en
realidad d | b. En efecto, si P = O es d = 1, si P = (0,0) entonces d es la
parte libre de cuadrados de 16b, que ciertamente divide a b y, en el caso general,
tenemos que P = (z,y) cumple la ecuacion de E”, pero entonces (z/4,y/8)

cumple la ecuacion de E, luego por el teorema x/4 es congruente modulo Q*2
con un entero divisor de b, luego lo mismo le sucede a x.

Otra condicién necesaria sencilla para que un entero d pueda estar en el
grupo de Selmer es la siguiente:

Teorema 8.14 Sean E/Z y E'/Z las curvas elipticas dadas por las ecuaciones
E: Y?=X3+aX?+0bX, E:Y?=X%—-2aX?+VX, b = a? — 4b.
Si [d] € S*(E/Q) y b’ > 0 entonces también d > 0.
DEMOSTRACION: En efecto, la ecuacion
dW? = d* — 2adZ* + b Z*
ha de tener una solucién en R, lo cual es imposible si d < 0. n
Combinando los dos tltimos teoremas obtenemos una cota para el rango:
Teorema 8.15 Sea E/Z una curva eliptica dada por una ecuacion
E: Y?=X"4+aX?+bX.

Sea vV = a® — 4b y sean v, y v el numero de divisores primos de b y b/
respectivamente. Entonces el rango r de E/Q cumple la relacion

r<uvy+uvyg—1.

DEMOSTRACION: Por el teorema 8.13 y la observacion que le sigue, la imagen
de E'(Q)/¢[E(Q)] en Q(S,2) tiene a lo sumo tantos elementos como divisores
libres de cuadrados tiene b, que son 2*2T1. Similarmente, al razonar con E’
obtenemos a lo sumo un grupo de orden 2"**!. Ahora bien, como b’ + 4b = a?,
no puede ocurrir que b’ y b sean ambos negativos, luego el teorema anterior nos
reduce a la mitad uno de los dos 6rdenes, y en total

2 1
ort < ovitrz+ ;

lo que nos da la relacién indicada. [
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Ejemplo El teorema anterior puede usarse para concluir directamente que
una curva tiene rango 0 cuando b = +1 y U’ es potencia de primo. Si b =1
tenemos que b’ = a®> — 4 = (a + 2)(a — 2) no es potencia de primo salvo en los
casos (a,b) = (0,1), (£1,1), (£3,1), (£6,1).

Con b = —1 se ha de cumplir a? 4+ 4 = p”, lo cual sucede, por ejemplo, para

a=0, £1, £2, +£3, +5 £7, +11, +13, +17, +27,...

Esto no agota las posibilidades, pues también estan las curvas con b’ = +1,
como es el caso de (a,b) = (£3,2). n

Veamos otra condicion necesaria para que una clase [d] € Q(S, 2) pueda estar
en el grupo de Selmer. Recordemos que el simbolo de Hilbert en Qj, (admitiendo
p = 00) puede definirse como

(a, B), = 1 si az? + By? = 2?2 tiene una solucion no trivial en Q,,
Tep —1 en caso contrario.

Por ejemplo, es inmediato que («, —a), = 1 para todo a € Q;. No es trivial,
pero se prueba que el simbolo de Hilbert Qy x Q; — {£1} es multiplicativo y
conmutativo. Obviamente entonces sélo depende del resto modulo Q;z de sus
argumentos.

Teorema 8.16 Sean E/Z y E'/Z las curvas elipticas dadas por las ecuaciones
E: Y?=X34aX?+bX, E':Y?=X%—-2aX?+VX, Y = a? — 4b.
Si [d) € S*(E/Q), entonces (d,b), = 1 para todo primo p.

DEMOSTRACION: La ecuacién

dW? = d* — 2adZ” + V' Z*
ha de tener una solucion en Q,. Hacemos z = 1 y llamamos y = Z 2, con lo que
W? = da? — 2axy + (V' /d)y* = d(x — (a/d)y)* + (—4b/d)y>.
Por consiguiente
1= (d,~4b/d), = (d, ~d),(d,b), = (d. ).
"

Para usar este teorema tendremos en cuenta las siguientes reglas de calculo:
Fijamos p < oo y sean €, n unidades p-adicas. Entonces

a) (a, _a)P =1 (ava)p = (a, _1)p‘
b) Sip # 2 entonces (p, €), = (¢/p) (simbolo de Legendre), (¢,7), = 1.

¢) (2,e)2 =1 siysolosie==+1(mdd 8),
(e,m)2 =1siysolosie=1(méd 4) o bien n =1 (mdd 4).
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Notemos por ultimo que (o, 8)oo =1 siy sélosia>00 > 0.

Teorema 8.17 Sea D un entero no nulo y E/Q la curva eliptica dada por la
ecuacion Y2 = X3 + D3. Supongamos que todo primo p | D cumple p = 3 o
bien p =5 (méd 12). Entonces el rango de E/Q esr = 0.

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que D es libre de
cuadrados, pues si D = d2D’, el cambio de variables X = d?X’, Y = d3Y’
transforma la ecuacién en Y2 = X3 + D3,

Como el punto de orden 2 es (—D,0), aplicamos la traslacion X = X' — D,
con lo que la ecuacién se convierte en

E: Y?=X3-3DX?+3D?
que se corresponde con
E': Y?=X*4+6DX? - 3D

En principio vemos que la imagen de E’ contiene a {1, —3}, mientras que la
de E contiene a {1,3}. Vamos a probar que no hay mas posibilidades. Cualquier
elemento de Q(5,2) que esté en la imagen de una de las dos curvas ha de ser de
la forma [d], donde d es un entero libre de cuadrados divisor de 3D2.

Si d es divisible entre un primo p = 5 (méd 12), entonces

(d,£3D?), = (d, £3)p = (p,3)p = (3/p) = (p/3) = (2/3) = —1,

luego [d] no puede estar en las imégenes de E o E'.
La clase [—1] tampoco puede estar en ninguna de las dos imagenes, pues

(=1,43D%)3 = (-1,3)3 = (—1/3) = —1.
Asi pues, el rango r cumple 2772 =22, luego es r = 0. m
Ahora vamos a acotar el rango que una familia de curvas:
Teorema 8.18 Para cada primo impar p, consideremos la curva eliptica
E,: Y?=X3+4pX.
Entonces

0 sip=7,11 (mdd 16),
rangE,(Q) + dimy III(E,/Q)[2] =< 1 sip =3,5,13,15 (mdd 16),
2 sip=1,9 (méd 16).

DEMOSTRACION: Se entiende que el segundo sumando es la dimension de
II(E,/Q)[2] como espacio vectorial sobre Z/27Z. Por simplicidad llamaremos E
a E, y E’ ala curva

Y? = X3 —4pX.
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Tenemos que Q(S,2) = {£1,£2,4+p,+2p}. Ademés 1,p € SQB(E’/Q) Y,
como p > 0, el teorema 8.14 implica que las clases con representante negativo
no estan en el grupo de Selmer. Ademas, el espacio homogéneo

Ch: 2W? =44 pz*

cumple C%(Q2) = @, pues todo punto racional ha de ser entero, pero entonces
va(Z) > 1, luego v (W) > 1, luego v2(4) > 3, contradiccion.
Con esto podemos concluir que S?(E’/Q) = {1,p}.

Por otra parte tenemos que 1, —p € S?(E/Q). Vamos a estudiar qué sucede
con los elementos restantes de Q(.5, 2).

d = —1 Se cumplira que —1 € S?(E/Q) si y solo si la ecuacion
W2 +1=4pz*

tiene solucién en Q2 y en Q,,. Es claro que una solucién en Qf, ha de estar
de hecho en ZZ, y entonces W2 = —1 (méd p). Esto tltimo sucede si y
solo si p = 1 (méd 4). Reciprocamente, si la congruencia tiene solucion,
el criterio enunciado en la pagina 21 (que vamos a usar repetidamente sin
més referencia) nos da que la ecuacion tiene solucion en Q3.

Concluimos que C_1(Q2) # @ siy solo si p = 1 (mdd 4). Bajo esta hi-
potesis, estudiamos la existencia de soluciones en Q2. Si p = 1 (mdd 8)
hacemos el cambio (Z, W) = (Z'/4,W’'/8), con lo que la ecuacion se con-
vierte en

W2+ 64 =pzt.

Tenemos que (Z,W) = (1,1) es una solucion modulo 8, que da lugar a
una solucién en Q3.

Si p = 5 (méd 8) hacemos (Z, W) = (Z/2,W/2), con lo que la ecuacion
pasa a ser

W2 +4=pz*,
y la solucién (Z,W) = (1,1) médulo 8 da lugar a una solucién en Q3.
En definitiva, si p = 1 (mdd 4), no s6lo C_1(Q,) # @, sino que también
C_1(Qq) # @. Asi pues:

—1€ S%E/Q) siy solosip=1(méd 4).

d = —2 El espacio homogéneo C'_5 tiene por ecuacion

W2 +4+2=2p7%

Todo punto racional en Q, es entero, y da lugar a la congruencia

W? = -2 (méd p).
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Reciprocamente, una solucién de esta congruencia proporciona un punto
racional. Asi pues,

C_2(Q,) # @ siysolosip=1, 3 (méd 8).

Por otra parte, una soluciéon en Q5 ha de ser entera y ademas ha de cumplir
v2(W) > 1. Haciendo (Z,W) = (Z',2W’), basta ver si la ecuaciéon

2W?2 +1=pz*

tiene soluciones en Zy. Sip = 11 (méd 16), la ecuacion no tiene soluciones
modulo 16, luego tampoco las tiene en Zy. En los otros casos, para pasar
a una solucién en Zs necesitamos soluciones médulo 32 con Z impar. La
tabla muestra que siempre existen (suponiendo p = 1,3 (mdd 8)):

p(méd 32) | 1 3 9 17 19 25
(zw) [(10) ,11) (1,2) (3,00 (1,3) (3,2)

La conclusién es que —2 € S?(E/Q) si y solo si p=1,3,9 (méd 16).
d = 2 Ahora la ecuacién es

W?2=2-2p7%

La discusién es muy similar a la del caso anterior. La existencia de solucién
en Q, equivale a que la congruencia W2 = 2 (méd 0) tenga solucion, lo
cual equivale a que p = 1,7 (méd 8).

Si p = 1 (mdd 8) sabemos que —1, —2 € S?(E/Q), luego también se
cumple que 2 € S?(E/Q). Falta estudiar el caso p = 7 (méd 8). Podemos
hacer el cambio (Z, W) = (Z/,2W’) y pasar a 2W? =1 — pZ4.

Si p = 7 (méd 16) no hay soluciones modulo 16 y si p = 15 (méd 16)
entonces tenemos las soluciones siguientes modulo 32:

B (1,3) sip=15 (méd 32),
(Z,W) = { (1,1) si g = 31 (mdéd 32).

La conclusioén es que
2 € S?(E/Q) siy solosip=1,9,15 (méd 16).

Con esto tenemos informacién suficiente para concluir que

2 sip=7,11 (méd 16),
IS?(E/Q)| =< 4 sip=3,5,13,15 (méd 16),
8 sip=1,9 (mdd 16).

Las sucesiones exactas (8.4) y (8.3) nos dan que
dim E(Q)/2E(Q) + dima E'(Q)[6]/¢[E(K)[2]]

- =dim Q) /SIE'(Q)] + dimy E'(Q) /¢[E(Q)]
= dimy S?(E'/Q) — dimy II(E'/Q)[¢] + dimg S?(E/Q) — dim, II(E/Q)[4].
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El teorema 7.18 muestra que tanto E(Q) como E’'(Q) tienen exactamente
dos puntos de torsion, luego

dims E'(Q)[]/¢[E(K)[2] = 1, dimg E(Q)/2E(Q) = r + 1,

dondfs r es el rango de E(Q). Por otra parte, hemos visto que todos los elementos
de S?(E’/Q) estan en la imagen de 6, luego III(E’/Q)[$] = 0. Ahora nos fijamos
en la sucesiéon exacta

0 — II(E/Q)[g] — UI(E/Q)[2] - UI(E'/Q)[] = 0,
de la que obtenemos que
dimy I(E/Q)[¢] = dim, II(E/Q)[2].
En total llegamos a que
r+2 =1+ dimy S?(E/Q) — dim, III(E/Q)[2].

De aqui se sigue inmediatamente la férmula del enunciado. L]

Vamos a usar el teorema anterior para dar ejemplos de curvas cuyo grupo
de Tate-Shafarevich no es trivial. Vamos a usar una consecuencia de la ley de
reciprocidad bicuadratica: Todo primo p = 1 (méd 8) puede expresarse en la
forma p = A% + B2. Se cumple que 2 es un resto bicuadratico médulo p si y
solo si 8 | AB.

Teorema 8.19 Sea p = 1 (mdd 8) un primo tal que 2 no sea un resto bicua-
drdtico médulo p. Entonces la curva E/Q dada por Y? = X3 + pX tiene rango
0y II(E/Q)[2] 2 Z/2Z x Z]2Z.

DEMOSTRACION: En la prueba del teorema anterior hemos visto que
SY(E/Q) = {£1,£2, +p, +2p}.

Basta probar que la imagen de J esté formada inicamente por los dos puntos
obvios: 1y —p. A su vez, para ello basta probar que los espacios homogéneos
C_1, Cy y C_45 no tienen puntos racionales en Q.

Consideramos primeramente los espacios Cto, dados por
+W? =2 —2p7%.
Haciendo Z = r/t, con r, t € Z primos entre si, la ecuacion se convierte en
+(2W)? = 2t* — 2pr,

de donde se sigue que t*W € Z y ademés es par. Digamos, pues, que W = 2s/t2.
Ahora la ecuacion es
+25% =1 — prt,
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Observemos que p no puede dividir a s ni a ¢, pues si dividiera a uno dividiria
a los dos, y también a r. Por lo tanto, tenemos la congruencia

+25% = t* (méd p),

donde los dos miembros son no nulos.

Si ¢ es un primo impar que divida a s, entonces (p/q) = 1. (Notemos que
g 1 r.) Por lo tanto (¢/p) = 1y, como también (2/p) = 1, concluimos que
(s/p) = 1. Asi pues, s = u? (mdd p), y llegamos a que

+2u* = t* (méd p).

Ahora bien, —1 es un resto bicuadréatico moédulo p. Basta considerar v(P—1)/8,
donde v es una raiz primitiva de la unidad moédulo p. Concluimos que 2 es un
resto bicuadratico modulo p, en contra de lo supuesto.

Consideremos ahora el espacio C_;, cuya ecuacion es —W? = 1 — 4pZ*.
Expresemos Z = r/2t, donde r, t € Zy (r,t) = 1 (pero admitimos la posibilidad
de que r sea par). Entonces —(2t2W)?2 = 4t* — pr*, de donde s = 2t°W € Z y
la ecuacion se convierte en

s2 + 4t = prt.

Ahora es facil ver que r ha de ser impar, pues si r = 27’ entonces s = 25,
la ecuacién se convierte en 5’2 +t* = 16pr, con lo que s’ es impar (ya que ¢ ha
de ser impar por ser primo con r), y esto es imposible médulo 8.

Por otra parte, el hecho de que (r,t) = 1 implica que p{ sy p1t, de donde
a su vez (s,t) = 1. Por tdltimo, la ecuacion médulo 8 nos da que ¢t = 2u, con lo
que

52 + 64u’ = pri, (s,u) =1.

Vamos a trabajar en el anillo Z[i]. Tenemos que
prt = 52 + 64u* = (s + 8u?i)(s — Su?i).

Los factores de la derecha no son divisibles entre enteros, luego r no puede
ser divisible entre primos ¢ = —1 (mdd 4) (pues también son primos en Z[i]).
Como ademas es impar, su factorizacion ha de ser de la forma

r =[x,
J
para ciertos primos de Gauss imaginarios ;.

Por otra parte, p = A2+ B? = (A+ Bi)(A— Bi), donde A, B € Z y podemos
suponer que A es impar. Si probamos que 8 | B tendremos que 2 es un resto
bicuadratico médulo p, en contra de lo supuesto, y el teorema quedaré probado.
Para ello observamos que

prt = (A + Bi)(A - B)[Iri7?t = (s + 8u®i)(s — 8u%i).
J
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Como los factores de la derecha no son divisibles entre enteros, ajustando la
notaciéon podemos suponer que
(A+ Bi)[Ir} = s + 8u”i.

J

Podemos suponer que m; = a;+2b;i, con a; impar. (Ello implica multiplicar
m; por una unidad adecuada, pero como en la expresién que tenemos aparece
elevado a la cuarta, la unidad desaparece.) Entonces 7r;-L = a? = 1 (mdd 8),
luego A + Bi = s (méd 8), lo que implica que 8 | B. "

Ejemplo El teorema anterior se aplica, por ejemplo, a los primos
17=124+42, 41=5%+42, 97=9%24+42 193 ="72412°

Asi pues, Y2 = X3 4+ 17X es un ejemplo de curva eliptica sobre Q con grupo
de Tate-Shafarevich no trivial. L]

Ejercicio: Para cada primo impar p, sea E,/Q la curva Y2 = X% — pX. Entonces

0 sip=3,11,13 (méd 16),
rangF,(Q) + dime, II(E,/Q)[2) = ¢ 1 sip=5,7,9,15 (mdd 16),
2 sip=1(mdd 16).

8.4 Curvas sin puntos de orden 2

En esta secciéon daremos una cota para el rango de una curva eliptica E/Q
sin puntos racionales de orden 2. El punto de partida ser4 el teorema siguiente:

Teorema 8.20 Sea E/Q una curva eliptica dada por una ecuacion de Weiers-
trass de tipo b: Y2 = f(X). Supongamos que E(Q) no contiene puntos de orden
2, es decir, que el polinomio f(X) no tiene raices en Q. Sea A una raiz de f(X)
y L =Q()\). Entonces, la aplicacion 6 : E(Q) — L*/L*? dada por

[leP)- A siP#£O,
5(P){[1] §iP=0,

es un homomorfismo de grupos, que induce un monomorfismo
§: B(Q)/2E(Q) — L*/L*%

DEMOSTRACION: Como E(L) tiene un punto de orden 2 (a saber, el punto
T = (\,0)), podemos aplicarle el teorema 8.11, que nos da un homomorfismo
E(L) — L*/L*? cuya restriccion a E(Q) es el homomorfismo del enunciado.
(Notemos que en 8.11 es 6(P) = [z(P)] porque hemos trasladado la curva para
tomar A = 0.)

Hemos de probar que el nicleo de § es 2E(Q). Ciertamente, si P € 2E(Q)
se cumple §(P) = 1. Reciprocamente, si se cumple §(P) = 1, tenemos que
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2(P) — A es un cuadrado en L. Si llamamos L’ a la adjuncion a Q de las tres
raices de f(X), aplicando automorfismos de L' /Q obtenemos que lo mismo vale
si cambiamos A\ por cualquiera de las otras dos raices, y a su vez esto implica
que P estéa en el nicleo del homomorfismo descrito en el teorema 8.2 para la
curva E/L’, es decir, que P € 2FE(L’). Digamos que P = 2Q, con Q € E(L').
Falta probar que podemos tomar @ en E(Q).

Llamemos G = G(L'/Q). Para cada o € G se cumple 2Q = P = P? = 2Q°,
luego Q7 = Q + Ty, con T, € E[2]. Se comprueba inmediatamente que {7y},
es un cociclo que determina una clase en H'(G, E[2]). Si probamos que este
grupo es trivial, entonces existe un 7' € E’'[2] tal que T, = T — T, para todo
c€G, luego (Q+T) =Q+T,luego Q' =Q+T € E(Q)y P=2Q".

Si el grupo G = (o) es ciclico de orden 3, entonces el grupo de cohomologia
es trivial, pues puede calcularse como

HYG,E[2) ={P € E[2] | P+P° +P° =0} /{P € E[2]| P°— P =0}.

Si G es el grupo completo de las permutaciones de las tres raices de f(X),
también puede verse como el grupo de las permutaciones de los tres puntos
de orden 2, con lo que el subgrupo ciclico H de orden 3 cumple también que
H'(H,E[2]) =0, y en general tenemos la sucesion exacta

0 — 1 (a/m,0) 2 1, ER) RS m @, e = o,
donde el 0 del grupo de la izquierda es el subgrupo de los elementos de E[2]
fijados por H, y claramente concluimos que H'(G, E[2]) = 0. "

Nuestro problema es, una vez mas, acotar la imagen de §. Consideremos
ahora una ecuacion de Weierstrass general con coeficientes enteros:

E:Y?+ a1 XY +a3Y = X3+ asX? + ay X + ag, a; € 7.

De ésta se puede pasar a una ecuacion en forma b:

b b4 be
Y2=X34 Z2X2 4 X+ 2 b; €7
+ 1 + 5 + 1 € 4,
y, a su vez, un cambio de la forma X = 272X’ Y = 27%Y" la transforma en
una ecuacion

E':Y? = X5 422725, X7 4 287 by X + 257 2bg,

donde i € Z es el minimo para el cual los coeficientes siguen siendo enteros.
Diremos que esta ecuacion es 2-minimal de tipo b (lo que no significa que sea
2-minimal en el sentido de que la curva E'/Q2 tenga discriminante minimo,
pues puede haber ecuaciones de tipo a con discriminante menor). Llamemos
f(X) al miembro derecho de esta ultima ecuacion. Segun las observaciones
tras la definicién 2.5, tenemos que el discriminante Dy de este polinomio es
Dy = A/16, donde A es el discriminante de la ecuacion 2-minimal.
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Supongamos ahora que E(Q)[2] = 0, que es equivalente a E'(Q)[2] = 0y
a su vez se traduce en que f(X) no tiene raices en Q, luego es irreducible en
Q[X]. Llamemos A, X y X a las raices complejas de f(X). Sea O el anillo de
enteros algebraicos del cuerpo ctubico L = Q(A). Tenemos que Z[A] C O, pero
no tiene por qué darse la igualdad. Consideramos el indice

=102\ = /Ds/Dv,

donde Dy, es el discriminante del cuerpo L. Por ultimo necesitamos una defini-
cion adicional:

Definiciéon 8.21 Una curva eliptica E/Z es cuasisupersingular en 2 si cumple
las cuatro condiciones siguientes:

a) E(Q)[2] = 0, con lo que, con la notacion precedente, L = Q(\) es un
cuerpo ciibico.

b) 2 se ramifica en L, es decir, existe un (anico) primo no arquimediano p en
L tal que vp(2) > 2.

c) Sip es el primo considerado en b), entonces v, (A) > 2.

d) Existe un natural impar N tal que para todo (z,y) € NE'(Q), donde
E'/Z es la ecuacion 2-minimal de tipo b de E/Q, se cumple v,(z) < 0.

La unicidad en b) se sigue de que cada primo racional se descompone a lo
sumo en tres primos de L. Notemos que estas propiedades no dependen de la
eleccién de A\. Vamos a probar que las curvas con reducciéon supersingular en 2
cumplen estas propiedades, si bien encontraremos ejemplos de curvas cuasisu-
persingulares en 2 con reduccién ordinaria.

Teorema 8.22 Si E/Z es una curva eliptica dada por una ecuacion de Weiers-
trass con reduccion supersingular en 2, entonces es cuasisupersingular en 2. Mds
atn, 2 se ramifica totalmente en L y m = \/2 cumple vy(m) = 1.

DEMOSTRACION: Que la curva E(Z/27) sea supersingular equivale a que su
discriminante sea 1 y su invariante 0. Esto implica que as es par, con lo que
by = 4b, y by = 2b)), con b, b, € Z. Por otra parte, bg ha de ser impar (o el
discriminante seria nulo moédulo 2). Esto implica que en f(X) ha de ser i = 1,
luego

f(X) = X3 +4b, X? + 16b, X + 16bg.

La igualdad f(\) = 0 equivale a
78 4 202 4 4bym + 2b = 0.

Vemos, pues, que 7 satisface una ecuacién de Eisenstein. Esto prueba que
7 es primo en Qqo(7) y que la extension Qo(7)/Q2 es totalmente ramificada.
Ademas f(X) resulta ser irreducible, luego se cumplen las tres primeras pro-
piedades. Para la tdltima podemos tomar N = 15. En efecto, es facil ver que
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de las 32 ecuaciones de Weierstrass con coeficientes en Z/27 solo 8 correspon-
den a curvas supersingulares, y el nimero de puntos varia entre 1, 3 y 5. Asi
pues, 15E(Q) C E1(Q), donde E1(Q) es el nicleo de la reduccion modulo 2.
Segtin las observaciones tras la definicion 6.17, tenemos que vo(P) > 1 para
todo P € 15E(Q), luego va(x) = —2v9(P) < —2. El isomorfismo entre £y E’
cumple X’ = 4X, luego si (z,y) € 15E'(Q), entonces vy(z) < 0. n

El resultado que perseguimos es el siguiente:

Teorema 8.23 Sea E/Z una curva eliptica tal que E(Q)[2] =0 y sea f(X) el
miembro derecho de su ecuacion 2-minimal de tipo b. Sea \ una raiz compleja
de f(X) y L =Q(\). Sea Dy, el discriminante del cuerpo L, sea O su anillo
de enteros algebraicos, sea I el indice de Z[N\] en O y sea H el grupo de clases.
Entonces, el rango r de E(Q) satisface la desigualdad

r < np +2n, + ng + np,

donde

o) ny = 1 siDp <0,
L7Y2 siDp>o0.

b) n, es el nimero de primos p | I con tres divisores distintos en L.

c) ng es el nimero de primos q | I con ezactamente dos divisores distintos

en L.

La cota anterior puede reducirse en una unidad si ademds E es cuasisuper-
singular en 2 y, llamando p al primo de L que cumple v,(2) > 2, se cumple que
O contiene una unidad ¢ = 1 (méd p?).

DEMOSTRACION: Sea E’/Z la curva dada por la ecuacién 2-minimal de tipo
b de E. Podemos aplicarle el teorema 8.20 y considerar el monomorfismo

§: E'(Q)/2E'(Q) — L*/L*%

El mismo razonamiento que en la prueba de 8.13 nos da que todo punto no
nulo de E'/Q es de la forma (m/e? n/e?), con m,n,e € Z, e > 1, (m,e) =
(n,e) = 1. Por lo tanto, la imagen de § es el Z/2Z-espacio vectorial

V ={[m—Xe?] | (m/e*,n/e) € E'(Q)}.

(En principio faltarfa anadir 6(O) = [1], pero esta clase aparece ciertamente
como imagen de otros puntos no nulos.) Segtn hemos visto al principio del
capitulo, el rango r de E/Q (o de E’/Q) cumple |V| = 2". De la relacién

n? = (m—Xe)(m — Ne*)(m — \'e?)

deducimos que todo ideal p de L que tenga exponente impar en m — Ae? debe
dividir a v = (m — Xe?)(m — \"e?), luego también a (m — \e?, 7).
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Pongamos que f(X) = X?+aX?+bX +c. Entonces, el desarrollo de Taylor
de f(X) en A es

FX) = (X =N (\) + (B +2a)(X — N2 + (z — ).

6

Evaluamos en X = m/e? y multiplicamos por €%, con lo que obtenemos

(m — Xe?)y =n? = (m — AeD)et f/(N) + (3\ + 2a)e?(m — Xe?)? + (m — Ae?)?,
de donde
e*f'(A) = v — (m— Ae®) ((3X + 2a)e® + (m — Ae?)).

Observemos que si p | (m — Ae?,7), como (m,e) = 1, tenemos que p { e, y la
igualdad anterior nos permite concluir que

vp(f'(N)) = min{vy(m — Ae?), vy (7)}.

Esto prueba que (m — Xe2,v) | f/(A) = (A — X)(A = X’), y en particular
(m —Xe?,7) | N(f'(\)) = —=Dy. (La norma es la de la extension L/Q.)

En definitiva hemos probado que
m — Ae? = ab?,
donde a es un ideal libre de cuadrados a | Dy. Ademas
N(m — Ae?) =n* = N(a) N(b)?,

luego N(a) es un cuadrado.

Un primo racional p puede factorizar en L de cinco formas distintas (donde
p; representa a un primo de norma p‘):

p=ps, P=Pi, P=pid, P=pide, P=pidit.

En los dos primeros casos ha de ser (p,a) = 1, o de lo contrario v,(N(a))
serfa impar y la norma no serfa un cuadrado.

En el tercer caso, o bien (p,a) =1 o bien p1q1 | a y v,(N(a)) = 2.

En el cuarto caso o bien (p,a) =1 o bien p1{a, g2 | ay v,(N(a)) = 2.

En el quinto caso, o bien (p,a) = 1 o bien a es divisible exactamente entre
dos de los tres factores primos, y entonces v,(N(a)) = 2.

Vamos a ver que sip | N(a), entonces p | I. Razonamos segun la factorizacion
de p:

En el tercer caso tenemos que p1q; | m — Ae?, luego
plpial vy piat | (m— Ae®)?,

luego
2_2)\ 2 )\2 4
§= M ENE g ez
p
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Ademas § ¢ Z[\], pues ello implicaria que p | e, pero (e,n) = 1. Esto
implica que p | I, pues basta considerar el modulo M = <17 A A2, 5> y examinar
la sucesion

pM CZIN C M CO.

Tenemos que |M : pM| =p?, |0 : Z[\]| = I, |M : Z[N]| # 1.

En los casos cuarto y quinto p no se ramifica en L, luego p t Dy, aunque
p| Dy, luego p | I.

Esto hace que a sélo pueda variar en un conjunto de 22"»+74 ideales, donde
np es el numero de divisores de I con factorizacién de tipo 5 y ng, el nimero
de divisores con factorizaciones de tipo 3 o 4. (Notemos que son los nameros
definidos en el enunciado.)

Para cada ideal a que pueda obtenerse a partir de un punto (no nulo) de
E’'(Q), escogemos un p, = m— e, de modo que i = ab2. De este modo, para
un punto (no nulo) arbitrario de E’(Q) tenemos que

m — Ae? = pq(bb )%

Vemos que bb;! € H[2]. Sean cy,...,c,, ideales cuyas clases formen una
base de H[2] y sea ¢? = (¢;). Entonces

(b6 )2 = a%¢]t -l
para cierto o € L* y ciertos j; € {0,1}. Asi,
m— Ae? = euaae] - €N (8.6)

para cierta unidad € de L.

Ahora observamos que podemos tomar A real y, si Dy > 0, es decir, si f
tiene tres raices reales, podemos tomar como A la menor de ellas. Esto implica
que m—Xe? > 0, pues si ) es la tinica raiz real entonces m— \e? y m — \’e? son
conjugados, luego su producto es positivo. En particular p, > 0. Cambiando
& por —¢&; si es necesario, podemos suponer que todos son positivos, (son reales
porque estan en L) luego concluimos que € > 0.

Como L es real, el subgrupo de torsiéon de su grupo de unidades tiene orden 2,
luego el subgrupo de las unidades positivas es libre y su rango es ny, luego hay
2™t unidades médulo L*.

Con esto concluimos que |V| < 27, donde n = ng, + 2n, + ng + np.

Por tltimo veamos que con las hipotesis adicionales podemos probar que la
unidad e del enunciado no puede aparecer en (8.6) con a = 1y j; = 0. Esto
implica que |V| < 2", luego |V| < 2"~ 1L.

Sea N el namero natural dado por 8.21. La restriccion de § a NE'(Q)
tiene nicleo 2NE'(Q), y NE'(Q)/2NE'(Q) = E'(Q)/2E'(Q). Esto hace que la
imagen (finita) de NE'(Q) sea la misma que la de E'(Q), es decir,

V= {lm—2xe’] | (m/e*,n/e’) € NE'(Q)}.
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Todos los razonamientos precedentes siguen siendo validos si partimos de
esta representacion de V', pero ahora tenemos ademas que m y n son impares
(por la propiedad de N).

Como p? | 2y p? | A, vemos que m — Ae? = 1 (méd p?). En particular
tenemos que p; = 1 (méd p?). Basta ver que la congruencia

ea? =1 (méd p?)

es imposible para todo o € L*. Ello se debe a que todo a € L* es congruente
moédulo p? con uno de los restos 0, 1, 7, 1+, luego o? = 0,1 (méd p?) y por
lo tanto ea? = 0,1 + 7 (méd p?). .

Ejemplo La curva eliptica dada por la ecuacion
Yi4Y =X3 - X?

tiene rango 0.

En efecto, el discriminante es A = —11 y j = —2'2/11, luego la curva tiene
reducciéon supersingular en 2. La ecuaciéon 2-minimal de tipo b es

Y?=X%-4X?+16, D;=-2%11.

Si A es una raiz del miembro derecho y m = A\/2, entonces 7 satisface la
ecuacion de Eisenstein
7 — 212 +2=0.

El discriminante del orden Z[r] es —22 - 11, y una comprobacién rutinaria
muestra que el 22 no puede eliminarse, de modo que O = Z[r] y Dy, = —22 - 11.
La constante de Minkowski para el cuerpo L es M; 1 = 0.28295, por lo que todo
ideal de L es equivalente a uno de norma menor que M; 1/|Dy| = 1.87, luego el
nimero de clases es h = 1. Ademas, ahora es claro que I = 22 y por el teorema
8.22 sabemos que 2 se ramifica completamente en L, luego n, = ny, = ny = 0.
Ademas ny, = 1 y con esto obtenemos la cota r < 1 para el rango.

La cota puede ser reducida una unidad tomando € = 1 — 7, pues, llamando
g(X) = X3 —2X? 42, es claro que N(1 — 1) = g(1) = 1, luego € es una unidad
y, como p | 2, se cumple € = 1 + 7 (méd p?). Esto nos permite concluir que el
rango es 0. ]

Ejercicio: Demostrar que las tnicas soluciones racionales (y a fortiori enteras) de la
ecuacion Y2 +Y = X3 — X2 son (0,0), (1,0), (1,—1), (0, —1).

Ejemplo La curva eliptica dada por la ecuacion
Yi4Y =X3-7

tiene rango 0.
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Tenemos A = —3?, j = 0, luego la curva tiene reduccién supersingular en 2.

La ecuacién 2-minimal es Y2 = X3 — 2%.33, con Dy = —28 .39 Obviamente

L = Q(V/2), y entonces O = Z[V/2], D, = —22 - 33, con lo que I = 63. Es facil

comprobar que ny, = 1, n, = ng = ny = 0, lo que nos da la cota r < 1 para el

rango, que puede ser rebajada a r = 0 mediante la unidad € = 1 4+ /2 + /4.
|

Acabamos de probar que la curva Y? = X3 — 432 tiene rango 0, y en el
primer ejemplo de este capitulo hemos visto que esto equivale a que la ecuaciéon
de Fermat X2 + Y3 = Z2 no tiene soluciones no triviales.

Ejemplo La curva eliptica dada por la ecuacion
Y24Y =X3-X

tiene rango 1.

Ahora tenemos A = 37, j = 2!2.33/37, luego de nuevo la reduccién en 2 es
supersingular. La ecuacion minimal es Y2 = X3 — 16X + 16, con Dy = 28 - 37.
Si A es una ecuacion del miembro derecho y m = A/2, la ecuacion de 7 es

7 —dr+2=0.

El orden Z[r] tiene discriminante 22-37, y una comprobacién rutinaria mues-
tra que el 22 no se puede eliminar, con lo que O = Z[rx], Dy, = 2%2.37, I = 8.

Todo ideal de L es equivalente a otro de norma menor que Ms o/ Dy =
0.22223-v/22 - 37 = 2.7, pero es obvio que N(7) = —2, luego 2 = (7) y concluimos
que el nimero de clases es h = 1. Por lo tanto ny = 2, n, = ny = np, = 0.
Esto nos proporciona una cota r < 2 para el rango, que puede ser rebajada a
r < 1 con la unidad € = —3 + 72. (Una comprobacién rutinaria muestra que
N(e) =1.)

Por otra parte, es claro que (0,0) € E(Q) y la formula de duplicacion nos

da que
21 —69

Este punto no puede ser de torsion, luego r = 1. [

El ejemplo de Selmer En la introducciéon hemos anunciado que la curva
3U° +4V3 +5W° =0

tiene puntos racionales en todas las compleciones Q, de Q pero no tiene puntos
racionales en Q. La primera parte la hemos probado en la pagina 21, y en la
péagina 35 hemos visto que para probar la segunda basta ver que la curva eliptica

Y2 = X3 — 432602
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no tiene puntos racionales distintos de O. El teorema 7.19 prueba que la curva
no tiene puntos de torsion distintos de O, luego basta probar que su rango es 0.
La ecuacion es ya de tipo b, pero no es minimal. La ecuacién minimal es

Y2:X3*22‘35'52,

luego Dy = —2%.313 . 54,

Si llamamos A = v/22-35.52 y 1 = /30, entonces A = 3u® y p = \?/270,
luego L = Q(\) = Q(u) es un cuerpo ciibico puro, cuyo anillo de enteros es'
O=2Z[u], Dy =-22-3°.52, [ =2.3%.5

Todo ideal de L es equivalente a uno de norma menor que Mi;+/|Dy| = 44,1.
La tabla siguiente contiene todos los ideales (p,n) primos de L de norma menor
que 44 junto con N(7). Para calcular las normas observamos que

N(p +a) = a® + 30.
(Mas en general, se cumple que

N(a + by + cu?) = a® + 300® — 90abe + 900c°.)

(p,n) N(m) | (p,n) N(m) | (p,n) N(n)
(2, 10) 2-3-5 | (3, ) 2-3-5 | (5, ) 2-3-5
(1,p—2)| 2-11 (17, p—4) | =217 (19u+2) 219
(19,443) | 3-19 (19,4 —5) | =5-19 (23,4 +9) | 3-11-23
(29,1 —1) | 29 (31,u+1)| 31 (31, +5) | 5-31
(31, u—6) | —2-3-31 | (41,u+6) | 2-3-41

Por otra parte, N(u — 3) = 3, luego 3 = (1 — 3) es principal. Pongamos
que 2 = p2 vy 5 = q°. Con la ayuda de un ordenador no es dificil ver que
N(p?+3p+10) = 10, luego ha de ser u? +3u+ 10 = pq y, en el grupo de clases,
0] = [p] L.

Sit= (11,u — 2), vemos que p — 2 = pr, luego [t] = [p]~! = [q]. De mismo
modo se descartan los restantes primos de la tabla, con lo que el grupo de clases

H = {[1],[p],[a]}. Como [p]*> = [1], el nimero de clases es h = 1 o h = 3.
Puede probarse que h = 3, pero a nosotros nos basta con saber que es impar,
pues entonces ny, = 0. También es claro que n, = ny = 0, ny, = 1. Con esto
obtenemos para el rango la cota r < 1.

Vamos a ver que la curva es cuasisupersingular en 2 (si bien no tiene reduc-
cion supersingular). La tnica propiedad de la definicion que no es obvia es la
altima. Vamos a ver que se cumple con N =1, es decir, hemos de probar que
si un punto (z,y) € Q? cumple y? = 23 — 22 . 3. 52, entonces vz (z) < 0.

Supongamos que, por el contrario, z = 2%2’, con ve(z’) = 0, a > 0. Entonces
y =2y, donde vy (y’) = 0, y la ecuacion se transforma en

Y% = 932,13 _ 35 . 52
de donde
230725 — 3 =1 (méd 8).

1Ver el teorema 2.27 de mi Teorfa de Ntumeros.
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Esta congruencia es obviamente imposible si a > 1, y para a = 1 se reduce a
27" =4 (méd 8),

lo que nos da la contradiccion ve(z') > 1.

Para reducir la cota basta considerar la unidad € = 1 + 9u — 3u2. L]






Capitulo IX

Puntos enteros

Hasta ahora hemos estudiado esencialmente el grupo de puntos racionales de
una curva eliptica. Ahora nos ocuparemos de los puntos enteros. El resultado
maés importante de este capitulo sera un teorema de Siegel en virtud del cual toda
curva eliptica contiene a lo sumo un nimero finito de puntos con coordenadas
enteras. Dicho teorema se basa en un profundo resultado sobre aproximacion
diofantica conocido como teorema de Roth. Antes de entrar en estas cuestiones,
dedicaremos la primera seccién a probar algunos hechos mas sencillos.

9.1 Resultados elementales

Los resultados de esta seccion son consecuencias del teorema siguiente:

Teorema 9.1 Sea K un cuerpo numérico y O su anillo de enteros. Sea E/K
una curva eliptica dada por una ecuacion de Weierstrass con coeficientes en O
y P € E(K) un punto tal que nP tiene coordenadas en O para cierto n € Z.
Entonces P tiene también sus coordenadas en O.

DEMOSTRACION: Si P = (z,y) no tiene coordenadas en O, entonces existe
un primo p no arquimediano tal que vy (z) < 0 o bien vy(y) < 0. Esto implica
que vp(P) = m > 0 (ver 6.17) o, equivalentemente, que P € E,,(K). Como
este conjunto es un subgrupo, también nP € F,,(K), lo que implica que nP no
tiene coordenadas enteras, contradiccion. [

De aqui podemos deducir un criterio que a veces nos permite encontrar una
base del grupo de puntos racionales de una curva eliptica sobre Z de rango 1.
Consideremos en principio una curva eliptica E/R definida mediante una ecua-
cion de Weierstrass de tipo b. Si su discriminante cumple A > 0, entonces el
miembro derecho de la ecuacién es un polinomio con tres raices reales, digamos
A < M < X', Esto hace que E(R) tenga dos componentes conexas:

E°(R) = {P € E(R) | (P) > \"}u {0},
E'R)={Pc ER)|X<x(P) <X}

251
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Se cumple que E°(R) es un subgrupo de indice 2 en E(R). (Esto es un
caso particular de un hecho general sobre grupos topologicos: las componentes
conexas son las clases de congruencia del subgrupo formado por la componente
conexa del elemento neutro.)

Si la ecuacion de Weierstrass no es de tipo b todo sigue siendo cierto, pues
el isomorfismo que la transforma en una ecuacioén de tipo b conserva el discri-
minante y la coordenada .

Si la curva esté definida sobre Q, podemos considerar igualmente el subgrupo
E°(Q) = E°(R) N E(Q), asf como E'(Q) = E*(R) N E(Q). O bien E°(Q) tiene
indice 2 en E(Q), o bien E'(Q) = @.

Teorema 9.2 Sea E/7Z una curva eliptica dada por una ecuacion de Weiers-
trass que cumpla las condiciones siguientes:

a) El rango de E(Q) es 1.

b) E(Q) contiene un punto @ de orden infinito tal que Q + T es entero para
todo punto T' € Eio,(Q).

c) A>0.

d) BY(Q) # 2.

Entonces E(Q) = Fio:(Q) @ (P), para cierto punto P € E*(Q) con coorde-
nadas enteras.

DEMOSTRACION: En principio sabemos que existe un punto R € F(Q) tal
que E(Q) = Fio:(Q) & (R). Entonces existe unn € Z y un T € F;,(Q) tal
que nR =T + Q. Por hipotesis nR tiene coordenadas enteras y, por el teorema
anterior, R también.

Es claro que E(Q) = Fio,(Q) ® (R+ T), para todo T € Ei,(Q), luego en
realidad hemos demostrado que R+ T tiene coordenadas enteras cualquiera que
sea T. Basta probar que podemos elegir T' de modo que R+ T € E'(Q). En
caso contrario, en particular tendriamos que R € E°(Q) y como E°(Q) es un
subgrupo, también Ei,(Q) C E°(Q), de donde llegamos a que E(Q) C E°(Q),
en contra de lo supuesto. L]

Observemos que E'(Q) puede contener a lo sumo un niimero finito de puntos
con coordenadas enteras, y que éstos son faciles de encontrar.

Ejemplo La curva E’/Q dada por
Y? = X3 +12X? — 32X, A=218.17,

tiene rango 1, segtin hemos visto en el ejemplo de la pagina 231, donde nos ha
aparecido como “pareja” de la curva E/Q de ecuacion

Y? =X%—6X%2+17X, A=-29.172
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Es facil ver que Ef,,.(Q) = {(0,0)}, asi como que los Gnicos puntos enteros de
E'(Q) son (—4,+16). Ademas, (—4,16) + (0,0) = (8,32), luego por el teorema
anterior

E'(Q) = ((0,0)) @ ((—4,16)).

No podemos aplicar el teorema anterior a la curva E, pues tiene discrimi-
nante negativo. Sin embargo, vamos a ver que

E(Q) = ((0,0)) @ ((4, —6)) .

Para ello consideramos la isogenia ¢ : E — E’, cuya isogenia dual viene

dada por
- Y? Y(-32-X?)
HXY) = <4X2’ 8X?2 ) '

Aplicandola al punto (—4,16) obtenemos ¢(—4,16) = (4, —6). Este punto
tiene la propiedad de que ¢(4, —6) = 2(—4, 16).

Pongamos que E(Q) = ((0,0)) ® (P). Entonces (4, —6) = u(0,0) + vP, con
u, v € Z. Aplicando ¢ obtenemos que 2(—4,16) = v¢(P), de donde se sigue

facilmente que v = +1, +£2. Basta descartar las posibilidades v = 4+2. Si se
diera una de las dos, tendrifamos que

75

(4,-6) € 2E(Q), o bien (4,—6) + (0,0) = ( 178

) € 2E(Q).

Veamos que el segundo caso es imposible, y el primero se descarta analoga-
mente. La formula de duplicaciéon para F se reduce a

X217\
2y :

2(2(X,Y)) = (

Si 17/4 fuera de esta forma, para un punto (X,Y) € E(Q), tendriamos que

X271 2
%:Y2:X3—6X2+17X.

Al operar obtenemos que X ha de ser raiz de un polinomio moénico con coefi-
cientes enteros, luego X ha de ser entero, pero al mismo tiempo se comprueba
que dicho polinomio no tiene raices enteras. m

Ejemplo La curva E/Q dada por la ecuacion

YV2+Y=X°-X, A=3T,

cumple E(Q) = ((0,0)).

En efecto, en el capitulo anterior hemos visto que tiene rango 1. El teo-
rema 7.16 implica que un punto de torsion (z,y) ha de cumplir que 2y +1 € Z
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y (2y + 1)? | 37, lo que obliga a que 2y + 1 = 41, con lo que y = 0, —1. Las
tnicas posibilidades son los puntos

(_170)’ (070)’ (1’O)a (_171)7 (07_1)5 (la_l)v

pero ninguno de ellos resulta ser de torsion. Asi pues, Ei.(Q) = 0. Los puntos
enteros en E'(Q) son

(7170)’ (0,0), (71771)’ (07*1)7

luego sabemos que uno de ellos genera E(Q). Los dos ultimos son los opuestos
de los dos primeros, luego podemos prescindir de ellos. Se comprueba que
3(0,0) = (—1,—1), luego (—1, —1) no puede ser un generador, luego su opuesto
(—1,0) tampoco. Concluimos que (0,0) es el generador que buscamos. "

Cuando se cumplen las hipotesis del teorema anterior y no hay puntos de
orden 2, es facil encontrar todos los puntos enteros de la curva:

Teorema 9.3 Sea E/Z una curva eliptica definida por una ecuacion de Weiers-
trass que cumpla las hipdtesis del teorema 9.2 y ademds E(Q)[2] = 0. Entonces

todo punto entero de E(Q) es de la forma 2P, donde i € N y P € E*Y(Q) es
entero.

DEMOSTRACION: Por el teorema 9.2 tenemos que E(Q) = Eio,(Q) ® (Q),
donde Q € E'(Q) es entero. Sea R € E(Q) un punto entero. Podemos expre-
sarlo como R = T 4 2'm(, donde m € Z es impar. Como el grupo de torsién es
impar, podemos expresar T' = 2T, para cierto 11 € Fi,(Q). Sii > 1, entonces
R = 2(Ty + 207'mQ). Repitiendo el proceso, llegamos a que R = 2(T; + mQ),
donde T; € Eio;(Q). Por 9.1 sabemos que P = T; + m@ es entero. Ademas,
como [Q] es no trivial en E(Q)/E°(Q) y este grupo tiene orden 2, lo mismo le
sucede a mQ, es decir, mQ € E'(Q). Por otra parte, T; = 2T;,1 € E°(Q),
luego P € EY(Q). .

Ejemplo Vamos a calcular los puntos enteros de la curva
Y24+Y =X3-X.

En el ejemplo anterior hemos visto que cumple las hipotesis del teorema 9.2,
y ademas Fio,(Q) = 0, luego podemos aplicar el teorema anterior. Hay cuatro
puntos enteros en E*(Q), a saber:

(-1,0), (0,0), (-1,-1), (0,-1).

Calculamos:

2(0,0) = (1,0), 2(1,0)=(2,-3), 2(2,-3)= (;;,—f;)) )

1357 53277
2(~1,0) = (6,-15), 2(6,-15) = <841’ _24389> '
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El teorema 9.1 garantiza que ninguno de los miltiplos siguientes sera entero.
Si partimos de los puntos (—1,—1) y (0,—1) obtendremos los inversos de los
puntos que hemos obtenido. Concluimos que E(Q) contiene exactamente 10
puntos enteros:

(0,0), (1,0), (2,-3), (-1,0), (6,—15),

(0,—1), (1,=1), (2,2), (=1,-1), (6,14).

Con esto hemos resuelto el Problema 1 planteado en la introduccién: encon-
trar todos los ntimeros naturales que pueden expresarse simultdneamente como
producto de dos y tres nameros consecutivos. De los 10 puntos que hemos en-
contrado, los tnicos que dan lugar a soluciones positivas no triviales son (2,2),
que corresponde a

y (6,14), que corresponde a
14-15=210=5-6-T7.
u

Puede probarse que, tras un nimero finito de multiplicaciones por 2, siempre
se llega a un punto no entero, pero esto es un caso particular de un resultado
mucho més general que vamos a demostrar. Como ya hemos anunciado, el
conjuntos de puntos enteros es necesariamente finito.

9.2 Aproximacion diofantica

La prueba del resultado principal que vamos a ver sobre puntos enteros en
curvas elipticas se basa en un profundo teorema de aproximaciéon diofantica. En
esta seccion presentaremos el contexto en el que este teorema surge de forma
natural.

La idea basica es que, puesto que Q es denso en R, cualquier nimero irra-
cional puede ser aproximado con la precisién deseada por un nimero racional
adecuado. Sin embargo, las aproximaciones pueden ser “malas” en el sentido de
tener un denominador muy grande. Por ejemplo, siempre podemos aproximar
un irracional salvo una centésima mediante una fracciéon con denominador 100.
Esto es un ejemplo de una mala aproximacién. En cambio,

355
=== —3,1415929...
113 ’

es una aproximacién muy buena de 7, pues con un denominador del orden de
100 lo aproxima con 7 cifras decimales exactas. Se trata de un caso particular
del teorema siguiente:
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Teorema Si« es un nimero irracional y p/q es un convergente de la fraccion

continua de «, entonces

p 1

a—=< =,
q q

luego existen infinitas aproximaciones de a (con precision arbitraria) en estas

condiciones.

Si « es un namero algebraico, Liouville demostré que el exponente 2 del
teorema anterior no puede incrementarse indefinidamente:

Teorema 9.4 (Liouville) Sea a € A un nimero algebraico de grado d

sobre Q (es decir, |Q(«) : Q| = d). FEntonces existe una constante C
dependiente « tal que para todo nimero racional p/q se cumple

c

-5

q q

> 2
> 0

DEMOSTRACION: Sea f(T) = agT? +a; T4 +-- -+ ay € Z[T) el polinomio
minimo de « (multiplicado por un ag € Z para que sus coeficientes sean enteros).
Sea

Cr=sup{f'(T) |a—1<t<a+1}.

Si un namero racional cumple

<1

— )

a— =2
q

podemos aplicar el teorema del valor medio:

If(p/a)| = |f(a) = f(p/q)| < Cila —p/al,

pero ¢?f(p/q) € Z 'y f(p/q) # 0, pues f no puede tener raices racionales, luego
la?f(p/a)| > 1. Ast pues,

p ‘

SCl 04—23

)

1
ad

siempre y cuando p/q aproxime a « con error menor que 1, pero tomando
C =min{1,1/C;} tenemos una constante que vale para todo p/q. "

Conviene observar que podemos eliminar la constante C' del enunciado a
cambio de admitir un nimero finito de contraejemplos:

Teorema 9.5 Si « es un numero algebraico de grado d, entonces hay a lo sumo
una cantidad finita de nimeros racionales p/q que cumplen
1

q q

DEMOSTRACION: Para cada valor de ¢ hay a lo sumo una cantidad finita de
valores de p que cumplan la aproximacion, luego si existieran infinitas aproxi-
maciones, las habria con denominador arbitrariamente grande, luego podriamos
tomar una tal que 1/¢% < C/q?, donde C' es la constante del teorema anterior,
lo cual es imposible. L]
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Ejemplo Liouville us6 su teorema para mostrar ejemplos concretos sencillos
de ntmeros trascendentes. Por ejemplo, el nimero
a=2"14 9272 o3 4L
es trascendente, pues si j > jo, podemos aproximarlo con p;/g;, donde
pj :Qj!(2—11_‘_2—2!_’__”_’_2—3‘1), qj:2j!7
y la diferencia es

. , e 1 1 1 1
=2 U L o=(FD L o = — < =
=2 +2 TS ZoGionE T oG < 7 = g

= J J

W P
qj

Asi, pj/q; aproxima a a con exponente jo. Si « fuera algebraico, su grado
deberia ser d > jy para todo jg, lo cual es absurdo. m

En definitiva, tenemos que cualquier namero irracional « puede aproximarse
arbitrariamente bien mediante nimeros racionales p/q con un error menor que
1/q?, pero que si a es algebraico de grado d no es posible conseguir aproximacio-
nes arbitrariamente buenas con error menor que 1/¢%. Esto plantea la cuestion
de si el exponente 2 es el mejor posible o si, por el contrario, podemos conseguir
aproximaciones arbitrariamente buenas con exponente 2 < e < d. Esto ha sido
objeto de numerosos trabajos. Entre otras contribuciones citamos que Thue de-
mostro en 1909 que el teorema de Liouville se cumple también con un exponente
d/2+1+¢, para todo € > 0. Siegel demostrd en 1921 que vale 2v/d + €, mientras
que Gelfond y Dyson demostraron independientemente en 1947 que el teorema
se sigue cumpliendo con v/2d + €. Finalmente, Roth demostroé en 1955 que es
suficiente un exponente 2 + €, con lo que, a fin de cuentas, el exponente 2 no se
puede mejorar (para nimeros algebraicos). Esto es lo que queremos demostrar.
En realidad probaremos un resultado méas general valido para cuerpos numéricos
arbitrarios.

9.3 El teorema de Roth

La versiéon del teorema de Roth que vamos a demostrar es la siguiente:

Teorema 9.6 (Teorema de Roth) Sea K un cuerpo numérico, sea p un di-
visor primo de K (arquimediano o no) extendido arbitrariamente a A, sea o € A
y sea € > 0. Entonces, para cada constante C' > 0 eziste a lo sumo una cantidad
finita de nimeros r € K tales que

C

|O¢—T|p < W

Observemos que este teorema recoge el caso clasico que hemos discutido en
la seccion anterior, pues si K = Q y p = oo la altura viene dada por Ag(p/q) =
max{|p|,q}. Si para una constante C existieran infinitas aproximaciones con
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o — p/q| < C/q¢*T¢, las habria con ¢ suficientemente grande como para que
C/q*T¢ < 1, pero entonces |ag — p| < q v |p| < 2|alq, luego tendriamos que
Ag(p/q) < 2|alq y no se cumpliria el teorema para la constante C(2|af)?¢.

Por otra parte, eligiendo la constante C' suficientemente pequena podemos
asegurar que para todo niimero racional p/q se cumpla |a —p/q| > C/q*T¢, con
lo que tenemos exactamente el teorema de Liouville con 2 + € en lugar de d.

Como primer paso en la demostracion del teorema de Roth probaremos que
es suficiente demostrar una version ligeramente més débil:

Teorema 9.7 Sea K un cuerpo numérico, sea p un divisor primo de K (arqui-
mediano o no) extendido arbitrariamente a A, sea o € A un entero algebraico
y sea € > 0. Entonces el conjunto de las alturas de los niumeros r € K tales que

1

‘Q—T‘p<W

estd acotado.

DEMOSTRACION (de que este teorema equivale al teorema de Roth): Es
evidente que el teorema de Roth implica 9.7. Reciprocamente, supongamos que
se cumple 9.7 y veamos que se cumple el teorema de Roth. En primer lugar
supongamos que « es un entero algebraico. Si existieran infinitas aproximaciones
r € K para una constante dada C, entonces

c 1 _c
AK(r)2+€ - AK(T)2+5/2 AK(T)C/Q

y tendriamos infinitas aproximaciones para las que C/Ag (r)/? < 1, las cuales

también incumplirian el teorema con C' = 1y €/2 (al ser infinitas, sus alturas
no estarian acotadas).

Asi pues, tenemos probado el teorema de Roth para enteros algebraicos. Si
« no es necesariamente entero, existe un entero racional m # 0 tal que ma es
un entero algebraico. Aplicamos el teorema 7.24 a la aplicaciéon P! — P! dada
por [z,y] — [mx,y], con lo que obtenemos constantes tales que

C1Ak(r) < Ag(mr) < CoAk(r),

para todo r € K. (El teorema esta enunciado para la altura absoluta, pero es
obvio que también vale para la altura de K.) Asi, si

C

la—rlp < A (r)2re’

entonces )
Clmly _ Clm|pCy~°
< )
A (r)?te Ag (mr)2te
luego cada aproximaciéon a o da lugar a una aproximacién a ma con otra cons-
tante. La conclusion es ahora obvia. L]

|ma —mr|, <
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Vamos a enunciar dos teoremas que demostraremos en la secciéon siguiente
en los cuales nos basaremos para probar el teorema de Roth. Para ello hemos
de introducir cierta notaciéon: Sea K un cuerpo numérico y consideremos un
polinomio G(X1,...,X;) € K[X1,...,Xm]. Sean rq, ..., ry, nimeros naturales
de modo que grady, G < r;. Si T es otra indeterminada, podemos considerar
G € K[T)[X4,...,Xm] v desarrollar G como polinomio de Taylor alrededor del
punto (T,...,T):

G(X1,.., Xp) = SGT, ..., T)(T — X1)" - (T = X,)"™,

donde i = (i1, ..., iy recorre las m-tuplas 0 <i; <r; y
i1+ lm
iy DX OX (T,...,T)

Observemos que los coeficientes de GV son combinaciones enteras de los
coeficientes de G, pues si k > i

it oxk T\g)TT

Una cota de los coeficientes enteros que aparecen es

7j1 . Tm < 2T1+“'+7"m_
11 Im

Si p es un divisor primo en K, representamos por |G|, el méaximo de los

valores absolutos de los coeficientes de G. Definimos también |G| = mléx (€
ploo

Enunciamos ahora los dos teoremas que vamos a usar:

Teorema 9.8 Sea K un cuerpo numérico, sea O su anillo de enteros y sea
F(Y) € K[Y] un polinomio mdnico de grado n. Para cada nimero0 <n < 1/2,
cada natural m > (2n/n)? y cada sucesion de naturales 1, . ..,y no nulos existe
un polinomio G(X1,...,Xmn) € O[X1,...,X;n] no nulo que verifica:

a) grade G <rj.

b) Si

¢) Existe una constante C (que depende de F', pero no de n, m ni de los ;)
tal que |Glo < CT1T T HTm
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Teorema 9.9 Sea K un cuerpo numérico de grado N, sea O su anillo de en-
teros, m > 0 un ndmero natural, 0 < § < 1/16m+N, sean ri,...,rm naturales
no nulos tales que

o0r1 > 1o, 0rg >13,...,0r, > 10. (9.1)
Sea G(X1,...,Xm) € O[X1,..., Xpn] no nulo tal que grady, G < r;. Conside-
remos B1,...,Bm € K nimeros de altura Ay, ..., Ay, respectivamente y supon-
gamos:

Nlog4 +4m < dlog Ay, (9.2)
rilog A; < rjlog A;, j=1,...,m, (9.3)
Gloo < A (9.4)

Entonces existe una m-tupla s = (s1,...,Sm) de numeros 0 < s; < rjtal que
S1/T1 4+ S [T < 206027 (9.5)

y GO (B, ..., Bn) #0.

Admitiendo estos resultados, vamos a probar el teorema 9.7:

Partimos de un cuerpo numérico K de grado N y un entero algebraico a € A.
Sea F(Y) € O]Y] su polinomio minimo, digamos de grado n. Supongamos
que existen elementos § € K que aproximan a « segun el enunciado (respecto
de un primo p) con altura arbitrariamente grande. Fijemos un ntimero real
0 <n < 1/10 y vamos a elegir m, 8, B1,...,Bm, T1,---,"m en este orden con
los criterios siguientes:

Tomamos m > (2n/1)?, de modo que podemos aplicar el teorema 9.8 a F
conny m.

Luego tomamos 0 < § < 7 tal que § < 1/16™+N, 20m5(1/2™ < g,

A continuacion elegimos 81 € K que aproxime a « y con altura A; suficien-
temente grande como para que cumpla (9.2) y

5(1—9)log Ay > logC

(la constante de 9.8 c).

Seguidamente elegimos fo, ..., B, € K que aproximen a «a y cuyas alturas
As, ..., A, cumplan

dlog Ay > 2log Ay, ...,0log A, > 2log A1
Luego elegimos un natural r; tal que
ri0log Ay > 10log A;, J=2,...,m.
Y por ultimo elegimos naturales rs, ..., r,;, de modo que

log Ay log Ay
o 1
log A] - TJ <l+n log A]

1



9.3. El teorema de Roth 261

De este modo

rilog Ay <rjlogA; <logAj+rilogA; < (14 9/10)r;logA;. (9.6)
La primera desigualdad es (9.3). Ahora observamos que los r; cumplen (9.1).
En efecto,
Tji+1 1) log Aj ) 1)
4 ) 228 o (142 ) 2 <
Tj <( +10> IOgAj+1 < +10 2<
Y log A
0T > 011 08 “1 > 10.
log A,
Podemos aplicar 9.8, que nos da un polinomio G(Xjy,...,X,) que cumple

|Gloo < T HTm < OriQst 48T < ori/(120) < g1id,

por la elecciéon de Aj, luego se cumplen todas las hipotesis de 9.9. Asi pues,
existe una m-tupla s = (s1,...,8,,) de manera que $1/r1 + -+ + Sy /Tm < 7
y GO (B1,...,Bm) # 0. Si llamamos G = G*), tenemos que si una m-tupla i
cumple

Z.1/741 + - +i7rL/r7rL S m(1/2 - 77) -1,
entonces s + i esta en las hipotesis del teorema 9.8, luego @(1)(&7 coa)=0.

Consideramos el desarrollo de Taylor
C(Br,... . ) = XC (e @)= B1)™ - (@ — B,

en el que son nulos todos los términos salvo los correspondientes a m-tuplas 4
tales que

i1/r1 4 Fim/rm > m(1/2 — 2n). (9.7)
(Notemos que m(1/2—2n) > m(1/2—mn)—mn.) De todos modos, el numero total
de sumandos es a lo sumo

2r1+---+rm < omri < Aisnm.
(En la eleccion de A; podemos exigir que 6 log A; > log2.)

Vamos a acotar |§(i)(a, ...,a)|p. Para ello observamos que F' esta formado
por a lo sumo (r; + 1) (ry, + 1) < 21+ F'm < 9™M" monomios. Al pasar a

G = F®) y luego a é(z) lo que hacemos es reducir el grado de cada monomio,
multiplicarlo por un entero < 2"+ y luego evaluar en «, por lo que una
cota del valor absoluto de cada monomio reducido de esta forma es

|Flpl2afy = < [Flpl2af.
En total,
@ (a0l < 277 Flyf20fp™ < O77 < A7
exigiendo log C; < dlog Ay en la eleccion de A;. Asi pues,

(G (Brs- s Bl < AP mix o — Bl - o = By

donde i recorre las m-tuplas que cumplen (9.7).
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Como los ; aproximan a ¢, tenemos que

_ X 1
el ey B <A25m71+,
| (ﬂl 5 )|P — 41 (Azll . 'A}rgL)2+E

para cierta m-tupla ¢. Si elevamos al grado local Ny, el dltimo factor se hace
menor, luego no hace falta elevarlo:
1

GBiy.. .\ Bn)|Ne < g20mmNe 2
| (Bl /B )|P — 11 (AZf-"A%T{L)Q_‘—E

Ahora cambiamos cada i; por rji;/r; y usamos que A" < A;j por (9.6).
Luego sustituimos i3 /ry + -+ + i /7m por m(1/2 — 2n), con lo que obtenemos

1

- N, 20mri N,
G s Bl < AT e

(9.8)

Sea ahora p un primo arquimediano de K distinto del que estamos usando
para aproximar «. De nuevo tenemos en cuenta que G esta formado por a
lo sumo 2™ monomios cuyos coeficientes estan acotados por 2| F|s. Por

consiguiente,

‘é(ﬁh s aﬁm)hﬂ < 4mn ‘F‘oo|ﬂl|;1 e |/Bm|;m
Podemos definir A; de modo que 4™ |F|,, < A%‘Smﬁ, con lo que
(G, Bl < AT max{|Baf”, 1) - max{| By ", 1 (9.9)

Si p es un primo no arquimediano, entonces no hemos de incluir la cota 2"
del namero de sumandos gracias la desigualdad triangular no arquimediana y,
como F' tiene los coeficientes enteros, en lugar de 2" | F|», tenemos simplemente
un 1. Asi pues,

1G(B, -, B < max{|Br]p”, 1} - max{|Bmlp ", 1} (9.10)

Si multiplicamos para todo primo p de K la expresiéon correspondiente (9.8),
(9.9) v (9.10), en el miembro derecho aparecera la altura de cada 3; salvo por
el factor max{| ﬂj|i,v", 1} correspondiente al primo del enunciado, pero podemos
anadirlo porque con ello hacemos mayor el producto. El resultado es:

26mri N’ 4r1 [
— N, Al Al e AW;,n
l;[|G(ﬂ1,...,5m) Pl S A?h(l/%%)@ﬂ) ’

donde N’ es la suma de los grados locales de los primos arquimedianos y el
del enunciado (si es que éste no es arquimediano). Por el teorema 9.9 sabemos
que G(B1,- .., Bm) # 0, luego por la férmula del producto el miembro izquierdo
resulta ser igual a 1. En el miembro derecho usamos la relacion (9.6), de modo

que A;j < Aqluﬂﬁ y, por consiguiente,

A%&mrl N’ A;nrl (1+7])

I< AT )
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Tomando logaritmos:
(1/2—2n)(2+¢€) < 20N’ +1+1.

Ahora bien, fijado 7, esto es valido para ¢ arbitrariamente pequeno, por lo
que
(1/2-2n)(2+4+¢€) <1+n.
A su vez, 1 es arbitrariamente pequenio, luego llegamos a que € < 0, lo cual es
absurdo. n

9.4 Resultados auxiliares

En esta secciéon demostraremos los teoremas 9.8 y 9.9 que hemos usado para
probar el teorema de Roth. Para el primero de ellos necesitamos dos resultados
previos:

Teorema 9.10 Si K es un cuerpo numérico de grado N y O es su anillo de
enteros, existen constantes Ci, Cy, By > 0 tales que para todo B > By el
conjunto de los nimeros o € O tales que |a|, < B para todo primo arquimediano
p de K es finito y su cardinal \(B) cumple

C,BY < \(B) < C,BN.

DEMOSTRACION: Esto se debe a que la representacion geométrica trans-
forma O en un reticulo completo en R* x Ct 22 R, donde s y ¢ son el niimero de
primos arquimedianos reales y complejos de K, respectivamente. Si llamamos

T={xeR*xC"||z;| <1, parai=1,...,8+1t},

entonces T es un subconjunto acotado de R y el conjunto del enunciado esta
formado por los puntos cuya representacion geométrica esté en el homotético
BT. Obviamente el conjunto es finito y la estimacion de su cardinal se basa en
un resultado general sobre reticulos completos: Si v es el volumen de T'y V es
el volumen del paralelepipedo fundamental del reticulo, entonces’

A(B) = %BN +0(BN Y.

Explicitamente, existe una constante C' > 0 tal que

v C - A(B) RN C
vV B BN vV B’
Si tomamos By suficientemente grande como para que C/By < v/2V, en-
tonces, para todo B > By se cumple

lo que prueba el teorema. [

ITeorema 11.6 de mi Teoria de ntimeros. La hip6tesis sobre que la frontera sea parametri-
zable Lipschitz se cumple trivialmente en este caso.
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Teorema 9.11 Sean ry,...,r, naturales no nulos y n > 0. El nimero e de
m-tuplas (i1,...,im) que cumplen 0 < i; <1j,

. . 1
11+“'+Zm§m(n)
r1 Tm 2

es a lo sumo (r1 +1)--- (1, + 1) /gm!/?

DEMOSTRACION: Por induccién sobre m. Para m = 1 es trivial, pues si
7 > 1/2 no hay ninguno y si n < 1/2 entonces (r; +1)/n > r + 1.
Supongamos ahora que m > 1 y tomemos A\ determinado por

m(;—n) =%(m—k),

es decir, A = 2mn. En términos de A la cota superior es

2m1/?

A

(’I“1—|-1)'~-(7“m+1).

La afirmacion es trivial si A < 2m!/2. Supongamos, pues, que A > 2m'/2,
El niimero de m-tuplas i sera la suma del nimero de m — 1-tuplas que cumplen

i Tn— 1 i m—1  A—1+42i,/r
71_;,_..._|_L1§ (m )\)_ﬂ: _ m/m7
1 Tr—1 2 Tm 2 2

para cada i,, = 0,...,r,,. Por hipdtesis de induccion, el nimero de m-tuplas

serd a lo sumo
_ 1)1/2

> () a1

Ahora observamos que

2 om 1 1
L xTTra s —— + .
PRl 2im/Tm A \A -1+ Qi [T A+ 1— 20, [7m

0

(Los dos sumandos recorren la misma sucesion de niimeros en sentidos opuestos.)

2\ 2N 2\

= < _ = _—
ZAQ_(1_2Zm/Tm)2_ZZ )\2_1 (r7n+1))\2—1

T = m=0

Asi pues, el nimero de m-tuplas esta acotado por

2A(m — 1)1/2
—Q%t%—4m+1y~@m+n.

Falta comprobar que

Am —1)1/2 _ 2ml/?
<
A2 —1 - A
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0, equivalentemente, que

m—1\"? _ -1
m - N
Notemos que (1 — 1/m)*/? <1 —1/2m (basta elevar al cuadrado), luego es

suficiente probar que 1 — 1/2m < 1 — 1/)2, pero esto se sigue de la condicién
A > 2m!/? que estamos suponiendo. m

DEMOSTRACION DE 9.8: Sean Bjy, C; y C3 las constantes asociadas a K
por el teorema 9.10. Fijemos un ntiimero B > By. El ntimero de polinomios
G € 90[Xy,...,X;n] que cumplen grady, G <r;y |Gloo < B es como minimo
(ClB)N(Tl +1)-~-(7‘m+1)-

Para cada m-tupla i que cumpla la hipotesis b) del teorema, sea RG®) el
resto de la division de G (Y,...,Y) entre F(Y'). Observemos que G consta de
un méaximo de (r1+1) -+ (rp,+1) < 2"+ monomios de grado menor o igual
que 71+ - - +71,,. Al calcular G obtenemos una suma de no mas de 27 trm
monomios de grado menor o igual que r{ + --- + r,, con coeficientes acotados
(respecto de cualquier valor absoluto arquimediano) por 2717+ |G|. Al
sustituir las variables por Y, se agruparan los monomios del mismo grado, luego
quedaran a lo sumo 27T monomios de grado menor o igual que 7y +- - -7,
con coeficientes acotados por 4" 7 |G| .

Llamemos Cy = max{|F|.,1}. Para dividir G (Y,...,Y) entre F(Y), el
primer paso es calcular G (Y, ..., Y)—aF(Y), donde a es el coeficiente director
del dividendo. El polinomio que resulta tiene sus coeficientes acotados por

AT G 47T |G G < 2470 GG o

En el siguiente paso de la divisién euclidea, al polinomio resultante le resta-
mos otro polinomio de la forma aF(Y), con lo que el nuevo polinomio tiene sus
coeficientes acotados por

247Gl 4+ 2 - 47T Gloo Cp < 2% - 4T T OB |G o

La division euclidea se ha de realizar a lo sumo en tantos pasos como el grado
del dividendo, o sea, en no méas de ry + - - - + r,, pasos, luego llegamos a que

% ritetrm | grit At rm ot rm _ it trm
|IRGY|,, < 2™ -4 cy Gloo = C

Gl

donde la constante C3 sblo depende de F'.

En resumen, a cada polinomio G le hemos asociado un conjunto de a lo sumo
e restos RG() (donde e esta acotado segtin el teorema anterior) de grado menor
que n (el grado de F) y tales que |RG® |, < C3* "™ B. Por el teorema 9.10,
tales restos varfan en un conjunto de a lo sumo Cy(C3' ™™™ B)N™ polinomios,
luego los conjuntos de restos asociados a cada G varian en un conjunto de a lo

sumo
(Czl"l+'~~+?“mB)Nne < (CZI+M+rmB)Nn(Tl+1)M(T"L+1)/nml/2

conjuntos, donde la constante C s6lo depende de F.
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El teorema quedaré probado si justificamos que tomando B suficientemente
grande podemos conseguir dos polinomios distintos G y G2 con los mismos res-
tos, pues entonces el polinomio G = G — G2 seguira cumpliendo las propiedades
a) y ¢) de 9.8, pero ademas cumplira b), pues los G (Y,...,Y) correspondien-
tes a indices en las hipotesis de b) seran multiplos de F, luego se anularan en
sus raices.

Dichos polinomios existiran si

(C£1+"'+Tm,B)N’I’L(Tl+1)“'(7'7n+1)/7]m1/2 < (CIB)N(T1+1)“.(TWL+1)~

Equivalentemente, (C’ZIJF'”J”"’"B)N”/”ml/2 < (C1B)N. Tenemos como hipé-
tesis que m > (2n/n)?, luego nos basta conseguir

(C£1+"'+TMB>N/2 < (ClB)N.
Esto equivale a
Cyrttm < oN BN,

Podemos suponer que C; < 1, con lo que C} N> 1y por consiguiente
Ot trm < (O N C5)rt+rm luego basta conseguir

ritetrm o pN/2
Cg! < BN/

o también CJ*+ "t < B. Ahora, el apartado c) del enunciado se cumple con
la constante C' = C7 + 1, pues si tomamos

Cri++m £ B < gritebrm
encontramos un polinomio G' que cumple a) y b) y |Gloo < B < CT1H+m ta]
y como exige ¢). "

La demostracion de 9.9 requiere varios resultados adicionales. Los teore-
mas siguientes valen para cuerpos arbitrarios K de caracteristica 0, si bien los
necesitamos tinicamente para cuerpos numeéricos.

Un operador diferencial en K[X, ..., X,,] es un operador de la forma:

1 o"

D=- , : :
il i OXT - OXGR

)

donde r = i1+ - -+, es el grado del operador. Claramente D es una aplicacion
lineal en K[Xj,...,X,,] que cumple ademas la relacion

D(FG)=GDF + F DG.
Admitimos la identidad como tnico operador diferencial de grado 0.

Teorema 9.12 Sean Fi,...,F, € K[X;,...X,,] polinomios linealmente inde-
pendientes sobre K. Entonces existen operadores diferenciales D1, ..., D, tales
que cada Dj tiene grado menor que j y det(D;F;) # 0.
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DEMOSTRACION: Lo probaremos por induccion sobre n. Si n = 1 ha de
ser F1 # 0 y basta tomar como D; la identidad. Supongamos el teorema
para n — 1. Dados n polinomios linealmente independientes, por hipotesis de
induccién existen operadores diferenciales Dy, ..., D,_1 tales que el grado de
cada D; es menor que j y

Fy o 1
Dy Iy DyFy - Dy Fy_y
. . . #0.
D, 1Fy Dp_Fy --- Dy _1F, 4

Supongamos que para todo operador diferencial D de grado menor que n se
cumple que

) £y - £, F,
Dy Fy DyFy  --- DyF, 1 Dy F,

: : : Co|=0.
Dy 1Fy Dy 1Fo -+ Dy aFp1 DpaF,
DF, DF, --- DF,, DF,

Pensemos en las columnas de este determinante como vectores del espacio
K(X1,...,X,»)"™ Las primeras n — 1 columnas son linealmente independientes,
mientras que la dltima es combinacién lineal de las anteriores. Ahora bien, los
coeficientes de la combinacion lineal no dependen de D, pues son los tinicos que

expresan la columna (F,, DoF,,...,D,_1F,) como combinacion lineal de las
columnas anteriores en K (X7,...,X,,)" . Concluimos que existen funciones
racionales G, ..., G, tales que G,, = 1 y para todo operador diferencial D de

grado menor que n se cumple
G1DFy +---+ G, DF, =0. (9.11)
Derivando respecto de X; obtenemos:

0 0 0G oG,

Gi—DFh + - +Gy,=——DF,+ —DF, +---+ —DF, =0.
18Xj 1+ + X, Jran 1+ Jran
Apliquemos esto al caso particular en que D = D;, i =1,...,n—1. Entonces
1 9
i; +10X;

es un operador diferencial de grado menor que 7 + 1, luego cumple (9.11), y lo
sigue cumpliendo si eliminamos el coeficiente. Por lo tanto
oG, oG,
D,Fy\ + -+ —=D,;F, =0, i=1,...,n—1.
8Xj i1 5‘X] i'n
Notemos que como G, = 1 en estas n — 1 ecuaciones no aparece realmente
D;F,. Silas consideramos como un sistema de n — 1 ecuaciones lineales con
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incognitas las derivadas de los Gi, la matriz de coeficientes (D;F}) tiene de-
terminante no nulo, luego podemos concluir que todas las derivadas parciales
son nulas, luego las funciones racionales G son todas constantes. Aplicando
(9.11) al operador identidad concluimos que los polinomios F; son linealmente

dependientes sobre K, en contra de lo supuesto. L]

Teorema 9.13 Sea G € K[X,...,X,,] un polinomio no nulo, m > 2, tal que
grade G <rj para cadaj =1,...,m. Entonces existe un natural 1 <1 < rp+1
y operadores diferenciales Dg, ..., D;_1 en las variables X1, ..., X1 tales que

el grado de cada D; es menor o igual que © y si

. -1
1 §i
F(Xy,..., X)) =det (Di, 9 G)
Jloxy, i,5=0

entonces F #0 y F(Xq,..., X)) =U(X1, ..., Xm-1)V(Xpn), donde U y V son
polinomios con gradxj U<lrj,paraj=1,....,m—1ygradV <lry,.

DEMOSTRACION: Consideremos todas las representaciones posibles de G de
la forma

G = QSO(Xm)wO(Xla e 7Xm—1) +-- d)l—l(Xm)wl—l(Xla .. ';Xm—l)a

donde los polinomios ¢; y 1; tienen grado en X; menor o igual que r;.

Siempre podemos encontrar una representacion asi haciendo I — 1 = r,,, y
é1(X,m) = X pero de entre todas las posibles tomamos una con | minimo.
Obviamente 0 <[ < r,, + 1.

Los polinomios ¢;(X,,) son linealmente independientes sobre K, pues de lo
contrario podriamos conseguir una representacion con ! menor. Por el mismo
motivo, los polinomios ; son linealmente independientes.

Aplicamos el teorema anterior a ambos conjuntos de polinomios. Para los v;
encontramos operadores Dy, ..., D;_; en las variables X1, ..., X,,_1 tales que
el grado de cada D; es menor o igual que ¢ y

[j()(l7 [N ,mel) = det(Di'l)[Jk) 7é 0.

En el caso de los ¢;, como los operadores diferenciales han de ser distintos dos
a dos (o si no el determinante formado con ellos seria nulo trivialmente), éstos no
pueden ser sino las derivadas parciales de orden 0,1, ...,l—1 (con los coeficientes
correspondientes). Reordenando los polinomios si es preciso concluimos que

197¢
Vi) = det (J' 8X¥:) 70

Como ambos determinantes son [ x [, es claro que U y V tienen los grados
que indica el enunciado. También es obvio que F' = UV. L]
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Teorema 9.14 En las hipdtesis del teorema anterior, sea p un divisor primo
de K. Sip no es arquimediano, entonces |F|, < \G|fa, mientras que si p es
arquimediano, entonces

|Flp < [(r1+ 1) (1 + 1) 11214 G L

DEMOSTRACION: Si p no es arquimediano el teorema es trivial, pues s6lo
hay que estimar cada sumando del determinante que define a F', que es un
producto de ! polinomios con valor absoluto igual al de G (ya que los operadores
diferenciales no aumentan el valor absoluto de los coeficientes).

Si p es arquimediano consideramos a G como suma de (ry +1) -+ (r,, + 1)
monomios, con lo que podemos desarrollar el determinante que define a F' como
suma de |(ry + 1)+ (rm + 1)|' determinantes, cada uno de los cuales tiene
coeficientes de la forma

1 o
Joxd,
donde a es un coeficiente de G. Las derivadas forman un operador diferencial
que produce un coeficiente entero menor o igual que 277+ luego cada tér-

mino del determinante tiene valor absoluto menor o igual que 2{(m++m) |G \i,
Por udltimo, el determinante tiene ! sumandos, lo que nos lleva a la cota del

7 %
aD X X,

enunciado. m

Consideremos un polinomio no nulo F € K[Xy,...,Xp], sean r1,...,7y,
naturales no nulos y 31,..., 8, € K. Tenemos que F admite un desarrollo de
Taylor

F(Xh cee 7Xm) = ZF(l)(ﬁlv cee 7ﬂm)(X1 - ﬁl)il T (Xm - Bm)lm

Por abreviar, llamaremos 7 = (71,...,7m) y B = (B1,...,Bm). Definimos
el indice 6 = indf’BF como el menor ndmero 6 = i1/ry + -+ + i, /74, tal que

Obviamente el indice es > 0 y es igual a 0 si y sdlo si F(51,...,08m) # 0.
Ademas cumple las propiedades siguientes:

Ind 1 Si F y G son dos polinomios no nulos, entonces

ind(F + G) > min{indF, ind G}, indF'G = ind F'ind G.

La féormula para la suma es obvia. Veamos la del producto. De entre todas las
m-tuplas i = (i1,...,%,) tales que ind F' = i1 /r1 + - -+ + iy, /7, consideremos
las que tienen el menor valor posible de 71; de entre ellas, las que tienen el
menor valor posible de io; y asi sucesivamente, hasta quedarnos con una m-
tupla minima 4. Similarmente, tomamos una m-tupla minima j de manera que
indG = ji1/r1 + -+ jm/rm. Entonces

(FG)DTO(By,.. Bw) = X FWGW(By,..., Bm),
utv=i+j
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pero todos los sumandos son nulos excepto el correspondiente a u = i, v = j.
En efecto, si u +v =i+ j, entonces

U u v v
Sy 4 P indF4indG.
1 T'm 1 T'm
Siup/ri+ -+ tp/rm < ind F, entonces F®) =0, y si, por el contrario,
up/ry 4+ 4 Up/rm > ind F, entonces ha de ser vy /r1 + -+ + vy /7 < ind G,
luego G() = 0. Por consiguiente, para que un sumando sea no nulo ha de
cumplir
u U v v
DI oindF, L4+ ™ = ind Gl
T1 T'm T1 T'm
Si fuera u # 4, consideremos el menor indice s tal que us # is. Por la
minimalidad de ¢ ha de ser us > ;. Entonces vy = ji para k < sy vs < js, lo
que contradice la minimalidad de j. Concluimos que u = i e, igualmente, v = j.

De aqui se sigue que FG®+0) £ 0. Por otra parte, si

By I 4D Cind F 4 ind G,
1 m 1 T'm

entonces

u U . . v v .
24T cindF, o bien 24+ 2 <indG,
1 Tm 1 T'm

luego F(WG®) =0, lo que nos permite concluir que el indice de FG se alcanza

con la m-tupla (i) + (). u
Ind 2 Si o
8]1 ]mF
—_—— 0,
OXT - oXiy
entonces e
J1tim ; ;
nd—>— " >ipdF -2 .. Jm
oxX{ - 0Xi 1 Tm

Esto se comprueba sin dificultad, al igual que la propiedad siguiente:

Ind 3 Sil es un natural no nulo, entonces
. 1,
ind;; gF' = 71ndm§F.
He aqui el ultimo resultado que necesitamos para demostrar el teorema 9.9:

Teorema 9.15 FEn las condiciones del teorema 9.13, tomemos 0 < § < 1 y
supongamos que 611 > T, ..., 0Tm_1 > Ty, 0y > 10, Sean B1,...,08m € K gy
sea 0 = ind; 5G. Entonces

min{#,6?} < %indf’g F + 46.
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DEMOSTRACION: Consideremos un operador diferencial

1 girtetim—1
D; =

il i1l g X ...(’)X:r;n_fll
de grado <[ — 1. Si el polinomio
1 oG
iloxi,
no es idénticamente nulo, su indice es mayor o igual que

9_;_..._7—_7‘>9_&_L‘

1 T"m—1 T'm Tm—1 T'm
donde hemos usado que r; > rp_1 yque iy + -+ ipm_1 <1l —1<r,. Como
Tm/Tm—1 < 0 y el indice no puede ser negativo, debe ser mayor o igual que

max{0,0 — j/r,m} — 4.

El determinante que define a F' es una suma de [! términos, cada uno de los
cuales es un producto de [ polinomios como el que acabamos de considerar. El
indice de cada uno de estos términos (supuesto que no sea idénticamente nulo)
seré la suma de los indices de los factores, luego mayor o igual que

-1
o= max{0,0 — j/r,} — 6.
7=0

Por la propiedad del indice de una suma, concluimos que ind F' > o.

Podemos suponer que 0r,, > 10, pues en caso contrario § < 10/r,, < d y
la desigualdad que queremos probar se cumple trivialmente. Distingamos dos
casos:

Si Or,, <l entonces (representando por | ] la parte entera)

-1 1 -1 1 [Orm]
Z méx{O,G _.]/T’m} = 72 mé‘x{079rm _.]} > — Z ([HTM] _.])
Jj=0 T'm j=0 Tm j=0

_ [Orm)((0rm] +1) _ [Orm]?

B 2 = 2,

Es facil ver que si a > 10 entonces (a — 1)2/2 > a?/3. Aplicamos esto a
Or,, > 10, con lo que
2 _ 12 2
[07:m) S (Ory, —1) S 0 Im
27 3

2rm
En resumen, indF > 6%r,,/3 — 16, luego
1 4
0% < iljindF + S—Z(s < 7indF + 45,
r

Tm m

pues ry > 10y I <1, + 1.



272 Capitulo 9. Puntos enteros

Supongamos ahora que r,, > [. Entonces

=1 . =1 . (-1 19
> max{0,0 — j/rm} = Z(Q—]/rm):lQ—i(Z ) 5
Jj=0 j T'm

j=0

v

Por lo tanto indF' > 10/2 y

0 < %indF < %indF+45.

El teorema siguiente es una version ligeramente mas general de 9.9 donde
no suponemos que el polinomio G tenga coeficientes enteros (necesitamos su-
primir esta hipétesis para que funcione la induccion en que se basa la prueba).
Observemos que si G tiene coeficientes enteros y |Glo < A‘ls”, entonces

Ax(@Q) =TIIG" < 1|1 Gl <TIIGIY = |GIY < AN,
p ploo P

Esto justifica el cambio de la hip6tesis (9.4) por (9.15).

Teorema 9.16 Sea K un cuerpo numérico de grado N, sea m > 0 un niumero

natural, sea 0 < § < 1/16™+N | sean ry, ..., 7, naturales no nulos tales que
o0r1 > 1o, 0rg >13,...,0r, > 10. (9.12)
Sea G(X1,...,Xm) € K[X1,...,X;] no nulo tal que grade G < r;. Conside-
remos P1,...,Bm € K nimeros de altura Aq,..., A, respectivamente y supon-

gamos:

Nlogd+4m < §log Ay, (9.13)
r1log A1 < rjlogAj, ji=1,...,m, (9.14)
Ag(G) < AN, (9.15)

Entonces ind; 3G < 20m§(1/2™

DEMOSTRACION: Razonamos por induccién sobre m. Supongamos en pri-
mer lugar m = 1. Observemos que para un polinomio de una variable, el indice
es indG = e/ry, donde e > 0 es la multiplicidad de 8; en G(X;). Por el
teorema 7.25, teniendo en cuenta que las alturas son > 1, vemos que

AS = Ak (B1)° < 27 Ak (G) < AN AR (G) < am N AN,
donde hemos usado (9.15). Usando (9.13) obtenemos
elog A1 <ryNlogd+ Norylog A; < drplog Ay + Ndrilog Ay,
luego e < (N + 1)dry y, por consiguiente,

indG =e/r; < (N +1)8 < 6Y/2 <2081/,
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donde hemos usado que 6 < 1/16NV*1 Tuego
(N +1)6Y2 < (N +1)/4V+ < 1.

Supongamos ahora que el teorema es cierto para polinomios de grado menor
que m > 1. Aplicamos a G el teorema 9.13, lo que nos da un polinomio F = UV.
Si p es un primo arquimediano de K, el teorema 9.14 nos da que

Fl, < gmril gril 2m”l\G|é < 8m”l\G|é,

donde hemos acotado r; +1 < 27 < 2™ y I < I* < 2! Para los primos
no arquimedianos es simplemente |F|, < |G|,. Elevamos al grado local N, y
multiplicamos para todos los primos, con lo que resulta

AK(F) S 8Nmr1lAK(G)l S A%&N’l‘ll,
donde hemos usado (9.13), que nos da 8™ < e*™ < AJ, asi como (9.15).

Como F' = UV y las variables estan separadas, cada coeficiente de F es el
producto de un coeficiente de U por un coeficiente de V. De aqui se sigue inme-
diatamente que Ax(F) = Ax(U)Ak (V) y, como las alturas son > 1, tenemos
que Ak (U) y Ag (V) estan ambas acotadas por A20N™!,

Vamos a aplicar la hipotesis de induccién a los polinomios U y V con 2§ en
lugar de . Veamos que se cumplen todas las hipotesis:

Ciertamente 0 < 26 < 1/16™ 1+ (para U) y 0 < 2§ < 1/16" +1 (para V).

Los grados parciales de U y V estan acotados por Ilr;, y estos ntimeros
cumplen obviamente (9.12) con 2§ en vez de §. Las hipotesis (9.13) y (9.14) se
cumplen claramente y ya hemos comprobado (9.15).

Asi pues, la hipotesis de induccién nos da que
ind;; 5U < 20" 128) /270 indyy, 5,V < 20(20)12

Al multiplicar por 20 o sacar raices cuadradas sucesivas a 2§ obtenemos
numeros mayores, luego ind V' < ind U. Aunque no es exactamente la propiedad
del indice de un producto que hemos demostrado anteriormente (porque las
variables de los factores no son las mismas), es facil ver que igualmente se
cumple

inle’EF = inle’BU + inle’BV

<2 20"‘_1(25)(1/2)”‘*1 < 9y/32 . 20m 151/
Por consiguiente,
indfﬁF <. 242 . 20m715(1/2)m—1'
Ahora aplicamos el teorema 9.15, segin el cual § = ind G cumple
ml’n{g,,g?} < 8v/2 - 20m—15(1/2)m71 145
< (8v/2 + 4)20m15(1/2" T < g1/
donde hemos usado que 46 < A5/ <y ggm—15(1/2

)'anl
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Por altimo, si § < 62 hacemos
6 < 20m~ 151/ < 9pms(1/2™
mientras que si §2 < @ concluimos con

6 < 20m/2 501/ < 9om (/2™

Con esto queda demostrado el teorema de Roth.

9.5 El teorema de Siegel

Como primera aplicacion del teorema de Roth vamos a demostrar un teorema
de Siegel con el que probaremos que una curva eliptica tiene a lo sumo un nimero
finito de puntos con coordenadas enteras.

Observemos que si K es un cuerpo numeérico, p es uno de sus divisores primos,
« es un numero algebraico y € > 0, el teorema de Roth nos permite encontrar
una constante C' tal que para todo r € K se cumpla

c
|Oz — 7”|p > W
Por consiguiente

log|a77’|p> logC
log A (r) ~ log Ak (r)

—(2+¢€).

Supongamos que podemos aproximarnos a « desde puntos r € K con la
topologia p-adica (es decir, que a € K, ). Entonces Ag (r) tiende a infinito, por
lo que

1 _
lim inf 10812 = "l

> —(2
i g Ay = 29

y, como esto vale para todo € > 0, concluimos que

log |a — 7], 9

R Tog A (r) =

El primer paso para demostrar el teorema de Siegel sera obtener un resultado
similar pero referente a puntos de una curva eliptica en lugar de a nimeros.
Si K es un cuerpo numeérico, p es un divisor primo (arquimediano o no), K,
es la complecion y K, es una clausura algebraica de K, cada curva eliptica
E/K puede verse también como curva E/K,, lo que nos permite considerar la
topologia métrica en F(K,) (entendiendo como tal a la topologia compleja si p
es arquimediano).
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Definicion 9.17 Sea K un cuerpo numérico, p uno de sus divisores primos,
E/K una curva eliptica, Q € E(K,) y t € K,(F) una funcién racional con un
cero de orden e > 1 en Q. Para cada P € E(K,) definimos

P 1/e
dy(P,Q) = min{|t(P)[}/*, 1},
entendiendo que si tg tiene un polo en P, entonces d, (P, Q) = 1.

Observemos que d, depende de la eleccién de t. No es realmente una dis-
tancia en E(K,), pero es claro que si P — @ en la topologia métrica entonces
dy(P, Q) — 0, y esto seré suficiente. El teorema siguiente implica que la eleccion
de to no sera relevante en los resultados que vamos a obtener:

Teorema 9.18 Sea K un cuerpo numérico, sea p un divisor primo en K, sea
E/K una curva eliptica, sea Q € E(K,) y sean t, t' € E(K,) dos funciones
no idénticamente nulas con un cero en Q. Llamemos dy( ,Q) y d,( ,Q) a las
funciones dadas por la definicion precedente. Si Q) es un punto de acumulacion
de E(K,), entonces
sy (PQ)
P—-Q logd, (P, Q)

DEMOSTRACION: Sean ey ¢’ respectivamente el orden de ¢ y ¢’ en Q. Obser-
vemos que la continuidad de ¢ y ¢ (junto con el hecho de que tienen un namero
finito de ceros) implica que si P # @ varia en un entorno de @ suficientemente
pequeno entonces

4y(P.Q) = [H(P)/* > 0. dy(P.Q) = [{ (P >0,

luego podemos tomar logaritmos. La funcion f = #¢/t¢ € K,(E) no tiene ni
un cero ni un polo en Q. Ademas

log|f(P)lp = elog [t'(P)|, — € log [t(P)],,

luego

logdy (P, Q) € log|t(P)[y e'log [t(P)ly”

La funcion |f|, es continua y no se anula en un entorno compacto de P,
luego toma valores en un intervalo [e, M] y, por consiguiente, el logaritmo esta
acotado. Asi, en el ultimo término de la igualdad anterior, el numerador estéa
acotado y el denominador tiende a infinito cuando P — @, lo que prueba el
teorema. ]

logd,(P.Q) _ elog|t!(P)ly _ | , log|f(P)ly

Necesitamos una ultima propiedad basica de las distancias:

Teorema 9.19 Sea K un cuerpo numérico, sea p un divisor primo de K, sea
¢ : By — FE5 una aplicacion regular no constante definida sobre K entre dos
curvas elipticas sobre K. Sea Q € E1(K,) un punto de acumulacion. Entonces

- logdy (6(P), 6(Q)
P=Q  logd,(P,Q)

donde e4(Q) es el indice de ramificacion de ¢ en Q.

=e4(Q),
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DEMOSTRACION: Sean t y t' parametros locales de E1 y Es en Q y ¢(Q)
respectivamente. Vamos a usar estas funciones para calcular d,. El teorema
anterior implica que el resultado seré cierto para cualquier otra eleccion.

Entonces ¢ o t’ = et®(Q) donde € € K, (E>) no tiene ni un cero ni un polo
en (). Asi pues, para puntos P suficientemente cercanos a @,

log dp(¢(P), #(Q)) _ log [t'(¢(P))|p _ log|e(P)ly + eq(P)log [t(P)]y

logdy (P, Q) log [t(P)[p log [t(P)[,

La funcion e[, es continua y no nula en un entorno compacto de @, luego
log [e(P)|, esté acotado en dicho entorno, mientras que log |[t(P)|, tiende a infi-
nito cuando P — (). La conclusion es ahora inmediata. L]

Pasemos ahora a reformular el teorema de Roth en términos de distancias
sobre curvas:

Teorema 9.20 Sea K un cuerpo numérico, p un divisor primo en K, sea E/K
una curva proyectiva definida sobre K, sea Q € E(A) un punto de acumulacion
de E(K) respecto de la topologia p-ddica y f € K(F) una funcion racional no

constante. Entonces loz d- (P
liminf 228 ®(Q) o o
P—Q log Ax(f(P))

donde P varia en E(K).

DEMOSTRACION: Notemos que para que @ pueda ser un punto de acumu-
lacion de E(K) es necesario que Q € E(K,) (pues E(K,) N E(A) es cerrado
en E(A), viendo ambos conjuntos como subespacios de E(K,)). Por lo tanto
la distancia estéd definida. También es claro que no importa con qué funciéon
t € K,(E) la calculamos.

Aplicando el teorema 7.24 a la aplicacion 1/x (extendida de forma natural
a una aplicacion regular P!(K) — P'(K)) vemos que el limite inferior del
enunciado no se altera si cambiamos f por 1/f, luego podemos suponer que f
no tiene un polo en @). Esto nos permite tomar ¢t = f — f(Q) para calcular dy,.
Llamemos e al orden de t en ). Entonces, para todo ¢ > 0,

logdy(P.Q) _ . 1og|/(P) = [(Q)ly

l%gfm = 1115213 elog A (f(P))

log(Ak (f(P)**|f(P) = f(@)ls)
( oz Ax((P) 2 6)> |

El teorema de Roth aplicado a r = f(P) € Ky a = f(Q) € A vemos que
para todo P € E(K) salvo a lo sumo un numero finito de excepciones se cumple

Ag(F(P)*T[f(P) = f(Q)lp > 1.

(Aqui usamos ademés que f no toma nunca el mismo valor sobre infinitos pun-
tos.) Por otra parte, como el conjunto de puntos cuya altura no supera cualquier

1
= — liminf
e P—Q
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cota prefijada es finito, podemos encontrar entornos de @ en los que Ak (f(P))
sea arbitrariamente grande, luego

it log d, (P, Q) 2_24‘6'
P—Q log Ak (f(P)) e
Como € > 0 es arbitrario y e > 1, la conclusién es obvia. [

Con esto ya podemos probar el teorema de Siegel. Se trata de un refina-
miento sustancial del teorema anterior que se obtiene combinandolo con el teo-
rema (débil) de Mordell-Weil. Recordemos que sobre una curva eliptica hemos

definido log Axc (P)
0og
as(P) =log A(P) = |K7KQ\

Teorema 9.21 (Siegel) Sea K un cuerpo numérico, sea p un divisor primo
sobre K, sea E/K una curva eliptica, sea f € K(E) una funcion par no cons-
tante y Q € E(A) un punto de acumulacion de E(K). Entonces

lim IOg dP(P7 Q)

=0
P—-Q af(P) ’

donde P varia en E(K).

DEMOSTRACION: Tomemos una sucesion de puntos distintos P; € E(K) que

converja a @ y tal que exista
o logdy(PLQ)
i ap(R)

Basta probar que L = 0. Ciertamente L < 0, luego s6lo hemos de probar
que L > 0.

Sea m > 2 un namero natural. El teorema débil de Mordell-Weil nos da que
el grupo E(K)/mE(K) es finitamente generado, luego tomando una subsucesion
podemos suponer que todos los puntos P; son de la forma P; = mP} + R, para
ciertos puntos P/ € E(K)yun R € E(K) fijo. Entonces, usando las propiedades
a) y b) de ay demostradas en la prueba del teorema de Mordell-Weil obtenemos
que

m?a;(P}) = ap(mP)) + O(1) = ay (P = R) + O(1) < 2a;(P;) + O(1),

donde la funciéon O(1) es independiente de 1.

Por otra parte, como las operaciones de F son continuas para la topologia
p-adica (porque son aplicaciones regulares), tenemos que mP; — @ — R. Como
E(K,) es compacto, la sucesion P/ ha de tener una subsucesién convergente
a un punto @' € E(K,), pero dicho punto cumplira m@Q’ = @ — R, lo que
implica que Q' € E(A). En efecto, la multiplicacién por m es suprayectiva en
E(A) (como toda isogenia no constante), luego existe un punto @’ € E(A) que
cumple mQ’ = Q — R y, concretamente, hay m? puntos en estas condiciones.
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Lo mismo es valido en F(K,), luego los m? puntos Q' € E(K,) que cumplen
m@Q’ = @— R son precisamente los de F(A). Asi pues, tomando una subsucesion
podemos suponer que P/ — Q' € E(A).

El teorema 2.35 implica que la multiplicaciéon por m es no ramificada, al
igual que la traslacion por R (porque es un isomorfismo). Por consiguiente, el
teorema 9.19 nos da que

im IOg dP(RaQ)
i logd,(P/,Q")

Combinando esto con la desigualdad que hemos obtenido para las alturas
vemos que

=1

A / /
L =lim 710g dp (1, Q) > lim inf iog dp (P, Q')
P () (P + o)

(Notemos que logd, < 0, lo cual invierte la desigualdad.) El teorema anterior
nos da que
logd, (P, Q)
liminf —2—2 0% L > 9
i |K:Qlag(F) —
de donde concluimos que
4K : Q)

L> -

m
Como m es arbitrario, ha de ser L > 0. n

Como ya hemos comentado, de este teorema se desprende que las curvas elip-
ticas sobre cuerpos numéricos no pueden tener infinitos puntos con coordenadas
enteras. Empezamos demostrando un caso particular:

Teorema 9.22 Sea K un cuerpo numérico, sea S un conjunto finito de divi-
sores primos de K que contenga al menos a todos los primos arquimedianos y
sea

Ks={a e K ||al, <1 para todo p € S}.

Sea E/K una curva eliptica y x € K(FE) la primera coordenada respecto de una
ecuacion de Weierstrass. Entonces el conjunto

{Pe E(K)|z(P)e Ks}
es finito.

DEMOSTRACION: Aplicamos el teorema anterior con f = z. Supongamos
que hubiera infinitos puntos P; € E(K) tales que z(P;) € Ks. Entonces

1 n
ax(P;) = mpgs logméax{1, |z(P;)|," }. (9.16)

Observemos que el conjunto

{a € K | |a|, <1 para todo p}
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es finito (sus elementos son enteros algebraicos con su representacion geométrica
acotada). Tomando una subsucesion, podemos suponer que el mayor de los
sumandos de (9.16) se alcanza siempre en un mismo primo p € S (y es mayor
que 1 por la observacion precedente), con lo que

az(P;) < |S|log|z(F;)l, para todo i.

En particular |z(F;)|, — oo y, como x tiene un tunico polo en O, esto implica
que P, — O. (Dado un entorno U de O, la funcién |z|, estd acotada en su
complementario, luego la sucesion P; esta finalmente en U. Podemos calcular
distancias a O mediante la funciéon t = 1/ con e = 2, Asi,

dy(P;,0) = min{1, |z(P,), /?}.

Si i es suficientemente grande,

_logd, (P, 0) _ log |z(F;)]p S 1
@ (P) 20,(P) = 2IS]
Esto contradice al teorema anterior. =

Maés en general:

Teorema 9.23 Sea K un cuerpo numérico, sea S un conjunto finito de divi-
sores primos de K que contenga al menos a todos los primos arquimedianos y
sea

Ks={ae K| |al, <1 para todo p € S}.

Sea E/K una curva proyectiva reqular de género 1 y f € K(E) una funcion
racional no constante. Entonces el conjunto

{PeE|f(P)eKs}
es finito.

DEMOSTRACION: Ciertamente f tiene un polo O € E(A). No perdemos
generalidad si extendemos K para garantizar que O € K. Entonces podemos
considerar a /K como una curva eliptica con neutro O. Sean z, y € K(E) dos
funciones que satisfagan una ecuacién de Weierstrass

y? =23 + Az + B.
Como |K(z,y) : K(x)| = 2, podemos expresar

F(z) + G(2)y

f= @)

con polinomios F'(X), G(X), H(X) € K[X]. Como vo(x) = -2, vo(y) = —3,
vo(f) < 0, podemos concluir que

2grad H < méax{2grad F, 2 grad G + 3}. (9.17)
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Por otra parte,
(fH(z) = F(x))* = (G(2)y)* = G(x)*(2® + Az + B).

Tenemos asi que z es raiz de un polinomio con coeficientes en K[f]. La
mayor potencia de x estara en los términos

fPH(x)?, F(z)?, fH(2)F(z), G(x)’z®.

El grado del tercero serd menor que el de uno de los dos primeros salvo
si grad H = grad F', pero en tal caso (9.17) implica que los tres tienen grado
menor que el cuarto. Asi pues, podemos descartar fH (z)F(x) supuesto que
justifiquemos que los términos de mayor grado de los otros tres no se cancelan.

Igualmente, (9.17) implica que el primero tiene grado menor que el segundo
o el cuarto, luego podemos descartarlo si justificamos que los términos de mayor
grado de F'(z)? y G(z)%x3 no se cancelan, pero no pueden cancelarse, pues uno
tiene grado par y otro impar.

En resumen, la mayor potencia de x aparece tnicamente en F(x)? o en
G(z)%x3. En particular el término de mayor grado tiene su coeficiente en K (es
decir, no contiene a f). Dicho de otro modo, hemos probado que x es la raiz de
un polinomio moénico con coeficientes en K|[f]. Pongamos que es

ao XN +ar (/)X 4 a1 ()X +an(f) =0,

donde podemos exigir que ag € Kg y a;(f) € Kg[f] (sin méas que multiplicar
por un elemento adecuado de K). Basta probar el teorema para un conjunto de
primos mayor que S, luego podemos anadir a S los primos necesarios para que
ap sea una unidad de Kg. Asi podemos dividir entre ag y suponer que ag = 1.

Ahora, si P € E(K) cumple f(P) € Kg, tenemos que z(P) es la raiz de
un polinomio moénico con coeficientes en Kg, pero Kg es integramente cerrado
(teorema 7.12), luego concluimos que z(P) € Kg. Es decir,

{PeEK)|f(P)eKs}C{P € E(K)|x(P) € Ks},
y el ultimo conjunto es finito por el teorema anterior. L]

Observemos que si S es el conjunto de los primos arquimedianos de K en-
tonces Kg es su anillo de enteros. Mas en particular, todo sistema de ecuaciones
con coeficientes racionales (con cualquier ntimero de variables) que defina una
curva proyectiva de género 1 tiene a lo sumo un ndmero finito de soluciones
enteras.

Las técnicas que hemos empleado no son efectivas, en el sentido de que
no nos permiten acotar las coordenadas de las posibles soluciones enteras de
una ecuaciéon dada, con lo que no podemos calcular explicitamente todas las
soluciones (ni determinar si existe alguna). En 1966, Baker desarrollé una teoria
de formas lineales en logaritmos que permite obtener cotas explicitas, aunque
éstas son muy elevadas. Por ejemplo, para una ecuaciéon

Y2=AX?>+BX?>+CX+D
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con A, B, C, D € Zy M = max{|A|,|B|,|C|,|D|}, las técnicas de Baker
permiten probar que toda soluciéon entera ha de cumplir

max{|z], [y|} < exp((10°M)'%").

Ejemplo Vamos a ver que hay curvas elipticas de la forma Y2 = X3 +m con
una cantidad arbitrariamente grande de soluciones enteras.

En la pagina 175 hemos visto que la curva Y2 = X3 + 8 contiene puntos ra-
cionales de orden infinito. En particular contiene infinitas soluciones racionales.

Tomemos n de ellas (p;/r,q;/r), para i = 1,...,n. Entonces
2 3
4 _ P
2t
luego

(7’2(]7;)2 = (7’;07;)3 + 8r6.

Esto significa que la ecuacion Y2 = X3 + 876 tiene al menos las n soluciones
enteras distintas dadas por (rp;,7%¢;), parai=1,...,n. n

Como aplicacion del teorema de Siegel podemos probar un resultado con
numerosas aplicaciones a la teoria de las curvas elipticas.

Teorema 9.24 (Shafarevich) Sea K un cuerpo numérico y S un conjunto
finito de divisores primos de K que contenga a todos los primos arquimedianos.
Entonces, salvo isomorfismo, hay un nimero finito de curvas elipticas E/K con
buena reduccion en los primos que no estan en S.

DEMOSTRACION: Es claro que podemos sustituir S por un conjunto mayor.
En particular podemos suponer que S contiene a todos los primos que dividen a 2
y 3 asf como que el anillo Kg es un dominio de ideales principales (teorema 7.12).

Supongamos que existen infinitas curvas elipticas E;/K no isomorfas dos a
dos y todas con buena reducciéon fuera de S. A cada una de ellas podemos
aplicarle el teorema 7.13, lo que nos da una ecuacién

Y2 = X%+ A,X + B, A;, Bie Kg

con discriminante A; = —16(4A2 + 27B%) no divisible entre ningtin primo de S
(es decir, A; es una unidad de Kg).

Por el teorema de las unidades de Hasse, el grupo Ug de las unidades de
K es finitamente generado, luego el cociente Ug/UE? es finito. Extrayendo una
subsucesion de FE;, podemos suponer que todos los discriminantes A; tienen el
mismo resto médulo U §27 es decir, que existe un C' € Ug de modo que

A; =CDX2, D, eUs.

La relacion entre A;, A; y B; implica que (—12A4;/D2,27B;/D$) es un punto
de la curva eliptica Y2 = X3 — 27C con coordenadas en Kg. Por el teorema de
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Siegel s6lo hay un ntmero finito de tales puntos, luego ha de haber al menos
dos indices i, j tales que

Ai/D} = A;/D},  Bi/D} = B;/Dj,
pero entonces el cambio de variables
X =(Di/Dj)*X', Y =(Di/D;)*Y’
determina un isomorfismo entre F; y F;, contradiccion. L]
Uniendo esto al teorema 6.25 obtenemos la consecuencia siguiente:

Teorema 9.25 Si K es un cuerpo numérico y E/K es una curva eliptica, exis-
ten, salvo isomorfismo, un nimero finito de curvas iségenas a E sobre K.



Capitulo X

Curvas elipticas complejas

Nos ocupamos ahora de las curvas elipticas definidas sobre el cuerpo C de los
nimeros complejos, en cuyo estudio podemos emplear técnicas analiticas, més
concretamente, la teoria de funciones de variable compleja. La idea béasica es que
las curvas elipticas complejas son superficies de Riemann de género 1, esto es,
homeomorfas a un toro. Topolégicamente, pueden ser obtenidas identificando
los lados opuestos de un cuadrado. Vamos a ver que si en lugar de un cuadrado
tomamos un paralelogramo adecuado en C, entonces esta identificacion puede
hacerse mediante funciones holomorfas. Para precisar esta idea dedicamos la
primera seccién a estudiar los toros complejos que se obtienen identificando los
lados opuestos de un paralelogramo.

10.1 Reticulos y toros complejos

Definicion 10.1 Un reticulo complejo es un grupo R = (w1, ws),, donde w; y
ws son dos numeros complejos linealmente independientes sobre R.

Es claro que la independencia lineal de w; y we equivale a que sean no nulos
y T = wa/w; tenga parte imaginaria no nula. Eligiendo el orden de w; y wo
podemos exigir que Im 7 > 0. Diremos entonces que el par (w1,ws) es una base
orientada del reticulo R. En lo sucesivo sobrentenderemos siempre que las bases
con las que trabajamos estan orientadas.

Se llama paralelogramo fundamental asociado a una base w1, wa de un reticulo
complejo R al conjunto

P={aw; 4+ Pws | 0< a, f < 1}.

Es claro entonces que el plano complejo se descompone en uniéon disjunta de
los trasladados de P, es decir,

C=Jw+P
wER

283
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Un toro complejo es un cociente T'= C/R, donde R es un reticulo complejo.
Es claro que la proyeccion natural p : C — T es inyectiva sobre cada trasladado
z + P de un paralelogramo fundamental de R. En particular p es localmente
inyectiva. Se comprueba sin dificultad que T" admite una tnica estructura de
superficie de Riemann respecto a la cual p es localmente conforme (simplemente,
tomamos como cartas a las inversas locales de p). En particular tenemos definida
una topologia en T', que resulta ser compacta. Méas precisamente, una aplicacion
R-lineal C — R? que transforme R en Z? induce un difeomorfismo

T —R?72=8' x §*

que es, de hecho, un isomorfismo de grupos.

Vemos asi que los toros complejos son grupos de Lie algebraicamente difeo-
morfos todos ellos al grupo S* x S'. No obstante, el difeomorfismo que hemos
construido no es en general una transformacion conforme y es que, segin vere-
mos enseguida, existen infinitos toros complejos no conformemente equivalentes
dos a dos.

Para ello observemos que la proyeccién p : C — T es lo que en topologia se
conoce como un cubrimiento, es decir, una aplicacién continua y suprayectiva
tal que cada punto [z] € T tiene un entorno abierto V con la propiedad de que p
se restringe a un homeomorfismo p|y : U — V sobre cada componente conexa
U de p~1[V]. En efecto, basta tomar como V cualquier entorno abierto de [z]
donde p tenga inversa. Con esto podemos probar:

Teorema 10.2 Sean R y S dos reticulos complejos y ¢ : C/R — C/S una
aplicacion holomorfa. Entonces existen constantes o, f € C tales que el dia-
grama siguiente es conmutativo:

C/R—>C/$

donde ¢ viene dada por ¢(z) = az + .

DEMOSTRACION: Sea f : C — C/S dada por f = pg o ¢. Un teorema
basico de la topologia algebraica (el criterio de elevacion) afirma que, como
ps es un cubrimiento de un espacio topologico y su dominio C es localmente
compacto y simplemente conexo, la aplicacion continua (arbitraria) f se eleva
a C, es decir, existe una aplicacion continua ¢ : C — C tal que ¢opg = f. En
concreto, esto significa que ¢([z]) = [p(2)].

El hecho de que pr y ps sean localmente conformes implica que é es holo-
morfa. Para cada w € R, la aplicacion ¢(z+w) — ¢(z) toma valores en S. Como
C es conexo y S es discreto, ha de ser constante, y su derivada sera nula. Asi
pues, qg’(z +w)= ¢~)’(z), para todo z € C y todo w € R.

Esto nos permite definir ¢’ : C/R — C mediante ¢'([z]) = ¢'(z) y de
nuevo por la conformidad local de pr tenemos que se trata de una aplicacion
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holomorfa. Concluimos que q~5’ es constante, ya que de no serlo su imagen seria
abierta en C, pero también compacta, lo cual es absurdo.

Sea, pues, a € C tal que gzg'(z) = «a para todo z € C. Obviamente entonces,
existe 8 € C tal que ¢(z) = az + 3 para todo z € C. n

De aqui deducimos consecuencias muy importantes.

Definicién 10.3 Un homomorfismo analitico ¢ : C/R — C/S entre dos toros
complejos es un homomorfismo de grupos que ademés es una aplicacién holo-
morfa entre las dos superficies de Riemann. Un isomorfismo analitico es un
homomorfismo analitico biyectivo (en particular una transformaciéon conforme).

Si en el teorema anterior suponemos que ¢(0) = 0, entonces se ha de cumplir
que 8 € S,y en tal caso é(z) = az induce también la aplicacion ¢,luego podemos
tomar S = 0, con lo que resulta que ¢ es un homomorfismo analitico. Esto
demuestra el teorema siguiente:

Teorema 10.4 Si ¢ : C/R — C/S es una aplicacion holomorfa entre dos
toros complejos que cumple ¢(0) = 0, entonces ¢ es un homomorfismo analitico,
inducido por la multiplicacion por un cierto o € C.

En particular, una transformacion conforme ¢ : C/R — C/S entre dos
toros complejos que cumpla ¢(0) = 0 es un isomorfismo analitico. Ahora bien,
si ¢(0) = [#], podemos considerar la aplicacion ¢ : C/S — C/S dada por
¥([z]) = [z—pB]. Es claro que esta bien definida y es una transformacion conforme
del toro en si mismo. Por consiguiente, ¢ o 1 es también una transformacion
conforme y conserva el 0, luego es un isomorfismo analitico. Con esto hemos
probado:

Teorema 10.5 Dos toros complejos son conformemente equivalentes si y sdlo
si son analiticamente isomorfos.

Si¢: C/R — C/S es un isomorfismo analitico entre dos toros complejos,
el niimero « que lo representa en C ha de cumplir «R = Sy, reciprocamente,
todo a € C que cumpla aR = .S induce un isomorfismo analitico entre los toros.
Esto nos lleva a la definicion siguiente:

Definicion 10.6 Dos reticulos complejos R y S son linealmente equivalentes si
existe un nimero complejo « tal que aR = S.

Geométricamente, esto significa que uno puede obtenerse de otro mediante
una rotaciéon y una homotecia. Los teoremas anteriores muestran que dos toros
C/R y C/S son conformemente equivalentes (o analiticamente isomorfos) si y
so0lo si los reticulos R y S son linealmente equivalentes.

Explicitamente, si R = (wi,w2), ¥ S = (w],w)),, tenemos que Ry S son
equivalentes si y solo si existe un a € C* tal que (aw!, aw)), = (w1,ws),, lo
que a su vez equivale a que existan enteros a, b, ¢, d tales que

aw) = dwy + cwa,  awh = bw + aws, ad — bc = +1.
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Esto equivale a que

/
b
Wi _ GWat WLy e deZ, ad—be= 1.

Wi cws +dwy’

Si llamamos 7 = wy /w1 y 7/ = wh/w], concluimos que Ry S son linealmente

equivalentes si y so6lo si existen ntmeros a, b, ¢, d tales que

b
P =0T bedeZ, ad—be= 1.
ct+d

Observemos que

, _Im((ar +b)(cT+d))) belm7 +adlm7T  ad—be
B ler + d|? N ler + dJ? et +dJ?

Im T

Im7. (10.1)

Si suponemos que las bases estan orientadas entonces Im 7 e Im 7’ son posi-
tivos, luego ad — be > 0. Con esto hemos probado el teorema siguiente:

Teorema 10.7 Sean R = (wi,w2); y S = (wh,wy), dos reticulos complejos,
donde las bases estan orientadas. Entonces R y S son linealmente equivalentes
sty solo si existen numeros enteros a, b, ¢, d tales que

, ar+b

T T d ad — be

Ahora es claro que existen infinitos reticulos no equivalentes dos a dos, luego,
tal y como afirmébamos, hay infinitos toros complejos no conformemente equi-
valentes dos a dos.

En particular tenemos que todo reticulo complejo R = (w1, w2),, es lineal-
mente equivalente a otro de la forma (1,7),, con Im7 > 0 (sélo tenemos que
tomar 7 = ws /wy). Por ello en muchas ocasiones podremos limitarnos a trabajar
con reticulos de esta forma.

10.2 Las funciones de Weierstrass

Dos niimeros complejos wi y wo linealmente independientes sobre R determi-
nan un paralelogramo en C. El reticulo R generado por w; y we es un artificio
algebraico para tratar méas comodamente el toro que resulta de identificar los
lados opuestos de dicho paralelogramo. En efecto, dicho toro puede identifi-
carse con el cociente C/R, donde por comodidad trabajamos con todo el plano
complejo en lugar de con el paralelogramo determinado por wy y ws.

En esta seccion veremos que todo toro complejo es conformemente equiva-
lente (e isomorfo como grupo) a una curva eliptica compleja. El isomorfismo
induce de forma natural un isomorfismo entre el cuerpo de funciones racionales
de la curva eliptica y el cuerpo de funciones meromorfas del toro, las cuales a
su vez pueden identificarse de forma natural con las funciones meromorfas en
C con periodos w; y ws. Esto nos lleva a las funciones elipticas en el sentido
clésico:
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Definicion 10.8 Una funcidn eliptica respecto a un reticulo complejo R es una
funcién meromorfa f : C — C* tal que f(z +w) = f(z) para todo z € C y
todo w € R.

Un ntimero complejo w que cumpla f(z +w) = f(z) para todo z € C se
llama periodo de f. Asi pues, los elementos de R son periodos de f, pero
no exigimos que sean los unicos periodos de f. Es obvio que para que f sea
eliptica respecto de R basta con que tenga por periodos a una base de R. En
otras palabras, una funcion eliptica (respecto a algin reticulo) no es mas que
una funcién meromorfa doblemente periddica (una funcion con dos periodos
linealmente independientes).

Es evidente que si f : C/R — C* es una funcién meromorfa en un toro
complejo y p : C — C/R es la proyeccion natural, entonces f = po f es una
funcién eliptica sobre R y, reciprocamente, toda funcion eliptica sobre R induce
una funcion meromorfa f tal que f = po f. En lo sucesivo no distinguiremos

entre fy f.

El hecho de que las funciones elipticas puedan verse como funciones mero-
morfas sobre una superficie de Riemann compacta tiene muchas consecuencias.
Por lo pronto tenemos que las funciones elipticas sobre un reticulo forman un
cuerpo con las operaciones definidas puntualmente. Mas atn, el cuerpo M(T)
de las funciones meromorfas sobre una superficie de Riemann compacta T es
un cuerpo de funciones algebraicas de una variable.! Ademas, los puntos de T
se corresponden biunivocamente con los divisores primos de M(7'): un punto P
se corresponde con el primo P tal que vy (f) es el orden de la funciéon f en el
punto P.

Si f € M(T) no es constante, podemos considerarla como elemento del
cuerpo k = C(f), donde su divisor asociado es de la forma (f) = p/q, para cier-
tos divisores primos p y q de k. Estos factorizaran en M(T') como p = R - - - Ly,
y q = Q1---9Q,, donde los primos PB; y Q; (no necesariamente distintos) se
corresponden respectivamente con los ceros y polos de f en T (y el nimero de
veces que aparece repetido cada primo es el orden del cero o polo correspon-
diente). El nimero n de factores es el mismo para p y q porque los divisores
principales tienen grado 0. Esto significa que (contando multiplicidades) f tiene
el mismo numero de ceros que de polos en T. A este ntimero se le llama orden
de la funcion f. Observemos que, como p tiene grado 1 en k y grado n en M(T),
podemos concluir que

|M(T) : C(f)| = orden de f. (10.2)

En el caso particular en que T = C/R es un toro complejo y f es, por
lo tanto, una funcion eliptica, el orden de f es el niumero de ceros o de polos
que tiene f en un paralelogramo fundamental de R (o en cualquiera de sus
trasladados), contados siempre con su multiplicidad.

IDemostrar esta afirmacién en toda su generalidad implica probar un resultado nada trivial,
a saber, que en toda superficie de Riemann existen funciones meromorfas que separan puntos.
No obstante, para el caso especifico de un toro complejo T', construiremos enseguida tales
funciones de forma explicita (cf. la nota al pie de la pagina 290).
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De (10.2) se sigue que una funcion eliptica no constante no puede tener
orden 1, ya que entonces seria M(T") = C(f), cuando el cuerpo de la derecha
tiene género 0 y el de la izquierda tiene género 1 (ya que su superficie de Riemann
es homeomorfa a un toro).

Vamos a probar que todo reticulo complejo tiene asociadas funciones elipticas
no constantes. El punto de partida es el teorema siguiente:

Teorema 10.9 Si R es un reticulo en C y a € R, entonces la serie

1
2. a

weR\{0}
converge (absolutamente) si y solo si o > 2.

DEMOSTRACION: Notemos que, puesto que no hemos especificado un or-
den en los sumandos, s6lo tiene sentido hablar de convergencia absoluta. Sea
w1, wy una base de R y llamemos m y M a las distancias minima y méxima,
respectivamente, de 0 a la frontera del paralelogramo indicado en la figura:

w1 + wo
w2

—w1 + wo M,

m
—wi w1 — W2

—wo
—W1 — W2

Si w # 0 es cualquiera de los 8 elementos de R representados en la figura,
tenemos que m < |w| < M. Si dibujamos los 12 paralelogramos que rodean a
los 4 que aparecen en la figura, encontraremos 16 nuevos elementos w € R tales
que 2m < |w| < 2M. A continuacién encontraremos 24 nuevos elementos tales
que 3m < |w| < 3M, etc.

En general, encontramos 8k elementos de R que satisfacen las desigualdades

11 _
(EM)> = Jwl* = (km)*

Sillamamos S(n) = Y |w| ™%, donde w recorre los 8(14+2+- - - +n) elementos
de R mas cercanos a 0, tenemos que
8 2-8 n-8 8 2-8 n-8

e e T ane =P S e T e T Gy

lo cual equivale a




10.2. Las funciones de Weierstrass 289

Si o > 2, la serie de la derecha es convergente, luego S(n) también, mientras
que si a < 2 la serie de la izquierda es divergente, luego S(n) también. La con-
vergencia de S(n) equivale a la convergencia absoluta de la serie del enunciado.

|

La definicién siguiente nos da la funcién mas elemental que puede asociarse
a un reticulo complejo de forma natural. No es una funcion eliptica, pero nos
permitira construir otras que si lo son.

Definicién 10.10 La funcion sigma de Weierstrass asociada a un reticulo com-
plejo R es la funcién o : C — C dada por

2
o)==z [ (1-2) ew a7,
weR\{0}

Segun la teoria basica sobre productos infinitos, la convergencia de la serie
del teorema anterior para a = 3 implica la convergencia absoluta y casi uniforme
del producto en todo el plano complejo. Tenemos asi una funciéon entera con
ceros simples en todos los puntos de R (y so6lo en ellos). Se trata de una funcion
impar, pues —w recorre R\ {0} cuando w lo hace, y claramente

lim o(2)

z—0 Zz

=1

Todos estos hechos determinan una cierta analogia entre las funciones o(z) y
sen z. Observemos que o(z) no puede ser una funcién eliptica porque tendria
un Unico cero y ningin polo en cada paralelogramo fundamental de R.

Introducimos ahora la funcion dseta de Weierstrass, definida por
o'(2)
o(z)
Se trata de una funcién impar meromorfa en C con polos simples en los
puntos de R (lo que ya implica que no puede ser eliptica). La convergencia

absoluta del producto que define la funcién sigma equivale a la convergencia
absoluta y casi uniforme de la serie

e ¥ (el D)3 )

weR\{0}

((2) =

la cual determina un logaritmo holomorfo de o(z)/z en un entorno de 0. El
logaritmo que aparece en la serie es el que toma partes imaginarias en |—m, 7[.

Derivando queda
o'(z) 1 —1/w 1 =z
o(z) =z Z (1—z/w+w+w2)’

weR\{0}

luego

1
(()=-+ . (Zicu+i+52>

weR\{0}
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En principio tenemos probada esta igualdad en un entorno de 0, pero por
el principio de prolongacién analitica se cumple en todo C, dado que la serie
converge uniformemente en todo compacto que no contenga puntos de R. En
efecto, el término general es 22/(z — w)w?, y basta compararlo con 1/w?.

Vemos que ( tiene residuo 1 en todos sus polos. Volviendo a derivar llegamos

a que
P [
((x) =~ wERZ\{O}((Z_W)Q w2)~

Definimos la funcion p de Weierstrass como

o) =)=+ 3 <(_1w)_wl)

weR\{0}

Es claro que p es meromorfa en C, con polos dobles en los puntos de R. La
serie que la define converge uniformemente en todo compacto que no contenga
puntos de R, al igual que sucede con la serie que resulta de derivar término a

término: 1
/
= -2 —_—.

Es evidente que ¢'(z) es una funcién eliptica sobre R (de orden 3). Vamos
a ver que p(z) también lo es (pero de orden 2). Observemos para ello que p(z)
es par. En efecto, usamos que

(—z-w)?=(z+w)? = (z = (-w))%,

sumamos sobre w y tenemos en cuenta que —w recorre R cuando w lo hace.
Como g’ es eliptica sobre R, siw € R la funcién p(z+w)— p(z) es constante.
Ahora bien, para z = —w/2 ha de ser

p(z +w) —p(2) = p(w/2) — p(-w/2) =0,
luego p(z + w) — ©(z) es la funciéon nula.

Asi pues, para cara reticulo complejo R hemos encontrado dos funciones
elipticas no constantes? asociadas a R, las funciones p(2) y ¢'(2). Ambas se
conocen como funciones de Weierstrass de R.

Hemos demostrado que la funcion g es par, es decir, cumple p(—z) = p(z),
mientras que de la propia definiciéon como serie infinita se sigue que g’ es impar,
es decir, que p/'(—2) = —¢'(2).

Como los ordenes de p y ' son 2 y 3 respectivamente, la relacion (10.2)
nos da que |M(T) : C(p)| = 2y IM(T) : C(p')] = 3, de donde concluimos
inmediatamente que M(T') = C(p, p’), en otras palabras:

2 En particular vemos que p(z) separa el 0 del toro T = C/R de cualquier otro punto p € T
(en el sentido de que p(0) # oo # p(p)). Componiendo con traslaciones vemos que T tiene
funciones meromorfas que separan cualquier par de puntos, tal y como habiamos anticipado.
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Teorema 10.11 Toda funcion eliptica sobre un reticulo complejo R se expresa
como una funcion racional de las funciones de Weierstrass o y ¢’ de R.

Las funciones g y ' deben satisfacer una ecuacion polinémica (pues ambas
pertenecen a un mismo cuerpo de funciones algebraicas). Vamos a encontrar
explicitamente esta ecuacion.

Definicién 10.12 Sea R un reticulo en C. Para cada natural n > 3, la serie
de Fisenstein de R de orden n es

1
G, = —.
n Z wTL
weR\{0}

El teorema 10.9 prueba la convergencia de las series de Eisenstein. En la
prueba del teorema siguiente se ve que Gap+1 = 0 para todo n:

Teorema 10.13 La serie de Laurent en 0 de la funcion de Weierstrass o de
un reticulo R es

1 oo
= L+ G

DEMOSTRACION: Usamos el desarrollo de Taylor
LS, <l
—_— = n z z .
(]- - Z)2 n=0 ’

Sea m > 0 el menor modulo de un elemento no nulo de R. Si0 < |z| <my
w € R es no nulo, entonces |z/w| <1y

(z—lw)2 e (11 3)2 - % <1+§;(n+1) (i)n>’

luego

1 1 —n+l,
(z —w)? _E_;uﬂ”ﬂz '
Sumando sobre w y teniendo en cuenta que todas las series convergen abso-
lutamente,

1 = o, 1 & N
=5 Z ) D oAt = gt ) ()G
n=1 weR\{0} n=1

Como p es una funcién par, las series de Eisenstein Gar1 han de ser nulas,
con lo que queda la expresiéon del enunciado. n

Ahora podemos probar:
Teorema 10.14 La funcidn o de un reticulo R satisface la ecuacion diferencial

/2 = 4% — 60G4p — 140Gs.
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DEMOSTRACION: Derivando la serie de Laurent de p obtenemos que (para
todo z cercano a 0)

2
o' (2) = ——5 +6Gaz + 20G2® + - - -

Por lo tanto 4 2uC
(2= — — Z=2 —80Gg + - - -
@( ) 6 22 6
donde los puntos suspensivos representan una funcion holomorfa que se anula
en 0. Por otra parte,

, 1 9G

:Z—6+—24+15G6+~~

o(z) 5

Por consiguiente
¢ (2)? — 49> + 60G4p(2) = —140Gg + - - -

Esta funcién es eliptica y no tiene polos, luego ha de ser constante, lo que
nos da la ecuacion diferencial que buscamos. L]

Si llamamos go = 60G4 y g3 = 140G tenemos que la funcion g satisface la
ecuacion diferencial
0% =49’ — gap — g3.

Equivalentemente, las funciones p y g’ satisfacen la ecuacion algebraica
Y2 =4X3 — g, X — gs.

Esto es lo que en 2.4 hemos llamado una ecuacion de Weierstrass clasica, que
no es una ecuacion de Weierstrass en el sentido general, pero que en realidad es
el tipo de ecuacion que considerd6 Weierstrass al estudiar las funciones elipticas
debido a que, como acabamos de ver, es el tipo de ecuacion que relaciona a las
funciones p y p’. Recordemos que hemos definido el discriminante y el invariante
de una ecuacién de este tipo como los correspondientes a la ecuacién que resulta
de hacer Y = 2Y’, a saber,3

3 2 . 1728 g3

A - 92 27937 J = gg, — 2793% .

Observemos que el cuerpo C(gp, ©’) de las funciones elipticas sobre el reticulo
R es isomorfo al cuerpo de las funciones racionales de la curva proyectiva E
determinada por la ecuacion. Como C(p, o) es también isomorfo al cuerpo
de las funciones meromorfas del toro complejo C/R, tiene género 1, luego lo
mismo le ha de suceder a E, luego E ha de ser una ctibica regular, es decir, una
curva eliptica. Equivalentemente, se ha de cumplir que A # 0, lo que a su vez
equivale a que el polinomio 4X3 — g, X — g3 tenga tres raices distintas. Vamos
a calcularlas explicitamente:

3Es frecuente definir J = gS’/(gg — 279?2,)7 lo cual es méas natural en algunos aspectos, pero
no en otros. Por ejemplo, la serie de Fourier del teorema 10.32 no son enteros si usamos con
J en lugar de j.
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Definicién 10.15 Si R = (w1, w2), es un reticulo complejo y o es su corres-
pondiente funcion de Weierstrass, definimos

w1 w2 w1 + wo
612@(7)7 6229(?), €3 = 9 )

El teorema siguiente muestra, entre otras cosas, que estos ntimeros no de-
penden (salvo el orden) de la eleccion de la base de R:

Teorema 10.16 Si R es un reticulo en C, entonces
AX% — g2 X — g3 = 4(X — e1)(X — e2)(X —e3).
Ademds, las raices ey, es, es son distintas dos a dos.

DEMOSTRACION: Sea «; uno de los tres ntmeros wy /2, wa/2, (w1 +w2)/2, de
modo que p(«;) = e;. Claramente a; ¢ R, pero 2a; € R. La funcion p(z) — e;
tiene un cero doble en «ay, pues, usando que g’ es impar, vemos que

—¢'(ai) = 9 (—ai) = o' (—ai 4+ 204) = ¢ (vi),

luego ha de ser p/(c;) =0y asi «; es un cero de p — e; de orden al menos dos.
Contando los polos vemos que la funcién tiene orden 2, luego «; ha de ser su
unico cero y su orden ha de ser exactamente 2.

Por consiguiente, la funcion g(z) = 4(p—e1)(p—e2)(p—es) tiene exactamente
tres ceros dobles. Lo mismo podemos decir de la funcién g2, que tiene orden
6 (solo tiene polos de orden 6 en los puntos de R) y acabamos de ver que tiene
ceros de orden al menos 2 en los mismos puntos que g. Asi pues, dichos ceros
han de ser exactamente de orden 2 y no puede tener méas. El cociente

o' (2)? 4p(2)* — g29(2) — g3

9(z)  4p(z) — e1)(p(z) — e2)(p(2) — e3)

ha de ser constante y, calculando su limite en 0 (dividiendo entre ©®), vemos
que la constante ha de ser 1, y asi tenemos la igualdad

40° — g2 — g3 = 4(p — e1)(p — €2)(p — e3).

Es claro que la funcién p toma infinitos valores distintos, luego los dos miem-
bros de la igualdad del enunciado son polinomios que coinciden en infinitos
puntos, luego son iguales.

Para terminar observemos que, aunque ya sabemos que los e; han de ser
distintos, ahora podemos dar una sencilla prueba directa: si —por ejemplo—
fuera e; = eq, entonces p(z) — e; tendria un cero doble en w;/2 y otro en wy/2,
pero ya hemos visto que su orden es 2, luego esto es imposible. m

Segun hemos visto hasta aqui, a cada reticulo complejo R le hemos asociado
una funcion de Weierstrass ¢ y unos ntmeros complejos g2 y g3 que a su vez
determinan una ecuacién de Weierstrass que a su vez determina una curva elip-
tica plana. A continuacion demostramos que las funciones g y o' parametrizan
la curva de forma natural:
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Teorema 10.17 Sea T'= C/R un toro complejo, sea p su funcion de Weiers-
trass y sea F la curva eliptica dada por Y2 = 4X3 — g2 X — g3. Entonces la
aplicacion ¢ : T — E dada por ¢(P) = (p(P), o' (P)) para P # 0 y $(0) = O
es una transformacion conforme y un isomorfismo de grupos.

DEMOSTRACION: Obviamente ¢|7 (o} : T\ {0} — C? es holomorfa, luego
también lo es como aplicaciéon en E. Asi pues, ¢ es holomorfa salvo a lo sumo
en 0. Para probar que también aqui lo es, hemos de componerla con una carta
de E alrededor de O. Sirve la restriccion de cualquier funcion f € C(E) tal que
vo(f) = 1. Por ejemplo, podemos tomar f = x/y. Claramente, (¢ o f)(P) =
p(P)/¢'(P), que es una funciéon holomorfa en un entorno de 0.

Observemos ahora que ¢ es biyectiva. En efecto, si p(P1) = p(P) = ay
' (P1) = ¢ (P2) con P, # P, entonces P; # 0, pues p sdlo tiene un polo en 0.
Asi pues, a es finito y podemos considerar la funciéon p — . Vemos que tiene
ceros en P; y P,. Como p es par, también — P, es un cero de p — .

Distinguimos dos casos: si P, # —Ps, entonces, dado que la funcién p — «
tiene orden 2, ha de ser P, = —P,, pero entonces p'(P)) = —p'(P2), lo que
obliga a que p'(P;) = p/(P2) = 0, pero esto es imposible, ya que entonces p — «
tendria (contando multiplicidades) al menos cuatro ceros.

La otra posibilidad es P, = —P,, y entonces ¢ (Ps) = ¢'(—FP2) = —¢'(P2),
luego ha de ser p/(P2) = 0 y asi p — « tiene un cero en P; y dos en Ps, en
contradicciéon nuevamente con que su orden es 2.

La suprayectividad de ¢ es ahora trivial, pues la imagen ha de ser abierta
porque ¢ es holomorfa y ha de ser cerrada porque T es compacto. Solo falta
demostrar que ¢ es un homomorfismo de grupos.

Consideramos la aplicaciéon f : C x C — C/R dada por

f(z1,22) = 67 (B([21]) + o([22]))-

Obviamente es holomorfa. En particular es continua, por lo que el mismo
criterio de elevaciéon que hemos usado en la prueba de 10.2 nos da ahora una
aplicacion continua f : C x C — C tal que f(z1,22) = [f(217~22)]. Como la
proyeccion de C en el toro es localmente conforme, tenemos que f es holomorfa.

Pongamos que R = (wi,ws2),. Es claro que para my, my € Z,
f(21, 22 + miwr + maws) = f(21),

luego existen nq, no € Z dependientes de z1, 22, m1 y ma, tales que

flz1, 22 + miwi + maws) = f(21, 22) + niwr + naws.

Fijados my y ma, la aplicacion (21, 22) — (n1,ng) es claramente continua,
luego constante, es decir, n; y ng no dependen de z; y z5. Por lo tanto, podemos
derivar:

= (21, 22 + miw1 + Mmowa) = =—(21, 22),

0z 0z

= (21, 22 + Miw1 + Mows) = a—(zl, Z2).
Z2

(92’2



10.2. Las funciones de Weierstrass 295

Esto significa que las derivadas (para un 27 fijo) son funciones elipticas, pero
no tienen polos, luego son constantes o, dicho de otro modo, no dependen de
2. Igualmente se demuestra que no dependen de z;. Esto se traduce en que

f(z1,22) = az1 + bze + ¢,

para ciertos a, b, c € C. Por lo tanto:

¢(laza] + [bz2] + [c]) = o([z1]) + o([22))-

Evaluando en (0,0) queda que ¢([¢]) = O, luego [¢] = 0. Evaluando en (z1,0)
tenemos que ¢([az1]) = &([z1]), luego [az1] = [z1] para todo z1, e igualmente
[bza] = [22], luego la ecuacion se reduce a

o([z1] + [22]) = o([21]) + o([22]).

Extendiendo la definicion 10.3 a aplicaciones entre toros complejos y curvas
elipticas, podemos decir que la aplicacién ¢ dada por el teorema anterior es
un isomorfismo analitico. Es obvio que dos toros complejos son analiticamente
isomorfos si y so6lo si lo son sus curvas elipticas asociadas, lo cual equivale a que
sean isomorfas como curvas elipticas, lo cual equivale a su vez a que tengan el
mismo invariante. De este modo, hemos asociado un invariante j € C a cada
reticulo complejo (o a cada toro complejo) de tal forma que dos reticulos son
linealmente equivalentes (y dos toros son analiticamente isomorfos o conforme-
mente equivalentes) si y solo si tienen el mismo invariante.

Ejemplo Vamos a determinar el invariante del reticulo R = (1,4),.

En primer lugar observamos que cuando (m,n) recorre Z? \ (0,0), entonces

tanto m + ni como i(m + ni) = —n + mi recorren R\ {0}. Por lo tanto,
1 1
Go= 2. GamgaB =" 2 Twawgs = G
mamzo0) MmN S0 (M)

luego Gg = 0y g3 = 140Gg = 0. Respecto a G4 tenemos que

Gi= 3 7:&4+Z<(m+1m)4+ (m—lm‘>4>

meZ\{0} n>0
- ey 2 2\4 :
mez o} " n>0 (m? +n?)

Desarrollando el numerador concluimos facilmente que G4 > 0, luego tam-
bién g = 60G4 > 0.

Asi pues, el toro C/R es isomorfo a una curva eliptica dada por una ecuacion
de la forma

Y2 =4X3 — o X.

En particular su invariante es j = 1728. Asi, aunque no tengamos el valor
de g2, tenemos determinada la curva salvo isomorfismo. (Dicho valor puede
aproximarse numéricamente, y resulta ser go = 0,738565313004819736...) =
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Ejemplo Sea p una raiz cubica primitiva de la unidad. Vamos a calcular el
invariante del reticulo R = (1, p),.
Teniendo en cuenta que p? + p + 1 = 0, calculamos
1 1
Gy = SEE— - -
4 Z (m + np)? Z (mp?® + np)*

(m,n)€z? (m,n)€z?
(m,n)#(0,0) (m,n)#(0,0)

1 1 1 1
“F X A 2 e m =

(m,n)€Z? (m,n)€z?
(m,n)#(0,0) (m,n)#(0,0)
1 1 1
Ly e
(m n)622 (m T Tlp) P

(m,n)#(0,0)

de donde se sigue que G4 = 0, e igualmente g, = 60G4 = 0. Por consiguiente el
invariante es j = 0. n

Terminamos la seccién citando un resultado que demostraremos més tarde,
en el capitulo XII:

Teorema 10.18 (Teorema de Uniformizacién) Toda curva eliptica es ana-
liticamente isomorfa a un toro complejo.

Equivalentemente, se trata de probar que para todo j € C existe un reticulo
complejo cuya curva eliptica asociada tiene invariante j (y asi lo demostraremos
en 12.3). Esto significa que toda curva eliptica E/C es isomorfa a una curva
E’/C asociada a un toro complejo T'.

Componiendo los isomorfismos T' ®, B — E obtenemos un isomorfismo
analitico entre T'y E. Las funciones coordenadas de este isomorfismo son fun-
ciones racionales en g y @', luego son funciones elipticas sobre R. En particular,
toda curva eliptica E/C se puede parametrizar (uniformizar) con dos funciones
elipticas sobre un reticulo apropiado.

10.3 Isogenias complejas

En esta seccion estudiaremos los homomorfismos analiticos entre dos toros
complejos. Usaremos el teorema de uniformizacién que acabamos de enunciar
para traducir algunas de las consecuencias que obtendremos a resultados sobre
isogenias entre curvas elipticas complejas.

Antes de entrar propiamente en esta cuestion, observemos que una curva
eliptica sobre A tiene menos puntos y, por consiguiente, menos traslaciones, que
su extension a C, pero vamos a ver que la extension no introduce mas isogenias:
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Teorema 10.19 Si E1/A y E3/A son dos curvas elipticas, entonces toda iso-
genia entre las extensiones E1/C y Ey/C es la extension de una isogenia entre

DEMOSTRACION: Sea ¢ : E; — FE5 una isogenia entre las extensiones.
Segun las observaciones tras el teorema 1.17, basta ver que ¢[E71(A)] C Es(A).
Supongamos, por el contrario, que existe un punto P € F;(A) de manera que
¢(P) ¢ E2(A). Para cada A-automorfismo o de C tenemos que ¢7(P) = ¢(P)°.
Si ¢(P) tiene una coordenada trascendente, entonces ¢(P)? recorre una cantidad
no numerable de puntos de E5(C) al variar o, luego ¢ recorre una cantidad no
numerable de isogenias en Hom(FE1, E3), pero esto es imposible, pues el grupo
de isogenias es numerable por el teorema 3.23. m

Asi pues, en las condiciones del teorema anterior, el grupo Hom(F1, Es) es el
mismo tanto si consideramos las curvas sobre A o sobre C. (Méas precisamente,
la extensién y la restriccién son isomorfismos mutuamente inversos entre ambos
grupos.) En particular lo mismo sucede con el anillo de endomorfismos End(E)
de una curva eliptica E/A.

Si E1/Cy E5/C son dos curvas complejas, podemos representarlas mediante
dos toros complejos E; = T; = C/R;, y entonces es claro que tenemos un iso-
morfismo Hom(E;, Fs) = Hom(Ty,T3), donde el segundo grupo es el de los
homomorfismos analiticos entre los toros. El isomorfismo se obtiene compo-
niendo cada isogenia con sendos isomorfismos analiticos fijos entre las curvas y
los toros.

El interés de esta representaciéon de las isogenias se debe al teorema 10.4,
segun el cual cada homomorfismo analitico entre los toros complejos es de la
forma [z] — [az], donde o € C ha de cumplir que aR; C Rs. Notemos que «
esta completamente determinado por el homomorfismo, pues si [az] = [52] para
todo z € C, entonces (o — 8)z € Ry para todo z € C, lo cual sélo es posible si
a—p=0.

Esto nos permite identificar cada homomorfismo analitico entre T} y T5 con el
namero complejo a que lo determina. De este modo podemos ver a Hom(77, T5)
como un subgrupo de C. (Notemos que, en efecto, la suma de nimeros complejos
se corresponde con la suma de homomorfismos definida puntualmente.)

Si los dos toros son el mismo 7' = C/R, entonces la composicion de endo-
morfismos de T se corresponde con el producto de ntimeros complejos, por lo
que End(T") resulta ser un subanillo de C.

En particular vemos que End(7") es un anillo conmutativo. Esto es un hecho
no trivial sobre curvas elipticas: Si E/C es una curva eliptica, tenemos defi-
nido un monomorfismo de anillos End(E) — C que prueba que End(FE) es
conmutativo.

Esto restringe al teorema 3.35, pues ahora sabemos que End(FE) no puede
ser un orden en un algebra de cuaternios, sino que ha de ser isomorfo a Z o bien
a un orden cuadratico imaginario. El teorema siguiente lo muestra de forma
explicita:
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Teorema 10.20 Sea R = (w1,ws), un reticulo complejo, sea T = C/R y lla-
memos T = wa/wy. Se cumple End(T) # Z si y solo si Q(T) es un cuerpo
cuadrdtico imaginario, y en tal caso End(T') es un orden de Q(7).

DEMOSTRACION: Supongamos que existe un o € End(7T) que no es entero.
Entonces aR C R, y existen a, b, ¢, d € Z tales que

aw, = awi + bws, Qwy = cwi + dws.

Dividiendo entre w; obtenemos que o = a + b7, luego Q(a) = Q(7). Mas
ain:
a—a —b
—c a-—d

-

y desarrollando el determinante concluimos que « es raiz de un polinomio moénico
de grado 2 con coeficientes enteros. En particular Q(7) es un cuerpo cuadratico
(imaginario, porque si 7 fuera real entonces w; y wo serian linealmente depen-
dientes sobre R) y « esta en el anillo de enteros O de Q(7). Concluimos que
End(T) C O, de donde se sigue inmediatamente que End(7) es un orden de
Q).

Supongamos ahora que Q(7) es un cuerpo cuadratico imaginario. Pongamos
que 7 cumple la ecuaciéon

at® +br +c¢ =0, a, b, c€Z, a#0.
Definimos o = ar ¢ R. Entonces
aw1 = aws, aws = at?w; = —bTwy — W = —cwy — bws,

luego R C Ry, por lo tanto, o € End(T). n

Por otra parte, si O es un orden cuadratico imaginario, entonces O = (1,7),,
para cierto entero cuadratico 7, luego O es un reticulo complejo. Obviamente
a® C O siy solo si a € O, luego se cumple que End(C/0) = O. Vemos asi
que todo orden cuadratico imaginario puede representarse como el anillo de
endomorfismos de un toro complejo (o de una curva eliptica).

Si a € End(T) no es entero, es costumbre decir que « es una multiplicacion
compleja de T. Mas en general, si E/C es una curva eliptica analiticamente
isomorfa a un toro 7', las multiplicaciones complejas de T' se llaman también
multiplicaciones complejas de E. Esto explica por qué —como ya habiamos
comentado en la pagina 79— cuando una curva eliptica cumple End(E) # Z, se
dice que tiene multiplicacion compleja.

Conviene observar que las multiplicaciones complejas de una curva eliptica
E/C no dependen de la eleccion toro complejo T isomorfo a E (ni de la eleccion
del isomorfismo). En efecto, si E = T} = T5, entonces tenemos un isomor-
fismo ¢ : End(T7) — End(7:), que se extiende a un isomorfismo entre los
correspondientes cuerpos de cocientes, pero dos cuerpos cuadraticos isomorfos
son iguales, digamos a un mismo cuerpo K, y entonces o es la restriccion a
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End(T7) de un automorfismo de K, que solo puede ser la identidad o la con-
jugacién compleja, y es claro que un orden cuadratico es cerrado para ambas,
luego End(71) = End(T%).

Asi pues, si F/C es una curva eliptica con multiplicacién compleja, existe un
anico orden cuadrético imaginario O tal que End(E) & O y, mas atn, existen
tinicamente dos isomorfismos ¢ : End(E) — O, pues si consideramos dos de
ellos, ¢ y 1, vemos que ¢! 01 es un automorfismo de O que se extiende a un
automorfismo del cuerpo de cocientes K, luego ¢! o1/ ha de ser la identidad o
la conjugacion compleja, luego ¢ = ¢ o bien ¥ = ¢.

El teorema siguiente muestra que podemos escoger canénicamente uno de
los dos isomorfismos:

Teorema 10.21 Si E/C es una curva eliptica con multiplicacion compleja cuyo
anillo de endomorfismos es isomorfo a un orden cuadrdtico O, entonces existe
un dnico isomorfismo ¢ : O — End(E) tal que

$(a)(w) = aw,
para todo o € O y toda diferencial de primera clase w de E/C.

DEMOSTRACION: Fijemos un isomorfismo analitico f : C/R — E entre
un toro complejo y la curva dada. Vamos a demostrar que el isomorfismo ¢
inducido por f tiene la propiedad requerida.

La proyeccion 7 : C/R — C es localmente inyectiva, y sus inversas locales
z = (m]y)~?! son cartas en el toro. Si tomamos dos cartas de esta forma 21 y 22
con parte de su dominio en comin, en la interseccién z; — 25 toma valores en
R, luego es localmente constante y dz; = dzs. Esto nos permite definir dz como
la tnica forma diferencial en C/R que restringida a un entorno de cada punto
coincide con la diferencial de cualquier inversa local de la proyeccion. (Notemos
que, globalmente, dz no es la diferencial de ninguna funciéon meromorfa.)

Es claro que dz es una diferencial de primera clase en el toro. Recordemos
que el espacio de las diferenciales de primera clase en una superficie de Riemann
compacta tiene dimensién igual a su género, que en nuestro caso es 1. Por
consiguiente, si w es una diferencial de primera clase en E, ha de ser f(w) = cdz,
para cierto ¢ € C*. Ahora basta calcular:

o(a)(w) = FH@(f(w)) = f(@lcdz)) = [ (cd(az)) = af~I(cdz) = aw.

(Aqui hemos usado que localmente se cumple « o z = az, luego también
d(ao z) = adz, y esto vale globalmente.)

El otro isomorfismo 1 : O — End(F) es la composicion de la conjugacion

compleja con ¢, luego cumple ¢ (a)(w) = ¢(@)(w) = @ w, luego ¢ es el Gnico que
satisface la relacion del enunciado. L]

En lo sucesivo, si una curva eliptica E/C tiene multiplicacién compleja, iden-
tificaremos sus endomorfismos con nimeros complejos a través del isomorfismo
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determinado por el teorema anterior.(Notemos que basta con que la condicion
se cumpla sobre una diferencial de primera clase no nula arbitraria.) El teo-
rema 3.3 muestra que de este modo seguimos identificando cada entero n con la
multiplicaciéon por n en E.

Obviamente la existencia de multiplicaciones complejas se conserva por iso-
morfismos, luego podemos hablar de invariantes j con multiplicaciéon compleja.
Los ejemplos siguientes muestran que j =0y j = 1728 la tienen:

Ejemplo Consideremos una curva eliptica E/C con invariante j = 1728. En
los ejemplos de la seccion anterior hemos visto que E/C es analiticamente iso-
morfa al toro complejo C/R determinado por R = (1,i), = Z[i]. Por consi-
guiente End(E) = Z[i].

Un ejemplo concreto es la curva Y2 = X3 — X considerada en el ejemplo
de la pagina 79, donde llamamos ¢ a la isogenia dada por i(z,y) = (—=z,iy).
Vamos a comprobar que esta identificacion esta de acuerdo con el convenio que
hemos adoptado. Para ello tomamos la diferencial de primera clase w = dz/y y
calculamos:

Ejemplo Si p es una raiz cabica primitiva de la unidad, el reticulo R = (1, p),,
es el anillo de enteros algebraicos de Q(v/—3) y es el tinico orden cuadratico con
6 unidades, luego C/R tiene 6 automorfismos, y lo mismo le sucede a su curva
eliptica asociada. Por el teorema 2.12 podemos concluir que el invariante de R
es 7 = 0. En la seccién anterior hemos obtenido esto mismo explicitamente.
Un ejemplo concreto lo proporciona la curva Y2 = X3 +1, y es facil ver que
p(z,y) = (pz,y). .

Las isogenias entre curvas con las mismas multiplicaciones complejas resultan
ser también “lineales” para éstas:

Teorema 10.22 Sea ¢ : E1 — Fs una isogenia entre dos curvas elipticas con
el mismo anillo O de multiplicaciones complejas. Entonces, para todo o € O y
todo P € Ey se cumple que ¢(aP) = agp(P).

No es cierto que dos curvas isdégenas tengan necesariamente las mismas mul-
tiplicaciones complejas. No obstante, el teorema 3.36 muestra que dos cur-
vas elipticas iségenas tienen ambas multiplicacién compleja o ninguna la tiene.
Mas aun, en la prueba se ve que, en cualquier caso, tenemos el isomorfismo
Q®zEnd(E;) 2 Q®zEnd(Es). (Observemos que Q ®z End(F) es simplemente
el cuerpo de cocientes de End(FE).) Ahora podemos probar el reciproco para
curvas con multiplicaciéon compleja:

Teorema 10.23 Sean E;/C y E5/C dos curvas elipticas y supongamos que
E1/C tiene multiplicacion compleja. Entonces las curvas son iségenas si y sélo
st Q Rz End(El) = Q Rz EDd(EQ)
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DEMOSTRACION: Una implicacion es el teorema 3.36. Si se da el isomor-
fismo, entonces ambas curvas tienen multiplicacion compleja. Sean O; y Oq
los anillos respectivos de multiplicaciones complejas. Ambos son 6rdenes de un
mismo cuerpo cuadratico K. Sea O su orden maximal y sea E/C una curva
eliptica isomorfa a C/O. Entonces E;/C es analiticamente isomorfa a un toro
complejo C/R; y es facil encontrar un entero no nulo m tal que mR; C O; C O,
luego existe un homomorfismo de C/R; en C/O, luego las dos curvas E; son
ambas isdégenas a E y, por consiguiente, son iségenas entre si. n

Ahora también es claro que dos curvas iségenas no tienen necesariamente
el mismo anillo de endomorfismos. Basta pensar en dos curvas isomorfas a dos
toros asociados a dos 6rdenes de un mismo cuerpo cuadratico.

Si K es un cuerpo cuadratico complejo, un mddulo completo en K es un
Z-modulo libre R C K de rango 2. Observemos que esto es lo mismo que un
reticulo R C K, pues si Ok es el orden maximal de K, siempre es posible
encontrar un entero no nulo m tal que mR C Ok, el hecho de que Ok sea un
reticulo implica que mR también lo es, y por consiguiente R también.

Cada modulo completo R en K tiene asociado un anillo de coeficientes

Ogr={a € K|aR C R},

que resulta ser un orden en K. Es evidente entonces que el toro complejo C/R
tiene a O como anillo de endomorfismos. FEl interés de esto se debe a que el
conjunto de todos los médulos completos con un mismo anillo de coeficientes O
se convierte en un grupo abeliano con el producto dado por

(w1, wa) (M1, m2) = (W11, Wan, W12, Wan1) -

El neutro es O. Ademés, los modulos de la forma a0, con o € K* for-
man un subgrupo, de modo que dos médulos R; y Re son congruentes médulo
este subgrupo si y s6lo si son similares, es decir, si y solo si existe « € K*
(equivalentemente, en C*) tal que Ry = aRs.

Puesto que modulos similares determinan toros complejos isomorfos, con-
cluimos que las clases de isomorfia de curvas elipticas con un anillo O de mul-
tiplicaciones complejas se corresponden con las clases de similitud de modulos
con anillo de coeficientes O. Ahora bien, este ntimero es siempre finito y es lo
que se conoce como numero de clases de O. En particular vemos que hay un
nimero finito de clases de isomorfia de curvas elipticas con un mismo anillo de
endomorfismos (no trivial).

De esta observaciéon deducimos una propiedad de las curvas con multiplica-
cion compleja:

Teorema 10.24 Si una curva eliptica E/C tiene multiplicacion compleja, en-
tonces su invariante j es un nimero algebraico (luego E es isomorfa a una curva
definida sobre un cuerpo numérico).

DEMOSTRACION: Consideremos una ecuacion de Weierstrass para F/C y un
automorfismo ¢ de C. Al aplicarlo a los coeficientes de la ecuaciéon obtenemos
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una curva E? con invariante j°. Es claro que ¢ induce un isomorfismo entre
los anillos de endomorfismos de ambas curvas, luego, segin acabamos de ver,
al variar o tenemos que j° sélo puede recorrer un ndmero finito de valores
complejos. Esto implica que j es algebraico. ]

Nota De la demostraciéon anterior se deduce que si el anillo de multiplicaciones
complejas de E es O y su namero de clases es hg, entonces |Q(j) : Q| < he.
| |

Observemos ahora que si « es una multiplicacion compleja de una curva
eliptica E/C y o es un automorfismo de C, entonces a“ tiene dos interpretaciones
distintas: la obvia y también el endomorfismo f € End(E?) dado por f(P) =
(aP“il)". Veamos que en realidad son la misma, en el sentido de que este
endomorfismo se corresponde con la multiplicacion por .

Para ello usaremos que o induce de forma natural un isomorfismo entre
los espacios de diferenciales de primera clase de ambas curvas. Comprobar
esto supone recorrer todos los pasos que conlleva la definiciéon algebraica de las
formas diferenciales: en primer lugar, ¢ induce un automorfismo del cuerpo de
series formales de potencias C((X)) que conserva las derivadas formales, luego
induce un automorfismo del espacio de formas diferenciales sobre C((X)) tal que
(adB)? = a? dB°. A continuacion observamos que si P € E, f € Op(E) y 7 es
un parametro local de E en P, entonces la serie de Taylor de f? en P? respecto
a w7 es la imagen por o de la serie de Taylor de f en P respecto de m (porque
la serie se define algebraicamente a partir de Op(E), y o induce un isomorfismo
entre este anillo y Opo(E?)). De aqui se sigue que si f, g € C(E), entonces
(fdg)p = (f7dg”)p-, lo que a su vez nos permite definir (fdg)” = f7dg?, y
asi tenemos un isomorfismo entre los espacios de formas diferenciales de ambas
curvas, y es facil ver que se restringe a un isomorfismo entre los espacios de
formas diferenciales de primera clase.

Notemos también que si ¢ : E — E’ es una isogenia, entonces

¢ (f7dg”) = (¢ o f7)d(¢7 0 g7) = (¢ 0 f)7d(¢ 0 9)7 = (6(f dg))°.
Tomemos una diferencial de primera clase w en E. Entonces, por la propie-

dad que acabamos de probar,

a®(w?) = (@(w))? = (aw)? = a%w?.

Esto demuestra que la isogenia o se corresponde con la multiplicaciéon com-
pleja a”. n

Como aplicaciéon de este hecho podemos refinar el teorema 10.19:
Teorema 10.25 Sea E/K una curva eliptica sobre un cuerpo K C C y con

multiplicaciones complejas en un cuerpo cuadrdtico L. Entonces todo endomor-
fismo de E estd definido sobre el cuerpo KL.
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DEMOSTRACION: Los endomorfismos de £ son multiplicaciones por nimeros
complejos «, enteros o imaginarios. Si o es un automorfismo que fija a KL,
entonces o’ = « no sélo en el sentido trivial, sino también viendo a a como
endomorfismo, luego « estd definido sobre K'L (teorema 1.17). "

La dualidad entre isogenias tiene una interpretacién muy simple en términos
de toros complejos. Dado un homomorfismo analitico oo : C/R; — C/ R entre
dos toros complejos, existe un tnico homomorfismo & : C/Ry — C/R; tal que
ad = grada (donde grad a es el orden del nticleo de «). En efecto, la tnica
posibilidad es & = (grad a)a~*.

Es fécil comprobar que & asi definido es realmente un homomorfismo: para
cada z € Ry, tenemos que ™'z esta en el ntcleo de a, luego (grad a)a™1z € Ry.
Esto significa que &Ry C Rj.

Si « es una multiplicacion compleja de una curva eliptica, entonces el teo-
rema 3.30 nos da que o + & € Z, al igual que ad, luego o y & son raices de un
mismo polinomio cuadratico con coeficientes enteros, luego & es el conjugado
complejo de a. Esto es trivialmente cierto si « es entero. En particular vemos
que grad a = |a?.

10.4 Funciones modulares asociadas

Hasta aqui hemos asociado varios nimeros complejos Gak, g2, g3, A v j, a
cada reticulo complejo R. Con propiedad deberiamos escribir Gog(R), g2(R),
g3(R), etc. Sinos restringimos a reticulos de la forma R = (1, 7),, estas funcio-
nes pueden verse como funciones de 7, y asi nos encontramos con los ejemplos
béasicos de lo que en el capitulo XII llamaremos funciones modulares.

La restriccion a reticulos (1, 7), no supone una pérdida de generalidad por-
que —segin sabemos— todo reticulo complejo es linealmente equivalente a uno
de esta forma. Con mas detalle, podemos empezar por expresar R en funciéon
de una base. Asi, si w; y wa son nameros complejos tales que 7 = ws /w; cumple
Im7 > 0, definimos Gax(w1,w2) = Gar({w1,w2),), g2(wi,w2) = ga({wi,w2),),
etc. Se cumplen las siguientes relaciones de homogeneidad:

Gar(owr, aws) = a2 Gy (w1, ws) para todo a € C*.

Esto se sigue inmediatamente de la definiciéon de las series de Eisenstein, que
en términos de una base es

1
Gaor(wr,w2) = Z

mwy + nwy )2k’
(m,n)GZ2 ( 1t 2)
(m,n)#(0,0)
De aqui se deducen a su vez las relaciones
g2(awy, awy) = a tga(wr,ws),  g3(owr, aws) = o Cgs(w, wa),

Alawr, awsy) = a_mA(wl,wg), Jlawr, aws) = j(wr, ws).
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En particular tenemos que Gag(wy,ws) = wl_Qngk(l, 7), de donde a su vez
g2(wi,wa) = wi tg2(1,7),  g3(wr,w2) = wy ®gs(1, 7),

Awy,we) = wi PA(L7), j(wi,ws) = j(1,7).

Es por esto que no perdemos generalidad si nos limitamos a estudiar las
funciones Gog (1) = Gor(1,7), g2(7) = g2(1, T), etc., definidas sobre el semiplano

H={reC|Im7 > 0}.

Como ya hemos dicho, todas ellas son funciones modulares, si bien no in-
troduciremos la nocion general de funcién modular hasta el capitulo XII. La
funcién j : H — C se conoce como funcion modular de Klein, y tenemos pen-
diente demostrar que toma todos los valores complejos, pues ello se traduce en
que toda curva eliptica compleja es analiticamente isomorfa a un toro complejo.
Mas atn, si admitimos este hecho, podemos demostrar que existen reticulos
complejos cuyos invariantes go y g3 toman cualquier par de valores prefijados
(siempre y cuando no den lugar a un discriminante nulo):

Teorema 10.26 Si c3 y c3 son mimeros complejos tales que c3 — 27¢3 # 0,
entonces existen numeros complejos wy, wo linealmente independientes sobre R
tales que ga(w1,w2) = ca y ga(wi,ws2) = c3.

DEMOSTRACION: Vamos a admitir que existe un namero complejo 7 € H
tal que j(7) = j(1,7) = 1728¢3/(c3 — 27c%) (teorema 12.3).

Si ¢ = 0 entonces j(1,7) = 0, luego g2(1,7) = 0y g3(1,7) # 0. Sea
a € C tal que a=%g3(1,7) = c3. Tomamos w; = «a, wy = at, de modo que
go(wi,wa) = a”ga(1,7) =0 = c2 y g3(wi,w2) = a~%g3(1,7) = c3.

Si ca # 0 entonces j(1,7) # 0, luego g2(1,7) # 0. Tomamos « € C tal que
a%go(1,7) = c2 y w1 = @, wy = ar. Entonces go(wy,ws2) = a"4g2(1,7) = co.
Por otra parte,

1728¢3
c3 —27¢3

1728¢3
c3 — 2793 (w1, wa)’

=j(1,7) = j(wi,w2) =

Por lo tanto g2 (wy,ws) = 2 y g3(wi,w2) = +c3. Cambiando w; y wy por
—w1, —wsy NO alteramos go pero cambiamos el signo a gs, con lo que podemos
garantizar la igualdad g3(wq,ws) = cs. n

Lo primero que podemos probar de las funciones Gai(7), etc. es que son
holomorfas. Ello es consecuencia inmediata del siguiente teorema general:

Teorema 10.27 Para cada o > 2, la funcion f, : H — C dada por

1
fal(r) = Z (m 1)

(m,n)€z?
(m,n)#(0,0)

es holomorfa en H.
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DEMOSTRACION: Basta ver que la serie converge absoluta y uniformemente
en cada conjunto de la forma

S={z+yi|lz| <A, y>d} A>0, 6>0.

Por el criterio de mayoracion de Weierstrass y teniendo en cuenta 10.9, basta
ver que existe una constante M > 0 tal que

1 < M
|m +nt|® — |m+ ni|®’

para todo 7 € S y todo (m,n) € Z?\ {(0,0)}. A su vez, basta ver que existe
una constante K tal que |m +n7|? > K|m +ni|? para todo 7 € S. (SiT? > K,
entonces T'* > K“/Q.) Si T = x + iy, esto equivale a

(m+nz)? + (ny)? > K(m? 4+ n?).

Sin = 0 esto se cumple siempre que 0 < K < 1. Sin # 0 llamamos ¢ = m/n,
con lo que la desigualdad equivale a

2 2
(a+az)*+y° _
14+¢2
Veamos que esto se cumple para todo ¢ con
52
K= —— .
1+ (A+9)?

Si |q] < A+ es trivial, pues (¢+2)% > 0 e y? > 62. Si|g| > A+, entonces
lz/q| < |z|/(A+3d) < AJ(A+) <1, luego

T BNPI d P
q q A+d A+49
Por consiguiente, |q + z| > Aqi—&—é v
(a+2)* +y* 52 'S 5 (A+0)2

> > =
1+¢? (A+6)214¢> = (A+6)2 1+ (A+6)? ’
donde hemos usado que la funcion ¢/(1 + t) es creciente. "

Como consecuencia inmediata:

Teorema 10.28 Las funciones Gop(7) (para k > 2), g2(7), g3(7), A(T) y j(7)
son holomorfas en el semiplano Im T > 0.

Al tratar con las funciones del teorema anterior, podemos identificar cada
punto 7 € H con el reticulo complejo (1,7),, pero hemos de tener presente que,
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segun el teorema 10.7, dos reticulos (1, 7), y (1, 7’), son linealmente equivalentes
si y s6lo si existen nimeros enteros a, b, ¢, d tales que
, ar+b

E——y “ ¢

Por ejemplo, teniendo en cuenta que dos reticulos linealmente equivalentes
tienen el mismo invariante j, de aqui deducimos la siguiente propiedad funda-
mental de la funcién modular de Klein: Si a, b, ¢, d € Z cumplen ad — bc = 1,

entonces
far+b i(r)
=j(7).
J cT+d J
Para las demas funciones tenemos una relaciéon similar, aunque algo mas
elaborada. Teniendo en cuenta que (1,7), = (¢7 + d, at + b),, vemos que

ar +b ar +b
o (i) = (1 85) = e Gt
= (e + d)?*Go(1,7) = (e + d)*Gop(7). (10.3)

Como consecuencia:

ar +b\ 4 ar +b\ 6
g2 (CT+d) = (et +d)%ga(T), g3 (c¢+d) = (cT 4+ d)°gs(7),

A (Z:i;) — (er + d)2A (7).

En particular, tomando ¢ = b =d =1, ¢ = 0, vemos que j(7 + 1) = j(7),
Gaop(T 4+ 1) = Gay(7), etc., es decir, que todas las funciones que estamos consi-
derando tienen periodo 1. Esto nos permite desarrollarlas en serie de Fourier,
en el sentido del teorema siguiente:

Teorema 10.29 Sea f : H., — C una funcion holomorfa de periodo 1 en el
semiplano
H, ={reC|ImT >r}.

Entonces f admite un unico desarrollo en serie de la forma

+oo .
f(T) — Z an62n7r'm" a, € (C,

n=—oo

que converge uniformemente en cada subconjunto compacto de H,.

DEMOSTRACION: Llamemos D = D(0,e~2""). Basta observar que la funcion
q : H., — D dada por q(7) = €2™7 tiene periodo 1 y transforma cada recta
horizontal de H, en una circunferencia. Ademés ¢ es localmente conforme,
luego podemos definir una funcién holomorfa f* : D\ {0} — C de manera que
f(r) = f*(e*™7), para todo 7 € H,. La funcién f*(z) admite un desarrollo
en serie de Laurent en D, que da lugar al desarrollo del enunciado al sustituir
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z = ¢q(7). La unicidad es consecuencia inmediata de la unicidad del desarrollo
de Laurent. L]

El desarrollo del teorema anterior se conoce como desarrollo en serie de
Fourier de la funciéon f. Vamos a calcular los desarrollos correspondientes a las
funciones que estamos estudiando. Partimos de la factorizaciéon del seno:

o0
senmz =7z [] (1—3) (14—3).
m m

m=1

La teoria de los productos infinitos nos da que, para z ¢ Z, un logaritmo de
la funcion (sennz)/(mwz) viene dado por

. 00 2
log SONTE 21 log <1 — Z) ,
m=

Tz

donde la serie es absolutamente convergente y el logaritmo es cualquier rama
uniforme del logaritmo (por ejemplo, si la tomamos en C menos el semieje real
negativo, el logaritmo esta definido para Im z > 0). Derivando llegamos a que

cosmz 1 oo 1 1
7r :—i—Z( + )

sen mz Z =1 \Zz—m zZ+m

De la relacion entre las funciones trigonométricas y la exponencial se sigue
que
1 —imz ( 2Tz 1 —iTZ (22
cosmz = e (e“™* 4+ 1), sen 7z = _-e (e“™* —1).
i

Por consiguiente, si Im z > 0,

2miz ;
COSTZ e +1 . 271 . S ;
=T =T+ 5 = M — 27 > e2mmiz,
sen 7wz e?mz — 1 e?mz — 1 m—0
Asi pues,

1 + i 1 + 1 . 27 i 2mmiz
— =Tl — 271 e .
Z =1 \z—m zZ+m m=0

Derivando k — 1 veces:

(—1)’“_1(k—1)!<1k+mi1( ! -+ ! )> (10.4)

z (z —m) (z +m)k
= .
— —(27Ti)k Z mkfleQmmz'
m=1

Si cambiamos k por 2k y z por nt, con n € Z, n # 0, la serie del miem-
bro izquierdo se descompone en suma de dos series absolutamente convergentes
(pues son subseries de Ga(7)), que a su vez se pueden agrupar en la forma:

(2k _ 1)! Jrzojo 1 — (27Ti)2k io: ka_leQm"”T.
m=—o0 (m + n7)2k m=1
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(En principio tenemos la igualdad para 7 suficientemente pequefio, pero
ambos miembros son funciones holomorfas en H, luego la igualdad vale para
todo 7 € H.)

Asi pues, separando en Gay(7) los sumandos correspondientes a n = 0 de los
correspondientes a n # 0 obtenemos que

0o 00 (27ri)2km2k_1 ) )
— 2 2 2 mnmiT
GQk(T) C( k) + m§1n§1 (2k’ — 1)' € )

donde ((7) es la funcion dseta de Riemann. Si llamamos

or(n) = de,

d|n
tenemos probado el teorema siguiente:
Teorema 10.30 Si k > 1 es un numero natural, la serie de Fisenstein
Gar)= Y
2R (m + nt)2k
(m,n)622
(m;n)#(0,0)

admite el desarrollo en serie de Fourier

N2k oo '
GQk(T) - 24(2]{) + 2((22];1.1)1)' ;1021671(“)62717”7—,

En particular, teniendo en cuenta que

vemos que

(271-)4 = 2nmiT
92(7) = 60G4(T) = 92 .3 14240 > o3(n)e )
: n=1

)8 oo _

De aqui deducimos a su vez:

Teorema 10.31 La funcion A(7) tiene un desarrollo en serie de Fourier en el
semiplano H de la forma

A(r) = (2m)'?

T(n) 62n7ri‘r ,

8

1

donde la funcion T7(n) (que no hay que confundir con la variable T) toma valores
enteros y T(1) = 1.
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DEMOSTRACION: Llamemos
e} . e} .
A= Z o3 (n)eZn'n'z'r7 B = Z o5 (n)EQ’I’Lﬂ"LT.
n=1 n=1

Entonces

64712

27

A(T) = g3(1) — 27Tg3(1) = ((1+240A)% — (1 — 504B)?).

Notemos que
(14240A)3 — (1-504B)% = 1+720A+3-2402A? +240° A* — 1+ 1.008 B — 504> B2

=12%(5A + 7B) + 123(1004% — 147B? + 8.000A%).

Ademas, para todo entero d se cumple que

d3(d? - 1)
d3(1—d?)

0 (méd 3),
0 (méd 4),

5d3 + 7d° = d3(5 + 7d%) = {

y al sumar sobre todos los divisores de n € Z obtenemos que 12 | 503(n)+705(n),
por lo que 12 divide a todos los coeficientes de la serie 54 + 7B y 122 divide a
todos los coeficientes de (1 + 240A)3 — (1 — 504B)2. Asf pues,

64m'? 5 &2 Inmit 12 Inmit
A(r) = e 12 Z_:IT(n)e = (2m) E_:IT(n)e ,

donde los coeficientes 7(n) son enteros.

El coeficiente de e?™" tanto en A como en B es 03(1) = o5(1) = 1, con lo
que el coeficiente de €2™7 en (1 + 240A4)3 — (1 — 504B)2 es 122(5 4 7) = 123.
Concluimos que 7(1) = 1. "

La funcion 7(n) se conoce como funcion tau de Ramanujan. Sus primeros
valores son

T(1)=1, 7(2)=-24, 7(3)=252, 7(4)=-1472, 7(5)=4.830,

7(6) = 6.048, 7(7)=—16.744, 7(8) =84.480, 7(9)= —113.643,
7(10) = —115.920.
La funcién 7 tiene muchas propiedades aritméticas que no son féciles de

probar, muchas de las cuales fueron conjeturadas por Ramanujan. Por ejemplo,
es multiplicativa y satisface varias congruencias del estilo de

7(n) = o11(n) (méd 691).

Nos ocuparemos de estos hechos en el capitulo XII, donde daremos también
una formula sencilla para calcular la funcion. (El caracter multiplicativo de la
funcién 7 lo probaremos en el apéndice B.) Ahora pasamos a la funcion de
Klein:
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Teorema 10.32 La funcion de Klein j tiene un desarrollo en serie de Fourier
en el semiplano H de la forma

](7_) — e—27ri‘r + ZC(n)eQnﬂ—iT,

n=0

donde los coeficientes c(n) son enteros.

DEMOSTRACION: Convenimos que F, E’, etc. representan series de Fourier

o0

E = Z an627rni7'
n=0
con coeficientes enteros. Entonces
64 64
() = o 21+ )Y = —rl2(1+ B),
64 -
A(T) — 77_‘,12 1236271-17-(1 4 E").
27
Por consiguiente:
_12%g3(7) 1+ F

D=3 =@y

Ahora bien, si B” = 14+a12>™7 +a9e?™7 +- - -, entonces la serie de potencias
1+ a1z + agz? + - - - converge en un entorno de 0 a una funciéon holomorfa f tal
que f(0) =1, luego 1/f es holomorfa en un entorno de 0 y su desarrollo en serie
de potencias 1/f = 1+ byz + baz? + - - - satisface la identidad

(1+a1z+a2® +-- )1+ byz+by2> +---)=1.

Esto nos da las igualdades a1 + b1 = 0, as + a1b1 + b2 =0, ... de las que se
sigue que los coeficientes b, son enteros, con lo que

1

_ "
T B 14+ E",
para cierta serie de Fourier E”” con coeficientes enteros. En definitiva,

1 El 1 E//l . o0 i
jry = QHENAX T mnir g 2 efmpens
n=0

Los primeros valores de la funcién ¢(n) son:
c(0) =744, (1) =196.884, ¢(2) =21.493.760, ¢(3) = 864.299.970,

c(4) = 20.245.856.256, ¢(5) = 333.202.640.600, ¢(6) = 4.252.023.300.096.
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Vemos que los coeficientes crecen muy réapidamente. Esto no es casual. Por
ejemplo, ¢(2) = 211 .5.2.099, y el factor 2!! es obligado, ya que la funcién c(n)
satisface muchas congruencias, tales como

c(2™n) = 0 (méd 25mF8),

c(3™n) = 0 (moéd 323, (10.5)
c(5™n) = 0 (méd 5™,

c(7™n) = 0(méd 7).

Nos ocuparemos de estos hechos en el capitulo XII.

Finalmente, vamos a probar que las funciones e1(7), e2(7) y es(7) (ver 10.15)
son holomorfas en H. Llamemos p(z;7) a la funcion g del reticulo (1,7),.
Entonces,

@(Z;T):;IQJF > ((z—m17'—n)2 - (mTinP)'

(m,n)EZ2
(m,n)#(0,0)

Desarrollamos esta expresion usando (10.4) para k = 2, es decir:
b S (2mi)? 3 ne®" ™ = (2 ')Qiemz (10.6)
= (2m ne = (2mi — . .
(1 _ e27rzz)2

n=—oo (Z+n)2 n=1

(Esto es valido si Im z > 0.)
En la expresion de g(z;7) separamos la suma para m = 0 de la suma para
m # 0y queda

X1 o 1 1
Z mix Z<Z (z+m7+n)2+(—z+m7+n)2)

n=-—00 n=-—o0o

2 Z (mT + n)? )

n=—oo

Aplicamos (10.6) a z, z +m7 y —z + m7. Para que las partes imaginarias
sean positivas se ha de cumplir 0 < Im z < Im 7:

62mz 71_2

p(z;7) = (27”)2m By

+(2’/TZ) Z Z ( 2nmi(z+mT) +n€2n7rz( z+mT) Ine 2nm7ri‘r) )

m=1n=1

Equivalentemente:

1 627riz oo 00

. _ 2minmT [ 2nTiz —2nmiz
p(z;1) = E—Fm—sz::lnz::lﬂe (e +e —2).
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Teorema 10.33 Las funciones

e(r) =p(1/27),  ex(r) =p(7/2;7),  es(T) =p((1+7)/27)
son holomorfas en H.

DEMOSTRACION: Si hacemos z = 7/2 en la formula que acabamos de
obtener, podemos agrupar los sumatorios como una serie de Laurent f(w),
donde w = € y sabemos que f(w) es convergente si 7 € H, es decir, si
w € D(0,1) \ {0}. Puesto que una serie de Laurent convergente determina
siempre una funcién holomorfa, concluimos que es(7) = p(7/2;7) es holomorfa
en H. Lo mismo vale para e3(7). En cambio, no podemos aplicar el mismo
razonamiento a e;(7), pues ahora serfa z = 1/2, cuando necesitamos Im z > 0.
No obstante, e1(7) = —ea(7) — e3(7), luego también es holomorfa. "

10.5 El grupo modular

En esta ultima seccién estudiaremos un caso particular que servird como
motivaciéon para una teoria mucho més general que trataremos en los capitulos
siguientes. Hemos visto que la funcién modular de Klein satisface j(7) = j(7')
si y s6lo si

,  ar+b
er+d’
para ciertos enteros a, b, ¢, d tales que ad — bc = 1. Se define el grupo modular
como el grupo I" formado por todas las matrices 2 x 2 con coeficientes enteros
y determinante 1. A cada matriz

a=(5 5 )er

le podemos asociar la transformacion de Mdébius o4 : C*° — C*° dada por

at +b
cr+d

oa(t) =

Si identificamos C* = P1(C), vemos que
oa([u,v]) = oa([u/v,1]) = [a(u/v)+Db, c(u/v)+d] = [autbv, cu+dv] = [(u,v)A],

de donde se sigue inmediatamente que la aplicacion A — 04 es un homomor-

fismo de T" en el grupo de las transformaciones conformes de C*° en si mismo.

Se comprueba inmediatamente que su ntucleo esta formado por las matrices =1

(donde I es la identidad), de modo que podemos identificar los elementos de

I" con las transformaciones de Mobius que inducen, teniendo presente que dos

matrices A y B determinan la misma transformacion si y solo si A = +B.
Para transformaciones o € T, la formula (10.1) se reduce a

Im7

IInJ(T) = m,

a c
donde o = < b d ) , (10.7)
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de donde concluimos que todos los elementos de I' se restringen a transforma-
ciones conformes del semiplano H en si mismo.

Ahora podemos decir que la funcién j coincide sobre dos puntos 7, 7/ € H
si y solo si existe un o € T tal que 7/ = o(7). En tal caso diremos que 7y 7/
son equivalentes respecto de T'.

Conviene observar aqui una analogia con las funciones elipticas: Si f es
eliptica respecto de un reticulo R, la aplicacién que a cada w € R le asocia la
traslacion o, (7) = 74w es un monomorfismo de R en el grupo de las traslaciones
del plano. Sillamamos G a su imagen, tenemos que f toma el mismo valor sobre
cada par de puntos 7, 7’ equivalentes respecto de G, es decir, tales que existe
un o € G tal que 77 = o(7). Un paralelogramo fundamental P de R es un
subconjunto del plano con la propiedad de que todo punto es equivalente por G
a un tnico punto de P. Si lo tomamos cerrado, la tnica excepcién es que cada
punto de la frontera de P es equivalente a su opuesto. Vamos a probar que el
conjunto

D={reH||Rer|<1/2, |r|>1}

cumple la misma propiedad para el grupo T' (esto se expresa diciendo que D es
un dominio fundamental de T'):

Teorema 10.34 Todo punto T € H es equivalente respecto al grupo modular T'
a un punto de D, y dos puntos 7, T € D no son equivalentes entre si excepto si
estan en la frontera y cumplen ReT = +Re7’, Im7 = Im7’'. Ademds, el grupo
modular estd generado por las matrices

(10 (0 1
“\1 1) Y710
(cuyas transformaciones asociadas son t(1) =7+ 1 y s(t) = =1/1).

DEMOSTRACION: El dominio D es la parte
sombreada en la figura. El nimero p es la raiz
ctibica de la unidad

P 1 p:—1+\/—3
—

Llamemos I'" al subgrupo de I" generado por
sy t. Notemos que —1 = s € I''. Fijado 7 € C,
los nameros de la forma ¢ 4+ d con ¢, d € Z
forman un reticulo complejo, que es un subconjunto cerrado y discreto de C,
luego el conjunto

-1 —1/2 12 1

{ler +d| | (c.d) € Z*\ {(0,0)}}

tiene un minimo elemento. La formula (10.7) muestra entonces que podemos
tomar z € H equivalente a 7T respecto a I' con parte imaginaria maximal.
Aplicando varias veces la traslacién ¢ o bien ¢t ! no alteramos la parte imaginaria
(y pasamos a puntos equivalentes respecto a I''), luego podemos suponer que z
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cumple |Rez| < 1/2. Si fuera |z| < 1 entonces s(z) tendria parte imaginaria
mayor, luego ha de ser |z| > 1.

Con esto hemos probado que todo punto de H es equivalente a un punto de
D respecto a I . Ahora veamos que dos z, 2’ € D no son equivalentes respecto
de T salvo que estén en la frontera y sean simétricos respecto al eje imaginario.
Ciertamente, un par de puntos simétricos en estas condiciones son equivalentes
(a través de ¢t si Rez = £1/2 o a través de s si |z| = 1).

Pongamos que Imz < Im 2z’ y que 2’ = g(z), con g € T" dada por

at +b

9(7) = cr+d’

Cambiando los signos podemos suponer que ¢ > 0. La férmula (10.7) nos da
que |cz +d| <1, pero Imz > \/3/27 luego ha de ser ¢ < 2/\/§7 luego ¢ = 0, 1.

Si ¢ = 0 entonces ad = 1, podemos suponer a = d = 1y asi g(7) = 7+b, con
lo que g = t*. Esto ya implica que Im z = Im 2/, y ademés | Rez — Re 2’| = ||,
lo cual sélo es posible si b= +1y z, 2’ tienen partes reales de +1/2.

Sic=1, larelacion |z 4 d| <1 con |z| > 1 so6lo puede darse si d = —1, 0, 1.

Sid=0hadeser b= —1, conlo que |z| =1y g(r) =a—1/7. Vemos
que —1/z tiene también modulo 1. Para que 2’ = a — 1/z esté en D, las tnicas
posibilidades son que a = 0 (y entonces z y 2’ son simétricos respecto al eje
imaginario) o bien que a = £1 (y entonces z y 2z’ han de ser p y s(p)). En
cualquiera de los dos casos se cumple lo que queremos probar.

Si d = +1, la relacion |z + d| < 1 s6lo puede darse si z = p o bien z = s(p).
Siesz=pentoncesd=1y
atr+a—1 1

a .
T4+ 1 T+1

g(r) =

Por lo tanto 2’ = a + p. Necesariamente a = 1 y se cumple lo que queremos
probar. El caso z = s(p) es analogo.

Sélo queda probar I' = I'. En efecto, si g € T, para cada z en el interior
de D, acabamos de probar que g(z) es equivalente a un z’ € D respecto a I,
luego existe ¢’ € T tal que ¢'(g(z)) = z’. Como z no esta en la frontera de
D, sabemos que esto sblo puede ocurrir si g’(g(z)) = z. Por el principio de
prolongacién analitica ha de ser go g’ = 1, luego g = ¢'~* € I'". (Notemos que,
viendo a ¢ y ¢’ como matrices, lo que hemos probado es que g = +¢'~! pero,
como —1 € I, la conclusion es correcta.) "

Si identificamos los lados opuestos de un paralelogramo fundamental de un
reticulo R obtenemos una superficie de Riemann T' de género 1 tal que las fun-
ciones elipticas sobre R pueden verse como funciones holomorfas sobre T'. En el
capitulo siguiente veremos que podemos hacer lo mismo con la funciéon modu-
lar: No es evidente, pero si identificamos los puntos de D simétricos respecto al
eje imaginario obtenemos una superficie de Riemann S, de modo que j puede
verse como una funcion holomorfa sobre S. Intuitivamente esta claro que S
es topoldgicamente un cilindro con un extremo cerrado o, también, una esfera
menos un punto. Sucede ademés que si compactificamos .S con un punto infinito
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obtenemos una esfera S* y resulta que j se extiende a una funciéon holomorfa
j:8* — C°°. Mas concretamente, veremos que los coeficientes de Laurent de
j respecto a una carta adecuada alrededor del punto infinito son precisamente
sus coeficientes de Fourier, y el hecho de que el coeficiente de e~2™" sea no
nulo se traducird en que j tiene un polo simple en el infinito. Sabemos que j
es inyectiva en S, luego, admitiendo todo esto, es claro que 7 ha de ser una
transformacién conforme entre dos esferas, lo que nos permite concluir que j
toma todos los valores complejos y, segin ya hemos explicado, esto demuestra
el teorema de uniformizacion.






Capitulo XI

Superficies modulares

En el capitulo anterior hemos visto que las propiedades basicas de las fun-
ciones elipticas complejas son consecuencia de que pueden verse como funciones
meromorfas sobre una superficie de Riemann compacta (un toro complejo). Asi
mismo, nos han aparecido una serie de funciones holomorfas asociadas A(7),
j(7), etc., definidas sobre el semiplano

H={reC|ImTt >0}

Son ejemplos de lo que en el capitulo siguiente llamaremos funciones mo-
dulares, que estan muy relacionadas con ciertas superficies compactas llamadas
superficies modulares, pero que no son tan faciles de construir como los toros
complejos, sino que para ello vamos a necesitar todo este capitulo.

En la dltima seccion del capitulo anterior esbozamos la construcciéon de la
méas simple de las superficies modulares: la que se obtiene al identificar los
puntos de H equivalentes respecto al grupo modular. Las superficies modulares
en general se obtienen del mismo modo a partir de grupos de transformaciones
adecuados. Dedicamos la primera secciéon a introducir los grupos con los que
vamos a trabajar.

11.1 Transformaciones de Mobius

La teoria de funciones de variable compleja prueba que las tnicas trans-
formaciones conformes de la esfera de Riemann en si misma son las llamadas
transformaciones de Mobius, es decir, las transformaciones de la forma

az+b

w1 d a,b,c,z€C, ad—bc#0.

Si pensamos en la esfera de Riemann como en la recta proyectiva compleja,
las transformaciones de Mobius pueden verse también como las transformaciones
proyectivas de la recta en si misma. El interés de este enfoque es que nos da un
aparato algebraico para manejarlas:

317
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En general, si A es un anillo, el grupo lineal general LG(n, A) es el grupo de
todas las matrices regulares n x n con coeficientes en A. La regularidad de una
matriz equivale a que su determinante sea una unidad de A. Si A es un cuerpo,
esto es tanto como decir que el determinante ha de ser no nulo.

A cada matriz

a c
A= ( b d > € LG(2,C)
le hacemos corresponder la transformacion de Mdébius ¢4 : C° — C* dada
por

az+b

cz+d

da(z) =

Si consideramos coordenadas homogéneas en C* (de modo que cada z € Z
se identifica con (z,1) y el punto infinito es co = (1,0)) la aplicacion ¢4 es

da([z1, 22]) = [(21, 22) A].

Visto asi, es claro que ¢ constituye un epimorfismo de LG(2,C) en el grupo
de las transformaciones de Mobius. Su niicleo lo forman las matrices diagonales.

Por otra parte, la teoria de funciones de variable compleja también prueba
que toda transformacion conforme de un semiplano en si mismo es la restriccion
de una transformacion de Mdbius.!

Vamos a probar que las tnicas transformaciones conformes del semiplano H
en si mismo son las asociadas al grupo LG4 (2, R), es decir, las transformaciones
de M&bius con coeficientes reales y determinante positivo.

Ciertamente, las transformaciones de este tipo conservan H. Ello es debido
a la relacion (10.1), que podemos reescribir como sigue:

_detA
e 4 d)?

a c

Imepa(r) Im T, paraA:(b d

) € LG(2,R).

Por otra parte, si f es una transformaciéon de Mdbius que deja invariante a
H, claramente f ha de transformar la recta real en si misma (incluyendo en ella
el punto 0o0). Supongamos que f(co) = r € R. Entonces tomamos

0 1
B= ( IR ) € LG, (2,R),

de modo que ¢p(r) =00y fopp(co) = co. Si probamos que f o ¢p tiene la
forma indicada, lo mismo valdra para f. Equivalentemente, podemos suponer
que f(00) = co. Esto se traduce en que f = ¢4 para una matriz A con ¢ =0 o,
equivalentemente, en que f(7) = r7 + s, donde necesariamente r, s € R (pues
f transforma R en R).

1Este resultado se enuncia mas habitualmente para discos, pero cualquier disco puede
transformarse en cualquier semiplano mediante una transformaciéon de Mobius, luego es valido
igualmente para semiplanos.
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Finalmente notamos que multiplicando una matriz de LG, (2,R) por una
matriz diagonal adecuada obtenemos otra que induce la misma transformacion
de Mobius y tiene determinante 1.

Si A es un anillo, definimos el grupo lineal especial LE(n, A) como el sub-
grupo de LG(n, A) formado por las matrices de determinante 1.

Acabamos de justificar que toda transformacion conforme de H en si mismo
puede obtenerse a partir de una matriz de LE(2,R). Por ello, a partir de este
momento so6lo trataremos con matrices de este grupo. Notemos que dos matrices
determinan la misma transformaciéon de Mobius si y s6lo si se diferencian a lo
sumo en un factor =1. Equivalentemente, el grupo de las transformaciones
conformes de H es isomorfo al cociente LE(2,R)/{+£I}.

Nota Observemos que la representacion matricial en LE(2, R) de una transfor-
macion de H no siempre es la obvia. Por ejemplo, la representacion de f(7) = 27

() e (2%

En lo sucesivo no distinguiremos entre las matrices de LE(2,R) y sus trans-
formaciones de Mobius asociadas, si bien hemos de tener siempre presente que
los pares de matrices A se identifican como transformaciones de Mobius.

Recapitulando, si
a ¢
f—(b d)eLE@,R),

tenemos que f tiene un Gnico polo en 7 = —d/¢, que es un numero real, o bien el
punto co. Para cualquier otro 7 € C se cumple la relaciéon (10.7). Esto implica
que f se restringe a una transformacion conforme en el semiplano H.

Nota La teorfa que vamos a desarrollar tiene una interpretacion geométrica
basada en el hecho de que el semiplano H es un modelo de la geometria hi-
perbolica (no euclidea) cuando se consideran como rectas hiperbolicas las rectas
verticales y las semicircunferencias ortogonales al eje real. En H pueden definirse
las nociones de distancia y medida de angulos (en particularidad la perpendicu-
laridad), de modo que se cumplen los axiomas bésicos de la geometria euclidea
excepto el postulado de las paralelas. Las transformaciones asociadas a las ma-
trices de LE(2,R) son precisamente los movimientos hiperbolicos, es decir, las
biyecciones de H en si mismo que conservan las distancias y la orientacion (y
por consiguiente la medida de dngulos).

Conviene senalar también que, mediante una transformacion de Mdébius que
haga corresponder el semiplano H con el disco unitario A, es posible desarrollar
toda la teoria en A en lugar de en H. Este enfoque es mas intuitivo porque
desaparece la asimetria entre el punto co y los puntos del eje real (que, aunque
no forman parte del plano hiperboélico, si intervienen en las definiciones de recta,
movimiento, etc. a modo de “puntos infinitos”). Sin embargo, dicha asimetria
resulta ser técnicamente muy conveniente, pues, como veremos, el punto co
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resulta ser mucho méas comodo de manejar y a menudo sera posible reducir las
cuestiones concernientes a puntos finitos al caso especial de oco. n

Las superficies modulares que queremos definir se obtendran identificando
los puntos de H a través de ciertos subgrupos de LE(2,R), analogamente a
como los toros complejos se obtienen identificando los puntos de C a través
de ciertos subgrupos de traslaciones. Como ya hemos comentado, el caso méas
simple lo proporciona el grupo modular, que con la notacién que acabamos de
introducir no es sino I' = LE(2,Z). Las transformaciones de Mobius asociadas
a los elementos de I' se conocen como transformaciones unimodulares.

Diremos que dos puntos de H son equivalentes bajo un subgrupo I' de
LE(2,R) si uno puede transformarse en el otro mediante un elemento de I
Es obvio que se trata de una relacién de equivalencia en H. El analogo al
paralelogramo fundamental de un reticulo es el concepto que introducimos se-
guidamente:

Un subconjunto cerrado D C H es un dominio fundamental para I" si todo
punto de H es equivalente a un punto de D y dos puntos de D no son equivalentes
salvo quiza si ambos estan en la frontera.

Ciertamente, los paralelogramos fundamentales de un reticulo complejo R
cumplen esta definicién respecto al grupo de traslaciones asociadas a R. El
teorema 10.34 nos da que

D={reH]||Rer|<1/2, |7]>1}

es un dominio fundamental para el grupo modular. Desde el punto de vista
de la geometria hiperbolica se trata de un triangulo (de lados rectilineos) no
acotado.

Nuestro propdsito es dotar de estructura de superficie de Riemann al cociente
de H sobre la equivalencia respecto de un subgrupo I' de LE(2, R). El subgrupo
no puede ser arbitrario, pues el cociente podria reducirse a un punto, o no ser
un espacio de Hausdorff, etc. Esto nos lleva a las consideraciones topologicas
de la seccion siguiente.

11.2 Grupos topolégicos
Definicién 11.1 Un grupo topoldgico es un grupo G dotado de estructura de

espacio topologico (de Hausdorff) de modo que el producto G x G — G y la
aplicacion G — G dada por a + a~! son continuas.

Ejemplos El grupo LG(2,C) puede identificarse con un subconjunto de C*
de forma natural:

( ‘g ccl ) € LG(2,C) + (a,b,c,d) € C.
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La imagen la forman las cuadruplas (a,b,c,d) € C* tales que ad — be = 1,
luego es un abierto. A través de esta biyeccion podemos dotar a LG(2,C) de
una topologia con la que se convierte en un grupo topolégico, pues el producto
se corresponde con una aplicacién polinémica y la aplicacién a — a~! con
una funcion racional cuyo denominador no se anula. Claramente LG(2,C) es

localmente compacto y tiene una base numerable. [

Es obvio que todo subgrupo de un grupo topolégico hereda una estructura
natural de grupo topologico. En particular, LE(2,R) es un subgrupo cerrado
de LG(2,C) (su imagen en C* es un subconjunto cerrado de R*). "

Un subgrupo de LE(2,R) que nos va a interesar especialmente es el grupo
ortogonal especial OE(2,R), formado por las matrices de LE(2,R) cuya inversa
coincide con su traspuesta. Explicitamente, es facil ver que OE(2,R) esta for-

mado por las matrices
a b
—-b a

tales que a? + b?> = 1. Obviamente R es un grupo topoldgico con la suma, y la
aplicacion R — OE(2,R) dada por

s cos2nwt sen 2wt
—sen 2wt cos 2wt

es un homomorfismo de grupos continuo y suprayectivo. Su nicleo es Z. =

A través del homeomorfismo de LG(2,C) en C* que define la topologia del
primer grupo, el grupo modular LE(2,Z) se corresponde con un subconjunto de
74, luego LE(2,7Z) es un subgrupo cerrado y discreto de LE(2, R). n

El grupo T de las traslaciones del plano complejo puede identificarse con el
subgrupo de LE(2,C) compuesto por las matrices de la forma

th(ll) (1)), beC.

La aplicacion b — t; define obviamente un isomorfismo topologico C = T
(es decir, un isomorfismo de grupos que ademas es un homeomorfismo). m

Definiciéon 11.2 Una accidn (continua) de un grupo topologico G sobre un
espacio topolégico S es una aplicaciéon continua S x G — S tal que sl = s
para todo s € S'y (sa)B = s(af) para todo s € S y todos los «, 8 € G.

En estas condiciones, es claro que la multiplicaciéon por un « € G fijo es un
homeomorfismo de S en si mismo.

Si un grupo G actua sobre un conjunto S, diremos que dos elementos s, t € S
son equivalentes respecto a GG si existe a € G tal que saa = t. Claramente se
trata de una relacion de equivalencia en S. Las clases de equivalencia se llaman
drbitasy el conjunto de todas las érbitas se representa por S/G. Esto generaliza
a las definiciones analogas que hemos dado en la seccién anterior. La accién es
transitiva si todos los puntos de S son equivalentes entre si, es decir, si S/G
consta de una tnica orbita.
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Ejemplos Es facil ver que la accion C* x LG(2,C) — C* descrita en la
seccién anterior es continua, si bien no vamos a necesitar este hecho general.
Es maés facil comprobar directamente la continuidad de la accién que realmente
nos va a interesar, que es la accion H x LE(2,R) — H. Identificando el grupo
con un subconjunto de R?*, estd determinada por funciones racionales cuyos
denominadores no se anulan. La accién es transitiva, pues para todo a+bi € H,
la matriz

e ( V00
“\a/Vb 1/Vb
cumple que i = a + bi, luego la 6rbita de ¢ es todo el semiplano. L]

También es continua la accion C x T — C del grupo de las traslaciones
del plano complejo (identificando T con C, se trata de la suma de ntmeros
complejos). La accion es obviamente transitiva. Si R es un reticulo complejo, a
través del isomorfismo C = T se identifica con un subgrupo cerrado y discreto
de T, de modo que el cociente C/R que acabamos de definir es el toro complejo
definido por R en el sentido usual. n

Si G es un grupo topologico y K es un subgrupo de G, entonces K actua
sobre G por multiplicacién (por la derecha). El conjunto cociente es G/K (en
el sentido usual de la teoria de grupos). "

Definicion 11.3 Si G es un grupo topoldgico que actiia sobre un espacio S
y p: S — S/G es la proyeccion natural en el cociente, definimos en S/G la
topologia respecto a la cual un conjunto A C S/G es abierto si y solo si p~1[A]
es abierto en S. Nos referiremos a ella como la topologia cociente.

Es claro que la topologia cociente es ciertamente una topologia en S/G res-
pecto a la cual p es continua. Mas atun, p es abierta, pues si X C S es abierto,
entonces p[X] es abierto en S/G, ya que p~![p[X]] = |J Xg es unién de abier-
tos. 9€eG

En el caso en que G es un reticulo complejo R, la topologia en C/R que
acabamos de definir es la topologia usual en el toro complejo. Un reticulo
complejo es un subgrupo discreto de C (que podemos identificar con un subgrupo
discreto del grupo de las traslaciones del plano). Nuestro objetivo es obtener
una construcciéon similar a la de los toros complejos a partir de un cociente del
semiplano H respecto de un subgrupo discreto I' de LE(2,R). Si no exigimos
que I' sea discreto podemos encontrarnos muchas patologias. Por ejemplo, si T’
actua transitivamente sobre H el cociente se reduce a un punto, o si una érbita
tiene un punto de acumulacion en otra orbita (en particular si es densa en H)
entonces el cociente no tiene la propiedad de Hausdorff, etc.

En esta seccion demostraremos que si I' es discreto entonces H/T' es un
espacio de Hausdorff, y mas adelante veremos que podemos dotarlo de estructura
analitica. Como primera observacion sobre los subgrupos discretos demostramos
que son siempre cerrados:
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Teorema 11.4 Sea G un grupo topoldgico y I' un subgrupo localmente com-
pacto. Entonces I es cerrado en G.

DEMOSTRACION: Sea C' un entorno compacto de 1 en I'. Sea U un entorno
abierto de 1 en G tal que U NT C C. Tomemos x € I'. Consideremos la
aplicacion f(a, 8) = a~18. Como f(x,z) =1 € U, tenemos que f~'[U] contiene
un entorno V x V de (z, ), es decir, V es un entorno de z tal que V-V C U.
Entonces (V NT)~}(V NT) C C. Como z estd en la clausura de I', podemos
tomar y € VNI'. Claramente V NI' C yC. Notemos que si W es un entorno de
x, entonces WNVNT # @, luegoz € VNT C yC C T (pues yC es compacto).

Concluimos que I" es cerrado. [

Antes de estudiar los cocientes que realmente nos interesan vamos a obtener
un par de resultados sobre cocientes de un grupo topoldgico respecto de un
subgrupo cerrado:

Teorema 11.5 Sea G un grupo topoldgico y K un subgrupo cerrado de G. En-
tonces la topologia cociente en G/K es de Hausdorff. Si K es un subgrupo
normal, entonces G/K es un grupo topoldgico con dicha topologia.

DEMOSTRACION: La aplicacion f : G x G — G dada por f(a,3) = a~ 1
es continua. Sip(a), p(8) € G/K son clases distintas, entonces (o, 8) ¢ f~1[K],
luego existe un abierto U x V en G x G tal que

(a,B) €U %V, UxV)Nf K] =2.

Los conjuntos p[U] y p[V] son entornos de p(«) y p(8) respectivamente, y es
facil ver que son disjuntos.

Supongamos ahora que K es normal y sea U un abierto en G/K. Conside-
ramos el diagrama siguiente:

! G

o]

G/K x G/K —=G/K

Las flechas horizontales son el producto en G y G/K. Es facil ver que
g U] = (p x p)[ftp~[[U]]], con lo que g~1[U] es abierto y g es continua.
Similarmente se comprueba la continuidad de Ka +— Ka™!. [

Si K es un subgrupo cerrado de (G, no necesariamente normal, el conjunto
cociente G/K considerado en el teorema anterior estd formado por las clases
gK generadas por multiplicacion por la derecha por elementos de K. Es claro
que podemos definir igualmente una topologia de Hausdorff sobre el conjunto
de las clases K¢ correspondientes a la multiplicacién por la izquierda. Vamos a
usar este hecho en el contexto siguiente:
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Si un grupo topologico G actua transitivamente sobre un espacio S, fijado
un s € S, podemos considerar el estabilizador K = {a € G | sae = s}, que es
un subgrupo cerrado de G. Si llamamos G/ K al espacio de clases Kg, podemos
definir la biyeccion G/K — S dada por Kg +— sg.

Ciertamente es continua, pues si U es abierto en S, su antiimagen en G/K
es p[f;[U]], donde fs : G — S es la aplicaciéon continua determinada por
fs(g) = sg. Sin embargo, en general no podemos garantizar que la biyeccion sea
un homeomorfismo. El teorema siguiente nos da una condicién suficiente.

Teorema 11.6 Sea G un grupo topoldgico con una base numerable que actia
transitivamente sobre un espacio topoldgico S localmente compacto. Sea s € S
y K ={aeG|sa=s}. Sea G/K ={Kg|ge G}. Entonces la aplicacion
G/K — S dada por Kg > sg es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION: Ya sabemos que es continua. Basta probar que es abierta.
Un abierto en G/ K es de la forma p[U], donde U es un abierto en G. Hemos de
ver que su imagen en S, es decir, sU = {sg | g € U} es abierta en S. Fijamos
g € U y hemos de ver que sg es un punto interior de sU.

Tenemos que Ug~! es un entorno de 1. Su antiimagen por el producto en G
contiene un entorno V' x V de (1,1). Asi, V es un entorno de 1 con la propiedad
de que VV C Ug~!. Puesto que V! también es un entorno de 1, cambiando
V por VN V~1, podemos suponer que V = V1.

Si sV contiene un punto interior sv, entonces sg = svv~'g serd un punto
interior de sVV g C U, como queremos probar. Asi pues, basta ver que sV no
tiene interior vacio.

Obviamente, G = |J Va. Como G tiene una base numerable, podemos

acG
o0

encontrar {a,}>2, C G de modo que G = U Vau,. Entonces S = U sVay,.

Por el teorema de Baire, algtn sV a,, ha de tener interior no vac1o luego sV
también tiene interior no vacio (ya que la multiplicaciéon por «;, es un homeo-
morfismo). n

En particular esto se aplica al teorema de isomorfia: si f : G — H es
un epimorfismo continuo entre dos grupos topologicos, podemos considerar la
accion de G en H dada por hg = hf(g). Claramente es transitiva, pues la
orbita de 1 es la imagen de G. El estabilizador de 1 es el ntcleo N(f) y la
aplicacion considerada en el teorema anterior es el isomorfismo G/ N(f) = H,
luego, suponiendo que G tenga una base numerable y que H sea localmente
compacto, el isomorfismo que proporciona el teorema de isomorfia es topoldgico
(es decir, es también un homeomorfismo).

Ejemplos La aplicacion R — S! dada por ¢t — 2™ es un epimorfismo
continuo de R en la esfera unidad compleja cuyo niicleo es Z. Por consiguiente,
el grupo R/Z es topologicamente isomorfo a S*. ]

Antes hemos construido también un epimorfismo continuo R — OE(2,R)
con nucleo Z. Concluimos que el grupo ortogonal especial es topologicamente
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isomorfo a R/Z, y también a la circunferencia unidad S*. En particular OE(2, R)
es un grupo topolégico compacto. [

Consideremos ahora la accion de G = LE(2,R) sobre el semiplano H, que
ya hemos visto que es transitiva. Vamos a calcular el estabilizador de ¢. Para
ello observamos que una matriz

w9 ¢
b d

cumple i« =isiysolosia=dy b= —c.

Concluimos que el estabilizador de i es K = OE(2,R). El teorema anterior
prueba que H es homeomorfo al cociente LE(2,R)/OE(2,R). Mas aun, si I" es
un subgrupo de G, podemos considerar su acciéon natural en H inducida por la
de G y su accién en G/K dada por (Kg)y = K(gy). Claramente tenemos el
siguiente diagrama conmutativo:

G/K xT —=G/K

|

HxT ——H

Vemos asi que es equivalente estudiar la acciéon de I' sobre H que estudiar
su accion sobre G/ K. "

El mismo planteamiento es aplicable trivialmente a la accion del grupo G de
las traslaciones del plano complejo sobre S = C. Esta vez los estabilizadores son
triviales, luego, tomando K = 1, vemos que la acciéon de un subgrupo I' C G
sobre C es equivalente a la accion de I sobre G/K (o sobre G) por multiplicacion
por la derecha. [

A partir de aqui supondremos que G es un grupo topologico localmente com-
pacto, K un subgrupo compacto de G y I' un subgrupo discreto de G. Llama-
remos S = G/K y p: G — S sera la proyeccion natural. Por el teorema 11.5
tenemos que S es un espacio de Hausdorff. Como p es abierta, de hecho S
es localmente compacto. Segun acabamos de ver, tomando G = LE(2,R) y
K = OE(2,R), todo cuanto digamos se aplicara en particular a la accion de
" sobre el semiplano H (y también a la accion de un reticulo sobre el plano
complejo, aunque lo que sucede en este caso ya lo sabemos).

Teorema 11.7 Si A C S es un conjunto compacto, entonces p~*[A] es com-
pacto.

DEMOSTRACION: Tomemos un cubrimiento de G formado por abiertos de
clausura compacta. Sus imagenes por p son abiertos en S y cubren el conjunto A.
Asi pues,

n
Ac Uplvil,
i=1

K2
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donde cada V; es un abierto en G de clausura compacta. Por lo tanto,

p Al c UKV, c UKV,
i=1

n
7 =

=1

El conjunto p~![A] es cerrado y cada KV; es compacto, luego P~![A] es
compacto. u

Teorema 11.8 Si A y B son subconjuntos compactos de S, entonces el conjunto
{geT | AgnN B # &} es finito.

DEMOSTRACION: Sean C' = p~t[A] y D = p~1[B]. Por el teorema anterior,
C y D son subconjuntos compactos de G. Si AgN B # &, entonces CgN D # &,
luego g € TN (C~1D). Ahora bien, N (C~1D) es a la vez compacto y discreto,
luego es finito. n

En particular, tomando A = B = {z}, vemos que, para todo s € S, el
conjunto {g € T' | sg = s} es finito.

Teorema 11.9 Para cada s € S, existe un entorno U de s tal que
{gel |UgNU #2}={geT|sg=s}
DEMOSTRACION: Sea V un entorno compacto de z. Por el teorema anterior

{geT|VgnV £} ={g1,...,9:}.

Podemos suponer que sg; = s exactamente para 1 < ¢ < r’. Para cada i > 1’/

podemos tomar entornos disjuntos V; de s y W; de sg;. Basta tomar
U=vVn N V;nWg ™.
i>r!
| |

Teorema 11.10 Si s1, s € S no son equivalentes respecto de T', entonces
ezisten entornos U; de s; tales que Uyg NUs = & para todo g € T'.

DEMOSTRACION: Sean X7 y X5 entornos compactos de s; y so. Por 11.8
sabemos que

{gel | XigNnXe # 2} ={g1,...,9r}-

Como s; y s no son equivalentes, ha de ser s;g; # s, luego podemos
encontrar entornos disjuntos U;; vy U;o de s1g; y so respectivamente. Basta
tomar

U1=X1ﬂUllgflﬂ'~-ﬂUrlg:1, Us=XoNUiaN---NUps.
| |

Ahora es claro que S/T es un espacio de Hausdorffl. En particular hemos
demostrado lo que necesitabamos:

Teorema 11.11 SiT es un subgrupo discreto de LE(2,R), entonces el conjunto
cociente H/T' es un espacio de Hausdorff.

Ejercicio: Demostrar que si I' es un subgrupo discreto de LE(2,R), entonces las
orbitas de los puntos de H respecto de I' son discretas.
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11.3 Puntos elipticos y parabdlicos

Si R es un reticulo complejo, el cociente C/R es compacto y la proyeccion
natural p : C — C/R se restringe a un homeomorfismo en un entorno de
cada punto. Esta tultima propiedad permite definir facilmente la estructura
analitica del toro, pero ninguno de estos dos hechos tiene por qué ser cierto
para un subgrupo discreto de LE(2,R). Basta pensar en el grupo modular
I' = LE(2,Z). El teorema 10.34 muestra que todo entorno de ¢ contiene infinitos
pares de puntos simétricos con la misma imagen en H/T'. Los puntos como
éste son excepcionales, pero tenemos que caracterizarlos y tratarlos aparte en
muchas ocasiones. Por otro lado, ya hemos comentado que el cociente H/T' no
es compacto, sino que necesitamos compactificarlo con un punto para obtener
una esfera.

En general, si I es un subgrupo discreto de LE(2, R), en esta seccién estudia-
remos los puntos donde la proyeccion p : H — H/T" no es localmente inyectiva
(a los que llamaremos puntos elipticos), al tiempo que veremos como introducir
puntos adicionales que compactifiquen el cociente (a los que llamaremos puntos
parabolicos). Ambas clases de puntos surgen de forma natural a partir de una
clasificacion sencilla de los elementos de LE(2,R):

Si g € LE(2,R), sus puntos fijos en C*> (es decir, los de su transformacion
de Mobius asociada) son sus vectores propios (los vectores propios de g como
matriz) interpretados como coordenadas homogéneas de la recta proyectiva. Si
g tiene un espacio de vectores propios de dimensién 2, entonces ¢ = +1 y
su transformaciéon de Mobius asociada es la identidad. Descartando este caso,
las posibilidades son que ¢ tenga uno o dos espacios de vectores propios de
dimension 1 (segtn si su polinomio caracteristico tiene una raiz doble o simple).
Por consiguiente, g tiene uno o dos puntos fijos en C*°. El hecho de que los
coeficientes de g sean reales implica que si z € C es un punto fijo, también lo es
su conjugado z. Con esto llegamos a la clasificacion siguiente:

Definicién 11.12 Sea g € LE(2,R) una transformacion g # +1.

a) Diremos que g es parabdlica si tiene un tnico punto fijo en R U {oco} (que
serd, de hecho, su tnico punto fijo en C*).

b) Diremos que g es eliptica si no tiene puntos fijos en RU{oco} (en cuyo caso
tendra dos puntos fijos, un z € H y su conjugado z ¢ H).

c¢) Diremos que g es hiperbdlica si tiene dos puntos fijos en R U {oo} (que
seran, de hecho, todos sus puntos fijos en C*).

La discusion precedente muestra que cada transformacion g € LE(2,R) dis-
tinta de 1 es de uno de estos tres tipos. El teorema siguiente permite deter-
minar facilmente el caracter de una matriz:

Teorema 11.13 Si g € LE(1,R), g # +1, entonces

a) g es parabdlica si y sdlo si | Tr(g)| = 2,
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b) g es eliptica si y solo si | Tr(g)| < 2,
¢) g es hiperbdlica si y sdlo si | Tr(g)| > 2.

DEMOSTRACION: El polinomio caracteristico de g es 22 — Tr(g)x + 1, cuyo
discriminante es Tr(g)? — 4. Es claro que g es parabolica si y solo si tiene un
tnico valor propio, lo cual equivale a que Tr(g) = +2. Si | Tr(g)| > 2 entonces
g tiene dos valores propios reales, luego tiene dos vectores propios reales y, por
consiguiente, es hiperbdlica. Igualmente se tiene el reciproco. Por exclusion
tenemos también la caracterizacién de las matrices elipticas. L]

Nota Esta clasificaciéon tiene una interpretacion en términos de la geometria
hiperbolica. Recordemos que las transformaciones de LE(2,R) son los movi-
mientos hiperbolicos. De entre ellos, las transformaciones hiperbélicas (movi-
mientos sin puntos fijos) son el equivalente no euclideo de las traslaciones, las
transformaciones elipticas (movimientos con un punto fijo) son el equivalente
no euclideo de los giros, mientras que las transformaciones paraboélicas son un
tipo de movimientos sin equivalente euclideo, llamados también giros infinitos
(giros con centro en el infinito).

Consideremos por ejemplo los generadores del grupo modular: la transfor-
macion t(z) = z+ 1 es una traslacion euclidea, pero desde el punto de vista de
la geometria hiperbolica es un giro alrededor de co (tiene traza 2 y fija a co).
En cambio, la transformacion s(z) = —1/z es un giro de 180° alrededor de .

| |

Definiciéon 11.14 Si T es un subgrupo de LE(2,R), diremos que z € R U {0}
es un punto parabdlico (respecto de I') si existe un elemento parabolico g € T'
tal que g(z) = z. Diremos que z € H es eliptico (respecto de T') si existe un
elemento eliptico g € T tal que g(z2) = z.

Notemos que si z € RU {oo} es parabolico para I' y g € T, entonces g(z)
también lo es, pues si f € I es parabolico y f(z) = z, tenemos que f9 € T'
también es parabdlico (por ejemplo, porque tiene la misma traza) y claramente
f9(g(2)) = g(z). Igualmente, la imagen de un punto eliptico z € H por un
elemento de I' es de nuevo un punto eliptico. Definimos

H*=HU{z € RU{o0} | z es parabolico (respecto de I')}.

Segin acabamos de observar, si z € H* y g € T', entonces g(z) € H*, de
modo que I' actia sobre H*. Ademas la orbita de un punto parabélico estéa
formada exclusivamente por puntos parabolicos y la érbita de un punto eliptico
esta formada exclusivamente por puntos elipticos. En la practica hablaremos de
puntos parabdlicos y elipticos de H*/T" para referirnos a las orbitas formadas
por tales puntos de H*. Asi, el cociente H*/I" contiene los puntos de H/T' mas
los puntos parabdlicos, que son los puntos que nos proponiamos anadir.

Seguidamente calculamos como ejemplo los puntos elipticos y parabolicos
del grupo modular.
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Teorema 11.15 Los puntos parabdlicos del grupo modular T' son oo y los ni-
meros racionales. Todos ellos constituyen una unica clase de equivalencia. Los
puntos elipticos son los equivalentes a i y a p = (1 ++/—3)/2.

DEMOSTRACION: Claramente oo queda fijo por la transformacion parabdlica
g(z) = z+ 1. Sir = p/q es un nimero racional (con p y ¢ primos entre si),
tomamos enteros u y v tales que up + vg = 1. Sea

Claramente g(oco) = r, luego r es un punto parabolico equivalente a oco.
Supongamos ahora que z € R es parabdlico y veamos que es un niimero racional.

Sea
a ¢
9= ( b d ) er
una transformacion parabolica tal que g(z) = z.
Esto significa que c¢z? + (d —a)z —b = 0 (con ¢ # 0, 0 sino g = £1), y

ademés z es la tnica solucién de esta ecuaciéon. Por consiguiente el polinomio
es reducible en Q[z] y su raiz z ha de ser racional.

Ocupémonos ahora de los puntos elipticos. Una transformacion eliptica g ha
de cumplir | Tr(g)| < 2, luego Tr(g) = —1,0,1 y el polinomio caracteristico de
g ha de ser 22 + 1 o bien 22 + 2 + 1. Teniendo en cuenta que g y —g fijan a los
mismos puntos (pues determinan la misma aplicacién), podemos suponer que el
polinomio caracteristico de ¢ es 22+ 1 o bien 22+ + 1. Ambos polinomios son
irreducibles en Q[z], por lo que g, vista como matriz racional, tiene un tnico
factor invariante y su forma canodnica correspondiente es una de las matrices

0 1 . 0 1
<_1 0) o bien (_1 _1>.

Esto significa que g es conjugada a una de estas dos matrices, pero necesi-
tamos garantizar que la matriz de paso estd en I'. Para ello consideramos el
anillo Z[g] (subanillo del anillo de matrices 2 x 2 con coeficientes enteros, donde
Z se identifica con el anillo de matrices diagonales). Teniendo en cuenta que g
es raiz de su polinomio caracteristico, es facil ver que todo elemento de Z[g| es
de la forma m + ng, con m, n € Z. La expresiéon es tnica, pues si m +ng = 0
entonces g serfa diagonal, luego seria ¢ = +£1. Es facil ver entonces que Z[g]
es isomorfo a Z[i] o bien a Z[p]. En particular Z[g] es un dominio de ideales
principales, y esto permite aplicar toda la teoria de endomorfismos de espacios
vectoriales al caso de g como endomorfismo de Z2.

Concretamente, Z? es un Z[g]-moédulo finitamente generado y libre de tor-
sion, pues si (m+ng)v = 0, para un v € Z? no nulo, entonces g(v) = —(m/n)v,
luego —m/n serfa un valor propio de g y, en particular una raiz (racional) de
su polinomio caracteristico, lo cual es imposible. Por consiguiente, Z? es un
Z|g]-modulo libre. No puede tener rango 2, ya que entonces g tendria un es-
pacio de vectores propios de dimensién 2 o bien dos vectores propios reales, en
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contradiccion con su cardcter eliptico. Si v es una base de Z? como Z[g]-moédulo,
entonces v, g(v) es una base de Z? como Z-médulo y en dicha base, la matriz
de g es una de las dos formas canonicas anteriores.

Ahora sabemos que la matriz de cambio de base es entera y tiene determi-
nante +1. Si tiene determinante —1 consideramos la base g(v), v, en la cual la

matriz de g es
0 -1 bi -1 -1
1 0 o bien L

Concluimos que g es conjugada en I' a una de las cuatro matrices anteriores,
y es claro que todo punto fijado por g es equivalente respecto de I' a un punto
fijado por una de estas matrices. Asi pues, los puntos elipticos de T" son los
equivalentes a los puntos fijados por ellas. Estos han de cumplir 22 +1 =0 o
bien 22 — 2 4+ 1 = 0. Las soluciones en H son i y p+ 1, y el tltimo punto es
equivalente a p. ]

Para comprender la diferencia geométrica entre los puntos elipticos, los pun-
tos parabolicos y los demas puntos de H hemos de considerar los estabilizadores:

Definicién 11.16 SiT es un subgrupo de LE(2,R) y z € H*, definimos
I'.={geTl|zg==z}.

Representaremos por I', al correspondiente grupo de transformaciones de
Maobius o, equivalentemente, a la imagen de I', por el epimorfismo

LE(2,R) —s LE(2,R)/{%1}.

Es inmediato comprobar que si g € I' y 219 = 22, entonces I',, = T'Y , luego
puntos equivalentes tienen estabilizadores isomorfos.

Claramente, si z € H y g € I', cumple g # +1, entonces g ha de ser una
transformacion eliptica, luego 2z ha de ser un punto eliptico. En otros términos,
si z € H no es eliptico entonces I', C {£1}, luego T, = 1.

Enseguida nos ocuparemos de determinar la estructura de I', cuando z es
un punto eliptico o parabélico, pero de momento veamos el caso concreto del
grupo modular. Unas simples comprobaciones nos dan que

I; =(s), donde s(r)=—1
L, ={g), donde g(1)=—=+
I =(t), donde ¢t(1)=71+1.

El grupo T; tiene dos elementos. Notemos que ds; = —dr, lo que significa
que en un entorno de ¢ la transformacién s se comporta como un giro de 180°,
luego los puntos de un entorno de i se agrupan en parejas de puntos equivalentes
respecto a I'. Por lo tanto, si queremos pensar en un entorno de ¢ en el cociente
H* /T, no hemos de mirar todo un entorno de ¢ en H*, pues entonces vemos cada
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punto repetido dos veces, sino que hemos de mirar sélo “la mitad”, por ejemplo,
la mitad que queda dentro del dominio fundamental y que esta senalada en la
figura.

Similarmente, el grupo f‘p tiene tres elemen-
tos y, como dg, = p?dr, en un entorno de p la
transformacién g se comporta como un giro de

) 240°, de modo que cada punto del entorno co-

P ¢ rrespondiente en H*/T" estd representado por

tres puntos alrededor de p. Si queremos pensar

en un entorno de p en H*/T" hemos de conside-

rar unicamente la tercera parte de un entorno

-1 -1/2 /2 1 de p en H*, tal y como indica la figura o, si no

queremos salirnos del dominio fundamental, podemos mirar la sexta parte que
queda dentro del dominio mas la otra sexta parte marcada cerca de p + 1.

El grupo 'y, es infinito. Todavia no estamos en condiciones de hablar con
precision de lo que ocurre en este caso, pero basicamente es que al mirar un
entorno de infinito en H* estamos viendo cada punto de H* /T repetido infinitas
veces.

Finalmente, si z es cualquier punto de H no eliptico, en un entorno sufi-
cientemente pequeno no hay puntos equivalentes. Esto es trivial si z esta en el
interior del dominio fundamental, pero si esta en la frontera (y no es eliptico)
también se cumple. Por ejemplo, si z estd en la recta Rez = —1/2, los puntos
a la izquierda de z se corresponden con los puntos a la izquierda de su simé-
trico respecto al eje imaginario, pero no con los puntos a su derecha, luego un
entorno de z en H* suficientemente pequeno se corresponde univocamente con
un entorno de z en H*/T".

El resto de esta seccion lo dedicamos a precisar y generalizar las ideas que
acabamos de discutir, pues en la seccién siguiente nos basaremos en ellas para
definir la estructura analitica de H*/T". Empezamos analizando los estabiliza-
dores de los puntos elipticos:

Teorema 11.17 Sea T' un subgrupo discreto de LE(2,I@) y z € H un punto
eliptico respecto de T'. Entonces T, (y, por consiguiente, T, ) es un grupo ciclico
finito.

DEMOSTRACION: Recordemos que el subgrupo de LE(2,R) formado por los
elementos que fijan a ¢ es el grupo ortogonal especial OE(2, R), que es compacto.
El grupo K = {g € LE(2,R) | zg = z} es un conjugado de OE(2,R), luego es
topolégicamente isomorfo a la circunferencia unidad S!. Entonces I', = K N T
es a la vez compacto y discreto, luego es finito. De hecho, es isomorfo a un
subgrupo finito de R/Z y es facil ver que todo subgrupo finito de R/Z es ciclico
(su antiimagen en R ha de ser discreta y todo subgrupo discreto de R es ciclico
infinito). n

Teorema 11.18 Si I' es un subgrupo discreto de LE(2,R), entonces los ele-
mentos de orden finito de I' son £1 y los elementos elipticos.



332 Capitulo 11. Superficies modulares

DEMOSTRACION: El teorema anterior prueba que los elementos elipticos
tienen orden finito. Reciprocamente, supongamos que g € I' tiene orden finito.
Toda matriz es conjugada en LG(2,C) a una matriz diagonal

(6 )

Si g tiene orden finito, lo mismo le sucede a esta matriz, lo cual se traduce en
que ( es una raiz de la unidad. Si ( = £1, entonces g = 1. En caso contrario,
como la traza se conserva, es claro que | Tr g| < 2, luego g es eliptico. n

Definicién 11.19 Si I' es un subgrupo discreto de LE(2,R) y z € H es un
punto eliptico, llamaremos orden de z al nimero de elementos del grupo I',.

Por ejemplo, el grupo modular determina dos clases de puntos elipticos: los
equivalentes a i, de orden 2, y los equivalentes a p, de orden 3.

Nos ocupamos ahora de los puntos parabolicos. Si s € R U {oo} es un
punto parabolico de un subgrupo discreto I' de LE(2, R), el grupo I's contiene
ciertamente a todas las transformaciones parabolicas de I" que fijan a s, pero en
principio podria contener también transformaciones hiperboélicas que tuvieran
a s como uno de sus dos puntos fijos. Vamos a ver que no es asi, sino que I'y
consta tnicamente de transformaciones parabolicas. (En el caso en que z es
un punto eliptico, es evidente que I', consta unicamente de transformaciones
elipticas, pues se trata de un grupo finito.)

Para cada s € RU {cc}, llamamos
P(s) ={g € LE(2,R) | sg = s, g es parabdlico} U {£1}.

Queremos probar que si s es un punto parabolico de un subgrupo discreto I'
de LE(2,R), entonces I'y = P(s)NI'. Al mismo tiempo veremos que el grupo de
transformaciones de Mobius I'y es un grupo ciclico infinito. Razonaremos con
oo y después trasladaremos los resultados a un punto parabdlico arbitrario por

conjugacion.

Supongamos, pues, que co es parabdlico respecto a I'. Es facil ver que las
matrices de LE(2,R) que fijan a 0o son las de la forma

ey

y, de entre ellas, las parabolicas (de traza £2) son las de la forma

).

Ahora es claro que el grupo P(co) es topologicamente isomorfo a R x {£1}.
El grupo P(o0) esta formado por las traslaciones z — z+t, y es topologicamente
isomorfo a R.
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El grupo P(co) NT es un subgrupo discreto de P(00). Es claro que un sub-
grupo discreto de R es ciclico, pues esta generado por el menor de sus elementos
positivos. Por consiguiente, el grupo P(oo) NT est4 generado por la traslacion

+1 0
0—( . il)eP(oo)ﬂF

con |t| minimo. Supongamos ahora que I's, contiene un elemento hiperbolico

a 0
T:(b al)? |a|7él_

Cambiando 7 por 77!

I S
T UT—(aQt 11 € P(oo)NT,

si es necesario, podemos suponer que |a| < 1. Asi

pero |a?t| < |t|, contradiccion.

Con esto hemos probado que I's, = P(c0) N T, asi como que el grupo T'o,
esté generado por una traslacion horizontal z — z + ¢t. En general:

Teorema 11.20 Sea I' un subgrupo discreto de LE(2,R) y sea s un punto pa-
rabolico de T'. Entonces I's = P(s)NT y 'y 2 Z.

DEMOSTRACION: Lo tenemos probado para s = oo y el caso general se
reduce a éste por conjugacién. El razonamiento para ello es tipico y no lo
volveremos a repetir: La matriz

(0 -1
P =11 s

cumple sas = 0o, de donde se sigue que oo es un punto parabolico de I's.
Sabemos, pues, que I'Ys = P(c0) NI y que 'Y = Z. Conjugando por o’
obtenemos los hechos anélogos para s. m

Terminamos con un hecho técnico que necesitaremos més adelante:

Teorema 11.21 Si o € LE(2,R) es eliptico o parabdlico, entonces « no es
conjugado con o' en LE(2,R).

DEMOSTRACION: Supongamos que « es eliptico. Entonces a fijaaun z € H.
Como LE(2,R) actta transitivamente sobre H, existe 7 € LE(2,R) tal que
2T =i. Asi, a” es un elemento eliptico que fija a i. Sabemos que esto equivale
a que o € OE(2,R).

Es claro que si a es conjugado con su inverso, lo mismo le sucede a a7,
luego podemos suponer que a € OE(2,R). Pongamos que a° = a~!. Mas
explicitamente:

o= () (5 a) (5 i) (h )
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Teniendo en cuenta que ¢ # 0 (o si no @ = £1 no seria eliptico), de aqui
se sigue que b = ¢ y a = —d, pero entonces 1 = deto = —a® — b?, lo cual es
absurdo.

Supongamos ahora que « es parabolico. En el teorema anterior hemos visto
que LE(2,R) actua transitivamente sobre R U {oco}, por lo que podemos exigir
que el punto fijo de « sea 0, y entonces « tiene la forma

1 ¢
azi(o 1).

El mismo razonamiento del caso anterior nos lleva ahora a que

1 ¢ a c a c 1 —t
i(01)<b d>:i<b d)(u 1)’
de donde b =0y a = —d, con lo que 1 = det 0 = —a?, contradiccién. L]

Ejercicio: Demostrar que todo elemento hiperbélico de LE(2, R) es conjugado con su
inverso.

11.4 La estructura analitica

Finalmente estamos en condiciones de definir una estructura analitica sobre
los cocientes H*/T". Empezamos definiendo una topologia sobre H* mas ade-
cuada que la usual para tratar con los puntos parabdlicos. Mas en general, si
llamamos

H={2€C|Imz>0}U{cx},
definimos en H la topologia siguiente:

a) Una base de entornos de un punto z € H esta formada por los discos
abiertos usuales D(z,r) contenidos en H.

b) Una base de entornos de un punto z € R esta formada por los conjuntos
{z}UT(z,r), donde T(z,7) C H es el disco abierto de radio r tangente al
eje real en z.

¢) Una base de entornos de oo esta formada por los conjuntos

{c}U{z€ H|Imz >r}.

Es facil ver que estas condiciones determinan ciertamente una topologia (de
Hausdorfl) en H, la cual induce en H la topologia usual, mientras que en RU{o0}
induce la topologia discreta.

Observemos que si g € LE(2,R), entonces g induce un homeomorfismo sobre
H |, pues g transforma circunferencias de la esfera de Riemann en circunferencias
(entendiendo que las circunferencias que pasan por oo son las rectas). De esta
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forma, si z1, 2o € Ry 219 = 23, tenemos que g transforma la circunferencia de un
entorno basico de z; en una circunferencia que pasa por z; y esté contenida en H
(salvo en z3), luego dicha circunferencia ha de ser una circunferencia tangente
al eje real por z;. Los puntos del entorno de z; han de transformarse en el
interior o en el exterior de la circunferencia imagen, pero, como han de quedar
dentro de H, han de corresponderse con los puntos interiores. En definitiva, g
transforma cada entorno basico de z; en un entorno basico de z3 (y considerando
g~ ! tenemos también el reciproco). Similarmente, si zg = oo, la circunferencia
de un entorno de z ha de corresponderse con una circunferencia que pasa por
oo —es decir, con una recta— completamente contenida en H (salvo en o0),
luego ha de ser una recta horizontal. Los puntos del entorno de z han de
corresponderse con uno de los semiplanos determinados por la recta imagen vy,
como han de estar contenidos en H, dicho semiplano ha de ser el superior, luego
el entorno de z se transforma en un entorno basico de co. Igualmente se prueba
el reciproco.

Esto no significa que el grupo LE(2, R) acttie (continuamente) sobre H con
esta topologia, pues no es cierto que la accién H x LE(2,R) — H sea continua.
No obstante, si I" es un subgrupo discreto de LE(2, R), la restriccion H xI' — H
si que es continua. De hecho, es facil ver que la continuidad de una acciéon de
un grupo discreto I" sobre un espacio arbitrario S equivale a que cada aplicacion
s — sg sea un homeomorfismo.

En particular, tenemos que I' actia sobre H* cuando en H* consideramos la
topologia inducida desde H. Conviene tener presente que H* no es localmente
compacto salvo en el caso en que H* = H.

Supongamos ahora que co € H* y vamos a estudiar sus entornos. Para cada
g € LE(2,R), llamaremos ¢, al coeficiente superior izquierdo de la matriz g.
Asi, por ejemplo, sabemos que el estabilizador de oo es

o ={9€l|c, =0}

Una simple comprobacién muestra que |cg4| depende tnicamente de la clase
doble I' o g1, es decir, que si multiplicamos g por elementos de 'y, no altera-
mos |cg).

Teorema 11.22 Sea T un subgrupo discreto de LE(2,R) respecto al cual 0o sea
un punto parabolico y sea M > 0. Entonces hay un numero finito de clases
I'wogTl'o con g € T tales que |cq| < M.

DEMOSTRACION: Segtin 11.20, el grupo I's es ciclico y esta generado por
una traslacion
10
T== ( ho1 ) .

Sea g = ( Z ccl > € I tal que 0 < ¢, < |M|. Vamos a encontrar un

9" € Toogl'w tal que ig” pertenezca a un compacto K que depende solo de M
y h.
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En primer lugar, tomamos un entero n tal que 1 < d + nhe <1+ |hc|. Una

a)/ /

simple comprobacién muestra que ¢’ = g = ( ¥ 2, > cumple |¢/| = |¢],
|d'| = d + nhe. Por (10.7) tenemos que

1 1
> .
d?+d? = M?+ (1+ |h|M)?

1>Img' (i) =

Por otra parte, 7(z) = z + h, luego podemos tomar un entero m adecuado
para que g’ = 7"gr™ cumpla 0 < Reig” < |h|, sin cambiar con ello la parte
imaginaria de ig’. En resumen, ig”’ esta en el compacto

K={2€C|0<Rez<|h|, (M*+ (1 +|hM)*)" <Imz <1}

Con esto hemos probado que toda clase I'nogI's con 0 < ¢, < |M] tiene un
representante g” tal que ig” € K. El teorema 11.8 aplicado a los compactos {i}
y K nos da que s6lo un ntimero finito de g € T cumplen ig” € K, luego hay un
numero finito de clases en estas condiciones. Finalmente observamos que sélo
hay una clase con ¢, = 0, a saber, ', luego el teorema esta probado. L]

Teorema 11.23 Si I' es un subgrupo discreto de LE(2,R) respecto al cual oo
es un punto parabolico, existe un r > 0 tal que |cq| > r para todo g € T'\ T'ss.
Ademds, para todo z € H y todo g € T'\ T's se cumple

1

ImzImg(z) < ot

DEMOSTRACION: La existencia de r es inmediata a partir del teorema ante-
rior. Ademaés, segtun (10.7),

I < Im=z 1
= — 1IN 2 .
lcz + d|? ~ (¢Imz)2 ~ r2Imz

Im g(z)

Ahora podemos traducir estos hechos a resultados sobre puntos parabolicos
arbitrarios:

Teorema 11.24 Sea T’ un subgrupo discreto de LE(2,R) y sea s un punto pa-
rabolico respecto a I'. Entonces existe un entorno U de s en H* tal que

Is={gel |UgnNU # &}.

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que s = oo, en
cuyo caso basta tomar U = {co} U {z € H* | Imz > 1/r}, donde r viene dado
por el teorema anterior. Asi, si g € '\ T', ¥ z € U tenemos que Im(zg) < 1/r,
luego zg ¢ U. "

Teorema 11.25 Sea I' un subgrupo discreto de LE(2,R). Para cada punto
parabdlico s de I' y cada compacto K de H existe un entorno U de s tal que
UNKg= 9 para todo g € T.
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DEMOSTRACION: Como es habitual, podemos suponer s = co. Tomemos
dos nimeros reales A y B tales que todo z € K cumpla 0 < A < Imz < B. Sea
r segin 11.23 y tomemos

U={cc}U{z€ H|Imz > méax{B,1/Ar*}}.

Asi,siz € Ky g el \ Ty, tenemos que Imzg < 1/Ar?, luego zg ¢ U. Si,
por el contrario g € T', entonces Imzg = Imz < B, luego también zg ¢ U.
n

Con esto ya podemos probar algo bésico, pero no trivial:

Teorema 11.26 SiT es un subgrupo discreto de LE(2,R), entonces el cociente
H*/T es un espacio de Hausdorff.

DEMOSTRACION: Sea p : H* — H* /T’ la proyeccion natural. Observemos
que H/T' C H*/T, ademas H/T es abierto en H*/T', pues p~![H/T] = H es
abierto en H*. Ademas, la topologia cociente de H/T es la inducida por H* /T,
pues un subconjunto de H/T' es abierto para cualquiera de las dos si y solo si
su antiimagen por p es abierta en H.

Al espacio H/T' podemos aplicarle el teorema 11.11 y concluir que es un
espacio de Hausdorff. El teorema anterior (aplicado a un entorno compacto de
un punto de H) muestra que todo punto parabolico puede separarse de todo
punto de H/T. Solo falta probar que dos puntos parabolicos distintos tienen
entornos disjuntos.

Tomamos, pues, dos puntos paraboélicos s y ¢ no relacionados. No perdemos
generalidad si suponemos que t = co. Sea z — z + h la traslacion que genera
I's. Tomemos u > 0 y consideremos los conjuntos siguientes:

L = {zeC|Imz=u},
K = {2€L|0<Rez<|h|},
V = {z€ H"|Imz>u}U{cc}.

Como K es compacto, el teorema anterior nos da un entorno U de s (podemos
tomarlo basico) tal que K N UT' = @. Veamos que V NUT = @&. En caso
contrario, existe un g € T' tal que VNUg # @. Por hipdtesis sg # oo, luego
la frontera de Ug ha de ser una circunferencia tangente a R, luego claramente
LNUg # @. Por consiguiente, Ug corta a una traslaciéon de K por un elemento
de T'w, es decir, existe 0 € T', tal que UgN Ko # @. Asi, Ugo ' N K # @,
contradiccion. m

A continuacion definimos una estructura analitica en H*/I". Si z € H*, los
teoremas 11.9 y 11.24 nos dan que existe un entorno abierto U de z en H* tal
que

I.={gel|UgnU # &}.

En particular, dos elementos de U se corresponden por un elemento de I' si
y s6lo si se corresponden por un elemento de I',.
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Observemos que el abierto U no puede contener puntos parabdlicos o elipticos
distintos de 2. En efecto, si 2’ € U fuera un punto eliptico o parabolico 2’ # z,
entonces todo g € I',» cumplirfa 2/ € UgNU # @, luego serfa g € T',, luego g
tendria dos puntos fijos, z y 2/, lo cual es imposible. Esto prueba que el conjunto
de los puntos elipticos y paraboélicos es un subespacio discreto de H*, luego sus
orbitas forman a su vez un subespacio discreto de H*/T".

Si z no es un punto eliptico ni parabélico, entonces I', = 1 y U no puede
contener puntos equivalentes, luego la proyeccion natural p : H* — H*/T
se restringe a una aplicacion inyectiva p|y : U — H*/T. Obviamente, dicha
restriccion es un homeomorfismo en la imagen. Tomamos a su inversa como
carta de H*/T', es decir, las cartas alrededor de los puntos de H*/T" que no
son elipticos ni parabolicos seran por definicion las inversas de las restricciones
de p a los abiertos donde p es inyectiva. Al componer dos cartas de este tipo
obtenemos la identidad, que ciertamente es holomorfa, luego estas cartas son
compatibles entre si.

Supongamos ahora que z es un punto eliptico de orden n. Esto significa que
el grupo T, es ciclico de orden n. Sea A\ : H — D(0,1) una transformacién
conforme que cumpla A(z) = 0. Entonces A~!T',\ es un grupo de n transforma-
ciones conformes del disco unitario en si mismo que fijan a 0. Es conocido que
las tinicas transformaciones en estas condiciones son de la forma w — (w, donde
|lw| = 1, y para que formen un grupo ciclico de orden n la tnica posibilidad es
que ¢ tome los valores e2F7i/m™,

Asi, dos puntos wi, we € U se corresponden por un elemento de I' si y s6lo
si se corresponden por un elemento de I',, si y sélo si A(w) = e2F7/ " \(wy), si
y s6lo si A(wq)™ = Mwy)"™.

La aplicacion p[U] — D(0,1) dada por p(w) — A(w)™ esta bien definida y
es inyectiva. De hecho, su imagen es un abierto y la aplicaciéon es un homeo-
morfismo en la imagen. Para probarlo observamos que si A es abierto en p[U],
entonces p|;'[A] es un abierto en U, su imagen por A es un abierto en el disco
unitario y su imagen por w — w™ también es abierta. El reciproco se prueba
igualmente. Tomamos esta aplicacion como carta alrededor de p(z).

Si componemos dos cartas correspondientes a dos elecciones de A obtenemos
una transformacion conforme. Ello se debe a que Aj' o Ay es una rotacion
del disco unidad, de donde se sigue que la composicion de las cartas es (la
restriccion) de una rotacion de angulo n veces mayor.

Por otra parte, si componemos una de estas cartas con la carta correspon-
diente a un punto no eliptico p|[_],1 : plU’] — U’, obtenemos la aplicacion
w — A(w)™ que es holomorfa y biyectiva (en su dominio), luego una transfor-
macién conforme.

No es necesario considerar la composicion de dos cartas correspondientes a
dos puntos elipticos distintos, pues hemos visto que p[U] no tiene mas puntos
elipticos. Por consiguiente, un punto en la interseccién de los dominios de cartas
de este tipo serfa no eliptico, y la composiciéon de las cartas elipticas podria
desdoblarse en la composicién de cada una de ellas con una carta no eliptica.
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Consideremos finalmente el caso en que z es un punto parabélico. Tomemos
a € LE(2,R) tal que a(z) = oo. Entonces a™'T,«a estd generado por una
traslacion w — w + h, con h > 0. Por consiguiente, dos puntos wi, wy € U se
corresponden por un elemento de I' si y s6lo si se corresponden por un elemento
de T, si y solo si a(wi) = a(ws) + kh, si y solo si e2™e(wi)/h — g2mia(w)/h
Tomamos como carta de dominio p[U] la aplicacion p(w) +— e>7@(@)/7 (con el
convenio de que p(z) — 0). Notemos que la imagen de p[U] es un disco abierto
de centro 0. Todas las comprobaciones son analogas a las del caso anterior.

Con esto tenemos probada la mayor parte del teorema siguiente:

Teorema 11.27 Si T’ es un subgrupo discreto de LE(2,R), existe una tnica
estructura analitica sobre H*/T' (considerado como espacio topoldgico con la
topologia cociente) tal que la aplicacion natural p: H — H* /T es holomorfa.

DEMOSTRACION: Para probar la existencia solo nos falta comprobar que,
respecto de la estructura que acabamos de definir, la aplicaciéon p es holomorfa.
Sabemos que lo es en cada punto no eliptico, pues se restringe a la inversa de
una carta. Si z € H es eliptico, la composicién de p con la carta que hemos
construido alrededor de p(z) es z — A(z)™, que también es holomorfa.

Supongamos que tenemos dos estructuras analiticas en H* /T respecto a las
cuales p|g es holomorfa. Hemos visto que p se restringe a un homeomorfismo (y,
por consiguiente, a una transformacion conforme para ambas estructuras) en un
entorno de cada punto de H no eliptico, luego las cartas de ambas estructuras
alrededor de puntos no elipticos ni parabélicos son compatibles entre si. En
otras palabras, la identidad en H*/T" es holomorfa (como aplicacion entre ambas
estructuras) salvo a lo sumo en los puntos elipticos y los parabolicos. Ahora bien,
estos puntos son aislados, luego una lectura de la identidad alrededor de uno de
ellos es una aplicacién holomorfa en un disco salvo una posible singularidad en
su centro, que resulta ser evitable porque la aplicacion esté acotada. [

Definicion 11.28 Una superficie modular es una superficie de Riemann (com-
pacta) de la forma H*/T', donde T" es un subgrupo discreto de LE(2, R).

Notemos que, en general, las variedades analiticas H*/T" no tienen por qué
ser compactas, luego no todo grupo I' determina una superficie modular. Hemos
visto que los puntos elipticos y los parabolicos en una variedad H*/T" forman un
conjunto discreto, luego concluimos que una superficie modular tiene un ntimero
finito de puntos elipticos y parabélicos. En otras palabras, una condicién nece-
saria para que un grupo I' determine una superficie modular es que determine
una cantidad finita de 6rbitas de puntos elipticos y parabolicos.

Si I' es el grupo modular, teniendo en cuenta céomo es su dominio funda-
mental, es claro que el cociente H*/I" es topologicamente una esfera, luego
efectivamente I' determina una superficie modular. Sabemos que tiene un tinico
punto parabolico y dos puntos elipticos.
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A partir del grupo modular podemos encontrar muchos otros grupos que
determinan superficies modulares. Para ello conviene obtener algunos resultados
generales.

Definiciéon 11.29 Diremos que dos subgrupos G; y G2 de un grupo G son
conmensurables si G1 N Gy tiene indice finito en ambos.

Se trata de una relacion de equivalencia, pues si GG; es conmensurable con
G2 y G4 es conmensurable con G, entonces tenemos una inyecciéon natural

(GlmGg) / (GlmGgﬂGg) HGQ / (GgﬂGg)

que prueba que G; N G2 N G3 tiene indice finito en G N G2, luego en Gy, de
donde G; N G3 también tiene indice finito en G;. Igualmente se prueba que
G1 N G tiene indice finito en G3.

Si G1 y G2 son subgrupos conmensurables de un mismo grupo topologico,
entonces Gy es discreto si y solo si lo es G5. En efecto, por la transitividad,
no perdemos generalidad si suponemos que G5 es un subgrupo de indice finito
en G1. Asi, si G es discreto también lo es G5 trivialmente. Si G5 es discreto,
entonces (G; es una union finita de clases modulo Go, es decir, una union finita
de espacios cerrados discretos disjuntos, luego es discreto.

Teorema 11.30 SiT' y IV son subgrupos conmensurables discretos de LE(2,R)
entonces ambos determinan el mismo conjunto de puntos parabdlicos.

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que I es un sub-
grupo de indice finito en I". Obviamente, todo punto parabolico de I lo es de T'.
Reciprocamente, si s es un punto parabélico de I', entonces existe un elemento
parabolico g € T tal que sg = s. Como el indice |T" : TV es finito, g € I para
cierto natural n > 0, con lo que obtenemos un elemento parabolico de I que
también fija a s. Asi pues, s es un punto parabolico de I'". n

Notemos que en las hipoétesis del teorema puede ocurrir que dos puntos
parabdlicos estén relacionados para un subgrupo y no para el otro.

Teorema 11.31 SiT y IV son subgrupos conmensurables discretos de LE(2,R)
entonces H* /T es compacto si y solo si lo es H*/T".

DEMOSTRACION: Podemos suponer que I es un subgrupo de indice finito
en I'. En estas condiciones, la aplicacion natural H* /T — H* /T’ es continua
y suprayectiva. Por lo tanto, si H*/T" es compacto, también lo es H*/T". Su-
pongamos ahora que H* /T es compacto. Vamos a ver que todo x € H* /T tiene
un entorno que es imagen de un subconjunto compacto de H* por la aplicacion
p: H* — H*/T. Si x no es parabdlico, entonces x = p(z), con z € H, y basta
tomar un entorno compacto de z en H. Si z es parabdlico, entonces x = p(s),
donde s € RU{oo}, y el problema es que s no tiene entornos compactos en H*.
No perdemos generalidad si suponemos que s = co.
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Sea U = {oo}U{z € C | Imz > 1} un entorno de oo. EIl grupo I
estd generado por una traslacion g(z) = z + h, con h > 0. Por lo tanto,
todo punto de U es equivalente respecto a I's, con un punto del compacto
K ={o0}U{z €U |0<Rez < h}. Asipues, el entorno p[U] = p[K]| cumple
lo pedido.

Como H*/T" es compacto H*/T' = |J p[K;,], donde K; C H* es compacto.
Sir/I" ={¢l",...,gnI"}, entonces =1

H*/T" = 6 UP'[KJ'QZL

j=1i=1
luego H* /T es compacto. m

En particular, todo subgrupo de LE(2,R) conmensurable con el grupo mo-
dular determina una superficie modular. Consideremos con méas detalle el caso
en que I' es un subgrupo discreto de LE(2,R) que define una superficie modular
y IV es un subgrupo de I' de indice finito. Tal y como hemos comentado en
la prueba del teorema anterior, la aplicacion natural ¢ : H*/T" — H*/T es
continua y suprayectiva. Mas atn, es holomorfa. Para probarlo tomamos un
punto arbitrario z € H*. Claramente, I, <T,.

Si I, = 1, entonces z no es eliptico ni paraboélico para ninguna de las dos
superficies modulares. Podemos tomar como cartas alrededor de p’(z) y p(z) las
aplicaciones p'(w) — w y p(w) — w, con lo que la lectura de ¢ es la identidad.

Supongamos ahora que z es un punto eliptico para I'. Sean

n=|T., m=|T", e=|T.:T]

Notemos que z sera un punto eliptico para IV si m > 1 y serd un punto
normal (ni eliptico ni parabolico) si m = 1.

Para construir cartas alrededor de p’(z) y p(z) tomamos una transformacion
conforme A : H — D(0,1). Las cartas vienen dadas por p'(w) — A(w)" y
p'(w) = A(w)™, de modo que la lectura de ¢ en estas cartas es w — w®, que es
una funcién holomorfa.

Si z es un punto parabdlico para I', entonces también lo es para I'/, con lo
que I', y T, son dos grupos ciclicos infinitos. Sea e = |I', : I',|. Tomamos
a € LE(2,R) tal que a(z) = co. Claramente [I'% : 2| = e y si ['% esta
generado por la traslacién g(w) = w + h, con h > 0, entonces I'2 esta generado
por la traslacion ¢'(w) = w + eh.

Ahora las cartas son p/(w) +— e2™(W@)/eh v () s e2mi(W)/hyego la
lectura de ¢ en estas cartas es w — w€¢, que es una funcién holomorfa.

Casi tenemos probado el teorema siguiente:
Teorema 11.32 Sea T" un subgrupo discreto de LE(2,R) tal que H* /T sea com-
pacto y sea I'" un subgrupo de indice finito. Sea ¢ : H* /T" — H* /T la aplica-
cion natural. Entonces ¢ es una aplicacion holomorfa de grado n(¢) = |T' : TV|.
Para cada z € H*, el indice de ramificacion de ¢ en p'(z) es

e(¢,p'(2)) == : 7.



342 Capitulo 11. Superficies modulares

DEMOSTRACION: Sélo falta comprobar que el grado de ¢ es el indicado.
Dicho grado es el ntimero de antiimagenes de un punto de H*/T' no ramificado,
por ejemplo, cualquier punto p(z) que no sea ni eliptico ni parabolico. Sea

f‘/1:\/ = {glf‘/a s agnf/}'

Entonces, ¢~ t[p(z)] = {p'(291),...,9'(29,)} y los n puntos son distintos
dos a dos. En efecto, si p/(2g;) = p/(zg;), entonces existe un h € I tal que
zg:h = zg;, es decir, zgihg;1 = z, luego gihg;1 eI, =1, luego g;lgj =hel,
luego ¢;I" = g;T", luego i = j.

Por otra parte, si p'(w) € ¢~'[p(z)], entonces p(w) = p(z), luego existe un
g € T tal que w = zg. Podemos expresar ¢ = g;h, con h € I/, y entonces

p'(w) = p'(2g:h) = p'(2gi). .

En el caso en que I es el grupo modular, podemos usar la formula de Hurwitz
para determinar el género de la superficie definida por el subgrupo I':

Teorema 11.33 Sea IV un subgrupo de indice finito del grupo I' = LE(2,7Z).
Sea = T : TV| y sean va, V3 y Voo €l nimero de puntos elipticos de orden 2,
puntos elipticos de orden 3 y de puntos parabdlicos de H* /T’ respectivamente.
Entonces el género g de H* /T es
12 Vo Vs Vo
1225 Yoo
9=t T T T3 2
DEMOSTRACION: Sea ¢ : H* /T — H* /T la aplicacion natural. La formula
de Hurwitz afirma que

2-2g=2n(¢) + > (1 - e(s,a)),

a

donde a recorre los puntos de H*/T’. Por el teorema anterior sabemos que
n(¢) = p y que si a = p/(z), entonces e(¢,a) = T, : T.|. Vemos, pues, que
e(¢,a) = 1 siempre que I', = 1, es decir, cuando a no es ni un punto eliptico ni
parabolico de H*/T'. En otras palabras, salvo si ¢(a) es p(i), p(p) o p(c0).

Si ¢p(a) = p(i), entonces |I',| = 2, con lo que |I"| puede ser 1 o 2. Por hipdte-
sis p(i) tiene vy antiimagenes a para las cuales |T',| = 2, y entonces e(¢,a) = 1,
y digamos que tiene 14 antiimagenes con || = 1, con lo que e(¢,a) = 2.

La suma de los indices de las antiimégenes ha de ser el grado de ¢, es decir,
Vo + 24 = p, luego

> (-elga) =B (- = 2R
$(a)=p(i) 2

El mismo razonamiento nos da que

S (-ega) = L2 (g = 28]
#(a)=p(p)
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Finalmente observamos que todas las antiimagenes de p(oo) son puntos pa-
rabolicos de H* /T, luego hay v+, de ellas. Por consiguiente,

(1—e(p,a)) = Voo — >oooe(dya) =ve — p.

#(a)=p(o0) ¢(a)=p(c0)
Asi pues,
Vo — 2(vs —
2—-2g=2p+ 2 ,u+ (s u)+uoo—u.
2 3
Al despejar obtenemos la formula del enunciado. [

Terminamos con un teorema que necesitaremos en la seccion siguiente:

Teorema 11.34 Sea T un subgrupo discreto de LE(2,R) tal que H* /T sea com-
pacto y sea TV un subgrupo de indice finito. Sea ¢ : H* /T' — H*/T la aplica-
cion natural. Sea z € H* y supongamos que ¢~ (p(2)) = {p'(21),...,0'(21)}
Sea o; € I tal que z;0; = z. Entonces

k
= r.oI (union disjunta).
i=1

Es decir, hay tantas antiimdgenes de p(z) como clases dobles T ,o;1”.

DEMOSTRACION: Tomemos o € I'. Entonces p/'(z0) € ¢~ 1(p(2)), luego
p'(z0) = p'(z), para algin i, luego existe 7 € T tal que zo0 = 27 = z0;7.
Consecuentemente, 7/ = o;70 1 € T, luego 0 = 7'~ toy7 € T',o, .

Por otra parte, las clases son distintas dos a dos, ya que si 0; = 7/0y7,
con 7 € I', y 7 € I, entonces z; = zo; = 27’07 = zo;T = 2T, luego seria
P'(2;) = p'(2;), contradiccion. "

11.5 Ejemplos de superficies modulares

Definiciéon 11.35 Para cada numero natural N > 1, llamaremos
T'(N) = {( ch 2 ) €LE(2,Z) |a=d=1 (méd N), b=c=0 (méd N)}.

A T(N) se le llama subgrupo de congruencias principal de nivel N. En
general, un grupo de congruencias de nivel N es un grupo I' que satisfaga las
inclusiones I'(N) < I' < LE(2,Z).

Observemos que I'(1) = LE(2,Z) es simplemente el grupo modular. El
teorema siguiente prueba que I'(IV) tiene indice finito en I'(1), con lo que todos
los subgrupos de congruencias son conmensurables con el grupo modular y, por
consiguiente, definen superficies modulares.

Llamaremos X (N) = H*/T'(N).



344 Capitulo 11. Superficies modulares

Teorema 11.36 Sea f : LE(2,Z) — LE(2,Z/NZ) la aplicacion definida to-
mando restos coeficiente a coeficiente. Entonces la sucesion

1 — I(N) — LE(2,Z) % LE(2,Z/NZ) — 1
es exacta.

DEMOSTRACION: So6lo hay que probar que f es suprayectiva. Para ello

tomamos una matriz
a ¢
A =

con coeficientes enteros tal que ad — bc = 1 (m6d N). Hemos de probar que es
congruente (coeficiente a coeficiente) con una matriz de LE(2,Z).

Por la teoria de divisores elementales, existen matrices B, B’ € LG(2,Z)
tales que BAB’ es diagonal. Que B y B’ estén en LG(2,Z) significa que son
inversibles, es decir, que tienen determinante 1. MultiplicAndolas si es nece-
sario por una matriz diagonal de determinante —1, podemos exigir que tengan
determinante 1, es decir, que estén en LE(2,7Z).

Si encontramos una matriz A’ € LE(2,Z) congruente con BAB’ médulo
N, entonces B~1A’B'~! es congruente con A médulo N y el teorema queda
probado. Por consiguiente, podemos suponer que A es diagonal, digamos

a 0
= (5 1)

donde ad = 1 + rN. Basta encontrar enteros = e y tales que la matriz
a+xN yN
N d

tenga determinante 1. Dicho determinante es
ad + 2dN — yN? =1+ (r + zd — yN)N,

luego basta con que r + xd — yN = 0. Esto tiene solucion porque (d, N) = 1.
| |

Asi pues, el indice de I'(INV) en el grupo modular es precisamente el orden de
LE(2,Z/NZ). Vamos a calcularlo.

Si N = [[p;® es la descomposiciéon de N en factores primos, entonces es

sabido que
Z/NZ = @Z/pj L.

El término derecho es el producto cartesiano de los sumandos con la suma
y el producto definidas componente a componente. Es claro que el grupo lineal
general 2 x 2 de este anillo es isomorfo al producto de los grupos lineales generales
de los factores:

LG(2,Z/NZ) = LG (2, @Z/pS Z) = [[LC(2, Z/pS 7).
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El 1 de Z/NZ se corresponde con (1,...,1) en la suma directa, luego las
matrices de determinante 1 se corresponden con las n-tuplas de matrices de
determinante 1, es decir,

LE(2,Z/NZ) = [[LE(2,Z/p*Z).
Ahora consideramos la sucesion exacta
1— X — LG(2,Z/p°Z) — LG(2,Z/pZ) — 1,

donde el epimorfismo es el que a cada matriz modulo p® le hace corresponder la
matriz con los mismos coeficientes modulo p.
El nucleo X esté formado por todas las matrices

(5 &) ousan)
tales que a = d = 1 (méd p), b = ¢ = 0 (méd p). (El determinante de una
matriz que cumpla esto es = 1 (mdéd p), luego es una unidad modulo p¢.) Hay
p°~! restos médulo p® congruentes con 0 médulo p y otros tantos congruentes
con 1 modulo p, luego |X| = p*le—1.

Por otro lado, |LG(2,Z/pZ)| = (p*> — 1)(p? — p). (Hay tantas matrices regu-
lares como bases ordenadas en un espacio vectorial de dimension 2 sobre Z/pZ.
El espacio tiene p? vectores y todos menos 0 pueden formar parte de una base.
Una vez escogido uno, cualquiera menos sus p multiplos puede completar la
base.) Asi pues,

1 1
e _ o d(e=1)/,2 2 _ de _ - I
LG22/ D) =0 = 00 ) = (1-3) (1= ).
Ahora consideramos la sucesion exacta
1 — LE(2,Z/p°Z) — LG, Z/p°Z) S U, — 1,
de la que deducimos que
1
LE(2,2/p°Z)| = p* (1 - p) |
En definitiva:
o 1 1
P T = e 2N = (1- 5 ) =31 (1- ).

? % p|N p

En realidad nos interesa el indice |['(1) : T'(N)|. Para calcularlo observamos
que —1 € I'(2) pero —1 ¢ T'(N) para N > 2. Por lo tanto:

- L) s
un = [T(1) : T(N)| = { (N3/2)plrjlv (1-7) sin>2 (11.1)

6 si N =2.

Vamos a calcular el género de la superficie X (N) aplicando el teorema 11.33.
Acabamos de calcular el valor de u. El teorema siguiente nos da que v = v3 = 0:
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Teorema 11.37 Si N > 1 la superficie X(N) no tiene puntos elipticos.

DEMOSTRACION: Hemos de probar que I'(N) no contiene elementos elipti-
cos. Observemos en primer lugar que I'(IV) es claramente un subgrupo normal
de I'(1). En la prueba del teorema 11.15 hemos visto que todo elemento eliptico
de T'(1) es conjugado en I'(1) con una de las matrices

(50) (%) ()

Ninguna de ellas estd en I'(N) y, por ser normal, tampoco lo estan sus
conjugadas, luego, en efecto, I'(IV) no contiene ningun elemento eliptico. =

Respecto a v, tenemos lo siguiente:

Teorema 11.38 La superficie X(N) tiene exactamente Voo, = un/N puntos
parabolicos.

DEMOSTRACION: Claramente

f(1)oo:<(} (1))> f(N)m:f(N)mf(1)Oo:<(]{, (1))>

luego |T'(1)oo : I'(N)oo| = N. Segtin el teorema 11.32 este indice es el indice de
ramificacion de oo para la aplicacion ¢ : X(N) — X (1). Ahora bien, si s es
cualquier punto parabdlico, sabemos que existe g € I'(1) tal que cog = s, luego
[(N)Y, es el estabilizador de s en el grupo I['(N)9 = T'(N). Asi pues,

IT(1)s : T(N)s| = [F(1)Z, : T(N)

oo

2, = IP(L)oe : I(N)wc| = N.
Asi pues, 0o € X (1) tiene exactamente v, antiimagenes con indice de rami-
ficacion N. Consecuentemente, py = Nvgo. n

El teorema 11.33 nos da ahora que el género de la superficie X (N) (para

N >1)es
N -6

9N21+NNW»

donde py es el dado por (11.1). La tabla siguiente contiene los primeros valores

de gn:

9 10 11 12 13 14 15
10 13 26 25 50 49 73

N |1 2
QN‘O 0

3 45 6 7 8
0 00135

Veamos ahora otra familia de superficies modulares de gran interés en teoria
de nimeros y en geometria algebraica.

Definicion 11.39 Para cada namero natural N > 1 sea

FO(N)—{< . Z)GLE(Q,Z)’czo(médN)}.
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Claramente I'(N) < T'o(N) < LE(2,Z), luego I'o(IN) define una superfi-
cie modular, que representaremos por Xo(N) = H*/I'x(NN). Observemos que
To(1) = LE(2,Z).

Vamos a calcular los elementos que intervienen en la féormula de 11.33. En
primer lugar observamos que la funcién f del teorema 11.36 define un isomor-
fismo entre I'o(N)/T'(N) y el grupo de las matrices de LE(2,Z/NZ) de la forma

(b))

Este grupo tiene orden N¢(N), donde ¢ es la funcion de Euler. Teniendo
en cuenta que —1 € T'g(NV), concluimos que
5e1Y . T _r@) - r@v)|

IF(1) s Fo() = [1C1) < Fo(N) = 1 ry = M 1T <1 + ;) .

Asi tenemos probada la primera afirmacién del teorema siguiente:

Teorema 11.40 Con la notacion de 11.33 para I" = To(N), se cumple:

a) p=NT] (1—1—%),

p|N
0 sid| N,
b) =< 1] (1+(*71)) sidtN,

pIN
0 si9| N,
) vs=4 11 (1+(2)) siofn,

p|N

d) Voo = Z ¢(mCd(d7 N/d))7

d|N

donde ¢ es la funcion de Euler y

1 0 sip=2, _3 0 sip=3,
() = { 1 sip=1(mdd 4), <) = { 1 sip=1(mdd 3),
-1 sip=3(mdd 4), -1 sip=2(mdd 3),

son los stmbolos de Legendre.

DEMOSTRACION: Calculamos en primer lugar v,. Es fécil ver que el miem-
bro derecho de d) es multiplicativo, es decir, si lo llamamos f(N)y N = mn con
(m,n) = 1, entonces f(N) = f(m)f(n). Vamos a probar que v (N) también
es una funciéon multiplicativa, con lo que bastard demostrar la igualdad en el
caso en que N es potencia de primo.

Supongamos, pues que N = mn, con (m,n) = 1. Segun 11.34, sabemos que
Voo €s el ntimero de clases dobles T'goT'g(IV) (notemos que aqui I'y es el estabili-
zador del punto parabélico 0). Es claro que éste coincide con el niimero de clases
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dobles en I'/T'(IN) respecto a los subgrupos I'¢I'(N)/T'(N) y To(N)/T'(N). El
isomorfismo I'/T'(N) =2 LE(2,Z/NZ) dado por el teorema 11.36 nos permite con-
cluir que dicho nimero coincide con el namero de clases dobles en LE(2,Z/NZ)
respecto a las iméagenes de los subgrupos indicados.

Observemos que I'y esta formado por las matrices de la forma

1 ¢
(5 &) tem
luego la proyeccion de ToI'(N)/T'(N) modulo N esta compuesta por las matrices
de esta misma forma pero con t € Z/NZ.

Por otra parte, la imagen de T'o(N)/T'(N) esta formada por las matrices de
la forma

a 0
(b d)’ ad =1, a,b,d € Z/NZ.

Es claro que, a través de la factorizaciéon
LE(2,Z/NZ) 2 LE(2,Z/mZ) x LE(2,Z/nZ),

ambos subgrupos factorizan como el producto de los subgrupos correspondientes
para m y n, luego el namero de clases dobles que determinan en LE(2,Z/NZ) es
el producto de los nameros correspondientes para m y n, que es lo que queriamos
probar.

Asi pues, a partir de aqui suponemos que N = p° es potencia de primo.
Consideramos todos los pares (c¢,d) de nameros naturales que verifican

(c,d)=1, d|N, 0<c<N/d.
Para cada uno de ellos, elegimos enteros a y b tales que ad —bc = 1 y

formamos la matriz
a c cT
b d ’

Vamos a ver que las matrices asi formadas constituyen un sistema completo
de representantes de las clases oT'o(N).

Para d = 1 hay N = p° valores posibles para c, mientras que si d = p?, con
0 < i < e, las posibilidades son ¢(p°~*). En total, el nimero de matrices que
tenemos es

e—1 . 1
Pe+ Y o) =p +p =p° <1 + p>
1=0

que es justamente el valor de |I" : To(IV)| que teniamos calculado. Por consi-
guiente s6lo hemos de probar que estas matrices no son congruentes moédulo
To(N). Supongamos que dos de ellas lo fueran:

a ¢\ _ (a b u x\ _ [ x cy+ax
v d ) \b d vy ) \* dy+bx |’
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donde N | z y uy = 1 (mé6d N) (en particular (y,N) = 1). Sea N = dk.
Tenemos que N = dk = (dy + bx)r = dy + bx'dk, luego k = y+ ba'k, luego k | y
y también k | N. Asi pues, k = 1 y por lo tanto d = N. Por simetrfa, también
d = N, con lo que d = d’ y, necesariamente, c = ¢’ = 1.

Digamos que dos pares (¢,d) y (¢/,d’) estan relacionados si

a (£l t a ¢\ _ [ x Fe+td
(v &)=(% L) a)=(r ™)

Notemos que la matriz de paso es una matriz arbitraria de I'y. El nimero de
clases de equivalencia es precisamente v,. Para calcularlo observamos en primer
lugar que la igualdad d’ = 4d obliga a que el signo sea positivo. Vemos que
clases de equivalencia distintas corresponden a valores distintos de d, luego v,
seré la suma del nimero de clases de equivalencia correspondientes a cada d | N.
Segtin el enunciado del teorema, hemos de probar que hay ¢(mcd(d, N/d)).

En efecto, para un d = p’ fijo, hay tantos pares como ntimeros naturales
0 < ¢ < N/d primos con d, y dos de ellos estan relacionados si y solo si los
valores correspondientes de ¢ son congruentes médulo d.

Si i <e—i, entonces (d, N/d) = d, con lo que cada c es congruente modulo
d con un tnico natural 0 < ¢ < d, y ciertamente hay ¢((d, N/d)) clases de
equivalencia.

Si, por el contrario, e —i < i, entonces (d, N/d) = N/d y hay ¢((d, N/d)) po-
sibilidades para c. Ningun par esté relacionado con ningin otro, luego también
hay ¢((d, N/d)) clases.

Vamos a calcular ahora v3. La situacion es un poco mas delicada porque si
z € H es un punto eliptico de orden 3 respecto a I', no es necesariamente cierto
que también lo sea respecto a o (V). Lo serd siy solo si existe un o € I',NT (V)
tal que o # +1. El grupo T'; es ciclico de orden 6, pero si un tal o tiene orden 6,
entonces —o cumple lo mismo y tiene orden 3. Asi pues, z es eliptico respecto
de T'o(N) si y solo si el grupo T'o(N) contiene un elemento eliptico de orden 3
que fija a z.

Los elementos elipticos de orden 3 son los que tienen polinomio minimo
22 4+ x4+ 1, y en la prueba de 11.15 hemos visto que cualquiera de ellos es
conjugado en I' con una de las matrices

(0 1 s [ -1 -1
=l ) T 1 o)

Llamemos S; al conjunto de todas las matrices conjugadas con 7 y S al
conjunto de las conjugadas con 72. Por 11.21 sabemos que S; N Sy = @. Cada
punto z eliptico de orden 3 respecto de I es fijado exactamente por dos elementos
de orden 3, uno de los cuales esta en Sy y el otro (su cuadrado) esta en Ss.
Concluimos que z es un punto eliptico respecto de I'o(N) si y solo si existe un
(tnico) o € S NTH(N) que fija a z.

Si z1 y 29 son fijados por 01 y 02 € S7 y son equivalentes respecto de I'g(N),
entonces z; = 229, para cierto g € T'g(N), con lo que también zlog = zi,
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con o € S;. Por la unicidad, oy = ¢j. Reciprocamente, los puntos fijos de
dos elementos de S; conjugados en I'g(IN) son equivalentes respecto de T'g(IN).
Concluimos que v3 es el nimero de clases de conjugacion en que T'o(N) divide
a 51.

Conviene observar también que si

-(23)
10 )’

entonces det @ = —1 y 7% = 72. De aqui se sigue inmediatamente que si conju-
gamos una matriz de S? por una matriz entera de determinante —1 obtenemos
una matriz de S; (pues si la conjugada estuviera en So, podriamos pasar de 72
a 7 conjugando con una matriz de I', en contradicciéon con 11.21).

Llamemos p = e>™*/3. En la prueba del teorema 11.15 hemos visto que si
g € S1US,, entonces el anillo Z[g] es isomorfo a Z[p], asi como que Z? adquiere
una estructura natural de Z[g]-médulo libre de rango 1. Ademés, en cierta base
de Z? como Z-médulo, la matriz de la multiplicacién por g es 7, que es la misma
que la matriz de la multiplicacion por p en el Z[p]-modulo Z[p] respecto a la
base {1, p}. Haciendo corresponder ambas bases obtenemos un Z-isomorfismo
f : Z]p] — Z? con la propiedad de que

flxp) = f(x)g, para todo x € Z[p]. (11.2)

Reciprocamente, si f : Z[p] — Z? es cualquier Z-isomorfismo, existe un
tinico g € S1US, para el que se cumple (11.2). En efecto, definimos g : Z? — Z2
mediante g(z) = g(f~*(z)p), con lo que tenemos un isomorfismo de Z? de
orden 3 cuyo determinante es el mismo que el de la multiplicacion por p en Z[p],
o sea, 1. Identificando a g con su matriz en la base candnica tenemos que g € T’
y cumple obviamente (11.2). La unicidad es obvia.

Llamamos 7 al conjunto de todos los Z-isomorfismos de f : Z[p] — Z2.
Entonces T' = T7 UT5, donde T} contiene a los isomorfismos que se corresponden
con elementos g € S y 15 contiene a los isomorfismos que se corresponden con
elementos de Sy. Sea L = Z x NZ. Se comprueba inmediatamente que

Lo(N)={g€el'|Lg=L}

Para cada g € S1, sea f € T el isomorfismo que cumple (11.2). Definimos
ag = f~[L]. Obviamente a, es un subgrupo aditivo de Z[p] y a, es un ideal de
Zlp] siy solosi g € To(N).

En tal caso, Z[p|/a, = Z*/L = Z/NZ (isomorfismo de grupos), de donde se
sigue que N(ay) = N.

Reciprocamente, supongamos que a es un ideal de Z[p] de norma N tal que
el grupo Z[p]/a es ciclico. Vamos a ver que existe un g € S; tal que a = a,.

Por las propiedades de los Z-modulos, existe una base vy, v de Z[p] y unos
nimeros naturales di, ds tales que div1, dovy es una base de a. El cociente es
isomorfo a Z/d1Z x Z/d2Z, luego ha de ser N = dyda, (d1,d2) = 1. Tomemos
r, s € Z tales que rd; — sde = 1. Entonces w1 = d1v1 + dava, we = sv1 + v
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forman otra base de Z[p] y w1 = (div1) + (dave), wh = sda(div1) + rdi(dave)
forman otra base de a, de modo que w) = Nws. El isomorfismo f : Z[p] — Z>
que hace corresponder wy, wy con la base canénica cumple f[a] = L.

En el caso en que f € T, consideramos « : Z? — Z? de matriz

(1 0
*=\lo -1 )

que cumple a[L] = L, luego f' = f o « sigue cumpliendo f[a] = L y si f esta
asociado a g € Sy, entonces f’ esta asociado a g® € S;. Asi pues, en cualquier
caso a = a4 para un cierto g € Sy (ademas g € I'g(NN) porque a es un ideal).

Ahora probamos que dos elementos de S; N To(N) se corresponden con el
mismo ideal si y sélo si son conjugados en T'g(N).

Supongamos que g, ¢’ € S; NTx(NN) se corresponden con el mismo ideal
a. Sean f y f’ los isomorfismos asociados. Entonces o = f~! o f’ € T, luego
f" = foa. Aplicando (11.2) vemos que ¢’ = g* y si u € L, entonces u = f(v)
con v € a, luego ua = f(v)a = f'(v) € L, asi pues, La C L, e igualmente se
prueba la otra inclusion, luego La = L y, por consiguiente, a € T'o(V).

Reciprocamente, supongamos que g’ = ¢g® para cierto o € T'g(N). Si f
cumple (11.2) para g, entonces f o a lo cumple para ¢, luego

ag = (foa) '[L] = f a7 L] = fT[L] = gy

Con esto hemos probado que v3 es el namero de ideales a de Z[p] de norma
N tales que el cociente Z[p]/a es ciclico. Vamos a ver que la tltima condicion
se da exactamente cuando a no es divisible entre naturales mayores que 1.

Si a es divisible entre un ntumero natural, entonces es divisible entre un
primo p, es decir, a C (p). Entonces el cociente Z[p]/(p) es una imagen de
Z[p]/a, luego deberia ser un grupo ciclico, pero como anillo tiene caracteristica
p, contradiccion.

Supongamos ahora que a no es divisible entre naturales mayores que 1. Re-
cordemos que un primo racional p factoriza en Z[p| de una de las tres formas
siguientes:

a) Si (—3/p) =0 (o sea, p = 3) entonces p = p.
b) Si (—3/p) = 1 entonces p = pp, p # p.
¢) Si (—3/p) = —1 entonces p se conserva primo.

La descomposicion de a en ideales primos ha de ser de la forma a = p7* - - - por,
donde cada p; tiene norma prima p; con los p; distintos dos a dos (es decir, a no
puede ser divisible entre dos primos conjugados distintos). Ademés, si p; = 3,

entonces e; = 1. Por el teorema chino del resto,

Zlplfa = (Zlpl/p1") > - x (Z]p]/p;7)
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y cada factor es un grupo ciclico de orden p;’ y como anillo tiene caracteristica
Pt ya que p5* es el menor natural divisible entre pi*. Esto equivale a que el
cociente es ciclico y por lo tanto el producto también lo es.

El analisis que acabamos de realizar nos dice también cuantos ideales hay en
las condiciones indicadas. Si N es divisible entre 9, todo ideal de norma N ha
de ser divisible entre 3, luego no existen ideales de esta forma. Si IV es divisible
entre un primo que se conserva primo en Z[p], entonces tampoco existe ninguno.
En caso contrario, para cada primo p que divida a N con exponente e y p = pp,
tenemos dos posibilidades: que a contenga a p¢ o que contenga a p°. Ahora es
claro que la formula del enunciado para v3 nos da el numero de ideales.

El célculo de 15 es analogo al de v3, considerando ahora las matrices

(01 s (0 -1
Tl -10) T7={1 o

y el anillo Z[i] en lugar de Z|[p]. "

El teorema 11.33 nos permite ahora calcular el género de cualquier superficie
modular Xy(N). La tabla siguiente contiene los primeros casos:

N} 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
g, 0O 0 0 0 O O O O O O 1 O
N |13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
g/ 0 1. 10 1 0 1 1 1 2 2 1
N
9

25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36
o 2 1 2 2 3 2 1 1 3 3 1

En general si p > 3 es primo, es facil ver que el género de Xy(p) es

n sip=12n+50p=12n+7,

n—1 sip=12n+1,
-4
n+1 sip=12n+11.

Terminamos la secciéon comentando un resultado clasico que no vamos a
demostrar: toda superficie de Riemann de género g > 2 es conformemente
equivalente a una superficie modular determinada por un grupo hiperbélico I'; es
decir, un grupo sin elementos parabdlicos o elipticos. Geométricamente, I' es un
grupo de traslaciones del plano hiperbélico que tiene por dominio fundamental
un poligono convexo (cuyos lados son rectas hiperbolicas). Los trasladados del
poligono por I' “teselan” el plano hiperboélico igual que los trasladados de un
paralelogramo de periodos de un toro complejo teselan C.

11.6 La medida de una superficie modular

Para terminar con las propiedades generales de las superficies modulares
veremos que en cada una de ellas es posible definir una medida de forma natural.
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El punto de partida es la geometria hiperboélica. Puede probarse que el elemento
de longitud hiperbdlico es ds = y~!|dz|, donde z = = + iy. Es decir, que si
definimos la longitud de un segmento hiperbélico como la integral de ds sobre
dicho segmento, se cumplen los mismos resultados basicos que en el caso de la
geometria euclidea. En particular, las transformaciones de LE(2,R) conservan
las longitudes. Notemos que ds es el elemento de longitud mas simple que hace
que un segmento de longitud euclidea fija sea méas largo cuanto més cerca esté
del eje real.

Similarmente, si los lados de un rectangulo infinitesimal tienen longitudes
euclideas dx y dy, entonces, sus longitudes hiperbélicas son y~'dz e y~'dy,
luego su area hiperbolica es y~2dxzdy. La forma diferencial w = y =2 dz Ady es el
elemento de area hiperbdlico y, en particular, es invariante por las isometrias de
LE(2,R). Vamos a probar directamente este hecho, junto con algunos resultados
técnicos adicionales:

Teorema 11.41 Sea 1 la forma diferencial en H dada por n =y 'dz y sea

a= ( Y ) € LE(2,R).
FEntonces:
a) a(n) —n = —2idlog(cz + d),
b) dn =y ?dx Ady = (i/2y*)dz A dz,
c) af(dn) = dn.

DEMOSTRACION: Tenemos que

d? d s d
aﬁ(n) —_ (Imoz)fl dor = |CZ+ | - ez +

y  (cz+d)? cz+d"
luego

cz+d 2yi )
af(n) —n = (Cz+d1>nCz+dn22dlog(cz+d).

El apartado b) es un calculo directo y ¢) se sigue de a):

a¥(dn) = d(a*(n)) = dn.

Definimos la medida hiperbdlica en H como

m() = [ 72 dady,
A

donde A es cualquier subconjunto de H medible Lebesgue. Del teorema anterior
se sigue que esta medida es invariante por LE(2,R), es decir, si a € LE(2,R),

entonces (ol A]) = /OM] dn = /Aozﬁ(dn) = /An =m(A).
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Esta invarianza nos permite elevar la medida m a cualquier superficie mo-
dular. En efecto, sea I' un subgrupo discreto de LE(2,R) que determine una
superficie modular H*/T.

Para cada punto z € H* llamamos I', = {g € T' | zg = z}. Sabemos que
existe un entorno abierto U, de z tal que

I,={gel|U,gnU, # o}

Este entorno no puede contener puntos elipticos o parabélicos distintos del
propio z. Podemos exigir que, para todo g € I', se cumpla U,;, = U.g. Sea
p: H* — H*/T la proyeccion natural. Como es abierta, tenemos que p[U,] es
un entorno de [z] en H*/T".

Si z no es eliptico ni parabolico, entonces p|y, es inyectiva y, para cada
A C p|U,], podemos definir p(A) = m(p|§z1 [A]). Esta definicién no depende
de la eleccion del representante z de la clase [z], pues si 2z’ = gz, entonces
p\[}; [A] = g[p|£,z1 [A]], y ambos conjuntos tienen la misma medida.

Si z es un punto eliptico de orden e, entonces cada punto de p[U.] tiene e
exactamente antiimagenes en U, por lo que definimos la medida de un conjunto
A C plU,] como u(A) = m(p|521 [A])/e. Como en el caso anterior, esta definicion
no depende de la eleccion de z.

Si z es un punto parabolico, tomamos g € LE(2,Z) tal que zg = co. Asi, oo
es un punto parabolico de I'Y. El grupo I'Y_ esta generado por una traslacién
2+ z+h 'y podemos tomar U, de modo que U,g = {w € H | Imw > ¢} U{oo}.
Para cada A C p[U,], definimos

wA) =m(AgN{w € H |Imw >0, 0 < Rew < h}).

La invarianza de m implica una vez més que esta definicion no depende de
la eleccion de z o g. Notemos que todas las medidas p(A) que hemos definido
son finitas. Esto es evidente en todos los casos salvo en el dltimo, donde sélo
hay que comprobar que la integral

/ dxdy
[0,h] X [c,+ 0] y2
es finita.

De este modo, tenemos cubierta la superficie modular H* /T por una familia
de abiertos p[U.], en cada uno de los cuales tenemos definida una medida finita
1. Se comprueba que estas medidas son compatibles dos a dos, en el sentido
de que si A C p[U.] N p[U.], entonces p.(A) = p,(A). Por ejemplo, si z es un
punto eliptico de orden e y 2z’ no es eliptico ni parabolico, tomamos un punto
20 € p|(}21/ [A]. Entonces p(zp) tiene e antiiméagenes en p\[}zl [U.], que seran de la
forma zpg;, con g; € I', i = 1,...,e. Claramente

g4 = Uslg!, [4lg.

con 1o que m(plg [4]) = e m(plg! [A]). Tuego p(A) = i (A).
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Como la superficie H*/T" es compacta, podemos cubrirla con un ndmero
finito de abiertos p[U.], y es claro que las medidas p, determinan una tnica
medida p en H* /T que las extiende a todas (podemos tomar una particion de la
unidad subordinada al cubrimiento y definir de forma obvia la integral respecto
de p de una funcién continua). La medida p extiende —de hecho— a todas
las medidas p. (incluso a las que no hemos tomado en el cubrimiento finito,
pues siempre podriamos haber afiadido un abierto mas). Obviamente p es una
medida finita, pues H*/T" estd cubierto por un naumero finito de abiertos de
medida finita. Ahora es claro el teorema siguiente:

Teorema 11.42 Si H*/T' es una superficie modular, existe una unica medida
regular pn en H* /T caracterizada por que la proyeccion natural p: H — H* /T
restringida a cualquier abierto U donde sea inyectiva transforma p en la medida
hiperbdlica m.

SiTI'=LE(2,Z) y D es su dominio fundamental, es facil ver que

dedy m
H*/T) = = —.
pi ) = [ S 2

A partir de aqui, el teorema siguiente nos permite calcular la medida de las
superficies modulares que hemos estudiado en las secciones precedentes:

Teorema 11.43 Sea T’ un subgrupo discreto de LE(2,R) que defina una super-
ficie modular H*/T' y sea TV < T un subgrupo de indice finito [T’ : T'| = m.
Entonces u(H*/T") = mu(H*/T).

DEMOSTRACION: Consideramos la aplicacion natural ¢ : H*/TY — H* /T,
que tiene grado m. Podemos triangular H*/T" de modo que las antiiméigenes
por ¢ de los tridngulos formen una triangulacion de H*/T”, y cada triangulo de
H*/T dé lugar a m triangulos en H*/T" (los detalles son los mismos que los de
la prueba de la formula de Hurwitz para funciones holomorfas entre superficies
de Riemann). Si exigimos que los puntos elipticos y parabolicos de cualquiera
de las dos superficies sean vértices de la triangulacion y que los tridngulos sean
suficientemente pequenos, entonces cada una de las m antiimagenes de un trian-
gulo tiene la misma medida que el triangulo de partida (porque sus proyecciones
en H son tridngulos equivalentes respecto a I'), luego la medida de H* /T es m
veces la de H*/T. "






Capitulo XII

Funciones modulares

Ya estamos en condiciones de definir las funciones modulares. La idea basica
es que las funciones modulares son las funciones meromorfas sobre una superficie
modular, pero hemos de bajarlas a funciones sobre el semiplano H, y la cuestion
es entonces qué condiciones garantizan que una funciéon meromorfa en H se eleva
a una funciéon meromorfa en una superficie dada. Dichas condiciones serin
dos: la invarianza por el grupo de transformaciones que define a la superficie y
otra en términos de series de Fourier que asegure la meromorfia en los puntos
parabélicos. No obstante, con todo esto tendremos un concepto de funcion
modular que incluira a funciones como j(7) pero no a otras como A(7). Por ello
después daremos una definicién mas general que incluira a las demas funciones
cuyo caracter modular habiamos anunciado en el capitulo X.

12.1 Funciones modulares de grado cero

Definicién 12.1 Una funcidn automorfa asociada a un subgrupo discreto I' de
LE(2,R) que defina una superficie modular H*/I" es una funcion f : H — C*
tal que existe una funcién meromorfa f : H*/T' — C> de manera que f = pof,
donde p: H — H*/T es la proyeccion natural.

Las funciones automorfas asociadas a subgrupos de indice finito en el grupo
modular LE(2,Z) se llaman funciones modulares. Cuando no se especifica el
grupo se entiende que es todo el grupo modular.

Evidentemente, una funciéon modular f : H — C* respecto de un grupo I
es una funciéon meromorfa en H invariante por I', es decir, que verifica

f(z9) = [(p(2g)) = f(p(2)) = f(2)
para todo z € H y todo g € T".

Reciprocamente, toda funciéon f meromorfa en H e invariante por I' induce
una funciéon meromorfa f : H/T — C* tal que f =po f.

357
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En efecto, observemos en primer lugar que f es continua en H /T, pues si U
es abierto en C* entonces f~1[U] = p[f~![U]] es abierto en H/T. También es
claro que f es meromorfa en todo punto no eliptico, porque al componerla con
la inversa de p en un entorno del punto (que es una carta) obtenemos f, que
es meromorfa. Por tltimo, la lectura de f en un entorno de un punto eliptico
(respecto a cartas adecuadas de H/T' y C*) es una funcion de un disco de centro
0 en un entorno acotado de 0 holomorfa en todo el disco salvo a lo sumo en 0,
pero continua en 0, luego también es holomorfa en 0 y, por consiguiente f es
meromorfa en el punto eliptico.

La funcién f sera modular si y sélo si f se extiende a una funcién meromorfa
en los puntos parabdlicos, es decir, si y s6lo si éstos son singularidades evitables
o polos de f. (Notemos que una funcién f : H*/T — C*> que satisfaga la
definiciéon de funcién modular ha de coincidir con la f que estamos considerando
en el abierto H/T).

Vamos a ver como expresar esto en términos de f. En primer lugar conside-
ramos el caso del punto p(oo). El estabilizador I, esta generado por una trasla-
cion z — z+h, para un cierto natural h > 0. Por consiguiente la invarianza de f
por I implica en particular que f tiene periodo h, es decir, f(z+h) = f(z), para
todo z € H. La funcion q(z) = >/ tiene también periodo h y transforma H
en el disco unidad D(0, 1) \ {0}, luego podemos definir f*(¢q) = f(z), donde z es
cualquier antiimagen de ¢ por la funcién ¢,. Dos antiimagenes cualesquiera se
diferencian en un multiplo de h, luego f(z) es el mismo para ambas. Tenemos
asf una funcion f*: D(0,1)\ {0} — C caracterizada por que f*(¢q(z)) = f(z)
para todo z € H. La derivada de ¢(z) no se anula en ningin punto, luego ¢
se restringe a una transformacién conforme en un entorno de cada punto de H,
de donde se sigue inmediatamente que f* es una funcién meromorfa en el disco
unidad con una singularidad en 0.

Para que f sea meromorfa en p(cc) necesitamos en primer lugar que p(co)
sea una singularidad aislada de f, lo cual equivale a que f no tenga polos en un
entorno reducido de oo, lo cual equivale a que f no tenga polos en un semiplano
Imz > R, lo cual equivale a que f* no tenga polos en un entorno de 0, lo cual
equivale a que f* tenga una singularidad aislada en 0.

Admitiendo que es asi, vamos a ver que la singularidad de f* en 0 es del
mismo orden que la de f en p(co), de modo que f serd meromorfa en p(oc) si y
s6lo si la funcién f* es meromorfa en 0.

En efecto, ello se debe a que la funcién ¢ dada por p(z) — ¢(z) (con el
convenio de que p(co) — 0) es una carta de H*/I" alrededor de p(c0), y si g # 0
esta en el rango de ¢, digamos g = g(p(z)) = ¢(z), entonces

(@ "o N)la) = f(p(2) = f(2) = £*(a)-

Asi pues, f* es la lectura de f alrededor de p(cc), luego el orden de f* en 0
es, por definicion, el mismo que el de f en p(oco).

En cualquier caso, la funcion f* admite un desarrollo en serie de Laurent de

la forma
+oo

(@)= > caud", 0<|ql <,

n=—oo
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para ciertos coeficientes ¢,, € C, lo cual equivale a que f admite un (anico)
desarrollo en serie de Fourier de la forma

+oo .
fz)= 3 cpe? izt Imz > R,

n=—oo

con los mismos coeficientes ¢,. Concluimos que f es meromorfa en p(co) si y
solo si f es holomorfa en un semiplano Im z > r y existe un k € Z tal que los
coeficientes de Fourier ¢, de f son nulos para n < k.

Si I' tiene otros puntos parabélicos s no equivalentes a oo, podemos aplicar
el criterio anterior tomando o € LE(2,Z) tal que sa = oo. Es claro que « induce
una transformacion conforme @ : H*/T' — H*/T'® mediante p(z) — pa(za).
En particular p(s) — pa(00). Si f es una funcion meromorfa en H invariante
por T, entonces f,(z) = f(za™!) es una funcién meromorfa en H invariante
por I'® y f = @o f,. Por consiguiente, f es meromorfa en p(s) si y solo si f,
es meromorfa en @(p(s)) = pa(00), si y sblo si la serie de Fourier de f, tiene
coeficientes nulos para indices suficientemente pequenos. En definitiva:

Teorema 12.2 Una funcion f: H — C* es modular respecto a un subgrupo
I’ de indice finito en LE(2,Z) si y sdlo si:

a) f es meromorfa en H,
b) para todo g € T y todo z € H se cumple f(zg) = f(z),

¢) para todo punto parabilico s € QU {oo} y toda funcion o € LE(2,7) tal
que sa = oo, la funcion f,(z) = f(za™t) es holomorfa en un semiplano
Imz > R y su desarrollo en serie de Fourier es de la forma

fa(z) = 3 cpemiz/h, Imz >R, keZ
n=~k

(En realidad basta con que esto se cumpla para un punto parabdlico de
cada drbita y para un « fijo.)

Ahora ya es evidente que la funcion modular de Klein j(7) es ciertamente una
funcién modular: es holomorfa, invariante por el grupo modular y su desarrollo
en serie de Fourier calculado en 10.32 muestra que tiene un polo simple en oo
con residuo 1. El teorema siguiente recoge las propiedades bésicas de j. Como
ya explicamos en el capitulo X, de él se sigue inmediatamente el teorema de
uniformizacion, cuya prueba teniamos pendiente.

Teorema 12.3 Si j es la funcion modular de Klein, entonces el cuerpo de
todas las funciones modulares respecto al grupo modular T' = LE(2,Z) es C(j).
La funcion j toma todos los valores complejos. Si p = €*™/3, se cumple que
Jj(p) =0y j(i) = 1718. Ademds p es un cero triple de j, mientras que i es un
cero doble de j — 1728.
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DEMOSTRACION: Sabemos que la funcién j induce en la superficie modular
X (1) una funcién meromorfa con un tnico polo simple en co. Esto implica que
j: X(1) — C= es una aplicaciéon holomorfa de grado 1. (En particular es
suprayectiva, luego j toma todos los valores complejos.)

Si llamamos K al cuerpo de todas las funciones meromorfas sobre X (1),
entonces el divisor de j es de la forma (j) = pq~!, donde q es el divisor corres-
pondiente a co. Por otra parte, el divisor de j en el cuerpo k = C(j) tiene la
misma forma, luego concluimos que q es el primo infinito de k y asi,

1=gradg q=|K:k|lgrad, q=|K : k|.

En los ejemplos al final de la secciéon 10.2 hemos calculado los valores de j (i)
y j(p). Para calcular el orden de j en p hemos de tener cuidado: la funcion
inducida por j en la superficie modular X (1) tiene orden 1 en el punto p(p),
pero esto no significa que j tenga orden 1 en p. Por el contrario, sabemos que
la proyeccion p : H — X (1) toma tres veces un mismo valor en cualquier
entorno suficientemente pequeno de p, luego j toma tres veces un mismo valor
en cualquier entorno suficientemente pequeno de p. Esto implica claramente
que el orden de j en p es 3. Similarmente se razona con j — 1728. L]

A partir del desarrollo en serie de Fourier de la funcion modular es facil
deducir ahora otras propiedades destacables. Por ejemplo, el hecho de que sus
coeficientes sean reales implica que j(—7) = j(7), es decir, que j transforma
puntos simétricos respecto al eje imaginario en puntos simétricos respecto al
eje real. Mas aun, es facil ver que la mitad izquierda del dominio fundamental
descrito en 10.34 se corresponde conformemente con el semiplano H, mientras

que la mitad derecha se corresponde con el semiplano complementario.
Es facil determinar las funciones modulares de los grupos I'g(V):

Teorema 12.4 FEl cuerpo de las funciones modulares respecto al grupo I'o(N)
€s (C(j?.jN): donde ]N(T) = .](NT)

DEMOSTRACION: Consideremos

a= ( \/ON 1/% ) € LE(2,R),

que induce la transformacién 7« = N7. Sabemos que « : H* — H* es un
homeomorfismo. Ademas, si dos puntos 7, 7/ € H* son equivalentes respecto a
I'o(N), entonces Tar y 7' son equivalentes respecto a I'(1). En efecto, tenemos
que

b
H:%, a,be,d €7, ad—beN =1
luego
, _aNT+Nb _
Ta_iCNT—l-d = (NT1)g = Tag,
donde

g—(Z A(;b>el“(1).
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Por consiguiente « induce una aplicacion continua @ : Xo(N) — Xo(1), que
claramente es holomorfa salvo a lo sumo en los puntos elipticos e hiperbélicos,
pero, como éstos son puntos aislados, concluimos que @ es holomorfa en toda
la superficie modular Xo(N). Ahora es claro que jy = @ o j, luego jn es
ciertamente una funciéon modular respecto de T'o(N).

Segun 11.32, sabemos que la aplicacion ¢ : Xo(N) — Xo(1) tiene grado
n = |To(1) : [o(N)|, luego induce un monomorfismo M(Xo(1)) — M(Xo(N))
a través del cual las funciones modulares respecto a T'o(IN) se identifican con una
extension de grado n del cuerpo de las funciones modulares respecto a T'g(1).
Mas detalladamente, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

M(Xo(1)) —2 M(Xo(N))

| !

C(G) ——CUin)

La flecha horizontal inferior es la inclusion, la flecha vertical izquierda es un
isomorfismo y la derecha un monomorfismo. Si probamos que C(j,jn) tiene
grado n sobre C(j), la flecha vertical derecha sera un isomorfismo y el teorema
estara probado.

Sea T(1)/To(N) = {g1To(N),...,guTo(N)} y consideremos las funciones
fi(t) = jn(7g;) (holomorfas en H). Podemos suponer que g3 = 1, y por
consiguiente f1 = jy.

Sea S(x1,...,2,) un polinomio simétrico con coeficientes en C. La funcion
S(f1,---, fn) es holomorfa en H e invariante por el grupo modular T'y(1), pues
si g € Tp(1) se cumple que

S(fla . 7fn)(7_g) = S(jN(ngl)7 s ajN(ngn))

=S0n(Tg1), - in(Tgn)) = S(f1, oo, fu)(7).

Por otra parte, como jy es meromorfa en el punto parabdlico s = oog;,
tenemos que f; tiene un desarrollo de Fourier en co con coeficientes nulos para
indices pequenos, y lo mismo es valido para S(fi,..., f,) (al transformar H en
el disco unidad sin el origen, estamos usando que una combinacién polinémica
de funciones meromorfas es meromorfa). Concluimos que S(f1,..., f,) es una
funcion modular, luego S(f1,..., fn) € C(j). En particular, el polinomio

n

FY) =TI - f)

=1

tiene sus coeficientes en C(j), pues todos ellos son polinomios simétricos en
fi,-- -, fn. Méas atn, son funciones holomorfas en H, ya que todas las funciones
fi 1o son, luego en realidad F' tiene sus coeficientes en C[4]. Asi pues, podemos
expresarlo en la forma F(j,Y), donde F[X,Y] € C[X,Y].

Si probamos que las funciones f; son distintas dos a dos y que ademas son
conjugadas sobre C(j), tendremos que F(j,Y) sera un polinomio irreducible de
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grado n, luego sera el polinomio minimo de jy sobre C(j) y el teorema quedara
probado.

Sea G(j,Y) el polinomio minimo de f; = jy sobre C(j), de modo que
para todo 7 € H se cumple G(j(7),jn (7)) = 0. Teniendo en cuenta que j es
invariante por g;, vemos que

G(i(7), fi(r)) = G(j(19:). in(T9:)) = G(i(7), in (7)) = 0,
luego G(j, fi) = 0. Esto prueba que f; es conjugada de cada f;.

Supongamos ahora que f; = f;, es decir, que j(N(7g;)) = j(N(7rg;)), para
todo 7 € H. Esto significa que los puntos N(7g;) y N(7g;) son equivalentes
respecto del grupo I'g(1). En principio, el elemento del grupo que los relaciona
depende de 7, pero tiene que haber un g € T'y(1) tal que (N(7g;))g = N(7g,)
para un conjunto no numerable de puntos 7. Por prolongacién analitica la

igualdad vale para todo .
(N O
Lo 1)
1

tenemos que Tg;ag = Tg o, luego g;ag = £gja o, también, g;lgj = +g~ .
Una simple comprobaciéon muestra que el miembro derecho tiene la entrada c
divisible entre N y, como el miembro izquierdo est4 en LE(2, Z), concluimos que
g; tg; € To(IN), lo cual solo es posible si i = j. "

Si llamamos

Es claro que las funciones f; no dependen de la eleccion de los representantes
gi de las clases modulo Ty (N), por lo que el polinomio F(X,Y') tampoco depende
de dicha eleccion y esta canonicamente determinado por la superficie modular
Xo(N). Dedicamos la seccion siguiente a estudiarlo con méas detalle.

12.2 La ecuaciéon modular

Sabemos que el cuerpo de las funciones meromorfas sobre una superficie
de Riemann es un cuerpo de funciones algebraicas, pero en general no es facil
determinar una ecuacién que lo determine. Sin embargo, acabamos de ver que
para el caso de la superficie modular Xy(/N) si sabemos encontrar explicitamente
unos generadores de su cuerpo de funciones meromorfas, a saber j y jy, junto
con una ecuacion polinémica irreducible F(j, jn) = 0 que los relaciona.

Definiciéon 12.5 Sea N > 0 un numero natural y sea

To(1)/To(N) = {g1To(N),...,gnlo(N)}.
El polinomio modular de orden N es el polinomio Fy(X,Y) € C[X,Y] caracte-
rizado por que Fn(j,Y) = [[(Y = fi), donde fi(7) = jn(7g:).

=1
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Hemos visto que Fiy(7,Y) es el polinomio minimo de jy sobre C(j), luego
la ecuacion modular Fn(X,Y) = 0 determina salvo isomorfismo el cuerpo de
funciones modulares respecto a I'o(N).

Es posible dar algoritmos explicitos para calcular los polinomios modulares,
pero los resultados no son muy manejables. Por ejemplo, puede probarse que

Fo(X,Y)= X3+ V3 - X?%Y? + 1483XY (X +Y) — 162.000(X? + Y?)

+40.773.375XY + 8.748.000.000(X + Y') — 157.464.000.000.000.

Sin embargo, es posible obtener mucha informacion valiosa sobre estos poli-
nomios. En esta seccién probaremos entre otras cosas que Fly tiene coeficientes
enteros y que es un polinomio simétrico en X e Y. Llamemos

[N 0
a={"9 1/
De este modo, las funciones f; son f;(7) = jn(79:) = j(r9:0)) = j(Tgixgl),

para cualquier g; € LE(2,Z). Vamos a ver que podemos elegir g; de modo que

a; = g;ag; sea de la forma
(a0
a’L - b d 9

con (a,b,d) =1, ad = N, a,d > 0,0 <b < d Mas en general, tenemos el
teorema siguiente:

Teorema 12.6 Dada una matriz

tal que u,v,w,x € Z, (u,v,w,x) =1, existe g € LE(2,2Z) tal que

wa— [ @ 0
g - b d )
con (a,b,d)=1,a,d>0,0<b<d.
DEMOSTRACION: Observemos que si multiplicamos

U w p T . up +wq ur +ws

vz g s ) \ wvwptzq vr+axs )’
donde (u,v,w,z) = 1y ps—qr = 1, entonces el producto tiene también entradas
primas entre si. En efecto, un primo que las dividiera a todas dividiria a

plur + ws) — r(up + wq) = w(ps — qr) = w,

e igualmente se prueba que dividiria a las cuatro entradas del primer factor.
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Asi pues, la condicion (a,b,d) = 1 se va a cumplir necesariamente. Mul-
tiplicando si es preciso por —1 conseguimos a, d > 0. Si observamos ademés

ue
a 0 1 0\ a 0
b d k1) \b+dk d )’
concluimos que nos bastara conseguir que ¢ = 0.

Si w = 0 no queda nada que probar y si « = 0 tomamos

-(55).

Supongamos que u # 0 # w y sea e = (u,w), de modo que (w/e,u/e) =1,
luego existen enteros r y s tales que ru/e + sw/e = 1. Tomamos

(1)

Ciertamente, g € LE(2,Z) y ag cumple ¢ = —uw/e + uw/e = 0. "

El namero de matrices «; en las condiciones del teorema anterior con de-
terminante N = ad para un d | N dado es (d/e)¢(e), donde e = (d, N/d).
En efecto, (a,b,d) = 1 equivale a (b,e) = 1, y cada uno de los ¢(e) enteros
0 < by < e primos con e da lugar a d/e valores posibles b = by + ke, con
0 <k < d/e. Asi pues, el nimero total de matrices posibles «; es

(V) = 3 Lofe).

dN€

Es inmediato comprobar que esta funcion es multiplicativa, y para N = p”
se reduce a

T T 7”71pi 1 T = i i—1
() =14p"+ X e (1) =14pT+ R0 -0

i=1 =1
r r—1 T 1
=p"+p =p" 14+ —-].
p
En total,

n(N)=NT] (1+]13).

p|N

Ahora bien, segiin 11.40, este nimero es precisamente n = |To(1) : To(N)|,
luego concluimos que los «; recorren todas las matrices de la forma indicada,
con lo que tenemos una expresién explicita para el polinomio modular:

Fn(,Y) =I1(Y = (25%)), (12.1)

donde a, b, d recorren todos los niimeros naturales tales que ad = N, 0 < b < d,
(a,b,d) = 1.
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Sustituyendo en el desarrollo de Fourier

. o0 .
](T) _ 6727”7 + Z c(n)e%””,

n=0
vemos que, llamando (4 = 627”'/d,
b . |
fi(T) :] (aTC;‘ ) — Cd—be—QTmZT/d + E C(n)<§€2naﬂ'w/d. (122)
n=0

Haciendo z = e?™7, a cada una de estas funciones le podemos asignar la
serie de potencias fraccionarias

fil2) = ¢t 1 3 e(n)cheme/ € Q(Cn) =)

n=0
Los coeficientes de Fn(j,Y) son de la forma ¢(7) = S(f1,..., fn), donde el
polinomio S(X1,...,X,) es simétrico. Es claro que

S(fiyeo s fn) = chz”/N, keZ, c,e€Z[(N]
n=k

Por otro lado, cada r € Uy define un Q-automorfismo de Q((x), el cual se
extiende a un Q{z} automorfismo de Q({n){z} (v asi obtenemos todos los Q{z}
automorfismos). Dichos automorfismos permutan las series f;(z), luego fijan a
la serie S(f1,..., fn). Por consiguiente, S(fi,..., fn) € Q{z}. Concluimos que
los coeficientes ¢,, son en realidad nimeros enteros y

(1) = S(f1y.- s fn) = Ekcn(iQnﬂ-ir/N.

Ahora bien, sabemos que ¢(7) es una funciéon modular, luego tiene periodo 1.
Esto hace que

q(T+1) = 2 2" = 3 enz" = q(7),
n=~k n=~k

y la unicidad de las series de Laurent hace que ¢, = 0 siempre que (3 # 1, es
decir, siempre que N tn. Por consiguiente,

S} .
q(1) = 3 e, keZ, c,el.
n=k

De aqui se sigue ahora que ¢(7) es un polinomio en j con coeficientes enteros.
En efecto, si k < 0 consideramos q(7) — ¢,j*, que es una funcién modular holo-
morfa en H cuya serie de Fourier tiene coeficientes enteros pero su singularidad
en oo tiene orden menor. Repitiendo el razonamiento llegamos a un polino-
mio P(X) con coeficientes enteros tal que ¢(7) — P(j) es una funciéon modular
holomorfa en H y nula en oo, lo que obliga a que sea idénticamente nula.

En definitiva, los coeficientes del polinomio Fix(j,Y’) son polinomios en j
con coeficientes enteros, luego concluimos que Fn(X,Y) € Z[X,Y].
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Veamos ahora que Fy(X,Y) es simétrico. Partimos de que jy es raiz de
Fn(4,Y), luego Fin(j§(7),j(NT)) = 0 para todo 7 € H. Aplicando esto a 7/N
vemos que Fy(j(7/N),j(7)) = 0 para todo 7 € H, luego j(7/N) es raiz del po-
linomio F (X, j). Ahora bien, también es raiz de Fy(4,Y), la correspondiente

a
(1 0
a={, N
Como Fy(j,Y) es irreducible, ha de ser Fn(j,X) | Fn(X,7). La division
es en Q(j)[X], pero por el lema de Gauss también en Z[j][X]. Digamos que

Fn(X,j) = Fn(j,X)G(j, X), para cierto polinomio G(j, X) € Z[j][X]. Como j
es trascendente sobre Q, de hecho Fx(X,Y) = Fn(Y, X)G(Y, X). Ahora bien:

FN(Xa Y) = FN(Xa Y)G(Xa Y)G(YaX),

de donde G(X,Y)G(Y,X) = 1, con lo que G(X,Y) = £1. Si el signo fuera
G(X,Y) = —1 tendriamos que Fn(j,7) = —Fn(4,7), luego Fn(j,75) = 0, es
decir, Fn(j,Y) tendria una raiz en Q(j), en contradiccion con el hecho de que
es irreducible. Asi pues, G = 1 y concluimos que Fy(X,Y) = Fy(Y, X).

Resumimos en un teorema lo que hemos obtenido:

Teorema 12.7 FEl polinomio modular Fn(X,Y) tiene coeficientes enteros y es
stmétrico en X e Y.

Otra propiedad de interés es la siguiente:

Teorema 12.8 Si N no es un cuadrado perfecto, entonces el polinomio modular
Fn(X, X) es monico.

DEMOSTRACION: Si N no es un cuadrado perfecto, en todos los factores de
(12.1) se ha de cumplir a # d. Teniendo en cuenta (12.2), vemos que

. A at +b _ ,—2mit _ p—b_ —2mwair/d - 2nmwiT _ < b 2namit/d
)= (T2 ) = et gty $ ) S gt
n=0 n=0

La clave esta en que los dos términos no singulares no se cancelan, y el de
menor grado (sea cual sea de los dos) tiene por coeficiente una raiz de la unidad.
Multiplicando sobre todas las ternas (a, b, d) obtenemos el desarrollo en serie de
Fourier de Fv(j,7), que, por otra parte, ha de tener coeficientes enteros. El
menor coeficiente de Fourier no nulo es el producto de los coeficientes analogos
de cada factor, que son todos raices de la unidad, luego es a la vez entero y raiz
de la unidad. Por consiguiente es £1. Asi pues:

Fo(j, ) = e~27m7 4 ¢, jem2mitn=17 4
de donde se sigue que

Fo(X, X)=4+X" +cp X 14 ...

Esto nos permite mejorar el teorema 10.24:
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Teorema 12.9 Sit € H es un irracional cuadrdtico, entonces j(T) es un entero
algebraico.

DEMOSTRACION: Sea K = Q(7) y sea O = (1, 2), su orden maximal. To-
memos A € O tal que N = N(A) sea libre de cuadrados. (Si K = Q(i) basta
tomar A\ =144y si K = Q(v/d) tomamos A\ = v/d.) Pongamos que

Az =az+0D, A=cz+d, a,b,c,d € Z,

[ a ¢
a=\{, 4
Entonces N = N(A) = |0 : (A)| = ad — be. El hecho de que N sea libre de

cuadrados implica que (a,b,c,d) = 1. Por 12.6 existe g € LE(2,Z) tal que las
entradas de ag cumplen las condiciones de (12.1), por lo que

Fn(i(7),j(tag)) = Fn(j(7),j(Ta)) = 0

para todo 7 € H. En particular, para 7 = z tenemos que

y definamos

az—|—b_¥_z
cz+d X7

Z0 =

luego Fin(j(2),4(z)) = 0. Asi pues, j(z) es raiz del polinomio Fy (X, X) y, como
N es libre de cuadrados, el teorema anterior nos da que el polinomio es ménico,
luego j(z) es un entero algebraico. El 7 del enunciado es de la forma 7 = rz +s,
conr, s € Q, r > 0. Equivalentemente, 7 = 2, con

r 0
=(01)

Multiplicando por el producto de los denominadores de 7 y s podemos supo-
ner que (3 tiene entradas enteras (aunque la ultima ya no sea 1 necesariamente).
Dividiendo entre el maximo comun divisor de las tres podemos suponer que son
primas entre si. Esto no altera la transformacion de Mobius, luego sigue siendo
cierto que 7 = z8 y podemos aplicar a [ el teorema 12.6, segtin el cual existe
g € LE(2,Z) tal que Bg esta en las condiciones de (12.1) para N = det 5. Asi
pues:

Fn(i(2),5(289)) = Fn(i(2),5(7)) = 0.

Esto significa que j(7) es raiz del polinomio Fi(j(z), X), que es monico y sus
coeficientes son enteros algebraicos, luego j(7) también es un entero algebraico.
|

Veamos ahora otras consecuencias de la existencia de la ecuaciéon modular.
Podemos considerar la curva proyectiva plana V/Q definida por Fx(X,Y). Te-
nemos un C-isomorfismo C(j,jy) = C(V) por el que j y jn se corresponden,
respectivamente, con las funciones coordenadas x e y. A través de este isomor-
fismo, el cuerpo Q(j,jn) se corresponde con Q(z,y) = Q(V). La curva V es,
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en general, singular, pero por el teorema 1.18 sabemos que existe una curva
proyectiva regular My /Q tal que Q(My) es Q-isomorfo a Q(V), y el isomor-
fismo se extiende a un C-isomorfismo entre C(My) y C(V'). Componiendo estos
isomorfismos, obtenemos un C-isomorfismo C(j, jn) = C(My) que se restringe
a un Q-isomorfismo Q(j,jn) = Q(My). A su vez, este isomorfismo determina
una transformacion conforme ¢ : My — Xo(N) de modo que el isomorfismo
no es mas que la composiciéon con ¢. En definitiva:

Teorema 12.10 FEziste una curva proyectiva regular My /Q y una transforma-
cion conforme ¢ : My — Xo(N) de modo que el cuerpo Q(j,jn) se corres-
ponde a través de ¢ con el cuerpo Q(My).

El cuerpo Q(4, jn) admite una caracterizacion sencilla:

Teorema 12.11 Si K es un subcuerpo de C, entonces K(j,jn) estd formado
por las funciones de C(j,jn) con coeficientes de Fourier en K.

DEMOSTRACION: Tenemos que C(j,jn) es isomorfo a un cuerpo de funcio-
nes racionales C(V'), de modo que Q(j,jn) se corresponde con Q(V'), con lo
que K (j,jn) se corresponde con K (V). El grupo de K-automorfismos G(C/K)
actiia sobre C(V), y la accion puede trasladarse a C(j,jn) a través del isomor-
fismo, de modo que el cuerpo fijado por G(C/K) en C(j, jn) es K(j,jn). Basta
probar que si f € C(j,jn) tiene como desarrollo de Fourier

+oo .
f(T) — E CneQﬂ-nrr/h

n=r

y 0 € G(C/K), entonces

+o0o .
o)y => cZeQT””T/h. (12.3)

n=r

Admitiendo esto, la conclusion es inmediata, pues el teorema 1.17 nos da que
K(j,jn) es el cuerpo fijado por G(C/K), que esta formado por las funciones con
coeficientes de Fourier fijados por G(C/K), y el mismo argumento del teorema
1.17 prueba que el cuerpo fijado por G(C/K) en C es K. (De hecho, es 1.17 en
el caso en que V es un punto.)

La afirmacion es inmediata para funciones de C[j], pues si

f=cnj" + - +c1j+ co, c; € C,

entonces f7 = c%j" 4 -+ ¢7j+c§ y los coeficientes de Fourier de f (resp. f7)
son las combinaciones lineales de los coeficientes de Fourier de j",...,7,1 (que
son enteros) con coeficientes ¢; (resp. ¢7).

Cada automorfismo de G(C/K) induce dos automorfismos en C(j), el de-
finido a través de C(V') y el dado por (12.3). En efecto, para comprobar que
(12.3) es ciertamente un automorfismo basta observar que podemos sumergir
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C(j) en el cuerpo de series formales de potencias C((z)) asignando a cada fun-
cion modular su serie de Laurent en co (cuyos coeficientes son los coeficientes de
Fourier), y (12.3) es la restriccion a la imagen de C(j) del automorfismo indu-
cido por ¢ en C((z)) de forma natural. (Sabemos que ¢ transforma elementos
de la imagen de C[j] en elementos de la imagen de C[j], luego lo mismo vale
para la imagen de C(j).)

El hecho de que los dos automorfismos coincidan sobre C[j] implica clara-
mente que ambos coinciden sobre C(j).

Finalmente, todo elemento de C(j, jy) es de la forma

f=gnjn + -+ g1in + go, g: € C(j),

luego basta probar que los coeficientes de Fourier de (g;j%)° = g7j% son las
imagenes por o de los de g;j%, sabiendo que esto es cierto para g; y que los
coeficientes de j% son enteros. Basta tener en cuenta que los coeficientes del
producto se calculan como los de un producto de series de Laurent. m

Para terminar demostramos una relaciéon entre la ecuaciéon modular y las
isogenias entre curvas elipticas:

Teorema 12.12 Sean E;/C y E5/C dos curvas elipticas con invariantes j1 y
Jjo respectivamente. Entonces existe una isogenia ¢ : E1 —> FEs con nicleo
ciclico de orden N si y sdlo si Fy(j1,j2) = 0.

DEMOSTRACION: Podemos sustituir las curvas por dos toros complejos C/ R,
y C/R,. Mas aun, podemos suponer que Ry = (1,7),, para cierto 7 € H.
Entonces j; = j(7). Evaluando en 7 y en jo la definicion de Fy vemos que

0=Fn(i(1),j2) = 'li[l(jQ —in(7gi)),

luego existe un g = g; en el grupo modular tal que jo = jn(7g) = J(Ng(1)).
Por lo tanto, podemos tomar Ry = (1, Ng(7)),. Sea 7" = g(7), de modo que
J1=j(1) = j(7"). Esto significa que podemos cambiar R; por Ry = (N,N7’),
y asi resulta que Ry = (N,N7'), C (I,N7'), = Ry y la aplicacion natural
C/R; — C/Rs tiene ntcleo ciclico de orden N.

Reciprocamente, si existe un homomorfismo a : C/R; — C/Ry con nucleo
ciclico de orden N, (donde o € C*), entonces aRy C Ry, y cambiando R; por
a Ry podemos suponer que Ry C Ry, de modo que el cociente Ry/R; es ciclico
de orden N.

Fijando bases de R; y Ro, la matriz con las coordenadas de la base de R; en
la base de Ry tiene coeficientes enteros y determinante no nulo. MultiplicAndola
por matrices de LE(2,Z) podemos pasar a una matriz diagonal

a 0
(Od)’ a|d.

Esto significa que podemos expresar Ry = (w1,wa2); ¥ R1 = (aw1, dwa), (¥
claramente podemos exigir que a, d > 0). El cociente es isomorfo a C, x Cy,
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luego ha de ser a = 1, d = N. Si llamamos 7 = wy/wy, podemos sustituir
los reticulos por Ry = (1, N7), y Ry = (1,7),, luego j1 = j(N1) = jn(7),
j2 = j(1), de donde se sigue que Fy(j1,j2) = 0. "

12.3 Funciones modulares de grados superiores

De acuerdo con la definiciéon que hemos dado hasta ahora, las funciones de
Eisenstein Gax(7) o la funcion discriminante A(7) no son funciones modulares,
ya que no son invariantes por el grupo modular. FEn su lugar verifican relaciones
del tipo (10.3). Tal y como habiamos anunciado, vamos a generalizar la nocion
de funcién modular para incluir a estas y otras muchas funciones de interés.
Empezamos admitiendo (10.3) como regla de transformacion:

Definiciéon 12.13 Sea I' un subgrupo de indice finito en LE(2,Z) y k € Z. Una
funcion cuasimodular de grado 2k respecto de I' es una aplicacion meromorfa
f: H— C tal que para todo

a c
a:(b d)EF

f(ra) = (er + d)** f(7).

(Notemos que la tinica funciéon modular de grado impar serfa la forma nula,
pues soblo ella cumpliria la relaciéon anterior con aw = —1I.)

y todo 7 € H se cumple

La relacion (10.3) prueba que la serie de Eisenstein Ggj; es una funcion
cuasimodular de grado 2k (en particular go y g3 son funciones cuasimodulares
de grados 4 y 6, respectivamente), e inmediatamente después de (10.3) hemos
visto que A es cuasimodular de grado 12.

Las funciones modulares en sentido amplio seran las funciones cuasimodula-
res meromorfas en los puntos parabdlicos, pero todavia no estamos en condicio-
nes de definir esta nocion de meromorfia. Primeramente conviene expresar las
reglas de transformacion que estamos considerando como la invarianza de otras
funciones asociadas. Recordemos que LG4 (2,R) es el subgrupo de LG(2,R)
formado por las matrices de determinante positivo.

Dada
a ¢
definimos
o (T) = da _ (det o) (er + d) 2
Jo = .
Aplicando la regla de la cadena vemos que si a, f € LG4 (2,R), entonces

Jap(T) = % = %(TQ) . Z—i = jp(Ta)ja(T). (12.4)
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Notemos también que si

entonces
2

Jo(T) = a*a™? = 1.
Vemos asi que j, no se altera si multiplicamos a por un nimero real o,
equivalentemente, que j, depende tnicamente de la transformaciéon de Mobius
inducida por a.

Si f € M(H), definimos
(a)orf)(T) = ja(T)kf(TCk) = (det a)k(m' + d)*zkf(Ta).

Asi, la condicion de cuasimodularidad de f respecto a un subgrupo I' de
LE(2,Z) es que a|opf = f para todo a« € T’ (observemos que en este caso
det @ = 1). Como consecuencia de (12.4) tenemos que

(@lok(Blarf))(T) = (Blzkf)(Ta)ja (1) = f(raB)js(ra)"ja(r)"
= f(raB)jas(r)" = ((aB)|2rf)(7),

de modo que

alor(Blar f) = (aB)|an f

En otros términos, el grupo LE(2,R) actia sobre M(H) (con una accion
distinta para cada k). En particular vemos que si la condicién de invarianza
de la definicién de funcion cuasimodular se cumple para unos generadores del
grupo I', entonces se cumple para todos sus elementos.

Por dltimo conviene observar lo siguiente:

Teorema 12.14 Sean T’ y IV dos subgrupos de indice finito en LE(2,7) y sea
a € LG4 (2,R) tal que T'* C T. Si f es una funcion cuasimodular de grado 2k
respecto de T', entonces alox f es cuasimodular de grado 2k respecto de T”.

DEMOSTRACION: Tomemos 3 € I, de modo que 8 = avya~!, para cierto
v €T. Asi, para todo 7 € H,

Blar(alorf) = (Ba)|arnf = (a¥)|orf = alor(V]2rf) = alor f-

Ahora ya podemos ocuparnos del problema de definir la meromorfia en los
puntos paraboélicos de una funcién cuasimodular. La cuestion es que una funcién
cuasimodular respecto de un grupo I' no es invariante por I', por lo que no
induce una funcién sobre la superficie modular asociada. Por ello, la nocién de
meromorfia en los puntos parabolicos no tiene sentido literalmente. No obstante,
vamos a ver que la condiciéon c) del teorema 12.2 si tiene una generalizacion
sencilla. Para ello vemos que si I' es un subgrupo de indice finito en LE(2,7),
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entonces f es una funcion cuasimodular de grado 2k respecto de 'y s € QU{o0},
podemos tomar g € LE(2,7Z) tal que sg = oo, y el teorema anterior garantiza

que g~ Yoxf es una funcién cuasimodular respecto de I'9 ', Este grupo ha de
contener una traslacion
o= 10
“\h 1)

donde podemos suponer que i > 0 es el menor posible. (Este h no depende de
la eleccion de g, pues claramente es h = |I" : T'4|). Puesto que j, = 1, tenemos
que

(97 2r )T+ 1) = (g7 anf)(ra) = (al2i(g™ |2ef))(T) = (97 arf) (1),

de modo que g~1|ox f tiene periodo h. Si no tiene polos en un semiplano de la
forma Im 7 > R podemos considerar el desarrollo en serie de Fourier

(g_1|2kf)(7') _ Z cne%"”/h, Imr> R.

n=—oo

Definicion 12.15 Diremos que una funcion cuasimodular f de grado 2k res-
pecto a un subgrupo I' de indice finito en LE(2,7Z) es meromorfa en un punto
parabolico s € Q U {oo} si cuando g € LE(2,Z) cumple sg = oo entonces la
funcion g—!|ap f admite un desarrollo en serie de Fourier cuyos coeficientes son
nulos para indices menores que un cierto r € Z.

Notemos que la condicién no depende de la elecciéon de g, ya que si tenemos
sg1 = Sgo = 00, entonces 3 = g;lgl cumple coff = oo, luego

10
(v
Sea (g o f)(T) = f*(e2™7/7), para cierta funcion f* meromorfa en 0.
Entonces

(95 2 H)(7) = (Bgy arf) () = (Blar(gr 2k f))(T)
= f*(e%i(ﬂ-t)/h) _ g*(627m'7/h)7

donde g*(2) = f*(e*™"*/"%) es una funcion meromorfa en 0. Ademas el orden de
f* en 0 es el mismo que el de g*, por lo que podemos hablar del orden de una
funcién cuasimodular meromorfa en un punto parabélico.

Definicién 12.16 Sea I' un subgrupo de indice finito en LE(2,Z) y sea k € Z.
Una funcion modular de grado 2k respecto de I' es una aplicacion f: H — C™
que cumpla las propiedades siguientes:

a) f es meromorfa en H,
b) para todo a € T' se cumple oo f = f,

¢) f es meromorfa en los puntos parabolicos de T
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Es claro que cada una de las condiciones de esta definicién generaliza a la
correspondiente del teorema 12.2, por lo que —tal y como pretendiamos— las
funciones modulares de grado 0 son exactamente lo que hasta ahora llamé&bamos
funciones modulares.

Se comprueba trivialmente que una funcion cuasimodular f es meromorfa en
un punto parabolico si y sélo si lo es en todos los puntos equivalentes, y ademés
f tiene el mismo orden en todos ellos. En particular, para comprobar que una
funcién es modular respecto a LE(2,Z) basta ver que es meromorfa en co.

Asi, ahora es claro que las funciones Gag, g2, g3, A y j son modulares de
grados 2k, 4, 6, 12 y 0 respectivamente.

Definiciéon 12.17 Sea I' un subgrupo de indice finito en LE(2,Z). Para cada
k € Z, llamaremos Agy(I") al conjunto de todas las funciones modulares de grado
2k respecto de T'.

Es claro que los conjuntos As, son C-subespacios vectoriales del cuerpo
M(H). Vamos a ver que forman suma directa. En efecto, supongamos que

fm+fm+1+"'+fn:07 kaAQk(F)a

y vamos a probar que todas las fr son nulas. En caso contrario, supongamos
que 7 es el menor indice tal que f; # 0. Tenemos entonces que

fi:_fi+1_“'_f’n'

Consideremos la transformacion s(7) = —1/7. Como I tienen indice finito
en el grupo modular, existe un natural [ > 0 tal que s’ € I'. Aplicando la
igualdad anterior a s™"(7) vemos que

T2lrifi(7') _ 7T2lr(i+1)fi+1(7—) = 7.217~TLLICTL(7_)7

de donde _
filr) = =1 fuga(7) = - = PO ).

Haciendo r — oo queda que f;(7) = 0 para todo 7 € H con |7| < 1. Por
consiguiente f; = 0, contradiccion.

Esto nos permite definir la suma directa

+oo
AD) = D Ax(),

k=—00
que es una C-subalgebra graduada del cuerpo M(H ), pues claramente
A2k(F)A21(F) C Angl(F).

Conviene definir algunas clases especiales de funciones modulares:
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Definicién 12.18 Sea I' un subgrupo de indice finito en LE(2,Z) y sea k € Z.
Una forma modular de grado 2k respecto de I' es una funciéon modular de grado
2k holomorfa en H y en los puntos parabolicos de T' (lo cual significa que su
orden en éstos es > 0). Una forma parabolica respecto de T' es una forma
modular que se anula en los puntos parabolicos (es decir, que tiene orden > 0
en ellos).

Por ejemplo, el desarrollo en serie de Fourier de Goi(7) muestra que no
es parabolica, al igual que g2 y g3. Por el contrario, A si que es una forma
parabélica de grado 12. La funciéon modular j no es una forma modular, pues
tiene un polo en oco. (De hecho, es claro que no hay formas modulares no
constantes de grado 0.)

Llamaremos Moy (T") al espacio vectorial de las formas modulares de grado
2k respecto de I''y MY, (T') al subespacio de las formas parabélicas. Asi mismo
podemos considerar las subalgebras graduadas de A(I") dadas por

MI) = @ My, y MT)= @ ML)

k=—o00 k=—o00

El teorema siguiente explica en parte la razéon por la que tienen interés las
formas parabdlicas. Recordemos que las diferenciales de primera clase en una
superficie de Riemann son las diferenciales holomorfas:

Teorema 12.19 Sea I' un subgrupo de indice finito en LE(2,Z) y considere-
mos la proyeccion natural p : H — H*/T'. Para cada diferencial de primera
clase w en H* /T sea p*(w) = fdz. Entonces la correspondencia w — f es un
isomorfismo entre el espacio de las diferenciales de primera clase de H* /T y el
espacio de las formas parabdlicas de grado 2 respecto de T'.

DEMOSTRACION: Ciertamente, si w es una diferencial de primera clase en
H* /T, entonces pf(w) es una forma diferencial holomorfa en H, luego es de la
forma f dz para cierta funcién f holomorfa en H. Si « € T, entonces p = a0 p,
luego pf = p! o af. Por consiguiente,

fdz=a*(fdz) = (ao f)da = (ao f)j,dz = alof dz.

Asi pues, alaf = f. Nos falta comprobar que f es holomorfa (y nula) en
los puntos parabolicos de I'. Como es usual, no perdemos generalidad si nos
restringimos a co.

Por la construccion de la estructura analitica de la superficie modular, existe
una carta ¢ en un entorno de oo tal que po g = r, donde r(z) = e?miz/h  para
cierto natural h > 0. Sea w = ¢*(f* dw), donde w es la identidad en el disco
unidad y f*(w) es una funcién holomorfa en dicho disco. Asi,

fdz = pHw) = pH(¢*(f* dw)) = r*(f* dw) = (ro f*)dr = (ro f*)rdz.
Concluimos que, para todo z en un entorno de oo,

f(Z) — f*(e2m'z/h)627riz/h.
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Desarrollando f* en serie de Taylor obtenemos el desarrollo de f en serie de
Fourier, y vemos que tiene orden > 1, luego f es nula en oo y, por consiguiente,
es una forma parabdlica.

Reciprocamente, consideremos ahora una forma parabdlica f de grado 2.
Cada punto z € H que no sea eliptico tiene un entorno U donde p|y es una
transformacion conforme, luego la forma diferencial f|y dz induce una forma
diferencial wy en p[U] tal que flydz = p|¥j(wu). Las formas wy coinciden
en los puntos comunes de sus dominios. En efecto, si p[U] = p[U’], entonces
existe o € T tal que U’ = a[U]. De la relacion p|y = « o p|ys se sigue que
p|§J = p‘jtj], o of, luego

pli (W) = & (flor dz) = (flo o @) da = (al2f)|v dz = flv dz.

Por consiguiente wyr = wy. Con esto tenemos definida una forma diferencial
holomorfa w sobre los puntos de la superficie modular H*/T" que no son elipticos
ni parabolicos y tal que p*(w) = fdz. Veamos que w también es holomorfa en
dichos puntos.

Si p(z) es un punto eliptico, entonces existe una carta ¢ : W — D(0,1)
alrededor de p(z) tal que pog = Xow", donde A\ : H — D(0,1) es una trans-
formacion conforme. Sea w|y = ¢*(f* dw), donde f* es una funcién holomorfa
en D(0,1) salvo una singularidad en 0, que hemos de ver que es evitable. En
efecto, tenemos que

fdz = p(w) = X((w™)F(f* duw)) = Xo(f* (") duw™) = N (nf* (" )"~ duw).

Como A es una transformacién conforme y f es holomorfa en H, concluimos
que nf*(w™)w™ ! es holomorfa en 0, pero el orden de esta funcién en 0 es

n—1+no(f*,0) >0,

luego o(f*,0) > —1+1/n > —1, luego o(f*,0) > 0, como habia que probar.
El razonamiento para los puntos parabdlicos es una combinacion del caso
anterior y del caso correspondiente de la implicacién contraria. [

Es conocido que el espacio de las diferenciales de primera clase de un cuerpo
de funciones algebraicas tiene dimension igual al género, luego tenemos que la
dimension del espacio de las formas parabolicas de grado 2 respecto de un sub-
grupo I' de indice finito en LE(2,7Z) es igual al género de la superficie modular
H*/T. El teorema de Riemann-Roch permite calcular la dimension de los es-
pacios de formas modulares y parabélicas de cualquier grado, pero no vamos a
entrar en ello. Probaremos tinicamente la finitud de la dimensién:

Teorema 12.20 Si T es un subgrupo de indice finito en LE(2,7), entonces los
espacios May (') de formas modulares de grado 2k respecto de T' tienen dimen-
sion finita sobre C.

DEMOSTRACION: Consideremos en primer lugar una funciéon modular no
nula Fy € A9, (I'). No podemos considerar a Fy como una funciéon sobre la
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superficie modular X = H*/T', pues F; toma valores distintos sobre puntos
equivalentes, pero si que podemos definir el orden de Fj en un punto de X. En
efecto, si 71, 7o € H son puntos equivalentes respecto de I', digamos 75 = 717,
con y € T, entonces, Fy(77) = (c7+d)?* Fy(7), lo que se traduce en que el orden
de Fy en 71 es el mismo que en 75. Esto justifica que hablemos del orden de Fj
en un punto no parabélico de X, y ya hemos comentado anteriormente que el
orden de Fj en un punto paraboélico también esta bien definido. Puesto que los
ceros y polos de Fy en H han de ser un conjunto discreto, es claro que el conjunto
de puntos de X donde Fj tiene orden no nulo ha de ser finito, luego podemos
asociar a Fy un divisor (Fp) de la superficie de Riemann X estableciendo que
vp((Fp)) es el orden de Fj en el punto P € X.

Fijemos ahora una forma modular no nula Fy € My, (T") (si no existe, en-
tonces el espacio tiene dimension 0 y no hay nada que probar). Si F' € My (T")
es cualquier otra forma modular no nula, entonces el cociente f = F/Fy es
una funcién modular de grado 0, es decir, una funciéon meromorfa en X. Ade-
més, como F es holomorfa, es claro que f tiene a lo sumo polos en los puntos
donde Fj tiene ceros, y el orden de éstos no puede ser superior al orden de los
ceros correspondientes de Fy. En otras palabras, f ha de ser un multiplo del
divisor (Fp). Reciprocamente, cualquier funcion f en el espacio m((Fp)) de los
multiplos de Fy define una forma modular F' = fF, € My, (T'). Es inmediato
comprobar que la correspondencia f < F (extendida de forma que 0 ++ 0) es un
isomorfismo entre m((Fp)) y Mok (T'). Es sabido que los espacios de miltiplos
de un divisor tienen dimension finita, luego lo mismo le sucede a Mok (T"). =

12.4 Funciones modulares de LE(2,7Z)

En esta seccion estudiamos mas detalladamente las funciones y formas mo-
dulares respecto al grupo modular completo I' = LE(2,Z). Vamos a determinar
la estructura del &lgebra de las formas modulares. Como consecuencia obten-
dremos varios resultados notables sobre los coeficientes de Fourier de A y j.

Si f es una funcion modular y z € H, representamos por o( f, z) al orden de f
en z en el sentido usual de la teoria de funciones de variable compleja, mientras
que si z € QU {oo} es un punto parabolico, el orden o(f, z) es el determinado
por la serie de Fourier de f. El resultado basico es el siguiente:

Teorema 12.21 Sea f una funcion modular no nula de grado 2k. Entonces

olf,00) + 30lFp) + 3oll) + X olf.2) = &,
ZF£1,p

donde la suma recorre los puntos z € H mddulo I' no equivalentes a p ni a i.

DEMOSTRACION: Vamos a considerar la integral de la funcién meromorfa
f'/f sobre el ciclo « indicado en la figura:



12.4. Funciones modulares de LE(2,7) 377

donde los arcos se introducen para bordear posibles polos de f en la frontera
del dominio fundamental y el segmento horizontal se toma suficientemente alto
como para rodear todos los polos de f. (Si hubiera un polo sobre un punto
no eliptico la circunferencia unidad estaria repetido simétricamente respecto al
eje imaginario, y lo bordearfamos por arriba en un caso y por abajo en otro,
de modo que 7 sélo encerraria uno de los dos). Por simplicidad supondremos
que no hay polos salvo a lo sumo en los puntos ¢ y p, que son los casos més
delicados. La prueba se modifica facilmente para tratar otros polos. El teorema

de los residuos nos da que
L[ f(©Q)
I AV o )
i | G = X o)

Calculamos en primer lugar la integral sobre el segmento vertical, para lo
cual hacemos el cambio de variable z = 2™, con lo que la integral se convierte

en

1 (=)

2mi Jyz1= J¥(2)

Las integrales sobre los segmentos verticales se cancelan porque f tiene pe-

riodo 1 y los segmentos se recorren en sentidos opuestos (esto sigue siendo cierto
si hemos tenido que sortear polos).

Consideremos ahora la integral alrededor de p y su simétrico. Si f tiene

orden m en p, entonces
f(Q)

70 = =, + h(¢),

donde h es holomorfa en p. Llamemos ¢, al arco alrededor de p correspondiente
a un radio r. Como h esta acotada en un entorno de p, es claro que

dz = —o(f,00).

Por otra parte,

m d¢ m m T m
lim — —— = — lim(1 1) -1 0)=———=——.
30 2 / C—p 2mi lim (log ¢, (1) — log e-(0)) = =5 =3 6
El mismo resultado se obtiene sobre el punto simétrico de p respecto al eje
imaginario, luego, en total, el limite cuando r — 0 de la integral sobre los dos
arcos es —o(f, p)/3.
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El mismo argumento prueba que si hacemos tender a 0 el radio del arco
alrededor de i la integral tiende a —o(f,%)/2.

Nos falta estudiar la integral sobre los dos arcos simétricos situados sobre
la circunferencia unidad. Llamémoslos AB y A’B’. La aplicacion s(7) = —1/7
transforma uno en el otro invirtiendo la orientacion (y esto sigue siendo cierto
si hemos tenido que sortear mas polos con arcos intermedios). Por consiguiente,
el cambio ¢ = s(¢) nos da que

R AN R N A ()}
2mi J4 f(C) 2mi Jar E2f(s(§))
El hecho de que f sea modular se traduce en que f(s(&)) = &2F f(¢), luego

df(s(€)) _ f'(s(§) _
dg £

de.

2 f(€) + 2k £(¢).

Por lo tanto,
() _ 11©) %
Ef(s€) & &

Concluimos que

R O HﬂO%_%/R%
2mi Ja F(0) omi Jar O 2mi Ju €
con lo que la suma de las integrales sobre los dos arcos considerados resulta ser
2 [ dg
211 B’ f '

(Notemos que hemos invertido los extremos, de modo que ahora el arco se recorre
en sentido positivo).

Si hubiéramos rodeado otros polos situados sobre el arco, es claro que la
integral sobre el arco modificado coincide con la integral sobre el arco de cir-
cunferencia sin modificar (porque ahora el integrando 1/€ no tiene polos sobre
la circunferencia), y la integral es simplemente k/(27) por la longitud del arco
A'B’. Cuando hacemos tender a 0 los radios de los arcos alrededor de los puntos
elipticos, dicha longitud tiende a 27/12, luego la integral tiende a k/6.

En definitiva, si llamamos =, al ciclo formado con arcos de radio r alrededor
de los polos, hemos probado que

1/‘f@hng_1(ﬂM—;dﬁU

— -0
r—0 271 f(C) 3
La conclusion es ahora inmediata. n

Como primera consecuencia vemos que no existen formas modulares de grado
negativo (pues el miembro izquierdo en la férmula del teorema anterior es no
negativo si la funcion es una forma modular). En realidad podemos decir mucho
mas:
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Teorema 12.22 Las funciones go y g3 son algebraicamente independientes y el
dlgebra de las formas modulares es M = Clga, g3].

DEMOSTRACION: Vamos a estudiar primeramente la estructura de los espa-
cios Myi. Observemos en general que si f es una forma modular no nula de
grado 2k los 6rdenes que aparecen en el teorema anterior son todos mayores o
iguales que 0.

Sabemos que My = C, pues las formas modulares de grado 0 se corresponden
con funciones holomorfas (sin polos) sobre una esfera, luego han de ser cons-
tantes. También podemos obtenerlo del teorema anterior, que muestra que si
f € My no es idénticamente nula no tiene ceros, de modo que f — f () ha de ser
idénticamente nula (pues se anula en 4), luego f es constante.

Si f € Ms, el término derecho de la formula del teorema anterior es 1/6,
luego la igualdad es imposible, por lo que ha de ser f =0 y asi My = 0.

Veamos ahora que My = (g2). Si f € My no es nula, el miembro derecho
de la formula del teorema anterior es 1/3, luego f ha de tener un tnico cero
simple en p. En particular, g5 s6lo se anula en p, luego existe una constante ¢
tal que f — cgs se anula en co, lo que sélo puede suceder si f — cgs = 0, con lo
que f € (g2).

El mismo argumento prueba que Mg = (g3).

Veamos ahora que Mg = (g3). Si f € Mg es no nula, el miembro derecho
de la formula es 2/3, que s6lo puede conseguirse si f tiene un anico cero doble
en p. Por lo tanto, tomando una constante para la cual f — cg5 tenga un cero
adicional, llegamos a que f € <g%>

Analogamente vemos que Mg = (ga2g3): Si f € Mig no es nula, el miembro
derecho de la formula es 5/6, que solo puede conseguirse si o(f, p) = o(f,7) = 1.

Supongamos ahora que k > 6 y sea f € My, una forma no nula. Supongamos
como hipétesis de induccion que toda forma de grado menor que 2k se expresa
como polinomio en gy y g3. Sea k = 2r o k = 2r + 1. Podemos tomar una
constante c tal que f —cg5 o bien f—cg; ~1g5 se anule en co. Equivalentemente,
podemos suponer que f se anula en co. En tal caso, como A tiene un cero simple
en oo, el cociente f/A es holomorfo en oo, con lo que claramente f/A € Maj_12.
Por hipotesis de induccion f/A es un polinomio en g2 y g3, luego f también.

Falta probar que go y g3 son algebraicamente independientes. Supongamos
que verifican una relacién polinémica P(gs,g3) = 0, donde podemos suponer
que el polinomio P(X,Y) tiene grado minimo. Puesto que los espacios Moy
tienen suma directa, todos los monomios que aparecen en P(ge,g3) han de
corresponder a formas del mismo grado m. No puede aparecer una potencia de
g2, pues entonces la relacion seria g5+ g3Q(g2, g93) = 0, lo cual es absurdo, ya que
92(4) # 0, g3(i) = 0. Por consiguiente g3 aparece en todos los monomios, lo que
nos permite simplificarlo y llegar a una relaciéon de grado menor, contradiccién.

|

Como consecuencia;:



380 Capitulo 12. Funciones modulares

Teorema 12.23 Para todo nimero natural k, se cumple que

, [ E[k/6] si k=1 (méd 6),
dim Moy, = {E[k/ﬁ] +1 sik#1(mdd 6).

DEMOSTRACION: En vista del teorema anterior, una base de My, la forman
las funciones g5 g5 tales que 4r + 6s = 2k, luego la dimension es igual al nimero
de naturales s tales que 2 | k — 3s > 0. Si k es par, s ha de ser par, luego la
dimension es igual al ntimero de multiplos de 6 menores o iguales que k, que es
E[k/6] + 1. Si k es impar s ha de ser impar, y la dimensién es el ntumero de
nameros de la forma 6t + 3 < k, que también es E[k/6] + 1 excepto en el caso
en que k = 6k + 1, pues entonces falta 6k + 3 y hay uno menos. L]

Observemos que para k > 2 el espacio MY, de las formas parabolicas de
grado 2k tiene dimension igual a una unidad menos que Moy, pues la serie de
Eisenstein G (7) es una forma modular de grado 2k que no se anula en co. La
aplicacion My, — C dada por f — f(c0) es, pues, un epimorfismo con nicleo
M,

Terminamos la seccién con varias aplicaciones de los resultados que acabamos
de obtener. Ante todo, conviene normalizar las funciones de Eisenstein:

Definicién 12.24 Las funciones de Eisenstein normalizadas son las funciones

o ng(T)

0= 5 ny

Teniendo en cuenta 10.30 y la férmula

(71)k+122k71ﬂ2k32k
(2k)!

C(2k) =

(donde Baj, son los niimeros de Bernoulli), tenemos que

Los primeros niimeros de Bernoulli son
By =1/6, By=-1/30, Bg=1/42,
Bg =—-1/30, Bjp=5/66, B =691/2730.

Asi, por ejemplo,

E r) = 14240 ilag(n)eQ”mT,

Es(t) = 1-— 5042105(71)&"””,

Eg(t) = 14480 ilm(n)e%””,
Ep(t) = 1+ 65520 io: o11(n)e* ™,

691 , =
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Igualmente, la funcion discriminante normalizada es

A(r — 2min
(275)1)2 = nz T(n)e=""".

=1

Al conocer la dimensiéon de los espacios My, podemos establecer muchas
relaciones entre estas funciones y, por consiguiente, entre sus coeficientes de
Fourier. Por ejemplo, tenemos que dim Mg = 1, luego la funcion f — f(o0) es
un isomorfismo y, en particular, Fg = E, pues ambas formas toman el valor 1
en oo. Al igualar los coeficientes de Fourier obtenemos la relacion

o7(n) = o3(n) + 12075:1 oz(m)os(n —m).

m=1

Un caso més notable se obtiene al considerar el espacio M3, que tiene dimen-
sién 2. Tenemos que E12, B2, A/(2m)'2 € Mya, luego tienen que ser linealmente
dependientes. Mas concretamente, viendo la serie de Fourier

00 . oo n—1 .
E2(1) =1-1008 2105(n)e2m” + 254016 Zl 2205 (m)os(n —m)e? ™,

es claro que E15 y EZ son linealmente independientes, luego ha de ser
A/(2m)'% = N\Eyp + puEZ,

para ciertos escalares A\, u € C. Igualando los coeficientes paran =1y n = 2
obtenemos las ecuaciones

65520

A =0 ——A—1008u =1

+u ) 691 L )
de donde obtenemos A = —u = 691 Igualando los coeficientes n-simos

- H T 762048 B
resulta
1 1 n—1

n) = %ou(n) _ %05@) - %mz:105(m)a5(n —m). (12.5)

Tenemos asi una férmula explicita para calcular la funciéon de Ramanujan
7(n). En particular, 756-3-7(n) = 3-65011(n) (méd 691) o, lo que es lo mismo:

7(n) = o11(n) (méd 691), (12.6)

que es una de las congruencias de Ramanujan sobre la funcién 7(n).

Ahora vamos a encontrar una férmula para calcular los coeficientes de Fourier
de la funcién modular

. o0 .
j(T) — 6727rz‘r 4 Z c(n)e%””.

n=0
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Para ello consideramos las funciones E3, A/(2m)'2, jA/(2m)'2 € Myz. La
dimensién del espacio es 2 y las series de Fourier

x . oo n—1 _
Eg (T) =1-—1008 210'5 (n)627‘r7.n7' + 5042 Z2k2105(k)0-5 (’I?, _ k)BQﬂzn‘r’
n= n=2k=

18

T(n+1)627rin'r+

1 n

(18

JDAR)/(2m)? =1+ 1:;;c<k>r<n ~ p)erminT

n

muestran que A/(27)*2 y jA/(27)'? son linealmente independientes.

Por consiguiente ha de ser E2 = AjA/(27)!2 + pA. Igualando coeficientes
para n = 0 obtenemos que A = 1, mientras que para n = 1 resulta:

—1008 = A(7(2) + c(0)7(1)) + pr(1).
Necesitamos los valores 7(2) = —24, que se calcula con (12.5), y ¢(0) = 744,

que puede calcularse refinando la prueba de 10.32. Con esto obtenemos u =
—123. Asf pues, hemos probado que

EZ = (j - 125)A/(2m)'2,

Al igualar los coeficientes n-simos obtenemos la relacién
n—1 n—1
—100805(n) + 5042 o5(k)os(n — k) = 1(n+ 1) + 3 e(k)7(n — k) — 1237(n).
k=0 k=0

La expresion se simplifica si en (12.5) despejamos

n=l 65520 762048
—100805(n) + 504% " o5(k)os(n — k) = o11(7) — 7(n).
o 691 691

Al igualar las dos formulas (y usando de nuevo que ¢(0) = 744) obtenemos

65520

= W(O’u(’r) —7(n)) — 10087 (n),

T+ 1)+ :gc(k)T(n — k) — 984r(n)

o también

:z::ic(k)T(n —k)+71(n+1)+247(n) = %(011(7) —7(n)).

Esta formula permite calcular recurrentemente los coeficientes ¢(n). Note-
mos que, como el miembro izquierdo es entero y el primo 691 no divide a 65520,
esta formula implica también la congruencia (12.6).
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12.5 La funciéon eta de Dedekind

Vamos a estudiar ahora una funcién introducida por Dedekind en 1877 y
que, aunque no es modular, estd estrechamente relacionada con las funciones
modulares, especialmente con la funciéon A. Con su ayuda demostraremos, entre
otras cosas, una férmula debida a Jacobi, segin la cual

A(T) — (27‘()12627”7— H (1 o 62n7rz'r)24.
n=1
Precisamente, la funcion eta es la que se obtiene al eliminar el exponente 24
en el miembro derecho (y la constante):

Definicion 12.25 La funcion eta de Dedekind es la funcion
r) = "2 I (1= i),
n=1

definida en el semiplano H.

o0
Observemos que el producto infinito [] (1 — 2™) es absolutamente conver-
n=1
gente para |z| < 1, luego ciertamente n(7) es una funcién holomorfa en H que
no se anula en ningtn punto. En términos de la funcion 7, la formula de Jacobi

A(r) = (2m) 0™ (7).

Esencialmente, el problema es demostrar que n?* es una forma modular de
grado 12. En primer lugar notamos que

)

77(7_ + 1) _ eﬂ'i(-r+1)/12 H (1 - e277,7m'('r+1)) _ 67m'/1277(7_)

n=1
luego n?4(1 + 1) = n*4(7).

El punto més delicado es determinar el comportamiento de i bajo la trans-
formacion 7 — —1/7. La prueba clésica utiliza funciones elipticas, pero aqui
daremos una prueba corta debida a Siegel.

Teorema 12.26 Para todo T € H se cumple
n(=1/7) = (=ir)"*n(7),

donde la raiz cuadrada es la rama uniforme que es positiva sobre el semieje real
positivo.

DEMOSTRACION: Basta probar la relacién cuando 7 = yi, con y > 0, pues el
caso general se sigue entonces por prolongaciéon analitica. Hemos de ver, pues,
que n(i/y) = y/?n(iy). Es inmediato que tanto 7(i/y) como 7(iy) son nimeros
reales positivos. Por lo tanto, esta relaciéon equivale a

. ‘ 1
logn(i/y) — logn(iy) = 5 logy.
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Ahora bien,
] Com Ty oo 0o e—27rmny
logn(iy) = 12 2+ Z log(l—e™™) = —79 = X X — —
_ .y x 1 e 2™y _ Ty x 1
12 mz::lm ey 12 m;m(l — e2mmy)’

Por consiguiente, hemos de probar que
S 1 e 1 T 1 1
_ — _ —— | =—=logy. 12.7
nlzzlrm(1 - 627rmy) mzzlm(]- - e27rm/y) 12 (y y) 2 o8y ( )
Definimos

1 N
Fn(z):—gcot(m'Nz) cotwyz, N=n+1/2.

Sea C' el paralelogramo de vértices +y, £i¢ recorrido en sentido positivo.
Dentro de C, la funcién F, tiene polos simples en los puntos z = im/N y
z =my/N, para m = +1, +2,...,+n, asi como un polo triple en z = 0.

Teniendo en cuenta que cotz = 1/z — z/3+ - - - es facil ver que el residuo de
F.(2)en0esi(y—y1)/24.

El residuo en z = im/N es

1 mm
cot —.
8mm Y

Como esta expresion en par en m, vemos que

no 1 mim
Res F.(z)=2 —— cot ——.
m;nz im/ n( ) mZ:187'rm Yy
m#Q

ti0 cosi® e 4 e e 41 1 ) 2
cot il = =3 = — —-(1— _
,66 62071 q 1,629

R F,(z) = — - : -
m;n z:inc;S/N (2) dmiZom 2w m=1m(1 — e2mm/y)
m##0
Similarmente,
¥ Res Fu(z)= -3 - !
es z - _ .
me=—n 2=my/N n T 1M 27rm 1Tn(]_ _ e27rmy)

m#0
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Resulta, pues, que la suma de los residuos de F}, dentro de C' multiplicados
por 27i es precisamente el miembro izquierdo de (12.7). El teorema quedara
probado si vemos que

1
lim | F,(z)dz= —3 log y.

n—oo C
De la definicién de cotangente se sigue facilmente que

(ef‘n'z)QnJrl + 1

De aqui se sigue que

tmeotxiNz ={ ! * Rez >0,
n —i si Rez < 0.
Similarmente,
TNz . (eiwz/y)2n+1 1
cot, =1 — ,
y (eurz/y)2n+1 -1
de donde
limﬂ-NZ:{ i silmz <0,
noy —1 silmz > 0.

Esto implica que lim zF,,(z) = £1/8 cuando z esta sobre el paralelogramo

C salvo quiz4 en sus vértices. El signo es positivo en los lados que unen y con 4
y —y con —i, mientras que es negativo en los otros dos.

Las expresiones anteriores muestran también que las funciones zF),(z) estan
uniformemente acotadas en C. Por ejemplo, si Re z > 0 tenemos que |e” ™| < 1
y, como z varia en un compacto (uno de los lados de C) existe, de hecho,
un € > 0 tal que |[e™™| < 1 — ¢, luego también |(e=™*)2" 1| < 1 — ¢, luego
|(e=™)2" 1 — 1| > € y asf obtenemos una cota de cot 7iNz independiente de n.

Puesto que la funcion 1/z esta acotada en C, concluimos que las funciones
F,(z) estan uniformemente acotadas en C'y podemos aplicar el teorema de la
convergencia acotada de Lebesgue:

1< /ydz /idz /—idz /—”dz> 1( /ydz /idz>
-] =4+ == — 4+ Z)l==(-] =+ =
8 i Z vy ? PR —y Z 4 i Z gy ?
(e lo +7Li + ﬂ—lo ——}10
=1 gy + 5 5 gy ) | =—5logy.

Como consecuencia tenemos que 7%4(—1/7) = 712n?4(7). Antes hemos visto

que n%* es invariante por 7+ 7 + 1. Como la funcién A cumple también estos
dos hechos, vemos que la funcién f(7) = A(7)/n?*(7) es invariante por los dos

lim/ F,(2) dz:/ lim F,,(z) dz =
nJo c
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generadores del grupo modular, luego es, de hecho, invariante por todo el grupo.
Claramente es holomorfa en H y no se anula. Veamos su comportamiento en el
punto co. En primer lugar:

,,724(7_) — 62772'7' lo_oll(l _ 62n7r72'r)24 _ g>|<(e27ri'r)7
n=

o0
donde g*(2) = z [] (1—2")?* es holomorfa con un cero simple en z = 0. Adema4s
=1

ne
g*(z)/z toma el valor 1 en 0

Teniendo en cuenta la serie de Fourier de A, es claro que f es holomorfa
en co y f(oo) = (2m)!2. En definitiva, f es una funcién modular de grado 0
sin ceros. Esto solo puede ser si f es constante. Concretamente, ha de ser
f = (2m)'2. Con esto queda probada la formula de Jacobi:

Teorema 12.27 Para todo T € H se cumple

A(r) = (2m)126277 IO—OI (1 — e2nmimy24,

n=1

En las secciones siguientes veremos otras aplicaciones de la funcion 7.

12.6 Funciones modulares respecto a I'y(N)

En esta seccién mostraremos ejemplos de funciones modulares respecto a los
grupos I'o(N). Como aplicacion demostraremos algunos casos particulares de
las congruencias (10.5) sobre los coeficientes de la funcion de Klein.

Ya conocemos un ejemplo de funcién modular respecto de I'g(NNV), a saber,
la funcion jn(7) = j(N7). De hecho en 12.4 hemos visto que el cuerpo de las
funciones modulares respecto de I'g(IV) es C(j,jn). Mas atn, conocemos el
polinomio minimo de jx sobre C(j), dado por (12.1). En el caso particular en
que n es un primo p, dicho polinomio es

p—1
Fy.Y) = (Y =D IT (v =35 (52))-

b=0

Asi pues, la traza de j, es
. . p71 . b .
Tejp(r) = () + X3 (52) € CG)-

Definicion 12.28 Si p es un nimero primo, definimos la funcion

o) = 25 5 (52 = LTy~ sy )

- Pr=1
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Obviamente se trata de una funcién modular respecto de I'g(p). Su interés
radica en su serie de Fourier. Recordemos que

](T) — 6—27717' + Z C(n)e2nﬂ'l‘l”
n=0

luego
117—1 ') 5 ) b 1 o ) p—1 ) o
fp(T) = = Z Z c(n)e nmi(t+b)/p _ = Z C(n)eQnmr/p Ze nmib/p_
Pp=1n=-1 Pn=-1 b=1

Ahora usamos que

pi:l(e%rib/p)n _ { 0 sip f n,

= p sip|n.
Asi,
o0 .
fp(1) = 3 e(pn)e®™ ™.
n=0

Vamos a usar esta funcion para obtener las congruencias (10.5) para m = 1.
El caso general se obtiene aplicando repetidamente los argumentos que vamos
a emplear. De momento hacemos una disgresiéon que nos llevara a un método
general de construccion de funciones modulares.

Sea f una funciéon cuasimodular de grado 2k respecto a un subgrupo I’
de indice finito en LE(2,Z). Para comprobar si es meromorfa en un punto
parabolico s € Q U {oco} tomamos una transformacion g € LE(2,Z) tal que
sg = oo y estudiamos la serie de Fourier de g~ '|orf. Vamos a probar que
en realidad podemos tomar cualquier @ € LE(2,R) (que cumpla sa = o0), si
bien entonces el orden de la serie de Fourier que obtengamos no tendra por qué
coincidir con el orden de f en s.

En efecto, se comprueba inmediatamente que a~!|gy f es invariante por T'?,
y en particular tiene periodo h = [T : T% | = |T' : T's|. Suponemos que o~ *|o f
no tiene polos en un semiplano y que admite un desarrollo en serie de Fou-
rier (aorf)(7) = f*(e2™7/"), donde f*(z) es una funcién meromorfa en un
entorno de 0.

Tomemos, por otra parte, g € LE(2,Z) tal que sg = co. El hecho de que
a~ Yo f no tenga polos en un semiplano se traduce en que f no tiene polos
en un entorno (reducido) de s, y esto a su vez en que g~ !|oxf no tiene polos
en un semiplano. Consideramos su serie de Fourier (g~ |ox f)(7) = g*(e2™7/1).
Hemos de probar que ¢*(z) es meromorfa en 0.

1

Ahora, la matriz 8 = g~ "« fija a 0o, luego es de la forma

a 0
B(b w), a,bER,

luego 73 = a7 + ab. Consecuentemente:

g (™) = (g7 o) (1) = (Ba™ arf)(7) = (Blan(a™ " |ar)) ()
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1 1 . _ _
= —(a7 |k f)(a*r + ab) = — fr(e2miab/h2miTat/hy — g (2mira®/hy
donde ¢(z) = (1/a)f*(e*™/" %) es una funcion meromorfa en 0.

Vemos asi que la funcion g*(e2™7/") = ¢(e2”m2/h) tiene periodos h y h/a®.
Esto s6lo es posible si ambos son multiplos enteros de un mismo periodo t, es
decir, h = ut, h/a® = vt, donde u, v € N. Esto nos da un nuevo desarrollo
en serie de Fourier g*(e2™7/h) = ¢(e2™i7a/h) = 1(e2™7/t) donde 1)(z) es una
funcién holomorfa con una singularidad en 0.

Ahora bien, ¢(e2m7*/h) = ((e2™7%*/h)v) de donde se sigue inmediata-
mente que ¢(z) = ¥(z¥) y, por lo tanto, ¢ es meromorfa en 0. Igualmente,
g*(z) = ¥(2*), luego también ¢g* es meromorfa en 0, como habia que probar.

Observemos que el orden de f en s es u/v por el orden de la serie de Fourier
dada por a. Asi pues, aunque el orden de la serie no es necesariamente el de f,
al menos nos permite determinar si éste es mayor, menor o igual a 0.

Con ayuda de este hecho podemos extender el teorema 12.14:

Teorema 12.29 Sean T' y IV dos subgrupos de indice finito en LE(2,7Z) y sea
a € LE(2,R) tal que T'* C T. Si f es una funcion modular de grado 2k respecto
de T, entonces oo f es modular de grado 2k respecto de I'. Ademds oo f es
una forma modular o parabdlica si y sélo si lo es f.

DEMOSTRACION: El teorema 12.14 nos da que alax f es cuasimodular. Sélo
falta probar que es meromorfa en los puntos parabolicos de I'V. Ahora, bien, o
biyecta los puntos parabolicos de T' con los de I"®, que son los mismos que los
de T', a saber, los puntos de Q U {o0}.

Si s € QU {0}, llamamos s’ = sa € QU {0} y tomamos un g € LE(2,Z)
tal que s’g = oo. Como f es meromorfa en s', tenemos que g~ '|o f tiene un
desarrollo en serie de Fourier con coeficientes nulos por debajo de un cierto
indice. Ahora bien,

9 oS = (g7 a7 ) o f = B aw(alow f),

donde 8 = ag € LE(2,R) cumple s8 = sag = s’g = co. Por el argumento previo
al teorema, esto prueba que afsr f es meromorfa en s. Mas aun, podemos decir
que «gg f tiene un cero o un polo en s si y sblo si f lo tiene en s, de donde se
sigue la dltima parte del enunciado. L]

Veamos un caso particular:

Teorema 12.30 Si f es una funcion modular de grado 2k respecto al grupo
To(1) = LE(2,Z) y N > 0 es un ndmero natural, entonces fn(7) = f(NT) es
una funcion modular de grado 2k respecto a To(N). Ademds fn es una forma
modular o una forma parabdlica si y sdlo si lo es f.

DEMOSTRACION: Basta aplicar el teorema anterior con

az(—l/oﬁ Voﬁ>
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En efecto, si

entonces
o™ fa = ( 1/?/N _\({N ) ( - > ( fl/o\/ﬁ Voﬁ>
_ ( _dc ‘iVb ) € To(1).
Ademis,

(ala )(r) = F(=1/N7)(VNT)"2 = f(N7)(N7)? (N7) 2 N* = N* (V7).

Obviamente entonces, f(N7) también es una funcién modular respecto de
FO (N) . ]

Consideremos en particular el caso de la funcion A(NT). Se trata de una
forma parabélica respecto a I'g(N). Teniendo en cuenta que

A(T) _ (27T)12 §1T(n)e2ﬂm’7—7

vemos que
A(NT) = (2m)'2 3 7(n)e?™NmiT,
n=1

luego A(NT) tiene un cero de orden N en co. La funcion

o(r) = AA(](V;;)

es claramente una funcion modular (de grado 0) respecto a I'o(N) y tiene un
cero de orden N —1 en co. Ademés no tiene ceros ni polos finitos. Si suponemos
que N es primo, entonces el teorema 11.40 nos da que la superficie Xo(N) tiene
exactamente Vo, = 2 puntos parabolicos, luego ¢(7) tiene un anico cero de orden
N — 1y un tnico polo (en el otro punto parabdlico) también de orden N — 1.

Supongamos ademés que Xy (V) tiene género 0, lo cual sucede exactamente
para los primos N = 2,3,5,7,11,13. Una funcién meromorfa en una esfera con
un dnico cero y un tunico polo, ambos de orden N — 1 tiene obviamente una
raiz de orden N — 1, por lo que podemos definir (salvo una raiz de la unidad)
la funcion Y /¢(7), que genera todo el cuerpo de las funciones modulares (de
grado 0) respecto a I'o(N). Exceptuando el caso N = 11, tenemos una expresion
explicita para este generador:

Teorema 12.31 Consideremos uno de los primos p = 2,3,5,7,13. Entonces
el cuerpo de las funciones modulares de grado 0 respecto del grupo To(p) estd
generado por la funcion

donde r =24/(p —1).
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DEMOSTRACION: Segtun hemos observado, las funciones modulares respecto

de T'y(p) estan generadas por cualquier raiz p — 1-ésima de ¢(7) = A(p7)/A(7).
En términos de la funcion n de Dedekind es

or) = Tt — v (),

u
Observemos que hemos tenido que excluir p = 11 porque 11 — 1 = 10t 24.

Sabemos que la funcion ®(7) tiene un tnico 0 simple en co y un polo simple

en el otro punto parabolico de Xo(p). Es facil ver que ninguna funciéon de I'y(p)
transforma 0 en oo, luego ®(7) tiene su polo en 0.

Obtendremos las congruencias que buscamos expresando la funcién f, como
polinomio en ®. Usando dos veces la definicién de f, vemos que

@hMﬂ=%ﬂ@M4@ﬂ—§@Uﬂ=

. Loy =t o)+ Ligwzm — Lagr
:Z;Tr(jp)(pT)—;j](T)—fp(p )+p](p ) — —i(7),

D
luego

pfp(=1/p7) = j(7) + pfp(p7) + j(°7) = f*(*™7),

() =27 + 21+ F(2), (12.8)
donde F'(z) es holomorfa en 0 y su serie de Taylor tiene coeficientes enteros.

Por otra parte, segtn la definicion de 7(7) tenemos que

eQTriTpT/24 IO_OI (1 _ e2n7rip7')r

et i ﬁ 1— e27ri7'pn T o
@(7_) = —e LT ( _ ) g* (e TI'ZT)7
e2miT /24 ﬁ (1 — e2nmit)r it N e
n=1
donde

g R -
g*(Z) =z H (1 Zn) =z 1:[1(1+Z7L + - +Z"(p_1))7'.

Es facil ver que
g (2) = 2+ dp2® + dgz® + - -

donde los coeficientes d; son enteros. En otros términos, la serie de Fourier de
D(7) es

(I)(T) — 627\'1’7’ 4 Z:dn6271'i‘rn7 dn c7.
n=2
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El teorema 12.26 nos da la relacién

n(=1/7) _ (=ir)"Py(7) 1

PV = ) T Gy P n) ()
Definimos )
0() =201 pr) = i = ),
donde )
h*(z) = St H(z), (12.9)

y la funcion H(z) es holomorfa en 0, cumple H(0) = 1 y su serie de Taylor tiene
coeficientes enteros. Combinando (12.8) y (12.9) vemos que

pfp(=1/pr) — 97 (1) = Ko(e*™7),

donde Ky(z) tiene un polo en 0 de orden < p? — 1 y su serie de Laurent tiene
coeficientes enteros. Por consiguiente, existe b; € Z tal que

pfp(=1/pr) — P (1) = big? "1 (1) = Ky (e2™),

donde K;(z) tiene un polo en 0 de orden < p? — 2 y su serie de Laurent tiene
coeficientes enteros. Al cabo de p? pasos llegamos a una funcién

X(=1/p7) = pfp(=1/p7) =¥ (1) = by " — - = b y1(r) = Koy (€2™7),

donde K,2_1(z) es holomorfa en 0 y los coeficientes b, son enteros. Cambiando
T por —1/pT vemos que

X(T) = pfp(1) — (2@(1)F" — b (p/2®(r))7" "t — o — by 20 (7).

Esta funcion x(7) es modular respecto a I'g(p), es holomorfa en H y también
en oo, pues tanto ® como f, lo son. Por dltimo, sabemos que x(—1/p7) es
holomorfa en oo, lo que se traduce en que x(7) es también holomorfa en 0.
(Aqui usamos que para comprobar la holomorfia en 0 podemos llevarlo a co
mediante la funcién —1/p7, aunque no esté en LE(2,7Z).)

En conclusion y es una funcién modular sin polos, luego es constante. Te-
niendo en cuenta que ¢(co) = 0, la constante es concretamente x(oco) = pc(0).
Con esto tenemos:

Fo(7) = P2 Har®(7) + - + 4,2 @ (7)) + ¢(0).
Igualando los coeficientes de Fourier de ambos miembros vemos que
¢(pn) = 0 (méd p™/271), n > 0.

Teniendo en cuenta que r = 24/(p — 1), esto equivale a

c(2n) = 0 (méd 2'1),
c(3n) = 0 (méd 3°),
c(5n) = 0 (méd 5?),
¢(fn) = 0 (mdd 7).
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Notemos que para p = 13 se obtiene una congruencia trivial. De hecho, se
comprueba que 13 t ¢(13), por lo que no existen congruencias similares para
p = 13. Por el contrario, aunque nos hemos visto obligados a excluir el caso, lo
cierto es que también se da la congruencia ¢(11"n) =0 (méd 11™).

12.7 Funciones modulares respecto a ['(2)

Vamos a mostrar algunos ejemplos de funciones modulares respecto del grupo
I'(2). Entre ellas se encuentran las funciones e;(7), para i = 1,2,3. Recorde-
mos que en 10.33 hemos visto que son holomorfas en H. Ahora probamos que
son invariantes por I'(2). Llamemos p(z;7) a la funcion de Weierstrass del re-
ticulo (1,7),. De la propia definicién se sigue que, para una transformacion
unimodular arbitraria,

z  ar+b (et +d)?
P cr+d er+d

22

T Z (CT + d)2 _ (CT + d)2
(o2 (z —m(ar +b) —n(cr +d))2  (m(ar +b) +nlcr +d))2 )"
m,n)e
(m,n)7(0,0)
Como la transformacion es unimodular, (1,7), = (a7 + b, cT + d),, de donde
llegamos claramente a que

z ar+b 9
. _ d ..
o (o Trg) = e+ ol

Eligiendo adecuadamente los valores de z resulta:
ar+b\ 1 ar+b (e +d)? cr+d.
“Nerrd) =~ P\ 9 ara) 7 v 2 )

2(ar+b> _ p((ar+b)/2.a7+b):(CT_’_d)Qp(aT—&-b.T)’

ct+d ct+d Ter+d 2
(ar—i—b) (a+c)T+ (b+d) )

es T
cT+d

2 bl
La periodicidad de p permite reducir médulo 2 los coeficientes a, b, ¢, d, con
lo que los miembros derechos son de la forma (cr + d)%e;(7), pero el indice i
depende de la paridad de los coeficientes.
En particular, si la transformacion estd en I'(2) tenemos que a y d son
impares, mientras que b y ¢ son pares, y entonces las relaciones se reducen a

(et +d)%p (

b
e (i:id> = (er +d)%e(r), i=1,2,3.

Esto prueba que las funciones e; son cuasimodulares respecto de I'(2). Con-
viene observar la accién concreta de los generadores del grupo modular sobre
las funciones e;:

er(m+1)=ei(r), exr+1)=ves3(r), es(r+1)=ex(r),
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er(—1/7) = T262(7'), ea(—1/7) = 7'261(7'), es(—1/7) = 7'263(7').

Teorema 12.32 Las funciones e1(7), e2(7), es(T) son formas modulares de
grado 2 respecto del grupo T'(2).

DEMOSTRACION: Sélo nos falta comprobar que son holomorfas en los puntos
parabélicos. Calcular directamente las series de Fourier seria farragoso, asi que
lo comprobaremos indirectamente. Observemos que la menor traslacion en I'(2)
es 7 — 7 + 2, luego las series de Fourier son de la forma f*(e™7).

Sea s € QU {oo} un punto parabolico y tomemos h € LE(2,Z) de modo que
sh = co. Tenemos que ¢;(7) satisface la ecuacion

4e}(7) = g2()ei(r) — g3(1) =0,
luego también
4e}(th™") — ga(Th™Mes(th™") — gs(th™") = 0.
Multiplicando por j,-1(7)% llegamos a que
A(h™H2ei)? (1) = (B Haga) (1) (h ™ 2e:) (1) — (R ]sga) (1) = 0.
Pongamos que
(hHzea)(m) = f(e™7), (R ag2)(r) = g5(e™), (A" [6ga)(T) = g3(e™"),

donde g3(z) y g5(2) son funciones holomorfas en 0y f*(z) es holomorfa con una
singularidad en 0. Tenemos que, para z # 0,

A3 (2) = g3 (2) 1 (2) + g5 (2),

luego
B | Bl
Af*2(z)  4f3(2)

Basta probar que f*(z) est4 acotada en un entorno de 0, y sabemos que g3
y g3 lo estan. Si no fuera asi, podriamos tomar una sucesion {z,} convergente
a 0 de modo que f*(z,) tendiera a oo, con lo que la igualdad anterior nos daria
0=1. n

En la prueba del teorema anterior ha sido crucial que la ecuacién satisfe-
cha por las funciones e; fuera homogénea (de grado 6) respecto a los grados
de las funciones involucradas. Si nos restringimos a funciones de grado 0 no
necesitamos dicha homogeneidad, y podemos enunciar un resultado general:

Teorema 12.33 Sea I' un subgrupo de indice finito en LE(2,Z) y sea f una
funcion cuasimodular de grado 0 respecto de I' algebraica sobre el cuerpo de las
funciones modulares de grado 0 respecto de I'. Entonces f es modular respecto
deT.
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DEMOSTRACION: Sélo hay que probar que es meromorfa en los puntos pa-
rabolicos. Supongamos que

ST+ ana (1) )+ 4 ao(r) =0,

donde las funciones a;(7) son modulares respecto de I'. Sea s € QU {oo} un
punto parabdlico y g € LE(2,Z) tal que sg = co. Entonces

fUrg )+ ana(rg )" Hrg )+ 4ao(rgTh) =0,

o también

Sabemos que a;(Tg~') = a}(e*™7/"), para cierta funciéon a}(z) meromorfa
en 0. Las funciones a;(7g~!) no tienen polos en un cierto semiplano Im7 > r,
luego f(rg~') tampoco puede tenerlos (en un polo la igualdad serfa 1 = 0). Por
lo tanto f(7g~"') = f*(e2™7/"), para una cierta funcion f*(z) holomorfa en un
entorno reducido de 0.

Tenemos que

po (@) a(2)
f*(2) fr(z)

Sea k£ un natural mayor que el orden de cualquier polo en 0 de cualquiera de

las funciones a}(z). Entonces

Lo Fana) mag(z)
172 7))

Los numeradores estan acotados en un entorno de 0, luego la funcion 2% f*(z)
también ha de estarlo, o de lo contrario llegariamos de nuevo a que 1 = 0. Esto
prueba que f*(z) es meromorfa en 0, luego f(7) es meromorfa en s. "

Volviendo a las funciones e;(7), tenemos que cada g € I'(1) = LE(2,Z) las
permuta mediante e; — g~ !|ze;. En otros términos, tenemos un homomorfismo
de grupos p : ['(1) — Y feq,e0,e5}» CUya imagen contiene al menos las trasposi-
ciones (ez,e3) y (e1, e2) (las imdgenes de 7 +— 7+ 1y 7 — —1/72). Estas traspo-
siciones generan todo el grupo de permutaciones, luego p es un epimorfismo. Su
nticleo contiene a ['(2) y la formula (11.1) nos da que |[['(1) : ['(2)] = 6, luego el

niicleo es exactamente I'(2). En definitiva tenemos que T'(1)/T(2) = Sg¢, ¢y e5}-

Esta representacion nos permite calcular la accion de I'(1) sobre el cuerpo
K = Aop(T'(2)) de las funciones modulares de grado 0 respecto de I'(2). Nos
referimos a la accién p : I'(1) — G(K/k) dada por p(g)(f) = g~ |of, donde
k= Ao(I'(1)).

Ante todo, recordemos que Ag(T'(2)) y Ao(I'(1)) son los cuerpos de funciones
meromorfas de las superficies modulares X (2) y X (1), asi como que —segun el
teorema 11.32— el grado |['(1) : T'(2)| coincide con el grado de la aplicacion
natural ¢ : X(2) — X (1), que a su vez coincide con el grado de la extension de
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los cuerpos de funciones meromorfas. En resumen: |K : k| = 6. Si demostramos
que p es un epimorfismo, tendremos entonces que induce una representacion
I'(1)/T(2) = G(K/k). Para ello consideramos la funcién

_ei(T) —es(7)
M) = o et

Obviamente A € K y, dado que I'(1) permuta las formas e; de todas las
formas posibles, es claro que transforma a A en las seis funciones

A €1 — €3 1 A €1 — €y 1 €9 — €3 1 €3 — €9
62763, 63762’ A 617637 11— (317(227
A—1 es — e A es3 — e
A 63—617 A—1 62—61.

Asi pues, estas seis funciones son k-conjugadas de A y son distintas dos a dos
(o de lo contrario A serfa una funcion algebraica sobre C, luego seria constante,
y 10 es el caso). Concluimos que K = k(\) = C(j, A). Ademas, esto prueba que
I'(1) induce al menos seis automorfismos distintos, por lo que la representacion
p es un epimorfismo, como queriamos probar.

La funcién A tiene una interpretaciéon geométrica muy sencilla: para cada
7 € H, el valor A(7) cumple que la ecuacion de Legendre

Y2 =X(X—-1)(X - \7))

determina una curva eliptica de invariante j(7). En efecto, en principio sabemos
que una curva con invariante j(7) es la dada por la ecuacion de Weierstrass

Y2 =4(X —e1)(X —e)(X —e3).

Queremos otra con raices 0, 1 y A(7). El cambio de variables X’ = X — e3
nos da una curva isomorfa de ecuacién

Y2 = 4X(X — (61 — 63))(X — (62 — 63)).
Ahora hacemos X = (e5 — e3) X’ y obtenemos
Y2 =4(eg —e3)’ X(X — 1)(X — \(7)).

Finalmente, el cambio Y = /4(es — e3)3Y” (para una eleccion arbitraria de
la raiz cuadrada) nos da la ecuacion de Legendre que buscabamos.

Ahora, la observacion tras la definiciéon 2.15 nos da que

(A2 =X +1)?

=28
J N\ —1)2

Operando se obtiene el polinomio minimo de A sobre C(j), pero es mas
interesante esta expresion, pues muestra que C(j,\) = C()\), es decir, que el
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cuerpo de las funciones modulares de grado 0 respecto de I'(2) es simplemente

C(N).

Otros ejemplos de funciones modulares respecto de T'(2) son
\/Z = (271')67712 = i4(61 — 62)(61 — 63)(82 - 63),

que es una forma modular de grado 6, y

N V27 - 172843
N/

que es una funcién modular de grado 0.

El ejemplo siguiente nos da otra prueba de la modularidad de v'A que no de-
pende de los razonamientos anteriores, a la vez que nos proporciona un ejemplo
de funcién modular respecto de I'(3).

Ejemplo Teniendo en cuenta que

_1728g3  1728¢3 g 2T 1728¢5 27 -1728¢3
- A - (277)127]24’ J - A - (271.)1277247

podemos definir las funciones

12 V271728
j1/3 _ 92 1728 = 93.

ICLE (2m)5n'2
Ciertamente son holomorfas en H. Se comprueba inmediatamente que

1) =BT, 1) = ),

Vil +1) = 1728 = —+/j(1) — 1728, Vi()T) — 1728 = —/4j() — 1728.

Vamos a probar que j'/3 es modular respecto a I'(3) y v/j — 1728 es modular
respecto a I'(2). En efecto, las funciones f(7) = j%/3(7) y g(1) = \/j(7) — 1728
son linealmente independientes sobre C (o en caso contrario 7 — 7+ 1 actuaria
igual sobre ambas), luego el espacio vectorial V' = (f, g) tiene dimension 2. Si

llamamos I' = LE(2,Z) tenemos un homomorfismo ¢ : I' — AutV dado por
6(a)(f)(7) = f(ra).

La imagen es el subgrupo de Aut V' generado por los automorfismos que en
la base (f, g) tienen matrices

e~2mi/3 0 10
0o -1)° 0 -1 )"

La segunda es el cubo de la primera, luego la imagen es un grupo ciclico de
orden 6. Si llamamos N al ntcleo de ¢, tenemos que T’ /]y es un grupo abeliano
de 6 elementos. En particular, el subgrupo derivado de I" cumple IV < N.
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Por otra parte, I' estd generado por t(7) = 7+ 1y s(r) = —1/7, luego
también por ts y s, que tienen orden 3 y 2 respectivamente, luego /T’ tiene a
lo sumo 6 elementos, y concluimos que N = I".

~ Ahora es claro que los elementos de I que fijan a f forman el tnico subgrupo
I" < H <T de indice 3 en I', mientras que los elementos de I' que fijan a g
forman el tinico subgrupo I' < K < T de indice 2 en T

La formula (11.1) nos da que |T' : T'(2)| = 6, mientras que |T" : T'(3)| = 12.
Existen subgrupos I'(2) < K* < T y ['(3) < H* < T, normales en I y de indices
2 y 3 respectivamente (todo grupo de orden 12 tiene un subgrupo normal de
orden 4). El homomorfismo natural ' — (I'/H*) x (I'/K*) es claramente un
epimorfismo, luego su niicleo es IV = H* N K*, luego concluimos que H* = H,
K* = K y, por consiguiente, los elementos de I'(3) fijan a f y los de I'(2) fijan
ag.

Con esto hemos probado que f y g son cuasimodulares respecto a los grupos
correspondientes. La modularidad se sigue ahora del teorema 12.33. L]






Capitulo XIII
Multiplicaciéon compleja

Ahora vamos a estudiar mas profundamente las curvas elipticas con mul-
tiplicacién compleja, es decir, las curvas con endomorfismos distintos de las
multiplicaciones por enteros. Los hechos basicos sobre las multiplicaciones com-
plejas de una curva eliptica las discutimos en la seccién 10.3. Recordemos que
toda curva eliptica E//C es analiticamente isomorfa a un toro complejo C/R,
con R = (w1, wa),. Segin el teorema 10.20, la curva E/C tiene multiplicaciones
complejas si y solo si 7 = ws/wy pertenece a un cuerpo cuadratico imaginario
K. Puesto que podemos sustituir el reticulo R por (1,7),, vemos que toda
curva con multiplicacién compleja puede representarse como un toro complejo
determinado por un reticulo R contenido en un cuerpo cuadratico imaginario
K. Reciprocamente, si R es un reticulo en estas condiciones, toda curva eliptica
isomorfa al toro C/R tiene multiplicaciones complejas, y su anillo de endomor-
fismos es isomorfo al orden cuadratico

Op={a€ K |aR C R}.

Recordemos asi mismo que los reticulos contenidos en un cuerpo cuadratico
imaginario K son lo que en teoria de niimeros se llaman médulos completos de
K y Opg es lo que se llama el anillo de coeficientes del modulo R. Asi pues, el
objeto de este tema serd estudiar las curvas elipticas representables por toros
complejos determinados por los mdédulos de los cuerpos cuadraticos imaginarios.

13.1 Multiplicaciones ideales

Dos curvas elipticas asociadas a dos médulos completos de un cuerpo cuadra-
tico imaginario son isomorfas si y so6lo si los modulos son linealmente equivalentes
o, en el lenguaje de la teoria de ntmeros, similares. Por lo tanto, las clases de
isomorfia de curvas elipticas con un mismo anillo de multiplicaciones complejas
O se corresponden biunivocamente con las clases de similitud de médulos con
anillo de coeficientes O.

399
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Los modulos con anillo de coeficientes © tienen una estructura natural de
grupo dada por

(w1, wa2) (M1, M2) = (Win1, wan2, Win2, Wath) -

El conjunto de clases de similitud es precisamente el grupo cociente respecto
del subgrupo formado por los médulos similares a O. Es un grupo finito y su
orden se llama ntmero de clases de O. Toda clase de similitud admite como
representante a un ideal de O.

A partir de aqui vamos a suponer que O es el orden maximal de K. Todo
lo que sigue se generaliza sin dificultad a 6rdenes arbitrarios, pero sélo vamos a
necesitar este caso y las pruebas resultan técnicamente mas simples.

Consideremos una curva eliptica £/C cuyo anillo de endomorfismos sea iso-
morfo al orden maximal Ok de un cuerpo cuadratico imaginario K. Entonces
E puede representarse como un toro complejo C/R, donde R es un modulo
completo cuyo anillo de coeficientes es Og. Si T es cualquier otro moédulo
completo con el mismo anillo de coeficientes, podemos definir 7" * E como una
curva eliptica analiticamente isomorfa al toro complejo C/T~1R. (Enseguida
comprenderemos por qué tomamos el inverso de T'.)

Observemos que T * E so6lo esté definida salvo isomorfismo, y que, siempre
salvo isomorfismo, depende tinicamente de la clase de similitud de T" y de la clase
de isomorfia de E. Por ello no perdemos generalidad si en lugar de un moédulo
completo arbitrario 7' consideramos un ideal a de Og. En tal caso aR C R,
luego R C a~'R y tenemos un homomorfismo natural entre los toros complejos
C/Ry C/a"'R, que induce una isogenia a : E — a*E. (Esto explica el inverso
en la definicion de *.)

Hay que tener presente que, fijada una curva a x E, la isogenia a sélo esta
determinada salvo automorfismos de las dos curvas (pues depende de la eleccion
de los isomorfismos entre éstas y los toros complejos). La curva a x E sera
isomorfa a F si y so6lo si los médulos R y a~'R son similares, lo que equivale
a que el ideal a sea principal, digamos a = («). En tal caso podemos tomar
(a) * E = FE y como isogenia inducida por («) a la multiplicacion por «. Asi
pues, la nocién de “multiplicacion por ideales” que acabamos de definir extiende
a la de multiplicaciéon compleja, con la peculiaridad de que la multiplicacion por
un ideal no principal no es un endomorfismo, sino una isogenia con imagen en
otra curva.

Definimos
Ela] ={P € E | aP = O para todo « € a}.
Aqui aP ha de entenderse como la accién sobre P del endomorfismo de F
asociado a « a través del isomorfismo canénico dado por el teorema 10.21.

Al contrario que las definiciones anteriores, E[a] no depende de ninguna
eleccion arbitraria. Vamos a probar que es precisamente el niicleo de la multi-
plicacién por a.
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Fijemos isomorfismos ¢ : E — C/Ry 1 : ax E — C/a"'R. Llamemos
i: C/R — C/a~'R al homomorfismo natural dado por i([z]) = [z]. Entonces
la multiplicaciéon por a es la isogenia ¢ oo ~'. Tomemos un punto P € E y
sea ¢(P) = [z]. Tenemos que aP = O si y solo si 9 ~1(i([z])) = 0, si y sélo si
[2]=0en C/a 'R, siysolosizecalR,siysolosiazCR,siysolosiaze R
para todo « € a, si y sélo si a[z] = 0 para todo « € a, si y s6lo si aP = O para
todo « € a, siy sblo si P € Ela].

En particular, si @« € Ok, entonces E[a] es el nicleo de la multiplicacion
por a y si m € Z entonces E[m] en este sentido es el grupo que ya teniamos
definido.

Ahora vamos a calcular el orden de Fla]. Para ello observamos primera-
mente que no perdemos generalidad si suponemos que R es un ideal b de O-.
Claramente |E[a]| = [a~1b : b].

Para calcular este indice observamos que, en general, si t C s son ideales
fraccionales de K y t es un ideal de K, se cumple que |s : t| = |ts : tt|. En
efecto: podemos tomar un o € K* tal que at y as sean ideales de Ok . Es facil
ver que la multiplicacion por « induce isomorfismos de grupos s/t = (as)/(ar)
y ts/tc & (tas)/(tar), luego podemos suponer que t y s son ideales de Ok, en
cuyo caso |ts : tt] = N(tr)/ N(ts) = N(v)/N(s) = |s : t|.

Ahora es inmediato que |Efa]| = [a='b : b] = |b : ab| = |Ok : a| = N(a).
Mas ain, ahora es facil determinar la estructura de E[a]: Fijemos un punto
P € Ela] no nulo y consideremos la aplicacion O — Ela] dada por a — aP.
Obviamente es un homomorfismo de grupos y su ntcleo es a, luego ha de ser
Ela] = Ok /a (la suprayectividad se debe a que ambos grupos tienen el mismo
cardinal).

Resumimos en un teorema lo que hemos obtenido:

Teorema 13.1 Sea E/C una curva eliptica cuyo anillo de multiplicaciones
complejas sea el orden mazximal Ok de un cuerpo cuadrdtico imaginario K. Para
cada ideal a de Ok, la multiplicacion a : E — ax E tiene nicleo Ela] = Ok /a,
luego su grado es igual a N(a).

Ahora necesitamos un resultado auxiliar de algebra conmutativa:

Teorema 13.2 Sea D un dominio de Dedekind, sea a un ideal de D y sea
M un D-mddulo contenido en una extension del cuerpo de cocientes de D.
Entonces la aplicacion ¢ : a=*M — Homp(a, M) dada por ¢(x)(a) = ax es
un isomorfismo.

DEMOSTRACION: Es claro que ¢ esta bien definida y es un homomorfismo
de D-moédulos. Si ¢(x) = 0, entonces ax = 0 para todo « € a, lo que sblo puede
suceder si x = 0, luego ¢ es inyectiva.

Si f € Homp(a, M), para todos los «, 8 € a tenemos que

af(B) = flap) = Bf(a),
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luego © = a1 f(a) = B71f(B) € a='M es independiente del elemento o € a
con que se calcula y cumple

fle) = az = ¢(z)(a).
Asi pues, f = ¢(z), luego ¢ es suprayectiva. "

Recordemos que si una curva eliptica F/C tiene multiplicacion compleja,
entonces su invariante j(E) es un ntimero algebraico (teorema 10.24), luego en
su clase de isomorfia podemos encontrar un representante definido sobre A. En
particular, cada producto a *x E puede tomarse definido sobre A.

Teorema 13.3 Sea E/A una curva eliptica cuyo anillo de multiplicaciones
complejas sea el orden maximal Ox de un cuerpo cuadrdtico imaginario K.
Para cada 0 € G(A/Q) y cada ideal a de O se cumple:

(ax E)? =a x E°.
DEMOSTRACION: Consideremos una sucesion exacta
om A, on 0
"= 0% —a—0,

donde A es una aplicacion lineal determinada por una matriz m X n con co-
eficientes en Ok . (Tomamos un generador de a con n elementos y llevamos la
base canénica de O% a dichos generadores; como O es noetheriano, el nicleo
del epimorfismo asi construido es finitamente generado, luego podemos repetir
el proceso.) Por otra parte, si E = C/R, tenemos una sucesion exacta

0—R—C—F—0.

De ambas sucesiones obtenemos el diagrama siguiente, con todas las filas y
columnas exactas:

0

Hom(a, R)

Hom(a,C) —— Hom(a, E)

0 —— Hom(O%, R) — Hom(0%,C) —— Hom (0%, E)

0 —— Hom(O%, R) —— Hom (0%, C) —— Hom (0%, E)

(Aqui “Hom” siempre hace referencia a homomorfismos de Og-modulos.)
Claramente, para todo Ox-modulo M se cumple que Hom(O%, M) = M™,
mientras que el teorema anterior nos da los isomorfismos

Hom(a, R) = a 'R, Hom(a,C) = a 'C =C.
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Esto nos permite reescribir el diagrama anterior en la forma

0 0 0
0 a iR C Hom(a, E)
0 R” cn E" 0
0 R™ cm E™ 0

Notemos que las dos ultimas filas son obviamente exactas en E™ y E™ res-
pectivamente. Las aplicaciones de la ultima fila de flechas verticales estan de-
terminadas por la matriz traspuesta A*. En los dos primeros casos viendo a sus
entradas como numeros complejos, en el tercero viéndolas como endomorfismos
de E.

Llamemos H al niacleo del homomorfismo E” — E™. Del diagrama ante-
rior podemos extraer la sucesiéon exacta

0—a'R—C— H— R"/A'R".

El altimo homomorfismo se obtiene tomando una antiimagen en C", pasando
a C™ y tomando una antiimagen en R™. Una comprobacion rutinaria muestra
que esto siempre es posible, que la aplicacién resultante no depende de las
elecciones intermedias, que es un homomorfismo, asi como la exactitud de la
sucesion.

Tenemos que E™ es una variedad proyectiva regular. En particular es una va-
riedad analitica compleja. La aplicacion C — H C E™ es holomorfa, también
lo es el homomorfismo inducido C/a™'R — H C E™, asf como la composicién
de éste con un isomorfismo a* E = C/a"'R. En definitiva, tenemos una aplica-
cion holomorfa (que ademaés es un monomorfismo de grupos) ax £ — H C E™.
Llamemos V C H a la imagen.

Tanto a x ¥ como E™ son variedades proyectivas regulares, toda aplicacién
holomorfa entre variedades proyectivas regulares es una aplicaciéon regular, y
la imagen de una variedad proyectiva regular por una aplicacién regular es un
conjunto algebraico, luego V' es una variedad proyectiva (es irreducible porque
la aplicacion es biyectiva). Ademéas V' es un subgrupo de E", y las operaciones
algebraicas vienen dadas por funciones regulares. En particular las traslaciones
son isomorfismos (de variedades, no de grupos) y de aqui se sigue que V es
regular (pues ha de tener al menos un punto regular y cualquier otro es la
imagen de éste por una traslacion).

En definitiva, V' es una variedad proyectiva conformemente equivalente (luego
isomorfa en todos los sentidos) a a x E. Veamos ahora que V es abierta en H
respecto a la topologia compleja. En efecto, tomemos un entorno U de 0 en
C™ que no contenga ningun otro punto de R". Su antiimagen en C" es un
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entorno abierto de 0 y su imagen V' en E™ (que es abierta, porque las funciones
holomorfas lo son) cumple que V =V’ N H. En efecto si P € V' N H, podemos
tomarle una antiimagen en C" que esté en la antiimagen de U, tomamos su
imagen en U y, entonces, el Gnico elemento de R™ al que podemos llegar es el
0, luego P est4 en el nticleo del homomorfismo H — R™/A'R", que es V.

Reciprocamente, si P € V, tomamos una antiimagen z € C™ y su imagen
z' € C™, y se cumple que, de hecho, 2/ € R™. Mas atun, el hecho de que P esté
en V significa que 2’ es la imagen de un w € R™. Si restamos a z la imagen de
w en C" obtenemos otro z con el que calcular la imagen de P, pero ahora su
imagen en C" es 0, luego esta en U, luego z esta en la antiimagen de U, luego
PeV.

Con esto tenemos que V' es abierto y cerrado en H, y es conexo, pues es una
curva proyectiva, luego V' es la componente conexa del elemento neutro (viendo
a H como grupo topologico). El cociente H/V es isomorfo a un subgrupo
del grupo numerable R™/A'R"™, luego H es unién disjunta de una cantidad
numerable de componentes conexas isomorfas a V. En realidad sélo puede
haber una cantidad finita de ellas, pues si fueran infinitas tendrian un punto de
acumulacion en el compacto E™ (fuera de H, pues cada componente es abierta
y cerrada en H), pero entonces la aplicacion E™ — E™ tendria que anularse
fuera de su nicleo, lo cual es absurdo.

Asi pues, H es unioén de un namero finito de curvas disjuntas isomorfas a V.
Dichas curvas han de ser las componentes irreducibles del conjunto algebraico
H, luego V' puede caracterizarse como la componente irreducible de H a la que
pertenece el elemento neutro.

Tratemos de entender lo que hemos obtenido: en principio, la construccién
de la curva a x E es analitica, pues requiere tomar un toro complejo C/R ana-
liticamente isomorfo a FE, pasar al toro C/a"'R y tomar una curva eliptica
analiticamente isomorfa a este segundo toro. Lo que acabamos de probar es que
existe una forma alternativa de construir ax E, mas técnica, pero completamente
algebraica. Concretamente, para construir a* E obtenemos una matriz A a par-
tir del ideal a. La obtencion de A es algebraica y asi, si tomamos o € G(A/Q),
para el ideal a“ sirve la matriz A?.

A partir de la matriz A construimos la aplicacion ¢ : E™ — E™ que
resulta de interpretar las entradas de A como multiplicaciones complejas de
E. La aplicacion entre las curvas (E?)™ — (E?)" determinada por A% es
precisamente ¢, en el sentido usual. Ahora tomamos su niucleo H (y observamos
que el nicleo de la aplicaciéon conjugada es H?), y dentro de H consideramos
la componente irreducible V' que contiene al elemento neutro (que en H? sera
V7). Lo que hemos demostrado es que podemos tomar ax E = V', luego también
a’ x £7 = V7 y esto prueba el teorema. n

Consideremos ahora una curva eliptica compleja E/A cuyo anillo de multi-
plicaciones sea el orden maximal Ok de un cuerpo cuadratico imaginario K. Si
o € G(A/K), entonces E? es una curva eliptica con el mismo anillo de multipli-
caciones complejas que E. La clase de isomorfia de E se corresponde con una
clase de ideales C' del grupo de clases Hy de K, y la clase de E? se corresponde
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con otra clase C’. Si llamamos F(0) = CC’~!, entonces tenemos definida una
aplicacion
F:GA/K) — Hg

con la propiedad de que E° = F (o) * E para todo 0 € G(A/K).

En principio podriamos haber definido F sobre G(A/Q) (no hemos usado en
ningtin momento que los automorfismos considerados fijen a K), pero vamos a
ver que, definida sobre G(A/K), la aplicacion F no depende de E. En efecto:

Teorema 13.4 Si K es un cuerpo cuadrdtico imaginario, existe un unico ho-
momorfismo de grupos F: G(A/K) — Hy que cumple

E° =F(0)+E

para todo o € G(A/K) y toda curva eliptica E/A con anillo de multiplicaciones
complejas O .

DEMOSTRACION: Hemos probado que, fijada una curva E, existe una apli-
cacion F' que cumple lo pedido para todo o. Veamos que es independiente de F.
Para ello tomamos dos curvas elipticas E1/A y Es/A con anillo de multiplica-
ciones complejas O y llamamos F} y F5 a las aplicaciones asociadas a cada una
de ellas. Existe un ideal a de Ok tal que F5 = a* E;. Para cada 0 € G(A/K),
tenemos que

([a] * B1)° = ES = Fy(0) % By = Fy(0) * (a % Ey) = (Fa(o)[a]F1 (o)) x EY.

Por el teorema anterior el término de la izquierda es [a]? x EY = [a] * EY,
luego
[a] = Fa(0)[a]F1(0) ",

y concluimos que Fj(c) = F5(0). Ahora es facil ver que se trata de un homo-
morfismo de grupos (notemos que en el razonamiento siguiente estamos usando
que la F' para F es la misma que la F' para F(o) x E):

FloT)x E=E°" =(F(o)*E)" =F(1)* (F(0)*« E) = (F(o)F(1)) x E,

de donde podemos concluir que F(o7) = F(0)F (7).
]

Terminamos la seccién con algunos resultados sobre reducciéon de isogenias.
En general, puede demostrarse que si ¢ : £ — E’ es una isogenia entre dos
curvas elipticas definidas sobre un cuerpo numérico K y p es un primo no ar-
quimediano de K donde ambas tienen buena reduccién, entonces la isogenia
reducida ¢ : E —» E’ tiene el mismo grado que ¢. No obstante, la prucba es
complicada y aqui nos limitaremos a demostrar algunos casos particulares.

Teorema 13.5 Sea E/K una curva eliptica definida sobre un cuerpo numérico
K y sea p un primo no arquimediano de K donde E tenga buena reduccion.
Entonces, para cada isogenia ¢ € End(E) se cumple grad ¢ = grad ¢.
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DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que si F es una curva eliptica
arbitraria y ¢ € End(E)\ Z, entonces la isogenia dual ¢ es la tnica 1 € End(E)
que conmuta con ¢ y es raiz del mismo polinomio ménico de grado 2 con coefi-
cientes enteros.

Ciertamente gg cumple estas propiedades y si 1 # ¢ las cumple, entonces ¢
y ¥ generan un cuerpo K en el anillo de division Q ® End(FE). Dicho cuerpo
ha de contener a ¢~! = (grad (b)_lé, luego también a qg, pero entonces Y y é
son rafces de un mismo polinomio irreducible sobre Q con raiz ¢, luego ha de

ser Y = ¢.

En las hipotesis del teorema, es claro que ¢ cumple las condiciones anteriores

respecto de gZA), luego ha de ser ngS = q~5 En consecuencia, si llamamos m = grad ¢,
tenemos que

m == ¢$= 4o,
luego grad¢~5 = m. (Notemos que m = m porque la reduccion es un homomor-
fismo de anillos). "

Teorema 13.6 Sea ¢ : By —> FEs una isogenia definida sobre un cuerpo nu-
mérico K entre dos curvas elipticas definidas sobre K y sea p un primo de
K en el que ambas curvas tengan buena reduccion. Sea p la caracteristica del
cuerpo de restos. Si p { grad ¢, entonces la reduccion ¢ : E, — Ey cumple
grad ¢ = grad ¢.

DEMOSTRACION: Si H es el nicleo de ¢, el teorema 6.19 nos da que la re-
duccién es inyectiva sobre ¢, luego el niicleo de ¢ contiene un subgrupo isomorfo
a H, lo que demuestra que grad ¢ | grad ¢.

Tomando m = grad ¢ = grad <Z>,~tenemos que qboqAS = m, con lo que quqB =m.

Por consiguiente (grad (;NS)(grad ¢?) = m?. Puesto que m | gradgy m | grad o,

ha de ser m = grad ¢. n

13.2 El cuerpo de clases de Hilbert

En esta seccion demostraremos que si E/C es una curva eliptica cuyo anillo
de multiplicaciones complejas es el orden maximal O de un cuerpo cuadratico
imaginario K, entonces el cuerpo K (j(F)) es el cuerpo de clases de Hilbert de
K, es decir, la maxima extension abeliana no ramificada de K. Empezamos
demostrando que la extensiéon es abeliana:

Teorema 13.7 Sea E/C una curva eliptica cuyo anillo de multiplicaciones
complejas sea el orden mazximal Ox de un cuerpo cuadrdtico imaginario K.
Entonces la extension K(j(F))/K es abeliana.

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que E esta defi-
nida sobre A. Consideramos el homomorfismo F : G(A/K) — Hx dado por
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el teorema 13.4. Su nucleo es un subgrupo normal de G(A/K) de indice finito,
luego es de la forma G(A/H), para cierta extension normal H de K, que sera
abeliana, pues G(H/K) es isomorfo a un subgrupo del grupo de clases Hx.
Tenemos que un automorfismo o € G(A/K) cumple 0 € G(A/H) si y sélo
si F(o) =1, siysolosi EC 2 E, siy solosij(E) =j(E?) =j(FE),sly solo si
o € G(A/K((E)).
Asipues, G(A/H) = G(A/K(j(E))) y, por consiguiente, H = K(j(E)). =

Segun hemos visto en la demostraciéon del teorema anterior, a partir de aqui
podemos considerar el monomorfismo

F:G(H/K) — Hg,

donde H = K(j(E)) (y E es cualquier curva eliptica cuyo anillo de multipli-
caciones complejas sea O, pues todos los invariantes j(E) generan el mismo
cuerpo H).

El conjunto de clases de isomorfia de curvas elipticas con anillo de multi-
plicaciones complejas O es finito. Tomemos un conjunto de representantes
FEy, ..., Ep. Sea L una extension finita de K tal que todas las curvas F; estén
definidas sobre L. Méas atn, podemos tomarlo de forma que toda isogenia entre
dos curvas E; esté definida sobre L. Ello se debe a que los anillos Hom(FE;, E;)
son Z-modulos finitamente generados, luego basta asegurar que la condiciéon se
cumpla para un namero finito de isogenias.

Llamamos S al conjunto finito formado por los primos siguientes:
a) Los primos que se ramifican en L.

b) Los primos tales que alguna curva E; tiene mala reduccion en uno de sus
divisores en L.

¢) Los divisores de uno de los ntumeros Né(](EL) — j(Fk)), para i # k.

Observemos que las normas que aparecen en la propiedad c¢) son ndimeros
enteros, porque sabemos que los invariantes j(E;) son enteros algebraicos. Por
simplicidad podemos anadir a S los primos 2 y 3.

Fijemos ahora un primo p ¢ S y supongamos ademés que se escinde en K,
digamos p = pp’.

La clase de ideales [p]~! contiene infinitos primos. Tomemos uno q tal que
N(q) # p. Entonces pq = («), para cierto a € Ok. Consideremos las aplicacio-
nes dadas por el esquema siguiente:

C/R——C/p'R——=C/aR—-=C/R

. |

E———>p+E - E

Aqui R es un modulo completo de K tal que C/R es isomorfo a E, la
primera flecha horizontal es la aplicacion natural [z] — [z], que se corresponde
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a través de los isomorfismos verticales con la multiplicacion por p. La segunda
flecha horizontal es también la aplicacién natural [2] ~ [2] entre C/p~IR y
C/q 'p 'R = C/aR. Este toro es isomorfo a C/R a través de la multiplicacion
por «, luego podemos tomar como q * p * E la propia curva F.

Al componer toda la fila horizontal obtenemos la aplicacion [z] — [az], luego
la fila vertical es la multiplicacién compleja p o q = .

Sea P un divisor de p en L. Si tomamos ecuaciones de Weierstrass para F
y p * F minimales en 3, entonces ambas curvas tienen buena reduccién en P
(notemos que p * E es una FE;). Los dos ultimos teoremas de la seccion anterior
garantizan que

grad@ = grada = Ng(a), gradq = gradq = Ng(q)7

y, teniendo en cuenta que el grado de la composicion es el producto de los grados,
también se ha de cumplir que

gradp = gradp = p.
Una diferencial de primera clase de E es

dz
W= _——,
2y 4+ a1x + as

donde a1 y as son los coeficientes de la ecuacion de Weierstrass. Sabemos que

a(w) = d(aoz) = aw
2(aoy)+ai(aox)+as '

Aqui, a oz y ooy son funciones racionales en x e y, y

d(ao )

dlaox) = 7
x

dx

puede calcularse por las reglas usuales de derivaciéon, teniendo en cuenta que,
por la ecuacién de Weierstrass,

@_ 322 + 2ap2 + ay — a1y — az

de 2y 4+ a1x
Sin mas que aplicar estas operaciones se llega a una expresion de la forma

d
y

donde F' es una funcién racional con coeficientes en Oy. La igualdad equivale
a que yF(z,y) = a, lo cual a su vez se reduce a que cierto polinomio esté en
el ideal que define a E. Todos estos pasos pueden seguirse igualmente para la
curva E, y el resultado es que G(0) = G = 0, pues a € p C P.

Segun el teorema 1.19, esto significa que la isogenia & no es separable, pero
q st que lo es, ya que su grado es primo con p. Por consiguiente, ha de ser p la
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reduccion inseparable y, como su grado es p, el teorema 1.22 implica que p es
precisamente la aplicaciéon de Frobenius de grado p.

Concluimos que la curva pf*\f? es isomorfa a la curva de Frobenius de E,
luego su invariante es j(p x E) = j(E)P. Equivalentemente:

i(p* E) = j(E)? (méd B).
Consideramos ahora el cuerpo H = K(j(E)) C L y el simbolo de Artin

o= (H{JK) € G(H/K).

Si P’ es el primo de H que divide a 3, se cumple que
J(B) = j(E)NF) = j(E)” (méd B').
Por consiguiente
i(p* E) = j(E)” = j(E7) = j(F(0) * E) (méd E).

Las curvas p x E'y F(o) *x E son isomorfas a dos de las curvas E;, luego la
condicion c¢) en la definicion del conjunto S implica que la congruencia ha de

ser una igualdad:
J(px E)=j(F(o)* E).

Asi pues, px E = F(o) *x E y esto implica que F(c) = [p]. El teorema
siguiente recoge lo que hemos obtenido:

Teorema 13.8 Sea E/C una curva eliptica cuyo anillo de multiplicaciones
complejas sea el orden mazimal Ox de un cuerpo cuadrdtico imaginario K y
sea H=K(j(F)). Entonces, para todos los primos p de grado 1 de K salvo un
numero finito de ellos, se cumple que

(1)

Vamos a afinar considerablemente este resultado. Sea A el discriminante de
la extension H/K, de modo que el homomorfismo de Artin esta definido sobre el
grupo I(A) de los ideales fraccionales de K primos con A. Vamos a demostrar
que para todo a € I(A) se cumple

F(H/K> ~ [d].

a

Sea f el conductor de la extension H/K. Se trata de un ideal’ de O tal que
el subgrupo

P ={(@)/(8) | a, B € O, (aB,A) = 1,0 = (méd f)}

L1En principio podria contener factores primos arquimedianos, pero no es el caso porque K
no tiene divisores primos reales.
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esta contenido en el niicleo del homomorfismo de Artin. La clase de a en I(A)/P;
contiene infinitos primos de grado 1. Podemos tomar uno p para el que se cumpla
el teorema anterior. Entonces v = o/ tal que () € P; y a = (y)p. Se cumple

T ) o) e

Llamemos N < I(A) al nicleo del homomorfismo de Artin, es decir, al grupo
de clases de H sobre K. Sip es un ideal primo de K tal que p { A, tenemos que

peN@(H{JK> =1<:>F(}12/JK> = [p] =1 < p es principal.

Asi pues, salvo a lo sumo para un nimero finito de primos (los divisores de
A) tenemos que p € N siy solo si p estd en el grupo de los ideales fraccionales
principales de K, que es precisamente el grupo de clases del cuerpo de clases
de Hilbert de K. Si dos grupos de ideales contienen casi los mismos primos,
entonces determinan el mismo cuerpo de clases, luego podemos concluir que H
es el cuerpo de clases de Hilbert de K. El teorema siguiente recoge este hecho
y otras consecuencias sencillas:

Teorema 13.9 Sea E/C una curva eliptica cuyo anillo de multiplicaciones
complejas sea el orden mazximal O de un cuerpo cuadrdtico imaginario K.
Llamemos hx al nimero de clases de K. Entonces

a) K(j(E)) es el cuerpo de clases de Hilbert de K.
b) 1QUI(E)) : Ql = [K(§(E)) : K| = hk.
¢) Para todo ideal a de O se cumple

K(G(E))/KY, . ,
(FEEE i) = stas B,
d) Si Ey,...,E} son un sistema completo de representantes de las clases de
isomorfia de curvas elipticas con anillo de multiplicaciones complejas O,
entonces j(E1),...,j(ER) son los conjugados de j(E) sobre K (y también

sobre Q).

DEMOSTRACION: Ya tenemos probado a). La segunda igualdad en b) es
consecuencia inmediata de a). Respecto a la primera, es obvio que

hie = |K((E)) : K| < |Q((E)) : Ql,

y la desigualdad contraria la conociamos ya (ver la nota tras el teorema 10.24).
Como consecuencia de a), ahora sabemos que el discriminante de la extension
K(j(E))/K es A = 1, luego el isomorfismo de Artin esta definido sobre todo el
grupo de clases Hy, y hemos probado que es el inverso de F'. La propiedad c)
es equivalente a la propiedad que define a F'. Por ultimo toda F; es de la forma,
ax FE, para cierto ideal a, luego d) es consecuencia de ¢). "
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Ejemplo Vamos a calcular el cuerpo de clases de Hilbert de K = Q(v/—5).
El nimero de clases es h = 2 y un ideal no principal es

p=(21+vV=5)=(2,1+V-5),.

El teorema anterior nos da que el cuerpo de clases H esté generado sobre K
por el par de nimeros conjugados

§(V/=5) ~ 1264538.9094751405 . . .

i (14“;/?5> ~ —538.9094751405 . . .

Las aproximaciones se calculan analiticamente. Calculando la suma y el
producto obtenemos el polinomio minimo de j(v/—5 ), que resulta ser

X2 —1264000X — 681472000
Calculando sus raices obtenemos el valor exacto
Jj(v—=5) = 632000 + 282880V/5.

Ahora es inmediato que H = K(v/5) = Q(v/=5,v/5). "

El procedimiento del ejemplo anterior se puede usar para calcular facilmente
el cuerpo de clases de Hilbert de cualquier cuerpo cuadratico imaginario a partir
de un conjunto de representantes del grupo de clases.

13.3 La maxima extension abeliana

En esta seccion veremos como obtener la maxima extension abeliana de un
cuerpo cuadratico imaginario K a partir de una curva eliptica F/C con anillo de
multiplicaciones complejas O . Dicha extension esté relacionada con los puntos
de torsion de FE, tal y como muestra el teorema siguiente:

Teorema 13.10 Sea E/C una curva eliptica cuyo anillo de multiplicaciones
complejas sea el orden maximal Ok de un cuerpo cuadrdtico K. Consideremos
una ecuacion de Weierstrass para E con coeficientes en H = K(j(E)). En-
tonces, el cuerpo L = K(j(E), Etor) que resulta de adjuntar o K el invariante
J(E) y las coordenadas (afines) de los puntos de torsion (no nulos) de E es una
extension abeliana de H.

DEMOSTRACION: Para cada m > 1, sea L,, = K(j(E), E[m]) = H(E[m]) la
extension de H generada por las coordenadas de los puntos (no nulos) de E[m)].
Consideremos el monomorfismo de grupos

p:G(Ly,/H) — Aut(E[m])
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dada por p(¢)(T) = T°. En principio, p(o) es un automorfismo de E[m] visto
como grupo abeliano, pero ademas se cumple que

plo)(aT) = (aT)” = a”T? = aT? = ap(o)(T),

luego p(o) es un automorfismo de O /(m)-modulos.

Fijemos un punto P € E[m|. Segun el teorema 13.1 (ver las observaciones
precedentes), la aplicacion [o] — «P determina un isomorfismo Ok /(m) = E[m]
(claramente un isomorfismo de Ok /(m)-moédulos), luego E[m] es un Ok /(m)-
modulo libre de rango 1 y su grupo de automorfismos es isomorfo al grupo
abeliano F[m]. Asi pues, p inyecta G(L,,/H) en un subgrupo de E[m], lo que
prueba que la extension L,,/H es abeliana, para todo m y, por consiguiente, L
también lo es. L]

En las condiciones del teorema anterior, no es cierto en general que el cuerpo
L sea una extension abeliana de K. Para conseguir extensiones abelianas de K
tendremos que “manipular” levemente las coordenadas de los puntos de torsion.
Dicha manipulaciéon es muy simple, pero antes de describirla vamos a demostrar
algunos resultados previos que necesitaremos para justificar que, ciertamente,
nos lleva a la méxima extensioén abeliana de K.

Teorema 13.11 Sea E/L una curva eliptica definida sobre un cuerpo numérico
L y cuyo anillo de multiplicaciones complejas sea el orden maximal O de un
cuerpo cuadrdtico imaginario K. Sea B un ideal primo de L en el que E tenga
buena reduccion. Si una isogenia vy € End(E) conmuta con todas las isogenias
de la imagen de la reduccion End(E) — End(E), entonces y estd en dicha
imagen.

DEMOSTRACION: Segun el teorema 3.35, el anillo End(E) es un orden
cuadratico o bien un orden en un &lgebra de cuaternios. Si es un orden cua-
dratico no hay nada que probar porque, como Qg es maximal, la reduccién de
isogenias ha de ser un isomorfismo. Supongamos, pues, que es un orden en un
algebra de cuaternios A. Si identificamos a Ok con la imagen de la reducciéon
de isogenias, entonces tenemos que K C A. Pongamos que K = Q(\/&) y lla-
memos o = vd. De la demostracion del teorema 3.34 se sigue que podemos
encontrar 8 € A de modo que

A=(La,pab)y, o, % (af)?€Q, af=—pa.

La isogenia del enunciado sera de la forma v = a + ba + ¢ + daf y ha de
cumplir oy = ya. Operando se concluye facilmente que esto sblo es posible
sic=d =0, con lo que v € K. Ademas, todo endomorfismo es raiz de un
polinomio monico con coeficientes enteros, luego v € Ok n

Como aplicacion demostramos el teorema siguiente:

Teorema 13.12 Sea K un cuerpo cuadrdtico imaginario, sea H su cuerpo de
clases de Hilbert y sea E/H una curva eliptica cuyo anillo de multiplicaciones
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complejas sea el orden maximal O . Para todo primo p de grado 1 en K salvo
a lo sumo un numero finito de ellos, si llamamos

- (%)

existe una isogenia A : E — E°? de grado p = N(p) definida sobre una extension
L de H cuya reduccion mddulo cualquier divisor 3 de p en L es la aplicacion
de Frobenius de grado p.

DEMOSTRACION: Sea S el conjunto finito de primos de K que hemos consi-
derado en la prueba del teorema 13.8. Alli hemos visto que si p ¢ S la isogenia
p: E — Exp tiene grado p y su reduccion modulo P es puramente inseparable
de grado p.

Por otra parte, sabemos que E x p = E? y, de hecho, podemos suponer
la igualdad (pues E x p solo esta definido salvo isomorfismo). La reduccion se
descompone como

Bt B0 < Fo,

donde ¢ es la aplicacion de Frobenius y € es un isomorfismo. Ahora bien,
o moédulo P es el automorfismo de Frobenius, luego E7 = E® y € es un
automorfismo de E°. Basta probar que € = ¢y, para cierto automorfismo ¢y de
E7, pues entonces la isogenia buscada sera A = p o ey ! Notemos que si € = &,
automéaticamente €; es un automorfismo, pues la reducciéon conserva el grado
(teorema 13.5). Por el teorema anterior basta ver que ¢ conmuta con todas las
reducciones.

Observemos, en general, que si f : V' — W es una aplicacién racional entre
dos curvas definidas sobre un cuerpo de caracteristica prima p y ¢v, ¢y son las
respectivas aplicaciones de Frobenius de grado p, entonces f7 : V(®) — W),
donde o es el automorfismo de Frobenius y se cumple la relacion fogy = ¢y ofe.
La comprobacion es inmediata.

Un endomorfismo arbitrario de E viene determinado por un a € Og. Si
aplicamos la observacion anterior a &, vemos que &o¢ = doa® = pod. Notemos
que la a de los dos primeros términos es un endomorfismo de E, mientras que
la tltima es un endomorfismo de E?. Ahora calculamos:

pocoa=poa=poa=aop==aopoe=¢odoe.
Aqui hemos usado el teorema 10.22. Como ¢ es biyectiva esto implica que
€oa = @ o€, como tenfamos que probar. =

Si el ideal p es principal podemos decir més:

Teorema 13.13 Sea K un cuerpo cuadrdtico imaginario, sea H su cuerpo de
clases de Hilbert y E/H una curva eliptica cuyo anillo de multiplicaciones com-
plejas sea el orden maximal O . Para cada ideal principal primo p de grado 1
en K, salvo a lo sumo un niumero finito de ellos, existe un unico ® € Ok tal
que p = (m) y la multiplicacion por m se reduce a la aplicacion de Frobenius de
grado p = N(p).
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DEMOSTRACION: Como ahora p es principal, en el teorema anterior tenemos
o =1, por lo que X es la multiplicaciéon por un m € Ok esté definido sobre H
(teorema 10.25). Es claro entonces que podemos tomar L = H.

La norma de 7 es el grado de la multiplicacion por 7, que es p, luego 7 genera
el ideal p o bien su conjugado. Ahora bien, en la prueba del teorema 13.8 hemos
visto (para una multiplicacién compleja arbitraria o) que si @ es una diferencial
invariante en E, entonces 7(@) = 7w, y esta forma diferencial ha de ser nula
porque 7 es la aplicacion de Frobenius, luego es inseparable. Asi pues, 7 =0y,
por consiguiente, 7 € PN K = p, luego p = ().

La unicidad se debe a que la reduccion de isogenias es inyectiva. "

Ahora ya podemos volver al problema de describir la maxima extension
abeliana de un cuerpo cuadratico imaginario K. Dada una curva eliptica E/C,
una funcion de Weber para E es cualquier funcion regular h € C(E) con la
propiedad de que para cada par de puntos P, @ € E se cumpla que h(P) = h(Q)
si y solo si existe un automorfismo a de E tal que a(P) = Q.

Es facil ver que toda curva E//C tiene una funcion de Weber. Si
V2 =4X° — 92X — g3

es una ecuacion de Weierstrass de E/C, entonces una funcion de Weber viene
dada por

2?2 si g3=0,
23 si gp=0.

z  sigags #0,
h =
En efecto, si gogs # 0 (o, equivalentemente, si j # 0, 1728) entonces los
unicos automorfismos de E son £1, donde —(X,Y) = (X, -Y) luego h = x es

una funciéon de Weber.

Si g3 = 0 (o, equivalentemente, j = 1728) el anillo de multiplicaciones
complejas es Z[i], los automorfismos son +1, +i, donde ¢(X,Y) = (- X,Y), y

es facil ver que podemos tomar como funcién de Weber h = z2.

Si g2 = 0 (o, equivalentemente, j = 0) el anillo de multiplicaciones complejas
es Z[p], donde p*> = 1, el grupo de automorfismos estd generado por —p y
—p(X,Y) = (pX,-Y), con lo que es facil comprobar que una funcion de Weber
es h = z5.

Aunque éstas son las funciones de Weber mas simples, vamos a complicarlas
ligeramente a cambio de hacerlas independientes de elecciones arbitrarias:

Definiciéon 13.14 Sea E/C una curva eliptica compleja dada por una ecuacion
de Weierstrass Y2 = X2 — g, X — g3. Definimos la funcion de Weber de E como
la funcion h € C(E) dada por

9293 i j+£0, 1728,
A
92

h = Z"’ﬁ sij=1728,
23 sij=o.

A
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Esta funcion h no depende de la ecuacion de Weierstrass considerada, pues
las coordenadas relativas a dos ecuaciones de Weierstrass estéan relacionadas en
la forma x = u?z’, y = w3y, para cierto u € C*, y los coeficientes se transforman
segun las relaciones

g2 = u4gé, gs = u6gé7 A= ’U/IQAI,

de donde se sigue inmediatamente que ambas ecuaciones dan lugar a la misma
funcién de Weber.

Notemos que si E esta definida sobre un cuerpo L, entonces h € L(E).

Recordemos que si m es un ideal de un cuerpo cuadratico imaginario K,
entonces el cuerpo de clases radial de K moédulo m es el cuerpo de clases que
tiene por grupo de clases al grupo

Puo={(a)/(B) € I(m) ]| v, B € Ok, (af,m) =1, a =/ (mbéd m)}.

Teorema 13.15 Sea K un cuerpo cuadrdtico imaginario, sea H su cuerpo de
clases de Hilbert, sea E/H una curva eliptica cuyo anillo de multiplicaciones
complejas sea O y sea h € H(E) la funcion de Weber de E. Para cada ideal
m de O, el cuerpo de clases radial de K mddulo m es K(j(F), h[E[m]]).

DEMOSTRACION: Sea Lo = K(j(FE), h[E[m]]). Aqui hay que entender que
h(O) = oo no se considera a la hora de calcular Ly. Sea A el cuerpo de clases
radial de K moédulo m y llamemos L a la menor extensiéon normal de K que
contiene a Ly. Vamos a probar que L = A. Esto implicara en particular que la
extension L/K es abeliana, luego Lo/K también lo sera, luego tendremos que
Ly =L = Ay el teorema quedara probado.

El teorema 13.9 nos da que H = K (j(F)). Fijemos una ecuacion de Weiers-
trass para F con coeficientes en H y tomemos una extension normal L' /K que
contenga a L y a las coordenadas de los puntos de E[m].

Observemos que L es la adjuncion a K de j(E) y de los conjugados de
los elementos de h[E[m]]. Estos son de la forma a°, donde a € h[E[m]] y
o € G(L'/K). Ahora bien, es claro que a° € h[E?[m]], donde E?/H es la curva
eliptica determinada por la ecuaciéon que resulta de aplicar o a los coeficientes
de la ecuacion de E (y h es aqui su correspondiente funcion de Weber, que no es
la misma que la de F). La curva E°/H cumple las mismas hipotesis que E/H.

Vamos a probar que, con a lo sumo un ntmero finito de excepciones, un
primo p de grado 1 en K se escinde completamente en L si y sélo si se escinde
completamente en A.

Supongamos primeramente que p se escinde completamente en A, lo que
significa que p € Py, luego p = (a), para un cierto a € Ok, a = 1 (méd m).
Consideremos un divisor B’ de p en L’ y el simbolo de Frobenius

= ()
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(Esto supone que p no se ramifica en L', lo que descarta sélo un ntimero finito
de primos p.) Se cumple que
L/K )
U|L = ( )
RY

donde B es el divisor de B’ en L. El orden de o], es el grado de inercia f(B/p),
luego si probamos que o = 1 tendremos que p se escinde completamente en L.

La restriccion o| g es el simbolo de Artin de p para la extension H/K. Como
p es principal, olg = 1, luego o fija a j(F), y solo hemos de probar que o
fija también a los conjugados de h[E[m]]. Cambiando E por una de sus curvas
conjugadas si es necesario, hemos de probar que o fija a h[E[m]]. Fijemos, pues,
T € E[m].

Eliminando un nimero finito de posibilidades para p, podemos suponer que
cumple el teorema 13.13, lo que nos da un generador p = () tal que la multipli-
cacion por 7 se reduce modulo P’ al automorfismo de Frobenius. En particular
7 coincide con & sobre E(Lf);;,). Por otra parte, como (7) = («), existe una
unidad € € O tal que ™ = ea.

Ahora calculamos: 77 = 7% = 7(T) = 7T. Si excluimos los primos p cuya
norma divide a |E[m]|, tenemos que la reduccion modulo P’ es inyectiva sobre
E[m], luego podemos concluir que 79 = 7T. Observemos que h’ = h, porque
he H(E)y olg = 1. Asi pues:

WT)" = h(T°) = h(xT) = h(caT) = h(aT) = h(T).

En el tltimo paso hemos usado que a =1 (méd m) y T' € E[m]. Esto prueba
que o = 1.

Reciprocamente, supongamos que p se escinde completamente en L. Enton-
ces se escinde completamente en H, luego p es principal. Por el teorema 13.13
tenemos que p = (7), de modo que la multiplicacion por 7 se reduce (modulo
cualquier divisor ' de p en L') a la aplicaciéon de Frobenius. Ahora sabemos
que el simbolo de Frobenius 0|, es la identidad y, como antes, tenemos que 7
coincide con & en EN‘(L{I_V).

Llamemos % a la aplicacion definida segtn 13.14 para la curva reducida E.

—

Es evidente que h(P) = h(P), para todo punto P € E. Si T € E[m], tenemos
que

hFET) = h(xT) = h(T?) = h(T?) = h(T)* = h(T) = h(T).
De la definiciéon de h y h se sigue que existe una unidad € € Og tal que
7T = éI. En efecto, consideremos, por ejemplo, el caso j = 0. Entonces
tenemos que #%(7T) = Z*(T). De la ecuacion de Weierstrass se sigue que a lo
sumo hay seis puntos en (Z,7) € E tales que #® = #3(T), y estos puntos han de
ser los puntos €7, cuando € recorre las seis unidades de Ox (que son distintos
dos a dos, porque la reduccion es inyectiva en E[m]). Por consiguiente 7T es
uno de estos seis puntos.
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Concluimos que (7 — €)T = O, luego (7 — )T = O, luego 7T = €T, luego
7e T =T, luego (et — 1)T = O.

Por el teorema 13.1, tenemos que la aplicaciéon « +— o induce un isomor-
fismo Ok /(m) = E[m], luego e~ = 1 (méd m) y ademas p = (7) = (we 1),
luego p € Py,. Por consiguiente p se escinde completamente en A.

Los cuerpos L y A son extensiones normales de K, y la teorfa de cuerpos de
clases garantiza® que si los primos de grado 1 de K que se escinden completa-
mente en ambas son casi los mismos, necesariamente L = A, como queriamos
probar. n

Como consecuencia inmediata:

Teorema 13.16 Sea K un cuerpo cuadrdtico imaginario, sea H su cuerpo de
clases de Hilbert, sea E/H una curva eliptica cuyo anillo de multiplicaciones
complejas sea O y sea h € H(E) la funcion de Weber de E. Entonces, la
mdzxima extension abeliana de K es el cuerpo K(j(E), h[Etor]).

En particular, si j # 0, 1728, la maxima extension abeliana se obtiene ad-
juntando el invariante j(F) y las coordenadas x de todos los puntos de torsion
de E.

Ejemplo Consideremos la curva E/Q dada por Y2 = X3 + X, cuyo anillo de
multiplicaciones complejas es Z[i]. Su invariante es j = 1728 y su funcién de
Weber es h = —1? /64 (aunque, para nuestros fines, h = x? sirve igual).

Los puntos finitos de orden 2 son (0,0), (¢,0), (—i,0), luego el cuerpo de
clases radiales de Q(¢) modulo 2 es

Ky = Q(i)(1728, 1(0), h(i), h(~i)) = Q(i).

SiT = (z,y) € E, la formula de duplicacion es

=222 +1 28+ 522 — 522 -1
2T = , .
4y? 8y3

Si T € E[3] entonces 2T = T, y al igualar las coordenadas z y sustituir la
ecuacion de la curva obtenemos que

T € E[3] = 3z* + 622 —1=0.

Esta ecuacion tiene a lo sumo cuatro raices, y para cada valor de x hay a
lo sumo dos valores de y correspondientes a puntos de E, luego a lo sumo hay
ocho puntos de E que cumplen la ecuaciéon. Como tiene que haber exactamente
ocho (pues E[3] tiene nueve puntos contando O), concluimos que

T € E3] & 3z* + 62 —1=0.

2Ver el teorema 9.21 de mi Teoria de cuerpos de clases. Notese que en él “casi” significa
salvo un conjunto con densidad de Dirichlet nula.
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Las raices de la ecuacion son

o= i\/ 7_3 :22\/5

Por lo tanto, el cuerpo de clases radiales de Q(i) modulo 3 es K3 = Q(i,v/3).
Un punto T' = (z,y) € E tiene (exactamente) orden 4 si y solo si y(27) = 0,
es decir, si y soélo si
2% 4+ 52* — 52> —1=0.

(Los restantes puntos de E[4] son los de F[2], y ya hemos visto que no dan lugar
a extensiones de Q(7).)
La ecuacion factoriza como (z + 1)(z — 1)(z* + 622 +1) = 0, y las raices del

altimo factor son o = +1/—3 4+ 24/2. Por lo tanto, el cuerpo de clases radiales
modulo 4 es Ky = Q(i,v/2). n

13.4 El teorema fundamental

En esta seccion demostraremos el teorema principal de la multiplicacién
compleja, un teorema del que se siguen facilmente los resultados que hemos
obtenido hasta ahora y que, debidamente generalizado, nos permitira obtener
resultados anélogos para curvas cuyo anillo de multiplicaciones complejas sea un
orden no maximal. Necesitamos algunos resultados que reunimos en un teorema
previo.

Sea K un cuerpo numeérico y Ok su anillo de enteros algebraicos. Para cada
ideal primo p de K representaremos por K, la complecién de K respecto de p y
O, serd su anillo de enteros. Si a es un ideal fraccional de K, representaremos
por ay la clausura de a en K, que no es sino el ideal fraccional que resulta de
eliminar de a todos los divisores distintos de p.

Si M es un Og-moédulo, definimos su parte p-primaria como el O g-mddulo

M[p=] ={m € M | p°m = (0) para un e > 0}.
Teorema 13.17 Con la notacion precedente:
a) Sea M un Qg -mddulo de torsion. Entonces la suma natural

S @M[p®] — M
p

es un isomorfismo de O g -mddulos.

b) Si a es un ideal fraccional de K, para cada primo p de K, la inclusion
K — K, induce un isomorfismo (K/a)[p>] = K,/a,.

c) St a es un ideal fraccional de K, entonces K/a = @ K,/a,.
P
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DEMOSTRACION: a) Supongamos que S(p) = 0. Para cada p, sea e(p) > 0
el menor natural tal que pe(p),up = (0). Notemos que casi todo p, = 0, luego
casi todo e(p) = 0. Esto nos permite definir (fijado un ideal primo q) el ideal

0= H pE(P)'
p#q

Claramente du, = (0) para todo q # p. Por otro lado,

(0) =0S(n) = O?Lp = %Dup = dpuq.

Pero  es primo con ¢, luego d + q%(9 = 1. Asi pues,

(1a) = @+ 4°)pg = dpq + 4°Vpiq = (0).
Esto prueba que pq = 0, para todo q, luego ¢ = 0 y S es inyectiva.

Para probar la suprayectividad, tomamos m € M. Por hip6tesis existe un
a € Ok tal que am = 0. Pongamos que («) = p{* ---p&r. Los ideales ap;  son
primos entre si, luego
T 4o+ apr e = (1),

Podemos tomar ¢; € ap; “ de modo que €1+ - -+€, = 1. Asi, sii # j tenemos
que ¢, = 0 (méd p;j), y la igualdad implica entonces que ¢; = 1 (méd p;*).
Como p5ie; C (), tenemos que p;ie;m = (0), luego ¢;m € M[ps].

Los elementos ¢;m (completados con ceros) definen un elemento p del domi-
nio de S que claramente cumple S(u) = m.

b) Tomemos [a] € (K/a)[p>] y supongamos que esta en el nucleo del ho-
momorfismo inducido por la inclusién, es decir, que o € a,. Por otra parte,
tenemos que existe un e > 0 tal que p°a C a. Estos dos hechos implican respec-
tivamente que vy () > vp(a) y vg(a) > vg(a) para todo q # p. Asi pues, o € a
y [@] = 0. Esto demuestra la inyectividad.

Tomemos ahora [] € K, /a,. El teorema de aproximacion nos da un o € K
tal que vy(a — B) > vy(a) y vg(a) > vq(a) para todo® q # p. La primera
desigualdad implica que o — 3 € a,, luego [3] = [a]. Por otra parte, si tomamos
e > vy(a) — vp(a), entonces vq(p°a) > vq(a) para todos los primos ¢, luego
pea C ay asi [a] € (K/a)[p™] es una antiimagen de [5].

¢) es una consecuencia inmediata de a) y b). "

3En principio el teorema de aproximacion nos permite imponer condiciones sobre un niimero
finito de primos (por ejemplo, p y los divisores de a), pero si @ € K cumple lo pedido para
estos primos, el teorema chino del resto nos permite tomar un u € O tal que |[u—1|q < € para
estos primos y |u|q < € para los restantes primos que cumplan |a|q; > 1 (donde € es un namero
real suficientemente pequenio). Entonces au cumple las mismas condiciones de aproximacion
que o y ademés |ou|q < 1 para todos los otros primos. Por ejemplo:

lau — Blp < max{|a — Blpluly, [Blplu — 1[p}
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Representaremos por Jx al grupo de los elementos ideales de K. Recordemos
que un elemento ideal s € Jx estd determinado por sus componentes s, € K7,
donde p recorre los divisores primos (arquimedianos o no) de Ky [sp|, = 1 para
todos los divisores p salvo a lo sumo un nimero finito de ellos.

Para cada elemento ideal s € Jx tenemos definido el ideal fraccional

(s) = Tp™ ),
p

donde p recorre ahora los primos no arquimedianos de K. Si a es un ideal
fraccional de K, definimos sa = (s)a. Es claro que (sa), = spa,. El teorema
anterior nos da los isomorfismos

K/a=@Ky/a,,  K/sa=@DK,/spap.
P P

Definimos la multiplicacién por s como el isomorfismo de Opx-modulos de-
terminado por el siguiente diagrama conmutativo:

K/a—S>K/sa

L

D Kp/ap D Kp/spap
p p

donde la flecha inferior es el homomorfismo (z,) — (spxy).

Ahora ya podemos demostrar el teorema fundamental de la multiplicacion
compleja:

Teorema 13.18 Sea K un cuerpo cuadrdtico imaginario, sea E/C una curva
eliptica cuyo anillo de multiplicaciones complejas sea el orden mazimal Ok de
K, sea f: C/a — E un isomorfismo analitico, donde a es un ideal fraccional
de K, sea s € Jx y o € Aut(C) un automorfismo cuya restriccion a la mdzima
extension abeliana de K sea el simbolo de Artin (K/s). Entonces existe un inico
isomorfismo analitico f' : C/s~ta — E° que hace conmutativo al diagrama
siguiente:

Kja—"> K/s"'a

L

E Z E°

DEMOSTRACION: Observemos que K/a es el subgrupo de torsion del toro
complejo C/a, luego su imagen por f es Fi,. Todas las flechas del diagrama
son inyectivas, luego f’ esta completamente determinada sobre K/s 1ay, como
este subgrupo es denso en C/s™'a, la unicidad es inmediata.

Supongamos ahora que F7/C es una curva eliptica isomorfa a E/C y que
fi: C/a; — FEj es un isomorfismo analitico. Vamos a probar que si (Eq, f1)
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cumple el teorema, entonces (E, f) también lo cumple. Suponemos, pues, que
existe un isomorfismo analitico f] : C/s~'a — EY y un diagrama conmutativo

K/Cll *S_;K/S_lal

|k

B 7 -~ EY

Fijemos también un isomorfismo ¢ : £y — E. Ademas ha de existir un
v € K* tal que a; = ya. Es facil ver que todos los cuadrados del diagrama
siguiente son conmutativos:

K/ugK/s_la
v v
K/ay i>K/5*1a1
1 f1
B, —2 = EY

i 37

E—% J F°

Por lo tanto, podemos tomar como f’ la composicién de las flechas verticales
de la derecha.

Asi pues, podemos sustituir £ por una curva isomorfa y a por un ideal
fraccional similar. Esto nos permite suponer que E esta definida sobre Q(j(E))
y que a es un ideal (entero) de Of.

Fijemos un natural m > 3 y sea L/K una extension finita de Galois que
cumpla j(F) € L'y E[m] C E(L). El teorema 13.15 implica que L contiene el
cuerpo de clases radiales K, modulo m.

Vamos a construir un isomorfismo topologico f/, que cumpla el teorema

sobre los puntos de torsiéon de orden divisor de m. Empezamos eligiendo un
primo P de L que cumpla las condiciones siguientes:

2) ol = (545),

b) p =P N K es un primo de grado 1, es decir, p = Ng(p) es un primo
racional.

¢) p es no ramificado en L.

d) p no es ninguno de los primos del conjunto S considerado en la prueba del
teorema 13.8.

e) Pim.
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La existencia de P es consecuencia inmediata del teorema de Tchebotarev,*

segun el cual existen infinitos primos que cumplen las tres primeras condiciones,
mientras que las dos ultimas excluyen sélo a un nuamero finito de ellos. Como L
contiene el cuerpo radial K,,, la hipotesis sobre ¢ nos da que

()], == (30, = (557) = (557)

m

Si m € Ji es un elemento ideal tal que vy(7) =1y mq = 1 para todo primo

q # p, entonces K K /K K, /K
(W)‘sz( ) )Z( P )

() =1

Ahora bien, el niicleo del homomorfismo de Artin para el cuerpo radial K,

es el grupo K*W,,, de modo que st~! = qu, para cierto a € K* y cierto

u € W,,. Esto tltimo significa que

Por consiguiente

uq € Ug, para todo ideal primo q, y

ug = 1 (méd qva™), para todo q | m.

Por otra parte, L contiene el cuerpo de clases de Hilbert H = K(j(E)) y

- (), () - (42).

Podemos aplicar el teorema 13.12, que nos da una isogenia A : E — E? cuya
reduccion modulo P es la aplicacion de Frobenius de grado p. (Notemos que al
elegir el cuerpo L podemos exigir que sea lo suficientemente grande como para
que la isogenia A que tomamos ahora esté definida sobre L, pues, a priori, las
posibles curvas £ son un numero finito y los grupos de isogenias son finitamente
generados.)

Observemos ademéas que en la demostracion de 13.12 se ve que podemos
tomar p * £ = E7?, y que la isogenia A\ es entonces la composicion de la mul-
tiplicacién por p con un automorfismo € de E?. Ahora bien, la multiplicacion
por p esté definida salvo automorfismos, porque depende de la eleccion de los
isomorfismos f : C/a — E'y f” : C/p~ta — E°. Si cambiamos f” por su
composicién con €, entonces A es simplemente la multiplicaciéon por p, y tenemos
el diagrama conmutativo siguiente:

C C/a E

L)

C —— C/p_la? E°

4Teorema 9.19 de mi Teoria de cuerpos de clases.
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Vamos a probar que A y o acttan igual sobre E[m]. Para ello tomamos un
punto P € E[m] y consideramos la reducciéon médulo 3. Entonces

—_— ~

ANT) = \NT)=1T°,

pues tanto A como o = (L/TK) acttan sobre los puntos de E(L) elevando a p

las coordenadas.
Como B 1 m, el teorema 6.19 nos da que la reduccion es inyectiva sobre
E[m], luego A\(T) =T°.

Recordemos ahora la descomposicién s = amu del elemento ideal del enun-
ciado. Claramente (s) = (a)(7) = (a)p, luego s ta = a~'p~la. Asi pues,
la multiplicacién por a~! nos da un isomorfismo C/p~ta — C/s™'a, con lo
que eligiendo adecuadamente un isomorfismo f/, : C/s~'a — E7 tenemos el
siguiente diagrama conmutativo:

Vamos a demostrar que f/ cumple lo que querfamos, es decir, la conmuta-
tividad del diagrama

mfla/af—>E

m~ts™ta/sTla —— E°

Concretamente, si ¢t € m~'a/a, hemos de probar que f(t)° = f/ (s7't). Lo
que sabemos es que f(t)° = A(f(t)) = f/,(a=1t). Como f/, es un isomorfismo,
basta ver que a1t = s !¢,

Para cada ideal primo q de K, es claro que la componente g-primaria de
m~'a/a es un submodulo de la componente g-primaria de K/a, lo que significa
que la descomposicién de t en suma de componentes primarias como elemento de
ambos O g-modulos es la misma. Teniendo en cuenta que tanto la multiplicaciéon
por a~—!' como la multiplicacién por s~! son homomorfismos de O x-médulos,
basta probar la igualdad a~'t = s~!¢ cuando ¢ pertenece a una componente
g-primaria. En tal caso ambos miembros estan en la componente g-primaria de
K /s lay, por 13.17 b) basta probar la igualdad de sus imagenes en Kq/sglaq.
Si t = [7], lo que hemos de ver es que [a~'7] = [s; 7] 0, equivalentemente, que

-1 -1 -1 -1
QT T — 8, T € 8,7 aq, para todo T € m”ag.
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Teniendo en cuenta la descomposicion sq = amqug, esto es equivalente a que
T—unq_l’l' € w;luq_lum o también a que mquqT — T € aq, para todo T € m_laq.
A su vez, esto equivale a la inclusién (mquq — 1)m~'aq C a4, o también a ésta
otra: (mquq — 1)aq C mag.

Observemos que uq = 1 (méd m) (esto es trivial si q { m), luego basta probar
la inclusion (mq —1)aq C magq. Siq # p entonces mq = 1y la inclusion es trivial.
Asi pues, s6lo hemos de demostrar que (7, — 1)a, C a,, donde hemos eliminado
m porque p { m y, por consiguiente, ma, = a,. La inclusion es ahora trivial
(pues ap, es un ideal).

El diagrama conmutativo de f/, es el que requiere el enunciado excepto
porque esta restringido a m~'a/a. El teorema quedara probado si demostramos
que todos los isomorfismos f/ son el mismo.

Sea n > 1 un ntimero natural y sea f/  : C/s"ta — E° el isomorfismo
correspondiente a mn. La composicion f/- 1o f/ = es un automorfismo de E°,
. . ., . . < ! _ !/
luego es la multiplicacion por una cierta unidad € € Ox. Asipues, f,,,, = fi, €.
Para cada t € m~'a/a tenemos

(fm(s7) = frun(s7H) = f(8)7 = fl.(s7"1).

Cuando t recorre m~'a/a, el punto f/ (s~'t) recorre E°[m], luego tenemos
que €I’ = T para todo T' € E°[m]. Hemos tomado m > 3, luego la isogenia
€ — 1 tiene al menos 9 puntos en su nicleo. Esto obliga a que € = 1, pues en
caso contrario serfa N(e — 1) > 9, cuando es facil ver que si € es una unidad
cuadratica N(e — 1) < 4. "

A partir del teorema fundamental pueden deducirse facilmente los resultados
de las secciones precedentes, pero en lugar de hacer esto, que no nos aportaria
ninguna informacién nueva, vamos a ver que el teorema fundamental se gene-
raliza facilmente a curvas elipticas cuyo anillo de multiplicaciones complejas es
un orden cuadrético arbitrario (no necesariamente maximal) y a partir de aqui
generalizaremos correspondientemente los resultados que ya conocemos sobre
multiplicacién compleja. Para ello necesitamos unos preliminares que expone-
mos en la seccién siguiente:

13.5 Modbdulos completos

El unico problema que presenta la generalizacion del teorema fundamental
a oOrdenes arbitrarios es que hay que definir el producto de un elemento ideal
por un moédulo completo arbitrario, mientras que ahora solo lo tenemos definido
para ideales fraccionales. Nos ocupamos de ello en esta seccion.

Sea K un cuerpo numérico de grado n y sea p un primo racional. Para cada
divisor primo p de K representaremos por K, la complecion de K correspon-
diente a p. En particular, Q, sera el cuerpo de los nimeros p-adicos. Definimos
la Q,-algebra (conmutativa y unitaria, pero con divisores de cero)

Kp = @KP'
plp
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Es claro que la dimensién de K, sobre Q, es n. Podemos definir una norma
en K, mediante ||z||, = rr;lsa;x|xp|p.

En un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo métrico com-
pleto, todas las normas son equivalentes, y determinan un espacio normado com-
pleto. Podemos identificar cada a € Q, con el vector (), € K,, de modo que
el producto escalar (externo) de elementos de K, por elementos de Q,, coincide
con el producto interno. Notemos ademés que si a € Q, entonces |la|, = |ap,
luego la topologia inducida en Q, desde K, es la usual. En particular Q, es la
clausura de Q.

También podemos identificar cada o € K con el vector (o), € K, de modo
que K C K,. Esta identificacion es consistente con la identificacion Q, C K,
para elementos de Q. El teorema de aproximaciéon nos da que K es denso en
K, pues dados € > 0y « € K, existe un « € K tal que |z, — a, < € para todo
p, luego ||z — af|, < e. Més atn, si llamamos O, al anillo de enteros de K, y

Op = @Op ={z e Kp | [lzll, <1},
plp

se cumple que el orden maximal Ox de K es denso en O,. En efecto, todo
x € 0, se aproxima por un o € K tal que |||, < 1, luego basta probar que
todo « en estas condiciones puede aproximarse por un 3 € Og. Por el teorema
chino del resto podemos tomar u € Ok tal que |u — 1|, < e para todo p | py
lulg < |al;! para todo ideal primo q de K tal que |a|q > 1. Asi, 8 = au cumple
que | — Bly = lalylu— 1]y < ¢, para todo p | p, (luego o~ Blly < €) y |lq < 1
para todo ideal primo q de K, luego® 3 € Ok.

Veamos ahora que toda Q-base de K es también una Q,-base de K. Basta
probarlo para una base entera aq, .. ., o, (pues cualquier otra base se diferencia
de ésta en un cambio de variables con coeficientes racionales y determinante no
nulo, y esto prueba que también es una Q,-base). Como las dimensiones son las
mismas, basta ver que la base dada es un sistema generador de K. Para ello
tomamos un x € K, arbitrario. Existe un m € Z no nulo tal que mz € 0, Sea
{@;}; una sucesion en Ok convergente a mzx. Pongamos que

Qi = M101 + -+ + MinQn, mij € L.

Como Z,, es compacto, pasando a una subsucesién podemos suponer que las
sucesiones {m;;}; convergen a enteros p-adicos f; € Z,, de donde se sigue que
mx = Brag + -+ + Bpay y, por consiguiente, x € (ayq, . .. ,an)Qp.

El argumento que acabamos de emplear demuestra, mas en general, que si
M = (ai,...,an),, para ciertos ai,...,a, € K, entonces la clausura de M en
K, es M, = (a1,... 7O‘n>Zp- En particular, si M es un modulo completo de K,
es decir, si los a; son linealmente independientes (sobre Z o, equivalentemente,
sobre Q), entonces M, es un Z,-modulo libre de rango n con la misma base.

5Si B = a/b, con a, b € O, entonces vq(b) < vq(a) para todo p, luego (b) | (a), luego
(a) C (b) y B € Ok.
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Si M es un médulo completo de K, definimos M,y = M, N K. Vamos a ver
que
Mgy ={m/a|me M, acZ, pfa}.

Sim/a es de la forma indicada, tenemos que 1/a € Zj,, luego m/a € M,NK.

Para probar el reciproco fijamos una Z-base aq, ..., a, de M, que también
es una Q-base de K y una QQ-base de K,,. Asi, todo = € K, se expresa de forma
Gnica como

x:ﬁ1a1+"'+5na7u Bl E@p-

Consideramos la norma de K, dada por ||z| = méax; |Bi|,- Como todas las
normas de K, son equivalentes, M, también es la clausura de M respecto de
esta norma. Si x € M, entonces las coordenadas [(3; son enteros racionales,
luego ||z|| < 1y, como la norma es continua, todo z € M, cumple |z| < 1.
En particular, si x € M(;) tenemos que sus coordenadas son niimeros racionales
B; € Q tales que |B;|, < 1, luego son de la forma §; = b;/a, con b;, a € Z, pfa.
De aqui se sigue inmediatamente que 2 = m/a, con m € M.

Notemos que si llamamos Z,) = Z, N Q, entonces toda Z-base de M es
también una Z,-base de M,).

Hasta aqui hemos mantenido fijo el primo p. Ahora vamos a estudiar la rela-
cién entre las compleciones de un mismo médulo M respecto a primos distintos.
En primer lugar observamos que un médulo completo esta determinado por sus
compleciones:

M = M.
p

En efecto, fijada una base de M, consideramos como antes la norma en K,
determinada por el méaximo valor absoluto p-adico de sus coordenadas. Si x
esta en la interseccion, hemos visto que tiene norma < 1 para todos los primos
p, luego sus coordenadas ; € Q cumplen |5;|, < 1 para todo primo p, luego

necesariamente ; € Z y, por lo tanto, x € M.

Las distintas compleciones de un mismo médulo completo estan sometidas
a una restriccion: para todo primo p salvo a lo sumo un ndmero finito de ellos,
se ha de cumplir que

My = (k)@  Mp=0,.

En efecto, si fijamos una base de Ok y una base de M, la matriz A de
cambio de base tiene entradas racionales y determinante no nulo. Para todos
los primos p salvo a lo sumo un ntmero finito de ellos, los coeficientes de A
seran enteros p-adicos y el determinante serd una unidad p-adica. De aqui se
siguen inmediatamente ambas igualdades.

El resultado principal que necesitamos es el reciproco:

Teorema 13.19 Si {N,}, es una sucesion de Z,)-mddulos libres de rango n
tales que N, C K y Ny = (Ok)p) para todo primo p salvo a lo sumo un nimero
finito de ellos, entonces existe un tinico mdodulo completo M tal que M,y = N,
para todo primo p.
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DEMOSTRACION: La unicidad es obvia. De hecho, ha de ser M = (| N,.
S6lo hemos de comprobar que M cumple lo pedido. p

Sea S el conjunto finito de primos p para los que N, # (Ok)(,). Fijemos
una base B de O. Las coordenadas en B de cualquier elemento de M son
nameros racionales con denominador divisible a lo sumo entre primos de S.
Vamos a ver que el exponente de cada primo p € S en los denominadores de
dichas coordenadas estd acotado superiormente. Esto equivale a que el valor
absoluto p-adico de las coordenadas esté acotado superiormente. Tomamos una
Z(p)-base B’ de N, y consideramos la matriz A de cambio de base con respecto
a B. Las coordenadas en B de un elemento de M son combinacién lineal (con
coeficientes en A) de sus coordenadas en B’, que estan en Z,), luego el valor
absoluto p-adico de las coordenadas respecto a B esta acotado por el maximo
valor absoluto p-adico de los coeficientes de A.

Como consecuencia, existe un m € Z no nulo (suficientemente divisible entre
los primos de S) tal que mM C Og. Esto implica que mM es un Z-modulo
finitamente generado.

Por otra parte, para cada p € S existe un r > 0 tal que p"Ox C N, (basta
expresar los elementos de B como combinaciones lineales racionales de una Z,)-
base de N, y considerar la potencia de p que hace enteros p-adicos a todos los
coeficientes). Como S es finito, existe un m’ € Z no nulo tal que m'Ox C M.
Esto implica que el Z-modulo O /mM es de torsion, luego el rango de mM ha
de ser n.

Tenemos probado que M es un médulo completo de K. Es evidente que
M) C N, para todo primo p, y se da la igualdad salvo a lo sumo para un
conjunto finito de primos. Si existe x € N, \ M(,), razonando igual que antes
podemos encontrar un m’ € Z tal que p ¥ m' y m’z € M. En particular
m'z € N, pero esto es imposible, pues el hecho de que x ¢ M, equivale a que
alguna de las coordenadas de z en una Z-base de M no estd en Z,), y a m'z
le sucede lo mismo. Asi pues M,y = N, y M cumple lo que pide el enunciado.

n

En realidad nos interesa la versiéon para compleciones:

Teorema 13.20 Si {N,}, es una sucesion de Z,-mddulos libres de rango n
tales que N, C K, y N, = O, para todo primo p salvo a lo sumo un nimero
finito de ellos, entonces existe un tnico modulo completo M tal que M, = N,
para todo primo p.

DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que N,y = N, N K es un Z,)-
modulo libre de rango n. Es claro que existe un » > 0 tal que p"N, C O,
luego p"N(,) C O, N K = (Ok) (). Esto implica que p" N, es un Z,y-mo6dulo
libre de rango < n. Igualmente, existe un s > 0 tal que p°0, C N,, luego
P°(OK)(p) C N(p), de donde se sigue que el modulo (O ) ) /p" N(py es de torsion,
luego p" N, tiene rango n y N(,) también.

Podemos aplicar el teorema anterior, que nos da un moédulo completo M tal
que M,y = N, para todo primo p. Ahora observamos que N, es abierto y
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cerrado en K, pues si consideramos la norma asociada a una Z,-base de N, (la
definida como el maximo de los valores absolutos de las coordenadas), tenemos
que N, es el conjunto de los elementos de K, de norma < 1. Por consiguiente,
puesto que K es denso en K, podemos concluir que N, es denso en N, (y lo
mismo vale para M,y y M), luego N, = N(p) = Mp) = M,. La unicidad es
evidente. "

Maés adelante necesitaremos el teorema siguiente:

Teorema 13.21 Sea K un cuerpo cuadrdtico y M un mddulo completo de K
con anillo de coeficientes O. Entonces M es localmente principal, es decir, para
cada primo p existe un o € K* tal que M,y = a0y, luego también My, = aO,.

DEMOSTRACION: Llamemos f € Z al conductor de O. Esto significa que si
Ok = (1,a),, entonces O = (1, fa),, luego la matriz de cambio de base tiene
determinante f y si p { f entonces O, = (Ok)(p) es un dominio de ideales
principales.

Es conocido que M es similar a un ideal de O de norma prima con cualquier
entero prefijado, por ejemplo f. Esto significa que existe un p € K* tal que uM
es un ideal en dichas condiciones.

Sipt f, entonces uM,y = SO, para cierto 8 € Oy, (puesto que O,y es un
dominio de ideales principales), luego el teorema se cumple tomando o = p~!3.

Sip | f entonces M,y = O(p. En efecto, todo elemento de O,y es de la
forma (B/b, donde 8 € O, b € Z, p 1 b. Como el cociente O/uM es finito y
tiene cardinal primo con p, existe un nimero natural c tal que pfcy ca € uM.

Entonces 3/b = c¢f/cb € pM(y). El teorema se cumple con o = [Tty L]

Sean
K;:@K*’ Up:@Up
plp plp
los grupos de unidades de K, y O,, respectivamente. El grupo de elementos
ideales Ji puede verse como el subgrupo de

I;IK; x 1 K,

ploo

formado por los elementos cuyas componentes estan todas en U, salvo a lo sumo
un numero finito de ellas.

Dado un moédulo completo M de K y un elemento ideal s € Jg, para cada
primo p € Z tenemos el Z,-mo6dulo M, (de rango n) y s, € K. Es claro que
spM, es también un Z,-mdédulo de rango n, asi como que casi todos ellos son
iguales a O,,. Por el teorema anterior existe un tnico médulo completo, al que
representaremos por sM, tal que (sM), = s,M, para todo primo p.

Aplicamos el teorema 13.17 a) con K = Q, O = Z. Tenemos que K/M es
un Z-mddulo de torsion, luego podemos descomponerlo como

K/M%?(K/M)[p‘”l
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Ahora bien, (K/M)[p>] = K/M), pues si [a] € (K/M)[p>] esta en el
niicleo del homomorfismo inducido por la identidad, entonces o € M), es
decir, « = m/a, con m € M, a € Z, p 1 a, pero por otra parte existe un r > 0
tal que p"a € M. Esto implica que las coordenadas de m en una base de M
han de ser divisibles entre a, luego o € M y [a] = 0.

Por otra parte, dado [a] € K/M(,), podemos encontrar un a € Z no nulo
tal que m = acw € M. Pongamos que a = p"b, donde p {1 b. Por el teorema de
Bezout existen u, v € Z tales que p"u + bv = 1, luego

m  p'um+bvm  w 1
prb - prb - b p'r

El primer sumando esta en M), luego llamando 3 = vm/p" tenemos que
o] = [B] € K/M,, v la clase [3] € K/M cumple p"[3] = 0, luego podemos
concluir que [f] € (K/M)[p*>] es una antiimagen de [a].

Ahora tenemos el isomorfismo

p

Por ultimo observamos que la inclusién induce un isomorfismo
K/My = K,/M,.

Obviamente es inyectivo y, como M, es abierto en K, y K es denso, dado
a € K, podemos encontrar un S € K tal que 8 € a+ M, de modo que [a] = [3].

En definitiva tenemos un isomorfismo natural

K/M = @K,/M,.

Dado un elemento ideal s € Jx, tenemos igualmente

K/sM = @K,/s,Mp,
p

y la multiplicacién por s, determina homomorfismos K,/M, — K,/s,M,.
Asi pues, podemos definir la multiplicacion s : K/M — K/sM como el tnico
homomorfismo que hace conmutativo el diagrama

K/M ——2 > K/sM

—

DK,/ My, s DK,/spM,
p p

Soélo nos falta demostrar que el producto sM que acabamos de definir y el
homomorfismo s : K/M — K/sM coinciden con los que ya teniamos definidos
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cuando a es un ideal fraccional de K. Para ello empezamos observando que si
a es un ideal fraccional, entonces
a, = Pay.
plp

En efecto, supongamos primeramente que a es un ideal entero. Recordemos
que a, = p¥» (@) es la clausura de a en K,. Esto nos da inmediatamente una
inclusién: el producto de las clausuras es un cerrado en M, que contiene a
a, luego también a su clausura a,. Consideremos ahora un punto (ay), en
el producto de las clausuras. Podemos aproximar cada oy respecto al valor
absoluto p-édico por un elemento a;, € a. El teorema chino del resto nos da un
a € Ok tal que

o = ay, (méd p), a=0 (méd q"),

para todo p | p y todo q | a, q 1 p. Sir es suficientemente grande tenemos que
« € ay es una aproximacion del punto de partida.

Un ideal fraccional arbitrario es de la forma a/m, donde a es un ideal entero y
m € Z. Teniendo en cuenta que la multiplicacion por 1/m es un homeomorfismo
de K, en si mismo, el resultado se sigue inmediatamente del caso ya probado.

Si s € Jk, entonces s, = (Sp)p ¥

— — v S
spap = Dspay = Dp vl ")ap~
plp plp

En la seccion anterior hemos definido sa como (s)a y este ideal cumple que

()a)p = D((s)a)p = P "ay = s,
plp plp
Asi pues, segin la definicion de esta seccion, también se cumple sa = (s)a.
Claramente
Ky/a, = DK, /ay,
plp
de donde se sigue facilmente que las dos definiciones de la multiplicacion por s
determinan en realidad el mismo homomorfismo.

En la seccion siguiente necesitaremos esta caracterizacion de los modulos
cuadraticos con un anillo de coeficientes dado:

Teorema 13.22 Sea O un orden de un cuerpo cuadrdtico K y sea M un mddulo
completo en K. Entonces O es el anillo de coeficientes de M si y sdlo si existe
un elemento ideal s € Jx tal que M = sO.

DEMOSTRACION: Ciertamente, los modulos de la forma M = sO tienen
anillo de coeficientes O, pues un a € K* es un coeficiente de M si y soélo si
cumple asO = sa0 C sO, si y s6lo si a0 C O, si y sélo si a € O.

Reciprocamente, si M tiene anillo de coeficientes O, por el teorema 13.21
sabemos que para cada primo p existe un s, € K* tal que M, = 5,0,. Ademas
podemos exigir que s, = 1 salvo a lo sumo para un nimero finito de primos p.
Los s, determinan un s € Jg tal que M = s0. "
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13.6 Ordenes arbitrarios

Ya estamos en condiciones de generalizar el teorema fundamental a curvas
elipticas cuyo anillo de multiplicaciones complejas sea un orden cuadratico ima-
ginario arbitrario:

Teorema 13.23 Sea K un cuerpo cuadrdtico imaginario, sea E/C una curva
eliptica cuyo anillo de multiplicaciones complejas sea un orden O de K, sea
f: C/R — E un isomorfismo analitico, donde R C K es un reticulo, sea
s € Jx y o € Aut(C) un automorfismo cuya restriccion a la mdxima exten-
sion abeliana de K sea el simbolo de Artin (K/s). Entonces existe un unico
isomorfismo analitico f' : C/s™'R — E° que hace conmutativo al diagrama
stguiente:

K/R—>K/s'R

oL

E z D

DEMOSTRACION: Sea Ok el orden maximal de K. Expresando una base de
Ok en términos de una base de R se concluye que existe un m € Z no nulo tal
que mOgk C R. Sea a un ideal de Ok (por ejemplo mOg) tal que a C R y sea
E'/C una curva eliptica isomorfa a C/a. Fijemos un isomorfismo g : C/a — E’.

Observemos que se da también la inclusion s™'a C s7'R. En efecto, de la
inclusion a C R se sigue que a, C R, para todo primo p, luego szjlap C s;lRp
y, tomando la interseccién primero con K y luego sobre p, obtenemos, en efecto,
s~lac s IR

La identidad induce un homomorfismo C/a — C/R, que se corresponde a
través de los isomorfismos fijados con una isogenia A : E/ — E. Por otra parte,
el teorema 13.18 nos da un isomorfismo ¢’ : C/s~1a — E'°.

El diagrama siguiente resume la situacion:

K/R ! E
e e
K/Cl g E o
sll
1 o7 o
- K/s™'R E
/ /
K/s7'a - E'"

Aqui f’ es el isomorfismo que queremos definir. La cara anterior es conmu-
tativa por la construccion de ¢’, la cara superior lo es por definicion de A, la
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cara derecha lo es obviamente y vamos a probar que la izquierda también es
conmutativa. Como la multiplicaciéon por s~! esta definida independientemente
sobre cada parte p-primaria, basta probar la conmutatividad sobre (K/a)[p®].
Consideramos el diagrama siguiente:

Kp/ap KP/RP
/ /
(K/a)[p™] - l - (K/R)[p™] s
571 Ky/sytay N K,/s, 'R,

A A

(K /s a) [p] 1 (K/s™'R)[p™]

Queremos probar la conmutatividad de la cara anterior, y ésta se sigue in-
mediatamente de la conmutatividad de las restantes.

El ntcleo de A es g[R/a], luego el niicleo de A7 es o[g[R/a]] = ¢'[s"'[R/a]].
Por otra parte, R/a es el nucleo de la flecha superior de la cara izquierda del
primer cubo. Teniendo en cuenta que la multiplicacién por s~! es un isomor-
fismo (su inversa es la multiplicacién por s), es claro que s~'[R/a] ha de ser el
nticleo de la flecha inferior de dicha cara, es decir, s7'R/s~'a. En definitiva, el
nticleo de A es ¢'[s 1 R/s 1.

Sea E' una curva eliptica isomorfa a C/s 'R y sea f” : C/s™*R — E”
un isomorfismo. El homomorfismo C/s~ta — C/s~ 1R se corresponde a través
de ¢’ y f” con una isogenia A’ : E’° — E”. Su ntcleo es el mismo que el de
A%, luego el teorema 2.37 nos da que E” es isomorfa a E. Mé4s atn, existe un
isomorfismo ¢ que hace conmutativo el diagrama siguiente:

C/s7 'R LA E % Eo

1A

C/s~ta — £

Llamamos f' = f” o¢ : C/s7'R — E°, con lo que la cara inferior del
primer cubo es conmutativa. La conmutatividad de las caras restantes implica
la de la cara posterior, que es la que habia que probar. L]

Si E/C es una curva eliptica cuyo anillo de multiplicaciones complejas es un
orden O de un cuerpo cuadratico K, podemos tomar un reticulo R de K tal que
E =~ C/R. Para cada elemento ideal s € Jx podemos definir s * £ como una
curva eliptica isomorfa a C/s~!R. Obviamente s * E solo esta definida salvo
isomorfismo y no depende de la eleccion de R. En particular, j(s x E) esta
univocamente determinado. El teorema siguiente generaliza a 13.9 c):
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Teorema 13.24 Si E es una curva eliptica cuyo anillo de multiplicaciones com-
plejas es un orden de un cuerpo cuadrdtico imaginario K, entonces la extension
K((E))/K es abeliana y para todo elemento ideal s € Ji se cumple

. K\ .
itsvB) = (%) e,

DEMOSTRACION: Aplicamos el teorema anterior con s = 1, lo que nos da que
si o es cualquier automorfismo de C que fije a la maxima extension abeliana de
K, entonces E7 = E, luego j(F)? = j(F), luego j(E) esta en dicha extension.

Ahora consideramos un s arbitrario y concluimos que E? & s x E, luego

v By = ey = (5 ) (o).

S

Teorema 13.25 Sea E/C una curva eliptica cuyo anillo de multiplicaciones
complejas sea un orden O de un cuerpo cuadrdtico imaginario K y sea R un
mdédulo completo en K tal que C/R =2 E. Sea W = {s € Jg | sR = R}.
Entonces el grupo de clases de K(j(E))/K es K*W.

DEMOSTRACION: Observemos que s € W equivale a que s,R, = R, para
todo primo p, lo que a su vez equivale a que s, € Oy para todo primo p (donde
O, es el grupo de unidades de 0,). En efecto, por el teorema 13.21 existe un
a € K* tal que R, = a0y, luego s,a0, = a0, luego 5,0, = O, y esto implica
claramente que s, € O;. Igualmente se prueba el reciproco. En definitiva:

W =K, x[]0;.
p

Observemos que para casi todo primo p se cumple que O, = (Og),, luego
0, = Up (el grupo de unidades de O). Para los primos restantes, O, es
cerrado en (Ok), y tiene indice finito, luego es abierto y cerrado en (Ok), ¥,
por consiguiente, en K. Esto implica que O es abierto y cerrado en K, luego
W es abierto y cerrado en Jx, luego K*W es un subgrupo abierto y cerrado de
JK.

Sea L el cuerpo de clases de K*W. Hemos de probar que L = K(j(E)).
Para ello tomamos un K-automorfismo o de la mayor extension abeliana de
K. Si o fija a L, entonces existe un s € W tal que 0 = (K/s). Por definicion
de W tenemos que s"'!R = R, luego s * E = E, y por el teorema anterior
J(E)? = j(E). Esto demuestra que K(j(E)) C L.

Reciprocamente, si j(E)? = j(E), tomemos s € Jg tal que o = (K/s).
El teorema anterior implica que s x F = FE, luego existe un o € K* tal que
as 'R = R. Llamamos s’ = as™! € Jg, de modo que s’ € Wy s € K*W,
luego o fija a L. Con esto tenemos la igualdad. m

Observemos ahora que si O es un orden cuadratico imaginario y He es el
grupo de las clases de similitud modulos completos con anillo de coeficientes O,
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el teorema 13.22 nos da un epimorfismo ¢ : Jx — He dado por s +— [sO]. Un
elemento ideal s esté en el ntcleo si y sélo si sO = aO, para cierto o € K*, luego
el nicleo es K*W, donde W es el grupo definido en el teorema anterior. Asi
pues, Ji /K*W = Hy. En particular, en las condiciones del teorema anterior,
|IK(j(E)) : K| = ho (donde hg es el ntumero de clases de ).

Mas ain, sea f el conductor de O y sea H el grupo de clases de O médulo f.
Esto significa que I(f)/H es isomorfo al grupo de Galois del cuerpo de clases de
0. Por otra parte, tenemos un isomorfismo Heo = I(f)/H que se calcula como
sigue: a cada clase de H¢ le escogemos como representante un ideal de norma
prima con f y le asignamos la clase en I(f)/H determinada por el ideal de Ok
generado por dicho representante. Componiendo obtenemos un isomorfismo
Jx/K*W = I(f)/H.

Vamos a determinar explicitamente este isomorfismo. Tomemos una clase
[a] € Ho, donde podemos suponer que a es un ideal de O de norma prima con f.

Consideremos un primo p. Sip | f, entonces p{ N(a) =10 : a| = |Ok : ak]|-
Estos indices son, respectivamente, el valor absoluto del determinante de la
matriz de coordenadas de una base de a respecto a una base de O y el analogo
con ag y Og. Por consiguiente, O, = a, y (Ox), = (ak)p, de donde a su vez
deducimos que podemos expresar a = sO para un s € Jg tal que s, = 1 siempre
que p | f, y entonces (ax), = s,(Ok), para tales primos.

Sipf{ f, entonces p 1 |Og : O = |ak : a|, luego (Ok)p = Op, (ax), = ap
¥, como a, = s,0,, también (ax), = s,(Ox)p. En definitiva, tenemos a la vez
a=3s50yax =s0gk.

De aqui deducimos que toda clase de Jx/K*W es de la forma [s] para
un cierto s € Jg tal que sOx = (s) € I(f) y de modo que la imagen de [s] en
I(f)/H es precisamente [(s)]. En definitiva, el isomorfismo Jx /K*W = I(f)/H
es el inducido por el epimorfismo natural Jx /K* — I(f)/H, lo que nos permite
concluir que H es el grupo de clases modulo f correspondiente a K*W , asi como
que K(j(E)) es el cuerpo de clases de O.

Ahora ya podemos generalizar facilmente el teorema 13.9. Unicamente ne-
cesitamos una definicion adicional: si F/C es una curva eliptica cuyo anillo de
multiplicaciones complejas es un orden O de un cuerpo cuadratico imaginario
K y M es un modulo completo de K cuyo anillo de coeficientes es O, podemos
definir la curva M * E como una curva eliptica isomorfa a C/M 'R, donde R
es un modulo completo de K tal que C/R = Ey M~ es el modulo inverso de
M en el grupo de modulos completos de K con anillo de coeficientes O. Como
es habitual, la curva M x E esta definida salvo isomorfismo.

Teorema 13.26 Sea E/C una curva eliptica cuyo anillo de multiplicaciones
complejas sea un orden O de un cuerpo cuadrdtico imaginario K. Sea h el
numero de clases de O y f su conductor. Entonces

a) K(j(E)) es el cuerpo de clases de O.

b) 1QU(E)) : Q| = [K(§(E)) : K| = h.
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¢) Para todo ideal a de O de norma prima con f se cumple

(K(j(E))/K)(j(E)) =jlaxE).

ag

d) Si Ey,...,Ey son un sistema completo de representantes de las clases de
isomorfia de curvas elipticas con anillo de multiplicaciones complejas O,
entonces j(E1),...,j(ER) son los conjugados de j(E) sobre K (y también
sobre Q).

DEMOSTRACION: Ya hemos probado el apartado a) y, como consecuencia
inmediata, la segunda igualdad del apartado b). En las condiciones de c), tene-
mos que a tiene a O como anillo de coeficientes, y hemos probado que existe un
elemento ideal s € Jgk tal que sO =ay (s) = sOx = ag. Asi

(FEEE Yy = (5) o) = sto B,

ag S

Si E = C/R, para un cierto médulo completo R de K, entonces es claro que
sTIR=5"1OR =a"'R, luego s * E = a* E y tenemos probado c).

Por ¢) sabemos que todo K-conjugado de j(E) es de la forma j(E;), para
un cierto . Como en total ha de haber h conjugados, tenemos d) para K.

Veamos ahora la primera igualdad de b). Dado o € Aut(C), tenemos que E°
tiene el mismo anillo de endomorfismos que E, luego j(E)? = j(E7) = j(E;)
para algin i. Esto prueba que |Q(j(E)) : Q] < h = |[K(j(E)) : K|. La otra
desigualdad es obvia. Ahora es inmediata la afirmacion d) para Q. L]

Todavia podemos hacer algunas precisiones adicionales. En general, si M
es un modulo completo de un cuerpo cuadratico imaginario K y representamos
por M el médulo conjugado, las series que definen a go(M) y g3(M) muestran

que go(M) = go(M) y g3(M) = g3(M), de donde

J(M) = j(M).

Si O es un orden de K tenemos que O = O, luego j(0) € R. Esto implica que
QU(0)) = K(j(0)) N R, pues tenemos una inclusion y K tiene grado 2 sobre
ambos cuerpos.

Un resultado no trivial de la teoria algebraica de nimeros afirma que sélo
existen nueve cuerpos cuadraticos imaginarios con nimero de clases h = 1, a
saber, los cuerpos Q(v/d) con

d=-1, -2, =3, —7, —11, —19, —43, —67, —163.

A partir de aqui es facil concluir que solo existen trece 6rdenes cuadraticos
imaginarios con nimero de clases h = 1, que son los 6rdenes maximales de
estos nueve cuerpos mas los érdenes de conductor f =2 en Q(v/—1), Q(v/=3),
Q(v/—7) y el orden de conductor f =3 en Q(v/—3).
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Por el teorema anterior, una condicién necesaria y suficiente para que exista
una curva eliptica E/Q cuyo anillo de multiplicaciones complejas sea un orden
cuadratico imaginario dado O es que el niimero de clases de O sea 1. En tal
caso vemos ademés que F/Q es tnica salvo isomorfismo. Asf pues, concluimos
que existen exactamente trece clases de isomorfia de curvas elipticas E/Q con
multiplicaciones complejas. La tabla siguiente contiene una ecuacién minimal
para cada una de ellas:

d| f Ecuacién minimal A j
—-1|1 Y2=X34+X 26 26.33
2 Y2=X3-11X+14 29 23.33.113
—2]1 Y2=X34+4X2 42X 29 26.53
-3|1 Y24+Yy=Xx3 33 0
2 Y2=X3 - 15X + 22 28 .33 24.33.53
3 Y24+Y=X3—-30X+63 35 —215.3.53
711 | Y24+XYy=X3-X2-2X-1 73 —33.53
2 Y2 =X3 - 595X + 5586 212.73 33.55.178
—11 |1 Y24+4Y=X3-X2_-7X+10 113 —215
-19 | 1 Y2+Y=X3-38X+90 193 —215 . 33
—43 | 1 Y2 4+Y =X3—-860X + 9707 433 —218.33 .53
—67 | 1 Y2 4+Y=X3_-7370X + 243528 673 —215.33.53.113
—163 | 1 Y2 4+Y =X3 —2174420X + 1234136692 | 1633 | —218.33.53.233.293




Apéndice A
La hipo6tesis de Riemann

Si K es un cuerpo de funciones algebraicas de género g sobre un cuerpo de
constantes exacto k de ¢ elementos, se define la norma absoluta de un divisor a
de K como N(a) = ¢2%, La funcién dseta de K es la funcion

1
CK(S) = ZW’

a
donde a recorre los divisores enteros de K. Los resultados siguientes son conse-

cuencias relativamente sencillas del teorema de Riemann-Roch:!

Convergencia La funcion (k(s) converge en el semiplano Res > 1 a una
funcion holomorfa.

Racionalidad Dicha funcion se extiende a una funcion meromorfa en todo el
plano complejo dada por

L(g™)
(1—g*)(1—q'=2)’

donde L(z) € Z[x] es un polinomio de grado 2g tal que L(0) =1 y L(1)
es el numero de clases (de divisores de grado 0) de K.

Ck(s) =

Ecuacién funcional La funcion (k(s) satisface la ecuacion funcional

¢ (xe(s) = ¢V (1—5),  para todo s € C.

Producto de Euler En el semiplano Res > 1, la funcion (k(s) admite el
desarrollo en producto infinito

1
CK (S) - H 1— 1
P N(p)®
1Estos y los demas resultados citados aqui sin prueba estan demostrados en el capitulo IX
de mi Geometria Algebraica.
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De esta ultima propiedad se sigue que (x(s) no se anula en el semiplano
Res > 1, y por la ecuacion funcional tampoco lo hace en el semiplano Re s < 0.
En otras palabras, sus ceros han de estar en la banda 0 < Res < 1.

En este apéndice demostraremos el analogo en este contexto a la famosa
hipétesis de Riemann, es decir:

Hipotesis de Riemann Los ceros de la funcion (x(s) estdn todos situados
sobre la recta Res = 1/2.

Si llamamos a, ..., aag a los inversos de los ceros del polinomio L(z), en-
tonces s es un cero de (i siy solo si ¢° = «;, para cierto ¢ (y todo a; puede
ponerse de esta forma, porque L(0) = 1). La hipotesis de Riemann equivale,
pues, a que |a;| = ¢*/? para todo i.

Esto es especialmente interesante porque puede probarse que si llamamos
N,, al ntimero de primos de grado 1 de la extension de constantes de K de grado
n, entonces

29
Nn:q”+172a?,
i=1
por lo que la hipétesis de Riemann implica la estimacion
[N — g — 1] < 294",
De hecho, la hipétesis de Riemann es equivalente a la estimacion
Nn = qn + O(qn/Q)v

que es precisamente lo que vamos a demostrar aqui.

Necesitaremos un resultado adicional, y es que un cuerpo de funciones alge-
braicas K cumple la hipétesis de Riemann si y s6lo si la cumple una extension
finita de constantes de K o, lo que es lo mismo:

Para probar que un cuerpo cumple la hipotesis de Riemann podemos
sustituirlo por una extension finita de constantes.

La demostracion original es de André Weil, si bien nosotros vamos a seguir
un argumento mucho mas elemental debido a Enrico Bombieri.?

El punto de partida sera representar el cuerpo K como el cuerpo de funciones
racionales de una curva proyectiva regular C'/k. Llamaremos ¢ : C — C a la
aplicacion de Frobenius de grado ¢, de modo que N, es el cardinal de C(k,,)
(donde k,, es la extension de grado n de k) o, equivalentemente, el nimero de
puntos fijos de ¢™.

Notemos que ¢ puede verse también como la aplicaciéon inducida por el auto-
morfismo de Frobenius de la extension k/k (dado por ¢(a) = a?). No obstante,

2Aqui seguimos la exposiciéon que figura en el apéndice de Rosen, M. Number theory in
function fields. Springer, New York, 2002.
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no hemos de confundir el k(C)-automorfismo ¢ : k(C') — k(C) que extiende a
¢ como elemento del grupo G(k/k), con el k-monomorfismo ¢ : k(C') — k(C)
inducido por ¢ como aplicaciéon regular entre curvas.

Fijemos un punto racional P € C(k) o, equivalentemente, un divisor primo
p € k(C) de grado 1 (puede probarse que siempre existe al menos uno, pero
no necesitaremos este hecho, pues si no existe todo lo que vamos a concluir se
cumplira trivialmente.)

Para cada 7 > 0 definimos M, = m(P"), es decir, el conjunto de las funciones
racionales en k(C) que tienen a lo sumo un polo en P de orden a lo sumo r.
Vamos a demostrar algunas propiedades:

Teorema A.1 Con la notacion precedente, se cumple:
a) dim M, ;1 < dim M, + 1.
b) dim M, <r+1.
¢) dimM, >m—g+1, ysir>2g—2 se da la igualdad.
d) Si f € M,, entonces ¢o f = (f* ).
e) po M, C My,
f) dim MP° = dim M,., donde p = cark y e > 0.
g) dim ¢ o M, = dim M,..
DEMOSTRACION: a) Si f y g tienen un polo de orden exactamente m + 1 en

el punto P (y ningtn otro polo), entonces f/g tiene orden 0 en P, luego existe

vy €k, v#0tal que vp(f/g —7) > 1. Asi, f —~vg=g(f/9—7) € M,.
Esto implica que si M, # M, 1 y a una base de M, le anadimos una funcién
de M,1 \ M,, obtenemos una base de M, ;.

b) se deduce de a) por induccién. Notemos que My esta formado por las
funciones constantes, luego tiene dimension 1.

¢) Es una consecuencia inmediata del teorema de Riemann-Roch.

d) Llamemos A = ¢~* € G(k/k). Tomemos una funcién f € M, y un punto
Q € C(k), Q@ # P. Tomemos dos formas del mismo grado F'y G que definan a
f en un entorno de ¢(Q). Entonces

(@0 /)Q) = = = Q).

e) Notemos que si f € M, entonces f‘ﬁf1 € M,, pues ¢ fija a P. Por el
apartado anterior ¢ o f € M.

f) Aqui MP" representa el espacio formado por las funciones f*° con f € M,..
Es claro que elevando a p® los elementos de una base de M,. obtenemos una base
de MP".
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g) La aplicacion M, — ¢ o M,. dada por f +— ¢ o f es obviamente lineal y
suprf%yectiva. Blasta ver que es inyectliva. Ahora bien, si ¢ o f = ¢ o g, entonces
(f¢ )" = (g% )9 luego f* =g* , luego f =g. .

Si A es un subespacio de M, y B un subespacio de R, llamaremos AB al
subespacio de M, generado por los productos fg con f € Ay g € B.

Teorema A.2 Silp® < q, entonces el epimorfismo natural
M} @5 (¢ o M) — M} (¢ o M)
es un isomorfismo.

DEMOSTRACION: Por la propiedad a) del teorema anterior podemos encon-
trar una base f1,..., f; de M, tal que vp(f;) < vp(fit1), parai=1,...,t —1.
Entonces ¢ o f; es una base de ¢ o M., y cada elemento del producto tensorial
se expresa de forma tnica como

t e
297 @ (oo fi), gi € M;.
i=1
Si este elemento esta en el nicleo del epimorfismo, entonces
t e

=1

y basta probar que en tal caso todos los g; son nulos. Si alguno no lo es, sea j
el menor indice posible. Entonces

e t e
(b0 f)=— % g (60 f).

i=j+1
Por consiguiente, teniendo en cuenta que vp(¢po f) = qvp(fd’_l) = qup(f),
pop(g;) +qur(f;) = min{p“vp(gi) + qur(fi)} = —p*L + que(fi),

luego
p“op(g;) = —Ip° + q(vp(fj+1) —ve(f;)) = ¢—1p° > 0.

Esto significa que g; tiene un cero en P, pero estd en M, luego no tiene
polos fuera de P, luego no tiene ningin polo, luego g; = 0, contradicciéon. m

Como consecuencia inmediatas:
Teorema A.3 Silp® < q entonces
dim MP (¢ o M,.) = (dim M;)(dim M, ).

Ahora podemos demostrar mas o menos “la mitad” de la hipotesis de Rie-
mann:
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Teorema A.4 Supongamos que (g + 1)4 < q y que q es una potencia par de la
caracteristica p. Entonces

Ny <qg+1+(29+1)/q

DEMOSTRACION: (Notemos que el teorema se cumpliria trivialmente si fuera
N; = 0, aunque ya hemos comentado que este caso no puede darse.) Tomemos
l 'y e tales que Ip® < q. Mantenemos la notacién empleada en la prueba de A.2.
Definimos . .
§: M (poM,) — MP M,

mediante

e

¢ ¢,
d <;9f (¢Ofi)> = ;9? fi-

El teorema A.2 garantiza que § es una aplicacién k-lineal bien definida.
Supongamos que [, r > g. Entonces, la dimensién del dominio es

(dim My)(dim M) > (I —g+1)(r—g+1)

ylade Imd C Mipeir es alo sumo Ip® +r — g + 1. Por consiguiente, el niicleo
de ¢ tiene dimension mayor o igual que

(l—g+)(m—-—g+1)—(Up°+r—g+1).

Supongamos que esta cantidad es > 0, en cuyo caso J tiene nucleo no trivial.

Sea,
t

f=d" (60 f)

i=1
un elemento no nulo del nucleo. Si @ € C(k), Q # P, entonces

t t

Q) =S ai(QF fi(¢(Q) = S g:(Q)F fi(Q) = 0.

i=1 i=1

Asi pues, f se anula en los puntos de C(k) salvo quiza en P. Ahora bien,
todo elemento de ¢ o M, es una potencia g-ésima (por A.1 d) y como p°® < ¢
concluimos que f es una potencia p®-ésima. Esto significa que f tiene (contando
multiplicidades) al menos p®(Ny — 1) ceros, y como ¢ o M, C M,,, el namero de
polos es a lo sumo Ip® + rq. Asi pues, p(N; — 1) < Ip® + rq. De aqui llegamos
a que

Ni<1+1+rgp©. (A1)

Recordemos que esta desigualdad es valida bajo las hipotesis siguientes:
a) Ip® <gq,
b) l,r=>g,

) l—g+DH)(r—g+)>p*+r—g+1.
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Vamos a elegir [, r, e de modo que se cumplan estas hipotesis y (A4.1) se
convierta en la desigualdad del enunciado.

Estamos suponiendo que ¢ = p?’. Tomamos e = by r = p® + 2¢g. Nos falta
elegir [ para que se cumpla c). Notemos que con las elecciones precedentes c)
se convierte en

(I—9)(@" +g+1) >

o equivalentemente,
g

1> —2—p’+g.
g+ lp g
Tomamos como [ el menor natural mayor que el miembro derecho, con lo
que se cumplen b) y ¢). Ahora usaremos la hipotesis (g + 1)* < ¢ para probar
que también se cumple a).
En efecto, tenemos que (q+1)% < p®, luego gp® + (g +1)? < (g+ 1)p®, luego
9 b b
——p +g+1<p’.
g+ 1P g p
Por la eleccién de [ tenemos que [ < p°, luego Ip® < p?* = ¢. Finalmente
sustituimos las definiciones de e, r y [ en la desigualdad (A.1), recordando
ademas que [ < p:

N <14+p" 4+ +29)p" =g+ 1+ (29+1)/q

Notemos que si K cumple las hipétesis del teorema anterior, también las
cumple la extension de constantes de grado n de K, por lo que en realidad
tenemos que

Nn, <q"+ O(qn/Q)

Consideremos ahora una extension finita de Galois L de K cuyo cuerpo de
constantes exacto siga siendo k. Podemos considerar K = k(C), L = k(C"),
donde C y C’ son curvas proyectivas regulares definidas sobre k. La inclusion
K C L puede verse como una aplicacion regular C’ — C definida sobre k. Sean
K=kK,L=kLyG=G(L/K)=G(L/K). Es claro que el automorfismo
de Frobenius ¢ € G(L/L) se restringe al de G(K/K). Ademas, considerando
¢ € G(L/K) y G < G(L/K), tenemos que ¢ conmuta con G. Ello se debe a
que L = LK, de modo que si 0 € G, a € L, b € K, entonces

a(¢(ab)) = o(a)p(b) = p(a(ab)).

Llamemos T al conjunto de los primos de grado 1 de K (considerados como
primos de K). Asi N; = |T. Llamemos T a los primos de L que dividen a los
deT.

Sip € T, entonces G acttia transitivamente sobre los primos de T que dividen
a p. Por otra parte ¢ fija a este conjunto, pues p® = p. Asi pues, para cada
B € T ha de existir un o € G tal que P? = PB°. Habra tantas elecciones
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posibles para o como automorfismos fijen a B, es decir, tantos como el indice
de ramificacion e(/p). En particular, si llamamos T’ al conjunto de los primos
de T no ramificados, tenemos una aplicaciéon 7 : 7" — G dada por B — 0.

Llamaremos T(o) al conjunto de los primos ‘B € T' tales que n(P) = o y
Ni(0,L/K) al cardinal de T'(o).

Cada primo p € T no ramificado en L es divisible entre |G| primos de T,
luego |T| = |G|N; + O(1), donde el error O(1) depende del niamero de primos
ramificados en L/K, pero no de ¢ (es decir, si sustituimos k por una extensién
finita la cota O(1) sigue siendo la misma). Por otra parte,

T = LEJGT(U),

y la unién es disjunta, luego

S Ni(0,L/K) = |GIN, + O(1). (A.2)
occG

Representaremos por § el género de L. Ahora necesitamos una variante del
teorema A.4.

Teorema A.5 Con la notacion precedente, supongamos que q es una potencia
par de p, que (§+1)* < q y sea 0 € G. Entonces

Ni(o,L/K) < q+1+ (2§ +1)\/q.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que existe un punto P € C’(k) y defini-
mos M, = m(P). Sea

85 MY (¢ o M,) — MP (00 M,)

la aplicacién dada por
t e t e
5o (St (601)) = St (00 ),

Aqui usamos la notacion de la prueba del teorema A.2, el cual justifica que
0, esta bien definida (suponiendo Ip® < q).

Observemos que si f € M,., entonces oo f € 771((P‘771)’")7 luego la imagen
de 6, esta contenida en m (PP (P° ")) y la dimension de este espacio es a lo
sumo Ip®+r —g+ 1.

Bajo las mismas hipotesis que en el teorema A.4 podemos obtener un ele-
mento no nulo f del nicleo de d,, so6lo que ahora se anula tinicamente sobre los
puntos de T(c) (es decir, los puntos Q € C’(k) tales que ¢(Q) = o(Q)) distintos
de P. Esto nos lleva a la misma conclusién pero cambiando Ny por Ni (o, L/K)
y g por g. .

Ahora veremos el argumento que nos permite invertir la desigualdad:
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Teorema A.6 Bajo las hipdtesis del teorema anterior, para cada o € G, se
cumple -
q+1+|G|(N1—q—1)+0(/q) < Ni(o, L/K).

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior
0<q+1+(2+1)y/q— Ni(o,L/K).
Sumamos sobre o y usamos (A.2):

0 < %:G(q +1+(25+1)/q— Ni(o,L/K))

< |G(g+1+ (2§ + 1)y/q) — |G|N1 + O(1).

Como cada sumando es > 0, ha de ser
q+1+(25+1)y/g— Ni(o,L/K) < |G|(g+ 1+ (25 + 1)\/q) — |G|N1 + O(1),
de donde
¢+ 1+ |G|(Ny —q—1) = (|G| = 1)(2§ + 1)y/g + O(1) < Ni(0, L/K).

De aqui obtenemos la desigualdad del enunciado. L]

Ahora ya podemos probar la hipotesis de Riemann bajo ciertas condiciones:

Teorema A.7 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas de género g sobre
un cuerpo de constantes exacto k de q elementos. Supongamos que q es una
potencia par de la caracteristica p y que (g + 1)* < q. Supongamos asi mismo
que exziste x € K tal que K/k(x) es separable y la clausura normal L de k(z)
sobre K tiene a k como cuerpo de constantes exacto. FEntonces K cumple la
hipdtesis de Riemann.

DEMOSTRACION: Por el teorema A.4 (ver la observaciéon posterior) tenemos
que Ny < ¢+ O(/q). Sea G = G(L/k(z)) y H = G(L/K). Notemos que
k(x) tiene exactamente ¢ 4+ 1 divisores primos de grado 1. Para cada o € G, el
teorema anterior aplicado a la extensién L/k(z) nos da

q+ O(Vq) < Ni(o, L/k(x)).

Enseguida veremos que si 7 € H entonces Ni(7,L/k(z)) = Ni(r,L/K).
Aceptandolo de momento, sumamos en 7 € H y, usando (A.2), obtenemos

[Hl|g +O(vq) < ;HNl(T,f/?) = [H|N1 + O(1),

de donde ¢+ O(,/q) < N;. Ahora observamos que si K cumple las hipotesis del
teorema, lo mismo vale para cualquier extension finita de constantes de K y la
cota del error O(,/q) no depende de ¢, luego en realidad hemos probado que

q" + 0(q"?) < Ny,
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y uniendo las dos desigualdades tenemos la relacion N, = ¢" + O(q”/z), que,
segin hemos comentado, equivale a la hipétesis de Riemann.

Falta probar que, en efecto, si 7 € H entonces Ny (7, L/k(x)) = Ni(7,L/K).

Sea P un divisor primo de L que divida a un primo de grado 1 p de k(z)

y tal que ¢ = P7. Basta probar que B divide a un primo de grado 1 de K.

Sea p’ el primo de K divisible entre 3. Claramente p’® = p'” = p’, pero esto

significa que el punto de la curva C asociado a p’ esta en C(k) (porque lo fija

la aplicacion de Frobenius). Asi pues, p’ es un divisor primo de grado 1 de K.
|

Para terminar la demostracion s6lo hemos de ver que todo cuerpo K tiene
una extension finita de constantes que satisface las hipotesis del teorema ante-
rior. Ahora bien, para cada n > 1, llamemos k,, a la extension de grado n de k.
Tomemos n suficientemente grande para que (g + 1)* < ¢". Podemos elegir n
par y asi ¢" es una potencia par de p. Existe x € k, K tal que k,K/k,(z) es
separable. Sea L la clausura normal de k,(z) sobre K y sea k,, el cuerpo de
constantes exacto de L. Entonces n | m, luego ¢™ sigue siendo una potencia
par de p y es claro que L sigue siendo la clausura normal de k,,(x) sobre k,, K.
Asi pues, k., K cumple el teorema anterior, y esto termina la prueba.






Apéndice B
Operadores de Hecke

En este apéndice demostraremos el caracter multiplicativo de la funcion 7
de Ramanujan. Para ello introduciremos los llamados operadores de Hecke del
grupo modular.

Una correspondencia entre dos conjuntos S y S’ es, en el sentido usual de
la teoria de conjuntos, un subconjunto Z C S x S’. Podemos pensar que Z
determina un criterio para asignar a cada elemento de S algunos elementos
de S’ (tal vez ninguno). En particular, toda aplicacion f : S — S’ es una
correspondencia, con la peculiaridad de que asigna un tnico elemento de S’ a
cada elemento de S.

Una correspondencia finita entre S y S’ es una correspondencia Z tal que
para todo s € S el conjunto Z[s] = {s’ € S’ | (s,s") € Z} es finito, es decir, una
correspondencia que a cada elemento de S le asigna un ndmero finito (tal vez
ninguno) de elementos de S’. Toda aplicacion es una correspondencia finita.

Las correspondencias se pueden componer igual que las aplicaciones: dadas
ZCSxSyZ cS xS5", entonces

ZoZ ={(s,8") €S xS"|existe s’ € S tal que (s,s') € Z, (s',s") € Z'}.

La composicién de correspondencias finitas es de nuevo una correspondencia
finita. Ahora vamos a definir la nocién de correspondencia finita algebraica,
que generaliza la nocion de correspondencia finita (conjuntista) a un marco
algebraico més adecuado para nuestros fines.

Definicion B.1 Una correspondencia finita algebraica entre dos conjuntos S y
S" es un homomorfismo de modulos Z : (S), — (5’), entre los Z-modulos
libres generados por S'y S'.

Ciertamente, esta definicién generaliza a la nocién conjuntista de corres-
pondencia finita, pues si Z es una correspondencia en el sentido conjuntista,
podemos identificarla con el homomorfismo dado por

Z(s)= > ¢\

s'€Z|s]
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No obstante, la nocién algebraica es mas general, pues para una correspon-
dencia arbitraria Z y cada s € S tenemos que

Z(S) = E nss/slv Ngg € L,
s'eS’
con lo que podemos hablar de la multiplicidad ny de cada imagen s’ de un
elemento s € S. Es decir, una correspondencia algebraica no sélo asigna a cada
elemento s € S varios elementos de S’, sino que a cada imagen de s le asigna
una multiplicidad.

El conjunto C(S,S’) de todas las correspondencias de S en S’ tiene una
estructura obvia de Z-moédulo con la suma definida puntualmente. En el con-
junto C(S) = C(S,S) tenemos ademas la composicion de homomorfismos, que
extiende a la composicion conjuntista de correspondencias, con lo que C(S)
resulta ser un anillo, el anillo de las correspondencias finitas en S.

A continuacion observamos que las formas modulares respecto a LE(2,Z)
pueden verse como funciones definidas sobre reticulos en lugar de como funciones
en H. En efecto, consideremos una forma modular f de grado 2k. Podemos
verla como una funcién sobre el conjunto S de todos los reticulos complejos
mediante

Fllwr,wa)z) = wi f(wa/wr). (B.1)
Esta definicion no depende de la eleccion de la base, pues si wi, wj es otra

base del mismo reticulo, entonces wj = dw; + cws, wh = bw; + aws, donde la
matriz de coeficientes « esta en LE(2, Z). Por consiguiente, llamando 7 = ws /wy,

aws + bwq
cwo + dwq

S b)) = (cwn + duoy)* f (

=w et +d) 7 f (‘fjfl) = wp M flwa/wr) = f((wr,wn)z).

Es claro que, como funcién en S, la funciéon f cumple
JOL) =A%), AeC\{o}. (B.2)

Reciprocamente, toda funciéon f en S que cumpla esta relaciéon de homoge-
neidad puede obtenerse mediante (B.1) a partir de una funcién en el semiplano
H dada por

f(m) = F((1,7)g).
Esta funcién no es necesariamente holomorfa, pero cumple la relacion de
invarianza de las funciones modulares:

o) = (o))
= (et +d)* f((ct +d,ar +b),) = (c7 + d)** f(7).

Asi pues, si f es una forma modular de grado 2k, podemos verla como
una funcién f : S — C, o también como un homomorfismo de Z-modulos
f:(S), —C.
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Definicion B.2 Sea S el conjunto de todos los reticulos complejos. Para cada
natural n > 1 llamamos T'(n) € C(S) a la correspondencia finita dada por

T(n)(L)= > L'

|L:L'|=n

En otros términos, T'(n) asigna a cada reticulo L el conjunto de todos sus
subreticulos de indice n. Este conjunto es finito, pues necesariamente se ha de
cumplir nL < L' < Ly L/nL = (Z/nZ)?, luego hay tantos subreticulos L’ como
subgrupos de orden n tiene el grupo (Z/nZ)?.

Para cada A € C* consideramos también la correspondencia Ry € C(S) dada
por Rx(L) = A\L.

Las correspondencias T'(n) y Ry son elementos del anillo C(S), donde el
producto es la composicién de homomorfismos. El teorema siguiente recoge
algunas propiedades bésicas:

Teorema B.3 Se cumple:
a) RyR, = Ry,
b) R\T(n) =T(n)Ry,
¢) T(m)T(n) =T(mn), si (m,n) =1,
d) T(p)T(p™) =T (p" ') + pR,T(p"~ 1Y), para todo primo p yn > 1.
DEMOSTRACION: a) y b) son obvias. Respecto a c), observemos que

T)(T(m)(L)) = > > L
|L:L'|=m |L’:L"|=n

Basta probar que siempre que |L : L”| = mn existe un anico reticulo inter-
medio L/ < L' < Ltalque |L: L'|=my|L : L"| = n. Equivalentemente, hay
que probar que el grupo L/L” tiene un tinico subgrupo de orden n. Esto es un
hecho general: todo grupo abeliano de orden mn con (m,n) = 1 tiene un tnico
subgrupo de orden n (el formado por los elementos de orden divisor de n).

Para probar d) observamos que

TE")TE)L)= > avl,
|L:L/ |=pr+1
donde ays es el namero de reticulos L’ < L” < L tales que |L : L"| = p,
|L”, L'| = p™. Por otra parte,
Ty = > L,
|LiL/ | Zprtd

pT (" )(Ry(L) =pT(p" ") pL)=p >  bplL

|L:L'|=pnt1
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donde

bL’—{l si L' C pL,

0 en otro caso.
(Notemos que |L : pL| = p?.)
Hemos de demostrar que ay. = pby, + 1. Distingamos dos casos:

a) Si L’ ¢ pL, hemos de ver que ar: = 1, es decir, que hay un tnico reticulo
L' < L” < L deindice pen L. Un tal L ha de cumplir pL. < L” < L. Entonces,
(pL+ L")/pL y L"/pL son dos grupos de orden p y uno esta contenido en el
otro, luego coinciden. Esto prueba la unicidad. La existencia es obvia.

b) Si L' C pL hemos de ver que hay exactamente p+1 reticulos L' < L” < L
de indice p en L. Estos reticulos cumplen, de hecho, L' < pL < L” < L y se
corresponden con los subgrupos de orden p en L/pL = (Z/pZ)?, que son p + 1,
como es facil comprobar. L]

De este teorema se desprende que las correspondencias T'(n) dependen po-
linémicamente de las correspondencias T'(p) y Ry, donde p recorre los nimeros
primos. Como éstas conmutan entre si, concluimos que todos los operadores
T(n) y Ry conmutan entre sf.

Ahora probamos un resultado técnico que necesitaremos para relacionar las
correspondencias T'(n) con las funciones modulares:

Teorema B.4 Sea L = (wl,w2>z un reticulo complejo y n > 1 un nudmero
natural. Para cada matriz

az(Z 2>€Mat2(Z), ad=n, a>1, 0<b<d,

sea Lo = (W], wh),, conw] = dwi, wh = bwi+aws. Entonces, los reticulos L,
son distintos dos a dos y son todos los subreticulos de L de indice n.

DEMOSTRACION: Es claro que cada L, tiene indice n en L. Si L' < L es un
reticulo de indice n, definimos Y71 = L/(L" + (w1),), Y2 = (wi), /(L' N {(wi),),
que son dos grupos ciclicos generados por las clases de ws y wy respectivamente.
Sean a y d sus ordenes. La sucesion exacta

0—Y, — L/ —Y —0

prueba que ad = n.

Si w] = dwy, tenemos que wi € L'. Por otra parte, existe un wh € L' tal
que wy = awz (méd (w1),). Digamos que wy = bwy + aws. Podemos exigir que
0 < b < dy entonces w) y b quedan completamente determinados. Se cumple
que L' = (w},w}),, pues ambos reticulos tienen indice n en L.

Asi pues, tenemos una aplicacién que a cada reticulo L’ le asigna una matriz
a de modo que L' = L,. Es claro que las aplicaciones L' — o y o — L’ son
mutuamente inversas, lo que prueba el teorema. L]
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Segun hemos visto, toda funcién modular f de grado 2k puede verse como
un homomorfismo de Z-médulos f : (S), — C, donde S es el conjunto de todos
los reticulos complejos. Por otra parte tenemos definidas las correspondencias
T(n) : (S),; — (S)4, que nos permiten formar la composicion T'(n) f = T'(n)of,
cuya restriccion a S cumple la relacion (B.2):

T(n)f(AL) = f(T(n)(AL)) = f(AT(n)(L))
= A" (T (n)(L)) = A>T (n) f(L).
Esto nos permite a su vez ver a T(n)f como una funcion definida sobre
H que verifica la relacion de invarianza de las formas modulares de grado 2k.
Vamos a ver que es, de hecho, una forma modular. Explicitamente, teniendo en
cuenta el teorema B.4, vemos que

(Tm)f)(7) = FT)({1L,7)2) = F( X (dar +1b),)

a,b,d

= S a () = Sk,

a,b,d «

donde « recorre las matrices del teorema B.4.

Esta expresion muestra que T'(n)f es una funcién holomorfa en H. Falta
probar que es holomorfa en co. Sea

2mimT

f(r) =

T8

c(m)e
0

la serie de Fourier de f. Entonces
) .
(T))(r) = S d2* S ¢(m)e?mimler+b)/d,
a,b,d m=0

Ahora bien,

2mwimb/d __ d sid | m,
(& = .
ngbid {0 sidfm.

Por consiguiente,
oo .
T(n)f(T) _ Z d72k+1 Z C(m/d)e%mm at
a,d m’=0
Llamando m = m/a, tenemos que
[e.e] .
Tf(r)= 3 (5 (n/a) 2 +ie(mn/a?)) e,
m=0 “a|(n,m)

Esta expresion muestra que T'(n) f es holomorfa en oo, asi como que si ¢y = 0,
entonces el primer coeficiente de la serie de T'(n)f también es nulo, luego T'(n)
transforma formas parabolicas en formas parabolicas.

Para evitar denominadores conviene modificar ligeramente la definicion de
los operadores T'(n). Llamemos T'(n)* a lo que hasta ahora hemos llamado T'(n).
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Definicion B.5 Sea Msy, el espacio de las formas modulares de grado 2k. Para
cada natural n > 1, definimos el operador de Hecke T'(n) : May, — Moy, como
el dado por

T(n)f =n*"'T(n)" f =n*""S ol f,
donde « recorre las matrices del teorema B.4.

De este modo,

C(m)e2ﬂ'irm) _ Z b(m)e%”m,

m=0

() ( 52

m=0

donde
b(m)= > a*~lc(mn/a?).

al(n,m)
(Se entiende que en el sumatorio a > 1.)

En particular, b(0) = o9x—1(n)c(0) y b(1) = ¢(n). De aqui se sigue —como ya
habfamos comentado— que T'(n) se restringe a un operador T'(n) : M3, — M3,
en el espacio de las formas parabdlicas de grado 2k.

Los operadores de Hecke heredan las propiedades de las correspondencias
que los inducen:

Teorema B.6 Los operadores de Hecke en el espacio Msy, conmutan entre siy
satisfacen las relaciones siguientes:

a) T(m)T(n) = T(mn), st (myn) =1,
b) T(p™)T(p) = T(p"*t') + p**~1T(p"1), sip es primo yn > 1.

DEMOSTRACION: La conmutatividad se sigue inmediatamente de la defini-
cion de los operadores de Hecke y de la conmutatividad de las correspondencias
que los inducen. Comprobamos b). La prueba de a) es similar y mas sencilla.
Si f € My, entonces

T(p™)T(p)f = T(p)(T(p™)f) = p" DT () (T(p")" f) =
prTIEE (T (p) o T(p")* o f) = pHVER=D(T(pn1)* 4 pR,T(p" 1)) o f
=T ™) f +p" 'Ry o T(p" ") o f.

Ahora observamos que, para un reticulo L, se cumple
(Rp o T(p" ") o f)(L) = f(p(T(p"~*)(L))

=p HTEL) =p (T E" ) o f)(L).
Asi pues,
T(p")T(p)f =TE" ) f +p* T f.
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Ahora podemos entender la relacién entre los operadores de Hecke y los
coeficientes de Fourier de las formas modulares. Pensemos, por ejemplo, en el
espacio MY,. Sabemos que tiene dimensién 1y que esta generado por la funcion
discriminante A(7). Esto hace que A sea necesariamente un vector propio de
todos los operadores de Hecke, es decir, que existen ntameros complejos A\(n) tales
que T(n)A = A(n)A. Vamos a ver que esto implica el caracter multiplicativo
de la funcién de Ramanujan.

Teorema B.7 Sea f una forma modular de grado 2k > 0 cuyo desarrollo en

serie de Fourier sea
oo

f(r) = 3 eln)eminr.

n=0
Supongamos que f es simultdneamente un vector propio de todos los operadores
de Hecke T'(n), es decir, tal que T'(n)f = A(n)f para ciertos A(n) € C. Entonces

a) c¢(1) #0.
b) Para cadan > 1, se cumple c¢(n) = A(n)c(1).

¢) Sic(l) =1, entonces, para m, n > 1,

c(m)e(n) = 3 d* e (%) .

d|(m,n)
En particular, si (m,n) =1 se cumple c(mn) = ¢(m)c(n).

DEMOSTRACION: El m-simo coeficiente de Fourier de T'(n) f es A(n)c(m), y
segin las observaciones posteriores a la definicion B.5 es

An)e(m) = 3 d** e (m—g) . (B.3)
d|(n,m) d
En particular, si m = 1, queda A\(n)c(1) = ¢(n). Si fuera ¢(1) = 0 entonces
serfa ¢(n) = 0 para todo n > 1, luego f seria una constante, lo cual es absurdo
(tendria que ser k = 0). Asi pues, ¢(1) # 0. Esto prueba a) y b). Bajo la
hipotesis de ¢) tenemos A(n) = c¢(n) y (B.3) se convierte en la férmula del
enunciado. -

Ejemplo Segun la observacion previa al teorema, esto se aplica a la funcion A
y, por consiguiente, a la funcién 7 de Ramanujan. Tenemos, pues, demostrada
la relacion: mn
rm)yrn) = Y d*lr (72) .
d|(m.n) d
En particular de aqui se desprende su caracter multiplicativo:
7(mn) = 7(m)7(n), si (m,n) =1,
asi como una relacion recurrente para calcular 7(p™) (supuesto conocido 7(p)):

T(p")r(p) = (") + p'r (" ).
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La teoria de los operadores de Hecke puede generalizarse a otros grupos
de congruencias, y es una herramienta muy util para el estudio de las formas
modulares, especialmente para el estudio de las series de Dirichlet formadas con
los coeficientes de una forma paraboélica. Por ejemplo, para el caso concreto de
la funcién A, puede probarse que la serie

LAs) =Y Tf;’).

converge en el semiplano complejo Re s > 6.5, asi como que admite un desarrollo
en producto de Euler de la forma

i 7(n) _ H 1
— ns . 1— T(p)pis +p1172s’

donde p recorre los nimeros primos. Ademaés, L(A,s) se prolonga analitica-
mente a todo el plano complejo y satisface la ecuacion funcional

(2m)~* 1lT(s)[,(A75) = (2m)" 12 1

— T1(12 — ) L(A, 12 — s).
: S TI(12 - 9)L(A, 12— 5)
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