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Hubo un tiempo en el que todas las partes de
la materia estaban dispersas, cuando el dlgebra, la
geometria y la aritmética, o bien vivian separadas, o
mantenian relaciones frias, reducidas a llamadas oca-
sionales de una a otra; pero eso se esta acabando; las
tres se estan acercando y aparecen constantemente
conectadas e intimamente relacionadas por miles de
fuertes lazos, y podemos esperar con confianza en
que llegara un tiempo en el que no formaran sino un
solo cuerpo con una sola alma.

J.J. SYLVESTER
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Introducciéon

Si S es una superficie de Riemann compacta y conexa de género g > 1, el
teorema de Abel-Jacobi afirma que su grupo de clases de grado 0, PicO(S ), es
isomorfo a un toro complejo J de dimensiéon g, que es un grupo de Lie com-
pacto y conexo, al que se le llama variedad jacobiana' de S. Méas atn, J es una
variedad algebraica, en el sentido de que es conformemente equivalente a una
variedad algebraica proyectiva, es decir, a un subconjunto de un espacio pro-
yectivo P™(C) definido por un sistema de ecuaciones polindmicas homogéneas.
(Esto no lo cumplen todos los toros complejos, pero si los que pueden obtenerse
como variedad jacobiana de una superficie de Riemann.)

En 1940, André Weil anuncié que tenia una demostraciéon de la hipotesis
de Riemann para curvas algebraicas definidas sobre cuerpos finitos,? bajo el
supuesto de que el teorema de Abel-Jacobi fuera generalizable a curvas alge-
braicas proyectivas regulares definidas sobre un cuerpo arbitrario. (Observemos
que una superficie de Riemann es lo mismo® que una curva proyectiva regular

sobre C.)

No vamos a dar aqui un enunciado preciso de la generalizacién necesaria, pero
en esencia consiste asociar a cada curva proyectiva regular C'/k una variedad
proyectiva regular Jo (su variedad jacobiana), definida también sobre k, que
sea una variedad abeliana, es decir, que tenga una estructura de grupo abeliano
definida mediante aplicaciones regulares + : Jo X Jo — Joy — : Jo — Jo,
y de modo que, con esta estructura de grupo, sea isomorfa al grupo PicO(C).

Esta generalizacion del teorema de Abel-Jacobi no es trivial en absoluto,
pero hay que tener en cuenta que Weil se encontraba entonces en una prisiéon
militar a causa de “un différend avec les autorités francaises au sujet de mes
obligations militaires”. Segun él mismo explico: “En d’autres circonstances, une
publication m’aurait paru bien prématurée. Mais, en avril 1940, pouvait-on se
croire assuré du lendemain?”

El caso era que Weil “casi” sabfa como construir la variedad jacobiana de
una curva, y el “casi” lo concret6 en la década siguiente: en 1944 terminé sus
Foundations of Algebraic Geometry (publicadas en 1946), en las que introdujo

LCf. [VC A.29, A.30], [GA 8.8, 8.9, 8.19].
2Cf. [GA, seccion 7.4].
3Ct. [GA 5.60].
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X Introducciéon

un concepto abstracto de variedad algebraica, respecto al cual las variedades
proyectivas y cuasiproyectivas son como las subvariedades diferenciales de R"
a las variedades diferenciales abstractas; mientras que en 1948 completé sus li-
bros “Sur les Courbes algébriques et les Varietés qui s’en déduisent”y “Varietés
Abeliennes et Courbes Algébriques”, en los que construyo las variedades jacobia-
nas como variedades abstractas, no necesariamente proyectivas, y demostroé la
hipétesis de Riemann de acuerdo con su idea original.*

Las variedades jacobianas construidas por Weil son variedades abelianas abs-
tractas, es decir, variedades (abstractas) dotadas de una estructura de grupo
definida mediante homomorfismos entre variedades (el analogo algebraico a un
grupo de Lie) y que ademds son completas, que es el analogo abstracto a la
compacidad en el caso de variedades complejas. Sin embargo, Weil no pudo
demostrar que las variedades jacobianas pudieran sumergirse en un espacio pro-
yectivo. (Mientras toda variedad diferencial (real) abstracta es difeomorfa a
una subvariedad de R™, para un n suficientemente grande, no es cierto que toda
variedad algebraica abstracta pueda sumergirse en un espacio proyectivo. Ni
siquiera es cierto para variedades completas.)

En 1953, Barsoti y Matsusaka demostraron independientemente que toda
variedad abeliana es proyectiva, y Weil encontré otra demostracién en 1957.

Mientras tanto, Oskar Zariski estaba obteniendo profundos resultados en
geometria algebraica mediante técnicas completamente distintas a las de Weil:
las técnicas del algebra conmutativa. Planeaba escribir sus propios fundamentos
de la geometria algebraica, pero solo llego a publicar dos volimenes de Algebra
conmutativa en colaboracion con P. Samuel (1958 y 1960). Ello se debio a que
fue Alexander Grothendieck quien encontro la forma més adecuada de conectar
la geometria algebraica con el algebra conmutativa, a través de la teoria de
esquemas. Entre 1960 y 1967 fue publicando, en colaboracién con J. Dieudonné,
sus Eléments de Géométrie Algébrique, que en un principio debia constar de
trece partes, aunque al final sélo se publicaron cuatro (en ocho entregas) y hay
un borrador de la quinta.

Se produjo asi una situacién muy desagradable: ahora existian dos funda-
mentaciones distintas de la geometria algebraica: la de Weil y la de Grothen-
dieck, que constituian dos lenguajes distintos, por no decir incompatibles entre
si, en el sentido de que traducir, no ya una prueba, sino simplemente un enun-
ciado, de uno al otro no era trivial en absoluto. En si mismos, ambos son dos
obras monumentales del pensamiento humano, pero, comparativamente, la teo-
ria de Grothendieck es muy superior a la de Weil, puesto que permite reducir
facilmente muchos problemas geométricos a meros problemas de algebra conmu-
tativa, que puede entender y abordar un algebrista aunque no esté familiarizado
con la geometria. La teoria de Weil, en cambio, resulta esotérica para cualquiera
que no esté muy familiarizado con ella, y requiere sus propios métodos, de modo
que no es facil aprovechar con ella las posibilidades del algebra conmutativa.

4Posteriormente, Stepanov, Schmidt y Bombieri encontraron una demostraciéon més ele-
b K
mental en la que no intervienen las variedades jacobianas, que es en esencia la demostraciéon
que aparece en [GA].
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Lo desagradable es que una generaciéon de mateméticos se habfa estudiado
los fundamentos de Weil, y ahora se encontraba con que para trabajar desde
el punto de vista de Grothendieck habia que empezar de cero, y muchos nunca
llegaron a hacerlo. Ya nadie usa el lenguaje de Weil, y algunos textos valiosos
de geometria algebraica (entre ellos los del propio Weil, pero muchos méas, como
los de S. Lang o A. Néron) son practicamente ilegibles, salvo que un lector se
arme de la paciencia necesaria para digerir primero los libros originales de Weil,
y sabiendo que luego tendra serios problemas para expresar lo que aprenda en
términos modernos.

En este libro exponemos lo fundamental de la teoria de esquemas de Gro-
thendieck. No vamos a construir las variedades jacobianas, pues para ello nece-
sitariamos entrar a fondo en la teoria de variedades abelianas, lo que daria pie
a otro libro, pero si veremos la prueba de Weil de que toda variedad abeliana
es proyectiva (adaptada al lenguaje de los esquemas, naturalmente). Ademas
de su valor histérico como motivacién de la geometria algebraica abstracta, la
demostracion tiene el interés de que en ella intervienen casi todos los resultados
que presentamos, que no son pocos.

Una buena parte de estos resultados son versiones abstractas de los resulta-
dos que en mi libro de Geometria algebraica aparecen enunciados y demostrados
en términos clasicos. Tal y como ya hemos mencionado, una de las ventajas de la
teorfa de esquemas es que permite aplicar a la geometria algebraica las técnicas
del algebra conmutativa, y también facilita la aplicaciéon del dlgebra homolégica.
La mayor parte de requisitos en ambas ramas los he presentado separadamente
en mi Algebra homoldgica y dlgebra conmutativa, de modo que los nimeros entre
corchetes, como [3.2], son referencias a este libro.

Para terminar, quiero agradecer al profesor Qing Liu la correspondencia que
amablemente ha mantenido conmigo y que me ha sido de ayuda inestimable a
la hora de asimilar algunos aspectos de esta teoria. Todas sus observaciones,
indicaciones y comentarios han sido valiosisimos para mi. Su libro [6] es, sin
duda, la mejor opcién para todo aquel que desee profundizar mas en la teoria
de esquemas y sus aplicaciones a la geometria aritmética.






Capitulo 1

La geometria clasica

Antes de presentar la teorfa de esquemas, conviene revisar —aunque sea
brevemente— los conceptos de la geometria algebraica clasica que constituyen
el punto de partida de la teoria moderna. La geometria algebraica surge a partir
del problema de estudiar los sistemas de ecuaciones polinémicas, lo que conduce
al concepto de conjunto algebraico afin.! Los conjuntos algebraicos afines son
suficientes para estudiar problemas locales en geometria algebraica, pero para
las cuestiones globales hemos de tener en consideracion los puntos infinitos que
aparecen cuando consideramos dichos conjuntos dentro del espacio proyectivo
(de modo que, por ejemplo, una parabola tiene un punto infinito y una hipér-
bola tiene dos). Esto nos lleva al concepto de conjunto algebraico proyectivo,
que estudiaremos aqui. A su vez, para unificar el estudio de los conjuntos alge-
braicos afines y proyectivos conviene introducir la nociéon de conjunto algebraico
cuasiproyectivo.

1.1 Conjuntos proyectivos

En lo sucesivo K serd un cuerpo algebraicamente cerrado y k& un sub-
cuerpo arbitrario. Representaremos por P" = P"(K) el espacio proyectivo
n-dimensional. Fijado un sistema de referencia, sus puntos vienen determina-
dos por coordenadas homogéneas, esto es, clases de equivalencia en A"T1\ {0}
de modo que dos vectores de coordenadas se corresponden con el mismo punto
si y s6lo si se diferencian en un factor constante no nulo. Un cambio de sis-
tema de referencia transforma linealmente las coordenadas homogéneas de los
puntos. Podemos considerar P"(k) C P"(K). Todo sistema de referencia pro-
yectivo de P™(k) lo es también de P"(K) y, respecto a tal sistema, los puntos de
P"(k) son los que admiten un vector de coordenadas homogéneas en A" 1(k).
Consideraremos tnicamente sistemas de referencia en P" (k).

Sea P € P" y F € k[Xy,...,X,]. Fijado un sistema de referencia, diremos
que P es un cero de F' (y lo representaremos por F(P) = 0) si F se anula en

1Los resultados bésicos sobre la geometria afin se encuentran en la seccién [3.2].
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todos los vectores de coordenadas homogéneas de P. Si F = Fy+---+ Fges la
descomposicion de F' en polinomios homogéneos, esto equivale a que cada F; se
anule en P. En efecto, fijado un vector de coordenadas homogéneas X, tenemos
que

0=F\X) = Fo(X) +  Fy(X) + - + X Fy(X)

para todo A € K. El miembro derecho es un polinomio en A con infinitas raices,
luego sus coeficientes son todos nulos.

Si S es un conjunto de polinomios homogéneos, representaremos por
V(S)={PeP" | F(P)=0}.

Un conjunto C' C P” es un conjunto algebraico proyectivo si es de la forma
C = V/(S) para cierto conjunto S C K[Xy,...,X,] de polinomios homogéneos.
Si S C k[Xo,...,X,] diremos que C estd definido sobre k y lo representaremos
por C/k. El caracter algebraico de un conjunto no depende del sistema de
referencia.

Si C'/k es un conjunto algebraico proyectivo no vacio de P™, llamaremos
I(C) ={F € k[Xo,...,Xy] | F(P) =0 para todo P € C}.

Pronto veremos que conviene definir I(@) = (Xo, ..., X,,). Claramente I(C)
es un ideal radical. Mas atn, es un ideal homogéneo, en el sentido siguiente:

Definicion 1.1 Un ideal I de un anillo graduado A es homogéneo si esté gene-
rado por elementos homogéneos.

Teniendo en cuenta que un polinomio se anula en un punto si y sélo si
se anulan sus componentes homogéneas, tenemos que si C/k es un conjunto
algebraico, entonces el ideal I(C') esta generado por los polinomios homogéneos
que contiene.

Teorema 1.2 Sea A un anillo graduado e I un ideal de A. Las afirmaciones
stguientes son equivalentes:

a) I es homogéneo.
b) I contiene las componentes homogéneas de sus elementos.

¢) A/I es un anillo graduado con la graduacion (A/I), = (Ax +1)/I.

DEMOSTRACION: a) = b) Sea S un generador de I formado por elementos
homogéneos. Si a € I, entonces a = > ¢;8;, con s; € S, ¢; € A. Si descompo-

nemos cada ¢; en componentes homogléneas tenemos una expresion de a como
suma de elementos homogéneos todos ellos multiplos de los s;, luego todos ellos
estan en I. Al agruparlos segtin su grado obtenemos la descomposiciéon de a en
componentes homogéneas.



1.1. Conjuntos proyectivos 3

b) = a) Claramente I esta generado por los elementos homogéneos que
contiene.

b) = ¢) Es claro que A/I = > (A/I);. Basta probar que la suma es directa,
k
pues obviamente el grado de un producto de elementos homogéneos es la suma

de sus grados.
n

Tomamos una suma »_ ar = 0, con ay € (A/I); y hemos de probar que
k=0 n
cada sumando es nulo. En principio Y aj € I, luego por b) cada ay, € I, luego

ar = 0. k=0

n

c) = b)Sia= Y ar € I, con ap € Ay, entonces la clase de a en A/T
k=0

es nula, luego cada componente homogénea ar + I ha de ser nula, luego cada

ag € 1. n

Ahora vamos a demostrar la version proyectiva del teorema de los ceros de
Hilbert, que nos da la relacién exacta entre los conjuntos algebraicos proyectivos
y los ideales homogéneos. Lo obtendremos a partir del resultado analogo de la
geometria afin a través del concepto de cono:

Definicion 1.3 El cono afin de un conjunto algebraico proyectivo C/k en P"
es el conjunto C' C A™*! de todas las coordenadas homogéneas de los puntos
de C' mas el punto 0.

Es inmediato que si S es un conjunto de polinomios homogéneos tal que
C = V(S) como conjunto proyectivo, entonces C' = V(S) como conjunto afin.
Para evitar confusiones, en el razonamiento siguiente escribiremos V; y V,, para
referirnos a los conjuntos de ceros de un conjunto de polinomios en A"*! y en
P"™ respectivamente. Aunque en este caso no hay ambigiiedad, distinguiremos
también entre V, y V.

Es claro que si C' # @, entonces I,(C) = I,(C'), y si I es un ideal homogéneo

de k[Xo,...,X,] tal que V,(I) # o, entonces V,(I) = V,(I). Asi pues, si
Vp(I) # @, tenemos que

I,(Vp(I)) = 1o(Vp(I)) = Lo(Va(l)) = rad I.
De aqui que si C = V,(I) es un conjunto algebraico no vacio, entonces
Vo(Ip(C)) = Vp(Ip(Vy(1))) = Vp(rad I) = V,,(I) = C.

Respecto al conjunto vacio, la situacion es la siguiente: Si V,(I) = @ es
porque V,(I) C {0}, lo que a su vez equivale a que

(Xoy.. ., Xp) = L({0}) C L(Va(I)) = rad .

Ahora es inmediato el teorema siguiente:
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Teorema 1.4 (Teorema de los ceros de Hilbert) Sea K un cuerpo alge-
braicamente cerrado y k un subcuerpo de K. La correspondencia C +— I(C) es
una biyeccion entre el conjunto de todos los conjuntos algebraicos proyectivos
C/k y el conjunto de todos los ideales homogéneos radicales I C (Xo,...,Xn)
de k[Xo, ..., X,]. Su inversa es la aplicacion I — V(I). Para todo ideal homo-
géneo I # k[Xo,...,Xn] se cumple que I(V(I)) = Rad I.

Si C'/k es un conjunto algebraico proyectivo, fijado un sistema de referencia
en P" podemos definir el algebra Ax[C] = k[Xo, ..., X,]/I(C), que es una k-
algebra graduada noetheriana y reducida. Ahora bien, a diferencia de lo que
sucede en el caso afin, no podemos interpretar sus elementos como funciones
sobre C'. Pese a ello, para cada subconjunto algebraico D C C' podemos definir

Ic(D) ={f € A[C] | f(P) =0},

entendiendo que si f = [F], entonces f(P) = 0 significa que F(P) = 0, lo
cual tiene sentido y no depende del representante de la clase. Es inmediato
que Ic(D) = I(D)/I(C), lo que nos da una biyeccion entre los subconjuntos
algebraicos de C'y los ideales radicales homogéneos de A,[C] distintos de Ay [C].
La correspondencia inversa es la que asigna a cada ideal I C A[C] el conjunto
algebraico

Ve(I)={P e C| f(P) =0 para todo f € I}.

Como en el caso afin, es inmediato que la interseccién arbitraria y la unién
finita de conjuntos algebraicos proyectivos es también un conjunto proyectivo.
Esto nos permite definir la topologia de Zariski en P™ (relativa a k) como la
topologia que tiene por cerrados a los subconjuntos algebraicos de P™ definidos
sobre k. La topologia de Zariski en un conjunto algebraico proyectivo defi-
nido sobre k seré la restriccion de la topologia de Zariski de P™. El hecho de
que los anillos A [C] sean noetherianos implica que los conjuntos algebraicos
proyectivos son espacios topolégicos noetherianos. En particular admiten una
descomposicién tnica en unién finita de componentes irreducibles.

Llamaremos wvariedades proyectivas a los conjuntos algebraicos proyectivos
irreducibles.

Como en el caso afin, se prueba que un conjunto algebraico proyectivo C' es
primo si y so6lo si el ideal I(C') es primo. Soélo es necesaria la siguiente observacion
adicional:

Teorema 1.5 En un anillo graduado A, un ideal homogéneo I es primo si y
solo si cuando ab € I con a y b homogéneos, entoncesa €l obe I.

DEMOSTRACION: Supongamos que a ¢ I y b ¢ I. Sea a,, la componente
homogénea de menor grado de a que no estd en I y sea b, la componente
homogénea de menor grado de b que no esta en I. Entonces

(ab)mn = S ayby € 1.

utv=m-+n

Por la eleccion de m y n, todos los sumandos tienen un factor en I salvo
ambn, luego apb, € I, en contradicciéon con la hipotesis. [
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Ejemplo Consideremos el conjunto
C = {(s% s%,st*,t*) € P* | (s,t) € P'}.
Observemos que C = V(Fy, Fy, F3), donde
Fi =X} — XoXo, Fo=X7—-X1X3, F3=XoX3— X1 Xo.
Una inclusion es obvia. Si un punto P = (a,b, ¢,d) cumple las ecuaciones
b>—ac=0, 2—bd=0, ad—bc=0,

distinguimos dos casos: o bien a = 0, en cuyo caso b = ¢ = 0, con lo que,
ciertamente, P = (0,0,0,1) € C; o bien a # 0, en cuyo caso podemos suponer
que ¢ = 1. Tomamos s =1,t =10, con lo que

a=s b=3s% c=0=st?, d=bec=0>=1t>.

En definitiva, P € C. Llamemos I = (Fy, F5, F3). Vamos a probar que [ es
primo, con lo que C es una variedad proyectiva, y ademas I(C) = I(V(I)) = 1.
Llamemos B = k[Xg, X1, X2, X3]/I. Hemos de probar que B es un dominio
integro. Observemos que B = k[xg, 21,2, 23], y los generadores cumplen las
relaciones

.T% = ToT2, .T% = r1r3, T1X9 = Tox3.
Definimos un homomorfismo k[Xg, X1, X2, X3] — k[S, T] mediante
Xo— 83 X, S?T, Xy ST?, X3+ T3

Es claro que I esta contenido en el nucleo de este homomorfismo, luego
tenemos un homomorfismo B — k[S,T]. Su imagen estd contenida en el
subanillo S3 C k[S, T'] formado por los polinomios de grado maltiplo de 3. Basta
probar que B — S5 es un isomorfismo, y para ello definiremos su inverso.

Observemos que S3 es un k-espacio vectorial que tiene por base a los mono-
mios (con coeficiente 1) de grado multiplo de 3. Cada uno de estos monomios
se expresa de forma tnica como

SBuTBU SBuTBU (STQ) SBuTBU (S2T)
para ciertos u, v > 0. Podemos definir una aplicacioén lineal S35 — B mediante
SBT3 s glay SPUT3V(ST?) s afalay, S*T3(ST) — zhalas.
Una comprobacién sencilla muestra que esta aplicacién es, de hecho, un

homomorfismo de anillos. Es evidente que los dos homomorfismos que hemos
definido son mutuamente inversos. n
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1.2 El espectro homogéneo

Vamos a introducir el analogo proyectivo del espectro de un anillo. Primera-
mente probaremos algunos resultados generales sobre ideales primos en anillos
graduados. El teorema siguiente es una consecuencia inmediata de 1.5:

Teorema 1.6 Sea A un anillo graduado, B un ideal primo y P* el ideal gene-
rado por los elementos homogéneos contenidos en SB3. Entonces B* es también
un ideal primo.

De aqui se sigue a su vez:

Teorema 1.7 Si I es un ideal homogéneo de un anillo graduado, entonces los
divisores primos minimales de I son homogéneos.

DEMOSTRACION: Si P es un divisor primo minimal de I, el ideal 8* cons-
truido en el teorema anterior cumple que I C B* C B, luego ha de ser P* = P.
]

La interseccion de ideales homogéneos es trivialmente homogénea, y el radi-
cal de un anillo es la interseccion de sus divisores primos minimales, luego:

Teorema 1.8 Si I es un ideal homogéneo de un anillo graduado A, entonces
rad I es la interseccion de todos los ideales primos homogéneos que contienen
a I, luego también homogéneo. En particular rad 0 es homogéneo y Aieq €5 un
anillo graduado.

Observemos que si A es un anillo graduado, entonces AL = @ Ai es un
k>0

ideal homogéneo de A. En el caso de un anillo de polinomios A = k[Xy, ..., X,]

tenemos que A = (Xo,...,X,) v es facil ver que todo ideal homogéneo esta

contenido en A, pero esto ya no es cierto si k no es un cuerpo.

Definicion 1.9 Si A es un anillo graduado, definimos el espectro homogéneo de
A como el conjunto Proy A de todos los ideales primos homogéneos 3 de A tales
que Ay ¢ P. A tales ideales los llamaremos ideales relevantes de A. Puesto
que Proy A C Esp A, consideraremos a Proy A como espacio topolégico con la
topologia inducida desde Esp A.

Si A = Ag[C], para un conjunto algebraico proyectivo C'/k, los primos rele-
vantes de A se corresponden biunivocamente con las subvariedades proyectivas
de C.

En general, tenemos que los cerrados de Proy A son los conjuntos de la forma
V(I) = { € Proy A | I € B},

donde I es un ideal de A que podemos tomar homogéneo, ya que si sustituimos
I por el ideal generado por los componentes homogéneas de los elementos de
I el conjunto V(I) no varia. También podemos suponer que I es radical, pues
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V(I) = V(radI). Por otra parte, podemos tomar tnicamente ideales I C A,
ya que V(I) = V(I'N A;). Esto se debe a que si B € V(I N A;) entonces
TA, CINAL CPBy, como Ay ¢ B, ha de ser I C B, luego P € V(I).

Lo que no podemos hacer es suponer al mismo tiempo que I es radical y que
I C A,. Esto es posible, por ejemplo, si A es reducido, pues entonces Ay es un
ideal radical.

Es facil ver que si I, J son ideales homogéneos de A, entonces V(I) C V(J)
siysolosi JNA; Cradl.

En particular, V(I) = & si y s6lo si V(I) C V(AL), siy sélosi Ay Cradl.

Observamos por ultimo que una base de Proy A la forman los abiertos prin-
cipales

D(f)={PeProyA|f¢P}, [feA

pues son la restriccion a Proy A de una base de Esp A. Seguimos teniendo una
base si tomamos tnicamente elementos f homogéneos, pues D(f) es la union
de los abiertos definidos por las componentes homogéneas de f.

1.3 Propiedades de los conjuntos proyectivos

Ya hemos visto como los conos afines permiten traspasar propiedades de los
conjuntos algebraicos afines a propiedades similares en los conjuntos algebraicos
proyectivos. Otra forma de conectarlos es a través de la nocién de clausura
proyectiva de un conjunto algebraico afin.

Podemos identificar cada punto (x1,...,z,) € A™ con el punto de P™ con
coordenadas homogéneas (1,z1,...,2,). De este modo, A™ se identifica con
el abierto D(Xjy), es decir, el complementario del hiperplano H = V(Xj), al
que llamaremos hiperplano del infinito. Esta inmersion depende del sistema de
referencia. Eligiéndolo adecuadamente, cualquier hiperplano puede convertirse
en el hiperplano del infinito.

La topologia de Zariski (relativa a k) de A™ es la restriccion de la topo-
logia de Zariski de P™. Para demostrarlo conviene introducir algunos concep-
tos sobre polinomios: Si F(Xy,...,X,) € k[Xo,...,X,] es homogéneo, defini-
mos su deshomogeneizacion Fi(Xy,...,X,) = F(1,X1,...,X,), mientras que
si F(Xy,...,Xn) € k[X1,...,X,], definimos su homogeneizacion como

F*(Xoy..., Xp) = XEF oy X0, X/ Xo) € KXo, ..., Xal.

Es facil ver entonces que si C'/k es un subconjunto algebraico de P", en-
tonces C N A™ = V(S), donde S = {F,. | F € I(C)}, luego la intereseccion
es un conjunto algebraico afin definido sobre k. Reciprocamente, si C/k es
un subconjunto algebraico de A", consideramos el conjunto C' = V(S), donde
S ={F*| F € I(C)}. Obviamente es un conjunto algebraico proyectivo (defi-
nido sobre k) y C = C'N A™.
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Con esto hemos probado que los cerrados de A™ son las intersecciones con
A™ de los cerrados de P", luego en efecto, la topologia de Zariski de A™ es la
topologia relativa.

Observemos que el conjunto C construido en el argumento precedente es la
clausura de C' en P”. En efecto, si C' C D C P" y D es cerrado en P”, tomemos

F € I(D). Entonces Fy € I(C), luego (Fy)* € I(C). Ahora bien, es facil ver

que F' = X{(F\)*, para cierto r > 0. Asi pues, I' € I(C). Esto prueba que
I(D) C I(C), luego C C D.

A la clausura en P™ de un conjunto algebraico afin la llamaremos su clausura
proyectiva.

El teorema siguiente recoge los resultados fundamentales que relacionan los
conjuntos algebraicos afines y proyectivos:

Teorema 1.10 La aplicacion C + C que a cada conjunto algebraico afin C/k
de A™ le asigna su clausura proyectiva es una biyeccion entre los conjuntos
algebraicos afines de A™ y los conjuntos algebraicos proyectivos de P"™ que no
tienen ninguna componente irreducible contenida en el hiperplano del infinito.
Ademds C es irreducible si y sélo silo es C y si C = Vi U---UV,. es la
descomposicion de C en componentes wrreducibles, la descomposicion de C es

C=V,U---UV,.

DEMOSTRACION: El hecho de que C' es irreducible si y solo si lo es C es un
hecho general sobre espacios topologicos. La tltima afirmacién del teorema es
entonces inmediata, salvo que hemos de probar que ninguna V; esta contenida en
la union de las restantes. De todos modos, esta claro que C no tiene componentes
irreducibles contenidas en el hiperplano del infinito.

Observemos ahora que si V' es un conjunto algebraico proyectivo irreducible
no contenido en el hiperplano del infinito, es decir, tal que V, = V N A™ #£ &,
entonces V, es un abierto no vacio de V, luego es denso, luego V, = V. De aqui
se sigue que todo conjunto algebraico proyectivo C sin componentes irreducibles
contenidas en el hiperplano del infinito es la clausura de un conjunto algebraico
afin, concretamente de C' N A™. Asi mismo es claro que si C' es un conjunto
algebraico afin se cumple que CNA™ = C. Con esto ya es evidente la parte que
faltaba de la dltima afirmacion. n

De aqui deducimos el resultado basico sobre dimensiones:

Teorema 1.11 Si C/k es un conjunto algebraico afin y C' es su clausura pro-
yectiva, entonces dim C' = dim C.

DEMOSTRACION: Basta probar el teorema para un conjunto algebraico afin
irreducible no vacio V' de dimension d. Aplicando [3.74] a k[X,..., X,] con-
cluimos que existe una cadena de variedades

GeVeVi G G Vy=A"
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tal que V = V;. Tomando clausuras obtenemos una cadena similar en P", y
tomando ideales obtenemos una cadena de ideales primos

0=%, < &PBo & (Xo,...,Xn)

tal que PB4 = I(V). Tenemos una cadena de ideales primos en k[Xo, ..., X,] de
longitud n+1. Como ésta es precisamente la dimension del anillo de polinomios
concluimos que es maximal, luego la cadena de variedades

Vo G- G Va
es maximal y la dimension de V es precisamente d. L]

Ahora es facil traducir a conjuntos algebraicos proyectivos propiedades cono-
cidas para conjuntos algebraicos afines. Empezamos con un resultado técnico:

Teorema 1.12 Toda cadena estrictamente creciente de variedades no vacias en
P™ esta contenida en una cadena mazximal, cuya longitud es necesariamente n.

DEMOSTRACION: Podemos tomar un hiperplano del infinito que pase por
un punto no contenido en la primera de las variedades. Asi, al cortar con A™
obtenemos una cadena de variedades afines no vacias de la misma longitud.
Por el teorema [3.74] podemos completarla hasta una cadena de longitud n y
tomando clausuras obtenemos una cadena de variedades proyectivas de longitud
n que extiende a la cadena dada. Tomando ideales obtenemos una cadena
de ideales primos en k[Xo, ..., X,] que puede completarse con (Xo,...,X,) v
entonces tiene longitud n+1. Como ésta es la dimension del anillo de polinomios,
concluimos que es maximal. [

Teorema 1.13 Sea C/k un conjunto algebraico proyectivo en P™. Entonces:

a) dimC <n ydimC =n si y sdlo si C =P".

b) Si C C A" es el cono afin de C, entonces dim C' = dim C' + 1. Ademds
dim C' = dim A, [C] — 1.

¢) dim C' no depende de k.

d) Si todas las componentes irreducibles de C' tienen la misma dimension y
V # @ es una subvariedad de C, entonces

dim C = dimV + codimc V.

e) dimC =0 si y sdlo si C es finito.

f) C es una hipersuperficie (es decir, estd definido por un tnico polinomio)
st y solo si todas sus componentes irreducibles tienen codimension 1 en
P™.
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DEMOSTRACION: a) es consecuencia inmediata del teorema anterior.

b) Observemos en primer lugar que si C' es irreducible entonces C también

lo es, pues 1 ﬁC) = I(C). De aqui se sigue facilmente que las componentes irre-
ducibles de C son los conos de las componentes irreducibles de C' y basta probar
la propiedad en el caso en que C es irreducible de dimensién d. Consideremos

una cadena de subvariedades
d#EV G- G Vyg=C.
Por el teorema anterior podemos completarla hasta una cadena maximal
o+ WG -G V,=P".
De aqui obtenemos una cadena de ideales primos

Como la dimension de k[Xo, ..., X,] es n + 1, esta cadena es maximal. De
aqui se sigue que la cadena

{ghg - gVa=C
es maximal, luego dim C' = d + 1, por el teorema [3.74] aplicado a k[C].

La segunda parte de b) es inmediata, pues por definicion Ax[C] = k[C].
¢) Es consecuencia de b) y del resultado analogo para variedades afines.
d) Es consecuencia del teorema anterior.

e) Si dimC = 0, consideramos los espacios afines que resultan de tomar
como hiperplano del infinito cada uno de los hiperplanos X; = 0. Concluimos
que C tiene un numero finito de puntos en cada uno de ellos y, como entre todos
cubren P", resulta que C es finito.

Para probar el reciproco basta ver que los puntos tienen dimensioén 0, y para
ello basta tomar un hiperplano del infinito que no contenga al punto.

f) Supongamos que las componentes irreducibles de C' tienen codimension 1
en P". Si una de ellas esta contenida en el hiperplano del infinito entonces es
el hiperplano del infinito (por ejemplo por d). Por la propiedad analoga para
conjuntos algebraicos afines tenemos que C, = C N A™ = V(F), para cierto
F € k[X1,...,X,]. Claramente C, = V(F*). Ahora bien, si el hiperplano del
infinito H no es una componente irreducible de C, tenemos que C = C, =
V(F*), y en caso contrario C = V(F*)UH = V(X,, 11 F™*).

Si C' es una hipersuperficie, entonces C' = V (F'), para cierto polinomio (ho-
mogéneo) que podemos tomar sin factores primos multiples (los factores primos
de un polinomio homogéneo son homogéneos, porque el producto de polinomios
no homogéneos no es homogéneo). Entonces (F') es un ideal radical, por lo que
I(C) = (F). El teorema [3.81] nos da que los divisores primos minimales de
(F) tienen altura 1. Dichos divisores son homogéneos, y son los ideales de las
componentes irreducibles de C, luego todas tienen codimensién 1. n

Para terminar generalizamos los teoremas [5.3] y [5.4]:
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Teorema 1.14 Sea V/k una variedad proyectiva y fi,..., fm € Ax[V] elemen-
tos homogéneos. Entonces cada componente irreducible W de Vi (f1,..., fm)
cumple que dim W > dimV — m.

DEMOSTRACION: Sea V C A" el cono de V. Hemos visto que es irreducible
y es claro que el cono de Vi (f1,...,fm) es Vip(fi,-.-fm) C V. Ademas el
cono de cada componente irreducible W de Vi (f1, ..., fmm) es una componente
irreducible de Vi, (f1,..., fm). Este cono es no vacio, porque contiene el punto

(0,...,0). Asi pues, podemos aplicarle [5.3], lo que nos da que

dimW =dimW —1>dimV —2=dimV — 1.

El mismo argumento prueba la version proyectiva de [5.4]:

Teorema 1.15 Sean V/k y W/k dos variedades proyectivas en P™. Entonces
cada componente irreducible Z de V NW werifica que

dimZ > dimV +dim W — n.

1.4 Conjuntos cuasiproyectivos

El concepto de conjunto algebraico cuasiproyectivo engloba tanto a los con-
juntos algebraicos afines como a los proyectivos. La definicién es sencilla:

Definicién 1.16 Un conjunto algebraico cuasiproyectivo (definido sobre k) es
un abierto en un conjunto algebraico proyectivo (definido sobre k).

Si C/k es un conjunto algebraico cuasiproyectivo, entonces es un abierto en
su clausura proyectiva C. En efecto: en principio existe un conjunto proyectivo
D/k tal que C es abierto en D, pero entonces C C C' C D y el hecho de que C
sea abierto en D implica que también lo es en C.

Es evidente que C' es un espacio topologico noetheriano, pues una cadena
decreciente de cerrados en C' puede representarse como la intersecciéon con C' de
una cadena decreciente de cerrados en C, luego la cadena se ha de estabilizar.
Por consiguiente C' es unién de un nimero finito de componentes irreducibles.

Si Cj es una componente irreducible de C, entonces Cy = CoyNC, pues Cy es
irreducible y Cp N C' es un abierto no vacio, luego también es irreducible, luego
es un subconjunto irreducible de C' que contiene a Cy, luego es Cy. Esto prueba
que las componentes irreducibles de los conjuntos algebraicos cuasiproyectivos
son también conjuntos algebraicos cuasiproyectivos.

Si C' es un conjunto algebraico cuasiproyectivo y es abierto en un conjunto
algebraico proyectivo D, entonces cada componente irreducible Cy de C' esté
contenida en una componente irreducible Dy de D. Mas atun, Dy N C es un
abierto no vacio en Dy, luego es denso, luego es irreducible, luego Cy = DyNC,
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luego Cy = Dy. Concluimos que C es una unién de componentes irreducibles
de D.

Es obvio que todo conjunto algebraico afin es un conjunto algebraico cuasi-
proyectivo. Los subconjuntos algebraicos proyectivos de P™ son los subconjun-
tos algebraicos cuasiproyectivos cerrados en P". Todo abierto y todo cerrado
en un conjunto algebraico cuasiproyectivo es también un conjunto algebraico
cuasiproyectivo.

Vamos a definir ahora la k-algebra de las funciones regulares en un conjunto
algebraico cuasiproyectivo. En primer lugar, si C/k es un conjunto algebraico
proyectivo y f € Ag[C] es un elemento homogéneo, podemos definir el abierto
principal

D(f)={P e C|f(P)#0}.

Observemos que f(P) no esta definido, pero la condiciéon f(P) # 0 si lo esta
(entendida como F(P) # 0, donde f = [F]). Ciertamente, D(f) = C \ Vo (f)
es un abierto, y es claro que los abiertos principales forman una base de la
topologia de Zariski de C.

Definiciéon 1.17 Sea C/k un conjunto algebraico proyectivo y U C C un
abierto no vacio. Diremos que una funciéon r : U — K es regular en un
punto & € U si existen f, g € Ag[C] homogéneos del mismo grado tales que
x € D(g) C U y para todo y € D(g) se cumple que (y) = f(y)/g(y). Diremos
que la funcién r es regular en U si lo es en todos los puntos de U.

Observemos que f(y) y g(y) no estan definidos, pero el cociente si lo esta.
Como en el caso afin, la regularidad en un punto x es una propiedad local, es
decir, que si r es regular en z y € U’ C U, entonces 7|y también es regular
en .

Representaremos por k[U] al conjunto de todas las funciones regulares en U.
Es inmediato comprobar que tiene estructura de k-algebra con la suma y el
producto definidos puntualmente. Convenimos en que k[@] = 0.

Consideremos un conjunto algebraico afin C' y su clausura proyectiva C.
Entonces C es abierto en C' y todo abierto U en C es también un abierto en C.
Ahora tenemos dos definiciones de k[U], una considerando a U como abierto en
C y otra considerandolo como abierto en C'. Vamos a ver que son equivalentes:

Sir € k[U] en el sentido afin, para todo P € U existen funciones f, g € k[C]
tales que D(g) C U y r|py) = f/g9. Si f = [F]y g = [G], consideramos
los polinomios F* y G* y, si es necesario, multiplicamos uno de ellos por una
potencia de X,,11 para que tengan el mismo grado. Entonces f* = [X,,11F*]
y ¢* = [Xn31G*] son elementos homogéneos del mismo grado en A[C] tales
que D(g) = D(9%) vy 7Ipg~) = f*/9*, luego f € k[U] en el sentido proyec-
tivo. Igualmente se prueba la inclusién opuesta, deshomogeneizando en lugar
de homogeneizando. [

Consideremos ahora un conjunto algebraico cuasiproyectivo U/k. Existe un
conjunto algebraico proyectivo C'/k tal que U es abierto en C. Tenemos definida
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la k-algebra k[U] respecto de C, pero vamos a probar que en realidad no depende
de C, con lo que podemos hablar de la k-algebra de funciones regulares de un
conjunto algebraico cuasiproyectivo dado.

Basta observar que U c U C C'y que la restriccion define un epimorfismo
natural de anillos graduados Ay [C] — Ag[U] dado por [F] — [F]. Es inmediato
entonces que una funcion r : U — K es regular en U respecto de C' si y solo si

lo es respecto de U.

Introducimos ahora las aplicaciones que conectan adecuadamente dos con-
juntos algebraicos cuasiproyectivos:

Definicion 1.18 Una aplicaciéon ¢ : C — D entre dos conjuntos algebraicos
cuasiproyectivos definidos sobre k es regular (definida sobre k) si es continua y
para todo abierto U de D y toda funcion a € k[U], se cumple que ¢ (a) =
doa € klp~tU]]. La aplicacion ¢ es un isomorfismo (sobre k) si es biyectiva y
tanto ¢ como ¢~! son regulares (sobre k).

Es facil ver que la composiciéon de aplicaciones regulares es regular, asi como
que la regularidad es una propiedad local, es decir, una aplicacién es regular si
y s0lo si lo es su restricciéon a un entorno abierto de cada punto. Las aplicacio-
nes regulares entre conjuntos algebraicos afines tienen una caracterizacion muy
simple:

Definicion 1.19 Sean C' C A™ y D C A™ dos conjuntos algebraicos afines
definidos sobre k. Una aplicacion ¢ : C — D es polindmica (definida sobre k)
si existen polinomios F1, ..., F, € k[X1,...,X,,] tales que para todo P € C se
cumple que ¢(P) = (F1(P),...,F,(P)).

Vamos a probar que las aplicaciones regulares entre conjuntos algebraicos afi-
nes son precisamente las aplicaciones polinémicas. Primeramente demostramos
una implicacion:

Teorema 1.20 Toda aplicacion polindmica entre conjuntos algebraicos afines
es reqular.

DEMOSTRACION: Sea ¢ : C' — D segtn la definicién de aplicacién polino-
mica. Si A/k es un subconjunto algebraico de D, entonces P € ¢p~1[A] si y s6lo
si p(P) € A, siy solo si F(¢(P)) =0, para todo F' € I(A). Las funciones ¢ o F'
son polinomios, y A es el conjunto de ceros de todos ellos. Por lo tanto A es
algebraico. Esto prueba la continuidad de ¢.

Consideremos ahora un abierto U en D tal que ¢[C]NU # @ y a € k[U].
Hemos de probar que ¢oa € k[¢p~[U]]. Para ello tomamos un punto P € ¢~ 1[U]
y hemos de probar que ¢ o o es regular en P. Tenemos que ¢(P) € U, luego
existen f, g € k[D] tales que D(g) CU y a|pg) = f/9g.

Si f=[F]yg=][G], al componer F' y G con los polinomios F; obtenemos
polinomios F’ y G’ que determinan funciones f' = [F’], ¢’ = [G'] en k[C] con la
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propiedad de que f' = ¢o f, ¢’ = ¢pog. Ademas ¢~[U] C D(g'). Claramente,
(poa)lpiy = f'/g'; lo que prueba la regularidad de ¢ o o en P. ]

Recordemos ahora que si C' es un conjunto algebraico afin, entonces los sub-
conjuntos algebraicos afines irreducibles de C' se corresponden biunivocamente
con los ideales primos de k[C] a través de las correspondencias V' — Ic(V),
B — Ve (B). (Esto no es necesariamente cierto si C' no es afin).

A su vez, esto implica que si ¢ : C — D es una aplicaciéon regular entre dos
conjuntos algebraicos afines definidos sobre k, el homomorfismo de k-algebras
6 : k|D] — K[C] dado por &(f) = ¢ o f determina completamente a ¢. En
efecto, para cada punto P € C es claro que ¢~ '[Ic(P)] = Ip(¢(P)), luego

¢(P) = Vp(Ip(¢(P))) = Vo (¢~ [Ic(P)]),

y el miembro derecho depende tinicamente de ¢.

Teorema 1.21 5i C/k y D/Ek son conjuntos algebraicos afines, la correspon-
dencia ¢ — ¢ biyecta las aplicaciones requlares de C' en D con los homomorfis-

mos de k-dlgebras de k[D] en k[C].

DEMOSTRACION: Acabamos de probar que la correspondencia es inyec-
tiva. Consideremos ahora un homomorfismo de k-algebras « : k[D] — E[C]
y sea «a(x;) = [F;]. Los polinomios F; determinan una funciéon polindémica
¢: A™ — A™ asicomo el homomorfismo ¢* : k[ X1, ..., X,] — k[X1,..., Xn]
definido mediante G — G(Fy, ..., Fy,).

Se cumple que ¢*[I(D)] C I(C), pues si G € I(D), entonces la clase de
¢*(G) modulo I(C) es

G([F1),...,[Fn]) = G(a(z1),. .., a(z,)) = a(|G]) = «(0) = 0.

Por lo tanto ¢[C] C D, puessi P € C y G € I(D), entonces G(¢(P)) =
¢*(G)(P) = 0, luego ¢(P) € V(I(D)) = D. Asi pues, ¢ se restringe a una
funcién polinémica de C' en D, y ¢(x;) = ¢ o z; = [F;] = az;), luego ¢ = a.

]

Observemos que en la prueba del teorema anterior la aplicaciéon regular que
construimos es de hecho polinémica. Como consecuencia obtenemos lo que
habiamos anunciado:

Teorema 1.22 Las aplicaciones requlares entre conjuntos algebraicos afines son
las aplicaciones polindmicas.

DEMOSTRACION: Dada cualquier aplicacion regular ¢, existe una aplicacion
polinémica v tal que ¢ = 1, luego ¢ = . [

_ Otra consecuencia de 1.21 es que ¢ es un isomorfismo si y solo si lo es ¢. (Si
¢ es un isomorfismo, su inverso es de la forma 1, de modo que ¢ o1 = 1, luego
¢ o1 =1, e igualmente ¢ o ¢ = 1, luego ¢ es un isomorfismo.)

El teorema siguiente contiene una de las ideas que conducen a la definicion
de esquema:
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Teorema 1.23 Si C/k es un conjunto algebraico afin y o € k[C], el abierto
principal D(«) es isomorfo a un conjunto algebraico afin.

DEMOSTRACION: Pongamos que C C A™ a = [F]. Podemos suponer que
a # 0. Segun el teorema [3.85] sabemos que k[D(a)] = k[C]a.

Sea I' C k[Xi,...,Xn41] el ideal generado por I(C) y por el polinomio
Xpi1F — 1. Sea €' = V(I') ¢ A™"L. La proyeccion A" — A" en las n
primeras componentes se restringe a una aplicacion regular ¢ : ¢/ — D(«).
Esta aplicacion es biyectiva pues, si P € D(«), su tnica antiimagen se obtiene
completando sus coordenadas con 1/F(P). Falta probar que ¢! es regular.
Consideramos C’ C P™*!. Entonces, segiin acabamos de observar,

o Har,...,an) = (Lay,...,an, F Y a1,...,a,))
= (F(ay,...,an),a1F(a1,...,ap),...,anF(a1,...,ay),1).

Ahora consideramos a C’ contenido en el espacio afin dado por X, 1 # 0,
con lo que la expresion para ¢! es

(b*l(al,...,an) = (F(a1,...,an),a1F(a1,...,an),...,anF(a1,...,an)),

luego ¢! es polinémica y, por consiguiente, regular. L]

Definiciéon 1.24 En lo sucesivo diremos que C/k es un conjunto algebraico afin
(definido sobre k) si es un conjunto algebraico cuasiproyectivo isomorfo (sobre k)
a un conjunto algebraico afin en sentido estricto.

Asi, si C C A", para especificar que C es un conjunto algebraico afin en el
sentido anterior a esta definicién, tendremos que especificar que C' es cerrado
en A™. En estos términos, hemos probado que los abiertos principales de los
conjuntos algebraicos afines son también conjuntos algebraicos afines.

De aqui se sigue que todo conjunto algebraico cuasiproyectivo tiene una base
formada por conjuntos algebraicos afines.

En efecto, dado un conjunto C/ky P € U C C, donde U es abierto, tenemos
que C es abierto en C, luego U también lo es. Fijamos un hiperplano del infinito
que no contenga a P, con lo que P € UN A" C C N A" y este ultimo conjunto
es un conjunto algebraico afin (cerrado). Podemos tomar f € k[C'N A"] tal que
P e D(f) cUnN A™, y por el teorema anterior D(f) es un conjunto algebraico
afin, y es abierto en C'N A", luego en U N A", luego en U, luego en C. m

Observemos ahora que si C'/k es un conjunto algebraico afiny ¢ : C — C’
es un isomorfismo en un conjunto algebraico afin C' C A™ (cerrado), entonces
tiene un inverso ¢ : C' — C. Es claro entonces que ¢ : k[C'] — k[C] es un
isomorfismo, pues su inverso es 1.

Las correspondencias V +— Ic/(V) y B — Ve (PB) biyectan los subconjuntos
algebraicos (0, equivalentemente, los cerrados) irredudibles de C’ con los ideales
primos de k[C’], y usando ¢ y ¢ es facil ver que lo mismo es valido para C.
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Igualmente se comprueba que el teorema 1.21 es valido para conjuntos alge-
braicos afines no necesariamente cerrados. En particular, dos conjuntos algebrai-
cos afines C/k y D/k son isomorfos si y solo si k[C] = k[D] (como k-algebras).

Asi pues, el algebra k[C] contiene toda la informacion “intrinseca” de la
geometria de C, es decir, la informaciéon sobre las propiedades de C' que se
conservan por isomorfismo, que no dependen de como estd C sumergido en el
espacio afin. Sin embargo, esto no es cierto para conjuntos cuasiproyectivos
arbitrarios. Por ejemplo, veremos mas adelante que k[P"] = k, con lo que,
en particular k[P"] & k[P™] para cualesquiera m y n, mientras que ambos
conjuntos sblo son isomorfos cuando m = n. En este caso, la informacién sobre
C' que contiene k[C] es casi nula.

Vamos a ver, en cambio, que la geometria intrinseca de un conjunto alge-
braico cuasiproyectivo esta contenida en la estructura de espacio anillado que le
confiere el teorema siguiente, que extiende a [3.86] y contiene otra de las ideas
basicas en las que se basa el concepto de esquema:

Teorema 1.25 Todo conjunto algebraico cuasiproyectivo C/k es un espacio
anillado local definido sobre k con la topologia de Zariski y el haz que a cada
abierto U C C' le asigna la k-dlgebra Oc(U) = k[U], y en el que las restricciones
son las restricciones usuales de aplicaciones.

DEMOSTRACION: Todo es obvio salvo a lo sumo que los anillos O¢ p son
locales. Ahora bien, si P € C, el ideal maximal de O¢, p es el ideal

mp = {f € Ocﬁp | f(P) = 0}.

(Recordemos que un elemento f € O¢,p es una clase de equivalencia de
funciones regulares definidas en respectivos entornos de P y de modo que dos
cualesquiera de ellas coinciden en un entorno de P, luego, aunque puedan diferir
en otros puntos, el valor f(P) es el mismo en todos los elementos de la clase.)

Es evidente que se trata de un ideal, pues, de hecho, es el niicleo del epimor-
fismo O¢,p — K dado por f — f(P). Esto prueba que es maximal. Vamos a
probar que si f € O¢ p \ mp entonces f es una unidad de O¢ p, lo que implica
claramente que mp es el tnico ideal maximal.

En efecto, si C es la clausura de C' en P", un representante de f es una
funcion definida como un cociente u/v, donde u, v € Ax[C] tienen el mismo
gradoy P € D(v). Como f(P) # 0, tenemos también que P € D(u), luego v/u
define una funciéon en D(u) que a su vez define un g € O¢, p que cumple fg = 1.

Ahora observamos que si ¢ : C —> D es una aplicacién regular defi-
nida sobre k entre dos conjuntos algebraicos cuasiproyectivos, la aplicacién
éu : k[U] — k[¢~'[U]] es un homomorfismo de anillos compatible con las
restricciones, por lo que el par (¢, qg) define un homomorfismo de espacios ani-
llados definido sobre k. Maéas atun, se trata de un homomorfismo de espacios
anillados locales, pues claramente, para cada punto P € U, la funciéon ¢y trans-
forma funciones que se anulan en ¢(P) en funciones que se anulan en P. Esto
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implica que el homomorfismo op : 0O p,¢(P) — Oc,p inducido por ¢ cumple
que ¢p[mgp)] C mp, que es lo que exige la definicion [1.13].

Reciprocamente, vamos a probar que si (¢, qb#) : C' — D es un homomor-
fismo de espacios anillados locales definidos sobre k, entonces ¢ : €' — D es
una aplicacion regular y ¢# = ¢.

En efecto, por definicién ¢ es una aplicacién continua. Fijemos P € C'y
veamos que ¢ es regular en un entorno de P. Sea V un entorno afin de ¢(P) y
sea U un entorno afin de P tal que U C ¢~ *[V]. Tenemos un homomorfismo de
k-algebras 4 : k[V] — k[U] dado por 9(f) = ¢¥ (f)|v.

En virtud del teorema 1.21 (que, como ya hemos comentado, es valido para
conjuntos algebraicos afines no necesariamente cerrados) existe una aplicacion
regular o : U — V tal que @ = 9. Veamos que o = ¢|p.

Tomemos @ € U. Claramente @ ' [I7(Q)] = Iy (a(Q)), luego f € Iy (a(Q))
si y solo si @(f) € Iy(Q), siy solo si ¥(f)(Q) = (b"‘f(f)(@) = 0, si y solo si
q(foq)) € mg, siy solosi fuq) € (bél[mQ] = my(@), siy sélosi f(¢(Q)) =0,
siy sélosi f € Iv(¢(Q)). Asi pues, Iv(a(Q)) = Iv(4(Q)) y, al ser V un
conjunto algebraico afin, a(Q) = ¢(Q).

Con esto tenemos que ¢ es regular. Mas aun, la igualdad & = ¥ se traduce
ahora en que para todo f € k[V] se cumple (¢|y o f) = qb?,é(f)w, pero, fijado
V, podemos tomar como U cualquier abierto afin en ¢~1[V], luego (bﬁ( f) =

Plo—1pvy o f = ov(f).

El teorema siguiente resume lo que hemos obtenido:

Teorema 1.26 Si C/k y D/k son dos conjuntos algebraicos cuasiproyectivos,
las aplicaciones regulares ¢ : C — D definidas sobre k se corresponden biuni-
vocamente con los homomorfismos ¢ : C — D entre espacios anillados locales

definidos sobre k.

En particular, dos conjuntos algebraicos cuasiproyectivos son isomorfos como
tales si y solo si lo son como espacios anillados locales definidos sobre k.

Terminamos el capitulo con un ejemplo sobre homomorfismos entre conjun-
tos proyectivos:

Ejemplo Consideremos de nuevo la variedad C = V(Fy, Fy, F3) C P3, donde
Fi =X~ XoXo, F=X:-X1X3, F3=XoX3— X1 Xo.

Sea f : P! — C dada por f(s,t) = (s3,5%t,st?,#3). Si tomamos como
punto infinito en P! a V(s) y como hiperplano infinito en P? a V(Xj), entonces
f serestringe a fo : A¥ — C'N A3 dada por f(t) = (¢,t%,t3), que es polinémica,
luego regular. Asi, f es regular en el abierto principal D(S) e, igualmente, en
D(T). Concluimos que es regular en todo P!.

Veamos ahora que f es un isomorfismo. Definimos go : C N D(Xy) — P?
mediante go(xo, 1,72, 73) = (70, 71). Considerando D(X() = A3, tenemos que
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go es la restriccion de la proyeccion A3 — Al luego es regular. Igualmente
definimos g3 : C' N D(X3) — P! mediante g3(zo,1,72,73) = (72,23), que
también es regular, y observamos que ambas coinciden en C' N D(X;) N D(X3),
pues

(20, 71) = (z0T1,73) = (T0T1, T0T2) = (T1,72)

= (2123, T223) = (23, T223) = (72, 73).

Por consiguiente, gy v g3 definen una aplicacién regular g : C — P!. Es
facil ver que es la inversa de f.

En particular C' tiene dimension 1, es decir, es una curva proyectiva.

Tenemos expresado a C' como interseccion de tres superficies V(F;). Cabe
preguntarse si no es posible expresarlo como interseccién de tan sélo dos hiper-
superficies. Desde luego, esto no puede hacerse eliminando sin més una de las
tres. Por ejemplo, es facil ver que si eliminamos F3 obtenemos

V(Fl,FQ) =CuU V(Xl,XQ),

y si eliminamos F; o F5 sucede algo similar. Vamos a ver que, de todos modos,
s{ que es posible expresar C' como interseccién de dos hipersuperficies. Partimos
de la relacion siguiente:

X3F + X1 Fy + XoF3 = 0.
Vamos a trabajar en B = k[Xy, X1, X2, X35]/(F1). Es facil ver que
B = klxg, x2, 23] ® k[xo, 22, 3|21, r? = zoxs.
Elevando al cuadrado la ecuacion x5 f3 = —x1 fo obtenemos que
$§f§ = x%f; = $0$2f22-
Es facil ver que B es un dominio integro y xa # 0, luego z2f3 = zof3.
Usando la factorizacion tnica de k[zg, x2, 23] es facil ver que se ha de cumplir

que f:,? = mop, f2 = xap, para un cierto p € B. Alternativamente, podemos
calcular p explicitamente, que resulta ser la clase del polinomio

P=X2X3+ X} - 2X0X: Xo.

Asi tenemos que XoP € I(C), luego P € I(C). Ademas f3, f3 € (P, F1),
luego rad(P, Fy) = I(C). Por consiguiente, C = V (F}, P). n



Capitulo 11

Esquemas

Vamos a introducir ahora la nocién de esquema, que nos permitird dar una
definicion intrinseca de conjunto algebraico, es decir, una definicién que no re-
quiera considerar a los conjuntos algebraicos como subconjuntos de un espacio
afin o proyectivo.

2.1 Espectros afines y proyectivos

Si C C A™ es un conjunto algebraico afin (cerrado) y X = Espk[C], los
cerrados de C' se corresponden biunivocamente con los de X a través de la co-
rrespondencia Vo (I) < Vx(I), donde I recorre los ideales radicales de k[C].
Tomando complementarios, tenemos una correspondencia entre los abiertos de
ambos espacios. Observemos que para cada f € k[C], el abierto principal
D(f) C C se corresponde, a través de esta correspondencia, con el abierto
principal D(f) C X, y recordemos que estos abiertos constituyen sendas bases
de estos espacios.

Por otra parte, en C' tenemos definida una estructura de espacio anillado
local, luego podemos transportar esta estructura a X y considerarlo también
como un espacio anillado local. Especificamente, si U es un abierto en X y U’
es el abierto correspondiente en C, definimos Fx (U) = k[U'].

Ahora vamos a probar que todos los abiertos Fx (U) estan completamente
determinados por k[C]. Mas en general, si A es un anillo arbitrario, vamos a
definir una estructura de espacio anillado en Esp A de forma que, en el caso en
que A = k[C], dicha estructura resultara ser precisamente la que acabamos de
definir.

Notemos que tenemos dos evidencias parciales de que es posible hacer esto:
por una parte, si U = D(f) es un abierto principal de X, el teorema [3.85]
nos dice que Fx (U) = k[D(f)] = k[C]y; por otra parte, si p € X, el teorema
[3.87] implica que Fx p = k[C],. A esto hay que anadir el siguiente resultado
elemental sobre haces, que nos muestra que un haz estd determinado por su
restriccién a una base:

19
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Teorema 2.1 Sean F y G dos haces sobre un espacio topoldgico X y sea B una
base de X. Sea {fulves una familia de homomorfismos fy : F(U) — S(U)
tales que si U C V son abiertos bdsicos entonces fy o pg = pg o fu. Entonces
existe un unico homomorfismo de haces f : F — G tal que para todo U € B el
homomorfismo fy es el dado.

DEMOSTRACION: Para cada abierto U de X expresamos U como unién
de abiertos basicos U;. Dado g € F(U), los elementos fy,(glu,) € G(U;) son
consistentes entre si, luego determinan un tnico fy(g) € §(U). Es facil ver que
fu es un homomorfismo que coincide con el dado si U es un abierto bésico. El
resto del teorema no ofrece dificultad. m

Consideramos ahora un anillo arbitrario, y el primer paso es demostrar un
resultado de cuasicompacidad que generaliza parcialmente al teorema [3.83],
puesto que no exige que el anillo sea noetheriano:

Teorema 2.2 Si A es un anillo, entonces los abiertos principales de Esp A son
cuasicompactos.

DEMOSTRACION: Para cada f € A, el teorema [3.39] nos da que la inclu-
sion i : A — Ay induce un homeomorfismo 7 : Esp Ay — D(f), luego basta
probar que los espectros son cuasicompactos. Asi pues, vamos a ver que todo
cubrimiento abierto de Esp A admite un subcubrimiento finito. No perdemos ge-
neralidad si lo tomamos formado por abiertos principales {D(g;)}icr.- Tenemos
que

V((gi |i€l))=ND(g:) =2,
iel
luego (g; | i € I) = A. Podemos expresar 1 como combinacion lineal de un
namero finito de generadores ¢;,,...,¢:,, con lo que A = (g;,,...,9i,) ¥

EspA = D(g;,)U---UD(g;,)-

Seguidamente definimos la estructura de espacio anillado de Esp A:

Definicion 2.3 Si A es un anillo y X = Esp A, definimos como sigue un haz
Ox sobre X: Para cada abierto U C X, definimos Ox(U) como el conjunto de

todas las funciones f : U — € A, tales que f(p) € A, paratodop € U y que
peU
cumplan ademas la propiedad siguiente:

Para cada p € U existe un entorno abierto p € V C U y elementos a, b € A
tales que para cada q € V se cumple que b ¢ qy f(q) = a/b e A,.

Es inmediato que podemos definir puntualmente la suma y el producto de
dos funciones de Ox(U) y el resultado esta también en Ox(U). De este modo
Ox(U) resulta ser un anillo (conmutativo y unitario). Si U C V C X, la
restriccién usual satisface todas las propiedades de la definicién de haz. El
teorema siguiente implica, en particular, que Esp A se convierte en un espacio
anillado local con el haz que acabamos de definir.
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Teorema 2.4 Si A es un anillo, X = Esp A y Ox es el haz que acabamos de
definir, entonces para cada p € X se cumple que Ox p = Ay y, para cada f € A,
se cumple que Ox (D(f)) = Ay.

DEMOSTRACION: Definimos ¢ : Ox,, — A, mediante ¢([(U, f)]) = f(p).
Claramente es un homomorfismo. Todo elemento de A, es de la forma a/b,
cona, b€ A, b¢p,y entonces podemos definir U = D(b) y f € Ox(U) dada
por f(q) = a/b. Claramente entonces ¢([U, f]) = a/b. Esto prueba que ¢ es
suprayectiva.

Si dos elementos de O x , tienen la misma imagen, podemos tomar represen-
tantes (U, f) vy (U, g) de modo que f = a/b, g = u/v en U. Estamos suponiendo
que a/b = u/v en Ay, luego existe un r € A\ p tal que r(av — bu) = 0. Esto
hace que f y g coincidan en U N D(r), luego [(U, f)] = [(U, g)]. Esto prueba que
¢ es inyectiva.

Definimos ahora ¢ : Ay — Ox(D(f)) mediante ¥ (a/f™) = a/f", es decir,
(a/f") es la aplicacion que a cada q € D(f) le asigna a/f" € A,. Claramente
1) es un homomorfismo de anillos.

Si(a/f™) = (b/f™), para todo p € D(f) tenemos que a/f" = b/f™ en
A, luego existe un r € A\ p tal que r(af™ — bf™) = 0. Sea a el anulador de
af™ —bf™. Tenemos que r € a pero r ¢ p, luego a ¢ p. Asi pues, concluimos
que V(a) N D(f) = @. Esto significa que f € rada, luego existe un natural
s tal que f* € a. Por consiguiente f*(af™ — bf™) = 0, lo que significa que
a/f" =b/f™ en Ay. Esto prueba que 1 es inyectiva.

Tomemos ahora s € Ox(D(f)). Por definicion de Ox podemos cubrir D(f)
con abiertos V; tales que en V; se cumple s = a;/b;, donde b; ¢ p para cada
p € V;. En otras palabras, V; C D(b;).

No perdemos generalidad si suponemos que V; = D(¢;) para ciertos ¢; € A.
La inclusion D(¢;) C D(b;) equivale a V(b;) C V(e¢;), v de aqui resulta que
rad (¢;) C rad (b;). En particular ¢! € (b;) para cierto n (que depende de 7).
Tenemos que ¢! = ub;, luego a;/b; = (ua;)/c. Podemos cambiar ¢; por 7,
pues D(c¢;) = D(cl). Entonces tenemos que D(f) esta cubierto por abiertos
D(¢;) en los que s = a;/¢;.

Por el teorema 2.2 podemos tomar un numero finito de abiertos, de modo
que

D(f) € D(e1)U---U D(ey).

Observemos ahora que en el conjunto D(c;) N D(e¢;) = D(c;cj) tenemos dos
elementos de A.,;, a saber, a;/c; y a;/cj, que representan el mismo elemento
s € Ox(D(c;ics)). Por la inyectividad de ¢ aplicada a este abierto, se cumple
que a;/c; = aj/c;j en Ag,c,. Asi pues, existe un natural n tal que

(cicj)"(aicj — ajci) =0.

Como tenemos un nimero finito de indices, podemos tomar un mismo n que
sirva para todos. Equivalentemente,

P (G ag) — e (ag) = 0.
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Ahora podemos cambiar ¢; por c?“ y a; por cl'a;, con lo que tenemos
igualmente que s = a;/c¢; en D(c¢;) pero ahora la identidad anterior se reduce a
Cja; = Ciay.

El hecho de que los abiertos D(c¢;) cubren D(f) implica que

rad (f) C rad (c1,...,¢r),

luego existe un natural n > 1 tal que f™ = > u;c;. Tomemos a =Y u;a;. Asi
i i

cja =Y uicja; = Y uicia; = fra;.
2 K2

Esto significa que s = a;j/c; = a/f" en cada D(c;), luego en todo D(f). Por
consiguiente s = ¥ (a/f™). "

En lo sucesivo consideraremos siempre los espectros de los anillos como espa-
cios anillados locales con la estructura que acabamos de construir. El teorema
anterior caracteriza los espacios anillados Esp A si anadimos las observaciones
siguientes:

e Si D(f) C D(g), entonces rad (f) Crad(g) y f* =ag,conn >0y a € A.
Si f es la imagen de f en Ay, entonces existe un isomorfismo natural
Af = (Ag)f y la restriccion Ox(D(g)) — Ox(D(f)) se corresponde con
el homomorfismo natural A, — (Ag) 5 = Ay.

e Sip e D(f), el homomorfismo natural Ox (D(f)) — Ox,, se corresponde
con el homomorfismo natural Ay — A,.

En el caso en que A = k[C] para cierto conjunto algebraico afin C/k, se
cumple, tal y como pretendiamos, que el haz O x coincide con el haz Fx definido
al principio de la secciéon. En efecto, ya hemos visto que

Fx(D(f)) = k[D(f)] = Ay = 0x(D(f))

o, en otras palabras, que Fx (U) = Ox (U) para todo abierto principal U = D(f).
Mas atn, las observaciones posteriores a 2.4 muestran que los isomorfismos son
consistentes con las restricciones en el sentido que requiere el teorema 2.1. Por
consiguiente, pueden unirse en un isomorfismo Fx — Ox.

En el capitulo anterior hemos visto que la geometria interna de un conjunto
algebraico cuasiproyectivo C'/k esta contenida en su estructura de espacio ani-
llado, pero que en el caso de un esquema afin la k-algebra k[C] es suficiente.
Ahora podemos comprender mejor la situacion: si C' es afin, entonces k[C] de-
termina la estructura de espacio anillado de Esp k[C], la cual determina a su
vez la estructura de espacio anillado de C.

Vamos a considerar ahora el caso de los conjuntos algebraicos proyectivos.
Definicion 2.5 Sea A un anillo graduado y X = Proy A su espectro homogé-

neo. Para cada p € Proy A, llamamos S(;,) al conjunto de los elementos homo-
géneos de A que no estan en p, que claramente es multiplicativo. Asi mismo,
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A(py seré el subanillo de S(_SA formado por las fracciones cuyo numerador es
homogéneo del mismo grado que el denominador.

Si f € A es homogéneo de grado no nulo, llamaremos Ay al subanillo de
Ay formado por las fracciones cuyo numerador es homogéneo del mismo grado
que el denominador.

Definimos como sigue un haz O x sobre el espectro homogéneo X:

Para cada abierto U C X, definimos Ox(U) como el conjunto de todas
las funciones f : U — € A(p) tales que para todo p € U se cumple que
pev

f(p) € Ay v que ademas cumplen la propiedad siguiente:

Para cada p € U existe un entorno abierto p € V C U y elementos a, b € A
homogéneos del mismo grado tales que para cada q € V se cumple que b ¢ q y

f(q) = a/b S A(q)

Como restricciones consideramos las restricciones usuales entre aplicaciones.
Es inmediato que O x es un prehaz en X y se comprueba sin dificultad que, de
hecho, es un haz.

El teorema siguiente implica que Proy A es un espacio anillado local con esta
estructura.

Teorema 2.6 Sea A un anillo graduado y sea X = Proy A. Entonces:
a) Para cada p € X, se cumple que Ox p = Ay).

b) Si f € A es homogéneo de grado no nulo, entonces tenemos un isomor-
fismo de espacios anillados D(f) = Esp Ay).

DEMOSTRACION: La prueba del apartado a) es idéntica a la del apartado
correspondiente del teorema 2.4. Observemos que los anillos A, son locales,
luego a) implica que Proy A es un espacio anillado local.

Para cada ideal homogéneo a de A definimos ¢(a) = (ady) N Ay). En
particular, si p € D(f), tenemos que pAy es un ideal primo en Ay (por [3.39]),
luego ¢(p) € Esp A(y). En particular tenemos que ¢ se restringe a una aplicacion
¢ : D(f) — Esp A(y). Veamos que es biyectiva.

Sip, g € D(f) cumplen que ¢(p) = &(q), entonces p = q, pues si g € p es
homogéneo de grado d y f tiene grado e, tenemos que g¢/f% € ¢(p) = ¢(q),
luego g € qAy. Esto implica que pAy C qAy e igualmente se prueba la inclusién
opuesta. Tenemos, pues, que pA; = qA; y el teorema [3.39] implica que p = q.

La suprayectividad la probaremos mas en general: partimos de un ideal
radical b de A(y) y vamos a encontrar un ideal radical homogéneo a en A tal

que ¢(a) = b.

Concretamente, definimos a como el radical del ideal generado por los nu-
meradores de los elementos de b. Dichos numeradores son homogéneos, luego a
es un ideal homogéneo por el teorema 1.8.
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Veamos que un elemento a € A homogéneo de grado d cumple a € a siy
solo si a®/f € b, donde e es el grado de f.

Una implicacién es obvia. Si a € a, entonces existe un n > 0 tal que

a" =aymy+ -+ amy,
donde los a; € Ay los m; son numeradores de elementos de b. En particular son
homogéneos, y podemos suponer que todos los sumandos son homogéneos de
grado nde. Concluimos entonces que a™*/f"¢ € b y, como b es radical, también
a®/fd € b.
Observemos que si b es un ideal primo entonces f ¢ a, y es facil ver que a
también es un ideal primo, luego a € D(f). Volviendo al caso general, veamos

que ¢(a) = b.

Sia/f? € b, entonces a € a, luego a/f* € (aAy) N Ay = ¢(a). Reciproca-
mente, si a/f% € (aAf) N Ay), entonces f"a € a, luego f"a®/freT4¢ € b, luego
a®/fd € b, luego a/f?% € b.

Observemos ahora que si a es un ideal homogéneo de A y p € Proy A, se

cumple a C p siy solo si ¢(a) C ¢(p). Una implicacion es obvia. Si ¢(a) C ¢(p)
y a € a es homogéneo de grado d, entonces a®/f? € ¢(p), luego a € p.

Esto implica que ¢ es un homeomorfismo, pues una base de Proy A la forman
los conjuntos V'(a), donde a es un ideal radical homogéneo de A y una base de
Esp A(y) la forman los conjuntos V' (¢(a)).

Observemos ahora que si p € D(f), entonces A,y = (A(y))p(p). El isomor-
fismo se calcula como sigue: a cada a/b € A(y), donde numerador y denominador
son homogéneos de grado d, le asignamos el elemento

pe—1 d
% € (A))ow)-

Tenemos asi un isomorfismo cuyo inverso viene dado por
alf" af?
— .
b/fs bfr

Llamemos Y = Esp A(y). Si U C Y es un abierto, por definicion, los elemen-
tos de Oy (U) y los de Ox (¢~ 1[U]) son, respectivamente, funciones

U— @Aph= D Aplspy v ¢ 'UI— B Agy).
peU pEP1[U] peP U]

(2.1)

Los isomorfismos entre los sumandos directos permiten definir de forma na-
tural isomorfismos Oy (U) = Ox (¢~ 1[U]) (notemos que un elemento de Oy (U)
es localmente como el miembro izquierdo de (2.1), luego su imagen es localmente
como el miembro derecho, y est, efectivamente, en Ox (¢~*[U])). Es inmediato
que estos isomorfismos conmutan con las restricciones, por lo que determinan
un isomorfismo de espacios anillados locales. [
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La estructura de espacio anillado local que hemos acabamos de definir sobre
los espectros homogéneos guarda la misma relacion con los conjuntos algebraicos
proyectivos que la que hemos observado en el caso afin para los espectros usuales:

Si C/k es un conjunto algebraico proyectivo y X = Proy Ax[C], tenemos,
como en el caso afin, que los abiertos de C se corresponden biunivocamente con
los abiertos de X, luego podemos definir un haz Fx en X mediante Fx (U) =
k[U'], donde U’ es el abierto de C' asociado a U (con las restricciones usuales).

Observemos que si f = xg, podemos tomar A" =V (f)y C., = CN A", yes
facil ver que Ax[C](s) = k[C.]. (El isomorfismo es [F]/xf — [Fi].)

El teorema anterior prueba entonces que, para cada abierto U contenido en
C N A™ se cumple que Ox(U) = k[U]. Si hacemos que f = z; para todo i,
obtenemos lo mismo para todos los abiertos contenidos en algun abierto V' (x;),
y tales abiertos son una base de C'. Ademas, si un abierto esta contenido en dos
conjuntos V(z;), los isomorfismos correspondientes son el mismo. Obviamente
entonces, los isomorfismos son consistentes con las restricciones, por lo que el
teorema 2.1 nos da un isomorfismo (X, 0x) = (X, Fx).

En definitiva, los anillos de Proy A;[C] son los anillos k[U], sélo que no
estan asociados a los abiertos U de C, sino a los abiertos correspondientes en
Proy Ax[C]. ]

2.2 Esquemas

Enseguida daremos la definicién general de esquema, pero primero conviene
considerar un caso particular:

Definiciéon 2.7 Un esquema afin es un espacio anillado (local) isomorfo a un
espacio Esp A, para cierto anillo A.

Notemos que si X & Esp A es un esquema afin, el anillo A esta determinado
salvo isomorfismo, pues A = O x(X).

Los esquemas afines son la version abstracta de los conjuntos algebraicos
afines y, como en la geometria algebraica clasica, las cuestiones locales relativas a
esquemas arbitrarios podran reducirse al estudio de esquemas afines. El teorema
siguiente es una versién abstracta del teorema 1.23:

Teorema 2.8 Si Esp A es un esquema afin y f € A, entonces el espacio ani-
llado D(f) es isomorfo a Esp Ay, por lo que es también un esquema afin.

DEMOSTRACION: Llamemos X = EspA e Y = EspA;. El teorema [3.39]
nos da que la inclusién i : A — Ay induce un homeomorfismo 7: Y — D(f).
Hemos de probar que el haz 7,(0y) es isomorfo a Ox|p(y). Para ello tomamos
en primer lugar un abierto U = D(g) C D(f), con g € A. Esto significa que
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rad (¢g) C rad (f), luego g" = af para cierto n > 0, a € A. Llamemos g a la
imagen de g en Ay. Entonces

OxIp()(D(9)) = Ox(D(9)) = Ag = (Af)g = Oy (D(g)) = % (0y)(D(9))-

Una comprobacién rutinaria muestra que estos isomorfismos conmutan con
las restricciones (entre abiertos principales). El teorema 2.1 nos da entonces un
isomorfismo entre los haces 7.(Oy) y Ox|[p(y) n

Definicién 2.9 Un esquema es un espacio anillado (local) X en el que todo
punto tiene un entorno abierto que, como espacio anillado, es un esquema afin.
Los abiertos de X que son esquemas afines los llamaremos abiertos afines de X.
Un homomorfismo de esquemas es un homomorfismo de espacios anillados lo-
cales.

Obviamente, todo esquema afin es un esquema. Por el teorema anterior, si X
es un esquema todo punto de X tiene entornos afines arbitrariamente pequenos
0, equivalentemente, X tiene una base formada por abiertos afines. Esta tultima
observacién implica que todo abierto en un esquema es de nuevo un esquema.

El teorema 2.6 implica que si A es un anillo graduado entonces Proy A es un
esquema.

Ejemplo Si C/k es un conjunto algebraico cuasiproyectivo y C es su clausura
proyectiva, podemos formar el esquema ProyA;[C], cuyos abiertos se correspon-
den biunivocamente con los abiertos de C. Uno de estos abiertos es precisamente
el conjunto C, y el abierto correspondiente en Proy A [C] es un esquema E¢ cu-
yos abiertos se corresponden biunivocamente con los abiertos de C, de tal modo
que si U C C se corresponde con U’ C E¢, entonces Ec(U') & kU], y las
restricciones entre anillos de E¢ se corresponden a través de estos isomorfismos

con las restricciones usuales entre los anillos de funciones regulares.

Observemos que si C'/k es un conjunto algebraico afin tenemos otra forma
de asociarle un esquema, a saber, Esp k[C], que cumple la misma relacion con
los anillos de funciones regulares de C, pero, precisamente por ello, se cumple
que Esp k[C] & E¢. n

Ahora vamos a generalizar a esquemas afines el teorema 1.21.

Si ¢ : A — B es un homomorfismo de anillos, y llamamos Y = Esp A,
X = Esp B, tenemos definida una aplicacion continua ¢ : X — Y dada por
#(p) = ¢~ 1[p]. Vamos a definir ¢ de modo que (¢, $*) sea un homomorfismo
de esquemas.

Para cada f € A, tenemos que ¢ [D(f)] = D(¢(f)). Por otra parte,
Oy(D(f)) = Ay y Ox(D(o(f))) = Ag(s), luego podemos definir un homomor-
fismo d)ﬁ(f) :0x(D(f)) — Oy (D(¢(f))) mediante u/v — ¢(u)/P(v) de forma

natural, y es facil ver que estos homomorfismos conmutan con las restriccio-
nes, con lo que el teorema 2.1 nos da un homomorfismo ¢#. Observemos que

¥ = o.
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Sea ahora un homomorfismo arbitrario f = (fy, f#) : X — Y y veamos
que esta inducido por ¢ = f#. Para cada q € X, sea p = fo(q), de modo que
tenemos el diagrama conmutativo

¢

A——B

o

Ay — B,
£

Esto implica que ¢[A\ p] C B\ q, pues cada u € A\ p es una unidad en A,,
luego ¢(u) es una unidad en By, luego ¢(u) € B\ q. Asi pues, ¢~ '[q] C p. Por
otra parte tenemos que (ff)*l[qu] = pA,. Por lo tanto, si u € p se cumple
que ¢(u) € qBq N B = q. En definitiva, fo(q) = p = ¢~ '[q] = #(q), es decir,

0= Q.
g Elquiagrama anterior conmuta también con qﬁ# en lugar de ff , luego ha de
ser qﬁ# = ff Asi, si U es cualquier abierto de Y y u € Oy (U), tenemos que,
para todo q € ¢~ [U],

S (w)q = 6% (i) = [ (up) = 11 (W)

Esto implica que qb?}é(u) = f#(u), luego qb# = f# En definitiva, hemos
probado el teorema siguiente:

Teorema 2.10 Si X e Y son dos esquemas afines, existe una biyeccion entre
los homomorfismos de anillos ¢ : Oy (Y) — Ox(X) y los homomorfismos de
esquemas (¢, ¢7) : X — Y, de modo que qb?f = ¢.

En realidad, la aplicacion f +— ff esta definida aunque los esquemas no sean
afines, pero no tiene por qué ser biyectiva. Vamos a probar que sigue siéndolo
si s6lo exigimos que el esquema Y sea afin.

Teorema 2.11 Sea X un esquema arbitrario e Y un esquema afin. La aplica-
cion

Hom(X,Y) — Hom(Oy (YY), 0x (X))
que a cada homomorfismo de esquemas f le asigna el homomorfismo de anillos
f# es biyectiva.

DEMOSTRACION: Cubramos X con una familia de abiertos afines U; y con-
sideremos el diagrama siguiente:

Hom(X,Y) —2— Hom(Oy (Y), Ox (X))

l iﬁ

HHom(Ui, Y) _,y> HHOHI(Oy(Y), OX(UZ))
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Aqui « restringe cada homomorfismo a cada U;, mientras que S compone
cada homomorfismo con las restricciones a los U;. A su vez, «y esta compuesta por
las biyecciones dadas por el teorema anterior, luego es también una biyeccién.
El diagrama es conmutativo por la definicion de restriccion: si f € Hom(X,Y),

(flu)¥ = i*(fF) = 1 o pis..

Es facil ver que un homomorfismo X — Y esta completamente determinado
por sus restricciones a los abiertos U;, luego « es inyectiva y p también. Tomemos
ahora ¢ € Hom(Oy (Y),0x(X)). Los homomorfimos ¢ o pf se corresponden
con homomorfismos f; € Hom(U;,Y). Se cumple que fi|v,nu; = fjlu.nu;, pues
si V. .C U; NU; es un abierto afin, entonces

(fil)E = (f)F 0 b = dopps, 0 pfi = dopy,

e igualmente con j, luego (f1|v)‘#, = (f]|v)‘#, Asi, pues filv v filv se co-
rresponden con el mismo homomorfismo de anillos, luego fi|v = f;|v. Esto
implica la igualdad de las restricciones a U; N U;. No es dificil ver entonces
que existe un tnico homomorfimo f € Hom(X,Y) tal que f|y, = f;. Entonces

o(f) opg]i = (f|UZ)§"}E = qﬁopf]i para todo 4, luego p(f) = ¢. n

Si C/ky D/k son conjuntos algebraicos afines, el teorema 2.10 afirma que los
homomorfismos de esquemas Esp k[C] — Esp k[D] se corresponden biunivoca-
mente con los homomorfismos de anillos k[D] — k[C], mientras que el teorema
1.21 afirma que las aplicaciones regulares de C' en D (definidas sobre k) se co-
rresponden con los homomorfismos de k-algebras k[D] — k[C]. Ahora veremos
cOmo incorporar este matiz al caso general:

Definicion 2.12 Sea S un esquema. Un esquema definido sobre S es un par
ordenado (X, ) formado por un esquema X y un homomorfismo de esquemas
m: X — S. Se dice que 7 es el homomorfismo estructural de X y que S
es su esquema base. Usaremos la notacién X /S para referirnos a un esquema
definido sobre S. Si A es un anillo y S = Esp A, diremos simplemente que
X estéa definido sobre A. Si X e Y son esquemas definidos sobre S, diremos
que un homomorfismo f : X — Y estd definido sobre S si conmuta con los
homomorfismos estructurales.

De este modo, la nocién de esquema sobre un esquema S generaliza a la de
esquema sobre un anillo A, y ésta ultima tiene una interpretacion muy simple
que vamos a ver a continuacion:

Observemos en primer lugar que si B es un anillo, fijar una estructura de
B-algebra en un anillo A (o sea, una estructura de B-mo6dulo compatible con
la estructura de anillo de A) es equivalente a fijar un homomorfismo de anillos
i:B— A.

Si X es un esquema, cada homomorfismo de anillos i : B — Ox(X) de-
termina, al componerlo con las restricciones, homomorfismos i : B — Ox (U)
para todos los abiertos U de X, es decir, determina estructuras de B-algebra en
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todos los anillos O x (U), respecto a las cuales las restricciones son homomorfis-
mos de B-algebras. En definitiva, un homomorfismo de anillos i : B — Ox(X)
convierte al haz de X en un haz de B-élgebras.

Teniendo en cuenta que O(Esp B) = B, el teorema anterior implica que
una estructura de esquema sobre B en un esquema X estd completamente de-
terminada por un homomorfismo ¢ : B — Ox(X), luego concluimos que un
esquema sobre B es simplemente un esquema cuyo haz asociado es, de hecho, un
haz de B-algebras. Los homomorfismos de esquemas sobre B son simplemente
los homomorfismos de esquemas cuyos homomorfismos asociados son homomor-
fismos de B-dlgebras. En tal caso, los anillos de gérmenes Ox,, son también
B-algebras, al igual que los homomorfismos naturales Ox (U) — Ox p.

En particular, todo esquema tiene una tinica estructura de Z-esquema, pues
todo anillo tiene una tnica estructura de Z-algebra y todos los homomorfismos
de anillos son homomorfismos de Z-algebras. Esto significa que todo teorema
valido para esquemas sobre un esquema dado S son validos para esquemas ar-
bitrarios tomando S = EspZ.

Observemos también que si X es un esquema sobre S y U es un abierto en
X, entonces U adquiere estructura de esquema sobre S sin mas que componer
la inclusiéon U — X con el homomorfismo estructural X — S. Trivialmente,
entonces, la inclusion U — X se convierte en un homomorfismo definido so-
bre S. En el caso en que X es un esquema sobre un anillo B, entonces los anillos
de los abiertos de U tienen la misma estructura de B-algebra vistos como anillos
de U que como anillos de X.

Si A es un dlgebra sobre un anillo B, el teorema 2.10 nos da una estructura de
esquema sobre B en X = Esp A. El isomorfismo Ox (X) = A es un isomorfismo
de B-algebras, y de aqui se sigue facilmente que todos los isomorfismos descritos
en el teorema 2.4 son homomorfismos de B-édlgebras cuando consideramos los
anillos A, y Ay como B-algebras de forma natural.

Similarmente, si A es un anillo graduadoy B = Ay, la construccion de Proy A
muestra que todos sus anillos tienen una estructura natural de B-algebra, de
modo que se trata también de un esquema sobre B. Si f € A es homogéneo,
entonces A(yy es también una B-algebra y el isomorfismo D(f) = Esp A(y) esta
definido sobre B.

Ejemplo Si C/k es un conjunto algebraico afin, la estructura de k-algebra
de k[C] induce una estructura de esquema definido sobre k en X = Esp k[C],
respecto a la cual los isomorfismos entre los anillos de X y los anillos de funciones
regulares sobre abiertos de C son isomorfismos de k-dlgebras. Lo mismo sucede
si C//k es un conjunto algebraico proyectivo y X = ProyAx[C] y, méas en general,
si C'/k es un conjunto algebraico cuasiproyectivo y X es su esquema asociado.

Si C/k y D/k son dos conjuntos algebraicos cuasiproyectivos y E¢, Ep son
sus esquemas asociados, hemos visto que las aplicaciones regulares ¢ : C — D
se corresponden biunivocamente con los k-homomorfismos ¢ : ¢ — D como
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espacios anillados locales, y es inmediato que éstos se corresponden biunivo-
camente con los homomorfismos de esquemas ¢ : Ec — Ep definidos sobre k.
|

Ahora nos encontramos con una generalizacion de los conceptos de espacio
afin y proyectivo:

Definicién 2.13 Si B es un anillo, llamaremos espacio afin n-dimensional sobre
B al esquema A%, = Esp(B[X1,..., X,]), mientras que el espacio proyectivo n-
dimensional sobre B sera el esquema P, = Proy(B[Xy,...,X,]). Claramente
ambos tienen una estructura natural de esquema definido sobre B.

De este modo, si k es un cuerpo, A} y P} son los esquemas asociados a los
conjuntos algebraicos A™(k) y P"(k).

Terminamos la seccién con un resultado que necesitaremos méas adelante. Se
trata de una generalizacién de lo que en los esquemas afines son los abiertos
principales.

Definiciéon 2.14 Sea X un esquema y f € Ox(X). Definimos
Xf = {PE X | fp S O}ﬁp = OX7p\mp}.

Por ejemplo, si X = EspAy f € A, entonces p € Xy si y sélo si f es una
unidad de Ay, siy solo sip € D(f), luego Xy = D(f).

Un buen cubrimiento afin de un esquema X es un cubrimiento finito de X
formado por abiertos afines de modo que la interseccién de dos cualesquiera de
ellos sea a su vez union de un nimero finito de abiertos afines.

Obviamente, todo esquema afin tiene un buen cubrimiento afin (tomando
como tnico abierto todo el espacio). Méas adelante definiremos los esquemas
noetherianos y veremos que todos ellos admiten un buen cubrimiento afin.

Teorema 2.15 Si X es un esquema y f € Ox(X), entonces Xy es abierto en
X y, si X admite un buen cubrimiento afin, la restriccion Ox(X) — Ox(Xy)
induce un isomorfismo Ox (X)r = Ox(Xy).

DEMOSTRACION: Si P € X entonces existe un abierto U en X (que po-
demos tomar contenido en el dominio de f) y un g € Ox(U), de modo que
P eUy fpgp = 1. Tomando U suficientemente pequeno esto se traduce en
que flyg = 1. De aqui podemos concluir que U C X, luego X es abierto.

Mas atn, hemos encontrado pares (U, g) con la propiedad de que g € Ox (U)
y flvg =1y de modo que los abiertos U cubren X;. Si (U’,¢’) es otro par y
V =UNU’, tenemos que f|ygly =1= flyg'|v. Como son unidades, podemos
simplificar y concluir que gly = ¢'|y. Esto implica que podemos formar un
g € Ox(Xy) tal que f|x,g = 1. Asi pues, f|x, es una unidad de Ox(Xy), por
lo que la restriccion induce un homomorfismo Ox (X)r — Ox(X/).

Mas en general, para cada abierto U de X, la restriccion induce homomor-
fismos Ox(U); — Ox(U N Xy). Aqui hemos de observar que Ox(U); =
Ox(U)f,- En el miembro izquierdo consideramos a Ox(U) como Ox(X)-
moédulo y en el derecho como anillo.
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Si U es un abierto afin, entonces UN Xy = D(f|v), luego el teorema 2.4 nos
da que el homomorfismo Ox (U); — Ox (U N X¢) es de hecho un isomorfismo.

Consideremos ahora un buen cubrimiento afin {U;} de X. Entonces X es
la unién de los abiertos V; = U; N X¢. Podemos formar una sucesién exacta

0 — Ox(X) — D Ox(Ui) — @ Ox(U;NUy)

,J

donde el primer homomorfismo viene dado por s — (s|y,); mientras que el
segundo es el dado por (s;); = (silv.nv; — sjlu,nu; )i,j- Entonces también es
exacta la sucesion de localizaciones respecto de f, con lo que tenemos el siguiente
diagrama conmutativo con filas exactas:

0 —0x(X); —=POx(Ui)y —= POx(UiNUj)y

| L

0 —— 0x(X7) ——> @Ox (Vi) POx (Vi NVj)

4,J

La fila inferior es la sucesién analoga a la de X pero para el esquema Xjy.
La flecha vertical central es un isomorfismo porque los abiertos U; son afines.
Del diagrama se sigue que « es inyectiva. Ahora observamos que lo tnico que
hemos usado para demostrarlo es que X es un esquema dotado de un cubrimiento
finito de abiertos afines, luego el resultado es valido también para cada espacio
Ox (U;NU;), luego también S es inyectiva. El diagrama anterior implica entonces
que « es biyectiva. [

2.3 Subesquemas abiertos y cerrados

Ya hemos observado que todo abierto U en un esquema X tiene una estruc-
tura natural de esquema (y se dice entonces que U es un subesquema abierto de
X). Un poco més en general podemos definir la nocién de inmersion abierta de
un esquema en otro, o incluso de un espacio anillado en otro:

Definicién 2.16 Un homomorfismo de espacios anillados f : X — Y es una
inmersion abierta si fo es un homeomorfismo entre X y un abierto de Y y para
todo P € X la aplicacion f}f : Oy, f(py — Ox, p es un isomorfismo.

Es obvio que la composicion de inmersiones abiertas es una inmersién abierta,
asi como que si U es un abierto en un espacio anillado X, entonces la inclusion
i: U — X [1.14] es una inmersion abierta.

En las condiciones de la definicion precedente, si U = fy[X], podemos definir
f': X — U, de modo que f} = foy f'# es f# actuando tnicamente sobre los
abiertos de U. Es inmediato comprobar que f’ es un homomorfismo de espacios
anillados y, como las aplicaciones f5 son también isomorfismos, concluimos que
f’ es un isomorfismo. Ademéas f/oi = f.
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En resumen: una inmersion abierta f : X — Y entre espacios anillados
(resp. entre esquemas) es lo mismo que un isomorfismo de X en un abierto
(resp. en un subesquema abierto) de Y.

La situacion con los cerrados no es tan simple. Empezamos recordando la no-
ci6n de inmersion cerrada entre espacios anillados, que ya habiamos introducido

en [B.1]:

Definicién 2.17 Un homomorfismo de espacios anillados f : X — Y es una
inmersion cerrada si fo es un homeomorfismo entre X y un cerrado de Y y para
todo P € X la aplicacion fﬁ : Oy, r(p) — Ox, p es un epimorfismo.

Quizé en este punto no quede claro por qué es razonable exigir la condicion
de suprayectividad a las inmersiones cerradas, pero veremos que, con esta de-
finicién, la relacién entre subconjuntos cerrados de un conjunto algebraico afin
C/k y los ideales radicales de k[C] se generaliza razonablemente a esquemas
arbitrarios.

Ejemplo Si X es un conjunto algebraico cuasiproyectivo y C' es un cerrado
en X, entonces la inclusion ¢ : C' — X es una inmersion cerrada. Observemos
que iﬁ tranforma el ideal de los gérmenes de funciones regulares en X que se
anulan en P en el ideal de los gérmenes de funciones en C' que cumplen lo
mismo, luego ciertamente i es un homomorfismo de espacios anillados locales.
La suprayectividad de los homomorfismos entre los anillos locales equivale a que
toda funcién regular en un entorno de un punto P € C se extiende a una funcién
regular en un entorno de P en X (y ello se debe a su vez a que, si C C X C P",
cada funcién regular en un entorno de P en C esté definida por un cociente de
polinomios homogéneos del mismo grado con n + 1 variables cuyo denominador
no se anula en P, los cuales definen una extensién de la funcién a un entorno
de P en X). "

Si en un conjunto algebraico afin los subconjuntos cerrados estan determina-
dos por ideales, en un conjunto algebraico cuasiproyectivo y, mas en general, en
un espacio anillado arbitrario, las inmersiones cerradas estdn determinadas por
haces de ideales. Concretamente, si X es un espacio anillado, un haz de ideales
J de Ox es un subhaz de Ox tal que, para cada abierto U C X, se cumple que
J(U) es un ideal de Ox(U). En estas condiciones, llamemos

V(@) ={reX|I, #0x,}

Se trata de un cerrado en X, pues si z € X \V (J), entonces existe un elemento
(U, )] € Iz (con f € I(U)) que, visto como elemento de Ox .. es [(U, f)] = 1.
Esto significa que existe un abierto x € V C U de modo que f|y = 1. Entonces
VcX\V(J).

Sea i : V(J) — X la inclusion. El espacio V(J) se convierte en un espacio
anillado local con el haz i~*[Ox /7], pues si € V(J), tenemos que

iMO0x /e =2 (0x/9) s = Ox.0/u,
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que es ciertamente un anillo local. Observemos que
i (i 0x /7)) = O0x /7.
En efecto, si U es abierto en X, tenemos homomorfismos naturales
(Ox/N(U) — (7'[0x/I)~(UNV(I) — i~ [0x/T(U N V()

= i.[i7 (0x/)](U).

Estos homomorfismos conmutan con las restricciones y determinan, por con-
siguiente, un homomorfismo de haces ¢ : Ox/J — i, (i71[0x/7J]). Si x € V()
entonces

(0x/9)e =i O0x /9] =i [0x/T)s 2 ix (i1 [0x /])a-

El dltimo isomorfismo se debe a que ¢ es una inmersion, y la composicién de los
tres isomorfismos no es mas que ¢,. Por otra parte, si x € X \ V(J), tenemos
que (Ox/J7), = 0, y también i, (i~ [Ox/J]), = 0. Por consiguiente, todos los
homomorfismos f, son isomorfismos, lo que prueba que ¢ es un isomorfismo de
haces.

Componiendo ¢ con el epimorfismo canénico Ox — Ox/J obtenemos un
homomorfismo de haces i# : Ox — i.(i"1[0x/J]) tal que para cada z € V (J),
el homomorfismo i : Ox , — i.(i71[0x/J])s = Ox../J: se corresponde con
la proyecciéon canénica en el cociente. El isomorfismo es ¢, compuesto con el
isomorfismo canénico (Ox /J), = Ix /.. Asi pues, i# convierte a la inclusion
i:V(J) — X en una inmersion cerrada.

Para expresar mas claramente lo que hemos obtenido, llamemos Z = V(J)
y Oz = i7}O0x/J]. Hemos construido una inmersién cerrada i : Z — X tal
que, para cada z € Z, el homomorfismo i# : Ox, — Oz, es suprayectivo y
su nicleo es J,. Esto implica a su vez que J = N(i#).

En particular, todo haz de ideales determina una inmersioén cerrada. Ahora
probamos que toda inmersion cerrada puede obtenerse de esta forma:

Teorema 2.18 Sea f : X — Y wuna inmersion cerrada entre espacios ani-
llados locales y sea J = N(f#), que es un subhaz de ideales de Oy. Entonces
f se expresa como composicion de un isomorfismo X — V(J) seguido de la
inclusion V(J) — Y.

DEMOSTRACION: El hecho de que f[X] sea cerrado en Y se traduce en que

_Jo siy ¢ fIX],
fe(Ox)y = {(.‘)X,z siy = f(x).

Tenemos una sucesion exacta de haces sobre Y:

#
0—7— 0y 5 £.(0x5) — 0.
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La exactitud en f,(Ox) se debe a que los homomorfismos Oy, — f.(Ox),
son suprayectivos, por definicién de inmersion cerrada cuando y € f[X]y porque
el segundo anillo es nulo en caso contrario. Para cada y € Y tenemos la sucesion
exacta

0—J, — Oy, — f:(Ox), — 0.

De ella se deduce que y € V(J) si y solo si Oy, # Ty, siy solosiy € f[X],
luego f[X] =V ().

Llamemos Z = V(J), sea go = fo: X — Z yseai: Z — Y la inclusion.
Trivialmente entonces fy = gg 0ip. Consideremos ahora el isomorfismo de haces
f:0y/] — Imf# = f,(Ox). Si U C Y es un abierto, r € (Oy/9)(U) y
z € U], entonces fu(r)e = fuo(rf)). Por lo tanto, si U’ C Y es otro
abierto tal que f~{U] = f~1[U’] (o, equivalentemente, V. =UNZ=U'NZ)y
' € (0x/3)(U’) cumple que 7, = 7, para todo y € ZNUNU’, entonces folr) =
fur (r"). Dado que todo abierto V' C Z puede expresarse como V = U N Z, esto
nos permite definir un homomorfismo

gy i Oy /)T (V) — Ox(g5 V)

que claramente conmuta con las restricciones, por lo que tenemos un homomor-
fismo de prehaces g~ que a su vez se extiende a un homomorfismo de haces
g” 17Oy /I — go«(Ox). La construccién hace conmutativo el diagrama

(Oy JH)U) —> 0x (F1))

¢UJ/ /
gﬁmz

1[0y /9)(U N Z)

Aqui ¢ es el isomorfismo construido en la definicion de i#. Como fy y ¢
son isomorfismos, también lo es g#ﬂ 2, 1o que implica que g¥ es un isomorfismo
de haces. Componiendo con Oy — Oy /J obtenemos la conmutatividad del
diagrama

#

Oy (U) — 2% 0x (-1 [U))

i

i

U\L /
Junz

0z(UNZ)

Asi, tenemos un isomorfismo g = (go, g%) : X — Z de espacios anillados
tal que f =goi. L]

Observemos que si X es un espacio anillado y U C X es un abierto, sélo
existe (salvo isomorfismo) una estructura de espacio anillado en U con la que
la inclusion i : U — X puede completarse hasta una inmersion abierta (4, i)
de espacios anillados (concretamente, cualquier estructura en tales condiciones
ha de ser isomorfa a Oy = Ox|y). Ademés, si X es un esquema, el abierto U
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resulta ser también un esquema con dicha estructura. En cambio, la situacion
para un subconjunto cerrado C C X es muy distinta: dos haces de ideales J
y J pueden cumplir C = V(J) = V(J) y definir dos estructuras de subespacio
anillado en C que no sean isomorfas entre si. Si X es un esquema, la estructura
de espacio anillado en C no tiene por qué ser una estructura de esquema.

Estas consideraciones nos llevan, en primer lugar, a la definicién siguiente:

Definicion 2.19 Si X es un esquema, un subesquema cerrado de X es una
terna (Z,0z,j), donde Z C X es un subconjunto cerrado, Oz es un haz en Z
con el que Z es un esquema y j : Z — X es una inmersion cerrada tal que jp
es la inclusion.

En definitiva, un subesquema cerrado de un esquema X no esta determinado
simplemente por un subconjunto cerrado Z de X (al contrario de lo que sucede
con los subesquemas abiertos), sino que, en principio, necesitamos especificar
tanto el haz de anillos como la inmersién cerrada.

El teorema 2.18 implica ahora que una inmersion cerrada f : X — Y entre
esquemas es un isomorfismo entre X y un cierto subesquema cerrado Z C Y.
Concretamente, Z = V(J), donde J = N( f#), y la estructura de subesquema
(Z,0z,1) es la construida antes del teorema. Observemos que Z es un esquema
porque ha de ser isomorfo a X. Sin embargo, como ya hemos comentado, en
general un haz de ideales en un esquema no tiene por qué definir un subesquema
cerrado. El teorema 5.10 nos dara una condicioén necesaria y suficiente para que
lo haga.

Ahora probamos que para determinar un subesquema cerrado en un esquema
afin Esp A no necesitamos un haz de ideales, sino que basta con un ideal de A:

Teorema 2.20 Sea A un anillo y sea I un ideal de A. La proyeccion candnica
A — A/I induce un homomorfismo de esquemas i : Esp(A/I) — Esp A, el
cual es una inmersion cerrada cuya imagen es V(I). Ademds, para todo g € A,
se cumple que (Ni#)(D(g)) 2 1 ®4 A,.

DEMOSTRACION: Es inmediato que ig : Esp(A/I) — V(I) es un homeo-
morfismo. Por construccion (antes del teorema 2.10), iﬁ(g) Ay — (A/D);

es el epimorfismo natural. El hecho de que Z?f sea suprayectivo para todo

abierto principal U implica claramente que los homomorfismos ip son suprayec-
tivos, por lo que i es ciertamente una inmersiéon cerrada. Ademaés, claramente
(Ni#)(D(g)) :Niﬁ(g) =l =1®a A, .

Asi, por ejemplo, si X = EspA y consideramos un ideal I de A que no
sea radical, tenemos que Z = V(I) = V(rad I), luego las inmersiones cerradas
Esp(A/I) — Esp Ay Esp(A/rad I) — Esp A determinan en Z dos estructuras
de subesquema cerrado de X. No son isomorfas porque A/I no es un anillo
reducido y A/rad I si que lo es.

Mas concretamente, si A = k[Xq,...,X,], sabemos que los cerrados de
» se corresponden biunivocamente con los ideales radicales de A, mientras
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que ahora acabamos de ver que cada ideal de A (radical o no) determina un
subesquema cerrado de A}. El hecho de que un mismo cerrado de A} admita
varias estructuras de subesquema cerrado se corresponde con que un mismo
conjunto algebraico pueda definirse con distintos ideales. La diferencia es que
distintos ideales (con el mismo radical) definen el mismo conjunto algebraico,
mientras que pueden definir subesquemas cerrados no isomorfos.

En realidad esto no es un inconveniente de los esquemas, sino una mues-
tra de la capacidad de matizaciéon adicional que éstos ofrecen. Por ejemplo,
consideremos las inmersiones cerradas Esp(k[X]/(X™)) — A}, cuya imagen
es V(X™) = {(X)} (notemos que p = (X) es la versién abstracta del punto
0 en la recta afin). Estas inmersiones permiten definir infinitas estructuras de
subesquema cerrado en el punto p, y es facil ver que son no isomorfas dos a
dos. Veremos que tienen su interpretaciéon: la estructura correspondiente a
Esp(k[X]/(X™)) representa al punto p “contado n veces”, es decir, la estruc-
tura de esquema anade al punto una nocién de “multiplicidad” que sera ttil en
determinados contextos. L]

Ahora vamos a probar que los tnicos subesquemas cerrados de un esquema
afin son los de la forma considerada en el teorema 2.20:

Teorema 2.21 Sea j : Z — X wuna inmersion cerrada de un esquema Z en
un esquema afin X = Esp A. Entonces Z es afin y existe un unico ideal I de A
tal que existe un isomorfismo 7: Z — Esp(A/I) de modo que j = joi, donde
1:Esp(A/I) — X es la inmersion natural.

DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que Z admite un buen cubri-
miento afin. Existen abiertos {U,},- de X tales que {j ~![U,]}, es un cubrimiento
afin de Z. Cada U, es unién de abiertos principales {U,s} de X y j~1[U,4] es
afin porque es un abierto principal de j~![U,]. Afiadimos abiertos principales
que cubran el abierto X \ j[Z] y tomamos un subcubrimiento finito, con lo que
tenemos un cubrimiento finito de X, que representaremos de nuevo por {U, },
formado por abiertos principales y de modo que cada j~![U,] es un abierto afin
en Z. Ademas j71 U] Nj U] = iU, NUs] y U.NUs es un abierto princi-
pal en X, luego también en U,, y asi la intersecciéon de las antiimégenes es un
abierto principal en j~1[U,], luego es afin. Concluimos que {57 ![U,]}, es un
buen cubrimiento afin de Z.

Segtn el teorema 2.18, llamando J = N(j#), tenemos que Z es isomorfo a
V(9) con el haz Ox/J. Llamemos I = J(X), que es un ideal de Ox(X) = A.

Vamos a probar que para todo g € A se cumple que J(D(g)) = I;. Sea

h = j%(g) € 0z(Z). Observemos que j '[D(g)] = j~'[X,] = Zu. Tenemos
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entonces el siguiente diagrama conmutativo:

0x(X) i>OZ(Z)

N

(9)) —> 04(Z1),
ID(g)

Ox(
del que se sigue a su vez la conmutatividad del diagrama

i%
OX(X)Q - OZ(Z)Q

|

(9)) ——= 0z2(Zn).
ID(9)

Ox(

Las flechas verticales son ahora isomorfismos (por el teorema 2.15). Asi,
a través del isomorfismo natural Ox(D(g)) = Ox(X)4, el nicleo de jﬁ(g) se

corresponde con el nicleo del homomorfismo inducido por j?; entre las localiza-

ciones. Ahora bien, la sucesion exacta
0—1—0x(X)— 0z(2)
se localiza a la sucesién exacta
0— I, — O0x(X)y — O0z(2),,

luego el nticleo es I(D(g)) = I,. Segiin el teorema 2.20, sabemos que N(i#)(D(g))
también se corresponde con I, a través del isomorfismo natural, luego conclui-
mos que J(D(g)) = N(i#)(D(g)), y esto implica que J = N(i%).

Por otra parte, ahora podemos probar que V(J) = V(I). En efecto, si P € X,
tenemos que P ¢ V(J) si y solo si 1 € Jp, si y solo si existe un entorno D(g)
de P en X tal que 1 € J(D(g)) = I,. Esto se cumple si y so6lo si existe un
¢ € I y un ntmero natural n tal que /g™ = 1, si y solo si existen i, m, n tales
que g™ (i — g"™) = 0, si y solo si existe un natural r tal que g" € I, si y solo si
g €radl, siysolosi D(g) C X\ V(radl) = X \ V(I). En definitiva, tenemos
que P ¢ V(J) siysolosi P¢V(I).

En resumen, la situacion es la reflejada en el diagrama siguiente:
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Tenemos que j e i factorizan como isomorfismos en V(I) seguidos de la
inclusién V(I) — X. Cada abierto de Z es de la forma j~![U], para un
abierto U de X, de modo que

0z(i~'U]) = 0x (U)/ N(G#)(U) = 0x (U)/ N(i*)(U) = Opgpasn (i~ [U)).

Estos isomorfismos determinan un isomorfismo 7 : Z — Esp(A/I) que
cumple lo pedido. La unicidad de I se debe a que si otro ideal I’ cumpliera
lo mismo tendriamos un isomorfismo A/I — A/I' que conmutaria con las
proyecciones canonicas, luego tendria que ser [ = I'. [

En particular, vemos que todo subesquema cerrado de un esquema A% es
isomorfo a un esquema de la forma B[X1, ..., X,]/I, para un cierto ideal I. Mas
en particular, los conjuntos algebraicos afines en sentido clasico se corresponden
con los subesquemas cerrados de A} asociados a ideales radicales o, equivalente-
mente, a subesquemas cerrados X con la propiedad de que O x(X) es reducido.
Esta propiedad puede extenderse a esquemas arbitrarios:

Definicion 2.22 Un esquema X es reducido en un punto P € X si el anillo
Ox,p es reducido (es decir, no tiene elementos nilpotentes no nulos). Diremos
que X es reducido si lo es en todos sus puntos.

Si A es un anillo, representaremos por R(A) = rad0. Si X es un esquema,
para cada abierto U de X definimos

Rx(U)={s€O0x(U)|sp € R(Ox,p) para todo P € U}.

Evidentemente, Ry es un haz de ideales de O x y tenemos que X es reducido
siy sélosi Rx = 0.

Notemos que si P € X entonces Rx p = R(Ox, p), pues una inclusion es
obvia y si s € R(Ox, p) entonces s” = 0 para cierto natural n, luego existe un
entorno abierto V. .de Py un ¢t € Ox (V) de modo que s = tp y t" = 0, luego
t € Rx(V), luego s € Rx, p.

Esto implica que si U es un abierto en X entonces Rx |y = Ry.

Si U es cuasicompacto (en particular si U es afin) Rx(U) = R(Ox(U)). En
efecto, si s € R(Ox(U)) entonces s es nilpotente, luego lo mismo le sucede a
cada sp, luego s € Rx(U). Reciprocamente, si s € Rx(U), para cada P € U
existe un natural n tal que s™ = 0, luego existe un abierto P € V' C U de modo
que s|{ = 0. Podemos cubrir U por un nimero finito de abiertos V' y tomar un
mismo namero natural n tal que s|f; = (s™)|y = 0 para todo V, luego s =0y
s € R(Ox(U)).

Observemos que la inclusion R(Ox (U)) C Rx (U) es valida para todo abierto.
Ahora es facil probar el teorema siguiente:

Teorema 2.23 FEn un esquema X, las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) X es reducido,
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b) Para todo abierto U de X, el anillo Ox(U) es reducido,
¢) Todo punto de X tiene un entorno afin U tal que Ox (U) es reducido.

DEMOSTRACION: a) = b) Si X es reducido entonces Rx = 0 y hemos visto
que R(Ox(U)) C Rx(U), luego Ox(U) es reducido.

b) = c¢) es trivial.

c) = a) Si U = Esp A es un abierto afin tal que Ox(U) = A es reducido,
entonces, para todo abierto principal D(g) de U, tenemos que

Rx(D(g)) = R(0x(D(9))) = R(Ou(D(9))) = R(A,) = 0.

Tenemos que Rx(U) = 0 cuando U recorre una base de X (los abiertos
principales de los abiertos afines que cumplen ¢). Concluimos que Rx = 0y
que X es reducido. [

En particular, un esquema afin X es reducido si y solo si el anillo Ox (X) es
reducido.

Vamos a probar ahora que el espacio anillado local (X, 0x/Rx) es un es-
quema (obviamente reducido). Para ello basta tomar un abierto afin U de X
y probar que (U, (Ox/Rx)|u) es un esquema afin. Ahora bien, se cumple que
(Ox/Rx)lv = Ox|u/Rx|lv = Ou /Ry, luego podemos suponer que X = Esp 4
es afin y hemos de demostrar que (X, Ox/Rx) también es un esquema reducido.
Para ello consideramos la inmersion cerrada natural i : Esp(A/R(A)) — Esp A4,
cuya imagen es V(R(A)) = X. Si g € A, sabemos que

N(i#)(D(9)) = R(A)y = R(Ag) = Rx(D(9)),
luego Rx = N(i#). Es claro entonces que (X,0x/Rx) = Esp(4/R(A)).
Definicién 2.24 Si X es un esquema, definimos X,ea = (X,0x/Rx), que,

segin acabamos de probar, es un esquema reducido. Tenemos una inmersién
cerrada natural ¢ : X;eq — X, luego X,eq €s un subesquema cerrado de X.

Teorema 2.25 Si X es un esquema arbitrario e Y es un esquema reducido,
todo homomorfismo f :Y — X factoriza de forma tinica en un homomorfismo
Y — Xieq sequido de la inmersion i : Xyeq — X.

DEMOSTRACION: Para cada abierto afin U de X, se cumple claramente que
Rx (U) = R(Ox(U)) C N(f#)(U), lo que nos permite definir un homomorfismo
de haces f# : Ox/Rx — fox(Oy) de modo que i# o f# = f#. Tomamos
f= (fo, f#) En particular, si P € Y, tenemos que la composicion

f#
Ox,r(p) — Ox,5(P)/R(Ox,5(py) = Oy,p

ha de ser igual a f;f, de donde se sigue que f;’f estd univocamente determinado,
luego f# también. [

Si nos restringimos a esquemas reducidos, cada subconjunto cerrado deter-
mina una tnica estructura de subesquema cerrado:
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Teorema 2.26 Si X es un esquema y Z C X es un conjunto cerrado, enton-
ces Z admite salvo isomorfismo una tunica estructura de subesquema cerrado
reducido.

DEMOSTRACION: Probemos primero la unicidad. Consideremos una es-
tructura j : (Z,0z) — (X,0x) de subesquema cerrado reducido. Fijemos
un abierto afin U C X. Entonces jlznv : (ZNU,0z|zav) — (U,0x|v)
convierte a Z NU en un subesquema cerrado del esquema afin U. Por el teo-
rema 2.21, esta estructura estd determinada por un ideal Iy de Ox(U). En
particular, Oz(Z NU) = Ox(U)/Iy, luego el ideal Iy tiene que ser radical y,
como V(Iy) = ZNU, tenemos que Iy estd completamente determinado por el
cerrado Z. Asi pues, Oz|znu v jlznu estan completamente determinados por
Z, luego lo mismo vale para Oz y j.

Respecto a la existencia, para cada abierto afin U de X definimos Iy como el
unico ideal radical de O x (U) que cumple ZNU = V(Iy). Podemos dotar a ZNU
de una estructura de esquema isomorfo a Esp(Ox(U)/Iy). Si lo hacemos de
forma canonica y Uy C U; son dos abiertos afines, entonces los anillos asociados
a Z N Uy son candnicamente isomorfos a los asociados a los mismos abiertos en
Z N Us. En definitiva, tenemos definidos anillos Oz(V) (y restricciones entre
ellos) para todos los abiertos V' C Z contenidos en abiertos de la forma U N Z,
con U abierto afin en X.

En general, siempre que tenemos definido un haz sobre una base B de un
espacio topologico Z (es decir, algo que no es propiamente un haz, sino lo que
podriamos llamar un B-haz) podemos extenderlo hasta un haz en Z sin méas que
definir para un abierto U arbitrario el anillo Oz(U) formado por los elementos

se [I 0z(V)

VeB
Vcu

tales que para todo par Vi, V4 € B se cumple que sy, |v,nv, = S$v,|vinvs, con las
operaciones y las restricciones obvias.

Tenemos asi un haz Oz cuya restricciéon a cada espacio Z N U es un haz
isomorfo al que ya tenfamos definido. En particular los anillos Oz p son los
mismos que los de cualquier haz Ozny con P € ZNU, lo que implica que son
anillos locales y asi (Z,0%z) es un espacio anillado local. Obviamente es un
esquema (reducido) y tenemos inmersiones cerradas jzny : ZNU — U, las
cuales determinan una inmersiéon cerrada j : 7 — X. L]

En particular el teorema anterior implica que si X es un esquema, entonces
Xieq €s el tinico subesquema cerrado reducido de X sobre el mismo espacio
topologico.

Ahora vamos a estudiar las inmersiones cerradas en espectros homogéneos.
Sean B y C dos anillos graduados sobre un mismo anillo A = By = Cj y sea
¢ : C — B un homomorfismo de anillos graduados, en el sentido general de
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que existe un d > 0 tal que ¢[C,] C Cq4r. Sea M = ¢[C+]B, que es un ideal
homogéneo de B. Entonces ¢ induce una aplicacién continua

¢ : Proy B\ V(M) — Proy C.

En efecto, si p € Proy B\ V(M), entonces ¢~'[p] es un ideal primo homo-
géneo que no contiene a C'y, luego ¢(p) = ¢~ '[p] € ProyC. Si I es un ideal de
C, entonces ¢~ L[V (I)] = V(¢ 1[I]), luego ¢ es continua.

Si h € C es homogéneo de grado no nulo, entonces ¢~[D(h)] = D(¢(h)).
Por otra parte, en la demostraciéon del teorema 2.6 hemos construido un iso-
morfismo D(h) — EspC(;) cuyo homeomorfismo asociado viene dado por
p = pCrLNCy). Una comprobacion rutinaria muestra que el diagrama siguiente
(de aplicaciones continuas) es conmutativo:

D(6(h)) ——= D(h)

| |

Esp B(g(n)) — Esp Cn),

donde la flecha horizontal inferior es el homomorfismo de esquemas inducido por
el homomorfismo de anillos C(,) — Bg(n)) inducido por ¢. Esto nos permite
completar la aplicacion continua ¢| D(4(h)) con una estructura de homomorfismo
de esquemas que hace conmutativo el diagrama (viendo ahora las flechas como
homomorfismos de esquemas y no sélo como aplicaciones continuas).

Se comprueba que estos homomorfismos conmutan con las restricciones,
luego por el teorema 2.1 determinan un homomorfismo de esquemas

¢ : Proy B\ V(M) — ProyC.

Observemos que todos los esquemas estan definidos sobre A, y el homomor-
fismo también.

El caso mas interesante lo tenemos cuando C' = A[Xy,..., X,] y B =C/I,
donde I es un ideal homogéneo. Si tomamos ¢ : C — B como la proyeccién
natural, entonces ¢[Cy] = By, luego V(M) = @ y tenemos un homomorfismo
de esquemas

¢ : Proy B — ProyC.

Si h € C es homogéneo de grado no nulo, entonces ¢p, : Cny — Bg(n)) €s
un epimorfismo, luego podemos descomponerlo como el epimorfismo canénico
C(h) — C(h)/ N£¢h) seguido de un isomorfismo C(h)/ N(¢h> — B(d)(h))' Con-
secuentemente, ¢|p(g(n)) se descompone como composicion de un isomorfismo
de esquemas D(¢(h)) — Esp(C(pn)/ N(én)) seguido de la inmersion cerrada
canénica Esp(Cn)/N(én)) — V(N(¢r)) C D(h). En definitiva, tenemos que
Slp(gnyy + D(¢(h)) — D(h) es una inmersiéon cerrada para cada h. Esto
implica claramente que ¢ es una inmersion cerrada. En resumen:
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Teorema 2.27 Si I es un ideal homogéneo en A[Xy,...,X,], entonces la pro-
yeccion ¢ @ A[Xo,..., X, — A[Xo,...,Xy]/I induce una inmersion cerrada

¢ : Proy(A[Xo,...,Xn]/I) — P definida sobre A.

Se cumple un resultado analogo al teorema 2.21, de modo que los subesque-
mas cerrados de P’} son precisamente los de la forma Proy(A[Xo, ..., X,]/I),
para un cierto ideal homogéneo I, pero no estamos en condiciones de probarlo
ahora. Lo veremos méas adelante (teorema 5.55).

En particular, tenemos que los esquemas asociados a conjuntos algebraicos
proyectivos, es decir, los esquemas de la forma Proy(k[Xo, ..., X,]/I), donde T
es un ideal homogéneo radical, son isomorfos a subesquemas cerrados de P}, y
el concepto de subesquema cerrado de P} es ligeramente mas general en cuanto
que admite esquemas definidos por ideales no radicales.

Un poco més en general: si B es un anillo graduado finitamente generado
(como By-algebra) por elementos de By, entonces, llamando A = By, tenemos un
epimorfismo graduado ¢ : A[Xy, ..., X,] — B, cuyo nucleo serd un cierto ideal
homogéneo I. Por consiguiente, tenemos una inmersién cerrada Proy B — P';.

2.4 Inmersiones

Vamos a definir aqui una nocién de inmersién entre esquemas que generalice
tanto a las inmersiones abiertas como a las inmersiones cerradas. Esta nociéon
se comportard adecuadamente bajo algunas hipétesis que estudiamos primera-
mente. Para ello introducimos la nociéon de esquema noetheriano:

Definicion 2.28 Un esquema X es noetheriano si admite un cubrimiento finito
formado por abiertos afines U tales que los anillos Ox (U) son noetherianos.

Es evidente que si A es un anillo noetheriano, entonces Esp A es un esquema
noetheriano. El reciproco no es obvio, pero es cierto también:

Teorema 2.29 Un esquema afin X es noetheriano si y sélo si el anillo O x (X)
es noetheriano.

DEMOSTRACION: Sea X un esquema afin noetheriano y tomemos un ideal
I en Ox(X). Hemos de probar I que es finitamente generado. Por hipote-
sis X puede cubrirse por un nimero finito de abiertos U tales que Ox (U) es
noetheriano. El ideal pi¥ [I]0x (U) es finitamente generado, y podemos tomar
un generador finito formado por restricciones de elementos de I. Haciendo lo
mismo para todos los abiertos U, podemos formar un ideal J C I finitamente
generado tal que p¥ [J]Ox (U) = p{¥ [I]0x (U) para todos los abiertos U simulta-
neamente. En particular, si P€ X y j: Ox(X) — Ox,p es el homomorfismo
natural, tenemos que j[J]Ox, p = j[I]Ox p. Ahora bien, el punto P se corres-
ponde con un ideal primo p de Ox(X), de modo que j se corresponde con el
homomorfismo natural Ox(X) — Ox(X), Lo que tenemos es que J, = I,
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para todo ideal primo p de Ox(X), y esto implica que J = I (teorema [3.10]).
]

El teorema [3.83] afirma que si U es un esquema afin noetheriano, entonces
todos los subconjuntos de U son cuasicompactos, de donde se sigue, més en
general, que todo subespacio topolégico de un esquema noetheriano es cuasi-
compacto.

Del mismo modo, si U es un esquema afin noetheriano entonces U es tam-
bién noetheriano como espacio topologico, y esto implica facilmente que todo
esquema noetheriano es también noetheriano como espacio topolégico.

Teorema 2.30 Todo subesquema abierto o cerrado de un esquema noetheria-
no X es noetheriano, al igual que lo son los anillos locales Ox, p, para todo
punto P € X.

DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que si U es un esquema afin
tal que Ox(U) es noetheriano y g € Ox(U), entonces Ox(D(g)) = Ox(U),
también es noetheriano, luego X tiene una base formada por abiertos afines
noetherianos. Por consiguiente, todo abierto en X se expresa como unién de
abiertos afines noetherianos y, por la cuasicompacidad, la uniéon puede tomarse
finita. En definitiva, todos los abiertos de X son noetherianos.

Si Z es un subesquema cerrado de X (con una cierta inmersion j : 7 — X),
para cada abierto afin U de X, tenemos que jlzny : ZNU — U es una
inmersion cerrada (en particular Z NU es un esquema afin). Basta probar que
si Ox(U) es noetheriano entonces Oz(Z NU) también lo es, pues Z es union de
un namero finito de abiertos en estas condiciones. Equivalentemente, podemos
suponer que X = Esp A es un esquema afin, donde el anillo A es noetheriano.
Entonces el teorema 2.21 nos da que Z = Esp(A/I), para un cierto ideal I de
A, luego también es noetheriano.

Finalmente, si P € X, tomamos un abierto afin U tal que P ¢ U C X y
Ox,p = O0p,p = O0x(U),, donde p es un ideal primo de Ox (U), luego ciertamente
Ox,p es noetheriano. u

Ahora es evidente que los esquemas noetherianos admiten buenos cubrimien-
tos afines, tal y como anuncidbamos antes de teorema 2.15.

Aunque nos van a interesar principalmente los esquemas noetherianos, lo
cierto es que para muchos resultados nos bastari una propiedad mas débil:

Definicién 2.31 Un esquema X es localmente noetheriano si todo punto de X
tiene un entorno abierto noetheriano.

Observemos que si X es un esquema localmente noetheriano y U es un
abierto afin, entonces U puede cubrirse con abiertos noetherianos y, como U
es cuasicompacto, el cubrimiento puede tomarse finito y, por consiguiente, U
es noetheriano. Asi pues, un esquema X es localmente noetheriano si y solo si
todos sus abiertos afines son noetherianos.
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El mismo argumento prueba que un esquema es noetheriano si y sélo si es
cuasicompacto y localmente noetheriano. También es facil ver que todo subes-
quema abierto o cerrado en un esquema localmente noetheriano es localmente
noetheriano.

Definicién 2.32 Un homomorfismo de esquemas f : X — Y es cuasicompacto
si la antiimagen por f de todo abierto afin de Y es cuasicompacta.

Por ejemplo, toda inmersion cerrada j : X — Y es cuasicompacta, ya que
si U es un abierto afin en Y, entonces j~[U] es un subconjunto cerrado de U,
luego es cuasicompacto (porque U lo es).

Por otra parte, si ¢ : X — Y es una inmersiéon abierta e Y es localmente
noetheriano, entonces i es cuasicompacta. En efecto, si U es un abierto afin en
Y, entonces U es noetheriano y, como i ~}[U] es un subesquema abierto de U,
también es noetheriano, luego cuasicompacto.

Otro hecho obvio es que la composicién de homomorfismos cuasicompactos
es cuasicompacta. El resultado principal que necesitamos es el siguiente:

Teorema 2.33 Sea f : X — Y un homomorfismo de esquemas cuasicompacto
y sea Z = f[X] CY. Entonces existe en Z una tinica estructura de subesquema
cerrado de Y (salvo isomorfismo) tal que f se descompone como f = fo j,
donde f : X — Z es un homomorfismo de esquemas y j : Z — Y es la
inmersion cerrada correspondiente a la estructura de Z; y para cualquier otra
descomposicion f = f' o j’, donde j' : Z' — Y es una inmersion cerrada vy
f'+ X — Z' es un homomorfismo de esquemas, eriste una tnica inmersion
cerrada §j" : Z — Z' tal que foj" = f', j” oj' = j, es decir, que hace
conmutativo el diagrama siguiente:

DEMOSTRACION: Para cada abierto U de Y tenemos el homomorfismo de
anillos f# : Oy (U) — Ox(f~HU]). Llamemos J(U) a su nticleo. De este modo
J es un haz de ideales de Oy y podemos considerar el espacio anillado local

V(j) = {P ey | Ip 7é Oyﬁp}.

definido tras 2.17. De este modo, para cada P € Y, tenemos que P € Y \ V(J)
si y solo si Jp = Oy p, si y solo si existe [(U,g)] € Jp (con g € I(U)) que,
visto como elemento de Oy p es [(U,g)] = 1. Esto equivale a que existe un
abierto P € V C U de modo que g|y = 1. De aqui se sigue que P € Y \ V(J)
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si y s6lo P tiene un entorno abierto V tal que 1|y, € J(V), lo que equivale a
que 1|1y = f¢(1)|f71[v] = f#(1|v) = 0, y esto a su vez solo es posible si
Ox(f71[V]) =0, es decir, si f71[V] = 2.

Concluimos que P € Y \ V(J) si y s6lo si P tiene un entorno abierto V tal
que VN f[X] = &. Asi pues, V(J) = f[X] = Z (como espacio topologico).

Ahora tenemos definida en Z una estructura de espacio anillado local y una
inmersion cerrada j : Z — Y de modo que Oz = j~}(Oy/J). No es evidente
que Z sea un esquema con esta estructura. Para probarlo tomamos un punto
P € Z y vamos a ver que tiene un entorno afin. Sea U un entorno afin de P
en Y. Es evidente que la restriccion f : f71[U] — U es también cuasicompacta
y que, si Z=27nU,eéel diagrama siguiente es conmutativo:

Esto significa que la estructura de espacio anillado local que estamos consi-
derando en Z es la restriccion de la de Z, luego basta probar que P tiene un
entorno affn en Z. Equivalentemente, podemos suponer que Y = Esp A es afin.
El hecho de que f sea cuasicompacto se traduce en que X = U;U---UU,, donde
cada abierto U; es afin, digamos U; = Esp A;.

Sea ¢ = f;f : A — Ox(X) ysea I =1IJ(Y) su nicleo. Cada elemento de
Ox (X) esta completamente determinado por sus restricciones a los abiertos U;.
En particular, si llamamos ¢; = ¢ o pf]i_ : A — A;, para cada g € A tenemos

que ¢(g) esta determinado por los ¢;(g). Notemos también que ¢; = (f|Ul)§"}E

Consideremos el abierto principal D(g) C Y y observemos que

fHD(g)] N U; = D(¢4(g))-

En efecto, un punto B € f~1[D(g)] N U; es un ideal de A; que verifica
flu(B) = ¢; '] € D(g). o que equivale a que g ¢ ¢; ' [], 0 a que ¢i(g) ¢ B,

o aque ‘P € D(g;(g)). Esto nos lleva al siguente diagrama conmutativo:

A—2 L 0x(X) DA

Ay —= Ox(f7'[D(g)]) —= @Am(g)

#
fD(g)

Como la suma de las restricciones es inyectiva, tenemos que I es el niicleo
de toda la fila horzontal superior, el igualmente J(D(g)) es el nucleo de la fila
horizontal inferior. Asi pues, v/g° € J(D(g)) si y solo si ¢;(v)/pi(g)® = 0 para
todo 4. (Aqui usamos la conmutatividad del diagrama.) Esto a su vez equivale
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a que existe un s’ > 0 tal que ¢;(v)¢;(g)*t* = 0 para todo i (el hecho de que el
ntmero de abiertos sea finito permite tomar el mismo s’ para todos los indices,
aqui es donde usamos la hipotesis de cuasicompacidad). Esto equivale a que
¢i(vg®T* ) = 0 para todo i, y también a que vg*t® € I, 0 a que v/g° € I,.

Asi hemos probado que, para todo g € A, se cumple J(D(g)) = I,.

Con esto podemos probar que, como espacios topologicos, Z = V(I). En
efecto, si P € Y \ Z entonces Jp = Ap, luego existe un g € Atal que g¢ Py
lpeg) € I(D(g)) = 1y, luego 1 = v/g® para cierto v € I y cierto s > 0, luego
(g° —v)g® = 0 € P para cierto s’ > 0, luego ¢g* — v € P, luego v ¢ P, luego
I ¢ P,luego P ¢ V(I). Esto prueba que V(I) C Z.

S S

Por otra parte ¢ induce un monomorfismo de anillos ¢ : A/ — Ox(X)
tal que po ¢ = ¢, donde p es la proyeccion en el cociente. A su vez, ¢ induce
un homomorfismo de esquemas f : X — V(I) tal que foi = f, donde
i:V(I) — Y es la inmersién natural. Esto implica que f[X] C V(1) luego, al
tomar la clausura, Z C V(I).

Ahora basta probar que la estructura de espacio anillado local en Z es la
misma que la de V(I), con lo que sera ciertamente una estructura de esquema.

Tomemos [g] € Oy ()(V (1)) = A/I. Entonces

Oy(n)(D([h)) = (A/ D) = Ag/1y = Oy (D(9))/I(D(9)),

y tenemos un homomorfismo natural Oy (r)(D([g])) — (Oy/3)(D(g)).

Observemos que D([g]) = D(g) N Z y recordemos que Oz es el haz aso-
ciado al prehaz F que a D([g]) le asigna el limite inductivo de los anillos
(Oy /T)(U) con D([g]) € U. El homomorfismo anterior da lugar a un homo-
morfismo Oy (1)(D([g])) — F(D([g])) que conmuta con las restricciones, por lo
que determina un homomorfismo de prehaces Oy (1) — F que a su vez da lugar
a un homomorfismo de haces ¢ : Oy (;y — Oz.

Para probar que % es un isomorfismo basta probar que lo son los homomor-
fismo ¢¥p : Oy (1), p — Oz p para cada P € V(I) = Z. Ahora bien, sabemos
que ambos anillos son isomorfos a (A/I)p/r) = Ap/Ip,y ¥p es el isomorfismo
natural entre ambos.

Con esto hemos probado que Z es un esquema. Vamos a probar el resto del
teorema manteniendo la hipotesis de que Y es afin. Ya hemos visto que f se
descompone como f = f o j. Notemos que el homomorfismo ¢ es el unico que
cumple po ¢ = ¢, luego f es el tinico homomorfismo que cumple foj = f.

Sif=foj, dondej :Z — Y es una inmersion cerraday f': X — 7’
es un homomorfismo de esquemas, por el teorema 2.21 podemos considerar que
Z' =V (J), para cierto ideal J de Ay que p’ = j'# : A — A/.J es la proyeccion
natural. En particular Z’ es afin. Sea ¢’ = flz# :A/J — Ox(X), de modo que
p' o ¢ = ¢. De aqui se sigue que J C I, luego Z C Z' y la proyeccién natural
p": AJ/J — A/I es el tnico homomorfismo de anillos que cumple p’ op” = p, y
ademas cumple p” 0@’ = ¢. Esto implica que existe una tinica inmersion cerrada
3"+ Z — Z' que cumple el teorema.
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En el caso general, para cada abierto afin U en Y tenemos que la restriccion
f7U] — U factoriza en un homomorfismo f~1[U] — Z N U seguido de la
inmersién cerrada Z N U — Y. La unicidad del caso afin nos permite unir
todos estos homomorfismos en un tnico f : X — Z tal que f = foj. El resto
se razona analogamente. ]

Notemos que el par (Z, j) es tnico salvo isomorfismo, en el sentido de que si
otro par (Z',j') cumple el teorema (para un homomorfismo f) entonces existe
un tnico isomorfismo j” : Z — Z' tal que j” o j' = j. Es facil ver que si el
esquema X es reducido entonces Z también lo es. (Se reduce al caso en que Y
es afin y entonces Z es afin y Oz(Z) es un cociente de Oy (Y") isomorfo a un
subanillo de Ox(X), luego es reducido.)

Finalmente estamos en condiciones de dar la definiciéon general de inmersién:

Definicion 2.34 Un homomorfismo de esquemas f : X — Y es una inmersion
si se descompone como f =io j, donde i : X — Z es una inmersion abierta y
7 :Z — Y es una inmersion cerrada.

De este modo, las inmersiones abiertas y las inmersiones cerradas son in-
mersiones en este sentido general. En las condiciones de la definicién anterior,
f[X] es un abierto en j[Z], luego podemos tomar un abierto U en Y tal que
fIX] =jlZ]NU. Entonces fo: X — U es una inmersion cerrada y f induce
de forma natural una inmersién cerrada j' : X — U tal que f = 5’ o4, donde
1" : U — Y es la inmersién abierta natural. En definitiva, vemos que toda
inmersién se descompone también como una inmersion cerrada seguida de una

inmersiéon abierta.

Veamos ahora que si un homomorfismo f : X — Y es cuasicompacto y se
descompone como f = j' o, donde 5/ : X — U es una inmersién cerrada
e i : U — Y es una inmersién abierta, entonces f es una inmersion. No
perdemos generalidad si suponemos que X C U C Y y que j, i son las
inclusiones. Aplicamos a f el teorema anterior, que nos da una estructura de
esquema en Z = X junto con un homomorfismo f : X — Z y una inmersion
cerrada j : Z — Y de modo que f = foj. Como X es cerrado en U, tenemos
que X = ZNU, luego es un abierto en Z. Por otra parte fy es la inclusion,
luego es una inmersiéon abierta de espacios topologicos. Falta probar que si
consideramos f : (X,0x) — (X,0z|x) entonces es un isomorfismo.

Para ello basta observar que si cambiamos f por j’ (es decir, si cambiamos
Y por U), el esquema dado por el teorema anteriores ZNU = Xy f: X — Z
se sustituye por f : (X,0x) — (X,0z|x). Ahora bien, como j' ya es una
inmersién cerrada, la unicidad de Z hace que la inmersion cerrada X — U sea
(salvo un isomorfismo) la propia j’ y f la identidad (o el isomorfismo indicado).

Lo que acabamos de probar es un caso particular del teorema siguiente:

Teorema 2.35 Si f : X — Y yg:Y — Z son inmersiones y g es cuasi-
compacta, entonces f o g es una inmersion.
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DEMOSTRACION: Descompongamos f = 1075, g = j' o, donde 4, i’ son
inmersiones abiertas y j, 7/ son inmersiones cerradas. Entonces j o 7' es una
inmersion cerrada y joj’ o4’ es un homomorfismo cuasicompacto (porque todas
las inmersiones cerradas lo son). Segin acabamos de probar, esta composicion
es una inmersion, luego jo j' oi’ =" 0 j”, donde " es una inmersién abierta y
4" una inmersion cerrada. Claramente entonces, i0j 05 07 =i0i” 0j” es una
inmersion. L]

La hipotesis de cuasicompacidad no es realmente restrictiva:

Teorema 2.36 Si f : X — Y es una inmersion e Y es localmente noethe-
riano, entonces X también es localmente noetheriano y f es cuasicompacta.

DEMOSTRACION: Descompongamos f = 50 j, donde i : X — Z es una
inmersién abierta y j : Z — Y es una inmersion cerrada. Entonces Z es
un subesquema cerrado de Y, luego también es localmente noetheriano. Igual-
mente, X es un subesquema abierto de Z, luego es localmente noetheriano.
Hemos probado que esto implica que ¢ es cuasicompacta, y 7 también lo es por
ser cerrada. Concluimos que f es también cuasicompacta. L]

2.5 Conjuntos algebraicos

Finalmente introducimos la nocién general, intrinseca, de conjunto alge-
braico.

Definicion 2.37 Un conjunto algebraico afin definido sobre un cuerpo k es un
esquema X /k tal que Ox (X) es una k-algebra afin (o sea, finitamente generada).

Un conjunto algebraico definido sobre un cuerpo k es un esquema X/k que
puede ser cubierto por un niimero finito de conjuntos algebraicos afines abiertos
(definidos sobre k).

Asi, si X/k es un conjunto algebraico afin, Ox(X) = k[z1,...,2,], luego
existe un ideal I de k[X1,...,X,] tal que Ox(X) & k[Xy,...,X,]/1, lo que
implica a su vez que X = Esp(k[X1,...,X,]/I). El ideal I sera radical si y
solo si el esquema X es reducido. En tal caso k[X,..., X,]|/I = k[C], donde
C = V(I) es un conjunto algebraico afin (definido sobre k) en el sentido clasico.
Reciprocamente, si C/k es un conjunto algebraico afin (clasico), entonces el
esquema X = Esp k[C] es un conjunto algebraico afin reducido.

En definitiva, los conjuntos algebraicos afines reducidos son los k-esquemas
k-isomorfos a los esquemas de la forma Esp k[C], donde C/k es un conjunto
algebraico afin clésico.

Mas atn, el teorema 2.21 nos da! que los conjuntos algebraicos afines de-
finidos sobre k son los k-esquemas k-isomorfos a subesquemas cerrados de A}

1 Aqui usamos que todos los resultados que hemos probado para esquemas son obviamente
validos para k-esquemas con la misma prueba, es decir que todos valen igualmente si supo-
nemos que todos los anillos involucrados son k-algebras y que todos los homomorfismos de
anillos son homomorfismos de k-algebras.
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o, equivalentemente, los esquemas X/k tales que existe una inmersion cerrada
X — A} definida sobre k (para un cierto n).

En particular vemos que todo k-subesquema cerrado de un conjunto alge-
braico afin definido sobre k es también un conjunto algebraico afin definido sobre
k.

De la propia definiciéon se sigue que los abiertos principales en un con-
junto algebraico afin X/k son también conjuntos algebraicos afines, pues si g €
Ox(X) = k[z1,...,zy], entonces Ox(D(g)) = Ox(X)g = k[z1,..., 20, 1/g].

A su vez, esto implica que todo conjunto algebraico X/k tiene una base
formada por conjuntos algebraicos afines.

Consideremos ahora los conjuntos algebraicos arbitrarios. Puesto que las
k-algebras afines son noetherianas, es evidente que todo conjunto algebraico es
noetheriano. Esto implica que todo abierto U en un conjunto algebraico X de-
finido sobre k es también un conjunto algebraico definido sobre k. En efecto,
como X tiene una base formada por conjuntos algebraicos afines, podemos ex-
presar U como unién de tales conjuntos, y al ser cuasicompacto podemos tomar
un subcubrimiento finito.

El hecho de que todo subconjunto cerrado de un conjunto algebraico definido
sobre k es también un conjunto algebraico definido sobre k es consecuencia
inmediata del hecho analogo para conjuntos algebraicos afines.

Definicion 2.38 Un conjunto algebraico proyectivo definido sobre un cuerpo
k es un esquema X/k isomorfo a un subesquema cerrado de P}, para cierto
natural n.

Es inmediato comprobar que los espacios P} son conjuntos algebraicos de-
finidos sobre k, luego todo conjunto algebraico proyectivo es en particular un
conjunto algebraico. Mas ain, todo subesquema cerrado de un conjunto alge-
braico proyectivo es un conjunto algebraico proyectivo.

La ultima observacion de la seccién precedente demuestra que si I es un ideal
homogéneo en un anillo de polinomios A = k[Xy, ..., X,] entonces Proy(A/I)
es un conjunto algebraico proyectivo definido sobre k. En particular, si C/k es
un conjunto algebraico proyectivo en el sentido clésico, entonces ProyA;[C] es
un conjunto algebraico proyectivo abstracto.

El teorema 5.55 (el analogo proyectivo de 2.21) garantizara que todo conjunto
algebraico proyectivo es k-isomorfo a uno de la forma Proy(A/I), con lo que
los conjuntos algebraicos proyectivos en sentido clasico se corresponden con los
conjuntos algebraicos proyectivos reducidos en sentido abstracto.

Definiciéon 2.39 Un conjunto algebraico C/k es cuasiproyectivo si existe una
inmersién C' — P} para cierto n > 0.

Equivalentemente, C'/k es cuasiproyectivo si es isomorfo a un abierto de un
conjunto algebraico proyectivo. Los resultados de la seccién anterior prueban
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que todo subesquema abierto y todo subesquema cerrado de un conjunto alge-
braico cuasiproyectivo es también un conjunto algebraico cuasiproyectivo.

Es claro que si C'/k es un conjunto algebraico cuasiproyectivo en el sentido
clasico, su esquema asociado es abierto en un conjunto algebraico cuasiproyec-
tivo (abstracto).

Vamos a investigar ahora el conjunto de puntos cerrados de un conjunto
algebraico.

Definicién 2.40 Si X/k es un conjunto algebraico, llamaremos X° al espacio
topologico formado por sus puntos cerrados.

Recordemos que si X es un esquema arbitrario y P € X, hemos definido el
cuerpo k(P) = Ox p/mp. Si X = Esp A es un esquema afin y p € X, entonces

k(p) = Oxp/mp = Ay /S, p == (Afp)o,

es decir, k(p) es el cuerpo de cocientes del dominio integro A/p. A partir de
aqui podemos obtener una caracterizacion de los puntos cerrados de un conjunto
algebraico arbitrario X/k. Notemos que en tal caso los cuerpos k(P) tienen una
estructura natural de k-algebra, es decir, son extensiones de k.

Teorema 2.41 Sea X/k un conjunto algebraico y P € X. FEntonces P es
cerrado si y solo si k(P) es una extension finita de k.

DEMOSTRACION: Supongamos que P es cerrado y sea U un entorno afin
de P. Entonces P también es cerrado en U, y la extension k(P)/k construida
a partir de U es k-isomorfa a la construida a partir de X. Equivalentemente,

podemos suponer que X es afin. A través de un k-isomorfismo Ox(X) = A,

donde A es una k-algebra afin, el punto P se corresponde con un ideal maximal
p de Ay k(P) se corresponde con el cuerpo de cocientes de A/p, o sea, con A/p,
pues al ser p maximal el cociente ya es un cuerpo. El teorema [3.82] nos da que
k(P) es una extension finita de k.

Reciprocamente, supongamos que k(P) es una extension finita de k (y que
X es un conjunto algebraico arbitrario, no necesariamente afin). Para probar
que P es cerrado en X basta ver que es cerrado en todos sus entornos afines,
pues si existiera un punto @ € {P}, Q # P, un entorno afin U de @ contendria
también a P y entonces P no seria cerrado en U. En definitiva, podemos
suponer nuevamente que X es un conjunto algebraico afin. A través de un k-
isomorfismo X = Esp A, el punto P se corresponde con un ideal primo p de A.
Ahora tenemos las inclusiones

kcC Alp Ck(p),

pero el hecho de que la extension k(P)/k sea finita y que A/p es una k-algebra
finitamente generada implica que A/p es la adjunciéon a k de un ndmero finito
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de elementos algebraicos, luego es un cuerpo y p es maximal. Esto implica que
p es cerrado en Esp A y, por consiguiente, P es cerrado en X. [

De aqui deducimos varias consecuencias. La primera es que si X/k es un
conjunto algebraico y U es un abierto en X entonces U’ = U N X°. En efecto,
el teorema anterior implica que un punto P € U es cerrado en U si y soélo si es
cerrado en X.

Puesto que todo esquema afin tiene puntos cerrados, ahora tenemos, més en
general, que si X/k es un conjunto algebraico entonces X° es denso en X, pues
todo abierto no vacio contiene un abierto afin que a su vez contiene un punto
cerrado.

En particular, si U es abierto en X entonces U es la clausura de U?, luego
la, correspondencia U + U° biyecta los abiertos de X con los abiertos de X°.
Sii: X% — X eslainclusién y F = i~1[Ox], entonces (X°, F) es un espacio
anillado local. De hecho i~1[0x] = i71[0x]~, es decir, F(U°) = Ox(U) para
todo abierto U de X, pues el prehaz F asi definido es ya un haz.

Otra consecuencia de la caracterizacion de los puntos cerrados es la siguiente:

Teorema 2.42 Si X/k, Y/k son conjuntos algebraicos y f : X — Y es un
morfismo definido sobre k, entonces f[X"] C Y.

DEMOSTRACION: Si P € X, el homomorfismo fp : Ox,r(p) — Ox p induce
un k-monomorfismo de cuerpos k(f(P)) — k(P). Si P € X" entonces k(P) es
una extension finita de k, luego k(f(P)) también lo es, luego f(P) € Y?. =






Capitulo 111

Conceptos basicos sobre
esquemas

Ahora vamos a profundizar en el estudio de los esquemas que hemos ini-
ciado en el capitulo anterior. En la primera secciéon expondremos los hechos
basicos sobre la topologia de un esquema: componentes irreducibles, compo-
nentes conexas, etc. Luego traduciremos a conjuntos algebraicos abstractos los
resultados que conocemos sobre la dimension de los conjuntos algebraicos afines
en sentido clasico. En la tercera seccion introduciremos el polinomio de Hilbert
de un conjunto algebraico proyectivo junto con algunas aplicaciones, con lo que
ilustraremos el uso de los esquemas en geometria algebraica. Por dltimo intro-
duciremos la nocién de producto de esquemas y discutiremos algunos conceptos
relacionados con ella.

3.1 Algunas propiedades globales

Aunque los esquemas que mas nos van a interesar son los conjuntos alge-
braicos, las propiedades que vamos a estudiar en esta secciéon son aplicables a
esquemas arbitrarios.

Irreducibilidad En ese primer apartado demostraremos que los puntos de
un esquema se corresponden biunivocamente con sus cerrados irreducibles, pero
antes de entrar en ello conviene observar una diferencia entre el comportamiento
de los conjuntos algebraicos que hemos empezado a estudiar en el capitulo ante-
rior y la situacion en el caso de esquemas generales. Hemos probado que en todo
conjunto algebraico el conjunto de puntos cerrados es denso. Sin embargo, esto
no es cierto en general, pues, por ejemplo, el espectro de un anillo local tiene un
Gnico punto cerrado, que obviamente no es denso (salvo casos triviales). Puede
darse incluso el caso de que un esquema no tenga ningtn punto cerrado, si bien
se trata de una situaciéon muy atipica, como muestra el teorema siguiente:

Teorema 3.1 Todo esquema cuasicompacto tiene al menos un punto cerrado.

93
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DEMOSTRACION: Diremos que un espacio topologico X tiene la propiedad
P si todo cerrado en X no vacio contiene un punto cerrado.

Observamos en primer lugar que todo esquema afin Esp A cumple la propie-
dad P, pues los puntos cerrados se corresponden con los ideales maximales de
A y todo ideal de A esté contenido en un ideal maximal.

Ahora basta probar que si un espacio topologico X es union de dos abiertos
U y V que cumplen la propiedad P, entonces X también cumple la propiedad P.
En efecto, en tal caso, por inducciéon lo mismo vale cuando X es unién de un
nimero finito de abiertos con la propiedad P, y todo esquema cuasicompacto es
union de un numero finito de abiertos afines.

Pongamos, pues, que X = U UV, donde U y V son abiertos que cumplen P.
Tomamos un cerrado C' en X y hemos de ver que contiene un punto cerrado.
Ahora bien, los espacios U' = CNU y V' = C NV cumplen la propiedad P por
ser cerrados en U y V respectivamente, y ademas C' = U’ U V'. Esto significa
que podemos suponer C' = X y basta probar que X tiene un punto cerrado.

Podemos suponer que U ¢ V. Entonces U \ V # @ es un cerrado en U,
luego existe un punto P € U \ V cerrado en U. Si P es cerrado en X ya no hay
nada que probar. En caso contrario {P} NU = {P} y {P} NV es un cerrado
en V, luego contiene un punto @) cerradoen V. L

Entonces {Q} NV = {Q} y {Q}NU C {P}NU = {P}, pero P ¢ {Q},
porque U es un entorno de P que no corta a {Q} (porque si Q € U entonces

Qe {P}NU, luego P =Q € V). Asi pues {Q} = {Q} y Q es cerrado en X.

Para estudiar los puntos de un esquema conviene introducir las relaciones
siguientes:

Definicion 3.2 Sea X un espacio topologico y sean P, @@ € X. Diremos que
P es una generalizacion de @, o que Q) es una especializacion de P o que @ se
especializa a P si Q € {P}.

Asi, los puntos cerrados son los puntos que no admiten especializaciones
distintas de si mismos y, en el extremo opuesto tenemos los puntos cuasigené-
ricos, definidos como los puntos que no admiten generalizaciones distintas de
si mismos. (Recordemos que un punto genérico es un punto denso en todo el
espacio.)

La interpretacion méas simple de estos conceptos la tenemos en el caso en
que X = Esp A para un anillo A. Entonces {p} = V(p), con lo que las espe-
cializaciones de un ideal primo p son los ideales primos que lo contienen. Mas
concretamente, si A = k[C], para un conjunto algebraico afin C'/k (en el sentido
clasico), entonces los puntos de X se corresponden con las subvariedades de
C, y una subvariedad especializa a otra cuanto esta contenida en ella. Ahora
demostramos que algo similar es cierto para esquemas arbitrarios:

Teorema 3.3 Si X es un esquema, cada subconjunto cerrado irreducible de X
no vacio tiene un unico punto genérico. Los puntos cuasigenéricos de X son
los puntos genéricos de las componentes irreducibles de X .
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DEMOSTRACION: Recordemos que un conjunto es irreducible si y s6lo si lo
es su clausura. (Ver la observacion tras el teorema [3.28].)

Sea Z un cerrado irreducible de X y U un abierto afin en X tal que
ZNU # @. Entonces Z N U es un abierto no vacio en el espacio irreduci-
ble Z luego ha de ser Z = ZNU. Esto implica que Z N U es irreducible. El
teorema [3.41] nos da que existe un punto genérico P € ZNU, es decir, un punto
denso en Z NU. Como a su vez Z NU es un abierto denso en Z, concluimos
que {P} =Z.

Si {P} = {Q}, tomamos un entorno afin U de P y entonces también Q € U.
Las clausuras de Py @ en U son también iguales, luego el teorema [3.41] implica

que P = Q.

Si Z = {P} es una componente irreducible de X entonces P es un punto
cuasigenérico, pues si Q es una generalizacion, tenemos que Z = {P} C {Q} y
el ultimo espacio es irreducible, luego { P} = {Q}, luego P = Q.

Reciprocamente, si P es un punto cuasigenérico de X, entonces Z = {P} es
una componente irreducible, ya que un punto genérico de un cerrado irreducible
que contuviera estrictamente a Z seria una generalizacion de P distinta de P.

|

Vemos, pues, que los puntos de un esquema se corresponden con sus subcon-
juntos cerrados irreducibles. En particular, un esquema es irreducible si y s6lo
si tiene un punto genérico.

Teorema 3.4 Si X es un esquema y P € X, entonces las componentes irredu-
cibles de Esp Ox p se corresponden biunivocamente con las componentes irredu-
cibles de X que contienen a P.

DEMOSTRACION: Sea U un entorno afin de P. Vamos a probar que la
correspondencia Z — Z N U biyecta las componentes irreducibles de X que
contienen a P con las componentes irreducibles de U que contienen a P. En
efecto, si Z es una componente irreducible de X que pasa por P, entonces ZNU
es un abierto denso en Z, luego es irreducible. Ademés es una componente
irreducible, pues si C es la componente irreducible de U tal que ZNU C C C U,
entonces C' = Z, luego la clausura de C en U (que es C) es C = CNU = ZNU.

Reciprocamente, si Z es una componente irreducible de U que pasa por P,
entonces esta contenido en una componente irreducible C, luego Z C C' N U,
luego Z=CnNU.

Por consiguiente podemos suponer que X = Esp A es un esquema afin y que
P =y es un ideal primo de A. Entonces Ox p = Ap. Las componentes irreduci-
bles de X se corresponden con los primos minimales de A (ver las observaciones
tras la definicion [3.42]) y, por el mismo motivo, las componentes irreducibles
de Esp Ox, p se corresponden con los primos minimales de Ay, que a su vez se
corresponden con los primos minimales de A contenidos en p, que a su vez se
corresponden con las componentes irreducibles de X que pasan por P. [
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Ahora vamos a definir unos homomorfismos que resultan ttiles para estudiar
los puntos de un esquema.

Consideremos un esquema X y un punto P € X. Podemos definir un ho-
momorfismo EspOx p — X como sigue: fijamos un entorno afin U de P en
X y consideramos el homomorfismo natural Ox(U) — Ox p. Este induce un
homomorfismo Esp O x,p — U, que podemos componer con la inclusién, y asi
obtenemos un homomorfismo EspOx p — X.

Notemos que este homomorfismo no depende de la eleccién de U. Para ello
basta probar que si tomamos dos abiertos P € U C V el homomorfismo definido
con ambos es el mismo. En efecto, el diagrama conmutativo

Ox(V) —0Ox.p

|

Ox(U)
se traduce en el diagrama conmutativo

EspOxp —=V —X
U

Explicitamente, si U = Esp A y P se corresponde con el ideal p de A, entonces
el homomorfismo Ox (U) — Ox,p se corresponde con la localizaciéon A — A,.
Los elementos de Esp A, se corresponden con los ideales primos de A contenidos
en p, es decir, con las generalizaciones de p. Por consiguiente, la imagen de
EspOx,p en U esta formada por los puntos Q € U tales que P € {Q} (clausura
en U), pero éstos son los mismos que los puntos Q € X tales que P € @
(clausura en X). En resumen, la imagen de EspOx p en X esta formada por
las generalizaciones de P. Ahora es inmediato el teorema siguiente:

Teorema 3.5 Dado un esquema X y un punto P € X, existe un unico ho-
momorfismo de esquemas EspOx p — X cuya imagen estd formada por las
generalizaciones de P y tal que para todo entorno afin U de P el homomor-
fismo Ox(U) — Ox p es el natural. Si X estd definido sobre un esquema S,
entonces dicho homomorfismo también estd definido sobre S.

DEMOSTRACION: Notemos que si U es un entorno afin de P en X, entonces
U contiene a todas las generalizaciones de P, de donde se sigue inmediatamente
que un homomorfismo en las condiciones del enunciado se expresa como com-
posicién de un homomorfismo EspOx p — U con la inclusiéon U — X. Este
homomorfismo entre esquemas afines ha de ser el determinado por el homomor-
fismo natural Ox (U) — Ox p, luego el homomorfismo dado es necesariamente
el que acabamos de construir.
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Supongamos ahora que X esta definido sobre S y sea 7 : X — S el homo-
morfismo estructural. Tomamos un entorno afin U de m(P) y consideramos el
homomorfismo

ﬂ_#
05(U) % 0x (7 U]) — Ox.p,

que induce un homomorfismo EspOx p — U — S (independiente de la
eleccion de U). Este hace conmutativo el diagrama

ESpOXyp — X

G

S

de modo que el homomorfismo del teorema también esta definido sobre S. =

Ahora consideramos el epimorfismo natural Ox p — k(P), que define un
homomorfismo Esp k(P) — EspOx p. Al componerlo con el homomorfismo
dado por el teorema anterior obtenemos un homomorfismo Esp k(P) — X.
Observemos que el tnico punto de Esp k(P) tiene por imagen en EspOx p al
ideal mp, y es facil ver que éste se corresponde con P € X. Si U es un entorno
afin de P en X, entonces el homomorfismo asociado Ox(U) — k(P) es la
composiciéon de los homomorfismos Ox(U) — Ox p — k(P). Es evidente
que esto determina el homomorfismo:

Teorema 3.6 Si X es un esquema y P € X, entonces existe un unico homo-
morfismo de esquemas Esp k(P) — X cuya imagen es { P} y de modo que para
cada entorno afin U de P en X el homomorfismo asociado es la composicion

Ox(U) — Oxﬁp — k(P)

Conexion Todo espacio topoldgico se descompone en union disjunta de com-
ponentes conexas. Estas son cerradas, y todo subespacio conexo no vacio esté
contenido en una Unica componente conexa. Los conjuntos irreducibles son
obviamente conexos, luego toda componente irreducible esté contenida en una
Gnica componente conexa. Un espacio noetheriano tiene un ntmero finito de
componentes irreducibles, luego también tiene un nimero finito de componentes
conexas. Esto implica a su vez que las componentes conexas son abiertas o, lo
que es lo mismo, que el espacio es localmente conero. Un poco més en general:
ahora es claro que todo espacio localmente noetheriano es localmente conexo.

Las componentes conexas de un esquema X estan relacionadas con los ele-
mentos idempotentes de Ox(X). En general, un elemento e de un anillo A es
idempotente si ee = e.

Teorema 3.7 Sea X un esquema. Para cada elemento idempotente e € Ox (X)
existe un abierto cerrado U, C X tal que ely, =1 y e|X\U6 = 0, de modo que
la correspondencia e — U, biyecta los elementos idempotentes de Ox(X) con
los abiertos cerrados de X. En particular, X es conexo si y sélo si los unicos
idempotentes de Ox(X) son 0 y 1.
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DEMOSTRACION: Supongamos primero que X = Esp A es afin. Sie € A es
idempotente, basta tomar U, = V(1 — e), Claramente V(1 —e)NV(e) = &y
V(1 —e)uV(e) =X, luego U, es abierto y cerrado en X.

Sip € U, entonces e ¢ p, luego e(1 — e) = 0 se interpreta como que e = 1
en Ay, luego ey, = 1. Por otra parte, sip € X \ U. = V(e), entonces 1 —e ¢ p,
luego e(1 — e) = 0 se intepreta como que e = 0 en A, luego e|X\U6 =0.

Es claro que si U, = Uy, entonces e = f.

Consideremos ahora U C X abierto y cerrado. Digamos que U = V(I),
X\ U = V(J), para ciertos ideales I, J de A. Como V(I)NV(J) = &, ha de
ser I +J = A, luego podemos descomponer 1 =b+c¢,conb e I, c € J.

Como V(I)UV(J) = EspA, IJ C rad0, luego bc es nilpotente, digamos
(be)™ = 0. Es claro que (b™, ") = A, luego 1 = ub™ 4+ vc™. Llamemos e = ub™,
que es nilpotente, pues e = ub™(ub™ + vc™) = €2.

Como e € I, se cumple que U =V (I) C V(e). Igualmente,
X\U=V(J)cV(w")=V(1-e)=X\V(e),
luego U = V(e).

Esto prueba el teorema en el caso afin. Si X es arbitrario y e € Ox(X)
es idempotente, para cada abierto afin G C X tenemos que e|lg € Og(G)
es idempotente, luego existe un abierto cerrado G. C G tal que e|lg, = 1,
ele\e. = 0. Llamemos U, a la unién de los abiertos G, donde G recorre los
abiertos afines de X, y sea U/ la union de los abiertos G \ G..

Como todo punto tiene un entorno afin, es claro que X = U, U U/ y, como
elu, =1y ely: =0, ha de ser U. N U/ = &, luego U, = X \ U, y U, es abierto
y cerrado en X.

Si U es abierto y cerrado en X, para cada abierto afin G C X, tenemos que
U NG es abierto y cerrado en G, luego existe un idempotente eq € Ox(G) tal
que eglunc = 1, ecla\(wna) = 0. Es claro entonces que los e determinan un
elemento e € Ox(X) tal que e|y = 1, e¢[x\y = 0, y obviamente es idempotente.

|

Los esquemas locales siempre son conexos:

Teorema 3.8 Si A es un anillo local, entonces sus 1inicos elementos idempo-
tentes son 0 y 1.

DEMOSTRACION: Sea m el ideal maximal de A y supongamos que e € A es
idempotente. Entonces e(e —1) = 0 € m, luego e € m o bien ¢ — 1 € m. El
mismo argumento prueba que, para cada ideal primo p de A, se cumple e € p
o bien e — 1 € p. Ahora bien, como m contiene a todos los ideales primos y
no puede ser que tanto e como e — 1 estén en m, concluimos que e € rad0 o
bien e — 1 € rad 0. Esto significa que uno de los dos es nilpotente. Si e™ = 0,
entonces e =0, y si (e —1)" = +(e — 1) = 0, entonces e = 1. "
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Integridad La irreducibilidad de un esquema como espacio topologico estéa
relacionada con el caracter integro de sus anillos, tal y como vamos a ver a
continuacion.

Definicién 3.9 Un esquema X es integro si para todo abierto U de X el anillo
Ox(U) es un dominio integro.

Observemos que si X es un esquema integro, entonces los anillos locales
Ox,p son dominios integros para todos los puntos P € X, pero el reciproco no
es cierto. En efecto, que O x, p sea un dominio integro equivale a que sea un anillo
reducido y a que tenga un dnico divisor primo minimal, lo cual, por 3.4, equivale
a que Ox p sea un anillo reducido y exista una tnica componente irreducible
de X que pase por P. Asi, por ejemplo, si X es un conjunto algebraico afin
(reducido) formado por dos rectas paralelas, tenemos que todos los anillos O x p
son dominios fntegros, pero X no es un esquema integro, en virtud del teorema
siguiente:

Teorema 3.10 Un esquema es integro si y solo si es reducido e irreducible.

DEMOSTRACION: Sea X un esquema reducido e irreducible. Veamos en
primer lugar que si U # & es un abierto afin en X entonces Ox(U) es un
dominio integro. En efecto, como U es denso en X, es irreducible y, por el
teorema 2.23, tenemos que Ox(U) es reducido. A través de un isomorfismo
U = Esp A vemos que el anillo A es reducido y tiene un tnico divisor primo
minimal, luego éste tiene que ser 0 y, por consiguiente A es un dominio integro,
al igual que Ox (U).

Pasamos ahora al caso general. Puesto que todo abierto de X es también
reducido e irreducible, basta probar que Ox(X) es un dominio integro. Tome-
mos f, g € Ox(X) tales que fg =0y sea U # @ cualquier abierto afin de X.
Por la parte ya probada podemos suponer que f|y = 0.

Si W # @ es cualquier otro abierto afin no vacio de X, a través de un iso-
morfismo W = Esp A (donde A es un dominio integro, por la parte ya probada)
el elemento f|w se corresponde con un s € A con la propiedad de que su res-
triccion a un cierto abierto U’ (el correspondiente con U N W) se anula. Sea
g € A no nulo tal que D(g) C U’. Entonces también se anula la restriccion de s
a D(g), lo cual significa que s =0 en A,. Puesto que A es un dominio integro,
esto equivale a que s = 0 en A, es decir, tenemos que f|y = 0. Como esto vale
para todo abierto afin de X, concluimos que f = 0.

Reciprocamente, si X es un esquema integro, obviamente es reducido. Hemos
de probar que es irreducible. Si X tuviera al menos dos componentes irreduci-
bles, con puntos genéricos P; y P, tomamos abiertos afines P; € U;. Como los
anillos Ox (U;) son dominios integros, cada uno de ellos tiene un tnico divisor
primo minimal, luego los esquemas U; son irreducibles. Asi pues, ha de ser
P; € U; C {P;}. Los dos abiertos han de ser disjuntos, pues si U = U1 NU; # &,
entonces Py, P, € U y los conjuntos {P;} N U serian dos componentes del es-
pacio irreducible U, luego habria de ser P; = P, contradiccién. Consideramos
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ahora el abierto U’ = Uy U Us. Por la definicion de haz existe s; € O(U’) tal
que S;lu; = 1y Si|lu,_, = 0. Claramente entonces s1s3 = 0 (de nuevo por la
definicion de haz) y tenemos que Ox (U’) no es un dominio integro. n

Como es habitual, la integridad en un esquema afin X se reduce a la inte-
gridad de Ox (X):

Teorema 3.11 Un esquema afin X es integro si y sdlo si Ox(X) es un dominio
integro.

DEMOSTRACION: Esto equivale a probar que X = Esp A es un esquema
integro si y s6lo si A es un dominio integro. Una implicacién es obvia. Si A es
un dominio integro en particular es reducido, y esto implica que X es reducido.
Ademés A tiene un tnico divisor primo minimal, luego X es irreducible. m

Los esquemas integros son conexos, y el teorema siguiente muestra que la
conexion es precisamente la parte global de la integridad:

Teorema 3.12 Un esquema X es integro si y solo si es conexo y cada anillo
local Ox,p es un dominio integro.

DEMOSTRACION: Las condiciones son claramente necesarias. También son
suficientes, pues ciertamente implican que X es reducido y, si fuera reducible,
seria X = C7 U Cy, con C; y Cy cerrados no vacios. No pueden ser disjuntos,
pues entonces X seria disconexo. Un punto P € (7 N Cy pertenece a mas de
una componente irreducible de X. Segtn el teorema 3.4, el esquema EspOx p
no es irreducible, pero deberia serlo, ya que Ox p es un dominio integro. Esta
contradiccion prueba que X es irreducible, luego integro. [

Los esquemas integros satisfacen una serie de propiedades adicionales de
interés:

Teorema 3.13 Sea X un esquema integro y sea & € X su punto genérico. Si
U # @ es un abierto afin en X, entonces la aplicacion natural Ox (U) — Ox ¢
induce un isomorfismo entre el cuerpo de fracciones de Ox(U) y Ox ¢.

DEMOSTRACION: Observemos que £ € U es también el punto genérico de U.
A través de un isomorfismo U = Esp A, el punto & se corresponde con el ideal
nulo de A y el teorema 2.4 implica que Ox ¢ = Ao es el cuerpo de cocientes de A.
La aplicacion natural Ox(U) — Ox ¢ se corresponde con la inmersiéon natural
de A en su cuerpo de cocientes, la cual ciertamente induce un isomorfismo. =

Definicion 3.14 Si X es un esquema integro, definimos su cuerpo de funciones
racionales como K(X) = Ox ¢ = k(§), donde £ € X es su punto genérico. Si
X/k es un conjunto algebraico, escribiremos también k(X).

Vamos a ver que todos los anillos asociados a un esquema integro X pueden
indentificarse con subanillos de K (X'). Para ello observemos primero que si X es
un esquema arbitrario, P, Q € X y @ € {P}, tenemos un homomorfismo natural
Ox,0 — Ox,p. En efecto, basta observar que si U es un abierto tal que @ € U,
entonces también P € U, y el homomorfismo es el dado por [(U, f)] — [(U, f)].
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Teorema 3.15 Sea X un esquema integro, sea £ su punto genmérico, sea U
un abierto en X y P € U. Entonces los homomorfismos Ox(U) — Ox.p y
Ox,p — Ox ¢ son inyectivos.

DEMOSTRACION: Sea f € Ox(U) tal que fp = 0. Esto significa que existe
un entorno V' de P tal que f|y = 0. Si W C U es un abierto afin, tenemos que
flwav = 0. (Notemos que W NV # @.) Tenemos el diagrama conmutativo:

Ox(W) —— Ox¢

7

Ox(WnNV)
Como la flecha horizontal es inyectiva (por el teorema anterior), concluimos
que f=0.

Si[(U, f)] € Ox,p es nulo como elemento de Ox ¢, existe un abierto V tal que
flv =0, pero entonces f esta en el nicleo del monomorfismo Ox (U) — Ox ¢,
luego f = 0. ]

En todas las demostraciones precedentes esta implicito un hecho que ahora
podemos demostrar en general:

Teorema 3.16 Si X es un esquema integro, entonces las restricciones entre
abiertos de X (no vacios) son inyectivas.

DEMOSTRACION: Si U C V C X y £ es el punto genérico de X, basta
considerar el diagrama conmutativo

Ox (V) —=Ox

e

0x(U)

teniendo en cuenta que los homomorfismos en Ox ¢ son inyectivos. L]

Asi pues, si identificamos todos los anillos Ox (U) y Ox, p con subanillos de
Ox,,si P €U CV tenemos las inclusiones

Ox(V) C Ox(U) C Oxyp.
Mas precisamente, se cumple que

Ox(U) = N Ox.p.
PeU

En efecto, tomamos [(V, f)] € Ox ¢ que esté en la interseccion. Esto significa
que para cada P € U existe [(Up,sp)] € Ox p de manera que P € Up y
[(Up,sp)] =[(V, f)] en Ox ¢. Entonces existe un abierto no vacio Wp C U,NV
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tal que splw, = flw,. Como las restricciones son inyectivas, de hecho se
cumple que sp|ly,nv = flupnv. Llamando Wp = Up UV, existe una tnica
tp € Ox(Wp) tal que tp|y = f. Dos cualesquiera de ellas coinciden en V,
luego coinciden en la intersecciéon de sus dominios. Esto implica que existe una

t e (UNV) tal que t|y = f. Entonces [(V, f)] = [(U, t|v)] € Ox(U). "

El teorema siguiente es una primera muestra de por qué se llaman “genéricos”
los puntos genéricos:

Teorema 3.17 Sea f: X — Y un homomorfismo entre esquemas integros y
sean Ex, &y sus respectivos puntos genéricos. Las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

a) f[X] es denso enY,

b) f#: 0y — fu(Ox) es inyectivo,
c) f(€x)=¢&v,

d) & € fIX].

DEMOSTRACION: a) = b) Supongamos que existe un abierto U en Y tal
que f# : Oy(U) — Ox(f71U]) no es inyectiva. Esto significa que existe
h € Oy(U), h # 0 tal que f#(h) = 0. Como las restricciones son inyectivas,
podemos suponer que U es un abierto afin, y a su vez podemos sustituir éste
por el abierto principal D(h), lo que significa que h es una unidad de Oy (U).

Por hipotesis existe un punto P € X tal que f(P) € U. Entonces tenemos
que f;f(hp) = 0y hp es una unidad de Oy p. Esto contradice la relaciéon

(fF) "' mp] = my(p).

b) = a) Si f[X] no es denso en Y entonces existe un abierto no vacio U
en Y tal que f~![U] = 9. El homomorfismo f# : Oy (U) — 0 no puede ser
inyectivo.

a) = c) Si U # @ es un abierto en Y entonces ha de ser f~1[U] # &, luego
Ex € f7U], luego f(€x) € U. Esto prueba que f(£x) es denso en Y, luego ha
de ser f({x) =&y

¢) = d) = a) son triviales. "

Puntos asociados El teorema 3.16 admite una generalizacion a esquemas
que no sean integros en términos del concepto siguiente:

Definicion 3.18 Un punto P de un esquema localmente noetheriano X es un
punto asociado de X si el ideal maximal mp es un primo asociado del anillo
Ox,p. Llamaremos As(X) al conjunto de los puntos asociados de X.
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El teorema [3.50] implica que si A es un anillo noetheriano, los puntos aso-
ciados de Esp A son precisamente los primos asociados de A. En particular
forman un conjunto finito no vacio.

Es evidente que si X es un esquema localmente noetheriano y U es un abierto
afin noetheriano en X, entonces As(U) = As(X)NU. En particular, el conjunto
As(X) es localmente finito no vacio, y si X es noetheriano es finito.

Otra consecuencia elemental de las propiedades de los primos asociados en
anillos noetherianos es que si X es un esquema localmente noetheriano, enton-
ces sus puntos cuasigenéricos son asociados, y si X es noetheriano y reducido
entonces sus puntos asociados son exactamente sus puntos cuasigenéricos.

Los puntos asociados de un esquema que no son cuasigenéricos se llaman
puntos inmersos. En estos términos, acabamos de observar que los esquemas
noetherianos reducidos no tienen puntos inmersos.

La generalizacion de 3.16 a la que haciamos referencia es la siguiente:

Teorema 3.19 Sea X un esquema localmente noetheriano y U C X un abierto.
Entonces As(X) C U si y sdlo si para todo abierto V. C X la restriccion
Ox (V) — Ox(UNYV) es inyectiva.

DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que basta probar que si X es
un esquema afin noetheriano, entonces As(X) C U si y solo si la restriccion
Ox(X) — Ox(U) es inyectiva.

En efecto, si admitimos esto y tuviéramos que (en el caso general) As(X) C U
pero una restriccion O x (V) — Ox(UNV) no fuera inyectiva, cubriendo V' por
abiertos afines noetherianos encontrariamos un abierto afin V/ C V tal que la
restriccion pY,~;; no serfa inyectiva, pero As(V’) = As(X) NV’ c UNV’, en
contradiccion con el caso afin que estamos suponiendo.

Reciprocamente, si las restricciones son inyectivas y P € As(X), tomamos
un entorno afin noetheriano V' de P, con lo que la inyectividad de Pgmv implica
que

PeAs(V)cVvnUCcCU,

luego As(X) C U.

Tomemos, pues, que X = Esp A y supongamos que As(X) C U. Sia € A
cmple que aly = 0 pero a # 0, el A-moédulo M = aA tiene un primo asociado
p = An(ab) € As(X) C U. Esto implica que a es nulo en A,, luego existe un
s € A\ p tal que sa = 0, pero entonces s € p, lo cual es absurdo. Asi pues,
a = 0 y la restriccién es inyectiva.

Reciprocamente, si existe p € As(X)\ U, entonces p = An(a), para un cierto
a € A no nulo. Si g€ U, entonces, como V(p) C X \ U, tenemos que p ¢ q, y si
tomamos s € p \ q, tenemos que sa = 0, luego a/1 = 0 en Aq, es decir, ag =0
para todo q € U, luego a|y = 0. La restriccion no es inyectiva. [

Definicion 3.20 Diremos que un abierto U en un esquema localmente noethe-
riano X es fuertemente denso si contiene a los puntos asociados de X. (Notemos
que un abierto es denso si contiene a los puntos cuasigenéricos de X).
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3.2 La dimensién de un conjunto algebraico

Introducimos ahora la nocién de dimensién de un esquema. La definicion es
general, si bien nos ocuparemos tnicamente del caso de los conjuntos algebraicos.

Definicién 3.21 Si X es un esquema, la dimensiéon de X es su dimensiéon de
Krull como espacio topologico.

Evidentemente, si X es un esquema afin tenemos que dim X = dim O x (X).

Teorema 3.22 Sea X/k un conjunto algebraico integro.
a) dim X < +oo.
b) dim X es el grado de trascendencia de la extension k(X)/k.

c) SiU # @ es abierto en X, entonces dimU = dim X.

DEMOSTRACION: Observemos que, en general, si Y es un subespacio de un
espacio topologico X, entonces dimY < dim X. En efecto, si

W WL G- G W,

es una cadena de cerrados irreducibles en Y, sus clausuras en X forman una
cadena de cerrados irreducibles en X y las inclusiones siguen siendo estrictas,
pues W, =W, NY.

Otro hecho general es que si B es un cubrimiento abierto de X, entonces

dim X = sup dim U.
UeB

En efecto, una desigualdad es clara. Si dim X > n, entonces existe una
cadena de cerrados irreducibles en X

W CWL &G W,
Existe un abierto U € B tal que U N Wy # &, con lo que
GCUNWo CUNWL & ---CUNW,

es una cadena de cerrados irreducibles en U. (Cada UNW; es irreducible porque
es un abierto no vacio en W;, luego es denso, luego irreducible. La densidad
justifica también que las inclusiones son estrictas.) Asi pues, dimU > n, y
tenemos la otra desigualdad.

Como consecuencia de estos hechos, basta probar que si X/k es un conjunto
algebraico integro, entonces todo abierto afin U # & tiene dimension finita y
que ésta es igual al grado de trascendencia indicado. Notemos ademéas que en
realidad, si £ es el punto genérico, k(U) = Oy = Ox ¢ = k(X), luego basta
probar que si X/k es un conjunto algebraico integro afin, entonces dim X =
grad tr k(X)/k < oco. Ahora bien, si tenemos que X = Esp A para una cierta
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k-algebra afin A, entonces k(X) es el cuerpo de cocientes de A, y basta aplicar
los teoremas [3.74] y [3.75]. n

Si X/k es un conjunto algebraico reducido, no necesariamente irreducible,
entonces su dimensiéon también es finita, pues es el maximo de las dimensiones
de sus componentes irreducibles. Sino es reducido observamos que, obviamente,
dim X = dim X4, ya que ambos esquemas tienen el mismo espacio topolégico
subyacente. En definitiva:

Teorema 3.23 Los conjuntos algebraicos tienen dimension finita.

Recordemos que si X es un espacio topologico arbitrario y W es un cerrado
irreducible en X, se cumple obviamente la relacion

dim W + codimx W < dim X,

pero la igualdad no es cierta en general. En los conjuntos algebraicos se cumple
lo siguiente:

Teorema 3.24 Si X/k es un conjunto algebraico cuyas componentes irreduci-
bles tienen todas la misma dimension, entonces, para cada cerrado irreducible
W de X, se cumple que

dim W + codimx W = dim X.

DEMOSTRACION: Sea £ € W el punto genérico y sea U C X un entorno afin
de £&. Sea W/ = W NU. Las componentes irreducibles de U son de la forma
VNU, donde V es una componente irreducible de X, luego todas tienen la misma
dimension que X. Asi pues, todas las componentes irreducibles de U tienen
la misma dimension, igual a dimU = dim X. Asi mismo, dim W’ = dim W.
También se cumple que codimxW = codimyW’ (una cadena ascendente de
cerrados irreducibles en X que empiece con W da lugar a otra de la misma
longitud en U que empieza por W’ tomando las intersecciones con U de sus
componentes y, reciprocamente, si partimos de una cadena en U que empiece
por W’ obtenemos una en X que empieza por W tomando las clausuras de sus

componentes).
Esto prueba que no perdemos generalidad si suponemos que X es afin, y
entonces basta aplicar el teorema [3.79]. "

Teorema 3.25 Si X es un esquema, W C X es un cerrado irreducible y & € W
es su punto genérico, entonces dim Ox ¢ = codimx W'.

DEMOSTRACION: Como en la prueba del teorema anterior, si U es un entorno
afin de £ y W/ = W N U, entonces codimxW = codimyW’, luego podemos
suponer que X = Esp A es afin. Entonces £ es un ideal primo de A y ambos
miembros de la igualdad son su altura. [

Teorema 3.26 Si k es un cuerpo y B es una k-dlgebra graduada finitamente
generada, entonces dim Esp B = dim Proy B + 1.
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DEMOSTRACION: Los cerrados irreducibles de Esp B se corresponden biuni-
vocamente con los ideales primos de B, mientras que los cerrados irreducibles de
Proy B se corresponden con los ideales primos homogéneos contenidos en B, .
Es claro entonces que la dimensién de Esp B es el maximo de las dimensiones
de los esquemas Esp(B/p), donde p recorre los primos minimales de B. Como
estos primos minimales son homogéneos, también podemos decir que la dimen-
sion de Proy B es el maximo de las dimensiones de los esquemas Proy(B/p).
Por consiguiente, no perdemos generalidad si suponemos que B es un dominio
integro. Asi, tanto Esp B como Proy B son conjuntos algebraicos integros y sus
dimensiones coinciden con las de cualquier abierto no vacio.

Tomemos un elemento homogéneo f € B;. Entonces el homomorfismo
B)[X] — By dado por X ~ 1/f es un isomorfismo. Aplicando [4.63] obte-
nemos la igualdad:

dim Esp B = dim D(f) = dim Esp By = dim Esp B[ X] = dim B[ X]

=dim B(y) + 1 =dimEsp B(y) + 1 = dim D (f) + 1 = dim Proy B + 1.
(Donde D (f) = D(f) N Proy B.) n

El teorema siguiente es una version abstracta de 1.14 que resulta ttil para
hacer razonamientos inductivos sobre la dimensiéon de un conjunto algebraico
proyectivo:

Teorema 3.27 Sea k un cuerpo y B una k-dlgebra graduada finitamente gene-
rada por elementos de B1. Sea f € B un elemento homogéneo de grado no nulo
que no pertenezca a ningun primo minimal de B. Entonces

dim Proy(B/(f)) = dim Proy B — 1.

DEMOSTRACION: En primer lugar observamos que no perdemos generalidad
si suponemos que B es reducida. En efecto, B,.q cumple las mismas hipétesis
que B y sus esquemas proyectivos correspondientes tienen la misma dimension.
Si llamamos f’ € Byeq @ la imagen de f, entonces f’ tampoco pertenece a ningtin
primo minimal. Ademas es claro que Byea/(f") = (B/(f))red-

Supongamos, pues, que B es reducida y consideremos un epimorfismo gra-
duado

¢ k[Xo,...,X,] — B.

Su nicleo I sera un ideal radical del anillo de polinomios, luego podemos
identificar a B con el algebra homogénea Ay [C] asociada al conjunto algebraico
proyectivo C' = V(I) C P™. Asi, dimProy B = dim C.

Podemos representar f = [F], para un F € k[Xy,...,X,] homogéneo.
Componiendo ¢ con el epimorfismo B — B/(f) — (B/(f))rea Obtenemos
un epimorfismo cuyo nucleo es rad(l + (F)) = I(V(I + (F))) = I(Ve(f)),
luego podemos identificar (B/(f))red con el dlgebra homogénea de Ve (f), luego
dim Proy(B/(f)) = dim Ve (f).

La hipoétesis sobre f significa que no es idénticamente nulo en ninguna com-
ponente irreducible de C. Por lo tanto, si W es una componente irreducible
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de C, tenemos que Vi (f) & W, por lo que dim Viy (f) < dimW — 1. El teo-
rema 1.14 nos da que, de hecho, tenemos la igualdad: dim Viy (f) = dim W — 1.
Ahora bien, dim C' es el maximo de las dimensiones dim W, y es claro que
dim Vo (f) es el maximo de las dimensiones dim Vi (f), luego se da la relacion
dim Vo (f) =dim C — 1. n

3.3 El polinomio de Hilbert

En esta seccién fijamos un cuerpo k, llamamos S = k[Xo, ..., X,], y vamos
a estudiar los esquemas de la forma X = Proy(S/I), donde I es un ideal ho-
mogéneo de S. Llamaremos B = S/I, que es un S-modulo graduado. Aunque
todavia no lo hemos probado, ya hemos comentado que los esquemas de esta
forma son en realidad todos los subesquemas cerrados de Pj,, es decir, son to-
dos los conjuntos algebraicos proyectivos. En cualquier caso, lo cierto es que
tenemos una inmersién cerrada X — P}, cuya imagen es el cerrado V(I).

Consideremos, mas en general, un S-modulo graduado M = € M,, finita-
mente generado. n€Z

Definimos la funcion de Hilbert de M como la funcion hys : Z — N dada
por hps(n) = dimyg M,

Las dimensiones son finitas en virtud del teorema [4.41], que nos da ademas
un polinomio Py (T) € Q[T] con la propiedad de que, para todo niimero natu-
ral n suficientemente grande, se cumple que Pys(n) = hys(n). A dicho polinomio
(que obviamente es tnico) lo llamaremos polinomio de Hilbert del S-modulo M.

El teorema [4.41] nos da una expresion para el grado de Py (T'), pero ahora
vamos a obtener otra mucho més simple. Necesitamos algunos resultados pre-
vios. Empezamos con la observacion siguiente:

Teorema 3.28 Sea S = k[Xo,...,X,] y sea
0— M —M-—M"—0
una sucesion exacta de S-mddulos graduados finitamente generados. Entonces
Py (T) = Py (T) + Py (T).
DEMOSTRACION: La sucesion da lugar a sucesiones exactas
0 — M) — M, — M) — 0,

de las que se deduce inmediatamente que hps(n) = hp(n) + hpo(n). Por
consiguiente, Py (T) = Py (T) + Parr (T). L]

Si M es un S-moddulo graduado y I € Z, definimos M (l) como el mismo
modulo M pero con la graduacion dada por M(1),, = M1,.
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Teorema 3.29 Sea S = k[Xy,...,X,] y sea M un S-mddulo graduado finita-
mente generado. Entonces existe una sucesion de submaodulos graduados

O=MyCMyC---CMy=M
tales que M;/M;_1 = (S/p;)(l;), donde p; es un ideal primo homogéneo yl; € 7Z.

DEMOSTRACION: Consideremos el conjunto de todos los submddulos gra-
duados de M para los que existe tal sucesion. Es no vacio, porque contiene al
modulo trivial. Como M es noetheriano existe un M’ C M maximal en dicho
conjunto. Si M’ = M el teorema esta probado. En caso contrario consideramos
M" = M/M' #0.

Para cada m € M" homogéneo y no nulo, definimos I,,, = {s € A | sm = 0},
que claramente es un ideal homogéneo de S. Como S es noetheriano, existe un
m € M" homogéneo no nulo tal que p = I, no esta contenido en ninguin otro
I,,». Vamos a probar que p es un ideal primo.

Tomemos a, b € S tales que ab € p pero b ¢ p. Queremos probar que
a € p. Como p es homogéneo, podemos suponer que a y b son homogéneos.
Como b ¢ p, tenemos que bm # 0. Claramente p = I, C Ipy, luego por la
maximalidad ha de ser p = I, pero ab € p, luego abm = 0, luego a € I, = p.

Sea [ el grado de m y sea N = (m) C M". Claramente N = (S/p)(—1). Sea
N’ C M tal que N = N'/M’. Es evidente que N’ contradice la maximalidad
de M’. [

Dado un S-médulo graduado M, definimos el anulador de M como el ideal
J(M)={seS|sM=0}.

Claramente es un ideal homogéneo de S. Por ejemplo, en el caso que real-
mente nos va a interesar, M = S/I, tenemos que J(M) = I.

Teorema 3.30 Sea S = k[Xy,...,X,] y sea M un S-mddulo graduado finita-
mente generado. Entonces el polinomio de Hilbert Py (T) tiene grado® igual a
la dimension de V(I(M)).

DEMOSTRACION: Razonaremos por induccion sobre dim V(J(M)). En pri-
mer lugar demostraremos que si el teorema se cumple para modulos S/p, donde
p es un ideal primo homogéneo de S tal que dim V(p) < dim V' (J(M)), entonces
se cumple para M.

Admitamoslo probado en este caso. Entonces, el grado del polinomio de
Hilbert de cada (S/p)(l) también es V(JI(S/p)) = V(p), pues este polinomio se
diferencia del de S/p en un cambio de variable T' +— T + .

Observemos ahora que si tenemos una sucesion exacta de S-modulos gra-
duados
00— M — M-— M"—0,

LCon el convenio de que el polinomio nulo tiene grado —1.
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y el teorema se cumple para M’ y M", también se cumple para M.

En efecto, por una parte tenemos que V(J(M)) = V(I(M')) U V(I(M")),
pues si J(M) C p pero existe un s € J(M’) \ p, entonces, para todo t € J(M")
y todo m € M tenemos que tm € M’ luego stm = 0, luego st € J(M) C p,
luego t € p. Asi pues, I(M") C p. La otra inclusiéon es inmediata. Concluimos
que la dimension de V(J(M)) es el maximo de las dimensiones de V(I(M')) y
V(amM")).

Por otra parte, el teorema anterior nos da que Py (T) = P (T) + Pay (T)
y el grado de la suma es el maximo de los grados de los sumandos (pues el
coeficiente director de un polinomio de Hilbert es siempre mayor que cero, ya
que el polinomio toma valores positivos sobre los naturales grandes.)

Ahora es evidente que si M’ y M” cumplen la relacion entre grados y di-
mensiones, también la cumple M.

Tomemos ahora un S-moédulo arbitrario M y consideremos la sucesion dada
por el teorema anterior:

O=MyCcM,C---CM,=M.
Las sucesiones exactas
0— MZ‘,1 — Mz — Mi/MZ‘,1 — 0

implican que dim V' (J(M;_1)) y dim V(J(M;/M;_1)) son ambas menores o igua-
les que dim V' (J(M;)), luego tenemos que todas las dimensiones

son menores o iguales que dim V' (J(M)), luego, en particular, estamos supo-
niendo que los modulos M; /M;_1 cumplen el teorema (y también My = M, /My).

La sucesion
0 — My — My — My/M; — 0

nos da que el teorema se cumple para Mo, y entonces la sucesion
0 — My — M3 — M3/My — 0

nos da que se cumple para Ms, etc. Tras un namero finito de pasos llegamos a
que M cumple el teorema.

Teniendo esto en cuenta, empezamos el razonamiento inductivo. En primer
lugar, consideramos el caso en que dim V(J(M)) = —1. Si M = 0, es obvio que
Py = 0, luego se cumple el teorema. En otro caso, el razonamiento anterior re-
duce el problema a M = S/p, donde V(p) = &, luego ha de ser p = (Xo, ..., X,),
y entonces, M, = 0 para n > 1, luego también Py; = 0.

Supongamos el teorema probado para modulos M con dim V(J(M)) < d
y consideremos un moédulo M tal que dimV(J(M)) = d. El razonamiento
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precedente reduce el problema al caso de modulos M = S/p con dim V(p) < d,
y podemos suponer, concretamente, que dim V' (p) = d, ya que en el caso de la
desigualdad tenemos la hipoétesis de induccion.

Como dim V(p) > 0, existe un i tal que X; ¢ p. Pongamos, por concretar,
que X, ¢ p. Entonces tenemos una sucesion exacta

0— M(—1) = M — M/(z,) — 0.
Si llamamos M’ = M/(x,), el teorema 3.27 nos da que
dimV(J(M")) = dim Proy(M/(z,)) = dimProy M — 1 =d — 1,
luego podemos aplicarle la hipotesis de inducciéon, que nos da que
Py (T) = Py (T) — Py (T —1)

es un polinomio de grado d—1. Ahora bien, es claro que si P(T") es un polinomio
de grado d > 0, entonces P(T) — P(T — 1) es un polinomio de grado d — 1. Por
consiguiente Py (T') es un polinomio de grado d. n

Ahora ya podemos centrarnos el el caso que realmente nos interesa:

Definicién 3.31 Sea S = k[Xy,...,X,] y X = Proy(S/I) un conjunto alge-
braico proyectivo. Definimos el polinomio de Hilbert de X como el polinomio
de Hilbert de B = S/I, es decir, como el tinico polinomio Px(T) € Q[T] que
cumple Px(n) = dimy B,, para todo natural n suficientemente grande.

Notemos que Px(T) no depende unicamente del esquema X, sino de la
representacion concreta de X en la forma Proy(S/I). Equivalentemente, Px (T')
es en realidad un concepto asociado al ideal homogéneo I y no al esquema X.

Esto significa que el polinomio de Hilbert depende del modo en que conside-
ramos a X sumergido en P7. Podemos encontrar dos representaciones distintas
de un mismo esquema como subesquema cerrado de P}, de modo que cada una
de ellas tenga un polinomio de Hilbert distinto. Dicho de otro modo: podemos
tener esquemas isomorfos Proy(S/I) = Proy(S/J) con polinomios de Hilbert
distintos.

El polinomio de Hilbert de un conjunto algebraico proyectivo contiene, pues,
informacion sobre la forma en que X estd sumergido en P, aunque también
contiene informacion intrinseca. Por ejemplo, sabemos que X = Proy(S/I) es
isomorfo a un subesquema cerrado de P}, definido sobre V(1) = V(J3(S/1)),
luego el teorema anterior nos da que el grado de Px(T) es precisamente dim X.

Otro invariante contenido en Px(T) es Px(0). No es evidente en absoluto
que este numero sea realmente un invariante, es decir, que no dependa de la
representacién de X como subesquema de P}, y no estamos en condiciones de
probarlo ahora. Conviene definir el género aritmético de X como

Pa(X) = (=1)%(Px(0) — 1),

donde d = dim X. Obviamente, la invarianza de Px (0) equivale a la del género
aritmético.
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Ejemplo Si X = Pj, entonces I =0y B = S. La funcién de Hilbert de X
cumple que hx(n) es el nimero de monomios de grado n en S, luego?

hx(n) = (j”)

Px(T) = <T+T>7

Por consiguiente,

r

donde, en general, definimos

<T) :%T(Tfl)...(Tf(rfl))EQ[T].

r

En particular, p,(P}) = (—1)"((}) — 1) =0. n

T

Del mero hecho de que los polinomios de Hilbert toman valores enteros sobre
nimeros naturales grandes podemos deducir algo sobre su formas:

Teorema 3.32 Sea P(T') € Q[T] un polinomio que tome valores enteros sobre
numeros naturales suficientemente grandes. Entonces existen mimeros enteros
co, ..., Cr tales que

P(T):c0(€)+c1(rT1) +-+e.

En particular P(T) toma valores enteros sobre todos los nimeros enteros.

DEMOSTRACION: Observemos que (f) es un polinomio de grado r que toma
valores enteros sobre los niimeros enteros, pues para enteros negativos se cumple

()= (")

En particular, si r es el grado de P(T), los polinomios (?), para0 <i<r
son linealmente independientes sobre Q, luego podemos expresar a P(T') como
indica el enunciado para ciertos ¢; € Q. Hemos de probar que ¢; € Z. Lo
probamos por induccién sobre el grado de P.

Si P(T) es constante es evidente que P(T) = ¢y = ¢ (g), donde ¢y € Z.
Supongamos ahora que P(T) tiene grado r y que el teorema es cierto para
grados menores.

Para un polinomio arbitrario F(T') € Q[T] definimos AF = F(T+1)—F(T).

Claramente, A es lineal y
T T
2()=(5)
r r—1

2Ver la nota al pie de la [pagina 170].
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(Pues la diferencia entre ambos miembros se anula en los niimeros naturales,
luego es idénticamente nula.) Por consiguiente,

T T
AP =¢g + + 4.
r—1 r—2

Por hipotesis de induccion tenemos que co, ..., c.—1 € Z (pues obviamente
AP toma valores enteros en los enteros y los ¢; estan univocamente determinados
por P). En particular tenemos que P — ¢, toma valores enteros en los enteros,
luego ¢, ha de ser entero. [

Definiciéon 3.33 Sea X = Proy(S/I) un conjunto algebraico proyectivo de di-
mension r. Entonces su polinomio de Hilbert tiene grado r y, por el teorema
anterior, su coeficiente director es de la forma d/r!, donde d es un ntumero
entero (positivo, pues el polinomio toma valores positivos para naturales sufi-
cientemente grandes). A dicho entero d lo llamaremos grado de X.

Nuevamente, el grado de un conjunto algebraico proyectivo depende de su
representacion como subesquema cerrado de un espacio proyectivo (es decir,
depende del ideal I), de modo que conjuntos isomorfos pueden tener grados
diferentes.

Por ejemplo, antes hemos calculado el polinomio de Hilbert de P, y de la
expresion obtenida se deduce que grad Py, = 1.

Veamos ahora que este concepto de grado generaliza al usual para hipersu-
perficies:

Teorema 3.34 Sea F € k[Xy,...,X,] un polinomio homogéneo de grado d.
Entonces el grado del esquema X = Proy(k[Xo,...,X;]/(F)) esd.

DEMOSTRACION: Llamemos S = k[Xy,...,X,] y B = S/(F). Entonces
tenemos una sucesion exacta de S-modulos graduados

0— S(-d) 55— B—>0,
de la que deducimos la relacién
Px(T)=Py(T) — Py (T —d),

donde Y = Pj,. Por consiguiente,

. (T:r) - <T+:d>7

cuyo coeficiente director es

lr(r—l—l)_lr(r—d—d—i—l)_ d
rl 2 d 2 (r=1)

Esto prueba que grad X = d. [
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Nota Acabamos de ver que el polinomio de Hilbert de una hipersuperficie X

de grado d es
TH+r T+r—d
e = (1) (7))
r r

Como consecuencia, su género aritmético es
r—d d—1
w0 =) = (1),
r r

El concepto de grado es uno de los ingredientes necesarios para poder enun-
ciar el teorema de Bezout. El otro es el concepto de interseccion:

Definiciéon 3.35 Sea S = k[Xy,...,X;]. Si X = Proy(S/I), Y = Proy(S/J)
son dos conjuntos algebraicos proyectivos, definimos X NY = Proy(S/(I + J)).

Notemos que V(I + J) = V(I) N V(J), luego, si identificamos a X y a Y
con dos subesquemas cerrados de Pj,, entonces X N'Y se corresponde con una
estructura de subesquema cerrado en la interseccion.

Teorema 3.36 (Bezout) Sea S = k[Xo,...,X,], sea X = Proy(S/I) un con-
Junto algebraico proyectivo y sea Y = Proy(S/(F)) una hipersuperficie (donde
F es un polinomio homogéneo). Supongamos que Y no contiene ninguna com-
ponente irreductble de X. Entonces

grad(X NY) = (grad X)(gradY).
DEMOSTRACION: Si llamamos f a la imagen de F' en B = S/I, tenemos que
S/(I+ (F)) = B/(f).

Las componentes irreducibles de X son los cerrados V(p), donde p recorre
los primos minimales de I. La hipdtesis de que Y no contenga a ninguna de
ellas equivale a que V(p) no esté contenido en V(F), o a que F ¢ p, o a que
f ¢ p/I, es decir, equivale a que f no pertenezca a ningin primo minimal de B.
Por el teorema 3.27 tenemos que dim(X NY) =dim X — 1

Sea e = gradY = grad F'. Consideremos la sucesiéon exacta
0 — (S/I)(—e) L5 S/T — S/(I + (F)) — 0,
de la que deducimos que
Pxny(T) = Px(T) — Px(T —e).
Si X tiene grado g y dimension d, entonces

PX(T):%Tder,
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luego
9 d 9 d ged ge
P TY=27dy .. L (T _ed ... =2 ..
xav (1) = T4 = =€) a T T -t
Asi pues, grad(X NY) = ge = (grad X)(gradY'). n

Una consecuencia inmediata es que los conjuntos proyectivos lineales (inter-
secciones de hiperplanos) tienen grado 1.

Veamos ahora que el grado de un conjunto algebraico proyectivo puede ex-
presarse en términos de los grados de sus componentes irreducibles. Para ello
necesitamos estudiar mas a fondo las sucesiones dadas por el teorema 3.29.
Consideremos una sucesion

O=MyCcMyC---CMy=M

en las condiciones del teorema, es decir, tal que M;/M;_1 = (S/p;)(l;) para
ciertos primos pi,...,ps de S.

Consideremos un ideal primo p de Sy supongamos que J(M) C p. Conside-
ramos la sucesion exacta

0— Mtfl — Mt — Mt/Mt,1 — 0.
En la prueba del teorema 3.30 hemos visto que
V(M) = V(I(Mi-1)) UV (I(Me/M;-1)),

luego p; C p o bien J(M;—1) C p. En el segundo caso repetimos el argumento y,
tras un nimero finito de pasos, llegamos a que p; C p para algin i. Igualmente
se prueba el reciproco, es decir, J(M) C p si y solo si p; C p para algin i.

Si p es un primo minimal de J(M), entonces tenemos que J(M) C p; C p,
luego ha de ser p = p;, es decir, todos los primos minimales de J(M) aparecen
entre los p;.

Si p es un primo minimal de J(M), tenemos la sucesion de Sp-modulos

0= (Mo), C (My)p C -+ C (My)p = My,

donde (prescindiendo de la graduacion) (M;),/(M;—1)p = (S/pi)p es 0 sip #p;
(pues entonces p; Z p) v es el cuerpo de cocientes de S/p; si p = p;. Eliminando
las repeticiones tenemos una serie de composicién de My, luego concluimos que
cada primo minimal p aparece exactamente [(M,) veces entre los p;.

Consideremos ahora un conjunto algebraico proyectivo X = Proy(S/I), to-
memos M = S/I y consideremos una serie para M en las condiciones de 3.29.
Aplicando varias veces el teorema 3.28 concluimos que

Px(T)= P (T)+---+ P(T),

donde P;(T') es el polinomio de Hilbert de (S/p;)(l;), cuyo grado es la dimen-
sion de V(p;). Para calcular el coeficiente director de Px (T") podemos fijarnos
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unicamente en los P;(T') tales que p; es un primo minimal de J(M) = I, pues
cualquier otro primo cumplird que V(p;) tiene dimension estrictamente menor
que la de un primo minimal, luego estrictamente menor que dim X, luego el
grado de P; sera estrictamente menor que el de Px. Mas atun, basta considerar
los P; correspondientes a primos minimales de I tales que la dimension de V' (p;)
sea la misma que la de X. Entonces,

grad X = Zl(pi) grad Proy(S/p),

donde aqui p; recorre (sin repeticiones) los primos minimales de I tales que
dim V (p;) = dim X. Para enunciar esto adecuadamente necesitamos una defini-
cion:

Definiciéon 3.37 Sea S = k[Xo,...,X,| y sea X = Proy(S/I) un conjunto
algebraico proyectivo. Sea Z una componente irreducible de X, que seré de la
forma Z = V(p), donde p es un primo minimal de I. Definimos la multiplicidad
de Z en X como la longitud de (S/I), como Sy-moédulo. La representaremos
por u(Z).

Hemos probado que la longitud que define u(Z) es finita. Consideramos a
Z como conjunto algebraico proyectivo Z = Proy(S/p;) (es decir, con la tnica
estructura de subesquema cerrado reducido de P}). En estos términos, hemos
demostrado el teorema siguiente:

Teorema 3.38 Sea S = k[Xo,...,X,], sea X = Proy(S/I) un conjunto alge-
braico proyectivo y sean Z1, ..., Z las componentes irreducibles de X de dimen-
ston igual a la dimension de X. Entonces

grad X = > u(Z;) grad Z;.

Si X e Y son dos conjuntos algebraicos proyectivos en las condiciones del
teorema de Bezout y Z es una componente irreducible de X NY’, la multiplicidad
w(Z) en XNY se llama indice de interseccionde X eY en Z. Silo representamos
por I[(Z, X NY), la igualdad del teorema de Bezout puede escribirse asi:

S I(XNY,Z)grad Z = (grad X)(gradY),
Z

donde Z recorre las componentes irreducibles de X N'Y de dimensiéon méaxima.
Veamos otro resultado ttil para calcular grados:

Teorema 3.39 Sea S = k[Xy,...,X;]. Si X = Proy(S/I) e Y = Proy(S/J)
son dos conjuntos algebraicos proyectivos de dimension d y dim(X NY) < d,
entonces grad(X UY) = grad X + gradY, donde X UY = Proy(S/INJ).

DEMOSTRACION: Formamos la sucesion exacta de S-modulos graduados

0—S/INJ)— (S/I)®& (S/J) — S/(I+J) — 0,
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(con los homomorfismos [s] — ([s], [s]) ¥ ([s],[¢']) = [s—&]). De ella deducimos
que Px + Py = Pxny + Pxuy. Como X, Y, XUY tienen dimension dy X NY
tiene dimensién menor que d, el teorema es inmediato. [

El mismo argumento prueba que si unimos dos conjuntos algebraicos de
dimensiones distintas, el grado de la union es el grado del conjunto de dimension
mayor.

Si X = Proy(S/I)y Zi,...,Z: son sus componentes irreducibles, conside-
radas como esquemas Z; = Proy(S/p;), donde p; es el primo minimal de I que
cumple Z; = V(p;), entonces p; N --- Np; = rad I, ademés la interseccion de
un Z; con la unién de otros Z; es un cerrado contenido estrictamente en Z;,
luego tiene dimensién menor. Aplicando un nimero finito de veces el teorema
anterior y la observacion subsiguiente, concluimos que grad X;.q es la suma de
los grados de las componentes Z; de dimensién méaxima. Si X es reducido, com-
parando con la férmula del teorema 3.38 concluimos que u(Z;) = 1 siempre que
Z; tiene dimensién méxima. Vemos asi que las multiplicidades de las compo-
nentes irreducibles de un conjunto algebraico proyectivo X estan contenidas en
su estructura ‘“no reducida”. Por ello es tutil admitir esquemas no reducidos.

Ejemplo Counsideremos la curva proyectiva C = V (Fi, F», F3), donde
Fi =X~ XoXo, Fy=X7-X1X3, F3=XoX3—-X1X>

que estudiamos en el capitulo I. Ahora consideramos su esquema asociado X =
Proy(S/I), donde I = I(C) = (Fy, Fa, F5). Al comprobar que I es un ideal
primo hemos obtenido la estructura de B = S/I. Hemos visto que es isomorfo
al subanillo S5 de &[S, T] formado por los polinomios de grado multiplo de 3.
El isomorfismo es graduado si consideramos en S5 la graduacién en la que un
monomio de grado (usual) 3n tiene grado n.

La dimension de B,, es la dimensién del espacio de los polinomios de grado 3n
en k[S,T], luego el polinomio de Hilbert de X es

Px(T) = 3T + 1,
luego X tiene grado 3 y género p,(X) = 0.

Al final del capitulo I vimos que C' puede expresarse como interseccion de
una hipersuperficie V(P) de grado 3 con otra V(Fy) de grado 2. Ahora bien,
esta interseccion corresponde al esquema X’ = S/(P, F1), que no es el esquema
X, pues por el teorema de Bezout tiene grado 6. Esto se interpreta como que la
unica componente irreducible de X’ (que es X, de grado 3) tiene multiplicidad 2
en X'. En particular, (P, Fy) # I.

Cabe preguntarse si es posible expresar C' como intersecciéon de dos hipersu-
perficies que generen el ideal I o, dicho de otro modo, si I admite un generador
con dos elementos. La respuesta es negativa, y es consecuencia del teorema de
Bezout: si fuera I = (F, G), entonces (grad F')(grad G) = grad X = 3, luego una
de las dos formas, F' o G, deberia tener grado 1, lo cual es imposible, pues I no
contiene formas lineales. m
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3.4 Producto de esquemas

Introducimos ahora un concepto fundamental en la teoria basica de los es-
quemas: la nocién de producto fibrado. Para comprenderla adecuadamente
vamos a discutir brevemente su analogo conjuntista, que es una generalizacién
del producto cartesiano:

Dadas dos aplicaciones f : X — 5, g : ¥ — S, definimos el producto
fibrado de X, Y sobre S como

X xgY ={(z,y) e X xY | f(z) = g(y)}-
Como casos particulares de esta definicién de producto tenemos:
a) Si S ={s}, entonces X xgV =X xY.

b) Si g hace corresponder a todos los puntos de Y un mismo s € S, entonces
X xgY = f_l[s].

c) SiXCS,YCSyf, gsonlas inclusiones, entonces X xgY = X NY.

Vemos asi que con el concepto de producto fibrado de conjuntos permite ex-
presar numerosos conceptos conjuntistas. En el caso conjuntista no tiene interés
expresar intersecciones o antiimégenes en términos de productos fibrados, pero,
en el contexto de los esquemas, el producto fibrado es la forma més adecuada
de tratar numerosos conceptos.

La construcciéon del producto fibrado de esquemas es algo técnica. Nos apo-
yaremos en el siguiente teorema general que nos permite “pegar” esquemas a
través de isomorfismos:

Teorema 3.40 Sea S un esquema y sea {X;}; una familia de esquemas de-
finidos sobre S. Para cada indice i sea {X;;}; una familia de subesquemas
abiertos de X; de modo que existan isomorfismos fi; : X;; — Xj; defini-
dos sobre S. Supongamos que X; = X; y que fi; es la identidad en X,
que fij[Xi; 0 Xie] = Xji 0 X y que firlx;nxa = fijlxi;nxa © firlx;nx;.-
Entonces existe un esquema X definido sobre S, tinico salvo isomorfismo, tal
que existen inmersiones abiertas g; : X; — X definidas sobre S tales que

gilx,; = fij © 9jlx,, y de modo que X = ng[Xi]
2

DEMOSTRACION: Sea X = |JX; x {i} y en el conjunto X consideramos la

3
relacion de equivalencia dada por (z,4) ~ (y, ) siy solosi z € X;; e y = fi ().
Llamamos X al conjunto cociente. Consideramos a X con la topologia suma
(caracterizada por que cada X; x {i} es abierto en X y la biyecciéon natural
X; — X;x{i} es un isomorfismo) y a X con la topologia cociente (caracterizada
por que U C X es abierto si y sélo si p~1[U] es abierto en X, donde p: X — X
es la proyeccion natural). Tenemos entonces aplicaciones g; : X; — X que
son inmersiones abiertas (es decir, U; = ¢;[X;] es abierto en X y g; es un
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homeomorfismo en su imagen) y gi|x,, = fij © gj|x,;- Ademas X es la union de
los Uj;.

Ahora definimos Oy, = ¢;+(0x,). Si U C U; NU; es un abierto, entonces
Oy, (U) = 0x,(g; '[U]), mientras que Oy, (U) = O, (gj*l[U])7 de manera que
fij,gjfl[U] : Oy, (U) — Oy, (U) es un isomorfismo. Es facil ver entonces que los

isomorfismos f;; inducen isomorfismos

fij . (Uz N U]‘, OUi

UiﬁU]‘) — (Ul N U]; OUj

UiﬁUj )

definidos sobre S cuyas aplicaciones continuas subyacentes son identidades. Las
propiedades del enunciado se cumplen ahora con los ﬁj en lugar de los f;;, los
Ui en lugar de los X; y (U;NUj, Oy, |v,nu;) en lugar de X;;. No es dificil cambiar
los haces Oy, por otros isomorfos de modo que los isomorfismos f;; se conviertan
en identidades. Por ejemplo, para cada U C U; podemos cambiar Oy, (U) por el
subanillo del producto de todos los anillos (isomorfos) Oy, (U) tales que U C U;
formado por los elementos (x;) tales que ; = fjx,u(xk) para todo j, k.

Entonces podemos definir un tnico haz O en X tal que O|y, = Oy,. Es obvio
que con él X se convierte en un esquema. Los homomorfismos w; : U; — S
que determinan la estructura de esquema sobre S en cada U, se extienden a
una aplicacién continua 7 : X —» 5. Esta se convierte en un homomorfismo
de esquemas de forma natural: para cada abierto G en S y cada s € Og(G), los

elementos ﬂfG(s) € Ox(771[G]NU;) determinan un tnico Fg (s) € Ox(m71G))

y asi tenemos una aplicacién Wg 1 05(G) — Ox(771G]) que claramente es
un homomorfismo de anillos. De este modo 7 se convierte en un homomorfismo
de esquemas tal que 7|y, = ;. Esto equivale a que X adquiere una estructura
de esquema definido sobre S respecto a la cual cada U; es un subesquema. Los
homomorfismos g; son ahora inmersiones abiertas de esquemas. La unicidad se
comprueba sin dificultad. [

Veamos ya la definicion del producto de esquemas:

Teorema 3.41 Sean X e Y dos esquemas definidos sobre un esquema S. En-
tonces existe un unico esquema X Xg Y y dos homomorfismos de esquemas
p: XxsY — Xyq: X xgY — Y (definidos sobre S) con la propiedad
de que si Z es un esquema definido sobre S y f : Z — X, g: Z — Y
son homomorfismos de esquemas definidos sobre S, entonces existe un unico
homomorfismo (f,g) : Z — X Xg Y de esquemas definidos sobre S que hace
conmutativo el diagrama siguiente:

X

/ T
p
(f.9)

7% X %Y

RN

Y
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La terna (X xsY,p, q) es unica en el sentido de que si (X x'sY,p’,q') cumple
también el teorema entonces existe un isomorfismo ¢ : X xgY — X x5 Yde
esquemas definidos sobre S que hace conmutativo el diagrama

R

X><5Y—>X><S
Y

DEMOSTRACION: La unicidad se prueba tomando ¢ = (p,q)" y ¥ = (p',¢’),
de modo que ¢ o 1) hace conmutativo el diagrama

e

X xsV 2% X xgY

)

Y

La unicidad de la propiedad del teorema implica que ¢ o) = 1, e igualmente
1 o ¢ = 1. Por consiguiente ¢ es un isomorfismo.

Observemos ahora que si existe (X xg Y,p,q) y U es un abierto en X,
entonces también existe U xg Y = p~l[U] (tomando como proyecciones las
restricciones de p y ¢). En efecto, si tenemos f: Z — Uy g: Z — Y,
componiendo f con la inclusion U — X obtenemos f : Z — X que nos
permite construir (f,g) : Z — X xg Y tal que (f,g) op = f. Entonces
PI(F.9)(2]] = F1Z] = fIZ) C U, luego (f,9)[2) C p~[U] = U xs Y. Existe
entonces un tnico homomorfismo (f,g) : Z — U XgY que compuesto con la
inclusién es (f,g). Es inmediato que hace conmutativo el diagrama correspon-
diente y, cualquier otro con esta propiedad, al componerlo con la inclusién en
X XgY hace conmutativo el diagrama correspondiente de X X g Y, luego seria
(f,9), v de aqui se sigue la unicidad de (f, g).

Otra observacion es que si existe (X xgY,p,q) entonces (X xgY,q,p) sirve
como producto Y xg X.

Consideremos en primer lugar el caso en que todos los esquemas son afines:
S =FEspA, X = EspB, Y = EspC. Entonces B y C son algebras sobre A
y podemos definir X xgY = Esp(B ®4 C), con las proyecciones inducidas
por los homomorfismos naturales B — B ®4 C, C — B ®4 C. Asi, si
tenemos homomorfismos f : Z — X y g : Z — Y, éstos estaran inducidos
por homomorfismos de A-algebras f : B — Oz(Z), §: C — 0z(Z). Estos
definen a su vez un homomorfismo (f,g) : B®a C — Oz(Z) que induce un
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homomorfismo de esquemas (f,g) : Z — X xg Y. Es claro que cumple todo
lo pedido.

Supongamos ahora que S e Y son afines, mientras que X es arbitrario. Sea
{X;}i un cubrimiento de X por abiertos afines. Por la parte ya probada existen
los productos (X; xs Y, pi,q;). También hemos visto que U;; = pi_l[Xi N X;]
sirve como (X; N X;) xg Y, luego existe un tnico isomorfismo

fij : p;l[XZ N X]] — p;l[XZ N X]]
que cumple la condicion de unicidad del enunciado. Para aplicar el teorema
anterior observamos en primer lugar que
fij[pi_l[Xi n Xj n Xk]] = p]_l[XJ n Xz] ﬂpj_l[Xj n Xk]

En efecto, si tomamos P € p; 1[XZ- N X; N X}], entonces se cumple que
p](fw(P)) = pZ(P) € X;NX,;NXy, luego fZ](P) € pj_l[Xj ﬁXi] ﬂpj_l[Xj ﬁXk].
Reciprocamente, si P € p; UxX;inX ;] cumple que

fi(P) € py ' [X; N Xi] Npy X5 N X,
entonces p;(P) = p;(fi;(P)) € X; N X; N Xk, luego P € p; *[X; N X; N Xy].

De aqui se sigue que f;;{U;; N U] = Uj; N Uji. Ahora hemos de ver que
fiklv,;nvie = fijlugnua © fjk|Uijjk- Ello es consecuencia inmediata de que
U NUi, = pi_l[Xi N X; N Xy] sirve como (X; N X; N Xg) xs Y y los dos
isomorfismos conmutan con las proyecciones, luego han de ser el mismo.

El teorema anterior nos da un esquema W definido sobre S de modo que
cada X; Xg Y puede verse como un subesquema abierto de W. El hecho de
que los isomorfismos f;; conmutan con las proyecciones p; y ¢; hace que éstas
se extienden a proyecciones p y ¢ en X e Y respectivamente. Se comprueba sin
dificultad que W sirve como X xg Y.

Ahora suprimimos la hipotesis de que Y sea afin. Cubrimos Y por una
familia de abiertos afines {Y;};. Por la parte ya probada existen los productos
(X xsY;,pi,q). El mismo razonamiento anterior nos da un producto X xg Y.

Por altimo eliminamos la hipotesis de que S sea afin. Sea {S;}; un cu-
brimiento de S por abiertos afines. Sean 7 : X — Sy m : Y — S los
homomorfismos estructurales. Sean X; = wl_l[Si], Y, = 7r2_1[SZ-]. Asi X; e Y
son esquemas sobre S;, por lo que existe X; xg, ¥;. Es inmediato que X; e Y;
también son esquemas sobre S de forma natural y que el producto anterior sirve
también como X; xg Y.

Aplicaremos de nuevo el teorema anterior con
Uij = p; [XinX;]Ng ' [Y; N Y],

que satisface las condiciones de (X; N X;) xs (Y;NY;). Una leve modificacion del
argumento anterior (para trabajar con las dos coordenadas al mismo tiempo)
nos permite construir un esquema definido sobre S que satisface las condiciones
del teorema. m
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Definicion 3.42 Sean X e Y dos esquemas definidos sobre un esquema S. De-
finimos el producto fibrado de X e Y sobre S como cualquier terna (X xsY, p, q)
que cumpla las condiciones del teorema anterior. En la préctica escribiremos
simplemente X xXg Y, y si S = Esp A escribiremos también X x4 Y.

Observemos que si
X =Espk[Xy,...,X,]/1, Y =Espk[Y1,...,Y,]/J

son dos conjuntos algebraicos afines, entonces la construccion del producto fi-
brado muestra que X x, Y = Esp((k[X1,...,Xn]/I) ®k (k[Y1,...,Yn]/J)). Es
facil ver que

(K[X1, .., X/ D) @k (K[Y,. .. Y]/ J) 2 kX1, ... X0, V1, Y] /(T U,

de modo que el producto de dos conjuntos algebraicos afines es el conjunto

algebraico afin definido por las ecuaciones de ambos. En particular tenemos
que A} X Ar = AZ"H".

Ejercicio: Probar que P{ xc P 2 PZ. (Avyupa: En el producto hay curvas que no
se cortan, y en el plano proyectivo no las hay.)

El teorema siguiente se demuestra sin dificultad a partir de la definicién de
producto fibrado:

Teorema 3.43 Sea S un esquema y sean X, Y, Z esquemas definidos sobre S.
Entonces:

a) Ezisten isomorfismos candnicos

XxgS2X, XxgYV 2V xgX, (XxgY)xsZ=2Xxg(Y xg2).

b) Si Z es un esquema definido sobre Y y su estructura sobre S es la dada
por Z —Y — S, entonces (X xgY) Xy Z =2 X xgZ, donde X xgY
es un esquema definido sobre Y a través de la seqgunda proyeccion.

¢c) Sif: X — X' g:Y —Y' son homomorfismos de esquemas definidos
sobre S, entonces existe un tnico homomorfismo de esquemas (definido
sobre S) f x g: X xgY — X' xg Y’ que hace conmutativo el diagrama
stguiente:
f

X———X'

1

X xgV L% X7 xgv

Y ——V
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d) Sii: U — X, j:V — Y son subesquemas abiertos, entonces el
homomorfismo i X j induce un isomorfismo

UxsV=p HUINg V] C X xgY.

Representamos por Homg(X,Y") el conjunto de los homomorfismos de es-
quemas de X en Y definidos sobre S. Si Z es otro esquema definido sobre S,
las proyecciones inducen por composiciéon aplicaciones

Homg(Z,X xsY) — Homg(Z, X), Homg(Z,X xsY) — Homg(Z,Y).
Con ellas podemos formar una aplicacion
HomS(Z,X X5 Y) HHomS(Z,X) X Homs(Z,Y), (3.1)

que es biyectiva por la definicién de producto fibrado.

Terminamos la seccién con una aplicacion importante del producto fibrado.
Observemos que si Y es cualquier esquema y P € Y, entonces el homomor-
fismo Esp k(P) — Y dado por 3.6 nos permite considerar a Esp k(P) como un
esquema definido sobre Y.

Definicién 3.44 Sea f : X — Y un homomorfismo de esquemas. Para cada
punto P € Y definimos la fibra de f en P como Xp = X Xy Esp k(P), donde
consideramos a X como esquema sobre Y a través de f. Consideramos a Xp
como esquema sobre k(P).

Conviene observar quién es explicitamente la fibra en el caso de un ho-
momorfismo entre esquemas afines f : Esp B — Esp A, determinado por un
homomorfismo de anillos ¢ : A — B con el que B adquiere estructura de
A-moédulo. Un punto P € Y se corresponde con un ideal p € Esp A. Enton-
ces, k(P) = Ap/pA, y el homomorfismo Espk(P) — Y se corresponde con
el homomorfismo A — A, — A,/pA,. Segin la construccion del producto
fibrado,

Xp =Esp(B ®@a (4p/pAp)).

La sucesion exacta pA, — A, — A,/pA, — 0 da lugar a la sucesion
exacta
B®a pAp — B®a Ap — B®a (Ap/pAp) — 0.

Llamemos B, a la localizacién de B respecto al conjunto S, = ¢[A \ p]. Se
comprueba inmediatamente que B, = B ®4 Ay, y la sucesiéon exacta anterior
nos da que

B®a (Ap/pAp) = By /pBy.
En definitiva, Xp = Esp(B,/pBy).

Teorema 3.45 Si f : X — Y es un homomorfismo de esquemas y P € Y,
entonces la proyeccion Xp — X induce un homeomorfismo Xp = f~1[P].
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DEMOSTRACION: Sea V un entorno afin de P en Y. Entonces, por la pro-
piedad b) del teorema 3.43 tenemos que

Xp =X Xy ESpk(P) = (X Xy V) XvESpk(P)

A través del isomorfismo, la primera proyecciéon en Xp se corresponde con
la composicion de la primera proyecciéon en X xy V' con la primera proyeccion
en X. Por otra parte, la primera proyecciéon induce un isomorfismo

X xy V= V]

(como esquemas sobre V). En efecto, si llamamos 7 : X xy V. — Y al ho-
momorfismo estructural del producto, tenemos que po f = m = q o i, luego
p[X xy V] C f7YV]. Esto nos da el siguiente diagrama conmutativo:

En particular, hop = i. Para probar que po h = ¢ basta observar que ambos
miembros hacen conmutativo el diagrama
X

XXyV%XXyV
lq
\%

Concluimos entonces que Xp = f~HV] xy Espk(P) = f~1[V]p, vy que la
primera proyeccién en X p se corresponde a través del isomorfismo con la primera
proyeccién en f~1[V]p. Equivalentemente, podemos suponer que Y = Esp 4 es
afin.

/N

Si U es un abierto afin en X y p : Xp — X es la primera proyeccion,
sabemos que p~1[U] = U xy k(P) = Up. Si demostramos que la restriccion
Pl U] — f|;,11[U] [P] es un homeomorfismo para todo U, podremos
concluir que p también lo es. En definitiva, también podemos suponer que
X = Esp B es afin.

El homomorfismo f : X — Y se corresponde con un homomorfismo de ani-
llos ¢ : A — B, con lo que estamos en la situacion descrita tras la definicion de
fibra. Concretamente, Xp = Esp(B,/pB,). Mas detalladamente, la proyeccion
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X xyEsp k(P) — X se corresponde con el homomorfismo B — B®a A4, /pA,,
que a su vez se corresponde con el homomorfismo natural B — B, — B, /pB,

Segtn el teorema [3.39] tenemos que el homomorfismo B — By, induce un
homeomorfismo entre Esp B, y el espacio ¥ = {3 € B | ¢~ '[B] C p}, mientras
que B, — B, /pB, induce un homeomorfismo entre Esp(B,/pBy) y el cerrado
V(pBy) C Esp By que, a través del homeomorfismo anterior, se corresponde con

{BeB|o [Pl =p} =[P
Asi pues, la proyeccién induce un homeomorfismo entre Xp y f~1[P]. n

El homeomorfismo dado por el teorema anterior permite considerar a las
fibras f~1[P] como esquemas sobre k(P) isomorfos a Xp. A través del isomor-
fismo, la inclusién f~[P] — X se corresponde con la proyeccion p : Xp — X.
Para cada Q € Xp, vamos a describir el homomorfismo pg 1 0x.p@) — Oxp .-

No perdemos generalidad si suponemos que X = EspB, Y = Esp A, con
lo que f se corresponde con un homomorfismo ¢ : A — B. Entonces P se
corresponde con un ideal p € EspA y @ se corresponde con un cierto ideal
Q € Esp(B,/pBy,). Asi mismo, p(Q) se corresponde con un ideal q € Esp B,
concretamente con la antiimagen de £ por el homomorfismo

B — B, — B, /pB,.

Por otra parte, f(q) = f(p(Q)) = p, luego p = ¢~ '[a] y Q = qB, /pBy.

El homomorfismo pg es la composicion de los homomorfismos

By — (By)ap, — (Byp/pBp)a = (Bp)qs, /(PBp)qs, -

Como ¢[A\ p] C B\ g, el primer homomorfismo es un isomorfismo, y la
composicién se corresponde con

By — Bq/pBy.

Asi pues, pg es un epimorfismo y su nicleo es pBy, que es la imagen de pA,

por el homomorfismo natural 4, — Bj.

Con esto hemos demostrado el teorema siguiente:

Teorema 3.46 Si f : X — Y es un homomorfismo de esquemas, P € Y y
Q€ Xp, yp: Xp — X es la proyeccion, entonces tenemos una sucesion
exacta

#
p
0— mpoxﬂp(Q) — Oxﬁp(Q) —Q> OXP,Q — 0.

En particular, si P es cerrado entonces p es una inmersion cerrada.
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Ejemplo Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y consideremos el conjunto
algebraico V' = Esp A, donde A = k[X,Y,T]/(TY — X?). (Notemos que el
polinomio TY — X2 es irreducible por el criterio de Eisenstein, luego V es
irreducible.) En términos clasicos, X se corresponde con el subconjunto de A3
definido por la ecuacion TY — X2 = 0.

Consideremos el homomorfismo p : V. — A} inducido por el homomorfismo
kE[T] — A. En términos clasicos es la proyecciéon en la componente T. Cada
punto a € k se corresponde con el ideal (T — a) € Esp k[T] = A}, y su fibra es

Va = Esp(A @iy (K[T]/(T — a))).

Desde el punto de vista clasico, la fibra V, es el conjunto algebraico afin en
A? definido por la ecuacion aY — X2 = 0, que es una parabola salvo en el caso
a = 0, en el que se reduce a la recta X = 0. Desde el punto de vista de los
esquemas hay un matiz que no se ve reflejado en el caso clasico. Es facil ver que

(KX, Y, T1/(TY — X?)) @) (R[T)/(T - a)) = KX, Y]/(a¥ — X?),

por lo que las fibras V, son los esquemas asociados a las fibras en el sentido clasico
excepto para a = 0, en el que la fibra es el esquema no reducido k[ X, Y]/(X?) que
—aunque no hemos definido la nocién de multiplicidad més que en el contexto de
los esquemas proyectivos— esté reflejando el hecho de que su Anica componente
irreducible, la recta X = 0, debe ser contada dos veces. n

El teorema siguiente nos permite reducir algunos problemas al caso de es-
quemas definidos sobre anillos locales:

Teorema 3.47 Sea f : X — Y un homomorfismo de esquemas y P € Y.

Consideremos Y' = EspOy p, PP =mp € Y/, X' = X xy Y’ y la proyeccion
natural f': X’ — Y’. Entonces tenemos un diagrama conmutativo

Xp —=x' Ly

L

Xp——=X — Y
en el que la flecha vertical izquierda es un isomorfismo. Ademds, si Q' € X,
se corresponde con Q € Xp a través de dicho isomorfismo, Ox o = Ox/ ¢ .
DEMOSTRACION: Tenemos que
X;:; =X Xy YI Xy ESpI{/’(P/) > X Xy ESpI{Z(P) = Xp,

y es facil ver que el isomorfismo natural hace conmutativo el diagrama del
enunciado. Esto significa que si Q y Q' se corresponden a través del isomorfismo,
entonces, como puntos de X y X', se corresponden a través de la proyeccion.
Para calcular Ox,g y Ox.¢g/ podemos sustituir ¥ por un entorno afin de Py
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X por un entorno afin de @) contenido en la antiimagen del anterior, con lo que
podemos suponer que X = EspB, Y =Esp A, y asi X' = Esp(B®4 Ap). Si Q
es un ideal en B cuya antiimagen en A es P, entonces Q' = Qp, y es claro que
Ox.¢' = (Br)qr = Bo = Ox,q- .

3.5 Cambio de base

Si X/k es un conjunto algebraico y K/k es una extension de cuerpos, en-
tonces podemos considerar a X definido sobre K. Esto esta claro en términos
clasicos. Ahora vamos a ver como debe ser entendido en términos de esquemas.

Definicion 3.48 Sea X un esquema definido sobre un esquema S y sea S’
otro esquema definido sobre S. Entonces definimos Xg: = X X g S’, que es un
esquema definido sobre S’ a través de la segunda proyeccion. Diremos que Xgr se
obtiene de S mediante un cambio de base. Si f : X — Y es un homomorfismo
de esquemas definidos sobre S, definimos fgr = f x 1 : Xg» — Yg.. El
homomorfismo fg: esta definido sobre S’ y hace conmutativo el diagrama

f/
XS/ %YS/

L

X——Y

Cuando S’ = Esp B es un esquema afin, escribiremos también Xp y f5 en lugar
de Xgr y fsr-

La propiedad b) del teorema 3.43 se enuncia de forma mas natural en tér-
minos de cambios de base: lo que afirma es que si tenemos homomorfismos
X—SyZ—Y — Sentonces (Xy)z = Xz.

Observemos que si X = Esp(A[X1,...,Xy])/(F1,...,Fn)) v B es una A-
algebra, entonces

Xp 2 Esp((A[X1,. .., Xul/(F1, ..., Fm)) ®4 B)

=~ Esp(B[X1,..., Xn]/(F1,..., Fp)).

En particular, si X/k es un conjunto algebraico afin y K/k es una extension
de cuerpos, entonces Xk es el conjunto algebraico afin que se corresponde con
el mismo conjunto algebraico afin que X en el sentido clasico, pero considerado
sobre K.

Maés en general, observemos que si X/k es un conjunto algebraico y K/k es
una extension de cuerpos, entonces X g también es un conjunto algebraico. En
efecto, si X esta cubierto por un numero finito de conjuntos algebraicos afines
U;, entonces X i esté cubierto por los abiertos p~1[U;] = U; @ Esp K = (U;) i,
que son también conjuntos algebraicos afines.
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Para el caso proyectivo observamos lo siguiente: si A es un anillo graduado
y B es una Ag-algebra, entonces

A®a, B= @D (Ad®4, B),
d>0

y esta descomposicion determina de forma natural una estructura de anillo
graduado en el producto.

Teorema 3.49 FEn las condiciones anteriores,
Proy(A ®4, B) = ProyA x 4, Esp B.

DEMOSTRACION: Sea ¢ : A — A® 4, B el homomorfismo natural. Observe-
mos que ¢p[A;]|B = (A® 4, B)+, luego el resultado visto al final de la seccion 2.3
nos da un homomorfismo de esquemas g : Proy(4 ® 4, B) — ProyA. Por otra
parte, sabemos que Proy(A ®4, B) es un esquema definido sobre B, a través
de un homomorfismo Proy(A4 ® 4, B) — Esp B. Ambos homomorfismos estan
definidos sobre Ag. Con ellos podemos formar un homomorfismo

h : Proy(A ®4, B) — ProyA x 4, Esp B.
Si f € A es homogéneo de grado no nulo, entonces

h=HD(f) %, Esp B] = g 7' [D(f)] = D(4(f)),

luego basta demostrar que la restriccion D(¢(f)) — D(f) X4, EspB es un
isomorfismo de esquemas. Este homomorfismo se corresponde con

ESp((A X4, B)(¢(f))) — Esp A(f) X A Esp B = ESp(A(f) XA, B),
luego hemos de ver que el homomorfismo
b Ay a0 B — (A®24, B)o(r)

dado por ¢¥((a/f") ® b) = (a @ b)/P(f)™ es un isomorfismo. Claramente es
suprayectivo. Para probar que es inyectivo basta ver que lo es considerado
como homomorfismo Ay ®a, B — (A ®a, B)gs) = Ay ®4, B. Visto asi, se
trata del homomorfismo inducido por la inclusiéon A sy — Ay. La inyectividad
se debe a que

Ap=Ap® D An/f",
m#nd

donde d es el grado de f, y el producto tensorial distribuye las sumas directas.
|

De aqui se sigue que si X = Proy(A[Xq,...,X,])/(Fi,...,Fy)) vy B es una
A-algebra, entonces

Xp = Proy((A[Xq,..., Xn]/(F1,...,Fy)) ®a B)

= PI‘O}’(B[Xl, cee 7Xn]/(F17 < 7Fm))
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Definicion 3.50 Si S es un esquema, definimos el espacio proyectivo de dimen-
sion n sobre S como el esquema P = Py xzS.

Notemos que si S = Esp A entonces
P% = Proy(Z[Xo, ..., X,]) xz Esp A 2 Proy(A[Xo, ..., X)),

es decir, P coincide con el esquema P’ definido en 2.13. Vemos asi que todos
los espacios proyectivos pueden obtenerse a partir de los espacios proyectivos
sobre Z mediante un cambio de base.

Teorema 3.51 Si X/k es un conjunto algebraico y K/k es una extension de
cuerpos, entonces Ox, (Xk) = 0x(X) @ K.

DEMOSTRACION: Por la construccion del producto fibrado, sabemos que el
teorema es cierto para esquemas afines. Si p : Xx — X es la proyeccion,
para cada abierto afin U de X, tenemos que Ux = U x; EspK = p~![U] y
Ox,.(Uk)=0x(U)®, K. SiV CU C X son abiertos afines, la restriccion de
Oxx(Uk) a Ox, (Vi) se corresponde con p$, @ 1. Esto es consecuencia de la
conmutatividad de los diagramas siguientes:

Ox(U) L2% 05 (U) @1, K UxpEspK —2>EspK
| | | 7
P
OX(V)Tm)oX(V)Q@kK V xy Esp K

Consideremos un cubrimiento finito de X por abiertos afines U;. Podemos
definir un homomorfismo de anillos

¢ : OX(X) ®kK — OXK(XK)

de la forma siguiente: para cada f®a € Ox(X)® K, las imagenes de f|y, ®a en
Oxy (Uik) determinan un tnico ¢(f) € Ox, (Xx). Se trata de un isomorfismo,
pues podemos definir su inverso

’lb : OXK(XK) — OX(X) Qi K

del modo siguiente: Dado f € Ox,(Xk), tenemos que f
forma tnica como

U.x S€ expresa de

floiw =2 fij ®aj,  fij € Ox(Us)
J

donde {a;} es una k-base de K. La unicidad hace que cada conjunto {f;;}:
determine un tnico f; € Ox(X), y hacemos

Y(f) :ij®04j € 0x(X) @ K.
J
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Teorema 3.52 Sea S = k[Xo,...,X,], sea I un ideal homogéneo en S y sea
X = Proy(S/I) un conjunto algebraico proyectivo. Si K/k es una extension de
cuerpos, el polinomio de Hilbert de X es el mismo que el de X.

DEMOSTRACION: Llamemos B = S/I. Entonces Xx = Proy(B®y, K). Para
n suficientemente grande tenemos que

Px, (n) =dimg (B @ K), = dimg (B, ® K) = dimy, B, Px(n),

luego Px, (T) = Px(T). "

Definicién 3.53 Diremos que una propiedad P de homomorfismos entre es-
quemas es local en la base si, para todo homomorfismo f: X — Y, se cumple
que f cumple P si y s6lo todo P € Y tiene un entorno abierto afin V' tal que
fly=1pv) + f7HV] — V cumple P.

Por ejemplo, ser una inmersién abierta o cerrada son propiedades locales en
la base.

Diremos que una propiedad P de homomorfismos entre esquemas es estable
bajo cambios de base si, cuando f : X — Y es un homomorfismo que verifica
P, para todo homomorfismo Y’ — Y se cumple que X Xy Y’ — Y también
verifica P.

En tal caso se cumple algo mas fuerte, pues si f : X — Y es un homomor-
fismo de esquemas definidos sobre S que verifica P y S’ — S es un homomor-
fismo de esquemas, aplicamos la definicion a la proyeccion Y xg 8" — Y, con
lo que concluimos que la proyeccion X Xy (Y xgS") — Y xg S’ verifica P.
El primer esquema es isomorfo (sobre S) a X xg S’ y, al componer con el iso-
morfismo, la proyeccion se convierte en fgr : X xg 8" — Y xg 5', luego fg
también verifica P.

Teorema 3.54 Las inmersiones abiertas y cerradas son estables bajo cambios
de base.

DEMOSTRACION: Sea X — Y una inmersion abierta y sea Y/ — Y un
homomorfismo. Si p: Y xy Y’ — Y es la proyeccion, sabemos que p~![X]
cumple la definicién de producto fibrado X xy Y’. Asi pues, tenemos una
inmersion abierta X xy Y’ — Y xy Y’ que compuesta con las proyecciones del
segundo producto da las proyecciones del primero, pero la segunda proyeccion
es un isomorfismo Y xy Y’ — Y”, luego podemos concluir que la proyecciéon
X xy Y’ — Y’ es una inmersiéon abierta.

Supongamos ahora que X — Y es una inmersion cerrada. Hemos de probar
que X Xy Y’ — Y’ también lo es. Dado un punto de Y’, su imagen en Y tiene
un entorno afin U tal que la restriccion X’ — U es una inmersion cerrada
(donde X’ es la antiimagen de U en X). La antiimagen de U en Y’ es un
abierto que a su vez contiene un entorno afin V' del punto dado. Basta probar
que la restriccion X xy V — V es una inmersion cerrada.
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Sim: X Xy V — Y es el homomorfismo estructural del producto, para
cada P € X xy U, la imagen en Y de p1(P) ha de ser w(P), que ha su vez ha
de coincidir con la imagen en Y de po(P), pero dicha imagen esta en U. En
definitiva, vemos que la primera proyeccion toma imagenes en X', luego

X xy V=p'[X]=X xy V.

En definitiva, hemos de probar que la proyeccion X’ xy V. — V es una
inmersion cerrada. Ahora bien, esta proyeccion puede verse también como la
proyeccion X’ xy V. — V. Equivalentemente, basta probar el teorema cuando
Y =Esp A, Y’ = Esp B. Por 2.21, podemos suponer ademés que X = Esp A/I,
donde I es un ideal de A. La proyecciéon es el homomorfismo inducido por el
homomorfismo de anillos B — (A/I) ®4 B = B/IB. Ciertamente, se trata de
una inmersion cerrada. m

Teorema 3.55 La suprayectividad (de la aplicacion continua subyacente a un
homomorfismo de esquemas) es estable bajo cambios de base.

DEMOSTRACION: Sea X — Y un homomorfismo de esquemas cuya aplica-
ci6n subyacente sea suprayectiva y sea Y — Y un homomorfismo de esquemas
arbitrario. Hemos de ver que la proyeccion X xy Y’ — Y’ es suprayectiva.

Tomemos P’ € Y’ y sea P su imagen en Y. Los homomorfismos dados por
el teorema 3.6 hacen conmutativo el diagrama

Espk(P') ——Y’

|

Espk(P) ——=Y
Entonces
(X xy Y pr = (X xy Y') Xy Espk(P") 2 X xy Espk(P’)
&~ (X xy Espk(P)) xy(py Espk(P') = Xp xyp) Esp k(P').

Sabemos que Xp # &, luego contiene un abierto afin no vacio U = Esp A,
luego el producto contiene al producto U xpy Esp k(P’) = Esp(A®y(p) k(P')),
obviamente no vacio, pues A # 0 y k(P’) es libre sobre k(P). "

Por ejemplo, si X/k es un conjunto algebraico y K/k es una extension de
cuerpos, entonces el homomorfismo de esquemas Esp K — Espk es trivial-
mente suprayectivo (ambos espectros constan de un tnico punto), luego la pro-
yeccion X g — X es suprayectiva.

Ahora estudiamos las extensiones de constantes de conjuntos algebraicos,
para lo cual necesitamos un resultado previo.

Teorema 3.56 Sea X/k un conjunto algebraico y K/k una extension algebraica
de cuerpos. Para cada subconjunto cerrado y reducido W de X i existe un cuerpo
intermedio k C K' C K de modo que la extension K'/k es finita y existe un
dnico subcongunto cerrado y reducido W' de Xg+ tal que W = Wi,
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DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que X = Esp A. Entonces
el teorema 2.21 nos da que W = Esp(Ak/I), para cierto ideal radical I de
Ag = A®y K. Podemos considerar A C Ak y, como [ es finitamente generado,
existe una extension finita K'/k tal que Ak contiene un generador de I. Sea I’
el ideal generado por dicho generador en Ay y sea W/ = Esp Ak /I’. Entonces

W = Wj,. Se cumple que W’ es reducida porque tenemos un monomorfismo
AK//I/ — (AK//I/) QK K= AK/I = Ow(W)

Observemos ahora que la suprayectividad de Esp K — Esp K’ implica que
la proyeccion X — Xk ha de ser suprayectiva (por el teorema 3.55 la su-
prayectividad es estable bajo cambios de base y X, Xi/ pueden verse como
cambios de base de Esp K y Esp K’ a través de X — Espk). Por otra parte,
el diagrama siguiente es conmutativo:

XK%XK’

]

Wi — W'

Si W’ cumple el teorema, entonces el espacio topologico subyacente a Wi,
es necesariamente el de W, luego el espacio topologico subyacente a W’ es ne-
cesariamente la proyecciéon del de W. El teorema 2.26 nos da ahora la unicidad.
(La igualdad W = W/, del enunciado ha de entenderse como que Wi, tiene el
mismo espacio subyacente que W y su estructura de esquema es isomorfa a la
de W)

Para el caso general observamos en primer lugar que si (W', K’) cumple el
teorema y K" /K’ es una extension finita, entonces (W, K') también cumple
el teorema (la unicidad de W' es relativa a K’). Cubrimos X con un ndmero
finito de abiertos afines X; (con lo que Xk estéa cubierta por los (X;)x, notemos
que (X;)k es la antiimagen de X; por la proyeccion X — X) y aplicamos
la parte ya probada a cada subconjunto W N (X;)k. Por la observacion que
acabamos de hacer podemos encontrar un mismo cuerpo K’ tal que existen
subconjuntos cerrados y reducidos W/ de (X;) g+ tales que (W/)x = WN(X;)k.

Sea W’ la union de los espacios topologicos subyacentes a los conjuntos W/,
que es un cerrado en Xg-, y lo consideramos como subconjunto algebraico con
la estructura dada por el teorema 2.26. Cada W/ es abierto en W' y la unicidad
de dicho teorema implica que, de hecho, cada W/ es un subesquema abierto.
Ahora es inmediato comprobar que W’ cumple el teorema. n

Nos ocupamos ya de los conjuntos algebraicos:

Teorema 3.57 Sea X/k un conjunto algebraico y sea K/k una extension alge-
braica.

a) dim X = dim X.

b) Si X es reducido y K/k es separable, entonces X es reducido.
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¢) Si K/k es puramente inseparable, la proyeccion X — X es un homeo-
morfismo.

d) En cualquier caso, la proyeccion Xx — X es abierta.

DEMOSTRACION: a) Expresamos X como unién de un ndmero finito de
abiertos afines X;. Entonces Xk es la union de los abiertos (X;) i, la dimension
de X es el maximo de las dimensiones de los X; y la dimensiéon de Xg es
el maximo de las dimensiones de los (X;)k, luego basta probar a) para cada
X;. Equivalentemente, podemos suponer que X = Esp A es afin. Entonces
Xk = Esp A xj, Esp K = Esp(A ®;, K) y basta aplicar el teorema [3.77].

b) Al igual que en el apartado anterior, podemos suponer que X = Esp A.
Sean pq, ..., Py, los primos minimales de A. Como A es reducido, su intersecciéon
es nula, y el homomorfismo natural A — €,(A/p;) es inyectivo. Como K
es un k-modulo libre, también tenemos que A @, K — @,(A/p;) @k K es
inyectivo.

Los anillos A/p; son reducidos (son dominios integros), y si probamos que los
(A/p;) ®; K también lo son, lo mismo valdra para A ®; K. Equivalentemente,
podemos suponer que A es un dominio integro.

Si F es el cuerpo de cocientes de A, la inclusion A C F determina un
monomorfismo A ®; K — F ®; K. Basta probar que si F/k es una extension
arbitraria, entonces F' ®; K es reducido.

Si k ¢ K' C K, tenemos también un monomorfismo F @, K' — F®x K y
todo elemento de F ®j K esta contenido en un F' ®j K’, para cierta extension
finita K'/k, luego podemos suponer que la extension K/k es finita (y separable).

Pongamos que K = k(«) y sea p(X) el polinomio minimo de « sobre k. La
sucesion exacta

0— (p(X)) — k[X] — K —0

da lugar a la sucesién exacta
0— (p(X)) — FIX] — Fery K —0,

luego Fo K = F[X]/(p(X)). El polinomio p(X) no tiene por qué ser irreducible
en F[X], pero sigue siendo separable. Por lo tanto es producto de primos
distintos, luego el ideal (p(X)) es interseccion de ideales primos, luego es radical,
luego F' ®j K es reducido.

¢) También podemos suponer que X = Esp A. La proyeccion p: Xxg — X
es la inducida por el homomorfismo A — A® K. Sabemos que es suprayectiva
(ver la observacion tras el teorema 3.55).

Sea B un ideal primo de A ®; K. Entonces p() = P N A, y claramente
rad p(P)(A®, K) C B. Ahora bien, si a € B, el hecho de que K /k es puramente
inseparable implica que a™ € P N A, para cierto n, luego a € rad p(P)(A ® K).
Esto prueba que P = rad p(P)(A ® K), de donde se sigue que p es biyectiva.

Veamos que p es cerrada. Para ello tomamos un ideal I de A ®j K y consi-
deramos J = I N A. Obviamente, si P € V(I) entonces p(P) =P N A € V(J).
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Reciprocamente, si BNA € V(J) y a € I, entonces o™ € J C PN A, para cierto
exponente n, luego a € P. Asi pues, B € V(I). Con esto hemos probado que
plVI)] =V({J).

d) Sea L la clausura puramente inseparable de k en K, de modo que la ex-
tension K /L es separable. La proyeccion puede expresarse como composicion
X — X — X y la segunda es un homeomorfismo por el apartado anterior.
Basta probar que Xx — X, es abierta o, equivalentemente, podemos suponer
que la extension K/k es separable. Sea ahora N la clausura normal de K sobre
k. De nuevo tenemos Xy — Xx — X y, como las proyecciones son supra-
yectivas, basta ver que es abierta la correspondiente a N/k. Equivalentemente,
podemos suponer que la extension K/k es de Galois.

Para probar que una aplicacion es abierta basta ver que envia abiertos basicos
a abiertos, luego podemos suponer que X = Esp A es afin y hemos de demostrar
que p[D(f)] es abierto, para un f € A®y, k. Equivalentemente, hemos de probar
que C' = X \ p[D(f)] es cerrado.

Observemos que el grupo de Galois G = G(K/k) acttia sobre A ®; K de
modo que los elementos de A (a través de la inyeccion canonica A — A ®y, K)

son exactamente los fijados por G. Sean fi,..., f los conjugados de f por G
(es claro que son un namero finito) y sean gi,...,gs los polinomios simétricos
elementales en r indeterminadas evaluados en los f;. Sea I = (g1,...,9s) C A

y vamos a probar que C' = V(I).

Si p € C, entonces p = P N A, para cierto P € Esp(A @ k) tal que f € L.
Mas atin, todo f; € 9B, pues si existiera un 4 tal que f; ¢ B, entonces existiria
o € G tal que f ¢ P72, pero p(P7) =P °NA=PNA=np, luego p € p[D(f)].
Concluimos que g; € N A = p para todo i, luego I Cpy p e V().

Reciprocamente, si p = BN A € V(I), entonces todos los g; estan en P, y
los f; también (por ejemplo, el hecho de que fi--- f. € P implica que un f;
esta en P, digamos f1 € B; ahora, usando el polinomio simétrico de grado r — 1
obtenemos que fs--- f. € B, luego otro f; estd en P, digamos fo € P, etc. En
particular f € B, luego P ¢ D(f). n

En general, las propiedades de un conjunto algebraico pueden perderse al
tomar una extension de constantes, por lo que conviene introducir los conceptos
siguientes:

Definicién 3.58 Sea X/k un conjunto algebraico y sea k una clausura alge-
braica de k. Diremos que X es geométricamente (o absolutamente) integro,
reducido, trreducible o conexo si Xz es integro, reducido, irreducible o conexo,
respectivamente.

Es evidente que estas definiciones no dependen de la eleccion de la clausura
algebraica. Si X es geométricamente integro, reducido, irreducible o conexo y
K/k es una extension algebraica, entonces X cumple también la propiedad
correspondiente. En efecto, puesto que Xj = (Xk)z, no perdemos generalidad
si suponemos K = k. Consideremos la proyeccion p : Xz — X.
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Supongamos que Xj, es reducido, sea P € X y sea U un entorno afin de P
en X. Sea Q € Xj tal que p(Q) = P. Entonces p~'[U] = U ®;, Espk es un
entorno afin de @ en X3 y es reducido, luego Ox (U) ®x k es un anillo reducido,
luego Ox (U) también lo es, luego U es reducido, luego X también.

Similarmente, si X es reducible entonces X = X; U X5, donde X; y X5 son
cerrados no contenidos uno en el otro. Por consiguiente X = p~![X1]Up~1[X5]
y de aqui se sigue que X es reducible.

Estos dos hechos implican el correspondiente para esquemas integros y la
prueba para esquemas conexos es similar al argumento anterior. [

Por otra parte, el teorema anterior prueba que si k es perfecto entonces un
conjunto algebraico X /k es reducido si y solo si es geométricamente reducido.

Ejercicio: Sea K/k una extension finita no trivial. Sea X = Esp K (considerado
como esquema sobre k). Si K/k es puramente inseparable entonces X es reducido
y no geométricamente reducido. Si K/k es separable entonces X es integro y no
geométricamente integro (ni geométricamente conexo).

Veamos un primer ejemplo de la necesidad de este tipo de hipoétesis:

Teorema 3.59 Si X/k es un conjunto algebraico geométricamente reducido
(resp. integro) e Y/k es un conjunto algebraico reducido (resp. integro) entonces
X XY es un conjunto algebraico reducido (resp. integro).

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que los esquemas
son afines. (En el caso de la integridad notemos que los abiertos U x; V', donde
U C X yV CY son abiertos afines no vacios, son integros, luego conexos,
cubren el producto y se cortan dos a dos, luego el producto es conexo, luego es
integro por el teorema 3.12.) Pongamos que X = Esp A, Y = Esp B, donde Ay
B son k-algebras reducidas, y vamos a ver que la k-algebra A ®j B es reducida.

Sea {a;}; una k-base de A, de modo que todo elemento del producto se
expresa de forma tnica como x = Y a; ® b;, para ciertos b; € B, casi todos
nulos. i

Hemos de probar que si x es nilpotente, entonces es nulo. Para ello sea m un
ideal maximal de B y consideremos el homomorfismo A @, B — A ®y, (B/m).
El cociente B/m es una extension finita de k (por 2.41 o [3.82]), luego el se-
gundo producto tensorial es reducido porque X es geométricamente reducido.
La imagen de x es nilpotente, luego es nula, lo que implica que a; € m para
todo i, luego a; € rad A = 0, por el teorema [3.23], luego = = 0.

Si Ay B son dominios integros, razonamos igualmente, ahora con x y un
' =Y a,®b;. Sixzz’ =0, entonces, fijado m, tenemos que bien la imagen de

3
2 o bien la de 2’ ha de ser nula en A ®; (B/m), ya que este producto es un
dominio integro por hipotesis. A su vez esto implica que todos los a; estan en
m o bien todos los a; estan en m. Esto prueba que Y = V(a;) UV (a}). (En
principio hemos probado que la unién contiene a todos los puntos cerrados de
Y, pero éstos forman un conjunto denso.) Como Y es irreducible, ha de ser



3.5. Cambio de base 95

Y = V(a;) o bien Y = V(a}), lo que implica (por ejemplo, en el primer caso)
que los a; estan en todos los ideales primos de B, luego son nulos, luego x = 0.
|

De aqui se sigue inmediatamente que el producto de dos conjuntos algebrai-
cos geométricamente reducidos o geométricamente integros cumple esta misma
propiedad.

Teorema 3.60 Si X/k es un conjunto algebraico geométricamente integro y
K/k es una extension de cuerpos arbitraria (no necesariamente algebraica),
entonces Xg es geométricamente integro.

DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que podemos suponer que X es
afin. En efecto, si el teorema es cierto para esquemas afines, entonces los abier-
tos Uk, donde U # @& recorre los abiertos afines de X, cubren X, son integros
(en particular conexos) y se cortan dos a dos, luego X es conexo e integro, por
el teorema 3.12. Como esto vale para todo cuerpo K, de hecho X es geométri-
camente integro.

Ahora veamos que podemos suponer que k es algebraicamente cerrado. Sea
K una clausura algebraica de K y sea k C K la clausura algebraica de k. En-
tonces Xz es geométricamente integro y, admitiendo el teorema para cuerpos
algebraicamente cerrados, concluimos que X4 es integro, luego X es geomé-
tricamente integro.

Por ultimo veamos que podemos suponer que la extension K /k es finitamente
generada. Pongamos que X = Esp A, de modo que Xx = Esp(4A ®; K). Si
A®y K no es un dominio integro, podemos encontrar dos elementos no nulos que
multiplicados den 0. Dichos elementos son sumas finitas de tensores puros, luego
podemos encontrar un subcuerpo L C K finitamente generado sobre K, tal que
ambos factores estan en la imagen del monomorfismo A ®; L — A ®; K.
Concluimos entonces que A ®; L no es un dominio integro, luego X no es
integro.

Sea, pues, K = k(b1,...,b,) v sea B = k[by,...,b,], que es un dominio
integro cuyo cuerpo de cocientes es K. Entonces Y = Esp B es un conjunto
algebraico geométricamente integro. Por el teorema anterior, X x; Y es integro,
luego A ®; B es un dominio integro, y lo que hemos de probar es que A ®; K
también lo es. Para ello basta observar que tenemos un monomorfismo natural
A®r B — A® K y que todo elemento del segundo anillo es de la forma «/0,
donde @ € AQByb e B,b+#0 (el cociente corresponde a la estructura natural
de K-espacio vectorial). Si (ay/b1)(aa/b2) = 0, entonces ayas = 0, luego un
a; =0, luego a;/b; = 0. n

Teorema 3.61 Sea X/k un conjunto algebraico integro y sea k(X) su cuerpo
de funciones. Entonces X es geométricamente reducido (resp. integro) si y solo
st el anillo k(X) @ k es reducido (resp. integro).

DEMOSTRACION: Supongamos que k(X) ® k es reducido (resp. integro).
Observemos en primer lugar que si U # @& es un abierto afin en X entonces el
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anillo Ox (U) se sumerge de forma natural en k(X) (teorema 3.13), y entonces
Ox; (Uz) = Ox, (U xx Espk) = O(U) @y, k se sumerge de forma natural en
k(X) ®p k. Asi pues, los anillos O(Uz) son reducidos (resp. integros). Como los
abiertos Uy cubren Xj, podemos concluir que Xy es reducido.

Si ademas tenemos que cada Ox, (Uy) es integro, entonces concluimos que
todos los anillos locales O x; p son dominios integros y basta probar que Xj, es
conexo. Supongamos que Xj = Vi U Va, donde V; y V3 son abiertos disjuntos
no vacios en Xz. Consideramos la proyecciéon p : Xz — X. Tomamos un
punto P; € V;, consideramos un entorno afin U; de p(FP;) en X, y entonces
(Ui)r = p~ U] es un entorno conexo de P;, luego ha de ser (U;); C Vi, lo que
implica que (Uy)g N (Uz); = @ y esto soélo puede ocurrir si Uy N Uz = &, pero
esto es imposible porque X es irreducible, luego sus abiertos son densos.

Suponemos ahora que X es geométricamente reducido (resp. integro) y he-
mos de probar que el anillo k(X) ®j k también lo es. Ahora sabemos que para
cada abierto afin U de X el anillo Ox(U) ®; k = Ox, (U;) es reducido (resp.
integro). Sien k(X)®yk hubiera un elemento nilpotente (o un dos elementos no
nulos cuyo producto fuera cero), podriamos encontrar un abierto afin U en X
de modo que dicho elemento (o dichos elementos) estarian en la imagen del mo-
nomorfismo natural Ox (U) @ k — k(X) ®4 k. Por consiguiente, Ox (U) @ k
no serfa reducido (o integro). ]

En realidad podemos precisar mas la situacion:

Teorema 3.62 Un conjunto algebraico integro X/k es geométricamente integro
si y solo si los cuerpos k(X)_ y k son linealmente disjuntos, y en tal caso se
cumple que k(X) = k(X) ®x k.

DEMOSTRACION: Si k(X) y k son linealmente disjuntos entonces tenemos
que k(X) @y k = k(X)k, luego en particular k(X) ®; k es un dominio integro,
y por el teorema anterior X es geométricamente integro.

Reciprocamente, si X es geométricamente integro el teorema anterior nos
da que k(X) ®; k es un dominio integro. Mas concretamente, es el dominio
que resulta de adjuntar al cuerpo k(X) un conjunto de elementos algebraicos
sobre k (el conjunto k), luego de hecho es un cuerpo. Tenemos, entonces, que
k(X) @ k = k(X)k, luego k(X) y k son linealmente disjuntos.

En estas condiciones, tomemos un abierto afin U = Esp A de X. Si re-
presentamos por F(A) el cuerpo de fracciones de A, el teorema 3.13 nos da
que

E(X)=F(O(U) = F(A®k k) = F(A) @, k = k(X) @ k.

También podemos caracterizar la irreducibilidad geométrica:

Teorema 3.63 Un conjunto algebraico integro X/k es geométricamente irre-
ducible si y solo si k(X)NEk® =k, donde k* es la clausura separable de k.
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DEMOSTRACION: Llamemos K = k(X )Nk® y supongamos que X es geomé-
tricamente irreducible. Por el teorema 3.57 tenemos que Xy es integro. Igual
que en el teorema anterior, comprobamos que k*(X) = k(X ) ®y k*. Este cuerpo
contiene al dominio integro K ®; K, pero este producto sb6lo puede ser un
dominio integro si K = k. En efecto, en caso contrario tomamos o € K \ k,
algebraico de grado m. El producto L = k(a) ®j, k() serfa un dominio integro,
y por lo tanto un cuerpo de grado m? sobre k, pero si llamamos a3 = a ® 1,
as = 1® «, entonces L = k(a1,aq) y el grado de L sobre k puede ser a lo sumo
m(m — 1), contradiccion.

Supongamos ahora que K = k. Por el teorema 3.57 ¢), basta probar que Xy
es integro. SiU es un abierto afin en X, tenemos que O x (U) se sumerge en k(X),
luego Ox,. (Ug=) = Ox(U) ®y k* se sumerge en k(X) ®y k*, luego basta probar
que k(X)®yk® es un dominio integro. Sino lo fuera, existiria una extension finita
separable K’/k tal que k(X) ®, K’ tampoco lo seria. Digamos que K’ = k(«)
y sea P(T) el polinomio minimo de « sobre k. Entonces K’ = k[T|/(P(T))
y B(X) @, K' = k(X)[T]/(P(T)). Basta probar que P(T) es irreducible en
E(X)[T]. Sea Q(T) un factor monico irreducible. Entonces Q(T) € k*[T],
porque P(T) se escinde en k*[T]. Por lo tanto Q(T) € K[T] = k[T], luego ha
de ser Q(T) = P(T) y el teorema queda probado. "

Veamos ahora un resultado técnico que necesitaremos un poco mas adelante:

Teorema 3.64 Sea X/k un conjunto algebraico integro. Entonces X es geomé-
tricamente reducido si y sélo si la extension k(X)/k es separablemente generada
(es decir, es una extension finita separable de una extension de k puramente
trascendente).

DEMOSTRACION: Supongamos que k(X) es una extension finita separable
de un cuerpo de fracciones algebraicas L = k(T1,...,T4). (Notemos que el
grado de trascendencia de k(X)/k es finito por el teorema 3.22.) Por el teorema
del elemento primitivo, k(X) = L(«), para un cierto o € k(X). Sea p(T) el
polinomio minimo de « sobre K.

Entonces k(X) = L[T]/(p(T)) y k(X)®rk = L'(T)/(p(T)), donde llamamos
L' = k(Ty,...,T,). Aqui usamos que la sucesion exacta de k-espacios vectoriales

0— (p(T)) — LIT] — k(X)) —0

sigue siendo exacta al multiplicar por k. El polinomio p(T) tiene sus raices
simples, y esto sigue siendo cierto al verlo como elemento de L'[T]. Es claro
entonces que el ideal (p(T)) C L'[T] es radical, luego el anillo k(X) ®x k es
reducido. El teorema 3.61 nos da entonces que X es geométricamente reducido.

Supongamos ahora que X es geométricamente reducido. Por 3.22 tene-
mos que k(X) es una extension finita de un cuerpo de fracciones algebraicas
L = k(Ty,...,Ty). Si k(X)/L es separable, no hay nada que probar. En
caso contrario llamamos L, a la clausura separable de L en k(X). Tomemos
f € k(X)\ Ls tal que fP € Ly (donde p es la caracteristica de k, que obvia-
mente ha de ser prima). Vamos a probar que el cuerpo Lg[f] es una extension
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finita separable de una extensién de k puramente trascendente y finitamente
generada. El teorema queda entonces probado sin mas que tomar una cadena
de extensiones puramente inseparables de grado p entre Ly v k(X).

Sea P(T) = T" 4+ ar—1T""' +--- 4+ ap € L[T] el polinomio minimo de fP
sobre L. Asi P(T?) es el polinomio minimo de f sobre L, luego

LIf] = L[T]/(P(T7)),  L[f] @ k = k[T]/(P(T7)).

Vamos a ver que algin a; ¢ k(T7,...,T}). En caso contrario tendriamos
que P(T?) = Q(T)P, para cierto Q(T') € k[T], con lo que L[f] ® k no seria
reducido, pero este anillo es un subanillo de k(X) ®;, k, que es reducido por el
teorema 3.61.

Podemos suponer, pues, que un a; contiene una potencia de 17 prima con p.
Esto implica que T7 es algebraico y separable sobre k(f, T5,...,T4) (es raiz de
un polinomio con derivada no nula).

Por otra parte, L4[f] es una extension finita separable de k(f,T1,...,Tq),
luego también de k(f,T5,...,Tq), v este cuerpo es una extension puramente
trascendente de k porque su grado de trascendencia sobre k ha de ser el mismo
que el de Lg[f], que es d. n

3.6 Puntos racionales

Para terminar el capitulo daremos una definicién abstracta de punto racional
en un esquema:

Definicion 3.65 Sea S un esquema y X un esquema definido sobre S. Una
seccion de X es un homomorfismo de esquemas o : S — X definido sobre S.
El conjunto de todas las secciones de X se representa por X (S). Si S = Esp A4,
escribiremos también X (A).

Si k es un cuerpo y X/k es un esquema definido sobre k, entonces X (k) se
corresponde con el conjunto de los puntos P € X tales que k(P) = k. En efecto,
cada o € X (k) determina una aplicacion o : {0} — X que nos da un punto
P = 5(0) € X, y un homomorfismo de k-algebras o}f : Ox,p — k, el cual
determina a su vez un k-homomorfismo de cuerpos k(P) — k. Obviamente
entonces k(P) = k.

Ademés, o estéa completamente determinado por P, pues si U es un abierto
en X, entonces O'[#] : Ox(U) — Ox(0y ' [U]) ha de ser el homomorfismo nulo si
P ¢ U y en caso contrario hemos de tener el siguiente diagrama conmutativo:
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y la flecha diagonal es fija, pues su nicleo es mp y entonces aﬁ es la proyeccion

asociada a Ox p =mp @ (1),.

Reciprocamente, si P € X cumple k(P) = k, el homomorfismo del teo-
rema 3.6 es una seccion o € X (k) tal que o(0) = P. n

Asi pues, si X es un esquema, definido sobre un cuerpo k, podemos considerar
X(k) € X. A los elementos de X (k) los llamaremos puntos racionales de X
(sobre k). SiY/k es un subesquema abierto o cerrado de X/ky P € Y, es claro
que los cuerpos k(P) para ambos esquemas son isomorfos, luego tenemos que
Y(k)=X(k)NnY.

Observemos ahora que los puntos racionales sobre un cuerpo son siempre
cerrados. En efecto, si X/k es un esquema y P € X(k), para probar que es
cerrado basta ver que es cerrado en cada abierto afin que lo contiene (si no
fuera cerrado, tomariamos un punto @ en su clausura y un entorno afin de @,
el cual contendria a P y P no serfa cerrado en él). Equivalentemente, podemos
suponer que X = Esp A es afin. Entonces P es un ideal primo de A y tenemos
un monomorfismo de k-dlgebras A/P — k(P) = k, luego ha de ser A/P =k,
luego P es un ideal maximal, es decir, un punto cerrado.

Por dltimo, si X = Esp(k[Xy,...,X,]/I) y C = V(I) C k™, vamos a ver
que se corresponden biunivocamente con los puntos de C' N k™.

En efecto, llamemos A = k[X1,...,X,]/I. Sip € X(k), sea a; € k tal que
z; = a; (méd my), con lo que formamos un punto P = (a;) € k. Entonces
z; —o; € ANmy = p, luego (z1 — a1,...,2, — a,) C p. El primer ideal es
maximal luego, de hecho, p = (21 —aq,...,2, —ay). Si F € I, desarrollandolo
en potencias de X; — o; y tomando clases modulo I obtenemos que F(P) € p,
luego ha de ser F(P) = 0, pues de lo contrario seria una unidad. Asi pues,
P € Cnk™. El hecho de que p esté generado por los elementos x; —a; prueba que
la correspondencia es inyectiva. Reciprocamente, si P = (aq,...,ay) € CNE™,
tenemos que

ICI(P):(Xl—al,...,Xn—an)(;k[Xl,...,Xn],

luego p = (21 — a1, ..., 2, —an) € X, y es claro que k(p) = k, luego p € X (k).
]

El mismo argumento de la demostracién del teorema 2.42 prueba que los
homomorfismos definidos sobre k (entre conjuntos algebraicos definidos sobre k)
transforman puntos racionales en puntos racionales.

Observemos ahora que tomando Z = S en (3.1) tenemos una biyeccion entre
las secciones

(X xsY)(S) — X(5) xY(9).
Ahora estudiamos los puntos racionales de una extensién de constantes.

Definicion 3.66 Sean X y T esquemas definidos sobre un esquema S. Lla-
maremos X (T') al conjunto de todos los homomorfismos de esquemas T — X
definidos sobre S.
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Esta definicion es muy similar a la del conjunto X7 (7T) de las secciones de
Xr, formado por todos los homomorfismos de esquemas T" — X7 definidos
sobre 1. Vamos a ver que existe una biyeccién natural entre ambos conjuntos.
En efecto, para ello partimos de la biyeccion (3.1):

Homg(Z,X xsY) — Homg(Z, X) x Homg(Z,Y).
Al tomar Y = Z = T se reduce a una biyeccion
Homg (T, X1) — Homg (T, X) x Homg(T,T).

Concretamente, si 0 € Homg(T, Xr), su imagen es el par (o o p,0 o q),
donde p : X7 — X y q : X7 — T son las proyecciones. La segunda es la
que determina la estructura de esquema sobre T' en Xp. Por lo tanto, o estara
definido sobre T si y s6lo si o o ¢ es la identidad. Concluimos entonces que la
biyeccion anterior se restringe a una biyeccién

X1 (T) = Homr (T, X7) —» Homg(T, X) = X(T)

dada por o — o o p.

Consideremos ahora una extension de cuerpos K/k y tomemos S = Espk,
T = Esp K. Dado un esquema X /k, cada elemento o € X (K) determina (y esta
determinado por) un punto P = ¢(0) € X y un homomorfismo de k-algebras
a}f : Ox,p — K, el cual induce a su vez un k-monomorfismo k(P) — K. Reci-
procamente, dados un punto P € X y un k-monomorfismo f : k(P) — K, éste
induce un homomorfismo de esquemas Esp K — Esp k(P) definido sobre k, el
cual, compuesto con el homomorfismo natural Esp k(P) — X dado por 3.6, de-
termina un homomorfismo o : Esp K — X definido sobre k, es decir, un punto
o € X(K). Segin 3.6, sabemos que c(0) = P,y Jﬁ es la composicion del homo-
morfismo natural Ox,p — k(P) con el monomorfismo dado f : k(P) — K,
luego el k-monomorfismo que induce de k(P) — K es el f dado.

Concluimos que los elementos de X (K) se corresponden biunivocamente
con los pares (P, f), donde P € X y f : k(P) — K es un k-monomorfismo de
cuerpos.

Observemos también que si tenemos una cadena & C K C K’ entonces
la composicién con el homomorfismo Esp K/ — Esp K induce una aplicacién
X(K) — X(K'), de modo que cada elemento de X (K) se corresponde con
el mismo par (P, f) que su imagen en X (K’). En particular, la aplicacion es
inyectiva, por lo que podemos considerar X (K) C X (K').

En particular X (k) € X(K) = Xg(K). Explicitamente, cada ¢ € X (k)
determina secciones ¢’ y o’/ que hacen conmutativo el diagrama siguiente:

EspK 2> Xx

N

Espk —— X
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Si 0(0) = P, entonces P = ¢”'(0) cumple que p(P") = P,y P" es el tnico
punto de X que cumple esto, pues la fibra de P es

(XK)p :ESpK X X Xx ESpk(P) :ESpK Xk ESkaESpK,

luego consta de un solo punto.

Consideremos ahora el caso en que X = Esp(k[X1,...,X,]/I). Entonces
Xk = Esp(K[X1,...,X,]/(I)). Sea C = V(I). Los puntos de X(K) se co-
rresponden con los puntos racionales de Xy, y éstos se corresponden a su
vez con los puntos de C' N K™. Explicitamente, un punto o € X(K) tiene
asociado un unico ¢/ € Xk (K) tal que 0 = ¢’ op. A su vez, o’ se corres-
ponde con el punto P = ¢/(0) € Xk, que a su vez se corresponde con el punto
P=(o1,...,a,) € CN K" determinado por z; = a; (méd mey).

Si llamamos p = 0(0) € Esp(k[X1, ..., X,]/I), tenemos que p# o O';/;}# = O’#.

Sea f : k(p) — K el k-monomorfismo inducido por aif . Entonces

F(@]) = o (0F (w:)) = of () = o () = .

En definitiva, un punto (p, f) € X(K), donde f : k(p) — K, se corresponde
con el punto (f([z1]),..., f([zn])) €CN K™ "

Volvamos al caso general en el que X/k es un conjunto algebraico arbitrario y
K /k es una extension de Galois con grupo de Galois G = G(K/k). Cada o € G
determina obviamente un automorfismo de esquemas o : Esp K — Esp K
definido sobre K. Este induce a su vez un automorfismo o : Xx — Xk
(el determinado por o y la identidad en X). Tenemos asi un homomorfismo
de grupos G — Aut X (en otras palabras, G acttia sobre X como esquema).
También podemos definir de forma natural acciones de G sobre X (K) y sobre
Xk (K), y ambas se corresponden a través de la biyeccion natural entre ambos
conjuntos.

Explicitamente, si (P, f) € X(K), tenemos que (P, f)° = (P, f o o), por lo
que, en el caso en que X = Esp(k[X1,...,X,]/I)y C = V(I), la accion de G
sobre X (K) se corresponde con la accion natural de G sobre C'N K™.

Por otra parte, el conjunto Fp de todos los puntos (P, f) € X(K) (con P
fijo), se corresponde biunivocamente con el conjunto de los k-monomorfismos
k(P) — K y laaccion de G sobre Fp se corresponde con la accion f +— foo. Es
conocido que esta accion es transitiva (porque cada k-monomorfismo se extiende
a un k-automorfismo de K) y, por consiguiente, la aplicacion X (K) — X dada
por (P, f) — P induce una aplicacion inyectiva en el cociente X (K)/G — X.

Es claro que un homomorfismo X — Y entre conjuntos algebraicos definido
sobre k induce una aplicacion X (K) — Y (K).

Teorema 3.67 Sean X/k e Y/k dos conjuntos algebraicos, de los cuales X es
gemétricamente reducido, y sean f, g : X — Y dos homomorfismos definidos

sobre k que inducen la misma aplicacion X (k) — Y (k). Entonces f = g.
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DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que f y g actdan igual sobre los
puntos cerrados de X. En efecto, si P € X es un punto cerrado, el teorema 2.41
nos da que k(P) es una extensién finita de k, luego existe un k-monomorfismo
k(P) — k, el cual determina, a través del teorema 3.6, un elemento

Espk — Espk(P) — X

de X (k) cuya imagen es P. Al pasar a Y (k) obtenemos un elemento cuya imagen
es f(P) o g(P) segtn con qué homomorfismo la calculemos, luego f(P) = g(P).

Sea ahora un punto arbitrario P € X y veamos que f(P) € {g(P)}. En
caso contrario f(P) € U =Y \ {g(P)}, luego P € f~*[U]. Tenemos que {P}
es un conjunto algebraico y {P} N U es un abierto no vacio, luego contiene un
punto cerrado @), que también es un punto cerrado de X. Por la continuidad de
g tenemos que f(Q) = g(Q) € {g(P)}, pero por otra parte £(Q) € ¥ \ {g(P)},
contradiccion.

Con esto hemos probado que {f(P)} C {g(P)}, e igualmente tenemos la otra
inclusion, luego f(P) y g(P) son ambos puntos genéricos del mismo conjunto
algebraico. Esto implica que f(P) = g(P).

Con esto hemos probado que f y g coinciden como aplicaciones continuas.
Ahora hemos de ver que coinciden como homomorfismos de esquemas. Para
ello basta comprobar que f;f = g}f para cada P € X. Tomemos un abierto afin
f(P)=g(P) € V CY yun abierto afm P € U C f~![V] = g~ ![V]. Entonces
f v g se restringen a homomorfismos U — V, U sigue siendo absolutamente
reducido y la aplicacién que inducen U(k) — V(k) es la restriccion de la
original. Asi pues, podemos suponer que X e Y son afines.

Digamos que X = EspB, Y = EspA, donde A y B son dos k-algebras
finitamente generadas, B reducida. Sean ¢, ¥ : A — B los homomorfismos
de anillos asociados a f y ¢g. Basta probar que f; = gz, pues esto equivale a
que ¢ ® 1 =1 ® 1, y de aqui se sigue obviamente que ¢ = 1. Por otra parte,

fr ¥ g5 también inducen la misma aplicacion X (k) — Yz(k), como se sigue

de las identificaciones entre Xz (k) = X (k) y Yz (k) = Y (k). Equivalentemente,
podemos suponer que k es algebraicamente cerrado.

Consideremos un epimorfismo x : k[X1,...,X,,] — A, que determina un
homomorfismo h : Y — A7. Es claro que foh y goh determinan la misma
aplicacion X (k) — A} (k) y basta probar que x o ¢ = x o 9, pues entonces es
obvio que ¢ = 1. Equivalentemente, podemos suponer que ¥ = A}.

En resumen, tenemos dos homomorfismos f, g : X — A} que inducen la
misma aplicacién X (k) — Aj(k) y X = EspB, donde B es una k-algebra
reducida finitamente generada (y k es algebraicamente cerrado). Hemos de
probar que los homomorfismos ¢, ¢ : k[X1,..., X,] — B coinciden. Para ello
basta ver que ¢(X;) = 1(X;) para todo i.

Sea P un ideal maximal de B. Entonces f(B) = g(B) = ¢ 1[B] = v [P]
es un ideal maximal de k[X71,...,X,] (teorema 2.42), luego es de la forma

(Xl—al,...,anan),
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para ciertos a; € k. En particular X; = a; (méd f(*B)), de donde se sigue
que ¢(X;) = ¢(a;) = a; (m6d P). Igualmente ¥(X;) = a; (méd P), luego
o(X;) — ¥(X;) € B, para todo ideal maximal 3 de B. Por el teorema [3.23]
concluimos que ¢(X;) — ¢ (X;) € rad0 = 0. "

De aqui se sigue en particular que si se cumple f; = gj entonces f = g¢
(siempre con la hipotesis de que X es geométricamente reducido).

Veamos ahora un teorema de existencia de puntos racionales:

Teorema 3.68 Si X/k es un conjunto algebraico geométricamente reducido y
k® es la clausura separable de k, entonces X (k*®) # &.

DEMOSTRACION: El conjunto Xjs es geométricamente reducido, luego pode-
mos reemplazar k por k° y suponer entonces que k = k°. Hemos de probar que
X (k) # @. También podemos sustituir X por un abierto afin irreducible, con
lo que podemos suponer que X es afin e integro. Por el teorema 3.64 tenemos
que k(X) = k(T1,...,Tq)[f], donde f es separable sobre k(T1,...,Tq).

Pongamos que X = Esp B, con lo que k(X)) es el cuerpo de cocientes de B, y
sea A =k[Ty,...,Ty]. Sea P(T) el polinomio minimo de f sobre k(T1,...,Ty).

Tanto f como cada T; son cocientes de elementos de B, y podemos localizar
B respecto del producto de los denominadores (lo cual equivale a sustituir X
por un abierto principal). Entonces se cumple que A[f] C B. Notemos que
k(X) es también el cuerpo de cocientes de A[f] y B es una k-algebra finitamente
generada. Sillamamos g € A al producto de coeficientes de los denominadores de
los generadores de B (expresados éstos como fracciones de A[f]) por el producto
de los denominadores de los coeficientes de P(T), tenemos que B C A,4[f] y que
P(T) € Ay[T). Consecuentemente, By = A,[f] = Ay[T]/(P(T)).

Como P(T) es un polinomio separable, su discriminante A € A, es no nulo.
Por otra parte, como el cuerpo k es infinito (porque es separablemente cerrado),
existe un t € k% tal que g(t) # 0 y A(t) # 0.

Observemos ahora que el epimorfismo natural k[T4,...,Tq, T] — A, dado
por T; — T;, T — 1/g induce una inmersién cerrada Esp A, — AL cuya
imagen es C = V(Tg — 1). El punto (t,1/g(t)) € C N k%! se corresponde con
un punto racional P € Esp A,. En particular k(P) = k.

Por otro lado, la inclusién A; — By induce un homomorfismo de esquemas
X — EspAy y tenemos una inmersion cerrada Xp = X x4, k(P) — X.
Basta probar que Xp tiene puntos racionales, ya que las imagenes de éstos
seran puntos racionales en X.

Ahora bien, Xp = Esp(By ®4, k(P)), y es facil ver que

By @4, k(P) = K[T]/(P(T)),

donde P(T) es la imagen de P(T) por el epimorfismo natural A,[T] — k[T].
(Se definen dos homomorfismos mutuamente inversos de forma natural.) Ahora
observamos que el discriminante de P(T) es A(t) # 0, por lo que P(T) es
separable sobre k (notemos que no es constante, pues P(T) es moénico y al
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reducir se conserva el grado.) Como k es separablemente cerrado, esto implica

que P(T) = (T — ay)--- (T — o), para ciertos o; € k distintos dos a dos. De

aqui se sigue que k[T]/(P(T)) = k", luego, en definitiva, Xp = Esp k.
Ciertamente, Esp k" tiene puntos racionales, por ejemplo, B = {0} x k"1,

que es un ideal maximal tal que k(B) = k" /P = k. "



Capitulo IV

Algunas clases de esquemas y
homomorfismos

La mayoria de las clases de esquemas que hemos definido hasta ahora se co-
rresponden con propiedades algebraicas de los anillos: esquemas noetherianos,
esquemas reducidos, esquemas integros, etc. Hemos considerado también algu-
nas propiedades topologicas elementales, como la cuasicompacidad o la irreduci-
bilidad, pero es en este capitulo donde vamos a introducir propiedades analogas
a conceptos topologicos usuales, como la propiedad de Hausdorff o la compa-
cidad. También vamos a necesitar algunas propiedades algebraicas adicionales,
como la que introducimos en la primera seccion.

4.1 Homomorfismos de tipo finito

Empezamos estudiando el concepto de homomorfismo de tipo finito y el
concepto asociado de esquema de tipo finito sobre un esquema dado. Todos los
conceptos que vamos a estudiar en este capitulo son en realidad propiedades de
homomorfismos de esquemas, que se particularizan a propiedades de esquemas
a través de los homomorfismos estructurales.

Definicion 4.1 Un homomorfismo de esquemas f : X — Y es de tipo finito
si es cuasicompacto y para todo abierto afin V' de Y y todo abierto afin U de
f71V], el homomorfismo natural Oy (V) — Ox(U) convierte a Ox(U) en una
Oy (V)-algebra finitamente generada. Un esquema X/S es de tipo finito si lo es
su homomorfismo estructural.

Por ejemplo, si X es un esquema definido sobre un cuerpo k, el tinico abierto
no vacio de Espk es V = Espk, luego X sera de tipo finito si y s6lo X es
cuasicompacto, es decir, si es uniéon de un nimero finito de abiertos afines U,
y para cada abierto afin U de X el anillo Ox (U) es una k-algebra finitamente
generada. Ahora bien, ésta es precisamente la definicion de conjunto algebraico.
En definitiva:
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Los conjuntos algebraicos sobre un cuerpo k son los esquemas de tipo
finito sobre k.

A la hora de comprobar que un homomorfismo es de tipo finito es util tener
en cuenta el teorema siguiente:

Teorema 4.2 Sea f : X — Y un homomorfismo de esquemas. Suponga-
mos que existe un cubrimiento {V;} de Y formado por abiertos afines de modo
que, para cada i, el abierto f~[V;] es union finita de abiertos afines U;; y que
Ox (Ui;) es un dlgebra finitamente generada sobre Oy (V;). Entonces f es de
tipo finito.

DEMOSTRACION: Sea V C Y un abierto afin. Para cada indice i, podemos
expresar V NV, como uniéon de abiertos V;x que son principales tanto en V' como
en V;. En efecto, para cada P € V NV, tomamos un abierto P € U Cc VNV,
que sea principal en V, y luego un abierto P € U’ C U C V NV, que sea
principal en V;. Entonces U’ también es principal en U —aqui usamos que
los abiertos principales tienen una caracterizaciéon local (definicion 2.14) —,
y esto implica que U’ es principal en V. (Si U = Dy (f) con f € Oy (V),
entonces Oy (U) = Oy (V)y, y si U’ = Dy(g/f™), con f, g € Oy (V), entonces
U =Dvy(fg).)

Como V es cuasicompacto, es unién de un nimero finito de abiertos V. Si
llamamos U;j, = U;; N f~1{[Vig], tenemos que f~1[Vix] = J Ui
J

Como Vi, es principal en V, tenemos que Ujj;i es principal en U;; (basta
considerar la restriccion de f a U;; — V y tener en cuenta que la antiimagen
de un abierto principal por un homomorfismo entre esquemas afines es un abierto
principal). En particular los abiertos U;;i, son afines y, como (i, k) y j recorren
conjuntos finitos, vemos que f~1[V] es unién de un nimero finito de abiertos
afines U;j;. Por consiguiente, tenemos que f~![V] es cuasicompacto, luego el
homomorfismo f es cuasicompacto.

El hecho de que Ui, sea principal en U;; implica que el dlgebra Ox (Usji) es
finitamente generada sobre Ox (U;;), es decir, que cada elemento g € Ox (Usjx)
se expresa como polinomio en un nimero finito de elementos de O x (U;;) (uno
solo, de hecho) con coeficientes de la forma hly,,, con h € Ox(Us;). A su
vez, Ox(U;;) es finitamente generada sobre Oy (V;), lo que significa que cada
uno de estos coeficientes h se expresa como polinomio en un nimero finito de
elementos de Ox(U;;) con coeficientes de la forma f‘ﬁ (O)|v,;, con t € Oy(V;).
En definitiva, el elemento g de partida se expresa como polinomio en un nimero
finito de elementos (fijos) de Ox (U; k) con coeficientes de la forma

f‘ﬁf(t) Uij — f\ﬁ(t)lffl[‘/ik] Uijr — f\ﬁk (t Vik)
lo que prueba que el algebra Ox(U;ji) es finitamente generada sobre Oy (Vig).
Mas atn, tenemos que Vj; es principal en V', luego Ox(Ujji) es finitamente

generada sobre Oy (V).

Uijr»
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En definitiva, tenemos que f~![V] es unién de un ntimero finito de abiertos
afines U,., de modo que las algebras Ox (U,) son finitamente generadas sobre
Oy (V). Consideremos ahora un abierto afin U C f~![V]. Razonando como
lo hemos hecho con V e Y, podemos descomponer U en unién de un namero
finito de abiertos U, principales tanto en U,. como en U. Entonces cada algebra
Ox (Uys) es finitamente generada sobre Ox (U,.), luego también sobre Oy (V).

Sea V = Esp A, sea U = Esp B y llamemos D(b;) (para i = 1,...,1) a los
abiertos U,s, donde b; € B. La restriccion f|y : Esp B — Esp A se corresponde
con un homomorfismo de anillos ¢ : A — B, y tenemos que, a través de ¢,
cada algebra B, es finitamente generada sobre A. Hemos de probar que B es
también finitamente generada. Sea C' el algebra generada en B sobre A por los
b; y los numeradores de los generadores de las &lgebras Bj, sobre A. De este
modo, C es una subalgebra de B finitamente generada sobre A con la propiedad
de que By, = Cp, para todo i. Esto significa que si a € B, entonces, para cada i,
podemos expresar a = ¢/b?, con ¢ € C, luego b (ab? —c) = 0, luego ab]" ™" € C.
En definitiva, para cada a € C existe un natural n tal que b'a € C. (Podemos
tomar un mismo n valido para todos los indices i.)

El hecho de que Esp B sea la unién de todos los b; se traduce en que
(b1,...,b;) = B. Por consiguiente podemos expresar 1 = ¢1by + -+ + ¢iby,
para ciertos ¢; € B. Vamos a probar que los ¢; generan a B sobre C, con lo que
B sera también finitamente generada sobre A.

En efecto, dado a € B, consideremos el natural n que cumple que b}'a € C
para todo ¢. Entonces 1 = 1in = (c1by + -+ + clbl)l" se desarrolla en suma
de monomios formados por In factores ¢;b;. En cada monomio, al menos uno
de estos factores ha de aparecer al menos n veces, luego todos ellos son de la
forma cb}ci' - - - ¢}, para cierto indice i y cierto ¢ € C. Al multiplicar a = a -1
expresamos a como suma de monomios de la forma (cbl'a)ci’ ---¢]', y toda la
parte entre paréntesis esta en C. ]

En particular, la propiedad de ser de tipo finito es local en la base. Ahora
es facil demostrar varias propiedades:

Teorema 4.3 Se cumple:
a) La composicion de homomorfismos de tipo finito es de tipo finito.
b) Los homomorfismos de tipo finito son estables bajo cambios de base.

¢) Si X — Z yY — Z son homomorfismos de tipo finito, también lo es
XxzY — Z.

d) Si la composicion de dos homomorfismos f: X — Y yg:Y — Z es
de tipo finito y f es cuasicompacto, entonces f es de tipo finito.

DEMOSTRACION: a) Pongamos que f: X — Y, g:Y — Z. Sea V un
abierto afin en Z. Entonces g~*[V] es unién de abiertos afines U; y cada f~1[U;]
es union de abiertos afines W;;. Como f y g son de tipo finito, tenemos que
cada algebra Ox(W;;) es finitamente generada sobre Oy (U;) y ésta a su vez es
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finitamente generada sobre Oz (V). Por consiguiente Ox(W;;) es finitamente
generada sobre Oz(V). El teorema anterior prueba, entonces, que f o g es de
tipo finito.

b) Consideramos un homomorfismo de tipo finito f : X — Y y un homo-
morfismo arbitrario g : Y/ — Y. Hemos de probar que p: X xy Y’ — Y es
de tipo finito.

Cubrimos Y por abiertos afines U;, de modo que los abiertos Y; = g~ 1[U}]
cubren Y. Llamamos X; = f~![U;]. En la construcciéon del producto fibrado
hemos visto que el producto X xy Y’ puede obtenerse pegando los productos
X xu, Vi = X; xy Y;, luego estos abiertos cubren X Xy Y’. Notemos también
que si P € p~1[Y;], entonces f(px(P)) = g(p(P)) € U;, luego px (P) € X;, luego
Pe p;(l [X;]Nnp~lY;] = X; xy Y;. El reciproco es trivial, luego concluimos que
p~1Y;] = X; Xy, Y;. Basta probar, entonces, que la proyeccion X; xy, Y; — Y;
es de tipo finito, y contamos con que la restricciéon de f a X; — U; es de tipo
finito. Equivalentemente, podemos suponer que Y es afin.

Para cada abierto afin V' C Y’ tenemos que p~![V] = X xy V y basta
probar que la proyecciéon X xy V — V es de tipo finito. Equivalentemente,
podemos suponer que Y’ es afin.

Como f es de tipo finito, tenemos que X es uniéon de un namero finito de
abiertos afines U; tales que cada algebra Ox (U;) es finitamente generada sobre
Oy (Y). Los abiertos afines U; Xy Y’ cubren el producto, y basta probar que
cada algebra O(U; xy Y') = Ox(U;) ®oy (v) Oy/(Y’') es finitamente generada
sobre Oy~ (Y”), pero esto es inmediato.

¢) Basta ver que X xzY — Y — Z y aplicar los apartados anteriores.

d) Cubrimos Z con abiertos afines U;. Entonces los abiertos g~ ![U;] cu-
bren Y. Por el teorema anterior, basta probar que las restricciones de f a los
abiertos f~1[g71[U;]] son de tipo finito o, equivalentemente, podemos suponer
que Z es afin.

Sea V un abierto afin en Y. Por hipétesis f~![V] es union finita de abiertos
afines U;. Tenemos que cada Ox(U;) es finitamente generada sobre Oz(Z),
luego también sobre Oy (V). n

En particular, el producto de dos esquemas de tipo finito X/S e Y/S es de
tipo finito, y si X/S es de tipo finito, un homomorfismo f : X — Y definido
sobre S es de tipo finito si y sélo si es cuasicompacto.

Teorema 4.4 Las inmersiones cerradas son de tipo finito, al igual que las in-
mersiones arbitrarias en esquemas localmente noetherianos.

DEMOSTRACION: Sea f : X — Y una inmersiéon cerrada. Si V es un
abierto afin en Y, entonces la restriccion de f a f~1[V] — V también es una
inmersion cerrada, luego podemos suponer que Y es afin. Entonces aplicamos
el teorema 2.21, segtn el cual X también es afin y Ox(X) es un cociente de
Oy (Y), luego esta generada por 1.
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Ahora suponemos que f es una inmersion abierta y que Y es localmente noe-
theriano y vamos a ver que f es de tipo finito (y esto implica inmediatamente
el caso general). Tomamos un cubrimiento de Y por abiertos afines noetheria-
nos U;. Basta probar que la restriccion f~1[U;] — U; (que sigue siendo una
inmersion abierta) es de tipo finito. Equivalentemente, podemos suponer que Y’
es afin y noetheriano. Digamos Y = Esp A, donde A es un anillo noetheriano.
Podemos cubrir X por un nimero finito de abiertos principales en Y. Basta pro-
bar que las algebras Ay son finitamente generadas sobre A, pero Ay = A[l/f].

|

Asi pues, si Y/S es un esquema localmente noetheriano de tipo finito, todo
esquema X /S que pueda sumergirse en Y a través de una inmersion (definida
sobre S) es también de tipo finito.

Terminamos con ejemplos de resultados que requieren la hipotesis de finitud:

Teorema 4.5 Sean X, Y esquemas definidos sobre un esquema localmente
noetheriano S, de modo que Y sea de tipo finito sobre S. Sea P € X y
f :EspOx,p — Y un homomorfismo definido sobre S. Entonces existe un
entorno U de P en X y un homomorfismo f : U — Y definido sobre S tal que
el diagrama siguiente es conmutativo:

ESpOXﬁp—f>Y

|+

U

(Donde la flecha vertical es el homomorfismo dado por el teorema 3.5.)

DEMOSTRACION: Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

ESpO;gp#Y

N

— =9
™

Tomemos un abierto noetheriano V' C S que contenga a la imagen de P
por el homomorfismo estructural, asi como abiertos afines P € Vi C 7y '[V],
f(mp) € Vo Cmy V).

Observemos que mp no esta contenido en ningtin abierto de EspOx p dis-
tinto del propio EspOx p. En efecto, si mp € W C EspOx p, podemos tomar
un abierto principal mp € D(a) C W, con o € Ox p, pero entonces a ¢ mp,
luego D(a) = Esp Ox p, pues todo ideal de Ox p esta contenido en mp.

Esto implica que f~![Va] = EspOx p, e igualmente con la flecha vertical,
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luego podemos restringir el diagrama a

EspOx,p N Va

L)

i |4

1

Pongamos que Vi = Esp A, V = Esp B, Vo = EspC. El punto P se corres-
ponde con un ideal primo p € Esp A. El diagrama anterior se corresponde con
un diagrama conmutativo

C—¢>Ap

|

B——=A
El anillo B es noetheriano y C' es una B-algebra finitamente generada. Pon-
gamos que C' = B[X1,...,X,]/I, donde el ideal I = (Fy,..., F,,) es finitamente
generado porque el anillo de polinomios es noetheriano.
Pongamos que ¢([X;]) = a;/b;, donde a;, b; € A, y definimos

Wi B[Xy,..., Xn] — A

mediante ¥(X;) = a;/b;. Sea ¥(F;) = u;/v;, con w;, v; € A, v; ¢ p. Aqui
hay que entender que w; y v; son los elementos de A que se obtienen al operar
Fi(a1/b1,...,an/by) segin las reglas formales de suma y producto de fracciones,
pero sin usar ninguna relacion particular del anillo A,. Como w;/v; = 0, existe
un p; € A\ p tal que p;u; = 0. De este modo, si llamamos

a:bl"'bnvl"'vmpl"'pmEA\pa

podemos definir

¢ B[X1,...,Xn] — Aq

mediante ¢(X;) = a;/b;, de modo que sigue siendo cierto que ¥(F;) = u;/v;,
pero en A, se cumple u;/v; = 0, ya que au; = 0. Esto hace que 1 induce un
homomorfismo C' — A,,, que claramente hace conmutativo el diagrama

c—2s 4,
B—— A,

Este homomorfismo induce un homomorfismo de esquemas que hace conmu-
tativo el diagrama

Bsp Ox p —= V4

|

D(a) Vv
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Llamando U = D(«) C Vi, tenemos el diagrama del enunciado. u

En cierto sentido, lo que afirma el teorema anterior es que todo homomor-
fismo EspOx,p — Y se extiende a un entorno de P.

Definicién 4.6 Un homomorfismo f : X — Y entre dos esquemas integros es
birracional si transforma el punto genérico £ de X en el punto genérico de Y, y
el homomorfismo fg# : K(Y) — K(X) es un isomorfismo.

Teorema 4.7 Sean X, Y dos esquemas de tipo finito sobre un esquema S y
f: X — Y un homomorfismo definido sobre S. Entonces f es birracional si y
solo si se restringe a un isomorfismo entre un abierto de X y un abierto de Y.

DEMOSTRACION: Si existen abiertos (no vacios) U C X, V C Y tales que
flu : U — V es un isomorfismo de esquemas, entonces f(§) = f|y(£) ha de
ser el punto genérico de V, luego también el punto genérico de Y. Tomando
abiertos menores podemos suponer que U y V son afines. Tenemos el siguiente
diagrama conmutativo:

K(Y) BN K(X)

]

Oy (V) ——= 0x(U)
(flo)E
Por el teorema 3.13 sabemos que las flechas verticales son monomorfismos
de anillos, luego fg# es un isomorfismo (es la unica extension de (f |U)§ a los
cuerpos de fracciones.

Supongamos ahora que f es birracional. Tomemos un abierto afin Uy # @
en Sysean V C 7 1[Up] C Y, U C f~1[V] abiertos afines no vacios. Entonces
f se restringe a un homomorfismo f : U — V definido sobre Uy que también
es birracional. Ademas U y V son de tipo finito sobre Uy. Esto prueba que
podemos suponer que los esquemas X = EspB, Y = EspA, S = EspC son
afines.

Tenemos entonces un homomorfismo de C-algebras ¢ : A — B que in-
duce un isomorfismo entre los cuerpos de cocientes (en particular es un mo-
nomorfismo). Consideramos A C B C K, donde K es el cuerpo de fraccio-
nes de A. Podemos tomar un generador de B como C-algebra de la forma

a1/8,...,am/s, con ay,...,am,s € A. Es evidente entonces que ¢ induce un
isomorfismo A; — By, el cual se traduce en que f se restringe a un isomorfismo
D(s)c X — D(s) CY. "

4.2 Homomorfismos separados

Los espacios topologicos subyacentes a los esquemas no tienen la propiedad
de Hausdorff salvo en casos triviales. No obstante, ahora vamos a introducir
una propiedad que representa un papel analogo al de la propiedad de Hausdorff
en la topologia general.
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Definicién 4.8 Sea f : X — Y un homomorfismo de esquemas. Llamamos
homomorfismo diagonal de f al homomorfismo Ay : X — X xy X inducido
por la identidad en X. Si no se presta a confusioén escribiremos A en vez de Ay.
Diremos que f es separado si A es una inmersion cerrada (de esquemas). Un
esquema X /S es separado si lo es su homomorfismo estructural. Un esquema es
separado si es separado sobre Z.

Podemos considerar como “patologicos” a los esquemas no separados, lo cual
no significa que no existan. A titulo de curiosidad, vamos a ver un ejemplo:

Ejemplo Partimos de EspZ, cuya estructura topoldgica es muy simple: sus
puntos se corresponden con los ideales (p), donde p € Z es primo, y ademas
esta el punto genérico 0. Los abiertos son los conjuntos formados por el punto
genérico y todos los primos salvo a lo sumo un namero finito de ellos. Fijamos
un primo ¢ y consideramos el abierto D(q) = EspZ \ {(¢)}. Ahora tomamos
dos copias de EspZ, a las que llamaremos X1; y Xo3. Dentro de ellas tenemos
las copias correspondientes de D(q), a las que llamaremos X5 y X1, de tal
forma que X117 = X12 U {(q1)}, X22 = X21 U {(¢g2)}. Sin méas que considerar
el isomorfismo natural fio : X125 — Xo1 y su inverso fo1, estamos en las
condiciones del teorema 3.40, que nos da un esquema X caracterizado por que
X = U; UUs, donde U; y U; son dos abiertos isomorfos a EspZ, y Uy NUy = U
se corresponde a traves de ambos isomorfismos con D(gq). Por consiguiente
U, =UU {Ql}, Uy,=UU {QQ}

Vamos a probar que el esquema X no es separado. Consideramos el producto
X xz X, las proyecciones p1,p2 : X xz X — EspZ y el homomorfismo diagonal
A: X — X xgzX.

Aunque no necesitamos demostrarlo, la idea subyacente al argumento que
vamos a dar es la siguiente: en X Xz X hay cuatro puntos que se corresponden
con (g) a través del homomorfismo estructural: dos de ellos estén en la diagonal,
y sus proyecciones son ambas iguales a (J; o ambas iguales a (Q2, pero también
hay otros dos con las proyecciones distintas. Estos dos no estan en la diagonal,
pero si en su clausura, lo que hace que A[X] no sea cerrado en el producto.

En la practica s6lo necesitamos considerar uno de estos puntos. Lo obtene-
mos a partir de los isomorfismos i; : EspZ — U;, que cumplen 4;(q) = Q;, y
que determinan un homomorfismo f : EspZ — X xz X. El punto Q = f(q)

cumple que p;(Q) = Q;. Tenemos que Q ¢ A[X], pues p1(Q) # p2(Q). Vamos
a probar, no obstante, que todo entorno de Q) corta a A[X].

Para ello observamos en primer lugar que Q € p; ' [{U1]Npy ' [Us] = Uy x7 Us
y que A7YU; xz Us] = Uy NUs = U. Basta probar que todo entorno de @ en
Ui xz Uy corta a A[U].

Ahora bien, el producto U; X7z Us es un esquema, afin, caracterizado por el
anillo O(Uy xz Us) 2 Z xz Z = Z. Asi pues, Uy xz Uy = EspZ. La diagonal
U — Uy xzUs esta inducida por los homomorfismos U — U; correspondientes
al homomorfismo de anillos Z — Zg, luego dicha diagonal se corresponde con el
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homomorfismo natural Z ®z Z — Z,, y a través del isomorfismo Z ®z Z = 7 se
corresponde con el homomorfismo Z — Z,. Por otra parte, éste se corresponde
con la inclusiéon D(q) — EspZ. En definitiva, tenemos que, a través del
isomorfismo Uy Xz Us = EspZ, el homomorfismo A : U — U; xz Us se
corresponde con la inmersion abierta D(q) — EspZ. En particular A[U] se
corresponde con D(g). Como Q € Uy xz Uz \ A[U], tenemos que, a través del
isomorfismo, @ ha de corresponderse con (q).

Ahora basta probar que todo entorno de (g) en Z corta a D(q), pero esto es
trivial. m

Pasamos ya a estudiar las propiedades de los homomorfismos separados.
Como primera observaciéon demostramos lo siguiente:

Teorema 4.9 La propiedad de ser separado es local en la base.

DEMOSTRACION: Recordemos que esto quiere decir que un homomorfismo
f: X — Y es separado si y solo si todo P € Y tiene un entorno afin U tal que
la restriccion f~HU] — U es separada.

En efecto, consideremos un cubrimiento de Y por abiertos afines. Sea U uno
de sus elementos. Entonces A[f~L{U]] € f~HU]xy f~1U] = f~HU] xv fHU],
luego Ay se restringe a la diagonal f~'{U] — U] xy f7HU].

Los abiertos f~[U] xy f~'[U] cubren X xy X, luego A es una inmersién
cerrada si y so6lo si todas sus restricciones de este tipo son inmersiones cerradas
(porque ser una inmersion cerrada es local en la base), si y s6lo si todas las
restricciones de f son inmersiones cerradas. [

Observemos que, en las condiciones de la definicion de homomorfismo sepa-
rado, si llamamos p y g a las proyecciones del productoy P € X xy X, entonces
f((P)) = f(q(P)); si, mas concretamente, P € A[X], digamos P = A(Q),
entonces p(P) = ¢(P) = Q; pero el reciproco no es cierto, es decir, aunque
p(P) = q(P), esto no implica que P € A[X]. Un ejemplo viene dado por el
homomorfismo natural EspC — EspR. Notemos que

EspC xg EspC = Esp(C ®g C),

donde el anillo C ®g C no es un cuerpo (es un espacio vectorial sobre R de
dimension 4, generado por 1 ® 1, 1 ® 4, i ® 1, ¢ ® 1). La diagonal esta inducida
por el epimorfismo C ® C — C dado por a ® b — ab, luego A[EspC] = A[{0}]
contiene un tnico ideal maximal (el nicleo de este epimorfismo, que no es el
ideal nulo.) Tenemos asi que A[X] es un solo punto, mientras que en X xy X
hay méas puntos y todos ellos cumplen p(P) = ¢(P), ya que X so6lo tiene un
punto. ]

Teorema 4.10 Todo homomorfismo entre esquemas afines es separado. FEn
particular, todo esquema afin es separado.

DEMOSTRACION: Sean X = Esp B, Y = Esp A y consideremos un homo-
morfismo de esquemas inducido por un homomorfismo de anillos A — B.
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Entonces la diagonal esta inducida por el homomorfismo § : B®4 B — B
dado por (b ® by) = b1ba. Obviamente J es suprayectivo, luego si llamamos I
a su nucleo entonces A es la inmersion cerrada dada por el teorema 2.20. =

Todo esquema puede obtenerse pegando esquemas afines, y lo que indica el
teorema anterior es que la no separacién de un esquema indica que sus abiertos
afines estan “mal pegados”, como en el ejemplo que hemos visto. Ahora podemos
simplificar considerablemente la definicion de homomorfismo separado:

Teorema 4.11 Si f : X — Y es un homomorfismo de esquemas y A[X] es
cerrado en X Xy X, entonces [ es separado.

DEMOSTRACION: Tenemos que A es un homeomorfismo en su imagen porque
tiene por inversa a cualquiera de las dos proyecciones A[X] — X. Ahora
tomamos un punto P € X y hemos de ver que el homomorfismo Oppy — Op
es suprayectivo, pero esto es una propiedad local, luego podemos tomar un
entorno afin V de f(P) y un entorno afin P € U C f~![V], de tal modo que
U xy U =U xy U es un entorno de A(P) en el producto y A se restringe a
la diagonal U — U xy U inducida por la restriccion U — V de f. Esta
restriccion induce el mismo homomorfismo Oa(py —> Op, que es suprayectivo
por el teorema anterior. [

Teorema 4.12 Se cumplen las propiedades siguientes:

a) Si'Y es un esquema separado sobre Z y X1, X2 son esquemas sobre Y,
el homomorfismo candnico X1 Xy Xo — X1 Xz Xo es una inmersion
cerrada.

b) La composicion de homomorfismos separados es un homomorfismo sepa-
rado.

¢) Las inmersiones son homomorfismos separados.
d) Los homomorfismos separados son estables bajo cambios de base.

e) Si X — Z,Y — Z son homomorfismos separados, también lo es el
homomorfismo estructural X xz Y — Z.

f) Si una composicion f o g de homomorfismos es separada, entonces f es
separado.

DEMOSTRACION: a) Podemos descomponer el homomorfismo como
X1 XYX2—>X1 XyYXyX2—>X1 XyYXZYXyX2—>X1 XzXQ,

donde el primero y el altimo son isomorfismos y el intermedio es (1,A,1). Por
hipotesis A es una inmersion cerrada, y (1,A,1) se obtiene de ella mediante
dos extensiones de constantes. Como las inmersiones cerradas son estables bajo
cambios de base, concluimos que (1, A, 1) también es una inmersion cerrada.
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b) Tomemos dos homomorfismos separados f : X — Y, ¢g:Y — Z.
Descomponemos la diagonal Afeg : X — X Xz X como

X—)XXyXHXXZX.

El primer homomorfismo es la diagonal, que es una inmersién cerrada por
hipétesis, y el segundo lo es por el apartado anterior.

c¢) Basta probarlo para inmersiones abiertas o cerradas. Ahora bien, sucede
que si f : X — Y es una inmersion abierta o cerrada entonces la diagonal
A : X — X Xy X es un isomorfismo. Para probarlo basta ver que X cumple
la definiciéon de X xy X tomando como proyecciones la identidad.

En efecto, si Z es un homomorfismo definido sobre Y y tenemos dos homo-
morfismos u, v : Z — X definidos sobre Y, entonces uo f = v o f, pues ambos
coinciden con el homomorfismo estructural de Z, y el hecho de que f sea una
inmersiéon implica entonces que u = v, luego podemos tomar (u,v) =u=vy
se cumple la propiedad que caracteriza al producto fibrado.

d) Sea f : X — Y un homomorfismo separado y consideremos un ho-
momorfismo arbitrario Y/ — Y. Hemos de probar que X xy Y’ — Y’ es
separado. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

X xy Y —25 (X xy V') xy+ (X xy Y

Ax1 l

(X XyX) Xy Y’

donde la flecha vertical es un isomorfismo. El homomorfismo A x 1 es una
inmersiéon cerrada por ser una extension de constantes de A.

e) El homomorfismo estructural se descompone como X xzY —Y — 7
y el primero es separado por d)

f) Pongamos que f : X — Y y g: Y — Z. Consideremos el homomor-
fismo natural A : X xy X — X xz X. Entonces Af[X] C h7 A foq[X]].
Vamos a probar la otra inclusion, con lo que tendremos que A¢[X] es cerrado y
f seré separado.

Sea s € h™ [Afo,[X]] y sea z € X tal que h(s) = Afoy(x). Sea t = Af(z),
de modo que h(t) = h(As(x)) = Afog(z) = h(s). Hemos de probar que s = ¢.

Consideremos un abierto afin tal que g(f(x)) € W C Z, y otro tal que
flx) eV Cg Y {W]CY,yotrotalque z € U C f~[V] C X.

Entonces s, t € U xy U, pues las proyecciones de ambos son iguales a x € U.
Ademas, h se restringe a la inmersion natural U xy U — U Xy U, que es una
inmersion cerrada por a), ya que V y W son afines. Por consiguiente s = t.

|

En particular, si Y/S es un esquema separado, todo esquema X /S que puede
sumergirse en Y a través de una inmersion (definida sobre S) es también sepa-
rado, si X/S, Y/S son esquemas separados su producto también lo es, y si X/S
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es separado, todo homomorfismo f : X — Y definido sobre S también es
separado.

El teorema siguiente implica que todos los conjuntos algebraicos proyectivos
y cuasiproyectivos son separados:

Teorema 4.13 Si S es un esquema arbitrario, P% es separado sobre S.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior basta demostrar que el esquema
X =P} =ProyZ[X;,..., X, 1] es separado. Los abiertos afines U; = D(X;) =
A% cubren P} y es facil ver que sus intersecciones U; N U; = D(X;X;) también
son afines (son abiertos principales en A7%). Llamemos A = Z[X,..., X,41].
Segtn el teorema 2.6, sabemos que Ox(U;) = A(x,), y es facil ver que la res-
triccion Ox(U;) — Ox(U; N U;) es la inclusién natural. Consideramos el
homomorfismo
Ox(U;) ®z OX(Uj) — Ox(U; N Uj)

dado por f ® g = flu,nu,9lu.nu;- Es claro que se trata de un epimorfismo,
pues un generador de Ox (U; NUj) es de la forma P/(X;X,;)", donde P es un
monomio homogéneo de grado 2n, que podemos factorizar como P; P, donde
cada P; es homogéneo de grado n. Una antiimagen es

PP

Xr Xy

Este epimorfismo nos da una inmersién cerrada f : U; N U; — U; xz Uj.
Consideremos la diagonal A : Pj;, — P} Xz P} y observemos que U; NU; =
A_l[Ui X7, U]]

La composicion de f con las proyecciones se corresponde con la composicion

OX(UZ') — OX(Ul) X7z OX(UJ) — OX(UZ' n Uj),

que no es sino la restriccion, luego f o p; es la inclusiéon U; NU; — U;. Esto
implica que f es la restriccion de A. Asi pues, hemos probado que las res-
tricciones A : A7 [U; xz Uj] — U; x U; son inmersiones cerradas. Como la
propiedad de ser una inmersiéon cerrada es local en la base, concluimos que A
es una inmersion cerrada, luego Py es separado. n

Veamos ahora algunas propiedades de los esquemas separados.

Teorema 4.14 Si f : X — Y es un homomorfismo de un esquema afin X en
un esquema separado Y yU CY es un abierto afin, entonces el abierto f~1[U]
es también afin.

DEMOSTRACION: Si llamamos g a la composicion

XU xxy vy 2 X %y

el teorema 4.12 a) nos da que g es una inmersion cerrada, luego se restringe a
una inmersiéon cerrada

g X xz U] — X xz U.
El esquema X x7 U es afin, luego f~1[U] = g7} [X xz U] también lo es. =
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En particular:

Teorema 4.15 Si X es un esquema separado, la interseccion de dos abiertos
afines de X es de nuevo un abierto afin.

DEMOSTRACION: Si U y V son dos abiertos afines en X, basta aplicar el
teorema anterior a la inclusién ¢ : V. — X y al abierto U. L]

El teorema siguiente es uno de los resultados mas importantes sobre separa-
cion:

Teorema 4.16 Sean f, g: X — Y dos homomorfismos de esquemas definidos
sobre un esquema S. Supongamos que X es reducido y que Y es separado.
Entonces, si f y g coinciden sobre un abierto denso U de X, se cumple que

f=g

DEMOSTRACION: Consideremos la diagonal A : Y — Y XgY y sea h =
(f,9) : X — Y xgY. Se cumple que foA = (f, f), luego f o A y h coinciden
en U. Esto implica que U C h™![A[Y]], pero A[Y] es cerrado y su antiimagen
también. Concluimos que h~'[A[Y]] = X, y esto implica que f = g como
aplicaciones. Ahora falta ver que coinciden como homomorfismos, es decir,
que f# = g#. Para ello basta con que se cumpla f;f = g}f para todo punto
P € X, luego se trata de un problema local y podemos suponer que X = Esp A,
Y = Esp B. Sean ¢, ¢ : B — A los homomorfismos que inducen a f y a g.

Tomemos b € B y sea a = ¢(b) — 1(b). Entonces a|y = 0, luego U C V(a).
Como U es abierto y V(a) es cerrado, ha de ser X = V(a), pero entonces a es
nilpotente. Por hipotesis A es reducido, luego a = 0 y asi ¢(b) = 1(b). Esto
prueba que ¢ = v, luego f = g. [

El siguiente es un resultado muy general:

Teorema 4.17 Sea P una propiedad de homomorfismos de esquemas que cum-
pla las condiciones siguientes:

a) Las inmersiones cerradas cumplen P,

b) La composicion de homomorfismos que cumplen P también cumple P,
c) P es estable bajo cambios de base.

Entonces se cumplen también los dos hechos siguientes:

1. Si dos homomorfismos X — Z, Y — Z cumplen P, el homomorfismo
estructural X Xz Y — Z también cumple P.

2. Si la composicion de dos homomorfismos f : X — Y, g:Y — Z
cumple P y g es separado, entonces f cumple P.
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DEMOSTRACION: 1) Podemos descomponer
XxzY —Y — 7

El primer homomorfismo es un cambio de base obtenido a partir de X — Z,
luego cumple P por ¢), y la composicion cumple P por b).

2) Podemos descomponer f como

X X Y s X%, Y — Y.

Entonces (1, f) es un isomorfismo, luego cumple P por a), el segundo homo-
morfismo es una inmersion cerrada por 4.12 a), luego también cumple P, y el
tercero cumple P por ¢). Concluimos que f cumple P por b). ]

Por ejemplo, podemos aplicar el teorema a la propiedad “ser de tipo finito”,
lo que nos da una variante del teorema 4.3 d): Si f o g es de tipo finito y g
es separado entonces f es de tipo finito. En particular, si X/S es un esquema
de tipo finito e Y/S es un esquema separado, todo homomorfismo de X — Y
(definido sobre S) es de tipo finito.

Teorema 4.18 Sean X/S, Y/S dos esquemas, de los cuales el segundo es se-
parado. Si f : X — Y es un homomorfismo definido sobre S, entonces la
imagen del homomorfismo (1,f) : X — X xgY (o sea, la grafica de f) es un
subconjunto cerrado de X xXgY.

DEMOSTRACION: Basta expresar (1, f) como composicion

X9 x oy v 2 x oy,

y observar que el primer homomorfismo es, de hecho un isomorfismo y que el
segundo es una inmersién cerrada. [

4.3 Homomorfismos propios

En topologia general se define una aplicacién propia como una aplicacion
continua con la propiedad de que las antiimagenes de los compactos son com-
pactas. Los homomorfismos propios son un analogo en la teoria de esquemas.
Los esquemas propios se corresponden con los espacios compactos.

Definicién 4.19 Un homomorfismo f : X — Y es cerrado si las imagenes de
los cerrados de X son cerrados en Y. Diremos que f es universalmente cerrado si
para todo homomorfismo de esquemas Y’ — Y la proyeccion X xy Y’ — Y es
cerrada. Diremos que f es propio si es de tipo finito, separado y universalmente
cerrado. Un esquema X/S es propio si lo es su homomorfismo estructural. Los
conjuntos algebraicos X /k propios se llaman también completos.
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Empezamos demostrando que ser un homomorfismo propio es una propiedad
local en la base. Para ello observamos primero que ser una aplicacién cerrada
es una propiedad local en la base: Si p: X — Y es una aplicaciéon continua
entre espacios topologicos y, para todos los abiertos V' de un cubrimiento de Y,
las restricciones p~![V] — V son cerradas, entonces p es cerrada. En efecto,
si C' es un cerrado en X y P € p[C], tomamos un abierto V tal que P € V.
Entonces P € p[C Np~1[V]] = p[C Np~t{V]] C p[C]. El reciproco es trivial.

Teorema 4.20 FEl cardcter propio de un homomorfismo es una propiedad local
en la base.

DEMOSTRACION: Sea f : X — Y un homomorfismo de esquemas y con-
sideremos un cubrimiento de Y por abiertos afines. Sabemos que f es de tipo
finito y separado si y sélo si lo son todas las restricciones f~[U] — U (donde U
recorre los abiertos del cubrimiento). Falta probar que lo mismo ocurre con la
propiedad de ser universalmente cerrado.

Supongamos que las restricciones son universalmente cerradas y conside-
remos un homomorfismo ¢ : Y/ — Y. Hemos de ver que la proyeccion
X xyv Y’ — Y’ es cerrada. Los abiertos

Ul xu g7 Ul = X xy g~ U] = p~ g~ '[U]]
cubren el producto X xy Y’, y por hipotesis, las proyecciones
U xu g7 U] — g~ U]

son cerradas. Como los abiertos g~![U] cubren Y’ y ser cerrado es local en la
base, concluimos que la proyeccion es cerrada.

Reciprocamente, si f es universalmente cerrada, U es un abierto en Y y
g : Y’ — U es un homomorfismo de esquemas, hemos de probar que la proyec-
cion f7HU]xyY" — Y’ es cerrada. Ahora bien, es facil ver que f~1[{U]xy Y’ =
X xy Y’ (notemos que si proyectamos sobre X y aplicamos f debemos llegar
al mismo punto que proyectando sobre Y’ y aplicando g, o sea, a un punto de
U). Por hipotesis la proyeccion X xy Y’ — Y’ es cerrada. n

Demostramos ahora las propiedades bésicas de los homomorfismos propios:
Teorema 4.21 Se cumplen las propiedades siguientes:

a) Las inmersiones cerradas son propias.

b) Los homomorfismos propios son estables bajo cambios de base.

¢) La composicion de homomorfismos propios es un homomorfismo propio.

d) Si X — Z, Y — Z son homomorfismos propios, el homomorfismo
estructural X Xz Y — Z también lo es.

e) Si la composicion de dos homomorfismos f : X — Y, g: Y — Z es
propia y g es separado, entonces f es propio.
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f) Si X/S es un esquema propio, Y/S es un esquema separado de tipo finito
yf: X — Y es un homomorfismo suprayectivo definido sobre S (o
sea, cuya aplicacion continua subyacente es suprayectiva), entonces Y es
también propio.

DEMOSTRACION: a) Sabemos que las inmersiones cerradas son separadas y
de tipo finito. Ademaés, si f: X — Y es una inmersiéon cerraday Y/ — Y es
un homomorfismo arbitrario, entonces X xyY’ — Y’ es también una inmersion
cerrada (porque las inmersiones cerradas son estables bajo cambios de base)
y, obviamente, las inmersiones cerradas son cerradas. Esto prueba que f es
universalmente cerrada.

b) Sabemos que los homomorfismos de tipo finito y separados son estables
bajo cambios de base, y falta probar lo mismo para los homomorfismos univer-
salmente cerrados, pero esto es trivial: Si X — Y es universalmente cerrado
y tenemos otro homomorfismo Y/ — Y, entonces X Xy Y’ — Y’ también
es universalmente cerrado, ya que si Y/ — Y’ es cualquier homomorfismo,
tenemos que (X xy Y') Xy YY" = X xy Y”, y la proyeccion X xy V" — Y
es cerrada por ser f universalmente cerrado.

¢) Sabemos que la composicion de homomorfismos de tipo finito y sepa-
rados cumple estas mismas propiedades. Falta probar lo mismo para los ho-
momorfismos universalmente cerrados: si X — Y — Z son universalmente
cerrados y Z' — Z es un homomorfismo arbitrario, entonces la proyeccion
X xz 7" — Z" se descompone en dos homomorfismos cerrados:

Xxz2"' —=Yxz, 72" — 7"
El primero es (universalmente) cerrado por b), y el segundo por hipotesis.
d) y e) son consecuencias inmediatas del teorema 4.17.

f) Sea T — S un homomorfismo arbitrario. Hemos de probar que la pro-
yeccion Y xg T — T es cerrada.

Por el teorema 3.55 sabemos que fr: X XxgT — Y xg T es suprayectiva y
la composicion
X xgT —Y xgT —T
es cerrada porque X — S es un homomorfismo propio. Es claro entonces que
Y xgT — T es cerrada. [

En particular, todo subesquema cerrado de un esquema propio es propio, si
X/S,Y/S son esquemas propios, entonces X x g Y es propio, si X/S es propio
e Y/S es separado, entonces todo homomorfismo X — Y (definido sobre S) es
propio, y si el homomorfismo es suprayectivo e Y/S es de tipo finito, entonces
Y/S es propio. Méas en general, dado un homomorfismo f : X — Y definido
sobre S con X/S propio e Y/S de tipo finito y separado, si consideramos en
f1X] (que es cerrado en Y) la estructura de esquema dada por el teorema 2.33,
tenemos que f[X] es propio.

Con esto no tenemos mas ejemplos de homomorfismos propios que las in-
mersiones cerradas. El teorema siguiente nos da muchos maés:
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Teorema 4.22 Si S es un esquema arbitrario, el espacio proyectivo P es pro-
pio sobre S.

DEMOSTRACION: Por definiciéon, P& = Py xzS, y por el teorema anterior
basta probar que P} es propio. Ciertamente es de tipo finito por 4.2, pues
P} = Proy(Z[X1,..., X, +1]) es union de los abiertos afines D(X;) y

O(D(X:)) 2 Z[X1, ..., X0]

es una Z-algebra finitamente generada. En 4.13 hemos probado que P7 es
separado. Falta probar que es universalmente cerrado. Para ello tomamos un
esquema Y y hemos de ver que la proyeccion p : Py xzY — Y es cerrada.

Como “ser cerrado” es una propiedad local en la base, podemos suponer que
Y = Esp A es un esquema afin. Entonces el teorema 3.49 nos da que

Py xzY = Proy(Z[ X1, ..., Xn+1] ®z A) = Proy(A[X1, ..., Xnt1])s

y es facil ver que, a través de este isomorfismo, la proyeccion se corresponde con
el homomorfismo correspondiente a la inclusién de A en el anillo de polinomios.
Llamemos B = A[X, ..., Xp+1]. Un cerrado (no vacio) en Proy B es de la forma
V(I), donde I es un ideal homogéneo en B que no contiene a (Xi,..., Xp4+1).
Hemos de probar que p[V(I)] es cerradoen Y. Si P € Y es un punto arbitrario.
El teorema 3.45 nos da que los puntos de p~![P] se corresponden con los del
esquema Proy B Xy Esp k(P) = Proy(B ®4 k(P)). Mas precisamente, tenemos
el diagrama conmutativo

Proy B———=Esp A4

[

Proy(B ®4 k(P))

donde la flecha vertical es la proyeccién, y esta asociada al homomorfismo de
anillos (graduados) i : B — B ®4 k(P) (ver la demostracion de 3.49).

Asf pues, tenemos que P € Y \ p[V(I)] si y solo si V(I) Np~L[P] = @, si
y solo si ¢ 1[V(I)] = @. Ahora bien, un punto Q € Proy(B ®4 k(P)) cumple
i71Q] = q(Q) € V(I) siy solosi I Ci~t[Q)], siy solosi (i[l]) C Q, siy solosi
Q € V(i[I]), luego

V(D) = V(I @4 k(P)).

Concluimos que P € Y \ p[V(I)] siy s6lo si By ®4 k(P) C rad (I ® 4 k(P)).

Quiza convenga matizar que cuando hablamos de I ® 4 k(P) como ideal de
B ®4 k(P) nos referimos en realidad a la imagen del homomorfismo natural

I ®4 k(P) — B ®4 k(P), que en principio no tiene por qué ser inyectivo. Lo
mismo vale a continuacion para B, ®4 k(P).

Ahora observamos que By ®4 k(P) C rad (I ® 4 k(P)) si y solo si existe un
m > 1 tal que B,,, ®4 k(P) = I,,, ®4 k(P). En efecto: si se da la inclusion existe
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un r tal que X7 ® 1 € I, ® k(P) y basta tomar m = nr. La otra implicacion es
trivial.

Ahora observamos que la igualdad B,, ®4 k(P) = I, ® 4 k(P) equivale a
que (B/I)m ®a k(P) = 0. Basta tener en cuenta que la sucesion exacta

I,, — By, — (B/I)y, — 0

continda siendo exacta al multiplicar por k(P).

En resumen, hemos probado que P € Y \ p[V(I)] si y solo si existe un m > 1
tal que (B/I)m ®4 k(P) = 0.

Entonces (B/I)m ®4 Oy,p ®oy.p k(P) = 0. Como (B/I),, es un A-modulo
finitamente generado, tenemos que (B/I),, ®4 Oy,p es un Oy p-modulo fini-
tamente generado. Podemos aplicar el lema de Nakayama para concluir que
(B/I)m ®4 Oy p=(B/I)mp =0.

Si b es un generador de (B/I),, el hecho de que sea nulo en la localizacion
en P equivale a que existe un f € A\ P tal que fb = 0. Considerando el
producto de los f para todos los generadores de (B/I),, encontramos un f € A
tal que P € D(f) y (B/I)mf = 0, pero entonces (B/I)m, ®4k(Q) = 0 para todo
Q € D(f), lo que implica que P € D(f) C Y \ p[V(I)]. Asipues, Y \ p[V(I)] es
abierto y p[V(I)] es cerrado. "

Como consecuencia, todos los conjuntos algebraicos proyectivos son comple-
tos.

Vamos a probar un teorema de finitud sobre esquemas propios, para lo que
necesitamos un resultado previo:

Teorema 4.23 Sea ¢ : A —> B un homomorfismo de anillos tal que el homo-
morfismo asociado Esp B — Esp A sea propio. Entonces B es entero sobre A.

DEMOSTRACION: El hecho de que el homomorfismo de esquemas sea propio
implica en particular que es de tipo finito, lo que significa que B = A[by, ..., by].

Supongamos en primer lugar que B = A[b] y consideremos el epimorfismo
¢ : A[T] — B dado por ¢[T] = b. Consideramos a Al = Esp A[T] como
subesquema abierto de PY = Proy A[T1,T] identificindolo con D(T%) (ver el
teorema 2.6). Concretamente, T' = T /T5.

Llamemos Y = EspB y sea f : Y — P la composicién de la inmersion
i:Y — AY inducida por ¢ y la inmersion A}, — PL. Claramente f esté
definido sobre A. Como la recta proyectiva es separada, el teorema 4.21 e) nos
da que f es un homomorfismo propio. En particular es cerrado, luego existe un
ideal homogéneo I C A[Ty, T3] tal que f[Y] = V(I). Como f[Y] C D(Tz) =
PL\V(Ty), tenemos que V(I) NV (Tz) = @.

Esto implica que (T1,T) C rad (I + (T%)). En particular T} € rad (I + (T3)),
luego existe un n > 1 tal que T7* € I+ (T»), luego existe un polinomio Q(T4,Ts)
tal que P(Th,T3) = 17"+ Q(T1,T2)T> € I. Quedandonos con la parte homogénea
de grado n (y teniendo en cuenta que I es homogéneo), podemos suponer que
P(Ty1,T3) es homogéneo.
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Tenemos que i[Y] = V(I) N D(T3) y este conjunto, a través del isomorfismo
D(Ty) = Esp A[T', T3] (1,) construido en la prueba del teorema 2.6 se corres-
ponde con V(I(g,)), donde I(p,y = {R/S € A[T1,T2)(1,) | R € I}. Asi pues,
P(Ty,T5)/Tg € Iimy).

A través del isomorfismo A[T1,To](1,) = A[T], el ideal I(1,) se corresponde
con un ideal I' y P(Ty,Ts)/T4 se corresponde con P(T) = P(T,1). En estos
términos, i[Y] =V (') c A4 y P(T) =T"+ Q(T) € I, donde grad@Q < n — 1.

Notemos ahora que ¢[I] C B esta formado por elementos nilpotentes. En
efecto, si B € Esp B, tenemos que i(P) = ¢ [B] € V(I), luego I C ¢~ [P,
luego ¢[I] C PB. Esto prueba que ¢[I] C rad0, luego sus elementos son nilpo-
tentes.

En particular, ¢(P) = b™ 4+ Q(b) es nilpotente, luego (b™ + Q(b))™ = 0 para
cierto natural m > 1. Esto prueba que b es entero sobre A.

En el caso general tenemos que B = A[by,...,b,]. Sea By = A[by,...,bym—1].
La inclusion define un homomorfismo Esp B — Esp B que compuesto con el
homomorfismo Esp B; — Esp A definido también por la inclusiéon es el homo-
morfismo inducido por ¢, que es propio, por hipotesis. Por 4.21 e) tenemos que
Esp B — Esp B; es propio, luego por la parte ya probada B es entero sobre
B;. El teorema [3.63] nos da que Esp B — Esp B; es suprayectiva, luego el
teorema 4.21 implica que el homomorfismo Esp By — Esp A es propio. Ra-
zonando inductivamente podemos concluir que B es un A-mo6dulo finitamente
generado y, por consiguiente, lo mismo vale para B. L]

Ahora generalizamos el teorema anterior al caso en que el primer esquema
no es necesariamente afin:

Teorema 4.24 Si X es un esquema propio sobre un anillo A, entonces Ox(X)
es entero sobre A.

DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que podemos suponer que X es
reducido. Para ello consideramos el esquema X,.q definido en 2.24 y la inmersién
cerrada i : Xyeq — X. Notemos que como X es de tipo finito sobre A, en
particular es cuasicompacto, y esto implica que Ox,_, (X;ed) = Ox(X)/rad0. La
inmersién cerrada nos da que X,.q también es propio sobre A. Si demostramos
que Ox,., (Xred) es entero sobre A, es claro que lo mismo vale para Ox (X).

Sea h € Ox(X). El homomorfismo ¢ : A[T] — Ox(X) dado por ¢(T) = h
induce un homomorfismo de esquemas f : X — Esp A[T], que claramente
es propio. En particular es cerrado, luego existe un ideal radical I de A[T)
tal que f[X] = V(I). El teorema 2.33 nos permite descomponer f en dos
homomorfismos

X — Esp A[T]/T —» BEsp A[T].

(Notemos que como X es reducido la estructura de esquema en f[X] ha de
ser la determinada por el ideal radical I.) Como el primero es suprayectivo,
concluimos que Esp A[T]/I — Esp A es propio, y el teorema anterior nos da
entonces que A[T|/I es entero sobre A. En particular [T'] es raiz de un polinomio
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monico con coeficientes en A, y su imagen en Ox(X), que es h, es raiz de ese
mismo polinomio. [

Ahora particularizamos el resultado a conjuntos algebraicos:

Teorema 4.25 Si X/k es un conjunto algebraico reducido y completo, entonces
Ox(X) es un espacio vectorial de dimension finita sobre k.

DEMOSTRACION: Sean X1,...,X,, las componentes irreducibles de X, do-
tadas de la tinica estructura de esquema reducido. Veamos que el homomorfismo
natural

OX(X) — @OXZ(XZ)

es inyectivo. En efecto, si f € Ox(X) es no nulo, como no puede ser nilpotente,
tenemos que D(f) # &. Existe un i tal que U = D(f) N X; # @ y, como X;
es irreducible, U es denso en X;. El complemento V en X; de la unién de las
restantes componentes X; es un abierto no vacio de X contenido en X;. Sea
W =VNnU=VnD(f)# @, que es un abierto en X contenido en D(f) N X;.
La inmersion cerrada X; — X se restringe obviamente a la inmersion ce-
rrada W — W, que es la identidad, luego tenemos el diagrama conmutativo

donde la flecha horizontal inferior es la identidad. Como la restriccion de f a
W no es nula, tampoco lo es la restriccion de su imagen en Ox, (X;) a W, dicha
imagen no es nula.

Esto prueba que podemos suponer que X es irreducible, luego integro. Por
el teorema anterior, Ox(X) es un dominio integro entero sobre k, luego es un
cuerpo.

Si P € X es un punto cerrado, entonces el homomorfismo Ox (X) — k(P)
es inyectivo, porque es un homomorfismo de cuerpos. Como la extension k(P)/k
es finita, lo mismo le sucede a O x(X)/k. "

Maés precisamente:

Teorema 4.26 Sea X/k un conjunto algebraico reducido, conexo y completo.
Entonces Ox(X) es un cuerpo de grado finito sobre k. Si X es geométricamente
conexo entonces es puramente inseparable sobre k, y si ademds X es geométrica-
mente reducido entonces Ox(X) = k.

DEMOSTRACION: Llamemos K = Ox(X). En principio K es una k-algebra
reducida y por el teorema anterior tiene dimension finita sobre k. El teorema
[3.82] nos da que Esp K es finito y tiene dimension 0 luego todos sus puntos son
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cerrados (y también abiertos). Si Esp K = {P,..., Py}, tenemos un isomor-
fismo
K— O0({P~A})&- - 0({Pn}).

Ahora bien, si m > 1 la descomposicién anterior nos daria elementos idem-
potentes en K, en contradiccién con el teorema 3.7. Concluimos que K tiene
un tnico ideal primo y, al ser reducido, éste ha de ser 0, luego K es un cuerpo.

Sea k la clausura algebraica de k y k° la clausura separable. Si X es geo-
métricamente conexo entonces Xs sigue siendo conexo, reducido (por 3.57) y
completo. Por la parte ya probada y por el teorema 3.51, tenemos que el anillo
O(Xj:) = K ® k® es un cuerpo, que contiene a (K Nk*) @ (K Nk®) pero este
producto solo puede ser un dominio integro si K N k® = k (ver la prueba del
teorema 3.63, donde usamos el mismo argumento). Esto prueba que K/k es
puramente inseparable.

Si X es geométricamente reducido entonces todo el razonamiento precedente
puede hacerse con k en lugar de con k°, y la conclusion es que K Nk = k, pero
por otra parte sabemos que K tiene grado finito sobre k, luego ha de ser K = k.

|

Veamos una consecuencia de estos resultados: consideremos un conjunto al-
gebraico reducido X/k que sea afin y completo a la vez. Sea Y una componente
irreducible, que también sera afin y completa. Entonces Oy (Y) es un cuerpo,
luego k(Y) = Oy (Y) es una extension finita de k. Por el teorema 3.22 con-
cluimos que dimY = 0, luego también dim X = 0. Esto se traduce en que
X es un conjunto finito de puntos. Por otra parte, es facil ver que cualquier
conjunto finito de puntos es un conjunto proyectivo, luego es completo. De aqui
deducimos, a su vez:

Teorema 4.27 Todo homomorfismo f : X — Y de un conjunto algebraico
reducido, completo y conexo X/k en un conjunto algebraico afin Y/k es cons-
tante.

DEMOSTRACION: La imagen f[X] es cerrada en Y, y podemos considerarla
como subesquema cerrado reducido de Y, de modo que f induce un homomor-
fismo f: X — f[X] (teorema 2.33). Por el teorema 4.21 tenemos que f[X]
es un esquema propio, claramente conexo y, por ser un subesquema cerrado de
Y, es un conjunto algebraico afin. Segiun acabamos de ver, f[X] se reduce a un
punto, lo que prueba que f es constante. n

Para terminar demostramos unos teoremas sobre extension de homomorfis-
mos que necesitaremos méas adelante.

Teorema 4.28 Sea X un esquema propio sobre un anillo de valoracion dis-
creta A y sea K el cuerpo de cocientes de A. Entonces, la aplicacion natural
X(A) — Xk (K) dada por f — fx es biyectiva.

DEMOSTRACION: Recordemos que X (A) esta formado por todos los ho-
momorfismos EspA — X definidos sobre A, e igualmente con Xk (K) y
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Xk = X x4 Esp K. Notemos que Esp A consta de dos puntos: el ideal nulo
(el punto genérico 0) y el ideal maximal (el punto cerrado m). El homomor-
fismo natural Esp K — Esp A es una inmersion abierta y podemos identificar
X =7n710], donde 7 : X — Esp A es el homomorfismo estructural, tomando
como proyecciones la inclusion Xx — X y la restriccion de 7, cuya imagen es
Esp K. Esto se comprueba observando que X g asi definido cumple la definicion
de producto fibrado. Para cada f € X(A), tenemos que fx es su restriccion a
Esp K, luego lo que queremos probar es que todo homomorfismo Esp K — X
se extiende a un homomorfismo Esp A — X.

En efecto, la inyectividad se debe al teorema 4.16, pues tenemos el diagrama
conmutativo

Esp K 25> Xy

L

EspAf—>X

Basta tener en cuenta que el esquema Esp A es obviamente reducido, X es
separado sobre A y la imagen de Esp K es el punto genérico de Esp A, que es
denso. El problema es probar la suprayectividad.

Dado un homomorfismo g : Esp K — X definido sobre K, consideremos
P = ¢(0) € Xk. Tenemos que P es cerrado en Xk porque es un punto racional
sobre un cuerpo. Sea Z la clausura de P en X, dotada de la estructura de
subesquema cerrado reducido (luego integro) de X. Notemos que Z también es
un esquema propio sobre A. Por lo tanto w[Z] es cerrado en Esp A, y contiene
a m(P) =0, luego 7[Z] = Esp A. Asi pues, existe un @ € Z tal que 7(Q) = m.
Consideramos el anillo Oz g y el homomorfismo Wg : Orspam — 0z,0.

Observemos que Opspam = Am = A (pues A\ m es el conjunto de las
unidades de A). Por otra parte, Oz ¢ es un dominio integro cuyo cuerpo de
cocientes es Oz p (pues P es el punto genérico de Z). Mas explicitamente,
tenemos un monomorfismo de A-dlgebras Oz o — Oz p.

No puede ocurrir que Oz g sea él mismo un cuerpo, pues tomando un entorno
afin de @ (que contendra también a P), podemos representar Oz ¢ como la
localizacion de un dominio integro respecto a un ideal primo distinto de 0.
Equivalentemente, tenemos que mg # 0. El nicleo de Fg es un ideal primo que
no puede ser m (pues m = ﬂg_l[mg]), luego dicho niicleo ha de ser 0 y asi Fg
es un monomorfismo (de A-algebras).

Como P es cerrado en X, tenemos que { P} = ZN X es abierto en Z, luego
Ozp = Oypy p. La inmersion cerrada Z — X se restringe a una inmersion
cerrada { P} — Xk, luego la estructura de esquema de {P} es la estructura de
subesquema cerrado reducido (integro) de Xy . El homomorfismo g se restringe
a un homomorfismo g : Esp K — {P} definido sobre K. Esto implica que
{P} = EspK y O(p},p = K. En resumen, tenemos monomorfismos de A-
algebras A — O0z¢9 — K. Podemos considerar A C Oz C K. Mas
aun, como el primer monomorfismo es esencialmente Wg , sabemos ademas que
m=mgNA.
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Sea v : K — Zla valoraciéon de A. Sit € Oz g\ A, entonces v(t) < 0, luego
v(1/t) < 0, luego 1/t € m, luego 1 € mg, contradiccién. Asi pues, concluimos
que Oz, = A. El teorema 3.5 nos da un homomorfismo de esquemas

EspA=EspOzq — 7 — X.

Llamamos f a este homomorfismo y observamos que 7 (f(0)) = 0, luego
f(0) € ZN Xk = {P}, luego f(0) = P. Entonces fx : Esp K — Zx cumple
fx(0) = g(0), y esto implica que fx = g, pues una seccion en un esquema sobre
un cuerpo esta determinada por su imagen. n

Veamos ahora una variante del teorema anterior:

Teorema 4.29 Sea f : X — Y un homomorfismo propio, sea A un anillo
de wvaloracion discreta con cuerpo de cocientes K y sea w : EspA — Y un
homomorfismo de esquemas. Entonces la aplicacion natural X (A) — X(K)
es biyectiva.

DEMOSTRACION: Hemos de entender que X (A) es el conjunto de homomor-
fismos Esp A — X definidos sobre Y, e igualmente con X (K). Aplicamos el
teorema anterior a la proyeccion

Xa=XxyEspA — EspA,

que nos da una una biyeccion X4(A) — Xg(K). Ahora bien, X4(A) se
identifica con X (A) a través de la proyeccion X4 — X y Xk (K) se identifica
igualmente con X (K). El esquema siguiente muestra que la biyeccion f — fx se
corresponde con la aplicacién natural X (A) — X (K), es decir, que f = po f”:

p XA

Esp K — Esp A

En otras palabras, lo que tenemos es que todo homomorfismo Esp K — X
definido sobre Y se extiende a un tnico homomorfismo Esp A — X definido
también sobre Y.

4.4 Homomorfismos proyectivos

Vamos a definir ahora una nociéon de homomorfismo proyectivo que a su vez
dara lugar de la forma habitual a la de esquema proyectivo sobre un esquema
dado, que serd a su vez una generalizaciéon de la nocién que ya tenemos de
conjunto algebraico proyectivo.
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Definicion 4.30 Un homomorfismo de esquemas f : X — S es proyectivo si
puede expresarse como composicion de una inmersién cerrada X — P%, para
cierto n > 0, seguida del homomorfismo natural (la proyecciéon) P4 — S. Un
esquema X /S es proyectivo (diremos también que X es proyectivo sobre S) si
lo es su homomorfismo estructural.

Asf pues, un esquema X/S es proyectivo si y s6lo si X es isomorfo (sobre S)
a un subesquema cerrado de un espacio proyectivo P%. Es evidente que los
conjuntos algebraicos proyectivos sobre un cuerpo k en el sentido de 2.13 son
los esquemas proyectivos sobre Esp k en el sentido de la definicion anterior.

Otro hecho elemental es que la n que aparece en la definicién de homo-
morfismo proyectivo se puede tomar arbitrariamente grande, pues si m < n el
homomorfismo natural

Z[Xo, ..., Xn] — Z[Xo,. .., X 2 Z[ X0, .., X0/ (X1, -, Xn)
induce una inmersion cerrada P7' — P7, que a su vez determina por cambio
de base una inmersion cerrada P — P% (definida sobre §).

El teorema 4.22 implica que todos los homomorfismos proyectivos son pro-
pios, pues son composicion de una inmersion cerrada (luego propia) con un
homomorfismo natural P — S, que también es propio.

Conviene observar quién es P%. Para ello empezamos notando que
PY = Proy Z[X] = D(X) = Esp Z[X]x) = EspZ.

Mas precisamente, el isomorfismo ha de ser el iinico homomorfismo que existe
PY — EspZ. En general, P% = S xz PY = S xz EspZ = S, y el isomorfismo
no es sino la proyeccion P% — S.

Para demostrar las propiedades basicas de los homomorfismos proyectivos
necesitamos un resultado previo:

Teorema 4.31 Dado un esquema S, existe una inmersion cerrada
+m+
PY xsgPg — PG,

DEMOSTRACION: Lo demostramos en primer lugar para S = EspZ. Ponga-
mos

P”Zn:PI'OYZ[S(),...,Sm], P’rZL:PrOyZ[TOW"an]a
Pyt = Proy Z[Uij,i = 0,...,m, j=0,...,n].
Sea fi; : D(S;) xz D(Tj) — D(Us;) el homomorfismo asociado al homo-
morfismo de anillos

O(D(Uiz)) — O(D(8;)) @z O(D(Ty))

dado por U,s/U;; — (S;/Si) ® (Ts/T;). Es claro que este homomorfismo es
suprayectivo, luego el homomorfismo de esquemas es una inmersién cerrada.
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Se comprueba sin dificultad que los homomorfismos f;; se extienden a un tnico
homomorfismo PJ xz P} — Py "™ %™ que es también una inmersion cerrada.
Si S = Esp A, para cualquier anillo A, entonces mediante dos cambios de
ase obtenemos una inmersioén cerrada 7 ue podemos
base obt da P§ xz P& — Pg" """, que pod
componer con la inmersion cerrada P X g P& — P& Xz P¥% (que es ciertamente

una inmersion cerrada por el teorema 4.12).

Con esto tenemos el teorema probado para esquemas afines (0, mas en gene-
ral, para esquemas separados). Si S es un esquema arbitrario, un cubrimiento

de S por abiertos afines U da lugar a un cubrimiento de PTS”"J“”JF" por abier-
tos P’[}m“’”". Tenemos inmersiones cerradas Py} xy Py, — PE‘"J“”JF" y los

abiertos P Xy Py = P{7 X s Ppy cubren P% X s P%. Una comprobacion rutina-
ria muestra que las inmersiones cerradas (entendiendo que se trata concreta-
mente de las construidas anteriormente) se extienden a una inmersiéon cerrada
de acuerdo con el enunciado. m

Ejemplo Vamos a calcular la imagen de la inmersion P}, xx P;. — Pj.

Es claro que la construcciéon hecha para Z en el teorema anterior vale en
realidad para un anillo arbitrario (en nuestro caso k). Basta calcular la imagen
de la restriccion D(So) x D(Ty) — D(Upy) C A} y tomar su clausura en P3.
Dicha imagen es V(I), donde I es el nicleo del epimorfismo

k[U10, Uo1, Ur1] — k[S1,T1]

dado por Uig — Si, Upy — Ti, Uyr +— Si1Ty. Particularizando la notacioén,
tenemos k[X,Y, Z] — k[S,T] dado por X — S, Y — T, Z — ST y sabemos
que su niicleo I es un ideal primo tal que V(1) 2 A?. Obviamente (XY —Z2) C I,
y ambos ideales son primos de la misma dimensioén, luego han de coincidir. La
clausura de V(I) en P§ es Q@ = V(XY — ZW). En particular hemos probado
que Q = P}, Xy, P}

El isomorfismo se restringe a un isomorfismo V(I) = A},lC xp Al = Ai de
esquemas afines determinado a su vez por el isomorfismo

k[X,Y, Z)/1 = k[S, T] = k[S] @ k[T]
dado por [X] — S, [Y] > T, [Z] = [X][Y] — ST.

Las proyecciones PL. x; P+ — Pi se restringen a las proyecciones A2 — A}
asociadas a los monomorfismos k[S] — &[S, T] y k[T] — k[S, T}, luego al com-
ponerlas con el isomorfismo se corresponden con los homomorfismos de esquemas
asociados a los homomorfismos de anillos

k[S] — k[X,Y, Z)/1, k[T] — k[X,Y,Z]/1

dadas por S — [X]y T — [Y]. Por consiguiente, se trata de los homomorfismos
V(I) — A; dados por (z,y,2) — =y (z,y,2) — vy, respectivamente. En
términos de coordenadas homogéneas son

(z,y,z,w) — (z,w) v (x,y,z,w)— (y,w).
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Estos homomorfismos se extienden (necesariamente de forma tnica) a mo-
nomorfismos  —» P}, a saber, los dados por

pl(xvyazaw> = (ZL',U)) = (Zvy> y pg(x,y,z,w) - (va) = (’251')

Aqui usamos que la ecuacién zy — zw = 0 equivale a que la matriz

(v 3)

tenga determinante nulo, lo que justifica la igualdad de los puntos de coordena-
das homogéneas indicadas, con la caracteristica de que, para un punto arbitrario
(z,y,z,w) € @, a lo sumo uno de los dos vectores (z,w), (z,y) puede ser nulo,
luego p; siempre esta definida, e igualmente sucede con ps.

A partir de las proyecciones p1(P) = (u,v), p2(P) = (r, s) podemos recupe-
rar el punto (cerrado) P € @ como P = (us, vr, ur, vs). n

Pasemos ya a los resultados béasicos sobre homomorfismos proyectivos:

Teorema 4.32 Se cumplen las propiedades siguientes:
a) Las inmersiones cerradas son proyectivas.
b) Los homomorfismos proyectivos son estables bajo cambios de base.

¢) La composicion de homomorfismos proyectivos es un homomorfismo pro-
yectivo.

d) Si X — Z,Y — Z son homomorfismos proyectivos, el homomorfismo
estructural X Xz Y — Z también lo es.

e) Si la composicion de dos homomorfismos f : X — Y, g: Y — Z es
proyectiva y g es separado, entonces [ es proyectivo.

DEMOSTRACION: a) Si f : X — S es una inmersion cerrada, componién-
dola con el isomorfismo S = P% tenemos una inmersion cerrada X — P% que
cumple la definicion de homomorfismo proyectivo.

b) Si X — P% — S es un homomorfismo proyectivo y consideramos un
homomorfismo arbitrario Y — S, entonces tenemos

XXSY*)PTSIXSY*)SXSY,

donde el primer homomorfismo es una inmersiéon cerrada. Equivalentemente,
tenemos

X xgY — Py — Y,

luego el homomorfismo X xgY — Y es también proyectivo.
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c¢) Cosideremos dos homomorfismos proyectivos:

X ! Y g 7z
Py Py

En el diagrama siguiente, las flechas horizontales superiores son todas in-
mersiones cerradas (usamos en particular que Y es un esquema propio, luego
separado, sobre Z):

1, ixi’
XiX XyYAX X2Y$P$XZP%%P%

Pz

(Aqui r = mn+m+n.) La conmutatividad del diagrama hace que si llamamos

h a la fila superior (que es una inmersion cerrada), se cumple que fog = hop,

luego f o g también es proyectivo. Las propiedades d) y e) se siguen de 4.17.
|

Definicion 4.33 Si X; y X5 son dos esquemas definidos sobre un esquema S,
definimos la suma directa X1 ® X5 como el tnico esquema (salvo isomorfismo)
definido sobre S que puede expresarse como union disjunta de dos subesquemas
abiertos (luego también cerrados) isomorfos a X7 y Xa respectivamente.

Es facil enunciar y demostrar las propiedes basicas de esta suma de esquemas,
como por ejemplo el hecho de que distribuye a los productos:

(Xl@XQ) Xsy% (Xl XSY)@(XQ XSY).

Observemos ahora que en Pt = ProyZ[Xo, ..., Xm, Y0, ..., Ya] po-
demos definir los subesquemas cerrados

CIZV(YOV"aYn)ngLv CQZV(XOa"'aXm)gP%v

de modo que C; N Cy = V(Xo,...,Xm,Y0,...,Yn) = &. Esto implica que
tenemos una inmersion cerrada i : P2 ® P2 — P;"" . Si S es un esquema

arbitrario, de ella obtenemos a su vez una inmersion cerrada
P§ &P — PYTT.

En otras palabras, la suma de espacios proyectivos es un esquema proyectivo,
y de aqui se deduce inmediatamente que la suma de esquemas proyectivos es un
esquema proyectivo.

Puede probarse que existen conjuntos algebraicos completos que no son pro-
yectivos. Sin embargo, ambas clases de esquemas estan relacionadas:
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Teorema 4.34 (Lema de Chow) Sea X — Y wun homomorfismo propio,
donde Y es un esquema noetheriano. Entonces existen homomorfismos proyec-
tivos f y g que hacen conmutativo el diagrama siguiente:

!

X —=X
RN
Y
y un abierto denso U en X tal que f~1[U] — U es un isomorfismo.

DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que podemos reducir la prueba al
caso en que X es integro. El hecho de que Y sea noetheriano y el homomorfismo
de tipo finito implica que X también es noetheriano, luego tiene un nimero
finito de componentes irreducibles C1, ..., C,. Sea U, el complemento en C; de
la union de las restantes componentes. Entonces U; es un abierto denso en Cj.
Consideramos en C; la estructura de subesquema cerrado reducido en X (con
lo que cada C; es un esquema integro). Las restricciones C; — Y son también
propias, luego por el teorema para esquemas integros existen homomorfismos
proyectivos f; : Cf — Ci, g; : C/ — Y y abiertos U] C C; que cumplen el
enunciado.

Al componer con las inmersiones cerradas C; — X obtenemos homomor-
fismos proyectivos f; : C/ — X. Ahora basta llamar X' = C{ & --- @ C| y
considerar las extensiones f : X' — X, g : X' — Y. Es facil ver que [ y
g también son proyectivos y hacen conmutativo el diagrama del enunciado. Si
U/'=U,NU yU=U{U---UU/ C X, entonces U es denso en X y cumple el
enunciado.

Asi pues, partimos de un homomorfismo propio A : X — Y con Y noethe-
riano y X integro. Sean V C Y y U C h~![V] abiertos afines. Pongamos que
V = Esp B. Como h es de tipo finito, tenemos que Ox(U) es una B-algebra
finitamente generada. Un sistema generador con r elementos nos da un epi-
morfismo de algebras B[Xy,...,X,] — Ox(U), que a su vez determina una
inmersion cerrada i : U — A%, (definida sobre B, luego también sobre Y).

Por otra parte, la inmersién abierta V' — Y determina, por extensiéon de
constantes, una inmersion abierta Pz — P}, de la que obtenemos a su vez
una inmersion abierta Ay — Py. Combindndola con la anterior llegamos a
una inmersion U — P}, (definida sobre Y)).

Cubriendo Y con un ntimero finito de abiertos afines V' y cada h=*[V] por un
namero finito de abiertos afines U, obtenemos un cubrimiento finito {U;}; de X
de modo que para cada ¢ tenemos una inmersion U; — P%.. (Podemos tomar
el mismo r para todos ellos.) Por la propia definicién de inmersion, podemos
expresarla como composiciéon de una inmersiéon abierta U; — X; seguida de
una inmersién cerrada X; — P}. Consideramos a X; como esquema sobre
Y con el homomorfismo X; — P}y — Y y entonces es evidente que las dos
inmersiones estan definidas sobre Y. En particular, X; es un esquema proyectivo
sobre Y.
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Como X es irreducible, todos los abiertos U; son densos, al igual que lo es su
interseccion, a la que llamaremos U C X. Llamemos X* al producto (sobre Y)
de los esquemas X;, que es un esquema proyectivo sobre Y. Las inmersiones
abiertas ¥ : U — X y ¢; : U — U; — X, definen un homomorfismo
¢ : U — X xy X*. El teorema 2.33 nos da un esquema X' junto con un
homomorfismo ¢ : U — X’ y una inmersion cerrada X' — X Xy X*.

Como X es reducido, lo mismo le sucede a U, y entonces X’ también es re-
ducido. Aligual que antes, podemos considerar que X’ y ambos homomorfismos
estan definidos sobre Y. Llamemos g : X’ — Y al homomorfismo estructural.

La proyeccion X Xy X* — X se restringe a un homomorfismo f : X' — X
definido sobre Y (lo que equivale a la conmutatividad del diagrama del enun-
ciado). Observemos ahora que

$[U] = (U xy X*)N X',

En efecto, X’ es la clausura de ¢[U] en X xy X*, luego la igualdad anterior
equivale a que ¢[U] es cerrado en U Xy X*. Ahora bien, cuando consideramos
a ¢ como homomorfismo ¢ : U — U xy X*, vemos que es precisamente el
homomorfismo que define la grafica de (¢);) (teorema 4.18), y dicho teorema
afirma precisamente que ¢[U] es cerrado. M4s aun, en la prueba se ve que
¢ : U — U Xy X* es una inmersion cerrada, luego ¢ : U — ¢[U] es un
homeomorfismo.

La igualdad anterior se interpreta como que ¢[U] es la antiimagen del abierto
U xy X* por la inmersion cerrada X’ — X xy X*, luego tenemos una inmer-
sion cerrada ¢[U] — U Xy X*. Esto significa que la estructura de esquema en
@|U] visto como abierto en X’ es precisamente la tnica estructura de esquema
reducido que lo convierte en subesquema cerrado de U Xy X, pero esta es-
tructura puede obtenerse también transportando a través de ¢ la estructura de
esquema de U. Concluimos que ¢ : U — ¢[U] es un isomorfismo de esquemas.

Pero U xy X* =p~t[U] y f es la restriccion a X’ de la proyeccion p, luego
otra consecuencia de la igualdad anterior es que ¢[U] = f~1[U]. Ademas, por
definicion de ¢, tenemos que ¢ op = 1 en U, luego también ¢ o f = 1. Como
¢ es un isomorfismo, podemos concluir que f = ¢~! : f7HU] — U es un
isomorfismo de esquemas.

Falta demostrar que g : X’ — Y es proyectivo, lo cual implica inmediata-
mente que f también lo es. El que la inmersion cerrada X' — X xy X* esté
definida sobre Y se traduce en que g es composiciéon de esta inmersion con la pro-
yeccion p 1 X Xy X* — X* y con el homomorfismo estructural de X*. Basta
probar que la composicion X’ — X* de las dos primeras es una inmersion
cerrada, pues entonces g sera composiciéon de dos homomorfismos proyectivos.

Como ser una inmersién cerrada es una propiedad local en la base, basta
encontrar abiertos V; C X* cuyas antiimagenes cubran X’ y de modo que las
restricciones X’ N p~1[V;] — V; sean inmersiones cerradas. Tomamos concre-
tamente V; = pfl[Ui], donde p; : X* — X; es la proyeccion.
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En primer lugar observamos que el diagrama siguiente es conmutativo por
definicién de ¢:

P .

XxX*——X

¢ lpi
U— X,

i

K2

Considerando a 1; como una mera inclusion, esto implica la conmutatividad
de los diagramas siguientes:

p

PlU] — X* U] ——= X~
x lpi \ lpi
U

Tenemos asi que f y p o p;, vistos como homomorfismos f~1[U;] — X;,
coinciden sobre el abierto f~![U] (que es reducido porque X' lo es). Podemos
aplicar el teorema 4.16 para concluir que f = pop;, vistos como homomorfismos
en f~1[U;]. Concluimos que f~[U;] = p~*[p; ' [U:]] = p~*[Vi], luego los abiertos
p~1[V;] cubren X', como queriamos probar.

Llamemos X;‘ al producto (sobre Y') de los X, para j # i, de modo que
Vi=p U] = Ui xy X7, p Vil = X xy U; xy X/

Consideremos el homomorfismo U; Xy X;‘ — U; — X asi como su gréifica
Z; C X Xy U; xy X;‘ = p~1[Vi], que es cerrada por el teorema 4.18. Mas atin,
tenemos una inmersiéon cerrada V; — p~1[Vi] cuya imagen es Z;. Notemos
que V; es reducido porque lo es X*, luego la inmersiéon induce un isomorfismo
V; — Z; cuando en Z; consideramos la estructura de subesquema cerrado
reducido en p~1[V;]. Su inverso es claramente la proyeccion p : Z; — V;.

Por otra parte tenemos el diagrama conmutativo

Ui XyX;%X Xin XyX{k

s

U

del que deducimos que ¢[U] C Z;.

La situacioén es la que describe el esquema de la pagina siguiente. Observemos
que X' es la clausura de ¢[U] en X xy X*, luego X' Np~t[V;] es la clausura
de @[U] en p~1[Vi] y, puesto que Z; es cerrado en p~![V;], tenemos la inclusion
X' Np~tVi] C Z; reflejada en el diagrama.

La inmersion cerrada X’ — X Xy X* se restringe a una inmersion cerrada
X'Np~tV;] — p~1[Vi], considerando en la interseccion la estructura de subes-
quema abierto de X’. Esta inmersion se descompone en una composicion de
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inmersiones cerradas X' Np~t[V;] — Z; — p~1[V;], pues la tnica estructura
en X' Np~t[V;] de subesquema cerrado reducido de p~![V;] convierte a la inter-
seccion en subesquema cerrado reducido de p~1[V;], luego ha de ser la estructura
que ya estamos considerando.

X xy X* X

)
AT

Ahora es inmediato que p se restringe a una inmersion cerrada
X' np V] — Vi
|

Un enunciado equivalente del lema de Chow es que si X/S es un esquema
propio sobre S, entonces existe un esquema X'/S proyectivo sobre S y un ho-
momorfismo f : X’ — X definido sobre S que se restringe a un isomorfismo
fYU] — U, para cierto abierto denso U C X.

Este hecho permite en ocasiones extender a esquemas propios resultados
probados para esquemas proyectivos. Existen ejemplos de esquemas propios que
no son proyectivos. El teorema 4.37 proporciona un ejemplo de una propiedad
de los esquemas proyectivos que no es cierta en general para esquemas propios.

Definicion 4.35 Un homomorfismo de esquemas f : X — Y es cuasiproyec-
tivo si puede expresarse como composicion de una inmersién abierta de tipo
finito X — Z seguida de un homomorfismo proyectivo Z — Y. Un esquema
X/S es cuasiproyectivo si lo es su homomorfismo estructural.

Es claro que los conjuntos algebraicos cuasiproyectivos sobre un cuerpo k son
los esquemas cuasiproyectivos sobre Esp k en el sentido de la definiciéon anterior.
Todo homomorfismo proyectivo es cuasiproyectivo.

Teorema 4.36 Sea A un anillo, F C P’y un conjunto finito de puntos y Z un
subcongunto cerrado de P", disjunto con F. Entonces existe f € A[Xo,...,Xn]
homogéneo tal que Z CV(f) y V(f)NF = @.



136 Capitulo 4. Algunas clases de esquemas y homomorfismos

DEMOSTRACION: Pongamos que Z = V(I), donde I es un ideal homogéneo
de A[Xy,...,X,]. El conjunto F esta formado por un ndmero finito de idea-
les primos homogéneos p1,...,p,, ninguno de los cuales contiene a I. Por el
teorema [3.51] existe un f € I tal que f ¢ p;, para i = 1,...,r. Modificando
ligeramente la prueba podemos exigir ademas que f sea homogéneo. Es claro
que cumple lo pedido. [

Teorema 4.37 Sea A un anillo y X un esquema cuasiproyectivo sobre A. En-
tonces, todo subconjunto finito de X estd contenido en un abierto afin.

DEMOSTRACION: Tenemos que X es un abierto en un subesquema cerrado
Y C P%. Entonces Z =Y \ X es también cerrado en P’. Sea V(f) segun el
teorema anterior. Entonces F C D(f)NY = U, y el abierto U es cerrado en el
abierto afin D(f), luego U es un abierto afin. m

Teorema 4.38 Todo esquema cuasiproyectivo de dimension d sobre un anillo
noetheriano puede cubrirse con d+ 1 abiertos afines.

DEMOSTRACION: Sea X un esquema cuasiproyectivo de dimension d sobre
un anillo noetheriano A. Esto significa que podemos considerar a Xy como
un abierto en un subesquema cerrado de P’} y, concretamente, podemos tomar
como tal subesquema cerrado a su clausura X en P’ (con la estructura de
esquema dada por 2.33). Llamemos Z = X, \ Xo, que es un cerrado en P%.

Observemos que P’} es un espacio topolégico noetheriano, al igual que Xo,
al igual que Xy, luego X tiene un numero finito de puntos cuasigenéricos.
Por el teorema 4.36 existe fo € A[Xo,...,X,] tal que Z C V(fo) y V(fo) no
contiene a ningtn punto cuasigenérico de Xy, es decir, que no contiene a ninguna
de sus componentes irreducibles. Esto implica que X7 = Xo NV (fy) cumple
dim X; < dim Xy. Ademés X; es cerrado en X, luego también es un espacio
topologico noetheriano, y por otra parte Uy = Xg N D(fp) C X es abierto en
X, luego también en Xy, y con su estructura de subesquema abierto de X es
un subesquema cerrado de D(fy) (la inmersion cerrada X — P se restringe
a una inmersion cerrada X7 — D(fp)), luego es un esquema afin.

Ahora repetimos el argumento con X7, es decir, tomamos un f; tal que
Z C V(f1) y V(f1) no contiene a ningan punto cuasigenérico de X;. Esto hace
que Xo = X; NV(f1) cumpla que dim Xy < dim X; y U; = Xo N D(f1) C Xo
es un abierto afin.

Como la dimensién va disminuyendo, se ha de cumplir que dim X4 < 0, es
decir, que

d
Xa=XoN OV(fi) =2,
i=0
lo que implica que
d
X = 'UoUi.

2



4.5. Homomorfismos finitos 137

4.5 Homomorfismos finitos

Los homomorfismos finitos son otro ejemplo importante, junto a los homo-
morfismos proyectivos, de homomorfismos propios.

Definicién 4.39 Un homomorfismo de esquemas f : X — Y es finito si
para cada abierto afin V de Y el abierto f~![V] es afin y el homomorfismo
Oy (V) — Ox(f7'[V]) convierte a Ox(f~1[V]) en un Oy (V)-médulo fini-
tamente generado. Si en lugar de esta condiciéon de finitud se cumple que
Ox(f~![V]) es una extension entera de (la imagen de) Oy (V) diremos que
el homomorfismo f es entero.

Es evidente que todo homomorfismo finito es de tipo finito, pero no hemos
de confundir ambos conceptos, pues el segundo es mucho més restrictivo. Por
otra parte, por [3.58] todo homomorfismo finito es entero. En primer lugar
demostramos un teorema analogo a 4.2:

Teorema 4.40 Sea f: X — Y un homomorfismo de esquemas tal que eziste
un cubrimiento abierto afin Y = \JY; tal que cada f=1[Y;] es afin y Ox(f~1[Yi])

3
es un Oy (Y;)-mddulo finitamente generado (respectivamente, una extension en-
tera de Oy (Y;)). Entonces f es finito (respectivamente, entero).

DEMOSTRACION: Tomemos un abierto afin V en Y. Tal y como vimos en
la prueba de 4.2, podemos expresar V NY; como unién de abiertos V;x que son
principales tanto en V' como en Y;. Entonces f~![V] se expresa como uniéon de
los abiertos f~1[Vix].

Digamos que Vi = Dy, (hi), con h;r € Oy (Y;). Entonces se cumple que
S Vik] = Dy-1py;1(hly,), donde b, = f;f(hlk) € Ox(f~1[Yi]). Por consiguiente
Oy (Vik) = Oy (Yi)n, ¥ Ox(f~'[Vir]) = Ox(f~'[Yi])n:, . Estamos suponiendo
que Ox (f71Y;]) es un Oy (Y;)-mo6dulo finitamente generado (resp., una exten-
si6n entera de Oy (Y;)), luego claramente Ox (f~1[Vix]) es un Oy (Vi )-moédulo
finitamente generado (resp., una extension entera de Oy (Vix)).

Esto significa que la restriccion f~[V] — V esta en las hipotesis del teo-
rema y basta probar que es finita (resp., entera). Equivalentemente, podemos
suponer que Y es afin y que los abiertos Y; = D(h;) son principales (donde
h; € Oy (Y)). Sélo hemos de probar que X es afin y que Ox(X) es un Oy (Y)-
modulo finitamente generado (resp., una extension entera de Oy (Y)).

Notemos que, como Y es afin, es cuasicompacto, luego el cubrimiento Y;
puede tomarse finito. Por otra parte, el mismo argumento empleado en 4.2
demuestra que f es cuasicompacto. Los abiertos f~![Y;] son afines por hipotesis,
las intersecciones Y; NY; son afines (porque Y es afin), luego f~[Y;|Nf~1[Y;] =
F7HY; NY;] es unién de un ntmero finito de abiertos afines. Esto significa
que los abiertos f~![¥;] forman un buen cubrimiento afin de X, y podemos
aplicar el teorema 2.15. Concretamente, sea h; = f# (h;) € Ox(X). Entonces
f7HYi] = f7'Yh] = Xi, v en el siguiente diagrama las flechas horizontales
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son isomorfismos:

Ox(X) =—— 0x(X)

|

Estos homomorfismos de anillos inducen homomorfismos de esquemas que
forman también un diagrama conmutativo:

X ——EspOx(X)

|

Xp — Esp(Ox (X)n;)

La flecha horizontal inferior es un isomorfismo (para cada i), y queremos
probar que la flecha superior también lo es, pues entonces X sera afin. De
hecho, basta probar que la flecha superior es biyectiva, ya que al ser localmente
un isomorfismo esto ya implica que es un isomorfismo. Para ello observamos que
X ﬂXh/j es el abierto principal en X3, determinado por hf|x,,. Por otra parte,

cada Esp(Ox (X)) es el abierto principal en Esp Ox (X) determinado por hj,
luego Esp(Ox (X)n,) N Esp(OX(X)h;) es el abierto principal en Esp(Ox (X)n:)
determinado por h. Esto hace que el homomorfismo X, — Esp(Ox (X))
transforme la interseccién en la interseccién. De aqui se deduce facilmente que
el homomorfismo X — Esp Ox (X)) es biyectivo.

Ya tenemos probado que X es afin. Ahora el problema se puede expresar
en términos de anillos: si X = Esp A e Y = Esp B, tenemos un homomorfismo
¢ : B — Ay elementos h; € B tales que (hy,...,h,) = 1y, si hl = ¢(h;),
entonces cada Ah'i es un By,,-moédulo finitamente generado (resp., una extension
entera de Bp,;). Queremos probar que A es un B-moédulo finitamente generado
(resp., una extension entera de B).

Llamemos M al B-moédulo generado por los numeradores de los generadores
(finitos) de los modulos Ay, (resp., llamamos M a la clausura entera de B en
A). Basta probar que A = M.

En principio, es claro que cada a € A se expresa en la forma a = m;/h}",
para cierto m; € M y cierto natural n (que depende de a, pero podemos tomar el
mismo para todo i.) Por otra parte podemos expresar 1 = bih} +---+b.hl, con
b; € B. Elevando a rn obtenemos una expresién de 1 como combinacién lineal
con coeficientes en B de las potencias h*. Multiplicandola por a obtenemos
asi una expresion de a como combinacién lineal con coeficientes en B de los
h"a =m; € M, luego concluimos que a € M. [

Volveremos a tratar con homomorfismos enteros en el capitulo siguiente.
Ahora nos centramos en el estudio de los homomorfismos finitos y probamos
que satisfacen las propiedades usuales:
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Teorema 4.41 Se cumplen las propiedades siguientes:
a) Las inmersiones cerradas son finitas.
b) Los homomorfismos finitos son estables bajo cambios de base.
¢) La composicion de homomorfismos finitos es un homomorfismo finito.

d) Si X — Z,Y — Z son homomorfismos finitos, el homomorfismo es-
tructural X Xz Y — Z también lo es.

e) Si la composicion de dos homomorfismos f : X — Y, g:Y — Z es
finita y g es separado, entonces f es finito.

DEMOSTRACION: a) lo hemos visto de hecho en la prueba del teorema 4.4 y
¢) es inmediato.

Para probar b) partimos de un homomorfismo finito f : X — Y y de un
homomorfismo arbitrario g : Y/ — Y, y hemos de probar que la proyecciéon
X Xy Y — Y’ es finita. Exactamente igual que en la prueba del apartado
correspondiente de 4.3 podemos restringirnos al caso en que Y e Y’ son afines,
pero entonces X es afin porque f es finita, luego X xy Y’ también es afin.
Si X = EspA, Y = EspC, Y = EspB, tenemos que A es un C-modulo
finitamente generado y esto implica que A ®¢c B es un B-modulo finitamente
generado.

Los apartados d) y e) son consecuencia del teorema 4.17. L]

Ahora podemos probar:

Teorema 4.42 Los homomorfismos finitos son propios, y sus fibras son con-
juntos finitos.

DEMOSTRACION: Sea f : X — Y un homomorfismo finito. Vamos a
probar en primer lugar que es cerrado y que sus fibras son finitas. Para probar
que es cerrado basta tomar un abierto afin V' C Y y probar que la restriccién
f71V] — V es cerrada. Similarmente, para probar que la fibra de un punto
P €Y es finita basta tomar un entorno afin V' de P y considerar la misma
restriccion. Dicha restriccion es también finita, luego para probar ambas cosas
podemos suponer que Y es afin. Entonces X también lo es.

Pongamos que X = Esp B, Y = Esp A. Tenemos un homomorfismo de ani-
llos ¢ : A — B que convierte a B en un A-mo6dulo finitamente generado. Sea
N su nticleo y sea A" = A/N. Entonces podemos factorizar ¢ como composicion
de dos homomorfismos A — A’ — B. Esto se corresponde con una descom-
posiciéon de f en dos homomorfismos de esquemas X — X’ — Y, el segundo
de los cuales es una inmersiéon cerrada. Como el homomorfismo A’ — B es
inyectivo, podemos considerar a B como una extension de A’, y como B es fini-
tamente generado como A-modulo, también lo es como A’-modulo. El teorema
[3.58] implica entonces que la extension B/A’ es entera, el teorema [3.64] nos
da que las fibras del homomorfismo X — X’ son finitas y [3.63] nos da que
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es cerrado. Obviamente ambas propiedades se conservan al componerlo con la
imersion cerrada.

Para ver que f es separado hemos de ver que la diagonal A : X — X xy X
es una inmersion cerrada. Los abiertos f~1[V] xy f~1[V], donde V recorre los
abiertos afines de Y, son un cubrimiento del producto formados por abiertos
afines, y basta probar que la restriccion f=1[V] — f=L[V] xv f71[V] es una
inmersion cerrada, pero esto es consecuencia de que f~1[V] es separado sobre
V', ya que, por la finitud de f, ambos esquemas son afines.

Finalmente, sabemos que los homomorfismos finitos son cerrados y estables
bajo cambios de base, luego son universalmente cerrados. [

Entre los homomorfismos proyectivos, la finitud de las fibras caracteriza la
finitud:

Teorema 4.43 Sea f: X — Y un homomorfismo proyectivo y sea y € Y un
punto tal que la fibra f~1[y] sea finita, entonces y tiene un entorno V tal que la
restriccion f~Y[V] — V es finita. En particular, si las fibras de f son finitas,
entonces f es finito.

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que Y = Esp A
es afin. Consideremos una inmersiéon cerrada ¢ : X — Py tal que f sea la
composicién de i con el homomorfismo natural = : P{ — Y. Aumentando n
si es preciso podemos asegurar que existe un punto cerrado en Py que no esta
en f~1[y]. El teorema 4.36 nos da entonces un u € A[Xj,..., X,] homogéneo
de grado no nulo tal que el abierto afin U = D(u) C P% contiene a f~1[y].

Como f es un homomorfismo cerrado, tenemos que f[X \ U] es cerrado en
Y, v no contiene a y, luego existe un abierto afin V tal que

yeV Y\ fIX\Ul.

Equivalentemente, f~[V] = X N7~} [V] C U. Asf pues, la inmersion cerrada i
se restringe a una inmersion cerrada f~1[V] — PV, cuya imagen esta contenida
en el abierto afin PY, NU = D(ulpy ), luego f~![V] es un abierto afin en X.
Por otra parte, tenemos que f~1[V] es proyectivo sobre V', luego propio, y
el teorema 4.24 nos da que Ox (f~*[V]) es entero sobre Oy (V) y, como f es de
tipo finito, de hecho Ox(f~1[V]) es un Oy (V)-médulo finitamente generado.
Esto prueba que f~1[V] — V es finito. "

Observemos que todo homomorfismo de esquemas f : X — Y cuasicom-
pacto puede descomponerse como un homomorfismo denso X — X’ y una
inmersion cerrada X’ — Y (teorema 2.33). Esto vale en particular si f es un
homomorfismo finito, en cuyo caso el homomorfismo X — X’ también ha de
ser finito (por el teorema 4.41). Como es denso y cerrado, ha de ser suprayectivo.
Asi pues:

Teorema 4.44 Todo homomorfismo finito se descompone como un homomor-
fismo finito y suprayectivo sequido de una inmersion cerrada.
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Veamos un ultimo resultado:

Teorema 4.45 Si f : X — Y es un homomorfismo finito y suprayectivo entre
esquemas noetherianos, entonces dim X = dimY .

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que Y es afin (con lo que
X también lo es). Pongamos que X = EspB, Y = Esp A. Entonces f se
corresponde con un homomorfismo de anillos ¢ : A — B, que dota a B de
estructura de A-modulo finitamente generado. Sea N el nticleo de ¢ y A’ =
A/N. Entonces ¢ se expresa como composicion de un epimorfismo A — A’
seguido de un monomorfismo A’ — B, que nos permite considerar a A’ como
subanillo de B. El teorema [3.58] nos da que la extension B/A’ es entera,
luego el teorema [3.68] implica que dim B = dim A’. La descomposicion de ¢
se corresponde con una descomposicion de f en la forma X — X' — Y,
donde dim X = dim X’ y el homomomorfismo X’ — Y es una inmersion
cerrada. Como ha de ser suprayectiva, es un homeomorfismo, luego también
dim X’ = dim Y, y tenemos el teorema probado en este caso.

En el caso general tomamos un cubrimiento finito {U;}; de Y por abier-
tos afines. Entonces {f~![U;]}; es un cubrimiento de X por abiertos afines y
sabemos que dim f~}[U;] = dim U;. Entonces

dim X = maxdim f~[U;] = maxdim U; = dim Y.

4.6 Homomorfismos planos

Recordemos que un A-modulo M es plano si el funtor ® 4 M es exacto, y
que un homomorfismo de anillos A — B es plano si convierte a B en un A-
moédulo plano. Esta propiedad algebraica da lugar a una propiedad sobre los
homomorfismos de esquemas que resulta tener una interpretacion geomeétrica.
Los homomorfismos planos que vamos a definir y estudiar a continuacién pre-
sentan cierta uniformidad en sus fibras, en el sentido de que éstas comparten
caracteristicas comunes.

Definicién 4.46 Un homomorfismo de esquemas f : X — Y es plano en un
punto P € X si el homomorfismo f# : Oy,y(p) — Ox,p es plano. Diremos que
f es plano si lo es en todos sus puntos.

Veamos las propiedades elementales de los homomorfismos planos:

Teorema 4.47 Se cumplen las propiedades siguientes:

a) Un homomorfismo de anillos A — B es plano si y sélo si el homomor-
fismo de esquemas Esp B — Esp A es plano.

b) Las inmersiones abiertas son planas.
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¢) Los homomorfismos planos son estables por cambios de base.
d) La composicion de homomorfismos planos es plano.

e) El producto fibrado de homomorfismos planos es plano.

DEMOSTRACION: a) Es el teorema [A.5] para M = B.

b) Si f: X — Y es una inmersioén abierta, entonces los homomorfismos f;f
son isomorfismos, luego trivialmente son planos.

¢) Sea f: X — Y un homomorfismo plano e Y/ — ¥ un homomorfismo
arbitrario. Hemos de probar que p : X Xy Y’ — Y” es plano. Como el problema
es local podemos suponer que todos los esquemas son afines. Entonces se reduce
a que si un homomorfismo A — B es plano y A — C es arbitrario, entonces
C — B ®4 C es plano, pero esto es [A.1 ¢)].

d) Alreducir esta propiedad al caso afin se convierte en equivalente a [A.1 d)].

e)Si X — Y, X’ — Y’ son homomorfismos planos de esquemas definidos

sobre S, la estabilidad por cambios de base implica que X xgY — X' xgY,

X' 'xsY — X' xgY’ son planos y por d) también lo es X xgV — X' xgY".
|

Observemos que si k es un cuerpo, todo homomorfismo X — Espk es
plano, pues toda k-algebra es plana sobre k.

Teorema 4.48 Si X es un esquema localmente noetheriano, una inmersion
cerrada en X no es plana salvo que también sea abierta.

DEMOSTRACION: Consideremos una inmersiéon cerrada plana f: C — X,
sea P € C, sea V un entorno afin noetheriano de f(P) y sea U = f~1[V].
Entonces f|y : U — V es también una inmersion cerrada plana. Si V' = Esp A,
entonces existe un ideal I de A (finitamente generado) tal que f|y se corresponde
con la proyeccion A — A/I, que es plana, luego por el teorema [A.6] tenemos
que I = (e), donde €2 = 1. Sillamamos I’ = (1—e), entonces A = IQI', II' = 0,
luego f[U] =V (I) =V \V(I') es abierto en U. El punto P se corresponde con
un ideal B /I, de modo que f# se corresponde con

Ap — (A/D)ypyr = Agp/Ip = Asp,

pues e € P, luego 1 —e € A\P, luego Iy = 0. Asi pues, f;f es un isomorfismo.
Esto prueba que f es una inmersién abierta. [

Si el espacio imagen es irreducible, el teorema siguiente muestra mas clara-
mente por qué una inmersion cerrada no puede ser plana:

Teorema 4.49 Sea f : X — Y un homomorfismo plano con Y irreducible.
Entonces todo abierto no vacio de X tiene imagen densa en Y. Si X tiene
un ndmero finito de componentes irreducibles, cada una de ellas tiene también
imagen densa en'Y .
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DEMOSTRACION: Sea U # @ un abierto en X. Tomamos un abierto afin
en Y que corte a f[U] y basta probar que f[U] es denso en dicho abierto.
Equivalentemente, podemos suponer que Y es afin. También podemos reducir
U y suponer que es afin. El teorema 4.47 implica que f|y sigue siendo plano. Asi
pues, basta probar el teorema en el caso en que U = X es afin. Pongamos que
U=EspB,Y = EspA, de modo que [ se corresponde con un homomorfismo
plano A — B.

Sea ¢ el punto genérico de Y. Basta probar que £ € f[X] o, equivalentemente,
que la fibra genérica X¢ no es vacia. Sea N =rad0 C A. Entonces A/N es
reducido e irreducible, luego es un dominio integro y podemos considerar su
cuerpo de cocientes K. Observemos que £ = N, luego

k() = An/Ny = (A/N)o = K.
Como B es plano, tenemos un monomorfismo
B/NB =B ®a (A/N) — B®a K =B ®ak(§) =0x,(Xe).

Si la fibra genérica fuera vacia tendriamos que B = N B y todos los elementos
de B serfan nilpotentes, pero entonces X = Esp B = &, contradiccion.

Si X tiene un numero finito de componentes irreducibles, cada una de ellas
contiene un abierto no vacio, luego su imagen es densa por la parte ya probada.
|

El teorema siguiente no es trivial en absoluto, pues se apoya en [A.17]:

Teorema 4.50 Si f : X — Y es un homomorfismo de tipo finito entre es-
quemas localmente noetherianos, entonces el conjunto de los puntos donde f es
plano es abierto en X (tal vez vacio).

DEMOSTRACION: Sea f : X — Y un homomorfismo de tipo finito entre
esquemas localmente noetherianos y sea P € X un punto plano. Hemos de ver
que f es plano en un entorno de P. Podemos tomar un entorno afin noetheriano
V de f(P) y un entorno afin noetheriano U C f~![V] de P. Equivalentemente,
podemos suponer que X e Y son afines y noetherianos, digamos X = Esp B,
Y = Esp A, de modo que f esta determinado por un homomorfismo A — B
que convierte a B en una A-algebra de tipo finito.

Los puntos planos de f se corresponden con los ideales p € Esp B tales que
By, es plano sobre A,, donde q es la antiimagen de p en A. Ahora bien, como
Aq es plano sobre A, tenemos que si B, es plano sobre Ay, también es plano
sobre A y, reciprocamente, si By es plano sobre A entonces (By)q = By es plano
sobre Ay. En definitiva, el conjunto de puntos planos de f se corresponde con
el conjunto

U = {p € EspB | B, es plano sobre A},

que es abierto por el teorema [A.17]. n

Veamos un primer ejemplo del buen comportamiento de las fibras de un
homomorfismo plano:
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Teorema 4.51 Sea f : X — Y un homomorfismo plano en un esquema’Y con
un nudmero finito de componentes irreducibles. Si'Y es reducido (o irreducible o
integro) y las fibras cuasigenéricas de f son también reducidas (o irreducibles o
integras) entonces X es reducido (o irreducible o integro).

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que Y es irreducible con
punto genérico &, y que la fibra X, es irreducible. Entonces Z = 75 es un
cerrado irreducible en X. Su complementario U = X \ Z es abierto y £ ¢ f[U].
Ahora bien, f|y : U — Y es también un homomorfismo plano, y en la prueba
del teorema anterior hemos visto que £ € f[U]. La tnica posibilidad es que
U = g, luego X = Z es irreducible.

Supongamos ahora que Y es reducido. Como ser reducido es una propie-
dad local, podemos suponer que X = EspB, Y = Esp A, de modo que f se
corresponde con un homomorfismo plano A — B. Sean pq,...,p, los primos
minimales de A (que se corresponden con los puntos cuasigenéricos de V). Como
A es reducido, el homomorfismo canénico A — @(A/p;) es inyectivo.

Como B es plano sobre A, tenemos monomorﬁzsmos
B— @(B @ (Alp:) — B(B @4 k(b)) = BOx,, (Xp,):

Por hipotesis, cada anillo Oy, (Xy,) es reducido, luego B también lo es.

Teniendo en cuenta que un esquema es integro si y so6lo si es reducido e
irreducible, el tercer caso del enunciado es consecuencia inmediata de los dos ya
probados. [

Nos ocupamos ahora de la dimensién de las fibras de un homomorfismo
plano. Empezamos con un resultado local:

Teorema 4.52 Sea f: X — Y un homomorfismo entre esquemas localmente
noetherianos, sea P € X y Q = f(P). Entonces

dim OXQJJ Z dim OX,P — dim (91/_@
y si f es plano se da la igualdad.

DEMOSTRACION: Vamos a considerar los esquemas X' = X xy Esp Oy g,
Y’ = Esp Oy,q y la proyeccion ' : X' — Y’. Llamamos Q' = mg € Y. Por el
teorema 3.47, existe un punto P’ = Py € X' tal que f'(P’) = @', y se cumple
que Oy g = Oy,g, Ox’.pr = Ox,p, Xé?/ = X¢. Esto significa que basta probar
el teorema para f’, P’ y Q' (notemos ademés que si f es plano entonces f’
también lo es). Equivalentemente, podemos suponer que Y = Esp A, donde A
es un anillo noetheriano local, y que @ es su unico punto cerrado.

Razonaremos por induccion sobre la dimension de Y. Si dimY = 0 entonces
Q@ es el unico primo de A, y esta formado por sus elementos nilpotentes. Cla-
ramente dim Oy, = 0. Por otra parte, si U = Esp B es un abierto afin en X,
tenemos que

Ox,(Uq) = B®a (4/Q),
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y es facil definir un isomorfismo (B ®4 (A/Q))red = Bred- De aqui se sigue
que (XQ)red = Xred, luego dimOx, p = dimOx p. Asi pues, la relacion del
enunciado se cumple con igualdad.

Supongamos ahora que dimY > 1. Hagamos un nuevo cambio de base y pa-
semos a X' = X Xy Vieq, Y = Yiea y f' : X! — Y’. Razonando anélogamente
al caso anterior (cambiando @ por rad0 C A) concluimos que X/ ; = X;ed, por
lo que X y X’ son homeomorfos como espacios topologicos y podemos considerar
un punto P’ € X’ cuya imagen por f’ sea el punto Q' € Y’ que se corresponde
con @ y de modo que dim Oy pr = dim Ox p. También se conservan las fibras:

Xég/ =X Xy Y’ Xy k(Q/) ~ X Xy k(Q) = XQ7

y si f es plano también lo es f’. Equivalentemente, podemos suponer que Y es
reducido. El ideal @) no puede estar formado tnicamente por divisores de 0, ya
que en tal caso el teorema [3.43] nos daria que @ serfa un primo minimal de A
(v serfa el tnico, lo cual es imposible). Tomemos, pues, t € Q C A no nulo ni
divisor de cero. Por el teorema [4.58] tenemos que dim A/(¢) = dim A — 1.

Ahora consideramos Y’ = Esp(A4/(t)), X' = X xy Yy f' : X' — Y.
Llamamos Q' = Q/(t) € Y’'. Si U = Esp B es un entorno de P en X, tenemos
que U xy Y = Esp(B ®a4 (A/(t))) y es facil ver que B®4 (A/(t)) = B/(t),
donde ¢ € P es la imagen de ¢t por el homomorfismo A — B. Llamamos
P'=P/(t') €U xy Y’ C X/, de modo que f'(P’) = Q’. Ademas

Oxi.pr = (B/(t')pywy = Bp/(t') = Ox,p/(t).

Se cumple que dim O x/ pr > dim O x, p—1, pues la prueba de esta desigualdad
en el teorema [4.58] es elemental y no requiere la hipotesis de que ' no sea divisor
de cero. Més atin, si f es plano entonces Ox, p es plano sobre Ag, que a su vez
es plano sobre A, luego Ox p es plano sobre A. De aqui se sigue a su vez que
t’ no es un divisor de cero en Ox p, pues la multiplicacion por ¢ determina
un monomorfismo A — A que induce un monomorfismo Ox p — Ox p al
multiplicar por ® 4O x,p, y dicho monomorfismo es la multiplicacién por t'. Por
consiguiente, en este caso tenemos que dimOx/ pr = dimOx p — 1. Como en
los casos anteriores se comprueba que Xé, = X¢. Por hipétesis de induccion

dim oXéy pr > dimOx/ pr — dim Oy g,
y si f es plano se da la igualdad. Por lo tanto
dimOx,.p > dimOx p —1— (dimOy,p — 1) = dim Ox p — dim Oy,q,
y si f es plano se da la igualdad. L]
Para conjuntos algebraicos tenemos un resultado global:

Teorema 4.53 Sea f: X — Y un homomorfismo plano y suprayectivo entre
conjuntos algebraicos. Supongamos que Y es irreducible y que todas las com-
ponentes irreducibles de X tienen la misma dimension. FEntonces, para cada
Q €Y las componentes irreducibles de Xg tienen todas la misma dimension, y

dim Xg = dim X —dimY.
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DEMOSTRACION: Observemos que si X es un conjunto algebraico sobre k,
entonces X es un conjunto algebraico sobre k(Q), pues los homomorfismos de
tipo finito son estables bajo cambios de base.

Sea W una componente irreducible de Xg y tomemos un punto cerrado
P € W que no pertenezca a ninguna otra componente irreducible de Xqg. Por
el teorema anterior,

dim W = dim OW,p = dim OXQ,P = dim OXJD — dim OY,Q-
En la primera igualdad hemos usado [3.88 ¢)| y [3.79 f)], que nos dan también
dim Ox p = codimy{P} = dim X — dim { P},

dim Oy, = codimx {Q} = dimY — dim {Q}.

Por tltimo, como P es cerrado en W, también lo es en X, luego k(P) es
una extension finita de k(Q), luego, por 3.22,

dim {P} = grad. tr. k(P)/k = grad. tr. k(Q) /k = dim {Q}.

En resumen tenemos que dim W = dim X — dim Y. (]

Veamos un criterio til para reconocer homomorfismos planos. En el teorema
siguiente aparece la nocion de regularidad de un esquema, que estudiaremos en
el capitulo VII. Aqui s6lo necesitamos la pura definicion: Un esquema X es
regular si todos sus anillos locales Ox p son regulares (en el sentido de [5.8]).

Teorema 4.54 Sea f : X — Y un homomorfismo de esquemas, donde X es
localmente noetheriano e Y es integro, reqular y dimY = 1. Entonces f es
plano si y solo si la imagen de cada punto asociado de X es el punto genérico
de Y. En particular, si X es reducido, esto equivale a que cada componente
irreducible de X tiene imagen densa en Y .

DEMOSTRACION: Supongamos que f es plano. Observemos que todos los
puntos de Y distintos del punto genérico son cerrados. Tomemos un punto
P € X tal que Q = f(P) sea un punto cerrado y veamos que P no puede ser
un punto asociado de X.

Como Y esregular, el anillo Oy ¢ es regular y de dimension 1, luego por [5.17]
tenemos que es un dominio de ideales principales. Sea mg = (t). Ciertamente, ¢
no es un divisor de cero en Oy,q y, como f;f es plano, concluimos que fﬁé(t) emp
no es un divisor de cero en Ox p, luego [3.49] implica que P no es un punto
asociado de X.

Supongamos ahora la condicién del enunciado y veamos que f es plano.
Tomemos P € X y Q = f(P). Hemos de probar que f;f : Oy, — Ox,p es
plano. Si @ es el punto genérico de Y entonces Oy,g es un cuerpo y no hay nada
que probar. Supongamos, pues, que ¢ es un punto cerrado. El anillo Oy,g es
un dominio de ideales principales, luego segtun [A.8] basta probar que Ox p es
libre de torsion sobre Oy, p.
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En caso contrario, existe un y € Oy,q tal que f;f(y) es un divisor de cero
en Ox p. Ciertamente, y no puede ser una unidad, luego y € mg. Si mg = (¢),
también f7(¢) es un divisor de cero. Por el teorema [3.49] existe un primo
asociado p € EspOx, p tal que f;f(t) € p. Este ideal se corresponde con un
punto P’ € X tal que Ox p = (Ox p)p, luego [3.50] implica que mp: es un
primo asociado de Ox pr, luego P’ es un punto asociado de X. Vamos a probar
que f(P') = @ y asi tendremos una contradicciéon, pues f(P’) deberia ser el
punto genérico de Y.

Tomemos abiertos afines Q € V C Y, P € U C f~![V]. Entonces P’ € U,
porque P € {P'}. Digamos que V = Esp A, U = Esp B, con lo que f induce
un homomorfismo de anillos ¢ : A — B. Podemos identificar a P y P’ con
ideales primos P’ C P C B, de modo que ¢~ '[P] = Q. Ademas tenemos que el
homomorfismo Ag — Bp envia los elementos de Q a p = Pp, luego también
61Q] C P, luego Q € 671 [P'] € ¢~ 1[P] = @, luego f(P') = Q.

Si X es reducido, la condicién es que los puntos cuasigenéricos de X se
correspondan con el punto genérico de Y. Si W es una componente irreducible
de X, consideramos en ella la tinica estructura de subesquema cerrado reducido,
con lo que W es un esquema integro y f se restringe a fiy : W — Y. Sea
¢ el punto genérico de W, es decir, el punto que cumple W = {¢}. Por el
teorema 3.17 tenemos que f(§) es el punto genérico de YV si y solo si f[W] es
denso en Y. m

Asi, la proyeccion del ejemplo de la pagina 85 es plana, lo que muestra
que aunque X sea integro las fibras no tienen por qué ser todas reducidas.
Razonando analogamente con la ecuaciéon XY — T obtenemos una familia de
hipérbolas (irreducibles) excepto en 0, donde tenemos un par de rectas. Asi
pues, las fibras de un homomorfismo plano entre esquemas integros tampoco
tienen por qué ser todas irreducibles.

Terminamos con un resultado técnico que necesitaremos mas adelante:

Teorema 4.55 Sea S un esquema localmente noetheriano, sea f : Z — X
una inmersion cerrada en un esquema localmente noetheriano X/S de modo
que Z/S es plano. Sea s € S tal que f induzca un isomorfismo Zs = X,.
Entonces existe un abierto Zs C U C Z tal que f|ly : U — X es una inmersion
abierta.

DEMOSTRACION: Tomemos un abierto afin noetheriano s € U C S. Es
claro que f se restringe a una inmersion cerrada f : 7 [{U] — 7/~1[U] con las
mismas fibras Z, y Xs. Por lo tanto, podemos suponer que S = Esp A es un
esquema afin, donde A es un anillo noetheriano.

Basta probar que f se restringe a una inmersiéon abierta en un entorno de
cada punto z € Zs, luego podemos tomar un abierto afin noetheriano tal que
f(z) € U C X y trabajar con la restriccion f~[U] — U, pues entonces el
isomorfismo Z x g k(s) — X x g k(s) se restringe claramente a un isomorfismo
fﬁl[U] X5 k(s) — U Xg k(s)
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Equivalentemente, podemos suponer que X = Esp B es afin, donde B es
un anillo noetheriano, y entonces Z = Esp(B/I), donde I es un ideal de B.
Tenemos homomorfismos

B——=B/I

e

A

de modo que B/I es plano como A-mddulo. El punto s se corresponde con un
ideal p € Esp A y la hipotesis sobre las fibras se traduce en que el homomorfismo

B®ak(p) — (B/I)®a k(p)

es un isomorfismo. El punto z se corresponde con un ideal 3/1 € Esp(B/I) tal
que PN A =p. Ahora observamos que

By ®a, k(p) = B®a Ap ®a, k(p) = B4 k(p),

e igualmente (B/1), ®a, k(p) = (B/I) ®4 k(p). El isomorfismo anterior nos da
que el homomorfismo natural

By @4, k(p) — (B/1)p ®a, k(p)
es también un isomorfismo. De la sucesion exacta
0— I, — By, — (B/I), —0
se deduce la sucesion exacta
0= Tory* (B/D)p, k(p)) — I, ®a, k(p) — By @4, k(p) — (B/D)p @, k(p),

donde el grupo de torsion es nulo porque el moédulo (B/I), es plano sobre A,
(teorema [A.3]). Como el ultimo homomorfismo es en realidad un isomorfismo
resulta que I, ®4, k(p) = 0. No podemos aplicar el lema de Nakayama porque
I, no es finitamente generado como Ap-médulo. Ahora bien, tenemos homo-
morfismos B, — By y k(p) — k() que nos permiten multiplicar:

0= By ®p, Iy @a, k(p) @rp) k(P) = Iy @4, k(P),

y el epimorfismo natural Iy ®4, k(B) — Ip @B, k(P) nos permite concluir
que Iy Qpy, kE(P) = 0. Ahora si que podemos aplicar el lema de Nakayama,
que nos da que Iy = 0. Teniendo en cuenta que I es un B-médulo finitamente
generado, es claro que existe un f € B\ P tal que Iy = 0. Por consiguiente, la
sucesion exacta

0— It — By — (B/I)f —0

implica que By — (B/I); es un isomorfismo o, equivalentemente, que la in-
clusion Z N D(f) — D(f) C X es un isomorfismo de esquemas. En definitiva,
la inmersion Z — X se restringe a una inmersién abierta en un entorno del
punto z € Z prefijado. [



Capitulo V

Haces coherentes

En este capitulo estudiaremos los modulos sobre un esquema. Veremos que
si X = Esp A es un esquema afin, una construccion analoga a construccién de
la estructura de esquema sobre X nos permite asociar un O x-modulo M a cada
A-mo6dulo M. Si X es un esquema arbitrario, los haces cuasicoherentes sobre X
seran los que localmente tienen esta forma, y al anadir una condicién de finitud
obtendremos el concepto de haz coherente.

5.1 Haces cuasicoherentes

Del mismo modo que cada anillo A tiene asociado el esquema X = Esp A,
vamos a ver ahora como asignar a cada A-modulo M un O x-moédulo de forma
natural.

Definicién 5.1 Sea A un anillo y M un A-mdédulo. Definimos el haz asociado
a M en X = Esp A, como el Ox-moédulo M construido como sigue: Para cada
abierto U C Esp A definimos M (U) como el conjunto de todas las aplicaciones

s:U— P M,
pelU

tales que para cada p € U se cumple que s(p) € M, y existen m € M, f € A
y un entorno p € V' C U tales que para todo q € V se cumple que f ¢ qy
s(q) =m/f. - -

Podemos considerar a M (U) como grupo abeliano de forma natural y M
es un haz en Esp A con las restricciones definidas de forma natural. Més atn,

teniendo en cuenta la definicién 2.3 es inmediato que M admite una estructura
natural de O x-mo6dulo.

La prueba del teorema siguiente es una modificaciéon obvia de la prueba del
teorema 2.4:

Teorema 5.2 Si A es un anillo, M un A-mddulo y X = Esp A, entonces:

149
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a) Para cada p € X, se cumple que Mp = M,.
b) Para cada a € A, se cumple que ]T](D(a)) =~ M,.
¢) En particular, M(X) = M.

Maés precisamente, a través de estos isomorfismos las restricciones y los homo-
morfismos M (D(f)) — M, se corresponden con los homomorfismos naturales.

Notemos que si X = Esp A y consideramos M = A, entonces M = 0y.

Se comprueba facilmente que cada homomorfismo de modulos f: M — N
induce de forma natural un tnico homomorfismo f : M — N que, a través de
los isomorfismos del teorema anterior, se corresponde con los homomorfismos
naturales entre las localizaciones. Reciprocanflvente, si f: M — N esun
homomorfismo de O x-moédulos, ha de ser f = fx.

Maés en general, si X = Esp A, M es un A-mo6dulo y M es un O x-modulo,
entonces cada homomorfismo ¢ : M — M(X) induce un homomorfismo de
haces ¢ : M —s M de la forma siguiente: para cada f € A, al componer ¢ con
la restriccion obtenemos un homomorfismo M — M(D(f)) que induce a su
vez un homomorfismo M (D(f)) = My — M(D(f)), vy estos homomorfismos
inducen el homomorfismo indicado.

Teorema 5.3 Sea X = Esp A un esquema afin.

a) Si{M,;}; es una familia de A-mddulos, entonces
@M, = DM,

b) Una sucesion de A-mddulos L — M — N es exacta si y sdlo silo es la
sucesion de O x-modulos L — M — N.

c) Si M y N son dos A-mddulos, entonces M @4 N = M@ox N.

d) Si N es un submddulo de N, entonces MN/N = M/N

DEMOSTRACION: a) es inmediato a partir de las definiciones.

b) Si L — M — N es exacta, entonces también lo son las sucesiones
L, — M, — N,, para cada p € Esp A (teorema [3.2]) y esto equivale a que
la sucesion de O x-modulos es exacta. El reciproco es consecuencia inmediata
del teorema [3.11].

c) Sea L = M ®4 N. Para cada abierto principal D(a) de X tenemos un
isomorfismo natural de A,-moédulos

L(D(a)) = (M @4 N)o = (M @4 N) @4 Ag = (M @4 Ag) @4, (N @4 Aq)

> M, ®4, No = M(D(a)) ®0, (D(ay) N(D(a)).



5.1. Haces cuasicoherentes 151

Estos isomorfismos son compatibles con las restricciones, luego inducen un
isomorfismo L = M ®¢, N.

d) Por b) tenemos la sucesion exacta

e~

OHN—MW—)M/NHO,

de la que se deduce el isomorfismo indicado. [

Podriamos definir un haz cuasicoherente en un esquema X como un Ox-
modulo M con la propiedad de que cada punto de X tiene un entorno afin
U tal que M|y =2 M, para cierto Ox(U)-modulo M, pero vamos a dar otra
definicién valida para espacios anillados arbitrarios, y demostraremos esto como
una caracterizacion en el caso de haces sobre un esquema.

Definicién 5.4 Sea (X, Ox) un espacio anillado y sea M un O x-modulo. Di-
remos que M es un haz cuasicoherente si cada punto de X tiene un entorno
abierto U para el que existe una sucesion exacta de O x-modulos

ng|U — Og;])|U — MlU — 0,

donde 0 = @ 0.

el

Por ejemplo, es inmediato que el propio Ox es un haz cuasicoherente en
X, pues basta tomar la sucesion formada por la identidad en Ox. El ejemplo
fundamental es el siguiente:

Teorema 5.5 Si X = Esp A es un esquema afin y M es un A-mddulo, entonces
M es un haz cuasicoherente.

DEMOSTRACION: Podemos formar una sucesion exacta
K—L-—M-—0

donde K y L son A-modulos libres. Entonces K = A()| luego K = ng, e

. ~ J .. . .,
igualmente L = Og() y la sucesién exacta induce una sucesiéon exacta de Ox-
modulos en las condiciones de la definicion de haz cuasicoherente. [

Para llegar a la caracterizaciéon que hemos anunciado necesitamos un resul-
tado técnico:

Teorema 5.6 Sea M un haz cuasicoherente en un esquema X. Supongamos
que X es noetheriano o, alternativamente, que es separado y cuasicompacto.
Entonces, para cada f € Ox(X), el homomorfismo candnico

M(X); — M(X) ®ox(x) Ox (X)) — M(Xy)

es un isomorfismo.
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DEMOSTRACION: Recordemos que, segtin 2.14,
Xf:{P€X|fp€O}B:Op\mp}.

Las hipotesis sobre X aseguran que éste tiene un buen cubrimiento afin, y
entonces sabemos que Xy es un abierto en X tal que la restriccién induce un
isomorfismo j : Ox(X)y — Ox(Xy). El segundo homomorfismo de la sucesion
del enunciado es el dado por m ® a + j(a)m|x;.

Vamos a probar que cada punto P € X tiene un entorno abierto U tal

que el homomorfismo canénico ¢ : M(U) — M|y es un isomorfismo (el dado
por ¢p(s)(m/s") = mlp)/s", para m € M(U), s € Ox(U)). Por hipotesis
podemos tomar U afin de modo que existe una sucesién exacta

Og‘(l)|U i> ng|U i) M|U — 0.

e~

Observemos que los dos primeros médulos son Ox(U)) y Ox(U)U), luego

8= EU, por lo que el prehaz (Im 8)~ = Im By es ya un haz. Esto significa que
la sucesion

Ox ()Y 2% 05 (@)D 2% M(U) — 0

es exacta en Oy (U)), aunque no necesariamente en M(U). Sea M = Imay,
de modo que la sucesion

Ox(U)D L% 04 (@)D 2% a1 — 0
si que es exacta. Por el teorema anterior induce una sucesioén exacta
0Py 5 0Py 2% M — 0.

Claramente tenemos un diagrama conmutativo

o1y —= 0Py M 0
N R
0|y —= 0P |v Mo 0

en el que las dos primeras flechas verticales son la identidad. Para cada P € U,
al localizar obtenemos un diagrama similar con filas exactas que prueba que ¢p
es un isomorfismo, luego ¢ es un isomorfismo.

Podemos tomar un buen cubrimiento afin de X formado por abiertos U;
tales que M(U;) = Mly,. Sea V; = U; N Xy = D(f|y,). Observemos que
el isomorfismo ¢p(ys, ) + M(Ui)y — M(V;) es precisamente el isomorfismo
canodnico descrito en el enunciado para U; en lugar de X.
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El mismo razonamiento que en la prueba del teorema 2.15 nos da un dia-
grama conmutativo con filas exactas

0 —— M(X) s — PMUi); —= BM(U; N Uj)¢

N T

0 —— M(X;) — DM(Vi) AM(V:NVj)

%]

Las flechas verticales son los homomorfismos candénicos descritos en el enun-
ciado. Sabemos que la central es un isomorfismo. Por consiguiente a es inyec-
tiva. Ahora bien, M|UmUj es un haz cuasicoherente en el esquema U; N Uj, y
ambos cumplen las mismas hipotesis que M y X. Ademas V;NV; = (U;NU;);.
Por consiguiente, § también es inyectiva, lo que implica que « es un isomorfismo.

|

Finalmente tenemos la caracterizacién natural de los haces cuasicoherentes
sobre un esquema;

Teorema 5.7 Sea X un esquema y M un Ox-mddulo. Entonces M es un
haz cuasicoherente si y sdlo si para todo abierto afin U de X se cumple que

My =M(U).

DEMOSTRACION: La definicion de haz cuasicoherente es local y los médulos

M(U) son cuasicoherentes, luego si se dan los isomorfismos indicados es que M es
un haz cuasicoherente. Reciprocamente, si M es cuasicoherente y U es un abierto
afin, entonces U es cuasicompacto y separado luego, por el teorema anterior,
para cada f € Ox(U), se cumple que M(U) s = M(D(f)). Los isomorfismos son
consistentes con las restricciones. En efecto, si D(f) C D(g), entonces f™ = ag
y los diagramas siguientes conmutan:

MU)g —— M(D(9))

T

M(U) § ——=M(D(g)); —=M(D(/))

(La composicién de la segunda fila horizontal es el isomorfismo canénico.)
—~

Por consiguiente tenemos un isomorfismo M(U) = M|y . n

En particular vemos que los haces cuasicoherentes sobre un esquema afin
X = Esp A son exactamente los de la forma M, donde M es un A-moédulo.

Ahora es evidente que la suma directa y el producto de una familia de haces
cuasicoherentes sobre un esquema X es también cuasicoherente. El producto
tensorial de dos haces cuasicoherentes M y N es cuasicoherente. Mas atn, para
cada abierto afin U en X se cumple que

M@0y N)(U) = MU) @0 @) N(U).



154 Capitulo 5. Haces coherentes

Similarmente, si N es un subhaz de M entonces M/N es cuasicoherente y,
para cada abierto afin U de X tenemos que (M/N)(U) = M(U)/N(U).

También es facil ver que el nicleo y la imagen de un homomorfismo entre
dos haces cuasicoherentes son haces cuasicoherentes. Para imagenes inversas
tenemos el teorema siguiente:

Teorema 5.8 Sea f : X — Y un homomorfismo de esquemas y M un haz
cuasicoherente en Y. Entonces f*(M) es cuasicoherente y para cada abierto
afin V.CY y cada abierto afin U C X tal que f[U] CV, se cumple que

FrOOU) =M(V) @oy vy Ox (V).
DEMOSTRACION: Sea g : U — V la restriccion de f. Es facil ver que
M)y = g*(M]y), luego podemos suponer sin pérdida de generalidad que
X=U=EspB,Y =V =Esp A. Consideremos una sucesion exacta
K-L-2My)—o0
en la que K y L son A-modulos libres. Esta determina una sucesion exacta
K—L—M— 0,
la cual determina a su vez una sucesiéon exacta
FHR) — (L) — () — 0.
(La exactitud se comprueba considerando las sucesiones en los anillos locales.)

Es facil ver que f* conmuta con las sumas directas. Tenemos que K = A
luego K = Og}]) y f*(K) = Ogg), e igualmente f*(L) = ng. Esto prueba
que f*(M) es cuasicoherente, lo que implica a su vez que tenemos una sucesion

exacta

Se comprueba que el primer homomorfismo es o ® 1, y también tenemos la
sucesion exacta

K@oasB3 Loy B— M(Y)®4B — 0,

de donde se sigue que f*(M)(X) = M(Y) ®o, (v) Ox(X), como habia que
probar. [

Nota Aunque aparentemente el isomorfismo que hemos construido en la prue-
ba del teorema anterior depende de la eleccion de K, L y de los homomorfismos,
es facil ver que para cada P € U tenemos el diagrama conmutativo

FrOOU) —=M(V) @0y (v) Ox(U)

| |

frM)p —— Myp) @0y, 5py OX.P
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donde la flecha inferior es el isomorfismo canoénico. Esto determina completa-
mente el isomorfismo del teorema anterior. [

Para imagenes directas la situacion es la siguiente:

Teorema 5.9 Sea f : X — Y un homomorfismo de esquemas y M un haz
cuasicoherente en X . Si X es noetheriano o bien f es separado y cuasicompacto,
entonces f«(M) es cuasicoherente.

DEMOSTRACION: Si U C Y es un abierto afin y g : f~ U] — U es la
restriccion de f, es claro que f.(M)|y = ¢g.(M|y), luego podemos suponer que
Y es afin, asi como que X es noetheriano o bien separado y cuasicompacto.
Esto nos permite aplicar el teorema 5.6:

Sea g € Oy (Y) y sea ¢’ su imagen en Ox(X). Entonces

y estos isomorfismos conmutan con los restricciones, luego f. (M) = f.(M)(Y).

Veamos un primer ejemplo del interés de los haces cuasicoherentes:

Teorema 5.10 Si X es un esquema y (Z,1) es un subesquema cerrado, entonces
el niicleo de i% es un haz cuasicoherente de ideales de Ox. La correspondencia
(Z,i) = N(i*) biyecta los subesquemas cerrados de X con los haces cuasicohe-
rentes de ideales de Ox.

DEMOSTRACION: Tenemos que it* Oy — i+(0z) es un homomorfismo
de haces de anillos. Tomemos un abierto afin U C X. Entonces la restric-
cion il;-1y) : i U] — U es una inmersion cerrada y el teorema 2.21 nos
da que i~'U] es afin y existe un ideal I C Ox(U) de modo que i|;-1y) es,
salvo isomorfismo la aplicacion descrita en el teorema 2.20, con lo que, en par-
ticular, para cada g € Ox(U) se cumple que N(i#)(U,) = I,. Esto implica que

N(i#)|y = T = N(i#)(U). Asi pues, N(i#) es ciertamente un haz cuasicoherente
de ideales de O x.

El teorema 2.18 (con los hechos precedentes) prueba que la correspondencia
(Z,i) + N(i*) biyecta los pares (salvo isomorfismo) (Z,i), donde Z es un
espacio anillado local e i : Z — X una inmersion cerrada de espacios anillados,
con los haces de ideales de Ox. Ya hemos probado que si Z es un esquema
entonces N(i#) es un haz cuasicoherente. Ahora suponemos que J = N(i#) es
cuasicoherente y hemos de probar que Z es un esquema. Componiendo con
un isomorfismo podemos suponer que Z = V(J) y que la estructura de espacio
anillado es i~ 1(0x /7).

Cada punto de Z tiene un entorno de la forma i ~![U], donde U es un abierto
afin en X. Basta probar que i~1[U] es un esquema afin, pero la estructura de
espacio anillado en i~ [U] es i 71 (O x|y /JI|v). Equivalentemente, podemos supo-
ner que X es un esquema afin. Como J es cuasicoherente, ha de ser de la forma
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J= f, para un cierto ideal I de O(X), que determina por el teorema 2.20 un
subesquema cerrado (Z’,i") de X cuyo haz de ideales asociado es precisamente J.

Sabemos que los haces de ideales se corresponden biunivocamente con las
inmersiones cerradas de espacios anillados en X, luego (Z,i) = (Z',i'), luego Z
es un esquema. n

Si A es un anillo y M es un A-moédulo, la construccion del haz M es el
analogo para modulos de la construccion de la estructura de esquema sobre
Esp A. Ahora vamos a introducir el analogo para modulos de la construcciéon
de los esquemas Proy A.

Definicion 5.11 Consideremos un anillo graduado A y sea M un A-moédulo
graduado:

A= @A, M=@M,

n>0 nez

Llamemos X = ProyA.

Para cada p € ProyA, recordemos (definicion 2.5) que S, es el conjunto
de los elementos homogéneos de A que no estan en p y que Ay, es el subanillo
de S&%A formado por las fracciones cuyo numerador es homogéneo del mismo
grado que el denominador. Similarmente definimos M,y como el subgrupo de
S(_p;M formado por las fracciones cuyo numerador es homogéneo del mismo

grado que el denominador, es decir, los elementos de M, son de la forma m/s,
donde m € Mgy s € Ag\ p. Claramente es un A,)-modulo.

Igualmente, si f € A es homogéneo de grado no nulo, Ay) es el subanillo de
Ay formado por las fracciones cuyo numerador es homogéneo del mismo grado
que el denominador, y ahora definimos M) como el submédulo analogo de Mj.

Para cada abierto U C ProyA, definimos M (U) como el conjunto de todas
las aplicaciones

f:U—) @M(p)
pelU

tales que para cada p € U existe un abierto p € V C U y elementos m € My,
s € Ag tales que para cada q € V se cumple que s & qy f(q) = m/s € M.

Es claro que M es un haz sobre X con las restricciones naturales. Mas atn,
teniendo en cuenta la definicion de la estructura de esquema en X = ProyA, es
claro que M tiene una estructura natural de O x-moédulo.

Teorema 5.12 Sea A un anillo graduado y M un A-mddulo graduado. Sea
X = ProyA.

a) Para cada p € A se cumple que Mp = Mp)-

b) Si f € A es homogéneo de grado no nulo, entonces M|D(f) = ]/\jz?) (donde
el haz de la derecha es el definido en la seccion anterior).

¢) M es un haz cuasicoherente en X.
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DEMOSTRACION: La prueba de a) y b) es idéntica a la del teorema 2.6. Re-
cordemos que, precisamente por dicho teorema, D(f) = Esp A(). En principio

—

M(sy es un haz sobre Esp Ay, pero lo consideramos como un haz sobre D(f) a
través de dicho isomorfismo.
El apartado c) es una consecuencia inmediata de b). "

Observemos que, en las condiciones del teorema anterior, si

N= & M,,

n>ngo

para cada f € A homogéneo, se cumple que M) = Ny , por lo que M=N.

Vemos asi que, al contrario de lo que sucede en el caso afin, el haz M no
determina el A-moédulo M.

Analogamente a lo que sucede en el caso afin, (bajo ciertas hipotesis natu-
rales sobre el anillo graduado A) sucede que todo haz cuasicoherente sobre un
esquema Proy A es de la forma M , para cierto A-moédulo graduado M, pero esto
no es evidente en absoluto y pospondremos la demostracion. Terminaremos esta
seccidon con algunos resultados técnicos sobre los haces M y los homomorfismos
entre ellos.

Definicion 5.13 Si A es un anillo graduado y f : M — N es un homo-
morfismo de A-mo6dulos graduados (de grado 0, es decir, un homomorfismo que
cumple f[M;] C N; para todo i € Z), es claro que f induce un homomorfismo de
haces f ‘M — N completamente determinado por que, para todo p € ProyA,
el homomorfismo fp : M(y) — Ny es el homomorfismo inducido por f.

Teorema 5.14 Si A es un anillo graduado y M — N — P es una sucesion
exacta de_homomorfismos graduados entre A-mddulos graduados, entonces la
sucesion M — N — P también es exacta.

DEMOSTRACION: Sea d >0y f € Ay. Entonces la sucesion
My — Ny — Py
es exacta, de donde se sigue que también lo es
My — Ny — Py,

pues si un elemento b/f™ € N tiene imagen nula, entonces tiene una anti-
imagen a/f™ € Mj. Si llamamos « al primer homomorfismo, esto significa
que f"‘”“a(a) = fm+Fkp, para cierto k. Descomponiendo a en componentes
homogéneas e igualando las componentes de grado d(m+n+ k), obtenemos que
f"**a(a’) = fm**b, donde a’ es la componente homogénea de a de grado dm.
Esto implica que a(a’/f™) =b/f", y o'/ f™ € M.

Esto implica a su vez la exactitud de la sucesion

My — Nigy — gy,
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que claramente se corresponde con
M|psy — Nlpry — Plpep)

Como los abiertos D(f) cubren Proy A, concluimos que la sucesion del enun-
ciado es exacta. L]

Si A es un anillo graduado y M, N son dos A-médulos graduados, para cada
d € Z definimos (M ® 4 N )4 como el subgrupo de M ®4 N generado por los
tensores m @ n tales que m € M,, n € Ny y r+ s = d. Es inmediato que
Ag(M @4 N)ar C (M ®4 N)gta, lo que nos permite definir una estructura
natural de A-moédulo graduado en la suma directa (externa)

(%(M@AN)d.

A su vez, es claro que podemos definir un homomorfismo de A-mdédulos

M@aN— @(MosN)g,
dez

que tiene un inverso obvio, luego se trata de un isomorfismo. En definitiva, la

suma, directa es interna y tenemos una estructura de A-moédulo graduado en
M ®a N.

Teorema 5.15 Sea A un anillo graduado generado (como Ag-algebra) por ele-
mentos de Ay, sea X = ProyA y sean M y N dos A-mddulos graduados. En-

toncesM@AN%M@)oX N.

DEMOSTRACION: Bajo la hipdtesis sobre A tenemos que X esté cubierto
por los abiertos D(f), donde f € A;.

Veamos que si f € Ay entonces (M ®4 N)(f) = My ®A N(sy. Podemos
definir de forma natural un epimorfismo 7 : M) ®ay Nipy — (M ®a N) (-
Ahora definimos pys : M — M) mediante

ien [t

Es claro que se trata de un homomorfismo de grupos y satisface la relacion

pm(m)

a
pa(am) = FpM(m), donde a € A,.

En particular pas(f"m) = par(m). Igualmente definimos py : N — Np).

Se comprueba sin dificultad que pps y py inducen un homomorfismo de grupos

piM@AN— M) @a, Ny
dado por p(m ®n) = papr(m) ® py(n). Finalmente p induce un homomorfismo

p:(M®&aN)iyy — My ®a, Ny dado por p(x/f") = p(x). Es inmediato
que i o0 p =1, por lo que ¢ es un isomorfismo.
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Seguidamente observamos que

(M ®a N)(D(f)) = (M ®a N)y = My @a,, Nip

= M(D(f)) ®o(p(s)) N(D(f)) = (M @0, N)(D(f)),

y es facil ver que estos isomorfismos conmutan con las restricciones, luego de-
terminan el isomorfismo del enunciado. m

Muchos resultados sobre esquemas de tipo Proy A requieren, como es el caso
del teorema anterior, que el anillo graduado A esté finitamente generado (como
Ap-algebra) por elementos de A;. Esto lo cumplen los anillos de polinomios
(con un numero finito de indeterminadas) y, més en general, los cocientes de
anillos de polinomios sobre ideales homogéneos, que son los tinicos ejemplos que
nos van a interesar.

5.2 Haces coherentes

El concepto de haz coherente sobre un esquema resulta de anadir una condi-
cién de finitud al concepto de haz cuasicoherente. En realidad conviene discutir
dos condiciones de finitud relacionadas, que, al igual que hemos hecho con la
nocioén de haz cuasicoherente, las presentamos aqui en el contexto general de los
espacios anillados. A continuacién vemos que para haces sobre esquemas local-
mente noetherianos son equivalentes y pueden caracterizarse por una condiciéon
mucho mas simple:

Definicién 5.16 Sea X un espacio anillado y M un O x-médulo. Diremos que
M es finitamente generado si cada P € X tiene un entorno abierto U tal que
existe un homomorfismo suprayectivo O% |y — M|y, para un n > 1. Diremos
que M es coherente si es finitamente generado y ademas, para cada homomor-
fismo en estas condiciones, su nucleo es también un Ox-moédulo finitamente
generado.

Las dos nociones que acabamos de introducir son locales, y en todos los casos
que nos van a interesar son equivalentes:

Teorema 5.17 Sea X un esquema y M un haz cuasicoherente en X. Conside-
remos las propiedades siguientes:

a) M es coherente.
b) M es finitamente generado.

¢) Para cada abierto afin U de X, el mddulo M(U) es finitamente generado
sobre Ox (U).

Se cumple que a) = b) = ¢), y si X es localmente noetheriano entonces las
tres son equivalentes.



160 Capitulo 5. Haces coherentes

DEMOSTRACION: Claramente a) = b). Supongamos ahora que M es finita-
mente generado y sea U un abierto afin de X. Entonces U puede cubrirse por
un namero finito de abiertos principales U; tales que existe una sucesiéon exacta

s
0¥

v, — My, — 0.
Por el teorema 5.3 también es exacta la sucesion
Ox(U;)" — M(U;) — 0,

luego M(U;) es finitamente generado sobre Ox (U;). En términos de anillos, lo
que tenemos es un anillo A y un A-médulo M y un ndmero finito de elementos
h; € A tales que (hy,...,h,) = Ay para los cuales My, es un Ap,-mddulo
finitamente generado. Esto implica que M es un A-moédulo finitamente generado
(ver el final de la prueba del teorema 4.40). En nuestro caso, lo que tenemos es
que M(U) es finitamente generado sobre Ox (U).

Supongamos ahora c¢) y que X es localmente noetheriano. Hemos de probar
que M es coherente, para lo cual tomamos un abierto V en X y un homomor-
fismo a : O% |y — M|y. Hemos de probar que el nicleo de « es un Oy-modulo
finitamente generado. Como se trata de una propieda/d\l_o/cal, podemos suponer

que V es afin y noetheriano, pero entonces N(a) = N(ay) y N(ay) es un sub-

modulo de Ox (V)™ luego es finitamente generado, porque Ox (V) es un anillo

noetheriano. De aqui se sigue claramente que N(«) es finitamente generado.
|

Es claro que si A es un anillo y M un A-moédulo, entonces M es un médulo
finitamente generado sobre Esp A siy solo si M es finitamente generado sobre A.

De la propia definicion se sigue que la suma directa y el producto tensorial de
un nimero finito de haces cuasicoherentes finitamente generados son finitamente
generados. En particular, si el esquema es localmente noetheriano, la suma
directa y el producto tensorial de dos haces coherentes es un haz coherente.

Asi mismo, si f: X — Y es un homomorfismo de esquemas y M es un haz
cuasicoherente y finitamente generado en Y, entonces el teorema 5.8 implica que
f*M es un haz finitamente generado en X, pues podemos cubrir X por abiertos
afines U tales que f[U] C V C Y para un abierto afin V, y entonces f*M(U)
es un Ox (U)-modulo finitamente generado, luego f*M|y es un haz finitamente
generado. En particular, si X es localmente noetheriano, la imagen inversa de
un haz coherente en Y es un haz coherente en X.

Para imagenes directas tenemos el teorema siguiente:

Teorema 5.18 Sea f : X — Y un homomorfismo finito y sea M un haz
cuasicoherente y finitamente generado en X. Entonces f.(M) es un haz cua-
sicoherente y finitamente generado en Y. En particular, si Y es localmente
noetheriano, la imagen directa de un haz coherente en X por un homomorfismo
finito es un haz coherente en'Y .
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DEMOSTRACION: Si V es un abierto afin en Y y U = f~1[V], entonces f|y
es finita, f.(M)|y = (f|lv)«(M|y) v basta probar que estos haces son cuasi-
coherentes y finitamente generados. Equivalentemente, podemos suponer que
Y es afin. Entonces X también es afin (por la definicion de homomorfismo fi-
nito), luego f es separado y cuasicompacto. El teorema 5.9 implica entonces que

f+«(M) es cuasicoherente. Por lo tanto, f.(M) = M(X). Por hipotesis M(X)
es un Ox(X)-modulo finitamente generado y, como f es finito, tenemos que
Ox(X) es un Oy (Y)-modulo finitamente generado, luego M(X) es también un
Oy (Y)-moédulo finitamente generado, lo que implica que f.(M) es finitamente
generado. L]

El teorema siguiente es un ejemplo de resultado sobre haces que requiere que
sean coherentes:

Teorema 5.19 Sea X un esquema localmente noetheriano, sean M y N dos
haces coherentes sobre X, sea P € X y sea f: Mp — Np un isomorfismo de
mdodulos. Entonces existe un entorno afin U de P y un isomorfismo de mdédulos
f:MU) — N(U) que hace conmutativo el diagrama siguiente:

M) —L= N)

L

Mp ——>Np

DEMOSTRACION: Cambiando X por un entorno de P podemos suponer
que X es afin y noetheriano, es decir, que X = Esp A, donde A es un anillo
noetheriano, y podemos identificar a P con un ideal primo p de A. Asi mismo,
M=M,N=N,donde M y N son A-moédulos finitamente generados. Tenemos
un isomorfismo f : M, — Ny.

Podemos representar M = L/K, donde L = (l1,...,l;), es un A-modulo
libre. Sea m; = [l;], de modo que M = (my,...,m,),. Igualmente, pongamos
que N = (n1,...,ns) 4, vy que K = (k1,..., ki) 4.

Tomamos a € A\ p tal que

a) f(m;/1) =y;/a, para cierto y; € N,
b) n;/1 = f(x;/a), para cierto z; € M,
¢) ax = 0, para todo « en el nucleo del homomorfismo M — M,.

Sik; = aply + -+ ajl,, con ai; € A, entonces a;1my + -+ + a;rm, = 0,
luego
f(0/1) = (anyr + -~ + aiyrmy)/a =0,

lo que significa que existe un b € A\ p tal que b(apyr + -+ + airm,) = 0.
Podemos tomar el mismo b para todos los indices 7. Sea h = ab.

Definimos f; : L — Np, mediante fi(l;) = by;/h, de modo que

fi(ks) = blaiyr + - -+ + airm,)/h = 0.
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Por consiguiente, f1 induce un homomorfismo f : M — Np, el cual induce
a su vez un homomorfismo de Ap-modulos f : M, — Nj, que hace conmutativo
el diagrama del enunciado (tomando U = D(h)).

Tenemos que f es inyectivo, pues si f(m/h/) = 0, entonces f(m/h?) = 0,
luego m/h? = 0 en My, lu_ego m/1 = 0en M,, luego am =0 por la eleccion de a,
luego hm = 0, luego m/h? = 0. También es suprayectivo, pues f(bx;/h) = n;/1.

]

Vamos a estudiar ahora la coherencia de los médulos de homomorfismos. En
primer lugar observamos que si X = Esp A y M es cuasicoherente, entonces

Home , (M, N) = Hom(M(X), N(X)).

En efecto, cada o € Homg, (M, N) determina por definicion un homomor-
fismo ax € Homy(M(X),N(X)), y cada 8 € Hom4(M(X),N(X)) define, para
cada h € A, un homomorfismo S8y : M(D(h)) = M(X)r, — N(D(h)). A su
vez, los homomorfismos S inducen un homomorfismo o € Homg, (M, N) tal
que ax = 3.

Asi pues, si X es un esquema arbitrario, M es cuasicoherente y U es un
abierto afin en X, entonces cada modulo Home , (M, N)(U) puede identificarse
con Homg . () (M(U), N(U)).

El teoema [3.3] nos da que si A es un anillo noetheriano, M y N son A-
modulos y M es finitamente generado, entonces, para cada h € A se cumple
que

HOInA(]W7 N)h = Homy, (Mh, Nh).

De aqui concluimos que si X = Esp A, entonces

Home , (M, N) = Hom (M, N).
Maés en general:

Teorema 5.20 Si X es un esquema localmente noetheriano, M es un haz cohe-
rente en X y N es un haz cuasicoherente en X, entonces Homeg , (M, N) es un
haz cuasicoherente en X. Si ademds N es coherente, entonces Home , (M, N)
también lo es.

DEMOSTRACION: La primera parte es consecuencia inmediata del isomor-
fismo previo al teorema. Para probar la segunda basta ver que si M y N son A-
modulos finitamente generados, entonces Hom 4 (M, N) también es finitamente
generado. En efecto, basta tomar un A-mo6dulo libre finitamente generado L y
un epimorfismo 7 : L — M, el cual induce un monomorfismo

HOmA(M, N) — HOInA(L,N).

El segundo médulo es claramente finitamente generado, y el primero también
lo es porque A es noetheriano. n
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Si X es un esquema localmente noetheriano, entonces es obvio que los haces
localmente libres de rango n sobre X son coherentes. Ademaés, si M es un haz
coherente en X, entonces M es localmente libre de rango n si y sélo si para todo
P € X se cumple que Mp es un Ox p-médulo libre de rango n.

En efecto, una implicacién es inmediata y para la otra basta aplicar el
teorema 5.19: si Mp es libre de rango n tomamos N = 0% y tenemos que
Mp = Np, luego existe un entorno U de P tal que M(U) = 0% (U), de donde
M|y = OF,.

El teorema siguiente generaliza a 3.16 y los teoremas previos:

Teorema 5.21 Si X es un esquema integro y £ es un haz localmente libre en X,
entonces las restricciones de L entre abiertos (no vacios) de X son inyectivas.

DEMOSTRACION: En virtud del teorema 3.16, es obvio que los haces libres
cumplen el enunciado. Si £ es localmente libre, V' C U C X son abiertos no
vacios y f € L(U) cumple que f|y = 0, tomamos un punto arbitrario P € U.
Existe un entorno W de P tal que L|w es libre, por lo que las restricciones
entre abiertos contenidos en W son inyectivas. Como f|yaw = 0, también
fluaw = 0. En particular, fp = 0. Esto prueba que f = 0. [

Como consecuencia, si £ es el punto genérico de X, U es un abierto en X y
P € X, los homomorfismos naturales

L(U)—)Lg, Lp—)ﬂg

son inyectivos, lo que nos permite considerar a todos los médulos L(U) y Lp
como submédulos de £¢. Es facil ver que

L= N Lr

Terminamos la secciéon con algunos resultados que necesitaremos mas ade-
lante.

Teorema 5.22 Sea f : X — Y un homomorfismo de esquemas, sea M un
Ox-mddulo y sea N un Oy -mddulo localmente libre de rango finito. Entonces
existe un isomorfismo natural

[sM®@ox f*N) = LM oy N.

DEMOSTRACION: Sea V un abierto afin en Y tal que N|y sea libre de rango
n y sea U un abierto afin en X tal que U C f~![V]. Tenemos un isomorfismo
natural

MU) @oxwy) N(V) ®oy,(v) Ox(U)) = M(U) @0, (v) N(V).
Equivalentemente, tenemos isomorfismos

duv i M®Roy f*N)(U) — MU) @oy vy N(V).
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Si hacemos variar U entre los abiertos afines contenidos en f~![V], podemos
unir estos isomorfismos en un homomorfismo

¢v : Moy fN)fTHV]) — MU V]) ®oy 1) N(V).

En efecto, tenemos que N(V') es un Oy (V)-modulo libre de rango n. Sea
bi,...,b, una base. Dado z € (M®qo, f*N)(f1[V]) consideramos las imagenes

duy (@lu) = X miu @ b,

donde los m; y € M(U) inducen elementos m; € M(f~1[V]), y basta definir

Similarmente construimos un homomorfismo inverso de ¢y, luego se trata
de un isomorfismo

ov : fsM@oyx fTN)(V) — (fuM @0, N)(V)

Ademas, los isomorfismos ¢y son compatibles entre si, por lo que inducen el
isomorfismo de haces del enunciado. m

Teorema 5.23 Sea X un esquema noetheriano, sea U C X un abierto, sea M
un haz cuasicoherente en X y sea N un subhaz coherente de M|y. Entonces
existe un subhaz coherente N de M tal que N|y = N.

DEMOSTRACION: Consideremos primero el caso en que X = Esp A es afin.
Sea i : U — X la inclusion. Por el teorema 5.9, sabemos que el haz i, N es
cuasicoherente, y trivialmente cumple que i.N|y = N, pero no es un subhaz de
M. Sin embargo, como el funtor i, es exacto por la izquierda, tenemos que 7. N
es un subhaz de i,(M|y). Este haz también es cuasicoherente.

Notemos que si V' C X es un abierto, i.,(M|y)(V) = M(U NV), por lo que
podemos definir un homomorfismo ¢ : M — i, M|y de forma obvia. Notemos
que ¢|y es la identidad.

Si M = M, i,(M|y) = M’, i N = N, donde N es un submédulo de M’,

definimos N = ¢%'[N]. Ciertamente, se trata de un subhaz cuasicoherente de
M. Ademés, si f € A cumple que V = D(f) C U, entonces

N(V) = ¢x [Nl = ¢y INg] = 63 IN(V)] = N(V),

luego lo mismo vale para todo abierto V' C U, luego 3:[|U = N. Sin embargo, el
haz N no tiene por qué ser coherente. Para corregir esto expresamos U como
union finita de abiertos principales V; = D(f;), con f; € A. El Ox(V;)-modulo
N(V;) = ﬁ(%) es finitamente generado. Tomemos un sistema generador, que
serd de la forma n;; / f", para ciertos n;; € N(X). Sea N’ € N(X) el submédulo
generado por los n;; y sea N = N’. Se trata de un subhaz coherente de N
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o~

y, por lo tanto, también de M, y ademas N(Vi) = N(V;) para todo i, luego
N(U) = N(U) = N(U), luego N|iy = N.

Ahora consideramos el caso en que el esquema X es arbitrario. Lo cubrimos
con un ndmero finito de abiertos afines Uy, ..., U,,. Por la parte ya probada, el
haz coherente N|yny, se extiende a un subhaz coherente N} de M|y, . Entonces
los haces Ny N} determinan un subhaz coherente Ny de M|y, que extiende
a N.

Del mismo modo, el haz coherente N1|uy,)nv, se extiende a un subhaz
coherente N, de M|y, y los haces N1 y Nb, determinan un subhaz coherente Ny
de M|yuv,uu, que extiende a N. Tras un nimero finito de pasos llegamos a un
haz que cumple el teorema. n

5.3 Homomorfismos en espacios proyectivos

Si X C A" es un conjunto algebraico afin, un homomorfismo ¢ : X — A}
esta completamente determinado por n polinomios F1, ..., F, € k[X1,..., X.].
En términos clasicos, estos polinomios determinan, concretamente, el homomor-
fismo dado por

¢(P) = (F1(P),...,F,(P)).

En términos de esquemas vemos que en realidad lo que importa son las cla-
ses fi = [Fi] € Ox(X), que a su vez determinan el homomorfismo de anillos
k[X1,...,Xn] — Ox(X) dado por X; — f;, el cual a su vez determina el ho-
momorfismo de esquemas ¢ : X — A}}. Todo homomorfismo ¢ puede obtenerse
de esta forma.

Mas en general, esto es valido si X/S es un esquema afin arbitrario definido
sobre un anillo S y consideramos homomorfismos en A% definidos sobre S. Si
no exigimos que el esquema X sea afin, el teorema 2.11 nos asegura que la
situacion sigue siendo la misma: cada homomorfismo en A% estd determinado
por n elementos de O x (X).

En esta secciéon vamos a ocuparnos del problema de qué determina un ho-
momorfismo de un esquema X/S en un espacio proyectivo P%. Un esbozo de
respuesta en el caso clasico seria, por analogia al caso afin, conjeturar que un
homomorfismo ¢ : X C P}* — P} viene determinado por n+1 formas de m+1
variables y del mismo grado d, y viene dado por

¢(P) = (FO(P)’aFn(P))
Sin embargo esto es falso por dos razones:

e Las n formas pueden no definir un homomorfismo en todo X. En principio
s6lo lo definen sobre el conjunto de puntos donde no se anulan todas
simultaneamente. Es el caso de ¢ : P} \{P} — P} dada por

¢(IL'0, .- -;zn+1) = (1'0, s azn)v

que no esta definida en el punto P = (0,...,0,1).
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e Un homomorfismo puede necesitar formas diferentes para ser definido en
abiertos distintos, de manera que ningin conjunto de formas sea valido
para todos los puntos de su dominio. Por ejemplo, si Q = V(XY — ZW)
es la superficie del ejemplo de la pagina 129, la proyecciéon p; : Q — P}€
viene definida por p;(z,y, z,w) = (z,w) = (y,w), de modo que las formas
X y W sirven para ciertos puntos y las formas Z e Y sirven para otros.

Nuestro propésito es tratar de entender adecuadamente estos fenémenos,
para lo cual tenemos que introducir varios conceptos. Empezaremos estudiando
esquemas de la forma Proy A, donde A es un anillo graduado finitamente ge-
nerado como Ay-dlgebra por elementos de A;. Esto incluye, obviamente, a los
esquemas P, para todo anillo S, y a los esquemas proyectivos determinados
por cocientes A = S[Xo,...,X,]/I, donde I es un ideal homogéneo.

Definicién 5.24 Sea A un anillo graduado, sea X = ProyA y sea M un A-
modulo graduado. Para cada n € Z hemos definido M (n) como el A-mo6dulo

graduado determinado por M(n)q = My44. Definimos Ox(n) = A(n). Si M es
un O x-modulo, definimos M(n) =M Qo Ox(n).
Observemos que si f € Ay, entonces A(n)s) = f"A(y), luego

e~

Ox(n)p) = A) i = A = f"OxIpr) = Ox|ps)-

Si A esta generada (como Ag-algebra) por Aj, entonces los abiertos D(f)
con f € Ay cubren el esquema X, luego podemos concluir que los haces Ox(n)
son localmente libres de rango 1, es decir, son haces inversibles. Obviamente
Ox(0) = Ox.

Teorema 5.25 Sea A un anillo graduado generado (como Ag-dlgebra) por ele-
mentos de Ay y sea X = Proy A.

a) El Ox-mddulo Ox(n) es inversible.

e~

b) Para cada A-mddulo graduado M, se cumple que M(n) >~ M(n).
c) Ox(m) ® Ox(n) = Ox(m+n).
DEMOSTRACION: El apartado a) esta demostrado justo antes del enunciado.

b) Basta aplicar el teorema 5.15, pues

M(n) = M ®0, A(n) = M @4 A(n) = M(n).
¢) Es un caso particular de b):

—_—~—

Ox(m)® O0x(n) = A(m)(n) =2 A(m)(n) = A(m +n) = Ox(m+n).
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Esto se traduce en que la aplicacion Z — Pic(X) dada por n — [Ox(n)] es
un homomorfismo de grupos.

Observemos que, en general, si A es un anillo graduado y X = Proy A4,
entonces X esta definido sobre Ay, lo cual implica que O x (X) tiene estructura de
Ap-algebra. Explicitamente, el homomorfismo Ay — O x (X)) esta determinado
por que cada s € Ag se corresponde con el tnico 5 € Ox(X) tal que para todo
f € Ay homogéneo se cumple que 5|p(s) = s/1 € Ap).

Mas en general adn, si M es un A-moédulo graduado y M = M , tenemos
un homomorfismo de Ag-mo6dulos My — M(X) determinado igualmente: cada
m € My se corresponde con el tnico m € M(X) tal que m|psy = m/1.

En particular tenemos homomorfismos A, — Ox(n)(X). En la mayoria
de los casos son monomorfismos. Por ejemplo, basta con que exista al menos
un elemento homogéneo f € A, que no sea un divisor de cero. Otra condicién
suficiente es que A sea reducido, pues un elemento del nucleo ha de ser nilpo-
tente. En efecto, si a € A,, cumple que @ = 0, entonces a/1 = 0 en Ay para
todo f € Ay homogéneo. Por consiguiente, a/1 = 0 en Ay, para todo p € X,
luego a € p, luego a € rad 0, luego a es nilpotente.

Asi pues, la primera observaciéon de cara a comprender el papel de los haces
Ox(n) es que Ox(n)(X) es (en la mayoria de los casos) una extension de A,,.
En el caso mas simple tenemos la igualdad:

Teorema 5.26 Sea Ay un anillo y A = Ap[Xo,...,X,;]. Sea X = ProyA.
Entonces el homomorfismo natural A, — Ox(n)(X) es un isomorfismo, para
todo n > 0, mientras que si n < 0 entonces Ox(n)(X) = 0.

DEMOSTRACION: Un s € Ox(n)(X) estd completamente determinado por
la 7+ 1-tupla de restricciones (s|p(x,), - - -, $|p(x,)). Reciprocamente, una r4-1-
tupla

(s0,---,8r) € Ox(n)(D(Xp)) x -+ x Ox(n)(D(X,))

determina un elemento de Ox (n)(X) si y solo si si|p(x,x,) = 5j|p(x,x,) para
todo 7, j.

Ahora observemos que Ox(n)(D(X;)) = A(n)(x,) esta formado por las fun-
ciones racionales F//X?, donde F es una forma de grado s + n, y similarmente
con Ox(n)(D(X;X,)). Sea M = Ax,...x,. Como las indeterminadas no son

divisores de cero, los homomorfismos canénicos
Ox(n)(D(XZ)) CAXi — M vy Ox(n)(D(XZX])) CAXin — M

son inyectivos y, si identificamos los moédulos O x (n)(D(X;)) vy Ox (n)(D(X; X))
con submédulos de M, las restricciones se convierten en las inclusiones. To-
das las componentes de una r 4+ 1-tupla (sg,..., s,) asociada a un elemento de
Ox(n)(X) se convierten en el mismo elemento de M.
En conclusion, podemos identificar O x (n)(X) con los las funciones racionales

de grado n en

ﬂAxi Cc M.

K2
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Sim > 0, el homomorfismo A,, — Ox(n)(X) se corresponde ahora con la
inclusién A,, — M. Un elemento homogéneo de Ax,...x, se expresa de forma
Gnica como

X XirF(Xo,..., X, ),

donde cada i; € Z 'y F' € A es un polinomio homogéneo no divisible entre ningtan
X;. Este elemento estard en Ax, siy solo si i; > 0 para j # i, luego estaré en
la interseccién si y sélo si ¢; > 0 para todo j. Concluimos que la interseccién es
exactamente A, luego Ox(n)(X) se corresponde con A, sin > 0y es nulo en
caso contrario. n

Asi pues, si S es un anillo y X = P%, podemos identificar los elementos de
Ox(n)(X) con las formas de grado n, en el sentido de que cada s € Ox(n)(X)
estd completamente determinado por una unica forma F de grado n tal que
5|Xi = F/1 € S[XQ, ce ,XT](Xi).

En particular es claro que, en este caso, Ox(n) no es libre cuando n # 0,
pues Ox(X) = Ox(0)(X) =2 S 2 Ox(n)(X). En otros términos, tenemos un
monomorfismo Z — Pic(P%).

Ahora vamos a ver que si £ es cualquier haz inversible en cualquier es-
quema X, los elementos de £(X) se comportan como formas, aunque realmente
no lo sean. Antes de entrar en el caso general veamos la situacién con méas
detalle en el caso que hemos considerado hasta ahora:

Si X = P&, una forma F' de grado n no determina una funcion en X, pero
si determina un conjunto cerrado. En términos clésicos es el conjunto de los
puntos P € X tales que F(P) = 0, y en términos de esquemas es el cerrado
V(F)={BeX|FeP}

Un poco méas en general, si X = ProyA y a € A, entonces a determina
igualmente el cerrado V(a) = {P € X | a € P}. Hay un caso en el que
este cerrado tiene una interpretacion geométrica clara: si A = S[Xo, ..., X,]/I,
donde I es un ideal homogéneo, entonces a € A,, es de la forma a = [F], para
cierta forma F' de grado n, y V(a) = X NV (F), considerando X C PY% a través
de la inmersion cerrada inducida por el epimorfismo S[Xy,...,X,] — A. En
otras palabras, a puede verse como la restricciéon a X de una forma en Py, y
V(a) es la interseccion de X con la hipersuperficie que F' define en PY.

Observemos ahora que Ox g estd formado por los cocientes de formas del
mismo grado con denominador fuera de 3, mientras que Ox (n)y esta formado
por los cocientes similares pero en los que el numerador tiene el grado del deno-
minador +n. Es claro entonces que Ox (n)p = aOx(n) siy solo si a ¢ B, por
lo que

X\V(a) ={P € X |Ox(n)p = aOx(n)}.

En estos términos, el miembro derecho tiene sentido si X es cualquier es-
quema proyectivo y si en lugar de Ox(n) ponemos cualquier haz inversible:
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Definicion 5.27 Sea X un esquema y £ un O x-moédulo inversible en X. Si
s € L(X) definimos

X, = {P e X | Lp= SPOX,p}.

Notemos que si L = Ox entonces X es el definido en 2.14. Se trata de
un conjunto abierto, pues si P € Xy podemos tomar un entorno afin U y un
isomorfismo f : L]y — Ox|v, y entonces X, NU = Xy, NU, luego X es un
entorno de P.

Asi pues, si “pensamos” en s € L(X) como una forma, entonces X, es
el conjunto de puntos donde la forma no se anula. Hemos visto que esto es
realmente asi cuando tiene sentido considerar a s como una forma.

Teorema 5.28 Si X es un esquema reducido, £ es un O x-mddulo inversible y
s € L(X) cumple que X5 = &, entonces s = 0.

DEMOSTRACION: Podemos cubrir X con abiertos afines U tales que L[y es
libre. Entonces Uy, = &, luego si probamos el teorema en el caso en que X es
afin y £ es libre, podremos concluir que sy = 0 y, por consiguiente, que s = 0.

Si X es afin y £ es libre, podemos suponer que L = Ox, pero entonces
Xs = D(s) = & equivale a que s € Ox(X) es nilpotente, luego si X es reducido
ha de ser s = 0. m

Las formas no son funciones, pero los cocientes de formas definen funciones.
Vamos a probar esto en general:

Sea X un esquema, sea £ un haz inversible en X y sean s, t € £(X). Para
cada punto P € X;, tenemos que sp = aptp, para un nico ap € Ox p. Existe
un abierto U C X, entorno de P, y un ay € Ox(U) tal que ap = ay,p-
Restringiendo U si es preciso podemos suponer que s|y = ayt|y. La unicidad
hace que ay,g = ag para todo @ € U. El teorema [1.3] implica que los ay
determinan un tnico a € Ox(X;) tal que s|x, = at|x,.

Definicion 5.29 Sea X un esquema, sea £ un haz inversible en X y conside-
remos s, t € £(X). Llamaremos s/t € Ox(X;) al Gnico elemento que cumple

S
S|Xt = ; t|Xt'

Para cubrir un esquema X mediante abiertos X, donde s varia en £(X),
necesitamos un generador global de £:

Definicién 5.30 Sea X un espacio anillado local y M un Ox-médulo. Un
generador global de M es un conjunto S C M(X) tal que para cada P € X el
conjunto {sp | s € S} es un generador de Mp como Ox p-moddulo. (Esto no
implica necesariamente que S genere M(X) como Ox (X )-modulo.)

Por ejemplo, si A es un anillo y M es un A-modulo, entonces un sistema
generador de M es claramente un generador global de M.
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Teorema 5.31 Sea X un esquema, £ un haz inversible y S C L(X). Entonces
S es un generador global de L siy solo si {X, | s € S} es un cubrimiento abierto

de X.

DEMOSTRACION: Si S es un generador global y P € X, sea m € Lp un
generador. Para cada s € S existe un a; € Ox p tal que sp = aym. Sias € mp
para todo s € S, entonces los sp no pueden generar £p, luego as € O% p para
algin s, lo que implica que Lp = spOx, p, es decir, que P € X,. El reciproco
es obvio. m

Por ejemplo, si S es un anillo, Y = P% y £ = Oy (1), entonces las indetermi-
nadas X; € £(Y') son un generador global de £, pues los abiertos Yx, = D(X;)
cubren Y.

Luego necesitaremos esta caracterizacion:

Teorema 5.32 Sea X un espacio anillado local y M un Ox-mddulo. Entonces

M tiene un generador global S si y sdlo si existe un epimorfismo Og) — M,
para un conjunto I, en cuyo caso podemos tomar I = S.

DEMOSTRACION: Notemos que 1 € Ox(X) es un generador global de Ox,
y que, mas en general, la base candnica de ng (X) es un generador global de

ng. Para cada P € X tenemos el diagrama conmutativo

0 (X) — M(X)

-

00, — 2y

Como todas las flechas son epimorfismos, concluimos que las imagenes de la
base canonica en M(X) son un generador global de M.

Reciprocamente, si S es un generador global de M, sea {€s}scs la base cano-
nica de ng)(X). Para cada abierto U de X, tenemos que esta base candnica se
restringe a la base canoénica de ng) (U), luego podemos definir un homomorfismo
U OE(S)(U) — M(U) mediante

U (ggaseslzj) = > assly.

ses

Estos homomorfismos ¢y determinan claramente un homomorfismo de haces
¢ ng) — M tal que, para cada P € X, se cumple que ¢p((€5)p) = sp, luego
¢p es un epimorfismo y, por definicién, ¢ también. [

Consideremos ahora un homomorfismo de esquemas f : X — Y definido
sobre S. El teorema 5.8 nos da que f*Oy (1) es un haz cuasicoherente en X, y
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si V es un abierto afin en Y tal que Oy (1)|y = Oy |y y U es un abierto afin en
X tal que U C f~1[V], tenemos que

fOy(U) = 0y ()(V) ®oy (v) Ox (U) = 0x (V).
Esto implica que f*Oy (1) es inversible.
Teorema 5.33 Sea S un anillo, Y = P% y X un esquema definido sobre S.

a) Si f: X — Y es un homomorfismo de esquemas definido sobre S, en-
tonces f*Oy (1) es un haz inversible en X que admite un generador global
de n+ 1 elementos.

b) Si L es un haz inversible en X que admite un generador global de n + 1
elementos sg, . ..,sn € L(X), entonces existe un inico homomorfismo de
esquemas f : X — Y definido sobre S tal que L = f*Oy (1) y, a través
de este isomorfismo, f*(X;) = s;.

DEMOSTRACION: Acabamos de probar que el haz f*Oy (1) es inversible.
El homomorfismo natural de haces Oy (1) — f.f*Oy (1) nos da en particular
un homomorfismo natural f* : Oy (1)(Y) — f*Oy(1)(X). Para cada punto
P € X tenemos el diagrama conmutativo

0y (1)(Y) —L> oy (1)(X)

l l

Oy(1)ypy — f*Oy(1)p

La flecha horizontal inferior se corresponde con el homomorfismo natural
Oy(1)fpy — Oy (1)f(p) @0y ;py Ox,p, que claramente transforma un gene-
rador como Oy, t(p)-médulo en un generador como Ox p-médulo. Por consi-
guiente, los elementos f*(X;) € f*Oy(1)(X) forman un generador global de
frOy(1).

b) Los abiertos X, son un cubrimiento abierto de X y tenemos definidos
los elementos s;/s; € Ox(Xs,).

Definimos un homomorfismo de anillos Oy (D(X;)) — Ox(X,,) mediante
X;/Xi — s;/si. Esto es correcto, pues Oy (D(X;)) = S[Xo/Xs, ..., X0n/Xi]
y Ox(Xs,) es un S-modulo. De aqui obtenemos homomorfismos de esquemas
fi : X5, — D(X;) C Y definidos sobre S.

La restriccion de f; a X, N X, estd determinada por un homomorfismo
Oy (D(X;X;)) — Ox(Xs, N X,) que, a través de la identificacion

Oy (D(X;X;)) = Oy (D(X3))x, /x>

ha de ser el inducido por el homomorfismo que hemos construido, por lo que
estd completamente determinado por que

Xu Xy _ )(u)(v/)(z2 . (Su/Si)(Sv/Si)

XZ'X]' Xj/Xz Sj/Si
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Similarmente, la restriccién de f; a X, N X, estd determinada por el ho-
momorfismo que cumple

X’LLX’U _ X“X”/X? N (SU/Sj)(SU/Sj)
XZ'X]' N Xi/Xj Si/sj -

Queremos probar que ambas restricciones coinciden, para lo cual basta ver
que, en Ox (X5, N X, ) se cumple la igualdad

Su Sy S; Su Sy 55
2u 2v > - 2u 2v 2J ,
Si X, NX,, Si Xs,NXs; Sj X2y NXs; Sj X, NX,, Sj X, NX,, Si X, NX,,
para lo cual basta aplicar (dos veces) la identidad
Sv Sv 5i
Sj X, NXs; Si X, NXs, Sj X, NXs;
Esta a su vez se comprueba facilmente: Tenemos que
Sy Si Sy
Sy = __Sja Si = __Sja Sy = __Sia
s s 8;
luego
Sv Sy Si
5. 5J|Xsmxsj = Sv|Xszsj . 5 8j1Xe,NXs
i lx.,nX,,; ilx,,nx,; 5ilx,,nx,,

y basta tener en cuenta que (Sj|XsimXSj)P es una base de Ox p para cada
Pe X, NXs,.

Concluimos entonces que los homomorfismos f; se extienden a un tnico
homomorfismo de esquemas f: X — Y.

Sea L' = f*Oy (1) y seat; = f*(X;) € £L'(X), de modo que ty, . ..,t, forman
un generador global de £’. Hemos de construir un isomorfismo entre £ y £’
que haga corresponder cada s; con t;. Por construcciéon, X, C f~1[D(X;)]. En
Oy (1)(D(X;)) tenemos la relacion

X,
Xilpix = YJ Xilp(xi)s

de donde s,
tilx., = fﬁ(xi)(Xj/Xiﬂxsimxsi = S—J_ti|xsi-

De aqui se sigue que, para cada P € Xj,, el isomorfismo ¢p : L — Lp
determinado por ¢p((¢;)p) = (s;)p cumple también ¢p((t;)p) = (s;)p para
todo j. Como los haces son coherentes, estos isomorfismos determinan a su vez
isomorfismos ¢; : £L'|x, — L|x,, tales que (¢;)p = ¢p (basta tener en cuenta

la definicién de los haces M) y, como en realidad los isomorfismos locales ¢p
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no dependen del ¢ tal que P € X, los isomorfismos ¢ se extienden a un dnico
isomorfismo ¢; : L' — £ que cumple ¢(t;) = s;.

Falta probar la unicidad de f: Si un homomorfismo f : X — Y cumple
lo pedido, por las consideraciones previas al teorema es claro que se cumple
la relacion X,, = f'[D(X;)] (pues (X;)zp) genera Oy (1)spy si y solo si
(si)p = (Xi)pp) @ 1 genera f*(Oy(1))p = Oy (1) s(p) ®0y. ;p) Ox,P)-

El homomorfismo f estd completamente determinado por sus restricciones
flx., + Xs, — D(X;), las cuales estan determinadas a su vez por los homo-
morfismos fﬁ(xi) : Oy (D(X;)) — Ox(Xs,). Asi mismo, estos homomorfismos
estan determinados por las imagenes de los generadores X,;/X;. Ahora bien, de
la relacion
X

Xilpx,
%, Yilpe

Xjlpx,) =

se sigue que
tilx., = o, (/X tilx,..

donde t; = f*(X;), lo que implica que fﬁ(xi)(Xj/Xi) =t;/t; = s;/si. Asi
pues, f es necesariamente el homomorfismo que hemos construido. n

Nota Observemos que si f : X — Y = P% es un homomorfismo definido
sobre Sy, para d > 1, llamamos L4 = f*Oy(d), a cada forma F € Oy (d)(Y)
de grado d le corresponde un s = f*F € L4(X). Para cada P € X tenemos el
diagrama conmutativo

Oy (d)(YV) L £4(X)

L

Oy (d) sy —Lap
en el que la flecha horizontal inferior corresponde al homomorfismo

OY(d)f(P) — Oy(d)f(p) ®OY’P OX,Pv

y es claro entonces que sp genera L4 p siy s6lo si Fp genera Oy (d)p o, equi-
valentemente, f~'[D(F)] = X,. En otras palabras, X \ X estd formado por
los puntos de X cuya imagen en P estd en V(F). Si f es una inmersion que
nos permite considerar X C P%, podemos expresar esto también mediante la
igualdad X \ X; = X NV (F), 0 Xs = X ND(F).

Por otra parte, hay que tener presente que esta interpretacion de X solo
tiene sentido cuando s es la imagen de una forma de Opn(d)(P%), si bien la
aplicacion Opr (d)(P%) — £4(X) no tiene por qué ser suprayectiva. n

Veamos algunos ejemplos:
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Ejemplo 1 Uno de los casos méas simples es el caso clasico en el que X C P}
es un conjunto algebraico proyectivo y f : X — P}, viene definido por r + 1
formas del mismo grado d: f(P) = (Fo(P), ..., F.(P)). Esto presupone que las
formas F; € k[Y1,...,Y,] no se anulan simultdneamente en ningtn punto de X.

Si X = Proy A, donde A = k[Yy,...,Y,]/I(X), entonces tenemos que las
clases s; = [F;] € Ay C Ox(d)(X) son un generador global de Ox(d), pues los
abiertos X, estan formados por los puntos de X donde F; no se anula. Es facil
ver que f es el homomorfismo determinado por el haz £ = Ox(d) y la asignacion
X;— si, parat=0,...,7.

En efecto, para cada i, la restriccion f|x, : X5, — D(X;) viene dada por
f(P) = (Fo(P)/F;(P),...,F.(P)/F;(P)) y se corresponde con el homomorfismo
de anillos k[Xo/X;, ..., X,/ Xi] — Ox(X;,) dado por

X;/Xi = [F5]/[Fi] = sj/s:.

Ahora bien, de acuerdo con la construccion realizada en la prueba del teo-
rema 5.33, este homomorfismo define la restriccion a X,, del homomorfismo
definido por el generador s, ..., s, luego éste es el propio f.

En particular deducimos que f*Opr (1) = Ox(d). n

Ejemplo 2 Un caso similar al anterior, pero en un contexto mas general, es el
caso en que X = Proy(A), donde A es un anillo graduado finitamente generado
sobre S = Ag por elementos ag, ..., a, € A;. Entonces tenemos un epimorfismo
S[Xo,...,X,] — A dado por X; — a;, que a su vez induce una inmersion
cerrada f: X — P%.

Podemos considerar a; € Ox(1)(X), y el mismo razonamiento que en el
ejemplo anterior muestra que f es el homomorfismo asociado a £ = Ox (1) y la
asignacion X; +— s;. En particular f*Opr (1) = Ox(1). n

Ejemplo 3 Un ejemplo mas de homomorfismo definido por formas del mismo
grado es el siguiente: Sea S un anillo, sean r, d > 1y sea Fy, ..., Fy una enume-
racion de todos los monomios de grado d (y coeficiente 1) en A = S[Yp,...,Y;]
(concretamente, N = (T‘:d) —1). Sea X = P%. Es claro que los monomios F;
son un generador global de Ox (d), pues entre ellos estan Y, parai = 0,...,r,
y ellos solos ya son un generador global.

Consideremos el homomorfismo ¢ : S[Xy, ..., Xy] — A dado por X; — F;.
Claramente es un homomorfismo graduado de grado d, es decir, transforma for-
mas de grado n en formas de grado nd. Estamos, pues en la situacion discutida
en la ultima parte de la seccién 2.3. Claramente

V(¢[S[Xo, ..., Xn]4+]A) c V(YE,..., V) =@,

luego ¢ induce un homomorfismo f : Py — P{SV , determinado por que, para
cada i, se restringe al homomorfismo D(F;) — D(X;) asociado al homomor-
fismo de anillos ¢; : S[Xo,..., Xn]x,) — S[Y0,...,Y:](m) inducido por ¢.
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Este homomorfismo es el dado por X,;/X; — F;/F;, luego f es el homomor-
fismo asociado a la asignacién X; — F;. En particular, f*Opy (1) = Opr (d).

Observemos que los homomorfismos ¢; son suprayectivos, luego las restric-
ciones f|p(x,) son inmersiones cerradas, luego f es una inmersion cerrada. La
llamaremos inmersion de grado d de PY.

En el caso clasico, en el que S = k es un cuerpo, la inmersién de grado d es el
homomorfismo P}, — PJ dado por ¢(P) = (F1(P),...,Fn(P)). Por ejemplo,
la inmersién de grado 2 de Pj es el homomorfismo f : P — PZ dado por
f(s,t) = (s% st,t?), que se restringe a f : A — A? dado por f(s) = (s%, s),
cuya imagen es una pardbola. La inmersion f : P — P} de grado 3 es la
discutida en los ejemplos de las paginas 5 y 17. L]

Ejemplo 4 Cuando un conjunto de elementos sg,...,s, € L£(X) no es un
generador global, define igualmente un homomorfismo, pero no sobre todo el
esquema X, sino sobre el abierto U = X, U--- U X, .

Consideremos, concretamente, X = P,y Xo,..., X, € Ox(1)(X) (donde
hemos omitido X, 7). Entonces U = X \ {P}, donde P = (Xo,...,X,) que,
en términos clasicos, se corresponde con el punto (0,...,0,1). Si llamamos
L = O0x(1)|y, es claro que las restricciones X;|y son un generador global de
L(U), luego definen un homomorfismo f : U — Pj,, y es facil ver que se trata
del dado por f(zo,...,zr4+1) = (zo,...,2,). Si identificamos P}, = V(X,11),

entonces f viene dado por f(zo,...,%r41) = (Zo,...,2,,0) y es facil ver su
interpretacion geométrica: a cada punto @Q € U le asigna la intersecciéon entre
el hiperplano H = V(X,41) y la recta que une Py Q. ]

Ejemplo 5 Consideremos de nuevo el ejemplo planteado al principio de la
seccion, en el que Q = V(XY —ZW) y p1 : Q — P,lC es la proyecciéon dada por
pi(z,y, z,w) = (z,w) = (2,y).

Es claro que z, y, z, w € Og(1)(Q) es un generador global, pero en él no
sobra ningun elemento, luego no nos sirve para definir p; (que ha de definirse
con solo dos generadores globales). Llamemos £ = PTOP;(U- Si consideramos
Y = P; = Proy(k[U, V]), sabemos que s; = p;(U) y s2 = p;(V) forman un
generador global de £. Ademas

Qsl :pl_l[YU] = Qm U Qz; Q52 :pfl[YV] = Qy U Qw'

Vemos que z/w € 0g(Quw) v 2/y € Og(Qy) coinciden en @, N Qy, luego se
extienden a un elemento de Og(Qs,), y es facil ver que éste no es sino sy/s7.
Similarmente, s1/s2 es la extension comin de w/x e y/z. En el ejemplo siguiente
veremos que £ no es isomorfo a Og(1). n

Ejemplo 6 Sea A un anillo y consideremos la inmersion

mn+m-+n

[ PR xaP%h — PY
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dada por el teorema 4.31 (llamada inmersion de Segre.) Es facil ver que,
explicitamente, viene dada por la misma construcciéon que en la prueba de 4.31
se hace para A = Z. Asi, si llamamos

P’} = Proy A[So,...,Sm], P% = ProyA[Ty,...,Ty],

PRt = Proy A[Ui;,i = 0,...,m, j=0,...,n],

entonces f esta dada por sus restricciones f;; : D(S;) x4 D(T;) — D(Usj), que
son las asociadas a los homomorfismos de anillos

O0(D(Uij)) — O(D(S:)) ®a O(D(T}))
dado por Urs/Uij — (ST/Sz) ® (TS/TJ)
Vamos a probar que f*0(1) = piO0(1) ®o, p50(1).

Llamemos X = PZ‘% XA PZ, ,Czl = pTOle(l), LQ :Z);Opz(l), L= ,Czl ®OXLQ
y consideremos s; = piS; € L1(X), t; =p3T; € Lo(X). Entonces

Xo; = p1 ' [D(S)] = D(Si) xa Ph, X, =p3 ' [D(T))] = PR xaD(T}).
Como los abiertos X, N Xy, = D(S;) x4 D(T}) son afines, podemos considerar
Si|Xsiﬂth & tj|Xsiﬂth S Ll(Xsi n th) ® LQ(XSi N th) = L(Xsi N th).

Estos elementos determinan un s; ® t; € £(X) tal que para cada P € X se
cumple que

(5i®tj)p=si,p@tjp € L1,p Doxp Lop =Lp.

Es claro que s; p @t p genera L1, p ®oy p L2,p siy s6lo si s; p genera L1 p
y tjp genera Lg p. Por consiguiente, X, g, = X5, N Xy, y concluimos que los
s; ®t; forman un generador global de £.

Por otra parte, en £(X,, N X¢,) tenemos que

Sy @ty
8 @t

Su ty Su ty
s ty = —5; —t‘:(— —
u @ty 5 z®tj j Si®tj

)(Si®tj)= $; @ tj,

luego
Sy @ 1y Sy L

S8, T,

=— Q=7 Q.
8; @1 S; t; S; T}
Ahora es inmediato que f;; es precisamente la restriccion a D(S;) x4 D(T})
del homomorfismo determinado por la asignacién U;; — s; ®t;. Asi pues, dicho
homomorfismo es la inmersion f, lo cual implica que f*O(1) = L.

Con esto podemos justificar la Gltima afirmacién del ejemplo anterior. Con la
notacion que estamos empleando aqui, sucede que £ no puede ser isomorfo a £1,
pues en tal caso, operando en el grupo de Picard, obtendriamos que Lo = Ox,
lo cual es imposible, porque entonces Lo(X) 2 Ox(X) = k (teorema 4.26), con
lo que L5 no tendria un generador global. [
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Ejemplo 7 Consideremos dos homomorfismos f; : X — PRy fo: X — P
y sus haces inversibles asociados £1 = f{Opmn (1), L2 = f3Opn (1). Llamemos
h: X — Y =P} x4P’ al homomorfismo determinado por f; y fo y sean
p1:Y — P, p2 : Y — P” las proyecciones. Aplicando el teorema [B.4],
vemos que

h*(p10pm (1) ®o, p30pn (1)) = Ly ®oy L.

Si componemos h con la inmersién de Segre obtenemos un homomorfismo
g: X — Py teniendo en cuenta el ejemplo precedente vemos que
g*0(1) = £L1®0 La. No es dificil ver entonces que el generador global asociado a
este homomorfismo es el producto tensorial de los generadores globales asociados

afiy fa "

Ejemplo 8 Sea X = Pj y consideremos el haz £ = Ox(4). Entonces £(X)
es el espacio vectorial de las formas de grado 4 en k[S,T], y es claro que las
formas S*, T* constituyen un generador global, ya que Xg1 = D(S*) = D(S),
Xpa = D(T*) = D(T). Por consiguiente, las formas S*, S*T, ST3, T* también
son un generador global, luego definen un homomorfismo f : Pj, — P} tal que
Ox(4) = /*Opy (1),

Concretamente, la restriccion de f a D(S*) tiene su imagen en D(Xy) y
estd asociada al homomorfismo de anillos k[X1 /X, X2/ X0, X3/ Xo] — k[T/S]
dado por

X1/Xo—=T/S, Xa/Xo— (T/S)?, Xs/Xowr (T/S)".

Obviamente es suprayectivo luego f|p(sy es una inmersion cerrada, y lo
mismo sucede con f|pr), luego f es una inmersion cerrada. Tenemos asi un
ejemplo de inmersién para la que el homomorfismo Op: (1)(P3) — Ox(4)(X)
no es suprayectivo, pues el primer espacio vectorial tiene dimension 4 y el se-
gundo tiene dimensién 5. Concretamente, la forma S?7? € £(X) no tiene
antiimagen.

Si llamamos C' C P{ a la imagen de f, entonces C tiene estructura de
subesquema cerrado de P} isomorfo a P;. Veremos mas adelante (teorema 5.55)
que C es de la forma Proy(B), donde B = k[Xy, X1, X2, X3]/I, para un cierto
ideal homogéneo I. (Alternativamente, el lector puede encontrar explicitamente
el ideal I). El homomorfismo f se descompone en un isomorfismo P} — C
seguido de la inmersién canénica p : C — P3. Segin el ejemplo 2, tenemos
que p*Opsk_(l) = O¢(1), luego el isomorfismo entre C' y P} hace corresponder
Oc(1) con Ox(4) y, en particular, Oc(1)(X) tiene dimension 5. Tenemos asf un
ejemplo en el que el monomorfismo By — O¢(1)(X) no es suprayectivo, pues
B; es el espacio vectorial generado por las formas x4, 1, 2, T3 y tiene a lo
sumo dimension 4. (De hecho, es facil ver que tiene exactamente dimension 4).

|

Muchos de los homomorfismos que nos han aparecido en estos ejemplos eran
inmersiones cerradas. Hay un criterio sencillo que determina cuéndo un homo-
morfismo asociado a un generador global de un haz inversible es una inmersién
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cerrada. (Comparar con los ejemplos 3 y 8, donde lo hemos aplicado téacita-
mente.)

Teorema 5.34 Sea f : X — P un homomorfismo de esquemas definido
sobre A correspondiente a un haz inversible £ y un generador sg, . .., 8, € L(X).
Entonces [ es una inmersion cerrada si y solo si:

a) Los abiertos X, son afines.

b) Los homomorfismos de anillos A[Xo,..., X, — Ox(Xs,) dados por
X — sj/s; son suprayectivos.

DEMOSTRACION: Si f es una inmersion cerrada también lo es la restriccion
flx., : Xs; — D(X;) y D(X;) es un esquema afin, luego X, también es afin.
Ademaés, el homomorfismo fﬁ(x,_-) : Oy (D(X;)) — Ox(Xs,) es suprayectivo.
Si lo componemos con el epimorfismo A[Xy,...X,] — Oy (D(X;)) dado por
X, — X;/X,; obtenemos el epimorfismo de b).

Reciprocamente, si se cumplen las condiciones del enunciado, entonces las
aplicaciones fﬁ( Xx,) son suprayectivas, luego cada f|x, esuna inmersion cerrada,
i i
luego f también lo es. [

En realidad, como se ve en la demostracién, no hace falta comprobar que
todos los abiertos X, son afines, sino que basta con que esto se cumpla para
un conjunto de elementos s; tales que los abiertos X, cubran X (o, equivalen-
temente, que constituyan por sf solos un generador global de £).

El teorema siguiente muestra que a menudo no perdemos generalidad si
consideramos generadores globales linealmente independientes:

Teorema 5.35 Sea k un cuerpo y X/k un esquema reducido, sea f : X — P},
un homomorfismo de esquemas, sea L = f*Opr(1) y s; = f*(X;) € L(X).
Entonces sg,...,s, son linealmente independientes si y solo si f[X] no estd
contenido en ningin hiperplano de Py.

DEMOSTRACION: Si sq,..., s, son linealmente dependientes, sean a; € k no
todos nulos tales que agso + - - - + a,s = 0. Entonces la forma

F=aqXo+--+aX, € on(l)(P;;)

cumple que f*(F) =0, luego f~[D(F)] = X, = &, luego f[X] C V(F).

Reciprocamente, si existe un hiperplano V(F') que contiene a f[X] y llama-
mos s = f*(F), tenemos que X5 = f~1[D(F)] = &, luego el teorema 5.28 nos
da que s = 0, lo que implica que sq,..., s, son linealmente dependientes. =

De este modo, eliminar un generador linealmente dependiente equivale a
reducir en una dimensiéon el espacio proyectivo de llegada. También podemos
dar una interpretacion sencilla del efecto que tiene cambiar un generador global
linealmente independiente por otro que genere el mismo espacio vectorial.
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Para ello observamos que cada automorfismo Opr (1) — Opr (1), conside-
rado como k-espacio vectorial, estd determinado por su imagen sobre las inde-
terminadas:

Xi — aioXo + -+ aiTXT,

donde la matriz (a;;) ha de ser regular. Segun el ejemplo 1, esta asignacion
determina un homomorfismo P}, — P}, que claramente es un automorfismo.

Si tenemos ademés un homomorfismo f : X — Pj, definido por un genera-
dor global linealmente independiente so, ..., s, € £(X), donde £ = f*Opr (1),
es facil ver que la composicion X — P} — P} se corresponde con el mismo
haz £ y con la asignacion X; — a;oSo + - - - + @S- En definitiva, dicha compo-
sicién se corresponde con otro generador global de £ que constituye otra base
del mismo espacio vectorial L = (sq, ..., s,) C L(X).

Un hecho no trivial es que todo automorfismo ¢ : Pj, — P}, es de la forma
que acabamos de considerar, es decir, que cumple que qb*OP;(l) = OPZ(l) y
que, por consiguiente, estd determinado por un cambio de base en Opy (1)(Py).
Esto lo demostraremos mas adelante (teorema 8.31), pero admitiendo este hecho
tenemos el teorema siguiente:

Teorema 5.36 Sea X/k un esquema, £ un haz inversible en X y L C L(X)
un subespacio vectorial de dimension r que contenga un generador global de
L. Entonces, los homomorfismos X — P} asociados a las distintas bases
de L forman una clase de equivalencia respecto de la relacion por la que dos
homomorfismos estdn relacionados si y sélo si uno se obtiene componiendo el
otro con un automorfismo de Pj,.

Ejemplo Consideremos un homomorfismo f : P, — Pj de manera que
f*Ops (1) = Op1 (3) y cuya imagen no esté contenida en ningun hiperplano. Por
el teorema 5.35 los elementos f*(Xo), f*(X1), f*(X2), f*(X3) € Opk(ii)(P,lc)
han de ser linealmente independientes, pero este espacio tiene dimension 4, luego
estos cuatro elementos generan necesariamente el espacio L = Op: (3)(P}). El
teorema anterior nos dice que dos cualesquiera de ellos se diferencian en un
automorfismo de P3.

Un ejemplo de homomorfismo en estas condiciones es la inmersion de grado 3
considerada en el ejemplo 3 precedente. Como se trata de una inmersion cerrada,
cualquier otro también lo es, luego, en particular, concluimos que s6lo existe una
curva en P{ que no esté contenida en un plano y que sea isomorfa a P}, a través
de un isomorfismo asociado al haz Op: (3).

La situacién es completamente distinta si consideramos el haz OPi (4), pues
ahora Op1 (4)(P}) tiene dimensién 5 y podemos elegir distintos subespacios L
de dimension 4. En el ejemplo 8 precedente tenemos un ejemplo de homomor-
fismo asociado a L = <S4, S3T, ST3, T4> que resulta ser una inmersion cerrada.
Maés en general, si tomamos a € k, podemos considerar el homomorfismo aso-
ciado a L, = (S*, 53T + aS?T?,ST3,T*), que resulta ser también una inmer-
sion cerrada. La comprobacion es idéntica a la que hemos hecho en el citado



180 Capitulo 5. Haces coherentes

ejemplo 8, salvo que ahora hay que probar que el homomorfismo de anillos
k[Xl/Xo,XQ/Xo,Xg/Xo] — k[T/S] dado por

X1/Xo T/S +a(T/S)?, Xo/Xow (T/S)%, Xs/Xo+ (T/S)*

es suprayectivo. Llamando u = T'/S, tenemos que (u+au?)? = u?+2au3 +au*
esta en la imagen, luego también lo estd u?2, luego también lo esta u, luego es
suprayectivo.

Sin embargo, los espacios vectoriales L, son distintos dos a dos, luego tene-
mos infinitos homomorfismos P,lC — Pz esencialmente distintos dos a dos, en
el sentido de que ninguno se obtiene de otro de ellos por composicién con un
automorfismo de P3. En particular, si llamamos C, a la imagen de la inmersion
correspondiente a L,, tenemos que cada C, C P}, es una curva proyectiva ra-
cional (es decir, isomorfa a P}) pero que ninguna de ellas puede transformarse
en otra mediante un automorfismo de Pz. L]

Vamos a ver otro criterio méas 1til que 5.34 para reconocer una inmersion
cerrada en el caso de esquemas definidos sobre un cuerpo algebraicamente ce-
rrado. En la prueba usaremos el teorema 6.49, que demostraremos en el capitulo
siguiente. Naturalmente, en su demostraciéon no usaremos el teorema que ahora
Nnos ocupa.

Teorema 5.37 Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado, sea X/k un esquema
propio y sea f : X — P} un homomorfismo de esquemas definido sobre k
correspondiente a un haz inversible £ y a un generador so, ..., $n € L(X). Sea
V = (s0,...,8n),. Entonces f es una inmersion cerrada si y sélo si:

a) Para cada par de puntos cerrados distintos P, Q € X existe un s € V tal
que sp € mpLlp, sqg ¢ mgLg o viceversa.

b) Para cada punto cerrado P € X, el conjunto {s € V | sp € mpLp} genera
el k-espacio vectorial mpr/m%Lp.

DEMOSTRACION: La condicion a) equivale a que P ¢ X,y Q € X, (o
viceversa), y también a que f(P) pertenece a un cierto hiperplano de P} al
cual no pertenece @ (o viveversa). Es claro entonces que si f es una inmersion
cerrada cumple a). Reciprocamente, si f cumple a), entonces f es inyectiva
sobre los puntos cerrados de X. Como f es continua y cerrada, para todo punto

£ € X, se cumple que f[§] = f(), luego si ,¢) € X cumplen f(§) = f(v),
entonces f[¢] = f[i], luego & y 1 tienen los mismos puntos cerrados, luego
& =1, luego £ = 1. En suma, f es inyectiva y, por consiguiente, una inmersion

cerrada de espacios topologicos.

Veamos ahora que las inmersiones cerradas cumplen b). Tomemos P € X.
Entonces P € X, para algin ¢. No perdemos generalidad si suponemos que
P € X,,, lo que equivale a que f(P) € D(Xp). Podemos ver a f(P) como un
ideal maximal de Oy (D(Xy)) = k[z1,...,2,], donde z; = X;/Xy. Como k es
algebraicamente cerrado, f(P) = (1 —as, ..., T, — a,) para ciertos a; € k, y al
localizar respecto de f(P) tenemos también que mypy = (21 — a1, ..., Tn —an).
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El epimorfismo Oy, yp) — Ox, p cumple que x; — s; /80, luego transforma
mypy en el ideal mp generado por (s; — a;s0)/s0, parai = 1,...,n. Por consi-
guiente,

mpLlp =mpsy = (51 — 150, -, 50 — an80>oX P
luego el espacio mpLp/m%LLp estd generado, ciertamente, por los elementos
s; —a;So € V, como habia que probar.

Supongamos, por ultimo, que f cumple a) y b), con lo que ya sabemos que f
es una inmersion cerrada de espacios topologicos, y sélo nos falta probar que el
homomorfismo Oy, r(py — Ox p es suprayectivo. La hipotesis b) se traduce en
la suprayectividad del homomorfismo inducido m f(p) —> Mp /m%. En efecto:
supongamos como antes, que P € X, , con lo que Lp = sopO0x p. Sia € mp,
entonces, por b), existen «; € k y x € m% tales que

s Sn
asop = a181p + -+ + QpSpp + TSop = (0418—1 +o 4t on - + $)SOP,
0 0
luego
Xl Xn
azfﬁ(alfo-f—----i—anfo)"'%

donde X;/X, € my(py. En definitiva, la clase de a modulo m%g es la imagen de
un elemento de my(p), como queriamos probar.

Ahora usamos el teorema 6.49, que nos da que el haz f,Ox es coherente,
por lo que Ox p es un Oy, y(p)-modulo finitamente generado.

En general, tenemos un homomorfismo ¢ : A — B de anillos noetherianos
locales que convierte a B es un A-modulo finitamente generado, que induce un
isomorfismo A/my — B/mp (porque k es algebraicamente cerrado) y tal que
el homomorfismo natural my — mp/m% es suprayectivo.

El teorema quedaré probado si, bajo estas hipotesis, demostramos que ¢ es
suprayectivo. Consideremos el ideal a = myB. Tenemos que a C mp, y que
mp = a+m%. Podemos aplicar el Lema de Nakayama [4.51], del que obtenemos
que a =mp.

Ahora vamos a aplicar nuevamente el Lema de Nakayama, pero al anillo A
y a los modulos ¢[A] C B. Se cumple que B/$[A] es un A-mo6dulo finitamente
generado porque B lo es y

B/maB = B/mp = A/myu,
luego B = ¢[A] + maB. Concluimos que B = ¢[A]. n

En la seccion siguiente estudiamos los haces inversibles sobre un esquema
que definen inmersiones, no necesariamente cerradas.
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5.4 Haces amplios y muy amplios

Definicién 5.38 Sea A un anillo y X/A un esquema. Diremos que un haz £
en X es muy amplio (respecto de A) si existe una inmersion f: X — Y = P%,
definida sobre A, tal que £ 2 f*Oy(1). En tal caso, para cada d € Z, definimos
Ox(d) = f*Oy(d).

Es claro que los haces Ox(d) son inversibles. En principio dependen de la
inmersion f, pero vamos a ver que en realidad sélo dependen (salvo isomorfismo)
del haz muy amplio £. Concretamente, sucede que la clase de O x (d) en el grupo
de Picard de X es [£]4.

Si d > 0, se cumple que Oy (d) = Oy (1)®? (teorema 5.25), y el teorema [B.4]
nos da, al aplicar f*, que [Ox(d)] = [£]¢.

Para d < 0 usamos que Oy (d) ®¢, Oy(—d) = Oy, con lo que al aplicar f*
resulta que [Ox (d)][£]7¢ = 1, luego también [0 x(d)] = [£]%.

Por ultimo, es obvio que Ox(0) = Ox.

La férmula [Ox (d)] = [£]? implica a su vez que
Ox(d+d) = 0x(d) ®ox Ox(d).

Si A es un anillo graduado finitamente generado sobre S = Aj por elementos
ag,...,a,. € Ay y X = Proy A, tenemos definidos de otro modo unos haces a
los que hemos llamado Ox(d) (definicién 5.24). Sin embargo, el ejemplo 2 de
la seccion anterior muestra que Ox (1) en el sentido de 5.24 coincide con el que
acabamos de definir respecto a la inmersion cerrada f : X — P% asociada al
epimorfismo S[Xy,...,X,] — A dado por X; — a;, y esto a su vez implica
que todos los haces O x(d) son el mismo en los dos sentidos.

En particular, si A = S[Xo,...,X,]/I, donde I es un ideal homogéneo, y
X = Proy A los haces Ox(d) en el sentido de 5.24 son los determinados por la
inmersién cerrada natural X — PY.

Es evidente que un esquema X /A es cuasiproyectivo (sobre A) si y sblo si
tiene un haz muy amplio. Si X/A es un esquema propio (sobre A) entonces X
es proyectivo (sobre A) si y sélo si tiene un haz muy amplio.

Sabemos que un haz muy amplio en un esquema X ha de ser inversible y
ha de admitir un generador global finito. No obstante, estas propiedades no
caracterizan a los haces muy amplios (pues estan asociadas a homomorfismos
arbitrarios, no necesariamente inmersiones).

Ejemplo El haz Opr (d) es muy amplio cuando d > 1, pues define la inmersion
de grado d, mientras que no es muy amplio si d < 0, pues entonces no tiene
generadores globales. L]

Teorema 5.39 Sea X/A un esquema y L, M dos haces muy amplios en X
(sobre A). Entonces L ®o M es un haz muy amplio. Si X es proyectivo no es
necesario que M sea muy amplio, sino que basta con que admita un generador
global.
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DEMOSTRACION: Existen inmersiones f; : X — P} y fo: X — P} tales
que ffO(1) = L, f50(1) = M. Segun el ejemplo 7 de la seccion anterior, se
cumple que £ ®¢, M = g*O(1), donde g es la composicion del homomorfismo
h: X — P} x4 P inducido por fi y f2, con la inmersiéon de Segre. Es claro
que h es una inmersion, luego g también, por lo que £ ®¢, M es muy amplio.

Si X es proyectivo y M admite un generador global, entonces tenemos una
inmersion cerrada f; y un homomorfismo fy. Basta probar que h es igualmente
una inmersion cerrada, y ello se debe al teorema 4.17, aplicado a hy p1. =

Vamos a probar una propiedad muy importante de los haces muy amplios
sobre un esquema proyectivo. Necesitamos un resultado técnico:

Teorema 5.40 Sea X un esquema noetheriano o bien separado y cuasicom-
pacto. Sea M un haz cuasicoherente en X y L un Ox-mddulo inversible. Sea
feMX) yseL(X).

a) Si flx, =0 existe unn > 1 tal que f ® s®™ =0 en M ® LO(X).

b) Sig € M(X,) existe un ng > 1 tal que para todo n > ng se cumple que
g S®”|Xs se extiende a (M ® L®n)(X)'

DEMOSTRACION: Cubrimos X con un namero finito de abiertos afines X;
tales que Llx, = Ox,. (Aqui usamos que X es cuasicompacto). Llamemos
e; € L(X;) a la imagen de 1 € Ox(X;) por el isomorfismo (de modo que
L(X;) = ,0x(X;)) v sea h; € Ox(X;) tal que s|x, = e;h; (o sea, la imagen
de s|x; por el isomorfismo). Entonces tenemos que X, N X; = D(h;) (abierto
principal en X;).

a) Si flx. = 0 también f|x.nx, = 0 en M(D(h;)) = M(X;)p,, luego existe
un 7 > 1 tal que f|x,h = 0. Podemos tomar n suficientemente grande para
que sirva para todos los indices ¢. Consideremos ahora el isomorfismo

Mlx;, — M@0y Ox)lx, — M@0y 0F")|x, — Mo, £57)|x,
Se cumple que
0= f|X1h? = f|X1h? @1 f|X1h? Y 19n = f|X1h? ®€Z®n = lez Y (SlXi)®n’

luego (f @ s®™)|x, = 0, para todo i, luego f ® s®™ = 0.

b) Como g|x,nx; € M(D(h;)) = M(X;)p,, existe un m > 1 tal que

9lx.nx. P x.nx: = filx.nx;s

para cierto f; € M(X;). Podemos tomar el mismo m para todo i. Llamemos
ti € M®o, L%)(X;) ala imagen de f; por el isomorfismo anterior. Entonces

tilx.nx, = 9lx.nx, b x.nx, @ € = glx.nx, @ (s®"x.0x,)-
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De aqui se sigue que ti'XsﬁXiﬁXj = tj|Xszij. Podemos aplicar el apar-
tado anterior al esquema X; N X; (que es cuasicompacto por las hipdtesis so-
bre X) y a la funcion ¢;|x,nx; — tj|x,nx,. Concluimos que existe un ¢ > 1 tal
que

(tilx.nx, — tjlx.nx,) ® s x,nx, = 0.

Ahora tomamos ng = m + ¢, de modo que si n > ng, entonces los elementos
t; @ s®latn=no)| e (M®¢, LE)(X;) coinciden en las intersecciones X; N X,
luego determinan un t € (M ®¢, £L®")(X) tal que

tlx.nx, = tilx.nx, ® 20Ty v = glx.nx, ® s xnx,,

luego t[x, = g ® s*"|x,. .

Si M es un O x-modulo, definimos M(m) = M®¢ , Ox(m), definicion relativa
a un haz muy amplio prefijado en X.

Teorema 5.41 (Serre) Sea A un anillo, X/A un esquema proyectivo sobre A
y f: X — Y = P4 una inmersion cerrada definida sobre A. Sea M un haz
en X cuasicoherente y finitamente generado. Entonces existe un natural ng tal
que para todo n > ng el haz M(n) admite un generador global.

DEMOSTRACION: Por el teorema 5.18 tenemos que f.M es un haz en Y
cuasicoherente y finitamente generado, y el teorema 5.22 nos da que

f{M @0y f*O0y(n)) = LM R0, Oy(n).

Basta probar el teorema para X = P9 (con f igual a la identidad), pues
entonces tendremos que el haz de la derecha admite un generador global para
todo n suficientemente grande, y es facil ver que lo mismo vale entonces para

Moy f*Oy(n) =M(n).

Asf pues, suponemos que M es un haz en Y = P4 = Proy(A[X1,..., X4]).
Entonces X; € Oy(1). Sea U; = D(X;) = Yx,. Por hipotesis M(U;) esta
generado por un ntimero finito de elementos s;;, j =1, ..., m. Ahora aplicamos
el teorema 5.40, que nos da un ng > 1 tal que para todo n > ng podemos
extender X" ® s;; hasta un elemento ¢;; € (M ®o, Oy (n))(X). Es claro que
los ¢;; son un generador global de M ®¢, Oy (n). n

Para interpretar lo que hemos obtenido necesitamos una definicién:

Definicién 5.42 Sea X un esquema cuasicompacto y £ un haz inversible en X.
Diremos que £ es amplio si para cada haz cuasicoherente y finitamente generado
M en X existe un ng > 1 tal que para todo n > ng el haz M ®¢, L™ admite
un generador global. (A partir de aqui llamamos £" = £L®™.)

En estos términos, el teorema anterior afirma que todo haz muy amplio en
un esquema proyectivo sobre un anillo A es amplio. (Notemos que la nocion de
haz amplio es absoluta, es decir, no depende de ningtun anillo sobre el que esté
definido el esquema X.)
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Observemos que, en las condiciones de la definicion de haz amplio, el haz
N =M®o, L™ admite, de hecho, un generador global finito. En efecto, para
cada P € X existe un conjunto finito S C N(X) cuyos elementos generan Np
(porque N es también finitamente generado). Si U es un entorno afin de P,
tomamos un generador finito de N(U) y expresamos sus imagenes en Np como
combinaciones lineales de las imagenes de los elementos de S con coeficientes
en Ox, p, pero dichos coeficientes pueden verse también en Ox (D(f)), para un
f € Ox(U) tal que P € D(f). Asi pues, las restricciones de S a N(D(f))
generan este modulo. En suma, cada punto P tiene un entorno V' tal que N(V)
estd generado por las restricciones de un ntmero finito de elementos de N(X).
Como X es cuasicompacto, podemos encontrar un cubrimiento abierto finito
{Vi} de X y un conjunto finito ' C N(X) cuyas restricciones generan los todos
los modulos N(V;). Es claro que T es un generador global de N.

Esto nos da una consecuencia util del teorema de Serre:

Teorema 5.43 Si Ox (1) es un haz muy amplio en un esquema proyectivo X /A
y M es un haz cuasicoherente en X finitamente generado, entonces existe un
epimorfismo Ox(m)" — M, para cierto m € Z y cierto r > 1.

DEMOSTRACION: Sea m > 1 tal que M ®¢, Ox(m) admita un generador
global. Segun acabamos de ver, podemos tomarlo finito, digamos con r elemen-
tos. Por el teorema 5.32 existe un epimorfismo

Y — MRo, Ox(m).

De aqui obtenemos el epimorfismo Ox(—m)" — M. (Se comprueba inme-
diatamente que es un epimorfismo considerando sus localizaciones.) [

Ahora podemos probar:

Teorema 5.44 Sea A un anillo noetheriano y X/A un esquema cuasiproyec-
tivo. Entonces el grupo Pic(X) estd generado por los haces muy amplios.

DEMOSTRACION: Por hipétesis existe una inmersién abierta ¢ : X — Y,
donde Y/A es un esquema proyectivo. Sea L € Pic(X) y sea M un haz muy
amplio en Y. Como M es amplio, existe un natural n tal que i.L ®¢, M"
admite un generador global. El teorema 5.39 implica que tanto i,£ ®g, M1
como M"*! son haces muy amplios en Y, luego tanto £1 = LR, i*M" ! como
Lo = i*M"™! son haces muy amplios en X,y £ = £ ®0, L3. "

El concepto de haz amplio no es equivalente al de haz muy amplio, pero
vamos a ver que la existencia de un haz amplio equivale a la existencia de un
haz muy amplio.

Empezamos con una consecuencia sencilla de la definicion:

Teorema 5.45 Sea X un esquema cuasicompacto y L un haz inversible en X .
Entonces son equivalentes:
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a) L es amplio.
b) L™ es amplio para todo n > 1.
c) L™ es amplio para algin n > 1.

DEMOSTRACION: La tinica implicacion no trivial es ¢) = a). Supongamos
que L™ es amplio y sea M un haz en X cuasicoherente y finitamente generado.
Lo mismo vale entonces para los haces M ®¢, £, para 0 < k < n. Como £ es
coherente, para todo r suficientemente grande los haces M®¢ , £+ admite un
generador global, pero esto esquivale a decir que M ® ¢, L™ tiene un generador
global para todo m suficientemente grande, luego £ es amplio. L]

Es facil ver que si dos haces cuasicoherentes M y N sobre un esquema cuasi-
compacto X admiten un generador global, entonces M®¢@ , N también lo admite.
De aqui se sigue que si £ es amplio y M admite un generador global entonces
L ®0, M es amplio, y el teorema anterior implica entonces que si £; y L2 son
haces amplios, entonces £1 ®@, L2 también es amplio (pues existe un n tal que

7 admite un generador global, luego L7 ®¢, £5 es amplio, luego £1 @, L2
es amplio).

El resultado basico sobre haces amplios es el teorema siguiente:

Teorema 5.46 Sea X/A un esquema de tipo finito sobre un anillo noetheriano
A. Si L es un haz amplio en X, entonces existe un m > 1 tal que L™ es muy
amplio sobre A.

DEMOSTRACION: Tomemos P € X. Vamos a probar que existe un n = n(P)
yun s € £L™(X) tal que X es un entorno afin de P.

Sea U un entorno afin de P tal que L[|y sea libre. Consideramos en X \ U
la estructura de subesquema cerrado reducido, que se corresponde con un haz
cuasicoherente J de ideales de Ox. De hecho, como A es noetheriano y X es de
tipo finito sobre A, tenemos que X es noetheriano, de donde se sigue facilmente
que el haz J es finitamente generado (o coherente). Como £ es amplio, para
todo n suficientemente grande se cumple que J ®p, L™ admite un generador
global. Uno de sus elementos, t € (J ®p, £™)(X) ha de cumplir que tp genera
el modulo local (I ®e, L™)p.

Para cada punto @ € X, consideramos el diagrama conmutativo

(I ®ox L")(X) — L(X)

l |

Jg ®oxo Ly —= L5

Sea s € L™(X) la imagen de t. Como V(L) = X \ U, para cada Q € X \ U
tenemos que Jg C mg, luego sg no puede generar £7, luego @ ¢ X,. En
cambio, para @) = P tenemos que Jp = Ox p, luego la fila inferior del diagrama
es un isomorfismo, luego sp genera L%, luego P € X, C U.
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Pongamos que L|y = eOp y sea s|y = eh, con h € Ox(U). Entonces
Xs = Dy(h), luego X, es un abierto afin.

Podemos cubrir X por un ntmero finito de abiertos X5, en las condiciones
anteriores. Mas aiin, tomando potencias de los s; podemos suponer que todos
ellos pertenecen al mismo £"(X).

Como X es de tipo finito sobre A, tenemos que Ox(X,,) = A[fi;], para
un namero finito de elementos f;; € Ox(Xs,). Por el teorema 5.40 existe un
r > 1 tal que s} ® fi; se extiende a un s;; € L™ (X). (Aqui usamos que
L @9, Ox =2 L™ y, a través de este isomorfismo, 5ij|Xsi = fi;s}.) Podemos
tomar el mismo r para todos los indices.

Es claro que los s; son un generador global de £", luego los s son un
generador global de £, luego también lo es el conjunto formado por los s} y
los s;;. El teorema 5.33 nos da un homomorfismo

f:X — Y = Proy(A[X;, X))

que cumple que f*(Oy (1)) = L™ y, a través de este isomorfismo, f*(X;) = s,
[*(Xij) = sij. Sea U; = Dy(X;). Entonces X, = f~[U;] (ver la prueba de
la unicidad en el teorema 5.33), luego f induce un homomorfismo g : X — U,
donde U = |JU;, de modo que f = goi, donde i : U — Y es la inmersion
abierta. @

Basta probar que g es una inmersién cerrada, pues entonces f sera una
inmersiéon y L™ serd un haz muy amplio.

A su vez, basta con que sean inmersiones cerradas todas las restricciones
flx., + Xs; — U;. Como son homomorfismos entre esquemas afines, para ello
basta con que sean suprayectivos los homomorfismos

&0y (D(X5)) — Ox(X,,),
lo cual se cumple porque transforman X;;/X; — fi;. [
Ejemplo Ahora es claro que el haz Opn (d) no es amplio cuando d < 0, luego
Opn (d) es amplio si y solo si es muy amplio, si y sélo si d > 0. ]

Acabamos de ver que la existencia de un haz amplio en un esquema (de tipo
finito sobre un anillo noetheriano) implica la existencia de un haz muy amplio.
El reciproco lo tenemos demostrado tinicamente para esquemas proyectivos. El
caso general se deduce del teorema siguiente:

Teorema 5.47 Sea X un esquema noetheriano y L un haz inversible en X .

a) Si existen s1,...,8, € L(X) tales que cada X, es afin y X = |JX,,,
entonces £ es amplio. ¢

b) SiU es un abierto en X y L es amplio, entonces Lly es amplio.

DEMOSTRACION: a) Sea M un haz en X cuasicoherente y finitamente gene-
rado. Sean fi, ..., fq generadores de M(Xs, ). Por el teorema 5.40, para todo n
suficientemente grande, f; ® sP se extiende a un elemento de (M ®¢, £™)(X).



188 Capitulo 5. Haces coherentes

Como s7|x,, es un generador de L™(X,,), es claro que dichas extensiones ge-
neran (M ®¢, £™)p para todo P € X,,. Repitiendo lo mismo con los demas
abiertos X, (y tomando un n suficientemente grande) obtenemos un generador
global de M ®¢, £™. Por lo tanto £ es amplio.

b) La primera parte de la prueba del teorema anterior no usa que el es-
quema dado es de tipo finito sobre un anillo noetheriano, sino tinicamente que
es noetheriano. Por lo tanto, si £ es amplio, bajo las hipétesis actuales, pode-
mos encontrar igualmente elementos si,...,s, € L™ que cumplen las hipdtesis
de a) para £L™. Vamos a probar que £L"|y = (£|y)™ es amplio, lo que implica
que L]y también es amplio. Equivalentemente, podemos sustituir £ por L™ y
suponer que £ cumple las hipotesis de a).

Cada abierto U N X;, es noetheriano, luego cuasicompacto, luego puede
expresarse como uniéon de un namero finito de abiertos principales D(h;;), con
hij € Ox(Xs,). Por el teorema 5.40, existe un n tal que cada h;; ® sI* se extiende
a un elemento ¢;; € (Ox ®o, £L™)(X). Podemos sustituir de nuevo £ por L™ e
identificar Ox ®p, L™ = L™ = L, con lo que ¢;; € £L(X) cumple tij|Xsi = h;s;.

Ahora definimos s;; = t;;|y € £(U), de modo que Us,; = D(hi;), pues (s5)p
genera L p exactamente cuando s; genera Lp y h;; genera Ox p, lo cual sucede
si P € X, y ademas P € D(h;;).

Esto significa que £|y cumple las hipétesis de a) con los s;;, luego es un haz
amplio en U. L]

En resumen tenemos lo siguiente:

Teorema 5.48 Sea X/A un esquema de tipo finito sobre un anillo noetheriano
A. Entonces X es cuasiproyectivo sobre A (es decir, existe un haz muy amplio
sobre A) si y solo si existe un haz amplio en X.

DEMOSTRACION: Una implicacién es el teorema 5.46. Reciprocamente, si
X es cuasiproyectivo, entonces es isomorfo a un abierto en un cerrado Y en un
espacio P’;. Por el teorema de Serre (ver la observacion tras la definicion 5.42),
tenemos que Y tiene un haz amplio, luego por el teorema anterior X también
lo tiene. [

Hemos definido el concepto de haz muy amplio para un esquema definido
sobre un anillo o, equivalentemente, sobre un esquema afin. Terminamos la
seccion generalizando la definiciéon al caso de un esquema definido sobre un
esquema arbitrario. Para ello necesitamos unas observaciones que garantizaran
que en el caso afin la nueva definicién coincide con la que ya tenemos.

Sea A un anillo, sea X = P% y seaY = P%. El haz Ox(1) tiene a Xo, ..., X,
como generador global, luego, segin el teorema 5.33 para S = Z, define un
homomorfismo 7 : X — Y determinado por que 7*(X;) = X;, para todo
i =0,...,n. Mas detalladamente, 7 se restringe a homomorfismos

7lpx,) : Dx(Xi) — Dy (X;)
que se corresponden con los homomorfismos naturales
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Es claro entonces que 7 es el homomorfismo determinado por el homomor-
fismo natural de anillos graduados Z[ Xy, . .., X, — A[Xo,...,X,]. Asi hemos
probado que esta proyeccion cumple 7*0y (1) = Ox(1). A través del isomor-
fismo natural P} = P'% xzEsp A, el homomorfismo 7 se corresponde con la
proyeccién en la primera componente.

Definicién 5.49 Sea S un esquema y X = P%. Definimos el haz inversible
Ox(1) =71*0y (1), donde Y = P} y m : P4 — P} es la proyeccion natural.

Las observaciones precedentes muestran que si S = Esp A, entonces el haz
Ox (1) que acabamos de definir coincide con el que ya tenfamos definido. Si
U C S es un abierto, tenemos el diagrama conmutativo

Py —— P4

N\

Pz

del que se desprende que Opn(1)|py = i*Opz(1) = Opy (1). Esto nos da una
caracterizacion de Opz (1) como el tnico haz en P§ que al restringirlo a cada
abierto Pf;, donde U C S es un abierto afin, es el haz Op;}(l) que ya teniamos
definido.

Si X/S es un esquema arbitrarioy j : X — P% es una inmersion, definimos
0x(1) = j*Opg(l). Los haces inversibles de esta forma se llaman haces muy
amplios respecto de S. Es claro que si X = P%, entonces el haz Ox(1) que ya
tenfamos definido se corresponde con el que acabamos de definir cuando j es la
identidad. Por otra parte, cuando S = Esp A, los haces muy amplios respecto de
S coinciden con los haces muy amplios respecto de A que ya teniamos definidos.

Sim: X — S es el homomorfismo estructural, U C S es un abierto y
V =7 HU] = j~[P}], entonces

Ox()|v = jly' Opy (1) = Oy (1).
Definimos
Ox(1)™ sim >0,

Ox(m)=14¢ Ox sim =0,
(Ox(1)*)™™ sim < 0.

Si M es un O x-modulo, definimos M(m) = M ®@¢, Ox(m). Si, al igual que
antes, U C S es un abierto y V = 7~ 1[U], entonces

M(m)|ly =My ®o, Ov(m) = M|y (m).

Como se ve en la demostracion, el teorema siguiente no es més que una ligera
generalizacién del teorema 5.41:
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Teorema 5.50 Sea f : X — Y un homomorfismo proyectivo, donde el es-
quema Y es noetheriano, sea M un haz coherente en X y Ox (1) un haz muy
amplio en X respecto de Y. FEntonces, para todo matural n suficientemente
grande, el homomorfismo natural f*(f«(M(n))) — M(n) es suprayectivo.

DEMOSTRACION: Podemos cubrir Y por un nimero finito de abiertos afines
noetherianos. Si U C Y es uno de estos abiertos, sea V = f~1[U] y llamemos
f' 'V — U a la restriccion de f. Es claro que f’ también es proyectivo, por
lo que, en particular, V' es noetheriano (f” es de tipo finito). El homomorfismo
del enunciado se restringe a f"*(f.(M(n)|v))) — M(n)|v. De acuerdo con las
observaciones posteriores a la definicién 5.49, este homomorfismo puede verse
también como f"™*(fL(M|v(n))) — M|y (n). Basta probar que cada uno de
estos homomorfismos es suprayectivo para n suficientemente grande o, equiva-
lentemente, podemos suponer que el esquema Y = Esp A es afin.

Segtin las observaciones previas al teorema [B.5], para cada punto P € X,
el homomorfismo natural del enunciado se localiza al homomorfismo natural

F+M(n)) Py @0y sy Ox.p —> M(n)p.
Por otra parte

F+M(n)) p(p) ®0y 4y Ox,p ZM(n)(X) p(p) @4, Ox,p = M(n)(X) ®a Ox,p

y, a través de este isomorfismo, el homomorfismo anterior se corresponde con el
homomorfismo natural

M(n)(X) ®a Ox,p — M(n)p.

La imagen de este homomorfismo esta generada por la imagen del homo-
morfismo de A-modulos M(n)(X) — M(n)p, luego el homomorfismo seré su-
prayectivo si y solo si M(n) admite un generador global en P. En general,
el homomorfismo del enunciado sera suprayectivo si y solo si M(n) admite un
generador global, y el teorema 5.41 nos da que esto sucede para todo n suficien-
temente grande. [

De forma analoga podemos probar un resultado mas elemental:

Teorema 5.51 Si f : X — Y es un homomorfismo afin (es decir, tal que
las antiimdgenes de abiertos afines sean afines, por ejemplo un homomorfismo
finito) y M es un haz cuasicoherente en X, entonces el homomorfismo natural
M — M es suprayectivo. Si .M admite un generador global, lo mismo le
sucede a M.

DEMOSTRACION: Como en la demostracién del teorema anterior, para la
primera parte podemos suponer que Y = Esp A es afin, y por hipotesis también
X = Esp B. La suprayectividad del homomorfismo del enunciado se reduce a la
de los homomorfismos M(X)®4 Bp — Mp = M(X) ® Bp, para cada punto
P € X, que es evidente.
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Si f«M admite un generador global S C (f.M)(Y) = M(X), para cada
punto P € X, el diagrama conmutativo

(f*M)f(P) ®Oy,f(P) OX,P >J\/tP

|

M(X)

donde la flecha horizontal es un epimorfismo por la parte ya probada, muestra
que los elementos de S generan Mp, por lo que S es también un generador
global de M. [

Como consecuencia probamos un ultimo resultado sobre haces amplios que
necesitaremos mas adelante:

Teorema 5.52 Si f : X — Y es un homomorfismo finito entre esquemas
cuasicompactos y L es un haz amplio en Y, entonces f*L es amplio en X.

DEMOSTRACION: Sea M un haz cuasicoherente y finitamente generado en
X. Hemos de probar que M ®¢, f*£L" admite un generador global para todo n
suficientemente grande. Por el teorema anterior y 5.22, basta probar que lo
tiene

fiM@oy [7L") = f-M @0, L,

y ello se debe a que £ es amplio y a que f,M es cuasicoherente y finitamente
generado por 5.18. L]

5.5 Complementos sobre esquemas proyectivos

El teorema 5.40, a partir del cual hemos probado el teorema de Serre, tiene
otras consecuencias importantes sobre los esquemas proyectivos y sus haces cua-
sicoherentes, que recogemos en esta tltima seccion.

En primer lugar vamos a demostrar que si A es un anillo graduado finita-
mente generado por elementos de grado 1, entonces todo haz cuasicoherente
sobre Proy A es de la forma M, para cierto A-moédulo graduado M.

Definicion 5.53 Sea A un anillo graduado, sea X = ProyA y sea M un O x-

modulo. Definimos o
M= M(n)(X).
nez

Dotamos a M de estructura de A-modulo graduado de la forma siguiente:
Paracada s € Ay cadat € M(n)(X), sea 5 la imagen de s por el homomorfismo
natural A; — Ox(d)(X), y definimos st como la imagen de

t®Rs e M(”)(X>®OX(X) Ox(d)(X) — (M(n)@ox Ox(d))(X) = M(TLer)(X)
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Es claro que este producto se extiende a un producto A x M — M.

Por ejemplo, si A = Ag[Xo, ..., X,] y M = Ox, el teorema 5.26 nos dice que
podemos identificar a M con A, y el producto que acabamos de definir coincide
con el de A a través de esta identificacion. Asi pues, Ox = Ay, trivialmente
entonces, Ox 20Oy.

Sabemos que si A es otro anillo graduado ya no tiene por qué darse el
isomorfismo Ox = A, pero vamos a probar que, para cualquier anillo graduado

A y cualquier modulo M, el isomorfismo M = M se sigue manteniendo.

Teorema 5.54 Sea A un anillo graduado finitamente generado (como Ag-dlge-
bra) por elementos de grado 1. Sea X = ProyA y sea M un haz cuasicoherente

en X. Entonces existe un isomorfismo natural M = M.

DEMOSTRACION: Tomemos un f € A; y vamos a definir un homomorfismo

¢ : M(D(f)) — M(D(f)). Recordemos que M(D(f))) = Ms). Un elemento
de este anillo es de la forma m/f?, donde m € M(d)(X). Entonces

m|p(p) € M(d)(D(f)) ®ox(n(s)) Ox(d)(D(f)),

y Ox(d)(D(f)) = f10x(D(f)), es decir, Ox(d)(D(f)) es un Ox (D(f))-médulo
libre de base f¢, luego m|p(s) se expresa de forma tinica como m|py) = s ® f,
con s € M(D(f)). Definimos ¢(m/f?%) = s.

Observemos que ¢ esté bien definido, pues si m/f¢ = m’/ f%, entonces existe
un 7 > 0 tal que fT+d/m = frtdm/ en M. Por la definiciéon del producto en M,
esto significa que m ® f”’d/ y m' ® frt¢ se corresponden con el mismo elemento
de M(d+ d' +1)(X), luego sus restricciones s @ f4®@ 4 y s @ f@ @ fr+d se
corresponden con el mismo elemento de M(d 4+ d' + r)(D(f)), o sea, que

’ /
s ® fder —+r — S/ ® fder Jr’l“,

lo que implica que s = s’ porque f4 447 es una base de Ox (d+ d’ + r)(D(f)).

Ahora es facil ver que se trata de un homomorfismo de médulos. A su vez,

¢ induce un homomorfismo de haces ¢ : Mlpsy — Mps)-

Tomemos ahora otro elemento g € A; y vamos a calcular el homorfismo

PD(sg) : ﬁ(D(fg)) — M(D(fg)). Un elemento de

M(D(fg)) = M(zq) = (M(s))g/ s

es de la forma /2
m m/f
Gort ~ (o o M),
Pongamos que m|ps) = s ® f?4, con s € M(D(f)). La imagen por ¢~5D(fg)

es la imagen de m/f2? restringida a D(fg) y dividida entre (g/f)?, es decir,
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multiplicada por 1/(g/f)% = f2?/(fg)¢. Concretamente:

2d

dlp(re)(m/(fg)?) = (j"cT)d s|p(fg)-

Si invertimos los papeles de f y g, entonces hemos de partir de la descom-
posicién m)| D) = t® g*?, que esta relacionada con la anterior de la forma
siguiente:
2d g% 2d 2d
mp(se) = Hpise) © 97 = Tz tlnise) @ 17 = slpire) @ 7,

de donde resulta que s|p(rq) = (9/f)*?t|p(tq), luego

2d 2d 2d de
3 8Ip(t9) = Traq Fma tlpre) = T tnre)-
(fg) (fg)t f (f9)

Esto significa que los homomorfismos
O : Mlps) — Mip(ry, 99 Ming) — Ming)

inducen el mismo homomorfismo en D(f) N D(g), luego se restringen al mismo
homomorfismo de haces sobre este abierto. Por consiguiente, estos homomorfis-

mos se extienden a un homomorfismo qg : M — M. Hemos de probar que es un
isomorfismo. Para ello basta ver que los homomorfismos ¢ son isomorfismos de
moédulos. Notemos que hasta aqui no hemos usado que M sea cuasicoherente.

Vamos a usar el teorema 5.40. Observemos que X es ciertamente un esquema
separado y, por hipotesis, es union de un ntumero finito de esquemas afines D(f),
luego es cuasicompacto. Vamos a aplicar el teorema con £ = Ox (1).

Notemos que f € A(1)g, luego podemos considerar f € Ox(1)(X) tal que
flos = f € A(1)(s). Notemos también que X7 = Xy = D(f). En efecto, dado
un punto P € X, tomamos g € A; tal que P € D(g). Entonces tenemos que
Ox(1)|p(g) = 99x|p(g), luego P € Xy siy solosi Ox p = fpOx p, siy solo si
Ox(1)p = frgrOx p = frOx p (porque P € D(g)), siy solosi P € Xf

Supongamos ahora que ¢(m/f¢) = s = 0, donde m € M(d), m|p(s) = s® fe.
Entonces m| p(fy = 0, luego por el teorema anterior existe un n > 1 tal que
m® f* =0, lo cual equivale a que f™m = 0 en M, y esto a su vez implica que
m/f? = 0. Por consiguiente ¢ es inyectiva.

Si s € M(D(g)), el teorema 5.40 nos da un m € M(d) de manera que
m|ppy = s ® f%, lo que significa que ¢(m/f?) = s. Por consiguiente ¢ es
suprayectiva. n

Como aplicacién de este teorema podemos determinar todos los subesquemas
cerrados de un esquema ProyA (comparar con 2.21):

Teorema 5.55 Si Ay es un anillo y A = Ap[Xo,...,X,], todo subesquema
cerrado de P es de la forma Proy(A/I), donde I es un ideal homogéneo de A.
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DEMOSTRACION: Sea Z un subesquema cerrado de X = P’y sea J el haz
cuasicoherente de ideales de Ox asociado a Z por el teorema 5.10. Llamemos
I = 7. El homomorfismo J — Ox induce un homomorfismo J(n) — Ox(n).
Se trata de un monomorfismo, pues, para cada P € X, la sucesién exacta

00— jp — Oxyp — Oxﬁp/jp — 0
da lugar a una sucesién exacta
0— j(?’L)P — OX(TL)P — (OX,p)/jp) ®oX7P OX(n)p — 0,

pues Ox(n)p = Ox,p es un Ox p-modulo libre. Por consiguiente (teniendo
en cuenta la observacion tras la definicion 5.53) tenemos un monomorfismo de
modulos

I=Pin)(X) — POx(n)(X)=0x = A.

Asf pues, podemos ver al A-médulo I como un ideal homogéneo de A. Por el
teorema anterior tenemos que J = I. Ahora basta observar que el haz de ideales
asociado a la inmersion natural i : Proy(A/I) — P’; es precisamente /. En
efecto, tenemos el diagrama conmutativo

Proy(A/I) — -~ ProyA

! !

ESp(A(XI)/I(Xl)) E—— ESp A(Xl)

donde las flechas verticales son inmersiones abiertas con imagen D([X;]) y
D(X;). Ademas, en la prueba del teorema 5.10 hemos visto que el haz de
ideales asociado a la flecha inferior (o sea, la restriccion a D(X;) del asociado

) isomor N = . isomorfism n consisten ntre si
a i) es (isomorfo a) I(x,) = I|p(x,). Los isomorfismos son consistentes entre si,

por lo que el haz de ideales de ¢ es precisamente I. n

En particular podemos caracterizar los esquemas proyectivos sobre un es-
quema afin:

Teorema 5.56 Si A es un anillo, los esquemas proyectivos sobre A son exac-
tamente los de la forma ProyB, donde B es un anillo graduado finitamente
generado por elementos de By como dlgebra sobre By = A.

DEMOSTRACION: Es obvio que los esquemas de la forma indicada son proyec-
tivos sobre A. Reciprocamente, un esquema es proyectivo sobre A si es isomorfo
a un subesquema cerrado de P’. Por el teorema anterior es de la forma ProyB,
con B = A[Xy,...,X,]/I, donde I es un ideal homogéneo en A[Xy, ..., X,].
Podemos suponer Iy = 0, con lo que By = A (en efecto, los anillos By no se

modifican si cambiamos I por @ I, luego Proy B es el mismo.) ]
d>0



Capitulo VI

Cohomologia

En este capitulo estudiaremos los grupos de cohomologia introducidos en la
Seccion [2.2] para el caso de los haces coherentes sobre un esquema. Empezare-
mos introduciendo los grupos de cohomologia de C‘ech7 que, segin veremos, en
los casos que nos van a interesar son los mismos que ya conocemos, pero desde
este punto de vista resultan mucho mas faciles de calcular.

6.1 La cohomologia de Cech

Definicién 6.1 Sea X un espacio anillado, M un Ox-moédulo y U = {U; }ier
un cubrimiento abierto de X. Para cada multiindice s = (ig,...,i,) € I""!
llamaremos Uy = U;; N---NU;,. Llamaremos C™(U, M) al conjunto de todos

losae [ M(Us) que cumplan las dos condiciones siguientes:
Seln+1

a) Si Us; = @ o bien s tiene dos indices iguales, entonces a(s) = 0.

b) En caso contrario, para toda permutacion o de {0,...,n}, si llamamos
o(s) = (i60,---,ion), se cumple que a(o(s)) = sigo a(s), donde sigo es
la signatura de o en el sentido usual.

A los elementos de C™(U, M) los llamaremos cocadenas de Cech de dimen-
sion n. Es claro que C™(U, M) es un Ox (X )-modulo.

Si fijamos un orden total en el conjunto de indices I, es inmediato com-
probar que cada cocadena estd completamente determinada por su restriccién
a los multiindices formados por indices estrictamente crecientes, y que dicha
restriccion determina un isomorfismo

CP(U,M) = I M(Us,...i,)-

i< <y

En la practica podemos hacer los calculos considerando las cocadenas res-
tringidas de este modo.

195
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Definimos d" : C™(U, M) — C™TH(U, M) mediante

n+1 .
(d"a)(s) = ]go(—l)Ja(Sj)lUs,

donde s; es el multiindice que resulta de suprimir el indice j-ésimo de s. Una
comprobacion rutinaria muestra que d” esta bien definido (es decir, transforma
cocadenas en cocadenas), que es un homomorfismo de Ox(X)-modulos y que
d"d"*1 = 0. En otras palabras, tenemos definido un complejo inverso C(U, M).
Llamaremos Z"(U, M) al nicleo de d", y a sus elementos los llamaremos cociclos
de Cech de dimension n. Asi mismo, llamaremos F" (U, M) ala imagen de d" 1,
y a sus elementos los llamaremos cofronteras de Cech de dimension n. Los grupos
de cohomologia los representaremos por

H™(U,M) = Z7(U, M)/ E™ (U, M)

Observemos que los elementos de C°(U, M) pueden verse en la forma (f;)ier
con f; € M(U;), y los cociclos son los que cumplen f;|v;nv;, = filv.nu;, luego
cada cociclo determina un tnico f € M(X). Como las cocadenas de dimension 0
son nulas, es evidente que H°(U, M) = M(X).

Un homomorfismo de moédulos f : M — N induce un homomorfismo de
complejos f : C™(U, M) — C™(U, N) mediante (f"a)(s) = fu.(a(s)), el cual
induce a su vez homomorfismos f™ : H"(U, M) — H"(U,N). Es facil ver que
I1=1y fog= fog,conlo que tenemos definidos funtores covariantes

H"(U,—) : Mod(X) — Mod(0x (X)).

Las cohomologias de Cech dependen del cubrimiento abierto con el que se
calculan. Es posible definir una cohomologia independiente de los cubrimien-
tos estudiando la relaciéon entre la cohomologia de un cubrimiento y la de un
refinamiento del mismo y tomando luego un limite inductivo para todos los cu-
brimientos, pero no vamos a entrar en ello aqui, pues nos bastara demostrar
que las cohomologias de Cech nos permiten calcular los grupos de cohomologia
usuales en el caso de esquemas noetherianos. El primer paso para comparar la
cohomologia de Cech con la usual es introducir la construccion siguiente:

Definicién 6.2 Sea X un espacio anillado, M un Ox-moédulo y U un cubri-
miento abierto de X. Definimos el prehaz €™ (U, M) mediante

MU, M)(V) =C™(V NnU,M|y),

donde V NU es el cubrimiento de V' formado por las intersecciones con V' de los
abiertos de U y las restricciones vienen dadas por pY(a)(s) = a(s)

UsnW -

Es facil ver que C"(U,M) es en realidad un haz y, por consiguiente, un
O x-modulo. El operador cofrontera

d% - CM(V NUM|y) — C"THV NU,My)

es compatible con las restricciones, luego define un homomorfismo de modulos

dn : @ (U, M) — €L (U, M) tal que dd™+! = 0.
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Notemos que C™ (U, M) = €™ (U, M)(X). Por otra parte, definimos un homo-
morfismo 7 : M — C%(U, M) mediante n(f) = (f|vnuv,)ier (donde f € M(V)).

Teorema 6.3 FEn las condiciones de la definicion anterior, la sucesion

0 — M - O(U, M) L et M) L5 e, M) L -
es eracta.

DEMOSTRACION: Tomemos n > 0y P € X. Un elemento de C™(U, M)p
esta representado por un o € C"(U, M)(U), donde U es un entorno de Py
podemos suponer que U C U,,, para cierto indice +* € I. Entonces, si s =
(i0y--yin_1)y 8§ = (i*,40,...,9n—1), tenemos que U N Uz = U N U;. Definimos
B € " LU, M)(U) mediante 3(s) = a(3). Entonces

(dB)(1) = > (—1)*Blt) lvrw, = 3o (—1)*a(E)luav,-

k=0 k=0

Si d"([a]) = 0, reemplazando U por un abierto menor, podemos suponer que
d"a = 0. Entonces

~ n+1 - n+1 .
0=(d"a)(t) = kgo(*l)ka(tk)lmrfg =a(t) + k;(*l)ka(tk)lmrfg

—a(t) = 3 (~DFai)|ua, = a(t) — ([@B)(),

k=0

donde hemos usado que t = try1, para k > 1 (es decir, quitar la componente
k + 1-ésima después de haber anadido i* es equivalente a quitar la componente
k-ésima y después afiadir ¢*).

Asi pues, a es una cofrontera y [o] también. Esto prueba la exactitud en
C™(U, M) para n > 0. Para n = 0 lo que tenemos es que, para todo i € I,

0= (d%)(i*,i) = a(i")|unv, — ali),
luego [a] = np([a(i*)]). Ademas, si f € M(U) tenemos que

d°(n(f)) (i, 5) = (flunw,)

luego la sucesion es exacta en CO(U, M). La inyectividad de 7 es inmediata. m

vinu; — (flono,)lvinu; =0,

A la resolucion de M dada por el teorema anterior la llamaremos resolucion
de Cech de M. Es claro que los grupos H™ (U, M) se obtienen a partir de este
complejo por el mismo procedimiento que los grupos H™(X,M) se obtienen a
partir de una resolucion inyectiva de M.

Teorema 6.4 Si X es un espacio anillado, U es un cubrimiento abierto de
X y M es un Ox-mddulo diseminado, entonces los O x-mddulos C™(U, M) son
diseminados.
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DEMOSTRACION: Tomemos un abierto V' C X. Hemos de probar que la
restriccion piy @ C™(U,M) — C™(V N U, M|y) es suprayectiva. Tomemos
a € C™"(VNU,M|y). Fijemos un orden total en el conjunto de indices I del
cubrimiento U. Si s = (ig,...,4,) conig < --- < i,, tomamos &(s) € M(Uy) tal
que &(s)|vnu. = a(s). (Esto es posible porque M es diseminado.)

Si o es una permutacion de i, ..., i, definimos &(o(s)) = sigod(s), con lo
que tenemos definido & para todo multiindice sin repeticiones. Para multiindices
con repeticiones definimos &(s) = 0. Es claro entonces que & € C™(U,M) y
pir (@) = a. "

De aqui deducimos el anélogo al teorema [2.8] para la cohomologia de Cech:

Teorema 6.5 Si X es un espacio anillado, U es un cubrimiento abierto y M
es un Ox-modulo diseminado, entonces H' (U, M) = 0 para todo i > 1.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior la resolucion de Cech de M es
diseminada, luego el teorema [1.46] nos dice que podemos usarla para calcular
los grupos de cohomologia H*(X,M), pero los grupos que obtenemos entonces
son precisamente los grupos H*(U, M), y el teorema [2.8] nos dice que son nulos.

|

Teorema 6.6 Sea X un espacio anillado, sea UW = {U;}ier un cubrimiento
abierto de X y sea M un O x-mddulo tal que H*(Us, M|p,) = 0 para todo multi-
indice s. Para cada sucesion exacta de Ox-mddulos

0O—M—>N—P—0

existen homomorfismos de conexion 6° : H (U, P) — HFL(U,M) que forman
una sucesion exracta

0 —s HOU,M) 25 HO(U,N) 5 mOU, P)

2w S gy S prage)
DEMOSTRACION: Para cada s € I, tenemos una sucesiéon exacta
0 — M|y, — N|u, — Plu, — 0,
que, por la hipotesis, determina una sucesion exacta
0 — M(Us) — N(Us) — P(Us) — 0.
Es fécil ver ahora que la sucesién
00— C"(U,M) — C*(U,N) — C"(U,P) — 0

(que resulta de restringir el producto de las sucesiones anteriores) es también
exacta. En definitiva, tenemos una sucesion exacta de complejos de Cech, de la
cual se deduce la sucesion exacta del enunciado por el teorema [1.36] aplicado
a un complejo de Ox (X )-modulos. n
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Nota Es claro que también se verifica la segunda condiciéon que define a los
homomorfismos de conexion, es decir, si partimos de un diagrama conmutativo

0 M N P 0
0 M N i 0

con filas exactas de modo que tanto M como M’ cumplan la hipotesis del teorema,
anterior, de él obtenemos un homomorfismo entre las sucesiones exactas de
complejos de C‘ech, por lo que las sucesiones de cohomologia de ambos complejos
forman un diagrama conmutativo. [

Qon esto podemos probar finalmente el teorema que relaciona la cohomologia
de Cech con la cohomologia usual:

Teorema 6.7 Sea X un espacio anillado, sea U = {U;}ier un cubrimiento
abierto y sea M un Ox-mddulo tal que H*(Us, M|y,) = 0 para todo i > 1 y todo
s € It Entonces H™(U,M) = H"(X,M) para todo n > 0.

DEMOSTRACION: Llamemos € a la categoria de los O x-modulos M tales que
H"(Us,M|y,) = 0 para todo multiindice s y todo ¢ > 1. Obviamente contiene a
todos los O x-moédulos diseminados y, en particular, a los inyectivos. Mas atin,
si

0—M—>N—P—0

es una sucesion exacta de O x-modulos y los dos primeros estan en €, el tercero
también estd en € (basta considerar la sucesion exacta de cohomologia asociada
a la restriccion de la sucesion a cada Uy). Esto hace que la demostracion del teo-
rema [1.50] siga siendo valida para un sistema de funtores definidos Gnicamente
sobre €. Los funtores de cohomologia H™(X,—) : € — Mod(Ox (X)) siguen
teniendo homomorfismos de conexién al restringirlos a €, pero ahora el teorema
6.6 nos da que los funtores H"(U, —) : € — Mod(Ox (X)) también lo tienen (y
ademas se anulan sobre los O x-mo6dulos diseminados, y H(U, —) es isomorfo
a I'(X,—)). Concluimos que existen isomorfismos n,, : H"(X, —-) — H"(U, —)
definidos sobre €. L]

El teorema siguiente es un ejemplo de como la cohomologia de Cech permite
hacer calculos explicitos:

Teorema 6.8 Sea X = Esp A un esquema afin y sea F un haz cuasicoherente
en X. Sea U = {U;}icr un cubrimiento finito de X formado por abiertos prin-
cipales U; = D(g;). Entonces H™(U,F) = 0 para todo n > 1.

DEMOSTRACION: Sea f € Z™(U,JF) un cociclo de dimension n. Hemos de
probar que es una cofrontera. Para cada s = (ig,...,i,) € I""! tenemos que
s € F(Us) =F(X)g. ...q; , luego podemos expresarlo en la forma
Gig " Gin
Ts

s = T, s € F(X).
f (Gio =+~ 9i)" 7s € F(X)
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Notemos que podemos tomar el mismo r para todos los multiindices s. Que f
sea un cociclo significa que para todo multiindice [i, s| = (i, ig, . . ., i) se cumple
la relacién

gi s Ly i Tlis]
dfiigg = ———"——+ > (-1)""" —— = _— =0.
T G (g 9n) S 9 (9o 9i,)"
Considerando a F(U[; ) como F(Us)g,, la ecuacion anterior equivale a que
exista un [ > 1 tal que en F(Us) se cumple la identidad siguiente (para todo
multiindice [i, s]):

r+1

9i Ts  _ i(il)k 9195, Tli.s1]
(Gio "~ 9i)"  F=0 (Gio * "~ Gin)"
Como los abiertos D(g/ ™) = D(g;) cubren X, tenemos que existen h; € A
tales que
1= Y higi™.
i€l
Para cada t = (ig,...,in—1) € I" definimos
X i\t
fi =Y hig; L € F(Uy).

et T (Gio Gina)"
Es facil ver que f € C"~}(U,TF) y ademaés, si s = (i, ... ,in),
97, T[i,s,]
1! v, = Zh'gl-’“i’.
o iel e (Gio =+~ 9i)"
Por consiguiente,

r+1

(df)e = > (~1)Ff! v, = Shi—2 2o _

E=0 et (Gio - 9in)"

Veamos una aplicacién:

Teorema 6.9 Sea X un esquema afin y sea 0 — F — § — H — 0
una sucesion exacta de O x-mddulos con F cuasicoherente. Entonces la sucesion

0 —F(X) —GX) —HX)—0
es exacta.

DEMOSTRACION: El teorema serfa trivial si supiéramos que H'(X,J) = 0.
Esto es cierto, pero no lo hemos demostrado (en 6.13 lo veremos para esquemas
noetherianos). En su lugar, usaremos el teorema anterior. Basta probar la
exactitud en H(X).

Tomemos s € H(X). Para cada P € X, tenemos que el homomorfismo
Gp — Hp es suprayectivo, lo cual significa que existe un entorno Up de P (que
podemos tomar principal) tal que s|y, tiene una antiimagen en §(Up). Como
X es cuasicompacto, podemos tomar un cubrimiento finito {U; };c formado por
abiertos principales, tal que s|y, tiene una antiimagen t; € §(U;).
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Para cada par (i,j), la imagen de t;|y,; — t;|u,; en H(U;;) es nula, luego
existe f;; € F(Ui;) que, identificado con su imagen en §(U;;), cumple que f;; =
tilu,, — tjlu,;- Aqui hemos usado que la sucesion

0—F

vi; — Ylv,; — Hlu,; — 0

también es exacta, luego también lo es

Observemos que asf hemos definido una cocadena f € C'(U,JF). Su cofron-
tera es

(df)iji = fijluig, — fiklvi, + firlug, = G =t — (6 —te) +t; — ti)|v,, =0,

luego el teorema anterior nos da que f = dg, para cierta g € C°(U, F), de modo
que fi; = gi|U”. — gj|U”,. Esto implica que t; — g; coinciden en cada Uj;, luego
definen un ¢t € §(X) tal que t|y, = t; — g;, luego la imagen de t|y, en H(U;) es
si, luego la imagen de t es s. [

Esto nos permite a su vez demostrar la parte no trivial del teorema siguiente:

Teorema 6.10 Sea X un esquema y0 — F — § — H — 0 una sucesion
exacta de Ox-mddulos. Si dos de ellos son cuasicoherentes, también lo es el
tercero. St X es localmente noetheriano lo mismo vale para haces coherentes.

DEMOSTRACION: El caso no trivial se da cuando J y HH son cuasicoherentes.
Hemos de probar que, para todo abierto afin U C X, se cumple que G|y =

G(U). La sucesion sigue siendo exacta si se restringe a U, luego no perdemos
generalidad si suponemos que X es afin y, entonces, lo que hemos de probar

e

es que § = §(X). Tenemos un diagrama conmutativo con filas exactas (por el
teorema anterior)

0 F(X) 5(X) H(X) —=0
0 F S H 0

Por hipétesis las flechas verticales primera y tercera son isomorfismos, de
donde se sigue facilmente que la central también lo es. El mismo argumento
vale en el caso en que F y G son cuasicoherentes. Si lo son § y H, entonces el
problema se reduce igualmente al caso en que X es afin, y entonces F es el nucleo
de un homomorfismo entre haces cuasicoherentes en un esquema afin. Dicho
homomorfismo esta inducido por un homomorfismo G(X) — H(X), y es claro
que ha de ser el haz cuasicoherente asociado al nucleo de este homomorfismo.

Si X es localmente noetheriano, para cada abierto afin noetheriano U de X
tenemos una sucesion exacta

0—FU) — 9(U) — H{U) —0,
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y basta probar que si dos de los modulos son finitamente generados, el tercero
también lo es, lo cual es trivial porque el anillo O x (U) es noetheriano. ]

6.2 Esquemas afines noetherianos

En esta seccion demostraremos que los esquemas afines noetherianos se ca-
racterizan (entre los esquemas noetherianos) por que su cohomologia respecto
de haces cuasicoherentes es trivial. En realidad la hipétesis de Noether se puede
eliminar, pero la prueba se complica.

Teorema 6.11 Sea A un anillo noetheriano, a un ideal de A e I un A-mddulo
inyectivo. Entonces J = {w € I | a®w = 0 para unn > 0} es también un
A-mddulo inyectivo.

DEMOSTRACION: Sea b un ideal de A. Por el teorema [1.23] basta probar
que todo homomorfismo ¢ : b — J se extiende hasta A. Para cada b € b
existe un n > 0 tal que a”¢(b) = 0. Como b es un ideal finitamente generado,
podemos tomar un m suficientemente grande como para que ¢[a™b] = 0. Por
el Lema de Artin-Rees existe un k > 0 tal que si n > k entonces

a"ANb=a"""a"ANb) Ca""b.

Asi, sin > m+k se cumple que ¢[a™Nb] = 0. Tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

Y

A
1
b

— > b/(bNa") —5 J— T
\/

¢

La inyectividad de I nos da un homomorfismo 1 que extiende a ¢ y que a su
vez nos da un ¢ : A — I. Ahora bien, como ¥[a"] = 0 en realidad ¢ : A — J.
Es claro que extiende a ¢. L]

Teorema 6.12 Sea A un anillo noetheriano, X = EspA e I un A-mddulo
inyectivo. Entonces I es un Ox-mddulo diseminado.

DEMOSTRACION: Sea J = I~y sea U un abierto en X. Hemos de probar que
la restriccion J(X) — J(U) es suprayectiva. En primer lugar supondremos que
U es un abierto principal, U = D(f) # &, con f € A. Entonces lo que hay que
probar es que la localizacién I — Iy es suprayectiva. Sea

a={a€ Al f"a=0paraunn > 0}.

Entonces a es un ideal de A y a = A s6lo en el caso en que f es nilpotente,
pero entonces U = @. Como a es finitamente generado, existe un N > 0 tal que
fNa=0.
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Tomemos un elemento arbitrario z/f™ € I; y sea ¥’ = fNz. Definimos
¢ : A — I mediante ¢(a) = ar’ y a : A — A mediante a(a) = f"tVa.
Asi, si a(a) = 0 tenemos que a € a, luego fVa = 0, luego ¢(a) = afNz = 0.
Asi, podemos definir sobre el ideal (f"*") = A/ N(a) el homomorfismo dado
por f*tN s fNa que se extiende a un homomorfismo ¢ : (f**V) — I. Si
llamamos y = (1), tenemos que f"*Ny = fNx luego z/f" = y/1.

En el caso general, tomemos u € J(U) y vamos a encontrarle una extension.
Podemos suponer que u # 0, y entonces existe un P € U tal que up # 0.

Consideremos el soporte sopJ = {P € X | IJp # 0} y sea Yy = sopJ.
Tenemos que P € Yy N U, luego podemos tomar un f € A tal que D(f) C U y
D(f)NY, # 2.

Sea I ={w € I | f"w = 0paraunn > 1} C I, que es un A-modulo
inyectivo por el teorema anterior. Definimos J; = I~1, Y1 = sopJ;. Obviamente
Y1 C Yy y la inclusion es estricta, pues Y1 N D(f) = @. (Sip € D(f) entonces
(I1)p =0, luego p € X \ sopJs.)

Observemos que J;(U) = {z € J(U) | #|p(s) = 0}. En efecto, si x € J(U)
cumple que z|p(sy = 0, entonces, para todo g € A tal que D(g) C U, tenemos
que z|p(g) = w/g", con w € I, y asi

T p(p)nplg) = lp(rg) = (Wf™)/(f9)" =0,

lo que implica que (fg)™f"w = 0, para cierto m, luego wg™ € I, de donde
z|peg) € (I1)g = J1(D(g)). Esto implica que x € J1(U). Reciprocamente, si
x € J1(U), entonces x|p(s) = w/f", para cierto w € Iy, luego x|p(s) = 0.

Por la parte ya probada, u|p(sy = 21|p(y), para cierto z; € J(X), luego
(u—z1|v)pcr) = 0, luego u — 21|y € J1(U). Siu— 21|y # 0, entonces podemos
tomar un f; € A tal que D(f1) CU y D(f1)NY1 #@.

Definimos Iy = {w € I; | fffw = 0 paraun n > 1}, Iy = I~2, Yo =sopla y
concluimos como antes que Y2 ¢ Y7 ¢ Yy, asi como que existe un 25 € J(X) tal
que u — z1|y — 22|y € J2(U). Como X es un espacio topolégico noetheriano,
la obtencién de los cerrados Y; no puede prolongarse indefinidamente, sino que
tras un ntmero finito de pasos encontraremos un z = z; + --- + z, € J(U) tal
que u = z|y. "

De aqui obtenemos la mitad del resultado que pretendemos probar en esta

seccion:

Teorema 6.13 Sea A un anillo noetheriano, sea X = Esp A y sea M un haz
cuasicoherente en X. Entonces HO(X,M) =2 M(X) y H"(X,M) = 0 para todo
n>1.

DEMOSTRACION: Sea M = M(X), de modo que M = M. Consideremos
una resolucién inyectiva de M:

0 —M — Iy — 1L —Ih — -
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Por el teorema 5.3 la sucesion
0—M—Tg— I — I —> -

es una resolucion de M, y por el teorema anterior es diseminada. Por el teo-
rema [1.46], los grupos de cohomologia de M son los grupos de cohomologia del
complejo que resulta de particularizar a X esta sucesion y eliminar M(X), pero
asi obtenemos la resolucién inicial de M, luego todos los grupos son triviales
menos el primero. n

Como primera aplicaciéon obtenemos la equivalencia entre la cohomologia
usual y la de Cech para esquemas separados localmente noetherianos:

Teorema 6.14 Sea X un esquema separado, sea U un cubrimiento de X for-
mado por abiertos afines noetherianos y sea M un haz cuasicoherente en X.
Entonces H™(X, M) = H™(U, M) para todo n > 0.

DEMOSTRACION: Si U = {U,}er, el teorema 4.15 implica que todos los
abiertos Us, con s € I"™! son afines (y también son noetherianos). Ademas,
para n > 1, tenemos que H"(Us, M) = H"(Us,M|y,) = 0 por el teorema
anterior. Ahora basta aplicar 6.7. L]

Otra aplicacién es este teorema sobre cambio de base:

Teorema 6.15 Sea X un esquema noetheriano separado sobre un anillo A, sea
B una A-dlgebra plana y sea p : Xp — X la proyeccion natural. St F es un
haz cuasicoherente en X, entonces, para todo n > 0 se cumple que

H"(Xp,p"F) 2 H"(X,5) ®4 B.

DEMOSTRACION: Sea U un cubrimiento finito formado por abiertos afines.
Por el teorema anterior podemos usar la cohomologia de Cech de este cubri-
miento para calcular la cohomologia de F.

Observemos que si U es un abierto afin en X, entonces p~![U] es un abierto
afin en Xp. En particular, las antiimagenes de los elementos de U forman un
cubrimiento afin Ug de Xp que podemos usar para calcular la cohomologia de
p*F. Ademas, el teorema 5.8 nos da que

(p*F)(p~U]) = F(U) @ox ) Oxs (0 U]),
pero p~ U] = U x 4 Esp B, luego Ox, (p~{U]) 2 Ox(U) ®4 B, luego
(p*F)(p~'[U]) 2 F(U) @4 B.

La finitud del cubrimiento implica que C™(Ug,p*F) = C*(U,F) @4 B (y
que, a través de este isomorfismo, la diferencial d se corresponde con d ® 1).
Ahora basta aplicar el teorema [1.37] al funtor exacto ®4B. L]

He aqui una tercera aplicacion:
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Teorema 6.16 Si X es un esquema cuasiproyectivo sobre un anillo noethe-
riano, dim X = d, entonces HP(X,M) = 0 para todo haz cuasicoherente M
sobre X y todo p > d.

DEMOSTRACION: Por el teorema 4.38 tenemos que X tiene un cubrimiento
U formado por d + 1 abiertos afines, y por el teorema 6.14 se cumple que
HP(X,M) = HP(U,M). Por la propia definicion es evidente que HP (U, M) = 0
para p > d. [

Finalmente probamos el teorema principal:

Teorema 6.17 (Serre) Si X es un esquema noetheriano, las afirmaciones si-
guientes son equivalentes:

a) X es afin.

b) Para todo haz cuasicoherente M en X y todo natural n > 1 se cumple que
H™(X,M)=0.

¢) Para todo haz coherente M en X se cumple que H'(X, M) = 0.

DEMOSTRACION: So6lo hemos de probar ¢) = a). Llamemos A = Ox(X) y
consideremos el homomorfismo ¢ : X — Esp A determinado por que qﬁﬁsp A €8
la identidad en A (ver el teorema 2.11). Basta probar que ¢ es un isomorfismo.

Para cada f € A, tenemos que ¢~ [D(f)] = X, luego ¢E#spA se restringe a
un homomorfismo d)ﬁ(f) : Ay — Ox(Xy). Ahora bien, como X es noetheriano,
admite un buen cubrimiento afin, y el teorema 2.15 nos da que Ox(Xy) = Xy,
y es claro entonces que qﬁﬁ ) €sun isomorfismo. Si X es afin, esto implica que
Plx, : Xy — D(f) es un isomorfismo.

Basta encontrar elementos fi,..., fn € A tales que los abiertos Xy, sean
afines y cubran X, y los abiertos D(f;) cubran Esp A. En primer lugar tomamos
P € X y vamos a probar que pertenece a un abierto afin de la forma X;. El
cerrado m es cuasicompacto porque X lo es, luego el teorema 3.1 nos da que
contiene un punto cerrado @) (que también serd cerrado en X). Si encontramos
un abierto afin X; que contenga a @, también contendra a P, luego podemos
suponer que P es cerrado.

Sea U un abierto afin tal que P € U C X. Consideremos en C = X \ U la
estructura de subesquema cerrado reducido y sea J su haz de ideales asociado.
Igualmente consideramos el haz de ideales J' asociado a C' = (X \ U) U {P}.
Notemos que, como X es noetheriano, todos los haces cuasicoherentes de ideales
de Ox son en realidad coherentes.

Para cada abierto afin V' C X, tenemos que J(V') e (V) son ideales radicales
de Ox (V) correspondientes a los cerrados C NV C C’' NV, luego ha de ser
J(V) € J(V), y las inclusiones inducen un monomorfismo de haces J' — J.
Tenemos una sucesion exacta

0—J9 —J—17/7 —0.
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Veamos coémo es el cociente: Si V' C X es un abierto afin tal que P € V,
entonces J' (V') e (V) pueden identificarse con ideales radicales de Ox (V) y P
con un ideal maximal, de modo que J'(V') = J(V)) N P. Por lo tanto

IV)/T (V)= (V) + P)/P=0x(V)/P=0xp/mp=k(P).
En definitiva, el isomorfismo es el inducido por el homomorfismo
j(V) — OX(V) — OX,P — I{/’(P),

luego es compatible con las restricciones, es decir, que si P € V C W la restric-
cién p{¥ del prehaz (J/9')~ es un isomorfismo.

Por otra parte, si P ¢ V entonces CNV = C' NV, luego (V) = I(V)
(3/3"~(V) = 0. En estas condiciones es facil ver que el prehaz (/") es, de
hecho, un haz, luego coincide con 3/J’. Ademaés, se cumple que (J/3")(X) = k(P)
(aunque X no sea afin).

Ahora consideramos la sucesion exacta de cohomologia asociada a la sucesion
exacta anterior:

IX) — (I/I)(X) — HY(X,7)=0

Vemos que el primer homomorfismo es suprayectivo, luego existe un cierto
f€IX) C Ox(X) = A cuya imagen es 1. Esto significa que fp = 1, luego
P € X;. Por otra parte, si @ € C, tomamos un entorno afin V' de ), de modo
que fly € I(V) € Q C Ox(V), luego fo = 0, luego @ ¢ Xy. En definitiva,
tenemos que P € Xy C U. Pero entonces Xy = Uy, = D(f|v) es un abierto
afin.

Como X es cuasicompacto, podemos tomar fi,...,f, € A tales que los
abiertos Xy, son afines y cubren X. Falta probar que los abiertos D(f;) cubren
Esp A o, equivalentemente, que (f1,...,fn) = A. Para ello consideramos el
homomorfismo 3 : 0% — Ox que, sobre cada abierto U de X, viene dado por
Yulal,...,an) = frar + -+ fran,.

Para cada P € X, existe un ¢ tal que P € Xy,, luego (f;)p es una uni-
dad de Ox, p, luego genera Ox p como Ox p-moédulo. Esto implica que 9p es
suprayectiva. Por consiguiente tenemos una sucesién exacta

0 — N{W) — 0% — O0x — 0.

Notemos que N(%) es un haz coherente, pues, para cada abierto afin U C X,

se ha de cumplir que N(¢)|v = N(¢v), vy N(¢¥|p) es un submodulo de Ox (U)™,
luego es un Ox (U)-modulo finitamente generado (pues, Ox(U) es un anillo
noetheriano). Consecuentemente tenemos la sucesion exacta

0% (X) — Ox(X) — H'(X,N(¥)) =0,
segun la cual, el homomorfismo ¥ x : A™ — A es suprayectivo. Esto significa

que (f1,...,fn) = A. -

Veamos una aplicacion. El teorema 5.37 aplicado a V' = L(X) caracteriza
los haces muy amplios de un esquema propio definido sobre un cuerpo algebrai-
camente cerrado. Si el cuerpo no es algebraicamente cerrado, el estudio de si
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un haz inversible dado es amplio o muy amplio puede reducirse a dicho teorema
mediante el resultado que demostramos a continuacion.

Observemos en primer lugar que si K/k es una extension de cuerpos y V es
un k-espacio vectorial, entonces un conjunto B C V' es un generador de V siy
sblo si B®1 es un generador de V ®j K. Una implicacién es obvia. Supongamos
que B ® 1 es un generador y fijemos una k-base {f3;}; de K que contenga a 1.
Siv eV, tenemos que

vR1=YbRa=>Y > bay ® B,
beB i beB
para ciertos ap € K casi todos nulos y donde ay; € k son las coordenadas de ay
en la base {#;}. Si f3;, = 1 entonces

v= ) bou,,
beB

lo que prueba que B es un generador de V.

De aqui se sigue que si ¢ : V. — W es una aplicacion lineal entre k-espacios
vectoriales y ¢ : V ®r K — W ®, K es suprayectiva, también lo es ¢.

En efecto, si ¢ es suprayectiva, entonces ¢[V] ® 1 es un sistema generador
de W @i K, luego ¢[V] es un sistema generador de W, luego ¢[V] = W.

Teorema 6.18 Sea X/k un esquema cuasicompacto, sea K/k una extension de
cuerpos, sea 7 : X —> X la proyeccion natural y sea L un haz cuasicoherente
en X.

a) L admite un generador global si y sélo si lo admite m* L.
b) Si L es inversible y 7*L es amplio, entonces L también lo es.

c) Si X/k es propio, L es inversible y m*L es muy amplio, entonces L tam-
bién lo es.

DEMOSTRACION: En primer lugar necesitamos un ligero refinamiento del
teorema 5.32. Si tomamos S = L£(X), podemos construir un homomorfismo

o : ng) — £ como se hace en la prueba de dicho teorema aunque S no sea
un generador global de £. En general no podemos demostrar que ¢ sea un
epimorfismo de haces, pero trivialmente tenemos que ¢y : ng) (X) — L(X)
es un epimorfismo.

Por otra parte, es inmediato que si ¢ : ng — L es un homomorfismo
arbitrario tal que ¢x sea un epimorfismo, entonces £ admite un generador
global si y sélo si ¢ es un epimorfismo.

a) Dado un homomorfismo ¢ : O%) — £ en las condiciones anteriores,
consideramos la extension 7*¢ : OEQ( — m*L. Veamos en primer lugar que
(m*¢)(X k) es suprayectivo. Observemos que si U C X es un abierto afin,
entonces

(" L)(Uk) = L(U) @0y ) Oxx(Uk) = L(U) @, K.
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Fijemos una base {«;}; de K sobre k y un cubrimiento {U;}; de X por
abiertos afines. Tomemos s € (7*£)(Xk). Entonces,

sluie = 22815 © oy,
J

para ciertos s;; € £(U;), v es claro que cada familia {s;;}; define un s; € £(X).

Por hipotesis, s; = ¢x (t;), para cierto t; € ng (X). Los elementos

> tilu, ® a;
J

definen un ¢t € O%Z{ (Xk), que claramente cumple (7*¢)(t) = s.

Segun hemos visto antes de enunciar este teorema, fijado P € Xk, la
suprayectividad del homomorfismo (bi";E : ngw( P L(p) equivale a la de

Og?ﬂp) ® K — Ly (p)y @k K. A su vez, esto significa que ¢ es suprayectiva si

y s6lo si ¢ lo es, lo que demuestra a).

b) Notemos que 7* £ es inversible, pues (7*L)p = L(py®x K. Similarmente,
si M es un haz cuasicoherente y finitamente generado en X, el haz #*M es un
haz cuasicoherente y finitamente generado en Xg. Por hipotesis, para todo n
suficientemente grande, tenemos que ™M ®o, 7 L" = 7 M®o, L™) tiene
un generador global, luego por a) también lo tiene M®o, L™, luego £ es amplio.

c¢) Por el apartado b) sabemos que £ es amplio, luego el esquema X es
proyectivo sobre k y, en particular, es separado. El teorema 6.15 nos da entonces
que (7*L)(Xk) = L(X) ® K.

Como 7*£ es muy amplio, tiene un generador global sy, ..., s!, asociado a
una inmersion cerrada f’ : Xxg — P%. Si eliminamos los generadores lineal-
mente dependientes estamos sustituyendo P% por una variedad lineal y es facil
ver que si completamos el generador hasta una base de (7*£)(X) obtenemos
un nuevo generador global que sigue definiendo una inmersion cerrada. Compo-
niéndola con un automorfismo adecuado de P% podemos sustituir el generador
global por cualquier otra base de (7*£)(X). De este modo, podemos suponer
que s; = s; ® 1, donde sg, ..., s, es una base de £(X).

Notemos que si P € X, entonces sjp genera (7°L)p = Lr(p)y @ K sobre
Oxp.p = Ox,ﬂ.(p) ® K siy solo si Siz(P) genera Lﬂ-(P) sobre OXJ(p).

En efecto, si sir(p) no es un generador, entonces s;r(py € myp)Lp, luego
sip € mp(m*L)p, luego s;p no es un generador. El reciproco es obvio.

En particular, tenemos que (Xk)s = 7*Xj,, asi como que so, ..., s, es un
generador global de £, que determina un homomorfismo f : X — P}, y es
facil ver que f’ no es sino el homomorfismo inducido por f. Hemos de probar
que f es una inmersion cerrada.

El teorema 6.17, junto con 6.15, nos da que los abiertos X, son afines.
El homomorfismo Opy (D(X;)) — Ox, (Xks ) inducido por f’ es suprayectivo
porque f’|p(x,) es una inmersion cerrada entre esquemas afines, y se corresponde
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con el homomorfismo Opr (D(X;)) ®x K — Ox(Xs,) ®x K inducido por el
homomorfismo Opz (D(X;)) — Ox(Xs,) inducido por f. Como el primero es
suprayectivo, el segundo también lo es. Esto a su vez implica que f| X,, €S una
inmersiéon cerrada, luego f también lo es. L]

6.3 La cohomologia de los espacios proyectivos

En esta seccién obtendremos los resultados béasicos sobre la cohomologia
de los espacios proyectivos P’y, donde A es un anillo noetheriano. Llamemos
S = A[Xo,...,X,], con lo que X = P", = Proy(5).

Una observacion elemental (a partir del teorema 6.14) es que si M es un
haz cuasicoherente en X entonces H"(X, M) = 0 para todo n > r. En efecto,
los abiertos afines D(X;) forman un cubrimiento U de X con r + 1 elementos.
Tenemos que H™(X, M) = H™(U, M), pero si n > r, entonces todo multiindice
s € I"™! (donde I = {0,...,7} es el conjunto de indices del cubrimiento) tiene
dos indices iguales, luego C™(U, M) = 0 y también H™(U, M) = 0.

De acuerdo con 5.53 podemos considerar el S-moédulo graduado

Ox = GEBZOX(n)(X) = G?ZHO(X, Ox(n)).

Tenemos un homomorfismo graduado natural S — Ox. Concretamente,

cada s € S, = S(n)o se corresponde con el tnico § € Ox (n)(X) = S(n)(X) que
cumple que 5|p(s) = s/1 € S(n)yy), para cada f € Sy.

Teorema 6.19 Consideremos un anillo noetheriano A, sea S = A[Xo, ..., X,]
y sea X = P", = Proy(S). Entonces:

a) El homomorfismo natural S — Ox es un isomorfismo.
b) H(X,0x(n)) =0 para 0 < i <r y todon € Z.
¢) H(X,0x(—r—1)) = A.

d) H'(X,0x(—n —r —1)) es un A-mddulo libre, y existe una forma bilineal
reqular

H°(X,0x(n)) x H"(X,0x(-n—r—1)) — H"(X,0x(—r — 1)) 2 A,

de modo que H"(X,0x(—n — r — 1)) es isomorfo al mddulo dual de
H°(X,0x(n)), para todo n € Z.

DEMOSTRACION: Consideremos el haz cuasicoherente M = @ Ox(n).
neZ

Vamos a calcular sus grupos de cohomologia de Cech usando el cubrimiento
dado por los abiertos U; = D(X;), para i =0,...,r. Si s = (ig,...,i,) € IPT
es un mutiindice tal que ig < --- < ip, entonces Us = D(X;, --- X;,).
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Ast, Ox(n)(Us) = S(n)(x,,-x;,), de donde M(Us) = Sx,...x,,, ¥ en este
anillo consideramos la graduacién natural que resulta de considerar homogéneas
de grado n las fracciones con numerador homogéneo de grado n unidades mayor
que el del denominador. Por consiguiente,

c? (uv M) = HSX-LO = @CO (ua OX(”))v
Cl (u, M) = . 1;[ SXiOX'Ll = @Cl (u, OX(H)),
CTALM) = Sxox.  =@CTU Ox(n)).

(Notemos que los productos son finitos, luego son lo mismo que sumas directas,
y por esto conmutan con las sumas directas infinitas.)

Una simple comprobaciéon muestra que el operador cofrontera d para M es
la suma directa de los operadores correspondientes a los médulos Ox(n). Esto
implica que

nez
donde la descomposiciéon en suma directa es precisamente la inducida por la gra-
dacién que estamos considerando en la resolucién de M. También es graduado
el monomorfismo

Ox = M(X) — CO(U,M),

La imagen de este monomorfismo es H°(U, &) y, por otra parte, es claro que
al componerlo con el homomorfismo S — Ox, obtenemos la suma directa de
los monomorfismos naturales S — S, luego para demostrar a) basta probar
que la imagen es el nucleo del operador d, es decir, que un elemento
(507---757") S SXU X X Sx

r

es imagen de un elemento de S si y solo si si|p(x,x;) = $j|p(x,x;,), para todos
los indices ¢, j, pero esto es justo lo que se demuestra en el teorema 5.26.

Veamos ahora el apartado c). Para ello nos fijamos en la cofrontera

r—1 ., N
A TSk gy, — SXomX,
i

(donde X; indica que falta esta indeterminada). Su accion es la dada por

AN Fy,...,F) =Y (-1)F.
J
Es claro que Sx,...x, es un A-médulo libre que tiene por base al conjunto de
todos los “monomios” Xéo --- X! con l; € Z. El submédulo de las cofronteras
esta generado por los monomios con algin [; > 0, luego es también un submoédulo
libre y el cociente es isomorfo al submodulo libre generado por el complementario
de este generador en la base de los monomios, es decir, el cociente H" (U, M) es
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isomorfo al A-submédulo libre de Sx,...x,. generado por los monomios con todos
los exponentes negativos. Por otra parte, el grado de cada monomio es la suma
de sus exponentes, luego H"(U, Ox(—r — 1)) esta generado por los monomios
cuyos exponentes suman —r — 1, y la tnica posibilidad es (Xo--- X,)~!. Esto
prueba que H"(U, Ox (—r — 1)) tiene rango 1, luego es isomorfo a A.

Probamos ahora el apartado d): En primer lugar observamos que para
n < 0 es trivial, pues H°(X,Ox(n)) = 0 por el apartado a) y, por otra parte,
H"(X,0x(—n—7r—1)) = 0 por lo que acabamos de ver, es decir, porque no hay
monomios con exponentes negativos cuya suma sea —n —r — 1 > —r — 1. Para
n > 0, tenemos que H°(U, Ox(n)) es isomorfo al A-submédulo de S generado
por los monomios de grado n, luego podemos definir una forma bilineal sobre
esta base y la que tenemos para H" (U, Ox(—n —r — 1)) mediante

(X .. ,X;m)(X(l)o .. .ij) — X(’)""H” . ..X;mﬂr

)

entendiendo que el miembro derecho es 0 si tiene algin exponente no negativo.
Con maés detalle, definimos asi la forma bilineal (sin suponer esta altima con-
dicién) pero con imagen en Sx,...x,, entonces es inmediato comprobar que es
una forma bilineal, y luego la componemos con la proyeccion en el cociente (que
anula los monomios con algin exponente no negativo).

Es claro entonces el par de dos elementos de la base es nulo salvo si m; +1; =
—1. Esto quiere decir que la matriz de la forma bilineal en estas bases (ordenadas
adecuadamente) es la identidad, luego la forma es regular.

Nos falta probar el apartado b): Razonamos por induccién sobre r. Para
r = 1 no hay nada que probar, asi que suponemos r > 1.

En primer lugar observamos que los médulos de la resolucién de Cech de
M tienen todos una estructura natural de S-moédulo, y que los operadores co-
frontera son homomorfismos de S-médulos, por lo que tenemos una estructura
natural de S-moédulo en los grupos H* (U, M).

Ahora observamos que si localizamos respecto de X, los S-médulos C*H (U, M)
obtenemos la resolucion de Cech del esquema afin U, respecto del cubrimiento
UNU, ={U;NU},_, y para el haz M|y,.

En efecto, tomemos un multiindice s = (ig, ...,y ) con indices crecientes.
No perdemos generalidad si suponemos ¢y = 0. Supongamos en primer lugar
que i, < r. Entonces

Ox(Ui,) = S(XU) > A[Xq,..., X/,

donde, a través del isomorfismo, la estructura de S-moédulo consiste en hacer
Xo =1 y multiplicar. Es claro que U es un abierto principal en U,,, determi-
nado por X;, --- X, € Ox(U;,). Por consiguiente,

Ox(Us) = 0x (Ui, ) x , o M(Us) = MU, ) x

Lo mismo vale para Us N U, anadiendo el indice r al multiindice, de donde
se sigue facilmente que

MUsNU,) =MUsy)x,, --x:. x, = MUs)x,.

i1 im

Xim i1 iy

i7"



212 Capitulo 6. Cohomologia

Si 4y, = r entonces Us N U, = Uy y es facil ver también que

MUs N U,) = M(Us) = M(Us) x,.,
pues X, es una unidad de Ox(Us). Ahora basta tener en cuenta la definicion
del complejo de Cech. Mas atn, el operador cofrontera de clUN U, M|y,)
se corresponde con la localizacion del operador cofrontera de C*(U, M), por lo
que los modulos de cociclos y cofronteras de U, son las localizaciones de los
correspondientes modulos de X.

Por el teorema de Serre, tenemos que H*(U N U,,M|y,) = 0 para i > 0,
lo que equivale a que H* (U, M)x, = 0 (donde usamos que la localizacion de
un cociente de modulos es el cociente de las localizaciones). Esto significa que
todo elemento de H*(U, M) es anulado por una potencia de X,.. Ahora basta
demostrar que la multiplicacion por X, induce un automorfismo en H*(U, M),
para 0 <17 <.

Para ello consideramos la sucesion exacta
0—>Sﬁ>5—>5/(XT)—>O.

Notemos que el cociente puede identificarse con S’ = A[Xy,..., X,—1]. Lo-
calizando y formando sumas directas obtenemos sucesiones exactas

0 — CH(U,M) 25 CF(U, M) — CF (U, M) — 0,

donde W y M’ son los andlogos a U y M para una indeterminada menos (conside-
rando a C*(UW, M’) como S-médulo a través del epimorfismo canénico S — 7).
Es facil ver que estas sucesiones exactas conmutan con las cofronteras, es decir,
que definen una sucesién exacta entre los complejos de éech, la cual a su vez
determina una sucesién exacta de cohomologia:®

0 — HOU,M) 25 HOU, M) — HO(W, M) — H'(U,M) 25 ..

La hipétesis de induccién nos da que HY (W', M') = 0 para 0 < i < r — 1.
Esto implica que la multiplicacién por X, es un isomorfismo en H*(U, M) para
l<i<r—1.

Observemos que el principio de la sucesion de cohomologia se corresponde
con la sucesion exacta

0—>Sﬁ>5—>5/(XT)—>O,
luego también es exacta la sucesién

0 — H'(U,M) 25 H (U, M) — HY(W, M) — 0,

con lo que la multiplicacién por X, también es un isomorfismo en H*(U,M).

1Ver el teorema 2.25 de mi Topologia Algebraica. Alli estd enunciado para complejos
directos, es decir, con indices descendentes, pero la diferencia es s6lo de notacion.
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Calculemos ahora explicitamente el homomorfismo de conexién?

H=HW, M) =5 B (U, M) 25 H (U, M) — 0.

Para ello tomamos un elemento de o € H"~1(UW,M') y le elegimos un repre-
sentante o = [f], con f € Z" "W, M') = S%, ..x,_,; le tomamos una antiima-

gen en
T

-1
€U = Sy,
1=
por ejemplo, (0,...,0, f); calculamos su cofrontera, que es f € Sx,...x, ; calcula-
mos una antiimagen en Z" (U, M) = Sx,...x, , que es X,” ! f; por tltimo tomamos
su clase de equivalencia y concluimos que §(a) = X, ta.

Hemos visto antes que una base de H"~1(U', M’) como A-médulo lo forman
los monomios en Xy, ..., X;._1 con exponentes negativos, y las imagenes de estos
monomios son parte de la base correspondiente en H" (U, M). Por consiguiente,
el homomorfismo § es inyectivo y tenemos una sucesion exacta:

H™2(W, M) — H™H U, M) 25 51U, M) — 0.

Sir—2 =0 entonces r — 1 = 1y ya hemos probado que la multiplicacién
por X, es inyectiva en H"~*(U,M). Sir —2 > 0 entonces H"~H(U,M') = 0
por hipoétesis de induccién y llegamos a la misma conclusion. [

De aqui podemos deducir un resultado general sobre haces coherentes en
esquemas proyectivos. Nos basaremos en el siguiente hecho elemental:

Teorema 6.20 Si f : X — Y es una inmersion cerrada entre esquemas lo-
calmente noetherianos y M es un haz coherente en X, entonces f.M es un haz
coherente en Y, y ademds

HY(X,M) = HY(Y, f.M), para todo i > 0.
DEMOSTRACION: El haz f.M es coherente por el teorema 5.18. Si
0—M-—7I' —7° — ...

es una resolucién diseminada de M, entonces, como el funtor f, es exacto, la
sucesion
0— fM— fI' — f,52 — ...

es una resolucion diseminada de f,M y las sucesiones
0 — M(X) —IHX) — T*(X) — -

0 — fMY) — £INY) — £I2(Y) — -

son la misma, luego los grupos de cohomologia coinciden. L]

2Ver de nuevo el teorema 2.25 de mi Topologia Algebraica.



214 Capitulo 6. Cohomologia

Teorema 6.21 (Serre) Sea A un anillo noetheriano, X/A un esquema pro-
yectivod y M un haz coherente en X.

a) Para todo n > 0 se cumple que H"(X,M) es un A-mddulo finitamente
generado.

b) Existe un mg tal que para todo m > mg y todo n > 1 se cumple que
H™(X,M(m)) = 0.

DEMOSTRACION: Sea f: X — Y = P, una inmersién cerrada (respecto a
la cual calculamos los haces M(m) en b). El teorema 5.18 nos da que f.M es
un haz coherente en Y. Por el teorema 5.22 tenemos que

fsM(m)) = fiM @0 f7O0y(m)) = fo(M) @0, Oy (m) = f.(M)(m).

Por 6.20 tenemos ademas que H(X,M(n)) = H (Y, (f.M)(n)). Por consi-
guiente, basta probar el teorema para X = P’,.

Por el teorema 6.19 sabemos que las propiedades a) y b) se cumplen cuando
M = Ox(m). Observemos ahora que

HY(X, M@ N) = H (X, M) & H'(X,N).

En efecto, es claro que al sumar sendas resoluciones diseminadas de M y N
obtenemos una resolucién diseminada de la suma. Por consiguiente, el teorema
es cierto también cuando M = O x (m)’.

Sabemos que H™"(X,M) = 0 cuando n > r, para cualquier haz coherente
M, por lo que el teorema se cumple trivialmente para n > r. Veremos que se
cumple para todo n por induccién descendente, es decir, lo suponemos cierto
para todo ¢ > n y vamos a probar que también se cumple para n.

Por el teorema 5.43 podemos formar una sucesién exacta

0 — N — Ox(mg) — M — 0,
para cierto mg € Z. Multiplicando por Ox(m) obtenemos una sucesion exacta
0 — N(m) — Ox(mg +m)! — M(m) — 0.

(La sucesion se conserva exacta porque las sucesiones locales son exactas, ya
que los Ox, p-moédulos O x(m)p son libres.) Ahora formamos la sucesion de
cohomologfa:

H™(X,0x(mo +m)!) — H"(X,M(m)) — H" (X, N(m)).

Para m = 0, los A-mddulos de los extremos son finitamente generados,
luego noetherianos (el de la izquierda porque O X(mo)l cumple el teorema, el
de la derecha por hipotesis de induccion). Por consiguiente, H™(X, M) también
es finitamente generado y a) se cumple para n. Por otro lado, para todo m
suficientemente grande los modulos de los extremos son nulos, luego el del centro
también. m

Una consecuencia elemental es la siguiente:

3El apartado a) de este teorema sigue siendo cierto si exigimos tnicamente que el esquema
X /A sea propio en lugar de proyectivo. Ver la nota tras el teorema 6.49.
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Teorema 6.22 Sea A un anillo noetheriano, sea X/A un esquema proyectivo,
sea Ox (1) un haz muy amplio en X y M — N — P una sucesion exacta de
haces coherentes en X. Entonces existe un ng > 0 tal que, para todo n > ng,
también es exacta la sucesion M(n)(X) — N(n)(X) — P(n)(X).

DEMOSTRACION: Si partimos de una sucesién exacta corta
0—M-—>N—P—0,
entonces también es exacta
0 — M(n) — N(n) — P(n) — 0,
y de ella obtenemos la sucesion exacta
0 — M(n)(X) — N(n)(X) — P(n)(X) — H'(X,M(n)).

Ahora basta tener en cuenta que, por el teorema anterior, para n suficien-
temente grande se cumple que H'(X,M(n)) = 0. En otras palabras, hemos
probado que, para cada sucesion exacta corta, existe un ng tal que, si n > ng,
entonces el funtor I'(X, — ®o , Ox(n)) conserva la exactitud de la sucesion. Po-
demos tomar un ng que valga simultdneamente para un ntmero finito dado de
sucesiones exactas cortas. Esto permite aplicar la prueba del teorema [1.20] al
funtor I'(X, —®¢, Ox(n)), pues en dicha prueba solo se usa la exactitud del fun-
tor de partida sobre un namero finito de sucesiones (sobre tres, concretamente).

|

El apartado d) del teorema 6.19 puede generalizarse a haces coherentes ar-
bitrarios:

Teorema 6.23 Sea A un anillo noetheriano, X = P’y y sea wg = Ox(—r—1).
Entonces H"(X,w$) = A y, para cada haz coherente M en X, existe una forma
bilineal reqular

Homo, (M, w%) x H™(X,M) — H"(X,w%) = A.

DEMOSTRACION: El isomorfismo H"(X,w$) = A estd probado en 6.19 c).
Cada homomorfismo a : M — w$ induce un homomorfismo

H'(X,a): H'(X,M) — H"(X,w%),

lo que nos da la forma bilineal. Hemos de probar que es regular. Supongamos en
primer lugar que M = Ox(q), para un ¢ € Z. Entonces (usando los resultados
de la Seccion [2.3]):

Homg ,, (M, w%) = Home, (Ox(q), Ox(—r — 1))

~ Homp, (Ox,0x(—qg—1—1)) = HO(X, Ox(—¢—1—-1)).

Hemos de comprobar que, a través de este isomorfismo, la forma bilineal se
corresponde con la considerada en 6.19 d). En virtud del teorema 6.14 podemos
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identificar los grupos de cohomologia con los correspondientes a la cohomologia
de Cech respecto del cubrimiento U de X formado por los abiertos D(X;).
Ademiés, el teorema 6.19 nos permite restringirnos al cason = —g—1r —1 > 0,
ya que si se da la desigualdad contraria entonces

HY(X,0x(—¢-r~-1))=0 y H"(X,0x(q)) =0,
con lo que no hay nada que probar.

Observemos que Ox(q)|pcx,) = X{Ox|p(x,), asi como que cada homo-
morfismo a : M — w$% estd completamente determinado por las imagenes
apx,(X]) € Ox(=r — 1)(D(X;)). Mas concretamente, podemos expresar
apx,)(X]) = Flpx,X;, donde F € Ox(n)(X) es la imagen de a por el iso-
morfismo anterior. Como n > 0, en virtud de 6.19 a) podemos identificar a F’
con una forma de grado n.

Por otra parte, C" (U, M) = Ox(q)(D(Xo - - - X)) esta formado por las frac-
ciones de k(Xo,...,X,) homogéneas de grado ¢, y el homomorfismo inducido
C"(U, M) — C"(U,w%) no es sino ap(x,...x,) 0, equivalentemente, la multi-
plicacion por F. Ahora es claro que la forma bilineal que estamos considerando
es la misma considerada en 6.19 d), luego es regular.

Consideremos ahora el caso en que M = Ox(¢)™. Es claro que
Homp (M’ w;() = Homo (Ox(q), w;()ma HT(X’ M) = HT(Xa ox(q))r,

y que la matriz de la forma bilineal para M en una base adecuada es la suma
diagonal de las matrices de las formas asociadas a los sumandos directos, por lo
que también es regular.

Si M es un haz coherente arbitrario, por el teorema 5.43 tenemos una sucesion
exacta
0 —N—0x(@)" —M—0,

donde el haz N es coherente por 6.10, luego, de nuevo por 5.43, podemos pasar
a una sucesion exacta de la forma

M2 _ Ml — M — 0,
donde My = Ox(¢)™ y Mz = OX(ql)m/-

Ahora bien, los funtores Homp  (—,w%) vy H"(X, —)* (donde el asterisco
denota el modulo dual) son contravariantes y exactos por la izquierda, de donde
se desprende que las filas del diagrama siguiente son exactas:

0 —— Homgo , (M, w%) —— Homg , (M1, wS ) —— Home , (Ma,w$)

l ! l

O—)HT(X,M)* HT(X,Ml)* HT(X,MQ)*

Por la parte ya probada, las dos ultimas flechas verticales son isomorfismos,
lo que implica facilmente que la primera también lo es, y esto equivale a la
regularidad de la forma bilineal. [
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Veamos otra consecuencia del teorema 6.21:

Teorema 6.24 Sea f : X — Y un homomorfismo proyectivo, donde el es-
quema Y es localmente noetheriano, y sea M un haz coherente en X. Entonces
f«M es un haz coherente en Y .

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que ¥ = Esp A,
donde A es un anillo noetheriano. En cualquier caso, sabemos que f.M es
cuasicoherente, por 5.9, y el teorema 6.21 nos da que (f.M)(Y) = M(X) es un
A-médulo finitamente generado, luego f,M es coherente. [

Para terminar, daremos una caracterizaciéon cohomologica de los haces am-
plios:

Teorema 6.25 Sea X un esquema propio sobre un anillo noetheriano A y sea
L un haz inversible en X. Las propiedades siguientes son equivalentes:

a) L es amplio.

b) Para cada haz coherente F en X, existe un entero ng tal que, para todo
n>mng y todo p > 1 se cumple que HP(X,F ®o, L™) =0.

¢) Para cada haz coherente I de ideales de Ox, existe un entero ng tal que,
para todo n > ng se cumple que H'(X,J ®o, L") = 0.

DEMOSTRACION: Si £ es amplio, entonces el teorema 5.46 nos da que LF
es muy amplio, para cierto natural k. Por definicion, esto significa que existe
una inmersion i : X — PY definida sobre A tal que L™ = Ox(1) = i*Opy (1).
Como X/A es propio, la inmersion ¢ es también propia, luego X es proyectivo
sobre A y basta aplicar el teorema 6.21 a los haces F, TR0, L, ..., FRo, LF7L.
En efecto, notemos que si M = F ®¢, L£¢, entonces

M(m) 2 F oy L' Qoy LM 2 F Q¢ LM

luego H?(X,F ®o, £L™) = 0 para n = km + i, con m > mg, 0 < i < k, luego
esto vale para todo n > ng = mgk.

Como b) = c¢) es trivial, suponemos c) y sélo falta probar a). En primer
lugar vamos a demostrar que para todo punto P € X existe un natural n y un
s € L™(X) de modo que el abierto X, es afin y contiene a P. El mismo
argumento empleado en el teorema 6.17 nos permite suponer que P es cerrado.
Tomamos un entorno afin U de P que cumpla ademéas que L|y sea libre, y
razonamos como en dicho teorema, es decir, llamamos J al haz de ideales que
define al cerrado C' = X \ U e I’ al haz de ideales asociado a C/ = (X \ U) U
{P} (considerando en ambos cerrados la estructura de subesquema reducido).
Tenemos una sucesion exacta

0—J9 —J—17/7 —0.
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Como L™ es plano sobre Ox (para todo n), también es exacta la sucesion
00— R0y L" — T Re, L — (1/T) @0, L™ — 0.
Si n cumple ¢) para J’, esto nos da un epimorfismo
(ILM)(X) — k(P) Doy, £,

donde hemos usado la estructura del haz J/J' determinada en la prueba del
teorema 6.17. Veamos ahora que el homomorfismo natural

f:0"(X)®a Ox.p — L%

también es suprayectivo. Para ello consideramos el diagrama siguiente, en el
que la linea superior es exacta:

Im f @ox p K(P) —=Lp oy p K(P) — (Lp/Im f) Qo p K(P) —0

_—

JL™(X)
Como la flecha oblicua también es suprayectiva, es claro que
('C’T]l?/hn f) ®OX,P k(P) = 0,

luego el lema de Nakayama nos da que Im f = £%.

Tomemos, pues, s € (JL™)(X) tal que sp genere L. Como en la prueba
del teorema 6.17, concluimos ahora que P € X, C U, de donde se sigue a su
vez que X, es afin. Ahora podemos seguir literalmente el final de la prueba de
5.46, que nos da que L™ es muy amplio, para cierto m, luego £ es amplio, por
5.45. ]

6.4 El polinomio de Hilbert

Como aplicacion de los resultados de la seccién anterior vamos a dar una
caracterizacion cohomologica del polinomio de Hilbert de un conjunto algebraico
proyectivo X sobre un cuerpo k.

Segin el teorema 5.56, tenemos que X = Proy.S, donde S es un anillo
graduado sobre Sy = k, finitamente generado como k-algebra por elementos de
grado 1. En particular S es un anillo noetheriano. Llamemos m = S, que
es un ideal maximal de S, pues S/m k. Si M es un haz coherente sobre

X, el teorema 5.54 nos da que M = M, donde M es un S-modulo graduado
finitamente generado. Empecemos probando una version del lema de Nakayama

para moédulos graduados:

Teorema 6.26 FEn las condiciones anteriores, si my,...,m, € M son homo-
géneos y generan M /mM, entonces generan M.
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DEMOSTRACION: El hecho de que los elementos m; sean homogéneos implica
que M’ = {my,...,my) es un submédulo graduado.* Sea N = M/M’, que es
también un S-moédulo graduado. Claramente N/mN = 0, luego N = mN. Si
N # 0, como N es finitamente generado, tiene que haber un n € N no nulo y
homogéneo de grado minimo. Este n deberia expresarse como

n=cx + -+, c; €Em, x; € N.

Igualando las componentes homogéneas, podemos suponer que todos los ¢; y
los x; son homogéneos, y que el grado de c;x; es el de n. En particular, el grado
de cada x; es menor estrictamente que el de n, luego cada x; = 0 y también
n = 0, en contradiccion con la forma en que lo hemos elegido. Asi pues, N = 0,
lo que significa que my, ..., m, generan M. (]

Con este teorema podemos desarrollar una teoria sobre resoluciones mini-
males de modulos graduados similar a la que hemos desarrollado a partir de la
definicion [5.57] para modulos sobre anillos locales:

Un generador minimal de M es un sistema generador de M formado por
elementos homogéneos de cardinal minimo. Observemos que M/mM es un
espacio vectorial sobre k = S/mS. El teorema anterior implica que un conjunto
de elementos homogéneos de M es un generador minimal si y s6lo si sus clases
modulo mM son un generador minimal de M/mM, es decir, si y sélo si son una
k-base del cociente.

Una resolucion (libre) graduada de M es una resolucion de M:

SN NS PN IR ) N

en la que cada L; es un S-modulo graduado de la forma

t;
Li = @ S(nij),
=1
con n;; € 7Z, los homomorfismos §; son todos homogéneos. La resolucién es
minimal si la imagen de la base canoénica de L; es un generador minimal de

Es evidente que M admite una resolucién minimal: tomamos un generador
minimal de M, digamos my,...,my,, donde gradm; = ng;, y consideramos el
epimorfismo 9y : Lo = S — M que transforma la base canonica en los m;.
Entonces dy es un homomorfismo graduado si consideramos cada sumando di-
recto S con la graduacion S(ng;). Ahora consideramos Ny = N 0y, que es un
submoédulo graduado de L. Puesto que S es noetheriano, tenemos que Ny es
finitamente generado, luego tiene un generador minimal, a partir del cual obte-
nemos un epimorfismo 9y : L1 — Ny por el mismo procedimiento con el que

4Es facil ver que un submoédulo M’ de un médulo graduado M es un submoédulo graduado
(en el sentido de que es suma directa de los subgrupos M’ N M,,) si y solo si esta generado
por elementos homogéneos, si y s6lo si cuando un elemento esta en M’ también lo estan sus
componentes homogéneas. Comparar con el teorema 1.2.
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hemos construido dy. Asi tenemos una sucesion exacta Ly — Lg —» M — 0,
que podemos prolongar indefinidamente hasta una resolucién minimal.

Teorema 6.27 FEn las condiciones anteriores, una resolucion libre de M es
minimal si y sélo si Im9; C mL;_1, para todo i > 1.

DEMOSTRACION: La condicion equivale a que los epimorfismos

sean isomorfismos para i > 0. En efecto, siun « € L; cumple que 9;(x) € mImo;,
entonces 0;(z) = 9;(y), con y € mL;, luego x —y € N9; = Im9; 11 C mL;, luego
x € mL;. Reciprocamente, si los epimorfismos son biyectivos y @ € L; (con
i > 1), entonces 0;_1(0;(x)) = 0, luego 0;(x) € mL;_;.

Si la resolucién es minimal, la base candnica de L; se transforma en un
generador minimal de Imd;, luego el homomorfismo anterior transforma una
base en una base, luego es un isomorfismo. Igualmente se razona el reciproco.

|

Tomemos ahora una resolucion miminal de M y consideremos a k = S/mS
como S-moédulo. Entonces, la sucesiéon

— Lo®sk — L1 ®sk—Li®sk —Mxsk —0
tiene todos sus homomorfismos nulos, por el teorema anterior. Por consiguiente,
Tor (M, k) = L; ®g k = k™,
donde ; = ranggL;.

A partir de aqui vamos a restringirnos momentaneamente al caso en que
X =P} y, por consiguiente, S = k[Xo, ..., X,]. El teorema [5.65] nos da que S
es un anillo regular (ver también las observaciones tras [5.21]). El teorema [5.63]
nos da que la dimension homologica de S es r+ 1, luego la dimension proyectiva
de M es menor o igual que r + 1, luego admite una resoluciéon proyectiva de
longitud r+ 1, con la que podemos calcular TorZ-S(M, k) = 0 parai > r+1. Esto
implica a su vez que cualquier resoluciéon minimal de M cumple que 5; = 0 para
i > 1+ 1, lo que equivale a que L; = 0 para i > r + 1. En resumen:

Teorema 6.28 (Hilbert) Sik es un cuerpo y M es un mddulo graduado y fi-
nitamente generado sobre S = k[Xo, ..., X,], entonces M admite una resolucion
libre de la forma

0—1L,—Lpqy—-—Lop—M—0,

donde n < r+1, los L; son sumas directas finitas de mddulos S(m.j;), con
ms; € Z y los homomorfismos de la resolucion son graduados.

Usando el teorema 5.14 podemos enunciar este resultado en términos de
haces coherentes:
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Teorema 6.29 Sik es un cuerpo y M es un haz coherente en X = Py, entonces
existe una sucesion exracta

0—L, —Lp1— - —Lyg—M—0,

donde n < r+1 y cada L; es una suma directa de un niumero finito de haces
Ox(mij).

Veamos una primera consecuencia del teorema de Hilbert (y del de Serre):

Teorema 6.30 Sea S = k[Xo,...,X,] y M un S-mddulo graduado finitamente
generado. Sea M = M el haz coherente asociado sobre X = P%. Para todo
natural n suficientemente grande, el homomorfismo candnico M, — M(n)(X)
es un isomorfismo.

DEMOSTRACION: Si M = S entonces M = Ox y el teorema 5.26 afirma
que M(n)(X) & M, para todo n. Si M = S(m), para un m € Z, entonces
M = Ox(m), luego

M(n) = Spm4n = Ox(m +n)(X) = M(n)(X).

Es claro entonces que el teorema se cumple también cuando M es una suma
directa de un ntmero finito de moédulos S(m;).

Consideremos ahora una sucesion exacta de modulos graduados:
0— M — M— M"—0.

Vamos a probar que si M y M’ cumplen el teorema, también lo cumple
M". Tomemos n suficientemente grande como para que tengamos isomorfismos
M! = M (n)(X), M, = M(n)(X) y para que H'(X,M'(n)) = 0 (teorema de
Serre). Entonces, la sucesion exacta

0— M'(n) — M(n) — M"(n) — 0
nos da la sucesién exacta
0 — M'(n) — M(n) — M"(n) — 0,

que a su vez nos da el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas:

0 M, M, M 0

| L |

0 ——M(n)(X) —— M(n)(X) —— M"(n)(X) —=0

(La fila inferior es la sucesion exacta de cohomologia.) Como las dos primeras
flechas verticales son isomorfismos, la tercera también lo es.



222 Capitulo 6. Cohomologia

Ahora, si M es arbitrario, basta aplicar el teorema de Hilbert, que nos da
una resolucion

O—>Lnﬁ>Ln_1—>---—>Loi>M—>0,

en la que todos los modulos L; cumplen el teorema. Considerando la sucesiéon
exacta

On
0— L, -2 L, 1 23 Tmd, 1 — 0

llegamos a que Im 0,,_1 = N 0,,—2 cumple el teorema, luego la sucesion exacta

On—
0— NOy—2 — L,_»o iy Imd,_» — 0
nos da que Imd,,_s = NJ,_3 cumple el teorema. Tras un numero finito de
pasos, llegamos a que M cumple el teorema. n

Volvemos ahora al caso general en que X es un conjunto algebraico proyectivo
arbitrario sobre un cuerpo k.

Definicién 6.31 Si X es un conjunto algebraico proyectivo sobre un cuerpo k
y M es un haz coherente en X, definimos la caracteristica de Euler de M como

(M) = 32 (=1)"dimy H* (X, M).

%

Esta definicion es correcta porque los grupos H®(X, M) son k-espacios vec-
toriales de dimension finita por el teorema de Serre 6.21, y ademas sabemos que
son nulos para ¢ suficientemente grande (para ¢ mayor que el cardinal de un
cubrimiento de X por abiertos afines, pues entonces la cohomologia de Cech se
anula).

La caracteristica de Euler se comporta bien en las sucesiones exactas:

Teorema 6.32 Si X/k es un conjunto algebraico proyectivo sobre un cuerpo k

Y
0—M—N—P—0

es una sucesion exacta de haces coherentes en X, entonces x(N) = x (M) +x(P).

DEMOSTRACION: Basta probar que si tenemos una sucesiéon exacta de k-
espacios vectoriales

oO—VvN—VV—"—V, —0

entonces Y (—1)"dimg V; = 0. En efecto, si n < 2 es evidente, y en general
i

razonamos por induccién sobre n, descomponiendo la sucesién en
0—Vy— W Hlmdlﬁo,

0 —Imdy —Vo—---—V, —0

y sumando las igualdades correspondientes a ambas.
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El teorema se sigue de aplicar esto a la sucesion exacta de cohomologia
asociada a la sucesion exacta del enunciado. L]

En particular se cumple que x(M @& P) = x(M) + x(P).

El resultado principal de esta seccion es el siguiente:

Teorema 6.33 Sea X un conjunto algebraico proyectivo sobre un cuerpo k, sea
Ox (1) un haz muy amplio en X y sea M un haz coherente en X. Entonces existe
un polinomio P € Q[T] tal que, para todo n € Z, se cumple x(M(n)) = P(n).

DEMOSTRACION: Sea Y =Py y f: X — Y la inmersién cerrada asociada
al haz muy amplio que estamos considerando en X, de modo que se cumple la
relacion Ox (1) = f*Oy(1).

En virtud del teorema 6.20 tenemos que f,M es un haz coherente en Y,
que fo(M(m)) = fo(M)(m) y que H(X,M) = H (Y, f.M). Por consiguiente,
tambien y(M(m)) = x((£.30)(m)).

Esto reduce el teorema al caso en que X = Pj.. Observemos en primer lugar
que, por el teorema 6.19,

x(0Ox(n)) = dimy H(X,0x(n)) 4+ (=1)"dimy H" (X, Ox(n))
(-1)"dimS_p—r—1 sin<O0.

Mas concisamente:

x(0x(n)) = (r+n)(r+n—1)---(n+1) _ (T—Fn).

r! r

En efecto, la igualdad es clara® sin > 0. Sin < 0, entonces n + 1 < 0. Si
—n —r —1 < 0, es decir, si r +n > 0, el nimero combinatorio es nulo, al igual
que la caracteristica. En cambio, si —n —r — 1 > 0, tenemos que r +n < —1,

luego
SR

que es también el valor correcto de la caracteristica. Asi pues, tenemos que
X(Ox(n)) es un polinomio de grado r con coeficientes racionales. Con esto
tenemos probado el teorema para M = Ox.

En realidad tenemos probado el teorema cuando M = O x(m), pues si P(T)
es el polinomio para Ox, entonces P(T + m) es el polinomio para Ox(m). La
aditividad de la caracteristica de Euler hace que el teorema sea cierto también
cuando M es suma directa de haces Ox(m;). Finalmente, el teorema 6.29 nos
da la prueba para un haz coherente arbitrario M, pues el mismo argumento
empleado en la prueba de 6.32 nos da que

X(M(n)) = £32(=1)"x(£i(n)).

5Ver la nota al pie de la [pagina 170].
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Evidentemente, el polinomio dado por el teorema anterior estd completa-
mente determinado por M y Ox(1) (pues un polinomio est4 completamente
determinado por su valor en infinitos puntos). Ahora vamos a probar que el
polinomio dado por el teorema anterior no es realmente nada nuevo:

Consideremos un conjunto algebraico proyectivo X/k, sea £ un haz muy
amplio en X y sea M un haz coherente. Entonces podemos representar a X
en la forma X = Proy B, donde B = S/I, con S = k[Xy,...,X,] e [ un
ideal homogéneo de S, de forma que £ = Ox(1). A su vez, el haz M ser4 de la
forma M = M , donde M es un B-modulo graduado. Consideremos la inmersiéon
canoénica ¢ : X — Pj.

Es facil ver que i,.M = M , donde en el miembro derecho consideramos a M
como S-moédulo graduado. Por los teoremas 6.20, 6.21 y 6.30 tenemos que, para
todo natural n suficientemente grande,

x(M(n)) = dim H(X, M(n)) = dim H°(P}, M(n)) = dim M (n)(P}) = dim M,.

Por consiguiente, el polinomio dado por el teorema anterior no es sino el
polinomio de Hilbert de M.

Definiciéon 6.34 Si X es un esquema proyectivo sobre un cuerpo k, Ox(1) es
un haz muy amplio en X y M es un haz coherente en X, llamaremos polinomio
de Hilbert de M (respecto del haz muy amplio prefijado) al Gnico polinomio
Py (T) € Q[T] que cumple Py(n) = x(M(n)) para todo n € Z.

Segin acabamos de ver, si X = ProyB y M es un B-moédulo graduado,
entonces el polinomio de Hilbert Py;(T") definido en la seccion 3.3 es el polinomio

de Hilbert del haz M respecto del haz muy amplio Ox (1) asociado a B.

En particular, el polinomio de Hilbert de X es el que ahora hemos definido
como polinomio de Hilbert de Ox.

La nueva definiciéon del polinomio de Hilbert no es realmente una genera-
lizacion de la anterior, sino tan sélo una reformulacién, ya que todo conjunto
algebraico proyectivo puede representarse como Proy B y todo haz coherente
puede expresarse como M. Lo que aporta de nuevo es que ahora sabemos que el
polinomio de Hilbert de un médulo M sobre un conjunto X no depende direc-
tamente de la inmersion cerrada f : X — P} que permite representarlo como
Proy B, sino a través del haz muy amplio Ox (1) determinado por la inmersion.
Ademas, la primera definicion s6lo interpretaba los nimeros Py (n) para valores
grandes de n, mientras que la nueva nos dice qué es Py(n) para todo entero n.
Vamos a enunciar esto para el caso particular del polinomio de un conjunto
algebraico:

Teorema 6.35 Si X es un conjunto algebraico proyectivo sobre un cuerpo k y
Ox(1) es un haz muy amplio, el polinomio de Hilbert de X (respecto a dicho
haz) verifica que

Px(n) = x(0x(n)),

para todo entero n.
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En particular,

Px(0) = x(0x) = > (—1)" dimg H*(X, Ox)

3

es independiente del haz muy amplio considerado (es un invariante de X, se
conserva por isomorfismos). En particular, el género aritmético

Pa(X) = (=1)(Px(0) - 1),

es también un invariante (donde d es la dimension de X).

En el ejemplo de la pagina 71 hemos visto que el polinomio de Hilbert de P},
T+r

, ), luego ahora deducimos

(respecto al haz muy amplio Opr (1)) es P(T) = (

e
xOp ) = ("F7).

r

A su vez, esto implica que el polinomio de Hilbert de Pj, respecto al haz muy
amplio Opr (d) es P(T) = (dTT”), cuyo coeficiente director es d”/rl. Ahora es
inmediato el teorema siguiente:

Teorema 6.36 Si f : P, — P}, es una inmersion tal que f*Opr (1) = Opr(d),
entonces su imagen es un conjunto algebraico proyectivo de Py de grado d.

Asi, ahora es inmediato que la curva del ejemplo de la pagina 76 tiene grado 3,
o que las curvas del ejemplo de la pagina 179 tienen grado 4. En este tltimo
ejemplo hemos demostrado que solo existe una ctibica en P} isomorfa® a Pj,
mientras que existen infinitas cuérticas en P} (si k es infinito) isomorfas a P}, y
que no se corresponden dos a dos por ningtn automorfismo de Pz.

Ejemplo Consideremos la inmersién f : P — P} de grado 2, es decir, la
inmersion asociada al haz Op2(2) y a la correspondencia

f*Xo =252 X1 =T? f*Xo=U? f*X3=5T, f*X,=5U, f*Xs=TU.

Su imagen es una superficie S isomorfa a P%, pero su grado no es 2, sino 4.
Para poner esto en evidencia vamos a considerar su intersecciéon con el hiperplano
H =V (X5), que tiene grado 1. Segun el teorema de Bezout, la interseccion SNH
ha de tener grado 4.

Observemos que f~1[H] =V (TU) = V(T)UV(U), luego podemos descom-
poner SN H = Cy UCy, donde Cy = fIV(T)] y C2 = f[V(U)].

Si componemos la inmersiéon natural P, — P2 cuya imagen es V(T') con la
inmersion f, obtenemos la inmersion P, — P asociada al generador global de

60bservemos que no hace falta especificar que no esta contenida en ningun hiperplano,
pues no puede estarlo: el tal caso podriamos pasar a una inmersién cerrada Pllc — Pi cuya
imagen seria una hipersuperficie de grado 3 y género aritmético 0, mientras que la nota de la
pagina 73 exige que en tal caso el género sea 1.
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oPi (2) formado por S?,0,U2,0, SU, 0, luego C; es una curva de grado 2, e igual-
mente obtenemos una inmersién asociada al generador global S2,72,0,ST,0,0
cuya imagen es Cs, lo que prueba que C5 es también una curva de grado 2.

Aqui estamos considerando a C7 y Cy con sus estructuras de subesquema
cerrado reducido en P}, pero hay que tener presente que pueden tener una
multiplicidad en S N H. Pero lo que tenemos en total es que

4 =grad(SN H) = p(C1) grad Cy + p(Cq) grad Co = 2u(C1) + 2u(Cs).

Concluimos que las multiplicidades son 1 y que, en definitiva, el hiperplano
H corta a S en dos curvas de grado 2.

En cambio, es facil ver que el hiperplano H' = V(Xj) corta a S en una
tnica curva de grado 2 que, por consiguiente, ha de tener multiplicidad 2 en la
interseccion. [

Veamos ahora qué podemos decir sobre el género de un esquema proyectivo
a partir de la caracterizacion cohomoldgica del polinomio de Hilbert:

Ejemplo Si X es un esquema proyectivo geométricamente integro sobre un
cuerpo k, el teorema 4.26 nos da que

H(X,0x) = 0x(X) =k,

luego el sumando dimy, H°(X, O x) se cancela con el 1 que aparece en la definicion
de género aritmético, y el factor (—1)% hace que el término dimy H%(X,Ox)
aparezca con signo positivo en la suma alternada. Asi pues:

pa(X) = dimy HY(X, Ox)—dimy H¥7Y(X, Ox)+- -+ (1)1 dimy, H' (X, 0x).
En particular, si X es una curva proyectiva geométricamente integra,
pa(X) = dimy H'(X, 0x).
]
Ejemplo Sea X = P}, y ¢ € X un punto cerrado. Consideramos en z su
estructura de subesquema cerrado reducido. El polinomio de Hilbert P, es

constante, y este valor constante (igual, por ejemplo, a P,(0)) es lo que en 3.33
hemos definido como el grado de x. Ahora podemos calcularlo explicitamente:

gradaz = P, (0) = x(0,) = dimy O,(x)
= dimk Om,m = dimk Oxw/mk = dimk k(ac)
]

Enseguida vamos a necesitar el siguiente resultado de algebra conmutativa:

Teorema 6.37 Sea A un dominio integro noetheriano local, sea k su cuerpo de
restos y K su cuerpo de cocientes. Si M es un A-mddulo finitamente generado
ydimp M @4 k =dimg M ®4 K =1, entonces M es libre de rango r.
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DEMOSTRACION: Si M@k = (m1 ®1,...,m, ® 1), consideramos el submo-
dulo N = (my,...,m,). En la sucesion exacta

N@sk—Mesk — (M/N)®ask —0

el primer homomorfismo es suprayectivo, luego (M/N) ®4 k = 0, y el lema de
Nakayama nos da que M = N, es decir, que M admite un generador con r
elementos. De aqui obtenemos una sucesion exacta

0—R—A"— M —0,
y, como K es plano sobre A, tenemos también
0—RIUK —K — Mg K—0.

La dimensiéon de M ® 4 K implica que el epimorfismo es en realidad un
isomorfismo, luego R ®4 K = 0.

De aqui podemos deducir que R = 0, pues si existiera r € R no nulo, entonces
tendriamos un monomorfismo (r) ®4 K — R ®4 K = 0, pero R es libre de
torsion, luego 0 = (r) ®4 K &2 A®4 K = K, lo cual es absurdo. Asi pues,
M = A" es un A-moédulo libre de rango 7. L]

Vamos a probar que los homomorfismos proyectivos son planos si y sélo si
todas sus fibras tienen el mismo polinomio de Hilbert. En efecto, sea X — T
un homomorfismo proyectivo. Esto significa que podemos descomponerlo en
una inmersion cerrada X — PT. = Py XzT seguida de la proyecciéon P, — T'.
Sea ahora ¢ € T un punto arbitrario. Tenemos una inmersién cerrada

Xy =X Xp ESpk(t) — PTT XT Espk(t)
= P% Xz X1 ESpk(t) = P% X7, ESp k(t) = PZ(t) .

Asi pues, cada fibra X; puede verse de forma natural como un conjunto
algebraico proyectivo sobre k(t).

Consideremos el caso particular en que tanto X como 7" son conjuntos al-
gebraicos proyectivos sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado. Entonces
cualquier homomorfismo X — T definido sobre k es proyectivo. A partir de
una inmersion cerrada X — P}, podemos obtener la siguiente factorizacién del
homomorfismo dado:

XgXXTT*)XXkT*)PZXkTgPTT*)T.

Sit € T es un punto cerrado, entonces k(t) = k, y la factorizacion corres-
pondiente a la fibra es

X: 2 X xpEspk(t) — X xi Espk(t) — Pl xpEspk 2 P), — k.
Equivalentemente, podemos expresarla como la composicién
X — X — P, —k

En otras palabras, la inmersion cerrada X; — P}, que estamos considerando
es en este caso la composicion de la inmersion cerrada natural X; —> X con la
inmersiéon dada X — Pj.
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Teorema 6.38 Sea T un esquema integro noetheriano y sea X C P un sub-
esquema cerrado. Para cada t € T, sea P, el polinomio de Hilbert de la fibra
X, considerada como subesquema cerrado de P};(t)' Entonces X es plano sobre
T si y solo si el polinomio P; es independiente de t.

DEMOSTRACION: Tenemos el siguiente diagrama conmutativo, en el que las
flechas verticales son inmersiones cerradas:

X, -2 o x

Py o Pr

Entonces, teniendo en cuenta el teorema [B.5],

. .k Lk kel N T 1% o)
1.0x, 2 1.0 O0x Zi.p;t 1,0x =0 p, 1,0x = py 1, 0x.
Llamemos F = i, Ox, que es un haz coherente en P%. Para cada natural m
suficientemente grande se cumple que

Pi(m) = dimyy H(X¢, Ox, (m)) = dimgy H*(Phy (:0x,) (m))

= dimy,p) HO(PZ(t)a (i T)(m)).
Asf pues, P; es también el polinomio de Hilbert del haz coherente p}*J.

En general, si X — Y es un homomorfismo de esquemas y JF es un haz
sobre X, diremos que J es plano sobre Y si para cada P € X se cumple que Fp
es un Oy, y(p)-modulo plano. En estos términos, X es plano sobre Y siy solo si
loes Ox.

En nuestro contexto, F es plano sobre T si y s6lo si Ox también lo es,
pues, para cada P € X, se cumple que Ox p = F;/(p), mientras que Fg = 0 si
Q ¢ i'[X].

En vista de todo esto, basta probar que si F es un haz coherente sobre P7,
entonces JF es plano sobre T si y solo si el polinomio de Hilbert de p*F es
independiente de t.

Fijemos ahora un punto ¢y € T y llamemos 7" = Esp Or4,, que es también
un esquema integro noetheriano. Consideremos el homomorfismo ¢ : T/ — T
dado por el teorema 3.5. Llamemos t{ al ideal maximal de Or 4, y 7/ a su punto
genérico (el ideal nulo). Es claro que i(t,) = to, asi como que i(7’) = 7 (el punto
genérico de T'). Tenemos el diagrama conmutativo

J
Pr —Pr

|

T/—.>T
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Sea ¥ = j*F, que es un haz coherente en PJ,. Consideremos un punto
P’ € P}, sea t' su imagen en T, sea P = j(P') y sea t = i(t'). Es claro que
el homomorfismo Or; — Op 4 es un isomorfismo, que se corresponde con el
isomorfismo natural Fp, = Fp, por lo que Fp, es plano sobre Opr 4 si y sélo si
JFp es plano sobre O .
Por otra parte, consideramos el diagrama conmutativo
/
Dy

};(t/) I Pg—,/

g

Prwy = Pr
La flecha vertical izquierda es un isomorfismo, a través del cual pjiF se
corresponde con p;J. Esto implica que los polinomios de Hilbert de ambos
haces coinciden.

Vamos a comprobar que estos hechos nos permiten reducir el teorema al caso
en que 7T es el espectro de un dominio integro noetheriano local. Supongamos
el teorema probado en este caso.

Si F es plano sobre T, entonces F’ es plano sobre T”, y por la hipotesis de
que T" cumple el teorema, tenemos que el polinomio de Hilbert P;, coincide con
P,, para todo tp, como habia que probar.

Reciprocamente, si los polinomios de Hilbert P; son independientes det € T,
igualmente los polinomios de Hilbert Py son independientes de t' € 17, luego F'
es plano sobre T”. Si a esto anadimos que la fibra de t{, es isomorfa a la de to,
de aqui se sigue que Jp es plano sobre Or;, para todo P € P cuya imagen en
T sea tg. Como esto es valido para todo tg, concluimos que F es plano sobre T'.

A partir de aqui suponemos que T' = Esp A, donde A es un dominio integro
noetheriano local. Llamamos X = P}, = P” y fijamos un haz coherente J en X.
Vamos a probar que las tres afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) JF es plano sobre T

b) H(X,F(m)) es un A-médulo libre de rango finito, para todo natural m
suficientemente grande.

c) Sip:: Pz(t) — P’ es la proyeccion natural, el polinomio de Hilbert P
de p{J no depende de ¢.

En efecto, veamos que a) = b): En primer lugar observamos que los haces
Ox(m) son localmente libres, luego, para cada P € X se cumple que Ox(m)p
es un O x, p-moédulo plano y el Ox p-médulo Fp es un Or -modulo plano (donde
t € T es la imagen de P). Esto implica que F(m)p = Fp ®ox , Ox(m)p es
también un Op¢-modulo plano. En suma: los haces F(m) son planos, para todo
entero m.
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Calculamos H®(X,F(m)) como el grupo de cohomologia de Cech asociado
al cubrimiento afin estandar U de X. El teorema [A.5] implica que, para todo
abierto afin U de X, los A-modulos F(m)(U) son planos, de donde se sigue que
todos los C*(U, F(m)) son A-médulos planos. Por el teorema 6.21, tomando m
suficientemente grande tenemos que H*(X, F(m)) = 0 parai > 1, luego tenemos
una sucesion exacta

0 — HY(X,F(m)) — C°(U,F(m)) — --- — C"(U, F(m)) — 0.

Ahora basta aplicar repetidamente el teorema [A.10] para concluir que el
A-médulo H(X,F(m)) es plano, pero por el teorema 6.21 sabemos también

que es finitamente generado, luego es libre, ya que A es un anillo local (teorema
[A.4]).

b) = a) Sea S = A[Xy,...,X,] y sea

M= @ HX,5(m)),

m>mo

donde my es suficientemente grande como para que los grupos de cohomologia
sean A-modulos libres. Por el teorema 5.54 tenemos que ¥ = M. Como M
es un A-moédulo libre, es plano. Como Sx, es plano sobre S, es claro entonces
que los modulos Mx, = M ®s Sx, son también planos sobre A, asi como que
Mx, = M(x,)y ® M (donde M| esta formado por los cocientes m/X] tales
que ninguna componente homogénea de m € M tiene grado r). Esto implica
que los A-médulos M(y,) son planos. Finalmente, si P € X entonces existe
una indeterminada X; tal que P € D(X;), con lo que Fp es una localizacion
de M(x,) respecto de un ideal primo de Ox(D(X;)), que serd plana sobre el
correspondiente Or ;. En suma, tenemos que J es plano.

b) = c¢) Basta probar que, para valores grandes de m,
P,(m) = rang, HO(X, 5(m)).
Para ello veremos que
H°(Xy,p;F(m)) = HO(X,F(m)) @4 k(t)

y en la prueba no usaremos la hipotesis b), por lo que luego podremos usar este
isomorfismo en la prueba de la implicacion inversa.

Vamos a ver que no perdemos generalidad si suponemos que ¢ es el punto
cerrado de T'. En efecto, sea A’ = A; yT' = Esp A’. El homomorfismo T" — T'
es plano, transforma en t el punto cerrado ' € T' e induce un isomorfismo

k(t) —> k(t').

Llamamos X' = X xpT' y F = p"*F, donde p’ : X’ — X es la proyeccion.
El teorema 6.15 nos da que H°(X',3(m)) = H°(X,F(m)) ®4 A’. Por otra
parte,

Xg/ =X XT T/ X k(t/) =2 X X7 k(t/) =X XT k(t) xk(t) k(t/) = Xt xk(t) k(t/).
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En otras palabras, X|, se obtiene de X, por el cambio de base k(t) — k(t'),

obviamente plano, luego 6.15 nos da también que
(m)) = H(X¢, pyF(m)) ey k().

/% !

HO(X,,p)
Aqui hemos usado la conmutatividad del diagrama
/ p; !/
X, —X
b
Xy — X
Pt

/% !

sobre el haz JF.
Si demostramos el segundo isomorfismo en
1, 0p ' (m)) = HO(X, ' (m)) @ar k(t')

H°(Xy,p;F(m)) @y k(t') = H(
~ 7YX, F(m)) @4 A’ @4 k(') = H(X,F(m)) @ k(t) @y k(t),

tendremos claramente el isomorfismo para t. Asi pues, podemos suponer que t
es el punto cerrado de T (con lo que p; es una inmersion cerrada. Si llamamos

Fo = pup; T, el teorema 6.20 nos da que
H°(X¢, p;F(m)) = HO(X, Fo(m)).

Por otra parte, por 5.8 tenemos que, si U es un abierto afin en X, entonces
Fo(U) = F(U) @0 ) Ox, (p; '[U])
= F(U) Do) Ox(U) 84 k(t) = F(U) @4 k().

Fijamos una sucesion exacta
A" — A — k(t) — 0.

Multiplicando por F(m)(U)®4 obtenemos la sucesion exacta
FU)" — FU) — Fo(U) — 0.
Estas sucesiones exactas (para cada U) determinan una sucesion exacta
F' —F —TFyg—0
(donde el exponente n representa una suma directa.) Por el teorema 6.22, para
todo m suficientemente grande tenemos una sucesion exacta
H(X,F(m))* — H(X,F(m)) — H(X,Fo(m)) — 0

Por otra parte, si multiplicamos por H°(X,F(m))®4 la sucesion exacta de

partida obtenemos una sucesiéon exacta
H°(X,F(m))" — H°(X,F(m)) — H°(X,F(m)) ®4 k(t) — 0
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Se comprueba que el primer homomorfismo de ambas sucesiones es el mismo,
de donde concluimos que H(X, Fo(m)) = HY(X,F(m)) @4 k(t).

¢) = b) La hipdtesis ¢) juntamente con el isomorfismo que hemos obtenido
en la prueba de la implicacion precedente nos da que dimy) H(X,F) @4 k(t)
es independiente de t € A. Si consideramos como ¢ el punto cerrado y el punto
genérico de T, el cuerpo k(t) es, respectivamente, el cuerpo de restos y el cuerpo
de cocientes de A, luego el teorema 6.37 nos da la conclusion. L]

Asi, si k es un cuerpo algebraicamente cerrado, X C P} es un conjunto
algebraico proyectivo y X — T es un homomorfismo plano en otro conjunto
algebraico proyectivo T', para cada punto cerrado ¢ € T' se cumple que el po-
linomio de Hilbert de la fibra X;, vista como subesquema cerrado de Pj, es
independiente de t. En particular, todas las fibras cerradas tienen la misma
dimension y el mismo género.

6.5 Imagenes directas superiores

Si f: X — Y es un homomorfismo entre espacios anillados, al final del
Apéndice [B] vimos que el funtor f, : Mod(X) — Mod(Y) es exacto por la
izquierda, por lo que podemos considerar sus funtores derivados por la derecha.
Estos funtores estan intimamente relacionados con la cohomologia de X y re-
sultan ser una herramienta muy ttil para estudiarla. En la seccién siguiente los
usaremos para generalizar el teorema 6.21 a) al caso de homomorfismos propios,
no necesariamente proyectivos.

Definicién 6.39 Sea f : X — Y un homomorfismo de espacios anillados.
Llamaremos D™ f, : Mod(X) — Mod(Y") a los funtores derivados del funtor
fi : Mod(X) — Mod(Y). Si M es un Ox-modulo, el Oy-médulo D™ f, M se

llama imagen directa i-ésima de M por f.

La relacion basica entre las iméagenes directas de un haz por un homomor-
fismo de esquemas y sus grupos de cohomologia es el siguiente:

Teorema 6.40 Sea f: X — Y un homomorfismo de espacios anillados y sea
M un Ox-mddulo. Entonces D™ f. M es el haz asociado al prehaz dado por

Vs H™(f7H V] M g1 )

DEMOSTRACION: Llamemos H™ (X, M)~ al prehaz en Y descrito en el enun-
ciado y H™ (X, M) a su complecion, que es, de hecho, un Oy-modulo. Asi, para
cada natural m, tenemos definido un funtor H™ (X, —) : Mod(X) — Mod(Y").
Vamos a aplicar el teorema [1.50].

Para m = 0, el prehaz considerado es f.M, por lo que en particular es ya un
haz, y el funtor H%(X, —) es isomorfo a f..

Consideremos ahora una sucesion exacta de O x-modulos

00— M —M—M"—0.
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Si V CY es un abierto, también es exacta la sucesion
00— M/|f*1[V] — M|f*1[V] — M”|f*1[V] — 0,
la cual determina a su vez una sucesion exacta larga de Oy (V)-modulos:
0 — HO(fHVE M p-apyv)) — HO(FH V] M p-1vy)

— HO(f ' V], M | p-apvy) — HY (V] M| p-1p7)
— H'(f7 V], M p=1pvy) — HY(f V], M prpyg) — -

Es claro que estas sucesiones para los distintos abiertos V' determinan una
sucesion exacta de prehaces

0— J-CO(X, M)~ — j‘fO(X,M)f N j‘fO(X, M)~ —> j‘fl(X, M)~ — -

La sucesion es exacta en el sentido de que lo son las sucesiones locales. Como
éstas no se alteran al pasar a las compleciones, tenemos también una sucesion
exacta de Oy-modulos

0 — FHOX, M) — FHO(X, M) — HOX, M") 2% 3H(X, M) — - -

Se comprueba sin dificultad que los homomorfismos §; forman un homomor-
fismo de conexion para los funtores H™ (X, —), en el sentido de [1.48].

Por tltimo, si J es un O x-modulo inyectivo, entonces J|z-1[y) es un O p-1[y-
modulo inyectivo por [1.30], luego H™ (X, M)~ = 0 para todo m > 1, y también
H™(X,M) = 0. El teorema [1.50] nos garantiza que H™(X,—) es una fami-
lia universal de funtores y, por consiguiente, tenemos isomorfismos naturales

D™ f, 2 (X, ). .

El teorema [2.8] implica ahora que D™ f,M = 0 cuando m > 1y M es
un Ox-moédulo diseminado. Asi pues, las imagenes directas superiores pueden
calcularse a partir de resoluciones diseminadas, no necesariamente inyectivas.
En particular, si M es un O x-moédulo arbitrario, la estructura de grupo abeliano
en D™ f,M depende tnicamente de la estructura de haz de grupos abelianos en
M (por el mismo argumento empleado tras la prueba de [2.8] para el caso de los
grupos H" (X, M)).

En el caso de haces cuasicoherentes en un esquema podemos decir mas, pero
necesitamos un resultado previo:

Teorema 6.41 Sea X un esquema noetheriano y M un haz cuasicoherente en
X. Entonces existe un monomorfismo M — J de M en un haz cuasicoherente
J que es inyectivo en la categoria de los haces cuasicoherentes sobre X .

DEMOSTRACION: Sea U; un cubrimiento finito de X por abiertos afines.
Como M es cuasicoherente, tenemos que M|y, = M;, donde M; es un Ox(U;)-
modulo. Por el teorema [1.28] existe un monomorfismo M; — I;, donde I; es
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un Ox (U;)-modulo inyectivo. Sea j; : U; — X la inmersion abierta natural.
Definimos

J= @]z*fz

El teorema 5.9 nos da que J es cuasicoherente. Tenemos monomorfismos
¢i : M|y, — I; que inducen un homomorfismo ¢ : M — J dado por

ou(s)i = diunu, (slunu,),

donde U C X es un abierto y s € M(U). Se trata de un monomorfismo, pues si
¢u(s) = 0 entonces s|yny, = 0 para todo i, luego s = 0.

Falta probar que J es inyectivo en la categoria de los haces cuasicoherentes.
Esto significa que si N — N’ es un monomorfismo entre dos haces cuasicohe-
rentes sobre X, todo homomorfismo N — J se extiende a N’. Basta ver que
cada j;.I; tiene esta propiedad.

Por claridad vamos a suprimir los subindices: tenemos un abierto U C X,
un Ox (U)-modulo inyectivo I, la inclusion j : U — X y un homomorfismo
¢: N — j*f Entonces ¢y : N(U) — I se extiende a un homomorfismo
Yy : N'(U) — 1, que a su vez determina un homomorfismo ¢’ : N'|; — I.
Definimos ) : N’ — j, I mediante 1y (s) = YAy (Slunv), donde V' C X es un
abierto y s € N'(V'). Hemos de probar que ¢ extiende a ¢.

Para ello observamos que 9|y = ¢’ extiende a ¢|y, por lo que si V C X es
un abierto arbitrario y s € N(V'), tenemos que

Yv(s) = (lv)vnv (slunv) = (Blu)unv (slunv) = ¢v ().

La dltima igualdad se debe al diagrama conmutativo

NV) —2 T nv)

| |

NUNV)—=I(UNV)

dlunv
| ]

Ahora ya podemos caracterizar las imagenes superiores de un haz cuasicohe-
rente:

Teorema 6.42 Sea f : X — Y un homomorfismo de un esquema noetheriano
X en un esquema afin Y. Entonces, para cada haz cuasicoherente M en X se
cumple que

—_~—

D™ f M = Hm(X, M),

donde consideramos a H™(X, M) como Oy (Y')-mddulo a través de f.
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DEMOSTRACION: La prueba es andloga a la de 6.40, salvo por el hecho de que
hemos de considerar ambos miembros como funtores € — Mod(Y"), donde € es
la categoria de los haces cuasicoherentes en X. Teniendo en cuenta el teorema
anterior, es facil ver que la prueba del teorema [1.50] sigue siendo valida si
consideramos que todos los haces considerados (en el dominio del funtor, no en
la imagen) son cuasicoherentes. Se comprueba sin dificultad que las dos familias
de funtores tienen un homomorfismo de conexién, asi como que los funtores
correspondientes a m = 0 son isomorfos (por el teorema 5.9). Observemos, por
altimo, que el haz construido en el teorema anterior es diseminado, luego las
dos familias de funtores se anulan sobre ellos para m > 1. En efecto, con la
notacion del teorema anterior, tenemos que cada /; es diseminado por 6.12, de
donde se sigue inmediatamente que lo es cada j;.I;, y también J. L]

Como consecuencia inmediata obtenemos:

Teorema 6.43 Si f : X — Y es un homomorfismo de esquemas con X noe-
theriano y M es un haz cuasicoherente en X, entonces los haces D™ f. M son
también cuasicoherentes.

DEMOSTRACION: Basta probar que si U C Y es un abierto afin, entonces
(D™ f,M)|y es cuasicoherente. Ahora bien, el teorema 6.40 implica que este
haz coincide con D™ fL(M|s-1jy)), donde f' : f~{U] — U es la restriccion.
Equivalentemente, podemos suponer que Y es afin, y entonces basta aplicar el
teorema anterior. n

Demostramos ahora la reformulacion del teorema 6.21 a) que anuncidbamos
al principio de la secciéon. En la seccion siguiente veremos que se cumple, més
en general, para homomorfismos propios.

Teorema 6.44 Si f : X — Y es un homomorfismo proyectivo, donde el es-
quema Y es localmente noetheriano, y M es un haz coherente en X, entonces
los haces D™ f. M son también coherentes.

DEMOSTRACION: Al igual que en el teorema anterior, podemos suponer que
Y = Esp A, donde A es un anillo noetheriano (en cuyo caso X también es
noetheriano, pues f es de tipo finito). Puesto que el haz D™ f,M es cuasicohe-
rente, basta probar que (D™ f.M)(Y) = H™(X, M) es un A-mo6dulo finitamente
generado, y esto es cierto por el teorema 6.21. L]

Notemos que este teorema incluye a 6.24 como caso particular. La segunda
parte de 6.21 también puede ser expresada en términos de imagenes directas
superiores:

Teorema 6.45 Sea f: X — Y un homomorfismo proyectivo entre esquemas
noetherianos. Sea M un haz coherente en X y Ox(1) un haz muy amplio en
X respecto de Y. Entonces, para todo natural m > 1 y todo n suficientemente

grande, D™ f,.(M(n)) = 0.
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DEMOSTRACION: Cubrimos Y por un namero finito de abiertos afines.
Si U es uno de estos abiertos y llamamos V = f~1[U], basta probar que
D™ f.(M(n))|y = D™ fl.(M]y(n)) = 0, donde f’ : V — U es la restriccion
de f y M|y (n) esta calculado respecto al haz muy amplio Ox(1)|y, que es un
haz muy amplio en V respecto de U. Equivalentemente, podemos suponer que
el esquema Y es afin.

Como las imagenes directas superiores son cuasicoherentes, basta probar que
D™ f . (M(n))(Y) = 0, es decir, que H™(X,M(n)) = 0, pero esto es lo que afirma
el teorema 6.21. L]

6.6 El teorema de finitud

En esta seccion vamos a generalizar a esquemas propios el teorema de Serre
6.21 a), que tenemos demostrado para esquemas proyectivos. Con més detalle,
el teorema de finitud que pretendemos demostrar es simplemente el teorema
6.44 cambiando la palabra “proyectivo” por “propio”.

En primer lugar demostramos un sencillo hecho técnico que vamos a necesi-
tar. Para enunciarlo conviene introducir una definicion:

Definicion 6.46 Si N es un haz sobre un espacio anillado X, se llama soporte
de N al conjunto
sopN={P e X |Np #0}.

Recordemos que si f : X — Y es una inmersion cerrada entre espacios
anillados, el teorema [B.6] nos da una condicién suficiente para que un Oy-
moédulo N cumpla f, f*N = N. La condicién es doble: por una parte se ha de
cumplir que sopN C f[X] y, ademas, IN = 0, donde J es el haz de ideales que
determina la inmersiéon cerrada. Lo que vamos a probar es que, en el caso en
que f es un homomorfismo de esquemas y N es un haz coherente, la primera
condiciéon implica una versiéon débil de la segundas:

Teorema 6.47 Sea f : X — Y una inmersion cerrada entre esquemas noe-
therianos asociada al haz coherente de ideales J y sea N un haz coherente en'Y
tal que sopN C f[X]. Entonces existe un natural no nulo n tal que "N = 0.

DEMOSTRACION: Cubriendo Y con un ntimero finito de abiertos afines, po-
demos reducir el problema al caso en que Y = Esp A es afin. Entonces J = I,
N = N, para cierto ideal I de A y cierto A-mé6dulo N.

Si f € I, entonces D(f) N f[X] = &, luego N(D(f)) = Ny =0. Como N es
finitamente generado, existe un natural m > 0 tal que f™N = 0. Si I admite
un generador con h elementos, podemos tomar m suficientemente grande como
para que la relacion f™ N = 0 la cumplan simultdneamente los h generadores,
y entonces es claro que n = hm cumple I" N = 0, luego también "N =0. =

Vamos a demostrar el teorema de finitud reduciéndolo al teorema 6.44 a
través del lema de Chow 4.34. El proceso de reduccién no es trivial en absoluto,
sino que se basa en el siguiente teorema general:
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Teorema 6.48 Sea X un esquema noetheriano y € una clase de haces cohe-
rentes en X que cumpla las propiedades siguientes:

a) 0 €.

b) Si0 — M — N — P — 0 es una sucesion exacta de haces coherentes
en X y dos de ellos estin en €, entonces el tercero también estd en €.

c) SiM yN son haces coherentes en X tales que M®N € €, entonces M € €.
d) Para cada P € X existe un M € € tal que sopM C {P} y Mp # 0.

Entonces € es la clase de todos los haces coherentes en X.

DEMOSTRACION: Vamos a probar el teorema mediante el principio de in-
duccion noetheriana, que no es sino el siguiente hecho elemental:

Sea X un espacio topoldgico noetheriano y sea P una propiedad sobre
los subconjuntos cerrados de X . Supongamos que si todos los cerra-
dos estrictamente contenidos en un cerrado Y tienen la propiedad
P, entonces Y también la tiene. Entonces todos los cerrados de X
tienen la propiedad P.

En efecto, si un cerrado Y no tuviera la propiedad P, existiria un cerrado
Y1 ¢ Yy que tampoco la tendria, luego existiria otro cerrado Y5> & Y7 que tam-
poco la tendria, y, en general, podriamos construir una sucesiéon estrictamente
decreciente de subconjuntos cerrados de X, lo que contradice la definicién de
espacio noetheriano [3.31].

Vamos a considerar la siguente propiedad P(Y): Todo haz coherente en X
cuyo soporte estd contenido en Y pertenece a €.

Hemos de probar P(X). Por el principio de induccion noetheriana, fijamos
un cerrado Y C X y suponemos que todos los haces coherentes en X cuyo
soporte estd contenido en un cerrado estrictamente contenido en Y estén en €.
Fijamos también un haz coherente M tal que sop M C Y y hemos de probar que
M e €. Con esto quedaré demostrado el teorema.

Podemos suponer que Y # &, pues en caso contrario M = 0 € € por hipo-
tesis. Consideramos en Y la tnica estructura de subesquema cerrado reducido.
Dicha estructura estd determinada por un haz coherente J de ideales de Ox.
Sea j: Y — X la inmersion canonica.

Por el teorema 6.47 tenemos que J"M = 0, para cierto n > 0. Para cada
2 < k < n, podemos formar la sucesion exacta

0 — J*IM/TFM — M/T*M — M/IFIM — 0.

Si probamos que J*~!M/I*M € €, inductivamente concluimos que M € €.
(Notemos que para k = 2 ambos extremos de la sucesion exacta estan en €.)
Equivalentemente, podemos trabajar con un moédulo M que cumple ademés
IM = 0. Segtn el teorema [B.6], esto significa que M = j,(j*M)).
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Consideremos en primer lugar el caso en que el cerrado Y es reducible, de
modo que Y = Y; UYj5, para ciertos cerrados Y7, Y5 estrictamente contenidos en
Y. Consideramos en ambos la estructura de subesquema cerrado reducido. Sean
J1, J5 los haces de ideales de O x que determinan estas estructuras. Reduciendo
el problema al caso afin, se comprueba sin dificultad que J = J3 N J5. (Aqui
usamos que los tres subesquemas cerrados son reducidos.)

Definimos M; = M ®¢, (0x/J;), y consideremos el homomorfismo natural
u:M— Ml D MQ.

Si P € X\ Y, entonces J1p = Ox p, luego M;p = 0. Por otra parte,
Jp = Jap, luego

Map =Mp ®oy » (Ox,p/Ip) = Mp,

donde usamos que JpMp = 0. Esto implica que up es un isomorfismo, y lo
mismo sucede si P € X \ Ya. Por consiguiente, el nicleo y el contcleo de u
tienen su soporte contenido en Y; NYas, luego ambos estan en € por hipotesis de
induccién.

También hemos visto que sop M; C Y;, luego M; € €, lo que a su vez implica
que M; @ My € €. La sucesién exacta

0—Imu—>M &My — CNu —0
nos da que Imu € €, y la sucesiéon
0—Nu—M—Imu—0

nos da que M € €.

Ahora pasamos al caso en que Y es irreducible, luego como esquema es
integro. Sea £ € Y su punto genérico. Como j*M es un haz coherente en Y,
tenemos que Mg = (7*M)¢ es un k(Y)-espacio vectorial de dimensién finita m.

Por hipotesis, existe un N € € tal que sopN C Y y N¢ # 0. También se cum-
ple que N¢ es un k(Y")-espacio vectorial de dimension finita ¢ > 0. Obviamente,
tenemos un isomorfismo de espacios vectoriales Ng” >~ Mg, que es trivialmente
un isomorfismo de Ox ¢-modulos. El teorema 5.19 nos da que existe un entorno
afin U de € en X tal que N™(U) = M?(U). Como los haces son coherentes, esto
equivale a que existe un isomorfismo ¢ : N |; — M?|y. Sea T la grafica de
este isomorfismo, es decir, el submo6dulo de (N™ @& M?)|; dado por

L(V) ={(n,m) e N" @M)(V) | ¢y (n) = m}.
Es claro que las restricciones de las proyecciones determinan isomorfismos
Ny 2T <M.

En particular, I' es un haz coherente en U. Por el teorema 5.23 existe un
subhaz coherente § de N™ @ M? que extiende a I'. Notemos que G|x\y = 0,
pues tanto N como M9 tienen su soporte contenido en Y.

Las restricciones de las proyecciones son homomorfismos u : § — N™,
v: G — M9 que se restringen a isomorfismos sobre U y, trivialmente, sobre
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X \ Y. Equivalentemente, sus nticleos y conticleos tienen el soporte contenido
en el cerrado Y \ (Y NU), que esté estrictamente contenido en Y porque no
contiene a £. Por hipotesis de inducciéon los cuatro haces estan en €.

Por otra parte, como N € €, también N™ € €. Esto implica que Imu € €,
luego § € €, luego Imv € €, luego M? € €. Por ultimo, la condicion c) del
enunciado implica que M € €. [

Ahora ya podemos demostrar:

Teorema 6.49 (Teorema de finitud) Si f : X — Y es un homomorfismo
propio, donde el esquema 'Y es localmente noetheriano, y M es un haz coherente
en X, entonces los haces D™ f,M son también coherentes.

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si sustituimos Y por un abierto
noetheriano, luego podemos suponer que Y es noetheriano, en cuyo caso X
también es noetheriano, pues f es de tipo finito.

Llamamos € a la clase de los haces coherentes M en X tales que los haces
D™ f,M son coherentes para todo m > 0. El teorema de finitud equivale a
que € es la clase de todos los haces coherentes en X. Para demostrarlo basta
ver que cumple las hipdtesis del teorema anterior. La condicion a) es trivial.
Consideremos una sucesion exacta de haces coherentes

0—M—N—P—0.

Supongamos, por ejemplo, que M y P estan en €. Consideramos la sucesién
exacta de cohomologia:

D" 'f,P — D" f.M — D" f.N — D" f.P — D" "' f. M,

en la que los cuatro haces de los extremos son coherentes. (Sin = 0, el primer
haz es 0.) Tenemos entonces que la imagen del primer homomorfismo y el nicleo
del ultimo son coherentes, con lo que el teorema 6.10 nos da que D" f, N también
es coherente. Los otros dos casos de b) se prueban del mismo modo.

Supongamos ahora que M @ N € €. Entonces
D"f.(M@®N) = (D" f.M) & (D" f.N).

(Esto es un hecho general sobre funtores derivados: podemos tomar como reso-
lucién inyectiva de M @ N la suma directa de sendas resoluciones inyectivas de
los sumandos.) Los sumandos son cuasicoherentes por 6.43 y, como la suma es
coherente, son finitamente generados, luego coherentes.

Nos falta probar tnicamente la condicién d) del teorema anterior. La de-
mostraremos como consecuencia de la propiedad siguiente:

(%) Sea f: X' — Y un homomorfismo propio entre esquemas noe-
therianos, donde X' es integro con punto genérico &. Entonces existe
un haz coherente M en X' tal que Mg # 0 y D™ f.M es coherente
para todo n > 0.
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En efecto, la propiedad d) exige probar que para cada punto £ € X existe
un haz coherente M en X con soporte contenido en X’ = E talque M e Cy
Mg #0.

Consideremos a X’ como subesquema cerrado reducido de X y llamemos
j: X’ — X a la inmersién cerrada correspondiente. Entonces es un esquema
integro, y la composicion jo f es un homomorfismo propio. Podemos aplicar (x),
que nos da un haz coherente M en X’ tal que Mg # 0 y los haces D™(j o f).M
son coherentes.

Notemos ahora que D"(j o f).M = D" f,(j.M). En efecto, como j es una
inmersion cerrada, el funtor j,. es exacto (ver el final del apéndice [B]). Por otra
parte, es inmediato que j, transforma haces diseminados en haces diseminados.
Como consecuencia de estos dos hechos, si aplicamos j,. a una resolucién inyec-
tiva de M, obtenemos una resolucion diseminada de j,M, luego al calcular con
ella los grupos D" f,(j.M) estamos calculando también los grupos D™ (jo f). M.
Asi pues, j.M es un haz coherente en X (por ejemplo, por 5.18), cuyo soporte
estd contenido en X' y ademéas j.M € €y (5.M)¢ = M¢ # 0. Esto prueba d).

Asf pues, solo nos falta probar (). Equivalentemente, hemos de probar la
propiedad d) tnicamente en el caso en que el esquema X es integro y P es su
punto genérico.

Aplicamos el lema de Chow 4.34, que nos da un homomorfismo g : X' — X
proyectivo y suprayectivo tal que go f : X’ — Y es también proyectivo. En
particular, el esquema X’ es noetheriano.

Podemos tomar un haz muy amplio Ox/(1) en X’ respecto de X. Por los
teoremas 5.50, 6.44 y 6.45, existe un natural n > 1 tal que M = ¢,Ox-(n) es un
haz coherente en X, el homomorfismo ¢*(g.O0x-(n)) — Ox/(n) es suprayectivo
y D™g.0x/(n) =0 para todo m > 1.

Si P es el punto genérico de X, ha de ser Mp # 0, pues en caso contrario
existirfa un abierto afin U C X tal que M(U) = 0, y, si V = ¢g~1[U], también
Oy (n)(V) = Ox/(n)(V) = 0. Ahora bien, si ¢’ = g|v, el homomorfismo natural
9" (g0v(n)) — Oy (n) es suprayectivo, y en la demostracion del teorema 5.50
hemos visto que esto equivale a que el haz Oy (n) tenga un generador global,
luego no puede ser Oy (n)(V) = 0.

Solo falta probar M € €. Ahora bien, el hecho de que D™g.Ox/(n) = 0
para todo m > 1 se traduce en que si aplicamos g, a una resolucién inyectiva
de Ox/(n) obtenemos una sucesion exacta. (La exactitud del principio de la
sucesion se sigue de la exactitud izquierda de g.). Asi pues, lo que obtenemos
es una resoluciéon diseminada de M. Al calcular con ella los funtores derivados
D™ f,M estamos calculando también los funtores derivados D™ (f o ¢).Ox-(n).
En definitiva, tenemos que

D™ f M = D™ (f © 9)«O0x:(n),

y los haces del miembro derecho son coherentes por el teorema 6.44. L]
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Nota Observemos que el caso m = 0 en el teorema anterior generaliza al teo-
rema 6.24. Invirtiendo el razonamiento del teorema 6.44 obtenemos ahora que el
teorema 6.21 a) es valido cuando el esquema X /A es propio, no necesariamente
proyectivo.






Capitulo VII

Regularidad

Dedicamos este capitulo a estudiar la nocién de regularidad de un esquema,
aunque primero nos ocupamos de una nocioén algebraica més débil:

7.1 Esquemas normales

Definicion 7.1 Un esquema X es normal en un punto P € X si el anillo local
Ox,p es (un dominio integro) integramente cerrado. Diremos que X es normal
si es irreducible y es normal en todos sus puntos.

Hemos incluido la irreducibilidad en la definicién de esquema normal por
una mera cuestion de conveniencia. Aunque en principio seria mas natural no
incluirla, es més coémodo asi. Con esta definicién, puesto que los esquemas nor-
males son obviamente reducidos, tenemos que son en realidad esquemas integros.

Teorema 7.2 Para cada esquema irreducible X, las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

a) X es normal.

b) Para cada abierto U de X, el anillo Ox (U) es (un dominio integro) inte-
gramente cerrado.

Si ademds X es cuasicompacto, estas afirmaciones equivalen a
c) X es normal en sus puntos cerrados.

DEMOSTRACION: Supongamos que X es normal, sea U un abierto en X y
a un elemento entero del cuerpo de cocientes de Ox (U). Sea V # & un abierto
afin en U.

Podemos considerar Ox (U) C Ox (V) C K(X), lo que nos permite conside-
rar a o como elemento entero sobre Ox (V) del cuerpo de cocientes de Ox (V)
(que es K(X)). Si demostramos que o € Ox(V'), como esto es valido para todo
abierto afin V| la observacion tras el teorema 3.16 implica que o« € Ox(U).
Equivalentemente, podemos suponer que el abierto U es afin.

243
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Llamemos A = Ox (U). Consideramos el A-moédulo («¢A+A)/Ayseal C A
su anulador. Basta probar que I = A, pues entonces aA+ A = A, luego o € A.

En caso contrario existe un ideal primo p en A tal que I C p. Es un hecho
conocido que toda localizaciéon de un dominio integro integramente cerrado es
también integramente cerrado (la prueba es elemental), luego A, es integramente
cerrado. Ahora bien, « es entero sobre Ay, luego o € Ay, es decir, existe un
s € A\ p tal que sa € A, pero entonces s € I, contradiccion.

Supongamos ahora que se cumple b) y sea P € X. Tomamos un entorno
afin U de P, de modo que, por hipotesis Ox (U) es integramente cerrado, pero
Ox,p es una localizacion de Ox (U), luego también es integramente cerrado.

Supongamos ahora que X es cuasicompacto, irreducible y normal en sus
puntos cerrados. Sea P € X un punto arbitrario. Por el teorema 3.1 existe un
punto cerrado @ € {P}. Sea U un abierto afin en X que contenga a Q). Entonces
también P € U y Ox,p es una localizacion de Ox g, luego es integramente
cerrado. m

La prueba del teorema anterior muestra que, en realidad, para que un es-
quema irreducible X sea normal basta con que tenga un cubrimiento por abiertos
afines U cuyos anillos O x (U) sean integramente cerrados. En particular, un es-
quema afin X es normal si y solo si O(X) es integramente cerrado. También
es claro entonces que si k es un cuerpo entonces los esquemas A} y P} son
normales.

Vamos a demostrar un teorema sobre extension de funciones regulares, para
lo cual necesitamos algunos resultados previos:

Teorema 7.3 Sea A un dominio integro noetheriano, sea K su cuerpo de co-
cientes y sea I # 0 un ideal de A. Entonces el conjunto B={f € A| fI C I}
es un subanillo de K finitamente generado como A-mddulo.

DEMOSTRACION: Es evidente que B es un subanillo de K que contiene a
A. Tenemos un homomorfismo de A-modulos ¢ : B — Homa (I, I) dado por
o(f)(i) = fi. Es inyectivo porque A es un dominio integro.

Como A es noetheriano, I es finitamente generado, luego existe un epimor-
fismo de A-mo6dulos A™ — I, el cual induce un monomorfismo de A-modulos
Homy (I,1) — Homa(A™,I) = I™. Asi pues, podemos considerar a B como
submoédulo de I™ y, usando de nuevo que A es noetheriano, concluimos que B
es un A-modulo finitamente generado. m

Teorema 7.4 Sea A un anillo noetheriano integramente cerrado de dimension
> 1. Entonces

A=Ay,
p

donde p recorre los ideales primos de A de altura 1.
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DEMOSTRACION: Sea A’ la interseccién y supongamos que A # A’. Para
cada f € A'\Aseal; ={a € A|af € A}, que es un ideal propio de A. Como A
es noetheriano, el conjunto de los ideales I tiene un elemento maximal, digamos
p=1,,conge A"\ A

Veamos que p es un ideal primo: Sia, b € A cumplen ab € p y b ¢ p, entonces
bge A\ A, a €l yp C I, Perola maximalidad de p implica que, de hecho,
p = Iy, luego a € p.

Observemos que g ¢ A,, pues en caso contrario existe s € A\ p tal que
sg € A, pero entonces s € I, = p, contradiccion.

Consideremos el ideal gpA, de A,. Veamos que es un ideal propio. En caso
contrario g~! € pA, y, de hecho, pA, = g~ A,, es decir, pA, es un ideal primo
principal de A,. El teorema de los ideales principales implica que tiene altura 1
en A, y, por consiguiente, en A. Por definicién de A’ tenemos entonces que
g € Ay, contradiccion.

Concluimos que gpA, es un ideal propio, luego gpA, C pA,. Aplicamos el
teorema anterior al ideal pA,, que nos da un subanillo B finitamente generado
como Ay-moédulo y tal que g € B. Esto implica que g es entero sobre Ay, luego
g € Ay, contradiccion. n

Teorema 7.5 Sea X un esquema normal localmente noetheriano y sea F C X
un cerrado de codimension > 2. Entonces la restriccion Ox(X) — Ox (X \ F)
es un isomorfismo. En otras palabras, cada funcion reqular en X\ F se extiende
de forma unica a una funcion regular en X.

DEMOSTRACION: Cubrimos X por abiertos afines noetherianos U, de modo
que F/ =UNF es un cerrado en U de codimension > 2. Si el teorema es cierto
para cada abierto U y f € Ox (X \ F), entonces las extensiones de cada f|ynp
a Ox(U) determinan (por la unicidad de la extensiéon) una tnica funciéon en
Ox(X) que extiende a f. Asi pues, podemos suponer que X = Esp A es afin y
noetheriano. Entonces todo punto p € F' cumple

altp = codimV (p) > codim F' > 2,

luego, reciprocamente, los puntos p € Esp A con altp = 1 cumplen p € X \ F.
Si consideramos

O0x(X) COx(X\F)C Ox,p C K(X),
entonces la primera inclusion es la restriccion. El teorema anterior nos da que

Ox(X) COx(X\ F) C10x,p = Ox(X),
P

luego Ox(X) = Ox (X \ F). n

Similarmente probamos a continuaciéon un resultado sobre extensiéon de ho-
momorfismos. En el enunciado del teorema siguiente entendemos que la di-
mension (y la codimension) de un punto de un esquema es la dimension (o la
codimension) de su clausura.
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Teorema 7.6 Sea S un esquema localmente noetheriano, sea Y un esquema
propio sobre S y sea X un esquema normal de tipo finito sobre S. Si U C X
es un abierto no vacio y f : U — Y es un homomorfismo definido sobre S,
entonces [ se extiende de forma unica a un homomorfismo V.— Y, donde V
es un abierto que contiene a todos los puntos de X de codimension 1.

DEMOSTRACION: La unicidad se debe a que U es denso en V', V es reducido
e Y es separado sobre S (teorema 4.16).

Sea ¢ el punto genérico de X. Entonces £ € U y f induce un homomorfismo
fe  EspK(X) — Y definido sobre S (la composiciéon EspQ0¢ — X — Y,
donde el primer homomorfismo es el dado por el teorema 3.5).

Sea P € X un punto de codimensiéon 1. Tomamos un abierto afin noetheriano
W C S que contenga a la imagen de P por el homomorfismo estructural 7, y un
abierto afin W’ C X tal que P € W’ C 7~ }[W]. El hecho de que X sea de tipo
finito sobre S implica que W’ es noetheriano. Digamos que W' = Esp A, donde
A es un anillo noetheriano. Es claro que P sigue teniendo codimensiéon 1 en W/,
lo que significa que, visto como ideal de A, tiene altura 1, luego el ideal maximal
mp de Ox,p = Ap también tiene altura 1. Asi pues, Ox p es un dominio integro
noetheriano integramente cerrado con un tnico ideal primo no nulo mp, y su
cuerpo de cocientes es K(X). Entonces Ox p es un dominio de Dedekind con
un tnico ideal primo no nulo, luego es un anillo de valoracién discreta. Por el
teorema 4.29 tenemos que f¢ se extiende a un homomorfismo EspOx p — Y,
que a su vez se extiende por 4.5 a un homomorfismo gp : Up — Y definido
sobre S, donde Up es un entorno abierto de P.

Tomemos un entorno afin W de g(P) y consideremos las restricciones de f
ygp alU = fH{w]n ggl[W], que es un abierto no vacio en X, pues X es
irreducible. Los homomorfismos Oy (W) — Ox(U’) dados por flu: y gplu-
son idénticos, pues al componerlos con el monomorfismo Ox(U’') — K(X)
obtenemos los homomorfismos de anillos que inducen los homomorfismos de
esquemas fe : Esp K(X) — Wy gpe : Esp K(X) — W, y basta observar que
gp¢ puede construirse también como

EspK(X) — EspOxp — U 25 W,

luego gpe = f¢ por construccion. Como X es separado sobre .S, concluimos que
f vy gp coinciden en U N Up. De este modo, si P’ € X es cualquier otro punto
de codimension 1, tenemos que gp y gpr coinciden con f en UNUp NUps, luego
gp vy gpr coinciden en Up N Ups, luego los homomorfismos gp determinan un
homomorfismo de esquemas V' — Y definido sobre un abierto V' que contiene
a U y a todos los abiertos Up, que claramente extiende a f. [

El teorema anterior se simplifica especialmente cuando X tiene dimension 1:

Teorema 7.7 En las condiciones del teorema anterior, si X tiene dimension 1,
entonces f se extiende a un homomorfismo X — Y.

Vamos a ver ahora que a todo esquema integro se le puede asociar univoca-
mente un esquema normal.
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Definicion 7.8 Sea X un esquema integro. Una mormalizacion de X es un
homomorfismo 7 : X’ — X tal que X’ es un esquema normal y para cada
homomorfismo f : Y — X con Y normal y f[Y] denso en X existe un tnico
homomorfismo de esquemas que hace conmutativo el diagrama

X —ZTsX

|7

Y

En primer lugar hemos de demostrar que la normalizacién de un esquema
integro existe y es tnica salvo isomorfismo. Para ello necesitamos un resultado
previo, que no es sino la existencia para el caso afin:

Teorema 7.9 Sea A un dominio integro, sea K su cuerpo de cocientes y sea A’
la clausura entera de A en K. Entonces el homomorfismo w: Esp A’ — Esp A
es una normalizacion de Esp A.

DEMOSTRACION: Sea f : Y — Esp A un homomorfismo de esquemas donde
Y es normal y f[Y] es denso en Esp A. Por el teorema 3.17 sabemos que el ho-
momorfismo A — Oy (Y") es inyectivo. Si consideramos a A como subanillo de
Oy (YY), como éste es normal, tenemos las inclusiones A C A’ C Oy (Y) o, equi-
valentemente, el monomorfismo A — Oy (Y") se descompone en dos monomor-
fismos A — A’ — Oy (Y). El segundo de ellos da lugar a un homomorfismo
Y — EspOy(Y) — Esp A’, que compuesto con 7 da lugar al homomorfismo
Y — EspOy(Y) — Esp A, que no es sino f, pues es un homomorfismo en
un esquema afin cuyo homomorfismo asociado A — Oy (Y") es el determinado
por f (compuesto con la identidad).

La unicidad es clara, pues un homomorfismo Y — Esp A’ que haga conmu-
tativo el diagrama de la definicién de normalizacion estd determinado por un
homomorfismo de anillos A’ — Oy (Y) que hace conmutativo el diagrama

A —— 0y (Y)

| A~

A

pero f# solo admite una extension a A’, que es la restriccion de la tnica exten-
sién de f# de K en el cuerpo de cocientes de Oy (Y). "

Teorema 7.10 Si X es un esquema integro, entonces existe la normalizacion
m: X' — X y es 1inica salvo isomorfismo de esquemas definidos sobre X. Mds
aun, un homomorfismo w:Y — X es la normalizacion de X si y solo si Y es
normal, y ™ es entero y birracional.

DEMOSTRACION: La unicidad de la normalizacion es consecuencia inmediata
de la definicién. Consideremos ahora un cubrimiento de X por abiertos afines U;.
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Por el teorema anterior, cada uno de ellos tiene una normalizacion U] — U;. Si
llamamos U;; a la antiimagen de U; NU; en U], entonces tanto U;; como UJ; son
normalizaciones de U; N Uy, luego existe un tnico isomorfismo f;; : U/, — U};
que conmuta con los homomorfismos Uj; — U; NU;, U}, — U;NU;. La
unicidad hace también que se cumplan todas las hipotesis del teorema 3.40,
que nos da un esquema X’ y un homomorfismo 7 : X’ — X (aqui X es el
esquema S del teorema 3.40).

El esquema X' es union de los esquemas U/. Mas atin, fijado un indice 4, un
abierto cualquiera U ha de cortar a un UJ’» y, més concretamente, ha de cortar
a U/ NUj, luego X' es la clausura de U]. Esto prueba que es irreducible, luego
es integro y, de hecho, es normal.

Sif:Y — X es un homomorfismo con imagen densa e Y normal, entonces
f7U;] es también normal y la restriccion f~1[U;] — U; tiene imagen densa.
Por lo tanto existe un homomorfismo f~1[U;] — U} que conmuta con f y 7.
Razonando igualmente con U; N U; concluimos que existe un tnico homomor-
fismo U] N f7HU; ) — Ul N Uj que conmuta con f y m, de donde se sigue
que los homomorfismos f~1[U;] — U/ coinciden en sus dominios comunes,
luego determinan un tinico homomorfismo de esquemas Y — X’ que conmuta
con fy w. Es definitiva, m es una normalizacién de X.

Por construccién y por el teorema anterior, Ox/ (7~ 1[U;]) es una extension
entera de Ox (U;), luego el teorema 4.40 nos da que 7 : X’ — X es un ho-
momorfismo entero. La normalizacién de un esquema afin dada por el teorema,
anterior es claramente birracional (pues la normalizacion es el espectro de un
anillo mayor con el mismo cuerpo de cocientes), y el hecho de que 7 se restrinja a
un homomorfismo birracional entre dos abiertos U] — U; implica que 7 es tam-
bién birracional (pues podemos indentificar K (U;) = K(X), K(U}) = K(X') y
tanto 7 como su restricciéon inducen el mismo homomorfismo entre los cuerpos
de funciones racionales).

Supongamos ahora que 7 : Y — X es un homomorfismo entero y birracio-
nal e Y es un esquema normal arbitrario. Entonces, si U C X es un abierto afin,
se cumple que 7~ ![U] es también afin y normal y la restriccion 7= {U] — U
cumple las mismas propiedades. Si probamos que estas restricciones son nor-
malizaciones de los abiertos U, el mismo argumento anterior prueba que 7 es
una normalizacion de X. Equivalentemente, podemos suponer que X = Esp A
e Y = Esp A’ son afines y 7 est4 inducida por un homomorfismo ¢ : A — A’.
Las hipotesis implican que ¢ es un monomorfismo que induce un isomorfismo
entre los cuerpos de cocientes, luego 7 es un homomorfismo de la forma indicada
en el teorema anterior, luego es una normalizacion de X. [

Cuando trabajamos con esquemas definidos sobre cuerpos no algebraica-
mente cerrados es util contar con una nocién més general de normalizacion.
Observemos que si X es un esquema integro y L es una extension de K(X), la
inclusion K (X) — L determina un homomorfismo de esquemas

EspL — EspK(X) — X,

donde el segundo homomorfismo es el dado por el teorema 3.5.



7.1. FEsquemas normales 249

Definicion 7.11 Sea X un esquema integro y sea L una extension algebraica
del cuerpo de funciones K(X). Una normalizacion de X en L es un homomor-
fismo entero m : X’ — X tal que X' es normal, K(X') = L y el diagrama
siguiente es conmutativo:

X' T . X

|~

EspL

Vamos a probar que esta normalizacién existe y es tnica salvo isomorfismo
definido sobre X.

En primer lugar, si X = Esp A, donde A es un dominio integro, entonces
K(X) C L es el cuerpo de cocientes de A. Llamamos A’ a la clausura entera de
Aen Ly llamamos 7 : Esp A’ — X al homomorfismo inducido por la inclusion.
Ciertamente es entero. Como L es algebraico sobre K, todo elemento de L es
raiz de un polinomio no necesariamente monico con coeficientes en A, de donde
se sigue que para cada o € L existe un a € A no nulo tal que aa € A’. Por
consiguiente, L es el cuerpo de cocientes de A’. La conmutatividad del diagrama,
es trivial, lo que nos da que 7 es ciertamente una normalizaciéon de X.

Veamos ahora la unicidad (siempre en el caso X = Esp A). Sinm: X' — X
es una normalizaciéon de X en L, entonces, por ser un homomorfismo entero,
el esquema X’ = Esp A’ ha de ser afin y A’ ha de ser un dominio integro con
cuerpo de cocientes L. El diagrama de la definicion de normalizacion puede
desarrollarse como

EspA ——=EspA

|

EspL——Esp K

donde K = K(X) es el cuerpo de cocientes de A. La conmutatividad equivale
_%.

a la conmutatividad del diagrama
A
K L

donde ¢ es el homomorfismo que induce a 7. Concluimos que ¢ es un mono-
morfismo y que A’ es la clausura entera de A en L. En definitiva, 7 es, salvo
isomorfismo sobre X, la normalizaciéon que hemos construido antes. Mas preci-
samente, de este desarrollo se deduce que si X’ y X” son dos normalizaciones
de X existe un tnico isomorfismo X’ — X'’ entre ambas definido sobre X.
Esto permite construir la normalizaciéon de un esquema arbitrario X pegando
las normalizaciones de sus abiertos afines a través de las normalizaciones de
sus intersecciones (como en el teorema 7.10). La unicidad en el caso general es

~

-
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consecuencia de que la restriccion de la normalizacién de un esquema arbitrario
X a un abierto afin ha de ser necesariamente la normalizaciéon de dicho abierto
afin. [

Es inmediato comprobar que la normalizaciéon de un esquema integro X es
lo mismo que su normalizacion sobre el cuerpo K (X). Si X' es la normalizacion
de X y X" es la normalizacién de X’ sobre un cuerpo L, entonces X", con la
composiciéon de homomorfismos X" — X’ — X es también la normalizacion
de X sobre L.

En general, las normalizaciones son homomorfismos enteros. Vamos a ver
bajo qué circunstancias podemos asegurar que son finitos.

Teorema 7.12 Sea X un esquema normal noetheriano y L una extension finita
separable de K(X). Entonces la normalizacion de X en L es un homomorfismo
finito.

DEMOSTRACION: Como la finitud es una propiedad local podemos suponer
que X es afin, digamos X = Esp A, donde A es un dominio integro noetheriano
integramente cerrado en su cuerpo de cocientes K. Lo que hemos de probar es
que la clausura entera B de A en L es un A-modulo finitamente generado. Sea
L’ la clausura normal de L sobre K (la menor extension de L que es normal
sobre K) y sea B’ la clausura entera de A en L’. Si probamos que L’ es un
A-moédulo finitamente generado, entonces, como A es noetheriano, lo mismo
valdra para B. Equivalentemente, podemos suponer que L/K es una extension
finita de Galois.

Tomemos una base eq,...,e, de L sobre K formada por elementos de B,
y sea e},..., ek su base dual (respecto de la forma bilineal dada por la traza).
Todo b € B se expresa como b = Ajej + -+ + A\ye), para ciertos \; € K,
pero \; = Tr(be;) € BN K = A (pues A es integramente cerrado en K), luego
B C (e],...,e}) 4 v, usando de nuevo que A es noetheriano, concluimos que B
es un A-modulo finitamente generado. m

El teorema siguiente nos dara la finitud de las normalizaciones de los con-
juntos algebraicos:

Teorema 7.13 Sea k un cuerpo y L una extension finita de k(Xq,...,Xp).
Entonces la clausura entera de k[X1,...,X,] en L es un mddulo finitamente
generado sobre k[ X1,...,X,].

DEMOSTRACION: Llamemos K = k(X1,...,X,) y A = k[X4,...,X,]. Sea
K C K' C L de modo que K'/K es puramente inseparable y L/ K’ es separable.
Basta probar que la clausura entera A’ de A en K’ es un A-moédulo finitamente
generado, pues el teorema anterior nos da entonces que la clausura entera de
A’ en L es un A’-moédulo finitamente generado, luego también es un A-modulo
finitamente generado. Equivalentemente, podemos suponer que la extension
L/K es puramente inseparable, luego los cuerpos tendran caracteristica p > 0.

Sea eq,...,e, una base de L sobre K. Existe un ¢ = p™ tal que e} € K
para todo i. Fijamos una clausura algebraica de L y en ella consideramos los
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elementos ¢/e; e Y; = ¥/X;. Llamamos k' = k(y/ery,..., ¢/€, ), de modo que
k'[Y1,...,Y,] es un A-mddulo finitamente generado (porque es la adjunciéon a
A de un namero finito de elementos enteros) y, por otra parte, es integramente
cerrado (pues es un anillo de polinomios, luego un dominio de factorizacion
unica). Concluimos que A’ C k'[Y1,...,Y,] v, como A es noetheriano, también
A’ es un A-modulo finitamente generado. m

Teorema 7.14 Sea X/k un conjunto algebraico integro y L/K(X) una exten-
sion finita. Entonces, la normalizacion X' — X de X en L es un homomor-
fismo finito. En particular X'/k es un conjunto algebraico, y es proyectivo o
cuasiproyectivo st X lo es.

DEMOSTRACION: Como la finitud es una propiedad local, podemos suponer
que X = Esp A es afin. Por el teorema de normalizacion de Noether A tiene un
submoédulo k[X7, ..., X 4] sobre el cual es un modulo finitamente generado. La
clausura entera de A en L es también la clausura entera de k[X,..., X4] en L,
que es finitamente generada sobre este anillo y, por consiguiente, también lo es
sobre A.

Si X/k es cuasiproyectivo, también lo es X'/k por los teoremas 5.52 y 5.48,
mientras que si X/k es proyectivo entonces X'/k es propio por el teorema 4.42,
y un esquema propio cuasiproyectivo es proyectivo. [

Aunque un conjunto algebraico no sea normal, lo cierto es que tiene necesa-
riamente muchos puntos normales:

Teorema 7.15 Si X es un esquema integro tal que la normalizacion X' — X
es un homomorfismo finito, entonces el conjunto de los puntos normales de X
es un abierto no vacio.

DEMOSTRACION: Es claro que basta probar el teorema para esquemas afines.
Pongamos que X = Esp A y sea A’ la clausura entera de A. Para cada punto
p € Esp A, la clausura entera A; de A, cumple A}, = A" ®4 Ap. Claramente
tenemos un homomorfismo A’ ®4 A, — A;J para el que podemos construir
un inverso: si a € Ay, existe un b € A\ p tal que ba € A’. La aplicacion
a — ba ® (1/b) esta bien definida, pues si caw € A’ con ¢ € A\ p, entonces

ba® (1/b) =beca® (1/cb) = ca® (1/c).

Es fécil ver que es el homomorfismo inverso del anterior. Por otra parte,
tenemos la sucesién exacta

A®a Ay — A @4 Ay — (AJA)®4 Ay — 0,

luego p es normal si y solo si (A’/A), = (A’/A) ®4 Ay, = 0. Llamemos I C A al
anulador de A’/A. Entonces, todos los puntos p € Esp A \ V(I) son normales,
pues existe b € I\ p, de modo que sia® 8 € (A'/A) ®4 A,, entonces

a®p=ab® (/b)) =0 (5/b) =0.
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Reciprocamente, si p es normal, entonces (A’/A), = 0y, como A'/A es
finitamente generado sobre A (por la hipotesis), existe un a € A\ p tal que
a(A’JA) = 0. Asi pues, p € Esp A\ V(I). Esto prueba que el conjunto de los
puntos normales de Esp A es el abierto Esp A \ V(I). Notemos que contiene al
ideal nulo, pues, de nuevo por la finitud de A’/A, existe un a € A\ {0} tal que
a(A’JA) = 0. "

En particular, el conjunto de los puntos normales de un conjunto algebraico
integro sobre un cuerpo k es un abierto no vacio.

Hemos visto que la normalizaciéon de un conjunto algebraico proyectivo es
proyectiva. En el caso de curvas tenemos un resultado mas fuerte:

Teorema 7.16 Toda curva completa y normal sobre un cuerpo k es proyectiva.

DEMOSTRACION: Sea C/k una curva completa y normal. Sea {U;} un cu-
brimiento de C' por un ndmero finito de abiertos afines. Consideramos una
inmersion cerrada U; — A} — P} y llamamos Y; a la clausura de U; en
P%. De este modo Y; es una curva proyectiva sobre k y tenemos una inmersién
abierta U; — Y;. Sea U = ﬂU yseaY = HY

De este modo, Y/k es un esquema proyectlvo integro y el homomorfismo
diagonal A : U — Y se extiende (teorema 7.7) a un homomorfismo f : C — Y
definido sobre k. Como C es propia f también lo es. Sea Z = f[C], con la
estructura de subesquema cerrado reducido de Y. Entonces Z es un esquema
proyectivo integro y tenemos un homomorfismo f : C — Z suprayectivo.
Vamos a probar que es un isomorfismo.

U; opi : Uy — Y, extiende a la inclusion
U — Y;, luego ha de ser la inclusion U; — Y.

Sea U’ C Y el producto de todas las copias de U C Y;. Entonces U’ es abierto
enY y A[U] =U'NZ. En efecto, si Q € U'NZ entonces Q = f(P), para cierto
P € C. Existe un i tal que P € Uj;, y entonces p;(Q) = p:(f(P)) = P € U,
luego @ = f(P) = A(P) € A[U].

Asi pues, A[U] es abierto en Z. Como U es separado, A : U — U’ es
una inmersion cerrada y se convierte en un isomorfismo entre U y A[U] con la
estructura de subesquema cerrado reducido de U’, pero dicha estructura coincide
con la estructura de esquema en A[U] como abierto de Z. En resumen, f se
restringe a un isomorfismo entre U y f[U] = A[U]. El hecho de que U sea denso
en C implica que f[U] es denso en Z. En particular Z es irreducible y tiene
dimensién 1.

Tenemos que f[U] C f[U;] C Z y de aqui se sigue que f[U;] es también
abierto en Z, pues Z \ f[U] es un cerrado propio de Z, luego tiene dimensién 0,
luego es un conjunto finito de puntos cerrados, luego Z \ f[U;] también es finito,
luego también es cerrado. Ahora observamos que el isomorfismo inverso de f |U
es la proyeccion i-ésima (pues f|y = A), que se extiende a un homomorfismo
p: flU;] — Y;. El hecho de que fop=1en U ypo f=1en f[U] implica
que ambas relaciones también valen en U; y f[U;] respectivamente o, lo que es
lo mismo [U;] es un isomorfismo de esquemas.
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Esto implica que Z es normal, luego el homomorfismo p : f[U] — C se
extiende a un homomorfismo Z — C'y, como es el inverso de f sobre U,
también es su inverso sobre C'. En resumen, f es un isomorfismo. L]

7.2 Esquemas regulares

Pasamos ya a estudiar el concepto de regularidad. Conviene destacar que en
la seccién [5.6] hemos estudiado la regularidad para variedades afines definidas
sobre cuerpos algebraicamente cerrados, mientras que aqui evitaremos dicha
hipoétesis sobre el cuerpo.

Notemos en primer lugar que si X es un esquema y P € X, entonces

mp/mb 2 mp Qo k(P).

En efecto, la aplicacion mp x k(P) — mp/m% dada por (m, [a]) — [ma]
esté bien definida e induce un homomorfismo de O p-mo6dulos sobre el producto
tensorial, cuyo inverso es [m]| — m ® [1]. En particular podemos considerar a
mp/m?% como k(P)-espacio vectorial con el producto [a][m] = [am)].

Definicién 7.17 Si X es un esquema y P € X, llamaremos espacio tangente
(de Zariski) de X en P al espacio vectorial dual TpX = (mp/m%)*.

Observemos ahora que si X es localmente noetheriano y P € X entonces,
por el teorema [4.52] y el teorema de la dimension,

dimk(p) TPX = dimk(p) mp/m% = M(mp) > (‘)‘(OXJD) = dim OX,p

y, por definicién, la igualdad equivale a que el anillo Ox p sea regular.

Si X es un esquema localmente noetheriano y P € X, diremos que P es un
punto regular de X si el anillo Ox p es regular. Segin acabamos de observar,
esto equivale a que dimyp) TpX = dim Op. Los puntos que no son regulares se
llaman singulares. Un esquema X es regular si todos sus puntos son regulares.

El teorema siguiente se apoya en [5.64], que a su vez se basa en las técnicas
del algebra homolégica, por lo que no es trivial en absoluto.

Teorema 7.18 Un esquema noetheriano X es reqular si y sélo si lo son sus
puntos cerrados.

DEMOSTRACION: Si P € X es un punto arbitrario, entonces el conjunto { P}
(con la estructura de subesquema cerrado reducido) es un esquema noetheriano,
luego cuasicompacto, luego contiene un punto cerrado . Si U es un entorno
afin de @ en X, entonces P € U y @ es también un punto cerrado de X.
Por hipoétesis Ox,g = Op,q es regular y Oy, p es una localizacion de Oy,g. El
teorema [5.64] nos da entonces que P es un punto regular. L]

A su vez, el teorema [5.16] nos da de forma inmediata el teorema siguiente:
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Teorema 7.19 Si X es un esquema localmente noetheriano, los puntos requla-
res de X son mormales. En particular, si X es reqular sus componentes irredu-
cibles son normales.

Notemos que, en realidad, si X es un esquema localmente noetheriano y
P € X, entonces el anillo Ox p no solo es integramente cerrado (tal y como
afirma el teorema anterior), sino que, en virtud del teorema de Auslander-
Buchsbaum, es un dominio de factorizacioén tnica.

En dimensién 1, la regularidad equivale a la normalidad:

Teorema 7.20 Todo esquema localmente noetheriano y normal de dimension 1
es regular.

DEMOSTRACION: Sea C' un esquema en las condiciones del enunciado. Po-
demos suponer que es noetheriano. Si P € C es un punto cerrado, entonces
Oc,p es un anillo normal de dimension 1, es decir, es un dominio de Dedekind
con un unico ideal primo no nulo, luego es un anillo de valoracién discreta, luego
es regular. Por 7.18, C es regular. L]

El teorema siguiente es una consecuencia inmediata (una reformulacion, en
realidad) del teorema [5.74]:

Teorema 7.21 SiC/k es un conjunto algebraico reducido sobre un cuerpo per-
fecto k, entonces el conjunto de los puntos requlares de C' es un abierto no vacio.
Un punto P € C es reqular si y sdlo si {P} contiene un punto cerrado regular.

En el caso de esquemas normales todavia podemos afirmar algo mas sobre
la existencia de puntos regulares:

Teorema 7.22 Si C/k es un conjunto algebraico normal sobre un cuerpo per-
fecto k, entonces el conjunto de los puntos singulares de C' es un cerrado de
codimension > 2.

__ DEMOSTRACION: Sea P € C' un punto de codimension 1, es decir, tal que
{P} tenga codimensiéon 1 en C. Entonces, al igual que, en la prueba de 7.20,
concluimos que P es regular. Basta aplicar esto a los puntos genéricos de las
componentes irreducibles del conjunto de puntos singulares de C. L]

Ejemplo Si k es un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica distinta
de 2, el cono C C A} dado por la ecuacion X2 + Y? = Z?2 es normal, pero tiene
una singularidad en el origen.

En efecto, es facil ver que C es integro. Hemos de probar que el anillo
0c(C) = k[z,y, 2] es integramente cerrado en k(x,y, z). Observemos que x, y
son algebraicamente independientes y que z es entero sobre k[z,y] (porque su
polinomio minimo tiene sus coeficientes en k[z,y|. Por lo tanto, k[z,y, 2] es una
extension entera de k[z,y]. Si a = p(z,y) + ¢(z,y)z € k(x,y, z) es entero sobre
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klx,y, z] también ha de ser entero sobre k[z, y], luego su polinomio minimo sobre
k(z,y), que es

F(T) =T = 2p(z,y)T + p*(z,y) — (2* + y*)¢* (2, ),

ha de tener sus coeficientes en k[x,y]. Por consiguiente p(z,y) € klz,y] vy
también (22 + y?)¢?(z,y) € k[, y].

Ahora usamos la factorizacién tnica en k[z,y]. Si llamamos i = /—1 € k,
entonces 22 +y? = (x +iy)(x — iy) es producto de dos factores irreducibles dis-
tintos (no conjugados), luego ha de ser ¢(z,y) € k[z,y]. En definitiva llegamos
a que « € k[z,y, z], luego C' es normal.

Es inmediato que, si P es el origen, la variedad tangente TpC en el sentido
de [5.69] es A3, luego teniendo en cuenta [5.70] tenemos que P no es regular.
|

Ahora estudiaremos en qué condiciones las extensiones de constantes con-
servan la regularidad. Para ello conviene introducir un nuevo concepto:

Definicién 7.23 Sea X/k un conjunto algebraico y sea k la clausura algebraica
de k. Diremos que un punto P € X es geométricamente regular si los puntos
de Xj, situados sobre P (es decir, las antiim4genes de P por la proyeccion) son
regulares en Xz. Diremos que X es geométricamente regular si lo es en todos
sus puntos (es decir, si Xj es regular).

El teorema siguiente relaciona la regularidad y la regularidad geométrica en
el caso de puntos cerrados:

Teorema 7.24 Sea X/k un conjunto algebraico y P € X un punto cerrado.
Si P es geométricamente reqular entonces es reqular, y el reciproco también es
cierto si la extension k(P)/k es separable.

DEMOSTRACION: Tanto la regularidad como la regularidad geométrica son
conceptos locales, luego podemos suponer que X es afin. Sea ) € Xz un punto
situado sobre P. Tenemos entonces un homomorfismo Ox p — Ox, @ que
induce a su vez un monomorfismo de cuerpos k(P) — k(Q) = k.

Vamos a aplicar el teorema [5.73] (con las observaciones posteriores) para
las dlgebras A = Ox(X) y A= Ox, (Xz) = A®@r k. Si A =k[Xy,...,X,]/1,
entonces A = k[X1,...,X,]/(I), los puntos P y @ se corresponden con ideales
maximales de estas dlgebras, de modo que P = AN Q, por lo que las matrices
J(P) y J(Q) (formadas por las derivadas de un generador de I evaluadas en
las clases de las indeterminadas modulo P y médulo @Q respectivamente) son la
misma matriz si las identificamos a través del monomorfismo k(P) — k(Q).
Asi pues, rang J(P) = rang J(Q) = r. El teorema [5.73] nos da las relaciones
r=n—pu(mg)yr<n—pu(mp),y en el segundo caso tenemos la igualdad si la
extension k(P)/k es separable. Asi pues, concluimos que

p(mp) < p(mg)

y se da la igualdad si la extension k(P)/k es separable.
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Por otro lado tenemos la igualdad dimOx p = dimOx;,g. En efecto, si
X =W U---UW,, es la descomposiciéon de X en componentes irreducibles,
entonces Xz = (W) U---U (W, )z. Los cerrados (W;)z no son necesariamente
irreducibles, pero por el teorema [3.79] cada uno de ellos se descompone en
componentes irreducibles de la misma dimensiéon. Si P € W; entonces @) esta en
una de las componentes irreducibles de (W;)z, mientras que si P ¢ W; entonces
Q ¢ (W;);. Ahora basta tener en cuenta que dimOx p es el maximo de las
dimensiones de las componentes W; que contienen a P, y que lo mismo sucede
con dim O x; -

Por ultimo, basta atar cabos: si P es geométricamente regular entonces
es regular, luego

dimoX,p S ,U,(mp) S ,u(mQ) = dim oXEvQ = dimOX,p,

luego la primera desigualdad es en realidad una igualdad y P es regular. Recipro-
camente, si P es regular y la extension k(P)/k es separable entonces

dimOx; o =dimOx p = p(mp) = p(mg),

luego @ es regular. n

Nota Observemos que en la demostracion anterior hemos visto que p(Q) y
dim Ox, ¢ (luego también la regularidad de Q) no dependen de la antiimagen de
P considerada, es decir, que para que un punto cerrado P sea geométricamente
regular basta con que una de sus antiimagenes en Xz sea regular.

Teorema 7.25 Si X/k es un conjunto algebraico, entonces todo punto de X
geométricamente reqular es reqular.

DEMOSTRACION: Sea P € X y sea ( € Xf un punto sobre P. Si P es
geométricamente regular entonces () es regular, luego por 7.21 sabemos que
{Q} contiene un punto cerrado regular Q'. Por la nota precedente tenemos que
P’ = p(Q') € {P} es un punto cerrado geométricamente regular, luego P’ es
regular por el teorema anterior y P es regular, de nuevo por 7.21. L]

Respecto al reciproco, tenemos la siguiente consecuencia inmediata del teo-
rema 7.18:

Teorema 7.26 Un conjunto algebraico definido sobre un cuerpo perfecto es re-
gular si y solo si es geométricamente reqular.

El argumento del teorema 7.25 permite concluir que la nota precedente es
cierta aunque el punto P no sea cerrado:

Teorema 7.27 Si X/k es un conjunto algebraico y Q € X es un punto regular,
entonces p(Q) € X es geométricamente regular.
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DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que X es afin,
digamos S = Esp A, donde A es una k-algebra afin. Sea P = p(Q). Como en la
prueba del teorema 7.25 obtenemos un punto cerrado P’ € m geométricamente
regular. Sea Q* € X; tal que p(Q*) = P. Hemos de probar que Q* es regular.

Podemos identificar a P y P’ con ideales de A tales que P C P’, e igualmente
tenemos que Q* es un ideal de A ® k tal que Q* N A = P. Como A ®y, k es
obviamente entero sobre A (porque k es entero sobre k), podemos aplicar el
teorema del ascenso, que nos da un ideal Q' de A @4 k tal que Q* C Q' y
Q' N A = P'. En otros términos, tenemos un punto Q' € {Q*} C X tal que
p(Q') = P'. Como P’ es geométricamente regular, tenemos que @’ es regular,
luego Q* también lo es por 7.21. n

De aqui deducimos lo siguiente:

Teorema 7.28 En un conjunto algebraico, el conjunto de los puntos geométri-
camente regulares es abierto (tal vez vacio).

DEMOSTRACION: Sea X/k un conjunto algebraico y sea P € X un punto
geométricamente regular. Esto significa que existe un punto regular @ € Xz
tal que p(Q) = P. Como Ox, o es un dominio integro, podemos tomar un
entorno abierto U de @ que sea integro. (Tomamos un entorno afin cualquiera
G = Esp A, consideramos el nicleo I del homomorfismo A — Ag y, usando
que I es finitamente generado, tomamos un s € A\ @ tal que, para todo a € I,
se cumpla s"a = 0, para cierto n > 0, con lo que el homomorfismo A; — Ag
es inyectivo, y basta considerar U = D(s) C G.) El teorema 7.21 nos dice que,
restringiendo U, podemos suponer que es regular. El teorema 3.57 nos da que
V = p[U] C X es un entorno abierto de P, y el teorema anterior implica que
esta formado por puntos geométricamente regulares. [

Veamos un ultimo resultado:

Teorema 7.29 Si X/k es un conjunto algebraico geométricamente regular y
K/k es una extension de cuerpos (no necesariamente algebraica), entonces X i
es geométricamente reqular.

DEMOSTRACION: Es claro que no perdemos generalidad si suponemos que
X es conexo, en cuyo caso es integro. También podemos suponer que X es afin,
asi como que k y K son algebraicamente cerrados. (Tomamos una clausura
algebraica K de K, y en ella la clausura algebraica k de k. Entonces tenemos que
X}, es geométricamente regular, luego también lo es X4, luego, por definicion,
también lo es Xk.)

Basta probar que todos los puntos cerrados @ € Xg son regulares. Llama-
mos P € X a la proyecciéon de @), y sabemos que P es regular. Basta aplicar
el razonamiento del teorema 7.24 con k y K en lugar de k y k. La extension
k(P)/k es trivial, luego separable. Obtenemos que u(mp) = p(mg). La segunda
parte es més sencilla: por el teorema 3.60 sabemos que X es integro, luego

dimoXyp =dimX = dimXK == dimOXKyQ.

La conclusién es inmediata. n
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7.3 Diferenciales de Kahler

En esta secciéon estudiaremos una nocién abstracta de forma diferencial que
nos permitiré, en la seccion siguiente, definir haces de formas diferenciales sobre
un esquema, analogos a los que se definen en geometria diferencial.

Definicion 7.30 Sea A un anillo, B una A-algebra y M un B-mo6dulo. Una
A-derivacion de B en M es una aplicacion A-lineal d : B — M tal que, para
todo b1, bs € B, cumple

d(bybs) = by dby + by db,.

Representaremos por Der4(B, M) el conjunto de todas las A-derivaciones
de B en M, que tiene una estructura de A-modulo con las operaciones definidas
puntualmente.

Notemos que de la definicién de derivacién se sigue que da = 0 para todo
a € A (basta aplicar la linealidad y la regla del producto a a - 1).

Teorema 7.31 Si B es una A-dlgebra, existe un B-mddulo Q}B/A y una deri-
vacion d : B — Q}B/A tales que para cada B-mddulo M y cada A-derivacion
d : B — M, existe un tinico homomorfismo de B-mddulos ¢ : Q}B/A — M
tal que d' = do ¢.

DEMOSTRACION: Sea L un B-modulo libre de rango |B|. Representaremos
por {db}pep una base de L. Sea N el submodulo de L generado por todos los
elementos de la forma

da, d(by +by) —dby —dby, d(bybs) — bo dby — by dbs.

Tomamos Q}B/A = L/N y definimos d : B —» Q}B/A como la aplicacién
dada por db = [db]. Es inmediato comprobar que se cumple la propiedad del
enunciado. m

Es claro que el par (Q}g /A7 d) es tinico salvo isomorfismo, es decir, que si otro
par cumple la misma propiedad del teorema entonces existe un isomorfismo
entre ambos modulos que conserva las derivaciones respectivas. A los elementos
de Q},, los llamaremos formas diferenciales (o diferendiales de Kiler) en B
respecto de A. Podemos definir un homomorfismo de médulos

Homp (Qp, 4, M) — Dera (B, M)

mediante ¢ — d o ¢. La propiedad que caracteriza a Q}B /A equivale a que

este homomorfismo es un isomorfismo. La construcciéon muestra que Qg /A esta
generado como B-moédulo por las diferenciales de los elementos de B.

Veamos un primer ejemplo:

Teorema 7.32 Si B = A[Xy,...,X,], entonces Q}B/A es el B-mddulo libre
generado por dXq,...,dX,.
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DEMOSTRACION: Si F € By d : B— M es una A-derivacion de B en un
B-moédulo M, es facil ver que

dF =73 JEdX;
i=1

Por lo tanto d’' estd completamente determinada por las imagenes d’'X;.
Asi mismo, si definimos Q}g /4 €OmMO el B-modulo libre generado por las dX;

y definimos d : B — Qg /A mediante la féormula anterior, se comprueba sin
dificultad que d es ciertamente una derivacion y que cumple la propiedad que
caracteriza a Q}B/A. "

Otro ejemplo de interés es el siguiente:

Teorema 7.33 Si B es un cociente o una localizacion de A, entonces se cumple
que QE/A =0.

DEMOSTRACION: Si B es un cociente de A, entonces todo elemento de B es
de la forma a - 1, para cierto a € A, y hemos probado que los elementos de esta
forma tienen diferencial nula.

Si B = S7'A, donde S es un subconjunto multiplicativo de A, entonces,
para cada b € B existe un s € S tal que sb € A, luego sdb = d(sb) = 0, luego
db = 0, pues s tiene inverso en B. [

Si p: B — C es un homomorfismo de A-élgebras podemos definir homo-
morfismos de C-mo6dulos

OéQlB/A®BC—>Qlc/Aa ﬁQlc/A—>Qlc/B

Para definir el primero vemos que tenemos una derivaciéon B —> Q}J /A dada
por d'b = d¢(b), que nos da un homomorfismo de B-médulos Q}B/A — Qlc/A tal
que db — dp(b). A su vez, este homomorfismo nos permite definir & mediante

a(db® c) = cdp(b).

El homomorfismo S es el inducido por la B-derivacion C' — Qé /B vista
como A-derivacion.

Teorema 7.34 Sea B un dlgebra sobre un anillo A.

a) Si A" es una A-dlgebra y B' = B®4 A, existe un isomorfismo candnico

de B'-mddulos Q}B//A/ = Q}B/A ®@p B'.

b) Sea B — C un homomorfismo de A-dlgebras y o, 8 los homomorfismos
descritos antes del teorema. Entonces la sucesion

es exacta.
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1 ~

¢) Si S C B es un conjunto multiplicativo, S’lﬂB/A = nglB/A-
d) Si C = B/I, entonces tenemos una sucesion exacta
)12 25 0L, 050 -5 0L, — 0,
donde 6([b]) = db® 1.

DEMOSTRACION: a) La derivacion d : B —» Q}B/A induce una A’-derivacion
d=d®1:B — Q}B/A @4 A = Q}B/A ®p B, y es facil ver que d’ satisface la

propiedad que caracteriza a Qg, A

b) Observemos primero un hecho general: dada una sucesion de homomor-
fismos de A-modulos
o B
M — N — R,
una condicion suficiente para que sea exacta es que, para cada A-modulo P, sea
exacta la sucesion

# o
Homa (R, P) 25 Homa(N, P) °% Homa (M, P).

En efecto, tomando P = R, tenemos que 0 = o (57 (1)) = ao 3. Asi pues,
Ima C N(B). Sila inclusion fuera estricta, tomamos P = N/Imayp: N — P
la proyecciéon canénica. Entonces p € N(a#), pero p ¢ ImfB#, pues existe un
n € N(B) \ Ima, para el cual p(n) # 0, pero si p estuviera en Ima serfa p(n) = 0.

De este modo, para probar b) basta ver la exactitud de la sucesion
0 — Home(Q 5, M) — Home (44, M) — Home(Qp,4 ©5 C, M),
para todo C-modulo M. Es facil ver que
Home(Qp,4 @5 C, M) = Homp(Qp 4, M).

El isomorfismo viene dado por ¢(f)(x) = f(x ® 1). De las definiciones se
sigue inmediatamente la conmutatividad del diagrama siguiente:

Hoxnc(Qé/B, M) ——> Homg (Qé/A, M) ——> Homc(Q}:g/A ®g C, M) ——> HomB(QlB/A, M)

| | |

Derg (C, M) —————> Der 4 (C, M) Der 4 (B, M)

El homomorfismo Ders(C, M) — Dera(B, M) es la composicion con el
homomorfismo dado p: B — C.
Por consiguiente, basta probar la exactitud de la sucesion

0 — Derg(C, M) — Dera(C, M) — Dera (B, M).

El primer homomorfismo es la inclusion, luego es inyectivo. Por otra parte, si
d € Derp(C, M), entonces d(p(b)) = 0 porque las diferenciales de los elementos
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de B son nulas. Si d € Ders(C, M) cumple que p o d = 0, entonces, para todo
c € C y todo b € B tenemos que

d(be) = d(p(b)c) = p(b) de = bde,
luego d € Derp(C, M). Asi pues, la sucesion es exacta.

¢) Aplicamos b) con C = S~ B, con lo que obtenemos una sucesiéon exacta
_ _ B

Por el teorema 7.33 tenemos que « es suprayectiva. El argumento de b)
muestra que para que « sea inyectiva basta con que el homomorfismo

Der4(S™'B, M) — Dera(B, M)

sea suprayectivo para todo S~!B-médulo M. Equivalentemente, hemos de pro-
bar que toda A-derivacion d : B —> M se extiende a una A-derivacién en
S~!B.

La extension seré tnica, pues si b € By s € S, entonces
b
db=d(s(b/s)) = —ds+ sd(b/s),
S

luego ha de ser
sdb—bds
d(b/s) = ———.
Hemos de probar que esta expresion define ciertamente una derivaciéon en
S~1B. Veremos so6lo que estd bien definida. El hecho de que es una derivacion
es facil de comprobar.

Sib/s=1b'/s, entonces s”(bs’ — sb') =0, luego

S

(bs" — sb')ds" + s"s" db+ s"bds’ — s"sdb’ — sV ds = 0.
Multiplicamos por ss’s”:

s55"25"2 db — s5's"*b ds — (s*s's"* db' — ss's"?bds’) = 0.
Usamos la relacion s”s'b = s”/sb':

55"25"2 db — 5'?5"?bds — (s%s's"* db' — s%s's"*V ds') = 0.

Dividiendo entre 525252 concluimos que

sdb—bds s db' —b'ds’

2 = 2

S S

d) Por el mismo argumento de b), basta probar la exactitud de la sucesion
0 — Home(Q/4, M) — Home (R4 ©@p C, M) — Home (I/17, M)

para todo C-moédulo M.
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Notemos que I/1? = I @ C, luego, al igual que tenemos el isomorfismo
Home(Qp,4 ®5 C, M) = Homp(Qp /4, M),
también se cumple que Home (I/12, M) = Homp(I, M). Asi pues, hemos de
probar la exactitud de la sucesion
0 — Home(Q%, 4, M) —%+ Homp (R 4, M) % Homp (I, M),

donde ¢(f)(db) = f(d[b]) y ¥ (f)(i) = f(di). A su vez, esta sucesion es isomorfa
a
0 — Dera(C, M) — Dera(B, M) — Homp(I, M),

donde el altimo homomorfismo es la restriccion a i. La exactitud de esta sucesion
es inmediata. n

De aqui deducimos una condicién de finitud:

Teorema 7.35 Si A es un anillo y B una A-dlgebra finitamente generada (o
una localizacion de una A-dlgebra finitamente generada), entonces Q}B/A es un
B-mddulo finitamente generado.

DEMOSTRACION: Si B es una A-édlgebra finitamente generada, podemos
expresarla como B = A[X4,...,X,]/I. Sillamamos C = A[Xy,...,X,], el
teorema anterior nos da un epimorfismo Qlc/A ®c B — QE/A, y por el teo-

rema 7.32 sabemos que Q}; /4 €8 Un C-modulo finitamente generado.

Si S C B es un conjunto multiplicativo, por el teorema anterior tenemos que
Qi@le/A ~ S‘lﬂ}B/A, que es un S~ !B-moédulo finitamente generado. [

Necesitaremos una tltima propiedad béasica de los modulos de diferenciales:
Teorema 7.36 Sean By y By dos A-dlgebras y R = By ® 4 Bo. Entonces
(/4 ©B, R) ® (p, /4 @5, R) = Q4
donde el isomorfismo viene dado por
(dbl (24 7’1) + (dbg X TQ) =71 d(b1 X 1) =+ 79 d(l X b2)
DEMOSTRACION: Consideramos las sucesiones exactas dadas por 7.34:
Q4 ©5 R 25 Qg 22 Ok 2 QL ©p, R — 0,
Qb a @5, R 25 Qb 5 Qk g = QL @5, R — 0.
Observemos que
Qﬁl(dbl@h) =17 d(b1®1), ¢2(dbg®7‘2) =17y d(l@bg),
Y1(d(by ® b)) = dby ® 1 ® ba, Yo (d(by ® ba)) = dba ® by ® 1.

Observamos que ¢; oy; = 1, de donde se sigue que cada ¢; es inyectiva. Mas
aun, es facil concluir que

Qh/a =Ime1 ® Ny = Im; & Im 6.

Ahora es claro que ¢1 D ¢ es el isomorfismo del enunciado. u
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Las formas diferenciales estan muy relacionadas con la separabilidad de las
extensiones de cuerpos. Para probar los resultados en esta linea necesitamos
ahondar un poco més en los homomorfismos que hemos estudiado en el teo-
rema 7.34:

Teorema 7.37 Sea A un anillo, sea B una A-dlgebra, B = B[X1,...,X,] v
C = B/I, para un cierto ideal I de B. Consideremos los homomorfismos

oz:leB/A@)BC—)Q}J/A, 551/12*>Q)1§/B®BC

definidos antes del teorema 7.34 y en 7.34 d). Entonces existe un epimorfismo
de B-mddulos Nd — N a.

DEMOSTRACION: Tenemos que B = A ®4 B, donde A = A[Xy,...,X,]
luego el teorema anterior nos da un isomorfismo

Q%/A = (Q}K/A ®1B) ® (U4 @5 B) = Q}é/B @ (R4 ©p B).
De aqui obtenemos a su vez un isomorfismo
p: QlB/A ®pC— (QIB/B ®5C) @ (/4 @5 C).

Una comprobacién rutinaria muestra que el diagrama siguiente es conmuta-
tivo:

I/12

,sll I

A ©5C—>(Qf 5 ®5C) @ (2, ©5C)

QlC/A « Q}5’/,4 ®@p C

Q

donde 1 y a1 son los homomorfismos andlogos a § y «, p es la proyeccion e i
es la inclusion. De aqui se sigue que

i[N a] = p[61[Nd]].

El epimorfismo buscado es §; o p seguido de la proyeccion en Qg /4 OB C.
|

Vamos a aplicar el teorema anterior al caso en el que n = 1 e I esté generado
por un polinomio ménico P(X) € B[X]. Tenemos una sucesion exacta:

) «
I/T? = Qpixyp ©1x) C — Q55 — 0.

Por el teorema 7.32 sabemos que Q}B[X]/B ®@p[x) C es un C-modulo libre
generado por dX ® 1 y §([P]) =dP ® 1 = P/(X)dX ® 1. Por consiguiente,

Q¢yp = C/(P'(2)),
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donde 2 = [X] € C. Por otra parte,
N = {[Q(X)P(X)] | Q(x)P'(x) = 0}.

Consideremos la localizacion C' = Cp/(y). Entonces N ®c¢ C' = 0, pues

[RIX)P(X) @Y =Q)[P(X)] @Y = [P(X)] & Q(x)P'(x)Y/P'(x) =0
y QE/B ®c C' =0, pues

[R)] @Y = [Q@)][P'(x)] @ Y/P'(z) = 0.
Ahora consideramos la sucesion exacta
00— Na— Q) ®©pC -5 0L, 25 Qb — 0.

Multiplicar un C-médulo por ®C’ equivale a localizar respecto a P’(z),
luego el teorema [3.2] nos da la sucesion exacta

0 —=Na®cC' — Qp,y©pC" — Qb y — 0,

donde hemos usado ademaés el teorema 7.34 c).
Por el teorema anterior tenemos un epimorfismo Nd ®¢c C' — Na ®¢c C’,
luego ambos moédulos son nulos y asi concluimos que

1 I~ Ol
QB/A®BC :QC’/A
Usaremos este isomorfismo en la prueba del teorema siguiente:

Teorema 7.38 Sea L/k una extension de cuerpos, sea P(X) € L[X] un poli-
nomio monico irreducible y K = L[X]/(P(X)) una extension simple de L.

a) Si K/L es separable entonces Q}(/L =0y Qi/k ®L K — Q}(/k es un
isomorfismo. (En particular, dimg Q}(/k = dimp, QlL/k)
b) Si K/L es inseparable, entonces Q}(/L 2Ky

dimyp, QlL/k < dimg Q}(/k < dimyp, Qi/k + 1.

¢) Si K/k es finita, entonces es separable si y sélo si Q}(/k = 0.

DEMOSTRACION: Segun acabamos de ver, se cumple que Q}(/L >~ K/(P'(x)),
donde x = [X] € K es una raiz de P(X). En el caso a) tenemos que P’(x) # 0,
luego Q}( /L= 0. Con la notacién de la discusiéon previa al teorema tenemos que
K =C =’ lo que nos da el isomorfismo indicado en a).

Si K/ L es inseparable entonces P’(z) = 0, luego Q}(/L =~ K. Con la notacion

de la demostracion de 7.37 tenemos que Q}(/k = (QlL[X]/k ®rix) K)/ (01(P)) ,
y el isomorfismo p nos da que

=1+ dimg Q; ;.
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De aqui se siguen las desigualdades del enunciado.

c¢) Si K/k es finita separable, entonces es simple y Q}(/k =0 por a). Si K/k
es inseparable entonces existe un cuerpo k C L C K tal que K/L es inseparable
y simple. Por b) tenemos que Q /7, # 0 y entonces Q}(/k #0por7.34Db). m

El resultado fundamental que relaciona la separabilidad de una extensiéon de
cuerpos con las formas diferenciales es el siguiente:

Teorema 7.39 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas de grado de tras-
cendencia n sobre un cuerpo k. FEntonces Q}(/k es un K-espacio vectorial de
dimension finita, dimg Q}(/k >n y se da la igualdad si y solo si K/k es sepa-
rablemente generada.

DEMOSTRACION: La hipétesis de que K sea un cuerpo de funciones alge-
braicas sobre k significa que existe un cuerpo de fracciones algebraicas F =
k(X1,...,Xn) tal que la extension K/ F es finita. Que sea separablemente gene-
rada significa que la base de trascendencia X1, ..., X, puede elegirse de modo
que K/F sea separable. (Y en tal caso se dice que es una base de trascendencia
separadora.)

Podemos ver a F' como una localizaciéon de k[ X7, ..., X,,], luego los teoremas
7.32y 7.34 ¢) implican que dimpg Q};/k = n. Ahora basta descomponer la exten-
sion K/F en un nimero finito de extensiones simples, con lo que los apartados
a) y b) del teorema anterior implican que

n < dimg Q}(/k < 00,

y se da la igualdad si K/k es separablemente generada.

Supongamos ahora que dimg Q}(/k = ny sean fi,...,f, € K tales que
dfi,...,df, formen una base de Q}(/k. Llamemos L = k(fi,...,fn) C Ky
consideremos la sucesion exacta

Q1 ®L K — Qi — Qi yp — 0.

Tenemos que el primer homomorfismo es suprayectivo, luego Q}( L= 0. La
parte ya probada implica que la extension K /L es finita, pues en caso contrario
tendria que ser trascendente (pues es finitamente generada), y dim g Q}( /L seria
al menos el grado de trascendencia. A su vez, esto implica que L/k es puramente
trascendente. El apartado c) del teorema anterior implica entonces que K/L es
separable, luego, por definicion, K/k también lo es. [

Conviene observar que, segtun la demostracion del teorema anterior, si K/k
es un cuerpo de funciones algebraicas separablemente generado sobre k, entonces
una condicién suficiente para que fi,..., f, formen una base de trascendencia
separadora de K sobre k es que dfy,...,df, formen una K-base de Q}(/k. Es
facil ver que la condiciéon también es necesaria.
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7.4 Haces de formas diferenciales

Estudiamos ahora los haces de formas diferenciales sobre un esquema (o,
més precisamente, asociados a un homomorfismo de esquemas) determinados
por el teorema siguiente:

Teorema 7.40 Sea f : X — Y un homomorfismo de esquemas. FEntonces
existe (salvo isomorfismo) un unico haz cuasicoherente Qﬁ(/y en X tal que para

cada abierto afin V de Y y cada abierto afin U C f=1[V] se cumple que
Qﬁc/y|U = Q%‘JX(U)/Oy(V)’

y para cada P € X se cumple que

1 ~ Ol
(QX/Y)P = QOXVP/OY,f(p)'

DEMOSTRACION: Observemos que, en general, si p : A — B es un homo-
morfismo de anillos, g € EspB y p = p~![q] € Esp 4, tenemos isomorfismos

QlB/A XB Bq ngBq/A ngBq/Ap'

El primero es 7.34 ¢), y el segundo se sigue de 7.34 b), que nos da la sucesion
exacta

Para cada P € X llamemos Qp = )
son abiertos afines y P € U, entonces

(19x,P/oy,f(p>' SiVcYyUcf V]

Qb 00y (v) Qox @) Ox,p = Qp.

. Para cada w E QéX(U)/oy(V), llamamos wp a la imagen de w ® 1 por el
isomorfismo anterior.

Para cada abierto U en X definimos Qﬁ(/Y(U) como el conjunto de todas
las aplicaciones

s:U— @ 2L
pPeU

tales que para cada P € U existen abiertos afines f(P) € Vp, P € Up C f~1[Vp]
y un w € Q%‘JX(UP)/OY(VP) de modo que para cada @ € Up se cumple que
5(Q) = wq.

Consideramos a Q7 /y (U) como Ox (U)-médulo con las operaciones definidas
puntualmente. Es facil ver que estos médulos forman un O x-médulo Q}( /y con
las restricciones usuales de aplicaciones. Ademas, para cada P € X tenemos un

o~

: 1 1
isomorfismo natural Q3 Jv.p = Qp.

Consideremos ahora abiertos afines V. C Y, U C f~[V]. Por construccion
tenemos un homomorfismo natural de Ox (U)-modulos

Qb x )0y (v) — )y (U)
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que induce un homomorfismo de O x|y-mddulos

Q%DX(U)/Oy(V) — Q%(/Y|U'

Como los homomorfismos locales asociados son isomorfismos, concluimos que
se trata de un isomorfismo. En particular, el haz Qﬁ( /vy € cuasicoherente. La
unicidad es clara. n

Si X es un esquema definido sobre un esquema S escribiremos Q% en lugar
de Qﬁg /" Observemos que si S es afin, entonces podemos tomar V= S y

f7V] = X, luego tenemos los isomorfismos del teorema anterior para todo
abierto afin U de X.

Por construccién, si f : X — Y es un homomorfismo de esquemas y U es
: 1 _ 0l
un abierto en X, entonces Qy /v [v = Qy/y-

Si U y V son abiertos afines en las condiciones del teorema anterior, tenemos
que Qﬁ(/y(U) = Q(ID;((U)/Oy(V) es un O x (U)-modulo generado por los elementos
de la forma df, con f € Ox(U). Es facil ver que si U’ C U es otro abierto afin,
entonces df [ = d(flu).

El teorema 7.34 se traduce de forma inmediata al resultado siguiente:

Teorema 7.41 Sea f: X — Y un homomorfismo de esquemas.

a) Sea w:Y' — Y un homomorfismo de esquemas, sea X' = X xy Y’ y
sea p: X' — X la primera proyeccion. Entonces Q&,/Y, = p*Qﬁ(/Y.

b) Si Y — Z es un homomorfismo de esquemas, tenemos una sucesion
exacta
*(y1 1 1
f QY/Z — QX/Z — QX/Y — 0.

c) Si P € X entonces Qﬁg/xp = Q%‘)X /Oy sy

d) Sii: Z — X es un subesquema cerrado de X definido por un haz
cuasicoherente de ideales J, entonces tenemos una sucesion exacta

i*(3/7%) — z‘*(Qﬁ(/Y) — le/y — 0.

DEMOSTRACION: a) Sea V un abierto afin en Y y tomemos abiertos afines
Uy C fAY]Cc X, Uy Cc n Y] CY'. Sea U = U; xy Us. Es claro que los
abiertos U’ construidos de esta forma cubren X’. Aplicamos 5.8 y 7.34 a):

(p*QE(/Y”U’ = Qﬁ(/y(Ul) ®ox(U1) Ox/(U') = Q(ljx(Ul)/oY(V) ®ox(U1) Ox/(U")

= Qo r))0y (Us) = Ly o

Los isomorfismos son naturales, de donde se sigue facilmente que se combinan
para formar un mismo isomorfismo de O x-moédulos.
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b) Tomamos un abierto afin U; C Z, un abierto afin Us C Y contenido en
su antiimagen y un abierto afin Us C X contenido en la antiimagen de Us. El
teorema 7.34 b) nos da una sucesion exacta

O5/2(U2) @0y () Ox(Us) — Qo (115)/04tr) — Lo (Us)/0y () — O-

Esta sucesion induce una sucesion exacta entre los haces cuasicoherentes
asociados a estos médulos, es decir:

f*Q%’/Z|US — Q%(/Z|U3 — Q%{/Y|U3 — 0.

Los abiertos Us cubren todo el esquema X y es facil ver que los homomor-
fismos se unen para formar una sucesiéon

FQy)p — Vx/p — Ux)y — 0,
que también es exacta porque lo son las sucesiones locales.

c) Esto es el teorema anterior.

d) Tomemos abiertos afines V C Y y U C f~1[V]. Entonces U’ =i~ 1[U] es
un abierto afin en Z y Oz(U’) = Ox(U)/I(U). El teorema 7.34 d) nos da una
sucesion exacta

(/9 (U) — Qv (U) ®oxw) 0z(U") — Qg (U") — 0.
Componiendo el primer homomorfismo con el isomorfismo
(/9)(U) ®o ) 02(U") = (3/7)(U),
el teorema 5.8 nos permite reformularla como
(1)) U') — i (Qx)y)(U) — Qi (U) — 0.
Estos homomorfismos pueden unirse para formar la sucesion exacta del enun-
ciado. .

Es facil ver que en las condiciones del apartado ¢), si f € Ox(U)y P € U,
entonces se cumple que (df )p = d(fp).

Observemos ahora que bajo ciertas condiciones de finitud los haces de formas
diferenciales son coherentes:

Teorema 7.42 Sea f : X — Y un homomorfismo de tipo finito entre dos
esquemas X eY, donde Y es noetheriano. Entonces Qﬁ(/y es un haz coherente
en X.

DEMOSTRACION: Bajo estas hipdtesis X es también noetheriano. Si V
es un abierto afin en Y y U C f~1[V] es un abierto afin en X tenemos que
Ox (U) es finitamente generado sobre Oy (V'), luego el teorema 7.35 nos da que
Qﬁ(/y(U) = Qéx(U)/Oy(V) es un Ox (U)-modulo finitamente generado. Esto
implica que Qﬁ( /vy €s finitamente generado, luego coherente. L]

El teorema siguiente nos permitira relacionar la regularidad geométrica con
los haces de formas diferenciales:
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Teorema 7.43 Sea A una k-dlgebra afin y sea m € Esp A un punto racional.
Entonces el homomorfismo

§:m/m? — Qh/k ®4 k(m)
dado por 7.34 d) es un isomorfismo.

DEMOSTRACION: Tenemos que § es suprayectivo por el teorema 7.34 d),
pues Q}C(m)/k = 0. Representemos A = B/I, donde B = k[X1,...,X,] vy sea
m=n/I. Asi k(m) =A/m=B/n==k.

El teorema 7.34 d) nos da la sucesion exacta de A-modulos

I/ — Qp @ A — Q) — 0.

De ella obtenemos la sucesion exacta

(I/1?) @4 k(m) — Qp )y @p k(m) — Q@4 k(m) — 0.

Ahora observamos que el homomorfismo natural I —s (I/1?) ®4 k(m) es
suprayectivo, por lo que también es exacta la sucesién

I — Qp ) @p k(m) — Q) @4 k(m) — 0.

Mas atun, tenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas:

[ ————n/n? m/m? 0

T

I ——=Qp ) ®p k(m) —=Q} ; ®4 k(m) —=0

Ahora es facil ver que si ¢’ es inyectivo entonces § también lo es.

El hecho de que B/n = k siginifica que n = (X7 — &,..., X, — &), para
cierto £ = (&1,...,&,) € k™. Si F € n cumple

, B O OF - [or]
6([F])_dF®1—zi:aXiXm®1_zi:dXz® x| =

entonces OF/0X; € n para todo i, lo que significa que

oF
ox, |~
ile
De aqui se sigue que el desarrollo de Taylor de F' alrededor de F' no tiene
términos de grado 0 o 1, luego F' € n?. [

Conviene observar que
Qe @ak(m) = QY @4 An @4, k(m) = QY ) @4, k(m).

Ahora necesitamos un resultado técnico:
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Teorema 7.44 Sea X un esquema localmente noetheriano y M un haz cohe-
rente en X. Para cada P € X definimos ¢(P) = dimypy(Mp ®ox » k(P)).
Entonces:

a) Para cada natural n, el conjunto {P € X | ¢(P) < n} es abierto.

b) Si ¢ es constante igual a n y X es reducido, entonces M es localmente
libre de rango n.

DEMOSTRACION: Tomamos un punto P € X tal que ¢(P) = n y hemos
de encontrar un entorno en el que ¢ < n. Como el problema es local podemos
suponer que X = Esp A, donde A es un anillo noetheriano. Entonces M = M,
para cierto A-moédulo finitamente generado M.

Tenemos que Mp ® 4, k(P) tiene dimension n, luego tiene una base de la

formami/s®1,...,m,/s®1,conmy,...,m, € M, s € A\ P. Consideremos el
submoédulo N = (m1/s,...,mu/s) . Multiplicando por ®4,k(P) la sucesion
exacta

0—N—Mp— Mp/N —0

obtenemos una sucesion exacta
N ®@ap k(P) — Mp @4, k(P) — (Mp/N) @4, k(P) — 0,

y el primer homomorfismo es obviamente suprayectivo, luego concluimos que
(Mp/N)®a, k(P) =0. El lema de Nakayama nos da entonces que Mp/N = 0.
En otras palabras, Mp esta generado por los elementos m1/s, ..., my/s.

Sea R = (my,...,my) 4. Para cada m € M, tenemos que m/1 = m’/s, para
cierto m’ € R, luego existe un ¢ € A\ P tal que tm € R. En principio, ¢ depende
de m, pero como M es finitamenge generado, podemos encontrar un ¢ que valga
para todo M. Esto implica que My = (ma1/t,...,my/t), . Cambiando X por
D(t) podemos suponer que M tiene un generador con n elementos, y entonces
es claro que para todo @ € X se cumple que Mg ® 4, k(Q) tiene un generador
con n elementos, luego ¢(Q) < n.

Para probar b) podemos situarnos en las mismas condiciones que en a), es
decir, X = Esp A, donde A es un anillo noetheriano (reducido, por hipotesis)
yM = M , donde M es un A-modulo generado por n elementos. Fijemos un
epimorfismo ¢ : A — M. Vamos a ver que es un isomorfismo.

Sea v € A™ tal que ¢(v) =0y sea P € Esp A. Consideramos el epimorfismo

op®1: A} ®a, k(P) — Mp @4, k(P).

El primer modulo es isomorfo a k(P)™ y, como, por hipotesis, el segundo
tiene dimensiéon n sobre k(P), concluimos que ¢p ® 1 ha de ser un isomorfismo.
Dado que v® 1 tiene imagen nula, ha de ser v® 1 = 0, pero v ® 1 se corresponde
con ([v1],...,[vn]) € k(P)™, luego resulta que v; € P para todo i. Como esto
vale para todo P € Esp A, esto nos lleva a que v; € Rad0 = 0, luego v = 0.

En definitiva, M es libre de rango n, luego (teniendo en cuenta que hemos
reducido el esquema original) M es localmente libre de rango n. [
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Ahora ya podemos mostrar la relacion entre los puntos geométricamente
regulares y los modulos de formas diferenciales, pero antes conviene dar una
definicién:

Definicion 7.45 Si X es un espacio topolégico y P € X, definimos la dimen-
sion de X en P, a la que representaremos por dimp X, como el infimo de las
dimensiones de los entornos de P en X.

Es facil ver que dim X (finita o infinita) es el supremo de las dimensiones
de los puntos de X. Si X es un conjunto algebraico, es claro que dimp X es el
maximo de las dimensiones de las componentes irreducibles de X que contienen
a P.

Teorema 7.46 Sea X/k un conjunto algebraico y P € X. Entonces, P es
geométricamente regular si y solo si Qﬁ(yp es libre de rango dimp X.

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que Q}( p es libre de rango
n = dimp X. Entonces P tiene un entorno afin U tal que Q}(|U es libre de rango
n (ver las observaciones anteriores al teorema 5.21). Podemos suponer que U
es conexo y que dimU = n.

Sea k la clausura algebraica de k y sea U = Ui. Entonces dimU = n y
Qlﬁ/E = p*Q}J/k es localmente libre de rango n. Si Q € U es un punto cerrado,
el teorema 7.43 (con la observacion posterior) nos da que

Esto implica que U es regular en todos los puntos cerrados @ tales que
dimQU = n. En particular U es regular en los puntos situados sobre P (pues
la dimension se conserva por las extensiones de constantes), luego P es geomé-
tricamente regular.

Supongamos ahora que P es geométricamente regular. Por el teorema 7.28
tiene un entorno U formado por puntos geométricamente regulares. Podemos
suponer que U es irreducible de dimension n = dimp X. Sea @ € U un punto
cerrado y sea Q' € U un punto sobre (). Entonces

dlmk(Q) Q}J,Q ®OU,Q k(Q) = dlmE(Qz) Q}J,Q ®OU,Q k(Q) ®k(Q) I;/’(QI)
= dlm;;(Q,) Q%LQ ®OU,Q I;/’(QI) = dlmE(Q’) Q%LQ ®OU,Q OU,Q/ ®(‘)ng, ];(Q/)
= dlm];(Q/) QlU,Q’ ®OU,Q’ E(Q/) = dlm%(Q) TQ/U =n.

Si R es un punto arbitrario tomamos un punto cerrado @ € {R}. Tenemos
que dimyq) Q%]’Q ®0y.o k(Q) = n, y en la prueba del teorema 7.44 hemos visto
que QllJ,Q tiene un generador con n elementos. Pero Qllj r €s una localizacion de

QllLQ, luego también esta generado por n elementos, luego dimy,g) Q%LR ®oy.r
k(R) <n.
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Por otra parte, el conjunto

{Q € U | dimy ) Qo ®oy, k(Q) <n—1}

es abierto por el teorema 7.44 y no contiene a ningtn punto cerrado de U. Como
los puntos cerrados forman un conjunto denso, este conjunto ha de ser vacio y
la dimensién es n en todos los puntos. El teorema 7.44 implica entonces que
Q% p es libre de rango n. .

En particular:

Teorema 7.47 Si X/k es un conjunto algebraico conexo equidimensional (es
decir, con todas las componentes irreducibles de la misma dimension), entonces
X es geométricamente regular si y sdlo si QY es localmente libre de rango dim X .

Veamos una aplicacion de 7.46:

Teorema 7.48 Un conjunto algebraico X/k es geométricamente regular si y
sdlo si para toda extension de cuerpos K/k el conjunto Xy es regular. (Y en
tal caso Xk es, de hecho, geométricamente regular.)

DEMOSTRACION: La condicion es suficiente, sin mas que aplicarla cuando K
es la clausura algebraica de k. Si X/k es geométricamente regular, consideremos
la proyeccion p : Xxg — X, sea P € Xg y sea Q = p(P) € X. Por el
teorema anterior sabemos que Qé es un Ox, g-moédulo libre de rango dimg X.
Del teorema [3.79] se deduce que dimp X = dimg X y, por otra parte,

Q%(K.,P = p*(Qﬁ()P = Q%{_’Q ®OX,Q OXK,P

es un Ox,  p-moédulo libre de la misma dimensién. Por lo tanto X i es geométri-
camente regular. n

7.5 Homomorfismos suaves

Vamos a estudiar ahora una versiéon relativa de la regularidad geométrica.
Observemos en primer lugar que si f : X — Y es un homomorfismo de tipo
finito y @ € Y, entonces la fibra X es un esquema de tipo finito sobre Esp k(Q)
(porque los homomorfismos de tipo finito se conservan por cambios de base).
En otras palabras, X¢g es un conjunto algebraico sobre el cuerpo k(Q).

Definicién 7.49 Sea Y un esquema localmente noetherianoy f: X — Y un
homomorfismo de tipo finito. Diremos que f es suave en un punto P € X si es
plano en P y P es geométricamente regular en la fibra Xq, donde Q = f(P),
considerada como conjunto algebraico sobre el cuerpo k(Q). Diremos que f es
suave si lo es en todos los puntos de X.

Asi, un conjunto algebraico X/k es geométricamente regular en un punto
P € X siy so6lo si el homomorfismo estructural f: X — Espk es suave en P,
pues f es obviamente plano y X es su unica fibra.

Empezamos generalizando el teorema 7.25:



7.5. Homomorfismos suaves 273

Teorema 7.50 Sea f: X — Y un homomorfismo suave y supongamos que X
es localmente noetheriano e Y es regular. Entonces X es reqular.

DEMOSTRACION: Sea P € X y Q = f(P). Llamemos m = dimOx p y
n = dim Oy,q. El teorema 4.52 nos da que dimOx,,p = m —n. El punto P
es geométricamente regular, luego regular en X¢, lo cual significa que el anillo
Ox,,p es regular, luego su ideal maximal estd generado por m — n elementos
byy1s---, 0, Laproyeccion Xg — X nos da un epimorfismo Ox p — Ox,, p-
Podemos tomar by41,...,by, € mp cuyas imagenes sean los b/.

Por otra parte, Oy,q es regular, luego mg estd generado por n elementos
ai,...,an. Llamemos bq,...,b, a sus iméagenes en Ox p. El teorema 3.46
implica que mp = (by,...,by), y esto significa que P es regular. L]

Teorema 7.51 Los homomorfismos suaves son estables bajo cambio de base,
composicion y productos fibrados. Las inmersiones abiertas son suaves.

DEMOSTRACION: Los homomorfismos planos y de tipo finito se conservan
por las operaciones indicadas, luego sélo hemos de preocuparnos por la regula-
ridad geométrica de las fibras. Por la definicion de homomorfismo suave todos
los esquemas considerados son localmente noetherianos.

Sea X — Y un homomorfismo suave y sea Y/ — Y un homomorfismo
arbitrario. Hemos de probar que X Xy Y’ — Y’ es suave. Si Q' € V' y
llamamos @ a su imagen en Y, entonces

(X Xy Y/)Q/ =X Xy Y’ Xy ESp k(Q/) = X Xy ESp k(Q) XE(Q) ESp k(QI)

= XQ XE(Q) ESp k(QI)

Si llamamos K a la clausura algebraica de k(Q’) y k¥ C K a la clausura
algebraica de k(Q), hemos de comprobar que el conjunto algebraico

XQ = XQ Xk(Q) ESpF = XQ Xk ESpF
es regular, sabiendo que X, 1 lo es, pero, como k es algebraicamente cerrado,
Xk es geométricamente regular, y basta aplicar 7.48.

Consideremos ahora dos homomorfismos suaves f: X — Y, g:Y — Z.
Tomemos ahora P € Z, y hemos de probar que la fibra Xp es geométricamente
regular o, lo que es lo mismo, que Xp xypy Espk(P) = X xz Espk(P) es

regular, donde k(P) es la clausura algebraica de k(P). Por la parte ya probada,
el homomorfismo

X Xz Espk(P) — Y xz Espk(P)

es suave, y la fibra Yp es geométricamente regular, lo que significa que

Yp Xk(P) ESka( ): Y Xz ESpk/’( )

es regular. Por el teorema anterior X x z Esp k(P) es regular.
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Si X — Z,Y — Z son suaves, también lo es

XxzY —Y —Z

Por ultimo, consideremos una inmersion abierta f : X — Y. Entonces f
es plana y de tipo finito. Si P € X, la fibra es Xp = Esp k(P), que sin duda es
geométricamente regular. [

Ejemplo Es facil comprobar que A} — EspZ es suave, luego también lo
es Py — EspZ, asi como los homomorfismos A% — S y P% — S, para
cualquier esquema S localmente noetheriano. n

Para caracterizar los homomorfismos suaves en términos de haces de formas
diferenciales necesitamos un resultado técnico:

Teorema 7.52 Sea X — S un homomorfismo de tipo finito, donde S es un
esquema localmente noetheriano. Sea s € S y P € X,. Llamemos

d = dimy(p) U, /4(s),p Q0x,.» k(P)-

Entonces existe un entorno U de P y una inmersion cerrada U — Z en un
esquema Z suave sobre S en P tal que dimp Zs = d y le/s p es libre de rango d.

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que los esquemas
son afines, digamos S = Esp A, X = EspB, donde B es una A-algebra de
tipo finito. Llamemos C' = A[X3,...,X,], donde r es suficientemente grande
como para que exista un epimorfismo C' — B. Llamemos Y = Esp C, que es un
espacio afin sobre A, luego todos sus puntos son suaves. Tenemos una inmersion
cerrada X — Y definida sobre S. Sabemos (7.32) que Q%,/S = Qlc/A es un
C-modulo libre de rango r, luego también es localmente libre y, en particular
Q%//S’P es un Oy, p-modulo libre de rango r. Por otra parte, el cambio de base

®ak(s) nos da que Qs (Ys) =2 Q4 ®a k(s) es un Oy, (Y;)-modulo libre
de rango r, luego Q%/S Jh(s) €5 un Oy,-moédulo libre de rango r. En particular es
localmente libre, luego Q%,ﬁ p es un Oy, p-moédulo libre de rango r. Ahora bien,

como Y es suave, tenemos que Yy es geométricamente regular, y el teorema 7.46
nos da que r = dimp Y.

Asf hemos demostrado que existen un esquema afin Y/S y una inmersion
cerrada X — Y definida sobre S de modo que Y es suave en P y Q%’/S,P es
un Oy p-moédulo libre de rango » = dimp Y,. En otras palabras Y cumple lo
que el enunciado requiere para Z pero cambiando d por r. A partir de aqui
trabajamos con un esquema afin arbitrario Y/S que cumpla estas condiciones
(no necesariamente el que hemos construido).

Conservamos la notacion Y = Esp (', si bien ya no suponemos que C sea
concretamente A[Xy,...,X,]. Pongamos que B = C/I, para un cierto ideal I
de C. El punto s € S se corresponde con un ideal q € Esp A, el punto P € X
se corresponde con p € Esp B, y entonces p = B/I, para un cierto P € EspC
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que se corresponde con P visto como punto de Y. Claramente B, = Cy /Iy, y
podemos aplicar el teorema 7.34, que nos da una sucesién exacta de Bp-moédulos

Iq}/]% — Qéq}/Aq (86'(p Bp — Qpr/Aq — 0

Por otra parte, Y = Esp(C ®4 k(q)). El punto P € Y se corresponde con
un ideal P’ € Esp(C ®4 k(q)), de modo que

Ys p = Esp((C @4 k(q))g ).

Ahora observamos que (C ®4 k(q))p = Cp ®4, k(q). En efecto, tenemos
un homomorfismo natural C ®4 k(q) — Cyp ®4, k(q) y es facil ver que cada
u € C®4k(q) se expresa como un tensor puro u = ¢® «, de modo que si u ¢ P’
entonces ¢ ¢ B, por lo que su imagen en Cp® 4, k(q) tiene inverso. Esto significa
que podemos extender el homomorfismo a (C'®4 k(q))p — Cp ®a4, k(q). Es
facil definir su inverso.

Por consiguiente, aplicando de nuevo 7.34:

Dy /ns), P = Q@ k() /ha) = Lo /a, Baq k(a)-

Igualmente: Q&(S/k(s),P = Q}gp /4, ®4,k(q). De la sucesion exacta precedente
obtenemos la sucesion exacta

(Ip/ 1) ®a k(@) — (g, /a, @4, k() ©cy By — Qp, 4, @a, k(@) — 0.
Observemos que
(R /a, ®a, k() ®cy By = (05, /4, @4, k() @cy (Bp ®4, k(a)),

asi como que el producto ®c,, puede sustituirse por ¢y, aq k(@) En definitiva
tenemos una sucesion exacta de O x, p-moédulos:

(Ip/13) ®a, k(@) — U, jr(s).p D0y, » Ox,. P — U jiisy.p — 0-

Ahora la multiplicamos por ®oy, »k(p), con lo que obtenemos

((Iq}/[;%)@Aq k(q)) ®OX5,P k(p) *)Q%/S,P ®OY5,P k(p)Hgﬁ(s,P ®OX5,P k(p)*)()

El homomorfismo natural I /I — ((Ip/I5) @4, k(q)) @ox, » k(p) es
suprayectivo, luego seguimos teniendo una sucesion exacta si componemos con
éste el primer homomorfismo:

Ip/Tp — Dy p ®oy, » k(P) — Qx_ p ®ox. p k(P) — 0,

donde J = T es el haz cuasicoherente de ideales de Oy que define al subesquema
cerrado X, de modo que Jp = Iy.

Notemos que Q3 p®o,, , k(P) es un k(P)-espacio vectorial de dimension r,
luego la sucesién exacta nos da que r > d.
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Si r = d entonces el teorema se cumple tomando Z = Y. Si, por el con-
trario, r > d, vamos a construir un nuevo esquema Z que cumpla las mismas
condiciones que Y pero con r — 1 en lugar de r. Asi, repitiendo el proceso un
namero finito de veces llegaremos al esquema requerido.

Sir > d el homomorfismo
jp/j?3 - Q%/S,P ®OY5,P k(P>

no es nulo. Rastreando la construcciéon precedente se comprueba sin dificultad
que este homomorfismo es el dado por [f] — df ® 1, donde f es la imagen
de f € Jp C Oy,p por el homomorfismo Oy,p — Oy, p determinado por la
proyeccién Y; — Y. Concluimos, pues, que existe un f € Jp tal que df @1 # 0.

Sustituyendo Y por un entorno de P se conservan las propiedades locales de
Y que estamos considerando alrededor de P y podemos suponer que f € J(Y).

Podemos formar una base w1 ®1, ..., w,®@1de Q. pRoy, ,k(P)conw, = df.
Si llamamos N = (w1, ...,w.), la sucesion exacta

0—N-—Qy p—Qy p/N—0
nos da una sucesion exacta
N ®OY5,P k(P) — Q%/S,P ®OY5,P k(P> — (Q%’S,P/N> ®OY5,P k(P) —0

en la que el primer homomorfismo es suprayectivo, luego el altimo médulo es 0 y
el lema de Nakayama implica entonces que Q%/S, p =N, es decir, que wy,...,wy,
es un generador de Q%/S, p. Como este médulo es libre de rango r sobre Oy, p,
podemos concluir que wy,...,w, forman una base. (Observemos que Oy, p es
un dominio integro porque P es regular en Y;, lo que nos permite sumergir a
Q%, p €n un espacio vectorial sobre el cuerpo de cocientes.)

Definimos Z = V(f) C Y. Como f € J(Y), se cumple que X C Z o,
mas precisamente, que tenemos una inmersion cerrada X — Z. Puesto que
Ozp =0y p/(f), el teorema 7.34 nos da una sucesion exacta

(N2 -2 Qb p ®oyp Ozp 25 QL p — 0,

donde §([f]) = df ® 1. Por consiguiente Q} p = (Q} p/(df)) @0y, Oz,p €s un
Oz p-moédulo libre de rango r — 1.

Sip:Y, — Y es la proyeccion, entonces Z; = p~'[Z] = V(p*(f)), luego
Oz..p = Oy, p/(*(f)p) = Oy, p/(f). Tenemos que Oy, p es un dominio
integro y que f # 0 (pues su diferencial es no nula). Por el teorema [4.58] se
cumple que dimp Zs =7 — 1.

Por estos mismos motivos, y teniendo en cuenta el teorema 3.46, que nos
da el isomorfismo Oy,p/ms(‘);@p = Oy,,p, podemos concluir que f no es un
divisor de cero en el cociente, que es justo la hipdtesis que necesitamos para
aplicar el teorema [A.15] al homomorfismo Og s — Oy, p. La conclusion es que
el homomorfismo Og s — Oz p también es plano. Por otra parte, el teorema
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refgeoregfd nos da que P es geométricamente regular en Z5 y esto nos lleva a
que Z es suave en P. En definitiva, Z cumple las mismas condiciones que Y
pero con r — 1 en lugar de r. [

Como primera aplicacion demostramos lo siguiente:

Teorema 7.53 Sea S un esquema localmente noetheriano y X — S un ho-
momorfismo de tipo finito, suave en un punto P € X, y sea s € S la imagen de
P. Entonces Q%{/S es libre de rango dimp X en un entorno de P.

DEMOSTRACION: Podemos sustituir X y S por entornos de P y s, por lo
que podemos suponer que tenemos una inmersién cerrada X — Z en las con-
diciones del teorema anterior. Més atn, por el teorema 4.50 podemos suponer
que X es plano sobre S.

Tenemos que X es geométricamente regular en P, y el teorema 7.46 nos da
entonces que Q}(S,P es libre de rango dimp X, luego dimp X, = d, segtn la
definicién de d en el enunciado del teorema anterior. En definitiva tenemos que
dimp XS = dlmp Zs.

El epimorfismo Oz, p — Ox, p ha de ser un isomorfismo, pues Ox, p
es un dominio integro, luego el nucleo ha de ser un ideal primo, pero ambos
anillos tienen la misma dimension. Esto implica que la inmersiéon X, — Z; se
restringe a un isomorfismo X, N U — U, para un cierto abierto P € U C Z;.
En efecto, tomando un entorno afin de P, lo que tenemos es un isomorfismo
A, — (A/I),, que implica que I, = 0, de donde a su vez existe un f € A\ p
tal que Iy =0, luego Ay = (A/I) y basta tomar U = D(f).

Este abierto U sera de la forma U’ N Z;, para cierto abierto U’ C Z. Susti-
tuyendo Z por U’, podemos suponer que X, = Z,. Entonces podemos aplicar
el teorema 4.55, que nos da que X — Z se restringe a una inmersion abierta
en un entorno de P, luego Q%(/S,P &~ le/&P es libre de rango d = dimp X;.
Esto implica que Qﬁ( /g €8 libre del mismo rango en un entorno de P. (Ver las
observaciones anteriores al teorema 5.21). L]

A menudo es conveniente complementar como sigue la nociéon de homomor-
fismo suave:

Definicién 7.54 Diremos que un homomorfismo de esquemas f : X — S
es suave de dimension relativa n si es suave y toda fibra no vacia de f tiene
dimension n.

Por ejemplo, sucede que la estructura de Qﬁ( /g DO es suficiente para caracte-
rizar la suavidad de un homomorfismo, pero si lo es cuando las fibras son equi-
dimensionales de la misma dimension (recordemos que equidimensionales quiere
decir que sus componentes irreducibles tienen todas la misma dimension):

Teorema 7.55 Sea S un esquema localmente noetheriano y f : X — S un
homomorfismo plano de tipo finito con fibras equidimensionales de dimension n.
Entonces f es suave de dimension relativa n si y sélo si el haz Qﬁ(/s es local-
mente libre de rango n.
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DEMOSTRACION: Una implicacion es el teorema anterior. Si se cumple la
condiciéon sobre Qﬁ( /8" hemos de probar que cada = € X es geométricamente
regular en su fibra X, (donde s = f(x)). Por 7.46 basta ver que QY _, es libre
de rango n. Ahora bien, segin el teorema 7.41 tenemos que

ka,m = p*(Q%()z = Q%(,z ®ox,. Ox, .2

donde p : Xy — X es la proyeccion. Como ka es, por hipotesis, un Ox ,-
modulo libre de rango n, es claro que Q}XS,m es un O, ,-moédulo libre de rango n.
]

Ahora podemos completar la sucesion exacta del teorema 7.41 b), para lo cual
conviene probar antes un resultado elemental que usaremos en varias ocasiones:

Teorema 7.56 Si X es un esquema localmente noetheriano y f : M — N es
un epimorfismo entre dos haces coherentes en X localmente libres y del mismo
rango, entonces f es un isomorfismo.

DEMOSTRACION: Tenemos que N(f) es también un haz coherente en X.
Para cada 2 € X tenemos la sucesién exacta de Ox ,-moédulos

0 — N(f)e — My — N, — 0,

en la que los dos ultimos modulos son libres, luego planos. Por [A.10], también
es plano N(f)., que ademas es finitamente generado, luego por [A.4] es libre.
Por la propiedad proyectiva, es un sumando directo de M, luego su rango ha
de ser 0, y asi N(f) = 0. "

En la prueba del teorema siguiente usaremos sbélo un caso particular de
este teorema, en el que f es un epimorfismo de médulos libres sobre un anillo
noetheriano A. El teorema se aplica a través de los haces coherentes asociados
a dichos modulos sobre el espectro de A.

. f g
Teorema 7.57 S1 X — Y —— Z son homomorfismos suaves de esquemas
localmente noetherianos, tenemos una sucesion exacta

0— [*Qy)y — QUx/p — Qx)y — 0.

DEMOSTRACION: Por el teorema 7.41, basta probar la exactitud por la
izquierda. Supongamos el teorema probado en el caso en que Z es el espectro
de un cuerpo.

En el caso general, consideremos un punto z € X, sea y = f(x) y sea
s = ¢g(y). Tenemos que f induce un homomorfismo suave f’ : X, — Y;
definido sobre Z' = Esp k(s).

Por 7.53 sabemos que Q%{/Z@ es un Ox z-modulo libre, y por 7.41 a), te-
nemos que Q%(S/k(s) = p*Qﬁc/Z, luego ka/k(s) es un Oy, ,-modulo libre del
mismo rango. Lo mismo sucede con los otros dos haces de formas diferenciales.
Notemos también que rangy (f*Qy/,)s = rango, Qs .
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Admitiendo el teorema para Z’, la sucesion exacta del enunciado nos da que,
en la sucesién exacta

(f*Q%//Z)ﬂC — Q%(/Z,z — Q%{/Y,m — 0,

el rango del mddulo central es la suma de los otros dos. Si llamamos 7 a
dicho rango, la sucesién nos permite construir un sistema generador del segundo
modulo formado por r elementos y que contenga a la imagen de una base del
primer moédulo. A su vez, podemos construir un epimorfismo Q}( 1Za Qﬁ( 7.
que envie una base a dicho generador. Por el teorema anterior (ver la observacion
posterior), dicho epimorfismo es un isomorfismo. Esto significa que la imagen
de una base del primer moédulo es linealmente independiente, luego es una base
de la imagen, luego el primer homomorfismo es inyectivo y la sucesion es exacta.

Asi pues, podemos suponer que X e Y son conjuntos algebraicos suaves, es
decir, geométricamente regulares, sobre un cuerpo k. Tomemos, de nuevo, un
punto z € X y sea y = f(z). Reduciendo X e Y podemos suponer que son
esquemas afines integros y que los haces de formas diferenciales son libres. Por
el teorema 7.53 sabemos que

rangﬂk/k =dim X, rangQ%,/k =dimY, rangQﬁ(/Y = dim X,.

Maés atn, la dltima igualdad es valida en un entorno de y, luego, reduciendo
Y, podemos suponer que f es suprayectivo. El teorema 4.53 nos da que, en la
sucesion del enunciado, el rango del médulo central es la suma de los otros dos,
y podemos concluir igual que antes. L]

7.6 Inmersiones regulares

El concepto siguiente es la version abstracta en términos de esquemas de la
definicién [5.7], junto con su analogo proyectivo:

Definicién 7.58 Si k£ es un cuerpo, una interseccion completa en A} es un
subesquema cerrado de la forma C = Esp(A/I), donde A = k[X1,..., X, eI
es un ideal de A generado por n — d polinomios, con d = dim C.

Una interseccion completa en P} se define andlogamente, salvo que ahora

C =Proy(A/I) y A =E[Xo,...,X,]

En el caso afin, si W C C' es una componente irreducible, entonces C' se
corresponde con un primo minimal ¥ de I, que ha de cumplir dimW < d, y
segln el teorema de la altura [5.1],

n —d < codimyy W = alt P < p(I) <n-—d,

luego dim W = d. Hemos aplicado (dos veces) el teorema 3.24 a W y A}.
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En definitiva, hemos probado que si C' es una interseccién completa en A7,
todas sus componentes irreducibles tienen la misma dimensién. Lo mismo vale
si C es una interseccién completa en P}, pues en tal caso cada C' N D(X;) (el
esquema definido por el ideal que resulta de deshomogeneizar los polinomios de
I respecto de X;) es una interseccion completa en A}. n

Ejemplo Consideremos nuevamente la curva C' = V(I), donde
I=(X?—XoXo, X7—-X1X3 XoX3—X1X5),

del ejemplo de la pagina 5. Alli demostramos que I = I(C). En la pagina 17
vimos que C es una curva isomorfa a P!, y en la pagina 76 vimos que I no admite
un generador con dos elementos, es decir que no es una interseccién completa
en P;. La propiedad de ser una intersecciéon completa no es una propiedad
intrinseca de un esquema, sino que depende de la inmersion en A™ o P™ que
consideremos. Por ejemplo, podemos sumergir P' en P? como una variedad
lineal y entonces si que es una intersecciéon completa, mientras que sumergido
como C no lo es.

Sin embargo, si deshomogeneizamos respecto de cualquiera de las variables,
por ejemplo respecto de Xy, pasamos a la curva afin Cy determinada por

I(Co) = (X7 — X2, X5 — X1 X3, X35 — X1X2),

y es facil ver que sobra el segundo generador, pues moédulo los otros dos se
cumple:

2 2
x5 — r1ry = 2709 — x1(z122) = 0.

Igualmente se razona si se deshomogeneiza respecto de las otras variables.
En otros términos, los ideales I x,) son intersecciones completas y, en particular,
si x € C es un punto arbitrario, el nicleo del homomorfismo Ops , — O¢
asociado a la inmersién cerrada C' — P? es una intersecciéon completa. En la
seccion siguiente veremos que esta propiedad de C, aunque aparentemente sea
también extrinseca, en realidad es intrinseca (se conserva por isomorfismos y es,
por tanto, independiente de la inmersién cerrada de C' en P? o en cualquier otro
esquema regular). Las inmersiones regulares que vamos a estudiar ahora estan
relacionadas también con este tipo de situaciones.

Definicién 7.59 Sea f: X — Y una inmersion cerrada en un esquema local-
mente noetheriano Y. Diremos que f es regular en un punto z € X si el ntcleo
del epimorfismo Oy, f,) — Ox . estd generado por una sucesion regular en
Oy, f(x)- Diremos que f es una inmersion regular si lo es en todos los puntos de

Sabemos que una inmersion cerrada f esté determinada por un haz de ideales
J de Oy, y los nucleos considerados en la definicién anterior son precisamente
los ideales 7.
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Observemos que si J,, estéd generado por una sucesion regular de n elementos,
entonces
dim OX@ = dim OY,f(m)/jm = dim OY,f(z) —n,

luego el numero de generadores es independiente de la sucesion regular elegida.
Podemos decir, entonces, que f es regular de codimension n en x. Diremos que
f es una inmersion reqular de codimension n si lo es en todos sus puntos.

Si f es regular en x, entonces J, es una interseccion completa en Oy, s ()
(teorema [5.24]) y, reciprocamente, si J, es una interseccion completa y Oy, F(@)
es un anillo de Cohen-Macaulay (por ejemplo, si Y es regular en f(z)), entonces
f es regular en z, por el teorema [5.39].

Més atn, si Oy, f(,) es un anillo de Cohen-Macaulay, f es regular en x si y
s6lo si J, admite un generador con n = dim Oy,f(z) — dim Ox , elementos. En
efecto, en tal caso altJ, = n por [5.44], luego J, es una intersecciéon completa.

Teorema 7.60 Si C' es una interseccion completa en A} o P}, entonces la
inclusion © : C — A} (resp. P}) es una inmersion regular.

DEMOSTRACION: Llamemos X = A} o X = P} segin el caso. Hemos visto
que todas las componentes irreducibles de C' tienen la misma dimension d, luego
podemos aplicar el teorema 3.24 a C' (y, por supuesto a X).

SizeCy W= m, entonces

dimOx , = codimxW =n —dim W, dimO¢, =codimxW =d —dim W,

luego
dimOx , —dimO¢, =n —d.

Puesto que los anillos O x , son regulares y, en particular, de Cohen-Macaulay,
la observacion previa al teorema nos da que ¢ es regular en x. n

Las inmersiones regulares son las que permiten relacionar adecuadamente
las geometrias de los esquemas correspondientes. En particular garantizan un
buen comportamiento del haz conormal que definimos a continuacion:

Definicién 7.61 Sea f: X — Y una inmersion cerrada determinada por un
haz J de ideales de Oy. Definimos el haz conormal de X en Y (respecto a la
inmersion dada) como el haz Cx/y = f*(J/3%) en X.

Observemos que (J/7*)p =0si P € Y\ f[X], por lo que f.(Cx,y)=T/T*

Ya habiamos considerado el haz conormal en el teorema 7.41 d), aunque
sin darle nombre. Luego veremos que en el caso de esquemas suaves, el primer
homomorfismo de la sucesion exacta que aparece en dicho teorema es inyectivo,
con lo que Cx/y,, puede identificarse con el espacio de formas diferenciales de
0l ue se anulan al restringirlas a X.

X/z,f(@) 4 &

Es claro que el haz conormal de una inmersién entre esquemas localmente
noetherianos es un haz coherente. Si la inmersién es regular podemos decir més:
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Teorema 7.62 Si f : X — Y es una inmersion regular, entonces Cx,y es un
haz localmente libre, y f es de codimension n siy solo si Cx,y tiene rango n.

DEMOSTRACION: Si x € X, sea y = f(x). Tenemos que Cx/y,, = Uy/jz,
y el ideal J, estd generado por una sucesion regular, digamos de longitud n.
El teorema [5.23] implica que J,,/J> es libre de rango n como Oy, /J,-modulo,
es decir, como Ox ,-modulo. Por lo tanto Cx,y es localmente libre, y tiene
rango n si y solo si f tiene codimension n. L]

Observemos que si X es conexo y Cx/y es localmente libre, entonces ha
de ser localmente libre de rango n para un n, luego toda inmersién regular
f: X — Y tiene codimensiéon n para algtin n.

Ejemplo Consideremos un dominio integro A, sea B = A[Xy,...,X,], sea
Y = P, sea F € B una forma de grado d, sea X = Proy(B/(F)) y sea
i: X — Y la inmersién cerrada natural. Vamos a calcular Cx/y .

Llamemos J al haz de ideales asociado a i y consideremos los abiertos afines
Ui = D(X;) C Y. Siidentificamos Oy (U;) = A[Xo/Xi,- .., Xn/X;], entonces
I(U;) = (F), donde F; = F/XZ. Asi, V; = X NU; es el subesquema cerrado del
espacio afin U; determinado por J(U;), de modo que Ox(V;) = Oy (U;)/I(U;).

Puesto que todos los anillos que estamos considerando son dominios integros,
es obvio que, para cada P € X, el ideal Jp estd generado por una sucesion
regular (de un solo término). Esto significa que i es una inmersion regular de
codimension 1y, por el teorema anterior, sabemos que Cx,y es un haz inversible
en X.

Explicitamente, es obvio que J(U;) es un Oy (U;)-modulo libre generado por
F;, de donde se sigue inmediatamente que Cx,y (V;) = (9/92)(U;) es un Ox (V;)-
modulo libre generado por [F;].

Llamemos V;; = V; NV; = X NU; NU;. Tenemos que

[Fillv,, = [FX{/(X:X;)" = [X7 /(X X)) [FX{ /(X X;5) "]

= [X}/(X:X;))[F)

Vi..

Consideremos, por otra parte, el haz Ox(—d). Tenemos que Ox(—d)(V;) es
el O x (U;)-moédulo libre generado por n; = 1/[X;]%, y estos generadores cumplen
la misma relacion:

nilv, = (X5]/1X:X,)" = [X7/(Xi X)X/ 1 X5]) = (X7 /(X X)) n5]vs, -

Asi pues, los isomorfismos Cx/y (V;) = Ox(—d)(V;) dados por [F] — n;
determinan isomorfismos de haces Cx/y|v; = Ox(—d)|v; que coinciden sobre
cada Vj, por lo que se pegan para formar un isomorfismo Cx,y = Ox(—d).

]
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Teorema 7.63 Si f : X — Y yg : Y — Z son inmersiones regulares
entre esquemas localmente noetherianos (de codimension m yn respectivamente)
entonces f og es una inmersion reqular (de codimension m+n) y tenemos una
sucesion exacta

0— f*ey/z — GX/Z — ex/y — 0.

DEMOSTRACION: Sea J el haz de ideales de Oz asociado a Y, de modo que,
para cada abierto U de Z tenemos que J(U) es el nicleo del homomorfismo
g - 02(U) — Oy(g7'[U]) v, para cada y € Y, el ideal Jg(y) es el nicleo del
epimorfismo g.jf 1 0z,4(y) — Oy,y- Igualmente, sea J el haz de ideales de Oz
asociado a X y sea K el haz de ideales de Oy asociado a X.

Es claro que J C {, asi como que, para cada punto y € Y, el isomor-
fismo Oz 4(y)/Jg¢) — Oy, inducido por g# se restringe a un isomorfismo
Ig(n)/Tg(m) —> Ky

Fijemos un punto = € X, sea y = f(z) y sea z = g(y). Como g es regular
en y, tenemos que J, = (a1, ...,ay), donde los generadores forman una sucesion
regular en Oz .. Por otra parte, X, también estd generado por una sucesién
regular en Oy, luego J./J. = ([b1],...,[bm]), donde los generadores forman
también una sucesion regular en Oz /7.

De aqui concluimos que J, = (a1,...,an,b1,...,bn), donde los generadores
forman una sucesién regular en Oz .. Esto prueba que f o g es una inmersién
regular en z (y la codimension es m +n si f y g tienen codimensiones m y n).

Observemos ahora que X = ¢g*(J/7). En efecto, para cada abierto U de Z,
tenemos que g# induce un monomorfismo

IU)/IU) — K(g~'[U]) = g« (3)(U).

Este monomorfismo de haces (J/7)~ — g.(X) se extiende a un monomorfismo
3/ — ¢.(X). A su vez, éste induce un monomorfismo ¢g*(J/J) — X tal
que, para cada y € Y, el homomorfismo ¢*(J/J), — XK, se corresponde con el
isomorfismo g, /7, — K, (donde z = g(y)).

Claramente, tenemos una sucesion exacta de Oz-modulos
3/9? — 3/3* — (3/9) / (3/9)*> — 0.
Aplicando g* obtenemos la sucesion exacta de Oy-modulos
Cyyz — g7(3/8%) — K/K* — 0,
y aplicando f* obtenemos la sucesion exacta de O x-modulos
["Cy/z — Cx/z = Cx/y — 0.

El homomorfismo f*€y/z; — N(«) es suprayectivo, y hemos de probar que
es un isomorfismo. Si x € X, entonces 7.62 nos da que f*(Cy/z)z, Cx/z2 ¥
Cx/v,« son Ox ,-modulos libres de rango n, m +n y m respectivamente. En
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particular son planos, luego por [A.10] también es plano N(«),. Ahora bien,
N(a) es un haz coherente, luego N(«) es un O x ,-mo6dulo finitamente generado.
Por el teorema [A 4] es libre. Obviamente, su rango es n, es decir, el mismo que
el de f*(Cy,z).. En definitiva, los haces f*(Cy,z) y N(«) son localmente libres
del mismo rango. Basta aplicar el teorema 7.56. L]

Ahora ya podemos ocuparnos de la sucesion exacta del teorema 7.41 d):

Teorema 7.64 Sea S un esquema localmente noetheriano y sean X, Y esque-
mas suaves sobre S. Entonces, toda inmersion cerrada f : X — Y definida so-
bre S es una inmersion regular, y tenemos una sucesion exacta de O x-mddulos:

0— Cx/y — f*Q%//s — Qﬁ(/s — 0.

DEMOSTRACION: Sea z € X, sea y = f(x) y sea s € S la imagen de
ambos. Vamos a probar por induccién sobre e = dim, Yy — dim, X; que f es
una inmersiéon regular de codimensién e en z.

Si e = 0 entonces la inmersiéon X — Y esta en las mismas circunstancias
que la inmersion X — Z considerada en la prueba del teorema 7.53. Alli,
a partir unicamente de la hipotesis de que e = 0 (y de que los puntos z e y
son suaves sobre S) concluimos que la inmersion (en nuestro caso X — Y)
se restringe a una inmersiéon abierta en un entorno de x. En particular, es una
inmersién regular de codimensién 0 en x.

Supongamos ahora que e > 1. Tal y como se razona al principio de la prueba
de 7.53, tenemos que d = dim, X es el mismo que se define en el enunciado del
teorema 7.52. La inmersion f : X — Y cumple lo requerido por dicho teorema
salvo que r = dim, Y, > d.

La prueba de 7.52 nos da entonces que, restringiendo f a entornos afines de
x e y, podemos factorizarla en inmersiones cerradas X — Z — Y de modo
que dim, Z; = r — 1. Por hip6tesis de induccién, X — Z es una inmersion
regular en x de codimension e — 1. Basta probar que Z — Y es una inmersion
regular de codimension 1. Ahora bien, Z se construye como Z = V(f), para
cierto f € J(Y), donde J es el ideal asociado a la inmersion dada (a la que
también hemos llamado f). Es claro entonces que el nicleo de Oy, — Oz, es
(fy): v fy # 0 (0 no se habria rebajado la dimension r).

Ademas, en la prueba de 7.52 vemos también que f, no es un divisor de
cero en Oy, /m;O0y, = Oy,,, luego tampoco lo es en Oy, lo que significa
precisamente que la inmersiéon Z — Y es regular de codimension 1 en z.

La sucesion del enunciado es la dada por el teorema 7.41 d), y s6lo hemos
de probar la exactitud en Cx,y. Los tres haces son localmente libres y los
teoremas 7.53, 7.62 y lo que acabamos de probar, resulta que, para cada = € X,

rang Cx/y = rang (]"*Q‘}//S)z — rangﬂﬁ(/sw.

Ahora basta aplicar el mismo argumento que en 7.63. n

Veamos ahora que la palabra “codimensiéon” en la definicién de inmersion
regular es oportuna:
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Teorema 7.65 Sea f : X — Y wuna inmersion regular de codimension n.
Para cada componente irreducible Y’ de Y tal que X' = Y' N f[X] # &, se
cumple que X' tiene codimension n en Y.

DEMOSTRACION: Si tomamos un entorno afin U de un punto de X’ y restrin-
gimos f a f~![U] — U, es claro que f sigue siendo regular de codimensién n
y que la codimension de X' N U en Y/ N U sigue siendo la misma. Equiva-
lentemente, podemos suponer que Y = Esp A es un esquema afin noetheriano.
Entonces Y’ se corresponde con un primo minimal p de A, mientras que X se
corresponde con un ideal I de A y X’ se corresponde con el ideal I’ = I +p # A,
por hipétesis. Fijemos un ideal maximal m de A tal que I’ C m.

La regularidad de f equivale a que, para todo ideal q € Esp A que contiene
a I, el ideal I estd generado por una sucesion regular de n elementos. De
aqui se sigue que lo mismo es cierto para todo ideal q € Esp A, que contiene
a In. Asi pues, la inmersion natural Esp(Am/Im) — Esp An es regular de
codimension n.

Ademaés, la codimension de X’ en Y’ es la maxima longitud de una cadena
de ideales primos de A comprendidos entre p e I’, que coincide con la maxima
longitud de una cadena de ideales primos de Ay, comprendidos entre py, e If,,
es decir, con la codimension de V(Iyn) N V(pm) en V(m). Por consiguiente,
no perdemos generalidad si suponemos que X = Esp A, donde A es un anillo
noetheriano local.

En tal caso, el propio ideal I = I, estd generado por una sucesion regular,
digamos I = (aq,...,ay). Es claro que podemos expresar f como composicion
de n inmersiones regulares de codimension 1, por lo que basta probar el teorema
para n = 1. Entonces I = (a), donde a € A no es un divisor de cero. En
particular a ¢ p (pues los primos minimales estan formados por divisores de
cero), y hemos de probar que la codimension de V([a]) en A/p es 1, pero esto
es el teorema de los ideales principales (que nos asegura que todos los primos
minimales de ([a]) en A/p tienen altura 1). n

Para terminar probamos que las inmersiones regulares se conservan por cam-
bios de base planos:

Teorema 7.66 Sea f : X — Y wuna inmersion reqular, sea Y' — Y un
homomorfismo plano y sea X' = X Xy Y'. Entonces, la proyeccion X' — Y’
es un inmersion regular, y si p : X' — X es la otra proyeccién, existe un
isomorfismo de haces p*Cx;y = Cx//y/.

DEMOSTRACION: Llamemos 7 : Y/ — Y, f : X’ — Y’. Tomemos un
abierto afin U C Y, con lo que f~1[U] es un abierto afin en X. Sea U’ C Y’ un
abierto afin tal que U’ C 7~ }[U]. Entonces f~1[U'] = X' xy U’ = f~ U] xpyU’.
Los abiertos f~![U] xy U’ son un cubrimiento abierto de X'.

SiU = EspA y U = EspB, tenemos un homomorfismo plano A — B,
fYU] = Esp(A/I), para cierto ideal I C A, y

fHU] xu U = Esp(B®4 A/I) = Esp(B/BI).
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El hecho de que f sea regular (en los puntos de f~1[U]) quiere decir que el
ideal I esta localmente generado por sucesiones regulares, y lo que hemos de
probar es que el ideal I B esta localmente generado por sucesiones regulares.
Ahora bien, lo cierto es que I B esta localmente generado por las mismas suce-
siones que generan a I. Lo tnico que hemos de probar es que si ¢ : A — B
es un homomorfismo plano entre anillos noetherianos locales, la imagen de una
sucesion A-regular ai,...,a, es una sucesiéon B-regular.

En primer lugar notamos que A/(aq,...,a;) — B/(a1,...,a;) también es
plano. En efecto, si I = (aq,...,a;), tenemos que B/BI = B®4 (A/I). Como
consecuencia, basta probarlo para n = 1.

Tenemos a € A tal que a no es una unidad ni un divisor de cero en a.
Entonces ¢(a) no es una unidad (pues suponemos que ¢[m4] C mp) y, como la
multiplicaciéon por a es un monomorfismo A — A, al multiplicarla por ® 4 B
obtenemos que la multiplicacion por ¢(a) es un monomorfismo B — B, es
decir, que ¢(a) no es un divisor de cero en B.

Con esto hemos probado que f es una inmersion regular (sobre cada uno de
los puntos de cada uno de los abiertos de un cubrimiento de X’) de la misma
codimension que f.

Sea ahora J el haz de ideales de Oy asociado a la inmersién cerrada f y sea
9" el haz de ideales de Oy~ asociado a f. Conservamos la notacion precedente.
Por el teorema 5.8 tenemos que

(T NU") =IU) @0y ) Oy (U") = I(U)O0y(U") = IB =T(U"),

donde hemos usado el teorema [A.7]. Los abiertos U’ forman un cubrimiento de
Y y es claro que estos isomorfismos conmutan con las restricciones, luego definen
un isomorfismo de haces 7*J = J'. De aqui se deriva a su vez un isomorfismo
7*(3/9?) =2 ' /72| y entonces

P*Cxyy =p f(1/9%) = frr*(1/9%) = [ (7' /97) = Cxryyr.

7.7 Intersecciones completas locales

Finalmente estamos en condiciones de probar que el hecho de que los ideales
locales de un subesquema cerrado de un conjunto algebraico regular sean inter-
secciones completas es una propiedad intrinseca del subesquema. Para probarlo
conviene definir el concepto siguiente:

Definicién 7.67 Sea S un esquema localmente noetheriano y f : X — S
un homomorfismo de tipo finito. Diremos que f es una interseccion completa
alrededor de un punto P € X si existe un entorno U de P y un diagrama
conmutativo

N

\
-
Q

|
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donde 7 es una inmersion regular y g es un homomorfismo suave. Diremos que X
es localmente una interseccion completa si lo es alrededor de todos sus puntos.

En otras palabras: un esquema X/S de tipo finito es localmente una inter-
seccidén completa si cada punto tiene un entorno que se puede sumergir mediante
una inmersion regular en un esquema Z/S suave sobre S. El resultado principal
que hemos de probar es que, en tal caso, toda inmersion cerrada de X/S en
cualquier esquema suave Z/S es regular.

Observemos que la situaciéon es mas natural si el esquema S es regular.
Entonces, un esquema Z en las condiciones de la definicién anterior ha de ser
también regular (teorema 7.50). En particular Z es un esquema de Cohen-
Macaulay (es decir, sus anillos locales son anillos de Cohen-Macaulay). En
virtud de los teoremas [5.39] y [5.44], que 4 sea una inmersion regular, es decir,
que el nicleo de cada i}‘f esté generado por una sucesion regular, equivale a que
dicho nicleo esté generado por dim Oz p —dim Ox p elementos. Ademas, en tal
caso el teorema [5.37] nos da que O x,p es también un anillo de Cohen-Macaulay.

En particular hemos probado lo siguiente:

Teorema 7.68 Si un esquema X/S es localmente una interseccion completa y
S es reqular, entonces X es un esquema de Cohen-Macaulay.

En virtud del teorema 7.60, es obvio que toda interseccion completa en A}
o en P} es localmente una intersecciéon completa.

Veamos ahora las propiedades bésicas de las intersecciones completas locales:

Teorema 7.69 Se cumplen las propiedades siguientes:

a) Las inmersiones regulares y los homomorfismos suaves son localmente in-
tersecciones completas.

b) Todo homomorfismo de tipo finito entre esquemas regulares localmente
noetherianos es localmente una interseccion completa.

¢) La composicion de intersecciones completas locales es una interseccion
completa local.

d) Las intersecciones completas locales se conservan por cambios de base pla-
nos.

DEMOSTRACION: a) es inmediato a partir de la definicion.

b) Fijado un punto P € X, podemos sustituir Y por un entorno afin noe-
theriano de f(P) y X por un entorno afin noetheriano de P contenido en su
antiimagen. Entonces f sigue siendo un homomorfismo de tipo finito entre
esquemas noetherianos (ahora afines) y es claro que si esta restriccion es una
interseccion completa en P también lo seré el homomorfismo original.

En definitiva, podemos partir de un homomorfismo f : EspB — Esp A
inducido por un homomorfismo de anillos A —> B que convierte a B en una
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A-algebra de tipo finito. Podemos descomponerlo como A — C' — B, donde
C = A[X4,...,X,], el primer homomorfismo es el natural y el segundo es un
epimorfismo. Equivalentemente, tenemos una factorizacion

Ay

-

El homomorfismo A}, — Y es suave, luego sélo hemos de probar que la
inmersién cerrada i es regular. La hipotesis de que Y es regular equivale a que
el anillo A lo es, y entonces C' es regular por [5.21]. En otras palabras, A} es
regular cuando Y lo es.

Fijado un punto P € X, consideramos el epimorfismo iﬁ : 04py — Op. Los
dos anillos son regulares (en particular son anillos de Cohen-Macaulay), luego
los teoremas [5.19], [5.18] y [5.39] implican que el nicleo de i}‘f esta generado
por una sucesion regular.

c¢)Sean f: X — Y yg:Y — Z intersecciones completas locales. Fijamos
un punto P € X y, restringiendo los esquemas a entornos de P, f(P)y g(f(P)),
tenemos factorizaciones f = 181, g = i282, donde i1, i3 son inmersiones regula-
res (en particular, cerradas) y s1, s2 son homomorfismos suaves.

f g

X—Y ——-7

Ws

Si probamos que h = s1is es localmente una interseccién completa, entonces
(restringiendo nuevamente los esquemas si es necesario) factorizard como h =
1383, vy tendremos la factorizacion buscada de fg = i1i38352. Asi pues, basta
probar el teorema cuando f es un homomorfismo suave y g es una inmersion
regular.

Restringiendo los esquemas como en la prueba del apartado b), podemos
factorizar f a través de Ay, de modo que tenemos la situacién reflejada en el
diagrama siguiente:

f g

X—sY ——7

N

n n
Ay —— AL

El homomorfismo i es una inmersién cerrada, que por el teorema 7.64 es
una inmersion regular. El homomorfismo h inducido por g entre los espacios
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afines correspondientes es también una inmersiéon regular porque el cambio de
base A} — Z es plano. Asi pues, ih es una inmersion regular y la proyecciéon
A2 — Z es suave. Esto prueba que fg es localmente una interseccién completa.

d) es consecuencia inmediata de los teoremas analogos sobre homomorfismos
suaves (teorema 7.51) y sobre inmersiones cerradas (teorema 7.66). n

Teorema 7.70 Sea Y un esquema localmente moetheriano y supongamos que
f: X — Y es ala vez una inmersion cerrada y una interseccion completa
local. Entonces f es una inmersion regular.

DEMOSTRACION: Consideremos una descomposicion

i

X ——Y
f

segun la definicion de interseccién completa local, donde hemos sustituido X por
un entorno de un punto arbitrario. Restringiendo mas los esquemas podemos
suponer que todos ellos son afines. Puesto que Oz(Z) es una Oy (Y)-algebra de
tipo finito, podemos factorizar s como

’

Z—i>A7{/

%

donde s’ es suave y la inmersion cerrada i’ es regular por 7.64. Equivalentemente,
podemos suponer que Z es A}. En términos de anillos tenemos el siguiente
diagrama conmutativo:

A[le s 7X’n]

donde p y ¢ son epimorfismos y el anillo A es noetheriano (luego los demas
también). Ademaés, los nucleos de las localizaciones de ¢ estan generados por
sucesiones regulares, y queremos probar que lo mismo sucede con p.

Elegimos a; € A tal que ¢(X;) = p(a;) (para i = 1,...,n). Entonces la
sustitucion X; — X; — a; determina un automofismo de A[Xq,...,X,] que,
compuesto con ¢, nos da un homomorfismo ¢’ que hace que el diagrama siga
siendo conmutativo, que los nticleos de las localizaciones de ¢’ estén generados
también por sucesiones regulares y ademas ¢'(X;) = 0 para todo i. Equiva-
lentemente, podemos suponer que ¢(X;) = 0. Entonces ¢ es simplemente el
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homomorfismo que a cada polinomio le asigna la imagen por p de su término
independiente.

Fijemos un ideal primo q en B y sea p su antiimagen en A. Entonces tenemos
un diagrama conmutativo

Al Xy, .., Xy

Ay ——— B,
P
Notemos que p’ es la localizacion de p en q y que, aunque ¢’ no es la locali-
zacion de ¢ en q (porque el anillo de polinomios no es local), se cumple que la
localizacion de ¢ en q coincide con la localizacion de ¢’ en q. Equivalentemente,
podemos suponer que los anillos A y B son locales.
Si m es el ideal maximal de A, entonces la localizacion de ¢ es el homomor-
fismo G : A[X1,..., Xn]m — B, donde m’ = (m, X1,..., X,,). Igualmente, si I
es el nucleo de p, entonces el nicleo de Ges I' = (I, X1, ..., X;)mr-

Con esto hemos reducido el problema al siguiente enunciado de algebra con-
mutativa:

Sea A un anillo noetheriano local y sea m su ideal maximal, consideremos
m = (m, Xy,...,X,), sea I Cm un ideal de A tal que el ideal (I, X1,..., Xn)m
esté generado por una sucesion regular en A[Xi,...,X,]m. Entonces I estd
generado por una sucesion reqular en A.

La prueba es muy sencilla (teniendo en cuenta los resultados con los que
contamos sobre sucesiones regulares): Si I = (ay,...,a,), entonces

(I,XI,---,Xn)m’ :(al,...,ar,Xl,...,Xn).

Podemos eliminar generadores hasta tener un generador minimal, pero es
evidente que no podemos eliminar ninguna indeterminada, luego llegamos a que
(I,X1,...,Xn)m admite un sistema generador minimal de la forma

Xla"'aXn;ala"'aa/sa

donde ay,...,as € I. Por el teorema [5.35] (ver la observacion posterior), tene-
mos que estos generadores forman una sucesion regular. En particular, aq, ..., as
son una sucesion regular del cociente

ALX1, o Xl /(X0 X 2 (AL Xl /(X0 X))

~ AL A

A través del isomorfismo, la sucesién se corresponde con ella misma (vista
ahora como sucesion en I) y el ideal generado por ella es

(I,Xl,. ..,Xn)m//(Xl,.. -aXn)m’ >~ T,
Por lo tanto, I = (aq,...,a,) estd generado por una sucesion regular. m

Finalmente demostramos el resultado que perseguiamos:
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Teorema 7.71 Supongamos que X/S es localmente una interseccion completa
y que i: X —'Y es una inmersion cerrada (definida sobre S) en un esquema
suave Y/S. Entonces i es una inmersion regular.

DEMOSTRACION: Sea Z = X xgY, con lo que tenemos el diagrama conmu-
tativo:

Z Y
7]
X S

donde p y ¢ son las proyecciones y j = (1,1), de modo que jp = 1. Como p se
obtiene de p a través de un cambio de base, tenemos que p es suave y, como p es
plano (por ser suave) y 7 es localmente una interseccién completa, ¢ es también
localmente una intersecciéon completa.

Puesto que la regulridad de 7 es una propiedad local, podemos restringirnos
a entornos de un punto arbitrario de X (y de sus correspondientes imagenes),
por lo que podemos suponer que todos los esquemas son afines. En particular
7 es separado sobre X, de donde se sigue que j es una inmersion cerrada, pues
podemos descomponerla como X = X xz Z — X Xx Z = Z y aplicar el
teorema 4.12 a). Considerando a X y Z como esquemas suaves sobre X, el
teorema 7.64 nos da que j es una inmersion regular, luego i = jq es localmente
una interseccién completa. Por el teorema anterior es una inmersiéon regular.

|

l

q
%

| N\

™

Mas adelante necesitaremos el hecho siguiente:

Teorema 7.72 FEn las condiciones del teorema anterior, si ademds el homo-
morfismo w: X — S es una inmersion regular, entonces tenemos una sucesion
exacta
-k 1
0 — Cx/s — Cx/y — i Qy/s — 0.

DEMOSTRACION: Continuando la demostracién del teorema anterior, ahora
tenemos que ¢ es una inmersiéon cerrada porque se obtiene de ™ por cambio de
base, y sabemos que es localmente una intersecciéon completa, luego el teorema
7.70 nos da que g es una inmersién regular. También lo es j, y el teorema 7.63
nos da una sucesion exacta

0 —>j*ez/y — ex/y — ex/Z — 0.
Por otra parte, Cz/y = p*Cx,s por el teorema 7.66, luego
JCzyy 250" Cx/s = Cx/s.

Por dltimo, aplicamos el teorema 7.64 a j con S = X, lo que, junto con 7.41
a), nos da un isomorfismo

Cx/z = j*le/X = j*q*ﬂ;/s = i*Q%,/S.

Al poner estos dos isomorfismos en la sucesion exacta precedente, tenemos
la sucesion exacta del enunciado. m






Capitulo VIII

Divisores

Un divisor en un esquema es esencialmente una posible distribucién de ce-
ros y polos de una funcién racional. Enseguida estaremos en condiciones de
comprender por qué esta nociéon representa un papel central en el estudio de
los esquemas, pero, de momento, podemos destacar que los divisores permiten
expresar de la forma mas operativa posible el grupo de Picard. En realidad va-
mos a definir dos tipos de divisores: los divisores de Weil son los mas sencillos,
pero s6lo se comportan adecuadamente en esquemas noetherianos normales; en
cambio, los divisores de Cartier sblo requieren que los esquemas sean localmente
noetherianos, y ambas nociones son equivalentes sobre esquemas noetherianos
integros regulares. Empezaremos generalizando y estudiando més a fondo la no-
ci6n de funcién racional, que hasta ahora s6lo tenemos definida sobre esquemas
integros.

8.1 Funciones racionales

Si X/k es un conjunto algebraico cuasiproyectivo en el sentido clasico, O x (X)
es la k-algebra de las funciones regulares en X. Vamos a ver que, siempre en
el caso clésico, las funciones racionales pueden verse como funciones regulares
definidas en “casi todo” X, pero que admiten un conjunto de “singularidades”
o “polos” donde no estan definidas. Con “casi todo” queremos decir que este
conjunto de polos ha de ser “pequeno”, en el sentido de que serd un cerrado de
interior vacio. Equivalentemente, una funcion racional en X sera esencialmente
una funcién regular definida en un abierto denso en X. En el caso abstracto,
en el que el esquema que estemos considerando no sea necesariamente reducido,
tendremos que exigir en realidad que los dominios de las funciones racionales
sean fuertemente densos, de acuerdo con la definicién 3.20. En un esquema redu-
cido, fuertemente denso equivale a denso, pero en general necesitamos trabajar
con abiertos fuertemente densos porque entonces el teorema 3.19 nos permite
probar la siguiente version del principio de prolongacién analitica, que es la base
de la definicién de funcién racional:

293



294 Capitulo 8. Divisores

Teorema 8.1 Sea X un esquema localmente noetheriano y sea F el conjunto
de todos los pares (V, f) tales que V. C X es un abierto fuertemente denso y
f€0x(V). La relacion en F dada por

VO~V ) si flvave = flvav:
es una relacion de equivalencia.

DEMOSTRACION: La tnica propiedad no trivial es la transitividad: si tene-
mos (V, f) ~ (V' f') ~ (V" f"), entonces f y f” coinciden en VNV ' NV" que
es un abierto fuertemente denso en X. El teorema 3.19 implica que la restriccién
de VNV"aVnNV' NV es inyectiva, luego f y f” coinciden en VNV". n

Definicion 8.2 En las condiciones del teorema anterior, llamaremos funciones
racionales en X a las clases de equivalencia en F respecto a la relacion indicada.
Representaremos por K(X) al conjunto de todas las funciones racionales en X.

Si f € X(X), entonces f es un conjunto de pares (V;, f;) € F, y si llamamos
Vo = U, Vi, la definicién de haz nos da que las f; determinan un fy € Ox(Vp)
tal que f = [(Vb, fo)]. Llamaremos a V el dominio de f.

Asf pues, una funcion racional f € K(X) con dominio V' C X puede verse
como un f € Ox (V) con la propiedad de que no puede extenderse a un abierto
mayor. En particular podemos considerar que Ox(X) C K(X).

Es evidente que si V' C X es un abierto fuertemente denso en X, entonces
toda f € Ox (V) se extiende a una tnica funcion racional en X(X) definida en
un abierto tal vez mayor (a saber, la funcion [(V, f)]).

El conjunto K(X) tiene estructura de anillo con las operaciones definidas de
forma natural: dadas f, f' € X(X) con dominios V' y V', el abierto VNV’ es
fuertemente denso en X y flyav: + f'lvav: € Ox(V NV’) se extiende a una
tnica funcién racional f 4 g. El producto fg se define de forma similar. Con
estas operaciones, O x(X) es un subanillo de K(X).

Observemos que si X es un esquema integro, entonces todos los abiertos no
vacios son fuertemente densos, y ademas los abiertos no vacios son los entornos
del punto genérico £ € X. Esto hace que K(X) = Ox ¢, de modo que el anillo
de funciones racionales que acabamos de definir coincide con el cuerpo K(X)
definido en 3.14.

En general, X(X) no es un cuerpo. Vamos a mostrar su estructura algebraica
en el caso de los esquemas afines noetherianos, para lo cual necesitamos el
siguiente resultado elemental:

Teorema 8.3 Si A es un anillo noetheriano y U es un abierto fuertemente
denso en Esp A, entonces existe un s € A reqular tal que D(s) C U.
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DEMOSTRACION: Sea Esp A\ U = V(I), donde I es un ideal de A. Como
U contiene a todos los primos asociados de A (que son un ntimero finito porque
A es noetheriano), el ideal I no esta contenido en ninguno de ellos, luego por el
teorema [3.51] no esta contenido en la union. Por consiguiente, existe un s € T
regular, y obviamente D(s) C U. "

Teorema 8.4 Si X es un esquema afin noetheriano, el monomorfismo natural
Ox(X) — K(X) se extiende a un isomorfismo F(Ox (X)) =2 K(X) (donde F

representa el anillo completo de cocientes).

DEMOSTRACION: Pongamos que X = Esp A, donde A es un anillo noethe-
riano, y hemos de probar que el monomorfismo A — K(X) se extiende a un
isomorfismo F(A) = X(A).

Si s € A es regular, entonces U = D(s) es un abierto fuertemente denso
en X (por el teorema [3.49]) y podemos extender 1/s € A; = Ox(U) hasta
una funcién racional que representaremos igualmente por 1/s € K(X) (pues
es la inversa de s € Ox(X) C X(X)). Esto implica que el monomorfismo
A — K(X) se extiende de forma tnica a un homomorfismo

F(A) — K(X).

Se trata de un monomorfismo, pues si a/s = 0 en X(X), también a/s = 0
como funcion de Ox (D(s)) = As, luego también como funcion de F'(A).

Tomemos ahora f € X(X) y sea U C X su dominio. Por el teorema anterior
existe s € A regular tal que V = D(s) C U, con lo que f = [(V,a/s"™)] para
cierto a € A. Es claro que a/s™ € F(A) es una antiimagen de f. "

Cuando X es integro, el teorema 3.13 dice mas que el teorema anterior, pues
afirma que X(X) puede identificarse con el cuerpo de cocientes de cualquier
abierto de X afin y no vacio. En el caso general esto es cierto para cualquier
abierto afin fuertemente denso. Para probarlo, conviene observar primero que
podemos hablar del haz de funciones racionales sobre un esquema X.

En efecto, si U C X es un abierto arbitrario y f € K(X) tiene dominio V,
entonces VNU es un abierto fuertemente denso en U, luego f|yny se extiende a
una tnica funcién racional que representaremos por f|y € K(U). Es claro que
si dos funciones racionales tienen la misma restricciéon a un abierto fuertemente
denso, entonces son iguales.

Con estas restricciones, X se convierte en un prehaz. Escribiremos por cla-
ridad Kx, si bien, cuando U C X es un abierto, Xx (U) es simplemente K(U).
Tenemos un monomorfismo natural Ox — Kx.

Teorema 8.5 Si X es un esquema localmente noetheriano, el prehaz KXx es en
realidad un haz de Ox-dlgebras.

DEMOSTRACION: Tomemos una uniéon de abiertos U = |JU; C X.
i
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Si tenemos funciones f; € Kx (U;) tales que fi|lu,nv; = filv.nu, para todo
par de indices 7, j, sea V la unién de los dominios de las f;. Es claro que V
es un abierto fuertemente denso en U y que las f; determinan una g € Ox (V)
(porque Ox es un haz), y g se extiende a una unica f € Xx (U) que cumple que
flu, = fi- Similarmente se comprueba que si una f € Kx(U) cumple f|y, =0,
entonces f = 0. -

Las restricciones de funciones racionales tienen una expresién natural en tér-
minos de los isomorfismos dados por el teorema 8.4. Conviene observar primero
lo siguiente:

Teorema 8.6 Si X es un esquema afin, un elemento f € Ox(X) es regular si
y solo si fp € Ox p es regular para todo punto P € X.

DEMOSTRACION: Si X = Esp A, hemos de probar que un a € A es regular
siy solosi a/l € A, es regular para todo p € Esp A.

Si a es regular y p € Esp A, entonces a/1 # 0y si (a/1)(b/s) = 0, existe un
s’ € A\ p tal que as’b = 0, luego s'b = 0, luego b/s = 0. Esto prueba que a/1
es regular.

Si las localizaciones de a son regulares entonces a # 0y, si ab = 0 con

b # 0, podriamos tomar un ideal maximal m C A tal que An(b) C m. Entonces

(a/1)(b/1) =0en Ay y b/1 # 0, luego a/1 no es regular en Ay, contradiccion.
|

El teorema anterior implica en particular que si X es un esquema arbitrario
y V C U C X son abiertos afines, entonces cada s € Ox (U) regular cumple que
sly € Ox(V) es también regular, luego la restriccion determina un homomor-
fismo F(Ox(U)) — F(Ox(V)).

Ahora es facil comprobar que si X es un esquema localmente noetheriano y
V C U C X son abiertos afines noetherianos, la restriccion Kx (U) — Kx (V)
se corresponde, a través de los isomorfismos dados por el teorema 8.4, con el
homomorfismo a/s +— aly/s|v.

Por otra parte, si P € U, también tenemos un homomorfismo natural
F(Ox(U)) — F(Ox, p). El teorema siguiente muestra que este homomorfismo
se corresponde con Xx (U) — Kx p.

Teorema 8.7 Si X es un esquema localmente noetheriano y P € X, entonces
Kx.p =2 F(Ox,p).

DEMOSTRACION: El monomorfismo de haces Ox — Kx determina un
homomorfismo Ox,p — Kx p. Vamos a probar que si s € Ox,p es regular,
existe un entorno afin noetheriano V de P y un f € Ox (V) regular tal que
s = fp.

En principio existe un abierto afin noetheriano P € U C X y un g € Ox (U)
tal que s = gp. Sea I = An(g) C Ox(U), que es un ideal finitamente generado.
Si h recorre un generador finito de I, tenemos que hps = 0, luego hp = 0,
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luego existe un entorno V' de P tal que h|y = 0. Podemos tomar el mismo
entorno V para todos generadores h y exigir ademés que V = D(a), para cierto
a€ O0x(U).

Entonces h|y = 0 para todo h € I. Llamamos f = g|y, de modo que s = fp.
Hemos de ver que f es regular en Ox (V) = Ox(U),. Ciertamente f # 0y si
f(b/a™) =0 en Ox(V), con b € Ox(U), entonces gba™ = 0, luego ba™ € I,
luego ba™ /1 =0 en Ox(V), luego ba” = 0, luego b/a™ = 0. Esto prueba que f
es regular.

Consecuentemente, podemos considerar 1/f € F(Ox(V)) = KXx(V) cuya
imagen en Kx p es el inverso de la imagen de s. Esto nos da un homomorfismo
natural

F(Ox,p) — Xx P,

caracterizado por los diagramas conmutativos

FOxU)) —=Xx(U)

C

F(Oxﬁp) —— j<:X,P

(donde U es cualquier entorno afin noetheriano de P).

Ademés hemos probado que para todo f € F(O x,p) existe un entorno U de
P tal que f tiene antiimagen en Ox(U). Teniendo en cuenta los isomorfismos
F(Ox(U>> = Kx(U>, es facil ver que también F(Oxﬁp) = KXJD. |

Ahora generalizamos el teorema 3.19:

Teorema 8.8 Sea X un esquema localmente noetheriano y U C X un abierto
fuertemente denso. Entonces, para cada abierto V C X, la restriccion

Kx(V) — Xx(VNU)
es un isomorfismo.

DEMOSTRACION: Es claro que basta probarlo cuando V= X es afin y
noetheriano. Pongamos que X = Esp A. Por el teorema 8.3 existe un s € A
regular tal que D(s) C U. El homomorfismo natural A — A se extiende a un
isomorfismo F(A) — F(A;). Equivalentemente, tenemos que la composicion
de las restricciones

Kx(X) — Kx(U) — Kx(D(s))

es un isomorfismo. En particular la primera es inyectiva y la segunda supra-
yectiva. Si probamos que la segunda es inyectiva, la primera sera suprayectiva.
Ahora bien, por la parte ya probada, si W C U es un abierto afin noethe-
riano, la restriccion Xx (W) — Kx (W N D(s)) es inyectiva, lo que implica la
inyectividad de la restriccion en Kx (U). n
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En particular, si U es un abierto afin fuertemente denso en X tenemos que
X(X)=X({U) = F(Ox(U)),
lo que generaliza al teorema 3.13.

Observemos ahora que si X es un esquema integroy V' C U son dos abiertos
cualesquiera, la restriccion Ox(U) — Ox (V) es inyectiva e induce un iso-
morfismo F(Ox(U)) — F(Ox(V)) entre los cuerpos de cocientes. Esto nos
permite definir un prehaz

Kx (U) = F(0x(U))

con estas restricciones, que obviamente es un haz. Ademas, el hecho de que
K (U) =2 Kx (U) cuando U es un abierto afin noetheriano nos permite construir
un isomorfismo UC’X = K x. Por consiguiente:

Teorema 8.9 Si X es un esquema integro localmente noetheriano, entonces
Kx(U) =2 F(Ox(U)) =2 K(X) para todo abierto U de X no vacio, y las restric-
ciones en Kx son todas isomorfismos (excepto las restricciones a Kx (&) =0).

Vamos a obtener una expresiéon explicita para el cuerpo de funciones racio-
nales de un conjunto algebraico X = Proy(B), donde B = k[Xy,..., X,]/T eI
es un ideal primo. Vamos a probar que X(X) es isomorfo al subcuerpo F(B), de
F(B) formado por las fracciones de grado 0, es decir, fracciones cuyo numerador
tiene el mismo grado que el denominador.

En efecto, si a/s € F(B)g, para cada g € By podemos considerar el elemento

a/g? ~
pgla/s) = /g € F(0x(D(g))) = X(D(9)),
donde d es el grado comin de a y s. Es facil ver que ¢,4(a/s) no depende de la
representacion de a/s como fraccion. Si tomamos otro g’ € By, las restricciones

a X(D(gg")) de 6y(a/s) ¥ 6 (afs) son
ag?/(g9 )" ag?/(g9")?

sg'"/(99)*  s9*/(99)"
Esto prueba que ¢4(a/s) y ¢4 (a/s) se extienden a una misma funcion ra-
cional ¢(a/s) € K(X). Es facil ver entonces que

¢: F(B)o — X(X)

es un monomorfismo de cuerpos. De hecho es un isomorfismo, pues cada funcion
f € X(X) esta determinado por su restriccién a cualquier abierto D(g), la cual
ha de ser de la forma

a d d+d/
S//ggd/ = (( )//gdw = ¢g(ag? /sg%),

luego f = gb(agd//sgd). n
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Ejemplo 1 En particular, segtin la discusiéon precedente, podemos identificar
a K(P}) con el cuerpo de las fracciones algebraicas de grado 0 en las inde-
terminadas X, ..., X,, que a su vez se identifica (a través de la restriccion
a D(X;)) con el cuerpo de las fracciones algebraicas de grado arbitrario en
Xo, ... ,Xi, ..., Xy, sin mas que sustituir X; = 1 en cada fracciéon de grado 0
(0, reciprocamente, homogeneizando con X; el numerador y el denominador de
una fraccion arbitraria sin X;). "

Ejemplo 2 Mas en general, se cumple que X(P}' Xy --- X P,.") es isomorfo
al cuerpo de fracciones algebraicas en (nq+1)+-- -+ (n, + 1) intedeterminadas
tales que tanto el numerador como el denominador son homogéneos (y del mismo
grado) respecto de cada grupo de m; + 1 indeterminadas. A través de esta
representacion, la restriccion a un producto de abiertos principales D(X;,) es
la deshomogeneizacion X;;, =1, parai=1,...,7.

Por simplificar la notacién consideraremos r = 2, aunque el argumento es
general. Vamos a probar que X(P}' x; P}) es isomorfo al cuerpo K de las
fracciones de k(Xo, ..., Xm, Yo, ..., Ys) que tienen grado 0 tanto en Xo, ..., X,
como en Yy, ...,Y,. Para ello consideramos los homomorfismos

¢ij : K — K(D(X;) x D(Y5)) = k(X0 Xiy ooy, Xon, Yoo oo, Vi, V)

dados por la deshomogeneizacion X; = Y; = 1. Es fécil ver que son isomorfis-
mos. Observemos ahora que

(D(Xi) x D(Y;)) N (D(Xir) x DY) = D(Xi Xyr) x D(Y;Yj)
y que
Opr x, pp (D(Xi X)) X D(Y;Yj)) =2 Opr (D(X; X)) @ Opp (D(Y;Y)1)),
de modo que la restriccion desde
Opm x, pp (D(X3) x D(Yj)) = Opr (D(X;)) @k Opr (D(Y;))
viene dada por F'® G + F|p(x,x,)® G|D(yjyj,).

Por otra parte, K esta generado sobre k por los cocientes X, /X,, Y./Ys,
con u # v, y vemos que

Xu/ X, stu#i#v,
¢ij (Xu/XU) = Xu siv = i,
1/X, siu=i.

Si aplicamos a estas fracciones el isomorfismo

k[ X0y oy Xiy ooy Xom] = Oppn (D(X3)) = k[ Xo, -+, X (x0)
1OS tres casos se Corresponden con

(Xu/Xi)®1

Gij (Xu/Xo) = (Xo/X) @1

€ F(Opr (D(X;)) ®k Opp (D(Y5))),
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luego
(X Xy /X X)) ® 1
iJ Xu XU i X ./ Y., — s
9ia (Xu/ Xo)lDxixxD0v;) (X, Xy /XiXy) @1

que claramente coincide con

(XuX;/ X X)) ® 1

Igualmente se razona con un cociente Y, /Y, luego concluimos que todas las
¢i;(F/G) se extienden a una misma ¢(F/G) € K(P}' X P}), de modo que

¢: K — K(P}' i PE)

es un isomorfismo. También es claro que ¢(F/G) restringido a D(X;) x D(Y;)
no es sino ¢;;(F/G), luego se trata de la deshomogeneizacion respecto a las
indeterminadas X; e Y;. n

8.2 Divisores de Weil

Pronto veremos que, si X es un esquema noetheriano normal, el conjunto
de puntos donde una funcién racional no nula no estd definida (su conjunto
de polos) es vacio o bien un cerrado de codimension 1, y lo mismo le sucede al
conjunto de puntos donde se anula (su conjunto de ceros). Més atn, veremos que
es posible asignar un indice o multiplicidad a cada componente irreducible de los
conjuntos de ceros y polos de forma que se cumplen las propiedades algebraicas
que es razonable esperar. Esto nos lleva a la nocién de divisor de Weil, que no
es mas que una posible distribucién de ceros y polos (con unas multiplicidades
especificas) que puede corresponder o no, de hecho, a una funcién racional.

En general, si X es un esquema arbitrario, conviene recordar que la aplicacién
P — {P} biyecta los puntos de X con los subconjuntos cerrados irreducibles no
vacios en X (teorema 3.3). Por consiguiente, podemos hablar de la dimension
y la codimension de un punto P € X, para referirnos a la dimensién y la
codimension de su clausura en X.

Es claro que tanto la dimensién como la codimensién de un punto son pro-
piedades locales (se conservan al sustituir X por un entorno del punto).

Definicién 8.10 Si X es un esquema, llamaremos divisores primos de X a
sus puntos de codimension 1 (o, indistintamente, a los subconjuntos cerrados
irreducibles de X de codimensiéon 1). Llamaremos divisores de Weil de X a los
elementos del Z-modulo libre Div(X) generado por divisores primos de X.

Usaremos notacion multiplicativa, de modo que un divisor de Weil Z # 1 en
X se expresa de forma tnica como Z = Pj"* --- P donde los n; son enteros
no nulos y los P; son puntos de X de codimensién 1.
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Si Z € Div(X) y P € X es un divisor primo, esta definida la multiplicidad
de Z en P, como el exponente vp(Z) € Z de P en Z. De este modo,

Z =[[P**P,
P

donde P recorre los divisores primos de X, si bien el producto es finito porque
vp(Z) = 0 excepto a lo sumo para un namero finito de primos.

Diremos que un primo P divide a un divisor Z si vp(Z) # 0.

En Div(X) tenemos la relacion de orden parcial dada por 7y < Z3 siy
solo si vp(Z1) < vp(Z2) para todo divisor primo P de X. Los divisores que
cumplen Z > 1 se llaman enteros o efectivos. Obviamente, todo divisor Z
puede expresarse como cociente de dos divisores enteros. La expresion es tnica
si exigimos que éstos no tengan divisores primos comunes. La representaremos
por Z = Zy/Z~. Llamaremos a Zj el divisor de cerosy a Zo, €l divisor de polos
del divisor Z.

El soporte de un divisor Z es la unién de todos los cerrados irreducibles { P}
tales que vp(Z) # 0. Lo representaremos por sop Z. (Equivalentemente, es la
clausura en X del conjunto de divisores de Z.)

A partir de aqui suponemos que X es un esquema noetheriano normal. Si
P € X es un divisor primo, entonces O x,p es un dominio integro noetheriano de
dimension 1 e integramente cerrado. En otras palabras, Ox, p es un dominio de
Dedekind local, luego es un anillo de valoracion discreta. Su cuerpo de cocientes
es el cuerpo de funciones K(X), en el cual tenemos definida una valoracion
vp : K(X)* — Z tal que

Ox.p={f€ K(X)"|vp(f)>0}U{0}

Ok, p={f € K(X)" [vp(f) = 0}.

Ahora observamos lo siguiente:

Teorema 8.11 Sea X un esquema integro noetheriano y f € K(X) no nula.
Entonces existe a lo sumo un nimero finito de divisores primos P € X tales

que f ¢ O% p.

DEMOSTRACION: Sea U un abierto (denso) afin en X. Entonces f = a/b,
donde a, b € Ox(U) son no nulos. Consideremos el cerrado

Y = VU(G) UVU(b) @] (X\U) C X.

Asi, si P € X\ 'Y, se cumple que f € O% p- Basta probar que Y contiene a
lo sumo un ndmero finito de divisores primos P. Ahora bien, si P € X \ U,
entonces W = {P} ha de estar contenido en una componente irreducible de
X \ U, pero, al tener codimension 1 y ser X irreducible, W ha de ser una
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componente irreducible. Asi pues, P es uno de los puntos cuasigenéricos de
X \ U, que son un ndamero finito.

Similarmente, como Vy(a) # U, tenemos que Vy(a) # X, y los puntos
de codimension 1 contenidos en Vi;(a) han de ser puntos cuasigenéricos de su
clausura. Lo mismo vale para Vi (b). ]

Volviendo al caso en que el esquema X es normal, el teorema anterior implica
que si f € K(X)*, entonces vp(f) = 0 para todos los divisores primos de X
salvo quiza un namero finito de ellos. Esto da sentido a la definicion siguiente:

Definicién 8.12 Sea X un esquema noetheriano normal y f € K(X). Defini-
mos

(f) =I1P""Y) € Div(X),
P

donde P recorre los divisores primos de X. Los divisores de la forma (f), para
un f € K(X)*, se llaman divisores principales de X.

Por las propiedades de las valoraciones, la aplicacion K(X)* — Div(X)
dada por f — (f) es un homomorfismo de grupos. En particular, el conjunto
de los divisores principales es un subgrupo de Div(X).

Ahora podemos definir el divisor de cerosy el divisor de polos de una funcion
f € K(X)* como los correspondientes a su divisor asociado, (f) = (f)o/(f)co-

Equivalentemente, un divisor primo P es un cero de una funciéon racional
feK(X)*sivp(f) =n >0,y entonces decimos que P es un cero de orden n;
mientras que P es un polo de f sivp(f) = —n < 0, y entonces decimos que es un
polo de orden n (no —n). El orden de un cero o de un polo puede interpretarse
en términos del desarrollo en serie de potencias de f en la complecion del anillo
local correspondiente a cada cero o polo, pero no vamos a entrar en ello aqui.
El teorema siguiente interpreta los soportes de los divisores de ceros y de polos
de una funcion.

Teorema 8.13 Sea X un esquema noetheriano normal, sea f € K(X)* y sea
U un abierto en X. Entonces:

a) f€0x(U) siy sdlo si UNsop(fle =2.
b) Si P e U, entonces f € mpOx p siy sdlo si P € sop(f)o\sop(f)ec-

DEMOSTRACION: a) Supongamos que f € Ox(U) y sea P un primo que
divida a (f)eo. Necesariamente P € X \ U, pues en caso contrario tendrfamos
que f € Op(U), luego vp(f) > 0. Por consiguiente, {P} € X \ U, y el soporte
de (f)oo es la union de estas clausuras.

Para probar el reciproco no perdemos generalidad si suponemos que U es
afin. Si U es disjunto del soporte de (f)oo, consideremos un punto P € U de
codimension 1 (en U o en X, que es lo mismo, pues es tanto como decir que
Ovp = Ox,p tiene dimensiéon 1). Por hipétesis P no divide a (f)co, luego
vp(f) > 0. Esto significa que f € Ox p. El teorema 7.4 implica entonces que
feox(U).
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b) Si f € mpOx, p, entonces P ¢ sop(f)eo por a). Si P ¢ sop(f)o =
sop(1/f)eo, entonces 1/f € Ox p, también por a), luego f seria una unidad de
Ox.p.

Reciprocamente, si P € sop(f)o \ sop(f)so, entonces f € Ox p por a). Si
f no perteneciera al ideal maximal, tendriamos que 1/f € Ox p, con lo que,
nuevamente por a), P ¢ sop(1/f)eo = sop(f)o. "

En particular, una funcién f € K(X)* no tiene polos siy sélosi f € Ox(X),
y 1o tiene ni ceros ni polos (es decir, cumple que (f) = 1) siy solosi f € Ox(X)*.
Equivalentemente, dos funciones f, g € K(X)* cumplen (f) = (g) si y solo si
f = ag, para cierto a € Ox (X)*.

Si X es un esquema proyectivo normal geométricamente integro definido
sobre un cuerpo k, el teorema 4.26 nos da que Ox (X)* = k*, con lo que resulta
que los ceros y polos de una funcion racional (con sus 6rdenes correspondientes)
determinan a ésta salvo una constante.

Definicion 8.14 Si X es un esquema noetheriano normal, se define el grupo de
clases de X como el cociente del grupo Div(X) sobre el subgrupo de los divisores
principales. Lo representaremos por Cl(X). Si dos divisores pertenecen a la
misma clase diremos que son linealmente equivalentes.

De este modo tenemos la siguiente sucesion exacta de grupos abelianos:
0 — Ox(X)" — K(X)" — Div(X) — Cl(X) — 0.

Veremos que si X es regular entonces Cl(X) es isomorfo al grupo de Picard
Pic(X). Enseguida veremos que esta representacién en términos de divisores
nos proporciona técnicas para determinar explicitamente la estructura de estos
grupos en algunos casos.

Ejemplo Si D esun dominio de Dedekind y X = Esp D, entonces los divisores
primos de X son los ideales primos no nulos de D, los divisores de X que hemos
definido son los divisores de D definidos en la teoria algebraica de ntmeros, y
lo mismo sucede con los divisores principales, luego el grupo de clases de X es
el grupo de clases de D definido en la teoria algebraica de nimeros. L]

Un poco mas en general: Si A es un dominio integro noetheriano integramen-
te cerrado (con lo que X = Esp A es un esquema noetheriano normal), los
divisores primos de X son los ideales primos p de A de altura 1. Supongamos
ademas que A no es un cuerpo, o de lo contrario no hay tales primos. Vamos a

probar que p es principal como divisor de X si y sélo si es principal como ideal
de A.

Ciertamente, si p = (7) con 7 € A (como ideal), entonces vp(m) = 1y
vg(m) = 0 para todo primo q # p de altura 1, pues 7 ¢ ¢, o de lo contrario
0G&pCqy, comoaltq =1, ha de ser p = q. Esto prueba que p = (7) como
divisor.
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Supongamos ahora que p = (f) como divisor, donde f € K(X). Hemos de
probar que f € Ay que genera a p como ideal.

Como vy (f) = 1, tenemos que f genera el ideal pA, y, para todo primo q de
altura 1 distinto de p, tenemos que vq(f) = 0, lo que implica que f € A4. Por
el teorema 7.4 concluimos que f € A. Mas concretamente, f € ANpA, =p.

Falta probar que f genera p. Para ello tomamos cualquier g € p, y tenemos
que vp(g) > 1y vq(g) > 0 para todo q # p. Por consiguiente vq(g/f) > 0
para todo g (incluido p), de modo que g/f € Aq para todo q. De nuevo por 7.4
llegamos a que g/ f € A, luego g € (f). n

Ahora podemos enunciar el teorema [5.66] de una forma mas natural:

Teorema 8.15 Un dominio integro noetheriano A es un dominio de factoriza-
cion unica si y solo si es integramente cerrado y el grupo de clases de Esp A es
trivial.

DEMOSTRACION: Es sabido que todo dominio de factorizacién tnica es in-
tegramente cerrado, luego podemos suponer que A es un dominio integro noet-
heriano integramente cerrado, y hemos de probar que A es un dominio de fac-
torizacion unica si y solo si todos los divisores de Esp A son principales. Ahora
bien, acabamos de ver que esto equivale a que todos los ideales primos de A
de altura 1 sean principales, y el teorema [5.66] afirma precisamente que esto
equivale a que A sea un dominio de factorizacion tnica.

El argumento anterior suponia que A no es un cuerpo, pero es que un cuerpo
es trivialmente un dominio de factorizaciéon tnica y su grupo de divisores es
trivial por definicién. [

Nota Si A es un dominio de factorizacién unica noetheriano y X = Esp A,
tenemos que los divisores primos de X son los ideales de la forma p = (7), donde
m € A es primo. (Observemos que todo ideal de esta forma tiene altura 1, por el
teorema de los ideales principales [5.2].) Ademas, la valoracion v, que p induce
sobre X (X) (el cuerpo de cocientes de A) es la inducida por la multiplicidad de 7
en un elemento de A, es decir, que si f € K(X)* factoriza como f = mj' -7/,
con r; € Z, entonces v(y,)(f) = r;. Por consiguiente, la factorizacion del divisor
principal asociado a f es (f) = (7)™ -+ - (mp)"™. "

En particular, si D es un dominio de factorizacion tinica noetheriano tenemos

que ClI(A%) =0

Definicién 8.16 Sea X un esquema noetheriano normal y U un abierto en X.
Para cada Z € Div(X), definimos su restriccion Z|y como el divisor que resulta
de eliminar en Z los primos que no estén en U.

El teorema siguiente nos permitira calcular algunos grupos de clases:

Teorema 8.17 Sea X un esquema noetheriano normal, sea Z un subconjunto
cerrado propio y U = X \ Z. Entonces:
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a) La restriccion induce un epimorfismo Cl(X) — CLU).
b) SicodimxZ > 2, el epimorfismo anterior es un isomorfismo.

c) Si Z es irreducible y codimyx Z = 1, entonces el epimorfismo anterior se
completa hasta una sucesion exacta

7 —» CI(X) — CI(U) — 0,

donde el primer homomorfismo viene dado por 1 — [(], donde ¢ es el
punto genérico de Z.

DEMOSTRACION: La aplicacion definida en a) es ciertamente un epimorfismo
Div(X) — Div(U). Si f € K(X)y P € U, el isomorfismo K (X) = K(U) hace
corresponder O x p = Oy, p, por lo que vp (f) es el mismo tanto si consideramos
a fen K(X) oen K(U). Esto prueba que el epimorfismo entre los grupos de
divisores transforma (f) (como divisor de X) en (f) (como divisor de U), luego
induce un epimorfismo entre los grupos de clases.

Si codimxZ > 2 entonces Z no contiene ningtin punto de codimensiéon 1,
luego el epimorfismo entre los grupos de divisores es un isomorfismo y el inducido
entre los grupos de clases también.

Si Z es irreducible y de codimension 1, entonces contiene un tnico punto de
codimension 1, a saber, ¢. Si un divisor D cumple que D|y = (f), para una
cierta f € K(X), esto significa que (Df~!)|y = 1, luego Df~! = Z", para
cierto n € Z, luego [D] = [Z]™. "

Ejemplo 1 Sea Y una curva irreducible de grado d en Pi. Entonces
CI(PZ\Y) = Z/dZ.

DEMOSTRACION: Llamemos U = Pi \Y, que es un esquema noetheriano
regular, luego normal. Tenemos una sucesién exacta

7Z—7— Cl(U) — 0,
donde el primer homomorfismo cumple 1 — d (pues hemos sustituido Cl(Pi)
por Z a través del isomorfismo dado por el grado). n
Ejemplo 2 Consideremos el cono afin X = Esp A, donde
A=k[X,Y,Z]/(XY — Z?).
Observemos que el automorfismo de k[X,Y, Z] dado por
X=7Z'+Y'

Y=2-Y
Z=X'
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induce un isomorfismo entre X y el cono del ejemplo de la pagina 254, luego X
es un conjunto algebraico normal.

Consideremos una recta W contenida en X, por ejemplo W = Vx(y, 2).
(Podriamos tomar cualquier otra, pero precisamente hemos hecho el cambio de
coordenadas respecto del ejemplo de la pagina 254 para simplificar la expresiéon
de la recta.)

El punto genérico de W es el ideal p = (y, 2z) € X. Observemos que también
W = Vx(y), pues en A se cumple que 22 = xy, luego z esta en todo ideal primo
que contenga a y. (En otras palabras, rad (y) = p.) Asi pues, si llamamos
U=X\W = D(y), tenemos que U = Esp 4,. Ahora bien, el homomorfismo

KXY, Z] — MY, Z)y

dado por X +— Z2/Y tiene a XY — Z? en su nticleo, luego induce un homomor-
fismo A — k[Y, Z]y, que a su vez induce un homomorfismo A, — k[Y, Z]y.
Es facil construir su inverso, luego se trata se un isomorfismo. Es claro que
kY, Z]y es un dominio de factorizacion tnica y el teorema 8.15 nos da que
Cl(U) =0.

Por consiguiente, la sucesion exacta del teorema anterior se reduce a que
el homomorfismo Z — CI(X) dado por 1 — [p] es un epimorfismo. Vamos a
probar que su nucleo es 2Z, con lo que concluiremos que

Cl(X) = 7,/2Z.

En primer lugar observamos que (y) = p?. En efecto, para calcular vy (y)
consideramos el anillo Ay, en el cual podemos expresar y = 2%/, luego tenemos
que pA, = (z), luego vy(2) =1y vp(y) = 2. Por otra parte, si q es otro primo
de altura 1, ha de ser y ¢ ¢, o de lo contrario p C q y tendria que darse la
igualdad. Por consiguiente y es una unidad de Aq y vq(y) = 0.

En definitiva, p? es un divisor principal, luego [p?] = 1 y 2 esta en el niicleo
del epimorfismo. Ahora basta probar que p no es un divisor principal. Por los
razonamientos previos al teorema 8.15 esto equivale a que p no sea principal
como ideal de A. Para ello nos apoyaremos en la singularidad del cono en el
origen. Concretamente, sea m = (z,y,2) € X. El espacio cotangente m/m?
tiene dimension 3 sobre k = A/m, pues las clases [z], [y], [z] son linealmente
independientes:

Si a, b, c € k cumplen que ax + by + cz € m?, puesto que

(XY*ZQ) C (XaYaZ)27

tenemos que aX +bY +cZ € (X,Y, Z)?, lo que solo es posible si a = b = ¢ = 0.
Si p C m fuera principal, es decir, si estuviera generado como A-médulo por
un tnico elemento, entonces su imagen en m/m? estarfa generada sobre k por
un Gnico elemento, es decir, tendria dimension 1 (o 0), pero tiene dimension 2,
ya que contiene a [y], [z]. "

Vamos a estudiar ahora X = P}, donde k es un cuerpo. Los divisores primos
de X son los ideales primos homogéneos p de k[ X, ..., X,,] tales que el cociente
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B = k[Xy,...,X,]/p cumple dim Proy(B) = n — 1. Por el teorema 3.26, esto
equivale a que dim B = n y por [3.81] esto equivale a que p sea principal. Obvia-
mente, un generador de un primo homogéneo ha de ser una forma irreducible.
Concluimos que los divisores primos de X se corresponden con las hipersuper-
ficies irreducibles en X, es decir, con los conjuntos de la forma V(F'), donde
F € k[Xo,...,Xn] es un polinomio homogéneo irreducible.

La aplicaciéon que a cada uno de estos ideales primos le asigna su grado se
extiende a un epimorfismo de grupos grad : Div(X) — Z.

Sea ahora f € K(X)* una funcion racional no nula (un cociente de polino-
mios homogéneos no nulos del mismo grado), que podemos factorizar como

=TI
(2

donde los 7; son polinomios homogéneos' irreducibles primos entre si dos a dos
y n; € Z. El hecho de que f tenga grado 0 se traduce en que

> n; grad m; = 0.

Sea p; = (m;) € X, que es un divisor primo. Vamos a probar que
(f) =TT
3

Obervemos que esto implica en particular que grad(f) = > n; gradp; = 0.
i

Sea P € X un divisor primo, digamos que P = (G). Fijemos un polinomio
homogéneo H del mismo grado que G pero que sea primo con G. Entonces
vp(G/H) =1, lo que implica que G/H genera el ideal maximal de Ox p. Por
consiguiente, podemos expresar f = (G/H)"L, donde L € K(X) es una unidad
de Ox, p, es decir, una funciéon racional tal que G no divide ni a su numerador
ni a su denominador, y 7 = n; si P = p; para algtn ¢ o r = 0 en caso contrario.
Esto implica que vp(f) = r, luego tenemos la igualdad buscada.

Puesto que los divisores principales tienen grado 0, el grado induce un epi-

morfismo de grupos
grad : CI(X) — Z.

Vamos a probar que se trata de un isomorfismo, es decir, que los divisores
principales de P} son exactamente los divisores de grado 0. Incluimos esto y lo
que ya hemos probado en el enunciado del teorema siguiente:

Teorema 8.18 Sea k un cuerpo y X = P}. Entonces los puntos de codimen-
sion 1 son los puntos genéricos de las hipersuperficies irreducibles y el grado
grad : Div(X) — Z induce un isomorfismo Cl(X) = Z.

1Notemos que si un producto de dos polinomios es homogéneo, es porque ambos factores
lo son. En efecto, si F' = Fr + Fry1+ -+ Fn y G = Gs + Gs41 + -+ + Gp son las
descomposiciones en formas de los factores, el producto tiene grado m + n, pero contiene la
forma F.G;s de grado r + s. Si es homogéneo, entonces m =r y n = s.
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DEMOSTRACION: Solo falta probar que los divisores de grado 0 son princi-
pales. Sea
Z =) P
i

un divisor de grado 0. Entonces P; = V(F;), donde F; es un polinomio homo-
géneo irreducible. Sea

3
El hecho de que grad Z = 0 implica que f tiene grado 0 como funcion
racional, es decir, que f € K(X). Hemos visto antes que (f) = Z, luego Z es
principal. [

Mas en general:

Teorema 8.19 Si X = P}' Xy -+ X Pp™, donde k es un cuerpo, entonces
QLX) =z,

DEMOSTRACION: Fijemos en P}* = Proy(k[X;o,...,Xin,]) el hiperplano
H; =V (X,0), de modo que P;* \H; = A}*. Llamemos
Wi =p; 'H) = PPt Xp o+ X Hy Xp - xp, PR,
que es un divisor primo de X, y sea (; su punto genérico. Sea
U=A" Xp - X Ay =2 AR,
donde n =ny + -+ + n,y,. De este modo
X\U=W1U---UW,,.

(Incidentalmente observamos que, cambiando la eleccion de los hiperplanos
H,;, podemos cubrir X por un nimero finito de abiertos isomorfos a U, que ob-
viamente son densos, integros, noetherianos y regulares, luego X es un esquema
integro noetheriano y regular.)

Si Z C X\U es un cerrado irreducible de codimension 1 en X, entonces existe
un ¢ tal que Z C W; y, como ambos tienen la misma codimensiéon, Z = W;. Esto
significa que U contiene todos los divisores primos de X excepto a (i, ..., m-

Si Z € Div(X), entonces Z|y es principal por el teorema 8.15, luego existe
f € K(X)* tal que Z|y = (f), luego [Z] € {[¢1],.--,[(m]). Basta probar que
las clases [(;] son linealmente independientes sobre Z. Ahora bien, si un divisor
Z = ({*---¢m es principal, con r; € Z, digamos Z = (f), con f € K(X)*,
entonces (f|y) = Z|y = 1. Observemos que
Ox(U) =k[X1,1, s Xing] @k @k k[ Xim 15+ oy Xinono]
kX1 X Xty - X s

luego podemos considerar que

flo ek(Xi1, - s Xtng s Xmidse oo Xmny, )-
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Segin el teorema 8.15 y las observaciones previas, los divisores primos de
U son los ideales primos p de Ox(U) de altura 1, que se corresponden con los
ideales generados por polinomios irreducibles. Ademas v,(f|) no es sino la
multiplicidad de p en la descomposicion de f|y en factores primos. El hecho de
que todas estas multiplicidades sean nulas se traduce en que f|y es una unidad
de Ox(U), es decir, en que f|y € k*, pero entonces f € k* C k(X)*, luego f
es una unidad en cualquier anillo Ox p, para todo divisor primo P de X, luego
Z = (f) =1 en Div(X), luego r; = 0 para todo 1. n

Nota Siguiendo con los razonamientos de la demostracion del teorema ante-
rior, observemos que cada funcion racional f € K(X) esta4 determinada por su
restriccion a U = A}, y sabemos que el divisor (f)|y se corresponde con la des-
composiciéon de f en factores primos, considerada como cociente de polinomios
en las variables X;;, para¢ =1,...,my j = 1,...,n,. Falta calcular las mul-
tiplicidades v, (f). Para ello basta cambiar la eleccién del hiperplano H;. Por
ejemplo, si tomamos H] = V(X;,,) y definimos acordemente W/ y U’, tenemos
que v¢, (f) = vx,, (flur). El isomorfismo X(U) =2 K(U’) dado por la extension
a X seguida de la restriccion a U’ est4 determinado por su accion sobre las

intederminadas. Para j =1,...,n; — 1, tenemos que
X X
X =L 22
Y X Xio’

mientras que
ing

Xin, — .
’ X; X;

Es facil ver que si a una fraccion algebraica le hacemos estas transformacio-
nes, entonces el grado en X;g de la fraccion resultante sera

ve, (f) = grado en X;1,. .., Xip, del denominador de f|y

—grado en X1, ..., X;n, del numerador de f|y.

Mas concisamente: v, (f) = — grad;(f|v)- n

8.3 Divisores de Cartier

Introducimos ahora otra nocién de divisor valida para esquemas no necesa-
riamente normales. Los divisores de Cartier coincidirdn con los de Weil sobre
esquemas integros regulares. Veremos que muchos conceptos relacionados con
divisores se definen de forma natural sobre divisores de Cartier y no sobre divi-
sores de Weil, por lo que la posibilidad de expresar los divisores de Weil como
divisores de Cartier hace que éstos sean una herramienta valiosa incluso en el
caso de los esquemas integros regulares.
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Definicion 8.20 Si X es un esquema localmente noetheriano, definimos el
grupo de los divisores de Cartier como el grupo

Dive(X) = (K /0%)(X)
(donde el asterisco denota los haces de los grupos de unidades).

Veamos qué son explicitamente los divisores de Cartier. En principio, por la
definicién de complecion de un prehaz, un divisor de Cartier D es una aplicaciéon
que a cada punto P € X le asigna un elemento Dp € (X% /0%)p, de forma
que existe un cubrimiento abierto {U;}; de X (que podemos suponer formado
por abiertos afines noetherianos) y elementos [f;] € X% (U;)/0% (U;), de modo
que si P € U; entonces Dp = [f;]p. En particular, D esta determinado por
un conjunto de pares {(U;, fi);}, donde {U;}; es un cubrimiento afin de X y
fi € X5 (U;).

Para que un conjunto de pares de esta forma determine un divisor de Cartier
es necesario (y suficiente) que para todo par de indices 4, j y todo P € U;NU; se
cumpla que [f;]p = [f;j]p. A su vez, esto equivale a que U; N U; puede cubrirse
por abiertos afines U tales que [fi]luv = [fj]lu o, equivalentemente, tales que
filu/filuv € Ox(U)*. Como Ox es un haz, esto implica que

filv.nu; / filvinu, € Ox (Us NUy),

e intercambiando ¢ por j vemos que, de hecho,

fi

vinu, / filuinu; € 0% (U; N Uj).

En resumen:

Un divisor de Cartier en un esquema X estd determinado por un sistema
de pares {(U;, fi)}i tales que {U;}; es un cubrimiento por abiertos de X (que
podemos tomar afines y noetherianos) y f; € X*(U;), de modo que, para todo
par de indices i, j, se cumple que filu,nu,/filv.nu; € 0% (Us NU;).

Es facil ver que dos de estos sistemas {(U;, fi)}i v {(Vj,9,)}; determinan
el mismo divisor si y s6lo si para todo par de indices i, j, se cumple que

filuinv; /95luinv; € 0% (Ui NVj).

Si tenemos divisores D1 y Dy determinados, respectivamente, por los siste-
mas {(U;, f)}ti vy {(V}, fi)};, entonces Dy Dy esta determinado por el sistema
{U: Ny, filvinu, 95lvinu; ) Y-

Tenemos un homomorfismo natural

Kx (X) — (K /0%)(X).

Explicitamente, a cada f € K% (X) le asigna el divisor (f) dado por {(X, f)}.
Los divisores de la forma (f) se llaman principales. Llamaremos grupo de clases
de Cartier al cociente Cl.(X) de Div.(X) sobre el subgrupo de los divisores
principales.
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Diremos que un divisor D € Div.(X) es entero si admite una representacion
{(Uz, fz>}1 tal que fZ S Ox(Uﬂ N K}(UZ)

Es claro que el producto de divisores enteros es entero, asi como que el tnico
divisor que cumple que D y D! son ambos enteros es D = 1. Esto permite
definir la relacion de orden parcial D1 < Ds siy solo si Dy/D; es entero. En
términos de esta relacion, los divisores enteros son los que cumplen D > 1.

Vamos a comparar los divisores de Cartier con los divisores de Weil. Para
ello suponemos que X es un esquema noetheriano normal. Si D es un divi-
sor de Cartier determinado por {(Uj, f:)}:, entonces podemos considerar que
fi € K(X)*. Ademas, si P € X es un divisor primo y P € U; N Uj;, entonces
fi/ fi € 0% (Ui NU;) C O% p, luego vp(fi/ fj) = 0. Equivalentemente, tenemos
que vp(f;) = vp(f;). Méas atn, es claro que este valor no depende de la repre-
sentacion elegida para el divisor D, luego podemos representarlo por vp(D).

Observemos ahora que el conjunto de primos P € U; tales que vp(D) # 0 es
el conjunto de primos de U; que dividen al divisor de Weil principal (f;), luego
son un numero finito. Como X es noetheriano, podemos extraer un subcubri-
miento finito del cubrimiento {U;};, y concluimos que vp(D) = 0 para todo
primo P € X salvo a lo sumo en un ntmero finito de casos. Esto nos permite
definir el divisor de Weil

D] = [TP* (™).
P
Es inmediato que esto define un homomorfismo de grupos

Div.(X) — Div(X).

De hecho se trata de un monomorfismo, pues si D € Div.(X) cumple que
vp(D) = 0 para todo primo P € X, entonces D = 1. En efecto, si D viene
definido por {(Uj;, fi)}:, tenemos que vp(f;) = 0 para todo punto P € U; de
codimension 1, luego f; € Ox(U;)*, luego la clase de f; en X% (U;)/0% (U;) es
el neutro, y D = 1.

Es evidente que este monomorfismo transforma divisores principales en di-
visores principales, luego induce un monomorfismo

Cl.(X) — CI(X).
Una observacion clara es que un divisor D cumple D > 1 siy solo si [D] > 1,
de donde, mas en general, D1 < Dq siy sélo si [Dq] < [Ds].
El teorema siguiente recoge lo que hemos demostrado:
Teorema 8.21 Sea X un esquema noetheriano normal. Para cada divisor
D € Div.(X) definido por {(U;, fi)}i y cada divisor primo P € U, definimos

vp(D) =wvp(f;). Esta definicion no depende de i ni de la representacion de D,
y la aplicacion Div.(X) — Div(X) dada por

D+ [D] = [[P**P)
P
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es un monomorfismo que induce a su vez un monomorfismo Cl.(X) — ClI(X).
Si X es regular, el segundo monomorfismo es, de hecho, un isomorfismo.

DEMOSTRACION: Solo falta probar la tltima afirmacién. Suponemos que X
es regular. (En realidad sélo vamos a necesitar que los anillos locales Ox p son
dominios de factorizacion tnica.) Tomemos un divisor de Weil W € Div(X) y
un punto arbitrario P € X.

Los divisores primos de Esp Ox p se corresponden biunivocamente con los
divisores primos de X que pasan por P, luego podemos definir la localizacién
Wp € Div(Esp Ox, p) sin mas que eliminar de W los divisores primos que no
pasan por P.

Como Ox p es un dominio de factorizacién tnica, el teorema 8.15 nos da que
Wp es principal, digamos Wp = (fp), para cierta fp € K(X). Podemos consi-
derar el divisor (fp) € Div(X), y es facil ver que W y (fp) tienen las mismas
multiplicidades sobre los primos que pasan por P. Equivalentemente, los primos
en los que difieren ambos divisores (vistos como subconjuntos cerrados de X') son
un namero finito y no contienen a P, luego si llamamos Up al complementario
de su unién, tenemos un entorno abierto de P tal que Wiy, = (fp)|up-

Con esto tenemos definido {(U;, fi)}i de modo que {U;}; es un cubrimiento
abierto de X y (f;)|u, = Wy, para todo indice i. Por consiguiente, si P € U;NU;
es un divisor primo, se cumple que vp(f;) = vp(f;) = vp(W), por lo que
vp(fi/f;) =0, lo que prueba que f;/f; € O%(U; NU;).

Por consiguiente, {(U;, f;)}: define un divisor de Cartier D € Div.(X) tal que
vp(D) = vp(W) para todo divisor primo P de X. Equivalentemente, [D] = W.

]

Nota Si X es un esquema noetheriano normal, un divisor Z € Div(X) es
localmente principal si todo punto de X tiene un entorno abierto U tal que
Z|u es principal. Es facil ver que los divisores localmente principales forman
un subgrupo de Div(X) que contiene a los divisores principales, luego podemos
considerar el cociente Cl;,(X). La demostracion del teorema anterior puede des-
componerse en dos partes: por una parte, Cl.(X) = Cl;,,(X) y, por otra parte,
si X es regular entonces todos los divisores de Weil son localmente principales
¥y, por consiguiente, Cl;,(X) = ClI(X). n

Ejemplo En el cono X del ejemplo 2 de la pagina 305 hemos demostrado que
Cl(X) 2 Z/2Z, y también hemos visto que si W es la recta Vx (y, z) (o cualquier
otra, pues es facil definir un automorfismo de X que transforme una recta en
otra), entonces el divisor W no es principal. De hecho, lo que hemos probado es
que si m =V (x,y, z) es el vértice del cono y p es el ideal primo correspondiente
a W, entonces pn, no es principal en Ox m, lo que no sélo implica que W no es
principal, sino que no lo es su restriccion a cualquier entorno de m. Asi pues, el
divisor W no es localmente principal. Concluimos que Cl;,(X) # C1(X), lo que
solo puede ser si Cl;,(X) = 1. Equivalentemente, Cl.(X) = 1. n

A continuacion vamos a probar que es posible asignar un divisor de Weil a
cada divisor de Cartier sobre un esquema que no sea necesariamente normal.
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Mas que la generalizacion a esquemas no necesariamente normales, el interés de
este hecho es que nos proporcionaré caracterizaciones tultiles del soporte de un
divisor y de los homomorfismos vp : Div(X) — Z. Empezamos definiendo el
soporte de un divisor de Cartier:

Definicion 8.22 Sea X un esquema localmente noetheriano y D € Div.(X).
Definimos el soporte de D como el conjunto

sopD={P € X |Dp #1}.

Si D viene representado por {(U;, fi)} y P € U;, entonces Dp es la clase de
fi en X% p/O0% p, luego la condicion Dp # 1 equivale a que f; p ¢ O% p, es
decir, a qﬁe fi 1; no sea una unidad de Ox, p. Esto puede deberse bien a que
fi.p ¢ Ox p o bien a que f; p € mp.

Observamos que sop D es un subconjunto cerrado de X, pues si P ¢ sop D,
entonces existe un ¢ tal que P € U; y fi,p € O% p, luego existe un abierto
P eV cU, tal que filv € Ox(V)*, luego fig € 0% o para todo Q € V, luego
P eV C X\ sopD. Podemos decir mas:

Teorema 8.23 Si X es un esquema localmente noetheriano y D € Div X,
entonces X \ sop D es un abierto fuertemente denso en X.

DEMOSTRACION: Sea {(U;, f;)} una representacion de D, donde los abiertos
U; son afines y noetherianos. Si P € X, tomamos un ¢ tal que P € U;. Puesto
que X% p = F(Ox,p)*, podemos representar f;p = u;p/v;p, para ciertos u;p,
vip € Ox p regulares en Ox p. En la prueba de 8.7 hemos visto que existe
un abierto afin P € Vp C U; tal que u;, v; € Ox(Vp) son regulares. Entonces
Wp = Dy, (u;v;) es un abierto fuertemente denso en Vp tal que WpNsop D = &.

Como los abiertos Vp cubren X, es claro que la unién de los abiertos Wp es
un abierto W fuertemente denso en X y disjunto de sop D. L]

Veamos que este concepto de soporte generaliza al correspondiente a los
divisores de Weil:

Teorema 8.24 Sea X un esquema noetheriano y normal, sea D € Div. X y sea
[D] € Div X su divisor de Weil asociado. Entonces sop D = sop [D].

DEMOSTRACION: Fijemos un punto P € X y un ¢ tal que P € U;. Tenemos
que f; € K(X)* y podemos considerar los soportes sop(f;) = sop(fi)oUsop(fi)oo
en el sentido definido para divisores de Weil. Vamos a probar que P € sop D si
y solo si P € sop(f:).

En efecto, si P € sop D, ello puede deberse a que f; p ¢ Ox p, en cuyo caso
P € s0p(fi)eo (en caso contrario X \ sop(f;)e serfa un entorno de P donde f;
seria regular), o bien a que f; p € mp, lo que implica que P € sop(fi)o. En
cualquier caso P € sop f;. Igualmente, si P ¢ sop D, entonces f; p € Ox, p\mp,
lo que implica que P ¢ sop(f;)so U sop(fi)o-
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Asi pues, si P € sop D existe un divisor primo @ de X tal que vg(f;) #0y

P € {Q}. Esto implica que Q € U;, luego @ es uno de los divisores primos de
[D] y asi P € sop [D].

Reciprocamente, si P € sop [D], entonces existe un divisor primo @ de [D]
tal que P € {Q}, luego Q € Uj, luego vg(fi) = vg([D]) # 0, por lo que
{Q} Csop(fi)y asi P €sopD. "

En particular, el soporte de un divisor de Cartier sobre un esquema noethe-
riano normal es un cerrado de codimensiéon 1. Esto no es cierto en general, pero
luego veremos que si lo es para divisores enteros (teorema 8.29).

Nos ocupamos ahora de la generalizacién de los homomorfismos vp:

Teorema 8.25 Sea A un anillo noetheriano local de dimension 1 y sea f € A
un elemento regular (es decir, que no es un divisor de cero). Entonces el cociente
A/ fA tiene longitud finita y, si g € A es también regular, entonces

1a(A/fgA) = 1a(A/fA) +1a(A/gA).

DEMOSTRACION: Notemos que A/fA tiene longitud finita como A/f A-
modulo si y solo si tiene longitud finita como A-mdédulo, pues los submodulos
para ambas estructuras son los mismos. Segin el teorema [4.38] basta probar
que dim A/ fA = 0. En caso contrario, existirian ideales primos fA Cp G qC A
y, como A tiene dimension 1, necesariamente p seria un primo minimal de A, lo
que contradice a [3.43]. La segunda parte del teorema se sigue de [4.37] aplicado
a

0¢ fA/fgAC A/fgA.

Concretamente, obtenemos que

La(A/fgA) = La(A/fA) +1a(fA] fgA),
y es facil ver que fA/fgA = A/gA. n

En las condiciones del teorema anterior, tenemos una aplicacién multipli-
cativa del conjunto de elementos regulares de A en N, que se extiende a un
homomorfismo de grupos F(A)* — Z (donde F(A)* es el grupo de las uni-
dades del anillo de cocientes de A, formado por fracciones f/g, con f, g € A
regulares). Si f € A es una unidad, entonces A/fA = 0, por lo que f esta
en el nucleo del homomorfismo. Consecuentemente, tenemos un homomorfismo

F(A)*/A* — Z.

Definiciéon 8.26 Si X es un esquema localmente noetheriano, D € Div.(X) y
P € X es un divisor primo, entonces

Dp € (X% /O0%)p = F(Ox ,p)* /0% p,

y Ox p es un anillo noetheriano local de dimensién 1. Segtin acabamos de
ver, tenemos definido el homomorfismo (K% /0% )p — Z que a su vez nos da
un homomorfismo vp : Div.(X) — Z (que toma valores naturales sobre los
divisores enteros).
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Supongamos que X es un esquema noetheriano normal, en cuyo caso Ox,p
es un anillo de valoracion discreta. Si m € Ox p es primo, entonces (7) es un
ideal maximal, luego Ox p/(7) es un Ox, p-modulo simple, lo que implica que
lox.»(Ox,p/(7)) = 1. Un elemento no nulo arbitrario o € Ox p es de la forma
a=er", paraunn >0y e € O p. Por la multiplicatividad es claro que

lox.»(Ox,p/(a)) =n=vp(a)

Vemos, pues, que el homomorfismo F(Ox, p)* — Z no es sino la valoracion
vp : K(X)* — Z, lo que a su vez implica que el homomorfismo vp que acaba-
mos de definir coincide con el definido en el teorema 8.21. Equivalentemente,
tenemos el diagrama conmutativo

Div.(X) —— Div(X)

S

Z

donde la flecha horizontal es el homomorfismo entre ambos grupos de divisores
definido en dicho teorema.

Volviendo al caso general, si suponemos tnicamente que X es un esquema
noetheriano, ahora podemos definir un homomorfismo Div.(X) — Div(X)
como en el teorema 8.21 (usando la generalizacion de vp), pero si X no es
normal no podemos definir los divisores principales de Weil, por lo que no tiene
sentido hablar de un homomorfismo entre los grupos de clases.

Observemos por ultimo que si D € Div. X, el conjunto
S = {P e X | codimxP =1, ’Up(D) 7é 0}

es localmente finito, pues si P € S, entonces P € sop D y, por tener codimen-
sién 1, ha de ser un punto cuasigenérico de sop D. Es claro entonces que cada
abierto afin noetheriano en X sélo puede contener un niimero finito de diviso-
res primos P tales que vp(D) # 1. (y esto implica a su vez que lo mismo es
cierto para cualquier abierto afin de X). En particular, si X noetheriano el
conjunto S es finito. El teorema 8.24, junto con la correspondencia entre los
homomorfismos vp para divisores de Weil y de Cartier, implica que si X es
noetheriano y normal, entonces el conjunto S es precisamente el conjunto de los
puntos cuasigenéricos de sop D.

Ahora vamos a ver que cada divisor de Cartier determina un haz inversible.

Definiciéon 8.27 Sea X un esquema localmente noetheriano y D € Div.(X)
un divisor representado por {(U;, fi)}:. Para cada abierto U C X definimos
Ox (D)(U) como el conjunto de todos los f € Kx (U) tales que

f|UﬁUi € fi71|UﬂU.;OX(U n Uz)

para todo indice 1.
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Claramente Ox (D) es un subhaz de Kx. Para ver que no depende de
la representacion de D observamos que si tenemos dos de ellas, {(U;, fi)}s,
{(V},95)};, podemos obtener otras dos de la forma {(U; NV}, filv.nv;)}i,
{(Us NV}, gilu,av;) }iyjs que claramente definen los mismos haces que las dos
dadas, luego basta comparar dos representaciones {(U;, f;)}i y {(Ui, gi) }i corres-
pondientes a un mismo cubrimiento abierto de X. En tal caso f;g; * € Ox (U;)*,
de donde se sigue a su vez que ambas definen el mismo haz.

También es claro que si U C U;, entonces O x (D) (U) esta formado por todos
los f € Xx(U) tales que fly € f;'Ox(U) (sin necesidad de tener en cuenta
otros indices j # 4). En otras palabras, Ox(D)|y, = f; 'Ox|u, es un Ox/|y;-
modulo libre de rango 1y Ox (D) es un O x-modulo localmente libre de rango 1.

Observemos ahora que si Dy, Do € Div.(X), se cumple que
Ox(D1D2) = 0x(D1) ®ox Ox(D2).

En efecto, podemos tomar representantes de ambos divisores con un mismo
cubrimiento abierto de X, digamos {(U;, fi)}: v {(U;,9:)}i. Entonces DiDs
corresponde a {(U;, fig:)}i v es facil definir el isomorfismo indicado.

Esto significa que la aplicacién D +— Ox (D) induce un homomorfismo de
grupos
Div.(X) — Pic(X).

Mas ain, si f € K% (X), al divisor principal (f) le corresponde la clase del

moédulo libre f~'Ox = Ox, que es el elemento neutro del grupo de Picard,
luego el homomorfismo anterior induce un homomorfismo

Cl.(X) — Pic(X).
Teorema 8.28 Sea X un esquema localmente noetheriano. El homomorfismo
Cl.(X) — Pic(X)

inducido por D — Ox (D) es un monomorfismo de grupos cuya imagen la for-
man las clases de Ox-mddulos isomorfos a un subhaz de KXx. Si X es noethe-
riano y no tiene puntos inmersos (por ejemplo, si es reducido) entonces tenemos
un isomorfismo Cl.(X) = Pic(X).

DEMOSTRACION: Para probar la inyectividad suponemos que Ox (D) = Ox
y hemos de probar que D es principal.

Sea f € Ox(D)(X) C KXx(X) la funciéon correspondiente a 1 € Ox(X) a
través del isomorfismo Ox(D)(X) = Ox(X). Para cada abierto U C X, como
1|y genera Ox (U), también f|y genera Ox(D)(U) (como Ox(U)-modulo).

Si D admite una representacion {(Uj;, f;)}:, tenemos que Ox(D)(U;) esta
generado tanto por fz-_1 como por f|y,, luego ambos se diferencian en una unidad
de Ox(U;). Esto prueba que f|y, € Xx(U;)*, lo que a su vez implica que
f € K% (X). Més atn, f; y f~ !y, se diferencian en una unidad, de donde se
sigue que D = (f1).
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Tomemos ahora un haz inversible £ C Kx, sea {U;}; un cubrimiento abierto
de X tal que cada L|y, sea libre, digamos £|y, = fiOx|u,, para cierta funciéon
racional f; € KXx(U;). Podemos suponer que los abiertos U; son noetherianos,
con lo que f; = a;/s;, para ciertos a;, s; € Ox(U;) con s; regular. Si a; no fuera
también regular, entonces f; seria un divisor de cero y no seria linealmente
independiente en L|y,. Asf pues, f; € K% (U;). Es claro que {(Ui, i )}
determina un divisor D € Div.(X), asi como que Ox (D) = L.

Supongamos ahora que X es noetheriano y que no tiene puntos inmersos.
Por la parte ya probada, lo que hemos de ver es que todo haz inversible £ es
isomorfo a un subhaz de Kx. Sean &, ...,&, los puntos cuasigenéricos de X
que, por hipotesis, son también sus puntos asociados. Sus clausuras, W; = {&;}
son las componentes irreducibles de X. Podemos tomar abiertos

éiEUiCWi\ UWj
J#i
tales que L|y, sea libre. Sea U = |JU; C X, que es un abierto fuertemente
denso. Sea i : U — X la inclusion. *

Veamos que si V' es un abierto de X, la restriccion £L(V) — L(V NU) es
inyectiva. En efecto, podemos cubrir V' por abiertos V; donde L|y, es libre y
basta probar que las restricciones £(V;) — L(V; NU) son inyectivas. Equiva-
lentemente, podemos suponer que L]y es libre (de rango 1), pero entonces es
isomorfo a Oy y basta aplicar el teorema 3.19. En otros términos, tenemos un
monomorfismo de haces L — i..(L|y).

Por otra parte, los isomorfismos L]y, = Oy, inducen claramente un iso-
morfismo L|y = Oy, luego tenemos la siguiente cadena de monomorfismos e
isomorfismos de O x-modulos:

L— Z*(L|U> = Z*(OU) — Z*(iKU) = j(:)(,

donde el ultimo isomorfismo es una reformulaciéon del teorema 8.8. u

Si X es un esquema localmente noetheriano y D € Div.(X) es un divisor en-
tero, representado por un sistema {(U;, f;)}, entonces Ox (D~ 1|y, = £;0x (U;),
luego Ox (D~!) es un haz coherente de ideales de Ox. Segtn el teorema 5.10
determina una inmersion cerrada i : Y — X de modo que Ox(D71) es el
nticleo de i#. Para cada punto P € X, tenemos que f;p es regular en Ox p,
luego i es una inmersiéon regular de codimensién 1.

Por otra parte, es obvio que Dp = 1 siy solosi P € U; y f;p es una unidad
en Ox p,siysolosi Ox p=0x (D 1)p,siysolosi P ¢ Y, luego Y no es sino el
soporte de D. Teniendo en cuenta el teorema 7.65, hemos probado lo siguiente:

Teorema 8.29 Si X es un esquema localmente noetheriano y D € Div.(X)
es un divisor entero, entonces sop D tiene codimension 1 en cada componente
irreducible de X que contenga alguno de sus puntos.

Si X es un esquema integro, para todo abierto U C X no vacio, podemos
identificar Xx (U) = K(X) y, en particular, X% (U) = K(X) \ {0}.
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Si un divisor D esta definido por {(Uj, f;)}:, entonces D|y esta representado
por {(U; N, filv,nv)}i- Un f € K(X)* cumple f € Ox(D)(U) si y solo si
fluau, filvnu, € Ox(U N U;) para todo ¢, pero esto equivale a que el divisor
(flu)D|u € Div.(U) sea entero. En definitiva:

Teorema 8.30 Sea X un esquema integro y D € Div.(X). Entonces, para todo
abierto U de X, se cumple que

Ox(D)(U) ={f € K(X)" | (NlvDly > 1} U {0}.

La ventaja de esta expresion para Ox (D) es que, si X es un esquema integro
noetheriano regular, puede calcularse indistintamente en términos de divisores
de Cartier o de Weil. Més explicitamente, en tal caso tenemos que

Ox(D)U) ={f € K(X)* | vp(f) > —vp(D) para todo primo P € U} U {0}.

Ejemplo Vamos a aplicar el teorema 8.28 al caso en que X = P}, donde k es
un cuerpo, y vamos a encontrar un divisor correspondiente al haz O x (1).

Sea U; = D(X;), de modo que las restricciones Ox(1)|y, = X;O0x|y, son
libres. Explicitamente, los elementos de Ox(1)(U;) son de la forma X, F/X],
donde F' € k[Xy,...,X,] es un polinomio homogéneo de grado r, y los de
Ox (U;) son de la forma F/X]. Por otra parte, K(X) es el cuerpo de cocien-
tes de Ox(U;), y podemos considerarlo formado por cocientes de polinomios
homogéneos del mismo grado.

El primer paso es sumergir £ = Ox (1) en Xx. Puesto que X tiene un tnico
punto genérico, el argumento empleado en el teorema 8.28 se puede aplicar con
U = Up. El monomorfismo £ — i,(L|y) transforma L£(U;) = X;0x|y, en
i+(Llv)(Ui) = XiOx |v,nu,-

El isomorfismo L]y & Ox|y transforma X; = X;Xo/Xo € £L(U; N Up) en
Xi/Xo € Ox(U; NUy), luego L£L(U;) se corresponde con

X;
e Ox(Ui N Uo) C K(X)
Xo

Por tltimo, el isomorfismo i, (Xy) =2 Kx transforma este modulo en

X;
YOOX(UZ) C K(X)

En definitiva, podemos identificar £(U;) = ;(U Ox(U;). Segun el teorema

anterior, el divisor asociado a Ox(1) es el determinado por {(U;, Xo/X;)}i-

Puesto que X es normal, podemos representarlo también como un divisor
de Weil. Para ello, si i # 0, identificamos Ox (U;) = k[Xo,..., Xi,... X,] ¥
Xo/X; = Xo, y observamos que si p es un divisor primo de U;, entonces X es
una unidad en Oy, , salvo si Xy € p. Puesto que (Xp) es un ideal primo de
codimensién 1, ha de ser p = (Xj), en cuyo caso v,(Xo) = 1. Si ¢ = 0 entonces
Xo/Xo =1 es una unidad en todos los anillos locales.
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En definitiva, si llamamos H = V(X,) C X, tenemos que H es un divisor
primo de X y Ox (1) se corresponde con H € Div(X). Puesto que grad H = 1,
el teorema 8.18 implica que [H| genera Cl(X), luego la clase de isomorfia del
haz Ox(1) genera el grupo Pic(X).

Esto nos permite concluir que todo haz inversible en P} es isomorfo a O x (m),
para un unico m € Z. [

Como aplicacién vamos a demostrar el resultado que ya hemos utilizado en
la demostracion del teorema 5.36:

Teorema 8.31 Todo automorfismo f : P — P} es de la forma descrita en
el teorema 5.33 para una cierta base sq, ..., S, de OPZ(l)(PZ) = (Xo,..., Xn)p-

DEMOSTRACION: La aplicacion £ +— f*£ es un automorfismo del grupo
Pic(P}), que estd generado por Opr (1), luego f*Opr (1) ha de ser uno de los
dos generadores de este grupo (isomorfo a Z), que son Opn(£1). Ahora bien,
la imagen ha de ser un haz muy amplio en P} y Opr(—1) no lo es (no tiene un
generador global). Concluimos, pues, que f*Opz (1) = Opy (1).

Los elementos f*X; € Opr(1)(P)) han de ser linealmente independientes
sobre k (por el teorema 5.35), luego la asignacion X; — f*(X;) ha de ser un
cambio de base en el espacio de las formas lineales de k[ X, ..., X,]. n

8.4 Imagenes inversas de divisores

Sea h: X — Y un homomorfismo entre esquemas localmente noetherianos.
Es evidente que la correspondencia £ +— h*£ induce un homomorfismo de grupos

h* : Pic(Y) — Pic(X).

Por otra parte, a cada divisor D € Div.(Y) le hemos asignado un haz in-
versible Oy (D), por lo que podemos calcular h*([Oy(D)]) € Pic(X). Seria
interesante dar una definicion explicita de un divisor h*(D) € Div.(X) tal que
h*(0Oy (D)) = Ox(h*(D)), pues entonces el homomorfismo h* podria calcularse
mediante divisores. Sucede que en general no es posible definir tal divisor h* (D),
pero si es posible hacerlo si D pertenece a un cierto subgrupo de Div.(Y'). Para
definirlo observamos las siguientes propiedades elementales del soporte de un
divisor de Cartier:

sopD~ ! =sop D, sop D1 D2 C sop D1 Usop Do, sopl =a.
Estas propiedades implican que si ¥ C X es un conjunto cualquiera, entonces
Div.(X)g = {D € Div.(X) | sopDNE = &}

es un subgrupo de Div.(X). El cociente de este subgrupo respecto del sub-
grupo de divisores principales contenidos en Div.(X)g determina un subgrupo
Cle(X)Eg del grupo de clases Cl.(X).
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Volvamos ahora a la situacion que habfamos planteado: tenemos un ho-
momorfismo de esquemas localmente noetherianos h : X — Y y llamamos
E CY al conjunto de las imagenes por h de los puntos asociados de X. Vamos
a demostrar que es posible asignar una antiimagen en Div.(X) a los divisores
D € Div.(Y)g.

Pongamos que D € Div.(Y)g esta representado por el sistema {(U;, f;)}.
Entonces f; € K3 (U;) es una funcion racional definida en un dominio abierto
fuertemente denso V; C U;. Observemos en primer lugar que U; \ V; C sop D,
ya que si P € U; \ V;, entonces f; p ¢ Oy p. Sea V/ = V; \ sopD. Es claro
entonces que todo punto asociado de h=1[U;] esté, de hecho, en h=1[V/], pues
en caso contrario su imagen estarfa en sop D. Esto quiere decir que h=1[V/] es
un abierto fuertemente denso en h=1[U;].

Podemos considerar entonces la funcion g; = hﬁ_ (filv,) € Ox(h=1[V4]). Para
cada punto P € h~![V/] tenemos que h(P) ¢ sop D, luego gi.n(p) € 03 p, luego

gi,p = hﬁ (finpy) € O% p- Esto significa que g; tiene inversa en un entorno de
P, y como la inversa es tnica, las inversas locales determinan una inversa de g;
en h=1[V/]. Esto prueba que g; € K% (U;).

Veamos ahora que {(h™1[U;], g:)}; define un divisor de Cartier en X. Sabe-
mos que, para todo 4, j, se cumple que a;; = fiffl € Oy (U; nU;)*. Explicita-
mente, esto significa que si G C U;NUj es la interseccién de los dominios de f; y
fjfl, entonces fifj.*l = aij|lg. Sea b;j = h#mUj (aij) € Ox (R U] N A~U;))*
Es claro que V/ NV/ C G, por lo que gig;1|h71[vi/]ﬂh71[vj,] = bij|h*1[v7_.’]mh*1[vj']7
lo que a su vez nos lleva a que gig;1 =b;; € Ox (KU, N AL U;])*

Una comprobaciéon similar muestra que este divisor no depende de la repre-
sentacion de partida para D, por lo que podemos llamarlo h*(D) € Div.(X).
Otras observaciones inmediatas a partir de los razonamientos anteriores son las
siguientes:

e Si D es principal, es decir, si esta definido por un tnico par (Y, f), entonces
h*(D) esta definido por un tnico par (X, hﬁ(ﬂv)), luego es principal.

e Si D es entero, entonces V; = U; y g; € Ox (h™U;]), luego h* (D) también
es entero.

e Si P € h7![U;] cumple que h(P) no estd en el soporte de D, entonces
h(P) € V/, luego P € h=![V/], y hemos visto que entonces g; no esta en
el soporte de h*(D). Por consiguiente, sop h*(D) C h~*[sop D].

e Si D esenteroy P € h™'[U;] cumple que h(P) esta en el soporte de D, eso
significa que f;(p) € my(p), luego gip € mp, luego P esta en el soporte
de h*(D). Por consiguiente sop h*(D) = h~[sop D).

Teorema 8.32 Sea h : X — Y un homomorfismo de esquemas localmente
noetherianos y sea EE C'Y el conjunto de las imdgenes de los puntos asociados
de X. Entonces, la aplicacion h* : Div.(Y)r — Div.(X) es un homomorfismo
de grupos que cumple las propiedades siguientes:
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a) Transforma divisores enteros en divisores enteros.

b) Transforma divisores principales en divisores principales, por lo que induce
un homomorfismo Cl.(Y)r — Cl.(X).

¢) Para cada D € Div.(Y)g, se cumple que sop h*(D) C h=[sop D], y se da
la igualdad st D es entero.

d) Para cada D € Div.(Y)g, se cumple que h*(Oy (D)) = Ox (h*(D)).

DEMOSTRACION: Todas las afirmaciones estan ya demostradas o son obvias,
excepto la ultima. Si D viene representado por {(U;, fi)}: (donde podemos su-
poner que los abiertos U; son afines), el subhaz Oy (D) de Ky esta determinado
por el hecho de que Oy (D)|y, = f; 'Oy|y,. Sea W C h~[U;] un abierto afin.
Entonces

(1" 0y (D))(W) = 0y (D)(Ui) ®oy ;) Ox (W) 2= [0y (Ui) ®oy ) Ox (W).

Esto significa que (h*Oy (D))(W) es el Ox(W)-modulo libre generado por
f;t ® 1. Por otra parte, Ox (h*(D))(W) es el Ox(W)-médulo libre generado
por g, ! Esto nos da un isomorfismo entre ambos modulos determinado por
fi_1 ®1— g 1 Puesto que los haces son coherentes, este isomorfismo induce a
su vez un isomorfismo (h*Oy (D))|w = Ox (h*(D))|w.

Estos isomorfismos son consistentes, pues si W C U; N Uj, entonces (con-
servando la notacién previa al teorema) f;l = f;laij y g;l =g; 1bij, donde

bij = i}, v, (ai), luego

fFlol=fla;@l=fT1@b;=(f7 @ 1)by,

por lo que el isomorfismo dado por fi_1 ®1 =g, 1 ¢s el mismo que el dado
por fj_l Q1+ gj_l. Es fécil ver entonces que estos isomorfismos se unen en un

anico isomorfismo h*(0y (D)) = Ox (h*(D)). n

Nota 1 Observemos que si X es un esquema integro, entonces tiene un tnico
punto asociado £ (su punto genérico), y la condicion {h(§)}Nsop D = & equivale
a que h[X] ¢ sop D. Esto se cumple trivialmente (para todo divisor D) si h[X]
es denso en Y.

Mas detalladamente, supongamos que h : X — Y es un homomorfismo
entre esquemas integros localmente noetherianos que transforma el punto gené-
rico de X en el punto genérico de Y (lo que equivale a que h[X] sea denso en
Y). Segun acabamos de razonar, Div.(Y)g = Div.(Y), y el calculo de h*(D) es
especialmente simple:

Pongamos que D esta representado por un sistema {(U;, fi)}i, donde los
abiertos U; podemos tomarlos afines y noetherianos. Entonces f; = u;/v;, para
ciertos u;, v; € Oy (U;) regulares (es decir, no nulos). Entonces el abierto
Dy, (u;) N Dy, (v;) € U; no es vacio y, como h[X] es denso, la antiimagen
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Dy,- 1[U]( (i) N Dy~ 1[U](h (v;)) es un abierto no vacio en h=1[U;], lo que
prueba que h# (ug), h?}i (vi) € Ox(h™1[U;]) son no nulos, luego definen un
= h#i (uz)/l”ﬂ",}E (v;) € XK*(h=Y[U;]), v h*(D) esta definido precisamente por
estos pares (h~1[U;], 9:). (Este g; y el considerado en la definicion de h*(D)
coinciden sobre el abierto que alli hemos llamado h~![V;], luego son iguales.)

En particular, si P € X y Djy(p) esté definido por u;fv; € UC;;(P), entonces
h*(D)p esta definido por h (u;)/h¥(v;) € K. "

Nota 2 Una situacién muy similar a la que acabamos de considerar se da
en el caso en que h : X — Y es un homomorfismo plano entre esquemas
noetherianos.

Si D esta definido por {(U;, fi)}:, donde los abiertos U; son afines y noe-
therianos, entonces f; = wu;/v;, con u;, v; € Oy (U;) regulares. Claramente,
se cumple que U; NsopD C Vy,(u;) U Vi, (v;). No puede ser que un punto
asociado £ € X cumpla h({) € sop D, pues entonces existiria un 4 tal que
H(€) € Vi (i) U Vi (v), luego € € Vv DB, () UV auy (B, (04)), Tuego o
bien h?}é( i) 0 bien h (v;) o es regular en Ox (h~'[U;]) (teorema [3.49]), pero
esto es imposible, porque el homomorfismo hi 1 Oy (U;) — Ox(h7HUY)) es
plano, y los homomorfismos planos transforman elementos regulares en elemen-
tos regulares.?

Como en la nota precedente, se demuestra ahora que h*(D) estd definido

por los pares (h=1[U;], gi), donde g; = h# (us)/ b _(v;). La tltima afirmacién de
la nota anterior vale igualmente en este caso. [

Ejemplo Consideremos la proyeccion p; : X = P;' x--- x P — P}*
y el haz inversible OP21 (1) en P,", que, segtin hemos visto en el ejemplo de la

pégina 318, corresponde al divisor D dado por el sistema {(U;, Xo/X;)};, donde
U; = D(X;). Es claro que su soporte es H = V(X).
El divisor pj(D) esta determinado por {(V},g;)};, donde

Vi =pi U] = D(X;) x P}? X -+- X PR,

y g = pféD( Xj)(XO /X;). Si identificamos las funciones racionales del espacio
multiproyectivo con fracciones de k(X;; |i=1,...,m,j = 1,...,n;), entonces
pf&D(Xj) se corresponde con la inclusion k(X;;) — k(X;;), con lo que, en defi-
nitiva, el divisor pj(D) es el determinado por {(V;,1/X1,)};. De acuerdo con
la nota posterior al teorema 8.19, tenemos que

(XL) B ()gn

2Si f: A — B esplano y a € A es regular, la multiplicacién por a es un monomorfismo
A — A, que al multiplicar por ® 4 B se convierte en la multiplicacion por f(a) en B, luego
ésta es inyectiva y f(a) es regular.
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Despreciamos el polo (X7;) porque no pertenece a Vj, con lo que concluimos
que, visto como divisor de Weil, pi (D) = (.

Obviamente, lo mismo vale para las otras proyecciones, con lo que hemos
demostrado que

0x(G) = p (Opri (1))

Asi, el ejemplo 6 de la pagina 175 nos da que el haz Ox (1) correspondiente

a la inmersion de Segre P}* xj P} — PZ”””""’” es Ox(C1¢2). n

Las posibilidades de aplicacion del teorema 8.32 son mayores de lo que podria
pensarse debido al teorema siguiente:

Teorema 8.33 Sea f : X — Y un homomorfismo de esquemas localmente
noetherianos y supongamos que X es integro. Sea & el punto genérico de X y
sea E ={f(§)}. Entonces todo divisor de Div.(Y") es linealmente equivalente a
un divisor de Div.(Y)g, por lo que Cl.(Y)g = Cl.(Y).

DEMOSTRACION: Sea D un divisor, representado por el sistema {(U;, fi)}i.
Sea g el indice que cumple que f(§) € U;,. El divisor D' = ( figl)D es lineal-
mente equivalente a D, y est4 representado por el sistema {(U;, fifigl)}i. En
particular en U, esta representado por la funcion 1, luego D% = 1 para todo

P € U,,. Esto implica que U;, NsopD’ = &, luego D’ € Div.(Y)g. n
Veamos una aplicacién de las imagenes inversas de divisores:

Teorema 8.34 Si X/k es un esquema cuasiproyectivo, entonces el monomor-
fismo Cl.(X) — Pic(X) es un isomorfismo.

DEMOSTRACION: Por el teorema 5.44 sabemos que Pic(X) esta generado por
los haces muy amplios, luego basta probar que todo haz muy amplio £ de X
es de la forma Ox (D), para cierto D € Div.(X). Consideremos una inmersion
1: X — P} tal que £ = i*OPZ(l) y sea E el conjunto de las imagenes en P}
de los puntos asociados de X. En el ejemplo de la pagina 318 hemos visto que
Opr (1) = Opp (D), donde D es cualquier divisor de Cartier cuyo divisor de Weil
asociado tenga grado 1. En particular, podemos exigir que sop D sea cualquier
hiperplano prefijado.

Si existe un hiperplano H disjunto con E, entonces estara definido el divisor
i*D € Div.(X) y se cumplira que Ox (i*D) = L.

Si el cuerpo k es finito no podemos asegurar la existencia de dicho hiperplano,
pues s6lo hay un ntimero finito de ellos y puede haber un punto de F en cada
uno. No obstante, consideremos los puntos pi,...,p, de E, que son ideales ho-
mogéneos de k[Xo, ..., X,], ninguno de los cuales contiene a I = (Xo, ..., X,).

El teorema [3.51] nos da que existe un F' € I que no pertenece a ninguno
de los p;. Una simple modificaciéon de la prueba nos permite exigir que F' sea
homogéneo de cualquier grado suficientemente grande.® En particular podemos

3Con la notacién de la prueba, podemos exigir que los f;j sean homogéneos por hipétesis
de induccién, y elevandolos a potencias adecuadas podemos exigir que todos tengan el mismo
grado. Entonces los g; son homogéneos del mismo grado d. Por tltimo, para cada ¢, tomamos
una indeterminada X.,,; ¢ p;. Si cambiamos g; por g} = X, 9is los elementos g; cumplen lo
mismo pero tienen grado d + s, y el F' obtenido tiene grado d + s para cualquier s > 0.
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tomar dos polinomios homogéneos F'y F’ de grados d y d+1 que no pertenezcan
a ningan p,;. Equivalentemente, tenemos dos hipersuperficies V' 'y V' en P} de
grados d y d + 1, respectivamente, tales que VN E = V' NE = @. Ahora
consideramos la inmersiéon de grado d dada por el ejemplo 3 de la pagina 174.
Al componerla con i obtenemos una nueva inmersion

j: X — P} —PY

tal que j*Opn (1) = L7,y existe un hiperplano H C P{CV tal que HNPy =V,
k
luego H N E = &. Por el razonamiento precedente, esto nos permite asegurar

que L4 = Ox (D), para un cierto D € Div.(X), e igualmente concluimos que
L4+ =2 0x(D’), con lo que £ = Ox(D'/D). "

Vamos a obtener informacion adicional sobre la imagen inversa de un divisor
en algunos casos de interés. Para ello empezamos con una definicién:

Definicion 8.35 Sea A — B un homomorfismo de anillos locales. Definimos
el indice de ramificacion de B sobre A como ep,4 = Ip(B/maB). (En general
puede ser infinito.) Si f : X — Y es un homomorfismo de esquemas, = € X,y
llamamos y = f(x), definimos e,/, = ey /0y, -

Ejemplo Segun las observaciones tras la definicion 8.26, si B/A es una exten-
sion de anillos de valoracién discreta, entonces eg/4 = vp(m), donde 7 es un
primo cualquiera de A. Equivalentemente, vemos que ep,4 es el exponente de
la ecuacion ma B = m%. (En definitiva, eg /A es el indice de ramificacion en el
sentido usual.)

Maés en general, si B/A es una extension de dominios de Dedekind, la in-
clusion determina un homomorfismo finito suprayectivo Esp B — Esp A. Los
espectros son noetherianos y normales. Se trata del homomorfismo dado por
B — PN A Mas precisamente, el ideal nulo se corresponde con el ideal nulo
y cada divisor primo B3 de B se corresponde con el inico primo p de A al cual
divide. Es obvio que eq/, es el exponente de ‘B en p, luego también coincide con
el indice de ramificacion en el sentido usual de la teoria algebraica de nimeros.

|

El teorema siguiente demuestra la finitud del indice de ramificaciéon en dos
casos, el segundo de los cuales generaliza al ejemplo anterior:

Teorema 8.36 Sea f: X — Y un homomorfismo de esquemas noetherianos.
Supongamos que se cumple uno de los dos casos siguientes:

a) f es plano.
b) X eY son integros y f finito y suprayectivo.

Six € X es un punto de codimension 1, entonces la codimension de y = f(x)
es <1 en el caso a) y es =1 en el caso b). Cuando la codimension es 1, el

indice e, es finito.



8.4. Imé&genes inversas de divisores 325

DEMOSTRACION: Si f es plano, el teorema 4.52 nos da que la codimensiéon
de y es igual a
dim Oyyy = dim OX@ — dim OXy,y S 1,

y si se da la igualdad entonces, aplicando el teorema al homomorfismo plano
EspOx . — Esp Oy,
tenemos que la fibra de m,, que es el espectro de
Ox,e ®oy., (Oy,y/my) = O0x o /myOx 4,

tiene dimension 0 al localizarla a m, /m,Ox ., pero la localizacion es trivial, por
lo que concluimos que Ox ,/m,Ox , tiene longitud finita.

Si f es finito y suprayectivo, sea Y’ = Esp A un entorno afin de y, en cuyo
caso X' = f71[Y] es un entorno afin de z, digamos X’ = Esp B, de modo que B
es un A-modulo finitamente generado. Como f es suprayectiva, la antiimagen
en A del ideal nulo de B ha de ser el ideal nulo, luego el homomorfismo A — B
es inyectivo y podemos considerar a B como una extension de A. En particular,
considerando a = e y como ideales de B y A respectivamente, tenemos que
y = N A, luego el teorema [3.68] nos da que altaz < alty = 1. Ahora bien,
la altura de = no puede ser 0, pues entonces seria el punto genérico de X,
y su imagen seria el punto genérico de Y. Asi pues, la codimension de x es
exactamente 1. Por dltimo, el homomorfismo

EspOx,z — EspOy,y

es suprayectivo y ambos anillos son dominios integros, luego m,Ox , # 0, luego
Ox,2/myOx , tiene dimension 0, luego tiene longitud finita. ]

Ahora necesitamos un sencillo resultado técnico:

Teorema 8.37 Sea A — B un homomorfismo plano de anillos locales tal que
ep/a sea finito, y sea M un A-mddulo de longitud finita. Entonces

ZB(M(X)A B) = eB/AlA(M).

DEMOSTRACION: Sea 0 = My C My C --- C M, = M una serie de compo-
sicion de M. Entonces, como B es plano sobre A, tenemos inclusiones

0=My®srBCM i ®sBC---CM,®4B=M®®4B.
Usando de nuevo que B es plano sobre A y el teorema [4.33], vemos que
Ig((Miy1 ®a B)/(M; ®4 B)) = lp((Mit1/M;) ®4 B) = Ip((A/ma) ®4 B)

=Ip(B/maB) =ep/a.

La pentltima igualdad se debe a que el isomorfismo A® 4 B & B transforma
ma ®4 B en myB. La conclusiéon es ahora inmediata. [

Ahora ya podemos probar:
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Teorema 8.38 Sea f: X — Y un homomorfismo de esquemas en las condi-
ciones del teorema 8.36 y sea D € Div (Y). Six € X tiene codimension 1 (es
un divisor primo) y llamamos y = f(x), entonces

ve(f*D) = ex/yVy(D)  siy tiene codimension 1,
N 0 sty tiene codimension 0.

DEMOSTRACION: Si y tiene codimensién 0, entonces m,, es un primo minimal
de Oy,y, luego los Gnicos elementos regulares de este anillo son las unidades. Por
consiguiente, D estd representado en y por una unidad de Oy, luego f*D esté
representado en x por una unidad de Ox ,, luego v, (f*D) = 0.

Si y tiene codimension 1 y u € Oy, es regular, la sucesion exacta
0— (u) — Oy,y — Oyy/(u) — 0
da lugar a la sucesién exacta
(u) ®oy,, Oxe — Ox 2 — (Oy,y/(u)) ®oy., Ox o — 0,
de la que deducimos que, si v’ € Ox 5 es la imagen de u en Ox 4,

OXJ/(U’/) = (OY,y/(u)) ®Oy,y oX,za

luego el teorema 8.37 nos da que

loX,a: (OXJC/(U“I)) = loY,y (OY,y/(u)) Cx/y

Ahora basta observar que D, esta representado por un cociente de elementos
regulares de Oy, y al aplicarles a ambos la relacién precedente, obtenemos la
relacion del enunciado. [

Ejemplo1 Si f: X — Y es un homomorfismo finito y suprayectivo entre
esquemas integros regulares de dimensiéon 1 y P € Y es un punto cerrado (que
podemos identificar con un divisor de Weil y, a su vez, con un divisor de Cartier),
tenemos que
fP= I1 Qe
Qef~[P]

En particular, si f : EspB — Esp A es el homomorfismo asociado a una
extension B/A de dominios de Dedekind, vemos que f*P es el divisor asociado
al ideal primo PB. [

Ejemplo 2 Sea k un cuerpo y sean V/k, W/k conjuntos algebraicos, el pri-
mero de dimensiéon 1 y el segundo geométricamente integro. Consideremos la
proyeccion p : V xx W — V| que es un homomorfismo plano, luego le podemos
aplicar el teorema anterior.

Sea x € V x W un divisor primo tal que y = p(z) tenga codimensiéon 1 en V|
es decir, que sea un punto cerrado. Entonces x € p~1[y] =2 W x; Espk(y) y esta
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fibra es una extension de constantes de W, luego es irreducible por hipotesis, y
su dimension es la misma que la de W, luego también coincide con la de {z}.
Asi pues, x es el punto genérico de p~1[y]. En definitiva, los divisores primos de
V x W cuya proyeccion es un divisor primo de V' son exactamente (los puntos
genéricos de) las fibras de p.

Vamos a calcular el indice de ramificacion e, /,,. Como su definicion es local,
podemos restringir p a un entorno afin V x Wy del punto z. Si Vy =Esp Ay
Wy = Esp B, donde A y B son k-algebras afines, entonces p se corresponde con
el homomorfismo natural A — A ®;, B.

Observemos que y ®j, B es un ideal de A ®j B, y es primo, pues

(A@x B)/(y @k B) = k(y) @k B = Owy () Wok(y));

que es un dominio integro porque W es geométricamente integro. Ademaés, es
claro que y ®; B C x, asi como que ambos ideales dan un cociente de la misma
dimension, luego r = y ®; B. En otros términos, x es el ideal generado por y
en el producto tensorial. Esto se conserva al localizar, por lo que m, = m,0,,

luego 0, /m,0, es un O,-mo6dulo simple, luego e, /, = 1.

Si suponemos que los esquemas son regulares (para que tenga sentido consi-
derar a los divisores primos como divisores de Cartier) y convenimos en repre-
sentar por {y} x, W la fibra de y (lo cual es literalmente cierto si entendemos
que {y} es el esquema Esp k(y)), hemos probado que p*y = {y} xx W. n

Ahora necesitamos otro resultado de algebra conmutativa:

Teorema 8.39 Sea A un anillo local, sea m su ideal mazimal y sea B una
A-dlgebra.

a) Si B es también un anillo local con ideal mazimal n, el indice |B/n: A/m|
es finito y si M es un B-mddulo de longitud finita, entonces M tiene
también longitud finita como A-mddulo y

LA(M) = |B/n: A/m|l(M).

b) Si A es noetheriano de dimension 1, B estd finitamente generada como
A-modulo, sus ideales mazimales son ny,...,n4, y b € B es un elemento
regular, entonces, llamando B; = By, se cumple que

DEMOSTRACION: a) Sea 0 = My & My & -+ & M; = M una serie de
composicion de M como B-moédulo. Entonces cada M;11/M; es un B-modulo
simple y, por [4.33], es isomorfo a B/n. El teorema [4.37] reduce el problema al
caso en que M = B/n, pero entonces es claro que

LA(B/n) = Lajm(B/n) = |B/n: Afm].
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b) Observemos que B es una extension entera de un cociente de A, por lo
que los teoremas [3.63] y [3.64] implican que B tiene un numero finito de ideales
maximales n;. Ademaés, por [3.68] tenemos que dim B < dim A = 1, lo que a su
vez implica que dim(B/bB) = 0 (ya que b no pertenece a ningin primo minimal
de B).

Los tnicos ideales de B/bB son los ideales n;/bB, para todo ¢ tal que b € n;
(puede no haber ninguno, lo que significa que b es una unidad y que B/bB = 0).
Observemos que tenemos un isomorfismo natural

B/bB = P B;/bB;

(donde, en principio, ¢ recorre los indices tales que b € n;, pero podemos admitir
también los demés valores de i porque aportan sumandos nulos). En efecto, mas
en general: si B es un anillo noetheriano de dimensién 0 con un ndmero finito
de ideales maximales n;, se cumple que

B = @B,,.

Basta considerar el esquema X = Esp B, en el que los conjuntos U; = {n;}
son cerrados, luego abiertos, por lo que B = @ Ox(U;). Ademas los abiertos
U; son afines (principales, de hecho, digamos que U; = D(f;)), de manera que
Ox(U;) = By, es un anillo con un tnico ideal primo, luego concluimos que
OX(Ul) = OX(UZ')M = (Bfi)ni = Bﬂi'

Asi pues,
la(B/bB) = ZZA(Bi/bBZ-),

supuesto que los A-modulos B;/bB; tengan longitud finita. Ahora bien, el anillo
B/bB es noetheriano de dimension 0, y lo mismo vale para B;/bB;, luego éste
tiene longitud finita como B;/bB;-modulo. Por el apartado a), también tiene
longitud finita como B;-moédulo (la misma longitud, de hecho) y, de nuevo por
el apartado a), también tiene longitud finita como A-moédulo, puesto que

|Bl/‘llle : A/m| = |B/I‘li : A/m|
es finito. m

Ahora generalizamos el resultado a esquemas y divisores:

Teorema 8.40 Sea f : X — Y un homomorfismo finito suprayectivo entre
dos esquemas integros noetherianos. Consideremos un divisor primo y € Y y
sea D € Div.(Y'). Entonces

[K(X) : K(Y)|vy (D) = fz)l[ ]Ik(x) Lk (y)| v (f7 D).

DEMOSTRACION: Notemos que, segtn el teorema 8.36, el divisor f*D esta
definido para todo D, y que todo z € f~![y] tiene codimensién 1. Si Y’ es un
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entorno afin de y, entonces f~![X’] es un abierto afin que contiene a f~![y],
por lo que no perdemos generalidad si suponemos que X = Esp B, Y = Esp A.
En la prueba de 8.36 hemos visto que entonces A es un subanillo de B.

Si el divisor D esté representado por un sistema {(U;, g;) }:, donde los abiertos
U; son afines, podemos sustituir Y por un U; que contenga a y, de modo que no
perdemos generalidad si suponemos que D = (a) es un divisor principal, donde
a€ K(Y)=F(A). Si a=u/v, basta probar el teorema para los divisores (u)
y (v), luego podemos suponer que a € A. Entonces f*D = (a).

Viendo a y como ideal primo de A, tenemos el siguiente diagrama conmuta-
tivo:

A——B

|

Ay, —— By

Sillamamos X’ = Esp B,, Y’ = Esp A4,, el diagrama anterior se corresponde

con

X—f>Y

]

X/ fﬁ Y/
Llamemos ¢ = yA, € Y’, de modo que k(y) = A,/y = k(y’). El divisor
D’ = (a/1) € Div.(Y’) cumple que

vy(D) = la, (Ay/aAy) = v, (D).

Los elementos de 2’ € X’ se corresponden biunivocamente con los z € X
tales que x N A C y. En particular, los elementos x € f~![y] se corresponden
biunivocamente con los #’ = B, € Y’ tales que ' N A, =y’ y por [3.63] éstos
son los ideales maximales de B,,.

También tenemos que k(z) = k(z') y que vy (f*D) = vy (f*D’). En defini-
tiva, vemos que basta probar el teorema para el homomorfismo f’ o, equivalen-
temente, que podemos suponer que A es un anillo noetheriano local cuyo tnico
ideal maximal es y. El teorema anterior nos da que

la(B/aB)= > |Bs/xBy:A/y|lp, (Bs/aBy).
zef~1y]

Equivalentemente:

la(B/aB) = 5. [k(z) : k(y)| vz (f" D).

zef 1yl
Basta probar que l4(B/aB) = |K(X) : K(Y)|la(A/aA).

Podemos tomar una base de K(X) sobre K(Y) formada por elementos
bi,...,bp € B. Sea M = (b1,...,bs),. Claramente, B/M es un A-mé6dulo
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de torsion finitamente generado. Podemos tomar un v € A, u # 0, que anule a
B/M, lo que nos permite expresar a B/M como imagen de una suma directa
(A/uA)". El A-modulo A/uA tiene longitud finita por 8.25, luego B/M también
tiene longitud finita.

Ahora consideramos las siguientes sucesiones exactas de A-modulos:

0 — aB/aM — B/aM — B/aB — 0,

0 — M/aM — B/aM — B/M — 0.

Sabemos que los médulos de los extremos de ambas sucesiones tienen longi-
tud finita (notemos que aB/aM = B/M), luego B/aM también tiene longitud
finita. Ademas:

la(B/aB) +la(aB/aM) =1sa(M/aM) +14(B/M),

luego la(B/aB) =la(M/aM) =14((A/aA)") =nls(A/aA). "

Notemos que el teorema anterior generaliza a la conocida formulan = > e; f;
de la teoria algebraica de ntmeros. A su vez sugiere la definicién siguiente:

Definicién 8.41 Sea f: X — Y un homomorfismo finito suprayectivo entre
dos esquemas integros noetherianos y sea D € Div(X) un divisor de Weil.

Definimos
> |k(z):k(y)|va (D)

fuD =] y=e/ ' € Div(Y),
Yy

donde y recorre los divisores primos de Y. Notemos que en la prueba del teorema
anterior hemos visto que si y es un divisor primo de Y y x € f~![y] entonces z
es un divisor primo de X.

En estos términos, el teorema anterior puede enunciarse asi:

Teorema 8.42 Sea f : X — Y un homomorfismo finito suprayectivo entre
dos esquemas integros noetherianos y sea D € Div.(Y). Entonces

f([f*D]) = [K(X) : K(Y)[[D].

8.5 Sistemas lineales

Segtin el teorema 5.33, un homomorfismo f : X — P} esta determinado
por un generador global de un haz inversible £ en X, de modo que, si L C £(X)
es la envoltura lineal del generador global, cada s € L no nulo es de la forma
s = f*F, donde F es una forma lineal no nula y X \ X5 = f~[V(F)].

Si f es una inmersion cerrada y llamamos H = V(F), entonces podemos
escribir que X \ X; = X N H, de modo que, aproximadamente, lo que tenemos
es que f estd determinada por las intersecciones de X con los hiperplanos de
P%. No obstante, esto no es exacto porque f estd determinada por los s € L,
no por los cerrados X \ X con s € L.
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Podemos preguntarnos qué informaciéon adicional contiene s mas alla del
hecho de que determina el abierto X, o el cerrado X \ Xs. Bajo hipotesis
razonables, la respuesta es que s asocia ademas ciertas multiplicidades a las
componentes irreducibles de X \ X o, en otros términos, que s determina un
divisor de soporte X \ X;.

Supongamos que X/k es un esquema proyectivo integro. Sea £ un haz
inversible en X, s € £(X) no nulo y vamos a asociar a s un divisor de Cartier.

Para ello observamos que si P € X, entonces Lp es un Ox p-mdédulo libre
de rango 1, luego podemos tomar una base ep € Lp, y entonces el elemento
sp € Lp se expresa de forma tnica como sp = apep, para cierto ap € Ox p.
Naturalmente, ap depende de la eleccion de la base ep, pero un cambio de base
multiplica ap por una unidad de Ox p, luego la clase de ap en OXJ:/O}’P no
depende de la eleccion de la base. Por otra parte, si un divisor D € Div.(X) es
entero, tenemos que Dp € Ox/p/0% p.

Teorema 8.43 Sea X/k un esquema proyectivo integro, sea L un haz inversible
en X y sea s € L(X) no nulo. Entonces existe un tnico divisor entero sg €
Div.(X) tal que, para cada punto P € X, se cumple que sp = apep, donde ep
es una base de Lp y sop = [ap] € O)gp/Oﬁgp.

DEMOSTRACION: Sea U C X un abierto afin tal que £|x sea libre. Sea
ey € L(U) una base y sea s|y = fueu, donde fuy € Ox(U). Teniendo en cuenta
que X es integro, es facil ver que no puede ser fy =0, luego fu € k(X)*.

Los pares (U, fu) determinan un divisor de Cartier. En efecto: si (V, fy) es
otro par en las mismas condiciones, tomamos un abierto afin W C U NV tal
que L|w sea libre. Entonces ey|w y ev|w son dos bases de £(W), luego existe
un tnico aw € Ox(W)* tal que ey|w = aweyv|w, luego fv|lw = aw fulw. Los
abiertos W cubren U NV y la unicidad de los ay hace que éstos determinen
un o« € Ox(U n V)* tal que fV|UﬁV = Oth|Umv.

Llamamos sg al divisor determinado por los pares (U, fy). Es claro que
cumple lo pedido, y la unicidad también es evidente. [

Definicion 8.44 Si X/k es un esquema proyectivo integro, £ es un haz inversi-
ble en X y s € £L(X), el divisor entero sy dado por el teorema anterior se llama
divisor de ceros de s.

Observemos que sop = 1 si y s6lo si Lp = spOx, p, es decir, si y sélo si
P ¢ X,. En definitiva: sopsy = X \ X,. En general, sop mide la “distancia”
de sp a un generador de Lp. Si el conjunto X es normal, el divisor sg esta
completamente determinado por su divisor de Weil asociado y, en tal caso,
podemos ver a sy como una asignaciéon de multiplicidades a las componentes
irreducibles de su soporte, tal y como comentdbamos al principio de la seccién.

Como X es integro, todo haz inversible £ es de la forma £ = Ox (D), para
un cierto divisor D € Div.(X). Segun el teorema 8.30 sabemos que

LX) ={f e KX)" | (f)D =1} Uu{0}.
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Entonces, para cada f € £(X) no nulo, fo = (f)D.

En efecto, si D viene representado por {(U;, fi)}; y tomamos P € U;, en-
tonces Lp = fi}loxyp, luego una base de Lp es f[l y fe=(ffip i}l, luego

for = (ffi)p = ((f)D)p, luego fo = (f)D.
En particular, £ = Ox (fo).

Definicién 8.45 Si X es un esquema localmente noetheriano y D € Div.(X),
definimos el sisterna lineal completo asociado a D como el conjunto (tal vez va-
cio) |D| formado por todos los divisores (de Cartier) enteros linealmente equi-
valentes a D.

Notemos que si |[D| # @y D' € Div.(X), entonces |D| = |D’| si y solo si D
y D’ son linealmente equivalentes, luego |D| esta asociado en realidad a la clase
de D en el grupo Cl.(X).

Segtin hemos visto, si X/k es un esquema proyectivo integro y D € Div.(X),
tenemos una aplicacion suprayectiva O x(D)(X)\ {0} — |D| dada por f — fo.

Supongamos ademés que X/k es geométricamente integro, con lo que el
teorema 4.26 nos da que Ox(X) = k. Una consecuencia de esto es que, por
la propia construccion de los divisores de Cartier, si f € K(X)*, se cumple
trivialmente que (f) = 1 si y solo si f € Ox(X)* = k*, luego una funcién
racional estd completamente determinada por su divisor salvo una constante
(ya habiamos observado esto en el contexto de los divisores de Weil).

Ahora, si tomamos f, g € Ox(D)(X)\{0} y se cumple que fo = go, entonces
(f)D = (9)D, luego (f) = (g), luego f y g se diferencian en un factor en k*.
Ahora es inmediato el teorema siguiente:

Teorema 8.46 Si X/k es un esquema proyectivo geométricamente integro, sea
D € Div.(X) y sea L(D) = Ox(D)(X). Llamemos P(L) al conjunto de todos
los subespacios vectoriales de L de dimension 1. Entonces, la aplicacion f —
fo = (f)D induce una biyeccion P(L(D)) — |D|.

Notemos que L(D) es un k-espacio vectorial de dimension finita, por lo que
P(L(D)) es un espacio proyectivo de dimensiéon dimy L(D) — 1.

Definicion 8.47 En las condiciones del teorema anterior, un sistema lineal aso-
ciado al divisor D es la imagen por la biyeccion del teorema de una subvariedad
lineal de P(L(D)). Equivalentemente, es un conjunto de la forma

o=A{()D | feV\{0}} C|D],

donde V' C L(D) es un subespacio vectorial. Definimos la dimension de d como
la dimension de la correspondiente variedad lineal (dimy 9 = dim; V' — 1).
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Notemos que los subespacios vectoriales de L(D) se corresponden biunivoca-
mente con los sistemas lineales asociados a D. De entre ellos nos interesan espe-
cialmente los generados por generadores globales de O x (D), pues se correspon-
den con homomofismos de X en espacios proyectivos. Podemos caracterizarlos
en términos de sistemas lineales:

Llamaremos puntos bdsicos de un sistema lineal 0 a los puntos que estan en
todos los soportes de todos los divisores de 9. Diremos que 0 es libre de puntos
bdsicos si no tiene puntos basicos.

Teorema 8.48 Sea X/k es un esquema proyectivo geométricamente integro. Si
D € Div.(X) yV C L(D) es un subespacio vectorial correspondiente al sistema
lineal 0, entonces 0 es libre de puntos bdsicos si y solo si V' estd generado por
un generador global de Ox (D).

DEMOSTRACION: Sabemos que sg,...,s, € V son un generador global si y
so6lo si los abiertos X, cubren X. Puesto que X es cuasicompacto, V contiene un
generador global (finito) si y solo si los abiertos X con s € V' cubren X. Esto
equivale a que sus complementarios, que son los soportes sop sg, con s € V,
tengan interseccion vacia. Ahora bien, los divisores sy son precisamente los
divisores de 0. n

En estos términos tenemos un enunciado alternativo del teorema 5.36:

Teorema 8.49 Si X/k es un esquema proyectivo geométricamente integro, exis-
te una biyeccion entre los sistemas lineales de divisores de X libres de puntos
basicos y las clases de equivalencia de homomorfismos X — P} cuya imagen
no estd contenida en ningun hiperplano, donde dos homomorfismos se conside-
ran equivalentes si uno se obtiene del otro componiéndolo con un automorfismo
de Py,.

Mas precisamente, a cada sistema lineal 0 de dimensién r le corresponde una
clase de homomorfismos en Pj.

Finalmente, vamos a reformular el teorema 5.37. Para ello recordemos que
antes del teorema 8.29 hemos visto que si X es un esquema localmente noe-
theriano y D € Div.(X) es un divisor entero, el subesquema cerrado Y de X
definido por el haz de ideales Ox (D~!) de O x tiene por soporte al soporte de D.
Si P € Y es un punto cerrado, definimos TpD = TpY.

Observemos que el epimorfismo Ox p — Oy,p induce un epimorfismo
my p/m% p — my,p/mi 5y, pasando a los espacios duales, obtenemos un
monomorfismo de k(P)-espacios vectoriales TpD — TpX.

Con mas detalle, si D esté4 definido por un par (U, f) alrededor de P, como
D es entero, tenemos que f € Ox(U). El hecho de que P € sop D equivale a
que fp € mp. Por otra parte, Oyﬁp = Oxyp/(fp).

Si llamamos dp f a la clase de fp en mxyp/mggp, el epimorfismo entre los
espacios cotangentes tiene por nicleo al subespacio vectorial generado por dp f,
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por lo que el monomorfismo entre los espacios tangentes nos lleva a la identifi-
cacion

TpD = {t elpX | dpf(t) = 0}

Teorema 8.50 Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado, sea X/k un esquema
propio y sea 0 un sistema lineal en X libre de puntos bdsicos. Entonces 0 define
una inmersion cerrada X — P} si y solo si cumple:

a) Para cada par de puntos cerrados distintos P, Q € X existe un D €0 tal
que P € sopD y Q ¢ sop D, o viceversa.

b) Si P € X es un punto cerrado yt € TpX es un vector tangente no nulo,
entonces existe un D €0 tal que P € sopD yt ¢ TpD.

DEMOSTRACION: Sea Dy € Div(X)y V C L(Dgy) = Ox(Dy)(X) un subes-
pacio vectorial tal que 0 = {(s)Dg | s € V' \ {0}}. Basta probar que las condi-
ciones del enunciado equivalen a las del teorema 5.37 para el haz £ = Ox(Dy).

Si P € X es un punto cerrado y D € 0, entonces D = (s)Dg, paraun s € V
no nulo. Pongamos que Dy esta definido por f en un entorno U de P, con lo que
D esté definido por sf € Ox(U). Entonces P € sop D siy sblo si spfp € mp,
siy solosisp e mpfglox,p =mpLp. Ahora es inmediato que la condicion a)
del enunciado equivale a la condiciéon a) de 5.37.

Con la misma notacién anterior, y suponiendo que P € sop D, la multipli-
cacion por fp nos da un isomorfismo mpLp/m%Lp 2 mp/m% = (TpX)*.

Cada s € V (no nulo) tal que sp € mpLp, se corresponde con un divisor
entero D = (s)Dy € 0 tal que P € sop D, y su clase en el cociente mpr/m%ng
se corresponde a través del isomorfismo anterior con la clase [spfp] € (TpX)*,
donde spfp es un representante de Dp. Asi pues, el conjunto de las clases de
los elementos

{S eV | sp Gmpr}

enmplp/ m%L p (que aparece en la condicion b de 5.37), se corresponde a través
de un isomorfismo con el conjunto S de las diferenciales dph € (TpX)*, donde
h define alrededor de P a un divisor D € 0 tal que P € sop D. Hemos de probar
que estas diferenciales generan (TpX)* si y solo si para todo t € TpX no nulo
existe un ¢ € S tal que ¢(t) # 0.

En efecto: sea V C (TpX)* el subespacio generado por Sy sea W C TpX
el subespacio anulado por V. Hay que ver que V = (TpX)* si y s6lo si W = 0,
pero esto se debe a que
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Dualidad

El teorema de dualidad es una generalizacion del teorema 6.23 (el cual es solo
una parte del teorema de dualidad para el especio proyectivo). Para demostrarlo
necesitaremos algunos resultados previos acerca de los funtores Ext sobre haces
coherentes y sobre cohomologia, a lo que dedicamos la primera seccién.

9.1 Preliminares de algebra homolégica

En [5.51] caracterizamos la dimensién proyectiva de un médulo finitamente
generado sobre un anillo local en términos del funtor Tor. Aqui vamos a nece-
sitar una caracterizacion similar en términos de Ext valida para anillos locales
regulares. En primer lugar probamos un resultado general que no requiere nin-
guna hipotesis sobre A:

Teorema 9.1 Sea A un anillo y M un A-mddulo. Las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

a) dp, M < d.
b) Ext’y(M,N) =0 para todo A-médulo N y todo i > d.
¢) ExtS™ (M, N) = 0 para todo A-mddulo N.

DEMOSTRACION: a) = b) Podemos calcular Ext’y(M, N) mediante una re-
solucion proyectiva de M de longitud d, y entonces es evidente que se cumple b).

b) = c¢) es obvio. Veamos que c¢) = a). Sea
02 01 do
o —= P =P —F —M—0

una resolucion proyectiva de M y sea Kgq41 = N(9g4+1) C Pyt1. La hipotesis es
que, para todo A-médulo N, la sucesion siguiente es exacta:

Homa(Pa, N) 2 Homa (Pasr, N) 2% Homa (Pasa, N).

335
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Teniendo en cuenta que Ky = Pyy1/N(9441), es claro que
N(Da+2) = Homa (Pay1/Kay1, N) = Homa (K4, N),

v la exactitud se traduce en que todo homomorfismo ¢ : K; — N se extiende
a un homomorfismo ¢ : P; — N. Aplicamos esto cuando N = K;y ¢ =1, lo
que nos da un homomorfismo ¢ : P; — Ky que extiende a la identidad. Esto
implica que Py = K4 & K41, luego K4_1 es proyectivo y

0—Kyg1—>Py_1—>Pj_9—---

es una resolucion proyectiva de M de longitud d. L]

Nota Si en el teorema anterior suponemos que A es noetheriano y que M es
finitamente generado, las condiciones b) y ¢) pueden restringirse a modulos N
finitamente generados. En efecto, en la prueba de ¢) = b) podemos partir de
una resolucion proyectiva de M formada por moédulos P; finitamente generados,
y entonces K, también es finitamente generado. L]

En el caso de anillos locales regulares podemos decir més:

Teorema 9.2 Sea A un anillo local regular y M un A-mddulo finitamente ge-
nerado. Entonces dp 4(M) < d si y sdlo si Ext’y (M, A) = 0 para todo i > d.

DEMOSTRACION: Una implicacién es un caso particular del teorema anterior.
Si suponemos la hipotesis sobre Ext, es claro que

Ext’ (M, A™) = Ext’, (M, A)™,

luego tenemos que Ext’ (M, L) = 0 para todo A-mo6dulo libre L de rango finito
y todo ¢ > d. En virtud del teorema anterior y la nota que le sigue, basta
probar que lo mismo es vélido para todo A-mo6dulo N finitamente generado, no
necesariamente libre.

La clave ahora es el teorema [5.63], segtin el cual, si d = dim A, entonces
dp,4N < d', para todo A-médulo N finitamente generado, luego por el teorema
anterior Ext’ (M, N) = 0 para todo i > d’. Si d’ < d no hay nada que probar.
Si d < d’ consideramos una sucesion exacta

00— K —L—N —Q0,

donde L es un A-modulo libre de rango finito. De ella obtenemos una sucesion
exacta

0 = Ext® (M, L) — Ext® (M, N) — Ext4 1 (M, K) =0,

en la que el primer médulo es nulo porque d > dy L eslibre, y el ultimo porque
d +1 > d'. Concluimos que Ext’y (M, N) = 0 para todo i > d’ — 1, y podemos
seguir rebajando la cota hasta llegar a d. [



9.1. Preliminares de algebra homolégica 337

Recordemos [2.15] que si X es un espacio anillado y M es un O x-mo6dulo, los
funtores Ext’y, (M, —) y Ext’ (M, —) son, respectivamente, los funtores derivados
de los funtores Homg , (M, —) y Home, (M, —). Ahora vamos a centrarnos en
el caso en que X es un esquema y los médulos considerados son haces cuasi-
coherentes. En primer lugar consideramos el caso de un esquema afin:

Teorema 9.3 Sea A un anillo noetheriano y X = Esp A. Sean M y N dos
A-mddulos, y supongamos que M es finitamente generado. Entonces

Ext% (M, N) = Ext (M, N), &xt% (M, N) = Ext’;(M, N).
DEMOSTRACION: Consideremos una resolucion libre
oo — Ly — L — Ly — M — 0,

donde los A-mo6dulos L, tienen rango finito. De ella obtenemos una resoluciéon
libre _ B _ .
vov—> Ly — Ly — Lo — M — 0.

El teorema [2.19] nos da que podemos calcular los modulos Ext’y (M, N)
como los grupos de cohomologia del complejo

0 — Homa (Lo, N) — Homu (L1, N) — Homgy (L, N) — - -+
y los modulos Ext}(ﬁ , N ) como los grupos de cohomologia del complejo
0— Homox(zo,ﬁ) — Homox(zl,ﬁ) — Homox(zg,ﬁ) —

Ahora bien, ambos complejos son isomorfos, luego también lo son sus grupos
de cohomologia. Similarmente, los modulos Ext% (M, N) son los grupos de
cohomologia del complejo

0 — Home (Lo, N) — Home (L1, N) — Home (La, N) —> - --

Este complejo es isomorfo a

0 — Homa (Lo, N) — Homy (L1, N) — Homy (L, N) — -+ -

y basta aplicar el teorema [1.37] al funtor exacto M s M. "

Como consecuencia:

Teorema 9.4 Sea X un esquema localmente noetheriano, sea M un haz cohe-
rente en X y N un haz cuasicoherente en X. Entonces los haces Ext’y (M, N)
son cuasicoherentes y son coherentes si N lo es.

DEMOSTRACION: Por el teorema [2.16] podemos suponer que X = Esp A,
con A noetheriano, y entonces Ext% (M, N) es cuasicoherente por el teorema
anterior. La segunda afirmacion es consecuencia de que si, en el teorema ante-
rior, N es también finitamente generado, entonces los médulos Ext” (M, N) son
finitamente generados, pues son los grupos de cohomologia de un complejo de
A-moédulos finitamente generados. m



338 Capitulo 9. Dualidad

Teorema 9.5 Sea X un esquema localmente noetheriano, F un haz coherente
en X y G un Ox-mddulo arbitrario. Para cada punto P € X se cumple que

Ext}‘((ff", 9)13 = EthX,P(EP’ gp)

DEMOSTRACION: Notemos que el funtor del segundo miembro es el corres-
pondiente a la categoria Mod(Ox, p) de los Ox, p-mddulos. En virtud del teo-
rema [2.16] podemos sustituir X por un entorno afin de P, luego podemos
suponer que X = Esp A, donde A es un anillo noetheriano. Entonces F = M ,
para un cierto A-modulo finitamente generado M. Puesto que todo A-moédulo
es cociente de un moédulo libre, concluimos que F tiene una resolucion libre de
rango finito:

e — L1 — Ly —F —0,

que a su vez determina una resolucién libre
- Lip — Lop — Fp — 0.

Segun el teorema [2.19], podemos calcular los modulos del enunciado como
los grupos de cohomologia de los complejos

0 — Home, (Lo, §) — Home, (£1,5) — - -

0— HOIHOX,P(LOP,SP) — HOmoX’P(Llp,gp) —

(Observemos que en la categoria Mod(Ox p) se cumple que Hom y Hom son lo
mismo.) Veamos ahora que

Homoy » (Lnp, Gp) = Homoy (Ln, G)p-

En efecto, definimos un homomorfismo

¢ : j'meox(Lm 9)P — HomOx,P(LnP; gP)

mediante ¢([a]) = ap. Para probar que es un isomorfismo tomamos un entorno
afin U de P tal que £,|y = Of y fijamos una base si,...,s, € L£,(U), de
modo que si V' C U es un abierto, entonces los s;|y forman una base de £,,(V).
Definimos

1/1 . HomOX,P(L’ﬂ/P) 9P) — j-(om(‘)x (’cn; 9)]3

de la forma siguiente: dado f : £,p — Gp, pongamos que f(s;p) = [t;], donde
podemos suponer que t; € §(V'), para un mismo abierto V' C U independiente
de i. Para cada abierto W C V, definimos 9o (f)w : £,(W) — G(W) mediante
Yo f)w (silw) = ti|w. Estos homomorfismos definen a su vez un homomorfismo
Yo(f) € Home (Ln, §)(V) v definimos ¥ (f) = [¢o(f)]. Es facil ver que ¢ y ¢
son mutuamente inversos. Mas atn, es facil ver que tenemos un isomorfismo de
funtores

HOmoX,P (7a 9]3) = j‘meoX (*7 9)P
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Esto implica que los médulos Ext ¥ P(S" p,9p) pueden calcularse como los
grupos de cohomologia del complejo

0 — Homop (Lo, g)p — Homy , (Ll, S)P —
que se obtiene del complejo
0— Homox(ﬁo, 9) — Homox (Ll, 9) —_

aplicando el funtor exacto Mod(X) — Mod(Ox, p) dado por M +— Mp. Ahora
basta aplicar el teorema [1.37]. n

Teorema 9.6 Sea A un anillo noetheriano y X/A un esquema proyectivo. Sea
Ox (1) un haz muy amplio en X y sean M y N dos haces coherentes en X.
Entonces para cada i > 0 existe un natural ng > 0 (que depende de M, de N y
de i) tal que para todo n > ng se cumple que

Ext’ (M, N(n)) = Ext (M, N(n))(X).

DEMOSTRACION: Para i = 0 se cumple para todo n, por definicién de los
funtores Hom y Hom. Asi pues, podemos suponer ¢ > 1. Consideremos ahora
el caso en que M = Ox. Entonces el miembro izquierdo es H*(X,N(n)) por
[2.17], y es nulo para n suficientemente grande por el teorema 6.21. El miembro
derecho es siempre nulo por [2.17], luego en este caso se cumple el teorema.

Supongamos ahora que M es localmente libre. Entonces aplicamos el teo-
rema [2.21], segin el cual

Ext’ (M, N(n)) = Ext’ (Ox, (M* @0, N)(n)),
Ext'y (M, N(n)) = &xt’ (Ox, (M* @0, N)(n)),
y basta aplicar el caso anterior.

Pasemos ya al caso en que M es arbitrario. El teorema 5.43 nos da una
sucesion exacta
0—P—>L—M—0,

donde £ es localmente libre de rango finito. Por la parte ya probada, para n
suficientemente grande, el teorema [2.18] nos da una sucesion exacta

0 — Homg, (M, N(n)) — Homep  (£,N(n)) —
Homg,, (P, N(n)) — Extl (M, N(n)) — 0

e isomorfismos Ext’ (P, N(n)) = Ext4 (M, N(n)) para i > 1, e igualmente con
Hom y Ext. El teorema 6.22 nos da la sucesion exacta

0 — Homg (M, N(n))(m) — Homeg , (L, N(n))(m) —
Homg , (P, N(n))(m) — Exti (M, N(n))(m)(X) — 0

para todo m suficientemente grande.
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El teorema [2.21] nos permite sumar la m a la n, luego, para todo n sufi-
cientemente grande, tenemos la sucesién exacta

0 — Homg (M, N(n)) — Homg , (£,N(n)) —
Homg , (P, N(n)) — Extl (M, N(n))(X) — 0.

Comparando las dos sucesiones exactas obtenemos el isomorfismo del enun-
ciado para ¢ = 1. Los isomorfismos

Ext’y (P, N(n)) = Ext{ (M, N(n)), Extiy (P, N(n)) = Exti (M, N(n)),
nos dan inductivamente el teorema para todo <. n

Para terminar demostraremos una version “dual” del teorema [1.50]. El
principal problema con que nos encontramos es que, en general, las categorias
de modulos sobre un espacio anillado no tienen suficientes moédulos proyectivos,
en el sentido de que no siempre es posible expresar un moédulo como imagen
de un modulo proyectivo. No obstante, si nos restringimos a considerar haces
coherentes sobre un esquema proyectivo X /A, donde A es un anillo noetheriano,
entonces es posible sustituir los Ox-moédulos proyectivos por moédulos de la
forma £ = Ox(—¢)™, donde ¢, m > 0. Nos apoyaremos en dos hechos:

Por una parte, el teorema 5.43 nos da que si M es un haz coherente en X,
existe un epimorfismo O x (—¢)™ — M, donde ¢ puede tomarse arbitrariamente
grande.

En segundo lugar, si 0 — M — N — P — 0 es una sucesion exacta de
haces coherentes sobre X y £ = Ox(—¢)™, tenemos que

Ext (€, M) = Extk (0x (~q), 00" = Extk (0x, M()"
= H'(X, ()" =0

si g es suficientemente grande, por el teorema 6.21. A su vez, esto implica que
el homomorfismo natural Home , (£,N) — Homg, (£, ?P) es suprayectivo, es
decir, que £ cumple la definiciéon de moédulo proyectivo para el epimorfismo
prefijado N — P. Naturalmente, tomando ¢ suficientemente grande podemos
exigir que la cumpla para cualquier conjunto finito de epimorfismos.

Con estas consideraciones podemos probar el resultado que necesitamos:

Teorema 9.7 Sea A un anillo noetheriano y sea X/A un esquema proyectivo.
Sea € la categoria de los haces coherentes sobre X y sea (T™)n>0 una familia de
funtores contravariantes € — Mod(Y'), donde Y es cualquier espacio anillado.
Supongamos que la familia dada tiene un homomorfismo de conexion y que
para cada n > 1 y cada M € € existe un qo > 0 tal que si g > qo entonces
T"(Ox(—q)™) = 0. Entonces la familia de funtores es universal.

DEMOSTRACION: Sea (T'™) otra familia de funtores contravariantes y sea
no : TY — T'° una transformacién natural. Tomemos un M € € y sea £ =
Ox(—q)™ tal que T*L = 0 y que exista una sucesion exacta

0—N—L—M—70.
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Observemos que entonces N también es coherente. Tenemos el diagrama
conmutativo

0 TM TL TON T'M 0
|
Nom l Nos l NoN l N1 |
\
0 —— T"°M 7L TN 7'M 7L

que claramente nos da un tnico homomorfismo 7;5¢ que conmuta con los ho-
momorfismos de conexién. Hemos de probar que no depende de la elecciéon de
la sucesién exacta con la que se calcula.

Consideremos ahora un homomorfismo o : M/ — M de haces coherentes
y tomemos £’ de forma analoga pero exigiendo ademas que Ext (£, N) = 0.
Esto nos permite formar un diagrama conmutativo

0 N L m’ 0
0 N L M 0

(La flecha vertical derecha es el homomorfismo dado, la central existe por la
propiedad que hemos exigido a £’ y la izquierda existe por la exactitud de las
filas.)

Este diagrama induce a su vez dos diagramas conmutativos para las su-
cesiones exactas largas asociadas a los dos funtores, de los que se desprende
facilmente la conmutatividad del diagrama

T!a

TIM —2-TIM

nljv[’l lnlM

T/1MI T/lM
T«

En particular, si tenemos dos construcciones de 715, con dos haces £ y L',
podemos tomar un tercer £” que cumpla Ext} (£”,N) = 0y Ext} (£”,N') = 0,
con lo que obtenemos dos diagramas conmutativos como el anterior (para « la
identidad en M) que muestran que los tres homomorfismos 715 son el mismo.

Esto prueba que 77y : T — T'! es una transformacién natural bien definida.

Ahora el mismo argumento usado en el teorema [1.50] (con las minimas
modificaciones obvias) demuestra que 7; conmuta con todos los homomorfismos
de conexidn entre sucesiones exactas de haces coherentes, por lo que es la tnica
transformacion natural con esta propiedad.

Supuestos definidos 71, . . ., 7, tomamos M € € y un £L = Ox(—¢)™ tal que
TL =T L =0 y que exista una sucesion exacta

0O—N—L—M—70.
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Entonces tenemos un diagrama conmutativo:

0 TN Tt M ——0
I
mml I Mn41m
Y
T/nL T/nN Tn+1M - Tn+1£

La comprobacion de que 1,41 asi definida es la tinica transformaciéon natural
+

que conmuta con los homomorfismos de conexién es mas simple que la que hemos

visto para 7;. L]

9.2 Haces dualizantes

Tal y como hemos avanzado al principio del capitulo, nuestro proposito es
generalizar el teorema 6.23. Empezamos introduciendo el concepto de haz dua-
lizante, que nos permitira reformular este teorema de una forma méas adecuada.
Nos vamos a restringir al caso de esquemas definidos sobre un cuerpo k.

Definicion 9.8 Sea k un cuerpo y X/k un esquema propio de dimension n.
Un haz dualizante en X es un haz coherente w$ juntamente con una traza
t: H"(X,w%) — k de modo que, para cada haz coherente M en X, la forma
bilineal natural

Home , (M, w$) x H*(X,M) — H™"(X,w%) —= k,

compuesta con t, es regular o, lo que es lo mismo, induce un isomorfismo
Homgp, (M, w%) — H™ (X, M)*,
donde el asterisco denota el espacio vectorial dual.

En estos términos, el teorema 6.23 afirma que el espacio proyectivo X = P},
tiene un haz dualizante, que es concretamente wg = Ox(—r — 1). El teorema
siguiente demuestra que es el tnico:

Teorema 9.9 Sea k un cuerpo y X/k un esquema propio. Si X tiene un haz
dualizante, éste es unico. Mds precisamente, st w es un haz dualizante con
traza t y el par (W',t") cumple lo mismo, entonces existe un unico isomorfismo
¢:wy — W tal quet = H"(X,¢)ot’.

DEMOSTRACION: Sea n la dimension de X. Como w’ es dualizante, existe
un isomorfismo
Homo , (wx,w') = H" (X, wX)",

luego existe un tnico homomorfismo ¢ : wg — w’ que se corresponda con ¢/
por dicho isomorfismo, es decir, que cumpla que t = H"(X, ¢) o t’. Invirtiendo
los papeles, obtenemos un tnico homomorfismo ¢ : w’ — w$ de manera que
t' = H"(X, ) ot. Consecuentemente, t = H"(X, ¢ o)) ot.
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Por otra parte, tenemos un isomorfismo
o ) ~Y n O \*
Homo  (wk,wk) = H" (X, w)",

y la igualdad anterior prueba que la imagen de ¢ o ¢ es t, pero la identidad
también tiene imagen t, luego ¢ o ¢ = 1. Igualmente concluimos que Yo ¢ =1,
luego ¢ es un isomorfismo. [

A continuaciéon demostramos que un haz dualizante cumple, de hecho, mas
de lo que exige la definicién:

Teorema 9.10 Sea k un cuerpo y X/k un esquema proyectivo de dimension n
que admite un haz dualizante w$ . Para cada haz coherente M ezisten homo-
morfismos naturales

0 - Exti (M, wg) — H" (X, M)*

para todo © > 0, de modo que para it = 0 se trata del isomorfismo natural dado
por la definicion de haz dualizante. Ademds las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

a) Los homomorfismos 04, son isomorfismos.

b) Fijado un haz muy amplio Ox (1), para todo haz localmente libre L sobre
X, existe un natural qo tal que si q > qo entonces H'(X,L(—q)) = 0 para
todo i < n.

¢) X es un esquema equidimensional de Cohen-Macaulay.

DEMOSTRACION: Llamemos € a la categoria de los haces coherentes en X
y consideremos a Ext’y(—,w%) y H" (X, —)* como funtores contravariantes
¢ — Mod(k) para todo i > 0 (entendiendo que H" %(X, —)* es el funtor nulo
sin—1i<0).

Si M € €, entonces H!(X,M) = 0 para i > n (teorema 6.16), por lo que
la sucesién exacta larga asociada a una sucesion exacta corta de haces cohe-
rentes es finita. Al calcular su sucesion dual, obtenemos una sucesion exacta
que empieza con H"(X,—)* y termina con H°(X,—)*. Esto significa que, si
definimos H*(X, —) como el funtor nulo cuando i < 0, entonces la familia de
funtores {H" (X, —)*}i>0 tiene un homomorfismo de conexiéon. Lo mismo es
cierto para la familia {Ext’ (—,w$%)}iso0 (sobre Mod(X) y, en particular, sobre
¢) por el teorema [2.18].

SiM € €. Por el teorema 5.43, existe un epimorfismo £ = Ox(—¢q)™ — M,
y en la prueba se ve que podemos tomar g > 0 arbitrariamente grande. Entonces

Ext’y (£, w) = Extly (0x (—q), %)™ = Ext (Ox,wk (0))"

= H'(X,wk(g)™ =0,

para ¢ > 0, por el teorema 6.21.
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Esto significa que la familia de funtores {Ext’y (—,w$)}i>o0 cumple las hipo-
tesis del teorema 9.7, luego es universal y esto nos da las transformaciones
naturales 6.

Si suponemos b), también es universal la segunda familia de funtores, pues
Hn_i(X, L)* ~ Hn—i(X’ OX(_q))*m =0

para i > 0 y ¢ suficientemente grande. Esto implica a).

Reciprocamente, si tenemos a) y £ es un haz localmente libre, entonces, para
1<n
H'(X,L(—q)) = H'(X,L(—q))" = Extx " (£(—q),wX)
= Exty ' (Ox, (£" ®o, wi)(@) = H" (X, (£* @0y wX)(9) = 0
para g suficientemente grande, por el teorema 6.21.

Notemos que para probar b) = a) s6lo hemos usado que H*(X,0x(—q)) =0
para todo i < n y todo ¢ suficientemente grande. El teorema 6.19 muestra que
X = P}, cumple esta hipotesis, luego a) es valido para los espacios proyectivos.

Supongamos ahora c), es decir, que todas las componentes irreducibles de X
tienen la misma dimension n y que todos los anillos locales O x p son anillos de
Cohen-Macaulay. Fijemos una inmersién cerrada j : X — P}. Consideremos
un haz £ localmente libre sobre X y un punto cerrado P € X. Entonces
prOx,p=dimOx p =ny Lp es un Ox p-moédulo libre.

Es inmediato comprobar que una sucesiéon en mx, p es £p-regular si y sélo
si es Ox, p-regular, luego también se cumple que pr £Lp = n. Por otra parte, el
epimorfismo j}f : OP;;’P — Ox,p nos permite considerar a £p como OP;;’P—
modulo, y también es claro que las imégenes y antiimagenes de sucesiones £ p-
regulares son sucesiones £ p-regulares, por lo que pr@p;,pLP = proX’PLp =n.

Ahora bien, el esquema Pj, es regular y P es un punto cerrado, por lo que
Opr, p es un anillo local regular de dimensién r. El teorema [5.59] nos da que la
dimension proyectiva de Lp (como Opr p-médulo) es:

dpopz,PLP =r—n.

Por las observaciones previas al teorema [2.19], los funtores Extgy_, (£p, —)
.

pueden calcularse mediante una resolucion proyectiva de Lp, luego (conside-
rando ademas 9.5) concluimos que

EXt;Z (j*L, _)P = EXtioP;,P(LP, _P) =0

para ¢ > r — n. En principio hemos probado esto para todo punto cerrado
P e X, perosi P € P, \X, entonces (j.£)p = 0, luego también concluimos que
Extpr (j«£, —)p = 0. Los teoremas 9.4 y [3.9] nos dan que Extp, (j.L,—) =0
(sobre la categoria de los haces cuasicoherentes en P7,).
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Recordemos ahora que hemos probado que a) es vélido para P}, luego tene-
mos que

H'(X,L(—q))" = H' (P}, j«£(—q)) = Exty; (7L, wpr (4))

= Extpe ' (J:L, wpr (@) (PR) = 0,

pararT—i > r—ny g suficientemente grande. (Hemos usado ademés 6.20, [2.21]
v 9.6.) Asf pues, H'(X, L(—q)) = 0 parai < n y ¢ suficientemente grande. Esto
es b).

Supongamos finalmente b) y probaremos c). Fijamos al igual que antes una
inmersion cerrada j : X — P}, y aplicamos a) al esquema Pj:

Extpy (jxOx, wiy ) (@)(PR) = Extpy (7:Ox, wpr () (PR) = Extp, (7. 0x, wpr (4))

= Extpy (j.0x (=), wpy) = H™ (P, 7:0x (=) = H" (X, 0x(—q))*.

Estos isomorfismos son validos para ¢ suficientemente grande, y b) aplicado
a £ = Ox nos da que Extpr (j:Ox, wpr)(¢)(P)) = 0 para i > r —n. Ahora bien,
si g es suficientemente grande el haz coherente Exti Z(j*o X,w%;)(q) admite un
generador global (teorema 5.41), luego concluimos que 8xt§,; (j+Ox, wf;z)(q) =
0, lo que a su vez implica que EX‘L%Z (j*OX,wf,g) =0parai>r—n.

Si P € X es un punto cerrado, deducimos que
EXtBPz’P(OXJD, OP;,P(_T - 1)) =0,

lo que a su vez implica que Extfgpr P(Ox,p,op;,p) =0, parai >r —n. El
r,
teorema 9.2 nos da que dpopr LO0xp < r—mn,y el teorema [5.59] implica
T,

entonces que
Pro, ,Ox,p = proPZ’PoX,P zn=dimX >dimOx,p = pro, ,Ox,p,

luego todas las desigualdades son igualdades, y Ox p resulta ser un anillo de
Cohen-Macaulay de dimensién n. El hecho de que dim O x p = dim X para todo
punto cerrado P € X implica claramente que X es equidimensional. Finalmente,
el teorema [5.43| implica que Ox p es un anillo de Cohen-Macaulay para todo
punto P € X, no necesariamente cerrado. Asi pues, X es un esquema de
Cohen-Macaulay. n

La demostracion de ¢) = b) puede adaptarse para probar un resultado de
interés:

Teorema 9.11 (Lema de Enriques-Severi-Zariski) Sea X un esquema pro-
yectivo normal de dimension > 2 y L un haz localmente libre en X. Entonces
HY(X,L(—q)) = 0 para todo q suficientemente grande.
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DEMOSTRACION: Si P € X es un punto cerrado, tenemos que Ox, p es
un dominio integro local integramente cerrado de dimensiéon > 2. El teorema
siguiente prueba que prOx,p > 2, y todo el argumento empleado en la prueba
de ¢) = D) en el teorema anterior sigue siendo valido sin mas que cambiar “= n”
por “> 2”. Consecuentemente, la conclusién no es valida para i < n sino para
i < 2, es decir, para i = 1. [

Teorema 9.12 Todo dominio integro moetheriano local integramente cerrado
de dimension > 2 tiene profundidad > 2.

DEMOSTRACION: Sea A un anillo en las condiciones del enunciado, sea m su
ideal maximal y sea K su cuerpo de cocientes. Fijemos cualquier a € m no nulo
(que sera regular) y hemos de probar que m/(a) contiene un elemento regular.
En caso contrario, m/(a) es un primo asociado de A/(a), es decir, existe un
[b] € A/(a) no nulo tal que m/(a) es el anulador de [b].

1

Llamemos m™' = {¢ € K | cm C A}, que es un A-submodulo de K que
1

contiene a A. Ademas, ¢ = b/a € m~1\ A, por lo que A G m~1.

Veamos ahora que mm~! = A (donde el producto ha de entenderse como el
A-submoédulo de K generado por los productos de elementos de ambos factores).
Obviamente m C mm~! C A. Si no se da la igualdad mm~! = A, ha de ser
mm~! =m, de donde m(m~!)" =m C A para todo n > 1.

Fijemos un m € m no nulo y sea ¢ € m~!. Entonces mc" € A para todo
n > 0, luego Alc] € m™A, y m™1A4 es un A-modulo finitamente generado.
Como A es noetheriano, A[c] es también finitamente generado, luego ¢ es entero
sobre A. Como A es integramente cerrado, concluimos que ¢ € A. En definitiva,
concluimos que m~! C A, contradiccion.

Por [4.22] sabemos que (), m"™ = 0, luego m # m?. Tomemos d € m \ m?,
de modo que dm™! C A. Si fuera dm™' C m, entonces dA = dmm~! C m?,
contradiccion. Asi pues, ha de ser dm~! = A, de donde

(d) =dA =dmm ' =mA =m.

En definitiva, m es un ideal principal, pero entonces, el teorema de los idea-
les principales [5.2] implica que dim A = altm < 1, en contradicciéon con la
hipotesis. [

Para demostrar la existencia de haces dualizantes necesitamos algunos re-
sultados previos.

Teorema 9.13 Sea k un cuerpo e i : X — P}, una inmersion cerrada de
: o : i oy _
codimension n. Entonces, para todo j < n, Ex‘cpz (z*OX,sz) =0.

DEMOSTRACION: Por el teorema 5.18 tenemos que 7,0 x es un haz coherente
en P} y por 9.4 también son coherentes los haces 7 = Extp, (i.Ox, wpy). Por
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el teorema 5.41 los modulos F7(g) admiten un generador global para ¢ suficien-
temente grande, luego si probamos que F7(q)(X) = 0 para g grande, tendremos
también que F7(q) = 0 y, por lo tanto, que 37 = 0. Ahora bien, por [2.21],

F(q) = Extiyy (1.0x, wpy) @py Opy (4) 22 Extih, (1, 0x, Wiy (a))
y por 9.6 (siempre para ¢ suficientemente grande)
59 ()(X) = Ext], (i.0x (—q), wpy)-
Por el teorema 9.10 (aplicado a P},) y 6.20 tenemos que
F(q)(X) = H™ (P, ix0x (—q))" = H™/ (X, 0x(~q))".

Finalmente, si j < n, entonces r — j > r —n = dim X, luego F7(¢)(X) =0
por 6.16. (]

En la prueba del teorema siguiente necesitaremos un hecho elemental sobre
modulos inyectivos: si & J es un Ox-moédulo inyectivo, también lo es cada
sumando directo. En efecto, si ¢ : M — J es un homomorfismoy ¢ : M — N
es un monomorfismo, por la inyectividad de la suma existe un homomorfismo
é1: N — T®J tal que Yo py = ¢, luego ¢ = ¢, oy : N — J cumple que

1o ¢ = ¢. Esto prueba la inyectividad de J. El reciproco es igual de elemental,
aunque no lo necesitamos.

Teorema 9.14 Sea k un cuerpo e i : X — P} una inmersion cerrada de
codimension n. Llamemos

o __ %k n o (; o
w = " Extp, (Z*Ox,wpz).
Entonces existe un isomorfismo natural de k-espacios vectoriales
Homg, (M, w%) = Extgg (1M, wgz)
para todo Ox-mddulo M.

DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que, si U es un abierto en Pj,
disjunto con X, se cumple que

Extpr (1. Ox, wpy ) |o = Ext( ((0.0x)|u, wir [v) = Extyr (0, wpr[v) =0,

por lo que Extp, (1.0x, ‘*’1%;)@ = 0 para todo @ € P}, \X.
Esto es la condicion a) del teorema [B.6]. Veamos que también se cumple la
condicién b): si P € X, entonces

Extpy (i+Ox, wpy Ji(p) = Ethp;,i(p) (Ox.p, w;;,z‘(P))a

y hemos de ver que este OPW( p)-modulo es anulado por el nicleo I del epi-
morfismo Opz,i(p) — Ox,p. Ahora bien, Ethp;,i(m(OXvP’w;;,i(P)) es un co-

ciente de un submodulo de un moédulo de la forma HOInOp;,i(P) (Ox,p,J), donde
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el onﬁi(P)'médulo J forma parte de una resolucién inyectiva de w?,z (P Es
inmediato que este moédulo de homomorfismos es anulado por 1.

El teorema [B.6] implica entonces que
Extpr (1:Ox, wpr) = dswyk.

Sea
0 —wpr — 71— —7 — ..

una resolucién inyectiva, de modo que el miembro derecho del isomorfismo del
enunciado es el grupo de cohomologia n-simo del complejo

0 — Homo,,, (i-M, 7% — Homo,, (i.M, Ty — -

Si llamamos §7 = *Home,, (i:0x,7’), el mismo argumento que hemos
k
aplicado a w% nos da que

ﬂ-(omopz (i+0x,77) =2 i,.37.
Observemos que los grupos de cohomologia del complejo
0 — id’ — i d' — i J* — -
son los modulos Ext{gpr (1.0x, cu‘P’,2 ), y el teorema anterior nos da que son nulos
k
para j < n, mientras que el n-simo es ¢,w$. Como ¢ es una inmersién cerrada,
el funtor i, es exacto, luego el complejo

0—39° —gt—75 —-

también tiene nulos sus n primeros grupos de cohomologia, y el n-simo es w$
(aqui usamos [B.5]). Por otra parte, para todo O x-médulo F se cumple que

Homo,, (i.7, AE= Homo,,, (i.F ®o,, ix0x, 37

= Homo,, (i.F, Homo,,, (i.Ox, 37)) = Homo,, (i.7, i.d7)

%Homox(?,ﬂj),

donde hemos usado [B.2], [2.13] y [B.3]. Todos los isomorfismos son funtoriales.
Como ¥ es inyectivo, el funtor Homg,,, (—,J7) es exacto, y también lo es i, luego
el funtor Homg , (—, J7) también es exacto, lo que significa que los modulos J?
son inyectivos.

Para el caso concreto F = M vemos que el miembro derecho del isomorfismo
del enunciado es el grupo de cohomologia de la sucesiéon

Home , (M, d"~!) — Homo , (M, J") — Home , (M, 3"+1).



9.2. Haces dualizantes 349

Si n > 0, podemos aplicar el teorema [1.31] a la sucesion exacta

0—7° gt 5 ON(d°) — 0,

de modo que J! = (Im d°) & CN(d"), y cada sumando es inyectivo por la obser-
vacion previa al teorema. Si n > 1 entonces Imd® = Nd', por lo que tenemos
la sucesién exacta

0 — CN(d®) 25 g2 —5 ON(@d') — 0,

y el teorema [1.31] nos da la descomposicién g2 = (Imd') & CN(d'), de modo
que la sucesion
0—79°—3" —Imd' —0

es exacta. Razonando de este modo llegamos hasta una sucesiéon exacta
0—39 —g — . ="' =7 —0

y a una descomposicién J" = J7 @ g%, donde g% = Imd"~t y g3 = CN(d"1).
Ademas J} C Nd", por lo que d" induce un homomorfismo d" : g5 — g"+!,
de modo que w = N(d"). Por la observacion previa al teorema, 7 y 3 son
ambos inyectivos.

Podemos considerar el complejo {J’}; como suma directa de dos complejos
inyectivos, {J7}, y {d3};, donde

i_ g9 sij<mn, i_JO0 sij<n,
! 0 sij>n, 2 J sij>n.

El primero de estos complejos es exacto, y puede verse como una resolu-
cion inyectiva del modulo nulo, por lo que al aplicarle el funtor Homg,, (M, —)
obtenemos una sucesion exacta (sus grupos de cohomologia son los modulos
Ext% (M, 0) = 0). Queremos calcular el grupo de cohomologia n-simo del com-
plejo

{HOmoX (M; jj>}j - {HOmoX (Mv jjl)}J D {HOmoX (Mv j]2)}J

Sera la suma directa de los grupos de cohomologia n-simos de ambos su-
mandos, pero ya hemos observado que el del primero es nulo. En definitiva,
el grupo de cohomologia que buscamos (que, segin hemos visto, es isomorfo a
Extgg (i*M,wgz)), es el grupo de cohomologia de la sucesiéon

0 — Homg, (M, J3) — Home , (M, "),

que claramente es igual a Homo, (M,w%). No es dificil ver la naturalidad del
isomorfismo (es decir, que se trata de un isomorfismo de funtores). L]

Teorema 9.15 Si X es un esquema proyectivo sobre un cuerpo k, entonces X
tiene un haz dualizante.
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DEMOSTRACION: Sea i : X — P}, una inmersiéon cerrada, sea d = dim X y
sea n = r—d la codimension de X en Py. Llamemos w§ = i*Extp, (1+0x, wf,;),
que es un haz coherente en X. Por el teorema anterior juntamente con 9.10
(para P}) y 6.20, vemos que si M es un haz coherente en X, entonces

Homop , (M, w%) = Extp, (i.M, wpr ) = HYPL, i, M)* = HY(X, M)*.

El isomorfismo es funtorial. Tomando en particular M = w%, la identidad
se corresponde con un homomorfismo ¢ : H4(X,w$) — k. Si llamamos

n:Homeg , (—, w%) — HYX, )"
al isomorfismo, entonces ¢ = 7,3 (1) y, para cada homomorfismo ¢ : M — w$%

tenemos el diagrama conmutativo

M0
Homo , (W%, wg) —> HY(X,w%)*

Hom, (¢,w§(>t lH%)*
Homg , (M, w$) — HY(X,M)*

Al aplicarlo a la identidad obtenemos que H%(¢) ot = my(¢), es decir,
vemos que npt no es sino el isomorfismo natural que requiere la definicién de
haz dualizante. [

Con esto queda probado el teorema de dualidad, que no es més que 9.10 com-
binado con el teorema anterior, segtn el cual la existencia de un haz dualizante
no es en realidad una hipodtesis. Para los haces localmente libres la dualidad
tiene una expresion mas natural:

Teorema 9.16 Sea X/k un esquema proyectivo de Cohen-Macaulay cuyas com-
ponentes irreducibles tengan todas dimension n. Entonces, para cada haz local-
mente libre £ en X existe un isomorfismo natural:

HY(X,L) =2 H" (X, L* @0, k)"
DEMOSTRACION: En principio, el teorema de dualidad nos da el isomorfismo
Ext% (£,w%) = H" (X, L),
Por [2.21] y [2.17] resulta que
Ext’ (£, w%) = Exty (Ox, L ®oy w%) = HI(X, L @0y W)
En definitiva, tenemos que
H" (X, L) 2 H(X,L* Qo W)

Esto vale para todo indice ¢. Si cambiamos ¢ por n—i tenemos el isomorfismo
del enunciado. m

Hemos visto, que el haz dualizante de X = P}, es w§ = Ox(—r —1). Serfa
interesante tener identificado de forma similar el haz dualizante de otros esque-
mas, pero la demostracién del teorema 9.15 no ayuda en nada a ello. En la
seccidn siguiente nos ocuparemos de este problema.
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9.3 El haz candnico

Hasta ahora hemos trabajado tinicamente con formas diferenciales de di-
mension 1 sobre un esquema. Aqui vamos a definir las formas diferenciales de
dimensioén superior.

Definicion 9.17 Si A es un anillo y M es un A-modulo, definimos el dlgebra
tensorial de M como la suma directa

T(M) = @ M®".

n>0
que es un algebra graduada (no conmutativa) con el producto tensorial, donde

convenimos que M®% = A, incluso si M = 0.

Es claro que todo generador de M como modulo es un generador de T'(M)
como algebra. Ademas, si M es un A-moédulo libre con base by, . .., b, entonces
M®" es también un A-moédulo libre, y una base esta formada por los 7" tensores

by, @---®b;,,  ij=1,...,m

Definimos el dglgebra exterior de M como el cociente A(M) de T'(M) respecto
al ideal generado por los tensores m®m, para todo m € M. Como los elementos
m ® m son homogéneos, es facil ver que

A(M) = @ A" (M),

n>0

donde A"(M) es la imagen del submodulo M®™ por el epimorfismo canénico
T(M) — A(M). Identificaremos cada m € M con su clase [m] € A} (M) y
representaremos por A el producto en A(M), de modo que A™(M) esta generado
por los elementos

MmN Amy =M ® - @my].

Desarrollando (my + ma) A (my1 + ms) = 0 vemos que
ml/\mngmg/\ml, ml,mQGM.

Esto implica, mas en general, que si o es una permutacién de los indices
1,...,n, entonces

Me1 A+ Ay = (sigo)my A Amy,
donde m; € M y sigo = +1 es la signatura de o.
También es facil ver que si w € A™(M), n € A"(M), entonces
wAn=(—1)""nAw.

Teorema 9.18 Si A es un anillo, M un A-mddulo libre y by, ..., b, es una base,
entonces A"(M) es también un A-mddulo libre y una base estd formada por los
elementos

biy N--- ANb;, conl<ig <---<ip<r.
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DEMOSTRACION: Es claro que estos elementos generan A™ (M) (en particu-
lar, si n > r se cumple que A" (M) = 0). Para ver que son linealmente indepen-
dientes conviene introducir algo de notacion: sii = (i1, .. ., 45) es un multiindice,
representaremos por b; = b;, ®- - -®b;, . Asi, cada elemento w € T'(M) se expresa
de forma tnica como

w = Zwibi,
K2

donde i recorre todos los multiindices y w; € A es nulo salvo en un ntimero finito
de casos.

Diremos que un multiindice ¢ estd ordenado si iy < --- < ,,. Representare-
mos por P; el conjunto de todos los multiindices de la forma j = (ig1,. .-, %0n),
donde o es una permutacion de {1,...,n}. Llamaremos sigj = sigo.

Consideremos el conjunto J C T(M) formado por los elementos w € T(M)
tales que para cada multiindice ordenado i, se cumple que

> (sigj)w; = 0.
JEP;

Es claro que la suma de dos elementos de J esta en J. Vamos a probar que J
es un ideal, para lo cual basta ver que si w, n € T(M) y uno de los dos pertenece
a J, entonces w®@n € J.

Si ¢, j son dos multiindices, definimos (%, j) = (i1,. .., tm, j1s- -+, Jn). Vamos
a admitir a @ como multiindice de longitud 0, de modo que (i,9) = (&,1) = i.
Si convenimos ademas que by = 1, entonces b; ® b; = b, j).

Si ¢ es un multiindice ordenado, llamamos D; al conjunto de pares de multi-
indices ordenados (j1,j2) tales que j; + j2 € P;. Entonces

Z (Sig.j)(w ®77)j = Z Z (Sigj)wunv = Z Z Z Sig(uav)wunv

JEP; JEP; (u,v)=j (J1,J2)EDiu€Pj; vE Py,

= ¥ (X Gigwe. T Gigon) =0.
(41,J2)€D; u€ Pj; vEP;,
Notemos que sig(u,v) = £(sigu)(sigv), donde el signo + depende tnicamen-
te del par (j1,j2) (es la signatura de la permutacion que ordena (41, j2)). Hemos
probado que w ®n € 7J.

Es facil ver que el ideal J contiene a los elementos m ® m, para todo m € M,
luego J contiene al nucleo del epimorfismo T'(M) — A(M). (No es dificil
ver que J es dicho nicleo, pero no necesitamos este hecho.) Si tenemos una
combinacioén lineal

Zaibil /\"'/\bin =0,
i
donde ¢ recorre los multiindices ordenados de longitud n, entonces

Zai bl S jv

lo que implica, por definicién de ¢, que a; = 0 para todo 1. L]
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Definicién 9.19 Sea A un anillo y M un A-médulo libre de rango r. Definimos
el determinante de M como el A-modulo det M = A" (M). (Notemos que las
definiciones implican que det 0 = A).

El teorema anterior prueba que det M es un A-moédulo libre de rango 1. Mas

concretamente, si bq,...,b, es una base de M, entonces by A--- Ab, es una base
de det M. Es facil ver que si ¢y, ..., ¢, es otra base y
ci = Y _aijbj,
J

entonces ¢1 A -+ A ¢, = det(a;;) by A+ Aby.

Observemos que todo homomorfismo de A-moédulos ¢ : M — N induce
homomorfismos ¢, : M®* — N®" de A-médulos que determinan un ho-
momorfismo de algebras ¢ : T(M) — T(N), que a su vez induce un ho-
momorfismo ¢ : A(M) — A(N) que a su vez se restringe a homomorfismos
On : A"(M) — A™(N), y si los dos modulos son libres del mismo rango (fi-
nito), en particular tenemos un homomorfismo det ¢ : det M — det N. Esto
significa que todos estos conceptos definen funtores covariantes.

Veamos algunas propiedades de los determinantes de modulos:
Teorema 9.20 Sea A un anillo y M un A-mddulo libre de rango finito.
a) Si B es una A-dlgebra, existe un isomorfismo canénico
det(M ®4 B) & (det M) ® 4 B.
b) Si0 — L — M — N — 0 es una sucesion exacta de A-mddulos
libres de rango finito, existe un isomorfismo natural

det M =2 (det L) ®4 (det N).

¢) Existe un isomorfismo natural det(M*) = (det M)*.
d) Los isomorfismos de b) y ¢) conmutan con las extensiones de escalares a).

DEMOSTRACION: En todos los apartados el resultado es trivial si alguno de
los modulos es nulo. Supondremos lo contrario.

a) Si {b;}}_; es una base de M, entonces b, = b; ® 1 forman una base de
M®a B,y (by A---Ab) ®1 es una base de (det M) ® 4 B. Es facil ver que el
isomorfismo dado por

(by A - Ab)@L by A=A

es independiente de la eleccion de la base.

b) Sealy,...,l, una base de L y ny,...,n, una base de N. Sea m; € M una
antiimagen de n;. Es facil ver que Iy,...,l.,m1,...,ms es una base de M. El
isomorfismo

A Al AmyA-Amg—= (G A ANl) Q@ (ny A+ Ang)
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no depende de la eleccion de las bases. (En primer lugar se comprueba que no
depende de la elecciéon de las antiimagenes m; y luego que no depende de la
eleccion de las dos bases de partida.)

¢) Si by,...,b, es una base de M, entonces una base de M* es la base dual

by dada por bf(b;) = &;; (donde (d;;) es la matriz identidad). Definimos una
aplicacion bilineal v : det M x det M* — A mediante
Yy A Ab, BT A ADY) =1

es inmediato que v es regular y que no depende de la elecciéon de la base, por

lo que induce un isomorfismo canénico det M* = (det M)*.

d) Es una comprobacién rutinaria. Por ejemplo, en el caso de b) tenemos la
sucesion exacta

0 —L®s1B— M®1B—N®sB—0
y se trata de probar la conmutatividad del diagrama

(det M) 4 B——— ((det L) ® 4 (det N)) ® 4 B

|

((det L) ®4 B) ®p ((det N) ®4 B))

|

det(M ®4 B) ———det(L ®4 B) ®p det(N @4 B)
]

Ahora trasladamos estos conceptos al caso de haces sobre espacios anillados.

Definicién 9.21 Sea X un espacio anillado y M un O x-mddulo. Definimos
A™ (M)~ como el prehaz en X que a cada abierto U le asigna el modulo

A (M) (U) = A" (M(U)),

con las restricciones inducidas por las restricciones de M. Llamaremos A™(M)
a la complecion de este prehaz. Si M es localmente libre de rango r, definimos
det M = A"(M). Mas en general, si M es localmente libre de rango finito,
aunque el rango no sea constante, lo serd de todos modos en cada componente
conexa de X, por lo que igualmente podemos definir det M.

Teorema 9.22 Sea X un esquema y M un haz cuasicoherente en X. Entonces
A™(M) también es un haz cuasicoherente y para cada abierto afin U de X se
cumple que A"(M)(U) =2 A"(M(U)).

DEMOSTRACION: Supongamos que X = U = Esp A, y entonces tenemos
que M = M, para cierto A-moédulo M. Si g € A, el homomorfismo M — M,
induce un homomorfismo de A-médulos A™(M) — A™(M,) dado por

mi A Ay = (my/1) A A (mp/1),
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que a su vez induce un homomorfismo de A,-moédulos ¢, : A™(M),; — A" (M)
dado por
mia A A s
gT
Reciprocamente, podemos definir un homomorfismo M, g®” — A" (M), me-
diante

— giT((ml/l) A A(my/1).

mq mMn

Estos homomorfismos determinan un homomorfismo de algebras
T(Mg) — DA™ (M)g,
n
y es claro que los elementos (m/g") ® (m/g") tienen imagen nula, luego este

homomorfismo induce otro sobre A(M,) que a su vez se restringe a un homo-
morfismo g : A"(My) — A™(M), dado por

mi my
AN

g NN G T g (A AT,

Se comprueba inmediatamene que ¢, y 4 son mutuamente inversos, por lo

que tenemos un isomorfismo g : A™(M)~(D(g)) — A*(M)(D(g)). Es facil
ver que estos isomorfismos son compatibles con las restricciones entre abiertos

P —
principales, luego inducen un homomorfismo de prehaces A"(M)~ — A™(M)
cuyos homomorfismos locales son isomorfismos. Por consiguiente tenemos un

isomorfismo de haces A"(M ) = A/”E]\/@ Esto prueba que A™(M) es cuasicohe-
rente y que A"(M)(X) 2 A"(M(X)).

En el caso general, es claro que A"(M)|y = A"(M|y), luego A™(M) es cua-
sicoherente, y

A"MU) = A"M[p)(U) = A (Mo (U)) = A" (M(U)).

En particular, si M es un haz localmente libre de rango finito en un esquema
X, para cada abierto afin U C X se cumple que (det M)(U) =2 det(M(U)).

Es obvio que si X es un esquema localmente noetheriano y M es un haz
coherente, entonces A (M) es también un haz coherente en X.

Teorema 9.23 Sea X un esquema y M un haz localmente libre en X de rango
finito.

a) Si f:Y — X es un homomorfismo de esquemas, entonces

det f*M = f*(det M).

b) Si0 — L — M — N — 0 es una sucesion exacta de haces localmente
libres de rango finito, entonces

det M = (det £) ®p, (detN).
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¢) Tenemos un isomorfismo det(M*) = (det M)*.
d) Los isomorfismos de b) y ¢) conmutan con los cambios de base.

DEMOSTRACION: a) Cubrimos X con abiertos afines U tales que M|y sea
libre. Para cada abierto afin V' C f~![U] tenemos que

(S M(V) = MU) ®ox @) Oy (V)
es un Oy (V)-modulo libre del mismo rango que M(U). Entonces
(det f*M)(V) = det((f*M)(V)) = (det M(U)) @0 )y Oy (V) = f*(det M)(V).

Esto isomorfismos conmutan con las restricciones, por lo que inducen el
isomorfismo del enunciado.

b) Podemos cubrir X con abiertos afines U en los que los tres haces sean
libres. La propiedad anéloga en el teorema 9.20 nos da un isomorfismo

det M(U) = det L(U) ®¢ () det N(U).
Como los haces son cuasicoherentes, éste induce un isomorfismo
det M|y = det L|y ®0¢ |, det Ny,

y como los isomorfismos son canoénicos, conmutan con las restricciones, por lo
que inducen el isomorfismo del enunciado.

¢) Si U es un abierto afin donde M es libre, tenemos que
(det M*)(U) = det(M*(U)) = det(Homg ,|or(M|rr, Ox|vr))
= det(Homg . () (M(U), Ox (U)) = det(M(U)*) = (det M(U))"
= Homo , 1) ((det M)(U), 0x (U)) = Homg |, ((det M)|v, Ox|v)
= Homg, (det M, Ox)(U) = (det M)*(U).
Una vez maés, estos isomorfismos determinan el isomorfismo del enunciado.

d) Se trata de una comprobacion rutinaria. Por ejemplo, en el caso de b), si
f:Y — X es un homomorfismo de esquemas, el hecho de que los haces sean
localmente libres implica la exactitud de la sucesion

0— f*L— f*M — f*N —0,
y por b) se cumple que
det f*M =2 (det f*L) ®o (det f*N).
Lo que hay que comprobar es la conmutatividad del diagrama

det M (det £) ®oy (detN)

| |

det f*M —— (det f*L) ®o, (det f*N)

donde las flechas verticales son las dadas por a). L]
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Las 4lgebras exteriores que mas nos van a interesar son las correspondientes
a los haces de formas diferenciales sobre un esquema:

Definicion 9.24 Si A es un anillo, B una A-algebra y r» > 1, llamaremos
Qg = AT(Q}g/A). Anélogamente, si f : X — Y es un homomorfismo de

esquemas, definimos Q' y- = A(QY,y ).
Ast, QF /y €sun haz cuasicoherente en X y, para cada abierto afin V en Y
y cada abierto afin U C f~1[V], se cumple que
v (U) = Qo /0y (v)»

que es un O x (U)-mddulo generado por los elementos de la forma dfy A - - - Adfs,
con f; € Ox(U).

Si Y es localmente noetheriano y f : X — Y es suave, el teorema 7.53 nos
da que el haz Qﬁ( /vy €s localmente libre, luego podemos definir el haz candnico

wxy = det Qﬁ(/y, que es un haz inversible en X.

El caso més simple se da cuando X/k es un conjunto algebraico geométrica-
mente regular (lo que equivale a que el homomorfismo estructural X — Esp k
es suave) cuyas componentes irreducibles tienen todas la misma dimension n.
En tal caso wx/, = A”(Qﬁ( /k). Vamos a calcular explicitamente el haz candénico
de los espacios proyectivos:

Teorema 9.25 Sea A un anillo y X = P. Entonces wx/a = Ox(—n —1).

DEMOSTRACION: Tenemos que X = Proy(B), donde B = A[Xo,..., X,].
Consideremos los abiertos U; = D(X;) y U;; = U; NU; = D(X;X;).
Tenemos que wx/4(U;) = det B(x,). Puesto que

Bix,y = A[Xo/Xi, ... Xi/ Xi, .., X0/ X3,

el teorema 7.32 nos da que 9}3()(.)/14 es el B(x,;)-moddulo libre generado por

d(Xu/Xs), para u # i, luego wx,4(U;) es el Ox (U;)-modulo libre generado por

Xo (X0 X,
i=d 22 A nd 22 ) A Ad .
¢ (Xz) (Xz) (Xz)
Si j # i, entonces wx,/4(Usj) es el Ox (Us;)-modulo libre generado por
XoX; XX, X, X
P BT R NN (i B I eisie A
v (Xz'Xj> bt <Xin) hoeh (Xin)

Vamos a comparar esta forma diferencial con w;
que, para u # 1,

p X, X . XX, X7\ X7 p X, X; +XuXid Xz
X.X; ) \XiX; XiX; ) X, X; \ X:X; X X; \ XX, )

Wi

u;;- Para ello observamos
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Notemos ademas que si u = j esta igualdad se vuelve trivial. La expresion
de w;|y,; consta de n factores y n—1 de ellos podemos sustituirlos por las expre-
siones anteriores, con dos sumandos cada una. Al desarrollar quedan 2"~! su-
mandos, pero seran nulos todos los que tengan una diferencial repetida. Puesto
que el j-ésimo factor de todos los sumandos va a ser siempre d(XjQ/XZ-Xj)7 en
realidad s6lo queda un sumando no nulo, que es el que resulta de sustituir

X, X X? X, X;
d ZR RN L
XX, X:X; \ X;X;

para u # i,j. Por otra parte,

X2 X2 X2 X2 X2 X2
O=dl i —L ) = dl L |+ —L-dl i),
XiX; X, X; ) XaX; \ XX, | XiX; \ XiX;

(XN (XY X
X:X; ) X X; X:X; )"

Teniendo en cuenta todo esto, vemos que

n+1 —
- xz XoX; X2 X, X;
= (—1)itd J dl 2228 ) A ad =2 ceAd] 22
vy = (=) (Xin> <Xin)A " (Xin hoeh (Xin>

(Notemos que después de hacer las sustituciones hay que trasladar el factor
j-ésimo a la posicion i-ésima.) Concluimos que

2 n+1
v\ XX 7

Por otra parte, Ox (—n—1)(U;) esta generado por n; = X;"71 y obviamente

X2 n+1
77i|Uij = Xi)j(j 77j|U“~-

Asi, los isomorfismos de O x (U;)-m6dulos wx /4 (U;) = Ox (—n—1)(U;) deter-
minados por (—1)'w; + 7; determinan isomorfismos wx/4lv;, = Ox(—n —1)|v,
que coinciden en las intersecciones, luego los podemos pegar para formar un
tinico isomorfismo wy,4 = Ox(—n —1). "

luego

Wi

(—1)'w;

Ui]‘ .

En particular vemos que si k es un cuerpo y X = Pj, entonces wg = wx/k,
es decir, que el haz candnico coincide con el haz dualizante. Hemos de probar
que lo mismo es cierto cuando X es un conjunto algebraico proyectivo que sea
localmente una interseccion completa, pero para probar esto hemos de observar
primeramente que s6lo tenemos definido el haz canénico cuando X/k es suave (o,
equivalentemente, cuando X es geométricamente regular). El teorema siguiente
nos permitira extender el concepto de haz candnico:
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Teorema 9.26 Sea f : X — S un homomorfismo de tipo finito entre esque-
mas localmente noetherianos y consideremos el siguiente diagrama conmutativo

X

N

Z1 %S%ZQ
g1 g2

en el que i1, 19 son inmersiones cerradas regulares y g1, g2 son homomorfismos
suaves. Entonces existe un isomorfismo candnico

det(GX/Zl)* Koy iTle/S > det(ex/22>* Xox i;ng/S-

DEMOSTRACION: Llamemos W = Z; Xg Zy y sea h = (i1,42) : X — W.
Como W es suave sobre S, h es una inmersion cerrada y X /S es localmente una
interseccion completa, el teorema 7.71 nos da que h es una inmersién regular.

Aplicamos el teorema 7.72 a las descomposiciones i1 = h o py, i2 = h o ps,
obtenemos las sucesiones exactas

0— ex/Zl — ex/W — h*Q%/V/Zl — 0,
0— ex/Z2 — ex/W — h*Q%/I//ZQ — 0.
Ahora bien, erzl//zl = p§9122/5 y 911/[//22 = pfﬂlzl/s (teorema 7.41), luego
h*Ql ~ h* *Ql ~ '*Ql h*Ql ~ h* *Ql ~ -*Ql
wyz, — IV P2z, s = 123iz,/9; W)z, — IV P13z, s = t1diz, /s-

Introduciendo estos isomorfismos en las sucesiones exactas y aplicando el
teorema 9.23 concluimos que

(det Cx/z,) ®oy (det 139122/5) > (det Cx/z,) ®oy (det ilezl/S).
Equivalentemente:
(det Cx/z,) ®oy (iawz,/s) = (det Cx/z,) ®o (ijwz,/s)-

Operando en el grupo de Picard obtenemos el isomorfismo del enunciado.
|

Definicién 9.27 Sea X un esquema proyectivo y localmente una intersecciéon
completa sobre un esquema localmente noetheriano S. Esto significa que existe
una inmersion regular i : X — Z, donde Z/S es un esquema suave. Definimos
el haz candnico de X sobre S como el haz inversible

WX/S = detNx/Z ®OX i*wz/s,

donde N,z = €%/, es el haz normalde X en Z y wy/s = det le/s.
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El teorema anterior implica que wx,s no depende (salvo isomorfismo) de la
eleccion de la inmersion regular i. Mas precisamente, conviene observar que,
como wy,g s6lo estd definido salvo isomorfismo, en realidad hemos definido la
clase canonica en el grupo de Picard de X.

Observemos que, si X/S es un esquema suave, podemos tomar Z = X, de
modo que wx,s = det Qﬁg /s €8 decir, el haz canénico que acabamos de definir
es el que ya tenfamos definido cuando el esquema es suave.

Similarmente, si X — S es una inmersion regular, podemos tomar Z = S
y entonces wx /s = det Ny,g. Asf pues, la definicion de w5 en el caso general
puede leerse como wx/s = wx/z ®oy 1*wz,s, donde los haces canénicos de la
derecha tienen definiciones distintas.

Ahora vamos a probar que esta relacion es cierta en general para la com-
posicién de dos intersecciones completas locales, aunque no sean concretamente
una inmersiéon regular y un homomorfismo suave.

Teorema 9.28 Sean X oY %5 Z dos intersecciones completas locales pro-
yectivas. Entonces existe un isomorfismo natural

wx/z Zwxy Qoy frwy)z.

DEMOSTRACION: Podemos tomar un mismo natural n tal que existan in-
mersiones cerradas i : X — PV, j : Y — P% a través de las cuales factoricen
f v g. Por 7.71 sabemos que ambas son inmersiones regulares.

Llamemos U = Py, W = P%, V = P};,. Por la definicién de los espacios
proyectivos a partir de Py es claroque U =Y xz W =Y xu V, con la misma
primera proyeccién. Tenemos el diagrama conmutativo siguiente:

%

X—>UL/>V
p q
N
Yy oW
N

A

Las flechas horizontales son inmersiones regulares y las verticales son suaves.
Usando los teoremas 7.63 y 7.66, asi como las propiedades de los determinantes,
vemos que

wx/v = wx/u Qoy 1wy = wxw Qoy 1P wyyw = wx/v Qox [rwyw.
Analogamente, usando 7.57 y 7.41 a), vemos que

wyz = wyw oy ¢ W)z, 3" wyw = wyyy
Por consiguiente,

(Z oj’)*wv/z = i*wU/y ®Ox f*j*wW/Z.
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Por ultimo, por la definicion del haz candnico:
NRTAY * Lk * ek
wx/z = wxvQox (i0f) wy/z = wx/uRox frwy/w®ox i wy/y oy i ww)z

=wx/y oy fwy)z-

Los haces canénicos se conservan por cambios de base planos:

Teorema 9.29 Si X/S es un esquema proyectivo y localmente una interseccion
completa, entonces, para todo cambio de base plano S’ — S, la proyeccion
p: Xg — X cumple que

~Y oK
Wxg /S" =P Wx/s-

DEMOSTRACION: Recordemos que Xg//S’ es localmente una interseccion
completa por el teorema 7.69.

Si tomamos una inmersion cerrada regular ¢ : X — Z definida sobre S en
un esquema suave Z/S, tenemos el diagrama conmutativo

-/
XS/ Zﬁ ZS/

T

X——7

El teorema 7.66 aplicado a ¢ y al cambio de base plano Z xg .S’ — Z nos
da que i’ es una inmersion cerrada y que p*Cx/z = € X1 /2, - Entonces

prwx/s = p*det G}/Z Rox,, P iwy g = det(p*Cx/z)” ®ox,, det i’*p'*le/S

~ et ~
= det e;(S,/ZS/ ®OXS’ detz QZS//S’ = wXS//S/.
Aqui hemos usado, ademaés de las propiedades basicas de las imagenes inver-
sas y de los determinantes, el teorema 7.41 a). L]

Veamos un ejemplo de calculo de haces candnicos:

Ejemplo Sea A un dominio integro noetheriano, sea B = A[Xy, ..., X,], sea
Z = P, sea F' € B una forma de grado d, sea X = Proy(B/(F)) y sea
i: X — Z la inmersién cerrada natural.

En el ejemplo de la pagina 282 hemos visto que ¢ es una inmersion regular
de codimension 1 y, como Z/A es suave, vemos que X/A es localmente una
interseccion completa. En dicho ejemplo hemos visto también que Cy,z =
Ox(—d), luego Nx/z = Ox(d). Puesto que la codimension es 1, resulta que

Teniendo en cuenta ademas el teorema 9.25 concluimos que

Wx/A = Ox(d) ®ox Z.*Oz(fT — 1)
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= Ox(d) ®ox OX(—T— 1) = OX(d—T— 1).

Para probar que el haz dualizante de un conjunto algebraico proyectivo inte-
gro (que sea localmente una interseccién completa) coincide con el haz canoénico,
hemos de introducir y estudiar los complejos de Koszul. Nos ocupamos de ello
en la seccién siguiente.

9.4 Complejos de Koszul

Sea A un anilloy f € A. Definimos el complejo de Koszul asociado a f como
el complejo
o —0—0— K1(f) — Ko(f) — 0

dado por
Ko(f) = A, Ki(f) ={(e) (A-modulo libre de base e),

con el operador determinado por 9;(e) = f. Obviamente, los grupos de homo-
logia del complejo de Koszul son

Ho(K.(f) = A/fA, Hy(K.() = Anf, Ho(K.(f)) =0 paran > 1.

Si € es un complejo (directo) de A-modulos y f1,..., fr € A, definimos el
complejo de Koszul asociado a € como el complejo

Clf1,--, fr) =C R4 Ku(f1) ®a - @4 K.(fr).

Recordemos que el producto tensorial de dos complejos € y D esta definido

COHIO1

(C@aD)n = D €, ®aDy,

ptg=n

con el operador que sobre C, ®4 D, viene dado por
Ie®d)=0c®d+ (—1)Pc® dd.

Si identificamos un A-mo6dulo M con el complejo -+ — 0 — M — 0,
entonces C ®4 M (segun la definicion de producto de complejos que acabamos
de dar) es simplemente el complejo dado por (€ ®4 M), = €, ®4 M con el
operador dado por d(c ® m) = dc @ m.

Asi, si M es un A-médulo y f1,..., fr € A, tenemos definido el complejo de
Koszul de M visto como complejo, que representaremos por

K.(fi,.. ., friM)=M o4 K.(f1) @4 - @4 K.(fr).

Vamos a describir este complejo con més detenimiento:

IVer el teorema 6.3 de mi Topologia Algebraica.
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En primer lugar, K,,(f1,..., fr; M) = 0 paran > r, pues se trata de la suma
directa de los productos tensoriales de la forma

M®a Ky, (f1) ®a---®a Ki, (fr),
donde i1 + - - + i, = n, lo que obliga a que algtn i; > 2, luego K;,(f;) = 0.
Por otra parte, si n < r, entonces

Ko(fi,oo o frsM) = @ M®aKi (f1) ®a- @a K, (fr),

[ARTIN 28

donde n indices 41, ..., %, toman el valor 1 y el resto toma el valor 0. Pongamos
que K1(fi) = (e;) y, paral <iy < --- < i, <r, definamos

Citonnin = UL O+ Q Uy,
donde u; =e; si j € {i1,...,in} y u; =1 en caso contrario. Entonces
Kn(flv"'vf’l“;M): @ M®€i1 VVVVV iﬂ%]\f(n)7

1<ig < <in <r

entendiendo que Ko(f1,..., fr; M) =M.

Al aplicar r veces la definicién del operador de un producto de complejos,
vemos que
- i—1
Om@ei,.i) = 3 (-1 fymee,

Lyeensljyenytn’

<.
Il
—_

donde el circunflejo indica la supresion del indice.

Ahora es facil obtener otra representacion tutil de los complejos de Kos-
zul. Definamos Ki(f1,..., fr) = (e1,...,¢e,) como un A-modulo libre de base
ety ey Kn(fr, .o, fr) = A™(K1(f1,..., fr)), que es un A-mddulo libre de
base e;;, A---Ae;,, para 1l <i; < --- < i, <7, entendiendo que

Ko(fr,---, fr) =4, Ku(fi,...,fr)=0paran>r.

Obviamente, la asignacién e;, .. ;, — ej, A -+ Ae;, define un isomorfismo
Ko(fi,oo s fa; M) 2 M4 K, (f1,..., fn), y estos isomorfismos determinan un
isomorfismo de complejos si definimos 9 : K, (f1,..., fn) — Kn1(f1,-- -, fn)
mediante

s

Dles, v Mes) = S (1) fiyen, Ao Al A A,

1

J
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Consideremos ahora la siguiente sucesion exacta de complejos:

0 0 0

00— A——= Ko(f) —=0—->0

O—>O—>K1(f)—>A—>O

La primera columna es el A-médulo A considerado como complejo, la se-
gunda es K. (f) y a la tercera la llamaremos A’, de modo que, més brevemente,
tenemos la sucesién

0— A— K.(f) — A" —0.

Puesto que los tres complejos son libres, si € es un complejo arbitrario,
también es exacta la sucesion

0—C—C(f) — € —0,

donde € = €@ ®4 A’ no es mas que el complejo € trasladado en un indice:
€, = Cy_1, 0}, = Op—1. Por consiguiente H,(C") = H,—1(C).

La sucesion exacta da lugar a una sucesién exacta de homologia:
o — Hi(€) — H1(C(f)) — Ho(€) 2% Hy(C) —s Ho(C(f)) — 0
Vamos a calcular el homomorfismo de conexiéon
dn : Hy(C) — Hy(C).
Tomamos [¢] € H,(C) = H,41(C’). Esto significa que
c=c®1€C, @1 A=C
cumple dc = 0. Tomamos una antiimagen en
Cry1(f) = (Cnt1 ®a A) @ (€ ®a K1(f)),

por ejemplo ¢ ® e, calculamos su frontera

Oc®e)=(-1)"c®0e=(-1)"fc®1,
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y tomamos una antiimagen en G, por ejemplo (—1)"fc. En definitiva, conclui-
mos que 0,([c]) = (=1)"f[c].

Supongamos ahora que el complejo € cumple que H,(€) = 0 para todo
n > 0. Entonces la sucesion exacta de homologia muestra que H,(C(f)) = 0
para todo n > 1, y ademas tenemos la sucesion exacta

0 — Hy(C(f)) — Ho(€) -Ls Ho(€) — Ho(C(f)) — 0.

Si, ademés, f no es un divisor de cero de Hy(C), entonces H,(C(f)) = 0
paran >0y Ho(C(f)) = Ho(C)/fHo(C).

Ahora es inmediato el teorema principal que necesitamos:

Teorema 9.30 Sea A un anillo, sea M un A-mddulo y sea f1,...,fr € A una
sucesion M -regular. Entonces

Hn(K*(flvva7M)) :07 para n > 0
yHO(K*(flavaaM)):M/(flaafT)M

DEMOSTRACION: Partimos del complejo €0 = M, que ciertamente cumple
H,(€) = 0 paran > 0y ademas Hy(C") = M. Por lo tanto, podemos aplicar las
conclusiones previas al teorema, que se refieren al complejo C! = M @4 K. (f1).
Puesto que f; no es un divisor de cero de Ho(C?), tenemos que H,(C') = 0
para todo n > 1y Ho(C') = M/fi M. Ahora aplicamos el mismo argumento
al complejo C!, lo que nos da que el complejo C? = M @4 K.(f1) ®a K.(f2)
cumple que H,,(€?) =0 paran >0y

Ho(€%) = (M/f1M) | fo(M/fLM) = M/(f1, f2)M.

Siguiendo de este modo, llegamos a que el complejo C" = K. (f1,..., fr; M)
cumple el teorema. [

En particular, para M = A tenemos el teorema siguiente:

Teorema 9.31 Sea A un anillo y f1,..., fr una sucesion A-reqular en A. En-
tonces el complejo de Koszul

= Ki(fiy o fr) — Ko(fy, -0 fr) — A/ (frse oo fr) — 0
es una resolucion libre del A-mdodulo A/(f1,..., fr)-
Ahora ya podemos probar el teorema fundamental de esta seccion:
Teorema 9.32 Sea X/k un esquema proyectivo que sea localmente una inter-

seccion completa sobre el cuerpo k. Entonces el haz dualizante w$ coincide con
el haz candnico wx . En particular el haz dualizante es un haz inversible.
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DEMOSTRACION: Fijemos una inmersién cerrada ¢ : X — Pj, que por 7.71
serd una inmersion regular. Segin 9.15 y 9.25 tenemos que

wg = i Extp, (ixOx, wpr /i)

Sea J = N(i#). Tomemos un punto P € X y consideremos una sucesién
regular que genere Jp = (f1,p,..., fn,p) C Opr p. Tomando un entorno afin
de P y, dentro de éste, un abierto principal adecuado, podemos encontrar un
abierto afin U C Py tal que P € U, fi,...,fn € Opy (U) = Ay ademaés
JU) = (f1,.--, fn) C A. Notemos que n es la codimension de ¢ en P (ver las
observaciones tras 7.59), o también el rango de GPZ /X,P (por 7.62), luego es
localmente constante, y podemos suponer que es constante en U. Podemos ver
a P como un ideal primo de A que contiene a J(U).

Por el teorema anterior, el complejo de Koszul K.(f1 p,..., fn,p) €s una
resolucion libre del Ap-moédulo Ap/(f1,p,.-., fn,p) = Ap/Ip. Ahora bien, es
evidente que podemos identificar

Kp(fl,Pa" 'afn,P) = Kp(fl;- --;fn)P;

de modo que el operador del complejo de Ap se corresponde a través de este
isomorfismo con la localizacion del complejo de A. Asi pues, el complejo

—)Kl(fl,,fn)HKQ(fl,,fn)—>A/(f1,,fn)—>0

da lugar a una sucesién exacta cuando se localiza en P. Teniendo en cuenta
que el complejo es finito y que todos los moédulos son finitamente generados,
es facil ver que el complejo sigue siendo exacto cuando se localiza a un cierto
elemento f € A\ P. Equivalentemente, reduciendo el entorno U de P podemos
suponer que el complejo de Koszul K.(f1,..., fn) es una resolucion libre de
A/(f1,..., fn) como A-médulo.

Consideremos, por otra parte, el haz J/J2. El teorema [5.23| implica que las
clases [fip], .-, [fnp] son una base de (3/3%)p como Ox p-moédulo. Reduciendo
més el entorno U podemos exigir también que [f1],...,[fr] sean una base del
AJI(U)-modulo I(U) /I(U)2.

En efecto: en general, si A es un anillo noetheriano (en nuestro caso A/J(U))
y M ={f1,..., fn) es un A-modulo tal que Mp es un Ap-modulo libre de base
fi/1,..., fn/1, para cierto ideal primo P de A, entonces el conjunto S de los
a € A" tales que aif1 + - + anfn, = 0 es un submodulo de A™ (finitamente
generado, porque A es noetheriano) y Sp = 0, luego existe un f € A\ P tal
que Sy = 0, lo que implica que fi/1,..., fn/1 forman una base de My como
Ay-modulo.

En definitiva, hemos probado que X puede cubrirse por abiertos afines U
de P}, tales que J(U) = (f1,..-, fn) C Opr (U), donde n es la codimension de i
en U, el complejo de Koszul K, (f1,..., fn) es una resolucion libre de (4,0 x)(U)
como Opr (U)-médulo y [f1], ..., [fn] es una base de (J/7%)(U) como (i.0x ) (U)-

modulo.
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Aun podemos decir méas: si P € X NU es un punto arbitrario (no ne-
cesariamente el que hemos tomado al principio), entonces tenemos que Jp =

(fipy---, fap), donde
n=dimOpr p — dim Ox p = altTp

(por el teorema [5.44], ya que Opr p es un anillo local regular, luego de Cohen-
Macaulay), y el teorema [5.39] nos da entonces que fip, ..., fnp €s una sucesion
regular en Opr p. Esto implica que si P € V C U, entonces, partiendo de P
y de fip,..., fnp como hemos hecho al principio de la prueba, encontramos
un abierto P € U’ C V que cumple las mismas propiedades de U con los
generadores fi1|y/, ..., fnlu’

Queremos calcular EX‘L”Z (1+0x,wpr)|u. Segtn el teorema 9.3, se trata del
haz coherente asociado al A-médulo Ext’ (A/(f1,..., fn),wpr(U)). Podemos
calcularlo con el complejo de Koszul, es decir, como el n-simo grupo de coho-
mologia del complejo

Homa (K (f1,-- -, fn),wpr (U)).
Tenemos que K, (f1,..., fn) ={(e1 A+ Aey), por lo que
HOIDA(Kn(fl, .- afn)asz(U)) = WPE(U)a

y todos sus elementos son cociclos. Ademéas Kp,_1(f1,...,fn) = (V1,...,0n),
donde v; =eg A---ANéA---Nepy Oler A+ Nep) = fier + -+ + fnen, por
lo que si ¢ € Homa(Kn-1(f1,..., fn),wpr(U)), entonces la cofrontera d¢ se
corresponde, a través del isomorfismo anterior, con el elemento

(d6)(ex A+ Aen) = frofer) + - + fad(en).
En definitiva, vemos que
Extiy (A/(f1,- -, fo),wpp (U) = wpp (U)/ (1, - fo)wpy (U)
= wpr (U) @a (A/(f1,- -5 fn))-

Pasando a haces, tenemos que
Extpy (1 Ox, wpp )| = (wpp Qop, (140x))|u-

Ahora bien, este isomorfismo no es canénico, sino que depende de la eleccién
del generador fi,..., f,. En efecto, supongamos que J(U) = (g1,...,gn) en las
mismas condiciones. Podemos expresar

n
glzzcljfja lzla"'ana
i=1

r n

homomorfismo ¢y : K1(g1,-..,9n) — K1(f1,--., fn) dado por

donde ¢; € A = Opr (U). Sea Ki(g1,---,9n) = (€1,...,¢€,) y consideremos el

n
p1(e;) = D cje;.
j=1
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Es claro que ¢; conmuta con los operadores frontera, e induce un homomor-
fismo (¢, ) entre los complejos de Koszul, que a su vez induce un homomorfismo
entre las resoluciones

o —=Ki(g1, - 9n) —= Ko(g1, .-, 9n) —=A/(g1,. -+, gn) —=0
|o |v-s |
o——=K1(f1,- s fn) —=Ko(f1,. s fn) —=A/(f1,- .-, fn) —=0

Observemos que
dn(e) N Ney) =gi(e)) A Adi(e),) = det(cij) er A=+ Aep.

El homomorfismo (¢,), induce un homomorfismo entre los complejos de
homomorfismos

Homa (K. (fi, -, fu) wpp (1) — Homa(K.(g1, - -, gn), oy (U),
que a su vez induce un isomorfismo
Extly(A/(f1, - fu)sopp (U)) — Exth(A/ (g1, . gn), wpp (U)).
Un elemento [¢)] del primer grupo se corresponde con
Yler A New) @1 € wpr (U) ®a (4/3(0)),
mientras que su imagen [¢, o ] en el segundo grupo se corresponde con
V(pn(e) Ao~ Aey)) = det(cy)(er A Aep) @1 € wpr (U) @4 (A/I(U)).
En definitiva, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Ext}y (A/3(U), wp; (U)) ——wp; (U) @4 (A/I(U))

¢nl \L»det(cu)

Ext}y (A/3(U), wp; (U)) ——wp; (U) @4 (A/I(U))

donde las flechas horizontales son los isomorfismos calculados con uno y otro
complejo de Koszul. De aqui obtenemos a su vez el diagrama conmutativo

Extpy (1. 0x, wpy )l —— (wp; @0, (1:0x))[U

l \L -det(cr5)

8Xt?’2 (i*oXawP;”U —_— (wp; (X)OP2 (i*OX))|U

Esto muestra explicitamente que los isomorfismos correspondientes a las fle-
chas horizontales no son naturales, sino que dependen de la eleccion del genera-
dor de J(U), y esto nos impide pegar los isomorfismos correspondientes a cada
abierto U para obtener un isomorfismo sobre todo Pj.
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Para arreglar esto consideramos el A-modulo det(J/J?)*(U). Una base de
(9/3%)*(U) = Homu ((7/3?)(U), A) es la base dual [f1]*,...,[fn]*, determinada
por [fi]*([f;]) = di;. Si consideramos otro generador g1, ..., g, la relacion entre
las bases duales es

A" = 22 algs]™
j=1
luego la relacién entre la base [fi]* A -+ A [fa]* del A-modulo det(J/92)*(U) y
la base correspondiente al segundo generador es la dada por
(AN A fal™ = det(ery) [92]" A= Algal™.

Ahora podemos corregir el isomorfismo anterior pasando al isomorfismo

Ext’y (A/I(U),wpr (U)) — wpr (U) @4 (A/IU)) @ 490y det(3/7%)*(U)
que a cada [¢] le hace corresponder el elemento

pler A Aen) @1 @ ([A]A - Afal”).

Podemos contraer el segundo producto tensorial, con lo que tenemos un
isomorfismo

Ext’y (A/I(U),wpr (U)) — wpr (U) ®4 det(3/7%)*(U)
que a cada [¢] le hace corresponder el elemento

ler A Aen) @ ([T A= Alfa]").

Ahora bien, este isomorfismo no depende del generador con que se calcula,
pues [¢)] se corresponde con [¢, o 9] en el grupo Ext’; calculado con el segundo
generador, y la imagen de esta clase es

det(cij)v(er A--- Nen) @ ([ga]" A Algn]"),
que claramente coincide con la imagen de [¢].

Este isomorfismo de moédulos se corresponde con un isomorfismo de haces
coherentes
- ~ 2\ *
Extpr (i+0x, wpr)|v = (wpy R0py det(3/T°))|u.

Pero ahora, si tenemos dos abiertos U y U’ con generadores fi,..., fn y
g1, - -+, gn en las condiciones que hemos exigidoy P € XNUNV, podemos tomar
un abierto afin P € U” € U NU’ de modo que U” cumpla dichas condiciones
tanto con fi|yr, ..., fulur como con gi|yr,...,gn|lyr. La restriccion a U” de
los isomorfismos para U y U’ son los isomorfismos correspondientes a estos
generadores, y tenemos que en realidad son el mismo, luego los isomorfismos
que hemos construido se pegan para formar un tnico isomorfismo de haces

Extp, (1:0x, wpp) = wpp @0y, det(3/7%)*.
Aplicando i* obtenemos finalmente que

wg( [~ i*(WPZ) ®o 5 det NPZ /X = Wx/k-
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9.5 El género geométrico

Estudiamos ahora un invariante que podemos asociar a los conjuntos alge-
braicos proyectivos:

Definicion 9.33 Si X/k es un esquema proyectivo geométricamente regular,
definimos el género geométrico de X como p,y(X) = dimy wx,/,(X), que es un
nimero natural no negativo.

Si X tiene dimensién d, el teorema 9.16 aplicado a Ox nos da que
wx/(X) = H(X,wx/) 2 HY(X,0x)%,

luego py(X) = dimy H4(X, Ox).

Ejemplo Si X/k es una curva proyectiva geométricamente regular y geométri-
camente conexa, el ejemplo de la pagina 226 nos da que py(X) = po(X).

En general el género aritmético no tiene por qué coincidir con el geométrico.
Por ejemplo, si X tiene dimension 2 (y es geométricamente conexo), la formula
para el género aritmético es

pa(X) = dimy H?*(X, Ox) — dimy H'(X, Ox),

luego
dim, H'(X,0x) = py(X) — pa(X).

En particular vemos que py(X) > pa(X). n

El teorema 6.15 muestra que el género geométrico (al igual que el aritmético)
no se altera si extendemos el cuerpo base.

Teorema 9.34 Si X/k e Y/k son esquemas proyectivos geométricamente re-
gulares, geométricamente conexos y birracionalmente equivalentes (es decir, ta-
les que un abierto no vacio de X es isomorfo a un abierto de Y ) entonces

pg(X) = pg(y)-

DEMOSTRACION: Observemos que, al ser geométricamente regulares, los
esquemas son reducidos e irreducibles, es decir, son esquemas integros. Sea
f:U — Y un isomorfismo de un abierto U de X en un abierto f[U] de Y. Por
el teorema 7.6 podemos extender f a un homomorfismo f : V — Y, donde el
abierto V' contiene a todos los puntos de codimensiéon 1.

El homomorfismo f"FQ%,/]C — Q%//k dado por el teorema 7.41 b) induce
un homomorfismo f*wy — wy, que a su vez determina un homomorfismo
(f*wy)(V) — wx(V). Por otra parte tenemos un homomorfismo natural
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wy — fof*wy, que nos da un homomorfismo wy (Y) — (f*wy)(V). Consi-
deremos el siguiente diagrama conmutativo:

wy (Y) ——— (ffoy)(V) ———wx (V)

(f*wy)(U)

Teniendo en cuenta que las flechas horizontales inferiores son isomorfismos
y que las restricciones son inyectivas, es claro que la fila superior es inyectiva.
Asi pues,

pg(Y) = dimy wy (V) < dimy wx (V) = dimg wx (X) = py(X).

La penultima igualdad se debe al teorema 7.5, segin el cual la restriccion
wx (X) — wx (V) es un isomorfismo.

Por simetria se cumple también la desigualdad p,(X) < py(Y), luego tene-
mos la igualdad. [

Observemos que py(Pj) = 0, pues wpr = Opr(—r — 1) y por lo tanto
WP;(X ) = 0. Por consiguiente, una condicién necesaria para que un esquema
integro proyectivo X /k sea birracional (o, en particular, isomorfo) a Pj, es que
tenga género geométrico nulo.

9.6 Un teorema de conexion

Terminamos el capitulo con unas consecuencias del lema de Lema de Enriques-
Severi-Zariski:

Teorema 9.35 Sea X/k un conjunto algebraico geométricamente integro y pro-
yectivo sobre el cuerpo k. Supongamos que dim X > 2 y sea D € Div.(X) un
divisor entero y amplio en X. Entonces el soporte de D es conexo.

DEMOSTRACION: Supongamos primeramente que X es normal. Llamemos
Y al soporte de D. Los divisores D9 tienen el mismo soporte, luego no perdemos
generalidad si suponemos que D = Ox (1) es muy amplio. Segun las observa-
ciones previas al teorema 8.29, el haz coherente Ox (D~ ?) = Ox(—q) es un haz
de ideales de Ox que determina una inmersiéon cerrada i, : Y, — X, donde Y,
es Y con una cierta estructura de esquema. Tenemos una sucesion exacta de
haces en X:

0 — Ox(—¢q) — Ox — 130y, — 0.
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Por 9.11, tenemos que, para ¢ suficientemente grande, H'(X,0x(—q)) = 0,
luego el homomorfismo de k-algebras

Ox(X) — Oy, (Yy)

es suprayectivo. Por el teorema 4.26, tenemos que Ox(X) = k, luego también
Oy, (Yy) = k. El teorema 3.7 implica que Y, es decir, Y, es conexo.

Si X no es normal, consideramos su normalizaciéon m : X' — X, que es
un homomorfismo finito, luego 7*D es un divisor entero y amplio (teorema
5.52). Observemos que X’ también es geométricamente integro por el teorema
3.62. Asi pues, Y/ = sop7n*D es conexo por la parte ya probada. Como 7 es
suprayectivo, se cumple que sop D = 7[Y”’] también es conexo. n

En particular, si X C P} es un conjunto algebraico proyectivo geométrica-
mente integro, la intersecciéon con X de un hiperplano H de P} es conexa. (Si
X C H es trivial y, en caso contrario, H es el soporte de Opn(H) = Opr (1),
y no contiene al punto genérico de X, luego esté definida su imagen inversa
D € Div.(X), que es un divisor entero muy amplio con soporte H N X.)

Teorema 9.36 Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado, sea X/k un conjunto
algebraico propio conexo y P, Q € X dos puntos cerrados. Entonces existe una
curva conexa contenida en X que pasa por P y Q.

DEMOSTRACION: Demostraremos el teorema por induccién sobre la dimen-
sién de X. Sidim X = 1 no hay nada que probar, pues X es ya una curva. Admi-
tamos el teorema para conjuntos algebraicos de dimensién menor que dim X > 2.
Es claro que basta probar el teorema para cada componente irreducible de X,
luego podemos suponer que X es (geométricamente) integro.

Por el lema de Chow, existe un esquema proyectivo X’/k y un homomor-
fismo proyectivo X’ — X que se restringe a un isomorfismo de un abierto
denso en X’ en un abierto denso en X. (En particular, X’ es irreducible y el
homomorfismo es suprayectivo.) Basta probar el teorema para X’ y sendas an-
tilmagenes P’y @' de Py Q. Asi pues, podemos suponer que X/k es proyectivo
o0, equivalentemente, que X es un subesquema cerrado de P}.

Ahora observamos que X no puede estar contenido en la recta que une Py
@, pues su dimension es mayor que 1. Podemos tomar, pues, un punto R € X
que no esté contenido en dicha recta. A su vez, podemos tomar un hiperplano H
en P} que pase por Py @ pero no por . Por la observaciéon previa al teorema,
X’ = HN X es un cerrado conexo estrictamente contenido en X que contiene a
Py a @,y basta aplicar la hipotesis de induccion. L]



Capitulo X

Curvas algebraicas

En este capitulo particularizaremos la teoria de esquemas que hemos estu-
diado al caso concreto de las curvas algebraicas, es decir, los conjuntos algebrai-
cos de dimensién 1. La mayoria de los resultados se refieren a curvas proyectivas
y son preliminares o consecuencias del teorema de Riemann-Roch.

10.1 Hechos basicos sobre curvas algebraicas

Vamos a empezar recordando o particularizando lo que ya sabemos sobre
curvas algebraicas. Consideramos, méas concretamente, una curva algebraica
integra C'/k. Obviamente, C'/k es un esquema noetheriano. Por el teorema 3.22
sabemos que el cuerpo de funciones racionales k(C') tiene grado de trascendencia
1 sobre k (y esto caracteriza a las curvas entre los conjuntos algebraicos de
mayor dimension). Por el teorema 7.20 sabemos que C/k es regular si y solo si
es normal, y por 7.16 sabemos que una curva normal es completa si y sélo si es
proyectiva.

Observemos que la topologia de C/k es especialmente simple: todos los
puntos son cerrados, excepto el punto genérico. Un subconjunto cerrado de
C distinto del propio C ha de tener dimensiéon 0, y ha de descomponerse en
un namero finito de componentes irreducibles, que han de ser puntos cerrados.
Asi pues, los subconjuntos cerrados de C' son el propio C' y los subconjuntos
finitos de puntos cerrados. Equivalentemente, los abiertos no vacios de C' son
los subconjuntos cofinitos que contienen al punto genérico.

De aqui deducimos que los homomorfismos no triviales entre curvas proyec-
tivas son finitos:

Teorema 10.1 Si f : C — C' es un homomorfismo proyectivo entre dos
curvas integras, entonces f es constante o suprayectivo, y en el segundo caso es
un homomorfismo finito.

DEMOSTRACION: La imagen f[C] ha de ser cerrada en C’. Sino es todo C’,
entonces es un conjunto finito, que ha de reducirse a un punto, o de lo contrario

373
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C se expresaria como unién de un ntmero finito de cerrados no vacios. Por lo
tanto, f es constante. Sise da la otra posibilidad, entonces f hace corresponder
el punto genérico de C' con el de C’ y los puntos cerrados de C' con puntos
cerrados de C’. En particular, la fibra del punto genérico de C’ consta de un
dnico punto, y la fibra de un punto cerrado de C’ es un cerrado en C distinto
de C, luego es finita. El teorema 4.43 nos da que f es finito. m

Debido a que la normalidad coincide con la regularidad en el caso de curvas
(conexas), la normalizacion p : C' — C de una curva integra C/k se denomina
habitualmente reqularizacion. Sabemos que C’ es un conjunto algebraico con el
mismo cuerpo de funciones racionales, luego se trata también de una curva.

Veamos ahora que una curva regular estd completamente determinada por
su cuerpo de funciones racionales:

Teorema 10.2 Sea k un cuerpo.

a) Para cada cuerpo K de funciones algebraicas de una variable sobre k,
existe, salvo isomorfismo, una tinica curva proyectiva normal C/k tal que
E(C)=K.

b) Los homomorfismos suprayectivos C — C' definidos sobre k entre dos
curvas proyectivas normales definidas sobre k se corresponden biunivoca-
mente con los k-monomorfismos k(C') — k(C) entre sus cuerpos de
funciones racionales.

DEMOSTRACION: Veamos primero el apartado b), que a su vez prueba la
unicidad de a).

Ciertamente, un homomorfismo suprayectivo C' — C” transforma el punto
genérico de C' en el punto genérico de C’, luego induce un k-monomorfismo entre
sus cuerpos de funciones racionales. Es inmediato que la asignacion es inyectiva.

Reciprocamente, un k-monomorfismo k(C’') — k(C') induce un homomor-
fismo Esp k(C) — Espk(C’), que podemos componer con el homomorfismo
natural Esp k(C") — C’ (el dado por el teorema 3.5), y aplicar entonces el teo-
rema 4.5, que nos da un abierto U C C'y un homomorfismo U — C’ que induce
entre los cuerpos de funciones racionales el monomorfismo de partida. Por el
teorema 7.7, este homomorfismo se extiende a un homomorfismo C — C’,
definido sobre k, que induce el k-monomorfismo de partida.

Consideremos ahora un cuerpo K de funciones algebraicas de una variable
sobre k. Esto significa que K es una extension finita de k(X), luego es de la
forma K = k(X,aq,...,a,), donde los elementos «; son algebraicos. Por con-
siguiente, K es el cuerpo de cocientes de la k-algebra afin A = k[X, a1, ..., ay),
que es un dominio integro. Entonces K es el cuerpo de funciones racionales de
la curva integra afin Esp A, y también el de su clausura proyectiva Cy, que es
una curva integra proyectiva, y también el de su normalizaciéon C, que es una
curva completa y normal, luego proyectiva. [
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En otros términos, el teorema anterior afirma que la categoria formada por
las curvas proyectivas normales definidas sobre k£ y los homomorfismos supra-
yectivos definidos sobre k es isomorfa a la categoria formada por los cuerpos de
funciones algebraicas de una variable sobre k y los k-monomorfismos de cuerpos.

En la dltima secciéon necesitaremos el teorema siguiente, que se basa en
algunos resultados elementales sobre dominios de Dedekind:

Teorema 10.3 Sea f : X — Y un homomorfismo finito de Galois entre
curvas proyectivas normales sobre un cuerpo k (es decir, tal que la extension
E(Y)/k(X) es finita de Galois). Entonces los automorfismos de X inducidos
por los k(Y)-automorfismos de k(X) actian transitivamente sobre las fibras de

f.

DEMOSTRACION: Llamemos G al grupo de Galois de k(X)/k(Y), sea 0 € G
y llamemos s : X — X al automorfismo que induce segin el teorema anterior.
El diagrama conmutativo

E(X) —Z= k(X)

L

E(Y) — E(Y)
se traduce en el diagrama conmutativo

X—2sX

o)

que implica que G actiia sobre cada fibra de f. Dado y € Y, tomamos un entorno
afin U, de modo que f~![U] es un abierto afin de X, de modo que la restriccion
de f a f~1[U] se corresponde con un homomorfismo de anillos D —s E. Ambos
son anillos noetherianos integramente cerrados y de dimensiéon 1, luego son
dominios de Dedekind. Ademéas E es un D-moédulo finitamente generado, luego
es una extension entera de D, luego es la clausura entera de D en k(X). En
suma, E/D es una extensiéon de dominios de Dedekind.!

El punto y se identifica con un ideal primo de D y su fibra esta formada por
los ideales primos x de F tales que 2N D = y (en términos de la teoria algebraica
de ntimeros, los divisores de y en E). Ademés s(x) = o~ ![x]. Ahora basta tener
en cuenta que el grupo de Galois de una extensién de Galois de dominios de

Dedekind acttia transitivamente sobre los divisores de un mismo primo.? m

Recordemos, por iltimo, el concepto de género aritmético de una curva
proyectiva C/k, dado por

pa = dimy, H'(C,0¢) — dimy H°(C,0¢) + 1,

LEn el sentido de la definicién 1.25 de mi Teoria de cuerpos de clases.
2Teorema 1.35 ibid.
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y el concepto de género geométrico de una curva proyectiva geométricamente
regular, dado por

py = dimy, H(C,we) = dimy H'(C, O¢).

Si la curva es ademas geométricamente conexa, entonces O¢(C) = k (teo-
rema 4.26), luego py = pa, y hablamos simplemente del género de la curva, que
se suele representar por g.

Observemos que el teorema 6.15 implica que el género (tanto el aritmético
como el geométrico) se conserva por extensiones de constantes, asi como que Pj,
tiene género g = 0.

10.2 El grado y la dimensién de un divisor

Los divisores primos de una curva integra C'/k son simplemente sus puntos
cerrados, v que los divisores de Weil son, por lo tanto, productos y cocientes
de un ntmero finito de puntos cerrados. Segun el teorema 2.41, si P € C es
un punto cerrado, el cuerpo k(P) es una extension finita de k, luego podemos
definir el grado de P como grad P = |k(P) : k|. (Comparar con el ejemplo de la
pagina 226.) Esta aplicacion, definida sobre los divisores primos, se extiende de
forma tnica a un homomorfismo de grupos

grad : Div(C) — Z.

Ejercicio: Comprobar que esta definicién de grado generaliza a la que ya teniamos
para C' = Pj. (Ver la discusioén previa al teorema 8.18.)

Notemos que si el cuerpo k es algebraicamente cerrado, entonces todos los
divisores primos tienen grado 1.

Para una curva arbitraria C'/k (no necesariamente integra) podemos definir
el grado de un divisor de Cartier como el grado de su divisor de Weil asociado
o, explicitamente,

grad D = > vp(D) grad P,
P

donde D € Div.(C), el indice P recorre los divisores primos de C'y vp es el
homomorfismo definido en 8.26.

Teorema 10.4 Sea C/k una curva y D € Div.(C) un divisor entero. Entonces
gradD >0 ygrad D =0 st y sélo st D = 1.

DEMOSTRACION: La hipotesis D > 1 significa que D esta representado por
un sistema {(U;, f;)}i con f; € Oc(U;). Entonces, para cada divisor primo
P € C tenemos que f;p € O¢,p y por definicion de vp resulta que

vp(D) =locp(Oc,p/firOc,p) > 0,
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luego grad D > 0, vy si el grado es 0 entonces vp(D) = 0 para todo P, luego ha
de ser fip € O p, luego Dp = 1. Asi pues, sop D no contiene ningtin punto
cerrado, luego sopD =@y D = 1. [

Si C/k es una curva y k' es un subcuerpo de k tal que |k : k'| sea finito,
entonces también podemos considerar a C' como curva sobre k' (a través del
homomorfismo Esp k — Espk’). Es evidente que la definicion de grado de un
divisor primo depende del cuerpo k considerado. Concretamente:

grad,, P = |k : k'| grad,, P,

de donde se sigue inmediatamente la misma relacién para cualquier divisor D

(de Weil o de Cartier):
grad,, D = |k : k| grad,, D.

Definiciéon 10.5 Sea C/k una curva y D € Div(C) un divisor de Cartier
entero. Esto significa que D estd representado por un sistema de funciones
{(Us, fi)}i de manera que f; € Oc(U;) N KE(Us). Entonces, por construccion,
Oc(D~Y)(U;) = £i0c(Us), por lo que el haz inversible Oc(D~1!) es un haz de
ideales de O¢. Llamaremos (D, Op) al subesquema cerrado de C/k asociado a
este haz segun el teorema 5.10.

Ya hemos considerado este cerrado en la demostracion del teorema 8.29. Alli
hemos visto que se trata del soporte de D (dotado de una cierta estructura de
subesquema cerrado, que no tiene por qué ser la reducida) y que tiene codimen-
sién 1 en C, lo que en este caso se traduce en que esta formado por un niamero
finito de puntos (cerrados).

Si P € U; es un punto cerrado, tenemos que
vp(D) =loc »(Oc.p/ firOc,p).
Por lo tanto, vp(D) =0 si P ¢ D y, para puntos P € D, tenemos que
Op,p = 0c,p/firOcp #0,
luego vp(D) = lo. »(Op,p) # 0. Asi pues, el cerrado D esta formado por los
puntos P € C tales que vp(D) # 0. Ahora aplicamos el teorema 8.39 a) con
A=k, B=0¢cp, M =0p,p, segtn el cual
dimy Op,p = |k(P) : k|vp(D) = vp(D) grad P.

Con esto casi tenemos demostrado el teorema siguiente:

Teorema 10.6 Sea C/k una curva y D € Div.(C) un divisor de Cartier entero.
Entonces grad D = dimy, Op(D).
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DEMOSTRACION: El cerrado D es finito, luego sus puntos son abiertos afines,

luego
Op(D) = @ 0p({P}) = @D Op,p.
PED PED
Asi pues, sumando sobre todo P € C en la igualdad previa al teorema
(teniendo en cuenta que vp(D) = 0si P ¢ D) vemos que

gradD = Z dimk OD,p = dimk OD(D)
PeD

Un hecho que resulta ttil a menudo es que el grupo Div.(C) esta generado
por los divisores enteros:

Teorema 10.7 Todo divisor de Cartier en una curva se exrpresa como cociente
de dos divisores enteros.

DEMOSTRACION: Sea C/k una curva y sea D € Div.(C) un divisor, re-
presentado por un sistema finito {(U;, f;)}:, donde los abiertos U; son afines y
fi = a;/b;, con a;, b; € Ox(U;) son regulares.

Entonces, V; = Vs, (b;) es un cerrado en U; de dimension 0, luego consta de
un numero finito de puntos cerrados, luego V; también es cerrado en C.

Sea D; el divisor determinado por los dos pares (X \ V;,1) y (U;, b;). Esto
es correcto, pues b; es una unidad en Ox (U; \ V;). Claramente, D; es un divisor
entero, y también lo es F' = [[ D;, y también E = DF, pues D|y,D;|u, es
entero. Asf pues, D = E/F es cociente de divisores enteros. n

Como aplicacién demostramos que el grado se conserva por extensiones de
constantes:

Teorema 10.8 Sea C/k una curva, sea K una extension de k y consideremos
la proyeccion natural p : Cx — C. Para cada D € Div.(C) se cumple que
grady p*D = grad, D.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior podemos suponer que D es entero.
Vamos a ver que el subesquema cerrado asociado a p*D segun 10.5 es Dg =
D x Esp K. Consideremos la inclusién i : D — C. Por definicién tenemos la
sucesion exacta

i
0— Oc(D™!) — O¢ “=i.(0p) — 0,

de la que obtenemos la sucesion exacta
* —1 iﬁ .
0—p"0c(D™") — Ocy — ik«(Op,) — 0.
En efecto, para cada P € Dy, la localizacion de esta tltima sucesion es

0— Oc(Dfl)p(p) @k K — Oc¢ pp) @ K — Op p(p) @k K — 0,
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que es exacta por la exactitud de la primera sucesion. Si P € Ck \ D tenemos
lo mismo pero con 0 en lugar de Op ,(p).

Concluimos que p*Oc(D™1) = Oy ((p*D)~1) es el nicleo de it luego el
cerrado asociado a p*D es Dg. Ahora basta aplicar 10.6 y 6.15:

grady, p*D = dimg Op, (D) = > dimg ODK(pfl[ac])
€D

= 3 dimg H(2k,0,,) = . dimg H(z,0,) @) K =

xeD xeD

= Z dlmk OD(:L') = dimk OD(D) = gradk D.
xeD

(Hemos usado que Op(D) = @ Op(x) para aplicar 6.15 a los esquemas afi-
xzeD

nes {x} y tener asi garantizada la propiedad de separacion que requiere dicho
resultado.) "

Veamos el comportamiento del grado respecto a homomorfismos finitos:
Teorema 10.9 Sea f : X — Y wun homomorfismo finito entre dos curvas

integras definidas sobre un cuerpo k. Entonces, para cada D € Div.(Y), se
cumple que grad f*D = |k(X) : k(Y)| grad D.

DEMOSTRACION: Notemos que la imagen del punto genérico de X no puede
ser un punto cerrado de Y, pues entonces f seria constante y no seria finita. Por
lo tanto, f es dominante (luego suprayectiva, pues los homomorfismos finitos
son cerrados) y f*D esta definido. Aplicamos el teorema 8.42:

|k(X) : k(Y)| grad D = grad f.[f" D] = ;Up(f*[f*D]) |k(P) : k|
=2 > v D)IKQ): k(P)|k(P): k|
P Qef-1P]
= %:UQ(f*D)Vf(Q) t k| = grad f*D.

El grado de un divisor también est& relacionado con la caracteristica de
Euler. Para mostrar esta relacion probamos primero un resultado técnico que
es 1til a menudo:

Teorema 10.10 Sea C/k una curva proyectiva, sean D, F € Div.(C), donde
F es entero, y llamemos E = DF. Sea i : F — C la inmersidn natural.
Entonces tenemos una sucesion exacta

0— O0¢(D) — O¢(F) — i.0p — 0.
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DEMOSTRACION: Consideremos la sucesion exacta
0— O¢(F™) — O¢ — i.0p — 0.

Como O¢/(E) es un haz localmente libre, la sucesién que resulta de multipli-
car por ®o.O0c(FE) sigue siendo exacta:

0— O0c(D) — O¢(F) — i.0F ®o, Oc(E) — 0.

Es claro que (i,Op)p =0si P € C\ F, de donde se sigue que, si U C C es
un abierto arbritrario, entonces

(ix0p)(U)= @ Opp,

PeUNF

v las restricciones se transforman de la forma obvia a través de estos isomorfis-
mos. Igualmente,

(i:0F ®oc Oc(E)(U) = D Opp ®oc, Oc(E)p.
PeUNF

Fijando isomorfismos O¢(E)p = O¢, p obtenemos isomorfismos
(1:0p)(U) = (ix0F ®oc Oc(E))(U)

que determinan un isomorfismo .0 = i,Op ®o, Oc(F). Asi pues, tenemos
una sucesién exacta

0— O¢(D) — O¢(E) — i.0p — 0.
]

El proximo teorema es uno de los ingredientes principales del teorema de
Riemann-Roch, que probaremos en la seccién siguiente.

Teorema 10.11 Sea C/k una curva proyectiva y D € Div.(C'). Entonces
x(Oc(D)) = grad D + x(0¢).

DEMOSTRACION: Por el teorema 10.7 podemos expresar D = E/F, donde
FE y F son enteros. El teorema anterior nos da una sucesion exacta

0 — O0c(D) — O0c(E) — ix0p — 0.
Ahora aplicamos el teorema 6.32, segun el cual
X(0c(E)) = x(0c(D)) + x(ixOF).
Observemos que

x(1:0p) = S (=1)"dimy, H'(C,i,0r) = > (1) dimy H'(F,OF)

7 7

= dimy H°(F,OF) = grad F.
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En definitiva: x(Oc(E)) = x(0c (D)) + grad F. Esta relacion es valida para
todo divisor D = E/F con E y F enteros. En particular podemos aplicarla a
1= E/E, con lo que obtenemos x(Oc(F)) = x(O¢)+grad E. Igualando ambas
relaciones obtenemos la relacién del enunciado. L]

En particular, si D es un divisor muy amplio en una curva proyectiva C'/k,
el polinomio de Hilbert de O¢ respecto a D es el polinomio P(T') que cumple

P(n) = x(D") =ngrad D + x(Oc),

luego P(T) = TgradD + x(O¢). Si f : C —> P}, es una inmersién tal que
D = f*Opr (1), entonces P(T) es el polinomio de Hilbert de C' como subesquema
de P}, y vemos que su grado es precisamente grad D. En definitiva, hemos
probado el teorema siguiente:

Teorema 10.12 Sea C/k una curva proyectiva y f : C — P}, una inmersion.
Entonces, el grado de C' como subesquema de Py, es igual al grado del haz muy

amplio f*Opr(1).
Veamos otra consecuencia notable del teorema 10.11:

Teorema 10.13 Los divisores de Cartier principales de una curva proyectiva
tienen grado 0.

DEMOSTRACION: En las condiciones del teorema anterior, si D es principal
entonces O¢ (D) 2 O¢, luego concluimos que grad D = 0. ]

Por consiguiente, si C/k es una curva proyectiva, el homomorfismo
grad : Div.(C) — Z
induce un homomorfismo
grad : Cl.(C) — Z.

En el caso en que C = P}, sabemos que este homomorfismo es un isomor-
fismo, lo que equivale a que un divisor de C' es principal si y sélo si tiene grado 0.
Vamos a probar que si el cuerpo k es algebraicamente cerrado, entonces P} es,
salvo isomorfismo, la tnica curva proyectiva regular con esta propiedad. De
hecho, vamos a demostrar algo mas fuerte:

Teorema 10.14 Sea C/k una curva proyectiva normal en la que existen dos
puntos racionales distintos linealmente equivalentes. Entonces C' = Pj..

DEMOSTRACION: Sean P, @ € C(k) tales que P/Q = (f), para cierta
f e Ek(C) ysea L =0¢c(Q). Es claro entonces que las funciones 1, f forman
un generador global de £, luego determinan un homomorfismo ¢ : C — Pj.

Notemos que Cy = C'\ {Q}, Cy = C\ {P} y que, por ejemplo, el homo-

morfismo qbﬁ(x) : klx] — O¢(Cy) es el dado por z — f, que es inyectivo, pues
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f es trascendente sobre k. (Si fuera algebraico serfa una unidad en O¢, p, pero
f € mp.) Esto prueba que ¢ no es constante, luego es un homomorfismo finito.

La funcién x = X/Y € k(P}) define el divisor principal (z) = P’/Q’, donde
P’ = (X), Q" = (Y) son puntos racionales de P}. Tenemos que

¢"P'[¢"Q = ¢"(z) = (f) = P/Q.

Los divisores ¢* P’ y ¢*Q’ son enteros y tienen soportes disjuntos (contenidos
en ¢~ 1[P'] y $71[Q’], respectivamente), por lo que necesariamente ¢* P’ = Py
¢*Q" = Q. Ahora aplicamos el teorema 10.9, que nos da que

1 =gradQ = [k(C) : k(Py)| grad Q" = [k(C) : k(P})],

luego gb? : k(P}.) — k(C) es un isomorfismo, donde £ € C' es el punto genérico.
Por el teorema 4.7, ¢ se restringe a un isomorfismo entre un abierto de C
y un abierto de P,lc. El teorema 7.6 nos permite extender el inverso de este
isomorfismo a un homomorfismo ¢ : P; — C. El teorema 4.16 nos da que ¢ y
1) son mutuamente inversos. En suma, ¢ es un isomorfismo. L]

Es obvio ahora que si en una curva proyectiva normal C/k todo divisor de
grado 0 es principal y el cuerpo k es algebraicamente cerrado (o, mas en general,
C(k) contiene al menos dos puntos), entonces C' = P1.

Pasamos ahora al concepto de dimensién de un divisor:

Definiciéon 10.15 Sea C/k una curva proyectiva. Para cada D € Div.(C),
el teorema 6.21 nos da que L(D) = O¢(D)(C) es un k-espacio vectorial de
dimensién finita. Definimos la dimension de D como dim D = dimy L(D).
Obviamente la dimension solo depende de la clase de D en Cl.(C), por lo que
podemos hablar de la dimension de una clase de divisores.

Recordemos (teorema 8.30) que si la curva C/k es integra, entonces
L(D) ={f € k()" | (f)D =1} U {0}.
Veamos algunas propiedades elementales:

Teorema 10.16 Sea C/k una curva proyectiva.

a) Si D < E son divisores de Cartier en C, entonces

dim D < dim F < dim D + grad(E/D).

b) Si C/k es integra y grad D < 0 entonces dim D = 0.

c) Si C/k es integra y grad D = 0, entonces dim D = 0 si y sdlo si D no es
principal.
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DEMOSTRACION: a) Por hipétesis, el divisor F' = E/D es entero. Es obvio
entonces que L(D) C L(E), luego dim D < dim E. Tenemos que D = E/F,y
el teorema 10.10 nos da una sucesién exacta

0— O¢(D) — O¢(F) — i.0p — 0.
De esta sucesion obtenemos a su vea la sucesion exacta
0 — L(D) — L(E) — Op(F)

Ahora basta tener en cuenta 10.6 para concluir que dim E—dim D < grad F.

b) Si L(D) # 0, sea f € L(D) no nulo. Por la observacion previa al teorema,
D ~ (f)D > 1, luego grad D = grad(f)D > 0.

¢) Continuando el razonamiento del apartado anterior en el caso en que
grad D = 0, resulta que (f)D = 1 por 10.4, luego D = (f~!). Reciprocamente,
si D es principal, entonces dim D = dim 1 = dimy O¢(C) > 1. n

Si una curva C/k es integra y regular, entonces podemos identificar los di-
visores de Cartier con los de Weil, y

L(D)={f e€ek(C)" |vp(f) > —vp(D) para todo primo P € C} U {0}.
También es claro que, en este caso,
Oc(D)p =A{f € k(C)" | vp(f) = —vp(D)} U{0}.

Notemos que si f € k(C)* define el divisor D alrededor de un punto P € C,
entonces, por definicion, vp(f) = vp(D) (y vp(f~1) = —vp(D)). Esto hace que
los generadores de O¢(D)p como O¢, p-moédulo son las funciones que cumplen
vp(f) = —vp(D).

Teorema 10.17 Sea C/k una curva proyectiva integra reqular y D € Div.(C)
un dwisor entero. Entonces Oc(D) tiene un generador global si y sdlo si para
cada punto P € sop D se cumple que dim(D/P) < dim D.

DEMOSTRACION: Como D > 1 tenemos que 1 € O¢(D)(C), y en el caso en
que P ¢ sop D vemos que

Oc(D)p ={f € k(C)" |vp(f) > —vp(D)} U{0} = Oc,p

estd generado por 1p. Consideremos ahora un punto P € sop D. Entonces
Oc(D/P)p = mpOc(D)p. Por hipotesis hay un s € O (D)(C)\ Oc(D/P)(C),
para lo cual ha de cumplir que vp(s) = —vp(D) y, por consiguiente, sp es un
generador de O¢(D)p.

Asi pues, O¢(D) tiene un generador global. Reciprocamente, si suponemos
esto y P € sop D, tomamos un s € O¢(D)(C) tal que sp genere Oc(D)p.
Entonces vp(s) = —vp(D), luego sp ¢ Oc(D/P)p, luego s ¢ Oc(D/P)(C),
luego dim(D/P) < dim D. "
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Notemos que si el cuerpo k es algebraicamente cerrado entonces grad P = 1,
y el teorema 10.16 nos da que la condicién del teorema equivale a que

dim(D/P) =dim D — 1.
Ahora podemos expresar el teorema 5.37 en términos de dimensiones:

Teorema 10.18 Sea C/k una curva proyectiva integra y reqular sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado k, y sea D € Div.(C) un divisor entero tal que para
todo par de puntos cerrados P, Q) € X, no necesariamente distintos, se cumpla
que
dim(D/PQ) = dim D — 2.
Entonces D es muy amplio.
DEMOSTRACION: Por el teorema 10.16, las dimensiones
dim(D/PQ) < dim(D/P) < dim D

pueden diferir a lo sumo en una unidad, luego la hipotesis del teorema implica
que dim(D/P) = dimD — 1, y el teorema anterior nos da que £ = O¢(D)
tiene un generador global. Basta probar que se cumplen las condiciones del
teorema 5.37 con V = L(C).

Si P, @@ € C son puntos cerrados distintos, podemos tomar un elemento
s € L(D/P)\ L(D/PQ). Asi, vg(s) = —vg(D) y vp(s) > —vp(D) + 1, luego

vemos que sp no es un generador de Lp y sg es un generador de L. Esto es
la propiedad a) de 5.37.

Consideremos ahora un punto cerrado P € C'y observemos que
mpLlp ={se€k(C) |vp(s) > —vp(D)+1}U{0} = Oc(D/P)p,
mientras que
{seV|spemplp}={seV|vp(s)>—vp(D)+1}U{0} = L(D/P).

El teorema anterior nos da que el haz O¢(D/P) admite un generador global,
luego existe un so € L(D/P) tal que vp(sg) = —vp(D) + 1. Si s € mpLlp,
entonces s/so € O¢,p, luego existe un a € k tal que s/sp = a (méd mp), luego
s/sop = a + h, para cierto h € mp, luego s = asg + hsg € L(D/P) + m%Lp.
Esto prueba la propiedad b). n

Puede probarse que la condicién del teorema anterior es también necesaria,
pero no nos va a hacer falta este hecho.

10.3 El teorema de Riemann-Roch

El teorema de Riemann Roch resulta de combinar el teorema 10.11 con el
teorema de dualidad. En principio, 10.11 nos da que

dimy H°(C,0¢ (D)) — dimy, H*(C,0¢(D)) = grad D + x(O¢).
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Segun el teorema 6.35, tenemos que p,(C) =1 — x(O¢). Esto nos convierte
la ecuaci6én en

dim D — dimy, H'(C,0¢(D)) = grad D + 1 — p,,.

Nos falta aplicar el teorema de dualidad (y el teorema [2.10]) para eliminar
el grupo de cohomologia:

dimy H'(C,0¢(D)) = dimy, H'(C,0¢(D))* = dimg Home . (0¢ (D), w)

= dimg(0c(D)* ®o, we)(X) = dimk(Oc (D7) ®op we)(X).

Asi tenemos la version més general del teorema de Riemann-Roch para cur-
vas:

dim D — dimy,(0c(D™!) ®0, w@)(X) = grad D + 1 — p,.

A partir de aqui vamos a suponer que C/k es localmente una interseccion
completa. Entonces el haz dualizante w¢ coincide con el haz canénico we, y
en particular es un haz inversible. El teorema 8.34 garantiza que we = O¢(F),
para cierto divisor E € Div.(C).

Definicién 10.19 Sea C/k una curva proyectiva que sea localmente una inter-
seccion completa. Llamaremos clase candnica de C a la clase W € Cl.(C) que
se corresponde en Pic(C') con la clase de los haces canoénicos. Los divisores de
W se llaman divisores candnicos de C.

Asi, si E € Div.(C) es un divisor canénico, we = O¢(E) y
dimg (Oc(D™) ®o, we)(X) = dimg Oc(E/D)(X) = dimg(E/ D).

Esto nos da la forma definitiva del teorema que perseguiamos:
Teorema 10.20 (Riemann-Roch) Sea C/k una curva proyectiva que sea lo-
calmente una interseccion completa, sea W € Cl.(C) la clase candnica y sea
D € Cl.(C) una clase arbitraria. Entonces

dim D — dim(W/D) = grad D + 1 — p,.

Observemos que dim W = dimy we(C) = py(C) (definicion 9.33), y si C es
geométricamente regular y geométricamente conexa entonces dim W = p,. Por
otra parte, el teorema 9.16 nos da que

x(we) = dimy, H(X,we) — dimy, HY(X, we)

= dimy, H'(X,0x) — dim, H°(X,0x) = —x(0x).

Por lo tanto, 10.11 implica que

grad W = —2x(0x) = 2(pa — 1).
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Definiciéon 10.21 Sea C/k una curva proyectiva que sea localmente una inter-
seccion completa y sea W su clase candnica. Llamaremos divisores especiales

de C a los divisores D € Div.(C) tales que dim(W/D) > 0.

Si la curva C/k es integra, el teorema 10.16 nos da que un divisor especial
ha de cumplir grad D < grad W = 2p, — 2. Asi, para los divisores no especiales
(en particular, para los divisores que cumplen grad D > 2p, — 2) el teorema de
Riemann-Roch se reduce a

dimD =grad D + 1 — p,,

que es una relaciéon sencilla entre la dimensién y el grado.

Ejemplo Siuna curva proyectiva C'/k es localmente una interseccion completa
y Pa = 0, entonces, para cada D € Div.(C) se cumple que

. _ JegradD+1 sigradD >0,
dlmD{o si grad D < 0.
ues si grad D > 0 entonces D no es especial. ]
P igradD >0 D ial

Como aplicacién, probamos una variante de 10.14:

Teorema 10.22 Sea C/k una curva proyectiva normal. Entonces C = P}, si y
sdlo si existe un divisor D € Div(C) tal que grad D =1 y dim D > 2.

DEMOSTRACION: Segun el ejemplo anterior, si C' & P}C, entonces todos los
divisores de grado 1 tienen dimension 2 (y, ciertamente, existen tales divisores).

Si D es un divisor en las condiciones del enunciado, tomemos un g € L(D)
no nulo, de modo que (¢g)D > 1. Como (g)D es linealmente equivalente a D,
tiene la misma dimension y el mismo grado, luego podemos suponer que D es
entero.

Un divisor entero de grado 1 ha de ser primo, digamos D = P, para un cierto
punto P € C(k). Por el teorema 4.26 sabemos que O¢(C) es un cuerpo, y el
homomorfismo natural O¢(C) — k(P) = k es un k-homomorfismo de cuerpos,
luego es un isomorfismo. Esto implica que si f € k(C)* cumple (f) = 1 entonces
fekr.

El espacio L(D) contiene a las constantes, pero por hipotesis contiene tam-
bién un f € L(D) no constante. Esto significa que (f)D es también un divisor
entero de grado 1, luego ha de ser un primo @ € C(k). Asi pues, (f) =Q/P,y
P # @, o de lo contrario f seria constante. El teorema 10.14 nos da que C' = P}€

|

A su vez, otra variante de este teorema es la siguiente:

Teorema 10.23 Si C/k es una curva proyectiva normal de género p, = 0 y
tiene un punto racional, entonces C' = Pj..
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(Pues un punto racional es un divisor primo de grado 1 y dimension 2.)

Ahora vamos a dar condiciones suficientes sencillas para que un haz inversible
sea amplio o muy amplio:

Teorema 10.24 Sea C/k una curva proyectiva geométricamente regular y geo-
métricamente conexa de género g, y sea D € Div(C).

a) Sigrad D > 2g entonces Oc(D) tiene un generador global.
b) Sigrad D > 2g+ 1 entonces Oc(D) es muy amplio.
c) Oc(D) es amplio siy sdlo si grad D > 0.

DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que podemos sustituir k& por
su clausura algebraica k. En efecto, consideramos la proyeccion 7 : Cp — C.
El teorema 10.8 nos da que grad D = grad7*D; el teorema 6.18 nos da que
si 70¢(D) = Oc¢, (7*D) tiene un generador global, es amplio o muy amplio,
lo mismo es valido para O¢(D); por ultimo, el teorema 6.15 implica que el
género (tanto el aritmético como el geométrico) se conserva por extensiones de
constantes.

Asi pues, suponemos que k es algebraicamente cerrado. Si gradD > 2g,
para cada punto cerrado P € C, tenemos que el divisor D/P no es especial, por
lo que el teorema de Riemann-Roch nos da que dim D/P = dim D — 1, luego
O¢(D) tiene un generador global por el teorema 10.17.

Si grad D > 2g + 1, entonces los divisores D/PQ tampoco son especiales,
luego cumplen que dim(D/PQ) = dim D — 2, y el teorema 10.18 nos da que
Oc¢(D) es muy amplio.

Si grad D > 0 entonces existe un nimero natural n tal que

grad D" = ngrad D > 29+ 1,

luego D™ es muy amplio y D es amplio por el teorema 5.45. Reciprocamente, si
D es amplio, entonces existe un n tal que D™ es muy amplio, luego existe una
inmersion cerrada f : ¢ — Pj, tal que Oc¢(D") = f*Opr(1). Podemos tomar
un hiperplano H en Pj, que no contenga a la imagen del punto genérico de C.
Segun el ejemplo de la pagina 318 tenemos que, considerando a H como divisor
de Weil, Opr(1) = Op; (H) y, por otra parte, esta definido f*(H), que es un
divisor de C' linealmente equivalente a D™, y es entero y no principal, porque
H es efectivo y Opr (1) no es libre. Asi,

ngrad D = grad D" = grad(f*H) > 0,

luego también grad D > 0. [
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Ejemplo Las condiciones del teorema anterior no son necesarias. Por ejemplo,
si C'/k es una curva proyectiva geométricamente regular y geométricamente
conexa de género g > 1 y W es un divisor canénico, su grado es grad W = 2g—2,
pero aun asi satisface la hipotesis del teorema 10.22: Por el teorema de Riemann-
Roch, para cada punto cerrado P € C' tenemos que

dim(W/P) — dim(P) = grad(W/P) + 1 —g.

El espacio L(P) contiene las constantes, luego dim P > 1, y por 10.22 ha de
ser dim P =1 (o si no, C' = P}, tendria género 0). Asf pues, la formula anterior
se reduce a que dim(W/P) = g — 1 = dimW — 1, luego podemos aplicar el
teorema 10.17 y concluir que O¢(W) = we tiene un generador global. L]

Ejemplo Consideremos nuevamente una curva proyectiva C/k geométrica-
mente regular y geométricamente conexa de género g = 0, pero sin suponer que
tenga un punto racional. Si W es un divisor canénico, su grado es —2, luego
gradW~—! = 2 y dimW~! = 3. El teorema anterior nos da que W~! es muy
amplio, por lo que define una inmersion cerrada ¢ : C — P%, cuya imagen
tiene grado 2, es decir, es una conica.

Si C tiene un punto racional, entonces tiene un divisor de grado 1 (y dimen-
sion 2), que serd muy amplio por el teorema anterior, luego existe también una
inmersion C — P}, que, obviamente, ha de ser un isomorfismo. [

10.4 Curvas elipticas

Si k es un cuerpo, una curva eliptica E/k es una curva proyectiva geométrica-
mente regular y geométricamente integra de género g = 1 que posea al menos
un punto racional O € E(k).

Puesto que el género se conserva por extensiones de constantes, vemos que si
K /k es una extension algebraica de cuerpos, entonces Fx también es una curva
eliptica sobre K.

Si E/k es una curva eliptica, su clase canénica W cumple dimW = 1,
gradW = 0, luego el teorema 10.16 nos da que W = 1. Equivalentemente,
se cumple que Qg/, = Op. Los divisores de grado > 0 no son especiales, y
satisfacen la relacion dim D = grad D. Como grad O = 1, existen divisores de
todos los grados, y todo divisor de grado 3 (en particular O%) es muy amplio,
por lo que nos da una inmersion £ — P% de grado 3. Asi pues, E/k es isomorfa
a una cubica plana.

Observemos que si CIO(E) es el grupo de las clases de divisores de grado 0
de E, entonces cada clase contiene un tnico divisor de la forma P/O, para un
cierto punto P € E(k). En efecto, si D es un divisor de grado 0, entonces DO
tiene grado 1, luego su dimensioén es también 1, luego existe un f € Og(DO)(E)
no nulo, lo que significa que el divisor P = (f)DO es entero y tiene grado 1,
luego ha de ser un punto racional. Ademas P/O es linealmente equivalente a D,
y por el teorema 10.14 no puede haber mas de un punto P en estas condiciones.
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En definitiva, tenemos una biyeccion E(k) — CI°(E), que nos permite
transportar a E(k) la estructura de grupo de C1°(E). Usando notacion aditiva,
la suma de dos puntos racionales P y @) es el tinico punto racional P + Q) que
cumple que

[PQ/O?] = [(P+Q)/O]
o, equivalentemente, [PQ] = [(P 4+ Q)O]. El elemento neutro es O.

La ecuacion P + @ + R = O equivale a que PQR = (h)O3, para cierta
h € k(E)*. Si sumergimos E — P% a través del haz muy amplio O3, esto
equivale a que existe una forma lineal H € k[X,Y, Z] cuya restriccion a E tiene
a PQR por divisor de ceros. Si los tres puntos son distintos, es tanto como decir
que estan alineados (y si, por ejemplo, P = @, se traduce en que la tangente a
E por P pasa por R, etc.).

Observemos ahora que si K/k es una extension algebraica de cuerpos, tene-
mos un diagrama conmutativo

Ex(K) —— CI°(Ek)

]

E(k) — CI°(E)

donde la flecha vertical izquierda es la aplicacion que a cada P € E(k) le asigna
su tnica antiimagen P’ por la proyeccion p : Ex — FE y la flecha vertical
derecha es el homomorfismo inducido por p segin el teorema 8.32 (teniendo
en cuenta que p es plana, por lo que p* esta definido para todo divisor). Se
entiende, naturalmente, que en Ex tomamos como elemento neutro O la tnica
antiimagen de O por la proyeccion.

Sélo hay que ver que, considerados como divisores, se cumple que p*P = P’.
Segiin el teorema 8.38, basta probar que ep/;p = 1, y esto se demuestra como
en el ejemplo 2 de la pagina 326, tomando V = F'y W = Esp K. Notemos que
ahora no es cierto que W sea geométricamente integro, pero en su lugar

E(P)or K =kop K = K

es un dominio integro, y dicha hipoétesis s6lo se usa en el ejemplo para demostrar
esto. Asi pues, vemos que FE(k) es un subgrupo de Ex (K).

Veamos ahora un teorema sobre existencia de automorfismos en una curva
eliptica:

Teorema 10.25 Sea E/k una curva eliptica y sean P, Q € E(k) puntos no
necesariamente distintos. Entonces existe un unico automorfismo o : E — F,
definido sobre k, tal que 0> =1, o(P) = Q vy, para todo punto cerrado R € Ef,
donde k es la clausura algebraica de k, se cumple que [Rop(R)] = [PQ).

DEMOSTRACION: La unicidad se sigue de que oz (R) es el tnico punto de Ej,
que cumple [0%(R)/Oz] = [PQ/ROj], luego o, esta univocamente determinado
y o también por el teorema 3.67. Veamos la existencia.
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El divisor PQ tiene grado 2, luego segtn el teorema 10.24 el haz O (PQ)
define un homomorfismo f : E — P} de grado 2, que a su vez se corresponde
con una extension de cuerpos k(X ) = k(P}) C k(E) de grado 2.

Veamos que la extension es separable. En caso contrario, los cuerpos serfan
de caracteristica 2 y k(FE) = k(X, ), para un « tal que a? € k(X). No puede
ocurrir que « sea algebraico sobre k, pues entonces k y k(E) no serian lineal-
mente disjuntos y, segtn el teorema 3.62, la curva E/k no seria geométricamente
integra. Se cumple que k(E;) = k(X, @), luego la extension k(Ej)/k(X) tam-
bién es puramente inseparable de grado 2. Entonces® VX € k(E}), y concluimos
que k(Ej) = k(v X), pero este cuerpo es k-isomorfo a k(X), luego Ej = P}y
llegamos a que Ej, tiene género 0, contradiccion.

Sea 0 : E — E el automorfismo inducido por el k(X)-automorfismo no
trivial de k(F) segin el teorema 10.2. Ciertamente 02 = 1, y o actia transiti-
vamente sobre las fibras de f.

Sea p : B, — E la proyeccién canoénica. Es facil ver que fz : Bz — P}€ esel
homomorfismo definido por p*Og(PQ) = Og, (PQ). El diagrama conmutativo

E—=P;

equivale al diagrama conmutativo de inclusiones

E(X) —— kk(E)

]

k(X) — k(E)

Si o esta asociado al automorfismo s de k(E), entonces oy, esta asociado a
la extension de s a k(Ej) = kk(E) que fija a k, y éste es el automorfismo no
trivial de k(Ej)/k(X).

En resumen, tenemos que o, coincide con el automorfismo definido andloga-
mente a o sobre Ez. Por lo tanto, para el resto de la prueba podemos suponer
que k = k.

Tomemos R € E(k) y sea z = f(R) € Pi(k). Existe H € Opi(l)(P}c)
cuyo divisor de ceros es x, y entonces h = f*H € Og(PQ)(E) cumple que
X = f7HPrul = f[z]. Si D es el divisor de ceros de h, entonces D es entero
y linealmente equivalente a PQ, luego tiene grado 2, y su soporte es la fibra
de z. Asi pues, D = Ro(R) (tanto si o(R) = R como si no). Esto prueba que
Ro(R)| = [PQ).

3Ver el teorema 6.31 de mi Geometria Algebraica.
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Reciprocamente, como P(Q es linealmente equivalente a si mismo, es el divi-
sor de ceros de f*H, para cierto H € OP}C(I)(P}C), cuyo divisor de ceros es un
punto z € Pj(k). Por el mismo razonamiento anterior, f~![z] = {P,Q} (tanto
si P = @ como si no). Por consiguiente, o(P) = Q. n

En particular vemos que el grupo de los automorfismos de una curva eliptica
actia transitivamente sobre sus puntos racionales.

Veamos algunas consecuencias inmediatas de este teorema:

Teorema 10.26 Si E/k es una curva eliptica y k es la clausura algebraica de k,
entonces exise un unico automorfismo i : E — E definido sobre k tal que, para
todo punto cerrado P € Ej, se cumple i(P) = —P. (En particular, para todo
P € E(k), se cumple i(P) = —P.)

DEMOSTRACION: Basta considerar el automorfismo dado por el teorema
anterior para P = @ = O. La propiedad que cumple es [Piz(P)/0?% = [0/0],
lo que equivale a P 4 i3(P) = O. La unicidad es obvia. n

Teorema 10.27 Sea E/k una curva eliptica, sea k la clausura algebraica de
k y P € E(k). Entonces existe un unico automorfismo 7p : E — E definido
sobre k tal que, para todo punto cerrado Q € Ej, se cumple que Tpi(Q) = P+Q.

DEMOSTRACION: Apliquemos el teorema 10.25 a P y O, lo que nos da un
automorfismo o tal que [Qog(Q)/0% = [P/O], lo que es equivalente a que
0;:(Q) = P — Q. Entonces 7p = i o g, donde i es el automorfismo del teorema
anterior. [

Finalmente demostramos que la estructura de grupo de una curva eliptica
estd inducida por homomorfismos de variedades. Esto es lo que expresan el
teorema 10.26 y el teorema siguiente:

Teorema 10.28 Sea E/k una curva eliptica sobre un cuerpo perfecto* k y sea
k la clausura algebraica de k. Eziste un unico homomorfismo o : Exy E — E
definido sobre k tal que, para todo par de puntos cerrados P, Q) € Ex, se cumple

que o5 (P,Q) = P+ Q.

DEMOSTRACION: Sumergimos 2 — P% mediante la inmersion cerrada aso-
ciada al divisor O3. Entonces O3 es el divisor de ceros de la forma lineal en
F inducida por un hiperplano de P%, lo que significa que hay un hiperplano
que s6lo corta a F en el punto O. Sumergimos Ai — Pi de modo que dicho
hiperplano sea el complementario Pi \Ai (el hiperplano del infinito), con lo que
el conjunto E* = E \ {O} resulta ser un abierto afin. Mas concretamente, es
una hipersuperficie de grado 3 en A2. Consideremos el abierto

U={(P,Q) € E* x; E* | P # +Q},

4Esta hipotesis no es necesaria, pero no estamos en condiciones de probarlo. De hecho, no
estamos en condiciones de dar una prueba en términos de esquemas, “sin ecuaciones”’, como
las de los teoremas precedentes, y la prueba que vamos a ver es esencialmente la misma que
aparece en mi libro de Curvas elipticas, teorema 2.22.
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y vamos a probar que existe una aplicaciéon o en las condiciones del enunciado,
pero definida sobre U.

En términos clésicos, podemos considerar a £ (k) como un subconjunto de
k? definido por un polinomio F(X,Y), de grado 3 y con coeficientes en k.
A su vez, Ug(k) se identifica con un subconjunto de k*. Para cada punto
(P,Q) = (w0,y0,71,%1) € Ug(k), el punto —(P + Q) = (z2,y2) es el tercer
punto (ademés de Py de Q) que satisface a la vez la ecuacion F(z2,y2) =0y
la ecuacion de la recta que pasa por Py Q. Los puntos de esta recta son los de
la forma

(X,Y) = (xo + t(x1 — z0), Yo + t(y1 — yo)), tek.

El punto P corresponde al pardmetro ¢ = 0, mientras que Q) corresponde
at =1y —(P + Q) corresponde al tnico parametro ¢t # 0,1 que cumple la
ecuacion

F(xo 4 t(x1 — x0), yo + t(y1 — yo)) = 0.

Esta ecuacién es un polinomio en xg, y9, 1, y1,t con coeficientes en k. Lla-
memos G(xo, Yo, 71,%1) al coeficiente de ¢, que también es un polinomio con
coeficientes en k.

Para cada (xo, %0, 21,v1) € Ug(k), sabemos que F(xo, 0,21, y1,t) tiene tres
raices como polinomio en ¢, luego G no se anula sobre Uy (k). (Si se anulara
significaria que —(P + Q) estaria en el infinito, es decir, que Q@ = —P). Su
tercera raiz (ademas de 0, 1) es

G2(x0, Yo, T1,Y1)
G3(20,y0,1,Y1)

t(iCO,ZCl,yO,yl) =1-

luego las coordenadas de —(P + @) son

(w0 + t(20, Y0, 1, y1)(T1 — T0), Yo + t(zo, Yo, T1, Y1) (Y1 — Yo))-

Esta expresion define una funcion s : Ug(k) — E7(k), que es una funcién
regular entre conjuntos algebraicos cuasiproyectivos en el sentido clasico. El
hecho de que esté definida por funciones racionales con coeficientes en k hace
que determine un dnico homomorfismo de esquemas ¢’ : U — F tal que oy

coincide con s sobre los puntos de Uy (k)) y, por consiguiente, o9 = s’ o4 cumple
lo pedido (donde ¢ es la funcién del teorema 10.26).

Ahora vamos a probar que o se extiende a un homomorfismo en Ej, x; Ef.

Tomemos un punto (P, Q) € Ej(k) x Eg(k) y fijemos dos traslaciones 7p:, T¢
tales que (P + P',Q + Q') € Ug(k). Asi, V = (1pr x 7¢/)"}{U;] es un entorno
de (P, Q), sobre el cual esta definida la composicion

Tp/ ><TQ/ OnL T—P’—Q/
— Up = Ep — E,

que sobre los puntos cerrados acttia como (A, B) — A + B, luego coincide con
oor en la intersecciéon de los dominios. En definitiva, hemos extendido oy; a
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un entorno del punto (arbitrario) (P, Q). Ahora tenemos un homomorfismo de
esquemas o’ : Er x; B — FEf que induce la suma sobre los puntos cerrados.
Soélo falta probar que es la extensiéon de un homomorfismo en E X, E, y sabemos
que cumple esto en un abierto (denso).

El resto de la prueba es un argumento general: tenemos un homomorfismo
f: Xz — Y3, donde X/k, Y/k son conjuntos algebraicos geométricamente
regulares y geométricamente integros y existe un abierto U C X de modo que
flu. = gz, para cierto g : U — Y. Queremos probar que g se extiende a X.

Si P € Xj es un punto cerrado, tomamos un entorno afin W C Y de la
proyeccion de f(P) y un entorno afin V' C X de la proyeccion de P contenido
en la proyeccion de f~'[W] (que es abierta, por 3.57). Basta probar que la
restriccion de f a Vi es de la forma gz, para cierto homomorfismo g : V.— W.
Equivalentemente, podemos suponer que X e Y son afines.

Consideremos el grupo de Galois G = G(k/k). Como X es geométricamente
integro, se cumple que kNk(X) = k, por lo que k(X)/k(X) es una extension de
Galois cuyo grupo de Galois es isomorfo a G. Equivalentemente, cada automor-
fismo o € G se extiende a un k(X )-automorfismo de k(X) (al que seguiremos
llamando o) de modo que k(X) es el cuerpo fijado por G.

Por otra parte, Ox(X) es integramente cerrado en k(X) y es claro que
Ox, (X;) = kOx(X) es entero sobre Ox(X). Por lo tanto, se cumple que
Ox(X) = Ox.(Xg) Nk(X) y, por consiguiente, Ox(X) esta formado por los
elementos de Ox; (X3) fijados por G.

Los homomorfismos f : Xz — Y% se corresponden biunivocamente con
los k-homomorfismos ¢ : Oy, (Yz) — Ox,(Xj), y cada 0 € G determina un

nuevo homomorfismo ¢ dado por ¢?(u) = gb(u"fl)", que a su vez determina
un homomorfismo f7: Xz — Y. Sig: X — Y y u € Oy, (Y), tenemos que

u=y ouy, a; €k, u; € 0y(Y),

g7 (u) = Saig® ().

Teniendo esto en cuenta es inmediato que g7 = gj para todo o € G. Podemos
suponer que el abierto U de la hipotesis sobre f es afin, y es facil ver que

v = (flv)” =98 =9 = flu,

lo que implica que f = f7, para todo o € G, luego su k-homomorfismo asociado
cumple que ¢% = ¢. Si u € Oy (Y), entonces

$(u)” = p(u” )7 = ¢ (u) = p(u),

luego ¢(u) € Ox(X), luego ¢ se restringe a un k-homomorfismo de algebras
¢o : Oy(Y) — Ox(X), que induce un homomorfismo g : X — Y. Obvia-
mente, el homomorfismo asociado a gj es ¢, luego gz = f, como querfamos
probar. [






Capitulo XI

El teorema de Weil

En este capitulo veremos la prueba de Weil (reformulada en términos de
esquemas) de que las variedades abelianas son proyectivas (ver la introduccion
para mas detalles). Para ello necesitaremos varios hechos sobre variedades abe-
lianas, algunos de los cuales se basan en el teorema del cubo, un profundo
teorema que, ademéas de buena parte de los resultados que hemos visto en los
capitulos anteriores, requiere ciertos teoremas sobre la cohomologia de las fibras
de los homomorfismos propios (11.4, 11.6), que demostraremos en la primera
seccion. El teorema del cubo lo probamos en la segunda y el teorema de Weil
en la tercera.

11.1 Cambio de base

Vamos a demostrar aqui una generalizacion del teorema 6.15 (teorema 11.3),
con ayuda del cual obtendremos los teoremas necesarios para demostrar el teo-
rema del cubo en la seccién siguiente. Empezamos con dos resultados previos.

Teorema 11.1 Sea A un anillo noetheriano y C un complejo de A-mdédulos tal
que CP # 0 a lo sumo para 0 < p < n y los grupos de cohomologia H*(C) sean
A-mddulos finitamente generados. Entonces existe un complejo X de A-mddulos
finitamente generados tal que XP # 0 a lo sumo para 0 < p < n, KP es libre
para 1 < p <n y existe un homomorfismo de complejos ¢ : X — C que induce
isomorfismos entre los grupos de cohomologia. Si los modulos CP son planos
sobre A, entonces K° serd también plano sobre A.

DEMOSTRACION: Definimos X? = 0 para p > n. Supongamos definidos
(KP, ¢, OP) para p > m+1 de modo que se cumplen las propiedades siguientes:

m+1 omt! m—+2
J(: —_— K _— .

l¢m+1 l bm+t2

em em+1 emtz o ...
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a) Los cuadrados son conmutativos,

b) 9PoP+! =0 para p > m + 1,

)
)
¢) ¢p induce isomorfismos entre los grupos de cohomologia para p > m + 2,
d)
)

Gmi1 : NO™HL — H™F1(C) es suprayectiva,
L

e) Los modulos KP son libres de rango finito, para p > m + 1.

Supongamos en primer lugar que m > 0 y vamos a construir (K™, ¢,,, ™)
de modo que se cumplan estas propiedades con m en lugar de m + 1.

Sea B™+1 ¢ K™+ el nicleo de ¢pyq1. Como K™ H! es un A-modulo finita-
mente generado, también lo son N9™ 1! y B™+1. Existen epimorfismos

d: K™ — B™ \: K™ — H™(@),

donde K™ y K'™ son A-mdédulos libres de rango finito. Como K'™ es proyectivo,
existe un homomorfismo f/, : K'™ — Z™(C) tal que A es la composicion de
fr. con la proyeccion natural Z™(€) — H™(C). Definimos X™ = K™ & K'™,
llamamos 0™ : K™ — K™+l a la extension trivial de d. Obviamente se
cumplen las propiedades b) y e) para p = m y la propiedad ¢) para p =m + 1.

Por otra parte, (d o ¢pmi1)[K™] C O[C™], luego existe un homomorfismo
fm : K™ — €™ tal que fp, 00 = do ¢pyt1. Definimos ¢, = frn, @ f1.. Es claro
que la propiedad a) se cumple para el nuevo cuadrado y d) se cumple para m.

Supongamos que m = —1. Podemos sustituir K° por K°/(N9° NN ¢p) y se
siguen cumpliendo todas las propiedades salvo que K° ya no es necesariamente
libre, pero el homomorfismo ¢ es ahora un isomorfismo. Por consiguiente, basta
definir K? = 0 para p < 0 y se cumple el teorema.

Supongamos ahora que los médulos C? son planos y veamos que X° también
lo es. Para ello definimos el complejo LP = KP @ CP~! con el operador dado
por d(z,0) = (O, ¢(x)), 8(0,y) = (0,—0y). Sea también €7 = CP~1 con el
operador —0. Entonces tenemos una sucesion exacta de complejos

0—C¢ —=L—X—0,
de la que obtenemos una sucesion exacta de cohomologia
HP(X) — HP(C) — HP™Y(L) — HPT(K) — HPT(C).

Los homomorfismos de conexion HP(KX) — HPL(C') = HP(C) son precisa-
mente los inducidos por ¢, que son isomorfismos, luego H?*1(L) = 0 para todo
p € Z. Tenemos, pues, una sucesion exacta

0 —XK'=L"—>L' — ... —L" 0,

y los médulos L? parai > 1 son planos. Aplicando varias veces [A.10] concluimos
que XY es plano. [
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Teorema 11.2 Sea A un anillo noetheriano, sean € y X complejos finitos de A-
mddulos planos y sea X — C un homomorfismo que induzca isomorfismos entre
los grupos de cohomologia. Entonces, para toda A-dlgebra B, los homomorfismos
HP(X ®4 B) — HP(C®4 B) son isomorfismos.

DEMOSTRACION: Sea L el mismo complejo que hemos construido en la
altima parte del teorema anterior. Alli hemos visto que tiene cohomologia nula.
Por lo tanto, tenemos sucesiones exactas

0 — ZP — LP — ZPTt 0.

Aplicando [A.10] concluimos que todos los médulos de cociclos ZP también
son planos. Por el teorema [A.3], la sucesion

0— ZP@4B—IP®4B — ZPl 94 B —0

es exacta, lo que implica que el complejo L ® 4 B es exacto, luego tiene coho-
mologia nula. Considerando la sucesién exacta

0—oC®4sB—L®®4B—KX®4B—0

analoga a la considerada en el teorema anterior, obtenemos una sucesiéon exacta
de cohomologia

0 — HP(KX®4 B) — HP(C®4 B) — 0,

lo que prueba el teorema. n

Teorema 11.3 Sea f : X — Y un homomorfismo propio entre esquemas
noetherianos, donde Y = Esp A es afin. Sea M un haz coherente en X plano
sobre Y. Entonces existe un complejo finito X de A-mddulos planos finitamente
generados tal que, para cada A-dlgebra B y cada p > 0,

HY(Xp,m5M) 2 HP (K ®4 B),
donde g : Xp — X es la proyeccion natural.

DEMOSTRACION: Sea U un cubrimiento finito de X por abiertos afines.
Recordemos que un haz M es plano sobre Y si para cada x € X el moédulo M,
es plano sobre Oy, f(,). Esto implica (teorema [A.5]) que si U C X es un abierto
afin, entonces M(U) es un A-modulo plano.

Por el teorema 6.14, el complejo de Cech C(U, M) es un complejo de A-
modulos planos cuyos grupos de cohomologia son los grupos H?(X,M). El
teorema 11.1 nos da un complejo finito X tal que

HP(K) = HP(C(U,M)) = HP(X,M).

Los A-mdédulos KP son libres de rango finito excepto X9, que es plano y
finitamente generado.
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Si B es una A-algebray U C X es un abierto afin, se cumple que
(mpM)(Up) = M(U) ®a4 B,

luego si Up es el cubrimiento de X g formado por los abiertos 7r§1 [U],conU €U,
tenemos que C(Up, mEM) = C(U, M) ® 4 B, luego el teorema 11.2 nos da que

H?(Xp,7;M) = HP (K ®4 B).

Se comprueba sin dificultad que el isomorfismo es funtorial en B. [

Notemos que el teorema [1.37] nos da una prueba del teorema 6.15 como
caso particular del teorema anterior. Pasamos ya a los resultados que vamos a
necesitar en la secciéon siguiente.

Si X es un espacio topolégico, una aplicacion f : Y — Z es semicontinua
superiormente si los conjuntos {y € Y | f(y) > n} son cerrados. Invirtiendo la
desigualdad tenemos la definicion de funcion semicontinua inferiormente.

Si f: X — Y es un homomorfismo de esquemas, y € Y y M es un haz
coherente en X, usaremos la notacion M, = p;M, donde p, : Xy — X es la
proyeccion natural. Si f es propio, entonces X, es propio sobre k(y), y el haz M,
es coherente, por lo que los espacios vectoriales HP(X,,M,) tienen dimensiéon
finita.

Teorema 11.4 Sea f : X — Y un homomorfismo propio entre esquemas
noetherianos y sea M un haz coherente en X, plano sobre Y. Entonces:

a) Para cada p >0, la funcion d, : Y — Z dada por
dp(y) = dimk(y) Hp(XyaMy)
es semicontinua superiormente.

b) La funcidn y — x(My) es continua, es decir, localmente constante.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que Y = Esp A es afin. Sea entonces K
un complejo en las condiciones del teorema 11.3. Concretamente, K es cualquier
complejo que cumpla el teorema 11.1 tomando como € el complejo de Cech
asociado a un cubrimiento afin prefijado U de X.

Sea K = X°, del que sabemos que es un A-mdédulo plano y finitamente
generado. Lo mismo le sucede a cada localizacion K, donde p es un ideal primo
de A, pero por [A.4] esto implica que K, es libre. Asi pues, el haz coherente
K es localmente libre, luego todo punto y € Y tiene un entorno afin D(s), con
s € A tal que K es un As,-moédulo libre.

Sea X' = f~![D(s)], que es un abierto en X. Si U C X es un abierto
afin, es facil ver que X' NU = Dy(s'), donde s’ es la imagen de s por el
homomorfismo A — Ox(U) asociado a f|y. Como M es coherente, esto implica
que M(X'NU) =M(U)s.
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Por consiguiente, si llamamos U a las intersecciones con X’ de los abiertos de
U, tenemos un cubrimiento afin de X’ tal que C(UW, M|x/) = C(U,M);. A su vez,
de aqui se sigue que el complejo K@ A cumple el teorema 11.1 para C(U, M| x-),
luego cumple el teorema 11.3 para f|x : X’ — D(s). Equivalentemente,
podemos suponer que el complejo K es libre.

Tomando B = k(y) en 11.3, tenemos que

HP(Xy, My) = HP(XP @4 k(y)),
luego si llamamos dP : KP — KP+1 al operador cofrontera, tenemos que
dimy(,) H? (X, M) = dim(N(d? ® 1p(y))) — dim(Im(d? ™' @ 1))

= dimK? @4 k(y) — dim(Im(d” ® 1y(y))) — dimIm(d” ™" @ 1y,)).

Notemos que dim KP? ® 4 k(y) es el rango de XP, luego no depende de y. Es
claro entonces que

xX(My) = X;O(*l)p dimyy) H?(Xy, M)
p=

es constante (en el entorno de y en el que estamos trabajando). Esto prueba
b). Para demostrar a) basta ver que las funciones p,(y) = dim(Im(d? & 1j,)))
son semicontinuas inferiormente. Para ello observamos que si 7 > 0 y llamamos
dP i AKP — A"KPH! al homomorfismo inducido por dP, entonces podemos
identificar a df ® 1j(,) con el homomorfismo

A (KP @4 k(y)) — A"(KPT @4 k(y))
inducido por dj, ® 1j(,), con lo que
{yeY|pply) <rt={y €Y |d, @1y, =0}

Ahora bien, d? es un homomorfismo entre dos A-moédulos libres de rango
finito, determinado por una matriz M con coeficientes en A, cada y € Y es un
ideal primo en A y cada d}, es el homomorfismo cuya matriz esta formada por
los restos modulo y de los coeficientes de M, luego el conjunto de la derecha
es el conjunto V(S), donde S es el conjunto de los coeficientes de M, luego es
cerrado en Y. -

Teorema 11.5 Sea A un dominio integro noetheriano y ¢ : M — N un homo-
morfismo entre dos A-maddulos planos finitamente generados tal que la aplicacion

es constante en Y = Esp A. Entonces podemos descomponer
M = M; © Mo, N =N &N,y

de modo que ¢y, =0, ¢[M] C N1 y ¢|ar, : Mo —> Ny es un isomorfismo.
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DEMOSTRACION: En el enunciado se entiende que k(y) = A, /yA,. Consi-
deramos la sucesion exacta 0 — Im¢ — N — N/Im¢ — 0. Para cada
y € Y obtenemos la sucesion exacta

Imp @4 k(y) — N®@ak(y) — (N/Imep) ®4 k(y) — 0.

La imagen del primer homomorfismo es Im(¢ ® 14(,)), cuya dimension es
constante por hipotesis.

Por otra parte, N ® k(y) = N, ®a, k(y), y el Ay,-médulo N, es plano
y finitamente generado, luego es libre. Esto significa que el haz coherente N
es localmente libre, luego la dimensién de N, como A,-médulo es constante
(notemos que Y es conexo), y esta dimension es igual a dimy,y N ®4 k(y).

Concluimos que dimy,,)(N/Im¢) ® 4 k(y) es constante en Y. En particular,
evaluando en los ideales y, 0 € Y, vemos que

dimk(y) (N/ Im ¢)y R4, k(y) = dimk(o) (N/ Im ¢)y R4, k(O),

luego el teorema 6.37 nos da que (N/Img¢), es libre para todo y € Y. Por
el teorema [5.46] resulta que N/Im ¢ es un A-modulo proyectivo, y el teorema
[1.32] nos da la descomposicion N = N; & N3, donde N3 = Im ¢. A su vez, esto
implica que Im ¢ = M/ N(¢) es proyectivo, luego el mismo teorema nos da una
descomposicion M = My @ Ms, donde M7 = N(¢) y Ma = Im ¢. n

Teorema 11.6 Sea f : X — Y un homomorfismo propio entre esquemas noe-
therianos y sea M un haz coherente en X, plano sobre Y. Supongamos ademds
que Y es integro. Entonces la funcion y +— dimy,) H?(X,,M,) es constante si
y sdlo si el haz DP f.M es localmente libre y

(Dpf*M)y ®Oy,y k(y) = Hp(Xya My)
para todo y € Y. En tal caso, se cumple ademds que
(Dpilf*M)y ®Oy,y k(y) = Hpil(XyaMy)a
también para todo y € Y.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que Y = Esp A es afin. Tomamos un
complejo K en las condiciones del teorema 11.3. Si la dimensién es constante,
la expresion que hemos obtenido para ella en la demostracion del teorema 11.4
muestra que las funciones

y = dim(Im(d” ® 1)), y — dim(Im(d”" @ 1))

son constantes también (ambas son semicontinuas inferiormente y su suma es
constante, luego, despejando una en funcion de la otra, ambas son semicontinuas
superiormente, luego continuas, luego constantes).

Vamos a aplicar el teorema anterior a los homomorfismos dP : KP — KP+!
y dP~t: KP=t — N(dP). (Notemos que si aplicamos en primer lugar el teorema
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anterior a dP~1 : KP~! — KP_ en la demostracion se ve que ImdP~! = N(dP)
es proyectivo, luego plano, pues ambas propiedades equivalen a que tenga loca-
lizaciones libres. Esto justifica que podamos aplicar el teorema anterior a dP~!
con imagen en N(dP).)

Tenemos, pues, que KP~! = N(dP~1) @ KP~! y N(dP) = Im(dP~1) @ HP, asi
como que KP = N(dP) ® K? y KP*! = Im(dP) ® HP*!. Mas claramente:

N@ ) @ K71 25 tm(d Y @ HP @ K7 -5 Imd? @ HPH.
Asi pues,
(DP£.M)(Y) = HP(X, M) = HP(K) = HP,

que es un A-modulo proyectivo, luego sus localizaciones son libres. Esto prueba
que DP f,M es localmente libre.
Por otra parte, para cualquier A-algebra B, se comprueba facilmente que

HP(K ®4 B) = H? ®4 B~ HP(X) ®4 B,
HP Y (K, ©4B) = (N(dP"') ®4 B)/Im(dP 2 ® 1) = HP1(K) ®4 B.
Aplicando esto a B = k(y) vemos que
HP(X,, M) = HP(X @4 k(y)) = H(X) 04 k(y) = (D?£M)(Y) @4 k(y)

= (DP £, M), ®oy., k(y),

e igualmente con p — 1 en lugar de p. La otra implicacién es trivial. [

Nota Conviene observar con més detalle el isomorfismo dado por el teorema
anterior. Si sustituimos Y por un entorno afin Esp A de y, se reduce a

HP (X, M) ®4 k(y) = HP (X, M,).

Este isomorfismo se obtiene a partir de un cubrimiento afin U de X, que nos
da el isomorfismo natural H?(X, M) = H?(U,M). Por otra parte, el conjunto
U, formado por las antiimagenes en X, de los abiertos de U es un cubrimiento
afin de X, de modo que H?(X,,M,) = H?(U,,M,), y tenemos un isomorfismo
natural C'(Uy,, M,) = C(U, M) ®4 k(y). Ademas, tenemos un homomorfismo de
complejos K — C(U, M) que induce isomorfismos naturales

HP (X, M) @4 k(y) —— HP(C(U, M) @4 k(y)) —— H"(Xy, My)

| |

HP(K) @4 k(y) — HP(KX ®4 k(y))

La fila superior de este diagrama es un homomorfismo natural que esté defi-
nido aunque no se cumplan las hipotesis del teorema (e igualmente para p — 1).
Bajo estas hipotesis (pasando por la fila inferior) hemos demostrado que tal
homomorfismo es, de hecho, un isomorfismo.
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En particular, en el caso p = 0, si U es un abierto afin en X (que podemos
incluir en el cubrimiento U), tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

M(X) XA k(?J) - My(Xy)

| |

M(U) @a k(y) —= M, (Uy)

donde las flechas verticales son las restricciones, la flecha horizontal superior
es el isomorfismo del enunciado y la flecha horizontal inferior es el isomorfismo
natural

My (Uy) = (p;M)(p ' [U]) = M(U) @0 () Ox, (U xy Espk(y))

= MU) @ox ) Ox(U) @4 k(y) = M(U) @4 k(y).

11.2 Haces inversibles en productos

En lo sucesivo, una variedad algebraica V/k sera un esquema de tipo finito
sobre un cuerpo k, separado y geométricamente integro. Recordemos que es
costumbre llamar variedades completas a las variedades propias sobre k.

Sea V/k una variedad completa y sea Y/k un esquema de tipo finito. En-
tonces la proyeccion 7 : V X Y — Y es un homomorfismo propio y, para cada
y € Y, tenemos un isomorfismo natural

(VxpY)y =V xxY) xy Espk(y) =V xx Espk(y) = Vi),

de modo que las fibras de 7 son extensiones de constantes de V. A través de
este isomorfismo, la proyeccion (V' x5 Y), — V X; Y se corresponde con el
homomorfismo 1 x 4, : Vi,y — V x3 Y, donde iy : Espk(y) — Y es el
homomorfismo natural con el que se construye la fibra.

Si M es un haz coherente en V' x; Y, llamaremos M, = (1 x ,)*M, que es
el haz coherente en V() que se corresponde a través del isomorfismo con el haz
que en el teorema 11.6 llamamos M,.

Podemos pensar en M como una familia de haces coherentes en V' parame-
trizada por los puntos de Y. Esto no es exacto, pues los haces M, no estan en
V', sino en Vy(,). No obstante, si el punto y es racional, entonces k(y) = k. En
particular, si k es algebraicamente cerrado, esto sucede para todos los puntos
cerrados de Y.
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Observemos que si M = 7*N, para cierto haz inversible N en Y, entonces
tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

VXkY ul Y

]

Vk(y) E—— ESp k(y)

Vemos que M, es la imagen inversa de un haz inversible en Esp k(y), pero
todo haz inversible en este esquema es trivial (libre), luego M, es trivial para
todo y € Y. Vamos a probar el reciproco:

Teorema 11.7 Sea V/k una variedad completa y sea Y/k un esquema integro
de tipo finito sobre k. Si M es un haz inversible en V x3, Y tal que My, es trivial
para todo y € Y, entonces existe un haz inversible N en'Y tal que M = 7*N.

DEMOSTRACION: Notemos que V XY es integro, por lo que podemos aplicar
el teorema 11.6 a la proyeccion 7 : Vx Y — Y. Notemos que, como V es plano
sobre k, la proyeccion w, que es un cambio de base, es plana. Por consiguiente,
como M es localmente libre, es plano sobre Y.

Es claro que Vi) /k(y) es un conjunto algebraico completo geométricamente
integro, luego el teorema 4.26 nos da que

H (Vi) My) = H° Vi), Oviy,,)) = k().

El teorema 11.6 para p = 0 nos da entonces que N = 7, M es un haz coherente
localmente libre en Y de rango 1 (por el isomorfismo del teorema), luego es un
haz inversible en Y. Ademaés, llamando X =V x; Y, para todo y € Y tenemos
que My (X,) = (1.M), ®o,., k(y). Nos falta probar que 7* 7, M = M.

Vamos a probar que siy € Y es un punto cerrado, la imagen por la proyecciéon
p: Xy — X del homomorfismo natural o : 7*7, M — M es un isomorfismo.

Observemos en primer lugar que, si V' C Y es un entorno afin de y, y
llamamos X’ = 7~ 1[V], entonces el homomorfismo | x: : (7* 7. M)|x/ — M|x/
coincide con el homomorfismo natural 7|%, 7| x/M|x — M|x/, y la fibra X
es la misma, por lo que no perdemos generalidad si suponemos que Y = Esp A
es afin. El isomorfismo M, (X,) = (7.M), ®o,., k(y) se traduce en que

My(Xy) = M(X) ®4 Ay @4, k(y) = M(X) @4 k(y).

Teniendo en cuenta 5.8, es facil ver que, para cada abierto afin U C X, se
cumple que (7*mM)(U) =2 M(X) ®4 Ox(U), asi como que el homomorfismo
natural viene dado por ay(m ® s) = m|ys. Como p es una inmersion cerrada,

tenemos que p~![U] es un abierto afin en X, y
P MpTHU]) 2 M(X) ©4 0x (U) @0y @) Ox, (07 [U])

= (M(X) @4 k() @ney) Ox, (0~ U]),
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mientras que
(P M@ U) = M) D0, w) Ox, 6 [U))
de modo que, a través de estos isomorfismos,
P (a)p-1(m®@s®t) = ml|y @ st.
A traveés del isomorfismo M(X) ®4 k(y) = (p*M)(X,) tenemos' que
p(@)p-1m7 + (P"M)(Xy) By Ox, (07 [U]) — (" M) (p~ ' [U])

viene dada por p*(a),-1jy)(m ® 5) = m|,-1[}s, y a través del isomorfismo
p*M = Ox,, se convierte a su vez en el homomorfismo

pH(@)p-11) : Ox, (Xy) @iy Ox, (p7 1 [U]) — Ox, (™ {U])
definido de igual forma, que obviamente es un isomorfismo.
Volvemos ahora a caso general (en el que Y ya no es necesariamente afin).

Observemos que si f : M — N es un homomorfismo entre dos haces cohe-
rentes en un esquema X y x € X es un punto cerrado, podemos considerar el
homomorfismo natural ¢ : Espk(x) — X y la restriccion ¢*f : i*M — i*N,
cuya interpretacion es la siguiente: si U = Esp A es un entorno afin de x, enton-
ces M|y = M, N|y = N y f se corresponde con un homomorfismo de A-modulos
a: M — N, ademaés i se corresponde con el epimorfismo A — k(x) y i*f
se corresponde con el homomorfismo natural M ® 4 k(z) — N ®4 k(x). En
particular es obvio que si f es un isomorfismo también lo es i* f.

Por otra parte, si el esquema X es noetheriano e i*f es un epimorfismo,
viéndolo como a : M, ®4, (Az/x) — N, ®a4, (Az/x), como la sucesion

M, ®a, (Az/2) — N ®a4, (Az/z) — (Ny/Ima,) ®a, (Az/z) — 0

ha de ser exacta, concluimos que (N,/Imay) ®4, (Az/x) = 0, y el lema de
Nakayama [4.51] (ver la nota posterior) implica que N,/ Ima, = 0, luego «, es
un epimorfismo, luego también lo es f, : M, —> N,.

Aplicamos esto a nuestro caso del modo siguiente: si x € X es un punto
cerrado, entonces y = w(z) € Y también es un punto cerrado, y podemos
identificar a x con un punto de la fibra X, de modo que tenemos el siguiente

diagrama conmutativo:

X, ——=X

1
Esp k()

Como la restriccion a X, del homomorfismo 7*m,M — M es un iso-
morfismo, también lo es su restriccion a Esp k(z), luego hemos probado que

1Tener en cuenta la nota tras el teorema 11.6.
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(r*mM), — M, es un epimorfismo. En principio lo tenemos para puntos
cerrados, pero es inmediato que entonces es cierto para puntos cualesquiera
(porque la localizaciéon de un epimorfismo es un epimorfismo). En resumen,
tenemos que el homomorfismo natural 7*m,. M — M es suprayectivo. Como
ambos miembros son localmente libres de rango 1, esto implica que de hecho es
un isomorfismo. n

Vemos, pues, que el hecho de que M, sea trivial para todo y € Y no implica
necesariamente que M sea trivial. Para asegurarlo basta exigir ademéas que M,
sea trivial para al menos un punto racional v € V. Méas en general:

Teorema 11.8 Sea V/k una variedad completa y sea Y/k un esquema integro
de tipo finito sobre k. Si M y N son haces inversibles en V Xy Y tales que
M, =N, para todoy € Y y My, =N, para un v € V(k), entonces M = N.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior existe un haz coherente £ en Y tal
que MRN* 2 7L o, también, M =2 N® 7*L. Ahora consideramos el diagrama
conmutativo

Y VX, Y

RN

Y

donde i, es la proyecciéon desde la fibra (V x Y), para la primera proyeccion,
que es Yy ,y =Y, ya que k(v) = k. Vemos que

My 2N, @ (37" L) =N, ® L.

La hipotesis nos da entonces que £ es trivial, luego M = N. n

Puede probarse que para garantizar que un haz inversible M en un producto
V X Y sea trivial, no es suficiente exigir que M tenga una seccion trivial en
cada factor, sino que, tal y como acabamos de probar, hemos de comprobar que
M tiene triviales todas sus secciones en uno de los factores. El resultado que
perseguimos, el teorema del cubo, afirma que si tenemos tres factores en lugar
de dos, entonces la trivialidad en una seccion (racional) de cada factor si que
garantiza la trivialidad del haz completo. Antes de probarlo vamos a ver que
en el teorema anterior basta que las hipotesis se cumplan cuando y varfa en un
subconjunto denso de Y. (Por ejemplo, basta con que se cumpla cuando y es el
punto genérico, o el conjunto de los puntos cerrados de Y.) Esto, a su vez, es
consecuencia de un hecho elemental:

Teorema 11.9 Sea V/k una variedad completa y £ un haz inversible en V.
Entonces L es trivial si y solo si tanto L(V') como L*(V') son no nulos.

DEMOSTRACION: Una implicacion es trivial. Un s € £(V') no nulo define un
homomorfismo no nulo f : Oy — £ mediante fy(t) = ts|y. Igualmente tene-
mos un homomorfismo no nulo g : Oy — £*, cuyo dual es un homomorfismo
no nulo h : L — Oy. Notemos que todo homomorfismo o : Oy — Oy esta
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determinado por ayy (1) y, teniendo en cuenta que Oy (V') = k, es un isomorfismo
si y solo si ay (1) es no nulo. Esto implica que g o h es un isomorfismo, luego
h es un epimorfismo, luego es un isomorfismo (todo epimorfismo entre haces
inversibles es un isomorfismo). n

Teorema 11.10 Sea V/k una variedad completa y sea Y/k un esquema integro
de tipo finito sobre k. Si M es un haz inversible en V XY, entonces el conjunto
{y e Y | My es trivial} es cerrado.

DEMOSTRACION: En virtud del teorema 11.9 el conjunto del enunciado es
{y €Y | dimyy) H (Vi) My) = 1} N {y € Y | dimyyy HO(Vigy), M) > 13,

y ambos conjuntos son cerrados por el teorema 11.4. L]

Teorema 11.11 (Teorema del cubo) Sean U/k, V/k, W/k tres variedades
completas y fijemos en ellas sendos puntos racionales ug € U(k), vo € V(k),
wo € W(k). Entonces, un haz inversible L en U xy V x W es trivial si y solo
st lo son los haces Ly, Loy, Luwg-

DEMOSTRACION: Una implicacion es obvia. Observemos que si K/k es una
extension de cuerpos, entonces (U Xi V x W)k = Uk xx Vi xx Wk, v,
en general, si £ es un haz en un esquema X/k, el teorema 6.15 implica que
H(Xg,Lk) & HY(X,L) ®, K. Si X/k es una variedad completa, el teo-
rema 11.9 implica que £ es trivial si y s6lo si lo es L. De estas consideraciones
se sigue que no perdemos generalidad si suponemos que k es algebraicamente
cerrado.

Veamos ahora que también podemos suponer que U/k es una curva regular.
Para ello consideremos una curva irreducible que pase por ug y sea u otro
cualquiera de sus puntos cerrados. Sea U’/k la normalizacion de dicha curva
(que es una curva completa regular) y sea p : U’ — U el homomorfismo
asociado (cuya imagen es la curva). Tomemos uf, v’ € U’ tales que p(uf) = uo,
p(u’) = w. El homomorfismo p induce a su vez un homomorfismo g : U’ X V Xy,
W — UxVxi W, yesclaro que ¢* £ cumple las hipotesis del teorema respecto
a uf, vo, wo. Por ejemplo, si llamamos X = U X,V x ;W y X' =U' %,V x;,; W,
tenemos que p induce un isomorfismo k(ug) — k(up), que a su vez induce un
isomorfismo Esp k(uj) — Espk(uo), que a su vez induce un isomorfismo g,
que hace conmutativo el diagrama

;M
X% — X,

| |

X —X

Vemos que (¢*L),; = q:;[,) (L) es trivial, e igualmente con vy y wg. (Los

homomorfismos ¢y, ¥ ¢u, 10 son isomorfismos, pero esto no afecta al argumento.)
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Si admitimos probado el teorema cuando la primera variedad es una curva,
tenemos que ¢*L es trivial, luego, considerando el diagrama anterior para u’
y u, también lo es (¢*L), = L, para todo punto cerrado u situado sobre una
curva irreducible que pase por ug.

Por el teorema 9.36, si u € U es cualquier punto cerrado, U contiene una
curva conexa que pasa por ug y u, luego existe una sucesion finita de puntos
cerrados ug,uy,...,u, = u de modo que u; y u;y; estdn sobre una misma
curva irreducible. Aplicando el razonamiento anterior a cada uno de estos pares
concluimos que £, es trivial para todo punto cerrado u € U. Como los puntos
cerrados de U son un conjunto denso, el teorema anterior implica que £, es
trivial para todo u € U.

Consideremos ahora el punto (vg,wp) € V Xj W, es decir, la imagen del
homomorfismo Espk 2 Esp k(vg) X Esp k(wg) — V xx W.

Tenemos homomorfismos naturales X, y,) —* Xw, —> X de los que se
desprende que Ly, 4,) €5 una imagen inversa de £, y, por consiguiente, es
trivial. El teorema 11.8 implica entonces que £ es trivial.

Asi pues, podemos suponer que U/k es una curva regular. Como en la reduc-
ci6én no hemos modificado las otras dos variedades, la simetria de las hipotesis
hace que podamos suponer que las tres son curvas regulares. En realidad nos
basta con suponer que U es una curva regular y que V' y W son variedades
regulares.

Sea C' € Div(U) un divisor canoénico, de modo que dim C' = dimy L(C) = ¢
es el género de U. Si s € L(C) es no nulo, podemos tomar un punto cerrado
P, € C que no sea un cero ni un polo de s y que no esté en el soporte de C,
de modo que s ¢ L(C/Py). Asi, L(C/Py) esta estrictamente contenido en L(C')
y su dimensioén es estrictamente menor. Repitiendo el argumento, obtenemos
puntos cerrados Py, ..., P, € U tales que si D = P; --- P, € Div(U), entonces
dim(C/D) = 0.

Puesto que D tiene grado g, el teorema de Riemann-Roch implica que
dim D = 1. Esto significa que Oy (D)(U), que en principio esta formado por las
funciones racionales en U que tienen a lo sumo polos simples en los puntos P;,
contiene unicamente las funciones constantes. A su vez, esto implica que si F
es un divisor positivo tal que Oy (F) = Oy (D) entonces E = D. En efecto, en
principio E = (f)D, para cierta f € K(U)*, pero entonces f € Oy (D) (por el
teorema 8.30), luego f es constante, luego E = D.

Sea p1 : X — U la primera proyeccion, y sea L' = L ®o, pjOy (D). Para
todo punto cerrado v € V, tenemos que L, ) es trivial, pues es una imagen

inversa de L,,, luego L’(U wo) = Ou (D), luego por dualidad vemos que

dimy, H' (U, £{,, ,,,)) = dimy, H' (U, Oy (D))

(v,wo
= dimy, H(U, wy ®0, Oy (D)) = dim(C/D) = 0.

Asi pues, el cerrado H = {z € V x; W | dimy H' (U, £,) > 1} no contiene
ningin punto de la forma (v,wp). Por lo tanto, si py : V X W — W es
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la proyeccion, se cumple que wg ¢ pw [H| (pues si hubiera un z € H tal que
pw () = wp, entonces un punto cerrado de {z} seria de la forma (v,w), para
cierto punto cerrado v € V). Como V/k es completa, py es cerrada, luego existe
un entorno abierto W’ de wq tal que V x; W' no corta a H. Equivalentemente:

dimy HY(U, L) = 0 para todo z € V x; W'.

Como W’ es denso en W, por el teorema 11.10 basta probar que £, es
trivial para todo w € W', pues entonces lo mismo es cierto para todo w € W'y
el teorema 11.8 implica que £ es trivial. Esto nos permite sustituir W por W’
y, en consecuencia, X por U x V xp W', etc. Notemos que el nuevo £’ es la
restriccion del anterior y que £/ no se ve alterado, por lo que ahora tenemos
que dimy HY(U,L!) = 0 para todo z € V x; W. También conviene observar
que a partir de ahora la variedad W ya no es completa.

Como U/k si que es completa, la proyeccion p; es un homomorfismo propio,
luego el teorema 11.4 nos da que X(L’(U w)) no depende de v ni de w (ya que

V' x W es irreducible, luego conexo). Asi pues, usando 10.11, tenemos que
dim HO(U’ le,w)) - X('C’/('u,w)) - X(Ll(vo,wg)) - X(OU(D))

= grad D + dim H*(U, Oy) — dim H*(U,0p) =g+ 1—g=1.

Esto nos permite aplicar el teorema 11.6 a la proyeccion pas : X — V x W,
segtn el cual pa3«L’ es un haz inversible en V x; W y tenemos un isomorfismo

(p23*[“l)(v,w) ® k(vv w) = Ll(v,w)(X(v,w))'

Sea G C V X, W un abierto en el que pa3. L’ sea trivial y consideremos un
generador global o € (p23.L')(G) = L'(p33[G]). Sea D¢ € Div(pys [G]) el
divisor de ceros de o (definicion 8.44). Notemos que si G’ es otro abierto en
las mismas condiciones de Gy G” = GN G, entonces og|gr vy ogr|g se dife-
rencian en una unidad de Oy, w (G") y, vistos como elementos de £ (py;' [G"]),
se diferencian en una unidad de O X(pig1 [G"]). Esto implica que D¢ y D coin-
ciden en p;; [G"], luego los divisores D¢ se extienden a un tnico divisor entero
D € Div.(X).

Fijemos un punto cerrado (v,w) € V xy W y consideremos la inmersion
i(vw) ¢ X(v,w) —> X. Vamos a demostrar que la imagen del punto genérico
§ € X(y,w) no esté en el soporte de D. Sea G C V x;, W un entorno affn de (v, w)
donde po3.(L') sea libre y sea H un abierto afin tal que i, .,\(§) € H CU %3 G
y L'y sea libre. Si 7 € L'(H) es un generador y og|y = s7, para cierto
s € Ox(H), entonces D esta definido en H por s. Si i(v,w)(§) € sop D, entonces
Siyw (&) € Mi(, . (). Aplicando el homomorfismo natural de Ox (H)-modulos
oy P A (H) — (L0, 0)) (H(v,u)), vemos que

i?v,w) (JG|H)E € mf'az'u,w),ﬁ - Oa

pues mg¢ es el ideal nulo del cuerpo Ox, , ¢ = K(X(yw)). Esto implica que
i) (0G|#) es nulo en un abierto de Hy, 4,), lo que implica que i, w) (oglm) =0.
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Si G = Esp B, segun la nota posterior al teorema 11.6, tenemos el diagrama
conmutativo

L/(U Xk G) ®A k('U, w) - L/(U,w) (X('”vw))

| l

L/(H) ®A k/’(’U, ’LU) - L/(v,w) (H(”v“’))

Hemos probado que la imagen de og|g ® 1 por el isomorfismo de la fila
inferior es nula, luego también og ® 1 = 0, pero esto es imposible, porque og
es una base de £'(U x G) como A-moédulo (un A-moédulo de rango 1), luego
oc ® 1 debe ser una base del producto tensorial como k-espacio vectorial.

Asi pues, tenemos definido el divisor B(uw) =i w)ﬁ € Dive(X(y,w)) segln

v,
el teorema 8.32, de modo que Ox,, (ﬁ(u,w)) =] iz‘v,w)L’.

Recordemos ahora que £ = £ ®¢, piOy (D). Como L,, es trivial, también
lo es £ y,,4) Para todo w € W. Por otra parte, como i(y,,.) o p1 es la identidad,
resulta que Ox, ., (B(Uo,w)) =~ Oy (D) y, puesto que el divisor B(Umw) es entero,
hemos visto que [)(vo,w) = D, para todo punto cerrado w € W. Igualmente,
E(Uﬂuo) = D para todo punto cerrado v € V.

Como D es entero, el soporte de cada divisor B(uw) es la interseccién con
la fibra de (v,w) del soporte de D. Asi pues, si u € U es un punto cerrado
distinto de todos los P; que aparecen en el soporte de D, entonces S = sop Bu
es un cerrado en V' xj; W que no corta a la fibra de wy. Esto implica que la
proyeccion T de S en W es un cerrado que no contiene a wy. (Aqui usamos que
V es completa.) Por consiguiente, S C V X, T & V x; W, pero si S no es vacio,
entonces tiene codimension 1, luego ha de ser S =V X T', pero esto contradice
el hecho de que S no puede cortar a {vg} x; W, luego ha de ser S = &.

Concluimos que el soporte de D ha de estar contenido en

g
U{Pz} XkV Xk w
=1

y, como sus componentes irreducibles han de tener todas codimension 1, éstas
han de ser algunos de los divisores primos {P;} x V X W. Equivalentemente,

~ g
D=T1I{PR} xx V x3 W)™,
i=1

para ciertos n; > 0. (Aqui usamos que el producto es una variedad regular y
podemos identificar a D con un divisor de Weil.)

En el ejemplo 2 de la pagina 326 hemos visto que {P;} xx V xx W = piP;
y; usando de nuevo que 7(yy,u,) © P1 €s la identidad, vemos que

~ g9
D = D(U07w0) = l:llpim,
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luego n; = 1 para todo i. En definitiva, D= piD, luego E(v,w) = D para todo
punto cerrado de V' xj W, luego sz,w) = Oy(D), luego Ly ) es trivial. El
teorema 11.8 implica entonces que £, es trivial, y esto es lo que teniamos que
probar. [

11.3 Variedades abelianas

Ya estamos en condiciones de probar el teorema de Weil. En primer lu-
gar veremos la definicion de variedad abeliana y las propiedades bésicas, luego
extraeremos algunas consecuencias del teorema del cubo y finalmente demos-
traremos el teorema.

Definicién 11.12 Un grupo algebraico® sobre un cuerpo k es una variedad V/k
dotada de dos homomorfismos m : V x;, V. — V, ¢ : V — V tales que mg, se
restringe a una operacién de grupo sobre el conjunto de los puntos cerrados de
V%, de modo que el elemento neutro es un punto e € V (k) y el homomorfismo
i, se restringe a la aplicacién que a cada punto cerrado le asigna su inverso. Si
ademas V' es completa se dice que es una variedad abeliana.

Si V/k y W/k son grupos algebraicos, un homomorfismo de grupos algebrai-
cos es un homomorfismo de esquemas f : V. — W (definido sobre k) tal que

f% se restringe a un homomorfismo de grupos Vi (k) — Wz (k).

Por ejemplo, toda curva eliptica E/k es una variedad abeliana.?

Enseguida veremos que las variedades abelianas son grupos abelianos* (con-
mutativos), pero antes observemos que, en un grupo algebraico, tanto mz como
i, se restringen a aplicaciones sobre V' (k) x V (k) y V (k) (respectivamente) con
valores en V(k), luego V (k) es un subgrupo de Vi (k).

Para cada punto P € V(k) definimos la traslacion 7p : V. — V como la
composiciéon de los homomorfismos

V—=Vxp {P} —Vx, VIV,
de modo que Tpj se restringe a la traslacion Q — my(Q, P) sobre Vi (k). Te-
niendo en cuenta que un homomorfismo f : V' — V esta determinado por la

restriccion de fi a Vi (k) (teorema 3.67), es inmediato que 7;(p) es el inverso de
Tp, luego 7p es un automorfismo de V.

Notemos que Vi es también un grupo algebraico, por lo que en realidad

tenemos definido 7p para todo P € Vi (k) (pero si P no es racional entonces
Tp : Vi — V; no es la extension de un homomorfismo de V).

2Puede parecer redundante, pero indica que es un grupo definido sobre una variedad alge-
braica, igual que un grupo topolégico es un grupo definido sobre un espacio topologico.

3Lo hemos probado en el caso en que el cuerpo k es perfecto, pero es cierto en general.

4Esto es un abuso de lenguaje que, no obstante, no se presta a confusién. En realidad una
variedad abeliana V' no es un grupo, sino que tiene asociado el grupo Vg (E)
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En particular, podemos transformar cualquier punto cerrado de Vi (k) en
otro cualquiera mediante una traslacion, lo que implica que todo grupo alge-
braico es geométricamente regular (pues Vz tiene un conjunto abierto de puntos
regulares, y cualquiera de sus puntos es imagen de uno cualquiera de ellos por
un automorfismo).

La prueba de que toda variedad abeliana es un grupo abeliano se basa en el
teorema siguiente:

Teorema 11.13 (Teorema de rigidez) Sea f: V x; W — U un homomor-
fismo entre variedades definido sobre k. Supongamos que V' es completa y que
existen puntos ug € U(k), vo € V(k), wo € W (k) tales que

fIV X {wo}] = {uo} = fl{vo} xx W]
Entonces f es constante.

DEMOSTRACION: Sea Uy un entorno afin de ug. Como V' es completa, la
proyeccion q : V xp W — W es cerrada, luego Z = ¢[f ~1[U \ Up]] es cerrado
en W. Notemos que un punto cerrado w € W cumple w € W\ Z si y solo si
fIV xx{w}] C Up. En particular wy € W\ Z, luego W'\ Z es un abierto (denso)
en W.

Siw € W\ Z es un punto cerrado, tenemos un homomorfismo de variedades
flvspqwy : V xp {w} — Uy, donde V' x3, {w} es completa y Uy es afin. Por el
teorema 4.27 concluimos que es constante. Més concretamente,

IV xx {w}] = {f(vo, w)} = {uo},

para todo w € W\ Z, luego f es constante en V x; (W \ Z), que es denso en
V X W, luego f es constante en todo el producto. [

De aqui deducimos:

Teorema 11.14 Si A/k y B/k son variedades abelianas y f : A — B es un
homomorfismo de esquemas definido sobre k, entonces f es un homomorfismo
de variedades abelianas si y solo si f(Oa) = Op (donde Oa y Op son los
elementos neutros de cada variedad).

DEMOSTRACION: Definimos ¢ : A X A — B como la composicion
A A2y (A, A) g, (A A) ™D 4 (B, B)

(Jeis)xms p o BB B,

En suma, para cada par de puntos cerrados a, b € Az, se cumple que ¢z (a, b)
es lo que con la notacion usual (aditiva) en teorfa de grupos se escribirfa

—frla+0) + fr(a) + fr(b).

En particular, vemos que ¢z[A xx {Oa}] = {Op} = ¢z[{Oa} x A], luego
por el teorema anterior ¢y, es nula, lo que equivale a que f7 es un homomorfismo
de grupos. [
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Teorema 11.15 Si A/k es una variedad abeliana, entonces Ay (k) es un grupo
abeliano.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior, i : Az (k) — Az (k) es un homo-
morfismo de grupos, y esto implica inmediatamente que el grupo es abeliano.
(Un grupo es abeliano si y soélo si g — ¢~! es un homomorfismo.) n

Ahora vamos a extraer consecuencias del teorema del cubo:

Teorema 11.16 Sea A/k una variedad abeliana, p; : A X A X A — A la
proyeccion en el factor i-ésimo, p;; = pi + Pj, Dijk = Di +Pj + pr. S1 L es un
haz inversible en A, el haz

Pi2sL @ p1aL”™ @ pisL” @ P L @ piL @ p5L @ p3L
es trivial.
DEMOSTRACION: La restriccion de este haz a {O} x; A X A=A X, A es
m*LRp*L* @m L Q¢ L @ Oux,a @D LR ¢L=04x,4,

donde p y ¢ son las proyecciones de Ax A. Para restringir pj £ hemos usado que,
en general, si f : X — Y es un homomorfismo constante entre dos esquemas y
L es un haz inversible en Y, entonces f*£L es trivial. En efecto, basta tomar un
abierto afin U C Y que contenga a f[X], de modo que U = Esp A y L|y & A.
Entonces, para cada abierto afin V C Y, tenemos que

(f*L)V) =L(U) ®a O0x(V) = A®a Ox (V) = O0x(V),
y los isomorfismos son compatibles entre si, por lo que f*£ = Ox.

Del mismo modo se comprueba que el haz del enunciado tiene restricciones
triviales a A x; {O} X Ay a A xy A x; {O}. El teorema del cubo implica que
es trivial. n

Con esto llegamos a la aplicacion del teorema del cubo que realmente nece-
sitamos:

Teorema 11.17 (Teorema del cuadrado) Sea A/k una variedad abeliana,
sea L un haz inversible en A y sean a, b € A(k). Entonces,

(T 8) © £ 2 (72£) @ ().
DEMOSTRACION: Consideremos la inmersién cerrada natural
dp:A— Axp{a} xp {b} — Axp Ax, A
y apliquemos ¢* al haz (trivial) del teorema anterior. Obtenemos el haz trivial
TobdL@TEL ML @04 @ L0, ®04.

Despejando llegamos al isomorfismo del enunciado. L]
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La formula del teorema anterior adquiere un aspecto més simétrico si la
multiplicamos por £*2, con lo que se convierte en

(Tarp L) @ L7 = ((1,£) © £7) @ (1, £) @ £7).

Esto puede expresarse diciendo que la aplicacion ¢ : A(k) — Pic(A4) dada
por a — (75L) ® L* es un homomorfismo de grupos.

En particular, si a; + -+ a, = O en A(k), aplicando ¢, obtenemos que
T L ® - @7, L=L"

Vamos a expresar estos isomorfismos en términos de divisores. Para cada
D € Div.(A) y cada a € A(k), definimos D, = 7D y representaremos por ~ la
equivalencia lineal de divisores. El teorema del cuadrado afirma que

Doty D ~ Dy Dy,
mientras que el isomorfismo anterior equivale a que
Da, -+ Dq, ~ D",
para ai,...,a, € A(k) tales que a; +--- 4+ a, = O.
Teorema 11.18 Toda variedad abeliana es proyectiva.

DEMOSTRACION: Tomemos una variedad abeliana A/k. En primer lugar
vamos a suponer que el cuerpo k es algebraicamente cerrado, lo que nos permitira
aplicar el teorema 8.50. Empezamos probando que existen divisores primos
{Z;}_, que cumplen las dos propiedades siguientes:

a) N2 = {0},
b) NToZ = {0}.

En efecto, dado un punto cerrado P € A, P # O, veamos en primer lugar
que existe un abierto afin U C A tal que O, P € U. Basta tomar un entorno
afin V de O y un punto Q € VN (V + P). El abierto U = V + P — @ cumple
lo pedido, pues @ € V 4+ P implica que O € U, mientras que Q + P € V + P
implica que P € U.

Consideremos una inmersion cerrada U — A}*. Claramente, existe un
hiperplano H C A}* que pasa por O y no por P. Llamamos Z; a la clausura de
HNU en A, que es ciertamente un divisor primo de A que cumple que O € Z7,
P ¢ Z.

Si existe un punto cerrado QQ € Z1, Q # O, construimos de igual modo un
divisor Zs, de modo que O € Z1NZy & Z;. Como la variedad A es noetheriana,
tras un ntmero finito de pasos hemos de llegar a una sucesiéon Zi,..., 7, que
cumple la propiedad a).

Supongamos ahora que existe un vector no nulo ¢t € ((TpZ; C ToA. To-
mamos entonces un entorno afin U de O y consideramos una inmersién cerrada
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U — A}'. Por definicién, t es una aplicaciéon lineal ¢ : mp /mQO — k y, por
otra parte, si llamamos P a la imagen de O en AJ*, tenemos un epimorfismo
de k-espacios vectoriales mp/m% — mp/m%. Como ¢ no es nula, existe una
forma lineal h, que define un hiperplano H C A", de modo que ¢ no se anula en
la imagen de h, lo que se traduce en que t ¢ To(H). Por consiguiente, llamando
Zr+1 ala clausurade UNH en A, tenemos que t ¢ TpZ,11. Como O € Z, 41, no
deja de cumplirse a) y, tras un ntmero finito de pasos, obtenemos una sucesion
que cumple simultdneamente, a) y b).

Vamos a probar que el divisor D = Z; - - - Z,, es amplio. Mas concretamente,
veremos que D> es muy amplio, para lo cual comprobaremos que el sistema
lineal @ = | D3| cumple las condiciones del teorema 8.50.

Nos basaremos en la siguiente observacion general: Si a1, ..., an,b1,...b, es
una familia arbitraria de puntos cerrados de A, la observacion previa al teorema
muestra que

HZiaiZib-;Zi,faifbi ~ HZZ?’ — DB,

luego
HZiai Zlb»b Zi,—ai—bi e a
2

Sean P, @ € A dos puntos cerrados distintos. Por a) existe un 4 tal que Z;
no countiene a @@ — P. Pongamos que Q — P ¢ Z;. Llamemos a; = — P, de modo
que Z1q, = 7 p(Z1) = Z1 + P contiene a P, pero no a (). Entonces

{br € Ak) | Q € Zu,} C Z1 — Q,

{bl € A(k) | Q € Zl,falfbl} CZi+ar— Qv

luego existe un by € A(k) que no esta contenido en ninguno de los dos conjuntos
de la izquierda, es decir, Q ¢ Z1p,, Q ¢ Z1,—ay—b; -

Para cada ¢ > 2 tomamos a; tal que Q ¢ Z,,, y elegimos b; como en el caso
i =1 de modo que también Q ¢ Z;p,, Q@ & Zi —a,—p;- De este modo, P esté en
el soporte de [[Zia, Ziv; Zi,—a;—b; € 0y @ no lo esta.

Con esto hémos probado que 0 no tiene puntos basicos y cumple la propiedad
a) de 8.50. La propiedad b) se demuestra similarmente: sit € TpA es un vector
tangente no nulo, entonces el automorfismo 7p hace corresponder a ¢t con un
vector no nulo de Tp A, que no pertenecera a un cierto Tp Z; (y podemos suponer
i =1), con lo que, llamando a; = —P, tenemos que t ¢ TpZ1,,. Ahora elegimos
como antes puntos by y a;, b; parai > 2 de modo que () no pertenezca al soporte
de Ziy,, Z1,—a1-b1:Zia;, Zivs Zi,—a1—b,- Esto hace que el espacio tangente en
P del producto de todos estos divisores coincida con el de Zi,,, por lo que no
contiene a t, y se cumple la propiedad b).

Con esto tenemos probado el teorema cuando el cuerpo k es algebraicamente
cerrado. En general, el argumento anterior se aplica a Az, luego en esta exten-
sion tenemos unos divisores enteros Z; que cumplen las propiedades a) y b).
Ahora observamos que estas propiedades se siguen cumpliendo si afiadimos a la
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sucesion cualquier divisor entero que tenga a Of en su soporte (o si repetimos
alguno de sus términos), asi como que la prueba de que el divisor D es amplio
s6lo se basa en estas propiedades. Por consiguiente, no s6lo es amplio el divisor
D, sino también cualquier otro divisor entero que resulte de anadirle factores
primos que tengan a Og en su soporte.

Observemos ahora que si m : Ay — A es la proyeccion y & es el punto
genérico de Z;, entonces, 7(&;) tiene codimension 1. En efecto, por 8.36 sabemos
que la codimensién es < 1, pero no puede ser 0, ya que entonces 7(¢&;) seria el
punto genérico n € A, y vamos a ver que su fibra es un punto: Tomamos un
abierto afin U = Esp S en A, de modo que 7! [U] = Esp(S ®}, k), y la fibra de
n es Esp(k @y, k(A)) = Esp(k(Ag)) (por el teorema 3.62). Asi pues, la fibra de
71 consta de un dnico punto, que ha de ser el punto genérico de Aj.

Sea Z! la clausura en A de 7(&;), que es un divisor primo de A. El teorema
8.38 nos da que 7Z] es el producto de las clausuras de las antiiméagenes (de
codimension 1) de m(&;) (con ciertos exponentes). Si W es una de estas clausuras,
entonces 7 se restringe a una aplicacion suprayectiva W — Z!, luego Oy € W
(ya que Oy, es la anica antiimagen de O = w(O0y) € ©[Z;] = Z)).

Asi pues, el divisor D’ = 7* (H ZZ’) es un miltiplo de D y todos los factores

K3
anadidos contienen a Oj. Segun hemos observado antes, esto implica que D’ es

amplio y por 6.18 concluimos que la variedad A tiene también un haz amplio,
luego es proyectiva. m






Apéndice A
Los teoremas de Zariski

En este apéndice exponemos algunos resultados técnicos sobre homomorfis-
mos de esquemas debidos esencialmente a Zariski que no nos han sido necesarios
en ninglin momento, pero que son de cierta utilidad. Previamente necesitamos
estudiar una nueva clase de homomorfismos de esquemas:

A.1 Homomorfismos afines

Definiciéon A.1 Un homomorfismo de esquemas f : X — Y es afin si YV
admite un cubrimiento por abiertos afines Y; tales que f~1[Y;] es afin. Diremos
que un esquema X definido sobre un esquema S es afin si lo es su homomorfismo
estructural.

En particular, si f cumple que f~1[U] es afin para todo abierto afin de Y,
entonces es un homomorfismo afin. Luego veremos que esta propiedad méas
fuerte es en realidad equivalente a la definicién que acabamos de dar.

Una observaciéon elemental es que los homomorfismos afines son separados,
ya que la separaciéon es local en la base y los homomorfismos entre esquemas
afines son separados.

Hay que tener presente que si X es un esquema definido sobre S y es afin
en el sentido usual, no tiene por qué ser afin sobre S. No obstante, el teorema
4.14 nos garantiza que lo es cuando S es separado.

El teorema siguiente seria obvio si ya hubiéramos probado que las antiimé-
genes de abiertos afines por homomorfismos afines son abiertos afines.

Teorema A.2 Si f : X — Y es un homomorfismo afin y U C Y es un
abierto, entonces la restriccion f~1[U] — U es afin.

DEMOSTRACION: Sea {Y;} un cubrimiento afin de Y tal que los abiertos

X; = f7lY;] sean afines. Podemos cubrir cada abierto ¥; N U por abiertos
principales en Y;, y bastara probar que sus antiimégenes en el correspondiente

417



418 Apéndice A. Los teoremas de Zariski

X; son afines. Esto reduce el problema al caso en que X e Y son afines y U es
un abierto principal. Ahora bien, la antiimagen de un abierto principal por un
homomorfismo entre esquemas afines es un abierto principal, luego es afin. =

Observemos que si, en el teorema anterior, U es afin, entonces es cuasicom-
pacto, luego el cubrimiento de U puede reducirse a un cubrimiento finito, con
lo que f~![U] es unién de un niimero finito de abiertos afines, luego es cuasi-
compacto. Asi pues, hemos probado que los homomorfismos afines son cuasi-
compactos. (Esto sera trivial cuando hayamos probado que las antiimagenes de
los abiertos afines son, de hecho, afines.)

En lo sucesivo fijamos un esquema S y vamos a considerar esquemas definidos
sobre S. Para cada esquema X /S definimos A(X) = f.(Ox), que es claramente
una Og-algebra. Por la observacion tras el teorema anterior, si X es afin sobre
S, el teorema 5.9 implica que A(X) es cuasicoherente.

Es claro que un homomorfismo f : X — Y definido sobre S induce un
homomorfismo de Og-algebras A(f) : A(Y) — A(X), de modo que A resulta
ser un funtor contravariante de la categoria de los esquemas definidos sobre S
en la categoria de las Og-4algebras.

Teorema A.3 Si X es un esquema afin sobre S, para todo esquema Y definido
sobre S, la correspondencia f — A(f) biyecta los homomorfismos de esquemas
f Y — X definidos sobre S con los homomorfismos A(X) — A(Y) de
Og-dlgebras.

DEMOSTRACION: Sean 7 : X — S, p : Y — S los homomorfismos
estructurales. Supongamos en primer lugar que S = EspA y X = Esp B son
afines y consideremos un homomorfismo w : A(X) — A(Y’). Para cada abierto
U C S, tenemos un homomorfismo wy : Ox (77 1[U]) — Oy (p~}[U]). En
particular, wg : Ox(X) — Oy (Y) y por 2.11 sabemos que existe un dnico
homomorfismo f : Y — X tal que wg = f;?. Basta probar que w = A(f). Para
ello basta ver que ambos homomorfismos coinciden sobre los abiertos principales
de S. Tomemos, pues, un abierto principal U = D(a) C S, para cierto a € A.
Entonces 7~ [{U] = D(b), para cierto b € B. Tenemos el diagrama conmutativo

ws

B— 5 0y(Y)

|

By —— Oy (p~tU])

y otro analogo si cambiamos wy por f#, luego wy = f#.

Consideramos ahora el caso general. Sea {S;}; un cubrimiento de S por
abiertos afines tales que los abiertos 7~ 1[S;] sean también afines. Entonces, cada
homomorfismo w : A(X) — A(Y") se restringe a una familia de homomorfismos
w; @ A(mYSi]) — A(p~Y[Si]), los cuales se corresponden, por la parte ya
probada, con homomorfismos f; : p~1[S;] — 7~ 1[S;].
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Basta probar que estos homomorfismos se extienden a un mismo homomor-
fismo f: Y — X, pues claramente cumplira que A(f) = w y la unicidad de los
fi implica la de f. Para ello tomamos un abierto afin U C S;N.S; y observamos
que las restricciones de f; y f; a p~1[U] corresponden ambas a la restriccion de
w a A(r~1[U]), luego son iguales por la unicidad del caso afin. "

El teorema siguiente es ahora inmediato:

Teorema A.4 Si X, Y son esquemas afines sobre S, entonces un homomor-
fismo f:Y — X definido sobre S es un isomorfismo de esquemas si y sélo si
A(f) : A(X) — A(Y) es un isomorfismo de Og-dlgebras.

Teorema A.5 Dado un esquema S, para cada Og-dlgebra cuasicoherente B,
existe un esquema X, afin sobre S, tal que A(X) = B. Ademds X es inico
salvo isomorfismo.

DEMOSTRACION: La unicidad es consecuencia del teorema anterior. Para
probar la existencia, si U C S es un abierto afin, llamamos Xy = Esp B(U).
Como B(U) es una Og(U)-algebra, el homomorfismo natural Og(U) — B(U)
induce un homomorfismo m;; : Xy — U que nos permite considerar a Xy como
esquema definido sobre U. El hecho de que B sea cuasicoherente implica que
A(Xv) se identifica de forma canoénica con B|y.

Consideremos otro abierto afin V. C S y sea Xyy = 7' [UNV]. Por
el teorema A.2 tenemos que Xy y y Xy,u son ambos afines sobre UNV, y
las algebras A(Xy v) y A(Xv,r) se identifican canénicamente con B|yny, luego
existe un isomorfismo canoénico ¢y v : Xy vy — Xvpy. Es facil ver que podemos
aplicar el teorema 3.40, que nos da un esquema, X definido sobre S que contiene a
los Xy como subesquemas abiertos de tal modo que el homomorfismo estructural
7 : X — S extiende a los homomorfismos ;7. Es claro entonces que X cumple
lo pedido. [

Notemos que el homomorfismo m : X — S construido en la prueba del
teorema anterior cumple que 7~ 1[U] es afin, para todo abierto afin U C S.
Ahora bien, dado cualquier homomorfismo afin f : Y — S, podemos considerar
el homomorfismo afin 7 : X — S dado por el teorema anterior para el algebra
B = A(X), v la unicidad implica que X es isomorfo a Y (sobre S), luego f
cumple también que las antiimagenes de los abiertos afines son afines. Con esto
hemos demostrado lo que ya habfamos anunciado:

Teorema A.6 Un homomorfismo de esquemas f : X — Y es afin si y solo si
f7YU] es afin para todo abierto afin U C Y.

Ahora es inmediato que si S es un esquema afin, entonces un esquema X
definido sobre S es afin sobre S si y solo si es afin. También son triviales las
propiedades siguientes:

Teorema A.7 Las inmersiones cerradas son afines, la composicion de homo-
morfismos afines es afin, los homomorfismos afines son estables por cambio de
base.
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DEMOSTRACION: La primera propiedad es trivial, la segunda es consecuencia
del teorema anterior. Para probar la tercera tomamos un homomorfismo afin
f: X — Y y un homomorfismo arbitrario g : Z — Y. Hemos de probar que
m: X Xy Z — Z es afin.

Cubrimos Y por abiertos afines U, y expresamos cada abierto g~![U] como
unién de abiertos afines V. Basta tener presente que

V] =X xy V=FfUlxyV

es afin. .

Algunas propiedades de un homomorfismo afin f : X — S pueden ex-
presarse de forma natural en términos de la Og-algebra A(X). Por ejemplo, es
obvio que f es de tipo finito si y solo si A(X) es de tipo finito sobre Og, es decir,
si para cada abierto afin U C X se cumple que A(X)(U) es una Og(U)-algebra
finitamente generada. Igualmente podemos cambiar “finitamente generado” por
“finito”. Notemos que decir que A(X) es una Og-algebra finita (en el sentido
obvio) equivale a decir que es finitamente generada como Og-moédulo y, si S es
localmente noetheriano, esto equivale a que A(X) sea coherente. Asi pues:

Teorema A.8 Sea S un esquema localmente noetheriano. Un homomorfismo
afin f: X — S es finito si y sdlo si la Og-dlgebra A(X) es coherente.

Dejamos al lector la demostracion de las propiedades elementales de los ho-
momorfismos afines: las inmersiones cerradas son afines, la composicién de ho-
momorfismos afines es afin y los homomorfismos afines se conservan por cambios
de base. Todas ellas son sencillas.

El teorema siguiente es una consecuencia inmediata de 6.17 y 6.42

Teorema A.9 Si f: X — Y es un homomorfismo afin y M es un haz cuasi-
coherente en X, entonces D" f,(M) = 0 para todo n > 1.

A su vez, de aqui deducimos una generalizacion de 6.20:

Teorema A.10 Si f : X — Y es un homomorfismo afin y M es un haz
cuasicoherente en X, entonces H' (X, M) = H (Y, f.M), para todo i > 0.

DEMOSTRACION: La prueba es la misma que la de 6.20, salvo que en lugar
de usar que f, es exacto, usamos el teorema anterior, que nos garantiza que al
aplicar f, a una resolucion diseminada de M obtenemos una sucesion exacta (ya
que sus grupos de cohomologia han de ser los grupos D" f,.(M) = 0). L]

A.2 El teorema de las funciones formales

Demostramos ahora un teorema de Grothendieck (aunque la prueba es de
Serre) basado en ideas que estaban implicitas en las demostraciones de Zariski
de los teoremas que veremos en las secciones siguientes.



A.2. El teorema de las funciones formales 421

Sea A un anillo noetheriano y X/A un esquema propio y F un haz cohe-
rente en X. El teorema de finitud 6.21 afirma que los grupos de cohomologia
HY(X,7) son A-modulos finitamente generados. Explicitamente, si a € A, el
homomorfismo H?(X,F) — H?(X,JF) dado por la multiplicacion por a es el
homomorfismo inducido por el homomorfismo de haces ¥ — F dado también
por la multiplicaciéon por a.

Si I es un ideal de A, podemos considerar la complecion de H?(X, ) res-
pecto de la topologia I-adica, que representaremos por ﬁq(X, F). Segun las
observaciones tras la definicion [4.4], podemos identificar esta compleciéon con el
limite inverso

HY(X,F) = Um(HY(X,5)/T"H(X, 5))

y, por [4.17], tenemos también que ﬁq(X, F)2HI(X,F) R4 A, donde A es la
complecion de A.

Consideremos ahora los grupos de cohomologia H9(X,F/I"F). La multipli-
cacion por un elemento de I"™ en F/I"F es la aplicacion nula, luego también
lo es en HY(X,F/I"F), es decir, este A-modulo es anulado por I"™, luego el
homomorfismo natural H4(X,¥) — HY(X,F/I"F) induce un homomorfismo

HY(X,F)/I"HY(X,F) — HU(X,F/I"F).

Estos homomorfismos son compatibles con la estructura de limite inverso de
ambos miembros, luego inducen un homomorfismo

¢ HY(X,F) — lim HY(X,F/I"F).

Vamos a probar que es un isomorfismo. Para ello partimos de la sucesiéon
exacta

0— I"F -5 F L 5/1mF — 0,
que da lugar a la sucesiéon exacta de cohomologia
HUX, I"F) 2% H9(X,F) 2% go(Xx,5/1"F) 2% goi(x, 1),
De aqui deducimos la sucesion exacta
0— R, — HY(X,9) — HY(X,F/I"F) — Q, — 0,

donde R, = Imag, @, = Imd; = Nogyi1. A suvez, podemos formar la sucesion
exacta

0— HY(X,%/R, — HY(X,F/I"F) — Q,, — 0.
Observemos que R, D R,+1 y que el homomorfismo natural
HYX, ") — HYX,I"F)

se restringe a un homomorfismo @,+1 — @, luego las sucesion exactas ante-
riores (para cada n) determinan una sucesion exacta de sistemas inversos. Como
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los limites inversos son exactos por la izquierda (teorema [4.5]), tenemos una
sucesion exacta

0 — lim HY(X,5)/Ry, — lim HY(X,F/1"F) — lim Q.

Vamos a probar que los moédulos R,, forman una filtracién I-a4dica estable
en H4(X,J), con lo que el teorema [4.10] nos da un diagrama conmutativo

Jim HO(X, F)/I"H(X, 5) P Jim HY(X, F/1"5)

e

Jim HY(X. 9)/ R,

en el que la flecha vertical es un isomorfismo. Con esto tendremos ya la inyec-
tividad de ¢q, y solo faltara probar que el limite inverso de los médulos @, es
nulo. (De hecho, vamos a ver que @,, = 0 para todo n suficientemente grande.)

En primer lugar observamos que, para cada a € I™, tenemos un diagrama
conmutativo
g —=s [ntmg

L

9:4&>3:

donde las flechas horizontales son la multiplicaciéon por a. De aqui obtenemos
un diagrama conmutativo

HY(X,["F) —%= HI(X, ["+15)

n n+1
(Xq \L \La(l

HY(X,F) —— HI(X,7)

en el que las flechas horizontales son también la multiplicacién por a. De aqui
se desprende que I"™R,, C Ry 4m, luego la filtracion {R, } es I-adica.

Llamemos A* = @ I", R* = @ R,,. Entonces A* es un anillo noetheriano

n>0 n>0
(por [4.12]) y R* tiene una estructura natural de A*-modulo. La discusion
previa al teorema [4.13] muestra que la filtracion {R,} es estable si y solo si
R* es un A*-médulo finitamente generado. Ahora bien, los homomorfismos ag
determinan un epimorfismo
E=@HI(X,I"F)— R
n>0

Observemos que FE tiene una estructura natural de A*-moédulo con la cual el
epimorfismo anterior es un epimorfismo de A*-moédulos. En efecto, basta tomar
como multiplicacion por un elemento de I™ al homomorfismo inducido por la
multiplicaciéon correspondiente I"F — I"T™F. Por consiguiente, la finitud de
R* es una consecuencia inmediata del teorema siguiente:
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Teorema A.11 Sea A un anillo noetheriano, sea X/A un esquema propio, sea

F un haz coherente en X, sea I un ideal de A y sea A* = @ I"™. Entonces
n>0

E= @ HYX,I"F)
n>0

es un A*-mddulo finitamente generado.

Antes de probar este teorema, vamos a ver que implica también que @, =0
cuando n es grande. Para ello observamos que @Q,, C H9T}(X, I"T), luego

Q" =@n

n>0

es un A*-submodulo del A*-moédulo E dado por el teorema (para g+ 1 en lugar
de ¢), luego también es un A*-moédulo finitamente generado y, por consiguiente,
es noetheriano. Los A*-submoddulos

Qr=Q® ®QuBIQ,®I*Qn® -

forman una cadena ascendente en Q* cuya unién es todo @Q*, luego ha de ser
finalmente igual a @, luego, para todo n > ng, tenemos que Qnin, = I"Qn,-
Ahora observamos que @, es un cociente de H4(X,F/I"TF), luego es anulado
por I luego @, = 0 para todo n > 2ny.

Asi pues, salvo por que falta probar el teorema anterior, tenemos demostrado
el teorema siguiente:

Teorema A.12 (Teorema de las funciones formales) Sea A un anillo noe-
theriano, sea X/A un esquema propio, sea F un haz coherente en X y sea I un
ideal de A. Entonces tenemos isomorfismos naturales

HY(X,5) ©4 A= HY(X,F) = Jim HY(X,F/I"F),
donde el circunflejo denota la complecion respecto de la topologia I-ddica.
El teorema A.11 es una consecuencia inmediata del teorema siguiente:

Teorema A.13 Sea A un anillo noetheriano y f : X — Esp A un homomor-
fismo propio, sea B una A-dlgebra finitamente generada, sea B = f*B y sea M
un haz cuasicoherente en X con estructura de B-mddulo finitamente generado.
Entonces H1(X, M) es un B-mddulo finitamente generado.

Para probar A.11, tomamos B = A* y M = @ I"F. Asi, para cada abierto
n>0
afin U C X, tenemos que {I"F(U)},, es una filtracion I-adica estable en F(U),
por lo que M(U) es un A*-modulo finitamente generado, luego también un
B(U)-moddulo finitamente generado (notemos que B(U) = A* @4 Ox(U)).



424 Apéndice A. Los teoremas de Zariski

_ Notemos que la graduacion en M induce una graduacion en el complejo de
Cech de M, lo que nos da un isomorfismo de A*-modulos

HYX, M) = @ HY(X, I"F).

n>0

DEMOSTRACION (de A.13): Sea Xp = X X 4Esp B, que es un esquema propio
sobre By, en particular, es noetheriano. Sea 7 : Xp — X la proyeccion. Si U
es un abierto afin en X, tenemos que

7 U] =U x4 Esp B = Esp(Ox(U) ®a4 B) = EspB(U),

con lo que podemos definir un haz coherente M’ en X5 mediante

e~

MI|71—71[U] - M(U)

Es claro entonces que m,M' = M. Como m es un homomorfismo afin, el
teorema A.10 nos da que el isomorfismo de Ox, (Xp)-modulos (en particular
de B-modulos) H1(Xp, M') = H?(X,M). El teorema 6.21 (aplicado a Xp/B)
nos da que son B-moédulos finitamente generados. L]

No trataremos de dar una interpretacion geométrica del teorema A.12, pues
ello requeriria introducir el concepto de esquema formal. La idea béasica es que
un esquema se puede “completar” respecto de un cerrado en un sentido analogo
a como se completa un anillo respecto a la topologia inducida por un ideal, salvo
que la complecion X de un esquema X no es un esquema, sino que pertenece
a una clase mas general de espacios anillados a los que se les llama esquemas
formales. Sucede que A.12 es en realidad la mitad del teorema que demostro
Grothendieck. La otra mitad afirma que HY(X,F) ®4 A es isomorfo al grupo
de cohomologia correspondiente a la complecién de F en la complecion de X
respecto de la antiimagen del cerrado que I define en Esp A. El nombre de
“funciones formales” hace referencia al caso ¢ = 0, pues describe la estructura
de las “funciones formales” (globales) de X, es decir, de los elementos de O ¢ (X).

A continuacién vamos a analizar més a fondo el caso particular de A.12 en
el que el ideal I es primo. Como se trata de un resultado local, no necesitamos
partir en principio de un esquema afin. Supongamos, pues, que f: X — Y es
un homomorfismo propio entre esquemas localmente noetherianos y sea y € Y.

Para cada natural n > 1 definimos X,, = X Xy Esp(Oy,y/mZ) y llamamos
i, : Xp — X a la proyecciéon. Notemos que X; = X, y que todos los es-
quemas X, tienen el mismo espacio topologico subyacente. Mas precisamente,
tenemos inmersiones cerradas j, : X, — X, 41 cuyas aplicaciones continuas
subyacentes son homeomorfismos.

En efecto, si V= Esp A es un entorno afin de y en Y, de modo que y se
corresponde con un ideal p de A, podemos cubrir X,, por abiertos afines de
la forma U,, = U x4 Esp(4,/p™), donde U C f~'[V] es un abierto afin. Si
U = Esp B, tenemos que U, = Esp(B,/p"By), que (como espacio topologico)
no depende de n, ya que puede identificarse con el cerrado V (pBy,) C Esp By, y la
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restriccion de j,, a U, se corresponde con el epimorfismo B/p"™'B —s B/p"B,
luego es una inmersion cerrada cuya aplicacion continua subyacente se identifica
con la identidad.

Si F es un haz coherente en X, el teorema A.10 nos da isomorfismos naturales

HY(Xn,1,F) = HY(X, in.i3,F) = HY(X, F @4 (Ap/p")),

ny 'n
que a su vez nos permiten definir isomorfismos naturales
HY(Xpq1,ip, 1 F) — HY(Xp,1,,F)
los cuales determinan un sistema inverso tal que

Teorema A.14 Sea f : X — Y un homomorfismo propio entre esquemas
localmente noetherianos, sea y € Y y F un haz coherente en X. Llamemos
in : Xn = X Xy Esp(Oy,y/m}) — X a los homomorfismos naturales. Entonces

Dif.(F), = lim HY(X,, i),
donde el miembro izquierdo es la complecion del Oy -mddulo D f.(F), respecto
de la topologia my-ddica.

DEMOSTRACION: Como todo es local en y, podemos sustituir Y por un
entorno afin de Y o, equivalentemente, suponer que Y = Esp A es un esquema
afin noetheriano, de modo que y se identifica con un ideal primo p de A. De
acuerdo con 6.42, 6.21, [4.17] y las observaciones previas a este teorema, el
isomorfismo del enunciado equivale a

HY(X,9)y ®©a, Ap = Jim HI(X, T @4 (Ap/p")).
Si p es un ideal maximal de A, entonces
Ap = Jim A, /p" = Jim A/p" = A,
luego el miembro izquierdo coincide con H4(X,F) ® 4 A y, por otra parte,
F@a (Ap/p") =T @4 (A/p") =T /p"T,

luego el isomorfismo coincide con el dado por el teorema A.12.

En el caso general hacemos el cambio de base X’ = X x4 Esp A,, con lo
que X’ es un esquema propio sobre A, y, por la parte ya probada, tenemos el
isomorfismo -

HY(X', p*5) @a, Ay = Jim HY(X],, 111" T),

donde p : X’ — X es la proyeccion. Ahora bien,

XT/I =X X4 ESpAp XA, ESp(Ap/pn) 2 X Xy ESp(Ap/pn) = X,,
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y tenemos un diagrama conmutativo

x' P o x

Xi —== Xn

del que se deduce que HY( X ,i7*p*F) =2 HY(X,,i:F). Ademas, los isomorfismos
candnicos son compatibles con los sistemas inversos respectivos, por lo que in-
ducen un isomorfismo entre los limites inversos. Por otra parte, el teorema 6.15
nos da que HY(X',p*¥) = HY(X,F), = D?f.(F)y, luego tenemos también el
isomorfismo del enunciado. L]

Como aplicacion generalizamos el teorema 6.16:

Teorema A.15 Sea f: X — Y un homomorfismo proyectivo entre esquemas
localmente noetherianos, sea F un haz coherente en X y sea d = mé})f( dim X,,.
Entonces DYf.F = 0 para todo q > d. ve

DEMOSTRACION: Siy € Y, los esquemas X,, son proyectivos sobre Oy/mg,
y dimX,, = dim X, < d, luego el teorema 6.16 nos da que H9(X,,i:F) = 0.
El teorema anterior implica entonces que D4 f,(F), = 0. Ahora bien, como la
topologia my-adica en DY f,(F), es de Hausdorff (teorema [4.21]), la inmersion

Dif,(F)y — Dq/f*\(fr")y es inyectiva. (En general, el nicleo de la inmersion
M — M es la interseccion de los submodulos 1™ M , que es nula si la topologia

I-adica es de Hausdorff) luego podemos concluir que D?f,(F), = 0 para todo
y €Y, con lo que D?f,(F) =0. n

Observemos que, si en el teorema anterior Y es afin, entonces la conclusion
equivale a que HY(X,F) = 0 para todo ¢ > d.

A.3 El teorema de conexiéon

Del teorema de las funciones formales se deduce el siguiente teorema de
Zariski, que a su vez tiene numerosas consecuencias sobre la estructura de los
homomorfismos propios:

Teorema A.16 (Principio de conexion de Zariski) Sea f : X — Y un
homomorfismo propio, donde Y es un esquema localmente noetheriano. Si el
homomorfismo natural Oy — f.Ox es un isomorfismo, entonces las fibras de
f son conezas.

DEMOSTRACION: Tomemos y € Y. Hemos de probar que X, es conexo.
Aplicamos el teorema A.14 para ¢ = 0 y F = Ox, que, teniendo en cuenta la
hipoétesis, se reduce a

Oy, = Jim Ox, (X,).
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Los espacios X,, son todos homeomorfos a la fibra X, luego, si ésta no
fuera conexa, podriamos encontrar dos abiertos disjuntos no vacios tales que
X, =UUV. Esta descomposiciéon nos da a su vez una descomposiciéon

Ox,(Xn) =0x,(U) ®0x, (V)

que es compatible con los homomorfismos del sistema inverso formado por los
anillos Ox,, (X,), luego nos da una descomposicion

Ov.y = Jim Ox, (1) © Jim O, (V).
Los dos sumandos son no nulos, ya que las descomposiciones
1l=up+v, € OXn(U> &b OXH(V)

determinan elementos u, v no nulos, uno en cada sumando. Asi pues, hemos
descompuesto Oy, en suma directa de dos Oy, ,-submoédulos no nulos, es decir,
de dos ideales no nulos, pero Oy, es un anillo local (por [4.19]), luego ambos

ideales han de estar contenidos en su ideal maximal, luego todo Oy,, estd en
dicho ideal, lo cual es absurdo. [

A veces se llama también teorema de conexion de Zariski al siguiente caso
particular:

Teorema A.17 Sea X un esquema integro e Y un esquema normal localmente
noetheriano. Si f : X — 'Y es un homomorfismo propio birracional, todas sus
fibras son conezxas.

DEMOSTRACION: So6lo hemos de probar que el homomorfismo Oy — f,Ox
es un isomorfismo. A través de f podemos identificar a K(Y) = K(X) = K,
de modo que K es el cuerpo de cocientes de todos los anillos asociados a los
abiertos de X e Y.

Si U es un abierto afin en Y, entonces la restriccion f~1[U] — U es pro-
pia, luego (f+Ox)(U) = Ox(f~1[U]) es entero sobre Oy (U) (por 4.24), y esta
contenido en K (Y'). Como Y es normal, esto implica que (f.Ox)(U) = Oy (U),
luego f.Ox = Oy. n

Veamos algunas consecuencias:

Teorema A.18 Si f : X — Y es un homomorfismo propio entre esquemas
localmente noetherianos, entonces f = f' o g, donde f' : X — Y’ es un
homomorfismo propio suprayectivo con fibras conexas y g : Y — Y es un
homomorfismo finito.

DEMOSTRACION: El teorema de finitud 6.49 nos da que A(X) = f.Ox es
una Oy-algebra coherente. El teorema A.5 nos da la existencia de un esquema
Y’, afin sobre Y, tal que A(Y’) = A(X). El teorema A.8 implica que el ho-
momorfismo estructural g : Y/ — Y es finito. El teorema A.3 nos da un
homomorfismo f’ : X — Y’ correspondiente a la identidad A(Y’) — A(X)
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(aunque no podemos decir que sea un isomorfismo porque Y no es necesaria-
mente afin sobre S). Sabemos que f’ esta definido sobre Y, lo que significa que
f = f'og. El teorema 4.21 implica que f’ también es propio.

Para probar que f’ tiene las fibras conexas basta ver que el homomorfismo
natural Oy — f/Ox es un isomorfismo. Para ello cubrimos Y con abiertos
afines U, y basta probar que el homomorfismo natural

Oy (g7 U]) — Ox(f'~g~HU]])
es un isomorfismo. Ahora bien, éste es el homomorfismo natural
A(Y")(U) = Oy (97 [U]) — Ox(f71[U]) = A(X)(U),

que no es sino la identidad.
El isomorfismo Oy: = f/Ox implica que f’ tiene imagen densa, pues si
U C Y’ es un abierto afin no vacio sin antiimagenes, entonces (f.0x)(U) = 0,
mientras que Oy (U) # 0. Como [’ es cerrado, concluimos que es suprayectivo.
|

Observemos que la descomposicién dada por el teorema anterior no es tinica
en general, pero si lo es (salvo isomorfismo) si exigimos que f’ induzca un
isomorfismo Oy, — f1Ox. La prueba del teorema A.17 muestra que si f es
birracional e Y es normal, entonces f = f’.

Ahora necesitamos un hecho elemental:

Teorema A.19 Sea f: X — Y un homomorfismo de tipo finito entre esque-
mas localmente noetherianos. Sea x € X, sea y = f(x) y supongamos que el
homomorfismo f# : Oy, — Ox.. es un isomorfismo. Entonces evisten abier-
tos afinesx e U C X,y € V CY tales que f|ly : U — V es un isomorfismo.

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que X = Esp B e
Y = Esp A son esquemas afines noetherianos. Entonces f se corresponde con
un homomorfismo ¢ : A — B que convierte a B es una A-algebra finitamente
generada. Los puntos x e y se corresponden con ideales primos p y q tales que
¢~ 'pl =1q.

El niacleo del homomorfismo A — A, es un ideal finitamente generado.
Para cada generador a, existe un s € A\ q tal que sa = 0, y podemos tomar el
mismo s para todos los generadores. Claramente entonces, sa = 0 para todo a
en dicho nicleo. Esto implica a su vez que el homomorfismo natural A, — A4
es inyectivo. Similarmente, podemos tomar ¢ € B\ p que haga inyectivo el
homomorfismo By — B,. Podemos cambiar ¢ por ¢(s)t, y asi tenemos un
diagrama conmutativo



A.3. El teorema de conexion 429

en el que las flechas verticales son inyectivas. Equivalentemente, sustituyendo X
e Y por entornos adecuados de z e y, podemos suponer que los homomorfismos
A — Ay, B — B, son inyectivos.

Sib e B, existe un a/s € Ay tal que ¢,(a/s) = ¢(a)/P(s) = b/1, y podemos
tomar el mismo s € A\ q para todos los elementos b de un generador de B
sobre A. Llamamos t = ¢(s) € B\ p, con lo que tenemos el mismo diagrama
conmutativo anterior, también con flechas verticales inyectivas, pero ahora po-
demos asegurar que ¢ es un isomorfismo. Obviamente es inyectiva, y si tomamos
b/t" € By, existen a € Ay m > 0 tales que ¢p(a/s™) = ¢(a)/t™ = b/1, luego
opla/s™) = ¢(a)/t” =b/t" (donde r = m+n). La inyectividad de la flecha ver-
tical derecha implica que ¢(a)/t" = b/t"™ también en By, luego b/t™ = ¢4(a/s").

|

Con esto ya podemos demostrar:

Teorema A.20 Sea Y un esquema localmente noetheriano y f : X — Y un

homomorfismo propio. Sea X Ty Ly descomposicion dada por el
teorema A.18 y sea X' el conjunto de los puntos v € X que son aislados en su
fibra Xy (,y. Entonces existe un abierto U C Y’ tal que X' = f'~[U], y ademds
I’ se restringe a un isomorfismo f'~1{U] — U.

DEMOSTRACION: Dado un punto z € X, llamemos y = f(z). La fibra Y}
es finita. Mas aun, es discreta, pues es un conjunto algebraico finito sobre el
cuerpo k(y) (y tiene dimensiéon 0, luego todos los puntos son cerrados, luego
abiertos también). Consecuentemente, las antiimégenes por f’ de los puntos
de YZ son las componentes conexas de X,. Esto implica claramente que z es
aislado en X, si y solo si es aislado en X;/(,, lo que a su vez equivale a que
Xy = {z}-

Ante todo, esto nos permite simplificar la situacion restringiéndonos al caso
en que f = f’ (con lo que g es la identidad). En particular, podemos suponer
que f,Ox = Oy.

Tomemos = € X' y sea y = f(x). Segtin acabamos de ver, esto significa que
X, = {z}. SiV es un entorno abierto de x en X, como f es cerrado, resulta que
fIX \ V] es un cerrado en Y que no contiene a y. Entonces U =Y \ f[X \ V]
es un entorno abierto de y que cumple f~1[U] C V. Con esto hemos probado
que f lleva una base de entornos de y a una base de entornos de z. A su
vez, la igualdad f.Ox = Oy implica entonces que fi : Oy,y — Ox,z es un
isomorfismo.

Por el teorema anterior, existen abiertos afines v € V C X,y €e U C Y
tales que f|y : V. — U es un isomorfismo. Segun hemos visto antes, podemos
tomar un abierto afin y € U’ C U tal que V' = f~1[U’] C V, equivalentemente,
podemos suponer que V = f~1[U], lo que implica que z € V C X’. Esto prueba
que X' es abierto en X. El resto del enunciado es ahora inmediato. [

Segun la observacion tras el teorema A.18, podemos enunciar el siguiente
caso particular (en el que, por completitud, hemos incluido el teorema A.17):
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Teorema A.21 Sea f: X — Y un homomorfismo propio y birracional, donde
X es un esquema integro e Y es un esquema normal localmente noetheriano.
Sea V' el conjunto de los puntos de X que son aislados en su fibra. Entonces
existe un abierto U CY tal que V = f~1[U] y f se restringe a un isomorfismo
V — U. Ademds, todas las fibras de f son conezas.

Como aplicacién generalizamos el teorema 4.43:

Teorema A.22 Sea f: X — Y un homomorfismo de esquemas y supongamos
que Y es localmente noetheriano. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) f es finito.
b) f es afin y propio.
¢) [ es propio y sus fibras son finitas.

DEMOSTRACION: Los homomorfismos finitos son afines por definicién, y son
propios por el teorema 4.42. Asi pues, a) = b).

Si f es afin y propio, para cada y € Y también la fibra X, — Espk(y) es
afin y propia. Entonces X, = Esp A, donde A tiene dimension finita sobre k(y),
por el teorema 6.21. El teorema [8.32] implica entonces que X, es un conjunto
finito. Asf pues, b) = c).

Si f es propio y sus fibras son finitas, de hecho son discretas, por el mismo
argumento empleado al principio de la prueba del teorema A.20. Con la notacion
de dicho teorema tenemos entonces que X’ = X, luego f’ es un isomorfismo, a
través del cual f se corresponde con g, luego es finito. Asf pues, c) = a). =

De aqui podemos deducir un resultado sobre homomorfismos cuasiproyecti-
VOS que usaremos en la seccién siguiente:

Teorema A.23 (Teorema principal de Zariski) Sea f : X — Y un ho-
momorfismo de esquemas cuasiproyectivo y supongamos que Y es localmente
noetheriano. Sea X' el conjunto de los puntos de X que son aislados en su
fibra. Entonces X' es abierto en X y f|x: se descompone como una inmersion
abierta X' — Z sequida de un homomorfismo finito Z — Y.

DEMOSTRACION: Por hipdtesis f se descompone como una inmersion abierta
1 : X — W seguida de un homomorfismo proyectivo 7 : W — Y. Sea W'
el conjunto de puntos de W que son aislados en su fibra (respecto de j). El
teorema A.20 nos da que W’ es abierto en W'y que j|w+ es composicion de una
inmersion abierta seguida de un homomorfismo finito. Ahora basta observar
que X' =i~ 1[W’]. "
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A.4 Homomorfismos llanos

Definiciéon A.24 Sea f : X — Y un homomorfismo de tipo finito entre es-
quemas localmente noetherianos. Sean x € X, y = f(x). Diremos que f es no
ramificado en x € X si el homomorfismo Oy,; — Ox , cumple myOx , = m,
y la extension (finita) k(x)/k(y) es separable. Diremos que f es llano en z si es
no ramificado y plano en z.

La no ramificacion tiene una caracterizacion sencilla:

Teorema A.25 Sea f : X — Y un homomorfismo de tipo finito entre es-
quemas localmente noetherianos. Sea x € X y sea y = f(x). Entonces f es
no ramificado en x si y solo si x es aislado y reducido en X, y la extension
k(xz)/k(y) es separable.

DEMOSTRACION: El teorema 3.46 implica que Ox, » = Ox ,/m,0x . Si
x es aislado en X, ha de ser {z} = Esp Ox,,z, luego Ox, . tiene un tnico
ideal primo, que sera nulo si = es reducido. Por consiguiente Ox, . = k(z) y
m,Ox . = k(x). Esto prueba que f es no ramificado en z.

Reciprocamente, si f es no ramificado en x, entonces Ox, . es un cuerpo,
luego x es una componente irreducible de X,, luego no puede pertenecer a
ninguna otra, luego ha de ser un punto aislado. También es claro que ha de ser
reducido. [

En particular, si un homomorfismo es no reducido (en todos los puntos)
entonces sus fibras son conjuntos algebraicos reducidos y discretos, luego son
finitas.

También podemos caracterizar los homomorfismos llanos:

Teorema A.26 Sea f: X — Y un homomorfismo de tipo finito entre esque-
mas localmente noetherianos. Sea v € X y sea y = f(x). Entonces f es llano
en x sty solo si es suave en x y x es aislado en X.

DEMOSTRACION: Si f es llano en « entonces es no ramificado, luego x es
aislado en X, por el teorema anterior. Como ademas es reducido, {z} = Esp K,
donde K es una extension finita separable de k(y). Hemos de probar que x es
geométricamente regular, lo que significa que los puntos de {z} xj,) Esp k son
regulares, donde k es la clausura algebraica de k(y). Ahora bien, podemos ex-
presar K = k(y)[T]/(P(T)), donde P(T) € k(y)[T] es un polinomio irreducible
y separable, y entonces {z} Xj(,) Espk = Esp(k[T]/(P(T))). Concluimos que
todos sus puntos son regulares, pues P(T) y P’(T) son primos entre si.

Reciprocamente, si se cumplen las condiciones del enunciado, el hecho de
que x sea geométricamente regular en X, implica en particular que es reducido,
luego solo falta probar que la extension k(x)/k(y) es separable, pero esto se
razona como acabamos de hacer: ahora sabemos que el conjunto algebraico
{z} Xy(y) Espk = Esp(k[T]/(P(T))) es regular, luego el polinomio P(T) ha de
ser separable. [
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En particular, un homomorfismo de tipo finito entre esquemas localmente
noetherianos es llano si y sélo si es suave de dimension relativa 0.

Teorema A.27 Se cumplen las propiedades siguientes:

a) Las inmersiones cerradas (entre esquemas localmente noetherianos) son
no ramificadas.

b) Las inmersiones abiertas (entre esquemas localmente noetherianos) son
llanas.

¢) Los homomorfismos llanos y no ramificados son estables por composicion
y cambio de base.

DEMOSTRACION: a) y b) son inmediatas, asi como la primera parte de
¢). Supongamos ahora que X — Y es no ramificado y sea Z — Y un
homomorfismo cualquiera. Hemos de probar que X Xy Z — Z es no ramificado.
Tomemos z € Z y sea y su imagen en Y. Observemos que

(X Xy Z)z =X Xy VA Xz Espk(z) = Xy Xk(y) ESpk(Z).

Sabemos que X, es un conjunto algebraico finito y reducido, luego lo mismo
lesucede a (X xy Z),. Siw € (XxyZ),yz € X, eslaproyeccion de w, sabemos
que k(z)/k(y) es separable. Notemos que k(z) es el mismo si consideramos a x
como elemento de X o de X,,. Como {x} es abierto en X,,, podemos considerar
{z} = Esp(k(y)[T]/(P(T))), donde P(T) € k(y)[T] es un polinomio irreducible
y separable. Entonces w es uno de los puntos de

{z} xy Espk(z) = Esp(k(2)[T]/(P(T))),

que tiene esta misma forma, pero para un divisor primo de P(T') en k(z)[T], el
cual seguira siendo separable, luego k(w)/k(z) también es separable.

El resultado para homomorfismos llanos es consecuencia de éste y de la
propiedad analoga para homomorfismos planos. [

Luego necesitaremos la siguiente caracterizacion de los homomorfismos no
ramificados en términos de haces de formas diferenciales:

Teorema A.28 Sea f: X — S un homomorfismo de tipo finito entre esque-
mas localmente noetherianos. Se cumple que f es no ramificado en un punto
x € X siy sdlo si (Qﬁc/s)m =0.

DEMOSTRACION: Sea s = f(x). Por el teorema 7.41 a), tenemos que

(ka/k(s))z = (Qﬁc/s)m ®ox,. k(z).

Si f es no ramificado en x, entonces x es aislado en X, luego tenemos que
Q% /k(5))e = Q,lc(z)/k(s) =0, por el teorema 7.39. Como Qﬁ(/s es coherente, el

lema de Nakayama [4.51] nos da que (Q, )z = 0.
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Supongamos ahora que (Qk /s)w = 0, con lo que también se cumple que
(Qﬁ(s/k(s))r = 0. Como se trata de un haz coherente, existe un entorno U de
x en X, tal que Qﬁ(s/k(s)h] = Q}J/k(s) = 0. Sea ¢ € U un punto cuasigenérico.
Entonces Q}v(g)/k(s) = 0 por el teorema 7.34. El teorema 7.39 implica entonces
que la extension k(&) /k(s) es algebraica y separable, y el teorema [3.75] implica
que U es un conjunto algebraico de dimensién 0 sobre k(s). En particular x es
aislado en X y lo dicho antes para & vale para x, luego la extension k(z)/k(y)
es separable. El teorema 7.46 implica que X es geométricamente regular en x.
En particular es regular, luego reducido, y el teorema A.25 implica que f es no
ramificado en z. [

Vamos a ver como el teorema principal de Zariski nos da la estructura local
de los homomorfismos llanos. Necesitaremos un resultado técnico sencillo:

Teorema A.29 Sea S un esquema afin noetheriano, sean X, Y dos esquemas
afines de tipo finito sobre S y seas € S. Si¢p: X xgEspOg s — Y xsEspOg s
es un homomorfismo de esquemas definido sobre S, entonces existe un entorno
abierto U de s y un unico homomorfismo f : X XxgU — Y xgU definido sobre
S tal que ¢ se obtiene de f por cambio de base.

DEMOSTRACION: Pongamos que S = EspA, X = EspC, Y = EspB y
que s se corresponde con un ideal p de A. Entonces ¢ se corresponde con un
homomorfismo B, — C}. Si ¢ € C cumple que ¢/1 = 0 en C}, existe un
u € A\ p tal que uc = 0. Como C es noetheriano, podemos tomar un mismo
u que cumpla esto con todos los generadores ¢ del niicleo del homomorfismo
C — C,, y entonces u vale, de hecho, para todos los elementos de dicho
nicleo.

Por otra parte, si b € B, la imagen en C, de b/1 es de la forma c/v, para
cierto v € A\ p. Podemos tomar el mismo v para todos los miembros de un
generador finito de B sobre A, con lo que resulta que, para todo b € B, la
imagen de b/1 en Cy es de la forma ¢/v", para cierto r > 0.

Entonces, a = uv cumple simultdneamente las propiedades de u y de v, lo
que nos da un diagrama conmutativo

B, ——C,

L

En efecto, dado b/a™ € B, consideramos su imagen en Cy, que sera de la
forma c/a” € Cy, pero c/a™ € C, es la tnica antiimagen de este elemento en
Cq, ya que el homomorfismo natural C, — C, es inyectivo. Esto define la
flecha horizontal superior (claramente de forma tnica). El teorema se cumple
con U = D(a) CS. "

Consideremos un anillo noetheriano A y un polinomio moénico P(T') € A[T].
Sea B = (A[T]/(P(T)))p(r)- Por el ejemplo tras el teorema [A 16| sabemos
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que A[T]/(P(T)) es plano sobre A, luego B también lo es. Consideremos el
homomorfismo natural f : Esp B — Esp A. Segtun acabamos de indicar, es
plano. Por otra parte, si s € Esp A, es facil ver que su fibra es el espectro de

B®@ak(s) = (k(s)[T]/(P(T)))p (1),

y que si extendemos las constantes hasta la clausura algebraica de k(s), digamos
k., obtenemos
Esp((k[T]/(P(T)))pr(r))-

Asi, Esp(k[T]/(P(T)) es un conjunto algebraico afin (de dimensién 0) y el
esquema anterior es el abierto principal D(P’(T')), formado precisamente por sus
puntos regulares. En definitiva, las fibras de f son geométricamente regulares,
luego f es suave de dimension relativa 0, es decir, es llano.

Notemos que nada impide que Esp B sea vacfo. En caso contrario diremos
que f es un homomorfismo llano candnico.

Teorema A.30 Sea f: X — Y un homomorfismo no ramificado en x € X
y sea y = f(x). Entonces existen abiertos x € U C X,y € V. C Y, un
homomorfismo llano candnico h : Z — V y una inmersion cerrada g que
hacen conmutativo el diagrama siguiente:

v—L.v

| A

Z
Si f es llano en x la inmersion g puede tomarse abierta.

DEMOSTRACION: Como tanto las hipétesis como la conclusién son locales,
no perdemos generalidad si suponemos que X = Esp B e Y = Esp A son afines.
El cambio de base f' : X xy Esp Oy,, — Esp Oy, cumple las mismas hipotesis
del teorema. Notemos que si y se corresponde con un ideal p de A, entonces
X' = X xy EspOy,, = Esp B, contiene un tinico punto z’ cuya proyeccion en
X es z y cuya imagen en Y/ = Esp Oy, es el punto 3’ correspondiente al ideal
maximal.

Admitamos que se cumple la conclusion sin necesidad de reducir Y’ es decir,
con V = EspOy,. Notemos que el entorno U de 2’ se puede tomar principal,
luego es el espectro de una localizacion de la forma (By)y/s = (Bp)y. Asi
pues, podemos sustituir X por un abierto menor (concretamente, D(b) C X)
de modo que f’ se descompone como una inmersion ¢’ : X' — Z’ seguida de
un homomorfismo llano canénico b’ : Z' — Esp Oy,

Observemos que Z’ = Esp((Ap[T]/(P(T))) p/(1)), para un cierto polinomio
monico P(T') € A,[T]. Podemos tomar a € A\ p de modo que P(T') € A,[T].
Cambiando Y por D(a) cambiamos A por A, sin alterar Oy,,. También hemos
de cambiar X por un entorno afin de = contenido en la antiimagen de D(a), y
asi tenemos la misma situacion, pero ahora P(T) € A[T], lo que nos permite
descomponer Z' = Esp((A[T]/(P(T)))pr(1)) Xy EspOy,y.
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Llamando Z al primer factor, es claro que k' se obtiene mediante cambio de
base del homomorfismo llano canénico h : Z — Y. En definitiva, tenemos un
diagrama conmutativo

X Xy ESp Oyﬁy L> Y Xy ESp Oyyy

o

Z xy EspOy,y

donde ¢’ es una inmersion (cerrada o abierta). El teorema A.29 nos da un
entorno U de y y un diagrama

XxyU—svVxyU

| A

ZXyU

tal que el anterior se obtiene de éste por cambio de base. Observemos que el
diagrama es conmutativo por la unicidad del teorema A.29: tanto la flecha hori-
zontal como la composicion de las otras dos dan lugar al mismo homomorfismo
por cambio de base. Dicha unicidad asegura también que la flecha horizontal se
obtiene de f por cambio de base, e igualmente sucede con h y la flecha oblicua.

Mas sencillamente, tenemos que X xy U se identifica con un subesquema
abierto de X xy Y = X, e igualmente Z Xy U es un subesquema abierto de Z, y
a través de estas identificaciones, los homomorfismos f y h son las restricciones
de los homomorfismos con el mismo nombre. En definitiva, reduciendo X a
X Xy U (pero sin modificar Z ni Y'), tenemos un diagrama conmutativo

que da lugar, por cambio de base, a los diagramas anteriores. Sélo nos falta
probar que g es una inmersion cerrada o abierta, sabiendo que lo es ¢'.

Si g’ es una inmersién cerrada, la prueba del teorema A.29 se modifica li-
geramente para asegurar que g también lo es. (Con la notacion empleada en
la prueba, tenemos que B, — (), es suprayectivo, y solo hay que elegir a de
modo que si ¢ € C es un generador de C sobre B, entonces ¢/1 € C}, admita una
antiimagen en By, de la forma b/a. Asi B, — C,, también es suprayectivo.)

Supongamos ahora que g’ es una inmersiéon abierta y tomemos un abierto
principal en Z’ contenido en la imagen de ¢’ y que contenga a la imagen de z’. Al
igual que hemos razonado antes, dicho abierto sera de la forma V' xy Esp Oy ,,
donde V es un abierto principal en Z, cuya antiimagen en X sera un abierto
principal W, entorno de z.
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Tenemos, entonces, un homomorfismo V' xy Esp Oy, — W xy EspOy,
(el inverso de ¢') que, por el teorema A.29, esta inducido por un homomorfismo
VxyU' — W xy U’ para cierto entorno U’ de y que podemos tomar contenido
en U. Por otra parte, g induce un homomorfismo W xy U’ — V xy U’. En
otros términos, si cambiamos Wy V por W xy U’ y V xy U’, respectivamente,
tenemos que g se restringe a un homomorfismo W — V y que existe otro
homomorfismo ¢ : V. — W de modo que goi e 7 o g inducen el homomorfismo
identidad en W xy EspOy,y y en V xy EspOy,, respectivamente. Por la
unicidad del teorema A.29 concluimos que goi =1, i0g = 1, es decir, que g|w
es un isomorfismo o, lo que es lo mismo, que si restringimos X a W, entonces g
es una inmersion abierta, tal y como queriamos probar.

Con esto hemos probado que, para demostrar el teorema, no perdemos ge-
neralidad si suponemos que Y es un esquema local y que y es su punto cerrado.
Mantenemos la notacion X = Esp B, Y = Esp A. Como B es una A-algebra
de tipo finito, tenemos un epimorfismo A[Xy,...,X,] — B, que nos da una
inmersién cerrada X — A}, que a su vez podemos componer con la inmersién
abierta A"y — P}, con lo que tenemos una inmersién X — P’} definida sobre
A, es decir, tenemos que f es un homomorfismo cuasiproyectivo.

El teorema A.25 implica que z es aislado en X, luego esta contenido en el
abierto que aparece en el enunciado del teorema A.23. Asi pues, restringiendo
X a dicho abierto (o, mejor, a un entorno afin de x contenido en él), podemos
descomponer f como una inmersion abierta ¢ : X — X’ seguida de un homo-
morfismo finito f’ : X’ — Y. Supongamos que probamos el teorema para f’
(que, obviamente, sera no ramificado o llano en z si f lo es). Tendremos entonces
un abierto U C X’ tal que f’|y es composicion de una inmersion (abierta o ce-
rrada) seguida de un homomorfismo llano canénico. Podemos tomar U C i[X],
y entonces la misma conclusion vale para f.

En definitiva, no perdemos generalidad si suponemos que f es finito, es decir,
que B es un A-moédulo finitamente generado.

Como la extension k(z)/k(y) es finita y separable, tiene un elemento pri-
mitivo @ € k(z) no nulo. Notemos que {z} es abierto en X,, asi como que
Ox,({z}) = k(z), luego podemos considerar o € Ox, ({z}). Por la propia
definicion de haz, existe un b’ € Ox, (X,) tal que b'|;,) = a y V'|x,\{s} = 0.

Por otra parte, Ox,(X,) = B®a (A/p), luego b’ = b® 1, para cierto b € B.
Tenemos asiun b € Ox(X) tal que b, = vy by = 0, paratodo 2’ € X, \{z}. Sea
C = A[b], que define un esquema X’ = Esp C'y nos da un diagrama conmutativo

X—f>Y

|

X/

Sea 2’ la imagen de x en X’. Si z se corresponde con un ideal q de B, entonces
2’ se corresponde con t = C' N q. Observemos que q y, por consiguiente, t,
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contienen a b. Por el contrario, cualquier otro ideal de X, distinto de = contiene
a b. Esto prueba que z es la Gnica antiimagen de ' en X.

Notemos ahora que B, es un anillo local con ¢ como tinico ideal maximal. En
efecto, los ideales de B, se identifican con los ideales s de B tales que sNC C t,
pero, si § cumple esto, el teorema del ascenso [3.67], existe un ideal q' en B tal
que s Cq' yq NC =r, luego ha de ser ¢’ =q, y asi s C q.

Como C, es plano sobre C, el homomorfismo C. — B, es inyectivo y B, es
un Cy-moédulo finitamente generado. Ademas, es claro que

(B:/C) ®c, (C/r) =0,

luego el lema de Nakayama [4.51] implica que C; = B,. En términos de esquemas
tenemos un isomorfismo

X X x ESp OX/,I/ — ESp OX/yI/,

luego podemos aplicarle a él y a su inverso el teorema A.29, lo que nos da un
entorno U de 2’ y un isomorfismo X x xs U — U. Asi pues, sustituyendo X
por el abierto X x x/ U, tenemos un diagrama conmutativo idéntico al anterior
salvo que ahora la flecha vertical es una inmersiéon abierta. Vemos, entonces,
que basta probar el teorema para f’. Como en la reducciéon precedente (al caso
en que f es finito), podemos sustituir a B por C' 0, lo que es lo mismo, podemos
suponer que B = A[b].

Tenemos entonces que Ox, (X,) = B®a k(y) = k(x) = k(y)[a], luego pode-
mos tomar una base de B ®4 k(y) sobre k(y) de la forma 1,q,...,a" 1. Sea
N = (1,b,.. .,b"‘1>A C B. Es claro que (B/N) ®4 k(y) = 0, luego aplicando
de nuevo el lema de Nakayama concluimos que B = N, luego podemos expresar
b™ como combinacion lineal de 1,...,b" 1 es decir, existe un polinomio moé-
nico P(T') € A[T] tal que P(b) = 0. Ademas, el homomorfismo de A-algebras
A[T]/(P(T)) — B inducido por la evaluacién en b es suprayectivo.

Notemos que la imagen de P(T) en k(y)[T] es el polinomio minimo de «,
que es separable, luego P’'(a) # 0, luego b’ = P’(b) € B es no nulo en k(z),
luego = € D(b'). Cambiando X por el abierto principal D(b’) cambiamos B por
By y tenemos un epimorfismo

D = (A[T]/(P(T)))p(r) — B.
Si llamamos Z = Esp D, tenemos que se cumple el teorema en el caso en
que z es no ramificado. Supongamos ahora que x es llano. Sea t la antiimagen

de g en D y sea I el nicleo del epimorfismo natural ¥ : D, — By. Como By
es plano sobre A, = A, la sucesion exacta

0—1— D% By —0
da lugar a la sucesion exacta

0 —1®ak(y) — D:®ak(y) — Bq®ak(y) — 0.



438 Apéndice A. Los teoremas de Zariski

Observemos ahora que ¥ ®k(y) es un isomorfismo. En primer lugar, notamos
que, como el homomorfismo natural B ® 4 k(y) — k(x) es un isomorfismo,
también lo es el homomorfismo natural By ® 4 k(y) — k(z). Similarmente, el
homomorfismo natural (A[T]/(P(T)) ®4 k(y)) — k(z) es un isomorfismo, y
también lo es D, ® 4 k(y) — k(x). La composicion de ambos isomorfismos es
Y ®k(y). Por otra parte, el epimorfismo natural D, ® 4 k(y) — k(t) es también
un isomorfismo (dado que el producto tensorial es un cuerpo).

Concluimos entonces que I ® 4 k(y) = 0. Ahora observamos que
I®p, k(t) =1®p, D:®ak(y) =1 ®ak(y) =0,

y el lema de Nakayama nos da entonces que I = 0, luego ¢ es un isomorfismo.
El teorema A.19 implica entonces que g se restringe a una inmersion abierta en
un entorno de z. n

Como consecuencia inmediata:

Teorema A.31 Si f: X — Y es un homomorfismo de tipo finito entre es-
quemas localmente noetherianos, el conjunto de puntos de X donde f es llano
es abierto (tal vez vacio).

Veamos otra aplicacion:

Teorema A.32 Sean X e Y esquemas de tipo finito sobre un esquema S lo-
calmente noetheriano y sea f : X — Y un homomorfismo definido sobre
S. St f es llano en un punto x € X, entonces el homomorfismo natural
o : (f*Q%//S)I — (Qﬁ(/s)z es un isomorfismo. Reciprocamente, si ¢ es un
isomorfismo, X es suave en x sobre S eY es suave en f(x) sobre S, entonces
f es llano en x.

DEMOSTRACION:  Notemos que (f*Q/¢)s = (2y/g)y ®oy,, Ox,z, donde
y = f(x). Siz esllano en X, como el teorema es local, no perdemos generalidad
si suponemos que f es un homomorfismo llano canoénico. Esto significa que
S = EspA, Y = EspBy X = EspC’, donde C = B[X]/(P(x)) vy C' =
Cyp(a)- Esta es justo la situacion estudiada antes del teorema 7.38, donde hemos

P
demostrado que Q} /a®c C' = Q. /4 En términos de esquemas esto equivale

a que f*Q%//S o Q}(/S.

Supongamos ahora que ¢ es un isomorfismo. Entonces 7.41 implica que
(Q}(/Y)m = 0, luego f es no ramificado en x por el teorema A.28. Cambiando
X e Y por abiertos menores, el teorema A.30 nos permite descomponer f como
una inmersion cerrada g : X — Z seguida de un homomorfismo llano canénico
h:Z — Y. Por la parte ya probada, tenemos que h*le/S = Q%//sv luego
g cumple también la hipotesis del teorema. Consecuentemente, no perdemos
generalidad si suponemos que f es una inmersion cerrada.

Por el teorema 7.53 obtenemos que dim, X = dimy Y;, y ahora basta razo-
nar con f como en la prueba de dicho teorema razonabamos con la inmersiéon
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cerrada X — Z. Esto nos da que f se restringe a una inmersiéon abierta en un
entorno de z, luego ciertamente es llano en x. [

Con esto podemos relacionar los homomorfismos llanos con los homomorfis-
mos suaves en general:

Teorema A.33 Sea S un esquema localmente noetheriano y f : X — S un
homomorfismo suave en un punto x € X. FEntonces eziste un entorno abierto
U de z tal que f|y se descompone como un homomorfismo g : U — A% llano
en x seguido del homomorfismo natural A — S.

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que S = Esp A
y X = Esp B son afines. Por 7.53 sabemos que (Qﬁ(/s)z es un Ox z,-moédulo
libre de rango n. Sea dfy,...,df, una base. Restringiendo X, podemos suponer
que f1,...,fn € Ox(X) = B. Sea ¢ : A[T1,...,T,] — B el homomorfismo
dado por T; — f;, sea Y = A% y sea g : X — Y el homomorfismo asociado a
¢. Es claro que el homomorfismo natural (g*Q%//S)z — (Qﬁ(/s)m cumple que
dT; — df;, por lo que es suprayectivo y, como ambos O x ;-médulos son libres
del mismo rango, ha de ser un isomorfismo. (Tengamos presente que Ox , es un
dominio integro, luego un homomorfismo de O x ,-moédulos libres se extiende a
una aplicacion lineal entre espacios vectoriales sobre el cuerpo de cocientes.) El
teorema anterior implica que g es llano en x. [

Como consecuencia inmediata obtenemos el teorema siguiente:
Teorema A.34 Sea S un esquema localmente noetheriano y f : X — S un

homomorfismo de tipo finito. Entonces, el conjunto de puntos de X donde f es
suave es abierto en X (tal vez vacio).

DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta el teorema anterior, el teorema A.31,
asi como que el homomorfismo estructural Ag — S es suave. [
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