Carlos Ivorra Castillo

INTRODUCCION AL
CALCULO DIFERENCIAL







...quien, con su fuerza mental casi divina, si-
guiendo la luz de su matemdtica, demostro el primero
los movimientos y figuras de los planetas, los sende-
ros de los cometas y el flujo y reflujo del Océano. ..

EPITAFIO DE NEWTON






Indice General

Introducciéon

Capitulo I: Derivadas
1.1 La derivada de una funcién .
1.2 Calculo de derivadas . . . . .
1.3 Maximos y minimos . . . . .

1.4 Propiedades de las funciones derivables . . . . . . . ... ... ..

1.5 Laregla de L’Hopital . . . . .
1.6 Continuidad de la derivada .
1.7 Ecuaciones diferenciales I . .
1.8 La diferencial de una funcion

Capitulo II: El calculo integral

2.1 Integrales definidas e indefinidas . . . . ... .. ... ... ...

2.2 Calculo de primitivas . . . . .
2.3 Las leyes de Kepler . . . . . .

2.4 El teorema de aproximacion de Weierstrass . . . . . . ... ...

2.5 La longitud de un arco . . . .
2.6 Calculo de voltmenes . . . .
2.7 Areas de solidos de revolucion
2.8 Ecuaciones diferenciales II . .
2.9 El teorema de Arzeld . . . . .

Capitulo III: Integrales impropias
3.1 Definicién y ejemplos . . . . .
3.2 Criterios de convergencia . .

3.3 Derivacién de integrales paramétricas . . . . . . .. ... .. ...

3.4 Integrales dobles . . ... ..
3.5 La transformada de Laplace .
3.6 La funcién factorial . . . . . .

Capitulo IV: La dindmica newtoniana

4.1 Cineméatica . .. ... .. ..
4.2 Las leyes de Newton . . . ..
4.3 La ley de gravitacién universal

vii

w

22
26
43
50
52
63

67
69
79
92
95
98
108
117
124
139

143
144
151
160
166
171
188



vi

4.4 Sistemas de referencia no inerciales . . . . . . .

Capitulo V: Diferenciabilidad
5.1 Funciones diferenciables

5.2  Ejemplos y resultados fundamentales . . . . . .

5.3 Teoria basica
5.4 La energia mecanica

5.5 El problema de la braquistécrona . . . . . . . .

Capitulo VI: Integrales y funciones elipticas

6.1 Las integrales de primera y segunda especie . .
6.2 La lemniscata de Bernoulli. . . . .. ... ...

6.3 Las funciones elipticas lemniscaticas
6.4 Las funciones elipticas de Jacobi
6.5 El péndulo simple

6.6 El péndulo esférico . . . .. .. ... ... ...
6.7 La media aritmético-geométrica . . . . . . . ..

Capitulo VII: Introduccion al analisis complejo

7.1 Funciones holomorfas. . . . . ... ... ....
7.2 La integral curvilinea . . . . . . . ... ... ..

7.3 Propiedades de las funciones holomorfas
7.4 El teorema de Cauchy

Apéndice A: Geometria analitica tridimensional

Apéndice B: Ejemplos de curvas

B.1 Lacicloide. . . ... ... ... ... ......
B.2 Lacardioide . . .. ... ... ... .......

B.3 La nefroide

B4 Latractriz. ... ... .. ... ... .. ....
B.5 La lemniscata de Bernoulli . . . . . . ... ...
B.6 Los 6valos de Cassini . . . . .. ... ... ...

Apéndice C: Calculo de primitivas

C.1 Integrales inmediatas . . . . . .. ... .....

C.2 Funciones racionales
C.3 Integracién por partes
C.4 Integracién por sustitucion

indice de Materias

INDICE GENERAL

415

.......... 416
.......... 421
.......... 433
.......... 448

453

467

.......... 467
.......... 472
.......... 474
.......... 477
.......... 481
.......... 483

489

.......... 489
.......... 492
.......... 498
.......... 503

509



Introduccion

Aristoteles En 336 a.C. regres6 a Atenas Aristoteles, un antiguo alumno de
la Academia de Platon. Habia estado fuera unos anos, ejerciendo de preceptor
de Alejandro Magno y, en lugar de reincorporarse a la Academia, fund6 su
propia escuela, que fue conocida como el Liceo. Aristoteles se interes6 por
practicamente todas las ramas del saber, con menos interés que su maestro por
la geometria y méas por las ciencias naturales. En 323, cuando tendria unos 60
anos, dejo el Liceo en manos de su discipulo Teofrasto, bajo cuya direcciéon llegd
a tener méas de 2000 alumnos, y su biblioteca llegbé a contar con méas de 10000
papiros, que incluian més de 157 titulos de Aristoteles y otros 225 de Teofrasto.
Actualmente se conservan poco méas de una treintena de libros atribuidos a
Aristoteles, pero estan redactados con tal aire académico, con tanta pompa y
tanta seguridad, que cuando fueron redescubiertos en el Renacimiento fueron
tomados por la perfeccion del saber, y pronto se extendi6é por Occidente la idea
de que contradecir al Estagirita era més o menos como contradecir la Biblia.

Entre los cientificos griegos que le siguieron no fue tan venerado como lo
seria posteriormente, y no dudaron en contradecirle cuando lo estimaron opor-
tuno. Por ejemplo, Aristoteles habia afirmado que el Sol y los planetas giran
alrededor a la Tierra en 6rbitas circulares a velocidad constante: no podia ser de
otra manera, pues el Cielo es perfecto y la circunferencia es la curva perfecta,
y tampoco estaria bien visto en un planeta ir cambiando de velocidad segin
el momento. Pero esto era incoherente con las observaciones: ya desde mucho
antes los astrénomos babilénicos habian registrado las posiciones de los plane-
tas en la esfera celeste en dias sucesivos durante largos periodos de tiempo y
habian constatado que de vez en cuando pasan de avanzar a retroceder y volver
a avanzar dibujando una elipse sobre las estrellas. Esto no era posible si se
movian como Aristoteles afirmaba. Poco después de la muerte de Aristoteles,
antes del 300 a.C., Apolonio de Perga tuvo la idea de explicar este movimiento
suponiendo que los planetas describen 6rbitas circulares alrededor de puntos
que a su vez describen oOrbitas circulares alrededor de la Tierra (algo asi como la
Luna que gira alrededor de la Tierra que gira alrededor del Sol, pero sin Tierra).
Estas orbitas sobre drbitas se conocieron como epiciclos. Ya en el siglo IT a.C.,
Hiparco desarroll6 esta idea, pero en el siglo II d.C. Ptolomeo se dio cuenta de
que su modelo no encajaba con las observaciones babilénicas méas antiguas, asi
que, en un auténtico tour de force, emple6 toda serie de trucos similares para
construir un modelo planetario que se ajustase al milimetro a las observaciones.

vii
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Para ello tuvo que suponer epiciclos sobre epiciclos sobre epiciclos, asi como
que la velocidad de giro no era constante medida desde la Tierra, sino desde
otro punto asociado al planeta al que llamoé “ecuante”. Con estos ajustes ad
hoc, logr6 un sistema astronémico que seria aceptado durante siglos por su efi-
ciencia en la prediccion de las posiciones de los astros, aunque fuera artificioso
y matematicamente complejo. Este sistema quedoé plasmado en su Almagesto,
terminado sobre 150 d.C.

Copérnico Ya en 270 a.C., Aristarco de Samos habia propuesto que la Tierra
y los planetas giran alrededor del Sol, si bien la idea nunca acab6 de cuajar
entre los griegos, y cuando en 1531 el astrénomo polaco Nicolas Copérnico tratod
de crear un sistema heliocéntrico alternativo al sistema ptolemaico, se encontré
con que no podia prescindir de los epiciclos, aunque si de los ecuantes, y, si bien
en su conjunto el modelo resulté conceptualmente méas simple, no dejaba de ser
artificioso. Copérnico se mostré reacio a publicar su teoria temiendo que no
seria aceptada, pero varios astronomos lo animaron a hacerlo, y asi en 1542 dio
a la imprenta su famoso De reuolutionibus orbium caelestium, aunque el autor
moriria poco después, ese mismo ano.

La obra era bastante técnica, asi que pas6 inadvertida salvo en los sectores
més especializados, pero poco a poco fueron apareciendo divulgadores de la teo-
ria heliocéntrica. No obstante, lo cierto era que, aunque existian indicios que
hacian plausible el heliocentrismo, habia muchos mas argumentos en su contra, y
no solo “argumentos” teologicos y la veneracion a la palabra de Aristoteles (que
no habia sostenido el sistema ptolemaico estrictamente hablando, pero inter-
pretando sus palabras en sentido amplio, podian considerarse consistentes con
él), sino que también “la fisica elemental” parecia contradecir el heliocentrismo.
Para que finalmente fuera aceptado, tuvo que venir alguien a revolucionar “la
fisica elemental”.

Galileo I En 1581, un joven de 17 anos observo como un sacristdn encendia
la lampara que colgaba de una cadena de la ciipula de la catedral de Pisa. Para
ello tuvo que acercarla y, cuando la soltd, la lampara oscilé durante un tiempo,
y el muchacho tuvo la sensaciéon de que el ritmo con que se balanceaba era
siempre el mismo, aunque la amplitud del balanceo fuera disminuyendo. Para
comprobarlo, usé su propio pulso para medir el tiempo de las oscilaciones, y el
procedimiento, aunque muy inexacto, parecié confirmar su impresién. Deseoso
de comprobarlo con més precision, se fue a su casa, até dos esferas a dos cuerdas
de la misma longitud, las puso a oscilar con amplitudes diferentes y pidi6 a un
amigo que contara las oscilaciones de una mientras él contaba las de la otra, y, en
efecto, comprobo que las dos marcaban el mismo ritmo. El joven Galileo Galilei
habia descubierto lo que llamé la isocronia de los péndulos, y esto fue el punto
de partida de muchas otras reflexiones sobre la naturaleza del movimiento, asi
como de la importancia de la experimentacion para comprenderla correctamente.
Asi, por ejemplo, experimentando con cuerdas de distintas longitudes, llego a
la conclusién de que el periodo de oscilaciéon de un péndulo, es decir, el tiempo
que tarda en volver a su posiciéon inicial, es proporcional a la raiz cuadrada de
la longitud de la cuerda.
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En 1589 el duque Fernando I de Medici lo nombré catedratico de mateméa-
ticas de la Universidad de Pisa. Uno de sus objetos de estudio en este periodo
que tiene relacion con el contenido de este libro fue el descubrimiento de una
curva que aparecia ya en un libro de principios de siglo del matematico francés
Charles de Bovelles, pero a la que Galileo dio el nombre con que se la conoce
actualmente: la cicloide. Puede definirse como la trayectoria que sigue un clavo
clavado en el borde de una rueda cuando ésta gira:

T 27 3 47

Galileo la us6 para disenar puentes. En 1592 se traslado a la Universidad de
Padua, como profesor de geometria, mecanica y astronomia. Alli, en 1599 trato
en vano de calcular el area limitada por un arco de cicloide. Llegd incluso a
dibujar la rueda y la cicloide sobre una lamina de metal, recortarlas y pesar las
piezas para analizar su proporcion, y vio que ésta era aproximadamente 3 : 1,
pero no llegd a ninguna conclusion definitiva.

Kepler Mientras Galileo ensenaba a sus alumnos el sistema ptolemaico, el he-
liocentrismo recibié un nuevo impulso. En 1601 muri6 el astréonomo danés Tycho
Brahe, y fue sucedido como mateméatico imperial del emperador Rodolfo II de
Austria por un astrdlogo y astronomo alemén llamado Johannes Kepler, que
estaba convencido de que Dios no podia haber hecho el cosmos tan complicado
como lo pintaba Ptolomeo, y que una teoria heliocéntrica adecuada demostraria
la simplicidad y la elegancia del plan divino. Usando datos muy precisos sobre
la posicion de Marte que habia recopilado Brahe a lo largo de su vida, Kepler
descart6 unos 40 intentos fallidos de describir su érbita con absoluta precision
y simplicidad, hasta que finalmente, en 1604, como tltimo recurso desesperado,
probo a ajustar los datos a una elipse y vio que cuadraban perfectamente. Asi
llegb a un principio fundamental:

Primera ley de Kepler Los planetas siguen drbitas elipticas con
el Sol en uno de sus focos.

Con esta hipotesis, el movimiento planetario se explicaba sin necesidad de
epiciclos, ecuantes ni artificio alguno. En realidad las érbitas planetarias son
elipses con excentricidad muy pequena, es decir, muy parecidas a circunferencias.
La figura siguiente muestra a escala las 6rbitas de los planetas mas cercanos al
Sol junto con la érbita circular de radio igual al perihelio. En la figura los
perihelios estan alineados, pero esto no sucede realmente. Vemos que Mercurio
y Marte tienen una excentricidad mucho mayor que la Tierra, y la de ésta es
mayor a su vez que la de Venus, que es casi inapreciable.

En cuanto a las velocidades de rotaciéon, Kepler comprobé que se cumple
una ley que ya habia estado considerando en sus intentos previos.
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Segunda ley de Kepler El radio que une un planeta con el Sol
barre dreas iguales en tiempos iguales.

Para visualizar el contenido geométrico de esta ley conviene considerar una
orbita de excentricidad apreciable, como la del cometa Halley (pues sucede que
todos los cuerpos que orbitan de forma estable alrededor del Sol —mno sélo los
planetas— siguen orbitas elipticas). La figura muestra a escala la orbita del
cometa, y lo que afirma la segunda ley de Kepler es que éste recorre en el mismo
tiempo los dos arcos senalados, pues las areas sombreadas son iguales.

Esto implica que un planeta (o cometa, etc.) se mueve mas rapido cuanto
més cerca esta del Sol que cuando esté lejos, pues cuando esté lejos, avanzando
menos, barre un area mayor que cuando estéi cerca. Kepler incluyo6 sus dos leyes
en su tratado Astronomia noua, publicado en 1609. En 1618 Kepler descubrio
una tercera ley sobre el movimiento planetario:

Tercera ley de Kepler Los cuadrados de los periodos de revolu-
cion de los planetas son proporcionales a los cubos de los semiejes
mayores de sus orbitas.
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Una consecuencia notable de esta ley es que proporciona la escala del sistema
solar, pues los periodos de revolucién de los planetas son faciles de medir. Por
ejemplo, el periodo de Venus es T, = 224.7 dias y el de la Tierra es T; = 365.25
dias y, como

tenemos que

ay _ o T3
— = {| =5 = 0.7233.
Q¢ Tt2

La distancia media de la Tierra al Sol es lo que se conoce como una uni-
dad astrondmica. En estos términos, hemos calculado que Venus esté a 0.7233
unidades astronémicas del Sol.

En su De reuolutionibus, de 1543, Copérnico ya habia calculado las distancias
al Sol de los planetas conocidos midiendo el d&ngulo entre cada uno de ellos y el
Sol en el momento en que formaban con la Tierra un tridngulo rectdngulo con
angulo recto en el Sol. Su estimacién para el caso de Venus fue que esta a 0.719
unidades astronémicas del Sol.

Asi pues, los astrénomos so6lo necesitaban determinar la distancia de un
planeta al Sol para conocer de hecho la distancia al Sol de todos los planetas. La
unidad astronémica ha sido determinada con gran precision mediante mediciones
por radar desde sondas espaciales de la distancia de la Tierra a Venus o a Marte:

lua = 149597870 700 m.

Las estimaciones de los astréonomos antiguos eran bastante pobres. Por ejem-
plo, Ptolomeo la estim6 en un 5% de su valor real, y su valor era mayor que
los de sus predecesores. La primera medicién fiable de la unidad astronémica la
llevaron a cabo Cassini y Richer en 1672 (véase la seccion 3.5 de [IGE]).

Por otra parte, conviene recordar que la unidad astronémica es la distancia
media de la Tierra al Sol, pero el semieje mayor de la Tierra mide 1.00000261
unidades astrondémicas, luego a menudo no es necesario hacer la distincion.

Otro ejemplo: el cometa Halley tarda 75.3 afios en dar una vuelta alrededor
del Sol, por lo que, segun la tercera ley de Kepler, el semieje mayor de la orbita
del cometa Halley cumple

an  L[T2  [15.32
a ﬂz 12 ua

El valor observado es de 17.8576 ua.

Con las leyes de Kepler, la teoria heliocéntrica habia dejado de ser una teoria
formalmente analoga a la geocéntrica para convertirse en una alternativa mucho
mas simple y natural, aunque Kepler no podia dar ninguna razén —aparte de la
concordancia con las observaciones— de por qué los planetas tenfan que seguir
orbitas elipticas o por qué se dedicaban a barrer las areas de sus elipses.
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Galileo IT En 1609 Galileo tuvo noticia de un invento neerlandés llamado
“telescopio” que permitia ver estrellas invisibles a simple vista. A partir de
unas pocas indicaciones sobre el principio de su funcionamiento, se dedico a
construir sus propios telescopios cada vez més precisos, y en 1610 ya habia
construido unos 60. Todos ellos habian causado sensacién en la corte, pero sélo
unos pocos servian para hacer observaciones astronémicas. Ese ano publico su
Sidereus nuntius, donde informaba de algunos de sus descubrimientos, como que
la Luna no es una esfera lisa, perfecta, sino que tiene valles y montafias como
la Tierra, o que Jupiter tiene al menos cuatro lunas que orbitan a su alrededor.
Posteriormente, ese ano, descubri6 también que Venus presenta fases, como la
Luna, cosa que dificilmente puede explicarse desde el geocentrismo, y que el Sol
tiene manchas que a su vez indican que gira sobre si mismo.

Estos descubrimientos y las demostraciones que organizaba le valieron una
gran admiraciéon y popularidad, y ese ano se trasladé a Florencia. Sin em-
bargo, también se gan6 muchos enemigos, principalmente entre los académicos
que veian cuestionada su reputacion y sus conocimientos por las novedades que
sostenia Galileo y su defensa del heliocentrismo. Entre sus réplicas no tardaron
en aparecer argumentos teologicos y la Iglesia intervino. En 1616 la Santa In-
quisicién lo hizo comparecer para examinar sus teorias astronémicas y concluyo
que la teoria coopernicana era “insensata, un absurdo en filosofia y una herejia”.
Esto no tuvo consecuencias graves: Galileo no fue condenado, pero “se le rogs”
que presentara sus teorfas como meras hipoétesis equivalentes al geocentrismo.

Pero los argumentos que se daban contra el heliocentrismo no eran mera-
mente teoldgicos o filosoficos, sino que también habia argumentos fisicos que no
era obvio como rebatir, y Galileo tendria que meditar mucho tiempo sobre ellos
para refutarlos debidamente.

Por ejemplo, uno de ellos consistia en que si la Tierra gira alrededor de si
misma a razén de una vuelta diaria —como supone la teoria heliocéntrica para
explicar el movimiento diario del Sol—, cualquier punto de la superficie terrestre
se estaria moviendo de oeste a este a una velocidad enorme. Mas concretamente,
considerando que el radio de la Tierra es de unos 6 300 km, un punto situado en
Florencia tendria que estar moviéndose a unos 330 m/s, por lo que si lanzamos
una piedra desde lo alto de una torre y tarda 3 s en llegar al suelo, no tendria que
caer en la base de la torre, sino unos 3 - 330 = 990 m hacia el oeste. Igualmente
se argumentaba que una flecha disparada hacia el este deberia impactar en la
cara del arquero, etc.

No fue hasta 1632 cuando Galileo public6 sus refutaciones a estos y otros
argumentos en su Didlogo sobre los dos mdximos sistemas del mundo, ptolemaico
y copernicano. El mayor hito conceptual que contiene es lo que hoy se conoce
como principio de relatividad de Galileo, el cual a su vez depende de otro hecho
fundamental que en términos modernos puede enunciarse asi:

Todo movimiento es relativo a un sistema de referencia.

Por ejemplo, un pasajero sentado en un asiento de un tren en movimiento
puede distinguir entre los pasajeros que estan en reposo, sentados en otros asien-
tos, y los que se estdn moviendo por el pasillo del tren. En este caso, estamos
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hablando de movimiento relativo al tren. Sin embargo, todos los pasajeros,
tanto los que estan en reposo como los que estan en movimiento respecto del
tren, estdn en movimiento respecto, por ejemplo, de un pasajero que los observa
por las ventanillas desde un andén de una estacion. El tren y la estaciéon son
dos sistemas de referencia respecto a los que se puede describir el movimiento
de un cuerpo, de forma que un mismo cuerpo puede estar en reposo respecto de
uno y en movimiento respecto del otro.

Quizé el lector piense que esto es jugar con las palabras, en el sentido de
que los pasajeros que estan en reposo respecto del tren, “en realidad” estan en
movimiento, porque el tren se mueve, pero la esencia del principio que acabamos
de formular es que a "el tren se mueve" hay que anadir inevitablemente un
“respecto de la Tierra”, porque no tiene sentido decir “se mueve” sin especificar
respecto a qué. Esto es una consideracion previa al principio de relatividad de
Galileo propiamente dicho, que afirma lo siguiente:

Principio de relatividad de Galileo Si un sistema de referencia
se mueve respecto de otro en linea recta con velocidad constante, en-
tonces las leyes del movimiento son exactamente las mismas cuando
el movimiento se describe con respecto a uno o a otro.

Por ejemplo, segiin este principio, si alguien esté en un tren sin ventanillas,
no puede hacer ningin experimento mecénico (dejar caer una bola y observar
su movimiento, etc.) que le permita distinguir si el tren estd parado ante una
estacion o se estd moviendo por una via recta a velocidad constante. (Galileo
no sabia lo que era un tren, pero formulé esto mismo hablando de un pasajero
metido en la bodega de un barco).

Notemos que esto no es un principio metafisico, sino un principio fisico empi-
ricamente constatable: puede observarse que si, por ejemplo, dejamos caer una
bola a bordo de un tren que se mueve a 200 km/h en linea recta, veremos caer
la bola verticalmente, y no en direccién a la cola del tren, y si la lanzamos hacia
la cabeza del tren, la veremos moverse a la misma velocidad con que la veriamos
moverse si la hubiéramos lanzado estando parados en la estacion. Este principio
empiricamente constatable explica por qué la Tierra puede girar alrededor de si
misma sin que las flechas que disparan los arqueros se les estampen en la cara,
etc.

Esto no es aplicable al caso de que el tren no se mueva a velocidad constante.
Todos sabemos lo que sucede cuando un tren, o un coche, acelera o frena, que
nos vemos empujados hacia atrés o hacia adelante segtn el caso y asi podemos
constatar que el vehiculo esta en movimiento. Tampoco se aplica si en lugar de
estar dentro del tren estamos sobre su techo, porque entonces el aire que esté
en reposo para los observadores situados en tierra es para nosotros un vendaval
a 200km/h que nos empujara hacia la cola del tren.

El didlogo de Galileo motivo la intervenciéon de la Santa Inquisiciéon. En el
didlogo Galileo aportaba nuevas pruebas que refutaban el geocentrismo, con-
traviniendo la “recomendacién” de presentar la teorfa heliocéntrica como una
mera hipotesis no demostrable. Pero mas determinante fue que sus enemigos
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difundieron la idea de que el personaje geocentrista del didlogo era una cari-
catura del papa Urbano VIII. En 1633 la Santa Inquisicién abri6 un proceso
contra él. Bajo amenazas de ser torturado y promesas de un trato benevolente
si colaboraba, Galileo confes6 su culpa, abjuré del herético heliocentrismo y fue
condenado a cadena perpetua, pena que el papa le conmuté inmediatamente
por la de arresto domiciliario.

Para entonces Descartes tenfa practicamente terminado su Tratado del mundo
y de la luz, en el que exponia sus teorias filosoficas y fisicas, en particular un
sistema heliocéntrico, pero en vista de la situacion decidié no publicarlo y sélo
en 1664 se decidi6 a darlo a la imprenta.

En el momento de su condena, Galileo tenia 69 anos, y aprovech6 su retiro
forzoso para seguir investigando sobre el movimiento de los cuerpos, algo que
podia hacer tranquilamente en sus habitaciones. Sus conclusiones las plasmo
en su ultimo libro, Didlogos y demostraciones matemdticas sobre dos nuevas
ciencias, que completd poco antes de quedarse ciego y cuyo manuscrito llegd a
los Paises Bajos y a Francia, donde fue publicado en 1638. En el expone ideas
nuevas que atacaban las bases de la fisica aristotélica. En efecto, Aristoteles
habia afirmado que, en el mundo sublunar, los cuerpos tienen una tendencia
natural al reposo, de modo que para que un cuerpo permanezca en movimiento es
necesario estar empujandolo constantemente, o al menos periédicamente (como
cuando alguien viaja en patinete, impulsandose con el pie de tanto en tanto).
Galileo comprendid que esto no es exactamente asi, que es cierto que los cuerpos
terminan parandose, pero ello se debe a que los frena el rozamiento con el suelo
o con el aire, de modo que, cuanto menor sea éste, mas tarda el cuerpo en
pararse, por lo que si un cuerpo se moviera en el vacio, sin rozamiento alguno,
su velocidad permaneceria constante. Esto es lo que se conoce como el principio
de inercia de Galileo:

Principio de inercia de Galileo Si un cuerpo estd libre de toda
influencia externa, o permanece en reposo, o se mueve en linea recta
con velocidad constante.

A decir verdad, Galileo conservo una parte del aristotelismo, porque pensé
que el principio de inercia s6lo era aplicable en esta forma en la Tierra, mientras
que la version para cuerpos celestes afirmaba que, igual que los cuerpos terrestres
tienden a mantener su velocidad constante en linea recta, los cuerpos celestes,
que estan libres de la influencia gravitatoria, tienden a mantener su velocidad
constante en 6rbitas circulares.

Pero, cinéndonos al mundo “sublunar”, ya de joven, Galileo habia constatado
un principio que contradecia la fisica aristotélica, y es que si se deja caer dos
cuerpos desde la misma altura, ambos tardan el mismo tiempo en llegar al
suelo, independientemente de su peso, siempre y cuando podamos despreciar
el rozamiento con el aire, que hace que una hoja de papel tarde més en caer
que una piedra, debido a que puede “flotar” en el aire. En ausencia de aire,
tardaria lo mismo en caer que la piedra.! Mas precisamente, Galileo comprobd

1En 1971 el astronauta David Scot dejé caer a la vez ante una cdmara un martillo y una
pluma en la Luna, y ambos llegaron al suelo al mismo tiempo.
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empiricamente que la distancia que recorre un cuerpo que cae —en la medida en
que se pueda despreciar el rozamiento— es proporcional al cuadrado del tiempo
empleado, donde la constante de proporcionalidad es la misma para todos los
cuerpos, independientemente de su peso, lo cual equivale a que su velocidad en
cada instante es proporcional al tiempo transcurrido. Ademés comprob6 que
esto es asi incluso si la caida se efecttia por un plano inclinado, aunque entonces
cambia la constante de proporcionalidad. Sus argumentos eran algebraicos y
geométricos, y le permitieron plantear y resolver algunos problemas interesantes.
Por ejemplo, consideremos la figura siguiente:

A

B

Imaginemos que la recta diagonal es una rampa muy lisa que se eleva 100 m
y que dejamos caer por ella una cuerpo desde el punto A. Galileo calcul6 (no
con estos datos precisamente) que el tiempo que tardara en llegar hasta B es
de 6.39 s, mientras que si la dejamos caer por dos rampas, una desde A hasta C
y otra desde C hasta B, el tiempo necesario es de 5.99s, por lo que el camino
mas corto no resulta ser el més rapido. Galileo calcul6 el tiempo de caida que
resulta de considerar 2™ rampas que unan los vértices de un poligono regular de
27*2 lados, constatando que cada vez es menor, y concluyé que el camino mas
rapido para que un cuerpo caiga desde A hasta C es el arco de circunferencia
que muestra la figura. En realidad dicho arco es ciertamente mas rapido que
cualquier concatenaciéon de rampas inscritas en él, pero sucede que no es el
camino més rapido. No obstante, analizar este problema requiere un nivel de
conocimientos de fisica y de matematica bastante més sofisticado que el que
tenia Galileo.

Otro problema que plante6 y resolvié Galileo sobre planos inclinados es el
siguiente:

Determinar los puntos desde los cuales, al dejar caer un objeto por
un plano inclinado, éste llega a un punto prefijado en un tiempo
prefijado. H

-
-~ ~~

La soluciéon resulta ser que todos los planos inclina- e ~
dos que empiezan en un punto de una circunferencia y 3
terminan en su base son recorridos en el mismo tiempo,
incluyendo el caso de un cuerpo que se deja caer desde
el punto mas alto H, que no necesita plano inclinado. \

Sce——-

Galileo muri6 en 1642, pero su obra, especialmente N s
sus investigaciones sobre las leyes del movimiento, iba a
tener una influencia decisiva en el desarrollo de la ciencia en Occidente.
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Los precedentes del calculo diferencial En 1603 habia muerto el mate-
matico francés Frangois Viéte. Con su obra se puede decir que el algebra estaba
ya bien consolidada en Occidente y no habia dejado de desarrollarse desde en-
tonces. Gracias a las técnicas algebraicas, en las ultimas décadas de la vida
de Galileo, los mateméticos europeos habian logrado explotar hasta sus ultimas
consecuencias las técnicas més sofisticadas que habian alcanzado los antiguos
griegos, y habian aparecido ya nuevas ideas que superaban conceptualmente las
fronteras de la matemaética griega. El primer trabajo con ideas esencialmente
novedosas fue probablemente una memoria de Fermat que circulé6 manuscrita
durante varias décadas, titulada Methodus ad disquirendam mazximam et mini-
mam et de tangentibus linearum curuarum, y que tuvo mucha influencia entre
los matemaéticos de la época.

Como su titulo indica, Fermat explicaba en ella sus técnicas para encontrar
valores maximos y minimos de expresiones algebraicas, asi como para calcular
las tangentes de curvas definidas también por expresiones algebraicas. Pero no
eran técnicas algebraicas propiamente dichas, sino que Fermat hablaba de canti-
dades “adiguales”, término que tomo prestado de Diofanto, aunque éste lo usaba
para referirse a valores aproximadamente iguales en el sentido usual, mientras
que para Fermat eran cantidades que se hacen “todo lo iguales que sea posible”.
Sus técnicas eran manipulaciones algebraicas que, en un momento dado, se alte-
raban suprimiendo ciertos términos. Actualmente diriamos que Fermat suprimia
cantidades que tienden a 0, pero Fermat no hablaba de nada que remotamente
recordara al concepto moderno de limite. Simplemente constataba que sus téc-
nicas proporcionaban los resultados correctos. Era consciente de que no podia
justificarlas con rigor, pero terminaba proponiendo un problema a quienes no
aprobaran su método, dando a entender que consideraba que no seria posible, o
al menos, no serfa facil resolverlo sin él. Se trata del problema de Fermat discu-
tido en la seccion 4.5 de [IGE] (encontrar el punto que minimiza la suma de las
distancias a tres puntos dados), pero, como vimos alli, fue resuelto en 1640 por
Torricelli (un discipulo de Galileo) aplicando técnicas geométricas tradicionales.
En efecto, durante varias décadas las nuevas técnicas iban a competir con las
tradicionales en la resoluciéon de problemas diversos.

Descartes habia desarrollado por su cuenta técnicas similares, pero era cons-
ciente de que el rigor de sus razonamientos no alcanzaba lo que se conocia
entonces como ‘“rigor geométrico”, asi que en su Géomeétrie, publicada en 1637,
donde present6 el germen de lo que hoy conocemos como “geometria analitica”,
no las menciond, probablemente porque sentia que desentonaban en un apéndice
a su Discurso del método, en el que instaba a no aceptar nada que no hubiera
sido debidamente justificado por la razon.

Estas técnicas de Fermat y Descartes eran versiones rudimentarias de lo que
actualmente es el calculo de derivadas. Paralelamente se estaban desarrollando
los precedentes de lo que ahora conocemos por céalculo integral. Uno de estos
precedentes se encuentra en los tratados Geometria indiuisibilibus continuorum
noua quandam rationem promota (Geometria desarrollada por un nuevo método
mediante los indivisibles de los continuos), de 1635 y Ezercitationes geometricae
sex (Seis ejercicios geométricos), de 1647, de otro discipulo de Galileo, Bonaven-
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tura Cavalieri, en los que expone razonamientos geométricos muy sofisticados
para calcular areas y volimenes, y enuncia un principio muy simple y practico
a la vez:

Principio de Cavalieri Si dos figuras estin limitadas entre dos
mismos planos paralelos, y cualquier plano paralelo intermedio deter-
mina en ambas secciones con la misma drea, entonces ambas tienen
el mismo volumen.

En realidad este principio habia sido usado ya por Arquimedes para calcular
el volumen de una esfera. En efecto, Arquimedes observé que si comparamos
una semiesfera de radio r con la figura comprendida entre un cilindro y un cono
de radio y altura r tal y como muestran las figuras siguientes:

un plano de altura h sobre el plano ecuatorial de la esfera determina en ambas
una seccion de area 7(r2 —h?), luego el principio de Cavalieri implica que ambas
figuras tienen que tener el mismo volumen. Por consiguiente, el volumen de
media esfera es L 5
V=mr®—Zard = 23,
3 3
y el volumen de la esfera completa es el doble, es decir:
3
V= 37Tr .

Cavalieri también enunci6é un principio analogo para calcular areas, sustitu-
yendo los planos por rectas. Por esa época muchos matematicos desarrollaron
sus propias técnicas de “cuadratura de curvas”, es decir, del calculo del area limi-
tada por una curva dada, que esencialmente se basaban en el mismo “principio
de exhaucion” que habia usado Arquimedes y otros gedmetras griegos para el
célculo del area de un circulo y otros resultados similares.

Asi, por ejemplo, en 1634 Gilles Persone de Roberval aplico el método de los
indivisibles de Cavalieri para calcular el area del arco de cicloide que Galileo no
habia podido calcular. Concretamente, obtuvo que cada arco de una la cicloide
generada por una circunferencia de radio R tiene area 37R2. Orgulloso de su
hallazgo, se lo comunicoé a Descartes, el cual le contestdé que era “un hermoso
resultado que no habia advertido antes, pero que no causaria ninguna dificultad
a ningun gedmetra de nivel medio”. A su vez, Descartes propuso a Roberval y
a Fermat calcular las tangentes a una cicloide, cosa que Roberval no consiguioé
hacer, pero Fermat si.
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En 1641 Torricelli obtuvo un resultado curioso de cuadratura sobre el que
él llamo solido hiperbdlico agudo, aunque hoy es méas conocido como el cuerno
de Gabriel (en alusion a la trompeta con la que el arcangel Gabriel anunciara el
dia del Juicio Final). Se trata del solido limitado por la superficie que resulta
del giro de la hipérbola f(x) = 1/x alrededor del eje X desde x = 1 en adelante.
Torricelli demostré que su volumen es V = 7, pero que el area de su superficie
es infinita. He aqui su imagen:

Estamos ante lo que se conoce como la paradoja del pintor: el sélido es una
“copa” en la que cabe una cantidad finita de pintura, pero ésta no es suficiente
para pintar su interior. En palabras de Thomas Hobbes: “Para verle sentido a
esto, no se requiere ser un geometra o un logico, sino estar loco”. -

Un ejemplo anélogo, pero que puede tratarse de forma mucho |
maés elemental es la “tarta nupcial” formada apilando cilindros de
altura 1, el primero de radio 1, el segundo de radio 1/2, el tercero E
de radio 1/3, etc. El volumen total de la tarta sera

_’/T i i T i _’/T N
V*ﬁ+272+372+472+572+”’7f’

mientras que su superficie lateral es

.

2 27 2w 2w 2w
A=—4—4+—+—+—+---

trata de una tarta que “se puede comer, pero no glasear”.

En términos de la paradoja del pintor, si consideramos un re- t)

cipiente de esta forma lleno de pintura, no resulta extrano que la
pintura del primer cilindro sobre para pintar su superficie lateral,
y la del segundo sobre para pintar la suya, etc., y que al mismo tiempo, el total
de pintura sea finito y la superficie pintada sea infinita. El quid estd en que
cualquier cantidad finita de pintura permite pintar cualquier superficie a condi-
cion de que la capa de pintura sea suficientemente fina (y no haya limites a lo
fina que puede ser la capa de pintura, lo cual es fisicamente imposible).

Por ejemplo, si pensamos que el espesor de la capa de pintura del primer
cilindro es de 0.001 mm, debemos ser conscientes de que, a partir de cierto
cilindro, ese espesor serd mayor que el didmetro, por lo que si consideramos
que la superficie lateral del cilindro esta pintada con parte de la pintura que
contiene, tendremos que admitir que el grosor de la capa sea menor que 0.001,
y a medida que pasamos a cilindros superiores tendremos que conformarnos con
capas de pintura cada vez més tenues.

1 2 3 4 5 l-:
y esta serie es divergente, luego el area es infinita. Asi pues, se ’Ij
=
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Volviendo a Fermat y sus técnicas, he aqui un problema que podia resolverse
con ellas:

Un socorrista se encuentra en un punto S a 30 m de la orilla del mar,
y ve que un banista se estd ahogando en un punto B situado a 80 m
caminando por la costa y a 40 m de profundidad. El socorrista corre
hasta la orilla en linea recta hasta cierto punto x y luego se echa al
agua. Si corre a 5m/s y nada a 1 m/s, sen qué punto conviene que
se eche al agua para llegar al banista lo antes posible?

S

30

20 30 40 50 60 70 80

Aparte de encontrar la solucién, con sus métodos, Fermat podia demostrar
un principio general: si v; es la velocidad en tierra y vs la velocidad en el agua,
el punto = que hace el tiempo minimo hace también que los angulos a y (8
mostrados en la figura satisfacen la relacion

sen o (%1

senag Uy

En realidad Fermat no estaba preocupado por perfeccionar las técnicas de so-
corrismo, sino que estaba abordando un problema méas profundo:

Supongamos que la figura anterior representa la trayectoria de un rayo de
luz que viaja por el aire desde el punto S hasta X, y alli entra en otro medio,
por ejemplo en el agua. Entonces se refracta, es decir, altera su direcciéon. Los
angulos o y oo que el rayo incidente y el refractado forman con la perpendicular
a la superficie que separa los dos medios se llaman dngulo de incidenciay dngulo
de refraccion. En 1621, el mateméatico neerlandés Willebrord Snell van Royen
enuncié la que hoy se conoce como ley de Snell, segin la cual la relacion entre

ambos angulos es
sen o N9

Sen oo ny ’

donde ni, ny son unos indices de refraccién que dependen de la naturaleza del
medio, principalmente de su densidad. En 1658 Fermat dedujo la ley de Snell a
partir de un principio general que hoy se conoce como principio de Fermat:

El camino sequido por un rayo de luz desde un punto A hasta un
punto B es el que requiere el menor tiempo posible para ser recorrido.



XX Introducciéon

Esto literalmente es falso, pues, por ejemplo, si un rayo de luz sale de un
punto A, se refleja en un espejo en un punto B y llega a un punto C, habria
tardado menos en ir de A a C si hubiera ido en linea recta en lugar de pasando
por B. No obstante, Fermat emple6 su principio descartando prudentemente
estas obviedades y, por otra parte, es posible reformularlo de modo que sea
correcto: bajo condiciones fisicas adecuadas, el trayecto seguido por un rayo de
luz entre dos puntos requiere menos tiempo que cualquier otro trayecto que no
se aleje mucho del trayecto real.

Si traducimos la relacién que hemos indicado para el problema del socorrista,
obtenemos lo que realmente concluyé Fermat, y es que, admitiendo el principio
de Fermat, si un rayo de luz se refracta al pasar de un medio en el que se mueve
a velocidad v; a otro al que se mueve a velocidad vs, los angulos de incidencia
y de refracciéon satisfacen la relacion

sena;  v; c/vg

senae vy cfvr’

donde ¢ es la velocidad de la luz en el vacio. Asi, definiendo los indices de
refracciéon como n; = v; /¢, la férmula precedente se convierte en la ley de Snell.

Ese mismo ano de 1658 Fermat se encontré con un desafio con dos premios
publicado por un tal Dettonville, que llamaba a calcular varias caracteristicas
de un arco de cicloide: su longitud, el area que abarca, la superficie que resulta
de su giro, etc. El tal Dettonville resulto ser Blaise Pascal, y Fermat y otros
matematicos le presentaron sus soluciones privadamente, sin participar en el
desafio. El aporte mas novedoso fue el del britanico Christofer Wren, quien
demostro que la longitud de un arco de cicloide generada por una circunferencia
de radio R es 8R.

Huygens Entre los que enviaron soluciones (correctas) a Pascal se encontraba
un matematico y astronomo neerlandés de 29 anos llamado Christiaan Huygens.
Doce anos atrés, cuando todavia era un estudiante, habia entablado correspon-
dencia con Marin Mersenne, que moriria dos anos mas tarde. En estas cartas
tempranas se encuentra una demostraciéon de que la forma de una cadena sus-
pendida de sus extremos no puede ser un arco de parabola, como Galileo habia
sugerido en su didlogo de 1638, aunque no pudo determinar su forma real.

En 1657 Huygens habia inventado y patentado el reloj de péndulo. Mersenne
le habia senalado que la isocronia del péndulo que habia descubierto Galileo no
se cumple cuando las oscilaciones son grandes, es decir: si dejamos oscilar un
péndulo de modo que la desviacién maxima respecto a la vertical sea un dngulo
pequeno, el periodo de oscilacion no se ve modificado a medida que el rozamiento
lo va frenando y la amplitud disminuye, pero si las oscilaciones son grandes el
periodo ya no es el mismo. Esto no es un inconveniente préctico para el buen
funcionamiento de los relojes de péndulo, pues en ellos las oscilaciones son de
pequena amplitud, pero Huygens se planteé el problema de construir un reloj
de péndulo que funcionara incluso con oscilaciones de gran amplitud. Para ello
abordo primero un problema més simple:
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Es facil ver que el movimiento de un péndulo de longitud r sigue las mismas
leyes que el movimiento (sin rozamiento) de una bola sobre una pista semicir-
cular de radio r. Asi, la isocronia galileana esquivale a que si dejamos una bola
sobre una semicircunferencia a poca distancia de su punto méas bajo, empezaré
a oscilar con un periodo de oscilaciéon que depende del radio de la semicircun-
ferencia, pero no de la altura a la que hemos dejado la bola.? Sin embargo, si
la dejamos demasiado alta, el periodo sera sustancialmente menor. Huygens se
planteo6 el problema de estirar la semicircunferencia para rebajar su pendiente,
de tal forma que el periodo de oscilacion sobre la semicircunferencia modificada
sea siempre el mismo, independientemente de la altura.

En realidad hay infinitas curvas que cumplen esto, pero s6lo hay una que es
simétrica respecto del eje vertical, y que esta caracterizada por la propiedad de
que si se deja caer un objeto por ella, éste llega a la base siempre en el mismo
tiempo, independientemente del punto de partida. Huygens llamé tautdcrona
(gr. = el mismo tiempo) a una curva con esta propiedad, y usando técnicas
puramente geométricas —Huygens seria toda su vida un matemaético de la vieja
guardia— demostré que la tautdcrona no es sino la cicloide.

La segunda parte del problema era forzar a un péndulo a moverse sobre
una cicloide, para lo cual Huygens demostré que si se sujeta un péndulo de
longitud L al punto de contacto entre dos arcos de cicloide de longitud 2L la
trayectoria del péndulo es un arco de cicloide de la misma longitud:

Un péndulo en estas condiciones (mientras el rozamiento sea despreciable)
oscila con periodo constante sea cual sea la amplitud de sus oscilaciones.

Newton FEn 1665 la Universidad de Cambridge tuvo que ser cerrada a causa
de una epidemia de peste. Un joven Isaac Newton, recién licenciado a sus
22 anos, que habfa pasado completamente inadvertido como alumno, tuvo que
permanecer dos anos aislado en su casa, pero en esos dos anos revoluciond
silenciosamente la fisica y las matematicas.

Una de sus reflexiones mas trascendentes consistié en plantearse un “expe-
rimento mental”. Si lanzamos horizontalmente una bala desde lo alto de una

2En realidad si que depende de dicha altura, pero, para alturas pequefias, la dependencia
es inapreciable.
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montana, ésta caera describiendo una trayectoria parabdlica. Esto era un hecho
sobradamente conocido para cualquier artillero de la época. Cuanto mayor sea
la velocidad de salida, mas lejos llegara la bala. Con la velocidad suficiente, la
bala deberia llegar a las antipodas de la montana, pero, ;no podria ser lanzada
con velocidad suficiente como para que diera una vuelta completa a la Tierra?
.Y podria ser suficiente como para que llegara con la misma altura y velocidad
de partida? Si asi fuera, la bala no caeria nunca, sino que habria entrado en
orbita. Mas tarde explicaria esto con la figura siguiente:

En palabras de Newton:

El mismo ano [1666] empecé a pensar que la gravedad se extendia a
la orbita de la Luna y, tras haber descubierto como calcular la fuerza
con la que un globo que gira dentro de una esfera presiona la super-
ficie de la esfera, a partir de la regla de Kepler de que los periodos
de los planetas estaban en proporcion sesquidltera a sus distancias
del centro de sus drbitas, deduje que las fuerzas que mantienen a
los planetas en sus orbitas deben ser inversamente proporcionales a
los cuadrados de sus distancias del centro en torno al cual giran, y
ast comparé la Luna en su drbita con la fuerza de la gravedad en la
superficie de la Tierra, y descubri que se correspondian de manera
bastante aprorimada.

Vamos a interpretar este parrafo:

Imaginemos que hacemos girar una bola dentro de una esfera, de modo que
permanece pegada a su superficie por su propio movimiento. Newton conocia el
principio de inercia de Galileo, que ahora se conoce también como primera ley
de Newton:

Primera ley de Newton Si un cuerpo estd libre de toda influen-
cia externa, o permanece en reposo, o se mueve en linea recta con
velocidad constante.
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En virtud de este principio, si la bola sigue una trayectoria circular en lugar
de rectilinea, es porque la esfera esté ejerciendo una fuerza sobre ella. Newton
dice que calculo la fuerza necesaria para que la bola permanezca en su trayec-
toria circular, pero para ello era necesario precisar cuantitativamente la idea
de “fuerza”. El ano anterior Newton habia desarrollado el aparato matematico
necesario para tal fin, y lo denominé “célculo de fluxiones”, pues llamaba “fluen-
tes” a las magnitudes que varian con el tiempo y “fluxion” de un “fluente” a la
velocidad con la que éste varia, definida matematicamente. Con estos conceptos
y el “calculo de fluxiones” asociado, Newton lleg6 a un concepto matematico de
“fuerza” que capturaba la idea de “influencia que un objeto ejerce sobre otro
para modificar su movimiento”, con la cual a su vez pudo formular la que hoy
se conoce como segunda ley de Newton:

Segunda ley de Newton La fuerza total que actia sobre un cuerpo
es igual al producto de su masa por la aceleracion que experimenta.

Aqui la aceleracion hay que entenderla como “la velocidad con la que varia
la velocidad”. El caso es que Newton pudo hacer un calculo cuantitativo de
la fuerza necesaria para obligar a una bola a seguir una trayectoria circular en
lugar de rectilinea. Pero Newton no habla de la fuerza que la esfera ejerce sobre
la bola, sino de la fuerza que la bola ejerce sobre la esfera. Aqui esté teniendo
en cuenta la tercera ley de Newton:

Tercera ley de Newton Si un cuerpo ejerce una fuerza sobre otro,
el sequndo ejerce una fuerza sobre el primero de la misma intensidad,
pero en sentido contrario.

En nuestro caso, si la esfera esta ejerciendo una fuerza sobre la bola para
obligarla a girar (una fuerza dirigida hacia su centro), la bola tiene que estar
ejerciendo una fuerza sobre la esfera en direccion opuesta al centro, de modo
que es indistinto calcular la intensidad de una o de la otra, pues son iguales.3

A continuacién Newton explica que supuso que el movimiento (aproximada-
mente) circular de la Luna podria explicarse por que la Tierra ejerce una fuerza
de atraccién sobre la Luna de la intensidad precisa que habia calculado para
la bola en la esfera. Dicha intensidad depende de la velocidad de rotacién, y
comparando con la tercera ley de Kepler, lleg6 a la conclusiéon de que debia
ser inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre el centro de la
Tierra y de la Luna.

Mas precisamente, Newton obtuvo que la aceleraciéon de Luna no dependia
de su masa (igual que sucede con los cuerpos que caen sobre la Tierra, que lo
hacen con la misma aceleracion sea cual sea su masa), lo cual requeria que la

3Hay que advertir que la presentacion que estamos haciendo no es histéricamente fiel, pues
en este punto Newton todavia no entendia correctamente el movimiento circular y no habia
dado con la formulacién correcta de su tercera ley. En realidad Newton planteaba el problema
igualando la fuerza centrifuga asociada al movimiento de la Luna con la fuerza centripeta
generada por la gravedad terrestre, un planteamiento por el que un estudiante de fisica actual
podria perfectamente suspender un examen.
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fuerza con que la Tierra atrae a la Luna fuera proporcional a la masa de la Luna,
v la tercera ley de Newton implicaba a su vez que, dado que la Luna tiene que
atraer a la Tierra con la misma fuerza, ésta también tiene que ser proporcional
a la masa de la Tierra. En suma, Newton habia llegado a la ley de gravitacion
universal:

Ley de gravitacion universal Dos cuerpos cualesquiera se ven
atraidos por una fuerza gravitatoria que es directamente proporcional
al producto de sus masas e inversamente proporcional al cuadrado
de sus distancias.

Esta ley explicaba el comportamiento de la gravedad en la superficie terrestre
y prometia explicar también los movimientos planetarios. Decimos “prometia”
porque en realidad Newton no habia probado que implicara que los planetas
deben moverse en orbitas elipticas. Y no llegb a hacerlo por el momento, porque
lleg6 1667 y pudo regresar a Cambridge a continuar sus estudios y conseguir un
doctorado. Alli mostré algunos de sus resultados sobre el célculo de fluxiones a
su antiguo profesor Isaac Barrow, quien qued6 impresionado. Newton se guardo
para si sus reflexiones sobre las leyes del movimiento y la gravedad, y mostr6
inicamente aplicaciones puramente matematicas de sus fluxiones, que podian
emplearse para calcular areas, longitudes, tangentes, maximos y minimos, etc.
Sin embargo, no quiso publicar nada porque era consciente de que no podia
justificar satisfactoriamente la correcciéon de sus métodos. Durante los diez anos
siguientes elabor6 al menos tres enfoques diferentes de sus métodos. En 1669
Barrow renunci6 a su catedra (para ocupar cargos académicos mas elevados)
y recomend6 a Newton para que la ocupara en su lugar, con lo que Newton
consiguié una catedra a los 26 anos.

En 1679, a raiz de su correspondencia con Robert Hooke, Newton se interesé
de nuevo por la fisica y en 1684 logré demostrar que las tres leyes de Kepler son
consecuencia de la ley de gravitaciéon universal. Finalmente, en 1687 publico
sus Filosofiae naturalis principia mathematica, que son probablemente el mayor
tratado cientifico jamas escrito. En él presenta sus tres leyes de la dinamica y
la ley de gravitacion universal, y a partir de ellas demuestra, entre otras cosas,
las leyes de Kepler sobre el movimiento planetario y la generacion de las mareas
como consecuencia de la gravedad lunar.

Pero Newton seguia sin publicar una exposiciéon sistematica de su calculo
de fluxiones. Aunque habia redactado un manuscrito al respecto en 1671 titu-
lado precisamente El método de los fluriones, nunca llegaria a publicarlo. Los
planteamientos de los Principia, son esencialmente geométricos, con muchas
referencias a Euclides y a Apolonio de Perga que simulan “las viejas técnicas
geométricas”, pero usa el calculo de fluxiones “entre bambalinas”, presentando
las propiedades que va necesitando sobre las situaciones concretas que trata en
cada momento, en las que resultan més plausibles que en enunciados generales.

Los Principia dieron a Newton fama internacional, aunque los cientificos
“continentales” preferian la explicacion que Descartes habia presentado en FEl
mundo sobre el movimiento planetario, segiin el cual los planetas se movian en
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remolinos de éter, de modo que no habia que suponer que el Sol podia influir
sobre la Tierra desde lo lejos (Descartes habia fallecido en 1650). De hecho,
por esa época, muchos astréonomos seguian defendiendo la teoria geocéntrica.
Un caso especial fue el de Giovanni Domenico Cassini, que aceptaba el heliocen-
trismo, pero no estaba satisfecho con la segunda ley de Kepler. Ahora bien, si se
aceptaba la primera, es decir, que los planetas siguen érbitas elipticas, entonces
habia que aceptar la segunda para que las posiciones de los planetas coincidieran
con las observadas. Por ello, en 1693 Cassini se planteo la posibilidad de que
las orbitas planetarias no fueran elipses, sino lo que hoy se conoce como 6valos
de Cassini.

Mientras una elipse esta formada por los puntos del plano tales que la suma
de las distancias a dos focos es constante, un dvalo de Cassini esta formado
por los puntos del plano tales que el producto de las distancias a dos focos es
constante. Si dejamos de lado a Newton, la hipotesis no era descabellada. La
figura siguiente muestra una elipse con la excentricidad de la érbita de Marte y
el 6valo de Cassini con los mismos semiejes:

N
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Para apreciar la diferencia consideramos una elipse con excentricidad mayor,
por ejemplo, e = 0.6 (el 6valo es la curva exterior):

:\
%
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Mas concretamente, Cassini se plante6 si las érbitas planetarias podrian ser
6valos con el Sol en uno de los focos y de modo que el segundo foco hiciera
de ecuante, es decir, que la velocidad (angular) de un planeta fuera uniforme
cuando se observa desde el segundo foco, lo cual le parecia méas natural que la
ley de las areas. No obstante, anos més tarde admitirfa que las leyes de Kepler
eran correctas.
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Leibniz En 1672, durante un viaje a Paris, Huygens habia conocido a un
joven diplomético aleméan de 26 afios llamado Gottfried Wilhelm Leibniz. En
1673 Leibniz ingreso en la Royal Society, a la vez que empezaba a recibir clases de
geometria analitica por parte de Huygens, quien le recomendd varios libros. Muy
a pesar de su maestro, Leibniz se interes6 por las “nuevas técnicas geométricas”,
y en 1674 escribi6 al secretario de la Royal Society comunicdndole algunas de
sus ideas, pero éste le respondié que Newton tenia métodos generales sobre esos
temas. Leibniz estaba obteniendo por su cuenta resultados equivalentes a los
del calculo de fluxiones de Newton, pero para ¢él era mas importante lo que
Newton habia relegado a un segundo plano: sistematizar la “nueva teoria” vy,
en particular, expresarla en toda su generalidad con la notacién mas adecuada.
Leibniz destaco la fecha del 11 de noviembre de 1675 como uno de los puntos
clave de sus investigaciones, cuando introdujo la notacion [ f(z)dx. En el
mismo manuscrito aparece también la formula d(zy) = xdy + ydz. En 1676
descubri6 la formula da™ = nz™ ! dz, para todo exponente racional n.

Ese ano Newton escribi6é una carta a Leibniz en la que le enumeraba muchos
de sus resultados, pero sin demostraciones. Leibniz le respondié inmediata-
mente, pero la carta habfa tardado mucho tiempo en llegarle y Newton crey6
que se habia tomado seis semanas para responderle. Entonces le escribié una
segunda carta en tono educado, pero que daba a entender que pensaba que Leib-
niz le habia robado sus métodos. Leibniz le respondié dandole algunos detalles
de su propio trabajo, pero Newton senalé —no sin razén— a sus colegas que
las técnicas de Leibniz no resolvian ningtan problema no resuelto. Por su parte,
Leibniz comprendié que debia publicar lo antes posible su trabajo, pero las ma-
teméticas no eran su tnica ocupacion y le llevé un tiempo estar en condiciones
de hacerlo.

En 1682 Leibniz inst6 a Otto Menke a fundar las Acta Eruditorum, la pri-
mera revista cientifica alemana, y en su numero de octubre de 1684 publico
en ella un articulo titulado: Noua methodus pro maximis et minimis, itemque
tangentibus, quae nec fractas nec irrationales quantitates moratur, et singulari
pro illis calculi genus, (Un nuevo método para maximos y minimos, asi como
para tangentes, que no se ve obstaculizado por cantidades fraccionarias o irra-
cionales, y un tipo de calculo singular para ellas). En él trata el problema de
determinar las tangentes a una curva, asi como encontrar sus maximos y sus
minimos. También define los conceptos de concavidad, convexidad y punto de
inflexion. Las reglas basicas del céalculo con diferenciales son enunciadas sin
demostraciones. El trabajo termina asf:
dy

Me agradaria anadir como apéndice la solucion del pro-
i

blema que Descartes, a propuesta de Beaume, abordd, pero
no resolvido: FEncontrar una curva de tal naturaleza que la
proyeccion de cualquiera de sus puntos sobre un eje y el
corte de con éste de la tangente en el punto determinen
un segmento de longitud constante.
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Leibniz tradujo el problema a la ecuacion diferencial:

)

dy _y
dr ¢

y la resolvié en pocas lineas, con lo que se convirtié en la primera ecuaciéon

diferencial resuelta explicitamente como tal en una publicacién matemaética.

Leibniz describe el contenido de su articulo como un calculo que no es geomé-
trico, sino una forma de céalculo simbolico. Esto era una forma elegante de eludir
las preguntas delicadas sobre como habia que entender las “diferenciales” dx, dy
que aparecen en sus calculos (no tienen un significado geométrico, sino que son
meros “simbolos”). Pero es interesante ver qué pensaba Leibniz al respecto, por
ejemplo, en este parrafo de una carta a John Wallis escrita en 1690:

Es 4itil considerar las cantidades como infinitamente pequenas, de
modo que, cuando interesa su proporcion, pueden omitirse, mejor
que verse como 0, cuando se encuentran junto a cantidades que son
incomparablemente mayores. Si tenemos x + dx, entonces dx se
omite. Similarmente, no hay que dejar que xdx y (dz)? se encuen-
tren uno al lado del otro. Ast, si tenemos que diferenciar xy, escri-
bimos (x + dz)(y + dy) —zy = x dy + ydz + dz dy. Pero aqui dx dy
debe omitirse, porque es incomparablemente menor que x dy + y dz.
Por lo tanto, en cada caso particular el error es menor que cualquier
cantidad finita.

Por ejemplo, veamos cémo Leibniz diferenciaba una raiz cuadrada:

Vy+dy — y)(Vy +dy + /)
VY +dy+ /Y

_ dy _ dy _ 1
S Vytdy+ o ITVY 28

donde hemos omitido el dy que acompana a la cantidad incomparablemente
mayor .

dyy=Vy+dy—y=

dy,

En 1686 Leibniz publicé un segundo articulo en la misma revista, titulado De
geometria recondita et analysi indiuisibilium atque infinitorum, donde aborda
el problema de las cuadraturas y demuestra que la integracion y la diferencia-
cion son operaciones reciprocas. En él presenta por primera vez el signo f , al
que llama “sumacién”. Ese mismo ano Leibniz entr6 en una polémica con los
cartesianos sobre si la magnitud adecuada para describir el movimiento de un
cuerpo es la cantidad de movimiento considerada por Descartes (el producto
de la masa por la velocidad) o bien lo que Leibniz llamaba su fuerza viva, que
es esencialmente lo que hoy se conoce como energia cinética. En 1687, el ano
en que Newton publico sus Principia, Leibniz plante6 un problema convencido
de que los cartesianos no sabrian resolverlo, pues en la solucién que él habia
encontrado era esencial el concepto de “fuerza viva’:
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Encontrar la forma de una rampa que haga que los cuerpos que caen
por ella se muevan con velocidad vertical constante.

Leibniz llamo6 isdcrona a la solucion que reclamaba. Sin embargo, unos meses
mas tarde, Huygens presentd una respuesta geométrica al problema, asi que en
1689 Leibniz publico la suya.

Los Bernoulli Las publicaciones de Leibniz sobre su calculo diferencial no
eran faciles de digerir y no interesaron a los matematicos de la época excepto a
uno: un matemético suizo llamado Jakob Bernoulli que en 1687, a sus 32 anos,
habia obtenido una plaza en la Universidad de Basilea y que pronto entablo
correspondencia con Leibniz para comprender sus técnicas. Al mismo tiempo,
estaba ensenando matematicas a su hermano Johann, de 20 afios, y fueron los
primeros en asimilar las ideas de Leibniz. Jacob no tardé en resolver el problema
de la is6crona, y su solucion fue publicada en las Acta eruditorum en 1690. En
su articulo se us6 por primera vez la palabra “integral” en su sentido moderno.
Ese mismo ano fue él quien plante6 un nuevo problema:

Encontrar la forma que adquiere una cadena suspendida de sus ex-
tremos.

Bernoulli llamé catenaria a la curva por la que preguntaba. Segtn hemos
senalado mas arriba, Huygens habia demostrado a los 17 anos que no podia ser
una parabola, pero el problema de encontrar la forma correcta seguia abierto.
Sin embargo, en 1691, a los 62 anos, si que fue capaz de resolverlo, y su solucion
fue una de las tres que recibié Jakob, junto con otra de Leibniz y otra de Johann
Bernoulli (a las que habia que sumar la del propio Jakob). Las figuras muestran
las catenarias y las parabolas de longitud L = 6, 2.5, 2.2, respectivamente, sus-
pendidas de dos puntos a la misma altura a una distancia d = 2 (la catenaria
es la que cae menos):

0.5 fo -1 -0.5 o4 0.5 A.0

-0.2F
-03F
-04F
—0.5F
-0.6
-0.7F

-0.1
N\ -0.2
-0.3
S
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Vemos que para longitudes pequenas la catenaria es indistinguible de la
parabola. Ese mismo ano de 1691 Jacob Bernoulli plante6 un nuevo problema:

Encontrar la forma que adquiere una varilla eldstica cuando se fija
un extremo perpendicularmente al suelo y se cuelga de su otro ex-
tremo un peso adecuado para que el extremo libre se curve 90°.



XXix

Jakob llamé a esta curva la eldstica rectangular, y
tuvo la satisfaccién de que nadie supo resolver su pro-
blema. En una carta a Leibniz Huygens dijo ese mismo
ano: No puedo esperar a ver qué se le ha ocurrido al
Sr. Bernoulli el mayor sobre la curvatura de la varilla.
Nunca hubiera pensado que se pudiera sacar nada claro
o elegante de aht, asi que no lo he intentado.

En 1693 Leibniz plante6 otro problema recordando
una conversacion que habia tenido anos atras en Paris
con Claude Perrault?:

El distinguido fisico parisino Claude Perrault, igual-
mente famoso por su trabajo en mecdnica y en arqui-
tectura, bien conocido por su edicion de Vitrubio, y en
vida un importante miembro de la Real Academia Francesa de las Ciencias, me
planted este problema a mi y a muchos otros antes que a mi, admitiendo que no
habia sido capaz de resolverlo.

I I I I I I
01 02 03 04 05 06

Leibniz anadia que, segin le habia dicho Perrault, ningin matematico habia
sabido resolver el problema, ni siquiera en Toulousse, que era una forma discreta
de decir que Fermat no habia sabido resolverlo (Fermat habia muerto en 1665).
El problema consistia en encontrar la forma de la tractriz, es decir, en palabras
de Perrault, la curva que describe su reloj de bolsillo puesto sobre una mesa si
se tira de su cadena siguiendo el borde:

Huygens lo resolvié ese mismo ano, pero al parecer Newton ya lo habia
resuelto en 1676, aunque no habia publicado la solucion.

En 1694 Jakob Bernoulli publicé su solucién al problema de la elastica rec-
tangular, que resulté ser la curva formada por los puntos (z,y) que cumplen

y/h 2
r=nh — dt,
[ =

donde h es la altura de la varilla doblada (la elastica representada mas arriba
corresponde a h = 1). Lo natural hubiera sido expresar la solucion en términos

4El hermano de Charles, el autor de La bella durmiente, Caperucita Roja, El Gato con
Botas, Cenicienta o Pulgarcito
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de la longitud L de la varilla sin doblar, pero ésta viene dada por una integral
similar:

Yo
L=nh /0 mdt.

Respecto a estas integrales, Jakob dijo: “tengo buenas razones para creer que
la construccion de nuestra curva no depende ni de la cuadratura ni de la rec-
tificacion de nminguna seccion conica”. Con esto queria expresar que no creia
que dichas integrales pudieran resolverse explicitamente (aunque calcul6 buenas
aproximaciones numéricas mediante desarrollos en series de potencias). Jakob
consideré que el problema estaria “mejor resuelto” si daba una interpretacion
geométrica a las integrales, y esto le llevé a buscar una curva “sencilla” cuya
longitud viniera dada por la misma integral que la que resulta al calcular la
longitud de la eléastica rectangular. Asi llegd a la curva de ecuacion:

(2% +y%)* = a®(a® — ),

y probd que su longitud es

1
1
L =4a — dt.
/0 VIt

A su vez, el estudio de estas integrales le inspir6é para abordar otro problema
(el problema de la is6crona paracéntrica) que Leibniz habia planteado en 1689
cuando Huygens le estroped el reto que habia planteado a los cartesianos con la
isécrona, y ese mismo ano publicd un articulo en las Acta eruditorum en el que
resolvia el problema a la vez que presentaba su nueva curva, a la que describio
como una curva con forma de 8 tumbado, o de lemniscus, que en latin quiere
decir “lazo” o “colgante”, asi que pronto fue conocida como “lemniscata”. En
general, se llama lemniscata a cualquier curva en forma de 8, por lo que la curva
que nos ocupa es, concretamente, la lemniscata de Bernoulli:

0.3
0.2
Al

El caso fue que el articulo de Jacob sobre la eléstica también habia llevado
a su hermano Johann por el mismo camino y también él habia descubierto
la lemniscata y publico un articulo sobre ella en las Acta eruditorum, con la
diferencia de que el articulo de Jakob aparecio en septiembre y el de Johann en
octubre. A partir de ahi los dos hermanos discutieron sobre quién habia sido el
descubridor de la lemniscata y nunca se reconciliaron.

La situacion era que, en 1694, los tinicos matematicos capaces de resolver los
desafios sobre las aplicaciones del nuevo calculo diferencial e integral eran el pro-
pio Leibniz y los Bernoulli, mientras que Huygens era el tinico matematico de la
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talla necesaria para poder resolverlos con las técnicas geométricas antiguas. Los
deméas matematicos de la época, sencillamente no entendian el calculo diferen-
cial. Naturalmente, Newton era la excepcion, que si no habia querido participar
en los desafios no habia sido, sin duda, por falta de capacidad. Sin embargo, ese
ano aparecié un nuevo aspirante al selecto circulo de los iniciados en el calculo
diferencial:

Johann Bernoulli, a sus 27 anos, conocié en Paris al marqués Guillaume
Frangois Antoine de I’'Hopital, quien quedd encantado de haber encontrado a
alguien que dominaba el calculo diferencial, y le ofrecié un buen salario a cambio
de darle algunas clases, de responder por correspondencia a sus preguntas y de
comunicarle sus descubrimientos, con la condiciéon adicional de no revelarselos
a nadie méas. El joven acept6 estas condiciones que no parecian muy honestas
y pronto se vio que no era una mera apariencia. En 1696 el marqués publicéd
su Analyse des infiniment petits pour l’inteligence des lignes courbes, que fue el
primer libro de texto sobre calculo infinitesimal, y era préacticamente idéntico a
los apuntes que el propio Bernoulli se habia escrito para si mismo al preparar
las clases que le dio a I’Hépital, si bien éste habia corregido algunos errores.
Sin embargo, en el libro no aparecia més referencia al verdadero autor que
una frase genérica de agradecimiento en el prefacio. En particular, uno de los
resultados que Johann Bernoulli le habia comunicado al marqués, y que aparecio
publicado en su libro por primera vez con la misma prueba que puede verse en
la correspondencia entre ambos, es hoy conocido como la regla de I’'Hopital. Al
parecer, el marqués consideraba que habfa comprado los derechos intelectuales
sobre los resultados de Bernoulli. Este protesté amargamente en una carta, pero
se consider6 obligado por el acuerdo que habia firmado a no decir nada en vida
del marqués.

Ese mismo ano de 1696 fue Johann quien planted por primera vez un desafio
a otros matemaéticos, que fue publicado en las Acta eruditorum con este pream-
bulo:

Yo, Johann Bernoulli, me dirijo a los matemdticos mds brillantes
del mundo. No hay nada mds atractivo para las personas inteligen-
tes que un problema honesto y desafiante, cuya posible solucion le
otorgard la fama y permanecerd como un monumento eterno. Si-
guiendo el ejemplo de Fermat, Pascal, etc., espero ganar la gratitud
de toda la comunidad cientifica al proponer a los mejores matemdti-
cos de nuestro tiempo un problema que pondrd a prueba sus métodos
y la fuerza de su intelecto. Si alguien me comunica la solucion del
problema propuesto, lo declararé piublicamente digno de alabanza.

El problema era el siguiente:

Dados dos puntos A y B en un plano vertical, scudl es la curva
trazada por un punto que, bajo la accion de la gravedad tunicamente,
partiendo de A llega a B en el menor tiempo posible?

Maés precisamente, se trata de disenar un tobogan, o incluso un tubo que
permita toda clase de cambios de direccién (pero siempre en un mismo plano),
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que parta de A y llegue hasta B de modo que si se deja un cuerpo en reposo
en A, llegue hasta B en el minimo tiempo. La curva que resuelve el problema
pasé a ser conocida como braquistdcrona, que en griego significa “la de menor
tiempo”.

Bernoulli dijo que le habia costado dos semanas dar con la soluciéon. En su
desafio habia dado un plazo de seis meses, pero nadie respondi6 y, a peticion
de Leibniz, lo extendi6é un afio mas. Ademas escribié una carta personalmente
a Newton planteandole el problema.

Recientemente Newton habia abandonado su vida académica para aceptar
el cargo de director de la Casa de la Moneda. Segtn su sobrina, recibi6 la carta
el 29 de enero de 1697 a las 16:00, cuando regresaba del trabajo, y esa noche a
las 4:00 tenia ya la solucion. Al dia siguiente se la comunicé al presidente de la
Royal Society y aparecio publicada poco después en una revista de la institucion,
pero de forma anénima porque, segiin palabras de Newton, no le gustaba que los
matemdticos extranjeros lo agobiaran con cosas de matemdticas. La respuesta de
Newton no daba muchos detalles, pero, en una carta de marzo de 1697, Johann
Bernoulli decia que, aunque el autor no habia revelado su nombre por un exceso
de modestia, los pocos detalles que habia dado bastaban para reconocer que era
obra de Newton, como ez ungue leonem (como se reconoce a un leén por su
garra).

Finalmente, cinco matemaéticos resolvieron el problema: Newton, Leibniz,
Jakob Bernoulli, L’Hopital y Ehrenfried Walter von Tschirnhaus. (Huygens no
pudo participar, porque habia muerto un ano antes de que Johann planteara
su desaffo.) La braquistocrona resulté ser simplemente una cicloide de modo
que la cicloide era a la vez la tautécrona y la braquistocrona, pero la segunda
propiedad era mas dificil de justificar, pues la tautocronia es una propiedad de
la curva en si, mientras que la braquistocronia requiere comparar la curva con
cualquier otra curva posible que una los mismos extremos.

Citamos un curioso resultado que Johann Bernoulli obtuvo en 1697. Leib-
niz habfa llegado a descubrir el calculo integral guidndose en parte por ciertas
analogias entre las integrales y las series infinitas, pero la analogia que presenta
la primera de las igualdades siguientes entre una integral y una suma parece
demasiado hermosa para ser cierta, y sin embargo lo es:

1 oo
1 11111
dr = - 4 — 4.
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L’Hoé6pital muri6é en 1704, a los 42 anos, y Jakob Bernoulli en 1705, a los 50
anos. Habia dejado dispuesto que en su lapida se grabara una espiral logaritmica,
a la que habia bautizado como spira mirabilis (espiral admirable) y que hoy
también es conocida como espiral de Bernoulli, junto con la frase Fadem mutata
resurgo (aunque cambiada, resurjo igual). Se trata de una curva descrita por
primera vez en 1525 por el pintor Alberto Durero (quien la califico de “linea
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eterna”, y estudiada posteriormente por Descartes en 1638. Se trata de la curva
que, en coordenadas polares, viene descrita por la ecuaciéon p = ae*?, es decir,
la curva (z,y) = ae*?(cos 0, sen 0).

4

Bernoulli la estudié a fondo, y observé que, aunque normalmente una ho-
motecia transforma una figura en otra mayor, la espiral logaritmica queda inva-
riante. En efecto, aplicarle una homotecia de razoén r equivale a multiplicar sus
coordenadas por r, pero expresando r = €% vemos que

r(z,y) = €"aef’(cosf,send) = ae® %) (cosh), sen b)

ae™(cos(¢ — ¢o), sen(¢ — o)),

y las ecuaciones resultantes son también el resultado de girar la espiral un an-
gulo ¢g. Esto no sucede, por ejemplo, con una espiral de Arquimedes, de ecua-
cion p = kO, en la que las espiras cortan al eje = a intervalos de longitud 2k, por
lo que si aplicamos una homotecia de razoén r, la espiral homotética es distinta
de la inicial, ya que los intervalos de corte pasan a tener longitud 2krm.

W

Bernoulli interpret6 esta invarianza de la espiral logaritmica como una me-
tafora de la inmortalidad del alma, y por eso la consider6 adecuada para su
lapida, pero por error le grabaron una espiral de Arquimedes.

Fagnano Leibniz muri6 en 1716, a los 70 anos, lo que puso fin a una agria
polémica sobre quién habia descubierto el célculo infinitesimal. Para entonces
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Newton habia abandonado la investigacién matematica y se empleaba a fondo
en perseguir falsificadores de monedas. Johann Bernoulli, a sus 49 anos, era en-
tonces el mayor experto mundial en activo sobre célculo infinitesimal. El tratado
de L’Hopital habia contribuido a difundir las nuevas ideas entre la comunidad
matematica, pero seguian escaseando los que las dominaban. Uno de los nuevos
iniciados de esa época fue el conde Giulio Carlo di Fagnano, que en 1716 habia
descubierto unos resultados sorprendentes, publicados en 1718.

Los astréonomos estaban aceptando las leyes de Kepler, y el estudio de las
orbitas elipticas llevaba de forma natural a calculos que involucraban longitudes
de arcos de elipse, pero sucede que las integrales que permiten calcular dichas
longitudes no se pueden calcular. No era que los matemaéticos tuvieran argu-
mento alguno que probara la imposibilidad de calcularlas, pero estaba claro que
ninguna técnica de integracién conocida era aplicable. Y no era el tinico caso.
Lo mismo sucedia con las integrales que determinan la curva eléstica, o su lon-
gitud, o la longitud de la lemniscata. Parecia que esto impedia cualquier intento
de aplicacion del calculo infinitesimal a los problemas relacionados con tales in-
tegrales, y ahi es donde Fagnano contradijo las apariencias. Los resultados més
espectaculares los obtuvo con la lemniscata.

0.5+

La figura anterior muestra una lemniscata de semilongitud 1 y tres circun-
ferencias. Fagnano mostré como construir esas tres circunferencias con regla y
compés, de modo que, junto con el eje horizontal, dividen la lemniscata en 16
arcos de la misma longitud. Mas en general, Fagnano mostré cémo dividir una
lemniscata con regla y compas en 2",3-2™ y 5- 2" arcos iguales, para cualquier
ntmero natural n.

Por ejemplo, para la division en 2™ partes iguales, el ingrediente principal
de su argumento era el teorema siguiente:

Si0<u<ly
| mur V2 =2V —uft
1—vV1I—ut '
entonces

0o V1—pt 0o /1-pt
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Las integrales dan la longitud del arco de lemniscata comprendido entre su
centro y los cortes con la circunferencia de radio u y v, de modo que, por ejemplo,
para u = 1, la circunferencia de radio v = /v/2 — 1 divide un cuadrante de
lemniscata en dos arcos iguales, luego divide a la lemniscata en 8 partes iguales,
y es la circunferencia intermedia de la figura anterior. Partiendo a su vez del
valor u = v/v/2 — 1 se obtiene el radio v de la circunferencia menor de la figura,
que determina arcos de longitud igual a 1/16 de la longitud total.

Asi, Fagnano no podia calcular las integrales con las que trabajaba, pero eso
no le impedia obtener relaciones entre ellas. Sus resultados sobre la elipse eran
menos espectaculares, pero igualmente sorprendentes.

P
P/

-

Consideremos un punto arbitrario P en una elipse, que podemos representar
como P = (z,y) = (acos ¢, bsen ¢), donde el d&ngulo ¢ no es el angulo que forma
OP con OA, sino el determinado por

()

—tan¢ = L
a x

Construimos otro punto P’ = (z',y’) = (acos@’,bsen¢’) con la condicién de
que

b
tangtan ¢’ = =.

a

Explicitamente, sustituyendo en esta condicién

/
ay ;. ay
ta = = ta =L

obtenemos que P’ es la interseccion de la elipse con la recta

y bz

ady

Es claro que si b/a es constructible con regla y compés, también podemos cons-

truir P’ a partir de P. Fagnano, aun sin poder calcular las longitudes de los
arcos BP y P/A, calcul6 la diferencia de las longitudes:

!/

xx

e

BP — P'A =

)

donde € es la excentricidad de la elipse.
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(1),

7

En particular, si consideramos el que ahora se conoce como punto de Fagnano
de la elipse, que es el punto F = F’ (que es facil de calcular y de construir con
regla y compés), se cumple que

BF —FA=b—a.

Estos resultados apuntaban a que detras de aquellas integrales “incalcula-
bles” debia de haber alguna teoria matematica no trivial, pero la publicacion de
Fagnano pasé completamente inadvertida durante décadas.

Euler Johann Bernoulli tuvo tres hijos y una hija. El mayor, Nicolau, muri6 de
apendicitis a los 31 anos en 1726, poco después de haber obtenido un puesto de
profesor en el departamento de matemaéticas y fisica en la Academia de Ciencias
de San Petersburgo. Este paso a ser ocupado por su hermano Daniel, quien
a su vez dejo vacante su plaza en el departamento de fisiologia, y recomendo
para ocuparla a un amigo suyo de 25 anos, Leonhard Euler, a quien su padre,
Johann Bernoulli, habia estado dando clases de matematicas los sabados y hasta
convencer al padre del muchacho de que el destino de Leonhard no era ser pastor
protestante, sino un gran matemaético. Y asi fue. Euler llego6 a San Petersburgo
el 17 de mayo de 1727, unos meses después de que Newton falleciera a los 84
anos y el mismo dia en que muri6 la emperatriz Catalina I la Grande y su hijo
de 12 anos se convirtiera en el nuevo zar, Pedro II. Uno de sus tutores era el
matematico aleman Christian Goldbach.

Por esa época estaba de moda el “problema de la interpola- 2
cién”, consistente en encontrar expresiones analiticas que sobre los
nimeros naturales coincidieran con sucesiones dadas. Por ejemplo,
la sucesion: 15

1, 142 14243, 14+2+3+4,

que en principio s6lo tiene sentido para ntmeros naturales, se in-
terpola con la funcién

z(z +1) °

5

Es evidente que hay infinitas funciones méas que interpolan la misma
sucesion, pero se trataba de encontrar “la més natural”, la que se
corresponde con la curva que uno dibujaria si no tuviera mas intencién que unir
los puntos dados de la forma mas simple posible. La figura muestra la rela-
cion entre la sucesion y su interpolacion. Goldbach se habia interesado en el
problema de interpolar la sucesion de los factoriales.

1234586
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Incapaz de encontrar una expresiéon interpolante, habia consultado a Nico-
laus en 1722 y en 1729 plante6 el problema a Daniel, quien el 6 de octubre de
1729 le respondi6 con una carta (Goldbach estaba en Mosci) en la que propo-
nia un producto infinito que interpolaba la sucesion de los factoriales. Daniel
le habia planteado el problema a Euler, que también habia obtenido su propia
solucién y, animado por Bernoulli, se la comunicé también a Goldbach en una
carta del 13 de noviembre. La solucién de Euler era:

ol — 117n.2n 217n.3n 317n'4n 41771.571
 1+4n 2+n 3+n 4+n

que se transforma facilmente en

TP (G Vi
Ck (n+l)(n+ k)’

pero en una carta del 8 de enero de 1730 le presentd otra que consi-
der6 mucho més satisfactoria:

1
n!:/o (—logt)" dt. I

Cambiando la n por una s en la expresion de la derecha obtenemos
la funcién que méas adelante Gauss bautizaria como funcion factorial {s

i(s) = /O (—logt)* dt,

cuya grafica muestra la figura. Esta funcién no sélo interpola “de
forma natural” a la sucesion de los factoriales, sino que cumple en
general la ecuacion II(z + 1) = (z + 1)II(x) que define a la sucesion (

factorial, y aparece hoy en dia en contextos muy diversos del anélisis
matematico y la estadistica, si bien en términos de la que Legendre
defini6 como funcion gamma: T'(x) = (x — 1).

-1 1234

Newton habia muerto sin haber publicado ningin tratado sobre su método
de los fluxiones. En 1734 Euler publico su tratado Mechanica, en el que aplica de
forma sistematica el calculo diferencial en el estudio del movimiento, basandose
en leyes generales y no en razonamientos geométricos ad hoc, como habia hecho
Newton. Sin embargo, las técnicas analiticas segufan resultando dudosas —
cuando no incomprensibles— para los mateméticos no iniciados. La primera
critica abierta fue publicada en 1734 por el obispo George Berkeley, en un ensayo
titulado:

El Analista. Un discurso dirigido a un matemdtico infiel, en el que
se examina si el objeto, los principios y las inferencias del andlisis
moderno se conciben mds claramente o se deducen mds evidente-
mente que los misterios religiosos y las cuestiones de fe.

Berkeley pone el dedo en la llaga en todos los aspectos oscuros del célculo
diferencial. Uno de los pasajes mas famosos de su ensayo es éste:



xxxviil Introducciéon

&Y qué son esos fluriones? ;Las velocidades de incrementos eva-
nescentes? ;Y qué son esos mismos incrementos evanescentes? No
son ni cantidades finitas, ni cantidades infinitamente pequenas, ni
tampoco nada. ;No tendriamos que llamarlos los fantasmas de las
cantidades difuntas® ?

Finalmente, en 1736 se publicdé péstumamente El método de los fluxiones de
Newton, pero no ayudo en nada a refutar las objeciones de Berkeley. El mismo
ano, Thomas Bayes publicé anénimamente una respuesta a Berkeley titulada

Una introduccion a la doctrina de los fluziones, y una defensa de los
matemdticos contra las objeciones del autor de “El analista”, en la
medida en que éstas pretenden afectar a sus métodos generales de
razonamiento.

Sin embargo, lo que el calculo infinitesimal necesitaba, no eran defensas dia-
lécticas, sino una fundamentacion matematica firme, de la que indudablemente
carecia en esa época.

Una buena parte de las matematicas adquiri6 su forma actual en los trabajos
de Euler. En 1748, un ano antes de la muerte de Johann Bernoulli, public6 su
Introductio in analysin infinitorum, donde introduce el concepto de “funcion”
y afirma que el objeto del analisis matematico es el estudio de las funciones,
y en 1755 publico sus Institutiones calculi differentialis. Fue él quien en 1727
introdujo la letra e como nombre para la base de la funciéon exponencial, y en
1734 la notacion f(z) para las funciones, y décadas mas tarde introduciria la 7
como nombre del area del circulo unitario, o > como signo para los sumatorios,
etc., pero estas cuestiones de notacién son anecdoéticas frente a lo que supuso
la obra fundacional de Euler. En sus tratados encontramos por primera vez
una exposicion logica, con definiciones, teoremas generales y sus demostraciones
correspondientes. Ni las definiciones ni las demostraciones eran en muchos casos
rigurosas segtn los pardmetros modernos, pero constitufan una base firme tanto
para el progreso posterior del célculo diferencial como para el perfeccionamiento
paulatino de sus fundamentos.

Un acontecimiento notable se produjo el 23 de diciembre de 1751, cuando Eu-
ler recibi6 el encargo de revisar las publicaciones de un aspirante a la Academia
de Berlin. Se trataba de un libro en dos tomos titulado Produzioni Matemati-
che del conte Giulio Carlo di Fagnano, marchese de’Toschi e di Sant’Onorio,
y habfa sido publicado el ano anterior. En la portada parecia una lemniscata
con muchos adornos y con la inscripcion multifariam diuisa atque dimensa Deo
ueritatis gloria (muchas veces dividida y medida por la gloria del Dios de la
verdad).

5Berkeley habla de "incrementos evanescentes" por la facilidad con la que, de repente,
cuando convenia, se eliminaban de los calculos. La palabra “departed” se usa en inglés ha-
bitualmente en el sentido de “difunto”, pero literalmente significa “que se ha marchado”, y
Berkeley hace un juego de palabras con estos dos significados. Los infinitésimos son “depar-
ted” porque se marchan de los calculos y por eso son como fantasmas de cantidades difuntas.
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Asi fue como finalmente la obra de Fagnano llamo la atencion de Euler, que
se sorprendié al ver sus resultados sobre la lemniscata y las elipses. Euler los
relacion6é con un descubrimiento que él mismo habia hecho en 1738, cuando
escribi6 a Johann y a Daniel Bernoulli para comunicarles que, en una elastica
rectangular de altura i = 1, el producto de su longitud por su desplazamiento

es:
™

1 1 1 g2
/o V1I—t4 /o Vi—it 4
Pero el asombro le duré poco, porque al poco tiempo habia “cogido el truco”

a las técnicas del conde y habia generalizado su férmula de bisecciéon de arcos
de lemniscata a un teorema de adiciéon que publico en 1753. Su enunciado es:

Si0<up,us<l,up+us<ly

_ ul\/l—u%—!—uQ\/l—u‘l1
1+ ufu3 '

entonces

/“1 dp +/“2 dp /” dp
o V1—-p* Jo 1-pt o /1=pt

El resultado correspondiente de Fagnano resulta de hacer u; = us = u en
el teorema de Euler. Esto significa que, dados dos arcos de lemniscata con un
extremo en su centro, es posible construir un tercero cuya longitud sea la suma
de las longitudes de los arcos dados.

La prueba de Euler, como las de Fagnano, consistia en un ingenioso cambio

de variable que no arrojaba luz alguna sobre por qué la “integral de la lemniscata”
satisfacia relaciones tan curiosas. La luz tardarfa varias décadas en llegar.

Las integrales elipticas El primer paso lo dio Legendre, que en 1786 empezo
a desarrollar una teoria general sobre las integrales de la forma

[ B P ds,

donde R(z,y) es una funcién racional, es decir, un cociente de polinomios, y
P(z) es un polinomio de grado 3 o 4 sin raices multiples. Les dio el nombre de
integrales elipticas, porque entre ellas se encuentra la integral que da la longitud
de una elipse. Entre otras cosas, Legendre demostré que toda integral eliptica
puede reducirse a tres tipos canoénicos de tales integrales, que llamoé de primera,
sequnda y tercera especie, con lo que bastaba estudiar esos tres tipos. Legendre
desarrolld6 una teoria general que le permitié construir tablas a las que podia
reducirse el calculo de cualquier integral eliptica sobre un intervalo concreto.

Cuando Legendre empez6 sus investigaciones sobre este tema, Gauss tenia 9
afnos, pero antes de que las terminara, sobre 1798, Gauss ya habia desarrollado
su propia teoria basada en una idea revolucionaria.
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Gauss se dio cuenta que las manipulaciones farragosas con las que Fagnano
y Euler habian demostrado las relaciones que habfan encontrado sobre la lem-
niscata no eran la forma adecuada de estudiar tales integrales. Por ejemplo, si

0<u,up<ly
v=1u1y/1 —u? +ug\/1 —u? <1,

se cumple la relaciéon

/“1 dt . /”2 ac /” dt
o V1-—1t2 o V1-—t2 0 \/177527
y puede parecer una relacion profunda, similar a la que Euler habia obtenido
para la lemniscata, pero en realidad es sélo una forma retorcida de expresar la
relacion

sen(a + 8) = sen a cos 8 + sen S cos a.

En efecto, si llamamos u; = sena, ug = sen 3, para angulos entre 0 y 7/2, la
relacion anterior equivale a

arcsenu; + arcsenus = « + 3 = arcsen(m \/1 —u3 + uz\/l — u%),

y los arcos seno se pueden expresar como las integrales indicadas. Gauss de-
mostroé que con la féormula de adicién de Euler sucedia algo similar, y descubrio
la existencia de una “trigonometria lemniscatica”.

Aunque las funciones trigonomeétricas se interpretan de forma natural sobre
la circunferencia de centro (0,0) y radio 1, para poner de manifiesto la analogia
con el caso de la lemniscata, conviene observar que las funciones arco seno y
arco coseno tienen también una interpretaciéon natural sobre la circunferencia
de centro (1/2,0) y radio 1/2:

arcsen p

0.4

arccos
0.2 P

-0.2

-0.4

Vemos que p = sena, y un arco de amplitud 2« en una circunferencia de
radio 1/2 tiene longitud «, es decir, arcsenr. Similarmente se razona que el arco
complementario tiene longitud arccos p.

En el caso de la lemniscata, esto llevo a Gauss a definir el arco seno y el arco
coseno lemniscaticos como

arcsl —-/pi arccl —/ldt
P L VI P ] T
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que geométricamente se interpretan como las longitudes de los arcos de lemnis-
cata determinados por la circunferencia de radio p. Asi, llamando®

2 L dt 2.622
w = —_—— = 4. e
o V1—t4

la longitud de la lemniscata completa es 2w, y la de un cuarto de lemniscata es
w/2, y tenemos la relacion

w
arcsl p + arcclp = 5

Gauss probo que las inversas de estas dos funciones, o = arcsl p, a = arccl p,
a las que llamo el seno y el coseno lemniscdtico, p =sla, p = cla, se extienden
a funciones periodicas sobre toda la recta real muy similares al seno y el coseno
usuales:

AN |

2w _30R —b\ 00/2 /2 a\\ 30/2 ©
-1

En particular satisfacen un teorema de adicion similar a la del seno usual, del
cual el teorema de Euler es una version “disfrazada”. Por ejemplo, sustituyendo
p = cla en la relaciéon precedente obtenemos

w
lda=2 -
arcsl cla = o —a,
de donde, aplicando la funcién sl, llegamos a que cla = sl(w/2 — a), que es la
relacion andloga a cosa = sen(7/2 — «).

Por razones que se desconocen, Gauss nunca publico estos resultados, y
la idea de invertir las integrales elipticas para obtener funciones similares a
las trigonométricas tuvo que ser redescubierta décadas mas tarde. En 1825
Legendre publico su Tratado sobre las funciones elipticas en el que exponia
sistematicamente los resultados que habia obtenido, y no fue hasta 1827 cuando
dos jovenes matematicos de 25 y 23 anos, respectivamente, el noruego Niels

SEn contra de lo que muchos parecen creer, la letra @ no es una w con una raya encima,
sino una variante caligrafica de .
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Henrik Abel y el aleman Karl Gustav Jacobi, publicaron con meses de diferencia
sendos articulos en los que, a partir de trabajos previos de Legendre, habian
llegado a demostrar que las integrales elipticas son inversas de funciones que
pueden extenderse, no ya a toda la recta real, sino a todo el plano complejo
(salvo a ciertos puntos aislados imaginarios en los que toman el valor infinito) y
que no so6lo son periédicas como las funciones trigonométricas usuales, sino que
son doblemente periddicas, en el sentido de que tienen un periodo real y otro
imaginario.

Solo entonces Gauss hablo de sus propios resultados, y en una carta a Bessel
de 1828 dijo:

No creo probable que vaya a preparar mis investigaciones sobre las
funciones trascendentes que he guardado durante muchos anos —

desde 1798. |...] Herr Abel, como veo, se me ha adelantado y me la
librado de esta carga en lo que respecta a una tercera parte de estos
temas.

La polémica sobre si Abel o Jacobi habian tomado sus ideas uno del otro
se zanjo en 1829 cuando Abel muri6 de tuberculosis. Ese ano Jacobi publico
sus Fundamenta noua theoriae functionum ellipticarum, en los que estudié la
inversion de la integral eliptica

sen ¢ 1
m) dt
o] / \/1fmsen2 / V(1 —mt2)(1 - 2)

definiendo lo que hoy se conoce como la amplitud de Jacobi, que es la funciéon
¢ = am(u|m) que cumple

/ db
u =
V1—msen20

En sf misma, esta amplitud no tiene una interpretacion geométrica conocida,
pero sucede que en los contextos en los que intervienen integrales elipticas que
dependen de un angulo ¢, las féormulas “correctas” se obtienen cuando se expresa
¢ = am(u|m), para un parametro 0 < m < 1 adecuado, y trabajando con u en
lugar de ¢. En 1838 Christoph Gudermann introdujo las funciones elipticas de
Jacobi, dadas por

sn(u|m) = senam(u|m), cn(u|m) = cosam(u|m),

dn(u|m) =+/1 —m sn2(u|m),

de modo que el seno de la amplitud sn invierte la segunda de las integrales
anteriores:

sn(u|n) 1
U= / dt
o JA-mP)1-P)
La tercera funcion dn es una funcién auxiliar que aparece, por ejemplo, en
la expresion de las derivadas de sn y cn.

He aqui las graficas para m = 0.5:
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Las funciones sn y cn tienen periodo 4K, donde

/2 o ! 1
:KWQZA wmeweéym—mﬂﬂ—ﬂﬁ’

mientras que dn tiene periodo 2K.

K

Las funciones elipticas tienen aplicaciones muy diversas. Por ejemplo, la
ecuacion que rige el movimiento de un péndulo es

0" = —% sen 6,

donde g es la intensidad del campo gravitatorio, [ la longitud de la cuerda y 6 el
angulo que el péndulo forma con la vertical en cada instante. Muchos libros no
resuelven esta ecuacion diferencial, sino que se limitan a considerar la ecuacion

//__g
0" = 19

que resulta de aproximar senf = 6, lo cual es aceptable cuando la amplitud
méaxima de la oscilaciéon 6y es pequena. Entonces la soluciéon es

0(t) = o sen (\ﬁ ).

(tomando t = 0 como un instante en el que el péndulo esta en vertical), y el
periodo de las oscilaciones es
T =27 \/? .

En particular, T' no depende de 6y, y esto es la isocronia que advirti6 Galileo.
Sin embargo, la solucién de la ecuacién original, sin la aproximaciéon sen 6 =~ 6

resulta ser
0
sen — = ksn gt|l’<:2 ,
2 l

donde k = sen by, y el periodo es

T:4¢?Kw%

que si que depende de la amplitud 6y a través de k.

Para un péndulo de longitud | = 1m, el periodo de oscilacién dado por la
aproximacion T' = 2mw+/l/g es T = 2.00709s, pero la grafica siguiente muestra
como varfa el periodo real en funcion de 6y (en grados sexagesimales):
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0 50 100 150

Vemos que para 6y = 100° la diferencia es de casi medio segundo, pero, por
ejemplo, la diferencia entre el periodo real y el aproximado para una amplitud
de 15° no llega a las 9 milésimas de segundo.

Numeros complejos Euler fue uno de los precursores del uso de los niimeros
complejos en el analisis mateméatico. A él se debe, por ejemplo, el uso de la
notaciéon i para la unidad imaginaria, pero si el uso algebraico de los nimeros
imaginarios habia resultado “problematico” para los matematicos renacentistas,
las manipulaciones analiticas de Euler con nimeros complejos causaron atun
mayor perplejidad a los matematicos de su época, y solo fueron debidamente
comprendidas a partir de los trabajos de Cauchy sobre funciones de variable
compleja, alrededor de 1825.

Una de estas manipulaciones se remonta a un problema planteado en 1694
por Jakob Bernoulli, relacionado con la geometria de las varillas elasticas. Des-
pojado de su interpretacion fisica, lo que plante6 Bernoulli era encontrar la
forma de una curva cuya curvatura’ es directamente proporcional a su longitud.

0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Mucho después encontré una interpretacién mas natural, cuando fue redes-
cubierta por el ingeniero estadounidense Arthur Newell Talbot alrededor de
1914, que observéd que dicha curva era una de las méas adecuadas para conectar
tramos de via, por ejemplo un tramo recto con uno circular. En esa época no
era muy relevante porque los trenes no alcanzaban grandes velocidades, pero en
un tren que se mueve a gran velocidad (o incluso un coche en una autopista)
que la trayectoria no cambie bruscamente de curvatura, sino que ésta aumente

"La curvatura de una curva (en el sentido de “lo curvada que estd” puede cuantificarse
de forma natural por una magnitud llamada precisamente “curvatura”’, que definiremos con
precisiéon en su momento, de modo que cuanto mayor es la curvatura, mas curvada es la curva.
Por ejemplo, una circunferencia tiene curvatura constante igual al inverso de su radio.
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o se reduzca gradualmente, evita molestos vaivenes debidos a la inercia, y por
ello hoy en dia muchos tramos curvos de vias y autopistas (e incluso de pistas
de atletismo) tienen la forma de la curva que Bernoulli propuso determinar.

Euler encontré la forma de la curva en 1781, que result6 no admitir una
expresion algebraica. Concretamente, prob6 que (salvo homotecias) se trata de
la curva determinada por las ecuaciones

S S
x:/ cost?, dt, y:/ sen t? dt.
0 0

Aunque esto ya no tiene interés practico, si prolongamos indefinidamente la
curva obtenemos una espiral, conocida entre otros nombres con el de espiral de
Euler. Otro nombre més poético se lo dio en 1886 Ernesto Cesaro, a quien la
curva le recordd el huso del que la Moira Cloto extrae el hilo que determina el
destino de cada ser humano, asi que la llamo clotoide.

0.8+
0.6
0.4

0.2+

1 1 1 )
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Las integrales z(s), y(s) se conocen como integrales de Fresnel, porque en
1818 Augustin Fresnel las usé en el estudio de la difraccion de la luz a través de
una rendija. Euler se propuso calcular el polo alrededor del cual gira la espiral,
y llegd a la conclusion de que es el punto de coordenadas /7/8, es decir, que

“+ o0 “+ o0 T
/ costzdt:/ sentht:Hf.
0 0 8

El calculo de estas integrales es uno de los ejemplos de uso polémico de
nameros complejos en un calculo analitico que present6 Euler. El considerd una
integral mas general, pero, particularizando a este caso en concreto, empezo
combinando ambas integrales en una sola:

“+o0 “+ o0 “+ o0 “+ o0 L
/ cost?dt + i / sent? dt = / (cost® +isent?) dt = / et dt,
0 0 0 0

y compard esta integral con otra que conocia:

/+Zo_w2 dr = ﬁ
0 2 -
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Para relacionar ambas integrales considerd el nimero complejo

V2 V2

W= —— =i/,

2 2

que cumple w? = —i, de modo que

—+o0 —+o0
/eiﬁdt:/ e_(“’t)th,
0 0

y a continuacién hizo el “cambio de variable” x = wt, dx = wdt

oo oo oo 2 2
/ et dt = / e~ @ gy — (1 / e dy — [ + z£ ﬁ’
0 0 0 2 2 2

de donde, al separar la parte real y la imaginaria, llegamos a que las dos inte-
grales valen \/7/8. Por increible que pueda parecer, la conclusién es correcta,
pero justificarlo no es trivial en absoluto.

*kk

En este libro daremos todos los detalles matematicos de la historia que acaba-
mos de esbozar, daremos definiciones precisas (modernas) de todos los conceptos
de los que hemos hablado, demostraremos sus propiedades bésicas y resolvere-
mos todos los problemas que hemos planteado y muchos méas,® y todo ello redu-
ciendo al minimo la teoria matemética necesaria. Ademés de la teoria basica y
de algunos de los resultados expuestos en mi Introduccion a la teoria algebraica
de nimeros [ITAl], Introduccion a la teoria analitica de nimeros [I[TAn| y la
Introduccion a la geometria euclidea [IGE] (y de unas ligeras generalizaciones a
la geometria tridimensional de lo expuesto en este tltimo libro, que presentamos
en el apéndice A), nos apoyaremos Gnicamente en los resultados fundamentales
del calculo diferencial de una y varias variables, reduciendo la topologia a la mi-
nima expresion, en particular sin considerar conceptos abstractos como los de
“espacio métrico”, “espacio normado”, etc. En el iltimo capitulo presentaremos
los resultados mas elementales de la teoria de funciones de variable compleja.

8Por no faltar a la verdad, debemos sefialar que el tinico resultado que hemos enunciado
y que no demostraremos aqui —aunque lo analizaremos con més detalle— es el principio de
Cavalieri, que no es sino un caso particular del teorema de Fubini sobre el calculo de integrales
multiples.



Capitulo 1

Derivadas

El concepto de derivada de una funcion tiene esencialmente dos interpreta-
ciones, una “dinamica”, segtin la cual la derivada mide la velocidad con la que
varfa una magnitud al variar otra de la cual depende, y otra geométrica, que es
la primera que vamos a discutir.

La geometria elemental nos da algunos ejemplos de lo que se llaman “rectas
tangentes”. El caso mas clésico es el de las rectas tangentes a circunferencias.
La definicién usual establece que una recta es tangente a una circunferencia si
s6lo tiene un punto en comin con ella, pero esto es enganoso. Se trata de una
propiedad que “casualmente” caracteriza la tangencia a una circunferencia, pero
en realidad no tiene nada que ver con el fenémeno de la tangencia. Por ejemplo,
la figura de la derecha muestra un fragmento de la curva y = 2> — = y una recta
que, a pesar de que corta a la curva en el punto (1,0), eso no impide que sea
tangente en el punto (—1/2,3/8):

1.8

Pero, ;en qué sentido decimos entonces que la recta es tangente a la curva en
(—1/2,3/8) y secante en (1,0)? La respuesta la obtenemos al ampliar las figuras
alrededor del punto de tangencia (véanse las figuras siguientes). En ambos casos
vemos que la curva y su recta tangente son casi iguales. Si amplidramos mas ain
las figuras, llegaria un momento en que resultarian indistinguibles y no veriamos
més que una recta. Esta es la caracteristica esencial de la nocion de “tangencia’:
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Una recta es tangente a una curva en un punto si coincide con ella
en dicho punto y, cuando se amplia lo suficiente una pequeria porcion
de ambas alrededor del punto, la recta y la curva resultan indistin-
guibles.

Nuestro primer problema sera dar una formulacion matematica precisa a
esta idea. Vamos a considerar de momento el caso particular en el que la curva
es la grafica de una funcién,! es decir, que es de la forma (z, f(x)), para cierta
funcion f(z) definida alrededor de un punto ¢, de modo que (¢, f(c)) es el punto
de tangencia. También vamos a suponer que la recta tangente no es vertical, de
modo que es también la grafica de una funcion de la forma

t(x) = flc) + m(z — ¢,

donde m es la pendiente de la recta. Esta es la expresion de cualquier recta no
vertical que pase por el punto (¢, f(c)). El problema es determinar cuanto tiene
que valer m para que podamos decir que la recta t(z) es tangente a la grafica
de la funcién f.

La respuesta es simple: La pendiente m de una recta t(z) puede calcularse

como
_te+h) = f(©)
= ; ;
para cualquier numero h # 0, pero si sucede que al ampliar una pequenia porciéon
de la gréfica alrededor del punto (¢, f(c)) la porcion ampliada es indistinguible
de una recta y tomamos h suficientemente pequeno como para que ¢+ h esté en
dicha porcién, el valor anterior sera indistinguible de

fle+h) = f(e)
h )
y si queremos que la diferencia sea menor cuanto més ampliamos la grafica (y,

por lo tanto, menor sea la porciéon ampliada y menor sea h para que ¢ + h esté
en ella), lo que necesitamos que se cumpla es que

m = lim 2R = f(0)
h—0 h

INotemos que una circunferencia no es la grafica de una funcién en este sentido, pero en
el ejemplo anterior (correspondiente a la circunferencia de centro (0,0) y radio 1, es decir,
la curva de ecuaciéon z? 4 y? = 1), podemos considerar la funcién f(z) = 1 — 22, para
—1 < x <1, cuya grafica es media circunferencia.
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Vamos a ver que, en efecto, la recta cuya pendiente m viene dada por esta
expresion cumple lo requerido, pero antes conviene dar algunas definiciones:

1.1 La derivada de una funcién

En lo sucesivo la letra K representard indistintamente al cuerpo R de los
nimeros reales o bien al cuerpo C de los ntimeros complejos.?

Diremos que A C K es un conjunto abierto si es un entorno de todos sus
puntos, es decir, si para cada ¢ € A existe un § > 0 tal que todo z € A que
cumpla |z — ¢| < 6 cumple z € A.

En otras palabras, A es abierto si cuando contiene a un punto ¢ contiene
también a todos los puntos suficientemente préximos o, dicho de otro modo,
contiene a todos los puntos de su alrededor.

En el caso en que K = R, los subconjuntos abiertos mas importantes son los
intervalos ]a, b[, ]a, +o0o[, |—00, b[ y el propio R.

Definicién 1.1 Sea f : A C K — K una funcién definida en un conjunto
abierto A y sea ¢ € A. Diremos que f es derivable en el punto c si existe (y es
finito) el limite:

d h) —

G| ey — g FEEW =)

dr|, h—0 h

En tal caso, el limite recibe® el nombre de derivada de f en el punto c.

Observemos que, en virtud del teorema [ITAn 3.19], si dos funciones coin-
ciden en un entorno reducido de ¢ en K y una es derivable en ¢, lo mismo le
sucede a la otra y las derivadas coinciden, es decir, que la existencia y, en su
caso, el valor de la derivada de una funcién en un punto solo depende de los
valores que toma la funcion alrededor del punto.

En el caso real, si una funcion f es derivable en un punto ¢, llamaremos recta
tangente a la grafica de f en el punto ¢ a la recta que pasa por (¢, f(c)) con
pendiente f/(c), es decir, la grafica de la funcion

t(x) = f(c) + f'(e)(z — o).

Vamos a probar que la recta tangente asi definida cumple la propiedad de
tangencia que pretendiamos “capturar” matematicamente.

Aunque en realidad es irrelevante, pongamos que tomamos una unidad de
longitud “apreciable”, por ejemplo 1 cm, y fijemos un € > 0 que sea menor que
nuestro umbral de discernimiento visual, por ejemplo, ¢ = 0.0001 (una micra).

2Consideramos aqui los ntimeros complejos porque la definicién de derivada y sus propie-
dades basicas valen igualmente para funciones de variable real y compleja, pero de momento
s6lo discutiremos ejemplos concretos correspondientes a funciones de variable real.

3La notacion f’(c) para la derivada se debe a Euler, aunque se conoce como notaciéon de
Lagrange, mientras que df/dz|. es la que emple6 Leibniz. También se utiliza la de Newton,
que representaba por ¢ a la derivada de y.
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Por la definicion de limite, existe un d > 0 tal que si se cumple 0 < |h| < J,

entonces*
f(chh})L f(o) _ o) < %

Fijemos ahora 1 < § y vamos a considerar la ampliaciéon de la grafica de f
en el intervalo [¢ — 1, ¢ + 7] que hace que este intervalo pase a medir 10 cm,
lo que equivale a tomar como factor de escala 10/(2n) = 5/n. Cada punto
x € [e — n,c+ n], puede expresarse como & = ¢ + h, donde |h] < n < 6.
Entonces, la diferencia |f(x) — t(z)| pasara a ser en la figura a escala

s[Het R = JO ) g flek 1) = 10
n h
:5’f(c+h) —f(C) _f/(c)
h
luego en efecto, la representacion a escala de la grafica de f sobre todo el inter-
valo [c — 1, ¢ + 1] serd un rectangulo de 10 cm de lado en el que la diferencia
entre f(x) y t(x) sera siempre inferior a una micra.

Si queremos una precisiéon ain mayor sélo tendremos que tomar un ¢ me-
nor, pero siempre podremos encontrar un intervalo alrededor de ¢ que, al ser
ampliado hasta que tenga 10 cm de anchura, la grafica de f se diferencie de
la de la recta tangente en menos del margen € prefijado. Obviamente el haber
fijado la unidad de medida en 1 cm o el haber exigido que la grafica ampliada
mida concretamente 10cm de ancho es irrelevante, pues el razonamiento vale
igualmente con otros datos cualesquiera.

< €,

Ejemplo Vamos a calcular la derivada de la funcion f(z) = 2® —x en el punto

¢ = —1/2, y asi obtendremos la pendiente de la recta representada en las figuras
precedentes. Para ello calculamos, en general,

fle+h)—f(e)=(c+h)?*—c—h—-c+ec
= 4+3h+3ch? +h® —h— & = 3¢2h + 3¢h® + h3 — h,

fle+h) = flo)

. =3c¢% +3ch + h? — 1,

7 7 — 1im(3¢® +3ch + A% —1) =3c¢% — 1.
h—0

En particular, para ¢ = —1/2 tenemos que f'(—1/2) = —1/4, luego la recta
tangente a la grafica de f en ¢ = —1/2 es
t(x) = f(=1/2) + f(=1/2)(x + 1/2) = 3/8 — (1/4)(x + 1/2),

y esta es, en efecto, la recta que hemos representado en las figuras precedentes.
u

4En particular lo siguiente supone que ¢+ h € A, y aqui es donde usamos la hipétesis de
que A sea abierto. En caso contrario no tendria por qué cumplirse esto para todo h tal que
0 < |h| < 4, sino unicamente para los h € A que cumplieran esta condicion.
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En el ejemplo anterior no solo hemos calculado f'(—1/2) = —1/4, sino que
hemos comprobado que, en general, f'(¢) = 3c*> — 1. Esto es una situacién
habitual que conviene reflejar en una definicién:

Definicién 1.2 Diremos que una funcién f: A C K — K es derivable en un
conjunto abierto A si existe la derivada f/(z) para todo punto z € A, en cuyo
caso la funciéon

f':%:A—)K

que a cada punto le asigna la derivada de f en dicho punto recibe el nombre de
derivada de f.

En estos términos, en el ejemplo anterior hemos probado que si f(z) = 23—,

entonces f'(r) = 322 — 1.

En la seccion siguiente veremos que las funciones definidas en términos de
las operaciones algebraicas béasicas y funciones “usuales” (exponenciales, senos,
cosenos, logaritmos, etc.) son derivables en todos los puntos en los que estan
definidas salvo muy pocas excepciones (esencialmente las raices que se anulan),
y las derivadas vienen dadas también por expresiones similares que pueden cal-
cularse aplicando unas sencillas reglas de derivaciéon que no requieren el calculo
explicito de limites. Por ejemplo, veremos (teorema 1.5) que un polinomio

f(z) =a,2" + 12" 4 a1z +ag
es derivable en todo el plano complejo C y su derivada es

f(2) =napz" '+ (n— Dap_12""2 + -+ 2az2 + ay.

Derivadas sucesivas A menudo sucede que la derivada de una funcion deri-
vable es a su vez una funciéon derivable, por lo que puede volverse a derivar, y
es habitual que este proceso pueda repetirse incluso indefinidamente, lo que da
lugar al concepto de “derivadas sucesivas” de una funcion.

Asi, si f : A C K — K es una funciéon derivable en el abierto A, y su
(primera) derivada f’ es a su vez derivable, la derivada de f’ recibe el nombre
de segunda derivada de f, y se representa por f”. Si a su vez ésta es derivable
en A, su derivada recibe el nombre de tercera derivada de f, y se representa
por f". Cuando esta notacién no resulta practica se emplea también la notacion
alternativa fU, f2), f3), ...y, en general, f) representa a la derivada n-sima de
la funcién f (en el supuesto de que exista). Alternativamente, la notacion de
Leibniz para las derivadas sucesivas es:

a &f & d"f
de’ dz?2’ dx3’ T dam’

Por ejemplo, las derivadas sucesivas del polinomio f(x) = 2% — 322 + 2 — 2
son

fl(x) =322 —6x+1, f"(x)=6x—-6, [f"(z)=06,

y la cuarta derivada y todas las siguientes son nulas. m
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Tras haber discutido la interpretaciéon geométrica de la derivada de una
funcién como la pendiente de la recta tangente a su grafica, discutimos ahora la
interpretacion “dinamica” del concepto de derivada, para lo cual consideramos
el ejemplo siguiente:

Ejemplo: La velocidad Veremos mas adelante (véase la pagina 30) que si
dejamos caer una piedra desde una altura de 100 m, al cabo de t segundos se
encontrara a una altura

h(t) = 100 — 4.9t* m.

En general, cuando un cuerpo cae, no lo hace a velocidad constante, sino que su
velocidad aumenta a lo largo de la caida. Asi, la velocidad inicial de la piedra
es de 0m/s, pero, ja qué velocidad esta cayendo en el instante ¢ty = 27

Si partimos de la idea de que la velocidad de un movil es la distancia que
recorre en un segundo, entonces basta observar que h(2) = 80.4m, mientras
que h(3) = 55.9m, luego la variacion de la altura en un segundo resulta ser
de h(3) — h(2) = —24.5m (donde el signo negativo expresa que la altura ha
disminuido).

Ahora bien, no es exacto afirmar que en tg = 2 la piedra caia a una velocidad
de 24.5m/s. Si asi fuera, en t = 2.5 deberia haber descendido 24.5-0.5 = 12.25m,
pero no es el caso: h(2.5) —h(2) = —11.025m, lo que nos lleva a una estimacion
de la velocidad de:

h(2.5) —h(2) 11025

0.5 05

;,Por qué hemos obtenido dos valores diferentes? La respuesta es evidente:
el célculo inicial de —24.5m/s solo dice que el espacio recorrido en un segundo
es el que habria recorrido un objeto que se hubiera movido en todo momento a
24.5m/s, pero no es el caso de la piedra, que cada vez se mueve méas rapidamente,
por lo que la velocidad al principio del intervalo [2,3] es menor que al final. El
resultado de 24.5m/s es una especie de promedio: en realidad la velocidad
de la piedra era menor de 24.5m/s al principio y mayor al final. Por eso al
hacer el célculo considerando el desplazamiento producido en el intervalo [2, 2.5]
obtenemos una estimacién menor de la velocidad, porque en ese intervalo la
velocidad ha tenido menos tiempo para aumentar, luego el aumento paulatino
de la velocidad distorsiona menos nuestro intento de medir la velocidad que
tenia la piedra justo en el instante ty = 2.

Pero —siendo consecuentes con esta idea de que, cuanto menos tiempo con-
sideramos, menos varia la velocidad y menos se distorsiona la medicién— ob-
tendremos un resultado mejor si consideramos tnicamente el espacio recorrido
en una centésima de segundo:

h(2.01) —h(2)  0.19649
- — —19.649m/s.
0.01 0.01 9.649m/s

=—-225m/s.

En general:

h(2+1t) —h(2) 100 —4.9(2+t)* — 100 4 4.9 - 22
t B t

= —19.6 — 4t,
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y esta expresion muestra que, cuanto menor sea la longitud ¢ del intervalo de
tiempo considerado y, por consiguiente, menor sea la distorsiéon debida a que
la velocidad no es constante, la estimacion de la velocidad que obtendremos se
parecerda mas a —19.6. Por consiguiente, es razonable adoptar como definiciéon
que la velocidad del cuerpo en el instante ty = 2 es exactamente

v(2) = (2) = lim hE+=h®) g6 m/s.

t—0 t

El signo negativo indica, como siempre, que la altura disminuye con el paso del
tiempo. Aqui es fundamental entender que si afirmamos que la velocidad de un
mévil en un instante tg es de 19.6 m/s no estamos afirmando que al cabo de un
segundo habra recorrido 19.6 m, sino que en caso de que mantuviera constante
su velocidad, al cabo de un segundo habria recorrido 19.6 m.

Notemos que esto es coherente con el uso cotidiano de la palabra “velocidad”
si decimos que en un momento dado un coche se est4 moviendo a 40 km/h, nadie
esperara que una hora maés tarde el coche haya recorrido 40 km. Perfectamente
podria pararse un minuto después, con lo que no habria recorrido mas que
666 m, o también podria acelerar hasta los 80 km/h unos segundos después de
que hubiéramos medido su velocidad, y entonces —en caso de mantener la nueva
velocidad— al cabo de una hora habra recorrido 80 km en vez de 40, y nada de
ello contradice que en el instante considerado la velocidad fuera de 40 km /h.

Dicho de otro modo: cuando el velocimetro de un coche establece que éste
se estd moviendo a 40 km/h, no obtiene este resultado dejando que pase una
hora y viendo cuénto ha avanzado el coche en ese tiempo, sino que méas bien
calcula el espacio recorrido en una fraccién de segundo y lo divide entre dicha
fracciéon. Si el lapso considerado es suficientemente pequeno, el resultado seréa
una aproximacion razonable de la velocidad en un instante dado, pero el valor
exacto —si definimos la velocidad como la derivada de la funcién que nos da
el espacio recorrido—- lo obtenemos al calcular el limite cuando el intervalo de
tiempo considerado tiende a 0. Esto elimina las distorsiones debidas a que la
velocidad puede no haber sido constante en ningtn intervalo de tiempo, por
pequeno que sea.

Volviendo al ejemplo de la caida libre, observemos que podriamos haber
obtenido el mismo resultado aplicando las reglas de derivacion para concluir
que

v(t) =h'(t) =0—4.9 -2t = —9.8tm/s,

por lo que v(2) = —19.6 m/s.

Esto nos da una interpretacién “dinamica”’ de la derivada de una funcion
distinta de la interpretacion geométrica que le hemos dado anteriormente:

La derivada de una funcion f(x) en un punto xq es la tasa de varia-
cion instantdnea de f(x) por cada unidad que aumenta la variable
partiendo del valor xy, entendiendo una derivada positiva corres-
ponde a un aumento y una derivada negativa a una disminucion.
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Aqui es crucial que “tasa de variacion instantanea” tiene el sentido preciso
que acabamos de discutir y que no es el obvio, en el sentido de que si se cumple,
por ejemplo, f'(7) = 40, eso no implica que f(8) = f(7) + 40, es decir, no
implica que al aumentar una unidad el valor x¢ = 7 la funcién vaya a aumentar
exactamente 40 unidades, del mismo modo que no cabe esperar que un coche
que en t = 7 se mueva a 40km/h vaya a encontrarse exactamente 40 km mas
lejos en t = 8.

Conviene conectar la interpretaciéon de la derivada que estamos discutiendo
ahora con su interpretacién geométrica. Volviendo al caso de la piedra que cae,
la grafica siguiente muestra la funcion h(t) y su recta tangente en tg = 2, que
es T'(t) =80.4 —19.6(t —2) m/s

120

100\

80

60

7t

20+

La interpretacion de esta recta tangente es clara: nos indica la altura a la que
se encontraria un objeto que descendiera a una velocidad constante de 19.6 m/s
y que en tg = 2 se encontrara exactamente a la misma altura que la piedra
o, equivalentemente, para t > 2, la funcién T'(¢) indica la altura a la que se
encontraria la piedra si a partir de ese momento hubiera dejado de acelerar y
mantuviera constante su velocidad.

Asi, la discrepancia entre h(3) = 55.9m y T'(3) = 60.8 m se interpreta como
que el primer valor es la altura real de la piedra en ¢ = 3, mientras que el
segundo es la altura a la que se encontraria la piedra en t = 3 si no hubiera ido
aumentando su velocidad paulatinamente. L]

Curvas paramétricas Una curva no tiene por qué ser expresada como la
grafica de una funcion, sino que una forma mucho més versatil de presentar una
curva es en forma parameétrica, es decir, mediante una funcién r : I — R3,
donde I es un intervalo en R (que por conveniencia tomaremos abierto). Mas
explicitamente, una funciéon z en estas condiciones es de la forma?®

r(t) = (z1(t), 2(t), x3(t)) = (x(t), y(t), 2(1))-
Por ejemplo, una elipse puede parametrizarse mediante la funciéon

r(t) = (acost,bsent).

5Todo cuando vamos a decir se aplica igualmente a curvas en R? sin més que eliminar la
tercera componente.
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Si pensamos en ¢ como una variable temporal, entonces x(t) es la posicion
en el instante ¢ de la “punta del lapiz” que dibuja la curva, o la posicién de un
objeto puntual que recorre la curva. Un ejemplo de curva tridimensional es la
hélice

r(t) = (rcost,rsent, st),

que gira alrededor del eje Z a la vez que asciende.

Definicién 1.3 Una curva paramétrica r : Ja,b[ — R3 es derivable en un
punto to € ]a, bl si sus funciones coordenadas z;(t) son derivables en tg y, en tal
caso definimos su derivada como

M(to) = &

7| = (@ (t0),y/ (t0), # (o).

to

Mas atn, si r’(tg) # 0, definimos la recta tangente a la curva en el punto r(tg)
como la recta dada por

T(t) = r(to) + ' (to)(t — to).
(Las derivadas sucesivas se definen de forma obvia.)

Vamos a probar que esta recta es realmente tangente a la curva en el sen-
tido que hemos introducido informalmente en la introduccién a este capitulo
de que se confunde con ella al ampliar suficientemente la curva. Por ejem-
plo, la figura anterior muestra la recta correspondiente a t5 = 0 de la hélice
r(t) = (cost,sent,0.1¢). Aqui vemos una ampliacion de la curva y la recta
alrededor del punto de contacto:

1.05
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Aunque es irrelevante, pongamos que la unidad de longitud es 1cm y que
€ = 0.0001 es una micra. Por la definiciéon de derivada, existe un § > 0 tal que
si 0 < |h| < 4, entonces

zi(to + h) — xi(to) — xi(to)h - [ (o)
h 53

donde z1(t),z2(t),z3(t) son las tres funciones coordenadas de r(t). Fijemos
cualquier n < § y vamos a ampliar los fragmentos de la curva y de la recta
correspondientes a los valores del parametro en el intervalo [to — 7, to + 7] con
un factor de escala de 5/(n||r’(t0)]|). El segmento de la recta es el que tiene por
extremos los puntos

I,

T(to £n) = r(to) £ 7' (to)n,

cuya longitud es

IT(to +n) = T(to — m)| = [12r" (to)nll = 2nllr’ (o)1,

y al aplicarle el factor de escala se convierte en un segmento de longitud 10 cm.
Vamos a ver que cada punto de este segmento se diferencia en menos de una
micra del punto de la curva correspondiente al mismo parametro. En efecto,
para un t = ¢y + h, con 0 < |h| < 7, la diferencia (ampliada con el factor de
escala que hemos fijado) es:

5 5 /
mllr(t) -T@®)| = m”r(to +h) —r(te) — ' (to)h]|
< 0 r(to + h) — r(to) r’(to)hH

~ (o)l h
__ 5 2\ [ mi(to + h) — (o) — a4 (to)h >
e (o)l 2 ( h )

i=1

5 o)\ 5 I (to)lle\*
= o)l Z( 53 ) ~ )] 3( 53 ) —

Asi pues, el fragmento ampliado de la curva se diferencia en menos de una
micra de un segmento de recta de 10 cm de longitud. Obviamente, las medidas
concretas que hemos tomado son irrelevantes, y el mismo razonamiento se aplica
a otras cualesquiera. "

Notemos que la definicién de recta tangente a una curva paramétrica incluye
como caso particular a la definicién de recta tangente a la grafica de una fun-
cion, pues si f(x) es una funcion derivable en un punto zp, su grafica puede
parametrizarse como r(z) = (z, f(z)), y su recta tangente segin la definicion
que acabamos de dar es

T(x) = (o, f(20)) + (1, f'(x0))(z — 20) = (2, f(x0) + f'(20)(x — x0)),

que es la grafica de la funcion t(z) = f(xo) + f'(z0)(z — 20), es decir, la recta
tangente en el sentido que hemos definido para graficas.
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Nota Siuna curva r(t) es derivable en to pero 7/(t9) = 0, entonces no tenemos
definida la recta tangente, pero es que ésta no tiene por qué existir. Por ejemplo,
la figura siguiente muestra la curva r(t) = (¢3,t?), que cumple 7/(0) = (0,0) vy,
en efecto, la grafica muestra que no tiene recta tangente en r(0) = (0,0), pues
por mucho que ampliemos la grafica nunca dejaremos de ver en ella un “pico”,
luego la gréfica nunca se confundiré con la de una recta.

1.0

0.8
0.6

0.4

1.2 CaAlculo de derivadas

Veamos ahora que, tal y como hemos anticipado en la seccién precedente, el
calculo practico de la derivada de una funcion “usual” se reduce a la aplicacion
de unas sencillas “reglas de derivacion".

Para empezar conviene observar lo siguiente:

Teorema 1.4 Si una funcion f: A C K — K es derivable en un punto c € A,
entonces f es continua en c.

DEMOSTRACION: Se cumple que

fleth)—flo) 4
1 =
T f'©,
luego, usando que }llin%) h = 0 y que el limite de un producto es el producto de
—

los limites:

lim f(e+h) = fe) =0,

luego
lim f(c+h) = f(c).

Pero esto implica que

lim f(2) = f(z).

En efecto, dado € > 0, existe un § > 0 tal que si 0 < |h| < §, entonces
|[flc+h)— f(c)] <€ luego si 0 < |z — ¢| < 4, llamando h = x — ¢, tenemos que
|h| < d, luego |f(x) — f(c)] < €, y esto significa que el limite de f(z) es f(c). A
su vez, esto equivale a la continuidad de f en c. m

El teorema siguiente basta para derivar cualquier cociente de polinomios:
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Teorema 1.5 (Reglas basicas de derivacién):
a) Toda funcion constante f(x) = c es derivable y f'(z) = 0.
b) La funcion f(z) = x es derivable, y f'(x) = 1.

c) Si f,g: A — K son derivables en un punto x, entonces f+ g y fg
también son derivables en x y

(f+9) @) =f(2)+g' (@),  (fg)(z)=f(x)g(x)+ f(2)g'(x).

En particular, si g es derivable en x, también lo es cg y (cg) (z) = cg'(z).
Si ademds g(x) # 0, también es derivable f/g y

(f/9) (z) =

d) Si f(z) = 2™, donde m es un mimero entero, entonces f'(x) = ma™" 1.

DEMOSTRACION: a) La derivada de una funciéon constante es

Fle) — 1 TN 1)

= h’mgz lim 0 = 0.
h—0 h h—0

h—0
b) La derivada de f(z) =z es
flath)—fl@) _ zt+h-w

(. — 1« — =1 =
Flw) = limy 2 = jim Jom 1= 1.

c¢) Claramente:

flet+h)+gx+h) - flz) —g(x)

(f +9)(2) = lim

h—0 h
(fo)' (@) = lim flx+h)g(e +hh) — f(z)g(x)
_ oy TE Mg+ h) — f@)g(z +h) + fz)g(z +h) — flz)g(z)
h—0 h
=t PEHFNZTED ) gy TR priyga) 4 gyl ),

donde hemos usado la continuidad de g. Si ademas g(z) # 0, la continuidad de g
implica a su vez que, si h es suficientemente pequetio, se cumple que g(x+h) # 0.
Teniendo esto en cuenta:

h—0 h
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flx+h)g(x) — f(z)g(x + h)

= lim /
h—0 hg(x + h)g(x)
_ iy TEHR9(@) — fl2)g(2) + f(2)9(2) — f(z)9(x + h)

h—0 hg(x + h)g(x)

L TE D) @) @)(eeth) o)

h—0  hg(z +h) hg(x + h)g(z)
_ @) f@)g' (=) _ f)g(x) — fz)g'(x)
9(x) g(x)? g(x)? '

d) Sim = 0,1 es consecuencia de a) y b). Supuesto cierto para un nimero
natural m, entonces f(z) = 2™ = g(z)z, donde g(x) = 2™, luego por c¢) y la

hipotesis de induccion,

fl(x) =ma™ e+ 2™ 1 =ma™ 4+ 2™ = (m+ 1)z™.

Ahora, si f(z) = 2™, con m < 0, tenemos que f(z) = 1/x~™, luego, por la

regla del cociente,

f'z) =

0-27™—1-(—m)x—™1!

1.72771

=ma™ L.
[ ]

La tabla siguiente contiene las derivadas de las funciones més importantes:

Tabla 1.1: Derivadas de las funciones elementales

f(x) f'(c) f(z) f'(x)
e’ e’ senx Ccos T
log x 1/x cos T sen x
a® a® loga tan 1/cos?x
z? az®1 senh x cosh x
Y — in_l cosh x senh x
tanhz | 1/cosh®x
1 1
arcseny | ——— || arsenhr | ——
V1—2z2 2 +1
-1 ) 1
arccost | ————— || arcoshz | ———
i-a? 71
1 ! 1
arctan 1522 artanh x m

Algunas de ellas son faciles de justificar. Por ejemplo, la derivada de e* es

ew-i—h _eT

lim
h—0

= lim e”
h—0

h

eh

donde hemos usado la férmula (4.4) de [ITAn].

h

:€7
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Igualmente, teniendo en cuenta las observaciones tras [[TAn 4.5], la derivada
de log x es

_ log(z+h)—logz . 1log(l+h/z) 1
lim =lm —————— = —.
h—0 h h—0 T h/x x

Para derivar sen x calculamos:

” sen(x + h) —senz g SERLECOS h + cosxsenh — senx
im = lim
h—0 h h—0 h
. cosh —1 sen h
= lim senx——— + cosx —— = cosz,
h—0 h h
donde usamos que
_ cosh—1 . senh
lim — =1, lim =1.
h—0 h h—0

Para el coseno podemos razonar de forma similar, o bien aplicamos la regla de
la cadena (el teorema siguiente) a la relacion cos x = sen(w/2 — z), de modo que
la derivada del coseno es

—cos(m/2 — ) = —senz.
Para derivar tanx = sen x/ cos x usamos la regla del cociente:

cos? z + sen’ x 1

cos? x cos? x

Conviene observar que de la relacién sen? x + cos? z = 1 se sigue que

5 =1+ tan’z,
cos?x

luego ésta es una expresion alternativa para la derivada de la tangente.

Sin embargo, con lo visto hasta ahora no tenemos ninguna forma sencilla de
calcular la derivada de una funcién como sen z?. Para derivar funciones como
ésta necesitamos la regla de la cadena:

Teorema 1.6 (Regla de la cadena) Sea y(x) una funcion derivable en un
punto xo y sea z(y) una funcion derivable en yo = y(xo). Entonces la fun-
cion compuesta z(x) = z(y(x)) es derivable en xg y 2’ (x0) = 2’ (yo)y'(x0) o,
equivalentemente:

dz

dx

_dz

=] dy
- &

dzx

Zo

Yo Zo

DEMOSTRACION: Aqui hay que entender que la funcion y(x) esta definida
en un abierto A C K que contiene a xy, y que toma valores en un abierto sobre
el que esta definida la funcion z(y), con lo que la funcién compuesta z(z) esta
definida en A. La idea fundamental de la prueba esta contenida en el argumento
siguiente que, en realidad, tiene un fallo, pero que es facilmente subsanable:
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Si h # 0 es un namero suficientemente pequefio como para que x + h € A,
llamamos h' = y(xg + h) — yo, de modo que

z(zo + h) — 2(wo) _ 2(y(xo + h)) — 2(yo)
h h

2o + ) — 2(go)  y(@o+h) — y(xo)
K h ’
Como y(z) es derivable en xg, en particular es continua, luego si h — 0, se
cumple también que h' = y(zo + h) — yo — 0, luego la derivabilidad de y(x) y
z(y) nos da que

- y(zo + h) —y(zo)
h'—0 R/ h—0 h

=2'(yo) - y' (x0).

El fallo principal que tiene el razonamiento anterior es que no tiene en cuenta
que puede haber valores de h para los que A’ = 0, con lo que los cocientes
que hemos planteado pueden no tener sentido. Para evitar este problema es
preferible trabajar con una sucesion {hy, }52, de nimeros no nulos. Si probamos
que existe el limite

lim z(zg + h;;) — z(xo)

= 2'(y0) - ¥/ (20)

el teorema estard demostrado. Para ello distinguimos varios casos:

1) Para todo n suficientemente grande, h], = y(zo+ hy) — yo # 0. Entonces,
por la continuidad de y(z) en xo tenemos que limh], = 0, luego el calculo
n

anterior cambiando h por h,, nos da que, ciertamente,

— / — p—
lim z(wo + h;;) (o) — lim z(yo + h;;/) Z(yo) lim y(@o + h]z) y(xo)

= 2'(y0) - y' (20).

2) Si para todo n suficientemente grande y(xg + h,) = yo, entonces

2(xo + hn) — 2(w0)  2(y(zo + hn)) — 2(y(20))

= - 0
hy hy, ’
y, por otra parte,
oo e Yo+ h) —y(@o) . ylwo+hn) —y@o) .
y'(wo) = Jim, h = Iin h, =lim0 =0,
luego

lm 2(x0 4 hy) — 2(20)
n Iy,
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3) Si hay valores de n arbitrariamente grandes para los que h,, # 0 y valores
para los que h,, = 0, descomponemos la sucesion {h,}52, en dos subsucesiones
y, por los dos casos anteriores, ambas cumplen la igualdad

z(xo + hn) — 2(x0)

lim = 2'(yo)y'(z0),
n hy,
luego lo mismo vale para la sucesién completa. L]

Ahora podemos justificar facilmente las reglas de derivaciéon de algunas fun-
ciones més de la tabla 1.1:

Por ejemplo, sin mas que recordar que (para a > 0) a® = €?1°8% la regla de
la cadena nos da que la derivada de a® es e*!°¢%log a = a® loga. Similarmente,
derivando 2% = ¢?1°8% (para z > 0) por la regla de la cadena queda

a

alogax ealogze— log x (a—1)logz _ a—1

(& =a = ae axr

En particular, la derivada de {/z = /" (para 2 > 0) es

L ovmar 1 —eym 1

Las derivadas de senh z y cosh x se siguen facilmente de que

eI _ e—$ e:E + e—l
hey=——, hey = ——
senh x 5 coshz >
La regla del cociente nos da la derivada de la tangente hiperbdlica. L]

Ejemplo Las reglas de derivaciéon nos aseguran que cualquier funcion cons-
truida a partir de funciones elementales mediante sumas, productos, cocientes o
composiciones es derivable en su dominio, salvo quiza donde una raiz se anula,
pues las raices estan definidas en = 0, pero s6lo hemos probado que son de-
rivables para x > 0. Ademaés, dichas reglas nos permiten calcular facilmente la
derivada sin necesidad de calcular explicitamente ningin limite. Por ejemplo,

la funcién
f(z) =sen® /a2 + 3z

es derivable en todos los puntos que cumplen 22 +3z > 0, y su derivada se puede
calcular aplicando tres veces la regla de la cadena. En la primera tomamos

2(y) = y® e y(z) = sen Vz2 + 3z, con lo que f(z) = z(z) y
/() = 5y*(z)y (z) = 5sen* Va2 + 3z y/ ().

En la segunda tomamos como z(y) = seny e y(x) = Va2 + 3z, con lo que la
funcién compuesta z(z) es la funcion y(x) del paso anterior, luego

f'(x) = 5yt (x)y () = 5sen® Va2 + 3z cosy(x) v/ ()

= 5sen* /22 + 3z cos /22 + 3z ¢/ ().
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En la tercera aplicacion tomamos z(y) = \/y e y(z) = x? + 3z, con lo que
llegamos al resultado final:

(22 + 3).

f/(x) = 5sen? /a2 + 32 COS\/x2+3x2 -

2+ 3

Notemos que, en la practica, el cédlculo de la derivada de una funcién compuesta
se reduce a ir aplicando sucesivamente las reglas de derivacién empezando por la
funcion mas externa y dejando invariantes las funciones interiores. Por ejemplo,
derivar el exponente 5 inicial se reduce a poner el 5 multiplicando y sustituirlo
por un 4 en el exponente, sin modificar nada més. [

Derivacion de una potencia Hemos visto como derivar la suma y el pro-
ducto de dos funciones. Para potencias tenemos el teorema siguiente:

Teorema 1.7 Si f :]a,b[ — ]0,+00[, g : Ja,b] — R son funciones derivables

en un punto x, entonces f9 también es derivable en x y

N (z) = f(2)9@ ( ¢ (z)log f(z xf/(x)
(77 @) = 1)) (5@ tog o) + g(e) £ )

DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que, por definicion

f(ac)g(””) — 9(@)log f(w)7

luego, aplicando la regla de la cadena y la regla de derivacién de un producto,
concluimos que f9 también es derivable en x, asi como que

9V (1) = 9@ o f(@) [ /() oo F(a ) #(z)
(f7)(x) ¢ (g()lgf()Jrg()f(x)).

Por ejemplo, si f(x) = 2%, entonces f'(z) = 2*(1 + log z).

El teorema de la funcién inversa La figura muestra las graficas de las
funciones e y logz. El hecho de que sean mutuamente inversas se traduce en
que las dos graficas son simétricas respecto de la recta y = x. Por ejemplo,
el punto (2,log2) esta en la grafica del logaritmo, y su simétrico es el punto
(log2,2) = (log 2, €'°82), que estd en la gréfica de e®:

x
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Consecuentemente, las rectas tangentes en estos dos puntos son también
simétricas respecto a la recta y = x, lo que se traduce en que sus pendientes
son mutuamente inversas. Asi, si la pendiente de la tangente de logz en x = 2
es 1/2, la pendiente de la tangente en log2 de e tiene que ser 2 (y en efecto es
asi, pues la pendiente es €82 = 2).

Esto es cierto en general siempre que tenemos dos funciones mutuamente
inversas, digamos y(x) y z(y). Si la primera es derivable en xq, es decir, si su
grafica tiene tangente en el punto (zg, y(zo)), su inversa tiene que tener tangente
en el punto (y(zo),x0) = (Yo, 2(Y0)), y las pendientes tienen que ser mutuamente

inversas: .
Yo dx zo

La tnica excepcion se da si una de las funciones tiene derivada nula en un punto,
es decir, si su tangente es horizontal, en cuyo caso la inversa tendra tangente
vertical en el punto simétrico y no seré derivable. Esto es lo que afirma el
teorema de la funcién inversa:

dx:
dy

Teorema 1.8 (Teorema de la funcién inversa) Sea f: A — B una fun-
cion derivable entre dos abiertos en K con inversa continua g : B — A. Si f
es derivable en un punto xo y f'(xo) # 0, entonces g es derivable en yo = f(x0)

y 9’ (yo) = 1/ f"(x0)-

DEMOSTRACION: Sea h # 0 tal que yo +h € B. Sea h' = g(yo+ h) — g(vo),
con lo que yg + h = f(xo + h'). Entonces

g(yo+h) —glyo) h +xo—20 ' 1

h vo+h—yo  flzo+h)— flxo) 7’f($°+h,3_f(w°) .

Sea {h,}>2 , una sucesion de términos no nulos que converja a 0. Entonces,
como g es continua, tenemos que hl, = g(yo + hn) — g(yo) converge a 0, luego
por la derivabilidad de f en zg tenemos que

fwo + 1) = (o)

lim e = f'(z0),
luego
1 9Wo + hn) = g(yo) _ : 1
y esto prueba que existe
+h) —9(o) 1
) — 1 90 _ _
g (yO) hl_>rno h f/(xo) [ ]

Ejemplos Con este teorema podemos calcular las derivadas de las funciones
trigonométricas inversas. Por ejemplo, la funcion sen : |—m,7[ — ]—1,1] es
biyectiva y estrictamente creciente, por lo que su inversa

arcsen : |—1,1][ — |—m, [
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es derivable en su dominio y, si y = arcsen x, luego x = seny, tenemos que
I 1 B 1
cosy \/l—sen2y V1—22

Similarmente se calculan las derivadas de las cinco ultimas funciones de la
tabla 1.1.

arcsen’ x =

Derivacion de funciones elementales complejas En realidad, el argu-
mento que hemos dado para el calculo de la derivada de la funcion e* prueba
sin cambio alguno que la exponencial compleja e® es derivable en todo el plano
complejo C y que su derivada es ella misma. A su vez, las relaciones
eiz _ efiz eiz + efiz

SenZ:T, Cosz:f
implican inmediatamente que sen z y cos z son derivables en C y que sus deri-
vadas son cosz y —sen z, respectivamente, de donde se sigue a su vez que la
derivada de tan z es 1/ cos? 2, e igualmente concluimos que las funciones hiper-
boélicas son derivables en C con las mismas derivadas que indica la tabla 1.1.

Similarmente, fijado cualquier logaritmo complejo de un nimero a € C no
nulo, podemos definir la exponencial a* = ¢*!°8 % que resulta ser derivable en C
con la misma derivada que se indica en la tabla 1.1.

Si « es cualquier nimero real no nulo, podemos considerar el abierto H,,
formado por todos los nimeros complejos que no tienen argumento «. Es cier-
tamente un abierto, porque consta de todo el plano complejo menos una se-
mirrecta cerrada de origen 0. También es abierto el conjunto A, formado por
los ntmeros complejos tales que a < Imz < « + 27, y la funcién exponencial
se restringe claramente a una biyeccion A, — H,. Como su derivada es ella
misma y no se anula, el teorema de la funcién inversa nos da que su inversa

log, : Hy, — Aa,

es derivable y que su derivada es log), z = 1/z. En particular, si @ = —7 la
funcion log_ . es la rama principal del logaritmo que definimos en [ITAn 6.3], y
ahora sabemos que no sélo es continua, sino que es derivable.

En cualquier abierto A C C donde haya definido un logaritmo derivable, para
cada a € C podemos definir una exponenciacion en A mediante 2% = e®1°8%,
que resulta ser derivable con derivada az® ! [

Ejemplos de funciones no derivables Hemos probado que toda funcion
derivable en un punto es continua en dicho punto, luego cualquier funcién dis-
continua es un ejemplo de funciéon no derivable. La idea subyacente es que si
ampliamos una funcién alrededor de un punto en el que es discontinua nunca
dejaremos de ver la discontinuidad, luego lo que veremos no se parecera a una
recta.

Entre las funciones continuas, el ejemplo mas simple de funcién no derivable
lo proporciona el valor absoluto f(x) = |x|:
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-2 -1 1 2

Por més que ampliemos la grafica de esta funcion alrededor del punto (0, 0),
nunca veremos algo parecido a una recta, sino que siempre veremos un “pico”,
y eso implica que no es derivable. Explicitamente, si tratamos de calcular el
limite B — 0] |

o = Jo
vemos que estamos tratando de calcular el limite de la funcién que vale —1 si
h <0y 1sih >0, que claramente no tiene limite en 0, luego la derivada no
existe.

Pero también hay funciones continuas cuya gréafica no tiene “picos” y que no
son derivables. Se trata de las funciones cuya recta tangente es vertical. Un
ejemplo sencillo lo proporcionan las funciones f(z) = ¢/z con n impar.

Notemos que la regla de derivacion

1
que en principio hemos demostrado para x > 0, también vale para < 0, pues

la restriccion de f al intervalo ]—oo, 0 puede calcularse como f(z) = —f(—z),
luego aplicando la regla de la cadena resulta que

flz) =

1 1

B n’{/(fx)"*l a1

flz) = =f(=2)(-1) = f'(-2)

pues n—1 es par. En cambio, la funcién no es derivable en 0, ya que la derivada
deberia ser

i Yh—0 1

m ——— = 11m — =
h=0 h h—0 h1=1/n

La figura siguiente muestra la grafica de la funcion f(z) = /z:

Q.

1.0+
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En ella vemos que la causa de la no derivabilidad es que la recta tangente
en x = 0 es vertical. No obstante, podemos calcular dicha tangente si parame-
trizamos la grafica, por ejemplo en la forma

ra) = (a", ),

de modo que r'(x) = (na"~1,1) y, en particular, /(0) = (0, 1), que indica preci-
samente que la tangente en (0,0) es la recta (vertical) con vector director (0, 1).
Un caso més “patologico” lo presenta la funcién
flz) = {:z:scn; s% x # 0,
0 sixz =0.

015

0.10

que es continua en x = 0, pero no es derivable porque, por mucho que ampliemos
su grafica alrededor de (0, 0) nunca veremos nada parecido a una recta, sino que
siempre veremos una curva oscilante. Analiticamente, la derivada deberia ser

lim hSL(l/h) = lim senl7
h—0 h h—0 h

pero es claro que este limite no existe.

Considermos, por tltimo, la funcién

- 22/2 six >0,
/(@) {—x2/2 siz<0.

2

L L L L
-2 -1 1 2

2L
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Usando la definicién de derivada se prueba facilmente que existe f/(0) = 0,
con lo que, en general, f es derivable en R y f/(x) = |z|. Asi pues, se trata de
un ejemplo de funcién derivable en R cuya derivada no es derivable en todo R.

| |

1.3 Maximos y minimos

Las derivadas proporcionan un método para encontrar los puntos donde una
funcién dada toma su valor maximo o minimo. En realidad tenemos que hacer
una precision:

Definicién 1.9 Un punto ¢ es un mdzimo local (resp. minimo local) de una
funcion f si existe un 6 > 0 tal que |c — §, ¢+ J] esta contenido su dominio y,
para todo z en este intervalo, se cumple que f(c) > f(x) (resp. f(c) < f(z)).
Si se cumple f(c) < f(x) (resp. f(c) > f(z)) para todo z en el intervalo se dice
que el méximo (resp. minimo) local es estricto.

Un punto donde una funcién tome el mayor (resp. el menor) valor posible es
lo que se denomina un mdzimo global (resp. minimo global). Obviamente todo
maximo o minimo global es también local, pero el reciproco no es cierto.

Por ejemplo, la figura muestra la funcién f(z) = 3z* — 423 — 1222 + 20, que
alcanza un minimo global y no tiene maximo global (sino que tiende a +o0o en
+00, luego no hay ningan valor maximo que no supere). No obstante, tiene un
maximo local y un segundo minimo local distinto de su minimo global.

40

30+

Maximo local

Minimo local ,,}

—10[

Minimo global

Las derivadas nos permiten reconocer facilmente los maximos y minimos
locales de una funcién:

Teorema 1.10 (Teorema de Fermat) Si una funcidn f tiene un mdzimo o
un minimo local en un punto ¢ y f es derivable en ¢, entonces f'(c) = 0.

DEMOSTRACION: Supongamos que f’(¢) > 0. Esto significa que

f/(c) — lim f(C+h) — f(C)

h—0 h >0,
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luego por la definiciéon de limite aplicada a € = f/(c), existe un 6 > 0 (que
podemos tomar menor que el § dado por la definiciéon de maximo o minimo
local) tal que si 0 < |h| < ¢ se cumple que

fle+h)—f(c)
h
Pero esto implica que si tomamos h > 0 entonces f(c+ h) > f(c), mientras que
si h < 0 entonces f(c+ h) < f(c), en contradiccion con que f tiene un maximo
o un minimo local en c. [

> 0.

Ejemplo En el caso de la funcion f(z) = 32* — 423 — 1222 + 20, al resolver la
ecuacion
fl(x) =122 — 1227 — 242 =0

obtenemos las soluciones z = —1,0, 2, que corresponden al maximo local (x = 0)
y los dos minimos locales (x = —1,2) que muestra la grafica anterior. n

Nota Es importante tener presente que una funcién puede cumplir f/(¢) =0
sin necesidad de tener un maximo o un minimo local en el punto c. Es el caso,
por ejemplo, de la funcion f(x) = 23 =
Ejemplo Mas adelante veremos (pagina 30) que si lanzamos s
una piedra hacia arriba a una velocidad de v m/s, la altura de

la piedra al cabo de t segundos serd h(t) = vt —4.9t>m. ;Cual ¢
serd la maxima altura que alcanzara la piedra?

Dicha altura maxima sera en particular un méaximo local de
la funcion h(t) y, como ésta es derivable en todo R, el teorema de
Fermat nos asegura que el instante ¢ en que se alcance la altura
méaxima debe cumplir h'(t) = v — 9.8t = 0, luego t = v/9.8m y
la altura maxima es h(v/9.8) = 0.051v2.

La figura muestra el caso en el que la velocidad inicial es
v = 10m/s, por lo que la altura méaxima alcanzada es de 5.1 m. o5 10 15 20
Vemos que en los instantes en los que la piedra esta subiendo la tangente a la
grafica tiene pendiente positiva, mientras que en los instantes en los que baja
tiene pendiente negativa. En cambio, en el punto en el que la altura es maxima
la pendiente es nula, y eso es precisamente lo que afirma el teorema de Fermat.

|

Ejemplo Tenemos una lamina de cartéon de 40 X 25cm y queremos usarla
para construir una caja convirtiendo en solapas cuatro cuadrados de lado h

como muestra la figura:
pn P
M ‘ W5 —2h

40 — 2h
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Determinar cuénto tiene que medir h para que el volumen de la caja sea
maximo posible.

SOLUCION: El volumen de la caja sera

V = (40 — 2h)(25 — 2h)h = 1000k — 130A2 + 41>

2000
1500
1000

500

Por el teorema de Fermat, el valor de h que hace méximo el volumen debe
cumplir que
V'(h) = 1000 — 260h + 12h* = 0.

Esta ecuacion tiene dos soluciones, h = 5 y h = 50/3 > 16, pero la segunda

es imposible, asi que el maximo volumen se alcanza para h = 5, y es igual a
V(5) = 2250 cm?®. .

Ejemplo Un socorrista se encuentra en la orilla del mar en un punto S y ve
que un banista se estd ahogando en un punto B situado a 80 m caminando por
la costa y a 40 m de profundidad. El socorrista corre por la orilla hasta cierto
punto x y luego se echa al agua. Si corre a 5m/s y nada a 1 m/s, jen qué punto
conviene que se eche al agua para llegar al barnista lo antes posible?

o
N
o

40 60 80

-20

-40¢B

SOLUCION:  En general, si el bafiista se encuentra en B = (0,y;) vy el
socorrista en S = (z,0), el tiempo que tardara en llegar a al punto X = (0, x)
en que se echa al agua serda (x5 — x)/v1, donde v; es su velocidad en tierra, y
luego tiene que nadar una distancia /22 + 7, luego el tiempo total que tardara
en llegar al banista es

_ 2 2
T(z) = Ts— X + Ve +yp

U1 V2

)

donde vg es su velocidad nadando. Observemos que T'(80) = 89.44's, mientras
que T(0) = 565, luego corriendo por la playa hasta situarse en el pie de la
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perpendicular que pasa por el banista le ahorra mas de medio minuto. El punto
6ptimo para lanzarse al agua se obtiene igualando a 0 la derivada:

T(2)= -+ —% __—9

U1 02\/12+y§ B

lo que equivale a vo\/22 + y% = vz, luego v3(x? + yg) = 0?22, luego

T

k
= \/17—71@ \yb|,

donde k = vy /v9. En nuestro caso,

0.2
r=——=40=28.165m
1-0.22
y el tiempo correspondiente es T'(8.165) = 55.19 s, luego optimizar su recorrido
permite ahorrar al salvavidas casi 8 décimas de segundo. Esta es la razén por
la que los socorristas no necesitan saber derivar.

Observemos que la solucién que hemos obtenido presupone que k£ < 1, es
decir, que v2 < v;. En caso contrario es claro que la soluciéon 6ptima seria
lanzarse al agua inmediatamente. Por otro lado, vemos que x no depende de
Zg, por lo que nos podria salir > x4, lo cual se debe a que en la definiciéon de
T deberfamos haber puesto |xs — x| en lugar de z; — z, pues correr “hacia la
derecha” no requiere un tiempo negativo. Si con otros datos saliera x > x,, eso
significarfa que también conviene lanzarse al agua inmediatamente. L]

Ejemplo El ejemplo anterior es una version simplificada de otro ejemplo que
hemos planteado en la introduccion (pagina xix). La diferencia consiste en
suponer que el socorrista no esta en la orilla del mar, sino, por ejemplo, 30 m
tierra adentro:

30
20

10

0 10 20 30 40 50 60 70 &0
-10 :0(2

-20
-30

-40

En general, si el socorrista se encuentra en S = (x4, ys), €l tiempo que tarda
en llegar hasta el banista es

V(s —2)2+y2 N Vat +y2
U1 V2 '

T(z) =
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Tenemos que T(0) = 236s = 3min, 56s, pero el recorrido 6ptimo se obtiene
igualando a 0 la derivada:

T'(z) = Ts — T n x
viv/(@s —2)2 + Y2 v /2 + 2’

lo que nos da la ecuaciéon

Ts— T _u x (11)
(e, —w)P+y2 o2 /a2 y2 '

Con los datos del problema, tras elevar ambos miembros al cuadrado y simpli-
ficar, se reduce a

24z" — 38402° + 1745002 + 256 000z — 10240 000 = 0.
No es facil resolverla algebraicamente, pero podemos dibujar su grafica, que

muestra que tiene una unica raiz real en el intervalo admisible para z:

1.5x108
1.0x108

5.0x107

20 40 60 80

La raiz puede ser aproximada numeéricamente, y resulta ser x = 7.521 m,
que proporciona un tiempo T(7.521) = 235.2s, lo que supone, como antes, un
ahorro de 8 décimas de segundo. L]

La ley de Snell En el ejemplo anterior no es facil calcular x en general a
partir de los datos del problema, pero la condicion de minimalidad (1.1) tiene
una interpretacién geométrica muy simple, pues es equivalente a

sen oy V1

= 1.2
senas Uy (1.2)

donde a7 y ag, como muestra la figura, son los angulos que forman con la

perpendicular a la costa los segmentos que recorre el socorrista. Este hecho es

interesante porque, como hemos visto en la introduccién, demuestra que la ley

de Snell sobre la refraccién de la luz es consecuencia del principio de Fermat.
u

1.4 Propiedades de las funciones derivables

En esta seccion demostraremos algunos teoremas sencillos sobre derivabili-
dad de funciones en los que se basa la potencia del calculo diferencial. Aqui
consideramos tnicamente funciones de variable real. Al combinar el teorema
de Fermat que hemos probado en la seccién anterior con el teorema de Weiers-
trass [[TAn 3.31] obtenemos un hecho del que extraeremos varias consecuencias
relevantes:
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Teorema 1.11 (Teorema de Rolle) Sea f : [a,b] — R una funcion conti-
nua en [a,b] y derivable en ]a,b]. Si f(a) = f(b), entonces existe un ¢ € |a, b
tal que f'(c) = 0.

DEMOSTRACION: Por el teorema de Weierstrass, la funcion f alcanza un
valor minimo m y un valor maximo M. Sim = M = f(a) = f(b), entonces f
es constante y su derivada es nula, luego cualquier ¢ € ]a, b[ cumple el teorema.

Supongamos que m < M. Entonces, o bien m # f(a) o bien M # f(a).
Pongamos, por ejemplo, que M # f(a). Sea ¢ € [a, b] el punto donde f(c) = M.
Como M # f(a) = f(b), ha de ser ¢ < b < ¢, y como f toma en ¢ su valor
méaximo, en particular ¢ es un méaximo relativo de f, luego por el teorema de
Fermat f'(c) = 0. "

El teorema del valor medio Imaginemos que la funciéon f : [a,b] — R
representa la posicion en un instante ¢ de un objeto puntual que se mueve
sobre una recta. Durante el intervalo de tiempo [a, b], ha pasado de la posicion
f(a) a la posicion f(b), luego su desplazamiento global ha sido de f(b) — f(a)
(entendiendo que un signo positivo significa que ha terminado a la derecha del
punto de partida y un signo negativo que ha terminado a la izquierda). No
excluimos que el objeto haya podido avanzar y retroceder varias veces, de modo
que la distancia recorrida puede haber sido en realidad mucho mayor, pero
podemos decir que el balance final es que ha recorrido una distancia f(b) — f(a)
en un tiempo b — a, por lo que su velocidad media ha sido

) - It
b—a

Esto hay que entenderlo como que si el objeto se hubiera movido en todo
momento a esta velocidad habria terminado exactamente en el mismo punto en
el que ha terminado. Pero en realidad puede haberse movido mas rapidamente
en algunas ocasiones y més lentamente en otras. Incluso podria haber estado
parado parte del tiempo.

Pues bien, una de las propiedades mas tutiles de las funciones derivables es
el llamado teorema del valor medio, que afirma que, sea cual sea el movimiento
real que ha seguido el objeto, su velocidad en un determinado instante a < ¢ < b
ha tenido que coincidir con la velocidad media. Explicitamente:

f) = fa) = f'(c)(b - a).

En realidad vamos a demostrar algo mas general: imaginemos que tenemos
dos objetos moviéndose durante el mismo intervalo de tiempo, es decir, dos
funciones f, g : [a,b] — R. Si el desplazamiento final de uno de ellos ha sido k
veces mayor que el del otro, entonces en un determinado instante a < ¢ < b su
velocidad ha tenido que ser exactamente k veces mayor que la del otro:

I ORI

g'(c) g(b) —gla)’

Con precision:
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Teorema 1.12 (Teorema de Cauchy) Sean f, g : [a,b] — R funciones
continuas en [a,b] y derivables en |a,b]. Entonces existe un c € |a,b[ tal que

') (f(b) = fa)) = f'(c)(9(b) - g(a)).

DEMOSTRACION: Consideremos la funcién dada por

h(z) = f(2)(g(b) — g(a)) — g(=)(£(b) — f(a)).

Se cumple que h(a) = h(b) = f(a)g(b) — g(a)f(b). Ademas h es continua en
[a,b] y derivable en ]a,b[. Por el teorema de Rolle existe un punto ¢ € Ja, b[ tal
que h'(c) = 0, pero I/ (z) = f'(2)(g(b) — g(a)) — g’ () ((b) — f(a)), luego

F'(©)(g(b) = g(a)) = ¢'(c)(f(b) = f(a)) =0 .

Aplicando este teorema cuando g(z) = x obtenemos:

Teorema 1.13 (Teorema del valor medio) Sea f : [a,b] — R una funcion
continua en [a,b] y derivable en ]a,b[. Entonces existe un c € la,b| tal que

f) = fa) = f'(e)(b—a).
Veamos algunas aplicaciones de este teorema:

Teorema 1.14 Si f : [a,b] — R es continua en [a,b], derivable en |a,b[ y su
derivada es > 0, (resp. >0, <0, <0) en]a,b], entonces f es creciente (resp.
estrictamente creciente, decreciente, estrictamente decreciente) en [a,b].

DEMOSTRACION: Tomemos a < x < y < b. Por el teorema del valor medio,
existe un z < ¢ < y de modo que

fly) = f@) = f(e)(y — x),

y por la hipotesis sobre la derivada concluimos que f(y) — f(z) > 0 (resp. > 0,
<0, < 0), lo que nos da la conclusion. n

El lector puede ver una aplicaciéon de este teorema en el analisis de los 6valos
de Cassini en la seccion B.6.

Sabemos que las funciones constantes tienen derivada nula. El teorema del
valor medio nos da el reciproco:

Teorema 1.15 Si una funcion tiene derivada nula en todos los puntos de un
intervalo abierto, entonces es constante.

DEMOSTRACION: Sea f una funcién derivable en un intervalo A con derivada
nula. Sean a < b dos puntos cualesquiera de A. Entonces

fb) = fa) = f'(c)(b - a) =0,
donde ¢ es un punto de ]a,b[. Por lo tanto f es constante. "

Una consecuencia inmediata es el teorema siguiente, que afirma que una
funcion derivable est4 univocamente determinada por su derivada y su valor en
un punto cualquiera.
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Teorema 1.16 Si f y g son funciones derivables en un intervalo abierto y
f'=¢, entonces existe un k € R tal que f = g + k.

DEMOSTRACION: La funciéon f — g tiene derivada nula, luego f — g = k.
n

Ejemplo: Movimiento rectilineo uniforme Sea e(t) la funcion que deter-
mina la posicién en el instante ¢ de un objeto que se mueve sobre una recta. Ya
sabemos que su derivada v(t) = €’(t) representa la velocidad a la que se mueve
el objeto en cada instante. Si ésta resulta ser constante, v(t) = v, entonces una
posible funcién e(t) es e*(t) = vt, pues ciertamente esta funcion tiene velocidad
constante v. El teorema anterior nos asegura que e(t) = vt + k, para cierta
constante k. Méas precisamente, si sabemos que e(tg) = eg, sustituyendo estos
valores y despejando k llegamos a que

e(t) =eo +v(t —to).

Esta es la ecuacion del movimiento rectilineo uniforme, que permite calcular
la posicién de un objeto que se mueve en linea recta a velocidad constante
conociendo su velocidad y su posicién ey en un instante dado tp.

Por ejemplo, el 10 de enero de 1946 desde Belmar, un pueblo en el Estado de
Nueva Jersey, se emitio una senal de radar que se reflejé en la Luna y fue captada
de regreso unos 2.5 segundos més tarde. Teniendo en cuenta que la velocidad
de la luz es de 299792km/s, el espacio recorrido por la sefial de radar fue de
749 480 km, luego la Luna se encontraba a la mitad de dicha distancia, es decir,
a 374740km de la Tierra. En realidad la distancia media es de 384 400 km, por
lo que el tiempo trancurrido debi6é de ser, méas precisamente, de unos 2.5644s.

|

Ejemplo: Movimiento rectilineo uniformemente acelerado FEn las con-
diciones del ejemplo precedente, supongamos que la velocidad del objeto no es
constante. En tal caso podemos considerar su aceleracion, que por definicién es
la derivada de la velocidad a(t) = v'(t), que expresa la variacion de la velocidad
en cada instante t, exactamente en el mismo sentido en que la velocidad expresa
la variacion de la posicion.

Consideremos el caso mas simple en el que la aceleracion es constante, es
decir, a(t) = a. Entonces, exactamente el mismo razonamiento que hemos
aplicado en el ejemplo anterior (cambiando la funciéon e(t) por la funcion v(t))
nos da que

v(t) = vo +a(t — to),
donde v(tg) = vp. Ahora bien, una funcion e*(t) cuya derivada es v(t) es
e*(t) = vot+ 2a(t—1to)?, luego podemos concluir que e(t) = k+vot+ Sa(t—t9)?,
para cierta constante k, y si sabemos ademas que e(tg) = e, al sustituir y
despejar k concluimos que

1
e(t) = ey + vot + 5a(t —t9)%



30 Capitulo 1. Derivadas

Estas dos ecuaciones determinan el movimiento rectilineo uniformemente ace-
lerado, y permiten calcular la posicion y la velocidad en cada instante de un
objeto que se mueve en linea recta con aceleraciéon constante a conocidas su
posicion eg y su velocidad vg en un instante dado tg.

Por ejemplo, sucede que todo cuerpo que se mueve verticalmente cerca de
la superficie terrestre experimenta una aceleraciéon constante que puede variar
ligeramente segtin el punto en que nos encontremos, pero que de media es®

g~ 9.80665m/s>.

Aqui hay que entender que si —como es habitual— fijamos un sistema de
referencia en el que las posiciones mas altas tienen coordenadas mayores, en las
formulas g debera incluirse con signo negativo:

1
e=eg+uvo(t—to) — 5g(t —tg)?.
Esto explica las formulas que hemos empleado en los ejemplos de las pagi-
nas 6 y 23. Otro ejemplo:

Desde un puente sobre un rio dejamos caer una piedra y oimos el
chapoteo del agua al cabo de 3 seqgundos. ;A qué altura estd el puente
sobre el nivel del agua?

Si consideramos que la piedra ha tardado 3s en caer, la respuesta es que en
ese tiempo ha recorrido

1
e(3) = —5932 = —44.1m,

luego el puente esta a 44.1 metros sobre la superficie del agua, pero si tenemos
en cuenta que el sonido viaja a 340m/s, un calculo més exacto se obtiene lla-
mando t; al tiempo que tarda la piedra en llegar al agua, de modo que en ese
momento empieza a ascender una onda sonora desde la posicién

1

que llegara a h = 0 en el instante t = 3, luego 0 = h+ 340(3 — ¢1). Por lo tanto:
L oo
340(3 — t1) = —igtl

y la solucion (positiva) de esta ecuacion es ¢ = 2.88s, y asi la altura del puente
resulta ser —h = 40.65 m. n

6Notemos que si medimos las longitudes en metros (m) y el tiempo en segundos (s), la
velocidad se mide en metros por segundo (m/s) y la aceleracién en metros por segundo por
segundo (m/s?).
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Funciones céncavas y convexas Los resultados que hemos probado mues-
tran ya que la derivada de una funcion nos proporciona informacion relevante
sobre su grafica. Por ejemplo, consideremos la funcion

f(x) =2 — 622 + 9z + 1.
La figura muestra las graficas de f(x), '
fl(x) =32 —12¢+9 y f"’(z) =62 —12. 4\

En ella podemos comprobar lo que ya sabemos: que
f(x) crece en las zonas donde f’(x) es positiva y decrece )
donde es negativa. La derivada se anula en z = —1
(donde f pasa de crecer a decrecer, por lo que tiene /
un maximo local) y en z = 1, donde pasa de decrecer

a crecer, por lo que tiene un minimo local. A su vez,

f/(x) pasa de decrecer a crecer en x = 2, que es donde (@)
se anula f”(x), y en dicho punto toma su valor mi- -Pr

nimo. Ahora bien el hecho de que la primera derivada

pase de decrecer a crecer en el punto z = 2 tiene una f(z)

repercusion visible en la grafica de f(x). En ese punto la funcion f pasa de ser
concava a ser convexa, en el sentido que introducimos a continuacién:

Definicién 1.17 Diremos que una funcion f : ]a,b] — R es convexa (resp.
concava) si para todo a < x <y < by todo 0 < A <1 se cumple que

FIA =Nz +Ay) < (1 =N f(x)+Af(y)

FIA =Nz +dy) = (1= A)f(x) +Af(y),
respectivamente.
Estas definiciones tienen una interpretacién geométrica muy simple. Basta
tener en cuenta que, cuando A varia entre 0 y 1, la expresion z = (1 — Az + Ay
recorre todos los puntos intermedios entre z e y, e igualmente, (1—X) f(z)+Af(y)

recorre todos los puntos intermedios entre f(x) y f(y). Mas precisamente, la
expresion

(T=Nz+ Xy, 1 =N f(z) + Af(y) = 1 =Nz, f(2) + Ay, f ()

recorre el segmento de extremos (x, f(x)) e (y, f(y)).

fy) f @) ==
(1= X)f(x) + Af(y) FUL =Nz + Ay)
(1= XN)f(x) + Xf(y)

F((A =Nz + Ay)

F(a) f(v)

Ed 1 =Nz+Ay vy Ed Q=Nz+Ay vy



32 Capitulo 1. Derivadas

Asi, la figura de la izquierda ilustra la definicion de funcién convexa, que
expresa que el segmento de extremos (z, f(z)) e (y, f(y)) esta por encima de
la grafica de f, mientras que en el caso de una funcion concava (la figura de la
derecha) el segmento esta por debajo de la gréfica.

Es inmediato comprobar que una funcién f es concava si y solo si —f es
convexa, y esto permite traducir inmediatamente a funciones concavas todos los
resultados que vamos a demostrar para funciones convexas.

Sien z = (1—\)a+ Ay despejamos A e incluimos la expresion en la definicion
de convexidad, obtenemos la version equivalente: sia < z < z < y < b, entonces

Yy—z
£ < =2 @)+ 2= 1)

Z—T

Operando:
yf(@) — 2f(x) + 2f(y) — 2 f(y) —yf(2) + 2 f(z) 2 0.

Una comprobacién rutinaria muestra ahora que esto equivale a cualquiera de
las tres desigualdades siguientes:

)~ f@) _ fw)~ f@) _ fw) - )

zZ—T o Yy—x B Yy—z

(solo hay que desarrollarlas y comprobar que llevan a la misma desigualdad
precedente). Si llamamos

fly) - f(=
M%m=l——il
y—
podemos expresar asi las desigualdades precedentes:
p(z,2) < p(z,y) < p(z,y),
es decir, que la pendiente del segmento que une dos puntos de la grafica de f
aumenta cuando se desplaza hacia la derecha cualquiera de ellos.

Veamos la relacion entre la convexidad y las derivadas (el lector puede cons-
tatarla en el ejemplo dado al principio de este apartado):

Teorema 1.18 Si f :]a,b] — R es una funcion derivable y su derivada f’ es
creciente (decreciente), entonces f es convexa (concava).

DEMOSTRACION: Sia < x < z < y < b, por el teorema del valor medio
existen © < ¢ < z < ¢’ < y tales que
fly) = f(2)

z)— f(z
f( ) f( ):f/(c)gf/(cl): ,
z—x y—z
que es una de las tres caracterizaciones de la convexidad en términos de pen-
dientes. -

En particular, si f’ es también derivable y su derivada f” es > 0 (resp. < 0)
en |a, b[, entonces f es convexa (resp. concava).

Otro hecho elemental es que una funcién convexa (céncava) esta siempre por
encima (por debajo) de sus rectas tangentes:
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Teorema 1.19 Si f : Ja,b] — R es una funcion conveza derivable en un
punto x, entonces, para todo y € |a,b[ se cumple que

f@)+ f'(x)(y —z) < f(y).

DEMOSTRACION: Supongamos que £ < y y sea < z < y. Entonces

sabemos que
JE) = @) _ f6)= 1@

zZ—T - Yy—x

Tomando el limite cuando z — x resulta que
y—x

Si es y < x usamos que
1) =1@) _ 1) =) _ f@)=16) 101w | 0

Yy— T—Yy T —z z—x

y que y — x < 0, luego al despejarlo se invierte la desigualdad. [

Una funcién concava o convexa no es necesariamente derivable (por ejemplo,
la funcion |x| es convexa), pero conviene observar que si que es necesariamente
continua:

Teorema 1.20 Toda funcién concava o conveza f :]a, b — R es continua.

DEMOSTRACION: Veamos que si a < a’ < b’ < b, para cada par de niimeros
a <z <y <Y existe un C > 0 tal que |p(z,y)| < C. En efecto, tomamos
a<a’<a <V <b’ <by observamos que

p(a’,a") < pla',y) < p(z,y) < px,b') < pd”,b'),

y basta tomar C' = max{|p(a’, a”)|, |p(b",¥')|}, pues entonces —C < p(z,y) < C.
Asi pues, |f(y) — f(x)] < Cly — z|, y de aqui se sigue facilmente la continuidad
de f en [d/,b'], luego en ]a, b]. "

Ejemplo: Subtangentes y subnormales Dada una funcion y(z) y un punto
P = (z,y) en su grafica, llamamos B al pie de la perpendicular al eje de abscisas
desde P y T'y N a los puntos donde la recta tangente y la recta normal (la
perpendicular a la tangente) en P a la funcion cortan al eje.

El segmento BT se llama subtangente y el segmento BN se llama, subnormal
de la gréfica en el punto P.
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Es claro que y'(z) = tan a, donde « es el angulo indicado en la figura, luego

—_ y —_
BT = — BN = yy/, (1.3)

donde el signo lo elegimos de modo que el resultado es positivo si el punto esta
a la derecha de B y negativo en caso contrario. Notemos que si ¢’ = 0 entonces
la tangente es horizontal y no corta al eje de abscisas, y por eso no esta definida
la subtangente.

Recordemos [ITAn 5.6] que todo punto (z,y) del plano puede expresarse
como
(2,9) = pleosd, sen6),

con p >0y 0<80 < 27. Los nimeros p y 6 se llaman coordenadas polares del
punto (z,y).

Podemos determinar una curva mediante una funcion p(6). Concretamente,
la formada por los puntos

(p(0) cos b, p(#) sen 9).

Se definen entonces la subtangente polar y la subnormal polar como los seg-
mentos OT y ON determinados por el origen de coordenadas y los puntos Ty
N donde las rectas tangente y normal a la curva en P cortan a la perpendicular
a OP que pasa por O.

Vamos a calcularlas en términos de la funcién p(6).

BT
P
5
N p
0
-5 [3le) 5 10
- T

Para ello consideramos el sistema de referencia que tiene como eje de abs-
cisas la recta perpendicular a OP. Pongamos que P tiene coordenadas polares
(po,60). En general, si un punto @ tiene coordenadas polares (p, ), respecto
del nuevo sistema de referencia sus coordenadas polares son

(r,¢) = (p,6 — 6o + 7/2),

pues esta modificacion de 6 es la que hace que la coordenada polar 6y de P pase
a ser ¢g = 7/2. Asi, en el nuevo sistema de referencia, la curva esta determinada
por la funcion r(¢) = p(¢ + 6y — 7/2). Notemos que, por la regla de la cadena,

dr dp

I
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Podemos suponer que la tangente a la curva en ¢ = 7/2 no es vertical, pues
entonces la subtangente es nula y la subnormal no esta definida. Esto equivale
a que z'(7/2) # 0, luego, por continuidad, 2’(¢) sera siempre positiva o siem-
pre negativa en puntos cercanos a /2, luego x(¢) sera creciente o decreciente
alrededor de /2 y podemos considerar la funcién inversa ¢(x), de modo que

dop  (dz\"
- (2"

A su vez, podemos considerar la funcién compuesta y(z) = y(é(z)), definida
para valores de x cercanos a 0 y cuya grafica es al menos un segmento de la
curva dada. Mas atin, su subtangente y su subnormal (en el sentido cartesiano),
son la subtangente y la subnormal polar de la curva dada.

Por ejemplo, en la figura, la funcion y(x) sélo esta definida para z < zo:

Ahora podemos calcular la subtangente y la subnormal en P mediante las

formulas cartesianas:
—1 d -1
Y
= — 2
) =t ( > )
= —y(m/2) (

dp|.,,) do

Ahora derivamos en (z,y) = (7 cos ¢, r sen ¢):

dg

OF — _ dy do
© y(0) <dac x/2 dz

dy

/2 .

— r(m/2) cos(m/2) — r(m/2) sen(m/2) —p(6o)
T = —r(n/2 2 S .

© r(m/2)sen(m/2) e o (m 2y + 1w 2y cos(rz) — P10

Con un célculo andlogo para la subnormal polar, concluimos que

2
OT = % ON = y(0)y/(0) = —. (1.4)

Asi tenemos una interpretacion geométrica de la derivada dp/df de una
curva en coordenadas polares: es la longitud de la subnormal polar del punto
P de coordenadas (p, ), entendiendo que es positiva si la normal corta a la

perpendicular a OP a la izquierda de O (entendiendo que P esté arriba de O)
y negativa en caso contrario. n
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Derivacion de series de funciones El criterio de mayoraciéon de Weierstrass
[ITAn 3.7] proporciona una condicion suficiente para que una serie de funciones
continuas converja a una funcién continua. Enunciamos ahora una variante que
garantiza la derivabilidad de la suma, aunque por conveniencia pospondremos
la prueba hasta el capitulo siguiente:

Teorema 1.21 Sea f, : |a,b] — R una sucesion de funciones derivables, de
o0

modo que exista un punto xg € |a,b[ tal que la serie Y fn(xo) sea convergente.
n=0

Sea {M,}22, una sucesion de nimeros reales tal que |f) (x)] < M,, para todo

o0
x € la,b] y de modo que la serie > M, sea convergente. FEntonces la serie

> fa(x) converge en ]a,b| a una fm_zcio’n derivable f tal que
n=0
@)= 5 fila)

Admitiendo este resultado (que probaremos en la pagina 90) vamos a deducir
de él una versiéon para series de potencias.

Segtin [ITAn 2.31] una serie de potencias
> an",
n=0

donde los coeficientes a,, son nimeros complejos, converge absolutamente en un
disco abierto de centro 0 y radio R > 0, entendiendo que puede ser R = 0 (en
cuyo caso la serie sélo converge en z = 0) y también R = +o0o (en cuyo caso la
serie converge en todo el plano complejo).

Vamos a probar que la serie
o0
ST napz"t
n=1

que resulta de derivar una serie dada término a término tiene exactamente el
mismo radio de convergencia. Para ello empezamos observando que la serie

tiene radio de convergencia R = 1.
En efecto, es obvio que la serie diverge para z = 1, luego tiene que ser R < 1.
Por otro lado, si 0 < r < 1, tenemos que

n+1
o (2 D

I ayery =r<l,

luego el criterio de D’Alembert [ITAn 2.12] implica que la serie converge en r,
luego su radio de convergencia es exactamente R = 1.
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Ahora llamemos R y R’ a los radios de convergencia de las series

n—1
nanz s

18

)
n

Z anz y

n=1

n=1

respectivamente. Si 0 < r < R, tenemos que
lanR"| = |a, R" R < |nanz""t|r,

luego el criterio de comparacion [ITAn 2.10] nos da la convergencia de

o) 00
5 Jour] < v 35 Inags |,
n=1 n=1

luego r < R, y esto prueba que R’ < R. Reciprocamente, si r < R, tomemos
r < s < R. Hemos probado que la serie

[eS) P
>

S
n=1

es convergente, luego en particular nr™/s™ tiende a 0, luego es una sucesion
acotada. Sea M > 0 tal que nr™/s™ < M para todo n. Asi nr™ < Ms™, y el
teorema de comparaciéon nos da la convergencia de

(o] o0 o0
S nanr 7 =7 Y an ™ < (M) S Jag|s™.
n=1 n=1 n=1
Por lo tanto r < R’ y esto implica que R = R'.
oo
Teorema 1.22 Si f(z) = Y a,z™ es una serie de potencias con coeficientes
n=0

o0
reales y con radio de convergencia R > 0, entonces la serie g(z) = > na,z""!
=1

n
tiene el mismo radio de convergencia, la funcidn f(x) es derivable en el intervalo
|—R, R[ y en €l se cumple que f'(z) = g(z).

DEMOSTRACION: Ya hemos probado que ambas series tienen el mismo radio
de convergencia R y basta aplicar el teorema 1.21 a las funciones f,, () = anz™.
Basta probar que f(z) es derivable en cualquier intervalo |—r,r[ con 0 < r < R,
y si & € |]—r,r[ tenemos que

[fn(@)] = lanz"™| < [anr™| = M,

OO &)
>, My = > |anr™],
n=0 n=0
que es una serie convergente, porque f(x) converge absolutamente en r. m

Nota En 7.19 veremos que el teorema anterior es valido para series con co-
eficientes complejos y que la igualdad f/(z) = g(z) es valida en realidad para
todos los puntos del disco de convergencia comtn de las dos series. m



38 Capitulo 1. Derivadas

En consecuencia, como todas las funciones definidas por series de potencias
son derivables y sus derivadas también vienen definidas por series de potencias,
concluimos que las funciones definidas por series de potencias son infinitamente
derivables, es decir, que existen las derivadas primera, segunda, tercera, etc.

Ejemplo Si aplicamos el teorema anterior a la funciéon exponencial:

n=0
vemos que su derivada es
o0 — oo — o0
nx™ 1 " 1 " "
o= n—1)! D=
n! n—1)! n!
n=1 n=1 n=0

Tenemos asi otra prueba de que e* es derivable en R y que su derivada es e*.
Similarmente, derivando las series de potencias correspondientes, podemos cal-
cular las derivadas de las funciones senz y cosx. L]

Como aplicacion del teorema anterior vamos a generalizar la formula del
binomio de Newton. Para ello observamos que si en lugar de definir un nimero

combinatorio como
m m!
n nl(m —n)!
n

(m) _m(m—1)-(m—n+1) :Hmﬂﬂ-

n n! )

lo definimos como

i=1

la definicién es valida para todo numero real R, aunque no sea un nimero
natural, y coincide con la usual cuando m es un ntmero natural. Hay que
entender que se cumple en general

m p—
0) =
Por ejemplo:

(ﬁ) _V2(V2-1)(V2-2)  -8+5V2
3 1-2-3 6

= —0.1548...

Teorema 1.23 Si o, x son ndmeros reales con |z| < 1, entonces

(1+2)* = i <:)x"

n=0

Notemos que, si « es un namero natural, entonces («/n) = 0 cuando n > «,
por lo que la serie se reduce a la suma finita que proporciona el teorema del
binomio de Newton.
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DEMOSTRACION: En primer lugar demostramos que la serie converge abso-
lutamente usando el criterio de D’Alembert [ITAn 2.12]:

Janl (o= D (0 - n)llat n
n fanl n (n+1)! la(a=1) - (a—n+ 1)z
|oe — n n
= 1’ = 1’ — = .
o/ tim ol tim |~ |

Por lo tanto, el radio de convergencia de la serie es R = 1. Consideramos la
funcién f :]—1,1[ — R dada por

n—1
f(z) = i (Z):gn - i kf_lo(z—k)zn

n=0

« T(a—H
f(z)= 2 k_(;)l —); zn 1
Por lo tanto,
n—1 n—1
. kljo(a ) 1 . kljo(a k)
(1+$)f (l’) :n:1 _(n_]_)l .rn_ +nz::1 —(n_l)' xn:
- kﬁo(a k) :lj;(a — k)
oz+n§::1 — x”+n:1 _(n—l)! " =

o [l (a=F)
a—|—az_:k:0Tx"=af(x).

Asi pues, af(z) = (1 +z)f'(z), y si lamamos g(z) = f(z)(1 + z)~%, tenemos
que
g(@) = f (@)1 +2)" + flz)(~a)(1 +2)7*7!

= f’(m)(1+$)_a_(1+:L‘)f’(gg)(1+m)—oc—1 _ fl(l')(l-l-l')_a—f/(x)(l-i-.’li)_a —0.

El teorema 1.15 nos da ahora que g(x) es constante, es decir, que existe un
namero real ¢ tal que f(z) = ¢(1 + 1)¢, pero haciendo = 0 obtenemos que la
constante es ¢ = 1. n
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Por ejemplo:

12
——x
1 2 6
1 15, 14 5 4
IR R R T TR

Podria pensarse que el teorema 1.21 tendria que poder probarse con la hi-
potesis |fr(x)| < M, en lugar de |f! (x)| < M,. Sin embargo, vamos a ver que
dicha hipotesis garantiza ciertamente la continuidad de la serie (por el criterio
de mayoracion de Weierstrass) pero no su derivabilidad (compérese en cambio
con el teorema 7.18):

1/2(1/2-1) ,  1/201/2-1)(1/2-2)) 4

Ejemplo (Weierstrass) Sea0<a<1yb>1 un entero impar de modo que
ab > 1+ 3n/2. Entonces la funcion

W(z) = ioz a® cos(bFnx)
k=0

es continua en R, pero no es derivable en ningun punto.

Notemos en primer lugar que

la® cos(bFmz)| < aF,

o0
y la serie geométrica Y. a” es convergente, luego el criterio de mayoracion de
k=0
Weierstrass implica que la serie converge uniformemente en R a una funciéon
continua.

En primer lugar observamos que, por el teorema del valor medio, para todo
z,y € R se cumple

|cosz — cosy| = |sené(z — y)| < |z —yl.
También es claro que si k es un entero, entonces
cos(km +z) = (—=1)* cos z.

Fijemos g € R y sea m un nimero natural. Sea r,, el entero mas proximo
a b™xg, de modo que

1 1
bmx0—§ <r Sbmx0+§.

Sea
Tm + 1
Tm =
Asi . .
To = bbj() G bm2 1 < T,
bhzo+ 541 3
Tr o Zl'o-l-ﬁ.
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Por consiguiente:

3
$0<$m<$0+2b7m7

de donde concluimos que lim x,, = zg. Consideramos ahora
m

W (zm) — W(zxg) = ioj a*(cos(b*nz,,) — cos(bFmrg)) = A+ B,

k=0
donde
m—1
A = Y d¥(cos(brirx,,) — cos(bFmay)),
k=0
B = Y d¥(cos(bFmr,,) — cos(bFmag)).
k=m

Por una parte tenemos que

m—1 m—1
|A] < Y a¥|cos(bFra,y,) — cos(Vrmao)| < 0 afvFr(x,, — x0)
k=0 k=0

ab)™ -1  w(ab)™
Sﬂ-(Jcm_gco)(al))fl = a(bf)l

Por otra parte

(T — T0)-

k. Tm+1

Fram,) = cos(brn o

cos(b ) = cos(B* ™ (1, 4+ 1)7).

Para k > m tenemos que b*~™(r,, + 1) es entero, luego, teniendo en cuenta
que b es impar:

cos(bimay,) = (1) " rm ) = (1),

Ademas

by —
Trg) = cos(bkﬂrmb#) = cos(D" M 4 O T 2y, ),

cos(b*

donde z,, = b™xg — 1ry,.
De nuevo, si k > m tenemos que b*~™r,, es un entero, luego

cos(bmag) = (—1)”’%7%m cos(B* "™z m) = (=1)"™ cos(b¥ ™ z,,).

Esto nos da la expresion siguiente para B:

B

I
(2
3
IS
ol
|
|
—_
=
3
|
|
L
=
3
o
o
2z
o
T
3
N
3
2



42 Capitulo 1. Derivadas

Como todos los términos de la serie son no negativos, podemos concluir que
|B| > a™ (1 + cos(zp,m)).

Mas atn, tenemos que |z,,| = [b™xg — | < 1/2, luego |z, 7| < 7/2, luego el
coseno de la tltima expresién es no negativo, luego |B| > a™.

Ahora usamos que z,, — xo < 3/2b™, luego 2b™(x,, — x0)/3 < 1, con lo que
podemos concluir que
2a™b™
3

Combinando las desigualdades que hemos obtenido resulta que

|B| > (Tm — x0)-

2a™b™ w(ab)™
(om = 0) = =1

(ab)™ @ - ab”_ 1) (Zm — o).

[A+B| = |B]-|Al= (Tm — o)

Por consiguiente:

’W(xm) — Wixo)

m — L0

= (ab)™ (; - abW— 1) '

La hipotesis del teorema garantiza que ab > 1y que el segundo factor es positivo,
luego

lim ’ Wizm) = Wizo)| _ +00,
m Im — X
lo que implica que W no es derivable en zg. L]

Nota Observemos que si derivamos término a término la serie que define a W
obtenemos la serie

-7 Z(ab)k sen(bFrr),
k=0

luego si ab < 1 podemos aplicar el teorema de mayoracién de Weierstrass para
probar que la serie converge uniformemente en R, y entonces el teorema 1.21
implica que, de hecho, existe

W'(z)=—-= Z(ab)k sen(b*rx).

k=0

Por lo tanto, para que la funciéon de Weierstrass no sea derivable es necesario
que ab > 1. Hardy demostré que esta condicion es también suficiente. L]

La figura muestra la grafica de W para a = 0.5 y b = 3 en el intervalo [—2, 2],
asi como una ampliacién alrededor de 0:
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L 0.05 0.10

-0.10 -0.05

1.5 La regla de L’Ho6pital

Demostramos ahora diversas formas del teorema conocido como ‘“regla de
I’Hopital” si bien, como hemos explicado en la introduccion fue descubierto por
Johann Bernoulli:

Teorema 1.24 (Regla de L’Hoépital) Sean f, g : ]a,b] — R funciones de-
rivables tales que lim f(x) = lim g(z) = 0 y de modo que g y g’ no se anulen
r—a r—a

en |a,b[. Si existe

!
tim L&) _
r—a g (x)
entonces también existe
lim M = L.
r—a g(m)

DEMOSTRACION: Extendamos f y g al intervalo [a,b] estableciendo que
f(a) = g(a) = 0. Asi siguen siendo continuas.
Si a < x < b, por el teorema de Cauchy existe un punto ¢ € Ja, x| tal que

(f(z) = f(a))d'(c) = (9(x) — g(a)) f'(c),
o sea, f(z)g'(c) = g(z)f'(c), y como g(x) # 0 # ¢'(c), podemos escribir
f@) _ f'o)
i@ g (9
Por definiciéon de limite, si € > 0, existe un § > 0 tal que si 0 < ¢ —a < ¢,
entonces 7(0)
c

g'(c)
Asi tenemos que si 0 < ¢ — a < J, existe un ¢ € ]a, z|[ que cumple (1.5) y
(1.6). Por consiguiente, para todo = € Ja, a + §[ se cumple

f(x)

m—L < €.

—L| <e (1.6)
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Esto significa que

lim /(@)

z—a g(r) . [

Obviamente la regla de L’Hopital también es valida cuando en las hipote-
sis cambiamos a por b. Combinando las dos versiones obtenemos la regla de
L’Hopital para funciones definidas en intervalos Ja — €,a + €[ \ {a} y tomando
limites en a (si existe el limite del cociente de derivadas, existen los limites por
la derecha y por la izquierda y coinciden, por los casos correspondientes de la
regla, existen los limites de los cocientes de las funciones por ambos lados y
coinciden, luego existe el limite y coincide con el de las derivadas).

Ejemplos Usando la regla de L’Hé6pital podemos calcular, por ejemplo:

. osenTx . TCOSTIT
lim =lim —— = —7.
e—1 Inx a=1  1/x

A veces hace falta aplicar la regla varias veces seguidas:

Los teoremas siguientes demuestran otras variantes de la regla de L’Hoépital:

Teorema 1.25 (Regla de L’Hopital) Sean f, g : |a,+oo] — R dos funcio-
nes derivables tales que lfgl flz) = lirf g(x) =0 y de modo que g y g’ no
Tr—r+00 Tr—r+00

se anulan en la,+ool. Si existe

U
lim @) =1L,
z—>—+00 g’(x)
entonces también existe
lim ﬁ = L.
z—+o0 g(x)

DEMOSTRACION: Consideremos F(z) = f(1/x) y G(z) = g(1/x), definidas

en ]0,1/a[. Claramente F' y G son continuas, y limOF(x) = h’r%G(x) = 0.
r— r—

Ademas por la regla de la cadena son funciones derivables y sus derivadas son

Foy = LD G 90/,

2 2

También es claro que ni G ni G’ se anulan en su dominio y

F'@) _ f(1/a)
G~ g(/e)

luego existe




1.5. La regla de L’Hopital 45

El caso ya probado de la regla de L’Ho6pital nos da ahora que también existe

. Fz)
ii% G(z) L.
Obviamente entonces
lim M =1L
z—>400 g(x)

Igualmente se prueba la regla de L’Ho6pital para funciones definidas en in-
tervalos |—oo, b| y cuando z tiende a —oo.

Asi pues, si tenemos una indeterminacion de tipo 0/0 y al derivar nume-
rador y denominador podemos calcular el limite, la funcién original tiene ese
mismo limite. Ahora veremos que la regla de L’Hopital es aplicable también a
indeterminaciones del tipo co/oc.

Teorema 1.26 (Regla de L’Hépital) Sean f, g : ]Ja, +oo[ — R dos funcio-
nes derivables tales que lim f(x) = lim g(x) = oo y de modo que g y ¢’ no
T—+00 T—>+00

se anulan en la,+oo[. Si existe

entonces también existe

DEMOSTRACION: Por definicién de limite, dado € > 0, existe un M > a tal
que si x > M entonces
f'(z)

g'(z)

Por el teorema de Cauchy, si x > M, existe un y € |M, z[ de modo que

—L‘<e

luego
— f(M
‘f(x) 7(0M) _L’ .
g9(x) — g(M)
(Notemos que, como ¢’ no se anula, la funciéon g es mondtona, luego el denomi-
nador es no nulo).
Puesto que lir+n f(x) = oo, existe un N > M tal que si > N entonces
r—r+00

|f(z)] > |f(M)|, y en particular f(z) — f(M) # 0. Por ello, para x > N
podemos escribir
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Si en los dos ultimos factores dividimos numerador y denominador entre f(x)
y g(x) respectivamente, queda claro que tienden a 1 cuando x — 400, luego
tomando N suficientemente grande podemos suponer que si £ > N entonces el
producto de ambos dista de 1 menos de €. De este modo, para x suficientemente
grande, el cociente f(x)/g(x) se puede expresar como producto de dos nameros
reales, uno arbitrariamente proximo a L y otro arbitrariamente préximo a 1.
De la continuidad del producto se sigue que

f(x)

im .
T—+00 g(m) u
Naturalmente la regla de L’Hopital también es valida en el caso oo/oco cuando
r — —o0. El mismo argumento que nos ha permitido pasar del caso finito al
caso infinito en la indeterminacion 0/0 nos permite pasar ahora al caso finito.
Es facil probar:

Teorema 1.27 (Regla de L’Hopital) Sean f, g : |a,b] — R derivables tales
que liin f(x) = 11_1}11 g(x) = 0o y de modo que g y g’ no se anulan en Ja,b[. Si

existe ,
lim ') =1L,
a=a g'(z)
entonces también existe
@)
im ——= =
z—a g(x)

También se cumple la version correspondiente cuando x tiende a b y cuando x
tiende a un punto por la izquierda y la derecha a la vez.
Contraejemplos El argumento siguiente es incorrecto: Como
3 T +senzx 3 14 cosz
lim — = lim ——
xr——+00 x r—r—+00 1
y el seqgundo limite no existe, el primero tampoco.
Esto es falso, pues
T +senx sen x
lim THsenw = lim 1+

T— 00 €T T—+00 €T

=2.

El error esté en que la regla de L’Hopital solo afirma que si existe el limite del
cociente de las derivadas, éste coincide con el limite del cociente inicial, pero no
dice que si el limite del cociente de las derivadas no existe no pueda existir el
limite del cociente inicial. El ejemplo se puede adaptar a casos analogos para
las otras formas de la regla.
También es incorrecto el calculo siguiente:
T +senx cosx

lim . =
z——+oo (X + sen x cos x)esen®

2cos? z

lim R =0
z—+00 2082 x €51 % + (1 + sen T cos ¢) cos T 5T
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Por el contrario:

) T + senx cosx ; _
lim = lim e "7
z—+o0 (T 4 Senx cos x)esn T oo

y es claro que este limite no existe. El fallo esta en que no se cumple la hipétesis
de que ¢’ no se anule en un intervalo |a, +ool, por lo que la regla de L’Hopital
no se puede aplicar. m

Ejemplo Aplicando la regla de L’Hopital vemos que

) . logzx i 1/x i
lim zlogz = lim —— = lim = lim —z = 0.
x—0 x—0 1/33 x—0 —1/,’1}2 x—0

Por consiguiente,

zlogx 0 1

limz* = lim e =e =

x—0 z—0

Asi pues, la funcion f(x) = z® es continua en el
intervalo [0, 400 si entendemos que en 0 toma el
valor 0° = 1. Su derivada es

f'(z) = 2" (logz + 1),

y tiende a —oo en a = 0. Ademés se anula en  os|
a = 1/e, luego ése es el punto donde alcanza su
valor minimo. ]

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Ejemplo La regla de L’Hopital nos da también que, si a > 0, entonces

o log’z . 2logzl/x
lim = lim ————— =
rz—+oo % zo+oo aro—1
2logx 2/x 2
lim 8% _ lim # = lim =0
r—+o0o r— 400 a2xo¢71 T—>+00 CVQCE‘X

Sin embargo, nadie diria que esto es asi viendo la gréfica de esta funcion,
por ejemplo para a = 0.1:
50
40
30

20

- N W A o

0 2 4 6 8 10 12 14 0 200000 400000 600000 800000 1105
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La derivada de f(z) = log® z/z® es

() = 22 togz — ar® L log? x _ 2 Llogz(2 — alog )
2 2o ’

que se anula cuando logz = 0 (o sea, en x = 1) y cuando 2 — alogz = 0, lo
cual sucede en z* = e/,

Claramente, en 2 = 1 la funcién toma su valor minimo, que es f(1) = 0,
mientras que en x* la derivada pasa de ser positiva a ser negativa, luego el punto
es un maximo local, y el valor de la funcioén es

pretimy = 2P _ (2

e ae
Por ejemplo, para o = 0.1, el valor méximo se alcanza en

¥ = e?" = 485165 195.4, dondef(z*) = 54.13,

y s6lo a partir de ahi empieza a decrecer hacia 0, pero si queremos que descienda
hasta un punto donde, por ejemplo, f(x) = 0.01, necesitamos llegar al menos
hasta = 3.97 - 103°. Esto hace que algunos resultados que involucran limites
describen hechos que quedan mucho méas alld de nuestra capacidad de calculo.
Veamos un ejemplo:

Teorema 1.28 Para cada nimero natural n, sea d(n) el nimero de divisores
de n. Entonces, para todo € > 0 existe un ng tal que si n > ng, entonces

logn
logd(n) < (1 log2——=——.
ogd(n) < (14 €)log Toglogn

DEMOSTRACION: Sean = pi' --- pr la descomposicion en factores primos de
un namero natural n y consideremos un § > 0 que luego especificaremos. Cada
divisor de n es de la forma p{l --pfr con 0 < f; < e;, por lo que, claramente,

din)=(e;1+1)--- (e, +1).

Entonces

§ eié :
n i=1 Pi

d(n) ﬁ e;+1

Usando la desigualdad 1 + x < e vemos que

e;0log2 < etidlog2 _ geid < p;;iél

e;+1 . ei+pfi5 .

s ST =L+ = 1+;<el/(5l°g2).
p;* ;"

pfi‘s - dlog2 —
Por otra parte, si p; > 2'/9, entonces p® > 2y

e;+1 e;+1
61'(5 S 261‘ :
b;
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Por lo tanto,

d(n) _ H e +1 H €i fglg H o1/ (log2) < (2/°/(510g2).

e;d e;
pi<21/8 p; pi>21/8 p; p<21/8

Equivalentemente,
21/5

logd(n) — dlogn < 5log2

Ahora tomamos, concretamente,

(14+¢/2)log2
loglog n

con lo que

loglog n log log n
21/5 — 2U+e/2)log2 — ¢ 1+¢/2 — (logn)l/(lJFE/Q)'

Por lo tanto,

(1+¢/2)log2logn  (logn)'/(1+¢/2) loglogn

logd(n) <
gd(n) < loglogn (1+¢€/2)log*2

Observemos ahora que, para todo n suficientemente grande,

(logn)Y/(1+¢/2) Joglogn € log 2logn

(14 ¢/2)log*2 ~ 2loglogn’
pues esto equivale a
log®logn € €

y el miembro izquierdo tiende a 0 con n (pues, si llamamos x = logn, es de la
log2 T
ajO{

forma ). Asi pues,

log d(n) < (1+¢€/2)log2logn n (e/2)log2logn _ (1+€)10g210gn.
loglogn loglogn loglogn

Ahora bien, a la vista de la figura siguiente, lo primero que cabe pensar es
que el teorema es falso, pues deberiamos ver que, a partir de cierto valor, la
funcién d(n) queda por debajo de la mayor de las dos curvas. Si extendemos la
grafica hasta, digamos, n = 109, la imagen es similar.

La razon es el fendomeno que hemos discutido antes del teorema. Hemos
probado que la funcion d(n) debe quedar por debajo de la curva mayor para
todo n suficientemente grande, pero ;jcomo de grande?
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El tnico punto de la prueba que requiere que n sea grande es (1.7) que, para
€ = 0.2, es, concretamente

log®logn
(log n)0-09

Ahora bien, llamando z = logn, hemos visto que el maximo de la funcién

< 0.037.

log2 T
20.09

se encuentra en z* = ¢2/0:09 x~ 3,58 . 10°, luego para que el miembro izquierdo
de la desigualdad anterior quede por debajo de 0.037, como minimo logn debe
superar dicho maximo, lo que requiere que n > 358107 — 1 63 . 101554774245
De hecho, la funciéon no desciende hasta 0.037 a partir de = = 2.6 - 103, lo que
exige que n > 62‘6'1063, y esto excede la capacidad de computo de un ordenador
tipico. En realidad nada impide que el teorema se cumpla para valores menores
de n, pero s6lo hemos probado que se cumple a partir de este valor.

En resumen: hemos razonado que los nimeros naturales tienen una propie-
dad que nunca podremos ver que se cumple.

1.6 Continuidad de la derivada

Hemos visto que toda funcién derivable es continua, pero la derivada a su
vez no tiene por qué ser continua.

Ejemplo La funciéon

Fz) = {02 sen(l/x) siz#0,

six =0,

es derivable en todo R. En efecto, es derivable en = 0 porque la derivada es

h?sen(1/h) 1
/ I PN e GV AL P L
10 = Jiy = = fahsen g =0,
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y en los puntos restantes podemos aplicar las reglas de derivaciéon para calcular
f'(x) = 2xsen(1/z) 4+ x? cos(1/x)(—1/2?) = 2z sen(1/x) — cos(1/x).

Puesto que lir% 2z sen(1/x) = 0, es claro que no existe lin%J f'(x), luego f'(x) es
T— T
discontinua en z = 0.

He aqui dos imagenes de la grafica de f(x):

0.010

0.04;

0.02}

\ PN | A~ LN\,

-02 Ao gzl N4 0.2 0.10
-0.04¢

-0.005

-0.010

En la de la izquierda los dos ejes tienen la misma escala, mientras que en la
de la derecha hemos hecho “trampa” y hemos graduado el eje vertical con una
escala 50 veces mayor. Si ampliamos suficientemente usando la misma escala, la
grafica acaba siendo indistinguible del eje z. La discontinuidad de la derivada
se debe a que la grafica se confunde con una recta porque las oscilaciones se ven
cada vez menores a medida que ampliamos la grafica, pero no dejan de estar
ahi, por lo que cerca de 0 hay puntos con cualquier pendiente entre —1y 1. =

Sin embargo, las funciones discontinuas que son la derivada de otra funcién
son relativamente escasas. Una muestra de ello nos la da el teorema siguiente:

Teorema 1.29 Sea f : Ja,b[ — R una funcidn continua en ]a,b| y derivable
en la,b| salvo a lo sumo en x = c. Si existe lim f'(x), entonces f es derivable
ency f'(c) = lim f'(z). En particular, f' es continua en c.

Tr—cC

DEMOSTRACION: Por la regla de L’Hépital:”

/ . f(C—I—h)—f(C) 3 fl(c+h) ¢ !
i) = Jim == ——— = Jim T = lim f'(x).
|

Asi pues, la derivada de una funcion no tiene por qué ser continua, pero si no
es continua en un punto, podemos asegurar que el problema no sera meramente
que el limite en el punto no coincide con el valor de la derivada, sino que dicho
limite no puede existir, tal y como hemos visto que sucede en el ejemplo de
derivada discontinua que hemos dado. Mas atn, las derivadas comparten una
propiedad fundamental con las funciones continuas:

Teorema 1.30 (Darboux) Si f : |a,b] — R es una funcidn derivable y to-
mamos numeros a < u < v < b, para todo numero real y comprendido entre
f'(w) y f'(v) existe u < x <w tal que f'(x) =y.

"La continuidad de f es necesaria para asegurar que el numerador tiende a 0, pues de lo
contrario no se puede aplicar la regla.
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DEMOSTRACION: Supongamos que f'(u) <y < f/(v). Sise dan las desigual-
dades opuestas se razona analogamente. Si se da una igualdad, basta tomar
x =wu o x=wv,segun el caso, asi que podemos suponer que f'(u) <y < f'(v).
Sea g(t) = f(t) — yt. Entonces g es continua en el intervalo [u, v], luego alcanza
su valor minimo en un punto v < z < v. Ahora bien, ¢'(u) = f'(u) —y < 0,
luego ¢g no puede tener su valor minimo en w (pues podemos tomar h > 0
suficientemente pequeno como para que u < u+h < vy f(u+h) < f(u)).
Igualmente ¢’'(v) = f'(v) —y > 0, luego tampoco puede tener su valor minimo
en v. Asi pues, u < x < v y por el teorema de Fermat ¢'(z) = f'(x) —y = 0.

| |

A su vez esto impone una limitacién mayor a las discontinuidades posibles
de una derivada:

Teorema 1.31 Sea f :]a,b] — R una funcion derivable en]a,b], seaa < ¢ < b
y supongamos que existen

L_= lim f'(z), Ly = lim f'(x),

T—c— r—ct

entonces L_ = L, luego f'(x) es continua en c.

DEMOSTRACION: Supongamos, por ejemplo, que L_ < L,. Si se da la
desigualdad opuesta se razona andlogamente. Tomamos

Li—L_
‘<=3

ysead >0talquesic—d <z <csecumpla |f'(z)—L_| <e ysic<z<c+d
se cumpla |f'(z) — Ly| <e. Tomemosc—d <u<c<wv<c+dyseay# f'(c)
tal que

f(u)<L_+e<y<Ly—e<f(v).

Por el teorema anterior existe u < x < v tal que f'(z) = y. Como y # f'(¢),
tiene que ser x # ¢, luego ¢ — § < x < ¢ o bien ¢ < x < ¢+ 4. En el primer caso
ly—L_| <€, yenelsegundo |y — Ly | < ¢, en contra de la eleccion de y. Por lo
tanto, f’'(z) tiene limite en ¢ y el teorema 1.29 implica que es continua. m

Asi pues, una derivada no puede tener los dos limites laterales finitos en un
punto de discontinuidad.

1.7 Ecuaciones diferenciales I

Una ecuacion diferencial es una ecuacién que tiene como incégnita una fun-
cion y : I — R, donde I es un intervalo abierto en R en el cual es derivable,
y en la cual aparecen la variable z, la incognita y(x) y sus derivadas y'(x),
y"(z), etc. Sila mayor derivada que aparece es la derivada n-sima, se dice que
la ecuacion diferencial tiene orden n.
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Por ejemplo, una ecuacion diferencial sencilla de primer orden es

y = ky.

En general, las ecuaciones diferenciales tienen infinitas soluciones. Por ejem-
plo, supongamos que una solucion y : I — R de esta ecuacion cumple y(x) > 0
para todo z en el intervalo I. Entonces podemos considerar la funcion log y(z),
que cumple

Y
logy) = =~ = k.
(logy) ;

Asi pues, log y tiene la misma derivada que la funciéon kx, luego el teorema 1.16
nos da que existe una constante cq tal que logy = kx + cg, luego y = e®@er®.
Llamando ¢ = e concluimos que y = cek?.

Es claro que toda funcion de la forma y = ce®® es solucién de la ecuacion,
y hemos probado que las tnicas soluciones positivas de la ecuacion diferencial
dada son las de esta forma, para cada constante ¢ > 0. Pero si y es solucién con
y < 0, entonces —y es soluciéon con —y > 0, de donde se sigue que y = ce*®, para
cierta constante ¢ < 0. Con esto hemos probado parte del teorema siguiente:

kx

Teorema 1.32 Las tnicas soluciones de la ecuacion diferencial y' = ky, con
k # 0 son las de la forma y = ce®®, para cada constante c € R.

Faltaria probar que si una solucién se anula en un punto, entonces es idénti-
camente nula, pues eso implica a su vez que una solucién no puede tomar a la vez
valores positivos y negativos, ya que entonces, por ser continua, se anularia en
algin punto. No obstante, no merece la pena entrar en ello, porque el teorema
anterior serd inmediato en cuanto hayamos demostrado el teorema siguiente,
que no trata sobre ecuaciones diferenciales, sino sobre sistemas (lineales) de
ecuaciones diferenciales:

Teorema 1.33 Supongamos que y1,...,Yn,Y1s---,Gn : I —> R son funciones
derivables en el intervalo abierto I que satisfacen un sistema de ecuaciones
diferenciales de la forma

Y+ ey + -+ anyn =b

y'/n, +an1y1 + - +annyn = bn

para ciertas funciones continuas a;;,b; : I — R, as? como que existe un xg € I
tal que y;(x0) = gi(xo) parai=1,...,n. Entoncesy; =g; parai=1,...,n.

En otras palabras, un sistema de ecuaciones diferenciales de este tipo tiene a
lo sumo una solucion (y1,...,y,) que cumpla unas condiciones iniciales dadas
de la forma

yl(xo) = Uog, ey yn(mo) = Unp-
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DEMOSTRACION: Tenemos que
Yl +anyr + -+ anyn = b Ui+ angi + -+ amfn = b

y;+an1y1++annyn:bn g;—"_anlgl'i_""afnngn:bn

luego, si llamamos z; = y; —¥;, restando las ecuaciones correspondientes de cada
sistema resulta que las funciones z; cumplen:

2y +anz +-+amz, =0

/ _
Z, tap1z1 + -+ Qupzn = 0

Y ademés z;(xg) = 0 para ¢ = 1,...,n. En estas condiciones, tenemos que
demostrar que z; = 0 para ¢ = 1,...,n, pues esto implica que y; = y;. Para ello
consideramos la funcion E(x) = 23(z) + - + 22(z) > 0.

Sabemos que E(zo) = 0 y basta probar que £ = 0. Supongamos, por el
contrario, que existe un punto x; € I tal que E(x1) > 0. Sean p, q € I tales que
p < xg,x1 < q. Asi J = [p,q] C I y por el teorema de Weierstrass [ITAn 3.31],
las funciones continuas a;; estan acotadas en J, es decir, existe una constante
K > 0 tal que |a;j(z)| < K, para todo = € J. Seguidamente observamos que

n o n
E/ = Z 22’12’; = — Z Z aij2zizj.
i=1j=1

Ahora usamos que |2ab| < a? + b? (basta desarrollar (a +b)2 >0y (a—b)2 >0
para concluir que —(a? + b?) < 2ab < a? + b?).
Asi, para x € |p, ¢,

n n n
|E'| < 3 agl|22i2] < Y K (27 +zj2) < Y. 2KE =2n’KE = ME,
ij=1 ij=1 ij=1
luego —ME < E' < ME, para todo x € |p, q|.
Si xg < 1, observamos que
d
dx
luego la funcion e~ ™*E es decreciente en |p, ¢, lo cual nos da una contradiccion,
pues entonces e " M*1 E(x;) < e M0 E(z4) = 0, luego E(z1) < 0.

(eM*E) = e M*(F' - MF) <0,

Similarmente, si x; < zp razonamos que la funcion eM®FE es creciente y
llegamos a que eM*1 E(z;) < eM®0 E(xy) = 0 y nuevamente E(z1) <0. =

Ahora el teorema 1.32 es inmediato (incluso sin la discusion previa), pues
es evidente que las funciones y = ce® son soluciones de la ecuacion diferencial
(que es de la forma considerada en el teorema anterior, es decir, y' — kz = 0)
y cumplen y(0) = ¢, luego si y es una solucion arbitraria y ¢ = y(0), entonces
7 = ceP® es otra soluciéon con y(0) = 7(0), luego el teorema nos da que y = .
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Ejemplo: Desintegracion radiactiva Los elementos radiactivos son aque-
llos cuyos atomos, al cabo de un tiempo, se desintegran emitiendo radiaciéon
y transforméndose, bien en otros elementos, o bien en is6topos del mismo ele-
mento. Por ejemplo, el uranio 288 se desintegra en torio 234, el cual a su vez se
desintegra en protactinio 234, que a su vez se desintegra en uranio 234, y esto
solo es el principio de una larga cadena que termina en el plomo, que es estable.

Lo mas curioso de la desintegracion radiactiva es que es imposible predecir
cuéndo se desintegrard un atomo dado, pero, al mismo tiempo, el proceso sigue
una ley estadistica muy simple, pues la proporciéon de atomos de una muestra
de un elemento que se desintegra por unidad de tiempo es una constante que
depende tinicamente del elemento en cuestién. Matematicamente, si llamamos
N(t) ala cantidad de atomos radiactivos de una muestra (ya sea el nimero de
atomos propiamente dicho, o su masa, o cualquier otra magnitud proporcional
al namero de atomos), se cumple que

N’ = —)N,

donde la constante A > 0 recibe el nombre de constante de desintegracion ra-
diactiva. En virtud del teorema 1.32 sabemos que

N = Nge ™,

que es ciertamente la solucion particular que cumple N(0) = Ny. A menudo, en
lugar de A se usa el periodo de semidesintegracion, que es el tiempo que tiene
que transcurrir para que la muestra se reduzca a la mitad. Es facil encontrar su
relaciéon con A: se trata del tiempo tg que cumple

Noef’\(tﬂo) = %67/\2

que equivale a e~ = 1/2 luego —\tg = —log2, luego ty = log2/A\. En
términos de tg la ecuacion de decaimiento es

N = Noe—lOth/tU — N02_t/t0.

Por ejemplo, el carbono tiene un isétopo radiactivo, el carbono-14, que se
desintegra en el carbono ordinario (carbono-12) con un periodo de semidesinte-
gracion de 5730 anos. El carbono-14 se encuentra en la atmosfera con relativa
abundancia, y las plantas lo incorporan constantemente a su materia organica
a través de la fotosintesis, y a su vez los animales lo incorporan a través de su
alimentacién, de modo que la cantidad de carbono-14 en un ser vivo perma-
nece mas o menos constante a lo largo de su vida, pero tras su muerte ya no
incorporan méas carbono-14, por lo que la cantidad residual puede usarse para
determinar aproximadamente la antigiiedad de unos restos organicos.

En la practica no es facil contar cuantos dtomos de carbono-14 contiene
una muestra, pero si es facil contar los atomos que se desintegran, porque cada
desintegracion emite radiaciéon facilmente detectable. Consideremos un caso
concreto:
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En un trozo de madera “fresca”, la tasa de decaimiento del carbono-
14 es de 13.6 dtomos por minuto y por gramo, mientras que en un
resto antiguo se cuentan 6 dtomos por minuto y por gramo. Deter-
minar la antigiiedad de dicho trozo.

Tenemos que, en la actualidad, el nimero N* de 4tomos de carbono-14 de
un gramo de madera fresca cumple
dN*
dt

“AN* = =13.6,

mientras que el nimero N de 4tomos en un gramo de la muestra cumple

dN
AN = T 6,
de donde deducimos que N/N* = 6/13.6 = 0.441176. Si suponemos que el
numero N* de atomos por gramo en la muestra fresca es aproximadamente
igual que el niimero Ny de 4&tomos por gramo que tenia la muestra antigua en el
momento en el que fue talada de su arbol (esta hip6tesis no siempre es aceptable,
pero se sabe como corregirla) concluimos que

9—t/5730 _ N/Ny = 0.441176,

luego —(t/5730) log 2 = log 0.441176 y llegamos a que la edad de la muestra es
de aproximadamente

log 0.4411
t = 5730 08 0AMITE _ (o dos,

log 2 L]

El teorema 1.33 se generaliza trivialmente a sistemas de ecuaciones de cual-
quier orden. Vamos a formular el caso de orden 2:

Teorema 1.34 Supongamos que Y1, ..., Yn,Y1s---,Gn : I —> R son funciones
derivables en el intervalo abierto I que satisfacen un sistema de ecuaciones
diferenciales de la forma

yi +anyr + o amy, Fouyi + -+ binyn =1
Yn tan1¥y + o+ Gy + bn1yr + o+ bunln = cn

para ciertas funciones continuas aij,bij,c; : I — R, asi como que existe un
xo € I tal que y;(xo) = Fi(xo0), yi(zo) = Fi(xo) para i = 1,...,n. Entonces
Y, =Y; parat=1,...,n.

DEMOSTRACION: Basta definir z; = y,, z; = ¥, y entonces tanto las fun-
ciones Y1, ..., Yny Z1s- -+, 2n COMO Y1, ..., Yn, 21, --,2n Satisfacen el sistema de
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ecuaciones de primer orden

2t anz 4+ amzn H by + -+ binyn =1

21,1 +ap1z1+ -+ apnzy + bnlyl + -+ bnnyn = Cn

yp—2 =0

Yy —zp =0
asi como las condiciones iniciales z;(xg) = Z;(zg), yi(xo) = Ti(xg). Por el
teorema 1.33 concluimos que y; = g; parai=1,... n. L]

En general, las ecuaciones diferenciales de la forma
Y™ + ap_1y" "V 4+ ary’ + aoy = bo,

donde los coeficientes son funciones a;(x) definidas en un mismo intervalo se
llaman ecuaciones diferenciales lineales de orden n.

Los teoremas 1.33 y 1.34 prueban que cada ecuacion lineal de primer (resp.
segundo) orden tiene a lo sumo una solucién que cumpla las condiciones iniciales
y(xo) = yo (resp. y(zo) = vo, ¥ (x0) = ¥}), pero la demostracion de 1.34 se
generaliza por inducciéon para concluir que lo mismo es cierto para cualquier
sistema de ecuaciones lineales y, en particular, para cualquier ecuacién lineal de
cualquier orden.

Otra cosa es justificar que hay soluciéon y encontrarla. El teorema siguiente
nos da la existencia de solucion para una familia sencilla (pero importante) de
ecuaciones lineales de segundo orden:

Teorema 1.35 Las tnicas soluciones de la ecuacion diferencial vy = —k?y son
las de la forma
y = Acoskz + Bsenkx,

para ciertas constantes A y B. Equivalentemente, cada solucion es de la forma
y = Ccos(kx + ¢),
para ciertas constantes C' y ¢.

DEMOSTRACION: Supongamos que y es una solucion definida en un intervalo
abierto I y sea xg € I. Es facil ver que las funciones

y = Acos(kx — kxg) + Bsen(kx — kxg)

cumplen la ecuacion diferencial y ademas y(zg) = A, y'(x9) = —kB, luego
dando valores a las constantes A, B obtenemos todos los pares posibles de valores
(y(20), ¥ (z0)), luego no hay més soluciones que éstas. En particular, vemos que
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todas las soluciones estan definidas en R, luego estan determinadas también por
los valores de y(0) e 3/(0), luego cualquier solucién puede expresarse en la forma

y = Acoskx + Bsenkzx.

Solo falta probar que la segunda expresion recorre también todas las solucio-
nes, pero ello se debe a que y = C cos(kx + ¢) cumple ciertamente la ecuacion
diferencial y ademas y(0) = Ccos ¢, y'(0) = —Cksen ¢, luego basta elegir C' y
¢ para que se cumpla

(u, —v/k) = C(cos ¢,sen @)

y entonces la funcion y(z) correspondiente cumple y(0) = u, y'(0) = v, por lo
que las soluciones de esta forma recorren todas las soluciones posibles. L]

Si una magnitud y(t) evoluciona en el tiempo satisfaciendo la ecuacion di-
ferencial y”’ = —ky, se dice que es un oscilador harmdnico. Segun el teorema
antetior, y = C cos(kt + ¢) oscila periddicamente entre las amplitudes £C' con
un periodo T' = 27 /k, es decir, que vuelve al mismo estado al cabo de T uni-
dades de tiempo, y con una frecuencia v = 1/T = k/27 (que es el ntimero de
oscilaciones por unidad de tiempo).

Ecuaciones lineales homogéneas de segundo orden con coeficientes
constantes Vamos a ver como resolver cualquier ecuacién de este tipo, donde
“homogénea” significa que el término independiente es nulo. Consideramos,
pues, una ecuacién de la forma

2" (t) + 2a1 2'(t) + ag 2(t) = 0,

donde los coeficientes a; y ag son constantes. (Obviamente el 2 en el coeficiente
de 2’ es irrelevante, y lo hemos incluido porque asi la solucion se expresa de
forma ligeramente méas simple.)

Para resolverla vamos a usar un “truco”, y es que vamos a suponer que los
coeficientes 2a; = u + vi, a9 = 7 + si son nameros complejos, al igual que la
funcion z(t) = x(t)+y(t)i. Esto tiene sentido y no se sale de la teoria que hemos
desarrollado, pues si sustituimos en la ecuacién y separamos la parte real de la
imaginaria lo que tenemos es el sistema

a”(t) = —ua'(t) + vy’ (t) — ra(t) + sy(t),

y'(t) = —va'(t) —uy'(t) — sa(t) —ry(t),
y el teorema 1.34 nos garantiza que este sistema de ecuaciones tiene a lo sumo
una solucién para cada conjunto de condiciones iniciales

z(to) = o + Yo, 2 (to) = x4 + ypi
(es decir, para las condiciones z(tg) = zo, 2’(to) = 2{)-

So6lo necesitamos observar que cuando consideramos a una funcién vectorial
z(t) = (z(t),y(t)) como funcion compleja z(t) = x(t) + y(t)i se siguen cum-
pliendo las propiedades siguientes:
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o (21 +22)(t) = 21(t) + 25(t).
o (az)'(t) = az'(t) (para a € C).
o () = ae (para a € C).

Las dos primeras propiedades son inmediatas y la segunda se cumple porque,
de hecho, la funcién e* esta definida para todo t € C y es derivable en todo el
plano complejo, y hemos visto que las funciones complejas cumplen las mismas
reglas de derivacion que las reales.

Consideremos una posible solucién de la forma z(t) = ¥, con k € C. Se
comprueba inmediatamente que satisface la ecuacion diferencial si y solo si k
cumple la ecuacion

k2 + 2a1k + ag =0,

es decir, si k = —a; = d, donde d = y/a? — ag. (Observemos que d puede ser
un ntmero complejo aunque partamos de coeficientes reales, y ésta es la razon
por la que hemos pasado al caso complejo.) Supongamos en primer lugar que
d # 0, con lo cual hemos encontrado dos soluciones: z = e~%te*9 Ahora bien,
es facil ver que cualquier funcion de la forma

z=e " (Aed + Bem ), A BeC

es también solucién. Vamos a probar que éstas son todas las soluciones de la
ecuacion, lo cual equivale a probar que, para cada par de condiciones iniciales
20, 24 € C es posible encontrar A y B tales que la solucién correspondiente las
satisfaga. No perdemos generalidad® si suponemos que ¢y = 0, en cuyo caso las
condiciones iniciales son

A+ B = 2z, —a1(A+ B)+d(A— B) = 2.

Es claro que este sistema de ecuaciones tiene soluciéon para en A y B, pero en
lugar de calcularla es mas practico expresar la soluciéon en términos de A+ B y
A — B, asi:

ct + —ct ect _ e—ct

2(t) = et (A + B)% +(A-B) ),

con lo que

aizo é
d + d)senhdt) (1.8)

es una solucion que cumple z(0) = zp, 2/(0) = 2. Una expresion alternativa
para la solucién se obtiene llamando ¢ = y/ag — a?, con lo que d = iq, y entonces
las relaciones

z(t) = e*‘“t<zo cosh dt + (

senz = —senhiz, cos z = coshiz,
i

8Si 2 es una solucién definida en un intervalo I que contenga a to, entonces z(t — to) es
también solucién de la ecuacion diferencial y esta definida en 0, luego, segiin vamos a probar,
serd de la forma indicada para ciertos A y B, pero es facil ver entonces que z también lo es,
para otros valores de A y B.
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nos dan que
/
2(t) = e Mt (zo cos gt + (M + @) Senqt). (1.9)
q q

De este modo, si los coeficientes de la ecuacion de partida son reales, al igual
que las condiciones iniciales, tenemos que o bien (1.8) o bien (1.9) muestra que
la solucién que hemos obtenido es real, segiin que sea a? > ag (en cuyo caso
d € R) o bien a? < ag (en cuyo caso ¢ € R).

Nos falta considerar el caso en que d = 0, en el que s6lo tenemos una soluciéon
—a1t pero en este caso la ecuacion se reduce a

2" (t) + 2a1 2/ (t) + a3 z(t) = 0,

zZ =€

y una comprobacion rutinaria muestra que otra solucion es z(t) = te”®t. A
partir de ahi, el razonamiento precedente se adapta para justificar que la solucion
general es

2(t) = e” (A + Bt)

0, en términos de las condiciones iniciales:
2(t) = e~ (29 + (a120 + 2§)1).
Asi hemos probado el teorema siguiente:
Teorema 1.36 La solucion z : C — C de una ecuacion diferencial de la forma
2" (t) + 2a1 2/ (t) + ag 2(t) = 0, z(0) = 2o, 2'(0) = 2,
donde ag, a1 son numeros complejos con d = \/m # 0, es la funcion

/
aleO + %O) senh dt)

2(t) = e Mt (zo cosh dt + (

o0, equivalentemente, haciendo d = igq,

!
2(t) = e"“t(zo cos gt + (alzo + @) sen qt).
q q
Sid =0 la solucion es
2(t) = e (20 + (ar20 + 2{)t)-

La figura siguiente muestra varios ejemplos de soluciones con ag = 1, zg = 1,
z, = 0 para varios valores de ay:

1.0

0.5+

-0.51
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Cuando a; = 0 tenemos una oscilacion harmonica, pues la ecuacion es del
tipo considerado en el teorema 1.35. A medida que a1 va aumentando, su efecto
es el de atenuar la amplitud de oscilaciones (pero no su frecuencia), que se reduce
més rdpidamente cuanto mayor es a; < a3. Cuando a; = a? desaparecen las
oscilaciones y la funcion y(t) tiende a 0 sin hacerse nunca negativa. Para valores
mayores de a; el comportamiento es el mismo, sélo que el decrecimiento es cada
vez mas lento.

Una caracterizacion de las conicas Recordemos de [IGE 7.1] que si d es
una recta y F' un punto exterior, la cénica de directriz d y foco F esta formada
por los puntos tales que la razon entre las distancias a F'y a d es constante (y
recibe el nombre de excentricidad de la cénica). Toda conica que no sea una
circunferencia es de esta forma.

Si tomamos un sistema de referencia con origen en el foco de modo que la
directriz sea la recta vertical x = p > 0, entonces la distancia a la directriz de
un punto de coordenadas polares (p, ) es |p — pcosf|, luego la ecuacion de la
conica de excentricidad € es

.
[p— peost]

Si e <1 se cumple que p — pcosf > 0, pues para que fuera negativo tendria
que ser p > p y entonces 0 < pcos — p < p, con lo que el cociente con el valor
absoluto seria > 1. Por lo tanto, si quitamos el valor absoluto y pasamos a

S (1.10)
p— pcosf
sblo perdemos puntos cuando la excentricidad € > 1, es decir, cuando la cénica
es una hipérbola. En tal caso, los puntos que cumplian la ecuacién original
con denominador negativo ya no cumplen la nueva ecuacion, pues p/e > 0.
Concretamente, hemos quitado los puntos con x = pcos@ > p, es decir, los
puntos que estan a la izquierda de la directriz x = p, que constituyen una de las
ramas de la hipérbola, la que rodea al segundo foco.
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Asi pues, la ecuacion (1.10) la satisfacen los puntos de la conica de excentri-
cidad € > 0, foco (0,0) y directriz = p, salvo por el hecho de que si se trata
de una parabola estamos excluyendo la rama que no rodea al origen.

Despejando p y llamando I = pe queda

l

p= 1+ €ecosf’

Cualquier curva que satisfaga una ecuacion de esta forma con l,e > 0 (enten-
diendo que a los angulos 6 que hagan el denominador < 0 no les corresponde
ningin punto de la curva) es una cénica de excentricidad € > 0, pero si admi-
timos € = 0 queda p = I, con lo que hemos incorporado a las circunferencias
como coénicas de excentricidad 0. Un poco mas en general, si incorporamos una
nueva constante:

l
~ 1+ecos(f+9)
su efecto es simplemente girar la conica un angulo ¢ respecto al origen, luego las
curvas con una ecuacion de este tipo son todas las conicas de excentricidad € > 0

con un foco en el origen de coordenadas, sin la restricciéon de que su directriz
(en el caso € > 0) tenga que ser una recta vertical x = p.

p (1.11)

Vamos a caracterizar estas ecuaciones en términos de una ecuacion diferen-
cial. Para ello llamamos v = 1/p, ug = 1/k > 0y C = ¢/l > 0, de modo
que

u(®) = %(1 +ecos(8+ ) = up + Ccos(8 + o).

Ahora observamos que u” = —C'cos(0 + ¢) = ug — u, luego tenemos que las
funciones u(f) son soluciones de la ecuacion diferencial

v’ +u = uo, ug > 0. (1.12)

Vamos a comprobar que no hay més. Para ello observamos que si u(f) es
cualquier solucion de esta ecuacién diferencial, la funciéon v = u — ug cumple la
ecuacion v/ = —v, que es de la forma considerada en el teorema 1.35 con k = 1,
luego sus soluciones son, ni més ni menos, las funciones de la forma

v =Ccos(f+ ),

para cualquier par de constantes C' 'y ¢. Ahora bien, si C' < 0, la misma funcién
puede expresarse como
v=—Ccos(0+ ¢+ ),

luego cambiando si es preciso C' por —C'y ¢ por ¢ + 7 resulta que no perdemos
generalidad si suponemos que C' > 0. Asi pues, las soluciones de (1.12) son las
de la forma

u=ug + Ccos(f + ¢),

para cualquier C' > 0 y cualquier ¢, y sus inversas, p = 1/u son precisamente
las funciones (1.11), con I =1/ug y e =1C > 0.
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En otros términos, hemos demostrado que las soluciones de la ecuacién di-
ferencial (1.12) son las funciones u(6) cuyas inversas p = 1/u se corresponden
con las ecuaciones en coordenadas polares (1.11) de las conicas que tienen un
foco en el origen de coordenadas, con [ = 1/ug.

Més atin, si p es cualquier funciéon no negativa y u = p~!, derivando obte-
nemos

o = _P_QP/, o' = _p—3p/2 _ p—2p//7
luego
/" 2p/2 1
W ru=-2 4 + -, (1.13)
P2 PP p

luego u satisface (1.12) si y solo si p satisface la ecuacion diferencial
p// 2p B
P

Con esto hemos probado el teorema siguiente:

Teorema 1.37 Las soluciones de la ecuacion diferencial

con k > 0, son las funciones de la forma

l

P= 1+ ecos(6 + ¢)’

donde | = 1/k, para ciertas constantes € > 0 y ¢, que son las ecuaciones en
coordenadas polares de todas las conicas con un foco en el origen y excentrici-
dad €.

1.8 La diferencial de una funcién

Segtin hemos visto, la funcién y = 23 cumple
dy 2
— = 3z°.
dx

Aunque hemos introducido esta notacion, debida a Leibniz, en todo momento
hemos usado la notacién alternativa de Euler: y’ = 3z2. Las tinicas excepciones
las hemos hecho a la hora de enunciar la regla de la cadena y el teorema de la
funcion inversa, donde la notaciéon de Leibniz resulta especialmente sugerente.
Eliminando precisiones que se pueden sobrentender por el contexto se reducen

a:
dz dz dy dx 1

dr  dy dz’ dy — dy/dx’
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Estas formulas sugieren que una derivada dy/dzx es una especie de cociente.
El hecho es que no hemos definido las derivadas como cocientes ni hemos demos-
trado las formulas anteriores suponiendo que las derivadas sean ninguna clase
de cociente, pero no es menos cierto que “se comportan como si fueran cocien-
tes”. Mas atn, Leibniz consideraba las derivadas “como si fueran cocientes”.
Un razonamiento “tipico” en los inicios del “calculo diferencial” para calcular la

derivada de y = 3 era como sigue:

Fijemos un punto « y consideremos una cantidad no nula pero infinitamente
pequena dx (léase “diferencial de z”). Al pasar de x a x + dz, la funcion y
experimenta también un incremento infinitesimal dy, dado por

dy = (z + dr)® — 2* = 32% dv + 32 da* + da®

de modo que el cociente del incremento infinitesimal que experimenta y sobre
el incremento infinitesimal experimentado por = es

@ = 322 + 3z dx + dz?.

dx
Vemos que éste consta de una parte “apreciable” 322 y de una parte infinitesimal
inapreciable 3z dx 4+ dz?. En efecto, el hecho de que dx no sea meramente un
incremento pequenio, sino “infinitamente pequeno” conlleva que, por grande que
pueda ser x, el producto x dz es infinitamente pequeno, y con mayor razon lo sera
el producto dz? de dos cantidades infinitamente pequefias. Por consiguiente,
podemos afirmar que “en la practica’:

dy _

32
dz 5

hecho que podia expresarse equivalentemente como
dy = 322 d.

Esto de considerar que dx es una cantidad no nula (para que tenga sentido el
cociente dy/dx) y a la vez que al final podamos desembarazarnos de ella como si
fuera nula fue objeto de muchas criticas que ponian en cuestiéon los fundamentos
del “célculo infinitesimal” a la que los matematicos no sabian responder més que
con la evidencia de que funcionaba y daba respuestas a numerosos problemas
cuya correccién podia ser comprobada, aunque los medios que conducian a ellas
pudieran ser cuestionable.

Estos problemas de fundamentacion desaparecieron cuando los mateméticos
pudieron justificar el calculo infinitesimal definiendo las derivadas dy/dz, no
como cocientes de cantidades infinitesimales, sino como limites de cocientes
de incrementos finitos, que es lo que hemos hecho nosotros. Ahora bien, la
definiciéon de derivada que hemos dado trata a dy/dx como una mera notacion
equivalente a 3/, de modo que no justifica ecuaciones como dy = 32 dx, en los
que dy y dzx tienen “vida independiente”. Sin embargo, sucede que este tipo
de ecuaciones resultan tutiles en muchos contextos y pueden ser justificadas sin
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necesidad de apelar a misteriosas cantidades no nulas infinitamente pequefas,
mediante las definiciones oportunas.’

Para ello, si f : ]Ja,b] — R es una funcién derivable en un punto x, lla-
maremos diferencial de f en el punto z a la aplicaciéon df], : R — R dada
por df|.(Az) = f'(x) Az, donde, en principio, Az (léase “incremento de z”) no
es mas que una variable (la que hasta ahora hemos llamado usualmente h), a
la que damos ese nombre porque pretende recorrer posibles incrementos de la
variable x. En estos términos, sabemos que

flx+ Az) — f(z) = df|.(Ax),

donde la aproximacién no es una aproximacién cualquiera, sino que el miembro
izquierdo es la variacion la funcion f cuando pasamos de z a x4+ Ax y el miembro
derecho es la variacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto x cuando
pasamos de z a z + Az, o también, df|,(Ax) es lo que habria variado f al pasar
de z a x 4+ Ax si hubiera mantenido el ritmo de crecimiento que tiene en x.

Por ejemplo, si y = 23, de acuerdo con las definiciones que hemos dado,
podemos afirmar que

dyl.(Az) = 32% Ax.

Ahora bien, si consideramos por otra parte la funcion z (es decir, la fun-
cion f(x) = x), tenemos que su derivada vale 1 en cualquier punto, luego, por
definicion, dz|,(Az) = Az, y asi, podemos expresar la igualdad anterior en la
forma

dyl.(Ax) = 3% dx|,.(Az).

En otras palabras, para cada nimero real « tenemos definidas las funciones dy|,
y 322 dx|,, y acabamos de probar que son iguales, es decir, que

dyl, = 32* dz|,

Finalmente, si consideramos las funciones que a cada x le hacen correspon-
der las funciones dy|, y 3z%dz|., tenemos que ambas son iguales, y podemos
expresar esta igualdad en la forma

dy = 322 dx.

Definicién 1.38 Si f : I — R es una funcién derivable en un intervalo abierto
I C R, acada z € I le podemos asociar las funciones df|;, dz|; : R — R dadas

por
lar) = L ax, delu(an) = Ax,
XL

x

9En 1961 Abraham Robinson descubri6 una forma de definir con rigor matemaético el
concepto de “namero real infinitamente pequeno”, de modo que los argumentos antiguos que
involucraban cantidades infinitesimales podian formalizarse en muchos casos. Asi surgi6 lo que
se denomina Andlisis no estandar. El enfoque de Robinson dependia enormemente de la teoria
de modelos, y posteriormente surgieron otras variantes que requerfan un menor conocimiento
de la logica matematica, pero no hay realmente ninguna presentaciéon del anéalisis no estandar
en la que no sea facil perderse en contradicciones si no se estid bien familiarizado con las
sutilezas de la logica formal que son irrelevantes en la practica matematica habitual.
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y la relacion entre ambas es que

d
df|. = é dz|,

x

para todo x € I, luego podemos expresar esto en la forma

_df
df = == da.

Asi pues, con estas notaciones estéa justificado que las ecuaciones

dy _

Ir = 322, dy = 322 dx
x

son equivalentes, y la segunda expresa que, para cualquier punto z, el incremento
que experimenta la recta tangente a la grafica de y en el punto (z, y(z)) cuando se
aumenta x en una cantidad Az es igual a 322 por el incremento que experimenta
la recta tangente a la grafica de x en el punto (z, ), es decir, es igual a 322 Ax.
En suma, la idea subyacente a esta notaciéon es que dy no significa “incremento
de la funcién y” sino “incremento de la recta tangente a la grafica de y”.

No obstante, como el pensamiento es libre, dado que las definiciones pre-
cedentes nos legitiman a escribir con rigor igualdades como dy = 322 dz, nada
nos impide concebirlas como que 3z2 dx es el incremento infinitesimal que ex-
perimenta la funciéon y = 2® cuando la variable x experimenta un incremento
infinitesimal dz.
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El calculo integral

Supongamos que un coche se mueve por una carretera en linea recta. En el
instante o = 0 se encuentra en la posicion o y en cada instante ¢ se mueve a
. 2 2 e .
velocidad v(t) = e!” m/s. ;Dénde se encontrara en el instante t = 27

Maés precisamente, si llamamos x(t) a la funcion que nos da la posicion del
coche en cada instante t, las hipotesis son que
dx 2
— =", z(0) = zo,
= (0) =20
y con estos datos queremos calcular z(2) o, més en general, la funcion z(t).

La solucién tiene que ser tnica por el teorema 1.16, que nos asegura que
si dos funciones z1(t) y x2(t) cumplen la condiciéon sobre la derivada, entonces
tienen que cumplir x5(t) = x1(¢) + k, para cierta constante k, la cual tiene que
ser nula por la segunda condiciéon, luego se trata de la misma funcién.

Si la velocidad hubiera sido v(t) = Qtetz, es facil ver que la funcion requerida
tiene que ser de la forma x(t) = et + k, donde a su vez podemos calcular k para
que se cumpla x(0) = g, lo que obliga a que z(t) = et” — 14 0.

Cuando v(t) = et no es facil encontrar una funcion que cumpla lo requerido.
No obstante, si que es facil calcularla para instantes concretos. Veamos, por
ejemplo, como calcular x(2).

Como primera aproximacion, puesto que v(0) = ¢® = 1m/s, podemos afir-
mar que, aproximadamente, en 2 segundos habra recorrido unos 2 m, por lo que
z(2) & x¢ + 2. Ahora bien, este célculo puede refinarse teniendo en cuenta que
v(1) = e! = 2.718m/s, luego podemos decir que en el primer segundo el coche
habra recorrido aproximadamente 1m y en el segundo segundo 2.718 m, luego
x(2) & zp + 3.718 m.

Si aplicamos sisteméticamente esta idea, podemos obtener una aproxima-
cion mejor teniendo en cuenta la velocidad del coche cada décima de segundo:
consideramos todos los instantes t; = 0.1¢, para ¢ =0, ..., 20 y aproximamos el
espacio recorrido en el intervalo [t;_1,¢;] por v(t;—1) - At, donde At = 0.1s.

67
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El resultado es

20 20 _
2(2) —2(0) & 3 v(tis)At = 3 €%0170.1 &~ 13.95m.
i=1 i=1
Vemos que el espacio recorrido es sustancialmente mayor que los 2m que habia-
mos estimado inicialmente.

Antes de seguir, conviene plantear el problema en general:

Supongamos que una funcion f : [a,b] — R es la derivada® de otra funciéon
F :[a,b] — R y queremos calcular F'(b) a partir de f y de F(a) o, equivalen-
temente, queremos calcular F'(b) — F'(a) a partir de f.

Lo que hemos razonado es que una aproximacion de F(b) — F'(a) puede
obtenerse dividiendo [a,b] en N partes iguales de longitud Az = (b — a)/N
mediante los puntos z; = a4+ i(b — a)/N, para i = 0,... N, y considerando que

N
F(b) - F(a) ~ ; f(a:z_l)Ax

Volviendo al ejemplo del coche, la tabla siguiente muestra la aproximacion
que obtenemos para distintos valores de N correspondientes a décimas de se-
gundo, centésimas, milésimas, etc.:

N ‘ 20 200 2000 20000 200000 2000000
x(2)—x(0)‘13.9541 16.1865 16.4258 16.4499 16.4524 16.4526

Puede probarse que el limite cuando NN tiende a oo es
x(2) — z(0) = 16.4526277655072302247364 . . .

con lo que el coche ha recorrido unos 16.5 metros en 2 segundos. La velocidad
inicial era de 1m/s y al final se movia a e* ~ 54.6 m/s (196.5km/h), mientras
que su velocidad media ha sido de 59.4km /h.

En realidad, aun aceptando que la sucesién converja, no tenemos ninguna
garantia de que el limite vaya a ser precisamente x(2) — z(0), aunque sea ra-
zonable conjeturarlo. Pronto demostraremos que es asi, pero de momento nos
interesa mas tener una idea clara de lo que estamos calculando. Lo que estamos
planteando es que si tenemos una funciéon f(x) y queremos calcular cualquier
valor F(b) de una funcién F tal que F' = f conociendo otro valor F(a), po-
demos dividir el intervalo [a, ] en un namero grande de intervalos de longitud
pequeia Az, aproximar la variacion de F' en cada intervalo [z;_1,z;] por la ex-
presion f(z)Az y sumar dichas variaciones. El resultado sera una aproximacion
a F(b) — F(a). No sera exacta porque f(z)Ax no es la variacion exacta de F' en
[z;—1,x;], pero se aproxima més cuanto menor es Az. Por ello “cabe esperar”
que cuanto menor sea Az (o, equivalentemente, cuanto mayor sea el nimero de
partes ), més se parecera la suma al resultado correcto.

1De momento podemos entender que ambas funciones estan definidas en un intervalo
abierto mayor y que es en éste donde una es la derivada de la otra.
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Leibniz diria que para obtener el valor exacto de F'(b) — F(a) hay que consi-
derar una particion de [a, b] en infinitos intervalos de longitud infinitesimal dz,
de modo que dF = f(z)dx sea la variacion infinitesimal de F' con un error des-
preciable?, de modo que si sumamos estos infinitos incrementos infinitesimales,
cuando x recorre el intervalo [a, b], obtendremos el valor exacto de F(b) — F(a).

El parrafo anterior —incluida la nota al pie— no tiene sentido, pero explica
por qué Leibniz us6 la notaciéon
b
1@z
a

para representar el valor exacto F(b) — F(a) que queremos calcular. Esta nota-
cion sugiere que “deberia” poder obtenerse como suma (el primer signo es una
S deformada, correspondiente a la inicial de la palabra latina summa) de los
incrementos infinitesimales f(x) dz que se obtienen al partir [a,b] en infinitos
intervalos de longitud infinitesimal dz.

A continuacion introducimos la notacion de Leibniz despojandola de toda
referencia a cantidades infinitesimales.

2.1 Integrales definidas e indefinidas

Definicién 2.1 Diremos que una funcién F' : I — R definida en un intervalo

abierto I es una primitiva de una funciéon f : I —> R si F' es derivable en [ y
F'=f.

En estos términos, lo que afirma el teorema 1.16 es que si una funcién f
admite una primitiva F' en un intervalo I, entonces el conjunto de todas las
primitivas de f en I esta formado por las funciones de la forma F + ¢, para cada
¢ € R. Llamaremos integral indefinida de la funciéon f, y la representaremos por

/f(x) dx

al conjunto de todas las primitivas de f en un intervalo prefijado. Si F' es una
de ellas, es habitual escribir

Por ejemplo, es evidente que
/3m2dm:m3+c.

Conviene definir como sigue el concepto de primitiva en un intervalo cerrado:

2Por ejemplo, si F(xz) = 23 y f(z)dz = 322 dz, el incremento infinitesimal exacto de F'
seria 3x2 dx + 3x dz? + dx®, pero Leibniz diria que los términos 3z dz? + dz® son despreciables
porque siguen siendo infinitamente pequenos cuando se dividen entre dx, es decir, que son
“Infinitésimos de orden superior a dx”.
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Definicién 2.2 Una funcion F' : [a,b] — R es una primitiva de otra funcion
f :]a,b] — R si es continua en [a, b], derivable en Ja,b[ y F' = f en el intervalo
abierto. En tal caso, definimos la integral definida de f en [a,b] como

/ f(z)dz = [F(2)]2 = F(b) — F(a).

Notemos que este valor es independiente de la primitiva con la que lo cal-
culamos, pues si F; y Fo cumplen lo mismo, el teorema 1.16 nos asegura que
Fy(z) = Fy(x)+c para cierta constante ¢ y todo x € ]a, b[, pero tomando limites
cuando z tiende a a y a b concluimos que esta relaciéon se cumple también en a
y en b, luego Fy(b) — Fy(a) = F1(b) — Fi(a).

La notaciéon [F(x)]2 = F(b) — F(a) es 1til para expresar el paso intermedio
en el calculo de una integral definida correspondiente al momento en que hemos
calculado la primitiva, pero todavia no hemos sustituido en ella los extremos de

la integral.
Por ejemplo:

4
/ 322 dr = (2%} = 4% — 13 = 63.
1

Es conveniente considerar que la definicion de integral definida vale igual-
mente si b < a, de modo que, por definicion,

/baf(:c) dx = Fla] — F[b] = /abf(x) dz.

Nota Hay que insistir en que, técnicamente, la notaciéon f;( ) dx es “un blo-
que indivisible” como lo es la notacion d()/dx que hemos introducido para las
derivadas. No obstante, la notacién sugiere que una integral “deberia” poder cal-
cularse dividiendo el intervalo [a, b], no ya en infinitos intervalos infinitesimales,
pero si en un namero grande de intervalos de longitud pequefia Az y sumando
las cantidades f(z;—1) Az, de modo que podemos obtener aproximaciones arbi-
trariamente buenas de la integral tomando Az suficientemente pequefio.

En realidad esto no es asi en general. Por una parte, hay funciones f que no
tienen primitiva, y hay funciones con primitiva para las que las “aproximaciones”
que estamos describiendo no convergen a la primitiva. Sin embargo, vamos a
demostrar que si f es continua todo funciona segun lo esperado, es decir, que f
tiene primitiva y que se puede calcular como limite de las aproximaciones que
estamos considerando. ]

En primer lugar consideramos funciones que no tomen valores negativos y
vamos a probar una sorprendente conexiéon entre el concepto de primitiva y el
célculo de areas:
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Teorema 2.3 Sea f : [a,b] — [0, +00[ una funcion continua y F : [a,b] — R
la funcion que cumple que F(x) es el drea® de la figura comprendida entre la
grdfica de f, el eje y = 0 y las rectas horizontales de abscisas a y x. Entonces
F es una primitiva de f en [a,b].
25
20}
15}
10}

5F

DEMOSTRACION: Por el teorema de Heine-Cantor [ITAn A.14], dado € > 0,
existe un 6 > 0 tal que si x,2’ € [a,b] cumplen |z — 2’| < 4§, entonces se cumple
también que |f(z) — f(z')] < e

Sea x € |a,b[ y sea h # 0 tal que x + h € Ja, b y |h| < 6. Consideramos el
intervalo [x,x + h] (entendiendo que se trata del intervalo [z + h, x| si h < 0).
Por el teorema de Weierstrass [ITAn 3.31| existen puntos x1, z2 € [z, z+ h] tales
que, para todo £ € [z, z + h], se cumple f(x1) < f(&) < f(xq).

25
20
15

10

5

Si h > 0, entonces |F(z + h) — F(z)| es el area de la figura limitada por la
grafica de f, el eje y = 0 y las rectas verticales de abscisas x y = + h. Dicha
figura contiene al rectangulo de base |h| y altura f(x1) y a su vez esta contenida
en el rectangulo de base |h| y altura f(x2). Por lo tanto,

f(@)|h] <[F(z+h) = F(z)] < f(22)[h].

Esto implica que
|F(x+h) — F(z)]

fz1) < Ih] < f(z2),
pero de aqui podemos pasar a
flan) < FEEW @)  pia,

h

pues el cociente es siempre positivo.

3La demostracion no requiere mas que propiedades intuitivamente obvias del concepto de
area, pero éste admite una definicion precisa en términos de la medida de Jordan definida en
el apéndice A de [ITAn|. Concretamente, la figura considerada en el enunciado es medible
Jordan (es decir, tiene un area definida) por los teoremas [ITAn A.13], [[TAn A.15].
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A su vez:

(@) = fon) < FEEEEEE ) < (o)~ fia).

Como z,x1,22 € [z,z + h] y |h| < 4, se cumple que |z — z1], |z — 22| < 9,
luego |f(z) — f(x1)|,|f(z2) — f(2)| < €, aunque en realidad podemos quitar los
valores absolutos, y asi

F(z+h)— F(x)

—e< N — f(z) <

o equivalentemente,

Esto prueba que existe

Fl(z) = }lllgb F(x+h})LfF(x)

para todo punto x € ]a, b[. En particular esto implica que F' es continua en ]a, b|,
pero falta probar que también es continua en a y en b. Veamos que es continua
en b. El caso de a es similar. Para ello consideramos el valor méximo M que la
funcion f toma en el intervalo [a,b], que existe por el teorema de Weierstrass.
Dado € > 0, si z € [a,b] cumple |z —b| < €/M, entonces |F'(b) — F(x)| es 0 < € si
x = bo bien es el drea de la figura comprendida entre la grafica de f, el eje y =0
y las rectas verticales de abscisas x y b, la cual esta contenida en el rectangulo
de base b — x y altura M, luego

|F(b) — F(z)] < M(b—z) < e.

Esto prueba la continuidad en b. n

Este resultado se conoce como teorema fundamental del cdlculo, porque re-
laciona el concepto de integral como area con el concepto de integral como
primitiva. Para el caso de funciones continuas no necesariamente positivas ob-
servamos que si f : I — R es cualquier funcién continua, donde I C R, también
son continuas las funciones

fT(x) = max{f(x),0}, f7(z) = —min{f(x),0}
vi=ft-g
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En efecto, basta tener en cuenta que

Con esto es facil probar:

Teorema 2.4 Toda funcion continua f : [a,b] — R en un intervalo cerrado
tiene una primitiva F : [a,b] — R, y la integral definida f; f(z)dx se inter-
preta como la diferencia entre el drea limitada por la grdfica de f+ y el ejey =0
menos el drea limitada por la grifica de f~ y el eje y = 0.

DEMOSTRACION: Basta descomponer f = fT — f~, de modo que las funcio-
nes fT y f~ no toman valores negativos, luego por el teorema anterior tienen
primitivas Fy y F_, de modo que Fi(z) = f*(z) y F/ . (z) = f~(x), luego
F=F, —F_ cumple F/ = f* — f~ = f. Ademaés, segiin el teorema anterior,
Fi(b) — Fy(a) = F1(b) es el area limitada entre la grafica de fT y el eje y = 0,
e igualmente con F_, luego

[ @) de = o) = F-0) - (Pr(a) - P (@) = Fo(0) ~ - (1)

tiene la interpretaciéon descrita en el enunciado. [

Por ejemplo, la integral de la funcién que muestra la grafica siguiente en el
intervalo [0,5] es la suma de las areas A y C' menos el area B:

Nota Si f:I — R es una funcion continua en un intervalo abierto I, es facil
ver que tiene primitiva F' : I — R. En efecto, basta tomar un punto a € I y
considerar la funcion

F(z) = / £() dt.

En efecto, si x € I cumple z > a, podemos tomar b € [ tal que a < & < b
y tenemos probado que F' es una primitiva de f en el intervalo [a,b], luego
en particular F’(z) = f(x). Una leve adaptacion de la prueba muestra que lo
mismo vale si z < a, luego F' = f en todo I salvo a lo sumo en el punto a, pero,
teniendo en cuenta que f es continua, el teorema 1.29 implica que F' también
es derivable en a y que F' = f en todo el intervalo I. [

Finalmente vamos a probar que la integral de una funcién continua se puede
aproximar con la técnica que hemos discutido en la introduccién a este capitulo.
De hecho, probamos algo bastante méas general:
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Teorema 2.5 Si f : [a,b] — R es una funcion continua, para cada € > 0
existe un 6 > 0 tal que si

a=x9g<x1<--<Tp,<b

es cualquier particion de [a,b] en intervalos tales que Ax; = x; — 2,21 < y
r;i1 <& < x;, entonces

n

b
> fe)an ~ [ fa)ds

i=1

< €.

DEMOSTRACION: Sea F': [a,b] — R una primitiva de f. Entonces

n

b
/ f(2)dz = F(b) — F(a) = S (F(z:) — F(wi1)).

i=1

Ademaés, por el teorema del valor medio, existe z;_1 < 1; < x; tal que
F(x;) — F(xi—1) = f(n:)Az;.

Por consiguiente,

n

Z F&)Az; =Y f(m)Aw;

=1

> fe)Aw ~ [ flaydo

< _Z|f(5i> — f(n:)| Ay

Ahora usamos el teorema de Heine-Cantor [ITAn A.14], segtn el cual, dado
e > 0, existe un 6 > 0 tal que si z,y € [a,b] cumplen |z — y| < J, entonces
|f(z)— f(y)] < €e/(b—a). Sisecumple que Az; < J para todo ¢, entonces, como
Ti—1 < &, < @i, también [§ — n;| < 6, luego [f(&) — f(mi)] < €/(b—a),y
podemos concluir que

€

€ n
— Azx; = b—a)=c¢.
<b—a; T b—a( a)=ce

n b
> fe)an - [ fa)ds

7 u

Con esto ya tenemos demostrado que la solucion del problema planteado en
la introduccion de este capitulo es el valor x(2) — 2(0) = 16.4526. .. que puede
obtenerse dividiendo el intervalo [0,2] en intervalos pequefios y aproximando
el espacio recorrido en cada uno de ellos mediante la velocidad del coche en el
instante inicial del intervalo (de hecho, hemos probado que daria igual considerar
la velocidad del coche en cualquier otro punto del intervalo).

Veamos una aplicaciéon del teorema anterior. Cualquier funcién continua
p:[0,27] — [0, +o0] que cumpla p(0) = p(27) determina una curva en coor-
denadas polares que rodea al punto (0,0). Por ejemplo, p = sen 20 determina
una curva en forma de flor:
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Vamos a calcular el area limitada por una curva en coordenadas polares. Méas
en general, vamos a determinar el area limitada entre dos radios cualesquiera

de coordenadas 0y < 64:

Para ello dividimos el intervalo [0y, 0] en subintervalos:

Op=tg <t <---<t,=0.

Llamamos At; = t; — t;_1 y, en virtud del teorema de Weierstrass, existen
valores 09,0} en el intervalo [t;_1,t;] tales que 7, = p(6?) y R; = p(6}) son,
respectivamente, el valor minimo y el valor maximo de la funcion p() en el
intervalo [t;_1,%;]. Es claro entonces que el fragmento de la figura cuya area
queremos calcular formada por los puntos con t;_; < 6 < t; contiene el sector
circular de radio r; y amplitud At; = t; — t;_1 y esta contenido en el sector

circular de radio R; y amplitud At;:

/

Por consiguiente, el area A; de dicho fragmento cumple

At; At;
mr? <A <TRZ—,
2m 2m

luego el area A que queremos calcular cumple

12 1
5 2 AL < A< 53] A,
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y el teorema anterior nos asegura que, para todo € > 0, existe un § > 0 tal que
si At; < 6 para todo i, entonces

1" i 1o 1"
5[ PO pE0A <A< S A< [ A de
2 Jo, 2i3 2i3 2 Jo,

luego

<e.

1 "
A——/ p2(0) do
2 Jo,

Asi hemos probado el teorema siguiente:

Teorema 2.6 Fl drea limitada por la curva formada por los puntos cuyas coor-
denadas polares son de la forma (p, p(0)) y por las semirrectas determinadas por

0y < 01 viene dada por
I
A= 7/ p*(6) db.
2 Jo,

Ejemplo El area de un “pétalo” de la curva dada por p = sen 26 se obtiene
integrando p? entre 0 y 7/2, es decir:

1 7\'/2
A:—/ sen? 20 d6.
2 0

Para calcular esta integral observamos que

1—
son? — cos 46‘7
2
y que una primitiva de esta funcién es claramente
0 sendd
2 8 7
luego
A:l Qisen40 ”2:3
212 8 o 8
y la “flor” completa tiene area /2. "

Nota El teorema anterior aplicado a p(f) = r nos da que el area de un circulo
de radio r es 712, pero en realidad con ello no hemos probado nada, porque en la
prueba del teorema hemos usado que el area de un sector circular de amplitud 6
es mr20/2m = r20/2, luego estamos suponiendo conocido el valor del area del
circulo. En la seccion siguiente veremos cémo calcular el area de un circulo
mediante una integral. ]

El lector tiene otra aplicacién del teorema anterior en la secciéon B.5, donde
calculamos el area de la lemniscata de Bernoulli.

Terminamos esta seccién con algunas propiedades basicas de las integrales
definidas:
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Teorema 2.7 Si f y g son funciones con primitiva en los intervalos en los que
se integra en el miembro derecho de cada una de las formulas de los apartado
a)-d), entonces el integrando del miembro izquierdo también tiene primitiva y
se cumple la formula:

a) /alzaf(fv)+ﬂg(fv))dxa/;f(x) dx+6/al;1(fr) dx.

b

b) [ fa)de = —/baf(:o da.

c) af(x) dz = 0.

a

d) acf(x)dx:/abf(x)dx—i—/bcf(x)dx,

b b
e) Si f(z) < g(z) en [a,b] y ambas tienen primitiva, /f(x) dx < /g(:z:) dzx.

/abf(x) dx

DEMOSTRACION: La propiedad a) es inmediata, pues afirma esencialmente
que si F'y G son primitivas de f y g, respectivamente, entonces aF + G es
una primitiva de af + Bg. La propiedad b) es una mera consecuencia de que
hemos definido

< [(1r@la

f) Si f yl|f| tienen primitiva en [a,b], entonces

b
/ f(z)dz = F(b) - F(a)

sin exigir que sea a < b, con lo que si intercambiamos los extremos de la integral
ésta cambia de signo. Igualmente, la propiedad c¢) es una consecuencia de la
definicioén.

En la propiedad d) hay varias sutilezas que tener en cuenta. Una es que,
en virtud de b), la relacion es valida aunque no se cumpla a < ¢ < b, pero
todos los casos posibles se reducen a éste cambiando integrales de miembro si
es necesario. La otra es que, en este caso en concreto, si [ es una primitiva de
f en [a,b] y Fy es una primitiva de f en [b, ], suméandole a Fy una constante
podemos suponer que Fy(b) = F5(b), con lo que ambas funciones se extienden a
una funciéon continua F : [a,b] — R que cumple F'(z) = f(z) salvo a lo sumo
en x = ¢, pero entonces el teorema 1.29 implica que F' también es derivable en

by F'(b) = f(b).

Para probar e) observamos que si F'y G son primitivas de f y g, respecti-
vamente, entonces (G — F)'(x) = g(x) — f(z) > 0, luego la funcién G — F es
mondtona creciente® en [a, b], luego G(a)— F(a) < G(b)—F(b), luego concluimos
que F(b) — F(a) < G(b) — G(a).

4En principio es monétona creciente en ]a, b[, pero, por el teorema del valor medio, si
z € la,b|, existe a < ¢ < z tal que f(z) — f(a) = f'(z)(x — a) > 0, e igualmente se razona
con b, por lo que f es mondtona creciente en [a, b].
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La propiedad f) se deduce de e), pues —|f(z)| < f(z) < |f(z)], luego

/\f |dx</f dm</|f )| da,

de donde se sigue la relaciéon del enunciado. L]

El teorema siguiente afirma que, si se cumplen ciertas hipotesis, podemos
intercambiar un limite con una integral:

/a b lim £, («) do = lim / " () da

Teorema 2.8 Sea f, : [a,b] — R una sucesion de funciones continuas y sea
f i la,b] — R otra funcidn, también continua, de modo que, para todo x € [a,b]
y todos los numeros naturales m < n, se cumpla que fn(z) < fn(z) < f(z) y
li}ln fu(x) = f(z). Entonces

/ab flx)dz = li7rln/ab fn(z) dx

DEMOSTRACION: Basta probar que la sucesién

[ 6@ -neni= [ @i [ pwe

converge a 0. Para ello llamamos g, (x) = f(z)— fn(x), de modo que si z € [a, b]
y m < n se cumple g, (z) > gn(x) > 0 y limg,(x) = 0. Tenemos que probar
n
que la sucesion de las integrales converge a 0.
Para ello, dado € > 0, basta probar que existe un k tal que si n > k, se cumple
que gn(z) < ¢/(b— a) para todo x € [a, b], pues, aceptando esto, tenemos que

b b

€
< < = €.
O_/agn(a:)dsc_/LL b—adm €

Supongamos, por el contrario, que para todo k existe un ny > k y un punto
xp € [a,b] de modo que g, (zx) > 1 (donde n = ¢/(b — a)). Claramente,
podemos construir una sucesion ng < n; < ng < --- de ntimeros naturales y
una sucesion de puntos x de modo que gy, (zx) > 7.

Por el teorema de Bolzano-Weierstrass [ITAn 1.24] pasando a una subsuce-
sién, podemos suponer que existe liin zp = 2* € [a,b]. Como lirllngn(x*) =0,

existe un n tal que g,(z*) < n/4. Como g, es continua, existe un ¢ > 0 tal que
si |z — x*| < 0, entonces |gn(x) — gn(z*)| < n/4, con lo que
n,n_n
9n () < [gn(@) — gn(2")] + gn(z") < 1 + 97 9o
Sea k > n tal que |z,, —z*| < 4, con lo que gn, (Tn,) < gn(Tn,) < /2, ¥y
tenemos una contradiccién. "
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2.2 Calculo de primitivas

Mientras la derivacion de funciones “usuales” se reduce a aplicar sistemaética-
mente las reglas de derivacién, no existe ningin procedimiento para obtener una
primitiva de una funcion “usual” dada. De hecho, hay funciones muy sencillas,
como e para las que puede probarse que, aunque tienen primitivas, por ser
continuas, éstas no son expresables en términos de funciones “usuales”. Existen
diversas técnicas para integrar determinadas clases de funciones, pero incluso en
estos casos no es raro que un razonamiento ad hoc permita obtener el resultado
mucho més facilmente que aplicando un procedimiento general.

Dado que hay mucha bibliografia dedicada especificamente al calculo de pri-
mitivas, no intentaremos aqui ayudar al lector a adquirir cierta competencia
en tal disciplina, sino que en esta secci6on nos limitaremos a discutir los as-
pectos mas relevantes desde un punto de vista conceptual y en el apéndice C
describiremos brevemente las técnicas de integracion y recopilaremos alli todas
las primitivas que necesitaremos a lo largo de este libro. Asi, el lector que no
esté interesado en el calculo de primitivas puede seguir los argumentos libres de
calculos intercalados que, en cualquier caso, puede consultar —si lo desea— en
el apéndice, y el lector interesado en el calculo de primitivas encontrara todos
los ejemplos reunidos y clasificados para poder compararlos y asimilarlos mejor.

Integrales inmediatas Cada regla de derivacion da lugar a una regla de
integracién. Por ejemplo, el hecho de que la derivada de a” sea a”loga, se
traduce en que una primitiva de a® es a®/loga o, equivalentemente:

1
/a””dx: a® +ec
loga

Esto es una regla de integracién, pero para aumentar su alcance conviene
combinarla con la regla de la cadena y observar que, si f(x) es una funcion
arbitraria, entonces la derivada de af®) es af(®) f'(x)loga, lo que nos da la
regla mas general:

/f'(a:)af(x) dz = Laf(“’) +c.
loga
Esta es una de las reglas que figuran en la tabla C.1, y del mismo modo que
hemos justificado ésta se justifican todas las demés. Basta derivar su miembro
derecho con las reglas de derivaciéon usuales y comprobar que el resultado es el
integrando correspondiente.

Remitimos al lector al principio de la secciéon C.1 para una breve discusion
sobre los aspectos mas elementales que conviene conocer sobre el calculo de
integrales inmediatas, y a continuacién mostramos algunos ejemplos menos evi-
dentes de manipulaciones que permiten reducir algunas integrales a las reglas
de la tabla.

Naturalmente, el calculo de integrales indefinidas nos permite a su vez cal-
cular integrales definidas, que a su vez pueden interpretarse como calculo de
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areas. Por ejemplo, ahora es evidente que
™
/ senzdr = [—cosz]f = 2,
0

lo que significa que el area encerrada por la grafica del seno entre 0 y m mide 2
unidades cuadradas:

NIy

-1

En cambio, no es tan inmediato cémo calcular el area que limitan las fun-

ciones sen2 ry COS2 Z:

1

TET s
La respuesta es que el area es 7/2, y el célculo esta en (C.2).

Ejemplo: Persecucion ciclica Sea n > 3 y supongamos que n ratones se
encuentran en los vértices de un poligono reqular de n lados y que, en un mismo
instante, todos empiezan a caminar a una misma velocidad constante dirigién-
dose siempre hacia el punto en el que se encuentra el raton siguiente. De-
terminar la trayectoria que segquirdn los ratones y el tiempo que tardardn en
encontrarse.

Supondremos que el lado del poligono mide 1 unidad y que los ratones se
mueven a velocidad unitaria. (La solucion general se obtiene facilmente a partir
de la de este caso.)
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La figura muestra las trayectorias para n = 4, asi como la situaciéon de los
ratones en un instante intermedio. Observemos que, dado que la situacion de los
ratones es simétrica, en cada instante todos ellos estaran a la misma distancia del
centro del cuadrado inicial, y todos habran girado un mismo angulo alrededor
de él, lo cual se traduce en que en todo momento estarédn situados sobre los
vértices de un poligono regular de n lados, con centro en el centro del poligono
inicial, pero con radio cada vez menor.

Consideremos un sistema de referencia con origen en el centro del poligono
y expresemos la posiciéon de uno de los ratones en coordenadas polares:

r = (z,y) = p(cosf,send).
Entonces la velocidad es

v =p'(cos®,senB) + pd'(—senb,cosf).

El hecho de que los ratones estén en los vértices de un po-
ligono regular de n lados se traduce en que la velocidad de 8
cualquiera de ellos se sitiia sobre uno de los lados y, por consi-
guiente, forma un angulo 8 con el vector unitario (cos 6, sen 6)
tal que a =7 — 8 =7/2 — 7/n, luego

7r
p' = (cosf,senf) -v=cosfl=—cosa=—sen—.
n

El radio de un poligono de lado unitario es p(0) = (2sen(w/n))~!, luego

B 1  tsen(n/n) — 1 — 2tsen?(mw/n)
~ 2sen(7/n) tsen(r/n) 2sen(mw/n)

p(t)

Esto nos da ya el tiempo que tardaran los ratones en encontrarse:

1 1
T = =
2sen?(m/n) 1 —cos(2w/n)’

que es también la distancia que recorren, ya que se mueven a velocidad unitaria.
Ahora imponemos que el modulo de la velocidad tiene que ser 1:

1—2t sen2(7r/n)>2 e

L—v-v=02+ 207? — son?
veo=p"+p sen”(mw/n) + Ssen(r/m)

Despejando queda
0 2sen(m/n) cos(m/n)
1—2tsen2(m/n) ’

luego
0(t) = 0 + 2sen(m/n) cos(m/n) /0 T sde?ﬁ(w/n) =
6o — 2sen(m/n) cos(m/n) /O —2sen?(w/n)

2sen?(mw/n) 1 —2usen?(w/n)

6o — cot(m/n)log(1 — 2tsen?(w/n)).
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Con esto ya tenemos determinada la trayectoria de los ratones. Por ejemplo,
para n = 4 las formulas se simplifican hasta

p(t) = g(l —t),  0(t) =0 —log(l 1),

con lo que las trayectorias son

2
r(t) = g(l — t)(cos(By — log(1 —t)),sen(fy — log(1 —t))),
y la distancia que recorre cada ratén hasta encontrarse con los otros es igual a

la longitud del lado. L]

Ejemplo Una cinta eldstica tensa de 1 metro estd sujeta por un extremo,
y el extremo opuesto se mueve a una velocidad de 2 metros por minuto. En
el extremo fijo se encuentra una hormiga que camina a una velocidad de 1
metro por minuto y se dirige hacia el otro extremo. sLo alcanzard? y, en caso
afirmativo, sen cudnto tiempo?

En general, si la cinta tiene una longitud inicial ly y su extremo se mueve a
velocidad ve, su longitud en cada instante es lg + vet. Sea z(t) la distancia de
la hormiga al extremo fijo y llamemos

a(t)

- lo +’Uet

r(t)

a la fraccion de cinta que ha recorrido la hormiga en cada instante. Sila hormiga
estuviera en reposo, el valor de r(t) seria constante a pesar del estiramiento de la
cinta. Sila hormiga se mueve a una velocidad vy, esto significa que r(t) aumenta
a una velocidad

r(t) = —2
lg + vet

Teniendo en cuenta que 7(0) = 0, de aqui deducimos que

t t
Uh Uh Ve v,
" /0 o+ o T 0 Jy Towat Ty, Uosllo Foet) ~loglo)
U, lo + vet
= —log ———.
Ve lo
Buscamos el instante T' en que r(T) = 1, que claramente es
l
O evelvn 1),

Ve

T =
En este tiempo, la hormiga habré recorrido una distancia
D =ly+v.T = lpe"/"".

si pues, la hormiga siempre llega al extremo opuesto, sean cuales sean los datos
del problema.
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En las condiciones concretas del enunciado, con
ve =2, v, = 1, lg = 1, el tiempo requerido es T = ¢
0.5(e? — 1) = 3.2 minutos y la distancia recorrida
serd D = e? = 7.39 metros. La grafica muestra
el movimiento de la hormiga y del extremo de la 2|
cinta. [

0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

Integraciéon por partes La regla para el producto de derivadas afirma que
si dos funciones u(z) y v(z) son derivables, entonces

w(z)v'(z) = (u(z)v(z)) — v(x)u(z)'.

Como u(z)v(x) es una primitiva de (u(x)v(z))’, si existe una primitiva de
v(z)u/(x), también existe una de u(z)v'(z), que viene dada por:

/ w(@)v' (z) dz = u(z)v(z) — / (@) (z) da.

Si convenimos en abreviar dv = v'(z) dz y du = v/ (x) dz, obtenemos la forma
maés habitual en la que se expresa la regla de integraciéon por partes:

/udv:uv—/vdu.

No obstante, la idea subyacente se aprecia mejor en la expresién previa: si
tenemos que integrar un producto u(z)v’(z) y conocemos una primitiva v(z) de
uno de los factores, la regla reduce el problema a encontrar una primitiva de
v(z)u/(x), es decir, que podemos transformar la integral en otra en la que uno
de los factores aparece derivado y el otro integrado.

—_

De aqui se sigue la version para integrales definidas de la integraciéon por

partes, que es:
b b
/ wdv = [uv]® —/vdu.
a a

Remitimos al lector a la seccién C.3 para ver ejemplos practicos de aplicacion
de esta formula. Aqui vamos a ver un ejemplo mas sofisticado:

Ejemplo Para cada nimero natural n, se cumple que

1 22n+1 n! 2
/_1(1—x2)”dm: (2n)'(2£l+)1) (2.1)

La figura muestra las graficas de los
integrandos paran = 1,2, 3, 10, 100, 1000.
Vemos que, cuanto mayor es n, més se
estrecha la grafica, por lo que la integral
es cada vez menor. Para probarlo inte-
gramos por partes con

-1.0 -0.5 0.5 1.0

u=(1-2%", dv=dz, du=2n(1-2*)""'de, v=u,
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con lo que obtenemos que

/1 (1—a?)"de = [(1-2)"z] | + Zn/l (1—2*)" 22 da

—1 —1

y el primer termino se anula al evaluar z en —1 y 1. Integrando de nuevo por
partes con

u=(1-2>)""1 dv=22 du=-2n-1)1-2*)"(zdx, v=",

obtenemos que

lfu—ﬁww ?quﬁf“‘ﬁwdﬁw

—1 3 —1

y, en general, una simple induccién prueba que

' 2\n _Qk”(n_l)"'(”_k+1) ' 2\n—k, .2
/_1(1—x) dx = 35 (k= 1) /_1(1—96) Fa?k dz.

En efecto, tenemos probada la formula para k = 1,2 y, si es cierta para k,
integrando de nuevo por partes se obtiene la férmula para k+ 1. En particular,
para k = n la formula se reduce a

1 1
2"n!
/ (1—x2)"dx:—n/ " da.
1 3:5--(2n—-1) J_;

Ahora basta observar que el denominador es (2n)!/2"n! y que la dltima integral
vale 2/(2n + 1). n

Integracion por cambio de variable La regla de la cadena nos dice que si

/f(a:)dx = F(z) +c,
es decir, si F'(z) = f(x), y tenemos una funciéon derivable x(t), entonces
F(a(t) = F'(x(t)a'(t) = f(z(t))z'(¢),
es decir, que
/f(x(t))x’(t) dt = F(t)) + c.
Supongamos que la funcién z(t) tiene inversa t(z). Entonces, si queremos cal-

cular / f(z) dz, es decir, si queremos calcular F'(x), podemos tratar de calcular

una integral de la forma

/ﬂdmf@ﬁ=G@+a

para cierta funcion z(t), en cuyo caso habremos calculado G(t) = F'(z(t)), luego
podremos recuperar F(z) = G(t(x)).
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Podemos expresar esto en la forma

/f(a:)dx:/f(x(t))x/ t)dt

si entendemos que en el segundo miembro, que es una funcién de ¢, hay que
cambiar ¢t por t(x) para tener el primer miembro. Méas atin, si convenimos en
abreviar dx = z’(t) dt, vemos que el paso del primer miembro al segundo se
reduce a sustituir formalmente x por x(t) y dx por z'(t) dt.

He aqui la version para integrales definidas, en la que es esencial el convenio
que hemos adoptado segiin el cual el signo de una integral depende del orden
de los extremos de integracion:

Teorema 2.9 (Teorema de cambio de variable) Sea f : [a,b)] — R una
funcion con primitiva en [a,b] y sea z : [¢,d] — [a,b] una funcion continua
estrictamente creciente o decreciente y derivable en ]c,d|, con derivada no nula
(luego con inversa derivable t(x)). Entonces

b #(b)
/ sy = [ s

DEMOSTRACIC)N Por la regla de la cadena, si F'(z) es una primitiva de f(x)
en [a, b], entonces F(z(t)) es una primitiva de f(x(¢))a’(¢) en [c¢, d]. Entonces

t(b)
/ f(x F(b) — F(a) = F(z(t(b)) — F(z(t(a)) = fa(t)'(t) dt.

t(a) -

Ejemplo Se cumple que
T 2
/ \/rz—xQdaj:i.
r 2

Esto es obvio a partir de la integral indefinida del ejemplo (C.14), pero si nos
interesa la integral definida el célculo puede simplificarse un poco. En efecto,
aplicando el cambio de variable x = 7 cost obtenemos:

2

r 0
wr
/ Vr2—ax2de = —r/ V12 —r2cos?t sentdt = 7‘2/ sen?t dt = -
—r ™ 0
De acuerdo con la interpretaciéon geométrica de la integral, acabamos de
calcular el area de un semicirculo de radio r, lo que nos permite concluir que el

area de un circulo de radio r es 7r2.

Los dos sumandos en los que hemos descompuesto la integral tienen una
interpretacion geométrica que se aprecia mejor si, fijado 0 < d = rcosf < r,
calculamos

T 0 [
/\/Tz—l‘QdLL':—?“/ \/TQ—TQCOSQtSGthtZTQ/ sen? ¢ dt
0

29 2 20 2 29 d
=5 = %sen%— 5 %sen@cosﬁ— 5 5\/r2—d2.
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/A

El primer término es el area del sector circular de amplitud 6, y el segundo
es el 4rea del triAngulo de base d y altura rsenf = /72 — d=2. "

Ejemplo: El area de una elipse Segin [IGE 7.15], una elipse de semiejes

a y b tiene ecuacion
2 2

< Y
2 e =h
luego la funcién
b
y = -\a2 — 2
a

deja por debajo la mitad de la elipse, luego el area de la elipse completa es

“b 2b ma?
A:2/ f\/aQ—dem:—Wa = wab,
a
—a

a 2
como ya calculamos al final de la seccion 5.2 de [ITAn]. n

Areas de curvas paramétricas Vamos a ilustrar muchos de los resultados de
este capitulo aplicandolos a cinco curvas: la cicloide, la cardioide, la nefroide, la
tractriz y la lemniscata de Bernoulli. Para no diseminar los resultados, los hemos
agrupado en el apéndice C. El lector puede, si lo desea, leer las definiciones de
las cinco curvas y la forma en que se obtienen sus ecuaciones, salvo en el caso
de la tractriz, que para llegar a ellas hay que resolver una ecuaciéon diferencial.
No obstante, basta tomar como definiciéon que la tractriz es la curva dada por
cualquiera de las parametrizaciones (B.3) o (B.4) para estar en condiciones de
leer lo que sigue.

Ademas, con lo visto hasta aqui, el lector puede seguir ya el calculo del area
de la cardioide y la lemniscata, que se basan en el teorema 2.6, y también el
célculo de las areas de la cicloide y la tractriz, mientras que para la nefroide
conviene tener en cuenta la discusién siguiente:

En el célculo del area de la cicloide y la tractriz, hemos empleado la misma
técnica, a saber, hemos considerado la funcion y(z) que expresa la coordenada
y de un punto de la curva en términos de su coordenada x, y hemos expresado
el area como

A:/aby(x)da:.

Esto no es més que la interpretacion de la integral como area. Sin embargo, en
ambos casos no conociamos el integrando y(x), pero eso no ha sido inconveniente
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porque lo hemos eliminado mediante el cambio de variable = z(t), que deja la
integral en términos de las funciones coordenadas de la parametrizaciéon conocida
de la curva. Para que el cambio de variable sea correcto es necesario en principio
que la funcion x(t) sea creciente o decreciente, cosa que se cumple en el caso de
las dos curvas, pero si intentamos hacer lo mismo con la nefroide vemos que ya
no es el caso.

En efecto, el parametro 6 de la nefroide varia en [0,27]. Al recorrerla,
partimos de r(0) = (0,2a), y mientras 6 varia entre 0 y w/4 la funcion x(6)
es creciente, pero a partir de ahi decrece hasta § = 37/4, luego crece hasta
0 = m, decrece hasta 6 = 57 /4, crece hasta § = 7w /4 y finalmente decrece hasta
0 = 2. En particular, no existe una funcion y(x) que nos de la coordenada y de
un punto la nefroide con primera coordenada x, pues para una misma x puede
haber dos o incluso cuatro puntos en la nefroide con esa primera coordenada.
Sin embargo, vamos a ver que la misma integral

27
A= —/ y(t)x' (t) dt (2.2)
0
con la que hemos calculado el area de la cicloide y de la tractriz (solo que

cambiada de signo) nos da también el area de la nefroide. Para ello la descom-
ponemos en los intervalos que hemos enumerado:

/4 3m/4 4
A= [Tvoswa- [ yoca- [ e

/4 3 /4
57 /4 /4 27
_ / Y0 (1) dt — / Y0 (1) dt — / YD) (1) dt
s 57 /4 /4

y vamos a interpretarlas geométricamente.

En el intervalo [0,7/4], la nefroide es la grafica de una funcion y(x), y la
funcion z(t) es creciente, luego podemos usarla como cambio de variable para

la integral
x(mw/4) /4
_ / y(z) dz = — / y(0)2/ () dt,
0 0
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que nos da el area sombreada en la parte derecha de la figura (que no forma
parte del area abarcada por la nefroide). Con el signo negativo antepuesto, se
convierte en el area en negativo.

Igualmente, en el intervalo [r/4,37 /4], la nefroide es la grafica de otra fun-
cion distinta y(x), y x(t) es decreciente, luego tenemos también la igualdad

z(37/4) 3 /4
—/ y(z)dr = —/ y(t)a'(t) dt,
z(m/4) /4

pero ahora los extremos de la primera integral estan invertidos (porque z(t) es
decreciente), luego la primera integral da el area cambiada de signo, y con el
signo antepuesto se vuelve positiva. Asi pues, la integral con el signo antepuesto
es el area (positiva) que queda bajo la funcion y(z), es decir, el drea abarcada
por la nefroide sobre el eje X incluyendo las dos zonas extra sombreadas en la
figura.

Similarmente se razona que la tercera integral es el drea sombreada de la
izquierda, pero negativa, pues en este caso, el cambio de variable es creciente,
como en la primera integral. Por lo tanto, la suma de las tres primeras integrales
es exactamente el drea abarcada por la nefroide por encima del eje X, ya que
la primera y la tercera restan lo que le sobra a la segunda.

Con esto basta para calcular el area de la nefroide, pues basta multiplicar
por 2 el resultado hasta aqui, pero en realidad las tres tltimas integrales dan
el 4rea que falta. En efecto, en la cuarta integral el cambio de variable es
decreciente, pero la funcion y(z) es negativa, luego la integral es positiva (el in-
tegrando es negativo, pero con los extremos invertidos) y con el signo antepuesto
queda negativa. Por el contrario, la quinta integral es positiva (integrando ne-
gativo, extremos en orden y signo antepuesto negativo) y la sexta es negativa de
nuevo. Asi, la suma de las seis integrales, es decir, la integral completa entre 0
y 27, es justamente el area de la nefroide.

Pero es interesante observar que este razonamiento es aplicable a cualquier
otra curva r : [a,b] — R? que sea cerrada (es decir, que cumpla r(a) = 7(b)) y
simple (que no se corte a si misma): al aplicar el cambio de variable = z(t)
cuando z(t) es (de)creciente e y(t) es positiva, nos da el area que queda por
debajo con signo positivo (negativo), y cuando x(t) es (de)creciente e y(t) es
negativa, nos da el area que queda por encima con signo negativo (positivo),
y esto hace que el resultado sea siempre el area encerrada por la curva si la
parametrizacion la recorre en sentido horario (de modo que el area que encierra
estd a la derecha respecto del sentido de avance) o el opuesto si la recorre en
sentido antihorario (y entonces el area encerrada estéa a la izquierda respecto al
sentido de avance). Como hemos recorrido la nefroide en sentido antihorario,
por eso hemos necesitado anteponer un signo negativo. Por ejemplo, si la curva
es la siguiente:
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y la parametrizaciéon empieza en el punto con y = 0 situado a la derecha en sen-
tido antihorario, las integrales en los intervalos sucesivos donde z(t) es creciente
o decreciente nos van dando las dreas siguientes:

—(A1 4+ A2) + (A2 + A3) — (A2 + Az + As + As + Ag) + (A5 + Ag) + Ag — A

—(A7 4+ Ag + Ag + A10) + (Ag + A10) — (A10 + A1)
=—(A1+ Ay + Ay + A + As + A0 + A1),

que es justamente la suma de las areas de las regiones abarcadas por la curva
con signo negativo. Por ejemplo, en el primer tramo y es positiva y z(t) es
decreciente, luego la integral da —(A; + As), etc.

No estamos en condiciones de demostrar que esto no es casualidad,® pero el
lector puede comprobar en cada caso en particlar que la integral (2.2) (sin el
signo negativo para curvas recorridas en sentido horario) proporciona el area de
la region encerrada igual que hemos hecho con la nefroide, lo que le garantizara
que el uso de la férmula es correcto.

Notemos que, por simetria, también es vélida la féormula analoga en la que
x e y se intercambian, e incluso hay una férmula equivalente mas simétrica que
a menudo es mas practica:

Teorema 2.10 Si r : [a,b] — R? es una curva cerrada que no se corta a si
misma, el drea que encierra es

1

2

b b b
A= / y(t)a!(t) dt| = / £(t)y/ (1) dt / ((t)y'(t) — y(B)' (1)) dt]

DEMOSTRACION: Vamos a demostrar que la tercera férmula es equivalente
a la primera. Para ello observamos que

b b b
[ e+ [ oy - @) i =5 [oyo)+ s m)

5Es consecuencia del teorema de Green.
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luego basta ver que la ultima integral es nula. Ahora bien, si integramos por
partes:

donde usamos que la curva es cerrada, por lo que z(a) = z(b), y(a) = y(b). =

En la seccion B.3 estd calculada el area de la nefroide usando la tercera
formula del teorema anterior.

Integracion de series de potencias FEn este apartado probaremos el teo-
rema 1.21, cuya demostraciéon habiamos dejado pendiente en el capitulo anterior
y que hemos usado para demostrar el teorema 1.22 sobre derivacién de series de
potencias, y a continuacién usaremos este teorema, que ya estara demostrado,
para probar un resultado analogo sobre integracion de series de potencias.

DEMOSTRACION (de 1.21): El criterio de mayoracion de Weierstrass [ITAn 3.7
garantiza que la serie de las derivadas de las funciones dadas converge a una
funcion continua g : Ja, b — R, de modo que

o(@) = 3 fala)
Definimos

F@) =" falwo) + /xg(t) dt,
n=0 xo

con lo que trivialmente f' = g.
Solo falta probar que, para todo z € ]a, b[, se cumple que

&)

f@)= > fulx)

n=0

Para ello observamos que
xr
fulo) = fulao) + [ oy,
o
por lo que

<

00 z k k x
S (o) + / oty dt =" fuwo) =S [ fi(t)dr
n=0 Zo n=0 n=0" L0

Z fn(mO)

k
n=0

Z fn(IO)

Y R < D SRTACIIE
n=k+1 Lo p=k+1 n=k+1 L0 p=k+1
Z Jn(zo)| + Z M, dt < Z fn(z0)| + Z M|z — 20| <
n=k+1 TO p=k+1 n=k+1 n=k+1
oo oo
Z fn(xO) + (b - a) Z M,.
n=k+1 n=k+1
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Asi, dado € > 0, existe un kg tal que si k > kg se cumple que

> € > €
n < Y Mn < )
n=k+1 n=k+1
con lo que
k
n=0
y esto prueba la que la serie dada converge a f. [

Con esto ya tenemos demostrado el teorema 1.22.

. . . . 2
El teorema 2.4 garantiza que cualquier funcién continua, como f(t) = et
tiene primitiva, y hemos visto como aproximarla aproximando el area bajo su
grafica. Sin embargo, podemos encontrar una expresion explicita para dicha
primitiva teniendo en cuenta que

e $2n

n=0

por lo que

/f t)dt = /Z—dt Z/—dt (25:1) +e.

El intercambio de la serie con la integral esta justificado por el teorema
1.22 o, més precisamente, por el teorema siguiente, que es una consecuencia
inmediata del teorema indicado:

o0
Teorema 2.11 Si f(z) = Y. a,z" es una serie de potencias con radio de con-

n
vergencia R > 0, entonces la serie

=~ a
=y =" te 4
n+1
n=1

tiene el mismo radio de convergencia, la funcion F(z) es
derivable en su disco de convergencia y F'(z) = f(z).

Sucede que la funcién

t2n+1

Z:: 2n+ 1)n

no puede expresarse en términos de funciones “usuales” (ex-
ponenciales, senos, cosenos, etc.), pero su expresion como 4
serie de potencias es todo lo necesario para que un ordenador pueda tratar con
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ella exactamente igual que trata a dichas funciones “usuales”. Si esta funciéon
tuviera mas interés, nada impediria construir calculadoras de bolsillo que la
calcularan igual que calculan senos y cosenos. La figura muestra su grafica.

Nota Conviene observar que, en principio, tenemos la definicién de derivabi-
lidad para funciones de variable real y la definicién para funciones de variable
compleja. Son formalmente idénticas, pero una se aplica a funciones definidas
en un abierto en R y otra a funciones definidas en un abierto en C. Ahora bien,
si una funcién esté definida en un abierto A C Cy A’ = ANR # @, es facil ver
que A’ es un abierto en R y, si f toma sobre A’ valores reales, como le sucede a
las funciones e?, sen z, cos z, o la funcion etQ, es inmediato que si f es derivable
en A, también lo es en A’ como funcién de variable real, y la derivada es la
misma en ambos sentidos, pues la definicion de derivada de variable compleja
implica la definicién de derivada real. L]

2.3 Las leyes de Kepler

En esta seccion formularemos matemaéaticamente las leyes de Kepler que he-
mos discutido en la introduccién, lo que nos permitiré en el capitulo IV demos-
trarlas a partir de las leyes de Newton. Recordemos la primera:

Primera ley de Kepler Los planetas siguen orbitas elipticas con
el Sol en uno de sus focos.

Maés en general, sucede que todo cuerpo que se mueva bajo la accién de la
gravedad del Sol, o bien se dirige a €l en linea recta hasta estrellarse, o bien
se aleja de él en linea recta, o bien sigue una trayectoria conica, que puede ser
una elipse, o una pardbola o una hipérbola. Ahora bien, en los dos tultimos
casos, la trayectoria es abierta y sélo se acerca al Sol una vez, por lo que un
planeta que orbite periddicamente alrededor del Sol debe seguir necesariamente
una trayectoria eliptica, tal y como Kepler afirmo.

En la discusién previa al teorema 1.37 vimos que la ecuaciéon de una codnica
en coordenadas polares respecto de un sistema de referencia con origen en uno
de sus focos es de la forma

l

P= 1+ ecos(6 + @)’

donde € > 0 es la excentricidad de la conica. Por ejemplo, el cometa Halley
describe una elipse de excentricidad ¢ = 0.968, por lo que su 6rbita tiene el
aspecto que muestra la figura siguiente, donde hemos tomado [ = 1, pero esto
solo afecta a la escala. Aunque pusiéramos su valor real, al representar la 6rbita
a una escala adecuada para que cupiera en la pagina, obtendriamos la misma
figura.
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Observemos que

o l
T 14€

p(0)

corresponden, respectivamente, al perihelio del cometa, es decir, a la distancia
minima al Sol y, en el caso de una 6rbita eliptica, al afelio o punto de la érbita
méas alejado del Sol. Por otra parte, p(n/2) = I, por lo que 2l se interpreta
geométricamente como el latus rectum de la conica, es decir, la longitud de
la cuerda perpendicular al eje mayor que pasa por un foco. Para una oOrbita
eliptica, el semieje mayor es

:PO+,07r_ l

“ 2 1_¢

y el semieje menor, segtin se ve en la seccion 7.1 de [IGE], es b = va? — ¢2, con

¢ = ea, luego
l
b=ay1—e=—=—.
V1—e¢2

Con esto sabemos donde podemos encontrar un planeta o un cometa, etc.
en un momento dado y déonde no, pero la primera ley de Kepler no nos informa
sobre la velocidad a la que se mueve en su orbita. Esto lo determina la segunda
ley:

Segunda ley de Kepler El radio que une un planeta con el Sol
barre dreas iguales en tiempos iguales.

Para traducir esta ley en una féormula explicita usamos el teorema 2.6, segiin
el cual, el area barrida por el radio que une el Sol con el cuerpo entre dos dngulos
0y y 01 viene dada por

L, 2
A== S . )
2/00 p-db 2 /00 (14 €ecosh)? a0

Esta integral la hemos calculado en (C.16). Por simplificar, calculamos el area
entre g = 0y 61 = 0, que resulta ser

A(9) = 12 arctan /1—€ senf B 2 esenf
(1 —e)V1-é 1+€el+cosf 2(1 —€?)1+ecosf’

aunque podemos simplificar un poco la expresién de las constantes:

1—€ senf b2 esenf
A(9) = Tl teosf ]~ 970 conap’
() = abarctan <\/:1 +cos€> 2 1+ecosf
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Ahora bien, aqui tenemos que hacer una reflexion. La funcion

2o 1
A= - | ——
() 2 /0 (1+ ecost)? dt

es monoétona creciente, mientras que la expresion explicita que hemos encontrado
es periodica de periodo 2w. Por ejemplo, su grafica para la excentricidad de

Marte es

-3 -2 -7 I 27 3

Ello se debe a que la hemos calculado con el cambio de variable x = tan(8/2),
que es biyectivo como aplicacion x : |—m, [ — R, por lo que la primitiva que
hemos calculado solo vale en el intervalo |—m, [, pero esto basta para hacer
célculos.

Por ejemplo, el cometa Halley da una vuelta alrededor del Sol cada 75.3
anos, lo que significa que su velocidad areolar, es decir, el drea que barre por
unidad de tiempo es de

Vg = % unidades de area/ano,

luego se encontraré en la posicion 6 de su orbita en el instante (en anos)

75.3 75.3 1—¢ senf 75.3b esenf
t() = —A(f) = — arctan — .
wab T 1+¢€l+cosb 2am 1+ ecosb

La figura siguiente muestra la grafica de la funcion 6(¢) (es simplemente la
grafica de t(6) representada con 6 en el eje vertical). En ella vemos como la
segunda ley de Kepler determina donde se encuentra el cometa Halley en cada
instante. No se puede obtener una expresion explicita para 6(t), pero se puede
aproximar numéricamente su valor para cualquier t.

L L L

L L
-37.75 -30 -20 -10 10 20 30 3775
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Por ejemplo, en la figura siguiente hemos dividido la 6rbita del cometa en 76
intervalos recorridos en tiempos iguales (lo que corresponde a un tiempo de 0.99
afios por intervalo):

T
S

Por completitud citamos aqui la tercera ley de Kepler, aunque su formulacion
matematica es obvia y no tenemos nada que anadir:

Tercera ley de Kepler Los cuadrados de los periodos de revolu-
cion de los planetas son proporcionales a los cubos de los semiejes
mayores de sus orbitas. m

2.4 El teorema de aproximaciéon de Weierstrass

Vamos a ver cémo el calculo integral nos permite demostrar un enunciado
que, en principio, nada tiene que ver con integrales:

Teorema 2.12 (Teorema de aproximacion deWeierstrass) Dada una fun-
cion continua f : [a,b] — R y € > 0, existe un polinomio p(x) tal que, para
todo x € [a,b], se cumple que |f(z) —p(z)| <e.

DEMOSTRACION: Observamos en primer lugar que no perdemos generalidad
si suponemos que a = 1/4 y b = 3/4, pues para otros valores a < b podemos
considerar una aplicacion h : [1/4,3/4] — [a,b] de la formaS h(x) = u + zv
que haga corresponder ambos intervalos, con inversa h=1(t) = (t — u)/v. Asi,
la funcion g(xz) = f(h(z)) es continua en [1/4,3/4] y, si probamos el teo-
rema para este intervalo, tendremos la existencia de un polinomio pg(z) tal
que |f(h(z)) — po(z)| < €, para todo x € [1/4,3/4], luego también se cumple
que |f(t) — po(h™1(t))| < € para todo t € [a,b], y la funcién p(t) = po(h=1(t))
es un polinomio que cumple lo requerido.

Asi, podemos suponer que f : [1/4,3/4] — R
es una funcion continua, que a su vez podemos ex-
tender a una funciéon continua en R mediante

ft)

0 sit<0o0t>1,
4f(a)t si0<t<1/4,

1) sil/a<t<3/4,
Af(b)(1—t) si3/a<t<1.

F(t) =

1/4 3}4 1

SExplicitamente, h(z) = 2(b — a)x + (3a — b)/2, pero los valores concretos de u y v son
irrelevantes.
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Si aproximamos con un polinomio la funcién F' en el intervalo [0, 1], en particular
dicho polinomio aproximara a f con la misma precision en el intervalo [1/4,3/4],
luego podemos partir de una funcién continua f : [0,1] — R con la condicién
adicional de que f(0) = f(1) = 0, lo que nos permite extenderla a una funcion
continua f : R — R con el valor 0 fuera del intervalo [0, 1].

Vamos a probar que las funciones

pala) = - / 00— (=P an

donde )
Cn = / (1 —tH"dt,

-1
son polinomios que aproximan a f(z) con precision mayor cuanto mayor es n.
El valor de ¢, lo hemos calculado en (2.1), pero no lo vamos a necesitar. Nos
bastara con la estimacion ¢, > 2/(n+1), que podemos obtener facilmente. Para
ello observamos que la integral que define a ¢, se puede descomponer en suma
de la integral en [—1,0] mas la integral en [0,1], y que el cambio de variable
t = —t’ transforma la primera en la segunda, por lo que

o= [a-eya=e [a-epa=s [a-orasyaz
0 0

2/01(1—t)"dt:—2 {(1%)”“};: 2

n+1 n+1

Que p,(z) es un polinomio es facil de ver, pues el factor (1 — (t — z)%)" es
ciertamente un polinomio en dos variables, que podemos expresar como

(1 (t—2)?)" = ; Gi(t)a,

para ciertos polinomios ¢;(t). Por consiguiente:

1 1 2n

. 2n 1 1 .
po) == [ S awswata=3 ( [ aorw dt) 7.

c c
nJ-li= i=0 UL

Asi, pues, en efecto, p,(z) es un polinomio. Ahora fijamos 0 < z < 1y
observamos que

1+x
pu(z) = — / FOQ (- 2)?) dt,

Cn —1+x

pues f se anula en los intervalos [—1 + 2,0] y [1,1 + «]. Ahora, el cambio de
variable ¢’ = ¢t — x transforma esta expresiéon en

*i ' T — A\ dt = ' T
pn(a:)an [1f( +)(1—¢t7) dt*/,lf( + ) K, (t) dt,



2.4. El teorema de aproximacion de Weierstrass 97

donde hemos introducido lo que se conoce como el nicleo de Landau:

Kalt) = —(1— )",

Cn

Por la definicién de ¢,, tenemos que

/_11 K, (t)dt =

La figura muestra las funciones K, (t) para los valores %
n=1,2,3,10,50,100. Vemos que la gréfica se hace cada \
vez mas estrecha y, a la vez, mas alta para que el area
que limita sea siempre igual a 1.

Vamos a probar que, en efecto, el area limitada por
la gréfica se concentra mayoritariamente alrededor de 0.
Para ello fijamos 0 < § < 1 y observamos que

1
/K - / dt<n;r1/(176)"dt
o

(1 — &) (1 =6)"(n+1)

T2

y la dltima expresion tiende a 0 cuando n tiende a infi-

nito, por ejemplo porque, si 0 < ¢ < 1,

-1.0 -0.5 0.5 1.0

x+1 1 c*

lim ¢*(z+1) = lim Tl lim —— = lim — =0
z—+o0 z—+oo 7% z—=+oo ¢ Tlogec  z—=+oo logc

Por el teorema de Weierstrass [ITAn 3.31] existe un M tal que |f(¢)] < M
para todo t € [0, 1], luego, de hecho, para todo t € R. El teorema de Heine-
Cantor [ITAn A.14] aplicado a f sobre el intervalo [—1, 2] nos da la existencia
deun 0 < <1 tal quesiz € [0,1] y |t| < J, entonces

@)~ fla+D) <3

Por consiguiente,

)=o) = [160) [ st = [ pta+

[ 1@ - st oiawar= [ 1@ - e oiaoas

-1

)
/\ﬂ) Fa + 6Kt ﬂ+/$f P+ O Kn(t) dt <

1
/K dt+2M/ K dt+2M/K :§+4M/ Ko (t) dt,
5
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donde en el ltimo paso hemos usado que K, (t) = K, (—t), por lo que el cambio
de variable ¢ = —t' transforma la segunda integral en la tercera. Y hemos
probado que la tltima integral tiende a 0 cuando n tiende a infinito, luego
existe un ng tal que si n > ng, entonces la integral es menor que €/8M, lo que
nos da que |f(z) — pn(x)| < €, como habia que probar. "

2.5 La longitud de un arco

Un arco es una funciéon r : [a,b] — R3, que supondremos derivable con
derivada continua. Usamos la palabra “arco” en lugar de “curva” para enfatizar
que tiene un extremo inicial r(a) y un extremo final r(b).

Vamos a asociarle otra funcion s : [a,b] — R de modo que, si pensamos en r
como la trayectoria de un punto que se mueve desde r(a) hasta r(b), entonces
s(t) es la longitud recorrida por el punto hasta el instante ¢, pero medida sobre
la trayectoria (por ejemplo, si r es un arco de circunferencia, entonces s(t) sera
la longitud del arco desde r(a) hasta r(t), no la longitud de la cuerda que une
ambos puntos en linea recta).

Si ampliamos suficientemente la grafica alrededor de un punto r(¢) veremos
algo asf:

El punto r(¢ + h) es indistinguible del punto r(t) 4+ 7/(¢)h, luego el espacio
recorrido sobre el arco entre los instantes ¢ y t+ h, es decir, s(t+ h) — s(¢) resulta
indistinguible del espacio recorrido sobre la recta tangente, que es ||v/(¢)|||h|.
Teniendo en cuenta que la funcién s(t) (que queremos definir) tiene que ser
creciente, podemos escribir

s(t+h) = s(t) = [Ir'(£)[|h,

pues ambos miembros serdn positivos o negativos segin si h es positivo o ne-
gativo. Como el parecido entre el arco y su recta tangente es mayor cuanto
mas ampliamos la grafica (o cuanto menor tomamos h), podemos afirmar que
la aproximacion

s(t+h) = 5(t)
B 2l

tiene que ser mayor cuanto menor sea h, lo que se traduce en que

ds ,
- = t)|.
=l
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Asi pues, este argumento apunta a que el modulo de la velocidad de un mévil
es la derivada del espacio s(t) medido sobre la trayectoria. Vamos a adoptar esto
como definicién y a continuacion justificaremos que tal definiciéon es razonable.

Definicién 2.13 Sea 7 : [a,b] — R?® una funcién derivable en ]a,b| tal que
r’(t) se extiende a una funcion continua en [a,b]. En tal caso diremos que r es
rectificable en [a, b] y definimos s : [a,b] — R mediante

t
s(t) = / I (8) ] dt.
En particular, definimos
b
L(r) = / I (8) dt.

Notemos que la condicién se cumple en particular si r puede extenderse a
un arco definido en un intervalo abierto que contenga a [a,b] en el que tenga
derivada continua.

El teorema siguiente nos da una interpretacion precisa del valor L(r) que
acabamos de definir:

Teorema 2.14 Sir : [a,b] — R3 es un arco rectificable, para todo € > 0 existe
un § > 0 tal que sia =ty < t1 < -+ < t, = b es una particion de [a,b] en
intervalos de longitud At; =t; —t;_1 < J, entonces

i () = r(tis)l| = L(r)| < e.

Esto significa que L(r) se puede apro-
ximar por la suma de las longitudes de
los segmentos de una poligonal que una
varios puntos de la curva, y la aproxima-
cién es mejor cuanto mas préoximos estén
los puntos.

DEMOSTRACION: Por el teorema 2.5, existe un § > 0 tal que si
a=tg<t; <<ty =>b

es una particion de [a, b] en intervalos de longitud ¢; — t;—1 < §, entonces

m

b
SO (1) A / Ir(e)] dt

i=1

<€
2.

Por el teorema de Heine-Cantor [[TAn A.14] aplicado a las derivadas r’; de las
funciones coordenadas de la funciéon r (que por definicién de arco rectificable se
extienden a funciones continuas en [a, b]), podemos suponer que si |1 — t2| < 0,

entonces c
r(ty) — rli(ty)| < ————.
| j( 1) 3(2)| 2\/§(b7(1)
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Consideremos una particion que cumpla At; < § para i =1,...,m. Ahora
aplicamos el teorema del valor medio a cada una de las funciones coordenadas
r; de la funcion r, segtn el cual existen puntos ¢;_1 < t;; < ¢; tales que

’I”j(tz') — Tj(t'i—l) = ’I";(tij)Ati.
Como |[t;; — ti—1] < At; < 0, tenemos que

r tii — 7k ti— <;.
|]( ]) j( 1)‘ 2\/3([)—@)
Ahora usamos la forma siguiente de la desigualdad triangular:
izl =Nyl < fl = yll,

y la aplicamos a los vectores r(t;) — r(t;—1) y a 7/(t;—1)At;. La conclusion es
que

llr(t:) = r(ti)ll = It )AL < [lr(t:) = r(tio1) = /(i) Ati]

3
( i— 1 At Z |7"; T;(ti_1)|2Ati
j=1
€2 €
At; = | —— At; = ——— At;.
4(b — a)? 2(b—a)
Por consiguiente:
r(ti) — (271)—;\\7"’(%71)”&% <
m € m €
i) — i— — ||’ i— < — A P 5
;Hv(w i)l = I ()1t < 5o 3 At = 2

y en conclusion:

lr(ts) = r(ti-n)]| = L(r)

m

2 Mr(t:) = r(tica) - ZHT(z DI AL +

i=1

"(ti—1)||At; — L(r)| < e

Analicemos el significado de este teorema: imaginemos que r(t) es la posicion
en el instante ¢ de una particula puntual y, fijada una particion t; de [a,b],
consideremos otra particula puntual que, entre el instante ¢;_; y el instante ;
se mueve de r(t;—1) a r(¢;), no a través del arco r, sino en linea recta, a través
del segmento con dichos extremos. Entonces, la suma

;”zl () — r(ti 1)

es exactamente el espacio que recorre esta segunda particula. Pero si tomamos
una particién con muchos puntos muy préximos entre si, las trayectorias de
ambas particulas seran practicamente indistinguibles:
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De hecho, en la figura hemos tomado un ntmero de puntos suficientemente
pequeno como para que se aprecie que hay cierta diferencia, porque si lo toma-
mos mayor ya no se nota la diferencia:

El teorema anterior prueba que, cuando las distancias At; se hacen cada
vez menores, la longitud de la poligonal converge a L(r), por lo que es natural
considerar que L(r) es el espacio recorrido por una particula puntual que recorra
el arco.

En este punto es importante destacar un detalle: si el arco r es inyectivo,
es decir, si valores distintos del parametro t se corresponden con puntos distin-
tos r(t), entonces podemos decir que L(r) es la longitud del arco r, pero si la
parametrizaciéon de r hace que la particula “se pare y vuelva sobre sus pasos”
o que vuelva al punto de partida y entre en un ciclo, hay que tener en cuenta
que L(r) mide el espacio recorrido, de modo que la longitud de cada tramo se
contara en L(r) tantas veces como se recorra.

Ejemplo Consideremos la funcién
f(t) =623 — 9% + 4a.
Es facil ver que se comporta como muestra la grafica siguiente. Vemos que sube

desde 0 hasta 5/9, luego desciende hasta 4/9 y vuelve a subir hasta 1. Ahora
consideremos el arco r : [0,1] — R? dado por

r(t) = (cos(m f(t)), sen(m f(¢)))-
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©lroln

0 1 2 1
3 3

Su grafica es simplemente una semicircunferencia de radio 1, pero no es cierto
que L(r) = 7, sino que L(r) = 117/9, porque una particula puntual que en el
instante ¢ se encuentre en el punto 7(t) avanza un arco de longitud 57/9, luego
retrocede un arco de longitud 7/9, y luego vuelve a avanzar un arco de longitud
5m/9, luego la distancia total que recorre es 117/9. El calculo explicito no es
complicado:

r'(t) = (= f'(t) sen(n f(t)), —m f'(t) cos(m f(t))),

luego || (t)|| = w+/f'(t)?2 = «|f'(t)|. Por consiguiente, teniendo en cuenta que
f'(t) es negativa en [1/3,2/3],

2/3

1 1/3 1
L(r) :w/o If (t)|dt == ft)dt—= f@)de+m f'(t)dt

0 1/3 2/3

=n(f(1/3) — f(0) — f(2/3) + f(1/3) + f(1) — f(2/3))
= 7(f(1) — £(0) +2F(1/3) — 2f(2/3)) = 7(1 — 0+ 10/9 — 8/9) = 117 /9.

En general, nos referiremos a L(r) como la longitud del arco r, pero hay que
tener presente que so6lo es la longitud propiamente dicha si la parametrizacion
considerada no recorre dos veces un mismo tramo.

Conviene observar que la longitud es invariante por cambios de parametro
en el sentido siguiente:

Definicién 2.15 Dado un arco parametrizable r : [a,b] — R3, un cambio de
pardmetro es una aplicacion ¢ : [u, v] — [a, b] biyectiva, continua y derivable en
Ju, v[ con derivada continua no nula. En virtud del teorema 1.30, la derivada ¢/
tiene signo constante (o bien es siempre positiva, o bien es siempre negativa),
lo cual se traduce en que t es estrictamente creciente o bien estrictamente de-
creciente en [u, v].

Entonces r(s) = r(t(s)) define un arco parametrizado rectificable sobre [u, v],
pues, por la regla de la cadena aplicada a cada una de sus componentes 7;(¢(s)),
es derivable con derivada r/(t(x))t'(s). Se dice que r(s) es la reparametrizacion
de r(t) por el cambio de parametro ¢(s).



2.5. La longitud de un arco 103

Lo que afirmabamos antes de la definicion es que L(r) es el mismo valor
tanto si se calcula a partir de r(t) o de la reparametrizacion r(s). En efecto, el
célculo con la reparametrizacion es

v v b
/ 7 (t(s))t' ()] ds = & / I (t(s)) £/ () ds = / I &) dt,

donde hemos usado el teorema de cambio de variable (y hemos tenido en cuenta
que si ' < 0 es que el cambio de pardmetro es decreciente, luego al hacer el
cambio de variable quedara la integral desde b hasta a con signo negativo, el
cual desaparece al invertir los extremos de la integral).

Por ejemplo, en [ITAn 5.7] probamos que un arco de amplitud 6 en una
circunferencia de radio 1 tiene longitud 6, y obtuvimos este valor aproximando
el arco por la poligonal que resulta de dividir el &ngulo en n partes iguales y
haciendo tender n a oco. El teorema anterior implica que la longitud asi calculada
es la misma que hemos definido en 2.13, pero ahora es muy facil calcularla
directamente:

Ejemplo Podemos parametrizar un arco de circunferencia como
f(t) = (rcost,rsent),

con lo que f/(t) = (—rsent,rcost) y || f/(t)]| = r. Por consiguiente, la longitud
de un arco de radio r y amplitud 0 es

0
/ rdt =rb.
0

En particular, la longitud de una circunferencia de radio r es 27r. [

En general, la longitud de un arco determinado por la grafica de una fun-
cion f(x) entre dos valores de z, digamos a y b, puede calcularse usando la
parametrizacion r(t) = (z, f(x)), de modo que

b
L:/ V14 f(x)?de.

Ejemplo: La longitud de una parabola Vamos a calcular la longitud del
arco de la parabola y = ax? comprendido entre z = 0 y x = ¢ > 0. Segtn la
férmula anterior, es

c 1 2ac
L:/ \/1+4ax2da::2— V142 dt.
0 a

0

Esta integral esta calculada en (C.8):

1
L= ¢ 1+ 4a?c? + —arsenh 2ac.
2 4a
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En particular, haciendo @ = ¢ = 1, tenemos que el arco de parabola y = x>

comprendido entre z = =+1 tiene longitud 2L = 2.96. Si queremos que la
longitud sea exactamente 3 tenemos que despejar a en la ecuacion

1
1+ 4a? + —arsenh 2a = 3.
2a

No es posible hacerlo algebraicamente, pero es facil aproximar numéricamente
la solucién: a ~ 1.027675. La figura siguiente muestra las parabolas y = 22 — 1

e y = ax? — a, que pasan ambas por los puntos (£1,0):

0.5 1.0

El lector puede ver el calculo de la longitud de la cicloide, la nefroide y la
tractriz en las secciones correspondientes del apéndice B, mientras que para
calcular la longitud de la cardioide conviene obtener primero una férmula para
la longitud de una curva expresada en coordenadas polares. La longitud de la
lemniscata todavia no sabemos calcularla.

La longitud en coordenadas polares Consideremos una curva de coorde-
nadas polares (p(t),0(t)), es decir, de la curva

(2(t), y(£)) = (p(t) cos O(2), p(t) sen (2)).
Su derivada es
T(t) = (p' cos — psenf ', p' send + pcosf o)
y la norma, tras algunas simplificaciones obvias, es

1T = 0"+ p?67,
luego la longitud de un arco expresado en coordenadas polares resulta ser
b
L= / p'? + p2072 dt. (2.3)

Una aplicacion de esta formula es el calculo de la longitud de la cardioide en
la seccion B.2. n
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Ejemplo: La espiral logaritmica Consideremos el caso de la espiral loga-
ritmica (véase la introduccion) cuya ecuacion en coordenadas polares es

k6O
p=ae"’,

luego p' = ake*? y la formula precedente nos da que

0 0
V14 k2
L= VaZe?kt + a2k2e?ktdt = a\/1 + k2 / ekt dt = ai]:_ [ekt]go,
00 00

luego concluimos que la longitud de un arco de espiral logaritmica es

Vit VITRE
a (e — ) = T (p— o).

Observemos que la espiral estd definida para todo 6 real, de modo que no
tiene principio ni fin, pero, también podemos decir que la espiral empieza en
(0,0), en el sentido de que

elim (z(0),y(9)) = (0,0).
——00

Torricelli se dio cuenta de que la longitud s(6) de la espiral “desde su origen”

hasta un angulo 6 es finita, en el sentido de que podemos calcular

V14 k2 V1+k? V1+k?
s(0) = lim ai—i_ (eke — ekeo) = a7+ eh? = Vit p.
90—)—00 If k k
Si despejamos
1 ks

0(s) = ~ log ———,

) =glos e

podemos calcular los parametros 6(1),60(2),0(3),... que “miden” la espiral. La

figura esta calculada con a = 1, k = 1/27, y vemos que el fragmento represen-
tado mide poco més de 47 unidades.

Concretamente, toca el eje de abscisas por tltima vez en p = €2, luego la
longitud hasta ese punto es

V14 k2

=47.0111...
% P
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Parametrizacién por el arco Un arco parametrizado r : [a,b] — R? es
regular si su derivada no se anula en ningin punto. Entonces, la funcion

t
s(t) = [ () du
a
es una primitiva de [|7/(¢)||, es decir, que:
ds ,
— = t)]] >0
© = Il > o,
luego s(t) es continua y estrictamente creciente, por lo que su imagen es el
intervalo [0,s(b)] vy s : [a,b] — [0,s(b)] esta en las condiciones del teorema

de la funcion inversa, segun el cual la funcion inversa ¢ : [0, s(b)] — [a,]] es
derivable y su derivada no se anula, pues es

11
s'(t(s)) I ()"

Por consiguiente, podemos usar ¢(s) como cambio de parametro para obtener
una reparametrizacion r(s) que cumple 7/(s) = 7/ (t(s))t'(s), luego

t'(s) =

1
I ) = It e = 1
[l (t(s))
En general, si un arco parametrizado regular r(s) cumple ||7/(s)|| = 1 para

todo valor de s, se dice que esta parametrizado por (la longitud de) el arco, y
esto se traduce en que la longitud del arco comprendido entre dos valores del

parametro s; y So es
So 52
/ ||r’(s)||ds=/ ds = s9 — s1,
S1 S1

es decir, que aumentar As unidades el pardmetro equivale a avanzar As unidades
sobre la curva.

Hemos demostrado que todo arco parametrizado regular puede parametri-
zarse por el arco mediante un cambio de parametro adecuado (el dado por el
inverso de la funcién s(¢)). En general, las parametrizaciones por el arco no se
pueden calcular explicitamente, pero su existencia tiene un gran valor tedrico.

Ejemplo: La espiral de Arquimedes Consideremos por ejemplo la espiral
de Arquimedes, dada por

r(t) = (tcost,tsent),

es decir, la trayectoria de una particula puntual que se aleja de un centro al
mismo tiempo que gira a su alrededor, de modo que la velocidad de giro coincide
con la velocidad de alejamiento. Entonces

r’(t) = (cost — tsent,sent + tcost), 7" @) = V12 + 1.
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Segun (C.8),

t t
t 1
s(t) = / I ()] du = / V@ 1du= LVITE + Jarsenrt,
0 0

No es posible calcular explicitamente la funcién inversa ¢(s), pero, para cada
valor particular de s, si que es posible resolver numéricamente (es decir, apro-
ximar arbitrariamente la solucion de) la ecuacion s(t) = s. Por ejemplo, la
solucion de s(t) = 1 es t(1) = 0.892667771... Asi podemos recorrer la espiral,
por ejemplo, a intervalos de longitud 1, como muestra la figura de la izquierda.
Por ejemplo, en la figura vemos que la primera media vuelta de la espiral mide
aproximadamente 6 unidades y, en efecto, s(7) ~ 6.11. n

10+

Ejemplo: La hélice En algunos casos, las parametrizaciones por el arco son
faciles de calcular. Es del caso de la hélice (mostrada en la figura de la derecha):

7(t) = (acost,asent,bt),

que gira alrededor del eje Z con radio a > 0 de modo que cada vez que da una
vuelta completa ha ascendido 27b unidades (o descendido, si b < 0). Entonces

¥ = (—asent,acost,b), v =+/a2+ b2
Por consiguiente, llamando ¢ = v/a2 + b2, tenemos que
t
s(t) = / cudu = e,
0

luego el cambio de pardmetro que parametriza por el arco es t = s/c y la
reparametrizacion es

7(s) = (acos(s/c),asen(s/c),bs/c).
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2.6 Calculo de volimenes

Veamos ahora que el célculo integral que hemos expuesto también nos per-
mite calcular algunos volimenes. En el apéndice A de [ITAn| definimos la
medida de Jordan en R2?, que formaliza la nocién intuitiva de &rea, y toda la
construccion se puede generalizar trivialmente para definir la medida de Jordan
en R? o, de hecho, en R™ para un n arbitrario. La tnica parte que no es trivial
es la prueba de que la medida de Jordan es invariante por isometrias. Ahora
bien, en este libro no vamos a usar la nociéon de volumen mas que en esta seccion
como mera ilustracion de las posibilidades que ofrece el calculo integral, asi que
aceptaremos sin méas precisiones que es posible hablar del volumen de cualquier
cuerpo tridimensional “razonable” de modo que se cumplen las propiedades ob-
vias (como que si un cuerpo estd contenida en otro, entonces su volumen es
menor o igual).

El mismo razonamiento empleado en la seccion A.1 de [ITAn| para justificar
que el area de un rectangulo de lados a y b es igual (o debe definirse como igual)
a ab prueba que el volumen de un prisma recto’ de base rectangular de aristas
a, b, c debe ser igual a abc:

a

Se razona primero para el caso en que a, b, ¢ son nimeros racionales y en el
caso general se prueba que todo prisma contiene y esta contenido en prismas de
aristas racionales con volimenes tan préximos como se quiera a abc, por lo que
éste es el tnico valor aceptable para su volumen.

Un poco mas en general: el volumen de un prisma recto generalizado, es
decir, una figura limitada por dos bases de forma arbitraria situadas en pla-
nos paralelos y por una superficie lateral perpendicular a dichos planos, es el
producto del area de la base por la altura Sh:

Este hecho admite una justificacion sencilla: por el teorema [ITAn A.8], si B
es la base del prisma generalizado P, existen figuras elementales Ay C B C A;
(que por [ITAn A.4| se pueden expresar como unién de un namero finito de

7Un prisma recto es una figura formada limitada por dos poligonos paralelos (sus bases)
unidos por rectangulos perpendiculares a los planos que los contienen.
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rectangulos disjuntos) cuya diferencia de areas m(A;) — m(Ap) es tan pequena
como se quiera, luego ambas se aproximan a S = m(B) tanto como se quiera:

Los prismas rectos de altura h construidos sobre los rectangulos que forman
Ap y A; suman un volumen igual a m(Ag)h y m(A1)h, respectivamente, de
modo que uno estd contenido y el otro contiene al prisma generalizado P y
dichos voltmenes se aproximan tanto cuanto queramos a Sh, por lo que éste es
necesariamente el volumen de P.

Estos hechos basicos sobre el volumen son suficientes para las aplicaciones
de la integral que vamos a mostrar a continuacion.

Volumenes de soélidos de revoluciéon Sea f : [a,b] — [0, +00[ una funciéon
continua y vamos a calcular el volumen del sélido limitado por la superficie que
resulta de hacer girar la curva alrededor del eje de abscisas:

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Para ello llamamos V' (z) a la funciéon que da el volumen del s6lido que resulta
de girar la grafica de la funcion restringida al intervalo [a, z]. En estos términos,
queremos calcular V(). Notemos que V es una funcion creciente.

Fijemos a < x < by sea h # 0 suficientemente pequeno como para que z + h
esté en [a,b]. Por el teorema de Weierstrass [ITAn 3.31] existen puntos x, y 4
en el intervalo® [z,x + h] donde f toma su valor minimo m = f(z_) y su valor
méaximo M = f(x). Entonces |V (xz 4+ h) — V()| es el volumen del solido que

8Si h < 0 entendemos que [z, + h] = [z + h, z].
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resulta de girar la grafica de f restringida al intervalo [z, z + h], el cual contiene
un cilindro de radio m y altura |h| y esta contenido en un cilindro de radio M
y altura |hl:

2.0
1.5

1.0

0.5

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Por las observaciones iniciales sobre prismas generalizados, sabemos que el
volumen de un cilindro de radio r y altura |h| es 772|h|, luego podemos afirmar
que

am?|h| < |V(xz + h) — V(x)| < mM?|h],
luego
\% h)—V
m? < (z+ })l (2) < 7TM2,

donde hemos quitado el valor absoluto porque el signo del numerador es el
mismo que el del denominador, luego la fracciéon es positiva. A su vez,
V(z+h)—V(x)

h

Ahora aplicamos el teorema de Heine-Cantor [ITAn A.14] a la funciéon 7 f?,
segtn el cual, dado € > 0, existe un 6 > 0 tal que si u,v € [a,b] cumplen
|u—wv| < 8, entonces |7 f(u)? —mf(v)?| < e. Asi, si restringimos el razonamiento
precedente a valores |h| < § y tomamos como u,v los puntos x y z_, por una
parte, y ¥ y 24 por otra, concluimos que 7 f(x)? —mm? < ey ntM?—nf(x)? <,
luego

m™m? — mf(x)* < —rf(x)? <7TM? —nf(z)?

V(z+h)—V(x)

—e< Y —nf(z)? <e,
luego
Ve + h})L - V() Tf(@)?] <.
y esto prueba que existe
V() = }lllg}) V(z+ h]z —V(x) -

Dejamos a cargo del lector la prueba de que V' es continua en a y en b, con
lo que resulta ser una primitiva en [a,b] de la funciéon 7 f(z)?, luego el volumen
V =V(b) =V(b) — V(a) es igual a:

b
V=m /f(ac)2 dz. (2.4)
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El volumen de una esfera Una esfera de radio r resulta del giro de la
semicircunferencia f(z) = v/r2 — 22, luego su volumen es

r 31" 4
V:7r/ (r*—a2*)de =7 |:’I"2I—x:| = —7rd.

—-Tr

El volumen de un cono Un cono (recto) de radio r y altura h se obtiene
del giro de la recta f(x) = rz/h en [0, h], luego su volumen es:

El volumen de un toro Un toro es el soélido que resulta del giro de una
circunferencia alrededor de un eje exterior a ella. Esto no se corresponde exac-
tamente con el tipo de so6lidos de revoluciéon que estamos considerando, pero
podemos calcular su volumen como el volumen del sélido que resulta del giro
de la semicircunferencia fi(r) = R+ v72 — 22 menos el volumen del solido que
resulta del giro de la semicircunferencia opuesta: f_(z) = R — v/r? — z2. Asi,
el volumen de un toro de radios r < R viene dado por

ver [ - ey =onr [ VT =anR T

pues la integral es la que da el area del semicirculo de radio 7.
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En definitiva, el volumen del toro es V = 27%2Rr?, que puede interpretarse
como el producto del area del circulo menor, 72, por la longitud de la circun-
ferencia de radio R, que es 2w R. Podriamos decir que si tomamos un cilindro
de radio r y altura 2nR y lo doblamos para formar un toro, su volumen no se
altera.

En las secciones correspondientes del apéndice B calculamos el volumen de
los so6lidos de revolucién determinados por la cicloide, la tractriz y la lemnis-
cata de Bernoulli. Para el caso de la cardioide y la nefroide necesitamos las
observaciones del apartado siguiente:

Solidos determinados por curvas paramétricas Supongamos ahora que
la curva que determina el s6lido de revolucién es una curva paramétrica, digamos
r(t) = (x(t),y(t)), con y(t) > 0 en un intervalo [a,b]. Como en el caso del area,
podemos razonar que el volumen del sélido de revoluciéon que determina vendra
dado por

b
Ta—— / (1) (1) dt. (2.5)
a
En efecto, consideremos, por ejemplo el caso de la cardioide, para la cual
x =pcos, y=psenb,

donde a su vez p(f) = §(1 + cos6).

0 =2m/3

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

La cardioide entre 8 = 0y 8 = 27/3 es la gréfica de una funcion y(z), y el
volumen del solido de revolucion generado por ese tramo (que incluye la zona
sombreada en la figura) se puede calcular como

z(27/3) 27/3
—77/ v (z) dox = —w/ y2(t) 2 (t) dt,
z(0) 0

donde el signo negativo compensa que los extremos de la primera integral estan
al revés. Pero, por otra parte, la integral

z(m) ™
—71'/ y*(x) do = —7T/ y?(t) 2 (t) dt,
z(27/3) 27 /3

nos da el volumen generado por la zona sombreada con signo negativo, porque
ahora los extremos de la primera integral estan al derecho. Por consiguiente (2.5)



2.6. Célculo de voliimenes 113

es exactamente el volumen del sélido de revolucién limitado por la cardioide, y el
razonamiento es aplicable a cualquier curva paramétrica, con la tnica salvedad
de que el signo negativo es necesario si la curva se recorre en sentido antihorario,
pero no si se recorre en sentido horario.

Pero en el caso de una curva dada en coordenadas polares con parametro 6,

como es el caso de la cardioide, la férmula puede simplificarse mucho integrando
por partes:

V= —77/ p*sen?0(p’ cos — psen 0) df
0
= —7r/ (p*p' (1 — cos? 0) cos § — p3 sen® 6) db
0

= —77/ p*p(cos — cos® 6) dt+7r/ p>sen® 0 df
0 0
3

377 T i
-7 {(cos 6 — cos® 0) %} +7r/ %(— sen 03 cos? 0 sen ) d0+7r/ o sen® 0 do
0 0 0

™ 2
= 7r/ (—% senf + p?(1 — sen? 6) sen @ + p° sen® #) df
0

y en definitiva llegamos a que el volumen del so6lido de revoluciéon determinado
por una ecuacion p = p(f) en coordenadas polares viene dado por

2 s
V=" / p®sen 6 df. (2.6)
3 Jo
En la seccion B.2 calculamos el volumen del sélido de revoluciéon determinado
por la cardioide usando esta foérmula. L]

Piramides generalizadas La técnica que hemos usado para calcular el vo-
lumen de los sélidos de revolucién se puede aplicar a cualquier pirdAmide gene-
ralizada limitada por una base plana arbitraria y por la superficie lateral que
resulta de unir todos los puntos del borde de la base con un mismo vértice V.
Aunque en realidad no es necesario, para que el argumento que vamos a dar
funcione, debemos exigir que el pie P de la perpendicular por el vértice al plano
de la base esté contenido en la base.

v
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Es claro que si cortamos una pirdmide generalizada con un plano paralelo a
su base a una distancia x de su vértice la figura B, que obtenemos es una version
a escala de la base, en proporcion z/h, donde h es la altura de la piramide. Si
la base tiene area S, entonces el drea de B, es S(x/h)? (esto es esencialmente
consecuencia del hecho de que una homotecia de razén r multiplica las areas
por 72).

Llamemos V() al volumen de la pirdmide que resulta de cortar la piramide
dada por un plano paralelo a su base a una distancia x de su vértice. Entonces,
si d > 0, la diferencia V(x+d) — V() es el volumen de una “rodaja’ de piramide
que contiene un prisma de base B, y altura d y estd contenido en un prisma
de base B,44 y altura d (es aqui donde necesitamos suponer que el pie P de
la altura de la piramide esta contenido en la base, aunque insistimos en que la
conclusion a la que vamos a llegar es cierta aunque esto no se cumpla). Por lo
tanto,

2x +d
h2

(z +d)?
h2

x? x? 9
§75d <V(e+d) -V() <8 d=S5d+5d

luego
Vi+d) —-V(E) S , 2 +d
Si d < 0 las desigualdades se invierten, pero en ambos casos se cumple que
V(ie+d) —V(z) ﬁa:
d h?

2z +d

2 S‘Sldl h2

< 28]d|,

donde hemos acotado x,x 4+ d < h. Es claro entonces que existe

av v d)—V S
— = lim (z+d) (2) = —z%

dr  d—0 d h?
También es facil ver que V' es continua en 0 y en h (en realidad en h no hay
nada que comprobar, pues siempre podemos considerar una piramide més alta,
con lo que V est4 definida y es derivable en realidad en el intervalo ]0, +o0l).

Asi podemos concluir que el volumen de la pirdmide de altura h es

h 3h
S S |z 1
V—/O h? dm_m[g]o—ssh-

En otras palabras: el volumen de una piramide generalizada es un tercio
de la superficie de su base por su altura. El volumen del cono que habiamos
calculado anteriormente es un caso particular de este hecho. L]

Paralelepipedos Vamos a probar ahora que el volumen de un paralelepipedo
como el de la figura siguiente es igual a la superficie B de su base por su altura h,
es decir, que al “inclinar” un paralelepipedo no altera su volumen mientras que
mantenga su altura. Para probarlo necesitamos refinar el argumento empleado
con las pirdmides rectas, pues las “rodajas” en forma de prisma analogas a las
que consideramos en ese caso no cumplen que una esté contenida en la rodaja
de paralelepipedo correspondiente y otra lo contenga.



2.6. Célculo de voliimenes 115

Sea V(z) el volumen de la porcion del paralelepipedo situado por debajo del
plano II, paralelo a la base situado a una distancia x de ésta. La intersecciéon
del paralelepipedo con 11, es un paralelogramo P, igual a la base. Similarmente,
el plano I, determina un paralelogramo P, ; que podemos proyectar verti-
calmente a I, para obtener otro paralelogramo P, .

P, Prin
U

La figura de la derecha corresponde al plano II,. Los paralelogramos P, y
P! 41, son ambos iguales a la base del paralelepipedo, y es claro que a medida
que h tiende a 0 el paralelepipedo P, ; se va acercando a P, hasta superponerse
con él. Llamamos I} a la interseccion de ambos y Uy al poligono que muestra
la figura, de modo que el prisma recto de altura h y base I}, esta contenido en el
paralelepipedo y el de altura h y base Uy, contiene a la seccién del paralelepipedo
comprendida entre los planos I, y II, 1, tal y como muestra la figura siguiente:

Puesto que sabemos calcular el drea de un prisma recto, podemos afirmar
que
inh <V(z+h)—V(x)<uph,

donde iy, es el area de I, y uy, es el area de Up,. Equivalentemente:

v h) -V
i< LDV o,
h
Ahora bien, el hecho de que P, 4 se mueva hasta superponerse con P,
cuando h tiende a 0 se traduce claramente en que lim ¢, = lim up = B es el
. . h—0 h—0
area de la base del paralelepipedo.
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De hecho, podriamos calcular explicitamente i, y uj, en funcion del angulo
que las aristas laterales del paralelepipedo forman con el plano de su base y
constatar que ambos tienden a B, pero con tales calculos s6lo estariamos cons-
tatando lo que ya es obvio sin necesidad de ellos. La conclusion es que

av

2 _B

dx ’
luego, teniendo en cuenta ademas que V(0) = 0, concluimos que V(z) = Bx
y, en particular, el volumen del paralelepipedo completo es V (k) = Bh, como
queriamos probar. n

Mas en general, puede demostrarse que si tomamos cualquier solido “razo-
nable” y consideramos sus secciones por un haz de planos paralelos, de modo
que B(x) es el area de la seccion determinada por el plano situado a altura x y
V(x) es el volumen de la parte del solido situada bajo dicho plano, entonces

dv
E - B(SL‘),

por lo que el volumen del sélido es
b
V= / B(z) dx,
a

donde a y b son la menor y la mayor altura posible de un plano que corte al
solido.

Cuando la geometria del s6lido no es excesivamente complicada, esto puede
probarse modificando el argumento con el que lo hemos probado para el caso
de los paralelepipedos. Por ejemplo, no es dificil probar que esto es cierto para
cilindros y piramides con base arbitraria, no necesariamente rectos, pero una
prueba general requiere prescindir de consideraciones particulares, y entonces la
dificultad estriba en precisar qué entendemos por “sélido razonable”, pues no es
posible asignar un volumen a cualquier region del espacio, aunque esté acotada.
Esto requiere introducir la llamada “medida de Lebesgue”, y el resultado es
un caso particular del llamado “teorema de Fubini”. La demostraciéon no es
complicada, pero se enmarca en el contexto de la teoria de la medida abstracta,
que dista mucho del calculo integral que hemos visto aqui. En particular, de
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este resultado (aplicable, digamos, a figuras “razonables”, que podamos “esculpir”
fidedignamente) se deduce el principio siguiente, que ya hemos discutido en la
introduccién:

Principio de Cavalieri Si dos figuras estdin limitadas entre dos
mismos planos paralelos, y cualquier plano paralelo intermedio deter-
mina en ambas secciones con la misma drea, entonces ambas tienen
el mismo volumen.

La razoén es que la funcion B(z) es la misma para ambas figuras, por lo
que ambos volimenes coinciden con la integral de B(z) entre las alturas de los
planos paralelos que limitan ambas figuras.

2.7 Areas de so6lidos de revoluciéon

En la seccion anterior hemos senalado que definir el volumen de una figura
tridimensional “razonable” no requiere més que generalizar de forma obvia la
definicion de medida de Jordan que presentamos en el apéndice A de [ITAn]
para el caso bidimensional. Sin embargo, definir el drea de un sélido resulta
ser un problema mucho més delicado. Asi, antes de preguntarnos, por ejemplo,
cudl es el area de una esfera, tendriamos que preguntarnos a qué llamamos area
de una esfera. Una vez més, como s6lo vamos a hablar de areas de s6lidos como
una aplicacién aislada del calculo integral, no trataremos de dar una definicién
general de “area” de un soélido, sino que aceptaremos que hay algo llamado
area que esta esperando a ser medido y veremos que cierta formula integral
proporciona un valor que es razonable identificar con el area de un soélido de
revolucion.

En primer lugar, no hay duda de cuél tiene que ser el area de un cilindro de
radio r y altura h: si hacemos un corte en la superficie lateral de un cilindro
perpendicularmente a sus bases obtenemos una cinta que podemos desplegar
hasta transformarla en un rectangulo de base 27r y altura h, luego su area es
27rrh. Esta tiene que ser, pues, el drea (de la superficie lateral) de un cilindro.

2rr

A partir de aqui, podriamos tratar de calcular el area de una superficie de
revoluciéon descomponiéndola en rodajas y aproximando la superficie de cada
rodaja por la de un cilindro. La figura siguiente muestra el caso de una esfera:
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En la seccion anterior hemos demostrado que la suma de los voliimenes de las
rodajas cilindricas se aproxima al volumen de la esfera, y que la aproximacion es
mejor cuanto mayor es el namero de rodajas. Ello podria llevarnos a conjeturar
que la suma de las areas de las rodajas tiende al area de la esfera. Sin embargo,
no es asi. Para probar que el “método” no sirve vamos a usarlo para calcular
(mal) el area de otra figura que, por otra parte, podemos calcular facilmente de
forma alternativa.

Si cortamos un cono de radio r y altura h por una de sus generatrices
obtenemos un sector circular de radio igual a la generatriz del cono, es de-
cir, s = vr2+h?, y cuya longitud de arco es 27r, luego su amplitud es
27r /278 = /s, luego su area es ws’r/s = wrs = wr\/r? + h2.

2rr

Ahora trataremos de llegar a esta misma conclusiéon aproximando el cono
mediante rodajas cilindricas:

Para ello dividimos la altura h en n partes iguales, y en cada una de ellas,
digamos en el intervalo [h(i—1)/n, hi/n], consideramos el cilindro de altura h/n
y radio h(i — 1)/nr/h=r(i —1)/n:
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h(i—1)/n h
Asi, el area y el volumen de la rodaja i-ésima es

A; = 2rrh(i — 1)/n?, Vi = xr?h(i — 1)%/n?,

y las aproximaciones al area y el volumen del cono mediante las rodajas son,
respectivamente:

n .
-1 2nrh (n — 1 —1
E omrht = 71-2 (n—Dn —rh = wrh,
p n n 2 n

_ = — —7r?h.
3

", (-1 ar’h(n—1)n@2n—-1) awr*hn—-12n-1 1
Zwr h=——sj 3
P n n 6 6 n n

Vemos que las aproximaciones del volumen tienden al volumen del cono, pero
las “aproximaciones” del area no tienden al area del cono que hemos calculado
previamente.

La diferencia es que cuando hemos argumentado que las sumas de voliumenes
de los cilindros tienden al volumen del cono (o de cualquier solido de revolucion)
hemos visto que podiamos considerar cilindros contenidos en las rodajas y cilin-
dros que contienen las rodajas, y que en ambos casos el limite de los volimenes
es el mismo, por lo que dicho limite es necesariamente el volumen del sélido que
queremos calcular. En cambio, en el caso del cono, es facil ver que las super-
ficies de los cilindros son menores o iguales que las areas de las rodajas, pero
si consideramos cilindros que contengan a las rodajas no podemos probar que
las areas de los cilindros sean mayores o iguales que las de las rodajas, asi que,
aunque el area calculada con los cilindros mayores coincide con la calculada con
los cilindros menores, no tenemos nada que nos asegure que dicha area tiene que
ser la del cono, y ciertamente no lo es.

Consideremos ahora la figura siguiente:
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Parece una esfera cortada en rodajas, pero no es eso exactamente, pues las
rodajas no son “aros”’ de esfera, sino de cono. La figura de la derecha muestra
una seccion de la figura. Aumentando el niumero de divisiones podriamos hacer
que el contorno de la figura de la derecha fuera indistinguible de una auténtica
circunferencia, y entonces la figura de la izquierda serfa indistinguible de una
esfera, por lo que es razonable considerar que las areas de estas figuras formadas
por troncos de cono pueden aproximar el area real de una esfera —o, méas en
general, de cualquier sélido de revolucion— con tanta precision como queramos.
Partiendo de esta idea, vamos a obtener una féormula para el area de un sélido
de revolucion.

Para ello necesitamos en primer lugar una férmula para el area de un tronco
de cono.

Podemos expresarla como la diferencia entre las areas de dos conos de gene-
ratrices s y s — [ y radios r1 y ro, respectivamente, tenemos que

ro  s—1

T1 S

b

luego ros = r1s — ril, luego s = (r1l)/(r1 — r2). Por consiguiente, el area del
tronco de cono es

S=nris—mra(s—1)= wrlr—ll — Ty (r—ll — l>
2

T —T L — T2
2l 2l —1rg)l
_omril o wrsl 7T(rl +r2)(ri—ra)l (s + o)l = o L2,
TL — T2 TL — T2 T — T2 2

Ahora consideremos una funcion f : [a,b] — [0, +00[ continua, derivable en
Ja,b[ y cuya derivada admita una extension continua f’ : [a,b] — R.

Ti—1 g
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Para calcular el area del sélido que resulta de girar la grafica de f alrededor
del eje de abscisas, partimos [a, b] en n intervalos a = ¢ < 21 < -+ < z,, = b de
longitud Az; = x; — z;_1, de modo que el area del tronco de cono determinado
por los radios f(z;—1) y f(x;) y la altura Az; es

5y = o T EI@) oy (1) — pa))

y la suma de todas estas areas es:

S = zwzn: QWM \/Ax? + (f(zi) = f(wim1))?

Por el teorema de los valores intermedios [ITAn 3.24] y el teorema del valor
medio, existen 7;,&; € [x;_1,x;] tales que

flxiz) + f(x4)
2

Por consiguiente, S; = 27 f(n;)y/1+ f'(&)Ax,;. Ahora aplicamos el teorema
de Heine-Cantor [ITAn A.14] a la funcién ¢ : [a,b] X [a,b] — R dada por

g(@,y) =2r f(x)\/1+ ['(y)*:

Dado € > 0, existe un 6* > 0 tal que si ||(z,y) — (z/,y')]] < %, entonces
lg(z,y) — g(2’,y")| < €/2(b—a).

Asi, si tomamos una particiéon que cumpla Azx; < § = 5*/\/5 para todo 1,
entonces ||(n;,&;) — (zi, x;)|| < 9, luego

20/ T P — 2 () VT ) <

Por lo tanto,

= f(m), fz) = fmic1) = (&) Az,

S — QWZf(xi)\/l + f(x)? Az,
i=1

n

€ €
<N Az =S
722(b—a)AxZ 2

i=1

Z%f(m)v L+ f/(&)Axy — fo)\/1+ f/(2:)? Az,
i—1

Por otra parte, el teorema 2.5 nos da que podemos elegir § suficientemente
pequenio como para que, ademas, si Azx; < J, entonces

n b
2m Y e VIT P @l - 2n [ fa)V/I+ @R da
=1 a

<€
2.

Combinando ambas desigualdades tenemos que, para todo ¢ > 0, existe un
0 > 0 tal que si partimos el intervalo [a, b] en subintervalos de longitud Az; < §,
entonces

< €.

b
S—27r/ f@)v/1+ f/(x)?dx
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Con esto podemos concluir que el area del solido de revolucién definido por
una funcién continua f : [a,b] — [0, +oo], derivable en ]a, b cuya derivada se
extienda a una funcion continua en [a, b] viene dada por

b
S = 27r/ f@)V1+ f(x)? du, (2.7)

en el sentido de que esta integral es el limite al que se aproximan las areas de
las aproximaciones del solido formadas por troncos de cono cuando las alturas
de éstos tienden a 0.

El area de una esfera En el caso de una esfera, f(z) = vr2 —22, y la
féormula anterior nos da

r 2 r
S:27r/ V2 — a2y 1+ x dx:27r/ rdx = 4mr?.

r2 — 12 .

El area de un toro El area de un toro se puede calcular como la suma de
las areas de los solidos de revolucion generados por las funciones R + v/r2 — x2:

r 2 r 2
27r/(R+ \/Tz—xz)\/l—l—%dx—k%r/(]%—\/r2—x2)\/1+%dx
_r r2—x r r2—x

" 1/r

r =47 Rr dx = 4w Rrlarcsen(z/r)]",.,

-
r
4ar / R————d
=22
luego el area es S = 4n?Rr.
El cuerno de Gabriel Un ejemplo muy sencillo, pero a la vez muy intere-

sante, lo proporciona el solido de revoluciéon generado por la curva f(z) = 1/x
desde z = 1:

Su peculiaridad radica en que, como ya indicamos en la introduccién, su
volumen es finito, pero su area es finita. En efecto, el volumen del “cuerno” es

400 xo xo

T T T

V= — dr = lim — de= lim =w|— = lim #n——=m.
1 xX xo—+00 1 xX xo—+00

En cambio, su superficie es

+00 € *
2 1 02 1 °2
S:/ T\1+ S de= lim T\1+ = de> lim e
1 x x To—>+00 [y x x To—+00 [ x

= lim 2wlogxy = 400,
xo—+00

luego el area es, ciertamente, infinita.
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Por otra parte, es imposible que un sélido de revolucion tenga area finita
y volumen infinito. En efecto, observemos en primer lugar que si una funciéon
f : a,+oo[ — [0, 400 determina un soélido de revolucién con area finita .S,
entonces esta acotada, pues

t

(1) — fa)? = / 2 () f(x) di < / 2/ ()| f () di <

a

S.

/1 2 (2)y/1+ (@) do = %S(t) <

Por lo tanto, f(t) < 1/f(a)2+S/m = M. Por consiguiente, el volumen

hasta x = t cumple

1
m

V(t)zw/ f(x)f(x)deMw/ f(z)dx <

t
M M
MW/ FaTF PR de = 550 < 38,
luego, teniendo en cuenta que la funcion V(t) es creciente, tiene que existir el
limite

V:/Jro:rfz(t)dt: lim V(t),

t—+oo

es decir, que el volumen del sélido tiene que ser finito. [

Superficies determinadas por curvas paramétricas Dada una curva pa-
ramétrica r(t) = (z(t),y(t)) con y(t) > 0 que no se corte a si misma, en un
intervalo [a,b] en el que x(t) sea creciente o decreciente, podemos hacer el cam-
bio de variable
(b)) b
27r/ y(x)?\/1 49y (z)2dx = 27r/ y(t)/ 1+ (z(t)2 2’ (t) dt
z(a) a

b
— 427 / YOV T 5 @) |2/ () dt =

b b
ﬂﬂ/ y(OVa' ()2 + (' (a(t))a’ (1)) dt = i%/ y(O) V' (8)? + ' (t)* dt,

donde el signo =+ es el signo de z’(t). Si es positivo, entonces x(a) < z(b), luego
la integral inicial es el area de la superficie de revolucién generada con el giro
del segmento de curva correspondiente a a < ¢t < b, mientras que si es negativo
entonces x(a) > z(b) y la primera integral es negativa, luego en ambos casos la
integral

o / YT O Ty (D2 dt
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es positiva (cosa que, por otro lado, es evidente, porque el integrando es positivo)
y representa el area del fragmento de curva considerado. Si descomponemos el
dominio completo [a,b] de la curva en intervalos donde x(t) sea creciente o
decreciente, y sumar las integrales correspondientes, concluimos que el area de
la superficie de revoluciéon determinada por la curva es

b
A=or / ()T O + ¥ ()2 dt (2.8)

Por ejemplo, en el caso de la nefroide, cuando integramos en [0, 7/4] obte-
nemos el area generada por el primer segmento senalado en la figura, cuando
integramos en [r/4, 3w /4] obtenemos el area generada por el segundo y cuando
integramos en [37/4, 7] obtenemos el area generada por el tercero.

En el apéndice B calculamos con esta formula el area de los sélidos de revo-
lucion generados por la cicloide, la nefroide y la tractriz. Para la cardioide y la
lemniscata conviene deducir una férmula para curvas en polares:

b
A= 277/ psendy/(p cosf — psen )2 + (p’ sen f + pcos )2 db,

que se simplifica hasta

b
A= 27r/ psen 6/ p% + p'2 de. (2.9)

2.8 Ecuaciones diferenciales 11

En la seccion 1.7 hemos resuelto algunas ecuaciones diferenciales lineales por
el método rudimentario de encontrar a ojo unas soluciones y justificar por un
teorema de unicidad que no hay méas. Aqui vamos a proporcionar una técnica
para resolver una amplia familia de ecuaciones diferenciales de primer orden.
Observemos en primer lugar que la ecuacién mas simple posible:

d
ﬁ =g(x), y(zo) = %o

tiene por solucién
xr

y(@) = yo + / o(t) dt,

0
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pues la integral es de la forma F(x) — F(z), para cierta primitiva F' del in-
tegrando, luego yo + F'(z) — F(xo) es la primitiva del integrando que vale yq
en ro.

Mas en general, vamos a resolver las ecuaciones diferenciales de la forma

f(y) % = g(),

para ciertas funciones f y g. Se llaman ecuaciones diferenciales de variables
separables porque pueden expresarse equivalentemente en la forma

fy)dy = g(x) dz,
con todas las y’s en un miembro y todas las z’s en el otro.’

Una funcion y(x), para ser solucion de una ecuacion de este tipo, debe cum-
plir que

dy
Fly() L = gle).
Si f y g admiten primitivas F' y G, respectivamente, entonces la funcion
dy
Fly() 2~ o)

es la derivada de F(y(z)) — G(x), luego, en virtud del teorema 1.15, afirmar que
la funcion anterior es idénticamente nula equivale a afirmar que F'(y(z)) — G(x)
es constante. As{ pues:

Si f,g:]a, b — R son funciones con primitivas F y G, respectiva-
mente, las funciones y : |a,b] — R que cumplen la ecuacion

dy
f(y) dr g9(z)
son las mismas que cumplen la ecuacion
Fy(z)) = G(z) + ¢,
para una constante ¢ arbitraria.

Transformar una ecuacion diferencial en otra ecuacion equivalente en la que
no aparezcan derivadas se llama integrar la ecuaciéon. Acabamos de ver como
integrar cualquier ecuaciéon diferencial con variables separables.

En la préctica, més que calcular aparte las primitivas F' y G y recordar el
resultado que hemos probado, es mas conveniente observar que podemos llegar
a la ecuacion F(y) = G(z) + ¢ integrando formalmente la igualdad anterior:

[ 1wy = [ gtz

9Por ejemplo, la ecuacion diferencial y' (x) = zy(z) + 322 no es de variables separables.




126 Capitulo 2. EI célculo integral

interpretando y en el miembro izquierdo como la variable de la funcién f, pues
la solucién de esta ecuacion es,'9 ciertamente, F(y) = G(x) + ¢, que sabemos
que es la integral correcta de la ecuacion diferencial.

Vemos que las soluciones de una ecuacion diferencial de variables separa-
bles dependen en general de una constante arbitraria que podemos determinar
mediante una condicién inicial y(xg) = yo.

Ejemplo: El problema de Beaume El problema de Beaume —que, como
hemos indicado en la introduccién, Beaume plante6 a Descartes y fue resuelto
por Leibniz— consiste en encontrar las curvas con subtangente de longitud cons-
tante ¢, lo cual, segin (1.3) equivale a resolver la ecuacion diferencial

dy _y
dr ¢’
Separando las variables:
dy 1
— = —dx,
Y c

luego
d 1
ot fo
Y c

luego log |y| = x/c + ko, luego |y| = efoe®/¢ y, llamando k = +eko, vemos que
la solucién es y = ke®/€. ]

Ejemplo: El crecimiento logistico En 1798 Thomas Robert Maltus pu-
blico Un ensayo sobre el principio de la poblacion, en el que exponia su teoria
de que las poblaciones (tanto animales, o vegetales, o humanas) tienden a mos-
trar un crecimiento en progresion geométrica en el tiempo, mientras que los
recursos disponibles (principalmente las fuentes de alimentos) crecen en progre-
sién aritmética, por lo que sélo es cuestion de tiempo que se agoten los recursos
disponibles.

Un modelo matematico de la teoria de Malthus se obtiene de la hipoétesis
de que si la funcion P(t) representa el nimero de individuos de una poblacion
en cada instante ¢ (digamos con el tiempo medido en afios), entonces la tasa
de crecimiento de P es proporcional a la poblacién, es decir, que se cumple la

ecuacién diferencial
dP

dt
donde k es una constante que depende esencialmente de la tasa de natalidad y
la tasa de mortalidad de la poblacion.
Se trata de la ecuacién diferencial que hemos resuelto en el teorema 1.32.
La solucion es, pues, que la poblacién en un instante ¢ serd P = PyeFt. Vemos
que, en efecto parat =0,1,2,... el nimero de habitantes forma una progresiéon

kP,

10Podriamos escribir F(y)+c1 = G(x)+c2, pero a continuaciéon podriamos llamar ¢ = cz—c1
y tendriamos la expresiéon que hemos escrito.
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geométrica de razon ef > 1, y a partir de aqui Malthus deducia que era urgente
fomentar toda clase de medidas que aumentaran la mortalidad de los pobres
para evitar el agotamiento de los recursos naturales.

Sin embargo, en 1845 Pierre Frangois Verhulst publicé un modelo alternativo
de crecimiento de poblaciones basado en la ecuacion logistica

P _yp (1 - P>

dt K
que resulta de anadir a la ecuacion de Malthus un factor en el que K representa
la méxima poblacién que podria sobrevivir con los recursos disponibles, de modo
que P/K indica la distancia de la poblacion actual a dicha poblacion maxima,
y asi el factor anadido expresa que el aumento de la poblacion se ralentiza a
medida que la poblacion se acerca a la capacidad méxima que permiten los
recursos.

A la hora de resolver esta ecuacion es mas comodo llamar x = P/K, con lo

que dividiendo entre K la ecuacién se transforma en

Consideramos valores 0 < & < 1 (que corresponden a poblaciones “viables”
0 < P < K). Separando variables:

dx

—— =kdt.
z(1—2)

Para integrar el miembro izquierdo lo descomponemos en suma de dos fracciones:
1 1
/<—|— >dz—/kdt.
z l—-=x

logx +log(l — z) = kt + c.

Por lo tanto:

o también
T
log —— =kt +c,
1—2x
luego
T
_ ekt+c.
1—x
Esta ecuacién tiene solucién:
ehtte ekt

=7 T ektte — ght 4 o—c
Si llamamos C' = e~ ¢ > 0, podemos expresarla en la forma
Kt
e 1
a(t) = 5 = Kt
eft+C 14Ce
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o también:
K

Plt)= ———.
®) 14 Cekt

La grafica siguiente muestra la evolucién de una poblaciéon que es inicial-
mente x(0) = 0.2, es decir, un 20% de la poblaciéon maxima, con k = 0.05:

1.0~
0.8+
0.6+
04

0.2

0 20 40 60 80 100

Es facil ver en general que . HI_EI P(t) = K, asi como que la grafica tiene un
—+o00

punto de inflexion en ¢ = log C/k, es decir, un punto donde pasa de ser convexa
a ser concava.

En general, las soluciones de la ecuacién logistica se llaman funciones logisti-
cas, entre las cuales la mas simple es la que resulta de tomar todas las constantes
iguales a 1: .

f(.’lf) - 1 + e*m’
que tiene muchas aplicaciones porque pasa rapidamente de valer “casi 0” a valer
“casi 17 (y esta “rapidez” se puede aumentar ajustando las constantes):

1.0

0.8

-10 -5 0 5 10

Rozamiento en el aire En el ejemplo siguiente al teorema 1.10 vimos que
si lanzamos un objeto hacia arriba a una velocidad v, su altura en funcién del
tiempo es h(t) = vt — 4.9t> m, la altura maxima a la que llega es 0.051v2, y es
claro que el tiempo que tarda en llegar de nuevo al punto de partida es v/4.9s.
Por ejemplo, si la velocidad inicial es v = 10 m/s, el objeto llegara hasta los 5.1 m
de altura y llegara al punto de partida al cabo de 2.04s.

Ahora bien, esto es asi si no tenemos en cuenta el rozamiento del aire, que
frena el movimiento. En tal caso, ya no es cierto que la aceleracion del objeto

cumpla p
D gmys
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donde g = 9.8 m/s?, sino que, mientras el objeto sube, el rozamiento del aire
disminuye su velocidad proporcionalmente al cuadrado de su velocidad, es decir,

de modo que
dv
— = —g—kv®’m/s?,
i /
donde la constante k depende de muchos factores. Para el caso de una pelota

de tenis podemos tomar
1 1.270.0352 - 0.47
2 0.58
donde 1.2kg/m? es la densidad del aire, 7 0.035%2 m? es la superficie transversal
de la pelota, 0.47 es una constante de rozamiento que depende de la forma de
la pelota (en este caso es la constante asociada a un objeto esférico) y 0.58 kg
es la masa de la pelota. Para resolver la ecuacién separamos las variables:
dv
g + kv?

~ 0.00187,

= —dt.

El miembro izquierdo lo vamos a integral aplicando la regla del arco tangente,
para lo cual tenemos que ajustar las constantes:

Ao
f/ de 7 = [

arctan( k v)=—t+c
\/77 - ’

g g
arctan \/7 —v/kgt+ec.
g

Notemos que en el altimo paso tendriamos que haber puesto ++/kgc, pero,
como c¢ es una constante arbitraria, podemos pasar a llamar ¢ a /kgc. La
constante ¢ hay que elegirla de modo que v(0) = 10m/s?:

k
c= arctan(\/; 10) =~ 0.137268.

Asi, el instante ¢ en el que la velocidad se anula (el momento en la que la pelota
llega a su altura maxima) es

t* = ~ 1.014s.

c
Vkg
Por otro lado, despejando v queda:

@:v \/>tan —Vkgt+c) 1\/@SQH(_\/@t+C).
dt k  cos(—vkgt+c)
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Por lo tanto, la altura de la pelota en funcion del tiempo es

[ 1VkEgsen(—kgt+c) 1 B
h(t)_/E cos(—TRgt 10 —Elogcos( Vkgt+e¢)+C

donde la constante C' hay que elegirla de modo que h(0) = 0:

C= —% log cos c = 5.054
y asi concluimos que la altura maxima a la que llega la pelota es
h(t*) = % log cos(—v/kgt* 4 ¢) + C ~ 5.054 m.
Recordando que, sin rozamiento, la altura méaxima era de 5.1 m, vemos que el

rozamiento ha reducido esta altura maxima en unos 4.6 cm.

A partir del momento en que la pelota empieza a caer, la ecuacion diferencial
cambia, pues ahora la velocidad es negativa y el rozamiento positivo:

d
di; = —g+kv®m/s?.

El cambio de signo hace que ya no se pueda aplicar la regla del arco tangente,
pero en su lugar se puede usar la del argumento de la tangente hiperbolica:

dv
g — kv?

1

o =i

1 \/ﬂdv :—/dt
Vg J 1 (Vk[gv)? ’
1 k

Nz arg tanh(\/;v) =—t+c,

arg tanh( \/7 —Vkgt+c.

Si, por simplicidad, empezamos a contar el tiempo de nuevo desde que la pelota
empieza a descender, entonces ¢ =0y

J 1 \/kgsenh(vkgt)
_\/;tanh(\/@t)__k cosh(vkgt)

— —dt,

Por lo tanto,

Vkgsenh(vkgt) 1
/ cosh(Vhat) =% log cosh(~y/kgt) + ¢
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donde la constante c¢ tiene que elegirse de modo que h(0) = 5.054m, para lo
cual simplemente ¢ = 5.054. Asi podemos calcular el instante en el que la
pelota vuelve al punto de partida:

1

. log cosh(1/kgt) = 5.054,

que tiene solucién ¢ = 1.01719, pero a este tiempo le tenemos que sumar el
tiempo que la pelota ha tardado en subir, lo que nos da un tiempo total de
t = 2.03s, una centésima de segundo menos que sin rozamiento.

La figura siguiente muestra las funciones h(t) correspondientes que resultan
de tener en cuenta el rozamiento del aire y de no tenerlo en cuenta:

Vemos que el ascenso es muy igualado, pues el rozamiento sélo empieza
a notarse cuando la velocidad es suficientemente grande. La grafica siguiente
muestra la diferencia de altura entre la pelota sin rozamiento y la pelota con
rozamiento:

05 1.0 15 20 25 .0
-0.05
-0.10}

-0.15}

-0.20}
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En el momento en que la pelota sin rozamiento llega al punto de partida,
la pelota con rozamiento estad unos 9.6 cm mas alta, pero si siguen cayendo, al
poco tiempo la pelota sin rozamiento empieza a reducir la distancia y finalmente
sobrepasa a la otra. n

Ejemplo: Ruedas cuadradas Una bicicleta con ruedas cuadradas no es muy
practica. La razon es que si, por ejemplo, la rueda tiene sus lados de longitud 2,
cuando uno de los lados descansa sobre el suelo, el eje de la rueda esté a altura 1,
pero cuando la rueda tiene una diagonal paralela al suelo, la altura del eje tiene
que ser v/2. Esto significa que el ciclista esta continuamente subiendo y bajando,
pero ademas esto significa que, al pedalear, no sélo tiene que hacer la fuerza
necesaria para que la bicicleta avance, sino también la necesaria para elevar
su peso una altura /2 — 1, para al cabo de un momento caer bruscamente
esa misma distancia y tener que volver a subirla. Sin embargo, vamos a ver
ahora que sobre un suelo cuidadosamente disenado una bicicleta con ruedas
cuadradas puede avanzar suavemente, con el eje siempre a la misma altura, y
sin mas esfuerzo que el que requiere una bicicleta ordinaria:

/2y

Concretamente, si la rueda tiene lado 2a, queremos disenar el suelo con
“montanitas” de modo que la rueda se apoye sobre una esquina siempre que
pase de montana a montana. En ese momento la altura del eje respecto a la
base de las montafas sera el radio de la rueda, es decir, v2a, y queremos que
el eje se mantenga siempre a esa misma altura. Cada “montana’ sera la grafica
de una funcion y(z) y queremos que el punto de tangencia (z,y) de la rueda y
la gréafica esté sobre la vertical del eje:
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Se forma entonces un triangulo rectangulo de hipotenusa v/2a—y y un cateto
de longitud a, cuyo angulo € en el eje de la rueda es el mismo que forma el lado
con la horizontal. Como dicho lado tiene que ser tangente a la grafica de y(x),
lo que queremos es que tanf = y'(x). Por consiguiente,

1 o2 — a®
W =cos“ 0 = m.
Despejando:
Y e[ - yfap -
dx
Esto es una ecuacion diferencial que podemos resolver separando las variables:

dy
(V2 —y/a)? -

Integramos y ajustamos una constante para aplicar la regla del argumento del

coseno hiperbélico:
1/a)d
Fa / —/a Y / dzx,

—y/a)

+ =dx.

con lo que
Faarcosh(V2 —y/a) =z + ¢,

luego
arcosh(vV2 — y/a) = Ta/a + c.

Podemos exigir que la cumbre de la montana esté en x = 0, lo que se traduce
en que y(0) = (v/2 — 1)a, y a su vez en que ¢ = arcosh(1) = 0. Asf pues:

V2 —y/a = cosh(z/a),
donde hemos quitado el signo F porque cosh(—x) = cosh z. Concluimos que
y = V2a — acosh(z/a).

Solo nos interesa la parte de esta funcion que queda sobre el eje de abscisas,
luego los extremos de la “montafia” son las soluciones de cosh(z/a) = /2, es
decir, son los puntos +c¢, con

¢ = aarcosh V2.

Notemos que la derivada de y(x) en estos puntos es — senh(4arcosh(v/2)) v,
teniendo en cuenta la relacién fundamental cosh? z — senh? z = 1, vemos que
cuando coshz = /2 se cumple que senh? z = 1, luego

y'(c) = F1.

Esto significa que si encadenamos traslaciones de la funcion y(z), en el punto
de corte de dos “montanas” la que acaba tiene derivada —1 y la que empieza
tiene derivada 1, con lo que el cuadrado encaja perfectamente:
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Observemos ademas que la longitud de cada “montafia” es

L= /_cc \/ 1+ senh?(z/a) do = /_Cc cosh(z/a)dx = a/_cccllcosh(x/a) dx

= alsenh(z/a)]® . = 2asenh(c/a) = 2a,
pues si cosh(c/a) = V2, la relacion cosh?(¢/a) — senh®(c/a) = 1 nos da que
senh(c/a) = 1.

Asi pues, la longitud del arco es igual al lado del cuadrado, como se de-
duce también del hecho de que, con el movimiento de la rueda, dicho lado va
“midiendo” el arco de extremo a extremo. L]

Una caracterizacion de la lemniscata de Bernoulli Veamos ahora que
la ecuacion diferencial

p = ptan20
caracteriza las coordenadas polares de las lemniscatas de Bernoulli. En efecto,
separando las variables e integrando queda

dp sen 20
/?_/COSQQ a9,

1
log p = 3 log cos 260 + c,

de donde

luego, llamando a = €€,
p= ae(1/2) logcos 20 _ avecos 29’

que es, en efecto, la ecuacién en coordenadas polares de la lemniscata de Ber-
noulli presentada en la seccion B.5.
Similarmente, la ecuacién
p

tan 26
tiene por soluciones las funciones p = av/sen 26, que corresponden a lemniscatas
giradas —45°, pues en coordenadas polares un giro consiste simplemente en
cambiar 0 por 8 — /4, con lo que en el caso de la lemniscata obtenemos

p=ay/cos(2(0 — w/4)) = ar/cos(m/2 — 20) = aV/sen 26. .

p = (2.10)
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Una caracterizacién de la cicloide Vamos a resolver la ecuacion diferencial
y(l + y/2) = 2R,

donde R > 0 es una constante. Toda solucion tiene que cumplir y(z) > 0, de
donde a su vez cumple 0 < y(x) < 2R. Despejamos la derivada:

d 2R —
dy _ o [2R—y (2.11)
dx Y
y separamos las variables:
Y
dr =+ d
v R—y

con lo cual suponemos que y(z) < 2R.

La integral de la derecha la tenemos resuelta en (503) mediante el cambio
de variable y(t') = 2Rsen?t', con 0 < t' < 7/2, pero ahora nos conviene hacer
t' =t/2, com lo que el cambio es entonces

y(t) = R(1 — cost), 0<t<m.
Si escribimos el resultado de la integral sin deshacer el cambio de variable queda
x =+(2Rt' — 2Rsent’ cost’) + ¢ = £ R(t —sent) + c,

para 0 < t < w. Con esto hemos obtenido que las funciones y(z) que cumplen
la ecuacion diferencial pueden expresarse en la forma

(z,y(z)) = (£R(t — sent) + ¢, R(1 — cost)), 0<t<m.
Si hacemos ¢ = 0 y tomamos el signo positivo, obtenemos
r(t) = R(t —sent, 1 — cost),
que no es sino la cicloide descrita en la seccion B.1:
2
NW\/

-4 =37 =27 -7 0 s 27 3 47

Lo que hemos probado es que las soluciones de la ecuacién con signo posi-
tivo son las traslaciones horizontales de la cicloide r(t) restringida al intervalo
10, 7| (donde ¢'(x) > 0), mientras que las soluciones con signo negativo son las
traslaciones de la curva

R(—t+sent,1 —cost) = r(—t),

también con 0 < t < 7 o, lo que es lo mismo, las traslaciones de r(t) con
—m < t < 0. Ahora bien, en la grafica se ve (y es facil comprobarlo), que la
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restriccién de r al intervalo m < t < 27 es una traslacién de la restriccion a
—m < t <0, por lo que podemos afirmar que todas las soluciones de la ecuacion
diferencial son de la forma

(z,y(z)) = (R(t —sent) + ¢, R(1 — cost)), 0<t<2m.

Con esto hemos recuperado el punto (Rm,2R) correspondiente a t = 7, en el
que se cumple y = 2R, ¢y = 0, luego también cumple la ecuaciéon diferencial
(aunque lo habiamos perdido al despejar).

En suma, las soluciones de la ecuacion diferencial son las funciones y(z) cuya
grafica resulta de trasladar el arco de cicloide correspondiente a 0 < ¢t < 27, lo
cual incluye en particular a cada uno de los demés arcos'! de 7(t).

Si consideramos concretamente la funcion y(x) correspondiente a r(t), es
decir, la que cumple y(0) = 0, no podemos decir que cumpla la ecuacion en los
puntos 2k porque en ellos no es derivable. En efecto, en la gréfica se ve que la
tangente es vertical, y también se puede deducir a partir de la igualdad (2.11),
que muestra que cuando x — 0 (y, por consiguiente, y — 0) la derivada tiende
a +oo.

En conclusion, podemos decir que la funcion y : [0,2R7] — R cuya grafica
es r(t) para 0 < ¢ < 27 es la unica solucion de la ecuacion diferencial dada que
cumple las condiciones de frontera y(0) = y(2Rm) = 0, en el sentido de que es
continua en [0, 2R7], es derivable en ]0, 2R7[, en el intervalo abierto es solucion
de la ecuacion diferencial y ademéas cumple las condiciones de frontera. (En
realidad basta imponer y(0) = 0.) Cualquier otra soluciéon es una traslacion
horizontal de ésta.

En otras palabras, la solucién de la ecuacion diferencial con condiciéon de
frontera

y(1+y?)=2R,  y(0)=0

es un arco de cicloide de radio R. n

Otra caracterizacion de la cicloide Consideremos la cicloide
r(t) = R(t +sent, 1+ cost),

parametrizada de modo que tiene su méximo en ¢t = 0. Podemos ponerla “boca
arriba” aplicaAndole la simetria y — 2R — y respecto a la recta horizontal y = R,
con lo que la parametrizacion pasa a ser:

r(t) = R(t +sent,1 — cost).

HEn toda esta discusién es crucial que exigimos que el dominio de una solucién de una
ecuacion diferencial sea un intervalo abierto, y no una union de intervalos abiertos disjuntos,
pues en tal caso las restricciones de la solucién a cada intervalo no guardan ninguna relacién
entre si, por lo que no es razonable considerarlas parte de “la misma solucién”.
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En estos términos /(t) = R(1 + cost,sent) y

|7 (#)]] = R\/2(1 + cost) = 2R cos(t/2).

Por lo tanto, la funcion s(t) que da la longitud del arco de cicloide es

t
¢ t 1 —cost
S(t):2R/ COSdt:4Rsen:4R\/ﬁ'
0 2 2 2

Comparando con la coordenada y(t) = R(1—sent) de la parametrizacion, vemos

que
L o

yzﬁs.

Asi pues:

La altura de un punto una cicloide “invertida” es proporcional al
cuadrado de su distancia al punto minimo medida sobre la curva.

Vamos a demostrar que esta propiedad caracteriza a la cicloide, es decir:

Si una curva tiene altura minima en un punto y la altura de cada
punto sobre dicha altura minima es proporcional al cuadrado de la
distancia sobre la curva al punto minimo, necesariamente se trata
de una cicloide.

Para probarlo consideramos una curva arbitraria y(z) (o r(z) = (z,y(x))),
con un minimo en y(0) = 0, y de modo que y = s2/8R, para cierta constante
R > 0, donde s(z) es la funcion que da la longitud de arco desde x = 0. Asi,

ds dy 2

— =14/1 = .

dz * (dx)
Por otro lado, derivando la relacion dada:

dy s ds _/8Ryds y ds

dr  4Rdr 4R dx \ 2Rdx

dy _ [ [ (WY
dx 2R de )’

Sustituyendo queda
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luego

/N
&
~——
[\v]
1
NS
/N
=
+
/N
&‘&
SEES
~——
N

luego

d—y—:i: y/2R
de 1—y/2R’

donde el doble signo se debe a que, como y(z) tiene un minimo en 0, la derivada
tiene que ser negativa para x < 0 y positiva para x > 0.
Tenemos asi una ecuacion diferencial de variables separables:

1-—9y/2R
Ty ————dy=d
\' w/2R e

y(@) 1 _
y/2R
0 y/2R

que nos lleva a

Para calcular la integral hacemos el cambio u = /y/2R, de modo que y = 2Ru?
y dy = 4Ru du:

Vi@R2RE T3
xzi/ y.-u V1 —u?du.
0 u

Vy(z)/2R
4Rudu = i4R/

0

Esta integral la hemos calculado!? en (C.7) y en (C.14):

1 Vy(z)/2R
T = 44R 1 —u2+ —arcsenu

u
2 2 o ’

1L jy [0y 1 y
=d44R| =/ =/l — =+ = = ].
‘ <2 \ 2R 1Rz TN og
Aunque no lo parezca, ésta es la relacion entre las coordenadas de una cicloide.
Para ponerlo en evidencia llamamos ¢/2 = arcsen y/y/2R, de modo que

luego

t
y = 2Rsen” 5= R(1 — cost).
Por otra parte,

1 t t 1 1 t
= +4R( Zsen—cos— + - | =+4R (> s )=+ ent).
x R<2ben2c052 + 4) R<4 sent + 4) R(t + sent)

12Hemos cambiado — arccos u por arcsen u, pues ambas funciones tienen la misma derivada.
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Notemos que, en principio, ¢/2 tiene seno positivo, luego varia entre 0 y m,
pero permitiendo que t varie entre —m y 7 incorporamos el doble signo, por lo
que podemos escribir simplemente:

(z(t),y(t)) = (R(t +sent), R(1 — cost)),

que es una de las parametrizaciones naturales de una cicloide de radio R. =

2.9 El teorema de Arzela

En esta seccion demostraremos un resultado cuya prueba es un tanto técnica
y que, en realidad, no vamos a necesitar més que para no introducir hipétesis
innecesarias en algunos teoremas posteriores. Se trata de una generalizacion
del teorema 2.8 que aumenta considerablemente la potencia del rudimentario
calculo integral —comparado con la teoria de integracion moderna— que hemos
expuesto. He aqui su enunciado:

Teorema 2.16 (Teorema de Arzela) Sea {f,}5, una sucesion de funcio-
nes continuas f, : [a,b] — R uniformemente acotadas, es decir, tales que
existe un C > 0 tal que |fn(z)| < C para todo x € [a,b]. Sea f : [a,b] — R
otra funcion continua tal que, para todo x € [a,b] se cumpla lim f,(z) = f(n).
Entonces "

h}}l/ab fola)dz = /abf(:zz) da.

Notemos que 2.8 es un caso particular de este teorema, pues si la sucesion
es monotona, podemos tomar como C' el méximo de una cota de fy y una de f.
La existencia de C es necesaria, como se pone de manifiesto considerando las
funciones f,, cuya grafica es un tridngulo isosceles de base [1,1/n] y altura 2n
(véase la figura siguiente), de modo que, para todo x € [0, 1], se cumple

liTan fn(z) =0,

/Olfn(x)dleyé/Olde.

pero

2n

1/n 1
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Para probar el teorema necesitamos algunos resultados basicos sobre figuras
elementales en R, andlogas a las que definimos en la seccién A.2 de [ITan| en R?
para definir la medida de Jordan.

Definicion 2.17 Una celda C en R es un intervalo de una de las formas
]a7b[v [aab[v }a,b] s [a,b],

incluyendo los casos [a,b] = {a} y Ja,a] = @. En cualquiera de los casos,
definimos el contenido de una celda C' como |C| = b — a. Una figura elemental
es una union finita de celdas.

Simplificando la prueba del teorema [ITAn A.2] se demuestra:

Teorema 2.18 Si A y B son figuras elementales en R, también lo son
AUuB, ANnB, A\B.

Es claro que si A es una figura elemental en R, entonces A x [0, 1] es una figura
elemental en R? en el sentido definido en [ITAn A.1|, por lo que podemos definir
su medida como m(A) = m(A x [0,1]), donde la segunda medida es la definida
en [ITAn A.6], de modo que la medida que acabamos de definir es ciertamente
una medida finitamente aditiva en el sentido de [ITAn A.5], y cumple todas las
propiedades que se prueban a continuacién de dicha definicién. Observemos que
la medida de una celda es su contenido.

Teorema 2.19 Sea {A, }>2, una sucesion decreciente de subconjuntos acotados
de R cuya interseccion sea vacia (es decir, que ningin punto pertenezca a todos
ellos). Sea

sp =sup{m(E) | E C A, es elemental}.

Entonces lim s,, = 0.
n

DEMOSTRACION: Observemos que s,+1 < Sp. Sila sucesioén no converge a
0, sustituyéndola por una subsucesién podemos suponer que existe un € > 0 tal
que s, > € para todo n. Entonces, para cada n, existe F, C A, elemental tal
que m(E,) > s, — ¢/2™. Reduciendo si es preciso los intervalos que forman FE,,
podemos suponer que todos ellos son cerrados.

Sea H, = E1N---NE, y vamos a demostrar que no es el conjunto va-
cio. Admitiendo esto de momento, podemos tomar x,, € H, y, por el teorema
de Bolzano-Weierstrass [ITAn 1.24], la sucesion {z,}5°; tiene una subsucesion
convergente, digamos li7rln Ty, = 2*. Fijado un indice n, si ny > n, entonces

ZTn, € Hyp, C E,, luego E,, contiene infinitos términos de la subsucesion. Ade-
més es una unién finita de intervalos cerrados, luego uno de ellos tiene que
contener infinitos términos de la subsucesion, luego el limite 2* también esté en
dicho intervalo, luego z* € E,, C A,, para todo n, cuando estamos suponiendo
que los A,, tienen intersecciéon vacia.
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Asi pues, basta probar que H, no es vacio. Para ello observamos que si
E C A, \ E, es elemental, entonces, usando las propiedades de las medidas
finitamente aditivas, m(E) + m(E,) = m(EUE,) < s, y m(E,) > s, — ¢/2",
luego m(E) < ¢/2™.

Por lo tanto, si E C A, \ H, es elemental,

E=(E\E)U(E\E)U---U(E\E,)

y, como E \ E; C A; \ E;, hemos probado que m(E \ E;) < ¢/2¢, luego

Finalmente, como s,, > €, tiene que haber un F C A,, elemental de modo que
m(E) > ¢, y hemos probado que dicho E no esta contenido en A, \ H,, luego
FE tiene puntos en H,, luego éste no es vacio. n

DEMOSTRACION (de 2.16): Sustituyendo f, por f, — f podemos suponer
que f(z) = 0, para todo = € [a,b]. Por otra parte, f,(z) = f,F(z) — f,, (z),
donde f;F y f; son las funciones (continuas) definidas antes del teorema 2.4.
Claramente ambas convergen a 0 igual que f, luego basta probar el teorema
para cada una de ellas. Alternativamente, podemos suponer que f,(z) > 0,
para todo x € [a, b].

Definimos A,, como el conjunto de los puntos de [a,b] tales que existe un
i > n para el cual f;(z) > €¢/(b— a). Claramente A, 1 C A, y el hecho de que
la sucesion de funciones tiende a 0 implica que la interseccion de todos los A,
es vacia. El teorema anterior nos da entonces que, dado ¢ > 0, existe un N
tal que si n > N, entonces s, < €/2C, con lo que si E C A, es elemental,
m(F) < ¢/2C. Basta probar que si n > N se cumple que

b
/ fo(z)dz <e.

En caso contrario tomamos d en las condiciones del teorema 2.5 tomando como €
para dicho teorema el ntiimero

b
€— / frn(x)dz > 0.
a
Tomamos una particiéon
a=ro<ar1 < <x,<b

tal que Az; = x; — ;-1 < ¢ y tomamos como &; el punto del intervalo [z;_1, z;]
donde f,,(&;) toma su valor minimo. Entonces

/ab Jn(z)de — g:lf(é})Aa:i <e— /ab Fulz) da,
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luego

e < gnlmmxi.

Sea E la union de los intervalos [z;_1,z;] tales que f(&;) > €/2(b — a), con
lo que es una figura elemental E C A,, luego sabemos que m(E) < ¢/2C.
Descomponemos

€

€ < S H(E)An = SA(E) AT + () Ary < Om(E) + g7 (b a) <

donde i recorre los indices correspondientes a intervalos [z;_1,2;] C E y j los
indices restantes, y asi tenemos una contradiccion. n



Capitulo III

Integrales impropias

En el capitulo anterior nos hemos encontrado ya algunos ejemplos de lo que
se conoce como “integrales impropias”, concretamente, al calcular el volumen y
el area del “cuerno de Gabriel” vimos que dicho volumen es

+o0 To
V:/ Zde = lim Zde= lim m-— =
1 x To—+oo 1 T To—r+00 xo

Aqui la segunda igualdad se entiende como una definicién: integrar una
funcion desde 1 hasta 4oco significa integrar desde 1 hasta un punto arbitrario
zo v luego calcular el limite cuando x( tiende a 4+o0c. En el caso concreto del
“cuerno de Gabriel”, la integral hasta x se interpreta como el volumen del cuerno
“truncado” a una altura zg, de modo que la integral hasta 4o0 se interpreta como
el volumen del cuerno completo.

En este capitulo vamos a estudiar este tipo de integrales en intervalos infini-
tos que involucran el cilculo de un limite. Si consideramos la interpretacién més
directa de una integral como un area en lugar de como un volumen y eliminamos
7 del ejemplo precedente, el calculo

+o0 t t

1 1 1 1

/ — dr = lim — dr = lim [—} = lim 1—--=1
1 X t—+oo 1 xX t——+oo €T 1

se interpreta como que el adrea marcada en la figura de la izquierda sobre el
intervalo [1, +00[ es de 1 unidad cuadrada.

1/2? 81 1/yx

8

4 4
2 2
0 0
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
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Podria haber sido infinita, que es lo que sucede, de hecho, si consideramos

la funcion 1/4/z (representada a la derecha):
+oo 1 ) ) \[

1 ﬁdx—tlzgloo de—t_lzm [2v/z]} _tl}?OOZ t—2=+o0.

Pero hay otro sentido en el que una integral puede ser “impropia”, y es el que
surge si nos planteamos si el drea que queda bajo la grafica de 1/22 (o de 1/1/7)
sobre el intervalo [0, 1] es finita o infinita. Ninguna de las dos esté definida en
x = 0, pues ambas tienden a +oco en 0, por lo que no tenemos garantias de que
dicha area tenga que ser finita, pero podria serlo.

Por ejemplo, para la funciéon 1/x? podemos calcular

y esta expresion nos da el area situada sobre el intervalo [¢, 1], por lo que el 4rea
sobre todo el intervalo [0, 1] sera

1
—dm—hm —defhmffl—Jroo
t—0t J; T t—0+ ¢

En este caso el area es infinita, pero en el caso de 1//z es finita:

1
/O—dx—t£%1+/ fdx—l_1>m2—2\/_2

Vamos a dar definiciones precisas de estos dos tipos de integrales “impropias”
y de las integrales “mixtas” que son impropias en sus dos extremos.

3.1 Definicién y ejemplos

Definicién 3.1 Si f : [a,+00o[ — R es una funcién continua, definimos

[ = [ s

A esto lo llamamos una integral impropia de primera especie, que serd conver-
gente si el limite existe y es finito, y divergente en caso contrario. Igualmente,
para una funcion continua f : ]—oo, b — R definimos

/boo flx)de = t_l)ir_noo/tbf(x)dx

Por otra parte, si f : [a,b] — R es una funciéon continua, definimos

/abf< d = hm/f
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y diremos que se trata de una integral impropia (en b) de sequnda especie. Dire-
mos que es convergente si el limite existe y es finito, y en caso contrario diremos
que es divergente. Similarmente, si f : ]a,b] — R es continua, definimos

b b
/ f(x)dzr = lim () dx.

t—at Jy

Por tltimo, si f : Ja,b] — R es una funcion continua, donde a puede ser
—o0 y b puede ser +00, definimos

/abf(w)dfc:/:f(x)dx+/cbf(x)dx,

entendiendo que la integral es convergente si y sé6lo si lo son las dos integrales del
miembro derecho, donde ¢ es cualquier niimero real a < ¢ < b (y es facil ver que
la convergencia o divergencia, asi como el valor de la integral si es convergente,
no dependen de la eleccion de c¢).

Observemos que en 2.2 habiamos definido la integral cuando a y b son finitos
y el integrando f tiene primitiva en [a, b], mientras que ahora tenemos definida la
integral para una funcion continua arbitraria (y con a y b posiblemente infinitos)
en términos de un limite (o una suma de dos limites) que pueden ser infinitos o
no existir.

De las propiedades de los limites se sigue inmediatamente que esta integral
generalizada sigue cumpliendo las propiedades bésicas siguientes:

/ab(f(x)+g($))d$/abf(x)d$+/abg(x)dx, /abCf(:v)dxc/abf(x)dx,

/:f(x)dz—/baf(x)da /abf(x)dx—/acf(x)dz+/cbf(x)dx,

entendiendo que los miembros izquierdos son convergentes si lo son las integrales
de los miembros derechos, y en tal caso se dan las igualdades.

Ejemplos Conviene observar que las integrales impropias de segunda especie
convergentes estan contempladas ya en la definicién 2.2, donde s6lo exigimos que
el integrando esté definido en ]a,b[. Vamos a discutir la situacién con algunos
ejemplos concretos:

1 L, 1 e 1
— dz, / x° dx, / —e V¥dx, / log x dz 3.1
/0 Ve 0 0 VI 0 3.1)

Podemos decir que la primera integral es impropia en 0, pues el integrando
es una funcién continua en ]0,1]. Esto justifica el calculo de esta integral que
hemos hecho en la introducciéon de este capitulo. Pero, alternativamente, sin méas
que aplicar 2.2, podemos argumentar que el integrando tiene primitiva 2/x en
[0, 1], por lo que el calculo puede reducirse a

1 1 -
| mr-pva-2

sin necesidad de tomar limites.
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El resultado es el mismo y no es casualidad. En general, si tenemos una
funcion continua f : [a,b] — R, una primitiva en [a, b[ es

F = [ () do,

pero para que la integral esté definida en el sentido de 2.2 es necesario y suficiente
que F admita una extension continua al intervlo [a, b], lo cual a su vez equivale
a que exista y sea finito el limite

lim F(t) = lim tf(;v) dz,

t—b— t—=b= Jq
en cuyo caso podemos extender F' a b mediante

¢ b

F(b) =F(b) — F(a) = Hrzfl fl@)de = / f(z)de,
t—=b" Jq a

donde la ultima integral es que hemos definido ahora y F(b) — F(a) es el valor

de la integral definido en 2.2.

Lo mismo vale para integrales impropias en su extremo inferior y, descom-
poniendo en suma de dos las integrales impropias de segunda especie en ambos
extremos, es facil concluir que las integrales impropias de segunda especie (en
uno o en sus dos extremos) convergentes son exactamente las integrales que es-
tan definidas en 2.2. Lo tnico que aporta la definicién de integral impropia de
segunda especie es que una integral como

no esta definida segiin 2.2 y esta definida como 400 como integral impropia.
Por otro lado, consideremos ahora la segunda integral de (3.1). Lo natural
es considerar que no es una integral impropia, y calcularla segin 2.2 como
1 3
2 T 1
zédr=|—| = <.
fo=oe= 5] =

Sin embargo, técnicamente, nada nos impide considerar al integrando como una
funcion continua en [0, 1] y calcular

! k 1

/ r?dr = lim r?dr = lim — = —.

0 t—1- Jg t=1- 3 3
También podriamos haber considerado que es impropia en 0 o en ambos
extremos a la vez. Desde un punto de vista conceptual, lo natural seria anadir a
la definicién de integral impropia de segunda especie en un extremo a o b de su
intervalo que el integrando no admita extensién continua a dicho extremo, de tal
modo que la integral anterior no seria impropia, pero desde un punto de vista
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técnico no hay necesidad de introducir tal exigencia, y es méas practico considerar
que las integrales “propias” (es decir, las integrales de funciones continuas en
intervalos [a,b]) son un caso particular de las impropias de segunda especie
convergentes. La utilidad de este convenio se aprecia en el tercer ejemplo en
(3.1). En principio el integrando no est4 definido en 0, por lo que “podria
parecer” que la integral es impropia en 0, si bien una consideracién mas atenta
muestra que el integrando se extiende a una funcién continua en [0, 1] definiendo
f(0) = 0, pero no necesitamos observar, ni mucho menos justificar que esto es
asi para calcular la integral como impropia:

! 1
/ —e VPdz = lim —e VP dr = lim [—2e”V7)}
0

x t—0+ J, & t—0+

= lim 2e" V' — 27! = 2—2/e.

t—0+

Saber que el integrando se extiende a una funciéon continua en [0, 1] nos
garantiza que si vemos la integral como impropia, serda convergente. Mas atin,
podriamos haber aplicado directamente 2.2 y haber prescindido del limite:

1
1
-z _ -zl _
—e de =[-2e VT, =2 —2/e.
/o Vo ’

Sin embargo, el cuarto ejemplo muestra que a veces no es inmediato que la
primitiva del integrando admita una extensiéon continua al intervalo cerrado, en
cuyo caso la formulacion explicita en términos de limites es la mas natural. (La
primitiva esté calculada en (C.4)):

1 1
/ logz dx = lim / logrdr = lim [rlogz — 2]; = lim t —tlogt — 1 = —1,
0 t—0t Jy t—0+ t—0+

donde hemos usado que

logt 1/t

lim tlogt = lim —— = lim ——— = lim —¢t =0.
t—0+

t—0+ 1/1L T Sot —1/lf2 t—0+ -

Ejemplo Veamos ahora un ejemplo de integral impropia en sus dos extremos:

/+°° dz
=T.
oo 1422

En efecto, para calcular esta integral tenemos que partirla:

/+°° dz _/0 dz +/+°O dz
coo 122 o 1422y 142

donde hemos elegido arbitrariamente el 0 para la particion. Entonces:

0 dx 3 O dx . 0 ) T
= lim = lim [arctanz], = lim —arctant = 5
¢

2 - 2 - -
oo 1tz t——o0 1+2 t——o0 t——o0

Igualmente se concluye que la segunda integral vale /2.
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Consideremos ahora esta forma alternativa de llegar al mismo resultado:

Too dx 3 o de 3 "
5 = lim ——— = lim [arctanz]”, =
1+2x t—+oo J_, 1+2x t—+o0

— 00

I tant — arctan(—t) = — (3)—
t—}IJZloo arctan arctan = 9 B =Tr.

0.5
-t t

La coincidencia no es casual. Al integrar en [—t,t] obtenemos el area som-
breada en la figura, y al hacer que t tienda a +o00 obtenemos toda el area situada
bajo la grafica del integrando, igual que si primero integramos en |—o0, 0] y luego
en [0, +o00[. Ahora bien, esta forma de calcular una integral doblemente impro-
pia tiene un inconveniente, que se pone de manifiesto si intentamos aplicarla al
ejemplo siguiente:

o0 t 22 t
/ rdr = lim rzdr = lim |— = lim 0=0.
oo t—+oo [, t—+oo | 2 _y totoo

Puede parecer que el resultado es razonable, puesto que con ello estamos
permitiendo que, al igual que sucede con las integrales “propias”, las areas por
debajo del eje de abscisas compensan a las que se encuentran por encima vy,
como muestra la figura de la izquierda, en este caso la funcién deja un area
infinita por debajo del intervalo |—o0,0] y otra igual por encima de [0, 400,
luego es razonable concluir que la integral completa es convergente y vale 0.
Sin embargo, no es esto lo que obtenemos si aplicamos la definicién de integral
impropia, que requiere descomponer la integral como

—+o00 0 —+o0
/ xdx:/ xda:+/ rdr,
—00 —o0 0

y es claro que ambas integrales son divergentes, luego la integral completa tam-
bién lo es.
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Y sucede que haber ajustado las definiciones para que esta integral sea di-
vergente es mas “razonable” que si las definiciones hubieran llevado a que la
integral valiera 0. Por ejemplo, si aplicamos el mismo procedimiento de calculo
a la funcion x + 1, cuya grafica vemos en la figura anterior a la derecha, obte-
nemos

+o0 t I2 t
/ (r+1)dz = lim (x+1)dx = lim {4—1‘] = lim 2t =400,
oo t—+too [, t—+oo | 2 _t t—-+o0
luego ahora, una funcién que tiene una parte sobre el eje de abscisas y otra
por debajo idénticas a las del caso anterior (meramente trasladadas una unidad
hacia la izquierda) no integra 0, sino +0o0. Con la definicion “correcta”, ambas

integrales son divergentes.!

En general,; si f : R — R es una funcién continua, se define el valor principal
de su integral como

+o0 t
VP/ flx)de = tl}?oo/ f(x) da.
—oo —t
No es dificil probar que si una integral impropia en | —o0o, +00] es convergente,
entonces coincide con su valor principal, pero si es divergente, el valor principal
puede ser finito, como en el ejemplo anterior.

Ahora calcularemos la integral

/ logsen x dz.
0

El primero que calcul6 esta integral fue Euler en 1769, y durante mucho
tiempo se consider6 una integral dificil, que para ser calculada con rigor requeria
emplear funciones de variable compleja. Sin embargo, vamos a ver que admite
un céalculo elemental.

Ante todo, como es impropia en ambos extremos, tenemos que partirla:

T /2 T /2
/logsenfcdx:/logsenxd:ch/logsenxd:v:2/10gsenxdx,
0 0 /2 0

porque la segunda integral se convierte en la primera con el cambio x = 7 — u.
Por otra parte, integrando por partes, vemos que

w/2 /2
/ logsenx dx = —elogsene—/

1En una serie infinita también pueden compensarse términos positivos y negativos, pero
eso no significa que tenga sentido “sumar”

(=3 F () F (D) 0T H243 4,

+o0
que seria algo analogo a calcular la integral / zdx.
— 00

coszdx,
sen x
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y el altimo integrando es una funcién continua en 0, y ademaés

logsen e e €/sene

lim —elogsene = — lim ———— = lim —————
e—0 ) 50 1/6 e—0 1/62
= lim ecose = 0.
e—0 sen e

Por lo tanto, la integral es convergente. Para calcularla observamos que

/2 /2
I:/ logsenxd:v:/ log cos x dx,
0 0

porque una integral se transforma en la otra con el cambio x = 7/2 — u. Por lo
tanto,

/2 /2 1
21 = / (logsen x + log cos ) dax = / log(5 sen2z) dr =
0 0
/2 /2 T 1 o
/ 10g(1/2)dx+/ logsen2xd;v:—flog2+f/ logsentdt =
0 0 2 2 Jo
—% log2 41,
luego, despejando,
/2
/ logsenx dx = I log 2,
0 2

y a su vez,

/ logsen x dr = —mlog 2.
0

Las integrales de 1/2? y 1/4/T que hemos calculado son casos particulares
de los teoremas siguientes:

Teorema 3.2 5i0 < s <1 se cumple que

1
1 1
/—dwz ,
0 X8 1-s

mientras que st s > 1 la integral es divergente.

DEMOSTRACION: Si s # 1 tenemos que

1 1 _ 1
1 1 s+1
/ — dz = lim ~dr = lim |~
0 x° t—0 [, a8 t—0 | —s+1 '
3 1 tt=s 1
= lim — =
t-01—s 1—s 1—s5

si 0 < s < 1, mientras que si s > 1 la integral es divergente. Para s = 1 la
integral se calcula con la regla del logaritmo y también sale divergente. =

Similarmente:
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Teorema 3.3 Si s > 1 se cumple que

—+oo
1 1
J
1 b s—1

maentras que st 0 < s <1 la integral es divergente.

DEMOSTRACION: Si s # 1 tenemos que
“+oo 1 t 1 —s+1 t
/ —dxr = lim —dxr = lim v
1 s t—+oo |1 x° t—+too | —s+ 1],
I 1 N 1 1
= im =
totoo (L—s)ts=1  s—1 s-—1
si s > 1, mientras que si s < 1 la integral es divergente. Para s = 1 la integral
se calcula con la regla del logaritmo y también sale divergente. m

3.2 Criterios de convergencia

Con las integrales impropias sucede lo mismo que con las series infinitas,
que a menudo es posible demostrar su convergencia sin que exista ninguna ex-
presion explicita para el limite (de modo que la propia integral puede usarse
para definir ntimeros “nuevos”). Muchos criterios de convergencia dependen de
la completitud de los niimeros reales a través del teorema siguiente:

Teorema 3.4 (Criterio de Cauchy) Si f : [a,b] — R es una funcidn con-
tinua (donde b puede ser +00) tal que la integral

/ab f(z)dx

sea tmpropia en b, entonces es convergente si y solo si para todo € > 0 existe
a < c<bdemodo que si c < u < v <b entonces

/uv flx)dzx

DEMOSTRACION: Supongamos que se cumple la condicién del enunciado y
fijemos una sucesion {b,}52, contenida en ]a,b] mondtona creciente y conver-
gente a b. Entonces, la sucesion {z,}22, dada por

< €.

bn
Zn = f(x)dx
a
es de Cauchy, pues dado ¢ > 0, tomamos el ¢ que cumple la hipotesis y a su
vez tomamos un ng tal que si n > ng, entonces ¢ < b, < b, con lo que, si
ng <m < n,

bm

bn
f@yde— [ f(a)da

a a

< €.

b
f(x) dx
bon

|2n — 2m| =

Por consiguiente, existe L = lim z,,.
n
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Ahora, dado € > 0, tomamos a < ¢ < b que cumpla la hipotesis con €/2.
Asi, si e <t <b,existeunn tal que ¢ <t < b, <by |z, — L| <e€/2, con lo que

/ab" fla)de — L — /tb” f(z) de

/tbn f(z)dx

lim /alt f(z)dz =L,

t—b

<

/atf(x)dx—L’:

|zn — LI +

<6+€
-+ -=c
2 2

Esto prueba que

luego la integral es convergente. El reciproco se sigue de la definicion de limite
y de las propiedades elementales de la integral. L]

Obviamente, se cumple el resultado anélogo para integrales impropias en su
extremo inferior a. He aqui una primera consecuencia elemental:

Teorema 3.5 Sean f,g:]a,b] — R continuas tales que 0 < f(x) < g(x) para
todo = € la,b[. Si la integral impropia f: g(x)dx es convergente, lo mismo le
sucede a la integral de f, y ademds

/a  fa)de < / o) da.

DEMOSTRACION: Es inmediato que el criterio de Cauchy para g implica el
criterio de Cauchy para f. L]

Ejemplo La integral

es convergente.

-3 -2 -1 1 2 3

En efecto, por definicién

+OO 2 0 2 Foo 2 +OO 2
/ e * dx:/ e * dac—i—/ e " dm:2/ e * dx,

pues el cambio de variable z = —u transforma la primera integral en la segunda.?

2El teorema de cambio de variable es vélido para integrales impropias. Por ejemplo, en
este caso podemos aplicarlo a

0 0 —t
2 2 2
/ e T dxr = —/ e " du= / e " dx
t —t 0

y luego hacer tender t a +oo.
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Por lo tanto, basta probar la convergencia de la integral en [0, +oc0[, que a
su vez equivale a la convergencia en [1, 4+00[, pero en este intervalo 1 < z, luego
e < g y la integral

+o0 t t
1
/ ze™® dr = lim ze™® dr = lim l:—2€_12:|
1

t——+oo 1 t——+oo 1
1 _2 e
= lim —e——e ' =2
t—+oo 2 2 2
es convergente. [

Otro criterio util es el siguiente:

Teorema 3.6 (Criterio de Dirichlet) Si f, g : [a,+00] — R son funciones
continuas de modo que:

a) La primitiva F(t) = fat f(z)dx estd acotada.
b) La funcion g(x) > 0 es mondtona decreciente, con deriwada continua y

lim g(z) =0,

T—r+00

entonces la integral
—+oo
[ @) iz
a
es convergente.

DEMOSTRACION: Integramos por partes:

/ f@)g(x) dz = [g(x)F ()], —/ F(x)g'(x) dv =

Por una parte,

lim (g(t)F(t) = g(a)F(a)) = —g(a)F(a),

t—+oo

donde hemos usado que g(t) tiende a 0 y que F(t) estd acotadada. Por lo tanto,
basta probar que la integral

/:_OO F(x)g'(z)dz

es convergente, para lo cual empleamos el criterio de Cauchy. Si a < t; < to,
entonces

/ * P)g (@) de

ty

< [ P@lld@lde <M [ @)

ty
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donde M es una cota de F', es decir, que cumple |F(z)] < M para todo x.
Notemos ademés que, como g(z) es decreciente, su derivada es ¢'(z) < 0. Por
lo tanto,

/t " F(a)g (x) de| < —M(g(ts) — g(t1)) = M(g(tr) — g(t2)) < Mg(tr)

1

y, como ¢(t1) tiende a 0, el modulo de la integral se hace < € siempre que 1
y to son suficientemente grandes, como requiere el criterio de Cauchy. L]

Ejemplo Ahora es inmediata la convergencia de las integrales

T sen T cosx
dx, dx
1 € 1 €

Basta aplicar el criterio de Dirichlet con g(x) = 1/x. Notemos que las
funciones

t t
/ senx dr = cos1 — cost, / cosrdr =sent —senl
1 1

estan acotadas. ]
Otro criterio elemental es el siguiente:

Teorema 3.7 Si f : [a,+00o] — R es una funcidn continua, lim f(x)=Ly
z—

la integral e
+oo

f(x)dx
es convergente, entonces L = 0.

DEMOSTRACION: Si L > 0, existe un cierto xq tal que si x > x( entonces
f(z) > L/2y, como la integral
o0 L
/ —dzx
o 2

es obviamente divergente, lo mismo le sucede a la de f(z), por 3.5, y la di-
vergencia en [zg, +oo[ implica claramente la divergencia en [a,+oo[. Si L < 0
tenemos que la integral de —f es divergente, luego la de f también. ]

Nota Adaptando minimamente el argumento del teorema anterior vemos que
el integrando de una integral convergente en [a, +0o[ no puede tender a +oo en
400, pero eso no significa que tenga que converger necesariamente a 0. También
cabe la posibilidad de que no tenga limite, como sucede en el ejemplo siguiente:

Ejemplo Las integrales de Fresnel

+oo +oo
/ senz? dz, / cos z? dx.
—0o0 —0o0

son convergent €s.
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1.0F

-0.5¢

-1.0

WA A AN A AL
AR ERVARN

En efecto, basta ver que convergen en el intervalo [1,+oo[, para lo cual
hacemos el cambio de variable z = \/%, dz = dt/2+/t, de modo que

2 2
v 1/“ sent /“ 1 [* cost
2 2
senz’dr = = — dt, cosx dr = = — dt,
/1 2 \/Z 1 2 /i \/?E
luego

—+o0 +oo —+o0 —+oo
1 sen t 1 t
/ senz?dr = = / Sen dt, / cosz?dr = = cost dt,
1 2 1 \/1? 1 2 1 \/Z

y las integrales de los miembros derechos convergen por el criterio de Dirichlet.
Conviene observar que el cambio de variable es valido de hecho en todo el in-
tervalo [0, +00[, de modo que

oo 9 oo 9 o0 senwu
senzdr =2 senz”dr = du,
—co 0 0 Vu

400 “+o00 “+ o0
/ cos z® dr = 2/ cosx? dx = s du, (3.2)
0 0 Vu
y hemos probado la convergencia en [0, +oo[ de los miembros derechos (lo cual no
es inmediato en el caso de la integral del coseno, porque la versiéon en términos
de u es impropia en 0). La figura siguiente muestra las graficas de los dos
integrandos. m

— 00

Veamos un ejemplo de aplicacion del criterio del limite.

+o0 1
/ — dx
. log® x

es divergente para todo niumero real s.

Ejemplo La integral
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En efecto, si s < 0 el integrando tiende a 400 en 400, luego la integral
diverge. Si s = 0 el limite es 1 y la conclusién es la misma, asi que basta
considerar el caso en que s > 0. Hacemos el cambio z = ¢!, dz = e’ dt, con lo

que
u 1 loguw et logu et

/ : dm:/ —,dtz/ n
. log’x 1 s 1 tm

donde n es cualquier nimero natural mayor que s, y asi, aplicando, por ejemplo,
la regla de L’Hopital, vemos que el integrando tiende a +o00, luego la integral

+oo Lt
(&
1 t

es divergente y lo mismo le sucede a la integral del enunciado. L]

Convergencia absoluta Ahora probamos el resultado anélogo al hecho de
que toda serie absolutamente convergente es convergente:

Teorema 3.8 Si f :]a,b] — R es una funcion continua y la integral

Lﬂﬂ@dx

es convergente, también lo es la integral sin el valor absoluto, y ademds

/abf(x)dx

DEMOSTRACION: Vamos a suponer que la integral es impropia inicamente
en b. Analogamente se trata el caso en que solo es impropia en a y el caso en
que es impropia en ambos extremos se reduce a éstos dos descomponiendo la
integral por un punto intermedio.

< [(r@ia

Dado € > 0 sea a < ¢ < b tal que la integral de |f| cumpla la condicion de
Cauchy del teorema anterior. Entonces, si ¢ < u < v < b, tenemos que

/uv f(x)dzx

luego f también cumple la condicién de Cauchy y su integral en [a, b] es conver-
gente. Como ademas

~[wiar< [ @< [ i@

tomando limites cuando t — b obtenemos que

g/ﬁﬂmmI<a

_/ab|f(:c)d:c</abf(m)dx</ab|f(w)dx,

lo cual equivale a la desigualdad del enunciado. L]
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Una integral impropia se dice absolutamente convergente si la integral del va-
lor absoluto del integrando es convergente. Las integrales que son convergentes,
pero no absolutamente convergentes, se dicen condicionalmente convergentes.

Ejemplo La integral de Dirichlet

“+oo
Sen xr
dx
0 T

es convergente, pero no absolutamente convergente.

1R

3
‘ I T == 27T Chy 3 8.4 477
2 2 2 2

Tras el teorema 3.6 hemos visto que la integral es convergente (el integrando
se extiende a una funciéon continua en [0,1], por lo que la convergencia en el
intervalo [0, 4+o00[ equivale a la convergencia en [1,4o00[). Como |senz| < 1, se
cumple que sen? z = |sen z|? < |sen x|, luego

sen’r _ |senz]
< —.

x - x

T gen? g
dxr
1 X

es divergente, con lo que el teorema 3.5 implica que

/+°° | sen x| d
x
1 x

también lo es, luego la integral del enunciado no es absolutamente convergente.
Ahora bien:

t 2 t t t
1 1-— 2 1 1 2

/sen xdx:7/ cos xdaz:f/ fdx—/ cos mdx
1 X 2 1 X 2 1.’1: 1 2I

logt 1 [*
_ log _7/ cosxdx,
1

Vamos a probar que la integral

2 2 z
y hemos visto que la segunda integral es convergente, luego

i t gen?
lim dxr = +o00.
t——+oo 1 €T n

Nota Es facil ver que si llamamos

T senx
ap = dx,
nim X




158 Capitulo 3. Integrales impropias

entonces

oo
T sen
- dng Qnp,
0 n=0

y de hecho la convergencia de la serie (que es una serie alternada con término
general convergente a 0, luego converge por el criterio de Leibniz [ITAn 2.9]) im-
plica la convergencia de la integral. Que ésta no sea absolutamente convergente
equivale a su vez a que la serie tampoco lo es. L]

El mismo argumento con el que hemos probado en el ejemplo precedente que
la convergencia no es absoluta puede usarse para probar que tampoco lo es la
de las integrales de Fresnel. Veamos otro ejemplo del mismo estilo:

o0 senw
. log® x

es convergente, pero no absolutamente convergente, para todo s > 0.

Ejemplo La integral

En efecto, la convergencia la garantiza el criterio de Dirichlet y, para probar
que no es absolutamente convergente, tenemos en cuenta que

1 < 1 cosQ:c) _ sen’x < | sen z|
2

log°z log®z) log°z ~ log°z’

luego basta probar que la integral de la funcién de la izquierda es divergente,
pero la del segundo término es convergente por el criterio de Dirichlet, y en el
ejemplo de la pagina 155 hemos visto que la del primero es divergente, luego la
integral completa es divergente. "

Terminamos esta seccién generalizando los teoremas 2.8 y 2.16:

Teorema 3.9 (Teorema de la convergencia monétona) Sea {f,}7%, una
sucesion de funciones continuas fn : Ja,b] — R y sea f : Ja,b] — R otra
funcion, también continua, de modo que, para todo x € |a,b| y todos los nimeros
naturales m < n, se cumpla que fm(x) < fu(x) < f(z) y H’ran fulz) = f(z). Si

/ab fn(x)dz, /ab f(z)dx

son convergentes, se cumple que

las integrales

/a ) d = lim / " b (2) de.

DEMOSTRACION: Llamamos g, (z) = f(z) — f.(x), de modo que, para todo
x € Ja,b[ y m < n, se cumple que 0 < g, (x) < g (2) y lim g, (x) = 0. Tenemos
que probar que la sucesion de integrales converge a 0. "

Dado € > 0, existen a < a’ < b’ < b tales que

’

a b
/ go(x) dx +/ go(z)dx < E,
a b/ 2
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luego también

a’ b
/ gn () dx—i—/ gn(z) dz < %,
a b’

para todo n. Por 2.8 sabemos que

lim/ fn(:r)dx:/ f(z)dzx
0, equivalentemente.
b/
lim/ gn(x)dz = 0.

Por lo tanto, existe un ng tal que si n > ng, se cumple que

bl
€
/ gn(z)dr < =,
. 2

luego

b
/a gn(x) dr < €. .

Teorema 3.10 (De la convergencia dominada) Sea {f,}5°, una sucesion
de funciones continuas fy : la,b| — R (donde a y b pueden ser infinitos) tales
que existen funciones continuas ¢, f : Ja,b] — R con integral convergente y
tales que, para todo x € la,b| se cumple que

FEntonces

l%{LbﬁAx)dpllbf@ﬂdm

DEMOSTRACION: Notemos que las hipdtesis implican que |f(z)] < ¢(z),
luego la convergencia de la integral de f se sigue en realidad de la de ¢. Dado
€ >0, existen a < @’ < b’ < b tales que

a/
| s
a

Las funciones f,, restringidas al intervalo [a’, '] estan acotadas por una cota de
@(x), luego el teorema 2.16 implica que

€
< -.

* 4

b
1 ; f(z)dx

a’ b
/¢@m+ o(z) da < <,
a b’

lim/ fn(z)dx 2/ f(z) dx,
o Ja a’
luego existe un ng tal que si n > ng, se cumple que

/a//fn(x)da:—/a/,f(x) dx

€
<§,
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luego

/:/ fn(:c)dx/;/f(x) dz| +

/aa/ f(z)dx

3.3 Derivacion de integrales paramétricas

bfn(m) dx — bf(:n) dx
J, e |

a’ b
| owrdes [ ofw)do+
a b’

<

+ < €.

b
flx)dzx
b

Consideremos una funcién de dos variables, por ejemplo f(x,t) = cos(t?z).
Esta determina dos familias de funciones de una variable, a saber, las funciones
f(t) = cos(t?z) y fi(z) = cos(t?z), y —en este caso concreto— vemos que
cualquiera de las funciones de cualquiera de las dos familias es derivable. Las
derivadas de estas funciones se llaman derivadas parciales de la funcion f, y se
representan asi:

o1 = il = —t?sen(t%z), or = &e

Or dx ot dt

Estas derivadas parciales las estudiaremos con detalle en el capitulo V, pero

de momento no necesitamos mas que su mera definicién. Podemos pensar que

Of /0t es la derivada de la funcion que resulta de considerar a f como una

funcién de f en la que t es un pardmetro. En esta seccién nos vamos a ocupar
de las funciones definidas mediante integrales paramétricas, como

= —2txsen(t’x).

sen t2

f) = /0 cos(t’x) dx = t%[sen(tzx)](l) T T2

Mas precisamente,

t2
sen2 sit#0,
fy=9 ¢t
1 sit=0.

No es dificil comprobar que se cumple la relacion siguiente:

d [* 9 L 9 cos(t?x)
%/0 cos(t w)dacffo Tdaz.

Explicitamente, para t # 0 es

2t3 cost? — 2t sen t?
t4

1
= —215/ rsen(t’z) dx
0

y parat=0es f'(0) =0.

El resultado principal de esta seccién es que, bajo hipotesis razonables, esto
es cierto en general, lo cual, como veremos, tiene muchas consecuencias de in-
terés.
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Teorema 3.11 Sea f : |a,b] X J¢,d[ — R una funcion continua, donde a y ¢
pueden ser —oo y b y d pueden ser +00, de modo que, para todo t € |, d|, exista

la integral
b
) :/f(g;,t)dx

of
o ta, b x Je,d] — R

Supongamos ademds que existe

y que es continua, asi como que existe una funcidn continua ¢ : la,b] — R de
modo que la integral

es convergente y

para todo (z,t) € la,b] X |e,d[. Entonces la funcion g(t) es derivable y

d [* 0
a/(lf(x,t)dx: ’ a—f

DEMOSTRACION: Tomamos a < e < b y partimos la integral

g(t) = g1(t) + g2(t /fxtdx—l—/fxt

Basta probar el teorema para g1 y go. Consideramos el caso de go (el de g1 es
analogo) y vemos que, equivalentemente, llamando a a e, podemos suponer que

fiab] x]e,d] — R, ¢:la, b — R

son continuas. Vamos a ver que ¢(t) es derivable en un punto concreto ¢, para lo
cual, restringiendo el intervalo ]¢, d[ a un intervalo [t —n,t+n] C |c, d[, podemos
suponer que

fila,b x [e,d — R

es continua.
Para cada h tal que t + h € ]¢, d[, tenemos que

/ab<f(x,t+h})l—f(x7t) g{)

/b (f(x,t+h})l—f(x,t) g{)

gt +h) —g(t) of ..
AL

+

/ab* (f(x,t 0 Sl ‘Z{) da

*
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donde, dado € > 0, elegimos b* de modo que
b €
d(x)dt < <.
b 3

Fijado un valor de z, el teorema del valor medio nos da un  entre t y t + h
tal que

of
f(I,tﬁ*h)*f(I,t):f h’a
ot (@)
por lo que
fla,t+h) = fle,t) Of _|0f af of of
‘ h 2 I T P e o P ’816 < 20().

El teorema 3.5 nos da que el primer término de la cadena de desigualdades es
una funcion integrable en [b*,b], y 3.8 implica entonces que

b B b B
[(Lmten s ory [\ s o],

. h . h ot

b

2
2 o(x)dx < =

e 3

Por otro lado, como f es continua en el compacto K = [a,b*] X [c,d],

el teorema de Heine-Cantor [ITAn .14] nos da un § > 0 de manera que si
(z1,t1), (T2,t2) € K cumplen |[(x1,t1) — (z2,t2)|| < §, entonces

_or
ot

of
of

e
3(b* —a)

(z1,t1) (z2,t2)

En particular, si |h| < d y = € [a, b*], se cumple que

¢
3(b* —a)’

f(x7t+h)_f(
h tlwp

ya que ||(z,t) — (2,t)|| < |t —t| < h < §. Por consiguiente,

/ab*(f(x,t+h]z—f(x,t) g{) _/ab*

-

€ €
< | ——dt=-.
—/a 3(b* — a) 3

En definitiva, dado € > 0, hemos encontrado un § > 0, tal que, si |h| < 4,

g(t+h)—g(t) of
h _/a at

<

(41? t)

fla,t+h) — flxt) Of|,
h at

< €.
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Esto prueba la existencia de

d t+h) —g(t 9

49 _ gy 9L R) — 9(1) g():/—fdt.
dt h—0 h a at ]

Nota Si en el teorema anterior partimos de una funcion f : [a,b] x J¢,d[ — R

continua y cuya derivada admite una extensién continua:

of

ot~
entonces podemos eliminar la hipotesis sobre la funcién ¢ tomando en la demos-
tracion b* = b, es decir, no hace falta considerar las integrales como impropias.
Equivalentemente, para probar la relaciéon en un punto xg, podemos restringir
faK =]ab] X [xyg—0,zo + 0] y tomar ¢(z) = C, donde C es una cota de la
funcién continua 0f /0x en compacto K. n

[a,b] x ]e,d] — R,

Este teorema puede usarse para calcular integrales definidas de funciones de
las que no podemos calcular una primitiva.

Ejemplo

/1 log(z + 1) dr — 7rlog2_
o 14a? 8

En efecto, para calcular la integral consideramos la funciéon
1
log(tx + 1)
t) = ——d
o) = [ e aa,

de modo que la integral que queremos calcular es g(1). Notemos que el inte-
grando es continuo, digamos para (z,t) € [0, 1] x ]0, 2[, por lo que la integral no
es impropia. Por el teorema anterior tenemos que

1 1
1 T+t t
g(t) /O tr+D)1+22) " 142 ), \1+22 tas1) "

donde hemos calculado la descomposicion en fracciones simples del integrando.
Asi:

1
0) = g (Ieanctanal + Log(1 + 42 — fog(ea + 1]}
1 tr log2 7t 4+ 2log2 — 4log(t + 1)
= (Z “log(t+1)) =
1+t2<4+ 5 loslt+ )> A1+ £2)

Puesto que ¢g(0) = 0, tenemos que

1 1

t+2log2 —4log(t+1)
1) = (¢t dt:/ il dt
9(1) /Og() ; )

1
7t + 2log2
= ——dt —g(1
/0 0T 9(1),
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luego

1 (' 7t+2log2 1 1
9(1) = g/ Hiogdt == [g log(1 4 %) +2log2arctant}
0

1+ ¢2 8 0
1 /7 71' 7 log 2

=~ (T10g2+ 21 2—): .

8(2 082+ 2log 2y 8

Veamos ahora un ejemplo con una integral impropia:

Ejemplo: La integral de Gauss
+o0 2
/ e dr = /7.

En la pagina 152 hemos visto que la integral es convergente, asi como que

+oo 5 +oo R
/ e’ dx:2/ e " du.
—00 0

Por lo tanto, basta calcular la segunda integral, a la que llamaremos I. Para
ello consideramos la funcién

Foo o —t?(1+a”)
t) = ——dx.

Notemos que, para cada t, la integral converge por el criterio de Dirichlet,
tomando como funcién decreciente el numerador. El teorema 3.11 nos da que

+OO 2 2
g(t) =~ / 2tet 12 dy,
0

Para justificar que esta igualdad es valida para un ¢ > 0 arbitrario tomamos
0 < § <t < cy aplicamos el teorema 3.11 considerando el integrando definido
en |0, +o0o[ x |0, ¢[ y la funcion

B(x) = 2ce™0"OF) = 908 ¢~ (02)°

que es integrable en [0,4o00[ porque se transforma en e’ (salvo un factor

constante) con el cambio Jz — x.

Asi pues, haciendo el cambio y = tz,
+oo +oo
g(t)= —ote"* / e~ (1) gz = —2e~t / e*dey =2l "
0 0

Ahora observamos que

dx

t _ T
1i t
9(0) /0 1oz .am [arctan z]g, ,
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luego
t t
gty="= +/ g'(u)du= " — 21/ e dt,
0 0

luego
lim ¢(t) = g — 2%

t——+oo

Solo falta probar que el limite vale 0. Para ello observamos que, para t > 1,
+oo —t%(14x2) +o0 +o0
g(t) = / 672 do < et / e gy < et / e da,
luego, en efecto, el limite es 0. [

Veamos un ejemplo que muestra que la conclusion del teorema 3.11 puede
fallar si no se cumplen sus hipétesis:

Ejemplo Consideremos la funcion

1,3 1.3
4 4
g(t):/ —Qeftrz/””d:c: lim —Qe*tz/“’d:p:
0

T u—=0t J,

lim [te_tz/x]i = lim te " —te /M =te "

Tenemos que
d [t
o —Qe_tz/m dx = e_t2(1 —2t?).
o T

Por otra parte,

1 3 1 2 4
0 2 270 (3t 2t
|5 () ao= [fer (3 -2 )

Si t # 0, integrando por partes el segundo sumando, queda que

32 2t 212

2 3 T

Lo (1 —t*/z —t? 2 ’
/oa ¢ de=e" (1 -2t%) = ¢'(t).

Sin embargo, este calculo no vale para t = 0, en cuyo caso el integrando es nulo,
luego la integral también. Asi pues, ¢’(0) = 1, que no coincide con la integral
de la derivada. m

de donde

En la seccién siguiente veremos maés aplicaciones de la derivacion de inte-
grales paramétricas. Terminamos enunciando una generalizaciéon del teorema
3.11 para integrales propias cuya demostracién posponemos hasta 5.13, pues
entonces serd inmediata.

d b(z) b(x) of

flx, t)dt = f(z, b(x))V (z) — f(z,a(x))d (x) —I—/ —dt. (3.3)

dx a(x) a(zx) 8(E
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3.4 Integrales dobles

Muchos argumentos en los que intervienen series infinitas tienen como paso
clave el intercambio de dos sumatorios. También hay argumentos analogos que
se basan en el intercambio de una suma y una integral, o en el intercambio
de dos integrales. Vamos a ocuparnos ahora de este dltimo caso, aunque sélo
veremos algunos casos particulares que vamos a necesitar. El caso méas simple
es el siguiente:

Teorema 3.12 S

f
/ab </Cdf(l’,y)dx> dyZ/cd (/jf(x,y)dy) dx.

DEMOSTRACION: Llamemos

F(xay):/wf(tay)dt‘

i [a,b] X [¢,d] — R es una funcion continua, entonces

Como funcion de z es una primitiva de f(z,y), es decir, que se cumple que

Por el teorema 3.11 (sin necesidad de considerar ninguna funciéon ¢, pues todas
las integrales son propias), tenemos que

d ([ [" ‘

jm/: </Cdf(t,y)dy> dx:/cdf(x,y)dy.

Como las dos funciones tienen la misma derivada, segin 1.16 existe una cons-
tante k tal que, para todo z en el intervalo [a, b],

/cd </azf(t’y)dt> dy/j (/cdf(tyy)dy> dz + k.

Pero tomando = = a concluimos que & = 0, y haciendo * = b obtenemos la
igualdad del enunciado. L]

y por otra parte

Interpretacion geomeétrica de las integrales dobles Las integrales do-
bles tienen una interpretacién geométrica natural analoga a la de las integrales
“simples”. No vamos a justificarla porque el céalculo integral que hemos expuesto
es demasiado rudimentario como para sacarle partido, pero la ilustraremos con
un ejemplo.
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Consideremos la funcion f : [—r,r] X [-r,r] — R dada por

2 2 _

— 22— g2 siax?4y? <r?,
0 en otro caso

f(x,y)={ "

y vamos a calcular

[ [ fay)dy e,

Para ello observamos que la funcion f,(y) = f(z,y) toma el valor 0 fuera del
intervalo [—v/72 — 22,v/r2 — 22, por lo que su integral en [—r,7] coincide con
su integral en este intervalo, luego, usando (C.7):

v Y
/ f(x,y)dydx:/ V12 —x2 —y2dydx =

Y R
/7« |:y > = - 7’2 _ 1’2 y :|\/’I"2—x2 B
Z\/r? —x? —y? — arccos dr =
- 2 2 r2 — 2 —r2—z2

T 37‘
m 2 _ .2 _T 2, T _2_3
2/ (r x)dx—2 |:’I"£C 3}4 37T

-

El resultado es claramente el volumen de una semiesfera de radio r, es decir,
el volumen de la region situada entre el plano XY y la grafica de f. Esto no es
casual, sino que es precisamente la interpretacion general de la integral doble de
una funcién de dos variables: es el volumen de la regién comprendida entre el
plano XY y la grafica de la funcién, entendiendo que dicho volumen es negativo
en las zonas donde la gréafica estd por debajo del plano. Mé&s precisamente, la
integral de la funcién f,(y) nos da el area de la seccion de dicha region por el
plano vertical formado por los puntos de segunda coordenada igual a x, que en
este caso es un semicirculo de radio v/72 — x2, por lo que la integral nos ha dado
7(r? — 2?), y asi el volumen de la semiesfera se obtiene integrando las reas de
los semicirculos que determina mediante cortes con un haz de planos paralelos.
(La figura muestra algunos de estos semicirculos.)

Tal y como hemos indicado, no vamos a justificar este hecho en general, sino
que usaremos las integrales dobles como meros instrumentos de calculo. =

Hemos probado que dos integrales sobre un rectangulo se pueden calcular en
cualquier orden, pero vamos a necesitar una variante para el caso de un trian-
gulo. Con una teoria de integracion maés fina que permitiera integrar funciones
discontinuas razonables, el teorema siguiente seria un caso particular de 3.12:

Teorema 3.13 Consideremos el tridngulo T = {(z,y) e R? |0 <y <ax <b}ly
sea f: T — R una funcion continua. Entonces

/Ob[f(x,ymydx:/ob/ybﬂx,y)dxdy.
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En la integral de la izquierda fijamos un valor de x e
integramos f,(y) desde 0 hasta z (es decir, sobre el segmento
vertical que muestra la figura), mientras que en la integral de
la derecha fijamos un valor de y e integramos la funcion f, (x)
desde y hasta b (sobre el segmento horizontal que muestra
la figura). Por lo tanto, en ambos casos “barremos” todo el
triangulo T', sea con segmentos verticales u horizontales.

DEMOSTRACION: La prueba es idéntica a la del teorema Y z

anterior: p - u
df/ / f(fv,y)dydw=/ f(u,y)dy.
U Jo Jo 0

Para derivar el segundo miembro usamos (3.3), con a(u) = u, b(u) = 0, y donde
la funcion f(z,t) del teorema es

Fluy) = | " Havy) da,

de modo que
OF

Entonces:

d u/yuf(m,y)dxdyz/uuf(x,u)dxﬁ—/ouf(u’y)dy:/Ouf(“’y)dy'

du Jo

Como las dos funciones tienen la misma derivada, existe una constante k tal que

/Ou/owf(x,y)dydx/Ou/yuf(x,y)dxderh

pero haciendo u = 0 vemos que k = 0, luego haciendo u = b tenemos la férmula
del enunciado. L]

Ejemplo Vamos a comprobar que

2 1 2 2 1 r2 2 2
— 1 — 1
//Mdydx:,, //dedy:_f,
o Jo (2+y?)3 l o Jo (x2+y?)3 20
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Si z # 0 hacemos el cambio de variable u = 22 + 2, du = 2y dy:

/1 a:y(;cQ _2y2) dy _ 1/z2+1 3;(2x2 _ u) s — /x2+1 1;3 B 2 s —
o (22+92)3 2 /2 u? o ud 2u?
2
3 z " + 23 T 1 1 T
2u 2u

S 222 4 1)2 * 2(x2 + 1) T T 2(x2 +1)2°
Notemos que la igualdad vale también para x = 0, pues en tal caso el inte-
grando es nulo. A su vez,

$2

21 11

/QQfd_n_'l R S S
o 2@ +12 T T [4@2+ D], 2041 5

Por otra parte, haciendo v = z2 + 32, du = 2z dx:

2 2
Pay(@t—y?) 1 [T yu=2y?) Ty P _
ﬁdﬂ?—* = Ldu= —— — =) du=
o (224y?)3 2/, u? Y2 2u? ol

4442
A S AN A SR SO I
20 22|, T 204y 204977 2y 2y G4y

Como antes, la formula vale igualmente para y = 0. Finalmente:

Ly J T S T | 1
/0 (A+y22 YT [4+y2h_ 5 4 20

La razon por la que el teorema 3.12 no es aplicable a este ejemplo es que
el integrando no es continuo en [0,2] x [0,1]. La tnica excepcion es el punto
(0,0), pero es suficiente. Las integrales dobles no pueden interpretarse como
el volumen limitado por la gréafica de la funcion pues esta limita una zona de
volumen infinito sobre el plano XY otra, también de volumen infinito, bajo
dicho plano, luego no hay ningtn volumen definido. Las integrales resultan
finitas porque en cada integral interior se compensa una parte positiva con otra
negativa, de modo que el promedio permanece siempre acotado. [

Para que una funcién no acotada pueda definir una integral doble inde-
pendiente del orden de integracién basta con que las integrales iteradas sean
absolutamente convergentes en el sentido siguiente:

Teorema 3.14 Sea f : |a,b] X J¢,d[ — R una funcion continua (donde los
extremos de los intervalos pueden ser infinitos) tal que las integrales

/ablf(w,y)d% y lzb|f<x,y>|dxdy

sean convergentes. Entonces

/;/Cd f(z,y)dydx = /d/ab f(z,y) dz dy.

En lugar de demostrar este teorema demostraremos la versién para un trian-
gulo que necesitaremos en la seccién siguiente. La prueba del teorema anterior
es ligeramente mas simple.
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Teorema 3.15 Consideremos el tridngulo infinito T = {(xz,y) e R|0 <y <z}
y sea f: T — R una funcién continua. Si las integrales

A+mLﬂ%yﬂd% A+fé+m.ﬂ%yﬂdx%;

son convergentes, entonces

+oo px +oo p+00
/ f(z,y) dydr = / f(z,y) dx dy.
0 0 0 y

DEMOSTRACION: Partimos de la igualdad

[A%@mWM=KLUmwmw

que nos da el teorema anterior para todo b > 0. Para cada ntimero natural n
definimos

0 sin<uy.

En estos términos, si n < m, la igualdad anterior, para b = n, se puede

expresar asi:
[ [ t@ayas= [ naay
o Jo 0

Como el miembro izquierdo no depende de m, trivialmente

A"[ffWJAQnm:3A+mhAyww.

Observemos ahora que h, : [0,4+00] — R es una funcién continua. En
efecto, la integral es F'(n) — F(y), donde F' es una primitiva de f,(x), luego es
una funcién derivable y, en particular, continua, y toma el valor 0 cuando y = n,
por lo que la funcién h,, es continua en n, y trivialmente también en los puntos
y > b. Ademas, h’rrln hn(y) = h(y), donde

+o00
h(y) = / f(x,y)dz,

que es una de las integrales del miembro derecho del enunciado que suponemos
(absolutamente) convergentes. Ademas,

n —+oo
IM@NS/Iﬂ%wwxé/ (@)l de = 6(y)
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. “+o00 .
y estamos suponiendo que fo o(y) dy es convergente, luego se cumplen las hi-
potesis del teorema de la convergencia dominada 3.10, que nos permite concluir®

que
+oo +oo +oo ptoo
i [ h)dy= [ hwdy= [ [ s dedy
nJo 0 0 y

y esto equivale a la convergencia de

/Om [ s dyan = /Om [Oofcc,y) v dy, ]

3.5 La transformada de Laplace

Veamos ahora céomo las integrales impropias nos proporcionan una herra-
mienta muy potente que, entre otras cosas, puede transformar ciertas ecuaciones
diferenciales en ecuaciones algebraicas. Lo que ahora se conoce como “transfor-
mada de Laplace” es un concepto que aparece implicito en algunos resultados de
Euler, Lagrange, Abel, y Laplace, aunque no fue hasta principios del siglo XX
cuando el ingeniero Olivier Heaviside lo desarrollé en forma de lo que se llamo
el “célculo operacional de Heaviside” consistente en sustituir las derivadas por
un “operador p”’ en las ecuaciones diferenciales, el cual era tratado como una
variable algebraica. El planteamiento moderno que vamos a ver aqui (aunque
restringido a funciones continuas) data de 1920.

Definiciéon 3.16 Dada una funciéon continua f : ]0,4+o00[ — R, definimos su
transformada de Laplace como la funcion?
—+oo
L{fMs)=F(s)= [ [f(t)e *dt.
0
La transformada de Laplace es, pues, una integral impropia (en +oo y tal
vez en 0) que, por consiguiente, puede converger o no. Aqui vamos a adoptar el
convenio siguiente:

En lo sucesivo, sdlo calcularemos transformadas de Laplace de fun-
ciones continuas f : 0,400 — R que sean absolutamente integra-
bles en 10,1] (o, equivalentemente, en cualquier intervalo 10,T]).

Esto implica la convergencia absoluta de las integrales

T
/ F(t)e=" dt
0

y el tnico problema de convergencia se da en +oo.

3Si afiadimos la hipétesis de que f no toma valores negativos, entonces, si m < n, se cumple
que 0 < Am(y) < hn(y) < h(y), y esto implica a su vez que las integrales de las funciones
hn(y) convergen en [0, 4+oo[, y podemos aplicar el teorema de la convergencia monétona 3.9
en lugar de 3.10, y es el tinico caso que necesitaremos realmente.

4Es 1til el convenio de representar la transformada de una funcién con la misma letra, pero
mayuscula en vez de minuscula.
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Esta condicion se cumple, en particular, si f : [0,+00o[ — R es continua,
pero podemos admitir que la integral de f sea impropia en 0 con tal de que la
integral de |f(t)| también sea convergente.

Observemos en primer lugar que si la transformada converge absolutamente
para un cierto sg, entonces converge absolutamente para todo s > sg, pues

[f(B)e!] = [f(t)e*0t e < [ f(t)e "],
y 3.5 nos da la convergencia absoluta de £L{f}(s) a partir de la de £L{f}(so).

Por lo tanto, podemos definir la abscisa de convergencia absoluta o, de
la transformada de Laplace de una funcion f como el infimo de los niimeros
reales s en los que ésta converge absolutamente, entendiendo que o, = +00
si no converge absolutamente en ningin punto y que o, = —oo si converge
absolutamente en todos los ntimeros reales.

Asi una transformada de Laplace converge absolutamente en el intervalo
|4, +00[ v tal vez también en o,.

Funciones exponencialmente acotadas Una condicién suficiente para que
la transformada de Laplace de una funcion continua f tenga abscisa de conver-
gencia absoluta o, < 400 es que esté exponencialmente acotada, es decir, que
existan constantes M y a tales que

[F(1)] < Me™,

en cuyo caso o, < a, es decir, que la transformada converge absolutamente al
menos en el intervalo |a, +0o].

En efecto, en tal caso |f(t)e™*!| < Me~ (=% y la integral

+oo T
Me =Dt = lim M [ e =9t = lim — [e= (=T
0 T—+o0 0 T—~+o0 S—a
M
= lim (1—e =Ty =
T—+0c0 § —a S—a

es convergente si s > a. Con esto hemos probado ademas que, para funciones
exponencialmente acotadas,

lim F(s)=0.

s——+oo

En particular, para a = 0, la transformada de Laplace de una funcién aco-
tada converge al menos en |0, +o0]. "

Ahora bien, cabe senalar que una transformada de Laplace puede converger
so6lo condicionalmente.

Ejemplo La transformada de Laplace
+OO t t
F(s) :/ e sene e S dt
0

converge condicionalmente para s > —1 y no converge absolutamente en ningin
punto.
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La figura muestra el integrando de F'(5):

2-

2L

Aplicamos el cambio de variable

u = eet, du = e et dt = ulog u dt.

T

L ¢ " senu
/ e sene® e St dt = / — 7 du,
0 e log U

+oo +oo
t t senu
/ e sene’ e Stdt:/ ———— du,
0 e 1

luego

og®tu
donde la integral de la derecha converge por el criterio de Dirichlet siempre que
s > —1. Podemos aplicar el mismo cambio de variable a la integral con el seno
en valor absoluto, y en el ejemplo de la pagina 158 hemos visto que la integral
no es absolutamente convergente. m

La utilidad de la transformada de Laplace se debe principalmente a que,
por una parte, existen reglas sencillas de transformacion que, no sélo permiten
calcular facilmente las transformadas de algunas funciones, sino que en muchos
casos permiten resolver el problema inverso de identificar funciones cuya trans-
formada de Laplace sea una funcién dada. El lector puede ojear la tabla 3.1,
que contiene las reglas de este tipo que vamos a demostrar, para hacerse una
idea maés precisa sobre de qué estamos hablando.

Por otra parte, la transformada de Laplace transforma ciertas manipulacio-
nes de una funcién f dada en otras manipulaciones de su transformada F', la
maés importante de las cuales es que, cuando f es derivable y continua en 0, se
cumple que

L{f Hs) = sL{f} = £(0),
y esto (junto con la propiedad analoga para derivadas sucesivas) permite, como
ya habiamos senalado, transformar ecuaciones diferenciales en ecuaciones alge-
braicas. La tabla 3.2 recoge los resultados de este tipo que vamos a demostrar.
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Ejemplo Aceptando las propiedades de la transformada de Laplace que demos-
traremos mas tarde, vamos a resolver la ecuacién diferencial

v +2 +y==z  y(0)=0, ¢'(0)=1

para que el lector se forme una idea preliminar de lo que es una “aplicaciéon
tipica” de la transformada. Si llamamos Y = £{y}(s), tenemos que

Y —14+2(sY —1)+Y =

s),
1
52’
donde, con la numeracion de la tabla 3.2, hemos aplicado la linealidad (1) para
calcular la transformada de cada término por separado, la propiedad (5) sobre
transformacion de las derivadas para calcular las transformadas de vy e 3 y la
entrada (2) de la tabla 3.1 para calcular la transformada del término indepen-
diente. Asi hemos convertido la ecuacion diferencial en una ecuacion algebraica
en la que podemos despejar Y:

1

(52+23+1)Y:3+S—2,

luego
3 1 2 1 2 2

GH1?  REA1? s £ s+l rlE
donde hemos descompuesto la expresion en fracciones simples porque asi es facil
identificar una funcién cuya transformada de Laplace sea Y. En efecto, sin méas
que usar la fila (4) de la tabla 3.1 junto con la linealidad, vemos que

Y = L{y}(s) = L{2 —t — 2" + 2te "t }(s).

Por tultimo, segiin veremos, una funcion esta determinada por su transformada
de Laplace, por lo que podemos concluir que

y(t) =2 —t—2et +2tet.

3.5.1 Calculo de transformadas de Laplace

El caso (1) de la tabla 3.1 es inmediato:

o Si f(t) =1, entonces F(s) =1/s, para s > 0.

En efecto,

+oo t 1
F(s) :/ e 'dt = lim e tdt = lim —=[e~1f =

0 t——+oo 0 t——+o0 S
1, _ 1
lim ——(e™ —1) = —,
t—+oco 8§ S

donde la convergencia sélo se da para s > 0.
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Una simple induccion nos da el caso (2):

e Sin es un mimero natural y f(t) = t", entonces F(s) = n!/s""!, para
5> 0.

El caso n = 0 es el apartado precedente. Supuesto cierto para n, conside-
ramos f(t) = t"*! e integramos por partes:

1
/t"“e—st gt = eyt /t"e—st dt,

S S
luego
too n+1 t
3 n+1
F(s):/ prHlestdp =l —et 4 2T /tnefstdt:
0 t—+o0 S s 0

s Sn+1 - 8n+2 4

n+1/+oot”e_5tdt:n+l n!  (n+1)!
s 0

donde el limite del sumando exterior a la integral se ve que es nulo, por
ejemplo, mediante la regla de L’Hopital.

Veamos ahora unos casos particulares de los casos (3) y (4):

e Si f(t) = sent, entonces F(s) = 1/(s*>+ 1), para s > 0.

En efecto,

+00
F(s) = /o sente * dt
y basta tener en cuenta (C.5). Igualmente se razona con el coseno:
e Si f(t) = cost, entonces F(s) = s/(s®> + 1), para s > 0.
Terminamos este apartado con un ejemplo mas sofisticado:
o Si f(t) = 1/V/%, entonces F(s) = \/7/s, para s > 0.

Tenemos que estudiar la integral

F(s) T gy
S) = —€ .
0o Vi

Notemos que es absolutamente convergente en [0, 1], pues el integrando
esta acotado en ]0, 1] por la funcién 1/v/%, que es integrable, mientras que
en [1,+00[ lo es por el criterio de Dirichlet. El cambio de variable u = st
transforma la integral en



176 Capitulo 3. Integrales impropias

y el cambio u = 22 la transforma a su vez en

2 [T e
—— € X
Vs Jo ,

pero esta integral es la integral de Gauss calculada en la pagina 164. Asi
pues,

F(s)=

™
S

Notemos que la linealidad de la transformada de Laplace (la propiedad (1)
de la tabla 3.2, que demostraremos justo a continuacion) implica que la
transformada de f(t) = 1/v/wt es F(s) = 1/4/s.

3.5.2 Propiedades de la transformada de Laplace

Veamos ahora algunas de las propiedades de la tabla 3.2, que a su vez im-
plican algunas de las de la tabla 3.1 cuya demostracién tenemos pendiente. La
propiedad (1) de linealidad es inmediata:

+oo

LMf+@Hﬂ=Z;WﬂO+®@Df“ﬁ=

+o0 +oo
a/o (f (@) e_Stdt—i—b/O g(t)e stdt = a L{f}(s) +bL{g}(s).

La propiedad (2) implica el caso general de los casos (3) y (4) de la tabla 3.1
a partir de los casos particulares que hemos demostrado en el apartado anterior:

+oo 1 +o0 1
C{f(at)}(s) = / Flat)e*tdt = / Flt)e*/%dt = L F(s/a).
0 0
Hemos hecho el cambio de variable ¢’ = at.

Los casos (5), (6), (7) y (8) de la tabla 3.1 se deducen inmediatamente de la
propiedad (3) de la tabla 3.2, que probamos a continuacion:

+oo

+oo
L{e™f(t)}(s) = /0 e f(t)etdt = / f(He = Dtdt = F(s — a).

0

Veamos ya una primera propiedad no trivial, que es la propiedad (4) de la
tabla 3.2:

Teorema 3.17 Sea f :]0,4+00] — R una funcion continua de modo que

¢®=Aﬂﬂm

sea absolutamente convergente para todo t > 0s. Si L{f}(s) converge en sy > 0,
entonces L{p}(s) también converge en sg y

£16)(s) = ~£{7}(s)

para todo s > sg. Ademds L{¢p}(s) converge absolutamente para s > sq.
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DEMOSTRACION: Definimos
wle) = [ ote it gle) = e vla), o) = e
0

La funcion ¢(t) es derivable, y en particular continua, luego ¥ (z) y g(x) también
son derivables (y, por supuesto, h(x) también). La hipotesis sg > 0 implica que

lim h(x) = 400, luego también lim g(x) = 400, ya que 1(x) esta acotada.
r—+o00 T—>+00

Vamos a aplicar la regla de L’Hopital, para lo cual calculamos:

g' () _ esor(SOw(x) +¢’(w)) _ % (30 /OI qb(t)e_sotdt—‘r ¢(x)e—sox) -

K (z) e%0% g

Integramos por partes:

1
u=a¢(t), du=f(t)dt, dv=edt, v=——e

S0
1 —sot|x ! —50 —SoT — 1 ‘ —5s0
= = (1rewe s+ [ et e mow) = - [ e

Como L£{f}(so) es convergente, la tltima expresion tiende a F(sg)/so, de modo
que

) - g(@) cog@) 1
L =1 =1 == =1 = —F(sp).
toHoo) = L V) = B0 by ol i) ~ ot )
Con esto hemos probado el teorema para sg, pero todo s > sy cumple ob-
viamente las mismas hipdtesis que sg, luego el teorema vale para todo s > sq.
En particular, hemos demostrado que

i 2OV g 6)
que equivale a /
£{o)o0)+ i = £fo} s,

de donde
0= lim ¥'(z)= lim ¢(x)e "

r——+0o0 r——+o0

Esto implica que ¢(x) cumple estd exponencialmente acotada, por lo que su
transformada converge absolutamente para s > sg. n

De aqui deducimos la propiedad correspondiente a la derivacién, que es la
pieza clave en la reduccion de ecuaciones diferenciales a ecuaciones algebraicas:

Teorema 3.18 Si f : [0,400] — R es continua, derivable en ]0,+o0| con
derivada continua y L{f'}(s) converge en un punto sy > 0, entonces la trans-
formada L(f) converge en so y

L{f"Hs) = sL{f}H(s) = £(0)

para todo s > sg. Ademds, L{f}(s) converge absolutamente en todo s > sq.
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DEMOSTRACION: Basta aplicar el teorema anterior a la funcion f/(¢), de
modo que

t
o) = [ rrydr= (o) - f(0)
0
y tenemos la convergencia para s > sg de

L{9Hs) = £47)(5) 1)L (1) (5) = £474s) ~ L,

donde la convergencia de L{¢}(s) y la de £L{1}(s) implican la de L{f}(s), y
ademas se cumple la relacién

i - 10 = Loy,

que al despejar nos da la relacion del enunciado. Teniendo en cuenta

FO < 1£@) = FO) +[£(0)],
de la convergencia absoluta de L{¢}(s) se sigue la de L{f}(s). n

Aplicando sucesivamente este teorema a una funcién con n derivadas conti-
nuas, obtenemos la propiedad (5) de la tabla 3.2:

L{FHs) = s"L{FHs) = 5" F(0) = 5" 72f1(0) =+ = f7D(0) = £77V(0).
Veamos ahora la propiedad (6):

Teorema 3.19 Sea f : [0, +oo[ — R una funcion continua tal que L{f(t)/t}(s)
tenga abscisa de convergencia absoluta o, < +00. Entonces

—+oo

L{f0)/1(s) = | Flo)do.

S

DEMOSTRACION: Para todo s > 0, el teorema 3.14 nos da la igualdad

/S%O/Oﬂ}(t)e‘”dt do = /OHO/S%}(t) e “tdo dt.

Para justificarla tenemos que probar la convergencia de las integrales

/S+O|of(t)e"tda, /0+OO/S+O|<>f(t)e"tda dt.

La primera es simplemente

01 [ e = MO

y la segunda es

+00 p400 +oo
—ot o _ |f(t)| —st
/0 /a |f(t)|e dordt = /O 3 ‘ dt7

que es convergente para s > og.
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El mismo calculo eliminando el valor absoluto nos da que

L{f(t)/t}(s):/oﬁo/;o}(t) e"’tdo—dt:/S+OZ+O}(t)e—“fdtda:/s+1;o(a)da.

Nota Conviene observar que para aplicar el teorema anterior hay que compro-

bar que la integral
1
/ ‘f(t)| e—st dt
0 t

es convergente, que es una condicién necesaria para que esté definida la trans-
formada L£{f(t)/t}. Por ejemplo, f(t) = 1 no cumple este requisito y, corres-
pondientemente, tampoco existe

400 “+ o0 1
Flo) = ~ do.
/S (0) / Lo ]

Ejemplo: La integral de Dirichlet

T gen T
de = —.
0 X 2

En efecto, si aplicamos el teorema anterior a f(t) = sent, entonces

_ 1
T 1482

F(s)

+eo teo 7r
/S F(o)do = /g T1o2 do = lim [arctan S]5 = 5 arctan s.

S—+o0

El teorema afirma que
+ oo
sent
/ e Sdt = r_ arctan s.
0 2

(Notemos que la condicion de convergencia absoluta en [0, 1] se cumple trivial-
mente porque el integrando es continuo.) En muchos libros se lee que ahora
basta hacer s = 0 en la igualdad anterior para obtener el resultado, pero no es
obvio en absoluto que la integral tenga que tender a la integral del enunciado.
Eso lo probaremos a partir del teorema siguiente. [

Teorema 3.20 Si f : [0,+00[ — R es continua y existe . liin f(t), entonces
—+o00

lim sF(s) = lim_f(0).

DEMOSTRACION: Ante todo, observemos que f esta acotada, por lo que
F(s) esta definida en |0, 4+o00[. Llamemos L = , ligl f(t). Teniendo en cuenta
— 400

+oo
s/ e Stdt =1
0

que
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(notemos que la integral es £L{1} = 1/s), podemos expresar

+o0 +00 +o00
[sF(s) = LI = |s [ f(t)e™"dt — s / Le—stdt’sS / |£(t) — Lle~*"dt.
0 0

0

Tomamos A tal que si t > A entonces |f(t) — L| < €/2, y partimos la integral:

A € +oo €
|sF(s)—L|§2Ms/ dt—l—fs/ e Stdt < 2M As + —,
0 2 Ja 2
luego, dado € > 0, podemos tomar § = e¢/4M A, de modo que si 0 < s < §
entonces [sF(s) — L| < e. .

Con esto podemos probar el resultado que necesitamos para completar el
célculo de la integral de Dirichlet:

Teorema 3.21 Si f :]0,+oo[ — R es una funcidn continua tal que la integral

“+o0
F(t) dt
0
es convergente, entonces
“+o0 “+o0
lim ft)e st = f(t)dt.
s—0t 0 0

t
DEMOSTRACION: La funcién g¢(t) :/ f(7)dr cumple ¢'(t) = f(t), luego,
integrando por partes: 0

s/otg(r)e“dT = [—g(r)e )b + /Ot f(m)e *"dr.

Por consiguiente,

+oo +oo
sG(s) = s/ g(t)e stdt = / f(t)e stat.
0 0
La funcion g(t) esta en las hipotesis del teorema anterior, luego

+oo “+o0
lim F(t)e="tdt = lim sG(s) = lim g(t) = / F() dt.
0

s—=0t Jo s—0t t—+o00 -

Terminamos esta seccién probando un resultado complementario al del teo-
rema 3.20:

Teorema 3.22 Si f : [0,4+00] — R es continua y exponencialmente acotada,
entonces
lim sF(s) = f(0).

s——+oo
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DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que f esté acotada, digamos
que |f(t)] < M para todo t > 0. Entonces

+oo +oo
sF(s) = 8/0 f(t)e stdt = /0 f(t/s)e tdt.

—+oo
/ e tdt =1,
0

para todo A > 0, se cumple que

Teniendo en cuenta que

[sF(s) = f(0)| =

/ ™ faysyetai - / - f(O)etdt’ <

A “+oo
/0 F(t/5) — FO)] et + / F(t/5) — FO)letdt <

A
oo

A +
/0 F(t/5) — F(0)] e~*dt + 200 /A —

Dado € > 0, elegimos A tal que

+o00o . €
e 'dt < —
/A 4M

y a su vez elegimos & > 0 tal que si |z| < &, entonces |f(x) — f(0)] < €¢/2A. De
este modo, si s > A/, se cumple |t/s| < A/s < d, luego |f(t/s) — f(0)] < ¢/2A.
Ast:

58 (s) — FO) < o [ e § =

sF(s 24 J, 5 =€
Esto prueba el teorema en el caso en que f estd acotada. En el caso general
tenemos que | f(t)] < Me™, y consideramos la funcién g(t) = e~ f(t), que esta
acotada, luego podemos aplicar el caso ya probado para concluir que

f(0)=g(0)= lim sG(s)= lim sF(s+a),

s—+oo s—+o0o

donde hemos usado la propiedad (3) de la tabla 3.2, ya demostrada. Concluimos
observando que

lim sF(s)= lim (s+a)F(s+a)=f(0)+ lim aF(s+a)= f(0),

s— 400 s——+o0 s—+o00

donde hemos usado que, como hemos demostrado en la pagina 172 si f estéa
exponencialmente acotada, h’rf F(s) =0. m
S——+00
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3.5.3 Convergencia condicional

Hasta ahora s6lo hemos visto un ejemplo de transformada de Laplace con
convergencia condicional. No es un caso frecuente, pero vamos a probar un
teorema que permite tratarlo con cierta comodidad:

Teorema 3.23 Sea f : ]0,+00][ — R wuna funcion continua. Si su transfor-
mada de Laplace converge en un punto s = sg, entonces converge en todo el
intervalo sg, +00[, y ademds puede expresarse como una integral absolutamente
convergente:

F(s) = (s — s0) /+oo e~ (501 dt,
0
donde .
— [ e f(r) dr.
o(t) / e f(r) dr

DEMOSTRACION: Por hipotesis existe . lir+n o(t) = F(so), y ¢(t) es una
— 400

funcion continua, de donde se sigue inmediatamente que esta acotada en [0, +oo].
Pongamos que |¢(t)| < M paratodot > 0. Fijado s > sg, integrando por partes:

[ ety = o) 4 s so) [ e toan
0 0

Ademas, |e=(5=50)7¢(7)| < Me (5507 Tuego

li —(s—s0)T =0

AP ¢(7)

y, por el mismo motivo, la dltima integral converge absolutamente si 7 — +00,
lo que nos permite concluir que

+o0 +oo
/ e St f(t) dt = (s — s0) / e (5750) (1) dt.
0 0

Asi pues, podemos definir la abscisa de convergencia de una transformada de
Laplace como el infimo o, < g, de todos los nameros reales donde es convergente
(entendiendo, como en el caso de la abscisa de convergencia absoluta, que es
0. = —oo si converge en todos los niimeros reales y o, = 400 si no converge
en ninguno), y entonces el intervalo de convergencia es ]o., +0o[ (teniendo en
cuenta que en o, la transformada puede converger o no).

Veamos un ejemplo de la importancia de la representacién que proporciona el
teorema anterior de las transformadas de Laplace como integrales absolutamente
convergentes:

Teorema 3.24 Sea f : |0, +oo[ — R una funcidn continua cuya transformada
de Laplace converja en un punto sg. Entonces, para todo s > sg, se cumple que

L{tf(#)}(s) = —F'(s).
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DEMOSTRACION: Explicitamente, queremos probar la igualdad

+oo
Fi(s) = — /0 LE(E)e"tdt.

Esto serfa inmediato si pudiéramos aplicar el teorema 3.11 a

+oo
F(s) = / F(tyestt,

lo cual sucede, por ejemplo, si la funcion f(t) esta acotada. Para el caso general
expresamos la transformada segin el teorema 3.23:

400 ¢
F(s) = (s — 80)/0 ¢(t)e—(8—so)tdt, con ¢(s) = /0 f(r)e*oTdr.

Derivando resulta

+oo +oo
F'(s) = /0 ¢(t)67(5750)tdt —(s— 50)/0 tqﬁ(t)e*(s’s(’)tdt.

Ahora bien, para que este paso sea valido tenemos que justificar que el teorema
3.11 es aplicable, para lo cual tomamos sy < s1 < s y observamos que

[to(t)e™ o0 < tMe Tt = ¥ (),
donde M es una cota de |¢(t)| y claramente

“+oo 1
/ O*(t) dt = ME{t}(s1 — 50) = ———.
0 (51— s0)

Por lo tanto, la derivacién esta justificada, y vamos a probar que la expresion
que hemos obtenido coincide con la del enunciado. Para ello integramos por
partes:

/O e f(r) dr = [r(r)]f - / o(r) dr,
luego ,
(1) = / (é(r) + e~ f(r)) dr.

De nuevo integramos por partes:

(s~ %0) /Om b (t)e o0t =

o o—(s=so)tyu _ [ o—(s—so)t —sot
| ([t¢(t) - [ (6(1) + 11 >dt)

u——+o00
+oo +oo
= —/ e—<5—50)t¢(t)dt—/ tf(t)e stdt,
0 0

y al sustituir esto en la expresion que hemos obtenido para F’(s) queda la
expresion del enunciado. m

Aplicando repetidamente este teorema obtenemos la propiedad (7) de la
tabla 3.2.



184 Capitulo 3. Integrales impropias

Con los casos (6), (7) y (8) ya demostrados de la tabla 3.1 es claro que
siempre podemos encontrar una funciéon f cuya transformada sea una fraccion
simple cualquiera cuyo denominador no tenga una raiz compleja multiple. El
teorema anterior nos permite abordar este caso:

Ejemplo Vamos a encontrar una funcion f(t) cuya transformada de Laplace
sea

1
F(s)= —.
(s) (s2+1)2
Para ello observamos que
1d 1
Fls)=—————
() 2sds s+ 1’

luego si llamamos g(t) = sent, sabemos que G(t) = 1/(s* + 1), luego 3.24 nos
da que L{—tsent}(s) = G'(s) y 3.17 nos da que F(s) es la transformada de
Laplace de

I 1
f(t):f/ TsinTdr = —(sent — t cost).
2 J, 2

Uno de los resultados mas importantes que tenemos pendiente demostrar
es que funciones distintas tienen transformadas de Laplace distintas. Para ello
necesitamos un resultado previo:

Teorema 3.25 Si f : [a,b] — R es una funcion continua y

b
/ 2" f(x)dr =0
a
para todo nimero natural n, entonces f es idénticamente nula.

DEMOSTRACION: Dado € > 0, por el teorema de aproximacién de Weiers-
trass 2.4, podemos tomar un polinomio p(z) tal que |f(z) —p(z)| < €, para todo
x € [a,b]. Equivalentemente, f(x) = p(x) + €d(z), donde 6 : [a,b] — [—1,1] es
una funcién continua. Multiplicando por f(z) e integrando obtenemos que

/ab f(x)?da = /ab f(x)p(x) de + e/ab F(2)0(x) da.

T
Ahora bien, si p(z) = > ¢z, por hipotesis tenemos que
n=0

/a " fap(a) de = Z / " () do =0,

luego

/a e =

</  f)6(e) da| < c / @) da

/ab f(x)?dx
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Si f no fuera idénticamente nula, por continuidad seria estrictamente positiva
en un intervalo, luego la primera y la tultima integral de la linea anterior serfan
estrictamente positivas, y podriamos escribir

b
O<M§e
Jo 1f(2)] dz

lo cual es absurdo, porque € puede tomarse arbitrariamente pequeno. m

Ahora podemos probar un resultado muy general de unicidad:

Teorema 3.26 Si f : [0,+00] — R es una funcion continua cuya transfor-
mada de Laplace converge en un punto sg y se anula en todos los puntos de la
forma sg + nsy, con s1 > 0, entonces [ es idénticamente nula.

DEMOSTRACION: Segun 3.23, para todo s > sg, tenemos que

+oo
F(s) = (s — so) /O e~ (5750 g (1) dt,

v la hipoétesis es que, para todo ntiimero natural n,

—+o0
F(so+ns1) =ns1 / e "1 p(t) dt = 0.
0

Consideramos el cambio de variable

1 1
x =e 51t t:——OggU7 dt = —— dux,
S1 S1T

con lo que

1
0= / "t p(—s7 logx) d.
0

Notemos que la funcion ¢(—s7 ! logx) es continua en [0, 1], pues en 0 puede ser
definida como

z—0 t—+00

+oo
lim ¢(—s7 ' logz) = lim é(t) = /0 e~ 7 f(r)dr = F(sp).

El teorema 3.25 implica que la aplicacion qb(—sfl log z) es idénticamente nula
en el intervalo [0,1], lo cual equivale a que ¢(t) es idénticamente nula en el
intervalo [0, 400[. Asi pues, para todo ¢t > 0 se cumple que

/t e~ %7 f(r)dr = 0.
0

Derivando respecto de t, resulta que e~*°¢ f(¢) = 0, luego f(t) = 0, para todo
t> 0. [

En particular:
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Teorema 3.27 Si dos funciones continuas f, g : [0, +oo[ — R tienen la misma
transformada de Laplace (o, mds en general, si sus transformadas de Laplace
coinciden sobre una sucesion so + nsy, con s3> 0), entonces son iguales.

Basta tener en cuenta que la transformada de Laplace de f—g es la diferencia
de las transformadas de Laplace, luego se anula en la sucesion indicada, y el
teorema anterior nos da que f — g = 0.

Con esto ya tenemos completamente justificada la resolucion de la ecuacion
diferencial de la pagina 174. Veamos otro més:

Ejemplo Vamos a resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
v =y+e', y =-z+sent, z(0)=1, y(0)=0.

El teorema 3.18 y la tabla 3.1 nos permiten transformar facilmente el sistema
en un sistema de ecuaciones algebraicas:

1 S
X-1=Y+ — Y=-X+ ——.
5 +s—1’ 5 +32+1

Equivalentemente:

sX-Y = X +sY =

s—1’ 241

Multiplicando una ecuacién por s y sumandole o restandole la otra queda:

52 n 1
s—1 s241’

s s
241 s—1°

(s> +1)X = (s +1)Y =

Despejando y descomponiendo en fracciones simples queda

[ A S T T W
o2\ s—1 241 s2+1 (s2+1)%’

v - s 1 1 n 1 s
(824 1)2 2\s—1 s24+41 s241)°

Y ahora la tabla 3.1, el ejemplo de la pagina 184 y el teorema 3.24 nos dan
inmediatamente las funciones cuyas transformadas de Laplace son estas dos
funciones:

1 1 1
x(t) = i(et +sent + cost) + §(sent—tcost) = i(et +2sent + cost — tcost),

1 1 1
y(t) = itsent - i(et + sent — cost) = —i(et +sent — cost — tsent).

Notemos que s/(s% + 1)? es la derivada de —L{sent}(s). n



3.5. La transformada de Laplace 187

3.5.4 Convolucién

Veamos una ultima propiedad de las que hacen particularmente ttil a la
transformada de Laplace. Necesitamos una definicion:

Definiciéon 3.28 Si f, g : [0, +00[ — R son dos funciones continuas, definimos
su convolucidn como la funcion f * g : [0, +oo[ — R dada por

(f*xg)(x) = /Ox f(z —t)g(t) dt.

Observemos que el cambio de variable t' = x — ¢ prueba que fxg =g f.

Se cumple que f * g es una funcién continua, pues, dado xzg > 0, tomamos
una cota M de fy g en el intervalo [0, 2o+ 1] y, por el teorema de Heine-Cantor
[ITAn .14], dado € > 0, podemos tomar ¢ > 0 tal que si z,y € [0, 29+ 1] cumplen
|z —y| < 6, entonces |f(x) — f(y)| < ¢/2Mxy. Podemos suponer ademas que
§ < €/2M?. Entonces, si |xg — x| < J,

|(Fxg) ()= (f*g)(xo)| =

[ =gty e+ / " (Fla— 1) = fleo — D)g(t) dt

x Zo
< i/ [f(z = 1)llg(t)] dt+/ [flz—1) = f(zo —t)||g(t)| dt,
o 0
donde el doble signo seré negativo si < xg. Ahora observamos que
[(x —t) — (xo —t)| = | — x0| < 0,

luego
€
I(f * g)(x) = (f % g)(wo)| < M|z — mo| + MMQSO <€

luego f * g es continua en x. m

El resultado fundamental sobre convoluciones es el teorema siguiente, que se
corresponde con la propiedad (8) de la tabla 3.2:

Teorema 3.29 f,g : [0,+00[ — R son dos funciones continuas cuyas trans-
formadas de Laplace convergen absolutamente para s > sg, entonces

LLf = g} (s) = L{f}(s) £{g}(s).

DEMOSTRACION: Si llamamos F' y G a las transformadas de Laplace de f
y ¢, respectivamente, tenemos que

+oo +oo
F(s)G(s) = /O =L (1) dt /O =g (u) du =

“+oo p+o0
/ / e £ g(u) dt du.
o Jo
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En la integral interior hacemos el cambio de variable x =t 4+ u, dx = dt, con lo
que

F(s)G(s) = /0 o L T 5 e u)g() i du,

Pero todos los calculos que hemos hecho valen también cambiando f y g por
|f] ¥ 19, lo que nos da la convergencia de las integrales

/:oo e f(z — u)g(u)| da, /Om/um le™7 f(x — u)g(u)| da du.

Por lo tanto, podemos aplicar el teorema 3.15 para concluir® que

F(s)G(s) = /O o /0 "= (5 — u)g(u) du da.

Equivalentemente:

“+o0 x
F(s)G(s) = / / £ — wg(u) dudz = £(f * g){s}.

Nota El teorema anterior, junto con el hecho de que cada funcién esta determi-
nada por su transformada de Laplace, implica trivialmente que la convoluciéon
cumple propiedades analogas al producto de funciones:

frg=gxf, fx(gxh)=(fxg)*h, fx(g+h)=fxg+f*h

3.6 La funcién factorial

En la introducciéon hemos contado que Euler demostré que la integral para-

métrica L
/ (—logt)® dt
0

interpola a la sucesion n!. Gauss aplico el cambio de variable x = —logt, con
loquet=e ™y dt =—e *dxyen 1813 defini6 la funcion factorial

—+oo
H(s):/ z’e”"dx.
0

Teorema 3.30 La integral

“+oo
I1(s) :/ x’e” " dx
0
es convergente para todo nimero real s > —1 y cumple la ecuacion funcional
II(s 4+ 1) = (s + DII(s).

En particular, II(n) = n! para todo nimero natural n.

5Segiin se sefiala en la nota al pie en la prueba de dicho teorema, si f y ¢ no toman valores
negativos la prueba puede basarse en el teorema de la convergencia mondétona en lugar de en
el teorema de la convergencia dominada.
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Tabla 3.1: Transformadas de Laplace de algunas funciones elementales

Tabla 3.2: Propiedades de la transformada de Laplace

f(t) ng) pag.
1 1 - 174
S
|
2 m - 175
S
w
3 t Y s
sen w 52 n w2
S
4 t 5 s
COS W 52 n w2
1
5| eat - 176
S a
n!
n,—at
6| tre o | 176
w
7| e~ senwt 176
e Ssen w (s+a)2 +w2
S
8 | e~ coswt 176
¢ oo (s 4+ a)? + w?
I
8 o (fl) 190
sll
1
9| logt %857 | 196

f(t) F(s) pag.
1| af+bg aF + bG 176
2 f(at) %F(s/a) 176
3| ef(t) F(s—a) 176
4 /0 f(r)dr F(s)/s 176
5| @ | s F-S st ei-io) | 178
i=0
6 f)/t /SF(J) do 178
0
71t f(t) —F™)(s) 183
8| (f*g)(t) F(s)G(s) 187
Jim sF(s)= lim f(t),  lim sF(s) = f(0).

189
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DEMOSTRACION: En primer lugar veremos que la integral converge en el
intervalo [1,+oco[. Como el integrando es una funciéon continua en |0, 4o0ol,
sabemos que tiene primitiva en [1,+oo], luego la integral solo es impropia en
+00. Observemos que

:Csefm l,s+2

lim —— = lim =0
r——+00 ]_/(E2 rz—+oo ev ’

por ejemplo acotando s 4+ 2 < n por un ntimero natural y aplicando n veces la
regla de L’Hopital. Por lo tanto, existe un M > 0 tal que si z > M entonces
x%e™® < 1/2% y, como la integral de esta funciéon converge en [M,+oo|, el
teorema 3.5 nos da que la de x°e~" también lo hace, y claramente lo mismo vale
para [1, +ool.

En el intervalo [0,1], si s > 0 el integrando es continuo en R, luego la
integral no es impropia, mientras que si —1 < s < 0, entonces 0 < zfe™* < z°
y la funcién z® determina una integral convergente por 3.2, luego la integral de
x°e” " también es convergente por el teorema 3.5.

Para probar la ecuaciéon funcional aplicamos la féormula de integracién por
partes:

/xs+1efx de = —2Te ™ 4 (s + 1) /xsefz dzx.

Si la aplicamos al intervalo [1,t] queda
t t
/ e % de = et — 5 emt 4 (s + 1)/ x’e " dz,
1 1

de donde
+oo +oo
/ e dr=e ' + (s +1) / xe” " dx,
1 1

donde hemos usado de nuevo que lim t5*1/e? = 0. Similarmente, en el inter-
t——+oo

valo [t, 1] tenemos que
1 1
/ e % de =tHe ™t —e 4+ (s + 1)/ x’e " dz,
t t

de donde ) )
/ e ™ dr = —e 7t + (s +1) / x’e " dx,
0 0

y sumando las dos integrales queda la ecuacion funcional.

Es facil ver que II(0) = 1, con lo que un razonamiento inductivo a partir de
la ecuacion funcional implica inmediatamente que II(n) = n!. "

Ahora podemos generalizar la linea (2) de la tabla 3.1 de transformadas de
Laplace y demostrar la linea (8) (aplicamos el cambio de variable st = x):

()
Sa+1 :

+oo +oo
L{t*}(s) = / tYe "t dt = / x%s~ (O FD e gy =
0 0
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20

En particular II(a) = £{t*}(1), y el calculo de la transformada
de Laplace de 1/y/t que hemos hecho en la pagina 175 se traduce
ahora en que

M(-1/2) = 7,  I(1/2) = g

La segunda igualdad sale de sustituir s = —1/2 en la ecuacion
funcional.

La figura muestra la grafica de la funcion factorial. Observamos
que

lim TI(s) = 400,

r——1
lo cual es consecuencia inmediata de la ecuacién funcional, si la
ponemos en la forma I
-1 1.2 3 4
I(s+1)
II(s) = ——.
s+1
Notemos que para calcular el limite en —1 de esta expresion necesitamos usar
que la funcion II(s) es continua (en 0). Vamos a probar que, de hecho, es una
funcion derivable en |—1, +00[. Méas en general, vamos a usar el teorema 3.11
para probar que sus derivadas sucesivas vienen dadas por

+oo
H")(s):/ ze " log" x dx. (3.4)
0

Vamos a aplicarlo por separado en los intervalos [0,1] y [1,+oc[. No perdemos
generalidad si restringimos s a un intervalo —1 < so < s < s;. Por una parte,

—+o00 —+o0
/ e Flog"xdr < / 51T e ™% dg,
1 1

donde usamos que logz < z, luego podemos aplicar el teorema 3.11 tomando
¢(x) = x°1T"e~% cuya integral converge porque es un tramo de la integral que
define a II(s; + n), que ya hemos probado que es convergente. Por otra parte,

1 1
/zse*ﬂ log" x| dz < / % (—logz)" dz,
0 0

y en este caso basta tomar ¢(z) = 2°°(—log x)", cuya integral converge porque
el cambio de variable u = —logx la transforma en

1
/ un67(5+1)u du,
0

y a su vez el cambio (sg + 1)u = z la transforma en

71 /+Oo z"e Tdx = 71_[(”)
(30 + 1)"+1 0 o (80 + 1)”+1 '

Vamos a probar ahora dos curiosas formulas descubiertas en 1697 por Johann
Bernoulli:
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Teorema 3.31

/ d ! 1+1+1+1+
—dr = — = — 4+ — 4+ — 4+ — 4
nlnn 11 22 33 44

= (-t 1111

DEMOSTRACION: Tenemos que ™% = e ®1°8%_ La serie de potencias de la
exponencial nos da
i nxn log T

Ahora observamos que, para 0 < z < 1 la sucesion

(=1)"z"log" x

] =

n!
n=0

tiene todos sus sumandos positivos, luego es creciente y converge a x~*. Pode-
mos aplicar el teorema de la convergencia mono6tona 3.9 para concluir que

1
1 n nl n |
/ —dw—/ hmz o8 x—hm/ Og L
0o x" n!

N 1 n 0 1
, (—D)ramlog" s N (<17 /
lz{rn;/o n! 7; n!Jo voos
Para calcular las integrales aplicamos el cambio de variable [0, +oco] — 10, 1]
dado por z = e ¥+ cuyo cambio inverso es t = —(n + 1)logz. Fijado
0 <z < 1, se cumple:
1 0
/ x”log”xda::/ —nt/(n+1)( 1) " —t/(n+1) -1 dt
@0 —(n+1>log 20 (n+1)" n+1
—_1)n+1 0 —1)" —(n+1) log xg
o = o / the~tdt = _ D" )n+1 / t"e "t dt.
(7?,—|- 1) —(n+1)logzg (’I’L+ 1) 0

y tomando el limite cuando x¢y — 0 queda

R o ) L Ao O VI _ (=)l

Por lo tanto,
o0

/ d 1 1
— ar = _— = _—
r (n + 1)n+t —n"

La segunda férmula se demuestra de forma idéntica sin méas que suprimir el
(—=1)"™ del desarrollo en serie de partida. La tinica modificacion es que ahora
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no podemos usar el teorema de la convergencia monétona para intercambiar la
serie y la integral porque la sucesién de sumas parciales no es creciente. En su
lugar podemos usar el teorema de la convergencia dominada, pero vamos a dar
un argumento alternativo que vale en ambos casos.

Para ello observamos que la funcién xlogz es continua en [0, 1], por lo que
existe un M tal que |zlogz| < M para todo z en dicho intervalo. (Aunque es
irrelevante, es facil ver que la funcion toma su valor minimo en z = 1/e, donde
vale —1/e, luego sirve M = 1/e.) Entonces

”log l’ / Z "log ;v
L/ z"log" z = z"log" x )
Z ! _Z ! .

0 n=0 n n=0 n
= z"log"x
>

N g log"z = z"log"x !
'r;) 7’L' _7;) n' dw:/o n=N+1
/ Z |xlogx| o </ Z —da:_ i %7

n=N+1 n=N+1 n! n=N+1

<

dz <

/

y la dltima sucesion tiende a 0 con n, luego

1 ] = log”
/ Zm og xdx—hmZ/ il og ;v :Z/ de
"0 0 n:

Ahora vamos a probar que la funcion factorial que hemos definido es la
misma que introdujimos en [ITAn 8.16]. Recordemos que alli la definimos como

nln?
H(z):h,{n (z+1)---(z+n)’

para todo niimero complejo z que no sea un entero negativo. Salvo un factor
(n+1)*/n*, que tiende a 1 con n, esta expresion es la primera que obtuvo Euler
para interpolar la sucesion de factoriales (véase la introduccion).

Ademaés, en [ITAn| demostramos que la funcion factorial alli definida cumple

la ecuacion funcional TI(z + 1) = (z + 1)II(z). Esto nos da una expresion
alternativa ligeramente distinta:
II 1 In#tl
I(z) = Uz+1) _ lim nn _
z+1 n (z4+1)---(z4+n+1)

Lo que vamos a demostrar es que si s > —1 es un numero real, entonces la
funcién II(s) que hemos definido aqui cumple

nlnstl

H(s)zlir?l(s+1)~-~(8+n+l)’

por lo que ciertamente es la restriccion al intervalo |—1,+oo[ de la funcion
definida en [ITAn 8.16].
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Para ello recordemos [ITAn 4.6] que

e~ " =lim (1 — E)n

n n

Veamos en primer lugar que

II(s) = /OJroolirana:s (1 - %)n dzr = lirrln/onacs (1 — %)n dz.

Para ello haremos algunas manipulaciones que nos sitien en las hipotesis del
teorema 2.8. Dado € > 0, podemos tomar M,§ > 0 tales que

“+o0 M € 1 1 €
/ e " dx — / e T dr < —, / e " dx — / e T dx < —.
1 1 4 0 5 4

Si probamos que existe un ng > M tal que si n > ng se cumple

M M "
/ e " dx —/ z° (1 — E) dr < E,
F) F) n 2

podremos concluir que

n ) M +o00
II(s) — / x¥e P dr = / z%e” T dr + / z¥e Y dr + / z’e” " dx
0 0 5 M

5 M n
T\"™ T\"™ T\"™
—/ xs(l—f) dr — xs<1—f) dac—/ ms(l—f) dx
0 n b n M n
y el teorema estara demostrado. Equivalentemente, tenemos que probar que

M M oA
/ zée P dx = h'm/ z® (1 - 7) dx.
5 noJs n

Para ello basta probar que las funciones f, : [§, M] — R dadas por

fulx) =2a° (1 — E)n

n

S ,—T

y f(x) = ze¢™® cumplen las condiciones del teorema 3.9. Podemos considerar
unicamente indices n > M, de modo que si z € [§, M] se cumple 0 < z/n < 1.
Ciertamente tenemos que lim f,,(x) = f(z). Ademas, por [ITAn 4.5, se cumple
que "
1- L e/ "
n

luego

y falz) < zfe®.
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Falta probar que cada sucesion {f,(z)}, es creciente. En efecto:

fopr(x)  (n+l-z et n n_ n+l—z n o g
fn(x) N n+1 n—ox - n+1 n—zx n
_ n?+n—nx n—an:Z:i 14 T ntl o
S\ n2+n—nzr—z n (n+1)(n—.€(:) n

><1+ x )n—m:n—x+x:17

n—= n n n

donde en la desigualdad hemos sustituido la potencia del binomio por los dos
primeros términos del desarrollo de Newton, aprovechando que todos los térmi-
nos suprimidos son positivos.

Asi pues,
1 n
II(s) = lim —n/ (1—x)"z®dx.
0

n n

Vamos a aplicar la formula de integracién por partes. Hay que tener en
cuenta que s > —1, por lo que la integral es impropia en 0 cuando —1 < s < 0.
Para t > 0 tenemos que

/ (n—2a)"z®dx = —
t

y al tomar el limite cuando ¢ — 0 queda que

/ (n—x)"a®dx = n / (n— )" 1zt da,
0 0

(n —t)n¢stt n
s+1 s+ 1

/ (n—2)" ‘et de
t

s+1

donde la integral de la derecha ya no es impropia en ningtn caso. Aplicando
n — 1 veces mas la formula de integraciéon por partes llegamos a que

1 n! "
II(s) = lim — o5t dg
= e Ty
1 n! pstrtl nlnstt
= lim — = lim ,
nn?(s+1)(s+2)---(s+n)s+n+1 n (s+1)---(s+n+1)
como queriamos probar. "

Asi pues, segtin [ITAn 8.16], tenemos también una expresion para la funciéon
factorial en términos de un producto infinito:

M(z) =" 10_0[ (1 + %>_1 ew/k,

k=1

donde 7 es la constante de Euler-Mascheroni. El teorema [ITAn 8.3] nos da que

logll(z) = —yx + i (% — log (1 + %)) ,
k=1
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y podemos aplicar el teorema 1.21 para derivar la serie:

' (z) (1 1 o

(z) _’Y‘f']; (k a k—|—x> B —’y—i—; k(k+z)

En efecto, para ello observamos que, si —1 < -1+ <z <r,cond >0yr >1,
entonces, para k > 2,

|z| r
k4 )~ k(= 1)

mientras que, para k =1, es

:Mk

|z
z+1

1
< méx{g,r} = M,
y la serie

o0 (o) 1
ZMk :M1—|-7‘Zm =M +r
k=1 k=2

es convergente (por [ITAn], ejemplo 2.5). Esto prueba que la expresion para la
derivada del logaritmo es valida para todo = que cumpla —1 4§ < x < r, luego
para todo z > —1. Asi pues:

= x
I =1II - — .
=10 (4 Y )
Si en particular evaluamos en © = 0 y = 1 obtenemos que
r'o)=-y, IM1)=1-7v

y, comparando con la expresion integral para la derivada que nos proporciona
la igualdad (3.4), obtenemos una expresion integral para la constante de Euler-
Mascheroni:

+oo
R : " : 'y:f/o e Tlogxdx.

Con un célculo adicional obtenemos la transformada de Laplace
del logaritmo (hacemos el cambio z = st):

+oo 1 +oo T
/ logte stdt = - / log—e *dx =
0 s Jo 8

L[t 1 oo 1
7/ logze " dr — ogs/ e_Idx:—M.
0 0

2 S S

Las integrales de Euler Lagrange llamoé integral de Fuler de sequnda especie
a la integral que define la funcién factorial, mientras que la integral de Euler de
primera especie era

Bz, y) = /O (1~ b)Y dt,

que obviamente esté definida cuando z,y > 0, pero que, de hecho, es convergente
para z,y > —1.
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En efecto, sabemos que, para x,y > —1, las transformadas de Laplace de las
funciones t* y t¥ son, respectivamente, I1(z)/s**!, TI(y)/s¥*!, luego el teorema
3.29 nos da que la transformada de Laplace de t* x t¥ es II(x)Il(y)/s*t¥+2.
Ahora bien, esta funcion es claramente la transformada de Laplace de

H(J?)H(y) tz+y+l
Oz +y+1)

9

luego concluimos que

/O (u—t)"u dt_iﬂ(x—i—yjtl)t tytl

Ahora basta hacer © = 1 para concluir:
Teorema 3.32 Para todo z,y > —1, se cumple que

II()I1(y)
Oz+y+1)

Esta expresion muestra en particular que F(z,y) = E(y, ).

E(x,y):/o (1—t)"tYdt =

Para niameros naturales tenemos que
min!
(m+n+1)I"

() = 50—

La funcion E(x,y) permite obtener informacion sobre la funciéon factorial.
Por ejemplo, tomando = y = —1/2 en la formula del teorema 3.32 obtenemos
un calculo alternativo de II(—1/2) (hacemos el cambio t = sen? u):

E(m,n) =

En particular,

I(—1/2)* 2du =,

Lot /2
b
con lo que II(—1/2) = /7.

Veamos otro ejemplo:
Teorema 3.33 (Formula de duplicacion de Legendre) Para x > —1/2:
VaTI(2z) = 22 TI(x — 1/2)T1(z).

DEMOSTRACION: Para cualquier > —1, haciendo el cambio ¢ = (1 4+ u)/2,
se cumple que

1% (z) ! 1 f1=u\* (1+u\"
Meet1) L@ /0( o e 2/_1( 2 > ( 2 ) a
1 ! . 1t N

donde en el ultimo paso hemos usado que el cambio v/ = —u muestra que la
integral en [—1,0] coincide con la integral en [0, 1].
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2

Por otro lado, el cambio ¢t = u* nos da que

I()IT(—1/2)

_ €T, — = ' —)¥m1/2 = 1 —uQIu.
e/ = B2 /0(1 L2 gy 2/0(1 ) d

Combinando las dos igualdades resulta
2% 1% (z)(z + 1/2) = (22 + 1)%H(m)H(—1/2)
o equivalentemente
222 [ (z + 1/2)1(z) = (22 4+ 1)II(2z)v/7

Si 2 > —1/2 podemos sustituir II(z +1/2) = (22 + 1)II(z — 1/2) y llegamos a
la expresion del enunciado. L]

Por ejemplo, para x = 3/4 la relacion de Legendre se reduce a
VA ll(3/2) = VBII(3/4)11(1/4),
y usando que II(3/2) = (3/2)I1(1/2) = (3/4)I1(—1/2) = 3\/7/4, llegamos a que

TI(1/4)T1(3/4) = 3‘1/65”. (3.5)

Ejemplo Las integrales de Euler permiten reducir varias integrales a la funcion
factorial. Por ejemplo, el cambio de variable t = 2* nos da:

S | 1t C12ssa g, 1
C I(—1/2)I(—3/4)  3y/wII(1/4)  4II*(1/4)
T 4II(—-1/4)  4I(3/4) 2x

donde en el altimo paso hemos usado (3.5). Similarmente,

(3.6)

/1 T e 1/1(1 _ 2t g = Y page, 14
0 \/1 —$4 4 0 4 ’
CII(-1/2)I(-1/4)  /@II(3/4)  m/or

N 4T1(1/4) ©O3II(1/4)  16112(1/4)’

donde nuevamente hemos usado (3.5). En particular tenemos la relacion que
Euler obtuvo sobre la elastica rectangular (véase la introduccion):

™

1 1 1 I,Q
—d ——dr = —. 3.7
/0 V1-—z4 JU/o V1—a24 YTy (87)
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Las funciones beta y gamma En 1808, Legendre defini6 la funcidn gamma

como
+oo

I(z)=M(x-1) = /o t* e dy

y representd por (z/y) la integral E(x,y), pero en 1839 Jacques Binet definié
la funcidn beta como

1
B(z,y)=FE(x—-1,y—1)= / (1 —t)* 1v—1at.
0
Con esta notacion, la relacion del teorema 3.32 se expresa en la forma

B({I,‘7y) =






Capitulo IV

La dinamica newtoniana

Los elementos de calculo diferencial e integral que hemos discutido en los
capitulos anteriores son suficientes para exponer los principios basicos de la
dindmica Newtoniana. En la primera seccién nos ocupamos de la cinemdtica,
es decir, de la mera descripciéon (matemaética) del movimiento, mientras que en
las secciones siguientes abordaremos la dindmica propiamente dicha, es decir,
el estudio de las causas del movimiento, que permite predecir cémo se moveran
unos objetos en unas condiciones dadas.

4.1 Cineméatica

Vamos a considerar un objeto puntual, es decir, del que hacemos abstrac-
cion de su forma concreta y consideramos que su posicion puede ser descrita
simplemente por un punto. Por ejemplo, podemos decir que un coche esta en el
kilometro 230 de una carretera, sin que importe qué punto concreto del coche
esta en esa posicién, o que una pelota estd a 5m de altura, sin que importe qué
punto de la pelota esta concretamente a esa altura, y también podemos consi-
derar que la Tierra es un punto cuando estudiamos su movimiento alrededor del
Sol, etc.

Fijado un sistema de referencia (un origen de coordenadas y unos ejes car-
tesianos), la posicion del objeto en cada instante ¢ viene dada por un vector de
posiciont 7(t) = (x(t),y(t), 2(t)), donde introducimos el convenio de representar
con una flecha las magnitudes vectoriales y sin flecha las magnitudes escalares.

Vamos a suponer que la funcién 7 : I — R? es derivable, lo cual significa
que estéa definida la velocidad

dr

— ] — RS,
dt

U:

1Cuando el movimiento se produzca en un plano podemos elegir el sistema de referencia
de modo que éste sea el de ecuacion z = 0 y suprimir la tltima coordenada. Igualmente, en
una recta basta usar una coordenada.

201
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En el supuesto de que sea no nula, hemos visto que es siempre un vector tangente
a la trayectoria del objeto. Mas aun, supondremos que ¥ es derivable, con lo
que esta definida la aceleracion

s
dt

i=—:1—R>3
que determina la variaciéon de la velocidad por unidad de tiempo. En particular,
esto implica que ¥ es continua, luego, fijando un instante ¢ty € I, podemos definir

t
s(t) = [ lata)du
to
que, segun la definicion 2.13 y el teorema y la discusion posterior, se interpreta
como el espacio recorrido por el movil desde el instante ¢ty hasta el instante ¢
medido sobre su trayectoria (no como la distancia ||7(t) —7(to)||, medida en linea
recta), y con el convenio de que es negativo si ¢t < tg.

Asi, no hay que confundir la velocidad v con la velocidad sobre la trayectoria

ds
dt’

v =7l =

que indica el espacio recorrido sobre la trayectoria por unidad de tiempo.

Igualmente, no hay que confundir la aceleracion @ con la aceleracion sobre

la trayectoria
dv

dt’
que mide la variacién de la velocidad v sobre la trayectoria y que, como pronto
veremos, no se cumple necesariamente a = ||d||.

Movimiento uniforme y uniformemente acelerado Se llama movimiento
(rectilineo) uniforme al movimiento con velocidad ¥ constante. En tal caso
tenemos que

7(t) — 7(to) = /t i,

0

luego, llamando 7y a la posicién en el instante ¢y, tenemos que
=17+ U(t — to),

que es la ecuacion del movimiento rectilineo uniforme, que nos permite saber la
posicion del objeto en cualquier instante conocida su posicion 7 en un instante
y su velocidad . Notemos que esta féormula ya la obtuvimos en la pagina 29,
pero alli suponiamos a priori que el movimiento era rectilineo, mientras que
ahora esto lo obtenemos como consecuencia de que la velocidad es constante.

2En estos calculos tomamos como integral de una funcién vectorial el vector formado por
las integrales de sus funciones coordenadas, pues asi obtenemos ciertamente una funciéon cuyas
funciones coordenadas son primitivas de las funciones coordenadas de la funcién dada.
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Un movimiento es uniformemente acelerado si la aceleracion es constante.
Si hacemos con el vector constante @ el mismo calculo que acabamos de hacer
con v resulta la ecuaciéon

7= +a(t —to),

donde vy es la velocidad en el instante ty. Integrando de nuevo:

t
7_"7 _’0 = / (170 +E[(U 7t0))du,
to
de donde
1
7 =7y + ot —to) + B a(t —to)?.

Esta es la ecuacion del movimiento uniformemente acelerado. El movimiento
seré rectilineo (es decir, el que estudiamos en la pagina 29) si los vectores ¥ y
a tienen la misma direccion. m

Ejemplo: Un satélite artificial Consideremos un sistema de referencia que
tenga su origen en el centro de la Tierra y de modo que el plano que contiene
los ejes XY sea el plano ecuatorial. Supongamos que un satélite artificial gira
alrededor de la Tierra en este plano, y que su posiciéon en cada instante viene

dada por

2mt 2t
7(t) = (r cos %,rsen%).

Entonces su velocidad es

. 2mr 2wt 27r 21t
Ot) = (== sen =, =~ cos =),

y el modulo de la velocidad es en todo momento v = 2xr/T'. Esto significa que
el satélite se mueve en una érbita circular de radio r a una “velocidad constante”
de 27 /T m/s, y que T es el tiempo que tarda en recorrer la longitud 277 de una
orbita completa, es decir T' es el tiempo que tarda en dar una vuelta completa
alrededor de la Tierra.

Hemos escrito “velocidad constante” entre comillas por que la velocidad del
satélite no es constante (es la funcion ¥(t)). Lo que es constante es la velocidad
sobre la trayectoria, y eso significa que el satélite recorre siempre 27 /T metros
cada segundo, pero no lo hace en linea recta. Sila velocidad ¥(t) fuera constante,
es decir, si el vector velocidad apuntara siempre en la misma direccion, el satélite
recorreria una recta y no una circunferencia.

El hecho de que la velocidad no sea constante se traduce en que la aceleracion
no es nula:

T T T

2y s 7)2r T m\°
)= (- (2;)2 cos 2Tt7 (2T)2 sen %) =— (2> 7(t).
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Para distinguir las variaciones del modulo de la velocidad y su direccion,
si ¥(t) # 0 (equivalentemente, si v(t) # 0), conviene definir el vector tangente
unitario como el vector 7: I — R3 dado por

7__’:

SEIIRS]

Asi pues, la velocidad ¥ = v7 esta determinada por el escalar v que indica
la tasa de variacion del espacio recorrido en cada instante y el vector 7 que
indica la direcciéon de avance en cada instante. Ahora vamos a probar que la
aceleracion d, que indica la tasa de variacion de o, puede descomponerse en dos
partes, una que indica la variaciéon de v y otra que indica la variaciéon de 7. La
primera es la aceleracion sobre la trayectoria a = dv/dt que ya hemos definido.

Por otra parte, la variacion de T esta determinada por la derivada 7. Vamos
a analizarla con detalle. Fijado un instante ¢ y un incremento pequeno At,
llamamos A6 al dngulo que forman los vectores 7(t + At) y 7, de modo que
Af es una funcion de At. Puesto que 7 tiene norma constante igual a 1, la
trigonometria nos da que

7(t + At)
B B Ab ,
[7(t + At) = 7(1)]] = 2|sen =~ 2[sen(A6/2)|
7(t)
Por consiguiente,
F(t+ A = F(1)|| _ F(t+ A — 7O _ [send?| A9
At B |At] 1 Ag/2 | At

Es claro que A — 0 cuando At — 0, luego (usando la continuidad de la norma
[(@,y,2)|| = Va* +y* + 2%):

A
O = 2% ag

I

(Notemos que el hecho de que 7 sea derivable implica la existencia del limite de
la derecha.) Esto significa que ||7/(to)|| es la tasa de variacion del angulo que
7(t) forma con 7(tp) por unidad de tiempo.

En este punto conviene hacer un retoque para obtener una magnitud que
solo dependa de la forma de la trayectoria y no de la velocidad a la que se
recorra:

Definimos la curvatura como

de modo que ||7'|| = vk.

La clave es que, con esta definicion, la curvatura de una curva no se altera
si se reparametriza.
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En efecto, si tenemos una curva 7(¢) y le aplicamos un cambio de pardmetro
t(u) para obtener una reparametrizacion #(u) = 7(t(u)), la relacion entre las
velocidades es

y tomando moédulos

Ay = 2 W) () (o)),

donde el signo es positivo si la reparametrizacion recorre la curva en el mismo
sentido y negativo si la recorre en sentido opuesto. Derivando:

dt
! — 47 e
() = +7 (1) 5
luego
dt
= — 17 (¢ aLr
17l = el .
luego

_IF@I _ IZel _
() = 1 = T = (it (w).

Esto significa que la curvatura de 7(t) en el punto correspondiente al para-
metro t(u) es la misma que la curvatura de 7(u) en el (mismo) punto correspon-
diente al pardmetro u.

La interpretacion geométrica es clara: al dividir la variaciéon del angulo por
unidad de tiempo entre el espacio recorrido v = ds/st por unidad de tiempo,
resulta que la curvatura k(tg) se interpreta como la variacion del angulo que el
vector 7(t) forma con 7(tg) por unidad de arco recorrida.

Mas precisamente, suponiendo que la velocidad 7(t) no es nunca nula, es
decir, que 7 es una curva paramétrica regular, sabemos que podemos construir
una reparametrizacion 7(s) que esté parametrizada por el arco, es decir, tal que
v = 1, y entonces, segtin hemos probado, k(s) = ||7/(¢)|| es la variacion del
angulo de T por cada unidad que aumenta s, es decir, por cada unidad de arco
recorrida.

Por lo tanto, una curvatura grande indica que un pequeno avance sobre el
arco se corresponde con una variacion grande del vector 7, y esto es lo que
expresamos cuando decimos que una curva “estd muy curvada’.
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Ejemplo: La circunferencia Consideremos una circunferencia de radio 7,
que podemos parametrizar como

7(t) = (rcost,rsent).
Entonces 9(t) = (—rsent,r cost), luego v = r y 7(t) = (—sent,cost). A su vez
7 (t) = (—cost,—sent), |7 ()| =1,

luego la curvatura es k = 1/r.

Esto era previsible: si pensamos en 7(¢) como la trayectoria de un movil,
cada vez que 7(t) gira 1 radian, el movil avanza r unidades, luego por cada
unidad que avanza el movil, el vector 7(t) gira 1/r radianes y el vector 7(t), que
es ortogonal a 7(t), también gira 1/r radianes.

En cambio, la igualdad |7 (¢)|| = 1 sblo expresa que 7 gira un radian por
cada unidad que aumenta t, pero el aumento de t no dice nada sobre la circunfe-
rencia, ya que depende de la parametrizacion elegida. En cambio, la curvatura
1/r es el giro del vector tangente por cada unidad que nos desplazamos sobre
la circunferencia, lo cual es algo intrinseco a ella, independiente de céomo la
parametricemos.

Vemos que la curvatura de una circunferencia es menor cuanto mayor es el
radio y, en efecto, una circunferencia estd menos curvada cuanto mayor es su
radio. n

Ejemplo: La espiral logaritmica Vamos a calcular la curvatura de la espiral
logaritmica p = ae*®. Tenemos que 7= p(cos , sen §), luego

7= p'(cos,sen ) + p(—sen,cosf) = p(k(cosf,send) + (—sen @, cos9)),

1
v = 1+ k2, 7= —+r(k(cosf,senf) + (—senb,cosb)),
PV m( ( )+ ( )
1
7 = ———(k(—sen6,cosf) + (—cosf, —send)),
\/H—ilc?( ( )+ )
luego ||77]] = 1, luego la definicion de curvatura nos da que
1

IR

En la pagina 105 hemos visto que la longitud de la espiral logaritmica viene

dada por

V14 k?

s P
y asi vemos que ks = 1/k, de modo que, en una espiral logaritmica, la curvatura
es inversamente proporcional a la longitud del arco. L]
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Hasta aqui tenemos una interpretacion del modulo ||77]| = vk, y nos falta
interpretar su direccion. Para ello observamos que, en general, si @(t) y ¢(t) son
dos funciones vectoriales derivables, la derivada de su producto escalar puede
calcularse con la regla del producto:

d(i-v) dua o dv

—— = — U4 U —.

dt dt dt
En efecto, si @ = (x,y,2) y ¥ = (a,b,c), entonces @ - ¥ = za + yb + zc, luego
d(u - v
% =2'a+xd +y'b+yb +2c+ 2

di dv
A b "y S '
(Z ’y 3Z )(a’ 7C) (x’ yﬂz)(a b 70) dt v Uu dt

Aplicamos esto al vector 7, que cumple 7 - 7 = 1, luego al derivar queda
For+7- 7 =277 =0,

luego vemos que 7', si es no nulo, es un vector ortogonal a 7. En el espacio
tridimensional hay infinitas direcciones perpendiculares a una dada. Enseguida
veremos cual de ellas es la que determina 7/, pero antes, siempre en el caso en
que 7 # 0, definimos el vector normal unitario como

7! 1

=

7l

- |7 VK

Hemos probado que 77 es ortogonal a 7, y 7/ = vkf.

En resumen, tenemos que la aceleraciéon sobre la trayectoria a contiene la
informacion sobre la variacion del moédulo v de la velocidad y el vector vkl
contiene la informacion sobre como varia la direcciéon 7 de la velocidad. Ahora
mostramos como se relacionan estas magnitudes con la aceleracion @. Para ello
derivamos la relacion ¢ = v7"

Llamaremos aceleracion tangencial y aceleracion normal de 7(t) a los vecto-
res dr = aT y 4y = kU7, respectivamente, de modo que @ = @y + dn-.

De este modo hemos descompuesto la aceleraciéon d@ en suma de dos vectores
ortogonales, la aceleracién tangencial es tangente a la trayectoria, y su médulo
es |a|. Mas precisamente, si dr apunta en el sentido del movimiento es que
a > 0, luego la velocidad v estd aumentando, mientras que si dr apunta en el
sentido opuesto al movimiento es que a < 0 y la velocidad v estéd disminuyendo.

Por otro lado, el médulo de la aceleracién normal es xkv?, luego eliminando
el factor v? obtenemos la curvatura. Asi, podemos decir que la aceleraciéon
tangencial determina la variacion del modulo de la velocidad y la aceleraciéon
normal determina la variacion de la direccion de la velocidad.
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Més atn, ahora podemos precisar que el vector normal unitario 7 es el vector
unitario ortogonal a 7 contenido en el mismo plano que el vector @ y que apunta
hacia el semiplano respecto de la recta tangente de direccién 7 hacia el que
apunta @, que es el semiplano hacia el que se curva la trayectoria.

Observemos que 7i(t) no esta definido si y solo si 7(t) = 0, lo cual equivale
a que a(t) = a(t)7(t), es decir, a que @(t) = ar(t), a que no haya aceleracion
normal.

Ejemplo: Una pelota de tenis Supongamos que lanzamos una pelota de
tenis a 15m/s con una inclinaciéon de 53°. Esto significa que su velocidad inicial
(digamos en ty = 0) es®

Uo = 15(cos 53°,8en53°) ~ (9,12) m/s.

Por otro lado, ya hemos senalado que la aceleraciéon que produce la gravedad
es (0,—9.8), por lo que tenemos un movimiento uniformemente acelerado que
cumple

7= (9t, 12t — 4.9t?), 7=1(9,12 — 9.8t).

La pelota tocara el suelo cuando 12t — 4.9t> = 0. Descartando la solucién
t = 0, que corresponde al momento del saque, obtenemos ¢t = 12/4.9 = 2.45s.
El punto donde tocara el suelo estara a 9-2.45 = 22.05m del punto de partida.
Ahora bien, el espacio recorrido por la pelota (sobre su trayectoria) sera

2.45

/225 — 235.2t + 96.04¢2 dt = 27.45m.
0

La integral puede calcularse mediante un cambio de variable debido a Euler,
pero los célculos son bastante laboriosos, y es més préactico dejar que los haga
un ordenador.

10+

-101

3Todos los vectores que vamos a considerar seran de la forma (z, 0, z), por lo que omitimos
la segunda coordenada.
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La figura muestra los vectores ¥ y @ en varios puntos de la trayectoria, asi
como los vectores unitarios 7y 7 y también dr y dy. Vemos que en el instante
inicial la aceleracion tangencial es grande (y se opone al movimiento) y la normal
es pequena, lo cual se traduce en que la velocidad sobre la trayectoria desciende
rapidamente y la curvatura es pequena. En cambio, en los puntos més altos
es al revés: la aceleracidon tangencial es pequena, por lo que la velocidad sobre
la trayectoria apenas varia, y la aceleracion normal es grande, por lo que la
curvatura es grande. =

Veamos ahora que podemos calcular a, 71 y k a partir de v, ¥ y @ sin necesidad
de calcular més derivadas. En efecto, por el teorema de Pitagoras tenemos que

@) = a® + w2t

luego la curvatura viene dada por

Vial? - a?

K= 2
Mas atn,
% - 7 S
a=v =07 = av _va a’
2V U - U v
luego

o lal? —(@-a@)?/v* _ fa|*® - (v-6)? _ [|vxal®

R = = —
v V6 w6

donde hemos usado que si @ y ¥ forman un angulo «, entonces

lal* — (¥ @)% = v?||a]]2 — v ]]]? cos® a = |2 sen® o = & x |-

Por lo tanto: L.
__loxal
v3

Finalmente, la aceleracion tangencial es

R L, v-ad  (U-a)0
T = a7 = —_ = 3 s
v
luego la aceleracién normal es
S S d
C—]:N:C—i_(v Z)UZKUQ’FL':HU aH’Fi,
v v

luego

En resumen:
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N
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Ejemplo Si aplicamos las formulas anteriores a la parabola 7(t) = (¢,t2) obte-
nemos:

1 2
F=(1,2t), a=1(0,2), v=+/1+42, ?:( )

V1+ 482" V1 + 4t2

- ( 2t 1 ) 4t 2
n=/\- ) ) a = ) K= .
V1442 1+ 42 V14412 (14 4t2)3/2
Se define el radio de curvatura de una curva paramétrica ¥ en un punto t
como p(t) = 1/k(t), que es el radio de la circunferencia que tiene curvatura x(t).
Maés aan, se define la circunferencia osculatriz de la curva en el punto ¢ como
la circunferencia de centro 7+ pn y radio p.

0.2 0.3 0.4

La figura muestra la circunferencia osculatriz en un punto de la parabola del
ejemplo anterior. Es facil ver que, tal y como muestra la figura, coincide con la
curva en el punto sobre el que se calcula, tiene la misma recta tangente y, de
hecho, tiene la misma curvatura en dicho punto. La figura de la derecha muestra
la consecuencia geométrica de este hecho: hay un tramo en el que la curva y la
recta tangente se distinguen claramente, pero la curva y la circunferencia siguen
siendo indistinguibles.

Si la recta tangente es la trayectoria que seguiria el objeto en caso de no tener
aceleracion normal, la circunferencia osculatriz es la trayectoria que seguiria el
objeto en caso de que el mdédulo de su aceleracion normal fuera constante.

Ahora definimos el vector binormal como

b=7xn.
Explicitamente, tenendo en cuenta que ¢ X ¥ = 0, tenemos que
- U X a
b= ——-.
|7 d|

De este modo, en cada instante t, los vectores (7,1, 5) son unitarios y or-
togonales dos a dos, luego determinan un sistema de referencia de origen en 7.
Cualquier vector puede expresarse en la forma a7 + 811 + 75, para ciertas coor-
denadas (o, 8,7). Esto vale en particular para su derivada:

V = of + Bit 4 b,

donde «, 3, son funciones de ¢. Ahora bien, como b b= 1, al derivar queda
bt = 0, luego multiplicando la igualdad anterior queda 0 =
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Similarmente, como b - 7 = 0, al derivar obtenemos que V' - 7+b-7 =0, y
asi

a=¥ 7=-b7 =0,

pues 7’ tiene la direccién de 71, luego es ortogonal a b.

Concluimos que b’ tiene siempre la direccion de 7. Definimos la torsidn como

!

de modo que, en la expresién general para b’ es 3 =" -7 = v7 y, en definitiva:
b = —vri.

Como en el caso de la curvatura, hemos introducido la v en la definicién
de torsidn para que ésta sea intrinseca a la curva, es decir, independiente de la
parametrizacion.

En efecto, si consideramos una curva 7(t) y una reparametrizacion arbitraria
7(u) = 7(t(u)), tenemos que

) = ) o o) = ot | | 7u) = £7(0w),
() = 47 (1) 0 = (1)) | S|, 7l = 76w \
i) = A(t(), Blw) = £7(H(w) x A1) = +5(1(w)
() = B (1)) 5o = B(1(u)) | 0|,

Con esto casi tenemos demostrado el teorema siguiente:

Teorema 4.1 (Férmulas de Frenet) Si 7 es una curva paramétrica con ve-
locidad y aceleracion no nulas, entonces

ar dn

= —UKT UTg, — = —vTn.
dt + dt

DEMOSTRACION: Sélo falta calcular la derivada de 7. Como en el caso de b/ ,
podemos expresar:

i = af + i + b,
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!

pero 71 -7 = 1 implica que § = n’ - 7 = 0. Por otro lado, como 7 - 7 = 0,

derivando queda que

a=7-T=-i -7 =—ii (vkii) = —vk.

Similarmente, vy =7’ - b= —7i - b/ = i(vTii) = vT. "

Es posible dar una férmula explicita para la torsiéon como la que hemos
obtenido para la curvatura. Para ello observamos en primer lugar (es una com-
probacion rutinaria) que

d(i x v) dﬁx_,_i__,xdﬁ
— = — XU+ UX —.
dt dt dt
Derivando la expresion
l_)'* 7 X (_1:
[0 x al|’
obtenemos
db  d||7 xa||? .

Ahora observamos que @ x @ = 0 y, multiplicando por 7 queda:

—TU =7 —

db  v?d— (7-Q)7 (d||T x ||
dt v

17'><6+|17><6||_117><&”)

Pero ¥ es ortogonal tanto a ¥ X @ como a ¥ x @', luego podemos eliminar el
término (¥ - @), y d@ es ortogonal a ¥ x @, luego también podemos eliminar el
primer sumando del paréntesis. Queda entonces que

v Vi
e Y8
[|[v x all? ’

luego, en términos del producto mixto A.7,

a-(vxad) |
T = — = g =

17> |

Las curvas planas se caracterizan por que su torsion es nula:

Teorema 4.2 Una curva i"(t) estd contenida en un plano si y sélo si su torsion
es nula.

DEMOSTRACION: Si la torsiéon es nula, entonces el vector binormal b es
constante. Vamos a probar que (7(t) — 7(to)) - b = 0, lo que significa que 7(t)
esta en el plano que pasa por 7(tg) con vector director b. En efecto,

((F(t) — 7(to)) - b) = ¥(t) - b =0,
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luego (7(t) — #(to)) - b = c es constante, luego

. = T(to+h) —7T(te) »
0= dlt)-§= iy T T

)

Sl o

lo cual s6lo es posible si ¢ = 0.

Reciprocamente, si la curva esté contenida en un plano de vector director ,
que podemos tomar de norma 1, entonces

(7(t) — 7(to)) - @ = 0,
es constante, luego la torsion es nula. m

Ejemplo: La hélice Consideremos la hélice parametrizada por el arco

7(s) = (acos(s/c),asen(s/c),bs/c), c=+vaz+ b2

Tenemos que
7 =1 = (—(a/c)sen(s/c), (a/c) cos(s/c), b/c), “9(\\\\:“
v=1/a?/Z b2/ =1, - A/b
luego ‘ /:/)/ |
7= ;12(_ cos(s/c), —sen(s/c),0), \

de donde k = ||7|| = a/c? y i = (— cos(s/c), —sen(s/c),0). A su vez

- 1
b=Txn= E(bsen(s/c), —bcos(s/c),a),

luego
S | -
b= C—Q(bcos(s/c),bsen(s/c),()) =i,
luego
b
T a2+

Asi pues, la hélice tiene curvatura y torsion constante. La torsion es positiva
cuando para ascender hay que girar en sentido positivo y es negativa cuando
para ascender hay que girar en sentido negativo. m

El teorema siguiente muestra que la curvatura y la torsiéon determinan com-
pletamente la forma de una curva:



214 Capitulo 4. La dindmica newtoniana

Teorema 4.3 Si dos curvas 7y, 7 : I — R3 parametrizadas por el arco tienen
las mismas funciones de curvatura y torsion y, para un cierto so € I, cumplen
71(s0) = 72(s0), T1(s0) = T2(50), 71(s0) = 7i2(s0) y b1(s0) = ba(s0), entonces
71 = T, es decir, ambas curvas son la misma.

DEMOSTRACION: Basta observar que

1d, . . L. - o
5@(\\71—Tz\|2+||n1—n2||2+|\b1—b2||2)=
1d . L.,. . Y e o S o o
5@((7'1—7'2)(71—7'2)-1-(711—n2)(n1—n2)+(b1—b2)(bl—b2))=

(71 = 7o) (7] — 7o) + (A1 — 7i2) (7} — 7iy) + (b1 — b2) (b7 — b)),
y aplicando las formulas de Frenet (teniendo en cuenta que, al estar parametri-
zadas por el arco, las curvas cumplen v; = vy = 1), queda:

H(Fl—?2)(’51—’/72)—/6(’51—ﬁg)(i’i—?2)4—7'(’51—’fig)(gl—52)—7(51—52)(771—ﬁ2),

es decir,

d

ds

Por lo tanto, la funcion |7, — 7|2 + ||y — i2||? + ||by — b2
como en sg se anula, concluimos que

(17 = Rll? + |7ty — @al|® + (|61 — ba]|?) = 0.

||? es constante vy,

17— Rl|? + |t — @2||? + [|br — B2 = 0.

Esto implica que 7y = 75, 711 = 7ia y by = bs. Pero, teniendo en cuenta de nuevo
que las curvas estan parametrizadas por el arco, la primera igualdad es 7 = 7%,

o también (7, — 75)" = 0, luego ¥} — 7 es contante y, teniendo en cuenta que
71(80) — T2(sp) = 0, tiene que ser 7 — 75 = 0. n

Nota Observemos que si dos curvas 7 y 75 parametrizadas por el arco tienen
las mismas funciones de curvatura y torsiéon, siempre podemos mover 7 para
que se cumplan las condiciones 7 (sg) = 72(s0), T1(s0) = T2(80), T1(s0) = 72(S0)
y by (s0) = 52(80), y el teorema anterior nos da que 71 = 75. En otras palabras, si
dos curvas parametrizadas por el arco tienen las mismas funciones de curvatura y
torsion, entonces son iguales en el sentido geométrico de que una puede moverse
hasta superponerse con la otra. L]

Vamos a discutir ahora el concepto de velocidad angular, para lo cual em-
pezamos considerando algunos casos particulares:

El movimiento circular uniforme Consideremos un objeto puntual cuya
trayectoria es
7(t) = (r coswt, rsenwt),

para ciertas constantes r y w, cuya interpretaciéon es clara: el objeto esta reco-
rriendo una circunferencia de radio r y w son los radianes que gira cada segundo.
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Por ejemplo, si w = 27 tenemos que el objeto gira 27 radianes (es decir, da una
vuelta completa) en un segundo, mientras que si w = 1 el objeto avanza 1 radian
cada segundo.

En general, se dice que el objeto sigue un movimiento circular uniforme de
radio r y velocidad angular w.

El periodo de rotacion T' = 27 /w es el tiempo que tarda el objeto en dar una
vuelta completa, y la frecuencia de rotacion v = 1/T = w/2w es el ntmero de
vueltas que da en un segundo. Observemos que

U = (—rwsenwt, rw cos wt), v = 7wl

La ultima relacion tiene una interpretacion clara: por la propia definicién de
“radian”, recorrer un radian sobre una circunferencia de r metros de radio equi-
vale a recorrer r metros sobre la circunferencia, luego |w| radianes por segundo
equivalen a r|w| metros por segundo. Volviendo a derivar:

2 2

d = (—rw” coswt, —rw” sen wt).

Vemos asi que la aceleracion de un objeto en movimiento circular uniforme
apunta en todo momento hacia el centro del giro y su médulo es a = w?r.
Como era de esperar, la aceleracion coincide con la aceleracion normal, ya que,

como v no varia, no hay aceleraciéon tangencial. m

Movimiento circular Un poco mas en general, si un cuerpo se mueve sobre
una circunferencia de radio r, su trayectoria sera de la forma

7(t) = (rcos6(t), rsenb(t)),

de modo que, definiendo ahora la wvelocidad angular como w = 6, tenemos
igualmente
U = (—rwsend, rwcosh), v =rlwl.

Notemos que el movimiento circular uniforme es el caso particular que resulta
de tomar 6(t) = wt + 6.

Ahora la velocidad angular w = €’ se interpreta como cualquier derivada:
indica la variacion del dngulo € por unidad de tiempo en un instante dado,
entendiendo que si, por ejemplo, w = 3rad/s, esto no significa que el objeto
vaya a recorrer 3 radianes en un segundo, sino que, en caso de mantener la
misma velocidad angular, recorreria 3 radianes en un segundo. Volviendo a
derivar:

d@ = (—rasenf,racosf) — (rw?cos b, rw? sen ),
donde a = w' = 0" es la aceleracion angular, de modo que la aceleracion
tangencial tiene modulo a; = |a|r y la aceleraciéon normal a,, = w?r, como
en el caso uniforme. ]
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La velocidad angular Consideremos una situaciéon mas general en la que un
objeto puntual se mueve en un plano sin pasar nunca por un cierto punto que
tomamos como origen del sistema de referencia. Entonces su trayectoria puede
expresarse igualmente como

7= (rcosf,rsenb),

donde ahora, tanto r como 6 son funciones de ¢. (El caso precedente es el caso
particular que resulta de tomar r constante.)

Imaginemos un observador situado en el origen de coordenadas que ve el
objeto, pero no es capaz de medir la distancia r a la que se encuentra en cada
momento (por ejemplo, podemos ver un coche moviéndose a lo lejos, de modo
que no sabemos a qué distancia esté, pero si que podemos determinar perfecta-
mente con qué angulo 6 lo vemos respecto de unos ejes prefijados).

Podemos definir igualmente la velocidad angular como w = ', que expresa
igualmente la variacion del angulo 6 por unidad de tiempo que puede constatar
el observador, sin entrar en la posible variacion de la distancia r. Ahora tenemos

¥ =1"(cosf,sen ) + rw(—sen,cos ) = r'd, + rw iy,

donde @, y i; son, respectivamente, el vector unitario radial y el vector unitario
transversal. Asi, hemos descompuesto el vector velocidad en una velocidad radial
U, = 1’ @,, que mide la variaciéon de la distancia del objeto, y una wvelocidad
transversal Uy = rw i, que es la velocidad que tendria el objeto en un instante
dado si se estuviera moviendo en una trayectoria circular con la misma velocidad
angular (es decir, si fuera ' = 0y, por consiguiente, la velocidad radial fuera
nula y la velocidad coincidiera con la velocidad transversal).

En otras palabras, si el observador supiera que el objeto se encuentra a una
distancia r en un momento dado, pero no fuera capaz de apreciar la variacion
de r y supusiera que el movimiento es circular, entonces, al medir una velocidad
angular w concluiria que la velocidad sobre la trayectoria es v = r|w| y, mas
precisamente, que la velocidad es ¥ = ;.

Veamos ahora que w puede calcularse sin necesidad de hacer referencia a 6.
Para ello observamos que

17 x T = |7 x T ]| = r?|el,

ya que 7 y ¥; son ortogonales. Esto nos lleva a definir el vector velocidad angular
como
I S
W=7 X U,
que es ortogonal al plano del movimiento y su modulo es |w|. Méas atn, el signo
de w es positivo si el sentido de giro es antihorario y negativo en caso contrario,
y esta informacion esta también en el vector i, pues, por la regla de la mano
derecha, &J apunta hacia el semiespacio determinado por el plano de giro desde
el cual éste se ve en sentido positivo, luego conociendo & sabemos en qué sentido

esta girando el objeto.
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Maés precisamente, a partir de & podemos recuperar la velocidad transversal
como
’Ut =@ X 7.
En efecto, ambos miembros tiene médulo r|w|, ambos son ortogonales a 7y
a o, luego tienen la misma direccién, y la regla de la mano derecha (véase la
figura del ejemplo siguiente) muestra que ambos tienen el mismo sentido, luego
son iguales.

Ejemplo Consideremos la trayectoria eliptica
7= (2cost,sent).

Se cumple que r = /1 + 3cos?t, U(t) = (—2sent, cost),

51 52 83
FX U= 2cost sent 0 |=(0,0,2),
—2sent cost O
luego
5= (0,0,—2 )
&= "1+ 3cos2t’

Vemos que la velocidad angular no es constante. La figura siguiente muestra
las gréaficas de w y 0:

g

Ny

z s i 27
2 2

Desde el origen de coordenadas se ve que la particula gira mas rapidamente
cuando estd més cerca y mas lentamente cuando esta més lejos.

Podemos reparametrizar la elipse para recorrerla con velocidad angular cons-
tante. Para ello observamos en primer lugar que la ecuacion de la elipse es

2 2

X
=1
PR
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El punto de la elipse que forma un angulo ¢t con el semieje de abscisas positi-
vas serd de la forma (r cost, r sent), para cierto r que podemos calcular exigiendo
que el punto cumpla la ecuacion de la elipse:

(rcost,rsent)

de donde

T cos’t+4sent 1+ 3sent’

luego

- 2cost 2sent
r(t) = ; :
V1+3sin?t /1 + 3sin’¢
El lector puede comprobar que, a partir de esta parametrizacion, se obtiene

@ = (0,0, 1), pero el calculo es muy farragoso y sabemos a priori que éste tiene
que ser el resultado, por construccion.

Si una particula se mueve siguiendo esta parametrizaciéon y un observador
situado en el origen de coordenadas no es capaz de medir la distancia a la
que se encuentra, es decir, si no puede distinguir si la particula se encuentra
en (rcost,rsent) o en (cost,sent), lo que observa serd compatible con que
la particula se esté moviendo a lo largo de una circunferencia con velocidad
constante. En realidad no es asi, sino que la velocidad varia para que la velocidad
angular no varfe. Esta es la grafica del modulo de la velocidad v:

2.0
1.5
1.0

0.5

3 25

0 I T -
2 2 | |

Finalmente, vamos a considerar el caso general de un objeto puntual que
se mueve por el espacio sin pasar por un punto que tomamos como origen de
coordenadas. Entonces podemos definir el modulo r = ||7]| y el vector radial
unitario

I
Uy = —T.
r
Imaginemos, como antes, que un observador situado en el origen de coorde-

nadas ve el objeto, pero no puede medir la distancia r a la que se encuentra.
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Lo que si que puede medir es el angulo que forman los vectores 7(t) y 7(t + At),
para un instante inicial fijo ¢ y un incremento de tiempo At. Dicho angulo es
el mismo que forman los vectores i, (t) v u,(t + At). Como estos vectores son
unitarios, tenemos que

i, (t + At)
o L Af
(¢ + At) — i@, (1) = 2 |sen =~ | 2| sen(A6/2)|
tr(t)
luego
@ (t+ At) — @ ()| || (t+ At) — @, (t)||  |sen BE A
At - |At] 1 Ag/2 | At

Es claro que A8 — 0 cuando At — 0, luego

A
w= Jim o= I Ol

(Notemos que el hecho de que @, sea derivable implica la existencia del limite.)
Con esto llegamos a la definicion general de velocidad angular:

Definicion 4.4 La velocidad angular de un objeto puntual de trayectoria 7 en
cada instante ¢ (respecto del origen de coordenadas) es w = ||i..||.

Acabamos de probar que w mide la variacion del d&ngulo con el que se observa
el movil. Mas precisamente, si At es suficientemente pequenio, el &ngulo Af que
forman los vectores 7(t) y 7(t + At) es aproximadamente Al ~ w]|At| y la
aproximacion es mejor cuanto menor es At.

Vamos a probar que w asi definida es igual a |0’| en los ejemplos preceden-
tes, es decir, es el valor absoluto de la velocidad angular escalar que habiamos
definido previamente. Para ello, siguiendo en el caso general, observamos que
al derivar la relacion 7 = r #,. obtenemos

0 =7, +ri.
y derivando la relacion @, - @, = 1 obtenemos que . es ortogonal a ..

Asi hemos descompuesto la velocidad ¢ en una velocidad radial v, = v’ U, y
una velocidad transversal Uy = r ., que es ortogonal a 7, tiene modulo rw. Es
claro que, al igual que en el caso del movimiento plano, la velocidad radial mide
la variacion de la distancia del objeto, y para estudiar la velocidad transversal
observamos que el vector ¥ x ¥ = 7 x @; tiene modulo |7 x 7| = rw.

Definimos el vector velocidad angular

O S
W= —7r x4
r2
Asi ||&]| = w, y con esto ya tenemos probado que, en el caso de un movimiento
b b
plano, & es el mismo vector que ya tenfamos definido, y que w = |#’|, como

habiamos afirmado.
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En general se cumple igualmente que ¥y = & X 7, pues, como antes, ambos
vectores tienen moédulo rw, ambos son ortogonales a 7y a J, y la regla de la
mano derecha nos da que ambos tienen el mismo sentido.

Si @ mantiene su direccién constante (aunque varie su modulo), entonces,
como 7 - = 0, esto significa que 7 esta siempre en el plano que pasa por el
origen y es perpendicular a la recta sobre la que varia . Por eso podemos decir
que & determina el plano de giro en cada instante (aunque éste pueda estar
cambiando continuamente).

Mas atn, siguiendo con el supuesto de que la direcciéon de & sea constante,
tomando un sistema de referencia que haga que apunte en la direcciéon del eje Z,
la trayectoria (que ya hemos visto que es plana), puede expresarse como

7= (rcosf,rsend,0)
y hemos visto que ¥ = 7. + rf’i; y entonces
& =7xrdu =(0,0,0),

luego el vector & contiene toda la informaciéon sobre la forma en que el objeto
esta girando alrededor del origen de coordenadas (plano de giro, sentido de giro
y velocidad angular), independientemente de lo que el objeto se acerque o se
aleje del origen.

En general, aunque & no sea constante, podemos interpretar que su direc-
cion indica la direccion del eje alrededor del cual esta girando el objeto en un
instante ¢, cuyo sentido determina el sentido de giro (es positivo visto desde
el semiplano hacia el que apunta &) y cuyo moédulo w indica —segin hemos
visto— la velocidad angular del giro en cada instante, sin tener en cuenta la
posibilidad de que el objeto esté acercandose o alejandose del origen, sobre lo
cual & no aporta ninguna informacioén.

Derivando la definicién de & podemos obtener una expresion para la acele-
racion angular

de donde

En el caso particular en que r es constante, es decir, si la trayectoria esta
contenida en una esfera de radio r, esta férmula se reduce a

Ademaés en este caso la velocidad transversal es simplemente la velocidad,
por lo que ¥ = & x 7.

Si ademas la trayectoria es plana (es decir, circular), sabemos que respecto
de un sistema de referencia adecuado, & = (0,0,0"), luego & = (0,0,0") y asf el
modulo de & indica la velocidad con la que varia w, aumentando si & tiene el
sentido de & y disminuyendo si el sentido es el opuesto. ]
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4.2 Las leyes de Newton

Nada de cuanto hemos dicho en la seccién anterior nos permite predecir como
se movera un objeto en unas condiciones dadas. En esta seccién presentamos
los principios dinamicos basicos que nos permitiran aplicar el célculo diferencial
a este tipo de problemas. Se trata de las tres leyes de Newton que ya hemos
discutido en la introduccion, la primera de las cuales es el principio de inercia:

Primera ley de Newton Si un cuerpo estd libre de toda influencia
externa, su velocidad permanece constante, es decir, o permanece en
reposo, o se mueve en linea recta con velocidad constante.

En otras palabras, un cuerpo libre de toda influencia externa se mueve sin
aceleracion o, reciprocamente, si un cuerpo experimenta una aceleracion, ésta
tiene que ser el efecto de una influencia externa.

Fuerzas Ahora bien, jen qué consisten exactamente esas “influencias exter-
nas” que causan aceleraciones? Es obvio que si le damos una patada a una
piedra que esta en reposo y ésta empieza a moverse, la “influencia externa” que
ha causado su aceleraciéon ha sido la patada que ha recibido, pero existen “in-
fluencias externas” mas sutiles. Por ejemplo, si sostengo una piedra en mi mano
y la suelto sin empujarla, ésta deja de estar en reposo y cae. ;Cuél es ahora
la “influencia externa” que la ha acelerado, si mi mano no la ha empujado? La
respuesta es que la ha acelerado la gravedad terrestre. De algiin modo, la piedra
“sabe” que ahi, a cierta distancia, esté la Tierra y se siente atraida por ella, igual
que, a su vez, la Tierra “sabe” que ahi, a cierta distancia, esta el Sol.

Sucede que las causas capaces de acelerar un cuerpo son realmente muy
pocas: apreciables a nivel macroscopico —esto es, descartando algunas que sé6lo
afectan a las particulas subatoémicas— solo hay tres: la fuerza gravitatoria y
otras dos muy relacionadas entre si: la fuerza eléctrica y la fuerza magnética.

Cuando dejamos caer una piedra, ésta se mueve porque experimenta la fuerza
de atraccion gravitatoria de la Tierra, cuando le pegamos una patada a una
piedra, ésta se mueve porque los electrones de los 4tomos de la punta de mi
zapato ejercen una fuerza repulsiva sobre los electrones de la superficie de la
piedra, y asi, la inmensa mayoria de las aceleraciones que percibimos en los
objetos son causadas por la fuerza gravitatoria o la fuerza eléctrica (y solo unas
pocas por la fuerza magnética, como cuando un iman atrae una pieza metéalica).

A la hora de plasmar matemaéaticamente estas ideas, una fuerza se representa
matematicamente como un vector. Puesto que las fuerzas son las causas de las
aceleraciones, podriamos pensar que, matematicamente, un vector de fuerza que
actua sobre un objeto puede identificarse con su vector de aceleraciéon, pero esto
es falso por dos razones:

Por una parte, la aceleracion que sufren en un momento dado un objeto es
la que es, y no puede ser més que una, mientras que sobre un mismo objeto
pueden actuar simultdneamente varias fuerzas. Por ejemplo, si un libro esta en
reposo sobre mi mesa, ello no se debe al principio de inercia, es decir, no es
cierto que esté libre de toda influencia externa. Por el contrario, sobre €l estan
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actuando dos fuerzas: la fuerza gravitatoria terrestre, que lo atrae hacia abajo,
y la fuerza repulsiva que ejercen los electrones de la mesa sobre los electrones del
libro, que lo empujan hacia arriba. Si el libro permanece en reposo ello se debe
a que ambas fuerzas se cuantifican mediante vectores opuestos de suma nula,
por lo que en la practica es como si no se ejerciera ninguna fuerza sobre él. Mas
precisamente: no es cierto que una fuerza ejercida sobre un objeto se materialice
siempre en una aceleracion, sino que la aceleraciéon del objeto dependera de la
suma de todas las fuerzas que actiian sobre él. Esto obliga a distinguir entre las
fuerzas y la aceleraciéon que provocan.

En segundo lugar, una fuerza pretende plasmar una causa fisica, la cual
puede provocar aceleraciones distintas en cuerpos distintos. Por ejemplo, si
le pegamos una patada a una piedra y después le pegamos una patada en las
mismas condiciones a una pelota mas ligera, la pelota experimentara una ace-
leracién mayor que la piedra, por lo que tenemos dos fuerzas iguales que han
causado aceleraciones diferentes.

La segunda ley de Newton afirma que las diferencias en la aceleracion que una
misma fuerza causa en objetos diferentes depende tinicamente de una magnitud
asociada a cada cuerpo, que es lo que se conoce como su masa:

Segunda ley de Newton La suma F de todas las fuerzas que
actian sobre un objeto en un instante dado es el producto de su masa
m por la aceleracion d que experimenta en dicho instante: F = ma.

Antes de poner ejemplos conviene precisar todo lo dicho hasta aqui con
algunas observaciones sobre las unidades de medida:

Unidades de medida No es posible aplicar las matematicas a la realidad
fisica sin especificar un sistema de unidades de medida de las distintas mag-
nitudes. Por ejemplo, en matemética pura es posible hablar de una “unidad
de longitud” sin especificar cuanto mide exactamente, pero cualquier medicion
fisica es relativa a una unidad de longitud concreta que hay que especificar de
un modo u otro. El sistema de unidades fisicas mas utilizado hoy en dia es el
Sistema Internacional de Unidades, fijado por la Conferencia General de Pesas
y Medidas, que se reunié por primera vez en 1889.

De entre las unidades de todas las magnitudes que hemos considerado hasta
ahora hay tnicamente tres unidades fundamentales, es decir, unidades que tie-
nen que ser definidas a partir de procesos fisicos que puedan ser reproducidos en
cualquier momento con garantias de que determinaran siempre la misma mag-
nitud. Estas son el seqgundo como unidad de tiempo, el metro como unidad de
longitud y el kilogramo como unidad de masa.

La tabla siguiente recoge la definicion antigua de cada una de estas unidades
y la definicion moderna fijada por la Conferencia General de Pesas y Medidas,
que es mucho més técnica, pero permite realizar medidas de precision.
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segundo (s) 86 400-ava parte de un dia solar, es decir, del tiempo

(tradicional) que tarda el Sol en pasar dos veces consecutivas sobre un
mismo meridiano.

(1967) Duracion de 9192631770 oscilaciones de la radiacion

emitida en la transicion entre dos niveles hiperfinos del
estado fundamental del isétopo 133 del atomo de cesio a
una temperatura de 0 K.

metro (m) Diezmillonésima parte de la distancia que separa el polo

(1792) norte de la linea del ecuador terrestre a través de la su-
perficie terrestre.

(1983) Distancia que recorre la luz en el vacio en un intervalo

de 1/299792458 s.
kilogramo (kg) | Masa de un decimetro cibico de agua pura en el punto
(1795) de fusion del hielo.
(2018) Unidad de masa que hace que la constante de Plank, es
decir, la proporcion entre la energia de un foton y la fre-

cuencia de su onda electromagnética asociada, sea igual
a h = 6.62607015 - 10734 kg-m?-s~1.

Admitiendo que sabemos cuanto es un segundo, un metro y un kilogramo
(sea entendiendo las definiciones modernas, o aceptando las tradicionales como
validas para nuestros fines, o aceptando que nuestros instrumentos de medida
funcionan correctamente), cualquier otra magnitud de las que hemos conside-
rado hasta ahora se puede definir a partir de éstas.

Por ejemplo, la unidad para la velocidad en el Sistema Internacional es el
metro por sequndo (m/s), que es la velocidad de un movil que recorre un metro
cada segundo. Similarmente, la unidad para la aceleracién es el metro por
sequndo al cuadrado (m/s?), que es la aceleracion de un objeto que aumenta su
velocidad en 1m/s cada segundo. Finalmente, la fuerza se mide en newtons (N
= kg-m/s?), donde un newton es la fuerza que, cuando actiia sobre un cuerpo
de 1kg de masa, le produce una aceleracion de 1m/s.

Ejemplo: La gravedad terrestre Puede comprobarse que, en las cercanias
de la superficie terrestre (a una escala en la que ésta puede considerarse plana),
cada cuerpo es atraido por la Tierra con una fuerza dirigida hacia abajo y que es
proporcional a su masa. Dicha fuerza es lo que se denomina el peso del objeto.

El factor de proporcionalidad se conoce como la intensidad del campo gravi-
tatorio terrestre y se representa por la letra g.

Su valor depende ligeramente de la altitud, de la longitud y de la latitud, ya
que la forma de la Tierra no es perfectamente esférica, y de las posibles irregu-
laridades locales que pueda haber cerca de un punto concreto de su superficie
(no es lo mismo estar en la cubierta de un barco en medio del océano que estar
junto a una mina de plomo). No obstante, estas variaciones son despreciables
en la mayoria de los contextos. Su valor puede determinarse experimentalmente
con facilidad:
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Ejemplo Dejamos caer un objeto desde una altura de 5m y llega al suelo al
cabo de 1.01 s. Determinar la intensidad del campo gravitatorio terrestre.

SOLUCION: Tomando un sistema de referencia con origen en el suelo y en
el que el eje Z sea vertical, es claro que sélo la tercera coordenada de todos los
vectores implicados es relevante, asi que podemos trabajar inicamente con ella.
Si el objeto tiene masa m, la segunda ley de Newton dice que su aceleracion en
cada instante vendra dada por la relacion —mg = ma, luego a = —g. Asi pues,
vemos que un objeto en caida libre (es decir, sobre el que no acttia méas fuerza
que la gravedad) sufre una aceleracion constante igual a g (dirigida hacia abajo)
independientemente de su masa. Si su velocidad inicial es nula, su velocidad en

cada instante t sera .
v:—/ gdt = —gt,
0

y si parte de una altura h = 5m, su altura en un instante ¢ sera
¢ 1
h:5+/ —gtdt =5 — —gt°.
O 2

Como sabemos que h(1.01) = 0, se cumple que 5 — (1/2)g(1.01)? = 0, de donde
g = 9.803 N /kg=m/s2.

En la practica el valor de g puede oscilar entre 9.764 y 9.834 N/kg, pero
un valor promedio aceptado por convenio es g = 9.80665 N /kg. Normalmente
g = 9.8 es una aproximacion razonable. L]

Observemos que, técnicamente, el peso de un cuerpo es una fuerza y se mide
en newtons, al contrario que su masa, que se mide en kg. No obstante, el hecho
de que ambos sean proporcionales hace que a menudo se diga que un cuerpo
“pesa’ 80kg, cuando en realidad lo que se quiere decir es que ésa es su masa
(y su peso es en realidad de 80 - 9.8 = 784 N). La diferencia solo es relevante
si, por ejemplo, nos sumergimos en el agua —en cuyo caso la misma masa pesa
menos— o si cambiamos de planeta. Por ejemplo, en la Luna la intensidad del
campo gravitatorio es de 1.625 N/m, luego un astronauta de 80kg pesa 130 N.

Asi pues, un objeto sometido tnicamente a la gravitacion terrestre (en las
proximidades de la superficie terrestre) experimenta una aceleraciéon constante
independientemente de su masa. En el caso concreto de la gravitacion terrestre,
respecto de un sistema de referencia cuya tercera coordenada sea la altura, la
aceleracion es § = (0,0, —g). "

Para completar los principios basicos de la mecanica newtoniana enunciamos

el principio de accién y reaccién:

Tercera ley de Newton Cuando un cuerpo ejerce una fuerza sobre
otro, éste ejerce a su vez una fuerza sobre el primero de la misma
intensidad, pero dirigida en sentido contrario.

Aqui es fundamental entender que una fuerza y su reacciéon correspondiente
no se compensan, porque cada una se ejerce sobre un cuerpo distinto. Por



4.2. Las leyes de Newton 225

ejemplo, si dos personas con patines de ruedas en los pies estan en reposo una
ante la otra y una extiende sus brazos para empujar a la otra, ella misma se
vera empujada hacia atras con la misma fuerza que haya ejercido sobre la otra,
aunque la segunda haya permanecido completamente pasiva.

Un ejemplo méas cotidiano se produce siempre que un objeto esta apoyado
en otro, por ejemplo, un libro encima de una mesa. El libro esta ejerciendo
una fuerza sobre la mesa de intensidad igual a su peso y dirigida hacia abajo,
y consecuentemente la mesa esta ejerciendo sobre el libro una fuerza igual a
su peso, pero dirigida hacia arriba. El resultado es que el libro permanece en
reposo porque sobre él se estan ejerciendo dos fuerzas opuestas: su peso y la
reacciéon de la mesa.

Ejemplo Sidejamos caer una piedra de 1kg desde una altura de 1 m, entonces
la piedra experimenta una fuerza gravitatoria de 9.8 N que la hace caer hacia
la Tierra, pero técnicamente no es cierto que la piedra caiga hacia la Tierra
mientras ésta permanece en reposo, sino que la piedra también atrae a la Tierra
con una fuerza de 9.8 N, por lo que en realidad la Tierra y la piedra corren una
al encuentro de la otra. Ahora bien, teniendo en cuenta que la masa de la Tierra
se estima en M7 = 5.9736 - 1024 kg, la aceleracién que experimenta viene dada
por la ecuacion
MTCLT = 98,

luego ar = 1.6405 - 10~2*m/s2. Si tomamos un sistema de referencia en el que
la superficie de la Tierra estd en x = 0 y la piedra en x = 1, se encontraran en
el instante ¢ que cumpla:

1 1
—art? =1— —gt?
24T 29"

2
t=/ ,
ar+g

y el espacio que la Tierra recorrera en este lapso de tiempo sera de

luego

1
r=-art? = —L = 1674-10"2nm.
2 ar +g

Por lo tanto, en la practica podemos considerar que la Tierra no se ve afectada
por la atracciéon de la piedra. m

Ejemplo: Planos inclinados ;Co6mo se mueve un objeto que se desliza sin
rozamiento por un plano inclinado?

Si « es la inclinacion del plano y el objeto tiene masa m, en cada momento
esta sometido a dos fuerzas: su peso P = (0, —mg) y la reacciéon del plano
que no ofrece ninguna resistencia al avance sobre el propio plano (despreciando
el rozamiento), pero si impide cualquier intento de desplazamiento en la di-
reccion perpendicular al plano. Esto significa que T compensa exactamente
la componente de P perpendicular al plano, cuya intensidad es mg cos «, por
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lo que la fuerza resultante es la componente tangencial del peso, y su médulo
es F' = mgsena. Por lo tanto, el cuerpo estd sometido a una aceleracién de
modulo ||@|| = gsen « dirigida en la direccion del plano.

mgsen o

Si tomamos un sistema de referencia con un eje sobre el plano inclinado,
entonces la ecuacion del movimiento es

1
=7+ To(t —to) — F9sena (t —to)?.
Por ejemplo, si dejamos caer un cuerpo por un plano con inclinacion « desde

una altura h con velocidad inicial nula, el espacio [ que tiene que recorrer para
llegar a la base es [ = h/senq, y el tiempo T requerido cumplira

h 1
— —gsenad? =0,
sena 2
luego
2h 2
sen o gh

Por ejemplo:

¢ Cudnto tiempo tardard en llegar al suelo un objeto que se deja caer
por un plano inclinado en 60° desde 200 m de altura?

La respuesta es

V4 .
M =12.8s.

1/2

Observemos que el objeto, en su caida por el plano inclinado, ha avanzado
100 m horizontalmente. Galileo se planteo el problema siguiente:

Si queremos que un objeto recorra una distancia horizontal d, ;desde
qué altura tendriamos que dejarlo caer por una rampa para que tarde
en llegar a la base el menor tiempo posible?

Queremos el valor de h que hace minima la funcién

)=\ 2V
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0, equivalentemente, su cuadrado:

y vemos que la derivada es negativa si h < d y positiva si h > d, luego f decrece
hasta llegar a h = d y a partir de ahi crece, luego el tiempo minimo se consigue
cuando h = d, es decir, con una rampa inclinada en 45°. Dicho tiempo minimo

es
T =2/d/g.

Por ejemplo, si d = 100m, el tiempo minimo es T = 6.39s, que mejora
sustancialmente los 12.8 s que hemos calculado antes para una la rampa en 60°.

Sin embargo, es posible trasladar 100 m horizontalmente un cuerpo en menos
de ese tiempo dejandolo caer por una rampa adecuada. Por ejemplo, basta
considerar dos planos inclinados como indica la figura:

En el primer plano inclinado el objeto experimenta una aceleraciéon de mo-
dulo gsen(37/8) y tiene que recorrer un espacio 2-100sen(7/8), luego el tiempo
t1 que requerira para ello cumplira

1 3
—2005en% = 5" 9.886n§t2,

y la solucién es t; = 4.112s. Cuando llegue a la base del primer plano, la
velocidad sera

vo = at; = 9.8sen 3% 4.112 = 37.228 m/s.

En el segundo plano inclinado el espacio a recorrer es el mismo y la aceleracion es
gsen(m/8), pero ahora la velocidad inicial no es nula, sino que es precisamente la
velocidad vg que acabamos de calcular.* El tiempo t5 que tardara en recorrerlo
cumpliréd

1
—200 sen% — —37.228- ¢ — - 9.8sen g 2 =0,

4 Aqui hay que suponer que el cambio de plano no supone un “choque” para el objeto que
pueda frenarlo. Podemos suponer que la junta estd redondeada, de modo que la reaccion del
plano curva su trayectoria sin modificar el médulo de su velocidad.
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y la solucion (positiva) de esta ecuacion es to = 1.878, por lo que el tiempo total
que tarda el objeto en llegar a la base es

T =1t +1t>=>5.99s.

Vemos asi que el camino mas corto no es el camino mas rapido. Aunque
con la concatenaciéon de dos planos inclinados el espacio recorrido es mayor, el
tiempo empleado en realizar el descenso es cuatro décimas de segundo menor
que si la caida se hace en linea recta.

Tal y como senaldbamos en la introduccién, esto lo observo Galileo en 1638,
y vio que considerando més planos inclinados inscritos en una circunferencia el
tiempo de descenso se reducia cada vez més, y concluydé que el menor tiempo
posible se consigue cuando la trayectoria es un arco de circunferencia.

En la pagina 334 veremos que el tiempo de caida por el arco de circunferencia
es T = 5.925s, que, en efecto, es menor que el tiempo de caida por las poligonales
inscritas en él, pero también veremos que no es el menor tiempo posible.

Consideremos ahora el otro problema de Galileo que discutimos en la intro-

duccion:

Determinar todos los puntos desde los cuales, al dejar caer un objeto
por un plano inclinado, éste llega a un punto prefijado en un tiempo

prefijado.

Concretamente, si dejamos caer el objeto desde un punto (z,y), con y > 0,
por un plano inclinado que termina en (0,0), el tiempo que tardaré en recorrer
el plano viene dado por (4.2), que equivale a

T Vlg
v/ 2

y elevando al cuadrado y operando se convierte en x2 + y? = Hy, donde hemos
llamado H = (1/2)gT?. Equivalentemente,

o’ + (y — H/2)* = (H/2)?,

que es la ecuacion de la circunferencia de centro (0, H/2) y radio H/2. En
conclusion:
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Si dejamos caer un objeto desde un punto de una circunferencia
hasta su punto mds bajo por un plano inclinado, el tiempo que tar-
dard en llegar a dicho punto es el mismo, sea cual sea el punto de
partida. H

-
Pt e S~

(Se incluye el caso en que el objeto se deja caer verticalmente desde una
altura H, en cuyo caso no hace falta ningtin plano inclinado.) m

Ejemplo: La catenaria Tal y como hemos senalado en la introducciéon, en
1690 Jakob Bernoulli desafié a los matematicos de su tiempo a encontrar la
catenaria, es decir, la forma exacta que adopta una cadena cuando se la suspende
de sus extremos.

Para resolver el problema tenemos que suponer que la cuerda tiene densidad
constante, es decir, que la masa de un segmento de cuerda de longitud s es ps,
para una constante p. Llamemos y(z) a la curva que estamos buscando, definida
sobre un intervalo [zg,x1] con las condiciones y(zp) = yo, y(x1) = y1, es de-
cir, suponemos que los extremos de la cuerda son dos puntos (zg, yo), (1,41).
Ademas exigimos que la longitud de la cuerda tenga un valor prefijado L, es
decir, que se tiene que cumplir

@
/ V1+y'(x)2dx = L.
o

Consideramos la parametrizacion por el arco ¢(s) = (z(s),y(s)) y llamamos
ademas «(s) al dangulo que forma con la horizontal la tangente a la cuerda en
@(s). La interpretacion geomeétrica de la derivada equivale a que

y'(z) = tan a(s(x)). !
Consideremos un punto cualquiera de la cuer-
da (es decir, un punto ¢(s), para un cierto
valor de s € [0,L]). La fuerza de cohesién o.s
que mantiene unida la cuerda por dicho punto
—Ila fuerza que desapareceria si cortaramos o.s
la cuerda— esta representada por dos vecto- =
res de tension opuestos, T(s) y —T(s), donde 0.2
convenimos que f(s) es el que tiene su com-
ponente horizontal positiva. 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Concretamente, f(s) es la fuerza que la parte de la cuerda posterior a s ejerce
sobre la parte anterior y —f(s) es la fuerza que la parte anterior de la cuerda
ejerce sobre la parte posterior. Si, como en la figura, consideramos un punto
donde la curva es creciente, podemos decir, més descriptivamente, que f(s) es
la fuerza con la que la parte superior de la cuerda “sostiene” de la parte inferior,
mientras que —f(s) es la fuerza con la que la parte inferior de la cuerda “estira”
de la parte superior. En los puntos donde la curva es decreciente se invierten
los papeles. Que ambas tensiones tengan la misma direccién e intensidad, pero
sentidos opuestos, es consecuencia de la tercera ley de Newton: la fuerza que
ejerce una parte de la cuerda sobre la otra ha de ser exactamente la opuesta de
la que la otra ejerce sobre la primera. Es claro que su direccion debe ser la de
la tangente a la curva®, luego podemos descomponer f(s) como

T(s) = (T(s) cos a(s), T(s) sen a(s)).

Alguien podria pensar que sobre el punto «(s) se ejerce una tercera fuerza,
a saber, el peso, pero debemos recordar que los puntos no tienen masa, por lo
que tampoco tienen peso. Para tener en cuenta el peso hemos de considerar,
no un punto, sino un arco de cuerda, digamos el correspondiente al intervalo de
parametros [s, s + As]. Dicho arco esta sometido a tres fuerzas: su peso

—

P = (07 —PQAS)

y las tensiones con las que la cuerda “tira” de sus extremos, que son f(d + As),
—T(s). La condicién de equilibrio es que la suma total sea nula:®

T(s+As) —T(s)+ P =0.

Maés explicitamente:

0.8 T s+ As)
T(s+ As)cosa(s + As) — T(s)cosa(s) =0, 07
0.6
T(s+As)sena(s+As)—T(s)sena(s) = pgAs. °-°
0.4
Si hacemos tender As — 0 vemos que 0.3
0.2

d(T cos @) o, d(T sen «) ~ . 0.1 “F(s) §
ds ds 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Esto es cierto para todo punto s € ]0, L. La primera condicién equivale a
que la componente horizontal de la tensién es constante:

T(s)cosa(s) =k > 0.

5La tensién de una cuerda recta se ejerce en la direccion determinada por ella misma, y
una curva diferenciable, vista al microscopio en un entorno de uno de sus puntos, se confunde
con su recta tangente, lo que muestra que ésa ha de ser la direcciéon de las tensiones en ese
punto.

60bservemos que las tensiones se aplican en puntos distintos y que el peso no se aplica
en ningin punto en particular. La condiciéon de suma nula seria obviamente necesaria si el
arco fuera rigido, pero con mayor razén ha de ser necesaria si es flexible, ya que una suma de
fuerzas que moveria un arco rigido, con mayor razén moveria a un arco flexible.
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Sustituyendo T'(s) en la segunda igualdad obtenemos que

dtana(s) pg
di = — = l’l"
s K
Equivalentemente:
_ dtana(s(z)) dz _ dy'(z) 1
B dx ds  dx 1+ y/($)2'

En resumen, hemos llegado a la ecuaciéon diferencial:

y"(x)
1+ (x)?

Considerandola como ecuacion en u = y' y separando variables obtenemos
arsenhy/(x) = px + c1,
es decir,
y'(z) = senh(uz + c1),

e integrando a su vez esta ecuacién llegamos a

y() = cosh(pz + ¢1) e
"

Esta es la ecuacion de la catenaria, que, como vemos, es esencialmente el
coseno hiperbolico, modificado con pardametros p, ¢; y ¢2 que nos permiten
ajustar la longitud y los extremos. Concretamente, la condiciéon sobre la longitud
nos da que

1 1
L:/ \/1+y’(x)2dx:/ \/1+senh2(,ux+cl)dx:
xo o

7

senh(pz + cl)} “t senh(uxy +c¢1)  senh(uwzo + ¢1)
7 20 7 7

luego, en total, tenemos tres ecuaciones que determinan las tres constantes:

T
/ cosh(pz+c1)dx = {

0

cosh(uxg + ¢ cosh(uxi + ¢
W-i—czzyo, (Mu11)+02:y17

senh(ux; + ¢1) — senh(uxg + ¢1)
L

=L

En general, calcular los pardmetros de la catenaria a partir de las condiciones
iniciales requiere resolver numéricamente este sistema de ecuaciones. Conside-
remos, por ejemplo, las condiciones z(—1) = z(1) = 0y L = 3. Es claro
entonces que la catenaria tiene que ser simétrica respecto del eje vertical, lo
cual se traduce en que ¢; = 0.
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La condicion sobre la longitud es
senh(p) — senh(—p) = 3y,

o también senh(u) = 31/2, cuya solucion es p = 1.62213. .., de donde

o=y = — OB 01739
-10 -0.5 [ 0.5 .0
o2
—0.4;
70.6;
o8]

La figura muestra la catenaria y la parabola de longitud 3 que pasan por los
puntos (+1,0) (la parabola es la que cae méas bajo). En la introduccion hemos
mostrado las graficas de catenarias y parabolas de otras longitudes. ]

Ejemplo: La ley de Hooke Los muelles proporcionan una técnica para
medir fuerzas gracias a que verifican la llamada ley de Hooke. Un muelle tiene
la propiedad de que se puede estirar o contraer bajo la accién de una fuerza, pero
es capaz de regresar a su posicion inicial una vez ha cesado la fuerza causante de
la deformacién. Por simplificar la situaciéon, supongamos que metemos un muelle
en un tubo, de modo que no pueda realizar ninguna clase de desplazamiento més
que en sentido longitudinal, y fijamos uno de sus extremos dejando libre el otro.
Tomamos un sistema de referencia de modo que el muelle esté sobre el eje x y
su extremo libre ocupe la posicién x = 0 cuando no actiia ninguna fuerza.

A MY — £ = —=

Muelle distendido 0 Muelle tenso = 0

La ley de Hooke afirma que el muelle ejerce sobre su extremo libre una fuerza
proporcional a la distancia en que ha sido desplazado de la posicién que ocuparia
en ausencia de fuerzas. Como esta fuerza esta dirigida en sentido contrario al
desplazamiento, respecto al sistema de referencia que hemos fijado se expresara
como F' = —kx, donde k es una constante que depende del muelle. Asi, por
ejemplo, para mantener el muelle en la posicion de la figura de la derecha,
es necesario mantener aplicada en su extremo una fuerza F’ = kz (hacia la
izquierda) que compense la fuerza hacia la derecha —kx que ejerce el muelle.
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La constante k puede determinarse sin més que aplicar al muelle una fuerza
de intensidad conocida (por ejemplo, colgando de él un cuerpo de masa cono-
cida). Una vez determinada, el muelle se convierte en un dinamdémetro, es decir,
en un aparato de medida de fuerzas. Para medir una fuerza se la hace actuar
sobre el extremo del muelle, se mide el desplazamiento que produce y se multi-
plica por la constante k. En particular, un muelle puede usarse como bascula,
ya sea poniéndolo debajo de un plato para que cualquier objeto depositado en
él oprima el muelle con la fuerza de su peso, ya sea colgando de él un plato para
que el peso lo estire.

En realidad la ley de Hooke sélo es valida para desplazamientos pequenos.
Si son demasiado grandes, la fuerza del muelle puede ser menor de la prevista
por la ley de Hooke, y si son excesivamente grandes el muelle se deformara de
forma permanente o incluso se podria romper.

Supongamos ahora que sujetamos un objeto de masa m en el extremo libre
de un muelle, lo alejamos de su posicion de equilibro hasta una posicion xg y

lo soltamos. La segunda ley de Newton nos da entonces que mz” = —kz, o
también "
2’ = e z(0) =z, 2'(0) = 0.

Esto es una ecuacion diferencial de las estudiadas en el teorema 1.35, luego su
solucion es
x = xg cos(\/k/mt).

En efecto, ésta es la solucion de la familia de soluciones consideradas que
cumple las dos condiciones iniciales. Vemos asi que el objeto situado en el
extremo del muelle oscilara para siempre alrededor del punto de equilibrio, con

periodo
m
T=2m, )2
V%

(el tiempo que tarda en ir y venir) y frecuencia

1 1 k
V=— = — _
T 2rVm
(el ntmero de oscilaciones por segundo). En la practica las oscilaciones se
atenuaran por el rozamiento hasta que el muelle se estabilice en su posicion
de equilibrio.

La situaciéon anterior supone que el muelle esta oscilando horizontalmente,
de modo que el peso del cuerpo situado en su extremo no afecta al movimiento,
pues es compensado por la reaccion de la superficie sobre la que se apoya.
Supongamos ahora que el muelle estd en vertical, con el cuerpo colgando de
él. Si el objeto estd en reposo, su posicién no serd r = 0, sino x =1 < 0
(entendiendo como es habitual que las posiciones negativas son las situadas por
debajo de la posiciéon de x = 0, que corresponde a la posicién de equilibrio del
muelle) de modo que —kl — mg = 0.
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Si desplazamos el cuerpo hasta una posiciéon zg # [ y lo soltamos, ahora en
la segunda ley de Newton tenemos que tener en cuenta que la fuerza resultante
que acttiia sobre el cuerpo es su peso y la ejercida por el muelle:

—mg — kx = ma,
y esto puede expresarse en la forma
—k(z—1)=ma" =m(l+z)", z(0) =1 =x0 — 1, 2'(0) = 0.

Por lo tanto, la funcién x — [ satisface también una ecuacion diferencial del tipo
considerado en el teorema 1.35, cuya solucién es

x =14 (xg—1)cos(v/k/mt).

Vemos que el muelle oscila con el mismo periodo que cuando no influia el peso,
pero alrededor de x = [, en lugar de alrededor de x = 0. L]

El péndulo simple Segin hemos contado en la introduccién, Galileo observo
que el periodo de oscilacién de un péndulo es independiente de la amplitud de
sus oscilaciones, si bien esto sélo es cierto para amplitudes pequenas. Vamos
a ver por qué. Para ello consideremos un objeto de masa m colgado de una
cuerda de longitud [. Lo desplazamos un poco desde la vertical con la cuerda
tensa y lo dejamos caer. Observemos que en cada instante acttian dos fuerzas
sobre el péndulo: su peso P y la tension de la cuerda T. En efecto, la cuerda
ejerce una fuerza, pues si el péndulo se moviera tnicamente bajo la accion de
su peso, simplemente caeria. Ademaés, es obvio que una cuerda no puede hacer
més que tirar en su propia direccion, es decir, que T tiene la direccion de la
cuerda y apunta hacia su extremo fijo.

El peso es P = (0, —mg), pero podemos descomponerlo en una
componente radial P. y una componente transversal P. Sila po-
sicion del objeto es 7 = (Isenf, —lcos @), entonces la componente
radial tiene modulo P, = mgcosf y la componente transversal
P, = mg|sen|. Por otra parte:

7= (10" cos 0,10 sen 0), P

@ = (10" cos0,10" sen @) — (160" sen 0, —10"? cos ) = 10”7 — 0"*7,

donde 7 = (cosf,sen f) es el vector tangente unitario. La segunda PI\T
ley de Newton nos da la ecuacion

T+ P =ma,
que podemos descomponer en sus componentes radial y transversal:

T+P.=—-m0%, P, =-mlo's.
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La primera ecuaciéon expresa que la suma de la tensién de la cuerda mas
la componente radial del peso debe ser igual a la masa del péndulo por la
aceleracion normal del péndulo. Expresando

. T .
T:_TF’ Pr:gcos@??7
se reduce a que
T
2+ s = —mb"?,

l l

de donde el médulo de la tensién de la cuerda es T = mg cos 6 +mb'2l. Pero la
ecuacion mas interesante es la segunda. Observemos que I3t = —mgsen 7, pues
si @ > 0 (como en la figura), el vector 7 tiene sus coordenadas positivas, mientras
que ﬁt las tiene negativas, y viceversa. Por lo tanto la segunda ecuacion nos da:

0" = —% sen . (4.3)

Tenemos asi una ecuacion diferencial de segundo orden que determina la
funcion 6(t) y, por consiguiente, la posicion del péndulo en cada instante, si le
anadimos las condiciones iniciales 6(0) = 6y, ¢’'(0) = 0.

De momento no sabemos resolver esta ecuacion diferencial (lo haremos en
la seccion 6.5), pero si la amplitud maxima 6y es pequena, la aproximacion
sen @ ~ 0 es razonable, y la ecuacion diferencial se convierte en

//__g
0" = 19,

que tampoco es trivial, pero que hemos resuelto en el teorema 1.35. Su solucion

es
0 = 6 cos (ﬁt) ,

pues, ciertamente, con esta eleccion de las constantes, se cumplen las condiciones
iniciales 6(0) = 6y y ¢’(0) = 0. La figura siguiente muestra la grafica de la
solucion 0(t) de la ecuacion diferencial exacta (con el término sen ) y la solucion
aproximada que hemos encontrado paral = 1m y 6y = 15° (que es precisamente
el angulo que muestra la figura anterior):

I\

L
.

12
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Vemos que son précticamente indistinguibles. Segun la solucién aproximada
que hemos encontrado, el periodo de oscilacién es

l
T =2m4y/—,
g

lo cual confirma los experimentos de Galileo: es independiente de la amplitud 6
y proporcional a v/I. Este es el fundamento de los relojes de péndulo y de los
metréonomos.

Notemos por ultimo que tanto la solucién exacta como la aproximada predi-
cen que el péndulo continuara oscilando indefinidamente siempre con la misma
amplitud. Esto no es cierto en la practica, sino que un péndulo va disminuyendo
poco a poco su amplitud (pero no su periodo) hasta que se para, pero esto se
debe a que sobre él actia una tercera fuerza: la fuerza de rozamiento del aire
que va frenandolo paulatinamente y que no hemos tenido en cuenta en nuestro
planteamiento. L]

4.3 La ley de gravitacion universal

En esta seccién probaremos que la ley de gravitaciéon universal de Newton
implica las leyes de Kepler sobre el movimiento planetario. Recordemos su
enunciado:

Ley de gravitacion universal Dos cuerpos cualesquiera se atraen
con una fuerza directamente proporcional a sus masas e inversa-
mente proporcional al cuadrado de la distancia que los separa.

Consideramos un sistema de referencia con el Sol en el origen de coordenadas
y llamamos 7 al vector de posicién de un planeta o, mas en general, de cualquier
cuerpo que se mueva sometido a la gravedad solar. Si llamamos M a la masa
del Sol y m a la del planeta, la ley de gravitaciéon universal afirma que éste
experimenta una fuerza dirigida hacia el origen de coordenadas dada por
GMm

F=- T,

r3

para cierta constante G. Notemos que asi el mddulo de FesF = GMm/r?,
como requiere la ley de gravitacion. Suponemos que ninguna otra fuerza actua
sobre el planeta. La segunda ley de Newton nos da la ecuacion diferencial

GMm

7 =mad
r3 '

No es facil resolver esta ecuacion directamente, pero podemos extraer mucha
informacién de ella sobre cémo tienen que ser sus soluciones. Para ello intro-
ducimos el momento angular de un objeto respecto de un sistema de referencia
dado, que se define como

L =7 xm.
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Su interés radica en que (cuando la fuerza se dirige hacia el origen de coorde-
nadas) se mantiene constante, pues

-

dL L,
E:E’xmﬁ—}—Fde’:FXF:O,

pues F'y 7 son proporcionales.

Como L es ortogonal a 7, concluimos que el planeta se va a mover siempre
en el plano que pasa por el origen de coordenadas y es ortogonal a L. Podemos
elegir el sistema de referencia de modo que dicho plano sea el plano XY, con lo
que podemos expresar 7 en coordenadas polares:

7= (pcos,psend,0).
A su vez, llamando w = ¢’,
7= p'(cos,senf,0) + pw(—send, cosh,0), (4.4)
luego
L= p(cosB,sen6,0) x (mp'(cosB,send,0) + mpw(—send, cosb,0))

= mp*w(cosf,send,0) x (—sen b, cosd,0) = (0,0, mp°w).

Por consiguiente,
L = mp’w

tiene que ser invariante en el tiempo. Volvemos a derivar llamando o = w’ = 6”:
a=(p" — pw?)(cosf,sen b, 0) + (2p'w + pa)(—sen b, cos 6, 0).

La fuerza gravitatoria es:

GMm

Fee=s

(cos@,senb,0).

Teniendo en cuenta que los vectores (cosf,sen6,0) y (—sené, cosé,0) son orto-
gonales, la igualdad F' = mdad equivale a las dos ecuaciones diferenciales:

Pl = pw? = — 20'w + pa = 0. (4.5)

p?’
La solucién es complicada, pero de momento vamos a tratar de determinar

la forma de la trayectoria, aunque sea con otra parametrizaciéon. Por ello, en
lugar de calcular las funciones p(t) y 0(t) calcularemos la parametrizacion p(6).

Ahora bien, hay un caso en el que esta parametrizaciéon es imposible: Si
wo = 0, por (4.4) tenemos que % es nula o proporcional a 7. El hecho de que
L sea constante implica que si wy = 0, de hecho w = 0 en todo instante ¢, luego
también oo = 0 y la segunda ecuacion de (4.5) se cumple trivialmente. Asi pues,
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en este caso la soluciéon de las ecuaciones es una recta de la forma (p(t), 90),
donde p esta determinada por la ecuaciéon

GM

1/

- (46)
2

con las condiciones iniciales pg = ||| ¥ pj = £||Uo]| (por (4.4)).

Notemos que, segin hemos observado, la invarianza de L implica que si
w(t) = 0 en un instante ¢, entonces w = 0 en todo instante, luego, recipro-
camente, si wy # 0 entonces w no se anula nunca. Esto nos permite usar la
funcion 6(t) como cambio de parametro, que nos da la reparametrizacion p(0).
Claramente

pr=rppw y P = pgw’ + pho

Sustituimos estas igualdades en (4.5) y eliminamos « en la primera usando

la segunda. El resultado es la ecuacion

2072 aM
(p” - —p> W=

donde ahora todas las derivadas son respecto de 6 y no respecto de t. No obs-
tante, la presencia de w nos obliga a considerar ambos miembros como funciones
de t (pues la expresion entre paréntesis es una funcion de 6 compuesta con la
funcion 6(t)).
Sin embargo, al multiplicar ambos miembros por m?p* queda
1 2 /2 1 GMmZ

g1 gt wn

p p p L
donde L una constante, luego todo el segundo miembro es constante y la igual-
dad sigue siendo valida si consideramos el primer miembro como funciéon de 6.

Pero el teorema 1.37 nos da entonces que p(f) es de la forma
L2 1
 GMm?2 1+ ecos( + ¢)’

p

para ciertas constantes € > 0 y ¢, que determina una conica de excentricidad e
con uno de sus focos en el origen de coordenadas, es decir, en el Sol. Con esto
hemos probado la primera ley de Kepler generalizada:

Los cuerpos sometidos tunicamente a la traccion gravitatoria de otro
cuerpo siguen trayectorias rectas o secciones conicas, de modo que
cualquier seccion conica puede ser la trayectoria de un cuerpo, si la
posicion y la velocidad de éste en un instante dado son las adecuadas.

Si elegimos el sistema de referencia de modo que el perihelio corresponda al
angulo € = 0, entonces ¢ = 0. Si vy es la velocidad del planeta el en perihelio
y po su distancia al Sol, entonces

L2

2 2.2
= Gl 2(1+€)—1_m PoYo
m

= Sape? (1+e)71, (4.8)

Po
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luego la excentricidad de la orbita en funcion de las condiciones iniciales en el
perihelio es
€ — Povs
GM
Para orbitas elipticas, el afelio o punto de mayor distancia al Sol se alcanza
cuando 6 = 7, luego

-1

B L? (1 )71 ~ 1+e
PL= GMm? o T
El semieje mayor de la 6rbita es
g Pote P L? 1
2 1—e GMm2(1+¢€)? .

Ahora es facil demostrar la segunda ley de Kepler, es decir, que el radio
que une el cuerpo que orbita con el Sol barre areas iguales en tiempos iguales.
En efecto, segin el teorema 2.6, el drea de una conica comprendida entre dos

angulos Oy y 61 es
1o
A== 2do.
2 /9 r

0

Hacemos el cambio 6§ = 6(t), donde ¢ es el tiempo, y el resultado es

%/1p2(6(t))9/(t)dt: ;/tolpz(t)w(t)dtz Qin/tolLdt: %(tl—to).

to

Asi pues, el area barrida es proporcional al tiempo empleado en barrerla.
Por lo tanto, para saber en qué punto de la 6érbita estard un planeta en un
momento dado (conociendo su posicién en un instante inicial) puede calcularse
conociendo su wvelocidad areolar, es decir, el area barrida por unidad de tiempo,
que segun el célculo precedente es

Va =5
En el caso de una orbita eliptica puede calcularse a partir del periodo de rota-
cion T, es decir, del tiempo que tarda el cuerpo en dar una vuelta completa,
pues entonces v, = A/T, donde A es el area de la elipse, que, segiin hemos visto
en la pagina 86, viene dada por A = wab, donde a y b son los semiejes. Hemos
visto que
L? 1
T oMm2 1

En cuanto al semieje menor, segun se ve en la seccion 7.1 de [IGE], como ya
hemos tenido en cuenta en la seccion 2.3, es b = av/1 — €2. El area de la elipse
es, por consiguiente,

2

L4
A=mab=ma’\V/1—¢ 2\/1—62.

- ™
T GIM? mA(l- &)
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Segtin hemos calculado, la velocidad areolar es A/T = L/(2m), luego

or  L? /1 —¢€2

T = — .
G2M?2 m3 (1 — €2)2

Combinando las expresiones de a y T obtenemos

T?  4r?

— ==, (4.9)

a® GM
que es la tercera ley de Kepler: los cuadrados de los periodos de revolucién son
proporcionales a los cubos de los semiejes mayores, con el anadido de que ahora
tenemos una expresion sencilla para la constante de proporcionalidad. L]

El experimento de Cavendish Observemos ahora que la ley de gravitacion
universal que —segin acabamos de comprobar— explica el movimiento de los
cuerpos celestes, también explica el comportamiento familiar de la gravedad
terrestre. Un cuerpo situado cerca de la superficie de la Tierra es atraido por
ésta con una fuerza dirigida hacia su centro y de modulo

- GMTm

F=""

)

donde M7 la masa de la Tierra t r es la distancia del cuerpo al centro de la
Tierra. Expresandola como r = Rp + h, donde R es el radio de la Tierra,

GMTm( Ry )2 ( Ry )2
F= D) =mg s
R2 \Rr+h Rr+h

_ GMy
-z

donde

=9.80665 N /m (4.10)

es la intensidad del campo gravitatorio terrestre que ya hemos manejado en
varias ocasiones. Ahora bien, cuando la altura h es pequefia en proporciéon con
el radio terrestre Rr, el segundo factor es practicamente 1 y se puede despreciar.
Por ejemplo, para una altura de 5km sobre el nivel del mar tenemos que

Rr \> (637817
= = 0.998434
<RT+h> (6383.1) ’
lo que cambia el valor de g de 9.8 N/m a 9.79 N/m. Por ello, para movimientos de
cuerpos que 1o se eleven excesivamente, es razonable suponer que g es constante,
como hemos hecho en la seccién anterior.
Pero ahora hemos encontrado la relacion GM = gRZ%, donde el miembro de-

recho es conocido, por lo que determinar la constante de gravitacion universal G
es equivalente a calcular la masa M de la Tierra.

Asi, si Eratostenes se hizo famoso por haber calculado con bastante apro-
ximacion el radio (y, por consiguiente, el volumen) de la Tierra sin salir de
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Alejandria, en 1798 Henry Cavendish hizo algo mucho maés dificil sin salir de
su casa: peso la Tierra. Més precisamente, Cavendish calculé la densidad de la
Tierra, lo cual, conocido su radio, es equivalente a calcular su masa, y, por la
relacion precedente, es equivalente a calcular la constante G. En realidad Ca-
vendish no consider6 para nada la constante G. En su época no se consideraba
relevante y a menudo ni siquiera se escribia, sino que se hablaba meramente
de proporcionalidad entre la fuerza, las masas y las distancias. Pero sus me-
diciones permiten calcular G exactamente igual que M (de hecho, con menos
procesamiento matemético de los datos experimentales).

Cavendish se valié de una balanza de torsién, un dispositivo inventado en
1777 por el fisico francés Charles-Augustin de Coulomb para medir la intensidad
de la fuerza eléctrica, pero al parecer el reverendo britanico John Michell la
descubri6 independientemente con el propoésito de medir la intensidad de la
gravedad y construyo una, pero muri6 antes de poder emplearla, y Cavendish
la heredo.

Una balanza de torsiéon no es mas que una varilla rigida de longitud L colgada
de un cable por su centro con dos bolas iguales de masa m en sus extremos, de
modo que la masa de la barra sea despreciable frente a m.

Consideramos un sistema de referencia con origen en el punto donde el cable
sujeta la barra y con el eje Z siguiendo la direcciéon del cable. Usar el disposi-
tivo como balanza requiere que sobre las bolas actien unicamente las fuerzas
siguientes:

a) Los pesos (iguales) P = (0,0, —myg).
b) Las fuerzas fl y fg que la varilla ejerce sobre ellas.

c¢) Otras fuerzas Iy = —F, que vamos a suponer que no tienen componente
vertical. (Son las fuerzas que mediremos con la balanza.)

El hecho de que los pesos de las bolas sean iguales, junto con que las fuer-
zas F; no tengan componente vertical, se traduce claramente en que las bolas
se mantendréan en equilibrio como en una balanza, sin subir ni bajar, lo que
significa que las componentes verticales de las fuerzas T; seran ambas iguales a
713, es decir, que uno de los efectos de la varilla sobre las bolas es el de compen-
sar su peso. Mas aun, el hecho de que las fuerzas ﬁl tengan sentidos opuestos
implica que sus componentes radiales también tendran sentidos opuestos, y es
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facil convencerse entonces de que el centro de la varilla permanecera inmévil, el
cable se mantendra siempre en posiciéon vertical y el tinico movimiento posible
de las bolas sera girar en la circunferencia de centro el origen de coordenadas y
radio L/2.

Asi pues, los vectores de posicion de las bolas seran de la forma

L L
7 = E(cosel,senﬂl,O), Ty = §(c0s92,sen92,0),

donde 05 = 61 + 7. Las velocidades seréan:
L
U; = 50.)(— sen 6;, cos 6;,0)
donde w = 0 (que no depende de ), y las aceleraciones:
. L 1,
a; = aa(f sen 6;, cos6;,0) — v (cosb;,senb;,0),

donde @ = w’ = /. La segunda ley de Newton afirma que la fuerza total fi que
acttia sobre cada bola cumple:

fi = F,+ T, + P = ma,.

En realidad, el movimiento de la balanza esta determinado por la evolucion
de los angulos 6;, y las fuerzas contienen informacion irrelevante (los pesos no
contribuyen y las fuerzas radiales son simplemente las necesarias para que las
bolas giren, pero no afectan a los dngulos 6;). Por ello el analisis del movimiento
se simplifica si en lugar de considerar fuerzas consideramos los momentos que
determinan, donde el momento de una fuerza f que actia sobre un cuerpo
situado en la posicion 7 (respecto del sistema de referencia considerado) se define
como M = 7 x f En nuestro caso:

_ -~ L L
M; =7; x f; = a(cosei,sen@ﬂ) X mia(— sen 6;, cosb;,0),

luego
. 1
M; = (0,0, szza).

Pero es méas practico trabajar con la suma de ambos momentos:
- - - 1
AJ:AA+A@:(QQ§mD%)

Este momento total sera la suma de los momentos totales correspondientes a
los tres pares de fuerza. El de los pesos se cancela:

7?1 X (0707 _mg) +’F2 X (0,0, _mg) = 67

pues 5 = —77. Para calcular el de las fuerzas F; las descomponemos en sus
componentes tangencial y radial:

Fy = F}(—senf;,cos6;,0) + Fi(cos6;,sen6;,0),
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y observamos que, como Fy = —F) y 75 = —77, ahora los momentos correspon-
dientes a las fuerzas F; no se cancelan, sino que son iguales:

- - L
Mp =2Mp, = 2§(cos 61,sen60;,0) x F(—senf,cosby,0) = (0,0, LF}).

De hecho, es facil ver que F}' = F7, por lo que podemos referirnos a este valor
comiin como F, que es el modulo de la componente tangencial de cualquiera
de las fuerzas F;, con signo positivo si ambas apuntan en sentido antihorario y
negativo en caso contrario.

Similarmente descomponemos
T; = T} (—senb;, cos 0;,0) + T'(cos b;, sen 6;, 0) + (0,0, mg),

donde hemos usado que la componente vertical tiene que ser exactamente la
necesaria para compensar el peso. Lo tnico que nos interesa senalar aqui es que
los momentos correspondientes a las componentes verticales

771 X (070,mg) +F2 X (0,0,mg) = 6

se cancelan, mientras que los de las componentes radiales se anulan, luego el
momento total de las fuerzas T, es de la forma (0,0, M7). Como todos los
momentos son verticales podemos trabajar inicamente con sus terceras compo-
nentes, y asi, el resumen de lo que hemos obtenido es:

1
LF, + My = 5mL2a,

donde F; es el modulo de la componente tangencial de cualquiera de las fuer-
zas F; (con el signo correspondiente al sentido de giro) y (0, 0, Mr) es el momento
total correspondiente a las fuerzas T;

La balanza de torsién nos permitird medir Fr si sabemos calcular Mrp, y
éste es el motivo por el que tienen interés las balanzas de torsion, y es que My
es facil de calcular. En principio M7 es la torsion que la varilla induce sobre
las bolas, pero en realidad las varillas son meros transmisores. Quien realmente
genera esta torsion es el cable.

Para entender la situaciéon pensemos en en caso en que la varilla estuviera
sujeta a un eje que pudiera girar libremente. Entonces, bastaria dar un pequeno
impulso a las bolas (o a una de ellas) para que ambas empezaran a girar, y no se
detendrian nunca si no fuera por el rozamiento. Ahora pensemos en una varilla
sujeta a una soga gruesa. La situacion es completamente distinta. Cuando
giramos la varilla (o las bolas) la cuerda se retuerce, y ofrece mayor resistencia
cuanto mas intentamos retorcerla. Si dejamos de empujarlas, las bolas no siguen
girando indefinidamente, sino todo lo contrario, el cable las hace girar en sentido
inverso para dejar de estar retorcido. Ahora bien, cuando la varilla vuelva a estar
en su posicion inicial, con el cable sin retorcer, las bolas estardn moviéndose a
cierta velocidad, con lo que no se detendran en seco y seguirdn avanzando, y
el cable se retorcera en sentido contrario mientras trata de frenarlas. Cuando
lo consiga, estara retorcido y seguird empujandolas en sentido contrario, y el
resultado es una oscilacién que sélo se atenuaré por el rozamiento.
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Este comportamiento de los cables cuando son retorcidos se cuantifica me-
diante (la version angular de) la ley de Hooke, que afirma que el momento total
que el cable ejerce sobre las bolas a través de la varilla es proporcional al an-
gulo 6 en que ésta se encuentra desplazada respecto de su posiciéon de equilibrio
(la posicion en la que el cable no esté retorcido en absoluto), y su sentido es el
inverso al del desplazamiento.

Si tomamos el sistema de referencia de modo que la posicion de equilibrio
de la varilla es la correspondiente a #; = 0 (y a partir de aqui llamaremos 6 a
01y 6+ 7 a 6s), laley de Hooke para la balanza de torsion afirma que

MT = —/ie,

para cierta constante x que depende del material del que esta hecho el cable,
asi como de su geometria (la constante es mayor cuanto mas grueso y mas
corto es el cable). En realidad, como en el caso lineal de los muelles, la ley
de Hooke solo es aplicable cuando el angulo 6 es pequeno. Soélo teniendo esto
en cuenta se puede interpretar coherentemente el signo negativo de la igualdad
anterior, que expresa que si la varilla esté girada en sentido positivo, el momento
corresponderé a unas fuerzas que apuntan en sentido negativo, y viceversa.

Asi pues, la ecuaciéon que determina el movimiento de una balanza de torsion
es

1
LF, — kb = §mL29”7 (4.11)
siempre y cuando el angulo 6 no sea excesivamente grande.

La constante x se puede calcular aplicando a la balanza de torsién unas fuer-
zas conocidas y midiendo el angulo 6 que forma con la posicién inicial cuando
se estabiliza, pero hay una forma mucho mas simple, que consiste en despla-
zar ligeramente la balanza de su posiciéon de equilibrio y medir el periodo de
oscilacion. En efecto, la ecuaciéon del movimiento (con Fy = 0) sera

2K

9// _ ="
mlL?

0,

y ya sabemos que la solucién de esta ecuacion diferencial es

2K
0—Oocos< T2 t),

que corresponde a una oscilacién de periodo

mL?
T=2
T 2k
luego
2m2mL>?

Con esto ya estamos en condiciones de describir el experimento de Cavendish.
Consistia en una balanza de torsién formada por dos esferas de plomo, digamos
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de 25 mm de radio” sujetas a una barra de madera de 2 m de longitud colgada de
un cable en su posicion de equilibrio. Luego les puso a una distancia de 25 cm,
en la circunferencia sobre la que podia girar la barra y a su misma altura, otras
dos esferas de plomo, de 15cm de radio.

Las esferas grandes estaban fijas, pero las pequenas podian girar y la peque-
nisima resistencia del cable permitié que la débil atracciéon gravitatoria entre las
bolas cercanas se manifestara. La balanza empez6 a oscilar muy lentamente: en
las condiciones que hemos descrito y dependiendo de la constante de torsion del
cable, la balanza podria tardar unos 7 minutos en detenerse para volver atras,
tras haber recorrido unos 0.007rad, es decir, 7mm sobre la circunferencia, lo
que supone una velocidad de 1 mm por minuto, aproximadamente.

La figura muestra la balanza desde arriba, pero las medidas no estén a escala
para que sean apreciables:

Dado que la balanza habia sido disenada para minimizar toda perturbacion
posible,® incluyendo el rozamiento, las oscilaciones podrian prolongarse un dia
entero. Para reducir el error, Cavendish midi6 varias veces la amplitud maxima
de cada oscilacién para obtener un promedio, y tomo6 ¢ = 0.007/2 = 0.0035
como el punto de equilibrio en el cual la balanza deberia estabilizarse si se le
dejaba tiempo suficiente (pero era mejor no dejar pasar dicho tiempo y quedarse
con el valor medio, pues durante ese tiempo podrian acumularse perturbaciones
que distorsionaran el resultado).” Mas dificil era medir el periodo T de las
oscilaciones, pues no es facil determinar cuando termina un periodo y empieza
el siguiente si la velocidad es de 1 mm por minuto aproximadamente. Aqui el
truco estd en no tratar de medir el tiempo que tarda en llevarse a cabo un

"Los datos que damos son similares a los que consideré6 Cavendish, pero no tratamos
de reproducirlos fielmente porque sus unidades no eran las del sistema métrico decimal y
complicarian innecesariamente los calculos.

8Entre otras medidas, Cavendish emplazé su balanza en una habitacién sellada contra
corrientes de aire, y él mismo se mantuvo fuera de ella durante el experimento. Acerco las
bolas fijas con una polea y midi6 los resultados usando dos pequefios telescopios situados en
orificios en las paredes.

9 Actualmente, en las réplicas del experimento se fija un espejo en a varilla, se le enfoca con
un laser y se mide el reflejo en una pantalla situada a varios metros de distancia, de modo
que un segundo de arco se corresponde con una longitud sobradamente apreciable.
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periodo, sino la suma de los tiempos de varios periodos. Por ejemplo, el tiempo
que tardan en producirse 10 oscilaciones es de 2 horas, 27 minutos y 19 segundos,
pero no somos capaces de determinar en qué segundo ha terminado la tltima
de ellas y lo dejamos en 2 horas y 27 minutos, el error de 19 segundos en la
medicion se traduce en un error de 1.9 segundos en la estimacion del periodo.
Tomemos, pues, "= (2 - 3600 4 27 - 60)/10 = 882s.

Con la determinacion de los valores de 6 y T, Cavendish habia pesado la
Tierra. En efecto, si despreciamos las pequenas variaciones de la fuerza gra-
vitatoria entre las esferas debidas a la oscilaciéon de la balanza, el periodo T
es el mismo que se produciria si sobre la balanza no actuara ninguna fuerza
tangencial, pero el centro de las oscilaciones no es el punto de equilibrio inicial
0o = 0, sino el punto § donde la balanza puede mantenerse en reposo, es decir,
con velocidad angular 8” = 0, que segtn la ecuacion 4.11, cumple k0 = LF;.
(Esto se razona exactamente igual que vimos en el ejemplo sobre la ley de Hooke
(pag. 232) que las oscilaciones de un muelle con un extremo fijo y otro libre tie-
nen el mismo periodo tanto si sobre el objeto sblo actia la fuerza del muelle
como si actiia también su peso constante, si bien el centro de las oscilaciones
pasa a ser el punto en el que la fuerza de muelle iguala al peso.) Por lo tanto,
dicho periodo T nos permite calcular la constante de torsion del cable mediante
(4.12). Por otro lado, la fuerza de atraccion entre cada par de esferas es

_ GMm

2 )

F
r

donde la distancia r entre los centros de las bolas se puede calcular con trigono-
metria a partir de 6. Cavendish desprecio la diferencia entre F'y la componente

tangencial F} e iguald
GMm

2 9

kKO =L
r

0 una férmula

con lo que, sustituyendo la expresion (4.12) para s, obtenemos®
para G:
212 L2

MT?

Para aplicar esta formula a nuestro simulacro de experimento necesitamos

G:

0
r = Lsen 5

donde 6 es el angulo que formaban inicialmente las esferas, que podemos cal-
cular a partir de la distancia inicial ro = 0.25 m que las separaba:

0y = 2 arcsen %O = 0.25rad,

de donde r = 0.246527 m.

10Cavendish ni siquiera mencionaba la constante G, sino que la sustituia mediante (4.10)
por gR%/MT, con lo que obtenia la masa de la Tierra M.
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Por tltimo, teniendo en cuenta que la densidad del plomo es de p = 11 340 kg/m?,
obtenemos que'!

4
M= §7r(0.15)3p = 160.315kg.
Finalmente obtenemos
G =6.73- 10" Nm? /kg?.

El valor que obtuvo Cavendish (o el que habria obtenido si hubiera calculado G
a partir de sus resultados) fue G = 6.74- 107! y el valor aceptado actualmente
es G = 6.67430 - 10~!1, con lo que el error que cometi6 fue inferior al 1%.

Segun (4.10), la masa de la Tierra (con el valor de G correspondiente a los
célculos de Cavendish) resulta ser

2
. 1
_ gR% _ 9.8(6 371 000) —59.10% ke,

M
™~ a 6.74 - 1011

que difiere en poco mas del 1% del valor aceptado actualmente.

Pero todavia podemos extraer mas consecuencias. La tercera ley de Kepler,
en su forma (4.9), nos permite calcular ahora la masa del Sol:

472a3

Ms =G

donde T es el periodo de revolucion de cualquier planeta (por ejemplo la Tierra)
v a es el semieje mayor de su 6rbita. El resultado es

472149 500 000 0003

— =1.98 - 10°" ke.
6.67 - 10~11(365.25 - 24 - 3600)2 98- 107 ke

Mg

11En un experimento real seria preferible pesar las bolas en lugar de calcular teéricamente
su peso a partir de su densidad.
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Caida libre desde gran altura Consideremos el problema siguiente:

¢ Cudnto tiempo tardaria la Tierra en caer al Sol si se parara de
repente?

Cuando un cuerpo cae en las proximidades de la Tierra (o del Sol), su movi-
miento estd determinado por el hecho de que su aceleraciéon es constante, pero
esto solo es valido en la medida en que podamos despreciar la variaciéon paulatina
de la intensidad de la gravedad a medida que disminuye la distancia. Cuando
no es asi, tenemos que recurrir a la férmula general de la ley de gravitacion
universal.

En realidad ya hemos considerado este caso, pues en la demostracion de la
primera ley de Kepler hemos visto que si un cuerpo esté en reposo en presencia
del campo gravitatorio de un objeto masivo, se movera hacia él en linea recta
de modo que la distancia p evoluciona segtn la ecuacion diferencial (4.6):

” GM
p = PR
p
con las condiciones iniciales p(0) = pg y p'(0) = 0.

Aunque en realidad es irrelevante, podemos pensar que p(t) es la distancia
de la Tierra al Sol en el instante ¢ de su hipotética caida. La velocidad v = p’
cumple que v/ = —GM/p? < 0, lo que significa que la funcién p(t) es estricta-
mente decreciente en todo momento (como era de esperar). Por consiguiente,
podemos considerar la funcion inversa t(p) que nos da el instante ¢ en el que la
Tierra estard a distancia p del Sol, y a su vez podemos considerar la funcién
compuesta v(p) = v(t(p)) que nos da la velocidad de la Tierra en el (anico)
momento en que se encuentre a distancia p del Sol. La regla de la cadena nos

da que
p_ Qv _dvdp _ dv
dt dpdt dp
Asi pues, la ecuacion del movimiento puede expresarse como

dv GM

—v = ——.
dp p?

Asi hemos pasado de una ecuacion diferencial de segundo orden a una ecuacion

de primer orden de variables separables:

M
vdv = —G—Z dp.
p
Integrando queda
v? GM
— =+
2 p

La constante ¢ se calcula a partir de la condicién inicial v(pg) = 0, de modo que
c=—GM/pg y asi:
v GM  GM _ GMpy—p

2 p Po po P
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~|2GM [po—p
Po P

Nuevamente tenemos una ecuaciéon de variables separables:

luego

2GM gt

pPo—p

La integral del primer miembro la hemos calculado en (C.15):

| P /2GM
Po arcsen — v/ p(po — 715 +c.

La constante se calcula con la condicién inicial p(0) = pg, que nos da ¢ = wpg /2.

Por lo tanto:
2GM s
Po arcsen,/p% —Vrlpo—p) = _\/th+ —

Para terminar de resolver la ecuacion diferencial tendriamos que despejar p
en funcién de ¢, pero no es posible hacerlo. Es una situacion bastante frecuente
que al integrar una ecuacion diferencial lleguemos a una ecuaciéon que determina
implicitamente la solucién, pero que no nos permite despejarla explicitamente.
Lo que si que podemos hacer es despejar la funcion inversa que nos dice el
tiempo que tardaria la Tierra en llegar a una posicién dada p:

t= 220 (wpo + v/ p(po — p) — po arcsen , /pi) )

Representando esta funcion con la variable p en el eje horizontal tenemos
una representacion de p(t) (donde hemos representado ¢ en dias y p en unidades
astrondémicas):

P 1.0
0.8}
0.6
0.4}

0.2}

10 20 30 40 50 60 t

En particular podemos calcular el tiempo que tardara la Tierra en llegar
hasta el centro del Sol.

£(0) = 2(’;‘}\4% — 64 dias, 13h, 37 min, 825.
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En realidad es maés realista determinar cuando impactaria con la superficie del
Sol, que es s6lo un poco menos. Soélo hay que evaluar ¢ en la longitud del radio
del Sol:

£(6.957 - 10%) = 64 dfas, 13h, 25 min, 17s.

La velocidad de fuga En su novela De la Tierra a la Luna, Julio Verne
plantea la posibilidad de construir un canén gigantesco que dispare un proyectil
con velocidad suficiente para que no caiga y llegue hasta la luna. ;Cudl es
esa minima velocidad de fuga que permite escapar a los objetos que se lanzan
verticalmente?

Mientras el objeto ascienda, su velocidad ir4 disminuyendo, luego podemos
considerar como antes la funcion v(p), que nos lleva a la ecuacion diferencial

1)2 o GMT

2 p

+c,

solo que ahora la condicién inicial es v(ry) = vp, donde rp es el radio de la
Tierra y vg la velocidad de fuga que queremos calcular. Entonces

’U2_GMT+ﬁ_GMT

2 14 2 rT

luego

Vg — .
0 T

7J\/2GMT+ ,  2GMy

A medida que p crece, el término 2G My /p tiende a 0, luego si v < 2GMr /ry,
llegara un momento en que la velocidad se anularé, y a partir de ese momento
el cuerpo caerd. Por el contrario, si v3 > 2GMr /rr, la velocidad serd siempre
positiva, luego el cuerpo no caera. La velocidad de fuga es, pues,

929G My

rT

Ufz

Para el caso de la Tierra es

2.6.67430 - 1011 . 5. 1024
Uf\/ 6.67430 - 10 5.9736 - 10 — 11187m/s

6.371 - 106
(més de 40000 km /h.) n

Satélites geoestacionarios ;A qué altura hay que situar un satélite artificial
para que siga una orbita circular en el plano ecuatorial terrestre a la misma
velocidad angular que gira Tierra?

Segin hemos visto en el apartado sobre movimiento circular uniforme (pa-
gina 214), la aceleracion (normal) de un satélite que gire con velocidad angular
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constante w serd a = w?r. En la igualdad F = md, donde F es el peso del

satélite y m es su masa. Tanto F' como d apuntan hacia el centro de la Tierra,
luego la igualdad vectorial equivale a la igualdad de los médulos:

GMTm
Tr e =M R
luego
3/ GM
h /M _ R

w2

La velocidad angular de la Tierra es de 27 radianes cada 24 horas, aunque si
queremos ser precisos, el tiempo que tarda la Tierra en dar una vuelta completa
sobre si misma no es el tiempo que tarda el Sol en dar una vuelta completa en
el cielo (el dia solar), sino mas bien el tiempo que tarda una estrella en hacerlo
(dia sideral), que es de 23h, 56 m, 4.1s = 86 164.1:

2

W= Se1ea1 /s

Usando M7 = 5.9736 - 10>* kg y Ry = 6378.1km (consideramos en este caso el
radio ecuatorial de la Tierra, que es mayor que el radio medio), el resultado es

h = 35789 km.

4.4 Sistemas de referencia no inerciales
Vamos a analizar ahora el principio de relatividad de Galileo:

Las leyes del movimiento son exactamente las mismas cuando se
expresan respecto de un sistema de referencia en reposo o respecto
de un sistema de referencia que se mueve con velocidad constante.

Para analizar este principio tenemos que traer al primer plano un hecho que
hasta ahora hemos tenido en cuenta sin darle la importancia debida, y es que
toda descripcién de un movimiento depende necesariamente de un sistema de
referencia prefijado, y en la practica, un sistema de referencia tiene que estar
vinculado necesariamente a un objeto fisico de referencia respecto del cual medir
la posicion de los objetos.

Consideremos dos observadores, uno situado en un vagén de un tren y otro
en el andén de la estaciéon. En la practica, la palabra “observador” se usa como
sinénimo de “sistema de referencia”, de modo que cuando hablamos de un obser-
vador situado en el anden entendemos que hemos fijado un sistema de referencia
respecto del cual el andén esta en reposo, digamos con el eje X en la direcciéon
de la via y el eje Z en vertical, como muestra la figura:
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=

-
| ol () | )

Similarmente, cuando hablamos de un observador situado en el tren enten-
demos que hemos fijado otro sistema de referencia respecto del cual el tren esta
en reposo, por ejemplo, con origen de coordenadas en una esquina de un vagon.
Cada observador asignara unas coordenadas distintas a un mismo punto. Por
ejemplo, si un viajero sostiene una piedra en su mano, el observador en el an-
dén le asignard unas coordenadas ¥ = (x,y, z) y el observador en el tren otras
7 = (2*,y*, 2*), de modo que la relacion entre ambas es

7=0 + 74,

donde O es la posicién en que el observador en el andén ve el origen del coor-
denadas del observador del tren. Concretamente, si el tren avanza por la via a
velocidad constante vp y tomamos como instante ¢ = 0 el momento en que los
origenes de ambos sistemas de referencia coinciden, la relacién es

(ZL‘,y,Z) = (U0t7070) + (ZL'*,y*,Z*) = (Uot+$*,y*,2*).

Pero, 7y 7, son funciones del tiempo, y al derivar queda v = vp + v, o,
explicitamente:
* * *
('Uwavy,vz) = (UO + ’Ux7vy7vz))

y volviendo a derivar obtenemos la relacion entre las aceleraciones: @ = d,. En
conclusioén la situacion es la siguiente:

e Los observadores difieren superficialmente sobre cuél es la posicion del ob-
jeto en cada instante, en el sentido de que la diferencia numérica entre las
coordenadas expresa meramente que estdn observandolo desde posiciones
diferentes, pero en realidad estdn de acuerdo en cudl es la posicion del
objeto en el espacio. La discrepancia numérica es analoga a la que puede
darse entre alguien que afirme que una persona mide 1.80m y otro que
afirme que esa misma persona mide 5.90 pies. Se trata de dos valores
numéricos que hacen referencia a una misma longitud.

e Los observadores difieren sustancialmente sobre cuél es la velocidad del
objeto en cada instante, pues si, por ejemplo, el tren se mueve a 30m/s
y el observador situado en él afirma que el objeto esta en reposo, para
el observador situado sobre el andén la velocidad sera (30,0,0)m/s. En
este caso, una velocidad de Om/s y una velocidad de 30m/s no son dos
expresiones numéricas que hacen referencia a una misma velocidad, sino
que son dos percepciones distintas de la velocidad del objeto. En otras
palabras, la velocidad de un movil es relativa al observador y la relaciéon
entre las velocidades es el principio de adicion de velocidades: U = Vo +Us.
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Si un arco dota a una flecha de una velocidad de 80m/s, pero el arquero
que la dispara se estd moviendo (respecto de otro observador) a 330m/s
en la direccion del disparo, la flecha saldra a una velocidad de 80m/s
para el arquero y a 330 + 80 = 410 m/s para el segundo observador, luego
ambos coincidiran en que la flecha se alejara del arquero a 80m/s y no le
impactara en la cara, en contra de la opinién de los geocentristas coetaneos
de Galileo.

e Los observadores coinciden sobre cuél es la aceleracion del objeto en cada
instante. Por ejemplo, si el viajero deja caer la piedra que sostiene, di-
gamos a 1m de altura en ¢ = 0, la tnica fuerza que actia sobre ella es
su peso, que le provoca una aceleracion de (0,0, —9.8) m/s, tanto para el
observador situado sobre el tren como para el del andén.

Asi pues, desde el andén, si la posicion inicial de la piedra es, digamos,
7o = (2,1,1), su movimiento vendra dado por

1 1
7= 7y + vot + 56152 =(2,1,1) + (30,0,0)t + 5(0,07 —9.8)t%,

es decir:
7= (2+30t,1,1 — 4.9t%),

que corresponde a una parabola, como sucede siempre que se lanza un objeto
con velocidad horizontal no nula. Ahora bien, esta trayectoria, vista desde el
tren, es

P =7—0=(2+430t,1,1 —4.9t%) — (30¢,0,0) = (2,1,1 — 4.9¢%),

que corresponde a una recta vertical, que es justo la trayectoria que debe seguir
un objeto que se deja caer desde el reposo. En particular, para el observador
situado sobre el tren, la piedra empieza a caer desde el punto 7, (0) = (2,1,1)
y llega al suelo en el punto (2,1,0), después de haber seguido una trayectoria
perfectamente vertical (sin que las dos primeras coordenadas se hayan modifi-
cado). No es cierto que, a causa del movimiento del tren, la piedra tenga que
caer unos metros hacia atras del punto desde donde se la ha dejado caer.

Asi, un observador situado sobre el tren no puede saber si éste esta parado
o si se mueve a velocidad constante observando la forma en que cae una piedra,
pues en ambos casos la veré caer verticalmente.

Maés en general, hemos razonado que siempre que un observador se mueve
con velocidad constante respecto de otro, ambos mediran la misma aceleraciéon @
en cualquier objeto. Si aceptamos que la masa de un objeto tampoco depende
del observador (si un objeto tiene 3 kg de masa para un observador, tiene 3 kg de
masa para cualquier observador) y que las fuerzas que acttian sobre un objeto
también son las mismas para cualquier observador (si un objeto es atraido por la
Tierra con una fuerza de 20 N para un observador, lo mismo vale para cualquier
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otro observador) concluimos'? que si un observador ve satisfecha la segunda ley
de Newton F = ma, también la vera satisfecha cualquier otro observador que
se mueva respecto a el con velocidad constante. De hecho, no es que se seguiréa
cumpliendo la ecuacién globalmente, sino que se cumplird término a término, es
decir, que tanto ﬁ, como m, como d tomaran los mismos valores para ambos.

Por lo tanto, el observador situado en el tren no puede observar nada en el
movimiento de los objetos de su entorno que le permita deducir si esta parado o
en movimiento (con velocidad constante), pues todos ellos se moveran segin la
segunda ley de Newton en ambos casos. Puede ocurrir —segtin hemos visto—
que uno diga que un objeto se mueve siguiendo una pardbola y otro diga que
ese mismo objeto se mueve siguiendo una recta, pero ello se debe a que ambos
pueden discrepar en la velocidad que tiene el objeto en cada instante, y la
formula F = mad proporciona una trayectoria distinta segtn la velocidad inicial.

Ahora bien, en todo este planteamiento es fundamental que un observador se
mueve a velocidad constante respecto del otro. El lector sabra sin duda lo que
sucede si viaja en un tren, o en un coche, cuando éste acelera o frena. Cualquier
objeto que no esté sujeto al vehiculo se ve impulsado hacia atrés (si el vehiculo
acelera) o hacia adelante (si frena) sin que la fuerza que siente pueda atribuirse
a ninguna causa fisica. Por poner un ejemplo sencillo: si en el pasillo del vagon
del tren hay una pelota en reposo, en el momento en que el tren frene se vera
impulsada hacia adelante sin que nadie la haya tocado. Para el observador en
el andén, la situacién es simple: la pelota no estaba en reposo, sino moviéndose
a la misma velocidad que el tren, y cuando éste frena, la fuerza que frena al
tren no actiia sobre la pelota, luego ésta contintia moviéndose de acuerdo con el
principio de inercia y, si acaba chocando con la pared delantera del vagén, no
es porque ella haya sufrido una aceleracion, sino porque la pared del vagon “que
corria ante ella” ha frenado.

Sin embargo, cuando tratamos de analizar la situacion desde el punto de
vista de un observador situado sobre el tren nos encontramos con un problema
de raiz: la segunda ley de Newton no es aplicable. Las tnicas fuerzas que
estan actuando sobre la pelota son su peso, dirigido hacia abajo, y la reacciéon
eléctrica del suelo, dirigida hacia arriba y que compensa al peso, impidiendo
que la pelota rompa el suelo del vagon y caiga a la via. La suma de las fuerzas
que actian sobre la pelota es nula y sigue siendo asi en el momento en que el
tren frena, pese a lo cual la pelota acelera (respecto del tren). No hay ningin
misterio en ello: sobre el tren esté actuando una fuerza que lo frena, pero el tren
esta en reposo respecto del observador montado en él, lo cual hace l6gicamente
imposible que perciba como tal la aceleracion correspondiente (es logicamente
imposible ver como frena un tren que para él esta en reposo) y, sin embargo, ese
frenazo se materializa en una aceleracion de los objetos situados sobre el tren.

12Cabe mencionar que esto que estamos aceptando es falso. La teoria de la relatividad
implica que dos observadores en movimiento relativo discreparan en la distancia que separa
a dos objetos en un instante dado, en el tiempo que transcurre entre dos sucesos, en la masa
que tiene un objeto o en las fuerzas que acttian sobre él, pero estas discrepancias sélo son
apreciables cuando la velocidad relativa entre los observadores es proxima a la velocidad de
la luz, por lo que la mecanica newtoniana es una aproximacién valida de la dindmica de los
objetos que se mueven a velocidades muy alejadas de la velocidad de la luz.
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En la practica, podemos decir que —desde el punto de vista del observador en el
tren— dichos objetos estan experimentando una fuerza que los empuja (y esto
es méas evidente, si cabe, cuando el objeto en cuestiéon es el propio observador
que “se siente” empujado hacia adelante), pero es una fuerza peculiar, porque
no puede vincularse a ninguna causa fisica: la pelota no ha sido atraida por la
fuerza de la gravedad, ni es una pelota metélica atraida por un iméan, ni nadie
le ha pegado una patada: nada ni nadie le ha hecho nada “y sin embargo se
mueve”.

Esto significa que un viajero en el tren puede deducir que el tren esta en
movimiento y, mas aun, que esti acelerando o frenando, en cuanto observa la
aparicion de estas fuerzas “misteriosas” a las que no puede atribuir una causa
fisica directa, sino inicamente una explicacion indirecta basada en deducir que
el tren que esta en reposo respecto de su propio sistema de referencia no lo esta
en realidad.

Quizéa el lector pueda considerar que todo esto son sofismas filosoficos como
la paradoja de Zenoén, y que lo tnico que sucede es que un observador en mo-
vimiento no es de fiar, pues dird que un tren que se mueve esta en reposo y
que las casas que ve por la ventanilla estan moviéndose cuando estan paradas,
y si partimos de tales falsedades no es extrano llegar a situaciones absurdas.
Sin embargo, la situacién no es tan simple. De momento, podemos concluir que
hay observadores “fiables” que observaran que los objetos se mueven siguiendo
la segunda ley de Newton y observadores “no fiables” para los que la segunda
ley de Newton fallard y veran pelotas que empiezan a moverse sin que nadie
las toque, ni nada las atraiga o repela por gravedad, electricidad, magnetismo,
etc. Concretamente, esto sucede debido a que todo sistema de referencia tiene
que estar vinculado a un objeto fisico (como un tren, una casa, la Tierra, el
Sol, etc.) y cualquier fuerza que actie sobre dicho objeto de referencia serd
“invisible” para el observador de forma directa, pues el objeto estara en reposo
“por definicién”, aunque se plasmara en fuerzas “misteriosas” que actian sobre
los objetos sin que puedan ser vinculadas a causa fisica alguna. Por lo tanto,
cabe esperar que los sistemas de referencia “fiables” sean aquellos vinculados a
objetos fisicos sobre los que no esté actuando ninguna fuerza (o, al menos, sobre
los que la fuerza total que actia sobre ellos es nula), luego, segtn el principio
de inercia, son los sistemas de referencia vinculados a objetos en reposo o que
se mueven con velocidad constante.

Ahora bien, jcémo podemos saber si un sistema de referencia esta en reposo?
Por ejemplo, no es cierto que la Tierra esté en reposo, ya que gira sobre si misma
y alrededor del Sol, ni el Sol esté en reposo, porque se mueve a través de la Ga-
laxia. .. Newton crey6 que podia resolver el problema partiendo del supuesto de
que las estrellas estan en reposo, de modo que los observadores “fiables” son los
que estan en reposo absoluto, es decir, los que ven las estrellas en reposo y, de
acuerdo con el principio de relatividad de Galileo, los que se mueven con velo-
cidad constante respecto de los sistemas de referencia en reposo absoluto. Sin
embargo, los astrénomos no tardaron en comprobar que las estrellas se mueven,
y en ausencia de unos objetos claramente en reposo, como Newton creia que
eran las estrellas, no tenemos ningtn criterio fisico que nos permita distinguir
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qué esté en “reposo absoluto” y qué no. Por ello en 1885 el fisico alemén Ludwig
Lange introdujo el concepto de “sistema de referencia inercial”’, que esencial-
mente es un sistema de referencia en el cual es valida la segunda ley de Newton,
es decir, respecto del cual la aceleracion que se observa en un objeto es la dada
por la férmula F= md, donde F es la resultante de las fuerzas que actian sobre
él vinculadas a una causa fisica identificable (atraccion gravitatoria, atraccion o
repulsion eléctrica, etc.), sin contar “fuerzas misteriosas” que obliguen a concluir
que alguna fuerza estéd actuando sobre el propio sistema de referencia siendo,
por tanto, invisible al observador.

Asi, entre los supuestos basicos de la mecanica newtoniana se encuentra el
hecho de que existen sistemas de referencia inerciales en los cuales es aplicable
la segunda ley de Newton y que, fijado un sistema de referencia inercial, lo son
también todos aquellos vinculados a objetos que se mueven respecto de él con
velocidad constante. Las leyes de la fisica son las mismas en cualquier sistema de
referencia inercial, por lo que es imposible disenar cualquier clase de experimento
que, a partir de la observaciéon del movimiento de los objetos, nos permita
deducir si el objeto al que se vincula un sistema de referencia inercial esté en
reposo o si se mueve a una determinada velocidad, y mucho menos calcular dicha
velocidad. Esto hace que la nocion de “reposo absoluto” se vuelva metafisica: si
existieran en algin sentido “observadores en reposo absoluto”, serian ciertamente
observadores inerciales, pero resultarian fisicamente indistinguibles de cualquier
otro sistema de referencia inercial, aunque no estuviera en reposo absoluto.

Puede resultar inquietante que, en realidad, el concepto de “sistema de refe-
rencia inercial”’ es una abstraccion tedrica inalcanzable en la practica: un sistema
de referencia basado en las paredes de una casa no es inercial, porque la casa
esta girando alrededor de la Tierra y acompanando a ésta en su giro alrededor
del Sol, y veremos que esto vuelve inaplicables las leyes de Newton. Ningun
sistema de referencia que podamos precisar en la practica es inercial, por lo que
parece que las leyes de Newton son inttiles, ya que nunca se pueden aplicar. En
realidad, la situacién no es tan desoladora. A continuacion vamos a estudiar los
sistemas de referencia no inerciales y vamos a ver que las fuerzas “misteriosas”,
que técnicamente se llaman “fuerzas ficticias” o “fuerzas de inercia”’, no son real-
mente tan misteriosas, sino que se puede trabajar con ellas exactamente igual
que con las fuerzas “reales” y ademés, en muchos casos resultan practicamente
despreciables, por lo que muchos sistemas de referencia que en teoria no son
inerciales (como uno basado en las paredes de una casa) si que pueden tomarse
en la practica como si lo fueran.

Vamos a empezar comparando dos sistemas de referencia en términos pu-
ramente cineméaticos. Como el caso general es bastante sofisticado, vamos a
empezar considerando un caso particular, pero un poco méas general que el caso
del tren que hemos considerado antes. De momento vamos a introducir un ele-
mento que antes no hemos tenido en consideracién, y es la posibilidad de que
los ejes de coordenadas de ambos observadores no sean paralelos entre si. Su-
pongamos, pues, que un observador elige un sistema de referencia con origen en
un punto A, como muestra la figura, en la que también estéan representados los
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vectores unitarios

gl = (17030), é'Q = (07170)3 63 = (07071)

Por otra parte, supongamos que otro observador elige otro sistema de refe-
rencia, cuyo origen tendra para él coordenadas (0, 0, 0), pero pongamos que para
el primer observador esta determinado por el vector 0= (—1,5,1). Ademas, el
segundo observador elige los ejes de modo que los vectores i1, is, i3 que para
él tienen coordenadas (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) son

iy = (0,—1,0), w2 =(1,0,0), wus3=(0,0,1)

para el primer observador.

Ahora imaginemos que ambos observadores se fijan en un objeto situado en
un punto P, que para el primero de ellos tiene coordenadas 7 = (3, 4, 2), mientras
que para el segundo las coordenadas seran 7 = (1,4, 1). La discrepancia en los
valores de las coordenadas es s6lo aparente. Seria absurdo que los observadores
discutieran sobre quién tiene razén, si el que dice que la posicion del objeto
es (3,4,2) o el que dice que la posicion es (1,4,1). No ha lugar a la discusion
porque los dos estan diciendo lo mismo en términos distintos.

En efecto, si el primer observador quiere entender lo que esta diciendo el
segundo cuando dice que la posicion del objeto es 7. = (1,4,1), debe tener en
cuenta que esto, para el segundo observador, significa moverse 1 unidad en la
direccién de w7, 4 unidades en la direcciéon de 4z y 1 unidad en la direccion
de w3, luego, en términos del sistema de referencia del primer observador, lo
que dice el segundo es que para llegar al punto P hay que moverse siguiendo el
vector

To = 1uy + 4t + 1lus = (4,-1,1).

Este vector sigue sin ser ¥ = (3,4,2), pero ello se debe a que es el vector que
indica como llegar a P desde O, luego el primer observador debe entender que
para llegar a P tiene que moverse hasta O y desde alli moverse segun 7. En
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resumen, el primer observador debe interpretar la posiciéon 7, = (1,4,1) como
el vector

F=0+7 = (-1,5,1)+ (4,1,1) = (3,2,1),
y esto coincide con su propia observacion.

Asi pues, el hecho de que un observador diga que la posicion es (3,2,1) y el
otro diga que es (1,4, 1) no significa que discrepen sobre donde esta realmente
el cuerpo, sino que significa justamente que ambos lo ven en el mismo lugar,
solo que asignan coordenadas diferentes a ese lugar. En resumen, el lector debe
asimilar que tenemos tres vectores distintos:

e 7= (z1,x2,x3) expresa la posicion del objeto respecto del primer observa-
dor (el desplazamiento que hay que hacer desde su origen de coordenadas
para llegar al objeto).

o 7, = (a7, x5, x%) expresa la posicion del objeto respecto del segundo obser-
vador (el desplazamiento que hay que hacer desde su origen de coordenadas
para llegar al objeto).

e 7 expresa el mismo desplazamiento anterior, pero en términos del sistema
de referencia del primer observador.

Y la relacion entre los tres es que
Fr=0+7r)= O—l—mfﬂ'l +$L’§’LT2 —I—LL'E’lfg

Similarmente, supongamos que el segundo observador determina que la ve-
locidad del objeto en el instante en que pasa por el punto P es v, = (—2,0,0).
Si el primer observador estuviera de acuerdo en estas cifras, tendriamos un pro-
blema, porque ello significaria que no estan observando la misma velocidad. En
efecto, lo que quiere decir el segundo observador es que el vector velocidad es
Ug = —2uy + 0tz + 0i5 = (0,2,0), luego, si ambos observadores coinciden real-
mente al medir la velocidad del objeto, el primero tendria que afirmar que la
velocidad es ¥ = (0,2,0) y no (—2,0,0). De nuevo la discrepancia es aparente,
pues se debe a que —como es evidente a partir de la figura— moverse en sentido
negativo respecto al primer eje del segundo sistema de referencia es lo mismo que
moverse en sentido positivo respecto al segundo eje del primero. Nuevamente,
tenemos tres vectores relacionados con la velocidad:

e U = (v1,vq,v3) expresa la velocidad del objeto respecto del primer obser-
vador.

e U, = (vf,v3,v3) expresa la velocidad del objeto respecto del segundo ob-
servador.

o Uy = vjU; + vily + viUs expresa la misma velocidad anterior, pero en
términos del sistema de referencia del primer observador.
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Nuevamente, la igualdad que tiene que darse si ambos observadores ven
moverse al cuerpo a la misma velocidad no es v = ¥y, sino ¥ = ty, ya que
el paso de 7, a Uy simplemente introduce los cambios debidos al hecho de que
ambos observadores contemplan el mévil desde posiciones distintas.

La razon por la que toda esta discusion es relevante y no una mera obviedad
complicada con notacién matematica es que, como ya hemos visto en el caso
del tren, la igualdad ¥ = vjp no se da en general, sino que puede fallar si un
observador esta en movimiento respecto del otro.

Por ejemplo, imaginemos que el segundo observador esta en un tren que el
primero, situado en tierra, ve moverse con velocidad constante 7o = (0,—2,0).
Entonces, si este segundo observador ve al objeto moverse a una velocidad cons-
tante ¥, = (—2,0,0), eso significa que su velocidad respecto del tren vista por el
primer observador es vy = (0, 2, 0), pero si el objeto se mueve a velocidad (0, 2,0)
respecto de un tren que se estd moviendo a velocidad (0, —2,0), es decir, si el
objeto se mueve sobre el tren a la misma velocidad respecto del tren que éste
se estd moviendo respecto de la tierra pero en sentido contrario, el observador
situado en tierra lo vera parado, por lo que tendremos:

17:(07030)7&(07270):607 6*:(723050)

Ahora v, es la velocidad del objeto que percibe el observador situado sobre el
tren, U es esa misma velocidad relativa al tren, pero expresada segin el sistema
de referencia del observador en tierra, y v = Up + Uy = 0 resulta de sumar
vectorialmente la velocidad del tren y la velocidad del objeto respecto del tren.

El punto crucial que este ejemplo pretende ilustrar es que el principio de
adicion de las velocidades no se puede aplicar sumando vp + v, pues cada velo-
cidad esta asociada a un sistema de referencia distinto. La segunda coordenada
de Yo, que es 2, hace referencia a un movimiento en la direccién de €5, mientras
que la segunda coordenada de ¥, que es 0 hace referencia a un movimiento en
la direccion de iy = €7, luego no tiene sentido sumar esas coordenadas. Para
sumar las velocidades, primero tenemos que transformar ¥, en ¥y, de modo que
las coordenadas de ¥p y ¥y hagan referencia a desplazamientos en la misma
direccién y sentido.

Ahora pasamos ya al caso general, y en él tenemos que contemplar una
posibilidad que hasta ahora no hemos considerado, y es que los ejes del segundo
sistema de referencia pueden estar en movimiento respecto del primero.

Consideramos, como antes, dos observadores que han fijado sistemas de re-
ferencia respectivos, de modo que el origen de coordenadas del segundo esté
determinado respecto del primero por un vector é(t) que depende del tiempo
e, igualmente, los vectores que para el segundo observador tienen coordenadas
(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) para el primero son y(t), Uz2(t), us(t). En particular,
estos vectores son en todo momento unitarios y ortogonales dos a dos. Mas afin,
suponemos que estan bien orientados, en el sentido de que

17:1 Xﬂgiﬁg, ﬁg Xﬁgiﬂl, ’17:3 Xﬁliﬁg. (413)

(La primera igualdad implica las otras dos.)
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Por tltimo, consideramos un moévil puntual cuyo vector de posicion es 7(t) =
(21(t), 22(t), x3(t)) para el primer observador y 7 (t) = (27 (t), x5(¢), 5(t)) para
el segundo. La figura anterior muestra la situacion.

Tal y como hemos discutido previamente, si el primer observador le pregunta
al segundo por la posiciéon del moévil y éste responde que estéd en la posicion
7 = (a7, 25, 2%), el primer observador no debe interpretar esto literalmente,
pues las coordenadas estan calculadas respecto de unos ejes que no guardan
ninguna relacién con los suyos. Lo que debe hacer “traducir” esta informacion
pasando al vector

3
- % —
ro = E X; U
i=1

y aun asi debe tener en cuenta que éste vector sbélo informa de como desplazarse
=

desde O hasta el movil, luego el vector de posicion respecto del primer sistema

de referencia seré en realidad:

7= 6+ _’OZO_"F foﬁl (414)

Esta ecuacion expresa que, para encontrar el movil siguiendo las indicaciones
del segundo observador, hay que desplazarse hasta su origen de coordenadas 0} s
desde alli, desplazarse en la direccion de los vectores 4; las distancias (positivas
o negativas) z} que el segundo observador dice que son las coordenadas del
movil.

La ecuacién anterior relaciona las coordenadas x; y = del mévil en ambos
sistemas de referencia. Lo que vamos a hacer es derivarla dos veces para obtener
la relacién entre las velocidades y las aceleraciones, pero antes vamos a definir un
vector esencial para expresar el resultado en términos razonablemente simples.

Puesto que cada funcion @; - @; es constante (igual a 1 o a 0 segtn si i = j
0 i # j), derivando queda que wju; + u;i; = 0. Mas explicitamente, @, = 0,
y ademas podemos definir las funciones

-/ — - — -/ — - — -/ — — =
w1 = Uplz = —Uzlz, W2 = Uzl = —U;U3, W3 = Ujly = —Uglq. (4.15)
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Definimos también el vector & = (w1, ws,ws) y
Do = w1 + walis + w3ls.

Notemos que estos vectores dependen tinicamente de los sistemas de referen-
cia, pero no del mévil cuyo movimiento queremos estudiar. Enseguida veremos
cudl es su interpretacién. De momento observemos que &y es un vector que
puede determinar el primer observador analizando cémo se mueven los ejes del
segundo, mientras que @ es el mismo vector “traducido al lenguaje del segundo
observador”, pero se da la circunstancia de que éste no puede determinar direc-
tamente &, puesto que para él sus ejes de coordenadas estan en reposo, luego
no aprecia las variaciones que definen a .

Pasamos ya a derivar la relacion (4.14):

- - * = = — % =
U= 1o + Y vfl; + o xu; = Uo + Vo + > i,
K2 2 (2

donde vp = O’ es la velocidad del origen del sistema de referencia movil y v
es el vector que debe interpretar el primer observador si el segundo le dice que
la velocidad del movil es ¥, = (v, v3,v%) = ((27)’, («3)’, (z3)’). Esta ecuacion
expresa que la velocidad que percibe el primer observador es la que percibe el
segundo (“traducida a su lenguaje” para que la suma tenga sentido), mas la
velocidad del origen de coordenadas del segundo, mas otro término que ahora
vamos a analizar y que depende del movimiento de los ejes de coordenadas del
segundo observador.

Observemos ahora que todo vector i puede expresarse como
i = a1l + asils + asis,

donde, teniendo en cuenta que los w; son ortogonales dos a dos, al multiplicar
por i; resulta que a; = @ - i; o, equivalentemente, vemos que todo vector

puede expresarse como
= Y ).
J
Aplicando esto a los vectores i}, teniendo en cuenta que @, - @; y la definicion

de &, tenemos que
fou; = Zmz*(u; ’ uj)“j
i i,j

= (—a5ws + Tiwe) Uy + (xjws — Tiwy )z + (—xjwe + Tiwy ) Us.

Observemos que este vector es la “traduccién” al primer sistema de referencia
del vector

(—zhws + T3we, TTws — THw1, —Tjwa + Towr) = & X Ty,

es decir, es lo que podemos llamar (& X 74)p, pero, mas adn, se cumple que
(@ X F)o = o X 7o. En realidad esto es cierto para vectores cualesquiera: Si
tenemos dos vectores

G = (C?C;C;)’ CZ; = ( >1k7 ;,d§)7
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y sus “traducciones’:
50 = CT'L_LE + C;ﬁg + C;ﬁg, 50 = dT’L_L'l + d;ﬂg + d;ﬁg,

se cumple la relaciéon
(E* X d*)() = 5() X d07

pues el primer miembro es
(c3d; — ¢*3d°2)its + (3} — cd*3)ily + (cids — 33 )il
y si desarrollamos el segundo miembro:
(citiy + chiia + chis) x (diuy + diis + d5is)
usando que @; X #; = 0 y las relaciones (4.13), obtenemos la misma expresion.

Asi pues, hemos llegado a la relacion siguiente entre las velocidades:
v = Vo + Uy + &g X 7. (416)

Cuando los ejes del segundo observador estan en reposo respecto del primero,
tenemos ¥ = Up + Uy, que es la expresion general del principio de adicion de
velocidades, pero en el supuesto de que los ejes estén en movimiento aparece un
segundo término que vamos a interpretar. De hecho, de aqui vamos a obtener
la interpretacion del vector &. Para ello consideramos el caso de una objeto
puntual 7 que el segundo observador vea en reposo. Esto significa que @, = 0,
luego también vy = 0y queda: T — To = o X 7.

Supongamos también, momentaneamente, que Up = 0, es decir, que el primer
observador ve en reposo al origen de coordenadas del segundo (pero ve sus ejes en
movimiento). Entonces la relacion entre las velocidades se reduce a ¥ = @y X 7

Esto significa que los objetos fijos respecto al sis- “030
tema movil se mueven con velocidad como indica la
figura: tangente a una circunferencia de radio p con
centro en el eje que pasa por O con vector director o
y con modulo v = wp, donde w = ||dyl|, de modo que 70
si Wy permaneciera constante, los puntos en reposo res-
pecto del sistema movil estarfan girando alrededor del O
eje determinado por 0] vy Wo con velocidad angular w. Podemos expresar esto
diciendo que, en cada instante, el primer observador ve los ejes del segundo
observador girando con velocidad angular w alrededor del eje que pasa por 0}
con direccion Wy.

Sino suponemos que O es constante, esto no altera la interpretacion de Wy: el
movimiento del segundo sistema de referencia visto desde el primero puede des-
cribirse como una traslaciéon determinada por 0} superpuesta a un giro alrededor
del eje determinado por &y con velocidad angular w.

<L

Ahora procedemos a derivar (4.16):

- —» N — N — —y
a= (Vo + Up) + do X 7o + &g X 7,
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donde hemos llamado @y = &. Ahora bien, al pasar de (4.14) a (4.16) hemos
visto que la derivada de 7y es Uy + &g X 7, luego

— — — \/ — — — — - — —
a = (Vo + Uo) + do X 7o + @y X Ty + &g X (Wo X 7).
Por dltimo, para derivar

o + o = Vo + D> v} U;
i

basta observar que se trata de una expresion formalmente idéntica a (4.14),

cambiando la funcién vectorial O por ¥p y las coordenadas z; por v}, luego la
derivada es la expresion analoga a (4.16), es decir:

N N - - — _
(To + 0o) = do + do + @ X Up,

donde dp = ¥ = O” es la aceleracion con que el primer observador ve moverse
al origen de coordenadas O del segundo observador y

50:Zafﬂi
K3

es la aceleracion que el segundo observador percibe en el movil expresada en el
sistema de referencia del primer observador. En definitiva:

a=do + dy + W X ((ﬁo XF0)+2LUO X Up + g X To.
Vamos a resumir en un teorema lo que hemos obtenido:

Teorema 4.5 Consideremos dos sistemas de referencia, de modo que el origen
de coordenadas del seqgundo tenga coordenadas 0} respecto del primero y los ejes
de coordenadas del sequndo vengan determinados por los vectores iy, Us, Uz. Sea
& = (w1, ws,ws), donde

- — - — — )
W1 = UgU3 = —U3zU2, W2 = U3zU1 = —U U3, W3 = U U2 = —UUT-

Sea

Supongamos que un mismo movil es observado respecto de ambos sistemas de re-
ferencia con posicion (x1,xa, x3) y (x5, x5, x3), velocidad (vy,v2,v3) y (vF,v5,v3)
y aceleracion (a1, az2,a3) y (a3, as,al), respectivamente. Sean

L . - S . - S . -
TO—Zziui, vO—Zvi i, ao—Zaiui
7 7 T

la posicion, la velocidad y la aceleracion respecto del seqgundo sistema de refe-
rencia expresadas en términos del primero. Entonces

—

7_"0:7_"—0, ’l70=17—170—(;50><770,
60:6—50—LUQX(LUQX?Z'())—Q(E()XT}'Q—@'()XF(),

donde Vo y do son la velocidad y la aceleracion del origen de coordenadas del
sequndo sistema de referencia observadas desde el primero y dy = ).
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Para analizar estas formulas es preferible pasar ya a términos dindmicos en
lugar de puramente cinematicos. Para ello tenemos que aceptar, como uno de
los principios fundamentales de la mecéanica newtoniana, que dos observadores
cualesquiera coinciden cuando determinan la fuerza “real” que esté actuando
sobre un objeto en un momento dado, es decir, la suma de todas las fuerzas
vinculables a causas fisicas (gravedad, electricidad, etc.). Esto significa que si
dicha fuerza es F = (Fy, Fy, F3) para un observador y F, = (Fy, F§, F3}) para
otro, no se dara la relaciéon ingenua F = ﬁ*, sino que hay que tener en cuenta
las diferencias puramente geométricas entre ambos sistemas de referencia, por
lo que la relacién correcta es

F = Fy = F}iiy + Fyiiy + Fyiis.

Esto vale para cada fuerza en particular que actte sobre el objeto, y también
para la fuerza resultante de sumarlas todas. Si ahora suponemos que el primer
observador es inercial, con lo que se cumple la relacion F = md, donde m es
la masa del objeto, resulta que Fy = md, luego multiplicando por m la tercera
formula del teorema anterior obtenemos

mﬁo = FQ — md’o — m(D'O X (@'0 X ’Fo) — 2m(150 X 170 — md’o X 7?0.

Podemos expresar esta ecuacidén exclusivamente en términos del segundo
sistema de referencia si expresamos

— x = x = x - % — * — * — * —
o = apHr s + aHels + aphsis = (85)o, Qo = o] U1 + astis + a3is,

de modo que los vectores @ v @, son vectores expresados en el segundo sistema
oY
de referencia, pero que solo pueden medirse directamente desde el primero, ya
) )
que dependen del movimiento del segundo sistema de referencia respecto del
primero. Asi tenemos que

m(z’o = ﬁo — m(ag)o — mdfo X ((30 X Fo) — QmJjo X 170 — m&o X ’I?o,

e igualando los coeficientes de cada vector #; en ambos miembros (técnicamente,
multiplicando por cada 4;), obtenemos la igualdad:

mi, = F, — ma@l —md x (& X 7)) — 2m X 0, — md, X 7, (4.17)

que es el sucedaneo de la segunda ley de Newton que se cumple respecto del
segundo sistema de referencia.

Antes hemos dicho que si un sistema de referencia es inercial, también lo
seran todos aquellos vinculados a objetos que se muevan respecto a él con velo-
cidad constante. Sin embargo, ahora vemos que es necesario hacer una precisiéon
que antes no habfamos tenido en cuenta porque no nos habiamos planteado la
posibilidad de que los ejes del segundo sistema de referencia estuvieran en mo-
vimiento:
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Dado un sistema de referencia inercial, cualquier otro sistema de
referencia cuyo origen de coordenadas se mueva a velocidad cons-
tante respecto del sistema dado y cuyos ejes permanezcan en todo
momento paralelos a si mismos (es decir, que no giren) es también
un sistema de referencia inercial.

En efecto, la primera condicién equivale a dp = 0yla segunda a que los
vectores ; sean constantes, lo que a su vez implica que & = 0, , y esto a su vez
implica que @ = O, por lo que la ecuacién anterior se reduce a F, = My, y esto
significa que el segundo sistema de referencia satisface también la segunda ley
de Newton.

En cambio, si el primer observador ve acelerar al segundo o ve girar a sus
ejes, éste ya no es inercial, sino que percibira fuerzas ficticias sobre los objetos
que no estaran vinculadas a causas fisicas que actien sobre ellos, sino que seréan
la manifestacion indirecta del movimiento del observador, que es directamente
“invisible” para él. Lo relevante es que el teorema anterior nos da una descripcion
matematica completa de dichas fuerzas ficticias, lo que nos permite trabajar con
ellas exactamente igual que con las fuerzas “reales”:

Teorema 4.6 Consideremos dos sistemas de referencia, de modo que el pri-
mero sea inercial y el origen de coordenadas del seqgundo tenga coordenadas 0}
respecto del primero y sus ejes de coordenadas vengan determinados por los
vectores Uy, Us, Us. Sea @ = (wy,ws,ws), donde

— = - — y — JEIVREN — =
W1 = UgU3 = —U3U2, W2 = Uzl = —U U3, W3 = U U2 = —UU7.

Sean

@o = Zwiﬁia ao = (o) = Zaiﬂia a=(ar,az,a3).
3 K3

Finalmente, sea
=>_ aoils, do = (ao1,a02,a03)-
1

Entonces el segundo sistema de referencia cumple la sequnda ley de Newton si
a la hora de calcular la fuerza total que actia sobre un objeto de masa m no
solo sumamos las fuerzas “reales” vinculadas a causas fisicas que le afectan, sino
también las “fuerzas ficticias” siguientes:

1. La fuerza inercial lineal: fo = —mdo-
2. La fuerza centrifuga: f;ent =—m&d X (J X 7).
8. La fuerza de Coriolis: ﬁ;or = —2mw X U.

4. La fuerza de Euler: fEu = —ma X 7.
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En efecto, las cuatro fuerzas que hemos enumerado son los términos adicio-
nales del miembro derecho de la ecuacion (4.17), salvo que hemos modificado
la notacién suprimiendo el asterisco que alli distingue a las magnitudes relati-
vas al segundo sistema de referencia (que ahora es innecesario ya que todas las
magnitudes son relativas a él).

Vamos a analizar estas cuatro fuerzas en general
y en varios ejemplos concretos, entre los cuales con-
sideraremos para todas ellas el caso de un sistema
de referencia vinculado a la Tierra, por ejemplo que
tenga por ejes las intersecciones entre las paredes y
el suelo de una esquina de una habitaciéon de una
casa. Ahora bien, en la practica podemos pasar a
un sistema de referencia con origen en el centro de
la Tierra, con el eje Z en la direcciéon de su eje de
rotacion y con los ejes X,Y pasando por puntos fi-
jos en el ecuador de longitud fija. Si lo comparamos con el asociado a la casa,
sucede que uno esta en reposo respecto del otro, por lo que las tunicas diferen-
cias entre las medidas de posicion, velocidad, etc. respecto de uno y otro seréan
las puramente geométricas, pero en ambos sistemas de referencia tendremos las
mismas fuerzas de inercia, aunque se expresen con vectores distintos.

Respecto de un observador situado en la Tierra en reposo respecto a ella,
los ejes de coordenadas estan fijos, pero respecto de un observador inercial que
vea la Tierra “desde lejos”, vera que los ejes X, Y estan girando alrededor
del eje Z a razén de 27 radianes cada 24 horas, es decir, con velocidad angular
w = 2m/(24-3600)) rad/s. El vector & considerado en el teorema anterior apunta
en la direccion del eje de giro, luego es en este caso @ = (0,0,w). Notemos que
w > 0 supone que el semieje Z positivo pasa por el polo Norte, pues si miramos
la Tierra desde el polo Norte su sentido de giro es positivo: de Oeste a Este
(por eso el Sol parece moverse en el cielo de Este a Oeste). Notemos que en la
figura & no esta representado a escala, pues su moédulo es de unas 73 micras.

La tabla siguiente contiene toda la informacién necesaria para los calculos
relativos a este ejemplo: las masas de la Tierra, el Sol y la Luna, el radio de la
Tierra, las distancias a la Tierra del Sol y la Luna, la constante de gravitaciéon
v la velocidad angular de rotaciéon de la Tierra:

My 5.9736 - 10%* kg rr 6.371-105m
Ms 1.9891 - 1030 kg Rs | 1.496-10"m
My, 7.349 - 10*2 kg Rr | 3.844-10°m
G |6.67430- 107 Nm? /kg? | w | 7.2722-1075s7!

La fuerza centrifuga Respecto de un sistema de referencia esta girando al-
rededor del eje senalado por el vector &, cada objeto esta sometido a una fuerza
centrifuga feent = —md x (J X 7).
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Podemos descomponer 7 = 7, + 7., donde 7, es su componente axial (en la
direccion de &) y 7. es su componente radial, como muestra la figura. Notemos
que p = ||7:]] = rsena, donde « es el d4ngulo que forman 7y &. Por lo tanto,
WX T =d X7, es ortogonal a & y a 7, y sumodulo es wp. A su vez, & X (J X 7)
es ortogonal a los dos factores, luego tiene la direccién de 77, pero la regla de
la mano derecha muestra que su sentido es el opuesto. Ademas su modulo es
w?p, luego es la aceleracion normal que tiene un objeto que gira alrededor de
un eje a una distancia p con velocidad angular w, luego feens = mw?p es el
modulo de la fuerza necesaria para que un objeto de masa m gire con radio p
y velocidad angular w. Dicha fuerza tiene que apuntar hacia el centro de giro,
luego es precisamente — f;cnt. Asi pues:

La fuerza centrifuga que experimenta un objeto es la opuesta a la
fuerza a la que debe someterse para que gire respecto del eje deter-
minado por & con velocidad angular w.

Por ejemplo, imaginemos que un hombre de masa m esta de pie sobre un
tiovivo en movimiento que gira con velocidad angular w y esta sujeto a una
barra situada a una distancia p del eje de giro. Desde el punto de vista de un
observador inercial, situado fuera del tiovivo, sobre el hombre estan actuando
tres fuerzas: su peso, que se cancela con la reaccion del suelo del tiovivo, y una
fuerza que lo sujeta al tiovivo, ejercida a través del contacto con la barra y del
rozamiento con el suelo de sus zapatos. Esta fuerza apunta hacia el eje de giro
del tiovivo y tiene modulo mw?p, de modo que se cumple la segunda ley de
Newton, pues la aceleracion a la que estd sometido es una aceleracion normal
que apunta hacia el eje de giro y tiene médulo w?p.

Aqui es fundamental comprender que en un sistema de referencia inercial no
hay fuerzas ficticias y, en particular, no hay ninguna fuerza centrifuga. Dejando
de lado el peso que se cancela, la tnica fuerza que esta actuando sobre el hombre
apunta hacia el centro de giro, y es la que lo hace girar. Sin ella, si el hombre
se soltara de la barra, abandonaria su trayectoria circular para moverse en linea
recta, con lo que se veria expulsado del tiovivo.

Por el contrario, si describimos la situacién respecto de un sistema de refe-
rencia no inercial para el que el hombre y el tiovivo estén en reposo, el hombre
no “se siente” acelerado, pues “se siente” en reposo, pero siente igualmente que
necesita ejercer una fuerza de intensidad mw?p sobre la barra para sujetarse a
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ella o, mejor dicho, para que la barra lo sujete con la reacciéon correspondiente y
compense asi una fuerza centrifuga que “siente” que lo empuja hacia afuera con
la misma intensidad.

En resumen: desde un sistema de referencia inercial, sobre el hombre actua
una fuerza neta no nula de intensidad mw?p (ejercida por la barra a la que
se sujeta) que produce en él la aceleracion normal necesaria para girar con el
tiovivo, mientras que desde el propio tiovivo el hombre esta en reposo, luego
sobre &l se cancelan dos fuerzas: una fuerza centrifuga de intensidad mw?p que
apunta en la direccién opuesta al eje de giro y otra de la misma intensidad
ejercida por la barra que la compensa.

Vamos a calcular ahora la intensidad de la fuerza centrifuga que experimenta
un objeto situado en la superficie de la Tierra. Su distancia al eje de giro es
p = Ry cosa, donde « es la latitud, luego la intensidad de la fuerza centrifuga
es

ﬁent = mw?rr cos a = 0.3369m cos «,

que es maxima en el ecuador y nula en los polos, donde equivale al 0.34% del
peso del objeto. En otras palabras, la fuerza centrifuga hace que, en el ecuador,
un objeto de 1kg de peso se comporte como si pesara 0.9966 kg.

La fuerza de Coriolis La fuerza de Coriolis f%or = —2md X ¥ recibe este
nombre por un trabajo del ingeniero francés Garpard Coriolis publicado en
1835, si bien habia sido calculada por Euler en 1749 y su efecto ya habia sido
considerado en 1661 por los astréonomos Giovanni Battista Riccioli y Francesco
Maria Grimaldi en conexion con la balistica.

Observamos que fcor es ortogonal a «, luego estd contenido en el plano
perpendicular al eje de giro que pasa por la posicién del objeto, y también es
perpendicular a la velocidad v, o a su proyecciéon en dicho plano, que es de la
que depende realmente. La fuerza de Coriolis es nula cuando la velocidad tiene
la direccion del eje de giro y es maxima cuando es ortogonal a ella, y entonces
su moédulo es 2mwv.

Para interpretar esta fuerza consideremos de nuevo el hombre montado en
el tiovivo, pero supongamos que no permanece en reposo (respecto al tiovivo),
sino que da un paso radialmente hacia afuera. Desde el punto de vista de un
observador inercial, si el hombre mueve su pie derecho, resulta que éste parte de
un punto en el que se estaba moviendo con el tiovivo a una velocidad angular w,
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luego a una velocidad lineal vy = wpy, donde py es la distancia al eje. Pero
a medida que su pie avanza radialmente hacia afuera, digamos hasta tocar el
suelo a una distancia p; del eje, pasa sobre puntos del suelo que estdn girando
a la misma velocidad angular w, luego a velocidad lineal wp, que es cada vez
mayor, a medida que el pie se aleja del eje, pero la velocidad lineal de su pie
nunca deja de ser vy (hasta que no toca el suelo de nuevo), por lo que, aunque el
hombre pretendiera mover su pie radialmente —y suponiendo que eso es lo que
ha hecho desde el punto de vista del observador inercial—, resulta que el tiovivo
corre cada vez mas rapido bajo su pie, y termina posédndolo un poco hacia atras
respecto del sentido de giro. Desde el punto de vista del hombre, para el que
el tiovivo esta en reposo, habra notado que “algo” ha empujado su pie hacia su
derecha (si el tiovivo gira en sentido positivo visto desde arriba). Ese “algo” es
la fuerza de Coriolis.

Si aplicamos esto al movimiento de rotacion de la Tierra, resulta que los
adversarios geocentristas de Galileo tenian razén en que si dejamos caer una
piedra desde una torre, la rotacién terrestre tendria que notarse en que la tra-
yectoria no es vertical, sino que la piedra tiene que sufrir un desvio, pero no
hacia el oeste, como pretendian, sino hacia el este, pues, desde el punto de vista
de un observador inercial, a medida que desciende pasa por puntos que giran
con menor velocidad lineal, luego llega al suelo girando a mas velocidad que los
puntos a esa altura, luego los habra adelantado en su giro hacia el este, y habra
caido més hacia el este que el punto desde el que fue lanzada.

Alternativamente, en un punto de la superficie terrestre, el vector & apunta
hacia el Norte, con una inclinacién ¢ igual a la latitud del lugar. En el hemisferio
norte apunta hacia el cielo, mientras que en el hemisferio sur se mete bajo tierra.
Tanto en un caso como el otro, si un cuerpo cae, con lo que su velocidad apunta
hacia abajo, la regla de la mano derecha muestra que & X ¢ apunta siempre
hacia el oeste, luego ﬁ;or apunta hacia el este. Ahora bien, la figura no esta en
absoluto a escala, pues, segin hemos visto, @ apenas mide unas micras, luego
la mayor intensidad que puede tener la fuerza de Coriolis (en el ecuador) es de
2mwv = 0.0001454mv, lo que supone un 0.0015% del peso del objeto que cae
por cada m/s de velocidad.

<

|

Por ejemplo, si dejamos caer en Florencia (a unos 43° de latitud Norte) una
piedra de 1 kg desde 30 m de altura, serd empujada hacia el este en su caida por
una fuerza de Coriolis de intensidad 2w cos(43°)v = 0.000106371v N. Su peso
—g hara que llegue al suelo en 2.47s, y su velocidad vertical en cada instante
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serd v, = —gt, despreciando la diferencia entre v y v,, la fuerza horizontal que
actiia sobre la piedra en cada instante es foor = 2w cos(43°)gt, luego su veloci-
dad horizontal en cada instante serd v = wcos(43°)gt? y el espacio horizontal
recorrido serd e = w cos(43°)gt3/3, que para t = 2.47 nos da un desplazamiento
de e = 2.6 mm.

Otro caso destacado es el de un objeto que se mueve sobre la superficie
terrestre, es decir, tangente a ella. Respecto de un sistema de referencia con el
eje X orientado al este y el eje Y orientado al norte, podemos expresar

& = (0,wcos ¢p,wsen ¢),

donde ¢ es la latitud, y si la velocidad es @ = (ve, vp,0), un simple calculo nos
da que

f_léor = —2m& X U = 2mw sen ¢(vy,, —ve,0) + 2mu.w cos ¢(0, 0, 1).

Asi hemos descompuesto la fuerza de Coriolis en una componente tangencial
y una componente vertical. La componente vertical tiene intensidad

fE = 2mu.w cos ¢,

entendiendo que apunta hacia arriba si v, > 0 y hacia abajo si v, < 0.

Esta componente vertical de la fuerza de Coriolis recibe el nombre de fuerza
de Edtvos, por el barén hingaro Lorand E6tvos de Vasarosnamény, quien predijo
que la gravedad terrestre medida sobre un barco que navegara hacia el este seria
ligeramente menor que medida en un barco que navegara hacia el oeste y, en
efecto, poco después, en 1908, se comprobd experimentalmente con dos barcos
en el mar Negro que navegaron en sentidos opuestos.

Por ejemplo, si los dos barcos viajaban a 10m/s en sentidos opuestos, el
efecto de la fuerza de Eo6tvos sobre la gravedad g seria de una variaciéon de
+0.001 N/kg, lo que se traduce en que si se hace oscilar un péndulo de 5m de
longitud en cada barco y se cronometran 25 oscilaciones, la diferencia de tiempos
seré de 0.012s.
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En general el efecto de la fuerza de E6tvos es totalmente despreciable porque
no puede compararse con el peso del objeto, pero la componente tangencial no
se encuentra compensada con ninguna otra fuerza (salvo el rozamiento del aire)
y puede hacerse patente. Observemos que el vector (v,, —v.) apunta siempre
hacia la derecha de ¥, pero sen ¢ es positivo en el hemisferio norte y negativo
en el hemisferio sur, lo que se traduce en que la componente tangencial de la
fuerza de Coriolis apunta hacia la derecha del movimiento en el hemisferio norte
y hacia la izquierda en el hemisferio sur, y su intensidad es

2mwv sen ¢@.

Por lo tanto, la fuerza de Coriolis empuja a los objetos para que giren en
sentido horario en el hemisferio norte y en sentido antihorario en el hemisferio
sur. Esto se refleja en el movimiento a gran escala de las corrientes de agua y de
aire (tornados, ciclones, etc.), que giran en sentidos opuestos segtn el hemisferio
en que se forman.

La fuerza de Euler El ejemplo més cotidiano de fuerza de Euler es la fuerza
que experimenta un pasajero de un tiovivo cuando éste arranca o frena. Cuando
arranca, se ve empujado hacia atras, y cuando frena hacia adelante. La explica-
cion es la misma que se aplica a un coche que acelera o frena, pero en el caso del
tiovivo no se trata de la fuerza inercial lineal, ya que, considerando un sistema
de referencia que gira con el tiovivo con origen de coordenadas en su eje, este
origen permanece en reposo también para un observador inercial. Lo que sucede
es que W cambia su modulo (pero no su direccion, pues el eje de giro es siempre
el mismo), de modo que & = &’ tiene la misma direccién que @, con el mismo
sentido si el tiovivo acelera y sentido opuesto si frena. Esto se traduce en que
f]:;u = —ma X 7, siendo ortogonal a &J y a 7, apunta en sentido opuesto al giro
cuando el tiovivo acelera y en el sentido del giro cuando frena, como tenia que
ser.

Si suponemos que el eje de rotacion de la Tierra permanece constante (res-
pecto de un observador inercial), entonces la rotacion terrestre no genera nin-
guna fuerza de Euler, pero en realidad, ya en el siglo II a.C., Hiparco, compa-
rando con mediciones antiguas, constaté que que el polo norte celeste describe se
mueve circularmente, avanzando al menos 1° al siglo, lo que supone una vuelta
completa en a lo sumo 36 000 anos, este movimiento se traduce en que los equi-
noccios se producen cada ano un poco antes que el ano anterior, por lo que se
denomina movimiento de precesion de los equinoccios. Actualmente se estima
que el periodo de precesiéon es de unos 26 000 anos, luego la velocidad angular
de la precesion es

0_ 21
~ 26000 - 365.25 - 24 - 3600

= 7.657-10" ! rad/s.

Desde un sistema inercial adecuado, el movimiento de & viene dado por

& = (wsend cos Qt, wsen O sen O, w cos b),
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donde 0 = 23.4° es la inclinacion de la ecliptica, es decir, el angulo que forma el
eje de rotacion de la Tierra con la perpendicular al plano de su érbita alrededor
del Sol. Derivando se obtiene que la aceleracién angular & tiene modulo w2 sen 6,
por lo que la intensidad méxima de la fuerza de Euler resulta ser de

wQrrsend = 1.41 - 1077 N /kg,

que es menos del 0.000000014% del peso de un objeto, lo que la hace completa-
mente indetectable.

Mareas Consideramos finalmente la fuerza inercial lineal, es decir, la tipica
fuerza que empuja constantemente a los pasajeros de los medios de transporte.
Ya la hemos discutido sobradamente, pero en el caso de la Tierra tiene una
manifestaciéon un tanto insolita.

Si observamos nuestro sistema de referencia con origen O en el centro de la
Tierra desde un sistema de referencia inercial, su aceleracién sera dp = F /M,
donde Mt es la masa de la Tierra y F es la suma de todas las fuerzas que actian
ella. Por consiguiente, la fuerza de inercia lineal que actia sobre un objeto de
masa m es

f=—F.

De entre todas las fuerzas que actian sobre la Tierra, las més relevantes son
la atraccion gravitatoria solar y la lunar. Aunque el Sol tiene mucha més masa
que la luna, la gravitacion lunar resulta ser mas relevante por su mayor proxi-
midad, asi que vamos a estudiar con detalle la fuerza de inercia que determina
sobre un objeto situado en la superficie terrestre.

Ahora nos encontramos con una situacion peculiar, porque las fuerzas que
frenan un coche no actiian sobre sus pasajeros, y de ahi que se vean empujados
hacia adelante, pero la Luna no s6lo induce una fuerza sobre la Tierra que a su
vez se traduce en una fuerza de inercia sobre los objetos en su superficie, sino
que también atrae a los objetos mismos con una fuerza “real” (no inercial), y la
combinaciéon de ambas fuerzas tiene un efecto sorprendente.

Para analizarla descomponemos la fuerza total F que actta sobre nuestro
objeto en la superficie terrestre como

Fy+ For + Forr, + f1 + fo,

donde Fgr es la atraccion gravitatoria terrestre (su peso), ﬁgrL es la atraccion
gravitatoria lunar, ﬁo es el resto de fuerzas reales que actiian sobre el objeto
descontadas estas dos, fL es la fuerza de inercia lineal debida a la fuerza que la
Luna ejerce sobre la Tierra y ﬁ) es el resto de fuerzas inerciales, incluyendo la
fuerza de inercia causada por el Sol. Observemos que

- m =
— 7F
fL_ MT L,

donde Fy, es la fuerza con la que la Luna atrae a la Tierra.
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Llamamos d al vector que une el centro de la Luna con el centro de la Tierra,
y D al que une el centro de la Luna con la posicién del objeto.

D

S

Asi, segun la ley de gravitacion universal:

ﬁ - _GMTm 7 =3 GMLm 5

gr —

Por otra parte,

Vemos asi que la fuerza real ﬁgrL y la ficticia fL causadas por la Luna sobre el
objeto se diferencian en el signo y en que los vectores D y d 1o son exactamente
el mismo (pero en una figura a escala serfan casi idénticos). Por ello conviene
estudiar la suma de ambas fuerzas, para tener en cuenta su cancelacion parcial:

. . . 1 -~ 1 -

fmar = LgrL +fL = _GMLm (mD - dgd) .
Esta suma recibe el nombre de fuerza de marea, y formalmente es la diferencia
entre la fuerza con la que la Luna atrae al objeto menos la fuerza con que lo
atraerfa si éste estuviera en el centro de la Tierra.

La figura muestra la fuerza centrifuga y la fuerza de marea en diferentes pun-
tos de la superficie terrestre, calculadas con las férmulas que hemos obtenido,
aunque estan multiplicadas por un factor k = 108 en el caso de la fuerza centri-
fuga y k = 2-10'2 en el caso de la fuerza de marea, para que sean apreciables
(se supone que la Luna esta a la izquierda):

Fuerza centrifuga Fuerza de marea

La fuerza centrifuga es mucho mas intensa que la fuerza de marea. Por
ejemplo, en el punto del ecuador mas cercano a la Luna, las intensidades son:

Fye = 9.8N/kg,  Feens = 0.3369N/kg,  Fpay = 1.1274 - 107N /kg,
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con lo que la fuerza centrifuga que experimenta un cuerpo es del orden del
0.34% de su peso y la fuerza de marea del orden del 0.000011% de su peso.
Son demasiado pequenas para que puedan apreciarse en un objeto en concreto,
pero su efecto se nota en la masa de agua que forma los océanos. La fuerza
centrifuga hace que el nivel del mar sea méas elevado en el ecuador que en los
polos, mientras que la fuerza de marea provoca un efecto similar en los puntos
de longitud proxima a la del eje Tierra-Luna.

Sin embargo, una diferencia esencial entre ambas es que la fuerza centrifuga
es simétrica respecto del eje de rotacion de la Tierra (el eje vertical en la figura),
mientras que la fuerza de marea es simétrica respecto del eje Tierra-Luna (el
eje horizontal en la figura, de modo que la figura de la derecha es igualmente
valida si consideramos que el eje de rotacion de la Tierra es el vertical o el
perpendicular al papel). Como consecuencia, aunque la fuerza de marea es
mucho mas débil que la centrifuga, su efecto es mas llamativo, ya que, para un
observador situado en la Tierra, la Luna gira a su alrededor una vez al dfa, por
lo que los abultamientos que provoca en el nivel del mar giran también una vez
al dia y, como hay dos abultamientos opuestos, sucede que el nivel del mar sube
y baja en cada sitio dos veces al dia. Esta es la explicacion del fenomeno de las
mareas. El Sol también produce mareas, aunque de menor intensidad, pero las
mareas lunares se intensifican sensiblemente cuando la Luna esta alineada con
el Sol.

Lo sorprendente es que la presencia de la Luna “a la izquierda” de la Tierra
provoque una fuerza “hacia la derecha” en la cara opuesta de la Tierra, pero
no es tan extrano si nos damos cuenta de que se trata de una fuerza ficticia:
cuando un coche acelera “hacia la izquierda”, sus ocupantes sienten una fuerza
ficticia “hacia la derecha”. Igualmente, un punto situado en un punto de la
superficie terrestre diametralmente opuesto a la Luna, se encuentra con que la
Luna “estira” de la Tierra, y la fuerza de inercia correspondiente “empuja’ al
cuerpo, y la intensidad del empujon es la de la fuerza con que la Luna atraeria
al objeto si estuviera en el centro de la Tierra, que es mayor que la fuerza con
la qua atrae al objeto de hecho, porque el centro de la Tierra estd mas cerca de
la Luna. Por ello la fuerza resultante apunta en sentido contrario a la Luna.

El péndulo de Foucault Supongamos que desplazamos un péndulo de su
posicion de equilibrio y lo dejamos caer sin ninguna velocidad inicial. Teorica-
mente oscilaré siempre en el mismo plano, pero si tiene suficiente masa como
para que se haga sensible la fuerza de Coriolis debida a la rotaciéon de la Tie-
rra, ya no seré asi, sino que el plano de la oscilaciéon sufrird un movimiento de
precesion.

Aunque el hecho ya era conocido, la primera demostracion publica de este
fenémeno la realizd el fisico y astronomo francés Jean Bernard Léon Foucault,
y por ello los péndulos sometidos a la atraccion gravitatoria y a la aceleracion
de Coriolis se llaman péndulos de Foucault.

El primer péndulo de Foucault fue instalado en 1851 en la cupula del Pantedn
de Paris, estaba sujeto de un cable de acero de 67m de largo y 1.4mm de
didmetro y pesaba 28kg. Oscilé durante 6 horas con una amplitud méxima
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de 6m y un periodo de 16.5s. La velocidad de precesion fue de 11° por hora.
Vamos a analizar este resultado.

Tomemos un sistema de referencia con origen en el punto donde se sujeta la
cuerda del péndulo y supongamos que lo soltamos desde una posicion (0, zq, 2o).
Si de momento prescindimos de la fuerza de Coriolis, sobre el péndulo acttan
dos fuerzas, su peso P= (0,0, —mg) (en el que podemos considerar incorporada
la fuerza centrifuga), y la tension del cable T, en la direccion de éste. Si la
posicion del péndulo en el instante ¢ es r(t) = (x(t), y(¢), 2(t)), la tension de la

cuerda sera
7o T T T
- l .’I/" l y? l Z b)

donde | = /22 + 32 + 22 es la longitud de la cuerda, que introducimos en la
expresion para que T'(t) sea precisamente el modulo de la tension. Por lo tanto,
la fuerza total que actia sobre el péndulo (sin contar la fuerza de Coriolis) es

- T T T
F= (—lx,—ly,—lz—mg>.

La segunda ley de Newton proporciona el sistema de ecuaciones diferenciales
que determinan el movimiento del péndulo:

No estamos en condiciones de resolver este sistema, pero pensemos en la fun-
cion (desconocida) T'(t). Podemos calcular su valor en los instantes en los que el
péndulo se encontraba a su altura maxima y minima. En los instantes de altura
minima, es decir, cuando el cable se encontraba en posiciéon vertical, la tension
contrarrestaba exactamente al peso, por lo que T" = 29 - 9.8 = 274.4N. En los
instantes de altura méxima, en los que la velocidad del péndulo era 0, la tensiéon
compensaba la componente normal del peso, con lo que resulta 7" = 273.3N.
Estos son los valores maximo y minimo de T(t) y, puesto que su diferencia
es de 1.1 N, el error que cometemos si suponemos que toma siempre el valor
T = mg = 274.4N se mantiene siempre por debajo de un 0.4%.

En general, siempre que consideremos un péndulo con édngulo de oscilacién
pequeno, obtendremos una aproximacioén razonable si suponemos que T' =~ mg,
con lo que la tercera ecuacion diferencial tiene solucién trivial z(t) = —I (lo
que indica que estamos despreciando las variaciones en altura del péndulo) y las
otras dos se convierten en

(1) = =Ta(t), y'() = =Ty,

que son dos ecuaciones independientes, que podemos resolver por separado.

No perdemos generalidad si suponemos que el péndulo parte de la posicién
(0,y0) con velocidad inicial 2, = y, = 0. (Para asegurarse de que la velocidad
inicial era nula, Foucault sujet6 el péndulo con un hilo y lo quemé una vez
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se hubo estabilizado.) Entonces la primera ecuacion diferencial tiene solucion
trivial z(t) = 0, lo que significa que el péndulo oscilara en el plano Y Z. Segin
el teorema 1.35, la segunda ecuaciéon determina una oscilaciéon harmonica, de la

forma:
y(t) = acos <ﬁt) ,

donde a es la amplitud maxima del péndulo. Es claro entonces que el tiempo
que tarda el péndulo en volver a su posicién inicial es'®

T = 277\/%.

En el caso del péndulo de Paris, el valor que obtenemos segiin nuestros calcu-
los es T = 274/67/9.8 = 16.43 3, que encaja muy bien con el valor experimental
de 16.5s.

Hemos llegado de nuevo al resultado que ya habiamos obtenido con otro en-
foque al estudiar el péndulo simple, segtin el cual, para oscilaciones pequenas,
el periodo no depende de la amplitud. Pero el planteamiento que hemos presen-
tado ahora nos permite incorporar facilmente el efecto de la fuerza de Coriolis,
que, segln hemos visto, viene dada por ﬁ:or = —2mw X Up.

Recordemos que & es el vector que apunta en la direcciéon del eje de rotacion
de la Tierra y de médulo w igual a la velocidad angular de rotaciéon de la Tierra.

Concretamente,
2w

~24-60- 60
Podemos suponer que el sistema de coordenadas respecto al cual estamos des-
cribiendo el movimiento del péndulo tiene su eje X apuntando hacia el Norte,
en cuyo caso el vector & tiene coordenadas (wcos A, 0,wsen ), donde A es la
latitud. La latitud de Paris es A = 48° 50’ 46.5”. Respecto de nuestro sistema
de referencia, la fuerza de Coriolis es

w =7.2722- 10" rad/s.

.f(:or = —2mw(cos \,0,sen \) x (2',1/,2") =

2mw(y’ sen \, —z’ sen A + 2’ cos X, —y cos \).

El mayor valor que toma el modulo de ¢’ (en nuestro calculo sin considerar
la fuerza de Coriolis) es a+/g/l, que en nuestro ejemplo es 2.3m/s, luego el valor
méximo de la componente vertical de la fuerza de Coriolis es

2MWYh 0w €08 A = 0.00615 N,

que es totalmente despreciable en comparaciéon con el peso de 274.4 N. Por otra
parte, nuestro supuesto de que la tension del cable es constante conlleva consi-
derar z constante, con lo que, en coherencia con nuestros supuestos precedentes,
debemos considerar z' = 0.

13Hasta ahora llamabamos T al médulo de la tension, pero esta cantidad no va a aparecer
de nuevo, asi que a partir de ahora reservamos la T' para referirnos al periodo de oscilacion.



4.4. Sistemas de referencia no inerciales 277

En definitiva, una aproximacion razonable para la fuerza de Coriolis es
feor = 2muw(y’ sen A, —z' sen \, 0),

lo que nos lleva a modificar como sigue las ecuaciones del movimiento que ha-
biamos obtenido:

2 (t) = 2wy’ (t) sen A — %:v(t)7 y"(t) = 2wz’ (t) sen A — %y(t)

(Notemos que la m desaparece porque las ecuaciones resultan de dividir entre m
las dadas por la segunda ley de Newton.) Ahora agrupamos las dos incognitas
en una unica funcién compleja z(t) = z(t) + y(t)i, con lo que el sistema de
ecuaciones se combina en una tnica ecuaciéon

2" (t) + 2iwsen A 2/ (t) + (g/1)z = 0,
que se corresponde con la que hemos estudiado en el teorema 1.36. Con la

notacion empleada alli, ¢ = 1/g/l + w? sen? A, luego la solucion (correspondiente
a una velocidad inicial nula) es

; wsen A
2(t) = e"wsenAty, (cos qt +i sen qt) .
q

Para interpretar esta expresiéon supongamos por un momento que no estu-
viera la exponencial inicial. La expresion entre paréntesis es una elipse cuyos
ejes son los ejes de coordenadas, el semieje mayor mide 1y el menor (w/q) sen .
La multiplicacién por zp gira la elipse un dngulo igual al argumento de 2y, con
lo que su semieje mayor pasa a estar en la direccién de zg, es decir, del des-
plazamiento inicial del péndulo, y cuyos semiejes estan ahora multiplicados por
la amplitud a de este desplazamiento inicial (6m en el ejemplo que estamos
considerando). En total, esta parte de la solucién corresponde a una oscila-
cibn que ya no es plana, sino eliptica, con un didmetro de 12 metros y el otro
de 1.7mm. En la préctica esto no se distingue de una oscilacién plana, con
periodo T = 27/q ~ 27+/1/g (en nuestro ejemplo T = 27/q = 16.43 no se dis-
tingue del periodo que habiamos calculado sin considerar la fuerza de Coriolis,
ya que la correccion es insignificante).

Asi pues, si no estuviera la primera exponencial, la solucién que hemos ob-
tenido seria practicamente la misma que la que ya teniamos, pero dicho factor
se interpreta como un giro de la elipse (es decir, del plano de oscilacion) con
velocidad angular wy, = wsen A (en sentido horario en el hemisferio Norte y
antihorario en el hemisferio Sur). En nuestro ejemplo, la velocidad angular es

wy = 5.47558 - 10 " rad /s = 11° 17/ 39.1” /A,

que cuadra con el resultado experimental. n
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Sistemas binarios Hemos visto que, a la hora de elegir un sistema de referen-
cia para describir el movimiento de unos cuerpos, lo importante no es si es o no
inercial, sino tener en cuenta las fuerzas de inercia en caso de que las haya y no
podamos considerarlas despreciables. Por ejemplo, al estudiar el movimiento de
un planeta bajo la atraccion del Sol hemos tomado un sistema de referencia con
origen en el Sol, pero no hemos tenido en cuenta que dicho sistema de referencia
no es inercial, ya que el Sol esta sometido a la atraccion gravitatoria del planeta,
luego desde un sistema de referencia inercial el centro del Sol esta sometido a
una aceleracion. Lo que sucede es que dicha aceleracion es despreciable debido
a la gran diferencia de masas entre el Sol y el planeta (es como la aceleracion
que experimenta la Tierra por la atraccion de una piedra que cae sobre ella).

Ahora bien, si consideramos, por ejemplo, el movimiento de un sistema bina-
rio de estrellas de masas similares sometidas a su propia atracciéon gravitatoria,
ya no podemos tomar un sistema de referencia centrado en una de ellas y des-
preciar la fuerza de inercia que afectara a la otra. Por lo tanto, en principio,
toda la discusion de las leyes de Kepler que hemos expuesto no es aplicable a
este caso. No obstante, vamos a ver que en realidad si que lo es.

Supongamos que tenemos dos objetos de masas my y mq situados en posicio-
nes 71 y 79 respecto de un sistema de referencia inercial, sometidos tinicamente
a las fuerzas gravitatorias que se ejercen mutuamente. Si llamamos 7= 75 — 77,

éstas son
Gmimso _ - _ Gmims _
_— B

Fip =— Ty Fy=—Fip = 3
r

3
r

Ahora consideramos el centro de masas del sistema formado por los dos
cuerpos, que es el punto dado por

B— M7 + maTs
2

Es un punto del espacio perfectamente identificado por los dos cuerpos, aun-
que no haya nada en él. Si los dos cuerpos tienen masas iguales, el centro de
masas es el punto medio entre ambos, pero si no, el centro de masas estara
més cerca del mas masivo, de forma proporcional. Por ejemplo, si m; = 2mso,
entonces R esté al doble de distancia del segundo cuerpo que del primero.

El interés de este punto es que, derivando dos veces, la aceleracién del centro
de masas es

i_ mydy + mads _ Fo + Fy
2 2

:67

donde suponemos que Fy es la tnica fuerza que se ejerce sobre el primer cuerpo
Y, Fi5 es la tinica fuerza que se ejerce sobre el segundo, por lo que Fy = myaq,
Fio = mads. Esto significa que, aunque los dos objetos estén sometidos a fuerzas
no nulas y ello haga que estén acelerados respecto de un cualquier de referencia
inercial, su centro de masas no lo esta.!*

MEsto se generaliza facilmente a sistemas de cualquier cantidad finita de particulas pun-
tuales: si sobre ellas no actiian fuerzas exteriores, es decir, distintas de las fuerzas que cada
particula ejerce sobre las demas, y que se compensan a pares segin la tercera ley de Newton,
el centro de masas tiene aceleraciéon nula respecto de cualquier sistema de referencia inercial.
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Por lo tanto, podemos tomar un sistema de referencia inercial con origen de
coordenadas en el centro de masas de los dos cuerpos. Esto se traduce en la
relacion adicional m 7 + mois = 0, de donde

L L L mitma my + ma
r=Tog—T1 = ——"""T2, r=———"7""T2.
my my
Por lo tanto,
- Gmims _ Gmim} . my
Fio = — T =— T T2, donde m; = ———— m;,.
r ry mi1 + mo

Esto significa que, respecto del sistema inercial con origen en el centro de
masas, la fuerza que actia sobre el segundo cuerpo esté dirigida hacia el origen
de coordenadas y su intensidad es la que daria la ley de gravitacion universal si
las masas de los cuerpos fueran m;, por lo que el cuerpo de masa ms se movera
siguiendo las leyes de Kepler, con las tinicas salvedades de que en el foco de su
orbita no estara el objeto de masa m1, sino el centro de masas del sistema.

Naturalmente, todo vale igualmente si intercambiamos los papeles, luego
concluimos que dos objetos que se mueven por la fuerza gravitatoria que se
ejercen mutuamente, no orbitan uno alrededor del otro, sino que ambos orbitan
(segun las leyes de Kepler) alrededor de su centro de masas, y esto no depende
del sistema de referencia (inercial) que se considere.

Por ejemplo, si tenemos dos estrellas con la misma masa, ambas giraran en
elipses respectivas con un foco en comun en su punto medio:

-.'“\

Pero si m; es mucho mayor que my, entonces m; ~ m; y el centro de masas
estard muy proximo a 7, por lo que en la practica podemos decir que el segundo
cuerpo gira alrededor del primero, como ocurre con una estrella y un planeta.

|






Capitulo V

Diferenciabilidad

Hemos visto que una funciéon f : A C R — R definida en un abierto A
es derivable en un punto ¢ € A si la grafica de f se vuelve indistinguible de
una recta (no vertical) cuando se amplia alrededor de ¢, y dicha recta es la que
llamamos recta tangente a la grafica de f en el punto considerado.

Ahora vamos a estudiar la situacién para una funciéon f : A C R2 — R, es
decir, vamos a ver bajo qué condiciones la grafica de f tiene un plano tangente
en uno de sus puntos (¢, f(c)), un plano que pase por dicho punto y que, cuando
se amplia suficientemente la grafica de f, resulte indistinguible de ella.

Por ejemplo, la figura de la izquierda es la gréfica de f(x,y) = 10 — 22 — y?
junto con su plano tangente en el punto ¢ = (1,2). A la derecha vemos las
mismas graficas restringidas a los puntos (z,y) del circulo de centro (1,2) y de
radio 0.2, y vemos que resultan casi indistinguibles. Si consideraramos tnica-
mente los puntos del circulo de radio 0.1, la diferencia serfa ya inapreciable:

Un plano que pase por un punto (o, yo, f (o, o)) (a menos que sea vertical)
es la grafica de una funcion de la forma

T(z,y) = f(z0,90) + a(z — z0) + b(y — Yo)-

La pregunta obligada es cuanto tienen que valer concretamente las constantes
a y b para que el plano T(z,y) tenga la propiedad de tangencia que hemos
descrito.

281
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5.1 Funciones diferenciables

Recordemos que las aplicaciones ¢ : R? — R de la forma

¢(x,y) = ax + by

son las llamadas aplicaciones lineales. En estos términos, la discusiéon precedente
puede formularse como que buscamos una aplicacion lineal ¢ con la propiedad
de que el plano dado por la gréafica de la funcion

T(x,y) = f(zo,%0) + ¢(x — 0,y — Yo)

se vuelva indistinguible de f(z,y) cuando ambas graficas se amplian alrededor
del punto ¢ = (zg, yo). Si llamamos v = (x — g,y — Yo), 10 queremos es que

fletv) = f(c) + ¢(v)

en el sentido de que ambos miembros resulten indistinguibles cuando se amplian
las gréaficas. Ahora bien, si ampliamos las graficas de modo que la longitud ||v||
pase a verse como de una unidad, todas las longitudes se dividen entre ||v||,
luego la diferencia entre ambos miembros pasa a verse de longitud

fletv) ~ f(z) — o)

[[o]]

Es esta cantidad la que queremos que se vuelva arbitrariamente pequena a
medida que la escala 1/||v]| de la ampliacién es mayor, es decir, a medida que v
tiende a 0. Por consiguiente, la aplicaciéon lineal ¢ que corresponde al plano
tangente debe cumplir que

o £le+ ) = f(@) = 6(v)

v=0 [[o]]

=0.

Esto nos lleva a la definicion siguiente:

Definicion 5.1 Diremos que una aplicacion f : A C R® — R definida en
un abierto A es diferenciable en un punto ¢ € A si existe una aplicacion lineal
¢ : R" — R, es decir, de la forma ¢(z) = a1z1 + - - - + anx,, de modo que

i Fe+v) = fe) = 9(v)

v=0 o]

=0.

En tal caso, la grafica de la funcion T'(z) = f(c) + ¢(z — ¢) se llama variedad*
tangente a la grafica de f en el punto c.

Antes de analizar el contenido de esta definicion necesitamos hacer algunas
observaciones técnicas:

1La palabra “variedad” se usa aqui como término genérico para incluir los casos “recta” (si
n = 1) “plano” (si n = 2) o “espacio” (si n = 3).
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e Hemos dado la definicion para funciones con dominio en R™ para incluir
los casos n = 1,2, 3, que son los que realmente nos van a interesar.

e En la seccion 1.1 hemos definido el concepto de “abierto” para subcon-
juntos A C K, lo cual incluye los casos A C Ry A ¢ C = R2, pero
la. definicién vale igualmente para R?® y también para R™ si definimos

|lz|| = /22 + - - + 22. La repetimos en general:

Un conjunto A C R"™ es abierto si para todo punto ¢ € A existe
un 1 > 0 tal que todo z € A que cumpla |z — || < 7 esta
también en A.

e Similarmente, en [ITAn 3.12] definimos el concepto de limite para funcio-
nes f : A C C — C, lo cual incluye los casos A C Ry A c C = R2.
Nuevamente, la definicién vale en general, aunque solo necesitamos el caso
particular que aparece en la definicién de diferenciabilidad que acabamos
de dar:

Sea B={z e R" |||z —c|]| <n},seag: B\{c} — Ry sea
I € R. Diremos que lim g(x) = [ si para todo ¢ > 0 existe un
Tr—c

>0 (6 <n)tal quesi0 < |z —c|| < entonces |f(x) —I| <e.

e Por dltimo, aunque no ha aparecido en la definicién de diferenciabilidad,
conviene generalizar también el concepto de continuidad de una funciéon
en un punto:

Diremos que una funcién f: A C R® — R es continua en un
punto ¢ € A si para todo € > 0 existe un § > 0 tal que si z € A
cumple ||z — ¢|| < § entonces |f(z) — f(c)| <e.

Pasemos a analizar ya la definiciéon de diferenciabilidad para el caso n = 2.
Supongamos que hemos fijado una unidad de medida “apreciable”, como 1cm,
y fijemos un € > 0 que sea menor que nuestro umbral de discernimiento visual,
por ejemplo, € = 0.0001 (una micra).

Si ¢ cumple la definicion de diferenciabilidad de f en el punto ¢, por la
definicion de abierto existe un g > 0 tal que siz € Ay ||x — ¢|| < 1o, entonces
x € A o, equivalentemente, si v € R" y ||v|| < no, entonces x + v € A.

Por la definicién de limite existe 0 < 1 < ng tal que si 0 < |Jv|| < 1, entonces

fletv) = fle) = ¢(v)

el

< £
5

Fijemos ahora 1 < § y vamos a considerar la ampliacién de la grafica de f
en el circulo ||c — z|| < 1 que hace que este circulo de radio n pase a tener
radio 5 cm, lo que equivale a tomar como factor de escala 5/7. Cada punto del
circulo puede expresarse como z = ¢ + v, donde |[v]] < n < §. Entonces, la
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diferencia | f(x) — T'(x)| entre la funcion f y el plano T pasara a ser en la figura

a escala
flet+v) = fle) = o(v)

o]l

€
5 <5 5 < €,

luego en efecto, la representacion a escala de la grafica de f sobre todo el circulo
de centro ¢ y radio n estara sobre un circulo de 10 cm de diametro en el que la
diferencia entre f(x) y T(x) sera siempre inferior a una micra.

Si queremos una precision atin mayor sélo tendremos que tomar un ¢ menor,
pero siempre podremos encontrar un circulo de centro ¢ que, al ser ampliado
hasta que tenga 10 cm de didmetro, la grafica de f se diferencie de la del
plano tangente en menos del margen e prefijado. Obviamente el haber fijado la
unidad de medida en 1 cm o el haber exigido que la base de la grafica ampliada
mida concretamente 10 cm de didmetro es irrelevante, pues el razonamiento vale
igualmente con otros datos cualesquiera.

En conclusion, la definicion de diferenciabilidad (para n = 2) afirma preci-
samente que el plano
T(z) = f(c) + ¢(z —c)
es tangente a la grafica de f en el sentido que hemos discutido.

Antes de analizar los casos n = 1 o n = 3, conviene probar algunos hechos
generales sobre la diferenciabilidad de funciones. Observemos en primer lugar
que no sabriamos cémo justificar si una funciéon dada f es diferenciable o no
en un punto ¢ de su dominio porque para ello tendriamos que considerar una
aplicacion lineal ¢ en concreto, y no sabemos cudal es la adecuada para que se
cumpla la definicion. Vamos a ocuparnos en primer lugar de este asunto.

Para ello observamos que si ¢ cumple la definicién de diferenciabilidad, para
todo v € R™ no nulo se cumple que

o Fet ) = £(0) = o(hw)

h—0 |||

:07

donde este limite es el limite de una funcion de una variable h € R, que hemos
estudiado en [ITAn]. En efecto, dado € > 0, por la definicion de limite (en R™)
existe un 7 > 0 tal que si 0 < |Jw|| < n entonces

‘f(chw) — f(¢) = p(w)

[[w]l

’<e,

y a su vez, tomando § = n/||v||, tenemos que si |h| < § entonces ||hv| < n, luego

’f(c + ho) = f(c) = ¢(hw)
[ho]|

y esto prueba que el limite existe y vale 0.

<€

Ahora usamos que ¢(hv) = ho(v) y que ||hv|| = |h|||v] (junto con las pro-
piedades que conocemos para limites de funciones de una variable). Vemos que
1 fle+ho) — fc) — ho(v)

iy | = 0.
o] 10 4]
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Eliminamos la norma y usamos que la funcion |h|/h esta acotada en R\ {0},
as{ como que el producto de una funcién acotada por otra que tiende a 0 también

tiende a 0, luego
fle+hv) — f(c) — ho(v)

fimy h =0,
pero esto equivale a
o flet ) = f(e) _
}llino h (b(’l)) - 07
o también a que
_ e Slethv) — fle)
o) = limy h

Definicion 5.2 Dada una funcién f : A C R” — R definida en un abierto
A C R™, llamaremos derivada direccionalde f en el punto ¢ € Ay en la direcciéon
v € R™ v # 0 al limite

+ hv) — f(c)
o S |
flew) = Jim h

Hemos demostrado que si f es diferenciable en ¢, la aplicaciéon lineal ¢ que
cumple la definicion es tinica, pues en cada v € R™ no nulo tiene que venir dada
por

o(v) = f'(c;v).

(Ademaés, notemos que toda aplicacion lineal cumple ¢(0) = 0.)

Por lo tanto, si f es diferenciable en ¢, podemos definir la diferencial de f

en ¢ como la tnica aplicacion lineal df (¢) : R™ — R que cumple la definicion
de diferenciabilidad, es decir, que cumple

o £(€+0) = £~ dFO))

v=0 o]l

=0.

Hemos demostrado el teorema siguiente:

Teorema 5.3 Si f : A C R® — R es una funcion diferenciable en el punto
c € A, entonces tiene derivadas direccionales en todas las direcciones v € R™
no nulas, y ademds vienen dadas por

f(ev) = df (e)(v).

Las derivadas direccionales son faciles de calcular y tienen una interpretacion
muy simple. Basta observar que si definimos g(h) = f(c + hv), entonces

g'(0) = }IL%L;Q(O) = }{%w = f'(c;v).

Ejemplo Vamos a calcular las derivadas direccionales de f(z,y) = 10 — 22 — />
en el punto ¢ = (1,2). Para ello, si v = (p, q), consideramos la funcion

g(h) = f((1,2) + h(p,q)) = f(1 + hp,2 + hq) = 10 — (1 + hp)* — (2 + hq)?,
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con lo que
g'(h) = =2(1 + hp)p — 2(2 + hq)q,

y concluimos que

F((1,2);(p,q)) = ¢'(0) = —2p — 4q.

No hemos probado que f sea diferenciable en (1,2), pero ahora sabemos que,
si lo es, su diferencial tiene que ser df(1,2)(p,q) = —2p — 4q, luego el plano
tangente en (1,2) tiene que ser

T(x,y)=f(1,2) —2(zx—1)—4(y—2)=5—-2(x — 1) — 4(y — 2).

En cuanto a la interpretacion geométrica de la derivada direccional, ésta es
mas simple si consideramos vectores de norma 1, como v = (v/2/2,v/2/2). La
figura muestra la grafica de f cortada por el plano vertical situado sobre la recta
y =+ 1, que pasa por ¢ = (1,2) con vector director v (o también (1,1)).

Observemos que ¢ + hv es el punto que estd a h unidades de distancia de
¢ sobre la recta que pasa por ¢ con vector director v (en la direccion de v si
h > 0y en la contraria si h < 0, por lo que la funcion auxiliar g(h) = f(c+ hv)
es la que tiene por gréfica el borde del corte, si tomamos como eje de abscisas
la recta y = x + 1 con origen en ¢ y como eje de ordenadas el eje vertical. La
derivada ¢'(0) es, por consiguiente, la pendiente de la tangente a dicho borde
en (0,9(0)), es decir, en el punto (¢, f(c)), que en este caso es

f/(]-a 2)(?7 g) - _3\/5

Esto significa que por cada unidad que avanzamos a partir de ¢ en la direcciéon
de v, la funcion f disminuye aproximadamente —3+/2 unidades. Si el vector v no
es unitario la diferencia es que la derivada direccional no indica la variacion de f
por cada unidad de avance, sino por cada paso de longitud ||[v|| que avanzamos.
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Maés en general, para cualquier n, se cumple que si una funciéon f es derivable
en la direcciéon de v en un punto ¢, también lo es en cualquier direcciéon awv, con
a#0,y f'(¢;av) = af’(c;v). En efecto:

fle+ hav) = f(c) fle+ hav) = f(c)

(.. _ 1+ _ : _ !( .
f(c,ow)—%li% A —04}1}_}1110 T = af'(c¢v).
Por ejemplo, si ||v]| = 2, entonces f’(c;v) es el doble de la pendiente de la

grafica de f en la direccién de v, pues por cada paso que demos de longitud
||v|| habremos avanzado 2 unidades, y la tangente habra variado el doble de su
pendiente.

Asi pues, la derivada direccional nos da la pendiente de la grafica de f en la
direccion de v, medida en unidades de variacién de f por nimero de pasos de
longitud ||v|| dados. "

Ahora observamos que si una funcién es diferenciable y
df(C)(JJ) =a121 + -+ apZy,
entonces

0 = df(O0,..., 1,...,0) = [(cies),
(@)
donde e; = (0,..., 1,...,0). Esto nos lleva a otra definicién:
Definicion 5.4 Si f: A CR” — R es una funcion definida en un abierto A,
su derivada parcial respecto de la variable x; en un punto ¢ € A es la derivada
direccional
of

8:@ c

N 1 fler,..,ci+hyoooyen) — fo)
*f(cael)*}ll% h :

Hemos demostrado que si f es diferenciable en ¢, entonces tiene derivadas
direccionales en ¢, luego en particular tiene derivadas parciales, y
of of
— v

1++7 Un-

UCIOREA] o,

Si una funcién f tiene derivada parcial i-ésima en todos los puntos de su
dominio, llamamos
of

61'7;

a la funcion que a cada punto c le asigna la derivada parcial de f en c.

:ACR" — R

Ahora observamos que las derivadas parciales son muy faciles de calcular,
sin mas que tener en cuenta que, en las condiciones de la definicién anterior, se

cumple que y
— (e
axi . - g (61)7

donde g(z) = f(c1,...,¢i—1,2,Cit1,-..,Cn). En efecto, si escribimos la defini-
cion de ¢'(¢;) obtenemos exactamente la definicion de derivada parcial de f. Asi
pues:
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La derivada parcial i-ésima de una funcion f en un punto x es la
derivada de la funcion de una variable que resulta de considerar
constantes todas las variables x; excepto x;.

Y esto a su vez nos da su interpretacion:

La derivada parcial i-ésima de una funcion f en un punto x indica
la tasa de variacion instantdnea de f por cada unidad que aumenta
la variable x; supuesto que las demds variables no se modifiquen.

Esto hay que entenderlo con todos los matices que senalamos al discutir la
interpretacion de las derivadas de funciones de una variable.

Asi pues, la existencia y el calculo de derivadas parciales se justifican trivial-
mente a partir de los resultados que conocemos para funciones de una variable.

Ejemplo Consideremos la férmula

l
T(,g) = 271'\/;

que calcula el periodo de oscilacién de un péndulo en funcion de la longitud [
de la cuerda y la intensidad g del campo gravitatorio.

Podemos afirmar que

oT ™ oT l

— = —, — =Ty -

a Vi dg g°
En efecto, si consideramos a T como funcion de [, para un valor fijo de g, los
resultados de la seccién 1.2 sobre célculo de derivadas nos aseguran que se trata

de una funcién derivable y que su derivada tiene el valor que hemos indicado, e
igualmente sucede con la derivada respecto de g.

Por ejemplo,

T T
9 = 0.819, 0 = —0.125,

ol (1.5,9.8) dg (1.5,9.8)

Y esto significa que si tenemos un péndulo de 1.5 m de longitud y ¢ = 9.8 N/kg,
por cada metro que alarguemos la cuerda, su periodo de oscilacion aumen-
tard 0.819 segundos. Esto, literalmente, no es cierto, pues el periodo es de
T(1.5,9.8) = 2.46s y, si ampliamos la cuerda, pasa a ser de T(2.5,9.8) = 3.17s,
con lo que el aumento ha sido de 0.715s, con lo que el error es de casi un 15%,
pero es que la derivada tiene que entenderse como una tasa de variacion instan-
tanea. Por ejemplo, para un incremento de 1 cm en la longitud del péndulo, el
periodo aumenta en 7'(1.51,9.8) — T(1.5,9.8) = 0.00818 s, y la derivada predice
0.819 - 0.01 = 0.00819, y ahora el error es de un 0.12%.
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Geométricamente, las derivadas parciales son las derivadas de las funciones
de una variable cuyas graficas son las curvas que resultan de cortar la gréfica

de T con los planos verticales situados sobre las rectas ¢ = 9.8 y [ = 1.5,
respectivamente, es decir, las pendientes de las tangentes a dichas curvas en el
punto (1.5,9.8,7(1.5,9.8)). n

Extremos locales La definicion 1.9 de méximos y minimos locales de funcio-
nes de una variable se generalizan trivialmente a funciones de varias variables:

Dada una funcién f: A C R™ — R, se dice que un punto ¢ es un mdzimo
local (resp. minimo local) de f si existe un § > 0 tal que para todo x € A tal

aue |z — cl| < & se cumple que f(c) > f(z) (resp. f(c) < f(x)).

Si A es abierto y f es derivable en A, una condicién necesaria para que un
punto ¢ pueda ser un maximo o un minimo local de f es que sus derivadas
parciales se anulen en ¢, pues si df/0x;|. > 0 (resp. < 0), esto significa que un
pequenio aumento de la variable x; a partir de ¢ hace aumentar (resp. disminuir)
la funcién, y una disminuciéon de x; hace disminuir (resp. aumentar) la funcion,
luego ésta no puede tener ni un maximo local ni un minimo local en c.

Ejemplo Consideremos la funcion

fla,y) = day ="V,

cuya grafica se muestra en la figura:
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En ella se ve que tiene dos maximos y dos minimos locales (que de hecho son
globales, es decir, son puntos en los que la funcion alcanza su valor maximo y su
valor minimo). Puesto que es obviamente derivable, una forma de localizarlos
es igualar a 0 las derivadas parciales:

0

or _ Zlyel*z(zfy2 + 4xy617m27y2(—2o:) =0,

Ox

0

87f = dpel=" V" 4 4xyel_f”2_y2(—2y) =0,
)

lo cual equivale a
y—2m2y=O, x—2:cy2:0,

y este sistema de ecuaciones tiene claramente cinco soluciones:

1 1 1 1 1 1 1 1
wve e e Bn

en las cuales f toma los valores 0,2, 2, —2, —2, respectivamente, luego el primer
punto, pese a anular las derivadas, no es ni un maximo ni un minimo local (es
facil ver que la funcion toma valores positivos y negativos tan cerca de (0,0)
como se quiera) y los siguientes son los dos méaximos y los dos minimos. =

(0,0), ( ),

Ejemplo: Las funciones coordenadas Consideremos la funcion
i R" — R

dada por m;(x) = x;, es decir, la funcién que a cada n-tupla le hace corresponder
su coordenada i-ésima. Igual que podemos hablar de la funcién z*y + y2, es
costumbre referirse a la funcién 7; simplemente como la funcién z;. Claramente
es derivable, y sus derivadas parciales valen

Ox; 1 sii=j,
or; |0 sii#j.
Por lo tanto, por la observacion tras la definicion 5.4, si x; es diferenciable,

su diferencial tiene que ser
dx;(c)(v) = v;.

Pero es facil ver que, ciertamente, x; es diferenciable en cualquier punto c:

lim zile+v) = 2i(c) — vi = lim Gt Vi~ ¢~ s = limL = lim 0 = 0.
v—0 ||1}H v—0 ||1}H v—0 ||1}|| v—0

Como consecuencia, si f : A C R® — R es cualquier funciéon diferenciable
en todo punto de ¢ € A, tenemos que

of of _
87331 7_)14__’_@ Vp =

9f
8331

dzy(c)(v)+-- -+ 867{1 dz,(c)(v).

df (c)(v) =

c c c
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Como esta igualdad es cierta para todo vector v, tenemos la igualdad de fun-

ciones of of
df(c) = =——| dx1(c)+ -+ ——| dx,(c).
(€)= gy dni(e) 4+ g dnn(c)
A su vez, como esto es cierto para todo punto ¢, podemos expresar esta relacion
en la forma
af of

d X1 + + 7d$n -

d
f ox I al'n

Ejemplo Vamos a probar que la funcion f(z,y) = 10— 22 —y? es diferenciable
en R2. Sabemos que, si lo es, su diferencial tiene que ser necesariamente

of f

dx + =—dy = —2x dx — 2y dy,

oz " "y v

asi que vamos a comprobar que se cumple la definicién de diferenciabilidad con
esta aplicacién lineal en concreto:

I flx+u,u+v)— flz,y) +20u+2yv
(u,v)—(0,0) Vu?Z +v?

lim 10 — 22 — 2zu — u? — y? — 0% — 2yv — 10 + 22 + 3% + 2zu + 2yv _
(u,v)—(0,0) Vu? 4 v?

2 2

—u- —v
lm  —/u? + 02 = 0.
00 VE T woson VT

En la seccion siguiente veremos que en la practica todas las funciones “usua-
les” (en particular, los polinomios como 10 — z? — 3?) son diferenciables en su
dominio, de modo que los calculos como el que acabamos de hacer resultan
innecesarios. =

df =

5.2 Ejemplos y resultados fundamentales

En la seccién anterior hemos introducido los conceptos necesarios para definir
la diferenciabilidad y para dar sentido a expresion
df = 3f 1+ -+ ﬁdxn.
ox,
para la diferencial de una funcién diferenciable en un punto arbitrario de su do-
minio. Ahora vamos a discutir las propiedades fundamentales de las funciones
diferenciables y a ilustrarlas con ejemplos oportunos. Por propiedades “funda-
mentales” nos referimos a algunos resultados que, aunque su enunciado es muy
simple y natural, varios de ellos tienen pruebas técnicas que pueden resultar un
tanto artificiosas, asi que, para evitar que estos tecnicismos desvien la atenciéon
del lector respecto de las ideas de fondo y de los ejemplos, en estos casos enuncia-
remos los teoremas para su discusion y pospondremos las demostraciones hasta
la seccién siguiente. Una vez contemos con estos hechos béasicos estaremos en
condiciones de trabajar “limpiamente” con las funciones diferenciables.
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Empezamos observando que la diferenciabilidad de funciones de una variable
no aporta nada nuevo:

Teorema 5.5 Una funcion f: A C R — R es diferenciable en un punto c € A
si y solo si es derivable en c.

DEMOSTRACION: Sabemos que si f es diferenciable en ¢, entonces tiene
derivada parcial respecto de x en ¢, pero en este caso la definicion de derivada
parcial coincide con la definicién de derivada:

0 h) —
a’ic—}{i_}Inof(c+ }z f(C) :f/(C).

Reciprocamente, supongamos que f es derivable en c¢. Entonces tenemos que
existe el limite anterior, luego

o FeH D) = £(0) = (b

h—0 h =0

Ahora usamos que la funcion h/|h| esta acotada en R\ {0}, y que el producto
de una funcion acotada por otra que tiende a 0 tiende también a 0, luego mul-
tiplicando el limite anterior por h/|h| queda que

o fleth) = () = £

h—0 ‘h|

:O’

pero |h| = ||h||, luego esto es justo la definicion de diferenciabilidad de f en c.
|

En las condiciones del teorema anterior, la recta tangente definida en 5.1 no
es sino

T(x) = f(c)+ f'(c)(x — o),
que es la recta tangente definida en 1.1, y la diferencial

_ 49
df = . dx

es la misma definida en 1.38.

Consideremos ahora el caso de funciones de dos variables. Ahora en cada
punto tenemos (o podemos tener) dos derivadas parciales e infinitas derivadas
direccionales. Si la funcién es diferenciable, la diferencial estéd determinada por
las derivadas parciales, pero que éstas existan no garantiza que la funcién sea
diferenciable.

Ejemplo Consideremos la funcion

_J0 sizy=0,
f(:c,y){l si zy # 0.
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Esta funcion tiene derivadas parciales en (0, 0), pero no es diferenciable. En

efecto,
g :hmw:hm,:hmo:o_
ox 00 h—0 h h—0h  h—0

Igualmente se concluye que la derivada respecto de y vale 0. Sin embargo, si la
funcion fuera diferenciable, también existiria la derivada direccional
f(hu, hv) — £(0,0) 1

/ 3 s s e

siempre que uv # 0.

No tiene nada de extrano que una funcién pueda tener derivadas parciales
en un punto, es decir, que al cortar su grafica por los planos verticales paralelos
a los ejes de coordenadas se obtengan curvas derivables, pero que al cortar la
grafica con cualquier otro plano vertical se obtenga una funcién no derivable.

|

En realidad la funcion del ejemplo anterior no es diferenciable por un hecho
maés obvio que la no existencia de derivadas direccionales, y es que claramente
es una funcion discontinua en (0,0). Sin embargo:

Teorema 5.6 Toda funcion diferenciable en un punto es continua en él.

La demostracion de este teorema no es muy complicada, pero por coherencia
la posponemos hasta la seccion siguiente (pagina 316) junto con los enunciados
siguientes mas técnicos cuya prueba vamos a posponer.

Ejemplo Consideremos la funcion

3_ .3
flz,y) = i2+z2 si (z,y) # (0,0),

0 si (z,y) = (0,0).

Vamos a ver que es continua en (0, 0) y que tiene derivadas direccionales en todas
las direcciones, pero a pesar de ello no es diferenciable. En efecto, f es continua
en (0,0), pues si (z,y) = (pcos, psen ) es la expresion en coordenadas polares
de un punto no nulo, tenemos que

cos® 6 — sen® 0

_ cosv—sen v 30 o
f(z,y) =P o0+ son20 p(cos”® 6§ — sen” ),

luego, teniendo en cuenta que p = ||(z,y)||, tenemos que
[f(@,9)| < (@, 9)l|(|cos O + | senf*) < 2||(z, y)ll,

luego si ||(z,y)|| < €/2 se cumple que |f(z,y) — f(0,0)] < €, lo que prueba la
continuidad.
Ademas, existen todas las derivadas direccionales en (0, 0):

f(hu, hv) — f(0,0) ub -0 ud —0?

’ . — I — i _ )
f ((O’ 0)7 (u7 ’U)) hli% h hli?% u2 + 02 u? + 02
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En particular, tomando (u,v) = (1,0),(0, 1),

of _ of

) I <A p—
ox (0,0) dy

(0,0

Por lo tanto, si f fuera diferenciable, tendria que ser

0
Fo0ey =220 oy 9 oy
0z (0,0 9 (0,0)
cuando hemos visto que
23 — 13 7
! (2,1) = —— = —.
f((ovo)v( ) )) 22 _ 12 3

Por lo tanto, f no es diferenciable.

La figura siguiente muestra lo que sucede: la funcion es continua en (0, 0),
y tiene rectas tangentes en todas las direcciones, pero éstas no se disponen
sobre un mismo plano, por lo que no hay un plano tangente. Si aumentamos la
grafica alrededor del punto (0,0), nunca dejaremos de verla “arrugada”, por lo
que nunca la confundiremos con un plano:

Pero todavia podemos poner un ejemplo més sutil:
Ejemplo Consideremos la funcion
5,5
Yy .
— i (x, 0,0),
flx,y) =q 212448 (z,9) #(0,0)
0 si (x,y) = (0,0).
Vamos a probar que es continua en (0,0), que tiene rectas tangentes en todas las

direcciones y que éstas forman el plano z = 0, pero aun asi no es diferenciable.

Para probar la continuidad observamos que, por la desigualdad entre la
media aritmética y la geométrica,

x12 1.12 8 8
R A S S R W (4 s

13 13 — 5588 7
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luego, llamando C' = 5°8% /13,
O™ +y)alP ] > [y,

luego
595

7 3/1115
$12+y8 SO |JC| ‘y|a

y ahora la continuidad es inmediata. Por otra parte,

hu, hv) — f(0,0) uSv®
N (.17 0 _
f ((07 0)7 (u? ’U)) hllﬂ) h hllﬁ) hh3u12 + 08
luego todas las derivadas direccionales de f en (0,0) valen 0. A su vez, esto
significa que la grafica de f tiene rectas tangentes en (0,0) en todas las direccio-
nes, y que todas ellas forman el plano z = 0. Sin embargo, f no es diferenciable
en (0,0). La diferenciabilidad equivale a que

T A L
(u,0)—=(0,0) v/u2 + v2 ’

pero esto no es cierto, porque si consideramos, en particular, puntos de la forma
(u,v) = (t2,t%), vemos que
' fluv) | %/ + ) 1
VuZ + 02 NG 2t|V1 + 12’

luego vemos que hay puntos arbitrariamente proximos a (0,0) donde esta ex-
presion es arbitrariamente grande.

La figura siguiente muestra la grafica de f alrededor de (0,0). Vemos que es
bastante plana salvo alrededor de las curvas (t2,t3) y (—t2,¢3), sobre cada una
de las cuales tiene una cresta y un valle. Y por mucho que ampliemos la grafica
alrededor de (0,0) nunca dejaremos de ver esas crestas y esos valles que delatan
que la superficie no es plana.

(t2,t%)

Sobre cualquier recta r que pasa por (0,0), en un entorno de (0, 0), la grafica
tiende a parecerse a la propia recta r (es decir, tiene pendiente 0), y por eso las
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derivadas direccionales son 0, pero en cuanto la gréfica sobre r se aleja de 0 para
acercarse a las curvas (+t2,t3), crece o decrece para formar la cresta o el valle
correspondiente. Como cualquier entorno de (0, 0) contiene parte de las crestas
y los valles, la funcion no es diferenciable en (0, 0), pues las crestas y los valles
distinguen a su grafica del plano z = 0 en cualquier entorno de (0, 0). "

Aunque esto pueda sugerir que es dificil reconocer cuando una funcién es
diferenciable, sucede que hay una condicién suficiente muy simple que basta
para probar la diferenciabilidad de cualquier funcién “razonable’:

Teorema 5.7 Sea f: A CR"™ — R una funcion definida en un abierto A. Si
tiene derivadas parciales en A y éstas son continuas, entonces f es diferenciable
en todos los puntos de A.

La prueba es bastante técnica, asi que la posponemos hasta la seccion si-
guiente (pagina 316).

Ejemplo Ahora podemos afirmar que la funcion f(z,y) = 10 — 22 — y? es
diferenciable en R? simplemente porque tiene derivadas parciales

of _ of _

2L =2 L=
6$ x? ay y7

que son continuas porque son polinomios, lo que hace innecesario el calculo con
el que habiamos probado esto mismo al final de la seccién anterior. n

Ejemplo Consideremos la funcion

(22 + y?) sen \/a:QITyQ si (z,5) # (0,0),

f(z,y) = { 0 si (z,y) = (0,0).

Vamos a probar que es diferenciable en (0,0), pero sus derivadas no son
continuas, por lo que la condicion suficiente del teorema anterior no es necesaria.

Para probar la diferenciabilidad observamos que

. f(u,v)—f(0,0) . 1
lim —2—"""= lim Vu?2+visen——— =0,
(u,v)—(0,0) Vu?z + 2 (u,v)—(0,0) a2+ y?
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pues es el producto de una funcion que tiende a 0 por otra acotada. Por otra
parte:
of

1
B = lim hsen — =0,

©00) h—0 |h]

por el mismo motivo, e igualmente se anula la derivada respecto de y. Por lo
tanto, el plano tangente a la grafica de la funcién en (0,0) es z = 0.

Por otra parte, en un punto (z,y) distinto de (0,0), podemos usar las reglas
usuales de derivacién para calcular

of

1
== = 2xsen ———— + (2% 4+ y?) cos

oz /22 + 72

1 1

7m(**)(x2 +y?) 2

2

1 T 1
= 2x sen — cos ,
\/a:2 + 42 \/xQ + 2 /22 + 42
y no existe
) of
im =,
(¢,9)—(0,0) Oz
pues, si h >0
0 1 1
—f =2hsen ——

1
— —=COS s
AT | (4, 2 V2 h2

y el primer sumando tiende a 0 cuando h — 0, pero el segundo oscila entre
+1/ V2, luego no converge.

En la representacion grafica vemos que oscila una y otra vez alrededor de
(0,0), pero las oscilaciones son cada vez mas pequeiias, de modo que si ampliara-
mos mucho la grafica, lo que veriamos no se distinguiria de un plano porque las
oscilaciones serian microscopicas. Asi pues, tenemos un ejemplo de funcion di-
ferenciable con derivadas parciales discontinuas, lo que prueba que la condicién
suficiente del teorema anterior no es necesaria. m

Veamos un ejemplo de aplicacién del teorema 5.7:

Teorema 5.8 Sea f :]a,b] X |¢,d] — R una funcion continua tal que exista

of(t,2)
0z

:a, b x Je,d] — R

y sea continua. Entonces la funcion g : ]a,b] X ]a,b] X |e,d] — R dada por

g(x,y,2) = /y f(t,z)dt

tiene derivadas parciales continuas, luego es diferenciable. Mds concretamente:

0 0 0 Y0
@) G =) 9—/wf d.

Ox 0z 0z (t,%)
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DEMOSTRACION: Fijemos un punto (xo, o, 20) en el dominio de g y vamos
a demostrar que las derivadas parciales son continuas en dicho punto. Podemos
tomar a < a’ < g,y0, < b < b, c < < zyg <d <d, de modo que Jf/Iz es
continua en el compacto [a',V'] x [/, d'].

Si F(t) es una primitiva de la funciéon continua f(¢, zg), entonces

9(x,y,20) = F(y) — F(x),

de donde 9
= =P = ~fo ),
0
872 = F'(y0) = f(yo0, 20)-

Z0,Y0,20

En particular es inmediato que estas dos derivadas parciales son continuas. La
expresion de la derivada respecto de z viene dada por el teorema 3.11, teniendo
en cuenta la nota posterior. Para probar su continuidad observamos que

Y Yo
? _% _ / %f dt — / ? dt| <
“l(zy.2) Z(@0,90,20) e 9%tz Jro 9F(tz)
o Yy Yo
12 Jas 2] Jas 72 -2
« |02 (t,2) w | 97 (t,2) w0 | 0% (t,2) 0z (t,20)

Sea M una cota de 9f/0z en el compacto [a/,V'] X [¢,d'] y, por el teorema
de Heine-Cantor [ITAn A.14], dado € > 0, podemos tomar un 6 > 0 tal que si
I(t,2) — (', 2")]| < d, entonces

of
0z

_of
0z

€

“30h-a)

(t,2) (t,20)

Podemos exigir que § < €/3M. Asi, si ||(x,y, 2) — (2o, Yo, 20)|| < d, tenemos que

dg

< Ml|x — M|y —
B < Mlx — x| + My l/0|+3

€
m@o —xo| <e

(2,y,2) (z0,Y0,20)

Derivadas sucesivas Como en el caso de funciones de una variable, si una
derivada parcial de una funcién tiene a su vez derivadas parciales, podemos
volverla a derivar, y lo que obtenemos es una derivada segunda de la funcion
dada. Si ésta tiene a su vez derivadas parciales, éstas son las derivadas terceras
de la funcién dada, y asi sucesivamente. La notaciéon habitual para las derivadas
sucesivas de una funcioén es:
af
0x20y0x0y3’
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Esto hay que entenderlo como la funcion que resulta de derivar sucesivamente 7
veces la funcion f, la primera vez respecto de x, luego otra vez respecto de x,
luego respecto de y, luego respecto de x y luego otras tres veces respecto de y.
Se dice que es una de las derivadas de orden 7 de la funciéon f.

Definicion 5.9 Se dice que una funciéon f : A C R — R definida en un
conjunto abierto A es de clase C* en A, donde k > 1 es un naimero natural, si
admite todas las derivadas parciales de orden k y todas ellas son continuas en A.
Se dice que f es de clase C™ en A si admite derivadas de todos los 6rdenes y
todas ellas son continuas en A. En este contexto conviene llamar funciones de
clase CY en A a las funciones continuas en A.

En estos términos el teorema 5.7 afirma que toda funcién de clase C! en un
abierto es diferenciable en él, y lo que sucede es que précticamente todas las
funciones diferenciables “de interés” son, de hecho, de clase C*°, y en muchos
casos lo son trivialmente, sin mas que tener en cuenta el teorema siguiente y las
observaciones posteriores:

Teorema 5.10 Se cumple:
a) Las funciones coordenadas x; : R™ — R son de clase C*.

b) Si f: ACR — R estd definida por una serie de potencias, entonces es
de clase C'°.

¢) Si f,g: A CR* — R son funciones de clase O en su dominio A,
también lo son f + g, af (para cualquier o € R), fg, si g no se anula,
también f/g.

d) Sif:ACR*"—BCRyg:BCR— R son funciones de clase C*,
también lo es la composicion g(f(x)).

DEMOSTRACION: a) Es inmediato, pues las derivadas de primer orden de z;
son constantes (valen 0 o 1), luego las derivadas de segundo orden son nulas,
al igual que las derivadas de orden n para todo n > 2, luego todas ellas son
continuas.

Los apartados siguientes se prueban facilmente por induccién teniendo en
cuenta que una funcién es de clase C**1 si y sélo si existen todas sus derivadas
de orden 1 y todas ellas son de clase C* (pues las derivadas de orden k + 1 son
las derivadas de orden k de las derivadas de primer orden).

b) Toda serie de potencias define una funcién continua, luego es de clase C°.
Supuesto que las series de potencias sean de clase C*, el teorema 1.22 afirma
que la derivada de f es también una serie de potencias, luego por hipotesis de
induccion f’ es de clase C*, luego f es de clase C**1. Como esto vale para
todo k, de hecho f es de clase C*°.
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c¢) Todos los casos se prueban igual. Veamos por ejemplo el caso del cociente.
Sabemos? que un cociente de funciones de clase C° (donde el denominador no
se anula) es una funcién de clase C°. Supongamos ahora que el cociente de
funciones de clase C* es de clase C* y que f y ¢ son de clase C**t1. Sabemos que
el cociente de funciones derivables (de una variable) es derivable, y la derivada
viene dada por

a(f/g) _ 0f/0xig— fOg/0x
dxi g° '

Como 9f/0z; es de clase C* y g es de clase C**! (luego también es de
clase C*), por la propiedad para productos, tenemos que 0 f/dz; g es de clase C*
e igualmente se razona con el segundo término del numerador, luego (por la
propiedad de la suma) éste es de clase C*. De nuevo por la propiedad para
productos, g2 es de clase C*, luego por hipotesis de induccion la derivada es de
clase C*, y esto prueba que f/g es de clase C**+1.

d) Sabemos que el teorema es cierto para funciones de clase C°. Si es cierto
para funciones de clase C* y las funciones f y ¢ son de clase C**1, entonces, por
la regla de la cadena, la funcion h(z) = g(f(z)) (considerada s6lo como funcion
de x;, con las demas coordenadas fijas) es derivable, y su derivada vale

on _ag| or
o0x; ot (@) ox;

La derivada dg/0t es de clase C*, luego por hipotesis de induccion, al compo-
nerla con la funcién f, que es de clase C**1, luego en particular de clase C*¥,
obtenemos una funcién de clase C*, y al multiplicarla por 0f/0x;, que también
es de clase C*, por el apartado anterior obtenemos una funcién de clase C*,
luego Oh/dz; es de clase C*, luego h es de clase C**1. Como esto vale para
todo k, concluimos que h es de clase C°. L]

En particular:

e Todo polinomio de n variables es de clase C*°, incluso todo cociente de
polinomios restringido a un abierto donde el denominador no se anule (por
los apartados a) y c))

e Por a) son C las funciones e”, sen z, cos z, senh z, cosh z. Por ¢) también
lo son tanx y tanhx donde estan definidas, por ser cocientes de funcio-
nes C'*

e La funcion 1/x es C* en R\ {0}, luego logx es C* en ]0, +00[ porque su
derivada es C'°.

2En realidad en [ITAn| tenemos probada la versién de este teorema para funciones continuas
de una o dos variables. Para probar (los apartados ¢ y d de) este teorema para n > 3
necesitamos que los mismos argumentos empleados alli para funciones de dos variables valen
igualmente para cualquier nimero de variables, o al menos para 3 variables, que es el tnico
caso que vamos a necesitar. Para un anélisis mas detallado véanse las observaciones en la
pagina 318.
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e La funcion Yz = e(1/™108% e5 0 en ]0, 400 por el apartado d). De
hecho si n es impar lo es en R\ {0} pues ¢z = —{/—=z.

e Si fygson C®yg>0,entonces gf = ef!°89 es C> por c) y d).

e Las funciones arcsen x, arccos x, arctanx son C* porque los casos ante-
riores prueban que sus derivadas lo son.

Con esto tenemos asegurado que cualquier funcion “usual” es de clase C°.

Otro hecho fundamental sobre derivadas sucesivas es que no dependen del
orden de derivacion:

Teorema 5.11 (Teorema de Schwarz) Si f: A C R" — R es una funcion
de clase C? en A, entonces
o*f 0°f
&viax]— o axjaxl

Para la demostracion véase la pagina 318.

Ejemplo Consideremos la funcion f(z,y) = ¥ = e¥!°87  definida para z > 0.
Sus derivadas de primer orden son

0] 0
aii- :yxyfl7 aff :ijlogl‘.
Si las derivamos respecto a la variable opuesta obtenemos:
82 82
Sy =T b g, S =y logr 4 2%(1/).

No ha quedado exactamente lo mismo, pero operando x¥(1/z) = 2¥~! compro-
bamos que se cumple el teorema de Schwarz. Notemos que si no supiéramos que
yz¥~! v z¥logx son las derivadas parciales de una misma funcién, no habria
motivos para sospechar que la derivada de la primera respecto de y tenga que
coincidir con la derivada de la segunda respecto de . m

Notemos que el teorema de Schwarz justifica cualquier intercambio del orden
de derivacion en cualquier derivada sucesiva (siempre que las derivadas sean
continuas), pues, por ejemplo,

ot f ot f oL f ot f

0x0z0ydx B 02020xdy 022020y  0x20y0z

La primera igualdad resulta de aplicar el teorema de Schwarz a la funcién
0% f
0x0z’

luego aplicamos el teorema a la funciéon 9 f/0x, que nos da

3f Of

01020~ 0120z
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y derivando respecto de y obtenemos la segunda igualdad. Por altimo aplicamos
el teorema de Schwarz a la funcion

ot
Ox?
y obtenemos la ultima igualdad.

En particular, toda derivada sucesiva de una funcién se puede expresar en
la forma

oFf
b
At ... Qkr
con las variables en orden.

Ejemplo Consideremos la funcion

2 _ .2
f(zy) = f”yiz—Jrzz si (z,y) # (0,0),
0 si (.’E,y) = (0,0)

A la vista de su grafica todo apunta a que es diferenciable en R2. De hecho,
es una funcién de clase C'. Para probarlo observamos en primer lugar que f se
anula sobre los ejes, lo que implica inmediatamente que

of _of

- = = =0.
Ox (0,0) oy

(0,0)

En los demas puntos, un céalculo rutinario muestra que

of 2%y 2%y (22 — y?)  y (2 —y?)

% - 22 _|_y2 (£U2 +y2)2 2 + y2 ’
of  2xy?  2ay?(a®—y?) | x(2?—y?)
oy @yt (224 y2)’ x?+y?

y se cumple que
of ) of
- = lim

1im = 1 —_— =
(2,y)—(0,0) 0T (z,9)—(0,0) Oy
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Para probarlo sustuimos = = pcosf, y = psenf, con lo que

0
a—f = p2cos? fsend — p2cos? O sen b cos 26 + pcos 26,
x

luego
< 5[l(z, ),

y lo mismo sucede con la derivada respecto de y, luego las derivadas parciales
son continuas en R?. Sin embargo,

of
ox

o __of|  __
Oz (0,y) ’ dy (0,y) ’
de donde
0% f o%f B
W(‘?y (0,0) o m (0,0) -

El teorema de Schwarz implica que f no es de clase C2. No obstante, claramente
es de clase C™ en R?\ {(0,0)}, luego, por el teorema de Schwarz, se cumple que
0*f B 0% f
0xdy  Oyox
en todos los puntos distintos de (0,0). La figura siguiente muestra la grafica de
esta funcién:

Sobre el eje x vale siempre 1 y sobre el eje y vale siempre —1, pero en (0,0)
vale 1 o —1 segln si se calcula derivando primero respecto de x o respecto de y.
|

La regla de la cadena Discutimos ahora la versiéon de la regla de la cadena
para funciones diferenciables. Vamos a ilustrarlo primero con un ejemplo:

Consideremos una funcién cualquiera, como z(z,y) = 322 +5y%. Claramente
es de clase C* y su diferencial es

dz = 6x dx + 10y dy. (5.1)

Podemos expresar z en términos de las coordenadas polares de los puntos,
es decir, sustituyendo

x = pcosb, y = psen. (5.2)



304 Capitulo 5. Diferenciabilidad

Asi obtenemos otra funcién que es natural llamar
2(p,0) = p*(3cos? 6, +5sen? 0).
También es diferenciable y
dz = 2p(3cos? 0 + 5sen? ) dp + p*(6 cos @ sen  — 10sen 6 cos §) df)
= p(6.cos? O 4 10sen? §) dp — 2p* sen 20 df. (5.3)

Por otro lado, las funciones que definen el cambio de coordenadas también
son diferenciables, y

dx = cosfdp — psen 6 db, dy = senfdp + pcosfdb. (5.4)
La “magia” aparece cuando sustituimos (5.2) y (5.4) en (5.1) obtenemos
dz = 6pcosB(cosfdp — psenfdf) + 10psen b(send dp + pcos b db),

y si operamos llegamos exactamente a (5.3). Si al lector le parece “logico”,
deberia pararse a pensar que en (5.1) las funciones dz y dy son las diferenciales
de las proyecciones (x,y) — z, (z,y) — y, mientras que en (5.4) son otra
cosa, pues son las diferenciales de las funciones que definen el cambio a polares.
Similarmente, dz en (5.1) es la diferencial de una funcién distinta z(z,y) a
la funcion z(p, ) cuya diferencial es (5.3). Precisamente el resultado parece
“logico” porque la notacion esté elegida para que la sustucion de (5.2) y (5.4) en
(5.1) parezca una inocente manipulacion algebraica, pero lo cierto es que no lo
es, sino que es el resultado analitico que vamos a discutir a continuacién y que,
en una primera aproximacion, podriamos enunciar asi:

St una magnitud z estd en funcion de otras x,y y éstas a su vez estdn
en funcion de otras x(p,0),y(p,0), entonces, la diferencial dz(p,0)
de la funcion z(p,0) que resulta de sustituir x, y por sus expresiones
en funcion de p,0 se puede calcular sustituyendo en dz(z,y)(dz, dy)
las variables x,y por sus expresiones en funcion de p,0 y las dife-
renciales dx, dy por sus expresiones en funcion de p,0,dp,d6.

El enunciado general es el siguiente:

Teorema 5.12 (Regla de la cadena) Sea z(y1,...yn) una funcion diferen-
ciable (resp. de clase C™) en un abierto A C R™ y sean y; = yi(x1,...,Tm)
funciones diferenciables (resp. de clase C) definidas en un mismo dominio
y; - B CR™ — R de modo que determinen una funcion y : B C R™ — A,
que a su vez define una funcion compuesta z(x1,...,x,,) dada por

2(@1y o) = 2(y1 (X1, - s Tm)s e Yn (X1, e Tm))-

Entonces la funcion compuesta es diferenciable (resp. de clase C*°) en B y,
para cada punto x € B, se cumple que

dz(2)(v) = dz(y1(2), .. ., yn(2)) (dy1 (2) (), . . ., dyn (2) ().
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La regla de la cadena admite una formulacion méas explicita y préactica:

Tenemos que

y a su vez

—~ Iy
dy; = Z 7. dzj,
g=1 "

luego el teorema afirma que la diferencial de la funciéon z(z) es

dz = dejzz i azjdxj—z<28;

j=1 Oz; = Wilyw) j=1 j=1 \i=1

y() 0%j

Por consiguiente, evaluando en el vector e; = (0,...,1,...0) (con el 1 en la
posicion j-ésima), obtenemos que

0z "9z
oz, = 2 oy,

i=1

0y;

y(x) O

(5.5)

Es esta formula analitica (y no una manipulacion algebraica) lo que explica
por qué al sustituir (5.2) y (5.4) en (5.1) se obtiene (5.3) en el ejemplo anterior,
y ahora tal vez el lector concluya que es “logico” que asi sea, pero por una
consideracion analitica: lo que expresa esta férmula es que la variacion de z
debida a una variacién unitaria de x; puede calcularse multiplicando la variacion
de z debida a una variacién unitaria de y; por la variacién de y; debida a una
variacion unitaria de z; y sumando todas estas variaciones.

De todos modos, por “logica” que pueda parecer, la prueba de la regla de la
cadena no es trivial y la veremos en la pagina 319. Como aplicaciéon demostramos
la formula (3.3), que habjamos dejado pendiente:

Teorema 5.13 (Regla de Leibniz) Sif : |a*,b*[x]c,d] — R es una funcion
continua con derivada respecto de x también continua y a,b : Ju,v[ — Ja*,b*|
son funciones derivables, entonces

d b(x) b(z) of
G| Ha) it = f0@), )b @) - e a@)+ [
dz a(zx) a(x) 81’
DEMOSTRACION: Basta aplicar la regla de la cadena. Por 5.8 sabemos que
la funcion

g(u,v,x) = /vf(t,x) dt

es de clase C! y la funcién que queremos derivar es h(z) = g(a(z),b(z), ), luego
la igualdad (5.5) se particulariza en este caso a
B (z) = 99 a'(z) + 99 :
O (a(), b)) 9V | (a() b)) 0% | (o). () )
Teniendo en cuenta que las derivadas de g son las calculadas en 5.8, obtenemos
la formula del enunciado. m
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Funciones vectoriales En el apartado anterior hemos considerado el cam-
bio a coordenadas polares, pero es més natural verlo como una aplicaciéon
P :]0,4+o00[ x R — R?, dada por

P(p,0) = (pcosb, psend).

En general, una funciéon f : U C R? — R? esta determinada por dos
funciones coordenadas, fi, fo: U C R2 — R.

Definicién 5.14 Diremos que una funcién f : U C R2 — R? es diferenciable
en un punto c si lo son sus funciones coordenadas fi1,fo : U C R2 — R, y
en tal caso definimos su diferencial como la aplicacion lineal df (c) : R? — R?
cuyas funciones coordenadas son df;(c) y dfa(c), es decir,
Vo, — | U1+ —| v
2 5 | U1 By | 2)

0 0 0 0
F() = @ (), o) = (2| vt D2y, O8]y O
ox oy
0, equivalentemente, recordando que toda aplicaciéon lineal se puede expresar en
términos de una matriz: df (¢)(v) = vJ f(c), donde

c c c

of| O

or |, Ox|,
TO=1 on on

dy |, Oy |.

es la matriz jacobiana de f en el punto c.

Por ejemplo, en el caso de las coordenadas polares tenemos las funciones
coordenadas
z(p,0) = pcosB,  y(p,0) = psend,

que son diferenciables y sus diferenciales son
dx = cosfdp — psenf df, dy =senfdp+ pcosfdb,
luego la funcién vectorial P(p, ) también es diferenciable, y su diferencial es

dP = (cosOdp — psenddf, senfdp+ pcosfdb),

con matriz jacobiana:

cosf  senéd
TP = < —psen® pcosf )

Cuando consideramos coordenadas cartesianas (z,y), las curvas = x son
rectas verticales, y las curvas y = yg son rectas horizontales, y todas ellas
“cuadriculan” el plano, en el sentido de que todo desplazamiento puede descom-
ponerse en un desplazamiento horizontal seguido de uno vertical, o viceversa,
siguiendo “lineas de la cuadricula cartesiana”. Cuando consideramos coordena-
das polares la situaciéon es parecida, solo que la “cuadricula” es curva. La figura
siguiente muestra varias lineas p = pg, que son circunferencias de centro en el
origen de coordenadas y varias lineas 8 = 6y, que son semirrectas que parten
del origen de coordenadas:
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Todo desplazamiento (entre puntos distintos del origen), puede realizarse
mediante un movimiento radial seguido de uno transversal (circular) o viceversa.

En general, para una aplicacion f : U C R® — R?, las curvas f(z,yo)
o f(zo,y) (donde varian, respectivamente = e y, mientras yo, o permanecen
constantes) definen una “cuadricula curvilinea”, cuyos vectores tangentes son
los vectores de derivadas parciales de f respecto de la variable que no queda
fija, pero éstos son precisamente las filas de la matriz jacobiana.

(—psend, pcosb)
0=m/6

1f (cos,sen @)

Por ejemplo, en el caso de las coordenadas polares, es obvio que cada curva
p = po es ortogonal a cada curva 6 = 6, lo cual se corresponde con el hecho de
que
(—psend, pcosf) - (cosf,send) = 0.

En general sabemos que T;(z) = f;(c) + dfi(¢)(z — ¢) es una buena aproxi-
macion de f;(x) para puntos x cercanos a ¢, por lo que

T(x) = f(x) +df (c)(z — c)
es una buena aproximacion de f(x) para puntos x cercanos a c.

En particular, si f es una aplicacion lineal,

f(z,y) = (az + by, cx + dy) = (z,y) ( Z ; )
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derivando obtenemos que su matriz jacobiana es precisamente la matriz de f,
lo que significa que df(c) = f, para todo punto c. Esto expresa que “la mejor
aproximacion lineal de una aplicacion lineal es ella misma”. Mas en particular,
es claro que la matriz jacobiana de la aplicacion identidad f(z,y) = (x,y) es la
matriz identidad.

Observemos ahora que la regla de la cadena se generaliza trivialmente a
funciones vectoriales:?

Teorema 5.15 (Regla de la cadena vectorial) Sean
y:UCR? — V CR? z:V CcR? — R?,

dos aplicaciones diferenciables (resp. de clase C™) en sus dominios. Entonces,
la funcion compuesta z : U C R? — R? dada por z(z) = 2(y(x)) es diferencia-

ble en U y
dz(x)(v) = dz(y(z))(dy(z)(v)).
En efecto, basta aplicar la regla de la cadena a las funciones coordenadas z;
y 22.

En otras palabras, la diferencial en un punto x de la funcién que resulta de
aplicar y(z) y luego z(y) es la aplicacion lineal que sobre un vector v se calcula
aplicandole dy(z) y luego dz(y(z)).

Puesto que una diferencial sobre un vector se puede calcular multiplicando
el vector por la matriz jacobiana, tenemos que

dz(z)(v)) = vJy(z) - J(2(y(2))),

pero esto significa que la matriz jacobiana de la funciéon compuesta z(x) es el
producto

Jz(x) = Jy(x) - J(2(y(x)))
de las matrices jacobianas de las funciones y(z) y z(y).

En particular, si tenemos dos funciones diferenciables mutuamente inversas:
f:UcCR? —V CR? f71:VcR? —UCR?
su composicion es la identidad en U (o en V') luego, si f(z) =y, entonces

Jf(2) JfHy) =1,

donde I es la matriz identidad, lo que significa que J f~1(y) es la matriz inversa
de Jf(z).

Vamos a comprobar este hecho en el caso de las coordenadas polares. Para
que P tenga inversa en un abierto necesitamos restringirla a un conjunto como
U = 10,400 x |—m, 7|, de modo que su imagen es el abierto V formado por
todos los puntos del plano menos la semirrecta formada por los puntos (z,0),
con x < 0.

3Es obvio que todo lo que estamos diciendo vale para funciones vectoriales arbitrarias
f:U CR™ — R™, pero no vamos a necesitar mas que el caso de funciones en R2.
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Aun asi, la inversa P~!: V — U se expresa de forma un tanto farragosa:
P (z,y) = (p(2,9),0(z,y)),

donde p(z,y) = /2% + 17 ¥

arctan(y/x) six >0,
O(z,y) = { 7/2 — arctan(z/y) siy >0,
—arctan(z/y) —7/2 siy<O0.

Notemos que los puntos que estan en varios casos tienen asignado el mismo valor
de 6(x,y) en todos ellos. Damos definiciones alternativas porque asi es evidente
que 6(z,y) (luego también P(x,y)) es diferenciable en V', pues, dado cualquier
punto (x,y) € V en todos los puntos de su alrededor P~! esta definida por una
misma de las tres expresiones, y cualquiera de ellas es trivialmente diferenciable
(de clase C*°, en realidad).

El lector puede comprobar que las tres expresiones dan —como no podia ser
de otro modo— el mismo valor para las derivadas parciales, con lo que

- T Y Y T
dP~t = dr + dy, — dr + ——— dy),
( /22 1 42 /72 | 42 LA e 22 1 42 y)
y la matriz jacobiana es
€z Y

[22 42 a2+
prlz itery ij
2+ y? 22 4 y?

A su vez,

oo = (225 W)

y asi es facil comprobar que se trata de la matriz inversa de JP(p, 0).

El hecho de que dos funciones inversas tienen diferenciales o matrices ja-
cobianas inversas es una parte del contenido del teorema de la funcién inversa
para funciones de varias variables, pero hay una parte mas que no es trivial:

Teorema 5.16 (Teorema de la funcién inversa) Sea f : U — V una fun-
cion biyectiva de clase C' entre dos abiertos en R? tal que Jf(z) tenga deter-
minante no nulo en cada punto. Entonces f~!:V — U también es de clase
Ct, y es de clase C* si f lo es. Ademds, si f(x) =y, se cumple que Jf~ (y)
es la matriz inversa de J f(x).

Lo tnico que no es evidente teniendo en cuenta lo que hemos visto hasta el
momento es que la funciéon f~! es diferenciable. Admitiendo que lo es, sabemos
que J f~1(y) es la matriz inversa de .J f(z) o, explicitamente, teniendo en cuenta
la formula para la matriz inversa dada en [ITAl 11.7], es la matriz
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df2 af2
71 I - T4
<8f1 oR|  _ Akl oh > 1 e e
Oz [p-1(y) Oy ly=1(y) 0T [y=1(y) OY lg-1(y) _oh of
W -1y 9Tl

donde el primer término es el inverso del determinante de J f, que por hipdtesis
no se anula.

Como f es de clase C!, sus derivadas parciales son continuas y, como f~!
es diferenciable, es continua. Por lo tanto, todas las derivadas que aparecen
en la féormula anterior son continuas, luego las derivadas parciales de f~! son
continuas, luego f~! es de clase C'. Si f es de clase C*, como sus derivadas
son de clase C' y f~! también, todas las derivadas de la férmula anterior son de
clase C', luego f es de clase C?, y continuando este razonamiento concluimos
que f~! es de clase C*°.

La prueba de que f~! es diferenciable la posponemos a la seccién siguiente
(pagina 321). Observemos que la hipétesis de que el determinante de la matriz
jacobiana no se anule es necesaria, pues equivale a que la matriz tenga inversa,
y hemos visto que si f~! es diferenciable, entonces Jf tiene inversa.

En el caso de las coordenadas polares hemos podido comprobar directamente
que la aplicacién inversa es diferenciable, pero vamos a ver un ejemplo similar
en el que la diferenciabilidad de la inversa no es trivial:

Coordenadas cicloidales Recordemos que la cicloide generada por una cir-
cunferencia de radio R es la curva

r(t) = (Rt — Rsent, R(1 — cost)),

que parte de (0,0) y recorre un arco completo cuando 0 < ¢t < 2.

Vamos a probar que podemos llegar a todo punto del cuadrante positivo
siguiendo una tnica cicloide:

Teorema 5.17 Sixz >0 ey > 0, existen unos unicos R >0 y 0 <t <27 tales
que
(z,y) = (Rt — Rsent, R(1 — cost)).

DEMOSTRACION: Observemos que si 0 < t < 27, se cumplen las desigualda-
des siguientes:

a) t —sent > 0,
b) sen(t/2) — (¢/2) cos(t/2) > 0,

c) 2(1 —cost) —tsent > 0.
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En efecto, si f(t) =t — sent, por el teorema del valor medio, si 0 < ¢t < 27,
tenemos que existe 0 < tg < t tal que

f(t) = f(t) = f(0) = f'(to)t > 0.

El mismo razonamiento prueba la segunda desigualdad, pues la funcién también
tiene derivada positiva en |0, 27[. Por tltimo,

t t t t t t t
2(1—cost)—tsent=4sen2§—2tsen§cos§ :4sen§ (sen2 - 2(:os2> >0,

donde usamos la segunda desigualdad.
A continuacién consideramos la funcién
1 —cost

h(t)

~ t—sent’
que esta definida en ]0, 27] y su derivada es

2(cost — 1) + tsent

W) = (t — sent)?

<0

en |0, 27| por la tercera desigualdad precedente. Por lo tanto h es estrictamente
decreciente y h(2m) = 0, mientras que, por la regla de L’Hopital,

3 3 sent 3 tant
lim A(t) = lim = lim ———
t—0+ t—0+ —2(t —sent)cost t—0+ —2(t —sent)
1+ tan®¢
T L

t—0+ —2(1 — cost)

Por el teorema de los valores intermedios, existe un tnico 0 < ¢t < 27 tal que

1 —cost
Yo gy = -5
x t—sent
y, llamando
x
R=—-—,
t —sent

se cumple que (z,y) = (Rt — Rsent, R(1 — cost)). Ademéas R y t son unicos,
pues si R*, t* cumplen lo mismo, tenemos que y/x = h(t*), luego tiene que ser
t* =t, y entonces R(t —sent) = x = R*(t —sent) # 0, luego R* = R. n

Ahora llamamos U = {(p,7) € R? | 0 < 7 < 2mp} y definimos f : U — R?
mediante
f(p,7) = (pr = p*sen(r/p), p(1 = cos(7/p))),
que resulta de hacer
R=p* t=7/p

en la formula de la cicloide. Si V' = ]0,400[ X ]0,+0c0c[, el teorema anterior
prueba que f : U — V es biyectiva.
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La aplicacion f es obviamente de clase C* en U, y su matriz jacobiana es

Jf= T+ Tcos T —2psen  2p(l—cosy) —Tsen .
p—pcos% psen%

Un célculo rutinario muestra que el determinante es

—2p? (2(1 —cos <) — Zsen Z) ,
P P P
y esta expresion es < 0 por la desigualdad c) probada en el teorema anterior.
Por lo tanto, el teorema de la funcién inversa nos asegura que f~' también es
de clase C'°°, cosa que no es facil de comprobar directamente, pues no es posible
despejar las funciones p(z,y) y 7(z, y).

Sin embargo, aunque no sepamos calcularlas explicitamente, podemos consi-
derar a p(x,y), 6(z,y) como unas coordenadas alternativas para cualquier punto
del cuadrante positivo V', de modo que el punto de coordenadas cicloidales (p, 7),
es decir, el punto con coordenadas cartesianas

z=pr—p’sen(r/p),  y=p*(1—cos(t/p)),

es el punto situado sobre la cicloide generada por una circunferencia de radio p?
correspondiente a un giro de 7/p radianes. La figura siguiente muestra la “cua-
dricula curvilinea” correspondiente:

Las curvas p = pg son cicloides, y las curvas 7 = 7 cortan ortogonalmente a
cada cicloide, como muestra la figura y como podemos comprobar multiplicando
las filas de la matriz jacobiana y comprobando que el resultado es 0.

Maés precisamente, una curva p = pg empieza en (0,0), cuando 7 = 0, y
termina en (277;)3, 0), cuando T = 2mpy, mientras que una curva T = 7y empieza
en (78 /2m,0), cuando p = 7/27, y termina en (75 /2,0) cuando p tiende a +oo.



5.2. Ejemplos y resultados fundamentales 313

8/2
T <To T >1T0
P> po
P <po
78 /2T 2mpd

En efecto, basta tener en cuenta que, por los desarrollos en serie de potencias,
senz =z 4 23 f(z), cosz = 1+ 2%g(x),

donde f y g son funciones continuas en R con f(0) = —1/6, g(0) = —1/2. Por
lo tanto,

. 2 To . 270 27'3 . Tg
lim _pro—p*sen ™ = lim_pro—p* 2402 % f(m/o) = tim T (r/p) =0,

p—r—+oo P p——+o0 p—rtoo p
lim p*(1 —cos 2) = i 270 o0 /p) = T
1m — COS — ) = im — —_— T = —.

i p ) = e a9/ =5

Mas atin, observamos que los puntos con coordenada p < pg son los que
estan debajo de la cicloide p = pg, y los puntos con 7 < 7 son los que estan
a la izquierda de la curva 7 = 19. De aqui se sigue una tultima propiedad que
vamos a necesitar:

Teorema 5.18 Si {z,,yn)}>2, es una sucesion de puntos con x, >0, y, > 0
tal que

H}Ln(xna yn) = (0, y)a

con y > 0, entonces la sucesion {(pn,Tn)}5> de sus coordenadas cicloidales
cumple

lim p,, = 400, lim 7, = /2y.

Similarmente, si
(. y) = (2,0),

lim p,, = 1/£, limr, = V27,
n 2m n

DEMOSTRACION: Dado cualquier M > 0, podemos tomar una bola centrada
en (0, y) que esté fuera de la cicloide p = M (véase la figura), luego, si la sucesion
dada converge a (0,y), para todo n suficientemente grande, sus puntos estaran
en dicha bola, luego cumpliran p, > M. Esto prueba que p,, tiende a +oc.

con x > 0, entonces

Similarmente, sea 7 = 4/2y, de modo que la curva 7 = 7* termina en
el punto (0,y). Entonces, dado 0 < € < 7*, la curva 7 = 7* 4 € termina
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en (7% + €)?/2 > y, mientras que la curva 7 = 7% — € < y, luego podemos
tomar una bola de centro (0,y) comprendida entre ambas, y asi, para todo n
suficientemente grande, se tiene que cumplir que 7* — e < 7, < 7* 4+ €, lo que
prueba que 7, tiende a 7*.

p=M

La segunda parte del teorema se demuestra anélogamente, considerando
ahora p' = \/z/2m, 7° = v/27z y una bola centrada en (x,0) comprendida
entre las curvasp:pofe, p:pOJre, T:Tofe, T=70+e |

El vector gradiente Ya hemos discutido todos los resultados de enunciado
natural y prueba técnica que vamos a necesitar para manejar comodamente las
funciones diferenciables. En el estudio de las coordenadas cicloidales ya hemos
visto un ejemplo de lo que supone trabajar con funciones diferenciables sin entrar
en tecnicismos. Terminamos esta secciéon con un segundo ejemplo:

Definiciéon 5.19 Si f : A C R — R es una funcién diferenciable su vector
gradiente en un punto ¢ € A es el vector de derivadas parciales*

9] 0
Vie) = (351 7% )

De hecho, podemos considerar que Vf : A C R" — R™.

)
C

Aunque el razonamiento siguiente es valido en general, nos restringimos a
n = 3 para no salirnos del caso en el que conocemos su interpretacién geométrica
(v todo vale trivialmente si n = 2):

Si f: AcCR?®— R es una funcién diferenciable, su derivada direccional
en un punto ¢ € A en una direcciéon v que podemos suponer de norma 1 viene
dada por

Fle) =d @) = 52| v+ oL

v+ o
1t 5y

0
U2+(%

vs = Vf(e) v = |[Vf(e)] cosa,

c (&

donde « es el 4ngulo que forman vy V f(c). Suponiendo que el gradiente sea no
nulo, la maxima derivada direccional se dara cuando o = 0, es decir, cuando v
tenga la direccion del gradiente, y su valor sera ||V f(c)||. Asi pues:

4El signo V fue usado por primera vez por Hamilton, aunque no le dio nombre, y méas
adelante, Peter Guthrie Tait y James Clerk Maxwell, en una conversaciéon en la que no sa-
bian céomo llamarlo, acabaron llamandolo “nabla” en broma, que es una palabra griega que
nombraba a un cierto tipo de arpa, pero el nombre “cuajé” y asi es como se le llama ahora.
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El gradiente de una funcion diferenciable, si es no nulo, indica la di-
reccion de méaximo crecimiento de la funcion, es decir, la direccion
en la que la derivada direccional es mdzxima, y su valor es precisa-
mente la norma del gradiente.

Similarmente, la derivada direccional mas negativa de f se obtiene cuando
a = 180°, luego es la direcciéon opuesta al gradiente, que es, por tanto, la
direccion de mdzximo decrecimiento de f.

Por otra parte, las direcciones ortogonales al gradiente son direcciones de
crecimiento nulo, es decir, direcciones en las que la derivada direccional es nula.
Naturalmente, si el gradiente es nulo todas las derivadas direccionales son nulas,
lo cual puede deberse a que la funcion alcanza en ¢ un valor maximo o minimo, si
bien no es necesario que asi sea, como hemos visto en el ejemplo de la pag. 289.

Si r(t) es una curva que pasa por 7(tp) = ¢ y sobre la que f toma un valor
constante, entonces, por la regla de la cadena,

_df(r(t)) _dfdz  dfdy dfdz ., dr
0= dt _d:cdt+dydt+dzdt_vf dt’

luego el gradiente es ortogonal a la trayectoria.
Ejemplo La figura muestra varias curvas donde la funcion

1 1
+
Vi+1)2+y2 0 (z—1)2 +y2
toma un valor constante, junto con varias flechas que apuntan en la direccién

del gradiente en cada punto (aunque su longitud es constante para que el dibujo
no quede confuso):

fx,y) =

RO FII LT,
IHHH 1 7
2 BB X g

L t!l
NN - ¥ ~]
15 == 2
2
0
=

1L b

24 - ) W
RE g\

B &8 i ’

i ax RN
-2 -1 0 1 2

La funcion f tiende a +o0 en (£1,0) y, en efecto, vemos como los gradientes
marcan caminos que senialan hacia dichos puntos y son ortogonales a las curvas.
|
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5.3 Teoria basica

Dedicamos esta seccion a demostrar los resultados que, por su caracter téc-
nico, hemos dejado pendientes en la seccién anterior.

DEMOSTRACION DE 5.6: Si f: A C R" — R es diferenciable en ¢ € A,

entonces
1o £t 2) = £@) — df()) _

v—0 o]

Esto quiere decir que, dado € > 0, existe un n > 0 tal que si 0 < |jv]| < 7,

entonces
|f(c+v) = f(c) = df(c)(v)] < IIvII\/g-

Si llamamos

M = méax{ 88—;1 ey aa—xj; 1,
entonces
|fle+v) = flo)] < \f( v) = f(e) = df (c)(v)| + |df (c) (v)]

<wﬂ¢h mvww¢+mwﬂ

Por lo tanto, si § = min{\/e 2,¢/2nM} y ||v]| < 4, tenemos que

i c

€ €
|f(c+v)ff(c)|<§+§:e.

Equivalentemente, si ||z—c|| < d, se cumple que | f(z)— f(c)| < €, y esto significa

que f es continua en c. n

DEMOSTRACION DE 5.7: Sea ¢ € A y vamos a probar que f es diferenciable
en c. Para ello basta probar que

fle+v) = fle) = 3
lim

v—0 |lv]]

lo que a su vez equivale a que, dado ¢ > 0, exista un § > 0 de modo que si
0 < |Jv]| < d entonces

‘f(c+v Z

Por la continuidad de las derivadas parciales tenemos que existe un § > 0
tal que si ||y — ¢|| < § entonces y € A (porque A es abierto) y

of of
8:@- 8;@

vi < €||v].

n

c

para i = 1,...,n. Fijemos un v tal que |[v| < 4.
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Queremos probar que la variaciéon que experimenta f cuando, a partir del
punto ¢, modificamos cada una de sus variables en la cantidad v;, la variacion se
aproxima adecuadamente con la suma del producto de cada derivada parcial por
la variaciéon correspondiente. Vamos a ver que podemos reducir el problema a
estudiar lo que sucede cuando sélo se modifica una variable. Para ello definimos

F’L':f(cl +’U1,-~.,Cl'+’Ui,Ci+1,-~.,Cn),

es decir, el valor de f cuando modificamos so6lo las primeras i-variables.
En particular, vemos que f(c+v) = F, y f(c) = Fp, luego

~Of | IS E R of | .
‘f(c—i—v)—f(c)—i_z1 oz, CvZ = ;(FZ—Fz,l— pr CUZ)
< . 2 .

_; Fl Fz—l axZ cvz )

pues en la segunda suma tenemos F} — Fy+ Fo — Fy + F5 — F5+- - - y se cancelan
todos los términos menos —Fy al principio y F,, al final. Asi pues, (teniendo en
cuenta que |v;| < ||v]|) basta probar que

0
Fi*Fi—1*%

%

Uj

€
< 7|Ui|7
c n

parai=1,...,n.

Asi, lo que tenemos que demostrar es que la variacion de f que resulta
de modificar unicamente la variable i-ésima en una cantidad v; se aproxima
adecuadamente por el producto de la parcial i-ésima por el incremento v;. El
unico detalle es que la derivada esta calculada en ¢ y ahora el punto de partida
del incremento no es ¢, sino ¢ con las primeras ¢ — 1 variables ya incrementadas.
Vamos a aplicar el teorema del valor medio a la funciéon de una variable dada
por

gi(t> = f(Cl + v, 0,621 F V-1, 6 0, Cikty - Cn).

Observemos que esta funciéon va calculando la variacion de f cuando partimos
del punto ¢ con las primeras ¢—1 variables incrementadas y vamos incrementando
gradualmente la i-ésima. Par t = 0 estamos en ¢; y para t = 1 estamos en ¢; +v;.

Esta funcion estd definida en un intervalo abierto que contiene a [0, 1], y el
hecho de que f tenga derivada parcial i-ésima en A implica que la funciéon

h(l’) = f(cl +v1a"'aci—l +vi—17xaci+1;"'acn)

es derivable en los puntos z tales que (¢1 + v1,...,¢i—1 4+ Vi—1,Z, Cit1,s---,Cn)
estd en A, luego g;(t) = h(c; + tv;) es derivable, luego también continua, en su
dominio. En particular es continua en [0, 1] y derivable en ]0,1[. Ademas, por
la regla de la cadena, g}(t) = h'(¢; + tv;)v;, es decir:

_9f

Vi

141,00 -1+ 1,0, HEVi, i 415 ,0n)

g;(t)
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El teorema del valor medio nos da que existe 0 < ty < 1 tal que

of
Fy — Fio1 = gi(1) — gi(0) = gi(to)(1 = 0) = Erel
vly
donde y = (¢1 +v1,...,¢i—1 + vi—1, ¢ + toVs, Cig1, - .., Cq) cumple
Hy - C” = ”(Ul, ceey Ui—latovia Oa cee O)H < H'U” < 57
luego, por la continuidad de la derivada parcial:
af of af €
Fi—Fi—1— il = - il < —|vil,
' Bl ’(%iy aCEZ_Clvl — il
como habia que probar. L]

Observaciones sobre la continuidad en R” Tal y como hemos senalado en
la prueba del teorema 5.10, los apartados c¢) y d) requieren el hecho de que las
funciones continuas tienen las propiedades enunciadas, cosa que en [ITAn| de-
mostramos para funciones de una y dos variables. Concretamente, necesitamos
la generalizacion de [ITAn 3.3] y el hecho de que la composicion de funciones
continuas es continua.

Aunque se puede seguir un camino mas directo, si seguimos el enfoque de
[ITAn|, necesitamos considerar la generalizacion obvia de [ITAn 1.1] (la defini-
cion de convergencia de sucesiones). Con ella podemos probar la caracterizacion
de la continuidad por sucesiones [ITAn 3.2] a partir de la cual es inmediata la
generalizacion de [ITAn 3.3].

La propiedad d) del teorema 5.10 también es inmediata: si una sucesion
{xn}22, converge a un punto x € A, entonces {f(z,)}52L, converge a f(x) (por
la generalizacion de [ITAn 3.2]), luego {g(f(x,))}52, converge a g(f(x)) (por
[ITAn 3.2]), lo que prueba la continuidad de g(f(z)) (por la generalizacion de
[ITAn 3.2]). No necesitamos nada maés. "

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE SCHWARZ: No perdemos generalidad si
suponemos que n = 2, pues podemos trabajar con la funcion

F(zi,z;) = flar, ... @iy, Tj,y . Qp).

Fijemos un punto ¢ = (a,b). Como A es abierto, existe un n > 0 tal que si
[|(u,v)|| < n entonces (a + u,b+v) € A. En particular, si § = /v/2, tenemos
que si h € |6, 0[ se cumple que (h,h), (h,0) y (0,h) tienen todos norma menor
que 7, luego estéa definida la funciéon

Af(h) = f(a+h,b+h)— fla+ h,b) — f(a,b+ h) + f(a,b).

Vamos a probar que

Pf | AR
0x0y |,y hoot  B?

)
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pero, como la definicién de A f(h) es simétrica, lo mismo valdra para la segunda
derivada en orden inverso, con lo que ambas seran iguales y el teorema estara
probado.

Dado € > 0, la continuidad de la derivada de orden 2 en (a,b) implica que,
restringiendo 1 (y por consiguiente §) si es preciso, podemos suponer que si
l(k,k")|| <n (v en particular si 0 < k, k' < §) se cumple

0% f
0xdy

2 f

(a+k,b+k’) dxdy (a,b)

< €.

Ahora, si 0 < h < §, consideramos la funciéon

definida en el intervalo [a,a + h]. Por el teorema del valor medio existe un
nimero 0 < k < h tal que

Af(h) = Gla+h)—G(a)=hG (a+k)
of af
= h — —_— — .
Ox (a+k,b+h) O (a+k,b)
Ahora aplicamos el teorema del valor medio a la funcion
H(t) = or
ox (a+k,t)

en el intervalo [a,a + h], que nos da un namero 0 < k' < h tal que

of _of _ h
Ox (a+k,b+h) O (a+k,b) dxdy (a+k,b+k’) .
En total tenemos que
0% f
Af(h) = h?
O20Y | (ke bk
luego
Af(hy || | o ’ N )
h2 axay (a,b) 8.’1?8:(/ (atk,btk’) axay (a.b) )
siempre que 0 < h < 4. n

DEMOSTRACION DE LA REGLA DE LA CADENA: Supongamos en primer lugar
que las funciones dadas son meramente diferenciables. Fijemos un punto z € B
y un vector v € R™ tal que = + v € B. Entonces

2(y(z +v)) = 2(y(@)) = 2(y + v) — 2(y),

donde y = y(z), u = y(z + v) — y(z).
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La diferenciabilidad en x de las funciones y; y la diferenciabilidad en y de la
funcién z equivalen a que las funciones

_ il +v) — yile) — dy(@)(v)
B

_ 2y tu) = 2(y) — dz(y)(w)

B = ful

tienden a 0 cuando v y u tienden a 0, respectivamente. Despejando:
2(y(z +v)) — 2(y(x)) = dz(y)(uv) + ||[u]| F(u),
u; = yi(z +v) — yi(2) = dy; (2) (v) + [Jv]| E4(v),
luego al sustituir queda:
2(y(z +v)) — 2(y(x)) = dz(y)(dys(z)(v), - .., dyn(x)(v))
+llvlldz(y)(Er(v),. .., En(v) + ly(z +v) — y(@) [ F(y(z + v) — y(z))
= o(v) + 0] E(v),
donde
- Oy

Uj
x

p(v) = dz(y(x))(dy1(2)(v), ..., dyn(2)(v)) = Z g;

i=1
" 0z
1 (zz—; Fyi

)

B() = (B (o). ... B(e) + DI 0 4 0) g,

y(x) j=1 Oz;

y;
6]}]‘

m

i y(z)

es una aplicacion lineal y

Basta probar que lir% E(v) = 0, pues esto significa que
v—>

con lo que z(y(z)) sera diferenciable en x con diferencial ¢(v), como queremos
probar. Veamos que los dos sumandos que definen E tienden a 0. Para el
primero, llamamos

0z 0z
M =méx{| —| |,..-, | =—
{ oy y OYn y }
y observamos que, dado ¢ > 0,
n 82’ n
|dz(y) (B1(v), -, Bn(0))| = |3 o Ei(v)| <) M|Ei(v)|
i=1 'y i=1

luego tomando v de norma suficientemente pequena como para que se cumpla
|E;(v)] < €/(nM), tenemos que |dz(y)(E1(v),..., E,(v))] <e.
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Para el segundo llamamos

y;
8.’E1

y;

0T,

M = méax{

2

gee ey

x x

de modo que, si tomamos v de norma suficientemente pequefia como para que
|Ei(v)| <1, tenemos:

- Oy
lyi(@ +v) — yi(@)| < |dyi(z) ()] + [0l E: ()] < D 5. | Vil Tl
j=1 Jlx
<Y M [ol| + [lo]l < (mM + 1)]o]],
j=1
y de aqui que
ly(x +v) = y@)[l = | D lyi(@ +v) = yi(@) > < /n(mM + 1)|Jv]]> = K[|,
i=1

donde K = y/n(mM’ +1). Por lo tanto

ly(z +v) —y(@)]

o]l

Fy(z +v) —y(@))| < K[F(y(z +v) —y(z))|.

Como lir% F(u) = 0, dado € > 0, existe un § > 0 tal que si ||u]| < § entonces
u—

|F(u)] < ¢/K, luego si |[v]|| < §/K se cumple que ||y(z + v) — y(x)|| < J, luego
K|F(y(z+v)—y(x))| < ey asi queda probado que el segundo sumando también
tiende a 0.

Con esto queda probada la regla de la cadena para funciones diferenciables.
Si ademas las funciones son de clase C'*°, férmula (5.5) que se deduce de la
parte ya probada implica que las derivadas de la funcion z(z) también son de
clase C*°, luego z es de clase C*°. m

El teorema de la funcién inversa Necesitamos algunas consideraciones
previas. Recordemos que hemos definido que una funcién f entre abiertos de
R? es diferenciable si lo son sus funciones coordenadas f; y fo. Explicitamente,
la diferenciabilidad en un punto ¢ equivale a que existan constantes p, g, r, s tales

que
file+v) — fi(e) — pvi — qua

lim =0,
v—(0,0) |lv]]

an L2(e+v) = fale) —rur — svp 0
v—(0,0) |l ’

pero observemos que

(pv1 + qua, rv1 + SU9) = v - M,
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q s
por lo que la condicién puede expresarse vectorialmente asi:

fletv) = fle)—v-M _

donde

lim
v—(0,0) [lv]|

La funcién f es diferenciable en c si y s6lo si existe una matriz M con la cual
se cumple la igualdad anterior.

En segundo lugar necesitamos el hecho siguiente:

Teorema 5.20 Sea f : A C R? — R? una funcién diferenciable tal que,
existen §, K > 0 de modo que si ||z — zg|| < J, entonces x € A y

Afi
al’j

<K, ij=1,2.

Entonces, si ||a — xol|, ||b — zol|2d, se cumple que || f(b) — f(a)]| < 3K||b—al.

DEMOSTRACION: Fijados a,b € R? tales que ||a — xol|, ||b — zo|| < 4, si
0 <t <1, se cumple que

(1 = t)a+tb — zol = [[(1 = t)(a — z0) + (b — x0))| <
(1 —t)|la — zo|| +t]|b — ol < (1 — 1) +t5 = 6.
Por lo tanto podemos definir
hi(t) = fi((1 —t)a + tb).
Por la regla de la cadena

dg;
0o (1—t)a+tb

_ 9gi

hi(t) =
dx1 (1—t)a+tb

(b1 —a1) +

(b2 - a2)a

y por el teorema del valor medio existe un #; tal que
fi(b) = fi(a) = hs(1) = hi(0) = hi(t:)(1 - 0),
luego
|£i(b) = fi(a)l = [hi(t:)] < Kby — ax| + K|ba — az| < 2K||b — all,
de donde a su vez
1F®) = F(@)I* = (f1(0)— f1(a)* +(f2(0) — fo(a))* < 8K?||b—al® < 9K*|[b—a,
luego || f(b) = f(a)]| < 3K][b— all. .
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA: En las condi-
ciones del teorema, tomamos un punto xzy € U, llamamos yo = f(z(). Basta
demostrar que f~! es diferenciable en yy. Para ello, previamente demostrare-
mos que f~! es continua en gy, es decir, que si € > 0, vamos a encontrar un
§ > 0 tal que si ||y — yo|| < J, entonces || f~1(y) — zo| <e.

Como U es abierto, podemos suponer que la bola cerrada
B={zeR| |z —a0] < e}
esta contenida en U. La circunferencia
S={zeR*| |z~ x| = ¢}

es compacta, luego por el teorema de Weierstrass [ITAn 3.31], la funciéon con-
tinua || f(z) — yo|l toma su valor minimo en uno de sus puntos, digamos x;.
Tomamos 6 = || f(z1) — yo||/2 y vamos a ver que cumple lo requerido.

Consideramos, pues, un punto tal que ||y —yo|| < ¢ y aplicamos el teorema de
Weierstrass a la bola compacta B y a la funcioén continua || f(z) —y||, con el que
concluimos que existe un z € B donde ||f(z) — y|| es minimo. Vamos a probar
que f(z) =y, asi como que z ¢ S, con lo que tendremos que || f~1(y) — zo|| < ¢,
como tenemos que probar.

En efecto, por una parte, por la minimalidad de z, tenemos que
1£(z) = yll < |If(zo) — yll <9,
mientras que si x € S, por la desigualdad triangular
1f(@) =yl = [1f(@) = yoll — lvo —yll > [|f(z1) —wol =6 =26 — 6 =9,

donde hemos usado también la minimalidad de z;. Esto prueba que x # z,
luego 2 ¢ S.

1‘1/\A f(xl)

Ahora usamos que si z hace minima la distancia || f(z) — y||, también hace
minimo a su cuadrado, es decir, a la funcién

W) = (fi(x) = 1) + (fa(z) — yo)*.
Por consiguiente, las derivadas parciales de h se tienen que anular en z:

oh | oh

z

z
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Explicitamente,
0 0
2 =) 52| 42 ) 52| =0
y esto puede expresarse matricialmente como
ofh|  Oh
do-n| T
f(z)—y = (0,0),
ofs|  Of
Ory|, Oza|,

pero la matriz es la traspuesta de la matriz jacobiana de f en z, luego tiene
su mismo determinante no nulo, luego tiene inversa y, multiplicando por ella,
concluimos que f(z) —y = 0, como habia que probar.

Pasamos ya a probar que f~! es diferenciable en yy. En primer lugar pro-
bamos que no perdemos generalidad si suponemos que zo = yo = (0,0). En
efecto, basta considerar la aplicaciéon g : U* — V* dada por

g(x) = f(z +x0) — Yo,

donde
U'={z—xz|zeU}, V' ={y+tylyeV}

Como f es de clase C' en U, se cumple que g es de clase C' en U* y su inversa
es
97 () = (Y + yo) — wo.

Se cumple que (0,0) € U*, y si probamos que g~! es diferenciable en el punto

£(0,0) = (0,0), esto implicara que f~! es diferenciable en yg, como queremos
probar. Ademés, se cumplen las relaciones

_ Of;
N Oxj

dg;
8xj

)
T+xg

x

de donde se sigue que el determinante de Jg(z) coincide con el de Jf(x + xo),
luego no se anula. Asi, cambiando f por g, podemos suponer z¢ = yo = (0, 0).

En segundo lugar probamos que no perdemos generalidad si suponemos que
la matriz jacobiana J f(0,0) es la matriz identidad. En efecto, sea M = J f(0,0),
que por hipétesis tiene determinante no nulo, luego tiene inversa M ~!. Sea
h : R? — R? la aplicacion lineal de matriz M ! y sea ahora g : U — h™1[V]
la funcién compuesta que resulta de aplicar f y luego h. Su inversa g~ ! es la
composicion de h=! con f1.

Por la regla de la cadena sabemos que g es de clase C! y que su matriz
jacobiana es Jg(x) = Jf(z) - M~ que tiene determinante no nulo, porque el
determinante de un producto de matrices es el producto de los determinantes.
En particular vemos que Jg(0,0) = M - M1 =1.
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Si probamos que g~! es diferenciable en (0,0), por la regla de la cadena lo

mismo le sucedera a la composiciéon de h con g—', que es f~!. Por lo tanto,
cambiando f por g, podemos suponer que Jf(0,0) = I.

Como las derivadas parciales de f son continuas, tenemos que

. 0fh o Ofr 0 Of
Im — = lim — =1, lm — = lim ——
z—(0,0) or1 z—(0,0) Oxa z—(0,0) Oxa z—(0,0) ox1

)

de donde se sigue a su vez que existe un 1 > 0 tal que si ||z|| < 7 entonces

fi —hi)| 1
89@ - 6’

donde h es la aplicacién identidad dada por h(z,y) = (x,y).

i,j=1,2,

Como f~! es continua en (0,0), existe un § > 0 tal que si ||v|| < J, entonces
lf~1(v)|| < n. Llamemos u = f~1(v), de modo que f(u) = v. Por el teorema
anterior, como ||ul| < n (y también ||(0,0)|| < 7), se cumple que

I = h)(w) = (f = h)(0,0)[] = [[f(u) = u = (0,0) + (0,0)]| = [Jv —ul| < %||u|\~

Por lo tanto,

1
[ull = [lu—v+o| < flu—vf +[v] < §||UH + (vl
luego
loll > = u]
v —|Ul|.
D
Asi pues:
|~ (v) = f71(0,0) —v - I|| <9 lu—f)ll _ 5 [|.f(u) — f(0,0) —u- I
o]l [Jul] [|ul] ’

y la dltima expresion tiende a 0 porque f es diferenciable en (0,0) con matriz
jacobiana I, luego la primera expresion también tiende a 0, lo que significa que

existe . .
o W0 =00 o1
v—(0,0) |l
luego f~! es diferenciable en (0,0) con matriz jacobiana I. n

5.4 La energia mecanica

Como primera aplicaciéon notable del calculo diferencial de varias variables
que hemos presentado vamos a discutir un concepto fisico fundamental: la ener-
gia. En realidad el concepto de energia es muy amplio y aqui s6lo vamos a
tratar los casos particulares mas sencillos. En general, como primera aproxi-
macién, podemos decir que la energia es la capacidad de actuar, que algo tiene
energia cuando tiene capacidad de generar movimiento, o de romper algo, o de
calentarlo, etc. Aqui vamos a tratar inicamente con las formas de energia méas
directamente relacionadas con el movimiento.
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Energia cinética y trabajo Si el lector se pone una piedra en la cabeza,
ésta no le hara dano alguno. Si la levanta un centimetro y la deja caer sobre su
cabeza, tampoco pasara nada grave, pero si la piedra se dirige hacia su cabeza a
gran velocidad, hara bien en apartarse. No obstante, si la “piedra” es un granito
de arena, aunque se dirija hacia su cabeza a gran velocidad, tampoco es algo
grave.

En general, salvo que tenga otras caracteristicas, como ser radiactivo, estar
muy caliente, etc., un cuerpo en reposo es “inofensivo”’, mientras que un cuerpo
en movimiento serd mas peligroso cuanta mas masa tenga y més rapidamente
se mueva. La direccién del movimiento es irrelevante: una bala que se dirige en
una direccién es igual de mortifera que otra de la misma masa que se dirija a la
misma velocidad en otra direccion. Tampoco hay diferencia entre ser golpeado
por una piedra que se mueve en linea recta que por otra que gira atada a una
cuerda a la misma velocidad. Lo que importa es el médulo de su velocidad.

Cada cuerpo, por el mero hecho de estar en movimiento, posee una energia,
una capacidad de poner en movimiento a otros cuerpos mediante un choque, o
de romperlos, etc. Dicha energia es lo que se conoce como energia cinética, y las
observaciones precedentes apuntan a que depende tanto de su masa como de su
velocidad. Podria pensarse que una forma de cuantificar la energia cinética de
un moévil seria definirla como E. = mv, pero vamos a ver que la definicién que
“funciona correctamente” es ésta:

Definicién 5.21 Se define la energia cinética de un objeto de masa m que se
mueve a una velocidad v como
1
E.= imvz.
Observamos que si medimos la masa en kg y la velocidad en m/s, la energia
se mide en kg m?/s? = (kgm/s?)m = N m.

Vamos a explicar por qué es razonable esta definicién de energia cinética
y a la vez entenderemos por qué es razonable pensar que sus unidades son
newtons multiplicados por metros en lugar de kilogramos por metro cuadrado
entre segundos al cuadrado. Para ello tenemos que introducir la nociéon de
trabajo:

Supongamos que un objeto puntual se mueve siguiendo una trayectoria 7(t)
y que F'(t) una fuerza que acttia sobre él en cada instante (no necesariamente

la fuerza total). Definimos el ¢rabajo realizado por dicha fuerza en un intervalo
de tiempo [tg,¢1] como

t1 . 11 . d"? 11 .
WZ/ F~dF:/ F~*dt:/ F-vdt.
to to dt t

Podemos considerar la primera integral como una mera notacién que se refiere
a cualquiera de las siguientes.

Recordemos de la seccion 4.1 que la aceleracion se descompone en una acele-
racion normal @y ortogonal a ¥y una aceleracion tangencial a7, donde 7 = ¥/v
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y a = dv/dt. Por lo tanto, si F = ma@ es la fuerza total que actua sobre la
particula, tenemos la descomposicion

F = maT + may,

y asi, como ay - ¥ =0y 79 = v, el trabajo que realiza es

1 1 h
W = / maT-vdt = / mav dt = / d— <m1)2> dt = {mvﬂ =AFE,,
to to o dt \2 2 to

donde AE, = E.(t1)— E.(to) es el incremento de energia cinética que se produce
en el intervalo de tiempo considerado.

Acabamos de probar lo siguiente:

El trabajo realizado por la fuerza total que actia sobre una parti-
cula en un intervalo de tiempo es igual a la variacion de su energia
cinética en dicho intervalo.

El trabajo realizado por una fuerza que actia sobre un objeto sobre el que
acttian mas fuerzas no tiene una interpretacion directa, pero observemos que el
trabajo realizado por una suma de fuerzas es claramente la suma de los trabajos
que realiza cada una de ellas, luego el resultado precedente puede reformularse
diciendo que la variacion de la energia cinética de un cuerpo es igual a la suma
de los trabajos realizados por cada una de las fuerzas que actiian sobre él.

Observemos que si la fuerza es constante y la trayectoria es rectilinea, en-

tonces
. t1 tl
W = F-T)’dtz:i:/ det::tF/ vdt = +F's,
to to to

donde s es el espacio recorrido por la particula en el intervalo de tiempo consi-
derado y el signo es positivo si la fuerza acttia en el sentido del movimiento o
negativo si actia en sentido opuesto.

Por ello, en el sistema internacional de unidades, el trabajo y la energfa se
miden en julios, donde un julio (1J = 1 N-m) es el trabajo que realiza una fuerza
constante de 1 N cuando acttia sobre una particula que se desplaza 1 m en linea
recta (o la energia que ésta gana o pierde).

Notemos que el trabajo que realiza una fuerza depende tnicamente de su
componente tangencial. En particular una fuerza que sea siempre normal a la
trayectoria no realiza trabajo alguno. Por eso hay que distinguir “trabajo” de
“esfuerzo”. Por ejemplo, si atamos una piedra a una cuerda y la hacemos girar
horizontalmente a velocidad constante, realizaremos un trabajo en el lapso de
tiempo en que la piedra pasa de estar en reposo a alcanzar una velocidad estable,
pero a partir de ese momento, todo nuestro esfuerzo (la fuerza que realizamos)
se destina a mantener la piedra en una Orbita circular, pero sin modificar su
velocidad, por lo que no estamos realizando ningtn trabajo sobre ella: su energia
cinética permanece constante. Si en un momento dado soltamos la cuerda y la
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piedra sale disparada en linea recta, su energia cinética seguiré siendo la misma,
y la piedra es igual de “peligrosa”’ cuando gira gracias a nuestro esfuerzo que
cuando se mueve en linea recta a la misma velocidad. Nuestro esfuerzo por
mantenerla girando no contribuye a hacerla mas “peligrosa” (no le comunica
méas energia).

Energia potencial y energia mecanica Supongamos que ponemos una pie-
dra de 10kg en un montacargas y la elevamos hasta una altura de 30 m. Sobre
la piedra acttian dos fuerzas: su peso y la reacciéon del suelo del montacargas, en
sentido opuesto. Cuando el montacargas empieza a moverse, durante un breve
instante, ejerce sobre la piedra una fuerza mayor que su peso, que le comunica
una pequena energia cinética, pero dicha fuerza enseguida se iguala a la del
peso, porque la piedra sube a velocidad constante. Esto significa que, durante
el ascenso, el trabajo positivo que realiza el montacargas sobre la piedra se com-
pensa con el trabajo negativo que hace la gravedad terrestre. Dicho trabajo es
facil de calcular: La fuerza ejercida es F' = 9.8 - 10 N (de la misma intensidad
que el peso), luego el trabajo es W = 98 - 30 = 2940 J. La gravedad realiza el
mismo trabajo, pero negativo (en direccion opuesta al movimiento). Cuando
termina el trayecto, la gravedad se encarga de restarle a la piedra la energia
cinética que habia adquirido, y se queda de nuevo en reposo.

Podria pensarse que el trabajo realizado por el montacargas “se ha perdido”,
pues ha sido cancelado por la fuerza gravitatoria, y la piedra no ha ganado
energia durante el ascenso, pero eso se puede matizar. Vamos a ver que, en cierto
sentido, esos 2 940 J de trabajo realizado por el montacargas “se han almacenado”
en la piedra, y para “recuperarlos” sélo tenemos que dejarla caer. Si dejamos
caer una piedra desde una altura de 30 m, sabemos calcular que su velocidad al
llegar al suelo sera de 24.25m/s, por lo que su energia cinética (para una masa
de 10kg) es precisamente de 2940 J.

Podemos pensar que la gravedad terrestre le devuelve a la piedra en su caida
los 2940 J que le habia quitado durante el ascenso, que la Tierra habia contraido
una “deuda” de ese importe con la piedra, y vamos a ver que ese tipo de “deudas”
son una forma de energia, lo que se conoce como “energia potencial”.

Para concretar matematicamente estas ideas necesitamos una sencilla apli-
cacion de la regla de la cadena:

Teorema 5.22 Si V : A C R? — R es diferenciable y v : [a,b] — A es
derivable, entonces

b dr
/a vV. pr dt =V (r(b)) — V(r(a)).

DEMOSTRACION: Basta observar que, por la regla de la cadena,

avirt) _oVide OVdy OVdz o, dr
dt  Ordt Oydt 0Ozdt dt’

luego V(r(t)) es una primitiva del integrando. "
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Consideremos ahora la gravitacion que produce una estrella o planeta de
masa M. Si esta en una posicion 7, entonces cada particula de masa m situada
en una posicion 7 experimenta una atraccién dada por

., GMm .,
F=————(7—10).
|7 — Toll®

Una aplicacién que a cada punto del espacio le asigna un vector se llama
campo vectorial, y si esos vectores representan una fuerza tenemos un campo de
fuerzas. Asi, podemos decir que una estrella o un planeta genera a su alrededor
un campo de fuerzas. En realidad esto no es exacto porque F o depende s6lo
de la estrella o el planeta, sino también de la masa m del objeto que experimenta
la fuerza, por lo que es mejor considerar que el campo gravitatorio generado por
un cuerpo de masa M es

- GM .
E= *_,7_.3(7" —7),

17— 7ol
de modo que cada cuerpo de masa m sometido a dicho campo experimenta una
fuerza F' = mkE.

Por supuesto, todo cuerpo (aunque no sea una estrella o un planeta) genera
un campo gravitatorio, pero aqui vamos a considerar campos que no varian en
el tiempo, lo cual requiere que podamos suponer que el cuerpo de masa M per-
manece inmévil en un sistema de referencia inercial, lo cual a su vez supone
despreciar la fuerza que sobre él ejerce el otro cuerpo de masa m o, equivalente-
mente, despreciar la fuerza de inercia que habria que considerar en un sistema
de referencia en dichas condiciones, y esto es razonable si M es mucho mayor
que m.

Por ejemplo, la figura siguiente muestra el campo gravitatorio E' generado
por un cuerpo. Si suponemos que es la Tierra o el Sol, hay que tener en cuenta
que las flechas no estéan a escala, pues serian microscopicas:

‘\‘\\\\\\\11///// "‘
. : \\\\\\\\\\\7[/%//(/////, " .
RN e
S é‘ﬁ”"
::*3;@// \\§::ff:
P N .

', -7 //}//////\\\\‘\\i\\\ O ‘-

N
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Ahora observamos que E = —VV, donde V es la funcion dada por
GM

=l

En efecto, V= —GM((z — 20)? + (y — y0)? + (2 — 20)?)"/2, luego

v 1 B GM
——f:fGNU@fz@%Hy—mV%%zme)S”Kxme:Tﬁ:;aﬁ

V =

or 2 (= 0),

e igualmente con las otras dos variables, por lo que

GM .
7 7) = E.

“Tr—rp

—VV =

Por consiguiente, la fuerza gravitatoria que experimenta un cuerpo de masa m
=y
es F'=-V(mV).

Definicion 5.23 Cuando un campo vectorial es de la forma —VV, para cierta
funcién V, se dice que el campo es conservativo y que la funcién V es una funcion
potencial del campo. En el caso concreto del campo de fuerzas que actiia sobre
un cuerpo, la funcion V' se llama energia potencial del cuerpo (relativa a dicho
campo).

El interés de todo esto estriba en que, por el teorema anterior, el trabajo
que realiza una fuerza conservativa sobre un cuerpo que se mueve siguiendo una
trayectoria 7(t) es

th/nﬁwﬁz—vﬁﬁﬁ%Hﬁﬁmn:—Am

donde AV =V (t1) — V(ty). Asi pues:

El trabajo que realiza una fuerza conservativa sobre un cuerpo en un
intervalo de tiempo es igual a la disminucion de su energia poten-
cial en dicho intervalo (si el trabajo es positivo, la energia potencial
disminuye, y viceversa).

Observemos ahora que la suma de campos conservativos es de nuevo un
campo conservativo, pues

Fi+F,=-VVi —VVy = -V(V4 + Vo),

luego si llamamos F., ala suma de todas las fuerzas que acttian sobre un ob jeto
determinadas por campos conservativos, F;w a la suma de todas las fuerzas res-
tantes que actian sobre el cuerpo y llamamos W, y W, a los trabajos realizados
por ellas, respectivamente, entonces el trabajo de la fuerza total que actta sobre
el cuerpo es

AE.=W =W+ Wye = —AE, + Wy,

luego AE,,, = W,,., donde la energia mecdnica del cuerpo se define como la suma
E,, = E. + E, de su energia cinética y su energia potencial, y la conclusion es
el principio de conservacion de la energia mecdnica:
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La variacion de la energia mecdnica de un cuerpo en un intervalo
de tiempo es igual al trabajo que realizan sobre €l en dicho inter-
valo las fuerzas no conservativas. En particular, si sobre un cuerpo
solo actian fuerzas conservativas, su energia mecdnica permanece
constante.

En particular, hemos visto que la energia potencial gravitatoria de un cuerpo
de masa m sometido a la atraccion de otro cuerpo masivo de masa M viene dada
por E, = mV, donde el potencial gravitatorio es

GM
V=- ,

r

siendo r la distancia entre ambas particulas.

Hay que tener presente que una funcién potencial para un campo esta de-
terminada tnicamente por la condicién F = —VV, de donde resulta que si V
es una funcién potencial, cualquier funciéon de la forma V + ¢, donde ¢ es una
constante, lo es también. Esto significa que no podemos hablar de la energia po-
tencial que tiene “de verdad” un cuerpo, sino que su valor numérico depende de
la eleccion arbitraria de la constante ¢, pero lo que si es objetivo es la variaciéon
de la energia potencia del un cuerpo en un intervalo de tiempo determinado.

Por ejemplo, en el caso de un campo gravitatorio es habitual tomar como V
precisamente la funcién que acabamos de indicar, pero si consideramos la apro-
ximacion de la fuerza gravitatoria en la superficie terrestre, dada por el campo
constante F' = (0,0, —mg), que corresponde al campo gravitatorio E= (0,0,—g9),
éste también deriva de un potencial, a saber, V' = gz, por lo que la energia po-
tencial gravitatoria de un cuerpo es

E, = mgh,

donde i = z es su “altura” medida desde donde hayamos querido tomar el origen
del sistema de referencia.

Por ejemplo, antes hemos visto que si subimos una piedra de 10kg por
un montacargas a velocidad constante, el trabajo ejercido sobre la piedra (y
compensado por la gravedad) es W = 2940 J, pero esto es W = mgh, el aumento
de energia potencial de la piedra. Ahora sabemos que el resultado seria el mismo
aunque el montacargas no fuera a velocidad constante, aunque hubiera acelerado
y frenado varias veces, pues el trabajo realizado sobre la piedra seria igual a su
aumento de energia mecanica. Como la energia cinética era nula al principio y al
final, el trabajo realizado por el montacargas sobre la piedra tiene que ser igual
en cualquier caso —independientemente de las condiciones en que se produzca
el ascenso— a la energia potencial adquirida por la piedra, mgh.

Similarmente, cuando la piedra cae y llega al suelo h = 0, puesto que sobre
ella no ha actuado ninguna fuerza no conservativa, su energfa mecanica al final
tiene que ser la misma que al principio, y como al final su energia potencial se
ha reducido a 0, su energia cinética tiene que ser

2

1
E.= imv = mgh,
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luego la velocidad final serd v = 1/2gh. A esta conclusién podemos llegar
igualmente planteando la ecuacién de la trayectoria, calculando el tiempo que
tarda la piedra en llegar al suelo y a su vez la velocidad que habra adquirido al
cabo de este tiempo, pero el calculo a través de la energia es mucho mas simple
y, ademés, nos permite concluir de nuevo que la velocidad sera la misma tanto
si cae en vertical como si cae por un tobogén, incluso si éste tiene subidas y
bajadas como una montafia rusa (en la medida en que podamos despreciar el
rozamiento, que seria una fuerza no conservativa).

En efecto, si la piedra se desliza sin rozamiento por un tobogan, sobre ella
acttian dos fuerzas, su peso P y la reaccion Rdela superficie, que es ortogonal a
la misma y cuyo tnico efecto es compensar la componente normal y proporcionar
la aceleraciéon normal necesaria para que la trayectoria se curve siguiendo el
tobogan, pero, como es una fuerza ortogonal a la trayectoria, no efecttia ningan
trabajo sobre la piedra, luego no modifica su energia mecanica.

vl

Por consiguiente, la energia cinética cuando la piedra llega a la base del
tobogan coincide con la energia potencial que tenia al principio, £ = mgh,
luego la velocidad final sigue siendo v = 1/2gh, la misma que si la piedra hubiera
caido verticalmente. En particular, la curva concreta que describa el tobogén
es irrelevante mientras la altura descendida sea la misma.

Ejemplo: La curva is6crona de Leibniz FEn 1687 Leibniz planted el pro-
blema siguiente, que fue resuelto por Jacques Bernoulli en 1690:

Encontrar la forma de una rampa que haga que los cuerpos que caen
por ella se muevan con velocidad vertical constante.

Queremos una trayectoria r(t) = (z(t),y(t)) tal que v = —y’ sea constante,
con lo que y = —wpt, si tomamos (0,0) como posicion inicial. Vamos a suponer
ademas que z/(0) = 0.5 La conservacién de la energia mecénica nos da entonces

5En realidad esto no supone ninguna pérdida de generalidad: podriamos resolver el pro-
blema sin esta hipétesis y veriamos que la trayectoria puede prolongarse hacia atras en el
tiempo hasta un punto en el que la velocidad horizontal es nula, por lo que podemos tomar
ese instante como punto de partida, pero el calculo en general queda mas farragoso.
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que

1
mvg = im(as'2 +vg) — mguvot,

de donde se sigue que
' = \/2gvot,

luego
t
2
T = / \/2guoT dT = g\/29v0t3.
0

Por consiguiente, la curva buscada es

r(t) = (gx/ 2gvot3, —vot).

Si queremos unicamente la descripcién geométrica de la trayectoria, no la
parametrizacién temporal, observamos que se trata de la curva formada por los
puntos (z,y) que cumplen la ecuacion

2?2 = —a%P,
donde
24/2g
a=—-——=.
3 v

En general, las curvas de la forma

se llaman pardbolas semicibicas, con lo que podemos concluir
que las curvas isécronas de Leibniz son las parabolas semict-
bicas “tumbadas”, pero hay que tener presente que la curva
2% — a?y? solo es isécrona para objetos que lleguen a su clispide

con velocidad (0, —vg), donde

_2v2%

Vo =
3 a

En otras palabras: cada velocidad vy requiere su propia curva
isocrona. La rampa que muestra la figura precedente es precisamente la isécrona
correspondiente a una velocidad de 1m/s. L]

Volviendo al caso general de una particula que cae por un tobogén que cae
por una rampa, veamos coémo calcular el tiempo que tarda en caer. Si el tobogan
esta determinado por la funciéon y(x) y llamamos y(s) a la altura en funciéon de
la distancia a un punto prefijado medida sobre la curva, e yy a la altura inicial
(donde la particula tenia velocidad nula), entonces, cuando se encuentra a una
altura y(s), su energia mecénica es

1
E = gmv® 4+ mgy(s),
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y tiene que coincidir con la energia mecénica inicial, mgyg, luego

1
§mv2 =mg(yo — y(s)),

de donde p
s
= = v =+V29(p —y(s)), (5.6)

donde el signo depende de si s aumenta o disminuye con el tiempo. Esto nos da
una ecuacion diferencial con variables separables:
1 d
dt=4—u 2%
V29 \/yo — y(s)

que al integrarla se convierte en

T 1 ST ds
T= / dt =+ / ,
0 \% 29 so VYo — y(S)

En particular, el tiempo T que tarda la particula en llegar a la base del
tobogéan cuando se deja caer desde una distancia sg a la base (medida sobre el
tobogén) es:

1 5o ds

:\/@ o V1o —uyls)

Por ejemplo, si el tobogan es rectilineo (es un plano inclinado) y va desde
(0,0) hasta (d, —h), con I = +/d? + h?, tenemos

(5.7)

donde medimos la distancia recorrida desde el punto de partida (con lo que

Yo :0) Ast:
1 |1 [ 1 2
— 2/l = /=1
\/hs 2gh / 2gh vi gh’

que es la misma formula (4.2) que obtuvimos en el capitulo anterior.

Ejemplo Vamos a calcular el tiempo que tarda en llegar al suelo un objeto que
se desliza por un cuarto de circunferencia de radio R:

s/ R

Rcos(s/R)
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Si s es la distancia al punto méas bajo sobre el arco, entonces el angulo que
lo abarca es s/ R, luego la altura es y(s) = R — Rcos(s/R), y la altura méaxima
es yo = R, luego la formula anterior se particulariza a

7\'R/2 71'/2 dm
\ﬁ/ «/Rcos s/R / Veosz'

La integral la calcularemos mas adelante (teorema 6.4), y el resultado para
R=100es T = 5.92s.

Vemos como el este tiempo es menor que los que calculamos en el ejemplo
sobre planos inclinados en la péagina 225, pero, como indicamos alli, no es el
menor posible. Dedicaremos la secciéon 5.5 a estudiar este problema. L]

Ejemplo: La curva tautécrona Un caso de caida especialmente destacado
se da cuando el tobogan tiene forma de cicloide. Hemos visto (pagina 137) que,
para una cicloide de radio R, se cumple que y(s) = s?>/8R. Podemos sustituir
esta funcion en la formula para T' y la integral se puede resolver con la regla del
arco coseno, pero en realidad es mas sencillo si vamos directamente a la ecuaciéon

> = 2050 — y(s)) = {55 — ).

y derivamos respecto de s, teniendo en cuenta que v = s’. Entonces:

2s's" = —ss

2R
de donde llegamos a la ecuacion diferencial

m_ 9
S 4RS,

cuya solucion es

§ = 80 COS 1 gt 0 y:y00082 1 gt .
2V R )’ 2V R

Asi, s 0 y toman el valor 0 en el instante en que

es decir, en el instante

que es independiente de sg, es decir, que si situamos un objeto en un tobogan
en forma de cicloide de modo que se caiga sin rozamiento, el tiempo que tardara
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en llegar a la base no depende de la altura a la que lo hayamos situado.’ Puede
probarse que la cicloide es la tinica curva con esta propiedad, y por ello se dice
que es la curva tautdcrona (gr. “el mismo tiempo”).

Naturalmente, si se deja caer una bola por una cicloide y no hay rozamiento,
la bola no se detendra en la base, sino que continuara ascendiendo por la cicloide
hasta detenerse a la misma altura de la que habia partido en el extremo opuesto,
y desde alli volvera a caer, de modo que oscilara con un periodo 4m/R/g (el
tiempo en que tarda en volver al punto inicial), que es independiente del punto
de partida.

Esto lo descubrié Christiaan Huygens en 1659. Como hemos explicado en
la introduccién, Huygens observé que el movimiento de un péndulo es el mismo
que el de una bola que oscila sobre un arco de circunferencia, y sabia que el
hecho de que el periodo de oscilacion no depende de la amplitud es sélo una
aproximacion valida para amplitudes pequenas, asi que se plante6 el encontrar
una curva que no fuera un arco de circunferencia para la que esta propiedad
se cumpliera de forma exacta. Aunque su razonamiento fue geométrico, no
analitico, en términos analiticos Huygens buscaba una curva en la que, al dejar
oscilar sobre ella una bola, se cumpliera la ecuacién s’/ = —ks. Ahora bien, si
derivamos respecto al tiempo ¢ la relacién v? = 2g(yo — ¥), obtenemos

dy
2s's" = —2¢9-2¢,
Vs
y al imponer la relacion s” = —ks, resulta
dy k
ds g

y, si medimos s desde la base, de modo que y(0) = s(0) = 0, esto equivale a

y en el apartado sobre la cicloide en la pagina 137 vimos como a partir de esta
condicion puede probarse que la curva es una cicloide. Ahora bien, la solucion
que hemos dado es incompleta, porque hemos empezado buscando una curva
que cumpla s” = —ks. Ahora vamos a probar que las cicloides son las tnicas
curvas tautocronas sin suponer dicha condicion.”

6Si el lector quiere programar la caida de una bola por una cicloide, s6lo tiene que igualar

21 |g
y = R(1 — cos ) = yp cos (2 B t)
y despejar 0(t), de donde z(t) = R(0(t) +sen6(t)) y asi tenemos la posicion 7(t) = (z(¢),y(t))
en funcion del tiempo.

7 Aqui es importante incidir en que la tautocronfa, para una curva en forma de U, se define
como que el tiempo de llegada a la base de la curva —no el tiempo de regreso al punto inicial—
sea independiente del punto de partida, porque curvas para las que el tiempo de regreso es
siempre el mismo hay infinitas mas, aparte de la cicloide, pero en ninguna de las otras la bola
tarda el mismo tiempo en llegar a la base. Son curvas asimétricas, en las que la rama de
bajada no se parece a la de subida que tiene enfrente.
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Para ello partimos de la ecuacion (5.7):

T

)

1 /50 ds _
v29.Jo yo —y(s)

donde y(s) es la altura de una curva (z(s),y(s)) parametrizada por el arco
desde su punto méas bajo y(0) = 0. El miembro izquierdo proporciona entonces
el tiempo que tarda un objeto en caer hasta la base desde un punto a una altura
Yo = y(so) v T es un tiempo constante. Puesto que el objeto desciende en
todo momento, la funcién y(s) admite una inversa s(y), y podemos aplicar a la
integral el cambio de variable s = s(y), con lo que la ecuacion se transforma en

1 /yo 1 dsd T
— y: 5
V29 .Jo Viyo—ydy

donde ahora la incognita es la funcion s(y). Si llamamos f(y) = ds/dy, la
integral es la convolucion de las funciones y~'/2 y f(y), luego aplicando la
transformada de Laplace a ambos miembros resulta

=y oF =L

donde hemos usado que £{y~'/?}(u) = \/7/u y donde llamamos F(u) a la
transformada de f(y). Asi hemos transformado una ecuaciéon integral en una
ecuacion algebraica, cuya solucién es

F(u) = Z?QT%

La transformada inversa es evidente:

ds _ 29, 1

dy V rw Jry
con lo que tenemos una ecuacién diferencial de variables separables, cuya solu-
cion es (teniendo en cuenta que y(0) = 0):

V2
s=Y79 5
T

0, equivalentemente,
2

Y=g 7
8gT
con lo que llegamos de nuevo a la caracterizacién de la cicloide, que es, pues, la
Gnica curva tautocrona. (]
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Ejemplo: La curva sinodal El problema siguiente fue planteado y resuelto
en 1790 por el ingeniero italiano Teodoro Bonati:

Encontrar una curva tal que un cuerpo que caiga sobre ella desde un
punto O tarda en llegar a cada punto el mismo tiempo que otro que
caiga por un plano inclinado.

La solucién se conoce como curva sinodal, que en griego es aproximadamente
lo mismo que “confluente”. Si llamamos r(t) = (z(t), y(t)) a la trayectoria de un
cuerpo que se deja caer sobre la curva desde el punto (0, 0), hemos visto que el
tiempo que tarda en recorrer una distancia so viene dado por la formula (5.7):

T_ 1 / 50 ds
V29 Jo /=yls)
Para el caso de un camino en linea recta que llegue hasta el mismo punto (z,y),
el tiempo viene dado por (4.2), luego queremos que se cumpla la igualdad:

que se simplifica hasta

/ ods ) 2 + y?
0 V=y(s) —y
para todo punto (z,y) de la curva. Vamos a expresar esta igualdad en coordena-

das polares. Por conveniencia vamos a suponer también que el tobogan avanza
hacia la izquierda, luego el dngulo € puede variar entre —7/2 y —m:

L
-0.4

-0.8}

Para ello, en la integral hacemos el cambio de variable s = s(f), teniendo
en cuenta que, segtn la formula (2.3) —tomando a 6 como parametro, de modo
que 0’ = 1— se cumple que

@:_1/p2+p/2,

do
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donde el signo negativo se debe a que, con los criterios que hemos adoptado, s
aumenta cuando disminuye 0. Ademas, y(s(0)) = y(0) = p(f) sen . Asi pues:

[,
w/2

V/—psen ~ sen 90

Derivamos ambos miembros y cambiamos 6y por 6:

V2 +p? 1 —p'senf + pcosb

V—psenf V-5 sen? 6

Elevamos al cuadrado:

p?+p?  send (—p'send 4 pcosf)?

psen p sen 6

y al simplificar la ecuacién se reduce a

que es la ecuacion diferencial (2.10), cuya solucion es p = av/sen 26, que co-
rresponde a una lemniscata de Bernoulli girada —45°. Por lo tanto, las curvas
sinodales son las lemniscatas de Bernoulli (o la mitad de ellas, para ser precisos)
en esta posicion (o en la simétrica, respecto del eje vertical, obviamente). Por
ejemplo, si dejamos caer a la vez tres bolas desde el origen de coordenadas en
la figura siguiente, una por la lemniscata y las otras dos por las rectas, la que
recorre la lemniscata encontrara a las otras dos en los puntos Py Q.

Sistemas binarios Por completitud vamos a ver que la conservacién de la
energia mecanica es aplicable a un sistema formado por dos particulas puntuales
de masas similares, de modo que no podamos despreciar la fuerza que una ejerce
sobre la otra.

En general, supongamos que tenemos dos particulas que desde un sistema
de referencia inercial tienen posiciones 7} y s y que se ejercen mutuamente
fuerzas conservativas, F1o = —F5; determinadas por funciones potenciales que
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dependen unicamente de la distancia a la particula, es decir, que son de la
forma V;;(7) = V(|7 — 75||), para cierta funcion V (s). En el caso de las fuerzas
gravitatorias los potenciales son

con lo que V(s) = —Gmima/s.
El campo de fuerzas asociado al potencial V; () es
dv - H)(ds ds dS)

fii (1) = =VV(|[F = 7)) = = —=(lI" &y d2)

donde s = ||7 — 7| = \/(m —2;)2 4+ (y —yi)? + (2 — 2;)?, luego

rT—x; Y—Y; z—z dv T =17

> av
fii(7) = =—=(IF=7il) (;=—= ——) = ———(I"=7il) ===
! ds |17 =7 7 = 7l 17— 7 ds l7 =7

que tiene la direccién (aunque no necesariamente el sentido) de 7 — 7.

Supongamos que, sobre la particula j, ademés de actuar la fuerza ﬁij que
le ejerce la particula i, se ejerce una fuerza exterior ﬁj Entonces, la variacion
de la energia cinética conjunta de ambas particulas en un intervalo de tiempo
[to, tl] sera

AE. = (Wy + War) + (Wa + Wha),

donde los dos primeros sumandos son la variaciéon de la energia cinética de la
particula 1 y los otros dos corresponden a la particula 2. Ahora bien, si llamamos
T3j = T; — T3, tenemos que

foqv 1o diy foqv 71 dry
W+W:/— _,—dt+/f =
12 21 " ds (” 12”)“7,,12” dt " ds (” ZlH)H || dt
t1 dV 7’12 d’l’g t av ’1712 dFl
A B e R R
/to ds [712]| di to [712]| di
1 dV 7'12 d?“lg 2 dV(”TlQ”)
— [ e e = [ g s,
/to ds ||T12H dt to dt P
donde la energia potencial interna del sistema formado por las dos particulas es
Ep = V([[F1zl])-
En el caso en que las fuerzas son gravitatorias es
E, = - Gmmz
r

donde r es la distancia que separa a las particulas. La conclusién es que si
definimos la energia mecanica del sistema de las dos particulas como la suma
de la energfa cinética y potencial: E,, = E. + E,, tenemos que AE,, = Wy
donde el trabajo exterior es Weyy = Wi + Wy la suma de los trabajos que las
fuerzas externas ejercen sobre las particulas. Por lo tanto, también se cumple
en este caso el principio de conservaciéon de la energia mecénica:
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La variacion en un intervalo de tiempo de la energia mecdnica de dos
particulas que interactian mediante fuerzas conservativas es igual al
trabajo que en ese intervalo ejercen sobre ellas las fuerzas exteriores.
En particular, si no hay fuerzas exteriores (o éstas no ejercen ningin
trabajo) la energia mecdnica permanece constante.

Notemos que la energia potencial que hemos asignado a un sistema de dos
particulas es la misma que habiamos asignado a una de ellas cuando considera-
mos la otra “fija”, con lo cual, lo Gnico que hemos obtenido es que, al considerar
el movimiento de las dos particulas, de modo que ambas contribuyen a la varia-
cion de la energia cinética, no debemos sumar las energias potenciales de ambas,
sino que la energia potencial que asigndbamos a una, es en realidad “de las dos”.

|

La energia y el movimiento planetario Es interesante analizar el movi-
miento planetario en términos de la energia mecénica. Consideremos un cuerpo
de masa m que orbita alrededor de una estrella de masa M mucho mayor situada
en el origen de coordenadas.® Descartamos el caso en que el cuerpo se mueve en
linea recta o, lo que es lo mismo, suponemos que sigue una trayectoria conica.
Tomando médulos en (4.4) obtenemos que v? = p'? + p?w?, luego, recordando
que L = mp?w es invariante, la energia cinética del cuerpo es

L2
72)’

1 /2 2 2 1 /2
Ee = om(p™ + p°w?) = 5m(p t oz,

mientras que la energia potencial es

y la energia mecéanica es

P L? ~ GMm

1
E= im(p

donde
L? GMm

V;(p) = 2mp2 - p

es lo que podemos llamar energia potencial efectiva, pues depende tinicamente
de la posiciéon del cuerpo. Vamos a esbozar su grafica: es claro que s6lo toma el
valor 0 en

L2
T 2GMm?’

*

p

8Segtn vimos al final de la seccién 4.4, si las masas son arbitrarias basta tomar el origen de
coordenadas en el centro de masas del sistema y modificar formalmente las masas de ambos
objetos para que todas las conclusiones sigan siendo validas.
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que tiende a 400 en 0 y que tiende a 0 en +oo. La derivada

2
dVe . GMm — L
dr  p? mp

se anula unicamente en 2p*, es negativa para 0 < r < 2p* (por ejemplo, porque
el paréntesis tiende a —co en 0) y es positiva para p > 2p* (porque el paréntesis
tiende a GM'm > 0 en 4+00). Por lo tanto el potencial tiene un minimo en 2p*,
donde toma el valor

G2M2m3

‘/min = -
212

Asi pues, la grafica de V. tiene el aspecto siguiente:

Ve
00 Trayectoria hiperboélica
0_le" 20" Trayectoria parabolica
o : p1 Trayectoria eliptica
Vmin -

Los valores p* y 2p* tienen una interpretacion en virtud de la férmula (4.8):

L2

=——(1 -1

que relaciona el perihelio py con la excentricidad de la orbita, y que ahora
podemos expresar en la forma

*

_ 2%
o l+4e€

Po

Asi, 2p* es el radio de la orbita cuando ésta es circular (e = 0) y p* es el
perihelio cuando la orbita es parabolica (e = 1). El perihelio de una orbita
eliptica cumple p* < pg < 2p* y el de una o6rbita parabdlica cumple pg > 2p*.

De la expresion

1
FE = §mp/2 +‘/(5

se sigue que la energia mecanica E del cuerpo no puede ser inferior a V. A
partir de aqui, distinguimos varios casos:

e Si E = Vpin, ha de ser necesariamente p’ = 0 y p sblo puede tomar el
valor p*, luego la trayectoria es circular.
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e Si Viin < E < 0, entonces los valores posibles para p oscilaran entre un
minimo pg y un méximo p;, determinados por la ecuaciéon

L? - GMm

2mp? p

- E. (5.8)

Ademas p’ solo puede valer 0 cuando p toma esos valores que hacen V, = E,
lo que implica que p tiene que oscilar entre estos valores méximo y minimo
(la 6rbita no puede ser circular con radio constante py 0 p; porque ya
hemos visto que para una orbita circular el radio tiene que ser 2p*).

e Si F =0, el cuerpo no podra acercarse a la estrella a menos distancia que
p* v ya hemos visto que esto significa que la 6rbita es una parabola.

e Si E > 0 la ecuacion (5.8) tiene solo una raiz positiva py < p*, que seré el
perihelio de una trayectoria hiperbolica.

Asi pues, la orbita resulta ser eliptica, parabdlica o hiperbodlica segun si la
energia mecénica es negativa, nula o positiva. Mas precisamente:

e Sila energia total es ' < 0 se dice que el cuerpo esta en un “pozo de poten-
cial”: la energia potencial no puede exceder el valor F, lo que se traduce en
que el cuerpo no puede ir mas alla de los radios py y p; correspondientes
al perihelio y al afelio.

e En cambio, si la energia total es £ > 0, la energia potencial puede tomar
valores arbitrariamente préoximos a 0, por lo que el cuerpo puede alejarse
indefinidamente de la estrella.

En el caso de una trayectoria rectilinea (L = 0) la grafica de

7GMm
p

Ve(p) =

es una hipérbola, y se razona igualmente que el cuerpo termina cayendo en la
estrella si £ < 0, mientras que si £ > 0, o bien cae sobre ella si se mueve hacia
ella o bien escapa si se mueve en direccién opuesta. m

Otras formas de energia Para terminar esta seccién senalaremos que el
principio de conservacién de la energia mecanica que hemos analizado es s6lo
un caso particular de una de las leyes fisicas mas generales y fundamentales: el
principio de conservacion de la energia.

Cuando una piedra llega al suelo con cierta energia cinética, se para, pero
su energia cinética no desaparece, sino que se “disipa’, es decir, se transforma
en otras formas de energia: la piedra emite un sonido, lo cual significa que ha
puesto en movimiento las moléculas del suelo y las del aire que transmite el
sonido, y también habra calentado inapreciablemente el suelo con el choque, si
no es que le ha causado algiun desperfecto.
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Precisamente, la unidad de energia recibe su nombre en honor al fisico James
Prescott Joule, que formulo la teoria de que el calor es una forma de energia
y obtuvo una primera estimacion de su equivalente mecéanico. Actualmente se
considera por definicién que 1 caloria equivale a 4.184 J, donde la caloria se ha
definido histéricamente de formas distintas no exactamente equivalentes, que
esencialmente tienen que ver con la energia necesaria para elevar un grado la
temperatura de un gramo de agua, lo cual requiere especificar muchos parame-
tros.

El calor, la luz, el sonido, la radiacion, etc. son formas de energia o trans-
portan energia, de modo que si tenemos en cuenta todas las formas posibles de
energia se cumple el principio de conservacion de la energia, segin el cual en
todo sistema fisico aislado la energia permanece constante, no hay creacion ni
destruccion de energia, sino, a lo sumo, la energia puede disiparse en formas
practicamente imposibles de medir en condiciones normales.

5.5 El problema de la braquistécrona

Veamos ahora como resolvié Johann Bernoulli el problema de la braquisto-
crona. Para ello partio de la ley de Snell sobre la refraccion de la luz. Cuando
un rayo de luz pasa de un medio en el que se mueve a velocidad vy a otro en el
que se mueve a velocidad ve, se refracta siguiendo la ley de Snell (1.2):

sen o o (%1

senag Uy

donde a7 y as son los dngulos que forman con la perpendicular al plano que
separa ambos medios el rayo incidente y el rayo refractado, respectivamente.
Y Fermat habia demostrado que esto se traduce en que el rayo de luz tarda
el menor tiempo posible en viajar a las velocidades dadas entre dos puntos
cualesquiera de su trayectoria.

Por otro lado, si un cuerpo cae por una rampa descrita por una curva y(x)
desde una altura y(0) = 0, su energia cinética en un instante ¢ tiene que ser
igual al descenso de su energia potencial:

|-

Smv” = —mgy,

Despejando:
v =+/—29y.

La idea de Bernoulli era que la braquistdcrona es la trayectoria que seguiria
un rayo de luz que descendiera por un medio cuya densidad fuera decreciendo
constantemente, de modo que la velocidad a cada altura —h fuera /2gh.

En lugar de seguir el argumento de Bernoulli para ver lo que esto entrana,
vamos a tratar de esbozar cémo tiene que ser esa trayectoria. Para ello, vamos
a considerar un medio cuya densidad no varie de forma continua, sino por es-
tratos de espesor h. En la figura siguiente hemos tomado h = 1. El primer
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tramo representa un rayo de luz que se mueve a velocidad v; = y/2gh con una
inclinacion arbitraria 67 respecto de la vertical. Si llamamos

sen 01

)
U1

en la figura hemos elegido 6; de modo que ¢ = 0.1.

0 L L L L L L
vy ! 2 3 4 5 6
1L
)
2L
U3
3L
V4
4L Us
-5L

Al llegar al final del primer estrato (a la altura —h), la velocidad del rayo de
luz pasa a ser vy = /2¢(2h), y su inclinacion varia hasta un angulo 65 segin la
ley de Snell, de modo que

senfly  senf;

V2 U1

Y del mismo modo calculamos los tramos siguientes, de modo que v; = /2gth

y
senf);

Uy
Ahora repetimos los mismos calculos con estratos de espesor h = 0.5, man-
teniendo el mismo valor de c. El resultado es:

Tenemos una poligonal que en sus vértices P; = (z;,y;) donde y; = —ih

satisface la relacion
sen 6;

e
V—29y;

donde 0; es la pendiente del segmento que llega a P; (no del que sale de F;).
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La figura siguiente esta calculada con h = 0.01. Ahora hay representados 500
estratos de espesor 0.01, y la poligonal tiene otros tantos vértices, tan proximos
que nada indica en la figura que no se trate de una curva derivable. La pregunta
entonces es cudl es esa curva derivable que parece que estemos viendo, ya que
no es realmente la poligonal que hemos dibujado.

Nuestra poligonal parece derivable porque la diferencia entre cada dngulo 6;
y 0;4+1 resulta inapreciable, y ambos se confunden con 6(x) = 7/2 — a(z), donde
a(x) es la pendiente de la curva derivable que parece que estemos viendo.

2 1‘1 6 8
AL
>
-3 0
-4 9 (0%
-5

Por lo tanto, como sen § = cos «, buscamos una curva y(z) que cumpla
cos ()

—2gy(x)

Por otra parte, la pendiente a(x) esta relacionada con la derivada por la formula
y'(x) = tan a(x) y, como
1
cos? a = —_—,
1+ tan® «
la curva que buscamos debe cumplir
1

- - _.
V=29(1+9y?)y

o también

1
,y(l + y/2) — 2902 = C’ y(O) = 07

y asi llegamos a una ecuacion diferencial que debe cumplir la curva que buscamos
(en nuestro ejemplo, C' = 1/(2g0.12?) = 5.01).
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Bernoulli no llegd a esta ecuacion considerando aproximaciones con poli-
gonales, sino mediante razonamientos con infinitésimos, pero en esencia es lo
mismo. La solucién la hemos calculado ya, pues vemos que la funcion —y(x)
satisface la ecuacion diferencial que resolvimos en el ejemplo de la pagina 135,
luego concluimos que la braquistdcrona, al igual que la tautdcrona, no es sino la
cicloide. Concretamente, en nuestro ejemplo, la cicloide de radio R = ¢/2 = 2.55
(que es la que hemos representado en la figura precedente).

Ahora, bien, ;realmente hemos demostrado que la cicloide es la braquisto-
crona? Podemos considerar demostrado que la cicloide es la trayectoria que
seguirfa un rayo de luz que atravesara un medio cuya densidad decrece pro-
porcionalmente a la raiz cuadrada de la profundidad, pero, ;jrealmente dicha
trayectoria minimiza el tiempo empleado para ir de un punto a otro? Tenemos
probado que esto es asi cuando la luz pasa de un medio homogéneo a otro tam-
bién homogéneo, pero de distinta densidad, pero ;sigue siendo cierto cuando
consideramos varios estratos y luego “pasamos al limite”?

Pero podemos formular incluso una objecién mucho més contundente: si el
argumento que hemos dado fuera concluyente, podriamos afirmar que la tra-
yectoria por la que un cuerpo tarda menos en caer desde un punto A hasta un
punto B de una cicloide es la propia cicloide, pero esto no es cierto:

La trayectoria que minimiza el tiempo en pasar de A a B es la cicloide que
tiene en A su punto més alto. La cicloide s6lo es braquistécrona cuando se
deja caer un objeto en reposo desde su punto més alto, pero no desde un punto
intermedio.

Tal y como observo Caratheodory en 1904, a las demas pruebas presenta-
das se les puede plantear objeciones similares. Sin embargo, en 1718 Johann
Bernoulli publicoé otra solucion del problema de la braquistécrona que no habia
publicado en 1697 “por razones que ya no estaban vigentes en 1718”) y puede
considerarse que es la primera demostraciéon concluyente de que la braquisté-
crona es la cicloide.

En lugar de analizar este argumento, plagado de infinitésimos, vamos a dar
una prueba rigurosa reciente, publicada en 2010 por G. Brookfield, que es com-
pletamente elemental y, de hecho, ya hemos realizado buena parte del trabajo
que requiere al analizar las coordenadas cicloidales en la pagina 310.

Ante todo, el teorema 5.17 prueba que si queremos dejar caer un objeto
desde un punto A hasta otro B situado a una altura menor (o igual), siempre
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existe una unica cicloide que empieza en A y pasa por B. Vamos a demostrar
que dicha cicloide es la braquistécrona que conecta ambos puntos. Podemos
suponer que A = (0,0) y que B estd a la derecha de A. Hay que descartar
el caso en que B esta debajo de A, pues entonces la trayectoria més rapida es
claramente la vertical.

Consideremos un objeto que se deja caer partiendo del reposo por un tobogan
(o un tubo) que va de A hasta B en un tiempo 7. Su trayectoria vendra dada
por una curva 7(t) = (z(t),y(t)), con 7(0) = A, v(0) =0y r(T) = B.

No es necesario suponer que la curva 7 sea derivable en todos los puntos del
intervalo [0, T, sino que podemos admitir que no lo sea en un nimero finito de
puntos (pero si que hay que suponer que es continua en [0,7]). Esto permite,
por ejemplo, que el tobogéin tenga forma de poligonal.

En el instante inicial, tanto la energia cinética como la potencial son nulas,
luego lo mismo tiene que suceder en cualquier otro instante:

Lo o
imv + mgy =0,
luego

v = —2¢y.

En particular, esto implica que la funcion v (el moédulo de 7 (¢)) puede extenderse
a una funcion continua en [0, T'] aunque 7 (¢) no esté definida en un nimero finito
de puntos. Més atn, podemos deducir algunas caracteristicas cualitativas de la
curva:

e Es imposible que, en su trayectoria, el objeto pase por un punto de altura
y > 0, pues para ello tendria que tener energia mecanica positiva.

e Si en algiin momento el cuerpo alcanza la altura y = 0, lo hara con ve-
locidad nula, luego, o bien estamos hablando del punto A de partida, o
bien es el punto B, o bien se trata de un pico en la trayectoria, porque
el cuerpo no puede moverse con velocidad nula por un tramo horizontal.
Es razonable suponer que esto sucede a lo sumo en un namero finito de
puntos.

e Si el tubo pasa por puntos situados a la izquierda de A, es decir, con
x < 0, seguro que la trayectoria no minimiza el tiempo, pues en tal caso
podriamos considerar el supremo Ty del conjunto {t € [0,T] | z(t) = 0}.
Por la continuidad de x, sera x(Tp) = 0, luego Ty < T, y en el intervalo
Ty, T] se cumplira x > 0. Ahora bien, si sustituimos todo el tramo de
curva que va desde A hasta (0,y(Tp)) por un tramo de caida vertical, ob-
tenemos otra curva que tardard menos de Ty unidades de tiempo en llegar
al mismo punto (pues en vertical la aceleracion es méaxima, luego el tiempo
es minimo), luego la trayectoria dada no puede ser la braquistécrona que
buscamos y podemos descartarla.
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e El caso anterior no descarta la posibilidad de que la curva dada empiece
con un tramo de caida en vertical, durante un intervalo [0, Tp], de modo
que z(t) =0si0<t<Ty <Tya(t)>0sit>Tp.

En conclusion, podemos suponer que la trayectoria cumple x(t) = 0 para
0 <t < T, (para cierto 0 < Ty < T) y x(t) > 0 para ¢t > T y también y(t) < 0
con la desigualdad estricta salvo en A y en posibles picos aislados.

Esto se traduce en que, para Ty < t < T, podemos considerar las coordenadas
cicloidales (p(t), 7(t)) del punto (z(t), —y(t)), de modo que

7= (2,y) = (pr — p*sen —, —p*(1 —cos ).
p p

Maés concretamente, (p(t), 7(t)) es la composicion de (x(t), —y(t)) con el cambio
de variables inverso f~! : ]0, +oo[ x ]0, +oo[ — R? que asigna a cada punto
(z,y) sus coordenadas cicloidales (p, 7). Hemos probado que se trata de una
aplicacion de clase C*°, por lo que las funciones p(t), 7(t) son de clase C* en los
puntos donde lo son z(t), y(t) y ademas y(t) < 0. En la practica solo tenemos
que incluir los instantes ¢ en los que y(t) = 0 en el conjunto finito de instantes
en los que 7 no es derivable.

El teorema 5.18 garantiza que las funciones
p: 1T, T] — R, 7: [T, T] — R

son continuas si en los posibles puntos donde y(t) = 0 las definimos mediante
los limites dados por dicho teorema y hacemos 7(Ty) = /—2y0, donde yo es
la altura hasta la que el cuerpo desciende en caida libre en el intervalo [0, Tp].
Ahora bien, puesto que en dicho intervalo la aceleracion sera g, dicha altura sera
concretamente yo = —(1/2)gT¢, luego 7(Ty) = /g To.

Ahora calculamos la velocidad en coordenadas cicloidales (en los instantes
t > Ty donde la trayectoria es derivable):

0 0
x/:ip/_i_ixT’:(T_stenz—i—TCOSZ)p/‘i‘(P—PCOSZ)T/a
Op or p P p

0 0
y' = - p'+—y T’:—(2/)—2[)0081—Tsenz)ﬁl—PsenzT/'
dp or P P p

2 + 9% = (8p*(1 — cos I) — 8prsen — + 27%(1 + cos z))p’2 +2p%(1 — cos Z)T’2
p p p p

= 4(4p2 sen? 27-77 — 4pT sen QLP cos 27—77 + 72 cos? QLP) —2yr"?

2
=4 <2psen T rcos T) P — 2y’
2p 2p
Asi pues,

2
—2gy =v? =2 + 4% = 16p? ( sen T T s = o — 2y’ (5.9)
20 2p 2p
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Por consiguiente —2y7'? < —2gy y, como y < 0, concluimos que 7/ < N{E
Por lo tanto,’

T T
T(T)—\/EToz/T r’(t)dtg/T Vadt = gT — /g To,

luego el tiempo T necesario para llegar de A hasta B por cualquier trayectoria
esta acotado inferiormente por

7(B)
27

Maés atn, se da la igualdad si y s6lo si

T

T T
/ T'(t)dt = Vg dt,
To

To

o también, si y sélo si

T
| wa-rwy=o
To

Pero sabemos que /g —7'(t) > 0, luego una primitiva F tiene que ser creciente,
luego para que se cumpla F(T) — F(Tp) = 0 la primitiva tiene que ser constante,
luego tiene que ser /g — 7'(t) = 0.

En suma, una trayectoria que llegue desde A hasta B en el tiempo minimo
7(B)/\/g tiene que cumplir que 7" = /g, pero por (5.9) esto equivale a que

2
0> (sen 27;p - 27;p cos 27—p) P =0,

pero p > 0y, por la propiedad b) demostrada en la prueba del teorema 5.17,
la expresion entre paréntesis es > 0, luego tiene que ser p’ = 0 o, lo que es lo
mismo, p tiene que ser constante. Més atn, esto implica que Ty = 0, porque en
caso contrario tendriamos que

lim (I(t)vy(t» = (anO)'

4+
t—T,

con gy < 0, y el teorema 5.18 nos darfa que lim p(t) = 400, lo cual es imposible
si p es constante. =Ty

En resumen, el tiempo minimo se consigue tnicamente mediante las trayec-
torias de la forma

P = Po, T = \/§t7
que son cicloides, y s6lo hay una que pase por el punto B. Esto prueba que la

braquistocrona es unica y es la cicloide que tiene en A su punto mas alto y pasa
por B.

9Si hay valores de ¢ donde 7/(t) no esta definida, calculamos la integral descomponiendola
en suma de integrales en intervalos [t;_1,t;] donde T es continua y derivable en |t;_1,t;].
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Notemos que esto vale incluso si para llegar a B el objeto tiene que llegar
al punto méas bajo de la cicloide y volver a subir. Aun asi, el tiempo empleado
serd menor que el que requiere cualquier otra trayectoria.

Observemos también que hemos obtenido la ecuacién del movimiento de la
particula por la cicloide:

7(t) = (VRgt — Rsen \/gt, —R(1 — cos \/gt))

Ejemplo La cicloide de radio R = 1 corta a la recta y = —x cuando
t —sent =1+ cost,

lo cual sucede para t = 0y t = 2.412, y el punto de corte es (1.745, —1.745).
Tomando R = 100/1.745 = 57.292 conseguimos una cicloide que pasa por el
punto B = (1,—1) cuando t = 2.412. Las coordenadas cicloidales de B son

p=VR="17569, T=tp=18257

Por lo tanto, el tiempo que tarda un objeto en caer desde A = (0,0) hasta
B = (1,-1) alo largo de la braquistocrona es

7(B)
VI

La tabla siguiente contiene los tiempos que hemos calculado en ejemplos
precedentes para curvas distintas:

T = = 5.832s.

‘Recta Dos rectas  Circunferencia Braquistocrona
T‘ 6.39 5.99 5.92 5.83







Capitulo VI

Integrales y funciones
elipticas

Hemos probado que toda funcién continua tiene primitiva, pero hay muchas
funciones continuas sencillas, como emz, cuya primitiva no puede expresarse
en términos de funciones “conocidas”. En lugar de interpretar esto como que
una primitiva de tales funciones es una funcién “misteriosa”, es mas razonable
pensar que la integraciéon permite definir nuevas funciones a partir de otras
ya conocidas. Un ejemplo que ya hemos visto de esta situacion es la funcion
factorial, que puede definirse a través de una integral impropia. Aqui vamos a
estudiar algunos ejemplos de las que Legendre llamé integrales elipticas, pues
una de ellas es la que permite calcular la longitud de un arco de elipse.

6.1 Las integrales de primera y segunda especie

La elipse de ecuacién

372 y2
7—"_[)72: ,

donde 0 < b < a, admite la expresiéon paramétrica

r(t) = (asen ¢, bcos @), 0<¢<2m.

De aqui obtenemos que su longitud es

27 /2
L:/ \/a200s2¢+62sen2¢d¢:4/ Va2 cos? ¢ + b2 sen? ¢ dop
0

—4/ Va? — (a2 — b?) sen2¢d¢—4a/ V1 —e2sen? ¢pdo,
donde € = y/(a? — b?)/a? es la excentricidad, que cumple 0 < e < 1.

353
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Para ¢ = 0 obtenemos L = 27a, que es la longitud de la circunferencia de
radio a, pero para elipses propiamente dichas la integral no puede expresarse en
términos de funciones trigonométricas, exponenciales, etc.

En general, para |m| < 1, el cambio de variable ¢t = sen ¢ nos da que

/quﬁ /“*mﬂ ,

V1-—1t2

donde z = senf, y la integral

dt

E(wim) / m / V(1= mt?)(1—¢2)

V1= 1—1¢2

es la que Legendre definié como integral eliptica de sequnda especie. También
se define la version trigonométrica

0
E(@|m) :/0 V1 —msen?¢do,

de modo que! E(0|m) = E(sen;m).

La integral completa de sequnda especie se define como

/T _ w/2
/ L= mi? t:/ v/ 1 —msen? ¢pdo.
0

1-— t2
2.0

En estos términos, hemos demostrado que la longi- \
tud de una elipse de semieje mayor a y excentricidad e 15
es L = 4a E(€?). \

La figura muestra la grafica de E(m). Es claro que 1.0
E(0) =7/2y que E(1) = 1, pues se trata de la integral
del coseno. Para valores del parametro |m| < 1 puede 0.5
calcularse mediante una serie de potencias:

Teorema 6.1 Si |m| <1, se cumple que

2
£ =53 (125 ) 25
m) = — -
24\ 2 ) 1o

Tl (LY m (L3N (13.5\"m’
2 2 1 2-4 3 2-4-6 5 '

1Es facil encontrar sutiles cambios de notacién en trabajos distintos sobre integrales elipti-
cas, y a menudo las notaciones son ambiguas. Nosotros, por ejemplo, distinguremos mediante
el uso del punto y coma o de la barra si el primer argumento es z o . Otro punto en el que el
lector debe prestar atencién si consulta otras fuentes es que algunas llaman m = k2 y definen
E0|k) = fog V1 — k2sen2 ¢ d¢, de forma que E(0|k) es lo que nosotros llamamos E(6 | k?).
El argumento m se llama pardmetro, mientras que k se llama mddulo o excentricidad.
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DEMOSTRACION: Usamos el teorema 1.23 para desarrollar la raiz cuadrada:

n

w2 o0 .
E(m) = / NIE Qj L (1) m" sen® ¢ do

n=0j=1

/71'/2 oo n

anl

Ahora observamos que todos los factores del producto son positivos excepto
el correspondiente a j = 1, luego todos los productos son negativos excepto el
correspondiente a n = 0, que vale 1. Por lo tanto, la sucesién de sumas parciales

es creciente, y podemos aplicar el teorema 2.8 para concluir que

’I’L

27 /2 /2 00 -3
_ZH J — n/ SenQn ¢d¢ / 2 mnsen2n¢d¢7

n=1j5=1 ’ﬂl]l

luego, quitando el signo negativo e incorporando el primer sumando:

ZH 2‘7_ /0 sen2"¢>d(bm

n=0j=1

Ahora usamos la relacion (C.9), segun la cual

/2 1 /2
/ 2n ¢ ¢ — / SenQ(n—l) QSd(b
0 2” 0 ’

luego, aplicandola n veces:

/2
/ 2n
0

/2 ™y 25— 1
J

dop = — .
/o ¢ 2J.I=I1 2

j=1
Por lo tanto:
2]—3 25 -1
SIS
n0]1 j=1

El sumando correspondiente a n = 0 vale 1, mientras que, en los siguientes,
el primer producto tiene los mismos denominadores que el segundo, y a los
numeradores les sobra el —1 inicial y les falta el 2n — 1 final, luego

2

T T —1 m2j—1
E = — — n =
m=5+32 5,11l 2 | ™

n=1 j=1

2
T T ﬁZj—l m"
2 24\ Y 1—2n

que es la expresion del enunciado. [
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Un enunciado equivalente del teorema anterior es:

Teorema 6.2 La longitud de una elipse de semieje mayor a y excentricidad €

€s
2

L:QWQZ H ij 16—2n:
n=0 j=1

ora (1 (1 e 1.3\t [1-3.5)\%¢

al1=(2) = — N R

" 2) 1 \2.4) 3 \246) 5

Ejemplo La convergencia no es muy rapida. Por ejemplo, la tabla siguiente
muestra las sumas parciales de la serie de F(3/4):

1.57079632679 | 11 | 1.21121665937
1.27627201552 | 12 | 1.21116045748
1.23485453425 | 13 | 1.21112460384
1.22191157135 | 14 | 1.21110145217
1.21660293422 | 15 | 1.21108634571
1.21409460318 | 16 | 1.21107639890
1.21280124499 | 17 | 1.21106979709
1.21209352730 | 18 | 1.21106538443
1.21168921593 | 19 | 1.21106241642
1.21145055991 | 20 | 1.21106040884
1.21130602386 | 21 | 1.21105904399
oo | 1.21105602757 . ..

o

O © 0O Ui WwND

—_

Se necesitan 9 términos para conseguir 3 decimales exactos y 16 para conse-
guir 4. En particular, vemos que la longitud de una elipse de semiejes a = 2 y
b =1 (luego excentricidad ¢ = v/3/2) es L = 4-2F(3/4) = 9.6884. .. n

La longitud del seno Otro contexto en el que aparece la funciéon E es al
calcular la longitud de un arco de la funcién seno:

T /2
L:/ \/1+C052$d$:2/ V2 —sen?zdx
0 0

/2
= 2\/5/ 1— (1/2)sen zdz = 2v/2E(1/2) = 3.8201977890. ..
0

donde hemos usado que E(1/2) = 1.35064388104767550. .. "

Legendre definio la integral eliptica de primera especie como

@ 1
Fam) = /0 VI —mt2)(1—¢2) .

o bien, en forma trigonométrica,

[
FO)m) = | s o

1 —msen? ¢

de modo que el cambio de variable t = sen ¢ muestra que F(6 | m) = F(send; m).
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La integral completa de primera especie se define como 3.0

K( ) /1 1 dt /71'/2 1 d¢ 2.5
m) = = - e,

o 1 —mt2)(1 -2 0o /1—msen?¢ 20

/

Notemos que la primera de estas dos integrales es impro-
pia en 1, pero la segunda no lo es, y la igualdad entre las dos
expresiones de la integral incompleta para todo 0 < 6 < 7/2 e
implica la convergencia de la primera integral.

1.0

-1.0 -05 0.0 05 1.0

La figura muestra la grafica de K (m). Es inmediato que K(0) = 7/2, mien-
tras que lim1 K(m) = +o0.
m—r

Una ligera variante de la prueba del teorema 6.1 nos da su desarrollo en serie
de potencias:

Teorema 6.3 Si |m| < 1, se cumple que

2
e} n

T 25 —1 n
Km =35> |15~ m"=
2 ! 23
n=0 \j=1
T 1+ E 2m+ 13 2m2+ 130 2m3+
2 2 2-4 2-4-6 '
DEMOSTRACION: Usamos el teorema 1.23 para desarrollar la raiz cuadrada:

m/2 © n .
K(m) :/0 Z H 1/2], J (—=1)"m™ sen®™ ¢ d¢p

n=0j=1

T2 X "o
:/0 QZHQJ% 1m"sen2"¢d¢.

n=0j=1

Como todos los sumandos son positivos, el teorema 2.8 nos permite intercambiar
la integral y la suma, y la integral del seno se calcula como en 6.1:

oo n

s /2
K(m) = Z H 2J2j ! /0 sen’” ¢pdp m™ =

Tem1r2 11432 —1
:EZH 2 H 2; "
n=0j=1 j=1

que es la formula del enunciado. [

Por ejemplo, K(1/2) = 1.854074677301371 ...y para conseguir 10 decimales
exactos hay que sumar 36 términos de la serie.

Hay varias integrales interesantes que pueden reducirse a K (1/2):
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Teorema 6.4

1

/ \/W = SK(1/2), /Olmdx:[((—l)

"2 T V2
dr = dr = v2K(1/2).
/0 Vsenx * /0 cosz " (1/2)

DEMOSTRACION: Tenemos que

/2 1 /2 1
K(1/2):/0 1—(1/2)sen2¢d¢:\/§/0 2—sen2¢d¢

Si aplicamos el cambio de variable

= YIK(1/2),

2
14 22

x =tan(¢/2), ¢ =2arctanz, d¢= dz,

42 1+ z?
2 —sen?¢p=2— =2
sen” ¢ 0t 29)° (1+x2)2’

obtenemos

K(1/2) = ¢¢/\f¢ﬁ1+x2 / fﬁ?@

Por otro lado, el cambio

T = cos ¢, dr =—+v1—122d¢

nos da

! 1 dx ! 1

La igualdad

1
——dz=K(-1
| =da=x)
es inmediata por la definicion de K (m).

La tercera integral del enunciado es impropia en (. Para probar su conver-
gencia fijamos € > 0 y observamos que

1 i 1 1
 de=2 ———dr=v2 | ——d
/6 Vsenzw “ ,/6/2 V/sen 2z v fl/g Vsenz cosx “

y ahora hacemos el cambio de variable

2t
tanz = t%, x = arctant?, dr=-——dt,
1+t
senr o 1 _ tanz t2

cos“x =tanx

senzcosw = = = )
1/cos?z 1+tan?z 1+¢4
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Asi la integral se convierte en

1 1
Vi+tt o1 1
\/i/ VIED L otat=2v2 ——a,
Vean(es2y U 1+t Vian(e/2) V14t

y ahora basta tomar limites cuando ¢ tiende a 0 para concluir que

w/2 1 1 1
| st =22 [ = vaKas),

El cambio de variable z = 7/2 — 2’ nos da que

T/2—€ 1 /2 1
/ dx = / dx,
0 Veosx . +senzx

y al tomar limites obtenemos la igualdad entre las dos tltimas integrales del
enunciado. -

En particular, segtin el ejemplo de la péagina 334, el tiempo que tarda un
objeto en caer por un cuarto de circunferencia de radio R es

T =, /§K(1/2) ~ 0.189191VR.

Por otro lado, la relacion (3.6) conecta la funcion factorial con la funcion K:
T12(1/4) = @K(m).

Como hemos visto en la introduccién, Jakob Bernoulli se encontré estas
integrales en el estudio de la curva elastica rectangular, lo que a su vez le llevo
a descubrir la lemniscata:

La curva elastica rectangular Analizamos ahora el
problema de la elastica rectangular, planteado por Ja-
kob Bernoulli en 1691, es decir, el problema de deter-
minar la forma que adquiere una vara elastica cuando
se fija un extremo al suelo y se fija un peso en el otro
extremo de la magnitud adecuada para que la curve
90°, tal y como muestra la figura.

Bernoulli la encontré partiendo de que la curvatura
en cada punto debe ser proporcional a la altura. Este
es un principio que probablemente Bernoulli constato
empiricamente, cuya naturaleza es similar a la ley de
Hooke. Justificarlo requeriria entrar en consideracio-
nes de la mecéanica de los sé6lidos que exceden el nivel S
de este libro, pero, aun aceptandolo como hizo Ber- 01 02 03 04 05 06
noulli, encontrar la curva requerfa cierto nivel matematico, sobre todo porque
el concepto de “curvatura” no estaba muy desarrollado entonces.
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Vamos a encontrar una parametrizacion de la forma (z(y),y), de modo que
un extremo de la vara sea (0,0). Usando la tltima de las formulas (4.1) obte-
nemos facilmente que la curvatura es

[EH

- (33/2 + 1)3/2’
por lo que la condicién de Bernoulli es:

v 2

(272 4 1)3/2 - ﬁy’

donde por conveniencia expresamos la constante de proporcionalidad como 2/h?.
Esta ecuacién diferencial de segundo orden se convierte en una de primer orden
con el cambio u(y) = ' (y):

du B d
(1+u2)3/2 - h2 Ys

que al integrar, teniendo en cuenta (C.18), se convierte en

u
i W e
0, equivalentemente,
.T/
= (y/h)* +c

V1422

Pero el hecho de que la vara tenga un extremo perpendicular al eje x se traduce
en que z'(0) = 0, luego ¢ = 0 y, al despejar 2/, resulta que
dv _ (y/h)®
dy 1= (y/h)*
Por lo tanto, la curva eléastica rectangular es la grafica de la funcién
(t/h)? vih g2
/ / dt=h —dt
\/1— t/h 0 V1—t4
En particular, el desplazamiento horizontal de una elastica rectangular de
altura h es

1
D=h /0 i dt
Ahora se ve por qué hemos expresado la constante de proporcionalidad como
lo hemos hecho, y es que asi h es la altura de la varilla doblada (el valor de y que
hace la derivada 2’ infinita, es decir, la que hace que la tangente sea horizontal),
y esta determinada a su vez por la longitud de la varilla, que resulta ser

o " _/m? _ [
e [ [\ e [ e
V2

= h/o Tt = hg-K(1/2).



6.1. Las integrales de primera y segunda especie 361

En realidad es al revés: si la varilla recta tiene longitud L, al doblarse 90°
su altura pasa a ser
V2L

T K(1)2)

y, segtn la relacion (3.7), que equivale a que

~ 0.76276L

1 1 2
1 x T
LD:hz/ 7dt/ ————dt =h%=,
o V1—t* Jo vV1I-—t4 4
el desplazamiento es
wL

D= SK2(1)2) ~ 0.456947L.

Tal y como hemos explicado en la introduccién, Jakob Bernoulli, consciente
de que no podia calcular de forma exacta la integral que determina la elastica,
traté de interpretarla geométricamente representandola como la longitud de
una curva sencilla, y asi encontré la lemniscata que lleva su nombre. En efecto,
en la seccion B.5 vemos que su longitud respecto de su parametrizaciéon en
funcion de p viene dada por la misma funcién 1/v/1 —¢*, pero, al contrario
que la elastica rectangular, la lemniscata admite una ecuacién algebraica y una
parametrizacion algebraica. L]

Ahora calculamos las derivadas de las integrales elipticas:

Teorema 6.5 Si 0 <m < 1, se cumple que

K _E-(1-mK df _EB-K
dm — 2m(1—m) ’ dm ~  2m

DEMOSTRACION: La derivada de la derecha es la méas facil de calcular.
Basta aplicar el teorema 3.11, aunque sin necesidad de acotar la derivada del
integrando, pues la integral no es impropia:

/2 sen2¢>
= V1—msen?¢pdp = —=
dm / = 2 Jo \/1—msen? ¢

y, por otra parte,

1
E-K= / ( 1—msen2¢—m> d¢

/2 sen? _ —msen’¢

0 /1 —msen? ¢

luego se cumple la igualdad del enunciado. Una vez probada ésta, la primera es

equivalente a
d(E - K) E
=— . 1
dm 2(1—m) (6.1)
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Todo se reduce a una comprobacién laboriosa:

al(E—K)_/’T/2 —sen? ¢ B msen ¢ do
dm ~Jo V1—msen2¢ 2(1 —msen?¢)3/2 .
Operamos el integrando:

—2sen® (1 —msen® p) —msen ¢  —2sen® ¢+ msent ¢
2(1 — msen?2 ¢)3/2 ~ 2(1 —msen2¢)3/2

—2msen® ¢+ m?sen*¢p (1 —msen®p)? —1
2m(1 —msen2 ¢)3/2  2m(1 —msen2 ¢)3/2

1 (\/1—msen2¢— L )

2m (1 — msen? ¢)3/2

Asi pues:

_ /2
M _E 1 (1 — msen? ¢)*3/2d¢.

dm S 2m 2m J,
Por otra parte
d  sengcos¢  1-—2sen’¢+msen'¢
dp (1 —msen2¢)t/2 (1 —msen? ¢)3/2

m —2msen?® ¢ + m?sen*¢ (1 —msen?$)? — (1 —m)

m(1 — msen? ¢)3/2  m(1 —msen2¢)3/2

1 1-—- .
—+/1—msen?¢ — 7m(1 — msen? ¢)"%/2,
m m

Al integrar queda

E 17 71'/2
0=—_-_" (1 — msen? ¢)~3/2 do,
m m 0

luego

71‘/2 E
/ (1 —msen®¢) 32 dp = ——
0

1—m

y concluimos que

Como aplicaciéon probamos una de las muchas relaciones que Legendre en-
contrd entre las integrales elipticas:

Teorema 6.6 (Relacion de Legendre) Si 0 < m < 1, entonces

K(m)E(1—m)+ K1 —m)E(m) — K(m)K(1 —m) = g
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DEMOSTRACION: Si llamamos X al miembro izquierdo de la igualdad del
enunciado, entonces

X(m)=Em)E(l—-m)— (E(m)—K(m))(E(1—-m)—K(1—-m)).
Por el teorema anterior, considerando también (6.1), tenemos que

dX  E(m)— K(m)
e TE(I —m) — E(m)

E(l-m)—K(1—-m)
2(1-m)

E(m)

E(1—-m)
2(1—-m)

(Bl = m) = K(1—m))+ (B(m) - K(m))—

=0.
Asi pues, X es constante. Ahora basta probar que limOX (m) =7/2.
m—

Recordemos que E(0) = K(0) = 7/2, E(1) = 1, y el tnico problema es que
lim1 K(m) = +oo. Asi pues, hay que probar que
m—

lim K (1 —m)(E(m)— K(m)) =0.

m—0
En efecto, si m < 7/2, se cumple que
w/2 a2
—mssen” ¢

w/2 d¢
—— Sm/ —F——=<
o /1—msen2¢ 0o +/1—msen2¢

/2
m/ B o
o +/1—0.5sen?¢

|E(m) — K (m)] = d

™

B /2 d¢ w/2 d¢ B
K1 =m) _/0 V1= (1 —m)sen®¢ S/0 Vi—1-m) 2y/m

Por lo tanto,
Cmy/m
2 b

lo que prueba que el limite vale 0. n

(K (1 —m)(E(m) - K(m))| <

Ejemplo Para m = 1/2 la relacion de Legendre se reduce a
(2E(1/2) — K(1/2))K(1/2) = g

Segun el teorema 6.4,

K(1/2) = x/i/o ?df =
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mientras que el cambio de variable x = cos ¢ nos da que

B2 = f/ ¢_¢7nz W/%

1 £E2
E(1)2) — K(1/2) = \/5/0 Niverr dz

y la relacion de Legendre para m = 1/2 expresa que

luego

! 1 Loy s
——dzr | ——=dr =,
o V1—zx4 o V1—at 4
que es la misma relacion (3.7) que ya habiamos demostrado. "

6.2 La lemniscata de Bernoulli

Vamos a analizar ahora los resultados que obtuvo Fagnano sobre la lemnis-
cata de Bernoulli. Para ello recordemos de la seccién B.5 que una parametri-
zacion del primer cuadrante de la lemniscata (tomando por simplicidad a = 1)
viene dada por

r(p) = <\/;p2(1 + %), \/;/P(l - p2)> . 0<p<l,

de modo que la longitud del arco que va desde (0, 0) hasta r(u) es

_ /u dp
0o /1= pt

Vamos a aplicar el cambio de variable

= 22 t2:1—\/1—p4

1 + t4 ’ p2 :
(Notemos que el signo correcto ante la raiz cuadrada es el negativo para que
tanto p(t) como t(p) sean funciones [0,1] — [0, 1].)
Un célculo rutinario muestra que

2t(1 — t* 2(1—t*
2t(1 =) dt, dp = M
(1+1t4)2 (1 +t4)3/2
con lo que, llamando w = t(u), de modo que

o 1—+v1—ut
YT

pdp = dt,

tenemos que

0o V1—pt 0o V1+tt
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A la integral obtenida le aplicamos el cambio ¢ : [0, v/v/2 — 1] — [0, 1] dado

por
o 2 o TLEVIEE
1—pt’ t2
Ahora
2p(1 4 2(1 4
tdt:wd@ dt:M 0,
(17 (1,17

con lo que, llamando v = p(w),

= 2L(v).

L(u) = — =2 —

0o V1-—pt 0 \1-—p?

Asi pues, v es el valor de p que determina un arco de lemniscata de longitud
igual a la mitad de la del arco determinado por w. Los calculos nos dan una

expresion explicita para la funcion v : [0, 1] — [0, v/ v/2 — 1]:

R e T R E e kA (e AR 0%
o w? B w? - (1 —vI—ud)/ju?

w4 V2 -2V -t
B 1—V1—u? '

El teorema siguiente resume lo que hemos demostrado:

Teorema 6.7 Consideremos la parametrizacion de un cuarto de lemniscata

r(p) = (\/;/ﬂ(l +p%), \/;pz(l - p2)> ,  0=psl

y sea v : [0,1] — [0, /2 — 1] dada por

( _\/—u2+ 2 —2v1—ut
vlu) = Vi

Entonces las longitudes de los arcos determinados por u y v = v(u) cumplen

vod

L(u):/uL _
0o V1—pt 0 /1—p?

La expresion de v(u) puede ser un poco farragosa, pero lo notable es que es
algebraica. Mas atin, los nimeros v(1) = v/v/2 — 1, v(v(1)), etc. se pueden cons-
truir con regla y compas, lo que nos permite determinar segmentos de longitud
igual a la mitad, la cuarta parte, etc. de un cuarto de lemniscata:

= 2L(v).
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En la figura, el circulo mayor tiene radio v(1), con lo que, junto con los ejes,
divide la lemniscata en ocho arcos de la misma longitud. El circulo menor tiene
radio v(v(1)), con lo que divide cuatro de estos arcos en ocho de la mitad de
longitud. Para tener 16 arcos iguales, nos falta dividir los otros cuatro. Para
ello Fagnano contaba con otro resultado:

Teorema 6.8 Para la parametrizacion de la lemniscata considerada en el teo-
rema anterior, consideramos ahora w : [0,1] — [0, 1] dada por

1—u?
wlu) =\ T

Entonces, para w = w(u), se cumple que

0 \/1—,04 w\/l—p4’
DEMOSTRACION: La prueba es completamente analoga a la del teorema
anterior, sin més que observar que el cambio de variable inverso es

2
2_171)

u —714_’02. .

Esto significa que el arco comprendido entre p = 0 y p = u tiene la misma
longitud que el comprendido entre p = w y p = 1. Asi, trazando la circunfe-
rencia de radio w(v(v(1))) obtenemos los arcos que nos faltaban para dividir la
lemniscata en 16 partes iguales:

w(v(v(1)))
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Si queremos dividirla en 32 partes iguales basta aplicar el teorema 6.7 a
los segmentos impares, es decir, calcular v(v(v(1))) y v(w(v(v(1)))), con lo que
bisecamos los 8 arcos méas cercanos a (0,0) y luego aplicar el teorema 6.8 a los
radios obtenidos, con lo que dividimos los arcos restantes:

0.4

I I I I
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

De este modo Fagnano podia medir lemniscatas, como afirmaba (tomando
como unidad de medida la longitud completa), pues, dado cualquier arco en una
lemniscata, podemos dividirla en 2" partes de la misma longitud y ver cuantas
quedan completamente dentro del segmento y cuantas lo cubren por completo,
con lo que tenemos una estimacion por defecto y otra por exceso de la longitud
del segmento cuya diferencia puede hacerse tan pequena como queramos sin méas
que tomar divisiones suficientes.

Fagnano también mostré cémo dividir un cuadrante de lemniscata en 3 y 5
partes iguales.

Observemos que la aplicacion inversa de la dada en el teorema 6.7 es algo

maés simple:
20y/1 — vt
A

y en términos de esta aplicacion el teorema nos dice como duplicar un arco de
lemniscata (el arco que termina en u(v) tiene el doble de longitud que el que
termina en v). Euler se dio cuenta de que esta expresion era un caso particular
de otra mas general:

)

Teorema 6.9 Para la parametrizacion de la lemniscata considerada en los teo-
remas anteriores, se cumple que

o V1—-p* Jo 1-p* 0o V1—p*

donde

w1 —ud 4 ugy/1—uf
1+ udud '

Notemos que haciendo u; = us en el teorema anterior se obtiene 6.7.

DEMOSTRACION: La figura de la izquierda muestra la gréafica de la funcién
v(ug, uz):
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De la propia definicion se sigue que v(u,0) = v(0,u) = u, lo que se traduce
en la figura en que el corte con los planos de los ejes es una recta. Para cada
altura v prefijada, la grafica, es decir, el conjunto de puntos (u1, us) para los que
v(u1, uz) toma el valor fijado, es una curva como la de la derecha, que une los
puntos (0,v) y (v,0). Asi, si fijamos un valor para v, podemos considerar a us
como funcion de uq, es decir, llamamos ug (11 ) al valor que hace que v(uq, ua(u1))
sea el valor v prefijado. Asi, la funcion

upy/1 —uj +uzy/1 —uf
1+ ufu3

fur) = v(ur,uz(ur)) =

es constante igual a v, luego su derivada es nula. Por la regla de la cadena seréa

f/(ul): ;l‘f‘ﬁ@zo

U1 6u2 du1

Vamos a calcular las derivadas:

ov 1 Quou3
_—— 1—wud— —L ) (1 4+ v
our (1 + ufu3)? (( 2 \/l—u‘ll> ( 1)

— (ul\/l —uj —l—uz\/l —u‘f) 2u1u§) =

VI a0 — dud) — 2eus) (42 + 3)
(1+uu3)?\/1 —uf

Por simetria:

o /1 —ufy/1—ud(1l —uiu3) — 2(uyug)(ui + u3)
Ouy (1 +udu3)2\/1 —uj
La grafica siguiente muestra el numerador comtn de ambas derivadas, y ve-

mos —se puede comprobar algebraicamente— que s6lo se anula sobre la curva
correspondiente a v = 1.
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Equivalentemente, si v < 1, los numeradores no se anulan, luego en la igual-
dad de la regla de la cadena podemos simplificarlos, al igual que el factor comun
del denominador, y la igualdad se reduce a

1 1 dUQ

+ =
\/1—u‘11 \/1—u2 duy

Integrando para wu; entre 0 y un valor u; < 1 (y aplicando el teorema de cambio
de variable a la segunda parte) obtenemos

[t [ e

donde hemos usado que u2(0) = v, pues v(0,u2) = ug, luego el valor de us
necesario para conseguir el valor v cuando u; = 0 es uz(0) = v. Por lo tanto,
llamando us = wua(uq),

/ﬂl i +/u2 " :/ul i +/v dp +/u2 i
o Vi-pt Jo Vi-pt Jo V1-pt o V1-pt Jo J1-p?
_ [0 dp

_/oﬂ' .

En la seccion siguiente daremos pruebas més elegantes de los teoremas que
acabamos de demostrar.

6.3 Las funciones elipticas lemniscaticas

Tal y como hemos explicado en la introduccion, Gauss se dio cuenta de
que los teoremas de Fagnano y Euler sobre la lemniscata podian expresarse de
forma mucho més natural en términos de la funcion inversa de la dada por
la integral lemniscéatica. Concretamente, Gauss defini6 el arco seno y el arco
coseno lemniscdticos como

arcsl _/”dfx arccl _/1dm
P Y P ] T2
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de modo que, llamando

V2K(1/2) =2.622...

) /1 dz

w = —_—
0 Vv 1—at

la longitud de la lemniscata completa es 2w (0 2wwa

si consideramos, en general, una lemniscata de semiam- 12}

plitud a), y la de un cuarto de lemniscata es @/2, y |

tenemos la relacion [

0.8]

w [

arcsl p + arccl p = 5 (6.2) 06/

04

La figura muestra las graficas de las dos funciones. !

De su definicién se sigue inmediatamente que 02;
arcsl, arcel : [0,1] — [0, @@/2], ¢ 02 04 06 08 10

asi como que la primera es creciente y la segunda decreciente, y sus derivadas

son
darcslx 1 darcclx 1

dr V-2t dz :_\/1—:34.
El teorema [ITAn 3.28] nos da que ambas tienen inversas continuas, a las que
Gauss llamo seno y coseno lemniscdtico:

sl,cl: [0, /2] — [0, 1],

y el teorema de la funcién inversa 1.8 nos da que son derivables con derivadas

dSIx:\/lfolx, ddx:f\/lfd‘lz.

dxr dzx

Haciendo p = clz en (6.2) obtenemos que arcsl clz + = = w/2, luego
cla =sl(w/2 — z).
En realidad, la integral que define la funciéon arcsl define una funcién
arcsl : [-1,1] — [~@/2,@/2]
que, por los mismos argumentos, tiene inversa derivable
sl: [~w/2,w/2] — [-1,1]

cuya grafica es:
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La grafica y la analogfa con la funcion seno sugiere extenderla a [tww/2, 3t0/2]
mediante
sl(z + w/2) =sl(w/2 — x)

y a [-3w/2, —w /2] mediante
sl(—z — w/2) =sl(z — w/2),

con lo que obtenemos

302 —W w2 a\\sw/z
1L

Notemos que esta definiciéon equivale a que la grafica de sl es simétrica res-
pecto a las rectas verticales = £w /2. Ademas, tal y como muestra la grafica,
la funcion en [w/2, 3w/2] toma los mismos valores que en [—3w/2, —w/2]. En
efecto, para 0 < z < w,

sl(—w/2 —2) =sl(—w/2+ z) =sl(w/2 — (w — x))

=sl(w/2+w—z) =sl(—w/2 — x + 2w).

Esto se traduce en que podemos extender la funcién sl a una funcién periédica
definida sobre toda la recta real con periodo 2w, que sera continua y derivable
en todo su dominio.

Podemos hacer lo mismo con la funcién cl o, més facilmente, extender su
definicion mediante la formula cl(z) = sl(ew/2 — z). El resultado es:

/\ 1y/\
2o -30R —b\\-w% w2 a\\&i&/fw
-1
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De la construccion se sigue inmediatamente que
sl(—z) = —slz

(se cumple en [—w/2,w/2] por la definicion como integral del arco seno lem-
niscatico y se observa que se sigue cumpliendo en [—w/w] por la simetria de la
definicién y a su vez en R por la periodicidad).

Observemos ahora que la relacion sl'(z) = /1 —sl*(z) solo es vélida en

[~w/2,w/2] (donde el seno lemniscético es creciente), pero la simetria de la ex-

tension hace que en [ww/2, 3w/2] la relacion correcta sea sl'(z) = —y/1 — sl*(z),

luego en todo el intervalo [—w/2,3w/2] se cumple
sl?(z) =1—sl*z, d?(z)=1-c'z

(la segunda igualdad se deduce de la primera cambiando = por w/2 — z) vy,
como las funciones tienen periodo 2w, ambas igualdades son validas para todo
namero real x. Volviendo a derivar:

25l zsl” o = —4 s sl 2c'zel”" 2 = —4clPxcl 2,

luego
sz =—2s2, o'z =—-2cx.

Ahora probamos un teorema de adicion:
Teorema 6.10 Para todo par de nimeros reales x, 5 se cumple:

slesl’y +slysl’ x

sl(zx + B) =
( f) 1+sl?zsly

DEMOSTRACION: Fijemos un niimero real v y llamemos
s1(x) =slz, sa(x) =sl(y — x).
Notemos que sh(z) = —sl'(y — z) = —2s3(z), s4(x) = sl"(y — z).
Basta probar que la expresiéon

—s1(2)s5() + s5(2)s1(2)
1+ si(x)s3(x)

fz) =

es constante, pues en tal caso, haciando x = 0 sale que la constante es slv, y
haciendo v = z + y obtenemos la formula del enunciado. Llamando N(z) y
D(z) al numerador y al denominador, respectivamente, basta probar que

, N'D— ND'
lo cual a su vez equivale a que N'D = ND’. En efecto:
N' = —sish — s18) + shsh + 598 = —s185 + 8957
= 25155 — 28985 = 25159(53 — 57),

!/ /.2 2 !/ / /
D" = 2518585 + 2875255 = 25182(8182 + 5155),
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luego la igualad que queremos probar equivale a
25159 (52 — 52)(1 4 5252) = 25155(5) 52 + 5155)(—515 + $25})

o también a

(53— sT)(1 + s7s3) = s7s3 — s1s7’.
Usando que 2 = 1 — s}, s = 1 — 53 se llega inmediatamente a que la igualdad
es correcta. ]

De aqui podemos deducir las propiedades basicas de las funciones lemniscé-
ticas. Por ejemplo:

Teorema 6.11 Se cumplen las relaciones siguientes:

1—sl%z 1—cl?x
cP(z) = —=2, slP(z) = —-, 6.3
(z) 1+ sz (=) 1+cl’z (6:3)
Pr+sPz+clrsl’z=1. (6.4)
dslx 9 delz 9
In =clz (1+sl"x), e slz (1 + cl*z). (6.5)

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior, como sl(w/2) = 1, sl'(w/2) = 0:

B o sl(w@/2) sl (—x) +slasl (w/2) V1-— si* z
(@) =sl(ew/2 ) = 1+ sl%(w/2)sl’z == 14+slz

luego
2(z) = (1—sl? x)(; +s1?z) _1- slzx.
(1+sl”x)? 1+sl®x
Operando obtenemos la relacion fundamental (6.4). Sumando 1 a sus dos miem-
bros se convierte en

(1+ cl? x)(1+ s1? x) =2,
de donde podemos despejar (6.3). Finalmente,

1—sl’z

sl?z=1-sl'z = (1+s?2)(1—s?z) = (1+s1° x)21 .= (1+s*2)? el z,

+ sl x

y basta tomar la raiz cuadrada observando que el coseno lemniscatico es positivo
donde el seno lemniscatico es creciente, es decir, donde su derivada es positiva.
Igualmente se deduce la segunda formula de (6.5), salvo que en este caso es
necesario un signo negativo, porque el seno lemniscético es positivo donde el
coseno lemniscatico es decreciente. m

La relacion fundamental (6.4) muestra que las funciones cl y sl no parame-
trizan la lemniscata, sino la curva de ecuacién

x2+y2+x2y2=1

cuya grafica es:
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He aqui las graficas de las derivadas de las funciones lemniscaticas:

e
1 v ¥ L
-2w -3m)2 fo —o/2 w, @ /2 2w
-1

Del teorema 6.10 se sigue inmediatamente que sl(z + w) = —slx, o que

I
sl'z

sl(z £+ 2)=+———
( @/2) 1+sl?z

=zclz, c(ztw/2)=Fslz. (6.6)

(La segunda igualdad se deduce de la primera sustituyendo x por x F w/2.)

Si en 6.10 sustituimos las derivadas por su expresion segin 6.11 queda una
expresion mas complicada que la dada por el teorema siguiente:

Teorema 6.12 Se cumplen las identidades siguientes:

lzcl lycl lzcly —slxsl
Sl(ery)isxchrsyc:c Cl(ery)icxcy slasly

~ 1—slzclaslycly’ ~ 1+slzclaslycly’

La demostracion la posponemos a la seccion siguiente (pagina 381). En
particular, de aqui obtenemos formulas de duplicacion, triplicacion, etc:

2slzcl 122 —sl?
slog = —22rer Cm:%.
1+sl“zcl”x

1—sl?zcl?2

Para calcular sl 3x conviene expresar sl 2z y cl 2z en términos casi exclusivamente
de slz, usando (6.3):

2slz(1+slz)cl e +2s%z—1
125 — sla( +s4x)cx’ C12x:s4m+ 529: .
1+slz sz —2sl“x —1
Asi:
sl2zclx +slxzcl2x sl2zclx + slxcl 2z
sl3x =

T 1—sl2zcl2zslzcla - 1—sl2xcl2zslxzclx
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Antes sustituir sl 2z observamos que cl? z(1+ sl? x)=1- sl? z, por lo que

2slz(1—sl? z) sl*z42s12 2—1

Sl?)(E o 1+slf z + Slx sl*x—2s12x—1
- _ 2slz(1-sl®xz) 14 x42s12 2—1

1+sl4 ¢ slfz—2sl22—1

slac.

Ahora operaciones rutinarias nos llevan a la expresion

8 4
32 — slx(s; ;v+6si x 3)7
3slz —6sl"z -1

e igualmente se puede obtener que

cla(cl®z+6cltz — 3)

cl3z = —
3cl¥x—6ctz—1

Para terminar observamos que los teoremas de Euler y Fagnano sobre la
lemniscata son ahora inmediatos.

En efecto, si hacemos u; = slx y us = sly en la suma de integrales del
teorema 6.9, obtenemos la version equivalente x+y = arcslv, luego v = sl(z+vy),
con lo que la férmula para v del teorema 6.9 es simplemente la formula del
teorema 6.10.

Similarmente, haciendo u = slz en la igualdad de integrales del teorema 6.8,
concluimos que w = clx, luego la féormula para w de dicho teorema no es sino
la dada por (6.3).

Mas atn, ahora podemos deducir facilmente el método de Fagnano para
trisecar la lemniscata. Haciendo 2 = w/3 en la formula para sl 3z obtenemos
que

sl(w/3)(s1*(ww/3) + 651 (w/3) — 3)
3s1®(w/3) — 6s1*(w/3) — 1

=slw =0,

con lo que
BY pestE 3=
s 3+GS 3 3=0,
y asi
st —ov3 -3, 12 =233
3 3
Pero

sl(w/3) dp w
0 Vi-pt 3

es la longitud del arco de lemniscata determinado por la circunferencia de radio

sl(zw/3), y este ntmero es constructible con regla y compés:
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Cada uno de los seis arcos en los que la circunferencia divide a la lemniscata
mide w@/3, luego hemos dividido la lemniscata en 6 partes iguales. Juntédndolas
por pares tenemos la triseccién.

6.4 Las funciones elipticas de Jacobi

Tal y como hemos explicado en la introducciéon, Jacobi invirti6 la integral
eliptica de primera especie:

¢ do sen ¢ 1
[ y
o V1—msen?d 0 V(1= mt2)(1—¢2)
Claramente, el primer integrando es positivo, por

lo que la funcion F(¢ | m) es estrictamente creciente
en toda la recta real, Jacobi defini6

F(o|m

am(u | m),

como la inversa de F'(¢ | m), que recibe el nombre de
amplitud de Jacobi de parametro m. Por definicion,

am(u|m) do | | | |
0 V1—msenZ0’

La figura muestra las amplitudes correspondientes a
los parametros m = 0.01,0.5,0.99. La de parametro
0.01 es la mas parecida a una recta, lo cual no es de -5
extranar, pues si extendemos la definicion a m = 0
obtenemos claramente am(u | 0) = u. Notemos que

u =

am(0 | m) =0,  am(K(m)|m)= g

A su vez, las funciones elipticas de Jacobi se definen como

sn(u|m) = senam(u|m), cn(u|m) = cosam(u|m),

dn(u|m) = /1 —m sn?(u|m).
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Asi, por definiciéon tenemos que

(ulm) )
"= /0 T (6.7)

De este modo, la funcién sn es la equivalente al seno lemniscatico sl que re-
sulta de sustituir el polinomio 1—z# en el integrando 1/v/1 — z# por el polinomio
(1 —ma?)(1 — 2?).

En lo sucesivo, y siempre que no se preste a confusion, suprimiremos la
mencion explicita del pardmetro m. En particular, llamaremos K = K(m). La
figura muestra las graficas para m = 0.5:

— 1.0+ _——

> £ e

7 %

La que se parece al seno es sn y la que se parece al coseno es cn. De la
definicién se siguen inmediatamente las relaciones:

sn?(u) +cen?u =1, dn®u+m sn?u =1, (6.8)
asi como que
sn0 =0, cn0=dn0 =1, snK=1, ecnK =0, dnK =+1-—m.

Vamos a probar que las tres funciones son periédicas. Para ello observamos
que, aplicando los cambios de variable ¢/ =7 — 60y 0’ =60 — 7

¢+ do

Fotm=J A mears

/“/ 2 do /” do /¢+ﬂ do
0 v1—msen20 x/2 V1 —msen? 6 . v1—msen20

0 do ¢ do
K- 7+/ T 9K 1 F(¢),
/7r/2 v1—msen20 o V1—msen26 (9)

luego, llamando v = F(¢), tenemos que am(u) + 7 = am(u + 2K), luego
sn(u+ 2K) = —snu, en(u+2K) = —cnuw,

lo que a su vez implica que las funciones sn y cn tienen periodo 4K, mientras
que dn tiene periodo 2K.
Para calcular sus derivadas empezamos observando que, si u = F(¢),

du 1 d¢ Y p——p
B — =+/1—msen?¢ =dnu.
dé /1 —msen2¢ du ¢
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De aqui se sigue a su vez que?

dsnu denu
=cnudnu, = —snudnu,
du du
ddnu
= —msnucnu.
du

A partir de estos hechos y de las propiedades de las funciones trigonométricas
es facil comprobar que las funciones elipticas de Jacobi se comportan en general
como se aprecia en la grafica anterior.

Observemos que las definiciones de las funciones elipticas de Jacobi son vali-
das igualmente para m = 0, 1, pero entonces dan lugar a funciones elementales:
Es inmediato que F'(¢|0) = ¢, de donde

sn(u|0) = senu, cn(u|0) = coswu, dn(u]0) =1, K(0) =n/2.

Por otro lado, el cambio de variable ¢t = sen # nos da que

¢ de enedt
F(¢|1):/O p—r :/0 T = artanhsen ¢,

luego

1

sn(u|1) = tanhu, cn(u|l) =dn(ull) = T
coshu

K(1) = oo.
Las funciones de Jacobi también satisfacen formulas de adicion:

Teorema 6.13 Se cumplen las identidades siguientes:

snucnvdnv + cnudnusnov

sn(uw + v =
( ) 1 —msn2usn2wv ’
cnucnv —snudnusnvdnov
en(u +v) = SR ;
1 —msn®usn®v
dnudnv —msnucnusnvcnv
dn(u+v) = .

1 —msn?usn?v

DEMOSTRACION: Fijemos un a € R arbitrario y consideremos las funciones
s1(u) = snw, so(u) = sn(a — u). Entonces
sh(u) = cnudnu, so(u) = —cn(a — u) dn(a — u).

Para demostrar la primera igualdad basta probar que la funcién

flu) = S1(Ws2() = sy(w)si ()

1 —mst(u)s3(u)

2Comparando con (6.5), vemos que la funcién dn desempena el papel de las funciones
1451?22 y 14 cl? z que aparecen en las formulas de las derivadas de las funciones sl y cl.
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es constante, pues evaluando en u = 0 queda que la constante es $2(0) = sn(a),
luego tenemos la igualdad

sn(a) = snucn(o —u)dn(o —u) + cnudn(o — u) sn(o — )

1 —msn?usn?(a —u)
y tomando o = u + v obtenemos la primera igualdad del enunciado.
Llamando N = s}sy — shs; y D = 1 — ms?s3, basta probar que

_ N'D-ND'

fw) = =25 =0,

lo cual equivale a que N'D = ND’. Observemos que
sP=(1—=sP)(1—ms?),  s5=(1-s3)(1—ms3), (6.9)
y volviendo a derivar:
2518 = —2s15) (1 —ms?) — (1 — 57)2ms; 5],
luego
s = —(1+m)sy + 2ms3.

Igualmente llegamos a que
sy = —(1 +m)sy + 2mss.
Con esto ya podemos calcular

/ " /ol " !’ 2 2
N = s{sa+ 8785 — shs1 — sh8] = 2ms182(s] — $3),

/ 72 2 !/ !/ !/
D' = —2msy1s755; — 2msisas, = —2msy52(sy52 + $155),

y queremos probar la igualdad

2ms1s9(s2 — 53)(1 — msisa) = —2ms;52(s) 50 + 5155)(8h 52 — shs1),
que equivale a
(57 — 53)(1 — msis3) = sisy — sP's3.
Sustituyendo (6.9) en el miembro derecho y operando se llega sin dificultad al
miembro izquierdo.

Un céalculo rutinario muestra que si elevamos al cuadrado y sumamos los
miembros derechos de las dos primeras formulas del enunciado el resultado es 1.
Esto implica que la segunda férmula se cumple salvo tal vez un signo, pero
evaluandola en u = 0 se ve que el signo tiene que ser el positivo.

La tercera formula se prueba igualmente, ahora multiplicando por m el cua-
drado del miembro izquierdo de la primera igualdad. m

Por ejemplo, observando la grafica anterior vemos que la grafica de la funcion
cn no es una traslacion de la grafica de sn, al contrario de lo que sucede con las
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funciones cos y sen usuales, e incluso con las funciones lemniscaticas cl y sl. El
teorema anterior nos da la relacién correcta:

Ji=m

dnu

sn(u—i—K)zcnu cn(u—l—K):—\/l—mﬂ dn(u+ K) =

dnwu’ dnwu’

Las funciones lemniscéticas se pueden expresar en términos de las funciones

de Jacobi:

Teorema 6.14 Para m = 1/2 se cumple:

sluzﬁM clu = en(vV2u).

2 dn(v2u)’

DEMOSTRACION: Llamemos y(u) = cn(v/2u), que es una funcién periddica
de periodo 4K(1/2)/v/2 = 2v/2K(1/2) = 2w, al igual que cl. Por lo tanto,
basta probar que coinciden en [—w,w]|, pero ambas cumplen y(—u) = y(u),
cl(—u) = cl(u), luego basta probar que coinciden en [0, w] y, como ademas, por
las formulas de adicion,

y(2K —u) = —y(u), cl(w —u) = —cl(u),

basta probar que coinciden en [0,w/2] = [0, K], donde ambas son positivas.
Observamos que

 (u) = —vZsn(v2u) dn(v2u),
luego
y?(w) = 2sn%(V2u)dn?(vV2u) = 2(1 — en?(V2u))(1 — (1/2) sn?(V2u))
= (1 n(VEW)(2 — s0(V3u)) = (1 — en?(vau))(1 + en?(v2u))
= 1-c*(V2u) =1—yu)
Asi pues, y'(u) = /1 — y*(u), luego aplicando el cambio de variable y(u)
Vemos que

vlw gy “ w
arcsly(u) = —_— = du=u— —,
v = [ == é

y(u) =sl(u —w/2) =sl(w/2 — u) = clu.
Ahora usamos (6.3) y (6.8):

B2y — 1 — cn?(v2u) _ sn?(v/2u)
1+cn2(v2u)  2dn(v2u)’

luego

luego

G = V2 s(V2u)

)
2 dn(v2u)
pero las funciones sl y sn son positivas en los mismos intervalos, luego el signo
correcto es el positivo. L]
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Alternativamente, podriamos haber usado este resultado para definir las fun-
ciones lemniscaticas y demostrar a partir de aqui sus propiedades. Por ejemplo,
ahora es facil demostrar el teorema 6.12:

DEMOSTRACION (de 6.12): Por los teoremas 6.14 y 6.13 tenemos que

_ (1/2)sn(v2z +v2y)
slz+y) = (ot 3
(1/2) sn(v/22) en(v/2y) dn(v/3y) — en(vBz) dn(v3z) sn(v/Zy)
dn(v/22) dn(v2y) — (1/2) sn(v/2) en(v2z) sn(v/2y) en(v2y)
Dividiendo numerador y denominador entre dn(\/ix) dn(\@y) se obtiene la pri-
mera formula del enunciado. Para la segunda usamos (6.6):

slezcl(y + w/2) +sl(y + w/2) clz
1—slzclasl(y + w/2) cl(y + w/2)

c(z +y)

SA(a -+ (y+/2) =

—slzsly+claxcly
1+slzclzclysly

Como primera aplicacion de las funciones de Jacobi vamos a probar un teo-
rema de adicién para la integral eliptica de segunda especie. En primer lugar
observemos que, en la expresion

0
E@|m) = / V1 —msen?¢do
0
podemos hacer el cambio ¢ = am(u), y asi sen ¢ = snu, cos ¢ = cnu, luego

cos ¢ dp = cnudn u du, d¢ = dnudu

y la integral se convierte en
u
E(u:m) = / dn? u du.
0

Es tomando u como argumento como el teorema de adiciéon tiene su expresion
maés natural:
Teorema 6.15
E(u1 +u2) = E(u1) + E(u2) — msnug snug sn(uy + us).
DEMOSTRACION: Segin 6.13:

2dnzdny
1—msn2zsn?y’
—2msnxcnxsnycny

dn(z + y) + dn(z — y)

dn(z +y) — dn(z — y)

)

1—msn2zsn?y
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y multiplicando ambas expresiones queda

—4msnzxsnycnzcnydnzdn
dng(ery)—an(xfy): Y L y

(1 — msn2zsn?y)?

Ahora observamos que

ddn®
dr; - E(u:m),
luego
ddn®(z 4 y) ddn®(z — y)

luego integrando la igualdad que hemos obtenido resulta que

E@@+y)+E@—-y)=Cy+

2cnxdnx/2msn2znsnycnydnyd
Y.

snx (1 — msn2zsn?y)?

En la integral que queda, el numerador es la derivada de la base del denominador,

luego
2snxcnxdnz

E E(x — = Uz — ’
(z+y)+E@-y)=C sn2z(1 — msn2 xsn?y)

Para y = x queda
2snxcnxdnx

E 2 :CI* b
(22) sn? z(1 — msn? z)

y restando las dos expresiones eliminamos la constante de integracion:

2snrxcnzdnz  sn?x —sny

E(x+vy)+ E(x—y)— EQ2z)=m

1—msn*z 1—-msn?zsn?y’
De 6.13 se sigue inmediatamente que la primera fraccién es sn 2z, y es facil ver
que la segunda es sn(x + y) sn(z — y), con lo que llegamos a que

E(x+vy)+ E(x—y) — E(2x) = msn2zsn(z + y)sn(z — y).

Ahora, dados dos ntimeros u; y us, siempre podemos tomar x,y de manera que
Uy =T +Y, U =T —Y (luego U1 + ug = 2x), y asi

E(uy) + E(u2) — E(uy + uz) = msn(uy + ug) snuq sn us.

Ahora vamos a ver que este teorema es el trasfondo del célculo que hizo
Fagnano sobre los arcos de una elipse:

Teorema 6.16 Consideremos una elipse

x2 y2 1
2 e
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de excentricidad € = \/1 — b%/a? y tomemos en ella dos puntos
P = (z,y) = (acos$,bsen ¢), P =(2',y") = (acos¢’,bsen @)

tales que

b
tan ¢ tan ¢’ = —.
a

FEntonces
xx!

BP — P'A =20
a
En particular, si F es el punto que cumple F = F’, se cumple que
BF —FA=a—b.

B P
b P’

Vamos a considerar las funciones elipticas de Jacobi de médulo m = €2, de

modo que b/a = /1 —m.

En este punto hay que destacar que, para que la integral que nos da la
longitud de un arco de elipse se traduzca facilmente en una integral eliptica
necesitamos parametrizar la elipse en la forma

r(¢) = (asen ¢, bcos @),

que no es la habitual considerada en el enunciado. Si ¢ es el pardmetro de un
punto segtn la parametrizacion del enunciado, en la que consideramos ahora su
parametro serd ¢* = w/2 — ¢, por lo que tan¢ = 1/tan¢*, y en lo tnico en
lo que se ve afectado el enunciado es que, respecto a esta parametrizacion, la
condicion sobre las tangentes es

tan ¢ tan ¢’ = %.

Con la parametrizacion invertida tenemos que

¢
aE(p|m) :a/o V1 —sen?60df

es la longitud del arco comprendido entre el punto B y el punto P de amplitud ¢.
Ahora hacemos el cambio de parametro ¢ = am(u|m), con lo que pasamos a
la parametrizacion (z,y) = (asnw,bcenu), y la longitud del arco comprendido
entre B y el punto P = (z,y) de parametro u viene dada por aFE(u : m).
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Tomemos ahora u' = K — u, que se corresponde con otro punto de la elipse
P = (2',y) = (asnu/,benw’). El teorema anterior nos da la relacion

E(K)=E(u)+ E) — ésnusnu’ = E(u) + BE(u') — ==
Multiplicando por a queda

aB(u)+aEW) — L = —,

—~

donde L = E(K) es la longitud del arco AB, luego la igualdad equivale a

—~ —~ !
BP — P'A =222
a

Hemos probado que esto se cumple para cualquier par de puntos P y P’
correspondientes a parametros u + u’ = K. Por 6.13, esto implica que

,  cnu , snu b snu

snu = ——, cnu =vV1-m—m = - —.

dnu dnu a dnu

Por lo tanto,

/ / 2
a, gz)_{_asnu gtan¢,_£_asnu_a cnu
an b b " bend | BPsnu’
y cnu y cnu snu

luego

tan ¢ tan ¢’ = %.
El punto de Fagnano cumple

b2a?

= tan? = —,
¢ a2y?

¢
b

luego a3y? = b3x2. Sustituyendo en la ecuaciéon de la elipse resulta que

a b
F= (a\/ a+b’b\/ a+b>

y el miembro derecho de la féormula del enunciado se reduce a

a—b.

]_ _— —_—
a a aa+b
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Ejemplo: Ruedas elipticas En la pagina 132 vimos cudl es la curva sobre
la cual una rueda cuadrada se mueve de modo que su eje sigue una trayectoria
horizontal. Ahora vamos a determinar la curva que consigue lo mismo con una
rueda eliptica:

Consideramos, concretamente, una elipse de semiejes a y b, luego de excen-
tricidad € = /1 — b%/a?, y suponemos que parte de la posicion “vertical” que
muestra la figura a la izquierda, con su centro en el origen de coordenadas. Bus-
camos la funciéon y(z) cuya grafica es la forma del suelo. En particular, tiene
que ser y(0) = —a. A partir de ahi, y(x) tiene que ir subiendo hasta llegar a
un punto de altura —b, en el que se apoyara la elipse cuando haya girado 90°
y se haya puesto horizontal. Basta describir y(z) en el intervalo de tiempo en
que pasa de —a a —b, pues es claro que a partir de ahi debe decrecer de forma
simétrica hasta volver a tomar el valor —a, y a partir de ese punto se prolonga
periodicamente. En particular, en el intervalo que nos interesa, es y'(z) > 0.

Consideremos el instante en que la elipse ha 10
girado un angulo 6. Por (1.3) sabemos que la
subnormal de f en la posiciéon x del centro de

la elipse es

d
Sz—yﬁ.

(donde le hemos antepuesto un signo negativo -
para que sea S > 0).

0.5

Ahora vamos a ver la situacion “desde el
punto de vista de la elipse”. Consideramos elipse \

de ecuacién
72 . y? .
a? b2

de modo que las coordenadas polares de sus puntos cumplen

5 [cos?  sen?d
P a? + b2 =1

luego la ecuaciéon en coordenadas polares de la elipse es

cos2  sen20\ /2
=" )

Y ahora so6lo tenemos que observar que S es también la subnormal polar de
la elipse S = —p':
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04+
0.2 2

I
0.5 .0

Vamos a calcular S a partir de la elipse, para lo cual partimos de

5, cos?f  sen?f

Al derivar queda:

_ad 1 1
—2p 3d—g = (b2 — a?) 2 cosfsenb.

Por otro lado, si en (6.10) sustiuimos cos? § = 1 —sen? § o sen? § = 1 —cos? 0,

obtenemos:
1 1

1 1

11 /1 1\
5= () oo,
luego

2 dp /1 1 /1 1 1 1 1 1

V@ = AP P)

B prab

)

luego

g o _ /(@ =) - 1)
do ab

Aqui p es la distancia del centro de la elipse al punto de contacto con el suelo,

que, en términos de la funcion y(z), es precisamente —y(x), luego igualando las

dos expresiones para S concluimos que

dy _ y/(a® —y?) (2~ b?)
dx ab ’

y asi tenemos una ecuacion diferencial para la funcion y(x) que buscamos.
Separamos las variables:

dr = ab dy,

Va2 =) (y? - 1?)
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de donde, teniendo en cuenta la condicién inicial y(0) = —a,

Y b
T = a4 dt.

V(@ =P)E —B)

Hacemos el cambio de variable

/a2 _ t2
S = m, t2 = Cl2 — (a2 — b2)82,

a® —t? = (a®> = v*)s?, 2 — b = (a® — b*)(1 — 5?),

(a2 — b2 2 __p2
(a* —b%)s s — (a* —b%)s ds.

—/aZ — (a2 — b?)s2 V1 — 252

2tdt = —2(a® — b*)sds, dt =

Asi:
ds

v 1
x*b/o N )

o a2—y2
y= a2 — b2’

Ahora bien, segin (6.7), esto equivale a que

/a2_y2 B
m zyzsn(a:/b\62).

Despejando llegamos a que

donde

Y2 = a?(1 - Esnn/b| ),
luego la curva que buscabamos es, esencialmente, la funcion dn:
y = —adn(z/b| ).

En principio hemos probado esto para 0 < z < K, es decir, mientras y’ > 0,
pero la funcién que hemos obtenido desciende simétricamente entre K y 2K, al
igual que tiene que sucederle a y, y tiene periodo 2K, luego concluimos que la
igualdad anterior es valida para todo x.

Teniendo en cuenta que p = —y(z), la formula (6.11) nos da el angulo 6 que
corresponde a cada posicion del centro x de la elipse:

Vo —)
sen@ziu.

yae
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6.5 El péndulo simple

En la seccién 4.2 hemos visto que la amplitud € de un péndulo simple satis-
face la ecuacién diferencial (4.3):

0" = —% sen 6§,

donde [ es la longitud de la cuerda y 6 el d&ngulo respecto de la posicion vertical
en la que el péndulo esta en reposo. En lugar de resolverla, alli pasamos a la
aproximacion que resulta de considerar sen @ = 6, que es valida para amplitudes
pequenas. Ahora estamos en condiciones de resolver la ecuaciéon de forma exacta.
Como no vamos a restringirnos a amplitudes pequenas, conviene considerar que
la masa que cuelga esta sujeta, no a una cuerda, sino més bien a una varilla
rigida de masa despreciable. La diferencia es que una cuerda sélo puede estirar,
mientras que una varilla puede estirar y empujar para garantizar que el péndulo
se mueve sobre una circunferencia. Cuando las oscilaciones son pequenas esto
es irrelevante, pues la cuerda no hace sino estirar del péndulo en todo momento,
pero, por ejemplo, si levantamos un péndulo tensando la cuerda con un angulo
mayor de 90° y lo dejamos caer, durante un tramo caeréd verticalmente, hasta
que la cuerda se vuelva a tensar y empiece a estirar, mientras que con una varilla
la trayectoria sera circular en todo momento.

Multiplicando la ecuacion por 6" e integrando ambos miembros llegamos a

19’2 =9 cos + C,
2 l

con lo que pasamos de una ecuacién de segundo orden a otra de primer or-
den. Alternativamente, podemos usar el principio de conservacion de la energia
mecanica, lo cual nos da la interpretacion fisica de la constante de integracion
C. En efecto, observemos que la fuerza que la varilla ejerce sobre la masa es
tangente a su trayectoria, por lo que no produce trabajo y la energia mecanica
de la particula permanece constante. La velocidad es v = 1|#’|, luego la energia
cinética es E. = (1/2)mi?6"? y la energia mecanica es

1
E = imlze’g — mgl cos
luego
2FE  2g
2 _
6/ = W T COS 97 (612)

que es la misma ecuacion diferencial, pero ahora sabemos que la constante es
C = 2E/ml?. En realidad la dependencia de la masa es sélo aparente. Para
verlo observamos que una forma conveniente de calcular E para un péndulo
dado es considerar su velocidad vy cuando pasa por el punto méas bajo, de modo
que, en ese instante (luego siempre) E = (1/2)mvg — mgl, y asf la ecuacion es

2 2 4
9’2:1)—0——9(1—c059):v—0——gsen =. (6.13)
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A partir de aqui distinguimos varios casos:

Si E = —mgl, tiene que ser §/ = 0 en todo momento, luego el péndulo esta
en reposo. En particular, vyg = 0 y la ecuaciéon nos da que cos§ = 1, luego 6 = 0,
es decir, que el péndulo se encuentra en su punto mas bajo, como cabia esperar.

Supongamos ahora que —mgl < E < mgl. Entonces existe un tnico angulo
0 < 6y < m tal que

1
E = 5m120’2 — mglcos = —mgl cos 6. (6.14)

Vemos entonces que el a&ngulo 6 sélo puede variar en el intervalo —6y < 6 < 6y
y 0’ solo se anula cuando 6 = +6,. Esto significa que el péndulo avanza hasta
llegar a la altura fy, momento en el que su velocidad llega a cero, y desde ahi
empieza a caer hasta llegar a —f, y entonces vuelve a retroceder hasta llegar a
0o, y asi sucesivamente, es decir, que el péndulo oscila.

En términos de vp, este caso se da cuando —mgl < (1/2)mwv3 — mgl < mgl,
lo cual equivale a que 0 < vy < 2+/gl, y entonces

1
—mgl cos Oy = §mv3 — mgl,

luego
2
costy=1— v—o.
291

k—sen@— 1 —cosy o
B 2 2 N

Sustituyendo v3 = 4lgk? en (6.13) obtenemos:

’_ g 2 _ Q
0 :N:Q\/;(k Sen2).

El signo sera positivo cuando el péndulo se desplaza en un sentido y negativo
cuando lo hace en sentido opuesto. Vamos a estudiar, concretamente, el movi-
miento desde la posicion 6 = —6 hasta 0 = 0y. Podemos medir el tiempo de
modo que 6(0) = 0, y asi, si llamamos T al periodo de oscilacion, la funcion
0(t) biyecta el semiperiodo [—T'/4,T/4] con el intervalo [—6p, 6y], por lo que
podemos considerar la funcion inversa (), cuya derivada es la inversa de la
dada por la formula precedente:

a1 1
do 2\ g \/kZ —sen2(0/2)

Separando las variables obtenemos que

Equivalentemente

£(0) (6.15)

/t 1 /1 /‘9 do
= dt = — — s
0 2\ 9o /k?—sen?(0/2)
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donde hemos usado que 6 = 0 en ¢ = 0. Para calcular la integral observamos

que
1< sen(6/2) <1,
~ sen(6y/2) —
por lo que podemos tomar el arco seno —w/2 < ¢ < 7/2 del cociente, y asi cada
angulo 6 se corresponde con un nico ¢ que cumple
0
sen o = ksen ¢.

Despejando el seno de la derecha y derivando el arco seno obtenemos que
2k cos ¢

v/1—k2%sen2¢

Por consiguiente, la integral (6.15) se puede transformar en

L @ k cos ¢ dp e 4)#
t(9)—\/;/0 \/k20082¢\/1—k259ﬂ2¢_\/;/0 1 - k?sen? ¢

En definitiva:

o = dé

t(0) = V1/g F(¢(0) | k), (6.16)
donde F'(¢| k) es la integral eliptica de primera especie. Equivalentemente, en
términos de la amplitud de Jacobi:

$(0) = am(v/g/lt | k).
Por consiguiente,
seng = ksen¢ = ksenam(\/g/lt| k%) = ksn(\/g/lt|k?), (6.17)

donde —recordemos— k = sen(fy/2). La simetria de la funcion sn implica
inmediatamente que esta férmula es valida para todo tiempo ¢, y determina la

funcién
6(t) = 2arcsen(ksn(y/g/lt| k?)).
Claramente, el periodo de oscilacion es

T =4/1/9 K (k?).

La grafica muestra la funcion 0(t) cuando se deja caer un péndulo con | =1
desde una altura de 6y = 170°:

s

=TT

El periodo es T' = 4.896s.
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Consideremos ahora el caso en el que la energia del péndulo es exactamente
E = mgl. Una posibilidad entonces es que el péndulo se encuentre en reposo
con la varilla en vertical, pero por encima del punto fijo (6 = 7). Esta solucion
es tedricamente posible, pero, en la practica, la mas minima perturbacién que
modificara la posicion de la varilla haria caer al péndulo, por lo que se dice que
es un estado de equilibrio inestable.

La otra posibilidad es que, en un instante dado, el péndulo se encuentre en
una posicion distinta de 6 = 7, con lo que 6’ # 0 (pues la energfa potencial seria
inferior a mgl). Este caso se da cuando vy = 2+/gl y puede tratarse exactamente
igual que el anterior, solo que ahora 6y = 7, k = 1y, al llegar a la formula (6.16),
nos encontramos con que la integral que define a ¢(f) es divergente cuando
0 — m, de modo que el péndulo tarda infinito tiempo en llegar a la posicion
vertical. Asi pues, en teoria, un péndulo puede subir hasta quedarse parado en
posicion vertical. El movimiento sigue la ecuacion correspondiente a (6.17) para

k =1, a saber:
0
sen 3 = tanh ﬁt.

La grafica siguiente muestra la funciéon 6(t) para un péndulo de 1 m de lon-
gitud con energia E = mgl (vo = 6.261m/s). Para t = 4.4 la diferencia de
inclinacién con la vertical es de 0.86 segundos de arco.

T

3

|

Ay NIy ~|

0 1 2 3 4 5

Finalmente, si £ > mgl entonces # nunca puede valer 0, luego el pén-
dulo no oscila, sino que da vueltas completas. Vamos a analizar el movimiento
en el intervalo en que 6 avanza desde —m hasta 7 en el intervalo de tiempo
[-T/2,T/2]). En (6.13) tenemos que 6/2 recorre el intervalo [—7/2, /2], luego
u = sen(6/2) recorre el intervalo [—1,1]. Observemos que v’ = cos(6/2)0'/2,
luego u/? = (1 — u?)#"? /4 y al sustituir en (6.13) queda

12 2
) v 9 o

Q-2 a2 1"

luego
2

2 _ Yo 2,2 2
u frp(lfku)(lfuh
donde ahora k = 2y/lg/vg. Como u : [-T/2,T/2] — [-1,1] es biyectiva,
podemos considerar la funcion inversa ¢(u), cuya derivada es
dt 2l 1

du Uio\/(l —k2u?)(1 —u?)




392 Capitulo 6. Integrales y funciones elipticas

Ahora separamos variables e integramos usando que t(0) = 0:

B [ae [ du |
20 2 Jo o /1 —k2u2)(1—u?)

Pero por (6.7) esto es equivalente a

0
seno = u = sn(vot /21 | k?),
0, eliminando los senos,
6 = 2am(vot /21| k?).

Vemos que 6 avanza 27 cuando la amplitud avanza 7, lo cual sucede cuando
su argumento avanza 2K (k?), lo que a su vez se corresponde con un lapso de
tiempo T = (41 /vo) K (k?).

Las graficas muestran la funciéon 6(t) para un péndulo con [ = 1 y veloci-
dades vy = 6.3m/s (ligeramente superior a la velocidad minima de rotacion,
6.261m/2) y vp = 10m/2, respectivamente.

1.0 1.0}

0.5 0.5

1 3 4 [ 42 04 fo6 08\10 17 14
-0.5 -0.5]
-1.0 -1.0}

Vemos que en el primer caso la velocidad es muy pequena durante un lapso
de tiempo cercano a la mitad del periodo de rotaciéon, T' = 2.28s. El periodo en
el segundo caso es T'=0.71s.

La tabla siguiente resume todos los casos:

E Vo k 0(t) T
—mgl 0 0 0 0

J—mgl, mgl[ | 10,2\/Ig[ | —= | 2 arcsen(ksn(\ﬁt | k2)) 4\/7K(k2)
g
mgl 2/1g 1 2 arcsen tanh ﬁt 00

4
> mgl > 24/1g !

vt

2 i 2
v 2am( - |£?) oK)

Ademas, en el segundo caso la amplitud de la oscilaciéon viene dada por
sen(fy/2) = k. La tabla no incluye el caso del equilibrio inestable, correspon-
diente a E = mgl con 6(t) = 7.
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6.6 El péndulo esférico

Ahora vamos a estudiar el movimiento de un péndulo sin imponer que su
trayectoria deba estar contenida en un plano. En cualquier caso, estaré conte-
nida en la esfera de centro el punto fijo O y radio [, por lo que un péndulo con
movimiento no plano se conoce como un péndulo esférico.

Para estudiarlo consideraremos coordenadas esféricas, de
modo que [ sera el angulo que la varilla forma con el semi-
eje vertical positivo y « el angulo que su proyeccion en el
plano XY forma con el semieje X positivo. Asi, el vector
de posicion de la particula es

7= (lcosasen f8,lsen asen 3,1 cos 3),
y la velocidad es
7 =1(8 cosacos B —a'senasen f3,a’ cosasen S+ 3 senacos 3, —3 sen j3).

A partir de aqui podemos calcular el momento angular L = 7 x mu, pero
s6lo necesitamos su tercera componente:

L3 = Ia/sen® j3, (6.19)

donde hemos llamado® I = ml?. En general,

=

dL

o = U XU+ 7 mi=0+7xF,
donde F es la fuerza total que actua sobre el péndulo, que es la suma del peso
y de la varilla de la cuerda. El momento total M = 7 x F' sera la suma de los
momentos de ambas fuerzas, pero el momento de la tensiéon es nulo porque tiene
la direccion de 7, asi que M coincide con el momento del peso,

—

M =F7xP=—mgl sen ((sen ar, — cos v, 0).

El hecho de que M3 = 0 se traduce en que L3 es constante, lo que convierte
a (6.19) en una ecuacion diferencial que relaciona a o’ y a 3. Obtendremos otra
a partir del principio de conservacion de la energia, pero antes observemos que
podemos descartar el caso Lz = 0, ya que corresponde al péndulo simple que
hemos estudiado en la seccién anterior.

En efecto, un caso en el que Lz = 0 se da si sen 5 es constante igual a 0, lo
cual significa que el péndulo esta en equilibrio estable o inestable, luego es un
caso trivial de péndulo simple. Si no se da este caso, vamos a probar que o’ es
constante igual a 0, lo cual equivale a que «a es constante, y esto se interpreta
como que el péndulo se mueve en un plano vertical, luego es un péndulo simple.

3No necesitamos este hecho, pero I es el momento de inercia del péndulo.
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En principio, lo que sabemos es que o/ = 0 siempre que sen 3 # 0, y solo
falta probar que lo mismo sucede cuando sen = 0. En efecto, si ¢y es un
instante en el que sen 3 = 0, para todo n > 0, no puede ser que sen3 = 0 en
todo el intervalo ]tg — 1/n,tg + 1/n], pues eso significaria que el péndulo esta en
equilibrio durante un intervalo de tiempo, pero si esté en equilibrio durante un
intervalo de tiempo, lo esta en todo momento. Por lo tanto, existe un instante t¢,,
tal que |t, — to| < 1/n y senB(t,) # 0, luego o/(t,) = 0. La sucesion {t,}52
tiende a tg, luego por continuidad o/ (¢,) = 0 tiende a o'(ty) = 0.

Asi pues, de aqui en adelante suponemos que L3 # 0. En particular, (6.19)
implica que sen 8 # 0 en todo momento.

Un simple célculo muestra que la energia mecanica del péndulo es

1 1
E = imv2 +mglcosf3 = 5](5’2 + % sen’ B) + mgl cos 3.

Despejando o' en (6.19) y sustituyendo en la ecuacion anterior obtenemos
2

3
— lcos f.
5T sen? 3 + mgl cos 8

1
E _ 716/2 4
2
Llamando u = cos 3, tenemos que 32 = u'2/(1 — u?), con lo que obtenemos

la ecuacion diferencial
u? = f(u), (6.20)

donde

L3

F) = 2(E — mglu)(1 — u?) — =

: (6.21)

El péndulo cénico Vamos a estudiar primeramente un caso particular de
movimiento del péndulo esférico, a saber, el caso en que 3 = 0, de modo que
éste se encuentra siempre a la misma altura.

La ecuacion (6.19) muestra que o’ ha de ser constante,
con lo que el péndulo describira una trayectoria circular ho-
rizontal con velocidad angular constante. Para calcular esta
velocidad angular o/ observamos que la velocidad del pén-
dulo se reduce a

7 =1(—a'senasen 3,0 cosasen 3,0),

y entonces es facil calcular el momento angular:

L=1Id sen 3(— cos accos B, —sen cvcos 3, sen f3).

Su derivada es .
dL 2
e = Ia'* sen f cos 5 (sen o, — cos o, 0)

y al igualar a M obtenemos las ecuaciones

la'? cos fsena = —gsen a, la'? cos B cos v = —g cos .
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De aqui se sigue la relacion
2 g
ot =——"— 6.22

lcos B’ (6.22)
que determina la velocidad angular necesaria para que el angulo § pueda man-
tenerse constante. En particular vemos que ha de ser cosf < 0, es decir, que
B > 7/2, lo que significa que el plano de giro ha de ser inferior al punto fijo O,
como era de prever. Ademas, cuando mas elevado esté el plano de giro, mayor
ha de ser la velocidad angular. El tiempo que tarda el péndulo en dar una vuelta
completa es

T:2W¢;vcam@

En principio, la condiciéon 8 = 0 que estamos imponiendo equivale a que
sea v’ = 0y, en virtud de (6.20), a que u = cos 3 sea raiz del polinomio f(u).
Terminaremos el analisis del péndulo conico demostrando que 8/ = 0 implica
de hecho que u = cos 3 es raiz doble de f(u). En efecto, la condicion f(u) =0
equivale a que
L3

7

Bajo esta hipétesis, u serd una rafz doble?* si y sélo si

2(E — mglu)(1 — u?) =

f'(u) = —2mgl(1 — u?*) — 4(F — mglu)u = 0.

Despejando E—mglu en la primera ecuaciéon y sustituyendo en la segunda vemos
que ésta equivale a que

2L%u

—2mgl(1 —u?) = =)

Ahora bien, por definicion de L3 tenemos que L3 = I?a’?(1 — u?)?, luego
esta ecuaciéon equivale a que

—mgl = Ia'?u,

que a su vez se simplifica hasta (6.22), luego, en efecto, u = cos 8 es raiz doble.
|

El caso general Las caracteristicas cualitativas del movimiento del péndulo
esférico se deducen facilmente del analisis del polinomio f(u) dado por (6.21),
que, alternativamente, podemos expresar como

2
fw) = 22 = 2y -y - 22

4En general, si ¢ es una raiz de un polinomio f(z), entonces f(z) = (z — ¢)"g(x), donde
g(c) £ 0,y f'(z) = n(x — )" g(z) + (x — c)"g’(x), luego la raiz es doble si y sélo si n > 2,
siy solo si f/(c) = 0.
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Se trata de un polinomio ctibico con coeficiente director 2¢g/l > 0, por lo que
tiende a +o00 cuando u tiende a oo respectivamente. Ademaés, recordando que
estamos suponiendo L3 # 0,

L3
f(£1) = 7 < 0
y como, segtin (6.20), para u = cos 3 ha de ser f(u) = u'?> > 0, el polinomio ha
de ser no negativo al menos en un punto del intervalo [—1,1]. Estas condiciones
hacen que la gréfica de f(u) tenga que tener el aspecto de una de las dos figuras
siguientes:

0.4 0.5
0.2 0.25

-1 07s 0.5 1 1.5
-0N25

*C,;/S
-1
Llamaremos u; < us < ug a las raices de f(u), entendiendo que dos de ellas
son iguales si se trata de una raiz doble. Mas precisamente, las condiciones que
hemos indicado implican que

—1<u; <us <1<us.

La segunda gréafica corresponde al caso u; = us. En ese caso, necesariamente
cos 8 toma el valor constante uy, luego [ es constante y se trata del caso del
péndulo conico que ya hemos estudiado. Podemos suponer, pues, que

1l <u <us <1<us.

Entonces u = cos 8 ha de oscilar periddicamente entre u; y us. En efecto,
si, por ejemplo, en un instante dado se cumple que u’ > 0, entonces u debera
crecer hasta que u/2 = f(u) se anule, lo cual sucede cuando llega a us y, como
no puede seguir adelante ni mantenerse constante (porque entonces estariamos
en el caso del péndulo cénico, lo cual no es posible porque us no es una raiz
doble de f(u)), necesariamente ha de pasar a decrecer (es decir, u’ ha de pasar
a ser negativa) hasta llegar a 41, momento en el cual debe pasar a crecer, y asi
sucesivamente.

Factorizando

() = 2 (= 1) otz = w) g — )

y comparando los coeficientes, vemos que

E
Uy + ug +u3 = —,  Uju2 + ujusg + ugug = —1.
mgl
La segunda ecuacién nos permite despejar
1+ uqus
Uz =———"—,
U1 + ug

que nos determina la tercera raiz de f(u) a partir de las raices correspondientes
a los extremos de la oscilacion.
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Pongamos que el péndulo va u; a ug en el intervalo de tiempo [0,7/2]. En
dicho intervalo (salvo en los extremos) v’ > 0, luego u(t) es creciente y podemos
considerar su inversa t(u), que, teniendo en cuenta (6.20), cumplira la ecuacion

diferencial
dt 1

du /f(u)

Separando las variables tenemos que

Y du l w du
= @ @ S/ ey e e (623)

Hacemos el cambio de variable z = \/u — uy (con lo que z varia en el intervalo

[0,\/11,2 —’U,l])Z
\/>/ 2zdz
0 z\/quuleQ (u?,fulsz)

Ahora hacemos el cambio z = /uz — u3 w (con lo que w varia en [0, 1]):

Vg — uy dw
t_\/7/ V((uz —ug) = (ug — up)w?)((us — u1) — (uz — ug)w?))
\/7 Y dw
g(ug —uy) / \/ —w?)( _% w?) _]; 0 \/(1_w2)(1—k2w2)’
donde
\/ﬂ fus =1
Uz — Uy

Ahora (6.7) implica que w = sn(pt | k), luego

2 = /uy — uy sn(pt | k?)

y, finalmente,
cos B =u = uy + (ug —uy) sn’(pt | k?). (6.24)

Esta ecuacion determina la funcion 5(t). La funcién sn tiene periodo 4K (k?),
pero sn? tiene periodo 2K . Por lo tanto, el periodo de la oscilacién es

_2K(K*) 81 2
r= P 9(“3‘“1)K(k -

Ahora falta estudiar la funcion «(t). En principio, por (6.19) tenemos que

Ls

/

= — .2
o' 0= a7 (6.25)
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luego, tomando el sistema de referencia de modo que «(0) = 0, la funcion a(t)

viene dada por
alt) _/f Lydt 5/“ du
o I=w?) I Ju (1=u?)\/f(u)

En términos de las raices de f(u) la expresion es

\/7/1“ 1 —u?) u—uf)(uz—u)(u;),—u)

y como L3 /I = /=f(1) = \/2g/1\/(1 — u1)(1 — uz)(uz — 1),
alu) = b V(L =) (1 — ug)(us — 1) "
W= ] e O

Esta integral no puede expresarse ni siquiera en términos de integrales elip-
ticas, pero, como cualquier otra integral, puede aproximarse numéricamente.

Ejemplo Vamos a estudiar el movimiento de un péndulo esférico con una varilla
de I = 1m de longitud que alcance su punto mas alto (es decir, con 5’ = 0) en
Bo = 60° y con una velocidad vog = 5m/s. En realidad la masa del péndulo es
irrelevante, pues se cancela en todas las féormulas finales, pero, por concretar los
valores de la energia, etc., podemos suponer que m = 1kg.

Entonces I = lkg'm?, E = 1muvg + mgcos By = 17.4J, la relacion
1}2 — l2(512 + 0/2 sen2 6)
nos da que ofy = 10/+/3, de donde Lz = Ia’sen? B = 51/3/2. Por lo tanto:

flu)=2 (1 — uz) (17.4 — 9.8u) — ?,
cuyas raices son u; = —0.7921, uy = cos Sy = 1/2, ug = 2.06761. De aqui se
desprende que la altitud minima del péndulo sera arccosu; = 142.38°, es decir,
37.81° respecto al semieje vertical negativo. Ademas, de aqui deducimos las
constantes

k? = 0.4518, p = 3.7433, T = 0.9699 s.

Asi (6.24) nos da las funciones S(¢) y u(t) = cos B(t):

T

1.0

Bmax

Ny

Bmin |

T/2 T 3T/2 2T
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Notemos que Bpax corresponde a la altitud minima del péndulo, pues 3 se
mide respecto del semieje vertical positivo y cuanto mayor es 8 més abajo esta
el péndulo. Ahora:

u 0.978076
alu) = [M (1 —u2) \/(u+ 0.7921)(0.5 — u)(2.06761 — u) o

La grafica de la izquierda se ha obtenido calculando numéricamente «(u)
para valores de w entre u; y us de centésima en centésima, mientras que la de
la derecha es a(t) = a(u(t)):

e

7

uq uz T/2

N
Ny

En particular,

u2 0.978076
Aa = du
w (1 —u2)/(u+0.7921)(0.5 — u)(2.06761 — u)

resulta ser Aa = 167.3°, lo que significa que, mientras el péndulo sube desde
su posicion mas baja en ¢ = 0 hasta su posicion mas alta en t = T'/2, gira
167.3° respecto al eje vertical, es decir, no llega dar una vuelta entera. La figura
muestra el arco r(t) determinado por (6.18):

En el intervalo de tiempo [T/2, T}, el valor de o vendra dado por

u2 0.978076
Aa + du
u (1 —u2)/(u+0.7921)(0.5 — u)(2.06761 — u)
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o, equivalentemente, 2Aa — a(u). Esto nos determina la funcion a(t) en todo
el intervalo [0, T, que es la que muestra la grafica de la izquierda. A la derecha
vemos el recorrido del péndulo en este intervalo:

NS

5

Ny

T/2 T

En el instante ¢t = T, el péndulo se encuentra exactamente en la misma
situacion (de posicion y velocidad) que en ¢ = 0 salvo que su posicion se ha
desplazado un angulo de 360° — 2Aa = 25.4°, es decir, que el punto de partida
no es ahora el mismo que en t = 0, sino que ha sufrido una precesidon.

A partir de ahi, el péndulo describira un arco idéntico al que hemos calculado,
salvo que estarda desplazado 25.5°, y asi sucesivamente. La figura siguiente
muestra la trayectoria hasta ¢t = 57"

Ahora vamos a probar que el comportamiento que hemos obtenido en el
ejemplo anterior no es casual, sino que siempre se produce una precesion, es
decir, vamos a demostrar que siempre se cumple que

s
5<AO{<7T7

con lo que la precesion es siempre 0 < 27 — 2A«a < 7. En principio:

12 V(1 —ur)(1 — ug)(us — 1)
Aa = du. 6.27
/ul (1—u2)\/(u—u1)(u2 —u)(uz — u) ( )
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Como1l—u?=1+u)(l—u)>1—u)y

1 < 1
Vus—u  Juz —1’

tenemos que

vz \/(17U1)(17U2)(U371)
A«
</ul (1= u)y/(u — ) (2 — w) (s — )
w2 (1—U1)(1—U2)
</ul (1= u)y/(u —un)(uz — )

Demostraremos que la tltima integral es m y esto nos dard una de las de-
sigualdades que buscamos. Por otro lado, descomponemos

1 11 +1 1
1—u2 214w 21—-4’

con lo que la integral se descompone a su vez en

1" /(=) (1 —ug)(uz — 1)
Aa == du
2/u1 (1 +u)/(u = ur)(uz — u)(uz — u)
1/"2 V=) (1 —ug)(uz — 1)
2 Juy (1= w)y/(u—ur)(ug — u)(uz — u)

Es evidente que la segunda integral es positiva, porque el integrando lo es.
Ademas, como u > —1, se cumple

+

1 1
> )
Vug—u = yJus+1

con lo que

/u2 \/1—U1)(1—U2)(U3—1) du
%/u;;T (1 +u)y/(u—up)(uz —u)

vz \/U1+1 (u2+1)(u3—|—1)
2\/U3—|— (14 u)y/(u—uy)(ug —u)
1™ (u1 +1)(uz +1)
/ul (1 +u)y/(u = ur)(uz — w)

2
donde hemos usado que f(1) = f(—1) para cambiar el numerador del integrando.

Ax

du

b

De este modo, basta probar que

/ug (A—w)(—w)du [ n+Dw+Dde (6.28)

A —uwy/(w—u)(uz—u)  Juy (1+u)y/(u—u)(uz —u)
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Las dos integrales se resuelven mediante las técnicas usuales de calculo de
primitivas, concretamente con el cambio de Euler

V(= up)(ug — u) = t(ug — u).

Explicitamente:

_w + ’U,2t2 . 2t(u2 — ul)

=112 ==t
1412 7 “ (1+12)2

En particular, la derivada de u muestra que la funcion u(t) es creciente en
[0, +00], y biyecta este intervalo con [u1,us[. Ademas:

— 1+ 21+
U2 ’Uq7 14u— U1+t( UQ)
1+¢2 1+ ¢2

Vi —ur)(uz —u) =t

Asi, por ejemplo, la primera integral se transforma en

2 /(1 +u)(l +u )/+OO dt
! 2 0 1+U1+

t2(1 + u2)
14uo
“+o0
14+u 1
:2/ %dt: liIJIrl Zarctanwliwx:w
0 1+ T—+o00 Uy
1 (i)
Igualmente se razona con la segunda integral. ]

6.7 La media aritmético-geométrica

En [ITAn| (ejemplo 1.18) vimos el método de Herén para calcular raices
cuadradas, que muestra que si partimos de dos nimeros reales 0 < b < a y
vamos calculando sucesivamente la media harmonica y la media aritmética:

2 hy + ap
ho = b, ap = a, hn+1 = 1> Ap4+1 = 72 s
he T an
obtenemos dos sucesiones monotonas que convergen a la media geométrica v ab
de los nimeros de partida. Gauss y Legendre estudiaron independientemente lo
que sucede si, en lugar de calcular medias harmoénicas y aritméticas, calculamos
medias aritméticas y geométricas:

Dados dos nimeros reales 0 < b < a, definimos sucesiones

an + g
apg=a, go=b>b an1= %, In+1 = /AnGn.

Por la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica, gn4+1 < ap41. Méas
aln, tenemos que
9g0<91<g2< - <ax<ar <ap.
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En efecto, como g, < a,, también g2 < a,g,, luego

n S VanGn = gny1 < Apyr = In ;rgn < a,.
Ademas, se cumple que
ap, — gn <27 "(a —b), (6.29)
pues
st — st < Qnst — g = —;gn —gn =2 (an — gn);

y basta aplicar n veces esta desigualdad.

Esto implica que las dos sucesiones {a,}32 o v {gn}52, no sélo convergen
por ser mondtonas y estar acotadas [I[TAn 1.16], sino que ambas convergen al
mismo limite, que representaremos por M (a, b) y que recibe el nombre de media
aritmético-geométrica de a y b.

La convergencia es muy rapida, de hecho, mucho mas rapida de lo que se
desprende de (6.29). En efecto, observemos que

2 2 _ a% + 9721 + 2angn _ (an - gn)2
an+1 - g7z+1 - 4 — ngn = 4 3
luego
a —g _ (an — gn)2 _ (an — gn)2 < (an — gn)2
s e 4(an+1 + gnJrl) 8an+2 o 8b .

Asi, si 8 > 1, tenemos que ant1 — gnt1 < (an — gn)27 por lo que el ntamero de
cifras exactas se duplica en cada paso. En general podemos tomar un N tal que
any —gn < 4b, y asi, sin > N,

(anfl - gn71)2 < (an72 - gn72)4 (anf?) - gn73)8

_ < < ...
|an — gn| < sb = (8b)1+2 = (8b)1+2+22 =
(av —gn)* " (an-—gn)* T _ 4 8b
C T (8RR A2 TN T (gpy2n N ST = 92n Vol T g2
En otros términos: N

Por ejemplo, para calcular M(1/2,1) construimos la tabla siguiente:

Qn In

1.414213562373095048802 1.000000000000000000000
1.207106781186547524401 1.189207115002721066717
1.198156948094634295559 1.198123521493120122607
1.198140234793877209083 1.198140234677307205798
1.198140234735592207441 | 1.198140234735592207439

=W N = O3
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de donde deducimos que
M(\@7 1) = 1.1981402347355922074 . . .

con todos los decimales exactos. Vemos que, como hemos anticipado, el nimero
de cifras exactas en cada paso es mas del doble de las del paso anterior.

La tabla la ha calculado un ordenador, pero aparece exactamente igual en
un trabajo de Gauss. De hecho, Gauss no solo calculo este valor, sino que se
sorprendi6é porque reconocié el resultado, y el 30 de mayo de 1799 anotd en su
diario:

He comprobado que la media aritmético-geométrica entre 1 y /2 es
7 /w hasta la undécima cifra decimal. La demostracion de este hecho
abrird sin duda una rama del andlisis completamente nueva.

Antes de fin de ano Gauss tenia dos demostraciones de un teorema general
que implica en particular el caso concreto que habia observado. Para probarlo
consideramos la integral

7T/2 1
I(a,b :/ d
(@9) 0 Va2cos?p+ b2sen? ¢ ¢

donde m = 1 — (b/a)?. En efecto,

1 1 /”/ 2 1 K(m)
0

/2
I(a,b):/o \/aQ—(aQ—bQ)sen%Sd(b:a \/l—msen2¢d¢: a

- éK(m), (6.31)

En particular,
(V2 1) = —K(1/2) /1 L =%
s = — = ——dr = —
V2 0o V1—uat 2

Por lo tanto, lo que Gauss habia constatado era que
M(V2)I(V2.1) = 3.

y lo que demostrd en general fue:

Teorema 6.17 Sia > b > 0, entonces

7'!'/2 1 T
M(a,b)/ dg =T
0 Va2cos2 o+ b2sen? ¢ 2

DEMOSTRACION: Llamemos M = M (a,b) y vamos a probar que

s

lim I(an, g,) = M
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Para ello observamos que
b? :93 ng < aiCOSQgi)—i—ngen?(b <a? < a% = a2,

n

La funcion f : [b?,a%] — [1/a,1/b] dada por f(t) = 1/4/t es continua, luego
por el teorema de Heine-Cantor [ITAn A.14|, dado € > 0, existe un § > 0 tal
que si t,t' € [b?,a?] cumplen |t — /| < 4, entonces |f(t) — f(t')] < e.

Por otra parte, si 0 < ¢ < 7/2,
laZ cos® ¢ + g2 sen® ¢ — M?| = |a? cos® ¢ + g2 sen® ¢ — M?(cos® ¢ + sen” ¢)|
< lap — M?| + [b;, — M7,
y lima,, =1limb,, = M, luego existe un ng tal que si n > ny entonces
n n
a2 cos? ¢ + g% sen® ¢ — M?| < 6,

luego, aplicando f, también |F,,(¢) — M| < e. Por lo tanto,

[ rwa- [ bas

Esto prueba que

™

/2 /2
_ M-l _ e
gé|am M'MSA cdp=".

1im I (an, g,) = —dp = —.
fm I (an, gn) . M=o

Para completar la prueba del teorema basta ver que la sucesion I(a,, gn) es
constante, y vale siempre I(a,b). A su vez, para ello basta probar que se cumple

I(a,b) = I(a1,91), ya que aplicando esto repetidamente obtenemos la igualdad
para todo n. Nos ocupamos de ello a continuacion. [

La transformacion de Landen Gauss probo6 la igualdad que necesitamos
para completar la prueba del teorema 6.17 aplicando a la integral el cambio de
variable determinado por

2a sen ¢/
a+b+ (a—b)sen2 ¢’

sen ¢ =

Aqui vamos a emplear otro debido a Landen que nos permitirda extraer més
consecuencias. El argumento no es el original de Landen, sino que es de Cayley.

Fijados dos nimeros reales a > b > 0, consideramos una circunferencia C'
de radio a; = (a+b)/2, como muestra la figura de la izquierda. Sea @ el punto
determinado por AQ = a, QB = b Llamamos d; = OQ = (a — b)/2.

Para cada dngulo 0 < ¢ < 7/2, podemos considerar el punto P que muestra
la figura de la izquierda y, a su vez, el angulo ¢1, que cumplira 0 < ¢; < .
Esto determina un cambio de variable [0, 7/2] — [0, 71].
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A

a, sen(2¢)

Para obtener expresiones analiticas entre ¢ y ¢, aplicamos el teorema del
coseno al triangulo OPQ, de modo que

QP =0Q° + 0P +20Q 0P cos2¢,

o equivalentemente:
QTQ =d? + a? + 2dya; cos 2¢.

Ahora observamos que

a? 4+ b% — 2ab a2+b2+2ab_a2—|—b2

di +ai = 1 1 B
d a—ba+b a®—-01?
ay = =
141 2 2 4 ’
luego
. 2 b2 2 b2
QP2:a + +a cos2¢ =
2 2
2 b2 2 _ b2
ot (cos® ¢ + sen? ¢) + a4 5 (cos? ¢ — sen? ¢) = a® cos® ¢ + b* sen? ¢.
Por lo tanto:
ap sen 2¢
sen ¢ ;
Va2 cos? ¢ + b2 sen? ¢
d 2
cos ¢1 1+ a1 0529 . (6.32)
\/a2 cos? ¢ + b?sen? ¢

Ahora consideremos un punto P’ cercano a P sobre la circunferencia C, y sea
P el punto en el que la semirrecta QP’ corta a la circunferencia C* de centro
@ que pasa por P (véase la figura de la derecha). Vamos a analizar el tridngulo
T = PP'P"”. Por la interpretacion geométrica de la derivada, sabemos que
cuando P’ tiende a P, la recta PP’ tiende a la tangente a C, es decir, a la recta
perpendicular al radio OP. Mé&s precisamente, la pendiente de PP’ tiende a la
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pendiente de dicha perpendicular. Similarmente, la pendiente de PP” tiende
a la pendiente de la tangente a C* por P. Por consiguiente, el angulo P de T'
tiende al angulo que forman ambas tangentes, que es el mismo que forman OP

y QP, que es m — ¢ — (m — 2¢) = 2¢ — ¢1.

Similarmente, el angulo P" tiende al angulo que forma la tangente a C* por
P con OP, es decir, tiende a 7/2. La trigonometria nos da entonces que

1

Pi = cos(2¢ — ¢1),

im =
A¢p—0 PP’

donde A¢ = ¢ — ¢ y ¢’ es el angulo asociado a P’'.

En efecto, por el teorema de los senos,

PP sen P

PP sen P’

y por el teorema del coseno

P'P7 = PP + PP — 2PP PP" cos P,
luego, llamando X = PP”/PP’, tenemos que

2p . . )
% =14+X?-2XcosP =1+ (X —cosP)? + cos® P,
sen

de donde se sigue que

Al;;go(X —cos P)? =1 —sen?(2¢ — ¢1) — cos?(2¢ — 1) = 0,

1 lim X = li P = cos(2¢ — ¢1).
uego A Aégocos cos(2¢ — ¢1)

Por otra parte, las longitudes de los arcos cumplen

—~

PP'= a12A¢, PP"=QPA¢,

y las cuerdas correspondientes son

__ A
PP’ = 2a; sen A¢, PP" =2@QPsen %,
luego
PP’ A PP Adq/2
lim — = lim sen <[/):1, lim —— = lim le.
A6=0 ppr Ap—0 A¢ A6=0 ppin AP0 Agy/2

Esto nos da que

. PP" . PP"PP PP . QP A¢
Iim —= lim ————— = lim — ——,
A¢—0 PP" 8¢=0 ppr PP ppn A¢—02a1 Ag
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luego

2 cos2 b2 sen2 & d
cos(2¢ — ¢1) = Va? cos ;éa—: sen” diibl

Finalmente, usando (6.32):

cos(2¢ — ¢1) = cos2¢ cos ¢1 + sen2¢ sen ¢ =

cos 2¢(dy + ay cos 2¢) + aj sen? 2¢ _ dy cos2¢ + a1
\/a?cos? ¢ + b2 sen? ¢ V/a?cos? ¢ + b2 sen? ¢

_ (a—0b)(cos? ¢ —sen® p) +a+b  acos® ¢+ bsen® ¢
2y/a2 cos? ¢ + b2 sen? ¢ Va2 cos? ¢ + b2 sen? o

pero, por otra parte,
ai cos” ¢1 + gi sen” g1 = af(1 — sen” ¢1) + gi sen” ¢,
o (a3 —g}aisen?2¢  a}(a’cos® ¢ + b%sen? ¢ — (af — g7)sen? 2¢)
U a2cos2p+b2sen2¢p a? cos? ¢ + b? sen? ¢
_ai(a®cos® ¢ + b”sen® ¢ — (a® + b — 2ab) cos® ¢ sen® ¢)
N a? cos? ¢ + b? sen? ¢
B a?(a? cos ¢ + b% sen* ¢ + 2ab cos? ¢ sen? ¢)
- a? cos? ¢ + b? sen? ¢
_ai(acos® ¢+ bsen? $)?
© a?cos2¢p+b2sen2¢

luego

1
cos(2¢ — ¢1) = a—lx/al cos? ¢ + g1 sen? ¢.

En definitiva obtenemos la relacion

g1

1
\/a1c0s2¢+glsen2¢: 5\/a2cos2¢+b2sen2¢ 0

(6.33)

que determina la derivada de la transformacion de Landen. Al aplicarla a la
integral I(a,b) obtenemos que

oo [ _1f
a,b) = ——
0 Va2cos2p+b2sen2¢  2.Jo /a3 cos? @ + gFsen? ¢/
| 1 (" d/
= -I(a1,g1) + 7/ =I(a1,q1),
9 (a1,91) D) /2 \/a% o2 ¢’+g% sen? ¢/ (a1, 91)

pues el cambio ¢ = m — ¢ transforma la segunda integral en I(aj,¢1), y con
esto completamos la demostracion del teorema 6.17.



6.7. La media aritmético-geométrica 409

Veamos ahora el efecto de aplicar la transformacion de Landen a la integral

/2
J(a,b) = / Va2 cos? ¢ + b2sen? ¢ d = aE(m), (6.34)
0
donde m =1 — (b/a)? (esto estd demostrado al principio de la seccién 6.1).

Partimos de (6.32):

4a? sen? ¢ cos? ¢
a?cos? ¢+ b2sen? ¢’

sen? ¢ =

Por abreviar, vamos a llamar X = a2 cos® ¢ + b? sen® ¢. Entonces

X —a? = (b* — a?) sen? ¢, X — b = (a® — b?) cos® ¢,

luego
(X —a?®)(X —b?) = —(a® — b*)?*sen® pcos® ¢ =
—(a+b)?(a — b)?sen? ¢ cos® ¢ = —4a?(a — b)? sen” ¢ cos? ¢,
luego
(X —a®)(X —b*) = —X(a — b)?sen? ¢.
Equivalentemente:

X2+ X(—(a® +b*) + (a — b)*sen? ¢y) + a®b? = 0.
Ahora observamos que
—(a® +b*) + (a —b)*sen® ¢ =
—(a® + b%)(cos? 1 +sen® 1) + (a — b)?sen? ¢ =
—((a® + b?) cos? ¢ + 2absen? ¢),

luego
X2 — X((a® 4+ b?) cos® ¢y + 2absen® ¢1) + a?b* = 0.

El miembro izquierdo es:

1 1
(X - (i(a2 +b%) cos® ¢y +absen? ¢1))? — (§(a2 +b%) cos® ¢y +absen? )% +a?b?,

luego
1
(X — (§(a2 + b%) cos® ¢y + absen® ¢))* =
1
(§(a2 + b%) cos® g1 + absen? ¢1)? — a?b?(cos® g1 + sen? ¢)? =
1
Z(a2 + b%)% cos* ¢y + ab(a® 4 b?) cos? ¢ sen? ¢y + a?b? sen ¢,

—a?b? cos? g1 — a®b? sen? g1 — 2a%b% cos® ¢y sen” ¢ =
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1
Z(GQ —b?)2cos* ¢y + ab(a — b)? cos? ¢y sen? 1 =

1
(a — b)? cos® ¢>1(1(a +b)? cos® ¢y + absen® ¢) =

= 4d? cos® ¢1(a? cos® g1 + g3 sen’ ¢y).
Asi pues

1
X =a?cos® ¢+ b?sen’ ¢ = 5((12 + b%) cos® ¢y

+absen? ¢1 + 2d; cos ¢y \/af cos? g1 + g2 sen? ¢y =

1
§(a2 + b%) cos® g1 + g% sen? ¢y + 2d; cos ¢y \/a% cos? g1 + g2 sen? ¢y =

2(a? cos? ¢y + gisen? ¢1) — g% + 2d; cos ¢ \/a% cos? g1 + g% sen? ¢;.
Equivalentemente:
a® cos? ¢ + b?sen? ¢

Va3 cos? ¢y + g7 sen? ¢y B

2
9i/2
2 \/a2 cos? g1 + g2 sen? ¢y — +dicosy | .
( ! ! Va3 cos? ¢y + g7 sen? ¢y
El primer miembro es
Va2 cos? ¢ + b2 sen? ¢

Va2 cos? ¢ + b2sen? ¢

VaZcos? gy + gZsen ¢y

por lo que (6.33) nos da la relacion final:

\/a2 cos? ¢+ b2sen2 pdop =

9i/2
Va3 cos? g1 + g3 sen? ¢,

Por consiguiente, el cambio de variable ¢(¢1) nos da que

<\/a% cos? g1 + g? sen? ¢y — + dq cos gz51> dor.

T P dor
J(a,b :/ \/a2c032 + g?sen2 ¢ d —g—l/ )
(a,b) ; i o1+ 91 ¢1ddy 2 Jo JalcoRon T giso b

Descomponiendo cada integral en suma de las integrales en los intervalos [0, 7/2]
y [7/2,7] y aplicando el cambio ¢1 = 7 — ¢ obtenemos que

J(avb) = 2J(a17g1) - g%l<a‘17gl)-

De aqui deducimos la féormula siguiente:
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Teorema 6.18 Dados nimeros reales 0 < b < a, definimos las sucesiones

ay=a, go=0>b, dy=+a%— b2,
an +9 an — g
an+1 = z B) n7 In+1 = v/ Angn, dnt1 = = D) == a’gl-‘rl _9121+1-
FEntonces

/2
/ Va2 cos? ¢ + b2 sen2 ddg =
0

do 2 = 9j-1g2
a® — 2070 ds | .
V/a?%cos? ¢ + b2 sen? ¢ ( jgo ’

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta que I(a,b) = I(a1,g1), la relacién que
acabamos de obtener implica que

J(ao, go) — agl(a,b) = 2(J(ar, 01) — ail(a,b)) + I(a,b)(2ai — a® — gi).

Pero 1 1
20 — a - gf = —2(a — 1) =~k
luego
J(ao, g0) — agl(a,b) =2(J(a1,91) — a3l(a,b)) — fdgl(a,b).

Aplicdndolo a a,, y g, obtenemos que

1
J(anagn) - aq%-[((% b) = Z(J(anJrlv gn+1) - a721+11(a7 b)) - idi-[(av b)

Razonando por induccién concluimos que

J(a,b) — a®I(a,b) = 2"(J(an, gn) — azl(a,b)) — 51(a,b) > 27d}.

=0

Ademas,

J(an, gn) — ay1(a,b) / Va2 cos? ¢ + g2 sen? ¢ do

/ —a2)sen® ¢
Va2 c082¢+gnsen2¢ \/a cos2¢>+gnsen2¢
luego
g
2" J(an, g —n) — a21(a,b) <2”/ & d
[ (an,g —n) — a2T(a,b) JGQC%QM%SQM 6
1

= 2n<ai - gi)[(an,gn) = 2"(an — gn)(an + gn)I(a,b) < KW

para todo n por encima de un cierto N, por (6.30).
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Esto implica que

lim 2" (J(an, g — n) — a2l(a,b)) =0,

luego
J(a,b) —aI(a,b) = —51(a,b) Y- 27d7,
j=0
de donde se sigue inmediatamente la férmula del enunciado. ]

Aunque en la demostracion ha resultado mas natural, en la practica no es
eficiente calcular d,, 41 dividiendo a,, — g — n entre 2 para luego multiplicar d?
por 271, Si omitimos la division, hay que dividir 2/~ "d? entre 4, luego tenemos
el enunciado alternativo:

Teorema 6.19 Dados numeros reales 0 < b < a, definimos las sucesiones

ag=a, go=0>b, dy=2vVa?—-10b%

an + 9
an+41 = %7 In+1 = \/AnGn, dpy1 = an — Gn.

Entonces

w/2
/ Va2 cos? ¢ + b2sen? pdp =
0

/2 d(b oo
/ a’ =Y 273d2 ).
0 \/a%cos? ¢+ bZsen? ¢ j=0

En términos de K y E, teniendo en cuenta que, segun (6.31), (6.34),

J(a,b) = aE(m) I(a,b) = K(m)/a, m=1-(b/a)?

y tomando ag = 1, go = V1 — m, dy = 2+/m, la relacion es

Jj=

E(m) = K(m) (1 -5 2J‘—3d§.> .

Asi pues, si 0 < m < 1, una de las formas mas rapidas de calcular las
integrales elipticas de primera especie es mediante las sucesiones:

™ 71' ™
K :I].\/].* :—:1‘11]7:1'1’1]7
(m) ( 7 m) 2M (17 \% 1- m) ln 2an ln 2971’

mientras que las integrales elipticas de segunda especie pueden calcularse como

Blm) = (0, VI=m) = g1 = 2, 276) -

lim 2i(1 — Y2 3E) = lim (1 - ) 23d2).
. T P
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Ejemplo La tabla siguiente muestra el calculo de K(3/4) y E(3/4):

gn n

0.50000000000000000000 1.0000000000000000000
0.70710678118654752440 0.75000000000000000000
0.72823765756098513043 0.72855339059327376220
0.72839550696977747310 0.72839552407712944631
0.72839551552345340948 0.72839551552345345971
0.72839551552345343459 0.72839551552345343459

K(m)

1.5707963267948966192 3.1415926535897932385
2.0943951023931954923 2.2214414690791831235
2.1560483378105888854 2.1569831091347438635

2.1565156221753028830 2.1565156728239840340
2.1565156474996431611 2.1565156474996433098
2.1565156474996432354  2.1565156474996432354

E(m)

0.98174770424681038702 1.9634954084936207740
1.1780972450961724644 1.2495608263570405070
1.2107938107304695835 1.2113187596909759615

1.2110560133468180814 1.2110560417901037433
1.2110560275684594831 1.2110560275684595666
1.2110560275684595248  1.2110560275684595248

G W~ OS|[Uh W R OISk wo ~ oS

En el ejemplo tras el teorema 6.2 calculamos E(3/4) usando el desarrollo en
serie de potencias. Vemos que la convergencia de las sucesiones que acabamos
de obtener es mucho mas rapida. Soélo con cinco iteraciones conseguimos 15
decimales exactos. m

Uniendo varios de los resultados que hemos obtenido resulta una sucesion
que converge a ™ muy rapidamente:

o 4M?(1,1/V2)

~ (6.35)
1- 3 20142
j=1
En efecto, tenemos que
K1/2)=—"  B(1/2)-= T (1- 3 23
] )

2M(1,1/v2) 2M(1,1/v/2) =
donde la sucesion d; viene dada por el teorema 6.19, de modo que en particular
d% = 2. Por otra parte, la relacién de Legendre 6.6 nos da que
o
=3

Sustituyendo las expresiones precedentes y simplificando m, queda

2K(1/2)E(1/2) — K*(1/2)

2w X i T 1
4M2(1,1/\/§)(17]§02 3'd?)lez\ﬂ(m/ﬂ) 2’
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de donde
™ <2 - Z:O 247“1d§> =4M?(1,1/V?2)

J=

y, como d3 = 2, el primer término de la suma vale 1 y llegamos a (6.35). Asf
pues:

Teorema 6.20 Siag =1, go = 1/v/2,

ap + g
ant1 = — > =, In+1 = /OnGn, dpt1 = ap — Gn,
entonces )
4a
n _ i—1 92
1 721 23 dj

La tabla siguiente ilustra muestra la velocidad de la convergencia: a la cuarta
iteracion obtenemos ya 20 cifras decimales exactas y a la quinta 42:

a1 | 0.85355339059327376220042218105242451964241796884424

g1 | 0.84089641525371454303112547623321489504003426235678

s1 | 0.08578643762690495119831127579030192143032812462305
x1 | 3.1876726427121086272019299705253692326510535718594

az | 0.84722490292349415261577382864281970734122611560051

g2 | 0.84720126674689146040363145369335239796398101361200

sz | 0.08610683567639737162109343907794333391179532051109
T2 | 3.1416802932976532939180704245600093827957194388154

asz | 0.84721308483519280650970264116808605265260356460626
g3 | 0.84721308475276536670429805177990207039211065605945

s3 | 0.08610683791107274919571249224164455099320272044588
z3 | 3.1415926538954464960029147588180434861088792372613
ayq | 0.84721308479397908660700034647399406152235711033285

ga | 0.84721308479397908660599790049038921144053485858626

s4 | 0.08610683791107274925006675490463332677644846160314
T4 | 3.1415926535897932384663606027066313217577024113424
as | 0.84721308479397908660649912348219163648144598445956

gs | 0.84721308479397908660649912348219163648144583619433

s5 | 0.08610683791107274925006675490463332677646453997034
T5 | 3.1415926535897932384626433832795028841971699491647




Capitulo VII

Introduccion al analisis
complejo

En la definicién de derivada 1.1 consideramos el caso de funciones definidas
en un abierto del plano complejo C, y en la seccién 1.2 vimos que las reglas
bésicas para el calculo de derivadas valen igualmente para funciones de variable
compleja. Sin embargo, aparte de haber probado estos hechos basicos, hemos
trabajado exclusivamente con funciones de variable real. En este tltimo capitulo
presentamos los aspectos béasicos del calculo diferencial e integral con funciones
de variable compleja. Veremos que éste dista mucho de ser una mera generali-
zacion del caso real, sino que involucra ideas nuevas que le dan un caracter muy
diferente. Mas concretamente, veremos que este “caricter” deriva en tltima ins-
tancia de un teorema nada trivial debido a Cauchy con el que, entre otras cosas,
justificaremos el calculo que hizo Euler de las integrales de Fresnel discutidas
en la introducciéon a raiz de su estudio de la espiral de Euler. Primeramente
derivaremos sus ecuaciones:

La clotoide Del mismo modo que la eléstica rectangular estd determinada
por el hecho de que su curvatura es proporcional a su altura, la clotoide, o
espiral de Euler, estd determinada por que su curvatura es proporcional a su
longitud (compérese con el hecho de que —segtun hemos visto— la curvatura de
la espiral de Bernoulli es inversamente proporcional a su longitud).

Si 7(s) = (z(s),y(s)) es una curva parametrizada por el arco, entonces el
vector ¥ = (2'(s),4/(s)) tiene norma 1, luego coincide con el vector tangente
unitario 7(s) = (cos ¢(s), sen ¢(s)), luego

7 = (—sen ¢, cos ¢)¢’,
luego, por la propia definiciéon de curvatura,

=/
L
v

415
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Que la curvatura sea proporcional a la longitud significa (midiendo la lon-
gitud desde el punto de curvatura 0) que se cumple la relaciéon s = a?x, donde
hemos llamado a? al factor de proporcionalidad. Equivalentemente, s = a2¢’,

de donde

82

¢=573
donde hemos introducido la condicion ¢(0) = 0, que significa que, en el punto
de curvatura 0, la tangente es horizontal. Esto no es ninguna restriccién, sino
que puede conseguirse sin mas que girar la curva. Asi pues, tenemos que

82 2

s
ronN
(glc,y)f(cosﬁ,senfw2

);

luego integrando llegamos a que

S ’LL2 S U2
T = cos — du Y= sen — du.
2a2 2a?
0 a 0 a

El cambio de variable v = v/2at nos da

s/\/ia s/\/ia
T = \/ﬁa/ cost? dt, Y= \/ﬁa/ sent? dt.
0

0

Esta es la parametrizacion por el arco de la clotoide, cuya forma es la que se
muestra en la introduccion, y el polo alrededor del cual “se enrolla” es

+oo —+oo
V2a </ cos t? dt,/ sent? dt> .
0 0

En este capitulo probaremos que las integrales valen /7/8, con lo que el
polo de la espiral es
VT

(7a, Ta).

Pero para llegar a esta conclusién necesitamos adentrarnos en el calculo
diferencial e integral con funciones de variable compleja.

7.1 Funciones holomorfas

Consideremos una funcién f : A C C — C definida sobre un abierto A en
el plano complejo. En 1.1 hemos definido lo que significa que f sea derivable en
un punto z € A. Si f es derivable en todos los puntos de A se dice que f es una
funcién holomorfa' en A. Las funciones holomorfas en C se llaman funciones
enteras.

1El término fue introducido en 1875 por Charles Briot y Jean-Claude Bouquet, dos alumnos
de Cauchy, y significa “de forma entera”, porque antiguamente se llamaba “funciones enteras”
a los polinomios, y las funciones holomorfas presentan muchas propiedades analogas las de los
polinomios.
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Notemos que “holomorfa” no es sinénimo de “derivable” porque la derivabili-
dad tiene sentido en un punto, mientras que la holomorfia exige la derivabilidad
en todos los puntos del abierto. Cuando se habla de una funcién holomorfa en
un punto zg, hay que entenderlo como que la funcién es holomorfa en un abierto
que contiene a zg.

El teorema 1.5 (que hemos probado para funciones reales y complejas) mues-
tra que la suma y el producto de funciones holomorfas en un abierto A es también
una funcién holomorfa, asi como el cociente si el denominador no se anula. En
particular, todo polinomio es una funcién entera y, por ejemplo, la funcion 1/z
es holomorfa en C\ {0}, pues en este abierto es cociente de funciones holomorfas
que no se anulan.

En la seccion 1.2 hemos visto también que las funciones e*, sen z y cos z son
enteras, y que cualquier logaritmo continuo log z definido en un abierto de C es
una funcién holomorfa con derivada 1/z.

Tenemos probado que las reglas de derivacion de sumas, productos, cocientes,
as{ como la regla de la cadena 1.6 se pueden aplicar igualmente a funciones de
variable compleja. Por ejemplo, la derivada de sen 23 es 322 cos 22, etc.

Cada ntimero complejo z = x+yi € C puede identificarse con el par (z,y) de
numeros reales, por lo que podemos considerar a la funcion f como una funciéon
f:AcR? — R2 Esto nos permitira relacionar el concepto de derivacion
compleja con la teoria sobre funciones diferenciables que hemos estudiado en
el capitulo V. Por ejemplo, la funcién f(z) = 22, definida en A = C, puede
expresarse como

flz,y) = (z+yi)® =2 — y? + 22yi = (2% — ¢°, 22y).

Las funciones coordenadas que en la definiciéon 5.14 llamabamos fi y fo son
en este contexto la parte real y parte imaginaria de la funcion f, que representa-
mos por Re f,Im f : A C R? — R. En nuestro ejemplo son Re f(z,y) = 22 —1?2,
Im f(x,y) = 2zy. Es claro entonces que

df (z,y) = 2z dx — 2y dy, 2y dz + 2x dy)
0, més explicitamente,

df (z,y)(v) = (2zv1 — 2yva, 2yvy + 2203).
Si expresamos esto en términos de ntimeros complejos, tenemos que
df (2)(v) = 2zv1 — 2yvas + (2yv1 + 22v2)i = (27 + 2yi) (v1 + vai) = 22v = f'(2)v.

Vemos asi que df(z), que en principio es una aplicacion lineal R? — R2, no

es cualquier aplicacién lineal, sino la que se calcula sobre un v € R? multipli-
candolo por f’(z) = 2z. No todas las aplicaciones lineales de R? en si mismo

pueden expresarse como el producto por un nimero complejo fijo, y resulta que
esto caracteriza a las funciones derivables en sentido complejo:
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Teorema 7.1 Una aplicacion f : A C C — C definida en un abierto A, es
derivable en un punto z € A si y sdlo si, vista como f : A C R?2 — R2?, es
diferenciable en z y su diferencial es de la forma df (z)(v) = cv, para cierto
ceC, yen tal caso f'(z) = c.

DEMOSTRACION: Si f es derivable en z, llamemos ¢ = f/(z) = a+bi. Segin
la definicion 1.1, esto significa que existe

i £~ )

=c
v—0 v
0, equivalentemente,
z — f(z) —cv
i JETV) —F() _o.
v—0 v

Aqui hay que tener en cuenta que v = vy + vai = (v1,v2) es un nimero
complejo, cuyo valor absoluto como nimero complejo coincide con su norma
como elemento de R?, es decir, [v| = ||v|| = y/v] + v3. El cociente v/||v| tiene
norma 1, luego esté acotado, y el producto de una funcién acotada por otra que
tiende a 0, tiende también a 0, luego, multiplicando la igualdad anterior por
v/||v]| obtenemos que

Si llamamos ¢ : C — C a la funcion ¢(v) = cv, tenemos que

Lo S0 = () = 6(0)

v=0 [[o]]

~0. (7.1)

Notemos que ¢ es una aplicacion lineal. Concretamente,
d(v) = (a4 bi)(v1 + vai) = avy — bug + (ave + buy)i = (avy — bug, buy + avs).
El limite anterior equivale a los limites

o BEHY) = AE =) o alz 1) = ol2) — 6a(0)

v—0 [[o]] v—0 o]l

=0 (7.2)

que afirman que las funciones f; = Re f y fo = Im f son diferenciables en z en
el sentido de la definicién 5.1, con diferenciales ¢ y ¢, lo cual a su vez implica
que f es diferenciable en z en el sentido de la definicion 5.14, y que su diferencial
es

df (2)(v) = ¢(v) = f'(2)v.

Reciprocamente, si f es diferenciable en z y df(z)(v) = cv, para cierto ni-
mero complejo ¢ = a + bi € C, llamando ¢(v) = cv, tenemos que f1 y fa
son diferenciables en z con diferenciales ¢1 y ¢2, lo cual equivale a que exis-
ten los limites (7.2), lo cual a su vez equivale a que existen los limites (7.1), y
prosiguiendo el razonamiento anterior en sentido inverso llegamos a que existe

fl(z) =c u
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Como ya hemos sefialado, no todas las aplicaciones lineales ¢ : R? — R?
son de la forma ¢(v) = cv, para cierto ¢ € C. Tal y como hemos visto en la
demostracion del teorema anterior, para que ¢ sea de esta forma, con ¢ = a+ bi,
su expresion tiene que ser

o (v) = (avy — bug, bvy + avy)

0, equivalentemente, su matriz asociada tiene que ser de la forma

(5 2)

(mientras que los coeficientes de una aplicacion lineal arbitraria son cuatro na-
meros reales arbitrarios). Ahora, si una funcion f : A C C — C es diferenciable
en un punto z € A, la matriz de df(z) es la matriz jacobiana

ORef Olmf
ox ox
JI=1 9Ref ommf |
Jy dy

luego el teorema anterior puede reformularse como sigue:

Teorema 7.2 Una funcion f : A C C — C definida en un abierto A es
derivable en un punto z € A si y solo si es diferenciable en z y satisface en
dicho punto las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

ORef 9lmf  9Ref  dlmf

or y 0y or
En tal caso of
/ —_
En la ultima igualdad hay que entender que
of ORe f Olm f _8Ref+8lmf.
oxr or = Oz - Oz or
of ORef Olm f _6Ref+8lmfz_
dy Oy = Oy Oy oy
Con esta notacion, las ecuaciones de Cauchy-Riemann se pueden expresar
en la forma
o5 _ 01
oy Oz’

Ejemplo: La conjugaciéon compleja La conjugacién compleja es la aplicacion
f:C — C dada por f(z,y) = (x,—y), luego
ORe f ORe f Olm f Olm f
= 1’ = 07 = 07 =
or dy or dy
Claramente, no se cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, luego la conju-
gacién no es derivable en ningin punto. m

—1.
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Ejercicio: Probar que las funciones Re(z,y) = z, Im(z,y) = y no cumplen las
ecuaciones de Cauchy-Riemann, luego no son derivables en ningin punto.

Ejemplo La funcién f(z) = |z|?> = 22 + y? solo es derivable en 0. En efecto,
es diferenciable en todo R?, pero
ORe f ORe f Olm f OlIm f
= 2[1:7 = y7 = 07 =
oz Jy Ox y
luego las ecuaciones de Cauchy-Riemann solo se cumplen en (0,0). Asi pues,

f(2) es derivable en z = 0, pero no es holomorfa en dicho punto, ya que no es
holomorfa en ningin abierto que lo contenga. "

0,

Interpretacion geomeétrica de la derivada La interpretacion geométrica
de la derivacién compleja no es tan relevante como en el caso real. De la propia
definicién se sigue que si una funciéon f es derivable en un punto zg, entonces,
para todo v suficientemente pequeno,

f(z0 +v) = f(20) + f'(z0)v

o, llamando z = zy + v, para todo z suficientemente proximo a zg se cumple que

f(2) = f(z0) + f'(20) (2 — 20).

Consideremos por ejemplo f(z) = 2%y 29 = i,

de modo que
f(20) = -1, f'(20) = 2i. 69

La figura muestra una circunferencia centrada en 05
zp con radio 0.2 y uno de sus didmetros. Al apli-
carle z — z—2zp obtenemos una circunferencia del ‘
mismo radio centrada en 0 y su diametro horizon-
tal. El efecto de multiplicar un nimero complejo _
por f'(z9) = 2i es duplicar su modulo y sumar -05
m/2 a su argumento, es decir, girarlo 90°. Asi pues, al aplicar z — 2iz a la
circunferencia de centro 0 obtenemos una circunferencia de radio doble y su dié-
metro vertical en lugar del horizontal, y si finalmente aplicamos z — f(zg) + 2z
obtenemos una circunferencia del mismo radio con centro —1 (y su didmetro
vertical).

La figura muestra estas transformaciones y también el resultado de aplicar
z — 22 a la circunferencia y el didmetro iniciales. Vemos que el resultado es
aproximadamente el mismo, y la aproximacién seria mucho mayor si tomaramos
radios cada vez menores.

En general, el efecto de aplicar f a puntos z cercanos a zy es aproximada-
mente el que resulta de girar z un angulo igual al argumento de f’(zp), aplicar
una homotecia de centro zy y radio |f/(z0)| y trasladar el resultado suméndole

f(Zo) | |
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7.2 La integral curvilinea

Generalizamos ahora el concepto de integral para funciones de variable com-
pleja. Vamos a definir una integral andloga a la integral sobre una curva que
hemos usado para definir el concepto fisico de “trabajo”’. Previamente conviene
definir la integral de una funcién con valores complejos definida en un intervalo
real:

Definiciéon 7.3 Sea h : [a,b] — C una funcion continua. Definimos
b b b
/ h(t) dt = / Re h(t) dt + i / Tm h(t) dt.

Notemos que si h : [a,b] — R la definicion anterior se reduce a la integral
usual de una funcion real. El teorema siguiente recoge las propiedades basicas
de las integrales complejas.

Teorema 7.4 Se cumple:
a) Sihy, hy:[a,b] — C son continuas y oy, as € C, entonces

b b

/b(alhl(t)+a2h2(t))dt_a1/ hi(t) dt+a2/ ha(t) dt.

a a

b) Sih:a,b] — C es continua y a < ¢ < b, entonces

/abh(t)dt/ach(t)dtJr/cbh(t)dt.

¢) Sih:e,d — C es continua y p : [a,b] — [c,d] es biyectiva, derivable y
con derivada continua, entonces

p(b) b
h(t)dt = hip(s))p'(s)ds,
/p(a) (0 / (0(5))'(5)

con el convenio de que invertir los limites de integracion equivale a cambiar
el signo a la integral.

d) Sih:la,b] — C es continua, entonces

/abh(t) dt| < /ab|h(t)|dt.

DEMOSTRACION: Para probar las tres primeras afirmaciones se separa la
parte real de la parte imaginaria segin la definicién de integral compleja, se
aplica la propiedad correspondiente de integrales reales y se vuelven a agrupar
los sumandos. Veamos la cuarta propiedad.
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Si f; h(t) dt = 0 el resultado es obvio. En otro caso sea

I?h(t) dt‘
=—-———¢cC.
J, h(t)dt
Asi

/a " o) e

pero como se trata de un namero real, la segunda parte ha de ser nula, luego

/ab h(t) dt

donde hemos usado que, en general, Re z < |z|, asi como que |a| = 1. "

za/abh(t) dt = /abah(t) dt = /abRe(ah(t))dt—H' /abIm(ah(t))dt,

/bRe(ah(t))dt§/b|ah(t)|dt/b|h(t)|dt

Ahora ya podemos introducir la integral curvilinea que necesitamos:

Definicién 7.5 Sea ¢ : [a,b] — C un arco derivable y f : ¢* — C una
funcién continua (donde ¢* C C es la imagen de ¢). Definimos la integral
curvilinea de f a lo largo de ¢ como

b
[10a= [ 1w
[ a

Antes de ver ejemplos conviene probar algunos hechos elementales:

Teorema 7.6 La integral curvilinea cumple las propiedades siguientes:

a) Sea ¢ un arco, sean f, g: ¢* — C continuas y o, § € C. Entonces
[ @@+ sa@dc =a [ fcrac+ 5 [ ¢ de.
¢ @ ¢

b) Si el arco v se obtiene del arco ¢ mediante un cambio de pardmetro® y
f:o" — C es continua, entonces

/¢ Q) de =+ /w £(Q)dc,

donde el signo es el de la derivada del cambio de pardmetro.

c) Si ¢ es un arco de longitud L(¢), f: ¢* — C es continua y |f(2)| < M,
para todo z € ¢*, entonces

] G d<| < L(6)M.

2Vease la definicion 2.15.
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DEMOSTRACION: a) se sigue inmediatamente de la definicion.

b) Sean ¢ : [a,b] — Cy ¢ : [¢,d] — C. Sea p : [a,b] — [c,d] creciente
biyectiva, derivable y con derivada continua tal que ¢(t) = ¥ (p(t)). Entonces

/ Q) d¢ = / '(s)ds = / FW () (1)) o' (t) dt

:/af(cb 1) dt = /f

Si p es decreciente (es decir, si tiene derivada negativa), al hacer el cambio de
variable obtenemos la integral de b hasta a, y al invertir los extremos aparece
un signo negativo.

c) Sea ¢ : [a,b] — C. Entonces

\ /¢ £(©) dc‘

f(d)( s)ds

</|f )| 1¢/(s)] ds

M/|¢ )| ds = L(¢) M .

Conviene destacar la propiedad b): la integral curvilinea no depende real-
mente de la parametrizacion del arco sobre el que integramos (pero si de su
sentido, puesto que parametrizaciones con sentidos opuestos dan lugar a inte-
grales con signos opuestos).

IN

Ejemplo: Segmentos Dados dos ntumeros complejos zg y 21 (no necesaria-
mente distintos), definimos el segmento [zo, z1] : [0, 1] — C mediante

[2’0, Zl](t) = (1 — t)Zo +tz.

1
/ F(Q)d¢ = / F(L— )20 + t20) (21 — 70) di.
[ZO;ZI] 0

En particular, si zg < z; son numeros reales, separando la parte real y al
imaginaria y aplicando el cambio de variable z = (1 — t)zg + t2z1 obtenemos que

/[] rodc = [ f(w) da

y si f toma tunicamente valores reales, se trata de la integral usual que ya
teniamos definida. Asi pues, la integral curvilinea generaliza a la integral usual
de funciones de variable real.

En general, el cambio de parametro ¢’ = 1 —t transforma el segmento [z, 21|
n 21, 20], luego el apartado b) del teorema anterior implica que

/[} Q) d¢ = — /[] F(¢)dc.
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Observemos también que la longitud de un segmento es, como cabia esperar:

1 1
L([Zo,Zl]) = / |[Z(),Zly| dt = / |Zl — Zo| dt = ‘Zl — Zo|.
0 0

Veamos un ejemplo concreto de célculo de una integral sobre un segmento:

1
0

' 1
2d¢ = - )2 (i — = _ 2 ) B )
/MC dC—/O (1 —t+t)°(i - 1) dt /( 1+2t)dt+z/0 (1—4t+2t%) dt

1 1 .
2.4 ) 9 2.4 1 1. 1414
=|—t+ 7| 4 |t—2t"4+ =t = 1
{ 3 }o [ 3 1o 33 3
Hemos hecho este calculo para ilustrar las definiciones, pero a continuacion
vamos a ver que la regla de Barrow es valida para integrales curvilineas, de

modo que la integral puede calcularse asi:

310 1 1+
2d = _— :J——:— .
Cde =13 ., 3 3 3 .

(1,7]

Para probar la regla de Barrow conviene demostrar antes lo siguiente:

Teorema 7.7 Sea f: A C C — C una funcion holomorfa en un abierto A que
tenga primitiva F: A C C — C, es decir, que F' es una funcion holomorfa tal
que F' = f. Si ¢ : [a,b] — A es un arco, entonces la funcion v : [a,b] — C
dada por ¢ (t) = F(¢(t)) también es un arco con derivada ' (t) = f(&(t))¢'(t).

DEMOSTRACION: Vamos a aplicar la regla de la cadena 5.12 a ¢ y a las
funciones coordenadas F} y F> de F'. La conclusion es que las funciones coor-
denadas 1, : Ja,b] — R son diferenciables y

dip; (1) (v) = dF;((1))(de1(8)(v), dpa(t)(v))-

Notemos que, como ¢; es una funcion derivable, su diferencial es simplemente
do;(t)(v) = ¢ (t)v, luego ¢ (t) = dg;(t)(1). Igualmente, que vb; sea diferen-
ciable equivale a que sea derivable, y se cumple la misma relacién, luego, para
v = 1, la igualdad anterior se reduce a

¥5(t) = dF;(6(6) (¢ (1))-

Combinando estas igualdades para j = 1,2 queda

W(t) = dF(6()(4'(1)).

Por ultimo, como F es holomorfa, dF(¢(t)) es la aplicacion que actia multi-
plicando por F'(¢(t)) = f(#(t)), luego la igualdad anterior equivale a la del
enunciado. L]

En particular, este teorema afirma que los arcos definidos por primitivas de
funciones holomorfas se pueden derivar con las reglas usuales de derivacion de
funciones. Por ejemplo, si 9(t) = sent?, podemos aplicar el teorema anterior a
la funcién F(z) = sen 22 y al arco ¢(t) = ¢, con lo que ¢'(t) = 1, y la conclusién
es que 9’ (t) = 2t cost?.
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Teorema 7.8 (Regla de Barrow) Sea f : A C C — C una funcién holo-
morfa en un abierto A que tenga primitiva F': A C C — C, es decir, que F' es
una funcidn holomorfa tal que F' = f. Si ¢ : [a,b] — A es un arco, entonces

[ 7€ dc = Fio) ~ Fioe)
En particular, si ¢ es un arco cerrado (es decir, si ¢(a) = ¢(b)), entonces
[ 1©a—o.
¢
DEMOSTRACION: Por definicion
b
[1od= [ remsna
¢ a

y por el teorema anterior el integrando es la derivada de F'(¢(t)), que es continua
en [a,b], porque lo es ¢ y F también es continua en la imagen de ¢, luego
separando la parte real de la imaginaria y aplicando la regla de Barrow para
integrales reales, obtenemos la conclusion. m

Ejemplo: Circunferencias Es costumbre representar mediante

/|Z_ZO|—T 7() dc

la integral sobre el arco cerrado ¢ : [0,27] — C dado por ¢(t) = 2o + re®.

En realidad, como la parametrizacion es irrelevante, podemos tomar también
el arco ¢ : [0,1] — C dado por ¢(t) = zy + re?™, o cualquier otro que recorra
en sentido positivo la circunferencia de centro zg y radio r. Explicitamente:

2m

/ f(¢)d¢ =ir f(zo + eM)edt.
|z—zo|=T 0
Por ejemplo

1 27 1 . 27
/ d¢ = / — reidt =i dt = 2mi. (7.3)
| o ret

z—zg|=Tr C — 20 0

Este ejemplo es interesante porque muestra que la funcion continua 1/(z—zp) no
tiene primitiva en C\ {zo}, ya que si la tuviera, la integral tendria que anularse,
por la regla de Barrow. m

Es interesante entender por qué la funcién 1/(z — zg) no tiene primitiva en
C\ {#0}. Por simplificar vamos a tomar zo = 0.

Tras el teorema de la funcién inversa 1.8 hemos visto que existen ramas
uniformes holomorfas del logaritmo log, : H, — C, donde H, es el plano
complejo menos la semirrecta formada por el 0 y los puntos de argumento «, de
modo que log,, z es el tnico logaritmo de z con parte imaginaria en o, a + 27].
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Ademss, log’,(2) = 1/z, de modo que la funciéon 1/z tiene primitiva en cual-
quier abierto que resulte de quitarle al plano complejo una semirrecta arbitraria
de origen en 0, pero si los puntos de dicha semirrecta tienen argumento «, enton-
ces, cuando nos aproximamos a uno de sus puntos (no nulo), la parte imaginaria
de la primitiva log,, z tiende a o 0 a a + 27 segin por qué semiplano nos acer-
quemos, por lo que no es posible extenderla de forma continua a ninguno de sus
puntos.

Consideremos concretamente los logaritmos log_ . /2 Y 10g:/5. El primero
esta definido salvo en el semieje imaginario negativo y proporciona logaritmos
con parte imaginaria entre —7/2 y 37/2, mientras que el segundo salvo en el
semieje imaginario positivo y proporciona logaritmos con parte imaginaria entre
/2y 5m/2.

Ahora consideremos la circunferencia ¢(t) = ret, para 0 <t < 27. Podemos
partirla en dos semicircunferencias, ¢ y ¢2, la primera con pardmetro 0 <t¢ < m
y la segunda con parametro m < t < 27. Claramente,

Jute= foeser e

pues al expresar la integral como una integral en [0, 27], simplemente tenemos
que partirla en suma de una integral en [0,7] y otra en [rm,27], y éstas son
el miembro derecho. La primera integral la podemos calcular con la regla de
Barrow usando log_ /5 z como primitiva del integrando.

En efecto, la funcion log_ ., z estd definida salvo en
el semieje imaginario negativo, luego esta definida sobre
toda la semicircunferencia ¢;. Por lo tanto:

1 : }
/ —d¢ =log_, o(—1) —log_. »(r) o A

¢

=logr +im —logr = im. g

Similarmente, la integral sobre ¢, se puede calcular usando la primitiva
log, /5 z, y el resultado es

1
/ c d¢ =log, jo(—7) —log, o(r) = logr + 2mi — logr — im = im.
2

Por consiguiente, la suma de ambas integrales es 2mi, como ya habiamos
calculado directamente. El resultado no es 0 porque no podemos usar la misma
primitiva para calcular las integrales sobre cada una de las semicircunferencias.

Un argumento alternativo que requeriria mas trabajo para plasmarlo con
rigor, pero que es ilustrativo, consiste en considerar el logaritmo log, z, que esta
definido salvo en el semieje real positivo y proporciona logaritmos con parte
imaginaria entre 0 y 2. Podemos usarlo para calcular la integral sobre el arco ¢,
que resulta de restringir ¢ al intervalo [e, 2m — €], para cualquier 0 < € < 7. El
resultado es

1 ) )
/ c d¢ = logy (re'?™=9) —log, (re'®) = log r+ (21 — €)i — log T — ie = 27i — 2ei.
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Esto significa que, por la regla de Barrow, la integral en “casi toda” la cir-
cunferencia tiene que ser “casi” 2mi, por lo que es natural que la integral en toda
la circunferencia deba ser 27 y no 0. En resumen, el hecho de que la integral
sobre la circunferencia de 1/z sea no nula se debe en esencia a que si vamos
calculando el logaritmo de los puntos de la circunferencia partiendo, por ejem-
plo, de logr, la parte imaginaria va aumentando desde 0, y cuando volvemos al
punto de partida tras haber recorrido la circunferencia, la parte imaginaria no
se acerca a 0, sino a 2. =

Terminamos con un par de propiedades técnicas. La primera es una condi-
cion suficiente para que podamos intercambiar una suma infinita y una integral:
Teorema 7.9 Sea ¢ : [a,b] — C un arco y sea f, : o* — C una sucesion de
funciones continuas. Sea {Mp,}2, una sucesion de nimeros reales tal que si

o0
¢ € ¢* se cumple que |fn(C)| < M, y la serie Y. M, es convergente. Entonces

n=0

S f©dc =S /¢ falQ) d.

¢ n=0

DEMOSTRACION: Por el criterio de mayoracion de Weierstrass [ITAn 3.7] la
serie converge a una funcién continua en ¢*. Ademés,

> /¢ fu(@dc — [ 3 £a(0) dc‘ - ‘ /¢ OIS dcl.

¢ n=0
o0
Dado € > 0, tomamos Ny tal que si N > Ny entonces > M, < ¢/L(¢).
n=N+1
Asi

o0 o0 o0 €
S 60| £ n0s S M< g
n=N+1 n=N+1 n=N+1 (¢)

y la propiedad c) del teorema 7.6 nos permite concluir que

N oo
> [ f@ic [ 550 d<] <e

para todo N > Ny, luego la suma de las integrales converge a la integral de la
suma. -

Por ultimo generalizamos el teorema 3.11 sobre derivacién de integrales pa-
ramétricas al caso de integrales curvilineas.

Teorema 7.10 Sea A C C un abierto, sea ¢ : [a,b] — C un arco y sea
[ Ax ¢* — C una funcion continua con derivada compleja respecto a la
primera variable ' : A x ¢* — C, continua. Sea F : A — C la funcién dada
por

F(z) = /¢ £z, Q) dc.
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Entonces F' es holomorfa en A y su derivada es
e = [ regac

DEMOSTRACION: Por definicion,

F(z) = / £ (2 0(1)) &' (2) dt.

Separando las partes real e imaginaria:
b b
F(z) = / Re f(z,¢(t)) Re ¢’ (t) dt — / Im f(z,¢(t)) Im ¢/ (t) dt

4 2/ Ref(z,qb(t))lmgzﬁ’(t)dt—i—i/ Im (=, 6(£)) Re @' (1) dt.

Vamos a aplicar el teorema 3.11 (teniendo en cuenta la nota posterior) a las
cuatro integrales. Concretamente, fijado z = x + yi € A, podemos tomar § > 0
tal que [z — 0,2+ 0] X [y — &,y + ] C A.

Consideramos la funcion f* : ]z — §,2 + 6 X [a,b] — R dada por

f(@,t) = Re f(a +yi, ¢(t)) Re ¢ (¢),

que es continua (recordemos que en la definiciéon de arco hemos exigido que las
derivadas de los arcos sean continuas) y existe

an: de—d,x 4+ 6] X [a,b] — R
dada por
af*  oOR
= 920 (0 i, 00) Re ' (1) = Re £ (0 + i, (1)) Re (1),
donde hemos usado que 5
fe)= o

Asi, de las hipotesis del teorema se sigue que la funcion 0 f*/0x es continua en
Jx — 8,2 4+ [ X [a, b], luego podemos aplicar el teorema 3.11 a la primera integral,
y analogamente se razona con las otras tres. La conclusiéon es que

b 9Re ® 9Im
% / ‘ﬂ;xf (2,6(t)) Re ¢/ (t) dt — / 6gmf (2 ¢(t)) Tm &/ (t) dt

a

. i/b aRef(z,qﬁ(t))Iqu/(t) dt“/balamf(zvqs(t))Rer(t) dt

oz o x

b
| omema= [ Fe o
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De aqui se sigue que la funcién 9F'/9z es continua. Como esto es un resultado
general que no depende del argumento que demuestra este teorema, vamos a
aceptarlo de momento y lo justificaremos al terminar la prueba. El mismo
razonamiento nos da la relacion

oF 0
% = Lo Eod

y en particular la continuidad de la derivada. Asi, pues, como F tiene derivadas
parciales continuas, el teorema 5.7 nos da que F' es diferenciable. Mas ain,
para cada t fijo, la funcion f(z,t) cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann,
es decir, cumple

of _.of
L=l
dy or
luego de las relaciones que hemos obtenido se sigue inmediatamente que
oF  OF
il i
dy or
luego 7.2 nos da que la funcion F(z) es holomorfa. "

Para completar la prueba del teorema anterior nos falta justificar que una
funciéon de la forma

b
F(x’y) :/ f($7y,t)dt

es continua si el integrando f : A x [a,b] — R es una funciéon continua. En la
prueba del teorema anterior, esto se aplica a las partes real e imaginaria de las
funciones OF/dx y OF /0y, para concluir que ambas son funciones continuas.

Fijado un punto (z,y) del dominio de F', podemos considerar un producto
K =[x—6,x+0] x[y—9,y+0d] x[a,b] contenido en el dominio de f. Aplicamos
a f el teorema de Heine-Cantor® [ITAn A.14]: dado € > 0, podemos tomar un
0 > 0 tal que si (x,y,t), (2,9, t') € K cumplen |(x,y,t) — (', ¢, ¢)| < 9§,
entonces

[y t) = @y )] < s

En particular, para todo ¢ € [a,b], si |(z,y) — (¢/,¥")] < J, entonces

b
Fag) = F/) = | [ (lapnt) = 1o/ 0) ] <
b b €
/ F(a,y. 1) — Fla' o/ 0) dt < / € g—e,
a o b—a
lo que prueba la continuidad de F en (x,y). ]

3En [ITAn| hemos probado el teorema para funciones definidas sobre compactos K C R2,
mentras que aqui lo necesitamos para un compacto K C R3, pero el lector puede comprobar
sin dificultad que el argumento vale igualmente con los cambios triviales.
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Las integrales de Fresnel Veamos ahora como se pueden aplicar los concep-
tos que hemos introducido para dar rigor al célculo de las integrales de Fresnel
presentado en la introduccion:

+oo +oo T
/ costhtz/ sentzdt:\/7.
0 0 8

Recordemos que consistia en unirlas en una tnica integral compleja:

+oo +oo +oo +o0 )
/ cost? dt +i/ sent? dt :/ et dt :/ e~ W g,
0 0 0 0

V2 V2

:7—277

2 2

cumple w? = i, y luego hacer el “polémico” cambio de variable z = wt. En
primer lugar observamos que

) R ) R R
/ e S d¢ = w/ e~ W gt = w/ cost? dt + wi/ sent? dt,
[0,wR] 0 0 0

pues el segmento [0, wR] puede parametrizarse como ¢(t) = wt, con 0 <t < R.

Igualmente
R
/ e—<2dg:/ et dt
[0,R] 0

y por tltimo consideramos el arco v : [—7/2,0] — C dado por v(t) = Re®.

ol 8 R

donde

Vamos a admitir que la funcién holomorfa e~
admite una primitiva en C. Esto lo demostraremos
més adelante, pero, aceptandolo de momento, la regla
de Barrow nos da que 0

2 2 2 O,WR
/ e ¢ dg+/e—< d¢ — e~ d¢ =0, | ] R
[0,wR] 5 [0,R]

pues si F' es una primitiva, la suma de estas integrales es

F(wR) — F(0) + F(R) — F(wR) + F(0) — F(R) = 0.

Explicitamente,

R R R 2 0 2 2it .
/ cost? dt + z/ sent?dt = / e~ dt — / e e i Re dt.
0 0 0 —7/4

Si probamos que la tdltima integral tiende a 0 cuando R tiende a +oo, po-
dremos concluir que

400 400 400
2 2
/ COStht—i-i/ Sent2dt:w_1/ e_tz dt = £+2£ ﬁ,
0 0 0 2 2 2
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de donde se sigue inmediatamente el valor anunciado de las integrales de Fresnel.
Ahora bien,

0 0
2 2it 2
<R le ¢ dt <R e Fcos2t gy

0
/ e B i Rett dt
—7/4 —m/4

—7/4

El cambio de variable t = ¢’ — /4 sustituye el coseno por un seno y, dado
que la funcion (senz)/x es decreciente en [0,7/2], resulta que sen2t > 4t/
para 0 <t < m/4, y el médulo de la integral queda acotado por

4wl —e M)

/4
R —4R%t/m dt = _l |: —4R2t/7r:|
/0 ¢ iR L° 0 AR

El dltimo término tiende claramente a 0.

Asi pues, lo tnico que nos falta para completar el calculo de las integrales de
Fresnel es demostrar que la funcién e™* tiene primitiva en C. Equivalentemente
(salvo este punto pendiente), hemos demostrado que

—+oo —+oo T
/ cost?dt = / sent?dt = /=,
oo . V 2

o también, segtn (3.2), que

T cosu T senwu T
du = —du=4/—.
0 Vu 0 Vu 2

La integral de Dirichlet Por tltimo aplicamos la misma técnica para dar
un célculo alternativo de la integral de Dirichlet:

T sen T
dr = —.
0 T 2

Para ello consideramos la funcién f(z) = €**/z, que es holomorfa en C\ {0}.
Fijados 0 < r < R, observamos que

i R _ix R . R
/ idg:/ e—dfc:/ Cowdxﬂ/ " e,
[r,R] C r r € r T

/ = _Remdx—/Rcosxdx+i/Rsenxdx,
[-R,—7] C —r T r € r €

con lo que
i i R
/ e—dg‘+/ e—dC:%/ SRL g,
[~R,—r] € R r T

Ademas consideramos los arcos ¢, : [0, 7] — C dados por ¢,(t) = re. No
es clerto que f(z) tenga primitiva en C\ {0}, pero veremos que la tiene en el
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abierto que resulta de quitarle a C\ {0} el semieje imaginario negativo. Esto
basta para asegurar que, en virtud de la regla de Barrow, se cumple que

/ fodc— [ FQdc+
[-R,—7] b

f(Q)d¢ + , f(Q)d¢ =0

[, R

0, equivalentemente,

RSGH{L’
21 dxr = d¢ — dc.
i / v /¢ S©d~ [ p@ac

X

Ahora calculamos:

eiC T it
—d :i/ e dt.
I

Como €% es continua en 0, dado € > 0 existe un § > 0 tal que si |z| < J entonces
le”* — 1| < ¢/m. Por lo tanto, si 0 < r < ¢, se cumple que

i¢ L ; ™ ™ s
‘/ Sy r— z/ e““etdt—i/ dt’g/ e — 1) dt < e,
. ¢ 0 0 0

€iC
m [ S d¢ = in,
r—0 b

luego

luego

fsenz
QZA dx =im — f(¢) d¢.

x
PR
Ahora basta probar que la tltima integral tiende a 0 cuando R — 400, pues
entonces podremos concluir que

—+oo
, senx .
22/ dr =m.
0

T
En efecto:

ei< T it o 4
’/ - d( _ / ezRe dt‘ < / |echost—Rsent‘ dt = / e—Rsent dt
oRr C 0 0 0

/2 T /2
_ / e—Rsent dt +/ e—Rsent dt = 2/ e—Rsent dt,
0 /2 0

porque la segunda integral se transforma en la primera con el cambio t = w —¢'.
Ahora usamos que si 0 < t < 7/2, entonces, como la funcién sent/t es
decreciente en este intervalo,*

sent S sen(m/2) 2

t = w2

4Derivandola, basta ver que tcost — sent < 0, para lo cual, volviendo a derivar, basta ver
que cost —tsent — cost = —tsent < 0, lo cual es obvio.
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luego
i /2 _ R
‘/ edC‘gQ/ e2Rt/m gy 17T T
[0 ¢ 0 R R
y la ultima expresion tiende a 0 cuando R — +oo. m

7.3 Propiedades de las funciones holomorfas

En la seccion anterior hemos visto que no toda funciéon holomorfa definida en
un abierto tiene primitiva en él. Esto puede parecer un comportamiento “peor”
que el de las funciones de variable real, pues sabemos que toda funcién continua
definida en un intervalo cerrado tiene primitiva. Sin embargo, lo que sucede es
que la existencia de primitiva esta también garantizada en el caso complejo bajo
una hipotesis sobre el dominio de la funcién que se cumple trivialmente en el
caso real, en el que s6lo consideramos funciones definidas sobre intervalos.

Definicion 7.11 Un conjunto A C C es estrellado con centro en zy € A si, para
todo z € A, el segmento [zg, 2]* C A.

Por ejemplo, el abierto A = C\ {0} no es un conjunto estrellado, pues,
cualquiera que sea el punto zg € C\ {0} que elijamos, el segmento [zg, —zo]* no
esté contenido en A, ya que pasa por 0.

En cambio, el abierto C_ que resulta de quitarle a C \ {0} el semieje real
negativo si que es estrellado, pues cualquiera de sus puntos puede unirse con
zp = 1 mediante un segmento contenido en C_.

1.5

0.5

SEsssiRR R Pl

-2 -1.5 -1 05 0 /0.5/1 1.5 2

— o5 ]

-1

Vamos a probar que toda funcion holomorfa en un abierto estrellado tiene
primitiva. Un abierto A es convezo si cuando a,b € A, el segmento [a, b]* esta
contenido en A.

Obviamente todo abierto convexo es estrellado tomando como centro cual-
quiera de sus puntos. Entre los conjuntos convexos que més nos van a interesar
estan los discos abiertos:

D(zp,r) ={2z€C||z— 2| <r}
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y los cerrados:
D(zp,r) ={z€C||z— 2| < r}.

En efecto, si a,b € D(zg,r), un elemento z € [a, b]* es de la forma
z=(1—-1t)a+tb, 0<t<l.

Entonces
|z — 20| = |(1 —t)a+tb— ((1 —t)z0 + tz0)] <
(I=t)]a—zol +tb—20l < (1 —=)r +tr=r,
luego z € D(zp,7), e igualmente se razona con el disco cerrado.

Ahora necesitamos algunas consideraciones sobre tridangulos. Vamos a lla-
mar tridngulo a toda terna T = (a,b,¢) de nimeros complejos (sin excluir la
posibilidad de que coincidan o de que estén alineados). Los lados del triangulo
seran los arcos [a, b], [b, c] y [c, d]. La longitud de un triangulo la definimos como
la suma de las longitudes de sus lados:

L(T)=|b—a|l+]|c—b+]a—c|
El contenido de un triangulo T = (a, b, ¢) es
[T]={aa+pBb+vc|a,B,y€[0,1],a+B+~y=1}

Geométricamente [T] no es sino el conjunto de los puntos rodeados por los la-
dos del tridangulo. Esto es intuitivamente inmediato a partir del hecho siguiente:

Un nimero complejo z estd en [T] si y solo si estd en [a,x]*, para
cierto x € [b, c]*.

En efecto, si ¢
x

z =aa+ Bb+ e e [T],
o bien o = 1, en cuyo caso z = a, o bien a # 1, b

€Il cuyo caso a

z:aa—i—(l—a)(ﬁb—&— 2 c> y b 7 c € [bd".

B+ B+ T B+~ B+

En cualquier caso z € [a,z]* para un cierto x € [b, ¢]*. Reciprocamente, si z
cumple esto, entonces £ = (1 —y)b+ ¢, con 0 <y <1y z=(1-p)a+ Pz,
con 0 < B<1. Asi z=(1—-8)a+ B(1 —v)b+ Bycy los coeficientes suman 1,
luego z € [T7. "

Es claro entonces que si A es convexo y a,b,c € A, entonces [T] C A.

Si f: A — C es una funcion continua y 7" es un tridangulo cuyos lados estan
contenidos en A, podemos definir

/ Q= [ rodcs [ r@ack [ rioac

[b,c] [e,a]
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Si f tiene primitiva F' en A, por la regla de Barrow la integral anterior es
nula, pues

/T F(Q)d¢ = F(b) — F(a) + F(c) — F(b) + Fla) — F(c) = 0.

Ahora vamos a demostrar un reciproco:

Teorema 7.12 Sea f : A C C — C una funcion continua definida sobre un
abierto estrellado de centro zy tal que para todo tridngulo T tal que [T] C A se
cumple que

/T £(Q)d¢ = 0.

Entonces la funcion F: A — C dada por

F(z) = /[ S

es holomorfa en A y F' = f.

DEMOSTRACION: Fijemos z; € A y vamos a probar que F' es derivable en z;.
Como A es abierto, existe un 7 > 0 tal que D(z1,7) C A. Sea ¢ > 0. Como
f es continua en z;, existe un 0 tal que 0 < 6 < r y si |z — 21| < ¢, entonces

1f(2) = f(z1)] <e

Sea z # z1 tal que |z — 21| < §. Por definicion de F:

1
— ( /H sod- [ 5 d<> — f()]-

Ahora consideramos el triangulo T = (zg, 2, 21) y observamos que [T] C A,
pues, como el disco D(z1,0) es convexo, tenemos que [z, z1]* C D(z1,0) C A,y
todo punto de [T] esta en un segmento de extremos zp y un punto de [z, z1]*,
luego esta en A por definicion de abierto estrellado. Por hipotesis

‘F(Z)F(Zl)
z—2

- )| -

/[ ]f(C)dc+/[z,ZI] f(()d§+/ f(§)d¢ =0,

[#1,20]

lo cual equivale a que

/[ J©a= [ p@ac= [ o
luego
F(z) — F(z1) B 1 1
]Z_Zl _ )| = Z_Zl/W]f«)dc—Z_Zl/[myz]f(zl)dc
1
o L s
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Pero [z1, z]* C D(z1,9), luego el integrando esta acotado por €, luego queda

F(z) - F
(Z)(Zl)—f(zl)‘ge, si |z —z1] < 6.
zZ— 2z
Por lo tanto F' es derivable en z1 y F'(21) = f(21). n

Observemos que el teorema anterior es el anélogo al hecho de que, dada una
funcion continua f :]a,b] — Ry x¢ € a, b], la funcion

szfﬁwﬁ

es una primitiva de f en ]a, b[, pero en el caso complejo tenemos que asegurarnos
de que al movernos desde zg hasta z no nos salimos del dominio de definicion
de f, cosa que en el caso real no puede suceder.

Demostraremos que la condicién de que las integrales sobre tridngulos sean
nulas se cumple siempre que el integrando es una funcién holomorfa. Esto
es un resultado nada trivial y que estd en la base de todas las propiedades
“sorprendentes” de las funciones holomorfas. Lo enunciamos a continuacion y lo
demostraremos en la seccion siguiente:

Teorema 7.13 (Teorema de Cauchy para triangulos) Sea A un abierto en
C, seap € A ysea f: A— C una funcion continua en A y holomorfa en
A\ {p}. Entonces, para todo tridngulo T tal que [T] C A se cumple que

‘Af@MC=0

Observemos que no hemos exigido realmente que el integrando sea una fun-
cion holomorfa en A, sino que permitimos que haya a lo sumo un punto ex-
cepcional. Esto es un tecnicismo al que le sacaremos partido para demostrar,
entre otras cosas, que no puede existir tal punto excepcional: veremos, en efecto
(véase la observacion tras el teorema 7.16), que si una funcion es derivable salvo
a lo sumo en un punto p, pero es continua en p, entonces también es deerivable
en p.

Esto es falso para funciones de variable real. Por ejemplo, f(x) = |z| es
continua en R y derivable en R\ {0}, pero no en 0.

De momento, aceptando el teorema de Cauchy, tenemos probado lo siguiente:

Teorema 7.14 Sea f : A C C — C una funcidn continua en un abierto
estrellado A y holomorfa en A\ {p}, para cierto punto p € A. Entonces existe
una funcion holomorfa F : A — C tal que F' = f.

. A o o .
En particular, la funcion e™*" tiene primitiva en C y la funcion e'*/z tiene

primitiva en el abierto que resulta de quitarle a C \ {0} el semieje imaginario
negativo, lo que completa el calculo de las integrales de Fresnel y de Dirichlet
que hemos hecho en la seccion precedente (salvo que tenemos pendiente la de-
mostracion del teorema de Cauchy para triangulos).
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A su vez, el teorema anterior, junto con la regla de Barrow 7.8, nos permite
generalizar el teorema de Cauchy:®

Teorema 7.15 (Teorema de Cauchy) Sea f : A — C una funcion holo-
morfa en un abierto estrellado A. Entonces, para todo arco cerrado ¢ contenido
en A, se cumple que

Af«mc:a

Mas en general, como hemos usado en el cilculo de las integrales de Fresnel y
de Dirichlet, si tenemos una sucesion finita de arcos ¢, ..., ¢, de modo que cada
uno empieza donde termina el anterior y el dltimo termina donde empieza el
primero, de modo que todos ellos forman un circuito cerrado, en las condiciones
del teorema anterior, la suma de las integrales sobre ellos es 0.

Ahora estamos en condiciones de probar un hecho sorprendente para cual-
quiera familiarizado con el calculo diferencial de variable real: si una funcién
compleja es derivable, de hecho es infinitamente derivable:

Teorema 7.16 (Férmulas de Cauchy para circunferencias) Sea A un a-
bierto en C y f : A — C wuna funcion holomorfa. Entonces f es infinitamente

derivable y, si zg € A yr > 0 es tal que D(zp,7) C A, entonces, si |z — zp| < r
y n es un nimero natural,

_nl f(<)
2w [¢—20|=" (C - Z)n+1dg

DEMOSTRACION: Comenzamos probando la formula para n = 0. Como A
es abierto, dado zy € A, existe un r’ > 0 tal que D(zp,7’) C A. Probaremos la
formula para 0 < r < 7/, lo cual es suficiente para todas las aplicaciones, aunque
es facil ver que, fijado r en las condiciones del enunciado, siempre podemos
tomar 7’ > r que cumpla estas mismas condiciones, luego en realidad no estamos
perdiendo generalidad.

(z)

Para cada z € D(zp,r’), consideremos la funcion en D(zg, ") dada por

MO-fE) .
oO=1 (-2 <
fz) sic=z

Claramente es continua en D(zg,7’) y derivable salvo quiza en z. Por 7.14
tiene primitiva en D(zg,7’) y, por el teorema 7.8,

_ _ Q- f(=)
0—/;%Hg@ﬁm—|0%_r =

_ 10 1
_/;%FTC_ZM f@XA,mJC—ZdQ

5En realidad el teorema de Cauchy se puede generalizar a funciones holomorfas definidas
sobre abiertos mas generales que los convexos (los llamados abiertos “simplemente conexos”,
como por ejemplo C_), pero no vamos a verlo aqui.
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Pero la ultima integral vale 27i por (7.3), lo que nos da la férmula buscada.
Admitiendo la validez de la formula para n, el teorema 7.10 implica que f™ es
derivable y su derivada es la dada por la formula para n + 1. L]

En particular, ahora vemos que si f: A C C — C es continua en A y ho-
lomorfa en A\ {p}, podemos tomar un disco Ay centrado en p contenido en A,
que es un abierto convexo, y la restriccion de f a Ag satisface las hipotesis del
teorema 7.14, luego tiene una primitiva holomorfa F, luego f = F’, pero aca-
bamos de probar que las derivadas de las funciones holomorfas son holomorfas,
luego f es holomorfa en todo Ay, y en particular es derivable en p.

Veamos una ultima consecuencia inmediata de los teoremas de Cauchy.

Teorema 7.17 (Teorema de Morera) Si f : A C C — C es una funcion
continua en un abierto A con la propiedad de que para todo triangulo T tal que
[T] € A se cumple que [, f(¢)d¢ =0. Entonces f es holomorfa en A.

DEMOSTRACION: Sea zp € Ay r > 0 tal que D(z9,7) C A. Entonces
D(zp,7) es un abierto convexo, luego si un tridngulo T tiene sus vértices en
D(zg,7), se cumple que [T] C D(zp,r) C A, luego por hipotesis la integral
de f sobre T es nula. Por el teorema 7.12 existe una funcién holomorfa F :
D(zg,7) — C tal que F/ = f. Por el teorema anterior f es holomorfa en
D(zp,7), luego en A. .

De aqui podemos deducir a su vez la version compleja del teorema 1.21
(compaérese con el ejemplo de Weierstrass de la pagina 40 y la nota posterior):

Teorema 7.18 Sea A C C un abierto y sea f, : A — C una sucesion de fun-
ciones holomorfas en A. Sea {M,}°2 , una sucesion de nimeros reales tal que
o0
|fr(2)| < M, para todo z € A y de modo que la serie Y, M, sea convergente.
o) n=0
Entonces la serie Y fn(z) converge en A a una funcion holomorfa f tal que
n=0

£ = % fo).

DEMOSTRACION: Por el criterio de mayoracion de Weierstrass [ITAn 3.7]
sabemos que la serie de funciones converge a una funcién continua en A:

f(2)= 5 ful2)

Para probar que f es derivable en un punto zy € A, podemos restringirla a
un disco Ag = D(z,7) C Ay probar que si T es un tridngulo tal que [T'] C Ay,
la integral de f sobre T es nula. Como las funciones f, son holomorfas en Ay,
el teorema de Cauchy nos da que

/T ful¢)dC =0,
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Dado € > 0, podemos tomar N > 0 tal que

=) €
M, < ——,
2= T

(podemos suponer que el tridngulo no tiene longitud nula, pues en tal caso la
integral sobre T es trivialmente nula). Asi

’/Tﬂodc’ -

donde hemos usado la propiedad c) del teorema 7.6, pues el integrando de la
iltima integral cumple

< L(T)ﬁ =,

N o0
> [ f@dct [ S podc
n=0 T

T n=N+1

o0 o0 o] €
5 R0 S 6@ £ M< g

Como esto vale para todo € > 0, la integral es nula y f es holomorfa.

Por otra parte, si tomamos r > 0 suficientemente pequeno como para que
D(zp,r) C A, la formula de Cauchy para la derivada nos da que

1 fn(Q)
fr(z0) = —/ dc,
(z0) 270 Jj¢—zg)=r (€ — 20)?
1 f(©)
"(z9) = =— ——>—dC.
f( 0) 2mi /|C_ZO|_7~ (4720)2 C
Por lo tanto, si tomamos Ny tal que si N > Ny
S M, <re,
n=N+1
tenemos que
S futaa) = 10| = = | L Y hd <k
z0) — ['(20)| = =—  S— < —re=g¢,
n=0 i ’ 2m |¢—z0|=r (C - ZO>2n=N+1 " r
y esto prueba que f’(zp) es la suma de la serie de las derivadas. m

Como consecuencia podemos probar que muchas funciones que conocemos
son holomorfas:

o0
Teorema 7.19 La funcion f(z) = > anz" definida por una serie de potencias

n=0
de radio de convergencia R > 0 es holomorfa en su disco de convergencia Dg
(entendiendo que si R = oo entonces f es holomorfa en C) y

o0
fl(z)= > nanz" "t
n=1



440 Capitulo 7. Introduccién al anélisis complejo

En efecto, en [ITAn 3.8] probamos que la serie es continua usando el criterio
de mayoracion de Weierstrass. El teorema anterior tiene las mismas hipotesis
(teniendo en cuenta que las funciones a,z™ son holomorfas, porque son poli-
nomios) y nos da la conclusién. Similarmente, en [ITAn 8.19] demostramos la
continuidad de las series de Dirichlet usando también el criterio de mayoracion,

luego ahora podemos concluir:

Teorema 7.20 Toda serie de Dirichlet converge a una funcion holomorfa en
su semiplano de convergencia absoluta Rez > o4, y la funcion

oo

an
f(z) = nE
n=1
Ademds
, > anlogn
fl(z) = nz::l T
En particular, la funcién dseta de Riemann:
=1
((s) = s
n=1

es holomorfa en el semiplano Res > 1.

Nota En realidad el teorema anterior es valido en todo el semiplano de con-
vergencia de la serie, Rez > 0., aunque para probarlo tenemos que refinar el

argumento.

1.5

Ac

0.5

-0.5 0 0.5 Oci™% 1

-0.5

Bk Tt L T T

Para ello observamos que en el teorema [ITAn 8.29] se prueba que, si la serie

converge en un punto zg, entonces, llamando

Ac={z+yi e Clz >z, |z+yi— 2| < Clz— 0|},
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para todo C' > 1y todo € > 0, existe un naumero natural N tal que sim > N y

z € Ac, entonces®
oo

Qn
> o

n=m

<€

Ahora solo tenemos que observar que si T es un triangulo tal que [T] esta
contenido en el semiplano de convergencia de la serie, siempre es posible encon-
trar un zo y un C' > 1 tales que [T] C A¢. De este modo,

’/f(()d(’< /i“"dg +/ f: Il g < L(T)e
T B T p=1 TL< T n=N+1 nC ; 7

donde hemos usado que la integral de la suma finita es nula porque el integrando
es una funcién holomorfa. Como esto vale para todo € > 0, concluimos que la
primera integral es nula, luego f es holomorfa por el teorema de Morera. =

Similarmente, ahora sabemos que, bajo las hipotesis del teorema [ITAn 8.9|
aplicado a una sucesion de funciones holomorfas, podemos concluir que el pro-
ducto infinito define una funcién holomorfa. En particular, en virtud del teorema
[ITAn 8.15], que se prueba usando [ITAn 8.9], ahora podemos afirmar que el

producto infinito
i z
P(z) = <1+7)efz/k
(2) kl;[l .

define una funcién entera, es decir, una funciéon holomorfa en todo el plano

complejo, que se anula exactamente en los enteros negativos. A su vez, la
funcion factorial, que, segtn [ITAn 8.16], puede definirse como

) =

es una funcién holomorfa en todo el plano complejo excepto en los enteros
negativos, donde tiende a oo.

A continuaciéon vamos a demostrar que toda funcién holomorfa se puede

expresar como serie de potencias en cada disco abierto en el que esté definida.

Por ejemplo, consideremos la serie geométrica de razon —a?:

& 1
—1)" 2n _ )
S

El miembro derecho es una funcién derivable en todo R, pero la serie s6lo
converge en el intervalo |—1,1[. La razén por la cual la serie no converge en
intervalos mayores se entiende cuando consideramos ambos miembros como fun-
ciones de variable compleja. Entonces la serie converge en el disco D(0,1) y no
puede converger en un disco mayor porque el miembro derecho no esta definido

SEn la prueba del teorema [ITAn 8,29] se prueba para la suma desde n = m hasta n = k,
pero, sabiendo que la serie converge, podemos tomar el limite cuando k tiende a oo.
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en +i. Es la discontinuidad en +7 la que “detiene” la convergencia de la serie. El
teorema siguiente afirma que esta situacion es general: el radio de convergencia
de una serie de potencias siempre es el mayor posible:

Teorema 7.21 Sea f: D(z9, R) — C una funcion holomorfa. Entonces

X ) >
=3 T oy
n=0 :

para todo z € D(z, R). Ademds el desarrollo es inico.

DEMOSTRACION: Sea z € D(zg, R) y sea p tal que |z—2| < p < R. Tenemos

z € D(zp,p) C D(z0,p) C D(z20, R). Podemos aplicar la formula de Cauchy, que
nos da

f(2)

1 £O) 4o 1 10 4

2 Jiemnglmp €= 2 2M Jiegl=p (€= 20) = (2 = 20)

-t flo 1 _ 1 {ORS (zzO)"
270 e so=p € — 20 1—2_Z0d4_2m'/420|p(—zoz ¢ — 20 d

20 n=0

_ 1 i f(©) <Zzo)nd<.

- 2mi [¢—20l=p y,—0 C—2 \C—%

Vamos a probar que podemos intercambiar la suma y la integral. Aceptéan-
dolo de momento, podemos continuar:
z—z\"
— 20
d¢
(C - Zo>

5 £(©)
flz) = m,;o/czo—pC_ZO

_ oy (L /(© )
- X (27” /C—zol—P (C—zo)n+1d<> (2 = 20)

n=0
X rn)

= > ! n(|Z0) (z—20)",
n=0 '

por las formulas de Cauchy para las derivadas.

Para probar el intercambio aplicamos el teorema 7.9. Para ello basta observar
que la circunferencia de centro zg y radio p es compacta, luego existe un M > 0

tal que
EGRPSY
¢—20

para todo ( en la circunferencia.
Por consiguiente,

i (2 o)
‘C—Zo ¢— 20 =M p = M.

o0
y la serie > M, es convergente.
n=0
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Para probar la unicidad del desarrollo suponemos que dos series de potencias
definen la misma funcién holomorfa en D(zy, R):

Zo an(z — 20)" = Zo bn(z — 2z0)™.

Tenemos que probar que a,, = b,, para todo n. En caso contrario, sea ng el
menor indice para el que a,, # by,. Entonces, para todo z € D(zp, R), tenemos
que

oo oo
Soan(z—20)" = > bu(z— 20)",
n=no n=ngo
luego
o0 o0
(z—=2z0)™ > an(z—20)""™ = (2 —20)™ > bp(z—20)" ",
n=ng n=ng

luego, para todo z € D(zg, R), z # 29, tenemos que

o0 o0
2 an(z=20)"7"0 = 32 bulz —20)",
n=no n=no

pero ambas series definen funciones holomorfas en D(zg, R), que en particular
seran continua y, como en D(zp, R) \ {20} definen la misma funcion h, tiene que

Ser Qp, = Zl;n; h(z) = bn,, y asi tenemos una contradiccion. "
0

Definicion 7.22 La serie de potencias dada por el teorema anterior se llama
serie de Taylor de la funcion holomorfa f alrededor del punto zj.

Volviendo al ejemplo precedente (con zo = 0), la funcién 1/(1 + 22) es holo-
morfa en D(0,1), por lo que su serie de Taylor en 0 tiene que converger en dicho
disco y, como no puede ser holomorfa en ningtin disco mayor (porque tiende
a 0o en 1), la serie no puede converger en ningtn disco mayor, su radio de
convergencia es necesariamente R = 1.

En cambio, la serie de Taylor en zp = 0 de una funciéon entera, como e,
sen z, etc., tiene que converger necesariamente en todo el plano complejo, pues
el teorema anterior es aplicable (con la misma serie) a cualquier disco D(0, R),
luego tiene que converger en todos ellos, es decir, en todo C.

A su vez, los desarrollos en serie de Taylor se traducen en méas propiedades
de las funciones holomorfas. Veamos una muy simple:

Teorema 7.23 (Teorema de Liouville) Toda funcion entera acotada es cons-
tante.

DEMOSTRACION: Si f : C — C es una funcién entera, por el teorema
anterior admite un desarrollo en serie de Taylor

0 rp)

n!

n=0

convergente en todo el plano complejo.
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Supongamos que f(z) < M para todo z € C. Por las férmulas de Cauchy,
para todo r > 0, se cumple que
1
o / erJCr)l d¢
i Jigl=r ¢

donde hemos usado la propiedad c) del teorema 7.6. Sin > 1, haciendo tender
7 a infinito queda que ™ (0) = 0, luego la serie se reduce a f(z) = f(0). =

M
rn

<

)

() ’ _

n!

Veamos una aplicacién:

Teorema 7.24 (Teorema fundamental del algebra) Todo polinomio no
constante en C[z] tiene al menos una raiz compleja.

DEMOSTRACION: Sea P(z) un polinomio no nulo. Si P(z) no tuviera raices
complejas, la funcion f(z) = 1/P(z) seria enteray lim f(z) = 0, luego f estaria
Z—00

acotada y, por el teorema anterior, seria constante, luego P(z) también. =

Una de las consecuencias mas notables de los desarrollos en serie de Taylor
se basa en esta propiedad de las series de potencias:

&)
Teorema 7.25 Sea f(z) = > an(z — 20)" una serie de potencias convergente
n=0
en un disco D(zg,r) y supongamos que existe una sucesion {c,}52, contenida
en D(zo,7) \ {20}, convergente a zo y tal que f(c,) = 0. Entonces f es idénti-
camente nula.

DEMOSTRACION: Como f es continua en zg, tenemos que
ap = f(z0) = Hyan flen) =0.

Vamos a probar que todos los a,, son nulos. En caso contrario, sea ng > 0 el
menor indice tal que an, # 0. Entonces

o0

fR)=(z=20)" > an(z — 2zo)" ™.

n=ngo

La serie
o0

g(Z) = Z an(z - ZO)nino
n=ng
converge en D(zg,r) a una funcion holomorfa y g(z¢) = an, # 0. Por la conti-
nuidad, existe 0 < rg < r tal que g(z) # 0 en D(zp,70), pero entonces f(z) no
se anula en ningan punto de D(zg,79) \ {20}, cuando este disco debe contener
infinitos términos de la sucesiéon ¢, donde f se anula, con lo que tenemos una
contradiccion. "

Ahora necesitamos una definicién:
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Definicion 7.26 Un abierto A C C es conexo si cuando a,b € A existen puntos
20, .-, 2n tales que a = zp, b = 2, y cada segmento [z;_1, z;]* esta contenido
en A.

Por ejemplo, es claro que todo abierto estrellado es conexo. Si un abierto
no es conexo, es que esta formado por dos o méas “piezas”’ incomunicadas (por
ejemplo, dos circulos disjuntos), de modo que una funcién definida sobre él
consta en realidad de varias funciones independientes sin ninguna relaciéon entre
si. Por eso en el teorema siguiente es necesario suponer que el dominio de las
funciones es conexo:

Teorema 7.27 (Principio de prolongacioén analitica) Sean dos funciones
holomorfas f,g : A C C — C definidas en un abierto conexo tales que existe
una sucesion {c,}°2, contenida en A, convergente a un punto zg € A de modo
que f(cn) = g(cn) para todo n. Entonces f = g.

DEMOSTRACION: Sea h = f — g. Entonces h es una funciéon holomorfa
en A con la propiedad de que h(c,) = 0 para todo n, y basta probar que h es
idénticamente nula.

Como A es abierto, existe r > 0 tal que D(z,r) C A. La serie de Taylor
de h alrededor de zy converge a h en este disco, y por el teorema 7.25 resulta
que h es idénticamente nula en él.

Veamos que h es idénticamente nula en todo A, para lo cual” tomamos un
punto arbitrario ¢ € A. Por la conexién existen puntos zg,...,z, € A tales que
zn, = ¢y cada segmento [z;_1, 2;|* est4 contenido en A. Eliminando repeticiones,
podemos suponer que cada z;_1 es distinto de z; e, intercalando un punto entre
20 ¥ 21, podemos suponer que [zg, z1]* C D(zg,7), con lo que h es nula en todos
los puntos de [z, z1]*. Basta probar que si h es nula en [z;_1, 2;]*, también lo
es en [z, zi+1]*, pues asi llegamos a que es nula en el ultimo segmento, luego en
particular en c.

En efecto, sea r > 0 tal que D(z;,r) C A. Entonces h admite un desarrollo
en serie de Taylor alrededor de z; convergente en D(z;,r) y claramente [z;_1, 2;]*
contiene una sucesion de puntos convergente a z; donde h se anula, luego por el
teorema 7.25 tenemos que h es idénticamente nula en D(z;, 7).

Llamemos ¢ = [z;, zi1+1], es decir, ¢(t) = (1 —t)z; + tz;11. Basta probar que
h(4(t)) = 0 para todo t € [0,1]. En caso contrario sea

T =mf{t € [0,1] | ¢(t) # 0}.

Tienes que ser 7 > 0, pues por continuidad existe un ¢ > 0 tal que si |¢| < 6,
entonces |¢(t) — z;| < r, luego ¢(t) € D(z;,7) y h(¢(t)) = 0. Esto significa que &
es una cota inferior del conjunto cuyo infimo es 7, luego 7 > § > 0.

Sea 1’ > 0 tal que D(¢(7),r") C A. De nuevo h admite un desarrollo en
serie de Taylor en este disco y una sucesion en [0, 7| convergente a 7 da lugar a
una sucesion de puntos en dicho disco convergente a ¢(7) en la que h se anula,
luego de nuevo por el teorema 7.25 resulta que h se anula en todo el disco.

TE] lector familiarizado con la topologia podra simplificar drasticamente el argumento que
sigue demostrando (con la misma técnica) que el conjunto de puntos donde h se anula es
abierto, y también cerrado por continuidad, por lo que tiene que ser todo A.
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En particular h(¢(7)) = 0, luego 7 < 1 (o de lo contrario seria h(¢p(t)) =0
para todo t). Por continuidad existe un 6 > 0 tal que si 7 < ¢t < 7+ 4, entonces
se cumple ¢(t) € D(¢(7),r"), luego h(4(t)) = 0, pero esto significa que 7+ 4 es
una cota inferior del conjunto cuyo infimo es 7, luego tendria que ser 746§ < 7,
lo cual es absurdo. "

El teorema anterior es uno de los que mejor ilustran la similitud entre las
funciones holomorfas y los polinomios. Como un polinomio no nulo sélo puede
tener un numero finito de raices, tenemos que si dos funciones polinémicas
coinciden en infinitos puntos, necesariamente son iguales. El teorema anterior
afirma esto mismo, pero con una hipotesis ligeramente més fuerte: dos funciones
holomorfas (sobre un abierto conexo) que coinciden en una sucesion convergente
son iguales.

El requisito de la convergencia es necesario, pues, por ejemplo, la funcién
entera sen 27z se anula en los nimeros enteros, pero no coincide con la funcion
nula, que también lo hace.

Asi pues, si dos funciones holomorfas coinciden en cualquier pequena region
del plano complejo que contenga una sucesiéon convergente, por ejemplo, un
segmento diminuto, o un arco de curva, necesariamente son iguales. En teoria,
cualquier porciéon minima de una funcién holomorfa la determina univocamente
sobre todo su dominio.

En particular ahora podemos afirmar que las funciones complejas e?, sen z,
cos z son las unicas extensiones holomorfas de las funciones reales correspon-
dientes. Veamos otra aplicacion:

La funcion dseta de Riemann Consideremos las funciones
1 o0 (71)n+1
((2) = - U(Z):Z?-
n=1

Ambas son absolutamente convergentes en el semiplano Rez > 1, pero la
segunda [ITAn 8.31] converge condicionalmente en el semiplano Rez > 0. Ade-
maés, para Rez > 1 satisfacen la relacion [ITAn (8.8)]

n(z) = (1 =27)¢(2).
El primer factor se anula cuando 2'7% = 1, que equivale a
2z—1 — e(z—l)log2 =1.
Si z = x + yi, la ecuacion e* = 1 equivale a e”(cosy + iseny) = 1, que se
cumple cuando x = 0 e y = 2km, para cada entero k, es decir, cuando z = 2kmi.

Por lo tanto, e(*=1)1982 = 1 se cumple cuando (z — 1)log2 = 2kmi, es decir,
cuando z toma uno de los valores

=1 .
“ + log 2
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Por lo tanto, la funcién

n(z)
f2) = 5=
Es holomorfa en todo el semiplano Re z > 0 salvo a lo sumo en los puntos zy,
donde se anula el denominador, y coincide con {(z) en el semiplano Re z > 0.

Vemos asi que la funciéon dseta de Riemann admite una prolongacién ana-
litica al semiplano Rez > 0 que no esta definida en los puntos zg, todos ellos
sobre la recta Rez = 1. El principio de prolongacién analitica garantiza que
esa prolongaciéon no es “una prolongacion”, sino “la prolongaciéon”, por lo que
podemos llamar ((z) a la extension que hemos obtenido.

Ahora bien, por otra parte podemos considerar la serie

1+1 2+1+1 2+
_1z 22 3z 42 5z 6z

que también converge en el semiplano Rez > 0 por el teorema [[TAn 8.31],
mientras que en el semiplano Rez > 1 converge absolutamente (por ejemplo,
porque esta acotada por 2((z)). Y ahora se cumple la relacion

" (2) = (1-37%)¢(2).

En efecto, la convergencia absoluta permite reordenar las series, luego

T =2 Gt Y Gt Gy o

n=1 n=1 n=1
—(3n)* = (Bn+1)PF = (Bn+2)
luego
. 1o~ 1 -
C(2) =" (2) =357 ) — =3""7((2).

n=1
Por lo tanto “(2)

n*(z

9(2) = T 3=

es también una funcion holomorfa en el semiplano Re z > 0 salvo a lo sumo en

los puntos
2kmi

log 3
que extiende a la funciéon {(z). Y en este punto es crucial que, por el principio de

prolongacion analitica, ambas extensiones son la misma. Pero z, = 2 equivale
a que

*
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o también a que log3* = log?2!, o simplemente a que 3* = 2!, lo cual s6lo
es posible si kK =1 = 0. Por lo tanto, si k # 0, tenemos que la extension esta
definida en z;, y en 2}, sea por una de las extensiones o por la otra, y asi podemos
concluir:

Teorema 7.28 La funcion dseta de Riemann, definida en principio en el se-
miplano Re z > 1 mediante
oo
1
n=1

admite una extension holomorfa al semiplano Re z > 0 salvo el punto zo = 1.

En [ITAn| vimos que
lim ((z) = +o0,
z—1+t

por lo que la extension de ((z) no puede ser holomorfa en zg = 1 (o el limite
anterior deberfa valer (1)).

En realidad, aunque no lo vamos a probar aqui, es posible extender la funcién
dseta a una funcion holomorfa en C\ {1}, y esta extension representa un papel
central en el estudio de la distribucién de los ntimeros primos, aunque ahora no
estamos en condiciones de dar detalles al respecto.

Logaritmos complejos Para terminar probamos que toda funciéon holomorfa
que no se anule en un abierto estrellado admite un logaritmo holomorfo:

Teorema 7.29 Sea f : A C C — C wuna funcion holomorfa en un abierto
estrellado A que no se anule en ningun punto. FEntonces existe una funcion
holomorfa g : A — C tal que f(z) = e9*) para todo z € A.

DEMOSTRACION: Como f no se anula, la funcion f/f’ es holomorfa en
A, luego el teorema 7.14 nos da una funciéon holomorfa g : A — C tal que

g = f/f. Sea h(z) = e9*) / f(z). Entonces

eI - e ()
- 1)

Pero una funciéon holomorfa con derivada nula en un abierto estrellado es cons-
tante (por ejemplo, por la regla de Barrow 7.8). Asi pues, f(z) = ked(*), para
cierta constante k # 0. Podemos expresar k = e*, y entonces, cambiando g(z)
por ko + g(z), tenemos que f(z) = e9(*). "

:O7

7.4 El teorema de Cauchy

En esta seccion demostraremos el teorema 7.13, cuya prueba hemos dejado
pendiente en la seccién anterior y que, como hemos visto, estd en la base de
todos los resultados que hemos obtenido sobre las funciones holomorfas. En
primer lugar necesitamos algunos hechos elementales sobre tridangulos.
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Definimos el diametro de un triangulo T' = (a, b, ¢) como el diametro de [T7],
es decir, como
(T) =sup{|z — 2’| | z, 2" € [T]}.

Se cumple que 6(T) < L(T'). En efecto, tenemos que |¢ — a| < |¢ —b| + |b — al,
luego
2lc—a|l <|e=b|+|b—a|+ |c—a| = L(T).

Esto prueba que ¢ € D = D(a, L(T)/2), y 1o mismo le ocurre a b (y trivialmente
a a), pero D es convexo, luego [T] C D, luego 6(T) < §(D) = L(T). "

Por altimo, observemos que [T] es compacto. Obviamente es acotado, pero
falta probar que es cerrado. Para ello tomamos una sucesién de puntos

Zn = Qna+ Bpb+ yne € [T

que converja a un punto z, y tenemos que probar que z € [T]. Como a, € [0,1],
que es un conjunto compacto, tomando una subsucesién, podemos suponer que
{an}22, converge a un o € [0, 1], e igualmente podemos suponer que {5, }52
converge a By {1,152, converge a y. Como ay, + By, + v, = 1, al tomar limites
queda que a + 8+ v = 1, y tomando limites en la definicién de z, queda que
z = aa+ Bb+ e, luego z € [T1. "

Con esto ya podemos demostrar el teorema de Cauchy. Pongamos que el
triangulo dado tiene vértices T' = (a, b, ¢). Distinguimos tres casos:

1) p ¢ [T].

Vamos a demostrar que existe una sucesion {7, }32, de tridangulos tal que
To =T y ademas

a) [Th41] C [T] C A.

b) L(Tui1) = L(Tn) /2

Ahmm

HIRGLE
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Supongamos construidos Ty, ..., T, y sea T,, = [u, v, w|. Definimos los trian-
gulos
u+v u+w U+ v v+ w

T = T2 =

n |:’LL7 2 9 2 :|7 n |: 2 , U,y 2 :|7

v+ w U+ w U+w u+v Uv+w

T3 = T = :
» { 2 " } n [ 2 T2 2 ]

Claramente los vértices de los tridngulos T7 estan contenidos en [T},]. Como
éste es convexo, [T] C [T,]. También es obvio que L(T!) = L(T,)/2. Esto
significa que cualquier T sirve como T}, 11 en lo que respecta a las condiciones
a) y b). Basta probar que al menos uno de ellos cumple ¢). Consideremos la

suma A
> [ s
i=17Th
Al descomponer cada integral como suma de las integrales sobre cada uno
de los lados del tridangulo vemos que la funcién se integra dos veces sobre los

lados de T'*, pero en sentidos opuestos (véase la figura), luego estas integrales
se cancelan, y lo que queda es la integral sobre los lados de T;,. Asi pues,

4
E_jl/T f(C)dCZ/Tn £(Q) dc.

Por consiguiente

)

/ ) dg] sg / S0

lo que implica que al menos una de las integrales de la derecha ha de ser mayor
o igual que la cuarta parte del miembro izquierdo, luego, tomando como 71,41
el triangulo correspondiente a dicha integral, se cumple ¢).

Con esto tenemos probada la existencia de la sucesion {T},}22 . Vamos a
probar que existe un punto zg que esté en todos los triangulos [T},].

Tomamos w,, € [T,,], para cada n. Como T es compacto, la sucesion tiene
una subsucesion {w,,, }7°, convergente a un punto zo. Para cada n, existe un
ko tal que ng, > n y sik > ko entonces wy, € [T, ] C [Ty, ] C [T}]. Como [T5,]
es cerrado, esto implica que zg € [Ty,].

Como zg € [T] y estamos suponiendo que p ¢ [T], se cumple que zg # p,
luego f es derivable en zy. En consecuencia, dado € > 0, existe un § > 0 tal que
si |z — 20| < 0, entonces

f(z) = f(20)
zZ— 20

— f(z0)] < ¢,

luego

|f(2) = f(20) = f'(20)(2 — 20)| < €|z — 20|
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Por la propiedad b) tenemos que §([T3,]) < L(T,) = 27"L(T). Como los
diametros tienden a 0, existe un n tal que [T,,] C D(zg,d). La funcién

—f(20) = f'(20) (2 — 20)

es un polinomio, luego tiene primitiva, luego, por el teorema 7.8,
[ 1) = o - e <o,
T’Vl

Teniendo en cuenta esto y la propiedad c), resulta

[ 1@ d<] <

/T 5 dc‘ e

/T (F(O) — F(z0) — F/(20)(C — 20)) dC

< 4"6/ ¢ — 20| d¢ < 4™eL(T,)8([T0]) < 4™eL(T},)? < eL(T)?,
T

donde hemos usado la propiedad c) del teorema 7.6. Como esto es cierto para

todo € > 0 concluimos que la integral es nula.

2) Supongamos ahora que p es uno de los vértices a, b, c de T'. No perdemos
generalidad si suponemos que p = a.

Sea dp > 0 tal que D(a,dp) C A. Como el disco es compacto y f es continua
en él, existe un M > 0 tal que |f(z)] < M siempre que |z — a|] < §. Fijemos
ahora 0 < 0 < Jp y tomemos puntos wy y ws en los segmentos [a,b]* v [a,c]*
tales que |w; —a| < §, |wa — a] < §. Consideramos los triangulos Ty, To v T3
que muestra la figura:

Como antes, al descomponer las integrales sobre 77, T5 y T3 en las sumas de
las integrales sobre sus lados, las integrales correspondientes a los lados interiores
se cancelan y queda que

/T £(0) d¢ = 2; /T FOdc
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Por el caso 1) las integrales sobre T5 y T3 son nulas, luego

/ fodc= | fQdc,
T T

luego

]/Tﬂo d<] -

para todo § > 0, luego la integral es nula.

< ML(Th) < M(Jwi—al+|ws—al4|wi —ws|) < 4M0o

f(z)dz
Ty

3) Por altimo, consideramos el caso en que p € [T], pero no es un vértice.

Dividimos T en tres tridngulos como indica la fi- ¢

gura. Una vez més la integral de f sobre T' se descom-
pone en suma de las integrales sobre los tres tridngu-
los, y las tres integrales son nulas por el caso 2). =




Apéndice A

(Geometria analitica
tridimensional

Recordemos que una recta graduada es una recta en la que hemos seleccio-
nado un origen P, y un punto unitario Pj, lo cual da lugar a una correspondencia
biunivoca entre sus puntos y los ntimeros reales. La longitud PyP; es la unidad
de longitud establecida por la graduacion.

Puntos y vectores Si elegimos un punto O del espacio como origen de coor-
denadas y trazamos en él tres ejes (rectas) perpendiculares dos a dos y consi-
deramos en ellos graduaciones con la misma unidad de longitud, tenemos un
sistema de referencia, el cual permite establecer una correspondencia biunivoca
entre los puntos P del espacio y las ternas (z,y, z) de nimeros reales:

Para ello llamamos F,, P,, P, a los pies de las perpendiculares por P en los
tres ejes, de modo que (z,y, z) es la terna de ntimeros reales correspondientes
a dichos pies en las graduaciones respectivas de los ejes, es decir, © = +OPF,,
donde el signo depende de si P, esta en la semirrecta respecto de O del punto
unitario o en la semirrecta opuesta, e igualmente con las otras coordenadas.

453
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Reciprocamente, cualquier terna (z,y, z) determina puntos P, P, P, en los
ejes, y el plano paralelo al plano (que contiene a los ejes) Y Z y que pasa por P,
el plano paralelo al plano (que contiene a los ejes) XZ que pasa por P, y el
plano paralelo al plano (que contiene a los ejes) XY que pasa por P, se cortan
en un punto P cuyas coordenadas son (z,y, 2).

Nota Existe un convenio universalmente aceptado sobre la orientacion de
los ejes en una representacion grafica conocido como “regla del pulgar” o, més
precisamente, como ‘regla de la mano derecha”, segtin el cual, si apuntamos
con el indice de la mano derecha hacia el semieje X positivo y con el dedo
medio hacia el semieje Y positivo, el pulgar debe apuntar hacia el semieje Z
positivo. La figura anterior muestra los puntos de coordenadas (1,0, 0), (0,1,0)
y (0,0,1), que sefialan los semiejes positivos y podemos comprobar que cumple
este criterio. n

Si llamamos R? al conjunto de todas las ternas (x,y,2) de niimeros reales,
acabamos de mostrar que, fijando un sistema de referencia, podemos identificar
los puntos del espacio con los elementos de R3.

Sin embargo, a menudo convendra considerar a las ternas de R?, no como
puntos, sino como “instrucciones” para movernos de un punto a otro. En tal
caso nos referiremos a las ternas como “vectores”. Asi, u = (3, —2,1) puede verse
como las instrucciones que nos dicen que, a partir de un punto cualquiera P,
nos movamos hasta el punto que resulta de sumar 3 unidades a su coordenada
x (es decir, movernos tres unidades paralelamente al eje X en sentido positivo),
restar 2 unidades al eje y (movernos 2 unidades paralelamente al eje Y en sentido
negativo) y sumar 1 unidad a su coordenada z (movernos 1 unidad paralelamente
al eje Z en sentido positivo).

El punto @ al que llegamos se representa por Q = P + u.

Mas en general, en R?® podemos definir una suma y un producto por un
nimero real dados por:

(x’ y? Z) + (ml7y/72/) = (x + x/7y + y/7z + Zl)’ A(mi7y7 Z) = (A:I"7 Ay) A2’,)

y acabamos de dar una interpretaciéon geométrica a la suma de un punto P més
un vector u: es el punto Q = P + u al que se llega cuando aplicamos a P las
instrucciones de movimiento correspondientes a v.
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A su vez, si Py @ son puntos cualesquiera, entonces u = Q — P es el vector
que, sumado a P, nos lleva a @, lo cual nos da una interpretacién geométrica a
la resta de dos puntos.

Si llamamos P’ al punto al que llegamos cuando s6lo modificamos las coorde-

nadas dos primeras coordenadas de P (véase la figura anterior), dos aplicaciones
del teorema de Pitagoras! nos dan que

PQ =PP" +2=a+y° + 2%
Por lo tanto, si definimos la norma de un vector u = (z,y, z) de R* como

Jull = Va2 +y* + 22,
hemos probado que ||u|| es la longitud de cualquier segmento de extremos P y
P+, donde P es un punto arbitrario. Podemos expresar esto diciendo que ||u||
es la longitud del vector u. Equivalentemente, hemos probado que la longitud
de un segmento PQ es ||Q — P||.

Teorema A.1 La recta que pasa por dos puntos distintos P y @ estd formada
por los puntos de la forma

X=P+X\NQ-P), AeR.
Los puntos del segmento PQ son los correspondientes a 0 < X\ < 1.

DEMOSTRACION: Sea X) = P + A(Q — P). Es claro que si A = 0,1 el
punto X, estd en la recta (porque es P o Q). Supongamos que 0 < A < 1.
Entonces

[Xx =Pl = [MQ = P)[| = AllQ — P,

[Q—Xi[=1Q—-P—-2Q+AP| = [(1-X)(@Q—-P)[=(1-N[Q- P,

luego
[Xx =P+ Q@ — Xx[ = Q@ — P,
y esto implica? que X estd entre P y @, luego en particular en la recta que

pasa por Py Q.
Si A > 1 se prueba igualmente que @) esta entre P y X, mientras que si
A < 0 concluimos que P esta entre X, y Q.

Maés atn, si A es arbitrario, tenemos que
[Xx = Pll = AQ =PI,

luego, para cada nimero real d > 0, existen dos puntos de la forma X, que
cumplen || X, — P|| = d, a saber, los correspondientes a A = +d||Q — P|| 7}, y
en una recta solo hay dos puntos a una misma distancia de uno dado, luego
concluimos que los puntos de la forma X son todos los puntos de la recta que
pasa por Py Q. [

1Hay que tratar aparte los casos en los que alguna de las coordenadas de u es nula, en los
que se llega trivialmente a la misma conclusion.

2Si X no estuviera en la recta que pasa por Py Q, la desigualdad triangular implicaria
que la suma de las distancias a P y @) seria mayor que PQ y si esta en la recta, pero no entre
P y Q, se concluye también inmediatamente que no puede darse la igualdad.
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Asi pues, los puntos de una recta pueden expresarse en la forma
P+ \u,

donde P es uno de sus puntos y u es un vector no nulo, que recibe el nombre
de vector director de la recta. No es tnico, pero dos vectores directores de una
misma recta cumplirdn necesariamente que u; = Aug, para cierto A # 0.

En particular, si v es un vector no nulo, los puntos de la forma Au = O + Au
forman una recta que pasa por el origen de coordenadas O. Esto nos da una
interpretacion del producto A\u:

Cuando se multiplica por A un vector no nulo u, obtenemos otro vector con
la misma direccion que w, pero cuya norma es |[Au|| = |A|||u||. Esto significa
que multiplicar vectores por un mismo A no nulo da lugar a vectores A veces
mayores (entendiendo que son menores si |A\| < 1) que tendran el mismo sentido
(es decir, que estaran en la misma semirrecta de origen O) si A > 0 y sentido
opuesto si A < 0.

En otras palabras, si multiplicamos por A los puntos de una figura obtenemos
otra figura “a escala”, que seré |A| veces mayor (entendiendo que serd menor si
|A] < 1). Por ello, cuando se quiere hablar de ntimeros reales por oposicion a
“vectores”, se les llama “escalares”.

El producto escalar En R3 podemos definir un producto mediante
(z,y,2) - (', 2') = w2’ + yy' + 22/,

Se llama producto escalar porque el resultado no es un vector, sino un escalar.
En estos términos tenemos que

lu]l = Vu - u.

En general, el producto escalar tiene una interpretacion geométrica muy simple.
Si calculamos
(v—u)-(v—u)=u-ut+v -u—2u-v,

es decir,
[o —ul® = [[u]l? + [Jo]|* = 2u - v,

en el caso en que u y v son no nulos y no estéan sobre la misma recta, forman un
triangulo con el origen O de coordenadas cuyos lados miden ||ul|, |[v]] v [|[v — u]l:
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El teorema del coseno nos da que
lv = ull® = [lull® + [|v]]* = 2[[ull[[v]| cos a,

donde @ = w, v es el angulo que forman los vectores en O. Por lo tanto, con-
cluimos que
w-v = |ul|||v|| cosw, v

Si uw y v son no nulos pero tienen la misma direccion, es decir, si v = A\u, para
cierto escalar A no nulo, la formula anterior sigue siendo vélida si convenimos
en que el dngulo que forman es w,v = 0 si A > 0 o bien w,v = 7w si A < 0. En
definitiva:

El producto escalar de dos vectores no nulos es igual al producto de
sus mormas por el coseno del dngulo que forman.

Definicion A.2 Dos vectores u y v son ortogonales si u-v = 0.

Si son no nulos, esto significa que cosw, v = 0, luego u y v forman un angulo
recto. Por lo tanto, dos rectas secantes son perpendiculares si y sblo si sus
vectores directores son ortogonales.

Planos Si un plano pasa por un punto P y la recta perpendicular al plano que
pasa por P tiene vector director u = (a, b, c), entonces un punto @ = (z,y, 2)
esta en el plano si y solo si Q — P es ortogonal a u:

|

Equivalentemente, @ est4 en el plano si y solo si u-(Q — P) = 0, que equivale
au-@Q =u-P o, llamando d = u - P, la condicién explicita es:

ax + by + cz = d.

Reciprocamente, los puntos que cumplen una ecuacién de esta forma con
(a,b,¢) # (0,0,0) forman el plano que pasa por cualquier punto P que cumpla
la ecuacién y que es perpendicular a la recta que pasa por P con vector director
u = (a,b,c). Pero esto prueba ademés que todas las rectas perpendiculares a un
mismo plano admiten un mismo vector director u = (a, b, ¢), independiente del
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punto en el que lo cortan. Este vector esta determinado salvo multiplos por un
escalar no nulo, y se llama vector normal al plano. El teorema siguiente resume
lo que hemos obtenido:

Teorema A.3 Todo plano 11 estd formado por los puntos que cumplen una
ecuacion de la forma
axr + by + cz = d,

donde u = (a, b, ¢) recibe el nombre de vector normal a 11, y es un vector director
comin a todas las rectas perpendiculares a II.

Se dice que dos rectas son paralelas si coinciden o bien estan contenidas en
un mismo plano y no se cortan.

Teorema A.4 Dos rectas son paralelas si y solo si tienen el mismo vector di-
rector.

DEMOSTRACION: Consideremos dos rectas distintas con el mismo vector
director u, que estaran formadas, respectivamente, por los puntos de la forma

P+,  Q+ pu,

donde necesariamente P # @, o las rectas coincidirian. Sea v = @ — P y sea Il
el plano que contiene a la primera recta y a la recta PQ (dos rectas que se
cortan en un punto P siempre estan contenidas en un plano). Sea n un vector
director de la recta perpendicular a IT por P. Entonces los puntos de II son los
puntos X que cumplen n - (X — P) = 0, pero esto lo cumplen los puntos de la
segunda recta, ya que

n(Q+pu—P)=n-(Q—P)+un-(P+u—-P)=0,

ya que tanto @@ como P + u estan en II.

Asi pues, las dos rectas estan contenidas en el plano II, y es claro que si se
cortan coincidirian, pues serian dos rectas que pasan por el mismo punto con el
mismo vector director. Por lo tanto son paralelas.

Reciprocamente, si dos rectas con vectores directores u y u’' son paralelas,
ambas son perpendiculares a un mismo plano, luego ambas tienen por vector
director a cualquier vector normal a dicho plano. L]

Teorema A.5 El plano que pasa por tres puntos no alineados P,Q, R estd for-
mado por los puntos de la forma

P+ XQ—-P)+pu(R-P), A €R.

DEMOSTRACION: Sea n el vector normal al plano que pasa por P, @, R.
Entonces
n-(Q—P)=n-(R—P)=0,
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luego todo punto X de la forma indicada cumple
n-(X—P)=xn-(Q—P)+un-(R—P)=0

y, por consiguiente, esta en el plano.

Reciprocamente, si X esta en el plano, la paralela a PR por X cortard a PQ)
en un punto que sera de la forma P + A(Q — P), y la paralela a PQ por X
cortard a PR en un punto de la forma P + u(R — P). Consideramos entonces
el punto
X' =P+ XQ—-P)+pu(R-P).

La recta paralela a PR por X’ esta formada por los puntos de la forma
X' +y/(R—-P)=P+XQ—-P)+uR-—P)+p(R-P), pe€R

y corta a PQ cuando p/ = —p en el punto P 4+ A(Q — P), luego coincide con
la paralela a PR por X. Igualmente, la paralela a PQ por X’ coincide con la
paralela a PQ por X, luego X = X', ya que ambos puntos son las intersecciones
de dichas paralelas. n

La suma de dos vectores u y v se puede interpretar como el vector u + v
que, al aplicarselo a un punto P nos lleva al punto que resulta de aplicar v
al punto que resulta de aplicar v a P. La prueba del teorema anterior nos
da una interpretaciéon geométrica méas directa: u + v es el cuarto vértice del
paralelogramo de vértices O, u y v:

Proyecciones orgogonales La proyeccién ortogonal de un punto P en un
plano II es el pie P’ de la perpendicular a IT por P:
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Si el plano II pasa por un punto Q) y tiene a u por vector normal, la recta
perpendicular a IT por P tiene a u por vector director, por lo que existe un
escalar \ tal que P’ = P + Au. Por otra parte, como P’ esta en II, el vector
P’ — @ tiene que ser ortogonal a u, luego (P’ — Q) - u = 0, es decir,

P+ u—Qu=(P—-Q) u+u-u=0,

luego

o (P=Qu

u-u
y asi la proyecciéon ortogonal de P es

(P-Qu,

Uu-u

P =pr

Un caso particular se da cuando el plano II pasa por el origen O, en cuyo
caso podemos tomar (Q = O y la férmula se reduce a

P =P—-—u,
u-u
y en este caso vemos que la proyeccion ortogonal en II es una aplicacion lineal,
es decir, que cumple

(AP +pQ) = AP+ p@Q".

El producto vectorial Dados dos vectores v y v que no sean uno multiplo
del otro, no es inmediato cémo calcular un tercer vector w no nulo que sea
ortogonal a ambos, es decir, tal que u-w = v -w = 0. Observemos que esta
condicion determina w salvo miltiplo por un escalar no nulo. Vamos a construir
uno en concreto al que llamaremos u X v de modo que el producto asi definido
tenga propiedades algebraicas notables.

Definicion A.6 Dados dos vectores u y v, definimos su producto vectorial u X v
de modo que:

a) Si uno de los vectores es multiplo del otro, entonces u x v = 0.
b) En caso contrario, u X v es ortogonal a ambos,
Ju x vl = ol sen o]

y el sentido de u x v esta determinado por la “regla de la mano derecha”,
es decir, que si el indice de la mano derecha apunta en la direccion de u
y el dedo medio apunta en la direccion de v, entonces u X v apunta en la
direccién del pulgar.?

3Mas precisamente, adoptamos esta definicion si previamente hemos adoptado el convenio
de orientar los ejes coordenados con el convenio indicado en la nota de la pagina 454, que en
estos términos equivale a que (0,0,1) = (1,0,0) x (0,1,0). Si usadramos el convenio opuesto
para los ejes, es decir, si (0,0, 1) tuviera el sentido opuesto al que exige la regla de la mano
derecha, entonces tendriamos que definir el producto vectorial también con sentido opuesto,
para que siguiera siendo cierto que (0,0,1) = (1,0,0) x (0,1,0). Vamos a ver que adoptando
a la vez estos dos convenios el producto vectorial admite una definicién puramente algebraica
que es independiente de la regla de la mano derecha.
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Observemos que | senu, v| = 0 sucede exactamente cuando u, v = 0, 7, lo que
a su vez equivale a que v y v sean uno miiltiplo del otro, por lo que la regla

lu > vf| = [[u]l[[o]]| senw, v]

se cumple en todos los casos, tanto si uno de los vectores es multiplo del otro
como si no, y u x v = 0 si y s6lo si uno de los vectores es multiplo del otro
(en particular si uno de ellos es nulo o si w = v). La regla de la mano derecha
también implica que

UXV=—vXu,

por lo que el producto vectorial no es conmutativo.
Una interpretacion geométrica de la norma del producto vectorial es que

|lu x v|| es el area del paralelogramo de vértices 0, u, v, u + v:

v u—+v

[vlllsen ]| ]

0
0 [l

> U

Equivalentemente, el area del tridangulo de vértices O, u,v es (1/2)u X v.

Ahora observamos que, si u # 0, entonces u x v s6lo depende de la proyeccion
ortogonal v de v en el plano que pasa por el origen con vector normal u, es decir,
que u X v=uxuv.

En efecto, en la figura siguiente, en la que la pagina del libro se identifica
con el plano que contiene a los vectores u y v, el vector v’ es el que se indica,

de modo que u, v/ = /2, luego |senu/,E’\ =1y |[v'|| = ||v||| sen8|. Esto implica
que [lux v]) = Jlu x o'].
v v u+v
[olllsen [ | v]] 0
>
O [l

Si v es multiplo de u, entonces v/ = 0 y ambos productos vectoriales son
nulos. En caso contrario, ambos son perpendiculares al plano de la pagina y la
regla de la mano derecha nos da que ambos tienen el mismo sentido. Concre-
tamente, en el caso de la figura ambos apuntan hacia el lector, y si el vector
v estuviera en el semiplano inferior, entonces ambos apuntarian en la direccién
opuesta al lector, luego en cualquier caso los dos vectores son iguales.

Este hecho nos permite probar una propiedad algebraica fundamental:
ux (v1 +v2) =u X v +u X vs.

En efecto, la igualdad es trivial si u es nulo, asi que podemos suponer que
no lo es. En el apartado precedente hemos visto que la proyecciéon ortogonal
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sobre un plano que pase por O es lineal, de modo que (vy + v2) = v} + v}, y
la observacion precedente implica entonces que la formula que queremos probar
equivale a
/ / / /
u X (V] +v5) =u X v +u X v

Por lo tanto, no perdemos generalidad si suponemos que v1 y v2 son ortogonales
a u, y lo mismo vale entonces para v +vo. A continuaciéon observamos que si v es
cualquier vector ortogonal a u, entonces |senu, v| = 1, luego ||u x v|| = |Ju||||v||-
Mas atin, si miramos el plano perpendicular a v de modo que u apunte hacia
nosotros, la regla de la mano derecha hace que u x v sea el vector que resulta
de girar v un 4dngulo /2 en sentido antihorario y multiplicarlo por |lu||, pero
tanto el giro como la multiplicacion por ||u|| conservan la suma, luego se cumple
la relacién requerida.

El mismo argumento prueba que u x (av) = a(u x v), donde « es un escalar.

Finalmente podemos obtener una expresiéon puramente algebraica para el
producto vectorial de dos vectores arbitrarios. Para ello observemos que, si

€1 = (17070)a €2 = (07 1»0)7 €3 = (010; 1)7

con el convenio de la regla de la mano derecha adoptado tanto en la definicion
del producto vectorial como en la orientacion de los ejes, se cumple que

€1 X ez =e€3, €z Xe3=¢€;, €3Xe =ey,

como el lector puede comprobar con su mano derecha a partir de la figura
siguiente:

4€3

Por consiguiente, si
u = (u1,uz,u3) = urer + ugzep +uges, v = (vi,v2,v3) = vie] + vaea + v3es,
entonces
uXv = U1V €1 X e1 +ujvg ey X eg +uivze; X es
= —+ UgV1 €2 X €1 + UgV2 €3 X €2 4+ UsV3 €9 X €3
= “+ u3v1 €3 X €1 + uzva €3 X €2 + u3zv3 €3 X e3
= U1V2 €3 — UIV3 €2 — UV €3 + U2U3 €1 + U3V1 €2 — U3V €]

= (UQ’Ug — U3U2)€1 + (U31}1 — U1U3)€2 + (ulvg — ’U,2U1)€3.
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Asi pues, podemos tomar como definicién de producto vectorial de vectores
la formula puramente algebraica
Ug U3
V2 U3

Uy Uz
U1 U2

Uy U3
U1 U3

uUXv= e; — es + €3,

que no depende para nada de la regla de la mano derecha, pero el desarrollo
precedente nos da su interpretacion geométrica.

El producto mixto Consideremos ahora tres vectores cualesquiera, u, v, w.
Hemos visto que el producto u X v es un vector ortogonal a u y v cuyo médulo
es el area del paralelogramo P determinado por u y v y cuyo sentido viene
determinado por la “regla de la mano derecha”.

u xXv

A su vez, (u X v)-w = ||u x v|||w| cos, donde 8§ es el angulo que forman
u X vy w. El coseno sera positivo o negativo segtn si # es menor o mayor que
/2, y es 0 cuando w es perpendicular a u X v, es decir, cuando w esta en el
plano determinado por u y v. Ahora observamos que h = ||w||| cos 8] es la altura
del paralelepipedo detereminado por u, v, w, por lo que, de acuerdo con lo visto
en la seccion 2.6, resulta que |(u x v) - w| = |Ju x v||h es el volumen de dicho
paralelepipedo.

El signo de (u x v) - w sera positivo si w forma un angulo menor que 7/2
con u X v, lo cual equivale a que w apunte hacia el mismo semiplano que u X v
respecto del plano determinado por u y v, es decir, si w apunta hacia el semiplano
determinado por u y v segin la “regla de la mano derecha”.

Definicion A.7 Definimos el producto mixto de tres vectores u, v, w como
(u,v,w) = (uxv) - w=u-(vxw).

La segunda igualdad se debe a que, en valor absoluto, ambos términos re-
presentan el volumen del paralelepipedo determinado por u, v y w, y el lector
puede comprobar sin més que mirar la figura precedente que w apunta hacia el
semiplano determinado por u y v mediante la regla de la mano derecha si y s6lo
si u apunta hacia el semiplano determinado por v y w.

Equivalentemente, esta la igualdad puede expresarse como:
(u,v,w) = (v,w,u),

de modo que el producto mixto no se altera si se permutan ciclicamente los tres
vectores.
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Por otra parte, teniendo en cuenta que u X v = —v X u, vemos que
(u,v,w) = *(U,U,’LU), (u,v,w) = *(U,’w,’l})
y también
(u7 v, ’UJ) = (U), u, ’U) = 7(“’3 w, 1)) = *(’LU, v, u)7

luego el producto mixto cambia de signo siempre que se intercambian dos de los
vectores. u

Determinantes 3 X 3 Para calcular explicitamente productos mixtos es pre-
ferible definir el determinante de una matriz 3 x 3

Ul u2 us
A= U1 Vo V3
wp w2 ws
como
Uy U2 U3
det A=|A|=| v1 v2 w3 |=(u,v,w),
wp w2 ws

donde u = (u1,ug,us3), v = (v1,v2,v3), w = (w1, ws, ws). Asi, explicitamente:

_ Cay— (| W2 U3 | U1 us up U2
|A| - (u X ”U) w ( Ve U3 ) v1 U3 , T v vy )(w17w2’w3)
Uy U3 U U3 Uy U2
= w1 — wo + ws.
V2 U3 U1 U3 U1 U2

Al desarrollar esta tltima expresion llegamos a la formula
|A| = ugvaws + ugvzwy + uzviwe — (Uzvawy + U VW + UV W3)

conocida como regla de Sarrus, que puede recordarse facilmente con la figura

siguiente:
+ —

De esta formula (o, mejor, de la figura) se sigue inmediatamente que el
determinante de una matriz A coincide con el de la matriz traspuesta A’ que
resulta de cambiar sus filas por sus columnas. En efecto, al cambiar filas por
columnas, los tres sumandos negativos no se alteran y, de los positivos, uno no
de altera y los otros dos se intercambian, pero el resultado es el mismo.

Por lo tanto, el determinante de una matriz puede calcularse indistintamente
como el producto mixto de los vectores formados por sus filas o por sus columnas.

Las propiedades del producto mixto se traducen inmediatamente en propie-
dades de los determinantes:
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a) El valor absoluto del determinante de una matriz es el volumen del parale-
lepipedo determinado por sus filas (o del determinado por sus columnas).

b) Una matriz tiene determinante nulo si y solo si una de sus filas (resp.
columnas) esta en el plano determinado por las otras dos.

c¢) El determinante de una matriz cambia de signo si se intercambian dos de
sus filas (o columnas).

Conviene observar que la regla de Sarrus se puede usar también como regla
mnemotécnica para el calculo del producto vectorial, en la formas:

€1 () €3
UXv=| uy u2 us |,
V1 (%) V3

donde
€1 = (170’0)7 €2 = (071,0), €3 = (07071)7

pues al desarrollar formalmente este “determinante” se obtiene en efecto el pro-
ducto vectorial.






Apéndice B
Ejemplos de curvas

Recogemos en este apéndice algunos resultados sobre varias curvas que he-
mos tomado como ejemplo para el célculo de longitudes, areas y voltimenes,
a fin de que los resultados sobre una misma curva no queden dispersos en las
distintas secciones del libro.

B.1 La cicloide

Definicion y ecuaciones La cicloide es la trayectoria que sigue un clavo
clavado en una rueda que gira sobre una recta:

T 27T 3 a7

Para determinar la posiciéon del punto en cada instante, una posibilidad es
identificar los puntos del plano con C y recordar que la multiplicacién z — ze®
es un giro de amplitud « alrededor de 0. Por lo tanto, un giro alrededor de un
punto zg es z + 29 + (2 — 29)e’® (hacemos una traslacion z — z — 2y para que
el centro de giro sea 0, giramos y trasladamos de nuevo z — z + zp).

Si la rueda tiene radio R y gira sobre el eje real hacia la derecha, y el clavo
parte de la posicion 0 (luego el centro de la rueda parte de Ri), entonces, cuando
el centro de la rueda se ha desplazado Rt unidades hacia la derecha, la rueda
ha girado t radianes en sentido negativo, luego la posicién del clavo que estaba
en el punto 0 se puede obtener girandolo primero alrededor de Ri, y luego
trasladandolo Rt unidades:

0+ Ri—iRe "+ iR —iRe " + Rt = Rt + Ri — Ri(cost — isent)
= Rt + Ri — Rsent — iR cost,

467
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luego la posicion del punto tras un giro de ¢ radianes es
r(t) = (Rt — Rsent, R — Rcost), (B.1)

y ésta es una parametrizacion de la cicloide, que es una curva peridédica con
periodo (respecto a esta parametrizacion) 27.

A veces conviene considerar una parametrizacion alternativa de modo que
t = 0 coincida con el punto mas alto, lo que supone cambiar ¢t — ¢ + 7:

r(t) = (Rt + Rm + Rsent, R + Rcost),

aunque en este caso es preferible trasladar la curva para que cumpla z(0) = 0,
lo que supone cambiar x — x — Rm, y asi obtenemos:

r(t) = R(t +sent,1 + cost). (B.2)

La figura siguiente muestra el arco de esta parametrizacién correspondiente
al intervalo —7w <t <

=77 T

Luego usaremos una propiedad curiosa de la cicloide:

La tangente a una cicloide por un punto P es la recta que une P con
el punto superior B’ de la circunferencia que la genera.

B'

t/[2

A Rt B

En efecto, es claro que la recta PB’ forma un angulo ¢/2 con la vertical,
mientras que, derivando en (B.1), el vector tangente es 1/ (t) = R(1—cost,sent),
luego el angulo ¢ que la tangente forma con la vertical cumple
1—cost 1—cos?(t/2) 4 sen®(t/2) t

— — tan —
sent 2sen(t/2) cos(t/2) g

tan ¢ =

luego es ¢ = t/2 y la recta tangente es precisamente PB’.

Notemos que esto implica a su vez que la normal a la cicloide es la recta PB.
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Area El area de la cicloide viene dada por

2R
A= / y(z) dz,
0

donde y(x) es, naturalmente, la funcién que calcula la altura y(x) de la ci-
cloide correspondiente a una abscisa x dada. No la conocemos, pero podemos
eliminarla mediante el cambio de variable z = R(t — sent), de modo que

2m 2
A= R(1 — cost)R(1 — cost)dt = RQ/ (14 cos®*t — 2cost) dt
0 0

2 27
1 2t 3 1
:Rz/ (1++Ci—2cost)dt:R2 ~t+ —sen2t — 2sent|
0 2 27 4 o
luego el area limitada por la cicloide es

A = 3rR2.

Longitud Para calcular la longitud de un arco de cicloide observamos que
r'(t) = R(1 — cost,sent), luego

t
7' (t)|]| = RV2 — 2cost = 2R sen 3

con lo que la longitud de un arco de cicloide es

27 t ¢ 27
L:/ 2R sen — dt = 4R {—cos—] = 8R.
0 2 2],

Volumen del s6lido de revoluciéon Vamos a calcular el volumen limitado
por la superficie que resulta de girar una cicloide respeto de uno u otro eje:

Consideramos la parametrizacion (B.2) y aplicamos la formula(2.4):

TR
V=nr / y(x)? d,
—7mR
donde y(x) es la funcién que determina la ordenada y del punto de la cicloide
de abscisa . Como en el caso del area, eliminamos la funcion y(x) mediante el

cambio de variable z = R(t + sent), con lo que

V= 77/ R?*(1 4 cost)?R(1 + cost) dt = 7TR3/ (1 + cost)? dt

—T —T
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=7TR3/ (1+3cost+3cos®t + cos® t) dt

T

3 s
sen” t
=512 R3,

3 3
=rR> [t+3sent+ §t+ Zseth—i—sent—

—T

donde hemos usado (C.1) y (C.2). Este es el volumen de la figura de la izquierda.
Para calcular el de la figura de la derecha planteamos la integral

2R 0
V= / z(y)dy = —/ R%*(t +sent)’Rsent dt =
0 iy

T 3r3 8
TR3 / (t*sent + 2t sen®t + sen® t)dt = <72r — ;) R3,
0
donde hemos hecho el cambio de variable y(t) = 14 cost y la integral resultante
la hemos calculado a partir de (C.3), (C.6) y (C.1).

Superficie de revolucion El area de la superficie de revolucion respecto del
eje X determinada por la cicloide viene dada por la formula (2.8):

T t T 4
A=2r R(1+ cost)2R cos 5 dt = 87rR2/ cos® 3 dt

—T -7

/2
= 167TR2/ cos® udu = 167 R? [senu — 3
—m/2

—m/2

donde hemos usado (C.1).

En el caso de la superficie de revolucion respecto al eje Y solo tenemos que
intercambiar las coordenadas:

T t T t
A= 27r/ R(t + sent)2R sen 3 dt = A7 R? / (t +sent)sen 3 dt
0 0

Tt t i t t

= 47 R? (2/0 §sen§dt+/0 2sen220052dt>
w/2 T t t1

= 167 R? / ssensds +/ sen? = cos — = dt
0 0 2 22

/2 1 al 4
= 16w R? / cossds + { sen® ] = 6—7TR2,
0 3 2], 3

donde la primera integral la hemos calculado por partes. Vemos que las dos
superficies tienen la misma area. L]
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La evoluta de la cicloide Para terminar nuestro estudio de la cicloide de-
mostraremos la propiedad que demostr6 Huygens, segin la cual un péndulo de
longitud L que oscila entre dos cicloides de longitud 2L describe una cicloide
de longitud L. Equivalentemente, tenemos que probar que si ponemos fijamos
un hilo de longitud L al “pico” de una cicloide de longitud 2L y lo enrollamos
sobre ésta manteniéndolo tenso, el otro extremo describe también una cicloide
de longitud 2L.

En general, la curva obtenida de este modo a partir de cualquier curva dada
se conoce como una evoluta de la curva (que dependerd del punto en el que
fijamos el hilo y de la longitud de éste). En estos términos queremos probar que
la evoluta de la cicloide de longitud 2L generada por un hilo de longitud L a
partir de su “pico” es también una cicloide de longitud 2L.

Para probarlo consideramos una cicloide generada por una circunferencia
de radio R (con lo que su longitud es 2L = 8R) y construimos sobre dicha
circunferencia otra del mismo radio:

] C
t \
OLa-¢
BI
P O
A Rt B

Hemos probado mas arriba que la tangente a la cicloide por el punto P es la
recta PB’. Llamamos P’ al otro punto en que corta a la segunda circunferencia.
Observamos que los dngulos B’ miden ¢/2, luego BOP =7 — t, de donde a
su vez CO'P' = t. Asi pues, P’ es el punto al que llega el punto superior de la
circunferencia de centro (0, 2R) y radio R cuando se la traslada horizontalmente
Rt unidades y se la hace girar t radianes, luego P’ describe también una cicloide.

Ahora basta probar que la longitud del arco AP maés la del segmento PP’
es precisamente L = 4R, pues entonces P’ es precisamente la posicion del otro
extremo de un hilo de longitud L fijado a la cicloide por A y que esta siendo
enrollado en ésta (de modo que coincide con ella hasta el punto P y es tangente
a partir de ahi).

En efecto, considerando cualquiera de los dos angulos de vértice B’, tenemos
que
t  Rsent

NS T B

)
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luego

- 2Rsent

PP =2PB' = = 4R cos f

sen(t/2) 2
Y, por ultimo, la longitud del arco AP es

t t
/ 2Rsenzd7:4R {fcosz} :4R74Rcos£,

luego un hilo tenso con un extremo fijo en el punto Ay el otro extremo en P
tiene longitud 4R, independientemente de t. L]

B.2 La cardioide

Definicion y ecuaciones La cardioide es la trayectoria de un clavo clavado
a una rueda que gira sobre una circunferencia. El nombre se lo dio Johann
Castillon en 1741 y hace alusién a su forma de corazon:

Supongamos que la circunferencia fija tiene centro en (a/4,0) y radio® a/4,
y que el clavo parte de la posicion (0,0). Cuando la rueda ha girado « radianes,
la situacion es la que indica la figura:

LAl llamar a/4 al radio de las circunferencias el parametro a tiene una interpretacion
geométrica natural en términos de la propia cardioide, pues es la distancia entre los dos
puntos en los que corta al eje horizontal.
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El cuadrilatero tiene dos angulos y dos lados iguales, por lo que los otros dos
angulos también tienen la misma amplitud 6. Es claro entonces que

p= g + 2% cos 6,
luego
p= g(l + cosb),

donde 0 € |—m, 7.

Area El teorema 2.6 nos da el area limitada por una cardioide:

2 2w 2 2w
20
A:a—/ (1+cos20+2c059)d9=a—/ §+COS +2cosf ) df
8 J, 8 /), \27 2

27 37'('
+ 2sen 9} =42
o 8

_a_2 §9+sen29
8 |2 4

Longitud La longitud de la cardioide fue calculada por Philippe de La Hire en
1708. Para calcularla usamos la formula (2.3) tomando como parametro ¢t = 6,
conloque ' =1y

p0) = —g sen 6,

luego

L:% \/sen29+(1+cos9)2d9:%/ V2 +2cosfdb

:a/ ”—I—Tcosedeza/ cosgd9:2a/ §cosgd0:2a[sen(9/2)]7_rﬂ,

luego concluimos que la longitud de una cardioide de seccion a es L = 4a. =

Volumen de revolucién La formula (2.6) nos permite calcular facilmente el
volumen que resulta de girar una cardioide sobre su eje:

21 a® [T ma® _(1—1—0059)4 " rad
o 3

—_ 3 = —
V= 338/, (1+ cos @)’ sen b db B 1
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Superficie de revolucion El area de la superficie de revolucion la calculamos
con (2.9):

T 2
A:27r/ CLZ(l—l—(:ost9)\/(1—|—(;059)2—|—selr12t9d€
0

2 s ™
_ 14 cos0)+/2(1 + cosb) df = 2rwa® cos?’gcl9:§7raz7
2 2 3
0

0

donde el area se calcula con el cambio ¢t = 0/2 y aplicando (C.1).

B.3 La nefroide

Definiciéon y ecuaciones La nefroide es la curva que describe un punto de
una circunferencia de radio a que gira alrededor de otra circunferencia de ra-
dio 2a. Aunque era conocida desde mucho antes, el nombre se lo dio el astronomo
britanico Richard Anthony Proctor en 1878 y hace alusion a que tiene forma de
rinon:

Si tomamos la circunferencia mayor de centro 0, cuando la circunferencia
menor ha girado un angulo 6 respecto de ésta, el camino avanzado tiene longitud
2af, pero para que una rueda de radio a avance 2af unidades, tiene que haber
girado 26 radianes. Como en el caso de la cicloide, identificamos los puntos del
plano con nimeros complejos. Si el punto que describe la nefroide parte de la
posicion 2a, un giro de 2af radianes alrededor del punto 3a lo transforma en

3a + (2a — 3a)e®® = 3a — ae™?,
y si ahora lo giramos # radianes alrededor de 0, pasa a ser
r(0) = ¢ (3a — ae®’) = 3ae’® — ae™’.

Separando la parte real y la imaginaria obtenemos la parametrizacion de la
nefroide:

r(0) = (3acosf — acos30,3asend — asen 30)
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0, alternativamente,
7(0) = 3a(cos § + isen ) — a(cos @ + isen )3

= 3acosf + i3asend — acos®  — i3a cos? @ sen § + 3a cos fsen’ O + iasen® 0

luego
z(0) = 3acos — acos® § + 3acosO(1 — cos® §) = 6a cos  — 4a cos® 0,

y(0) = 3asen — 3a(1 — sen? f) sen d + asen® § = 4asen® 0.

Y asi, una parametrizaciéon alternativa es:

7(0) = (6acos — 4acos® 0, 4asen® h).
Area Para calcular el area de la nefroide usamos el teorema 2.10:

27
A=5 [ G@ow®) - vou ).
El integrando es
(6a cos 0 — 4a cos® 0)12asen? § cos 6 + 6asen O(1 — 2 cos? )4a sen® 0
= 72a% sen? 6 cos® @ — 48a” sen? 6 cos” O + 24 sen? § — 48 sen A cos? 6
= 24a®sen” 0 — 48a® sen? 6 cos® O + 72a* sen? 6 cos® 0
= 24a? sen* 0 + 24a”? sen? 6 cos? 6 = 24a? sen? 0,

luego el area es

2m
A= 12a2/ sen? 0 df = 127a?,
0

donde hemos usado (C.2). "

Longitud Para calcular la longitud de la nefroide calculamos:
[r(x)]|? = 2" + ¢y = (—6asen 6 + 12a cos® O sen §)* + (12a sen” O cos §)?
= 36a? sen” § — 144a® sen® 0 cos® A + 144a? cos” O sen? O + 144a” sen” 0 cos® §

= 36a? sen? 0 — 144a? sen? 0 cos? 0 + 144a? cos?® O sen? 6 = 36a° sen? 0,

luego ||r(x)|| = 6]sen@|. Para no tener que distinguir casos segun el signo del
seno de 6, calculamos la longitud de media nefroide y la multiplicamos por 2:

L= 12a/ sen 0 df = 24a.
0
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Volumen del sélido revolucion Consideramos ahora los cuerpos que resul-
tan de girar una nefroide alrededor de los ejes:

Para calcular el volumen del primero aplicamos la férmula (2.5):
V= —7r/ 16a* sen® (—6a sen 0 + 12a cos® O sen 0) d
0

1024m
15

= 96ma® / (2sen” f —sen” 0) df = a®,
0

donde usamos la férmula (C.9) para calcular

™ 8.6-4-2 (™ 8-6-4-2 256
/0 sen 9-7.5-3 ), "M 9-7-5-3

i 4.2 2
/ Sen79d9:6 -2 3
0 .

Para el segundo intercambiamos las coordenadas:

V= —7r/ (6a cos § — 4a cos® 0)?12a sen?  cos O df

—T

= 247a’ / (3cos? 0 — 5cos? 0 + 2 cos® 0) df = 144763,

—T

donde las integrales se calculan mediante (C.9). .

Superficie de revolucion La formula (2.8) nos da el area de las superficies de
revolucion generadas por la nefroide. Notemos que al calcular su longitud hemos
hallado y/x'2 + 3’2 = 6Gasenf. Por lo tanto, para la superficie de revolucién
respecto del eje X tenemos:

A= 27r/ dasen® 0 - 6asen 6 dh = 487ra2/ sen? 0.df = 187242,
0 0

donde la integral se calcula mediante (C.9).
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B.4 La tractriz

Definicién y ecuaciones Consideremos un cuerpo puntual situado en (I, 0)
atado a una cuerda de longitud ! con su otro extremo en (0,0). Estiramos de
la cuerda de modo que su extremo suba por el eje Y. La trayectoria del cuerpo
arrastrado por la cuerda recibe el nombre de tractriz.

En realidad, se considera que la tractriz completa consta también de la
parte simétrica respecto del eje X que resulta de estirar también la cuerda
descendiendo por el eje Y. Vamos a parametrizarla.

Sea (x,y) un punto arbitrario de la tractriz, sea (0, It)
el punto donde se encuentra el otro extremo de la cuerda
y sea 0 el angulo que muestra la figura, de modo que
0<O<m/2cuandot <0y 7/2<86 < xcuando t > 0. It 0
Entonces, teniendo en cuenta que cosf es negativo si ¢
es positivo y viceversa,

(x,y) = (Isen b, it + L cosf).

Pero t y 6 no son independientes. La clave para rela-
cionarlos es que un cuerpo estirado por una cuerda se
mueve en la direcciéon de la cuerda, luego ésta ha de ser T
tangente a la trayectoria.

Por lo tanto, si consideramos a x,y, # como funciones
del parametro ¢, el vector tangente (2'(t), y'(t)) tiene que
tener la direccién de la cuerda, lo que se traduce en que

y'(t) _ cos 0(¢)
'(t)  senf(t)

Explicitamente:

l—1Ilsenf8  cosf

lcosf0  senf’

Despejando: sen — sen? 66’ = cos? 0 ¢’, luego §' = sen §. Esto es una ecuacion
diferencial, a la que podemos anadir la condicién inicial §(0) = 7/2. Separamos

variables e integramos:
/ = / dt
sen 6 '

Para la primera integral aplicamos el cambio de variables de Weierstrass u =
tan(6/2). Entonces 6 = 2 arctan u, con lo que

2
d = ——d
14 u? s
mientras que
0 0 0 0 2tan(6/2 2
sen@z?senacos§=2tan700527— an(/) = Y

2 2 1+tan?(6/2) 14+u?’
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Asi pues:

do 1+u? 2 1 0
- du= | = du=logu = logtan =
/sen9 / 2u 14+ u? Y /u U= loeu=logtan g

Por lo tanto, al integrar la ecuacion diferencial nos queda:

0
log tan 3= t+c,
y la condicién inicial nos permite calcular ¢ = 0. En definitiva:
t=logt 0
= log tan —
g 9
luego una parametrizacion de la tractriz en funciéon de 0 es
0
r(6) = (Isenb,!logtan 3 +1lcosf), 0<6<m. (B.3)

Si queremos usar ¢ como parametro tenemos que despejar:

t

= t —_ =
y an 3 e,
luego
0 2u 2et 2 1
sen = = = =
14+u2 1+e2t et —et cosht’
1 h?t—1 h?¢
o0 = 1 — i _ cos i :sen27
cosh”t cosh”t cosh”t

luego, teniendo en cuenta que cos es negativo,
cos = —tanht.

En total queda:
l
r(t) = (——, It — l[tanht). B.4
() = (—, ) (B.4)
Alternativamente, si intercambiamos las funciones coordenadas tenemos la

tractriz con su asintota en el eje horizontal:

r(t) = (2(t), y(t)) = (It — Itanht, &). (B.5)

Area Considerando la parametrizacion (B.5), vamos a calcular el area com-
prendida entre la tractriz y su asintota, mas concretamente entre x = 0 y
x=x(ty):
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En principio podemos expresarla en términos de la funcion desconocida y(x)
cuya grafica es la tractriz, pero inmediatamente la eliminamos con el cambio de
variable z = z(t):

ai(to) to to t h2 t to h2 t
Ay = / y(z)dz = / y(t)z' (t) dt = 12 / i / L
0 0 0 0

cosht cosh® ¢

tanht¢ 2
2 0
= —|[*———— + — arctansenht

2 cosh tg + 2 0
Lo més interesante es que

2
Ii Ay = —
tol)liloo to 4 ’

lo que significa que, aunque la tractriz sea infinita, concretamente, incluyendo

también la parte negativa, vemos que el area total limitada por la tractriz es
A ml?
27 n

Longitud Para calcular la longitud de un arco de tractriz usamos la parame-
trizacion en términos de @, cuya derivada es:

cos? 0 | cos 0]

" (0) = (zcose,z ) o)) =1

sen 6 senf

Vemos asi que la tractriz es regular en salvo en § = 7/2, y la longitud de un
arco de tractriz es

0 cost

s(0) = —1 dt = —1 [logsent]f;/2 = —llogsend

x/2 sent

La pseudoesfera La superficie que resulta del giro de una tractriz respecto
de su asintota se llama pseudoesfera. Para calcular su volumen con la férmula
(2.4) consideramos la parametrizacion (B.5).

Para aplicar la formula del volumen necesitamos con-
siderar la funcion y(x) = y(t(x)), pero en la integral
podemos hacer el cambio de variable z = z(t), con lo
que

dr = ' (t) dt = [ tanh® ¢ dt

para volver a una expresion en funcion de ¢:

o to
Vip = 7r/ y(x)*de = 7r/ y(t)%l tanh® t dt
0 0

o1 13
= lgﬂ'/ 7, tanh? ¢ dt = ?W tanh® ¢.
0 COS
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Este es el volumen de una seccion de pseudoesfera desde su base, correspon-
diente a t = 0, hasta la altura determinada por el valor ¢y del parametro. Como
en el caso del area de la tractriz, el volumen de la pseudoesfera completa resulta,

ser finito:
3

. P Pr 3 I 3
tOLHEOO Vi = tolirilm 5 tanh” tg = g’ﬂ'l ,

al igual que el volumen de la pseudoesfera completa, que resulta ser

2
V= gﬂ'lg,

la mitad del volumen de una esfera de radio . n

El area de la pseudoesfera Recordemos que una parametrizacion de la
pseudoesfera con su asintota en el eje de abscisas viene dada por

l

x(t) = It — ltanht t) = ——
( ) ’ y( ) cosl ta
de modo que

[tanht
—— senht = — an .
cosh”t cosht

2'(t) = ltanh®t, o/ (t) =

Para calcular el area de un tronco de pseudoesfera, desde x = 0 hasta x = xg,
necesitamos la funcion y(t(x)), pero tras aplicar la formula (2.7) deshacemos el
cambio de variable:

o [ T — o [ V)
Ay =2 [y TP = 2x [y 1+ L) i

to 1 1 to 1 h2¢
12 / 1+ 5 tanh? t dt = 21> / 60872 tanh? ¢ dt
o cosht senh” ¢ o cosht | senh”¢

" senht 1 v 2l
:27712/ 2 dt = —2nl2 =oml? -
o cosh”t cosht |, coshtg

Ahora vemos que

lim A;, = lim onl? —
to——+o0 to—+o0 cosh tgy

y esta integral puede verse como el area de media pseudoesfera, con lo que el
area de la pseudoesfera completa resulta ser A = 4xl2.

Vemos asi que una pseudoesfera tiene la misma area y la mitad del volumen
de la esfera de radio (.
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B.5 La lemniscata de Bernoulli

Definicion y ecuaciones La lemniscata de Bernoulli es la curva dada por la
ecuacion cartesiana
(12 + y2)2 — a2(x2 _ y2)’ (BG)

0.3
0.2

0.5 1j0

La sustitucién x = pcosf, y = psenf nos da
pt = a?p?cos 26,
que a su vez se simplifica a la expresion de la lemniscata en coordenadas polares:

p = aVvcos26.

Esta ecuacion muestra claramente que la curva tiene, en efecto, forma de 8, y
que el parametro a es la semiamplitud, es decir, la mitad de la distancia entre
sus puntos mas alejados. Un bucle corresponde a los angulos —7/4 < 6 < 7/4
y el otro a 37/4 < 0 < 57/4. Para otros argumentos el coseno es negativo y no
hay ningtn punto correspondiente en la lemniscata.

Area El teorema 2.6 nos da que el area de la lemniscata es

7r/4 0,2 7\'/4
A= / a® cos 20 df = [ sen 29} = a°.
—7/4 2 —/4

Longitud La formula (2.3) nos da que la longitud de una lemniscata, expre-
sada como cuatro veces la longitud de un cuarto de la curva, es

/4
L:4/ VP2 + p?dé.
0

Tenemos que
, asen 20

- Vcos 20’

luego
2 a2 2
o o a“sen®20 9 a
=—0 cos20 = ——
Pt cos 26 ta cos 26’
y asi

1

/4 1 /2
L =4a 7d9:2a/ de.
/0 v cos 20 0 Vcos b
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El teorema 6.4 reduce la integral a una integral eliptica:
L =2V2a K(1/2) ~ 5.24412a.

Un poco mas en general, hemos obtenido que la funcién

0
1
L) =14 —dt, 0<0<m/4,
() a/o v/ cos 2t s/

proporciona la longitud del arco de lemniscata comprendido entre Py = (a,0) y
el punto Py de argumento 6, pero tiene interés la expresion para la longitud del
arco comprendido entre (0,0) y Py expresada en funcion de p.

0.25

0.20 Pg

o1 L(9)
.0

0.05 9 PO

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Para ello observamos que, en virtud de (B.6), las coordenadas (x,y) del
punto del primer cuadrante de coordenadas (p, ) cumple

?+y?=p d*a®—yP) =ph

Sumando y restando a la segunda ecuacién la primera multiplicada por a? queda

24222 = p* + a2p?, 2022 = pt — a?p?,

(z.y) = <\/ g0 4 p2), \/ sy (a2 p2)> ,

y la férmula para la longitud a partir de esta parametrizacion, tras un célculo
rutinario, nos da que

luego

P 1 p/a 1
2 _
/ 7dr—a/ —dr.
0o Vva*—rt o V1-—rt

En particular, la longitud de la lemniscata completa es

= /p 22(r) +y2(r)dr =a
0

1
1
L =4a —dr.
/0 V1—r4
Volumen del solido de revolucion Para calcular el volumen del so6lido de

revolucion determinado por una lemniscata usamos la formula (2.4), junto con
la expresion (B.10), que para la lemniscata ¢ = d = a/v/2 se reduce a:

y= \/\/a4/4+2a2m2 — 22 —a?/2.
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Asi, usando (C.8):

V= 27r/ (Vat/4+2a222 — 2? — a*/2) dx =
0

2 a
T (2/ 1+ (2v2z2/a)? dw—a3/3—a3/2) =
0
2v2
L7ra V1+t2dt — gwa?’ =
0

—ﬂa { V1t 4+ arsenht

1
= ——ma <3\f—|— arsenh2\f> —ﬂm

2 1
= <\8[arsenh 2V2 — 6) ma® ~ 0.1457a®.

Superficie de revolucion El area de la superficie de revolucion determinada
por la lemniscata se calcula facilmente con la férmula (2.9):

/4
A=A4r sen 0/ p? + p’2 do —47T/ aV cos 20 sen 0 —— df
/0 r Pt v cos 20

/4
= 47ra2/ sen  df = 4ma?[— cos 0]3/4 = 21(2 — V/2)d?,
0

donde hemos aprovechado el calculo que ya habfamos hecho para obtener la
longitud de la lemniscata. ]

B.6 Los 6valos de Cassini

Definicién y ecuaciones Mientras una elipse estd formada por los puntos
del plano tales que la suma de las distancias a dos focos es constante, un dvalo
de Cassini esté formado por los puntos del plano tales que el producto de las
distancias a dos focos es constante.



484 Apéndice B. Ejemplos de curvas

Si tomamos un sistema de referencia con los focos en los puntos (£¢,0) y
llamamos d? al valor constante del producto, los puntos (x,%) del 6valo son los
que cumplen

(@40 +y°)((z —)* +y*) = d*,

que equivale a
(2 + > + 2+ 2cx) (2 + v + & — 2cx) = dP,

o también a
(2% +y? + ?)? — 4c?2? = d*. (B.7)

Observemos que la homotecia (z,y) — (kz,ky) transforma el 6valo que
cumple la ecuacién anterior en el conjunto de puntos que cumplen la ecuaciéon

((x/k)® + (y/k)* + %)% — 4c*(x/k)* = d*,
que, multiplicando por k*, equivale a
(22 + 9% + (ke)®)? — 4(ke)*2? = (kd)*,

luego se trata del 6valo determinado por kc y kd. Por lo tanto, si definimos la
excentricidad de un 6valo de Cassini como e = ¢/d, hemos probado que dos dva-
los homotéticos tienen la misma excentricidad, y el reciproco también es cierto:
si los 6valos determinados por (¢,d) y (¢/,d’) tienen la misma excentricidad, en-
tonces ¢/d = ¢’ /d’, luego ¢/c’ = d/d =k, y uno se transforma en otro mediante
una homotecia de razon k.

Desarrollando el cuadrado en (B.7) queda:
(@2 4+ 422 + & — 222 + 2%y° — 42a? = d*

luego
(2 + %)% — 2c3 (2 — y?) = d* — ¢, (B.8)

y de aqui obtenemos una ecuacién sencilla para las coordenadas polares de los
puntos de un 6valo de Cassini:

pt —2c¢%p? cos 20 = d* — . (B.9)
Resolviendo la ecuacién de segundo grado en p? queda
p* = *(cos20 + e2\/1 — et sen? 20),

o también

p= cyleos 20+ /1~ et son? 20.

Hemos visto en la introduccién que los 6valos de Cassini de excentricidad
pequena se parecen a elipses, pero para excentricidades mayores el parecido des-
aparece. La figura siguiente muestra los 6valos correspondientes a una distancia
focal ¢ =1 y varias excentricidades:
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Veamos qué podemos decir en general sobre la forma de un 6valo de Cassini
en funcion de su excentricidad. Partimos de la ecuacion (B.7), en la que podemos
despejar:

y::I:\/ d* + 4c?x? — 2% — 2. (B.10)
Esta expresion muestra que los 6valos son simétricos respecto de los ejes de

coordenadas. El radicando interior es siempre positivo, mientras que el exterior
estara definido si y sdlo si

22+ < Vd4 + 4c2a2,
que equivale a x4 + 22222 + c* < d* +4c22?, y a 2t — 2222 + ¢t < d?*, o también
a (22— c?)? < d*, oa|2? — ?| < d?, que a su vez equivale a

A-d><?<E+dh (B.11)

A partir de aqui tenemos que distinguir casos. Ante todo, es facil ver que si
e = 0, es decir, si ¢ = 0, el 6évalo de Cassini correspondiente es la circunferencia
de radio d.

Si0 < e <1, esdecir, si 0 < ¢ < d, la primera de las dos desigualdades
anteriores se cumple trivialmente, luego el 6valo de Cassini corta a cada recta
vertical de abscisa x si y s6lo si —a < x < a, donde a = V/d? + 2 es el semieje
mayor del 6valo.

Ademas, se cumple y = 0 si y s6lo si 22 + c® = V/d4 + 4c2x2, que equivale a
|72 — 2| = d?, lo que a su vez equivale a 22 = ¢? 4= d?, pero el signo negativo es
imposible, luego x = +a. Vemos asi que el 6valo puede descomponerse en dos
arcos que unen los puntos (+a,0), uno con ordenadas estrictamente positivas
y otro con ordenadas estrictamente negativas, lo que equivale a que forman
una curva cerrada que rodea los dos focos, como las que muestra la figura para
e=0.6y e =0.9. El semieje menor es b = v/d? — 2.

Si e =1, es decir, si ¢ = d, el razonamiento anterior vale igualmente con la
dnica diferencia de que ahora y = 0 se cumple si y s6lo si x = +a o si x = 0,
y las ecuaciones (B.8) o (B.9) se reducen claramente a las de la lemniscata de
Bernoulli.
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Finalmente, si e > 1, es decir, si 0 < d < ¢, para que el 6valo contenga puntos
con abscisa z, las dos condiciones de (B.11) son relevantes, luego si llamamos
a* = v — d?, resulta que el 6valo estd definido en [—a,—a*] y en [a*,a], ¥y
ademés se cumple y = 0 si y sblo si x = +a,+a™, y esto se traduce en que
en realidad el 6valo estéd formado por dos curvas cerradas que rodean a cada
uno de los focos. En la figura vemos que en el caso e = 1.1 tienen forma de
huevo, por lo que son 6valos propiamente dichos, mientras que a medida que la
excentricidad va aumentando se parecen cada vez mas a dos circunferencias.

Pero todavia queda un aspecto que precisar sobre la forma de un 6valo de
Cassini:

sPara qué excentricidades e > 1 tienen forma de cacahuete, como el
caso e = 0.9 que muestra la figura, y para cudles se parecen a elipses,
como en el caso e = 0.67.

Para responder a esta pregunta derivamos la funcion f(z) = y?(z) dada por
la relacion (B.10):

, 4cz 2c2
Fla)= ——l  op—op( 2 1),
Vd* + 4c2z? Vd* + 4c2z?

El 6valo tendra forma de cacahuete si y sélo si y(z) —luego también f(z)— es
decreciente a la izquierda de 0 y creciente a la derecha, es decir, en virtud del
teorema 1.14, si f/'(x) < 0 para x < 0 suficientemente pequeno y f'(z) > 0 para
x > 0 suficientemente pequeno. Esto equivale a que

2¢2
Vd* + 4c?a?

o también a que 4c¢* > d* + 4c¢%?22. Esto tiene que cumplirse para todo x
suficientemente pequefio, lo cual sucedera si y sélo si 4c* > d*, es decir, si y s6lo
sie* > 1/4, siy solosie>1/y/2. En caso contrario, es decir, si e < 1/v/2, se
cumple que f’(x) < 0 para todo z > 0y f/(z) > 0 para todo = < 0, luego la
curva crece desde —a hasta 0 y decrece desde 0 hasta a. En resumen, el aspecto
de los 6valos de Cassini depende de su excentricidad segin se indica en la tabla
siguiente:

1>0

Excentricidad | Aspecto
e=0 circunferencia
0 < e <+/2/2 | parecida a una elipse de semiejes v/d? + ¢2
V2/2 < e <1 | cacahuete de semiejes v/c2 + d?
e=1 lemniscata de semieje a = V2e
e>1 ovalos comprendidos entre las abscisas ++v/¢? + d?

Ejercicio: Calcular los puntos de altura y maxima de un 6valo de Cassini.

Ejemplo Vamos a calcular el volumen del huevo que resulta de girar (la mitad
de) el 6valo de Cassini de excentricidad e = 1.05 y distancia focal ¢ = 1:
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La ecuacion del 6valo es (B.10), con d = 1/1.05, luego, segtn la formula
(2.0),
V:ﬂ'/ (Vd* + 422 — 2% — 1) dz,
donde a* = /1 — d?, a = /1 + d?. Tenemos que
a a
V= d27r/ V14 (22/d?)? dx — 7T/ (x? +1) da.
a* a*

La primera integral se reduce a (C.8) mediante el cambio de variable t = 2z/d>.
Omitimos los calculos rutinarios. El resultado es V' =~ 0.451. ]






Apéndice C

Calculo de primitivas

C.1 Integrales inmediatas

Se llaman integrales inmediatas las que pueden calcularse sin mas que aplicar
las reglas de derivacién a la inversa, a lo sumo con manipulaciones sencillas del
integrando (aunque sencillas no quiere decir necesariamente que sea féacil caer
en su conveniencia).

La tabla C.1 contiene las reglas de derivacion inversas. (Véase la pagina
2.2 para su justificacion.) Una aplicacion bésica consiste en identificar una
posible regla que pueda adecuarse a una integral dada, identificar la funcion
f(z) adecuada, comprobar que, en efecto, el integrando se ajusta a la regla, y
aplicarla.

Ejemplo
/3962 senz® dr = —cos2® + c.
Esto resulta de identificar la cuarta regla de la tabla como de posible apli-

cacion, tomar f(x) = 2® (porque en dicha regla f(z) es el argumento del seno),
comprobar que delante tenemos ciertamente f'(x) = 322 y aplicar la regla. =

Entre las manipulaciones méas bésicas que podemos hacer a una integral para
ajustarla a una (o varias) de las reglas de integracion se encuentra el aprovechar
la linealidad de la integral, es decir, el hecho de si F; y F> son primitivas de
f1 v fo entonces aF; + bFy es una primitiva de af; + by se puede enunciar
alternativamente como que

/(afl(x) +bfa(x))dx = a/fl(x) dx + b/fg(gc) dx.
Ejemplo
/(1035 senz? + 622 cos 2®) do = 5/2.’17 sen z? dx + 2 / 322 cos 2 dx

= —4cosx® + 2senz’ + c. n

489
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Tabla C.1: Integrales inmediatas

f@)" f'(x) dzx = f;x—):? +e¢, n#l

dx =log|f(z)|+¢
1

"(z)a! @ dx = af@ 4 ¢
loga

/

/

K

/f’(a:) sen f(r)der = —cos f(x)+c
K

/

/

'@)cos fl@)dr = sen f(x) + ¢
dz = arcsen f(z) + ¢
— arccos f() + ¢
= arctan f(z) + ¢
/ F/(z)senh f(z)dz = cosh f(z) + ¢
J(x) cosh f(z) dz = senh f(z) + ¢

= arsenhf(z) + ¢

[ Le
VI@? +1

L dx = arcoshf(x) + ¢
/ e J) +
f(z) dx = artanh f(z) + ¢

1— f(x)?

Notemos que en el ejemplo anterior hemos dejado oportunamente los niime-
ros adecuados dentro de las integrales para que se pudieran aplicar las reglas. Un
poco mas en general, es posible “ajustar constantes” multiplicando y dividiendo
el integrando por cantidades adecuadas.

Ejemplo Si queremos calcular

[N
P md
/3\/56 o

podemos tratar de aplicar la tercera regla con f(x) = 51/z, pero entonces

que no es exactamente lo que tenemos.
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Ahora bien, podemos hacer lo siguiente:

T s 7/ I 2/ 5 ss, 4
/:w:ze T3S T s et T e

donde primer hemos sacado las constantes indeseadas por linealidad y luego
hemos multiplicado y dividido el integrando por 5 y por 2, dejando dentro
tnicamente las constantes que nos interesan para ajustar la derivada, y asi ya
hemos podido aplicar la regla. n

Familiarizarse con este tipo de ajustes es lo mas elemental que tiene que
conseguir el lector que quiera conseguir cierto dominio del calculo de primitivas.
De aqui en adelante los ajustes de este tipo los haremos sin méas comentario.

Pero las reglas de integraciéon inmediata permiten calcular muchas maés in-
tegrales en funcion del ingenio de cada cual. Veamos algunos casos:

Ejemplos

/tanxdx:/Senmdx=—10g|cosm|+c.

CcOos T L

3 3

cos® sen® x
/sen?’xdacz—cosx—i— +c /cosgmdaszsenx— 3 +ec (C)
En efecto:
/sen?’xdﬂc = /(1 — cos® x)senx dr = /senxdw — /COSstenxdx
s>z
= —CosT + +c,
e igualmente se calcula la segunda integral. [

Al tratar con funciones trigonométricas suelen ser ttiles las relaciones del
angulo doble y mitad:

sen2x = 2senx cosx, cos 2z = cos® x — sen? z,

T 1—cosx T 1+ cosx
sen — =/ ——— cos~ =/ ———.
2 2 ’ 2 2

Por ejemplo, las integrales siguientes nos apareceran a menudo:

Ejemplo Las integrales siguientes nos apareceran a menudo:

1 1
/senQ:vdngf Zsen2x+c, /COSQxdngJrZseanJrc. (C.2)

T w/2 -
/ sen2mda::/ cos? xdr = =.
0 —m/2 2

En particular
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En efecto, por las formulas para el angulo mitad aplicadas a 2z:

1-— 2 1 1
sen’ z dz = ﬁdmszf 200s2xdx:§ffsen2x+c,
2 2 4 2 4

e igualmente se razona con la segunda integral. L]

C.2 Funciones racionales

Las integrales de polinomios son todas inmediatas:

mn-&-l 1‘2

1 +~--a1?+a0x+c,

/(anx" + - -araxag) dx = ay

y ahora vamos a ver un método para integrar cualquier cociente de polinomios,
es decir, para resolver cualquier integral de la forma
x)

P(
dzx,
[
donde P(z) y Q(z) son polinomios. No perdemos generalidad si suponemos que

el numerador tiene grado menor que el denominador, pues en caso contrario
podemos dividir:

P(z) = Q@)C(x) + R(x),

donde R(z) es nulo o tiene grado menor que Q(z), y descomponer la integral

o 2D s~ [ etwrass [ B

También podemos suponer que el coeficiente director de Q(x) vale 1 (si vale ¢,
dividimos numerador y denominador entre ¢ y asi pasa a valer 1).

El teorema fundamental del algebra [ITAn 3.27] afirma que todo polinomio
con coeficientes complejos se descompone en la forma

Qx) = (x —ar)---(z = an),

donde los a; son nameros complejos (faltarfa multiplicar por el coeficiente di-
rector, pero estamos suponiendo que vale 1).

Ahora bien, si Q(x) tiene coeficientes reales, como sucede en el caso que nos
ocupa y a; es una raiz compleja, entonces, aplicando la conjugacion a Q(a;) = 0
obtenemos que Q(a;) = 0, luego el conjugado a; tiene que ser también raiz de
Q. Y si agrupamos las raices imaginarias en pares de conjugados, cada par a y
a determina un par de factores

(x —a)(x —a) = 2% — 2Re(a)r — |a|?

que dan lugar a un polinomio de grado 2 con coeficientes reales.
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Concluimos entonces que todo polinomio Q(z) (con coeficiente director 1)
factoriza en la forma:

Qx) = (x —a)™ - (x —a,)" (2* + byy12 + cpyr)™+ - (22 + by + )™,

donde los factores son distintos dos a dos (simplemente porque hemos agrupado
los que eran iguales).

Por ejemplo:
zt —52° + 422 + 32+ 9= (v - 3)* (2 +z +1).

El problema de factorizar polinomios arbitrarios no es elemental en absoluto,
pero es un problema algebraico del que no nos vamos a ocupar aqui. Si tene-
mos que integrar un cociente de polinomios, supondremos que hemos podido
factorizar el denominador.

Fracciones simples El resultado fundamental es que todo cociente de la
forma P(z)/Q(z), donde el grado de P es menor que el de @, se descompone
en forma tnica como suma de fracciones simples, donde una fraccidn simple es
un cociente de polinomios de una de las formas siguientes:

A
(x — a;)k’

donde a; es una de las raices reales de Q(z) y 0 < k < n;, o bien

Mz + N
(22 4 bz + ¢;)*’

donde 22 + b;x + ¢; es uno de los factores sin raices reales en que se descompone
el denominador Q(x) e igualmente k < n;.

No vamos a demostrar este resultado porque la prueba es laboriosa, pero
hay que destacar que no necesitamos demostrarlo para aplicarlo al célculo de
primitivas, porque basta encontrar en cada caso particular la descomposicion
en factores simples y comprobar que es correcta, sin necesidad de justificar que
es posible encontrarla en todos los casos.

Ejemplo Vamos a calcular

/ 5x3 — 2222 + 162 + 2
X.

(x =32 (x2+x+1)
Para ello planteamos la descomposicion del integrando en fracciones simples:

5 — 2222 +1604+2 A N B N Mx+ N
(x—32(@x2+z+1) 2-3 (z-3)2 22+z+1°

El teorema sobre descomposicion en fracciones simples garantiza que tienen
que existir nameros A, B, M, N que cumplan esta igualdad para todo x, pero no
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necesitamos demostrar que tienen que existir, sino que nos basta con demostrar
que existen encontrandolos. Para ello se suma el miembro derecho:

5z% —222° + 162 +2 Az —3)(z®+ 2+ 1)+ B(a® +z+ 1) + (Mx + N)(z — 3)?
(z—3)2(x24+x+1) (x—3)2(x2+z+1)

Y soélo tenemos que garantizar que los numeradores son iguales. Para ello
basta dar valores a x y obtener asi ecuaciones que deben cumplir los coeficientes.
Por ejemplo, haciendo = = 3 queda

—-13 =138,
de donde deducimos que B = —1. Si hacemos z = 0,1, —1 queda
2=-34A—-149N, 1=-6A-344(M+N), —-41=-4A—-1416(N—-M),
y al resolver el sistema de ecuaciones resulta A =2, M =3, N =1, luego

5m3—22x2+16x+2_ 2 1 n 3z +1
(r—3)2@2+z+1) 2-3 (r-3)2 22+zx+1

Notemos que los numeradores de ambos miembros son polinomios de grado 3
que coinciden en x = 0,1, —1, 3, luego su diferencia tiene al menos cuatro raices,
luego tiene que ser el polinomio nulo. Asi, hemos demostrado que la igual-
dad anterior se cumple para todo x (sin necesidad del teorema sobre fracciones
simples). Por lo tanto,

523 — 2222 + 162 + 2 1 1 3z +1
dr =2 der — | ——=d ————dz.
/(x—3)2(x2+x+1) * /x—?) * /(x—3)2 x+/x2—|—x+1 .

Las primeras integrales son inmediatas:

1 1 1
2 dr =21 -3 - dx =
/x—?) o og |z — 3|+, /(x—3)2 * x—3+c’

y la ultima puede descomponerse en suma de una integral de tipo logaritmo més
una de tipo arco tangente:

3z +1 3 2 + 1 1 1
—de== | ————dr — = | ————dx
2+z+1 2) 2242 +1 2) 224+2x+1

La primera es

3 [ 22+1 3.,
- | ————do = =1 1
2/x2+x—|—1 T 2og(gc +x+1)+c

y en la segunda completamos un cuadrado:

e ! o
o) 212117 7 2) wr122 434"
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_2/ L dw:_f/ [V3
3 (@/V3)a+1/V3)2 +1 3. (@/V3)a+1/V3)? +1

V3 1+ 2z
= ——— arctan +c
3 V3
En total:
5a3 — 2222 + 162 + 2 1 3
dr =21 — 3|+ —— + = log(a? 1
/(:1773)2(:1:2+x+1) T og |z |—|-$73—i-2 og(z” +x+1)
V3 etan L2
3 V3 .

En general, las fracciones simples correspondientes a raices reales son inme-
diatas:

A A A
dr = Al —  _dr=—
/xfa x oglr —al+e¢, /(a:—a)”“ x (x—a)”+c’

y las de la forma

Mx+ N
———dx,
22 +bx +c
como ilustra el ejemplo precedente, siempre pueden descomponerse como
Mz + N M/ 2r +b N — Mb/2
ey S B bt
x2+bx+c x2+bx+c 22 +bx+c
M Mb—2N 1
=] 24 d
5 log(v” +br+o)+ — /(x—b/2)2+(4c—b2)/4 v
M Mb—2N 1
= —log(z? + bz + ¢) + / 5 dz
2 2 ( 2x—b ) +1
v4c—b2?
M Mb—2N 1
=5 log(x? + bx + ¢) + 5 / dx

2
(=) +1

M Mb—2N Vdc — b2 2/vV4e — b2
:jlog(xQ—i—bx—l—c)—i—( ¢ / [Vie dx
2x—b
(\/40 b2> +1
M (Mb — 2N)v/dc — 52 2 — b
= —log(z® +b t .
5 og(z® +bx+c)+ 1 arcan\/m+c

Nos falta considerar las de la forma:
/ Mz + N M/ 2r +b d:cf/ N — Mb/2 dx
(x2+bx+c) "‘*‘1 % 4+ bx + c)ntl (22 + bz + )7t

M L Mb - 2N/ 1 i,
T2 (224 bx +o)n 2 + bx + ¢)nt!
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luego sélo queda pendiente como integrar las fracciones racionales de la forma

/ 1 dx
(22 + bz + c)ntt

donde el denominador no tiene raices reales. Mas adelante veremos una forma
de tratarlas (C.12),(C.17), pero por completitud vamos a describir un procedi-
miento que, més que resolverlas, nos evita llegar a ellas.

El método de Hermite El método de Hermite es una variante del método
de descomposiciéon en fracciones simples, que es bastante méas laborioso, pero
que evita la aparicion de fracciones simples con raices multiples.

Se basa en el hecho de que una fraccion P(x)/Q(z) con el grado de P menor
que el de @ y donde

Qz)=(r—a)™ - (x—a)" (2 + bypr + Cry1) ML (ac2 + bix + )",

puede descomponerse en suma de fracciones simples de la forma

A Mz +n

T —a;’ 22+ bz + ¢

més un ultimo término de la forma
i P1 ((L’)
dxr Q1(z)’

donde
Q1(x) = (x—ay)™ - (2—ap)" (@b w ey )" T (P b)Y

(de modo que las raices con multiplicidad 1 desaparecen) y Pj(x) tiene grado
menor que @Q1(z).

Nuevamente, no vamos a demostrar que siempre existe una descomposicién
en estas condiciones, pero no hace falta demostrarlo para resolver sin lagunas
l6gicas cualquier integral concreta.

Ejemplo Para calcular la integral
2
4 —2
————d
/ 23 (22 +1)2 x
planteamos la descomposicion

x2—2 _é+Mx—|—N iB3$3+B2x2+le+Bo
3(x2+1)2  x x2+1 dx x?(x2+1)

Para calcular los coeficientes tenemos que calcular la derivada:

(3B32? + 2Box + By)x(2? + 1) — (Bza® + Baa? + Bix + By)(42° + 2)
3 (22 +1)2 ’
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sumar las tres fracciones e igualar los numeradores:
22— 2= A2*(2® +1)* + (Mx + N)2*(2® + 1)

+(3Bsa? + 2Box + By)x(x? + 1) — (Bsaz® + Byx? + Bz + By) (422 + 2).

En principio, dando siete valores a x obtenemos un sistema de siete ecuacio-
nes con siete incognitas que nos determinara los coeficientes, aunque es posible
obtener algunos mas rapidamente.

Por ejemplo, haciendo x = 0 obtenemos —2 = —2B, luego By = 1. Igua-
lando los coeficientes de grado 1 queda

0=0+0+ By —2B, = —B;,
luego B; = 0. Igualando los coeficientes de grado 2 queda
1=A+2By — 4By — 2By = A — 4,

luego A = 5. Igualando los coeficientes de grado 6 obtenemos A+ M = 0, luego
M = —A = —5. Hasta aqui tenemos:

2% — 2 = 5(25 + 22% + 2?) + (=52 + N)(2® + 2°)

+(3Bsz + 2B)(2* + 2?) — (B3x® + Box® 4 1)(42* + 2).

Igualando los coeficientes de grado 4 queda 0 = 10 — 5 + 2By — 4B,, luego
Bs = 5/2. Si ahora hacemos = = 1 queda

—1=20+ (2N —10) + (6B3 4+ 10) — (6B3 + 15+ 6) = 2N — 1,
luego N = 0, con lo que tenemos
2% — 2 =52% 4+ 522 + (3Bsz 4 5)(z* + 2%) — (Bsa® + (5/2)2% + 1)(4a® + 2),
y el coeficiente de 2% es Bs = 0. En conclusion:

2 -2 5 5 d (5/2)z? +1

(22412 z 2241 dr 222 +1)]

de donde, a su vez,

% -2 5x2 + 2 1 T
dz = 5 —-de—5 | 5—=d
/x3(3c2 +1)2 o 222(x2 + 1) + /x . /x2 1

bzt 42
C222(22 + 1)

)
+5log|z| — 3 log(z? + 1) + c.
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C.3 Integracion por partes

Veamos ejemplos de célculo de primitivas mediante la férmula de integracion

por partes:1
/udvzuv—/vdu.

(Véase la pagina 2.2 para su justificacion.) Un ejemplo tipico de aplicacion es
el primero de la lista siguiente:

Ejemplos Veamos que
/x2sen:cdx: —z%cosx + 2xsenx + 2cosx + c. (C.3)

La formula de integracion por partes nos permite sustituir uno de los factores
por su derivada y el otro por su integral. Al derivar o integrar el seno obtenemos
un coseno que es “esencialmente lo mismo”, pero al derivar 2% pasamos a 2z y,
si lo volvemos a derivar, pasamos a 2, lo que sugiere que aplicando dos veces la
integracion por partes llegaremos a una integral inmediata. En efecto:

w=2% dv=senzdr, du=2xdx, v:/senxdx:—cosx.

/xzscnxda::—x2cosx+/2xcoszdx

y de nuevo:
u=2x, dv=cosxdr, du=2dr, v= /cosa:dac =senz.

2

:—x2cosm+2msenx—/2senxdx:—x cosx + 2xsenx + 2cosx + c.

La idea general es derivar una parte de la integral (la que llamamos u) para
simplificarla. Por ejemplo, en la integral siguiente llamamos v = logx porque
asi, al derivarlo, en la integral queda 1/x, que es més sencillo:

/ozlogscdx.

Aplicamos la formula de integracion por partes con u = logz y dv = z dz,
con lo que

2
du:ldx, v:/xdxzx—
T 2

2 2 1 2 1
[etogzde=Sroge— [ 5 Lar =T roga 3 [waa

2 2

Ty x+
= 5 logz -~ +c -

1Es habitual recordarla con la frase “Un dia vi una vaca vestida de uniforme.”

y asi
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Nada impide aplicar la regla tomando como dv = 1 - dz, con lo que v = x,
que es lo que conviene para calcular:

1
/logxdz:xlogxf/xfdz:xlogxf/dx:xlogmforc. (C.4)
x

|
La misma técnica puede aplicarse para calcular
/ arctan x dzx,
llamando
1
u = arctanz, dv=dr, du=-——=dx, v= | dx=uzx.
1422
Al aplicar la férmula de integracion por partes queda
T 1 2x
arctanx dxr = xarctanx — | ——— dx = rarctanx — = | ———
1+ 22 2 ) 1+ 22
1 2
:xarctanx—§log(1+x ) +ec. .

A veces, al aplicar una o méas veces la féormula de integracion por partes
obtenemos la misma integral de partida, en cuyo caso podemos calcularla des-
pejandola. Veamos algunos ejemplos:

—st
/sente_St dt = —16_’_782(cost + ssent) + ¢,
e—st
/cost e Stdt = m(sent — scost) +c. (C.5)
Para calcular la primera integral tomamos
u=e¢%, du=—se tdt, dv=sentdt, v= /costdt = —cost.

Entonces
/sentefs'5 dt = —coste 5t — s/coste*“ dt.

La integral resultante la calculamos también por partes:
u=¢e du=—se stdt, dv=costdt, v= /costdt = sent.

Asi:
/sent e %t dt = —coste ! — ssente "t — 2 / sente” %t dt.
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Despejando:
(1+s%) /senttfm5 dt = —e *(cost + ssent),

de donde se sigue la primera igualdad, y la segunda se razona analogamente.
u

2
1
/:r sen’x dr = %—%sen?x—gcosﬂx—i-c. (C.6)

Para calcular esta integral podriamos llamar dv = senz?dz y usar (C.2)
para calcular v, pero una alternativa mas sencilla es hacer:

u=uzsenz, dv=senzdr, du=(senz+ xcosz)dr, v= —cosz.

/x sen’z dr = —rsenx cosx + /(cosxsenx+xc0s2 x)dx

1
:—gsen2x+§/sen2xd;v+/x(l—sen2x)d;v

1 2
= —%sen?m— Zcos2x+ % —/$S€D295~

Como hemos obtenido la misma integral inicial, podemos despejarla y obtenemos
el resultado anunciado. L]

Similarmente podemos calcular

2
/\/r2—x2d:c: g\/7’2—3102—%arccosf—i—c. (C.7)
r

2

Tomamos

x
u=+vr2—-22 dv=dr, du=-——r—=dxr, v=nx.

r2 —

2
x
Vr2—z2de ==z r2—x2+/7daz
/ V2 —x?

P2 _ g2

_r LT g
N R V=

=az\/r2 — a2 —r? 7—1/7‘ r— [ V/r?2—x2dx
} | = "

y al despejar se obtiene la funcion indicada. Del mismo modo podemos calcular:

1
/ V14 22dx = g 1+22+ iarsenhx +c. (C.8)

=xvVr?-—az2+
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Otro ejemplo notable de integracion ciclica es el siguiente:

1 -1
/sen”xdz — —Zsen" 1z cosz + = /sen’“2 xdx, (C.9)
n n

1 _ n—1 _
/cos”xdx:fcos" lp senz + —— [ cos™ 2z dx.
n n

/sen”xdac = /sen”_lx sen z dx

y aplicamos la féormula de integracion por partes con

Separamos

u=sen" 'z, dv=senzdr, du= (n—1) sen” 2zcosxdr, v=—cosz.

Asi (cambiando cos? x = 1 — sen? ):

/sen” xdr = —sen" txcosz + (n—1) / sen" 2 x cos® x dx

= —sen" ' zcosz + (n—1) /sen"*Qxdx —(n— 1)/sen"xdx,

y al despejar se obtiene la formula indicada. La férmula para el coseno se prueba
analogamente. m

Funciones racionales Veamos cémo la integracién por partes nos permite
calcular integrales de funciones racionales con raices complejas miltiples sin
necesidad de aplicar el método de Hermite. Consideremos en primer lugar el

caso siguiente:
2
ﬁ dl‘.
(azx? 4 )t

No es evidente que el método de partes vaya a ser de utilidad, pero lo cierto es
que podemos aplicarlo con

1 1
u=1u, dU:#d(ﬂ’ U:/#dm:_ii
(ax? + ¢c)nt1 (ax? + ¢)n 1 2an (ax? + c)*

x? 1 T 1 1
S S 1 S U S ) 1
/ (az? + c)nt! de 2an (azx? + c)™ + 2an / (az? + )" dz (C.10)

Sin =1y c >0, la integral resultante es inmediata de tipo arco tangente y
tenemos resuelta la integral. En particular:

z? T 1
de:—m+§arctanx+c. (C.11)
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Pero podemos usar el caso general para integrar una fraccion simple de la

forma
1 1 ax? +c a x?
———doe=- | ————de—— | ——+——d
/ (az? + c)ntt T / (az? + c)ntl T / (ax? + c)ntl v

1 1 1 1 1
e L S N

c) (az?+co) 2en (a2 + )" 2en ) (aa?+ )"

luego

1 1 T 2n—1 1
———dr = — d C.12
/ (ax? + c)nt1 Y= o (ax? + )" + 2cn / (ax? + )" “ ( )

y esta formula nos permite ir reduciendo el grado del denominador hasta que la
integral sea de tipo arco tangente.

Necesitaremos este caso particular, que se descompone en integrales de los
dos tipos que hemos considerado, (C.10) y (C.12):

/ 1+ a2 d
Qtet(1_oa22™

72

1
_/<1+e+<1—e>x2>2d“/<1+e+<1— a2

1 x

d
20— ltet(1 *

€
1 T 1 / 1
+ dz
20+e)l+e+(1—€22 2(1+¢) ) 1+e+(1—e€)x?
_ 2

1 1
6)m2+2(1—6)/1+6+(1—6)x

€ T n 1 / 1 d
=— x
1—e2l+e+(1—€a2 1—-€ ) 1+e+(1—€a?

y la dltima integral puede reducirse a un arco tangente:

1 1 1
1+e+(1—e)x2dz:1+6 7 d
1+< 1_61')

1+€
1—e
1 1—|—6/ \ T+ d 1 ¢ 1—¢ n
= s = arctan T c.
1+eV1—e¢ 1= \?2 V1—¢2 1+e
1+( H_ex)
En total:

/ 1+ 22 g — € x
(I+e+(1—e)z2)2" 1—-€el+e+(1—e)a?

1 1 1—c¢
—‘rﬁﬁ arctan ( 1 T 6.27) + C. (013)
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C.4 Integracién por sustitucion

Veamos ahora ejemplos de integracién por cambio de variable, tal y como se
explica en la pagina 2.2.
Ejemplo Vamos a calcular de nuevo la integral (C.7):
2

/ Vr? —a2de = 2\/r2 — g2 — % arccos — + c. (C.14)
T

2

Notemos que el integrando esta definido en |—r, 7], en el cual es biyectiva la
funciéon x(t) = r cost, luego podemos usarla para hacer un cambio de variable,
con dr = —rsentdt. Por lo tanto:

/\/rz—xzd:r:—r/\/r2(1—coszt) sentdt:—r2/sen2tdt

2 (1 1se 2t + r2(t sentcost + ¢)
=—r°( - — —sen c¢)] =——=(t—sen c
2 4 2
2

= —%(t—cost 1 —cos?t +c)

Ahora falta deshacer el cambio de variable, cost = x/7:

2
/\/7“2 —z2dx = —%(aurccosE I —z2/r?) +c
roor

'r2 X X
= ——arccos — + =12 —x? + ¢,
2 ro 2
con lo que obtenemos de nuevo el resultado de (C.7). "

Ejemplo Vamos a comprobar que, si a > 0,

/ \/de = aarcsen \/f —Vz(a—2)+e (C.15)

Notemos que el integrando esta definido en el intervalo [0,a], y podemos
considerar la funcién x : [0,7/2] — [0,a] dada por z(t) = asen?t, que tiene
inversa t(x) = arcsen \/x/a. Sustituimos dz = 2asent cost dt, con lo que queda:

2¢
/ &%Lsentcostdt :/
Va—asen?t
a

=at — Esen2t+c: at — asentcost + c,

sent
cost

2asentcostdt = Qa/sengtdt

donde hemos usado (C.2). Para deshacer el cambio de variable observamos que

cost =v/1—sen?t = /1 —x/a = a;x’
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[ = T T la—=x
/ dm:aarcsen[—a[ +c
a—1x a a a

aarcsen\/?\/o:(az)qLc. .
a

luego

La sustitucion de Weierstrass Cuando el integrando esta formado tnica-
mente por senos y cosenos operados algebraicamente, es decir, cuando es de la
forma R(senz,cosz), donde R(u,v) es un cociente de polinomios, hay un cam-
bio de variable que transforma la integral en otra cuyo integrando es un cociente
de polinomios:

1—u? 2u 2

T
u = tan —, COST = —— senr = —, der = ——
2 1+ u? 1+ u?

du.
14 u?’ Y

En efecto, la formula para dx se obtiene derivando x = 2arctanu y las otras
dos son trigonometria:
2 X 2 X

eo L 1 1 1—u?
cosx = cos® = —sen® = =2cos’ = — 1 = —-1= ,
2 2 2 14 u? 14 u?

donde hemos usado que al dividir sen?(x/2) + cos?(z/2) = 1 entre cos?(z/2) nos
da u? +1=1/cos?(z/2).

1
senx = QSengcosg = 2tan§cos2§ = 2u1+u2.

En muchos casos existen cambios de variable alternativos que dan lugar a
integrales mas sencillas. Concretamente:

e Si el integrando es impar en el seno, es decir, si se cumple
R(—senz,cosz) = —R(senx, cosx),

sirve el cambio:

1
cosT = u, senx = V1 —u?, dr = ——— du.
V1—u?

e Siel integrando es impar en el coseno (R(senx, — cos x) = —R(sen x, cos x))
sirve el cambio:

1
senzr = u, cosz = /1 —u?2, dr = —— du.
V1—u?

e Si R(—senx, —cosz) = R(senz, cosx), sirve el cambio

1 U 1
ne =

—, se —, dr=—du.
14 u? V1 4+ u? 14 u?

tanx =u, cosx =



C.4. Integracién por sustitucion 505

En todos los casos la hipotesis correspondiente hace que las raices se simplifi-
quen al hacer la sustitucién y desaparezcan. Podriamos demostrarlo en general,
pero basta comprobar que se cumple en cada caso particular.

Ejemplo Para calcular la integral

1 1 —cos
/ dx = log ﬂ—&—c

senx 1+cosz
aplicamos el cambio primero de los tres cambios alternativos, con lo que
1 1 1 1
dr = — du=— | ——
sen x V1— w21 — u2 1 — 2

1 1 1 1 1 1
:,/7du_,/ du:§log\u—1|—§log|u+1\+c

du

2) u—1 2) u+1
log ¢/ L= 4
=lo c,
ST
y al deshacer el cambio de variable obtenemos el resultado indicado. m

Ejemplo En el estudio de las leyes de Kepler en la seccién 2.3 nos apareceré
la integral:

1 1
- ———=df < 1.
2/(1+€cost9)2 ’ O=se<

Si aplicamos el cambio de variable 2 = tan(6/2):

dx,

/ 1 1 d / 1+ a2
2 T =
(14 e55)2 1+ a2 (14¢€)+ (1 —e)a?)?

obtenemos precisamente (C.13), luego el resultado es

€ x n 1 1 + 1—¢€ 4
— arctan | / ——x c.
1—e2l+e+(1—ea?2 1—-€1—¢ 1+e€

Ahora deshacemos el cambio de variable:

1 1 B € tan(6/2)
2| ey

a9 = -
1+ ecos)? 1—e21+4+e+(1—¢€)tan?(0/2)

1 1—c¢ 0
—— arctan ——tan—- | +c.
1-e)Vi—e (\/ 1+e 2)

En el primer término podemos multiplicar numerador y denominador por
cos?(0/2) y queda

€ sen(6/2) cos(6/2) 1 esen

T 1—(1+€)cos2(0/2) + (1 — €)sen(6/2) 2(1—€2)1+ecosh’
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Asi pues:

1 1
5/ (14 ecosh)? 40 (C.16)

1 arcta /1—¢€ send 1 esenf n
————arctan - .
(I1-€e2)V1—¢? 1+€el4cost 2(1—€2)1+ecosb ¢

Las sustituciones de Weierstrass también funcionan con senos y cosenos hi-
perbolicos:

Ejemplo

senh? z tanh x 1
= r = — + — arctansenh x + c.
cosh” x 2coshx 2

Como es impar en el coseno hiperboélico, sustituimos

senhx =t¢, coshx =+/1+12, coshxdxr = dt.

/senhzx d / t2 gt t n 1 tant -
— —dr= | ——=dt =———— + —arctant +c,
cosh® (14-12)2 2(1+1¢t2) 2

donde hemos usado (C.11). Al deshacer el cambio queda

senh? senh x 1
———dr = ——————— + ~arctansenh z + c.
cosh” x 2(1+senh“z) 2

Fracciones simples En (C.12) hemos visto como integrar fracciones simples

de la forma
1

(I‘Q + C)n-‘rl :

Un simple cambio de variable reduce a este caso el caso general:

1 1
/ @+ bzt ot / (& 1 0/2)° +c— 2/ @

1
- [ (e

donde y = z + b/2, con lo cual tenemos un método para integrar cualquier fun-
cion racional por descomposiciéon en fracciones simples sin necesidad de aplicar
el método de Hermite. n
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Integrales binomias Una integral binomia es una integral de la forma
/xm(a + ba™)P du,

donde a,b son nimeros reales y m,n,p son nimeros racionales. En los casos
siguientes pueden reducirse a integrales de funciones racionales mediante los
cambios de variable indicados:

a) Si p es entero, hacemos x = t°, donde s es el minimo comun multiplo de
los denominadores de m y n.

b) Si (m+ 1)/n es entero, hacemos a + bz™ = t*, donde s es el denominador
de p.

¢) Sip+ (m—+1)/n es entero, hacemos ax™" 4+ b = t°, donde s es el denomi-
nador de p.

Es facil justificar que los cambios indicados llevan siempre a una funcién
racional, aunque no es necesario justificarlo en general para aplicar el método
en cada caso en particular. No obstante, veamos como ilustracion el tercer caso:

Si ax™" +b = t°, entonces " = a(t* — b)~!, luego x = al/"(t5 — b)~V/",
luego

de = —(1/n)a'/™ (> — b)Y/ tsts =Lt
y a+bx"™ = (ax™" + b)a™ = ta(t? — b) "1, luego la integral se convierte en

Sam/n+p+l/n

_ /(ts _ b)—p—(m+l)/n—1tps+s—1 dt
n

y todos los exponentes en el integrando son enteros, luego se trata de un cociente
de polinomios. -

Ejemplo La integral

/(1 + 22732 dx

es binomia con m =0, n = 2, p = —3/2 y esta en el tercer caso, pues se cumple
que p+ (m+ 1)/n = —1. Por consiguiente, aplicamos el cambio de variable
e

Asi, z = (12 — 1)7'/2, luego
de=—(t* =1)"%%tdt, 1+22=22@@2+1) =@ —1)"1,

luego

1 1
/(1+:z:2)’3/2d:r:—/(t2—1)3/2t’3(t2—1)’3/2tdt:—/t—2dt: T

y, deshaciendo el cambio de variable,
/ ! dr = L +c= L +c
(14 22)3 V241 Vita?

(C.18)
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