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Prefacio

Este libro es el resultado de extender lo que originalmente era un capitulo
de preliminares para definir el conductor de una curva eliptica en la parte de
aplicaciones de mi libro de Superficies aritméticas. El lector interesado es-
pecificamente en este objetivo puede leer las secciones 1.1 y 1.2 y el capitulo II
(salténdose, si lo desea, las secciones 2.3 y 2.7) y desde ahi pasar directamente al
apéndice A, del que podra seguir las secciones A.1 y A.2, con lo cual alcanzard
los requisitos necesarios para entender el estudio del conductor de una curva
eliptica. Ahora bien, si quiere entender realmente la teoria que hay de fondo en
el uso de los caracteres de Artin y Swan construidos en A.2 deberd leer también
las secciones A.3 y A.4, para lo cual necesitard estudiarse casi la totalidad del
presente libro.

El lector interesado en la teoria de representaciones propiamente dicha debe
observar que hemos duplicado la exposicién de la teoria en el caso de las re-
presentaciones de grupos finitos sobre el cuerpo de los nimeros complejos. En
el capitulo II presentamos la teoria mediante razonamientos “rapidos” y “ele-
mentales”, en el sentido de que evitan el uso de la mayor parte del aparato
algebraico subyacente a la teoria de representaciones, y en el capitulo III de-
sarrollamos dicho aparato algebraico sin apoyarnos en el capitulo precedente,
con lo que obtenemos pruebas alternativas de los mismos resultados, sélo que
en un contexto mucho mas general. Lo hemos hecho asi para permitir el ac-
ceso rapido a las primeras secciones del apéndice A que hemos indicado antes
y también porque, de este modo, el lector interesado en la teoria de caracteres
propiamente dicha tiene la oportunidad de apreciar su interés y utilidad antes
de adentrarse en sus aspectos méas técnicos. Conviene tener presente a este res-
pecto que el capitulo IT no requiere las secciones 1.3 y 1.4, por lo que su lectura
puede posponerse. Como complemento al capitulo II, el lector puede estudiar
también la construccién de las tablas de caracteres ordinarios de los grupos ¥,
y As expuestas respectivamente en las secciones 4.8 y B.3.

Por otra parte, el lector que desee evitar exposicién duplicada puede optar
por pasar del capitulo I al capitulo I y después volver sobre el capitulo IT para
ver los ejemplos, aplicaciones, y algunos resultados adicionales, saltandose las
pruebas de los hechos ya probados en el capitulo III. En cualquier caso, quien
siga este camino debera volver al capitulo II para estudiar —como minimo— el
teorema de Brauer sobre caracteres inducidos, que seréd necesario posteriormente

vii



viii Prefacio

en numerosas ocasiones.

El capitulo IV es una introduccién a la teoria de representaciones modulares.
El lector que no esté interesado en esta parte puede saltarse la seccién 1.4 y el
final de la seccién 1.3 (desde el apartado correspondiente a médulos proyectivos).
De hecho, puede saltarse toda alusién a mdédulos proyectivos que encuentre en
los capitulos precedentes.

Dada la naturaleza técnica de la teoria que nos ocupa, al lector interesado
en formarse una primera idea de su naturaleza y contenido lo remitimos a la
seccién 1.1, en la que se exponen los conceptos e ideas bésicas.

En cuanto a los requisitos para seguir este libro, no son muchos. Para los
tres primeros capitulos no se requiere mas que el dlgebra bésica (algo de teoria
de grupos, de anillos, de extensiones de cuerpos y algebra lineal, a un nivel no
superior al de mi libro de A lgebra, salvo que también se requiere el conocimiento
del producto tensorial de médulos, que puede estudiarse en mi libro de Teoria de
cuerpos de clases o en el de Topologia algebraica.) En la seccién 1.2 se recogen
(con pruebas) los requisitos sobre teoria de grupos que no aparecen en mi libro
de Algebm y la seccién 1.3 incluye (también con pruebas) algunos preliminares
de teoria de anillos, muchos de los cuales son generalizaciones inmediatas al caso
de anillos no conmutativos de resultados expuestos en mi libro de Algebra o en
el de Algebm conmutativa. El capitulo IV requiere, ademas de algunos hechos
adicionales de teoria de anillos recogidos en las secciones 1.3 y 1.4, un minimo
conocimiento de la teoria de cuerpos locales, expuesta, por ejemplo, en mi libro
de Geometria algebraica.

Por 1ltimo, el apéndice A requiere un conocimiento mucho més profundo
de la aritmética de los cuerpos métricos discretos completos, especialmente de
la teoria de la ramificacién. La seccién A.1 contiene un resumen de los prin-
cipales hechos necesarios, en muchos casos enunciados sin prueba, pero todos
los resultados citados sin prueba (tanto en esta seccién como en las posteriores)
estan demostrados en mi libro de Teoria de cuerpos de clases, y se indican las
referencias oportunas.



Capitulo I

Introduccién y preliminares

Una cosa es tener definido un grupo (por ejemplo, un grupo de unidades de
un anillo, un grupo de Galois de una extensién de cuerpos, etc.) y otra muy
distinta tener una representacion clara de su estructura. A la hora de “com-
prender un grupo”, resulta 1til encontrar un grupo isomorfo lo mas “concreto”
posible. Un recurso clasico es tratar de expresar un grupo dado como grupo de
permutaciones:

Ejemplo Si definimos el grupo diédrico de orden 8 como el grupo Dy de las
simetrias de un cuadrado, tendremos una representacién mas clara y manejable
—que podemos incluso tomar como definicién— si observamos que es isomorfo
al subgrupo siguiente del grupo X4 de las permutaciones de 4 elementos (que
podemos identificar con los cuatro vértices del cuadrado):

Dy, =1{1,(1,2,3,4),(1,3)(2,4), (4,3,2,1),(1,3),(2,4), (1,2)(3,4), (1,4)(2,3) }.

4 Las tres primeras (sin contar a 1) se corresponden con
los giros de 90°, 180° y 270°, las dos siguientes son las
simetrias respecto de las diagonales y las dos tltimas son
las simetrias respecto de las mediatrices de los lados. Por
3 1 ejemplo, a partir de esta representacién de Dy es facil ver
que, si llamamos o = (1,2,3,4) y 7 = (1, 3), entonces

031} = (o, 7).

Dy ={1,0,0% 0% 1,070
Ademas, el producto en D4 puede calcularse a partir de estas expresiones
sin més que tener en cuenta que o* =72 =1y que 70 = o' 7. "

Sin embargo, la interpretaciéon de D4 como el grupo de las simetrias de un
cuadrado nos proporciona otra representacién concreta del mismo, como un
grupo de matrices. En efecto, podemos identificar cada simetria del cuadrado
con una aplicacién lineal en R? y ésta a su vez con su matriz en la base canénica:
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Ejemplo El giro de 90° en R? y la simetria respecto al eje Y son, respectiva-
mente, las aplicaciones lineales determinadas por las matrices

o= COS%TW sen%7r - 01 S -1 0
o —sen%’r COS%T7r S\ -1 0 ) o 0 1)

37 son dis-

Se comprueba facilmente que las matrices 1,0, 02, 0%, 7,07, 0%1, 0
tintas dos a dos, asi como que satisfacen las relaciones 0* =12 =1, 70 = 0~ !7,
de donde se sigue que las ocho matrices son el subgrupo generado por oy 7,y
que sus elementos son todas las simetrias del cuadrado (la identidad, los tres gi-
ros y las cuatro simetrias propiamente dichas). Esto nos da una representacién
(o una definicién) alternativa de Dy como grupo de matrices (como el subgrupo
generado por las matrices o y 7).

Una forma sencilla de comprobar que D4 como grupo de permutaciones
es isomorfo a D4 como grupo de matrices es observar que si identificamos el
conjunto {1,2,3,4} con los puntos de X = {(1,0),(0,-1),(-1,0),(0,1)} (de
acuerdo con la numeracién de la figura), entonces, las permutaciones o y 7 son
las restricciones a X de los automorfismos de R? determinados por ¢ y 7, por
lo que, en general, si identificamos cada matriz de D4 con el automorfismo que
determina en R? (respecto de la base canénica), un isomorfismo entre D, como
grupo de automorfismos y D4 como grupo de permutaciones viene dado por la
restriccién ¢ — ¢|x. "

Ejemplo Si cambiamos n = 4 por n = 3 en el ejemplo anterior, obtenemos
una representaciéon matricial del grupo de simetrias de un tridngulo, que tiene
seis elementos y es, por consiguiente, isomorfo al grupo 33 de permutaciones de
tres elementos. Los generadores son

o cos 3T sen 3 \ -1/2 V/3/2 (L0
T\ —sen3 cosi )\ VB2 —1/2 )7 0 1)
Se comprueba facilmente que las seis matrices 1, o, 02, 7, o7, 07 son distintas

dos a dos, asf como que 63 = 72 =1, 70 = 0~ 7, de donde se sigue que el grupo
(o, T) tiene orden 6. .

A primera vista, podria dudarse de si es mdas 1til representar un grupo
b
finito como grupo de permutaciones o como grupo de matrices, pero sucede
b
que las representaciones matriciales dan lugar a una potente herramienta cuyas
posibilidades superan con creces a las que ofrecen las representaciones por grupos
de permutaciones.

1.1 Representaciones lineales de grupos

Aunque los grupos D4 y X3 que hemos considerado en los ejemplos preceden-
tes tenian una interpretacién geométrica —como grupos de simetrias— que nos
llevaba de forma natural a una representacién matricial, podemos plantearnos
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la posibilidad de representar cualquier grupo abstracto (aunque aqui sélo con-
sideraremos grupos finitos) en forma de grupo de matrices. Esta idea se plasma
en la definicién siguiente:

Definicion 1.1 Una representacion matricial de gradon > 1 de un grupo finito
G sobre un anillo conmutativo! A es un homomorfismo de grupos

p:G— LG(n, A),

donde el grupo lineal general LG(n, A) es el grupo de las matrices inversibles
de orden n x n con coeficientes en A. Diremos que A es el anillo de coeficientes
de la representacion.

Notemos que la definicién no exige que p sea inyectivo. (En tal caso se dice
que la representacién es fiel.) En general, si N es el niicleo de p, tenemos que p
induce una representacion fiel del grupo cociente G/N.

En los ejemplos precedentes hemos calculado una representacién fiel de
grado 2 del grupo D, sobre Q y otra de X3 sobre R.

A la hora de estudiar las representaciones matriciales, es 1til tener en cuenta
que las matrices pueden identificarse con automorfismos de espacios vectoriales.
Ello nos lleva a la definicién siguiente:

Definicién 1.2 Una representacion lineal de grado n > 1 de un grupo finito G
sobre un anillo de coeficientes (conmutativo) A es un homomorfismo de grupos
p: G — Aut4(V), donde V es un A-médulo libre de rango n.

Si p: G — Aut(V) es una representacién lineal de un grupo G, escribi-
remos a menudo vo = p(o)(v). En estos términos, el hecho de que p(o) sea
un automorfismo de V' y que p sea un homomorfismo de grupos equivale a las
relaciones

(v+ w)o = vo + wo, (av)o = a(vo), (vo)T =v(oT),

dondev,weV,o, 7€ G, ae K.

La relacion entre las representaciones matriciales y las representaciones li-
neales es evidente: toda representacién matricial p de grado n sobre un anillo
A determina una representacién lineal sobre cualquier A-mdédulo libre V' de
rango n respecto a una base B de V prefijada, sin mas que asignar a cada
o € G el automorfismo de V' que tiene matriz p(o) en la base B.

Reciprocamente, toda representacién lineal p en un A-médulo libre V' de
rango n determina una representacion matricial de grado n para cada base B
de V, sin més que asignar a cada o € G la matriz de p(o) en la base B.

Ahora damos una definicién de isomorfismo de representaciones que vuelve
irrelevante la arbitrariedad en la eleccién de las bases:

ITodos los anillos que vamos a considerar serdn unitarios, pero no serdn conmutativos salvo
que lo especifiquemos explicitamente.
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Definicién 1.3 Diremos que dos representaciones lineales p; : G — Aut(V}),
para i = 1,2 (sobre un mismo anillo de coeficientes A) son isomorfas si existe
un isomorfismo de A-médulos ¢ : V; — V5 que cumpla ps = p; o ¢, donde
é : Aut(Vy) — Aut(V2) es el isomorfismo de grupos dado por ¢(f) = ¢~ L f¢.
Observemos que la condicién py = p; 0 ¢ es equivalente a que

¢(vo) = ¢(v)o
para todo v € V1 y todo ¢ € G.

Dos representaciones matriciales p; : G — LG(n, A) son isomorfas si existe
una matriz M € LG(n, A) tal que, para todo o € G, se cumple la relacién
p2(c) = M~tpi(o)M.

Es inmediato que dos representaciones matriciales isomorfas dan lugar a
representaciones lineales isomorfas independientemente de los médulos y las
bases elegidas, asi como que dos representaciones lineales isomorfas dan lugar a
representaciones matriciales isomorfas independientemente de las bases elegidas.

A continuacién vamos a mostrar una tercera estructura equivalente a la de
representaciéon matricial y a la de representacion lineal. Se basa en la definicién
siguiente:

Definicion 1.4 Si G es un grupo finito y A es un anillo conmutativo, llamare-
mos A[G] al A-médulo libre de base G, en el que consideraremos la estructura
de A-algebra? determinada por el producto siguiente:

(X ago)(> Br7)= >, asfr0T.

oelG T€G o,7eG

Es evidente que el producto asi definido es bilineal y que extiende al producto
de G. Teniendo esto en cuenta, se comprueba sin dificultad que cumple todas
las propiedades necesarias para que A[G] sea ciertamente una A-dlgebra, cuya
unidad es el elemento neutro de G.

Si p: G — Aut(V) es una representacién lineal, podemos dotar a V de
estructura de A[G]-médulo (por la derecha) mediante el producto dado por

v( X ago) = 3 asp(o)(v).
oceG ceG
Notemos que el producto vo segin esta definicién coincide con el producto
vo = p(o)(v) que habfamos definido. Reciprocamente, si V' es un A[G]-médulo
que como A-médulo es libre de rango finito n, podemos definir una represen-
tacién p : G — Aut(V) mediante p(o)(v) = vo.

De este modo, tenemos una correspondencia entre las representaciones li-
neales de grado n de G y los A[G]-mdédulos (por la derecha) que son A-mdédulos

2En 4lgebra conmutativa, una A-dlgebra B se define como un anillo (conmutativo) B con
una estructura de A-mdédulo compatible, en el sentido de que a(b1b2) = (ab1)b2. Sino exigimos
que B sea conmutativo, hemos de anadir que a(bib2) = (ab1)ba = bi(abz). En particular, si
A C B, tenemos que los elementos de A conmutan con todos los de B.
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libres de rango n. Es inmediato que dos representaciones son isomorfas si y
sélo si los A[G]-médulos correspondientes son isomorfos. Mds concretamente,
un isomorfismo f : V3 — V5 entre dos A-mddulos libres es un isomorfismo
entre dos representaciones lineales de G si y sélo si es un isomorfismo entre los
A[G]-médulos asociados.

Con esto tenemos ya determinado el objeto de estudio de este libro: vamos
a ocuparnos de las representaciones lineales de grupos finitos, las cuales pueden
estudiarse a través de las representaciones lineales propiamente dichas, a través
de las representaciones matriciales o a través de los A[G]-mdédulos asociados.

Observemos que, aunque A sea un anillo conmutativo, el anillo A[G] no lo
es salvo que el grupo G sea abeliano (una hip6tesis que no podemos permitir-
nos), y ésta es la razén por la que hemos advertido que no supondremos que los
anillos con los que trabajemos sean conmutativos. Sélo vamos a considerar re-
presentaciones sobre anillos de coeficientes conmutativos, pero los A[G]-médulos
asociados serdan moédulos sobre anillos no necesariamente conmutativos.

En realidad nos va a interesar principalmente el caso en que el anillo de
coeficientes A es un cuerpo K, pero hemos dado las definiciones para anillos
conmutativos arbitrarios porque este caso general nos permitird méas adelante
relacionar las representaciones sobre cuerpos de caracteristica 0 con las repre-
sentaciones sobre cuerpos de caracteristica prima.

Conviene precisar cudl es el centro de A[G]. En general el centro de un anillo
A se define como el subanillo

Z(A) ={a € A| ab = ba para todo b € A}.

Recordamos que dos elementos 71,7 € G se dicen conjugados si existe un
o € G tal que 7 = 0~ '710. La conjugacién es una relacién de equivalencia en
G. Representaremos por clg(7) a la clase de conjugacién de 7 en G y por cl(G)
al conjunto de todas las clases de conjugacién de G.

Si A es un anillo conmutativo, es obvio que un elemento

r= Y a,0 € AlG]
oeG

estd en el centro de A[G] si y sélo si conmuta con todos los elementos 7 € G, es
decir, si cumple que 7z = =7 o, equivalentemente, 727! = z. Explicitamente:

S agror = 3 ag0.
oG ceG

Teniendo en cuenta que ¢ — 70T ! es biyectiva con inversa o — 7 loT,

esto equivale a que
D m1g,0 = Y QpO,
ceG ceG

lo cual equivale a que la funcién o — «, sea constante sobre las clases de
conjugacion de G. Por consiguiente:
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Teorema 1.5 Si G es un grupo finito y A un anillo conmutativo el centro de
A[G] estd formado por los elementos de la forma

Z Qe Qe € A7
cecl(@)

donde, para cada clase de conjugacion ¢ € cl(G), llamamos

€c= Y. 0.
oec
Equivalentemente, Z(A[G]) es el submddulo de A[G] que tiene por base los ele-
mentos e..

Observemos ahora que si A es un subanillo de un anillo conmutativo B, en-
tonces LG(n, A) es un subgrupo de LG(n, B), por lo que toda representacién ma-
tricial de un grupo G sobre A puede considerarse también como representacion
sobre B. Esto tiene un equivalente en términos de representaciones lineales:

Definicion 1.6 Sea A un subanillo de un anillo conmutativo B, sea V un A-
médulo libre de rango finito y sea p : G — Aut(V) una representacion lineal
de un grupo finito G. El producto tensorial?> Vg = B ®4 V es un B-médulo
libre del mismo rango que V', y podemos considerar el monomorfismo de grupos
Aut(V) — Aut(Vp) dado por a — 1 ® «, donde 1 : B — B es la identidad.
Definimos la extension de coeficientes p? : G — Aut(Vg) como la composicién
de p con este monomorfismo, que claramente es una representacién lineal de G
sobre B del mismo grado que p.

Concretamente, si vq,...,v, es una A-base de V, entonces 1 @ vy,...,1R®uv,
es una B-base de Vg, y la representaciéon matricial de p en la primera base es
la misma que la de p? en la segunda.

En términos de mddulos tenemos un isomorfismo natural B[G] = B®4 A[G],
y pP estéd asociada a la estructura natural de B[G]-médulo en Vp dada por

bev)(t ®0) = (bb) @ vo.

Reciprocamente, si una representacion de G con coeficientes en B es de la
forma p?, para cierta representacién p con coeficientes en A, se dice que es rea-
lizable sobre A. Equivalentemente, una representacién lineal es realizable sobre
un anillo A si estd inducida por una representacién matricial con coeficientes

en A.

Veamos un par de ejemplos generales de representaciones:

Definicién 1.7 Si G es un grupo finito, la representacion trivial de gradon de G
sobre el anillo conmutativo A es la representacién matricial p : G — LG(n, A)
dada por p(o) = I,, para todo o € G. Sus representaciones lineales asociadas
son las representaciones en A-mddulos libres V' de rango n que cumplen vo = v
para todo v € V y todo ¢ € G.

3Para las propiedades bésicas del producto tensorial de médulos (sobre anillos no nece-
sariamente conmutativos) véase la seccién 14.1 de mi Teoria de cuerpos de clases, que es
independiente de los capitulos anteriores.
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Definicién 1.8 Si G es un grupo finito, llamaremos representacion regular de
G a la representacién asociada a la estructura de A[G]-médulo de A[G]. Clara-
mente es fiel y su grado es el orden de G.

Ahora veamos cémo podemos construir nuevas representaciones a partir de
unas dadas:

Definicién 1.9 Si p; : G — Aut(V;), para i = 1,2, son dos representaciones
lineales de (G, definimos su suma directa como la representacion

p1® p2: G — Aut(Vr @ Va)

asociada a la suma directa de los A[G]-médulos Vi @ V2. Obviamente, se trata
de la representacién dada por (v +vy)o = vi0 + ve0, donde vy0 se calcula con
P1 Yy V20 CON Po.

Es claro que podemos definir igualmente la suma directa de cualquier niimero
finito de representaciones de G. El grado de la suma directa es la suma de los
grados.

Definicién 1.10 Si p; : G — Aut(V;), para i = 1,2, son dos representaciones
lineales de GG, definimos su producto tensorial como la representacién

p1®p2: G — Aut(V; @4 V3)
asociada al A-médulo libre Vi ® 4 V2 con la estructura de A[G]-mddulo dada por
(v1 ®v2)o = (v10) ® (v20).
El grado del producto tensorial es el producto de los grados.

A partir de aqui nos centraremos en las representaciones lineales sobre cuer-
pos. Observemos que, si K es un cuerpo, todo K[G]-médulo V es libre sobre K|
aunque, para que determine una representacion de G sobre K, hemos de exigir
que su dimensién sobre K sea finita.

A la hora de estudiar las representaciones lineales de un grupo finito, es
fundamental estudiar la posibilidad de expresar una representaciéon dada como
suma de otras mas sencillas. Tales sumandos han de ser subrepresentaciones,
en el sentido siguiente:

Definicién 1.11 Sip: G — Aut(V) es una representacién de G con coeficien-
tes en un cuerpo K, llamaremos subrepresentaciones de p a las representaciones
G — Aut(W) asociadas a los K[G]-submédulos W de V.

Notemos que, para que un subespacio vectorial W C V sea un K|[G]-submo-
dulo, es suficiente con que Wo C W, para todo ¢ € G.

Segun decfamos, si p = p1 @ p2 : G — Aut(V] & Va) es la suma de dos
representaciones p; y p2, entonces éstas son subrepresentaciones de p, pues
estdn asociadas a V; y Va, que son K[G]-submdédulos de Vi @ Vs.

Veamos ahora el primer resultado no trivial sobre representaciones lineales:
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Teorema 1.12 Sea p : G — Aut(V) una representacion de un grupo finito
G sobre un cuerpo K cuya caracteristica no divida al orden de G, y sea W
un K[G]-submddulo de V. Entonces existe otro K[G]-submddulo W° tal que
V=WweWw"

DEMOSTRACION: Sea W' cualquier subespacio vectorial de V' que cumpla
V=WaoW/ seap:V — W la proyeccién y sea p° : V.— W la aplicacién
lineal dada por*

1 _
PO(v) = el S plveHo.
‘ |U€G
Si w € W, entonces p(wo™1)o = (wo™l)o = w, luego p°(w) = w. Si

llamamos W? al niicleo de pP, es claro que V. =W @ WY. Por otra parte,

_ 1 I
Por)r = 1 5 plor o or = 5 (0).
|G|0€G

Esto implica que WY es un K[G]-submédulo, pues si p°(v) = 0, entonces
P’ (vr) Tt =p°(v) =0,

luego p°(vr) = 0y, por lo tanto, v € WY. "

Definicién 1.13 Diremos que una representacién p : G — Aut(V) es irredu-
cible si V' no tiene mas K|[G]-submédulos que los triviales: 0y V.

Por el teorema anterior, si una representaciéon no es irreducible, se descom-
pone en suma directa de dos subrepresentaciones no triviales. Es claro entonces
que toda representacién puede descomponerse en suma directa de representa-
ciones irreducibles V.= W; & --- & W,,. La descomposicién no es tnica, en
el sentido de que podemos elegir los submddulos W; de formas distintas, pero
mas adelante veremos que la descomposicion es tnica salvo isomorfismo, en el
sentido de que dos descomposiciones cualesquiera de un mismo K[G]-mdédulo
V han de tener el mismo nimero de sumandos y que, debidamente ordenados,
cada sumando de una descomposicion es isomorfo al sumando correspondiente
de la otra.

Ahora bien, es crucial tener presente que todo esto sélo es cierto bajo la
hipétesis del teorema anterior, a saber, que car K 1 |G|. (En particular, esto
sucede si car K = 0.) Veamos un ejemplo de lo que puede suceder en caso
contrario:

Teorema 1.14 Sea p un nudmero primo, sea K un cuerpo de caracteristica p
y sea G un grupo de orden potencia de p. Entonces todo K[G]-mddulo no nulo
contiene un submddulo no nulo trivial (es decir, tal que G deja invariantes a to-
dos sus elementos). Por consiguiente, todo K[G]-mddulo irreducible es isomorfo
a K con la estructura de K[G]-mddulo trivial.

4Al dividir entre |G| estamos usando la hipétesis sobre la caracterfstica de K.
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DEMOSTRACION: Sea V un K[G]-médulo no nulo y sea k = Z/pZ C K.
Podemos considerar a V' como k-espacio vectorial (tal vez de dimensién infinita).
Tomemos vy € V no nulo y sea Vj el k-espacio vectorial (de dimensién finita)
generado por {vgo | o € G}.

Como Vj se descompone en suma directa de copias de k, tenemos que su
cardinal es potencia de p. Claramente, si v € Vy, se cumple que vo € Vg, y
esto determina una accién® de G sobre Vj, respecto a la cual, la érbita de 0 se
reduce a {0}. No puede ser la tinica érbita con un solo elemento, ya que, en tal
caso, todas las demds érbitas tendrian® orden miltiplo de p, y concluirfamos
que |Vp] = 1 (méd p), lo cual es imposible. Asi pues, existe un v € V5 no nulo
tal que vo = v para todo o € G.

Por lo tanto, el K-espacio vectorial W generado por v es un K [G]-submdédulo
trivial de V. Si V es irreducible, entonces ha de ser V = W. n

De este modo, si G tiene orden potencia de p y K es un cuerpo de carac-
teristica p, los dnicos K[G]-mdédulos que se descomponen en suma directa de
K[G]-mdédulos irreducibles son los triviales, ya que las componentes irreducibles
han de ser triviales y la suma de K[G]-mddulos triviales es trivial.

Ejemplo Sea p un ntdmero primo, K = Z/pZ y consideremos la matriz

o= (é ' )ELG(Q,K).

Se comprueba facilmente que

n_[ 1 n
=\ o 1)

por lo que G = (o) es un grupo de orden p. La inclusién p : G — LG(2, K) es
una representaciéon matricial de p de grado 2. Consideremos la representacion
lineal p : G — Aut(K?) asociada a la base canénica de K2, de modo que

(1,0)0 = (1,1),  (0,1)0 = (0,1).

Vemos que V = K? es un K|[G]-médulo no trivial, que, de acuerdo con
el teorema anterior, contiene como submddulo trivial al subespacio vectorial
generado por (0,1), el cual no puede tener un submédulo complementario por
las observaciones previas a este ejemplo. [

El teorema 1.12 hace que las representaciones de grupos sobre cuerpos de ca-
racteristica cero tengan un comportamiento mucho més simple que sobre cuerpos
de caracteristica prima. Por ello se distingue entre la teoria de representaciones
ordinarias (sobre cuerpos de caracteristica 0) y la teoria de representaciones
modulares (sobre cuerpos de caracteristica prima, que es esencialmente andloga
a la primera cuando la caracteristica no divide al orden del grupo).

5Véase el primer apartado de la seccién 1.2, mas abajo.
6Véase el teorema 1.18, més abajo, concretamente la observacién posterior.



10 Capitulo 1. Introduccion y preliminares

La caracteristica mas destacada de la teoria de representaciones ordinarias es
que éstas quedan completamente determinadas por sus caracteres, en el sentido
que definimos a continuacién.

Recordemos que la traza’ de una matriz cuadrada A = (a;;) se define como
TI‘(A) = Zaii.
7

La traza es invariante por semejanza, es decir, que, si M es una matriz regular,
se cumple que Tr(M ~*AM) = Tr(A). En particular, si V es un espacio vectorial
y f € Aut(V), podemos definir la traza Tr(f) como la traza de la matriz de f
en cualquier base.

Definicién 1.15 Sea p : G — Aut(V') una representacién de un grupo finito G
en un K-espacio vectorial V. Llamaremos cardcter asociado a p a la funcién
Xp : G — K dada por x,(0) = Tr(p(c)). Los caracteres de las representaciones
de G se llaman también caracteres de G. Un cardcter es irreducible si esta
asociado a una representacion irreducible.

Claramente, dos representaciones isomorfas determinan el mismo cardcter.
Observemos que, si p tiene grado n, entonces p(1) es la identidad en V' y su
matriz asociada en cualquier base es I, luego x,(1) = n.

Otro hecho obvio es que

Xp(o~ 70) = Ta(p(0) " p()p(0)) = Tr(p(7)) = x,(7)-

En otras palabras: los caracteres son constantes sobre las clases de conju-
gacién de G.

Ejemplo Sea r¢g el cardcter de la representacién regular de un grupo G. En-

tonces
ro(o) = |G| sio=1,
ATT0 0 sio#£1.

En efecto, fijemos 7 € G. Si 7 # 1 la matriz de p(7) respecto de la base G
tiene en la fila correspondiente a o un tnico 1 situado en la columna correspon-
diente a o7 # o, y ceros en los demads lugares, luego la diagonal es nula y, por
consiguiente rg(7) = 0. "

Ejemplo El grupo D, tiene 5 clases de conjugacién:

c(Dy) = {{1}, {0, 03}, {c?}, {1,021}, {oT, 0%} },

y se comprueba sin dificultad que el cardcter x asociado a la representacién
lineal que hemos construido en la pagina 2 es el determinado por la tabla:

|1O’O’27’O'T
X[2 0 =2 0 0

"Definicién 8.38 de mi libro de Algebra.
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Ejercicio: Calcular el cardcter asociado a la representacién de X3 construida en la
pégina 2.

El teorema siguiente muestra que la suma y el producto de caracteres es de
nuevo un caracter.

Teorema 1.16 Sean p; : G — Aut(V;), para i = 1,2, dos representaciones de
un grupo G y sean x; : G — K sus caracteres correspondientes. Entonces el
cardcter de py @ p2 es x1 + X2, y el cardcter de p1 ® p2 es x1X2-

DEMOSTRACION: Si fijamos bases B; de V; y llamamos p;(0) a la matriz de
pi(0) en la base B;, es claro que la matriz de (p1 @ p2)(0) en la base By U By

de Vi ® V5 es

pi(o) 0

0 p2o) )’
y la traza de esta matriz es x1(0) + x2(0).
Si By = {v;}, Ba ={w,}, p1(0) = (ai;), p2(c) = (bsj), entonces
(p1 @ p2)(0)(vi ® w;) = p1(0)(vi) @ p2(0)(v;)
= arUr ® Y bjw; = Y akibjvr @ wy.
k 1 kL

La matriz (p; ® p2)(0) en la base By ® Bs tiene una fila y una columna para
cada elemento vg ® w;. Segun el cdlculo que acabamos de hacer, el elemento

que estd en la fila y en la columna correspondientes a v; @ w; es a0, por lo
que la traza es
>_aiibj; = x1(0)x2(0).
4.J
|

Terminamos esta secciéon con una observacién adicional ilustrada por el ejem-
plo siguiente:

Ejemplo Consideremos la matriz

o= < 0 ) € LG(2,Q).

El grupo G = (o) tiene orden 4 y la inclusién p : G — LG(2,Q) de-
termina una representacién matricial de G con coeficientes en Q. Tomemos
V = Q? y consideremos la representacién lineal inducida por p respecto de la
base candnica. Resulta que es irreducible, pues un Q[G]-submdédulo propio de
V deberia ser un subespacio vectorial W = (w) de dimensién 1, luego habria de
ser wo = rw, para cierto r € Q no nulo. Ahora bien, entonces r deberia ser un
valor propio de o, es decir, una raiz del polinomio caracteristico

lol — 0| = 2% + 1.
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Como este polinomio no tiene raices racionales, concluimos que, en efecto,
la. representacién es irreducible. Ahora bien, si consideramos Vg = C2, el
mismo razonamiento prueba que V¢ si que tiene C[G]-submddulos propios.
Explicitamente:

Ve =((i,1)) & ((—i,1))

Asi pues, vemos que una representacién irreducible puede volverse reducible
tras una extensién de constantes. L]

Aunque no podemos justificarlo todavia, lo que marca la diferencia entre
Q y C en lo tocante al ejemplo anterior es que C es algebraicamente cerrado.
Como en muchos otros contextos algebraicos, sucede que “las cosas funcionan
mejor cuando el cuerpo es algebraicamente cerrado” y, en efecto, sucede que la
teoria de representaciones mas sencilla es la teoria sobre cuerpos algebraicamente
cerrados de caracteristica 0, de la que nos ocuparemos en el capitulo siguiente.

1.2 Preliminares sobre grupos finitos

Recordamos ahora algunos hechos de la teoria de grupos finitos que nos
seran necesarios mas adelante. Suponemos que el lector esta familiarizado con
los hechos més elementales.®

Acciones de grupos El concepto de accién de un grupo sobre un conjunto
permite tratar de forma unificada una situacién (y, especialmente, un argu-
mento) que aparece en contextos diversos.

Definicion 1.17 Una accion de un grupo G sobre un conjunto X es un homo-
morfismo p : G — ¥ x de G en el grupo X x de las permutaciones de X (es
decir, de las aplicaciones biyectivas de X en X, con el producto dado por la
composicion).

Siz € X yo € G, escribiremos a menudo zo = p(o)(x). De este modo,
para todo x € X y 0, T € G, se cumple que

xl =z, (xo)T = z(oT).

Una accién de G sobre un conjunto X define una relacién de equivalencia en
X, a saber, la dada por

x ~ y siy sélo si existe un o € G tal que xo = y.

Llamaremos orbita de x a su clase de equivalencia, y la representaremos por
Q. C X. Por otro lado, el estabilizador de un x € X es el subgrupo

Gy, ={0c€G|xo =z}

El resultado fundamental sobre acciones de grupos es el siguiente:

8Véase, por ejemplo, mi libro de Algebm.
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Teorema 1.18 Sea G un grupo finito que actia sobre un conjunto finito X.
Para cada x € X, se cumple que

|Q:] = |G : Gyl
DEMOSTRACION: Observemos que xo = x7 siy sélosi zo7~! = z, si y sélo si
ot € Gy, siysdlosi Gyo = G,7. Por lo tanto, la aplicacién f : G/Gy — €,
dada por f(G,0) = zo estd bien definida, es inyectiva y, por definicién de érbita,
es suprayectiva. [

En particular vemos que los cardinales de las 6rbitas han de dividir al orden
del grupo.

Clases de conjugacién Recordemos que si G es un grupo y o € G la con-
jugacién por o es la aplicacién a, : G — G dada por a, (1) = 7° = 0 170.
Se comprueba inmediatamente que a, es un automorfismo de G. Mas aun, la

aplicacién G — Aut(G) dada por o — a, es un homomorfismo de grupos.

Observemos que un grupo G actia sobre si mismo por conjugacién. La re-
lacién de equivalencia asociada a esta accién es la relacién de conjugacién que
yva hemos considerado anteriormente, y la 6rbita de un o € G respecto de la
conjugacion es lo que hemos llamado su clase de conjugacién, y que representa-
mos por clg(o). El estabilizador de un o € G recibe el nombre de centralizador
de o, y se representa por

Colo)={reG|o"=0c}={r€G |10 =0T}

Vemos que es el subgrupo formado por los elementos que conmutan con o. El
teorema 1.18 se particulariza al teorema siguiente:

Teorema 1.19 Si G es un grupo finito y 0 € G, se cumple que
lcla(0)] = |G : Ca(o)l.

Definimos el centro de G como el subgrupo formado por los elementos que
conmutan con todos los elementos de G, es decir:

Z(G) ={0o € G| or =70 para todo T € G}.

Observemos que ¢ € Z(G) siy sélo si clg(o) = {o}. Es evidente que Z(G)
es un subgrupo normal abeliano de G. Mads adn, todo subgrupo de Z(G) es
normal en G.

Sabemos que un grupo finito G tiene |Z(G)| clases de conjugacién con un
elemento y, digamos, n clases con mas de un elemento. Sean o1, ..., 0, repre-
sentantes de estas clases. El orden de G es la suma de los érdenes de sus clases
de conjugacién luego, teniendo en cuenta el teorema anterior, concluimos:
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Teorema 1.20 (Ecuacién de clases) Si G es un grupo finito, existen ele-
mentos o1, ...,0, € G tales que Cq(o;) <G y

Gl = |2(G)) + ; G - Calo).

Recordemos que, si p es un niimero primo, un p-grupo es un grupo de orden
potencia de p. Una consecuencia de la ecuacién de clases es el hecho siguiente:

Teorema 1.21 Sip es un nimero primo y G es un p-grupo, entonces Z(G) # 1.

DEMOSTRACION: Con la notacién del teorema anterior, como Cg(0;) < G,

tenemos que p | |G : Cg(0;)], luego la ecuacién de clases nos da que p | | Z(G)],
luego Z(G) # 1. "

De aqui deducimos a su vez:

Teorema 1.22 Sip es un nimero primo y G es un p-grupo no trivial, entonces
G tiene un subgrupo normal de indice p.

DEMOSTRACION: Lo probamos por induccién sobre el orden de G. Si |G| = p
el subgrupo trivial es un subgrupo normal de indice p. Supongamos que el
teorema es cierto para p-grupos de orden menor que |G|. Como Z(G) es un
subgrupo abeliano no trivial, podemos tomar un o € Z(G) de orden p. El
subgrupo H = (o) tiene orden p y es normal, por estar contenido en Z(QG).
Podemos suponer que H < G, pues ya hemos tratado el caso en que |G| = p. El
grupo cociente G/ H tiene orden menor que |G|, luego por hipétesis de induccién
tiene un subgrupo normal N/H de indice p. Es claro que N es un subgrupo
normal en G de indice p. n

A su vez, esto implica que los p-grupos tienen subgrupos de todos los 6rdenes

que dividen al orden del grupo.

Subgrupos de Sylow Si G es un grupo finito y p es un numero primo,
podemos descomponer |G| = p™m, con p{m. Un p-subgrupo de Sylow de G es
un subgrupo de orden p”.

Teorema 1.23 (Teorema de Sylow) Sea G un grupo finito y p un nimero
primo.

a) G tiene p-subgrupos de Sylow.
b) Todo p-subgrupo de G estd contenido en un p-subgrupo de Sylow.

¢) Dos p-subgrupos de Sylow cualesquiera de G son conjugados.

DEMOSTRACION: Demostraremos a) por induccién sobre el orden de G. Si
G tiene orden 1 es obvio. Supongamos que todos los grupos de orden menor
que |G| tienen p-subgrupos de Sylow y demostremos que G también los tiene.
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Si p 1 |G|, entonces el subgrupo trivial es un p-subgrupo de Sylow de G.
Supongamos, pues, que p | |G|. Sea |G| = p™ - m, con (p,m)=1.

Distinguimos dos casos:
Caso 1 Existe un subgrupo H < G tal que p1 |G : H|.

Entonces p™ | |H| y por hipétesis de induccién H tiene un p-subgrupo de
Sylow P de orden p”, y asi, P es también un p-subgrupo de Sylow de G.

CAaso 2 Para todo subgrupo H < G, se cumple que p | |G : H|.

Entonces la ecuacién de clases nos da que p ] |Z(G)|. Como se trata de un
grupo abeliano,? tiene un elemento de orden p o, lo que es lo mismo, G tiene
un subgrupo H < Z(G) de orden p. Como los elementos de H conmutan con
todos los elementos de G, es evidente que H es normal en G.

Se cumple que |G/H| = p"~'m y, por hipdtesis de induccién, tiene un sub-
grupo de Sylow P/H que cumplird |[P/H| = p"~!, luego |P| = p", es decir, P
es un subgrupo de Sylow de G.

n—1

Consideremos ahora @ un p-subgrupo de G. Entonces ) actia sobre el
conjunto cociente G/ P por multiplicacién por la derecha (es decir, consideramos
la accién p dada por p(o)(P7) = PT1o).

El teorema 1.18 nos da que las 6rbitas de los elementos de G/P tienen
cardinal potencia de p, sin excluir la posibilidad de que alguna tenga cardinal
p® = 1. De hecho, concluimos que alguna érbita ha de tener cardinal igual a 1,
pues, de lo contrario, el cardinal de G/ P, que es m, serfa suma de potencias (no
triviales) de p, luego serfa multiplo de p.

Asi pues, existe un o € G tal que la clase = Po cumple |,| = 1, de modo
que Por = Po para todo 7 € Q. En particular o7 € Po, luego 7 € P?, para
todo 7 € Q. Concluimos que @ < P? y P? es también un subgrupo de Sylow
de G. Esto prueba b).

Si @ es también un p-subgrupo de Sylow de G, entonces ha de darse la
igualdad Q = P?, pues tenemos una inclusién y ambos grupos tienen el mismo
orden. Esto prueba c). "

En particular vemos que un p-subgrupo de Sylow es normal si y sélo si es el
unico p-subgrupo de Sylow de G.

La existencia de p-subgrupos de Sylow junto con 1.22; implica que un grupo
G tiene p-subgrupos de todos los 6rdenes que dividen a |G|. En particular:

Teorema 1.24 Si G es un grupo finito y p es un primo tal que p | |G|, entonces
G tiene un elemento de orden p.

9 Aqui usamos que todo grupo abeliano es producto de grupos ciclicos, y que un grupo
ciclico tiene elementos de todos los 6rdenes que dividen a su orden.
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Grupos resolubles, superresolubles y nilpotentes Recordemos que un
grupo finito G se dice resoluble si existe una serie de subgrupos

1=Go<G14---4G, =G

con factores G;/G;_1 abelianos.

Diremos que G es superresoluble si ademas se cumple que G; < G y los
factores G;/G;—1 son ciclicos.

Diremos que G es nilpotente si los factores son centrales, es decir, si
Gi/Gi-1 < Z(G/Gi-1),
(lo cual implica que G;/G;—1 < G/G;_1 y a su vez que G; < Q).

Teorema 1.25 Todo subgrupo y todo cociente de un grupo resoluble (resp. supe-
rresoluble o nilpotente) es también resoluble (resp. superresoluble o nilpotente).

DEMOSTRACION: Supongamos que G es resoluble, superresoluble o nilpo-
tente y consideremos una serie de subgrupos segun la definicién correspondiente.
Si N < @, podemos considerar la serie

1=GoN/N 4G N/N <---<4G,N/N =G/N.

Si G es superresoluble, es claro que G;N/N < G/N y si G es nilpotente,
también es claro que

GN/N _ ,( G/N
Gi1N/N =~ “\G,_{N/N )’

pues si 0 € G; y T € G, entonces o7 = T0o0’, para cierto ¢’ € G;_1, de donde
se sigue que las clases de o y 7 en el grupo de la izquierda conmutan entre si.
Por otra parte, tenemos un epimorfismo

luego los factores son también abelianos o ciclicos si lo son G;/G;_1.

Similarmente, si H < G, razonamos andlogamente con la serie
1=GoNHAG NHL---dG,NH=H,
donde ahora tenemos monomorfismos

(G‘z ﬂH)/(Gi,1 ﬂH) — Gi/GifL

Ejercicio: Probar que si N < G cumple que N y G/N son resolubles, entonces G es
resoluble.
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Teorema 1.26 Si G es un grupo finito tal que G/Z(G) es superresoluble o
nilpotente, entonces G también lo es.

DEMOSTRACION: Sea
1=Go/Z(G) 4G1/Z(G) D --- AGL/Z(G) = G/Z(G)

una serie segun la definicién de grupo superresoluble o nilpotente. Es claro que
la serie

Z(G)=Go2G1 4 4G, =G

cumple también la definicién para G salvo que quizd Z(G) # 1. Ahora bien,
como Z(G) es abeliano, se descompone en producto de grupos ciclicos, y esta
descomposicién da lugar claramente a una serie

1=NgIN <--- <IN, = Z(G)

con factores N;/N;_; ciclicos. M4és atn, es claro que N;/N;_1 < Z(G/N;_1),
luego al enlazar las dos series anteriores obtenemos una serie para G que cumple
la definicién de grupo superresoluble o nilpotente. m

Como consecuencia;:

Teorema 1.27 Todo grupo nilpotente es superresoluble y todo grupo superreso-
luble es resoluble.

DEMOSTRACION: Es evidente que todo grupo superresoluble es resoluble.
Sea G nilpotente y veamos que es superresoluble por induccién sobre el orden
de G. Como para G =1 es trivial, podemos suponer que todo grupo nilpotente
de orden menor que |G| es superresoluble. Tomemos una serie segin la definicién
de grupo nilpotente. Podemos suponer que 1 = Gy < G;. Como G; < Z(G),
tenemos que Z(G) # 1. Por consiguiente, G/Z(G) es un grupo nilpotente de
orden menor que G, luego es superresoluble por hipdtesis de induccién, luego G
es superresoluble por el teorema anterior. m

Teorema 1.28 Todo p-grupo es nilpotente.

DEMOSTRACION: Aplicamos el mismo razonamiento inductivo del teorema
anterior: sabemos que Z(G) # 1 (por el teorema 1.21), luego G/Z(G) es nilpo-
tente por hipétesis de induccién y esto implica a su vez que G lo es. L]

También es obvio que todo grupo abeliano es nilpotente.

Teorema 1.29 El producto directo de grupos resolubles (resp. superresolubles
o nilpotentes) es resoluble (resp. superresoluble o nilpotente).

DEMOSTRACION: Para grupos resolubles basta observar que si G = H x K,
entonces H y G/H son resolubles. Para grupos nilpotentes basta observar que
Z(G)=Z(H) x Z(K) # 1 y razonar por induccién: como

G/Z2(G) = (H/Z(H)) x (K/Z(K))
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es nilpotente, lo mismo le sucede a G. Para grupos superresolubles razonamos
como en 1.26, teniendo en cuenta que los subgrupos normales de H son también
subgrupos normales de G. n

Aunque no nos va a hacer falta, vamos a probar que los grupos nilpotentes
son precisamente los productos de p-grupos. Para ello necesitamos un resultado
previo. Se define el normalizador de un subgrupo H en un grupo G como el
subgrupo

Ng(H)={oc€ G| H° = H}.

Teorema 1.30 Si G es un grupo nilpotente y H < G, entonces H < Ng(H).

DEMOSTRACION: Sea 1 = Gy < G; < --- 4 G,, = G una serie segtin la
definicién de grupo nilpotente. Existe un ¢ tal que G;_1 < H pero G; £ H.
Tomemos o € G; \ H. Como G;/G;,—1 < Z(G/G;_1), para cada h € H se
cumple que h?G;—1 = hG;_1, luego h? € H. Esto implica que H? < H y, como
ambos grupos tienen el mismo orden, H° = H. Por lo tanto, 0 € Ng(H) \ H.

n

Teorema 1.31 Un grupo finito es nilpotente si y sélo si es producto directo de
p-grupos (para distintos primos p).

DEMOSTRACION: Sea G un grupo nilpotente. Basta probar que tiene un
unico subgrupo de Sylow para cada primo p que divida a |G| y que G es el
producto directo de todos ellos. Sea P < G un p-subgrupo de Sylow. Como
los p-subgrupos de Sylow son conjugados, la unicidad equivale a que P < G,
y esto a su vez implica ya que el producto de los p-subgrupos de Sylow para
todos los divisores primos de |G| es directo (pues el producto de todos ellos
tiene orden igual a |G| y la interseccién de uno con el producto de los demds es
necesariamente trivial, teniendo en cuenta sus érdenes).

Asi pues, s6lo hemos de probar que P < G. Esto equivale a que Ng(P) = G.
En caso contrario, el teorema anterior nos da que Ng(P) < Ng(Ng(P)). Vamos
a ver que esto es imposible. Para ello tomamos o € Ng(Ng(P)), lo que significa
que Ng(P)? = Ng(P). Entonces P? < Ng(P), pero, como P < Ng(P), sucede
que P es el unico p-subgrupo de Sylow de Ng(P), luego ha de ser P° = P, lo
que implica que o € Ng(P). "

Como consecuencia, un grupo nilpotente tiene subgrupos de todos los 6rde-

nes que dividen al orden del grupo.

Mas adelante necesitaremos este hecho elemental:

Teorema 1.32 Si G es un grupo finito superresoluble no abeliano, entonces
existe un subgrupo normal abeliano N que cumple Z(G) 9 N < G.

DEMOSTRACION: El cociente G/Z(G) # 1 es superresoluble, luego podemos
considerar el primer término no trivial N/Z(G) < G/Z(G) de una serie segin
la definicién de grupo superresoluble. Asi, se cumple que Z(G) < N I G y
N/Z(Q) es ciclico. Es claro entonces que N es abeliano, luego N #G. =
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1.3 Preliminares sobre anillos

Los resultados de esta seccién no seran necesarios en el capitulo siguiente,
por lo que tal vez el lector prefiera saltarsela de momento y volver después sobre
ella cuando ya esté familiarizado con la teorfa de caracteres.

Moédulos e ideales Tal y como hemos advertido en la seccién precedente, el
estudio de las representaciones de grupos nos obligard a trabajar con mdédulos
sobre anillos no conmutativos. Recordemos que, si A es un anillo no necesa-
riamente conmutativo, debemos distinguir entre A-moédulos por la izquierda y
A-médulos por la derecha, segun si los escalares de A multiplican por la iz-
quierda o por la derecha a los elementos del médulo M. La diferencia seria
meramente un convenio de escritura si no fuera por la propiedad asociativa del
producto, que es

(abym = a(bm) por la izquierda, y m(ab) = (ma)b por la derecha.

Si tratamos de escribir la propiedad asociativa para A-mddulos derechos con
los escalares a la izquierda obtenemos (ab)m = b(am), que no es lo mismo que
la propiedad asociativa para A-mddulos izquierdos (salvo que el anillo A sea
conmutativo).

Si Ay B son dos anillos, un A-B-bimddulo es un conjunto M con estructura
de A-médulo por la izquierda, de B-mdédulo por la derecha y que cumple la
propiedad asociativa mixta (am)b = a(mb), paraa € A, m € M y b € B.

En particular, un anillo A puede considerarse de forma natural como A-
médulo por la izquierda y como A-mddulo por la derecha (lo que lo convierte en
un A-A-bimddulo) y, en general, ambas estructuras son distintas y no debemos
confundirlas. (Véanse los ejemplos de las paginas 21 y 22.) Por ejemplo, un
ideal izquierdo (resp. derecho) I de A es un submddulo respecto de la estructura
de A-médulo por la izquierda (resp. por la derecha) de A. Explicitamente, es
un subconjunto I C A no vacio que cumple las propiedades siguientes:

a) a+belparatodoa,bel,
b) ab € I paratodo a € Ay todo b € I (resp. para todoa € I y todo b € A).

Un ideal bildtero es un subconjunto de A que es a la vez un ideal izquierdo
y derecho.

Si I es un ideal izquierdo (resp. derecho), el grupo cociente A/I tiene una
estructura natural de A-mdédulo por la izquierda (resp. por la derecha), pero
para que herede la estructura de anillo de A es necesario y suficiente que I sea
un ideal bilatero.1?

Aunque ya lo hemos sefialado al definir las dlgebras A[G], repetimos aqui
por conveniencia la definicién de dlgebra no (necesariamente) conmutativa:

10Veamos la necesidad: si a € Ay b € I, entonces [ab] = [a][b] = [a][0] = 0, luego ab € I.
Esto prueba que I es un ideal derecho, e igualmente se comprueba que es un ideal izquierdo.
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Definicién 1.33 Si A es un anillo conmutativo, una A-dlgebra B es un anillo
dotado de estructura de A-médulo de forma que a(b1by) = (aby)by = by(abs),
para todo a € A, by,bs € B.

En particular, si B es un anillo y A es un subanillo contenido en su centro,
entonces B tiene una estructura natural de A-dlgebra.
Para terminar este primer epigrafe, recordamos la definiciéon de sucesion

exacta de homomorfismos de grupos (en particular, de médulos):

Definicion 1.34 Una cadena de homomorfismos de grupos
MNP R

es ezacta en N si cumple Im o = N(f3). La sucesién completa es exacta si lo es
en todos sus médulos.

. ., « . s .
En particular, una sucesién 0 — M — N es exacta en M si y sélo si « es

inyectiva, mientras que una sucesion M — N — 0 es exacta en NN si y solo si
o es suprayectiva.

Una sucesidn exacta corta es una sucesién exacta de la forma

[0

0—>M'—>Mi>M”—>O,

de modo que M’ puede identificarse con un submédulo de M y M"” = M/M’.

Si M = M’ ® M”, podemos formar obviamente una sucesién exacta corta
con a(m’) =m’ y B(m’ +m”) =m”. Cuando una sucesién exacta corta es de
esta forma se dice que se escinde. Mas concretamente, se dice que una sucesiéon
exacta corta se escinde si cumple cualquiera de las condiciones del teorema
siguiente:

i P2 -
Teorema 1.35 Sea 0 — M’ — M = M" — 0 una sucesion exacta corta

de mddulos. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) Si My = i1[M’'], existe un submddulo My C M tal que M = My & Ms.
(Obviamente, entonces, My = M" ).

b) Existe un homomorfismo is : M" — M tal que iz o ps = 1.
¢) Eziste un homomorfismo py : M — M’ tal que i1 op; = 1.

DEMOSTRACION: a) = b) Observemos que pa|nr, : Mo — M” es un iso-
morfismo. En efecto, si pa(ms) = 0, entonces my € My N My = 0. Basta tomar

io = (p2|ar,) "

b) = a) Tomamos My = ix[M"]. Si m € M, entonces m — iz(p2(m)) € My,
pues

p2(m —ia(p2(m))) = pa(m) — pa(ia(p2(m))) = pa(m) — pa(m) =
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Por consiguiente, m € My + My vy M = My + Ms. Un punto de M; N M5 es
de la forma m = i1 (m’) = iz(m”), luego aplicando ps vemos que m” = 0, luego
m = 0. Esto prueba que la suma es directa.

a) = ¢) Tomamos como p; la proyeccién asociada a la descomposicién en
suma directa.

¢) = a) Tomamos como M; el nicleo de p;. Sim € M, se comprueba
facilmente que m — i1 (p1(m)) € My, luego M = My + Ms, y si m € My N M,
entonces m = i1(m’) y 0 = p1(m) = m/, luego m = 0. Esto prueba que la suma
es directa. n

Anillos y médulos noetherianos Estudiamos ahora dos importantes con-
diciones de finitud sobre un anillo.

Definicién 1.36 Sea A un anillo y M un A-mdédulo (por la izquierda o por la
derecha). Se dice que M es noetheriano (resp. artiniano) si no contiene cadenas
estrictamente crecientes (resp. decrecientes) de submddulos. Un anillo A es
artiniano (resp. noetheriano) por la izquierda (o por la derecha) si lo es como
A-médulo por la izquierda (o por la derecha).

Es claro que un A-médulo M es noetheriano (resp. artiniano) si cualquier
familia no vacia de submdédulos tiene un elemento maximal (resp. minimal)
respecto de la inclusién.

Teorema 1.37 Un A-mddulo M es noetheriano si y solo si todos sus submd-
dulos son finitamente generados.

DEMOSTRACION: Si M es un A-mdédulo y tiene un submédulo N no fini-
tamente generado, tomamos n; € N, de modo que (n1) & N, luego existe un
ny € N\ (n1), de modo que (n1) ¢ (n1,n2) & N, y de este modo podemos
construir una cadena estrictamente creciente de submodulos, luego M no es
noetheriano.

Reciprocamente, si todo submdédulo de M es finitamente generado y tenemos
una cadena de submdédulos

M1CM2CM3C"',

tenemos que la unién de todos ellos, llamémosla N, es también un submdédulo de

M. Por hipétesis tiene un generador finito, que estard contenido en algin M;,

y es claro entonces que M; = M, luego la cadena no es estrictamente creciente.
|

Ejemplo El anillo A formado por las matrices

(53)

donde m € Z, r, s € Q, es noetheriano por la derecha, pero no por la izquierda.
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En efecto, observemos en primer lugar que

mip T mo To \ [ mimg myre + 1182
0 S1 0 So o 0 5152 ’

por lo que A es ciertamente un anillo (unitario). En particular,

m r 0Oty (0 mt
0 s o o0o/) \0o 0 )
por lo que, si llamamos a; al segundo factor, tenemos que

Aa1 gAal/Q gAa1/4 gAal/S (,;

lo que prueba que A no es noetheriano por la izquierda. Sea ahora I un ideal
derecho de A y llamemos Iy C I al ideal formado por las matrices de I que
cumplen m = 0. Como

0 T1 mo T2 _ 0 r182
0 s 0 s2 ) L0 s18 )°

es claro que Iy es ciertamente un ideal derecho, asi como que la aplicacion
Ip — Q? que a cada matriz le asigna su par de coordenadas (r,s) es un mo-
nomorfismo de grupos cuya imagen es un subespacio vectorial de Q2. Por con-
siguiente, dicha imagen admite un sistema generador con dos elementos (no
necesariamente independientes). Si llamamos a1, a2 € Iy a sus antiimdgenes en
Iy, es facil ver que Iy = (a1, as).

Si I = Iy, entonces ya tenemos que I es finitamente generado. En caso
contrario, sea az € I una matriz cuyo valor m = mg # 0 sea el menor posible
en valor absoluto. Multiplicando az por —Id si fuera necesario (donde Id es
la matriz identidad), podemos suponer que mg > 0. Si a € I, dividimos su
coeficiente m entre mg, de modo que m = cmg + r, con 0 < r < mg. Entonces
a — az(cId) € I tiene m = r, luego, por la minimalidad de mg, ha de ser
m=r =0, luego a — az(cId) € Iy. Esto prueba que I = (a1, a2, as), luego A es
noetheriano por la derecha. L]

Ejemplo FEl anillo A formado por las matrices

/e
0o g )’
donde r € Q, a, B € R, es artiniano por la derecha, pero no por la izquierda.

En efecto, si V' C R es un Q-espacio vectorial, se comprueba inmediatamente
que el conjunto I(V) C A de las matrices con r = § = 0, « € V es un ideal
izquierdo de A. Como R tiene dimensién infinita sobre QQ, podemos tomar una
familia de subespacios vectoriales

GV GV GV GV CR,
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que da lugar a una cadena de ideales
e G I(Vs) & I(Va) & I(W1) & I(Vo) C A,
lo que prueba que A no es artiniano por la izquierda. Supongamos ahora que
~ClyclhbclclhCcA

es una cadena de ideales derechos. Llamemos IY al ideal formado por los ele-
mentos de I, que cumplen r = 0. Se comprueba facilmente que la aplicacién
I — R? que a cada matriz le asigna su par (a,3) es un monomorfismo de
grupos cuya imagen es un R-espacio vectorial. Por consiguiente, la sucesién
IO D 1Y 5 I9 O --- ha de estabilizarse, es decir, existe un ideal derecho I° tal
que I = 1Y para todo n suficientemente grande. No perdemos generalidad si
suponemos que esto sucede para todo n.

Si algtin n cumple I,, = I°, entonces I,, = I° para todo m > n, con lo
que la cadena se estabiliza. En caso contrario I,, # I° para todo n. Tomemos
ag € Ip \ I§. No perdemos generalidad si suponemos que ag tiene 7 = 1.

Si a € I, tiene primer coeficiente igual a r, entonces a — ag(r1d) € I°, lo
que prueba que I, = I° + {ag), luego la sucesién es constante. Esto prueba que
A no contiene cadenas estrictamente decrecientes de ideales derechos, luego A
es artiniano por la derecha. [

Teorema 1.38 Si 0 — M’ — M — M"” — 0 es una sucesion ezacta de
homomorfismos de A-mddulos, entonces M es noetheriano (resp. artiniano) si
y sélo si lo son M' y M".

DEMOSTRACION: Supongamos que M es artiniano. Obviamente, una cadena
descendente de submddulos de M’ lo es también de M, luego si M es artiniano
M’ también lo es. Similarmente, una cadena descendente de submédulos de M
ha de ser de la forma

Mo/MH D) Ml/M” D) M2/MN Do
La cadena de los “numeradores” se ha de estabilizar, luego lo mismo le sucede
a la cadena dada.

Si M’y M" son artinianos y tenemos una cadena descendente de submdédulos
de M, digamos
My>M DMy>D---
entonces las cadenas {M,, N M'},, vy {(M,, + M')/M'},, se han de estabilizar
para n suficientemente grande. Si

M,OAM =M, NM, (M, +M)/M =My +M)/M,

entonces M, = M1, pues si m € M, entonces m + M’ = m” + M’ para
un m” € M,1, luego existe un m’ € M’ tal que m = m’ + m”. Entonces
m' € M' N M,, luego m’ € M,,11, luego m € M, 1. Esto prueba que la cadena
de partida se estabiliza.

La demostracién para médulos noetherianos es andloga. L]
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De aqui se sigue inmediatamente que la suma directa de dos (y, por con-
siguiente, de un nimero finito de) mdédulos noetherianos (resp. artinianos) es
noetheriana (resp. artiniana). A su vez, de aqui se sigue el teorema siguiente:

Teorema 1.39 Si A es un anillo noetheriano (resp. artiniano) (por la izquierda
o por la derecha), entonces, todo A-mddulo finitamente generado (por la iz-
quierda o por la derecha) es noetheriano (resp. artiniano).

DEMOSTRACION: Esto se debe a que M se puede expresar como cociente
de una suma directa de un ndmero finito de copias de A (considerado como
A-médulo por la izquierda o por la derecha). L]

Modédulos de longitud finita Vamos a estudiar los médulos que son si-
multdneamente noetherianos y artinianos.

Definicién 1.40 Si A es un anillo, un A-médulo M es simple o irreducible si
M # 0 y no contiene mas submaédulos que los submédulos impropios: 0y M.

En estos términos, una representacion lineal p : G — Aut(V) es irreducible
siy sélo si V es un K[G]-médulo irreducible.

Definicién 1.41 Una serie de composicion de un A-médulo M es una sucesiéon
de submédulos
0=MyGM &---GCM =M

tal que cada factor M;/M;_, es simple. El ntimero [ se llama longitud de la
serie. Se dice que M es un A-mdédulo de longitud finita si tiene una serie de
composicién. Diremos que un anillo A tiene longitud finita (por la izquierda o
por la derecha) si tiene longitud finita como A-mdédulo.

Luego veremos que, tal y como hemos anunciado, estos médulos no son sino
los médulos noetherianos y artinianos al mismo tiempo. Antes hemos de probar
otros resultados, entre ellos el que justifica el nombre de “mdédulos de longitud
finita”. Necesitamos algunos resultados previos:

Teorema 1.42 (Zassenhaus) Sea A un anillo, sea M un A-mddulo y sean
N' C N, y R C R submddulos de M. Entonces

N'+(NNR) , R+ (NNR)
N +(NNR) R+ (N'NR)

DEMOSTRACION: Basta probar que

N +(NNR) _ NNR

N +(NNR) (NNR)+(N'NR)

pues intercambiando N y R obtenemos un isomorfismo analogo donde el miem-
bro izquierdo es el miembro derecho del enunciado y el miembro derecho es el
mismo. Para ello definimos

f:N+(NNR)— (NNR)/(NNR)+ (N NR))
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mediante f(n'+m) = [m]. La definicién es correcta, pues si nj +m; = nb +meo,
con n; € N', m; € NN R, entonces

mi—mg=nh—n) € NNR)NN' =N NRcC (NNR)+ (N NR).

Es claro que f es un epimorfismo de médulos y se cumple que f(n'+m) =0
siysélosime (NNR')+ (N'NR),siy sélo si

n+meN+(NNR)+(N'NR)=N"+(NNR).
Asi pues, el niicleo de f esn’ + (N NR’') y el teorema queda probado. m
Se dice que una serie de submddulos
O=MyCcM,C---CM,=M

es un refinamiento de otra serie dada si resulta de intercalar submoédulos entre
los de dicha otra serie.

Teorema 1.43 (Schreier) Si A es un anillo y M es un A-mddulo, dos series
cualesquiera de submddulos de M admiten refinamientos equivalentes, en el sen-
tido de que cada factor de un refinamiento se corresponde biunivocamente con
un factor isomorfo del otro refinamiento.

DEMOSTRACION: Consideremos dos series de submdédulos:
0=NogCN,C---CNp,=M, 0=RyCR,C---CR =M.
Entre N;_; y N, intercalamos los submoédulos
Ni—1=Ni1 +(NiNRy) C Ni—1 +(N;NRy) C---CNimi +(N;NRy) = N;
y, del mismo modo, entre ;1 y R; insertamos
Rj_1=Rj_1+(R;jNNy) CRj_1+(R;NNy) C--- C Rj_1 + (R; N Ny) = R;.

De este modo hemos obtenido refinamientos de longitud kI y el teorema
anterior nos da que

Ni1+(NiNR;)  Rj—1+ (N;NR;)

N;_1+ (NZ N Rj71) o ijl + (Nifl N Rj)’

es decir, que el j-ésimo factor insertado entre N;_1 y IN; es isomorfo al i-ésimo
factor insertado entre R;_1 y R;. m

Teorema 1.44 (Jordan-Hoélder) Si A es un anillo y M es un A-mddulo de
longitud finita, dos series de composicion cualesquiera de M tienen la misma
longitud, y cada factor de una se corresponde biunivocamente con un factor
isomorfo de la otra.
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DEMOSTRACION: Dadas dos series de composicién de M, les aplicamos el
teorema anterior para obtener dos refinamientos equivalentes. Las series de
partida, por definicién, no tienen factores triviales, pero los refinamientos cons-
truidos en el teorema anterior pueden tenerlos. Ahora bien, cada factor trivial
de un refinamiento se corresponde biunivocamente con otro factor trivial del
otro, luego si eliminamos los médulos repetidos de ambos refinamientos, segui-
mos teniendo refinamientos equivalentes, pero ahora sin factores triviales. Esto
significa que, en cada serie de composicion, hemos intercalado médulos estric-
tamente comprendidos entre sus términos, pero, como los factores son simples,
no existen tales modulos. Esto sélo es posible si las series dadas eran ya equi-
valentes, lo que, en particular, supone que tienen la misma longitud. L]

Asi pues, si M es un A-moédulo de longitud finita, podemos definir su longi-
tud, que representaremos por [(M), como la longitud de cualquiera de sus series
de composicién. Mas ain, podemos hablar de sus factores de composicion,
definidos (salvo isomorfismo) como los A-mddulos simples que aparecen como
factores en cualquier serie de composiciéon de M. Mas aun, para cada factor de
composicion de M podemos definir su multiplicidad como el nimero de veces
que aparece en una serie de composicién de M. En series distintas, los factores
de composiciéon pueden aparecer en un orden distinto, pero el teorema anterior
prueba que cada uno de ellos aparecerd siempre el mismo nimero de veces, es
decir, que la multiplicidad en M de un factor de composicién esté bien definida.

El mismo argumento que hemos usado en la prueba del teorema 1.44 (apli-
cado ahora a una serie de composicién y una serie arbitraria) nos da el teorema
siguiente:

Teorema 1.45 Si M es un mddulo de longitud finita, toda serie en M (con
factores no triviales) puede refinarse hasta una serie de composicion.

Ahora ya podemos demostrar lo que habfamos anticipado:

Teorema 1.46 Un mddulo tiene longitud finita si y sélo si es noetheriano y
artiniano.

DEMOSTRACION: Si un A-médulo M tiene longitud finita, entonces ha de
ser noetheriano y artiniano, pues cualquier cadena estrictamente creciente o
decreciente de submddulos ha de tener longitud menor que I(M). Si M es
noetheriano y artiniano a la vez, podemos construir como sigue una serie de
composicién:

Sea My = 0. Si My # M, tomamos como M; un submédulo minimal
entre los submdédulos que contienen estrictamente a My. (Existe porque M
es artiniano). As{ M;/My es simple. Si M; # M, tomamos como My un
submoédulo minimal entre los submddulos que contienen estrictamente a My,
con lo que Ms/Mj es simple. Como M es noetheriano, la serie

MOnggMQQ
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no puede prolongarse indefinidamente, luego, tras un nidmero finito de pasos,
hemos de llegar a M,, = M y asi tenemos una serie de composicion. m

El teorema 1.39 nos da ahora la consecuencia siguiente:

Teorema 1.47 Si A es un anillo de longitud finita (por la izquierda o por la
derecha), entonces todo A-mddulo (izquierdo o derecho) finitamente generado
tiene longitud finita.

La conexién con la teoria de representaciones consiste en que si K es un
cuerpo y G es un grupo finito, entonces la K-dlgebra K[G] tiene longitud finita
(por la izquierda y por la derecha), pues sus ideales izquierdos y derechos son
K-espacios vectoriales, luego una cadena estrictamente creciente o decreciente
de ideales no puede tener longitud mayor que |G|.

Teorema 1.48 Sea A un anillo y M un A-mddulo (por la izquierda o por la
derecha). Entonces M es simple si y sélo si es isomorfo a A/I, donde I es un
ideal mazximal (izquierdo o derecho) de A.

DEMOSTRACION: Consideremos el caso en que M es un A-médulo derecho.
Por definicién, I es un ideal maximal derecho si I & A y no existen ideales
derechos I & J & A, lo que implica inmediatamente que A/I es un A-médulo
simple. Reciprocamente, si M es un A-mddulo simple, existe m € M no nulo.
El homomorfismo A — M dado por a — ma tiene imagen no trivial, luego
ha de ser suprayectivo, y su nicleo I (que es un submdédulo derecho de A, es
decir, un ideal derecho) ha de ser un ideal maximal derecho, pues el isomorfismo
A/I = M transformaria un ideal I & J & A en un submdédulo propio de M.

|

Si A tiene longitud finita, la serie 0 C I & A puede refinarse hasta una serie
de composicién de A, lo que muestra que A/I es un factor de composicién de
A. En definitiva, vemos que si A es un anillo de longitud finita, entonces todo
A-médulo simple es isomorfo a un factor de composicién de A. En particular,
s6lo hay un numero finito de clases de isomorfismo de A-mddulos simples.

Para terminar probamos que la longitud de los médulos de longitud finita es
aditiva respecto a sucesiones exactas:

Teorema 1.49 Si 0 — M’ — M — M" — 0 es una sucesion ezacta de
mddulos, entonces M tiene longitud finita si y sélo si la tienen M’ y M", en
cuyo caso (M) =1(M") +I(M").

DEMOSTRACION: Si M tiene longitud finita, la serie 0 € M’ C M puede
refinarse hasta una serie de composicién (aqui suponemos que 0 # M’ # M,
pues en caso contrario el teorema es obvio). Los términos intercalados entre
0 y M’ forman una serie de composicién de M’, mientras que los intercalados
entre M’ y M determinan una serie de composiciéon de M”. La relacién entre
las longitudes es obvia.

Reciprocamente, si M’ y M" tienen longitud finita, una serie de composicién
de M" determina una serie con factores simples entre M’ y M, que, unida a una
serie de composicién de M’, da lugar a una serie de composicién de M. =
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Modédulos proyectivos Los mdédulos proyectivos son —como veremos ense-
guida— una generalizacion de los médulos libres.

Definiciéon 1.50 Sea A un anillo y P un A-mdédulo. Diremos que P es pro-
yectivo si para todo epimorfismo de médulos M — N y todo homomorfismo
P — N existe un homomorfismo que hace conmutativo el diagrama siguiente:

M—N—0

7

P

Dados dos A-médulos M y N, representaremos por Hom(M, N) al conjunto
de todos los homomorfismos de A-médulos de M en N, que tiene estructura de
grupo con la suma definida puntualmente. Si o : N — N’ es un homomorfismo
de A-médulos, la composiciéon con a define claramente un homomorfismo de
grupos ay : Hom(M, N) — Hom(M, N’).

La definicién de médulo proyectivo equivale a que ay es suprayectivo cuando
a lo es. La situacion general es la siguiente:
. . e B
Teorema 1.51 Si A es un anillo, 0 — N’ — N — N" — 0 es una
sucesion exacta de A-mddulos y M es un A-mddulo, entonces la sucesion

0 — Hom(M, N') % Hom(M, N) 2% Hom(M, N") — 0

es exacta salvo quizd en Hom(M, N"). La exactitud en Hom(M, N") (para toda
sucesion exacta de partida) equivale a que M sea un A-mddulo proyectivo.

La segunda parte es inmediata por la definicion de médulo proyectivo. La
primera parte se demuestra sin dificultad.'!

El teorema siguiente nos proporciona una caracterizacion mas descriptiva de
los moédulos proyectivos: son los sumandos directos de los médulos libres.

Teorema 1.52 Sea A un anillo y M un A-mddulo. Las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

a) M es proyectivo.

b) Toda sucesion exacta de mddulos 0 — C 2N % M — 0 se escinde.
¢) Existe un A-mddulo M’ tal que M @ M’ es libre.

DEMOSTRACION:

a) = b) Aplicamos la proyectividad a la identidad M — M, lo que nos da
un homomorfismo v : M — N. La escisién se debe a que si n € N, entonces
an —y(a(n)) =0, luego b =n —y(a(n)) € Im Gy n = b+ y(a(n)). Por otra

HVéase el teorema 14.14 de mi libro de Teoria de cuerpos de clases.
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parte, si B(c) = v(m), aplicando « obtenemos que m = 0, luego la suma es
directa.

b) = ¢) Podemos formar una sucesién exacta como la de b) con N libre.
Entonces N = ~[C] & v[M].

¢) = a) Consideremos un epimorfismo & : N — P y un homomorfismo

B : M — P. Extendemos trivialmente 5 a M & M’. Consideramos una base

de este médulo y a cada uno de sus elementos le asignamos una antiimagen en

N de su imagen en P. Esta asignacion se extiende a un homomorfismo -, el

cual se restringe a su vez a un homomorfismo sobre M que cumple lo requerido.
|

La condicién ¢) implica en particular que todo médulo libre es proyectivo.
En la prueba del teorema anterior se ve que si M es un moddulo proyectivo
finitamente generado, entonces el médulo M’ tal que M @ M’ es libre se puede
tomar también finitamente generado. También es obvio que la suma directa de
modulos proyectivos es proyectiva y que todo sumando directo de un médulo
proyectivo es proyectivo.

Muchas propiedades de los médulos libres pueden generalizarse a mddulos
proyectivos. Por ejemplo:

Teorema 1.53 Sea G un grupo finito, sea A — B un homomorfismo de ani-
llos conmutativos, sean P, V dos A[G]-mddulos finitamente generados, con P
proyectivo. Entonces existe un isomorfismo natural de B-mddulos

Hom(P, V) ®4 B=Hom(P ®4 B,V ®4 B).
DEMOSTRACION: Claramente tenemos un homomorfismo de B-médulos
¢ :Hom(P,V)®4 B — Hom(P®4 B,V ®4 B)

dado por ¢(f ® b) = f ® myp, donde, mp : B — B es la multiplicacién por b.
Hemos de probar que es un isomorfismo. Supongamos en primer lugar que P es
un A[G]-médulo libre de rango 7, con lo que

P@AB§P®A[G] A[G} ®AB§P®A[G]B[G]

es un B[G]-mdédulo libre de rango r. Entonces ¢ se descompone en una sucesién
de isomorfismos:

Hom(P,V)®4 B2 V" ®4 B~ (V@4 B)" =~ Hom(P ®4 B,V ®4 B).

En el caso general, existe un A[G]-médulo P’ tal que L = P & P’ es libre.
Tenemos un diagrama conmutativo

Hom(P,V)g & Hom(P',V)g —— Hom(Pg, Vi) ® Hom(Pg, Vs)

| l

Hom(L,V)p Hom(Lp, Vp)
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donde el subindice B representa el producto ® 4B. Las flechas verticales son
isomorfismos, la flecha horizontal inferior es un isomorfismo por la parte ya
probada y la flecha horizontal superior es la suma directa ¢p + ¢pr de los
homomorfismos correspondientes a los médulos Py P’. Concluimos que ésta es
también un isomorfismo y, por consiguiente, que también lo son ¢p y ¢p/. =

Dejamos a cargo del lector la demostracién del teorema siguiente, que es
analoga a la del teorema anterior:

Teorema 1.54 Sea A un anillo conmutativo y G — H un homomorfismo de
grupos finitos, sea P un A[G]-mddulo proyectivo y V un A[H|-mddulo finita-
mente generado. Entonces existe un isomorfismo natural de A-mddulos

HOInA[G] (P, V) = HomA[H] (P ®A[G} A[f[]7 V).

Los médulos proyectivos cumplen una propiedad analoga al teorema 1.51
con productos tensoriales (aunque, en este caso, no es una caracterizacién de la
proyectividad):

Teorema 1.55 Si A es un anillo, 0 — N’ 5 N LN 5 0 es una

sucesion exacta de A-modulos y M es un A-mddulo, entonces la sucesion

0— MeaAN 2 Mo, N2 e, N —0

es exacta salvo quizd en M @4 N'. Si M es proyectivo también es exacta en
dicho grupo.

DEMOSTRACION: La exactitud en M ® 4 N es trivial, al igual que el hecho
de que Im(1 ® @) C N(1 ® §). Para probar la inclusién opuesta llamamos H =
Im(1®«). Puesto que H C N(1®0), la aplicacién 1®/ induce un homomorfismo
¢: (M®sN)/H— M ®4 N" que cumple ¢([m @ n]) = m @ 5(n).

Por otra parte, la aplicacion m ® B(n) — [m ® n| estd bien definida y es
inversa de ¢, luego ¢ es un isomorfismo y, por consiguiente, N(1® §)/H = 0.

Nos falta probar que si M es proyectivo entonces 1 ® « es inyectivo. Esto es
claro si M es un A-médulo libre, pues entonces M = P, _; A, con lo que

Mea N 2@PAs N 2PN,
i€l iel

e igualmente

M @4 N = GDPJ
el

de modo que 1 ® « coincide con el monomorfismo natural

PN — PN

icl i€l
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inducido por a. En el caso general, podemos considerar un A-médulo M’ tal
que M @ M’ sea libre. Tenemos un diagrama conmutativo

(M&M)@AN —22  ~ (M&M)osN

T T

(M@s N)Y® (M @4 N') —— (M ®4N)® (M @4 N)

donde las flechas verticales son isomorfismos. La fila superior es inyectiva por el
caso ya probado, luego también lo es la fila inferior y, en particular, su restriccién
aM®a N, quees1® a. =

Es bien conocido que si M es un A-médulo (finitamente generado) existe un
grupo libre P (finitamente generado) y un epimorfismo f : P — M. Obvia-
mente, esto es cierto en particular si cambiamos “libre” por “proyectivo”, pero,
en el caso de anillos artinianos, este cambio nos permite precisar la elecciéon de
P hasta hacerla candnica:

Definicién 1.56 Si A es un anillo, diremos que un homomorfismo de A-médu-
los f: P — M es esencial si f[P] = M y f[M'] # M para todo submédulo
M’ ¢ P. Una envoltura proyectiva de un A-médulo M es un homomorfismo
esencial f : P — M, donde P es proyectivo.

Teorema 1.57 Si A es un anillo artiniano y M es un A-mddulo finitamente
generado, entonces M tiene una envoltura proyectiva, que es unica salvo iso-
morfismo, y es un A-mddulo finitamente generado.

DEMOSTRACION: Sea f : L — M un epimorfismo de A-médulos, donde
L es un A-médulo libre finitamente generado. Sea N su nicleo. Para cada
submédulo N/ C N, consideremos el epimorfismo candnico

fv' i L/N' — L/N — M.

Observemos que fy : L/N — M es un homomorfismo esencial (porque
es un isomorfismo) y, como L es un A-mdédulo artiniano, podemos tomar un
N’ C N minimal para la propiedad de que fn/ : L/N' — M sea esencial.
Llamemos P = L/N’. Vamos a probar que P es proyectivo, con lo que serd una
envoltura proyectiva de M. Claramente es un A-médulo finitamente generado.

Consideremos el epimorfismo canénico p : L — P. Usando de nuevo que
L es artiniano, podemos considerar un submédulo Q C L que sea minimal
respecto a la propiedad de que p|g : Q — P sea suprayectiva. Como L
es proyectivo, existe un homomorfismo ¢ : L — @ que hace conmutativo el
diagrama siguiente:

Q—L>p——>0

A
q| -
I

L
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Este ¢ ha de ser suprayectivo pues, en caso contrario, el submédulo ¢[L] C Q
contradirfa la minimalidad de Q. Sea N” C N’ C L el ntcleo de q. Ahora
consideramos el diagrama conmutativo

L/N" ELLN L/N o, equivalentemente, @ R M
X TfN, \N\ TfN/
L/N' P

y observamos que tanto p como fy son esenciales, luego fy~ también lo es. La
minimalidad de N’ implica entonces que N’/ = N’, luego p es un isomorfismo.
Esto significa que la sucesion exacta

0— N —L—P—0

se escinde, luego L = N' @ Q = N’ @ P, y esto prueba que P es proyectivo.

Veamos ahora la unicidad. Si P/ — M es otra envoltura proyectiva, la
proyectividad de P nos da un homomorfismo g que cierra el diagrama siguiente:

PP—M—>0

A

gl /
|

P

Como P’ — M es esencial, ha de ser g[P] = P’, luego g es un epimorfismo.
Como P’ es proyectivo, la sucesién exacta

0—N(g)—P—P —0

se escinde, luego P = N(g)@® P’ y, como P — M es esencial, ha de ser N(g) = 0,
luego g es un isomorfismo. ]

Terminaremos con un resultado que necesitaremos més adelante sobre k[G]-
moédulos proyectivos:

Teorema 1.58 Sea G un grupo finito, k un cuerpo y P, V dos k[G]-mddulos
finitamente generados. Si P es proyectivo, entonces P Q@ V' es proyectivo.

DEMOSTRACION: Existe un k[G]-médulo libre finitamente generado L tal
que L = P ® C, para cierto k[G]-submdédulo C' de L. Entonces

LerV=(PerV)e (CeV),

y basta probar que L ®; V es libre. A su vez, podemos descomponer L en suma
directa de submddulos isomorfos a k[G], con lo que basta probar que k[G] @ V
es libre.

Si vy, ...,v, es una base de V' como k-espacio vectorial, sabemos que o ® v;
(donde o recorre G) es una k-base de k[G] ®; V. Basta probar que 1 ® v; es
una k[G]-base de k[G] @ V.
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Como 0 ®v; = (1®(v;o~1))o y v;0~1 es combinacién lineal de los v;, es claro
que los tensores 1 ®v; son un sistema generador de k[G]®V como k[G]-médulo.
Supongamos ahora que

Y (1®@wv)z; =0,

(2

donde z; = Y afo € k[G]. Entonces
oeG

SA@v)z=> 2 Quir, =y, alo ® alv,o
i

% 1,0

=2 (a7)* (e @ 3 B7v;) = 3 (a7)*B7(0 ® v)),

00,4

donde (B7.) es la matriz en la base v; del automorfismo v +— vo. Por consi-

ij
guiente, para todo j, o,

(09?65 = 0.

(]
Para cada o € G fijo, esto equivale a la ecuacién matricial ((a?)?)( ) = 0.
Como la matriz (ﬂfj) tiene inversa, esto implica que af = 0 para todo i, o,
luego x; = 0 para todo 1. m

1.4 Modbdulos de homomorfismos

En esta seccion G serd un grupo finito y k£ un cuerpo. Claramente, todo
k[G]-médulo tiene una estructura natural de k-espacio vectorial, de modo que si
V y W son dos k[G]-mdédulos, podemos distinguir entre el grupo Homg (V, W)
de los homomorfismos de k[G]-médulos de V- — W y el grupo Homy (V, W)
de las aplicaciones lineales V' — W. Ambos tienen una estructura natural de
k-espacio vectorial con el producto definido puntualmente. De hecho, el primero
es un subespacio del segundo.

Miés atin, si V' y W son k[G]-médulos, podemos dotar a Homy(V, W) de
estructura de k[G]-médulo con el producto dado por

(fo)(v) = flvo™)o,

para todo f € Hom(V,W),c € G,v e V.
Observemos que si, en general, para cada k[G]-médulo M, definimos el K[G]-
submodulo
MY = {m € M | mo = m para todo ¢ € G},

se cumple que
Home(V, W) = Homy (V, W)©.

El siguiente caso particular tiene especial interés:

Definicién 1.59 Definimos el k[G]-médulo dual de un k[G]-médulo V' como
V* = Homy(V, k), donde consideramos a k como un k[G]-médulo trivial, es
decir, con el producto dado por ao = «, para todo a € k y todo o € G. Asi, el
producto en V* viene dado por (fo)(v) = f(vo~1).
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Sia:V — W es un homomorfismo de k[G]-médulos, la composicién con
« determina un homomorfismo dual o* : W* — V*. El teorema siguiente se
demuestra sin dificultad:

Teorema 1.60 Si 0 — V! -V 25 V7 . 0 es una sucesion ezacta de
k[G]-mddulos, entonces la sucesion

O—>V”*B—*>V*a—*>vl*—>0
también es exacta.

Si V es un k[G]-médulo finitamente generado, entonces es también un k-
espacio vectorial de dimensién finita, y se cumple que dimy V = dimy V*. En
efecto, si vq,...,v, es una k-base de V, es facil ver que una k-base de V* es la
base dual vy, ..., v, dada por

N 1 sii=yj,
vi (vj) = {0 sii# ],
En particular V' y V* son isomorfos como k-espacios vectoriales, si bien el iso-
morfismo no es candnico, sino que tenemos un isomorfismo distinto para cada
eleccién de una base en V. Por el contrario, (siempre bajo la hipdtesis de que sea
finitamente generado) V' es candnicamente isomorfo (incluso como k[G]-mdédulo)
a su bidual. Un isomorfismo ¢ : V. — V** independiente de la eleccion de bases
es el dado por ¢(v)(f) = f(v). En efecto, es ficil ver que si vy, ..., v, es cual-
quier base de V', entonces ¢(v;) = v}*, lo que prueba que ¢ es un isomorfismo
de espacios vectoriales. Se trata de un isomorfismo de moédulos porque

$vo)(f) = f(vo) = (fo=)(v) = p(v)(fo~") = (d(v)o)(f),
luego ¢(vo) = ¢(v)o.

Teorema 1.61 SiV y W son dos k[G]-mddulos finitamente generados, enton-
ces

(VeWw) =2V e W, (Vor W) 2V @, W

DEMOSTRACION: Se comprueba sin dificultad que f — (f|v, flw) deter-
mina un isomorfismo de k[G]-médulos entre el dual de la suma y la suma de
los duales. Para el producto tensorial definimos ¢ : V* @ W* — (V @ W)*
mediante

P(f @ 9)(vew) = fv)g(w).
Se trata de un homomorfismo de médulos, pues

¢((fog)o)(vaw) = ¢((fo)@(go))(vaw) = (fo)(v)(go)(w) = f(vo™")g(wo™")

=o(f @ g)((vo™ ") & (wo™)) = ¢(f ® g)(v@W)o ™) = (B(f ® g)o) (v @ W),
luego ¢((f ® g)o) = ¢(f ® g)o.
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Por otra parte, si vi,...,v, ¥ wi,...,w, son bases de V y W respecti-
vamente, se cumple que v ® w; es una base de V* ®; W*, y es claro que
P(v; ®@wy) = (v; ®w;)*, por lo que ¢ es un isomorfismo de espacios vectoriales,
y también, por tanto, un isomorfismo de moédulos. [

Ahora podemos relacionar los médulos de homomorfismos con el producto
tensorial:

Teorema 1.62 SiV, W son dos k|G]-mddulos finitamente generados, tenemos
un isomorfismo natural de k[G]-mddulos

Homk(V, W) VR, W.
DEMOSTRACION: Definimos ¢ : V* @, W — Homy (V, W) mediante

P(f @w)(v) = flv)w.

Veamos que es un homomorfismo de k[G]-mddulos:
o((f @ w)o)(v) = ¢((fo) ® (wo))(v) = (fo)(v)wo
= f(vo™wo = ¢(f @w)(vo~H)o = (¢(f @ w)o)(v).

Se trata de un isomorfismo, pues si v1,...,0, ¥ Wi,..., W, son bases de V

y W, respectivamente, los tensores v; ® w; forman una base de V* @, W, y es

facil ver que los homomorfismos ¢(v} ® w;) forman una base de Homy (V, W).
|

Con esto podemos probar que la dualizacién de un médulo de homomorfis-
mos equivale a permutar los médulos:

Teorema 1.63 SiV, W son dos k|G]-mddulos finitamente generados, entonces
Homyg (V, W)* = Homy (W, V).
DEMOSTRACION: Aplicando los resultados precedentes obtenemos que
Homy (V,W)* = (V* @, W) 2 V™ @, W2V @, W
> W* @, V = Homg (W, V).
]
Teorema 1.64 Si V es un k[G]-mddulo finitamente generado, entonces V es
libre o proyectivo si y sélo si lo es V*.

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta que V =2 V**, sélo hemos de probar
una implicacién. Tratemos primero el caso en que V = k[G]. Consideramos
entonces el isomorfismo de espacios vectoriales ¢ : k[G] — k[G]* dado por
¢(0) = o*. Vamos a probar que es un isomorfismo de k[G]-mdédulos. En efecto,

@) = (o)) =0 = {§ S

luego ¢(o)T = (07)* = P(oT).



36 Capitulo 1. Introduccion y preliminares

Por consiguiente, si V' es un k[G]-médulo libre por la derecha, tenemos que
VXEG]®-- ®k[G], y es claro entonces que

V*2Ek[G*® - - @ k|G 2 kG- @ k[G],
donde en la dltima suma directa consideramos a k[G] como mdédulo por la iz-
quierda.

Por ultimo, si V' es proyectivo, entonces existe un K[G]-médulo W (finita-
mente generado) tal que V@ W es libre, y entonces (V @ W)* =2 V* @ W* es
libre también, luego V* es proyectivo. ]

Teorema 1.65 Si V es un k[G]|-mddulo finitamente generado que genera el
cardcter x, entonces, el cardcter x* de V* wviene dado por x*(o) = x(c71).

DEMOSTRACION: Sea vy, ..., v, una k-base de V. Dado o € G, sea A = (a;;)
la matriz de la multiplicacién por ! en dicha base y sea (afj) la matriz de la
multiplicacién por o en la base vj,...,v) de V*. Tenemos que

-1
V0 = Zaijvj, vio = Zafjv;,
J J

luego a}; = (vio)(v;) = vf(v;oc~!) = a;;. Sumando para todo i obtenemos que

X*(0) = x(e™). .
Dedicamos el resto de la seccién a demostrar el teorema siguiente:

Teorema 1.66 Si P, Q son dos k[G]-mddulos finitamente generados y P es

proyectivo,
dimy, Homg (P, Q) = dim;, Homeg(Q, P).

Observemos que el teorema 1.64 implica que P* también es proyectivo, luego
los teoremas 1.58 y 1.62 implican que Homyg (P, Q) también lo es. A su vez,
el teorema 1.63 reduce entonces la prueba del teorema 1.66 a demostrar lo
siguiente:

Teorema 1.67 Si V es un k[G]-mddulo proyectivo finitamente generado,
dimy, V¢ = dimy V*©.

En efecto, en las condiciones de 1.66, tomamos V = Homy (P, @), que es un
k[G]-médulo proyectivo, al igual que V* = Homy(Q, P) (por 1.63 y 1.64). Por
consiguiente, V¢ = Homg (P, Q) y

V*¢ = Homy(Q, P)¢ = Homg(Q, P).

Para probar 1.67 definimos
T=>o€cklG, I=(T),, J=(c—-1|ocecqG),.
ceG

Es inmediato que los subespacios vectoriales I, J son, de hecho, ideales
bildteros de k[G]. Para cada k[G]-médulo M, definimos Mg = M/MJ. El
teorema 1.67 es consecuencia inmediata del teorema siguiente:
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Teorema 1.68 Si V es un k[G]-mddulo proyectivo finitamente generado, exis-
ten isomorfismos naturales

Ve =VE, (V') = (V)"
En efecto, admitiendo esto concluimos que
dimy, V€ = dimy, (VE)* = dimy (V*) g = dimg (V*)C.

Para probar 1.68 observamos en primer lugar que k[G]¢ = I = k[G]I. En

efecto, si x = 3" ay0 € k[G]%, comparando coeficientes en la igualdad 277 =

vemos que a, = a; para todo 7 € G, luego x = a1 T € I.

Esto implica a su vez que si L es un k[G]-médulo libre, L¢ = LI = LT.
Basta descomponer L en suma directa de copias de k[G]. Si V es proyectivo,
entonces existe otro k[G]-médulo W tal que V @ W es libre, con lo que

VeoWC =(Vaew)=VeW)I=VIoWI,
luego V& = V1.
Ahora consideramos la sucesién exacta de k[G]-médulos

O—»J—»k[G]iﬂf—»O,

donde consideramos a k como k[G]-mddulo trivial y ¢ viene dado por o — 1.
La sucesion es exacta porque J esta claramente contenido en el nicleo de ¢, y
ambos subespacios tienen dimensién igual a |G| — 1. Si V es un k[G]-mddulo
proyectivo, el teorema 1.55 nos da la sucesién exacta de k[G]-médulos

0—VJ—V —V&qgk—0.
Por consiguiente,
Vo =VI/VIZV Qg k=VT =VC.

En efecto, el homomorfismo de k[G]-médulos ¢ : V ®@jq k — VT dado por
v®a = vT'«a es un isomorfismo, ya que tiene por inverso al dado por vT — v®1.
Este estd bien definido pues, si vT = v'T, entonces (v — v')T = 0, luego

weal)-@Weol)=w—-")l=@w-2)0Tl=(v-2)T®1=0.

Con esto tenemos probada la primera parte de 1.68. Para la segunda empe-
zamos observando que

EGI"J = (0" —1"| 0 € G), .
En efecto, es facil ver que

o' (tr=1)=(o1)" —0"=((o7)* = 1") = (6" = 17),
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lo que nos da una inclusién y, en particular,
*(r=1)=7"-17%,

lo que nos da la otra inclusién. Por lo tanto, dimy k[G]*J = |G| — 1, y esto
implica la exactitud de la sucesién

0 — k[G]*J — k[G]" — I" — 0,

donde el epimorfismo es el dual de la inclusién I — k[G]. Si L es un k[G]-
modulo libre finitamente generado, entonces L* es suma directa de un nimero
finito de copias de k[G]*, de donde se sigue la exactitud de la sucesién

0— L*J — L* — (LE)* — 0.

Finalmente, si V' es un k[G]-médulo proyectivo, tomamos W tal que V& W
sea libre y tenemos la sucesién exacta

0—=VIoW'J — VoW — (V"o (W% —0,
de donde se sigue la exactitud de
0— V*J — V" — (VE)* —0.

Por consiguiente,
(Ve =V*/V*J=(VE),

lo que termina la prueba de 1.68 y, por lo tanto, de 1.66. L]



Capitulo II

Teoria de caracteres

En este capitulo desarrollaremos la teoria de representaciones ordinarias de
grupos finitos, es decir, que estudiaremos las representaciones sobre cuerpos de
caracteristica 0 y, mas concretamente, sobre cuerpos algebraicamente cerrados.
La caracteristica més notable de este caso es que las representaciones estan
completamente determinadas por sus caracteres.

2.1 Caracteres

Presentamos aqui los resultados bésicos sobre los caracteres de las represen-
taciones ordinarias de grupos finitos:

NOTA: En esta seccion sobrentenderemos que el cuerpo de coeficientes K
sobre el que consideramos las representaciones es algebraicamente cerrado y de
caracteristica 0.

Entre otras cosas, veremos que los caracteres no dependen del cuerpo K
considerado (en las condiciones indicadas). Esto nos permitird, en las secciones
posteriores, restringirnos al caso K = C sin pérdida de generalidad. M&s con-
cretamente, el hecho de que K tenga caracteristica 0 se traduce en que Q C K
y, como K es algebraicamente cerrado, contiene a la clausura algebraica A de Q.
Probaremos que todas las representaciones matriciales de G en K son isomorfas
a representaciones sobre A.

Teorema 2.1 Si p : G — Aut(V) es una representacion y o € G, entonces
V' admite una base formada por vectores propios de p(c), y los valores propios
son raices |G|-ésimas de la unidad.

DEMOSTRACION: Restringiendo p al subgrupo generado por o, podemos
suponer que G estd generado por 0. Como K es algebraicamente cerrado, el
automorfismo p(o) tiene al menos un valor propio o; € K (una rafz de su
polinomio caracteristico). Sea v; € V un vector propio asociado a a1, de modo

39
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que vio = ajv1 Y, en general, v10™ = afvy. Asi pues, Wi = (v1) es un K[G]-
submodulo. Por 1.12 podemos descomponer V = Wy @& V;, donde V; es también
un K[G]-submédulo.

Repitiendo el mismo razonamiento con V; podemos encontrar un K[G]-
submdédulo Wo = (v9) y una descomposicion V.= Wy @ Wy & V. Tras un
nimero finito de pasos llegamos a una descomposicion V. =W; & --- @ W, en
K|[G]-submdédulos de la forma W; = (v;), donde cada v; es obviamente un vector
propio de p(o).

La matriz de p(o) en esta base es diagonal, y los elementos de la diagonal
son sus valores propios a;. Si n = |G|, se cumple que 0" = 1, luego af = 1,
luego los valores propios a; son raices n-simas de la unidad. L]

En general no es posible elegir una base de V' tal que la matriz de p(c) sea
diagonal simultédneamente para todo o € G, pero, como la traza x(o) se puede
calcular a partir de la matriz de p(o) en cualquier base, concluimos que

x(0) =6t ot en,

donde los nimeros ¢; € K son raices |G|-ésimas de la unidad y, en particular,
son enteros algebraicos (es decir, que son raices de polinomios ménicos con
coeficientes enteros). Conviene destacar este hecho:

Teorema 2.2 Los valores que toman los caracteres de los grupos finitos son
enteros algebraicos.

En particular, los caracteres pueden verse como aplicaciones xy : G — A
(aunque todavia no podemos asegurar que las representaciones matriciales que
los generan tengan necesariamente sus coeficientes en A). Observemos que en
A C C podemos considerar la conjugaciéon compleja, que representaremos con
una barra, como es habitual.

Teorema 2.3 Si x : G — A es un cardcter de un grupo finito G, entonces,
para todo o € G, se cumple que x(o~1) = x(0).

DEMOSTRACION: Sea p : G — Aut(V) una representacion que genere el
cardcter dado. Segun 2.1, podemos elegir una base de V' en la que p(o) admite
una matriz diagonal (;;) cuya diagonal estd formada por raices de la unidad,
que son elementos de A de médulo 1. Entonces

X7 =Ya;" = Yau = x(0).

Como tercera aplicacion de 2.1 mostramos que un caricter determina el
nicleo de la representacion que lo genera:

Definicion 2.4 Si y : G — A es un cardcter de un grupo finito G, llamaremos
nicleo de x al conjunto

N(x) ={c € G| x(o) =x(1)}.
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Teorema 2.5 Sip: G — Aut(G) es una representacion de un grupo finito G
y X es el cardcter que determina, entonces el nicleo de x es el nicleo de p.

DEMOSTRACION: Evidentemente, 0 € G estd en el nicleo de p si y sélo si
p(o) = I,,, donde n es el grado de la representacion, luego, en tal caso, se cumple
que x(o) =n = x(1). Reciprocamente, si x(o) = n, sabemos que, en una base
adecuada, p(o) se corresponde con una matriz diagonal y x(o) = €1 + -+ + €,
es la suma de dicha diagonal. Los ¢; pueden verse como numeros complejos de
modulo 1, luego la parte real de cada uno de ellos es < 1. Para que la suma dé
n es necesario que todas las partes reales sean 1, lo cual implica que ¢; = 1y,
por consiguiente, que p(o) = I, de modo que o estd en el nicleo de p. =

Definicién 2.6 Si G es un grupo finito, N es un subgrupo normal, para cada
cardcter x : G/N — A de G/N definimos el cardcter ¥ : G — A dado por

X(o) = x(oN).

Se trata ciertamente de un cardcter porque si p: G/N — Aut(V) es la re-
presentacién que determina y, entonces la composicién G — G/N — Aut(V)
es una representacién de G que genera .

Es claro que x es irreducible si y sélo si lo es x. Ademds, tenemos que
N < N(X). Reciprocamente, es claro que todo cardcter ¢ de G que cumpla
N < N(9) es de la forma ) = ¥, para cierto cardcter x : G/N — A.

En vista de esto, en lo sucesivo identificaremos los caracteres de un grupo
cociente G/N con los caracteres de G cuyo niicleo contiene a N.

Las propiedades fundamentales de los caracteres se deducen del teorema
siguiente:

Teorema 2.7 (Lema de Schur) Sean p; : G — Aut(V;), para ¢ = 1,2 dos
representaciones irreducibles de un grupo finito G y sea f : Vi — Vo un ho-
momorfismo de K[G]-mddulos. Si las representaciones no son isomorfas, se
cumple que f =0y, si Vi = Vo y p1 = pa2, entonces existe un o € K tal que
f(v) = av, para todo v € V7.

DEMOSTRACION: Si f # 0, el nicleo de V; ha de ser un K[G]-submédulo
distinto de Vi, luego ha de ser trivial, y la imagen ha de ser un K[G]-submédulo
no trivial de V3, luego ha de ser todo V5. Esto prueba que f es un isomorfismo
y las representaciones son isomorfas.

Si suponemos que ambas representaciones son la misma, sea o € K un valor
propio de f (aqui usamos que K es algebraicamente cerrado). Sea ' : V; — V)
la aplicacién lineal dada por f'(v) = f(v)—awv. Es claro que es un homomorfismo
de K[G]-médulos que y su nucleo no es trivial (porque contiene a los vectores
propios asociados a «) luego, por la parte ya probada, f' = 0, luego f(v) = av
para todo v € V. n

Para extraer consecuencias del lema de Schur conviene introducir la notacién
siguiente:
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Definicién 2.8 Si G es un grupo finito, representamos por K¢ al conjunto de
funciones ¢ : G — K. Definimos en K¢ la forma bilineal simétrica

(6:0) = 15 T oleNilo™).

oceG

Teorema 2.9 (Relaciones de ortogonalidad) Sixi y x2 son dos caracteres
irreducibles de un grupo finito G, entonces

1 sixa = xe,
<X1’X2>{O ST X1 # X2

DEMOSTRACION: Sean p; : G — Aut(V;) representaciones que generen
los caracteres x;. Sea h : Vi3 — V5 una aplicacién lineal arbitraria y sea
h : Vi — V4 la aplicacién lineal dada por

W) = 7 X hlvo)o

ceG

Se cumple que h° es un homomorfismo de K[G]-mddulos, pues

0 vT vTO )O 1* vTOo )\ TO 1 T = 0 V)T.
(0r) = g7 S hlvro)a™ = (g £ horo) (o)) 7= (o)

oeG ceG

Fijemos bases de ambos espacios vectoriales, sean (r;(0)), (r7;(c)) las ma-
trices de p;(o) en las bases respectivas y sean (z;;), (x?j) las matrices de h y h,
respectivamente. Entonces,

0 1 1 2 —1
Ty = @ rik(J)xklrlj(J )-
o,k,l

Si x1 # X2, las representaciones no son isomorfas, luego, segin el lema de
Schur, ha de ser h® = 0, cualquiera que sea la aplicacién h de partida. Asi pues,
el miembro derecho de la igualdad anterior ha de ser nulo cualesquiera que sean
los valores de ;. Sihacemos z;; = 1y x; = 0 cuando (k,1) # (4, j), nos queda

que

1 1 2/ -1
Vel rii(0)rii(077) =0
|Gl set 7

y, sumando para todo ¢, j, queda que

(X1,X2) = |G|ZX1() x2(c7) =0.

ceG

Tomemos ahora p; = py. Entonces el lema de Schur nos da que h%(v) = av
para todo v € V;. El valor de o depende de h, y podemos calcularlo. Para ello
observamos que

na = Tr(h°) = |G|U§GTr(p1( og)ohopy(c™h)) = cl S Tr(h) = Tr(h),
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luego o = (1/n) Tr(h). En el caso i # j, tomando igualmente x;; =1y x5 =0
cuando (k,1) # (i, ), obtenemos igualmente que
1 1 1 —1
@ > Tii(a)rjj(a )=0.

ceG
En cambio, para i = j, la misma eleccién de xy; hace que Tr(h) = 1, luego

1 1 1 1 —1
—=—> ri(o)r::(c7").
n |G|G§G 7.1( ) j]( )
Al sumar para todo ¢ y todo j, la igualdad i = j se da n veces, luego sumamos
n veces la ultima ecuacion y llegamos a que
1

(X1, x1) = el S xi(e)xi(e™h) = 1.

ceG

En realidad, la prueba del teorema anterior contiene mas informacién que la
que indica su enunciado, puesto que hemos probado que (x1, x2) = 0, no bajo
la hipétesis de que x1 # X2, sino bajo la hipdtesis de que las representaciones
p1y p2 no eran isomorfas. Por consiguiente, si dos representaciones irreducibles
no son isomorfas, sus caracteres 1 y X2 han de ser distintos o, de lo contrario,
cumplirfan que (x1, x2) = 1, mientras que hemos visto que {x1, x2) = 0.

En otras palabras, tenemos que dos representaciones irreducibles de un grupo
G son isomorfas si y s6lo si determinan el mismo cardcter. Enseguida proba-
remos que esto es cierto aunque las representaciones no sean irreducibles, pero
para ello conviene probar antes lo siguiente:

Teorema 2.10 Sea p : G — Aut(V) una representacidn de G, sea ¢ su
cardcter y sea V.= W1 @ --- ® Wy, una descomposicion de V en subespacios
invariantes irreducibles. Para cada cardcter irreducible x de G, el nimero de
subespacios W; que determinan una representacion con cardcter x es (¢, x).

DEMOSTRACION: Sea ; el cardcter de la subrepresentacién asociada a W;.
Entonces ¢ = x1 + - + xm, luego (6,X) = (x1:x) + + + (Xm X), ¥ las
relaciones de ortogonalidad implican que este valor es el nimero de indices i
tales que x; = x- n

Dicho de otro modo, si una representacién tiene caracter ¢, es necesariamente
la suma directa de tantas representaciones irreducibles de caracter x como indica
el producto (¢, x). Asi pues:

Teorema 2.11 Dos representaciones de un grupo finito G son isomorfas si y
solo si determinan el mismo cardcter.

Concluimos también que todo caricter ¢ se descompone de forma tinica como
combinacién lineal

d=n1x1+ "+ NmXm
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de caracteres irreducibles con coeficientes enteros n; > 0. Ademas,
2 2
<¢7d)> :n1+...+nm’

luego ¢ es irreducible si y sélo si (¢, ) = 1.

Ejemplo El caracter xy que hemos calculado para el grupo Dy en la pagina 10
es irreducible, pues

o x) = % %:GX(U)Q = é(4+4) =1

Vamos a probar que el nimero de caracteres irreducibles es finito. Para ello
consideramos la representacién regular p : G — Aut(K[G]). En el ejemplo de
la pagina 10 hemos visto que

_Jg siT=1,
re(r) = {0 siT#1,
donde g es el orden de G.

Ahora, si x es cualquier cardcter irreducible de G, tenemos que

(ra,x) = x(1).

Por lo tanto, si r¢ = n1x1 + -+ npXs es la descomposicion de rg en suma
de caracteres irreducibles, los caracteres x; resultan ser todos los caracteres
irreducibles de G, y n; = x;(1) es el grado de ;. Teniendo en cuenta que
(r@,ra) = g, tenemos probado el teorema siguiente:

Teorema 2.12 Un grupo finito G tiene un nimero finito de caracteres irredu-
cibles x1,-..,Xn, cuyos grados n; verifican la relacion

ni+- 4 =Gl

Ejemplo El grupo D, tiene cinco clases de conjugacion, luego cinco caracteres
irreducibles, x1, X2, X3, X4, X5, de los cuales conocemos dos: el cardcter trivial
X1 = 1 y el calculado en la pdgina 10 (al que numeraremos como xs). Los tres
que faltan tienen grados n; que han de cumplir 1 +n3 +n3 +n? +4 = 8, luego
los tres han de ser de grado 1. n

Si aplicamos el teorema 2.12 al caso K = A, vemos que G tiene h repre-
sentaciones irreducibles sobre A, con caracteres y;, cuyos grados al cuadrado
suman |G|. Si ahora K es un cuerpo arbitrario (algebraicamente cerrado de
caracteristica 0), cada una de las representaciones irreducibles de G sobre A
determina por extensién de escalares (definicién 1.6) una representaciéon sobre
K con la misma representacién matricial asociada, por lo que tiene el mismo
grado y, més atn, el mismo caracter. Como la relacién (y;, x;) = 1 no depende
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del cuerpo considerado, vemos que las extensiones de las representaciones de
G sobre A siguen siendo irreducibles sobre K y, como sus grados siguen su-
mando |G|, no puede haber més representaciones irreducibles de G sobre K.
Si, por tdltimo, tenemos en cuenta que toda representacion es suma directa de
representaciones irreducibles, tenemos probado el teorema siguiente:

Teorema 2.13 Toda representacion de un grupo G sobre un cuerpo K es iso-
morfa a la extension de escalares de una representacion p de G sobre A. Ademds,
la extension p™ es irreducible si y sdlo si lo es p. En particular, los caracteres
(irreducibles) de G sobre K coinciden con sus caracteres (irreducibles) sobre A.

Por consiguiente, a partir de aqui podriamos trabajar exclusivamente en el
caso K = A sin pérdida de generalidad, pero nos serd mas cémodo aun trabajar
en el caso K = C.

2.2 Caracteres complejos

Para trabajar con caracteres complejos es mds natural sustituir la forma
bilineal { , ) por el siguiente producto escalar:

Definicién 2.14 Si G es un grupo finito, definimos en el espacio vectorial C&
el producto escalar dado por

(¢,9) = |G|Z¢() (o).

ceG

Observemos que es ciertamente un producto escalar, es decir, que cumple
las propiedades!

a) (¢, 9) = (¢, 9),

@+, x) = (X)) + (¥, x), (6,9 +x) = (6:9) + (4, %),
(ag,¥) = a9, ), (&, ath) = a(, 1)),

(¢,9) 20y (¢,¢) = 0siy sdlosi ¢ =0,

para todo ¢, 1, x € C¢ y todo a € C.

b)
)
d)

Por otra parte, el teorema 2.3 prueba que, si ¢,70 € C% son caracteres
de G, entonces (p,v) = (¢,1). Ahora observamos que en la seccién anterior
s6lo hemos usado la forma bilineal (, ) sobre caracteres, por lo que todos los
resultados de la seccién anterior son validos igualmente cambiando la forma
bilineal ( , ) por el producto escalar (, ).

Para trabajar con funciones arbitrarias de C“ es mas practico el producto
escalar.

1Véase la definicién 3.36 de mi libro de Andlisis.
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Definicién 2.15 Si G es un grupo finito, una funcidn de clases en G es una
aplicacién f : G — C tal que f(p~'7p) = f(7) para todo par de elementos
7,p € G, es decir, una funcién que es constante en cada clase de conjugacion
de G. Llamaremos F(G) C CY al subespacio vectorial formado por todas las
funciones de clases.

Tras la definicién 1.15 hemos probado que los caracteres de G son funciones
de clases. Tenemos un isomorfismo natural K¢ = K[G] de espacios vectoriales
que identifica cada funcién ¢ € K< con el elemento

2 #(o)o € K[G].

ceG

De acuerdo con el teorema 1.5, este isomorfismo hace corresponder F'(G) con el
centro de C[G].

Probamos ahora una nueva consecuencia del lema de Schur, de la que ex-
traeremos a su vez numerosas consecuencias sobre los caracteres de un grupo
finito.

Teorema 2.16 Sea p: G — Aut(V) una representacion irreducible de grado n
y cardcter x, y sea ¢ € F(G) una funcion de clases, que podemos identificar con

z= ) ¢lo)o € Z(C[G]).

oeG
Entonces, para todo v € V', se cumple que

= G50

v

DEMOSTRACION: Como z estd en el centro de C[G], es claro que la aplicacién
lineal f : V — V dada por f(v) = vz es un homomorfismo de C[G]-mdédulos,
luego el lema de Schur implica que existe un « € C tal que f(v) = awv, para todo
v € V. Sélo hemos de calcular a. Para ello usamos la linealidad de la traza:

na =Tr(f) = > ¢(a) Tr(p(o)) = > ¢(o)x(0) = |G|(¢,X)-

oceG oceG

La primera consecuencia es la siguiente:

Teorema 2.17 Si G es un grupo finito, sus caracteres irreducibles forman una
base (ortonormal) del espacio F(G) de las funciones de clases.

DEMOSTRACION: Sean X1, ..., Xn los caracteres irreducibles de G. Las re-
laciones de ortogonalidad implican que son linealmente independientes, luego
s6lo hemos de probar que generan H = F(G). Para ello basta probar que la
dimensiéon de H es h y, a su vez, para ello basta probar que los conjugados
X1, -+ Xp generan H. Notemos que (X;,X;) = (Xj,Xi), luego los conjugados
también son ortonormales.
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Tomamos v € H y consideramos la funcién de clases

h
p=1v— ;(mmm
i=
que tiene la propiedad de que (¢,%;) = 0 para todo i. Sélo hemos de probar
que esto implica que ¢ = 0. Sea x € Z(C|[G]) el elemento correspondiente a ¢ a
través del isomorfismo natural.

Consideremos una representacién p : G — Aut(V). Si es irreducible, el
teorema anterior nos da que vz = 0, para todo v € V. Si no es irreducible, lle-
gamos a la misma conclusién descomponiéndolo en suma directa de submddulos
irreducibles.

Vamos a aplicar esto al caso en que V = C[G], es decir, a la representacién
regular de GG, y para v = 1. Entonces,

0=1zx= 3 ¢(o)o,

ceG
luego ¢ = 0. L]

Es evidente que la dimensién de F(G) es igual al nimero de clases de con-
jugacion de G, luego:

Teorema 2.18 El numero de caracteres irreducibles de un grupo G es igual a
su numero de clases de conjugacion.

Six1,--.,xn son los caracteres irreducibles de un grupo G, tenemos que
toda funcién de clases f se expresa de forma tnica como

>

f= (f7 Xi)Xis

i=1

luego la condicién necesaria y suficiente para que una funcién de clases f # 0
sea un cardcter es que (f,x;) sea un nimero natural para todo i.

La segunda consecuencia de 2.16 es que, si en un C[G]-médulo agrupamos
todos los submoédulos isomorfos, obtenemos una descomposicién unica:

Teorema 2.19 Sea G un grupo finito y sean x1,...,Xn Sus caracteres irredu-
cibles. Si V' es un C[G]-mddulo y llamamos V; a la suma de todos sus C[G]-
submaodulos irreducibles de cardcter x;, se cumple que

h
V=@V
=1

Equivalentemente: podemos encontrar distintas descomposiciones de V' en
suma directa de C[G]-submédulos irreducibles, pero, si en cada una de ellas
agrupamos todos los sumandos correspondientes al mismo caracter x;, el médulo
Vi que obtenemos es independiente de la descomposicién de partida.
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DEMOSTRACION: Llamemos n; al grado de x;. Consideremos el elemento

= |G|U§GXi(U)J € Z(C[a])

y llamemos p; : V. — V a la aplicacién lineal dada por v +— wvx. Como
x € Z(C[G]), se trata, de hecho, de un homomorfismo de C[G]-médulos.

Si W es un C[G]-submdédulo irreducible de V, la restriccién p;|w : W — W
es también la multiplicacién por z, y podemos aplicar el teorema 2.16, segtn el
cual p;|w es la homotecia de razén

T

n n
donde x es el cardcter de W y n su grado. Asi pues, p;lw = 0si x # xi ¥
pi|lw es la identidad si xy = x;. Esto implica que la imagen de p; es V;, que
p; : V. — V; se restringe a la identidad en V; y que es nula sobre cada V; con
j # 1. Es obvio que V es la suma de los V; y la existencia de estas proyecciones
implica que la suma es directa. ]

El teorema 2.2 afirma que los valores que toman los caracteres son enteros
algebraicos. La siguiente consecuencia de 2.16 es otra propiedad de integridad:

Teorema 2.20 Sea x un cardcter irreducible de grado n de un grupo G y sea
Y : G — C una funcion de clases cuyas imdgenes sean enteros algebraicos.
Entonces

Y w(o)x(o)

ceG

es un entero algebraico.
DEMOSTRACION: Consideremos la aplicacién T': Z(C[G]) — C dada por

= %(&X), donde z = Y ¢(0)o.

ceCG

T(x)

El teorema 2.16 afirma que el homomorfismo V' — V dado por v — vx es
la homotecia de razén T'(z). Como (vz)y = v(zy), concluimos que la homotecia
de razén T'(xy) es la composicién de la homotecia de razén T'(x) seguida de la
homotecia de razén T'(y) o, mas simplemente: T'(zy) = T(x)T (y). Es obvio que
T conserva la suma, de modo que es un homomorfismo de anillos (conmutativos
y unitarios).

Segtin 1.5, si cl(G) = {c1,...,cn}, €l centro de C[G] tiene por base los
elementos de la forma
e = >y, 0.
o€Ec;

Se cumple que e;e; € Z[G] N Z(C[G]) = (e1,...,en)y, luego el algebra
Zlei,...,en] es un Z-médulo finitamente generado, lo que prueba? que los e;

2Véase el teorema 3.58 de mi libro de Algebm conmutativa.
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son enteros sobre Z. Eligiendo o; € ¢;, podemos expresar

h

z= 3 (o)o =3 1(oi)e.

ceG i=1

Por hipétesis, cada 1(o;) es un entero algebraico, luego z € Z(C[G]) es entero
sobre Z. Como T es un homomorfismo de anillos, esto implica que T'(z) € C es
un entero algebraico. Explicitamente:

= B0 = 1 S viono)

ceG

T(z)

Veamos una primera aplicacién (veremos otras en la seccién siguiente):

Teorema 2.21 Los grados de las representaciones irreducibles de un grupo G

dividen al orden de G.

DEMOSTRACION: Basta probar que si x es un cardcter irreducible de G,
entonces x(1) | |G|. Para ello aplicamos el teorema anterior a la funcién ¢ =¥,
lo que nos da que

1 - G| G|

bl o)x(o) = iy, y) = —

nEGX( x(o) = —=06x) =~
es un entero algebraico. Como es un nimero racional, ha de ser entero, y esto
significa que n | |G]. "

Los teoremas 2.12 y 2.18 nos dan una caracterizaciéon de los grupos abelianos:

Teorema 2.22 Un grupo finito G es abeliano si y sélo si todos sus caracteres
wrreducibles tienen grado 1.

DEMOSTRACION: Sea g el orden de Gy h su niimero de clases. Es claro que
G es abeliano si y s6lo si g = h. Si nq,...,ny, son los grados de los caracteres
irreducibles de GG, sabemos que

T

luego g = h si y sélo si n; = 1 para todo i. [

Observemos que LG(1,C) = C* y el isomorfismo puede verse como el que a
cada matriz le asigna su traza, luego una representacion matricial de grado 1
de un grupo G puede verse como un homomorfismo de grupos G — C*, que se
identifica a su vez con su caracter. En definitiva, los caracteres de grado 1 de un
grupo finito G’ son simplemente los homomorfismos de grupos® y : G — C*.

3En particular, los caracteres irreducibles de los grupos abelianos finitos coinciden con los
caracteres definidos, por ejemplo, en 11.12 de mi libro de Teoria de niumeros.
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2.3 Ejemplos y aplicaciones

Reunimos en esta seccién algunos resultados adicionales sobre caracteres que
no nos haran falta mas adelante.

Ejemplo Nos faltaba calcular los caracteres de grado 1 del grupo D4. Obser-
vemos que el centro de Dy es Z(Dy) = {1,0%}. (El centro de un grupo estd
formado por los elementos cuya clase de conjugacion es trivial.) El cociente
D, /Z(Dy) es abeliano, luego tiene cuatro caracteres de grado 1, que son, por lo
tanto, los tres caracteres que buscamos, mas el trivial.

Concretamente, Dy/Z(Dy) =2 Cy x Cy, sus elementos tienen todos orden 2,
luego sus caracteres tienen que tomar valores en C* iguales a +1. Teniendo esto
en cuenta es facil calcular la tabla de caracteres (irreducibles) de Dy:

Dy 1 o o2 T OT
x1 |1 1 1 1 1
x2 | 1 1 1 -1 -1
x3 |1 —1 1 1 -1
xa |1 —1 1 -1 1
X5 | 2 0 -2 0 0

Notemos que podriamos haber calculado x5 a partir de los otros caracteres
sin necesidad de conocer la representaciéon que lo genera. Basta tener en cuenta
que rg = X1+ X2 + X3 + x4 + 2x5 ¥y que rg toma siempre el valor 0 salvo en 1.

| |

Ejemplo En Q = R* es posible definir una estructura de anillo de divisién
conocida como el dlgebra de los cuaterniones.* Si llamamos 1,14, j, k a la base
canénica de R*, el producto de @ estd completamente determinado por las
relaciones

P=2=k=—1, ij=k, ji=—k, jk=1, kj=—i, ki=j, ik=—j.

Se sigue entonces que el conjunto Qs = {£1, +i, +j, £k} es un subgrupo del
grupo de unidades de @), conocido como el grupo cuaternio. Tiene cinco clases
de conjugacién:

cl(@s) = {1}, {1}, {Fi}, {£5}, {£k}}

y el cociente Qs/{£1} = Cy x C3 nos da cuatro caracteres de grado 1 andlogos
a los que hemos obtenido para D, en el ejemplo anterior. Esto implica que el
quinto caracter ha de tener grado 2 y, teniendo en cuenta que puede calcularse
a partir del caracter regular de QJg, concluimos que la tabla de caracteres de Qg
es idéntica a la de Dy (biyectando adecuadamente las clases de conjugacion), a
pesar de que ambos grupos no son isomorfos. L]

Ejercicio: Calcular la tabla de caracteres de Xs.

4Véase la seccién 5.3 de mi libro de Geometria.
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Relaciones de ortogonalidad duales A la hora de calcular tablas de ca-
racteres, es util contar con que no sélo las filas de la tabla son ortogonales dos
a dos, sino que las columnas también lo son. En efecto:

Teorema 2.23 Sea G un grupo finito, sean x1,...,Xn Sus caracteres irreduci-
bles y sean o, 7 € G. Entonces

£ o - {19l ol et

DEMOSTRACION: Sean o71,...,0, representantes de las clases de conjuga-
cién de G y sea h; = |clg(o;)|. En estos términos, lo que hemos de probar es
que

L —— _ |G|
> Xr(03)Xr(05) = ?5@',
r=1 7

donde (4;;) es la matriz identidad. Consideremos las matrices B y C' dadas por
by = 30, e = xi(00)
i7 — T, Xi\T5), a5 — Xg\03).
J |G‘ J J J

Entonces, el elemento (i, j) de BC es

1 & 1
@rglthi(Gr)Xj(Ur) = @o%:GXi(U)Xj(U) = 0ij,

por las relaciones de ortogonalidad, luego BC' = I. Esto implica que CB = I,
lo que se traduce precisamente en la relaciéon que queriamos probar. [

Caracteres de productos directos Vamos a determinar los caracteres de un
producto directo de grupos G = G1 x G3. Observemos que, como G = G/Ga,
podemos considerar a cada caracter x de GG; como un caracter de G. Concreta-
mente, entendiendo que x(g192) = x(g1). Lo mismo es vélido para los caracteres
de GQ.

Teorema 2.24 Sea G = Gy X Gy un producto directo de grupos. Si x; es un
cardcter irreducible de G;, entonces x1x2 es un cardcter irreducible de G, y todo
cardcter irreducible de G es de esta forma.

DEMOSTRACION: Sabemos que X1z es un caracter de G, aunque, en gene-
ral, el producto de caracteres irreducibles no tiene por qué ser irreducible. No
obstante, multiplicando las ecuaciones

= Y @l =1 e = o Y el =1,

(x1,x1) = =
’ |G1|g1€G1 ‘G2|92€G2

obtenemos que (x1x2, x1x2) = 1, luego x1x2 es irreducible.
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Si xi,..., X;z son los caracteres irreducibles de G;, es claro que los carac-
teres X,l€ Xl2 son distintos dos a dos, pues el producto determina los factores por
restriccién. Sabemos que

Xklxi(l)Q = [Gil, lexf(l)2 = [Ghal,

y multiplicando ambas ecuaciones obtenemos que

S Oaxi)(1)? =G|,

Kl
luego G no puede tener mas caracteres irreducibles. ]

En particular, descomponiendo un grupo abeliano como producto de grupos
ciclicos, podemos determinar facilmente todos sus caracteres irreducibles. Sélo
tenemos que observar que los caracteres irreducibles de un grupo ciclico G = (o)
de orden n son los homomorfismos x : G — C* determinados por que x(o)
es una raiz n-sima de la unidad. Hay n raices posibles que dan lugar a los n
caracteres irreducibles de G.

El grado de un caréacter irreducible Hemos probado que el grado de un
cardcter irreducible de un grupo finito G debe dividir al orden de G. Este
resultado puede mejorarse.

Teorema 2.25 Si G es un grupo finito, el grado de cualquier cardcter irredu-
cible de G divide al indice |G : Z(G)|.

DEMOSTRACION: Sea g = |G| y ¢ = |Z(G)|. Consideremos una represen-
tacién irreducible p : G — Aut(V) de grado n. Si o € Z(G) C Z(C[G]), el
teorema 2.16 nos dice que p(o) es una homotecia en V' de razén A(c), de modo
que A : Z(G) — C* es un homomorfismo de grupos.

Fijemos ahora un nimero natural m > 1 y consideremos el grupo G™ (el
producto directo de G por s mismo m veces). Si x es el cardcter de p, podemos
considerar en G el caracter x™, que, segin hemos visto en la seccién anterior,
es irreducible, y estd asociado a la representacion

P G — Aut(V @ciq) - Qcrgy V)

dada por® p"(o1,...,0m) (V1@ ®Vp) = V101 @+ - @V 0y, Por consiguiente,
si (01,...,0m) € Z(G)™, tenemos que p™(o1,...,0,) es la homotecia de razén
Aoy om).

Consideremos el subgrupo H de Z(G)™ formado por los elementos que cum-
plen o1 ---0,, = 1. Tenemos que H estd en el nicleo de p™, luego podemos
ver a p™ como representacién de G™/H. El teorema 2.21 implica que el grado
de p™, que es n™, divide el orden de este cociente, que es g™ /c™ 1. Asf pues,

5Con més detalle, al considerar a x como caricter del i-ésimo factor, su representacién aso-

ciada es la dada por G™ RANFeN Aut(V), y el producto tensorial de estas representaciones
de G™ es el indicado.
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existe un k € Z tal que kn™ = g™ /c™ ! o, lo que es lo mismo, (g/cn)™ € ¢~ 1Z,
para todo m > 1.

Esto implica que Z[g/cn] C ¢~1Z, luego la Z-4lgebra Z[g/cn] es un Z-médulo
finitamente generado, luego g/cn es un entero algebraico y un ndmero racional,
luego g/cn € Z, luego n | g/c = |G : Z(G)|. "

Para un resultado mas preciso, véase el teorema 2.40, mas abajo.

Subgrupos normales El teorema 2.5 nos permite reconocer el nticleo de un
caracter a partir de la tabla de caracteres de un grupo. Obviamente, los nticleos
de caracteres son subgrupos normales. Los demds subgrupos normales de un
grupo dado pueden calcularse a partir de la tabla de caracteres sin mas que
tener en cuenta que son intersecciones de nucleos:

Teorema 2.26 Todo subgrupo normal de un grupo finito es la interseccion de
los nicleos de los caracteres irreducibles que lo contienen.

DEMOSTRACION: Es trivial: sea G un grupo y N un subgrupo normal.
Los caracteres irreducibles que contienen a N en su ntcleo son los caracteres
irreducibles de G/N, luego todo se reduce a probar que la interseccién de los
nucleos de todos los caracteres irreducibles de un grupo dado es trivial, pero
ello se debe a que dicha interseccion es el nicleo de la representacion regular,
que es fiel. n

Recordemos que el subgrupo derivado de un grupo G es el menor subgrupo
G’ tal que el cociente G/G’ es abeliano.

Teorema 2.27 El subgrupo derivado de un grupo finito es la interseccion de
los niicleos de los caracteres irreducibles de grado 1.

DEMOSTRACION: Si un cardcter irreducible x : G — C cumple G’ < N(x),
entonces x es un cardcter irreducible de G/G’ y, como el cociente es abeliano, x
tiene grado 1. Reciprocamente, si x tiene grado 1, entonces es un homomorfismo
X : G — C*, luego G/ N(x) es abeliano y, por consiguiente, G’ < N(x). =

En particular, el nimero de caracteres de grado 1 de un grupo finito G es
igual al indice |G : G'|.

También podemos calcular el centro de un grupo a partir de su tabla de
caracteres. Para ello definimos el centro de un caracter y : G — C como el
conjunto

Z(x) ={o € G| |x(o)| = x(1)}.
Teorema 2.28 Sea G un grupo finito.

a) Six es un cardcter de G asociado a una representacion p : G — Aut(V),
entonces
Z(x) ={o € G| p(o) es una homotecia }.

b) Z(x) es un subgrupo de G y Z(x)/ N(x) es ciclico.
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¢) Z(Q) es la interseccion de los centros de todos los caracteres irreducibles

de G.
d) Si x es un cardcter irreducible y fiel de G, entonces Z(G) = Z(x).

DEMOSTRACION: a) Dado ¢ € G, sabemos que, eligiendo una base en V,
podemos suponer que la matriz asociada al automorfismo p(o) es diagonal y
x(0) = €1+ -+ €, es la suma de dicha diagonal. Adem4ds, todos los ¢; tienen
modulo 1.

Tenemos que o € Z(x) si y sblo si |e; + -+ + €] = n, y es facil ver que
esto ocurre si y sélo si todos los €; son iguales, es decir, si y sélo si p(o) es una
homotecia de razon e.

b) Ahora es inmediato que Z(x) es un subgrupo de G. Més ain, si llamamos
A(o) a la razén de la homotecia p(o), tenemos que A : Z(x) — C* es un
homomorfismo de grupos cuyo nicleo es N(x), Z(x)/N(x) es isomorfo a un
subgrupo finito de C*, luego ha de ser ciclico.

c) Si x es irreducible, el teorema 2.16 implica que Z(G) < Z(x). Por otra
parte, como p[Z(x)] esta formado por homotecias, p[Z(x)] < Z(p[G]). Teniendo
en cuenta el isomorfismo natural p[G] = G/ N(x), vemos que

Z(x)/ N(x) < Z(G/N(x))-

Si o pertenece a los centros de todos los caracteres irreducibles de Gy 7 € G,
se cumple que 070 1771 € N(¥), y esto vale para todo caracter irreducible y,
luego oo~ 177! =1, lo que implica que o € Z(G).

d) Si x es un cardcter irreducible y fiel de G, en ¢) hemos probado que
Z(x) < Z(G), y también la inclusién opuesta, luego Z(G) = Z(x). n

En particular, vemos que una condicién necesaria para que un grupo G pueda
tener un cardcter irreducible y fiel es que Z(G) sea ciclico. Hay ejemplos que
muestran que no es suficiente.

El teorema p®q® de Burnside Terminamos con una aplicacién tipica de la
teoria de caracteres. Se trata de un teorema muy dificil de probar si no se usa
la teoria de caracteres y con una prueba muy simple en términos de caracteres.

Necesitamos un resultado previo:

Teorema 2.29 Sea x un cardcter irreducible de un grupo finito G y sea 0 € G
tal que |clg(o)| sea primo con x(1). Entonces x(o) =0 o bien |x(o)| = x(1).

DEMOSTRACION: Sean u,v € Z tales que ulclg(o)| +vx(1) = 1. Entonces

(o
1)

~—

ulclg(o)|x(9)
x(1)
El miembro izquierdo es un entero algebraico por el teorema 2.20, aplicado

a la funcién de clases 1 que vale 1 sobre clg(o) y 0 en las demds clases. Por
consiguiente, el nimero a = x(o)/x(1) también es un entero algebraico.

=

+ox(o) =

=
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Sea K la adjuncién a Q de las raices del polinomio minimo de a sobre Q.
Si a = ai,...,a, son estas raices, tenemos que a; es la imagen de a por un
Q-automorfismo de K. Como x(o) es suma de x(1) raices de la unidad, cada

a; es de la forma
suma de x(1) raices de la unidad

x(1) ’

luego |a;| < 1. Por consiguiente | N{ (a)| < 1y esta norma es un entero alge-
braico, a la vez que un ntimero racional, luego ha de ser un niimero entero, mas
concretamente, 0 o 1.

Si N§ (a) = 0, entonces a = 0y x(0) = 0, mientras que si N§ (a) = %1, ha
de ser |a| = 1, luego |x(o)| = x(1). "

El teorema 1.28 afirma que todo p-grupo es nilpotente y, por consiguiente,
resoluble. El teorema de Burnside generaliza este hecho a grupos con orden
divisible entre dos primos:

Teorema 2.30 (Burnside) Todo grupo de orden p®q®, con p y q primos, es
resoluble.

DEMOSTRACION: Sea G un grupo de orden p%q®. Razonamos por induccién
sobre el orden de G, es decir, suponemos que el teorema es cierto para todos
los grupos de orden menor que |G|. Si G es abeliano, es trivialmente resoluble,
luego podemos suponer que Z(G) < G.

Sea P un p-subgrupo de Sylow de G y sea o € Z(P) un elemento o # 1.
(Existe por el teorema 1.21.) Consideremos la clase de conjugacién C' = clg(o).
Entonces P < Cg(0), luego pt |G : Cq(o)| y, por el teorema 1.19, tenemos que
|C| = |G : Ca(o)| = ¢¥, para cierto b’ < b.

Basta probar que G tiene un subgrupo 1 < N < G, pues entonces N y G/N
son resolubles por hipétesis de induccién, luego G también lo es. Supongamos
que no es asi, es decir, que G es un grupo simple no abeliano.

Si b =0, entonces o € Z(G) # 1, lo que nos da una contradiccién. Supon-
gamos, pues, que b’ > 0. Sean Y1, ..., xn los caracteres irreducibles de GG, donde
x1 = 1. El teorema 2.23 nos da que

0= ixi(l)xi(a) =1+ iXi(l)Xi(a)'

=2

Podemos ordenar los caracteres de modo que ¢ 1 x;(1) para 1 < i < hg y
q | xi(1) para hg < i < h. En el primer caso, tenemos que x;(1) es primo con
|clg ()], luego el teorema anterior nos da que x;(c) = 0 o bien |x;(0)] = x:(1).
Si se da esta segunda posibilidad, como y; es fiel (porque G es simple), 2.28 nos
da que 0 € Z(@G), lo cual es imposible. Por consiguiente, ha de ser x;(c) = 0.
Esto nos reduce la igualdad anterior a

h
L+ > xi(Dxi(o) =0,
i=ho+1
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donde ¢ divide a cada x;(1), pero esto es absurdo, porque nos permite expresar
el ntimero racional 1/¢ como combinacién lineal entera de enteros algebraicos,
lo que implica que 1/q € Z. "

2.4 Caracteres inducidos

Si G es un grupo finito y H es un subgrupo, podemos considerar a C[H]
como subespacio vectorial de C[G], lo que, a su vez, nos permite considerar a
C[G] como C[H]-mdédulo. Esto nos lleva a la definicién siguiente:

Definiciéon 2.31 Sea G un grupo finito y H un subgrupo. Consideremos una
representacion lineal p : H — Aut(W). Llamaremos representacion inducida
p% ala representacién de G asociada al C[G]-médulo W ®cia) C[G]. Si v es el
cardcter de p, llamaremos cardcter inducido ¢ al caricter de G asociado a p@.

Es obvio que, si H < K < G y 1 es un caracter de H, entonces (%)% = ¢¢.

Vamos a ver que ¢ puede calcularse directamente a partir de 1) sin nece-
sidad de conocer la representacion que lo genera. Para ello conviene introducir
la notacion siguiente:

Definicion 2.32 Sea G un grupo finito y H un subgrupo de G. Si ¢ es una
funcién de clases en H, llamaremos ¢° : G — C a la funcién dada por

_f¢(o) sioceH,
‘bo(")*{ 0 sioc¢H.

En estos términos, los caracteres inducidos se calculan como indica el teo-
rema siguiente:

Teorema 2.33 Sea G un grupo finito y H un subgrupo y sea R un sistema
de representantes de las clases de congruencia por la derecha de G mddulo H.
Entonces, si ¢ es un cardcter de H, para todo o € G se cumple que

v¥(o) = ¥ 10(ror ) = ﬁ % v0(ror™)

DEMOSTRACION: Sea p : H — Aut(W) la representacién que determina
el caracter dado ¥. Tenemos que cada o € G se expresa de forma tnica como
o =hr, con 7 € R. Es claro entonces que

C[G] = @ C[H]r.

TER
Por consiguiente, 1) es el cardcter de

V=W ®cim ClG] = @ Wr.

TER



2.4. Caracteres inducidos 57

Fijado o € G, para cada 7 € R, podemos expresar 70 = h7,, con 7, € R
y h € H. De este modo, (Wr)o = Wr,. Si fijamos una base B de W, la
unién de los trasladados Bt, con 7 € R, es una base de V. Para calcular la
traza de p© (o) en esta base observamos que, si 7, # 7, las filas de la matriz de
p (o) correspondientes a los vectores de BT tienen ceros en la diagonal. Por el
contrario, si 7, = 7, las suma de la diagonal de las filas correspondientes a BT
es la traza de p©(o)|w,. Asi pues:

V(o) = 3 Te(p®(o)lwr),

TER,

donde R, = {r € R | 7, = 7}. Observemos que 7, = 7 equivale a que
70 = ht, es decir, que To7~! € H. Por tltimo, observamos que el isomorfismo
f: W — Wr dado por f(w) = wr cumple

fwror™Y) = wro = f(w)o.
Esto significa que p(o)|w- se identifica a través de f con p(tor~1), luego
Te(p%(0)lwr) = Tr(p(ror ™)) = w(ror™") = ¢ (ror ™).

Con esto obtenemos la primera férmula del enunciado. La segunda se sigue
de la primera debido a que, si 7 € R cumple To7~! € H, entonces, para cada
h € H tenemos que 7/ = ht € G cumple 7’07’ € H y ¢(7'07'7t) = (ro771)
y, reciprocamente, todo 7’ € G que cumple 7'o7'~! € H es de la forma 7 = hr,
para un tnico 7 € R tal que Tor~! € H. En definitiva, cada sumando de la
primera férmula se corresponde con |H| sumandos idénticos en la segunda. =

En particular, tenemos la relaciéon entre los grados:
Y1) = |G Hly(1).

Definicién 2.34 Sea G un grupo finito, sea H un subgrupo de G y sea R
un sistema de representantes de las clases de congruencia por la derecha de G
médulo H. Para cada funcién de clases ¢ : H — C, definimos ¢¢ : G — C

mediante 1

9(0) = L ror) = 1 £ 8 Gor ™)

TER T€G

Hemos visto que si ¢ es un cardcter de H, entonces ¢© es un caracter de G.
En general, se cumple que ¢“ es una funcién de clases de G. Esto se com-
prueba directamente sin dificultad o, alternativamente, basta observar que la
aplicacién ¢ +— ¢& es C-lineal y que toda funcién de clases es combinacién
lineal de caracteres.

Notemos que también hay una forma natural (y mucho mds simple) de pasar
de un caracter de G’ a un caracter de H:

Definicién 2.35 Sea GG un grupo finito y H un subgrupo de G. Si ¢ es una
funcién de clases de G, llamaremos ¢ a su restriccién a H, que es también una
funcién de clases en H, y es un caracter si ¢ lo es.
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Entre estas dos operaciones hay una relaciéon sencilla:

Teorema 2.36 (Reciprocidad de Frobenius) Sea G un grupo finito y H un
subgrupo. Sean ¢ : H — C y 1 : G — C funciones de clases. Entonces

(¢a ’lpH) = ((bGa ¢)

DEMOSTRACION: Basta realizar un calculo directo:

1

G G 07'0'7' —0'
(69 4) = |G|EG¢” - |H|U;eg¢< Y90
! (YT 1) = - 0
el \Hb%ﬁ’( W) = 1 |H\g¥ec¢( W)
- ﬁ > 00V I() = (6,m).

Otra férmula de interés que relaciona funciones de clase inducidas y restric-
ciones es la siguiente:

Teorema 2.37 Sea G un grupo finito y H un subgrupo. Sean ¢ : H — C y
¥ : G — C funciones de clases. Entonces (¢ -1)¢ = ¢& - 1.

DEMOSTRACION: Para cada o € G, tenemos que

S ¢ (ror )l (ror )

. G g
(@ ¥m)°(0) = 1 &

0 = ¢¢ g g).
IHIT%:G(b (ror™ (o) = ¢ (0)i(0)

Ahora necesitamos un resultado técnico:

Teorema 2.38 Sea G un grupo finito y N un subgrupo normal, sea x un
cardcter irreducible de G tal que xn sea suma de al menos dos caracteres irre-
ducibles distintos. FEntonces existe un subgrupo N < H < G y un cardcter
irreducible 1 de H tal que x = 9C.

DEMOSTRACION: Sea V un C[G]-médulo asociado a x, de modo que xy
estd asociado a V' como C[N]-médulo. Sea

la descomposicién de V' como C[N]-médulo dada por el teorema 2.19. Por
hipétesis, la suma tiene al menos dos sumandos no nulos.



2.4. Caracteres inducidos 59

En general, si W es un C[N]-submédulo de V' y o € G, se cumple que Wo
es también un C[N]-submédulo, pues, si n € N, se cumple que

Won =W (ono Y)o = Wo,
pues ono~! € N. Ademds, si W tiene cardcter y;, el cardcter de Wo es

X7 (n) = xi(ono ™),

que depende unicamente de x; v 0. Es claro que si W es irreducible, también lo
es Wa, luego vemos que la multiplicacién por o transforma todos los submddulos
irreducibles de un mismo V; (es decir, todos los submdédulos con un mismo
cardcter x;), en submédulos de un mismo Vj, por lo que Vo = V.

Fijemos un indice ig tal que V;, # 0y sea H = {0 € G | V;jo0 = V;, }.
Claramente, N < H < G. La segunda desigualdad es estricta porque, de lo
contrario, V;, serfa un C[G]-submdédulo de V', pero V es irreducible, luego seria

V =V,,, cuando, por hipétesis, hay al menos dos sumandos no nulos.

Sea 1 el caracter de H asociado a W = V. Para probar que x = % basta
ver que, si R es un sistema de representantes de las clases de congruencia por
la derecha de G médulo H, se cumple que

V=wr
TER

pues esto implica que V = W ®@¢g] C[G].

SiTy, 79 € Ry Wr = Wy, entonces 7'17’2_1 € H, luego 71 = 1». Esto implica
que cada Wt = V; ;7 con 7 € R es un V;, luego la suma de los W es directa
(porque lo es la de los V;). Ademds, dicha suma directa es un C[G]-submédulo
de V, luego es todo V. n

En general no es cierto que todo caricter de un grupo esté inducido desde
un subgrupo, pero si lo es en el caso de los grupos superresolubles:

Teorema 2.39 Si G es un grupo finito superresoluble, todo cardcter irreducible
de G estd inducido por un cardcter de grado 1 de un subgrupo de G.

DEMOSTRACION: Razonando por induccién, podemos suponer que el teo-
rema es cierto para todo grupo de orden estrictamente menor que |G|. Sea y un
caricter irreducible de G. Podemos suponer que Y es fiel, es decir, que la repre-
sentacién p : G — Aut(V) que lo genera es inyectiva, pues, si tuviera nicleo
N # 1, podriamos ver a x como cardcter de G/N, luego habria un subgrupo
H/N < G/N y un caricter ¢ de grado 1 en H/N tal que y = ¢¢.

También podemos suponer que G no es abeliano, pues en caso contrario x
ya tiene grado 1 y no hay nada que probar.

Por el teorema 1.32, existe un subgrupo Z(G) <« N < G. Como p es un
monomorfismo, tenemos que Z(p[G]) < p[N]. Por consiguiente, no todos los
automorfismos en p[N] son homotecias (ya que las homotecias conmutan con
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todos los automorfismos), luego x|y ha de ser suma de al menos dos caracte-
res irreducibles distintos. (En caso contrario, como N es abeliano, x|y serfa
miltiplo de un tnico cardcter de grado 1, y p[IN] constarfa inicamente de ho-
motecias.)

El teorema 2.38 nos da que y = ¥, para cierto cardcter irreducible 1) de
un subgrupo H < G. Como H también es superresoluble, podemos aplicar la
hipétesis de induccién para concluir que ¥ = ¢, para cierto cardcter ¢ de
grado 1, luego también y = ¢©. n

Terminamos esta seccién con una aplicacién de 2.38:

Teorema 2.40 Si G es un grupo finito y N es un subgrupo normal abeliano,
entonces el grado de todo cardcter irreducible de G divide al indice |G : N|.

DEMOSTRACION: Razonando por induccién, podemos suponer que el teo-
rema es cierto para todo grupo de orden menor que |G|. Sea x un cardcter
irreducible de G y supongamos que xn se descompone en suma de al menos
dos caracteres irreducibles distintos. Entonces, por 2.38, existe un subgrupo
N < H < G tal que y = %, para cierto cardcter 1) de H. Por hipétesis de
induccién ¥(1) | |H : N|, luego

xX(1) =9 (1) = |G : H|Y(1) [ |G : N|.

Supongamos ahora que xny = nw, para cierto caracter irreducible ) de N,
que serd de grado 1, porque N es abeliano. Sea p : G — LG(n,C) una
representacién matricial que genere a x, consideremos G’ = p[G] < LG(n,C) y
sea N’ = p[N]. Tenemos un epimorfismo G/N — G’ /N’ luego

|G": N'| | |G : N|.

El hecho de que xxy = n1 se traduce en que las matrices de N’ son de la forma
elp, luego N' < Z(G@'). La inclusién G’ — LG(n,C) es una representacién
irreducible de G’ de grado n, luego 2.25 nos da que n | |G’ : N'| | |G : N|. =

2.5 El teorema de Brauer
La finalidad de esta seccién es demostrar el teorema siguiente:

Teorema 2.41 (Brauer) Si G es un grupo finito, todo cardcter de G se ex-
presa como combinacion lineal con coeficientes enteros de caracteres inducidos
por caracteres de grado 1.

Para probarlo empezamos introduciendo el concepto siguiente:

Definicion 2.42 Diremos que un grupo finito H es p-elemental, donde p es un
nimero primo, si puede expresase como producto directo H = C' x P, donde C
es un grupo ciclico de orden primo con p y P es un p-grupo (un grupo de orden
potencia de p). Un grupo H es elemental si es p-elemental para algtin primo p.
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Todo grupo ciclico finito es p-elemental para todo primo p, pues se descom-
pone como producto de grupos ciclicos de érdenes potencias de primos, y basta
agrupar todos los factores que sean p-grupos por una parte, y todos los que no
lo sean por otra.

Por otra parte, todo grupo elemental es nilpotente por ser producto directo
de dos grupos nilpotentes. En particular es superresoluble.

Ahora podemos reducir la prueba del teorema de Brauer al resultado si-
guiente:

Teorema 2.43 Si G es un grupo finito, todo cardcter de G se expresa como
combinacion lineal con coeficientes enteros de caracteres inducidos desde sub-
grupos elementales.

En efecto, de este teorema se sigue el teorema de Brauer, ya que si tenemos
X =mef + - +nep7,

donde cada ¢; es un caracter de un subgrupo elemental H; < G, descomponiendo
cada ¢; en suma de caracteres irreducibles podemos suponer que cada ¢; es
irreducible y, como H; es superresoluble, el teorema 2.39 nos da que ¢; estd
inducido a su vez por un caracter de grado 1, luego lo mismo vale para ngiG. m

Para tratar con combinaciones lineales enteras de caracteres conviene intro-
ducir el concepto siguiente:

Definicién 2.44 Si G es un grupo finito y x1,...,xx Son sus caracteres irre-
ducibles, llamaremos R(G) = Zx1 @ --- @ Zx;, al subgrupo generado por los
caracteres x; en el espacio F'(G) de las funciones de clase de G. A sus elementos
los llamaremos caracteres virtuales de G.

Como los caracteres irreducibles son una base del C-espacio vectorial F'(G)
de las funciones de clases de G, es claro que también son una base de R(G)
como Z-médulo. También es obvio que todo cardcter virtual se expresa de
forma unica como diferencia de dos caracteres. Como el producto de caracteres
es un cardcter, tenemos que R(G) es un subanillo de F(G).

El teorema 2.43 es consecuencia, a su vez, del teorema siguiente:

Teorema 2.45 Sea G un grupo finito y sea V, el subgrupo de R(G) generado
por los caracteres inducidos desde subgrupos p-elementales de G. Entonces el
cociente R(G)/V, es finito y su orden es primo con p.

En efecto, si admitimos este resultado, sélo tenemos que probar que R(G)
es la suma V' de los subgrupos V,,, para todo primo p. Como V,, <V < R(G),
tenemos que el cociente R(G)/V es finito, y su orden es primo con p, para todo
primo p, luego ha de ser R(G) = V. =

Observemos ahora que, si H es un subgrupo de G, el teorema 2.37 implica
que el subgrupo de R(G) generado por los caracteres inducidos desde H es un
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ideal de R(G), y V}, es la suma de estos ideales cuando H recorre los subgrupos
p-elementales de G. Por consiguiente, V,, es también un ideal de R(G). Veamos
ahora que 2.45 es consecuencia del teorema siguiente:

Teorema 2.46 Sea G un grupo finito de orden |G| = p'm, donde ptm, y sea
Vp el subgrupo de R(G) generado por los caracteres inducidos desde subgrupos
p-elementales de G. Entonces m € V.

En efecto, R(G) es un Z-médulo finitamente generado, luego R(G)/V), tam-
bién lo es. Por consiguiente, es producto de un nimero finito de grupos ciclicos.

Sim € V,, como éste es un ideal, tenemos que m¢ € V,, para todo ¢ € R(G),
lo que significa que todos los elementos de R(G)/V,, tienen orden divisor de m.
Por consiguiente, R(G)/V,, es producto de un ndmero finito de grupos ciclicos
finitos de orden primo con p, y esto prueba 2.45. L]

Consideremos ahora el anillo D de los enteros ciclotémicos de orden g, es
decir, la Z-subélgebra de C generada por las raices g-ésimas de la unidad. Se
trata de un Z-médulo libre de rango finito. Fijemos una base D = (w1,...,we),
tal que w; = 1. Vamos a trabajar en el producto tensorial D ®z R(G).

Como R(G) es el Z-médulo libre que tiene por base los caracteres irreducibles
X1,---,Xn de G, tenemos, por una parte, que D ®z R(G) es el D-médulo libre
generado por los elementos 1 ® x;. Podemos identificarlo con el D-submdédulo
generado por xi,...,xn en el espacio F(G) de las funciones de clases de G
(de modo que identificamos cada 1 ® x; con x;). Asi{, R(G) es el conjunto de
elementos de D ®z R(G) cuyas coordenadas en la base 1®y; (o x;) son enteras.

Por otra parte, D ®z R(G) es también el R(G)-médulo libre de base w; ® 1,
y los elementos de R(G) son los que en esta base tienen todas las coordenadas
nulas exceptolade wy ® 1 =1 1.

Es claro entonces que (D®zV,)NR(G) = V,. (Un elemento de la interseccién
es un elemento de D ®z R(G) cuyas coordenadas en la base w; ® 1 estdn en V,
y son todas nulas menos la de wy ® 1.) Por consiguiente, para probar 2.46 basta
ver que m € D ®z V.

El hecho de que R(G) sea un subanillo de F(G) y que V,, sea un ideal, implica
inmediatamente que D ®z R(G) también es un subanillo de F(G) y que D®z V),
es un ideal de D ®z R(G).

Teorema 2.47 Sea G un grupo de orden g y sea ¢ : G — g7 una funcion de
clases que toma valores multiplos de g. Entonces ¢ es combinacion lineal con
coeficientes en D de caracteres inducidos por caracteres de subgrupos ciclicos
de G.

DEMOSTRACION: Podemos expresar ¢ = g1, donde ¢ : G — 7Z es otra
funcién de clases. Para cada subgrupo ciclico C' < G, definimos la funcién de
clases 6¢ : C — Z mediante

O (z) = { |C| iz genera C,
0  en otro caso.



2.5. EI teorema de Brauer 63

Si C(G) es el conjunto de todos los subgrupos ciclicos de G, tenemos que

CIOED DD 90”3(121—9.

Ccel(@) yeG Ccec(q)

Por lo tanto,

p=gh= 3 0Gv= 3 (6ctc)?

CceC(G) CeC(G)

Falta probar que la funcién de clases n¢ = 6o es combinacion lineal con
coeficientes en D de caracteres de C. Ciertamente, como toda funcién de clases,
es combinacidn lineal de los caracteres irreducibles de C. Si x es uno de ellos,
su coeficiente en la combinacién lineal es (n¢, x) y, en efecto, se cumple que

(e, x) = |C‘ > Oo(o)p(a)x (0)=;¢(0)X(0*1)€D

oceC

donde en el tltimo sumatorio ¢ recorre los generadores de C. El resultado esté
en D porque los caracteres de C'y de G toman valores en D. (Precisamente
para esto hemos introducido D en sustitucién de Z.) L]

Puesto que todo grupo ciclico es p-elemental, el teorema anterior implica, en
particular, que ¢ € D ®z V,,.

Con esto podemos reducir el teorema de Brauer al resultado siguiente:

Teorema 2.48 En las condiciones previas al teorema anterior, existe una fun-
cion de clases 1 : G — Z tal que v € D ®z V, y, para todo x € G, se cumple

que p 1 (x).

En efecto, dada una funcién v en estas condiciones, si g = p'm, llamemos
N al orden del grupo de unidades de Z/p'Z, de modo que kN = 1 (méd p?),
para todo entero k primo con p. En particular, (z)Y =1 (méd p'), para todo
x € G, luego la funcién de clases m() —1) toma valores enteros miiltiplos de g.

Por el teorema 2.47, tenemos que m(yY — 1) € D ®z V. Por otra parte,
) € D®z V), y éste es un ideal de D ®7 R(G), luego también my™ € D @7V,
con lo que concluimos que m € D ®z V,,, y ya hemos visto que esto implica el
teorema de Brauer. m

Tenemos pendiente demostrar 2.48.

Si G es un grupo finito y sea p un ntmero primo. Diremos que z € G es
un p-elemento si su orden es potencia de p, y es un p’-elemento si su orden es
primo con p.

En general si el orden de z es m = p ‘'m/, donde p tm/, existen u, v € Z tales
que up® +vm’ =1, con lo que z, = 2", Ty = P’ cumplen que

— — P A J—
T=Tply = TpXp, T, =Ty =1,
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es decir, que todo = € GG puede descomponerse como producto de un p-elemento
y un p’-elemento, a los que llamaremos, respectivamente, p-componente y p’-
componente de x.

Necesitaremos este resultado técnico:

Teorema 2.49 FEn las condiciones anteriores, sea v : G — Z una funcion
de clases que cumpla ¥ € D ®z R(G). Six € G y zy es su p'-componente,
entonces P (x) = (z,) (méd p).

DEMOSTRACION: Sea C' = (z), de modo que z,y € C. Observamos que
Yo € D ®z R(C), luego no perdemos generalidad si suponemos que G estd
generado por x. Tenemos, pues, que

¥ =3 dixi,

con d; € Dy donde los caracteres irreducibles x; tienen todos grado 1 (porque G
es abeliano), luego son homomorfismos de grupos x; : G — D*. Si g = p* es el
orden de la p-componente de x, tenemos que z7 = xg,, luego x;(z)? = x;(xp)d.
Por consiguiente:

0@ = (Sdo(o) = Sl = Deons(ay

= (Sdoxtay) ) = vl (msd ),

donde las congruencias son médulo el ideal generado por p en D. Ahora bien,
como los extremos son enteros, concluimos que

P(2)? = P(zp)? (mdd p)

en Z y, como ¢ es potencia de p, esto equivale a que ¥ (z) = ¥(zy) (mdéd p).
[ |

Con esto estamos en condiciones de construir una funcién 1 en las condi-
ciones del teorema 2.48. Para ello partimos de un sistema de representantes
{z;}; de las clases de conjugacién de G formadas por p’-elementos. Sea P; un
p-subgrupo de Sylow del centralizador C(z;) y sea C; = (x;).

Como los elementos de C; conmutan con los de P;, tenemos que H; = C; P;
es un subgrupo de Gy, como C; N P; = 1 (porque el orden de C; es primo con
el orden de P;), concluimos que el producto H; = C; x P; es directo, luego H;
es un subgrupo p-elemental de G.

Sea ¢; : C; — 7Z la funcién de clases dada por

T

siz # x;.

Se cumple que ¢; € D ®z R(C;), pues, al expresar ¢; como combinacién
lineal de los caracteres de C;, el coeficiente de cada cardcter x es

(61, x) = x(w:) = x(z; ') € D.
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Definimos ahora ; : H; — Z mediante 9;(z,y) = ¢;(z), donde = € C;,
y € P;. Viendo a C; como cociente de H;, tenemos que las funciones de clase
de C; determinan funciones de clase de H;, y v; es precisamente la funcién
determinada por ¢;. Es claro entonces que ¢; € D ®z R(H;) (porque t; es
combinacién lineal con coeficientes en D de los caracteres de H; determinados
por los caracteres de C;). Por consiguiente, ¢¢ € D ®g, Vp.

Por la propia definicién de la funcién inducida por una funcién de clases es
inmediato que ql)iG toma valores enteros. Vamos a probar que

U (w:) £0 (méd p),  ¢f (x;) =0 para j #i.

En efecto, si y € G cumple que yz;y~! € H;, entonces, como se trata de un
p’-elemento, ha de ser yz;y~' € C; y, para j # i, ha de ser yx;y~' # z;, luego
¥i(yrjy~t) = ¢i(yz;y~) = 0, y esto implica que wf(xj) =0.

Por el contrario, el conjunto de los y € G tales que yz;y~' = x; es precisa-
mente el centralizador Cg(x;), luego

1 - |Ca(x)||Ci]l _ |Cg(xi)]
Y& (z;) = Yy tay) = = )
(=) |Hi‘y§G ( ) |Cil| Pi] | P

que no es divisible entre p porque P; es un p-subgrupo de Sylow del centralizador.

Ahora es facil ver que la funcién
¥ =Yuf
7

cumple el teorema 2.48, pues, ciertamente 1) € D ®z V}, toma valores enteros
¥, para todo x € G, el teorema 2.49 nos da que ¥(x) = ¥(zy ) (méd p) y, a su
vez, la p’-componente z,/ estd en la clase de conjugacién de un z;, luego

U(@) = () = (i) = Y (2:) # 0 (mod p).

Esto prueba 2.48 y, por consiguiente, termina la demostracién del teorema
de Brauer. m

2.6 Caracteres en grupos cociente

Ya hemos visto que cada cardcter de un grupo cociente G/N (y, més en
general, cada funcién de clases) induce un carédcter (o una funcién de clases)
en G mediante ¢g(0) = ¢(oN). Ahora vamos a definir una correspondencia en
sentido inverso andloga a la definicién de los caracteres inducidos.

Para ello observamos que la representacién p : G — Aut(C[G/N]) dada por
p(0)(NT) = N7o determina en C[G/N] una estructura natural de C[G]-médulo
que nos permite dar la definicién siguiente:
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Definicién 2.50 Sea p : G — Aut(V') una representacién lineal de un grupo
finito G y sea N un subgrupo normal. Definimos la representacién p&/N del
grupo cociente G/N como la asociada al C[G'/N]-médulo V' ®¢g C[G/N]. Si

G/N G/N.

x es el cardcter de p, llamaremos y al caracter de p

Vamos a ver cémo calcular xy&/N

las representaciones correspondientes.

a partir de x sin necesidad de considerar

Llamemos V!V al subespacio de V fijado por los elementos de N. El hecho
de que N sea un subgrupo normal implica que V¥ es un C[G]-submédulo de V,
y la representacién G — Aut(V") tiene a N en su niicleo, luego induce una
representacién de G/N o, lo que es lo mismo, podemos considerar a V¥ como
C[G/N]-médulo de forma natural.

Consideremos a aplicacién lineal p : V. — V¥ dada por

PO = N

Es inmediato comprobar que es un homomorfismo de C[G]-médulos, que
su imagen es ciertamente V¥ y que se restringe a la identidad en V¥, luego,
llamando W al nicleo de p, tenemos que V = VN @ W, donde W es también
un C[G]-médulo.

La proyeccién p induce una aplicacién lineal f : V ®ciq C[G/N] — VN
dada por f(v® No) = p(v)o, que es claramente un homomorfismo de C[G/N]-
modulos y es, de hecho, un isomorfismo, pues admite como inversa a la aplicacién
g dada por g(v) =v® N1.

Ast pues, Y¢/N es también el cardcter de la representacién de G/N inducida
por la restriccién de p a V. Vamos a usar esta representacién para calcular
explicitamente y&/V. Para cada ¢ € G, definimos

1
|N|n€ZNnU e C[G].
Es claro entonces que, si v € V, se cumple que vz, = p(v)o. Por consi-
guiente, vz, = vo para todo v € VY, mientras que vz, = 0 si v € W. Esto
significa que, fijando una base de V que sea unién de una base de V¥ y otra de
W, vemos que la multiplicacién por z, es un endomorfismo de V' que tiene la
misma traza que la restriccién de p(o) a V. Equivalentemente:

Lo

1
XN (No) = Tr(zg) = = 2 x(no).
|N‘ neN
Para enunciar la conclusién a la que hemos llegado conviene dar primero la
definicion siguiente:

Definicion 2.51 Sea G un grupo finito y N un subgrupo normal. Para cada
funcién de clases ¢ : G — C, definimos la funcién de clases ¢“/V : G/N — C
mediante

L > ¢(no).

¢“/N(No) =
|N| neN
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En estos términos hemos probado lo siguiente:

Teorema 2.52 Si x es un cardcter de un grupo finito G y N es un subgrupo
normal, entonces el cardcter xX°/N de G/N definido en 2.50 coincide con la
funcion de clases de la definicion anterior.

0, dicho de otro modo, si x es un caracter, x&/V también lo es.

A continuacién probamos una férmula anédloga a la reciprocidad de Frobenius
para caracteres inducidos:

Teorema 2.53 Sea G un grupo finito, sea N un subgrupo normal, y sean ¢ :
G — C, v : G/N — C funciones de clases. Entonces

(¢7 wG) = (¢G/N7 1/))

DEMOSTRACION: Notemos que, por claridad, hemos representado por g la
funcién 1 vista como funcién de G' (que usualmente representamos también por
). Se trata de una comprobacién rutinaria:

G/N .1\ _ 1 G/N W(Na)
) = i 2, O (OO

1 — 1
2. Z¢(m)wc(m)—@

a |G|NaeG/N neN

>, ¢(0)ya(o) = (6 ¥a)

ceG

2.7 Cuerpos no algebraicamente cerrados

Para terminar, vamos a ver qué podemos deducir de las representaciones de
un grupo finito G sobre un cuerpo K no algebraicamente cerrado (de carac-
terfstica 0) a partir de lo que sabemos sobre el caso algebraicamente cerrado.
Por simplicidad supondremos K C C, aunque seria ficil razonar con cuerpos
arbitrarios.

En principio, sabemos que si una representacién de G sobre K estd asociada
al K[G]-médulo V, entonces Vg = CRk V tiene una estructura natural de C[G]-
modulo que determina una representacién de G sobre C que, eligiendo bases
adecuadamente, se corresponde con la misma representaciéon matricial que la
representacion de partida. En particular, el caracter de ambas representaciones
es el mismo. Conviene observar que la estructura de C[G]-médulo de Vi resulta
explicita a través de los isomorfismos

V ®k1a) ClG] 2V @kq ®K[Gl @k C=2V g C=Coi V = V.

Es evidente que si V' es reducible, entonces V¢ también lo es, pero en la
péagina 11 hemos visto un ejemplo en el que V es irreducible pero V¢ no lo es.
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Recordemos que una representaciéon de G se dice realizable sobre K si estd
asociada a un C[G]-médulo de la forma Vg, para cierto K [G]-médulo V. Igual-
mente, diremos que un caracter y es realizable sobre K si lo es su representacion
asociada.

El teorema siguiente nos permitird relacionar el producto escalar con las
representaciones en K:

Teorema 2.54 Sean V y W dos C[G]-mddulos con caracteres asociados x y .

Entonces
(x, ) = dim¢ Hom(V, W).

DEMOSTRACION: Sean V =V ®---®V,,,, W =W ®---® W, las descom-
posiciones de V' 'y W en C[G]-médulos irreducibles, asociadas a los caracteres
irreducibles x; y %;. Cada homomorfismo o : V' — W esta determinado por
las restricciones a; = aly, : V; — W, cada una de las cuales estd determi-
nada por sus proyecciones ay; : V; — W;. Reciprocamente, cualquier familia
de homomorfismos de C[G]-médulos ¢;; determina un homomorfismo «. Esto
significa que

Hom(V, W) = @Hom(V, ),
i,j
luego
dim¢ Hom(V, W) = 3" dim¢ Hom(V;, W)
i,
y, por otra parte,

i,j

Esto reduce el teorema al caso en que V' y W son irreducibles, en cuyo caso,

el lema de Schur 2.7 nos da que Hom(V, W) = 0si V 2 W (o, equivalentemente,

six Z¢)y Hom(V,IW) 2 Csi V=W (es decir, si x = 1). Ahora basta aplicar
las relaciones de ortogonalidad. L]

Con esto podemos demostrar el resultado fundamental en que nos vamos a
apoyar:

Teorema 2.55 Sea K un subcuerpo de C y sean V y W dos K[G]-mddulos
irreducibles no isomorfos con caracteres ¢ y x. Entonces (¢,1¢) = 0.

DEMOSTRACION: Supongamos que (¢,%) # 0. El teorema anterior nos
da que Hom(Vg, W) # 0. Tomemos, pues, un C[G]-homomorfismo no nulo
f Vo — We. Fijando una K-base de C, podemos descomponer

Ve=@aV, We= Ppaw

aeB peB

Tomemos = € V¢ tal que f(z) # 0. Podemos suponer que z = a®ug € a®V,
para cierto a € B y cierto vg € V. Por otra parte, existe § € B tal que
pa(f(x)) # 0, donde pg : We — W es la proyeccién en § @ W. Observemos
que pg(wo) = pg(w)o para todo w € W y todo o € G.
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Definimos f : V — W mediante f(v) = pg(f(a®v)). Es claro que f es un
K[G]-homomorfismo, y es no nulo, pues f(vg) = pa(f(z)) # 0.

Asf pues,® Hom(V, W) # 0y, como V y W son K[G]-médulos irreducibles,
esto implica que V' = W (por el argumento empleado en la demostracién del
lema de Schur 2.7, pues esa parte no utiliza que K sea algebraicamente cerrado).

|

Asi pues, si dos K[G]-médulos irreducibles V' 'y W no son isomorfos, los C[G]-
modulos Ve v W, aunque pueden ser reducibles, no pueden tener componentes
irreducibles comunes. En particular no son isomorfos, luego no puede ocurrir
que dos K[G]-médulos no isomorfos se vuelvan isomorfos por una extensién
de coeficientes. Vemos también que dos K[G]-mdédulos irreducibles distintos
tienen caracteres distintos (los mismos que Vg y We), luego un K[G]-mddulo
irreducible esté determinado salvo isomorfismo por su caracter.

Enseguida veremos que estos hechos son vélidos para mdédulos arbitrarios,
no necesariamente irreducibles. Para extraer mas consecuencias del teorema
anterior conviene introducir el concepto siguiente:

Definicién 2.56 Sea K un subcuerpo de C y G un grupo finito. Recordemos
(definicién 2.44) que R(G) es el anillo de los caracteres virtuales de G, es decir,
el subgrupo generado por los caracteres de G en el espacio F(G) de las funciones
de clase de G. Definimos R (G) como el subgrupo de R(G) generado por los
caracteres de G realizables sobre K.

En estos términos es inmediato el teorema siguiente:

Teorema 2.57 Si K es un subcuerpo de C y G es un grupo finito, el grupo
Ry (G) es un Z-mddulo libre que tiene por base a los caracteres de G irreducibles
sobre K. Mds ain, esta base es ortogonal respecto al producto escalar de R(G).

DEMOSTRACION: Hemos de entender que los caracteres de G irreducibles
sobre K son los caracteres de las representaciones irreducibles de G sobre K
(que no tienen por qué corresponder a C[G]-mdédulos irreducibles). Es claro que
Ry (G) estd generado por los caracteres irreducibles sobre K (pues toda repre-
sentacién de G sobre K es suma de representaciones irreducibles). La tltima
afirmacion del enunciado es precisamente el teorema anterior, y ésta implica a
su vez que los caracteres irreducibles sobre K son linealmente independientes.

n

Todavia podemos decir mas: sean xi, ..., X, los caracteres de G irreducibles
sobre K. Es claro que el cardcter regular r¢ es realizable sobre K (mediante el
K[G]-médulo K[G]), luego podemos expresarlo en la forma

rg =nix1+ -+ N Xr,

6M4s en general, podriamos haber usado el teorema 1.53, que nos da el isomorfismo:

Hom (Vg, We) &2 C ® g Hom(V, W).
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donde los n; son nimeros naturales. Por otra parte, sabemos que rg se expresa
como combinacién lineal de todos los caracteres irreducibles de G. De aqui
deducimos varios hechos:

a) Un mismo cardcter irreducible de G no puede aparecer en la descompo-
sicién de dos caracteres distintos ;. (Esto es por el teorema anterior.)

b) Todos los n; son no nulos, es decir, que g contiene a todos los caracteres
de G irreducibles sobre K. (De lo contrario, los caracteres en que se des-
compone Y; no aparecerian en la descomposicién de rg, por la propiedad
anterior.)

¢) Todo cardcter irreducible de G aparece en la descomposicién de un (tinico)
caracter de G irreducible sobre K.

A su vez, de aqui deducimos que dos K[G]-mddulos son isomorfos si y sélo
si tienen el mismo caracter. FEn efecto, si no son isomorfos y sus caracteres
son ¢ y v, en las descomposiciones de los K[G]-médulos en K[G]-submddulos
irreducibles ha de haber algin sumando con multiplicidad diferente en ambos,
lo que se traduce en que ¢ y 1 se expresan como combinaciones lineales distintas
de los x;, luego ¢ # 1, porque los x; son una base.

En particular, si x es un cardcter de G realizable sobre K, el K[G]-médulo
que lo realiza es tnico salvo isomorfismo.

Teorema 2.58 Si K es un subcuerpo de C, para que un cardcter x de G sea
realizable sobre K es necesario y suficiente que x € Rx(G).

DEMOSTRACION: Obviamente, la condicién es necesaria. Si x € R (G), el
teorema anterior nos da que

X =Mn1X1+ -+ N Xr,

donde los x; son caracteres de representaciones irreducibles de G sobre K y los
n; son numeros enteros. Basta probar que, de hecho, son niimeros naturales,
pero esto se debe a que (x, xi) = ni(X4; Xi) ¥, como X y x; son caracteres de G
(no necesariamente irreducibles), sucede que (x, xi), (Xi, Xi) = 0, luego también
n; Z 0. | ]

Definicién 2.59 Si K es un subcuerpo de C y G es un grupo finito, diremos
que un K[G]-mdédulo irreducible V' es absolutamente irreducible si Vi es irredu-
cible. Llamaremos caracteres absolutamente irreducibles a los caracteres de G
realizables sobre K mediante K[G]-médulos absolutamente irreducibles.

Observemos que un caracter y de G sobre K es absolutamente irreducible si
y sélo si (x,x) =1, y en tal caso es irreducible en cualquier extensién de K.

Teorema 2.60 Si G es un grupo finito y K es un subcuerpo de C, las afirma-
ciones siguientes son equivalentes:
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a) Todo cardcter irreducible de G sobre K es absolutamente irreducible.
b) Todo cardcter de G es realizable sobre K.
¢) Rx(G) = R(G).

DEMOSTRACION: Si se cumple a) y x es un carécter irreducible de G, sabe-
mos que aparece en la descomposicion de un caracter de G irreducible sobre K,
pero, como éste es absolutamente irreducible, ha de ser el propio x. Asi pues,
todo cardcter irreducible de G es realizable sobre K, y lo mismo vale para los
demas caracteres.

El teorema anterior nos da que b) = c¢).

Si se cumple ¢), entonces Rk (G) y R(G) tienen el mismo rango sobre Z,
luego hay el mismo nimero de caracteres irreducibles de G sobre K que sobre
C, lo cual sélo es posible si todos los caracteres irreducibles de G sobre K son
también irreducibles sobre C. m

Definicion 2.61 Se dice que un cuerpo K C C es un cuerpo de escision de un
grupo finito G si cumple las condiciones del teorema anterior.

Ahora es facil ver que todos los resultados que conocemos para represen-
taciones sobre C son validos para representaciones sobre cualquier cuerpo de
escision” de G.

Terminamos probando que un cuerpo de escisién puede ser relativamente
pequeno:

Teorema 2.62 Sea G un grupo finito, sea m el exponente de G, es decir, el
minimo comun maltiplo de los ordenes de los elementos de G y sea K C C
un cuerpo que contenga a las raices m-simas de la unidad. Entonces K es un
cuerpo de escision para G.

DEMOSTRACION: Basta probar que todo cardcter ¥ de G estd en Ry (G).
Por el teorema de Brauer, basta probar a su vez que ¥¢ € R (G), donde v es
un caracter de grado 1 de un subgrupo H de G. Ahora bien, como los elementos
de H tienen érdenes divisores de m y ¢ : H — C* es un homomorfismo, es
claro que ¢ € Ri(H). Si V es un K[H]-médulo asociado a 1), entonces su
C[H]-médulo asociado es V @ k(5 C[H], luego el C[G]-médulo asociado a ¢ es

V @ m C[H] ®@cim) CG] = V @k ClG] = (V @k m) K[G]) ®k(a) C[G]

luego ¥ € Rk (G). .

"M4s aun, es facil ver que son validos para cualquier cuerpo de escisién de G definido en un
contexto méas general, a saber, como un cuerpo de caracteristica 0 tal que las representaciones
irreducibles de G sobre K se conservan irreducibles sobre la clausura algebraica de K.






Capitulo III

La teoria general

3.1 Anillos y moédulos semisimples

El resultado fundamental de la teoria de representaciones ordinarias es que
toda representacién (sobre un cuerpo de caracteristica 0) se descompone en
suma directa de representaciones irreducibles. De hecho, esto es consecuencia
del teorema 1.12, que sélo requiere que la caracteristica del cuerpo no divida al
orden del grupo. Vamos a introducir el marco algebraico adecuado para estudiar
este hecho:

Definicién 3.1 Si A es un anillo, un A-médulo M se dice semisimple si se des-
compone en suma directa de submdédulos simples. Se dice que A es semisimple
(por la izquierda o por la derecha) si lo es como A-médulo.

NOTA: En lo sucesivo, por simplicidad, sobrentenderemos que los mdédulos e
ideales que consideremos lo serdn por la derecha, si bien es fdcil ver que todos
los resultados serdn vdlidos para médulos e ideales por la izquierda modificando
las pruebas de forma obvia.

En primer lugar observamos que los anillos semisimples cumplen condiciones
de finitud que no aparecen explicitamente en la definicién:

Teorema 3.2 Sea A un anillo semisimple. Entonces
a) A es suma directa de un nidmero finito de ideales simples.
b) A tiene longitud finita.

DEMOSTRACION: En principio, A es suma directa de (tal vez infinitos) idea-
les simples. Ahora bien, 1 € A ha de expresarse como suma de un ntmero finito
de elementos, cada uno en uno de dichos ideales. Pongamos que 1 = a1+ - -+a,.,
con a; € I;. Entonces, todo a € A se expresa como a = la = aja+ -+ - + a,a, lo
que prueba que A =1; ®--- @ I,.. Esto prueba a).

73
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Como I; tiene obviamente longitud finita {(I;) = 1, vemos que A también
tiene longitud finta [(A) = r. Esto prueba b). n

Por el contrario un médulo semisimple podria ser suma directa de infinitos
submédulos simples. En el teorema siguiente imponemos condiciones de finitud
por simplicidad, pero podria demostrarse igualmente sin ellas, utilizando enton-
ces el lema de Zorn. No obstante, lo cierto es que todos los anillos que vamos a
considerar seran de longitud finita y todos los médulos finitamente generados.

Teorema 3.3 Sea A un anillo de longitud finita y M un A-mddulo finitamente
generado. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) M es semisimple.

b) Todo submddulo N C M estd complementado en M, es decir, existe otro
submodulo R tal que M = N & R.

¢) M es suma de un nimero finito de submddulos simples.

DEMOSTRACION: a) = b) Pongamos que M = M; & - - - & M,,, donde cada
M; es simple. (Notemos que la suma ha de ser finita porque M tiene longitud
finita. De hecho, los médulos M; son necesariamente los factores de composicion
de M.) Como M; no tiene submédulos propios, la interseccién N N M; ha de
ser igual a 0 o a M;, es decir, o bien M; C N o bien M; "N = 0.

Si M; C N para todo i, entonces N = M y basta tomar R = 0. En caso
contrario, podemos suponer que M; NN = 0. Reordenando los indices, podemos
suponer que

(My® - ®M)NN=0

vy que esto deja de ser cierto si anadimos cualquier otro sumando directo M;
con ¢ > r. Vamos a probar que M = N @& (M; & --- & M,). Es claro que
la suma es directa. Basta probar que la suma contiene a todos los M; con
7 > r. Reordenando los indices, basta ver que la suma contiene a M, ;. En
caso contrario tendrfamos que M, 411 N (N & (M1 & --- ©& M,)) = 0, pero esto
implica que (M1 @ -+ ® M,+1) N N = 0, contradiccién.

b) = ¢) Como M tiene longitud finita, contiene un submédulo simple M;
(el primer término no nulo de una serie de composicién). Por b) tenemos que
M = My ® Ry, para cierto submédulo R;. Si Ry = 0 o es simple, ya tenemos ¢);
en caso contrario, R; contiene un submaédulo simple Ms, y es claro que la suma
M7 ® M, es directa. De nuevo por b), podemos descomponer M = M; & M@ Ry
y, tras un ndmero finito de pasos, hemos de llegar a una descomposicién de M
en suma (directa) de submddulos simples, ya que, si la longitud de M es n, no
es posible que M tenga més de n sumandos directos no nulos.

¢) = a) Supongamos que M = M; + --- + M,, donde cada M; es simple.
Reordenando los indices, podemos suponer que la suma M; @ - - -& M, es directa
y que esto es falso si anadimos cualquier otro sumando M; con i > r. Vamos
a probar que M = M; @ --- ® M,. Para ello basta ver que esta suma directa
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contiene a todos los M; y, reordenando los indices, basta ver que contiene a
M,1. Como éste es simple, tenemos que

(My@---® M) N My4q

ha de ser 0 o M, ;. El primer caso no puede ser, porque entonces la suma
My & --- @& M, seria directa, y el segundo caso equivale a la inclusiéon que
querfamos probar: M, 1 C M1 @ --- & M,. n

Tal y como hemos observado tras el teorema 1.47, si K es un cuerpo cual-
quiera y G es un grupo finito, la K-4lgebra K[G] tiene longitud finita, al igual
que todos los K[G]-médulos finitamente generados (precisamente por 1.47). El
teorema 1.12 implica entonces que, si car K { |G|, entonces todos los K|[G]-
modulos finitamente generados son semisimples. En realidad, el teorema si-
guiente muestra que esto es tanto como afirmar que K|[G] es semisimple:

Teorema 3.4 Si A es un anillo semisimple, todo A-mddulo finitamente gene-
rado' es semisimple.

DEMOSTRACION: Por hipétesis, A =1, &--- & I,,, donde cada I; es un ideal
derecho simple. Si M = (mq,...,my) es un A-médulo finitamente generado,
cada m;I; es un submédulo de M, y es claro que M es la suma de todos ellos.
Por el teorema anterior, basta ver que son submdédulos simples.

Podemos suponer que m;l; # 0, ya que en caso contrario podemos eliminar
este médulo y M sigue siendo igual a la suma de los restantes. Consideramos
el homomorfismo f : I; — m;I; dado por f(a) = m;a. Obviamente es supra-
yectivo y, como I; es simple, su nicleo ha de ser trivial. Asi pues, m;I; = I; es
simple. m

Tal y como hemos observado antes del teorema anterior, tenemos el teorema
siguiente, que es el pilar sobre el que descansa la teoria de representaciones
ordinarias:

Teorema 3.5 (Maschke) Si G es un grupo finito y K es un cuerpo tal que
car K 1 |G|, entonces la K-dlgebra K[G] es semisimple.

(En principio, el teorema 1.12 prueba que K|[G] es semisimple por la derecha,
pero igualmente se prueba que lo es por la izquierda.) En 3.26 probaremos el
reciproco.

Asi pues, todo cuanto digamos sobre anillos semisimples en general se apli-
card en particular a las dlgebras K[G] (bajo la hipétesis sobre la caracteristica
del cuerpo).

Como primer paso en el estudio de la estructura de los anillos y médulos
semisimples, vamos a probar una versién abstracta del teorema 2.19. Para ello
probamos primero un hecho elemental:

1Si hubiéramos demostrado el teorema 3.3 sin las hipétesis de finitud, ahora podrfamos
concluir que todo médulo sobre un anillo semisimple es semisimple.
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Teorema 3.6 Si A es un anillo semisimple, I es un ideal simple y V es un
A-mddulo simple, entonces I 2V o bien VI = 0.

DEMOSTRACION: Es claro que VI es un submédulo de V', luego ha de ser
VI=0o0bien VI =V. En el segundo caso, tomamos un v € V tal que vl # 0
(recordemos que un mdédulo simple es no nulo por definicién). Entonces vl es
un submédulo no nulo, luego vI = V. Por 1ltimo, el homomorfismo I — V
dado por a — wva es suprayectivo y, como I es simple, su niicleo ha de ser trivial,
luego I = V. n

Teorema 3.7 Sea A un anillo semisimple. Entonces:

a) Eziste un nidmero finito de ideales simples I, . .., Iy, que no son isomorfos
dos a dos (como A-mddulos) y todo A-mddulo simple (en particular, todo
ideal simple) es isomorfo a uno de ellos.

b) Si A; esla suma de todos los ideales simples de A isomorfos a I;, entonces
A; es un ideal bildtero de A, asi como un anillo semisimple (unitario),
cuyos ideales simples son todos isomorfos a I; como A;-mddulos.

c) A=A D - D Ap.

d) Sie; es la unidad de A;, se cumple que e; +---+ep =1, A; = ¢;A, y
AjA; =0 para i # j.

DEMOSTRACION: a) Todo A-mdédulo simple (en particular, todo ideal simple
de A) es isomorfo a un factor de composicién de A, luego sélo puede haber un
ndmero finito I, ..., I de ideales simples no isomorfos entre si.

b) El teorema anterior implica que si i # j, entonces A;A; = 0. Como A es
suma directa de ideales simples (por ser semisimple), tenemos que A = > A,.
Por consiguiente, AA; C A;A; C A;, lo que prueba que, ademéds de ser un ideal
derecho, A; también es un ideal izquierdo.

Por otra parte, podemos descomponer 1 = e + ---+ ey, con e; € A;. Para
todo xz € A;, se cumple que

ex=(e1+- -+epr=1r=u,

e igualmente ze; = x. Esto prueba que cada A; es un anillo unitario con
unidad e;. (Notemos que, en particular, no puede ser e; = 0, ya que entonces
serfa A; = 0.) El teorema 3.3 nos da que A; es semisimple, pues es suma

de ideales simples, suma que podemos tomar finita porque A; es noetheriano.
Notemos ademas que los ideales simples de A contenidos en A; coinciden con
los ideales simples de A;. Esto nos da también que todos los ideales simples de
A; son isomorfos entre si.

c¢) Basta observar que si 0 = x1 + - - - + xp, con x; € A;, entonces
0=0e; =z1e;+ - +xpe; =xie; =xi(er + - +ep) =x;1 = ay.
Lo que falta de d) ya es evidente. L]

Ahora probamos un resultado andlogo para mdédulos:
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Teorema 3.8 Con la notacion del teorema anterior, si V. es un A-mddulo se-
misimple, entonces V =VA1 & - - VA, =Ver®---&Vey, y VA; es la suma
de todos los submddulos de V' isomorfos a I;.

DEMOSTRACION: Llamemos V; a la suma de todos los submédulos de V
isomorfos a I;. Si W es cualquier submddulo simple de V', entonces WA =W,
luego W ha de ser isomorfo a algtn I;, pues de lo contrario seria W A; = 0 (por
el teorema 3.6) y también WA = 0.

Como V es semisimple, concluimos que V' =V +- -4+ V}. Ademds, como V;
es suma de submddulos isomorfos a I;, tenemos que Vie; = 0 si ¢ # j, mientras
que Vie; = V; (pues vie; = vi(e1+---+ep) = v;). Porlo tanto, V; = Vie; = V; A;.
Solo falta probar que la suma es directa, pero si vy +---+ vy =0, con v; € V,
entonces

0=0e; =vie;+ - +ope; =vie; =vi(er + - +ep) =v;.
u

El siguiente paso para determinar la estructura de los anillos semisimples
es estudiar los anillos A;, que son anillos semisimples con una tunica clase de
isomorfia de médulos simples.

Teorema 3.9 Sea A un anillo semisimple con una unica clase de isomorfia de
ideales simples. Entonces:

a) Los unicos ideales bildteros de A son 0 y A.
b) Si I es un ideal simple de A, entonces AI = A.
¢) Si I, J son dos ideales simples, existe un a € A tal que al = J.

DEMOSTRACION: Veamos primero la propiedad c¢). Como A es semisimple,
existe un ideal I’ tal que A = I@®I'. Sea 7 : A — I la proyeccién. Por hipdtesis
existe un isomorfismo f : I — J. Entonces, para cada x € I, se cumple que
f(@) = f(r(z)) = f(n(lz)) = f(7(1))z = az, luego J = al.

Esto prueba que todo J estd en AI, lo cual, aplicado a los sumandos de una
descomposicién de A en suma de ideales simples, nos da que Al = A.

Un ideal bildtero L es en particular un A-médulo, luego, si es no nulo, se
descompone en suma de ideales simples. En particular, existe un ideal simple
I C L, pero por ¢) contiene a todos los demds, luego L = A. m

Definicién 3.10 Si A es un anillo y M es un A-médulo, definimos el anulador
de M como el ideal
An(M)={a€ A| Ma = 0}.

Un A-médulo M es fiel si An(M) = 0.

Ejercicio: Si M es un A-mdédulo e I es un ideal tal que I C An(M), entonces M es
un A/I-médulo con el producto definido de forma natural.
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Teorema 3.11 Sea A un anillo semisimple con una Unica clase de isomorfia
de ideales simples. Si'V es un A-mddulo simple, entonces V es fiel y, para todo
ideal simple I de A, se cumple que VI =V.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior,
VIi=VAI=V(AI)=VA=V.

Si a € An(V), entonces Va = 0, luego VAaA = VaA = 0A = 0. Por
consiguiente, no puede ser AaA = Ay, puesto que AaA es un ideal bilatero, ha
de ser AaA = 0, lo que implica que a = 0. ]

Veremos que la existencia de moédulos simples y fieles tiene consecuencias
importantes sobre la estructura del anillo. Para ello necesitamos estudiar los
médulos simples. Empezamos por la version abstracta del lema de Schur (compé-
rese con 2.7):

Teorema 3.12 (Lema de Schur) Sea A un anillo y sean V,, W dos A-mddu-
los simples. Entonces Homa(V, W) es nulo si VZ W y es un anillo de division
siV=W.

DEMOSTRACION: Es trivial: si f : V — W es un homomorfismo de A-
modulos no nulo, entonces su ntcleo ha de ser nulo porque V' es simple, y su
imagen ha de ser todo W porque W es simple, luego f es un isomorfismo, luego
si V = W tiene inverso en el anillo de endomorfismos. n

De este modo, si V' es un A-mddulo simple, el anillo D = End4 (V) de
los endomorfismos de V' como A-médulo es un anillo de divisién. Ahora bien,
podemos considerar a V' como D-espacio vectorial con el producto vf = f(v),
lo cual nos permite considerar el anillo Endp(V) de los endomorfismos de V'
como D-espacio vectorial. Ahora probamos un resultado fundamental:

Teorema 3.13 (Teorema de densidad de Jacobson) Sea A un anillo, sea
V un A-mddulo simple y sea D = Endx(V) el anillo de endomorfismos de
V. Entonces, dados f € Endp(V) y ¢1,...,¢, € V, existe un a € A tal que
f(ei) = ¢ia para todo i.

DEMOSTRACION: Sea V™ la suma directa de n copias de V, que es un A-
moédulo semisimple. Definimos f™ : V" — V™ como el endomorfismo dado por
f(w1,..yon) = (f(v1), ..., f(vn)). Llamemos End 4 (V™).

Observemos que cada ¢ € End4 (V™) estd completamente determinado por
sus restricciones ¢; : V. — V™ a cada sumando de V", las cuales a su vez estdn
determinadas por sus composiciones con las proyecciones, que son endomorfis-
mos ¢;; € D, de modo que

d(v1,...,0p) = (Zi:gbij(vi))j.

Como f € Endp(V), se cumple que
f(@i(vi) = f(vigiz) = f(vi)dij = dij (f(vi)),
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de donde se sigue que f"(p(v)) = ¢(f™(v)) para todo ¢ € Endy (V") y todo
velVn

Sea ¢ = (¢;) € V™. Como V™ es un A-médulo semisimple, podemos des-
componerlo en la forma V" = (¢) ® W, para cierto A-submédulo W. Sea
m: V"™ — cA la proyeccion en el primer sumando. Asi, 7 € Enda (V™). Por
consiguiente,

f(e) = f"(m(c)) = 7(f"(c)) € cA,
luego existe un a € A tal que f™(c) = ca. Explicitamente, esto significa que

f(ei) = ¢a. .

Como consecuencia:

Teorema 3.14 Sea A un anillo y V un A-mddulo simple y fiel y consideremos
el anillo de division D = End4 (V). SiV es un D-espacio vectorial de dimension
finita, entonces tenemos un isomorfismo de anillos A = Endp(V).

DEMOSTRACION: Sea v1,...,v, una D-base de V. Por el teorema anterior,
si f € Endp(V), existe un a € A tal que f(v;) = v;a para todo i. Esto
implica que f(v) = va para todo v € V, luego el homomorfismo de anillos
¢ : A — Endp(V) dado por ¢(a)(v) = va es un epimorfismo. Si a estd en su
ntcleo, entonces va = 0 para todo v € V, luego a € An(V) = 0. Asi pues, ¢ es
un isomorfismo. n

Ahora podemos enlazar con el teorema 3.11:

Teorema 3.15 Sea A un anillo semisimple con una unica clase de isomorfia
de ideales, sea V un A-mddulo simple y sea D = End4 (V). Entonces se cumple
que A = Endp (V).

DEMOSTRACION: El teorema 3.11 nos da que V es fiel. Por el teorema ante-
rior, s6lo hemos de probar que V' es un D-espacio vectorial de dimensién finita.
En caso contrario, sean {v,},>0 elementos de V linealmente independientes
sobre D. Basta considerar los ideales

I ={a€ A|vpa=via=---=uvia=0}.

Podemos tomar f € Endp(V) que cumpla f(vi) = -+ = f(vz) =0y
f(vey1) =1,y el teorema 3.13 nos da entonces un a € I\ I;4;. Por consiguiente,
tenemos una cadena de ideales

G I3 G I, G G Iy CA,

pero esto es imposible, ya que A es semisimple, luego tiene longitud finita y, en
particular, es artiniano. n

Observemos que V' 2 D™ (como espacio vectorial por la derecha), por lo que
A = Endp (V) = Endp(D™). Ahora necesitamos reparar en cierta sutileza sobre
la correspondencia entre endomorfismos de un espacio vectorial y sus matrices
en una base prefijada.
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Si considerdramos a D™ como espacio vectorial por la izquierda (que no es
nuestro caso), la matriz asociada a un endomorfismo f € Endp(D™) respecto
de la base canédnica es la matriz M (f) que cumple f(v) = vM(f), para todo
v € D", de modo que M (fg) = M(f)M(g), por lo que la aplicacién f +— M(f)
es un isomorfismo Endp(D™) 2 Mat,, (D).

Sin embargo, si consideramos a D™ como espacio vectorial por la derecha,
las aplicaciones v — v A no son lineales (pues los escalares no pueden “salir” por
la derecha), por lo que la matriz de un endomorfismo f ha de definirse como la
que cumple f(v)! = M(f)vt, pero ahora sucede que M(fg) = M(g)M(f), por
lo que la aplicacién f — M(f) ya no es un homomorfismo de anillos.

Para conseguir un isomorfismo en este caso observamos que, en general, si D
es cualquier anillo, podemos definir el anillo opuesto D°P como el anillo sobre el
mismo conjunto D con la misma suma, pero con el producto dado por a-b = ba.
Es facil ver que si D es un anillo de divisién, entonces D°P también lo es vy,
dadas dos matrices P, Q € Mat,, (D), tenemos que

PQ = (Xk:pz'k%j) = (Xk:q;k Pri) = (Q"- P,
donde el producto Q! - P! es el del anillo Mat,,(D°P). De este modo,
M(fg)" = (M(g9)M(f))" = M(f)" - M(g)",
por lo que la aplicacién f — M(f)! determina un isomorfismo
Endp(D") = Mat,, (D°P).
Teniendo esto en cuenta, el teorema siguiente es ya inmediato:

Teorema 3.16 (Wedderburn) Sea A un anillo semisimple.

a) Podemos descomponer A= A1 @ --- B A,, donde los A; son anillos (uni-
tarios) tales que A;A; =0 cuando i # j.

b) A; = Mat,, (D;”), donde D; es el anillo de division D; = End4(V;), para
cierto A-mddulo simple V; y n; = dimp, (V;).

¢) Todo A-mddulo simple es isomorfo a un dnico V;.
d) Se cumple que V;A; =0 sii # j, mientras que V;A; = V;.

Notemos que, en virtud del teorema 3.15 y las observaciones posteriores, los
isomorfismos A; 2 Mat,,, (D;") son equivalentes a A; = Endp,(V;) y, como se
ve en la prueba de 3.14, el isomorfismo es el que a cada a € A; le asigna la

2Para que lo fuera, tendriamos que definir el producto en Endp(D™) como (fg)(v) =
f(g(v)), pero, si definiéramos asi la composicién de aplicaciones, a la hora de considerar
representaciones de grupos tendriamos que tratar con médulos por la izquierda, y volveriamos
a tener el mismo problema.
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multiplicacién por a en V;. Por consiguiente, la descomposicién de A puede
expresarse como un isomorfismo

p: A— @Endp, (Vi)

i=1
donde la proyeccién i-ésima p;(a) es la multiplicacién por a en V;.

Como complemento al teorema de Wedderburn, vamos a probar el reciproco,
es decir, que todo anillo cuya estructura sea la descrita por el teorema anterior
es semisimple.

Teorema 3.17 Si D es un anillo de division, el anillo A = Mat,, (D) es semi-
simple, y todos los A-mddulos simples son isomorfos a V.= D" con el producto
usual de vector x matriz. Ademds, A = Endper (V) y D°P =2 End (V).

DEMOSTRACION: Es claro que si v € V es no nulo, se cumple que vA =V,
luego V' es un A-médulo simple. Fijemos una base v1,...,v, de V y definamos
¢ : A — V"™ mediante (M) = (11 M,...,v,M). Es claro que ¢ es un isomor-
fismo de A-médulos, luego A se descompone como suma directa de n ideales
simples isomorfos a V. Esto prueba que A es semisimple y que tiene una tnica
clase de isomorfia de A-mddulos simples.

Observemos ahora que, para cada d € D, podemos definir ¢4 € Enda(V)
mediante ¢4(v) = dv y, claramente, la aplicacién d — ¢4 determina un mono-
morfismo de anillos D°? — End4 (V). Vamos a ver que es suprayectivo.

Para ello tomamos ¢ € End4 (V) y vo € V no nulo. Sea V- = Duy@®W donde
W es un D-espacio vectorial por la izquierda. Sea w: V — Duyg la proyeccion.
Se trata de una aplicacién lineal que puede calcularse con una matriz M € A,
es decir, w(v) = vM, para todo v € V. Por consiguiente,

P(vo) = ¢((v0)) = p(voM) = ¢(vo) M = 7(p(vo)) € Do,

luego existe un d € D tal que ¢(vg) = dvg. En principio, d depende de vy, pero,
para cualquier otro v € V, existe una matriz M € A tal que v = vgM, luego

o(v) = dp(voM) = ¢(vo) M = dvgM = dv = ¢4(v).

Asi pues, ¢ = ¢q v, por lo tanto, D°P = End4 (V). El teorema 3.15 implica
entonces que A = Endpor (V). "

Incidentalmente hemos demostrado que los anillos de matrices estan deter-
minados por su estructura de anillo:

Teorema 3.18 Si D y E son anillos de division tales que Mat,, (D) = Mat,, (EF),
entoncesm=nyD=FE.

DEMOSTRACION: Llamemos A = Mat,,(D) y sea V un A-médulo simple.
El teorema anterior nos da que D°P = End 4 (V) & E°P, luego D = E. Ademds,
m =dimp V =n. [

Otra consecuencia destacable es la siguiente:
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Teorema 3.19 Todo anillo semisimple por la derecha lo es también por la iz-
quierda, y viceversa.

DEMOSTRACION: Hemos probado que los anillos de matrices sobre un anillo
de divisién son semisimples por la derecha, pero, cambiando sistematicamente
izquierda por derecha en el argumento, se prueba que también son semisimples
por la izquierda.

Por otra parte, todo anillo semisimple por la derecha es suma directa de
anillos de matrices sobre anillos de divisién, que son semisimples por la izquierda,
luego el anillo de partida también lo es. ]

3.2 El radical de Jacobson

En esta seccion determinaremos la “distancia” que hay de un anillo arbitrario
a un anillo semisimple. La clave es el concepto de radical de Jacobson:

Definicién 3.20 Sea A un anillo. El radical de Jacobson de A, denotado por
J(A), es la interseccién de todos los ideales derechos maximales® de A.

El teorema siguiente prueba, entre otras cosas, que J(A) es también la in-
terseccion de los ideales izquierdos maximales:

Teorema 3.21 Si A es un anillo y x € A, las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

a) x € J(A).

b) x pertenece a todo ideal maximal derecho de A.

¢) 1 — xa tiene inverso por la derecha, para todo a € A.

d) x estd en el anulador de todos los A-mddulos simples por la derecha.

Las afirmaciones anteriores son vdlidas también cambiando “derecha” por
“lzquierda”. En particular, J(A) es un ideal bildtero de A.

DEMOSTRACION: a) < b) es la definicién de J(A).

b) = ¢) si 1 — za no tiene inverso por la derecha, entonces 1 — xa genera un
ideal derecho distinto de A, luego esta contenido en un ideal maximal derecho
I. Por hipétesis © € I, pero entonces za € I y 1 € I, contradiccién.

c) = d) Sea M un A-mdédulo simple por la derecha tal que = ¢ An(M).
Entonces existe m € M tal que mz # 0. Como M es simple, M = (mz). En
particular, existe un a € A tal que mza = m, luego m(1 —za) = 0. Como 1 —za
tiene inverso por la derecha, m = 0, luego ma = 0, contradiccién.

3Notemos que el lema de Zorn garantiza la existencia de ideales derechos maximales en
cualquier anillo unitario, no necesariamente conmutativo.



3.2. El radical de Jacobson 83

d) = b) Si I es un ideal maximal derecho de A, entonces A/I es un A-médulo
simple con anulador I, luego x € I por hipdtesis.

Nos falta probar que todo lo dicho es valido también por la izquierda. Para
ello observamos en primer lugar que la propiedad d) afirma que J(A) es la
interseccién de los anuladores de todos los A-mdédulos simples por la derecha.
Ahora bien, es inmediato que, si M es un A-mddulo derecho, entonces An(M)
es un ideal bildtero, luego J(A) es interseccién de ideales bildteros de A y, por
consiguiente, es un ideal bilatero.

Ahora probamos que x € J(A) es también equivalente a:
e) 1 —axb es una unidad, para todo a, b € A.
Obviamente, €) = c).

Si x € J(A), entonces axb € J(A), luego para probar e) basta ver que si
x € J(A) entonces 1 — z es una unidad de A, es decir, que tiene inverso tanto
por la derecha como por la izquierda. Por c) sabemos que tiene inverso u por
la derecha, de modo que (1 — x)u = 1, o también, u = 1 + zu.

Como z € J(A), la propiedad c) nos da que u = 1 + au tiene inverso por la
derecha, es decir, que existe v € A tal que uv = 1. Asi

l—z=(1-2)1=(1—-z)uv =v,

luego u(l — z) = uv = 1, de modo que u es el inverso de 1 — x tanto por la
derecha como por la izquierda.

Ahora basta observar que la condicién e) no hace distincién alguna entre
izquierda y derecha, por lo que si definimos J;(A) como la interseccién de los
ideales maximales izquierdos de A, podemos demostrar todas las equivalencias
a) = b) = ¢) = d) = e) cambiando “derecha” por “izquierda” en todo momento
(y J(A) por J;(A)), pero como e) permanece inalterada, concluimos que las diez
afirmaciones —o nueve, si no contamos dos veces a e)— son equivalentes entre
si y, en particular, que J(A) = J;(A4). .

A partir de aqui razonaremos con ideales y médulos por la derecha, pero
todo lo dicho sera valido igualmente por la izquierda.

Para anillos de longitud finita tenemos otra caracterizacién de J(A). Un
ideal I de un anillo es nilpotente si existe un n > 1 tal que I™ = 0.

Teorema 3.22 Si A es un anillo de longitud finita, entonces J(A) es el mdzimo
ideal nilpotente de A.

DEMOSTRACION: Consideremos una serie de composicién de A:
O0=IybchL c---Cl,=A.

Como los factores I;/I;—1 son simples, tenemos que (I;/I;—1)J(A) =0 o, lo
que es lo mismo, I;J(A) C I;_1. Por consiguiente,

JA =1,JA)" C I, 1JA" P C---c J(A) C Iy =0,
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luego J(A)™ = 0. Esto prueba que J(A) es nilpotente. Ahora tomemos un ideal
nilpotente arbitrario I y veamos que I C J(A).

Sizelyac€ A, hemos de ver que 1 — xa tiene inverso por la derecha. De
hecho, como xa € I, basta ver que 1 — z tiene inverso por la derecha. Si I™ = 0,
también 2™ = 0, luego

l-z)(l+z+-+2"H=1-a"=1

Asi pues, x € J(A). .

De este modo, en un anillo A que sea de longitud finita por la izquierda y
por la derecha, el radical J(A) contiene a todos los ideales (izquierdos, derechos
y bildteros) nilpotentes, aunque esto no significa necesariamente que contenga
a todos los elementos nilpotentes del anillo. Para que un elemento nilpotente
esté en J(A) ha de generar un ideal nilpotente. Esto sucede, por ejemplo, si
ac Z(A).

Veamos finalmente la conexién con los anillos semisimples:
Teorema 3.23 Un anillo A es semisimple si y sélo si es artiniano y J(A) = 0.

DEMOSTRACION: Sabemos que si A es semisimple entonces tiene longitud
finita, luego es artiniano. Ademds, A se descompone como suma directa de
ideales simples, y J(A) anula a todos ellos, luego AJ(A) = 0, luego J(A) = 0.

Supongamos ahora que A es artiniano y cumple J(A) = 0. Sea M; un ideal
maximal de A. Si M; # 0, entonces existe al menos otro ideal maximal M5 (pues
J(A) es la interseccién de todos ellos y es nulo), y ha de ser My N My & M.
Si la interseccién es no nula, ha de haber un tercer ideal maximal M3 tal que
M; N My N M3 G My N M, pues de lo contrario serfa J(A) = My N My # 0.

Como A es artiniano, esta cadena de ideales no se puede prolongar indefini-
damente, luego podemos encontrar n ideales maximales tales que

N M; = 0.
=1

Sea I; = (1 M;. Asi, I; es un ideal tal que I; N M; = 0. En particular,
j#i
I; ¢ M;, luego A = I; ® M;, luego I; = A/M; es un A-médulo simple. Basta
probar que A=1 & --- & I,,.
Todo a € A, se expresa de forma tnica como a = u; + m;, con u; € I;,
m; € M;. Entonces

a—(ur+ - +up) =(a—u) — Y uj; € M,
J#

pues u; € I; C M;. Por consiguiente,
n

a—(ug+---4u,) € (| M; =0.

=1
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Esto prueba que A = I; + --- + I,,. Por dltimo, si
ur + -+ u, =0,

con u; € I;, entonces
Ui:—ZUjGIiﬂMZ‘:O,
J#i
luego la suma es directa. m

Como consecuencia:
Teorema 3.24 Si A es un anillo artiniano, entonces A/ J(A) es semisimple.

DEMOSTRACION: Sabemos que A/J(A) es artiniano. Teniendo en cuenta el
teorema anterior, basta observar que J(A/J(A)) = 0, por ejemplo, porque los
ideales maximales de A/J(A) son los de la forma I/J(A), donde I es un ideal
maximal de A, luego la interseccién de todos ellos es J(A)/J(A) = 0. "

Observemos también que si A es un anillo artiniano y V' es un A-médulo sim-
ple, entonces J(A) anula a V, luego V tiene una estructura natural de A/J(A)-
modulo simple.

Teorema 3.25 Si A es un anillo artiniano y M es un A-mddulo finitamente
generado, entonces M es semisimple si y sdlo si J(A) C An(M).

DEMOSTRACION: Si M es semisimple, entonces se descompone como suma
directa de A-mddulos simples, y J(A) los anula a todos, luego también a M.
Reciprocamente, si J(A) anula a M, entonces éste admite una estructura natural
de A/J(A)-médulo finitamente generado, y A/J(A) es semisimple, luego M es
un A/J(A)-médulo semisimple, y esto implica claramente que es un A-médulo
semisimple. [

Esto implica a su vez que si M es un A-mdédulo finitamente generado (donde
A es artiniano), entonces M J(A) es el menor submédulo de M cuyo cociente es
semisimple. En efecto, M/M J(A) es semisimple porque (M/MJ(A))J(A) =0,
y si M/N es semisimple entonces (M/N)J(A) = 0, luego MJ(A) C N.

En particular, puesto que AJ(A) = J(A), tenemos que J(A) es el menor ideal

derecho (o izquierdo) cuyo cociente es un A-mddulo semisimple, y también el
menor ideal bilatero cuyo cociente es un anillo semisimple.

Como primera aplicacién podemos demostrar el reciproco del teorema de
Maschke:

Teorema 3.26 Si G es un grupo finito y k es un cuerpo tal que cark | |G|,
entonces k[G] no es semisimple.

DEMOSTRACION: Sea u = Y. o € k[G]. Observamos que
oeG

Ww=YoYXr=Y YSor=3Y Y 7r=|Gu=0.

ceG T€EG ceGTEG ceGTEG



86 Capitulo 3. La teoria general

Por otra parte, u € Z(k[G]) y u # 0, luego el ideal I = u(k[G]) cumple
I? =0,1+#0,luego 0 & I C J(k[G]), luego J(k[G]) # 0y k[G] no es semisimple.

Vamos a calcular explicitamente el radical de Jacobson de un dlgebra k[G]
cuando G es un p-grupo y cark | |G|. Para ello conviene observar primero unos
hechos validos en general:

Definicién 3.27 Sea G un grupo finito y k un cuerpo, definimos 7' : k[G] — k
como la aplicacién lineal determinada por que T'(o) = 1 para todo o € G o,
equivalentemente,

T(Y aso) = Y ao.

oeG oeG
Claramente, T(cx) = T(z0) = T(z), para todo = € k[G] y todo 0 € G.

Esto implica que el nicleo de T es un ideal bildtero M(G) C k[G], claramente
maximal, pues k[G]/M(G) = k. Es facil ver que M(G) = (0 — 1|0 € G),.

Por otra parte, podemos definir el ideal bildtero I(G) = (3 0),, y se
comprueba inmediatamente que si car k 1 |G|, entonces o€G

k[G] = M(G) ® I(G).

Por otra parte:

Ejemplo Si G es un p-grupo y k es un cuerpo de caracteristica p, entonces

En efecto, en estas condiciones M (G) es el tinico ideal maximal derecho de
k[G], pues si M’ es cualquier ideal derecho maximal, el teorema 1.14 nos da
que k[G]/M’ = k, considerando a k como k[G]-mddulo trivial. Esto implica
que [1Jo = [1] para todo o € G, luego 0 — 1 € M’ luego M(G) C M’, luego
M(G) = M, por la maximalidad de M (G). u

Veamos otra caracterizacién de J(A) o, més en general, del submédulo
MJ(A) de un A-médulo dado.

Definicion 3.28 Si A es un anillo y M un A-mdédulo, un submédulo N de M
es inesencial en M si el inico submdédulo N’ de M que cumple N + N’ = M es
N =M.

Obviamente, todo submédulo de un submdédulo inesencial es inesencial. Este
concepto esta estrechamente relacionado con el de homomorfismo esencial, de-
finido en 1.56:

Teorema 3.29 Un epimorfismo de mddulos f : M — M’ es esencial si y sélo
st su nicleo es inesencial.
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DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que si IV es el niicleo de f y N’ es
un submdédulo de M, entonces f[N'] = M’ siy s6lo si M = N + N'. "

La relacion con el radical de Jacobson es la siguiente:

Teorema 3.30 Sea A un anillo de longitud finita y M un A-mddulo finitamente
generado. Entonces M J(A) es el mayor submddulo inesencial de M.

DEMOSTRACION: Sea N la interseccién de todos los submédulos maximales
de M (es decir, de los penitltimos términos de las series de composicién de
M). Vamos a probar que N es el mayor submdédulo inesencial de M y que
MJ(A)=N.

Si N+ M’ = M pero M’ & M, entonces (completando una serie de com-
posicién) podemos tomar un submédulo maximal M’ C M"” & M, que también
cumplird N + M" = M, pero esto es absurdo, puesto que N C M", luego la
suma se reduce a M"” = M. Asi pues, N es inesencial.

Si N € M es un submddulo inesencial y M’ es un submddulo maximal
de M, entonces M’ C N' + M’ ¢ M, luego ha de ser M’ = N’ + M’, luego
N’ ¢ M’. Como esto vale para todo M’, de hecho N’ C N.

Por otra parte, si M’ es un submdédulo maximal de M, entonces M /M’ es
simple, luego M J(A) C M’, luego MJ(A) C N.
El cociente M /M J(A) es semisimple, luego podemos descomponerlo como

M/MJ(A) = My/MJ(A) & --- & My /M.J(A),

donde todos los sumandos son simples. Si llamamos N; = @ M;, entonces
J#i
M/N; es simple, luego N; es maximal, luego N C (\N; = MJ(A). n

3.3 Cuerpos de escision

Si k es un cuerpo y A es una k-algebra de dimensién finita, para cada ex-
tensién de cuerpos K /k podemos considerar el producto tensorial Ax = K® A,
que tiene una estructura natural de K-algebra dada por

(a®a)(B®b) = (af) ® (ab).

Si V es un A-modulo finitamente generado, entonces Vx = K ®; V tiene
una estructura natural de Ag-mdédulo finitamente generado dado por

(@®0)(B®a)=(af) @ (va).

Observemos que, si G es un grupo finito, k[G]x = K[G] y Vi es el mismo
definido en 1.6.
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Definiciéon 3.31 Si A es una k-ilgebra de dimensién finita y V' es un A-mdédulo
simple, diremos que es absolutamente simple* si Vi es simple para toda ex-
tensién de cuerpos K/k. Diremos que k es un cuerpo de escision de A si todo
A-médulo simple es absolutamente simple. Si G es un grupo finito, se dice que
k es un cuerpo de escision de G si lo es del algebra k[G].

Observemos que estas definiciones generalizan a 2.59 y 2.61. Aqui trabaja-
mos en el contexto de k-dlgebras arbitrarias y no en el de dlgebras k[G] porque
asi podremos aplicar el teorema siguiente, que nos permite trabajar con médulos
fieles:

Teorema 3.32 Si A es una k-dlgebra de dimension finita y V' es un A-mddulo,
consideramos el homomorfismo de k-dlgebras ¢ : A — Endy(V) que a cada
a € A le asigna el endomorfismo dado por ¢,(v) = va. Si llamamos B a su
imagen, entonces B es una k-dlgebra finitamente generada tal que V' es un B-
mddulo fiel. Ademds V es simple o absolutamente simple como A-mddulo si y
solo si lo es como B-mddulo.

DEMOSTRACION: Es claro que V es un B-médulo fiel. Basta probar que si
K/k es una extensién de cuerpos, entonces Vi es un Ax-mdédulo simple si y
sélo si es un Br-moédulo simple.

Fijemos una k-base vi,...,v, de V, una k-base ai,...,a, del anulador
An(V) y completemos ésta hasta una k-base ai,...,a,, de A. Entonces B
tiene como k-base a ¢4, ;.- , Pa,,-

Un subespacio de Vi serd un Ag-submdédulo si y sélo si es estable para la
multiplicacién por los elementos de la base 1 ® a;, mientras que serd un By
submédulo si es estable para la multiplicacién por los elementos de la base
1® ¢q, (parai>r).

Ahora bien, si i < r, tenemos que (¢ ®v;)(1®a;) = a® (v;ja;) = 0, luego, en
realidad, los A x-submédulos de Vi son los subespacios estables para el producto
por los 1 ® a; con i > r. Pero resulta que, para i > r,

(@®v)(1®a)=a®vje=a®vjp, = (a®v;)(1® dq,)

luego, por linealidad, v(1 ® a;) = v(1 ® ¢,,) para todo v € Vi, luego los Ax-
submédulos de Vi son los mismos que los Bg-submédulos y, en particular, V'
es simple como Agx-mdédulo si y sélo si lo es como By-médulo. [

Observemos que si V' es un k[G]-médulo, el homomorfismo ¢ del teorema
anterior no es sino la representacién lineal p : G — Endg (V) asociada a V
extendida por linealidad a k[G].

A los mdédulos simples y fieles les podemos aplicar el teorema 3.14:

4Recordemos que los médulos simples se llaman también irreducibles y, del mismo modo,
los médulos absolutamente simples se llaman también absolutamente irreducibles. El término
“simple” es més habitual en teoria de anillos, mientras que “irreducible” es el usual en teoria
de representaciones.
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Teorema 3.33 Sea k un cuerpo y A una k-dlgebra de dimension finita. Si V'
es un A-mddulo simple y fiel, entonces tiene dimension finita sobre k. Ademds
D =Ends(V) es un anillo de division que contiene a k en su centro, también
tiene dimension finita sobre k y sin = dimp V,

A= Endp(V) = Mat, (D°P).

DEMOSTRACION: Si V es fiel, el homomorfismo ¢ : A — Endg(V) es
un monomorfismo de algebras. Hemos de probar que su imagen es Endp (V).
En primer lugar observamos que ¢[k] C Ends(V) = D, porque k estd en el
centro de A. Asi pues, identificando cada o € k con la homotecia ¢, podemos
considerar que k£ C D. Las homotecias conmutan con todos los elementos de
Endg(V), luego en particular con los elementos de D, luego k estd en el centro
de D.

Asi pues, k C D C Endg (V). Todos los ideales de A son k-espacios vectoria-
les de dimension finita, al igual que sus factores de composicion, luego también
los A-médulos simples. Si m = dimy, V, entonces Endy, (V) tiene dimensién m?,
luego dimy D es finita. El teorema 3.14 nos da que A = Endp(V), y el segundo
isomorfismo estd probado en la discusién previa al teorema 3.16. L]

Ahora podemos dar una caracterizaciéon de los A-mdédulos absolutamente
simples:

Teorema 3.34 Sea A una k-dlgebra de dimension finita y V un A-mddulo sim-
ple. Se cumple que V' es absolutamente simple si y sélo si Enda (V) = k.

DEMOSTRACION: Sea B la imagen de A por el homomorfismo del teo-
rema 3.32. Segun dicho teorema, V es absolutamente simple como A-mdédulo si
y s6lo si lo es como B-mddulo, y también es claro que Ends (V) = Endp(V).
Como V es un B-mddulo fiel, cambiando A por B, no perdemos generalidad si
suponemos que V' es un A-mdédulo fiel.

A continuacién demostramos que Vi es fiel, para toda extensién K/k. Fije-
mos una base ai,...,a,, de Ay una base vy, ...,v, de V. Pongamos que

vja; = Y Qv
1
para ciertos o € k. Asi,
v; Y Bia; = (3 Bicviji) .
i [

Que V sea fiel significa que si ) ;5 = 0 para todo j y [, entonces 3; = 0
i

para todo i. A su vez, esto equivale a que las matrices M; = (oyj;1);; sean
linealmente independientes sobre k.

An3dlogamente, considerando las bases 1 ® a; y 1 ® vj, concluimos que Vi
es fiel si y sélo si las matrices M; son linealmente independientes sobre K.
Considerando las matrices como vectores en k”g, las m matrices forman una
matriz m x n?, y la independencia lineal de sus filas equivale a que existen m
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columnas que forman una submatriz cuadrada de determinante no nulo. Esto
sucede sobre k y, obviamente, sigue siendo cierto sobre K, luego las matrices
siguen siendo linealmente independientes sobre K.

El teorema 3.33 nos da que, si D = End(V), entonces A = Mat,, (D°P),
donde m = dimp V. Entonces

n = dimg V = (dimy D)(dimp V) = m dim D
y, por otra parte, dimy A = m? dimy, D.

Supongamos ahora que V' es absolutamente irreducible y demostremos que
D = End4 (V) = k. Basta probar que dimy D = 1.

Si K es una clausura algebraica de k, sabemos que Vi es un Ag-mddulo
simple y fiel, luego podemos aplicarle también el teorema 3.33, segtin el cual
D’ = Enda, (Vk) es un anillo de divisién que tiene dimensién finita sobre K.

Ahora bien, si o € Endy, (Vi ), entonces K(«) es un cuerpo y es una ex-
tensién finita de K, luego a € K, lo que prueba que D' = K = D’P, luego,
también por 3.33, resulta que Ax = Mat,, (K), donde n = dimg (Vi) = dimg V.

Concluimos observando que

n? = dimg Ag = dimy A = m? dimy, D,

lo cual, juntamente con la igualdad n = m dimg D, nos da que

2
dimy D = = = 2 — (dimy D)?
m m

lo cual sélo es posible si dimg D = 1.

Por dltimo, suponemos que End4 (V) = k y veamos que V es absolutamente
simple. El teorema 3.33 nos da ahora que A = Mat, (k). Por lo tanto, si K/k
es cualquier extensién, se cumple que Ax = K ®; Mat, (k) = Mat,,(K) y Vi
es un Ag-médulo de dimensién n, luego ha de ser simple por el teorema 3.17.

u

En la prueba del teorema anterior se ve que la condiciéon End4 (V) = k se
da siempre que el cuerpo k es algebraicamente cerrado. En particular, tenemos
que cualquier cuerpo algebraicamente cerrado es un cuerpo de escisiéon para
cualquier grupo finito.

Teorema 3.35 Sea G un grupo finito y k un cuerpo tal que cark t |G| y sean
ni,...,np los grados de las representaciones irreducibles de G sobre k. Se cum-
ple que k es un cuerpo de escision para G si y sélo sini +---+n3 =|G| y, en
tal caso, h es el numero de clases de conjugacion de G.

DEMOSTRACION: Sean Vi,..., V), representantes de los k[G]-mddulos sim-
ples de G y sea D; = Endg(V;). La hip6tesis sobre la caracteristica de k se
traduce en que k[G] es semisimple, por lo que el teorema de Wedderburn nos
da que

k[G] = Mat,,, (DP) @ - - - @ Mat,,, (D;P),
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donde cada D; es un anillo de divisién que tiene a k en su centro y dimp, V; = nl,
luego n; = dimy V; = (dimy D;)n;. Tomando dimensiones sobre k en ambos

miembros de la descomposicién de k[G], vemos que

2 2

. i n n
|G| = n2dimy, Dy + --- +n2dimg D), = —= + -+ + =1
mi mp

donde m; = dimy, D;.

Es claro que la igualdad del enunciado equivale a que dimy D; = 1 para
todo i, lo cual, por el teorema anterior, equivale a que todos los moédulos V;
sean absolutamente simples, es decir, a que k sea un cuerpo de escisién para G.
En tal caso, la descomposicién de k[G] se reduce a

k[G] = Mat,,, (k) @ - - - & Mat,,, (k).

El teorema 1.5 nos da que la dimensién del centro de k[G] sobre k es igual
al nimero de clases de conjugacion de G. Por otra parte

Z(k[G]) = Z(Mat,, (k) @ --- ® Z(Mat,, (k) =k®--- Ok = k",

luego dicha dimension es h. m

En el 1ltimo paso de la prueba anterior hemos usado que el centro de un
anillo de matrices A = Mat, (k) estd formado por las matrices de la forma
al, vy, por consiguiente, es isomorfo a k. Esto puede probarse directamente sin
dificultad, pero ahora podemos dar una prueba conceptual:

El teorema 3.17 nos da que End4 (k™) = k, donde cada a € k se identifica
con el endomorfismo v — va. Si M € Z(A), entonces v — vM define un A-
endomorfismo de k™, luego existe un a € k tal que vM = va para todo v € k™,
luego M = al,. m

Conviene destacar una consecuencia inmediata de los resultados que hemos
obtenido:

Teorema 3.36 Sea A una k-dlgebra de dimension finita y V un A-mddulo abso-
lutamente simple. Entonces, el homomorfismo A — Endy (V') del teorema 3.32
es suprayectivo.

DEMOSTRACION: Si llamamos B a la imagen de A por el homomorfismo del
enunciado, el teorema 3.32 nos da que B es una k-dlgebra de dimensién finita
y que V' es un B-mdédulo absolutamente simple y fiel. El teorema 3.34 nos da
que Endp(V) = k, y el teorema 3.33 implica entonces que B = Endg (V). =

A partir de aqui nos restringiremos al caso de algebras de tipo k[G]. Si k
es un cuerpo de escisién para G cuya caracteristica no divida al orden de G,
el teorema de Wedderburn (véase la observacién posterior) juntamente con el
teorema 3.34, nos da el isomorfismo

p: k[G] — éEde(Vi)7

=1
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donde V1,...,V,, son representantes de las clases de isomorfia de k[G]-mddulos
simples, y en el que cada coordenada p; : k[G] — Endi(V;) no es sino la
representacién lineal de G asociada a V; extendida a k[G] por linealidad. Si
eliminamos las hipotesis sobre k tenemos al menos el teorema siguiente:

Teorema 3.37 Sea G un grupo finito y p : k[G] — Endg(V) una represen-
tacion lineal irreducible de G sobre un cuerpo k (extendida a k[G] de por linea-
lidad). Para cada x € k[G], existe un y € k[G] tal que p(z) = p(y) y p'(y) =0,
para toda representacion lineal irreducible p’ : k|G] — Endy (W) de G sobre k
no isomorfa a p.

DEMOSTRACION: Sean Vi,...,V,, representantes de las clases de isomorfia
de k[G]-mddulos simples. Pongamos que V = V;. Sea A = k[G]/J(k[G]), que es
una k-algebra semisimple cuyos A-mddulos simples son precisamente Vi, ..., V,.
El teorema de Wedderburn nos da un isomorfismo

p:A— @Eudp,(V)),

=1

cuyas funciones coordenadas p; no son sino las representaciones lineales de G
asociadas a los médulos V;. Basta tomar y € k[G] que cumpla [y] = p~(p1(z)).
| |

Como consecuencia:

Teorema 3.38 Sea G un grupo finito, sea k C K una extension de cuerpos
y sean V, W dos k[G]-mddulos simples. Si Vx y Wgk tienen un factor de
composicion en comin, entonces V.y W son isomorfos.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior, si los médulos no son isomorfos,
podemos tomar y € k[G] tal que la multiplicacién por y sea la identidad en V/
y el homomorfismo nulo en W, lo cual sigue siendo cierto en Vi y Wg. Por
hipdtesis, Vi y Wi tienen K[G]-submédulos

Vioi CV; C Vg, ijl C Wj C Wk

tales que V;/V;_1 = W;/W,_1. Ahora bien, la multiplicacién por y en Vi induce
el automorfismo identidad, luego lo mismo sucede con la multiplicacién por y
en V;/V;_1. Por el contrario, y anula a Wy, luego también anula a W, /W,_4,
luego los factores de composicién tienen anuladores distintos, luego no pueden
ser isomorfos. "

De aqui deducimos algunas propiedades de los cuerpos de escision:

Teorema 3.39 Sea G un grupo finito y K/k una extension de cuerpos. Si k
es un cuerpo de escision de G, entonces K también lo es y, st V1,...,Vy es un
sistema de representantes de las clases de isomorfia de k[G])-mddulos simples,
entonces Vig, ..., Vi es un sistema de representantes de las clases de isomorfia
de K[G]-mddulos simples.
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DEMOSTRACION: Como k es un cuerpo de escisién de G, los K[G]-médulos
Vik son simples, y son no isomorfos dos a dos, pues si dos de ellos fueran
isomorfos, trivialmente tendrian un factor de composiciéon en comun, luego los
correspondientes k[G]-mddulos V; serfan isomorfos por el teorema anterior.

Veamos ahora que todo K|[G]-mdédulo simple es isomorfo a un V;x. En
principio, todo K[G]-médulo simple es isomorfo a un factor de composicién de
K|[G], luego basta probar que todo factor de composicién de K[G] es isomorfo
a un V;g. Para ello observamos que si

0=My G M & & M, =kK|G]
es una serie de composicién de k[G], entonces
0=Mox G Mixk G- & M,k = K[G]

es una serie de composicién de K[G]. En efecto, basta tener en cuenta que la
sucesién exacta

0— M;_y — M; — M;/M;_1 — 0
sigue siendo exacta al multiplicarla por ®; K, de modo que
Mig /M 11 = (M;/M; 1) k.

Como M;/M;_1 es isomorfo a un V;, el miembro derecho de la férmula ante-
rior es isomorfo a un V;x. En particular es simple. Esto prueba que la segunda
serie es realmente una serie de composicién de K[G], y ademds hemos visto que
los factores de composicién de K[G] son isomorfos a médulos de la forma V.

Con esto tenemos probado que todos los K[G]-médulos simples son de la
forma Vg, lo que prueba a su vez que todos ellos son absolutamente simples,
pues sus extensiones de coeficientes son también extensiones de coeficientes de
los médulos V;, luego son simples. Por consiguiente, K es también un cuerpo
de escisién de G. m

Si no suponemos que k es un cuerpo de escisiéon de G, partiendo de una serie
de composicién de k[G] como en la prueba del teorema anterior, obtenemos
una serie de K|[G] que no es necesariamente una serie de composicién de K[G],
pero que puede refinarse hasta que lo sea. Esto nos permite concluir que todo
K[G]-médulo simple es un factor de composicién de un K[G]-médulo V.

Teorema 3.40 Sea G un grupo finito y K/k una extension de cuerpos. Si K
es un cuerpo de escision de G, entonces k lo es también si y sélo si todo K[G]-
mddulo simple es isomorfo a un K[G]-mddulo Vi, para cierto k[G]-mddulo sim-
ple V.

DEMOSTRACION: Una implicacién es inmediata por el teorema anterior. Sea
V cualquier k[G]-mddulo simple y sea W un factor de composicién de Vi. Por
hipétesis, existe otro k[G]-médulo simple V' tal que W = V.. Asi pues, Vi
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y Vj; tienen un factor de composicién en comun. El teorema 3.38 nos da que
V 2V’ de modo que Vi = W. Asi pues, Vi es absolutamente simple.

Esto implica que V también es absolutamente simple, pues si L/k es una
extension arbitraria (aunque podemos suponer que K y L estdn contenidos
en un mismo cuerpo KL), no puede ocurrir que V, no sea simple, ya que
entonces Vi = (Vi)kr = (Vk)kr tampoco lo serfa, en contra de que Vi es
absolutamente simple. Por consiguiente, k es un cuerpo de escisiéon de G. =

3.4 Grupos de Grothendieck

Introducimos ahora una herramienta 1til para estudiar las representaciones
lineales a modo de nexo entre las representaciones propiamente dichas y sus ca-
racteres. El punto de partida es una construccién general que conviene exponer
en el contexto de una subcategoria arbitraria® C de la categoria de los A-médulos
(por la derecha) finitamente generados, donde A es un anillo prefijado:

Sea AN la suma directa de infinitas copias de A, que es un A-médulo libre de
rango infinito. Asi, para todo objeto M € €, existe un epimorfismo AN — M,
luego M es isomorfo a un cociente de AN, Llamamos B al conjunto® de todos
los médulos cociente AMN /T que pertenecen a C. Asf, B C €y para cada M € C
existe al menos un M’ € B tal que M = M’. Ahora llamamos £ al Z-mddulo
libre de base B, de modo que un elemento arbitrario de £ se expresa de forma
tnica como combinacién lineal

Z aMMa
MeB

donde ap; € Z y aps = 0 para todo M salvo a lo sumo para una cantidad finita
de ellos.

Consideramos el conjunto R de todas las ternas (M’, M, M") € B3 tales que
existe una sucesion exacta

0— M —M-—M —0
de morfismos de C y
R={M-M-M"| (M ,M,M")eR} C L.

Por tltimo, definimos el grupo de Grothendieck asociado a la categoria C
como el grupo cociente

R(€) =L/ (R").

5No vamos a necesitar ningtin resultado de la teorfa de categorias méas alld de la mera
definicién. Si el lector no esta familiarizado con ella, sélo necesita saber que cuando hablamos
de un “objeto” de € queremos decir “un A-mddulo finitamente generado”, o un “A-mdédulo
proyectivo finitamente generado”, etc., y que cuando hablamos de un “morfismo” de € quere-
mos decir un homomorfismo de A-médulos finitamente generados, o de A-mdédulos proyectivos
finitamente generados, etc., segin los objetos que compongan C.

6Tomamos B por una cuestién técnica conjuntista: en general el universo de una categoria
es una clase propia (que no es un conjunto), y as{ B es un conjunto que contiene representantes
de todas las clases de isomorfia de los objetos de C.
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En primer lugar observamos que si M € B es el médulo trivial, entonces
tenemos una sucesién exacta

0—M-—M-—M—0,

luego M — M — M = —M € R*, luego M € (R*), luego la clase de M en R(C)
es la clase nula.
Mas en general, si M, N € B cumplen que M = N, entonces tenemos una
sucesion exacta
0—0—M-—N—0,

luego N — M — 0 € R*, luego N — M € (R*) (porque 0 € (R*)), luego M y N
determinan la misma clase de congruencia en el cociente R(C).

En conclusion, cada M € € es isomorfo a al menos un médulo M’ € B, que
no es necesariamente 1inico, pero dos cualesquiera de ellos determinan la misma
clase de congruencia en R(C), luego podemos definir [M] € R(C) como la dnica
clase de congruencia que contiene médulos isomorfos a M. El teorema siguiente
recoge las propiedades bésicas del grupo R(C):

Teorema 3.41 Sea A un anillo y C una subcategoria de la categoria de los
A-mddulos finitamente generados.

a) El grupo de Grothendieck R(C) es un grupo abeliano.

b) Existe una aplicacion [ ]: C — R(C) cuya imagen es un sistema gene-
rador de R(C) y tal que, para toda sucesion exacta en C

0— M — M — M'—0,
se cumple que [M] = [M'] + [M"].

c) Si R es un grupo abeliano y f : € — R es una aplicacion tal que, para
toda sucesion exacta en C

0— M — M — M"—0,

se cumple que f(M) = f(M') + f(M"), entonces existe un inico homo-
morfismo de grupos i : R(C) — R tal que, para todo M € C, se cumple
que i([M]) = f(M).

DEMOSTRACION: a) es evidente, para probar b) tomamos médulos M7, Mj,
M{" € B tales que M' = M{, M = M;, M"” =2 M{. Claramente existe una
sucesion exacta

0— M; — M; — M{ — 0,
luego M, — Mj — My’ € ®*, luego [M] = [M] = [Mj] + [M{) = [M) + [M"].
Para probar ¢) usamos que £ es un Z-mdédulo libre de base B, luego podemos

definir un homomorfismo de grupos j : L — R mediante j(M) = f(M). Si
(M', M, M") € R, entonces

J(M =M = M") = f(M) = f(M') = f(M") =0,
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luego (R*) estd contenido en el nicleo de j y, por consiguiente, j induce un
homomorfismo de grupos i : R(€) — R que cumple i([M]) = f(M) para todo
M e B.

El mismo razonamiento que hemos empleado con R(€) prueba que si M,
N € @ cumplen M = N, entonces f(M) = f(N). Por lo tanto, si M € C,
tomamos M’ € B tal que M = M’ y sucede que

i([M]) = i([M']) = fF(M") = f(M).
Como los elementos [M] generan R(C), es claro que el homomorfismo 7 es
dnico. "

Las funciones f que cumplen la propiedad c¢) del teorema anterior se llaman
funciones aditivas.

Es claro que el grupo R(€) estd determinado salvo isomorfismo por las pro-
piedades del teorema anterior. En lo sucesivo no volveremos a mencionar los
objetos L, R, etc. que hemos usado en la construccién de R(C). Veamos otras
propiedades elementales, cuya prueba no ofrece ninguna dificultad:

Teorema 3.42 Sea A un anillo y C una subcategoria de la categoria de los A-
mddulos finitamente generados. Consideremos el grupo de Grothendieck R(C) y
la aplicacion candnica [ ]: C — R(C). Entonces

a) [0]=0.
b) Si M, N € C cumplen M = N, entonces [M] = [N].
¢) Todo elemento de R(C) se expresa como combinacidn lineal finita
ny[Mi] + - - + n.[M,],
donde n; € Z, M; € C.
d) SiM, N, M &N € C, entonces [M & N] = [M] + [N].

Observemos que si € es estable para sumas directas (es decir, si la suma
directa de dos médulos de € estd también en €) entonces, en la combinacién
lineal de ¢), todos los sumandos con coeficiente positivo pueden agruparse en
una tnica suma directa, e igualmente con los de coeficiente negativo, por lo que
todo elemento de R(C) es de la forma [M] — [N], con M, N € C.

El principal ejemplo concreto de grupos de Grothendieck que nos va a inte-
resar es el siguiente:

Definicién 3.43 Sea G un grupo finito y k un cuerpo. Llamaremos Ry (G) al
grupo de Grothendieck asociado a la categoria de los k[G]-médulos finitamente
generados. Definimos

R (G) = {[M] € Ri(G) | M es un k[G]-médulo finitamente generado},
Sk(G) = {[M] € Ri(G) | M es un k[G]-médulo simple}.
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Teorema 3.44 Sea G un grupo finito y k un cuerpo. Entonces:

a) Si M y N son dos k[G]-mddulos simples, entonces [M] = [N] en Ri(G)
sty solo si M = N.

b) Ri(G) es un Z-mddulo libre de base Si(G).

DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que Si(G) genera Ry (G).
Para ello basta observar que si M es un k[G]-médulo finitamente generado no
nulo y

O0=MycCcM;C---CM,=M

es una serie de composicion, la sucesién exacta
0— M,y —M—M/M, 1 —0

nos da la relacion
[M] = [M/M,_1] + [M,_1],

donde [M/M,,_1] € Sk(G). Razonamos igualmente con M, _; y, tras un numero
finito de pasos, llegamos a que

[M] = [My /My, 1] + [My 1 /My 2] + - - + [M] € (Sk(G)) -

Sea V1,...,V; un sistema de representantes de los k[G]-médulos simples
y sea R el Z-médulo libre de base {Vi,...,V,}. La aplicaciéon V; — [V;] se
extiende a un epimorfismo de grupos f : R — Ry (G). Vamos a probar que es
un isomorfismo construyendo su inverso. Esto prueba al mismo tiempo a) y b).

Para cada k[G]-mddulo finitamente generado M, sea m; (M) la multiplicidad
de V; como factor de composicién de M (es decir, el nimero de factores de
composicién de V isomorfos a V;). Si tenemos una sucesién exacta de k[G]-
médulos

0— M — M — M'"—0,

es claro que una serie de composiciéon de M se obtiene “enlazando” una serie
de composicién de M’ con una serie de composiciéon de M/M’ = M", por lo
que m;(M) = m;(M") + m;(M"). Asi pues, la funcién m; es aditiva y, por
consiguiente, induce un homomorfismo de grupos m; : Ri(G) — Z que cumple
m;([M]) = m;(M). El homomorfismo g : Ri(G) — R dado por

h
9(z) = 2 mi(z)Vi
cumple que g([Vi]) = V;, luego es el inverso de f. n
De este modo, los elementos de Si(G) = {[Vi],...,[Vn]} se corresponden

biunivocamente con las clases de isomorfia de k[G]-mdédulos simples y, para
todo k[G]-médulo no nulo finitamente generado M, el elemento [M] € Ry (G)
se expresa de forma tinica como
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donde m; (M) es el nimero de veces que V; aparece como factor de composicién
de M.

Asi, para dos k[G]-mdédulos M y N, se cample que [M] = [N]siysélosi M y
N tienen los mismos factores de composicién (con las mismas multiplicidades).
En particular, si cark 1 |G| (con lo que k[G] es semisimple), podemos concluir
que [M] = [N] si y s6lo si M = N, ya que cada k[G]-médulo finitamente
generado y no nulo es la suma directa de sus factores de composicién.

Veamos ahora un resultado general para definir formas bilineales sobre gru-
pos de Grothendieck:

Teorema 3.45 Sea A un anillo y sean C y € dos subcategorias de la categoria
de los A-mddulos finitamente generados, sea R un grupo abeliano y sea

F:exC —R
una aplicacion tal que, para cada par de sucesiones exactas
0— M — M — M'—0, 0— N —N-—N'"—0
en C y € respectivamente, se cumpla que
F(M,N)=F(M',N)+ F(M",N), F(M,N)=F(M,N')+ F(M,N").
Entonces existe una unica forma bilineal b : R(C) x R(C") — R tal que
b([M],[N]) = F(M, N).

DEMOSTRACION: Fijemos un objeto N € € y consideremos la aplicacién
fn : € — R dada por fy(M) = F(M, N). Claramente es aditiva, luego induce
un homomorfismo de grupos iy : R(€) — R que cumple iy ([M]) = F(M,N).

Tomemos ahora x € R(C) y consideremos la aplicacién g, : ¢/ — R dada
por g (N) = in(z). Vamos a probar que es aditiva. Consideramos una sucesién
exacta

0— N —N-—N"—0

y observamos que, para cada M € €, se cumple que
in([M])=F(M,N)=F(M,N")+ F(M,N") = in:/([M]) +in~([M]).

Como iy, in € iy son homomorfismos de grupos y los elementos [M] gene-
ran R(C), esto implica que in(z) = in/(x) + in~(z) para todo z € R(C), luego
9z (N) = g(N') + g(N""). Asi pues, g, es aditiva y define un homomorfismo
de grupos j, : R(C") — R que cumple j,([N]) = in(z).

Finalmente, definimos b(z,y) = j,(y). Claramente, si

x =Y omi[M;], y = 2.n;[Njl,
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entonces

b(z,y) = > n;je(IN;]) = X onjin, (x) = Yominjin, ([Mi]) = > _min; F(M;, N;).
J J 0 i,
De aqui se sigue inmediatamente que b es bilineal y que cumple lo pedido.
La unicidad es inmediata. m

De momento veremos dos aplicaciones de este teorema. En primer lugar
consideramos la aplicacién que a cada par de k[G]-mddulos M y N les asigna
F(M,N) = [M ®; N] € R;(G). Claramente es aditiva en M y N, por lo que
induce una forma bilineal en Ry (G):

Teorema 3.46 Si G es un grupo finito y k es un cuerpo, el grupo Ry(G) ad-
quiere estructura de anillo conmutativo con el producto determinado por

[M] - [N] = [M @, N],
para todo par de k[G]-mddulos finitamente generados M y N.

DEMOSTRACION: El producto estd bien definido por el teorema anterior,
y es bilineal, es decir, que cumple la propiedad distributiva. Las propiedades
del producto tensorial implican trivialmente las propiedades de la definicién de
anillo. Observemos que el elemento neutro es 1 = [k|, considerando a k como
k[G)-médulo trivial (el k[G]-médulo asociado a la representacién trivial de G
sobre k). "

La segunda forma bilineal que podemos definir en Rj(G) (esta vez bajo la
hipétesis de que cark 1 |G|) estéd asociada a

(M, N) = dim;, Homg (M, N) € Z.

(Obviamente, la dimensién es un nimero natural, pero vamos a aplicar el teo-
rema 3.45 con R = 7).

Observemos que (M, N) es aditiva en las dos componentes, pues si tenemos
una sucesién exacta de k[G]-mddulos finitamente generados

0— M — M — M"—0,

el hecho de que k[G] sea semisimple se traduce en que M = M’ @ M”, por lo
que todo homomorfismo de k[G]-médulos M — N estd determinado por sus
restricciones a M’ y M", es decir,

Homg (M, N) = Homg(M', N) & Homg(M", N),

luego (M,N) = (M’',N) + (M"”,N). Similarmente se razona con la segunda
componente. Por lo tanto:

Teorema 3.47 Sea G un grupo finito y k un cuerpo tal que cark t |G|. En-
tonces existe una forma bilineal { , ) : Rip(G) x R(G) — Z determinada por
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que, para todo par de k|G]-mddulos finitamente generados M y N, se cumple
que
([M],[N]) = dimy Homg (M, N).

Respecto a ella, la base Si(G) es ortogonal (y es ortonormal si k es un cuerpo
de escision para G).

DEMOSTRACION: La ortogonalidad de la base significa que ([M], [N]) = 0 si
[M] # [N], lo cual es consecuencia del lema de Schur 3.12. La ortonormalidad
significa que, ademds, ([M],[M]) = 1, lo cual se cumple si k es un cuerpo de
escisién, por el teorema 3.34. n

3.5 Caracteres

En esta secciéon deduciremos las propiedades basicas de los caracteres de las
representaciones de grupos finitos a partir de los resultados precedentes.

Definicién 3.48 Si G es un grupo finito y k es un cuerpo, definimos k¢ como
el k-espacio vectorial de todas las funciones G — k. Llamaremos Fi(G) al
subespacio de k¢ generado por los caracteres de las representaciones de G en k.
Notemos que todos los elementos de Fi(G) son funciones de clases, es decir,
que son constantes en cada clase de conjugacion de G.

Teniendo en cuenta que el producto de caracteres es de nuevo un caracter
(teorema 1.16), es claro que F,(G) tiene estructura de k-dlgebra con el producto
definido puntualmente. Llamaremos R} (G) al subgrupo de Fj,(G) generado por
los caracteres de G sobre k, que claramente es un subanillo de Fj(G), a cuyos
elementos llamaremos caracteres virtuales de G sobre k.

La notacién R} (G) se debe que vamos a demostrar que este anillo es isomorfo
al anillo de Grothendieck Ry (G). Para probarlo necesitaremos un resultado
previo sobre extension de coeficientes. Observemos que si

0—V —V-—V"—0
es una sucesion exacta de k[G]-médulos, entonces
0— Vi — Vg — V) —0

es también una sucesién exacta (porque K es libre sobre k), luego podemos
definir un homomorfismo de grupos R;(G) — Rk (G) mediante [V] — [Vk].

Teorema 3.49 Sea G un grupo finito y k C K una extension de cuerpos. El
homomorfismo natural Ri(G) — Rk (G) es inyectivo, y es un isomorfismo si k
es un cuerpo de escision de G.
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DEMOSTRACION: La imagen de cada elemento [V] € Si(G) se expresa como
combinacién lineal de un subconjunto Iy C Sk (G), y el teorema 3.38 implica
que los conjuntos I}y son disjuntos dos a dos. Esto prueba que la imagen
de Sk(G) es linealmente independiente en R (G), y esto implica a su vez la
inyectividad. Si k£ es un cuerpo de escision de G, el teorema 3.39 implica que la
imagen de Si(G) es Sk (G), luego el homomorfismo es un isomorfismo. =

Teorema 3.50 Si G es un grupo finito y k es un cuerpo, existe un isomorfismo
de anillos Ry(G) — R} (G) dado por [V| — xv, donde xv es el cardcter
asoctado al k[G]-mddulo V. En particular, el grupo R} (G) es un Z-mddulo libre
que tiene por base a los caracteres irreducibles de G sobre k.

DEMOSTRACION: Consideremos una sucesién exacta de k[G]-médulos fini-
tamente generados
0—V —V —V"—0o.

Fijemos una base v1,...,v, de V' como k-espacio vectorial y completémosla
hasta una base vy, ...,v, de V. Entonces, las imagenes de v,41,...,v, son una
base de V. Consideremos las representaciones matriciales p’, p, p” asociadas a
los tres médulos en dichas bases. Es claro que, para todo o € G, se cumple que

o) = ( p’io) p”(()a) >

luego los caracteres correspondientes cumplen la relacién yy = xvy+ + xv~. Esto
implica que existe un homomorfismo de grupos en las condiciones del enunciado.
Como el producto en Ry (G) estd inducido por el producto tensorial, es claro
que se trata de un homomorfismo de anillos, obviamente suprayectivo.

En particular, hemos probado que el caracter de un médulo es la suma de
los caracteres de sus factores de composicién, luego todo cardcter es suma de
caracteres irreducibles, y éstos generan R} (G).

Vamos a probar que el homomorfismo del enunciado es un isomorfismo su-
poniendo en primer lugar que k es un cuerpo de escisiéon de G. Para ello bastara
probar que si Sk(G) = {[V4],...,[V4]}, los caracteres xy, son linealmente inde-
pendientes sobre Z (en particular, distintos dos a dos). Probaremos, de hecho,
que son linealmente independientes sobre k (es decir, como elementos del espacio
Fi(G)).

Si p; es la representacion lineal asociada a V;, podemos extenderla por linea-
lidad hasta un homomorfismo de k-dlgebras p; : k[G] — Endy(V;). Como k
es un cuerpo de escision, los k[G]-médulos V; son absolutamente simples, y el
teorema 3.36 nos da que cada p; es suprayectiva.

Igualmente podemos extender linealmente los caracteres hasta funciones
xv; : k[G] — k, de modo que yv,(z) sigue siendo la traza de p;(z), para
todo z € k[G].

La suprayectividad de p; hace que podamos tomar un elemento z; € k[G]
tal que xv,(z;) = 1. El teorema 3.37 nos da otro elemento y; € k[G] tal que
xv; (yi) = xvi(z:) = 1y xv,(y:) = 0, para todo j # i. De aquf se sigue inmedia-
tamente que los caracteres son linealmente independientes sobre k considerados
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como funciones definidas sobre k[G], pero, como las extensiones a k[G] estan
determinadas por linealidad por sus restricciones a G, es evidente que también
son linealmente independientes considerados como funciones sobre G, es decir,
como elementos de Fi(G).

Supongamos ahora que k es un cuerpo arbitrario y sea K un cuerpo de es-
cisién de G que contenga a k. Por la parte ya probada, tenemos un isomorfismo
R (G) & Fg(G) que biyecta la base Sk (G) con el conjunto I de los carac-
teres irreducibles de G sobre K. Si V' es un k[G]-mddulo simple, su cardcter
es el mismo que el de Vi y, como [Vi] es combinacién lineal (no nula) de los
elementos de un subconjunto Iy C Sk (G) (véase la prueba de 3.49), resulta
que Yy es combinacién lineal (no nula) de los caracteres de la imagen I, [’V] clI
de Ijy}. Como los conjuntos Ijy son disjuntos dos a dos, lo mismo sucede con
los conjuntos I}, y, como I es una K-base de Fx(G), es claro que los carac-
teres irreducibles de G sobre k son linealmente independientes sobre K, luego
también son linealmente independientes sobre k y forman, por consiguiente, una
k-base de F(G) y una Z-base de R}, (G). Esto prueba que el homomorfismo del
enunciado es un isomorfismo. L]

Conviene destacar que hemos probado que los caracteres irreducibles de G
sobre k son una k-base de Fj(G). El teorema anterior implica que dos k[G]-
moédulos finitamente generados tienen el mismo cardcter si y solo si tienen los
mismos factores de composicién (con las mismas multiplicidades).

Ahora probaremos que los valores que toman los caracteres son sumas de
raices de la unidad. Para ello necesitamos unos resultados previos que nos
reduzcan el problema al caso semisimple:

Teorema 3.51 Sea k un cuerpo de caracteristica primap y sea G = P x H un
grupo finito, donde P tiene orden potencia de p y H tiene orden primo con p.
Entonces, un k[G]-mddulo finitamente generado V es semisimple si y sdlo si P
actia trivialmente sobre V.

DEMOSTRACION: Si P actia trivialmente sobre V, podemos considerar a
V como k[H]-médulo finitamente generado y, como k[H| es semisimple, vemos
que V es un k[H]-mddulo semisimple, y esto implica que también es semisimple
como k[G]-médulo.

Para probar el reciproco no perdemos generalidad si suponemos que V es
simple. El teorema 1.14 nos da que el k[P]-submédulo

Vp ={v € V | vmr = v para todo w € P}

no es nulo. Ahora bien, el hecho de que P < G implica que Vp es un k[G]-
submédulo de V, pues si v € Vp, 0 € G y m € P, tenemos que omro ' € P,
luego

(vo)r = v(omo™Y)o = vo,

luego vo € Vp. Como V es un k[G]-mddulo simple, esto implica que Vp = V|
es decir, que P actia trivialmente sobre V. n
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Teorema 3.52 Sea G un grupo finito, sea k un cuerpo de caracteristica p y sea
o =mno’ € G, donde 7 tiene orden potencia de p y o’ tienen orden primo con p.
Entonces, para todo cardcter x de G sobre k, se cumple que x(c) = x(o’).

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que G = (o) (no-
temos que 7 y ¢’ son potencias de o). De este modo, G = P x H, donde P = (r)
y H = (¢’). Sea V un k[G]-médulo irreducible que determine el cardcter x, sea

0=VcWic---CcV,=V

una serie de composicién de V' y formemos una base de V' extendiendo una base
de Vj a una base de Vi y asi sucesivamente hasta llegar a V. Consideremos la
representacién matricial de G asociada a esta base. Para cada 7 € GG, la matriz
p(7) tiene la forma

pi(r) ] 0 0
p(T) = * 0
* * | pn(T)

donde p; es la representacion asociada al factor de composicién V;/V;_;. Como
los factores de composicién son simples, el teorema 3.51 implica que p;(7) es
la matriz identidad. Por consiguiente p(c) tiene los mismos bloques diagonales

que p(0”), luego x(o) = x(0’). =

Teorema 3.53 Sea k un cuerpo, sea G un grupo finito, sea m el minimo comun
maultiplo de los ordenes de los elementos de G no divisibles entre la caracteristica
de k (si es que es no nula). Entonces, los valores que toman los caracteres de G
sobre k son sumas de raices m-simas de la unidad (en una clausura algebraica
de k).

DEMOSTRACION: Sea V un k[G]-médulo finitamente generado y sea x su
cardcter y sea 0 € G. Hemos de probar que x(o) es suma de raices m-simas
de la unidad. Si k tiene caracteristica prima p, el teorema anterior nos permite
suponer que el orden de o no es divisible entre p. Sea H = (o). El cardcter
de V como k[H]-mdédulo es la restriccién x|, luego no perdemos generalidad
si suponemos que G = (o), de modo que G es abeliano y k[G] es semisimple
(v ahora m = |G|). También podemos sustituir k& por una clausura algebraica
k (y V por V ®;, k) sin modificar el cardcter, luego podemos suponer que k es
algebraicamente cerrado.

Es claro que las representaciones irreducibles de G son lineales, luego coinci-
den con los caracteres irreducibles de G y son, concretamente, las que a signan
a o cada una de las m raices de la unidad en k. Como x es suma de caracteres
irreducibles, x(co) es suma de raices m-simas de la unidad. .

A partir de aqui nos restringimos al caso en que cark 1 |G]|.

Definicién 3.54 Sea G un grupo finito y k& un cuerpo tal que cark {1 |G|.
Definimos en Fy,(G) la forma bilineal dada por

1 -1
(9 =& > flo)gle™).

ceG
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Recordemos que el cardcter regular de G es el asociado al k[G]-médulo k[G]
y, segin el ejemplo de la pagina 10, viene dado por

ro(o) = |G| sio=1,
ATV 0 sic#L

Vamos a calcular su expresiéon como combinacién lineal de los caracteres
irreducibles. Sea k[G] = A1 @ --- @ Aj, la descomposicién de k[G] dada por el
teorema de Wedderburn 3.16, de modo que A; = Mat,,,(D;*), D; = End(V;).
Sea x; el caracter de V;. En la demostracién del teorema 3.17 se ve que el
nimero de veces que V; aparece como sumando directo de A4; es n; = dimp, V;.
Como

xi(1) = dimy V; = (dimy, D;)(dimp, V;),

concluimos que la multiplicidad de V; en k[G] (o, equivalentemente, la multi-
plicidad de x; en el cardcter regular rg asociado a k[G]) es x;(1)/m;, donde
m; = dimg D;. Explicitamente:

ra = Z Xl(l)Xz

m

Teorema 3.55 Sea G un grupo finito y k un cuerpo tal que cark { |G|. Sea
E[Gl=A1®- - @ Ap, la descomposicion de k|G] dada por el teorema de Wedder-
burn 3.16, de modo que A; = Mat,,, (D;?), D; = End(V;), y seal =e1+---+ep
la descomposicidn correspondiente de la unidad de k[G]. Sea x; el cardcter de
Vi y sea m; = dimy, D;. Entonces

e; = Xl(l) Z Xi(a_l)a-

;=
|G|ml ceG
DEMOSTRACION: En principio,

€; = Z a0,

ceG

para ciertos a, € k, que hemos de determinar. Para ello observamos que

rg(e;o™t) = > agrg(to™t) = |Glae.
T€EG

Por otra parte, usando la expresién de rg¢ que hemos obtenido justo antes
de este teorema,

x5 (1 -
|Glay = Z %Xj(eio b,
j J

Si llamamos p; : k[G] — k a la representacién que origina a x;, tenemos
que
0 sii# g,

pileic™") = pjlei)pi(c™") = {Pj(ol) si i = j.
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Por lo tanto, x;(e;o™!) = x;(071)d;;, donde (8;;) es la matriz identidad.
En definitiva, llegamos a que |Gla, = x:(1)xi(c™1)/m;, que es lo que afirma el
enunciado. -

Notemos que x;(1)/m; € Z, luego el cociente tiene sentido como elemento
de k. Maés atn, es no nulo en k, pues de lo contrario serfa e; = 0. De aqui
deducimos las relaciones de ortogonalidad:

Teorema 3.56 (Relaciones de ortogonalidad) Sea G un grupo finito y k
un cuerpo tal que car k 1 |G|. Sean x, 1 dos caracteres irreducibles de G sobre k.

Entonces

_jm six=19,
donde m = dimy, Endg(V), para cualquier k[G]-mddulo irreducible V de cardc-
ter x.

DEMOSTRACION: Continuando con la notacién del teorema anterior, consi-
deramos dos caracteres irreducibles x; y x;. Puesto que e;e; = e;0;;, sustitu-
yendo en esta igualdad las expresiones que hemos obtenido para los e; resulta

6 L s Xi(0™)x; (7T =615 3 xi(0 7)o
m; |G| o,7TeG o€G

Igualamos el coeficiente de 1 en ambos miembros:

m; @r%:GXi(T)Xj(T 1) = dixi(1),

lo que equivale a
X (1)
mj

(X, X5) = ixi(1).

Sii # j, teniendo en cuenta que x;(1)/m; # 0 en k, concluimos que (x;, x;) = 0.
Si ¢ = 7, la expresién se reduce a

xi(1) xi(1)
X)) = Xi(l) = i
o (xi> xi) = xi(1) el
luego, dividiendo entre y;(1)/m;, llegamos a que {x;, x;) = m;. =

El teorema siguiente termina de probar la equivalencia entre los anillos
Ry(G) y R (G):

Teorema 3.57 Sea G un grupo finito y k un cuerpo tal que cark { |G|. A través
del isomorfismo Ry (G) = R}.(G) dado por el teorema 3.50 hace corresponder la
forma bilineal definida en el teorema 3.47 con la definida en 3.54.

DEMOSTRACION: Antes de probar el teorema, debemos senalar que la co-
rrespondencia entre las formas bilineales requiere una matizacién. En efecto, la
forma bilineal en Ry (G) es una aplicacién

< s > : Rk(G) X Rk(G) — Z,
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mientras que la forma bilineal en R} (G) es una aplicacién
(, ):RL(G) x RL,(G) — k.

La correspondencia consiste en que la segunda es igual a la primera com-
puesta con el homomorfismo natural Z — k.

El isomorfismo dado por el teorema 3.50 hace corresponder la base Si(G)
de Ri(G) con la base de R} (G) formada por los caracteres irreducibles de G
sobre k, y ambas son ortogonales para las formas bilineales respectivas, luego la
matriz de ambas en las bases respectivas es diagonal. Como

(V];[V]) = dimg End(V) = (xv, xv),

(entendiendo que el miembro derecho es la imagen en k del miembro izquierdo),
concluimos que ambas matrices se corresponden (a través del homomorfismo
Z — k), luego las dos formas bilineales se corresponden a través del isomor-
fismo. n

3.6 Extensiones de coeficientes

En esta seccién vamos a estudiar con mas detenimiento el monomorfismo del
teorema 3.49 o, equivalentemente, la inclusién R} (G) C R’ (G). En principio,
sabemos que cada caracter irreducible de G sobre k se expresa como combinacién
lineal (con coeficientes naturales) de ciertos caracteres irreducibles de G sobre K.
Vamos a ver qué podemos decir de estos caracteres y de los coeficientes de la
combinacién. La situacién para cuerpos de caracteristica prima es bastante méas
simple que en el caso de cuerpos de caracteristica cero, y ello es consecuencia
del teorema siguiente:

Teorema 3.58 Sea G un grupo finito, K/k una extension de cuerpos de ca-
racteristica prima y p : G — Aut(V) una representacion lineal absolutamente
irreducible de G sobre K cuyo cardcter asociado tome valores en k. Entonces
V =Wk, para cierto k[G]-mddulo absolutamente simple W.

DEMOSTRACION: Consideramos en primer lugar el caso en que K es finito.
Razonando por induccién sobre el cardinal de K, no perdemos generalidad si
suponemos que no hay cuerpos intermedios entre k y K.

Fijemos una representacién matricial p : K[G] — Mat,,(K). Por el teo-
rema 3.36 sabemos que p es suprayectiva. Llamemos A C Mat,, (K) al k-espacio
vectorial generado por p[G|, que claramente es una k-subdlgebra del anillo de
matrices. Consideremos su centro Z(A).

Una matriz a € Z(A) conmuta con todas las matrices de p[G], luego también
conmuta con todas las matrices de p[K[G]], luego a € Z(Mat,,(K)) = K (donde
identificamos a K con el espacio de matrices escalares). Asi pues, tenemos
que k C Z(A) C K. Es claro que Z(A) es un cuerpo (por ejemplo, porque
es la adjuncién a k de elementos algebraicos), luego, por la hipdtesis de que
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la extensién K/k no tiene cuerpos intermedios, ha de ser Z(A) = k o bien
Z(A) = K. Vamos a descartar esta segunda posibilidad.

Si Z(A) = K, entonces A contendria al K-espacio vectorial generado por
p[G], es decir, serfa A = p[K[G]] = Mat,,(K). En particular, si a € K \ k,
podriamos tomar una matriz en A de traza igual a «, pero, por otra parte,
como las trazas de las matrices de p[G] estdn todas en k, lo mismo sucede con
las trazas de las matrices de A, y tenemos una contradiccion.

Asf pues, tenemos que Z(A) = k. Ahora demostraremos que A es semisim-
ple, para lo cual basta probar que J(A) = 0 y a su vez, basta probar que A no
tiene ideales nilpotentes no nulos. Si I es un ideal nilpotente de A, entonces K1
es un ideal nilpotente de KA = p[K[G]] = Mat,,(K), luego KI = 0, porque
los anillos de matrices son semisimples (teorema 3.17). Asi pues, I =0y A es
semisimple.

Podemos considerar entonces la descomposicién de A dada por el teorema
de Wedderburn 3.16, donde cada A; = Mat,,, (D;*) ha de contener en su centro
un k-subespacio vectorial isomorfo a k (pues D; = Enda(V;) contiene a k en
su centro, identificado con el espacio de las homotecias en V;). Puesto que
dimy Z(A) = 1, la descomposicién de A sélo puede tener un sumando, es decir,
que A = Mat, (D°P), donde D = Ends (W), para cierto A-médulo simple W
finitamente generado. Como W tiene dimensién finita sobre k, es un conjunto
finito, luego D también es finito, y todo anillo de divisién finito es un cuerpo.”
Por consiguiente, D = Z(Mat,, (D)) = Z(A) = k. Como Endq(W) =D =k, el
teorema 3.34 nos da que W es un A-mdédulo absolutamente simple.

El epimorfismo natural k[G] — A convierte a W en un k[G]-médulo simple,
que, de hecho, es absolutamente simple, pues Endyg)(W) = End4 (W) = k. Nos
falta probar que V = Wg.

Por la observacién tras el teorema 3.39, existe un k[G]-mdédulo simple M tal
que V es un factor de composicién de M. Basta probar que M = W, pues
entonces V' serd un factor de composicion de Wi, que es simple, luego serd
V= Wk.

Si no se diera el isomorfismo M = W, el teorema 3.37 nos da un y € k[G]
que anula a M pero no anula a W. Como V es un factor de composicién de
My, es claro que y también anula a V', pero esto significa que la imagen de y
por el epimorfismo k[G] — A (inducido por la representacién matricial de V')
es nula, luego y también anula a W, ya que el producto de y por los elementos
de W se define a través de su imagen en A. Esta contradiccién prueba que
V =2 Wy y el teorema estd demostrado en el caso en que el cuerpo K es finito.

Para el caso general, observamos que no perdemos generalidad si sustituimos
el cuerpo K por una extensién. (Hemos de probar que una representacién
matricial sobre K con trazas en k es isomorfa a una representacién matricial
sobre k.) Asi pues, podemos suponer que K es algebraicamente cerrado. Sea
F el cuerpo primo de K, sea F C K la clausura algebraica de F. Sabemos
que es un cuerpo de escisién de G. El teorema 3.40 nos asegura la existencia
de un subcuerpo finito L de K que es también un cuerpo de escisiéon para G.
(Basta tomar un sistema de representantes de las representaciones matriciales

"Esto es el teorema de Wedderburn. Estd probado en mi libro de Geometria, teorema 7.28.
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irreducibles de G sobre F' y adjuntar a F los coeficientes de todas las matrices
imagenes de los elementos de G, que son un nimero finito. De este modo, todo
F[G])-médulo simple estd inducido por un L[G]-médulo simple.)

Como L es un cuerpo de escisién de GG, tenemos que V = My, para cierto
L[G)-médulo simple M. Como M y V tienen el mismo caricter, tenemos que
éste toma valores en L N k. Por la parte ya probada, M = N, para cierto
(L N k)[G]-mébdulo simple N. Entonces V. = Mg = Nxg = (Niy)k. El k[G]-
médulo W = Nj cumple lo pedido. (El hecho de que V sea absolutamente
simple y V = Wi implica que W también es absolutamente simple.) L]

Para extraer la principal consecuencia del teorema anterior conviene dar la
definicién siguiente:

Definicion 3.59 Sea G un grupo finito y m su exponente, es decir, el minimo
comun multiplo de los 6rdenes de los elementos de G. Diremos que un cuerpo es
suficientemente grande para G si contiene todas las raices m-simas de la unidad.

Teorema 3.60 Si K es un cuerpo suficientemente grande para un grupo fi-
nito G, entonces es un cuerpo de escision para G.

DEMOSTRACION: Si K tiene caracteristica 0 y k C K es la adjuncién a Q de
las raices m-simas de la unidad (donde m es el exponente de G), el teorema 2.62
nos da que k es un cuerpo de escisién de G, luego K también lo es.

Supongamos ahora que K tiene caracteristica prima y sea K su clausura
algebraica (que es un cuerpo de escisién de G). El teorema 3.53 nos da que los
valores que toman los caracteres de G sobre K son sumas de raices m-simas
de la unidad, luego todos ellos toman valores en K. Por el teorema 3.58, todo
K[G]-médulo simple es de la forma Vi, para cierto K [G]-médulo absolutamente
simple V. El teorema 3.40 implica que K es un cuerpo de escisién de G. =

Notemos que la prueba del teorema anterior es completamente distinta para
cuerpos de caracteristica 0 y para cuerpos de caracteristica prima, pues en el
primer caso se basa en el teorema de Brauer sobre caracteres inducidos y en el
segundo en el teorema 3.58.

Entre otras cosas, hemos de probar que los caracteres que aparecen en la
descomposicién de un cardcter irreducible tras una extension de coeficientes
forman una clase de conjugacién en el sentido que vamos a definir a continuacién.

Definicién 3.61 Sea G un grupo finito, K un cuerpo y p : G — LG(n, K)
una representaciéon matricial de G sobre K. Cada automorfismo 7 : K — K
induce un automorfismo de grupos 7 : LG(n, K) — LG(n, K). Llamaremos
pT = poT, que es claramente una representacion matricial de G sobre K.

Es inmediato comprobar que si ps y p2 son representaciones matriciales
isomorfas, entonces p] y p3 también son isomorfas, por lo que, si V es un K[G]-
mddulo finitamente generado, podemos llamar V7 al K[G]-médulo asociado
a cualquier representaciéon matricial p”, donde p es cualquier representacion
matricial asociada a V.
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Si f: G — K es una funcién cualquiera, podemos definir f7 : G — K
como la funcién dada por f7 (o) = 7(f(0)). En estos términos, si una represen-
tacién matricial p tiene caracter x, es claro que p” tiene caracter x7.

Teorema 3.62 Sea G un grupo finito, K un cuerpo de escision de G y sea
X : G — k un cardcter (irreducible) de G sobre K que tome valores en un
subcuerpo k C K. SiT:k — k es un automorfismo, entonces x” es también
un cardcter (irreducible) de G sobre K.

DEMOSTRACION: Sea K la clausura algebraica de K y sea k C K la clausura
algebraica de k. El teorema 3.49 implica que los caracteres irreducibles de G
sobre K son los mismos que los caracteres irreducibles de G sobre K y éstos,
a su vez, son los mismos que los caracteres irreducibles de G sobre k. Por otra
parte, T se extiende a un automorfismo de k. Por consiguiente, viendo a
como cardcter de una representacién irreducible p de G sobre k, tenemos que
X" es el cardcter de p” y, claramente, es también irreducible. Por lo tanto, x”
es también el cardcter de una representacién irreducible de G sobre K. Como
todo caracter es suma de caracteres irreducibles, el conjugado de un carécter
arbitrario es también un caracter. m

Definicién 3.63 Sea K/k una extensién de cuerpos. Si x : G — K es un
cardcter de G sobre K, llamaremos k() a la adjuncién a k de la imagen de .
Por 3.60 tenemos que k(x) estd contenido en una extensién ciclotémica de K,
luego la extension k(x)/k es finita de Galois con grupo de Galois G, = G(k(x)/k)
abeliano. Diremos que dos caracteres irreducibles ¢, x de G sobre K son con-
jugados sobre k si k(¢) = k(x) y existe un 7 € G, tal que x7 = 1.

Es claro que la conjugacién sobre k es una relaciéon de equivalencia en el
conjunto de los caracteres irreducibles de G sobre K. Observemos que si y es
un cardcter irreducible cualquiera y 7 € Gy, entonces x” es también un carcter
irreducible (por el teorema 3.62) y claramente k(x) = k(x7), luego x™ es un
cardcter conjugado con x sobre k. Esto significa que el grupo G, acttia sobre
la clase de conjugacién de x (y determina en ella una tnica érbita). Ademds el
estabilizador de x es trivial, pues si x™ = x, entonces 7 fija a k(x), luego ha de
ser 7 = 1. El teorema 1.18 implica entonces que el nimero de conjugados de x
sobre k es |Gy | = |k(x) : k|

Por otra parte, vamos a necesitar el siguiente resultado técnico:

Teorema 3.64 Sea K/k una extension de cuerpos finita de grado n, sea V
un K[G]-mddulo simple y sea Vi, el mismo espacio V' considerado como k[G]-
modulo.

a) Vi tiene un dnico factor de composicion W (con cierta multiplicidad),
que es, concretamente, el inico k[G]-mddulo simple tal que Wi tiene a V
como factor de composicion.

b) Si el cardcter x de V' toma valores en k, entonces el cardcter de Vi, es nx.
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DEMOSTRACION: Llamemos W al tinico k[G]-médulo simple tal que Wi
tiene a V como factor de composicién. (Véase la observacién tras 3.39.) El
teorema 3.37 nos da un = € k[G] tal que la multiplicacién por & en W es el
automorfismo identidad, mientras que = anula a cualquier k[G]-médulo simple
no isomorfo a W.

Es claro que la multiplicacién por x en Wg es también la identidad, y lo
mismo vale para la multiplicacién por x en V', ya que es un factor de composiciéon
de Wi . Por consiguiente, la multiplicacién por x en Vi también es la identidad,
y lo mismo vale para todos los factores de composicién de Vi, luego todos ellos
han de ser isomorfos a W. Esto prueba a)

Fijemos una K-base vy,...,v,, de V, y sea e1,...,e, una k-base de K. Es
claro entonces que los elementos e;v; forman una k-base de Vi. Dado o € G,
sea v;0 = Y Uy, conl ¢y € K. Sea, a su vez,

T

€y = Zﬁijrses; con 61']'7“3 €k
s

De este modo,

ejv;o = Zeiajrvr = Zﬁijrsesvr'
T S

Entonces:

eix(0) = e 3 ajj =3 Bijjses.
J 7>
Como x(o) € k, la unicidad de las coordenadas implica que
x(0) = 3 Bijjis
J
luego, si llamamos v al caracter de Vi, tenemos que
U(o) =3 Bijji = nx(o).
ij

Asi pues, ¥ = ny. "

Ahora ya podemos estudiar la descomposicién de un k[G]-médulo tras una
extension de coeficientes:

Teorema 3.65 Sea G un grupo finito, sea K/k una extension de cuerpos tal
que K sea un cuerpo de escision de G y sea V un k[G]-mddulo simple.

a) Los factores de composicion del K[G]|-mddulo Vi tienen todos la misma
multiplicidad m.

b) Sicark # 0, entonces m = 1.

¢) Los caracteres x; asociados a los factores de composicion de Vi forman
una clase de conjugacion sobre k. FEn particular, todos determinan el
mismo cuerpo L = k(x;) C K.
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d) Los factores de composicion de Vi, tienen todos multiplicidad 1.

e) Si Z es un factor de composicion de Vi, entonces Zx tiene un dnico factor
de composicion, con multiplicidad m.

f) Los mddulos Vi, y Vi son semisimples.

DEMOSTRACION: Sea W un factor de composicién de Vi, sea x su caracter
y sea L = k(x). Los factores de composicién de V' son factores de composicién
de las extensiones de coeficientes de los factores de composicién de Vi, luego
podemos tomar un factor de composicién Z de Vi tal que W sea un factor de
composicion de Z.

Veamos que W es el tnico factor de composicién de Zx (con cierta multi-
plicidad m). Notemos que esto implica que el cardcter de Z (que es el mismo
que el de Zk) es myx.

Si k tiene caracteristica prima, esto es consecuencia inmediata del teo-
rema 3.58, pues (combinado con 3.38) nos da que W = Zk, luego en este
caso tenemos ademas que m = 1. Supongamos ahora que car k = 0.

Sea Lo/L una extensién finita tal que Lo sea un cuerpo de escisién de G.
Podemos suponer que Ly y K estdn contenidos en un mismo cuerpo LoK (por
ejemplo, podemos tomar una extensién ciclotémica adecuada de L en la clausura
algebraica de K). Como Ly, K y LoK son todos cuerpos de escisién de G, el
teorema 3.39 nos da que x que en principio es un cardcter irreducible de
G sobre K— es también un carédcter irreducible de G sobre LoK y también
sobre L.

Si tomamos un Lo[G]-médulo Z’ con cardcter x y lo consideramos como
L[G]-médulo, el teorema anterior nos da que su cardcter sobre L pasa a ser
nx. Entonces, Zj también tiene cardcter ny, luego tiene a W como factor de
composicion, al igual que Zx, luego Z = Z’, por 3.38, luego el caracter de Zy es
my, y esto significa que su tnico factor de composiciéon es W, como queriamos
probar.

Sea § = G(L/k) y sean x = x1,...,Xn los caracteres conjugados de x
sobre k, donde n = |L : k| = |§|. Pongamos que § = {7y, ..., 7,}, de manera que
Xi = X™. El L|G]-médulo Z™ tiene caracter my;, luego los L[G]-mddulos Z™
son no isomorfos dos a dos, pues tienen caracteres distintos. También es claro
que los K[G]-médulos (Z7) g tienen cada uno un tnico factor de composicién
distinto, aunque siempre con multiplicidad m.

Ahora demostraremos que los L[G]-médulos Z™ son los factores de compo-
sicion de Vi, y que todos ellos tienen multiplicidad 1 en V. Con esto seran
inmediatas todas las afirmaciones del enunciado excepto la tltima.

Como Z es un factor de composicién de V, y (V)™ = Vi, (porque podemos
tomar como representacién matricial de V7, una de V, con coeficientes en k),
resulta que todos los Z7 son factores de composicion de V. Por consiguiente,

ndlmL Z < dlmL VL-
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Por otra parte, si Zj es el L[G]-mddulo Z considerado como k[G]-médulo, el
teorema anterior implica que Zj tiene a V' como tunico factor de composicién,
luego

dimL VL = dimk %4 S dlmk Zk = ndimL Z.

Asi pues, se da la igualdad dimy, V;, = ndimy, Z, de la que se sigue que Vp,
no puede tener mas factores de composicién que los n médulos Z™¢, y que todos
ellos han de tener multiplicidad 1.

Soélo falta probar que Vi, y Vi son completamente reducibles, lo cual es trivial
si cark = 0. Supongamos, pues, que k tiene caracteristica prima. Teniendo
en cuenta la parte del teorema ya probada, es claro que Z es un factor de
composicién arbitrario de V. Podemos tomar concretamente como Z un factor
de composicién que aparezca en primer lugar en una serie de composiciéon de
Vi, es decir, un submédulo simple de V. Si fijamos una L-base de Z y la
extendemos hasta una L-base de Vf, la representacion matricial asociada a Vr,
cumple, para todo o € G:

(o) = (L2 2.

* *

Las matrices de p{;’L tienen la misma estructura, con pz+ en el primer blo-
que, lo cual se traduce en que V;* = Vi, tiene un L[G]-submdédulo isomorfo a
Z7i. Por consiguiente, si llamamos S a la suma de un L[G]-submddulo simple
de V7, isomorfo a cada Z7™, tenemos que S es un L[G]-médulo semisimple (teo-
rema 3.3) que tiene los mismos factores de composicién que Vz. Como éstos
tienen multiplicidad 1 en Vg, ha de ser Vi, = S, luego Vi, es semisimple.

La prueba para Vi es andloga: considerando a Z™ como submédulo de V7,
vemos que (Z7 )k es un submddulo de Vi (simple, por la propiedad e). Como
los factores de composicién de Vi son los (Z7) g y todos tienen multiplicidad 1,
concluimos igualmente que Vi es semisimple. L]

Definicién 3.66 Sea G un grupo finito y K/k una extensién de cuerpos tal
que K sea un cuerpo de escisién de G. Sea W un K[G]-médulo simple y sea V/
el inico k[G]-médulo simple tal que Vi tiene a W como factor de composicidn.
La multiplicidad m = my (V) dada por el teorema anterior para el k[G]-médulo
V se llama indice de Schur de V sobre k. Si x es el caracter de W, se dice
también que m = my(x) es el indice de Schur de x sobre k.

Hemos probado que si K tiene caracteristica prima, todos los K[G]-mdédulos
irreducibles (o todos los caracteres irreducibles) tienen indice de Schur igual a 1
sobre cualquier subcuerpo.

Como aplicacién, probamos un resultado sobre radicales de Jacobson:

Teorema 3.67 Sea G un grupo finito y K/k una extension de cuerpos tal que
K sea un cuerpo de escision de G. Entonces J(K[G]) = KJ(k(G)).
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DEMOSTRACION: Si z € J(k[G]), entonces x anula a todos los k[G]-médulos
simples. Si V es un K[G]-mddulo simple, entonces existe un k[G]-médulo simple
W tal que V es un factor de composicién de Wg. El hecho de que x anule
a W implica que también anula a Wi, y esto a su vez implica que anula a
V. Por lo tanto, z € J(K|[G]). Como J(KI[G]) es un ideal, concluimos que
KJ(k|G]) C J(KI[G]).

Por otra parte, hemos probado que las extensiones de coeficientes de los
k[G]-médulos simples son semisimples, luego lo mismo vale para k[G]-médulos
semisimples. En particular, el K[G]-mddulo (k[G]/J(k|G]) ®) K es semisimple.
Teniendo en cuenta la sucesién exacta

0 — J(k[G]) @k K — K[G] — (k[G]/J(k]G]) @k K — 0,

vemos que K J(k[G]) es un ideal de K[G] cuyo cociente es semisimple. Segin las
observaciones posteriores a 3.25, podemos concluir que J(K[G]) € KJ(k[G]).






Capitulo IV

Representaciones modulares

En este capitulo relacionaremos las representaciones de grupos finitos en
cuerpos de caracteristica 0 con las representaciones en cuerpos de caracteristica
prima p a través de los cuerpos locales, es decir, las extensiones finitas K de
los cuerpos de nimeros p-adicos Q,, de modo que podemos considerar las re-
presentaciones sobre el propio K, que es un cuerpo de caracteristica 0, y sobre
su cuerpo de restos, que es un cuerpo de caracteristica prima. Dedicamos la
primera seccién a presentar una variante de los anillos de Grothendieck Ry (G)
que serd méas adecuada para tratar el caso en que la caracteristica del cuerpo
divide al orden del grupo.

4.1 Representaciones proyectivas

Entre las diferencias que presenta la teoria de representaciones lineales en el
caso en que la caracteristica del grupo no divide al orden del grupo y el caso
opuesto en que si que la divide —aparte del hecho fundamental de que el dlgebra
k[G] es semisimple en el primer caso y no en el segundo— cabe destacar que en el
caso de las representaciones ordinarias podemos definir una forma bilineal en el
anillo de caracteres virtuales o, equivalentemente, en el anillo de Grothendieck,
de forma que se cumplen las relaciones de ortogonalidad.

Si intentamos trasladar esto al caso en que la caracteristica del cuerpo di-
vide al orden del grupo, nos encontramos, para empezar, con que no podemos
dividir entre |G| para definir la forma bilineal en el anillo de caracteres vir-
tuales y, si eliminamos esta divisién, obtenemos la forma bilineal nula. En el
anillo de Grothendieck tampoco podemos definir la forma bilineal como en el
teorema 3.47 porque los anillos de homomorfismos no son aditivos respecto a
sucesiones exactas. No obstante, esto puede remediarse si nos restringimos a la
categoria de k[G]-médulos proyectivos:

Definicién 4.1 Sea G un grupo finito y k un cuerpo. Llamaremos Py (G) al
grupo de Grothendieck asociado a la categorfa de los k[G]-médulos proyectivos
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finitamente generados. Definimos
PH(G) = {[M] € P,(G) | M es un k[G]-médulo proyectivo f.g.},

Si car k 1 |G|, entonces todo k[G]-médulo finitamente generado es proyectivo,
pues es suma directa de k[G]-médulos simples y cada k[G]-mddulo simple es un
sumando directo de k[G]. Por consiguiente, en este caso Py(G) = Ri(G).

Vamos a investigar la estructura de P, (G). Para cada k[G]-mddulo semisim-
ple V finitamente generado, llamemos f : Py — V a su envoltura proyectiva
(definicién 1.56). Si N es el nucleo de f, el hecho de que f sea esencial implica
que N C Py J(k[G]) (por los teoremas 3.29 y 3.30), y el hecho de que V sea
semisimple implica que Py J(k[G]) C N (por las observaciones tras 3.25). Por
lo tanto, N = Py J(k[G]), luego

V = Py /Py J(K[G]).

Vemos, pues, que dos k[G]-mddulos semisimples son isomorfos si y sélo si
sus envolturas proyectivas son isomorfas. Por otra parte, todo k[G]-mddulo
proyectivo finitamente generado P es la envoltura proyectiva de un k[G]-mdédulo
semisimple, a saber, de V = P/PJ(k[G]).

En definitiva, vemos que, a través de las envolturas proyectivas, las clases
de isomorfia de k[G]-mdédulos semisimples se corresponden biunivocamente con
las clases de isomorfia de k[G]-mddulos proyectivos finitamente generados. Vea-
mos ahora que los k[G]-médulos simples se corresponden con los k[G]-médulos
proyectivos indescomponibles, en el sentido siguiente:

Definicién 4.2 Si A es un anillo, un A-médulo M # 0 es indescomponible si
no puede descomponerse en suma directa de dos submoédulos propios.

Es claro que todo A-modulo simple es indescomponible y, si A es un ani-
llo semisimple, un A-médulo finitamente generado es indescomponible si y s6lo
si es simple. En general, si A tiene longitud finita, entonces todo A-mdédulo
finitamente generado se descompone en suma directa de A-submddulos indes-
componibles.

Volviendo al caso de los k[G]-médulos, observemos que si P, — V;, para
i=1,...,n, son las envolturas proyectivas de los k[G]-médulos V;, entonces

Pa-aP—Vieg &

es la envoltura proyectiva de V3 & --- @ V},. En efecto, si N; es el nicleo de la
envoltura proyectiva de V;, entonces N; = P;J(k[G]), luego

N=N@ &N, C (P& @ P)J(k[G]),

lo que prueba que la suma de las envolturas proyectivas es un homomorfismo
esencial y, por consiguiente, es la envoltura proyectiva de la suma de los médulos
dados.
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Asf pues, si V es un k[G]-mdédulo tal que Py no es indescomponible, podemos
expresar Py = P} @ P, para ciertos k[G]-submddulos propios P;. Llamamos
V; = P;/P;J(k[G]), que son k[G]-mdédulos semisimples cuya envoltura proyectiva
es P;. Segun hemos visto, Py es entonces la envoltura proyectiva de Vi & Vs,
luego

Vi@ Vs = Py /PI(K[G]) 2V,

Asi pues, V no es simple. Reciprocamente, si V. = V; @ V5 no es simple,
entonces Py = Py, ® Py, no es indescomponible. Ahora es inmediato el teorema
siguiente:

Teorema 4.3 Sea G un grupo finito y k un cuerpo. Entonces, todo k[G]-mddulo
proyectivo finitamente generado P se descompone de forma tinica (salvo isomor-
fismo y reordenacion de sumandos) como suma directa de submddulos proyec-
tivos indescomponibles. Concretamente, si la descomposicion del k[G]-mddulo
semisimple

V = P/PJ(k[G])

en suma de submodulos simples es V = V1 @®- - -@V},, entonces la inica descompo-
sicion de P en submddulos proyectivos indescomponibles es P = Py, @---® Py, ,
donde Py, es la envoltura proyectiva de V;.

A su vez, de aqui se sigue trivialmente:
Teorema 4.4 Sea G un grupo finito y k un cuerpo. Entonces:

a) Si Py y Py son dos k|G]-mddulos proyectivos finitamente generados, en-
tonces [P1] = [Ps] en Py(G) siy sdlo si Py = P;.

b) Pi(G) es un Z-mddulo libre de base

I(G) = {[M] € P,(G) | M es indescomponible }.

DEMOSTRACION: Como todo k[G]-médulo proyectivo finitamente generado
es suma directa de submddulos proyectivos indescomponibles, es claro que I (G)
es un sistema generador de Py(G). Puesto que el nimero de k[G]-mddulos
simples no isomorfos dos a dos es finito, lo mismo sucede con el de k[G]-médulos
proyectivos indescomponibles finitamente generados. Sea Py, ..., P, un sistema
de representantes de las clases de isomorfia.

Para cada k[G]-mdédulo proyectivo finitamente generado P, definimos m;(P)
como el nimero de sumandos isomorfos a V; en la descomposiciéon de P en suma
de k[G]-médulos indescomponibles. Observemos que todas las sucesiones exac-
tas de k[G]-mdédulos proyectivos se escinden, por lo que la aditividad requerida
para que una funcién f induzca un homomorfismo sobre Py (G) se reduce a que

f(P®Q)=f(P)+ f(Q).
En el caso concreto de las funciones m;, tenemos ciertamente que

mi(P ® Q) = m;(P) +m;(Q),
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luego inducen homomorfismos m; : Py(G) — Z tales que m;([P]) = m;(P).
En particular, m;([P;]) = ¢;j, donde (d;;) es la matriz identidad. Esto prueba el
apartado a) para médulos indescomponibles. Los m; determina un isomorfismo
Py(G) = Z" que hace corresponder I;(G) con la base canénica de Z", lo cual
prueba el apartado b).

Por tltimo, la igualdad [P1] = [P] equivale a que m;(P;) = m;(P;) para
todo 7, lo cual equivale claramente a que P; = Ps. L]

El teorema 1.58 nos permite dotar a Py(G) de estructura de anillo.

Teorema 4.5 Si G es un grupo finito y k es un cuerpo, el grupo Py (G) adquiere
estructura de anillo conmutativo con el producto determinado por

[P]-[Q] = [P e Ql,

para todo par de k[G]-mddulos proyectivos finitamente generados P y Q, asi
como estructura de Ry (G)-dlgebra con el producto determinado por

[P]-[V] =[P & V],
donde P y V son k|G]-mddulos finitamente generados y P es proyectivo.

Si € es la categorfa de los k[G]-mdédulos finitamente generados y € la de los
k[G]-médulos proyectivos finitamente generados, consideramos la aplicacién

(, ):CxC—17Z

dada por
(P, V) = dimg Hom(P, V).

Vamos a ver que, al restringir el primer argumento a médulos proyectivos,
esta aplicacion si que define una forma bilineal sobre los grupos de Grothendieck
respectivos. En efecto, por una parte, una sucesién exacta en € es de la forma

0—>P1—>1:)1G91:)2—>1:)2—>07
de modo que, como en el caso de R (G), se cumple que
HOHl(Pl D PQ,V) = Hom(Pl,V) D Hom(Pg,V),

luego
<P1@P25V>:<P17V>+<P25V>

Por otra parte, dada una sucesién exacta
00— M —M-— M —0
en Cy P e @, el teorema 1.51 nos da la sucesién exacta
0 — Hom(P, M") — Hom(P, M) — Hom(P, M") — 0.
Tomando dimensiones sobre k, llegamos a que
(P,M) ={(P,M'y +(P,M").

El teorema 3.45 nos da ahora:
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Teorema 4.6 Sea G un grupo finito y k un cuerpo. Entonces existe una forma
bilineal { , ) : Pu(G) x Rp(G) — Z determinada por que, para todo par de
k[G]-mddulos finitamente generados P y M (con P proyectivo), se cumple que

([P],[M]) = dimy Hom(P, M).

Observemos ahora que si [V],[V'] € Sp(G) y f : Py — V es la envol-
tura proyectiva de V', entonces tenemos un isomorfismo canénico de k-espacios
vectoriales

Hom(V, V') = Hom(Py, V")

dado por g — f o g. En efecto, es claro que se trata de un monomorfismo vy,
dado h : Py — V' no nulo, como V' es simple, ha de ser suprayectivo, luego el
ntcleo de h estd contenido en J(Py), que es el nicleo de f, luego h induce un
homomorfismo g : V. — V' tal que fog=h.

Asi pues, ([Py],[V']) = dimy Hom(V, V') y, en particular, si

Sk(G) = {[‘/1]7 ) [Vh]}v Ik(G) = {[PVJ?' © [PVh]}D

entonces
W _ J dimg End(V;) sii=j,
(nel v = { ™ B

Si k es un cuerpo de escisién de G, el teorema 3.34 nos da que Si(G) e I (G)
son bases duales respecto de la forma bilineal dada por el teorema anterior. En
tal caso, ([P], [V}]) es el niimero de veces que Py, aparece en la descomposicién
de P en k[G]-médulos proyectivos indescomponibles.

Teorema 4.7 Sea G un grupo finito, k un cuerpo de escision para G, sean

Vi,..., Vi un sistema de representantes de los k[G|-mddulos simples y sean
Py,,..., Py, sus envolturas proyectivas. Entonces

h
kGl = @ Py,
j:l J
donde n; = dimy V;. En particular, si N;j = dimy Py,, lenemos que
h
> Njn; =1G].
j=1

DEMOSTRACION: Basta observar que
([K[G], [V;]) = dimg Hom(k[G], V;) = dimy V; = nj,
luego Py, aparece n; veces en la descomposicién de G. L]

Una dltima relacién elemental entre Ry (G) y Py(G) es que entre ambos
podemos definir el homomorfismo siguiente:
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Definicién 4.8 Sea G un grupo finito y k un cuerpo. El homomorfismo de
Cartan de G es el homomorfismo ¢ : P,(G) — Ry (G) determinado por que
¢([P]) = [P], para todo k[G]-médulo proyectivo finitamente generado P. La
matriz de ¢ en las bases I (G), S(G) se llama matriz de Cartan de G sobre k.

Concretamente, si V' 'y W son dos k[G]-mddulos simples, podemos considerar
[Pv] € Ii(G), [W] € Si(G). Representamos por Cy,w = Cip,,w) € N el
coeficiente correspondiente de la matriz de Cartan. Se trata del coeficiente de
[W] en la descomposicién de [Py] como elemento de Ry (G), es decir, el nimero
de veces que W aparece en una serie de composicion de Py .

Teorema 4.9 Sea G un grupo finito, k un cuerpo y V., W dos k[G]-mddulos
simples. Sea my = dimy, End(V'), my = dimg End(W). Entonces

my Cyw = myCw .
DEMOSTRACION: En virtud del teorema 1.66, basta probar que
my Cw,y = dimy Hom(Py, Py).
Para ello tomamos una serie de composicién
0=MycCc M, C---CM, =Py,
con la que formamos la sucesion exacta
0— M,y — M, — M, /M,_1 — 0.
El teorema 1.51 nos da la sucesién exacta
0 — Hom(Py, M,,_1) — Hom(Py, M,,) — Hom(Py, M,,/M,,_1) — 0.
De aqui deducimos que
dimy, Hom(Py, M,,) = dim, Hom(Py, M,,/M,,_1) + dimg Hom(Py, M,,_1).
Ahora consideramos la sucesién exacta
0— My_o— My,_y — My_1/My,_1 —0

y, tras un nimero finito de pasos, llegamos a que

dimk HOID(P\/, Pw) = dimk HOID(P\/, Mn) = Z diIIl]€ HOHl(Pv, Mi/Mi—l)
i=1

dimg Hom(V, M;/M;_1)

M=

i=1

(por la observacién tras el teorema 4.6). El lema de Schur 3.12 implica que el
dltimo sumatorio es igual a my Cyy . n

Si k es un cuerpo de escisién de G, el teorema 3.34 implica que my = 1 para
todo K[G]-médulo simple. Por lo tanto:
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Teorema 4.10 Si G es un grupo finito y k es un cuerpo de escision de G,
entonces la matriz de Cartan de G sobre k es simétrica.

Otra propiedad de la matriz de Cartan que podemos probar facilmente es la
siguiente:

Teorema 4.11 Si G es un grupo finito y V' es un k[G]-mddulo simple, V es
proyectivo si y solo si cyy = 1.

DEMOSTRACION: Obviamente, si V' es proyectivo, Py =V y cyy = 1. Por
otra parte, el teorema 1.66 nos da que

dimg Homg(V, Py) = dimy, Homg(Py, V) > 1,

luego existe un homomorfismo no nulo V- — Py. Como V es simple, ha de ser
un monomorfismo, luego Py tiene un submaédulo isomorfo a V. Por consiguiente,
podemos formar una serie de composicién

0o=VwcWwc---cV,.1CV,=PFPy

con V4 2 V. Si V no es proyectivo, entonces n > 2. Como Py /V,,_1 es simple,
ha de ser Py J(k[G]) C V,,_1, pero, como

Py /Py J(k[G]) =V,

ha de ser Py /V,_1 2V, luego Py tiene al menos dos factores de composicién
isomorfos a V, a saber, V1 /Vy v V,,/ Vi1, luego cyy > 2. n

4.2 Representaciones en anillos locales

Vamos a ver que si K es un cuerpo local cuyo cuerpo de restos k tiene carac-
teristica p, cada representacién lineal de G sobre K determina una “reduccién
modulo p”, que es una representacion lineal de G sobre k. Ello exige pasar
primero a una representacién de G sobre el anillo de enteros de K y, desde ésta,
pasar a una representacién sobre k. En realidad, los resultados de esta seccién
son validos cuando K es el cuerpo de cocientes de un anillo de valoracion discreta
de caracteristica 0, sin que sea necesario exigir completitud.

Teorema 4.12 Sea A un anillo conmutativo, G un grupo finito y P un A[G]-
mddulo finitamente generado. Entonces, P es un A[G|-mddulo proyectivo si y
solo si es un A-mddulo proyectivo y existe un A-endomorfismo u : P — P tal

que, para todo v € P,
S u(vo o = v.
ceG

DEMOSTRACION: Como A[G] es un A-mddulo libre, todo A[G]-médulo libre
es también un A-mddulo libre, luego todo A[G]-médulo proyectivo es también
un A-médulo proyectivo.



122 Capitulo 4. Representaciones modulares

Supongamos ahora que P es proyectivo como A-médulo y sea Q = P® 4 A[G],
considerado como A[G]-médulo con el producto derivado de la estructura de
A[G]-bimédulo de A[G], es decir, de modo que

(ve@r)y=v@ry (yno (ver)y=uvy®ry).

Se cumple entonces que @ es un A[G]-mdédulo proyectivo, pues si P’ es un
A-médulo tal que P & P’ = A", entonces tenemos los isomorfismos de A[G]-
moédulos

Q@ (P @4 A[G]) = A" @4 A[G] = A[G]".

Sea q : Q — P el epimorfismo de A[G]-mddulos dado por ¢(v ® o) = vo.
Tenemos una sucesién exacta de homomorfismos de A[G]-médulos

0— N—Q—P—0,

que se escinde si y sélo si P es proyectivo. (Una implicacién por el teorema 1.52,
la otra porque si la sucesién se escinde, entonces P es un sumando directo de @,
que es proyectivo.) Teniendo en cuenta el teorema 1.35, llegamos a que P es un
A[G]-médulo proyectivo si y sélo si existe un A[G]-homomorfismo f: P — Q
tal que fogqg=1.

Un A[G]-homomorfismo f : P — @ arbitrario es de la forma

fo)= > us(v) @0,

ceG

donde u, € Ends(P). La ecuacién f(vo~!) = f(v)o~! nos da la relacién
Uy (v) = uy(vo~1), luego, llamado u = uy, vemos que todo A[G]-homomorfismo
f: P — Q es de la forma

flv)= Culvo ) ®o,

ceG

para cierto u € End 4 (P). La condicién f o g =1 equivale a que

S u(vo o =w

oceG
para todo v € P. n

A partir de aqui consideraremos un dominio integro local D con ideal ma-
ximal m y cuerpo de restos k = D/m. Para cada D[G]-médulo V, podemos
considerar el k-espacio vectorial V =V ®@p k, al que podemos dotar de estruc-
tura de k[G]-mddulo mediante

(v®a)o = (vo) ® a.

Si V es libre de rango finito sobre D, una base v1,...,v, de V determina
una representacion matricial p : G — Mat,, (D). Entonces, v; ® 1 es una base
de V sobre k, y la representacién matricial de G sobre k asociada a esta base
es la reduccion mddulo m de p, es decir, la representacién p en la que p(o) es
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la matriz cuyos coeficientes son las clases médulo m de los coeficientes de p(o).
Por ello, al médulo V' lo llamaremos reduccion moédulo m de V.

Observemos que, si V' es libre sobre D, el producto V®p conserva la exac-
titud de la sucesion

0—m—D—k—0,

con lo que obtenemos que V = V/Vm.

Teorema 4.13 Sea D un dominio integro local, sea m su ideal mazimal y sea
k= D/m su cuerpo de restos.

a) Si P es un D[G]-mddulo finitamente generado que es libre como D-mddulo,
entonces P es proyectivo como D[G]-mddulo si y sdlo si el k[G]-mddulo
P =P®p k es proyectivo.

b) Dos D|G]-mddulos proyectivos finitamente generados P y P’ libres sobre
D son isomorfos si y sdlo si los son los k[G]-mddulos P y 7.

DEMOSTRACION: a) Si P es proyectivo, existe un D[G]-médulo P’ tal que
P& P’ es libre. Teniendo en cuenta que D[G] ®p k = k[G], es claro que P& P’
es un k[G]-médulo libre, luego P es proyectivo.

Supongamos ahora que P es proyectivo. El teorema 4.12 nos da un k-endo-
morfismo @ : P — P tal que

S a(vo o = v,

ceG

para todo v € P. Como P es un D-médulo libre, podemos definir un D-
endomorfismo u : P — P que haga conmutativo el diagrama siguiente:

pP—

|

F—ﬁ>

Nl<~—>

donde las flechas verticales se identifican con el epimorfismo P — P/Vm. Si
llamamos v’ : P — P al D-homomorfismo dado por

u'(v) = Y u(vo™t)o,

ceG

tenemos claramente un diagrama conmutativo andlogo con u’ y la identidad
en P, es decir, que u/(v) = v (méd Vm) para todo v € V. En particular, el
determinante de la matriz de u’ respecto de una base de V es = 1 (mdd m),
luego es una unidad de D, luego v’ es un D-automorfismo de P. M4s atn, es
claro que se trata de un D[G]-automorfismo. Por consiguiente:

S (W) (woe o = 3w/ (v)o o = u/ (v (v) = 0.

ceG c€eG
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Asf pues, el D-endomorfismo v/~ u nos permite aplicar el teorema 4.12 para

concluir que P es un D[G]-mdédulo proyectivo.

b) Una implicacién es obvia. Si w : P — P es un k[G]-homomorfismo,
la proyectividad de P nos da un k[G]-homomorfismo w : P — P’ que hace
conmutativo el diagrama

P——=P
P = P

Si w es un isomorfismo, el determinante de w en una D-base de P es con-
gruente médulo m con el determinante de w en la base de P inducida por la
base dada. En particular, es no nulo médulo m, luego es una unidad en D, luego
w es un isomorfismo. "

En adelante supondremos que D es un anillo de valoracién discreta. Como
antes, llamaremos m a su ideal maximal y k¥ = D/m a su cuerpo de restos.
Ademas, llamaremos K a su cuerpo de cocientes.

Definiciéon 4.14 En las condiciones anteriores, si V' es un K-espacio vectorial
de dimensién finita, llamaremos reticulo en V' a todo D-submédulo de V finita-
mente generados que sea un sistema generador de V' como K-espacio vectorial.

Equivalentemente, un reticulo R C V es el D-médulo generado por un sis-
tema generador finito de V. El hecho de que V es un espacio vectorial implica
que R es un D-médulo libre de torsién, luego es un D-médulo libre.! Es facil
ver que una D-base de R es también una K-base de V', por lo que el rango de
R como D-médulo coincide con la dimensién de V.

Sea G un grupo finito y supongamos que V' es un K[G]-mdédulo finitamente
generado, con lo que también es un K-espacio vectorial de dimension finita.
Diremos que un reticulo R C V es estable si Ro C R para todo o € G (lo cual
implica que, de hecho, Ro = R).

Es claro que todo K[G]-médulo V tiene reticulos estables: basta tomar un
sistema generador finito B de V como K-espacio vectorial y considerar el D-

médulo generado por el conjunto finito |J Bo.
oceG
Si R es un reticulo estable, entonces es un D[G]-mddulo y es libre como D-

médulo, luego podemos considerar su reduccién R = R @ p k médulo m, que es
un k[G]-médulo finitamente generado. A su vez, podemos considerar su imagen

[R] € Ri(G) en el anillo de Grothendieck de G sobre k.

Teorema 4.15 Sea D un anillo de valoracion discreta con cuerpo de cocientes
K y cuerpo de restos k. Sea G un grupo finito. Si V es un K[G]|-mddulo
finitamente generado y Ry, Ro son dos reticulos estables en V, entonces se
cumple que [R1] = [Ra] en Ri(G).

1Por el teorema 16.8 de mi libro de Algebm‘ Nétese que todo anillo de valoracién discreta
es un dominio euclideo.
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DEMOSTRACION: Consideremos primero el caso en que Rim C Ry C Rj.
Entonces T' = R;i/Rs es un D[G]-médulo tal que Tm = 0, luego tiene una
estructura natural de k[G]-médulo (pues k[G] = D[G]/D[G]m). El epimorfismo
canonico Ry — T tiene a Rym en su nucleo, luego induce un epimorfismo
R, — T, cuyo niicleo es Rs, con lo que podemos forma la sucesién exacta

0—T—Ry— R —T—0,

en la que el primer monomorfismo es la multiplicaciéon por un generador de m.
De aqui se sigue facilmente que, al pasar a Ry (G), obtenemos la relacién

7] = [Ra] + [Ra] - [T] =0,
luego [R1] = [Ra).

Consideramos ahora el caso general. Si tomamos sendas bases de Ry y Ry
como D-moédulos, ambas son bases de V' como K-espacio vectorial, luego cada
elemento de la base de Ry puede expresarse como combinacion lineal de la base
de R; con coeficientes en K. Estos coeficientes son fracciones de D, luego,
llamando m # 0 al producto de los denominadores de todos ellos, tenemos que
mRy tiene una base cuyos elementos son combinaciones lineales en D de una
base de R;. Equivalentemente, mRs C R;.

Como Ry = mRy (como D-médulos), también R; =2 mR, (como k-espacios
vectoriales), luego no perdemos generalidad si suponemos que Ry C R;. Por
el mismo razonamiento anterior, existe un m € D no nulo tal que mR; C R,.
Existe un n > 0 tal que m € m”, luego Rim”™ C R,.

Asi pues, basta probar por induccién sobre n que si dos reticulos estables
cumplen

le" C Ry C Rl,
entonces [R1] = [Ra]. Si n = 0 tenemos que Ry = Ry y el resultado es obvio.

Supuesto cierto para n — 1, llamamos Rz = Rim”~! 4+ Ry, que es otro reticulo
estable de V' que cumple

len_l C Rs C Ry, Rsm C E5 C Ej5.

Por hipétesis de induccién y por el caso ya probado, [Ri] = [R3] = [Ra).

Ahora suponemos que D (y, por lo tanto, K) tiene caracteristica 0, de modo
que K[G] es semisimple, por lo que toda sucesién exacta de K[G]-médulos
finitamente generados

0—V —V —-V"—0

se escinde, es decir, V = V' @ V”. Por consiguiente, si tomamos reticulos
estables R C V' y R” C V", resulta que R = R’ & R” es un reticulo estable

enV,y claramente R=R &R, luego [R] = [R] + [R'] en Ry(G).
Asi pues, la aplicacién que a cada k[G]-mddulo finitamente generado V' le
asigna [R] € Ri(G), donde R es un reticulo estable en V, estd bien definida

por el teorema anterior, y acabamos de probar que induce un homomorfismo de
grupos R (G) — Ry(G).
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Definicién 4.16 Sea D un anillo de valoracién discreta de caracteristica 0, sea
K su cuerpo de cocientes y k su cuerpo de restos. Si G es un grupo finito,
llamaremos homomorfismo de descomposicion de G respecto a D al homomor-
fismo d : Rx(G) — Ry(G) determinado por que d([V]) = [R], donde R C V es
cualquier reticulo estable. La matriz de d en las bases Sk (G) y Si(G) se llama
matriz de descomposicion de G (respecto a D).

Teorema 4.17 En las condiciones anteriores, el homomorfismo de descompo-
sicion d : R (G) — Rik(G) es un homomorfismo de anillos.

DEMOSTRACION: Dados dos K [G]-médulos finitamente generados V 'y V' y
sendos reticulos estables R C V y R’ C V', es claro que R ®p R’ es un reticulo
estable en V ® V'. (La inclusién natural es inyectiva porque transforma una
D-base de R®p R’ en una K-base de Vg V’). Ademds, existe un isomorfismo
natural de k[G]-médulos

(Rep R)®pk=(R®pk)®k (R ®@p k),

dado por
wer)@l— (vel)® (@ ®1).

Por consiguiente:
d([V]-[V)) =d([Vex V) =[Rep R] = [RerR]=[R]-[R]=d(V)-d(V')

y, por linealidad, lo mismo vale para un producto de elementos arbitrarios de

4.3 Representaciones en cuerpos completos

En esta seccién supondremos que K es un cuerpo métrico discreto completo
de caracteristica 0 y que D es su anillo de enteros (con lo que D sigue siendo
un anillo de valoracién discreta y se cumplen todas las hipdtesis que hemos
supuesto en la seccién anterior). Si m es el ideal maximal de D, entonces los
unicos ideales de D son las potencias de m. Llamemos D,, = D/m", de modo
que el cuerpo de restos es k = D;. Necesitaremos el hecho de que D es el limite
proyectivo de los anillos D,,. Recordemos la definicién de limite proyectivo:

Definicion 4.18 Si A es un anillo conmutativo, un sistema proyectivo de A-

mddulos es una sucesiéon {M,}5°; de A-mddulos junto con una sucesién de

homomorfismos ¢,, : M,, — M, _1. Definimos el limite proyectivo del sistema

como el submédulo M = @Mn del producto [[M,, formado por las sucesiones
n

x = (z1,22,23,... )

tales que ¢, (z,) = ,—1, para todo n > 1. Llamaremos m,, : M — M, a las
restricciones de las proyecciones. Obviamente 7,41 © ¢r41 = Tp.



4.3. Representaciones en cuerpos completos 127

Notemos que si los M,, son anillos y los ¢, son homomorfismos de anillos,
entonces el limite proyectivo es también un anillo y los homomorfismos m,, son
homomorfismos de anillos.

Teorema 4.19 Los anillos D, = D/m"™ forman un sistema proyectivo con los
epimorfismos naturales D, — D,,_1 inducidos por la identidad en D, y se
cumple que

D= limD,,.

DEMOSTRACION: Definimos un homomorfismo de anillos f : D — lim D,,
asignando a cada d € D la sucesién de sus clases médulo m™. "

Se trata de un monomorfismo, pues si d € D cumple que f(d) = 0 entonces
d € (Ym™ = 0. Falta probar que también es suprayectivo. Para ello fijamos un

n
primo m € D, de modo que m = (7). Dado x € lim D,,, tenemos que x; = [dy],
n

para un cierto dg € D, x2 = [c1], para un cierto ¢; = dy (méd m), de modo
que ¢; = dg + dym, para cierto d; € D. Similarmente, x5 = [c3], para cierto
co = do + dim + dam?. De este modo construimos una sucesién d,, € D tal que
xp = [do +dim+ -+ d,_17" 1] € D/m". La completitud de K nos permite
definir
[ee]
d= > d,m" € D,

n=0
que claramente cumple f(d) = . m

Ahora estamos en condiciones de completar el teorema 4.13 con un teorema
de existencia:

Teorema 4.20 Para cada k[G]-mddulo proyectivo finitamente generado Q, exis-
te un D[G]-mddulo proyectivo P, tinico salvo isomorfismo, tal que Q = P®p k.

DEMOSTRACION: Observemos que si P es un D[G]-médulo proyectivo fi-
nitamente generado, entonces es también un D-mdédulo proyectivo finitamente
generado (por 4.12), luego en particular es un submédulo de un D-médulo libre
(finitamente generado), luego P es un D-médulo libre.? Por lo tanto, la hipétesis
de que Py P’ sean libres sobre D en el apartado b) de 4.13 es redundante, y
tenemos la unicidad.

Sea m el ideal maximal de D y consideremos los anillos D,, = D/m™. Los
unicos ideales de D son 0 y las potencias de m, luego los tnicos ideales de D,
son las potencias de m hasta m™ = 0. Asi pues, D,, tiene un ntmero finito de
ideales, luego es noetheriano y artiniano, luego tiene longitud finita.

Como D, [G] es un D,,-médulo finitamente generado, también tiene longitud
finita como D,,-mdédulo, y esto implica que la tiene como anillo. El epimorfismo
natural D,, — D; = k induce un epimorfismo D,,[G] — k[G], que nos permite
considerar a ) como D,,[G]-médulo finitamente generado. Puesto que D, [G] es
artiniano, podemos considerar la envoltura proyectiva f,, : P, — Q. Notemos

2Por el teorema 7.29 de mi libro de Algebra. Notemos que todo anillo de valoracién discreta
es un dominio de ideales principales.
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que D1[G] = k[G], con lo que P, = Q y fi1 es la identidad. El diagrama
conmutativo
Dy 1G] —— k|G|

|

D, |G

nos permite considerar a P,_1 y a @ como D,[G]-médulos y a f,—1 como
un epimorfismo de D,,[G]-médulos. La proyectividad de P, implica entonces
la existencia de un homomorfismo de D, [G]-mddulos que cierra el diagrama
siguiente:

Pn71 fnfl Q
A
Pn |
| fn
P,

Notemos que p,, es suprayectiva porque fp,_1[pn[Pr]] = Q v fn_1 es esencial.
Més atin, p,, es esencial, pues si M C P, cumple que p,[M] = P,_1, entonces
fnlM] = @, luego M = P, porque f, es esencial.

Como P,_; es en realidad un D,,_;[G]-mdédulo, el nicleo de p, ha de con-
tener a P,m" !, luego tenemos un diagrama conmutativo

Pn
Pn Pn—l

|

P,/P,m" !

Ahora bien, P,/P,m" ! tiene una estructura natural de D,,_;[G]-médulo,
para la cual, la flecha oblicua es un epimorfismo de D,,_1[G]-mddulos. Como
P, _1 es proyectivo, el teorema 1.52 implica que P, /P, m"~! tiene un sumando
directo M isomorfo a P,_;. Su antiimagen M’ en P, cumple que p,[M'] =
P,_1, luego M' = P, luego M = P,/P,m""!. Concluimos que p,, induce un
isomorfismo P, /P,m"~! = P, o, lo que es lo mismo, que el nicleo de p, es
P,mn1

Esto implica a su vez que el ntcleo de la composiciéon P, — P,,_1 — P, _o
es P,m" 2y, por lo tanto, el nticleo de f,, = p, 0pn_10---0p; es P,m, de modo
que P,/P,m Q.

Cada P, es un D, [G]-médulo, luego en particular es un D,,-médulo y, més
en particular, un D-médulo. FEl hecho de que p, sea un homomorfismo de
D,,[G]-mé6dulos implica en particular que es un homomorfismo de D-mddulos,
luego podemos considerar el D-mdédulo

P = lim P,.

Vamos a probar que es un D-mddulo libre de rango finito. Como P, es
un D, [G]-médulo proyectivo finitamente generado, el teorema 4.12 implica que
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también es un D,-mdédulo proyectivo finitamente generado, y como D, es un
anillo (noetheriano) local, esto implica que P, es un D,,-médulo libre® (de rango
finito). Fijando una base de P,, obtenemos un isomorfismo P,, & D!y entonces
P12 P,/Pm" = (D,/D,m" " =D
luego todos los médulos P, tienen el mismo rango r como D,-médulos. Més
aun, los isomorfismos precedentes muestran que p,, : P, — P, _; transforma
cada D,-base de P, en una D,,_q-base de P,,_;. Mas aun, toda base de P,_1
puede refinarse hasta una base de P,,. En efecto, si B,, es una D,-base de P,
y B, _1 es su imagen en P,_;, dada cualquier otra D,,_i-base B’ de P,_1, la
matriz de cambio de base entre B,,_1 y B’ tiene determinante unitario en D,,_1
(es decir, que no estd en D,,_1m. Refinando la matriz hasta una matriz con
coeficientes en D,,, su determinante tampoco estard en D, m, luego define un
cambio de base que transforma B,, en una D,-base de P, cuya imagen en P,, 1
es la base B'.
De este modo, si (vi,...,v}) es una Di-base de P, podemos tomar una Da-
base (v,...,v2) de P, tal que p2(v?) = v}, y de este modo podemos construir
una sucesién (vf, ..., v") de bases de P,, que determina elementos vy, ..., v, € P

»Hr
que resultan ser una D-base de P. En efecto, dado = € P, podemos expresar

T = A} + o
para ciertos di' € D, univocamente determinados. Aplicando p,, y teniendo
en cuenta la unicidad, vemos que las sucesiones {d!}, determinan elementos
d; € D —y aqui usamos el teorema anterior— tales que = = dyv; + - - - + d, Vyy.-
Esto prueba que vy,...,v, es un sistema generador de P, y similarmente se
prueba que es libre.

El hecho de que los homomorfismos p, sean homomorfismos de D,[G]-
médulos se traduce en que podemos definir una representacién de G sobre D
mediante (z,)o0 = (z,0), para todo z = (z,) € P y todo o € G. Equivalen-
temente, P tiene una estructura natural de D[G]-médulo. Los homomorfismos
fn i P, — @ conmutan con los p,, por lo que definen un homomorfismo de
D[G])-mébdulos f : P — Q. El hecho de que el niicleo de cada f,, sea P,m se
traduce inmediatamente en que el nicleo de f es Pm, de modo que P/Pm 2 )
es un k[G]-médulo proyectivo. El teorema 4.13 implica entonces que P es un
D[G]-médulo proyectivo. (Notemos que el isomorfismo P/Pm & P ®p k es
consecuencia de que P es un D-médulo libre, como se observa justo antes del
teorema 4.13.) Asi pues, P es el D[G]-médulo buscado. "

Para extraer consecuencias de este teorema conviene introducir un nuevo
grupo de Grothendieck:

Definicién 4.21 Si D es un anillo y G es un grupo finito, llamaremos Pp(G) al
grupo de Grothendieck asociado a la categorfa de los D[G]-mddulos proyectivos
finitamente generados.

3Por el teorema 5.47 de mi libro de Algebm conmutativa.
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En realidad (bajo las hipétesis de esta seccién) Pp(G) se identifica con Py (G)
a través de la reduccién moédulo m:

Teorema 4.22 El homomorfismo Pp(G) — Py (G) dado por [P] — [P ®p k]
es un isomorfismo de grupos.

DEMOSTRACION: En primer lugar observamos que si
00— P —P—P'—0

es una sucesién exacta de D[G]-médulos proyectivos finitamente generados, en-
tonces P = P’ @ P, luego

Popk>(P' ®pk)® (P"®pk),

luego, en P, (G), tenemos que [P ®p k] = [P’ ®p k] + [P” ®p k]. Por lo tanto,
la asignacién [P] — [P ®p k] induce ciertamente un homomorfismo de grupos.
Reciprocamente, si tenemos una sucesién exacta

O—>Q/—>Q—>Q”—>O

de k[G]-mdédulos proyectivos finitamente generados, ha de ser Q = Q' & Q"
luego, si @' 2 P'@pky Q" = P"®pk, entonces Q = (P’ & P")®p k, luego la
correspondencia Q = P ®p k — [P] se extiende a un homomorfismo de grupos
Pi(G) — Pp(G) que cumple [P ®p k] — [P], por lo que es claramente el
inverso del homomorfismo del enunciado. ]

Teorema 4.23 Si P y Q son dos D|G]-mddulos proyectivos finitamente gene-
rados, entonces P = Q si y sdlo si [P] = [Q] en Pp(G).

DEMOSTRACION: Si [P] = [Q)], entonces, aplicando el isomorfismo del teo-
rema anterior, [P ®p k] = [Q ®p k] en Pi(G), luego P ®p k = Q ®p k, por el
teorema 4.4, luego P = @, por la unicidad del teorema 4.20. L]

En las condiciones precedentes, si P es un D[G]-médulo proyectivo finita-
mente generado, entonces P®p K es un K[G]-médulo finitamente generado con
el producto dado por (v® a)o = (vo) ® «, v es claro que existe un tinico homo-
morfismo de grupos Pp(G) — Ri(G) determinado por que [P] — [P ®p K].

Definicién 4.24 Definimos el homomorfismo e : Py(G) — Rk (G) como la
composicién del isomorfismo Py (G) — Pp(G) inverso del dado por el teo-
rema 4.22 con el homomorfismo Pp(G) — Rk (G) que acabamos de describir.

Explicitamente, e estd determinado por que, para todo D[G]-mdédulo pro-
yectivo finitamente generado P, se cumple que e([P ®p k]) = [P ®p K].

En total, tenemos definidos tres homomorfismos entre grupos de Grothen-
dieck, que dan lugar a un tridngulo conmutativo:
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Teorema 4.25 Fl diagrama siguiente es conmutativo:

Rk (G)

DEMOSTRACION: Basta comprobar que coinciden sobre un generador de
P;(G) de la forma [P®p k], donde P es un D[G]-médulo proyectivo finitamente
generado. Tenemos que e([P®pk|) = [P@p K]. Ahora observamos que P®1 es
un reticulo estable en P ®p K isomorfo a P como D-mdédulo. Por consiguiente,
d(e([P ®p K])) = [P @p k] = c([P @p K]). =

Otra propiedad relevante es que los homomorfismos d y e son adjuntos res-
pecto de las formas bilineales

() Be(G) x Rg(G) — Z, () Pe(G) x Bp(G) — Z
definidas en 3.47 y 4.6:

Teorema 4.26 Six € Py(G), y € Rx(G), entonces

(@, d(y)) = (e(x), ) g -

DEMOSTRACION: Podemos tomar como z un generador de Pi(G), de la
forma x = [P ®p k], donde P es un D[G]-médulo proyectivo, asi como que
y = [V], donde V es un K[G]-médulo finitamente generado. Podemos tomar un
reticulo estable R en V, con lo que V 2 R ®p K. Equivalentemente, podemos
suponer que y = [R ®p K], donde R es un D[G]-mdédulo finitamente generado
que es libre como D-médulo.

Tenemos entonces que e(z) = [P ®@p K], d(y) = [R ®p k], luego

(x,d(y)), = dimy Homg(P ®p k, R®p k),

(x,e(y)) x = dimg Homg(P ®p K, R®p K).

Al ser proyectivo, P es un K[G]-submddulo de un K[G]-médulo libre (fini-
tamente generado), que también serd un D-mddulo libre finitamente generado.
Como D es un dominio de ideales principales, P es un D-mdédulo libre de rango
finito. Es claro entonces que Homp (P, R) es también un D-mddulo libre de
rango finito, luego lo mismo vale para el D-submdédulo Home (P, R). Llame-
mos 7 a su rango. Ahora basta observar que, segin el teorema 1.53, tenemos
isomorfismos canoénicos

Homg (P, R) ® p K 2 Homg(P ®p K, R®p K),

Homg(P, R) ®p k = Homg(P ®p k, RQp k).

Por consiguiente, (z,d(y)), =17 = (e(x),y) k- "
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En las condiciones del teorema anterior, si K es un cuerpo suficientemente
grande para G (y, por consiguiente, k también) tenemos que la matriz de la
forma bilineal ( , ), respecto de la base Sk (G) es la identidad, al igual que la
matriz de la forma bilineal (, ), respecto de las bases I;,(G), Sk(G) (por las
observaciones posteriores al teorema 4.6). Por consiguiente, si llamamos Dy E a
las matrices de los homomorfismos d y e respecto de las bases correspondientes,
el teorema anterior implica que F = D?.

Asi, si C' es la matriz del homomorfismo de Cartan ¢ : Py(G) — Ri(G)
respecto de las bases Iy(G), Sk(G), tenemos que C' = D'D, lo que implica en
particular que C' es simétrica. Esto es un caso particular del teorema 4.10.

Cuando la caracteristica del cuerpo de restos no divide al orden del grupo,
la situacion es trivial:

Teorema 4.27 Sea K un cuerpo métrico discreto completo de caracteristica 0
cuyo cuerpo de restos k tenga caracteristica prima p, y sea G un grupo finito
cuyo orden no sea divisible entre p. Entonces los homomorfismos ¢, d, e son
isomorfismos.

DEMOSTRACION: Como k[G] es semisimple, es claro que Pi(G) = Ri(G) y
que el homomorfismo ¢ es la identidad. Como e od = ¢ = 1, tenemos que e es
inyectivo y d suprayectivo. Esto implica a su vez que Rg(G) es un Z-mdédulo
libre del mismo rango que Ry (G).

Observemos que si € Ri(G) cumple d(e(z)) = 0, entonces, por el teorema
anterior,

(e(z), 6((E)>K = <$7 0>k =0,
y esto implica que e(xz) = 0. Con esto hemos probado que Ime "Nd = 0, y la
inclusién Ime @ Nd C Ri (G) obliga entonces a que el nicleo de d sea nulo, ya
que el rango de Im e es igual al de Rx(G). Por consiguiente, d es un isomorfismo
y € es su inverso. L]

Si G es un grupo finito y p es un primo que no divida a su orden, ahora
podemos concluir que la teoria de representaciones lineales de G sobre cuerpos de
caracteristica p es equivalente a la teoria de representaciones lineales de GG sobre
cuerpos de caracteristica 0. Esto se debe a que todo cuerpo de caracteristica
prima k es isomorfo* al cuerpo de restos de un cuerpo métrico discreto completo
de caracteristica 0, y el teorema anterior nos da los isomorfismos

d: Rk (G) — Ri(G), e: Rx(G) — Rk (Q).

Teniendo en cuenta ademds que las dlgebras k[G] y K[G] son semisimples,
esto significa que las representaciones lineales de G sobre K se corresponden
biunivocamente de forma natural con las representaciones lineales de GG sobre k.

El caso es més sencillo si nos restringimos a cuerpos de escisién, pues entonces
las representaciones de G sobre cualquier cuerpo de escisién de caracteristica 0 se

4Véase el teorema 2.15 de mi libro de Superficies algebraicas, que proporciona un anillo de
valoracién discreta de caracteristica 0 con cuerpo de restos k. Basta tomar la complecién K
de su cuerpo de cocientes.
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corresponden biunivocamente de forma natural con las representaciones sobre
el cuerpo local K que resulta de adjuntarle a @Q, las raices de la unidad de
orden igual al exponente de G, las cuales se corresponden a su vez con las
representaciones de G sobre su cuerpo de restos k, que es un cuerpo finito de
caracteristica p suficientemente grande para G, luego las representaciones de G
sobre k se corresponden biunivocamente de forma natural con las de cualquier
cuerpo de escisiéon de G de caracteristica p.

4.4 Algunos resultados técnicos

Dedicamos esta seccion a probar algunos resultados generales que necesita-
mos para estudiar las propiedades de los homomorfismos ¢, d, e definidos en las
secciones precedentes.

Restriccion e induccién Si k es un cuerpo, G es un grupo finito y H es
un subgrupo, cada k[G]-médulo es también un k[H]-mdédulo, y toda sucesién
exacta de k[G]-mddulos es también una sucesién exacta de k[H]-mddulos, lo
cual nos permite definir un homomorfismo de grupos Res$; : Ry (G) — Ry(H),
determinado por que Res& ([V]) = [V].

Ademds, si V es un k[G]-mddulo proyectivo, entonces es un sumando directo
de un k[G]-mdédulo libre, el cual es también un k[H]-mdédulo libre (porque k[G] es
un k[H]-médulo libre), luego V' también es un k[H]-mddulo proyectivo. Esto nos
permite definir también un homomorfismo de grupos Res$; : Py(G) — Py(H).

Por otra parte, si V es un k[H|-mddulo finitamente generado, entonces
V ®g#1k[G] es un k[G]-médulo finitamente generado y, como k[G] es libre sobre
k[H] (en particular, proyectivo) al multiplicar por ®yz1k[G] una sucesién exacta
de k[H]-médulos, obtenemos una sucesiéon exacta de k[G]-mddulos. Esto implica
que podemos definir un homomorfismo de grupos Ind$ : Ry (H) — Ry (G) dado
por Ind5y([V]) = [V &xqun k(G

Similarmente a lo que sucede con la restriccién, si V' es un k[H]-médulo
proyectivo, entonces es sumando directo de un k[H]-mddulo libre L, luego
V ®pm) k[G] es un sumando directo de L ®yz k[G], que es un k[G]-mddulo
libre, luego V' ®yg) k[G] es un k[G]-médulo proyectivo, y esto nos permite de-
finir un homomorfismo de grupos Ind% : Py(H) — Pi(G).

Entre la restriccién y la induccién se da la relacién siguiente:

Teorema 4.28 Si G es un grupo finito, H es un subgrupo y k es un cuerpo, se
cumple la relacion

md% (z - ResGy) = nd% (z) - y

para todo © € Ri(H), y € Ri(G), en cuyo caso ambos miembros estin en
Ri(G), y también para todo x € Ri(H), y € Py(G), en cuyo caso la identidad
se da en Py(G).
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DEMOSTRACION: Por linealidad, basta probarlo cuando z = [V], donde V es
un k[H]-médulo finitamente generado, e y = [W], donde W es un k[G]-médulo
(proyectivo) finitamente generado. Basta probar el isomorfismo

(V @k W) @ k[G] = (V @km) k[G]) @1 W.

Para ello consideramos el homomorfismo ¢ : V@ W — (V@ u k[G]) @1 W
dado por ¢(v ® w) = (v ® 1) ® w, que es un homomorfismo de k[H]-mddulos,
a partir del cual definimos v : (V @, W) @) k[G] — (V Qxpa k[G]) @ W
mediante ¥ (u®v) = ¢(u)v, que es un isomorfismo porque una k-base del primer
espacio estd formada por los elementos de la forma v; ® w; ® o7, donde v;
recorre una k-base de V', w; recorre una k-base de W y o recorre un sistema
de representantes de las clases a derecha de G/H, y v transforma esta base en
la k-base v; ® 0y @ w; del espacio de la derecha. [

También se cumple que las inducciones y las restricciones conmutan con los
homomorfismos ¢, d, e definidos en las secciones precedentes. Soélo vamos a
necesitar el caso de la induccién y los homomorfismos d y e:

Teorema 4.29 Sea G un grupo finito, H un subgrupo, D un anillo de valo-
racion discreta de caracteristica 0, sea K su cuerpo de cocientes y k su cuerpo
de restos. El diagrama siguiente es conmutativo:

Rk (G) —4= Ry,(@)

(

Ry (H) —— Ry.(H)

DEMOSTRACION: Basta probar que ambas composiciones coinciden sobre un
elemento de la forma [V] € Rx(H), donde V es un K[H]-mdédulo finitamente
generado. Tomamos un reticulo estable R en V', de modo que d([V]) = [R®p k].

Por otra parte, Ind%([V]) = [V ®ka) K[G]]. Sio1,...,0, es un sistema
de representantes de las clases a derecha de G/H (es decir, una K[H|-base de
K[G]), entonces

V @k K[G] =DV ® o,
7

de donde se sigue que
R®D[H] DG = @R & o;

es un reticulo estable en V ®@gg) K[G]. Asi pues, todo se reduce a probar que

(R®pu D[G]) ®p k = (R®p k) @k k[G].
En efecto:
(R®p k) @i k[G] = (R®pa) D[H] ®p k) @) k[G]
= R®@pu) k[H] @km) k[G] = R @pim) k[G] = R@pm) (D[G] @p k)

= (R@p) D[G]) ®@p k.
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Teorema 4.30 Sea G un grupo finito, H un subgrupo, D un anillo de valo-
racion discreta de caracteristica 0, sea K su cuerpo de cocientes y k su cuerpo
de restos. El diagrama siguiente es conmutativo:

Py(G) ——= Rk (G)

IndT TInd

P.(H)—— Rk (H)

(&

DEMOSTRACION: Tenemos que Py (H) estd generado por los elementos de
la forma z = [V ®p k], donde V' es un D[H]-médulo proyectivo finitamente
generado.

Ind% (z) = [(V ®p k) @up kG = [V @ppay k[H] @pay k[G])

= [V @pm k[G]] = [(V @pm DIG]) @p Kl

donde V' ® prg1 D[G] es un D[G]-médulo proyectivo finitamente generado. Por
consiguiente,

Por otra parte:
Indf (e(z)) = [(V @p K) @xm K[G]]

= [V @pm K[H] @k K[G]] = [V @pm) K[G]].

Vamos a demostrar ahora una version abstracta del teorema de Brauer 2.41.
Para ello, consideramos el conjunto X de todos los subgrupos elementales de G
(definicién 2.42), asi como los homomorfismos de grupos

Ind: @ Ry(H) — Ri(G), Ind: @ P.(H) — P:(G)
HeX HeX

determinados por los homomorfismos Indg.

Teorema 4.31 Sea G un grupo finito y k un cuerpo suficientemente grande
para G. Entonces, los homomorfismos

Ind: @ Ri(H) — Ri(G), Ind: @ Pu(H) — Pu(G)
HeX HeX

donde X es el conjunto de los subgrupos elementales de G, son suprayectivos.

DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que si kg C k1 son dos cuerpos
suficientemente grandes para G, entonces el teorema es cierto para kg si y solo
si lo es para k1. En efecto, es claro que también son suficientemente grandes
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para todos los subgrupos de G, luego son cuerpos de escisién para todos ellos.
Tenemos entonces diagramas conmutativos

Ind$
Ry, (H) — Ry, (G)

]

Ry, (H) Ry, (G)

—_—
Ind$

donde las flechas verticales son los isomorfismos dados por el teorema 3.49.
Para ello basta observar que si V es un ko[HJ|-médulo, la imagen de [V] por
cada camino del diagrama es la asociada a los k1 [G]-mdédulos

(V @ro k1) @y 1) F1[G] = (V Qo ra) kol H] @ k1) @k, 1) k1[G

=V Qpom) k1 [H] g,y 1y k1 [G] =V ®po 1y k1[G

(V @y ) Ko[G]) @ko k1 2V @pom) (koG] @y k1) 2V @pym) ka[G].

Los diagramas conmutativos para cada subgrupo H dan lugar a un diagrama
conmutativo

donde las flechas verticales son isomorfismos. Concluimos que una flecha hori-
zontal es suprayectiva si y solo si lo es la otra. Todo el razonamiento es valido
igualmente si cambiamos Ry (G) por Pi(G).

Ahora observamos que, cuando k = C, el teorema es consecuencia inmediata
del teorema 2.45, sin mas que tener en cuenta que, a través del isomorfismo 3.57,
el subgrupo V,, considerado en 2.45 se identifica con la imagen de la restriccién
de Ind a la suma directa de los grupos Ry (H), donde H es p-elemental. Con-
cluimos entonces que la imagen de Ind es un subgrupo de Ry (G) cuyo indice es
finito, pero no es divisible entre ningin primo. (Notemos que, para cuerpos de
caracteristica 0, se cumple que Ri(G) = Px(G), luego no hemos de preocuparnos
del segundo homomorfismo del enunciado.)

De aqui obtenemos que el teorema es cierto para el cuerpo kg C C que resulta
de adjuntar a Q las raices m-simas de la unidad, donde m es el exponente
de G, y esto a su vez implica que el teorema también se cumple para todo
cuerpo de caracteristica 0 suficientemente grande para G (pues todo cuerpo
suficientemente grande para G de caracteristica 0 contiene a k).

Similarmente, para probar el teorema sobre cuerpos de caracteristica prima
p basta probarlo para el cuerpo k que resulta de adjuntar a Z/pZ las raices
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m-simas de la unidad. Si llamamos K a la adjuncién de las raices m-simas de
la unidad al cuerpo @, de los ntimeros p-ddicos, es claro que k es el cuerpo de
restos de K y, como K tiene caracteristica 0, el teorema se cumple para K.

Sea 1k (resp. 1j) la identidad del anillo Rx(G) (resp. Ri(G)). Concre-
tamente, 1x = [K], donde consideramos a K como K[G]-médulo trivial y,
andlogamente, 1 = [k]. Es claro que d(1x) = 1. Por la parte ya probada
sabemos que

g = 3 Wd$(zy),
HexX

para ciertos g € Ri(H). Aplicando d y teniendo en cuenta el teorema 4.29,
obtenemos que

1]€ = Z Indg(x}[),
HeX

donde 2y = d(xg) € Ri(H). Para caday € Ri(G) (resp. Pi(G)), tenemos que

y=1-y= Hieixlndg(xh - Resf (y)),

y esto completa la prueba. n

Extensiones de coeficientes Vamos a necesitar el andlogo del teorema 3.49
para los anillos P, (G) y un hecho adicional para cuerpos de caracteristica prima:

Teorema 4.32 Si K/k es una extension de cuerpos y G es un grupo finito,
el homomorfismo Py(G) — Pk (G) dado por [P] — [P ®; K] es inyectivo.
Ademds, identificando a Py(G) con un subgrupo de Pr(G) a través de este
monomorfismo:

a) Silos cuerpos tienen caracteristica prima, entonces Pi(G) es un sumando
directo de Pr(G).

b) Sik es un cuerpo de escision de G, entonces Py(G) = Pk (G).

DEMOSTRACION: Es evidente que, si P es un k[G]-mddulo proyectivo, en-
tonces P ®; K es un K[G]-mddulo proyectivo, asi como que la asignacién
P +— P ®; K induce un homomorfismo entre los grupos de Grothendieck.

Para probar que es inyectivo, no perdemos generalidad si suponemos que K
es un cuerpo de escisién de G, pues siempre podemos tomar una extensién L/K
tal que L lo sea, y la inyectividad del homomorfismo Py (G) — Pr(G) implica
la inyectividad del correspondiente a K.

Si V es un k[G]-médulo simple y Py es su envoltura proyectiva, tenemos una
sucesion exacta

0 — PvJ(k[G]) — Py — V — 0,

la cual, teniendo en cuenta el teorema 3.67, da lugar a una sucesién exacta

0— (Py @y K)J(K[G]) — Py @, K — V@, K — 0.
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Esto implica que Py ®p K es la envoltura proyectiva de V ®; K, que es
un K[G]-médulo semisimple por el teorema 3.65. De este modo, si Vi,...,V}
son representantes de las clases de isomorfia de k[G]-mddulos simples, tenemos
que It(G) = {[Pv,],--.,[Pv,]} es una base de P;(G) y su imagen en Pg(G)
estd formada por los elementos [Py,g, k], cada uno de los cuales se expresa
como combinacién lineal de un subconjunto S; C Ik (G), concretamente, segin
el teorema 4.3, tenemos que S; estd formado por los elementos [Py, donde
W recorre los factores de composicién de V; ®, K. Ahora bien, el teorema
3.38 implica que los médulos V; ®; K no tienen factores de composiciéon en
comun, luego los conjuntos 5; son disjuntos dos a dos, y esto implica que el
homomorfismo del enunciado es inyectivo.

a) Si los cuerpos tienen caracteristica prima, el teorema 3.65 nos da que
cada W € S; tiene multiplicidad 1 como factor de composicién de V; ®; K,
luego la imagen de [Py,] es simplemente la suma de los elementos de S;. Es
claro entonces que P (G) estd complementado en Pk (G). Un complemento es,
por ejemplo, el subgrupo generado por todos los elementos de la base Ik (G)
menos uno elegido arbitrariamente en cada conjunto .S;.

b) Si k es un cuerpo de escisién de G, los K[G]-médulos V; ®; K son simples,
luego concluimos que el homomorfismo del enunciado biyecta It,(G) con Ik (G).
|

Restricciones de coeficientes Si K/k es una extension finita de cuerpos y
G es un grupo finito, cada K[G]-médulo V tiene una estructura natural de k[G]-
médulo. Usaremos la notacién Vj, para referirnos a V' como k[G]-mddulo. Como
toda sucesién exacta de K[G]-mddulos es también una sucesién exacta de k[G]-
médulos, podemos definir un homomorfismo de grupos 7 : Rg(G) — Ri(G)
mediante 7([V]) = [Vx]. Vamos a estudiarlo en el caso en el que los cuerpos
tienen caracteristica 0. Puesto que cada elemento de Ri(G) y Ri(G) esta
determinado por su cardcter virtual asociado (teorema 3.50), basta determinar
el cardcter virtual de 7(z) en funcién del cardcter virtual de x.

Teorema 4.33 Sea K/k una extension finita de cuerpos de caracteristica 0,
sea G un grupo finito y sea m: Rx(G) — Ry (G) la restriccion de coeficientes
que acabamos de definir. Si un elemento x € Rk (G) tiene asociado el cardcter
virtual x : G — K, entonces el cardcter virtual de w(x) es x o TrkK, donde
TrE : K — k es la traza de la extension.

DEMOSTRACION: Basta probar que el diagrama siguiente es conmutativo:

Ri(G) —> R} (G)

l l”'

R, (G) —— R}(G)
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donde las flechas horizontales son los isomorfismos x — Y, que a cada elemento
del grupo de Grothendieck respectivo le asignan su cardcter virtual, y la flecha
vertical derecha viene dada por 7'(f) = f o Try.

Como las cuatro flechas son homomorfismos de grupos, basta ver que coinci-
den sobre un generador de Ry (G), es decir, sobre un elemento de la forma [V],
donde V' es un K[G]-médulo simple. En primer lugar supondremos que la ex-
tensién K/k es finita de Galois.

Segun el teorema 3.64, sabemos que 7w([V]) = n[W], para cierto natural
n > 1, donde W es el tnico k[G]-médulo simple tal que Wi tiene a V' como
factor de composicién. Segin 3.65, los caracteres de los factores de composiciéon
de Wxk son los conjugados del caracter x de V por los automorfismos de la
extension k(x)/k, y todos aparecen con la misma multiplicidad m. Asf pues, el
cardcter de 7([V]) es nm(x1 + -+ + xn), donde h = |k(x)/k|. Ahora bien, si
dimg V = d, entonces dimy Vi, = d|K : k|, luego, evaluando los caracteres en 1,
obtenemos la igualdad d|K : k| = nmhd, y de aqui que |K : k(x)| = nm.

A través de la restriccién G(K/k) — G(k(x)/k), cada automorfismo de
k(x)/k tiene nm antiimédgenes, luego, si en lugar de aplicarle a x los automor-
fismos de k(x)/k le aplicamos todos los automorfismos de K/k, cada conjugado
Xi aparecerd nm veces, luego podemos afirmar que el cardcter de w([V]) es

> X7 =xoTrf.
oeG(K/k)

Esto prueba el teorema para extensiones de Galois. En el caso general,
tomamos una extensién k C K C L de modo que L/k (y, por consiguiente,
también L/K) sea finita de Galois. Dado = € Rk (G), sea z;, € Rp(G) el
elemento obtenido por extensién de coeficientes, que tiene el mismo cardcter
virtual x. Por la parte ya probada, el cardcter virtual de 7% (z1) es

XoTr%(:|L:K‘X7

puesto que y toma valores en K. Por consiguiente, 7% (z1) = |L : K|z. Por
otra parte, es claro que 7L = 7k o 7K Tuego

7T£(£L’L) =|L: K|7T£(((E)

Aplicando de nuevo la parte ya probada, vemos que el cardcter virtual del
miembro izquierdo es

xoTrt =xoTrk oTrl = |L: K|(xoTry),

de donde concluimos que el caracter virtual de wg () es XoTrkK , cOMo queriamos
probar. m

Observemos que si, en las condiciones del teorema anterior, el caracter vir-
tual de x toma valores en k, entonces el cardcter virtual de m(x) es |K : k|x,
luego 7(z) = |K : k|z (donde identificamos m(x) € Ry (G) con su extensién de
coeficientes en Rg (G)).
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Productos de p-grupos y p’-grupos Consideramos ahora un cuerpo k de
caracteristica prima p y un grupo finito de la forma G = H x P, donde P es un
p-grupo y H es un grupo de orden no divisible entre p.

En primer lugar observamos que k[G] = k[H] ®y, k[P]. El isomorfismo como
k-espacios vectoriales es inmediato y, ademds, teniendo en cuenta que los ele-
mentos de P conmutan con los de H, es claro que también es un isomorfismo
de k-édlgebras.

Un k[G)-mddulo finitamente generado V es proyectivo si y sdlo si
es isomorfo a W ®y, k[P], donde W es un k[H|-mddulo finitamente
generado.

En efecto, dado W, como k[H| es semisimple, tenemos que W es un k[H|-
mddulo proyectivo, de donde se sigue que W ®y, k[P] es un k[G]-mdédulo proyec-
tivo. (Si W es sumando directo de un k[H]-mdédulo libre L, entonces W @y, k[ P]
es sumando directo de L ®j, k[P], que es un k[G]-médulo libre debido al isomor-
fismo k[H] ®j, k[P] = k[G].)

Ahora vamos a probar que W ®y, k[P] es la envoltura proyectiva de W con-
siderado como k[G]-mdédulo (de modo que P actia trivialmente sobre él). Esto
implica el reciproco, pues todo k[G]-médulo proyectivo es la envoltura proyec-
tiva de un k[G]-mdédulo semisimple W (sobre el que P actia trivialmente, por
el teorema 3.51, luego W es también un k[H]-mddulo), luego ha de ser isomorfo
a W @ k[P].

Tenemos ciertamente un epimorfismo de k[G]-médulos W ®y k[P] — W
dado por w® o — w. Hemos de probar que es esencial o, equivalentemente, que
su nucleo estd contenido en N = (W @y, k[P])J(k[G]). Sea V = (W &y k[P])/N,
que es un k[G]-mdédulo semisimple, luego P actia trivialmente sobre él, de nuevo
por 3.51. Esto hace que la aplicacién W — V dada por w — [w ® 1] sea un
homomorfismo de k[G]-mddulos que hace conmutativo el diagrama

W &y k[P] —= W

G

|4

(La clave es que [w ® 7] = [w ® 1]r = [w ® 1].) Es claro entonces que el niicleo
de la flecha horizontal estd contenido en el ntcleo de la oblicua, que es N. =

Teorema 4.34 Sea K un cuerpo métrico discreto completo de caracteristica 0,
sea D su anillo de enteros y k su cuerpo de restos, de caracteristica prima p.
Sea G = H x P un grupo finito, donde P es un p-grupo y H un grupo de orden
no divisible entre p. Un D[G]-mddulo finitamente generado V es proyectivo si
y sdlo si es isomorfo a W @p D[P|, donde W es un D[H|-mddulo finitamente
generado y libre como D-mddulo.
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DEMOSTRACION: El teorema 4.13 nos da que un D[H]-médulo W en las con-
diciones del enunciado es proyectivo, pues todos los k[H]-mdédulos finitamente
generados son proyectivos. Nuevamente tenemos que D[G] = D[H] ®p DI[P],
de donde se sigue todo D[G]-médulo de la forma W ® p D[P] es proyectivo (por
el mismo argumento empleado antes con k[G]-mddulos).

Si V es un D[G]-médulo proyectivo finitamente generado, entonces V ®@p k
es un k[G]-médulo proyectivo finitamente generado y, por 4.13, es de la forma
V@pk =2 WyQkk[P], donde Wy es un k[H]-médulo finitamente generado. Como
todo k[H]-mddulo es proyectivo, el teorema 4.20 nos da que existe un D[H|-
modulo proyectivo finitamente generado W tal que Wy =2 W ®p k. Notemos
que W también es proyectivo sobre D y, como D es local, W es un D-mdédulo
libre. Ahora observamos que

(W ®p D[P))®@p k= (W ®p k) @ (D[P] ®@p k) = Wy @ k[Pl =V ®p k,

luego W ®p D[P] =V por el teorema 4.13. .

4.5 Propiedades de los homomorfismos c, d, e

A lo largo de esta seccién K serda un cuerpo local, es decir, una extensién
finita de un cuerpo de nimeros p-adicos Q. Llamaremos D a su anillo de
enteros y k a su cuerpo de restos (que es un cuerpo finito de caracteristica p).

Teorema 4.35 Si G es un grupo finito y K es suficientemente grande® para G,
el homomorfismo d : Rk (G) — Ri(G) es suprayectivo.

DEMOSTRACION: Por el teorema 4.31 sélo hemos de probar que los elementos
de Ry (G) inducidos desde un subgrupo g-elemental H de G tienen antiimagen
por d. Como d conmuta con la induccién, no perdemos generalidad si suponemos
que G es g-elemental, es decir, que G = @ x C, donde @ es un g-grupo y C es
un subgrupo ciclico de orden primo con gq.

Si p # g, podemos descomponer C' = P x Cy, donde P es un p-grupo y Cy
es un grupo de orden primo con p. Si ¢ = p llamamos P = @ y asi, en ambos
casos, podemos descomponer G = P x H, donde P es un p-grupo y H es un
grupo de orden primo con p.

Basta probar que si V' es un k[G]-mddulo simple, entonces [V] € Ry(G)
tiene una antiimagen por d. El teorema 3.51 nos da que P actda trivialmente
sobre V, lo cual nos permite considerar a V' como k[H]-mdédulo simple. Basta
encontrar un K[H]-médulo W tal que d([W]) = [V] en Ry(H), pues entonces
tenemos la misma igualdad en R (G) sin més que considerar a W como K|[G]-
médulo. Equivalentemente (cambiando G por H), podemos suponer que p no
divide al orden de G. En tal caso k[G] es semisimple, luego Py (G) = Rir(G) y
el homomorfismo de Cartan ¢ es la identidad. Puesto que eod = ¢, es claro que

5Esta hipétesis no es necesaria en realidad, pero para probar el teorema sin ella necesi-
tarfamos una versién més general del teorema de Brauer.
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d es suprayectiva. (De hecho, sabemos que es un isomorfismo por el teorema
4.27.) n

Teorema 4.36 El homomorfismo e : P,(G) — Rk (G) es inyectivo.

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que K es suficientemente
grande. Si z € P,(G) cumple que e(x) = 0, el teorema 4.26 nos da que

(z,d(y))), = (e(z), y) i =0
para todo y € Ri(G). Como d es suprayectivo, esto implica que (z,z), = 0
para todo z € Ri(G), lo cual implica que z = 0.

En el caso general, sea K’/K una extension finita de cuerpos locales tal que
K’ sea suficientemente grande. Es facil ver que tenemos un diagrama conmuta-
tivo
Py (G) —— Rk/(G)

]

P(G) —— Rk(G)
en el que las flechas verticales son los monomorfismos del teorema 3.49. La
inyectividad de ¢’ implica la de e. "

Explicitamente, el teorema anterior afirma lo siguiente:

Teorema 4.37 Si P y P’ son D[G]-mddulos proyectivos finitamente generados
yP®p K=P ®p K, entonces P = P'.

DEMOSTRACION: En efecto, tenemos que e([P ®p k]|) = e([P’ ®p k]), luego
[Popk] =[P ®pk],luego PRpk = P'®p k por el teorema 4.4, luego P = P’
por 4.13. n

Teorema 4.38 El homomorfismo ¢ : P,(G) — Ryi(G) es inyectivo.

DEMOSTRACION: Si K es suficientemente grande y x € Py (G) cumple que
c(x) = 0, entonces d(e(z)) = 0, luego
(e(x), e(x)) g = (x,d(e(2))), =0,

luego e(z) = 0, luego z = 0. En el caso general consideramos una extensién
K'/K de cuerpos locales tal que K’ sea suficientemente grande y formamos el
diagrama conmutativo

Py (G) —<> Ry (G)

L

Py(G) —— Ry(G)

donde las flechas verticales son monomorfismos por el teorema 4.32. Asi pues,
la inyectividad de ¢’ implica la de c. "

Equivalentemente:



4.5. Propiedades de los homomorfismos c, d, e 143

Teorema 4.39 Si dos k|G]-mddulos proyectivos tienen los mismos factores de
composicion (contando sus multiplicidades), entonces son isomorfos.

Ahora vamos a dar una caracterizacion de la imagen del homomorfismo e en
Ry (G). Recordemos que, segin el teorema 3.50, el anillo Rk (G) es isomorfo al
anillo R} (G) de los caracteres virtuales de G sobre K.

Teorema 4.40 La imagen del homomorfismo e : P,(G) — Rk (G) estd for-
mada por los elementos de R (G) cuyo cardcter virtual asociado se anula sobre
los elementos p-singulares de G (es decir, de orden divisible entre p).

Por razones técnicas, demostraremos un resultado ligeramente mas general:

Teorema 4.41 Sea K'/K una extension finita. Para que un elemento de
Ry (G) esté en la imagen del homomorfismo e : Pr(G) — Rk (G) C Ri/(G)
es necesario y suficiente que su cardcter virtual tome valores en K y se anule
sobre los elementos p-singulares de G.

DEMOSTRACION: El cardcter virtual de un elemento de Rx (G) es el mismo
que el de su imagen en R/ (G), luego no perdemos generalidad si suponemos
que K’ es suficientemente grande para G y que la extensién K'/K es de Galois.

El anillo P, (G) estd generado por los elementos de la forma [V ®p k|, donde
V es un D[G]-mddulo proyectivo finitamente generado. Su imagen por e es
[V ®p K] vy, vista como elemento de Rg/(G), es [V ®p K']. Llamemos x al
caracter asociado a V ®p K', que es el mismo asociado a V ®p K, luego es
una aplicaciéon y : G — K. Hemos de probar que si ¢ € G es p-singular,
entonces x(¢) = 0. Si llamamos Gy al subgrupo generado por o, entonces
V es también un D[Gy]-mdédulo proyectivo finitamente generado, y el cardcter
asociado a V @ p K como K[Gp]-médulo es x|g,, luego, cambiando G por Gy,
podemos suponer que G es ciclico.

Descompongamos G = H x P, donde P es un p-grupo y H es un grupo
de orden no divisible entre p. El teorema 4.34 nos da que V= W ®p D[P],
donde W es un D[G]-médulo proyectivo finitamente generado. Por consiguiente,
Vep K= (Wap K)®k K[P], luego x = ¢r, donde ¢ es un cardcter de H y
r es el cardcter regular de P (extendidos ambos a G de forma natural). Como
o es p-singular, su descomposicién o = 77, con 7 € H, 7 € P, cumple 7 # 1,
luego x(o) =0 (pues r(7) = 0).

Tomemos ahora un elemento y € Ry (G) tal que su cardcter virtual asociado
x se anule sobre los elementos p-singulares de G. Vamos a probar que y esta en
la imagen del homomorfismo ¢’ : Py (G) — Rk (G).

Por el teorema 4.31 podemos expresar

1K’ = Zlndg(IH),

donde gy € Ri/(H) y H recorre el conjunto de los subgrupos elementales de G.
Multiplicando por y, el teorema 4.28 nos da que

y:ZInde(yH)7 YH :a:H-Resg(y).
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Vemos asi que, al expresar y como suma de elementos yz inducidos desde
subgrupos elementales de GG, éstos conservan la propiedad de que su caracter
virtual asociado en Rl (H) se anula en los elementos p-singulares de H. Si
probamos que cada yg estd en la imagen de e/, el teorema 4.30 nos dard que y
estd en la imagen de ¢’. Asf pues, no perdemos generalidad si suponemos que
G es elemental. Esto, a su vez, nos permite descomponerlo como G = H X P,
donde P es un p-grupo y H es un grupo de orden no divisible entre p.

Como x se anula fuera de H, podemos expresarlo como x = fr, donde
f € F(H) y r es el cardcter regular de P (ambos extendidos a G de forma
natural). Si ¢ un cardcter irreducible de H sobre K’ tenemos que

<f?,(/}> = <f7'(/}> <r51P> = <Xaw> € 7.

Este valor es el coeficiente de ¢ en la expresiéon de f como combinacion
lineal de los caracteres irreducibles de H. Como todas las coordenadas son
enteras, concluimos que f € Rl (H), luego se corresponde con un elemento
yu € Ri/(H). Por otra parte, r € R, (P) se corresponde con yp = [K'[P]].

Como el homomorfismo e’ para H es un isomorfismo, podemos expresar

yu =V @p K'] — [W ®@p/ K],
donde V' y W son D[H]-mddulos proyectivos finitamente generados. Entonces
y=[(Vep D'[P])@p K'] - [(W&p D'[P]) ®p K],

porque ambos miembros dan lugar al mismo cardcter virtual x = fr. Ademads,
como D'[G] = D'[H|®p/ D'[P], es inmediato que los D’'[G]-médulos V& pr D[ P]
y W ®p/ D'[P] son proyectivos, luego y estd en la imagen de €.

Ahora supongamos que x toma valores en K y vamos a probar que y estd
en la imagen de e. Tenemos el diagrama conmutativo

’

Pu(G) —— Ry (G)

]

P(G) —= Rk (G)

en el que todas las flechas son monomorfismos. En la préactica los identificaremos
con inclusiones. Sabemos que y € P/ (G) y queremos probar que y € Pi(G).

Consideremos la restriccién de coeficientes 7 : Rg/(G) — Ry (G) determi-
nada por 7([V]) = [Vk]|, donde, para cada K’'[G]-médulo V, llamamos Vi al
mismo V' considerado como K[G]-mdédulo.

Observemos que [Py (G)] C Pi(G), pues si V es un D'[G]-médulo proyec-
tivo y Vp es V considerado como D[G]-mddulo, es evidente que también es un
D|[G]-médulo proyectivo, y (V®p K')x = Vp ®p K. En efecto, basta observar
que si (v;) es una D'-base de V' y (d}) es una D-base de D', entonces v;d; @1 es
una K-base de ambos miembros y G actiia igual sobre ella en ambos miembros.
Asf pues, 7([V @p K|) = [Vp ®@p K| € Px(G).
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Sir = |K’': K|, el hecho de que el cardcter virtual de y tome valores en
K se traduce, en virtud de la observacién posterior al teorema 4.33, en que
ry = m(y) € Pr(G). Ahora basta tener en cuenta el teorema 4.32, segin el cual
P (G) = P.(G) ® C, para cierto subgrupo C. Asi, si la componente de y en C'
fuera no nula, la de ry también lo seria, luego concluimos que y € Pi(G). =

Con esto podemos demostrar un resultado técnico que vamos a necesitar:

Teorema 4.42 Sea K'/K una extensidn de cuerpos locales, sean D' y D sus
anillos de enteros respectivos, sea G un grupo finito y x € Rg/(G) un elemento
que cumpla las dos condiciones siguientes:

a) El cardcter virtual asociado a x toma valores en K.

b) Existe un nimero natural n > 1 tal que nx = [V’ @p/ K'], donde V' es un
D'[G]-mdédulo proyectivo.

Entonces existe un D[G]-mddulo proyectivo V, inico salvo isomorfismo, tal que
xz=[V®&p K] € Rk(G).

DEMOSTRACION: Por b) tenemos que nz = e(V’' @ps k'), luego 4.40 nos
da que el caricter de nx se anula en los elementos p-singulares de G. Por
consiguiente, lo mismo vale para el caricter virtual de x. El teorema 4.41
implica entonces que = = e(y), para cierto y € P(G).

Falta probar que y = [V ®p k|, para cierto D[G]-médulo proyectivo V', lo
cual equivale a que las coordenadas de y en la base I (G) sean positivas.

Ahora bien, si 7 : Rg/(G) — Ri(G) es la restriccién de coeficientes y
r =|K': K|, la observacién posterior al teorema 4.33 nos da que 7(nz) = rnx.
Mas aun, en la prueba del teorema anterior hemos visto que

rnz = w(nx) = [V’ @p K| = [V}, ®p K].

Si no identificamos P (G) con su imagen en Ri(G), esto equivale a que
rny = [V}, ®p k|, de modo que las coordenadas de rny en la base Ix(G) son
positivas, y lo mismo vale, por lo tanto, para las coordenadas de y.

Esto prueba la existencia de V', y la unicidad nos la da el teorema 4.13 (pues
siVi®p K2 Vo®p K, entonces V1 ®p k = Vo ®p k, por la inyectividad de e).

4.6 El teorema de Fong-Swan

Los resultados de la seccién anterior sobre los homomorfismos d y e no son
todo lo satisfactorios que podrian ser. Por ejemplo, hemos probado que, si K
es suficientemente grande, entonces el homomorfismo d : Rx(G) — Ri(G)
es suprayectivo. Por lo tanto, si V' es un k[G]-mddulo, sabemos que existe un
z € Rk (G) tal que d(x) = [V], pero no tenemos la garantia de que x sea de la
forma z = [W], para cierto k[G]-médulo finitamente generado W, es decir, no
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podemos asegurar que todo k[G]-mdédulo finitamente generado sea la reduccién
de un K[G]-médulo finitamente generado. Si llamamos

R} (G) ={[V]|V es un K[G]-médulo finitamente generado},
RI(G) ={[V]|V es un k[G]-médulo finitamente generado},

sabemos que d : R (G) — R (G), pero no tenemos probado que esta res-
triccidn sea suprayectiva. De hecho, sucede que no siempre lo es. El teorema
central de esta seccién afirma que una condicién suficiente para que lo sea es
que el grupo G sea resoluble.

Definicion 4.43 Si p es un primo, diremos que un grupo finito G es p-resoluble
si admite una serie cuyos factores tengan orden potencia de p o primo con p.

Todo grupo resoluble admite una serie cuyos factores son ciclicos de orden
potencia de primo, luego los grupos resolubles son p-resolubles para todo p.

Teorema 4.44 (Fong-Swan) Sea K un cuerpo local cuyo cuerpo de restos k
tenga caracteristica p y sea G un grupo p-resoluble. Si K es suficientemente
grande para G, todo k[G)-mddulo simple es la reduccion de un K|[G]-mddulo
(necesariamente simple).

DEMOSTRACION: Vamos a llamar altura de un grupo p-resoluble G a la
menor longitud de una serie en GG que cumpla la definicién de grupo p-resoluble.
Demostraremos el teorema por induccién sobre la altura de G. Si G tiene
altura 0, entonces G = 1 y el teorema es trivial.

Supongamos que G tiene altura h y que el teorema es cierto para grupos p-
resolubles de altura menor que h. Si G no cumple el teorema, podemos suponer
que es el grupo p-resoluble de altura h de menor orden posible de entre los que
no cumplen el teorema. Equivalentemente, podemos suponer que todo grupo
p-resoluble de altura h y orden menor que |G| cumple el teorema. Vamos a
probar que G también lo cumple y esta contradiccién demostrara el teorema.

Sea, pues, V un k[G]-médulo simple y vamos a probar que es la reduccién
de un cierto K[G]-médulo.

Sea N < G el primer término no trivial de una serie minima segun la defi-
nicién de grupo p-resoluble. De este modo, G/N es p-resoluble de altura < h—1.

Si N es un p-grupo, el subespacio V¥ de los elementos de V fijados por N
es no nulo por 1.14, y el hecho de que N sea normal implica que V es un
k[G]-submédulo de V (véase la prueba del teorema 3.51). Como V es simple,
ha de ser V = V¥ luego V es un k[G/N]-médulo simple. Por hipétesis de
induccién, V es la reduccién de un K[G/N]-médulo W, y es claro que V', como
k[G]-médulo, es la reduccién de W como K[G]-médulo.

Asi pues, a partir de ahora suponemos que p no divide al orden de N. Ahora
V es un k[N]-médulo semisimple. Si V tiene dos factores de composicién no
isomorfos, podemos aplicar el teorema 2.38, segiin el cual® existe un subgrupo
N < H < G y un k[H]-médulo simple W tal que V' = W @z k[G].

6Est4 probado cuando k = C, pero se comprueba inmediatamente que la prueba es vélida
siempre que cark 1 |G|.
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El mismo argumento que prueba que todo subgrupo de un grupo resoluble
es resoluble muestra que H tiene altura < h. Si la longitud es h, el hecho de que
|H| < |G| nos permite aplicar igualmente la hipétesis de induccién para concluir
que existe un K[H]-médulo simple M cuya reduccién es W, y el teorema 4.29
implica que la reduccién de M @ gz K[G] es V.

Por lo tanto, podemos suponer que todos los factores de composicién de V'
como k[N]-médulo son isomorfos a un mismo k[N]-médulo simple V;. Como
p 1 |N|, existe un K[N]-médulo irreducible Wy cuya reduccién es V. El grado
de Wy divide a |N|, luego también es primo con p. Mds detalladamente, lo que
tenemos es que Wy = Ry ®p K, donde Ry es un D[N]-médulo (libre sobre D)
tal que Ry ®p k = V. Notemos que, como k[N] es semisimple, V; es proyectivo,
luego Ry también es un D[G]-médulo proyectivo.

Podemos identificar a V; con un k[N]-submddulo concreto de V. Entonces,
dado o € G, tenemos que Vyo es también un k[N]-submddulo de V, pues si
v € Vo yn € N, tenemos que von = v(ono~1)o € Vyo. Como todos los factores
de composicién de V' como k[N]-mdédulo son isomorfos a V;, es necesario que
Voo sea simple e isomorfo a V) como k[N]-médulo.

Consideremos el isomorfismo (de k-espacios vectoriales) ¢ : Vj — Vo dado
por ¢(v) = vo. En principio, no es un isomorfismo de médulos, pero si que lo es
si en Vj consideramos el producto dado por v -n = v(ono~1). Si llamamos V{7
a Vp con esta estructura de k[N]-mdédulo, acabamos de probar que Vy = V.

Andlogamente, llamemos R a Ry con la estructura de D[G]-médulo dada
por el producto r - n = r(ono~!). Es claro que R§ ®p k = V§ = Vp, luego
R§ = Ry por el teorema 4.13. Sea, pues, f : Rf — Ry un isomorfismo de
DI[N]-médulos. Explicitamente, esto significa que

flo(ona™)) = f(v)n

Si llamamos p : G — Aut(Ry) a la representacién lineal asociada a Ry, esto
equivale a que

fop(n)of=t=plono™)

para todo n € N. Para cada o € G, llamemos U, al conjunto de todos los
f € Aut(Rp) que cumplen la relacién anterior. Acabamos de ver que U, # &.
Se comprueba facilmente que si f € Uy v f' € Uy, entonces f o f' € Uyqyr.

Esto hace que el conjunto Gy de todos los pares (o, f) con f € U, sea un
grupo con el producto de G en la primera componente y la composicién en la
segunda.

La proyeccién G; — G en la primera componente es un epimorfismo, cuyo
nticleo es isomorfo a Uy, que es el grupo de todos los f € Aut(Ry) que conmutan
con todos los automorfismos p(n). Equivalentemente, U3 = Auty(Rp). Como
Woy es (absolutamente) simple (porque su reduccién Vp es simple), sabemos
que Endy(Wy) = K, es decir, que los tnicos endomorfismos de Wy son las
homotecias. Como cada elemento de U; induce un endomorfismo de K, ha de
ser una homotecia y, para que tenga tenga inversa en Endy(Rp), su razén ha
de ser una unidad de D. En definitiva, U; es el grupo de las unidades de D.
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Como las homotecias conmutan con todos los automorfismos, resulta que
Ui < Z(G1). Notemos que G7 es un grupo infinito. Vamos a construir un
grupo con propiedades similares pero que sea finito.

Para ello observamos en primer lugar que podemos sustituir K por una
extensién finita K’. En efecto, si probamos que V ®y, k' es la reduccién de un
K'[|G]-médulo, éste serd necesariamente de la forma W @ K’, donde W es
un K[G]-médulo, porque K es un cuerpo de escisién para G, y la reduccién
de W serd isomorfa a V', porque la extension de coeficientes es un isomorfismo
Ri(G) — Ry (G).

Con la extensién de coeficientes, es claro que V; se sustituye por Vo @ k' y
Ry por Rg®p D', donde D’ es el anillo de enteros de K’. Ademds, cada f € U,
se extiende a un automorfismo f’ € U, con el mismo determinante.

Llamemos d = rang Ry que, segin hemos visto, es primo con p. Para cada
o € G, escojamos un f € U, y elijamos una raiz ¢, = /det f en una clausura
algebraica de K. Tomamos como K’ la adjuncién a K de todos los elementos
€5, para o € (G, con lo que tenemos ciertamente una extensién finita de K.
Sustituyendo K por K’, podemos afirmar que, para cada o € G, existe un
f € U, tal que det f = €?, para cierto e € U;. Entonces, f' = ¢! f € U, cumple
que det(f’) = 1. En definitiva, cada conjunto U, contiene un automorfismo de
determinante 1.

Sea C' la imagen del homomorfismo N — U; dado por ¢ — det p(n) y sea
G el subgrupo de G; formado por los pares (o, f) tales que det f € C. Como
siempre existe un par (o, f) tal que det f = 1 € C, resulta que la proyeccién
G5 — @ sigue siendo suprayectiva, y su nicleo N’ esté formado por las unida-
des € € U; tales que ¢ € C. Como p no divide al orden de N, tampoco divide
al orden de C, luego todo € € N’ es una raiz de la unidad de orden primo con p.
Concluimos que N’ es un grupo ciclico de orden primo con p. M4s atin, tenemos
que N’ < Z(Go).

En particular, G2 es un grupo finito. La proyeccién en la segunda compo-
nente py : Go — Aut(Ry) es una representacién lineal de G5 sobre D. Tenemos
un monomorfismo de grupos N — G2 dado por n — (n,p(n)), a través del
cual podemos considerar que N < G. Ademds N N N’ = 1 y la restriccién de
p2 a N coincide con p.

Sea F' = Hompy (Vp, V) y sea u : Vy ® FF — V la aplicacién lineal dada por
u(v ® g) = g(v). Vamos a ver que es un isomorfismo.

En efecto, dimy F' = ([Vo],[V]) es la multiplicidad de V{ como factor de
composicién de V', luego dimy, Vo ® F' = dimy V. Por lo tanto, basta ver que u es
suprayectiva. Ahora bien, dado v € V, el k[N]-submdédulo de V' generado por v
es simple, luego isomorfo a Vj, luego existe un k[N]-monomorfismo g : Vo — V
y un vy € Vp tal que v = g(vg) = u(vo ® g).

La estructura de D[G2]-médulo de Ry se reduce a una estructura de k[G2]-
médulo de V. Concretamente, v(a, f) = f(v), donde f es el automorfismo de
Vb inducido por f.

A su vez, podemos dotar a F' de estructura de k[G2]-médulo con el producto
dado por

(9(o, )W) = g(f 7} (v))o
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(Hay que comprobar que g(o, f) asi definido es un D[N]-homomorfismo y que la
aplicacién Gy — Aut(F') es un homomorfismo. Todo ello se ve sin dificultad.)

Por tultimo, el k[G]-médulo V' puede verse como un k[Gs]-médulo a través
del epimorfismo G2 — G. Entonces u es un isomorfismo de k[G3]-médulos.
En efecto,

u((v@g)(o, f)) = u(f(v)@(9(0, f))) = (90, )))([(v)) = g(v)o = u(v@g)(0, ).

Tenemos que Vo = Ry ®p k como k[G3]-mddulo. Supongamos que en-
contramos un D[Gs]-médulo D-libre Fy tal que F = Fy @p k. Entonces
tendrfamos que V = (Ry ®p Fy) ®p k. Este isomorfismo es también un iso-
morfismo de k[N']-médulos, pero p no divide al orden de N, luego la reduccién
Ry (N') — Ry(N') es un isomorfismo. Como V es un k[N’']-médulo trivial,
resulta que (Ry ®p Fp) ®p K es un K[N']-médulo trivial, es decir, que visto
como K[G5]-médulo, sucede que N’ actiia trivialmente sobre él, luego tiene una
estructura natural de K[G]-médulo, ya que G = G3/N’. Tenemos, pues, un
K[G]-médulo cuya reduccidn es V.

Asf pues, sélo falta probar que F' es la reduccién de un cierto D[G3]-médulo
D-libre. Notemos que F' es un k[Gz]-médulo simple, pues en caso contrario V
tampoco seria simple. La definicién de la accién de G sobre F' muestra que N
actia trivialmente sobre él, luego F' es también un k[H]-mddulo simple, donde
H = Gy/N.

Como N N N’ = 1, el homomorfismo natural N’ — H es inyectivo, y
N’ < H. Como N’ < Z(Gs2), también N’ < Z(H). Ademds,

H/N' = (Ga/N)/(NN'/N) = G/ (NN') = (Go/N') [(NN'/N') = G/N.

Si la altura de G es h = 1, entonces G = N, luego H = N’ tiene orden primo
con p, y es evidente que F' es la reduccién de un K[H]-mdédulo Fy.

Supongamos, pues, que h > 2, en cuyo caso G/N tiene altura < h — 1, al
igual que H/N’, luego H/N’ tiene un subgrupo normal M /N’ (el primer término
no nulo de una serie de altura h — 1) de orden potencia de p o primo con p de
modo que H/M tiene altura < h — 2.

Si M/N' es un p-grupo, sea P un p-subgrupo de Sylow de M. Como el
orden de N’ no es divisible entre p, tenemos que N' NP =1, luego M = N'P
y, como N’ < Z(M), de hecho M = N’ x P. Como P < M, resulta ser el inico
p-subgrupo de Sylow de M, y esto implica a su vez que P < H.

El argumento empleado al principio de la prueba muestra que P actua tri-
vialmente sobre F', luego F' es un k[H/PJ]-mé6dulo simple. Ahora bien, como
H/M tiene altura < h — 2, resulta que H/P tiene altura < h — 1 y podemos
aplicar la hipétesis de induccién.

Supongamos ahora que el orden de M /N’ no es divisible entre p, con lo que
el de M tampoco lo es. Como la altura de H/M es < h—2,lade Hes <h—1
y de nuevo podemos aplicar la hipétesis de induccién. [

Como consecuencia inmediata, si G es p-resoluble y K es un cuerpo de
escisién para G con cuerpo de restos k de caracteristica p, tenemos que la apli-
cacién d : Rj:(G) — R} (G) es suprayectiva.
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Como consecuencia podemos demostrar un resultado andlogo para el homo-
morfismo e : P,(G) — Rk (G). Definimos

PH(G) ={[V] |V es un k[G]-médulo proyectivo finitamente generado}.

Teorema 4.45 Si K es un cuerpo local con cuerpo de restos k de caracteristi-
capy G esun grupo finito p-resoluble, entonces e[ P, (G)] = e(Py(G))NRE(G).

DEMOSTRACION: Se trata de probar que si V es un K [G]-mdédulo finitamente
generado tal que [V] estd en la imagen del homomorfismo e, entonces, mds
concretamente, [V] = e([W]), para cierto k[G]-médulo proyectivo W finitamente
generado.

Sea K'/K una extensién finita tal que K’ sea suficientemente grande para G.
Vamos a ver que si el teorema es cierto para K’, también lo es para K. En efecto,
si [V] estd en la imagen de e, entonces [Vi-] estd en la imagen de ¢’. Suponemos,
pues, que existe un k’[G]-médulo proyectivo W tal que e([W]) = [Vk/]. Esto
significa que W = R ®p k’, donde R’ es un D’[G]-médulo proyectivo, y que
[Vik/] = [R' ®p k']. Ahora basta aplicar el teorema 4.42 con x = [Vi/]| y n =1,
de modo que [V] = [R®p K| = e(R ®p k), donde R es un D[G]-médulo
proyectivo.

Suponemos, pues, que K es suficientemente grande para G. Consideremos
la base S(G) = {[Vi],...,[Va]} de Ri(G) y la base I(G) = {[Pw;],..-,[Pv,]}
de P (G), donde Py, es la envoltura proyectiva de V;. Estamos suponiendo que
[V] = e(z), donde

z = X:IRZ[PV;] € P(G),
para ciertos n; € Z y queremos probar que n; > 0. Por el teorema de Fong-Swan
existe z; € R}(G) tal que d(z;) = [V;i]. Entonces,

ni = (2, [Vil)y = (2, d(2))), = (e(2), zi) k. = ([V]; zi) ¢ = 0.

A su vez, esto nos da una versién mas precisa del teorema 4.40:

Teorema 4.46 Si K es un cuerpo local cuyo cuerpo de restos temga carac-
teristica p y G es un grupo finito p-resoluble entonces un K|[G]|-mddulo fini-
tamente generado V es de la forma V = R ®p K, para cierto D|G]-mddulo
proyectivo R si y solo si el cardcter de V' se anula en los elementos p-singulares
de G.

4.7 Caracteres modulares
Observemos que, con la teoria desarrollada hasta ahora, no podemos respon-

der a una pregunta tan elemental como cudntas representaciones irreducibles
tiene un grupo finito G sobre un cuerpo de escisiéon k£ cuando la caracteristica
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de k divide al orden de G. En esta seccién desarrollaremos una teoria de ca-
racteres mejor adaptada al caso modular que la teoria de caracteres ordinarios.
Entre otras cosas, con ella podremos responder a la pregunta que acabamos de
formular. Por simplicidad trabajaremos con cuerpos suficientemente grandes
para G (aunque los resultados se generalizan ficilmente a cuerpos de escisién
arbitrarios).

En principio, sabemos que las representaciones irreducibles de G se corres-
ponden biunivocamente con los caracteres irreducibles de G sobre k, que son
funciones de clase linealmente independientes, luego su numero es a lo sumo
igual al niumero de clases de conjugacién de G. Cuando cark { |G| (y k es un
cuerpo de escisién) se da la igualdad, pero vamos a ver que no sucede lo mismo
cuando car k divide a |G|. La razén es el teorema 3.52, segin el cual, en la
tabla de caracteres (irreducibles) de G sobre k, cada columna correspondiente
a una clase de elementos p-singulares (de orden miiltiplo de p) es igual a otra
columna correspondiente a una clase de elementos p-regulares (de orden primo
con p). Sabemos que la tabla tiene filas linealmente independientes sobre k,
luego, si eliminamos las columnas correspondientes a las clases p-singulares, la
tabla seguird teniendo filas linealmente independientes.

Definicién 4.47 Si G es un grupo finito y k£ es un cuerpo de caracteristica
prima p, llamaremos G, al conjunto de elementos p-regulares de G y Fi(G,) al
k-espacio vectorial de todas las funciones de clases f : G, — k.

En estos términos, acabamos de probar que si x1, ..., xr son los caracteres
irreducibles de G sobre k, entonces, las restricciones y;|¢, son linealmente inde-
pendientes en Fi(G,), luego el ntimero h es a lo sumo igual al ntimero de clases
de conjugacién p-regulares. Veremos que, si k es un cuerpo de escisién para G,
se da la igualdad.

Para ello retomamos la situacién de la seccién precedente: en lo sucesivo, G
serd un grupo finito, K un cuerpo local con anillo de enteros D y cuerpo de restos
k de caracteristica p, y ahora supondremos ademas que K es suficientemente
grande para G. Llamaremos m’ al m{nimo comidn multiplo de los érdenes de los
elementos de G,.. Por hipétesis, K (y, més concretamente, D) contiene al grupo
U (K) de las raices m’-ésimas de la unidad, de tal modo que el polinomio
X™" — 1 factoriza en D[X] en la forma

X™ 1= (X —wi) (X — wm).

Tomando clases médulo el ideal maximal m de D obtenemos una descom-
posicién andloga en k[X], luego concluimos que las clases [w;] € k son todas las
raices en k del polinomio X m" _ 1. Como p no divide a m’, estas raices han de
ser distintas dos a dos, luego vemos que k contiene al grupo U, (k) de las raices
m/-ésimas de la unidad y que la reduccién médulo m induce una aplicacién
suprayectiva (luego biyectiva) Uy, (K) — Uy (k). Para cada A € Upy(k),
llamaremos \ € U, (K) a su tnica antiimagen.

Consideremos ahora un k[G]-médulo finitamente generado V' y sea o € G,.
Llamemos H = (o), de modo que podemos considerar a V' como k[H]-mddulo.
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Como p t |H|, es semisimple y, como H es abeliano y &k es un cuerpo de escisién
para H, resulta que todas las representaciones irreducibles de H sobre k tienen
grado 1. Por consiguiente, podemos descomponer

en suma directa de k[H]-submédulos V; = (v;) de dimensién 1 sobre k. Asi
pues, v;o0 = A\;v; para ciertos A\; € k. La base vy,...,v, de V determina una
representacién matricial p : G — LG(n, k) tal que p(o) es una matriz diagonal.
Como o™ = 1, también p(a)m/ = I,, lo que se traduce en que los elementos de
la diagonal de p(o) (es decir, los escalares \;) estdn en U, (k).

Es claro que los valores A; son los vectores propios de p(c), es decir, las
raices del polinomio caracteristico de p(o), y cada uno aparece repetido tantas
veces como indica su multiplicidad como raiz. Por lo tanto, no dependen de la
eleccién de la base con la que hemos calculado la representacion p.

Definicién 4.48 En las condiciones anteriores, si V' es un k[G]-médulo fi-
nitamente generado, su cardcter modular o cardcter de Brauer es la funcién
¢v : G, — D que a cada o € G, le asigna el valor

Xh

M=

pv (o) =

=1

donde A1,..., A, € Unys (k) son los valores propios del endomorfismo inducido
por o en V (repetidos segtin su multiplicidad en el polinomio caracteristico).

Si xv : G — k es el caracter ordinario de V, su relacién con ¢y consiste
en que xv|g, es la composicién de ¢y con el epimorfismo canénico D — k.
M4s atin, si 0 € G se descompone como o = w0’ como en el teorema 3.52,
tenemos que xv (o) = [pv(c”)] € k, por lo que el cardcter modular ¢y determina
completamente el caracter ordinario xy .

Veamos algunas propiedades elementales:
a) ¢y (1) =dimg V.

b) ¢v es una funcion de clases en G,., en el sentido de que sioc € G, y1 € G,
entonces ¢y (07) = ¢y (o).

Esto se debe a que 07 y o determinan endomorfismos conjugados en V,
y dos endomorfismos conjugados tienen matrices semejantes, luego tienen
el mismo polinomio caracteristico.

c) Si0 —V' —V — V" — 0 es una sucesion exacta de k|G]-mddulos
finitamente generados, entonces ¢y = ¢y + oy

En efecto, dado o € G-, no perdemos generalidad suponiendo que G = (o),
pero entonces k[G] es semisimple, luego V = V' & V". Formando una base
de vectores propios para o en V' como unién de bases correspondientes para
V' y V", la conclusién es inmediata.
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d) Dados dos k[G]-mddulos finitamente generados V. y V', se cumple que
dverv = Pvovr.
Dado o € G,., basta tener en cuenta que el producto tensorial de una base
de vectores propios para ¢ en V por otra en V' es una base de vectores
propios para o en V @, V.

e) Sea W un K|[G]-mddulo finitamente generado de cardcter x, sea R C W
un reticulo estable y V=R Qp k. Entonces ¢y = x|a, -

Dado o € G, no perdemos generalidad si suponemos que G = (o). Segin
el teorema 4.15, los factores de composicién de V' son independientes del
reticulo R que elijamos en W y, por la propiedad c), el cardcter ¢y es la
suma de los caracteres modulares de dichos factores de composicién. Por
lo tanto, podemos elegir R sin alterar ¢y . Dado o € G,, tomamos como
R el reticulo generado por una base de vectores propios para o, con lo
que V tiene una base de vectores propios para ¢ cuyos valores propios son
las reducciones de los valores propios de la base de R. La conclusion es
inmediata.

La forma bilineal definida en 4.6 puede expresarse en términos de los carac-
teres modulares:

Teorema 4.49 Si P y V son k[G]-mddulos finitamente generados con P es
proyectivo y ¢p, ¢y son sus caracteres modulares respectivos, entonces

(1PL V) = 5 55 or(o)ov(o).
|G‘ ceG,

DEMOSTRACION: Por definicién, ([P],[V]), = dimy Homg(P,V). Segin
hemos visto en la seccién 1.4, el espacio H = Homy (P, V) tiene una estructura
natural de k[G]-médulo respecto a la cual Homg(P, V) = HY. Segin 1.62,
tenemos que H = P* ®; V, y los teoremas 1.58 y 1.64 implican que H es un
k[G]-médulo proyectivo. El teorema 4.20 nos da un D[G]-mdédulo proyectivo Hy
tal que H =2 Hy ®p k. Llamemos Hy = Hy ®p K y vamos a probar que

dim g HlG = rangHg; = dimy, HE.

Para probar las dos igualdades simultaneamente probaremos que, si D — E
es un homomorfismo de anillos, entonces

HS @p E = (Hy®p E)°.

Miés concretamente, el homomorfismo natural HY @p E — (Ho®p E)¢ es un
isomorfismo. Sea Hy® H' = L, donde K es un D[G]-mddulo libre. Claramente,
LG = H§ @ H'C y tenemos un diagrama conmutativo

(H[? ®p E)@(H'G@)D E) LS ®p E

| |

(Hy®p E)¢ @ (H' ®p E) —— (L®p E)¢
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luego basta probar el resultado para un D[G]-mddulo libre L = D[G]™, pero es
claro entonces que basta probarlo para D[G]. En suma, hay que probar que el
homomorfismo canénico D[G]® @ p E — E[G]¢ es un isomorfismo, pero esto es
obvio, pues D[G]% es el D-submédulo generado por T = Y o, y andlogamente
con E[G]. 7EG

Retomando el argumento, ahora tenemos que

(P], VD), = dimg HE = (1, V) e = = 3 x(0),
‘G|U€G

donde x es el cardcter del K[G]-médulo H;. Por el teorema 4.40 sabemos que
x se anula fuera de G, y, restringido a G, es el cardcter modular del k[G]-
médulo H, por la propiedad e) anterior. La propiedad d) nos da que x|g, =
¢p~py. El teorema 1.65 afirma que los caracteres ordinarios x p» y xp cumplen
la relacién xps (o) = xp(c1), de donde se deduce inmediatamente que ¢ps y
¢p cumplen lo mismo. En definitiva, x|g, (¢) = ¢p(07 )¢y (o), y obtenemos la
férmula del enunciado. "

Definicién 4.50 Llamamos F (G,) ala K-dlgebra de las funciones de clase en
G, con valores en K y R/ (G,) al subgrupo abeliano generado por los caracteres
modulares de G, que es un subanillo por la propiedad d) precedente.

La propiedad c) nos permite definir un epimorfismo Ry (G) — R’ (G,) que
asigna un cardcter modular virtual ¢, a cada x € Ri(G). La propiedad e) nos
da el diagrama conmutativo

Ry (G) — Ry (Gr)
donde la flecha horizontal inferior es la restricciéon de G a G,..

Teorema 4.51 El homomorfismo Ry(G) — Ry (G,) es un isomorfismo de
anillos que se extiende a un isomorfismo de K -dlgebras K@z Ry (G) — Fg(G,).

DEMOSTRACION: Sea Si(G) = {[Vi],...,[Va]} y vamos a probar que los
caracteres modulares ¢1, ..., ¢p son distintos dos a dos y linealmente indepen-
dientes en Fx(G,). En caso contrario tendriamos una combinacién lineal

o1+ -+ apdy =0,

donde a; € K no son todos nulos. Multiplicindolos por una potencia adecuada
de un primo de D, podemos suponer que todos ellos estan en D y que al menos
uno es una unidad. Componiendo con el epimorfismo canénico D — k obtene-
mos que &1X1|g, + -+ anxnlg, =0, donde x; es el cardcter ordinario de V;, y
tenemos que algun a; # 0. Esto contradice la observacion tras la definicién 4.47.
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En particular, los caracteres modulares son linealmente independientes sobre
Z, luego son una base de R (G,) y tenemos el primer isomorfismo del enunciado.
Ahora vamos a probar que los caracteres modulares generan Fi (G,.). Para ello,
tomamos una funcién de clases arbitraria f € Fg(G,) y la extendemos con el
valor 0 fuera de G, lo que la convierte en una funcién de clases f € Fg(G).

Como K es un cuerpo de escisién de G, los caracteres irreducibles ¥, . .., ¥,
de G sobre K forman una base de Fi(G), luego podemos expresar

f=a1¢1+"'+04n1/}m

con «; € K. Restringiendo a G, esta expresién obtenemos que

f = O‘1¢1|GT +- 4+ anwn|Gr7

donde cada v;|¢,. estd en R (G,), luego es combinacién lineal de los caracteres
modulares ¢;, luego f también lo es. Esto prueba que los caracteres modulares
¢; son una K-base de Rk (G,), lo que equivale al segundo isomorfismo del
enunciado. L]

En particular, vemos que el ntimero de representaciones irreducibles de G
sobre k es igual al nimero de clases de conjugacién p-regulares de G.

Llamemos h al nimero de clases de conjugacién de G’y h, al nimero de
clases de conjugacién p-regulares. El monomorfismo e : P,(G) — Rk (G) in-
duce un monomorfismo K ®z P(G) — K ®z Rx(G) = Fx(G). Sabemos que
Py (G) tiene rango hy, luego la imagen de K ®z P, (G) tiene dimensién h,, sobre
K. Segun el teorema 4.40, dicha imagen estd contenida en el subespacio de las
funciones de Fi (G) que se anulan fuera de G,., pero dicho subespacio se identi-
fica de forma natural con Fi (G, ), luego tiene dimensién h,. Por consiguiente,
podemos identificar K ®z P (G) con Fi(G;).

Acabamos de ver que, mediante las identificaciones K ®z Py (G) = Fx(Gr) y
K ®z Rk (G) = Fk(G), el monomorfismo 1 ® e se corresponde con la inclusién,
si convenimos a su vez en identificar Fix(G,) con las funciones de clases que se
anulan fuera de G,..

Por otra parte, el diagrama conmutativo previo a 4.51 implica que, a través
de la identificacién K ®z Ry (G) = Fk(G,) dada por dicho teorema, el epimor-
fismo 1 ® d se corresponde con la restriccién Fx(G) — Fk(G,). Asi pues, el
tridngulo formado por los homomorfismos ¢, d, e se convierte, al multiplicar por
K®gz, en el triangulo

1®c

1®e 1®d
Fg(G)

donde 1 ® ¢ resulta ser la identidad (la composicién de la inclusién con la res-
triccién). Ahora bien, debemos tener presente que, a través de la identificacién
K ®z Rr(G) = Fk(G,), la base canénica 1 ® Si(G) se corresponde con la
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base de los caracteres modulares ¢y, ..., ¢y, de los k[G)-médulos irreducibles
Vi,..., V4,, mientras que, a través de la identificacion K ®@z Py (G) = Fi(G.),
la base candnica 1 ® I(G) se corresponde con la formada por los caracteres
modulares ®v,, .. <I>Vh de las envolturas proyectivas de los médulos V;.

En efecto, podemos expresar Py, = P, ®p k, donde Py, es un D[G]-médulo
proyectivo finitamente generado. Asf, 1 ® [Py,] se 1dent1ﬁca con su imagen por
l®e, que es 1@ [Py, ®p K], la cual se 1dent1ﬁca a su vez con el caracter ordinario
de P{, ®p K (que se anula fuera de G, por 4.40), el cual coincide con el cardcter
modular de Py, por la propiedad e) tras la definicién 4.48.

Por consiguiente, la matriz de Cartan C y la matriz de descomposicién D
estan relacionadas con los caracteres del modo siguiente:

(PV = Z CVV’d)V’ para todo [V} € Sk(G),
[V']1€Sk(G)

xw= Y. dwydy paratodo [W] € Sk(G),
[V]1€SK(G)

oy = > dwvxw paratodo [V] e Sk(G).
(W]eSK (G)

La ultima relacion corresponderia a la matriz F, que es la traspuesta de D.

4.8 Ejemplo: los caracteres de >,

Como ilustracion de la teoria que hemos desarrollado, calcularemos los ca-
racteres irreducibles (ordinarios y modulares) del grupo de permutaciones 3y.

Caracteres ordinarios de ¥, La tabla de caracteres de ¥4 es la siguiente:

1 (a,b) (ab)(cd) (abe) (abed)

1 6 3 8 6
i1 1 1 1 1
Yo |1l —1 1 1
52 0 2 -1 0
xa|3 1 ~1 0 -1
s |3 -1 -1 0 1

Hemos indicado el cardinal de cada clase de conjugacién para facilitar el
calculo de la forma bilineal. La tabla puede calcularse como sigue:

a) El cardcter i es el cardcter trivial.

b) El cardcter xa2 es el homomorfismo dado por la signatura, que toma el
valor 1 sobre las permutaciones pares y —1 sobre las impares.

¢) Consideramos la accién p : G — Aut(C*) que permuta los vectores de la
base canodnica. Claramente, las matrices de p en la base candnica estan
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formadas por ceros y unos, y la diagonal de p(o) tiene tantos unos como
elementos fije 0. Asi pues, su cardcter x cumple que x (o) es el nimero de
elementos fijados por . Concretamente:

|1 (a,b) (ab)(cd) (abc) (abed)
X4 2 0 1 0

Obviamente, x no es irreducible, pues ((1,1,1,1)) es un subespacio inva-
riante de C*, que determina la representacién trivial, pero esto implica
que x4 = x — 1 es un cardcter, y calculando (x4, x4) = 1 vemos que es
irreducible.

d) El producto x5 = x2x4 es también un cardcter y, como x4 = Xx5X2, ha de
ser irreducible.

e) El cardcter xs ha de tener grado 2, y puede deducirse entonces de 2.23
comparando la primera columna con las restantes.

La tabla de caracteres modulares respecto de cualquier primo p # 2,3 es la
misma tabla de caracteres ordinarios.

Caracteres médulo 2 El grupo >4 tiene dos clases de conjugacién 2-regu-
lares, a saber, la clase de 1 y la de los ciclos (abc). Por lo tanto, hay dos
caracteres modulares irreducibles. Por el teorema de Fong-Swan, los caracteres
irreducibles médulo 2 se han de encontrar entre las reducciones de los caracteres
irreducibles ordinarios, que se obtienen restringiéndolos a las clases 2-regulares.
Vemos entonces que las restricciones cumplen

X2 =X1, X4=X1+tX3 Xs5=X17+X3,

luego los caracteres modulares irreducibles han de ser ¢; = x1 y ¢2 = x3. La
tabla es, pues,

y las relaciones

X1=¢1, X2=9¢1, X3=0¢2, Xa=¢1+ o2, X5=0¢1+ P2

nos dan la matriz de descomposicién

Il
— = O =
el ==

La matriz traspuesta nos da los caracteres modulares de los médulos pro-
yectivos:
Pr=x1t+x2+txa+tx5, Po=x3+xa+ x5
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Multiplicando D*D obtenemos la matriz de Cartan:

4 2
que nos da las expresiones de ®; y @5 en términos de los caracteres modulares:

Oy = 4¢1 + 2¢2, Oy = 2¢1 + 4¢o.

Asi, por ejemplo, la envoltura proyectiva del médulo trivial tiene dimension 8
y seis factores de composicién, cuatro triviales y dos isomorfos al médulo simple
de dimension 2.

Caracteres médulo 3 El grupo X4 tiene cuatro clases de conjugacién 3-
regulares, luego hay otros tantos caracteres irreducibles médulo 3. Al reducir
los caracteres ordinarios obtenemos la relacion x3 = x1 + X2, luego x3 no es
irreducible. Como, por el teorema de Fong-Swan, los caracteres irreducibles
modulo 3 han de aparecer entre las reducciones de los caracteres ordinarios, han
de ser los cuatro restantes. Por consiguiente, la tabla es

|1 (ab) (ab)(cd) (abed)
o1 1 1 T
do |1 —1 1 —1
6313 1 -1 1
613 -1 1 1

Las matrices de descomposicién y de Cartan resultan ser

Il
OO = O
e R e R =)
o= O oo
_ oo O OO

Q

Il

SO~ N
O O N =
o= OO
—_ o O O

Y los caracteres modulares proyectivos son
Q1 =x1+x3=201+ P2, Po=x2+ X3=0d1+ 202,

O3 =x4 =3, Py=x5= 4.



Apéndice A

Las representaciones de
Artin y Swan

Aqui vamos a estudiar (indirectamente, a través de sus caracteres) dos re-
presentaciones asociadas a grupos de Galois de extensiones de cuerpos métricos
discretos completos. La construccién de estos caracteres se apoya en resultados
nada triviales de la teoria de la ramificacién, que recordaremos en la primera
seccién. Conviene destacar que la construccién de los caracteres (que llevamos a
cabo en la seccién segunda) sélo requiere la teoria de representaciones ordinarias
desarrollada en el capitulo II. En la seccién siguiente usaremos los resultados
del capitulo IV para demostrar que la representacion de Swan puede obtenerse a
partir de un Z;-médulo proyectivo, lo cual nos permitira a su vez asociar un in-
variante a ciertos médulos, a partir del cual se define, por ejemplo, el conductor
de una curva eliptica.

A.1 Preliminares sobre cuerpos completos

Necesitamos recordar algunos hechos sobre la aritmética de los cuerpos
métricos discretos y completos.?

NOTA: A lo largo de este apéndice, salvo que se indique lo contrario, se
sobrentenderd que K es un cuerpo métrico discreto y completo de caracteris-
tica 0 cuyo cuerpo de restos es perfecto de caracteristica p.

Llamaremos D al anillo de enteros de K y k a su cuerpo de restos. El hecho
bésico [GA 5.27] es que si K’/K es una extension finita, el valor absoluto de K

ITodos los hechos que no demostraremos aqui estdn probados en mi libro de Teoria de
cuerpos de clases, en lo sucesivo [CC], si bien figuran como requisitos previos, y no dependen
de la teoria de cuerpos de clases propiamente dicha. Algunos resultados estdan demostrados allf
en el contexto mas general de dominios de Dedekind arbitrarios, por lo que, para comodidad
del lector, remitiremos en algunas ocasiones a mi libro de Geometria algebraica [GA], donde
estdn demostrados en el caso particular que aqui nos ocupa.
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se extiende de forma tinica a un valor absoluto de K’, con el cual se convierte
también en un cuerpo métrico discreto completo. Que sea discreto se prueba
en el teorema [GA 5.28], segin el cual, la valoracién de K’ cumple la relacién
vk'|k = evg, para cierto nimero natural e > 1 llamado indice de ramificacion
de K'/K.

Llamemos D’ y k' al anillo de enteros y el cuerpo de restos de K’, respec-
tivamente. Segiin [GA 5.30], la extensién k'/k es finita, y su grado f se llama
grado de inercia de K'/K. La relacién fundamental entre n, e y f es que n = ef
(por [GA 5.32]).

Si la extension K'/K es finita de Galois, la unicidad de la extensién implica
que cada o € G(K'/K) conserva el valor absoluto (pues |a|, = |o ()| es también
un valor absoluto en K’ que extiende al de K, luego ha de ser el valor absoluto
de K'). Por consiguiente, o induce un k-automorfismo & € G(k’/k). Como k es
perfecto, la extensién k’/k es separable y por [CC 1.39] es de Galois, y ademds
tenemos un epimorfismo de grupos?

G(K'/K) — G(K' k).

El nicleo de este epimorfismo se llama grupo de inercia de la extensién, y es
claramente

Go(K'/K)={0 € G(K'/K) | v(o(a) — @) > 1 para todo o € D'}.
En particular, vemos que |Go(K'/K)| = e.

Una extensién finita K’/K se dice no ramificada si e = 1. Se dice que es
dominadamente ramificada si e no es divisible entre la caracteristica p del cuerpo
de restos. En caso contrario se dice que es libremente ramificada. En particular,
las extensiones no ramificadas son dominadamente ramificadas.

Ahora hemos de recordar la teoria de la ramificacién presentada en el capi-
tulo X de [CC]. Allf estd expuesta para el caso de los cuerpos numéricos y el
de los cuerpos locales (las extensiones finitas de los cuerpos Q, de nimeros
p-adicos) para mostrar mds fdcilmente la relacién entre ambos casos, pero es
inmediato comprobar que todo lo dicho en el caso p-ddico es véalido igualmente
—sin cambio alguno en las demostraciones®— en el contexto general que estamos
considerando aqui.

Si K'/K es una extensién finita de Galois, definimos sus grupos de ramifi-
cacién como los grupos?

Gi(K'/K)={0c € G(K'/K) | v(c(a) — @) > i+ 1 para todo o € D'},

2El grupo de descomposicién Gy que aparece en [CC 1.39] es todo G(K'/K) en el caso
que nos ocupa, porque K’ sélo tiene un ideal primo.

3El teorema [CC 10.6] no es vilido en este contexto general porque se apoya en que el cuerpo
de restos es finito, pero no vamos a necesitar este hecho ni se usa en los teorema siguientes de
[CC]. Podria parecer que la prueba de [CC 10.5] usa también la finitud del cuerpo de restos,
pero no es cierto: sélo requiere el hecho de que todo subgrupo finito del grupo multiplicativo
de un cuerpo es ciclico (pues, si el grupo tiene orden n, ha de ser el grupo de las raices n-simas
de la unidad, que es ciclico).

4En [CC 10.1] estén definidos en un contexto més general. En el caso local, el grupo de
descomposicién Gy es todo el grupo de Galois G(K'/K).
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donde D’ es el anillo de enteros de K’. Observemos que G_1(K'/K) = G(K'/K)
y que Go(K'/K) es el grupo de inercia que ya habfamos definido. Llamaremos
g; al orden del grupo G;(K'/K).

El teorema [CC 10.4] afirma que todos los grupos G;(K’/K) son subgrupos
normales de G(K’'/K), y que existe un ¢ tal que G;(K'/K) = 1. Asi pues,
forman una serie

1=G; 4G 14---2Gy4G(K'/K).

Si descomponemos el indice de ramificacién e = pe, donde p 1 ey, sabemos
que go = e, y el teorema [CC 10.5] nos da que g1 = p®, de modo que G1(K'/K)
es el p-subgrupo de Sylow del grupo de inercia Go(K'/K). En particular, la
extension K'/K es dominadamente ramificada si y sélo si G1(K'/K) = 1.

Si D' = Dlay, ..., ay), es facil ver que
Gi(K'/K)={0c € G(K'/K) |v(o(a;) —aj) > i+ 1paraj=1,...,n}.
El teorema [CC 3.12] nos da que existe un o € D’ tal que D’ = D[a] y, por
consiguiente,
Gi(K'/K)={0 € GK'/K) | vg/(o(a) — ) > i+ 1}.
De aqui se sigue que la funcién ig/x : G(K'/K) — NU {oo} dada por
ig Kk (0) =vir (@7 — ).

es independiente de la eleccién del generador oo € D', pues es igual al méximo
ndmero natural ¢ tal que o € G;_1(K’/K). En términos de esta funcién, tene-
mos que®
Gi(K'/K) ={0 € G(K'/K) | ig: k(o) > i+ 1}.
El hecho de que G;(K’/K) = 1 para i suficientemente grande se traduce en
que
ig/k(0) =00 siysélosi o=1.

Similarmente, el hecho de que los grupos de ramificacién sean normales en
G(K'/K) se traduce en que

ig (T oT) = ik k(0), para todo 0,7 € G(K'/K).
Otra propiedad elemental es la siguiente:
ir /i (0m) 2 min{ir k(o) ik /x(T)}
En efecto:
ik k(07) =v(@”" —a) =v(a”" —a’ + a7 —a)
> min{v(a’” —a%),v(a” —a)} = min{ig /) (7),ix /x(0)}.
.

El teorema [CC 10.16] se traduce en una propiedad maés de la funcién ix /x:

5En virtud de [CC 10.3], también podemos calcular la funcién ifr /g con o = 7, donde
es un primo de K’, aunque no genere el anillo de enteros.
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Teorema A.1 Sea k C L C K una cadena de extensiones de Galois de cuerpos
locales. Entonces, para cada o € G(L/k), se cumple que

1

€K/L reG(K/L)

ir/k(olL) = ir/k(T0).

DEMOSTRACION: Sea « (resp. ) un generador del anillo de enteros de K
(resp. de L) sobre el anillo de enteros de k. El teorema [CC 10.16] afirma que

vp(e(B) =0)= > wil(ro)(a) —a),

reG(K/L)
y esto equivale a que
ex/Linmn(olL) = > ixm(ro).
reG(K/L)

A.2 El caracter de Artin

De aqui en adelante L/K serd una extensién finita de Galois, llamaremos
G = G(L/K) asugrupo de Galoisy G; = G;(L/K) a sus grupos de ramificacién.
Representaremos por g y g; sus 6rdenes respectivos.

La funcién iy /x : G — N U {oo} que acabamos de definir es una funcién

de clases en G excepto por el hecho de que no esta definida en 0 = 1. Vamos a
corregir esto:

Definicién A.2 La funcion de Artin ar /i : G(L/K) — 7Z es la funcién dada
por
ap/k(0) = —figk(o) sio#1, apx(l)=f ;iL/K(U),
o#1

donde f es el grado de inercia de la extensién L/K.

Es claro que ar/x es una funcién de clases en G(L/K). Hemos definido
ar k(1) para que se cumpla que

Z aL/K((T) = 0,
ceG

es decir, que® (ar/x,1) = 0.

El valor ar, k(1) tiene una interpretacién aritmética. Para obtenerla obser-
vamos que iy, toma el valor i sobre los elementos de G;_1\ G}, luego, si g; = 1,
tenemos que

;1%/1((0) =(g90—91) +2(g1 —92) +3(g2 — g3) +--- + t(gr—1 — 1)

=go+og+-+ga1—-t=>(9.—-1).
i=0

6De este modo, si una funcién de clases ¢ coincide con ar/k salvo quizd para o = 1y
cumple (¢,1) = 0, entonces ¢ = ar, /-
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El teorema [CC 10.11] nos da inmediatamente el resultado siguiente:
Teorema A.3 Si Dy i es el diferente de la extension LK, entonces

ar/k(1) = for(dr/k)-

De la propia definicién de la funcién de Artin se sigue que, ar g = 0siy sélo
si la extensién L/K es no ramificada. El propésito de esta seccién es demostrar
el teorema siguiente:

Teorema A.4 Si L/K es ramificada, la funcion ark es un cardcter del grupo
de Galois G(L/K).

Como ar, /i es una funcién de clases, el teorema 2.17 nos da que es combi-
nacion lineal de los caracteres irreducibles de G, y el coeficiente de cada caracter
X es (ar/k,X). Teniendo en cuenta que ar x 7# 0, basta probar que estos coe-
ficientes son ntimeros naturales. Observamos que

(a)5:%) = = 3 anyx(@)x(@™Y) = = X x(0) ag/x(o™)
9oea 9oecic

1 -
= - Z x(o) aL/K(O') = (XaaL/K)7
JoeG
donde hemos usado que ar/x(07') = ar/k(0) = ap k(o).

Para cada funcién de clases ¢ de G, definimos

f(@) = (¢, a/K)-

El teorema A.4 quedard probado si demostramos que f(x) es un nimero
natural para todo caracter y de G.

Para cada i > 0, llamamos r¢g, al cardcter regular del grupo de ramificaciéon
i-ésimo G,. Sabemos que en la descomposicién de rg, en suma de caracteres
irreducibles aparece cada carédcter irreducible con multiplicidad igual a su grado.
Por consiguiente, u; = rg, — 1, es también un cardcter de G, salvo que sea
G; =1, en cuyo caso u; = 0. Esto sucede para todo ¢ suficientemente grande.

Teorema A.5 En las condiciones anteriores, se cumple que
o0

g
awK:ZE:‘iﬁ;

i=0 90
DEMOSTRACION: Tenemos que

1
ui (o) = — X ud(ror ™).
9ireq
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Teniendo en cuenta que G; es un subgrupo normal en G y que w;(0) = —1
para todo o # 1, es claro que

g(gi—1)

. i sioc=1
u(0) =19 —g/g; sioeGi\ {1},
0 sioceG\G;.

Por lo tanto,

, flgi—1) sio=1
by =4 —f sioe G\ {1},
g0 0 siceG\G,.

Asi, si 0 € Gi \ Ggy1, la suma para todo i es igual a
—f(k+1)=—fir/k(0) = ar k(o).
Ahora observamos que

celG

y lo mismo vale si sumamos para todo i. Como ar,x cumple también que
(ar/K,1) =0, también se tiene la igualdad para o = 1. "

De aqui extraemos varias consecuencias. En primer lugar, vemos que goar /i
es un cardcter de GG. Por consiguiente, si x es un caracter de G, se cumple que
(X>90ar,/ k) es un nimero natural. Equivalentemente:

Teorema A.6 Si x es un cardcter de G, se cumple que f(x) es un nimero
racional > 0.

Para cada funcién de clases ¢ en G, definimos

HGi) =~ 3 dlo).

gi oeG,;

En estos términos se cumple lo siguiente:

Teorema A.7 Si ¢ es una funcion de clases en G, entonces

£68) = 22 (6(1) — 6(G)).

=090

DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que

(¢,us) = (¢

Gmui) = d)(]‘) - ¢(Gl)
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Teorema A.8 Sea p : G — Aut(V) una representacion de G sobre C con
cardcter x, y sea V& el subespacio formado por los elementos de V' fijados por
cada elemento de G;. Entonces

00 =Y 2 dim(v/ve).

izo 90

DEMOSTRACION: Observemos que V¢! es el C[G;]-submédulo de V asociado
al cardcter trivial 1, en la descomposicién dada por el teorema 2.19. Por
consiguiente, su dimensién es la multiplicidad de 1¢, en x|g,, es decir:

dim Vi = (X Gi» 1Gi) = X(Gl)
Por otra parte, dim V = x(1), con lo que dim V/V% = x(1) — x(G;) y basta
aplicar el teorema anterior. n

Seguidamente reformulamos el teorema A.1:

Teorema A.9 Sea K C K' C L una cadena de extensiones de Galois. Llame-
mos N = G(L/K'"), de modo que G/N = G(K'/K). Entonces,

_ ,G/N
aK’/K = aL/K'
DEMOSTRACION: Tomemos un o € G, de modo que o|x se identifica con

No € G/N. De acuerdo con 2.51, la igualdad ag//x (No) = ag//fg(Na) equivale

a

> ar/k(no).

aKVK(NO_) - nL/K N
''née

Sio ¢ N, esto equivale a su vez a que

! > (—fL/K)iL/K(”U)a

—f ’ Z ’ O'K/ =
KK K/K(| ) eL/K’fL/K/neN

lo cual, simplificando, se reduce a

> ir/x(no),

iK//K(U‘K/) - €L/K'neN
ne

que es precisamente lo que afirma el teorema A.1. Falta probar la igualdad
cuando o|gs = 1, pero ésta es consecuencia inmediata de que

(“f//gv lo/n) = (ar/k,16) = 0.

Ahora relacionamos la funcién ar,/x con ar k.

Teorema A.10 Sea K C K' C L una cadena de extensiones tal que L/K es
de Galois y sea H=G(L/K'). Entonces

ar k|l = v Ak k)rH + fr /K 0L K7,

donde A/ es el discriminante de K'/K y ry es el cardcter regular de H.
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DEMOSTRACION: Si 0 € G cumple o # 1, entonces

ark(0) = —frxiv/k(0), apx(0) =—fr/xirx (o), ru(o)=0.

Ademds, un generador del anillo de enteros de L sobre el anillo de enteros de
K lo genera también sobre el anillo de enteros de K, luego iy, (o) = ir k(7).
Ahora es claro que la igualdad del enunciado se cumple para o. Falta considerar
el caso 0 = 1. Teniendo en cuenta el teorema A.3, la igualdad que hemos de
probar es equivalente a

fr/kve(Dryk) =L K'lvg(Agr k) + fxry fryr vn(Dryke).

Segiin [CC 3.22], el discriminante de una extension es la norma del diferente,
lo cual implica que

vk (Ar/k) = frykvn(Dryk), v/ (Apjkr) = foyxvi(Dryxr).
Asi pues, la ecuacién que hemos de probar equivale a
vk (Apk) = |L: K'lvk (A k) + fr/x v (AL i)
A su vez, esta férmula equivale al teorema [CC 3.24]. .
Como consecuencia:

Teorema A.11 Sea K C K' C L una cadena de extensiones tal que L/K es
de Galois. Sea H = G(L/K'"). Entonces, para todo cardcter i) de H,

) = v (A x)P(1) + fro i f ().

DEMOSTRACION: Hay que entender que la tltima f de la férmula es la
funcién correspondiente a la extensiéon L/K'.

fW9) = W aryk) = (¥, ap/x|n) = v (Agr k) (W mw) + Froryx (b, ap k)
= v (A k)Y(1) + frryx F(Y).

Ahora consideramos la funcién ¢,k definida en [CC 10.18]:

Teorema A.12 Sea x un cardcter de grado 1 en G y sea c¢(x) el mayor nimero
natural tal que x|c, ., # 1. (Si x = lg, tomamos c(x) = —1.) Entonces,

F(X) = or/x(c(x)) + 1.

DEMOSTRACION: Si i < ¢(x), entonces x(G;) = (x|g;,1) = 0 (porque x|g,
tiene grado 1, luego es irreducible). Por lo tanto, x(1) — x(G;) = 1. Sii > ¢(x),
entonces x(G;) = 1, luego x(1) — x(G;) = 0. El teorema A.7 nos da que
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Teorema A.13 Sea x un cardcter de grado 1 en G, sea N su miicleo y sea K’
su cuerpo fijado. Sea c/(x) el mayor nimero natural tal que (G/N)y(y) # 1.
Entonces f(x) = ¢k /k(c'(x)) + 1 es un nimero natural.

DEMOSTRACION: El teorema [CC 10.19] afirma que
(G/N)i =Gy, . iy]N/N,

donde vy, i+ es la funcién de Hasse (la inversa de ¢,/ k). Por tanto, (G/N); = 1
equivale a que GwL/K,(i) < N, es decir, a que x = 1. Por consiguiente,

Gypxr

c(x) = Yk (c'(x)) o, equivalentemente, ¢'(x) = ér/x'(c(x)). El teorema
anterior y [CC 10.20] nos dan que

F(X) = ok (c(X)) +1=drr k(L K (c(X))) + 1 = drr k(< (x)) + 1.

Por tltimo, la extensién K'/K es abeliana, luego podemos aplicar el teo-
rema [CC 10.25]: el nimero natural ¢/(x) cumple que G(K'/K)uy # 1y
G(K'/K)e(y)+1 = 1, luego es un vértice de la funcién ¢/ i, luego ¢+ /x (¢'(x))
es un vértice de ¢k, luego es un nimero entero > —1. (La funcién g, g
es lineal hasta —1, luego su primer vértice es > —1.) [

Finalmente estamos en condiciones de demostrar el teorema A .4:

Hemos de probar que f(x) es un nimero natural para todo cardcter x de
G. Por el teorema A.6 sabemos que f(x) es un nitmero racional > 0, luego
s6lo necesitamos probar que es entero. Por el teorema de Brauer 2.41, podemos
expresar

i

donde n; € Z y cada v; es un caracter de grado 1 en un cierto subgrupo H;
de G. Por consiguiente, basta probar que f(1/¢) es entero. Por A.11, basta
probar que f(1;) es entero, lo que equivale a suponer que x tiene grado 1. En
tal caso basta aplicar el teorema anterior. m

A partir del cardcter de Artin podemos definir otro que, de hecho, es el que
mas nos va a interesar:

Definicién A.14 Si L/K es una extensién finita de Galois, definimos la fun-
cion de Swan sp/k : G(L/K) — Z como la funcién dada por

oo
G 9i @
SL/K = aL/K — Ug :Zg_“z ,
- 0
=1

donde u; = rg, — 1g,. (Véase el teorema A.5.)

Explicitamente:

s o) = f(1—i(o)) sioeGo\l,
/x(0) { 0 ziaeGO\Go,
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y s5/k(1) estd determinado por la relacién (sp/x,1lg) = 0, que se cumple
porque (az/x, 1) =0y (uf,1¢) = (uo, 1g,) = 0.

Es claro entonces que sy /g = 0 si y sélo si G1 = 1, es decir, si la extensién
L/K es dominadamente ramificada. En caso contrario es una funcién de clases
no nula. Consideremos un carécter irreducible x de G, y observemos que

o o0
gi gi
sz x) = = (uf,x) =D = (ui, xg,) = 0.
i=1 90 =1 90

Por otra parte, (s./x,X) = (aL/x,X) — (uf,X) € Z, puesto que ar/r y uf
son caracteres. Concluimos que (sz/x,X) es un nimero natural para todo x,
luego sy, es un cardcter de G, el cardcter de Swan de la extensién L/K.

A.3 Realizacion de los caracteres

Aunque los caracteres de Artin y Swan toman valores en Z, existen ejemplos
cuyas representaciones correspondientes no son realizables sobre @, ni siquiera
sobre R. Sin embargo, se cumple lo siguiente (manteniendo la notacién de la
seccién anterior):

Teorema A.15 Sil es un primo distinto de la caracteristica p del cuerpo de
restos k, entonces las representaciones de Artin y Swan son realizables sobre el
cuerpo Q; de los nimeros l-ddicos.

Notemos que basta probar el teorema para la representacion de Swan, puesto
que

G G
ar/k = Sp/k 76, — 1éos

y las representaciones rg, y 1lg, son realizables sobre cualquier cuerpo, luego
también las representaciones inducidas en G. Para la representaciéon de Swan
podemos demostrar algo mas preciso todavia:

Teorema A.16 Sil es un primo distinto de la caracteristica p del cuerpo de
restos k, existe un Z;[G]-mddulo proyectivo finitamente generado SlL/K, inico

salvo isomorfismo, tal que SZL/K ®z, Q; determina el cardcter de Swan.

DEMOSTRACION: Vamos a aplicar el teorema 4.42 tomando K = Q; y como
K’ una extensién finita de K suficientemente grande para G. De este modo, el
caracter de Swan es realizable sobre K, y su representacion asociada determina
un elemento x € R/ (G). Ciertamente, se cumple la condicién a) del teorema,
pues el cardcter de x (el cardcter de Swan) toma valores en Z, luego en Q.

Demostramos la condicién b) tomando como n el orden go del grupo de
inercia Gy. Usamos que

~ .G
JoSL/K = > giug
i=1
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Los grupos de ramificacién G; son p-grupos, luego el teorema 4.27 nos da que
los homomorfismos ¢, d, e para G; y K’ son isomorfismos. M4s concretamente,
tenemos que ¢ puede identificarse con la identidad en Ry/(G;) y d y e son
isomorfismos mutuamente inversos. Esto implica que existe un D’[G;]-médulo
proyectivo finitamente generado P; tal que P; @ pr K’ determina el cardcter u,.

El D'[G]-médulo Q; = P; ®pr(g,) D'[G] también es proyectivo y

(Pi ®@pria,) D'G]) ®pr K' = P; @prie,) K'[G] = P; @piia,) K'[Gi] @16, K'[G]

(P ®@pric,) @D'[Gi] @pr K') @116, K'[G] = (P @pr K') @) K'[G,

luego Q; ®pr K’ determina el cardcter u$. Si llamamos V' a la suma directa de
los D'[G]-médulos Q; repetidos g; veces cada uno, tenemos que V' es un D'[G]-
médulo proyectivo que cumple z = [V ®p, K'], tal y como exige el apartado b)
del teorema 4.42. [

Observemos que si la extensién L/K tiene ramificacién dominada, entonces
Sr/K DO es un caracter, sino la funcién nula y, por consiguiente, SlL/K =0.

A.4 El invariante de Swan

Como en las secciones precedentes, sea K un cuerpo métrico discreto com-
pleto de caracteristica 0 con cuerpo de restos k perfecto y de caracteristica
prima p, sea L/K una extension finita de Galois con grupo de Galois G y sea
I un nimero primo distinto de p. Llamaremos F = Z/IZ, al que podemos
identificar con el cuerpo de restos del cuerpo QQ; de los ntimeros I-adicos.

Definicién A.17 Para cada F[G]-médulo finitamente generado M, definimos
el invariante de Swan de M como el ntmero natural

—l . —l
6(K, M) = <[SL/K]7 [M]) p = dimp HomF[G](SL/KvM)
= rangy, Homy, [G](Si/Ka M),

donde glL/K = SlL/K®Zl F eslareduccién de SE/K—médulo l. Ladltima igualdad
se sigue del teorema 1.53, teniendo en cuenta que M ®z, F' = M/IM = M y que
Homg, ) (SlL/K, M) es un Z;-médulo libre (véase la prueba del teorema 4.26).

La notacién §(K, M) requiere cierta justificacién. En lugar de partir de
un F[G]-médulo M, podriamos haber considerado un F-espacio vectorial de
dimension finita M junto con un homomorfismo

p:G(K/K) — Aut(M),

(donde K es la  clausura algebraica de K ) cuyo niicleo contenga un subgrupo’
de la forma G(K /L), para cierta extensién finita de Galois L/K. En tal caso,

"Esta condicién equivale a que p sea una aplicacién continua, considerando en G(K/K) la
topologia de Krull y en Aut(M) la topologia discreta.
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p induce una representacién lineal pr, : G(L/K) — Aut(M) que, a su vez,
induce en M una estructura de F[G]-mddulo. Es claro que todo F[G]-médulo
puede obtenerse de esta forma. Sucede entonces que 6(K, M) depende de p,
pero no de la eleccién de L. Si consideramos a M como F[G]-médulo (donde
G = G(K/K) y F|G] se define igual que cuando G es finito), podemos decir que
d(K, M) depende tnicamente de K y de M. (La dependencia de [ estd implicita
la dependencia de M, pues —salvo que M sea nulo— es claro que [ es el tinico
primo que cumple [M = 0.)

Teorema A.18 Consideremos un F-espacio vectorial M de dimension finita y
sea p: G(K/K) — Aut(M) un homomorfismo de grupos cuyo nicleo contenga
un subgrupo de la forma G(K /L), para cierta estension finita de Galois L/K.
Entonces, el valor de 6(K, M) correspondiente a la estructura de F[G]-mddulo
de M (donde G = G(L/K)), es independiente de la eleccion de L.

DEMOSTRACION: Basta probar que si K € L C L', donde las exten-
siones L/K y L'/K son finitas de Galois, con grupos de Galois respectivos
G=G(L/K), G =GL'/K), N=G(L'/L) (de modo que G = G'/N)y M
es un F[G]-médulo, considerado como F[G’']-médulo de forma natural, entonces
d(K, M) es el mismo calculado con G o con G'.

Para ello partimos del teorema A.9, segtin el cual ar/x = ag,/K. Por otra
parte,

G G G’ G’
SL/K = OL/K — TG, T 1G,, SL/k = AL /K —Tgy + 1G67

Ahora bien, segtiin [CC 10.19], el epimorfismo G’ — G se restringe a un
epimorfismo G — Gy, y es claro que, para todo cardcter x de G{, se cumple
que (x¢)9 = (x%)E. En efecto, si V es un F|Gj]-médulo con cardcter y, se
cumple que

V ®@piay) FIG' @pia FIG] =V ®Fja;) FIG] =V ®p(a) FlGol ®Fia, FIG]

Por otra parte, de la formula 2.51 se sigue inmediatamente que rgg =7G, ¥

que 1g2 = 1g,, luego
S(L;,/K = ag,/K — rgo + 180 =SL/K-
De aquf se desprende a su vez que el Z;[G]-médulo proyectivo
S = Sp/k ®z,161 |G|
cumple que S ®z, Q; genera el cardcter sy /k, luego, por la unicidad, ha de ser
Stk = Su /i @z Za|G.
El teorema 1.54 nos da el isomorfismo de Z;-médulos
Homy, (61(S1/x, M) = Homy, 6)(SL/ K, M),

luego ambos miembros tienen el mismo rango. L]
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El hecho de que §(K, M) dependa en realidad de la clase de M en Rp(G)
hace que (K, M) sea aditivo en M, en el sentido de que si

0— M —M-—M'—0
es una sucesién exacta de F[G]-mddulos finitamente generados, se cumple que
S(K,M)=6(K,M)+§(K,M").

Teorema A.19 En las condiciones anteriores, si G; es el grupo de ramificacion
i-ésimo de G, g; es su orden y MY es el submddulo de M fijado por G;, se
cumple que

(K, M) =Y % dimp (M /M%)
=1

DEMOSTRACION: Como G; es un p-grupo, los homomorfismos ¢, d, e son
isomorfismos para G; y el cuerpo Q;. Por consiguiente, podemos tomar un
7,|G;]-médulo proyectivo P; de manera que P; ®z, Q; determine el cardcter
u; =rg, —lg, sobre Q; y entonces P; ®yz, F' determina el mismo caracter sobre el
cuerpo F' (porque d([P;®z,Qi]) = [P;®z, F]). Sabemos que (P;®zq, Z[G])®z,Q;
determina el cardcter u$, luego

oo

90SL )5 = E_Bl(Pi ®z,(c,) Za[G))Y,

pues ambos miembros son proyectivos y determinan el cardcter gsp, k. Los
teoremas 1.54 y 1.53 nos dan que

god (K, M) = ZgiranngHole[G] (P ®z(cy) L [G], M)

i=1

8

i=1 i

= > girangy, Homg, ¢, (P, M) = igi dimp Hompg,(P; ®z, F, M).
Si x es el cardcter de M como F[G;]-mdédulo, el teorema 3.57 implica que
dimp Homp(g,)(P; ®z, I, M) = (ui, X)p = (re,, X\)r — (Leo X p
= dimp M — dimp M = dimp(M/M).
"

Es frecuente encontrar la férmula anterior como definicién de §(K, M), pero
entonces no es evidente que sea un nimero natural. Ahora es inmediato que
0(K, M) =0siy soélo si G actia trivialmente sobre M o, equivalentemente, si
la extensién L/K se puede tomar dominadamente ramificada.






Apéndice B
Los caracteres de Ag

En este apéndice construimos las tablas de caracteres (ordinarios y modula-
res, sobre cuerpos de escisién) del grupo alternado As, que es el menor grupo
simple no abeliano.

B.1 Un criterio de irreducibilidad

Para obtener los caracteres modulares de As no podemos contar con el teo-
rema de Fong-Swan, lo cual se traduce en que, al restringir los caracteres ordi-
narios a caracteres modulares, no tenemos la garantia ni de que los caracteres
obtenidos sean irreducibles, ni de que entre ellos se encuentren todos los carac-
teres irreducibles. Por ello, en esta primera seccién demostramos una condicién
suficiente de irreducibilidad que nos bastard para nuestro objetivo.

Teorema B.1 Sea K un cuerpo local suficientemente grande para un grupo
finito G, sea V un K[G]-mddulo simple cuya dimension sobre K sea divisible
entre la mayor potencia de p que divide a |G|. Sea R C V un reticulo estable
y sea P = R®p k. Entonces R es un D[G]-mddulo proyectivo y P es un
k[G]-mddulo proyectivo simple.

DEMOSTRACION: Sean Vi,..., V) representantes de las clases de isomorfia
de K[G]-médulos simples. El teorema de Wedderburn 3.16 nos da la descom-
posicién

KIG|2A @ - @A, 2Endg (V1) @ -+ ® Endg (V3),

donde el isomorfismo de anillos A; = Endg (V;) es el que a cada x € A; le asigna
la multiplicacién por x en V;. (Aqui hemos usado que K es un cuerpo de escisién
para G, por lo que Endgq (Vi) = K.) Si descomponemos 1 = e; + --- + ep,
entonces e; es la unidad de A;, y el teorema 3.55 nos da la expresién

Xi(l) (o Yo
] e
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€e;, =
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Observemos que e¢; es el elemento de A; tal que la multiplicacién por e; en
V; es la identidad. Més en general, dado 7 € G, tenemos que 7 = e;7+ (1 —e;)T,
de modo que ¢;7 es el elemento de A; tal que la multiplicacién por e;7 en V;
coincide con la multiplicacién por 7. Explicitamente:

€T = xi(1) 3 xi(ro™Yo.
|G| oG

Y atn més en general: si ¢ € Endg(V;), el elemento ug € A; tal que ¢ es la
multiplicacién por ug en V; es

_xi(D) o
=T g e

donde p;(c~1) es la multiplicacién por =1 en V;. En efecto, como la expresién
de ug es K-lineal en ¢ y Endg (V;) estd generado por los automorfismos p;(7),
con 7 € G, basta probarlo cuando ¢ = p;(7), pero u,,(;y = €;7, y la expresién
de ug coincide con la que ya habiamos calculado para e;7.

Pongamos que V = V;. Cada ¢ € Endp(R) induce por linealidad un K-
endomorfismo de V. Su matriz en una base de R tiene coeficientes en D, al
igual que la matriz de p;(c~!) (en este caso porque R es un reticulo estable),
luego Tr(¢po p;(c~1)) € D. Como x1(1) = dimg V, la hipétesis del teorema nos
da que x1(1)/|G| € D, luego llegamos a que ugy € D[G].

Esto significa que el isomorfismo A; = Endg(V7) se restringe a un isomor-
fismo A; N D[G] = Endp(R). Notemos que, en particular, hemos probado que
e1 € D[G], luego A1 N D[G] = e1 D[G]. Por otra parte,

D[G] = e1D[G] & (1 — e1)D[G).

Vemos asf que la representacién p : D[G] — Endp(R) es suprayectiva y que
Endp(R) = e1 D[G] es un D[G]-mddulo proyectivo. Por otra parte, cada endo-
morfismo de R esta determinado por la imagen de una base, luego, si rang R = n,
tenemos que Endp(R) 2 R™, lo que prueba que R es proyectivo como Endp (R)-
modulo, luego también como D[G]-médulo. El teorema 4.13 implica entonces
que P es un k[G]-médulo proyectivo. Falta probar que es simple.

Para ello usamos el teorema 1.53, segin el cual Endy(P) = Endp(R) ®g k,
por lo que la representacion p : k[G] — End(P) es suprayectiva. Esto significa
que, dados u, v € P no nulos, existe un = € k[G] tal que u = vz, por lo que P
no puede tener k[G]-submédulos propios. "

En particular, la reduccién médulo p de un caracter ordinario cuyo grado
sea divisible entre la mayor potencia de p que divide al orden del grupo es
un cardcter modular irreducible (que ademds corresponde a una representacién
proyectiva).!

1El lector puede comprobar este hecho en el caso de los caracteres médulo 3 del grupo Xy,
calculados en la seccién 4.8.
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B.2 Las clases de conjugacion de A

El grupo alternado As tiene indice 2 en el grupo simétrico ¥5. El orden de
éste es 5! = 120, luego |As| = 60. Para calcular sus clases de conjugacién con-
sideramos en primer lugar las de ¥5. Hay tantas como tipos de permutaciones
(siete) y el cdlculo de sus cardinales es un simple ejercicio de combinatoria:

cl(x) 1 (ab) (ab)(ed) (abe) (abc)(de) (abed) (abede)

@] | 1 10 15 20 20 30 24
Cs, ()] | 120 12 8 6 6 4 5
|Ca.(x)] | 60 — 4 3 - - 5

Por ejemplo, una permutacién de tipo (ab)(cd) puede expresarse de 2 - 2 - 2
formas distintas, y hay 5-4 -3 -2 formas de elegir cuatro elementos a, b, c,d en
un orden dado, por lo que el niimero de tales permutaciones es 15.

La tercera fila de la tabla contiene los 6rdenes de los centralizadores de los
elementos de X5, calculados con la férmula

|clg(z)] = |G : Cq(x)].

En nuestro caso: |Cx,(x)] = 120/|cl(z)|. La cuarta fila contiene, para las
permutaciones pares, el orden de su centralizador en As. Claramente:

CA5 (.’1?) = 025 (.’1?) n A5.

La férmula

|Cer(x)HA5|
Csy. (0)As] = ==~ 2" " < |3:| =2|A4
| Zo( ) 5| |C 5($)ﬁ 45| —| 5| ‘ 5|

implica que

1
‘CA5($)| > 5 ‘Cgs(l'”,

luego sélo hay dos posibilidades:
. 1
Cas(@)] = |Cxs(2)]  obien  [Cas(2)] = 5 |C,(2)]-

Como (ab) es una permutacién impar que centraliza a 1, a (ab)(cd) y a (cde),
concluimos que los centralizadores en A5 de las permutaciones de estos tipos
tienen la mitad de elementos que en 5. En cambio, los cinco elementos que
centralizan a una permutacién de tipo (abede) son necesariamente sus potencias,
que son todas pares, luego el centralizador en As coincide con el centralizador
en X5. Esto justifica la cuarta fila de la tabla.

Si |Ca,(z)] = 4|Cs; (z)], entonces

[clas (2)] = [As = Ca; ()| = 35 : Oy ()] = [cls; (2)],
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luego cla, (z) = clg, (z). Por el contrario, si |Cy, (z)| = |Cx,(x)|, entonces

1
lclas (2)] = Flelzs (2)].

Esto sucede inicamente con la clase de los ciclos de longitud 5, y vemos asi
que se desdobla en dos clases de conjugacién en Ay, con 12 elementos cada una.
Asi, pues, las clases de conjugacién de As resultan ser:

Ch & Cs Cy Cs
cl(z) | 1 (ab)(ed) (abe) (abede) (abeed)
ordz | 1 2 3 5 5
(@) | 1 15 20 12 12

B.3 Caracteres ordinarios

Consideremos la restriccién a As de la representacién de X5 en C® que per-
muta los vectores de la base candnica. Las matrices de la representacién ma-
tricial en dicha base estan compuestas de ceros y unos, y en la diagonal hay
tantos unos como elementos fija la permutacién correspondiente. Por lo tanto,

su caracter x es el indicado en la tabla siguiente:

Gy Cy Cs Cy Cs
c(z) | 1 (ab)(cd) (abc) (abede) (abeed)
lcl(z)] | 1 15 20 12 12
X |5 1 2 0 0
a | 4 0 1 -1 1

El cardcter x no es irreducible, pues ((1,1,1,1,1)) es claramente un subes-
Por, consiguiente, x4 = x — 1
es también un cardcter de G, y calculando (x4, x4) = 1 comprobamos que es

pacio invariante asociado al caracter trivial.

irreducible.

Observemos ahora que el nimero de 5-subgrupos de Sylow de As es igual

a 6. En efecto, cada uno de ellos contiene, ademas de la unidad, cuatro ciclos
de longitud 5. Como en total hay 24 ciclos, el niimero de subgrupos ha de ser 6.
Llamémoslos Py, ..., Ps.

Sea V =2 CY el C-espacio vectorial de base {Py,...,Ps}. Cada o en As
determina una permutacién de la base P; — P/, la cual se extiende a un auto-
morfismo de V', con lo que tenemos una representacién lineal A5 — Aut(V).
Como en el caso anterior, el cardcter i de esta representacién asigna a cada
permutacién el nimero de subgrupos fijados. Vamos a comprobar que v viene
dado por la tabla siguiente:

Gy & Cs Cy Cs
cl(z) | 1 (ab)(ed) (abec) (abede) (abeed)
(@) | 1 15 20 12 12

P 6 2 0 1 1
s | 5 1 —1 0 0
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Para ello observamos el estabilizador de un subgrupo de Sylow P es su nor-
malizador N4, (P). Como dos subgrupos de Sylow cualesquiera son conjugados,
la accién de Aj sobre el conjunto de todos ellos forma una tnica 6rbita (de
cardinal 6), luego el teorema 1.18 nos da que

_ 60 _

Nan(P)] =

10.

Vemos, pues, que N4, (P) no contiene ciclos de longitud 3, luego tales ciclos
no fijan a ningin subgrupo, y esto nos da el valor de 1) sobre Cs.

Por otra parte, P <I Ny, (P), luego P es el tinico 5-subgrupo de Sylow de
N4, (P), luego el normalizador no contiene més que cuatro ciclos de longitud
5 (que han de ser los de P). En otras palabras, cada ciclo de longitud 5 sélo
fija al subgrupo que genera. Esto nos da el valor de ¥ sobre Cy y C5. El
de C7 es obvio, luego sélo falta calcular el de Cy. Dejémoslo pendiente de
momento y observemos que el subespacio (Py + P+ Ps+ P, + Ps+Ps) CV
es un submodulo cuyo caracter asociado es trivial. Por lo tanto, x5 =¥ — 1 es
también un cardcter de G, del que sdlo nos falta calcular su valor x sobre Cs
(del cual sabemos que es un niimero entero —1 < x < 5) Ahora bien:

45 + 15z

<X5, X5> = 60

Las unicas posibilidades para que el resultado sea entero son x =1 0 xz =5,
pero la segunda posibilidad significarfa que (ab)(cd) fija a todos los subgrupos
de Sylow, lo cual es claramente falso. Por ejemplo,

(abede) @D = (badce),

y si fuera una potencia de (abede), como transforma b en a, tendria que ser
(abede) ™t = (edcba), pero no lo es, luego (ab)(cd) no fija a P = {(abede)).

Concluimos que x = 1, lo que termina el cdlculo de la tabla. Ademds, resulta
que (x5, x5) = 1, por lo que x5 es irreducible.

La tabla siguiente contiene lo que hemos obtenido hasta ahora y un poco
mas:

Cq Cs Cs3 Cy Cs

c(z) | 1 (ab)(ed) (abc) (abede) (abeed)
|cl(z)| | 1 15 20 12 12
i |1 1 1 1 1
X2 3 -1 0 U v
X3 3 —1 0 w z
xa | 4 0 1 -1 ~1
X5 5 1 -1 0 0

La columna de C] se completa viendo que los dos treses son la tnica forma
de conseguir que

60 =12 + 32+ 32 + 42 + 52,
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Los dos ceros de la columna C3 se obtienen aplicdndole las relaciones de
ortogonalidad duales (teorema 2.23), de modo que

60
1+ |x2(abe)|? + |xs(abe)|* + 141 = 20 = 3.
La columna de C5 se completa usando que {x2, x5) = (X3, X5) = 0.

Nos falta calcular los valores u, v, w, x. Aplicando las relaciones de ortogo-
nalidad duales a las columnas C5 y C4 obtenemos que w =1 —u. Con Cy y Cj

obtenemos que x = 1 — v. De (x1, x2) = 0 deducimos que v = 1 — u, con lo que
la tabla se reduce a

Cy Cy Cs Cy Cs
cl(z) | 1 (ab)(ed) (abe) (abede) (abeed)
‘Cl(m)| 1 15 20 12 12

v |1 1 1 1 1
X2 3 -1 0 U 1—u
X3 3 -1 0 1—u U
a | 4 0 1 -1 1
s | 5 1 1 0 0

Ahora observamos que
7 = x2(12345) = x2((12345)71) = x2(54321)
= x2((12345)19 D) =y, (12345) = u,

luego u € R. Con esto podemos aplicar las relaciones de ortogonalidad duales a
las columnas Cy y Cs, de modo que 1+ 2u(1 —u) +1 =0, es decir:

w—u—1=0.

Las raices de esta ecuacién son

14++5 1—+5
, l—a= .
2 2
(Elegir una u otra como u sélo supone elegir a qué cardcter llamamos x3 y a
cuél xs3.) En definitiva, la tabla de caracteres de Aj resulta ser:

Gy Cy Cs Cy Cs
c(z) | 1 (ab)(cd) (abc) (abede) (abeed)
ordz | 1 2 3 ) 3
lcl(z)] | 1 15 20 12 12 VB
X1 1 1 1 1 1 a = 2
X2 3 -1 0 « l1—«
X3 3 -1 0 1l-«a «
Ya | 4 0 | -1
s | 5 1 1 0 0

Por ejemplo, en la tabla podemos ver que As es simple, ya que todos sus
caracteres son fieles (teorema 2.26).

Observemos también que los caracteres x2 y X3 son conjugados sobre Q, en
el sentido de la definicién 3.63.
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B.4 Caracteres modulo 2

Tenemos que As tiene 4 clases de conjugacion 2-regulares, luego tiene otros
tantos caracteres médulo 2. Uno de ellos es ¢; = 1, y otro ¢4 = x4, por el
teorema B.1. Observamos ahora que

X2+ Xx3=x1+ X5,

luego al menos uno de los caracteres x2, x3 no es irreducible, sino que contiene
a x1 = ¢1. Ahora bien, los caracteres modulares x» v x3 son conjugados? sobre
el cuerpo Q2. Esto es evidente una vez observamos que « ¢ Q3, pues, si a € Qo,
el polinomio u? — u — 1 tendria sus raices en el cuerpo de restos de Qa, que es
Z/2Z, y no es el caso. Por lo tanto, si, por ejemplo, x2 = 1 + ¢9, para cierto
caracter modular ¢, entonces xs = x3 = 1 + ¢3, donde 7 es el automorfismo
no trivial de Qa(a) = Q(v/5). Vemos, pues, que, de hecho, el cardcter trivial
aparece en las descomposiciones de ambos caracteres.

Sea, pues, x2 = ¢1 + @2, X3 = ¢1 + ¢3, donde ¢2 y ¢3 son los caracteres mo-
dulares que aparecen en la tabla siguiente, que son necesariamente irreducibles,
pues, como Ajs es simple no abeliano, su tnico caracter de grado 1 es el trivial,?
luego si ¢2 0 ¢3 no fueran irreducibles, tendrian que descomponerse como 2¢1,
y no es el caso.

p=2|C Cs Cy Cs
c(z) | 1 (abe) (abede) (abeed)
ordz | 1 3 S )
lcl(z)] | 1 20 12 12 1++5
o ] 1 1 1 1 4T
¢ |2 -1 a-1 —a
b3 2 -1 -« a—1
by | 4 1 -1 1

De las relaciones

X1=¢1, X2=¢1+¢P2, X3=01+@3, Xa=0P1, X5=1+ ¢2+ 3,

obtenemos la matriz de descomposicion y la matriz de Cartan:

0 00

Il
— O~ =
—_ 0 O =
—_ o = O
o= OO

Q

Il
O NN
O = NN
O N N
_—o0 o o

2En general, si ¢ : G — K es un caracter modular que toma valores en un cuerpo
local K (no necesariamente de escisién para G) tal que la extensién K/Q, sea de Galois y
T € G(K/Qp), la funcién ¢” : G — K dada por ¢7 (o) = 7(¢(0)) es también un cardcter
modular de G. En efecto, si x : G — k es el caracter ordinario asociado a ¢, entonces 7
induce un automorfismo 7 € G(k/ko), donde ko = Z/pZ es el cuerpo de restos de Qp, y es
claro que ¢” es el cardcter modular asociado al caracter x™ dado por 3.62.

3Porque una representacién lineal no trivial de grado 1 serfa un monomorfismo (porque G
es simple) de G en el grupo multiplicativo de un cuerpo, luego G seria abeliano.
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Los caracteres modulares proyectivos indescomponibles son

Q1 = x1+tXx2t X3t X5 =401+ 202 + 2¢3,
0, X2 + X5 = 2¢1 + 2¢2 + ¢3,

3 X3 + X5 = 201 + g2 + 293,

Dy = Xa= s

Observemos la relacién entre los grados ®;(1) y ¢:(1):
12-14+8-24+8-24+4-4=060.

Este ejemplo muestra que el teorema de Fong-Swan no es cierto sin la
hipdtesis de resolubilidad, pues hay dos representaciones de A5 en caracteristi-
ca 2 que no son la reduccién de ninguna representacién en caracteristica 0.

B.5 Caracteres modulo 3

El grupo Aj tiene también cuatro clases de conjugacién 3-regulares, luego
hemos de encontrar cuatro caracteres modulares irreducibles, de los cuales co-
nocemos el trivial ¢1, asi como ¢s = Y2, ¢35 = X3, que son irreducibles por el
teorema B.1. Por otro lado, descartamos x5 = x1 + x4. Basta probar que x4 es
también irreducible.

Observemos que x4 no puede descomponerse en la forma x4 = 2¢4, pues
entonces ¢4 tendria que tomar el valor —1/2; que no es un entero algebraico. Por
lo tanto, si x4 no es irreducible, ha de descomponerse en la forma x4 = ¢1 + ¢4
o bien x4 = 2¢1 + ¢4, para cierto caracter modular irreducible ¢4 distinto de
los tres que ya conocemos. A su vez, entonces tendriamos que x5 = 2¢1 + ¢4
o bien x5 = 3¢1 + ¢4. Esto implica que la primera columna de la matriz de
descomposicién D (o la primera fila de la matriz F) seria

(1,0,0,1,2) obien (1,0,0,2,3),
luego el caracter modular @, seria de la forma
Pr=x1+xa+2x5 4 =601 +3hs + -

y, si P; es la envoltura proyectiva del k[G]-mddulo trivial (donde k es un
cuerpo de caracteristica 2 suficientemente grande para G = Aj), tendriamos
que dimy P; > 6. Vamos a probar que esto es falso, lo que justificara la irredu-
cibilidad de y4.

Para ello consideramos un subgrupo H < A5 de orden |H| = 10. (Antes he-
mos visto que los normalizadores de los 5-subgrupos de Sylow tienen orden 10.)
Como 3 1 |H|, el dlgebra k[H] es semisimple, luego el k[H]-mdédulo trivial k es
proyectivo, luego P = k ®yp) k[G] es un k[G]-médulo proyectivo. Ademas, por
el teorema 1.54, se cumple que

([P], [k]) = dim, Homg (P, k) = dimg Hompg (k, k) = 1.
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Asi pues, P; es un sumando directo de P, y dimy P = |G : H| = 6, luego
dimy, P; < 6. Con esto tenemos probado que la tabla de caracteres modulares
es

p=3|C & Cy Cs
c(z) | 1 (ab)(cd) (abede) (abeed)
ordz | 1 2 5 5
lcl(z)] | 1 15 12 12 1++5
o ] 1 1 1 1 4T
b2 3 -1 « 11—«
o3 3 -1 1—a Q
bs | 4 0 ~1 -1

De las relaciones

X1=0¢1, X2=¢2, X3=03, X4=0¢4, X5=0¢1+ P4

deducimos las matrices

Il
_ o O O
[N Nol Nl
OOk OO
= —_0 O O
Q
I
= O O N
SO = O
o~ OO
N OO

Los caracteres modulares proyectivos indescomponibles son
Q1 =x1+ X5 =201+ P4, P2=x2= 9,

O3 =x3=1¢3, Ps=x4+Xx5= 01+ 2¢.

(En particular vemos que dimg Py = 6, por lo que P; es precisamente el
médulo P que hemos considerado en la prueba de la irreducibilidad de x4.) Los
grados ®,(1) y ¢;(1) son:

6-1+3-3+3-34+9-4=60.

B.6 Caracteres modulo 5

El ntimero de clases de conjugacién 5-regulares de As es 3, luego buscamos
dos caracteres modulares irreducibles ademés de ¢; = x1. El teorema B.1 nos
da que ¢3 = x5 es también irreducible, mientras que xo = X3 v X4 = X1 + X2-
Vamos a probar que ¢o = x2 también es irreducible, y con ello tendremos la
tabla completa.

Si x2 no fuera irreducible, sélo podria descomponerse como X2 = ¢1 + ¢o,
para cierto caracter modular ¢5. La primera columna de la matriz de descom-
posicidn serfa (1, 1,1, 2,0), luego el coeficiente (1,1) de la matriz de Cartan seria
igual a 7, luego dimy P; > 7, donde k es un cuerpo de caracteristica 5 suficien-
temente grande para G = A5 y Pj es la envoltura proyectiva del k[G]-médulo



182

Apéndice B. Los caracteres de As

trivial. Ahora tomamos H = A; < As, que es un subgrupo de orden 12, con
lo que el k[H]-mdédulo trivial & es proyectivo y P = k ®yx) k[G] es un k[G]-
modulo proyectivo de dimensién 5. Como en el caso p = 3 concluimos que Py
es un sumando directo de P, luego ha de ser dim P; < 5, y esta contradiccion

prueba que x2 es irreducible.

En definitiva, la tabla de caracteres médulo 5 resulta ser la siguiente:

p=5|C Cs C3
c(z) | 1 (ab)(ed) (abc)
ordx 1 2 3
lel(x)] | 1 15 20
o1 1 1 1
$2 3 -1 0
¢3 5 1 -1
De las relaciones
X1=¢1, X2=¢2, X3=0¢2, Xa=01+ P2, X5=0¢3
deducimos las matrices
1 0 0
01 0 2 1 0
D=] 01 0 C = 1 3 0
1 1 0 0 0 1
0 0 1
Los caracteres proyectivos indescomponibles son
Q) =x1+x4a =201+ 2, Po=x2+X3+X4=01+3P2, P3=x5=03.

Los grados ®;(1) y ¢;(1) son:

5-1+10-3+5-5=060.
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