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Prefacio

Este libro es el resultado de extender lo que originalmente era un caṕıtulo
de preliminares para definir el conductor de una curva eĺıptica en la parte de
aplicaciones de mi libro de Superficies aritméticas. El lector interesado es-
pećıficamente en este objetivo puede leer las secciones 1.1 y 1.2 y el caṕıtulo II
(saltándose, si lo desea, las secciones 2.3 y 2.7) y desde ah́ı pasar directamente al
apéndice A, del que podrá seguir las secciones A.1 y A.2, con lo cual alcanzará
los requisitos necesarios para entender el estudio del conductor de una curva
eĺıptica. Ahora bien, si quiere entender realmente la teoŕıa que hay de fondo en
el uso de los caracteres de Artin y Swan construidos en A.2 deberá leer también
las secciones A.3 y A.4, para lo cual necesitará estudiarse casi la totalidad del
presente libro.

El lector interesado en la teoŕıa de representaciones propiamente dicha debe
observar que hemos duplicado la exposición de la teoŕıa en el caso de las re-
presentaciones de grupos finitos sobre el cuerpo de los números complejos. En
el caṕıtulo II presentamos la teoŕıa mediante razonamientos “rápidos” y “ele-
mentales”, en el sentido de que evitan el uso de la mayor parte del aparato
algebraico subyacente a la teoŕıa de representaciones, y en el caṕıtulo III de-
sarrollamos dicho aparato algebraico sin apoyarnos en el caṕıtulo precedente,
con lo que obtenemos pruebas alternativas de los mismos resultados, sólo que
en un contexto mucho más general. Lo hemos hecho aśı para permitir el ac-
ceso rápido a las primeras secciones del apéndice A que hemos indicado antes
y también porque, de este modo, el lector interesado en la teoŕıa de caracteres
propiamente dicha tiene la oportunidad de apreciar su interés y utilidad antes
de adentrarse en sus aspectos más técnicos. Conviene tener presente a este res-
pecto que el caṕıtulo II no requiere las secciones 1.3 y 1.4, por lo que su lectura
puede posponerse. Como complemento al caṕıtulo II, el lector puede estudiar
también la construcción de las tablas de caracteres ordinarios de los grupos ⌃4

y A5 expuestas respectivamente en las secciones 4.8 y B.3.

Por otra parte, el lector que desee evitar exposición duplicada puede optar
por pasar del caṕıtulo I al caṕıtulo III y después volver sobre el caṕıtulo II para
ver los ejemplos, aplicaciones, y algunos resultados adicionales, saltándose las
pruebas de los hechos ya probados en el caṕıtulo III. En cualquier caso, quien
siga este camino deberá volver al caṕıtulo II para estudiar —como mı́nimo— el
teorema de Brauer sobre caracteres inducidos, que será necesario posteriormente

vii



viii Prefacio

en numerosas ocasiones.
El caṕıtulo IV es una introducción a la teoŕıa de representaciones modulares.

El lector que no esté interesado en esta parte puede saltarse la sección 1.4 y el
final de la sección 1.3 (desde el apartado correspondiente a módulos proyectivos).
De hecho, puede saltarse toda alusión a módulos proyectivos que encuentre en
los caṕıtulos precedentes.

Dada la naturaleza técnica de la teoŕıa que nos ocupa, al lector interesado
en formarse una primera idea de su naturaleza y contenido lo remitimos a la
sección 1.1, en la que se exponen los conceptos e ideas básicas.

En cuanto a los requisitos para seguir este libro, no son muchos. Para los
tres primeros caṕıtulos no se requiere más que el álgebra básica (algo de teoŕıa
de grupos, de anillos, de extensiones de cuerpos y álgebra lineal, a un nivel no
superior al de mi libro de Álgebra, salvo que también se requiere el conocimiento
del producto tensorial de módulos, que puede estudiarse en mi libro de Teoŕıa de
cuerpos de clases o en el de Topoloǵıa algebraica.) En la sección 1.2 se recogen
(con pruebas) los requisitos sobre teoŕıa de grupos que no aparecen en mi libro
de Álgebra y la sección 1.3 incluye (también con pruebas) algunos preliminares
de teoŕıa de anillos, muchos de los cuales son generalizaciones inmediatas al caso
de anillos no conmutativos de resultados expuestos en mi libro de Álgebra o en
el de Álgebra conmutativa. El caṕıtulo IV requiere, además de algunos hechos
adicionales de teoŕıa de anillos recogidos en las secciones 1.3 y 1.4, un mı́nimo
conocimiento de la teoŕıa de cuerpos locales, expuesta, por ejemplo, en mi libro
de Geometŕıa algebraica.

Por último, el apéndice A requiere un conocimiento mucho más profundo
de la aritmética de los cuerpos métricos discretos completos, especialmente de
la teoŕıa de la ramificación. La sección A.1 contiene un resumen de los prin-
cipales hechos necesarios, en muchos casos enunciados sin prueba, pero todos
los resultados citados sin prueba (tanto en esta sección como en las posteriores)
están demostrados en mi libro de Teoŕıa de cuerpos de clases, y se indican las
referencias oportunas.



Caṕıtulo I

Introducción y preliminares

Una cosa es tener definido un grupo (por ejemplo, un grupo de unidades de
un anillo, un grupo de Galois de una extensión de cuerpos, etc.) y otra muy
distinta tener una representación clara de su estructura. A la hora de “com-
prender un grupo”, resulta útil encontrar un grupo isomorfo lo más “concreto”
posible. Un recurso clásico es tratar de expresar un grupo dado como grupo de
permutaciones:

Ejemplo Si definimos el grupo diédrico de orden 8 como el grupo D4 de las
simetŕıas de un cuadrado, tendremos una representación más clara y manejable
—que podemos incluso tomar como definición— si observamos que es isomorfo
al subgrupo siguiente del grupo ⌃4 de las permutaciones de 4 elementos (que
podemos identificar con los cuatro vértices del cuadrado):

D4 = {1, (1, 2, 3, 4), (1, 3)(2, 4), (4, 3, 2, 1), (1, 3), (2, 4), (1, 2)(3, 4), (1, 4)(2, 3)}.

1

2

3

4 Las tres primeras (sin contar a 1) se corresponden con
los giros de 90�, 180� y 270�, las dos siguientes son las
simetŕıas respecto de las diagonales y las dos últimas son
las simetŕıas respecto de las mediatrices de los lados. Por
ejemplo, a partir de esta representación de D4 es fácil ver
que, si llamamos � = (1, 2, 3, 4) y ⌧ = (1, 3), entonces

D4 = {1,�,�2,�3, ⌧,�⌧,�2⌧,�3⌧} = h�, ⌧i .

Además, el producto en D4 puede calcularse a partir de estas expresiones
sin más que tener en cuenta que �4 = ⌧2 = 1 y que ⌧� = ��1⌧ .

Sin embargo, la interpretación de D4 como el grupo de las simetŕıas de un
cuadrado nos proporciona otra representación concreta del mismo, como un
grupo de matrices. En efecto, podemos identificar cada simetŕıa del cuadrado
con una aplicación lineal en R2 y ésta a su vez con su matriz en la base canónica:

1



2 Caṕıtulo 1. Introducción y preliminares

Ejemplo El giro de 90� en R2 y la simetŕıa respecto al eje Y son, respectiva-
mente, las aplicaciones lineales determinadas por las matrices

� =
✓

cos 2⇡
4 sen 2⇡

4
� sen 2⇡

4 cos 2⇡
4

◆
=

✓
0 1
�1 0

◆
, ⌧ =

✓
�1 0

0 1

◆
.

Se comprueba fácilmente que las matrices 1,�,�2,�3, ⌧,�⌧,�2⌧,�3⌧ son dis-
tintas dos a dos, aśı como que satisfacen las relaciones �4 = ⌧2 = 1, ⌧� = ��1⌧ ,
de donde se sigue que las ocho matrices son el subgrupo generado por � y ⌧ , y
que sus elementos son todas las simetŕıas del cuadrado (la identidad, los tres gi-
ros y las cuatro simetŕıas propiamente dichas). Esto nos da una representación
(o una definición) alternativa de D4 como grupo de matrices (como el subgrupo
generado por las matrices � y ⌧).

Una forma sencilla de comprobar que D4 como grupo de permutaciones
es isomorfo a D4 como grupo de matrices es observar que si identificamos el
conjunto {1, 2, 3, 4} con los puntos de X = {(1, 0), (0,�1), (�1, 0), (0, 1)} (de
acuerdo con la numeración de la figura), entonces, las permutaciones � y ⌧ son
las restricciones a X de los automorfismos de R2 determinados por � y ⌧ , por
lo que, en general, si identificamos cada matriz de D4 con el automorfismo que
determina en R2 (respecto de la base canónica), un isomorfismo entre D4 como
grupo de automorfismos y D4 como grupo de permutaciones viene dado por la
restricción � 7! �|X .

Ejemplo Si cambiamos n = 4 por n = 3 en el ejemplo anterior, obtenemos
una representación matricial del grupo de simetŕıas de un triángulo, que tiene
seis elementos y es, por consiguiente, isomorfo al grupo ⌃3 de permutaciones de
tres elementos. Los generadores son

� =
✓

cos 2⇡
3 sen 2⇡

3
� sen 2⇡

3 cos 2⇡
3

◆
=

✓
�1/2

p
3/2

�
p

3/2 �1/2

◆
, ⌧ =

✓
�1 0

0 1

◆
.

Se comprueba fácilmente que las seis matrices 1,�,�2, ⌧,�⌧,�2⌧ son distintas
dos a dos, aśı como que �3 = ⌧2 = 1, ⌧� = ��1⌧ , de donde se sigue que el grupo
h�, ⌧i tiene orden 6.

A primera vista, podŕıa dudarse de si es más útil representar un grupo
finito como grupo de permutaciones o como grupo de matrices, pero sucede
que las representaciones matriciales dan lugar a una potente herramienta cuyas
posibilidades superan con creces a las que ofrecen las representaciones por grupos
de permutaciones.

1.1 Representaciones lineales de grupos

Aunque los grupos D4 y ⌃3 que hemos considerado en los ejemplos preceden-
tes teńıan una interpretación geométrica —como grupos de simetŕıas— que nos
llevaba de forma natural a una representación matricial, podemos plantearnos
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la posibilidad de representar cualquier grupo abstracto (aunque aqúı sólo con-
sideraremos grupos finitos) en forma de grupo de matrices. Esta idea se plasma
en la definición siguiente:

Definición 1.1 Una representación matricial de grado n � 1 de un grupo finito
G sobre un anillo conmutativo1 A es un homomorfismo de grupos

⇢ : G �! LG(n,A),

donde el grupo lineal general LG(n,A) es el grupo de las matrices inversibles
de orden n⇥n con coeficientes en A. Diremos que A es el anillo de coeficientes
de la representación.

Notemos que la definición no exige que ⇢ sea inyectivo. (En tal caso se dice
que la representación es fiel.) En general, si N es el núcleo de ⇢, tenemos que ⇢
induce una representación fiel del grupo cociente G/N .

En los ejemplos precedentes hemos calculado una representación fiel de
grado 2 del grupo D4 sobre Q y otra de ⌃3 sobre R.

A la hora de estudiar las representaciones matriciales, es útil tener en cuenta
que las matrices pueden identificarse con automorfismos de espacios vectoriales.
Ello nos lleva a la definición siguiente:

Definición 1.2 Una representación lineal de grado n � 1 de un grupo finito G
sobre un anillo de coeficientes (conmutativo) A es un homomorfismo de grupos
⇢ : G �! AutA(V ), donde V es un A-módulo libre de rango n.

Si ⇢ : G �! Aut(V ) es una representación lineal de un grupo G, escribi-
remos a menudo v� = ⇢(�)(v). En estos términos, el hecho de que ⇢(�) sea
un automorfismo de V y que ⇢ sea un homomorfismo de grupos equivale a las
relaciones

(v + w)� = v� + w�, (↵v)� = ↵(v�), (v�)⌧ = v(�⌧),

donde v, w 2 V , �, ⌧ 2 G, ↵ 2 K.

La relación entre las representaciones matriciales y las representaciones li-
neales es evidente: toda representación matricial ⇢ de grado n sobre un anillo
A determina una representación lineal sobre cualquier A-módulo libre V de
rango n respecto a una base B de V prefijada, sin más que asignar a cada
� 2 G el automorfismo de V que tiene matriz ⇢(�) en la base B.

Rećıprocamente, toda representación lineal ⇢ en un A-módulo libre V de
rango n determina una representación matricial de grado n para cada base B
de V , sin más que asignar a cada � 2 G la matriz de ⇢(�) en la base B.

Ahora damos una definición de isomorfismo de representaciones que vuelve
irrelevante la arbitrariedad en la elección de las bases:

1Todos los anillos que vamos a considerar serán unitarios, pero no serán conmutativos salvo
que lo especifiquemos expĺıcitamente.
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Definición 1.3 Diremos que dos representaciones lineales ⇢i : G �! Aut(Vi),
para i = 1, 2 (sobre un mismo anillo de coeficientes A) son isomorfas si existe
un isomorfismo de A-módulos � : V1 �! V2 que cumpla ⇢2 = ⇢1 � �̄, donde
�̄ : Aut(V1) �! Aut(V2) es el isomorfismo de grupos dado por �̄(f) = ��1f�.
Observemos que la condición ⇢2 = ⇢1 � �̄ es equivalente a que

�(v�) = �(v)�

para todo v 2 V1 y todo � 2 G.

Dos representaciones matriciales ⇢i : G �! LG(n,A) son isomorfas si existe
una matriz M 2 LG(n,A) tal que, para todo � 2 G, se cumple la relación
⇢2(�) = M�1⇢1(�)M .

Es inmediato que dos representaciones matriciales isomorfas dan lugar a
representaciones lineales isomorfas independientemente de los módulos y las
bases elegidas, aśı como que dos representaciones lineales isomorfas dan lugar a
representaciones matriciales isomorfas independientemente de las bases elegidas.

A continuación vamos a mostrar una tercera estructura equivalente a la de
representación matricial y a la de representación lineal. Se basa en la definición
siguiente:

Definición 1.4 Si G es un grupo finito y A es un anillo conmutativo, llamare-
mos A[G] al A-módulo libre de base G, en el que consideraremos la estructura
de A-álgebra2 determinada por el producto siguiente:

(
P
�2G

↵��)(
P
⌧2G

�⌧⌧) =
P

�,⌧2G
↵��⌧�⌧ .

Es evidente que el producto aśı definido es bilineal y que extiende al producto
de G. Teniendo esto en cuenta, se comprueba sin dificultad que cumple todas
las propiedades necesarias para que A[G] sea ciertamente una A-álgebra, cuya
unidad es el elemento neutro de G.

Si ⇢ : G �! Aut(V ) es una representación lineal, podemos dotar a V de
estructura de A[G]-módulo (por la derecha) mediante el producto dado por

v(
P
�2G

↵��) =
P
�2G

↵�⇢(�)(v).

Notemos que el producto v� según esta definición coincide con el producto
v� = ⇢(�)(v) que hab́ıamos definido. Rećıprocamente, si V es un A[G]-módulo
que como A-módulo es libre de rango finito n, podemos definir una represen-
tación ⇢ : G �! Aut(V ) mediante ⇢(�)(v) = v�.

De este modo, tenemos una correspondencia entre las representaciones li-
neales de grado n de G y los A[G]-módulos (por la derecha) que son A-módulos

2En álgebra conmutativa, una A-álgebra B se define como un anillo (conmutativo) B con
una estructura de A-módulo compatible, en el sentido de que a(b1b2) = (ab1)b2. Si no exigimos
que B sea conmutativo, hemos de añadir que a(b1b2) = (ab1)b2 = b1(ab2). En particular, si
A ⇢ B, tenemos que los elementos de A conmutan con todos los de B.
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libres de rango n. Es inmediato que dos representaciones son isomorfas si y
sólo si los A[G]-módulos correspondientes son isomorfos. Más concretamente,
un isomorfismo f : V1 �! V2 entre dos A-módulos libres es un isomorfismo
entre dos representaciones lineales de G si y sólo si es un isomorfismo entre los
A[G]-módulos asociados.

Con esto tenemos ya determinado el objeto de estudio de este libro: vamos
a ocuparnos de las representaciones lineales de grupos finitos, las cuales pueden
estudiarse a través de las representaciones lineales propiamente dichas, a través
de las representaciones matriciales o a través de los A[G]-módulos asociados.

Observemos que, aunque A sea un anillo conmutativo, el anillo A[G] no lo
es salvo que el grupo G sea abeliano (una hipótesis que no podemos permitir-
nos), y ésta es la razón por la que hemos advertido que no supondremos que los
anillos con los que trabajemos sean conmutativos. Sólo vamos a considerar re-
presentaciones sobre anillos de coeficientes conmutativos, pero los A[G]-módulos
asociados serán módulos sobre anillos no necesariamente conmutativos.

En realidad nos va a interesar principalmente el caso en que el anillo de
coeficientes A es un cuerpo K, pero hemos dado las definiciones para anillos
conmutativos arbitrarios porque este caso general nos permitirá más adelante
relacionar las representaciones sobre cuerpos de caracteŕıstica 0 con las repre-
sentaciones sobre cuerpos de caracteŕıstica prima.

Conviene precisar cuál es el centro de A[G]. En general el centro de un anillo
A se define como el subanillo

Z(A) = {a 2 A | ab = ba para todo b 2 A}.

Recordamos que dos elementos ⌧1, ⌧2 2 G se dicen conjugados si existe un
� 2 G tal que ⌧2 = ��1⌧1�. La conjugación es una relación de equivalencia en
G. Representaremos por clG(⌧) a la clase de conjugación de ⌧ en G y por cl(G)
al conjunto de todas las clases de conjugación de G.

Si A es un anillo conmutativo, es obvio que un elemento

x =
P
�2G

↵�� 2 A[G]

está en el centro de A[G] si y sólo si conmuta con todos los elementos ⌧ 2 G, es
decir, si cumple que ⌧x = x⌧ o, equivalentemente, ⌧x⌧�1 = x. Expĺıcitamente:

P
�2G

↵�⌧�⌧
�1 =

P
�2G

↵��.

Teniendo en cuenta que � 7! ⌧�⌧�1 es biyectiva con inversa � 7! ⌧�1�⌧ ,
esto equivale a que P

�2G
↵⌧�1�⌧� =

P
�2G

↵��,

lo cual equivale a que la función � 7! ↵� sea constante sobre las clases de
conjugación de G. Por consiguiente:
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Teorema 1.5 Si G es un grupo finito y A un anillo conmutativo el centro de
A[G] está formado por los elementos de la formaP

c2cl(G)

↵cec, ↵c 2 A,

donde, para cada clase de conjugación c 2 cl(G), llamamos

ec =
P
�2c

�.

Equivalentemente, Z(A[G]) es el submódulo de A[G] que tiene por base los ele-
mentos ec.

Observemos ahora que si A es un subanillo de un anillo conmutativo B, en-
tonces LG(n,A) es un subgrupo de LG(n,B), por lo que toda representación ma-
tricial de un grupo G sobre A puede considerarse también como representación
sobre B. Esto tiene un equivalente en términos de representaciones lineales:

Definición 1.6 Sea A un subanillo de un anillo conmutativo B, sea V un A-
módulo libre de rango finito y sea ⇢ : G �! Aut(V ) una representación lineal
de un grupo finito G. El producto tensorial3 VB = B ⌦A V es un B-módulo
libre del mismo rango que V , y podemos considerar el monomorfismo de grupos
Aut(V ) �! Aut(VB) dado por ↵ 7! 1 ⌦ ↵, donde 1 : B �! B es la identidad.
Definimos la extensión de coeficientes ⇢B : G �! Aut(VB) como la composición
de ⇢ con este monomorfismo, que claramente es una representación lineal de G
sobre B del mismo grado que ⇢.

Concretamente, si v1, . . . , vn es una A-base de V , entonces 1⌦ v1, . . . , 1⌦ vn

es una B-base de VB, y la representación matricial de ⇢ en la primera base es
la misma que la de ⇢B en la segunda.

En términos de módulos tenemos un isomorfismo natural B[G] ⇠= B⌦AA[G],
y ⇢B está asociada a la estructura natural de B[G]-módulo en VB dada por

(b⌦ v)(b0 ⌦ �) = (bb0)⌦ v�.

Rećıprocamente, si una representación de G con coeficientes en B es de la
forma ⇢B, para cierta representación ⇢ con coeficientes en A, se dice que es rea-
lizable sobre A. Equivalentemente, una representación lineal es realizable sobre
un anillo A si está inducida por una representación matricial con coeficientes
en A.

Veamos un par de ejemplos generales de representaciones:

Definición 1.7 Si G es un grupo finito, la representación trivial de grado n de G
sobre el anillo conmutativo A es la representación matricial ⇢ : G �! LG(n,A)
dada por ⇢(�) = In para todo � 2 G. Sus representaciones lineales asociadas
son las representaciones en A-módulos libres V de rango n que cumplen v� = v
para todo v 2 V y todo � 2 G.

3Para las propiedades básicas del producto tensorial de módulos (sobre anillos no nece-
sariamente conmutativos) véase la sección 14.1 de mi Teoŕıa de cuerpos de clases, que es
independiente de los caṕıtulos anteriores.
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Definición 1.8 Si G es un grupo finito, llamaremos representación regular de
G a la representación asociada a la estructura de A[G]-módulo de A[G]. Clara-
mente es fiel y su grado es el orden de G.

Ahora veamos cómo podemos construir nuevas representaciones a partir de
unas dadas:

Definición 1.9 Si ⇢i : G �! Aut(Vi), para i = 1, 2, son dos representaciones
lineales de G, definimos su suma directa como la representación

⇢1 � ⇢2 : G �! Aut(V1 � V2)

asociada a la suma directa de los A[G]-módulos V1 � V2. Obviamente, se trata
de la representación dada por (v1 + v2)� = v1�+ v2�, donde v1� se calcula con
⇢1 y v2� con ⇢2.

Es claro que podemos definir igualmente la suma directa de cualquier número
finito de representaciones de G. El grado de la suma directa es la suma de los
grados.

Definición 1.10 Si ⇢i : G �! Aut(Vi), para i = 1, 2, son dos representaciones
lineales de G, definimos su producto tensorial como la representación

⇢1 ⌦ ⇢2 : G �! Aut(V1 ⌦A V2)

asociada al A-módulo libre V1⌦A V2 con la estructura de A[G]-módulo dada por

(v1 ⌦ v2)� = (v1�)⌦ (v2�).

El grado del producto tensorial es el producto de los grados.

A partir de aqúı nos centraremos en las representaciones lineales sobre cuer-
pos. Observemos que, si K es un cuerpo, todo K[G]-módulo V es libre sobre K,
aunque, para que determine una representación de G sobre K, hemos de exigir
que su dimensión sobre K sea finita.

A la hora de estudiar las representaciones lineales de un grupo finito, es
fundamental estudiar la posibilidad de expresar una representación dada como
suma de otras más sencillas. Tales sumandos han de ser subrepresentaciones,
en el sentido siguiente:

Definición 1.11 Si ⇢ : G �! Aut(V ) es una representación de G con coeficien-
tes en un cuerpo K, llamaremos subrepresentaciones de ⇢ a las representaciones
G �! Aut(W ) asociadas a los K[G]-submódulos W de V .

Notemos que, para que un subespacio vectorial W ⇢ V sea un K[G]-submó-
dulo, es suficiente con que W� ⇢W , para todo � 2 G.

Según dećıamos, si ⇢ = ⇢1 � ⇢2 : G �! Aut(V1 � V2) es la suma de dos
representaciones ⇢1 y ⇢2, entonces éstas son subrepresentaciones de ⇢, pues
están asociadas a V1 y V2, que son K[G]-submódulos de V1 � V2.

Veamos ahora el primer resultado no trivial sobre representaciones lineales:
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Teorema 1.12 Sea ⇢ : G �! Aut(V ) una representación de un grupo finito
G sobre un cuerpo K cuya caracteŕıstica no divida al orden de G, y sea W
un K[G]-submódulo de V . Entonces existe otro K[G]-submódulo W 0 tal que
V = W �W 0.

Demostración: Sea W 0 cualquier subespacio vectorial de V que cumpla
V = W �W 0, sea p : V �! W la proyección y sea p0 : V �! W la aplicación
lineal dada por4

p0(v) =
1
|G|

P
�2G

p(v��1)�.

Si w 2 W , entonces p(w��1)� = (w��1)� = w, luego p0(w) = w. Si
llamamos W 0 al núcleo de p0, es claro que V = W �W 0. Por otra parte,

p0(v⌧�1)⌧ =
1
|G|

P
�2G

p(v⌧�1��1)�⌧ = p0(v).

Esto implica que W 0 es un K[G]-submódulo, pues si p0(v) = 0, entonces

p0(v⌧)⌧�1 = p0(v) = 0,

luego p0(v⌧) = 0 y, por lo tanto, v⌧ 2W 0.

Definición 1.13 Diremos que una representación ⇢ : G �! Aut(V ) es irredu-
cible si V no tiene más K[G]-submódulos que los triviales: 0 y V .

Por el teorema anterior, si una representación no es irreducible, se descom-
pone en suma directa de dos subrepresentaciones no triviales. Es claro entonces
que toda representación puede descomponerse en suma directa de representa-
ciones irreducibles V = W1 � · · · � Wn. La descomposición no es única, en
el sentido de que podemos elegir los submódulos Wi de formas distintas, pero
más adelante veremos que la descomposición es única salvo isomorfismo, en el
sentido de que dos descomposiciones cualesquiera de un mismo K[G]-módulo
V han de tener el mismo número de sumandos y que, debidamente ordenados,
cada sumando de una descomposición es isomorfo al sumando correspondiente
de la otra.

Ahora bien, es crucial tener presente que todo esto sólo es cierto bajo la
hipótesis del teorema anterior, a saber, que carK - |G|. (En particular, esto
sucede si carK = 0.) Veamos un ejemplo de lo que puede suceder en caso
contrario:

Teorema 1.14 Sea p un número primo, sea K un cuerpo de caracteŕıstica p
y sea G un grupo de orden potencia de p. Entonces todo K[G]-módulo no nulo
contiene un submódulo no nulo trivial (es decir, tal que G deja invariantes a to-
dos sus elementos). Por consiguiente, todo K[G]-módulo irreducible es isomorfo
a K con la estructura de K[G]-módulo trivial.

4Al dividir entre |G| estamos usando la hipótesis sobre la caracteŕıstica de K.
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Demostración: Sea V un K[G]-módulo no nulo y sea k = Z/pZ ⇢ K.
Podemos considerar a V como k-espacio vectorial (tal vez de dimensión infinita).
Tomemos v0 2 V no nulo y sea V0 el k-espacio vectorial (de dimensión finita)
generado por {v0� | � 2 G}.

Como V0 se descompone en suma directa de copias de k, tenemos que su
cardinal es potencia de p. Claramente, si v 2 V0, se cumple que v� 2 V0, y
esto determina una acción5 de G sobre V0, respecto a la cual, la órbita de 0 se
reduce a {0}. No puede ser la única órbita con un solo elemento, ya que, en tal
caso, todas las demás órbitas tendŕıan6 orden múltiplo de p, y concluiŕıamos
que |V0| ⌘ 1 (mód p), lo cual es imposible. Aśı pues, existe un v 2 V0 no nulo
tal que v� = v para todo � 2 G.

Por lo tanto, el K-espacio vectorial W generado por v es un K[G]-submódulo
trivial de V . Si V es irreducible, entonces ha de ser V = W .

De este modo, si G tiene orden potencia de p y K es un cuerpo de carac-
teŕıstica p, los únicos K[G]-módulos que se descomponen en suma directa de
K[G]-módulos irreducibles son los triviales, ya que las componentes irreducibles
han de ser triviales y la suma de K[G]-módulos triviales es trivial.

Ejemplo Sea p un número primo, K = Z/pZ y consideremos la matriz

� =
✓

1 1
0 1

◆
2 LG(2,K).

Se comprueba fácilmente que

�n =
✓

1 n
0 1

◆
,

por lo que G = h�i es un grupo de orden p. La inclusión ⇢ : G �! LG(2,K) es
una representación matricial de p de grado 2. Consideremos la representación
lineal ⇢ : G �! Aut(K2) asociada a la base canónica de K2, de modo que

(1, 0)� = (1, 1), (0, 1)� = (0, 1).

Vemos que V = K2 es un K[G]-módulo no trivial, que, de acuerdo con
el teorema anterior, contiene como submódulo trivial al subespacio vectorial
generado por (0, 1), el cual no puede tener un submódulo complementario por
las observaciones previas a este ejemplo.

El teorema 1.12 hace que las representaciones de grupos sobre cuerpos de ca-
racteŕıstica cero tengan un comportamiento mucho más simple que sobre cuerpos
de caracteŕıstica prima. Por ello se distingue entre la teoŕıa de representaciones
ordinarias (sobre cuerpos de caracteŕıstica 0) y la teoŕıa de representaciones
modulares (sobre cuerpos de caracteŕıstica prima, que es esencialmente análoga
a la primera cuando la caracteŕıstica no divide al orden del grupo).

5Véase el primer apartado de la sección 1.2, más abajo.
6Véase el teorema 1.18, más abajo, concretamente la observación posterior.
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La caracteŕıstica más destacada de la teoŕıa de representaciones ordinarias es
que éstas quedan completamente determinadas por sus caracteres, en el sentido
que definimos a continuación.

Recordemos que la traza7 de una matriz cuadrada A = (aij) se define como

Tr(A) =
P
i

aii.

La traza es invariante por semejanza, es decir, que, si M es una matriz regular,
se cumple que Tr(M�1AM) = Tr(A). En particular, si V es un espacio vectorial
y f 2 Aut(V ), podemos definir la traza Tr(f) como la traza de la matriz de f
en cualquier base.

Definición 1.15 Sea ⇢ : G �! Aut(V ) una representación de un grupo finito G
en un K-espacio vectorial V . Llamaremos carácter asociado a ⇢ a la función
�⇢ : G �! K dada por �⇢(�) = Tr(⇢(�)). Los caracteres de las representaciones
de G se llaman también caracteres de G. Un carácter es irreducible si está
asociado a una representación irreducible.

Claramente, dos representaciones isomorfas determinan el mismo carácter.
Observemos que, si ⇢ tiene grado n, entonces ⇢(1) es la identidad en V y su
matriz asociada en cualquier base es In, luego �⇢(1) = n.

Otro hecho obvio es que

�⇢(��1⌧�) = Tr(⇢(�)�1⇢(⌧)⇢(�)) = Tr(⇢(⌧)) = �⇢(⌧).

En otras palabras: los caracteres son constantes sobre las clases de conju-
gación de G.

Ejemplo Sea rG el carácter de la representación regular de un grupo G. En-
tonces

rG(�) =
⇢
|G| si � = 1,
0 si � 6= 1.

En efecto, fijemos ⌧ 2 G. Si ⌧ 6= 1 la matriz de ⇢(⌧) respecto de la base G
tiene en la fila correspondiente a � un único 1 situado en la columna correspon-
diente a �⌧ 6= �, y ceros en los demás lugares, luego la diagonal es nula y, por
consiguiente rG(⌧) = 0.

Ejemplo El grupo D4 tiene 5 clases de conjugación:

cl(D4) = {{1}, {�,�3}, {�2}, {⌧,�2⌧}, {�⌧,�3⌧}},
y se comprueba sin dificultad que el carácter � asociado a la representación
lineal que hemos construido en la página 2 es el determinado por la tabla:

1 � �2 ⌧ �⌧
� 2 0 �2 0 0

7Definición 8.38 de mi libro de Álgebra.
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Ejercicio: Calcular el carácter asociado a la representación de ⌃3 construida en la
página 2.

El teorema siguiente muestra que la suma y el producto de caracteres es de
nuevo un carácter.

Teorema 1.16 Sean ⇢i : G �! Aut(Vi), para i = 1, 2, dos representaciones de
un grupo G y sean �i : G �! K sus caracteres correspondientes. Entonces el
carácter de ⇢1 � ⇢2 es �1 + �2, y el carácter de ⇢1 ⌦ ⇢2 es �1�2.

Demostración: Si fijamos bases Bi de Vi y llamamos ⇢̄i(�) a la matriz de
⇢i(�) en la base Bi, es claro que la matriz de (⇢1 � ⇢2)(�) en la base B1 [ B2

de V1 � V2 es ✓
⇢̄1(�) 0

0 ⇢̄2(�)

◆
,

y la traza de esta matriz es �1(�) + �2(�).

Si B1 = {vi}, B2 = {wj}, ⇢̄1(�) = (aij), ⇢̄2(�) = (bij), entonces

(⇢1 ⌦ ⇢2)(�)(vi ⌦ wj) = ⇢1(�)(vi)⌦ ⇢2(�)(vj)

=
P
k

akivk ⌦
P
l
bljwl =

P
k,l

akibljvk ⌦ wl.

La matriz (⇢1 ⌦ ⇢2)(�) en la base B1⌦B2 tiene una fila y una columna para
cada elemento vk ⌦ wl. Según el cálculo que acabamos de hacer, el elemento
que está en la fila y en la columna correspondientes a vi ⌦ wj es aiibjj , por lo
que la traza es P

i,j
aiibjj = �1(�)�2(�).

Terminamos esta sección con una observación adicional ilustrada por el ejem-
plo siguiente:

Ejemplo Consideremos la matriz

� =
✓

0 1
�1 0

◆
2 LG(2, Q).

El grupo G = h�i tiene orden 4 y la inclusión ⇢ : G �! LG(2, Q) de-
termina una representación matricial de G con coeficientes en Q. Tomemos
V = Q2 y consideremos la representación lineal inducida por ⇢ respecto de la
base canónica. Resulta que es irreducible, pues un Q[G]-submódulo propio de
V debeŕıa ser un subespacio vectorial W = hwi de dimensión 1, luego habŕıa de
ser w� = rw, para cierto r 2 Q no nulo. Ahora bien, entonces r debeŕıa ser un
valor propio de �, es decir, una ráız del polinomio caracteŕıstico

|xI � �| = x2 + 1.
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Como este polinomio no tiene ráıces racionales, concluimos que, en efecto,
la representación es irreducible. Ahora bien, si consideramos VC = C2, el
mismo razonamiento prueba que VC śı que tiene C[G]-submódulos propios.
Expĺıcitamente:

VC = h(i, 1)i � h(�i, 1)i
Aśı pues, vemos que una representación irreducible puede volverse reducible

tras una extensión de constantes.

Aunque no podemos justificarlo todav́ıa, lo que marca la diferencia entre
Q y C en lo tocante al ejemplo anterior es que C es algebraicamente cerrado.
Como en muchos otros contextos algebraicos, sucede que “las cosas funcionan
mejor cuando el cuerpo es algebraicamente cerrado” y, en efecto, sucede que la
teoŕıa de representaciones más sencilla es la teoŕıa sobre cuerpos algebraicamente
cerrados de caracteŕıstica 0, de la que nos ocuparemos en el caṕıtulo siguiente.

1.2 Preliminares sobre grupos finitos

Recordamos ahora algunos hechos de la teoŕıa de grupos finitos que nos
serán necesarios más adelante. Suponemos que el lector está familiarizado con
los hechos más elementales.8

Acciones de grupos El concepto de acción de un grupo sobre un conjunto
permite tratar de forma unificada una situación (y, especialmente, un argu-
mento) que aparece en contextos diversos.

Definición 1.17 Una acción de un grupo G sobre un conjunto X es un homo-
morfismo ⇢ : G �! ⌃X de G en el grupo ⌃X de las permutaciones de X (es
decir, de las aplicaciones biyectivas de X en X, con el producto dado por la
composición).

Si x 2 X y � 2 G, escribiremos a menudo x� = ⇢(�)(x). De este modo,
para todo x 2 X y �, ⌧ 2 G, se cumple que

x1 = x, (x�)⌧ = x(�⌧).

Una acción de G sobre un conjunto X define una relación de equivalencia en
X, a saber, la dada por

x ⇠ y si y sólo si existe un � 2 G tal que x� = y.

Llamaremos órbita de x a su clase de equivalencia, y la representaremos por
⌦x ⇢ X. Por otro lado, el estabilizador de un x 2 X es el subgrupo

Gx = {� 2 G | x� = x}.

El resultado fundamental sobre acciones de grupos es el siguiente:
8Véase, por ejemplo, mi libro de Álgebra.
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Teorema 1.18 Sea G un grupo finito que actúa sobre un conjunto finito X.
Para cada x 2 X, se cumple que

|⌦x| = |G : Gx|.

Demostración: Observemos que x� = x⌧ si y sólo si x�⌧�1 = x, si y sólo si
�⌧�1 2 Gx, si y sólo si Gx� = Gx⌧ . Por lo tanto, la aplicación f : G/Gx �! ⌦x

dada por f(Gx�) = x� está bien definida, es inyectiva y, por definición de órbita,
es suprayectiva.

En particular vemos que los cardinales de las órbitas han de dividir al orden
del grupo.

Clases de conjugación Recordemos que si G es un grupo y � 2 G la con-
jugación por � es la aplicación ↵� : G �! G dada por ↵�(⌧) = ⌧� = ��1⌧�.
Se comprueba inmediatamente que ↵� es un automorfismo de G. Más aún, la
aplicación G �! Aut(G) dada por � 7! ↵� es un homomorfismo de grupos.

Observemos que un grupo G actúa sobre śı mismo por conjugación. La re-
lación de equivalencia asociada a esta acción es la relación de conjugación que
ya hemos considerado anteriormente, y la órbita de un � 2 G respecto de la
conjugación es lo que hemos llamado su clase de conjugación, y que representa-
mos por clG(�). El estabilizador de un � 2 G recibe el nombre de centralizador
de �, y se representa por

CG(�) = {⌧ 2 G | �⌧ = �} = {⌧ 2 G | ⌧� = �⌧}.

Vemos que es el subgrupo formado por los elementos que conmutan con �. El
teorema 1.18 se particulariza al teorema siguiente:

Teorema 1.19 Si G es un grupo finito y � 2 G, se cumple que

|clG(�)| = |G : CG(�)|.

Definimos el centro de G como el subgrupo formado por los elementos que
conmutan con todos los elementos de G, es decir:

Z(G) = {� 2 G | �⌧ = ⌧� para todo ⌧ 2 G}.

Observemos que � 2 Z(G) si y sólo si clG(�) = {�}. Es evidente que Z(G)
es un subgrupo normal abeliano de G. Más aún, todo subgrupo de Z(G) es
normal en G.

Sabemos que un grupo finito G tiene |Z(G)| clases de conjugación con un
elemento y, digamos, n clases con más de un elemento. Sean �1, . . . ,�n repre-
sentantes de estas clases. El orden de G es la suma de los órdenes de sus clases
de conjugación luego, teniendo en cuenta el teorema anterior, concluimos:
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Teorema 1.20 (Ecuación de clases) Si G es un grupo finito, existen ele-
mentos �1, . . . ,�n 2 G tales que CG(�i) < G y

|G| = |Z(G)| +
nP

i=1
|G : CG(�i)|.

Recordemos que, si p es un número primo, un p-grupo es un grupo de orden
potencia de p. Una consecuencia de la ecuación de clases es el hecho siguiente:

Teorema 1.21 Si p es un número primo y G es un p-grupo, entonces Z(G) 6= 1.

Demostración: Con la notación del teorema anterior, como CG(�i) < G,
tenemos que p | |G : CG(�i)|, luego la ecuación de clases nos da que p | |Z(G)|,
luego Z(G) 6= 1.

De aqúı deducimos a su vez:

Teorema 1.22 Si p es un número primo y G es un p-grupo no trivial, entonces
G tiene un subgrupo normal de ı́ndice p.

Demostración: Lo probamos por inducción sobre el orden de G. Si |G| = p
el subgrupo trivial es un subgrupo normal de ı́ndice p. Supongamos que el
teorema es cierto para p-grupos de orden menor que |G|. Como Z(G) es un
subgrupo abeliano no trivial, podemos tomar un � 2 Z(G) de orden p. El
subgrupo H = h�i tiene orden p y es normal, por estar contenido en Z(G).
Podemos suponer que H < G, pues ya hemos tratado el caso en que |G| = p. El
grupo cociente G/H tiene orden menor que |G|, luego por hipótesis de inducción
tiene un subgrupo normal N/H de ı́ndice p. Es claro que N es un subgrupo
normal en G de ı́ndice p.

A su vez, esto implica que los p-grupos tienen subgrupos de todos los órdenes
que dividen al orden del grupo.

Subgrupos de Sylow Si G es un grupo finito y p es un número primo,
podemos descomponer |G| = pnm, con p - m. Un p-subgrupo de Sylow de G es
un subgrupo de orden pn.

Teorema 1.23 (Teorema de Sylow) Sea G un grupo finito y p un número
primo.

a) G tiene p-subgrupos de Sylow.

b) Todo p-subgrupo de G está contenido en un p-subgrupo de Sylow.

c) Dos p-subgrupos de Sylow cualesquiera de G son conjugados.

Demostración: Demostraremos a) por inducción sobre el orden de G. Si
G tiene orden 1 es obvio. Supongamos que todos los grupos de orden menor
que |G| tienen p-subgrupos de Sylow y demostremos que G también los tiene.
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Si p - |G|, entonces el subgrupo trivial es un p-subgrupo de Sylow de G.
Supongamos, pues, que p

�� |G|. Sea |G| = pn · m, con (p,m) = 1.

Distinguimos dos casos:

Caso 1 Existe un subgrupo H < G tal que p - |G : H|.

Entonces pn | |H| y por hipótesis de inducción H tiene un p-subgrupo de
Sylow P de orden pn, y aśı, P es también un p-subgrupo de Sylow de G.

Caso 2 Para todo subgrupo H < G, se cumple que p | |G : H|.

Entonces la ecuación de clases nos da que p
�� |Z(G)|. Como se trata de un

grupo abeliano,9 tiene un elemento de orden p o, lo que es lo mismo, G tiene
un subgrupo H  Z(G) de orden p. Como los elementos de H conmutan con
todos los elementos de G, es evidente que H es normal en G.

Se cumple que |G/H| = pn�1m y, por hipótesis de inducción, tiene un sub-
grupo de Sylow P/H que cumplirá |P/H| = pn�1, luego |P | = pn, es decir, P
es un subgrupo de Sylow de G.

Consideremos ahora Q un p-subgrupo de G. Entonces Q actúa sobre el
conjunto cociente G/P por multiplicación por la derecha (es decir, consideramos
la acción ⇢ dada por ⇢(�)(P ⌧) = P ⌧�).

El teorema 1.18 nos da que las órbitas de los elementos de G/P tienen
cardinal potencia de p, sin excluir la posibilidad de que alguna tenga cardinal
p0 = 1. De hecho, concluimos que alguna órbita ha de tener cardinal igual a 1,
pues, de lo contrario, el cardinal de G/P , que es m, seŕıa suma de potencias (no
triviales) de p, luego seŕıa múltiplo de p.

Aśı pues, existe un � 2 G tal que la clase x = P� cumple |⌦x| = 1, de modo
que P�⌧ = P� para todo ⌧ 2 Q. En particular �⌧ 2 P�, luego ⌧ 2 P�, para
todo ⌧ 2 Q. Concluimos que Q  P� y P� es también un subgrupo de Sylow
de G. Esto prueba b).

Si Q es también un p-subgrupo de Sylow de G, entonces ha de darse la
igualdad Q = P�, pues tenemos una inclusión y ambos grupos tienen el mismo
orden. Esto prueba c).

En particular vemos que un p-subgrupo de Sylow es normal si y sólo si es el
único p-subgrupo de Sylow de G.

La existencia de p-subgrupos de Sylow junto con 1.22, implica que un grupo
G tiene p-subgrupos de todos los órdenes que dividen a |G|. En particular:

Teorema 1.24 Si G es un grupo finito y p es un primo tal que p | |G|, entonces
G tiene un elemento de orden p.

9Aqúı usamos que todo grupo abeliano es producto de grupos ćıclicos, y que un grupo
ćıclico tiene elementos de todos los órdenes que dividen a su orden.
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Grupos resolubles, superresolubles y nilpotentes Recordemos que un
grupo finito G se dice resoluble si existe una serie de subgrupos

1 = G0 E G1 E · · · E Gn = G

con factores Gi/Gi�1 abelianos.

Diremos que G es superresoluble si además se cumple que Gi E G y los
factores Gi/Gi�1 son ćıclicos.

Diremos que G es nilpotente si los factores son centrales, es decir, si

Gi/Gi�1  Z(G/Gi�1),

(lo cual implica que Gi/Gi�1 E G/Gi�1 y a su vez que Gi E G).

Teorema 1.25 Todo subgrupo y todo cociente de un grupo resoluble (resp. supe-
rresoluble o nilpotente) es también resoluble (resp. superresoluble o nilpotente).

Demostración: Supongamos que G es resoluble, superresoluble o nilpo-
tente y consideremos una serie de subgrupos según la definición correspondiente.
Si N E G, podemos considerar la serie

1 = G0N/N E G1N/N E · · · E GnN/N = G/N.

Si G es superresoluble, es claro que GiN/N E G/N y si G es nilpotente,
también es claro que

GiN/N

Gi�1N/N
 Z

✓
G/N

Gi�1N/N

◆
,

pues si � 2 Gi y ⌧ 2 G, entonces �⌧ = ⌧��0, para cierto �0 2 Gi�1, de donde
se sigue que las clases de � y ⌧ en el grupo de la izquierda conmutan entre śı.
Por otra parte, tenemos un epimorfismo

Gi/Gi�1 �! (GiN/N)
�

(Gi�1N/N),

luego los factores son también abelianos o ćıclicos si lo son Gi/Gi�1.

Similarmente, si H  G, razonamos análogamente con la serie

1 = G0 \H E G1 \H E · · · E Gn \H = H,

donde ahora tenemos monomorfismos

(Gi \H)/(Gi�1 \H) �! Gi/Gi�1.

Ejercicio: Probar que si N E G cumple que N y G/N son resolubles, entonces G es
resoluble.
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Teorema 1.26 Si G es un grupo finito tal que G/Z(G) es superresoluble o
nilpotente, entonces G también lo es.

Demostración: Sea

1 = G0/Z(G) E G1/Z(G) E · · · E Gn/Z(G) = G/Z(G)

una serie según la definición de grupo superresoluble o nilpotente. Es claro que
la serie

Z(G) = G0 E G1 E · · · E Gn = G

cumple también la definición para G salvo que quizá Z(G) 6= 1. Ahora bien,
como Z(G) es abeliano, se descompone en producto de grupos ćıclicos, y esta
descomposición da lugar claramente a una serie

1 = N0 E N1 E · · · E Nm = Z(G)

con factores Ni/Ni�1 ćıclicos. Más aún, es claro que Ni/Ni�1  Z(G/Ni�1),
luego al enlazar las dos series anteriores obtenemos una serie para G que cumple
la definición de grupo superresoluble o nilpotente.

Como consecuencia:

Teorema 1.27 Todo grupo nilpotente es superresoluble y todo grupo superreso-
luble es resoluble.

Demostración: Es evidente que todo grupo superresoluble es resoluble.
Sea G nilpotente y veamos que es superresoluble por inducción sobre el orden
de G. Como para G = 1 es trivial, podemos suponer que todo grupo nilpotente
de orden menor que |G| es superresoluble. Tomemos una serie según la definición
de grupo nilpotente. Podemos suponer que 1 = G0 < G1. Como G1  Z(G),
tenemos que Z(G) 6= 1. Por consiguiente, G/Z(G) es un grupo nilpotente de
orden menor que G, luego es superresoluble por hipótesis de inducción, luego G
es superresoluble por el teorema anterior.

Teorema 1.28 Todo p-grupo es nilpotente.

Demostración: Aplicamos el mismo razonamiento inductivo del teorema
anterior: sabemos que Z(G) 6= 1 (por el teorema 1.21), luego G/Z(G) es nilpo-
tente por hipótesis de inducción y esto implica a su vez que G lo es.

También es obvio que todo grupo abeliano es nilpotente.

Teorema 1.29 El producto directo de grupos resolubles (resp. superresolubles
o nilpotentes) es resoluble (resp. superresoluble o nilpotente).

Demostración: Para grupos resolubles basta observar que si G = H ⇥K,
entonces H y G/H son resolubles. Para grupos nilpotentes basta observar que
Z(G) = Z(H)⇥ Z(K) 6= 1 y razonar por inducción: como

G/Z(G) = (H/Z(H))⇥ (K/Z(K))
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es nilpotente, lo mismo le sucede a G. Para grupos superresolubles razonamos
como en 1.26, teniendo en cuenta que los subgrupos normales de H son también
subgrupos normales de G.

Aunque no nos va a hacer falta, vamos a probar que los grupos nilpotentes
son precisamente los productos de p-grupos. Para ello necesitamos un resultado
previo. Se define el normalizador de un subgrupo H en un grupo G como el
subgrupo

NG(H) = {� 2 G | H� = H}.

Teorema 1.30 Si G es un grupo nilpotente y H < G, entonces H < NG(H).

Demostración: Sea 1 = G0 E G1 E · · · E Gn = G una serie según la
definición de grupo nilpotente. Existe un i tal que Gi�1  H pero Gi 6 H.
Tomemos � 2 Gi \ H. Como Gi/Gi�1  Z(G/Gi�1), para cada h 2 H se
cumple que h�Gi�1 = hGi�1, luego h� 2 H. Esto implica que H�  H y, como
ambos grupos tienen el mismo orden, H� = H. Por lo tanto, � 2 NG(H) \ H.

Teorema 1.31 Un grupo finito es nilpotente si y sólo si es producto directo de
p-grupos (para distintos primos p).

Demostración: Sea G un grupo nilpotente. Basta probar que tiene un
único subgrupo de Sylow para cada primo p que divida a |G| y que G es el
producto directo de todos ellos. Sea P  G un p-subgrupo de Sylow. Como
los p-subgrupos de Sylow son conjugados, la unicidad equivale a que P E G,
y esto a su vez implica ya que el producto de los p-subgrupos de Sylow para
todos los divisores primos de |G| es directo (pues el producto de todos ellos
tiene orden igual a |G| y la intersección de uno con el producto de los demás es
necesariamente trivial, teniendo en cuenta sus órdenes).

Aśı pues, sólo hemos de probar que P E G. Esto equivale a que NG(P ) = G.
En caso contrario, el teorema anterior nos da que NG(P ) < NG(NG(P )). Vamos
a ver que esto es imposible. Para ello tomamos � 2 NG(NG(P )), lo que significa
que NG(P )� = NG(P ). Entonces P�  NG(P ), pero, como P E NG(P ), sucede
que P es el único p-subgrupo de Sylow de NG(P ), luego ha de ser P� = P , lo
que implica que � 2 NG(P ).

Como consecuencia, un grupo nilpotente tiene subgrupos de todos los órde-
nes que dividen al orden del grupo.

Más adelante necesitaremos este hecho elemental:

Teorema 1.32 Si G es un grupo finito superresoluble no abeliano, entonces
existe un subgrupo normal abeliano N que cumple Z(G) C N C G.

Demostración: El cociente G/Z(G) 6= 1 es superresoluble, luego podemos
considerar el primer término no trivial N/Z(G) E G/Z(G) de una serie según
la definición de grupo superresoluble. Aśı, se cumple que Z(G) C N E G y
N/Z(G) es ćıclico. Es claro entonces que N es abeliano, luego N 6= G.
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1.3 Preliminares sobre anillos

Los resultados de esta sección no serán necesarios en el caṕıtulo siguiente,
por lo que tal vez el lector prefiera saltársela de momento y volver después sobre
ella cuando ya esté familiarizado con la teoŕıa de caracteres.

Módulos e ideales Tal y como hemos advertido en la sección precedente, el
estudio de las representaciones de grupos nos obligará a trabajar con módulos
sobre anillos no conmutativos. Recordemos que, si A es un anillo no necesa-
riamente conmutativo, debemos distinguir entre A-módulos por la izquierda y
A-módulos por la derecha, según si los escalares de A multiplican por la iz-
quierda o por la derecha a los elementos del módulo M . La diferencia seŕıa
meramente un convenio de escritura si no fuera por la propiedad asociativa del
producto, que es

(ab)m = a(bm) por la izquierda, y m(ab) = (ma)b por la derecha.

Si tratamos de escribir la propiedad asociativa para A-módulos derechos con
los escalares a la izquierda obtenemos (ab)m = b(am), que no es lo mismo que
la propiedad asociativa para A-módulos izquierdos (salvo que el anillo A sea
conmutativo).

Si A y B son dos anillos, un A-B-bimódulo es un conjunto M con estructura
de A-módulo por la izquierda, de B-módulo por la derecha y que cumple la
propiedad asociativa mixta (am)b = a(mb), para a 2 A, m 2M y b 2 B.

En particular, un anillo A puede considerarse de forma natural como A-
módulo por la izquierda y como A-módulo por la derecha (lo que lo convierte en
un A-A-bimódulo) y, en general, ambas estructuras son distintas y no debemos
confundirlas. (Véanse los ejemplos de las páginas 21 y 22.) Por ejemplo, un
ideal izquierdo (resp. derecho) I de A es un submódulo respecto de la estructura
de A-módulo por la izquierda (resp. por la derecha) de A. Expĺıcitamente, es
un subconjunto I ⇢ A no vaćıo que cumple las propiedades siguientes:

a) a + b 2 I para todo a, b 2 I,

b) ab 2 I para todo a 2 A y todo b 2 I (resp. para todo a 2 I y todo b 2 A).

Un ideal bilátero es un subconjunto de A que es a la vez un ideal izquierdo
y derecho.

Si I es un ideal izquierdo (resp. derecho), el grupo cociente A/I tiene una
estructura natural de A-módulo por la izquierda (resp. por la derecha), pero
para que herede la estructura de anillo de A es necesario y suficiente que I sea
un ideal bilátero.10

Aunque ya lo hemos señalado al definir las álgebras A[G], repetimos aqúı
por conveniencia la definición de álgebra no (necesariamente) conmutativa:

10Veamos la necesidad: si a 2 A y b 2 I, entonces [ab] = [a][b] = [a][0] = 0, luego ab 2 I.
Esto prueba que I es un ideal derecho, e igualmente se comprueba que es un ideal izquierdo.
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Definición 1.33 Si A es un anillo conmutativo, una A-álgebra B es un anillo
dotado de estructura de A-módulo de forma que a(b1b2) = (ab1)b2 = b1(ab2),
para todo a 2 A, b1, b2 2 B.

En particular, si B es un anillo y A es un subanillo contenido en su centro,
entonces B tiene una estructura natural de A-álgebra.

Para terminar este primer eṕıgrafe, recordamos la definición de sucesión
exacta de homomorfismos de grupos (en particular, de módulos):

Definición 1.34 Una cadena de homomorfismos de grupos

· · · �!M
↵�! N

��! R �! · · ·

es exacta en N si cumple Im↵ = N(�). La sucesión completa es exacta si lo es
en todos sus módulos.

En particular, una sucesión 0 �!M
↵�! N es exacta en M si y sólo si ↵ es

inyectiva, mientras que una sucesión M
��! N �! 0 es exacta en N si y sólo si

↵ es suprayectiva.

Una sucesión exacta corta es una sucesión exacta de la forma

0 �!M 0 ↵�!M
��!M 00 �! 0,

de modo que M 0 puede identificarse con un submódulo de M y M 00 ⇠= M/M 0.

Si M = M 0 �M 00, podemos formar obviamente una sucesión exacta corta
con ↵(m0) = m0 y �(m0 + m00) = m00. Cuando una sucesión exacta corta es de
esta forma se dice que se escinde. Más concretamente, se dice que una sucesión
exacta corta se escinde si cumple cualquiera de las condiciones del teorema
siguiente:

Teorema 1.35 Sea 0 �!M 0 i1�!M
p2�!M 00 �! 0 una sucesión exacta corta

de módulos. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) Si M1 = i1[M 0], existe un submódulo M2 ⇢ M tal que M = M1 �M2.
(Obviamente, entonces, M2

⇠= M 00).

b) Existe un homomorfismo i2 : M 00 �!M tal que i2 � p2 = 1.

c) Existe un homomorfismo p1 : M �!M 0 tal que i1 � p1 = 1.

Demostración: a) ) b) Observemos que p2|M2 : M2 �! M 00 es un iso-
morfismo. En efecto, si p2(m2) = 0, entonces m2 2M1 \M2 = 0. Basta tomar
i2 = (p2|M2)�1.

b) ) a) Tomamos M2 = i2[M 00]. Si m 2M , entonces m� i2(p2(m)) 2M1,
pues

p2(m� i2(p2(m))) = p2(m)� p2(i2(p2(m))) = p2(m)� p2(m) = 0.
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Por consiguiente, m 2M1 + M2 y M = M1 + M2. Un punto de M1 \M2 es
de la forma m = i1(m0) = i2(m00), luego aplicando p2 vemos que m00 = 0, luego
m = 0. Esto prueba que la suma es directa.

a) ) c) Tomamos como p1 la proyección asociada a la descomposición en
suma directa.

c) ) a) Tomamos como M2 el núcleo de p1. Si m 2 M , se comprueba
fácilmente que m� i1(p1(m)) 2 M2, luego M = M1 + M2, y si m 2 M1 \M2,
entonces m = i1(m0) y 0 = p1(m) = m0, luego m = 0. Esto prueba que la suma
es directa.

Anillos y módulos noetherianos Estudiamos ahora dos importantes con-
diciones de finitud sobre un anillo.

Definición 1.36 Sea A un anillo y M un A-módulo (por la izquierda o por la
derecha). Se dice que M es noetheriano (resp. artiniano) si no contiene cadenas
estrictamente crecientes (resp. decrecientes) de submódulos. Un anillo A es
artiniano (resp. noetheriano) por la izquierda (o por la derecha) si lo es como
A-módulo por la izquierda (o por la derecha).

Es claro que un A-módulo M es noetheriano (resp. artiniano) si cualquier
familia no vaćıa de submódulos tiene un elemento maximal (resp. minimal)
respecto de la inclusión.

Teorema 1.37 Un A-módulo M es noetheriano si y sólo si todos sus submó-
dulos son finitamente generados.

Demostración: Si M es un A-módulo y tiene un submódulo N no fini-
tamente generado, tomamos n1 2 N , de modo que hn1i  N , luego existe un
n2 2 N \ hn1i, de modo que hn1i  hn1, n2i  N , y de este modo podemos
construir una cadena estrictamente creciente de submódulos, luego M no es
noetheriano.

Rećıprocamente, si todo submódulo de M es finitamente generado y tenemos
una cadena de submódulos

M1 ⇢M2 ⇢M3 ⇢ · · · ,

tenemos que la unión de todos ellos, llamémosla N , es también un submódulo de
M . Por hipótesis tiene un generador finito, que estará contenido en algún Mi,
y es claro entonces que Mi = M , luego la cadena no es estrictamente creciente.

Ejemplo El anillo A formado por las matrices✓
m r
0 s

◆
,

donde m 2 Z, r, s 2 Q, es noetheriano por la derecha, pero no por la izquierda.
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En efecto, observemos en primer lugar que
✓

m1 r1

0 s1

◆✓
m2 r2

0 s2

◆
=

✓
m1m2 m1r2 + r1s2

0 s1s2

◆
,

por lo que A es ciertamente un anillo (unitario). En particular,
✓

m r
0 s

◆✓
0 t
0 0

◆
=

✓
0 mt
0 0

◆
,

por lo que, si llamamos at al segundo factor, tenemos que

Aa1  Aa1/2  Aa1/4  Aa1/8  · · ·

lo que prueba que A no es noetheriano por la izquierda. Sea ahora I un ideal
derecho de A y llamemos I0 ⇢ I al ideal formado por las matrices de I que
cumplen m = 0. Como

✓
0 r1

0 s1

◆✓
m2 r2

0 s2

◆
=

✓
0 r1s2

0 s1s2

◆
,

es claro que I0 es ciertamente un ideal derecho, aśı como que la aplicación
I0 �! Q2 que a cada matriz le asigna su par de coordenadas (r, s) es un mo-
nomorfismo de grupos cuya imagen es un subespacio vectorial de Q2. Por con-
siguiente, dicha imagen admite un sistema generador con dos elementos (no
necesariamente independientes). Si llamamos a1, a2 2 I0 a sus antiimágenes en
I0, es fácil ver que I0 = ha1, a2i.

Si I = I0, entonces ya tenemos que I es finitamente generado. En caso
contrario, sea a3 2 I una matriz cuyo valor m = m0 6= 0 sea el menor posible
en valor absoluto. Multiplicando a3 por �Id si fuera necesario (donde Id es
la matriz identidad), podemos suponer que m0 > 0. Si a 2 I, dividimos su
coeficiente m entre m0, de modo que m = cm0 + r, con 0  r < m0. Entonces
a � a3(c Id) 2 I tiene m = r, luego, por la minimalidad de m0, ha de ser
m = r = 0, luego a� a3(c Id) 2 I0. Esto prueba que I = ha1, a2, a3i, luego A es
noetheriano por la derecha.

Ejemplo El anillo A formado por las matrices
✓

r ↵
0 �

◆
,

donde r 2 Q, ↵, � 2 R, es artiniano por la derecha, pero no por la izquierda.

En efecto, si V ⇢ R es un Q-espacio vectorial, se comprueba inmediatamente
que el conjunto I(V ) ⇢ A de las matrices con r = � = 0, ↵ 2 V es un ideal
izquierdo de A. Como R tiene dimensión infinita sobre Q, podemos tomar una
familia de subespacios vectoriales

· · ·  V3  V2  V1  V0 ⇢ R,
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que da lugar a una cadena de ideales

· · ·  I(V3)  I(V2)  I(V1)  I(V0) ⇢ A,

lo que prueba que A no es artiniano por la izquierda. Supongamos ahora que

· · · ⇢ I3 ⇢ I2 ⇢ I1 ⇢ I0 ⇢ A

es una cadena de ideales derechos. Llamemos I0
n al ideal formado por los ele-

mentos de In que cumplen r = 0. Se comprueba fácilmente que la aplicación
I0
n �! R2 que a cada matriz le asigna su par (↵,�) es un monomorfismo de

grupos cuya imagen es un R-espacio vectorial. Por consiguiente, la sucesión
I0
0 � I0

1 � I0
2 � · · · ha de estabilizarse, es decir, existe un ideal derecho I0 tal

que I0
n = I0 para todo n suficientemente grande. No perdemos generalidad si

suponemos que esto sucede para todo n.
Si algún n cumple In = I0, entonces Im = I0 para todo m � n, con lo

que la cadena se estabiliza. En caso contrario In 6= I0 para todo n. Tomemos
a0 2 I0 \ I0

0 . No perdemos generalidad si suponemos que a0 tiene r = 1.
Si a 2 In tiene primer coeficiente igual a r, entonces a � a0(r Id) 2 I0, lo

que prueba que In = I0 + ha0i, luego la sucesión es constante. Esto prueba que
A no contiene cadenas estrictamente decrecientes de ideales derechos, luego A
es artiniano por la derecha.

Teorema 1.38 Si 0 �! M 0 �! M �! M 00 �! 0 es una sucesión exacta de
homomorfismos de A-módulos, entonces M es noetheriano (resp. artiniano) si
y sólo si lo son M 0 y M 00.

Demostración: Supongamos que M es artiniano. Obviamente, una cadena
descendente de submódulos de M 0 lo es también de M , luego si M es artiniano
M 0 también lo es. Similarmente, una cadena descendente de submódulos de M 00

ha de ser de la forma

M0/M
00 �M1/M

00 �M2/M
00 � · · ·

La cadena de los “numeradores” se ha de estabilizar, luego lo mismo le sucede
a la cadena dada.

Si M 0 y M 00 son artinianos y tenemos una cadena descendente de submódulos
de M , digamos

M0 �M1 �M2 � · · ·
entonces las cadenas {Mn \M 0}n y {(Mn + M 0)/M 0}n se han de estabilizar
para n suficientemente grande. Si

Mn \M 0 = Mn+1 \M 0, (Mn + M 0)/M 0 = (Mn+1 + M 0)/M 0,

entonces Mn = Mn+1, pues si m 2 Mn entonces m + M 0 = m00 + M 0, para
un m00 2 Mn+1, luego existe un m0 2 M 0 tal que m = m0 + m00. Entonces
m0 2M 0 \Mn, luego m0 2Mn+1, luego m 2Mn+1. Esto prueba que la cadena
de partida se estabiliza.

La demostración para módulos noetherianos es análoga.
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De aqúı se sigue inmediatamente que la suma directa de dos (y, por con-
siguiente, de un número finito de) módulos noetherianos (resp. artinianos) es
noetheriana (resp. artiniana). A su vez, de aqúı se sigue el teorema siguiente:

Teorema 1.39 Si A es un anillo noetheriano (resp. artiniano) (por la izquierda
o por la derecha), entonces, todo A-módulo finitamente generado (por la iz-
quierda o por la derecha) es noetheriano (resp. artiniano).

Demostración: Esto se debe a que M se puede expresar como cociente
de una suma directa de un número finito de copias de A (considerado como
A-módulo por la izquierda o por la derecha).

Módulos de longitud finita Vamos a estudiar los módulos que son si-
multáneamente noetherianos y artinianos.

Definición 1.40 Si A es un anillo, un A-módulo M es simple o irreducible si
M 6= 0 y no contiene más submódulos que los submódulos impropios: 0 y M .

En estos términos, una representación lineal ⇢ : G �! Aut(V ) es irreducible
si y sólo si V es un K[G]-módulo irreducible.

Definición 1.41 Una serie de composición de un A-módulo M es una sucesión
de submódulos

0 = M0  M1  · · ·  Ml = M

tal que cada factor Mi/Mi�1 es simple. El número l se llama longitud de la
serie. Se dice que M es un A-módulo de longitud finita si tiene una serie de
composición. Diremos que un anillo A tiene longitud finita (por la izquierda o
por la derecha) si tiene longitud finita como A-módulo.

Luego veremos que, tal y como hemos anunciado, estos módulos no son sino
los módulos noetherianos y artinianos al mismo tiempo. Antes hemos de probar
otros resultados, entre ellos el que justifica el nombre de “módulos de longitud
finita”. Necesitamos algunos resultados previos:

Teorema 1.42 (Zassenhaus) Sea A un anillo, sea M un A-módulo y sean
N 0 ⇢ N , y R0 ⇢ R submódulos de M . Entonces

N 0 + (N \R)
N 0 + (N \R0)

⇠= R0 + (N \R)
R0 + (N 0 \R)

.

Demostración: Basta probar que

N 0 + (N \R)
N 0 + (N \R0)

⇠= N \R

(N \R0) + (N 0 \R)

pues intercambiando N y R obtenemos un isomorfismo análogo donde el miem-
bro izquierdo es el miembro derecho del enunciado y el miembro derecho es el
mismo. Para ello definimos

f : N 0 + (N \R) �! (N \R)/((N \R0) + (N 0 \R))
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mediante f(n0+m) = [m]. La definición es correcta, pues si n01 +m1 = n02 +m2,
con n0i 2 N 0, mi 2 N \R, entonces

m1 �m2 = n02 � n01 2 (N \R) \N 0 = N 0 \R ⇢ (N \R0) + (N 0 \R).

Es claro que f es un epimorfismo de módulos y se cumple que f(n0+m) = 0
si y sólo si m 2 (N \R0) + (N 0 \R), si y sólo si

n0 + m 2 N 0 + (N \R0) + (N 0 \R) = N 0 + (N \R0).

Aśı pues, el núcleo de f es n0 + (N \R0) y el teorema queda probado.

Se dice que una serie de submódulos

0 = M0 ⇢M1 ⇢ · · · ⇢Mn = M

es un refinamiento de otra serie dada si resulta de intercalar submódulos entre
los de dicha otra serie.

Teorema 1.43 (Schreier) Si A es un anillo y M es un A-módulo, dos series
cualesquiera de submódulos de M admiten refinamientos equivalentes, en el sen-
tido de que cada factor de un refinamiento se corresponde biuńıvocamente con
un factor isomorfo del otro refinamiento.

Demostración: Consideremos dos series de submódulos:

0 = N0 ⇢ N1 ⇢ · · · ⇢ Nk = M, 0 = R0 ⇢ R1 ⇢ · · · ⇢ Rl = M.

Entre Ni�1 y Ni intercalamos los submódulos

Ni�1 = Ni�1 + (Ni \R0) ⇢ Ni�1 + (Ni \R1) ⇢ · · · ⇢ Ni�1 + (Ni \Rl) = Ni

y, del mismo modo, entre Rj�1 y Rj insertamos

Rj�1 = Rj�1 + (Rj \N0) ⇢ Rj�1 + (Rj \N1) ⇢ · · · ⇢ Rj�1 + (Rj \Nk) = Rj .

De este modo hemos obtenido refinamientos de longitud kl y el teorema
anterior nos da que

Ni�1 + (Ni \Rj)
Ni�1 + (Ni \Rj�1)

⇠= Rj�1 + (Ni \Rj)
Rj�1 + (Ni�1 \Rj)

,

es decir, que el j-ésimo factor insertado entre Ni�1 y Ni es isomorfo al i-ésimo
factor insertado entre Rj�1 y Rj .

Teorema 1.44 (Jordan-Hölder) Si A es un anillo y M es un A-módulo de
longitud finita, dos series de composición cualesquiera de M tienen la misma
longitud, y cada factor de una se corresponde biuńıvocamente con un factor
isomorfo de la otra.
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Demostración: Dadas dos series de composición de M , les aplicamos el
teorema anterior para obtener dos refinamientos equivalentes. Las series de
partida, por definición, no tienen factores triviales, pero los refinamientos cons-
truidos en el teorema anterior pueden tenerlos. Ahora bien, cada factor trivial
de un refinamiento se corresponde biuńıvocamente con otro factor trivial del
otro, luego si eliminamos los módulos repetidos de ambos refinamientos, segui-
mos teniendo refinamientos equivalentes, pero ahora sin factores triviales. Esto
significa que, en cada serie de composición, hemos intercalado módulos estric-
tamente comprendidos entre sus términos, pero, como los factores son simples,
no existen tales módulos. Esto sólo es posible si las series dadas eran ya equi-
valentes, lo que, en particular, supone que tienen la misma longitud.

Aśı pues, si M es un A-módulo de longitud finita, podemos definir su longi-
tud, que representaremos por l(M), como la longitud de cualquiera de sus series
de composición. Más aún, podemos hablar de sus factores de composición,
definidos (salvo isomorfismo) como los A-módulos simples que aparecen como
factores en cualquier serie de composición de M . Más aún, para cada factor de
composición de M podemos definir su multiplicidad como el número de veces
que aparece en una serie de composición de M . En series distintas, los factores
de composición pueden aparecer en un orden distinto, pero el teorema anterior
prueba que cada uno de ellos aparecerá siempre el mismo número de veces, es
decir, que la multiplicidad en M de un factor de composición está bien definida.

El mismo argumento que hemos usado en la prueba del teorema 1.44 (apli-
cado ahora a una serie de composición y una serie arbitraria) nos da el teorema
siguiente:

Teorema 1.45 Si M es un módulo de longitud finita, toda serie en M (con
factores no triviales) puede refinarse hasta una serie de composición.

Ahora ya podemos demostrar lo que hab́ıamos anticipado:

Teorema 1.46 Un módulo tiene longitud finita si y sólo si es noetheriano y
artiniano.

Demostración: Si un A-módulo M tiene longitud finita, entonces ha de
ser noetheriano y artiniano, pues cualquier cadena estrictamente creciente o
decreciente de submódulos ha de tener longitud menor que l(M). Si M es
noetheriano y artiniano a la vez, podemos construir como sigue una serie de
composición:

Sea M0 = 0. Si M0 6= M , tomamos como M1 un submódulo minimal
entre los submódulos que contienen estrictamente a M0. (Existe porque M
es artiniano). Aśı M1/M0 es simple. Si M1 6= M , tomamos como M2 un
submódulo minimal entre los submódulos que contienen estrictamente a M1,
con lo que M2/M1 es simple. Como M es noetheriano, la serie

M0  M1  M2  · · ·
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no puede prolongarse indefinidamente, luego, tras un número finito de pasos,
hemos de llegar a Mn = M y aśı tenemos una serie de composición.

El teorema 1.39 nos da ahora la consecuencia siguiente:

Teorema 1.47 Si A es un anillo de longitud finita (por la izquierda o por la
derecha), entonces todo A-módulo (izquierdo o derecho) finitamente generado
tiene longitud finita.

La conexión con la teoŕıa de representaciones consiste en que si K es un
cuerpo y G es un grupo finito, entonces la K-álgebra K[G] tiene longitud finita
(por la izquierda y por la derecha), pues sus ideales izquierdos y derechos son
K-espacios vectoriales, luego una cadena estrictamente creciente o decreciente
de ideales no puede tener longitud mayor que |G|.
Teorema 1.48 Sea A un anillo y M un A-módulo (por la izquierda o por la
derecha). Entonces M es simple si y sólo si es isomorfo a A/I, donde I es un
ideal maximal (izquierdo o derecho) de A.

Demostración: Consideremos el caso en que M es un A-módulo derecho.
Por definición, I es un ideal maximal derecho si I  A y no existen ideales
derechos I  J  A, lo que implica inmediatamente que A/I es un A-módulo
simple. Rećıprocamente, si M es un A-módulo simple, existe m 2 M no nulo.
El homomorfismo A �! M dado por a 7! ma tiene imagen no trivial, luego
ha de ser suprayectivo, y su núcleo I (que es un submódulo derecho de A, es
decir, un ideal derecho) ha de ser un ideal maximal derecho, pues el isomorfismo
A/I ⇠= M transformaŕıa un ideal I  J  A en un submódulo propio de M .

Si A tiene longitud finita, la serie 0 ⇢ I  A puede refinarse hasta una serie
de composición de A, lo que muestra que A/I es un factor de composición de
A. En definitiva, vemos que si A es un anillo de longitud finita, entonces todo
A-módulo simple es isomorfo a un factor de composición de A. En particular,
sólo hay un número finito de clases de isomorfismo de A-módulos simples.

Para terminar probamos que la longitud de los módulos de longitud finita es
aditiva respecto a sucesiones exactas:

Teorema 1.49 Si 0 �! M 0 �! M �! M 00 �! 0 es una sucesión exacta de
módulos, entonces M tiene longitud finita si y sólo si la tienen M 0 y M 00, en
cuyo caso l(M) = l(M 0) + l(M 00).

Demostración: Si M tiene longitud finita, la serie 0 ⇢ M 0 ⇢ M puede
refinarse hasta una serie de composición (aqúı suponemos que 0 6= M 0 6= M ,
pues en caso contrario el teorema es obvio). Los términos intercalados entre
0 y M 0 forman una serie de composición de M 0, mientras que los intercalados
entre M 0 y M determinan una serie de composición de M 00. La relación entre
las longitudes es obvia.

Rećıprocamente, si M 0 y M 00 tienen longitud finita, una serie de composición
de M 00 determina una serie con factores simples entre M 0 y M , que, unida a una
serie de composición de M 0, da lugar a una serie de composición de M .
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Módulos proyectivos Los módulos proyectivos son —como veremos ense-
guida— una generalización de los módulos libres.

Definición 1.50 Sea A un anillo y P un A-módulo. Diremos que P es pro-
yectivo si para todo epimorfismo de módulos M �! N y todo homomorfismo
P �! N existe un homomorfismo que hace conmutativo el diagrama siguiente:

M // N // 0

P

>>
}}}}}}}}

OO�
�

�

Dados dos A-módulos M y N , representaremos por Hom(M,N) al conjunto
de todos los homomorfismos de A-módulos de M en N , que tiene estructura de
grupo con la suma definida puntualmente. Si ↵ : N �! N 0 es un homomorfismo
de A-módulos, la composición con ↵ define claramente un homomorfismo de
grupos ↵# : Hom(M,N) �! Hom(M,N 0).

La definición de módulo proyectivo equivale a que ↵# es suprayectivo cuando
↵ lo es. La situación general es la siguiente:

Teorema 1.51 Si A es un anillo, 0 �! N 0 ↵�! N
��! N 00 �! 0 es una

sucesión exacta de A-módulos y M es un A-módulo, entonces la sucesión

0 �! Hom(M,N 0)
↵#�! Hom(M,N)

�#�! Hom(M,N 00) �! 0

es exacta salvo quizá en Hom(M,N 00). La exactitud en Hom(M,N 00) (para toda
sucesión exacta de partida) equivale a que M sea un A-módulo proyectivo.

La segunda parte es inmediata por la definición de módulo proyectivo. La
primera parte se demuestra sin dificultad.11

El teorema siguiente nos proporciona una caracterización más descriptiva de
los módulos proyectivos: son los sumandos directos de los módulos libres.

Teorema 1.52 Sea A un anillo y M un A-módulo. Las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

a) M es proyectivo.

b) Toda sucesión exacta de módulos 0 �! C
��! N

↵�!M �! 0 se escinde.

c) Existe un A-módulo M 0 tal que M �M 0 es libre.

Demostración:
a) ) b) Aplicamos la proyectividad a la identidad M �!M , lo que nos da

un homomorfismo � : M �! N . La escisión se debe a que si n 2 N , entonces
↵(n� �(↵(n)) = 0, luego b = n� �(↵(n)) 2 Im� y n = b + �(↵(n)). Por otra

11Véase el teorema 14.14 de mi libro de Teoŕıa de cuerpos de clases.
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parte, si �(c) = �(m), aplicando ↵ obtenemos que m = 0, luego la suma es
directa.

b) ) c) Podemos formar una sucesión exacta como la de b) con N libre.
Entonces N = �[C]� �[M ].

c) ) a) Consideremos un epimorfismo ↵ : N �! P y un homomorfismo
� : M �! P . Extendemos trivialmente � a M �M 0. Consideramos una base
de este módulo y a cada uno de sus elementos le asignamos una antiimagen en
N de su imagen en P . Esta asignación se extiende a un homomorfismo �, el
cual se restringe a su vez a un homomorfismo sobre M que cumple lo requerido.

La condición c) implica en particular que todo módulo libre es proyectivo.
En la prueba del teorema anterior se ve que si M es un módulo proyectivo
finitamente generado, entonces el módulo M 0 tal que M �M 0 es libre se puede
tomar también finitamente generado. También es obvio que la suma directa de
módulos proyectivos es proyectiva y que todo sumando directo de un módulo
proyectivo es proyectivo.

Muchas propiedades de los módulos libres pueden generalizarse a módulos
proyectivos. Por ejemplo:

Teorema 1.53 Sea G un grupo finito, sea A �! B un homomorfismo de ani-
llos conmutativos, sean P , V dos A[G]-módulos finitamente generados, con P
proyectivo. Entonces existe un isomorfismo natural de B-módulos

Hom(P, V )⌦A B ⇠= Hom(P ⌦A B,V ⌦A B).

Demostración: Claramente tenemos un homomorfismo de B-módulos

� : Hom(P, V )⌦A B �! Hom(P ⌦A B,V ⌦A B)

dado por �(f ⌦ b) = f ⌦mb, donde, mb : B �! B es la multiplicación por b.
Hemos de probar que es un isomorfismo. Supongamos en primer lugar que P es
un A[G]-módulo libre de rango r, con lo que

P ⌦A B ⇠= P ⌦A[G] A[G]⌦A B ⇠= P ⌦A[G] B[G]

es un B[G]-módulo libre de rango r. Entonces � se descompone en una sucesión
de isomorfismos:

Hom(P, V )⌦A B ⇠= V r ⌦A B ⇠= (V ⌦A B)r ⇠= Hom(P ⌦A B,V ⌦A B).

En el caso general, existe un A[G]-módulo P 0 tal que L = P � P 0 es libre.
Tenemos un diagrama conmutativo

Hom(P, V )B �Hom(P 0, V )B
//

✏✏

Hom(PB, VB)�Hom(P 0
B, VB)

✏✏
Hom(L, V )B

// Hom(LB, VB)
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donde el sub́ındice B representa el producto ⌦AB. Las flechas verticales son
isomorfismos, la flecha horizontal inferior es un isomorfismo por la parte ya
probada y la flecha horizontal superior es la suma directa �P + �P 0 de los
homomorfismos correspondientes a los módulos P y P 0. Concluimos que ésta es
también un isomorfismo y, por consiguiente, que también lo son �P y �P 0 .

Dejamos a cargo del lector la demostración del teorema siguiente, que es
análoga a la del teorema anterior:

Teorema 1.54 Sea A un anillo conmutativo y G �! H un homomorfismo de
grupos finitos, sea P un A[G]-módulo proyectivo y V un A[H]-módulo finita-
mente generado. Entonces existe un isomorfismo natural de A-módulos

HomA[G](P, V ) ⇠= HomA[H](P ⌦A[G] A[H], V ).

Los módulos proyectivos cumplen una propiedad análoga al teorema 1.51
con productos tensoriales (aunque, en este caso, no es una caracterización de la
proyectividad):

Teorema 1.55 Si A es un anillo, 0 �! N 0 ↵�! N
��! N 00 �! 0 es una

sucesión exacta de A-módulos y M es un A-módulo, entonces la sucesión

0 �!M ⌦A N 0 1⌦↵�!M ⌦A N
1⌦��!M ⌦A N 00 �! 0

es exacta salvo quizá en M ⌦A N 0. Si M es proyectivo también es exacta en
dicho grupo.

Demostración: La exactitud en M ⌦A N 00 es trivial, al igual que el hecho
de que Im(1⌦ ↵) ⇢ N(1⌦ �). Para probar la inclusión opuesta llamamos H =
Im(1⌦↵). Puesto que H ⇢ N(1⌦�), la aplicación 1⌦� induce un homomorfismo
� : (M ⌦A N)/H �!M ⌦A N 00 que cumple �([m⌦ n]) = m⌦ �(n).

Por otra parte, la aplicación m ⌦ �(n) 7! [m ⌦ n] está bien definida y es
inversa de �, luego � es un isomorfismo y, por consiguiente, N(1⌦ �)/H = 0.

Nos falta probar que si M es proyectivo entonces 1⌦↵ es inyectivo. Esto es
claro si M es un A-módulo libre, pues entonces M ⇠=

L
i2I A, con lo que

M ⌦A N 0 ⇠=
L
i2I

A⌦A N 0 ⇠=
L
i2I

N 0,

e igualmente
M ⌦A N ⇠=

L
i2I

N,

de modo que 1⌦ ↵ coincide con el monomorfismo natural
L
i2I

N 0 �!
L
i2I

N
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inducido por ↵. En el caso general, podemos considerar un A-módulo M 0 tal
que M �M 0 sea libre. Tenemos un diagrama conmutativo

(M �M 0)⌦A N 0 1⌦↵ // (M �M 0)⌦A N

(M ⌦A N 0)� (M 0 ⌦A N 0)

OO

// (M ⌦A N)� (M 0 ⌦A N)

OO

donde las flechas verticales son isomorfismos. La fila superior es inyectiva por el
caso ya probado, luego también lo es la fila inferior y, en particular, su restricción
a M ⌦A N 0, que es 1⌦ ↵.

Es bien conocido que si M es un A-módulo (finitamente generado) existe un
grupo libre P (finitamente generado) y un epimorfismo f : P �! M . Obvia-
mente, esto es cierto en particular si cambiamos “libre” por “proyectivo”, pero,
en el caso de anillos artinianos, este cambio nos permite precisar la elección de
P hasta hacerla canónica:

Definición 1.56 Si A es un anillo, diremos que un homomorfismo de A-módu-
los f : P �! M es esencial si f [P ] = M y f [M 0] 6= M para todo submódulo
M 0  P . Una envoltura proyectiva de un A-módulo M es un homomorfismo
esencial f : P �!M , donde P es proyectivo.

Teorema 1.57 Si A es un anillo artiniano y M es un A-módulo finitamente
generado, entonces M tiene una envoltura proyectiva, que es única salvo iso-
morfismo, y es un A-módulo finitamente generado.

Demostración: Sea f : L �! M un epimorfismo de A-módulos, donde
L es un A-módulo libre finitamente generado. Sea N su núcleo. Para cada
submódulo N 0 ⇢ N , consideremos el epimorfismo canónico

fN 0 : L/N 0 �! L/N �!M.

Observemos que fN : L/N �! M es un homomorfismo esencial (porque
es un isomorfismo) y, como L es un A-módulo artiniano, podemos tomar un
N 0 ⇢ N minimal para la propiedad de que fN 0 : L/N 0 �! M sea esencial.
Llamemos P = L/N 0. Vamos a probar que P es proyectivo, con lo que será una
envoltura proyectiva de M . Claramente es un A-módulo finitamente generado.

Consideremos el epimorfismo canónico p : L �! P . Usando de nuevo que
L es artiniano, podemos considerar un submódulo Q ⇢ L que sea minimal
respecto a la propiedad de que p|Q : Q �! P sea suprayectiva. Como L
es proyectivo, existe un homomorfismo q : L �! Q que hace conmutativo el
diagrama siguiente:

Q
p // P // 0

L

⇡

??
�

�
�

�
�

�
�

�

q

OO�
�

�
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Este q ha de ser suprayectivo pues, en caso contrario, el submódulo q[L] ⇢ Q
contradiŕıa la minimalidad de Q. Sea N 00 ⇢ N 0 ⇢ L el núcleo de q. Ahora
consideramos el diagrama conmutativo

L/N 00 fN00 //

p
##GG

GG
GG

GG
G

L/N

L/N 0

fN0

OO
o, equivalentemente, Q

fN00 //

p
  @

@
@

@
@

@
@

@
M

P

fN0

OO

y observamos que tanto p como fN 0 son esenciales, luego fN 00 también lo es. La
minimalidad de N 0 implica entonces que N 00 = N 0, luego p es un isomorfismo.
Esto significa que la sucesión exacta

0 �! N 0 �! L �! P �! 0

se escinde, luego L ⇠= N 0 �Q ⇠= N 0 � P , y esto prueba que P es proyectivo.

Veamos ahora la unicidad. Si P 0 �! M es otra envoltura proyectiva, la
proyectividad de P nos da un homomorfismo g que cierra el diagrama siguiente:

P 0 // M // 0

P

>>
|

|
|

|
|

|
|

|

g

OO�
�

�

Como P 0 �!M es esencial, ha de ser g[P ] = P 0, luego g es un epimorfismo.
Como P 0 es proyectivo, la sucesión exacta

0 �! N(g) �! P �! P 0 �! 0

se escinde, luego P = N(g)�P 0 y, como P �!M es esencial, ha de ser N(g) = 0,
luego g es un isomorfismo.

Terminaremos con un resultado que necesitaremos más adelante sobre k[G]-
módulos proyectivos:

Teorema 1.58 Sea G un grupo finito, k un cuerpo y P , V dos k[G]-módulos
finitamente generados. Si P es proyectivo, entonces P ⌦k V es proyectivo.

Demostración: Existe un k[G]-módulo libre finitamente generado L tal
que L = P � C, para cierto k[G]-submódulo C de L. Entonces

L⌦k V = (P ⌦k V )� (C ⌦k V ),

y basta probar que L⌦k V es libre. A su vez, podemos descomponer L en suma
directa de submódulos isomorfos a k[G], con lo que basta probar que k[G]⌦k V
es libre.

Si v1, . . . , vn es una base de V como k-espacio vectorial, sabemos que �⌦ vi

(donde � recorre G) es una k-base de k[G] ⌦k V . Basta probar que 1 ⌦ vi es
una k[G]-base de k[G]⌦ V .
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Como �⌦vi = (1⌦(vi��1))� y vi��1 es combinación lineal de los vi, es claro
que los tensores 1⌦vi son un sistema generador de k[G]⌦V como k[G]-módulo.
Supongamos ahora que P

i
(1⌦ vi)xi = 0,

donde xi =
P
�2G

↵�i � 2 k[G]. Entonces

P
i

(1⌦ vi)xi =
P
i

xi ⌦ vixi =
P
i,�
↵�i � ⌦ ↵�i vi�

=
P
i,�

(↵�i )2(� ⌦
P
j
��ijvj) =

P
i,�,j

(↵�i )2��ij(� ⌦ vj),

donde (��ij) es la matriz en la base vi del automorfismo v 7! v�. Por consi-
guiente, para todo j, �, P

i
(↵�i )2��ij = 0.

Para cada � 2 G fijo, esto equivale a la ecuación matricial ((↵�i )2)(��ij) = 0.
Como la matriz (��ij) tiene inversa, esto implica que ↵�i = 0 para todo i, �,
luego xi = 0 para todo i.

1.4 Módulos de homomorfismos

En esta sección G será un grupo finito y k un cuerpo. Claramente, todo
k[G]-módulo tiene una estructura natural de k-espacio vectorial, de modo que si
V y W son dos k[G]-módulos, podemos distinguir entre el grupo HomG(V,W )
de los homomorfismos de k[G]-módulos de V �! W y el grupo Homk(V,W )
de las aplicaciones lineales V �! W . Ambos tienen una estructura natural de
k-espacio vectorial con el producto definido puntualmente. De hecho, el primero
es un subespacio del segundo.

Más aún, si V y W son k[G]-módulos, podemos dotar a Homk(V,W ) de
estructura de k[G]-módulo con el producto dado por

(f�)(v) = f(v��1)�,

para todo f 2 Homk(V,W ), � 2 G, v 2 V .
Observemos que si, en general, para cada k[G]-módulo M , definimos el K[G]-

submódulo
MG = {m 2M | m� = m para todo � 2 G},

se cumple que
HomG(V,W ) = Homk(V,W )G.

El siguiente caso particular tiene especial interés:

Definición 1.59 Definimos el k[G]-módulo dual de un k[G]-módulo V como
V ⇤ = Homk(V, k), donde consideramos a k como un k[G]-módulo trivial, es
decir, con el producto dado por ↵� = ↵, para todo ↵ 2 k y todo � 2 G. Aśı, el
producto en V ⇤ viene dado por (f�)(v) = f(v��1).
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Si ↵ : V �! W es un homomorfismo de k[G]-módulos, la composición con
↵ determina un homomorfismo dual ↵⇤ : W ⇤ �! V ⇤. El teorema siguiente se
demuestra sin dificultad:

Teorema 1.60 Si 0 �! V 0 ↵�! V
��! V 00 �! 0 es una sucesión exacta de

k[G]-módulos, entonces la sucesión

0 �! V 00⇤ �⇤�! V ⇤ ↵⇤�! V 0⇤ �! 0

también es exacta.

Si V es un k[G]-módulo finitamente generado, entonces es también un k-
espacio vectorial de dimensión finita, y se cumple que dimk V = dimk V ⇤. En
efecto, si v1, . . . , vn es una k-base de V , es fácil ver que una k-base de V ⇤ es la
base dual v⇤1 , . . . , v⇤n dada por

v⇤i (vj) =
⇢

1 si i = j,
0 si i 6= j.

En particular V y V ⇤ son isomorfos como k-espacios vectoriales, si bien el iso-
morfismo no es canónico, sino que tenemos un isomorfismo distinto para cada
elección de una base en V . Por el contrario, (siempre bajo la hipótesis de que sea
finitamente generado) V es canónicamente isomorfo (incluso como k[G]-módulo)
a su bidual. Un isomorfismo � : V �! V ⇤⇤ independiente de la elección de bases
es el dado por �(v)(f) = f(v). En efecto, es fácil ver que si v1, . . . , vn es cual-
quier base de V , entonces �(vi) = v⇤⇤i , lo que prueba que � es un isomorfismo
de espacios vectoriales. Se trata de un isomorfismo de módulos porque

�(v�)(f) = f(v�) = (f��1)(v) = �(v)(f��1) = (�(v)�)(f),

luego �(v�) = �(v)�.

Teorema 1.61 Si V y W son dos k[G]-módulos finitamente generados, enton-
ces

(V �W )⇤ ⇠= V ⇤ �W ⇤, (V ⌦k W )⇤ ⇠= V ⇤ ⌦k W ⇤.

Demostración: Se comprueba sin dificultad que f 7! (f |V , f |W ) deter-
mina un isomorfismo de k[G]-módulos entre el dual de la suma y la suma de
los duales. Para el producto tensorial definimos � : V ⇤ ⌦k W ⇤ �! (V ⌦k W )⇤
mediante

�(f ⌦ g)(v ⌦ w) = f(v)g(w).

Se trata de un homomorfismo de módulos, pues

�((f⌦g)�)(v⌦w) = �((f�)⌦(g�))(v⌦w) = (f�)(v)(g�)(w) = f(v��1)g(w��1)

= �(f ⌦ g)((v��1)⌦ (w��1)) = �(f ⌦ g)((v ⌦ w)��1) = (�(f ⌦ g)�)(v ⌦ w),

luego �((f ⌦ g)�) = �(f ⌦ g)�.
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Por otra parte, si v1, . . . , vn y w1, . . . , wm son bases de V y W respecti-
vamente, se cumple que v⇤i ⌦ w⇤j es una base de V ⇤ ⌦k W ⇤, y es claro que
�(v⇤i ⌦w⇤j ) = (vi⌦wj)⇤, por lo que � es un isomorfismo de espacios vectoriales,
y también, por tanto, un isomorfismo de módulos.

Ahora podemos relacionar los módulos de homomorfismos con el producto
tensorial:

Teorema 1.62 Si V , W son dos k[G]-módulos finitamente generados, tenemos
un isomorfismo natural de k[G]-módulos

Homk(V,W ) ⇠= V ⇤ ⌦k W.

Demostración: Definimos � : V ⇤ ⌦k W �! Homk(V,W ) mediante

�(f ⌦ w)(v) = f(v)w.

Veamos que es un homomorfismo de k[G]-módulos:

�((f ⌦ w)�)(v) = �((f�)⌦ (w�))(v) = (f�)(v)w�

= f(v��1)w� = �(f ⌦ w)(v��1)� = (�(f ⌦ w)�)(v).

Se trata de un isomorfismo, pues si v1, . . . , vn y w1, . . . , wm son bases de V
y W , respectivamente, los tensores v⇤i ⌦ wj forman una base de V ⇤ ⌦k W , y es
fácil ver que los homomorfismos �(v⇤i ⌦ wj) forman una base de Homk(V,W ).

Con esto podemos probar que la dualización de un módulo de homomorfis-
mos equivale a permutar los módulos:

Teorema 1.63 Si V , W son dos k[G]-módulos finitamente generados, entonces

Homk(V,W )⇤ ⇠= Homk(W,V ).

Demostración: Aplicando los resultados precedentes obtenemos que

Homk(V,W )⇤ ⇠= (V ⇤ ⌦k W )⇤ ⇠= V ⇤⇤ ⌦k W ⇤ ⇠= V ⌦k W ⇤

⇠= W ⇤ ⌦k V ⇠= Homk(W,V ).

Teorema 1.64 Si V es un k[G]-módulo finitamente generado, entonces V es
libre o proyectivo si y sólo si lo es V ⇤.

Demostración: Teniendo en cuenta que V ⇠= V ⇤⇤, sólo hemos de probar
una implicación. Tratemos primero el caso en que V = k[G]. Consideramos
entonces el isomorfismo de espacios vectoriales � : k[G] �! k[G]⇤ dado por
�(�) = �⇤. Vamos a probar que es un isomorfismo de k[G]-módulos. En efecto,

(�(�)⌧)(⇢) = (�⇤⌧)(⇢) = �⇤(⇢⌧�1) =
⇢

1 si ⇢⌧�1 = �,
0 si ⇢⌧�1 6= �,

luego �(�)⌧ = (�⌧)⇤ = �(�⌧).
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Por consiguiente, si V es un k[G]-módulo libre por la derecha, tenemos que
V ⇠= k[G]� · · ·� k[G], y es claro entonces que

V ⇤ ⇠= k[G]⇤ � · · ·� k[G]⇤ ⇠= k[G]� · · ·� k[G],

donde en la última suma directa consideramos a k[G] como módulo por la iz-
quierda.

Por último, si V es proyectivo, entonces existe un K[G]-módulo W (finita-
mente generado) tal que V �W es libre, y entonces (V �W )⇤ ⇠= V ⇤ �W ⇤ es
libre también, luego V ⇤ es proyectivo.

Teorema 1.65 Si V es un k[G]-módulo finitamente generado que genera el
carácter �, entonces, el carácter �⇤ de V ⇤ viene dado por �⇤(�) = �(��1).

Demostración: Sea v1, . . . , vn una k-base de V . Dado � 2 G, sea A = (aij)
la matriz de la multiplicación por ��1 en dicha base y sea (a⇤ij) la matriz de la
multiplicación por � en la base v⇤1 , . . . , v⇤n de V ⇤. Tenemos que

vi�
�1 =

P
j

aijvj , v⇤i � =
P
j

a⇤ijv
⇤
j ,

luego a⇤ii = (v⇤i �)(vi) = v⇤i (vi��1) = aii. Sumando para todo i obtenemos que
�⇤(�) = �(��1).

Dedicamos el resto de la sección a demostrar el teorema siguiente:

Teorema 1.66 Si P , Q son dos k[G]-módulos finitamente generados y P es
proyectivo,

dimk HomG(P,Q) = dimk HomG(Q,P ).

Observemos que el teorema 1.64 implica que P ⇤ también es proyectivo, luego
los teoremas 1.58 y 1.62 implican que Homk(P,Q) también lo es. A su vez,
el teorema 1.63 reduce entonces la prueba del teorema 1.66 a demostrar lo
siguiente:

Teorema 1.67 Si V es un k[G]-módulo proyectivo finitamente generado,

dimk V G = dimk V ⇤G.

En efecto, en las condiciones de 1.66, tomamos V = Homk(P,Q), que es un
k[G]-módulo proyectivo, al igual que V ⇤ ⇠= Homk(Q,P ) (por 1.63 y 1.64). Por
consiguiente, V G = HomG(P,Q) y

V ⇤G ⇠= Homk(Q,P )G = HomG(Q,P ).

Para probar 1.67 definimos

T =
P
�2G

� 2 k[G], I = hT ik , J = h� � 1 | � 2 Gik .

Es inmediato que los subespacios vectoriales I, J son, de hecho, ideales
biláteros de k[G]. Para cada k[G]-módulo M , definimos MG = M/MJ . El
teorema 1.67 es consecuencia inmediata del teorema siguiente:
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Teorema 1.68 Si V es un k[G]-módulo proyectivo finitamente generado, exis-
ten isomorfismos naturales

VG
⇠= V G, (V ⇤)G

⇠= (V G)⇤.

En efecto, admitiendo esto concluimos que

dimk V G = dimk(V G)⇤ = dimk(V ⇤)G = dimk(V ⇤)G.

Para probar 1.68 observamos en primer lugar que k[G]G = I = k[G]I. En
efecto, si x =

P
a�� 2 k[G]G, comparando coeficientes en la igualdad x⌧�1 = x

vemos que a⌧ = a1 para todo ⌧ 2 G, luego x = a1T 2 I.

Esto implica a su vez que si L es un k[G]-módulo libre, LG = LI = LT .
Basta descomponer L en suma directa de copias de k[G]. Si V es proyectivo,
entonces existe otro k[G]-módulo W tal que V �W es libre, con lo que

V G �WG = (V �W )G = (V �W )I = V I �WI,

luego V G = V I.

Ahora consideramos la sucesión exacta de k[G]-módulos

0 �! J �! k[G] ��! k �! 0,

donde consideramos a k como k[G]-módulo trivial y � viene dado por � 7! 1.
La sucesión es exacta porque J está claramente contenido en el núcleo de �, y
ambos subespacios tienen dimensión igual a |G| � 1. Si V es un k[G]-módulo
proyectivo, el teorema 1.55 nos da la sucesión exacta de k[G]-módulos

0 �! V J �! V �! V ⌦k[G] k �! 0.

Por consiguiente,

VG = V/V J ⇠= V ⌦k[G] k ⇠= V T = V G.

En efecto, el homomorfismo de k[G]-módulos  : V ⌦k[G] k �! V T dado por
v⌦↵ = vT↵ es un isomorfismo, ya que tiene por inverso al dado por vT 7! v⌦1.
Éste está bien definido pues, si vT = v0T , entonces (v � v0)T = 0, luego

(v ⌦ 1)� (v0 ⌦ 1) = (v � v0)⌦ 1 = (v � v0)⌦ T1 = (v � v0)T ⌦ 1 = 0.

Con esto tenemos probada la primera parte de 1.68. Para la segunda empe-
zamos observando que

k[G]⇤J = h�⇤ � 1⇤ | � 2 Gik .

En efecto, es fácil ver que

�⇤(⌧ � 1) = (�⌧)⇤ � �⇤ = ((�⌧)⇤ � 1⇤)� (�⇤ � 1⇤),
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lo que nos da una inclusión y, en particular,

1⇤(⌧ � 1) = ⌧⇤ � 1⇤,

lo que nos da la otra inclusión. Por lo tanto, dimk k[G]⇤J = |G| � 1, y esto
implica la exactitud de la sucesión

0 �! k[G]⇤J �! k[G]⇤ �! I⇤ �! 0,

donde el epimorfismo es el dual de la inclusión I �! k[G]. Si L es un k[G]-
módulo libre finitamente generado, entonces L⇤ es suma directa de un número
finito de copias de k[G]⇤, de donde se sigue la exactitud de la sucesión

0 �! L⇤J �! L⇤ �! (LG)⇤ �! 0.

Finalmente, si V es un k[G]-módulo proyectivo, tomamos W tal que V �W
sea libre y tenemos la sucesión exacta

0 �! V ⇤J �W ⇤J �! V ⇤ �W ⇤ �! (V G)⇤ � (WG)⇤ �! 0,

de donde se sigue la exactitud de

0 �! V ⇤J �! V ⇤ �! (V G)⇤ �! 0.

Por consiguiente,
(V ⇤)G = V ⇤/V ⇤J ⇠= (V G)⇤,

lo que termina la prueba de 1.68 y, por lo tanto, de 1.66.



Caṕıtulo II

Teoŕıa de caracteres

En este caṕıtulo desarrollaremos la teoŕıa de representaciones ordinarias de
grupos finitos, es decir, que estudiaremos las representaciones sobre cuerpos de
caracteŕıstica 0 y, más concretamente, sobre cuerpos algebraicamente cerrados.
La caracteŕıstica más notable de este caso es que las representaciones están
completamente determinadas por sus caracteres.

2.1 Caracteres

Presentamos aqúı los resultados básicos sobre los caracteres de las represen-
taciones ordinarias de grupos finitos:

NOTA: En esta sección sobrentenderemos que el cuerpo de coeficientes K
sobre el que consideramos las representaciones es algebraicamente cerrado y de
caracteŕıstica 0.

Entre otras cosas, veremos que los caracteres no dependen del cuerpo K
considerado (en las condiciones indicadas). Esto nos permitirá, en las secciones
posteriores, restringirnos al caso K = C sin pérdida de generalidad. Más con-
cretamente, el hecho de que K tenga caracteŕıstica 0 se traduce en que Q ⇢ K
y, como K es algebraicamente cerrado, contiene a la clausura algebraica A de Q.
Probaremos que todas las representaciones matriciales de G en K son isomorfas
a representaciones sobre A.

Teorema 2.1 Si ⇢ : G �! Aut(V ) es una representación y � 2 G, entonces
V admite una base formada por vectores propios de ⇢(�), y los valores propios
son ráıces |G|-ésimas de la unidad.

Demostración: Restringiendo ⇢ al subgrupo generado por �, podemos
suponer que G está generado por �. Como K es algebraicamente cerrado, el
automorfismo ⇢(�) tiene al menos un valor propio ↵1 2 K (una ráız de su
polinomio caracteŕıstico). Sea v1 2 V un vector propio asociado a ↵1, de modo

39
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que v1� = ↵1v1 y, en general, v1�n = ↵n
1 v1. Aśı pues, W1 = hv1i es un K[G]-

submódulo. Por 1.12 podemos descomponer V = W1�V1, donde V1 es también
un K[G]-submódulo.

Repitiendo el mismo razonamiento con V1 podemos encontrar un K[G]-
submódulo W2 = hv2i y una descomposición V = W1 � W2 � V2. Tras un
número finito de pasos llegamos a una descomposición V = W1 � · · · �Wn en
K[G]-submódulos de la forma Wi = hvii, donde cada vi es obviamente un vector
propio de ⇢(�).

La matriz de ⇢(�) en esta base es diagonal, y los elementos de la diagonal
son sus valores propios ↵i. Si n = |G|, se cumple que �n = 1, luego ↵n

i = 1,
luego los valores propios ↵i son ráıces n-simas de la unidad.

En general no es posible elegir una base de V tal que la matriz de ⇢(�) sea
diagonal simultáneamente para todo � 2 G, pero, como la traza �(�) se puede
calcular a partir de la matriz de ⇢(�) en cualquier base, concluimos que

�(�) = ✏1 + · · · + ✏n,

donde los números ✏i 2 K son ráıces |G|-ésimas de la unidad y, en particular,
son enteros algebraicos (es decir, que son ráıces de polinomios mónicos con
coeficientes enteros). Conviene destacar este hecho:

Teorema 2.2 Los valores que toman los caracteres de los grupos finitos son
enteros algebraicos.

En particular, los caracteres pueden verse como aplicaciones � : G �! A
(aunque todav́ıa no podemos asegurar que las representaciones matriciales que
los generan tengan necesariamente sus coeficientes en A). Observemos que en
A ⇢ C podemos considerar la conjugación compleja, que representaremos con
una barra, como es habitual.

Teorema 2.3 Si � : G �! A es un carácter de un grupo finito G, entonces,
para todo � 2 G, se cumple que �(��1) = �(�).

Demostración: Sea ⇢ : G �! Aut(V ) una representación que genere el
carácter dado. Según 2.1, podemos elegir una base de V en la que ⇢(�) admite
una matriz diagonal (↵ij) cuya diagonal está formada por ráıces de la unidad,
que son elementos de A de módulo 1. Entonces

�(��1) =
P
i
↵�1

ii =
P
i
↵̄ii = �(�).

Como tercera aplicación de 2.1 mostramos que un carácter determina el
núcleo de la representación que lo genera:

Definición 2.4 Si � : G �! A es un carácter de un grupo finito G, llamaremos
núcleo de � al conjunto

N(�) = {� 2 G | �(�) = �(1)}.
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Teorema 2.5 Si ⇢ : G �! Aut(G) es una representación de un grupo finito G
y � es el carácter que determina, entonces el núcleo de � es el núcleo de ⇢.

Demostración: Evidentemente, � 2 G está en el núcleo de ⇢ si y sólo si
⇢(�) = In, donde n es el grado de la representación, luego, en tal caso, se cumple
que �(�) = n = �(1). Rećıprocamente, si �(�) = n, sabemos que, en una base
adecuada, ⇢(�) se corresponde con una matriz diagonal y �(�) = ✏1 + · · · + ✏n
es la suma de dicha diagonal. Los ✏i pueden verse como números complejos de
módulo 1, luego la parte real de cada uno de ellos es  1. Para que la suma dé
n es necesario que todas las partes reales sean 1, lo cual implica que ✏i = 1 y,
por consiguiente, que ⇢(�) = In, de modo que � está en el núcleo de ⇢.

Definición 2.6 Si G es un grupo finito, N es un subgrupo normal, para cada
carácter � : G/N �! A de G/N definimos el carácter �̂ : G �! A dado por
�̂(�) = �(�N).

Se trata ciertamente de un carácter porque si ⇢ : G/N �! Aut(V ) es la re-
presentación que determina �, entonces la composición G �! G/N �! Aut(V )
es una representación de G que genera �̂.

Es claro que � es irreducible si y sólo si lo es �̂. Además, tenemos que
N  N(�̂). Rećıprocamente, es claro que todo carácter  de G que cumpla
N  N( ) es de la forma  = �̂, para cierto carácter � : G/N �! A.

En vista de esto, en lo sucesivo identificaremos los caracteres de un grupo
cociente G/N con los caracteres de G cuyo núcleo contiene a N .

Las propiedades fundamentales de los caracteres se deducen del teorema
siguiente:

Teorema 2.7 (Lema de Schur) Sean ⇢i : G �! Aut(Vi), para i = 1, 2 dos
representaciones irreducibles de un grupo finito G y sea f : V1 �! V2 un ho-
momorfismo de K[G]-módulos. Si las representaciones no son isomorfas, se
cumple que f = 0 y, si V1 = V2 y ⇢1 = ⇢2, entonces existe un ↵ 2 K tal que
f(v) = ↵v, para todo v 2 V1.

Demostración: Si f 6= 0, el núcleo de V1 ha de ser un K[G]-submódulo
distinto de V1, luego ha de ser trivial, y la imagen ha de ser un K[G]-submódulo
no trivial de V2, luego ha de ser todo V2. Esto prueba que f es un isomorfismo
y las representaciones son isomorfas.

Si suponemos que ambas representaciones son la misma, sea ↵ 2 K un valor
propio de f (aqúı usamos que K es algebraicamente cerrado). Sea f 0 : V1 �! V1

la aplicación lineal dada por f 0(v) = f(v)�↵v. Es claro que es un homomorfismo
de K[G]-módulos que y su núcleo no es trivial (porque contiene a los vectores
propios asociados a ↵) luego, por la parte ya probada, f 0 = 0, luego f(v) = ↵v
para todo v 2 V1.

Para extraer consecuencias del lema de Schur conviene introducir la notación
siguiente:
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Definición 2.8 Si G es un grupo finito, representamos por KG al conjunto de
funciones � : G �! K. Definimos en KG la forma bilineal simétrica

h�, i = 1
|G|

P
�2G

�(�) (��1).

Teorema 2.9 (Relaciones de ortogonalidad) Si �1 y �2 son dos caracteres
irreducibles de un grupo finito G, entonces

h�1,�2i =
⇢

1 si �1 = �2,
0 si �1 6= �2.

Demostración: Sean ⇢i : G �! Aut(Vi) representaciones que generen
los caracteres �i. Sea h : V1 �! V2 una aplicación lineal arbitraria y sea
h0 : V1 �! V2 la aplicación lineal dada por

h0(v) =
1
|G|

P
�2G

h(v�)��1.

Se cumple que h0 es un homomorfismo de K[G]-módulos, pues

h0(v⌧) =
1
|G|

P
�2G

h(v⌧�)��1 =
✓

1
|G|

P
�2G

h(v⌧�)(⌧�)�1

◆
⌧ = h0(v)⌧.

Fijemos bases de ambos espacios vectoriales, sean (r1
ij(�)), (r2

ij(�)) las ma-
trices de ⇢i(�) en las bases respectivas y sean (xij), (x0

ij) las matrices de h y h0,
respectivamente. Entonces,

x0
ij =

1
|G|

P
�,k,l

r1
ik(�)xklr

2
lj(�

�1).

Si �1 6= �2, las representaciones no son isomorfas, luego, según el lema de
Schur, ha de ser h0 = 0, cualquiera que sea la aplicación h de partida. Aśı pues,
el miembro derecho de la igualdad anterior ha de ser nulo cualesquiera que sean
los valores de xkl. Si hacemos xij = 1 y xkl = 0 cuando (k, l) 6= (i, j), nos queda
que

1
|G|

P
�2G

r1
ii(�)r2

jj(�
�1) = 0

y, sumando para todo i, j, queda que

h�1,�2i =
1
|G|

P
�2G

�1(�)�2(��1) = 0.

Tomemos ahora ⇢1 = ⇢2. Entonces el lema de Schur nos da que h0(v) = ↵v
para todo v 2 V1. El valor de ↵ depende de h, y podemos calcularlo. Para ello
observamos que

n↵ = Tr(h0) =
1
|G|

P
�2G

Tr(⇢1(�) � h � ⇢2(��1)) =
1
|G|

P
�2G

Tr(h) = Tr(h),
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luego ↵ = (1/n)Tr(h). En el caso i 6= j, tomando igualmente xij = 1 y xkl = 0
cuando (k, l) 6= (i, j), obtenemos igualmente que

1
|G|

P
�2G

r1
ii(�)r1

jj(�
�1) = 0.

En cambio, para i = j, la misma elección de xkl hace que Tr(h) = 1, luego

1
n

=
1
|G|

P
�2G

r1
ii(�)r1

jj(�
�1).

Al sumar para todo i y todo j, la igualdad i = j se da n veces, luego sumamos
n veces la última ecuación y llegamos a que

h�1,�1i =
1
|G|

P
�2G

�1(�)�1(��1) = 1.

En realidad, la prueba del teorema anterior contiene más información que la
que indica su enunciado, puesto que hemos probado que h�1,�2i = 0, no bajo
la hipótesis de que �1 6= �2, sino bajo la hipótesis de que las representaciones
⇢1 y ⇢2 no eran isomorfas. Por consiguiente, si dos representaciones irreducibles
no son isomorfas, sus caracteres �1 y �2 han de ser distintos o, de lo contrario,
cumpliŕıan que h�1,�2i = 1, mientras que hemos visto que h�1,�2i = 0.

En otras palabras, tenemos que dos representaciones irreducibles de un grupo
G son isomorfas si y sólo si determinan el mismo carácter. Enseguida proba-
remos que esto es cierto aunque las representaciones no sean irreducibles, pero
para ello conviene probar antes lo siguiente:

Teorema 2.10 Sea ⇢ : G �! Aut(V ) una representación de G, sea � su
carácter y sea V = W1 � · · · �Wm una descomposición de V en subespacios
invariantes irreducibles. Para cada carácter irreducible � de G, el número de
subespacios Wi que determinan una representación con carácter � es h�,�i.

Demostración: Sea �i el carácter de la subrepresentación asociada a Wi.
Entonces � = �1 + · · · + �m, luego h�,�i = h�1,�i + · · · + h�m,�i, y las
relaciones de ortogonalidad implican que este valor es el número de ı́ndices i
tales que �i = �.

Dicho de otro modo, si una representación tiene carácter �, es necesariamente
la suma directa de tantas representaciones irreducibles de carácter � como indica
el producto h�,�i. Aśı pues:

Teorema 2.11 Dos representaciones de un grupo finito G son isomorfas si y
sólo si determinan el mismo carácter.

Concluimos también que todo carácter � se descompone de forma única como
combinación lineal

� = n1�1 + · · · + nm�m



44 Caṕıtulo 2. Teoŕıa de caracteres

de caracteres irreducibles con coeficientes enteros ni � 0. Además,

h�,�i = n2
1 + · · · + n2

m,

luego � es irreducible si y sólo si h�,�i = 1.

Ejemplo El carácter � que hemos calculado para el grupo D4 en la página 10
es irreducible, pues

h�,�i = 1
8

P
�2G

�(�)2 =
1
8
(4 + 4) = 1.

Vamos a probar que el número de caracteres irreducibles es finito. Para ello
consideramos la representación regular ⇢ : G �! Aut(K[G]). En el ejemplo de
la página 10 hemos visto que

rG(⌧) =
⇢

g si ⌧ = 1,
0 si ⌧ 6= 1,

donde g es el orden de G.

Ahora, si � es cualquier carácter irreducible de G, tenemos que

hrG,�i = �(1).

Por lo tanto, si rG = n1�1 + · · ·+ nh�h es la descomposición de rG en suma
de caracteres irreducibles, los caracteres �i resultan ser todos los caracteres
irreducibles de G, y ni = �i(1) es el grado de �i. Teniendo en cuenta que
hrG, rGi = g, tenemos probado el teorema siguiente:

Teorema 2.12 Un grupo finito G tiene un número finito de caracteres irredu-
cibles �1, . . . ,�h, cuyos grados ni verifican la relación

n2
1 + · · · + n2

h = |G|.

Ejemplo El grupo D4 tiene cinco clases de conjugación, luego cinco caracteres
irreducibles, �1,�2,�3,�4,�5, de los cuales conocemos dos: el carácter trivial
�1 = 1 y el calculado en la página 10 (al que numeraremos como �5). Los tres
que faltan tienen grados ni que han de cumplir 1 + n2

2 + n2
3 + n2

4 + 4 = 8, luego
los tres han de ser de grado 1.

Si aplicamos el teorema 2.12 al caso K = A, vemos que G tiene h repre-
sentaciones irreducibles sobre A, con caracteres �i, cuyos grados al cuadrado
suman |G|. Si ahora K es un cuerpo arbitrario (algebraicamente cerrado de
caracteŕıstica 0), cada una de las representaciones irreducibles de G sobre A
determina por extensión de escalares (definición 1.6) una representación sobre
K con la misma representación matricial asociada, por lo que tiene el mismo
grado y, más aún, el mismo carácter. Como la relación h�i,�ii = 1 no depende
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del cuerpo considerado, vemos que las extensiones de las representaciones de
G sobre A siguen siendo irreducibles sobre K y, como sus grados siguen su-
mando |G|, no puede haber más representaciones irreducibles de G sobre K.
Si, por último, tenemos en cuenta que toda representación es suma directa de
representaciones irreducibles, tenemos probado el teorema siguiente:

Teorema 2.13 Toda representación de un grupo G sobre un cuerpo K es iso-
morfa a la extensión de escalares de una representación ⇢ de G sobre A. Además,
la extensión ⇢K es irreducible si y sólo si lo es ⇢. En particular, los caracteres
(irreducibles) de G sobre K coinciden con sus caracteres (irreducibles) sobre A.

Por consiguiente, a partir de aqúı podŕıamos trabajar exclusivamente en el
caso K = A sin pérdida de generalidad, pero nos será más cómodo aún trabajar
en el caso K = C.

2.2 Caracteres complejos

Para trabajar con caracteres complejos es más natural sustituir la forma
bilineal h , i por el siguiente producto escalar:

Definición 2.14 Si G es un grupo finito, definimos en el espacio vectorial CG

el producto escalar dado por

(�, ) =
1
|G|

P
�2G

�(�) (�).

Observemos que es ciertamente un producto escalar, es decir, que cumple
las propiedades1

a) (�, ) = ( ,�),

b) (�+  ,�) = (�,�) + ( ,�), (�, + �) = (�, ) + (�,�),

c) (↵�, ) = ↵(�, ), (�,↵ ) = ↵̄(�, ),

d) (�,�) � 0 y (�,�) = 0 si y sólo si � = 0,

para todo �,  , � 2 CG y todo ↵ 2 C.

Por otra parte, el teorema 2.3 prueba que, si �, 2 CG son caracteres
de G, entonces h�, i = (�, ). Ahora observamos que en la sección anterior
sólo hemos usado la forma bilineal h , i sobre caracteres, por lo que todos los
resultados de la sección anterior son válidos igualmente cambiando la forma
bilineal h , i por el producto escalar ( , ).

Para trabajar con funciones arbitrarias de CG es más práctico el producto
escalar.

1Véase la definición 3.36 de mi libro de Análisis.
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Definición 2.15 Si G es un grupo finito, una función de clases en G es una
aplicación f : G �! C tal que f(⇢�1⌧⇢) = f(⌧) para todo par de elementos
⌧, ⇢ 2 G, es decir, una función que es constante en cada clase de conjugación
de G. Llamaremos F (G) ⇢ CG al subespacio vectorial formado por todas las
funciones de clases.

Tras la definición 1.15 hemos probado que los caracteres de G son funciones
de clases. Tenemos un isomorfismo natural KG ⇠= K[G] de espacios vectoriales
que identifica cada función � 2 KG con el elemento

P
�2G

�(�)� 2 K[G].

De acuerdo con el teorema 1.5, este isomorfismo hace corresponder F (G) con el
centro de C[G].

Probamos ahora una nueva consecuencia del lema de Schur, de la que ex-
traeremos a su vez numerosas consecuencias sobre los caracteres de un grupo
finito.

Teorema 2.16 Sea ⇢ : G �! Aut(V ) una representación irreducible de grado n
y carácter �, y sea � 2 F (G) una función de clases, que podemos identificar con

x =
P
�2G

�(�)� 2 Z(C[G]).

Entonces, para todo v 2 V , se cumple que

vx =
|G|
n

(�,�)v.

Demostración: Como x está en el centro de C[G], es claro que la aplicación
lineal f : V �! V dada por f(v) = vx es un homomorfismo de C[G]-módulos,
luego el lema de Schur implica que existe un ↵ 2 C tal que f(v) = ↵v, para todo
v 2 V . Sólo hemos de calcular ↵. Para ello usamos la linealidad de la traza:

n↵ = Tr(f) =
P
�2G

�(�)Tr(⇢(�)) =
P
�2G

�(�)�(�) = |G|(�,�).

La primera consecuencia es la siguiente:

Teorema 2.17 Si G es un grupo finito, sus caracteres irreducibles forman una
base (ortonormal) del espacio F (G) de las funciones de clases.

Demostración: Sean �1, . . . ,�h los caracteres irreducibles de G. Las re-
laciones de ortogonalidad implican que son linealmente independientes, luego
sólo hemos de probar que generan H = F (G). Para ello basta probar que la
dimensión de H es h y, a su vez, para ello basta probar que los conjugados
�1, . . . ,�h generan H. Notemos que (�i,�j) = (�j ,�i), luego los conjugados
también son ortonormales.
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Tomamos  2 H y consideramos la función de clases

� =  �
hP

i=1
( ,�i)�i,

que tiene la propiedad de que (�,�i) = 0 para todo i. Sólo hemos de probar
que esto implica que � = 0. Sea x 2 Z(C[G]) el elemento correspondiente a � a
través del isomorfismo natural.

Consideremos una representación ⇢ : G �! Aut(V ). Si es irreducible, el
teorema anterior nos da que vx = 0, para todo v 2 V . Si no es irreducible, lle-
gamos a la misma conclusión descomponiéndolo en suma directa de submódulos
irreducibles.

Vamos a aplicar esto al caso en que V = C[G], es decir, a la representación
regular de G, y para v = 1. Entonces,

0 = 1x =
P
�2G

�(�)�,

luego � = 0.

Es evidente que la dimensión de F (G) es igual al número de clases de con-
jugación de G, luego:

Teorema 2.18 El número de caracteres irreducibles de un grupo G es igual a
su número de clases de conjugación.

Si �1, . . . ,�h son los caracteres irreducibles de un grupo G, tenemos que
toda función de clases f se expresa de forma única como

f =
hP

i=1
(f,�i)�i,

luego la condición necesaria y suficiente para que una función de clases f 6= 0
sea un carácter es que (f,�i) sea un número natural para todo i.

La segunda consecuencia de 2.16 es que, si en un C[G]-módulo agrupamos
todos los submódulos isomorfos, obtenemos una descomposición única:

Teorema 2.19 Sea G un grupo finito y sean �1, . . . ,�h sus caracteres irredu-
cibles. Si V es un C[G]-módulo y llamamos Vi a la suma de todos sus C[G]-
submódulos irreducibles de carácter �i, se cumple que

V =
hL

i=1
Vi.

Equivalentemente: podemos encontrar distintas descomposiciones de V en
suma directa de C[G]-submódulos irreducibles, pero, si en cada una de ellas
agrupamos todos los sumandos correspondientes al mismo carácter �i, el módulo
Vi que obtenemos es independiente de la descomposición de partida.
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Demostración: Llamemos ni al grado de �i. Consideremos el elemento

x =
ni

|G|
P
�2G

�i(�)� 2 Z(C[G])

y llamemos pi : V �! V a la aplicación lineal dada por v 7! vx. Como
x 2 Z(C[G]), se trata, de hecho, de un homomorfismo de C[G]-módulos.

Si W es un C[G]-submódulo irreducible de V , la restricción pi|W : W �!W
es también la multiplicación por x, y podemos aplicar el teorema 2.16, según el
cual pi|W es la homotecia de razón

ni

n
(�i,�) =

ni

n
(�,�i),

donde � es el carácter de W y n su grado. Aśı pues, pi|W = 0 si � 6= �i y
pi|W es la identidad si � = �i. Esto implica que la imagen de pi es Vi, que
pi : V �! Vi se restringe a la identidad en Vi y que es nula sobre cada Vj con
j 6= i. Es obvio que V es la suma de los Vi y la existencia de estas proyecciones
implica que la suma es directa.

El teorema 2.2 afirma que los valores que toman los caracteres son enteros
algebraicos. La siguiente consecuencia de 2.16 es otra propiedad de integridad:

Teorema 2.20 Sea � un carácter irreducible de grado n de un grupo G y sea
 : G �! C una función de clases cuyas imágenes sean enteros algebraicos.
Entonces

1
n

P
�2G

 (�)�(�)

es un entero algebraico.

Demostración: Consideremos la aplicación T : Z(C[G]) �! C dada por

T (x) =
|G|
n

(�,�), donde x =
P
�2G

�(�)�.

El teorema 2.16 afirma que el homomorfismo V �! V dado por v 7! vx es
la homotecia de razón T (x). Como (vx)y = v(xy), concluimos que la homotecia
de razón T (xy) es la composición de la homotecia de razón T (x) seguida de la
homotecia de razón T (y) o, más simplemente: T (xy) = T (x)T (y). Es obvio que
T conserva la suma, de modo que es un homomorfismo de anillos (conmutativos
y unitarios).

Según 1.5, si cl(G) = {c1, . . . , ch}, el centro de C[G] tiene por base los
elementos de la forma

ei =
P
�2ci

�.

Se cumple que eiej 2 Z[G] \ Z(C[G]) = he1, . . . , ehiZ, luego el álgebra
Z[e1, . . . , eh] es un Z-módulo finitamente generado, lo que prueba2 que los ei

2Véase el teorema 3.58 de mi libro de Álgebra conmutativa.
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son enteros sobre Z. Eligiendo �i 2 ci, podemos expresar

x =
P
�2G

 (�)� =
hP

i=1
 (�i)ei.

Por hipótesis, cada  (�i) es un entero algebraico, luego x 2 Z(C[G]) es entero
sobre Z. Como T es un homomorfismo de anillos, esto implica que T (x) 2 C es
un entero algebraico. Expĺıcitamente:

T (x) =
|G|
n

( ,�) =
1
n

P
�2G

 (�)�(�).

Veamos una primera aplicación (veremos otras en la sección siguiente):

Teorema 2.21 Los grados de las representaciones irreducibles de un grupo G
dividen al orden de G.

Demostración: Basta probar que si � es un carácter irreducible de G,
entonces �(1) | |G|. Para ello aplicamos el teorema anterior a la función  = �,
lo que nos da que

1
n

P
�2G

�(�)�(�) =
|G|
n

(�,�) =
|G|
n

es un entero algebraico. Como es un número racional, ha de ser entero, y esto
significa que n | |G|.

Los teoremas 2.12 y 2.18 nos dan una caracterización de los grupos abelianos:

Teorema 2.22 Un grupo finito G es abeliano si y sólo si todos sus caracteres
irreducibles tienen grado 1.

Demostración: Sea g el orden de G y h su número de clases. Es claro que
G es abeliano si y sólo si g = h. Si n1, . . . , nh son los grados de los caracteres
irreducibles de G, sabemos que

n2
1 + · · · + n2

h = g,

luego g = h si y sólo si ni = 1 para todo i.

Observemos que LG(1, C) ⇠= C⇤ y el isomorfismo puede verse como el que a
cada matriz le asigna su traza, luego una representación matricial de grado 1
de un grupo G puede verse como un homomorfismo de grupos G �! C⇤, que se
identifica a su vez con su carácter. En definitiva, los caracteres de grado 1 de un
grupo finito G son simplemente los homomorfismos de grupos3 � : G �! C⇤.

3En particular, los caracteres irreducibles de los grupos abelianos finitos coinciden con los
caracteres definidos, por ejemplo, en 11.12 de mi libro de Teoŕıa de números.
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2.3 Ejemplos y aplicaciones

Reunimos en esta sección algunos resultados adicionales sobre caracteres que
no nos harán falta más adelante.

Ejemplo Nos faltaba calcular los caracteres de grado 1 del grupo D4. Obser-
vemos que el centro de D4 es Z(D4) = {1,�2}. (El centro de un grupo está
formado por los elementos cuya clase de conjugación es trivial.) El cociente
D4/Z(D4) es abeliano, luego tiene cuatro caracteres de grado 1, que son, por lo
tanto, los tres caracteres que buscamos, más el trivial.

Concretamente, D4/Z(D4) ⇠= C2 ⇥ C2, sus elementos tienen todos orden 2,
luego sus caracteres tienen que tomar valores en C⇤ iguales a ±1. Teniendo esto
en cuenta es fácil calcular la tabla de caracteres (irreducibles) de D4:

D4 1 � �2 ⌧ �⌧
�1 1 1 1 1 1
�2 1 1 1 �1 �1
�3 1 �1 1 1 �1
�4 1 �1 1 �1 1
�5 2 0 �2 0 0

Notemos que podŕıamos haber calculado �5 a partir de los otros caracteres
sin necesidad de conocer la representación que lo genera. Basta tener en cuenta
que rG = �1 + �2 + �3 + �4 + 2�5 y que rG toma siempre el valor 0 salvo en 1.

Ejemplo En Q = R4 es posible definir una estructura de anillo de división
conocida como el álgebra de los cuaterniones.4 Si llamamos 1, i, j, k a la base
canónica de R4, el producto de Q está completamente determinado por las
relaciones

i2 = j2 = k2 = �1, ij = k, ji = �k, jk = i, kj = �i, ki = j, ik = �j.

Se sigue entonces que el conjunto Q8 = {±1,±i,±j,±k} es un subgrupo del
grupo de unidades de Q, conocido como el grupo cuaternio. Tiene cinco clases
de conjugación:

cl(Q8) = {{1}, {�1}, {±i}, {±j}, {±k}}

y el cociente Q8/{±1} ⇠= C2 ⇥C2 nos da cuatro caracteres de grado 1 análogos
a los que hemos obtenido para D4 en el ejemplo anterior. Esto implica que el
quinto carácter ha de tener grado 2 y, teniendo en cuenta que puede calcularse
a partir del carácter regular de Q8, concluimos que la tabla de caracteres de Q8

es idéntica a la de D4 (biyectando adecuadamente las clases de conjugación), a
pesar de que ambos grupos no son isomorfos.

Ejercicio: Calcular la tabla de caracteres de ⌃3.

4Véase la sección 5.3 de mi libro de Geometŕıa.
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Relaciones de ortogonalidad duales A la hora de calcular tablas de ca-
racteres, es útil contar con que no sólo las filas de la tabla son ortogonales dos
a dos, sino que las columnas también lo son. En efecto:

Teorema 2.23 Sea G un grupo finito, sean �1, . . . ,�h sus caracteres irreduci-
bles y sean �, ⌧ 2 G. Entonces

hP
r=1

�r(�)�r(⌧) =
⇢
|G|/|clG(�)| si clG(�) = clG(⌧),

0 si clG(�) 6= clG(⌧).

Demostración: Sean �1, . . . ,�h representantes de las clases de conjuga-
ción de G y sea hi = |clG(�i)|. En estos términos, lo que hemos de probar es
que

hP
r=1

�r(�i)�r(�j) =
|G|
hj
�ij ,

donde (�ij) es la matriz identidad. Consideremos las matrices B y C dadas por

bij =
hj

|G|�i(�j), cij = �j(�i).

Entonces, el elemento (i, j) de BC es

1
|G|

hP
r=1

hr�i(�r)�j(�r) =
1
|G|

P
�2G

�i(�)�j(�) = �ij ,

por las relaciones de ortogonalidad, luego BC = I. Esto implica que CB = I,
lo que se traduce precisamente en la relación que queŕıamos probar.

Caracteres de productos directos Vamos a determinar los caracteres de un
producto directo de grupos G = G1 ⇥G2. Observemos que, como G1

⇠= G/G2,
podemos considerar a cada carácter � de G1 como un carácter de G. Concreta-
mente, entendiendo que �(g1g2) = �(g1). Lo mismo es válido para los caracteres
de G2.

Teorema 2.24 Sea G = G1 ⇥ G2 un producto directo de grupos. Si �i es un
carácter irreducible de Gi, entonces �1�2 es un carácter irreducible de G, y todo
carácter irreducible de G es de esta forma.

Demostración: Sabemos que �1�2 es un carácter de G, aunque, en gene-
ral, el producto de caracteres irreducibles no tiene por qué ser irreducible. No
obstante, multiplicando las ecuaciones

(�1,�1) =
1

|G1|
P

g12G1

|�1(g1)|2 = 1, (�2,�2) =
1

|G2|
P

g22G2

|�2(g2)|2 = 1,

obtenemos que (�1�2,�1�2) = 1, luego �1�2 es irreducible.
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Si �i
1, . . . ,�

i
hi

son los caracteres irreducibles de Gi, es claro que los carac-
teres �1

k�
2
l son distintos dos a dos, pues el producto determina los factores por

restricción. Sabemos que
P
k
�1

k(1)2 = |G1|,
P
l
�2

l (1)2 = |G2|,

y multiplicando ambas ecuaciones obtenemos que
P
k,l

(�1
k�

2
l )(1)2 = |G|,

luego G no puede tener más caracteres irreducibles.

En particular, descomponiendo un grupo abeliano como producto de grupos
ćıclicos, podemos determinar fácilmente todos sus caracteres irreducibles. Sólo
tenemos que observar que los caracteres irreducibles de un grupo ćıclico G = h�i
de orden n son los homomorfismos � : G �! C⇤ determinados por que �(�)
es una ráız n-sima de la unidad. Hay n ráıces posibles que dan lugar a los n
caracteres irreducibles de G.

El grado de un carácter irreducible Hemos probado que el grado de un
carácter irreducible de un grupo finito G debe dividir al orden de G. Este
resultado puede mejorarse.

Teorema 2.25 Si G es un grupo finito, el grado de cualquier carácter irredu-
cible de G divide al ı́ndice |G : Z(G)|.

Demostración: Sea g = |G| y c = |Z(G)|. Consideremos una represen-
tación irreducible ⇢ : G �! Aut(V ) de grado n. Si � 2 Z(G) ⇢ Z(C[G]), el
teorema 2.16 nos dice que ⇢(�) es una homotecia en V de razón �(�), de modo
que � : Z(G) �! C⇤ es un homomorfismo de grupos.

Fijemos ahora un número natural m � 1 y consideremos el grupo Gm (el
producto directo de G por śı mismo m veces). Si � es el carácter de ⇢, podemos
considerar en Gm el carácter �m, que, según hemos visto en la sección anterior,
es irreducible, y está asociado a la representación

⇢m : Gm �! Aut(V ⌦C[G] · · ·⌦C[G] V )

dada por5 ⇢m(�1, . . . ,�m)(v1⌦ · · ·⌦vm) = v1�1⌦ · · ·⌦vm�m. Por consiguiente,
si (�1, . . . ,�m) 2 Z(G)m, tenemos que ⇢m(�1, . . . ,�m) es la homotecia de razón
�(�1 · · ·�m).

Consideremos el subgrupo H de Z(G)m formado por los elementos que cum-
plen �1 · · ·�m = 1. Tenemos que H está en el núcleo de ⇢m, luego podemos
ver a ⇢m como representación de Gm/H. El teorema 2.21 implica que el grado
de ⇢m, que es nm, divide el orden de este cociente, que es gm/cm�1. Aśı pues,

5Con más detalle, al considerar a � como carácter del i-ésimo factor, su representación aso-

ciada es la dada por Gm pi�! G
⇢�! Aut(V ), y el producto tensorial de estas representaciones

de Gm es el indicado.
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existe un k 2 Z tal que knm = gm/cm�1 o, lo que es lo mismo, (g/cn)m 2 c�1Z,
para todo m � 1.

Esto implica que Z[g/cn] ⇢ c�1Z, luego la Z-álgebra Z[g/cn] es un Z-módulo
finitamente generado, luego g/cn es un entero algebraico y un número racional,
luego g/cn 2 Z, luego n | g/c = |G : Z(G)|.

Para un resultado más preciso, véase el teorema 2.40, más abajo.

Subgrupos normales El teorema 2.5 nos permite reconocer el núcleo de un
carácter a partir de la tabla de caracteres de un grupo. Obviamente, los núcleos
de caracteres son subgrupos normales. Los demás subgrupos normales de un
grupo dado pueden calcularse a partir de la tabla de caracteres sin más que
tener en cuenta que son intersecciones de núcleos:

Teorema 2.26 Todo subgrupo normal de un grupo finito es la intersección de
los núcleos de los caracteres irreducibles que lo contienen.

Demostración: Es trivial: sea G un grupo y N un subgrupo normal.
Los caracteres irreducibles que contienen a N en su núcleo son los caracteres
irreducibles de G/N , luego todo se reduce a probar que la intersección de los
núcleos de todos los caracteres irreducibles de un grupo dado es trivial, pero
ello se debe a que dicha intersección es el núcleo de la representación regular,
que es fiel.

Recordemos que el subgrupo derivado de un grupo G es el menor subgrupo
G0 tal que el cociente G/G0 es abeliano.

Teorema 2.27 El subgrupo derivado de un grupo finito es la intersección de
los núcleos de los caracteres irreducibles de grado 1.

Demostración: Si un carácter irreducible � : G �! C cumple G0  N(�),
entonces � es un carácter irreducible de G/G0 y, como el cociente es abeliano, �
tiene grado 1. Rećıprocamente, si � tiene grado 1, entonces es un homomorfismo
� : G �! C⇤, luego G/N(�) es abeliano y, por consiguiente, G0  N(�).

En particular, el número de caracteres de grado 1 de un grupo finito G es
igual al ı́ndice |G : G0|.

También podemos calcular el centro de un grupo a partir de su tabla de
caracteres. Para ello definimos el centro de un carácter � : G �! C como el
conjunto

Z(�) = {� 2 G | |�(�)| = �(1)}.

Teorema 2.28 Sea G un grupo finito.

a) Si � es un carácter de G asociado a una representación ⇢ : G �! Aut(V ),
entonces

Z(�) = {� 2 G | ⇢(�) es una homotecia }.

b) Z(�) es un subgrupo de G y Z(�)/N(�) es ćıclico.
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c) Z(G) es la intersección de los centros de todos los caracteres irreducibles
de G.

d) Si � es un carácter irreducible y fiel de G, entonces Z(G) = Z(�).

Demostración: a) Dado � 2 G, sabemos que, eligiendo una base en V ,
podemos suponer que la matriz asociada al automorfismo ⇢(�) es diagonal y
�(�) = ✏1 + · · · + ✏n es la suma de dicha diagonal. Además, todos los ✏i tienen
módulo 1.

Tenemos que � 2 Z(�) si y sólo si |✏1 + · · · + ✏n| = n, y es fácil ver que
esto ocurre śı y sólo si todos los ✏i son iguales, es decir, si y sólo si ⇢(�) es una
homotecia de razón ✏.

b) Ahora es inmediato que Z(�) es un subgrupo de G. Más aún, si llamamos
�(�) a la razón de la homotecia ⇢(�), tenemos que � : Z(�) �! C⇤ es un
homomorfismo de grupos cuyo núcleo es N(�), Z(�)/N(�) es isomorfo a un
subgrupo finito de C⇤, luego ha de ser ćıclico.

c) Si � es irreducible, el teorema 2.16 implica que Z(G)  Z(�). Por otra
parte, como ⇢[Z(�)] está formado por homotecias, ⇢[Z(�)]  Z(⇢[G]). Teniendo
en cuenta el isomorfismo natural ⇢[G] ⇠= G/N(�), vemos que

Z(�)/N(�)  Z(G/N(�)).

Si � pertenece a los centros de todos los caracteres irreducibles de G y ⌧ 2 G,
se cumple que �⌧��1⌧�1 2 N(�), y esto vale para todo carácter irreducible �,
luego �⌧��1⌧�1 = 1, lo que implica que � 2 Z(G).

d) Si � es un carácter irreducible y fiel de G, en c) hemos probado que
Z(�)  Z(G), y también la inclusión opuesta, luego Z(G) = Z(�).

En particular, vemos que una condición necesaria para que un grupo G pueda
tener un carácter irreducible y fiel es que Z(G) sea ćıclico. Hay ejemplos que
muestran que no es suficiente.

El teorema paqb de Burnside Terminamos con una aplicación t́ıpica de la
teoŕıa de caracteres. Se trata de un teorema muy dif́ıcil de probar si no se usa
la teoŕıa de caracteres y con una prueba muy simple en términos de caracteres.

Necesitamos un resultado previo:

Teorema 2.29 Sea � un carácter irreducible de un grupo finito G y sea � 2 G
tal que |clG(�)| sea primo con �(1). Entonces �(�) = 0 o bien |�(�)| = �(1).

Demostración: Sean u, v 2 Z tales que u|clG(�)| + v�(1) = 1. Entonces

u|clG(�)|�(�)
�(1)

+ v�(�) =
�(�)
�(1)

.

El miembro izquierdo es un entero algebraico por el teorema 2.20, aplicado
a la función de clases  que vale 1 sobre clG(�) y 0 en las demás clases. Por
consiguiente, el número a = �(�)/�(1) también es un entero algebraico.
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Sea K la adjunción a Q de las ráıces del polinomio mı́nimo de a sobre Q.
Si a = a1, . . . , an son estas ráıces, tenemos que ai es la imagen de a por un
Q-automorfismo de K. Como �(�) es suma de �(1) ráıces de la unidad, cada
ai es de la forma

suma de �(1) ráıces de la unidad
�(1)

,

luego |ai|  1. Por consiguiente |NK
Q (a)|  1 y esta norma es un entero alge-

braico, a la vez que un número racional, luego ha de ser un número entero, más
concretamente, 0 o ±1.

Si NK
Q (a) = 0, entonces a = 0 y �(�) = 0, mientras que si NK

Q (a) = ±1, ha
de ser |a| = 1, luego |�(�)| = �(1).

El teorema 1.28 afirma que todo p-grupo es nilpotente y, por consiguiente,
resoluble. El teorema de Burnside generaliza este hecho a grupos con orden
divisible entre dos primos:

Teorema 2.30 (Burnside) Todo grupo de orden paqb, con p y q primos, es
resoluble.

Demostración: Sea G un grupo de orden paqb. Razonamos por inducción
sobre el orden de G, es decir, suponemos que el teorema es cierto para todos
los grupos de orden menor que |G|. Si G es abeliano, es trivialmente resoluble,
luego podemos suponer que Z(G) < G.

Sea P un p-subgrupo de Sylow de G y sea � 2 Z(P ) un elemento � 6= 1.
(Existe por el teorema 1.21.) Consideremos la clase de conjugación C = clG(�).
Entonces P  CG(�), luego p - |G : CG(�)| y, por el teorema 1.19, tenemos que
|C| = |G : CG(�)| = qb0 , para cierto b0  b.

Basta probar que G tiene un subgrupo 1 < N C G, pues entonces N y G/N
son resolubles por hipótesis de inducción, luego G también lo es. Supongamos
que no es aśı, es decir, que G es un grupo simple no abeliano.

Si b0 = 0, entonces � 2 Z(G) 6= 1, lo que nos da una contradicción. Supon-
gamos, pues, que b0 > 0. Sean �1, . . . ,�h los caracteres irreducibles de G, donde
�1 = 1. El teorema 2.23 nos da que

0 =
hP

i=1
�i(1)�i(�) = 1 +

hP
i=2
�i(1)�i(�).

Podemos ordenar los caracteres de modo que q - �i(1) para 1  i  h0 y
q | �i(1) para h0 < i  h. En el primer caso, tenemos que �i(1) es primo con
|clG(�)|, luego el teorema anterior nos da que �i(�) = 0 o bien |�i(�)| = �i(1).
Si se da esta segunda posibilidad, como �i es fiel (porque G es simple), 2.28 nos
da que � 2 Z(G), lo cual es imposible. Por consiguiente, ha de ser �i(�) = 0.
Esto nos reduce la igualdad anterior a

1 +
hP

i=h0+1
�i(1)�i(�) = 0,
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donde q divide a cada �i(1), pero esto es absurdo, porque nos permite expresar
el número racional 1/q como combinación lineal entera de enteros algebraicos,
lo que implica que 1/q 2 Z.

2.4 Caracteres inducidos

Si G es un grupo finito y H es un subgrupo, podemos considerar a C[H]
como subespacio vectorial de C[G], lo que, a su vez, nos permite considerar a
C[G] como C[H]-módulo. Esto nos lleva a la definición siguiente:

Definición 2.31 Sea G un grupo finito y H un subgrupo. Consideremos una
representación lineal ⇢ : H �! Aut(W ). Llamaremos representación inducida
⇢G a la representación de G asociada al C[G]-módulo W ⌦C[H] C[G]. Si  es el
carácter de ⇢, llamaremos carácter inducido  G al carácter de G asociado a ⇢G.

Es obvio que, si H  K  G y  es un carácter de H, entonces ( K)G =  G.

Vamos a ver que  G puede calcularse directamente a partir de  sin nece-
sidad de conocer la representación que lo genera. Para ello conviene introducir
la notación siguiente:

Definición 2.32 Sea G un grupo finito y H un subgrupo de G. Si � es una
función de clases en H, llamaremos �0 : G �! C a la función dada por

�0(�) =
n
�(�) si � 2 H,
0 si � /2 H.

En estos términos, los caracteres inducidos se calculan como indica el teo-
rema siguiente:

Teorema 2.33 Sea G un grupo finito y H un subgrupo y sea R un sistema
de representantes de las clases de congruencia por la derecha de G módulo H.
Entonces, si  es un carácter de H, para todo � 2 G se cumple que

 G(�) =
P
⌧2R

 0(⌧�⌧�1) =
1

|H|
P
⌧2G

 0(⌧�⌧�1).

Demostración: Sea ⇢ : H �! Aut(W ) la representación que determina
el carácter dado  . Tenemos que cada � 2 G se expresa de forma única como
� = h⌧ , con ⌧ 2 R. Es claro entonces que

C[G] =
L
⌧2R

C[H]⌧.

Por consiguiente,  G es el carácter de

V = W ⌦C[H] C[G] =
L
⌧2R

W ⌧.
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Fijado � 2 G, para cada ⌧ 2 R, podemos expresar ⌧� = h⌧�, con ⌧� 2 R
y h 2 H. De este modo, (W ⌧)� = W ⌧�. Si fijamos una base B de W , la
unión de los trasladados B⌧ , con ⌧ 2 R, es una base de V . Para calcular la
traza de ⇢G(�) en esta base observamos que, si ⌧� 6= ⌧ , las filas de la matriz de
⇢G(�) correspondientes a los vectores de B⌧ tienen ceros en la diagonal. Por el
contrario, si ⌧� = ⌧ , las suma de la diagonal de las filas correspondientes a B⌧
es la traza de ⇢G(�)|W⌧ . Aśı pues:

 G(�) =
P
⌧2R�

Tr(⇢G(�)|W⌧ ),

donde R� = {⌧ 2 R | ⌧� = ⌧}. Observemos que ⌧� = ⌧ equivale a que
⌧� = h⌧ , es decir, que ⌧�⌧�1 2 H. Por último, observamos que el isomorfismo
f : W �!W ⌧ dado por f(w) = w⌧ cumple

f(w⌧�⌧�1) = w⌧� = f(w)�.

Esto significa que ⇢G(�)|W⌧ se identifica a través de f con ⇢(⌧�⌧�1), luego

Tr(⇢G(�)|W⌧ ) = Tr(⇢(⌧�⌧�1)) =  (⌧�⌧�1) =  0(⌧�⌧�1).

Con esto obtenemos la primera fórmula del enunciado. La segunda se sigue
de la primera debido a que, si ⌧ 2 R cumple ⌧�⌧�1 2 H, entonces, para cada
h 2 H tenemos que ⌧ 0 = h⌧ 2 G cumple ⌧ 0�⌧ 0�1 2 H y  (⌧ 0�⌧ 0�1) =  (⌧�⌧�1)
y, rećıprocamente, todo ⌧ 0 2 G que cumple ⌧ 0�⌧ 0�1 2 H es de la forma ⌧ 0 = h⌧ ,
para un único ⌧ 2 R tal que ⌧�⌧�1 2 H. En definitiva, cada sumando de la
primera fórmula se corresponde con |H| sumandos idénticos en la segunda.

En particular, tenemos la relación entre los grados:

 G(1) = |G : H| (1).

Definición 2.34 Sea G un grupo finito, sea H un subgrupo de G y sea R
un sistema de representantes de las clases de congruencia por la derecha de G
módulo H. Para cada función de clases � : H �! C, definimos �G : G �! C
mediante

�G(�) =
P
⌧2R

�0(⌧�⌧�1) =
1

|H|
P
⌧2G

�0(⌧�⌧�1).

Hemos visto que si � es un carácter de H, entonces �G es un carácter de G.
En general, se cumple que �G es una función de clases de G. Esto se com-
prueba directamente sin dificultad o, alternativamente, basta observar que la
aplicación � 7! �G es C-lineal y que toda función de clases es combinación
lineal de caracteres.

Notemos que también hay una forma natural (y mucho más simple) de pasar
de un carácter de G a un carácter de H:

Definición 2.35 Sea G un grupo finito y H un subgrupo de G. Si � es una
función de clases de G, llamaremos �H a su restricción a H, que es también una
función de clases en H, y es un carácter si � lo es.
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Entre estas dos operaciones hay una relación sencilla:

Teorema 2.36 (Reciprocidad de Frobenius) Sea G un grupo finito y H un
subgrupo. Sean � : H �! C y  : G �! C funciones de clases. Entonces

(�, H) = (�G, ).

Demostración: Basta realizar un cálculo directo:

(�G, ) =
1
|G|

P
�2G

�G(�) (�) =
1
|G|

1
|H|

P
�,⌧2G

�0(⌧�⌧�1) (�)

=
1
|G|

1
|H|

P
�0,⌧2G

�0(�0) (⌧�1�0⌧) =
1
|G|

1
|H|

P
�0,⌧2G

�0(�0) (�0)

=
1

|H|
P
�02H

�(�0) (�0) = (�, H).

Otra fórmula de interés que relaciona funciones de clase inducidas y restric-
ciones es la siguiente:

Teorema 2.37 Sea G un grupo finito y H un subgrupo. Sean � : H �! C y
 : G �! C funciones de clases. Entonces (� ·  H)G = �G ·  .

Demostración: Para cada � 2 G, tenemos que

(� ·  H)G(�) =
1

|H|
P
⌧2G

�0(⌧�⌧�1) 0
H(⌧�⌧�1)

=
1

|H|
P
⌧2G

�0(⌧�⌧�1) (�) = �G(�) (�).

Ahora necesitamos un resultado técnico:

Teorema 2.38 Sea G un grupo finito y N un subgrupo normal, sea � un
carácter irreducible de G tal que �N sea suma de al menos dos caracteres irre-
ducibles distintos. Entonces existe un subgrupo N  H < G y un carácter
irreducible  de H tal que � =  G.

Demostración: Sea V un C[G]-módulo asociado a �, de modo que �N

está asociado a V como C[N ]-módulo. Sea

V =
hL

i=1
Vi

la descomposición de V como C[N ]-módulo dada por el teorema 2.19. Por
hipótesis, la suma tiene al menos dos sumandos no nulos.
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En general, si W es un C[N ]-submódulo de V y � 2 G, se cumple que W�
es también un C[N ]-submódulo, pues, si n 2 N , se cumple que

W�n = W (�n��1)� = W�,

pues �n��1 2 N . Además, si W tiene carácter �i, el carácter de W� es

��i (n) = �i(�n��1),

que depende únicamente de �i y �. Es claro que si W es irreducible, también lo
es W�, luego vemos que la multiplicación por � transforma todos los submódulos
irreducibles de un mismo Vi (es decir, todos los submódulos con un mismo
carácter �i), en submódulos de un mismo Vj , por lo que Vi� = Vj .

Fijemos un ı́ndice i0 tal que Vi0 6= 0 y sea H = {� 2 G | Vi0� = Vi0}.
Claramente, N  H < G. La segunda desigualdad es estricta porque, de lo
contrario, Vi0 seŕıa un C[G]-submódulo de V , pero V es irreducible, luego seŕıa
V = Vi0 , cuando, por hipótesis, hay al menos dos sumandos no nulos.

Sea  el carácter de H asociado a W = Vi0 . Para probar que � =  G basta
ver que, si R es un sistema de representantes de las clases de congruencia por
la derecha de G módulo H, se cumple que

V =
L
⌧2R

W ⌧,

pues esto implica que V ⇠= W ⌦C[H] C[G].

Si ⌧1, ⌧2 2 R y W ⌧1 = W ⌧2, entonces ⌧1⌧�1
2 2 H, luego ⌧1 = ⌧2. Esto implica

que cada W ⌧ = Vi0⌧ con ⌧ 2 R es un Vi, luego la suma de los W ⌧ es directa
(porque lo es la de los Vi). Además, dicha suma directa es un C[G]-submódulo
de V , luego es todo V .

En general no es cierto que todo carácter de un grupo esté inducido desde
un subgrupo, pero śı lo es en el caso de los grupos superresolubles:

Teorema 2.39 Si G es un grupo finito superresoluble, todo carácter irreducible
de G está inducido por un carácter de grado 1 de un subgrupo de G.

Demostración: Razonando por inducción, podemos suponer que el teo-
rema es cierto para todo grupo de orden estrictamente menor que |G|. Sea � un
carácter irreducible de G. Podemos suponer que � es fiel, es decir, que la repre-
sentación ⇢ : G �! Aut(V ) que lo genera es inyectiva, pues, si tuviera núcleo
N 6= 1, podŕıamos ver a � como carácter de G/N , luego habŕıa un subgrupo
H/N  G/N y un carácter  de grado 1 en H/N tal que � =  G.

También podemos suponer que G no es abeliano, pues en caso contrario �
ya tiene grado 1 y no hay nada que probar.

Por el teorema 1.32, existe un subgrupo Z(G) C N C G. Como ⇢ es un
monomorfismo, tenemos que Z(⇢[G]) C ⇢[N ]. Por consiguiente, no todos los
automorfismos en ⇢[N ] son homotecias (ya que las homotecias conmutan con
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todos los automorfismos), luego �|N ha de ser suma de al menos dos caracte-
res irreducibles distintos. (En caso contrario, como N es abeliano, �|N seŕıa
múltiplo de un único carácter de grado 1, y ⇢[N ] constaŕıa únicamente de ho-
motecias.)

El teorema 2.38 nos da que � =  G, para cierto carácter irreducible  de
un subgrupo H < G. Como H también es superresoluble, podemos aplicar la
hipótesis de inducción para concluir que  = �H , para cierto carácter � de
grado 1, luego también � = �G.

Terminamos esta sección con una aplicación de 2.38:

Teorema 2.40 Si G es un grupo finito y N es un subgrupo normal abeliano,
entonces el grado de todo carácter irreducible de G divide al ı́ndice |G : N |.

Demostración: Razonando por inducción, podemos suponer que el teo-
rema es cierto para todo grupo de orden menor que |G|. Sea � un carácter
irreducible de G y supongamos que �N se descompone en suma de al menos
dos caracteres irreducibles distintos. Entonces, por 2.38, existe un subgrupo
N  H < G tal que � =  G, para cierto carácter  de H. Por hipótesis de
inducción  (1) | |H : N |, luego

�(1) =  G(1) = |G : H| (1) | |G : N |.

Supongamos ahora que �N = n , para cierto carácter irreducible  de N ,
que será de grado 1, porque N es abeliano. Sea ⇢ : G �! LG(n, C) una
representación matricial que genere a �, consideremos G0 = ⇢[G]  LG(n, C) y
sea N 0 = ⇢[N ]. Tenemos un epimorfismo G/N �! G0/N 0, luego

|G0 : N 0|
�� |G : N |.

El hecho de que �N = n se traduce en que las matrices de N 0 son de la forma
✏In, luego N 0  Z(G0). La inclusión G0 �! LG(n, C) es una representación
irreducible de G0 de grado n, luego 2.25 nos da que n | |G0 : N 0|

�� |G : N |.

2.5 El teorema de Brauer

La finalidad de esta sección es demostrar el teorema siguiente:

Teorema 2.41 (Brauer) Si G es un grupo finito, todo carácter de G se ex-
presa como combinación lineal con coeficientes enteros de caracteres inducidos
por caracteres de grado 1.

Para probarlo empezamos introduciendo el concepto siguiente:

Definición 2.42 Diremos que un grupo finito H es p-elemental, donde p es un
número primo, si puede expresase como producto directo H = C ⇥P , donde C
es un grupo ćıclico de orden primo con p y P es un p-grupo (un grupo de orden
potencia de p). Un grupo H es elemental si es p-elemental para algún primo p.
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Todo grupo ćıclico finito es p-elemental para todo primo p, pues se descom-
pone como producto de grupos ćıclicos de órdenes potencias de primos, y basta
agrupar todos los factores que sean p-grupos por una parte, y todos los que no
lo sean por otra.

Por otra parte, todo grupo elemental es nilpotente por ser producto directo
de dos grupos nilpotentes. En particular es superresoluble.

Ahora podemos reducir la prueba del teorema de Brauer al resultado si-
guiente:

Teorema 2.43 Si G es un grupo finito, todo carácter de G se expresa como
combinación lineal con coeficientes enteros de caracteres inducidos desde sub-
grupos elementales.

En efecto, de este teorema se sigue el teorema de Brauer, ya que si tenemos

� = n1�
G
1 + · · · + nr�

G
r ,

donde cada �i es un carácter de un subgrupo elemental Hi  G, descomponiendo
cada �i en suma de caracteres irreducibles podemos suponer que cada �i es
irreducible y, como Hi es superresoluble, el teorema 2.39 nos da que �i está
inducido a su vez por un carácter de grado 1, luego lo mismo vale para �G

i .

Para tratar con combinaciones lineales enteras de caracteres conviene intro-
ducir el concepto siguiente:

Definición 2.44 Si G es un grupo finito y �1, . . . ,�h son sus caracteres irre-
ducibles, llamaremos R(G) = Z�1 � · · · � Z�h al subgrupo generado por los
caracteres �i en el espacio F (G) de las funciones de clase de G. A sus elementos
los llamaremos caracteres virtuales de G.

Como los caracteres irreducibles son una base del C-espacio vectorial F (G)
de las funciones de clases de G, es claro que también son una base de R(G)
como Z-módulo. También es obvio que todo carácter virtual se expresa de
forma única como diferencia de dos caracteres. Como el producto de caracteres
es un carácter, tenemos que R(G) es un subanillo de F (G).

El teorema 2.43 es consecuencia, a su vez, del teorema siguiente:

Teorema 2.45 Sea G un grupo finito y sea Vp el subgrupo de R(G) generado
por los caracteres inducidos desde subgrupos p-elementales de G. Entonces el
cociente R(G)/Vp es finito y su orden es primo con p.

En efecto, si admitimos este resultado, sólo tenemos que probar que R(G)
es la suma V de los subgrupos Vp, para todo primo p. Como Vp  V  R(G),
tenemos que el cociente R(G)/V es finito, y su orden es primo con p, para todo
primo p, luego ha de ser R(G) = V .

Observemos ahora que, si H es un subgrupo de G, el teorema 2.37 implica
que el subgrupo de R(G) generado por los caracteres inducidos desde H es un
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ideal de R(G), y Vp es la suma de estos ideales cuando H recorre los subgrupos
p-elementales de G. Por consiguiente, Vp es también un ideal de R(G). Veamos
ahora que 2.45 es consecuencia del teorema siguiente:

Teorema 2.46 Sea G un grupo finito de orden |G| = pim, donde p - m, y sea
Vp el subgrupo de R(G) generado por los caracteres inducidos desde subgrupos
p-elementales de G. Entonces m 2 Vp.

En efecto, R(G) es un Z-módulo finitamente generado, luego R(G)/Vp tam-
bién lo es. Por consiguiente, es producto de un número finito de grupos ćıclicos.

Si m 2 Vp, como éste es un ideal, tenemos que m� 2 Vp para todo � 2 R(G),
lo que significa que todos los elementos de R(G)/Vp tienen orden divisor de m.
Por consiguiente, R(G)/Vp es producto de un número finito de grupos ćıclicos
finitos de orden primo con p, y esto prueba 2.45.

Consideremos ahora el anillo D de los enteros ciclotómicos de orden g, es
decir, la Z-subálgebra de C generada por las ráıces g-ésimas de la unidad. Se
trata de un Z-módulo libre de rango finito. Fijemos una base D = h!1, . . . ,!ciZ
tal que !1 = 1. Vamos a trabajar en el producto tensorial D ⌦Z R(G).

Como R(G) es el Z-módulo libre que tiene por base los caracteres irreducibles
�1, . . . ,�h de G, tenemos, por una parte, que D ⌦Z R(G) es el D-módulo libre
generado por los elementos 1 ⌦ �i. Podemos identificarlo con el D-submódulo
generado por �1, . . . ,�h en el espacio F (G) de las funciones de clases de G
(de modo que identificamos cada 1 ⌦ �i con �i). Aśı, R(G) es el conjunto de
elementos de D⌦Z R(G) cuyas coordenadas en la base 1⌦�i (o �i) son enteras.

Por otra parte, D⌦Z R(G) es también el R(G)-módulo libre de base !i ⌦ 1,
y los elementos de R(G) son los que en esta base tienen todas las coordenadas
nulas excepto la de !1 ⌦ 1 = 1⌦ 1.

Es claro entonces que (D⌦ZVp)\R(G) = Vp. (Un elemento de la intersección
es un elemento de D ⌦Z R(G) cuyas coordenadas en la base !i ⌦ 1 están en Vp

y son todas nulas menos la de !1⌦1.) Por consiguiente, para probar 2.46 basta
ver que m 2 D ⌦Z Vp.

El hecho de que R(G) sea un subanillo de F (G) y que Vp sea un ideal, implica
inmediatamente que D⌦Z R(G) también es un subanillo de F (G) y que D⌦Z Vp

es un ideal de D ⌦Z R(G).

Teorema 2.47 Sea G un grupo de orden g y sea � : G �! gZ una función de
clases que toma valores múltiplos de g. Entonces � es combinación lineal con
coeficientes en D de caracteres inducidos por caracteres de subgrupos ćıclicos
de G.

Demostración: Podemos expresar � = g , donde  : G �! Z es otra
función de clases. Para cada subgrupo ćıclico C  G, definimos la función de
clases ✓C : C �! Z mediante

✓C(x) =
n |C| si x genera C,

0 en otro caso.
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Si C(G) es el conjunto de todos los subgrupos ćıclicos de G, tenemos que

P
C2C(G)

✓G
C (x) =

X
y2G

X
C2C(G)

✓0C(yxy�1)
|C| =

P
y2G

1 = g.

Por lo tanto,

� = g =
P

C2C(G)

✓G
C =

P
C2C(G)

(✓C C)G.

Falta probar que la función de clases ⌘C = ✓C C es combinación lineal con
coeficientes en D de caracteres de C. Ciertamente, como toda función de clases,
es combinación lineal de los caracteres irreducibles de C. Si � es uno de ellos,
su coeficiente en la combinación lineal es (⌘C ,�) y, en efecto, se cumple que

(⌘C ,�) =
1
|C|

P
�2C

✓C(�) (�)�(�) =
P
�
 (�)�(��1) 2 D

donde en el último sumatorio � recorre los generadores de C. El resultado está
en D porque los caracteres de C y de G toman valores en D. (Precisamente
para esto hemos introducido D en sustitución de Z.)

Puesto que todo grupo ćıclico es p-elemental, el teorema anterior implica, en
particular, que � 2 D ⌦Z Vp.

Con esto podemos reducir el teorema de Brauer al resultado siguiente:

Teorema 2.48 En las condiciones previas al teorema anterior, existe una fun-
ción de clases  : G �! Z tal que  2 D ⌦Z Vp y, para todo x 2 G, se cumple
que p -  (x).

En efecto, dada una función  en estas condiciones, si g = pim, llamemos
N al orden del grupo de unidades de Z/piZ, de modo que kN ⌘ 1 (mód pi),
para todo entero k primo con p. En particular,  (x)N ⌘ 1 (mód pi), para todo
x 2 G, luego la función de clases m( N�1) toma valores enteros múltiplos de g.

Por el teorema 2.47, tenemos que m( N � 1) 2 D ⌦Z Vp. Por otra parte,
 2 D⌦Z Vp, y éste es un ideal de D⌦Z R(G), luego también m N 2 D⌦Z Vp,
con lo que concluimos que m 2 D ⌦Z Vp, y ya hemos visto que esto implica el
teorema de Brauer.

Tenemos pendiente demostrar 2.48.

Si G es un grupo finito y sea p un número primo. Diremos que x 2 G es
un p-elemento si su orden es potencia de p, y es un p0-elemento si su orden es
primo con p.

En general, si el orden de x es m = pim0, donde p - m0, existen u, v 2 Z tales
que upi + vm0 = 1, con lo que xp = xvm0

, xp0 = xupi
cumplen que

x = xpxp0 = xp0xp, xpi

p = xm0

p0 = 1,
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es decir, que todo x 2 G puede descomponerse como producto de un p-elemento
y un p0-elemento, a los que llamaremos, respectivamente, p-componente y p0-
componente de x.

Necesitaremos este resultado técnico:

Teorema 2.49 En las condiciones anteriores, sea  : G �! Z una función
de clases que cumpla  2 D ⌦Z R(G). Si x 2 G y xp0 es su p0-componente,
entonces  (x) ⌘  (xp0) (mód p).

Demostración: Sea C = hxi, de modo que xp0 2 C. Observamos que
 C 2 D ⌦Z R(C), luego no perdemos generalidad si suponemos que G está
generado por x. Tenemos, pues, que

 =
P
i

di�i,

con di 2 D y donde los caracteres irreducibles �i tienen todos grado 1 (porque G
es abeliano), luego son homomorfismos de grupos �i : G �! D⇤. Si q = pi es el
orden de la p-componente de x, tenemos que xq = xq

p0 , luego �i(x)q = �i(xp0)q.
Por consiguiente:

 (x)q =
✓P

i
di�i(x)

◆q

⌘
P
i

di�i(x)q =
P
i

di�i(xp0)q

⌘
✓P

i
di�i(xp0)

◆q

=  (xp0)q (mód p),

donde las congruencias son módulo el ideal generado por p en D. Ahora bien,
como los extremos son enteros, concluimos que

 (x)q ⌘  (xp0)q (mód p)

en Z y, como q es potencia de p, esto equivale a que  (x) ⌘  (xp0) (mód p).

Con esto estamos en condiciones de construir una función  en las condi-
ciones del teorema 2.48. Para ello partimos de un sistema de representantes
{xi}i de las clases de conjugación de G formadas por p0-elementos. Sea Pi un
p-subgrupo de Sylow del centralizador CG(xi) y sea Ci = hxii.

Como los elementos de Ci conmutan con los de Pi, tenemos que Hi = CiPi

es un subgrupo de G y, como Ci \ Pi = 1 (porque el orden de Ci es primo con
el orden de Pi), concluimos que el producto Hi = Ci ⇥ Pi es directo, luego Hi

es un subgrupo p-elemental de G.
Sea �i : Ci �! Z la función de clases dada por

�i(x) =
⇢
|Ci| si x = xi,
0 si x 6= xi.

Se cumple que �i 2 D ⌦Z R(Ci), pues, al expresar �i como combinación
lineal de los caracteres de Ci, el coeficiente de cada carácter � es

(�i,�) = �(xi) = �(x�1
i ) 2 D.
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Definimos ahora  i : Hi �! Z mediante  i(x, y) = �i(x), donde x 2 Ci,
y 2 Pi. Viendo a Ci como cociente de Hi, tenemos que las funciones de clase
de Ci determinan funciones de clase de Hi, y  i es precisamente la función
determinada por �i. Es claro entonces que  i 2 D ⌦Z R(Hi) (porque  i es
combinación lineal con coeficientes en D de los caracteres de Hi determinados
por los caracteres de Ci). Por consiguiente,  G

i 2 D ⌦Z Vp.

Por la propia definición de la función inducida por una función de clases es
inmediato que  G

i toma valores enteros. Vamos a probar que

 G
i (xi) 6⌘ 0 (mód p),  G

i (xj) = 0 para j 6= i.

En efecto, si y 2 G cumple que yxjy�1 2 Hi, entonces, como se trata de un
p0-elemento, ha de ser yxjy�1 2 Ci y, para j 6= i, ha de ser yxjy�1 6= xi, luego
 i(yxjy�1) = �i(yxjy�1) = 0, y esto implica que  G

i (xj) = 0.

Por el contrario, el conjunto de los y 2 G tales que yxiy�1 = xi es precisa-
mente el centralizador CG(xi), luego

 G
i (xi) =

1
|Hi|

P
y2G

 0
i (y�1xiy) =

|CG(xi)||Ci|
|Ci||Pi|

=
|CG(xi)|

|Pi|
,

que no es divisible entre p porque Pi es un p-subgrupo de Sylow del centralizador.

Ahora es fácil ver que la función

 =
P
i
 G

i

cumple el teorema 2.48, pues, ciertamente  2 D ⌦Z Vp, toma valores enteros
y, para todo x 2 G, el teorema 2.49 nos da que  (x) ⌘  (xp0) (mód p) y, a su
vez, la p0-componente xp0 está en la clase de conjugación de un xi, luego

 (x) ⌘  (xp0) =  (xi) =  G
i (xi) 6⌘ 0 (mód p).

Esto prueba 2.48 y, por consiguiente, termina la demostración del teorema
de Brauer.

2.6 Caracteres en grupos cociente

Ya hemos visto que cada carácter de un grupo cociente G/N (y, más en
general, cada función de clases) induce un carácter (o una función de clases)
en G mediante �G(�) = �(�N). Ahora vamos a definir una correspondencia en
sentido inverso análoga a la definición de los caracteres inducidos.

Para ello observamos que la representación ⇢ : G �! Aut(C[G/N ]) dada por
⇢(�)(N⌧) = N⌧� determina en C[G/N ] una estructura natural de C[G]-módulo
que nos permite dar la definición siguiente:
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Definición 2.50 Sea ⇢ : G �! Aut(V ) una representación lineal de un grupo
finito G y sea N un subgrupo normal. Definimos la representación ⇢G/N del
grupo cociente G/N como la asociada al C[G/N ]-módulo V ⌦C[G] C[G/N ]. Si
� es el carácter de ⇢, llamaremos �G/N al carácter de ⇢G/N .

Vamos a ver cómo calcular �G/N a partir de � sin necesidad de considerar
las representaciones correspondientes.

Llamemos V N al subespacio de V fijado por los elementos de N . El hecho
de que N sea un subgrupo normal implica que V N es un C[G]-submódulo de V ,
y la representación G �! Aut(V N ) tiene a N en su núcleo, luego induce una
representación de G/N o, lo que es lo mismo, podemos considerar a V N como
C[G/N ]-módulo de forma natural.

Consideremos a aplicación lineal p : V �! V N dada por

p(v) =
1

|N |
P

n2N
vn.

Es inmediato comprobar que es un homomorfismo de C[G]-módulos, que
su imagen es ciertamente V N y que se restringe a la identidad en V N , luego,
llamando W al núcleo de p, tenemos que V = V N �W , donde W es también
un C[G]-módulo.

La proyección p induce una aplicación lineal f : V ⌦C[G] C[G/N ] �! V N

dada por f(v ⌦N�) = p(v)�, que es claramente un homomorfismo de C[G/N ]-
módulos y es, de hecho, un isomorfismo, pues admite como inversa a la aplicación
g dada por g(v) = v ⌦N1.

Aśı pues, �G/N es también el carácter de la representación de G/N inducida
por la restricción de ⇢ a V N . Vamos a usar esta representación para calcular
expĺıcitamente �G/N . Para cada � 2 G, definimos

x� =
1

|N |
P

n2N
n� 2 C[G].

Es claro entonces que, si v 2 V , se cumple que vx� = p(v)�. Por consi-
guiente, vx� = v� para todo v 2 V N , mientras que vx� = 0 si v 2 W . Esto
significa que, fijando una base de V que sea unión de una base de V N y otra de
W , vemos que la multiplicación por x� es un endomorfismo de V que tiene la
misma traza que la restricción de ⇢(�) a V N . Equivalentemente:

�G/N (N�) = Tr(x�) =
1

|N |
P

n2N
�(n�).

Para enunciar la conclusión a la que hemos llegado conviene dar primero la
definición siguiente:

Definición 2.51 Sea G un grupo finito y N un subgrupo normal. Para cada
función de clases � : G �! C, definimos la función de clases �G/N : G/N �! C
mediante

�G/N (N�) =
1

|N |
P

n2N
�(n�).
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En estos términos hemos probado lo siguiente:

Teorema 2.52 Si � es un carácter de un grupo finito G y N es un subgrupo
normal, entonces el carácter �G/N de G/N definido en 2.50 coincide con la
función de clases de la definición anterior.

O, dicho de otro modo, si � es un carácter, �G/N también lo es.

A continuación probamos una fórmula análoga a la reciprocidad de Frobenius
para caracteres inducidos:

Teorema 2.53 Sea G un grupo finito, sea N un subgrupo normal, y sean � :
G �! C,  : G/N �! C funciones de clases. Entonces

(�, G) = (�G/N , ).

Demostración: Notemos que, por claridad, hemos representado por  G la
función  vista como función de G (que usualmente representamos también por
 ). Se trata de una comprobación rutinaria:

(�G/N , ) =
1

|G : N |
P

N�2G/N

�G/N (N�) (N�)

=
1
|G|

P
N�2G/N

P
n2N

�(n�) G(n�) =
1
|G|

P
�2G

�(�) G(�) = (�, G).

2.7 Cuerpos no algebraicamente cerrados

Para terminar, vamos a ver qué podemos deducir de las representaciones de
un grupo finito G sobre un cuerpo K no algebraicamente cerrado (de carac-
teŕıstica 0) a partir de lo que sabemos sobre el caso algebraicamente cerrado.
Por simplicidad supondremos K ⇢ C, aunque seŕıa fácil razonar con cuerpos
arbitrarios.

En principio, sabemos que si una representación de G sobre K está asociada
al K[G]-módulo V , entonces VC = C⌦K V tiene una estructura natural de C[G]-
módulo que determina una representación de G sobre C que, eligiendo bases
adecuadamente, se corresponde con la misma representación matricial que la
representación de partida. En particular, el carácter de ambas representaciones
es el mismo. Conviene observar que la estructura de C[G]-módulo de VC resulta
expĺıcita a través de los isomorfismos

V ⌦K[G] C[G] ⇠= V ⌦K[G] ⌦K[G]⌦K C ⇠= V ⌦K C ⇠= C⌦K V = VC.

Es evidente que si V es reducible, entonces VC también lo es, pero en la
página 11 hemos visto un ejemplo en el que V es irreducible pero VC no lo es.
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Recordemos que una representación de G se dice realizable sobre K si está
asociada a un C[G]-módulo de la forma VC, para cierto K[G]-módulo V . Igual-
mente, diremos que un carácter � es realizable sobre K si lo es su representación
asociada.

El teorema siguiente nos permitirá relacionar el producto escalar con las
representaciones en K:

Teorema 2.54 Sean V y W dos C[G]-módulos con caracteres asociados � y  .
Entonces

(�, ) = dimC Hom(V,W ).

Demostración: Sean V = V1� · · ·�Vm, W = W1� · · ·�Wm las descom-
posiciones de V y W en C[G]-módulos irreducibles, asociadas a los caracteres
irreducibles �i y  j . Cada homomorfismo ↵ : V �! W está determinado por
las restricciones ↵i = ↵|Vi : Vi �! W , cada una de las cuales está determi-
nada por sus proyecciones ↵ij : Vi �! Wj . Rećıprocamente, cualquier familia
de homomorfismos de C[G]-módulos ↵ij determina un homomorfismo ↵. Esto
significa que

Hom(V,W ) =
L
i,j

Hom(Vi,Wj),

luego
dimC Hom(V,W ) =

P
i,j

dimC Hom(Vi,Wj)

y, por otra parte,
(�, ) =

P
i,j

(�i, j).

Esto reduce el teorema al caso en que V y W son irreducibles, en cuyo caso,
el lema de Schur 2.7 nos da que Hom(V,W ) = 0 si V 6⇠= W (o, equivalentemente,
si � 6=  ) y Hom(V,W ) ⇠= C si V ⇠= W (es decir, si � =  ). Ahora basta aplicar
las relaciones de ortogonalidad.

Con esto podemos demostrar el resultado fundamental en que nos vamos a
apoyar:

Teorema 2.55 Sea K un subcuerpo de C y sean V y W dos K[G]-módulos
irreducibles no isomorfos con caracteres � y �. Entonces (�, ) = 0.

Demostración: Supongamos que (�, ) 6= 0. El teorema anterior nos
da que Hom(VC,WC) 6= 0. Tomemos, pues, un C[G]-homomorfismo no nulo
f : VC �!WC. Fijando una K-base de C, podemos descomponer

VC =
L
↵2B

↵⌦ V, WC =
L
�2B

� ⌦W.

Tomemos x 2 VC tal que f(x) 6= 0. Podemos suponer que x = ↵⌦v0 2 ↵⌦V ,
para cierto ↵ 2 B y cierto v0 2 V . Por otra parte, existe � 2 B tal que
p�(f(x)) 6= 0, donde p� : WC �! W es la proyección en � ⌦W . Observemos
que p�(w�) = p�(w)� para todo w 2WC y todo � 2 G.
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Definimos f̄ : V �!W mediante f̄(v) = p�(f(↵⌦ v)). Es claro que f̄ es un
K[G]-homomorfismo, y es no nulo, pues f̄(v0) = p�(f(x)) 6= 0.

Aśı pues,6 Hom(V,W ) 6= 0 y, como V y W son K[G]-módulos irreducibles,
esto implica que V ⇠= W (por el argumento empleado en la demostración del
lema de Schur 2.7, pues esa parte no utiliza que K sea algebraicamente cerrado).

Aśı pues, si dos K[G]-módulos irreducibles V y W no son isomorfos, los C[G]-
módulos VC y WC, aunque pueden ser reducibles, no pueden tener componentes
irreducibles comunes. En particular no son isomorfos, luego no puede ocurrir
que dos K[G]-módulos no isomorfos se vuelvan isomorfos por una extensión
de coeficientes. Vemos también que dos K[G]-módulos irreducibles distintos
tienen caracteres distintos (los mismos que VC y WC), luego un K[G]-módulo
irreducible está determinado salvo isomorfismo por su carácter.

Enseguida veremos que estos hechos son válidos para módulos arbitrarios,
no necesariamente irreducibles. Para extraer más consecuencias del teorema
anterior conviene introducir el concepto siguiente:

Definición 2.56 Sea K un subcuerpo de C y G un grupo finito. Recordemos
(definición 2.44) que R(G) es el anillo de los caracteres virtuales de G, es decir,
el subgrupo generado por los caracteres de G en el espacio F (G) de las funciones
de clase de G. Definimos RK(G) como el subgrupo de R(G) generado por los
caracteres de G realizables sobre K.

En estos términos es inmediato el teorema siguiente:

Teorema 2.57 Si K es un subcuerpo de C y G es un grupo finito, el grupo
RK(G) es un Z-módulo libre que tiene por base a los caracteres de G irreducibles
sobre K. Más aún, esta base es ortogonal respecto al producto escalar de R(G).

Demostración: Hemos de entender que los caracteres de G irreducibles
sobre K son los caracteres de las representaciones irreducibles de G sobre K
(que no tienen por qué corresponder a C[G]-módulos irreducibles). Es claro que
RK(G) está generado por los caracteres irreducibles sobre K (pues toda repre-
sentación de G sobre K es suma de representaciones irreducibles). La última
afirmación del enunciado es precisamente el teorema anterior, y ésta implica a
su vez que los caracteres irreducibles sobre K son linealmente independientes.

Todav́ıa podemos decir más: sean �1, . . . ,�r los caracteres de G irreducibles
sobre K. Es claro que el carácter regular rG es realizable sobre K (mediante el
K[G]-módulo K[G]), luego podemos expresarlo en la forma

rG = n1�1 + · · · + nr�r,

6Más en general, podŕıamos haber usado el teorema 1.53, que nos da el isomorfismo:

Hom(VC, WC) ⇠= C⌦K Hom(V, W ).
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donde los ni son números naturales. Por otra parte, sabemos que rG se expresa
como combinación lineal de todos los caracteres irreducibles de G. De aqúı
deducimos varios hechos:

a) Un mismo carácter irreducible de G no puede aparecer en la descompo-
sición de dos caracteres distintos �i. (Esto es por el teorema anterior.)

b) Todos los ni son no nulos, es decir, que rG contiene a todos los caracteres
de G irreducibles sobre K. (De lo contrario, los caracteres en que se des-
compone �i no apareceŕıan en la descomposición de rG, por la propiedad
anterior.)

c) Todo carácter irreducible de G aparece en la descomposición de un (único)
carácter de G irreducible sobre K.

A su vez, de aqúı deducimos que dos K[G]-módulos son isomorfos si y sólo
si tienen el mismo carácter. En efecto, si no son isomorfos y sus caracteres
son � y  , en las descomposiciones de los K[G]-módulos en K[G]-submódulos
irreducibles ha de haber algún sumando con multiplicidad diferente en ambos,
lo que se traduce en que � y  se expresan como combinaciones lineales distintas
de los �i, luego � 6=  , porque los �i son una base.

En particular, si � es un carácter de G realizable sobre K, el K[G]-módulo
que lo realiza es único salvo isomorfismo.

Teorema 2.58 Si K es un subcuerpo de C, para que un carácter � de G sea
realizable sobre K es necesario y suficiente que � 2 RK(G).

Demostración: Obviamente, la condición es necesaria. Si � 2 RK(G), el
teorema anterior nos da que

� = n1�1 + · · · + nr�r,

donde los �i son caracteres de representaciones irreducibles de G sobre K y los
ni son números enteros. Basta probar que, de hecho, son números naturales,
pero esto se debe a que (�,�i) = ni(�i,�i) y, como � y �i son caracteres de G
(no necesariamente irreducibles), sucede que (�,�i), (�i,�i) � 0, luego también
ni � 0.

Definición 2.59 Si K es un subcuerpo de C y G es un grupo finito, diremos
que un K[G]-módulo irreducible V es absolutamente irreducible si VC es irredu-
cible. Llamaremos caracteres absolutamente irreducibles a los caracteres de G
realizables sobre K mediante K[G]-módulos absolutamente irreducibles.

Observemos que un carácter � de G sobre K es absolutamente irreducible si
y sólo si (�,�) = 1, y en tal caso es irreducible en cualquier extensión de K.

Teorema 2.60 Si G es un grupo finito y K es un subcuerpo de C, las afirma-
ciones siguientes son equivalentes:
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a) Todo carácter irreducible de G sobre K es absolutamente irreducible.

b) Todo carácter de G es realizable sobre K.

c) RK(G) = R(G).

Demostración: Si se cumple a) y � es un carácter irreducible de G, sabe-
mos que aparece en la descomposición de un carácter de G irreducible sobre K,
pero, como éste es absolutamente irreducible, ha de ser el propio �. Aśı pues,
todo carácter irreducible de G es realizable sobre K, y lo mismo vale para los
demás caracteres.

El teorema anterior nos da que b) ) c).

Si se cumple c), entonces RK(G) y R(G) tienen el mismo rango sobre Z,
luego hay el mismo número de caracteres irreducibles de G sobre K que sobre
C, lo cual sólo es posible si todos los caracteres irreducibles de G sobre K son
también irreducibles sobre C.

Definición 2.61 Se dice que un cuerpo K ⇢ C es un cuerpo de escisión de un
grupo finito G si cumple las condiciones del teorema anterior.

Ahora es fácil ver que todos los resultados que conocemos para represen-
taciones sobre C son válidos para representaciones sobre cualquier cuerpo de
escisión7 de G.

Terminamos probando que un cuerpo de escisión puede ser relativamente
pequeño:

Teorema 2.62 Sea G un grupo finito, sea m el exponente de G, es decir, el
mı́nimo común múltiplo de los órdenes de los elementos de G y sea K ⇢ C
un cuerpo que contenga a las ráıces m-simas de la unidad. Entonces K es un
cuerpo de escisión para G.

Demostración: Basta probar que todo carácter � de G está en RK(G).
Por el teorema de Brauer, basta probar a su vez que  G 2 RK(G), donde  es
un carácter de grado 1 de un subgrupo H de G. Ahora bien, como los elementos
de H tienen órdenes divisores de m y  : H �! C⇤ es un homomorfismo, es
claro que  2 RK(H). Si V es un K[H]-módulo asociado a  , entonces su
C[H]-módulo asociado es V ⌦K[H] C[H], luego el C[G]-módulo asociado a  G es

V ⌦K[H] C[H]⌦C[H] C[G] ⇠= V ⌦K[H] C[G] ⇠= (V ⌦K[H] K[G])⌦K[G] C[G]

luego  G 2 RK(G).

7Más aún, es fácil ver que son válidos para cualquier cuerpo de escisión de G definido en un
contexto más general, a saber, como un cuerpo de caracteŕıstica 0 tal que las representaciones
irreducibles de G sobre K se conservan irreducibles sobre la clausura algebraica de K.





Caṕıtulo III

La teoŕıa general

3.1 Anillos y módulos semisimples

El resultado fundamental de la teoŕıa de representaciones ordinarias es que
toda representación (sobre un cuerpo de caracteŕıstica 0) se descompone en
suma directa de representaciones irreducibles. De hecho, esto es consecuencia
del teorema 1.12, que sólo requiere que la caracteŕıstica del cuerpo no divida al
orden del grupo. Vamos a introducir el marco algebraico adecuado para estudiar
este hecho:

Definición 3.1 Si A es un anillo, un A-módulo M se dice semisimple si se des-
compone en suma directa de submódulos simples. Se dice que A es semisimple
(por la izquierda o por la derecha) si lo es como A-módulo.

NOTA: En lo sucesivo, por simplicidad, sobrentenderemos que los módulos e
ideales que consideremos lo serán por la derecha, si bien es fácil ver que todos
los resultados serán válidos para módulos e ideales por la izquierda modificando
las pruebas de forma obvia.

En primer lugar observamos que los anillos semisimples cumplen condiciones
de finitud que no aparecen expĺıcitamente en la definición:

Teorema 3.2 Sea A un anillo semisimple. Entonces

a) A es suma directa de un número finito de ideales simples.

b) A tiene longitud finita.

Demostración: En principio, A es suma directa de (tal vez infinitos) idea-
les simples. Ahora bien, 1 2 A ha de expresarse como suma de un número finito
de elementos, cada uno en uno de dichos ideales. Pongamos que 1 = a1+· · ·+ar,
con ai 2 Ii. Entonces, todo a 2 A se expresa como a = 1a = a1a + · · ·+ ara, lo
que prueba que A = I1 � · · ·� Ir. Esto prueba a).

73
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Como Ii tiene obviamente longitud finita l(Ii) = 1, vemos que A también
tiene longitud finta l(A) = r. Esto prueba b).

Por el contrario un módulo semisimple podŕıa ser suma directa de infinitos
submódulos simples. En el teorema siguiente imponemos condiciones de finitud
por simplicidad, pero podŕıa demostrarse igualmente sin ellas, utilizando enton-
ces el lema de Zorn. No obstante, lo cierto es que todos los anillos que vamos a
considerar serán de longitud finita y todos los módulos finitamente generados.

Teorema 3.3 Sea A un anillo de longitud finita y M un A-módulo finitamente
generado. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) M es semisimple.

b) Todo submódulo N ⇢ M está complementado en M , es decir, existe otro
submódulo R tal que M = N �R.

c) M es suma de un número finito de submódulos simples.

Demostración: a) ) b) Pongamos que M = M1 � · · ·�Mn, donde cada
Mi es simple. (Notemos que la suma ha de ser finita porque M tiene longitud
finita. De hecho, los módulos Mi son necesariamente los factores de composición
de M .) Como Mi no tiene submódulos propios, la intersección N \Mi ha de
ser igual a 0 o a Mi, es decir, o bien Mi ⇢ N o bien Mi \N = 0.

Si Mi ⇢ N para todo i, entonces N = M y basta tomar R = 0. En caso
contrario, podemos suponer que M1\N = 0. Reordenando los ı́ndices, podemos
suponer que

(M1 � · · ·�Mr) \N = 0

y que esto deja de ser cierto si añadimos cualquier otro sumando directo Mi

con i > r. Vamos a probar que M = N � (M1 � · · · � Mr). Es claro que
la suma es directa. Basta probar que la suma contiene a todos los Mj con
j > r. Reordenando los ı́ndices, basta ver que la suma contiene a Mr+1. En
caso contrario tendŕıamos que Mr+1 \ (N � (M1 � · · · �Mr)) = 0, pero esto
implica que (M1 � · · ·�Mr+1) \N = 0, contradicción.

b) ) c) Como M tiene longitud finita, contiene un submódulo simple M1

(el primer término no nulo de una serie de composición). Por b) tenemos que
M = M1�R1, para cierto submódulo R1. Si R1 = 0 o es simple, ya tenemos c);
en caso contrario, R1 contiene un submódulo simple M2, y es claro que la suma
M1�M2 es directa. De nuevo por b), podemos descomponer M = M1�M2�R2

y, tras un número finito de pasos, hemos de llegar a una descomposición de M
en suma (directa) de submódulos simples, ya que, si la longitud de M es n, no
es posible que M tenga más de n sumandos directos no nulos.

c) ) a) Supongamos que M = M1 + · · · + Mn donde cada Mi es simple.
Reordenando los ı́ndices, podemos suponer que la suma M1� · · ·�Mr es directa
y que esto es falso si añadimos cualquier otro sumando Mi con i > r. Vamos
a probar que M = M1 � · · · �Mr. Para ello basta ver que esta suma directa
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contiene a todos los Mi y, reordenando los ı́ndices, basta ver que contiene a
Mr+1. Como éste es simple, tenemos que

(M1 � · · ·�Mr) \Mr+1

ha de ser 0 o Mr+1. El primer caso no puede ser, porque entonces la suma
M1 � · · · �Mr+1 seŕıa directa, y el segundo caso equivale a la inclusión que
queŕıamos probar: Mr+1 ⇢M1 � · · ·�Mr.

Tal y como hemos observado tras el teorema 1.47, si K es un cuerpo cual-
quiera y G es un grupo finito, la K-álgebra K[G] tiene longitud finita, al igual
que todos los K[G]-módulos finitamente generados (precisamente por 1.47). El
teorema 1.12 implica entonces que, si carK - |G|, entonces todos los K[G]-
módulos finitamente generados son semisimples. En realidad, el teorema si-
guiente muestra que esto es tanto como afirmar que K[G] es semisimple:

Teorema 3.4 Si A es un anillo semisimple, todo A-módulo finitamente gene-
rado1 es semisimple.

Demostración: Por hipótesis, A = I1� · · ·� In, donde cada Ii es un ideal
derecho simple. Si M = hm1, . . . ,mni es un A-módulo finitamente generado,
cada miIj es un submódulo de M , y es claro que M es la suma de todos ellos.
Por el teorema anterior, basta ver que son submódulos simples.

Podemos suponer que miIj 6= 0, ya que en caso contrario podemos eliminar
este módulo y M sigue siendo igual a la suma de los restantes. Consideramos
el homomorfismo f : Ij �! miIj dado por f(a) = mia. Obviamente es supra-
yectivo y, como Ij es simple, su núcleo ha de ser trivial. Aśı pues, miIj

⇠= Ij es
simple.

Tal y como hemos observado antes del teorema anterior, tenemos el teorema
siguiente, que es el pilar sobre el que descansa la teoŕıa de representaciones
ordinarias:

Teorema 3.5 (Maschke) Si G es un grupo finito y K es un cuerpo tal que
carK - |G|, entonces la K-álgebra K[G] es semisimple.

(En principio, el teorema 1.12 prueba que K[G] es semisimple por la derecha,
pero igualmente se prueba que lo es por la izquierda.) En 3.26 probaremos el
rećıproco.

Aśı pues, todo cuanto digamos sobre anillos semisimples en general se apli-
cará en particular a las álgebras K[G] (bajo la hipótesis sobre la caracteŕıstica
del cuerpo).

Como primer paso en el estudio de la estructura de los anillos y módulos
semisimples, vamos a probar una versión abstracta del teorema 2.19. Para ello
probamos primero un hecho elemental:

1Si hubiéramos demostrado el teorema 3.3 sin las hipótesis de finitud, ahora podŕıamos
concluir que todo módulo sobre un anillo semisimple es semisimple.
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Teorema 3.6 Si A es un anillo semisimple, I es un ideal simple y V es un
A-módulo simple, entonces I ⇠= V o bien V I = 0.

Demostración: Es claro que V I es un submódulo de V , luego ha de ser
V I = 0 o bien V I = V . En el segundo caso, tomamos un v 2 V tal que vI 6= 0
(recordemos que un módulo simple es no nulo por definición). Entonces vI es
un submódulo no nulo, luego vI = V . Por último, el homomorfismo I �! V
dado por a 7! va es suprayectivo y, como I es simple, su núcleo ha de ser trivial,
luego I ⇠= V .

Teorema 3.7 Sea A un anillo semisimple. Entonces:

a) Existe un número finito de ideales simples I1, . . . , Ih que no son isomorfos
dos a dos (como A-módulos) y todo A-módulo simple (en particular, todo
ideal simple) es isomorfo a uno de ellos.

b) Si Ai es la suma de todos los ideales simples de A isomorfos a Ii, entonces
Ai es un ideal bilátero de A, aśı como un anillo semisimple (unitario),
cuyos ideales simples son todos isomorfos a Ii como Ai-módulos.

c) A = A1 � · · ·�Ah.

d) Si ei es la unidad de Ai, se cumple que e1 + · · · + eh = 1, Ai = eiA, y
AiAj = 0 para i 6= j.

Demostración: a) Todo A-módulo simple (en particular, todo ideal simple
de A) es isomorfo a un factor de composición de A, luego sólo puede haber un
número finito I1, . . . , Ih de ideales simples no isomorfos entre śı.

b) El teorema anterior implica que si i 6= j, entonces AiAj = 0. Como A es
suma directa de ideales simples (por ser semisimple), tenemos que A =

P
Ai.

Por consiguiente, AAi ⇢ AiAi ⇢ Ai, lo que prueba que, además de ser un ideal
derecho, Ai también es un ideal izquierdo.

Por otra parte, podemos descomponer 1 = e1 + · · · + eh, con ei 2 Ai. Para
todo x 2 Ai, se cumple que

eix = (e1 + · · · + eh)x = 1x = x,

e igualmente xei = x. Esto prueba que cada Ai es un anillo unitario con
unidad ei. (Notemos que, en particular, no puede ser ei = 0, ya que entonces
seŕıa Ai = 0.) El teorema 3.3 nos da que Ai es semisimple, pues es suma
de ideales simples, suma que podemos tomar finita porque Ai es noetheriano.
Notemos además que los ideales simples de A contenidos en Ai coinciden con
los ideales simples de Ai. Esto nos da también que todos los ideales simples de
Ai son isomorfos entre śı.

c) Basta observar que si 0 = x1 + · · · + xh con xi 2 Ai, entonces

0 = 0ei = x1ei + · · · + xhei = xiei = xi(e1 + · · · + eh) = xi1 = xi.

Lo que falta de d) ya es evidente.

Ahora probamos un resultado análogo para módulos:
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Teorema 3.8 Con la notación del teorema anterior, si V es un A-módulo se-
misimple, entonces V = V A1� · · ·�V Ah = V e1� · · ·�V eh, y V Ai es la suma
de todos los submódulos de V isomorfos a Ii.

Demostración: Llamemos Vi a la suma de todos los submódulos de V
isomorfos a Ii. Si W es cualquier submódulo simple de V , entonces WA = W ,
luego W ha de ser isomorfo a algún Ii, pues de lo contrario seŕıa WAi = 0 (por
el teorema 3.6) y también WA = 0.

Como V es semisimple, concluimos que V = V1 + · · ·+Vh. Además, como Vi

es suma de submódulos isomorfos a Ii, tenemos que Viej = 0 si i 6= j, mientras
que Viei = Vi (pues viei = vi(e1+· · ·+eh) = vi). Por lo tanto, Vi = Viei = ViAi.
Sólo falta probar que la suma es directa, pero si v1 + · · · + vh = 0, con vi 2 Vi,
entonces

0 = 0ei = v1ei + · · · + vhei = viei = vi(e1 + · · · + eh) = vi.

El siguiente paso para determinar la estructura de los anillos semisimples
es estudiar los anillos Ai, que son anillos semisimples con una única clase de
isomorf́ıa de módulos simples.

Teorema 3.9 Sea A un anillo semisimple con una única clase de isomorf́ıa de
ideales simples. Entonces:

a) Los únicos ideales biláteros de A son 0 y A.

b) Si I es un ideal simple de A, entonces AI = A.

c) Si I, J son dos ideales simples, existe un a 2 A tal que aI = J .

Demostración: Veamos primero la propiedad c). Como A es semisimple,
existe un ideal I 0 tal que A = I�I 0. Sea ⇡ : A �! I la proyección. Por hipótesis
existe un isomorfismo f : I �! J . Entonces, para cada x 2 I, se cumple que
f(x) = f(⇡(x)) = f(⇡(1x)) = f(⇡(1))x = ax, luego J = aI.

Esto prueba que todo J está en AI, lo cual, aplicado a los sumandos de una
descomposición de A en suma de ideales simples, nos da que AI = A.

Un ideal bilátero L es en particular un A-módulo, luego, si es no nulo, se
descompone en suma de ideales simples. En particular, existe un ideal simple
I ⇢ L, pero por c) contiene a todos los demás, luego L = A.

Definición 3.10 Si A es un anillo y M es un A-módulo, definimos el anulador
de M como el ideal

An(M) = {a 2 A | Ma = 0}.
Un A-módulo M es fiel si An(M) = 0.

Ejercicio: Si M es un A-módulo e I es un ideal tal que I ⇢ An(M), entonces M es
un A/I-módulo con el producto definido de forma natural.
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Teorema 3.11 Sea A un anillo semisimple con una única clase de isomorf́ıa
de ideales simples. Si V es un A-módulo simple, entonces V es fiel y, para todo
ideal simple I de A, se cumple que V I = V .

Demostración: Por el teorema anterior,

V I = (V A)I = V (AI) = V A = V.

Si a 2 An(V ), entonces V a = 0, luego V AaA = V aA = 0A = 0. Por
consiguiente, no puede ser AaA = A y, puesto que AaA es un ideal bilátero, ha
de ser AaA = 0, lo que implica que a = 0.

Veremos que la existencia de módulos simples y fieles tiene consecuencias
importantes sobre la estructura del anillo. Para ello necesitamos estudiar los
módulos simples. Empezamos por la versión abstracta del lema de Schur (compá-
rese con 2.7):

Teorema 3.12 (Lema de Schur) Sea A un anillo y sean V , W dos A-módu-
los simples. Entonces HomA(V,W ) es nulo si V 6⇠= W y es un anillo de división
si V = W .

Demostración: Es trivial: si f : V �! W es un homomorfismo de A-
módulos no nulo, entonces su núcleo ha de ser nulo porque V es simple, y su
imagen ha de ser todo W porque W es simple, luego f es un isomorfismo, luego
si V = W tiene inverso en el anillo de endomorfismos.

De este modo, si V es un A-módulo simple, el anillo D = EndA(V ) de
los endomorfismos de V como A-módulo es un anillo de división. Ahora bien,
podemos considerar a V como D-espacio vectorial con el producto vf = f(v),
lo cual nos permite considerar el anillo EndD(V ) de los endomorfismos de V
como D-espacio vectorial. Ahora probamos un resultado fundamental:

Teorema 3.13 (Teorema de densidad de Jacobson) Sea A un anillo, sea
V un A-módulo simple y sea D = EndA(V ) el anillo de endomorfismos de
V . Entonces, dados f 2 EndD(V ) y c1, . . . , cn 2 V , existe un a 2 A tal que
f(ci) = cia para todo i.

Demostración: Sea V n la suma directa de n copias de V , que es un A-
módulo semisimple. Definimos fn : V n �! V n como el endomorfismo dado por
fn(v1, . . . , vn) = (f(v1), . . . , f(vn)). Llamemos EndA(V n).

Observemos que cada � 2 EndA(V n) está completamente determinado por
sus restricciones �i : V �! V n a cada sumando de V n, las cuales a su vez están
determinadas por sus composiciones con las proyecciones, que son endomorfis-
mos �ij 2 D, de modo que

�(v1, . . . , vn) =
⇣P

i
�ij(vi)

⌘
j
.

Como f 2 EndD(V ), se cumple que

f(�ij(vi)) = f(vi�ij) = f(vi)�ij = �ij(f(vi)),
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de donde se sigue que fn(�(v)) = �(fn(v)) para todo � 2 EndA(V n) y todo
v 2 V n.

Sea c = (ci) 2 V n. Como V n es un A-módulo semisimple, podemos des-
componerlo en la forma V n = hci � W , para cierto A-submódulo W . Sea
⇡ : V n �! cA la proyección en el primer sumando. Aśı, ⇡ 2 EndA(V n). Por
consiguiente,

fn(c) = fn(⇡(c)) = ⇡(fn(c)) 2 cA,

luego existe un a 2 A tal que fn(c) = ca. Expĺıcitamente, esto significa que
f(ci) = cia.

Como consecuencia:

Teorema 3.14 Sea A un anillo y V un A-módulo simple y fiel y consideremos
el anillo de división D = EndA(V ). Si V es un D-espacio vectorial de dimensión
finita, entonces tenemos un isomorfismo de anillos A ⇠= EndD(V ).

Demostración: Sea v1, . . . , vn una D-base de V . Por el teorema anterior,
si f 2 EndD(V ), existe un a 2 A tal que f(vi) = via para todo i. Esto
implica que f(v) = va para todo v 2 V , luego el homomorfismo de anillos
� : A �! EndD(V ) dado por �(a)(v) = va es un epimorfismo. Si a está en su
núcleo, entonces va = 0 para todo v 2 V , luego a 2 An(V ) = 0. Aśı pues, � es
un isomorfismo.

Ahora podemos enlazar con el teorema 3.11:

Teorema 3.15 Sea A un anillo semisimple con una única clase de isomorf́ıa
de ideales, sea V un A-módulo simple y sea D = EndA(V ). Entonces se cumple
que A ⇠= EndD(V ).

Demostración: El teorema 3.11 nos da que V es fiel. Por el teorema ante-
rior, sólo hemos de probar que V es un D-espacio vectorial de dimensión finita.
En caso contrario, sean {vn}n�0 elementos de V linealmente independientes
sobre D. Basta considerar los ideales

It = {a 2 A | v0a = v1a = · · · = vta = 0}.

Podemos tomar f 2 EndD(V ) que cumpla f(v1) = · · · = f(vt) = 0 y
f(vt+1) = 1, y el teorema 3.13 nos da entonces un a 2 It\It+1. Por consiguiente,
tenemos una cadena de ideales

· · ·  I3  I2  I1  I0 ⇢ A,

pero esto es imposible, ya que A es semisimple, luego tiene longitud finita y, en
particular, es artiniano.

Observemos que V ⇠= Dn (como espacio vectorial por la derecha), por lo que
A ⇠= EndD(V ) ⇠= EndD(Dn). Ahora necesitamos reparar en cierta sutileza sobre
la correspondencia entre endomorfismos de un espacio vectorial y sus matrices
en una base prefijada.
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Si consideráramos a Dn como espacio vectorial por la izquierda (que no es
nuestro caso), la matriz asociada a un endomorfismo f 2 EndD(Dn) respecto
de la base canónica es la matriz M(f) que cumple f(v) = vM(f), para todo
v 2 Dn, de modo que M(fg) = M(f)M(g), por lo que la aplicación f 7!M(f)
es un isomorfismo EndD(Dn) ⇠= Matn(D).

Sin embargo, si consideramos a Dn como espacio vectorial por la derecha,
las aplicaciones v 7! vA no son lineales (pues los escalares no pueden “salir” por
la derecha), por lo que la matriz de un endomorfismo f ha de definirse como la
que cumple f(v)t = M(f)vt, pero ahora sucede que M(fg) = M(g)M(f), por
lo que la aplicación f 7!M(f) ya no es un homomorfismo de anillos.2

Para conseguir un isomorfismo en este caso observamos que, en general, si D
es cualquier anillo, podemos definir el anillo opuesto Dop como el anillo sobre el
mismo conjunto D con la misma suma, pero con el producto dado por a ·b = ba.
Es fácil ver que si D es un anillo de división, entonces Dop también lo es y,
dadas dos matrices P , Q 2Matn(D), tenemos que

PQ =
�P

k
pikqkj

�
=

�P
k

qt
jk · pt

ki

�
= (Qt · P t)t,

donde el producto Qt · P t es el del anillo Matn(Dop). De este modo,

M(fg)t = (M(g)M(f))t = M(f)t · M(g)t,

por lo que la aplicación f 7!M(f)t determina un isomorfismo

EndD(Dn) ⇠= Matn(Dop).

Teniendo esto en cuenta, el teorema siguiente es ya inmediato:

Teorema 3.16 (Wedderburn) Sea A un anillo semisimple.

a) Podemos descomponer A = A1 � · · ·�An, donde los Ai son anillos (uni-
tarios) tales que AiAj = 0 cuando i 6= j.

b) Ai
⇠= Matni(D

op
i ), donde Di es el anillo de división Di = EndA(Vi), para

cierto A-módulo simple Vi y ni = dimDi(Vi).

c) Todo A-módulo simple es isomorfo a un único Vi.

d) Se cumple que VjAi = 0 si i 6= j, mientras que ViAi = Vi.

Notemos que, en virtud del teorema 3.15 y las observaciones posteriores, los
isomorfismos Ai

⇠= Matni(D
op
i ) son equivalentes a Ai

⇠= EndDi(Vi) y, como se
ve en la prueba de 3.14, el isomorfismo es el que a cada a 2 Ai le asigna la

2Para que lo fuera, tendŕıamos que definir el producto en EndD(Dn) como (fg)(v) =
f(g(v)), pero, si definiéramos aśı la composición de aplicaciones, a la hora de considerar
representaciones de grupos tendŕıamos que tratar con módulos por la izquierda, y volveŕıamos
a tener el mismo problema.
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multiplicación por a en Vi. Por consiguiente, la descomposición de A puede
expresarse como un isomorfismo

⇢ : A �!
nL

i=1
EndDi(Vi),

donde la proyección i-ésima ⇢i(a) es la multiplicación por a en Vi.

Como complemento al teorema de Wedderburn, vamos a probar el rećıproco,
es decir, que todo anillo cuya estructura sea la descrita por el teorema anterior
es semisimple.

Teorema 3.17 Si D es un anillo de división, el anillo A = Matn(D) es semi-
simple, y todos los A-módulos simples son isomorfos a V = Dn con el producto
usual de vector ⇥ matriz. Además, A ⇠= EndDop(V ) y Dop ⇠= EndA(V ).

Demostración: Es claro que si v 2 V es no nulo, se cumple que vA = V ,
luego V es un A-módulo simple. Fijemos una base v1, . . . , vn de V y definamos
� : A �! V n mediante �(M) = (v1M, . . . , vnM). Es claro que � es un isomor-
fismo de A-módulos, luego A se descompone como suma directa de n ideales
simples isomorfos a V . Esto prueba que A es semisimple y que tiene una única
clase de isomorf́ıa de A-módulos simples.

Observemos ahora que, para cada d 2 D, podemos definir �d 2 EndA(V )
mediante �d(v) = dv y, claramente, la aplicación d 7! �d determina un mono-
morfismo de anillos Dop �! EndA(V ). Vamos a ver que es suprayectivo.

Para ello tomamos � 2 EndA(V ) y v0 2 V no nulo. Sea V = Dv0�W donde
W es un D-espacio vectorial por la izquierda. Sea ⇡ : V �! Dv0 la proyección.
Se trata de una aplicación lineal que puede calcularse con una matriz M 2 A,
es decir, ⇡(v) = vM , para todo v 2 V . Por consiguiente,

�(v0) = �(⇡(v0)) = �(v0M) = �(v0)M = ⇡(�(v0)) 2 Dv0,

luego existe un d 2 D tal que �(v0) = dv0. En principio, d depende de v0, pero,
para cualquier otro v 2 V , existe una matriz M 2 A tal que v = v0M , luego

�(v) = �(v0M) = �(v0)M = dv0M = dv = �d(v).

Aśı pues, � = �d y, por lo tanto, Dop ⇠= EndA(V ). El teorema 3.15 implica
entonces que A ⇠= EndDop(V ).

Incidentalmente hemos demostrado que los anillos de matrices están deter-
minados por su estructura de anillo:

Teorema 3.18 Si D y E son anillos de división tales que Matm(D) ⇠= Matn(E),
entonces m = n y D ⇠= E.

Demostración: Llamemos A = Matm(D) y sea V un A-módulo simple.
El teorema anterior nos da que Dop ⇠= EndA(V ) ⇠= Eop, luego D ⇠= E. Además,
m = dimD V = n.

Otra consecuencia destacable es la siguiente:
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Teorema 3.19 Todo anillo semisimple por la derecha lo es también por la iz-
quierda, y viceversa.

Demostración: Hemos probado que los anillos de matrices sobre un anillo
de división son semisimples por la derecha, pero, cambiando sistemáticamente
izquierda por derecha en el argumento, se prueba que también son semisimples
por la izquierda.

Por otra parte, todo anillo semisimple por la derecha es suma directa de
anillos de matrices sobre anillos de división, que son semisimples por la izquierda,
luego el anillo de partida también lo es.

3.2 El radical de Jacobson

En esta sección determinaremos la “distancia” que hay de un anillo arbitrario
a un anillo semisimple. La clave es el concepto de radical de Jacobson:

Definición 3.20 Sea A un anillo. El radical de Jacobson de A, denotado por
J(A), es la intersección de todos los ideales derechos maximales3 de A.

El teorema siguiente prueba, entre otras cosas, que J(A) es también la in-
tersección de los ideales izquierdos maximales:

Teorema 3.21 Si A es un anillo y x 2 A, las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

a) x 2 J(A).

b) x pertenece a todo ideal maximal derecho de A.

c) 1� xa tiene inverso por la derecha, para todo a 2 A.

d) x está en el anulador de todos los A-módulos simples por la derecha.

Las afirmaciones anteriores son válidas también cambiando “derecha” por
“izquierda”. En particular, J(A) es un ideal bilátero de A.

Demostración: a) , b) es la definición de J(A).

b) ) c) si 1� xa no tiene inverso por la derecha, entonces 1� xa genera un
ideal derecho distinto de A, luego está contenido en un ideal maximal derecho
I. Por hipótesis x 2 I, pero entonces xa 2 I y 1 2 I, contradicción.

c) ) d) Sea M un A-módulo simple por la derecha tal que x /2 An(M).
Entonces existe m 2 M tal que mx 6= 0. Como M es simple, M = hmxi. En
particular, existe un a 2 A tal que mxa = m, luego m(1�xa) = 0. Como 1�xa
tiene inverso por la derecha, m = 0, luego mx = 0, contradicción.

3Notemos que el lema de Zorn garantiza la existencia de ideales derechos maximales en
cualquier anillo unitario, no necesariamente conmutativo.
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d)) b) Si I es un ideal maximal derecho de A, entonces A/I es un A-módulo
simple con anulador I, luego x 2 I por hipótesis.

Nos falta probar que todo lo dicho es válido también por la izquierda. Para
ello observamos en primer lugar que la propiedad d) afirma que J(A) es la
intersección de los anuladores de todos los A-módulos simples por la derecha.
Ahora bien, es inmediato que, si M es un A-módulo derecho, entonces An(M)
es un ideal bilátero, luego J(A) es intersección de ideales biláteros de A y, por
consiguiente, es un ideal bilátero.

Ahora probamos que x 2 J(A) es también equivalente a:

e) 1� axb es una unidad, para todo a, b 2 A.

Obviamente, e) ) c).

Si x 2 J(A), entonces axb 2 J(A), luego para probar e) basta ver que si
x 2 J(A) entonces 1 � x es una unidad de A, es decir, que tiene inverso tanto
por la derecha como por la izquierda. Por c) sabemos que tiene inverso u por
la derecha, de modo que (1� x)u = 1, o también, u = 1 + xu.

Como x 2 J(A), la propiedad c) nos da que u = 1 + xu tiene inverso por la
derecha, es decir, que existe v 2 A tal que uv = 1. Aśı

1� x = (1� x)1 = (1� x)uv = v,

luego u(1 � x) = uv = 1, de modo que u es el inverso de 1 � x tanto por la
derecha como por la izquierda.

Ahora basta observar que la condición e) no hace distinción alguna entre
izquierda y derecha, por lo que si definimos Ji(A) como la intersección de los
ideales maximales izquierdos de A, podemos demostrar todas las equivalencias
a)) b)) c)) d)) e) cambiando “derecha” por “izquierda” en todo momento
(y J(A) por Ji(A)), pero como e) permanece inalterada, concluimos que las diez
afirmaciones —o nueve, si no contamos dos veces a e)— son equivalentes entre
śı y, en particular, que J(A) = Ji(A).

A partir de aqúı razonaremos con ideales y módulos por la derecha, pero
todo lo dicho será válido igualmente por la izquierda.

Para anillos de longitud finita tenemos otra caracterización de J(A). Un
ideal I de un anillo es nilpotente si existe un n � 1 tal que In = 0.

Teorema 3.22 Si A es un anillo de longitud finita, entonces J(A) es el máximo
ideal nilpotente de A.

Demostración: Consideremos una serie de composición de A:

0 = I0 ⇢ I1 ⇢ · · · ⇢ In = A.

Como los factores Ii/Ii�1 son simples, tenemos que (Ii/Ii�1)J(A) = 0 o, lo
que es lo mismo, IiJ(A) ⇢ Ii�1. Por consiguiente,

J(A)n = InJ(A)n ⇢ In�1J(A)n�1 ⇢ · · · ⇢ I1J(A) ⇢ I0 = 0,
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luego J(A)n = 0. Esto prueba que J(A) es nilpotente. Ahora tomemos un ideal
nilpotente arbitrario I y veamos que I ⇢ J(A).

Si x 2 I y a 2 A, hemos de ver que 1� xa tiene inverso por la derecha. De
hecho, como xa 2 I, basta ver que 1�x tiene inverso por la derecha. Si In = 0,
también xn = 0, luego

(1� x)(1 + x + · · · + xn�1) = 1� xn = 1.

Aśı pues, x 2 J(A).

De este modo, en un anillo A que sea de longitud finita por la izquierda y
por la derecha, el radical J(A) contiene a todos los ideales (izquierdos, derechos
y biláteros) nilpotentes, aunque esto no significa necesariamente que contenga
a todos los elementos nilpotentes del anillo. Para que un elemento nilpotente
esté en J(A) ha de generar un ideal nilpotente. Esto sucede, por ejemplo, si
a 2 Z(A).

Veamos finalmente la conexión con los anillos semisimples:

Teorema 3.23 Un anillo A es semisimple si y sólo si es artiniano y J(A) = 0.

Demostración: Sabemos que si A es semisimple entonces tiene longitud
finita, luego es artiniano. Además, A se descompone como suma directa de
ideales simples, y J(A) anula a todos ellos, luego AJ(A) = 0, luego J(A) = 0.

Supongamos ahora que A es artiniano y cumple J(A) = 0. Sea M1 un ideal
maximal de A. Si M1 6= 0, entonces existe al menos otro ideal maximal M2 (pues
J(A) es la intersección de todos ellos y es nulo), y ha de ser M1 \M2  M1.
Si la intersección es no nula, ha de haber un tercer ideal maximal M3 tal que
M1 \M2 \M3  M1 \M2, pues de lo contrario seŕıa J(A) = M1 \M2 6= 0.

Como A es artiniano, esta cadena de ideales no se puede prolongar indefini-
damente, luego podemos encontrar n ideales maximales tales que

nT
i=1

Mi = 0.

Sea Ii =
T
j 6=i

Mj . Aśı, Ii es un ideal tal que Ii \Mi = 0. En particular,

Ii 6⇢ Mi, luego A = Ii �Mi, luego Ii
⇠= A/Mi es un A-módulo simple. Basta

probar que A = I1 � · · ·� Im.
Todo a 2 A, se expresa de forma única como a = ui + mi, con ui 2 Ii,

mi 2Mi. Entonces

a� (u1 + · · · + un) = (a� ui)�
P
j 6=i

uj 2Mi,

pues uj 2 Ij ⇢Mi. Por consiguiente,

a� (u1 + · · · + un) 2
nT

i=1
Mi = 0.
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Esto prueba que A = I1 + · · · + In. Por último, si

u1 + · · · + un = 0,

con ui 2 Ii, entonces
ui = �

P
j 6=i

uj 2 Ii \Mi = 0,

luego la suma es directa.

Como consecuencia:

Teorema 3.24 Si A es un anillo artiniano, entonces A/J(A) es semisimple.

Demostración: Sabemos que A/J(A) es artiniano. Teniendo en cuenta el
teorema anterior, basta observar que J(A/J(A)) = 0, por ejemplo, porque los
ideales maximales de A/J(A) son los de la forma I/J(A), donde I es un ideal
maximal de A, luego la intersección de todos ellos es J(A)/J(A) = 0.

Observemos también que si A es un anillo artiniano y V es un A-módulo sim-
ple, entonces J(A) anula a V , luego V tiene una estructura natural de A/J(A)-
módulo simple.

Teorema 3.25 Si A es un anillo artiniano y M es un A-módulo finitamente
generado, entonces M es semisimple si y sólo si J(A) ⇢ An(M).

Demostración: Si M es semisimple, entonces se descompone como suma
directa de A-módulos simples, y J(A) los anula a todos, luego también a M .
Rećıprocamente, si J(A) anula a M , entonces éste admite una estructura natural
de A/J(A)-módulo finitamente generado, y A/J(A) es semisimple, luego M es
un A/J(A)-módulo semisimple, y esto implica claramente que es un A-módulo
semisimple.

Esto implica a su vez que si M es un A-módulo finitamente generado (donde
A es artiniano), entonces MJ(A) es el menor submódulo de M cuyo cociente es
semisimple. En efecto, M/MJ(A) es semisimple porque (M/MJ(A))J(A) = 0,
y si M/N es semisimple entonces (M/N)J(A) = 0, luego MJ(A) ⇢ N .

En particular, puesto que AJ(A) = J(A), tenemos que J(A) es el menor ideal
derecho (o izquierdo) cuyo cociente es un A-módulo semisimple, y también el
menor ideal bilátero cuyo cociente es un anillo semisimple.

Como primera aplicación podemos demostrar el rećıproco del teorema de
Maschke:

Teorema 3.26 Si G es un grupo finito y k es un cuerpo tal que car k | |G|,
entonces k[G] no es semisimple.

Demostración: Sea u =
P
�2G

� 2 k[G]. Observamos que

u2 =
P
�2G

�
P
⌧2G

⌧ =
P
�2G

P
⌧2G

�⌧ =
P
�2G

P
⌧2G

⌧ = |G|u = 0.
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Por otra parte, u 2 Z(k[G]) y u 6= 0, luego el ideal I = u(k[G]) cumple
I2 = 0, I 6= 0, luego 0  I ⇢ J(k[G]), luego J(k[G]) 6= 0 y k[G] no es semisimple.

Vamos a calcular expĺıcitamente el radical de Jacobson de un álgebra k[G]
cuando G es un p-grupo y car k | |G|. Para ello conviene observar primero unos
hechos válidos en general:

Definición 3.27 Sea G un grupo finito y k un cuerpo, definimos T : k[G] �! k
como la aplicación lineal determinada por que T (�) = 1 para todo � 2 G o,
equivalentemente,

T
� P
�2G

a��
�

=
P
�2G

a�.

Claramente, T (�x) = T (x�) = T (x), para todo x 2 k[G] y todo � 2 G.
Esto implica que el núcleo de T es un ideal bilátero M(G) ⇢ k[G], claramente
maximal, pues k[G]/M(G) ⇠= k. Es fácil ver que M(G) = h� � 1 | � 2 Gik.

Por otra parte, podemos definir el ideal bilátero I(G) =
⌦ P
�2G

�
↵

k
, y se

comprueba inmediatamente que si car k - |G|, entonces

k[G] = M(G)� I(G).

Por otra parte:

Ejemplo Si G es un p-grupo y k es un cuerpo de caracteŕıstica p, entonces

J(k[G]) = M(G).

En efecto, en estas condiciones M(G) es el único ideal maximal derecho de
k[G], pues si M 0 es cualquier ideal derecho maximal, el teorema 1.14 nos da
que k[G]/M 0 ⇠= k, considerando a k como k[G]-módulo trivial. Esto implica
que [1]� = [1] para todo � 2 G, luego � � 1 2 M 0, luego M(G) ⇢ M 0, luego
M(G) = M 0, por la maximalidad de M(G).

Veamos otra caracterización de J(A) o, más en general, del submódulo
MJ(A) de un A-módulo dado.

Definición 3.28 Si A es un anillo y M un A-módulo, un submódulo N de M
es inesencial en M si el único submódulo N 0 de M que cumple N + N 0 = M es
N 0 = M .

Obviamente, todo submódulo de un submódulo inesencial es inesencial. Este
concepto está estrechamente relacionado con el de homomorfismo esencial, de-
finido en 1.56:

Teorema 3.29 Un epimorfismo de módulos f : M �!M 0 es esencial si y sólo
si su núcleo es inesencial.
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Demostración: Basta tener en cuenta que si N es el núcleo de f y N 0 es
un submódulo de M , entonces f [N 0] = M 0 si y sólo si M = N + N 0.

La relación con el radical de Jacobson es la siguiente:

Teorema 3.30 Sea A un anillo de longitud finita y M un A-módulo finitamente
generado. Entonces MJ(A) es el mayor submódulo inesencial de M .

Demostración: Sea N la intersección de todos los submódulos maximales
de M (es decir, de los penúltimos términos de las series de composición de
M). Vamos a probar que N es el mayor submódulo inesencial de M y que
MJ(A) = N .

Si N + M 0 = M pero M 0  M , entonces (completando una serie de com-
posición) podemos tomar un submódulo maximal M 0 ⇢M 00  M , que también
cumplirá N + M 00 = M , pero esto es absurdo, puesto que N ⇢ M 00, luego la
suma se reduce a M 00 = M . Aśı pues, N es inesencial.

Si N 0 ⇢ M es un submódulo inesencial y M 0 es un submódulo maximal
de M , entonces M 0 ⇢ N 0 + M 0  M , luego ha de ser M 0 = N 0 + M 0, luego
N 0 ⇢M 0. Como esto vale para todo M 0, de hecho N 0 ⇢ N .

Por otra parte, si M 0 es un submódulo maximal de M , entonces M/M 0 es
simple, luego MJ(A) ⇢M 0, luego MJ(A) ⇢ N .

El cociente M/MJ(A) es semisimple, luego podemos descomponerlo como

M/MJ(A) = M1/MJ(A)� · · ·�Mh/MJ(A),

donde todos los sumandos son simples. Si llamamos Ni =
L
j 6=i

Mj , entonces

M/Ni es simple, luego Ni es maximal, luego N ⇢
T
i

Ni = MJ(A).

3.3 Cuerpos de escisión

Si k es un cuerpo y A es una k-álgebra de dimensión finita, para cada ex-
tensión de cuerpos K/k podemos considerar el producto tensorial AK = K⌦kA,
que tiene una estructura natural de K-álgebra dada por

(↵⌦ a)(� ⌦ b) = (↵�)⌦ (ab).

Si V es un A-módulo finitamente generado, entonces VK = K ⌦k V tiene
una estructura natural de AK-módulo finitamente generado dado por

(↵⌦ v)(� ⌦ a) = (↵�)⌦ (va).

Observemos que, si G es un grupo finito, k[G]K ⇠= K[G] y VK es el mismo
definido en 1.6.
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Definición 3.31 Si A es una k-álgebra de dimensión finita y V es un A-módulo
simple, diremos que es absolutamente simple4 si VK es simple para toda ex-
tensión de cuerpos K/k. Diremos que k es un cuerpo de escisión de A si todo
A-módulo simple es absolutamente simple. Si G es un grupo finito, se dice que
k es un cuerpo de escisión de G si lo es del álgebra k[G].

Observemos que estas definiciones generalizan a 2.59 y 2.61. Aqúı trabaja-
mos en el contexto de k-álgebras arbitrarias y no en el de álgebras k[G] porque
aśı podremos aplicar el teorema siguiente, que nos permite trabajar con módulos
fieles:

Teorema 3.32 Si A es una k-álgebra de dimensión finita y V es un A-módulo,
consideramos el homomorfismo de k-álgebras � : A �! Endk(V ) que a cada
a 2 A le asigna el endomorfismo dado por �a(v) = va. Si llamamos B a su
imagen, entonces B es una k-álgebra finitamente generada tal que V es un B-
módulo fiel. Además V es simple o absolutamente simple como A-módulo si y
sólo si lo es como B-módulo.

Demostración: Es claro que V es un B-módulo fiel. Basta probar que si
K/k es una extensión de cuerpos, entonces VK es un AK-módulo simple si y
sólo si es un BK-módulo simple.

Fijemos una k-base v1, . . . , vn de V , una k-base a1, . . . , ar del anulador
An(V ) y completemos ésta hasta una k-base a1, . . . , am de A. Entonces B
tiene como k-base a �ar+1 , . . . ,�am .

Un subespacio de VK será un AK-submódulo si y sólo si es estable para la
multiplicación por los elementos de la base 1 ⌦ ai, mientras que será un BK

submódulo si es estable para la multiplicación por los elementos de la base
1⌦ �ai (para i > r).

Ahora bien, si i  r, tenemos que (↵⌦vj)(1⌦ai) = ↵⌦(vjai) = 0, luego, en
realidad, los AK-submódulos de VK son los subespacios estables para el producto
por los 1⌦ ai con i > r. Pero resulta que, para i > r,

(↵⌦ vj)(1⌦ ai) = ↵⌦ vjai = ↵⌦ vj�ai = (↵⌦ vj)(1⌦ �ai)

luego, por linealidad, v(1 ⌦ ai) = v(1 ⌦ �ai) para todo v 2 VK , luego los AK-
submódulos de VK son los mismos que los BK-submódulos y, en particular, V
es simple como AK-módulo si y sólo si lo es como BK-módulo.

Observemos que si V es un k[G]-módulo, el homomorfismo � del teorema
anterior no es sino la representación lineal ⇢ : G �! Endk(V ) asociada a V
extendida por linealidad a k[G].

A los módulos simples y fieles les podemos aplicar el teorema 3.14:

4Recordemos que los módulos simples se llaman también irreducibles y, del mismo modo,
los módulos absolutamente simples se llaman también absolutamente irreducibles. El término
“simple” es más habitual en teoŕıa de anillos, mientras que “irreducible” es el usual en teoŕıa
de representaciones.
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Teorema 3.33 Sea k un cuerpo y A una k-álgebra de dimensión finita. Si V
es un A-módulo simple y fiel, entonces tiene dimensión finita sobre k. Además
D = EndA(V ) es un anillo de división que contiene a k en su centro, también
tiene dimensión finita sobre k y si n = dimD V ,

A ⇠= EndD(V ) ⇠= Matn(Dop).

Demostración: Si V es fiel, el homomorfismo � : A �! Endk(V ) es
un monomorfismo de álgebras. Hemos de probar que su imagen es EndD(V ).
En primer lugar observamos que �[k] ⇢ EndA(V ) = D, porque k está en el
centro de A. Aśı pues, identificando cada ↵ 2 k con la homotecia �↵, podemos
considerar que k ⇢ D. Las homotecias conmutan con todos los elementos de
Endk(V ), luego en particular con los elementos de D, luego k está en el centro
de D.

Aśı pues, k ⇢ D ⇢ Endk(V ). Todos los ideales de A son k-espacios vectoria-
les de dimensión finita, al igual que sus factores de composición, luego también
los A-módulos simples. Si m = dimk V , entonces Endk(V ) tiene dimensión m2,
luego dimk D es finita. El teorema 3.14 nos da que A ⇠= EndD(V ), y el segundo
isomorfismo está probado en la discusión previa al teorema 3.16.

Ahora podemos dar una caracterización de los A-módulos absolutamente
simples:

Teorema 3.34 Sea A una k-álgebra de dimensión finita y V un A-módulo sim-
ple. Se cumple que V es absolutamente simple si y sólo si EndA(V ) = k.

Demostración: Sea B la imagen de A por el homomorfismo del teo-
rema 3.32. Según dicho teorema, V es absolutamente simple como A-módulo si
y sólo si lo es como B-módulo, y también es claro que EndA(V ) = EndB(V ).
Como V es un B-módulo fiel, cambiando A por B, no perdemos generalidad si
suponemos que V es un A-módulo fiel.

A continuación demostramos que VK es fiel, para toda extensión K/k. Fije-
mos una base a1, . . . , am de A y una base v1, . . . , vn de V . Pongamos que

vjai =
P
l
↵ijlvl,

para ciertos ↵ijl 2 k. Aśı,

vj
P
i
�iai =

P
l

�P
i
�i↵ijl

�
vl.

Que V sea fiel significa que si
P
i
�i↵ijl = 0 para todo j y l, entonces �i = 0

para todo i. A su vez, esto equivale a que las matrices Mi = (↵ijl)jl sean
linealmente independientes sobre k.

Análogamente, considerando las bases 1 ⌦ ai y 1 ⌦ vj , concluimos que VK

es fiel si y sólo si las matrices Mi son linealmente independientes sobre K.
Considerando las matrices como vectores en kn2

, las m matrices forman una
matriz m ⇥ n2, y la independencia lineal de sus filas equivale a que existen m
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columnas que forman una submatriz cuadrada de determinante no nulo. Esto
sucede sobre k y, obviamente, sigue siendo cierto sobre K, luego las matrices
siguen siendo linealmente independientes sobre K.

El teorema 3.33 nos da que, si D = EndA(V ), entonces A ⇠= Matm(Dop),
donde m = dimD V . Entonces

n = dimk V = (dimk D)(dimD V ) = mdimk D

y, por otra parte, dimk A = m2 dimk D.

Supongamos ahora que V es absolutamente irreducible y demostremos que
D = EndA(V ) = k. Basta probar que dimk D = 1.

Si K es una clausura algebraica de k, sabemos que VK es un AK-módulo
simple y fiel, luego podemos aplicarle también el teorema 3.33, según el cual
D0 = EndAK (VK) es un anillo de división que tiene dimensión finita sobre K.

Ahora bien, si ↵ 2 EndAK (VK), entonces K(↵) es un cuerpo y es una ex-
tensión finita de K, luego ↵ 2 K, lo que prueba que D0 = K = D0op, luego,
también por 3.33, resulta que AK

⇠= Matn(K), donde n = dimK(VK) = dimk V .
Concluimos observando que

n2 = dimK AK = dimk A = m2 dimk D,

lo cual, juntamente con la igualdad n = mdimk D, nos da que

dimk D =
n

m
=

n2

m2
= (dimk D)2

lo cual sólo es posible si dimk D = 1.

Por último, suponemos que EndA(V ) = k y veamos que V es absolutamente
simple. El teorema 3.33 nos da ahora que A = Matn(k). Por lo tanto, si K/k
es cualquier extensión, se cumple que AK = K ⌦k Matn(k) ⇠= Matn(K) y VK

es un AK-módulo de dimensión n, luego ha de ser simple por el teorema 3.17.

En la prueba del teorema anterior se ve que la condición EndA(V ) = k se
da siempre que el cuerpo k es algebraicamente cerrado. En particular, tenemos
que cualquier cuerpo algebraicamente cerrado es un cuerpo de escisión para
cualquier grupo finito.

Teorema 3.35 Sea G un grupo finito y k un cuerpo tal que car k - |G| y sean
n1, . . . , nh los grados de las representaciones irreducibles de G sobre k. Se cum-
ple que k es un cuerpo de escisión para G si y sólo si n2

1 + · · · + n2
h = |G| y, en

tal caso, h es el número de clases de conjugación de G.

Demostración: Sean V1, . . . , Vh representantes de los k[G]-módulos sim-
ples de G y sea Di = EndG(Vi). La hipótesis sobre la caracteŕıstica de k se
traduce en que k[G] es semisimple, por lo que el teorema de Wedderburn nos
da que

k[G] ⇠= Matn01
(Dop

1 )� · · ·�Matn0h
(Dop

h ),
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donde cada Di es un anillo de división que tiene a k en su centro y dimDi Vi = n0i,
luego ni = dimk Vi = (dimk Di)n0i. Tomando dimensiones sobre k en ambos
miembros de la descomposición de k[G], vemos que

|G| = n021 dimk D1 + · · · + n02h dimk Dh =
n2

1

m1
+ · · · + n2

h

mh
,

donde mi = dimk Di.
Es claro que la igualdad del enunciado equivale a que dimk Di = 1 para

todo i, lo cual, por el teorema anterior, equivale a que todos los módulos Vi

sean absolutamente simples, es decir, a que k sea un cuerpo de escisión para G.
En tal caso, la descomposición de k[G] se reduce a

k[G] ⇠= Matn1(k)� · · ·�Matnh(k).

El teorema 1.5 nos da que la dimensión del centro de k[G] sobre k es igual
al número de clases de conjugación de G. Por otra parte

Z(k[G]) = Z(Matn1(k))� · · ·� Z(Matnh(k)) = k � · · ·� k = kh,

luego dicha dimensión es h.

En el último paso de la prueba anterior hemos usado que el centro de un
anillo de matrices A = Matn(k) está formado por las matrices de la forma
↵In y, por consiguiente, es isomorfo a k. Esto puede probarse directamente sin
dificultad, pero ahora podemos dar una prueba conceptual:

El teorema 3.17 nos da que EndA(kn) = k, donde cada ↵ 2 k se identifica
con el endomorfismo v 7! v↵. Si M 2 Z(A), entonces v 7! vM define un A-
endomorfismo de kn, luego existe un ↵ 2 k tal que vM = v↵ para todo v 2 kn,
luego M = ↵In.

Conviene destacar una consecuencia inmediata de los resultados que hemos
obtenido:

Teorema 3.36 Sea A una k-álgebra de dimensión finita y V un A-módulo abso-
lutamente simple. Entonces, el homomorfismo A �! Endk(V ) del teorema 3.32
es suprayectivo.

Demostración: Si llamamos B a la imagen de A por el homomorfismo del
enunciado, el teorema 3.32 nos da que B es una k-álgebra de dimensión finita
y que V es un B-módulo absolutamente simple y fiel. El teorema 3.34 nos da
que EndB(V ) = k, y el teorema 3.33 implica entonces que B = Endk(V ).

A partir de aqúı nos restringiremos al caso de álgebras de tipo k[G]. Si k
es un cuerpo de escisión para G cuya caracteŕıstica no divida al orden de G,
el teorema de Wedderburn (véase la observación posterior) juntamente con el
teorema 3.34, nos da el isomorfismo

⇢ : k[G] �!
nL

i=1
Endk(Vi),
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donde V1, . . . , Vn son representantes de las clases de isomorf́ıa de k[G]-módulos
simples, y en el que cada coordenada ⇢i : k[G] �! Endk(Vi) no es sino la
representación lineal de G asociada a Vi extendida a k[G] por linealidad. Si
eliminamos las hipótesis sobre k tenemos al menos el teorema siguiente:

Teorema 3.37 Sea G un grupo finito y ⇢ : k[G] �! Endk(V ) una represen-
tación lineal irreducible de G sobre un cuerpo k (extendida a k[G] de por linea-
lidad). Para cada x 2 k[G], existe un y 2 k[G] tal que ⇢(x) = ⇢(y) y ⇢0(y) = 0,
para toda representación lineal irreducible ⇢0 : k[G] �! Endk(W ) de G sobre k
no isomorfa a ⇢.

Demostración: Sean V1, . . . , Vn representantes de las clases de isomorf́ıa
de k[G]-módulos simples. Pongamos que V = V1. Sea A = k[G]/J(k[G]), que es
una k-álgebra semisimple cuyos A-módulos simples son precisamente V1, . . . , Vn.
El teorema de Wedderburn nos da un isomorfismo

⇢ : A �!
nL

i=1
EndDi(Vi),

cuyas funciones coordenadas ⇢i no son sino las representaciones lineales de G
asociadas a los módulos Vi. Basta tomar y 2 k[G] que cumpla [y] = ⇢�1(⇢1(x)).

Como consecuencia:

Teorema 3.38 Sea G un grupo finito, sea k ⇢ K una extensión de cuerpos
y sean V , W dos k[G]-módulos simples. Si VK y WK tienen un factor de
composición en común, entonces V y W son isomorfos.

Demostración: Por el teorema anterior, si los módulos no son isomorfos,
podemos tomar y 2 k[G] tal que la multiplicación por y sea la identidad en V
y el homomorfismo nulo en W , lo cual sigue siendo cierto en VK y WK . Por
hipótesis, VK y WK tienen K[G]-submódulos

Vi�1 ⇢ Vi ⇢ VK , Wj�1 ⇢Wj ⇢WK

tales que Vi/Vi�1
⇠= Wj/Wj�1. Ahora bien, la multiplicación por y en VK induce

el automorfismo identidad, luego lo mismo sucede con la multiplicación por y
en Vi/Vi�1. Por el contrario, y anula a WK , luego también anula a Wj/Wj�1,
luego los factores de composición tienen anuladores distintos, luego no pueden
ser isomorfos.

De aqúı deducimos algunas propiedades de los cuerpos de escisión:

Teorema 3.39 Sea G un grupo finito y K/k una extensión de cuerpos. Si k
es un cuerpo de escisión de G, entonces K también lo es y, si V1, . . . , Vh es un
sistema de representantes de las clases de isomorf́ıa de k[G]-módulos simples,
entonces V1K , . . . , VhK es un sistema de representantes de las clases de isomorf́ıa
de K[G]-módulos simples.
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Demostración: Como k es un cuerpo de escisión de G, los K[G]-módulos
ViK son simples, y son no isomorfos dos a dos, pues si dos de ellos fueran
isomorfos, trivialmente tendŕıan un factor de composición en común, luego los
correspondientes k[G]-módulos Vi seŕıan isomorfos por el teorema anterior.

Veamos ahora que todo K[G]-módulo simple es isomorfo a un ViK . En
principio, todo K[G]-módulo simple es isomorfo a un factor de composición de
K[G], luego basta probar que todo factor de composición de K[G] es isomorfo
a un ViK . Para ello observamos que si

0 = M0  M1  · · ·  Mn = k[G]

es una serie de composición de k[G], entonces

0 = M0K  M1K  · · ·  MnK = K[G]

es una serie de composición de K[G]. En efecto, basta tener en cuenta que la
sucesión exacta

0 �!Mi�1 �!Mi �!Mi/Mi�1 �! 0

sigue siendo exacta al multiplicarla por ⌦kK, de modo que

MiK/Mi�1K
⇠= (Mi/Mi�1)K .

Como Mi/Mi�1 es isomorfo a un Vi, el miembro derecho de la fórmula ante-
rior es isomorfo a un ViK . En particular es simple. Esto prueba que la segunda
serie es realmente una serie de composición de K[G], y además hemos visto que
los factores de composición de K[G] son isomorfos a módulos de la forma ViK .

Con esto tenemos probado que todos los K[G]-módulos simples son de la
forma ViK , lo que prueba a su vez que todos ellos son absolutamente simples,
pues sus extensiones de coeficientes son también extensiones de coeficientes de
los módulos Vi, luego son simples. Por consiguiente, K es también un cuerpo
de escisión de G.

Si no suponemos que k es un cuerpo de escisión de G, partiendo de una serie
de composición de k[G] como en la prueba del teorema anterior, obtenemos
una serie de K[G] que no es necesariamente una serie de composición de K[G],
pero que puede refinarse hasta que lo sea. Esto nos permite concluir que todo
K[G]-módulo simple es un factor de composición de un K[G]-módulo ViK .

Teorema 3.40 Sea G un grupo finito y K/k una extensión de cuerpos. Si K
es un cuerpo de escisión de G, entonces k lo es también si y sólo si todo K[G]-
módulo simple es isomorfo a un K[G]-módulo VK , para cierto k[G]-módulo sim-
ple V .

Demostración: Una implicación es inmediata por el teorema anterior. Sea
V cualquier k[G]-módulo simple y sea W un factor de composición de VK . Por
hipótesis, existe otro k[G]-módulo simple V 0 tal que W ⇠= V 0

K . Aśı pues, VK
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y V 0
K tienen un factor de composición en común. El teorema 3.38 nos da que

V ⇠= V 0, de modo que VK
⇠= W . Aśı pues, VK es absolutamente simple.

Esto implica que V también es absolutamente simple, pues si L/k es una
extensión arbitraria (aunque podemos suponer que K y L están contenidos
en un mismo cuerpo KL), no puede ocurrir que VL no sea simple, ya que
entonces VKL = (VL)KL = (VK)KL tampoco lo seŕıa, en contra de que VK es
absolutamente simple. Por consiguiente, k es un cuerpo de escisión de G.

3.4 Grupos de Grothendieck

Introducimos ahora una herramienta útil para estudiar las representaciones
lineales a modo de nexo entre las representaciones propiamente dichas y sus ca-
racteres. El punto de partida es una construcción general que conviene exponer
en el contexto de una subcategoŕıa arbitraria5 C de la categoŕıa de los A-módulos
(por la derecha) finitamente generados, donde A es un anillo prefijado:

Sea A(N) la suma directa de infinitas copias de A, que es un A-módulo libre de
rango infinito. Aśı, para todo objeto M 2 C, existe un epimorfismo A(N) �!M ,
luego M es isomorfo a un cociente de A(N). Llamamos B al conjunto6 de todos
los módulos cociente A(N)/I que pertenecen a C. Aśı, B ⇢ C y para cada M 2 C
existe al menos un M 0 2 B tal que M ⇠= M 0. Ahora llamamos L al Z-módulo
libre de base B, de modo que un elemento arbitrario de L se expresa de forma
única como combinación lineal P

M2B
aMM,

donde aM 2 Z y aM = 0 para todo M salvo a lo sumo para una cantidad finita
de ellos.

Consideramos el conjunto R de todas las ternas (M 0,M,M 00) 2 B3 tales que
existe una sucesión exacta

0 �!M 0 �!M �!M 00 �! 0

de morfismos de C y

R⇤ = {M �M 0 �M 00 | (M 0,M,M 00) 2 R} ⇢ L.

Por último, definimos el grupo de Grothendieck asociado a la categoŕıa C
como el grupo cociente

R(C) = L/ hR⇤i .
5No vamos a necesitar ningún resultado de la teoŕıa de categoŕıas más allá de la mera

definición. Si el lector no está familiarizado con ella, sólo necesita saber que cuando hablamos
de un “objeto” de C queremos decir “un A-módulo finitamente generado”, o un “A-módulo
proyectivo finitamente generado”, etc., y que cuando hablamos de un “morfismo” de C quere-
mos decir un homomorfismo de A-módulos finitamente generados, o de A-módulos proyectivos
finitamente generados, etc., según los objetos que compongan C.

6Tomamos B por una cuestión técnica conjuntista: en general el universo de una categoŕıa
es una clase propia (que no es un conjunto), y aśı B es un conjunto que contiene representantes
de todas las clases de isomorf́ıa de los objetos de C.
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En primer lugar observamos que si M 2 B es el módulo trivial, entonces
tenemos una sucesión exacta

0 �!M �!M �!M �! 0,

luego M �M �M = �M 2 R⇤, luego M 2 hR⇤i, luego la clase de M en R(C)
es la clase nula.

Más en general, si M , N 2 B cumplen que M ⇠= N , entonces tenemos una
sucesión exacta

0 �! 0 �!M �! N �! 0,

luego N �M � 0 2 R⇤, luego N �M 2 hR⇤i (porque 0 2 hR⇤i), luego M y N
determinan la misma clase de congruencia en el cociente R(C).

En conclusión, cada M 2 C es isomorfo a al menos un módulo M 0 2 B, que
no es necesariamente único, pero dos cualesquiera de ellos determinan la misma
clase de congruencia en R(C), luego podemos definir [M ] 2 R(C) como la única
clase de congruencia que contiene módulos isomorfos a M . El teorema siguiente
recoge las propiedades básicas del grupo R(C):

Teorema 3.41 Sea A un anillo y C una subcategoŕıa de la categoŕıa de los
A-módulos finitamente generados.

a) El grupo de Grothendieck R(C) es un grupo abeliano.

b) Existe una aplicación [ ] : C �! R(C) cuya imagen es un sistema gene-
rador de R(C) y tal que, para toda sucesión exacta en C

0 �!M 0 �!M �!M 00 �! 0,

se cumple que [M ] = [M 0] + [M 00].

c) Si R es un grupo abeliano y f : C �! R es una aplicación tal que, para
toda sucesión exacta en C

0 �!M 0 �!M �!M 00 �! 0,

se cumple que f(M) = f(M 0) + f(M 00), entonces existe un único homo-
morfismo de grupos i : R(C) �! R tal que, para todo M 2 C, se cumple
que i([M ]) = f(M).

Demostración: a) es evidente, para probar b) tomamos módulos M 0
1, M1,

M 00
1 2 B tales que M 0 ⇠= M 0

1, M ⇠= M1, M 00 ⇠= M 00
1 . Claramente existe una

sucesión exacta
0 �!M 0

1 �!M1 �!M 00
1 �! 0,

luego M1 �M 0
1 �M 00

1 2 R⇤, luego [M ] = [M1] = [M 0
1] + [M 00

1 ] = [M 0] + [M 00].

Para probar c) usamos que L es un Z-módulo libre de base B, luego podemos
definir un homomorfismo de grupos j : L �! R mediante j(M) = f(M). Si
(M 0,M,M 00) 2 R, entonces

j(M �M 0 �M 00) = f(M)� f(M 0)� f(M 00) = 0,
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luego hR⇤i está contenido en el núcleo de j y, por consiguiente, j induce un
homomorfismo de grupos i : R(C) �! R que cumple i([M ]) = f(M) para todo
M 2 B.

El mismo razonamiento que hemos empleado con R(C) prueba que si M ,
N 2 C cumplen M ⇠= N , entonces f(M) = f(N). Por lo tanto, si M 2 C,
tomamos M 0 2 B tal que M ⇠= M 0 y sucede que

i([M ]) = i([M 0]) = f(M 0) = f(M).

Como los elementos [M ] generan R(C), es claro que el homomorfismo i es
único.

Las funciones f que cumplen la propiedad c) del teorema anterior se llaman
funciones aditivas.

Es claro que el grupo R(C) está determinado salvo isomorfismo por las pro-
piedades del teorema anterior. En lo sucesivo no volveremos a mencionar los
objetos L, R, etc. que hemos usado en la construcción de R(C). Veamos otras
propiedades elementales, cuya prueba no ofrece ninguna dificultad:

Teorema 3.42 Sea A un anillo y C una subcategoŕıa de la categoŕıa de los A-
módulos finitamente generados. Consideremos el grupo de Grothendieck R(C) y
la aplicación canónica [ ] : C �! R(C). Entonces

a) [0] = 0.

b) Si M , N 2 C cumplen M ⇠= N , entonces [M ] = [N ].

c) Todo elemento de R(C) se expresa como combinación lineal finita

n1[M1] + · · · + nr[Mr],

donde ni 2 Z, Mi 2 C.

d) Si M , N , M �N 2 C, entonces [M �N ] = [M ] + [N ].

Observemos que si C es estable para sumas directas (es decir, si la suma
directa de dos módulos de C está también en C) entonces, en la combinación
lineal de c), todos los sumandos con coeficiente positivo pueden agruparse en
una única suma directa, e igualmente con los de coeficiente negativo, por lo que
todo elemento de R(C) es de la forma [M ]� [N ], con M , N 2 C.

El principal ejemplo concreto de grupos de Grothendieck que nos va a inte-
resar es el siguiente:

Definición 3.43 Sea G un grupo finito y k un cuerpo. Llamaremos Rk(G) al
grupo de Grothendieck asociado a la categoŕıa de los k[G]-módulos finitamente
generados. Definimos

R+
k (G) = {[M ] 2 Rk(G) | M es un k[G]-módulo finitamente generado},

Sk(G) = {[M ] 2 Rk(G) | M es un k[G]-módulo simple}.
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Teorema 3.44 Sea G un grupo finito y k un cuerpo. Entonces:

a) Si M y N son dos k[G]-módulos simples, entonces [M ] = [N ] en Rk(G)
si y sólo si M ⇠= N .

b) Rk(G) es un Z-módulo libre de base Sk(G).

Demostración: Observemos en primer lugar que Sk(G) genera Rk(G).
Para ello basta observar que si M es un k[G]-módulo finitamente generado no
nulo y

0 = M0 ⇢M1 ⇢ · · · ⇢Mn = M

es una serie de composición, la sucesión exacta

0 �!Mn�1 �!M �!M/Mn�1 �! 0

nos da la relación
[M ] = [M/Mn�1] + [Mn�1],

donde [M/Mn�1] 2 Sk(G). Razonamos igualmente con Mn�1 y, tras un numero
finito de pasos, llegamos a que

[M ] = [Mn/Mn�1] + [Mn�1/Mn�2] + · · · + [M1] 2 hSk(G)i .

Sea V1, . . . , Vh un sistema de representantes de los k[G]-módulos simples
y sea R el Z-módulo libre de base {V1, . . . , Vh}. La aplicación Vi 7! [Vi] se
extiende a un epimorfismo de grupos f : R �! Rk(G). Vamos a probar que es
un isomorfismo construyendo su inverso. Esto prueba al mismo tiempo a) y b).

Para cada k[G]-módulo finitamente generado M , sea mi(M) la multiplicidad
de Vi como factor de composición de M (es decir, el número de factores de
composición de V isomorfos a Vi). Si tenemos una sucesión exacta de k[G]-
módulos

0 �!M 0 �!M �!M 00 �! 0,

es claro que una serie de composición de M se obtiene “enlazando” una serie
de composición de M 0 con una serie de composición de M/M 0 ⇠= M 00, por lo
que mi(M) = mi(M 0) + mi(M 00). Aśı pues, la función mi es aditiva y, por
consiguiente, induce un homomorfismo de grupos mi : Rk(G) �! Z que cumple
mi([M ]) = mi(M). El homomorfismo g : Rk(G) �! R dado por

g(x) =
hP

i=1
mi(x)Vi

cumple que g([Vi]) = Vi, luego es el inverso de f .

De este modo, los elementos de Sk(G) = {[V1], . . . , [Vh]} se corresponden
biuńıvocamente con las clases de isomorf́ıa de k[G]-módulos simples y, para
todo k[G]-módulo no nulo finitamente generado M , el elemento [M ] 2 Rk(G)
se expresa de forma única como

[M ] =
hP

i=1
mi(M)[Vi],
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donde mi(M) es el número de veces que Vi aparece como factor de composición
de M .

Aśı, para dos k[G]-módulos M y N , se cumple que [M ] = [N ] si y sólo si M y
N tienen los mismos factores de composición (con las mismas multiplicidades).
En particular, si car k - |G| (con lo que k[G] es semisimple), podemos concluir
que [M ] = [N ] si y sólo si M ⇠= N , ya que cada k[G]-módulo finitamente
generado y no nulo es la suma directa de sus factores de composición.

Veamos ahora un resultado general para definir formas bilineales sobre gru-
pos de Grothendieck:

Teorema 3.45 Sea A un anillo y sean C y C0 dos subcategoŕıas de la categoŕıa
de los A-módulos finitamente generados, sea R un grupo abeliano y sea

F : C⇥ C0 �! R

una aplicación tal que, para cada par de sucesiones exactas

0 �!M 0 �!M �!M 00 �! 0, 0 �! N 0 �! N �! N 00 �! 0

en C y C0 respectivamente, se cumpla que

F (M,N) = F (M 0, N) + F (M 00, N), F (M,N) = F (M,N 0) + F (M,N 00).

Entonces existe una única forma bilineal b : R(C)⇥R(C0) �! R tal que

b([M ], [N ]) = F (M,N).

Demostración: Fijemos un objeto N 2 C0 y consideremos la aplicación
fN : C �! R dada por fN (M) = F (M,N). Claramente es aditiva, luego induce
un homomorfismo de grupos iN : R(C) �! R que cumple iN ([M ]) = F (M,N).

Tomemos ahora x 2 R(C) y consideremos la aplicación gx : C0 �! R dada
por gx(N) = iN (x). Vamos a probar que es aditiva. Consideramos una sucesión
exacta

0 �! N 0 �! N �! N 00 �! 0

y observamos que, para cada M 2 C, se cumple que

iN ([M ]) = F (M,N) = F (M,N 0) + F (M,N 00) = iN 0([M ]) + iN 00([M ]).

Como iN , iN 0 e iN 00 son homomorfismos de grupos y los elementos [M ] gene-
ran R(C), esto implica que iN (x) = iN 0(x) + iN 00(x) para todo x 2 R(C), luego
gx(N) = gx(N 0) + gx(N 00). Aśı pues, gx es aditiva y define un homomorfismo
de grupos jx : R(C0) �! R que cumple jx([N ]) = iN (x).

Finalmente, definimos b(x, y) = jx(y). Claramente, si

x =
P
i

mi[Mi], y =
P
j

nj [Nj ],
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entonces

b(x, y) =
P
j

njjx([Nj ]) =
P
j

njiNj (x) =
P
i,j

minjiNj ([Mi]) =
P
i,j

minjF (Mi, Nj).

De aqúı se sigue inmediatamente que b es bilineal y que cumple lo pedido.
La unicidad es inmediata.

De momento veremos dos aplicaciones de este teorema. En primer lugar
consideramos la aplicación que a cada par de k[G]-módulos M y N les asigna
F (M,N) = [M ⌦k N ] 2 Rk(G). Claramente es aditiva en M y N , por lo que
induce una forma bilineal en Rk(G):

Teorema 3.46 Si G es un grupo finito y k es un cuerpo, el grupo Rk(G) ad-
quiere estructura de anillo conmutativo con el producto determinado por

[M ] · [N ] = [M ⌦k N ],

para todo par de k[G]-módulos finitamente generados M y N .

Demostración: El producto está bien definido por el teorema anterior,
y es bilineal, es decir, que cumple la propiedad distributiva. Las propiedades
del producto tensorial implican trivialmente las propiedades de la definición de
anillo. Observemos que el elemento neutro es 1 = [k], considerando a k como
k[G]-módulo trivial (el k[G]-módulo asociado a la representación trivial de G
sobre k).

La segunda forma bilineal que podemos definir en Rk(G) (esta vez bajo la
hipótesis de que car k - |G|) está asociada a

hM,Ni = dimk HomG(M,N) 2 Z.

(Obviamente, la dimensión es un número natural, pero vamos a aplicar el teo-
rema 3.45 con R = Z).

Observemos que hM,Ni es aditiva en las dos componentes, pues si tenemos
una sucesión exacta de k[G]-módulos finitamente generados

0 �!M 0 �!M �!M 00 �! 0,

el hecho de que k[G] sea semisimple se traduce en que M ⇠= M 0 �M 00, por lo
que todo homomorfismo de k[G]-módulos M �! N está determinado por sus
restricciones a M 0 y M 00, es decir,

HomG(M,N) ⇠= HomG(M 0, N)�HomG(M 00, N),

luego hM,Ni = hM 0, Ni + hM 00, Ni. Similarmente se razona con la segunda
componente. Por lo tanto:

Teorema 3.47 Sea G un grupo finito y k un cuerpo tal que car k - |G|. En-
tonces existe una forma bilineal h , i : Rk(G)⇥Rk(G) �! Z determinada por
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que, para todo par de k[G]-módulos finitamente generados M y N , se cumple
que

h[M ], [N ]i = dimk HomG(M,N).

Respecto a ella, la base Sk(G) es ortogonal (y es ortonormal si k es un cuerpo
de escisión para G).

Demostración: La ortogonalidad de la base significa que h[M ], [N ]i = 0 si
[M ] 6= [N ], lo cual es consecuencia del lema de Schur 3.12. La ortonormalidad
significa que, además, h[M ], [M ]i = 1, lo cual se cumple si k es un cuerpo de
escisión, por el teorema 3.34.

3.5 Caracteres

En esta sección deduciremos las propiedades básicas de los caracteres de las
representaciones de grupos finitos a partir de los resultados precedentes.

Definición 3.48 Si G es un grupo finito y k es un cuerpo, definimos kG como
el k-espacio vectorial de todas las funciones G �! k. Llamaremos Fk(G) al
subespacio de kG generado por los caracteres de las representaciones de G en k.
Notemos que todos los elementos de Fk(G) son funciones de clases, es decir,
que son constantes en cada clase de conjugación de G.

Teniendo en cuenta que el producto de caracteres es de nuevo un carácter
(teorema 1.16), es claro que Fk(G) tiene estructura de k-álgebra con el producto
definido puntualmente. Llamaremos R0

k(G) al subgrupo de Fk(G) generado por
los caracteres de G sobre k, que claramente es un subanillo de Fk(G), a cuyos
elementos llamaremos caracteres virtuales de G sobre k.

La notación R0
k(G) se debe que vamos a demostrar que este anillo es isomorfo

al anillo de Grothendieck Rk(G). Para probarlo necesitaremos un resultado
previo sobre extensión de coeficientes. Observemos que si

0 �! V 0 �! V �! V 00 �! 0

es una sucesión exacta de k[G]-módulos, entonces

0 �! V 0
K �! VK �! V 00

K �! 0

es también una sucesión exacta (porque K es libre sobre k), luego podemos
definir un homomorfismo de grupos Rk(G) �! RK(G) mediante [V ] 7! [VK ].

Teorema 3.49 Sea G un grupo finito y k ⇢ K una extensión de cuerpos. El
homomorfismo natural Rk(G) �! RK(G) es inyectivo, y es un isomorfismo si k
es un cuerpo de escisión de G.
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Demostración: La imagen de cada elemento [V ] 2 Sk(G) se expresa como
combinación lineal de un subconjunto I[V ] ⇢ SK(G), y el teorema 3.38 implica
que los conjuntos I[V ] son disjuntos dos a dos. Esto prueba que la imagen
de Sk(G) es linealmente independiente en RK(G), y esto implica a su vez la
inyectividad. Si k es un cuerpo de escisión de G, el teorema 3.39 implica que la
imagen de Sk(G) es SK(G), luego el homomorfismo es un isomorfismo.

Teorema 3.50 Si G es un grupo finito y k es un cuerpo, existe un isomorfismo
de anillos Rk(G) �! R0

k(G) dado por [V ] 7! �V , donde �V es el carácter
asociado al k[G]-módulo V . En particular, el grupo R0

k(G) es un Z-módulo libre
que tiene por base a los caracteres irreducibles de G sobre k.

Demostración: Consideremos una sucesión exacta de k[G]-módulos fini-
tamente generados

0 �! V 0 �! V �! V 00 �! 0.

Fijemos una base v1, . . . , vr de V 0 como k-espacio vectorial y completémosla
hasta una base v1, . . . , vn de V . Entonces, las imágenes de vr+1, . . . , vn son una
base de V 00. Consideremos las representaciones matriciales ⇢0, ⇢, ⇢00 asociadas a
los tres módulos en dichas bases. Es claro que, para todo � 2 G, se cumple que

⇢(�) =
✓
⇢0(�) 0
⇤ ⇢00(�)

◆
,

luego los caracteres correspondientes cumplen la relación �V = �V 0 +�V 00 . Esto
implica que existe un homomorfismo de grupos en las condiciones del enunciado.
Como el producto en Rk(G) está inducido por el producto tensorial, es claro
que se trata de un homomorfismo de anillos, obviamente suprayectivo.

En particular, hemos probado que el carácter de un módulo es la suma de
los caracteres de sus factores de composición, luego todo carácter es suma de
caracteres irreducibles, y éstos generan R0

k(G).
Vamos a probar que el homomorfismo del enunciado es un isomorfismo su-

poniendo en primer lugar que k es un cuerpo de escisión de G. Para ello bastará
probar que si Sk(G) = {[V1], . . . , [Vh]}, los caracteres �Vi son linealmente inde-
pendientes sobre Z (en particular, distintos dos a dos). Probaremos, de hecho,
que son linealmente independientes sobre k (es decir, como elementos del espacio
Fk(G)).

Si ⇢i es la representación lineal asociada a Vi, podemos extenderla por linea-
lidad hasta un homomorfismo de k-álgebras ⇢i : k[G] �! Endk(Vi). Como k
es un cuerpo de escisión, los k[G]-módulos Vi son absolutamente simples, y el
teorema 3.36 nos da que cada ⇢i es suprayectiva.

Igualmente podemos extender linealmente los caracteres hasta funciones
�Vi : k[G] �! k, de modo que �Vi(x) sigue siendo la traza de ⇢i(x), para
todo x 2 k[G].

La suprayectividad de ⇢i hace que podamos tomar un elemento xi 2 k[G]
tal que �Vi(xi) = 1. El teorema 3.37 nos da otro elemento yi 2 k[G] tal que
�Vi(yi) = �Vi(xi) = 1 y �Vj (yi) = 0, para todo j 6= i. De aqúı se sigue inmedia-
tamente que los caracteres son linealmente independientes sobre k considerados
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como funciones definidas sobre k[G], pero, como las extensiones a k[G] están
determinadas por linealidad por sus restricciones a G, es evidente que también
son linealmente independientes considerados como funciones sobre G, es decir,
como elementos de Fk(G).

Supongamos ahora que k es un cuerpo arbitrario y sea K un cuerpo de es-
cisión de G que contenga a k. Por la parte ya probada, tenemos un isomorfismo
R0

K(G) ⇠= FK(G) que biyecta la base SK(G) con el conjunto I de los carac-
teres irreducibles de G sobre K. Si V es un k[G]-módulo simple, su carácter
es el mismo que el de VK y, como [VK ] es combinación lineal (no nula) de los
elementos de un subconjunto I[V ] ⇢ SK(G) (véase la prueba de 3.49), resulta
que �V es combinación lineal (no nula) de los caracteres de la imagen I 0[V ] ⇢ I
de I[V ]. Como los conjuntos I[V ] son disjuntos dos a dos, lo mismo sucede con
los conjuntos I 0[V ] y, como I es una K-base de FK(G), es claro que los carac-
teres irreducibles de G sobre k son linealmente independientes sobre K, luego
también son linealmente independientes sobre k y forman, por consiguiente, una
k-base de Fk(G) y una Z-base de R0

k(G). Esto prueba que el homomorfismo del
enunciado es un isomorfismo.

Conviene destacar que hemos probado que los caracteres irreducibles de G
sobre k son una k-base de Fk(G). El teorema anterior implica que dos k[G]-
módulos finitamente generados tienen el mismo carácter si y sólo si tienen los
mismos factores de composición (con las mismas multiplicidades).

Ahora probaremos que los valores que toman los caracteres son sumas de
ráıces de la unidad. Para ello necesitamos unos resultados previos que nos
reduzcan el problema al caso semisimple:

Teorema 3.51 Sea k un cuerpo de caracteŕıstica prima p y sea G = P ⇥H un
grupo finito, donde P tiene orden potencia de p y H tiene orden primo con p.
Entonces, un k[G]-módulo finitamente generado V es semisimple si y sólo si P
actúa trivialmente sobre V .

Demostración: Si P actúa trivialmente sobre V , podemos considerar a
V como k[H]-módulo finitamente generado y, como k[H] es semisimple, vemos
que V es un k[H]-módulo semisimple, y esto implica que también es semisimple
como k[G]-módulo.

Para probar el rećıproco no perdemos generalidad si suponemos que V es
simple. El teorema 1.14 nos da que el k[P ]-submódulo

VP = {v 2 V | v⇡ = v para todo ⇡ 2 P}

no es nulo. Ahora bien, el hecho de que P E G implica que VP es un k[G]-
submódulo de V , pues si v 2 VP , � 2 G y ⇡ 2 P , tenemos que �⇡��1 2 P ,
luego

(v�)⇡ = v(�⇡��1)� = v�,

luego v� 2 VP . Como V es un k[G]-módulo simple, esto implica que VP = V ,
es decir, que P actúa trivialmente sobre V .
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Teorema 3.52 Sea G un grupo finito, sea k un cuerpo de caracteŕıstica p y sea
� = ⇡�0 2 G, donde ⇡ tiene orden potencia de p y �0 tienen orden primo con p.
Entonces, para todo carácter � de G sobre k, se cumple que �(�) = �(�0).

Demostración: No perdemos generalidad si suponemos que G = h�i (no-
temos que ⇡ y �0 son potencias de �). De este modo, G = P⇥H, donde P = h⇡i
y H = h�0i. Sea V un k[G]-módulo irreducible que determine el carácter �, sea

0 = V0 ⇢ V1 ⇢ · · · ⇢ Vn = V

una serie de composición de V y formemos una base de V extendiendo una base
de V0 a una base de V1 y aśı sucesivamente hasta llegar a V . Consideremos la
representación matricial de G asociada a esta base. Para cada ⌧ 2 G, la matriz
⇢(⌧) tiene la forma

⇢(⌧) =

0
B@

⇢1(⌧) 0 0

⇤ . . . 0
⇤ ⇤ ⇢n(⌧)

1
CA

donde ⇢i es la representación asociada al factor de composición Vi/Vi�1. Como
los factores de composición son simples, el teorema 3.51 implica que ⇢i(⇡) es
la matriz identidad. Por consiguiente ⇢(�) tiene los mismos bloques diagonales
que ⇢(�0), luego �(�) = �(�0).

Teorema 3.53 Sea k un cuerpo, sea G un grupo finito, sea m el mı́nimo común
múltiplo de los órdenes de los elementos de G no divisibles entre la caracteŕıstica
de k (si es que es no nula). Entonces, los valores que toman los caracteres de G
sobre k son sumas de ráıces m-simas de la unidad (en una clausura algebraica
de k).

Demostración: Sea V un k[G]-módulo finitamente generado y sea � su
carácter y sea � 2 G. Hemos de probar que �(�) es suma de ráıces m-simas
de la unidad. Si k tiene caracteŕıstica prima p, el teorema anterior nos permite
suponer que el orden de � no es divisible entre p. Sea H = h�i. El carácter
de V como k[H]-módulo es la restricción �|H , luego no perdemos generalidad
si suponemos que G = h�i, de modo que G es abeliano y k[G] es semisimple
(y ahora m = |G|). También podemos sustituir k por una clausura algebraica
k̄ (y V por V ⌦k k̄) sin modificar el carácter, luego podemos suponer que k es
algebraicamente cerrado.

Es claro que las representaciones irreducibles de G son lineales, luego coinci-
den con los caracteres irreducibles de G y son, concretamente, las que a signan
a � cada una de las m ráıces de la unidad en k. Como � es suma de caracteres
irreducibles, �(�) es suma de ráıces m-simas de la unidad.

A partir de aqúı nos restringimos al caso en que car k - |G|.
Definición 3.54 Sea G un grupo finito y k un cuerpo tal que car k - |G|.
Definimos en Fk(G) la forma bilineal dada por

hf, gi = 1
|G|

X
�2G

f(�)g(��1).
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Recordemos que el carácter regular de G es el asociado al k[G]-módulo k[G]
y, según el ejemplo de la página 10, viene dado por

rG(�) =
⇢
|G| si � = 1,
0 si � 6= 1.

Vamos a calcular su expresión como combinación lineal de los caracteres
irreducibles. Sea k[G] = A1 � · · · � Ah la descomposición de k[G] dada por el
teorema de Wedderburn 3.16, de modo que Ai

⇠= Matni(D
op
i ), Di = End(Vi).

Sea �i el carácter de Vi. En la demostración del teorema 3.17 se ve que el
número de veces que Vi aparece como sumando directo de Ai es ni = dimDi Vi.
Como

�i(1) = dimk Vi = (dimk Di)(dimDi Vi),

concluimos que la multiplicidad de Vi en k[G] (o, equivalentemente, la multi-
plicidad de �i en el carácter regular rG asociado a k[G]) es �i(1)/mi, donde
mi = dimk Di. Expĺıcitamente:

rG =
X

i

�i(1)
mi

�i.

Teorema 3.55 Sea G un grupo finito y k un cuerpo tal que car k - |G|. Sea
k[G] = A1� · · ·�Ah la descomposición de k[G] dada por el teorema de Wedder-
burn 3.16, de modo que Ai

⇠= Matni(D
op
i ), Di = End(Vi), y sea 1 = e1 + · · ·+eh

la descomposición correspondiente de la unidad de k[G]. Sea �i el carácter de
Vi y sea mi = dimk Di. Entonces

ei =
�i(1)
|G|mi

P
�2G

�i(��1)�.

Demostración: En principio,

ei =
P
�2G

a��,

para ciertos a� 2 k, que hemos de determinar. Para ello observamos que

rG(ei�
�1) =

P
⌧2G

a�rG(⌧��1) = |G|a�.

Por otra parte, usando la expresión de rG que hemos obtenido justo antes
de este teorema,

|G|a� =
X

j

�j(1)
mj

�j(ei�
�1).

Si llamamos ⇢j : k[G] �! k a la representación que origina a �j , tenemos
que

⇢j(ei�
�1) = ⇢j(ei)⇢j(��1) =

⇢
0 si i 6= j,
⇢j(��1) si i = j.
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Por lo tanto, �j(ei��1) = �j(��1)�ij , donde (�ij) es la matriz identidad.
En definitiva, llegamos a que |G|a� = �i(1)�i(��1)/mi, que es lo que afirma el
enunciado.

Notemos que �i(1)/mi 2 Z, luego el cociente tiene sentido como elemento
de k. Más aún, es no nulo en k, pues de lo contrario seŕıa ej = 0. De aqúı
deducimos las relaciones de ortogonalidad:

Teorema 3.56 (Relaciones de ortogonalidad) Sea G un grupo finito y k
un cuerpo tal que car k - |G|. Sean �,  dos caracteres irreducibles de G sobre k.
Entonces

h�, i =
⇢

m si � =  ,
0 si � 6=  ,

donde m = dimk Endk(V ), para cualquier k[G]-módulo irreducible V de carác-
ter �.

Demostración: Continuando con la notación del teorema anterior, consi-
deramos dos caracteres irreducibles �i y �j . Puesto que eiej = ei�ij , sustitu-
yendo en esta igualdad las expresiones que hemos obtenido para los ei resulta

�j(1)
mj

1
|G|

P
�,⌧2G

�i(��1)�j(⌧�1)�⌧ = �ij
P
�2G

�i(��1)�

Igualamos el coeficiente de 1 en ambos miembros:

�j(1)
mj

1
|G|

P
⌧2G

�i(⌧)�j(⌧�1) = �ij�i(1),

lo que equivale a
�j(1)
mj

h�i,�ji = �ij�i(1).

Si i 6= j, teniendo en cuenta que �j(1)/mj 6= 0 en k, concluimos que h�i,�ji = 0.
Si i = j, la expresión se reduce a

�i(1)
mi

h�i,�ii = �i(1) =
�i(1)
mi

mi

luego, dividiendo entre �i(1)/mi, llegamos a que h�i,�ii = mi.

El teorema siguiente termina de probar la equivalencia entre los anillos
Rk(G) y R0

k(G):

Teorema 3.57 Sea G un grupo finito y k un cuerpo tal que car k - |G|. A través
del isomorfismo Rk(G) ⇠= R0

k(G) dado por el teorema 3.50 hace corresponder la
forma bilineal definida en el teorema 3.47 con la definida en 3.54.

Demostración: Antes de probar el teorema, debemos señalar que la co-
rrespondencia entre las formas bilineales requiere una matización. En efecto, la
forma bilineal en Rk(G) es una aplicación

h , i : Rk(G)⇥Rk(G) �! Z,
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mientras que la forma bilineal en R0
k(G) es una aplicación

h , i : R0
k(G)⇥R0

k(G) �! k.

La correspondencia consiste en que la segunda es igual a la primera com-
puesta con el homomorfismo natural Z �! k.

El isomorfismo dado por el teorema 3.50 hace corresponder la base Sk(G)
de Rk(G) con la base de R0

k(G) formada por los caracteres irreducibles de G
sobre k, y ambas son ortogonales para las formas bilineales respectivas, luego la
matriz de ambas en las bases respectivas es diagonal. Como

h[V ], [V ]i = dimk End(V ) = h�V ,�V i ,

(entendiendo que el miembro derecho es la imagen en k del miembro izquierdo),
concluimos que ambas matrices se corresponden (a través del homomorfismo
Z �! k), luego las dos formas bilineales se corresponden a través del isomor-
fismo.

3.6 Extensiones de coeficientes

En esta sección vamos a estudiar con más detenimiento el monomorfismo del
teorema 3.49 o, equivalentemente, la inclusión R0

k(G) ⇢ R0
K(G). En principio,

sabemos que cada carácter irreducible de G sobre k se expresa como combinación
lineal (con coeficientes naturales) de ciertos caracteres irreducibles de G sobre K.
Vamos a ver qué podemos decir de estos caracteres y de los coeficientes de la
combinación. La situación para cuerpos de caracteŕıstica prima es bastante más
simple que en el caso de cuerpos de caracteŕıstica cero, y ello es consecuencia
del teorema siguiente:

Teorema 3.58 Sea G un grupo finito, K/k una extensión de cuerpos de ca-
racteŕıstica prima y ⇢ : G �! Aut(V ) una representación lineal absolutamente
irreducible de G sobre K cuyo carácter asociado tome valores en k. Entonces
V = WK , para cierto k[G]-módulo absolutamente simple W .

Demostración: Consideramos en primer lugar el caso en que K es finito.
Razonando por inducción sobre el cardinal de K, no perdemos generalidad si
suponemos que no hay cuerpos intermedios entre k y K.

Fijemos una representación matricial ⇢ : K[G] �! Matm(K). Por el teo-
rema 3.36 sabemos que ⇢ es suprayectiva. Llamemos A ⇢Matm(K) al k-espacio
vectorial generado por ⇢[G], que claramente es una k-subálgebra del anillo de
matrices. Consideremos su centro Z(A).

Una matriz a 2 Z(A) conmuta con todas las matrices de ⇢[G], luego también
conmuta con todas las matrices de ⇢[K[G]], luego a 2 Z(Matm(K)) = K (donde
identificamos a K con el espacio de matrices escalares). Aśı pues, tenemos
que k ⇢ Z(A) ⇢ K. Es claro que Z(A) es un cuerpo (por ejemplo, porque
es la adjunción a k de elementos algebraicos), luego, por la hipótesis de que
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la extensión K/k no tiene cuerpos intermedios, ha de ser Z(A) = k o bien
Z(A) = K. Vamos a descartar esta segunda posibilidad.

Si Z(A) = K, entonces A contendŕıa al K-espacio vectorial generado por
⇢[G], es decir, seŕıa A = ⇢[K[G]] = Matm(K). En particular, si ↵ 2 K \ k,
podŕıamos tomar una matriz en A de traza igual a ↵, pero, por otra parte,
como las trazas de las matrices de ⇢[G] están todas en k, lo mismo sucede con
las trazas de las matrices de A, y tenemos una contradicción.

Aśı pues, tenemos que Z(A) = k. Ahora demostraremos que A es semisim-
ple, para lo cual basta probar que J(A) = 0 y a su vez, basta probar que A no
tiene ideales nilpotentes no nulos. Si I es un ideal nilpotente de A, entonces KI
es un ideal nilpotente de KA = ⇢[K[G]] = Matm(K), luego KI = 0, porque
los anillos de matrices son semisimples (teorema 3.17). Aśı pues, I = 0 y A es
semisimple.

Podemos considerar entonces la descomposición de A dada por el teorema
de Wedderburn 3.16, donde cada Ai

⇠= Matni(D
op
i ) ha de contener en su centro

un k-subespacio vectorial isomorfo a k (pues Di = EndA(Vi) contiene a k en
su centro, identificado con el espacio de las homotecias en Vi). Puesto que
dimk Z(A) = 1, la descomposición de A sólo puede tener un sumando, es decir,
que A ⇠= Matn(Dop), donde D = EndA(W ), para cierto A-módulo simple W
finitamente generado. Como W tiene dimensión finita sobre k, es un conjunto
finito, luego D también es finito, y todo anillo de división finito es un cuerpo.7
Por consiguiente, D = Z(Matn(D)) = Z(A) = k. Como EndA(W ) = D = k, el
teorema 3.34 nos da que W es un A-módulo absolutamente simple.

El epimorfismo natural k[G] �! A convierte a W en un k[G]-módulo simple,
que, de hecho, es absolutamente simple, pues Endk[G](W ) = EndA(W ) = k. Nos
falta probar que V ⇠= WK .

Por la observación tras el teorema 3.39, existe un k[G]-módulo simple M tal
que V es un factor de composición de MK . Basta probar que M ⇠= W , pues
entonces V será un factor de composición de WK , que es simple, luego será
V ⇠= WK .

Si no se diera el isomorfismo M ⇠= W , el teorema 3.37 nos da un y 2 k[G]
que anula a M pero no anula a W . Como V es un factor de composición de
MK , es claro que y también anula a V , pero esto significa que la imagen de y
por el epimorfismo k[G] �! A (inducido por la representación matricial de V )
es nula, luego y también anula a W , ya que el producto de y por los elementos
de W se define a través de su imagen en A. Esta contradicción prueba que
V ⇠= WK y el teorema está demostrado en el caso en que el cuerpo K es finito.

Para el caso general, observamos que no perdemos generalidad si sustituimos
el cuerpo K por una extensión. (Hemos de probar que una representación
matricial sobre K con trazas en k es isomorfa a una representación matricial
sobre k.) Aśı pues, podemos suponer que K es algebraicamente cerrado. Sea
F el cuerpo primo de K, sea F ⇢ K la clausura algebraica de F . Sabemos
que es un cuerpo de escisión de G. El teorema 3.40 nos asegura la existencia
de un subcuerpo finito L de K que es también un cuerpo de escisión para G.
(Basta tomar un sistema de representantes de las representaciones matriciales

7Esto es el teorema de Wedderburn. Está probado en mi libro de Geometŕıa, teorema 7.28.
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irreducibles de G sobre F y adjuntar a F los coeficientes de todas las matrices
imágenes de los elementos de G, que son un número finito. De este modo, todo
F [G]-módulo simple está inducido por un L[G]-módulo simple.)

Como L es un cuerpo de escisión de G, tenemos que V = MK , para cierto
L[G]-módulo simple M . Como M y V tienen el mismo carácter, tenemos que
éste toma valores en L \ k. Por la parte ya probada, M = NL, para cierto
(L \ k)[G]-módulo simple N . Entonces V = MK = NK = (Nk)K . El k[G]-
módulo W = Nk cumple lo pedido. (El hecho de que V sea absolutamente
simple y V = WK implica que W también es absolutamente simple.)

Para extraer la principal consecuencia del teorema anterior conviene dar la
definición siguiente:

Definición 3.59 Sea G un grupo finito y m su exponente, es decir, el mı́nimo
común múltiplo de los órdenes de los elementos de G. Diremos que un cuerpo es
suficientemente grande para G si contiene todas las ráıces m-simas de la unidad.

Teorema 3.60 Si K es un cuerpo suficientemente grande para un grupo fi-
nito G, entonces es un cuerpo de escisión para G.

Demostración: Si K tiene caracteŕıstica 0 y k ⇢ K es la adjunción a Q de
las ráıces m-simas de la unidad (donde m es el exponente de G), el teorema 2.62
nos da que k es un cuerpo de escisión de G, luego K también lo es.

Supongamos ahora que K tiene caracteŕıstica prima y sea K su clausura
algebraica (que es un cuerpo de escisión de G). El teorema 3.53 nos da que los
valores que toman los caracteres de G sobre K son sumas de ráıces m-simas
de la unidad, luego todos ellos toman valores en K. Por el teorema 3.58, todo
K[G]-módulo simple es de la forma VK , para cierto K[G]-módulo absolutamente
simple V . El teorema 3.40 implica que K es un cuerpo de escisión de G.

Notemos que la prueba del teorema anterior es completamente distinta para
cuerpos de caracteŕıstica 0 y para cuerpos de caracteŕıstica prima, pues en el
primer caso se basa en el teorema de Brauer sobre caracteres inducidos y en el
segundo en el teorema 3.58.

Entre otras cosas, hemos de probar que los caracteres que aparecen en la
descomposición de un carácter irreducible tras una extensión de coeficientes
forman una clase de conjugación en el sentido que vamos a definir a continuación.

Definición 3.61 Sea G un grupo finito, K un cuerpo y ⇢ : G �! LG(n,K)
una representación matricial de G sobre K. Cada automorfismo ⌧ : K �! K
induce un automorfismo de grupos ⌧̄ : LG(n,K) �! LG(n,K). Llamaremos
⇢⌧ = ⇢ � ⌧̄ , que es claramente una representación matricial de G sobre K.

Es inmediato comprobar que si ⇢2 y ⇢2 son representaciones matriciales
isomorfas, entonces ⇢⌧1 y ⇢⌧2 también son isomorfas, por lo que, si V es un K[G]-
módulo finitamente generado, podemos llamar V ⌧ al K[G]-módulo asociado
a cualquier representación matricial ⇢⌧ , donde ⇢ es cualquier representación
matricial asociada a V .
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Si f : G �! K es una función cualquiera, podemos definir f⌧ : G �! K
como la función dada por f⌧ (�) = ⌧(f(�)). En estos términos, si una represen-
tación matricial ⇢ tiene carácter �, es claro que ⇢⌧ tiene carácter �⌧ .

Teorema 3.62 Sea G un grupo finito, K un cuerpo de escisión de G y sea
� : G �! k un carácter (irreducible) de G sobre K que tome valores en un
subcuerpo k ⇢ K. Si ⌧ : k �! k es un automorfismo, entonces �⌧ es también
un carácter (irreducible) de G sobre K.

Demostración: Sea K la clausura algebraica de K y sea k ⇢ K la clausura
algebraica de k. El teorema 3.49 implica que los caracteres irreducibles de G
sobre K son los mismos que los caracteres irreducibles de G sobre K y éstos,
a su vez, son los mismos que los caracteres irreducibles de G sobre k. Por otra
parte, ⌧ se extiende a un automorfismo de k. Por consiguiente, viendo a �
como carácter de una representación irreducible ⇢ de G sobre k, tenemos que
�⌧ es el carácter de ⇢⌧ y, claramente, es también irreducible. Por lo tanto, �⌧
es también el carácter de una representación irreducible de G sobre K. Como
todo carácter es suma de caracteres irreducibles, el conjugado de un carácter
arbitrario es también un carácter.

Definición 3.63 Sea K/k una extensión de cuerpos. Si � : G �! K es un
carácter de G sobre K, llamaremos k(�) a la adjunción a k de la imagen de �.
Por 3.60 tenemos que k(�) está contenido en una extensión ciclotómica de K,
luego la extensión k(�)/k es finita de Galois con grupo de Galois G� = G(k(�)/k)
abeliano. Diremos que dos caracteres irreducibles  , � de G sobre K son con-
jugados sobre k si k( ) = k(�) y existe un ⌧ 2 G� tal que �⌧ =  .

Es claro que la conjugación sobre k es una relación de equivalencia en el
conjunto de los caracteres irreducibles de G sobre K. Observemos que si � es
un carácter irreducible cualquiera y ⌧ 2 G�, entonces �⌧ es también un carácter
irreducible (por el teorema 3.62) y claramente k(�) = k(�⌧ ), luego �⌧ es un
carácter conjugado con � sobre k. Esto significa que el grupo G� actúa sobre
la clase de conjugación de � (y determina en ella una única órbita). Además el
estabilizador de � es trivial, pues si �⌧ = �, entonces ⌧ fija a k(�), luego ha de
ser ⌧ = 1. El teorema 1.18 implica entonces que el número de conjugados de �
sobre k es |G�| = |k(�) : k|.

Por otra parte, vamos a necesitar el siguiente resultado técnico:

Teorema 3.64 Sea K/k una extensión de cuerpos finita de grado n, sea V
un K[G]-módulo simple y sea Vk el mismo espacio V considerado como k[G]-
módulo.

a) Vk tiene un único factor de composición W (con cierta multiplicidad),
que es, concretamente, el único k[G]-módulo simple tal que WK tiene a V
como factor de composición.

b) Si el carácter � de V toma valores en k, entonces el carácter de Vk es n�.
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Demostración: Llamemos W al único k[G]-módulo simple tal que WK

tiene a V como factor de composición. (Véase la observación tras 3.39.) El
teorema 3.37 nos da un x 2 k[G] tal que la multiplicación por x en W es el
automorfismo identidad, mientras que x anula a cualquier k[G]-módulo simple
no isomorfo a W .

Es claro que la multiplicación por x en WK es también la identidad, y lo
mismo vale para la multiplicación por x en V , ya que es un factor de composición
de WK . Por consiguiente, la multiplicación por x en Vk también es la identidad,
y lo mismo vale para todos los factores de composición de Vk, luego todos ellos
han de ser isomorfos a W . Esto prueba a)

Fijemos una K-base v1, . . . , vm de V , y sea e1, . . . , en una k-base de K. Es
claro entonces que los elementos eivj forman una k-base de Vk. Dado � 2 G,
sea vj� =

P
r
↵jrvr, con ↵jr 2 K. Sea, a su vez,

ei↵jr =
P
s
�ijrses, con �ijrs 2 k.

De este modo,
eivj� =

P
r

ei↵jrvr =
P
s
�ijrsesvr.

Entonces:
ei�(�) = ei

P
j
↵jj =

P
j,s
�ijjses.

Como �(�) 2 k, la unicidad de las coordenadas implica que

�(�) =
P
j
�ijji,

luego, si llamamos  al carácter de Vk, tenemos que

 (�) =
P
ij
�ijji = n�(�).

Aśı pues,  = n�.

Ahora ya podemos estudiar la descomposición de un k[G]-módulo tras una
extensión de coeficientes:

Teorema 3.65 Sea G un grupo finito, sea K/k una extensión de cuerpos tal
que K sea un cuerpo de escisión de G y sea V un k[G]-módulo simple.

a) Los factores de composición del K[G]-módulo VK tienen todos la misma
multiplicidad m.

b) Si car k 6= 0, entonces m = 1.

c) Los caracteres �i asociados a los factores de composición de VK forman
una clase de conjugación sobre k. En particular, todos determinan el
mismo cuerpo L = k(�i) ⇢ K.
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d) Los factores de composición de VL tienen todos multiplicidad 1.

e) Si Z es un factor de composición de VL, entonces ZK tiene un único factor
de composición, con multiplicidad m.

f) Los módulos VL y VK son semisimples.

Demostración: Sea W un factor de composición de VK , sea � su carácter
y sea L = k(�). Los factores de composición de V son factores de composición
de las extensiones de coeficientes de los factores de composición de VL, luego
podemos tomar un factor de composición Z de VL tal que W sea un factor de
composición de ZK .

Veamos que W es el único factor de composición de ZK (con cierta multi-
plicidad m). Notemos que esto implica que el carácter de Z (que es el mismo
que el de ZK) es m�.

Si k tiene caracteŕıstica prima, esto es consecuencia inmediata del teo-
rema 3.58, pues (combinado con 3.38) nos da que W = ZK , luego en este
caso tenemos además que m = 1. Supongamos ahora que car k = 0.

Sea L0/L una extensión finita tal que L0 sea un cuerpo de escisión de G.
Podemos suponer que L0 y K están contenidos en un mismo cuerpo L0K (por
ejemplo, podemos tomar una extensión ciclotómica adecuada de L en la clausura
algebraica de K). Como L0, K y L0K son todos cuerpos de escisión de G, el
teorema 3.39 nos da que � —–que en principio es un carácter irreducible de
G sobre K— es también un carácter irreducible de G sobre L0K y también
sobre L0.

Si tomamos un L0[G]-módulo Z0 con carácter � y lo consideramos como
L[G]-módulo, el teorema anterior nos da que su carácter sobre L pasa a ser
n�. Entonces, Z0

K también tiene carácter n�, luego tiene a W como factor de
composición, al igual que ZK , luego Z = Z0, por 3.38, luego el carácter de ZK es
m�, y esto significa que su único factor de composición es W , como queŕıamos
probar.

Sea G = G(L/k) y sean � = �1, . . . ,�n los caracteres conjugados de �
sobre k, donde n = |L : k| = |G|. Pongamos que G = {⌧1, . . . , ⌧n}, de manera que
�i = �⌧i . El L[G]-módulo Z⌧i tiene carácter m�i, luego los L[G]-módulos Z⌧i

son no isomorfos dos a dos, pues tienen caracteres distintos. También es claro
que los K[G]-módulos (Z⌧i)K tienen cada uno un único factor de composición
distinto, aunque siempre con multiplicidad m.

Ahora demostraremos que los L[G]-módulos Z⌧i son los factores de compo-
sición de VL, y que todos ellos tienen multiplicidad 1 en VL. Con esto serán
inmediatas todas las afirmaciones del enunciado excepto la última.

Como Z es un factor de composición de VL y (VL)⌧i = VL (porque podemos
tomar como representación matricial de VL una de V , con coeficientes en k),
resulta que todos los Z⌧i son factores de composición de VL. Por consiguiente,

ndimL Z  dimL VL.
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Por otra parte, si Zk es el L[G]-módulo Z considerado como k[G]-módulo, el
teorema anterior implica que Zk tiene a V como único factor de composición,
luego

dimL VL = dimk V  dimk Zk = ndimL Z.

Aśı pues, se da la igualdad dimL VL = ndimL Z, de la que se sigue que VL

no puede tener más factores de composición que los n módulos Z⌧i , y que todos
ellos han de tener multiplicidad 1.

Sólo falta probar que VL y VK son completamente reducibles, lo cual es trivial
si car k = 0. Supongamos, pues, que k tiene caracteŕıstica prima. Teniendo
en cuenta la parte del teorema ya probada, es claro que Z es un factor de
composición arbitrario de VL. Podemos tomar concretamente como Z un factor
de composición que aparezca en primer lugar en una serie de composición de
VL, es decir, un submódulo simple de VL. Si fijamos una L-base de Z y la
extendemos hasta una L-base de VL, la representación matricial asociada a VL

cumple, para todo � 2 G:

⇢VL(�) =
✓
⇢Z(�) 0
⇤ ⇤

◆
.

Las matrices de ⇢⌧i
VL

tienen la misma estructura, con ⇢Z⌧i en el primer blo-
que, lo cual se traduce en que V ⌧i

L = VL tiene un L[G]-submódulo isomorfo a
Z⌧i . Por consiguiente, si llamamos S a la suma de un L[G]-submódulo simple
de VL isomorfo a cada Z⌧i , tenemos que S es un L[G]-módulo semisimple (teo-
rema 3.3) que tiene los mismos factores de composición que VL. Como éstos
tienen multiplicidad 1 en VL, ha de ser VL = S, luego VL es semisimple.

La prueba para VK es análoga: considerando a Z⌧i como submódulo de VL,
vemos que (Z⌧i)K es un submódulo de VK (simple, por la propiedad e). Como
los factores de composición de VK son los (Z⌧i)K y todos tienen multiplicidad 1,
concluimos igualmente que VK es semisimple.

Definición 3.66 Sea G un grupo finito y K/k una extensión de cuerpos tal
que K sea un cuerpo de escisión de G. Sea W un K[G]-módulo simple y sea V
el único k[G]-módulo simple tal que VK tiene a W como factor de composición.
La multiplicidad m = mk(V ) dada por el teorema anterior para el k[G]-módulo
V se llama ı́ndice de Schur de V sobre k. Si � es el carácter de W , se dice
también que m = mk(�) es el ı́ndice de Schur de � sobre k.

Hemos probado que si K tiene caracteŕıstica prima, todos los K[G]-módulos
irreducibles (o todos los caracteres irreducibles) tienen ı́ndice de Schur igual a 1
sobre cualquier subcuerpo.

Como aplicación, probamos un resultado sobre radicales de Jacobson:

Teorema 3.67 Sea G un grupo finito y K/k una extensión de cuerpos tal que
K sea un cuerpo de escisión de G. Entonces J(K[G]) = KJ(k(G)).
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Demostración: Si x 2 J(k[G]), entonces x anula a todos los k[G]-módulos
simples. Si V es un K[G]-módulo simple, entonces existe un k[G]-módulo simple
W tal que V es un factor de composición de WK . El hecho de que x anule
a W implica que también anula a WK , y esto a su vez implica que anula a
V . Por lo tanto, x 2 J(K[G]). Como J(K[G]) es un ideal, concluimos que
KJ(k[G]) ⇢ J(K[G]).

Por otra parte, hemos probado que las extensiones de coeficientes de los
k[G]-módulos simples son semisimples, luego lo mismo vale para k[G]-módulos
semisimples. En particular, el K[G]-módulo (k[G]/J(k[G])⌦k K es semisimple.
Teniendo en cuenta la sucesión exacta

0 �! J(k[G])⌦k K �! K[G] �! (k[G]/J(k[G])⌦k K �! 0,

vemos que KJ(k[G]) es un ideal de K[G] cuyo cociente es semisimple. Según las
observaciones posteriores a 3.25, podemos concluir que J(K[G]) ⇢ KJ(k[G]).





Caṕıtulo IV

Representaciones modulares

En este caṕıtulo relacionaremos las representaciones de grupos finitos en
cuerpos de caracteŕıstica 0 con las representaciones en cuerpos de caracteŕıstica
prima p a través de los cuerpos locales, es decir, las extensiones finitas K de
los cuerpos de números p-ádicos Qp, de modo que podemos considerar las re-
presentaciones sobre el propio K, que es un cuerpo de caracteŕıstica 0, y sobre
su cuerpo de restos, que es un cuerpo de caracteŕıstica prima. Dedicamos la
primera sección a presentar una variante de los anillos de Grothendieck Rk(G)
que será más adecuada para tratar el caso en que la caracteŕıstica del cuerpo
divide al orden del grupo.

4.1 Representaciones proyectivas

Entre las diferencias que presenta la teoŕıa de representaciones lineales en el
caso en que la caracteŕıstica del grupo no divide al orden del grupo y el caso
opuesto en que śı que la divide —aparte del hecho fundamental de que el álgebra
k[G] es semisimple en el primer caso y no en el segundo— cabe destacar que en el
caso de las representaciones ordinarias podemos definir una forma bilineal en el
anillo de caracteres virtuales o, equivalentemente, en el anillo de Grothendieck,
de forma que se cumplen las relaciones de ortogonalidad.

Si intentamos trasladar esto al caso en que la caracteŕıstica del cuerpo di-
vide al orden del grupo, nos encontramos, para empezar, con que no podemos
dividir entre |G| para definir la forma bilineal en el anillo de caracteres vir-
tuales y, si eliminamos esta división, obtenemos la forma bilineal nula. En el
anillo de Grothendieck tampoco podemos definir la forma bilineal como en el
teorema 3.47 porque los anillos de homomorfismos no son aditivos respecto a
sucesiones exactas. No obstante, esto puede remediarse si nos restringimos a la
categoŕıa de k[G]-módulos proyectivos:

Definición 4.1 Sea G un grupo finito y k un cuerpo. Llamaremos Pk(G) al
grupo de Grothendieck asociado a la categoŕıa de los k[G]-módulos proyectivos
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finitamente generados. Definimos

P+
k (G) = {[M ] 2 Pk(G) | M es un k[G]-módulo proyectivo f.g.},

Si car k - |G|, entonces todo k[G]-módulo finitamente generado es proyectivo,
pues es suma directa de k[G]-módulos simples y cada k[G]-módulo simple es un
sumando directo de k[G]. Por consiguiente, en este caso Pk(G) = Rk(G).

Vamos a investigar la estructura de Pk(G). Para cada k[G]-módulo semisim-
ple V finitamente generado, llamemos f : PV �! V a su envoltura proyectiva
(definición 1.56). Si N es el núcleo de f , el hecho de que f sea esencial implica
que N ⇢ PV J(k[G]) (por los teoremas 3.29 y 3.30), y el hecho de que V sea
semisimple implica que PV J(k[G]) ⇢ N (por las observaciones tras 3.25). Por
lo tanto, N = PV J(k[G]), luego

V ⇠= PV /PV J(k[G]).

Vemos, pues, que dos k[G]-módulos semisimples son isomorfos si y sólo si
sus envolturas proyectivas son isomorfas. Por otra parte, todo k[G]-módulo
proyectivo finitamente generado P es la envoltura proyectiva de un k[G]-módulo
semisimple, a saber, de V = P/PJ(k[G]).

En definitiva, vemos que, a través de las envolturas proyectivas, las clases
de isomorf́ıa de k[G]-módulos semisimples se corresponden biuńıvocamente con
las clases de isomorf́ıa de k[G]-módulos proyectivos finitamente generados. Vea-
mos ahora que los k[G]-módulos simples se corresponden con los k[G]-módulos
proyectivos indescomponibles, en el sentido siguiente:

Definición 4.2 Si A es un anillo, un A-módulo M 6= 0 es indescomponible si
no puede descomponerse en suma directa de dos submódulos propios.

Es claro que todo A-módulo simple es indescomponible y, si A es un ani-
llo semisimple, un A-módulo finitamente generado es indescomponible si y sólo
si es simple. En general, si A tiene longitud finita, entonces todo A-módulo
finitamente generado se descompone en suma directa de A-submódulos indes-
componibles.

Volviendo al caso de los k[G]-módulos, observemos que si Pi �! Vi, para
i = 1, . . . , n, son las envolturas proyectivas de los k[G]-módulos Vi, entonces

P1 � · · ·� Ph �! V1 � · · ·� Vh

es la envoltura proyectiva de V1 � · · · � Vh. En efecto, si Ni es el núcleo de la
envoltura proyectiva de Vi, entonces Ni = PiJ(k[G]), luego

N = N1 � · · ·�Nh ⇢ (P1 � · · ·� Ph)J(k[G]),

lo que prueba que la suma de las envolturas proyectivas es un homomorfismo
esencial y, por consiguiente, es la envoltura proyectiva de la suma de los módulos
dados.
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Aśı pues, si V es un k[G]-módulo tal que PV no es indescomponible, podemos
expresar PV = P1 � P2, para ciertos k[G]-submódulos propios Pi. Llamamos
Vi = Pi/PiJ(k[G]), que son k[G]-módulos semisimples cuya envoltura proyectiva
es Pi. Según hemos visto, PV es entonces la envoltura proyectiva de V1 � V2,
luego

V1 � V2
⇠= PV /PJ(k[G]) ⇠= V.

Aśı pues, V no es simple. Rećıprocamente, si V = V1 � V2 no es simple,
entonces PV

⇠= PV1�PV2 no es indescomponible. Ahora es inmediato el teorema
siguiente:

Teorema 4.3 Sea G un grupo finito y k un cuerpo. Entonces, todo k[G]-módulo
proyectivo finitamente generado P se descompone de forma única (salvo isomor-
fismo y reordenación de sumandos) como suma directa de submódulos proyec-
tivos indescomponibles. Concretamente, si la descomposición del k[G]-módulo
semisimple

V = P/PJ(k[G])

en suma de submódulos simples es V = V1�· · ·�Vh, entonces la única descompo-
sición de P en submódulos proyectivos indescomponibles es P = PV1� · · ·�PVh ,
donde PVi es la envoltura proyectiva de Vi.

A su vez, de aqúı se sigue trivialmente:

Teorema 4.4 Sea G un grupo finito y k un cuerpo. Entonces:

a) Si P1 y P2 son dos k[G]-módulos proyectivos finitamente generados, en-
tonces [P1] = [P2] en Pk(G) si y sólo si P1

⇠= P2.

b) Pk(G) es un Z-módulo libre de base

Ik(G) = {[M ] 2 Pk(G) | M es indescomponible }.

Demostración: Como todo k[G]-módulo proyectivo finitamente generado
es suma directa de submódulos proyectivos indescomponibles, es claro que Ik(G)
es un sistema generador de Pk(G). Puesto que el número de k[G]-módulos
simples no isomorfos dos a dos es finito, lo mismo sucede con el de k[G]-módulos
proyectivos indescomponibles finitamente generados. Sea P1, . . . , Ph un sistema
de representantes de las clases de isomorf́ıa.

Para cada k[G]-módulo proyectivo finitamente generado P , definimos mi(P )
como el número de sumandos isomorfos a Vi en la descomposición de P en suma
de k[G]-módulos indescomponibles. Observemos que todas las sucesiones exac-
tas de k[G]-módulos proyectivos se escinden, por lo que la aditividad requerida
para que una función f induzca un homomorfismo sobre Pk(G) se reduce a que

f(P �Q) = f(P ) + f(Q).

En el caso concreto de las funciones mi, tenemos ciertamente que

mi(P �Q) = mi(P ) + mi(Q),
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luego inducen homomorfismos mi : Pk(G) �! Z tales que mi([P ]) = mi(P ).
En particular, mi([Pj ]) = �ij , donde (�ij) es la matriz identidad. Esto prueba el
apartado a) para módulos indescomponibles. Los mi determina un isomorfismo
Pk(G) ⇠= Zh que hace corresponder Ik(G) con la base canónica de Zh, lo cual
prueba el apartado b).

Por último, la igualdad [P1] = [P2] equivale a que mi(P1) = mi(P2) para
todo i, lo cual equivale claramente a que P1

⇠= P2.

El teorema 1.58 nos permite dotar a Pk(G) de estructura de anillo.

Teorema 4.5 Si G es un grupo finito y k es un cuerpo, el grupo Pk(G) adquiere
estructura de anillo conmutativo con el producto determinado por

[P ] · [Q] = [P ⌦k Q],

para todo par de k[G]-módulos proyectivos finitamente generados P y Q, aśı
como estructura de Rk(G)-álgebra con el producto determinado por

[P ] · [V ] = [P ⌦k V ],

donde P y V son k[G]-módulos finitamente generados y P es proyectivo.

Si C es la categoŕıa de los k[G]-módulos finitamente generados y C0 la de los
k[G]-módulos proyectivos finitamente generados, consideramos la aplicación

h , i : C0 ⇥ C �! Z

dada por
hP, V i = dimk Hom(P, V ).

Vamos a ver que, al restringir el primer argumento a módulos proyectivos,
esta aplicación śı que define una forma bilineal sobre los grupos de Grothendieck
respectivos. En efecto, por una parte, una sucesión exacta en C0 es de la forma

0 �! P1 �! P1 � P2 �! P2 �! 0,

de modo que, como en el caso de Rk(G), se cumple que

Hom(P1 � P2, V ) ⇠= Hom(P1, V )�Hom(P2, V ),

luego
hP1 � P2, V i = hP1, V i+ hP2, V i .

Por otra parte, dada una sucesión exacta

0 �!M 0 �!M �!M 00 �! 0

en C y P 2 C0, el teorema 1.51 nos da la sucesión exacta

0 �! Hom(P,M 0) �! Hom(P,M) �! Hom(P,M 00) �! 0.

Tomando dimensiones sobre k, llegamos a que

hP,Mi = hP,M 0i+ hP,M 00i .

El teorema 3.45 nos da ahora:
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Teorema 4.6 Sea G un grupo finito y k un cuerpo. Entonces existe una forma
bilineal h , i : Pk(G) ⇥ Rk(G) �! Z determinada por que, para todo par de
k[G]-módulos finitamente generados P y M (con P proyectivo), se cumple que

h[P ], [M ]i = dimk Hom(P,M).

Observemos ahora que si [V ], [V 0] 2 Sk(G) y f : PV �! V es la envol-
tura proyectiva de V , entonces tenemos un isomorfismo canónico de k-espacios
vectoriales

Hom(V, V 0) ⇠= Hom(PV , V 0)

dado por g 7! f � g. En efecto, es claro que se trata de un monomorfismo y,
dado h : PV �! V 0 no nulo, como V 0 es simple, ha de ser suprayectivo, luego el
núcleo de h está contenido en J(PV ), que es el núcleo de f , luego h induce un
homomorfismo g : V �! V 0 tal que f � g = h.

Aśı pues, h[PV ], [V 0]i = dimk Hom(V, V 0) y, en particular, si

Sk(G) = {[V1], . . . , [Vh]}, Ik(G) = {[PV1 ], . . . , [PVh ]},

entonces

h[PVi ], [Vj ]i =
⇢

dimk End(Vi) si i = j,
0 si i 6= j.

Si k es un cuerpo de escisión de G, el teorema 3.34 nos da que Sk(G) e Ik(G)
son bases duales respecto de la forma bilineal dada por el teorema anterior. En
tal caso, h[P ], [Vj ]i es el número de veces que PVj aparece en la descomposición
de P en k[G]-módulos proyectivos indescomponibles.

Teorema 4.7 Sea G un grupo finito, k un cuerpo de escisión para G, sean
V1, . . . , Vh un sistema de representantes de los k[G]-módulos simples y sean
PV1 , . . . , PVh sus envolturas proyectivas. Entonces

k[G] =
hL

j=1
P

nj

Vj
,

donde nj = dimk Vj. En particular, si Nj = dimk PVj , tenemos que

hP
j=1

Njnj = |G|.

Demostración: Basta observar que

h[k[G], [Vj ]i = dimk Hom(k[G], Vj) = dimk Vj = nj ,

luego PVj aparece nj veces en la descomposición de G.

Una última relación elemental entre Rk(G) y Pk(G) es que entre ambos
podemos definir el homomorfismo siguiente:
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Definición 4.8 Sea G un grupo finito y k un cuerpo. El homomorfismo de
Cartan de G es el homomorfismo c : Pk(G) �! Rk(G) determinado por que
c([P ]) = [P ], para todo k[G]-módulo proyectivo finitamente generado P . La
matriz de c en las bases Ik(G), Sk(G) se llama matriz de Cartan de G sobre k.

Concretamente, si V y W son dos k[G]-módulos simples, podemos considerar
[PV ] 2 Ik(G), [W ] 2 Sk(G). Representamos por CV,W = C[PV ],[W ] 2 N el
coeficiente correspondiente de la matriz de Cartan. Se trata del coeficiente de
[W ] en la descomposición de [PV ] como elemento de Rk(G), es decir, el número
de veces que W aparece en una serie de composición de PV .

Teorema 4.9 Sea G un grupo finito, k un cuerpo y V , W dos k[G]-módulos
simples. Sea mV = dimk End(V ), mW = dimk End(W ). Entonces

mW CV,W = mV CW,V .

Demostración: En virtud del teorema 1.66, basta probar que

mV CW,V = dimk Hom(PV , PW ).

Para ello tomamos una serie de composición

0 = M0 ⇢M1 ⇢ · · · ⇢Mn = PW ,

con la que formamos la sucesión exacta

0 �!Mn�1 �!Mn �!Mn/Mn�1 �! 0.

El teorema 1.51 nos da la sucesión exacta

0 �! Hom(PV ,Mn�1) �! Hom(PV ,Mn) �! Hom(PV ,Mn/Mn�1) �! 0.

De aqúı deducimos que

dimk Hom(PV ,Mn) = dimk Hom(PV ,Mn/Mn�1) + dimk Hom(PV ,Mn�1).

Ahora consideramos la sucesión exacta

0 �!Mn�2 �!Mn�1 �!Mn�1/Mn�1 �! 0

y, tras un número finito de pasos, llegamos a que

dimk Hom(PV , PW ) = dimk Hom(PV ,Mn) =
nP

i=1
dimk Hom(PV ,Mi/Mi�1)

=
nP

i=1
dimk Hom(V,Mi/Mi�1)

(por la observación tras el teorema 4.6). El lema de Schur 3.12 implica que el
último sumatorio es igual a mV CWV .

Si k es un cuerpo de escisión de G, el teorema 3.34 implica que mV = 1 para
todo K[G]-módulo simple. Por lo tanto:
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Teorema 4.10 Si G es un grupo finito y k es un cuerpo de escisión de G,
entonces la matriz de Cartan de G sobre k es simétrica.

Otra propiedad de la matriz de Cartan que podemos probar fácilmente es la
siguiente:

Teorema 4.11 Si G es un grupo finito y V es un k[G]-módulo simple, V es
proyectivo si y sólo si cV V = 1.

Demostración: Obviamente, si V es proyectivo, PV = V y cV V = 1. Por
otra parte, el teorema 1.66 nos da que

dimk HomG(V, PV ) = dimk HomG(PV , V ) � 1,

luego existe un homomorfismo no nulo V �! PV . Como V es simple, ha de ser
un monomorfismo, luego PV tiene un submódulo isomorfo a V . Por consiguiente,
podemos formar una serie de composición

0 = V0 ⇢ V1 ⇢ · · · ⇢ Vn�1 ⇢ Vn = PV

con V1
⇠= V . Si V no es proyectivo, entonces n � 2. Como PV /Vn�1 es simple,

ha de ser PV J(k[G]) ⇢ Vn�1, pero, como

PV /PV J(k[G]) ⇠= V,

ha de ser PV /Vn�1
⇠= V , luego PV tiene al menos dos factores de composición

isomorfos a V , a saber, V1/V0 y Vn/Vn�1, luego cV V � 2.

4.2 Representaciones en anillos locales

Vamos a ver que si K es un cuerpo local cuyo cuerpo de restos k tiene carac-
teŕıstica p, cada representación lineal de G sobre K determina una “reducción
módulo p”, que es una representación lineal de G sobre k. Ello exige pasar
primero a una representación de G sobre el anillo de enteros de K y, desde ésta,
pasar a una representación sobre k. En realidad, los resultados de esta sección
son válidos cuando K es el cuerpo de cocientes de un anillo de valoración discreta
de caracteŕıstica 0, sin que sea necesario exigir completitud.

Teorema 4.12 Sea A un anillo conmutativo, G un grupo finito y P un A[G]-
módulo finitamente generado. Entonces, P es un A[G]-módulo proyectivo si y
sólo si es un A-módulo proyectivo y existe un A-endomorfismo u : P �! P tal
que, para todo v 2 P , P

�2G
u(v��1)� = v.

Demostración: Como A[G] es un A-módulo libre, todo A[G]-módulo libre
es también un A-módulo libre, luego todo A[G]-módulo proyectivo es también
un A-módulo proyectivo.
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Supongamos ahora que P es proyectivo como A-módulo y sea Q = P⌦AA[G],
considerado como A[G]-módulo con el producto derivado de la estructura de
A[G]-bimódulo de A[G], es decir, de modo que

(v ⌦ x)y = v ⌦ xy (y no (v ⌦ x)y = vy ⌦ xy).

Se cumple entonces que Q es un A[G]-módulo proyectivo, pues si P 0 es un
A-módulo tal que P � P 0 ⇠= An, entonces tenemos los isomorfismos de A[G]-
módulos

Q� (P 0 ⌦A A[G]) ⇠= An ⌦A A[G] ⇠= A[G]n.

Sea q : Q �! P el epimorfismo de A[G]-módulos dado por q(v ⌦ �) = v�.
Tenemos una sucesión exacta de homomorfismos de A[G]-módulos

0 �! N �! Q �! P �! 0,

que se escinde si y sólo si P es proyectivo. (Una implicación por el teorema 1.52,
la otra porque si la sucesión se escinde, entonces P es un sumando directo de Q,
que es proyectivo.) Teniendo en cuenta el teorema 1.35, llegamos a que P es un
A[G]-módulo proyectivo si y sólo si existe un A[G]-homomorfismo f : P �! Q
tal que f � q = 1.

Un A[G]-homomorfismo f : P �! Q arbitrario es de la forma

f(v) =
P
�2G

u�(v)⌦ �,

donde u� 2 EndA(P ). La ecuación f(v��1) = f(v)��1 nos da la relación
u�(v) = u1(v��1), luego, llamado u = u1, vemos que todo A[G]-homomorfismo
f : P �! Q es de la forma

f(v) =
P
�2G

u(v��1)⌦ �,

para cierto u 2 EndA(P ). La condición f � q = 1 equivale a que
P
�2G

u(v��1)� = v

para todo v 2 P .

A partir de aqúı consideraremos un dominio ı́ntegro local D con ideal ma-
ximal m y cuerpo de restos k = D/m. Para cada D[G]-módulo V , podemos
considerar el k-espacio vectorial V = V ⌦D k, al que podemos dotar de estruc-
tura de k[G]-módulo mediante

(v ⌦ ↵)� = (v�)⌦ ↵.

Si V es libre de rango finito sobre D, una base v1, . . . , vn de V determina
una representación matricial ⇢ : G �! Matn(D). Entonces, vi ⌦ 1 es una base
de V sobre k, y la representación matricial de G sobre k asociada a esta base
es la reducción módulo m de ⇢, es decir, la representación ⇢̄ en la que ⇢̄(�) es
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la matriz cuyos coeficientes son las clases módulo m de los coeficientes de ⇢(�).
Por ello, al módulo V lo llamaremos reducción módulo m de V .

Observemos que, si V es libre sobre D, el producto V⌦D conserva la exac-
titud de la sucesión

0 �! m �! D �! k �! 0,

con lo que obtenemos que V ⇠= V/V m.

Teorema 4.13 Sea D un dominio ı́ntegro local, sea m su ideal maximal y sea
k = D/m su cuerpo de restos.

a) Si P es un D[G]-módulo finitamente generado que es libre como D-módulo,
entonces P es proyectivo como D[G]-módulo si y sólo si el k[G]-módulo
P = P ⌦D k es proyectivo.

b) Dos D[G]-módulos proyectivos finitamente generados P y P 0 libres sobre
D son isomorfos si y sólo si los son los k[G]-módulos P y P

0.

Demostración: a) Si P es proyectivo, existe un D[G]-módulo P 0 tal que
P �P 0 es libre. Teniendo en cuenta que D[G]⌦D k ⇠= k[G], es claro que P �P

0

es un k[G]-módulo libre, luego P es proyectivo.
Supongamos ahora que P es proyectivo. El teorema 4.12 nos da un k-endo-

morfismo ū : P �! P tal que
P
�2G

ū(v��1)� = v,

para todo v 2 P . Como P es un D-módulo libre, podemos definir un D-
endomorfismo u : P �! P que haga conmutativo el diagrama siguiente:

P
u //

✏✏

P

✏✏
P ū

// P

donde las flechas verticales se identifican con el epimorfismo P �! P/V m. Si
llamamos u0 : P �! P al D-homomorfismo dado por

u0(v) =
P
�2G

u(v��1)�,

tenemos claramente un diagrama conmutativo análogo con u0 y la identidad
en P , es decir, que u0(v) ⌘ v (mód V m) para todo v 2 V . En particular, el
determinante de la matriz de u0 respecto de una base de V es ⌘ 1 (mód m),
luego es una unidad de D, luego u0 es un D-automorfismo de P . Más aún, es
claro que se trata de un D[G]-automorfismo. Por consiguiente:

P
�2G

(u0�1u)(v��1)� =
P
�2G

u(u0�1(v)��1)� = u0(u0�1(v)) = v.
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Aśı pues, el D-endomorfismo u0�1u nos permite aplicar el teorema 4.12 para
concluir que P es un D[G]-módulo proyectivo.

b) Una implicación es obvia. Si w̄ : P �! P
0 es un k[G]-homomorfismo,

la proyectividad de P nos da un k[G]-homomorfismo w : P �! P 0 que hace
conmutativo el diagrama

P
w //

✏✏

P

✏✏
P w̄

// P

Si w̄ es un isomorfismo, el determinante de w en una D-base de P es con-
gruente módulo m con el determinante de w̄ en la base de P inducida por la
base dada. En particular, es no nulo módulo m, luego es una unidad en D, luego
w es un isomorfismo.

En adelante supondremos que D es un anillo de valoración discreta. Como
antes, llamaremos m a su ideal maximal y k = D/m a su cuerpo de restos.
Además, llamaremos K a su cuerpo de cocientes.

Definición 4.14 En las condiciones anteriores, si V es un K-espacio vectorial
de dimensión finita, llamaremos ret́ıculo en V a todo D-submódulo de V finita-
mente generados que sea un sistema generador de V como K-espacio vectorial.

Equivalentemente, un ret́ıculo R ⇢ V es el D-módulo generado por un sis-
tema generador finito de V . El hecho de que V es un espacio vectorial implica
que R es un D-módulo libre de torsión, luego es un D-módulo libre.1 Es fácil
ver que una D-base de R es también una K-base de V , por lo que el rango de
R como D-módulo coincide con la dimensión de V .

Sea G un grupo finito y supongamos que V es un K[G]-módulo finitamente
generado, con lo que también es un K-espacio vectorial de dimensión finita.
Diremos que un ret́ıculo R ⇢ V es estable si R� ⇢ R para todo � 2 G (lo cual
implica que, de hecho, R� = R).

Es claro que todo K[G]-módulo V tiene ret́ıculos estables: basta tomar un
sistema generador finito B de V como K-espacio vectorial y considerar el D-
módulo generado por el conjunto finito

S
�2G

B�.

Si R es un ret́ıculo estable, entonces es un D[G]-módulo y es libre como D-
módulo, luego podemos considerar su reducción R = R⌦D k módulo m, que es
un k[G]-módulo finitamente generado. A su vez, podemos considerar su imagen
[R] 2 Rk(G) en el anillo de Grothendieck de G sobre k.

Teorema 4.15 Sea D un anillo de valoración discreta con cuerpo de cocientes
K y cuerpo de restos k. Sea G un grupo finito. Si V es un K[G]-módulo
finitamente generado y R1, R2 son dos ret́ıculos estables en V , entonces se
cumple que [R1] = [R2] en Rk(G).

1Por el teorema 16.8 de mi libro de Álgebra. Nótese que todo anillo de valoración discreta
es un dominio eucĺıdeo.
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Demostración: Consideremos primero el caso en que R1m ⇢ R2 ⇢ R1.
Entonces T = R1/R2 es un D[G]-módulo tal que Tm = 0, luego tiene una
estructura natural de k[G]-módulo (pues k[G] = D[G]/D[G]m). El epimorfismo
canónico R1 �! T tiene a R1m en su núcleo, luego induce un epimorfismo
R1 �! T , cuyo núcleo es R2, con lo que podemos forma la sucesión exacta

0 �! T �! R2 �! R1 �! T �! 0,

en la que el primer monomorfismo es la multiplicación por un generador de m.
De aqúı se sigue fácilmente que, al pasar a Rk(G), obtenemos la relación

[T ]� [R2] + [R1]� [T ] = 0,

luego [R1] = [R2].

Consideramos ahora el caso general. Si tomamos sendas bases de R1 y R2

como D-módulos, ambas son bases de V como K-espacio vectorial, luego cada
elemento de la base de R2 puede expresarse como combinación lineal de la base
de R1 con coeficientes en K. Estos coeficientes son fracciones de D, luego,
llamando m 6= 0 al producto de los denominadores de todos ellos, tenemos que
mR2 tiene una base cuyos elementos son combinaciones lineales en D de una
base de R1. Equivalentemente, mR2 ⇢ R1.

Como R2
⇠= mR2 (como D-módulos), también R1

⇠= mR2 (como k-espacios
vectoriales), luego no perdemos generalidad si suponemos que R2 ⇢ R1. Por
el mismo razonamiento anterior, existe un m 2 D no nulo tal que mR1 ⇢ R2.
Existe un n � 0 tal que m 2 mn, luego R1m

n ⇢ R2.
Aśı pues, basta probar por inducción sobre n que si dos ret́ıculos estables

cumplen
R1m

n ⇢ R2 ⇢ R1,

entonces [R1] = [R2]. Si n = 0 tenemos que R1 = R2 y el resultado es obvio.
Supuesto cierto para n� 1, llamamos R3 = R1m

n�1 + R2, que es otro ret́ıculo
estable de V que cumple

R1m
n�1 ⇢ R3 ⇢ R1, R3m ⇢ E2 ⇢ E3.

Por hipótesis de inducción y por el caso ya probado, [R1] = [R3] = [R2].

Ahora suponemos que D (y, por lo tanto, K) tiene caracteŕıstica 0, de modo
que K[G] es semisimple, por lo que toda sucesión exacta de K[G]-módulos
finitamente generados

0 �! V 0 �! V �! V 00 �! 0

se escinde, es decir, V = V 0 � V 00. Por consiguiente, si tomamos ret́ıculos
estables R0 ⇢ V 0 y R00 ⇢ V 00, resulta que R = R0 � R00 es un ret́ıculo estable
en V , y claramente R = R

0 �R
00, luego [R] = [R0] + [R00] en Rk(G).

Aśı pues, la aplicación que a cada k[G]-módulo finitamente generado V le
asigna [R] 2 Rk(G), donde R es un ret́ıculo estable en V , está bien definida
por el teorema anterior, y acabamos de probar que induce un homomorfismo de
grupos RK(G) �! Rk(G).
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Definición 4.16 Sea D un anillo de valoración discreta de caracteŕıstica 0, sea
K su cuerpo de cocientes y k su cuerpo de restos. Si G es un grupo finito,
llamaremos homomorfismo de descomposición de G respecto a D al homomor-
fismo d : RK(G) �! Rk(G) determinado por que d([V ]) = [R], donde R ⇢ V es
cualquier ret́ıculo estable. La matriz de d en las bases SK(G) y Sk(G) se llama
matriz de descomposición de G (respecto a D).

Teorema 4.17 En las condiciones anteriores, el homomorfismo de descompo-
sición d : RK(G) �! Rk(G) es un homomorfismo de anillos.

Demostración: Dados dos K[G]-módulos finitamente generados V y V 0 y
sendos ret́ıculos estables R ⇢ V y R0 ⇢ V 0, es claro que R⌦D R0 es un ret́ıculo
estable en V ⌦K V 0. (La inclusión natural es inyectiva porque transforma una
D-base de R⌦D R0 en una K-base de V ⌦K V 0). Además, existe un isomorfismo
natural de k[G]-módulos

(R⌦D R0)⌦D k ⇠= (R⌦D k)⌦k (R0 ⌦D k),

dado por
(v ⌦ v0)⌦ 1 7! (v ⌦ 1)⌦ (v0 ⌦ 1).

Por consiguiente:

d([V ] · [V 0]) = d([V ⌦K V 0]) = [R⌦D R0] = [R⌦k R
0] = [R] · [R0] = d(V ) · d(V 0)

y, por linealidad, lo mismo vale para un producto de elementos arbitrarios de
RK(G).

4.3 Representaciones en cuerpos completos

En esta sección supondremos que K es un cuerpo métrico discreto completo
de caracteŕıstica 0 y que D es su anillo de enteros (con lo que D sigue siendo
un anillo de valoración discreta y se cumplen todas las hipótesis que hemos
supuesto en la sección anterior). Si m es el ideal maximal de D, entonces los
únicos ideales de D son las potencias de m. Llamemos Dn = D/mn, de modo
que el cuerpo de restos es k = D1. Necesitaremos el hecho de que D es el ĺımite
proyectivo de los anillos Dn. Recordemos la definición de ĺımite proyectivo:

Definición 4.18 Si A es un anillo conmutativo, un sistema proyectivo de A-
módulos es una sucesión {Mn}1n=1 de A-módulos junto con una sucesión de
homomorfismos �n : Mn �! Mn�1. Definimos el ĺımite proyectivo del sistema
como el submódulo M = �ĺımn Mn del producto

Q
n

Mn formado por las sucesiones

x = (x1, x2, x3, . . . )

tales que �n(xn) = xn�1, para todo n > 1. Llamaremos ⇡n : M �! Mn a las
restricciones de las proyecciones. Obviamente ⇡n+1 � �n+1 = ⇡n.
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Notemos que si los Mn son anillos y los �n son homomorfismos de anillos,
entonces el ĺımite proyectivo es también un anillo y los homomorfismos ⇡n son
homomorfismos de anillos.

Teorema 4.19 Los anillos Dn = D/mn forman un sistema proyectivo con los
epimorfismos naturales Dn �! Dn�1 inducidos por la identidad en D, y se
cumple que

D ⇠= �ĺımn Dn.

Demostración: Definimos un homomorfismo de anillos f : D �!  �ĺımn Dn

asignando a cada d 2 D la sucesión de sus clases módulo mn.

Se trata de un monomorfismo, pues si d 2 D cumple que f(d) = 0 entonces
d 2

T
n

mn = 0. Falta probar que también es suprayectivo. Para ello fijamos un

primo ⇡ 2 D, de modo que m = (⇡). Dado x 2  �ĺımn Dn, tenemos que x1 = [d0],
para un cierto d0 2 D, x2 = [c1], para un cierto c1

⇠= d0 (mód m), de modo
que c1 = d0 + d1⇡, para cierto d1 2 D. Similarmente, x3 = [c2], para cierto
c2 = d0 + d1⇡ + d2⇡2. De este modo construimos una sucesión dn 2 D tal que
xn = [d0 + d1⇡ + · · · + dn�1⇡n�1] 2 D/mn. La completitud de K nos permite
definir

d =
1P

n=0
dn⇡n 2 D,

que claramente cumple f(d) = x.

Ahora estamos en condiciones de completar el teorema 4.13 con un teorema
de existencia:

Teorema 4.20 Para cada k[G]-módulo proyectivo finitamente generado Q, exis-
te un D[G]-módulo proyectivo P , único salvo isomorfismo, tal que Q ⇠= P ⌦D k.

Demostración: Observemos que si P es un D[G]-módulo proyectivo fi-
nitamente generado, entonces es también un D-módulo proyectivo finitamente
generado (por 4.12), luego en particular es un submódulo de un D-módulo libre
(finitamente generado), luego P es un D-módulo libre.2 Por lo tanto, la hipótesis
de que P y P 0 sean libres sobre D en el apartado b) de 4.13 es redundante, y
tenemos la unicidad.

Sea m el ideal maximal de D y consideremos los anillos Dn = D/mn. Los
únicos ideales de D son 0 y las potencias de m, luego los únicos ideales de Dn

son las potencias de m hasta mn = 0. Aśı pues, Dn tiene un número finito de
ideales, luego es noetheriano y artiniano, luego tiene longitud finita.

Como Dn[G] es un Dn-módulo finitamente generado, también tiene longitud
finita como Dn-módulo, y esto implica que la tiene como anillo. El epimorfismo
natural Dn �! D1 = k induce un epimorfismo Dn[G] �! k[G], que nos permite
considerar a Q como Dn[G]-módulo finitamente generado. Puesto que Dn[G] es
artiniano, podemos considerar la envoltura proyectiva fn : Pn �! Q. Notemos

2Por el teorema 7.29 de mi libro de Álgebra. Notemos que todo anillo de valoración discreta
es un dominio de ideales principales.
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que D1[G] = k[G], con lo que P1 = Q y f1 es la identidad. El diagrama
conmutativo

Dn�1[G] // k[G]

Dn[G]

OO ::uuuuuuuuu

nos permite considerar a Pn�1 y a Q como Dn[G]-módulos y a fn�1 como
un epimorfismo de Dn[G]-módulos. La proyectividad de Pn implica entonces
la existencia de un homomorfismo de Dn[G]-módulos que cierra el diagrama
siguiente:

Pn�1
fn�1 // Q

Pn

pn

OO�
�

� fn

==
{

{
{

{
{

{
{

{

Notemos que pn es suprayectiva porque fn�1[pn[Pn]] = Q y fn�1 es esencial.
Más aún, pn es esencial, pues si M ⇢ Pn cumple que pn[M ] = Pn�1, entonces
fn[M ] = Q, luego M = Pn porque fn es esencial.

Como Pn�1 es en realidad un Dn�1[G]-módulo, el núcleo de pn ha de con-
tener a Pnmn�1, luego tenemos un diagrama conmutativo

Pn
pn //

✏✏

Pn�1

Pn/Pnmn�1

99rrrrrrrrrr

Ahora bien, Pn/Pnmn�1 tiene una estructura natural de Dn�1[G]-módulo,
para la cual, la flecha oblicua es un epimorfismo de Dn�1[G]-módulos. Como
Pn�1 es proyectivo, el teorema 1.52 implica que Pn/Pnmn�1 tiene un sumando
directo M isomorfo a Pn�1. Su antiimagen M 0 en Pn cumple que pn[M 0] =
Pn�1, luego M 0 = Pn, luego M = Pn/Pnmn�1. Concluimos que pn induce un
isomorfismo Pn/Pnmn�1 ⇠= Pn o, lo que es lo mismo, que el núcleo de pn es
Pnmn�1.

Esto implica a su vez que el núcleo de la composición Pn �! Pn�1 �! Pn�2

es Pnmn�2 y, por lo tanto, el núcleo de fn = pn �pn�1 � · · ·�p1 es Pnm, de modo
que Pn/Pnm ⇠= Q.

Cada Pn es un Dn[G]-módulo, luego en particular es un Dn-módulo y, más
en particular, un D-módulo. El hecho de que pn sea un homomorfismo de
Dn[G]-módulos implica en particular que es un homomorfismo de D-módulos,
luego podemos considerar el D-módulo

P = �ĺımn Pn.

Vamos a probar que es un D-módulo libre de rango finito. Como Pn es
un Dn[G]-módulo proyectivo finitamente generado, el teorema 4.12 implica que
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también es un Dn-módulo proyectivo finitamente generado, y como Dn es un
anillo (noetheriano) local, esto implica que Pn es un Dn-módulo libre3 (de rango
finito). Fijando una base de Pn obtenemos un isomorfismo Pn

⇠= Dr
n, y entonces

Pn�1
⇠= Pn/Pnmn�1 ⇠= (Dn/Dnmn�1)r ⇠= Dr

n�1,

luego todos los módulos Pn tienen el mismo rango r como Dn-módulos. Más
aún, los isomorfismos precedentes muestran que pn : Pn �! Pn�1 transforma
cada Dn-base de Pn en una Dn�1-base de Pn�1. Más aún, toda base de Pn�1

puede refinarse hasta una base de Pn. En efecto, si Bn es una Dn-base de Pn

y Bn�1 es su imagen en Pn�1, dada cualquier otra Dn�1-base B0 de Pn�1, la
matriz de cambio de base entre Bn�1 y B0 tiene determinante unitario en Dn�1

(es decir, que no está en Dn�1m. Refinando la matriz hasta una matriz con
coeficientes en Dn, su determinante tampoco estará en Dnm, luego define un
cambio de base que transforma Bn en una Dn-base de Pn cuya imagen en Pn�1

es la base B0.
De este modo, si (v1

1 , . . . , v
1
r) es una D1-base de P1, podemos tomar una D2-

base (v2
1 , . . . , v

2
r) de P2 tal que p2(v2

i ) = v1
i , y de este modo podemos construir

una sucesión (vn
1 , . . . , vn

r ) de bases de Pn que determina elementos v1, . . . , vr 2 P
que resultan ser una D-base de P . En efecto, dado x 2 P , podemos expresar

xn = dn
1vn

1 + · · · + dn
r vn

r ,

para ciertos dn
i 2 Dn uńıvocamente determinados. Aplicando pn y teniendo

en cuenta la unicidad, vemos que las sucesiones {dn
i }n determinan elementos

di 2 D —y aqúı usamos el teorema anterior— tales que x = d1v1 + · · · + dnvn.
Esto prueba que v1, . . . , vn es un sistema generador de P , y similarmente se
prueba que es libre.

El hecho de que los homomorfismos pn sean homomorfismos de Dn[G]-
módulos se traduce en que podemos definir una representación de G sobre D
mediante (xn)� = (xn�), para todo x = (xn) 2 P y todo � 2 G. Equivalen-
temente, P tiene una estructura natural de D[G]-módulo. Los homomorfismos
fn : Pn �! Q conmutan con los pn, por lo que definen un homomorfismo de
D[G]-módulos f : P �! Q. El hecho de que el núcleo de cada fn sea Pnm se
traduce inmediatamente en que el núcleo de f es Pm, de modo que P/Pm ⇠= Q
es un k[G]-módulo proyectivo. El teorema 4.13 implica entonces que P es un
D[G]-módulo proyectivo. (Notemos que el isomorfismo P/Pm ⇠= P ⌦D k es
consecuencia de que P es un D-módulo libre, como se observa justo antes del
teorema 4.13.) Aśı pues, P es el D[G]-módulo buscado.

Para extraer consecuencias de este teorema conviene introducir un nuevo
grupo de Grothendieck:

Definición 4.21 Si D es un anillo y G es un grupo finito, llamaremos PD(G) al
grupo de Grothendieck asociado a la categoŕıa de los D[G]-módulos proyectivos
finitamente generados.

3Por el teorema 5.47 de mi libro de Álgebra conmutativa.
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En realidad (bajo las hipótesis de esta sección) PD(G) se identifica con Pk(G)
a través de la reducción módulo m:

Teorema 4.22 El homomorfismo PD(G) �! Pk(G) dado por [P ] 7! [P ⌦D k]
es un isomorfismo de grupos.

Demostración: En primer lugar observamos que si

0 �! P 0 �! P �! P 00 �! 0

es una sucesión exacta de D[G]-módulos proyectivos finitamente generados, en-
tonces P ⇠= P 0 � P 00, luego

P ⌦D k ⇠= (P 0 ⌦D k)� (P 00 ⌦D k),

luego, en Pk(G), tenemos que [P ⌦D k] = [P 0 ⌦D k] + [P 00 ⌦D k]. Por lo tanto,
la asignación [P ] 7! [P ⌦D k] induce ciertamente un homomorfismo de grupos.
Rećıprocamente, si tenemos una sucesión exacta

0 �! Q0 �! Q �! Q00 �! 0

de k[G]-módulos proyectivos finitamente generados, ha de ser Q = Q0 � Q00,
luego, si Q0 ⇠= P 0⌦D k y Q00 ⇠= P 00⌦D k, entonces Q ⇠= (P 0�P 00)⌦D k, luego la
correspondencia Q ⇠= P ⌦D k 7! [P ] se extiende a un homomorfismo de grupos
Pk(G) �! PD(G) que cumple [P ⌦D k] 7! [P ], por lo que es claramente el
inverso del homomorfismo del enunciado.

Teorema 4.23 Si P y Q son dos D[G]-módulos proyectivos finitamente gene-
rados, entonces P ⇠= Q si y sólo si [P ] = [Q] en PD(G).

Demostración: Si [P ] = [Q], entonces, aplicando el isomorfismo del teo-
rema anterior, [P ⌦D k] ⇠= [Q⌦D k] en Pk(G), luego P ⌦D k ⇠= Q⌦D k, por el
teorema 4.4, luego P ⇠= Q, por la unicidad del teorema 4.20.

En las condiciones precedentes, si P es un D[G]-módulo proyectivo finita-
mente generado, entonces P ⌦D K es un K[G]-módulo finitamente generado con
el producto dado por (v⌦↵)� = (v�)⌦↵, y es claro que existe un único homo-
morfismo de grupos PD(G) �! RK(G) determinado por que [P ] 7! [P ⌦D K].

Definición 4.24 Definimos el homomorfismo e : Pk(G) �! RK(G) como la
composición del isomorfismo Pk(G) �! PD(G) inverso del dado por el teo-
rema 4.22 con el homomorfismo PD(G) �! RK(G) que acabamos de describir.

Expĺıcitamente, e está determinado por que, para todo D[G]-módulo pro-
yectivo finitamente generado P , se cumple que e([P ⌦D k]) = [P ⌦D K].

En total, tenemos definidos tres homomorfismos entre grupos de Grothen-
dieck, que dan lugar a un triángulo conmutativo:
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Teorema 4.25 El diagrama siguiente es conmutativo:

Pk(G) c //

e
$$IIIIIIIII

Rk(G)

RK(G)
d

::uuuuuuuuu

Demostración: Basta comprobar que coinciden sobre un generador de
Pk(G) de la forma [P ⌦D k], donde P es un D[G]-módulo proyectivo finitamente
generado. Tenemos que e([P⌦D k]) = [P⌦D K]. Ahora observamos que P⌦1 es
un ret́ıculo estable en P ⌦D K isomorfo a P como D-módulo. Por consiguiente,
d(e([P ⌦D k])) = [P ⌦D k] = c([P ⌦D k]).

Otra propiedad relevante es que los homomorfismos d y e son adjuntos res-
pecto de las formas bilineales

h , iK : RK(G)⇥RK(G) �! Z, h , ik : Pk(G)⇥Rk(G) �! Z

definidas en 3.47 y 4.6:

Teorema 4.26 Si x 2 Pk(G), y 2 RK(G), entonces

hx, d(y)ik = he(x), yiK .

Demostración: Podemos tomar como x un generador de Pk(G), de la
forma x = [P ⌦D k], donde P es un D[G]-módulo proyectivo, aśı como que
y = [V ], donde V es un K[G]-módulo finitamente generado. Podemos tomar un
ret́ıculo estable R en V , con lo que V ⇠= R ⌦D K. Equivalentemente, podemos
suponer que y = [R ⌦D K], donde R es un D[G]-módulo finitamente generado
que es libre como D-módulo.

Tenemos entonces que e(x) = [P ⌦D K], d(y) = [R⌦D k], luego

hx, d(y)ik = dimk HomG(P ⌦D k,R⌦D k),

hx, e(y)iK = dimK HomG(P ⌦D K,R⌦D K).

Al ser proyectivo, P es un K[G]-submódulo de un K[G]-módulo libre (fini-
tamente generado), que también será un D-módulo libre finitamente generado.
Como D es un dominio de ideales principales, P es un D-módulo libre de rango
finito. Es claro entonces que HomD(P,R) es también un D-módulo libre de
rango finito, luego lo mismo vale para el D-submódulo HomG(P,R). Llame-
mos r a su rango. Ahora basta observar que, según el teorema 1.53, tenemos
isomorfismos canónicos

HomG(P,R)⌦D K ⇠= HomG(P ⌦D K,R⌦D K),

HomG(P,R)⌦D k ⇠= HomG(P ⌦D k,R⌦D k).

Por consiguiente, hx, d(y)ik = r = he(x), yiK .
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En las condiciones del teorema anterior, si K es un cuerpo suficientemente
grande para G (y, por consiguiente, k también) tenemos que la matriz de la
forma bilineal h , iK respecto de la base SK(G) es la identidad, al igual que la
matriz de la forma bilineal h , ik respecto de las bases Ik(G), Sk(G) (por las
observaciones posteriores al teorema 4.6). Por consiguiente, si llamamos D y E a
las matrices de los homomorfismos d y e respecto de las bases correspondientes,
el teorema anterior implica que E = Dt.

Aśı, si C es la matriz del homomorfismo de Cartan c : Pk(G) �! Rk(G)
respecto de las bases Ik(G), Sk(G), tenemos que C = DtD, lo que implica en
particular que C es simétrica. Esto es un caso particular del teorema 4.10.

Cuando la caracteŕıstica del cuerpo de restos no divide al orden del grupo,
la situación es trivial:

Teorema 4.27 Sea K un cuerpo métrico discreto completo de caracteŕıstica 0
cuyo cuerpo de restos k tenga caracteŕıstica prima p, y sea G un grupo finito
cuyo orden no sea divisible entre p. Entonces los homomorfismos c, d, e son
isomorfismos.

Demostración: Como k[G] es semisimple, es claro que Pk(G) = Rk(G) y
que el homomorfismo c es la identidad. Como e � d = c = 1, tenemos que e es
inyectivo y d suprayectivo. Esto implica a su vez que RK(G) es un Z-módulo
libre del mismo rango que Rk(G).

Observemos que si x 2 Rk(G) cumple d(e(x)) = 0, entonces, por el teorema
anterior,

he(x), e(x)iK = hx, 0ik = 0,

y esto implica que e(x) = 0. Con esto hemos probado que Im e \ Nd = 0, y la
inclusión Im e�Nd ⇢ RK(G) obliga entonces a que el núcleo de d sea nulo, ya
que el rango de Im e es igual al de RK(G). Por consiguiente, d es un isomorfismo
y e es su inverso.

Si G es un grupo finito y p es un primo que no divida a su orden, ahora
podemos concluir que la teoŕıa de representaciones lineales de G sobre cuerpos de
caracteŕıstica p es equivalente a la teoŕıa de representaciones lineales de G sobre
cuerpos de caracteŕıstica 0. Esto se debe a que todo cuerpo de caracteŕıstica
prima k es isomorfo4 al cuerpo de restos de un cuerpo métrico discreto completo
de caracteŕıstica 0, y el teorema anterior nos da los isomorfismos

d : RK(G) �! Rk(G), e : Rk(G) �! RK(G).

Teniendo en cuenta además que las álgebras k[G] y K[G] son semisimples,
esto significa que las representaciones lineales de G sobre K se corresponden
biuńıvocamente de forma natural con las representaciones lineales de G sobre k.

El caso es más sencillo si nos restringimos a cuerpos de escisión, pues entonces
las representaciones de G sobre cualquier cuerpo de escisión de caracteŕıstica 0 se

4Véase el teorema 2.15 de mi libro de Superficies algebraicas, que proporciona un anillo de
valoración discreta de caracteŕıstica 0 con cuerpo de restos k. Basta tomar la compleción K
de su cuerpo de cocientes.
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corresponden biuńıvocamente de forma natural con las representaciones sobre
el cuerpo local K que resulta de adjuntarle a Qp las ráıces de la unidad de
orden igual al exponente de G, las cuales se corresponden a su vez con las
representaciones de G sobre su cuerpo de restos k, que es un cuerpo finito de
caracteŕıstica p suficientemente grande para G, luego las representaciones de G
sobre k se corresponden biuńıvocamente de forma natural con las de cualquier
cuerpo de escisión de G de caracteŕıstica p.

4.4 Algunos resultados técnicos

Dedicamos esta sección a probar algunos resultados generales que necesita-
mos para estudiar las propiedades de los homomorfismos c, d, e definidos en las
secciones precedentes.

Restricción e inducción Si k es un cuerpo, G es un grupo finito y H es
un subgrupo, cada k[G]-módulo es también un k[H]-módulo, y toda sucesión
exacta de k[G]-módulos es también una sucesión exacta de k[H]-módulos, lo
cual nos permite definir un homomorfismo de grupos ResG

H : Rk(G) �! Rk(H),
determinado por que ResG

H([V ]) = [V ].
Además, si V es un k[G]-módulo proyectivo, entonces es un sumando directo

de un k[G]-módulo libre, el cual es también un k[H]-módulo libre (porque k[G] es
un k[H]-módulo libre), luego V también es un k[H]-módulo proyectivo. Esto nos
permite definir también un homomorfismo de grupos ResG

H : Pk(G) �! Pk(H).

Por otra parte, si V es un k[H]-módulo finitamente generado, entonces
V ⌦k[H]k[G] es un k[G]-módulo finitamente generado y, como k[G] es libre sobre
k[H] (en particular, proyectivo) al multiplicar por⌦k[H]k[G] una sucesión exacta
de k[H]-módulos, obtenemos una sucesión exacta de k[G]-módulos. Esto implica
que podemos definir un homomorfismo de grupos IndG

H : Rk(H) �! Rk(G) dado
por IndG

H([V ]) = [V ⌦k[H] k[G]].
Similarmente a lo que sucede con la restricción, si V es un k[H]-módulo

proyectivo, entonces es sumando directo de un k[H]-módulo libre L, luego
V ⌦k[H] k[G] es un sumando directo de L ⌦k[H] k[G], que es un k[G]-módulo
libre, luego V ⌦k[H] k[G] es un k[G]-módulo proyectivo, y esto nos permite de-
finir un homomorfismo de grupos IndG

H : Pk(H) �! Pk(G).

Entre la restricción y la inducción se da la relación siguiente:

Teorema 4.28 Si G es un grupo finito, H es un subgrupo y k es un cuerpo, se
cumple la relación

IndG
H(x · ResG

Hy) = IndG
H(x) · y

para todo x 2 Rk(H), y 2 Rk(G), en cuyo caso ambos miembros están en
Rk(G), y también para todo x 2 Rk(H), y 2 Pk(G), en cuyo caso la identidad
se da en Pk(G).
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Demostración: Por linealidad, basta probarlo cuando x = [V ], donde V es
un k[H]-módulo finitamente generado, e y = [W ], donde W es un k[G]-módulo
(proyectivo) finitamente generado. Basta probar el isomorfismo

(V ⌦k W )⌦k[H] k[G] ⇠= (V ⌦k[H] k[G])⌦k W.

Para ello consideramos el homomorfismo � : V ⌦kW �! (V ⌦k[H]k[G])⌦kW
dado por �(v ⌦ w) = (v ⌦ 1) ⌦ w, que es un homomorfismo de k[H]-módulos,
a partir del cual definimos  : (V ⌦k W ) ⌦k[H] k[G] �! (V ⌦k[H] k[G]) ⌦k W
mediante  (u⌦v) = �(u)v, que es un isomorfismo porque una k-base del primer
espacio está formada por los elementos de la forma vi ⌦ wj ⌦ �l, donde vi

recorre una k-base de V , wj recorre una k-base de W y �l recorre un sistema
de representantes de las clases a derecha de G/H, y  transforma esta base en
la k-base vi ⌦ �l ⌦ wj del espacio de la derecha.

También se cumple que las inducciones y las restricciones conmutan con los
homomorfismos c, d, e definidos en las secciones precedentes. Sólo vamos a
necesitar el caso de la inducción y los homomorfismos d y e:

Teorema 4.29 Sea G un grupo finito, H un subgrupo, D un anillo de valo-
ración discreta de caracteŕıstica 0, sea K su cuerpo de cocientes y k su cuerpo
de restos. El diagrama siguiente es conmutativo:

RK(G) d // Rk(G)

RK(H)
d

//

Ind

OO

Rk(H)

Ind

OO

Demostración: Basta probar que ambas composiciones coinciden sobre un
elemento de la forma [V ] 2 RK(H), donde V es un K[H]-módulo finitamente
generado. Tomamos un ret́ıculo estable R en V , de modo que d([V ]) = [R⌦D k].

Por otra parte, IndG
H([V ]) = [V ⌦K[H] K[G]]. Si �1, . . . ,�r es un sistema

de representantes de las clases a derecha de G/H (es decir, una K[H]-base de
K[G]), entonces

V ⌦K[H] K[G] =
L
i

V ⌦ �i,

de donde se sigue que
R⌦D[H] D[G] =

L
i

R⌦ �i

es un ret́ıculo estable en V ⌦K[H] K[G]. Aśı pues, todo se reduce a probar que

(R⌦D[H] D[G])⌦D k ⇠= (R⌦D k)⌦k[H] k[G].

En efecto:

(R⌦D k)⌦k[H] k[G] ⇠= (R⌦D[H] D[H]⌦D k)⌦k[H] k[G]
⇠= R⌦D[H] k[H]⌦k[H] k[G] ⇠= R⌦D[H] k[G] ⇠= R⌦D[H] (D[G]⌦D k)

⇠= (R⌦D[H] D[G])⌦D k.
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Teorema 4.30 Sea G un grupo finito, H un subgrupo, D un anillo de valo-
ración discreta de caracteŕıstica 0, sea K su cuerpo de cocientes y k su cuerpo
de restos. El diagrama siguiente es conmutativo:

Pk(G) e // RK(G)

Pk(H) e
//

Ind

OO

RK(H)

Ind

OO

Demostración: Tenemos que Pk(H) está generado por los elementos de
la forma x = [V ⌦D k], donde V es un D[H]-módulo proyectivo finitamente
generado.

IndG
H(x) = [(V ⌦D k)⌦k[H] k[G]] = [V ⌦D[H] k[H]⌦k[H] k[G]]

= [V ⌦D[H] k[G]] = [(V ⌦D[H] D[G])⌦D k],

donde V ⌦D[H] D[G] es un D[G]-módulo proyectivo finitamente generado. Por
consiguiente,

e(IndG
H(x)) = [V ⌦D[H] D[G]⌦D K] = [V ⌦D[H] K[G]].

Por otra parte:

IndG
H(e(x)) = [(V ⌦D K)⌦K[H] K[G]]

= [V ⌦D[H] K[H]⌦K[H] K[G]] = [V ⌦D[H] K[G]].

Vamos a demostrar ahora una versión abstracta del teorema de Brauer 2.41.
Para ello, consideramos el conjunto X de todos los subgrupos elementales de G
(definición 2.42), aśı como los homomorfismos de grupos

Ind :
L

H2X
Rk(H) �! Rk(G), Ind :

L
H2X

Pk(H) �! Pk(G)

determinados por los homomorfismos IndG
H .

Teorema 4.31 Sea G un grupo finito y k un cuerpo suficientemente grande
para G. Entonces, los homomorfismos

Ind :
L

H2X
Rk(H) �! Rk(G), Ind :

L
H2X

Pk(H) �! Pk(G)

donde X es el conjunto de los subgrupos elementales de G, son suprayectivos.

Demostración: Observemos en primer lugar que si k0 ⇢ k1 son dos cuerpos
suficientemente grandes para G, entonces el teorema es cierto para k0 si y sólo
si lo es para k1. En efecto, es claro que también son suficientemente grandes
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para todos los subgrupos de G, luego son cuerpos de escisión para todos ellos.
Tenemos entonces diagramas conmutativos

Rk1(H)
IndG

H // Rk1(G)

Rk0(H)
IndG

H

//

OO

Rk1(G)

OO

donde las flechas verticales son los isomorfismos dados por el teorema 3.49.
Para ello basta observar que si V es un k0[H]-módulo, la imagen de [V ] por
cada camino del diagrama es la asociada a los k1[G]-módulos

(V ⌦k0 k1)⌦k1[H] k1[G] ⇠= (V ⌦k0[H] k0[H]⌦ k1)⌦k1[H] k1[G]

⇠= V ⌦k0[H] k1[H]⌦k1[H] k1[G] ⇠= V ⌦k0[H] k1[G]

y

(V ⌦k0[H] k0[G])⌦k0 k1
⇠= V ⌦k0[H] (k0[G]⌦k0 k1) ⇠= V ⌦k0[H] k1[G].

Los diagramas conmutativos para cada subgrupo H dan lugar a un diagrama
conmutativo L

H2X
Rk1(H) Ind // Rk1(G)

L
H2X

Rk0(H)
Ind

//

OO

Rk0(G)

OO

donde las flechas verticales son isomorfismos. Concluimos que una flecha hori-
zontal es suprayectiva si y sólo si lo es la otra. Todo el razonamiento es válido
igualmente si cambiamos Rk(G) por Pk(G).

Ahora observamos que, cuando k = C, el teorema es consecuencia inmediata
del teorema 2.45, sin más que tener en cuenta que, a través del isomorfismo 3.57,
el subgrupo Vp considerado en 2.45 se identifica con la imagen de la restricción
de Ind a la suma directa de los grupos Rk(H), donde H es p-elemental. Con-
cluimos entonces que la imagen de Ind es un subgrupo de Rk(G) cuyo ı́ndice es
finito, pero no es divisible entre ningún primo. (Notemos que, para cuerpos de
caracteŕıstica 0, se cumple que Rk(G) = Pk(G), luego no hemos de preocuparnos
del segundo homomorfismo del enunciado.)

De aqúı obtenemos que el teorema es cierto para el cuerpo k0 ⇢ C que resulta
de adjuntar a Q las ráıces m-simas de la unidad, donde m es el exponente
de G, y esto a su vez implica que el teorema también se cumple para todo
cuerpo de caracteŕıstica 0 suficientemente grande para G (pues todo cuerpo
suficientemente grande para G de caracteŕıstica 0 contiene a k0).

Similarmente, para probar el teorema sobre cuerpos de caracteŕıstica prima
p basta probarlo para el cuerpo k que resulta de adjuntar a Z/pZ las ráıces
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m-simas de la unidad. Si llamamos K a la adjunción de las ráıces m-simas de
la unidad al cuerpo Qp de los números p-ádicos, es claro que k es el cuerpo de
restos de K y, como K tiene caracteŕıstica 0, el teorema se cumple para K.

Sea 1K (resp. 1k) la identidad del anillo RK(G) (resp. Rk(G)). Concre-
tamente, 1K = [K], donde consideramos a K como K[G]-módulo trivial y,
análogamente, 1k = [k]. Es claro que d(1K) = 1k. Por la parte ya probada
sabemos que

1K =
P

H2X
IndG

H(xH),

para ciertos xH 2 RK(H). Aplicando d y teniendo en cuenta el teorema 4.29,
obtenemos que

1k =
P

H2X
IndG

H(x0H),

donde x0H = d(xH) 2 Rk(H). Para cada y 2 Rk(G) (resp. Pk(G)), tenemos que

y = 1k · y =
P

H2X
IndG

H(x0H · ResG
H(y)),

y esto completa la prueba.

Extensiones de coeficientes Vamos a necesitar el análogo del teorema 3.49
para los anillos Pk(G) y un hecho adicional para cuerpos de caracteŕıstica prima:

Teorema 4.32 Si K/k es una extensión de cuerpos y G es un grupo finito,
el homomorfismo Pk(G) �! PK(G) dado por [P ] 7! [P ⌦k K] es inyectivo.
Además, identificando a Pk(G) con un subgrupo de PK(G) a través de este
monomorfismo:

a) Si los cuerpos tienen caracteŕıstica prima, entonces Pk(G) es un sumando
directo de PK(G).

b) Si k es un cuerpo de escisión de G, entonces Pk(G) = PK(G).

Demostración: Es evidente que, si P es un k[G]-módulo proyectivo, en-
tonces P ⌦k K es un K[G]-módulo proyectivo, aśı como que la asignación
P 7! P ⌦k K induce un homomorfismo entre los grupos de Grothendieck.

Para probar que es inyectivo, no perdemos generalidad si suponemos que K
es un cuerpo de escisión de G, pues siempre podemos tomar una extensión L/K
tal que L lo sea, y la inyectividad del homomorfismo Pk(G) �! PL(G) implica
la inyectividad del correspondiente a K.

Si V es un k[G]-módulo simple y PV es su envoltura proyectiva, tenemos una
sucesión exacta

0 �! PV J(k[G]) �! PV �! V �! 0,

la cual, teniendo en cuenta el teorema 3.67, da lugar a una sucesión exacta

0 �! (PV ⌦k K)J(K[G]) �! PV ⌦k K �! V ⌦k K �! 0.
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Esto implica que PV ⌦k K es la envoltura proyectiva de V ⌦k K, que es
un K[G]-módulo semisimple por el teorema 3.65. De este modo, si V1, . . . , Vh

son representantes de las clases de isomorf́ıa de k[G]-módulos simples, tenemos
que Ik(G) = {[PV1 ], . . . , [PVh ]} es una base de Pk(G) y su imagen en PK(G)
está formada por los elementos [PVi⌦kK ], cada uno de los cuales se expresa
como combinación lineal de un subconjunto Si ⇢ IK(G), concretamente, según
el teorema 4.3, tenemos que Si está formado por los elementos [PW ], donde
W recorre los factores de composición de Vi ⌦k K. Ahora bien, el teorema
3.38 implica que los módulos Vi ⌦k K no tienen factores de composición en
común, luego los conjuntos Si son disjuntos dos a dos, y esto implica que el
homomorfismo del enunciado es inyectivo.

a) Si los cuerpos tienen caracteŕıstica prima, el teorema 3.65 nos da que
cada W 2 Si tiene multiplicidad 1 como factor de composición de Vi ⌦k K,
luego la imagen de [PVi ] es simplemente la suma de los elementos de Si. Es
claro entonces que Pk(G) está complementado en PK(G). Un complemento es,
por ejemplo, el subgrupo generado por todos los elementos de la base IK(G)
menos uno elegido arbitrariamente en cada conjunto Si.

b) Si k es un cuerpo de escisión de G, los K[G]-módulos Vi⌦k K son simples,
luego concluimos que el homomorfismo del enunciado biyecta Ik(G) con IK(G).

Restricciones de coeficientes Si K/k es una extensión finita de cuerpos y
G es un grupo finito, cada K[G]-módulo V tiene una estructura natural de k[G]-
módulo. Usaremos la notación Vk para referirnos a V como k[G]-módulo. Como
toda sucesión exacta de K[G]-módulos es también una sucesión exacta de k[G]-
módulos, podemos definir un homomorfismo de grupos ⇡ : RK(G) �! Rk(G)
mediante ⇡([V ]) = [Vk]. Vamos a estudiarlo en el caso en el que los cuerpos
tienen caracteŕıstica 0. Puesto que cada elemento de RK(G) y Rk(G) está
determinado por su carácter virtual asociado (teorema 3.50), basta determinar
el carácter virtual de ⇡(x) en función del carácter virtual de x.

Teorema 4.33 Sea K/k una extensión finita de cuerpos de caracteŕıstica 0,
sea G un grupo finito y sea ⇡ : RK(G) �! Rk(G) la restricción de coeficientes
que acabamos de definir. Si un elemento x 2 RK(G) tiene asociado el carácter
virtual � : G �! K, entonces el carácter virtual de ⇡(x) es � � TrK

k , donde
TrK

k : K �! k es la traza de la extensión.

Demostración: Basta probar que el diagrama siguiente es conmutativo:

RK(G)

⇡

✏✏

� // R0
K(G)

⇡0

✏✏
Rk(G) �

// R0
k(G)
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donde las flechas horizontales son los isomorfismos x 7! �x que a cada elemento
del grupo de Grothendieck respectivo le asignan su carácter virtual, y la flecha
vertical derecha viene dada por ⇡0(f) = f � TrK

k .
Como las cuatro flechas son homomorfismos de grupos, basta ver que coinci-

den sobre un generador de RK(G), es decir, sobre un elemento de la forma [V ],
donde V es un K[G]-módulo simple. En primer lugar supondremos que la ex-
tensión K/k es finita de Galois.

Según el teorema 3.64, sabemos que ⇡([V ]) = n[W ], para cierto natural
n � 1, donde W es el único k[G]-módulo simple tal que WK tiene a V como
factor de composición. Según 3.65, los caracteres de los factores de composición
de WK son los conjugados del carácter � de V por los automorfismos de la
extensión k(�)/k, y todos aparecen con la misma multiplicidad m. Aśı pues, el
carácter de ⇡([V ]) es nm(�1 + · · · + �h), donde h = |k(�)/k|. Ahora bien, si
dimK V = d, entonces dimk Vk = d|K : k|, luego, evaluando los caracteres en 1,
obtenemos la igualdad d|K : k| = nmhd, y de aqúı que |K : k(�)| = nm.

A través de la restricción G(K/k) �! G(k(�)/k), cada automorfismo de
k(�)/k tiene nm antiimágenes, luego, si en lugar de aplicarle a � los automor-
fismos de k(�)/k le aplicamos todos los automorfismos de K/k, cada conjugado
�i aparecerá nm veces, luego podemos afirmar que el carácter de ⇡([V ]) es

P
�2G(K/k)

�� = � � TrK
k .

Esto prueba el teorema para extensiones de Galois. En el caso general,
tomamos una extensión k ⇢ K ⇢ L de modo que L/k (y, por consiguiente,
también L/K) sea finita de Galois. Dado x 2 RK(G), sea xL 2 RL(G) el
elemento obtenido por extensión de coeficientes, que tiene el mismo carácter
virtual �. Por la parte ya probada, el carácter virtual de ⇡L

K(xL) es

� � TrL
K = |L : K|�,

puesto que � toma valores en K. Por consiguiente, ⇡L
K(xL) = |L : K|x. Por

otra parte, es claro que ⇡L
k = ⇡L

K � ⇡K
k , luego

⇡L
k (xL) = |L : K|⇡K

k (x).

Aplicando de nuevo la parte ya probada, vemos que el carácter virtual del
miembro izquierdo es

� � TrL
k = � � TrL

K �TrK
k = |L : K|(� � TrK

k ),

de donde concluimos que el carácter virtual de ⇡K
k (x) es ��TrK

k , como queŕıamos
probar.

Observemos que si, en las condiciones del teorema anterior, el carácter vir-
tual de x toma valores en k, entonces el carácter virtual de ⇡(x) es |K : k|�,
luego ⇡(x) = |K : k|x (donde identificamos ⇡(x) 2 Rk(G) con su extensión de
coeficientes en RK(G)).
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Productos de p-grupos y p0-grupos Consideramos ahora un cuerpo k de
caracteŕıstica prima p y un grupo finito de la forma G = H ⇥P , donde P es un
p-grupo y H es un grupo de orden no divisible entre p.

En primer lugar observamos que k[G] ⇠= k[H]⌦k k[P ]. El isomorfismo como
k-espacios vectoriales es inmediato y, además, teniendo en cuenta que los ele-
mentos de P conmutan con los de H, es claro que también es un isomorfismo
de k-álgebras.

Un k[G]-módulo finitamente generado V es proyectivo si y sólo si
es isomorfo a W ⌦k k[P ], donde W es un k[H]-módulo finitamente
generado.

En efecto, dado W , como k[H] es semisimple, tenemos que W es un k[H]-
módulo proyectivo, de donde se sigue que W ⌦k k[P ] es un k[G]-módulo proyec-
tivo. (Si W es sumando directo de un k[H]-módulo libre L, entonces W ⌦k k[P ]
es sumando directo de L⌦k k[P ], que es un k[G]-módulo libre debido al isomor-
fismo k[H]⌦k k[P ] ⇠= k[G].)

Ahora vamos a probar que W ⌦k k[P ] es la envoltura proyectiva de W con-
siderado como k[G]-módulo (de modo que P actúa trivialmente sobre él). Esto
implica el rećıproco, pues todo k[G]-módulo proyectivo es la envoltura proyec-
tiva de un k[G]-módulo semisimple W (sobre el que P actúa trivialmente, por
el teorema 3.51, luego W es también un k[H]-módulo), luego ha de ser isomorfo
a W ⌦k k[P ].

Tenemos ciertamente un epimorfismo de k[G]-módulos W ⌦k k[P ] �! W
dado por w⌦� 7! w. Hemos de probar que es esencial o, equivalentemente, que
su núcleo está contenido en N = (W ⌦k k[P ])J(k[G]). Sea V = (W ⌦k k[P ])/N ,
que es un k[G]-módulo semisimple, luego P actúa trivialmente sobre él, de nuevo
por 3.51. Esto hace que la aplicación W �! V dada por w 7! [w ⌦ 1] sea un
homomorfismo de k[G]-módulos que hace conmutativo el diagrama

W ⌦k k[P ] //

%%JJJJJJJJJJ
W

✏✏
V

(La clave es que [w ⌦ ⇡] = [w ⌦ 1]⇡ = [w ⌦ 1].) Es claro entonces que el núcleo
de la flecha horizontal está contenido en el núcleo de la oblicua, que es N .

Teorema 4.34 Sea K un cuerpo métrico discreto completo de caracteŕıstica 0,
sea D su anillo de enteros y k su cuerpo de restos, de caracteŕıstica prima p.
Sea G = H ⇥P un grupo finito, donde P es un p-grupo y H un grupo de orden
no divisible entre p. Un D[G]-módulo finitamente generado V es proyectivo si
y sólo si es isomorfo a W ⌦D D[P ], donde W es un D[H]-módulo finitamente
generado y libre como D-módulo.
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Demostración: El teorema 4.13 nos da que un D[H]-módulo W en las con-
diciones del enunciado es proyectivo, pues todos los k[H]-módulos finitamente
generados son proyectivos. Nuevamente tenemos que D[G] = D[H] ⌦D D[P ],
de donde se sigue todo D[G]-módulo de la forma W ⌦D D[P ] es proyectivo (por
el mismo argumento empleado antes con k[G]-módulos).

Si V es un D[G]-módulo proyectivo finitamente generado, entonces V ⌦D k
es un k[G]-módulo proyectivo finitamente generado y, por 4.13, es de la forma
V ⌦Dk ⇠= W0⌦kk[P ], donde W0 es un k[H]-módulo finitamente generado. Como
todo k[H]-módulo es proyectivo, el teorema 4.20 nos da que existe un D[H]-
módulo proyectivo finitamente generado W tal que W0

⇠= W ⌦D k. Notemos
que W también es proyectivo sobre D y, como D es local, W es un D-módulo
libre. Ahora observamos que

(W ⌦D D[P ])⌦D k ⇠= (W ⌦D k)⌦k (D[P ]⌦D k) ⇠= W0 ⌦k k[P ] ⇠= V ⌦D k,

luego W ⌦D D[P ] ⇠= V por el teorema 4.13.

4.5 Propiedades de los homomorfismos c, d, e

A lo largo de esta sección K será un cuerpo local, es decir, una extensión
finita de un cuerpo de números p-ádicos Qp. Llamaremos D a su anillo de
enteros y k a su cuerpo de restos (que es un cuerpo finito de caracteŕıstica p).

Teorema 4.35 Si G es un grupo finito y K es suficientemente grande5 para G,
el homomorfismo d : RK(G) �! Rk(G) es suprayectivo.

Demostración: Por el teorema 4.31 sólo hemos de probar que los elementos
de Rk(G) inducidos desde un subgrupo q-elemental H de G tienen antiimagen
por d. Como d conmuta con la inducción, no perdemos generalidad si suponemos
que G es q-elemental, es decir, que G = Q⇥ C, donde Q es un q-grupo y C es
un subgrupo ćıclico de orden primo con q.

Si p 6= q, podemos descomponer C = P ⇥ C0, donde P es un p-grupo y C0

es un grupo de orden primo con p. Si q = p llamamos P = Q y aśı, en ambos
casos, podemos descomponer G = P ⇥ H, donde P es un p-grupo y H es un
grupo de orden primo con p.

Basta probar que si V es un k[G]-módulo simple, entonces [V ] 2 Rk(G)
tiene una antiimagen por d. El teorema 3.51 nos da que P actúa trivialmente
sobre V , lo cual nos permite considerar a V como k[H]-módulo simple. Basta
encontrar un K[H]-módulo W tal que d([W ]) = [V ] en Rk(H), pues entonces
tenemos la misma igualdad en RK(G) sin más que considerar a W como K[G]-
módulo. Equivalentemente (cambiando G por H), podemos suponer que p no
divide al orden de G. En tal caso k[G] es semisimple, luego Pk(G) = Rk(G) y
el homomorfismo de Cartan c es la identidad. Puesto que e � d = c, es claro que

5Esta hipótesis no es necesaria en realidad, pero para probar el teorema sin ella necesi-
taŕıamos una versión más general del teorema de Brauer.
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d es suprayectiva. (De hecho, sabemos que es un isomorfismo por el teorema
4.27.)

Teorema 4.36 El homomorfismo e : Pk(G) �! RK(G) es inyectivo.

Demostración: Supongamos en primer lugar que K es suficientemente
grande. Si x 2 Pk(G) cumple que e(x) = 0, el teorema 4.26 nos da que

hx, d(y)ik = he(x), yiK = 0

para todo y 2 RK(G). Como d es suprayectivo, esto implica que hx, zik = 0
para todo z 2 Rk(G), lo cual implica que x = 0.

En el caso general, sea K0/K una extensión finita de cuerpos locales tal que
K0 sea suficientemente grande. Es fácil ver que tenemos un diagrama conmuta-
tivo

Pk0(G) e0 // RK0(G)

Pk(G) e
//

OO

RK(G)

OO

en el que las flechas verticales son los monomorfismos del teorema 3.49. La
inyectividad de e0 implica la de e.

Expĺıcitamente, el teorema anterior afirma lo siguiente:

Teorema 4.37 Si P y P 0 son D[G]-módulos proyectivos finitamente generados
y P ⌦D K ⇠= P 0 ⌦D K, entonces P ⇠= P 0.

Demostración: En efecto, tenemos que e([P ⌦D k]) = e([P 0 ⌦D k]), luego
[P ⌦D k] = [P 0⌦D k], luego P ⌦D k ⇠= P 0⌦D k por el teorema 4.4, luego P ⇠= P 0

por 4.13.

Teorema 4.38 El homomorfismo c : Pk(G) �! Rk(G) es inyectivo.

Demostración: Si K es suficientemente grande y x 2 Pk(G) cumple que
c(x) = 0, entonces d(e(x)) = 0, luego

he(x), e(x)iK = hx, d(e(x))ik = 0,

luego e(x) = 0, luego x = 0. En el caso general consideramos una extensión
K0/K de cuerpos locales tal que K0 sea suficientemente grande y formamos el
diagrama conmutativo

Pk0(G) c0 // Rk0(G)

Pk(G) c
//

OO

Rk(G)

OO

donde las flechas verticales son monomorfismos por el teorema 4.32. Aśı pues,
la inyectividad de c0 implica la de c.

Equivalentemente:
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Teorema 4.39 Si dos k[G]-módulos proyectivos tienen los mismos factores de
composición (contando sus multiplicidades), entonces son isomorfos.

Ahora vamos a dar una caracterización de la imagen del homomorfismo e en
RK(G). Recordemos que, según el teorema 3.50, el anillo RK(G) es isomorfo al
anillo R0

K(G) de los caracteres virtuales de G sobre K.

Teorema 4.40 La imagen del homomorfismo e : Pk(G) �! RK(G) está for-
mada por los elementos de RK(G) cuyo carácter virtual asociado se anula sobre
los elementos p-singulares de G (es decir, de orden divisible entre p).

Por razones técnicas, demostraremos un resultado ligeramente más general:

Teorema 4.41 Sea K0/K una extensión finita. Para que un elemento de
RK0(G) esté en la imagen del homomorfismo e : Pk(G) �! RK(G) ⇢ RK0(G)
es necesario y suficiente que su carácter virtual tome valores en K y se anule
sobre los elementos p-singulares de G.

Demostración: El carácter virtual de un elemento de RK(G) es el mismo
que el de su imagen en RK0(G), luego no perdemos generalidad si suponemos
que K0 es suficientemente grande para G y que la extensión K0/K es de Galois.

El anillo Pk(G) está generado por los elementos de la forma [V ⌦D k], donde
V es un D[G]-módulo proyectivo finitamente generado. Su imagen por e es
[V ⌦D K] y, vista como elemento de RK0(G), es [V ⌦D K0]. Llamemos � al
carácter asociado a V ⌦D K0, que es el mismo asociado a V ⌦D K, luego es
una aplicación � : G �! K. Hemos de probar que si � 2 G es p-singular,
entonces �(�) = 0. Si llamamos G0 al subgrupo generado por �, entonces
V es también un D[G0]-módulo proyectivo finitamente generado, y el carácter
asociado a V ⌦D K como K[G0]-módulo es �|G0 , luego, cambiando G por G0,
podemos suponer que G es ćıclico.

Descompongamos G = H ⇥ P , donde P es un p-grupo y H es un grupo
de orden no divisible entre p. El teorema 4.34 nos da que V ⇠= W ⌦D D[P ],
donde W es un D[G]-módulo proyectivo finitamente generado. Por consiguiente,
V ⌦D K ⇠= (W ⌦D K)⌦K K[P ], luego � =  r, donde  es un carácter de H y
r es el carácter regular de P (extendidos ambos a G de forma natural). Como
� es p-singular, su descomposición � = ⌧⇡, con ⌧ 2 H, ⇡ 2 P , cumple ⇡ 6= 1,
luego �(�) = 0 (pues r(⇡) = 0).

Tomemos ahora un elemento y 2 RK0(G) tal que su carácter virtual asociado
� se anule sobre los elementos p-singulares de G. Vamos a probar que y está en
la imagen del homomorfismo e0 : Pk0(G) �! RK0(G).

Por el teorema 4.31 podemos expresar

1K0 =
P

IndG
H(xH),

donde xH 2 RK0(H) y H recorre el conjunto de los subgrupos elementales de G.
Multiplicando por y, el teorema 4.28 nos da que

y =
P

IndG
H(yH), yH = xH · ResG

H(y).
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Vemos aśı que, al expresar y como suma de elementos yH inducidos desde
subgrupos elementales de G, éstos conservan la propiedad de que su carácter
virtual asociado en R0

K0(H) se anula en los elementos p-singulares de H. Si
probamos que cada yH está en la imagen de e0H , el teorema 4.30 nos dará que y
está en la imagen de e0. Aśı pues, no perdemos generalidad si suponemos que
G es elemental. Esto, a su vez, nos permite descomponerlo como G = H ⇥ P ,
donde P es un p-grupo y H es un grupo de orden no divisible entre p.

Como � se anula fuera de H, podemos expresarlo como � = fr, donde
f 2 F (H) y r es el carácter regular de P (ambos extendidos a G de forma
natural). Si  un carácter irreducible de H sobre K0, tenemos que

hf, i = hf, i hr, 1P i = h�, i 2 Z.

Este valor es el coeficiente de  en la expresión de f como combinación
lineal de los caracteres irreducibles de H. Como todas las coordenadas son
enteras, concluimos que f 2 R0

K0(H), luego se corresponde con un elemento
yH 2 RK0(H). Por otra parte, r 2 R0

K0(P ) se corresponde con yP = [K0[P ]].
Como el homomorfismo e0 para H es un isomorfismo, podemos expresar

yH = [V ⌦D0 K0]� [W ⌦D0 K0],

donde V y W son D[H]-módulos proyectivos finitamente generados. Entonces

y = [(V ⌦D0 D0[P ])⌦D0 K0]� [(W ⌦D0 D0[P ])⌦D0 K0],

porque ambos miembros dan lugar al mismo carácter virtual � = fr. Además,
como D0[G] = D0[H]⌦D0D0[P ], es inmediato que los D0[G]-módulos V ⌦D0D0[P ]
y W ⌦D0 D0[P ] son proyectivos, luego y está en la imagen de e0.

Ahora supongamos que � toma valores en K y vamos a probar que y está
en la imagen de e. Tenemos el diagrama conmutativo

Pk0(G) e0 // RK0(G)

Pk(G)

OO

e
// RK(G)

OO

en el que todas las flechas son monomorfismos. En la práctica los identificaremos
con inclusiones. Sabemos que y 2 Pk0(G) y queremos probar que y 2 Pk(G).

Consideremos la restricción de coeficientes ⇡ : RK0(G) �! RK(G) determi-
nada por ⇡([V ]) = [VK ], donde, para cada K0[G]-módulo V , llamamos VK al
mismo V considerado como K[G]-módulo.

Observemos que ⇡[Pk0(G)] ⇢ Pk(G), pues si V es un D0[G]-módulo proyec-
tivo y VD es V considerado como D[G]-módulo, es evidente que también es un
D[G]-módulo proyectivo, y (V ⌦D0 K0)K

⇠= VD⌦D K. En efecto, basta observar
que si (vi) es una D0-base de V y (d0j) es una D-base de D0, entonces vid0j ⌦1 es
una K-base de ambos miembros y G actúa igual sobre ella en ambos miembros.
Aśı pues, ⇡([V ⌦D0 K]) = [VD ⌦D K] 2 Pk(G).
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Si r = |K0 : K|, el hecho de que el carácter virtual de y tome valores en
K se traduce, en virtud de la observación posterior al teorema 4.33, en que
ry = ⇡(y) 2 Pk(G). Ahora basta tener en cuenta el teorema 4.32, según el cual
Pk0(G) = Pk(G)�C, para cierto subgrupo C. Aśı, si la componente de y en C
fuera no nula, la de ry también lo seŕıa, luego concluimos que y 2 Pk(G).

Con esto podemos demostrar un resultado técnico que vamos a necesitar:

Teorema 4.42 Sea K0/K una extensión de cuerpos locales, sean D0 y D sus
anillos de enteros respectivos, sea G un grupo finito y x 2 RK0(G) un elemento
que cumpla las dos condiciones siguientes:

a) El carácter virtual asociado a x toma valores en K.

b) Existe un número natural n � 1 tal que nx = [V 0⌦D0 K0], donde V 0 es un
D0[G]-módulo proyectivo.

Entonces existe un D[G]-módulo proyectivo V , único salvo isomorfismo, tal que
x = [V ⌦D K] 2 RK(G).

Demostración: Por b) tenemos que nx = e(V 0 ⌦D0 k0), luego 4.40 nos
da que el carácter de nx se anula en los elementos p-singulares de G. Por
consiguiente, lo mismo vale para el carácter virtual de x. El teorema 4.41
implica entonces que x = e(y), para cierto y 2 Pk(G).

Falta probar que y = [V ⌦D k], para cierto D[G]-módulo proyectivo V , lo
cual equivale a que las coordenadas de y en la base Ik(G) sean positivas.

Ahora bien, si ⇡ : RK0(G) �! RK(G) es la restricción de coeficientes y
r = |K0 : K|, la observación posterior al teorema 4.33 nos da que ⇡(nx) = rnx.
Más aún, en la prueba del teorema anterior hemos visto que

rnx = ⇡(nx) = ⇡[V 0 ⌦D0 K] = [V 0
D ⌦D K].

Si no identificamos Pk(G) con su imagen en RK(G), esto equivale a que
rny = [V 0

D ⌦D k], de modo que las coordenadas de rny en la base Ik(G) son
positivas, y lo mismo vale, por lo tanto, para las coordenadas de y.

Esto prueba la existencia de V , y la unicidad nos la da el teorema 4.13 (pues
si V1 ⌦D K ⇠= V2 ⌦D K, entonces V1 ⌦D k ⇠= V2 ⌦D k, por la inyectividad de e).

4.6 El teorema de Fong-Swan

Los resultados de la sección anterior sobre los homomorfismos d y e no son
todo lo satisfactorios que podŕıan ser. Por ejemplo, hemos probado que, si K
es suficientemente grande, entonces el homomorfismo d : RK(G) �! Rk(G)
es suprayectivo. Por lo tanto, si V es un k[G]-módulo, sabemos que existe un
x 2 RK(G) tal que d(x) = [V ], pero no tenemos la garant́ıa de que x sea de la
forma x = [W ], para cierto k[G]-módulo finitamente generado W , es decir, no
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podemos asegurar que todo k[G]-módulo finitamente generado sea la reducción
de un K[G]-módulo finitamente generado. Si llamamos

R+
K(G) = {[V ] | V es un K[G]-módulo finitamente generado},

R+
k (G) = {[V ] | V es un k[G]-módulo finitamente generado},

sabemos que d : R+
K(G) �! R+

k (G), pero no tenemos probado que esta res-
tricción sea suprayectiva. De hecho, sucede que no siempre lo es. El teorema
central de esta sección afirma que una condición suficiente para que lo sea es
que el grupo G sea resoluble.

Definición 4.43 Si p es un primo, diremos que un grupo finito G es p-resoluble
si admite una serie cuyos factores tengan orden potencia de p o primo con p.

Todo grupo resoluble admite una serie cuyos factores son ćıclicos de orden
potencia de primo, luego los grupos resolubles son p-resolubles para todo p.

Teorema 4.44 (Fong-Swan) Sea K un cuerpo local cuyo cuerpo de restos k
tenga caracteŕıstica p y sea G un grupo p-resoluble. Si K es suficientemente
grande para G, todo k[G]-módulo simple es la reducción de un K[G]-módulo
(necesariamente simple).

Demostración: Vamos a llamar altura de un grupo p-resoluble G a la
menor longitud de una serie en G que cumpla la definición de grupo p-resoluble.
Demostraremos el teorema por inducción sobre la altura de G. Si G tiene
altura 0, entonces G = 1 y el teorema es trivial.

Supongamos que G tiene altura h y que el teorema es cierto para grupos p-
resolubles de altura menor que h. Si G no cumple el teorema, podemos suponer
que es el grupo p-resoluble de altura h de menor orden posible de entre los que
no cumplen el teorema. Equivalentemente, podemos suponer que todo grupo
p-resoluble de altura h y orden menor que |G| cumple el teorema. Vamos a
probar que G también lo cumple y esta contradicción demostrará el teorema.

Sea, pues, V un k[G]-módulo simple y vamos a probar que es la reducción
de un cierto K[G]-módulo.

Sea N E G el primer término no trivial de una serie mı́nima según la defi-
nición de grupo p-resoluble. De este modo, G/N es p-resoluble de altura  h�1.

Si N es un p-grupo, el subespacio V N de los elementos de V fijados por N
es no nulo por 1.14, y el hecho de que N sea normal implica que V N es un
k[G]-submódulo de V (véase la prueba del teorema 3.51). Como V es simple,
ha de ser V = V N , luego V es un k[G/N ]-módulo simple. Por hipótesis de
inducción, V es la reducción de un K[G/N ]-módulo W , y es claro que V , como
k[G]-módulo, es la reducción de W como K[G]-módulo.

Aśı pues, a partir de ahora suponemos que p no divide al orden de N . Ahora
V es un k[N ]-módulo semisimple. Si V tiene dos factores de composición no
isomorfos, podemos aplicar el teorema 2.38, según el cual6 existe un subgrupo
N  H < G y un k[H]-módulo simple W tal que V = W ⌦k[H] k[G].

6Está probado cuando k = C, pero se comprueba inmediatamente que la prueba es válida
siempre que car k - |G|.
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El mismo argumento que prueba que todo subgrupo de un grupo resoluble
es resoluble muestra que H tiene altura  h. Si la longitud es h, el hecho de que
|H| < |G| nos permite aplicar igualmente la hipótesis de inducción para concluir
que existe un K[H]-módulo simple M cuya reducción es W , y el teorema 4.29
implica que la reducción de M ⌦K[H] K[G] es V .

Por lo tanto, podemos suponer que todos los factores de composición de V
como k[N ]-módulo son isomorfos a un mismo k[N ]-módulo simple V0. Como
p - |N |, existe un K[N ]-módulo irreducible W0 cuya reducción es V0. El grado
de W0 divide a |N |, luego también es primo con p. Más detalladamente, lo que
tenemos es que W0 = R0 ⌦D K, donde R0 es un D[N ]-módulo (libre sobre D)
tal que R0⌦D k ⇠= V0. Notemos que, como k[N ] es semisimple, V0 es proyectivo,
luego R0 también es un D[G]-módulo proyectivo.

Podemos identificar a V0 con un k[N ]-submódulo concreto de V . Entonces,
dado � 2 G, tenemos que V0� es también un k[N ]-submódulo de V , pues si
v 2 V0 y n 2 N , tenemos que v�n = v(�n��1)� 2 V0�. Como todos los factores
de composición de V como k[N ]-módulo son isomorfos a V0, es necesario que
V0� sea simple e isomorfo a V0 como k[N ]-módulo.

Consideremos el isomorfismo (de k-espacios vectoriales) � : V0 �! V0� dado
por �(v) = v�. En principio, no es un isomorfismo de módulos, pero śı que lo es
si en V0 consideramos el producto dado por v · n = v(�n��1). Si llamamos V �

0

a V0 con esta estructura de k[N ]-módulo, acabamos de probar que V0
⇠= V �

0 .
Análogamente, llamemos R�

0 a R0 con la estructura de D[G]-módulo dada
por el producto r · n = r(�n��1). Es claro que R�

0 ⌦D k ⇠= V �
0
⇠= V0, luego

R�
0
⇠= R0 por el teorema 4.13. Sea, pues, f : R�

0 �! R0 un isomorfismo de
D[N ]-módulos. Expĺıcitamente, esto significa que

f(v(�n��1)) = f(v)n

Si llamamos ⇢ : G �! Aut(R0) a la representación lineal asociada a R0, esto
equivale a que

f � ⇢(n) � f�1 = ⇢(�n��1)

para todo n 2 N . Para cada � 2 G, llamemos U� al conjunto de todos los
f 2 Aut(R0) que cumplen la relación anterior. Acabamos de ver que U� 6= ?.
Se comprueba fácilmente que si f 2 U� y f 0 2 U�0 , entonces f � f 0 2 U��0 .

Esto hace que el conjunto G1 de todos los pares (�, f) con f 2 U� sea un
grupo con el producto de G en la primera componente y la composición en la
segunda.

La proyección G1 �! G en la primera componente es un epimorfismo, cuyo
núcleo es isomorfo a U1, que es el grupo de todos los f 2 Aut(R0) que conmutan
con todos los automorfismos ⇢(n). Equivalentemente, U1 = AutN (R0). Como
W0 es (absolutamente) simple (porque su reducción V0 es simple), sabemos
que EndN (W0) = K, es decir, que los únicos endomorfismos de W0 son las
homotecias. Como cada elemento de U1 induce un endomorfismo de K, ha de
ser una homotecia y, para que tenga tenga inversa en EndN (R0), su razón ha
de ser una unidad de D. En definitiva, U1 es el grupo de las unidades de D.
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Como las homotecias conmutan con todos los automorfismos, resulta que
U1  Z(G1). Notemos que G1 es un grupo infinito. Vamos a construir un
grupo con propiedades similares pero que sea finito.

Para ello observamos en primer lugar que podemos sustituir K por una
extensión finita K0. En efecto, si probamos que V ⌦k k0 es la reducción de un
K0[G]-módulo, éste será necesariamente de la forma W ⌦K K0, donde W es
un K[G]-módulo, porque K es un cuerpo de escisión para G, y la reducción
de W será isomorfa a V , porque la extensión de coeficientes es un isomorfismo
Rk(G) �! Rk0(G).

Con la extensión de coeficientes, es claro que V0 se sustituye por V0 ⌦k k0 y
R0 por R0⌦D D0, donde D0 es el anillo de enteros de K0. Además, cada f 2 U�
se extiende a un automorfismo f 0 2 U 0

� con el mismo determinante.
Llamemos d = rangR0 que, según hemos visto, es primo con p. Para cada

� 2 G, escojamos un f 2 U� y elijamos una ráız ✏� = d
p

det f en una clausura
algebraica de K. Tomamos como K0 la adjunción a K de todos los elementos
✏�, para � 2 G, con lo que tenemos ciertamente una extensión finita de K.
Sustituyendo K por K0, podemos afirmar que, para cada � 2 G, existe un
f 2 U� tal que det f = ✏d, para cierto ✏ 2 U1. Entonces, f 0 = ✏�1f 2 U� cumple
que det(f 0) = 1. En definitiva, cada conjunto U� contiene un automorfismo de
determinante 1.

Sea C la imagen del homomorfismo N �! U1 dado por � 7! det ⇢(n) y sea
G2 el subgrupo de G1 formado por los pares (�, f) tales que det f 2 C. Como
siempre existe un par (�, f) tal que det f = 1 2 C, resulta que la proyección
G2 �! G sigue siendo suprayectiva, y su núcleo N 0 está formado por las unida-
des ✏ 2 U1 tales que ✏d 2 C. Como p no divide al orden de N , tampoco divide
al orden de C, luego todo ✏ 2 N 0 es una ráız de la unidad de orden primo con p.
Concluimos que N 0 es un grupo ćıclico de orden primo con p. Más aún, tenemos
que N 0  Z(G2).

En particular, G2 es un grupo finito. La proyección en la segunda compo-
nente ⇢2 : G2 �! Aut(R0) es una representación lineal de G2 sobre D. Tenemos
un monomorfismo de grupos N �! G2 dado por n 7! (n, ⇢(n)), a través del
cual podemos considerar que N E G2. Además N \N 0 = 1 y la restricción de
⇢2 a N coincide con ⇢.

Sea F = HomN (V0, V ) y sea u : V0⌦k F �! V la aplicación lineal dada por
u(v ⌦ g) = g(v). Vamos a ver que es un isomorfismo.

En efecto, dimk F = h[V0], [V ]i es la multiplicidad de V0 como factor de
composición de V , luego dimk V0⌦kF = dimk V . Por lo tanto, basta ver que u es
suprayectiva. Ahora bien, dado v 2 V , el k[N ]-submódulo de V generado por v
es simple, luego isomorfo a V0, luego existe un k[N ]-monomorfismo g : V0 �! V
y un v0 2 V0 tal que v = g(v0) = u(v0 ⌦ g).

La estructura de D[G2]-módulo de R0 se reduce a una estructura de k[G2]-
módulo de V0. Concretamente, v(�, f) = f̄(v), donde f̄ es el automorfismo de
V0 inducido por f .

A su vez, podemos dotar a F de estructura de k[G2]-módulo con el producto
dado por

(g(�, f))(v) = g(f̄�1(v))�.
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(Hay que comprobar que g(�, f) aśı definido es un D[N ]-homomorfismo y que la
aplicación G2 �! Aut(F ) es un homomorfismo. Todo ello se ve sin dificultad.)

Por último, el k[G]-módulo V puede verse como un k[G2]-módulo a través
del epimorfismo G2 �! G. Entonces u es un isomorfismo de k[G2]-módulos.
En efecto,

u((v⌦g)(�, f)) = u(f̄(v)⌦(g(�, f))) = (g(�, f))(f̄(v)) = g(v)� = u(v⌦g)(�, f).

Tenemos que V0 = R0 ⌦D k como k[G2]-módulo. Supongamos que en-
contramos un D[G2]-módulo D-libre F0 tal que F ⇠= F0 ⌦D k. Entonces
tendŕıamos que V ⇠= (R0 ⌦D F0) ⌦D k. Este isomorfismo es también un iso-
morfismo de k[N 0]-módulos, pero p no divide al orden de N , luego la reducción
RK(N 0) �! Rk(N 0) es un isomorfismo. Como V es un k[N 0]-módulo trivial,
resulta que (R0 ⌦D F0) ⌦D K es un K[N 0]-módulo trivial, es decir, que visto
como K[G2]-módulo, sucede que N 0 actúa trivialmente sobre él, luego tiene una
estructura natural de K[G]-módulo, ya que G = G2/N 0. Tenemos, pues, un
K[G]-módulo cuya reducción es V .

Aśı pues, sólo falta probar que F es la reducción de un cierto D[G2]-módulo
D-libre. Notemos que F es un k[G2]-módulo simple, pues en caso contrario V
tampoco seŕıa simple. La definición de la acción de G2 sobre F muestra que N
actúa trivialmente sobre él, luego F es también un k[H]-módulo simple, donde
H = G2/N .

Como N \ N 0 = 1, el homomorfismo natural N 0 �! H es inyectivo, y
N 0 E H. Como N 0  Z(G2), también N 0  Z(H). Además,

H/N 0 = (G2/N)/(NN 0/N) ⇠= G2/(NN 0) ⇠= (G2/N
0)/(NN 0/N 0) ⇠= G/N.

Si la altura de G es h = 1, entonces G = N , luego H = N 0 tiene orden primo
con p, y es evidente que F es la reducción de un K[H]-módulo F0.

Supongamos, pues, que h � 2, en cuyo caso G/N tiene altura  h � 1, al
igual que H/N 0, luego H/N 0 tiene un subgrupo normal M/N 0 (el primer término
no nulo de una serie de altura h� 1) de orden potencia de p o primo con p de
modo que H/M tiene altura  h� 2.

Si M/N 0 es un p-grupo, sea P un p-subgrupo de Sylow de M . Como el
orden de N 0 no es divisible entre p, tenemos que N 0 \ P = 1, luego M = N 0P
y, como N 0  Z(M), de hecho M = N 0⇥P . Como P E M , resulta ser el único
p-subgrupo de Sylow de M , y esto implica a su vez que P E H.

El argumento empleado al principio de la prueba muestra que P actúa tri-
vialmente sobre F , luego F es un k[H/P ]-módulo simple. Ahora bien, como
H/M tiene altura  h � 2, resulta que H/P tiene altura  h � 1 y podemos
aplicar la hipótesis de inducción.

Supongamos ahora que el orden de M/N 0 no es divisible entre p, con lo que
el de M tampoco lo es. Como la altura de H/M es  h� 2, la de H es  h� 1
y de nuevo podemos aplicar la hipótesis de inducción.

Como consecuencia inmediata, si G es p-resoluble y K es un cuerpo de
escisión para G con cuerpo de restos k de caracteŕıstica p, tenemos que la apli-
cación d : R+

K(G) �! R+
k (G) es suprayectiva.



150 Caṕıtulo 4. Representaciones modulares

Como consecuencia podemos demostrar un resultado análogo para el homo-
morfismo e : Pk(G) �! RK(G). Definimos

P+
k (G) = {[V ] | V es un k[G]-módulo proyectivo finitamente generado}.

Teorema 4.45 Si K es un cuerpo local con cuerpo de restos k de caracteŕısti-
ca p y G es un grupo finito p-resoluble, entonces e[P+

k (G)] = e(Pk(G))\R+
K(G).

Demostración: Se trata de probar que si V es un K[G]-módulo finitamente
generado tal que [V ] está en la imagen del homomorfismo e, entonces, más
concretamente, [V ] = e([W ]), para cierto k[G]-módulo proyectivo W finitamente
generado.

Sea K0/K una extensión finita tal que K0 sea suficientemente grande para G.
Vamos a ver que si el teorema es cierto para K0, también lo es para K. En efecto,
si [V ] está en la imagen de e, entonces [VK0 ] está en la imagen de e0. Suponemos,
pues, que existe un k0[G]-módulo proyectivo W tal que e([W ]) = [VK0 ]. Esto
significa que W = R ⌦D k0, donde R0 es un D0[G]-módulo proyectivo, y que
[VK0 ] = [R0 ⌦D k0]. Ahora basta aplicar el teorema 4.42 con x = [VK0 ] y n = 1,
de modo que [V ] = [R ⌦D K] = e(R ⌦D k), donde R es un D[G]-módulo
proyectivo.

Suponemos, pues, que K es suficientemente grande para G. Consideremos
la base Sk(G) = {[V1], . . . , [Vn]} de Rk(G) y la base Ik(G) = {[PV1 ], . . . , [PVn ]}
de Pk(G), donde PVi es la envoltura proyectiva de Vi. Estamos suponiendo que
[V ] = e(z), donde

z =
nP

i=1
ni[PVi ] 2 Pk(G),

para ciertos ni 2 Z y queremos probar que ni � 0. Por el teorema de Fong-Swan
existe zi 2 R+

K(G) tal que d(zi) = [Vi]. Entonces,

ni = hz, [Vi]ik = hz, d(zi)ik = he(z), ziiK = h[V ], ziiK � 0.

A su vez, esto nos da una versión más precisa del teorema 4.40:

Teorema 4.46 Si K es un cuerpo local cuyo cuerpo de restos tenga carac-
teŕıstica p y G es un grupo finito p-resoluble entonces un K[G]-módulo fini-
tamente generado V es de la forma V ⇠= R ⌦D K, para cierto D[G]-módulo
proyectivo R si y sólo si el carácter de V se anula en los elementos p-singulares
de G.

4.7 Caracteres modulares

Observemos que, con la teoŕıa desarrollada hasta ahora, no podemos respon-
der a una pregunta tan elemental como cuántas representaciones irreducibles
tiene un grupo finito G sobre un cuerpo de escisión k cuando la caracteŕıstica
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de k divide al orden de G. En esta sección desarrollaremos una teoŕıa de ca-
racteres mejor adaptada al caso modular que la teoŕıa de caracteres ordinarios.
Entre otras cosas, con ella podremos responder a la pregunta que acabamos de
formular. Por simplicidad trabajaremos con cuerpos suficientemente grandes
para G (aunque los resultados se generalizan fácilmente a cuerpos de escisión
arbitrarios).

En principio, sabemos que las representaciones irreducibles de G se corres-
ponden biuńıvocamente con los caracteres irreducibles de G sobre k, que son
funciones de clase linealmente independientes, luego su número es a lo sumo
igual al número de clases de conjugación de G. Cuando car k - |G| (y k es un
cuerpo de escisión) se da la igualdad, pero vamos a ver que no sucede lo mismo
cuando car k divide a |G|. La razón es el teorema 3.52, según el cual, en la
tabla de caracteres (irreducibles) de G sobre k, cada columna correspondiente
a una clase de elementos p-singulares (de orden múltiplo de p) es igual a otra
columna correspondiente a una clase de elementos p-regulares (de orden primo
con p). Sabemos que la tabla tiene filas linealmente independientes sobre k,
luego, si eliminamos las columnas correspondientes a las clases p-singulares, la
tabla seguirá teniendo filas linealmente independientes.

Definición 4.47 Si G es un grupo finito y k es un cuerpo de caracteŕıstica
prima p, llamaremos Gr al conjunto de elementos p-regulares de G y Fk(Gr) al
k-espacio vectorial de todas las funciones de clases f : Gr �! k.

En estos términos, acabamos de probar que si �1, . . . ,�h son los caracteres
irreducibles de G sobre k, entonces, las restricciones �i|Gr son linealmente inde-
pendientes en Fk(Gr), luego el número h es a lo sumo igual al número de clases
de conjugación p-regulares. Veremos que, si k es un cuerpo de escisión para G,
se da la igualdad.

Para ello retomamos la situación de la sección precedente: en lo sucesivo, G
será un grupo finito, K un cuerpo local con anillo de enteros D y cuerpo de restos
k de caracteŕıstica p, y ahora supondremos además que K es suficientemente
grande para G. Llamaremos m0 al mı́nimo común múltiplo de los órdenes de los
elementos de Gr. Por hipótesis, K (y, más concretamente, D) contiene al grupo
Um0(K) de las ráıces m0-ésimas de la unidad, de tal modo que el polinomio
Xm0 � 1 factoriza en D[X] en la forma

Xm0 � 1 = (X � !1) · · · (X � !m0).

Tomando clases módulo el ideal maximal m de D obtenemos una descom-
posición análoga en k[X], luego concluimos que las clases [!i] 2 k son todas las
ráıces en k del polinomio Xm0 � 1. Como p no divide a m0, estas ráıces han de
ser distintas dos a dos, luego vemos que k contiene al grupo Um0(k) de las ráıces
m0-ésimas de la unidad y que la reducción módulo m induce una aplicación
suprayectiva (luego biyectiva) Um0(K) �! Um0(k). Para cada � 2 Um0(k),
llamaremos �̃ 2 Um0(K) a su única antiimagen.

Consideremos ahora un k[G]-módulo finitamente generado V y sea � 2 Gr.
Llamemos H = h�i, de modo que podemos considerar a V como k[H]-módulo.
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Como p - |H|, es semisimple y, como H es abeliano y k es un cuerpo de escisión
para H, resulta que todas las representaciones irreducibles de H sobre k tienen
grado 1. Por consiguiente, podemos descomponer

V = V1 � · · ·� Vn

en suma directa de k[H]-submódulos Vi = hvii de dimensión 1 sobre k. Aśı
pues, vi� = �ivi para ciertos �i 2 k. La base v1, . . . , vn de V determina una
representación matricial ⇢ : G �! LG(n, k) tal que ⇢(�) es una matriz diagonal.
Como �m0

= 1, también ⇢(�)m0
= In, lo que se traduce en que los elementos de

la diagonal de ⇢(�) (es decir, los escalares �i) están en Um0(k).
Es claro que los valores �i son los vectores propios de ⇢(�), es decir, las

ráıces del polinomio caracteŕıstico de ⇢(�), y cada uno aparece repetido tantas
veces como indica su multiplicidad como ráız. Por lo tanto, no dependen de la
elección de la base con la que hemos calculado la representación ⇢.

Definición 4.48 En las condiciones anteriores, si V es un k[G]-módulo fi-
nitamente generado, su carácter modular o carácter de Brauer es la función
�V : Gr �! D que a cada � 2 Gr le asigna el valor

�V (�) =
nP

i=1
�̃i,

donde �1, . . . ,�n 2 Um0(k) son los valores propios del endomorfismo inducido
por � en V (repetidos según su multiplicidad en el polinomio caracteŕıstico).

Si �V : G �! k es el carácter ordinario de V , su relación con �V consiste
en que �V |Gr es la composición de �V con el epimorfismo canónico D �! k.
Más aún, si � 2 G se descompone como � = ⇡�0 como en el teorema 3.52,
tenemos que �V (�) = [�V (�0)] 2 k, por lo que el carácter modular �V determina
completamente el carácter ordinario �V .

Veamos algunas propiedades elementales:

a) �V (1) = dimk V .

b) �V es una función de clases en Gr, en el sentido de que si � 2 Gr y ⌧ 2 G,
entonces �V (�⌧ ) = �V (�).

Esto se debe a que �⌧ y � determinan endomorfismos conjugados en V ,
y dos endomorfismos conjugados tienen matrices semejantes, luego tienen
el mismo polinomio caracteŕıstico.

c) Si 0 �! V 0 �! V �! V 00 �! 0 es una sucesión exacta de k[G]-módulos
finitamente generados, entonces �V = �V 0 + �V 00 .

En efecto, dado � 2 Gr, no perdemos generalidad suponiendo que G = h�i,
pero entonces k[G] es semisimple, luego V = V 0�V 00. Formando una base
de vectores propios para � en V como unión de bases correspondientes para
V 0 y V 00, la conclusión es inmediata.
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d) Dados dos k[G]-módulos finitamente generados V y V 0, se cumple que
�V⌦kV 0 = �V �V 0 .
Dado � 2 Gr, basta tener en cuenta que el producto tensorial de una base
de vectores propios para � en V por otra en V 0 es una base de vectores
propios para � en V ⌦k V 0.

e) Sea W un K[G]-módulo finitamente generado de carácter �, sea R ⇢ W
un ret́ıculo estable y V = R⌦D k. Entonces �V = �|Gr .
Dado � 2 Gr, no perdemos generalidad si suponemos que G = h�i. Según
el teorema 4.15, los factores de composición de V son independientes del
ret́ıculo R que elijamos en W y, por la propiedad c), el carácter �V es la
suma de los caracteres modulares de dichos factores de composición. Por
lo tanto, podemos elegir R sin alterar �V . Dado � 2 Gr, tomamos como
R el ret́ıculo generado por una base de vectores propios para �, con lo
que V tiene una base de vectores propios para � cuyos valores propios son
las reducciones de los valores propios de la base de R. La conclusión es
inmediata.

La forma bilineal definida en 4.6 puede expresarse en términos de los carac-
teres modulares:

Teorema 4.49 Si P y V son k[G]-módulos finitamente generados con P es
proyectivo y �P , �V son sus caracteres modulares respectivos, entonces

h[P ], [V ]ik =
1
|G|

P
�2Gr

�P (��1)�V (�).

Demostración: Por definición, h[P ], [V ]ik = dimk HomG(P, V ). Según
hemos visto en la sección 1.4, el espacio H = Homk(P, V ) tiene una estructura
natural de k[G]-módulo respecto a la cual HomG(P, V ) = HG. Según 1.62,
tenemos que H ⇠= P ⇤ ⌦k V , y los teoremas 1.58 y 1.64 implican que H es un
k[G]-módulo proyectivo. El teorema 4.20 nos da un D[G]-módulo proyectivo H0

tal que H ⇠= H0 ⌦D k. Llamemos H1 = H0 ⌦D K y vamos a probar que

dimK HG
1 = rangHG

0 = dimk HG.

Para probar las dos igualdades simultáneamente probaremos que, si D �! E
es un homomorfismo de anillos, entonces

HG
0 ⌦D E ⇠= (H0 ⌦D E)G.

Más concretamente, el homomorfismo natural HG
0 ⌦D E �! (H0⌦D E)G es un

isomorfismo. Sea H0�H 0 = L, donde K es un D[G]-módulo libre. Claramente,
LG = HG

0 �H 0G y tenemos un diagrama conmutativo

(HG
0 ⌦D E)� (H 0G ⌦D E) //

✏✏

LG ⌦D E

✏✏
(H0 ⌦D E)G � (H 0 ⌦D E)G // (L⌦D E)G
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luego basta probar el resultado para un D[G]-módulo libre L ⇠= D[G]n, pero es
claro entonces que basta probarlo para D[G]. En suma, hay que probar que el
homomorfismo canónico D[G]G⌦D E �! E[G]G es un isomorfismo, pero esto es
obvio, pues D[G]G es el D-submódulo generado por T =

P
�2G

�, y análogamente
con E[G]G.

Retomando el argumento, ahora tenemos que

h[P ], [V ]ik = dimK HG
1 = h1K ,�iK =

1
|G|

P
�2G

�(�),

donde � es el carácter del K[G]-módulo H1. Por el teorema 4.40 sabemos que
� se anula fuera de Gr y, restringido a Gr es el carácter modular del k[G]-
módulo H, por la propiedad e) anterior. La propiedad d) nos da que �|Gr =
�P⇤�V . El teorema 1.65 afirma que los caracteres ordinarios �P⇤ y �P cumplen
la relación �P⇤(�) = �P (��1), de donde se deduce inmediatamente que �P⇤ y
�P cumplen lo mismo. En definitiva, �|Gr(�) = �P (��1)�V (�), y obtenemos la
fórmula del enunciado.

Definición 4.50 Llamamos FK(Gr) a la K-álgebra de las funciones de clase en
Gr con valores en K y R0

K(Gr) al subgrupo abeliano generado por los caracteres
modulares de G, que es un subanillo por la propiedad d) precedente.

La propiedad c) nos permite definir un epimorfismo Rk(G) �! R0
K(Gr) que

asigna un carácter modular virtual �x a cada x 2 Rk(G). La propiedad e) nos
da el diagrama conmutativo

RK(G)

�

✏✏

d // Rk(G)

�

✏✏
R0

K(G) // R0
K(Gr)

donde la flecha horizontal inferior es la restricción de G a Gr.

Teorema 4.51 El homomorfismo Rk(G) �! R0
K(Gr) es un isomorfismo de

anillos que se extiende a un isomorfismo de K-álgebras K⌦ZRk(G) �! FK(Gr).

Demostración: Sea Sk(G) = {[V1], . . . , [Vh]} y vamos a probar que los
caracteres modulares �1, . . . ,�h son distintos dos a dos y linealmente indepen-
dientes en FK(Gr). En caso contrario tendŕıamos una combinación lineal

↵1�1 + · · · + ↵h�h = 0,

donde ↵i 2 K no son todos nulos. Multiplicándolos por una potencia adecuada
de un primo de D, podemos suponer que todos ellos están en D y que al menos
uno es una unidad. Componiendo con el epimorfismo canónico D �! k obtene-
mos que ↵̄1�1|Gr + · · ·+ ↵̄h�h|Gr = 0, donde �i es el carácter ordinario de Vi, y
tenemos que algún ↵̄i 6= 0. Esto contradice la observación tras la definición 4.47.
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En particular, los caracteres modulares son linealmente independientes sobre
Z, luego son una base de R0

K(Gr) y tenemos el primer isomorfismo del enunciado.
Ahora vamos a probar que los caracteres modulares generan FK(Gr). Para ello,
tomamos una función de clases arbitraria f 2 FK(Gr) y la extendemos con el
valor 0 fuera de Gr, lo que la convierte en una función de clases f̄ 2 FK(G).

Como K es un cuerpo de escisión de G, los caracteres irreducibles  1, . . . , n

de G sobre K forman una base de FK(G), luego podemos expresar

f̄ = ↵1 1 + · · · + ↵n n,

con ↵i 2 K. Restringiendo a Gr esta expresión obtenemos que

f = ↵1 1|Gr + · · · + ↵n n|Gr ,

donde cada  i|Gr está en R0
K(Gr), luego es combinación lineal de los caracteres

modulares �i, luego f también lo es. Esto prueba que los caracteres modulares
�i son una K-base de RK(Gr), lo que equivale al segundo isomorfismo del
enunciado.

En particular, vemos que el número de representaciones irreducibles de G
sobre k es igual al número de clases de conjugación p-regulares de G.

Llamemos h al número de clases de conjugación de G y hp al número de
clases de conjugación p-regulares. El monomorfismo e : Pk(G) �! RK(G) in-
duce un monomorfismo K ⌦Z Pk(G) �! K ⌦Z RK(G) ⇠= FK(G). Sabemos que
Pk(G) tiene rango hp, luego la imagen de K ⌦Z Pk(G) tiene dimensión hp sobre
K. Según el teorema 4.40, dicha imagen está contenida en el subespacio de las
funciones de FK(G) que se anulan fuera de Gr, pero dicho subespacio se identi-
fica de forma natural con FK(Gr), luego tiene dimensión hp. Por consiguiente,
podemos identificar K ⌦Z Pk(G) con FK(Gr).

Acabamos de ver que, mediante las identificaciones K⌦Z Pk(G) ⇠= FK(Gr) y
K ⌦Z RK(G) ⇠= FK(G), el monomorfismo 1⌦ e se corresponde con la inclusión,
si convenimos a su vez en identificar FK(Gr) con las funciones de clases que se
anulan fuera de Gr.

Por otra parte, el diagrama conmutativo previo a 4.51 implica que, a través
de la identificación K ⌦Z Rk(G) ⇠= FK(Gr) dada por dicho teorema, el epimor-
fismo 1 ⌦ d se corresponde con la restricción FK(G) �! FK(Gr). Aśı pues, el
triángulo formado por los homomorfismos c, d, e se convierte, al multiplicar por
K⌦Z, en el triángulo

FK(Gr)
1⌦c //

1⌦e %%JJJJJJJJJ
FK(Gr)

FK(G)
1⌦d

99ttttttttt

donde 1 ⌦ c resulta ser la identidad (la composición de la inclusión con la res-
tricción). Ahora bien, debemos tener presente que, a través de la identificación
K ⌦Z Rk(G) ⇠= FK(Gr), la base canónica 1 ⌦ Sk(G) se corresponde con la
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base de los caracteres modulares �V1 , . . . ,�Vhp
de los k[G]-módulos irreducibles

V1, . . . , Vhp , mientras que, a través de la identificación K ⌦Z Pk(G) ⇠= FK(Gr),
la base canónica 1 ⌦ Ik(G) se corresponde con la formada por los caracteres
modulares �V1 , . . . ,�Vhp

de las envolturas proyectivas de los módulos Vi.
En efecto, podemos expresar PVi = P 0

Vi
⌦D k, donde P 0

Vi
es un D[G]-módulo

proyectivo finitamente generado. Aśı, 1⌦ [PVi ] se identifica con su imagen por
1⌦e, que es 1⌦[P 0

Vi
⌦D K], la cual se identifica a su vez con el carácter ordinario

de P 0
Vi
⌦D K (que se anula fuera de Gr por 4.40), el cual coincide con el carácter

modular de PVi por la propiedad e) tras la definición 4.48.

Por consiguiente, la matriz de Cartan C y la matriz de descomposición D
están relacionadas con los caracteres del modo siguiente:

�V =
P

[V 0]2Sk(G)

cV V 0�V 0 para todo [V ] 2 Sk(G),

�W =
P

[V ]2Sk(G)

dWV �V para todo [W ] 2 SK(G),

�V =
P

[W ]2SK(G)

dWV �W para todo [V ] 2 Sk(G).

La última relación correspondeŕıa a la matriz E, que es la traspuesta de D.

4.8 Ejemplo: los caracteres de ⌃4

Como ilustración de la teoŕıa que hemos desarrollado, calcularemos los ca-
racteres irreducibles (ordinarios y modulares) del grupo de permutaciones ⌃4.

Caracteres ordinarios de ⌃4 La tabla de caracteres de ⌃4 es la siguiente:

1 (a, b) (ab)(cd) (abc) (abcd)
1 6 3 8 6

�1 1 1 1 1 1
�2 1 �1 1 1 �1
�3 2 0 2 �1 0
�4 3 1 �1 0 �1
�5 3 �1 �1 0 1

Hemos indicado el cardinal de cada clase de conjugación para facilitar el
cálculo de la forma bilineal. La tabla puede calcularse como sigue:

a) El carácter �1 es el carácter trivial.

b) El carácter �2 es el homomorfismo dado por la signatura, que toma el
valor 1 sobre las permutaciones pares y �1 sobre las impares.

c) Consideramos la acción ⇢ : G �! Aut(C4) que permuta los vectores de la
base canónica. Claramente, las matrices de ⇢ en la base canónica están
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formadas por ceros y unos, y la diagonal de ⇢(�) tiene tantos unos como
elementos fije �. Aśı pues, su carácter � cumple que �(�) es el número de
elementos fijados por �. Concretamente:

1 (a, b) (ab)(cd) (abc) (abcd)
� 4 2 0 1 0

Obviamente, � no es irreducible, pues h(1, 1, 1, 1)i es un subespacio inva-
riante de C4, que determina la representación trivial, pero esto implica
que �4 = � � 1 es un carácter, y calculando h�4,�4i = 1 vemos que es
irreducible.

d) El producto �5 = �2�4 es también un carácter y, como �4 = �5�2, ha de
ser irreducible.

e) El carácter �3 ha de tener grado 2, y puede deducirse entonces de 2.23
comparando la primera columna con las restantes.

La tabla de caracteres modulares respecto de cualquier primo p 6= 2, 3 es la
misma tabla de caracteres ordinarios.

Caracteres módulo 2 El grupo ⌃4 tiene dos clases de conjugación 2-regu-
lares, a saber, la clase de 1 y la de los ciclos (abc). Por lo tanto, hay dos
caracteres modulares irreducibles. Por el teorema de Fong-Swan, los caracteres
irreducibles módulo 2 se han de encontrar entre las reducciones de los caracteres
irreducibles ordinarios, que se obtienen restringíendolos a las clases 2-regulares.
Vemos entonces que las restricciones cumplen

�2 = �1, �4 = �1 + �3, �5 = �1 + �3,

luego los caracteres modulares irreducibles han de ser �1 = �1 y �2 = �3. La
tabla es, pues,

1 (abc)
�1 1 1
�2 2 �1

y las relaciones

�1 = �1, �2 = �1, �3 = �2, �4 = �1 + �2, �5 = �1 + �2

nos dan la matriz de descomposición

D =

0
BBBB@

1 0
1 0
0 1
1 1
1 1

1
CCCCA .

La matriz traspuesta nos da los caracteres modulares de los módulos pro-
yectivos:

�1 = �1 + �2 + �4 + �5, �2 = �3 + �4 + �5.
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Multiplicando DtD obtenemos la matriz de Cartan:

C =
✓

4 2
2 3

◆

que nos da las expresiones de �1 y �2 en términos de los caracteres modulares:

�1 = 4�1 + 2�2, �2 = 2�1 + 4�2.

Aśı, por ejemplo, la envoltura proyectiva del módulo trivial tiene dimensión 8
y seis factores de composición, cuatro triviales y dos isomorfos al módulo simple
de dimensión 2.

Caracteres módulo 3 El grupo ⌃4 tiene cuatro clases de conjugación 3-
regulares, luego hay otros tantos caracteres irreducibles módulo 3. Al reducir
los caracteres ordinarios obtenemos la relación �3 = �1 + �2, luego �3 no es
irreducible. Como, por el teorema de Fong-Swan, los caracteres irreducibles
módulo 3 han de aparecer entre las reducciones de los caracteres ordinarios, han
de ser los cuatro restantes. Por consiguiente, la tabla es

1 (ab) (ab)(cd) (abcd)
�1 1 1 1 1
�2 1 �1 1 �1
�3 3 1 �1 �1
�4 3 �1 �1 1

Las matrices de descomposición y de Cartan resultan ser

D =

0
BBBB@

1 0 0 0
0 1 0 0
1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1
CCCCA , C =

0
BB@

2 1 0 0
1 2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1
CCA .

Y los caracteres modulares proyectivos son

�1 = �1 + �3 = 2�1 + �2, �2 = �2 + �3 = �1 + 2�2,

�3 = �4 = �3, �4 = �5 = �4.



Apéndice A

Las representaciones de
Artin y Swan

Aqúı vamos a estudiar (indirectamente, a través de sus caracteres) dos re-
presentaciones asociadas a grupos de Galois de extensiones de cuerpos métricos
discretos completos. La construcción de estos caracteres se apoya en resultados
nada triviales de la teoŕıa de la ramificación, que recordaremos en la primera
sección. Conviene destacar que la construcción de los caracteres (que llevamos a
cabo en la sección segunda) sólo requiere la teoŕıa de representaciones ordinarias
desarrollada en el caṕıtulo II. En la sección siguiente usaremos los resultados
del caṕıtulo IV para demostrar que la representación de Swan puede obtenerse a
partir de un Zl-módulo proyectivo, lo cual nos permitirá a su vez asociar un in-
variante a ciertos módulos, a partir del cual se define, por ejemplo, el conductor
de una curva eĺıptica.

A.1 Preliminares sobre cuerpos completos

Necesitamos recordar algunos hechos sobre la aritmética de los cuerpos
métricos discretos y completos.1

NOTA: A lo largo de este apéndice, salvo que se indique lo contrario, se
sobrentenderá que K es un cuerpo métrico discreto y completo de caracteŕıs-
tica 0 cuyo cuerpo de restos es perfecto de caracteŕıstica p.

Llamaremos D al anillo de enteros de K y k a su cuerpo de restos. El hecho
básico [GA 5.27] es que si K0/K es una extensión finita, el valor absoluto de K

1Todos los hechos que no demostraremos aqúı están probados en mi libro de Teoŕıa de
cuerpos de clases, en lo sucesivo [CC], si bien figuran como requisitos previos, y no dependen
de la teoŕıa de cuerpos de clases propiamente dicha. Algunos resultados están demostrados alĺı
en el contexto más general de dominios de Dedekind arbitrarios, por lo que, para comodidad
del lector, remitiremos en algunas ocasiones a mi libro de Geometŕıa algebraica [GA], donde
están demostrados en el caso particular que aqúı nos ocupa.
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se extiende de forma única a un valor absoluto de K0, con el cual se convierte
también en un cuerpo métrico discreto completo. Que sea discreto se prueba
en el teorema [GA 5.28], según el cual, la valoración de K0 cumple la relación
vK0 |K = evK , para cierto número natural e � 1 llamado ı́ndice de ramificación
de K0/K.

Llamemos D0 y k0 al anillo de enteros y el cuerpo de restos de K0, respec-
tivamente. Según [GA 5.30], la extensión k0/k es finita, y su grado f se llama
grado de inercia de K0/K. La relación fundamental entre n, e y f es que n = ef
(por [GA 5.32]).

Si la extensión K0/K es finita de Galois, la unicidad de la extensión implica
que cada � 2 G(K0/K) conserva el valor absoluto (pues |↵|� = |�(↵)| es también
un valor absoluto en K0 que extiende al de K, luego ha de ser el valor absoluto
de K0). Por consiguiente, � induce un k-automorfismo �̄ 2 G(k0/k). Como k es
perfecto, la extensión k0/k es separable y por [CC 1.39] es de Galois, y además
tenemos un epimorfismo de grupos2

G(K0/K) �! G(k0/k).

El núcleo de este epimorfismo se llama grupo de inercia de la extensión, y es
claramente

G0(K0/K) = {� 2 G(K0/K) | v(�(↵)� ↵) � 1 para todo ↵ 2 D0}.
En particular, vemos que |G0(K0/K)| = e.

Una extensión finita K0/K se dice no ramificada si e = 1. Se dice que es
dominadamente ramificada si e no es divisible entre la caracteŕıstica p del cuerpo
de restos. En caso contrario se dice que es libremente ramificada. En particular,
las extensiones no ramificadas son dominadamente ramificadas.

Ahora hemos de recordar la teoŕıa de la ramificación presentada en el caṕı-
tulo X de [CC]. Alĺı está expuesta para el caso de los cuerpos numéricos y el
de los cuerpos locales (las extensiones finitas de los cuerpos Qp de números
p-ádicos) para mostrar más fácilmente la relación entre ambos casos, pero es
inmediato comprobar que todo lo dicho en el caso p-ádico es válido igualmente
—sin cambio alguno en las demostraciones3— en el contexto general que estamos
considerando aqúı.

Si K0/K es una extensión finita de Galois, definimos sus grupos de ramifi-
cación como los grupos4

Gi(K0/K) = {� 2 G(K0/K) | v(�(↵)� ↵) � i + 1 para todo ↵ 2 D0},
2El grupo de descomposición GP que aparece en [CC 1.39] es todo G(K0/K) en el caso

que nos ocupa, porque K0 sólo tiene un ideal primo.
3El teorema [CC 10.6] no es válido en este contexto general porque se apoya en que el cuerpo

de restos es finito, pero no vamos a necesitar este hecho ni se usa en los teorema siguientes de
[CC]. Podŕıa parecer que la prueba de [CC 10.5] usa también la finitud del cuerpo de restos,
pero no es cierto: sólo requiere el hecho de que todo subgrupo finito del grupo multiplicativo
de un cuerpo es ćıclico (pues, si el grupo tiene orden n, ha de ser el grupo de las ráıces n-simas
de la unidad, que es ćıclico).

4En [CC 10.1] están definidos en un contexto más general. En el caso local, el grupo de
descomposición GP es todo el grupo de Galois G(K0/K).
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donde D0 es el anillo de enteros de K0. Observemos que G�1(K0/K) = G(K0/K)
y que G0(K0/K) es el grupo de inercia que ya hab́ıamos definido. Llamaremos
gi al orden del grupo Gi(K0/K).

El teorema [CC 10.4] afirma que todos los grupos Gi(K0/K) son subgrupos
normales de G(K0/K), y que existe un i tal que Gi(K0/K) = 1. Aśı pues,
forman una serie

1 = Gi E Gi�1 E · · · E G0 E G(K0/K).

Si descomponemos el ı́ndice de ramificación e = pse0, donde p - e0, sabemos
que g0 = e, y el teorema [CC 10.5] nos da que g1 = ps, de modo que G1(K0/K)
es el p-subgrupo de Sylow del grupo de inercia G0(K0/K). En particular, la
extensión K0/K es dominadamente ramificada si y sólo si G1(K0/K) = 1.

Si D0 = D[↵1, . . . ,↵n], es fácil ver que

Gi(K0/K) = {� 2 G(K0/K) | v(�(↵j)� ↵j) � i + 1 para j = 1, . . . , n}.
El teorema [CC 3.12] nos da que existe un ↵ 2 D0 tal que D0 = D[↵] y, por

consiguiente,

Gi(K0/K) = {� 2 G(K0/K) | vK0(�(↵)� ↵) � i + 1}.
De aqúı se sigue que la función iK0/K : G(K0/K) �! N [ {1} dada por

iK0/K(�) = vK0(↵� � ↵).

es independiente de la elección del generador ↵ 2 D0, pues es igual al máximo
número natural i tal que � 2 Gi�1(K0/K). En términos de esta función, tene-
mos que5

Gi(K0/K) = {� 2 G(K0/K) | iK0/K(�) � i + 1}.
El hecho de que Gi(K0/K) = 1 para i suficientemente grande se traduce en

que
iK0/K(�) =1 si y sólo si � = 1.

Similarmente, el hecho de que los grupos de ramificación sean normales en
G(K0/K) se traduce en que

iK0/K(⌧�1�⌧) = iK0/K(�), para todo �, ⌧ 2 G(K0/K).

Otra propiedad elemental es la siguiente:

iK0/K(�⌧) � mı́n{iK0/K(�), iK0/K(⌧)}.
En efecto:

iK0/K(�⌧) = v(↵�⌧ � ↵) = v(↵�⌧ � ↵� + ↵� � ↵)

� mı́n{v(↵�⌧ � ↵�), v(↵� � ↵)} = mı́n{iK0/K(⌧), iK0/K(�)}.

El teorema [CC 10.16] se traduce en una propiedad más de la función iK0/K :
5En virtud de [CC 10.3], también podemos calcular la función iK0/K con ↵ = ⇡, donde ⇡

es un primo de K0, aunque no genere el anillo de enteros.



162 Apéndice A. Las representaciones de Artin y Swan

Teorema A.1 Sea k ⇢ L ⇢ K una cadena de extensiones de Galois de cuerpos
locales. Entonces, para cada � 2 G(L/k), se cumple que

iL/k(�|L) =
1

eK/L

P
⌧2G(K/L)

iK/k(⌧�).

Demostración: Sea ↵ (resp. �) un generador del anillo de enteros de K
(resp. de L) sobre el anillo de enteros de k. El teorema [CC 10.16] afirma que

vL(�(�)� �) =
P

⌧2G(K/L)

vL((⌧�)(↵)� ↵),

y esto equivale a que

eK/L iL/k(�|L) =
P

⌧2G(K/L)

iK/k(⌧�).

A.2 El carácter de Artin

De aqúı en adelante L/K será una extensión finita de Galois, llamaremos
G = G(L/K) a su grupo de Galois y Gi = Gi(L/K) a sus grupos de ramificación.
Representaremos por g y gi sus órdenes respectivos.

La función iL/K : G �! N [ {1} que acabamos de definir es una función
de clases en G excepto por el hecho de que no está definida en � = 1. Vamos a
corregir esto:

Definición A.2 La función de Artin aL/K : G(L/K) �! Z es la función dada
por

aL/K(�) = �f iL/K(�) si � 6= 1, aL/K(1) = f
P
� 6=1

iL/K(�),

donde f es el grado de inercia de la extensión L/K.

Es claro que aL/K es una función de clases en G(L/K). Hemos definido
aL/K(1) para que se cumpla queP

�2G
aL/K(�) = 0,

es decir, que6 (aL/K , 1) = 0.

El valor aL/K(1) tiene una interpretación aritmética. Para obtenerla obser-
vamos que iL/K toma el valor i sobre los elementos de Gi�1\Gi, luego, si gt = 1,
tenemos queP

� 6=1
iL/K(�) = (g0 � g1) + 2(g1 � g2) + 3(g2 � g3) + · · · + t(gt�1 � 1)

= g0 + g1 + · · · + gt�1 � t =
1P

i=0
(gi � 1).

6De este modo, si una función de clases � coincide con aL/K salvo quizá para � = 1 y
cumple (�, 1) = 0, entonces � = aL/K .
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El teorema [CC 10.11] nos da inmediatamente el resultado siguiente:

Teorema A.3 Si DL/K es el diferente de la extensión L/K, entonces

aL/K(1) = fvL(DL/K).

De la propia definición de la función de Artin se sigue que, aL/K = 0 si y sólo
si la extensión L/K es no ramificada. El propósito de esta sección es demostrar
el teorema siguiente:

Teorema A.4 Si L/K es ramificada, la función aL/K es un carácter del grupo
de Galois G(L/K).

Como aL/K es una función de clases, el teorema 2.17 nos da que es combi-
nación lineal de los caracteres irreducibles de G, y el coeficiente de cada carácter
� es (aL/K ,�). Teniendo en cuenta que aL/K 6= 0, basta probar que estos coe-
ficientes son números naturales. Observamos que

(aL/K ,�) =
1
g

P
�2G

aL/K(�)�(��1) =
1
g

P
�2G

�(�) aL/K(��1)

=
1
g

P
�2G

�(�) aL/K(�) = (�, aL/K),

donde hemos usado que aL/K(��1) = aL/K(�) = aL/K(�).

Para cada función de clases � de G, definimos

f(�) = (�, aL/K).

El teorema A.4 quedará probado si demostramos que f(�) es un número
natural para todo carácter � de G.

Para cada i � 0, llamamos rGi al carácter regular del grupo de ramificación
i-ésimo Gi. Sabemos que en la descomposición de rGi en suma de caracteres
irreducibles aparece cada carácter irreducible con multiplicidad igual a su grado.
Por consiguiente, ui = rGi � 1Gi es también un carácter de Gi, salvo que sea
Gi = 1, en cuyo caso ui = 0. Esto sucede para todo i suficientemente grande.

Teorema A.5 En las condiciones anteriores, se cumple que

aL/K =
1X

i=0

gi

g0
uG

i .

Demostración: Tenemos que

uG
i (�) =

1
gi

P
⌧2G

u0
i (⌧�⌧

�1).
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Teniendo en cuenta que Gi es un subgrupo normal en G y que ui(�) = �1
para todo � 6= 1, es claro que

uG
i (�) =

8<
:

g(gi�1)
gi

si � = 1
�g/gi si � 2 Gi \ {1},

0 si � 2 G \ Gi.

Por lo tanto,

gi

g0
uG

i (�) =

8<
:

f(gi � 1) si � = 1
�f si � 2 Gi \ {1},
0 si � 2 G \ Gi.

Aśı, si � 2 Gk \ Gk+1, la suma para todo i es igual a

�f(k + 1) = �fiL/K(�) = aL/K(�).

Ahora observamos que P
�2G

uG
i (�) = 0,

y lo mismo vale si sumamos para todo i. Como aL/K cumple también que
(aL/K , 1) = 0, también se tiene la igualdad para � = 1.

De aqúı extraemos varias consecuencias. En primer lugar, vemos que g0aL/K

es un carácter de G. Por consiguiente, si � es un carácter de G, se cumple que
(�, g0aL/K) es un número natural. Equivalentemente:

Teorema A.6 Si � es un carácter de G, se cumple que f(�) es un número
racional � 0.

Para cada función de clases � en G, definimos

�(Gi) =
1
gi

P
�2Gi

�(�).

En estos términos se cumple lo siguiente:

Teorema A.7 Si � es una función de clases en G, entonces

f(�) =
1P

i=0

gi

g0
(�(1)� �(Gi)).

Demostración: Basta tener en cuenta que

(�, uG
i ) = (�|Gi , ui) = �(1)� �(Gi).
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Teorema A.8 Sea ⇢ : G �! Aut(V ) una representación de G sobre C con
carácter �, y sea V Gi el subespacio formado por los elementos de V fijados por
cada elemento de Gi. Entonces

f(�) =
1X

i=0

gi

g0
dim(V/V Gi).

Demostración: Observemos que V G1 es el C[Gi]-submódulo de V asociado
al carácter trivial 1Gi en la descomposición dada por el teorema 2.19. Por
consiguiente, su dimensión es la multiplicidad de 1Gi en �|Gi , es decir:

dimV Gi = (�|Gi , 1Gi) = �(Gi).

Por otra parte, dimV = �(1), con lo que dimV/V Gi = �(1)��(Gi) y basta
aplicar el teorema anterior.

Seguidamente reformulamos el teorema A.1:

Teorema A.9 Sea K ⇢ K0 ⇢ L una cadena de extensiones de Galois. Llame-
mos N = G(L/K0), de modo que G/N ⇠= G(K0/K). Entonces,

aK0/K = aG/N
L/K .

Demostración: Tomemos un � 2 G, de modo que �|K0 se identifica con
N� 2 G/N . De acuerdo con 2.51, la igualdad aK0/K(N�) = aG/H

L/K (N�) equivale
a

aK0/K(N�) =
1

nL/K0

P
n2N

aL/K(n�).

Si � /2 N , esto equivale a su vez a que

�fK0/K iK0/K(�|K0) =
1

eL/K0fL/K0

P
n2N

(�fL/K)iL/K(n�),

lo cual, simplificando, se reduce a

iK0/K(�|K0) =
1

eL/K0

P
n2N

iL/K(n�),

que es precisamente lo que afirma el teorema A.1. Falta probar la igualdad
cuando �|K0 = 1, pero ésta es consecuencia inmediata de que

(aG/N
L/K , 1G/N ) = (aL/K , 1G) = 0.

Ahora relacionamos la función aL/K con aL/K0 .

Teorema A.10 Sea K ⇢ K0 ⇢ L una cadena de extensiones tal que L/K es
de Galois y sea H = G(L/K0). Entonces

aL/K |H = vK(�K0/K)rH + fK0/K aL/K0 ,

donde �K0/K es el discriminante de K0/K y rH es el carácter regular de H.
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Demostración: Si � 2 G cumple � 6= 1, entonces

aL/K(�) = �fL/K iL/K(�), aL/K0(�) = �fL/K0 iL(K0(�), rH(�) = 0.

Además, un generador del anillo de enteros de L sobre el anillo de enteros de
K lo genera también sobre el anillo de enteros de K0, luego iL/K(�) = iL/K0(�).
Ahora es claro que la igualdad del enunciado se cumple para �. Falta considerar
el caso � = 1. Teniendo en cuenta el teorema A.3, la igualdad que hemos de
probar es equivalente a

fL/K vL(DL/K) = |L : K0|vK(�K0/K) + fK0/KfL/K0 vL(DL/K0).

Según [CC 3.22], el discriminante de una extensión es la norma del diferente,
lo cual implica que

vK(�L/K) = fL/K vL(DL/K), vK0(�L/K0) = fL/K0 vL(DL/K0).

Aśı pues, la ecuación que hemos de probar equivale a

vK(�L/K) = |L : K0|vK(�K0/K) + fK0/K vK0(�L/K0).

A su vez, esta fórmula equivale al teorema [CC 3.24].

Como consecuencia:

Teorema A.11 Sea K ⇢ K0 ⇢ L una cadena de extensiones tal que L/K es
de Galois. Sea H = G(L/K0). Entonces, para todo carácter  de H,

f( G) = vK(�K0/K) (1) + fK0/Kf( ).

Demostración: Hay que entender que la última f de la fórmula es la
función correspondiente a la extensión L/K0.

f( G) = ( G, aL/K) = ( , aL/K |H) = vK(�K0/K)( , rH) + fK0/K( , aL/K0)

= vK(�K0/K) (1) + fK0/K f( ).

Ahora consideramos la función �L/K definida en [CC 10.18]:

Teorema A.12 Sea � un carácter de grado 1 en G y sea c(�) el mayor número
natural tal que �|Gc(�) 6= 1. (Si � = 1G, tomamos c(�) = �1.) Entonces,

f(�) = �L/K(c(�)) + 1.

Demostración: Si i  c(�), entonces �(Gi) = (�|Gi , 1) = 0 (porque �|Gi

tiene grado 1, luego es irreducible). Por lo tanto, �(1)��(Gi) = 1. Si i > c(�),
entonces �(Gi) = 1, luego �(1)� �(Gi) = 0. El teorema A.7 nos da que

f(�) =
c(�)X
i=0

gi

g0
= �(c(�)) + 1.
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Teorema A.13 Sea � un carácter de grado 1 en G, sea N su núcleo y sea K0

su cuerpo fijado. Sea c0(�) el mayor número natural tal que (G/N)c0(�) 6= 1.
Entonces f(�) = �K0/K(c0(�)) + 1 es un número natural.

Demostración: El teorema [CC 10.19] afirma que

(G/N)i = G L/K0 (i)N/N,

donde  L/K0 es la función de Hasse (la inversa de �L/K0). Por tanto, (G/N)i = 1
equivale a que G L/K0 (i)  N , es decir, a que �|G L/K0 (i) = 1. Por consiguiente,
c(�) =  L/K0(c0(�)) o, equivalentemente, c0(�) = �L/K0(c(�)). El teorema
anterior y [CC 10.20] nos dan que

f(�) = �L/K(c(�)) + 1 = �K0/K(�L/K0(c(�))) + 1 = �K0/K(c0(�)) + 1.

Por último, la extensión K0/K es abeliana, luego podemos aplicar el teo-
rema [CC 10.25]: el número natural c0(�) cumple que G(K0/K)c0(�) 6= 1 y
G(K0/K)c0(�)+1 = 1, luego es un vértice de la función �K0/K , luego �K0/K(c0(�))
es un vértice de  K0/K , luego es un número entero � �1. (La función  K0/K

es lineal hasta �1, luego su primer vértice es � �1.)

Finalmente estamos en condiciones de demostrar el teorema A.4:

Hemos de probar que f(�) es un número natural para todo carácter � de
G. Por el teorema A.6 sabemos que f(�) es un número racional � 0, luego
sólo necesitamos probar que es entero. Por el teorema de Brauer 2.41, podemos
expresar

� =
P
i

ni 
G
i ,

donde ni 2 Z y cada  i es un carácter de grado 1 en un cierto subgrupo Hi

de G. Por consiguiente, basta probar que f( G
i ) es entero. Por A.11, basta

probar que f( i) es entero, lo que equivale a suponer que � tiene grado 1. En
tal caso basta aplicar el teorema anterior.

A partir del carácter de Artin podemos definir otro que, de hecho, es el que
más nos va a interesar:

Definición A.14 Si L/K es una extensión finita de Galois, definimos la fun-
ción de Swan sL/K : G(L/K) �! Z como la función dada por

sL/K = aL/K � uG
0 =

1X
i=1

gi

g0
uG

i ,

donde ui = rGi � 1Gi . (Véase el teorema A.5.)

Expĺıcitamente:

sL/K(�) =
⇢

f(1� i(�)) si � 2 G0 \ 1,
0 si � 2 G \ G0,
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y sL/K(1) está determinado por la relación (sL/K , 1G) = 0, que se cumple
porque (aL/K , 1G) = 0 y (uG

0 , 1G) = (u0, 1G0) = 0.

Es claro entonces que sL/K = 0 si y sólo si G1 = 1, es decir, si la extensión
L/K es dominadamente ramificada. En caso contrario es una función de clases
no nula. Consideremos un carácter irreducible � de G, y observemos que

(sL/K ,�) =
1X

i=1

gi

g0
(uG

i ,�) =
1X

i=1

gi

g0
(ui,�Gi

) � 0.

Por otra parte, (sL/K ,�) = (aL/K ,�)� (uG
0 ,�) 2 Z, puesto que aL/K y uG

0

son caracteres. Concluimos que (sL/K ,�) es un número natural para todo �,
luego sL/K es un carácter de G, el carácter de Swan de la extensión L/K.

A.3 Realización de los caracteres

Aunque los caracteres de Artin y Swan toman valores en Z, existen ejemplos
cuyas representaciones correspondientes no son realizables sobre Q, ni siquiera
sobre R. Sin embargo, se cumple lo siguiente (manteniendo la notación de la
sección anterior):

Teorema A.15 Si l es un primo distinto de la caracteŕıstica p del cuerpo de
restos k, entonces las representaciones de Artin y Swan son realizables sobre el
cuerpo Ql de los números l-ádicos.

Notemos que basta probar el teorema para la representación de Swan, puesto
que

aL/K = sL/K + rG
G0
� 1G

G0
,

y las representaciones rG0 y 1G0 son realizables sobre cualquier cuerpo, luego
también las representaciones inducidas en G. Para la representación de Swan
podemos demostrar algo más preciso todav́ıa:

Teorema A.16 Si l es un primo distinto de la caracteŕıstica p del cuerpo de
restos k, existe un Zl[G]-módulo proyectivo finitamente generado Sl

L/K , único
salvo isomorfismo, tal que Sl

L/K ⌦Zl Ql determina el carácter de Swan.

Demostración: Vamos a aplicar el teorema 4.42 tomando K = Ql y como
K0 una extensión finita de K suficientemente grande para G. De este modo, el
carácter de Swan es realizable sobre K0, y su representación asociada determina
un elemento x 2 RK0(G). Ciertamente, se cumple la condición a) del teorema,
pues el carácter de x (el carácter de Swan) toma valores en Z, luego en Ql.

Demostramos la condición b) tomando como n el orden g0 del grupo de
inercia G0. Usamos que

g0sL/K =
1P

i=1
giu

G
i .
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Los grupos de ramificación Gi son p-grupos, luego el teorema 4.27 nos da que
los homomorfismos c, d, e para Gi y K0 son isomorfismos. Más concretamente,
tenemos que c puede identificarse con la identidad en Rk0(Gi) y d y e son
isomorfismos mutuamente inversos. Esto implica que existe un D0[Gi]-módulo
proyectivo finitamente generado Pi tal que Pi ⌦D0 K0 determina el carácter ui.

El D0[G]-módulo Qi = Pi ⌦D0[Gi] D0[G] también es proyectivo y

(Pi ⌦D0[Gi] D
0[G])⌦D0 K0 ⇠= Pi ⌦D0[Gi] K

0[G] ⇠= Pi ⌦D0[Gi] K
0[Gi]⌦K0[Gi] K

0[G]

(Pi ⌦D0[Gi] ⌦D0[Gi]⌦D0 K0)⌦K0[Gi] K0[G] ⇠= (Pi ⌦D0 K0)⌦K0[Gi] K0[G],

luego Qi ⌦D0 K0 determina el carácter uG
i . Si llamamos V a la suma directa de

los D0[G]-módulos Qi repetidos gi veces cada uno, tenemos que V es un D0[G]-
módulo proyectivo que cumple x = [V ⌦D0 K0], tal y como exige el apartado b)
del teorema 4.42.

Observemos que si la extensión L/K tiene ramificación dominada, entonces
sL/K no es un carácter, sino la función nula y, por consiguiente, Sl

L/K = 0.

A.4 El invariante de Swan

Como en las secciones precedentes, sea K un cuerpo métrico discreto com-
pleto de caracteŕıstica 0 con cuerpo de restos k perfecto y de caracteŕıstica
prima p, sea L/K una extensión finita de Galois con grupo de Galois G y sea
l un número primo distinto de p. Llamaremos F = Z/lZ, al que podemos
identificar con el cuerpo de restos del cuerpo Ql de los números l-ádicos.

Definición A.17 Para cada F [G]-módulo finitamente generado M , definimos
el invariante de Swan de M como el número natural

�(K,M) = h[Sl
L/K ], [M ]iF = dimF HomF [G](S

l
L/K ,M)

= rangZl
HomZl[G](Sl

L/K ,M),

donde S
l
L/K = Sl

L/K⌦ZlF es la reducción de Sl
L/K-módulo l. La última igualdad

se sigue del teorema 1.53, teniendo en cuenta que M⌦Zl F ⇠= M/lM = M y que
HomZl[G](Sl

L/K ,M) es un Zl-módulo libre (véase la prueba del teorema 4.26).

La notación �(K,M) requiere cierta justificación. En lugar de partir de
un F [G]-módulo M , podŕıamos haber considerado un F -espacio vectorial de
dimensión finita M junto con un homomorfismo

⇢ : G(K/K) �! Aut(M),

(donde K es la clausura algebraica de K) cuyo núcleo contenga un subgrupo7

de la forma G(K/L), para cierta extensión finita de Galois L/K. En tal caso,
7Esta condición equivale a que ⇢ sea una aplicación continua, considerando en G(K/K) la

topoloǵıa de Krull y en Aut(M) la topoloǵıa discreta.
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⇢ induce una representación lineal ⇢L : G(L/K) �! Aut(M) que, a su vez,
induce en M una estructura de F [G]-módulo. Es claro que todo F [G]-módulo
puede obtenerse de esta forma. Sucede entonces que �(K,M) depende de ⇢,
pero no de la elección de L. Si consideramos a M como F [G]-módulo (donde
G = G(K/K) y F [G] se define igual que cuando G es finito), podemos decir que
�(K,M) depende únicamente de K y de M . (La dependencia de l está impĺıcita
la dependencia de M , pues —salvo que M sea nulo— es claro que l es el único
primo que cumple lM = 0.)

Teorema A.18 Consideremos un F -espacio vectorial M de dimensión finita y
sea ⇢ : G(K/K) �! Aut(M) un homomorfismo de grupos cuyo núcleo contenga
un subgrupo de la forma G(K/L), para cierta extensión finita de Galois L/K.
Entonces, el valor de �(K,M) correspondiente a la estructura de F [G]-módulo
de M (donde G = G(L/K)), es independiente de la elección de L.

Demostración: Basta probar que si K ⇢ L ⇢ L0, donde las exten-
siones L/K y L0/K son finitas de Galois, con grupos de Galois respectivos
G = G(L/K), G0 = G(L0/K), N = G(L0/L) (de modo que G = G0/N) y M
es un F [G]-módulo, considerado como F [G0]-módulo de forma natural, entonces
�(K,M) es el mismo calculado con G o con G0.

Para ello partimos del teorema A.9, según el cual aL/K = aG
L0/K . Por otra

parte,

sL/K = aL/K � rG
G0

+ 1G
G0

, sL0/K = aL0/K � rG0

G0
0
+ 1G0

G0
0
,

Ahora bien, según [CC 10.19], el epimorfismo G0 �! G se restringe a un
epimorfismo G0

0 �! G0, y es claro que, para todo carácter � de G0
0 se cumple

que (�G0
)G = (�G0)G. En efecto, si V es un F [G0

0]-módulo con carácter �, se
cumple que

V ⌦F [G0
0]

F [G0]⌦F [G0] F [G] = V ⌦F [G0
0]

F [G] = V ⌦F [G0
0]

F [G0]⌦F [G0] F [G]

Por otra parte, de la fórmula 2.51 se sigue inmediatamente que rG0
G0

0
= rG0 y

que 1G0
G0

0
= 1G0 , luego

sG
L0/K = aG

L0/K � rG
G0

+ 1G
G0

= sL/K .

De aqúı se desprende a su vez que el Zl[G]-módulo proyectivo

S = SL0/K ⌦Zl[G0] Zl[G]

cumple que S ⌦Zl Ql genera el carácter sL/K , luego, por la unicidad, ha de ser

SL/K = SL0/K ⌦Zl[G0] Zl[G].

El teorema 1.54 nos da el isomorfismo de Zl-módulos

HomZl[G0](SL0/K ,M) ⇠= HomZl[G](SL/K ,M),

luego ambos miembros tienen el mismo rango.
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El hecho de que �(K,M) dependa en realidad de la clase de M en RF (G)
hace que �(K,M) sea aditivo en M , en el sentido de que si

0 �!M 0 �!M �!M 00 �! 0

es una sucesión exacta de F [G]-módulos finitamente generados, se cumple que

�(K,M) = �(K,M 0) + �(K,M 00).

Teorema A.19 En las condiciones anteriores, si Gi es el grupo de ramificación
i-ésimo de G, gi es su orden y MGi es el submódulo de M fijado por Gi, se
cumple que

�(K,M) =
1X

i=1

gi

g0
dimF (M/MGi)

Demostración: Como Gi es un p-grupo, los homomorfismos c, d, e son
isomorfismos para Gi y el cuerpo Ql. Por consiguiente, podemos tomar un
Zl[Gi]-módulo proyectivo Pi de manera que Pi ⌦Zl Ql determine el carácter
ui = rGi�1Gi sobre Ql y entonces Pi⌦Zl F determina el mismo carácter sobre el
cuerpo F (porque d([Pi⌦ZlQl]) = [Pi⌦ZlF ]). Sabemos que (Pi⌦Z[Gi]Z[G])⌦ZlQl

determina el carácter uG
i , luego

g0S
l
L/K =

1L
i=1

(Pi ⌦Zl[Gi] Zl[G])gi ,

pues ambos miembros son proyectivos y determinan el carácter gsL/K . Los
teoremas 1.54 y 1.53 nos dan que

g0�(K,M) =
1P

i=1
girangZl

HomZl[G](Pi ⌦Zl[Gi] Zl[G],M)

=
1P

i=1
girangZl

HomZl[Gi](Pi,M) =
1P

i=1
gi dimF HomF [Gi](Pi ⌦Zl F,M).

Si � es el carácter de M como F [Gi]-módulo, el teorema 3.57 implica que

dimF HomF [Gi](Pi ⌦Zl F,M) = hui,�iF = hrGi ,�iF � h1Gi ,�iF

= dimF M � dimF MGi = dimF (M/MGi).

Es frecuente encontrar la fórmula anterior como definición de �(K,M), pero
entonces no es evidente que sea un número natural. Ahora es inmediato que
�(K,M) = 0 si y sólo si G1 actúa trivialmente sobre M o, equivalentemente, si
la extensión L/K se puede tomar dominadamente ramificada.





Apéndice B

Los caracteres de A5

En este apéndice construimos las tablas de caracteres (ordinarios y modula-
res, sobre cuerpos de escisión) del grupo alternado A5, que es el menor grupo
simple no abeliano.

B.1 Un criterio de irreducibilidad

Para obtener los caracteres modulares de A5 no podemos contar con el teo-
rema de Fong-Swan, lo cual se traduce en que, al restringir los caracteres ordi-
narios a caracteres modulares, no tenemos la garant́ıa ni de que los caracteres
obtenidos sean irreducibles, ni de que entre ellos se encuentren todos los carac-
teres irreducibles. Por ello, en esta primera sección demostramos una condición
suficiente de irreducibilidad que nos bastará para nuestro objetivo.

Teorema B.1 Sea K un cuerpo local suficientemente grande para un grupo
finito G, sea V un K[G]-módulo simple cuya dimensión sobre K sea divisible
entre la mayor potencia de p que divide a |G|. Sea R ⇢ V un ret́ıculo estable
y sea P = R ⌦D k. Entonces R es un D[G]-módulo proyectivo y P es un
k[G]-módulo proyectivo simple.

Demostración: Sean V1, . . . , Vh representantes de las clases de isomorf́ıa
de K[G]-módulos simples. El teorema de Wedderburn 3.16 nos da la descom-
posición

K[G] ⇠= A1 � · · ·�Ah
⇠= EndK(V1)� · · ·� EndK(Vh),

donde el isomorfismo de anillos Ai
⇠= EndK(Vi) es el que a cada x 2 Ai le asigna

la multiplicación por x en Vi. (Aqúı hemos usado que K es un cuerpo de escisión
para G, por lo que EndK[G](Vi) ⇠= K.) Si descomponemos 1 = e1 + · · · + eh,
entonces ei es la unidad de Ai, y el teorema 3.55 nos da la expresión

ei =
�i(1)
|G|

P
�2G

�i(��1)�.
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Observemos que ei es el elemento de Ai tal que la multiplicación por ei en
Vi es la identidad. Más en general, dado ⌧ 2 G, tenemos que ⌧ = ei⌧+(1�ei)⌧ ,
de modo que ei⌧ es el elemento de Ai tal que la multiplicación por ei⌧ en Vi

coincide con la multiplicación por ⌧ . Expĺıcitamente:

ei⌧ =
�i(1)
|G|

P
�2G

�i(⌧��1)�.

Y aún más en general: si � 2 EndK(Vi), el elemento u� 2 Ai tal que � es la
multiplicación por u� en Vi es

u� =
�i(1)
|G|

P
�2G

Tr(� � ⇢i(��1))�,

donde ⇢i(��1) es la multiplicación por ��1 en Vi. En efecto, como la expresión
de u� es K-lineal en � y EndK(Vi) está generado por los automorfismos ⇢i(⌧),
con ⌧ 2 G, basta probarlo cuando � = ⇢i(⌧), pero u⇢i(⌧) = ei⌧ , y la expresión
de u� coincide con la que ya hab́ıamos calculado para ei⌧ .

Pongamos que V = V1. Cada � 2 EndD(R) induce por linealidad un K-
endomorfismo de V . Su matriz en una base de R tiene coeficientes en D, al
igual que la matriz de ⇢i(��1) (en este caso porque R es un ret́ıculo estable),
luego Tr(� � ⇢i(��1)) 2 D. Como �1(1) = dimK V , la hipótesis del teorema nos
da que �1(1)/|G| 2 D, luego llegamos a que u� 2 D[G].

Esto significa que el isomorfismo A1
⇠= EndK(V1) se restringe a un isomor-

fismo A1 \D[G] ⇠= EndD(R). Notemos que, en particular, hemos probado que
e1 2 D[G], luego A1 \D[G] = e1D[G]. Por otra parte,

D[G] = e1D[G]� (1� e1)D[G].

Vemos aśı que la representación ⇢ : D[G] �! EndD(R) es suprayectiva y que
EndD(R) ⇠= e1D[G] es un D[G]-módulo proyectivo. Por otra parte, cada endo-
morfismo de R está determinado por la imagen de una base, luego, si rangR = n,
tenemos que EndD(R) ⇠= Rn, lo que prueba que R es proyectivo como EndD(R)-
módulo, luego también como D[G]-módulo. El teorema 4.13 implica entonces
que P es un k[G]-módulo proyectivo. Falta probar que es simple.

Para ello usamos el teorema 1.53, según el cual Endk(P ) ⇠= EndD(R)⌦R k,
por lo que la representación ⇢̄ : k[G] �! Endk(P ) es suprayectiva. Esto significa
que, dados u, v 2 P no nulos, existe un x 2 k[G] tal que u = vx, por lo que P
no puede tener k[G]-submódulos propios.

En particular, la reducción módulo p de un carácter ordinario cuyo grado
sea divisible entre la mayor potencia de p que divide al orden del grupo es
un carácter modular irreducible (que además corresponde a una representación
proyectiva).1

1El lector puede comprobar este hecho en el caso de los caracteres módulo 3 del grupo ⌃4,
calculados en la sección 4.8.
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B.2 Las clases de conjugación de A5

El grupo alternado A5 tiene ı́ndice 2 en el grupo simétrico ⌃5. El orden de
éste es 5! = 120, luego |A5| = 60. Para calcular sus clases de conjugación con-
sideramos en primer lugar las de ⌃5. Hay tantas como tipos de permutaciones
(siete) y el cálculo de sus cardinales es un simple ejercicio de combinatoria:

cl(x) 1 (ab) (ab)(cd) (abc) (abc)(de) (abcd) (abcde)
|cl(x)| 1 10 15 20 20 30 24

|C⌃5(x)| 120 12 8 6 6 4 5
|CA5(x)| 60 � 4 3 � � 5

Por ejemplo, una permutación de tipo (ab)(cd) puede expresarse de 2 · 2 · 2
formas distintas, y hay 5 · 4 · 3 · 2 formas de elegir cuatro elementos a, b, c, d en
un orden dado, por lo que el número de tales permutaciones es 15.

La tercera fila de la tabla contiene los órdenes de los centralizadores de los
elementos de ⌃5, calculados con la fórmula

|clG(x)| = |G : CG(x)|.

En nuestro caso: |C⌃5(x)| = 120/|cl(x)|. La cuarta fila contiene, para las
permutaciones pares, el orden de su centralizador en A5. Claramente:

CA5(x) = C⌃5(x) \A5.

La fórmula

|C⌃5(x)A5| =
|C⌃5(x)||A5|
|C⌃5(x) \A5|

 |⌃5| = 2|A5|

implica que

|CA5(x)| � 1
2
|C⌃5(x)|,

luego sólo hay dos posibilidades:

|CA5(x)| = |C⌃5(x)| o bien |CA5(x)| =
1
2
|C⌃5(x)|.

Como (ab) es una permutación impar que centraliza a 1, a (ab)(cd) y a (cde),
concluimos que los centralizadores en A5 de las permutaciones de estos tipos
tienen la mitad de elementos que en ⌃5. En cambio, los cinco elementos que
centralizan a una permutación de tipo (abcde) son necesariamente sus potencias,
que son todas pares, luego el centralizador en A5 coincide con el centralizador
en ⌃5. Esto justifica la cuarta fila de la tabla.

Si |CA5(x)| = 1
2 |C⌃5(x)|, entonces

|clA5(x)| = |A5 : CA5(x)| = |⌃5 : C⌃5(x)| = |cl⌃5(x)|,
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luego clA5(x) = cl⌃5(x). Por el contrario, si |CA5(x)| = |C⌃5(x)|, entonces

|clA5(x)| =
1
2
|cl⌃5(x)|.

Esto sucede únicamente con la clase de los ciclos de longitud 5, y vemos aśı
que se desdobla en dos clases de conjugación en A5, con 12 elementos cada una.
Aśı, pues, las clases de conjugación de A5 resultan ser:

C1 C2 C3 C4 C5

cl(x) 1 (ab)(cd) (abc) (abcde) (abced)
ordx 1 2 3 5 5
|cl(x)| 1 15 20 12 12

B.3 Caracteres ordinarios

Consideremos la restricción a A5 de la representación de ⌃5 en C5 que per-
muta los vectores de la base canónica. Las matrices de la representación ma-
tricial en dicha base están compuestas de ceros y unos, y en la diagonal hay
tantos unos como elementos fija la permutación correspondiente. Por lo tanto,
su carácter � es el indicado en la tabla siguiente:

C1 C2 C3 C4 C5

cl(x) 1 (ab)(cd) (abc) (abcde) (abced)
|cl(x)| 1 15 20 12 12
� 5 1 2 0 0
�4 4 0 1 �1 �1

El carácter � no es irreducible, pues h(1, 1, 1, 1, 1)i es claramente un subes-
pacio invariante asociado al carácter trivial. Por, consiguiente, �4 = � � 1
es también un carácter de G, y calculando h�4,�4i = 1 comprobamos que es
irreducible.

Observemos ahora que el número de 5-subgrupos de Sylow de A5 es igual
a 6. En efecto, cada uno de ellos contiene, además de la unidad, cuatro ciclos
de longitud 5. Como en total hay 24 ciclos, el número de subgrupos ha de ser 6.
Llamémoslos P1, . . . , P6.

Sea V ⇠= C6 el C-espacio vectorial de base {P1, . . . , P6}. Cada � en A5

determina una permutación de la base Pi 7! P�
i , la cual se extiende a un auto-

morfismo de V , con lo que tenemos una representación lineal A5 �! Aut(V ).
Como en el caso anterior, el carácter  de esta representación asigna a cada
permutación el número de subgrupos fijados. Vamos a comprobar que  viene
dado por la tabla siguiente:

C1 C2 C3 C4 C5

cl(x) 1 (ab)(cd) (abc) (abcde) (abced)
|cl(x)| 1 15 20 12 12
 6 2 0 1 1
�5 5 1 �1 0 0



B.3. Caracteres ordinarios 177

Para ello observamos el estabilizador de un subgrupo de Sylow P es su nor-
malizador NA5(P ). Como dos subgrupos de Sylow cualesquiera son conjugados,
la acción de A5 sobre el conjunto de todos ellos forma una única órbita (de
cardinal 6), luego el teorema 1.18 nos da que

|NA5(P )| =
60
6

= 10.

Vemos, pues, que NA5(P ) no contiene ciclos de longitud 3, luego tales ciclos
no fijan a ningún subgrupo, y esto nos da el valor de  sobre C3.

Por otra parte, P E NA5(P ), luego P es el único 5-subgrupo de Sylow de
NA5(P ), luego el normalizador no contiene más que cuatro ciclos de longitud
5 (que han de ser los de P ). En otras palabras, cada ciclo de longitud 5 sólo
fija al subgrupo que genera. Esto nos da el valor de  sobre C4 y C5. El
de C1 es obvio, luego sólo falta calcular el de C2. Dejémoslo pendiente de
momento y observemos que el subespacio hP1 + P2 + P3 + P4 + P5 + P6i ⇢ V
es un submódulo cuyo carácter asociado es trivial. Por lo tanto, �5 =  � 1 es
también un carácter de G, del que sólo nos falta calcular su valor x sobre C2

(del cual sabemos que es un número entero �1  x  5) Ahora bien:

h�5,�5i =
45 + 15x

60
.

Las únicas posibilidades para que el resultado sea entero son x = 1 o x = 5,
pero la segunda posibilidad significaŕıa que (ab)(cd) fija a todos los subgrupos
de Sylow, lo cual es claramente falso. Por ejemplo,

(abcde)(ab)(cd) = (badce),

y si fuera una potencia de (abcde), como transforma b en a, tendŕıa que ser
(abcde)�1 = (edcba), pero no lo es, luego (ab)(cd) no fija a P = h(abcde)i.

Concluimos que x = 1, lo que termina el cálculo de la tabla. Además, resulta
que h�5,�5i = 1, por lo que �5 es irreducible.

La tabla siguiente contiene lo que hemos obtenido hasta ahora y un poco
más:

C1 C2 C3 C4 C5

cl(x) 1 (ab)(cd) (abc) (abcde) (abced)
|cl(x)| 1 15 20 12 12
�1 1 1 1 1 1
�2 3 �1 0 u v
�3 3 �1 0 w x
�4 4 0 1 �1 �1
�5 5 1 �1 0 0

La columna de C1 se completa viendo que los dos treses son la única forma
de conseguir que

60 = 12 + 32 + 32 + 42 + 52.
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Los dos ceros de la columna C3 se obtienen aplicándole las relaciones de
ortogonalidad duales (teorema 2.23), de modo que

1 + |�2(abc)|2 + |�3(abc)|2 + 1 + 1 =
60
20

= 3.

La columna de C2 se completa usando que h�2,�5i = h�3,�5i = 0.

Nos falta calcular los valores u, v, w, x. Aplicando las relaciones de ortogo-
nalidad duales a las columnas C2 y C4 obtenemos que w = 1� u. Con C2 y C5

obtenemos que x = 1� v. De h�1,�2i = 0 deducimos que v = 1� u, con lo que
la tabla se reduce a

C1 C2 C3 C4 C5

cl(x) 1 (ab)(cd) (abc) (abcde) (abced)
|cl(x)| 1 15 20 12 12
�1 1 1 1 1 1
�2 3 �1 0 u 1� u
�3 3 �1 0 1� u u
�4 4 0 1 �1 �1
�5 5 1 �1 0 0

Ahora observamos que

ū = �2(12345) = �2((12345)�1) = �2(54321)

= �2((12345)(15)(24)) = �2(12345) = u,

luego u 2 R. Con esto podemos aplicar las relaciones de ortogonalidad duales a
las columnas C4 y C5, de modo que 1 + 2u(1� u) + 1 = 0, es decir:

u2 � u� 1 = 0.

Las ráıces de esta ecuación son

↵ =
1 +
p

5
2

, 1� ↵ =
1�
p

5
2

.

(Elegir una u otra como u sólo supone elegir a qué carácter llamamos �2 y a
cuál �3.) En definitiva, la tabla de caracteres de A5 resulta ser:

C1 C2 C3 C4 C5

cl(x) 1 (ab)(cd) (abc) (abcde) (abced)
ordx 1 2 3 5 5
|cl(x)| 1 15 20 12 12
�1 1 1 1 1 1
�2 3 �1 0 ↵ 1� ↵
�3 3 �1 0 1� ↵ ↵
�4 4 0 1 �1 �1
�5 5 1 �1 0 0

↵ =
1 +
p

5
2

Por ejemplo, en la tabla podemos ver que A5 es simple, ya que todos sus
caracteres son fieles (teorema 2.26).

Observemos también que los caracteres �2 y �3 son conjugados sobre Q, en
el sentido de la definición 3.63.
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B.4 Caracteres módulo 2

Tenemos que A5 tiene 4 clases de conjugación 2-regulares, luego tiene otros
tantos caracteres módulo 2. Uno de ellos es �1 = 1, y otro �4 = �4, por el
teorema B.1. Observamos ahora que

�2 + �3 = �1 + �5,

luego al menos uno de los caracteres �2, �3 no es irreducible, sino que contiene
a �1 = �1. Ahora bien, los caracteres modulares �2 y �3 son conjugados2 sobre
el cuerpo Q2. Esto es evidente una vez observamos que ↵ /2 Q2, pues, si ↵ 2 Q2,
el polinomio u2 � u� 1 tendŕıa sus ráıces en el cuerpo de restos de Q2, que es
Z/2Z, y no es el caso. Por lo tanto, si, por ejemplo, �2 = 1 + �2, para cierto
carácter modular �2, entonces �3 = �⌧2 = 1 + �⌧2 , donde ⌧ es el automorfismo
no trivial de Q2(↵) = Q(

p
5). Vemos, pues, que, de hecho, el carácter trivial

aparece en las descomposiciones de ambos caracteres.
Sea, pues, �2 = �1 +�2, �3 = �1 +�3, donde �2 y �3 son los caracteres mo-

dulares que aparecen en la tabla siguiente, que son necesariamente irreducibles,
pues, como A5 es simple no abeliano, su único carácter de grado 1 es el trivial,3
luego si �2 o �3 no fueran irreducibles, tendŕıan que descomponerse como 2�1,
y no es el caso.

p = 2 C1 C3 C4 C5

cl(x) 1 (abc) (abcde) (abced)
ordx 1 3 5 5
|cl(x)| 1 20 12 12
�1 1 1 1 1
�2 2 �1 ↵� 1 �↵
�3 2 �1 �↵ ↵� 1
�4 4 1 �1 �1

↵ =
1 +
p

5
2

De las relaciones

�1 = �1, �2 = �1 + �2, �3 = �1 + �3, �4 = �4, �5 = �1 + �2 + �3,

obtenemos la matriz de descomposición y la matriz de Cartan:

D =

0
BBBB@

1 0 0 0
1 1 0 0
1 0 1 0
0 0 0 1
1 1 1 0

1
CCCCA , C =

0
BB@

4 2 2 0
2 2 1 0
2 1 2 0
0 0 0 1

1
CCA

2En general, si � : G �! K es un carácter modular que toma valores en un cuerpo
local K (no necesariamente de escisión para G) tal que la extensión K/Qp sea de Galois y
⌧ 2 G(K/Qp), la función �⌧ : G �! K dada por �⌧ (�) = ⌧(�(�)) es también un carácter
modular de G. En efecto, si � : G �! k es el carácter ordinario asociado a �, entonces ⌧
induce un automorfismo ⌧̄ 2 G(k/k0), donde k0 = Z/pZ es el cuerpo de restos de Qp, y es
claro que �⌧ es el carácter modular asociado al carácter �⌧̄ dado por 3.62.

3Porque una representación lineal no trivial de grado 1 seŕıa un monomorfismo (porque G
es simple) de G en el grupo multiplicativo de un cuerpo, luego G seŕıa abeliano.
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Los caracteres modulares proyectivos indescomponibles son

�1 = �1 + �2 + �3 + �5 = 4�1 + 2�2 + 2�3,

�2 = �2 + �5 = 2�1 + 2�2 + �3,

�3 = �3 + �5 = 2�1 + �2 + 2�3,

�4 = �4 = �4.

Observemos la relación entre los grados �i(1) y �i(1):

12 · 1 + 8 · 2 + 8 · 2 + 4 · 4 = 60.

Este ejemplo muestra que el teorema de Fong-Swan no es cierto sin la
hipótesis de resolubilidad, pues hay dos representaciones de A5 en caracteŕısti-
ca 2 que no son la reducción de ninguna representación en caracteŕıstica 0.

B.5 Caracteres módulo 3

El grupo A5 tiene también cuatro clases de conjugación 3-regulares, luego
hemos de encontrar cuatro caracteres modulares irreducibles, de los cuales co-
nocemos el trivial �1, aśı como �2 = �2, �3 = �3, que son irreducibles por el
teorema B.1. Por otro lado, descartamos �5 = �1 +�4. Basta probar que �4 es
también irreducible.

Observemos que �4 no puede descomponerse en la forma �4 = 2�4, pues
entonces �4 tendŕıa que tomar el valor �1/2, que no es un entero algebraico. Por
lo tanto, si �4 no es irreducible, ha de descomponerse en la forma �4 = �1 + �4

o bien �4 = 2�1 + �4, para cierto carácter modular irreducible �4 distinto de
los tres que ya conocemos. A su vez, entonces tendŕıamos que �5 = 2�1 + �4

o bien �5 = 3�1 + �4. Esto implica que la primera columna de la matriz de
descomposición D (o la primera fila de la matriz E) seŕıa

(1, 0, 0, 1, 2) o bien (1, 0, 0, 2, 3),

luego el carácter modular �1 seŕıa de la forma

�1 = �1 + �4 + 2�5 + · · · = 6�1 + 3�4 + · · ·

y, si P1 es la envoltura proyectiva del k[G]-módulo trivial (donde k es un
cuerpo de caracteŕıstica 2 suficientemente grande para G = A5), tendŕıamos
que dimk P1 > 6. Vamos a probar que esto es falso, lo que justificará la irredu-
cibilidad de �4.

Para ello consideramos un subgrupo H  A5 de orden |H| = 10. (Antes he-
mos visto que los normalizadores de los 5-subgrupos de Sylow tienen orden 10.)
Como 3 - |H|, el álgebra k[H] es semisimple, luego el k[H]-módulo trivial k es
proyectivo, luego P = k⌦k[H] k[G] es un k[G]-módulo proyectivo. Además, por
el teorema 1.54, se cumple que

h[P ], [k]i = dimk HomG(P, k) = dimk HomH(k, k) = 1.
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Aśı pues, P1 es un sumando directo de P , y dimk P = |G : H| = 6, luego
dimk P1  6. Con esto tenemos probado que la tabla de caracteres modulares
es

p = 3 C1 C2 C4 C5

cl(x) 1 (ab)(cd) (abcde) (abced)
ordx 1 2 5 5
|cl(x)| 1 15 12 12
�1 1 1 1 1
�2 3 �1 ↵ 1� ↵
�3 3 �1 1� ↵ ↵
�4 4 0 �1 �1

↵ =
1 +
p

5
2

De las relaciones

�1 = �1, �2 = �2, �3 = �3, �4 = �4, �5 = �1 + �4

deducimos las matrices

D =

0
BBBB@

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 1

1
CCCCA , C =

0
BB@

2 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 2

1
CCA .

Los caracteres modulares proyectivos indescomponibles son

�1 = �1 + �5 = 2�1 + �4, �2 = �2 = �2,

�3 = �3 = �3, �4 = �4 + �5 = �1 + 2�4.

(En particular vemos que dimk P1 = 6, por lo que P1 es precisamente el
módulo P que hemos considerado en la prueba de la irreducibilidad de �4.) Los
grados �i(1) y �i(1) son:

6 · 1 + 3 · 3 + 3 · 3 + 9 · 4 = 60.

B.6 Caracteres módulo 5

El número de clases de conjugación 5-regulares de A5 es 3, luego buscamos
dos caracteres modulares irreducibles además de �1 = �1. El teorema B.1 nos
da que �3 = �5 es también irreducible, mientras que �2 = �3 y �4 = �1 + �2.
Vamos a probar que �2 = �2 también es irreducible, y con ello tendremos la
tabla completa.

Si �2 no fuera irreducible, sólo podŕıa descomponerse como �2 = �1 + �2,
para cierto carácter modular �2. La primera columna de la matriz de descom-
posición seŕıa (1, 1, 1, 2, 0), luego el coeficiente (1, 1) de la matriz de Cartan seŕıa
igual a 7, luego dimk P1 � 7, donde k es un cuerpo de caracteŕıstica 5 suficien-
temente grande para G = A5 y P1 es la envoltura proyectiva del k[G]-módulo
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trivial. Ahora tomamos H = A4  A5, que es un subgrupo de orden 12, con
lo que el k[H]-módulo trivial k es proyectivo y P = k ⌦k[H] k[G] es un k[G]-
módulo proyectivo de dimensión 5. Como en el caso p = 3 concluimos que P1

es un sumando directo de P , luego ha de ser dimP1  5, y esta contradicción
prueba que �2 es irreducible.

En definitiva, la tabla de caracteres módulo 5 resulta ser la siguiente:

p = 5 C1 C2 C3

cl(x) 1 (ab)(cd) (abc)
ordx 1 2 3
|cl(x)| 1 15 20
�1 1 1 1
�2 3 �1 0
�3 5 1 �1

De las relaciones

�1 = �1, �2 = �2, �3 = �2, �4 = �1 + �2, �5 = �3

deducimos las matrices

D =

0
BBBB@

1 0 0
0 1 0
0 1 0
1 1 0
0 0 1

1
CCCCA , C =

0
@ 2 1 0

1 3 0
0 0 1

1
A .

Los caracteres proyectivos indescomponibles son

�1 = �1 + �4 = 2�1 + �2, �2 = �2 + �3 + �4 = �1 + 3�2, �3 = �5 = �3.

Los grados �i(1) y �i(1) son:

5 · 1 + 10 · 3 + 5 · 5 = 60.
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núcleo (de un carácter), 40
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