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Introduccion

El plural del titulo de este libro pretende advertir de que no es un libro de
“teoria de conjuntos” en el sentido usual de la palabra, sino sobre “teorias de
conjuntos”, es decir, un libro en el que se discuten varias teorias de conjuntos
distintas de las mas habituales: ZFC o NBG.

Es relativamente conocido que la teoria de conjuntos de Zermelo se dife-
renciaba de la actual ZFC en que no incluia el axioma del reemplazo, y en su
lugar tenia un axioma més débil: el axioma de especificacién, o de seleccién de
subconjuntos. Si llamamos ZC a la teoria de Zermelo con el axioma de eleccién,
resulta que en ella puede desarrollarse una gran parte de la matemadtica mo-
derna (del &lgebra, el andlisis, la geometria, etc.) y sin embargo es una teorfa
muchisimo més débil que ZFC. Para darse cuenta de la distancia entre ambas
teorias basta observar que en ZFC se demuestra facilmente que el conjunto V,, 4,
es un modelo transitivo de ZC, lo que a su vez pone de manifiesto que en ZC no
es posible demostrar la existencia del ordinal w+w, pero, ;cuantas partes de las
matematicas necesitan tratar con ordinales? Por el contrario, en ZC podemos
desarrollar comodamente (entre otras cosas) toda el andlisis en R™, la geometria
diferencial, el dlgebra y una buena parte de la topologia, siempre y cuando no
tratemos de incidir en sus aspectos mas puramente conjuntistas.

Hay teorias de conjuntos que son incluso mas débiles que ZC en cuanto a
consistencia y que, pese a ello, permiten desarrollar una parte considerable de
las matematicas o, dicho de otro modo, que tienen modelos con una estructura
suficientemente rica como para resultar interesantes. Algunas de estas teorias
han surgido por razones “filoséficas”, es decir, con la intencién de servir como
fundamento a la porcién de las matemadticas que interesaba especialmente a su
creador tratando al mismo tiempo de cumplir con alguna clase de “escrupulo”
de naturaleza méas o menos intuicionista. Sin embargo, aqui no pretendemos
defender ninguna postura filoséfica exdtica. Por el contrario, consideramos que
el interés de una buena parte de este libro radica en que es til saber qué axiomas
son realmente necesarios para demostrar cada uno de los teoremas bésicos de
la teoria de conjuntos. Por ejemplo, en el capitulo I expondremos una mini-
teorfa de conjuntos T que resulta ser suficiente para definir los ordinales (de
von Neumann) y demostrar sus propiedades bésicas. Sabiendo esto sabemos
que para que podamos hablar de ordinales en un modelo basta con que éste
satisfaga los axiomas de T.

vii



viii Introduccion

Por lo demas, la teoria T no da més de si, pero en el capitulo IT exponemos la
teorfa de Kaye-Forster (KF), cuyos axiomas son por una parte muy restrictivos
y hasta cierto punto incémodos de manejar, pero bastan para introducir los
conceptos conjuntistas basicos (relaciones, funciones, etc.), asi como los nimeros
naturales, e incluso demostrar las equivalencias usuales del axioma de elecciéon
(el principio de buena ordenacién, el lema de Zorn, etc.)

Una teoria similar a KF, pero mucho mas manejable, es la teoria de Mac Lane
(MAC), que resulta ser equiconsistente con una teoria bastante mds potente,
la teorfa de Mostowski (MOST), aunque todas ellas son mucho més débiles
que ZFC. Como muestra de la potencia de MAC sefialamos que basta para
definir la clase L de los conjuntos constructibles, aunque no por el procedimiento
usual, sino mediante la técnica usada por el propio Godel en su trabajo sobre
la consistencia del axioma de eleccién y la hipétesis del continuo generalizada.

La teoria MOST puede verse como la conjuncién de dos teorias que en cierto
sentido son complementarias. Una de ellas es MAC y la otra es la teoria de
Kripke-Platek (KP), que es una de las teorfas mds relevantes tratadas en este
libro. En efecto, en diversas ramas de la teoria de conjuntos es frecuente tratar
con modelos de ZFC que no son necesariamente bien fundados (por ejemplo, los
que se obtienen al formar ultrapotencias o limites inductivos de otros modelos).
En dichos modelos se puede definir de forma natural una parte bien fundada, la
cual no es necesariamente un modelo de ZFC, pero si resulta ser un modelo de
KP (incluso de una extension algo méds fuerte) y, bajo condiciones muy generales,
de KPI, que es KP més el axioma de infinitud.

Por ello es especialmente relevante saber qué resultados de ZFC siguen siendo
validos si s6lo disponemos de los axiomas de KP o KPIL. Y sucede que KP
es suficiente para demostrar teoremas muy generales de induccién y recursion
transfinita, e incluso para construir la clase de los conjuntos constructibles por
el procedimiento usual (mediante iteracién del operador de partes definibles).

Por otra parte, la teoria KPI tiene también un gran interés por su relacién con
la teoria de la recursiéon y los conjuntos admisibles, lo que a su vez la relaciona
con al teoria descriptiva de conjuntos, aunque en este libro no abordaremos
estas facetas.

Una razén para estudiar la teoria débil y algo incémoda KF es porque es lo
suficientemente débil como para ser consistente (al menos en una variante KFA
que admite atomos, es decir, objetos primitivos que no son conjuntos) con un
axioma insélito, a saber, la existencia de un conjunto de todos los conjuntos.
Al anadir a KF el axioma V € V (es decir, la clase de todos los conjuntos
es un conjunto), no obtenemos, contrariamente a lo que podria esperarse, un
diluvio de contradicciones, desde la de Russell hasta la de Cantor pasando por la
antinomia de Burali-Forti, sino que obtenemos la llamada teoria de los Nuevos
Fundamentos de Quine (en la variante con dtomos propuesta por Jensen) NFA.

Los tres ultimos capitulos de este libro estan dedicados a esta teoria, que
viene a ser a la teoria de conjuntos lo que el andlisis no estandar es al analisis.
En particular demostraremos la equiconsistencia entre NFA y MAC, asf como la
consistencia de varias extensiones de NFA respecto a otras subteorias de ZFC, o
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incluso de superteorias en algunos casos, pues algunas pruebas de consistencia
requieren cardinales grandes.

Debemos confesar nuestro escepticismo sobre cualquier utilidad préctica que
pueda atribuirse a NFA. Como el andlisis no estdndar, debajo de una superficie
que permite presentarla (no sin cierta manipulacién) como una teorfa “natural e
intuitiva”, en el fondo esconde un aparato légico nada intuitivo que, a diferencia
de la logica subyacente a ZFC, no puede relegarse en ningin momento a un
segundo plano, lo que la incapacita como teoria apta para el uso cotidiano de
matemadticos no especialistas en 16gica. Ahora bien, siempre igual que en el caso
del analisis no estandar, su planteamiento es sugerente, y es natural que excite la
curiosidad de todo aquel interesado por la logica y la teoria de conjuntos, aunque
tras familiarizarse con ella pueda terminar viéndola como un mero divertimento.
Como tal la presentamos aqui, sin mas pretensiones.

Por el contrario, consideramos que el paciente estudio de las subteorias de
ZFC que exponemos en los cinco primeros capitulos de este libro, si bien es
la antitesis de lo que seria una introduccién razonable a la teoria de conjuntos,
puede proporcionar una visién més profunda y madura al lector ya familiarizado
con ella, y que le puede resultar especialmente 1til al tratar con modelos de la
teoria de conjuntos.






Capitulo I

La teoria basica

En este primer capitulo presentamos una teoria minima T que sera comun a
todas las teorias de conjuntos que vamos a estudiar. Como veremos, pese a su
“minimalidad”, no sélo permite demostrar los hechos bésicos sobre el algebra
de los conjuntos, sino también las propiedades basicas de los ordinales.

1.1 Extensionalidad

Como es bien sabido, el lenguaje formal de ZFC tiene un dnico signo primi-
tivo no logico, el relator de pertenencia €. Esto se traduce en que en ZFC hay
dos tnicos conceptos primitivos no definidos, sino regulados por los axiomas:

e El concepto de “conjunto”, que es el nombre general de los objetos de
los que trata la teorfa, de modo que los cuantificadores Az, \Vz se leen
informalmente como “para todo conjunto z” y “existe un conjunto z”,
respectivamente.

e El concepto de “pertenencia”, que viene expresado por el relator ‘€’ | de
modo que la férmula ‘z € y’ se lee informalmente como “el conjunto z
pertenece a (o es un elemento de) el conjunto y”.

La naturaleza conjuntista de los objetos de cualquier modelo posible de ZFC
viene determinada por el arioma de extensionalidad:

Ney(Au(u €z > uey) -z =y).

Esto significa que cada conjunto esta univocamente determinado por su ezx-
tension, es decir, por la colecciéon de los conjuntos que le pertenecen y, por
consiguiente, podemos identificar a cada conjunto con su extensién.

Sin embargo, en algunas de las teorias que vamos a estudiar conviene admitir
la posible existencia de objetos que no sean conjuntos. Para dejar abierta esta
posibilidad consideramos el lenguaje formal £, que consta de los signos de L
mas un relator mondadico cto. De este modo, el lenguaje L, permite hablar de
tres conceptos primitivos basicos:
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e El concepto de “objeto”, que es el nombre general que daremos a los
objetos de cualquier teorfa sobre L,. Asi, los cuantificadores Az, \Vx los
leeremos informalmente como “para todo objeto z” y “existe un objeto
7, respectivamente.

e El concepto de “conjunto”, que viene expresado por el relator ‘cto’, de
modo que la férmula cto x la leeremos informalmente “x es un conjunto”.
La férmula ‘= cto z’ la leeremos “z es un 4tomo”, de modo que todo objeto
es, por definicién, o bien un conjunto, o bien un atomo.

Por simplicidad adoptaremos el convenio de que las variables mayusculas
representan conjuntos, de modo que

AXa = Az(ctor — a), VXa=Vz(ctox A a).

e El concepto de “pertenencia”, que viene expresado por el relator ‘€’, de
modo que la férmula ‘z € 3’ la podemos leer como “el objeto x pertenece
al objeto y”.

Hemos distinguido entre conjuntos y objetos para restringir la propiedad de
extensionalidad a los primeros:

Axioma de extensionalidad AXY (Au(u€ X “ueY)—X=Y)

En palabras: si dos conjuntos tienen los mismos elementos (ya sean con-
juntos o dtomos), entonces son iguales o, equivalentemente, todo conjunto estd
univocamente determinado por su extensién. Para los dtomos podemos intro-
ducir el axioma siguiente:

Axioma de los 4tomos Auz(u € x — ctox)

Equivalentemente, el axioma de los 4tomos afirma que los 4tomos no tienen
elementos. En particular, todos los atomos tienen los mismos elementos, pero
no podemos concluir que todos son iguales entre si, precisamente porque hemos
restringido el alcance del axioma de extensionalidad para que sélo sea aplicable
a conjuntos.

Podria pensarse que, en realidad, no era necesario introducir el relator ‘cto’
como signo primitivo, sino que podriamos haber definido ctoxz = \/u u € z, pero
esto no seria una buena idea, ya que en todas las teorias que vamos a considerar
nos interesara que exista un conjunto vacio, es decir, un conjunto sin elementos
que, no obstante, sea un conjunto y no un atomo."

Cabe senalar que el axioma de los atomos sélo tiene un valor tedrico, pues en
la préactica nunca necesitaremos apelar a él. Simplemente, todos los resultados

1Una alternativa viable, equivalente a la que hemos adoptado, habria sido definir £, como
el lenguaje que resulta de anadir a £ una constante @, introducir el axioma del conjunto vacio
en la forma /\m z ¢ &,y definir ctox = (z =2 Vv \/u u € z). En cualquier caso necesitamos
un nuevo signo primitivo, sea un relator o una constante.
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de interés en las teorias que vamos a considerar, al igual que sus demostraciones,
no haran referencia en ningiin momento a los posibles elementos de los dtomos,
asi que es irrelevante que los haya o no.

Por ejemplo, al trabajar en una teoria que admita atomos conviene modificar
la definicién de inclusién para restringirla a conjuntos:

rCy=ctox Actoy A Nu(u € x — u € y).

Por otra parte, muchas de las teorias que vamos a considerar sobre L, seran
compatibles con la no existencia de atomos, es decir, con el axioma

No hay atomos (NA) Az ctoz.

Naturalmente, el axioma NA hace redundante al relator ‘cto’. Para precisar
esta idea vamos a llamar T a la teoria sobre £ cuyo tUnico axioma es el axioma
de extensionalidad (de ZFC) y ToA a la teoria sobre L, cuyo tinico axioma es
el axioma de extensionalidad débil (restringido a conjuntos).

Es claro entonces que todo modelo M de Ty se convierte en un modelo
de ToA+NA sin méds que interpretar el relator ‘cto’ como la relacién vacia vy,
reciprocamente, todo modelo M de TgA+NA se convierte en un modelo de Ty
sin mas que eliminar la interpretacion del relator ‘cto’.

Esto se traduce en que una férmula de £ es un teorema de Ty si y solo si es
un teorema de ToA+NA.

1.2 Los axiomas de T

Llamaremos TA a la teoria sobre L, cuyos axiomas son los indicados en la
tabla siguiente. Si anadimos el axioma de partes tenemos la teoria TPA.

Extensionalidad | AXY(Au(u€ X “ueY)—-X=Y)
Vacio VXAuug¢X
T(A) | Par NeyNZNu(u € Z —u=aVu=y)
Unién AXVYAu(ueY - \VV(wueV AV e X))
Diferencia AXYVZNu(ue Z sue X Augy)
TP(A) | Partes AXVYAu(u €Y < ucC X)

Las teorias T y TP son las teorias sobre £ que resultan de eliminar el rela-
tor cto de los axiomas de TA y TPA respectivamente o, equivalentemente, de
suprimir la distincién entre maytusculas y mintisculas en la tabla anterior.

Es claro que todo modelo de T (resp. TP) se extiende a un modelo de
TA+NA (resp. TPA+NA) sin més que interpretar el relator ‘cto’ como la re-
lacién vacia y, reciprocamente, todo modelo de TA+NA (resp. TPA+NA) se
convierte en un modelo de T (resp. TP) sin més que eliminar la interpretacién del
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relator ‘cto’. Por consiguiente, una férmula de £ es un teorema de T (resp. TP)
siy s6lo si lo es de TA+NA (resp. TPA+NA).

Notemos que todos los axiomas de TP son teoremas de ZFC. A pesar de
ser una teoria muy bésica, en T se pueden demostrar resultados no triviales.
Veamos algunos teoremas de TA (luego en particular de T):

1.3 El algebra de los conjuntos

El conjunto cuya existencia postula el axioma del conjunto vacio es tnico
por el axioma de extensionalidad, luego podemos definir

g=X|Nuué¢X
y asi tenemos que cto & A Nu u ¢ o.

Similarmente, el axioma del par, junto con el axioma de extensionalidad, nos
permiten definir

{r,y}=ZINu(u € Z su=xVu=y)
y en particular {z} = {z,z}.

Del mismo modo, el axioma de la union y el axioma de extensionalidad hacen
que
UX=Y|AuueY «VV(VeY AueV))

sea una descripcién propia para todo conjunto X.

Ahora es facil probar:
AXYVZNu(u€ Z ue X Vucy),

pues basta tomar Z = | J{X, Y}, luego, teniendo en cuenta de nuevo el axioma
de extensionalidad, podemos definir

XUuY=ZNu(ueZ—-ueXVuey).

El axioma de la diferencia y el axioma de extensionalidad hacen que la
descripcién siguiente sea propia para conjuntos:

X\Y=ZNuueZ—sueXANugY).

Finalmente, tomando Z = (X UY)\ (X \Y)U (Y \ X)) se justifica que la
descripcién siguiente es propia para conjuntos:

XNY=ZNuueZ—ueXAueY).

A partir de aqui se demuestran sin dificultad todas las propiedades elemen-
tales del dlgebra de conjuntos.

Para terminar observamos que en TPA la descripcién siguiente es propia
para conjuntos:
PX=Y|Nu(u€eY < ucCy).
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1.4 Ordinales

Como ya hemos anticipado, la teoria bésica de ordinales puede desarrollarse
en TA (y en particular en T). En particular podemos definir en T los ntimeros
naturales.

Definicién 1.1 Diremos que un conjunto X es
a) transitivosi A\u € X u C X,
b) €-conezosi Auv € X(u€vVoveEuVu=nv),

¢) bien fundado si
NUWUCXANU#£2—-\NVeUVnU=)).

Un conjunto V' que cumpla esta definicién recibe el nombre de elemento
manimal de u.

d) un ordinal si cumple las tres propiedades anteriores.

Recordemos que la definiciéon de v C X supone que u es un conjunto, por
lo que la definicién de conjunto transitivo exige que todos los elementos de X
sean conjuntos.

Llamaremos € a la clase de todos los ordinales, es decir,
Q ={a| « es un ordinal}.

Esto ha de entenderse igual que en ZFC, es decir, {2 no pretende nombrar a un
objeto de la teoria, sino que simplemente = € {2 es una forma cémoda de abreviar
la formula ‘x es un ordinal’. Para comodidad del lector reproducimos aqui los
resultados basicos de la teoria de ordinales para constatar que, efectivamente,
pueden demostrarse en TA:

Teorema 1.2 Si X es un conjunto bien fundado entonces X ¢ X.

DEMOSTRACION: Si X € X entonces {X} C X A {X} # &. Sea u un
elemento minimal de {X}. Necesariamente, u = X, pero X € X N {X}, con-
tradiccion. m

Teorema 1.3 Los elementos de los ordinales son ordinales.

DEMOSTRACION: Sea Y un ordinal y sea X € Y. Por transitividad X C Y
y por consiguiente X es conexo y bien fundado. Falta probar que es transitivo,
es decir, que AUV(U e VAV € X - U € X).

SiUeV AV e X, tenemos V € X AN X €Y y, comoY es transitivo,
V €Y, eigualmente U € Y. Asi pues, {U,V,X} C Y. Como Y estd bien
fundado se cumplira

Un{U,V,X}=2 v Vn{U,V;X}=2 Vv Xn{lU,V,X} =2,
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peroU e VN{U,V, X} yV € Xn{U,V, X}, luego ha de ser UN{U,V, X} = @.
Como Y es conexohadeserU € X VX € UV U = X, perosi X € U entonces
XeUn{U,V,X}=9,ysi X =U entonces V € UN{U,V, X} = &. Asi pues,
se ha de cumplir U € X, como queriamos. L]

Ahora podemos probar:
Teorema 1.4 Todo ordinal estd bien ordenado por la inclusion.

DEMOSTRACION: Sea Y un ordinal. Los axiomas de T no permiten asegurar
la existencia del conjunto

{(u,v) €Y XY |u C v},
asi que lo que vamos a probar es simplemente que
ANXXCcYAX#o -\ UeXNZeXUCcC?2Z2).

Dado X, basta tomar U € X minimal, es decir, tal que U N X = @&. Asi,
dado Z € X, se cumple que U, Z € Y, luego U € Z VvV Z €¢ U VU = Z.
No puede ser Z € U, pues entonces Z € UN X = &. Por lo tanto nos queda
Ue ZvVvU=1Z. Porel teorema anterior, Z es un ordinal, luego si U € Z,
tendremos U C Z, y trivialmente también si U = Z, por lo que en cualquiera
de los dos casos U C Z. "

Teorema 1.5 Si X e Y son ordinales y X CY, entonces X €Y VX =Y.

DEMOSTRACION: Si X # Y entonces Y \ X # @. Como Y es un ordinal,
Y \ X tiene un elemento minimal U, es decir, UN (Y \ X) = @.

SiZeU,entonces Z ¢ Y\ Xy ZeY (puessZecU€Y), luego Z € X.
Por lo tanto U C X.

Si Z € X, entonces tenemos Z, U € Y, luego Z €c UV U € ZV Z=1U.
SiU € Z, entonces U € Z € X, luego U € X, contradiccién (U € Y \ X). Si
Z = U entonces de nuevo U € X, contradicciéon. Por lo tanto Z € U, y asi
XcU.

En definitiva X =U €Y. ]

Teorema 1.6 La interseccion de dos ordinales es un ordinal.

DEMOSTRACION: Sean X, Y ordinales. Como X NY C X, trivialmente
X NY es conexo y bien fundado. Falta ver que es transitivo:
SiUe XNY,entoncesU e X N\Ue€eY, UCXAUCY,luegoU C XNY.

Con esto tenemos el resultado que busciabamos:

Teorema 1.7 Sean X, Y ordinales. Entonces X €Y VY e X VX =Y.
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DEMOSTRACION: X NY es un ordinal, X NY Cc X y XNY C Y. Por el
teorema 1.5 tenemos (X NY e X VX NY =X)A(XNYeYVXNY=Y).
De aqui se sigue

(XNYeXAXNYeY)V(XNYeXAXNY=Y)

VXNY=XAXNYeY)V(XNY=XAXNY=Y),

osea XNYeXNY VvV YeX VvV XeY VvV X =Y. El primer caso se
descarta por el teorema 1.2. [

Teorema 1.8 ) es un ordinal y, en particular, estd bien ordenado por la in-
clusion.

DEMOSTRACION: Esto ha de entenderse del modo siguiente: decir que Q
es una clase transitiva es una forma de afirmar que u € v € @ — u € Q, lo
cual es cierto por el teorema 1.3, decir que € es conexa es una forma de afirmar
que si u,v € Q, entonces u € v Vv € u V u = v, lo cual es cierto por 1.7.
Por tltimo, decir que ) estd bien fundada equivale a afirmar que si X C Q (es
decir, si todos los elementos de X son ordinales) y X # &, entonces X tiene un
elemento minimal.

En efecto, sea Y € X. Si Y N X = & entonces Y es un elemento minimal de
X. Supongamos ahora que Y N X # &. Como Y es un ordinal e Y N X C Y,
Y N X tiene un elemento minimal U, esdecir U e YN X AUNY NX = 2.

Como U €Y, también U C Y, dedonde U € X AUNX = &, es decir, U
es un elemento minimal de X.

M34s atin, el mismo argumento empleado en 1.4 prueba que AZ € X U C Z,
y es esto lo que hay que entender cuando afirmamos que €2 estd bien ordenado
por la inclusién. m

Ahora es facil probar que £ no puede ser un conjunto, pues si lo fuera seria
un ordinal y se cumpliria que 2 € €2, en contra del teorema 1.2.

En lo sucesivo, cuando digamos que « es un ordinal se entenderd que a es un
conjunto que es un ordinal (es decir, excluiremos la posibilidad & = Q). Siay
son ordinales, escribiremos « < f=a C fy, en virtud de 1.5, a < S = a € S.

Segun deciamos, el hecho de que 2 es un ordinal, junto con que esta bien
ordenado por la relacién de pertenencia (como orden estricto), resume todos los
resultados que hemos probado hasta ahora.

Introducimos la notacién 0 = @, «’ = 2 U {z}.
Teorema 1.9 Se cumple:
a) 0 es el minimo ordinal.

b) Si o es un ordinal, entonces ' también lo es, y es el minimo ordinal
mayor que «.

¢) Todo conjunto de ordinales X C Q tiene supremo igual a |J X.
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DEMOSTRACION: a) Es inmediato que & es un ordinal. Adem4s es el minimo
porque el orden es la inclusién.

b) Si a € Q, es claro que o C , luego o es un conjunto conexo y bien
fundado. Falta probar que es transitivo, pero si u € o, entonces u € o V u = «,
y en ambos casos u C « C .

Obviamente o < o/ y si a < 3 entonces o C [ por transitividad, luego
o = aU{a}l C B, es decir, & < 3. Por consiguiente o’ es el menor ordinal
mayor que .

c¢) Como todo a € X estd contenido en €2, es claro que |JX C Q, luego es
un conjunto conexo y bien fundado. Hemos de probar que es transitivo, pero si
B € |JX, entonces existe un a € z tal que § € a, luego por la transitividad de
aes fCaClJX. Por consiguiente | J X € €.

Teniendo en cuenta que el orden es la inclusién, es inmediato que |J X es el
supremo de X. n

Definiciéon 1.10 Un ordinal « € Q2 es un ordinal sucesor si existe un g € € tal
que o = 3. Un ordinal limite es un ordinal A € Q que no es nulo ni un ordinal
sucesor.

De este modo, todo a € Q es igual a 0, o bien es un ordinal sucesor, o bien
es un ordinal limite.

Definicion 1.11 Un conjunto n es un ndmero natural si cumple:
neQANafaen —a=0vVBeaa=73).

o sea, un numero natural es un ordinal tal que ni él ni ninguno de sus antecesores
es un ordinal limite. Llamaremos w a la clase de los ntimeros naturales, de modo
que n € w no es mas que una abreviatura por “n es un nimero natural”.

Mas adelante tendrd importancia el hecho de que la segunda parte de la
definicién de nimero natural (quitando la condicién n € Q) es una férmula Ay,
pues puede expresarse en la forma

n=0V(VBenn=pFAANaenVBcaa=70)

No podemos demostrar que w es un conjunto, pero esto no es necesario para
probar los resultados bésicos. El teorema siguiente se ha de entender en el
mismo sentido que 1.8:

Teorema 1.12 w es un ordinal.

DEMOSTRACION: Como w C £, basta ver que es transitiva. Siu € v Av € w,
entonces v es un numero natural. Por definicién tenemos que

Na(aev —a=0VvVBeaa=/),
como u < v, también v’ C v’ en particular
Na(aev' —a=0vVBeaa=4),

luego u € w. n
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Teorema 1.13 (Axiomas de Peano) Se cumple:

1) 0w,

2) An€wn' € w,

4) Amn € wim’ =n’ — m =n),

)
)
3) Anewn' #0,
)
)

5 AY(Y CwAOEYAAREY W €Y - Y =w).

DEMOSTRACION: 1) es trivial, sin € w y a € n”’, entonces, o bien @ € n/ o
bien o = n/. En el primer caso a =0V V3 € aa = 3, porque n € w. Esto
también se cumple en el segundo caso, tomando 3 = n. Por consiguiente n’ € w.

Las propiedades 3) y 4) son trivialmente vélidas para ordinales cualesquiera
(teniendo en cuenta que n' es el menor ordinal mayor que n). Veamos 5).

SiYCwAOEYAAn€eEYn €Y peroY # w, entonces w \ Y tendra un
minimo elemento n, que sera no nulo por hipétesis. Por la definicién de nimero
natural n = m’ para cierto m < n, luego m € Y y, por hipétesisn =m’ € Y, lo
cual es una contradiccion. =

Observemos que no podemos decir que TA o TPA son teorias aritméticas,
pues no estamos en condiciones de definir la suma y el producto de nimeros
naturales.

1.5 La jerarquia de Lévy

La teorfa TA es suficiente para demostrar las propiedades béasicas de la je-
rarquia de Lévy de las férmulas del lenguaje de la teorfa de conjuntos (que se
adapta facilmente al caso de £,). Recordemos su definicién:

Definicion 1.14 Una férmula de L, es de clase A si todos sus cuantificadores
aparecen acotados en la forma Az € y o \VVz € 3.

Una férmula de L, es de clase X, si es de la forma
VaiAzoVag - xn
donde « es una férmula Ag. Una férmula de L, es de clase II,, si es de la forma
AziVroN\zs - xn
donde « es de nuevo una férmula Ag.

Mas en general, si T es una teoria axiomatica sobre L,, diremos que una
formula es X1 o IT7 si es equivalente en T a una férmula del tipo correspondiente.
Diremos que una férmula es de tipo Al si es a la vez X1 y TIZ.
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Teorema 1.15 Sea T una teoria sobre L, que contenga al menos el axioma de
extensionalidad y el axioma del par (en particular, cualquier teoria que extienda
a la teoria TA). Entonces

a) Siay B son férmulas I entonces también lo son \[xa, a A B, y a V 3.
b) Siay B son formulas 1L entonces también lo son Nxa, a A 3, y aV 3.
c) Sia es XTI entonces ~a es IIL y viceversa.

d) SiaesXl y B esTIL entonces a — B es I, y andlogamente intercam-
biando X y II.

e) Siay B son formulas AL también lo son

-, aAf, aVvp a—p a<f.

DEMOSTRACION: a) Por simplicidad supondremos n = 3. El caso general es
formalmente idéntico. Tenemos que o < Vx1Az2Vx3 ¢, donde ¢ es Ag. Asi

Vza « Vo AvoVas ¢ — VwVz € wWrr, € z(w = (z,71) A Nz2Vas ¢)

= VwAz2VrsVz € wWzr, € z(w = (z,21) A ¢).

Si B« Vi Ay2Vys 1, donde 9 es Ag v las variables y1, 42, y3 son distintas
de x1, 2, x3, entonces

a A B Voiyi AzayaVasys(o A ).

Ahora basta aplicar tres veces el caso ya probado y el correspondiente de b),
que se sigue del que hemos probado aplicando ¢). Notemos que c) es inmediato.
El caso de o V 3 es idéntico.

Como ya hemos comentado, ¢) es inmediato y b) se sigue de a) por c).
d) se sigue de los apartados anteriores porque (o — ) « (—a V ).
e) es evidente. u



Capitulo 11

La teoria de conjuntos de
Kaye-Forster

En este capitulo estudiamos la teoria que resulta de anadir a TPA una forma
muy débil del esquema de especificacion, pero que, no obstante, es suficiente para
formalizar una parte considerable de la teoria de conjuntos usual.

2.1 Los axiomas de KF

Para introducir el axioma de especificacién de KF necesitamos previamente
el concepto de estratificaciéon de férmulas:

Definicién 2.1 Una férmula sin descriptores ¢ de L, estd estratificada si es
posible asignar un ntmero natural a cada una de sus variables (al que llamare-
mos su tipo) de modo que en cada subférmula x = y las dos variables tengan el
mismo tipo, mientras que en cada subférmula x € y el tipo de y sea una unidad
mayor que el tipo de x.

La teoria de Kaye-Forster con dtomos (KFA) es la teorfa que resulta de
anadir a TPA el esquema axiomético siguiente:

Esquema de especificaciéon (KFA) Para toda férmula de £, sin descripto-
res estratificada ¢(u, 1, . .., 1,) de clase! Ag, la férmula siguiente es un axioma:

Nry- 2, XN ZNu(u € Z s ue X A dlu,1,...,1,)).

La teoria de Kaye-Forster (KF) es la teorfa que resulta de anadir a TP
el esquema axiomdtico analogo al anterior pero restringido a férmulas de L y
eliminando el relator ‘cto’, es decir, la distincién entre mayusculas y mintsculas.

1Recordemos que una férmula Ag es una férmula cuyos cuantificadores aparecen siempre
acotados, es decir, en la forma /\z €yo Va: €y.

11
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Asi, en KFA, el término
{fue X | p(u,x1,...,20)} = Z|N\u(u € Z > ue X Ao(u,x1,...,2,))

es una descripcién propia siempre que X sea un conjunto y ¢ sea una férmula
Ay estratificada (de L o de L, segin si trabajamos en KF o KFA).

De nuevo es inmediato que KF es equivalente a KFA+NA, en el sentido que
ya hemos discutido en el capitulo anterior para las teorias precedentes.

Observemos que en KFA podemos eliminar los axiomas del conjunto vacio
y de la diferencia, pues son consecuencia del axioma de especificacién. Ante
todo observemos que la existencia de un objeto x es un teorema légico, luego
también podemos asegurar la existencia de un conjunto, por ejemplo X = {z},
y entonces
g={ueX|u#u}

Similarmente,

X\Y={ueX|u¢Y}

Ambos usos del axioma de especificaciéon son correctos, pues las formulas
u# uyu¢Y estdn estratificadas (y obviamente son Ag, porque no tienen
cuantificadores).

Asi pues, los axiomas de KF(A) se pueden reducir a los siguientes:

Extensionalidad | AXY(Au(ue X «ueY)— X=Y)

Par NeyNZ(x e Z Ny € Z)
Unién AXVYANU e XN\veUvey
Partes AXVYANu(uC X —uey)

Ag-especificacion | AXVYAu(ueY —ue X Ap(u) (x)

(%) para toda férmula ¢ (con posibles pardmetros) de clase Ag y estratificada.

Notemos que hemos simplificado los axiomas del par, de la unién y de partes
con respecto a los de T o los de ZFC, pues las versiones fuertes se recuperan a
partir del esquema de especificaciéon. Por ejemplo, en el caso del axioma del par,
dado el conjunto Z cuya existencia afirma la versién débil del axioma, podemos
construir

{z,y} ={ueZ|lu=aVvu=y}

y con la unién se razona de forma similar.

El interés de restringir de este modo el esquema de especificacion es que KFA
es consistente con el axioma

VevVv=VXAuueX,

es decir, con la existencia de un “conjunto de todos los objetos”. Concretamente,
la teorfa KF + V € V no es sino la teoria NF (Nuevos Fundamentos) de Quine,
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que estudiaremos més adelante,? mientras que a la teoria KFA + V € V la
llamaremos NFA.

Notemos que al admitir un conjunto universal V' toda férmula es equivalente
a una férmula Ay, pues todas las variables cuantificadas se pueden acotar por V.
Sin embargo, la teoria de Mac Lane (MAC), a la que pretendemos llegar, tiene
como axioma el esquema de Ag-especificacién (sin exigir estratificacién), de
modo que el interés de KF es que los resultados que probemos en su seno son a
la vez teoremas de NF y teoremas de MAC.

Asi pues, la condicién de estratificacién es una restriccién suficiente para
evitar que en KFA pueda justificarse cualquiera de los argumentos que en ZFC
prueban que la clase de todos los conjuntos no es un conjunto. Por ejemplo, uno
de estos argumentos consiste en que si V' fuera un conjunto, también lo serfa la
clase

R={z|xdz}={xeV|zé¢ax}

lo cual da lugar a la famosa paradoja de Russell. Sin embargo, este razonamiento
no es valido en KFA, ya que la férmula que define a R no es estratificable, por
lo que no podemos asegurar que R sea un conjunto.

Obviamente, si una férmula ¢ (tal vez con descriptores) es equivalente en
KF(A) a otra férmula ¢’ sin descriptores estratificada y de clase Ag, el axioma de
especificacién para ¢’ implica la férmula andloga para ¢, de modo que podemos
usar ¢ para especificar subconjuntos de un conjunto dado.

A la hora de reconocer si una férmula con descriptores es equivalente a una
férmula (sin descriptores) estratificada, conviene generalizar la definicién de
férmula estratificada como sigue:

Definicién 2.2 Una expresion de L, estéd estratificada si es posible asignar un
numero natural a cada uno de sus términos (variables o descripciones) al que
llamaremos su tipo, de modo que en toda subférmula t; = t; ambos términos
tengan el mismo tipo, en toda subférmula ¢; € t5 el tipo de t5 sea una unidad
mayor que el de t1, y el tipo de cada descripcién z|a sea el mismo que el de la
variable x.

Es obvio que una férmula sin descriptores esta estratificada en este sentido
si y sélo si lo estd en el definido previamente.

Teorema 2.3 Toda formula estratificada es equivalente a una féormula estrati-
ficada sin descriptores con las mismas variables libres y éstas tienen los mismos
tipos en ambas formulas.

2Veremos que la consistencia de NFA es equivalente a la de la teorfa de Mac Lane, que es
bastante més débil que la de ZFC. Sin embargo, no se conoce ningin resultado andlogo para
NF (es decir, para NFA+NA). La teorfa NF “parece” ser consistente, en el sentido de que
nadie ha encontrado hasta ahora una contradiccién en ella, pero no disponemos de ninguna
prueba de consistencia relativa a ZFC. Esta es la razén por la que estamos considerando
teorias con dtomos.
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DEMOSTRACION: Adoptaremos el convenio de que las descripciones impro-
pias nombran el conjunto vacio.

Supongamos que una férmula ¢ contiene n descripciones como subtérminos
(si una misma descripcidn aparece varias veces podemos contarla una sola vez).
Es claro que si sumamos n al tipo de cada subtérmino de ¢ obtenemos una
nueva asignacion de tipos que justifica que ¢ estd estratificada y ahora todos
los tipos son mayores o iguales que n.

Si n = 0 el teorema es obvio. En caso contrario seleccionamos una des-
cripcién z|a contenida en ¢. Podemos suponer que la variable x no aparece
en ¢ mas que en los términos x|a, pues en caso contrario podemos sustituirla
por otra (dentro de dichos términos) y obtenemos una férmula equivalente (y
estratificada). Entonces

¢ \l/x(oz A@)V (—\\1/3004 AVz(ctox A N\uu ¢z A¢)),

donde ¢’ es la férmula que resulta de sustituir la descripcién x|« por la varia-
ble z. Puesto que la asignaciéon de tipos que justifica que ¢ estd estratificada
asigna el mismo tipo a z|a y a z, es claro que la férmula ¢’ también est4 estra-
tificada (con la misma asignacién de tipos), y lo mismo vale para el miembro
derecho de la equivalencia anterior, donde la variable u es cualquier variable que
no aparezca en ¢, a la que asignamos como tipo una unidad menos que a x.

De este modo, la féormula del miembro derecho tiene n—1 descriptores y estéa
estratificada con una asignacién de tipos en la que el tipo de cada término es
> n—1. Repitiendo este razonamiento, tras un nimero finito de pasos llegamos
a una féormula equivalente sin descriptores. L]

Este teorema hace que comprobar que una férmula es equivalente a una
férmula estratificada sin descriptores sea relativamente facil, como lo es com-
probar que una férmula es Ag. Sin embargo, comprobar ambas cosas a la vez
requerird a menudo mostrar equivalencias explicitas.

Por ejemplo, es evidente que el término
= Z = =
{zy} =2l u(uez cu=avu=y)

estd estratificado con una estratificaciéon que le asigna tipo 1. Més en general, si
en la identidad anterior sustituimos x e y por dos términos cualesquiera t1 y to,
vemos que si ambos admiten estratificaciones que les asignen un mismo tipo n,
entonces el término {¢1,t>} admite una estratificacién que le asigna tipo n + 1.

Sin embargo, para asegurar que {t1,t2} es de clase Ay necesitamos hipdtesis
y comprobaciones adicionales. Concretamente, supongamos que t; y t3 son
términos tales que las férmulas © =t y u = t5 (donde u es una variable que no
aparezca en ellos) sean equivalentes a férmulas sin descriptores, estratificadas, de
clase Ag y de modo que ambas admitan estratificaciones que asignen a la variable
u un mismo tipo n, entonces la férmula x = {t1,t2} es también equivalente a
una férmula sin descriptores, estratificada, de clase Ag.
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En efecto,

r={ti,ta} o ctoxr ANNueE = (u=1t Vu=t)

n n+l n n n n

/\\/ue x u:tl/\\/ue T u=ta,

n n+l n n n n+1l n n

y al sustituir las férmulas u = ¢, u = t3 por las férmulas equivalentes sin
descriptores obtenemos claramente una féormula Ag estratificada y en la que =
tiene tipo n + 1.

2.2 Relaciones y funciones

Producto cartesiano Notemos que en TA se puede definir el concepto de
par ordenado de la forma habitual:

(z,y) = H{z} {z, y}},

y se demuestra que
Nzyuv((z,y) = (u,v) =z =u Ay ="0).

De la propia definicién de par ordenado se sigue inmediatamente que el
término (z,y) admite una estratificacién que asigna a las dos variables el mismo
tipo n y al par ordenado el tipo n + 2. Mas aun, aplicando dos veces la tdltima
observacién del apartado anterior obtenemos que la férmula v = (x,y) es equi-
valente a una férmula de clase Aq y estratificada de modo que el tipo de u es
dos unidades mayor que el de = e y.

Size X ANy €Y, entonces (z,y) € PP(X UY), luego la clase
A={uePP(XUY)| Ve X\lyeY u=(z,y)}

es un conjunto en KFA, ya que la férmula v = (z,y) es equivalente a una férmula
sin descriptores de clase Ag y estd estratificada, lo cual implica claramente que
lo mismo vale para la férmula completa, y es claro que A contiene exactamente
a los pares ordenados con primera componente en X y segunda componente
enY.

Por consiguiente, en KFA la descripcion siguiente es propia para conjuntos:
XxY=ZNuueZ - Veyze X ANyeY Au=(z,y))).

Usaremos la notacién

{(z,y) e X xY | ¢(z,y,21,...,2n)}
={fueXxY |VereXVyeY(u=(z,y) Ad(x,y,21,...,2,)}

Observemos que la condicién para que sea una descripcién propia es que X e Y
sean conjuntos y que la féormula ¢ sea de clase Ay y admita una estratificacién
en la que las dos variables = e y tengan el mismo tipo.
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Relaciones A partir de aqui ya es facil definir todos los conceptos bésicos
relacionados con relaciones y demostrar sus propiedades elementales.

Observemos que la férmula
RCXxY ectoX ActoY ActoRANue RNz e X\yeY u=(x,y)

es (equivalente a una férmula sin descriptores) de clase Ag y admite una estra-
tificacién en la que las variables X, Y tienen el mismo tipo arbitrario n y R
tiene tipo n + 2.

Conviene observar que
rRy < \Vue Ru=(z,y)

es una férmula Ay y admite una estratificacion en la que x e y tienen el mismo
tipo n y R tiene tipo n + 3.

Por otra parte, si (z,y) € R, entonces x,y € {z,y} € (z,y) € R, luego
x,y € |JU R. Esto hace que las definiciones de dominio y rango:

DR={z|Vy (z,y) e R}, RR={y|Vz (x,y) € R}

sean descripciones propias para conjuntos, pues>

DR={zcJUR|VyeUUR z Ry},
y analogamente con RR. Similarmente podemos definir

R™' ={(z.y) | (y,2) € R},

y la descripcién es propia porque

R~ ={(z,y) e UURXxUUR |y Ra}.

A su vez la composicién
RoS={(z,2)| Vy((z,y) € RA(y,2) € 9)}
estd bien definida porque
RoS={(x,z) eUURxUUS|Vy e UUR (xRy AyR=z)}.

Si R es una relacién de equivalencia en un conjunto A (omitimos la definicién
obvia), para cada objeto a € A podemos definir su clase de equivalencia

[alr={r € A|xRa}.

3Notemos que UUR puede considerarse como parametro, es decir, que el esquema de
especificacién nos asegura la existencia del conjunto

{fzeX|VyexVue s u=(z,9)}

para todo conjunto X y todos los objetos x1 y z2, y particularizamos esto a X = x1 = U U R,
xro = R.
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Similarmente, el conjunto cociente
A/R = {la] | a € A}
estd bien definido, pues
A/R={x € PA|Vaec ANue A(u € z — uRa)}.

Las propiedades bésicas de las relaciones de equivalencia (esencialmente que
A/R es una particién de A) se demuestran sin dificultad.

Funciones Observemos que la férmula
F: X —-Y=FCcXxYANreXVyeYVueF u=(ny)

ANeeXN\yy' € Y(VNuv € Flu= (z,y) ANv=(z,y) =y =1).

es equivalente a una férmula A sin descriptores y que admite una estratificacién
en la que las variables X e Y tienen el mismo tipo n y F' tiene tipo n + 2.

Lo mismo vale para las féormulas ‘F' : X — Y inyectiva’, ‘F : X — Y
suprayectiva’ o ‘F' : X — Y biyectiva’, cuyas definiciones obvias omitimos.

Esto implica a su vez que la clase
YX¥X={F|F:X —Y},
es un conjunto, ya que puede especificarse como subconjunto de P(X x Y).
Observemos que, definiendo F(z) =y | (z,y) € F,si F: X — Y yz € X,
y=F(z) o xFy,

y esta férmula es equivalente a una férmula Aq sin descriptores que admite una
estratificacién en la que x e y tienen el mismo tipo n y F tiene tipo n + 3.

Otros conceptos bésicos relacionados con aplicaciones cuya existencia pode-
mos probar sin problemas son

FIX]={y|VzeXy=F(2)}, Flx={(zyecF|zecX}

pues
FIX]={y e RF | Vz € X y= F(x)},

Flx ={ueF|[Vze XVye JUF u=(z,9)}.

A partir de aqui no hay ninguna dificultad en demostrar las propiedades
elementales de estos conceptos (la composicién de aplicaciones es una aplicacion,
la inversa de una aplicacién biyectiva es una aplicacién biyectiva, etc.)
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2.3 Cardinalidad

No podemos definir cardinales en KFA, pero si podemos definir las relaciones
(metamatemadticas) de equipotencia y minuspotencia:

X=Y=VFF:X —Y biyectiva, X <Y =VF F: X — Y inyectiva.

Las propiedades siguientes se demuestran trivialmente:

KI5
<l el
Il Il
I =<
>l
<l
Il I
N
| il
>l
[
N

e
]
IA

o

) X<YAY<Z—>X<Z.

La que no es trivial es la antisimetria de la minuspotencia. La prueba usual
en ZFC es vélida en KFA. Para comprobarlo observamos antes que en KFA
podemos definir

NX={u|AVeXueV},

que es una descripcién propia siempre que X contenga al menos un conjunto
Vo, pues entonces
NX={ueW|AVeXueV}.

Teorema 2.4 (Cantor-Bernstein) /\XY(? <YAY<X—>X= ?)
DEMOSTRACION: Empezamos probando lo siguiente:

Sea X un conjunto y F : PX — PX wuna aplicacion tal que si
u C v C X entonces F(u) C F(v). Entonces existe un z € PX tal
que F(z) = z.

Sea A= {u € PX | F(u) C u}. Notemos que A es un conjunto porque
Flu)Cue—\VvePX(v=Fu)ANrecvzecu)

y la férmula de la derecha es Ay (con pardmetros PX, F') y estd estratificada.
Puesto que X € A, podemos tomar z =4 € PX.

Siu € A, entonces z C u, luego F(z) C F(u) C u, con lo que F(z) C z. Por
la hipétesis, F(F(z)) C F(z), luego F(z) € A, luego z C F(z), lo que nos da la
igualdad F(z) = z.

Supongamos que existen aplicaciones f: X — Y, g : Y — X inyectivas.
y definamos F : PX — PX mediante F(u) = X \ g[Y \ flu]].
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Esto es correcto, pues F' estd definida por especificaciéon como subconjunto
de PX x PX por la féormula

P(u,v) =v=X\g[Y'\ flu] & ctov Az € X(z € v adgly\ flu]])

—covANeeX(xeve -NyeY(yé flul Az = f(y)))
—sctovANreX(zeve - VyeY(=Va euy=fa') Az = f(y)))
y la dltima férmula es claramente equivalente a una férmula Ag y estratificada.

Estamos en las hipdtesis del resultado que acabamos de probar, pues si se
cumple v C v C X, entonces

flul C flol, YA Sl €Y\ Flul, glY \ o] € g[Y \ flul],

XA\ Y\ flull € X\ g[Y \ flo]],

luego F(u) C F(v).

En consecuencia existe un subconjunto z C X tal que F(z) = z, es decir,
X\ g[Y \ f[z]] = z o, equivalentemente, X \ z = g[Y \ f[z]]. Por consiguiente,
flz 2 — fl2l y gly\ sz : Y\ f[2] — X'\ z son ambas biyectivas, luego la unién
de la primera con la inversa de la segunda nos da una aplicacién h : X — Y
biyectiva. n

2.4 Buena ordenacion

En general, si (A, <) es un conjunto ordenado (omitimos la definicién trivial),
podemos considerar la relacién de orden estricto asociada

<=<n{(zyeAxA|lz#y}
asi como las secciones iniciales
As={ze€eA|z<a}, AS={zcA|z<ad}

(cuya existencia se justifica en KFA exactamente igual que la de las clases de
equivalencia para una relacién de equivalencia). El principio de induccién trans-
finita es inmediato:

Teorema 2.5 (Induccién transfinita) Si (A4, <) es un conjunto bien orde-
nado y X C A cumple que \a € A(AT C X — a € X), entonces X = A.

DEMOSTRACION: Si A\ X # &, tomamos a = min(A \ X) y resulta que
AS C X, peroa ¢ X. n

Otro hecho bésico es el siguiente:

Teorema 2.6 Sea (A,<) un conjunto bien ordenado y f : (4,<) — (4, <)
una aplicacion inyectiva que conserva el orden. Entonces \a € A a < f(a).
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DEMOSTRACION: Consideremos el conjunto
X={acA|fla)<a}={acA|Vz e Alx = fla) Nz <a)},

claramente bien definido. Sélo hay que probar que es vacio, pero si no lo fuera
podriamos tomar su minimo a, de modo que f(a) < a, luego f(f(a)) < f(a),
con lo que f(a) € Ay es menor que el minimo, contradiccién. n

De aqui se sigue en particular que un conjunto bien ordenado (A, <) no
puede ser semejante a uno de sus segmentos iniciales AS (pues la semejanza
cumplirfa f(a) < a. Otra consecuencia importante es la siguiente:

Teorema 2.7 Si dos conjuntos bien ordenados son semejantes, existe una unica
semejanza entre ellos.

DEMOSTRACION: Supongamos que f,g : (A,<4) — (B, <p) son dos se-
mejanzas. Entonces f o g7! es una semejanza de (A, <4) en si{ mismo, luego
a <a g (f(a)), luego g(a) <p f(a), para todo a € A, e igualmente se prueba
que f(a) <p f(a) para todo a € A, luego f(a) = g(a), luego f =g. "

En KFA no puede probarse que todo conjunto bien ordenado es semejante a

un ordinal, pero podemos hacer como hemos hecho con la cardinalidad y definir
las férmulas

(A, <a)=(B,<p)=Vf f: (A <4) — (B,<p) semejanza,

(donde una semejanza es una biyeccién que conserva el orden). As{ mismo:

(A,<a) < (B,<p)=\Vbe BVf f:(A,<a)— (By,<p) semejanza,

(Av SA) < (Ba SB) = (Av SA) < (B, SB’) \ (A7 SA) = (BvSB)'

Las propiedades siguientes son inmediatas:

a) (A,<a) = (4,<4),

b) (A,<4) = (B,<p) — (B,<p) = (4,<4),

¢) (A,<4) = (B,<B) N (B,<p) = (C,<c) — (A,<4) = (C,<0¢),
d) (A,<4) <(B,<p) A (B,<B) < (C,<¢) = (4,<4) < (C,<¢),

asi como las propiedades obvias que resultan de combinar < y =.

Del teorema anterior se sigue inmediatamente que =(A4,<4) = (AL, <4)
o, equivalentemente, que —(A4,<4) < (4, <4), de donde se sigue que en la
disyuncion

(Av SA) < (B’SB) \4 (Au SA) = (Ba SB)

no se pueden dar los dos casos a la vez. Otro hecho obvio es que no puede
ocurrir

(A, <4) < (B,<B) A (B,<B) < (A,<4),
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por lo que

(A,<a) (B, <B) N (B,<B) < (4,<4) = (A, <4) = (B,<B).
El resultado no trivial es el siguiente:

Teorema 2.8 5i (A,<4) y (B,<p) son conjuntos bien ordenados, entonces

(A,<4) <(B,<B) V (B,<B) < (4,<4).

DEMOSTRACION: Consideremos el conjunto

F={(a,b) € Ax B| (A7,<a) = (B}, <5)}
La féormula que define a F' equivale a
VfePAx B)\NDePAVD e PB(Ax€ A(x € D~z <4a)A

Nz € B(x € D' <z <pb) A f: D — D' biyectiva A
Auwv € DAUV' € D'(v/ = f(u) Av' = f(v) ANu<av—u <)),

que claramente es Ag y estratificada.

Para cadaa € A, siexisteun b € B tal que (A;, <4)= (Bbg, <p), entonces b
es Unico, pues si hubiera dos, digamos b < b, y b < ¢ < b’ es el minimo elemento
de B mayor que b, entonces BbS = (Bbg)f, con lo que tendriamos un conjunto
bien ordenado semejante a un segmento inicial, y eso es imposible. Similarmente,
para cada b € B hay a lo sumo un a € A tal que (A5, <4) = (Bbg, <p). Esto se
traduce en que F' es una biyeccién de un subconjunto de A en un subconjunto

de B.

Sia <a estdn en DF y f : (AE,, <4) — (B}%(a,), <p) es una semejanza,
entonces f|A§ (A4S <)) — (B?(a)7 <p) es una semejanza, luego resulta que
F(a) = f(a) < F(d') y, por consiguiente, F : (DF,<4) — (RF,<p) es una
semejanza.

Es facil ver que si a € DF y x € A cumple z < a, entonces z € DF. A su
vez esto implica que si DF # A, entonces DF = AS, donde a = min(A \ DF).
Igualmente, RF = B o bien RF = B;~ para cierto b € B. As{ pues, tenemos
cuatro casos:

O bien DF = A A RF = B, en cuyo caso (4,<4) = (B,<p), o bien
se cumple DF = A A RF = BZ, en cuyo caso (4,<4) < (B,<g), o bien
DF = A5 AN RF = B, en cuyo caso (B,<p) < (A,<4) v, finalmente, vamos a
ver que no puede suceder que DF = AT y RF = By.

Si de diera este cuarto caso, es claro que F' = F'U{(a,b)} es una semejanza
F': (AS,<4) — (Bbg, <p), luego (a,b) € F, luego a € DF, contradiccién.
|
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2.5 Infinitud y nimeros naturales

El axioma de infinitud usual en ZCF no es muy adecuado para KFA porque
la férmula n € w no estd estratificada. No obstante, podemos trabajar con él:

Axioma de infinitud (we V) VXAn(ne X < new)

En otras palabras, el axioma de infinitud afirma que la clase w de los nimeros
naturales es un conjunto. La clave para evitar la no estratificacion de n € w es
considerar a w como parametro. Por ejemplo, en principio, la férmula

n=m'-n=mU{m}l— Auen(uemVu=m)AmCnAmen

no esta estratificada, por ejemplo por la subféormula v € m V u = n, pero
también es equivalente a

mcnAm#nANkewm CkAkCn—m=kVk=n),

que es A y estratificada con parametro w. Observemos que en la estratificacion
las variables m y n tienen el mismo tipo.

En particular, tenemos definida la funcién sucesor S : w — w dada por
S={(m,n) ew|n=m'}.

Esta funcién atestigua que w € V implica en KFA un axioma de infinitud
alternativo no equivalente:

Axioma de infinitud (AID) \/SX S:X — X inyectiva no suprayectiva

Asi, AID afirma la existencia de un conjunto infinito en el sentido de Dede-
kind.

En lo que sigue supondremos AID, pero no w € V. Dada S : X — X en
las condiciones de AID, podemos tomar un elemento 0 € X \ S[X] y definir

N={Y ePX|0€YAAneEY S(n)eY}

Se comprueba inmediatamente que la restriccién de S sigue cumpliendo que
S : N — N inyectiva y no suprayectiva, pero ademas N cumple los axiomas de
Peano:

1) 0eN,

2) An€wS(n) €N,

3) An e NS(n) #£0,

4) Amn € N(S(m) = S(n) — m =n),
)

5 AY(Y CNAOEYAAnReY S(n)eY - Y =N).
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Observemos que hemos construido N a partir de una terna arbitraria (X, S, 0)
tal que S : X — X es inyectiva y 0 € X \ S[X]. Por lo tanto, no tenemos
un unico conjunto de nimeros naturales, sino uno para cada terna en estas
condiciones. (Técnicamente, el término N tiene en realidad tres variables libres
X, S, 0.) Sisuponemos w € V' y hacemos la construccién de N partiendo de la
aplicacién sucesor S : w — w, entonces necesariamente el 0 que escogemos es
elordinal 0 =2 y N=w.

Teorema 2.9 Sea (N, S,0) cualquier terna que cumpla los axiomas de Peano.
Sig:N— X yag € X, existe una unica aplicacion f: N — X tal que

f(0) =20 A An €N f(S(n)) = g(f(n)).
DEMOSTRACION: Es facil ver que la clase
F={heP(NxX)|VDePNh:D— X AN0€DAh(0) ==
A An € N(S(n) € D —ne DAR(S(n) =g(h(n))))}
es un conjunto.?

Observamos ahora que si h,h’ € F, con h: D — X, h' : D — Xy
n € DN D', entonces h(n) = h'(n).

Para probarlo consideramos el conjunto

A={neN|neDND — h(n)="h(n)},

'
claramente bien definido. Obviamente 0 € A, pues h(0) = xo = h/(0) y, si
ne€ Ay Sn) € DND', entonces h(S(n)) = g(h(n)) = g(h'(n)) = h'(S(n)),
luego S(n) € A, lo que prueba que A = N.

Por otra parte consideramos el conjunto
B={neN|Vhe F\Vz e XVue hu=(n,z)}.

Tenemos que 0 € B, pues {(0,z9)} € F, y si n € B, existe h € F, digamos
h:D — X, tal que n € D. Si S(n) € D, entonces S(n) € By, en caso
contrario, b’ = h U {(S(n),g(h(n)))} € F, luego S(n) € B igualmente. Esto
prueba que B = N.

De estos dos hechos deducimos que f = |[JF : N — X que claramente
cumple las condiciones del enunciado. La unicidad se sigue inmediatamente de
una induccién sobre el conjunto

C={neN]|f(n)=f(n)},

donde f y f’ son dos funciones que cumplan las condiciones del enunciado. =

4Por ejemplo, la tltima igualdad equivale a

\/my € X\/m e N(m =S(n) Ay=nh(n) Az=h(m)Az=g(y)).
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En particular, si tenemos dos ternas (N, S,0), (N, S’,0') que cumplen los
axiomas de Peano, el teorema anterior nos da una aplicacién f : N — N’ tal
que f(0) =0 y An € N f(S(n)) = S'(f(n)). Es facil ver entonces que f
es biyectiva, y esto significa que las dos ternas son “isomorfas”, es decir, que
ambas cumplen las mismas propiedades. A partir de aqui daremos por hecho
que (N, S,0) es una terna arbitraria que cumpla los axiomas de Peano.

Teorema 2.10 Existe una inica funcion + : N x N — N tal que
An€Nn+0=n, Amn € N n+ S(m) = S(n+m).
DEMOSTRACION: Basta definir
+={((n,m),r) € NxN)xN|VfeN(f0)=nA
Am €N f(S(m)) = S(f(m)) A f(m) =r)}.

Es facil ver que la férmula es Ag y estratificada. La unicidad se demuestra

por induccién sobre el conjunto X = {m € w | m+n =m @ n}, donde + y &
son dos aplicaciones en las condiciones del enunciado. L]

Anédlogamente se definen el producto y la exponenciacién de niimeros natu-
rales. Notemos que los conjuntos +, - y ( )() pueden usarse como parametros a la
hora de definir subconjuntos de w, por lo que cualquier férmula aritmética define
un conjunto® y, por consiguiente, el principio de induccién vale para férmulas
aritméticas. Esto implica que KFA + AID es un sistema aritmético.

A partir de aqui es pura rutina demostrar todas las propiedades aritméticas
de los nimeros naturales y no entraremos en los detalles. A titulo ilustrativo
consideramos la relaciéon de orden, que se define mediante

m<n<VreNm+r=n.

Las propiedades de la suma implican que ciertamente es una relaciéon de
orden total respecto a la que 0 es el minimo ntimero natural y n+ 1 es el menor
natural mayor que n, pues si se cumple n < m <n + 1, entonces

n+r=mAm+s=n+1,

luegon+r+s=n+1, luego r+s =1y esto implicar =0 V s = 0, luego
n=m YV m =mn-+ 1. Finalmente, se trata de un buen orden, pues si A C N es
un conjunto sin minimo, consideramos el conjunto

X={neN|AmeNm<n—-m¢gA)}

Se cumple que 0 € X, pues si 0 € A seria el minimo de A, y, si n € X, entonces
n+1e X, puessin+1¢ X entonces n+ 1 serfa el minimo de A. Por lo tanto
X=NyA=w0. "

5M4s concretamente, es facil ver que toda férmula aritmética en KFA + AID es de la forma
o(z1,...,xn,w,+,), donde ¢(x1,...,Zn,w,s,p) es una férmula Ag y estratificada con todas
las variables x1,...,xy, de tipo 0, la variable w de tipo 1 y las variables s y p de tipo 3.
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2.6 El axioma de eleccion

Veamos a continuacién que KFA es capaz también de probar las equivalencias
principales del axioma de eleccién. Sélo hay un inconveniente técnico debido a la
necesidad de trabajar con férmulas estratificadas, y es que la férmula f(x) € x
no estd estratificada, por lo que conviene retocar ligeramente la definicién usual
de funcién de eleccion:

Definicién 2.11 Si A es un conjunto cuyos elementos son conjuntos no vacios,
una funcion de eleccion estratificada en A es una funcién F : A — Py |J A tal

que AX € A F(X) € P1 X, donde
P1X={uePX|VreXu={z}}

Asi, una funcién de eleccién en este sentido cumple que F(X) = {z}, para
cierto x € X, con lo cual cumple perfectamente su objetivo de seleccionar un
elemento de cada conjunto, pero el tecnicismo es menos trivial de lo que podria

parecer.G

La versién del axioma de eleccién adecuada para KFA es la siguiente:

Axioma de eleccién estratificado (AE*) Toda familia A de conjuntos no
vacios posee una funcion de eleccion estratificada.

Naturalmente, si trabajamos en KF podemos modificar AE* para eliminar
el relator ‘cto’ y obtenemos una variante de AE* (a la que seguiremos llamando
AE*) de modo que KF+AE* es equivalente a KFA+AE*+NA en el sentido
usual.

Usando (AE*) podemos probar:

Teorema 2.12 Si A es una familia de conjuntos no vacios disjuntos dos a
dos, existe un conjunto que contiene exactamente un elemento de cada conjunto

de A.

DEMOSTRACION: Si F es la funcién dada por AE, tomamos E = |J F[A].
]

A partir del teorema anterior demostramos el lema de Zorn. (Omitimos las
definiciones conocidas de cadena, cota superior y elemento maximal.)

6Sucede que en KFA no puede probarse, por ejemplo, que P1 X = X. La biyeccién natural
F : X — P1X para probarlo serfa la dada por z — {z}, pero la clase

F={(z,y) € X xP1X |y ={z}}

no es necesariamente un conjunto, pues para ello harfa falta que la férmula y = {z} pudiera
estratificarse con las variables x e y del mismo tipo, y esto no es posible. Naturalmente, esto

no asegura que P1 X = X no pueda probarse en KFA, sino tnicamente que no puede probarse

de la forma obvia. Ahora bien, en KFA si puede probarse que P1 X < PX (adaptando

ligeramente la prueba usual del teorema de Cantor), luego si pudiera probarse P1X = X

tendriamos también el teorema de Cantor usual: X < PX, que a su vez implica que V ¢ V,
pero KFA es consistente con V € V.
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Teorema 2.13 (Lema de Zorn) Todo conjunto parcialmente ordenado en el
que toda cadena tiene una cota superior, tiene un elemento maximal.

DEMOSTRACION: Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado que cumpla
las hipétesis. Para cada cadena c en A, sea

Xe={rePA|VueAugcAhNvecv<unz=cU{u})V

(~VueA(wgchnNvecv<u)Az=c)},

es decir, X, es el conjunto de todas las extensiones de ¢ por una cota superior
si es que existe tal cota, o bien X, = {c} en caso contrario. Es f4cil desarrollar
un poco mas la definicién para comprobar que la férmula correspondiente es Ag
y estratificada. Consideramos ahora la clase

S ={xz|Vce PA(c es una cadena en (4,<) Az = {c} x X.)}.

Para comprobar que S es un conjunto observamos que ¢ € PA, {c} € PPA,
X. € PPA y, usando que en general U x V' C PP(U U V), obtenemos que
{c} x X, C PPPPA, luego S C PPPPPA. Ahora observamos que

c es una cadena en (A4,<) < Auv € ¢ (u <v Vv < u),
que claramente es A y estratificada, mientras que
r={c} x X, = Auez\VvePA(u=(c,v)AveEX,)

ANvePAv e X, — Vuezu=(c,v)).

Ahora sélo hace falta observar que v € X, es equivalente a la férmula que
define a X, que es Ag y admite una estratificacién en la que las variables x y ¢
tienen el mismo tipo. Esto basta para justificar que z = {c} x X, es equivalente
a una férmula Ag y estratificada.

Asi S es una familia de conjuntos no vacios disjuntos dos a dos. Por el
teorema anterior existe un conjunto G' que contiene exactamente un elemento
de cada conjunto en S. Es claro que G es una funciéon definida sobre el conjunto
de todas las cadenas de (4, <) y tal que G(c) € X..

Diremos que ¢ es una buena cadena en (A, <) si ¢ estd bien ordenada por <
y, para cada a € ¢, se cumple que

GH{ueclu<a})={uec|lu<a}l.
Es facil comprobar lo siguiente:

e Si ¢ es una buena cadena y a € ¢, entonces los conjuntos {u € ¢ | u < a}
y {u € ¢|u < a} son también buenas cadenas.

e J es una buena cadena.

e Si ¢ es una buena cadena, G(c) también lo es.
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Veamos lo siguiente:

Sicyc son buenas cadenas y a € ¢ cumple que {u € ¢ | u < a} =
{uecd|u<a}, entoncesa € ¢ o bienc ={uec|u<a}.

En efecto, si ¢ # {u € ¢ | u < a}, existe un o’ € ¢’ mayor que todos los
u € ¢ tales que u < a. Como ¢’ estd bien ordenado, podemos suponer que a’ es
el minimo elemento de ¢’ mayor que todos los u € ¢’ tales que u < a, es decir,

fued|u<d}={ued|u<al={uec|u<al.

Aplicando G obtenemos un conjunto cuyo méximo tiene que ser tanto a’ como
a, luego a =a’ € ¢.

Veamos ahora que dos buenas cadenas cy ¢’ estdn necesariamente contenidas
una en la otra. En efecto, si ¢ no estd contenida en ¢’, podemos tomar el minimo
a€c\cd,demodoque{u€c|u<a}lC{uecd|u<a}. Veamos que tiene que
darse la igualdad. En caso contrario, existe un a’ € ¢’ tal que a’ < a, pero a’ ¢ c.
Podemos tomar el minimo posible. Asf, {u € c|u<d'}={ued |u<da},
luego, segin hemos visto, esto implica que ¢ = {u € ¢’ | u < @'}, pero entonces
a < a', contradiccién. Por consiguiente, {u € ¢ |u < a} ={u € |u < a}y,
aplicando de nuevo la propiedad que hemos demostrado, ¢’ C c.

Ahora es facil ver que la unién de todas las buenas cadenas es una buena
cadena. Llamémosla C. Entonces G(C') también es una buena cadena, pero
necesariamente ha de ser G(C) = C, lo que significa que la tnica cota superior
de C esta en C'y es su maximo elemento m. Necesariamente m es un elemento
maximal de A, ya que de lo contrario, cualquier elemento por encima de m seria
una cota superior de C fuera de C. m

Notemos que hemos demostrado el lema de Zorn a partir del teorema 2.12,
luego si ahora probamos el axioma de eleccién a partir del lema de Zorn habre-
mos demostrado que los tres enunciados son equivalentes en KFA. En efecto:

Dada una familia A de conjuntos no vacios, llamamos F' a la familia de las
funciones de eleccién (estratificadas) definidas sobre un subconjunto de A. El
hecho de considerar funciones de eleccién estratificadas es crucial para que F
esté bien definido. En efecto,

F={fe@mUA" [AzeaVuerVveP UA (v ={urv=[@)

Es inmediato que F satisface la hip6tesis del lema de Zorn (considerada
como conjunto parcialmente ordenado por la inclusién), por lo que existe una
funcién de elecciéon maximal. Es facil ver que su dominio tiene que ser todo A.

n

Teorema 2.14 (Teorema de buena ordenacién) Todo conjunto puede ser
bien ordenado.
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DEMOSTRACION: Dado un conjunto A, sea
X={RePAxA)|\VDePA(RCDxDA(D,R) es un buen orden)}.

Dejamos al lector la comprobacién rutinaria de que X estd bien definido.
Definimos en X el orden parcial dado por R < Ssi R C Sy, paratodor € DR
y todo s € DS\ DR se cumple r S s. En otras palabras, todos los elementos de
DS que no estan en DR son posteriores a los de DR. Explicitamente:

<={(R,S)eFXxF|RCSANrsc A(rRrAsSsAN—-sRs—rSs)}.

Es claro que el conjunto < estd bien definido y es facil ver que (X, <) satisface
las hipétesis del lema de Zorn y un elemento maximal es necesariamente un buen
orden sobre todo A. "

Y a su vez es claro que esto implica el axioma de eleccién, por lo que el
principio de buena ordenacién es también equivalente a AE*.

Una consecuencia del teorema anterior combinado con 2.8 es la siguiente:

Teorema 2.15 (AE) AXY (X <Y VY < X).



Capitulo III

La teoria de conjuntos de
Mac Lane

Segun hemos visto, el esquema de especificacion de la teoria KF es delibera-
damente restrictivo para evitar que en dicha teoria pueda probarse que la clase
universal no es un conjunto. Sin embargo, esto hace que tampoco puedan pro-
barse algunos hechos naturales, como la existencia de la aplicacién = — {z} o,
mds en general, la existencia de las aplicaciones candnicas p : X — X/R de
un conjunto dado en un cociente respecto de una relacién de equivalencia.

La teoria (bésica) de Mac Lane resulta de suprimir la restriccién sobre estra-
tificacién en el esquema de especificacion de MK, pero conservando la restricciéon
a férmulas Ag. Al anadir los axiomas de infinitud, eleccién y regularidad obte-
nemos la teoria de Mac Lane completa.

3.1 La teoria basica de Mac Lane
Llamaremos My a la teoria que extender el esquema de especificacion de KF

a férmulas de clase Ag arbitrarias, sin exigir que estén estratificadas. Explicita-
mente, los axiomas de M son los siguientes

Extensionalidad | Azy(Au(u €z —uecy) —z=y)

Par NzyVz(z € 2 Ay € 2)
Unién AzVyAu e zA\vcuv ey
Partes AzVyAu(u C 2 — u € y)

Ap-Especificacion | Az\VyAu(u € y = u ez A d(u)) (%)

() para toda férmula ¢ (con posibles pardmetros) de clase Ag.

Podriamos considerar también la teoria correspondiente MpA, con atomos,
pero no va a ser necesario. A partir de este nivel no consideraremos més

29
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teorfas con atomos. En particular, a partir de ahora usaremos las maytsculas
y mintsculas como variables indiscriminadamente.

Todos los resultados que hemos probado en el capitulo precedente para KF
valen, obviamente, para My, y las pruebas se pueden simplificar ligeramente al
despojarlas de las comprobaciones técnicas relacionadas con la estratificacién.

En particular, en My podemos considerar de forma natural el axioma de
eleccién usual en ZFC:

Axioma de eleccién (AE) Para todo conjunto A formado por conjuntos no
vacios existe una funcidn de eleccidn, es decir, una funcién F : A — [J A tal
que A X e A F(X) e X.

Notemos que en My si que podemos definir la biyeccién f : X — P X dada
por x — {z}, pues la clase

f={(z,y) € X xP1 X |y = {z}}
estd definida por una férmula Ag, luego es un conjunto.

En consecuencia, si A es una familia de conjuntos no vacfos, B = [JA y
f : B — P1B es la biyeccién natural que acabamos de describir, se cumple
que si F': A — B es una funcién de eleccion sobre A, entonces F o f es una
funcién de eleccién estratificada y si F': A — P1 B es una funcién de eleccién
estratificada, entonces F o f~! es una funcién de eleccién usual.

Esto implica que en My los axiomas AE* y AE son equivalentes, por lo que
en la practica consideraremos unicamente el segundo.

Como ya hemos comentado, en My si son vélidos los argumentos que de-
muestran que no existe el conjunto de todos los conjuntos:

Teorema 3.1 La clase universal V no es un conjunto.

DEMOSTRACION: Si V fuera un conjunto (es decir, si existiera un conjunto
que contuviera a todos los conjuntos) entonces también serfa un conjunto

R={z|zg¢az}={xeV]|xd¢uz},

pero esto da lugar a la conocida paradoja de Russell. ]

Otra forma de llegar a este mismo resultado es a través del teorema de
Cantor:

Teorema 3.2 (Cantor) A\X X < PX.

Omitimos la prueba, que es exactamente la usual. También tenemos la
version siguiente para conjuntos bien ordenados:

Teorema 3.3 Si (A, <) es un conjunto bien ordenado, entonces existe otro
conjunto bien ordenado (B, <) tal que A < B.
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DEMOSTRACION: Consideramos el mismo conjunto X que hemos usado en
la prueba del teorema de buena ordenacién:

X={RePAxA)|VDePA(RCDxDA(D,R) es un buen orden)}.

Es fécil comprobar que la férmula que especifica a X es Aqg (teniendo en cuenta
que podemos usar PA como pardmetro), por lo que X es un conjunto. Consi-
deramos ahora

~={(R,S)e X x X | (DR,R) = (DS,5)}.
La féormula es Ay, pues equivale a
VDD € PANf e P(Ax ARCDxDASCD xD
ANzeDzRx ANz eD 2Rz A f:(D,R) — (D', S) semejanza).

Es claro que ~ es una relacion de equivalencia en X, por lo que podemos
considerar el conjunto cociente B = X/ ~, y en B podemos considerar la relacién

< ={(u,v) € Bx B|VReu\VS €v (DR,R) < (DS,5)}.

La comprobacién de que es un conjunto es rutinaria y no ofrece dificultad
alguna. Es facil ver entonces que

[R] < [S] = (DR, R) < (DS, 5),

de modo que no importa el representante elegido en cada clase. El teorema 2.8
y las observaciones previas implican que (B, <) es un conjunto totalmente or-
denado. Vamos a probar que estd bien ordenado, para lo cual tomamos un
conjunto Y C B no vacio. Sea R € X tal que b=[R] €Y y sea D = DR.

Sea f : D — B la aplicacién que a cada d € D le asigna la clase de la
restriccién de R al segmento inicial estricto determinado por d en D, es decir,
f={(du)e DxB|\SeuVD' € PD(Ade D(d € D'+ d RdNd #d))

AS=RnN(D x D"}

Se comprueba sin dificultad® que f es un conjunto y es claro entonces que
f: D — By es biyectiva, pues si d < d’, el orden del segmento inicial estricto
determinado por d es menor que el del determinado por d’, y todo elemento de
B; es la clase de una relacién de orden semejante a un segmento inicial estricto
de D.

Esto prueba que Bj estd bien ordenado. Si By NY = &, entonces b es
el minimo de Y y no hay nada que probar. En caso contrario, es claro que el
minimo de By NY es también el minimo de Y.

Notemos que en realidad hemos probado que si b = [Ries cualquier elemento

de B, entonces (DR, R) < (B, <). Esto implica que A < B, pues, por una parte,
como A admite un buen orden, tenemos que A < By, si fuera A = B, existirfa
R € X tal que DR = Ay (A, R) = (B, <), cuando hemos visto que ha de ser
(A,R) < (B, <), contradiccién. "

ILa demostracién hasta aqui podria llevarse a cabo en KF, pero aqui nos encontramos con
que la definicién de f no es estratificable y no podriamos seguir.
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Relaciones bien fundadas Recordemos que una relacién R en un conjunto
A estd bien fundada si todo X C A no vacio tiene un elemento R-minimal, es
decir, un z € X tal que Aa € A(aRx — a ¢ X).

Si (A, R) es un conjunto bien fundado (es decir, que R es una relacién bien
fundada en A) y a € A, llamaremos extensidn de A al conjunto

AR —{rc A|zRa}.

El resultado fundamental sobre relaciones bien fundadas es el teorema de
recursion:

Teorema 3.4 (Teorema de Recursidén) Si (A, R) es un conjunto bien fun-
dado y g: E — Z, donde

E={hecP@PAxZ)|VY € PAVac A(Y = AR AN Y — Z)},
entonces existe una unica funcion f: A — Z tal que

Na€ A f(a) = g(flaz).

DEMOSTRACION: Diremos que h es una aprozimacion si

VD e PA(Nz € ANd€ D@ Rd—x€D)ANh:D — Z A

Na € D h(a) = g(h|an).

Hemos de comprobar que la clase

B={heP(AxZ)]|h es una aproximacién}

es un conjunto, es decir, que la férmula que lo define es Ay. La tinica parte no
obvia es la final:

h(a) = g(hlar) <= Vz € Z\/Y € PAVW € E
(h(a) =2 Ag(h')=2ANY = AR AR = hly).

Ahora observamos que si h: D — Z y h' : D — Z son aproximaciones y
a € DN D', entonces h(a) = h'(a).

En efecto, basta probar que el conjunto
B'={ae DND"|h(a) # 1 (a)}.

es vacio. En caso contrario contendria un R-minimal a, de modo que si x R a,
entonces + € DN D"y h(x) = h'(z), es decir, que h[4r = h'|4r, de modo que
h(a) = g(hlar) = g(h'|sr) = W' (a), contradiccién.

Esto nos garantiza que existe un D C A tal que f =|JB: D — Z es una
aproximacion, que obviamente contiene a todas las demds. Basta probar que
D = A (pues la unicidad ya la tenemos probada). En caso contrario podemos
tomar un R-minimal a € A\ D. Esto significa que A® C D, luego

fr=fufla,g(flar))}: DU{a} — Z

es una aproximacién definida en a, contradiccion. L]
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Cardinales Podemos definir la clase de los cardinales (de von Neumann) como
K={aeQ|-\VB<apB=a}

Es decir, un cardinal es un ordinal que no puede biyectarse con ningin
ordinal anterior. Para cada ordinal a podemos considerar el conjunto

Y={B€al|VfePlaxa)l|f:B— abiyectiva}.

SiY = g, entonces a es un cardinal, y en caso contrario podemos tomar el
minimo k de Y, que claramente es un cardinal y & = a. Asi pues, todo ordinal
es equipotente a un cardinal, que es unico, pues es obvio que dos cardinales
distintos no pueden ser equipotentes entre si.

Maés en general, si X es un conjunto y existe un ordinal « tal que X = @,
entonces existe un tnico cardinal x tal que X = &, y a dicho x lo llamaremos
cardinal de X y lo representaremos por | X, es decir:

X|=k| (ke KAX =F).

En particular acabamos de ver que |a| estd definido para todo ordinal o y
obviamente |a| < «. Sin embargo, en My no podemos probar que todo conjunto
X tiene un cardinal de von Neumann asociado. Obviamente, una condicién
necesaria para que esto suceda es que X admita un buen orden, pero esta
condicién no es suficiente en My, pues no puede probarse que todo conjunto
bien ordenado sea semejante a un ordinal. Asi pues, ni siquiera en My+AE
puede probarse que todo conjunto tenga un cardinal asociado.

En cualquier caso, es inmediato que si X e Y son conjuntos con cardinal,
entonces _
I X|=1Y] < X =Y.

Teorema 3.5 Si el conjunto X tiene cardinal e Y C X, entonces Y tiene
cardinal y Y| < |X].

DEMOSTRACION: Es claro que basta probar el teorema cuando X es un
cardinal k. Entonces podemos considerar a Y como conjunto bien ordenado
con el buen orden de x, y sabemos (teorema 2.8) que (Y, <) < (x,<) o bien
(k,<) < (Y,<). El primer caso significa que Y es semejante (y en particular
equipotente) a £ o a un segmento inicial de x, es decir, a un ordinal o menor

que r, luego existe un a < x tal que Y = @, luego |Y| = |a| < a < k = |x|.

Sélo falta probar que el caso (k,<) < (Y,<) no puede darse, pero esto
significarfa que existe un o € Y C K y una semejanza f : (k, <) — (Y5, <).
En particular f(«) < a, en contradiccién con 2.6. n

De aqui se sigue que si X tiene cardinal y Y < X entonces Y| < |X|, y que
si X e Y tienen cardinal, entonces

X[ <[V X<Y.
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Teorema 3.6 Los numeros naturales son cardinales, es decir, w C K.

DEMOSTRACION: Supongamos que existe n € w que no es un cardinal, es
decir, tal que |n| < n. Entonces podemos formar el conjunto?

X={men|VuemVfePnxn)(f:u— m biyectiva)}.

Si es vacio, entonces n es el minimo natural que no es un cardinal. En
caso contrario el minimo de X es el minimo natural que no es un cardinal. En
definitiva, podemos suponer que |n| < n 'y que Am € n |m| =m.

Sea f : |n|] — n biyectiva. Es claro que |n| # 0, luego podemos expresar
In| =k+1, n=m+ 1. Es ficil modificar f para exigir que f(k) = m, con lo
que f|g : k — m biyectiva y k < m < n, luego |m| < m < n, contradiccién.

| |

Definicién 3.7 Un conjunto X es finito si tiene cardinal y |X| € w.

En este sentido podemos decir que los nimeros naturales son los cardinales
finitos. El teorema 3.5 implica que todo subconjunto de un conjunto finito es
finito.

3.2 El axioma de infinitud

A partir de aqui trabajamos en Mo+ w € V. El teorema siguiente implica
en particular que w es un conjunto infinito:

Teorema 3.8 w e K.

DEMOSTRACION: En caso contrario |w| = n < w. Obviamente, n # 0,
luego n = m + 1. Sea f : m+ 1 — w biyectiva. Es facil modificar f para
exigir que f(m) = 0. Entonces f|,, : m — w \ {0} biyectiva, y la aplicacién
g:w\ {0} — w dada por g(k) = k — 1 es biyectiva, luego al componer ambas
obtenemos que |w| = m, contradiccidn. n

Recordemos del capitulo anterior que con el axioma de infinitud tenemos
definida la aritmética de los nimeros naturales. Ahora es facil probar por in-
duccién sobre n que si m y n son nimeros naturales, entonces

(mx {0 U(nx {1}) =m Fn.
En efecto, notemos que podemos definir el conjunto
{new|VfeP(wx{0})Uwx{1}) x w)Vk € w(k =m+nA
f:(mx{0})U(n x{1}) — k biyectiva},

y esto es todo lo necesario para poder llevar adelante la induccién.

2Notemos que no podemos plantear la demostracién como una induccién sobre n porque
no podemos definir el conjunto {n € w | \/m € n\/f f : m — n biyectiva}. Necesitamos
un hipotético contraejemplo n para definir el conjunto de contraejemplos menores usando
P(n x n) como pardmetro.
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De aqui se sigue que facilmente que si A y B son conjuntos finitos disjuntos,
entonces AU B es finito y [AU B| = |A| + |B|. A su vez, esto nos da la férmula
mas general

|[AUB|+|ANB| =|A| + |B]
asi como la desigualdad |A U B| < |A| + | B| (siempre para conjuntos finitos).

Del mismo modo se demuestra que m x n = mn, de donde se sigue que si A
y B son conjuntos finitos, entonces A x B es finito y |A x B| = |A||B].

Similarmente se prueba que si A y B son finitos entonces A es finito y
4P| =417,
asf como que si A es finito entonces PA es finito y |PA| = 214/,

En general, en My+AI podemos demostrar todas las propiedades basicas de
los conjuntos finitos.

Aritmética cardinal En My + AI podemos definir la suma y el producto
de cardinales y demostrar sus propiedades bésicas. Necesitaremos un hecho
elemental:

Teorema 3.9 Si a es un ordinal infinito, entonces |o'| = ||, por lo que todo

cardinal infinito es un ordinal limite.

DEMOSTRACION: Tenemos que w C «. Sea f :w — w la aplicacién dada
por f(n) =n+1y sea

9=[fU{(a,0)}U{(6,0) [w<d <a}.

Es facil ver que f : o/ — « biyectiva. n

El resultado fundamental de la aritmética cardinal es el siguiente:

=l

Teorema 3.10 Si k es un cardinal infinito entonces k X k =

DEMOSTRACION: Supongamos que existe un cardinal infinito x para el que
esto no es cierto y consideramos el conjunto

X={pecr|w<un-VfePkxr)Nacuf:pn— abiyectiva A

-Vfe P((k x K) X k) f:ux pu— pbiyectiva}.

Si X = @ entonces k es el menor cardinal que incumple la afirmacién, y
si X # @ el minimo de X es el menor cardinal que incumple la afirmacion.
Asi pues, podemos suponer que k X £ # k pero que para todo cardinal infinito
@ < Kk se cumple que @ X f = Q.

Notemos que si o < k es finito entonces p X p también es finito, luego, para
todo cardinal p < k, tenemos que u X i < K.
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Consideramos en k X x el buen orden dado por
(a,8) < (v,6) < méx{a, B} <mdx{y,d} V (méx{a, B} = mdx{y,d} A a <7))
V (méx{a, 5} = max{v,0} Na=vyA [ <9)).

Es facil comprobar que se trata realmente de un buen orden y que
(k x KZ)(<%5) C (méx{y,d} +1) x (max{y,d} +1).

Como £ es un ordinal limite, tenemos que méx{vy,d} + 1 < &, por lo que
| max{~y,d} + 1| < &, luego el conjunto de la derecha tiene cardinal < &, luego

(kX K)E, 5] < .

Asi pues, si llamamos A = k X K, tenemos que para todo a € A el segmento
inicial AS tiene cardinal menor que . Ahora consideramos el conjunto

F={fePAxk)|Vae AVaer f: Ay — a semejanza}.

La unicidad de las semejanzas (teorema 2.7) implica claramente que f = J F
es una semejanza de un subconjunto de A (que es unién de segmentos iniciales)
y un ordinal < k. Ahora bien, es facil ver que una unién de segmentos iniciales
de un conjunto bien ordenado es todo el conjunto A o bien un segmento inicial
AZ. Vamos a descartar esta segunda posibilidad, es decir, supongamos que
f+ AS — «a semejanza, con « < k. Entonces |a| < &, luego @ < k. Por otra
parte es facil ver que A no tiene un maximo elemento, luego a tiene un sucesor
aenA yf =fu{(aa)}: A5 — o serfa una semejanza, luego f’ € F,
luego f' C f, luego o’ € AY, contradiccidn.

Esto prueba que f : A — a, con a < k, pero como & < A = @, tiene que
ser )k, es decir, que f : k X Kk — K biyectiva, en contra de lo supuesto. =

De este modo, si k es cualquier cardinal, finito o infinito, sabemos que k X &

tiene cardinal (porque es finito o bien por el teorema anterior). Por consiguiente,
si k, u son dos cardinales cualesquiera, como

kX p < max{k, u} X max{k, u},

concluimos que k X p también tiene cardinal, y esto justifica la definicién si-
guiente:

Definicién 3.11 Si s y p son dos cardinales, definimos xku = |k X pl.

Hemos probado que si x y @ son niimeros naturales el producto que acabamos
de definir coincide con el producto usual. Ahora también es obvio que si X e Y
son conjuntos que tienen cardinal, entonces X X Y tiene cardinal y

[ X x Y] = [X][]Y].

El teorema anterior prueba que si k es un cardinal infinito entonces Kk = k.
Mas en general, es facil ver que si 1 < k < p y p es infinito, p < kp < pp = p.
Asi pues:
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Teorema 3.12 Si k y p son cardinales no nulos y al menos uno de ellos es
infinito, entonces Kk = max{k, p}.

Ahora es obvio que si £ y p son cardinales y v = méx{x, u1}, entonces

(5 x {0 U (ux {1}) < (v x {0H U (v x {1}) = v x 2,

luego (k x {0}) U (i x {1}) tiene cardinal, y podemos definir:

Definicién 3.13 Si k y p son dos cardinales, definimos

fot = (r > {0}) U (> {1})].

Hemos probado que esta suma extiende a la suma usual de ntimeros na-
turales. Ahora es evidente que si X e Y son conjuntos disjuntos con cardinal,
entonces XUY tiene cardinal y [ XUY| = | X|+|Y]. Sino son necesariamente dis-
juntos podemos usar que XUY = XU(Y'\ X) y concluir que | XUY| < | X|+]Y].

Teorema 3.14 Si k y p son cardinales y al menos uno de ellos es infinito,
entonces k + (t = max{x, u}.

DEMOSTRACION: Si llamamos v = max{k, u}, tenemos que

v<k+pu<sv+r=v-2=v.

Los teoremas siguientes requieren el axioma de eleccién:

Teorema 3.15 (AE) Sea k un cardinal infinito. Si un conjunto X tiene car-

dinal < Kk y todos sus elementos son conjuntos con cardinal < K, entonces
|UX| < k.

DEMOSTRACION: Si z € X, existe f : Kk — 1z suprayectiva, y entonces
fePkxUX), luego
F,={(z,f) e {z} xP(k x UX) | f: kK — x suprayectiva}
€ P(X x P(r x | J X)),
luego
F={FePX xPrxUX))|Vze XA\fePkxX)
((z,f) € F < f:k — x suprayectiva)}

es una familia de conjuntos no vacios disjuntos dos a dos. El axioma de eleccién
nos da un conjunto f que tiene un elemento en cada uno de los elementos de
F. Asi, f es una funcion de dominio X y, para cada =z € X, f, : Kk — =«
suprayectiva. Tomamos ahora g : Kk — X suprayectiva y definimos

h:{(aaﬂvu) €KX RXUX | u:fg(a)(ﬂ)}

Asi h : kxk — |J X suprayectiva y podemos componerla con una biyeccién
entre kK y K X K para obtener una aplicacién b’ : k — |JX suprayectiva.
Asignando a cada elemento de |J X su minima antiimagen por h’ obtenemos
una aplicacién inyectiva de | J X en &, que prueba que ||J X| < &. ]
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Teorema 3.16 (AE) Sea x un cardinal infinito. Las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

a) Todo X C k con |X| < Kk estd acotado en k.

b) Si un conjunto X tiene cardinal < k y todos sus elementos son conjuntos
con cardinal < K, entonces ||JX| < k.

DEMOSTRACION: a) = b) Razonando de forma andloga al apartado anterior
podemos elegir funciones f, de modo que, para cada z € X existe un « € k tal
que f, : @« — x biyectiva. Sea

F={(z,a) e X xk|a=Df,}.

Ast F: X — kysiY = RF, tenemos que |Y| < |X| < &, luego existe
un § € k tal que Y C 4. Podemos suponer que |X| < 4§, luego |X| < 0] < &
y todos los elementos de X tienen cardinal < |4|, luego por el teorema anterior
lUX| <] < k.

b) = a) Si a € X, entonces |o| < « < K, luego por b) tenemos que v = J X
tiene cardinal < k, luego v < k y es una cota de X en k. n

Definicion 3.17 Los cardinales infinitos que cumplen cualquiera de las con-
diciones del teorema anterior se llaman cardinales regulares, y los que no las
cumplen se llaman singulares.

Del teorema 3.15 se sigue inmediatamente que todo cardinal sucesor es re-
gular.

En Mp+AE no podemos definir la exponenciacién de cardinales porque no
podemos probar que el conjunto AP tenga cardinal aunque A y B lo tengan.
No obstante, es facil probar que si n € w no es nulo y A tiene cardinal infinito,
entonces |A"| = |A|. Més atin, para todo conjunto A podemos definir

AW ={sePlwx A) |Vnews:n— A}

y el teorema 3.15 nos da que si A tiene cardinal infinito |[A<¥| = |A|.

La formalizacién de la légica En este apartado daremos indicaciones que
deberian bastar al lector para convencerse de que en Mp+w € V se pueden
formalizar sin dificultad los resultados bésicos de la teoria de la demostracion y
la teoria de modelos.

Dado un conjunto A, para cada s € A<* llamaremos longitud de s a £(s) =
Ds. Es facil definir la concatenacion de dos sucesiones como

sTt=sU{(n,a) ewx A|View(i<lt)An=1Ls)+iAa=t(i))}

También es inmediato que la definicién de lenguaje formal (considerando que
los signos de un lenguaje formal son ntmeros naturales) puede formalizarse en
My + w € V, de modo que, para cada lenguaje formal L, podemos definir el
conjunto de los términos y el conjunto de las férmulas de L.
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Todas las definiciones necesarias se formalizan a través de formulas de clase
Ag porque todas las variables pueden acotarse por los pardmetros w, w<% y
(w<¥)<¥. Por ejemplo, el conjunto de férmulas de £ se define en la forma

Form(L) = {a € w<¥ | Vs € (w<*)<“Vnew(l(s)=n+1As(n)=aA

Nicwi<n—--)},
donde los puntos suspensivos representan las condiciones que ha de cumplir
cada término s(i) de la sucesién s. (Ha de ser un término de L, o bien la
concatenacién con el negador de £ de un elemento anterior de la sucesién, etc.)

Es claro que igualmente podemos definir el concepto de “deduccién a partir
de un conjunto de axiomas” y demostrar todos los resultados bésicos de la teoria
de la demostracion. En particular podemos definir el lenguaje formal L de la
teoria de conjuntos, asi como los conjuntos de axiomas T, Mg, Z, ZFC etc.

Tampoco presenta ninguna dificultad definir los conceptos béasicos de la
teorfa de modelos. En particular, para definir la relacién M F av], donde M es
un modelo de un lenguaje formal £ de universo U, a € Form(L) y v € U Var(e)

es una valoracién de £ en M. Para ello definimos adecuadamente una funcién
F : Form(L) x yVvare) 2,

de modo que M F av] < F(a,v) =1, y la definicién de F' se hace por recursién
sobre la relacién bien fundada

(B, w) R(a,v) < £(8) < {(«).

Equivalentemente, definimos M E «[v] supuesto definido M F S[w] para
toda férmula (8 de longitud menor que la de a. Todos los conjuntos necesarios
para detallar esta definicién estan definidos mediante férmulas Ay porque todas
las variables se pueden acotar por los pardmetros U, PU, w, w<%, etc. m

3.3 La teoria de Mac Lane

Finalmente consideramos la teoria completa de Mac Lane (MAC), cuyos
axiomas son los que se indican en la tabla siguiente mas el axioma de eleccién:

Extensionalidad | Azy(Au(u € z —uey) -z =y)

Par NzyVz(x € 2 Ay € 2)
My | Unién NzVyAu e zN\vcuv ey
Partes AzVyAu(u C 2 — u € y)
Ag-especificacién | Az\VyAu(u e y > uex Ao(u)) (x)
MoR | Regularidad Ne(x#9 —=\Vylyexz Axny=9))
M | Infinitud VX(@eXANAneXnu{n}eX)

(*) para toda férmula ¢ (con posibles pardmetros) de tipo Ag.
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Observamos que el tnico axioma que no habiamos considerado hasta ahora
es el axioma de regularidad, que equivale a que la relacién de pertenencia esta
bien fundada en V. Como consecuencia, admitiendo el axioma de regularidad
las férmulas z € Q y & € w resultan ser equivalentes a férmulas A, pues la inica
parte de la definicién de ordinal o de niimero natural que no es equivalente a
una formula Ay es precisamente la buena fundacién, que bajo el axioma de
regularidad puede suprimirse porque todos los conjuntos estan bien fundados.

Esto hace a su vez que el axioma de infinitud pueda presentarse de una forma
ligeramente mas relajada que w € V. En efecto, al suponer la existencia de un
conjunto X en las condiciones del axioma de infinitud dado en la tabla anterior,
podemos considerar el conjunto

Y={neX|necuw}

(que es un conjunto porque la férmula n € w es Ay, ya que mientras no tenga-
mos que w es un conjunto no podemos considerar la clase w como pardmetro).
Aplicando el principio de induccién 1.13 5) obtenemos que Y = w, es decir, que
weV.

Si extendemos la teorfa M (MAC - AE) admitiendo el esquema de especi-
ficacién para férmulas arbitrarias, no necesariamente Ay, tenemos la teoria de
Zermelo (Z), mientras que ZC = Z + AE.

Es conocido que el axioma de regularidad en ZFC impone una fuerte estruc-
tura en la clase universal, pues la descompone en la jerarquia transfinita

V=U Va

ae)

En MAC, e incluso en ZC, su efecto es mucho més débil, pues en ZC no
puede probarse siquiera que todo conjunto pertenezca a un conjunto transitivo.
Esta afirmacion se convierte en un posible axioma para extender cualquiera de
las dos teorias que estamos considerando:

Axioma de la clausura transitiva (CT) Az\/T (UT CTAz€T)

Notemos que es equivalente exigir x € T o x C T, pues en el segundo caso
T U{T} es un conjunto transitivo que tiene a x por elemento.

El nombre de “axioma de la clausura transitiva” se debe al hecho siguiente:

Teorema 3.18 (M) Se cumple:

CT<—>/\x\l/y(UyCy/\ny/\/\z(mCzAUzCzﬁyCz))

DEMOSTRACION: Una implicacién es trivial. Suponiendo CT, dado un con-
junto x tomamos un conjunto transitivo 7" tal que x C T'. Sea

y=HuePT|zCunNveEuvCu}.
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Notemos que el conjunto es no vacio porque contiene a 1. Es facil ver que y
es un conjunto transitivo que contiene a x y, si z es cualquier otro conjunto
transitivo que contiene a x, lo mismo le sucede a zNT, peroy C zNT C z, por
definicién de y. La unicidad es obvia. m

Esto nos permite definir la clausura transitiva de un conjunto x como
cr=y|lUyCcyrzCyrNa(zCzAJzC2z—yC2).

En general, si X es cualquiera de las teorias que estamos considerando, re-
presentaremos por X a la teorfa X+Regularidad+CT. Asf pues, en M{ estd
definida la clausura transitiva de cualquier conjunto.

En M7 tenemos la Ag-regularidad, es decir, que si ¢(z) es una férmula A,
(con posibles pardmetros), entonces

Va ¢(x) = Va(d(z) A Ny € 2 =¢(y)).

Equivalentemente, se cumple el principio de €-induccién para féormulas Ag:

Na(Ny € 2 6(y) — ¢(x)) — Ao ().

En efecto, tomamos z( tal que ¢(zo) y consideramos el conjunto

X ={z € ct(zo) U{zo} | o(z)},

que estd bien definido porque ¢ es Ag. Tenemos que X # &, pues g € X. Por
el axioma de regularidad existe un z € X tal que x N X = @. Asi, si y € «,
tenemos que y € = € ct(xo) U{zo}, luego y € ct(zg)U{xo} y, como y ¢ X, tiene
que cumplir ¢ (y). n

FEl axioma CT sigue sin introducir ninguna estructura global en la clase de

todos los conjuntos. Para obtener resultados globales necesitamos un axioma
mas fuerte:

Axioma H AuNVTUT CcTAN:(UzCzAZ<Tu—2CT)).

Hemos dado este enunciado porque es el mds simple a la hora de comprobar
que H se cumple en un modelo, pero en realidad (sobre My), el axioma H es
equivalente a un resultado conocido:

Teorema 3.19 (My+H) (Teorema del colapso de Mostowski) Si R es
una relacion extensional y bien fundada en un conjunto X, existe un conjunto
transitivo M y una biyeccion w: X — M tal que

Azy € X(z Ry < n(x) € 7(y)).

DEMOSTRACION: M4s precisamente, tomemos un conjunto arbitrario u, sea
T el conjunto transitivo dado por el axioma H, supongamos que X < % y veamos
que se cumple el enunciado con un M C T. La prueba es una leve variante de
la del teorema de recursién 3.4:
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Diremos que f es una aprozimacion si
VAePX(f:A—TANveXNyeAlxRy -z € A) A

Nee ANteT(t=f(z) > NueT(ueT < \VyecAlyRz Au= [f(y))))))

Hemos escrito la definicién de esta forma para constatar que es Ag, por lo
que existe el conjunto

I={feP(X xT)| f es una aproximacion},
pero la parte final de la definicién dice, mas claramente, que

NeeAf@)={fy)lye AnyRax}.

Veamos que toda aproximacién f es inyectiva. En caso contrario, el conjunto

N={zecA|VyeAlz#yA f(x) = f(y)}

es no vacio y tiene un elemento R-minimal x, es decir, un x € N tal que para
todo u € X tal que u Rx se cumple que u ¢ N. Explicitamente, existe un y € A
de modo que x # y pero f(z) = f(y), perosi uRx y v € A cumple u # v,

entonces f(u) # f(v).
Ahora bien, la igualdad f(x) = f(y) significa que

{fw)|lue ANuRz} ={f(v)|ve ANvRy}.

Por lo tanto, si u Rz, existe un v € A tal que vRy y f(u) = f(v), luego
u = v, luego u Ry. Reciprocamente, si v Ry existe un u € A tal que u Rx y
fw) = f(v), luego u = v, luego v Rz. Como R es extensional, esto implica que
x =y, contradiccién.

Ademds f[A] es un conjunto transitivo, pues si u € v € f[A], entonces
v = f(x), para cierto € A, luego u = f(y), para cierto y € A tal que y Rz,
luego u € f[A]. También es claro que Azy € A (z Ry « f(z) € f(y)).

Observemos ahora quesi f: A — Ty g : B — T son dos aproximaciones,
entonces f|ans = glanp. En efecto, podemos considerar el conjunto

D={zxe AnB]| f(z) #g(x)} C X.

Si no fuera vacio, existiria un elemento R-minimal, es decir, un x € D tal que
si y Rx entonces y ¢ D, luego f(y) = g(y), pero entonces

f@)={fy)lye X ANyRa}={f(y) lye ANB ANyRx}

={9(y) lye ANBAyRz}={g(y) |y € X NyRa}=g(z),

contradiccién.

En consecuencia, 7 = JI : A — T es una aproximacién (para un cierto
conjunto A C X) que extiende a todas las demds aproximaciones. Veamos que
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A = X. En caso contrario, sea z € X \ A un elemento R-minimal. Esto significa
que
D={ueX|uRz}CA

y podemos definir F' = nU{(x, n[D])} : AU{z} — w[D]U{x[D]}. Si probamos
que 7[D] U {x[D]} C T tendremos que F’ es una aproximacién estrictamente
mayor que F'| lo cual es absurdo. Pero, como 7[D] es transitivo, es claro que
7[D] U {x[D]} también lo es, y, como 7 es inyectiva,

rD]U{rD]} =AU{z} <X <7,
luego n[D] U {x[D]} C T porque T cumple el axioma H.

As6 pues, m : X — T es una aproximacién y cumple el enunciado con
M = 7[X]. n

Miés adelante demostraremos (cf. teorema 3.29) que el teorema de Mostowski
es equivalente al axioma H. No obstante, la unicidad del colapso transitivo
requiere el axioma de regularidad:

Teorema 3.20 (MoR) Si dos conjuntos transitivos son isomorfos entonces
son iguales y el isomorfismo es la identidad.

DEMOSTRACION: Sea f : M — N un isomorfismo entre conjuntos transi-
tivos, es decir, una biyeccién tal que Azy € M(x € y < f(x) € f(y)). Esto
equivale a que Az € M f(z) = {f(y) | y € x}.

Queremos probar que el conjunto {x € M | f(x) # z} es vacfo. En caso con-
trario, por el axioma de regularidad, tiene un elemento minimal z, de modo que
si y € x entonces f(y) = y, pero entonces f(z) = {y € x} = x, contradiccién.

|

Como caso particular del teorema de Mostowski tenemos:

Teorema 3.21 (My+H) Todo conjunto bien ordenado es semejante a un inico
ordinal.

DEMOSTRACION: Si (A, <) es un conjunto bien ordenado, entonces < es
una relacién extensional y bien fundada en A, por lo que podemos considerar
su colapso transitivo 7 : (A, <) — M. Es fécil ver que M es un ordinal y
que 7 : (A, <) — (M, <) es una semejanza. La unicidad se debe a que dos
ordinales son uno un segmento inicial del otro, luego no pueden ser isomorfos.

|

En My nada impide que K = w U {w}. Sin embargo, al suponer H podemos
probar el teorema siguiente, que en realidad es consecuencia inmediata de 3.3,
aunque vamos a dar una prueba directa mas breve:

Teorema 3.22 (My+H) Ak € K\/\p e K k < p.
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DEMOSTRACION: Sea x un cardinal, que podemos tomar infinito, y sea T el
conjunto dado por el axioma H para u = . Definimos 6§ = T'N (2, que es un

conjunto transitivo de ordinales, luego # € Q, y kK < 0, pues k C T. Si § < R,

entonces también 6 +1 < &, luego @ +1 C T, luego 6 € 0, contradiccién. Asi
pues, existen ordinales de cardinal mayor que k, y el menor de todos ellos es un
cardinal mayor que k. L]

3.4 La consistencia de CT-+H
En esta seccién demostraremos (entre otras cosas) que si MAC es consistente,
también lo es MACT+H. Trabajamos en M.

Consideremos la clase de las relaciones extensionales bien fundadas, es decir:
EBF = {(a,r) | r es una relacién extensional y bien fundada en a}.

Si (a,r) € EBF y o, B € a, escribiremos a €, § = (o, ) € 7.

Dados (a,r), (b, s) € EBF, diremos que ¢ : (a,r) — (b, s) es un isomorfismo
parcial si ¢ es una aplicacion de un subconjunto de a en un subconjunto de b de
modo que

a) NaBcalae, BABEDY— acDpAd(a) €s d(3))
b) AB€aNs €b(BE€DpAGeEs p(B) — Vaeala €, B A d(a) =0).

Es fécil comprobar que la férmula “¢ : (a,r) — (b, s) es un isomorfismo par-
cial” es Ag. En particular, si (a,r), (b,s) € EBF, existe el conjunto IP(a,r,b, s)
de los isomorfismos parciales de (a,r) en (b, s), pues es un subconjunto Aq de

Pla x b).

También es facil ver que todo isomorfismo parcial ¢ es inyectivo. En efecto,
en caso contrario podemos considerar el conjunto no vacio

{aca|Vd €ala#ad ANa,a’ € D A ¢(a) # (')}

(notemos que la férmula que lo define es Ag). Como r estd bien fundada en a,
podemos tomar un « r-minimal en dicho conjunto. Vamos a probar que a = o/,
con lo que tendremos una contradiccién. Para ello usaremos la extensionalidad
de r. Dado 8 €, «, tenemos que ¢(8) €5 ¢(a) = ¢(a’), luego existe un 5’ € a
tal que 3 €, o' y ¢(B8) = &(F'), luego B = ' por la minimalidad de «a, luego
B €, o. Similarmente se prueba que si 3’ €, o/, entonces 3’ €, «a, luego por
extensionalidad o = o'. "

Veamos ahora que dos isomorfismos parciales ¢, : (a,7) — (b, $) coinciden
en su dominio comun.

Para ello consideramos el conjunto

{a€alaeDpnDYAd(a)#P(a)},
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claramente bien definido por Ag-especificacién. Hay que probar que es vacio.
En caso contrario podemos tomar un elemento o que sea r-minimal.

Sid €5 ¢(a), existe un S €, a tal que ¢(8) = 6, pero ¥(8) = ¢(B) = § por
la minimalidad de «, luego ¢ €5 ¥ (), e igualmente se prueba la implicacién
opuesta. Por extensionalidad concluimos que ¢(a) = ¥(«), contradiccién. =

Como consecuencia, si (a,r), (b, s) € Fy, resulta que

(I)(a,r)(b,s) = U IP(CL, T, b, S)
es un isomorfismo parcial, el mayor isomorfismo parcial de (a,r) en (b, s).
Es claro que V(4 )(q,r) es la identidad en a, asf como que
-1
Yans = Yo@r,  Yanws o Yos(e) C Yaren:
Ahora consideramos la clase
W ={(a,a,r) | (a,7) € EBF A o € a},
sobre la cual consideramos las relaciones dadas por las formulas
(a,a,7) ~ (B8,b,5) = a € DU (q1)p,5) A Yo, 0,5 () = B,

(a,a,7) E(B,b,5) = a € DV (41 5,5) N Y(a,r)(p,s) () €s B-

Es inmediato comprobar que ~ determina una relacién de equivalencia en la
clase W. Veamos que E es compatible con dicha relaciéon, en el sentido de que

si (a1,a1,71) ~ (2,a2,72) y (B1,b1,51) ~ (B2, b2, 52), entonces
(a1,a1,71) ~ (B1,b1,51) < (a2, a2,72) E (B, b2, 52).
Por una parte,
(a1,a1,7m1) E(B1,b1,51) ~ (B2, b2, 82) — (a1,a1,71) E (B2,b2, 52).
En efecto, lo que tenemos es que
a1 € D4y 1) (by,81) N Yar,rm)(br,e0) (@1) €5y B

A B1LE DY, ) barss) N Yiby,s1)(ba,s) (B1) = B2,

luego, aplicando Wy, . y(b,,s,) llegamos a que
W0y 1) (b2y52) (Q1) €z U(by,51) (ba,s0) (B1) = Pa,
y esto significa que (aq,a1,71) E (B2, bs, s2). Un argumento similar prueba que
(a1,a1,7m1) ~ (ag,a2,7m2) B (B1,b1,52) — (a1,a1,71) E(B1, b1, 81),

y de la combinacién de estos dos casos se sigue el caso general. m
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Observemos que, en definitiva, la relacién («,a,r) E (5,b, s) equivale a que
existe un o’ € b tal que (o, a,r) ~ (a/,b,s) Ao €5 B.

La idea es demostrar que la “clase cociente” de W respecto a la relacién
de equivalencia ~ con la relacién inducida por E es un modelo de MyR + H,
pero no estamos en condiciones de definir tal clase cociente, porque las clases
de equivalencia son clases propias y en Mgy no podemos seleccionar una clase
de representantes, o una clase de conjuntos de representantes de cada clase de
equivalencia. Lo méximo que podemos hacer es definir una relativizacion débil
de férmulas en la que el igualador se sustituye por la relacién ~:

Definicion 3.23 Para cada férmula metamatematica ¢, llamaremos ¢* a la
férmula que resulta de sustituir € por E, = por ~ y acotar todos los cuantifi-
cadores por W.

Una comprobaciéon rutinaria muestra que las relativizaciones en este sentido
de los axiomas légicos son teoremas de M. Demostraremos que las relativiza-
ciones de los axiomas de M§ + H también son teoremas de My, y asf podremos
concluir que la relativizacién de todo teorema de Ma' + H es un teorema de Mj,
lo cual probara la consistencia de Mar + H relativa a la de M.

Empezamos demostrando la relativizacién del axioma de extensionalidad, es

decir, suponemos que para todo («,a,r) € W se cumple que
(a,a,7) E(B,b,s) < (a,a,7) E(v,c,t)
y hemos de probar que (3,b,s) ~ (v, ¢, t).

Si « €4 B, entonces («, b, s) E (8,b,s), luego (a,b,s) E (v,¢,t), de modo que
W p,5)(c,t) (@) € 7. En particular, todo o €, 3 estd en DUy, y(cp)-

Por otra parte, si § €; v, entonces (9, ¢, t) E (v, ¢, t), luego (6, ¢,t) E (0,b,s),

-1 -1
luego 6 € D\I/(b’s)(c’t) y \I/(b’s)(cyt)(é) €s O.

En otras palabras, hemos probado que ¥, 4., biyecta los a €, 8 con los
6 €4 7. Esto hace que si € DU, 4)(c.+), necesariamente Wy 5(.+)(8) = 7, pues
VU (3,5)(c,t) () es un elemento de ¢ con la misma extensién que . Reciprocamente,
siy € D\I/(fb,ls)(w) necesariamente \Il(fb’ls)(c’t) (v)=p.

Maés atin, si 3 ¢ DV, g)(c,1) (v, consecuentemente, v ¢ D\I/(fl)‘ls)(c t)), entonces
V3, 5)(c,t) UL(B,7)} serfa un isomorfismo parcial que extenderfa a W, 5.1, en
contra de la maximalidad de éste. Asi pues, concluimos que ¥y 5)(c.¢)(8) = 7,
lo que prueba que (3,b,s) ~ (v, ¢, t). "

Ahora probamos lo siguiente:

Teorema 3.24 Para todo conjunto A C EBF existe (b,s) € EBF tal que para
todo (a,r) € A y todo o € a existe un 3 € b tal que (a,a,r) ~ (8,b,s).

DEMOSTRACION: Observemos que si z,y € W, se cumple que
x ~ 1y« Vaarpbs(z = (a,a,7) Ny = (3,0, )
AVf(f €1P(a,r,b,5) A (a, B) € f))
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Ya hemos observado que la férmula f € IP(a,r,b, s) es Ag. Las seis primeras
variables de la férmula anterior pueden acotarse. Por ejemplo, podriamos haber
escrito

\/aaruvw(ue:v/\aEu/\v6u/\w€v/\a€w/\r€w/\~-~)

El tnico cuantificador que no puede acotarse es \/f (que podriamos cambiar
equivalentemente por /\f). La situacién es andloga para la férmula z Ey, por
lo que ambas son A;. Ahora bien, si consideramos un conjunto A C EBF,
podemos formar el conjunto

B ={(o,a,r) ]| (a,r) € AN €a},

que est4 bien definido, pues podriamos por Ag-especificacién como subconjunto?
de (U3 A)x A. Ademés, si (a,r), (b, s) € A, resulta que todo isomorfismo parcial
f: (a,7) — (b,s) es un elemento de P(|J* A x [J* 4), luego las relaciones
x~yyaxFy, para x,y € B, son equivalentes a férmulas Ay, luego existen los
conjuntos

Ip={(z,y) e BxB|z~y}, Ep={(x,y) € BxB|zEy}.

Claramente Ig es una relaciéon de equivalencia en B, luego podemos definir
el conjunto cociente b = B/Ip, por Ag-especificacién a partir de PPB. M4ds
ann, la relacién Fp induce una relacién s C b x b, definida por Ag-especificaciéon
a partir de P(b x b).

El hecho de que F sea extensional implica que s es extensional en b. En
efecto, si dos clases [aq, a1, 71], [, az, r2] € b tienen la misma extension respecto
a s, entonces, si (v,¢,t) € W cumple (v,¢,t) E(a1,a1,71) ¥ Y () (ar,m)(7) = 0,
entonces claramente [0, a1,71] 8 [a1,a1,71], luego [, a1,71] s [aa, az, 73], ¥ tam-
bién ¥ (q, r1)(az,r)(0) Ery 2, Tuego Wic 4)(ay,r0) (V) €y @2, luego concluimos que
(7,¢,t) E (ag,as2,72), e igualmente se comprueba la implicacién contraria. Por
consiguiente, (aq,a1,71) y (@2,a92,72) tienen la misma extensién en W y esto
implica que (ay,a1,71) ~ (a2, az,72), luego (a1, a1, 1] = [z, az, o).

Veamos ahora que s esta bien fundada. Para ello tomamos X C b no vacio
y sea [ag,a,7] € X. Sea P ={«a € a||o,a,r] € X}, que claramente existe por
Ag-especificaciéon. Como ay € P, tenemos que P no es vacio, luego tiene un
r-minimal «y. Asi [a1,a,7] € X y vamos a probar que es s-minimal. En efecto,
si existe [4, c,t] € X tal que [0, c,t] s [a1,a,r], entonces az = W, 4)(a,r)(0) € a1
y (ag,a,1) ~ (§,¢,t), luego [ag,a,r] = [d,¢,t] € X, luego ay € P contradice la
minimalidad de «;.

Con esto tenemos probado que (b, s) € EBF y claramente cumple lo pedido,
sin més que tomar 8 = [«, a, r]. n

Como primera aplicacion demostramos que la relacién E estd bien fundada
en la clase W, en el sentido de que todo subconjunto no vacio C' C W tiene un
elemento minimal.

3Entendemos que (a,a,r) = (a, (a,7)).
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En efecto, llamamos A = {(a,r) | Va (a,a,r) € C}, que estd bien definido
por Agp-especificacién porque la variable « se puede acotar por U2 C. Ademss
A # &. Sea (b, s) € EBF el par construido en el teorema anterior y sea

C'={Beb|VzeCxn~(Bbs)}+#02.

Sea 3 € C’ un elemento s-minimal y sea (o, a,r) € C tal que (o, a,r) ~ (8,0, s).

Entonces («,a,r) es un E-minimal de C, pues si existe (4,¢,t) € C tal que

(0,¢,t) E(,a,r) entonces (c,t) € Ay § € ¢, luego por el teorema anterior

existe un 3 € b tal que (d,¢,t) ~ (0',b,s), luego 3’ € C" y, puesto que

(8',b,8) E,(8,b,s), también ' s, en contradiccién con la minimalidad de .
| |

De aqui se sigue inmediatamente la relativizacién del axioma de regularidad:
si (a,a,r) € W no es vacio*, existe un 8 € a tal que 8 €, a. Si lo tomamos
de modo que sea r-minimal del conjunto {8 € a | 8 €, a}, entonces (8, a,r) es
E-minimal para (a, a,T).

En efecto, si existe un « € W tal que z E (a,a,7) vy « E (8, a,7), entonces
z = (v,a,r), donde v €, «a, v €, 3, en contra de la minimalidad de £. "

Veamos otra aplicacién del teorema 3.24:

Teorema 3.25 Si z1,...,x, € W, existen (b,s) € EBF y 1,...,08, € b tales
que x; ~ (B;,b,8) y, en estas condiciones, si ¢(x1,...,2,) es una férmula Ao,
se cumple

¢*($1a s axn) = ¢bs(ﬂ17 s 7ﬂn)7

donde ¢% es la relativizacion de ¢ que resulta de sustituir € por s y acotar todas
las variables ligadas por b.

DEMOSTRACION: En principio, 71 = (a1,a1,71),-..,%n = (Qn,an,Tn).
Aplicamos el teorema 3.24 al conjunto A = {(a1,71),...,(an,rs)}, que nos da
el par (b,s) y los §; en las condiciones del enunciado. Para probar la segunda
parte demostramos, mds en general, que si ¢(x1,...,x,,) es cualquier férmula
Ay (con cualquier nimero de variables libres) entonces

Aai - am € b(¢*((a1, b, ), ..., (am,b,5)) — " (a,...,am)).

En estos términos, la prueba es inmediata por induccién sobre la longitud
de ¢. L]

Ya hemos probado los axiomas de extensionalidad y regularidad. Las relati-
vizaciones de los axiomas restantes las obtendremos aplicando sistematicamente
el teorema siguiente:

Teorema 3.26 Sean (a,r) € F1 y B C Pa tales que a N B = &. FEntonces
existe un par (c,s) € EBF de modo que:

a) a Cec.
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b) Na€a (a,a,m) ~ (a,c,s).
c) Naras € a(ag €, az + a1 € az).

d) Para todo x € B existe un x’ € ¢ cuya s-extension es x.

DEMOSTRACION: Para cada z € B, llamaremos o, (si existe) al tinico a;, € a
tal que

NB€a(Bex— BE, a,).

La unicidad se debe a la extensionalidad de r y si x,y € B cumplen que existen
o = oy entonces ¥ = y, por el axioma de extensionalidad. Llamemos

B’ = {z € B | a, no existe},

que existe por Ag-especificacién a partir de B. Definimos ¢ = a U B’, donde la
union es disjunta. Definimos una relacién s en ¢ mediante

asfe(a,feanac.B)V(aeahBeB Naep).

Notemos que no puede ocurrir a la vez que 8 € a y € B’ porque estamos
suponiendo que a N B = &.

Veamos que (¢,s) € EBF. Para comprobar la extensionalidad suponemos
que 3,3’ € c tienen la misma extensién respecto de s. Si 8 € a, entonces
{a € c| asf} ={a € a | a & [}, mientras que si f € B’ tenemos que
{acc|laspt={a€alaecp}=p Porlotanto,si 3,6/ €ao 3,8 € B,
tenemos que B = 3 por la extensionalidad de r o trivialmente. Si 8 € a y
B’ € B’, entonces § = ag, en contra de la definicién de B’.

Falta probar que (c, s) estd bien fundado. Para ello tomamos z C a U B’ no
vacio. Si zNa # @, entonces podemos tomar en él un r-minimal a. Entonces
no puede existir un x € z tal que x s a, pues tendriamos que = € zNa y x €, «,
en contradiccién con la minimalidad de «. Por lo tanto a también es s-minimal
para z. Si zNa = &, todo elemento de z es s-minimal.

Asi, (¢,s) € EBF y, para cada 8 € ¢, o bien 8 € ay (8,¢,5) ~ (8,a,r),
o bien 8 € B’ y su extensién en s coincide con 8. Si x € B\ B’ entonces
2’ = a, € ctiene extensién z. (Observemos que la propiedad c¢) es consecuencia
inmediata de b).) "

Nota: Aunque el teorema anterior exige como hipdtesis que aN B = &, vamos
a probar ahora que siempre podemos construir objetos @ y B en situacién
analoga pero que ademds cumplen a N B = @.

Para ello tomamos 7 ¢ aU|J|Ja. Existe 7, incluso sin suponer el axioma de
regularidad pues, para todo conjunto z, el conjunto {z € z | z ¢ x} no puede
pertenecer a z.

Asi, Aa € a (1,a) ¢ a. Para cada b C a, sea b = {(7,a) | @ € b}, que es un
conjunto, pues se define por Ag-especificacién desde {7} x b. Por la eleccién de
T tenemos también que aNa = <.
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Sea 7 = {((r,a),(1,8) | (,B) € r}, B =1{b| b€ B}. Asi ¥ es un
conjunto definido por Ag-seleccién desde @ x @ y B es un conjunto definido por
Ay-especificacién desde P({7} x a). En particular B C Pa.

Veamos ahora que aN B = @. Si x € aN B, entonces x = (7,£) = b para
cierto £ € a y cierto b € B. Ahora bien, (7,¢) = {{7},{7,£}} = b implica que
{r} = (1,a) = {{r},{7,a}}, para cierto a € b, lo que exige en particular que
T = a € b C a, contradiccién.

Ast pues, Y, ry@ar) @ (a,7) — (a@,T) estd definido sobre todo a y hace
corresponder B con B. Dejamos a cargo del lector comprobar que cada vez que
apliquemos el teorema anterior siempre es posible realizar esta sustitucién para
garantizar la hipétesis a N B = @. ]

Seguidamente probamos la relativizacion del axioma de Ag-especificacion.
Para ello fijamos una férmula ¢(u, z1, ..., z,) y unos objetos x, 1, ..., T, € W.
Hemos de probar que

Vee WAue Wy(uEz = uEx A ¢*(u,1,...,7,)).
Por el teorema 3.25, existe un par (b, s) € F} tal que

T = (ﬁabvs)vl'l = (ﬁlvba S)a"'axn - (ﬂnabvs)

El conjunto

I={yeblves BN ((7,0,5), (B1,b,5),...,(Bn. D, 5))}

estd bien definido pues, segin 3.25, puede definirse por Ag-especificacién en la
forma equivalente

IT={yeb|yes BN, P1,-..,0)}

Ahora aplicamos el teorema anterior al par (b,s) y a B = {I}. Asi obtenemos
un par (¢,t) de modo que b C ¢y existe un 0 € ¢ cuya t-extension es I, es decir,

/\7 € C(’y Et 6 — 7 et ﬁ A ¢*<(7,C7 t)7 (ﬁhca t)7 sy (67“67 t)))
Claramente esto equivale a que
Nu€eWwE e t) suExAd*(u,m1,...,2,)),

luego z = (4, ¢,t) es en W el conjunto definido por ¢ y los pardmetros dados.
| |

Nota Si en lugar de trabajar en My trabajamos en My més el esquema de
especificacién completo, es decir, sin restringirlo a féormulas Ag, entonces tene-
mos de forma inmediata que I es un conjunto bien definido por especificacién, y
concluimos que W cumple también el esquema de especificacién completo. =

En particular tenemos que W cumple los axiomas del conjunto vacio y de la
diferencia, pues son casos particulares de Ag-especificacion.
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Para probar el axioma del par tomamos (ai1,a1,71),(q2,a2,72) € Wy
consideramos el conjunto A = {(a1,71), (az,7r2)}, a partir del cual formamos
el conjunto (b,s) dado por 3.24, de modo que existen (1, Sz € b tales que
(i, a4,13) ~ (B, b, 8). Siexiste un § € b cuya s-extension sea {01, B2}, entonces
(8,b, s) cumple el axioma del par. En caso contrario aplicamos el teorema 3.26
a (b,s)y B={{p1,052}}, lo que nos da un par (c,t) € F; tal que la t-extensién
de ({81,082}, ¢,t) es {B1, 52} v, por consiguiente, es en W el par de los objetos
dados. m

Para probar el axioma de la unién partimos de (a, a,r) € W y aplicamos el
teorema 3.26 a (a,7) ya B={{0 € a | Vv € a(§ € v € a)}}, lo que nos da
un par (b, s) tal que existe 8 € b tal que

NS €b(6€s B \VyeEDb(Esy Es )).
Esto equivale a
Nu e W(E (B,b,s) < Vo(vE (a,a,7) ANuEv)),

luego (8,0, s) es la unién de (o, a,r). n

Para probar el axioma de partes tomamos (a,a,r) € W y aplicamos el
teorema 3.26 al par (a,r) y al conjunto

B={ze€PalxzCc{d€al|de, a}}.

Asi obtenemos un par (b, s) tal que todo subconjunto de (o, a,r) en W es de
la forma (8, b, s), para cierto 8 € b, aunque puede haber elementos de esta forma
que sean elementos de (a,a,r) pero no subconjuntos. Por ello, a continuacién
aplicamos de nuevo el teorema 3.26 al par (b, s) y al conjunto

B ={{Beb|NyeblyesB—vEsa)l}

Asi obtenemos un par (b',s’) tal que existe 8 € b’ cuya extensién estd
formada por los 8 € b que representan subconjuntos de («,a,r). Es claro
entonces que (3,1, s’) satisface el axioma de partes. n

Con esto tenemos probado que W satisface todos los axiomas de MgR.

La prueba de CT es sencilla: dado un («, a,r) € W aplicamos el teorema 3.26
al par (a,r) y a B = {a}. Asi obtenemos un par (b,s) € F; y un 8 € b cuya
extension es a. En particular (a,a,7) E(8,b,58) v (8,b,s) es transitivo*, pues
siz € W cumple z E, (3,b, s), entonces = («, b, s), para cierto « € b tal que
a €s (3, luego o € a y todo y € W que cumpla y Fx es de la forma (4, a,r),
para cierto § €, a, pero entonces (d,a,r) ~ (8,b,s) E (3,b, s). n

Para probar el axioma H demostramos primero lo siguiente:

Teorema 3.27 Siu es cualquier conjunto, existe un par (b,s) € EBF tal que
para todo (a,r) € EBF con @ <7 se cumple que DV (4 )55 = a.
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DEMOSTRACION: Sea
B, ={(¢,t) | ¢ Cu At es una relacién extensional y bien fundada en c}.

Es facil ver que B, es un conjunto, definido por Ag-especificacion desde
Pu x P(u x u). La buena fundacién de ¢ requiere una variable que recorra los
subconjuntos de ¢, pero ésta puede acotarse por Pu.

Llamamos (b, s) al conjunto dado por 3.24 a partir de B,. Asi, para todo
(¢c,t) € EBF con ¢ C u y todo « € ¢ existe un 8 € b tal que (a, ¢, t) ~ (3,b,s),
lo que implica que o € DY (4 (5,5), luego DY, 4)5,5) = C-

M4s en general, si (a,r) € EBF cumple que existe f : a — wu inyectiva,
podemos llamar ¢ = f[a] y definir ¢ en ¢ de modo que f : (a,7) — (¢, t) sea un
isomorfismo, con lo que W, 1) (5.5) = ¥(a,r)(c,t) © Y(c,t)(b,s) tiene dominio a. =

Tomemos ahora un uwy € W, que serd de la forma ug = (€,u,t) y consi-
deremos el par (b,s) € EBF dado por el teorema anterior. La nota posterior
al teorema 3.26 nos permite pasar a un par en las mismas condiciones tal que
b ¢ b. Entonces podemos considerar b’ = bU {b} y la relacién s’ = sU (b x {b}),
y es facil ver que (V',s") € EBF. Asi T = (b,b/,s’) € W. Vamos a probar que
cumple el axioma H.

En primer lugar, T es transitivo®, pues si « Ey E T, entonces y = (o, b, s'),
para cierto « € b, luego z = (o/, V', §'), con &’ €4 «, luego o’ € b, luego o’ €4 b,
luego z E'T.

Tomamos ahora z € W tal que (z < Up)*, es decir, tal que existe f € W
tal que (f : 2z — wy inyectiva)*. Por 3.25 podemos representar f = (a1,a,r),
z = (ag,a,r), up ~ (s, a,r), de modo que (a; : ap — a3 inyectiva)®”. Pode-
mos definir por Ag-especificacién

qg= {(51,(52) caxa | (61 € ag A dy € ag A (51,62) € al)ar}

y es claro entonces que, si a; = {a € a | @ €, a2}, a3 = {a € a | @ &€ a3},
entonces g : az — ag inyectiva. Componiendo con W, y(u,1) (que estd definida
sobre a3 por la equivalencia ug ~ (a3, a,r)) obtenemos ¢’ : a — u inyectiva.
Por otra parte, si llamamos 5 a la restriccién de r a ag, tenemos claramente
que (ag,r9) € EBF, luego, por la construccion de (b, s), sabemos que el isomor-
fismo local W (4, r,)(b,s) : (a2,72) — (b, s) esta definido sobre todo as o, lo que
es lo mismo, W, 1) (5.5) : (a,7) — (b, s) esta definido sobre ay, y esto implica
que (z C T)*. u

Con esto tenemos probado el grueso del teorema siguiente:

Teorema 3.28 Si My (resp. M, MAC, Z) es consistente, también lo es M§ +H
(resp. MT+H, MACHY+H, Z*+H).

DEMOSTRACION: Sélo falta probar que si suponemos w € V (resp. AE)
entonces se cumple (w € W)* (resp. AE*). Respecto al axioma de infinitud,
probaremos de hecho algo més fuerte: hemos visto que (en My) se demuestra la
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implicacién w € V' — AID. El reciproco no es cierto (ni Mg ni en Z), pero vamos
a probar (w € W)* suponiendo tinicamente AID, con lo cual habremos probado
que si es consistente anadir AID a My (o a cualquiera de las extensiones que
estamos considerando) entonces también es consistente anadir w € V.

En efecto, sabemos que AID implica la existencia de un conjunto N que
cumple los axiomas de Peano, en el cual podemos definir la relacién de orden
(estricto) usual <. Sea a = N U {u}, donde p es cualquier conjunto tal que
u ¢ N, ysear Caxa larelacién de orden estricto que extiende a < y respecto
a la cual p es el elemento méximo. Claramente, (u,a,7) € W,y todo x € W que
cumpla x F (i, a,r) es, salvo equivalencia, de la forma (n,a,r), para un cierto
n € N.

En particular (0,a,7) E (u,a,7) y es claro que ((0,a,7) = &)*, es decir,
(@ € (u,a,r))*. Por otra parte, es ficil ver que

zE(n+1a,r)—2E(n,ar)Vae~(na,r),
con lo que ((n+1,a,7) = (n,a,7) U{(n,a,7)})* v, por lo tanto,
(Az € (p,a,r) U {2} € (p,a,7))".

Asi pues,
(VX(oeXANzreX zU{z}eX)".

Teniendo en cuenta que W cumple el axioma de regularidad, con lo que
n € w es una férmula Ay, esta sentencia implica w € V, luego (w € V')*.

Suponemos ahora AE y vamos a probar AE*. Sea («,a,r) € W una familia
de conjuntos no vacios disjuntos dos a dos*. Esto implica que el conjunto

X={zePa|VpecalBe,aNNucalucx—uc, )}

de las extensiones de los elementos de ((,a,r) es una familia de conjuntos no
vacios disjuntos dos a dos. Por AE existe un conjunto A € Pa que tiene exacta-
mente un elemento de cada elemento de X. Sea (¢, s) € EBF el par dado por el
teorema 3.26 a partir de B = {A}. Asi, existe un v € ¢ cuya s-extension es A.
Es claro entonces que ((v, ¢, s) € W contiene exactamente un elemento de cada
elemento de (a, a,r))*. "

3.5 Equivalencias de H

El teorema 3.27 que nos ha permitido demostrar H en el modelo W es
también la clave para demostrar la equivalencia entre H y el teorema de Mos-
towski:

Teorema 3.29 (M) El azioma H es equivalente al teorema del colapso de
Mostowski 3.19.
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DEMOSTRACION: Supongamos el teorema de Mostowski y fijemos un con-
junto arbitrario u para probar H. Por el teorema 3.27 existe un par (b, s) € EBF
tal que para todo (a,r) € EBF con @ < % se cumple que el isomorfismo
VU (ar)(b,s) : (@,7) — (b, s) estd definido sobre todo a.

Sea : (b,s) — T la funcién colapsante de Mostowski. Asi T es un conjunto
transitivo y bien fundado y, si a es un conjunto transitivo tal que @ < u, entonces,
considerando la relaciéon r de pertenencia en u, tenemos que la composicion
Uia,r(bs) ©T : a — T es un isomorfismo en su imagen para la relacién de
pertenencia y, como ésta estd bien fundada en T, también lo estd en a, y el
isomorfismo es la identidad. Asi pues, a C T', como requiere el axioma H. =

Seguidamente probaremos otras equivalencias de H en MAC™. Empezamos
probando lo siguiente, donde es esencial el uso del axioma de eleccion:

Teorema 3.30 (MACT+H) (Esquema de Ag-recoleccién fuerte) Para toda
formula ¢(x,y) de clase Ay (con posibles pardmetros) se cumple

Na\VbAz € a(Vy ¢(z,y) — Vy € b ¢(z,y)).

DEMOSTRACION: Fijemos pardmetros z1,...,, y consideremos la clausura
transitiva C' = ct({a,z1,...,2,,w}). (Afadimos w para garantizar que C es
infinito.) Por el axioma H, existe un conjunto transitivo 7' tal que si A es un
conjunto transitivo tal que A < C entonces A C T. Vamos a probar que se
cumple el enunciado con b = T. Para ello tomamos x € a y suponemos que
existe un y tal que ¢(z,y). Sea M = ct({y,C}).

Ahora llamamos N al niicleo de Skolem de X = C'U{y} en M (considerado
como modelo transitivo del lenguaje de la teorfa de conjuntos). Dejamos al
lector la comprobacién rutinaria de que puede construirse en MAC, asi como
que |[N| = |C|. Notemos que para definir las funciones de Skolem necesitamos
considerar un buen orden en M.

Sea 7w : N — N’ la funcién colapsante de N, de modo que N’ es un conjunto
transitivo y m es un isomorfismo de modelos. Como C' C N es transitivo, la
unicidad de la funcién colapsante implica que 7|¢ es la identidad, luego C C N'.
Ademés |N'| = |[N| = |C], luego N’ C T. Llamemos y’ = 7(y) € T = b. Como
la férmula ¢ es Ag, se cumple que

¢($7?Ja$17~-~,$n) _>M':r¢—l[xay7xla"'7xn] _)N':r¢—l[$7yax17"'7xn]

— N'E '_(bj[x,y’,xl, vy Tp) = O,y T, ),

luego Vy € bo(z,y). "

Este resultado se mejora ligeramente a si mismo, y a su vez tiene varias
consecuencias de interés:
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Teorema 3.31 (T) Consideremos los esquemas siguientes:

a) Esquema de Ag-recoleccién fuerte: Para toda férmula ¢(x,y) de clase Ag
(con posibles pardmetros)

Na\VbAz € a(Vy ¢(z,y) — Vy € b ¢(x,y)).

b) Esquema de Ag-recoleccién: Para toda férmula ¢(x,y) de clase Ag (con
posibles pardmetros)

NeVy d(z,y) — NaVbAz € aVy € b ¢(z,y).

¢) Esquema de X;-recoleccién fuerte: Para toda férmula ¢(x,y) de clase 1,
es decir, ¢(x,y) = \Vz29(x,y,2) (con posibles pardmetros)

NaVoAz € a(Vy ¢(z,y) — Vy € b ¢(x,y)).

d) Esquema de Ag-especificacién: Para toda férmula ¢(u) de clase Ay (con
posibles pardmetros)

NaVyNu(u € y < u € x A d(u)).

e) Esquema de II;-especificacién: Para toda férmula ¢(u) de clase 1y, es
decir, p(u) = Nvp(u,v) (con posibles pardmetros)

AxVyAu(u € y = u € x A ¢(u)).
Se cumple que a) — b) Ac) y a)Ad)—e).

DEMOSTRACION: a) — b) es trivial.

a) — ¢) Hemos de probar que
NaVbAz € a(Vyz d(z,y,2) — Vy € bVz ¥(,y, 2)).
Apliquemos a) a la férmula Ay
x(z,v) = Vu € vVyz € u(v = (y,2) A (2,9, 2))
obtenemos que
AaVo Az € a(Vv x(z,v) — Vv € bx(z,v)).
Por consiguiente:
NaVbAz € a(VNyz1p(z,y,2) — Vyz((y,2) € b A(z,y,2)),

luego
NaVoAz € a(Vyz ¥ (z,y, 2) — Vy € DbV z(z,y, 2))
y, basta cambiar b por Db.
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a) A d) — e) Por a), dado un conjunto z, existe un conjunto b tal que

Au € (Vv —(u,v) — Vo € b—h(u,v)).
Por d) existe un conjunto y tal que
Nu(u €y —uex A Avebip(u,v)).
Esto equivale a
Nu(u €y uex A Avip(u,v)).
"

Notemos que la posibilidad de tomar complementos hace que el esquema de
IT;-especificacién sea equivalente al de 3i-especificacién. Consideramos ahora
un esquema mas:

Esquema de II;-regularidad Para toda férmula ¢(y) de clase IT; (con po-
sibles pardmetros)

Vy o(y) — Vy (o(y) A Nu € y =d(u)).

Observemos que el esquema anterior para férmulas Ay es equivalente al
axioma de regularidad. Para probar el axioma de regularidad consideramos la
férmula ¢(y) = y € x y para la implicacién inversa tomamos un y que cumpla
¢(y) vy consideramos el conjunto x = {u € y | ¢(u)}. Si es vacio, entonces y
es minimal para ¢, y en caso contrario un elemento minimal de x es también
minimal para ¢.

Teorema 3.32 (MAC™) Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
a) El axioma H.
b) El esquema de ¥ -recoleccion fuerte.
¢) Los esquemas de Ag-recoleccion y Iy -especificacion.
d) El esquema de Ag-recoleccion, el esquema de Il -reqularidad y la sentencia

Card “todo conjunto bien ordenado es semejante a un ordinal”.

DEMOSTRACION: Hemos probado que a) implica el esquema de Ag-recolec-
cién fuerte y que éste implica b). Obviamente, b) implica el esquema de Ag-
recoleccion fuerte y hemos visto que éste implica el esquema de Ag-recoleccion vy,
junto con Ag-especificacién, que es un esquema axioméatico de MAC™, también
el esquema de IIj-especificacion, es decir, que tenemos c).

Suponiendo ¢), si ¢(y) es una férmula de clase II; y existe un conjunto y que
cumple ¢(y), por II;-especificacién podemos considerar el conjunto

z={ueylou)}
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Si es vacio, entonces y es minimal para ¢. Si no lo es, por el axioma de regula-
ridad tiene un elemento minimal, que también es minimal para ¢.

Finalmente, consideremos un conjunto bien ordenado (A4, <) y sea
X={a€eA|Vfa(ae QANVBePA(B=AS A f:B— asemejanza)},

cuya existencia estd garantizada por Xi-especificacién (que es trivialmente equi-
valente a la II;-especificacién). Vamos a probar que X = A. En caso contrario
sea ag el minimo de A\ X, con lo que A(fo C X y consideremos la férmula Ag

pla,z) =VueNfaculz=(f,a) N(a¢g As, Nf=a=0)V
(a€ A5 ANNB € PA(B = A5 A f: B— A semejanza)).

Claramente Aa\/z ¢(a, z), luego, por Ag-recoleccién existe un conjunto S
que, para cada a € Ay, contiene un par (f,a) tal que f: Ay — « semejanza.
Ahora, bien, tal semejanza es uinica, luego si definimos

T={feDS|VaeRSNVacA; f:A; — osemejanza},

sucede que T' contiene exactamente una semejanza para cada a € Ay, luego,

llamando F' = [JT y o = RF, tenemos que o € Qy F : A5 — « semejanza.
Esto nos da que ap € X, contradiccion.

La misma construccién cambiando Aj, por A nos ahora da una semejanza
F: A — «, para cierto a € Q.

d) — a) Por 3.29 basta probar que si r es una relacién extensional y bien
fundada sobre a, entonces (A, R) es isomorfo a un conjunto transitivo.

Como MACT incluye el axioma de eleccién, tenemos que A admite un buen
orden, luego por Card es equipotente a un ordinal, luego también a un cardinal
de von Neumann « = |A|. El teorema 3.3 (véalido en M) implica que existe un
conjunto bien ordenado de cardinal estrictamente mayor que k, y de nuevo por
Card éste es equipotente a un cardinal de von Neumann pu, que serd necesaria-
mente mayor que . En particular existe k¥, el menor cardinal mayor que x.
Esto no es totalmente obvio porque “ser un cardinal” no es Ag, pero es sencillo:

Consideramos el conjunto

X={aecu|-VfePuxuVp<af:B— abiyectiva A k < a},

y observamos que, o bien X = & y entonces 4 = k1, o bien X tiene un minimo
elemento, y éste es k.
Ahora aplicamos el teorema de recursién 3.4, para lo cual consideramos el

conjunto
E={hecP@PAxrt)|VY € PAVac A(Y = AR AR Y — &1},
sobre el cual definimos la aplicacién g : E — s mediante

gh) = U hw)+1.

ueDh
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Mas detalladamente:
g={(h,a) e Exr™ |\VB € P (N6 € BVue Dh(6 = h(u) +1) A
A Nu e Dh\6 € B(6 = h(u)+1) Aa=B)},

y es facil desarrollar un poco més esta definicién para que la férmula que aparece
en ella sea Ay.

Para que g sea realmente una aplicacién en £ hay que probar que g(h) € x™.
Esto se cumple porque Dh C A, luego |Rh| < |Dh| < |A|] < &k (la primera
desigualdad es un uso tipico de AE). De aqui se sigue a su vez que el conjunto

B={h(u)+1]|uc Dh}

que aparece en la definicién de g cumple también |B| < k. Entonces tenemos
que g(h) = U B < k™, pero es facil definir (usando AE una vez mds para elegir
biyecciones kK — g(h)) una aplicacién F' : k x k — |J B suprayectiva, lo que
prueba que |g(h)| < &, luego g(h) € k.

El teorema de recursién nos da asi una aplicacién r : A — &% tal que

Na€ A fla)=r(flar) = U r(u) +1

uRa
En particular, Aab € A(a Rb — r(a) < r(b)).

Ahora basta observar que entre MAC™ y las hipStesis de d) tenemos todos
los axiomas de la teoria de Kripke-Platek KP descrita en el capitulo siguiente
(seccién 4.1), por lo que contamos con el teorema 4.16, segin el cual (A, R) es
isomorfo a un conjunto transitivo. n

3.6 Constructibilidad en M

La prueba del teorema 3.32 utiliza el axioma de eleccién. Sin embargo,
ahora vamos a demostrar que si M es consistente también lo es MACT+H y por
consiguiente MAC™T m4s todas las sentencias indicadas en 3.32.

La prueba consiste esencialmente en construir en M+T-+H la clase de todos
los conjuntos constructibles, si bien esto no puede hacerse por el camino usual,
definiendo la jerarquia constructible mediante el operador de partes definibles
de un conjunto, pero si es posible hacerlo siguiendo la técnica empleada por el
propio Goédel en uno de los trabajos en que present6 los conjuntos constructibles.
Trabajamos, pues, en MT+4H.

Consideramos la clase T'= Q) x 2 x 9 y en ella el buen orden dado por
(miix{a, B} < max{7,3}) v

(méx{a, f} = méx{y,d} Aa <)V

(méx{a, f} = méx{y,0} Aa=~vA B <)V
(méx{a, f} = méx{y,0} Aa=~vA B =38 Ai <]).

(a,B,4) < (7,9,7) <
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Notemos que si (7,6, ) € T las ternas menores estan contenidas en el con-
junto
(méx{y,d} + 1) x (max{v,6} +1) x 9,
luego forman un conjunto por Ag-especificacién. Como contamos con Card,
existe un ordinal ¢ y una semejanza f : T@ 5 ¢, luego podemos definir la

clase w : T — () mediante

™= {(<V76a¢7)a<) | \/f f : T(i’(;’j) — C Semejanza},

y es claro que 7 es una semejanza. Para probar la suprayectividad observamos
que

m(7,6,5) = w(0, méx{v, 6},0) > max{y, d},
donde la 1ltima desigualdad se demuestra como en 2.6. Méds aun, si j # 0
tenemos de hecho que (7,4, j) > méx{~,d}.

Por consiguiente podemos definir tres funciones ¢1,¢2 : Q2 — Q,n: Q — 9
tales que m(¢1(¢), 92(¢), n(C)) = ¢.

En estos términos max{¢; (¢), #2(¢), n({)} < ¢ (no hemos probado que pode-
mos incluir a n(¢), pero esto se justifica calculando explicitamente las funciones
para ¢ < 8, es decir, calculando los 9 primeros elementos de T).

De la propia definicién del orden se sigue que T(<0 ko) = R X KX 9, para

todo ordinal k, luego si k es un cardinal infinito y («, 3,1) € T(<0 x,0) €ntonces
|T(§757i)| < K, mientras que |T(E,K70)| = k. Esto significa que 7(0,%,0) = k.

Llamaremos
M KX KX9— K

a la restriccion de .

Ahora consideramos las operaciones de Gdodel:

nXYy) = {X,Y}

KRX)Y) = {(u,v)e X |uev}

B(X,Y) = X\Y

F,(X)Y) = {(u,v)eX|ueY}
FXY) = {zeX|Vy(zy €Y}
F(X,Y) = {(u,v)e X|(v,u) €Y}
FX)Y) = {(u,v,w) e X | (v,w,u) €Y}
Fs(X,Y) {(u,v,w) € X | (u,w,v) €Y}

Es facil ver que todas las definiciones pueden presentarse de forma equiva-
lente para que los conjuntos existan por Ag-especificacién.

Teorema 3.33 Para cada ordinal 1 existe una unica aplicacion ¥, : n — V
tal que si ¢ <n

NESS sin(¢) =0,
9“®‘{&m@ﬂ@@»ﬁﬂ@@m sin(¢) =1,...,8.
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DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que n = k*, para cierto
cardinal infinito K y sea H un conjunto transitivo que contenga a todos los

conjuntos transitivos Z tales que Z < . El argumento que sigue es una ligera
variante del empleado en el teorema de recursién 3.4. Consideramos el conjunto

E={heP@Pst xH)| V€Kt h:({— H}
y definimos g C ' x H mediante
g={(h,y) e ExH|\(v5j ekt ((=mper (7,8,) Nh:( — H

NG =0~y =h[C]) V(i =1Ay=Fi(h() h(5)))
V(i=2Ny=F(h(7),h0)V([J=3nNy=Fsh(y),hd))) V- )}

Es féacil comprobar que la definicién de g es Ag, por lo que g es un conjunto,
y también es claro que g : Dg — H. Para aplicar el teorema de recursion
necesitariamos que Dg = E, pero no es el caso. Definimos una aproximacién h
como

VCert +1(h: ¢ — H A Na € (hla € Dg A h(a) = g(hla)).

La prueba de 3.4 vale literalmente hasta la demostraciéon de que existe una
aproximacién h : ( — H que contiene a todas las demés, para cierto ¢ < k™.
Sélo falta probar que ¢ = k™, para lo cual consideramos el conjunto

{ae(+1[VyePH (y=nhlo] AUy Cy)}

El hecho de que esta clase sea ciertamente un conjunto implica que podemos
probar por induccién que Aa < ¢ h[a] es transitivo. En efecto, suponemos que
AB < a h]f] es transitivo. Si a = 0 es obvio que h[a] = @ es transitivo, si a es
un ordinal limite, entonces

ha] = U i8]
<o
es claramente transitivo. Supongamos por tultimo que o = 8 + 1, de modo
que h[f] es transitivo por hipétesis de induccién y hla] = R[] U {h(B)}. Sea
g = W(’Ya 9, .7)

Si j = 0 entonces h(8) = g(h|g) = h[F], con lo que claramente hla] es

transitivo.

Si j > 0 entonces 7,0 < 3, luego sabemos que h[y], h[d] son transitivos, y
ademds h(5) = g(hls) = F (h(2), h(5)).

Si j =1 tenemos que h(B) = {h(v),h(d)} C h[F], lo que implica que hla] es
transitivo.

Si j > 1 se cumple que h(8) C h(y) C h[F] y la conclusién es la misma.

Con esto estamos en condiciones de probar que ¢ = k™, pues si fuera ¢ < k™
y ¢ = m(v,6,7), podemos definir h* = h U {(¢,h[¢])} si j = 0 o bien h* =
h U {(¢, F;(h(v),h(5)))} para j > 0, de modo que h* : {( +1 — V, pero el
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mismo razonamiento precedente prueba que Z = h*[¢ + 1] = h[¢] U {h*({)}
es un conjunto transitivo y podemos definir f : Z — (¢ + 1 inyectiva (a cada

elemento de Z le asignamos la menor antiimagen por h*), luego Z < ( +1 =
R, luego h*[¢ + 1] C H por la eleccién de H, lo que implica que h € Dg y
que h*(¢) = g(h*|¢), por lo que h* es una aproximacién que extiende a h,
contradiccion.

Con esto tenemos probada la existencia de F, cuando n = k*. En general,
para todo ordinal 7 existe un cardinal x tal que n < k* y basta tomar F,+|,.
La prueba de la unicidad es esencialmente la misma que la prueba de que dos
aproximaciones coinciden en su dominio comun. n

En la prueba anterior hemos visto que si 3 < 7 entonces Fg C Fy, asi como
que F,[3] es un conjunto transitivo y que F,(3) C F,[3].

Definicién 3.34 Consideramos la clase ¥ : @ — V dada por
F={(a,2) eQxV |VneQ (az)eF,}
Llamaremos clase de los conjuntos constructibles a L = RTF, es decir,
reLl o Var=5F,1().

Por la propia construccion es inmediato que L es una clase transitiva, asi
como que si z, y € L entonces F;(xz,y) € L.

Si k es un cardinal infinito, llamaremos L,, = F(k) = F[x].

Podemos definir una inversa de la funcién F,, mediante
iv ={(z,0) € Ly x k | Fu(a) =2 ANB € a Fp(B) # z},

de modo que i, : L, — &y Fu(ix(z)) = 2. Ademsds, las aplicaciones i, se
extienden mutuamente, por lo que determinan una clase i : L — € tal que
F(i(x)) = x para todo x € L y si F(a) = = entonces i(z) < a.

Observemos ahora que

Ny € L (x €y —i(x) < i(y)),

es decir, que todos los elementos de un conjunto constructible aparecen antes en
la sucesién transfinita que genera los conjuntos constructibles. Esto se debe a
que, como hemos observado tras la prueba de 3.33, y = F(i(y)) C Fi(y)], luego
x = F(a) con a < i(y), luego i(x) < a < i(y).

En particular vemos que L, admite un buen orden, y lo mismo vale para
todos sus elementos, por lo que podemos concluir que V = L — AE.

Maés precisamente, podemos definir F,; : K — k mediante
E.={(a,f) e s x k| (Fu(a) =2 NB=2)V
(Fw(B) € Fula) ANy < B Fu(7) & Fula))}-
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Ast Fp(a) # @ — Fu(Ex(a)) € Fi(a) o, equivalentemente, si observamos
que cada funcién E,; extiende a las anteriores, podemos reunirlas en una clase
E:Q — Q de modo que

Nz € L(x # @ — F(E(i(x))) € z).

En otras palabras, E(«) es el menor ordinal tal que F(E(«)) es un elemento
de F(a), lo cual implica en particular que E(«) es el menor ordinal que da lugar
al conjunto F(E(a)), es decir, que i(F(E(a))) = E(a).

Esto implica a su vez que Aa € Q E(a) < a, pues de F(E(a)) € F(a) se
sigue que
E(a) = i(F(E(a))) <i(F(@)) < a,

de modo que la igualdad se da sélo si F(a) = @.

Teorema 3.35 Si k es un cardinal infinito, entonces L, € L es un conjunto
transitivo y si x,y € L, entonces Fi(x,y) € Ly, para i = 1,...,8. Ademds
existe un ¢ < k tal que x, y € F(¢) = F[¢].

DEMOSTRACION: Sabemos que los conjuntos de la forma F[x| son transi-
tivos. Si z,y € L,, entonces © = F(«), y = F(B) con a, 5 < K, con lo que
(a, 8,i) < (0,£,0), luego ¢' = m(a, ,4) < 7(0,£,0) =k y

Fi(z,y) = F(¢) € F(k) = L.
Similarmente, (« + 1,6+ 1,0) < (0, ,0), luego
a,f<(=7(a+1,6+1,0) <7(0,,,0) = &,
luego z, y € F[¢] = F(Q). "
Veamos algunas propiedades mas de L:

a) Six,y € Ly, entonces x \ y, x Ny, tUy € L.
En efecto, z \y = Fs(z,y) € Ly yx Ny =2\ (z \ y) € L. Para la unién
tomamos ( < k tal que z, y € A=F(() =F[(]. Asiz,yC A€ L,y

rUy= A\ ((A\2)N(A\y)) € L.

b) Siz, y € Ly, entonces {z,y} € Ly, luego (z,y) € L.
En efecto, {z,y} = Fi(z,y) € L.

¢) SiX, Y eL,entonces X XY € L.

Tomamos un ¢ < & tal que X, Y € A = F(¢) = F[¢] € L,. Entonces
X, Y ¢ A, Sea ¢’ = 7(0,(,0) < k y sea B = F(') = FI{'] € L.
Asi, si z, y € A, entonces z = F(a), y = F(B) con o, < ¢, luego
(o, 8,1) < (0,¢,0), luego 7(c, 8,1) < ¢’, luego {x,y} € B.
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Similarmente, tomando ¢’ = 7(0,¢’,0) y C = F({") = F[("] € L, se
cumple que el par desordenado de dos elementos de B estd en C, luego si
x, y € A concluimos que (z,y) € C.

En particular, si x € X e y € Y, tenemos que z, y € A, luego (z,y) € C,
luego X xY C C.

Ahora tomamos Fy(C,Y)=CN(VxY)e L,y
Fs(C,Fy(C, X)) =CN(X xV) e L.
La interseccién de estos dos conjuntos también estard en L, pero ésta es

precisamente el producto cartesiano:
CNVxY)NCN(XxV)=CN(XxY)=XxY.
d) M4s en general, si X1,...,X, € L, entonces X1 x -+ x X, € L.

Sean ahora A,B,C € L, ysea P= (A x B) x C.

e) Si X C Ax B, X € L, entonces {(z,y,2) € P| (z,y) € X} € L.
En efecto, se trata de Fy(P, X).

f) Si X C AxC, X € Ly, entonces {(z,y,2) € P| (x,2) € X} € L.

Por el apartado anterior,
Y ={(z,2,y) € (AxC)x B| (z,2) € X} € L,
y basta tomar Fg(P,Y).
g) SiX CBxC, X € L, entonces {(z,y,2) € P| (y,2) € X} € L.
La prueba es idéntica a la anterior pero usando F; en lugar de Fg.
Sean ahora Xi,..., X, Y1,..., Y € L, X C X5 X+ X Xy, X € Ly,
h) {(z1, ... Tn, Y1, Yk) € X1 X X X XYi X XYy | (z1,...,7n) € X} € L.

Para k = 1 se trata simplemente de F,;((X; x -+ x X,,) x Y7, X). El caso
general se sigue inmediatamente por induccién.

1) {(xl,...,xn_l,yl,...,yk,xn) €X1 X"'XXn_l XY1 X e XYkXXnI
(x1,...,2p) € X} € L.

Para k = 1 es un caso particular de f), y el caso general se sigue por
induccién.

Ahora podemos probar lo siguiente:

Teorema 3.36 Sea ¢(z1,...,2n,Y1,...,Ys) una férmula Ay cuyas variables
libres estén entre las indicadas y sean X1, ..., X, Y1,...,Yy € L. Entonces

{(,Il,...,l'n) €X1 Xoeee XXn | gb(ml,...,:cn,Yl,...,Yn)} ELK.
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DEMOSTRACION: Podemos suponer que ¢ no contiene igualadores y que las
variables Y; s6lo aparecen en subférmulas de tipo u € Y;, pues toda subférmula
Y; € u puede sustituirse por Vv € v v = Y; y cualquier subférmula de tipo
u = v puede sustituirse por Aw € u w € v A Aw € v w € u. (Observemos que
asf la férmula no deja de ser Ag.) Notemos también que el teorema es trivial si
ninguna variable z; esta libre en ¢.

Razonamos por induccién sobre la longitud de ¢. En primer lugar suponemos
que ¢ = x; € x;, con lo que hemos de probar que

{(1,...,2n) € X1 X - X X, | ¥ € 25} € L.
En efecto, si i = j se trata de @ = F(0) € L, as{ que podemos suponer que
i # 7. Observemos que
Fo(X; x X;5,0) = {(zi,2;) € Xi x Xj | x; €z} € L.
Si j < i, consideramos
Fo(X; x X;, Fo(X; x X;,9)) ={(zj,2;) € X; x X; | x; € x;} € L.
Asi, si llamamos p al minimo de 4, j y ¢ al maximo de 4,j, tenemos que
{(zp,zq) € Xp X Xy | @ € 2} € L.
Aplicando g) en el caso en que p # 1 obtenemos que
{(x1,...,zp,zq) € X1 X - x X, x Xy | @ €z} € L.
Aplicando i) en el caso en que p + 1 # ¢ obtenemos que
{(x1,...,q) € X1 x -+ x Xy | ®; €2} € L.
Por tltimo, aplicando h) en el caso en que g # n obtenemos la conclusién.

La tinica alternativa para una férmula atémica con las condiciones que hemos
impuesto es que ¢ = x; € Y}, pero entonces basta observar que

Xix--x(X;NnY;) x--- X, € L.
Supongamos ahora que ¢ = -, y que por hipdtesis de induccién
A= {(a:l,...,xn) e Xy x---xX, | w(xl,...,xn,Yl,...,Yk)} e€L,.

Basta observar que (X1 x -+ x X,,) \ A € L.

Similarmente se razona cuando ¢ = (¢» — x). Finalmente, suponemos que
¢ = \Vx €Y1, donde no perdemos generalidad si suponemos que la variable z
no es ninguna de x1, ..., %y, Y7,...,Ys. Por hipétesis de induccién

A={(z,z1,...,2,) €Y; x X1 X -+ x Xy | U(x,21,..., 20, Y1,..., )} € L.
Basta tomar F5(X; x -+ x X, A). "

Como caso particular:
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Teorema 3.37 Sea ¢(z,x1,...,x,) una formula Ag cuyas variables libres estén
entre las indicadas y sean X, x1,...,x, € L. Entonces

{re X |¢(x,21,...,2,)} € L.
Claramente, lo mismo vale cambiando L, por L.
Ahora ya es facil probar:
Teorema 3.38 L es un modelo transitivo de Mt —AP.

DEMOSTRACION: Como L es transitiva, cumple obviamente el axioma de
extensionalidad y el axioma de regularidad. También es claro que cumple el
axioma del par, y el de la unién se sigue del teorema anterior: si X € L, entonces
existe un « tal que X € L, luego existe un ¢ < & tal que X € F(¢) = F[¢].
Como este conjunto es transitivo, | J X C F(¢), luego

UX={z€eF)|Vue X zeu}eL,.

El teorema anterior también implica trivialmente que L cumple el axioma
de Ag-especificacién.Si  es cualquier cardinal infinito, entonces w N L, es cla-
ramente un conjunto inductivo, luego w C L, luego, por el teorema anterior,

w={n € L, | n es un nimero natural} € L,

pues “ser un numero natural” es Ag. Por ultimo, es trivial que todo conjunto
constructible pertenece a un L,, que es un conjunto constructible transitivo, y
eso demuestra CT. n

Para probar que L satisface también los axiomas AP y H necesitamos el
teorema siguiente:

Teorema 3.39 Sea a C ) un conjunto de ordinales y sea f :a — & la seme-
janza entre a y su ordinal. Supongamos que

wlaxax9 Ca, ¢i[al Ca, ¢2la] Ca, FEla] C a.

Entonces

Nap € a(F(a) € F(B) < F(f(a)) € F(
Nap € a(F(a) = F(B) < F(f(e)) = F(f(B)))-

DEMOSTRACION: Por abreviar escribiremos a* = f(a). En primer lugar
demostramos que

Ni € 9N\aB € a n(a, B,4)* = w(a*, B*,4).

En efecto, llamemos p = 7axax9 @ @ X a X 9 — a y veamos que p es
suprayectiva. En efecto, si ¢ € a, tenemos que o = ¢1(¢), 8 = ¢2(¢) estdn en a
y pla, B,m(¢)) = a. Ademas, si o, 3,7,0 €ay i,j <9, tenemos que

(aaﬁai) < (7767]’) —>p(oz,ﬁ,i) <p(’7’67j)’
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luego p es una semejanza. Por lo tanto, p* =po f:a X a X 9 — £ también es
una semejanza. Sea ahora p: & X £ x 9 — £ la funcién dada por

ple, B,1) = f(p(f~H(a), f7H(B), 1))

Como la relacion de orden en 2 x 2 x 9 se define a partir de la relacién de
orden en Q y f la conserva, es facil ver que

(@, 8,1) < (v,6,5) = (f (), f7HB),0) < (fH (), F71(0), )
= p(f7Ha), F7H8), D) < p(f (), F71(0),5)) — Blev, B,0) < (.0, )
Por lo tanto, p también es una semejanza.

A continuacién consideramos pe = T|exexg 1 & X £ X 9 — Q. Recordemos
que ExXEX9 = T(<07 £,0) luego la imagen de p¢ es un ordinal ¢, pero cada conjunto
bien ordenado es semejante a un unico ordinal mediante una unica semejanza,
luego ¢ = £ v p = pe. Esto significa que si (a, 5,7) € £ x { X 9,

F(F~ @), f7H(B),9) = m(a, B,14)

o, equivalentemente, que si (o, 3,47) € a X a X 9 entonces

fpla, 8,0)) = w(f(a), F(B), 1),

que es lo que habia que probar. Mas aun, la penultima igualdad que hemos
obtenido prueba que [ x & x 9] C &, y trivialmente se cumple que ¢;[£] C &,
$o&] C &, E[€] C &, pues estas tres funciones cumplen ¢4 () < a, ¢2(a) < a,
E(a) < a.

Como consecuencia, basta probar que si @ y a* son conjuntos de ordinales,
f:a — a* es una semejanza y se cumple

wlaxax9 Ca, ¢ilal Ca, ¢2lal Ca, Ela] Ca,

mla® x a* x 9] Ca*, ¢1[a*] Ca*, ¢2la*] Ca, Ela*]Ca’,
entonces
Nap € a(F(a) € F(B) < F(a™) € F(5")),
Nep € a(F(a) = F(B) < Fla™) = F(5)).
donde usamos la abreviatura o* = f(«). Bajo estas hipdtesis se cumple que

Ni € 9N\apB € a w(a, 8,1)* = w(a*, 3%,14).

Notemos que no es exactamente lo que hemos probado antes, sino que esta
relacion se deduce aplicando la que hemos demostrado a las dos semejanzas
fira—&, fa:a* — & (teniendo en cuenta que f = f1 0 f{l):

film(e, B,4)) = m(fi(a), f1(8),1) = w(f2(f(a)), f2(f(B)). 1)
= fQ(W(f(a)vf(ﬁ)vl))
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También es claro que si a = 7(7,d,1) € a, entonces a* = w(y*, 5*,1).

Terminaremos la prueba por induccién sobre el maximo de o y 3. Obser-
vemos que podemos tomar un cardinal k£ mayor que [Ja U|Ja* y asi todas las
clases F, E, 1, etc. pueden sustituirse por sus restricciones a k o L,, que son
conjuntos que podemos emplear como pardmetros (junto con x o L) a la hora
de definir conjuntos. Asi, por ejemplo, el conjunto de los ordinales n € a tales
que para cada «, 8 € a con n = aU 8 se cumplen las dos férmulas que hemos
de probar estd bien definido por una sencilla féormula Ay en funcién de tales
parametros.

Asi pues, suponemos como hipétesis de induccién que las dos férmulas se
cumplen cuando «, § € a N7y y suponemos que «, B € a cumplen n = a U S.

Si a = B = n la conclusién es trivial, pues las dos partes de la primera
férmula son falsas y las dos de la segunda son verdaderas. Por lo tanto, podemos
suponer que, o bien 3 < a =1 o bien o < = 1. Por lo tanto, lo que hemos de
probar es que, para todo «, f € aNm,

F) eFn) «F()eFm),  Fm)eFB)<Im) eI (B),

F(n) =F(B) « F(n") = F(B").

Llamamos M = Ja], M, = FlaNn], M* = Fa*], M, = Fla* N 7], de modo
que M, C M, My C M*. La hipétesis de induccién nos permite definir una
biyeccién h : M, — M, de modo que Aa € anNn h(F(a)) = F(a*) y

Nzry € My(z € y < h(z) € h(y)).
Veamos algunas propiedades:
a) Siz, y € M, entonces F;(x,y) € M, parai=1,...,8.
Se sigue inmediatamente de la clausura de a respecto de 7.

b) Six € M, entonces i(x) € a.
En efecto, tenemos que {z} € M por el apartado anterior, luego existe
a € a tal que F(a) = {z} y necesariamente F(E(«a)) = z, luego
i(z) = i(F(E(a))) = E(a) €a
porque Ela] C a.

c) Size€ My x+#, entonces t N M # &.
Sea « € a tal que x = F(«). Entonces 8 = E(a) € a, luego F(8) € xN M.

d) Si{x,y} € M, entonces z, y € M.

En efecto, por el apartado anterior x € M o bien y € M. Suponiendo,
por ejemplo, € M, entonces {x} € M por a) y, en caso de que y # z,
también {y} = {x,y} \ {z} € M por a), luego y € M por c).
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e) Si (z,y) € M, entonces z, y € M, e igualmente, si (z,y,z) € M, entonces
x,y, 2z € M.

Basta aplicar el apartado anterior.
f) Sixz e M,, Ny € M Nz, entonces y € M,.
Sea o = i(x) € a. Sabemos que i(y) < i(x) < n, luego y € M,,.
g) F(n)NM C M,.
Tenemos que F(n) C F[n], luego siy € F(n)NM se cumple que i(y) < nNa,
luego y € M,,.
h) Si {z,y} € M, entonces z, y € M,, e igualmente con (z,y) o (z,y, 2).
Por d), e) y f).
Observemos que, por la simetria de las hipdtesis sobre a y a*, todos los
resultados que acabamos de probar valen igualmente para a*, M*, My, etc.
En lo sucesivo escribiremos z* = h(z), de modo que el asterisco indicard la

aplicacién de h cuando se aplique a elementos de M, y f cuando se aplique a
elementos de a.

Veamos que si z, y, z € M,, entonces
z=A{z,y} < 2" ={z",y"}.

Por simetria basta probar una implicacién. Si z* = {z*,y*}, entonces z*,
y* € z*, luego z, y € z, luego {z,y} C z. Por a) tenemos que z \ {z,y} € M.
Si no es vacio, por ¢) sabemos que existe u € M tal que u € z \ {z,y}. Por f)
u € My, luego u € z A u # & A u # y y, en consecuencia, u* € z* A u* # x* A
u* # y*, contradiccién. Asi pues, z = {z,y}.

Aplicando este hecho obtenemos facilmente que

z=(ry) o2 =0@%y),  z=(wry < =W,y
Con esto ya estamos en condiciones de demostrar las tres equivalencias:
L F(a) € F(n) < F(a*) € F(n"),
2. F(n) € F(B) <= F(n") € F(B7),
3. F(n) =3F(B) <« F(n*) = F(B).

En primer lugar veamos que la primera implica las otras dos. Empezamos
por la tercera: si F(n) # F(B), entonces F(n) \F(3) # & o bien F(B)\F(n) # 2,
y ambos conjuntos estdn en M, luego existe un u € M tal que u € F(n) \ F(B)
o bien u € F(B) \ F(n). En cualquier caso u € M,, por ) o por g). Asi pues,
u=F(a),con a € anmn.

Usando 1.) y la hipétesis de induccién es claro que
ut=F(a") € Fn*) \F(B) Vur € F(B)\Fn"),
luego F(n*) # F(5*). El reciproco se demuestra igualmente.
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Ahora demostramos 2. a partir de 1. y 3. Supongamos que F(n) € F(5).
Sea a = i(F(n)), de modo que @ < 3 < 1. Por b) tenemos que & € aNn y
F(a) = F(n). Por la hipdtesis de induccién y 3. obtenemos que F(a*) € F(5*)
y Fla*) = F(n*), luego F(n*) € F(B*). La implicacién inversa es andloga.

Con esto sélo nos falta demostrar 1. y, de nuevo por simetria, basta probar
una implicacién. Suponemos que F(a) € F(n), con a € aNn, y hemos de
demostrar que F(a*) € F(n*). Sea n = w(v,d,j), donde v, § € a (con lo que
n* = (v*,0%, 7)), y vamos a distinguir nueve casos segun el valor de j.

e Si j = 0 entonces F(n) = Fn] vy F(n*) = F[n*], luego se cumple trivial-
mente que F(a*) € F(n*).

En todos los casos siguientes j > 0, luego v,d < 7.

e Si j = 1 entonces F(n) = {F(7),F0)} A Fn*) = {F(v*),F(6*)}. Por
lo tanto, F(a) = F(v) V Fla) = F(6) y, por hipdtesis de induccidn,
Fla*) =F(v*) vV Fa*) = F(6*), luego F(a*) € F(n*).

e Si j = 2 entonces

Fn) ={(u,v) € F(y) [uecv}, Fn) ={(u,v) €F(y") [u e v}

Por lo tanto, F(a) = (u,v) € F(7) con u € v. Por hipbtesis de induccién
tenemos que F(a*) € F(v*) y también hemos demostrado que u, v € M,
y que, al aplicar h, obtenemos F(a*) = (u*,v*), con u* € v* porque h es
un isomorfismo. Por lo tanto F(a*) € F(n*).

e Si j = 3 tenemos que F(n) = F(v) \ F(6) A Fn*) = F(v*) \ F(6*), luego
F(a*) € F(n*) por hipétesis de induccién.

e Si j =4 entonces
Fm) ={(u,v) € F() [u e F()}, F*) ={(u,v) € F(v") |ue F(6)}
y se concluye de forma similar al caso j = 2.

e Si j = 5 entonces

Fm) ={z € F(y) | Vy (z,y) € F()},
Fr) ={x € F(y) | Vy (z,y) € F(O")}.

Por lo tanto, F(a) € F(v) y existe un y tal que (F(«),y) € F(J). Por
hipétesis de induccién F(a*) € F(v*). Hemos probado que y € M, luego,
aplicando h obtenemos que (F(a*),y*) € F(6*) (pues hemos probado que
h conserva los pares ordenados). Esto implica que F(a*) € F(n*).
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e Los casos j = 6, 7,8 son muy similares, asi que veremos tnicamente j = 7
como ejemplo. Tenemos que

9(77) = {(uvvvw) € ?(7) | (anvu) € 9:(6)}7
Fn") ={(u,v,w) € F(*) | (v,w,u) € F(6")}.

Asi pues, F(a) = (u,v,w) € F(y) y (v,w,u) € F(J). Hemos probado que
u, v, w € M,, por lo que podemos aplicar h, que conserva las ternas,
con lo que F(a*) = (u*,v*,w*) € F(v*) y (v*,w*, u*) € F(§*), luego
Fla*) € F(n").

El teorema anterior puede enunciarse equivalentemente como sigue:

Teorema 3.40 (Teorema de condensacién) Sea a C Q un conjunto de or-
dinales y sea f:a — £ la semejanza entre a y su ordinal. Supongamos que

mwlaxax9 Ca, ¢ilal Ca, ¢2la] Ca, FEla] C a.

Entonces la relacion de pertenencia es extensional en Flal, su colapso de tran-
sitivo es F[€] y la funcidn colapsante h : Fla] — F[E] cumple

Na € a h(F(@)) = F(f(a)).

DEMOSTRACION: Lo que prueba el teorema anterior es que la aplicacién h
estd bien definida y es un isomorfismo. Como sabemos que F[£] es transitivo,
concluimos que la relacién de pertenencia es extensional en Fla] y que h es la
funcién colapsante. n

Como primera aplicacion:
Teorema 3.41 Si k es un cardinal infinito, entonces LNPL, C L,.+.

DEMOSTRACION: Sea z € L N PL,;, de modo que x = F(¢), para un cierto
ordinal ¢. Sea u > ¢ un cardinal infinito y sea ag = kU {¢} C pu. Consideramos
las funciones

TipuXpuX9—pn, ¢1,02,E:p— p,

con las cuales definimos I : P — P (donde P, representa el conjunto de
los subconjuntos de p de cardinal k) mediante

I(a) =aUm[a x a x 9] U ¢1][a] U ¢z[a] U Ela).

Puesto que no contamos con el axioma de eleccidn, aqui va a ser crucial ob-
servar que podemos construir explicitamente una biyeccién de I(a) en k a partir
de una biyeccién de a en k. Esto se debe a que sabemos ordenar explicitamente
K X Kk X 9 con ordinal k, lo que nos permite definir una aplicacién inyectiva
I(a) — K X K X K X K X K, que a su vez nos permite construir una aplicacién
inyectiva I(a) — k que se convierte en biyectiva usando la prueba del teorema
de Cantor-Bernstein.
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Ma3s concretamente, esto se traduce en que sabemos construir una aplicacién
J:"u — "u tal que si g : K — a es biyectiva, entonces J(g) : K — I(a)
biyectiva. Es claro que todas las definiciones necesarias se hacen A( acotando
todas las variables mediante pardmetros adecuados u, Pu, “u, P("u), ete.

Ahora podemos aplicar el teorema de recursiéon para obtener una aplicacion
t:w — Pyu determinada por t(0) = ap y An € w t(n+ 1) = I(f(n)). Si
llamamos a,, = #(n), igualmente podemos definir por recurrencia biyecciones
gn : K — ay, las cuales permiten justificar que el conjunto a = Ja, tiene
cardinal k (sin necesidad de usar el axioma de eleccién.) "

Esta construccion hace que a satisfaga las hipdtesis del teorema anterior, y
ademds |£| = k, porloque £ < k*. Como k C ag C a, lasemejanza f : a — £ se
restringe claramente a la identidad en k. Por consiguiente, la funcién colapsante
h: Fla] — F[¢] C L.+ es la identidad sobre Ly, lo que a su vez implica que
h(z) ={h(y) |y € x} =z, luego x € L,+. "

Teorema 3.42 L es un modelo transitivo de MT+H.

DEMOSTRACION: Hemos de probar que L cumple los axiomas AP y H.
Para el axioma de partes basta probar que si x € L entonces L N Px € L.
En efecto, existe un cardinal infinito x tal que z € L, (luego & C L,;), luego
LNPxCc LNPL, C L.+, luego

LNPr={u€el. |uCcz}tel

por 3.37.

Para el axioma H tomamos u € L. Sabemos que u admite un buen orden,
luego se puede biyectar con un cardinal x. Llamamos T' = L.+ € L y hemos
de probar que si z € L es transitivo y (Z < @), entonces z C T. Por hipétesis
|z| < K, luego ag = i[z] C & también cumple |ag| < k. La misma construccién del
teorema 3.41 nos permite construir un conjunto de ordinales a en las hipdtesis
del teorema de condensacién y tal que ag C a, |a| = k. Consideramos entonces
la funcién colapsante h : Fla] — F[§] C L+ = T. Como ay C a, tenemos que
z C Fla] y como z es transitivo es claro que h|, es la identidad, luego z C T.

|

Notemos que en la prueba del teorema anterior hemos visto que todo con-
junto tramsitivo z € L de cardinal infinito x estd contenido en L,+. En par-
ticular, todo conjunto z € L transitivo de cardinal |z| < k estd contenido en L
(pues si 4 = wU|z| < k entonces z C L+ C Ly). Usaremos esto para probar el
teorema siguiente:

Teorema 3.43 Para todo cardinal infinito k se cumple que L, N Q) = k. En
particular  C L.

DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que Q C L. En caso contrario,
existe un ordinal « no constructible. Sea k un cardinal infinito tal que o < k.
Entonces, si 8 € L es un ordinal, también 8+1 € L, luego tiene que ser 5+1 < «,
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luego |8 + 1] < k v, por la observacién anterior al teorema, 5 € §+ 1 C Ly, es
decir, que L, contiene a todos los ordinales constructibles. Pero entonces, por
el teorema 3.37,

A={fel,|peN}elL+CL

y A es claramente un ordinal, luego A € L, luego A € A, contradiccion.

Del mismo modo, si § € &, tenemos que |3| < k y, como ya sabemos que
B+ 1€ L, nuevamente 0 € 8+ 1 C Ly, luego k C L, N€). Reciprocamente, si
a € L, NQ, existe un ¢ < k tal que a € F[(], luego |a| < [¢] < K, luego a < k.

| |

Y finalmente:
Teorema 3.44 L es un modelo transitivo de MACt+H+ V=L.

DEMOSTRACION: Sabemos que L es un modelo de MT+H, luego todos los
teoremas que hemos probado en esta seccién se cumplen relativizados a L. En
particular, para cada ordinal 7 (que estd en L por el teorema anterior) existe
la funcién ff"# : 7 — L que cumple la relativizacién del teorema 3.33. Ahora
bien, es facil ver que el orden en 2, el orden en T = Q x ) x 9, las funciones 7,
@1, ¢2 v n y las funciones F; son absolutas para modelos transitivos de MO+ +H,
de donde se sigue que la definicién de JF,, también lo es, es decir, que 3"# =7,
para todo ordinal 7, por lo que

Az e L((z € L)l — x € L)

o, equivalentemente, Az € L (z € L)*, de modo que en L se cumple V = L.

A su vez, ya hemos visto que V' = L implica el axioma de eleccién, luego
éste también se cumple en L. n

Las pruebas de consistencia que hemos obtenido hasta aqui se resumen en
el teorema siguiente:

Teorema 3.45 Si My+Al es consistente, también lo es MACT+H4+V=L.

En particular son consistentes con MACT+H+V = L todas las afirmaciones
incluidas en el teorema 3.32.

Del teorema 3.41 se sigue facilmente la hipdtesis del continuo generalizada:

Teorema 3.46 (MACT+H+V = L) Para todo cardinal infinito  se cumple
que |Pr| = k.

DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que |L,| = &, luego
|Pk| = |PLy| < |Lpot| = xT.

La desigualdad contraria la proporciona el teorema de Cantor. L]



Capitulo IV

La teoria de Kripke-Platek

La teoria de Mac Lane incluye al axioma de partes como uno de sus axiomas
bésicos, lo cual permite sacar mucho partido al axioma de Ag-especificacién,
pues con AP es posible a menudo construir pardmetros adecuados para acotar
las variables en las definiciones de conjuntos. La principal caracteristica de la
teoria que vamos a estudiar aqui es la ausencia del axioma de partes, que es
compensada con otro axioma de existencia de conjuntos, el esquema de Ag-
recoleccion.

4.1 Los axiomas de KP

La teoria de conjuntos (restringida) de Kripke-Platek (KP*) es la teorfa
determinada por los axiomas siguientes:

Extensionalidad | Azy(Au(u€x —uecy) —»x=y)

Par Nzy\Vz(z € 2 Ay € 2)

Unién ANzVyNu e zA\veuv ey

Ap-especificacion | Az\VyAu(u €y« (uex Aou))) (%)
Ay-recoleccién AuVv d(u,v) — AaVoAu € a\Vv € b ¢(u,v) (*)
IT;-Regularidad | Vuo(u) — Vu(p(u) A Av € u—g¢(v))  (xx)

(*) para toda férmula ¢ (con posibles pardmetros) de clase Ag.

(**) para toda férmula ¢ (con posibles pardmetros) de clase II;.

La teorfa (completa) de Kripke-Platek (KP) es la que resulta de extender el
axioma de regularidad a férmulas arbitrarias, no necesariamente de clase I1;.

Notemos que KP* extiende a T, pues el esquema de Ag-especificacién implica
los axiomas del conjunto vacio y de la diferencia (y las versiones “fuertes” de
los axiomas del par y de la unién).

73
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Por lo tanto en KP* pueden definirse los conceptos conjuntistas bésicos
(uniones, intersecciones, complementos, pares ordenados) asi como los ordinales
y los niimeros naturales y, por regularidad, las férmulas z € Q y = € w son Ay.

Observemos que aplicando el axioma de regularidad a la féormula v € =z
obtenemos el axioma de regularidad para conjuntos, es decir,
Ne(z # @ — Vyly € x hany = 2)).

Reciprocamente, en Z podemos probar el esquema de regularidad para fér-
mulas arbitrarias ¢(u), pues si existe un conjunto ug que cumple ¢(ug), podemos
definir el conjunto

u={ve€ug| o)}

Si u = O, entonces uy es minimal para ¢ y, en caso contrario, un elemento
€-minimal para u es también minimal para ¢.

El esquema de II;-regularidad es claramente equivalente al

Principio de Xi-induccién Si ¢(u) es una férmula de clase X1 (con posibles
pardmetros), entonces

Nz (A € ¢(u) — é(x)) — Az p(2).

En particular:

Principio de ¥;-induccién transfinita Si ¢(u) es una férmula de clase ¥,
(con posibles pardmetros), entonces

N € Q(NG € a¢(0) — d(a)) = Na € Qo(a).
(Basta aplicar el principio anterior a la férmula
U(z)=(x € QA(x) Vo).
Lo mismo es vélido cambiando €2 por w. Obviamente, en KP estos principios
son validos para férmulas cualesquiera, no necesariamente .

Aqui trabajaremos en KP* (salvo que indiquemos explicitamente lo con-
trario) porque es una subteoria de MACT+H (teorema 3.32). Ma4s precisa-
mente, segun el teorema 3.31, tenemos que KP* es una subteoria de T+ Ag-
especificacién + Ag-recoleccién fuerte. Por otra parte, KP*+AP extiende a
MgR.

En particular, tenemos que la consistencia de M implica la consistencia de
KP*+AI+AP, y la de ZC implica la de KP+AI+AP+AE.

Conviene observar también que el esquema de Ag-recoleccién admite una
reformulacién “local” equivalente:

Na(Au € aVv ¢(u,v) — VbAu € a\v € b ¢(u,v)).

Es obvio que la versién “local” implica la “global”, y para probar la impli-
cacién contraria, si suponemos Au € a\/v ¢(u,v), aplicamos la versién global a
la férmula Ay dada por ¢¥(u,v) = (u € a A ¢(u,v)) V (u ¢ a Av=9).
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4.2 Producto cartesiano, relaciones, funciones

En KF o My se prueba la existencia del producto cartesiano A x B por
especificacién a partir de PP(A U B). En KP* no podemos seguir este camino,
pero igualmente podemos justificar la existencia de productos cartesianos.

Para ello recordamos que la férmula z = (z,y) es (equivalente en T a una
férmula) Ag. En efecto:

z=(z,y) & Vuv € 2(u={z} Av={z,y}) A \u € 2(u={z} Vu={z,y}),
con lo que basta probar que la férmula u = {x,y} es Ay, lo cual se sigue a su
vez de la equivalencia

v={zr,y} crxcunycuANveuv=aVv=y).

Asi pues, por Ag-recoleccién, para todo conjunto A existe un conjunto Y tal
que Au € A (u,b) € Y. Aplicando el axioma de Ag-especificacién al conjunto
Y obtenemos la existencia del conjunto A x {b}. Seguidamente consideramos
la férmula Ag dada por ¢(u,v) = v = A x {u} y obtenemos la existencia del
conjunto Z = {A x {u} | u € B}. A su vez esto implica la existencia de

AxB=Z.

A partir de aqui es inmediato que todas las definiciones sobre relaciones
sobre relaciones y funciones presentadas en la seccién 2.2 para KF son validas
también para KP* con excepcién de la del conjunto Y X, que requiere AP.

Hay una tnica excepcién aparente, que es la definicién del conjunto cociente
A/R, que también se construye mediante AP, pero que ahora podemos cons-
truir mediante Ag-recoleccién. Basta observar que, si R es una relacién de
equivalencia en A,

v=[ulgp > Nz €vzre ANz Ru) N \z € A(x Ru — z € v),

luego la férmula v = [u]r es Ay, luego existe un conjunto B que contiene a las
clases de equivalencia todos los elementos de A, luego podemos definir

A/R={veB|Vue Av=]ulg}
Observemos que, en general, la férmula v = (uy, ..., uy) es Ag, pues
u=(ug,...,up) = VzeuVy € x(y = (ua,...,un) Au= (u1,y))

y podemos razonar por induccién. De aqui se sigue inmediatamente la siguiente
variante del axioma de Ag-especificacion:

Teorema 4.1 Si ¢ es una formula Ay, la formula siguiente es un teorema de
KP:

Azr- -z VyAu(u € y = Vur € 21+ Vup € 2y
(w=(ut,...,up) A d(u1,...,upn))).

Equivalentemente, existe el conjunto

{(u1, .. yun) €Ex1 X oo XXy | dur, ... un)}
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4.3 Recolecciéon, especificacion y reemplazo

En esta seccién demostraremos en KP* versiones mas fuertes de los esquemas
de recoleccién y especificacién que hemos tomado como axiomas, asi como una
versién débil del esquema de reemplazo de ZFC.

Recordemos que si T es una teoria axiomédtica sobre el lenguaje formal de la
teorfa de conjuntos, una férmula es ¥7 si es equivalente en T a una férmula de
tipo Vz ¢, donde ¢ es una férmula Aq.

Teorema 4.2 SiT es una extension de KP, la clase de férmulas X1 es cerrada
para N\, V, /\:c cy, \/x cy, \/m

DEMOSTRACION: Si dos férmulas son equivalentes a \/z ¢ y Vx4 respecti-
vamente, con ¢ y 9 de clase Ay, su disyuncion es equivalente a

Ve v Ve < V(o V).

Si dos férmulas son equivalentes a \/z ¢ y a \/y 1, respectivamente con ¢ y
¥ de clase Ag (donde podemos suponer que x no esté libre en ¢ y que y no estd
libre en ¢), entonces su conjuncién es equivalente a

Ve o AVyd < Vay(o Ay) < VaVay € 2(6 A ).
Similarmente, \/zVz ¢ < VyVzz € y ¢, VzewVreo — Vz\Vzewo.

El caso més delicado es el de Az € y. Si una férmula ¢q es equivalente a
Vz #, donde ¢ es Ay, entonces, usando el axioma de Ag-recoleccién:

Az € yVzpo(x,2) — Nz € yNVzo(z,2) « Vy' Az € y\Vz € v ¢(x, 2).

Definicion 4.3 Llamaremos formulas X1 a las que se construyen a partir de
las férmulas de clase Ay mediante aplicaciones de A, V, Az € y, Vz € y, Va,
mientras que las formulas I1; son las que se construyen del mismo modo pero
cambiando \/z por Az.

Claramente, toda féormula Ag es de clase X7 y I, y todas las férmulas 3
(resp. I;) son SKP™ (resp. TIXP") por el teorema anterior. No obstante, vamos
a ver que para este tipo de féormulas podemos encontrar explicitamente una
férmula equivalente de tipo Vz ¢ (resp. Az ¢) con ¢ de clase Ag.

Si ¢ es una férmula ¥, y x es una variable que no esté en ¢, llamamos ¢(®)
a la férmula Ay que resulta de sustituir en ¢ cada cuantificador no acotado Au
por Au € z.

El teorema siguiente se demuestra trivialmente por induccién sobre la lon-
gitud de la férmula:
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Teorema 4.4 Si ¢ es una formula de clase 31 y x, y son variables que no estdn
en ¢, entonces las formulas siguientes son teoremas ldgicos:

¢(1’) ANz Cy— q{)(y)’ ¢(1’) — .

La versién explicita del teorema 4.2 para férmulas 31 es el teorema siguiente,
del que obtendremos muchas consecuencias:

Teorema 4.5 (X;-reflexidén) Si ¢ es una férmula de clase 1 y x es una
variable que no estd en ¢, la formula ¢ — Vx d*) es un teorema de KP*.

DEMOSTRACION: Una implicacién es inmediata por el teorema anterior.
Probamos la contraria por induccién sobre la longitud de ¢. Si ¢ es de clase Ag
entonces ¢ = ¢(*) y el resultado es trivial.

Si ¢ = 11 A 1, entonces ¢(*) = ¢§w) A 1/)595). Por hipétesis de induccién
tenemos que

V1o Vau”, o Vool
Si se cumple ¢ = 1)1 A 1)9, entonces existen x1 y xo tales que wlwl) y wém).
Si llamamos z = x1 U 22 entonces tenemos w%x) A wéx) por el teorema anterior,

luego Vz o).
Si ¢ =11 V 19 la equivalencia es trivial:
¢ = Va ol v Ve o Va@i? v i) o Ve o,
Si ¢ = Vu € v, entonces
¢ VueoVzu® o Va\uevyp® = Vg,

Si ¢ = A\u € v, entonces, por hipétesis de induccién, ¢ — Au € v\ x (),
Suponiendo ¢, por Ag-recoleccién existe un y tal que Au € vVz € yp(®). Sea
o =y. Ast Au € vp@®) Tuego VaAu € vp®) = \Vx p@).

Si ¢ = Vu1 y suponemos ¢, entonces sea u tal que 1(u). Por hipétesis de
induccién existe un z tal que ¢(®). Sea 2’ = x U {u}. Entonces también ),
luego Vu € 2’ &) = ¢ luego Vo). "

Con esto estamos en condiciones de “mejorar” los axiomas de KP*

Teorema 4.6 (X;-recoleccién) Para toda férmula ¢ de clase X1 la férmula
siguiente es un teorema de KP*:

Az (Au € 2\Vv d(u,v) — Vy(Au € 2\Vv € y o(u,v) A Av € yVu € x d(u,v)).

DEMOSTRACION: Por ¥-reflexién,

Au € 2\v p(u,v) — VzAu € z\v € z %) (u,v).

Por Ay-especificacion existe el conjunto

y={vez|Vue a:(b(z)(u,v)},

y claramente cumple lo pedido. m
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Teorema 4.7 (3;-reduccidén) Si ¢ es una férmula Iy y 1p es ¥y, la formula
stquiente es un teorema de KP*:

Nae(Au € 2(d(u) — 9(u)) —
Vy(Au € z(¢(u) = u € y) A Nu € y(u €z A(u)))).

DEMOSTRACION: Supongamos que Au € z(éd(u) — 1(u)) o, lo que es lo
mismo, Au € z(=¢(u) V 1(u)). Como esta férmula es equivalente a una férmula
Y1, por ¥p-reflexién existe un z tal que Au € 2(¢*) (u) — ¥*) (u)). Basta tomar

y={ueaz|[ypP(u)}. .

De aqui se sigue inmediatamente:

Teorema 4.8 (A;-especificacion) Si ¢ es una formula II; y ¥ es 31, la
formula siguiente es un teorema de KP*:

Az(Au € 2(d(u) < ¥(u)) = VyAu(u € y = u € x Ay(u))).
Observemos que lo que afirma el teorema anterior es que las férmulas AT,
para cualquier teoria T que extienda a KP*, también definen subconjuntos de

un conjunto dado (donde una férmula es AT si es equivalente en T tanto a una
férmula X7 como a una férmula I1y).

Teorema 4.9 (X;-reemplazo) Si¢ es X1, la formula siguiente es un teorema
de KP*:

Az(Au € x\l/v d(u,v) — V fy(f : @ — y suprayectiva A \u € x ¢(u, f(u)))).

1
DEMOSTRACION: Supongamos que Au € x\/v é(u,v). Por ¥i-recoleccién,
existe un y tal que Au € z\/v € y ¢(u,v) y, claramente de hecho,

1
Au € z\v € y p(u,v).
Ahora observamos que, para todo w € x X y es equivalente
Vuv(w = (u,v) A ¢(u,v)) « ~Vuvv (w = (u,v) Av#v" A d(u,v)),

y ambas férmulas (la de la derecha sin el negador) son X, luego por A;-
especificacién existe el conjunto

f=Alwv) exxy|d(u,v)},

y cumple lo pedido. n
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4.4 Recursion en KP

En KP* pueden demostrarse teoremas de recursion fuertes. Para obtenerlos
demostraremos primero la existencia de clausuras transitivas:

Teorema 4.10

/\J:\l/y(mCy/\UyCy/\/\z(wCz/\UzCz—>yCz)).

DEMOSTRACION: Llamamos ¢(z,y) a la férmula del enunciado sin los dos
primeros cuantificadores. Claramente ¢(x,y) A ¢(x,y’) — y = v/, es decir, si
existe un y que cumple ¢(x,y), es tnico. Sea

Py =z CcyAUyCcyANueyVfnnewAn fin+l—y
AfO)=uAn f(n)exANien f(i)€ f(i+1)).

Es facil ver que ¢ es ¥1. Ademés ¢(z,y) — é(x,y), puessix C 2y z es
transitivo, se cumple que y C z. En efecto, dado u € y, tomamos f :n+1 — y
de acuerdo con ¢ y una simple induccién prueba que Ai < n f(n—1i) € z, luego
en particular u € z.

En particular ¥ (z,y) A ¥(x,y) — y = v/, de modo que Vyu(z,y) es

equivalente a \/y ¢(x,y). Veamos por ¥j-induccién que AxVy(z,y). Para
ello suponemos que

Au € 2Ny p(u,y),

1
con lo que, de hecho, tenemos que Au € z\/yv(u,y). Por ¥i-reemplazo existe
g : * — y suprayectiva tal que Au € z9(u,g(u)). Sea 2 = x UJy. Es facil
ver que z es un conjunto transitivo y  C z. Para probar que ¥(z, z) tomamos
u € z. Siu € x basta tomar n = 1, f = {(0,u)} y se cumple lo requerido. En
caso contrario existe v € y tal que u € v y existe un v’ € z tal que ¥ (v, v).
Esto implica a su vez que existe h : n+1 — v tal que h(0) = u, h(n) € v/, etc.
Basta tomar f = hU{(n+ 1,4’)} y se cumple lo requerido.
1

Asf pues, Vy(z,y) y esto implica \V/y(x,y). Con esto queda probado que
1 1

AzVy(x,y) lo cual implica a su vez que Az\y ¢(z,y). Mas ain, la unicidad
implica que Azy(¢(z,y) < ¥(z,y)). "
Asi pues, la definicién de clausura transitiva
cr=y|lUyCcyrzCyArNs(zC2AJzC2z—yC2).
es valida en KP*.
Teniendo en cuenta que las férmulas —¢ y 1 del teorema anterior son X1,

vemos que la férmula y = ct(z) es Ay. La prueba del teorema anterior muestra

también que
ct(z) =axU | ct(u).

uew

Ahora podemos probar un principio fuerte de ¥;-induccién
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Teorema 4.11 Para toda formula ¢(x) (resp. de clase 31), la formula siguiente
es un teorema de KP (resp. de KP*):

Nae(Au € ct(z) p(u) — d(2)) — Az d(=).

DEMOSTRACION: Veamos por Xi-induccién que Az/Au € ct(x) ¢(u). Note-
mos que si ¢ es de clase Y1, lo mismo sucede con esta formula, pues

Au € ct(x) p(u) < Vyly = ct(z) A Au € y d(u)).

Para ello suponemos que Av € z/\u € ct(v) ¢(u), pero, por la hipétesis del
teorema, esto implica A\v € x ¢(v), luego en total tenemos que ¢(v) se cumple
para todos los elementos de

xU {J ct(u) = ct(x).

uex
Esto termina la induccién y, como z € ct({z}), podemos concluir Az ¢(z).

Teorema 4.12 (X;-recursién) Si ¢ es una formula 31, existe otra formula
1, también X1, tal que la formula siguiente es un teorema de KP*:

/\xll‘nff\l/y Qs(xla"'vxwaaf?y) -

/\xl o l‘n.ﬂjy(w(xl, cee axfwxay) — ¢(x1a ey T, T, [w]:my))a
donde
[l = {(u,v) | u € ct(z) A Y(z1,... 20, u,v)}

DEMOSTRACION: Por simplificar la notacién, consideraremos un tinico para-
metro 1. Consideramos la férmula X; siguiente:

x(x1,z,y, f) = f es una funcién A Df = ct(z) A

/\’LL eDf ¢(x17u7f|(3t(u)7f(u)) A ¢($17$7f, y)

Observemos que, en particular,

X(xlaxayvf) —>¢(x1,x,f,y), (41)
asi como que
X(l‘]_,.’If,y7 f) ANu e Ct(l’) - X(x17u7 f(U/), f|Ct(u)) (42>
Vamos a probar
/\xlf\/y\/f X(xlvxay,f) (43)

En primer lugar demostramos la unicidad, es decir, que

x(x, .y, f) A x(enz,y f) —y=y ANf=f" (4.4)
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Razonamos por induccién sobre ct(z). Por lo tanto, suponemos que para todo
u € ct(x) existen a lo sumo unos v y g tales que x(z1,u,v,g), asi como que
x(w1, 2y, ) A x(@ 9, f).

Entonces f y f’ son funciones con dominio ct(z), y la hipdtesis de induccién
junto con (4.2) implica que para todo u € ct(z) se cumple f(u) = f'(u), luego
f=f". Asuvez, por (4.1) tenemos ¢(z1,x, f,y) A ¢(x1,z, f',y'), y la unicidad
de ¢ implica que y = 7/'.

Seguidamente demostramos la existencia, también por induccién sobre ct(x).
Ello significa suponer que Au € ct(x)\Vvg x(z1,u,v,g) y demostrar lo mismo
para x. Por (4.4) tenemos, de hecho, que

Nu € ct(x)\l/vg x(x1,u,v,g).

Por ¥;-reemplazo existe una funcién f : ct(z) — z tal que

Au € ct(@)Vg x(1,u, f(u). g).

Mas concretamente, veamos que

Au € ct(z) x(z1,u, f(u), f|Ct(u))‘

En efecto, dado u € ct(z), sea g tal que x(z1,x, f(u),g). Si v € ct(u), por

),

(4.2) tenemos x(z1,v,9(v), glct(w)), Pero, como v € ct(z), también existe un
g’ tal que x(z1,v, f(v),¢")) v (4.4) implica que g(v) = f(v). Esto prueba que
gzﬂ&m~

En particular, por (4.1)

/\u € Ct(iE) ¢($1,U, f|Ct(u)7 f(u))

Por la hipétesis sobre ¢ existe un tnico y tal que ¢(x1,x, f,y), y ahora es
inmediato que x(z1,z,y, f).

Definimos v (z1,z,y) = V f x(x1, 7,9, f), que claramente es una férmula ;.

1
Por (4.3) tenemos que Au € ct(z)\v ¥(x1,u,v), luego por ¥i-reemplazo existe
el conjunto [¢)], indicado en el enunciado (y es una funcién de dominio ct(x)).

Asi, para cada z1, x existe un unico y tal que ¥(z1,z,y). Esto a su vez im-
plica que existe un f tal que x(x1, z,y, f). Vamos a probar que, necesariamente,
[ = [¢]s. Ahora bien, si u € ct(z), por (4.2) tenemos x(z1,u, f(u), flct(u)):
luego (w1, u, f(u)), luego f(u) = [t].(u).

En definitiva, ¥(z1,z,y) equivale a que y es el dnico conjunto tal que
x(x1, 2,9, [¥]), y por (4.1) es también el tnico y tal que ¢(z1,x, [¢V]z,y). =

Si llamamos G a la clase definida por la férmula ¢ del teorema anterior, la
unicidad de su hipétesis hace que G : V"2 — V., de modo que en lugar de
o(x1,..., 0, z, f,y) podemos escribir y = G(x1,...,2Zy, f). Similarmente, la
clase F' definida por la féormula ¢ resulta ser una funciéon F : V" xV — V
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con la propiedad de que, para todo conjunto x, la restriccion F|Ct(z) (con los
pardmetros x1,...,Z, fijos) es un conjunto y la relacién del enunciado equivale
a

F(zy,...,xn,x) = G(x1,...,2p, 2, F\Ct(w)).

A menudo resulta practico restringir los dominios de las aplicaciones, para
descartar casos triviales. Concretamente, consideramos una clase D C V"1 de
clase A;. Esto significa que existen férmulas ¢(z1,...,zn, ) y ¥(21,...,Zpn, )
de clase ¥ y II; respectivamente tales que

Na1- - zn@(d(@r, .. 20, @) = Y1, T, T)),

y entonces escribimos (z1,...,Z,,z) € D como abreviatura por cualquiera de
las dos formulas equivalentes anteriores. A partir de ellas podemos definir a su
vez las férmulas

¢/($1,...7$n7$,f) E¢(x17°"7xn7$) /\fw_)‘/"

V(1. @, f) =(T1, T, ) A f i —

que son también ¥; y IT; respectivamente, ya que la parte final de ambas es Ay.
Por lo tanto, este par de férmulas define una clase A; que llamaremos E C V712,
Supongamos ahora que x(z1,...,Zn, 2, f,y) es una férmula ¥; tal que

/\1'1 -~~xnxf(¢/(xla"'axnaxaf) - \1/y X(xla"'amna‘T?f,y))'

Esta condicién puede expresarse diciendo que x define una funcion G : £ — V.
Es en estos términos como han de entenderse las hipétesis del teorema siguiente:

Teorema 4.13 (¥;-recursién) Sea D C V"1 una clase de clase A1, sea E
la clase (también A1) dada por

(1,...,2p, 2, f) EE = (z1,...,2n,2) EDAN fix —V,

sea G : E — V wuna funcion de clase 1. Entonces existe F' : D — V,
definida por una formula 31, tal que

Nx1- - xpw €D F(ay,...,20,7) = G(21,. .., 20,7, F|).

DEMOSTRACION: Manteniendo la notacién previa al enunciado, considera-
mos la férmula

" (@1, xp,x, fy) =Valg = fla A (@ (21, 20, 2,9) A

X(xla"wxnvxagay)) v (_"I)ZJI(ZL'l,...,.’En,LE,g) NY = @'))

Teniendo en cuenta que g = fl. [= f N (z X V)] es Ap, es claro que ¢” es
31 y cumple la hipétesis del teorema 4.12, el cual nos da una férmula 1" de
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clase X1 que define una funcién F : V*"*! — V. Si, concretamente, tomamos
(z1,...,2pn,2) € D, para calcular F hemos de considerar el conjunto

f=1"e={(uv)|uect(x) NV (z1,...,20,u,v)},

que es la funcién f : ct(z) — V definida por X;-reemplazo a partir de 9" y
ct(x). Entonces F(x1,...,2Zn,x) es el Unico y que cumple " (x1,...,Tn,x, f).
Ahora bien, como g = f|, : * — V es la funcién definida por ¥;-reemplazo
a partir de ¥ y z (es decir, g = F|;), tenemos ¢'(z1,...,2,,2,9), luego
F(z1,...,2,,x) es el Gnico y que cumple x(x1,...,Zy,, g,y). Equivalentemente:

F(zy,...,xn,2) = G(a1,...,Tn,x, F|z).

Nota Si F es una aplicacion definida por una férmula X4, es decir, tal que
la féormula y = F(z) es 31, en realidad dicha férmula es A;, pues equivale a
Nz (F(x)=2—2=1y) -

Rango Como primera aplicaciéon definimos la funcién rang : V. —  me-
diante

rang(z) = | (rang(u) + 1).

uer
Explicitamente, consideramos la funcién G dada por

Gz, f) = U (f(w) +1).

uex

Maés explicitamente, dado cualquier conjunto f, tenemos que
Av € RfVw (w=vU{v}),

luego por 4.6 (aplicado de hecho a una férmula Ay), existe el conjunto

A={vUu{v}|Vu (u,v) € f}
y a su vez existe el conjunto y = [J A, que, en el caso en que f : z — ), es

v=U (fu) +1). Asi

uex

y=G(z,f) = VAly= U unr Aw e AVu € 2\v(f(u) =v Aw =vU {v}))

u€A

A Nu € zVoVw e A(f(u) =v Aw=vU{v})).

La tltima férmula ¢(x, f,y) es claramente ¥, y satisface la condicién de
unicidad sobre y (sobre la clase de pares (z, f) tales que f : @ — V), por
lo que define una funcién G en las condiciones del teorema de recursién y la
funcién F' dada por dicho teorema es la funcién rango.

A partir de aqui se prueba por ¥;-induccién que de hecho rang(x) es un
ordinal y satisface las propiedades basicas del rango. Notemos que las clases
Vo = {z | rang(z) < a} no son necesariamente conjuntos.
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Aritmética ordinal Para definir la aritmética ordinal es mas préctico el si-
guiente caso particular del teorema de recursion:

Teorema 4.14 (X;-recursién transfinita) Sea D C V" una clase de clase
Ag ysean Gy : D — Q y Gy : D x Q x Q — Q aplicaciones de clase 3.
Entonces existe una funcion F : D x Q — Q definida por una formula 31 tal
que

a) F(xy,...,2,,0) = Gi(21,...,2p)
b) F($1,...,$n,a+1) :G2($1,...,(En,a+17F($1,...,$n7a))

c) F(z1,...,xn,A\) = J F(z1,...,2n,9).
<A

DEMOSTRACION: Sea D' = D x , sea E la clase definida en el enunciado
de 4.13 a partir de D’ y sea G : E — V la funcién dada por

y=G(x1,...,xn,0, f) = (a=0ANy=Gi(z1,...,2,)) V

\/ﬁea\/’}/(a:ﬁ“‘l/\’Y:f(ﬁ)/\y:G2(l’1a7331170477))\/

(o es un ordinal limite A y = |J f(9)).
dEQ

Es facil ver que G es una funcién ¥; sobre F y la funciéon F' dada por 4.13
cumple lo pedido. L]

A partir de aqui podemos definir la suma de ordinales tomando D = {2,
Gi(a) = a, Go(a, B,7) = yU {7}, pues la funcién F que obtenemos asi cumple

F(a,O) =, F(a7ﬁ+1) :F(a,ﬂ)U{F(a,ﬁ)}, F(OZ,)\) :6L<J>\F(a75)'

Definimos entonces « + 8 = F(a, 3), de modo que la férmula v = o + [ es
Y1 y, por consiguiente, también A;. A su vez, la suma nos permite definir el
producto y éste la exponenciacién. Las propiedades de la aritmética ordinal
(v en particular las de la aritmética natural) se demuestran por ¥;-induccién
transfinita sin dificultad alguna. "

Colapsos transitivos En KP no puede probarse el teorema del colapso de
Mostowski en toda su generalidad. (De hecho, ni siquiera puede probarse que
todo conjunto bien ordenado es semejante a un ordinal, que es un caso particu-
lar.) Para probarlo necesitamos suponer el esquema de II;-especificacién:

Teorema 4.15 (KP*4II;-especificacion) Si (A, R) es un conjunto con una
relacion extensional y bien fundada, entonces (A, R) es isomorfo a un conjunto
transitivo.
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DEMOSTRACION: Llamamos aprozimaciones a las aplicaciones f : B — V
tales que

BCcAANa€ ANb e B(aRb— a € B)
ANbeBf(b)={f(a)|a€ BAaRb}

Es facil ver que la férmula “f : Df — V es una aproximacion” es Ag. Si fy
g son aproximaciones y X = DfN Dy, existe el conjunto {z € X | f(z) # g(z)},
y es facil ver que tiene que ser vacio, de modo que dos aproximaciones coinciden
en su dominio comun.

Ahora aplicamos IT;-especificacién para definir el conjunto

Y ={ae€ A|-Vf (f es una aproximacién A a € Df)}.
Si no es vacio, tiene un R-minimal a, de modo que, si A, = {b€ A|bRa},
Ab € AV f(f es una aproximacién A b € Df).

Por ¥;i-recoleccion existe un conjunto Y de aproximaciones tal que cada
elemento de A, esta en el dominio de un elemento de Y. Por la unicidad de las
aproximaciones, f = |JY es también una aproximacién cuyo dominio es A. Si
llamamos M = Rf, tenemos que f : A — M suprayectiva y

Na€ A f(a)={f(b)|be ANbRa}.

Es obvio que M es un conjunto transitivo y f es biyectiva, pues esto equivale
a que el conjunto

C={acA|VbeA(#aN f(a)=Ff(b)}

sea no vacio. Si no lo fuera, tendria un R-minimal a, para el cual existirfa un
b # a tal que f(a) = f(b), pero entonces, si x Ra, entonces f(z) € f(a) = f(b),
luego existe un y Rb tal que f(z) = f(y), pero por minimalidad z = y Rb.
Reciprocamente, si x R b, entonces f(x) € f(b) = f(a), luego existe un y Ra tal
que f(z) = f(y), y de nuevo por minimalidad = y Ra. Por consiguiente, a y b
tienen la misma extension, luego a = b porque R es extensional, contradiccion.

Ahora es inmediato que Aab € A(a Rb < f(a) € f(b). Con esto hemos
probado que f : (A,R) — M es una funcién colapsante (un isomorfismo).
n

En KP* podemos demostrar un caso particular:

Teorema 4.16 Sea (A, R) un conjunto con una relacion extensional y bien
fundada y supongamos que existe un ordinal 8 y una aplicacion r : A — 0
tal que Nvy € A (x Ry — r(z) < r(y)). Entonces (A, R) es isomorfo a un
conjunto transitivo.
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DEMOSTRACION: Para cada ordinal o < 6, definimos
Ag ={a€ A|r(a) < a}.
Definimos
dla,fl=a€eQANa<ONf: A, —V ANa€e A, fla)={f(z) ]|z Ra}.
Se trata de una férmula Ag. Por ejemplo, la dltima parte equivale a
Aue f\VveuVaz e v(u=(a,2) AN\y€2Vz € A(x Ra Ay = f(x)) A
Nz € A(xRa— \Vy € zy=f(z))).

Veamos que ¢(a, f) A ¢la, f') — f = f'. En efecto, en caso contrario
podemos considerar el conjunto no vacio

B={ac A, | f(a)# f'(a)},

el cual tendrd un R-minimal ¢ € B, de modo que si x R a, entonces f(x) = f'(x),
pero entonces

fla)={f(z) |z Ra} ={f(z) |z Ra} = f'(a),
contradiccion.

Ahora probamos por ¥i-induccién que Aa < 0 \/f ¢(a, f). Més precisa-
mente, consideramos la féormula

Pa)=(aeQAa<OAVfola, f))V-(aeQAa<b).

Suponemos que a < 0y que A3 < aV/ f (8, f). Por la unicidad que hemos
probado, tenemos de hecho que AS < oz\l/f o(B, f).

Si a = 0, es obvio que ¢(a, &).

Sia=pF+1,sea f:Ag — V tal que ¢(3, f). Es facil ver que la férmula

y = fIAZ]

es Ay, luego por reemplazo existe h : {a € A | r(a) = 8} — y suprayectiva tal
que h(a) = f[AE] = {f(z) | z Ra}, y es facil ver que f' = fUh cumple ¢(c, f').

Si « es un ordinal limite, por ¥;-reemplazo existe h : « — y suprayectiva

tal que A\B < ad(B3,h(B)), y es facil ver que f = Jy cumple ¢(a, f).

En particular, hemos probado que existe una f tal que ¢(0, f), es decir, tal
que f: A — M suprayectiva, para cierto conjunto M = f[A] y tal que

Na€ A f(a) ={f(z) |z Ra}.
A partir de aqui la prueba concluye igual que la del teorema anterior. m

En particular, dado cualquier conjunto A, por ¥i-reemplazo existe la funcién
rang : A — 6 para cierto ordinal 6, luego todo conjunto A sobre el que la
relacion de pertenencia sea extensional es isomorfo a un conjunto transitivo.

Mas en particular:
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Teorema 4.17 Sia € Q y A C «, entonces (A, <) es semejante a un ordinal
g < a.

DEMOSTRACION: Por la observacién precedente podemos considerar el co-
lapso transitivo f : (A, <) — 3, para cierto conjunto transitivo /3 en el que la
relacién de pertenencia es un buen orden, luego 3 € € y claramente f es una
semejanza.

Ahora probamos por ¥j-induccién transfinita que Ad € A f(§) < 6. Note-
mos que la propiedad es X1, pues equivale a Ad € Ay (v = f(§) Ay C6).

Para ello suponemos que /\e € § f(e) < e y observamos que

f0)={f(e)| e d} .

Por consiguiente, 3 C a. n

Recursion en w Dejamos al lector la demostracion de la siguiente variante
del teorema de recursion:

Teorema 4.18 (X;-recursién en w) Sea D C V" una clase de clase Ag y
sean G1: D —V y Gy : DxwxV — V aplicaciones' de clase ©1. Entonces
existe una funcion F : D x w — V definida por una formula ¥q tal que

a) Fxy,...,20,0) = Gi(x1,...,2n)
b) F(z1,...,xn,n+1) =Ga(z1,..., 25,0, F(z1,...,2,,n)).
Como primera aplicacién tomamos D =V, Gi(x) = {@} y
Gy: VXxwxV —V
definida como sigue:
y=Go(z,n,A) > Nfey(f:n+1—aAfl,€A)A
Nse ANuex(s:n—z—VNVfey(fl.=sA f(n)=nu)).

Veamos que G5 estd bien definida, en el sentido de que si x y A son conjuntos
arbitrarios y n € w, existe un tnico conjunto y que cumple la definicién. De
hecho sélo hay que probar la existencia, pues la unicidad es obvia por extensio-
nalidad.

Para ello, dado A, consideramos el subconjunto

B={se€A|s:n— z},

cuya existencia estd garantizada por Ag-especificacién. Consideramos también
la férmula Ag

o(fissu)=fin+l—aAflo=sAf(n)=u

1Es facil probar una variante en la que no estd D y G se sustituye por un conjunto (un
designador) A tal que la férmula y = A es £7.
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1
y observamos que As € BAu € z\/f #(f, s, u), luego por Ag-reemplazo existe
una aplicacién h : B X x — y suprayectiva tal que

As € BAu € z ¢(s,z,h(s, x)).
Claramente y es el conjunto buscado.

El teorema de recursion nos da una funciéon F' : V x w — V de modo
que, llamando 2" = F(z,n), lo que tenemos es que z° = {@} y que z"*! es
el conjunto de todas las aplicaciones n + 1 — x cuya restriccién a n estd en

x". Ahora bien, si f : n — x es cualquier aplicacién, podemos probar por

¥1-induccién que
Nicwi<n—\Vyly=a'"AVgeyg=[li))
En particular, f € 2™, de modo que
2 ={f|fin— a}

Asi pues, hemos demostrado el teorema siguiente:

Teorema 4.19 A\z/\n € w\l/y/\f (feye fin—ax).

Ademss tenemos que la férmula y = 2™ es AKX,

4.5 Conjuntos finitos

En KP* podemos desarrollar la teoria béasica sobre conjuntos finitos par-
tiendo de la definicién usual: un conjunto x es finito si cumple la férmula >;:

Vn e wVf f:n — z biyectiva.

Se cumple que tal n es Unico, pues si existen m,n € w tales que m < n'y
f :n — m biyectiva, podemos definir el conjunto no vacio

A={men|Vfen"Vk€m f|m: m — k biyectiva},

que tendrd un minimo elemento m, a partir del cual se llega facilmente a una
contradiccion.

Por consiguiente, si x es un conjunto finito podemos definir su cardinal como
el tnico nimero natural |x| equipotente a z. Notemos que la férmula n = |z| es
de clase X;.

Sin €wy ACn, el teorema 4.17 nos da que A es semejante (en particular
equipotente) a un ordinal < n, es decir, a un nimero natural, luego A es finito.
Mads en general, esto implica que todo subconjunto de un conjunto finito es
finito.
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Para probar que Amn € w(|(m x {0}) U (n x {1})| = m + n) fijamos m y
demostramos por X;-induccién que

An€wVfyk (k=m+nAy=(mx{0})U(nx{1}) A f:y — k biyectiva).
La prueba no ofrece ninguna dificultad. De aqui se sigue que si z e y son
conjuntos finitos disjuntos entonces x Uy es finito y |z Uy| = |x| + |y|.

Similarmente se prueba que Amn € w(|m x n| = mn), para lo cual demos-
tramos por Y;-induccién que

An € wV fyk(k =mn Ay=mxnA f:y — k biyectiva).
En la prueba usamos que m x (n+ 1) = (m x n) U (m x {n}) junto con el
resultado anterior.

De aqui se sigue que si z e y son conjuntos finitos, entonces z X y es finito
y |z >yl = |zlly|.

A su vez esto nos permite probar que si x e y son finitos, entonces z¥ también
lo esy |z¥| = |z|l¥. Para ello fijamos |2| = m y demostramos por ¥;-induccién
que

An e wV fyk(y = 2™ ANk =m" A f:y — k biyectiva)

usando que es facil construir una biyeccién "1 — ™ xz junto con el apartado
anterior.

Teorema 4.20 Az (z finito — \/y (y finito A Nu(u € y < u C x))).
DEMOSTRACION: Es fAcil reducir el enunciado al caso particular
An € wVy(y finito A Au(u € y < u C n)).

Para probarlo aplicamos Ag-reemplazo a la férmula v = s~1[1], lo que nos
da la existencia del conjunto

y={u|Vsec2®u=s"'1]}

junto con una biyeccién f : 2" — y. Sabemos que 2" es un conjunto finito,
luego y también lo es, y claramente cumple lo pedido. m

En otras palabras, acabamos de probar que si x es un conjunto finito existe
el conjunto
Pr={u|uCuzx},

y éste es a su vez finito.

Miés anin, la férmula ¢(x,y) = z finito A y = Pz es 31, pues
d(x,y) — Vn € w\ fgz (f : n — x biyectiva A z = 2" A g : z — y biyectiva

ANueyucCxzANsezN\uez(ueg(s)— Vien (s(i)=1A f(i) =u))).
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Usando esta férmula, el teorema 4.18 nos da una aplicacién f:w — V tal
que, llamando V,, = f(n), se cumple que

Vo= ANnEwW V1 =PV,.

Ademads, la formula n € w A y = V,, es 1. Una simple induccién prueba

que cada V,, es un conjunto finito. Mas ain:
Vi, = {z | rangx < n}.

En efecto, para probar una inclusién (asi como que los conjuntos V,, son

transitivos) probamos que
AnVy(y =V AUy Cy A Az € y\Vm(m = rangz A m < n)),
y para probar la otra, fijado un conjunto x tal que rangz < n tomamos y =
ctx U{z} y probamos, siempre por 3;-induccién, que
Nu(u €y — Vmz(m e w Arangu=m A z =V, Au C 2)).

Esto implica que z € V,,.

4.6 La teoria KPI

Llamaremos KPT* (resp. KPI) a la teoria KP* (resp. KP) mds el axioma de
infinitud
Al=VX(@ e X AAne X nuU{n} e X).

Obviamente Al equivale a w € V.

Aplicando ¥i-reemplazo a la férmula n € w A y = V,, obtenemos una
aplicacién suprayectiva f : w — y tal que An € w f(n) = V,,. Por lo tanto,
podemos considerar el conjunto z = |y, que claramente cumple

Nu(uez—\newuel,).

Esta propiedad determina a z, luego acabamos de probar la existencia del con-

junto
Vo= U Vo ={z]|rangzr < w}.
new
Es facil probar las propiedades bésicas de los conjuntos V,, y V,: son tran-
sitivos, forman una sucesién creciente, An € w V,, N Q = n, y de aqui a su vez
VonNQ=w.

Similarmente, puesto que la férmula n € w A y = a™ también es X1, por
¥1-reemplazo existe una funcién f : w — V que cumple An € w f(n) = a™.
Considerando la unién de su rango obtenemos la existencia del conjunto

¢ = 2"
nLGJW

Notemos que y = 2<% también es X1 (luego de hecho A;), pues

y=aY o AnecwVziz=a"ANzCy) ANueyVnecwVz(z=2" Au € 2).
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La formalizaciéon de la 16gica Ahora es facil formalizar la 16gica en KPI*.
Como en el caso de Mg+w € V', no hay ninguna dificultad en definir la concate-
nacién de sucesiones de w<*, as{ como los conjuntos de términos y férmulas de
un lenguaje formal, pues se definen por Ag-especificacién a partir de w<% aco-
tando todas las variables necesarias por w, w<“, (w<*)<“. Todos los conceptos
son A( en estos parametros.

En particular podemos considerar (la formalizacién de) el lenguaje formal £
de la teoria de conjuntos. A la hora de definir la férmula M E ¢[v] nos encon-
tramos con una pequeiia dificultad, y es que en general no podemos asegurar la
existencia del conjunto de todas las valoraciones v : Var(L) — M, pero, como
cada féormula tiene un nimero finito de variables, basta considerar valoraciones
finalmente constantes. Para ello consideramos la formula 1:

d(v,M,s,z)=se M<* Nz e M A\ yly=Var(L) Av:y — M A
Vnewn=Ls)ANi€y((i<n—uv(i)=s())A(n<i—ov(i)=uz)).
Por ¥;-reemplazo tenemos asegurada la existencia del conjunto
Val(M) = {v | v: Var(L) — M A Vn € w vlyar(e)\n € constante}.
Notemos que y = Val(M) es X1 (luego de hecho Ay), pues equivale a
Vf(f: M<¥ x M — y suprayectiva A

Ns € M<“Ax € M\/v € yp(v,M,s, x)).

Ahora, si llamamos Form,, (L) = {¢ € Form(L) | £(¢) < n}, podemos definir
por Xi-recursién una funcién F : V x w — V tal que

F(M,n) : Form, (L) x Var(M) — 2

de modo que F(M,n + 1) extienda a F(M,n), por lo que podemos definir una
funcién F* : V. — V de modo que F*(M) : Form(L) x Var(M) — 2 nos
permita definir M E ¢[v] = F*(M)(¢,v) = 1.

La funcién F se define mediante el teorema 4.18. Puesto que Formg(L) = &,
podemos tomar G (M) = {&}, y s6lo hay que definir una funcién (de clase ¥1)
Gy :V xw x V — V que nos permita definir

F(M,n+1)=Go(M,n,F(M,n)).
La definiciéon de G5 es de la forma
f=Ga(M,n,g) < Vyy' z2(y = Form,, (L) Ay = Form,,1(L) A z = Var(M)

ANgiyxz—2ANf=0)V(g:yxz—2ANf:1y xz—2A

Ao €y Nv e z(--))),
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donde los puntos suspensivos representan la definicién de f(¢,v) en funcién
de ¢, vy g. (Hay que distinguir casos: por ejemplo, si ¢ = x = y, entonces
f(é,v) =1 < v(x) = v(y), mientras que si § = —p, entonces f(p,v) =1 <
g(,v) =0, etc.) Se comprueba sin dificultad que G5 puede definirse realmente
mediante una férmula Y.

A partir de aqui se demuestra por ¥-induccién que

An € wAm € n\yy'(y = F(M,n) Ny' = F(M,n) Ay Cy'))

lo que justifica la definicién de F* y a su vez la de M F ¢[v], que claramente es
una férmula ¥, y de hecho A1, pues

ME ¢[v] & Vi € w=2(1h = {(0,7)} ¢ A =M E y[v]).

Dejamos al lector la sencilla comprobaciéon de que es posible definir en el seno
de KPI* el concepto de variable libre en una férmula o, mas concretamente, el
conjunto Form™(L) formado por las férmulas de £ cuyo conjunto de variables
libres estd contenido en el de las n primeras variables de £, que es lo tnico que
necesitaremos en el apartado siguiente.

Es fécil modificar la férmula M F ¢[s] para que esté definida para férmulas
¢ € Form" (L) y s € M" (y siga siendo Ay).

Constructibilidad Veamos ahora que en KPI* se puede construir la clase L
de los conjuntos constructibles de la forma usual. Para ello empezamos obser-
vando que la férmula siguiente es 3q:

®(¢,R)=\FY(F=Form"(L)AY =X"A¢pE FARCY A

Ns€Y(s € R X E ¢[s]).

Ademds, por Aj-especificacién, para cada ¢ € Form™(L) existe un dnico R
tal que ®(¢p, R). Por consiguiente, por Xi-reemplazo, para todo conjunto X,
existe el conjunto

Df(X,n) ={R|RC X" AV¢ € Form"(L)\s € X" (s € R — X F ¢[s])}

de las relaciones n-ddicas definibles en X. Ademads, la férmula Y = Df(X,n) es
de clase Y1, pues equivale a

VEf(F =Form™(L) A f: F — Y suprayectiva A

N¢ € FNReY(R = f(¢) A ®(¢, R))).
Seguidamente observamos que y = {n} x X™ x Df(X,n + 1) es X1, pues

y={n} x X" xDf(X,n+1) < Vuvwm(u={n} Av=X"Am=n+1

Aw=DIX,m)ANy=uxvxuw).



4.6. La teoria KPI 93

Por lo tanto, por 3;-reemplazo podemos construir
{{n} x X" xDf(X,n+1) | n € w},
cuya union es el conjunto
D={n,s,R) | ncwAhse X" ANReDf(X,n+1)}.
Para cada (n,s,R) € D, el conjunto z = {u € X | sU{(n,u)} € R} existe
por Ag-especificacién, y
r={ueX|sU{(nu)}eR} > ANuecz(ue X AsU{(n,u)} €R)
ANue X(sU{(n,u)} € R—u€u),
luego la féormula es 31 y podemos aplicar 3;-reemplazo para definir el conjunto
DX ={z | VnsR((n,s,R) e DAz ={ue X|sU{(n,u)} € R}}.
Ademas
y=DX < Az € yVunmvwsR (u=wAncuAm=n+1Av=X"A
sevhw=DIX,n)ARewAz={ueX|sU{(n,u)} € R})A
Vu(u=w A An € uNmow(m =n+1Av=X"Aw=DIX,m)A
AR € wVz(x ={ue X |sU{(n,u)} € R} Az €y))),
luego es una férmula .

Es fécil ver ahora que los elementos de DX son los conjuntos de la forma
{ue X | X E @lay,...,xn,ul},

para cierto n € w, ciertos z,...,z, € X y cierta férmula ¢ € Form"*'(L). En
particular, si ¢(x1,...,Z,,u) es una férmula metamatemadtica y x1,...,x, € X,

tenemos que
{fue X |oX(x1,...,x0,u)} € DX.

Finalmente, para definir la funcién F(A, «) = L, sélo necesitamos aplicar
el teorema de recursion a la funcién

y=G(a,f) cacQANf:a—VA((a=0ANy=2)V
VB (a=pB+1Ay="Df(B)V (alimite Ay =JRf)) v
(agQV-afia—V)Ay=02).

El propio teorema de recursién nos da que la férmula? y = L, es Z¥PT" v por
consiguiente, AKPT" luego es absoluta para modelos transitivos de KPT*.

2 Aunque algunas de las subférmulas que estamos considerando puedan tener pardmetros
de la forma w, w<¥, (W<*)<¥, etc., todos ellos se pueden eliminar escribiendo

\/xyz-~~(ac:w/\y:u.)<“’/\z:(w<“’)<“’/\~~-)7

por lo que y = Lq[A] es equivalente a una férmula 3; cuyas dnicas variables libres son y, «,
A, es decir, sin pardmetros.
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L= AN €Q Lor1 =PLoANNEQLy= U Ls,
<A

donde A recorre los ordinales limite.

Ahora tenemos definida la férmula x € L = Vo € Q = € L, que también es
31 (pero no II;, pues no es absoluta para modelos transitivos).

Ahora es facil probar las propiedades basicas de los conjuntos L, como
a) Aa € Q L, es transitivo,
b) Nap € Qa <3 — L, C Lg),
) Na€QL,NQ=a.
d) Az(zc L—-VaeQazcClL,)

La tnica comprobacién que hay que anadir a la prueba usual en ZF es que
todas las férmulas son ¥; para aplicar ¥1-induccién, pero eso no ofrece ninguna
dificultad. Por ejemplo, en el caso b) basta probarlo cuando a < (§ y entonces
la férmula equivale a

N3 €N € BVyz(y=La Az=Lg Ay C z).

El apartado d) se prueba en ZFC usando reemplazo, pero aqui contamos con
la, ¥1-recoleccién: como Au € zVa € Q u € L, y la férmula u € L, es de clase
%1, existe y C Q tal que Au € 2\ € y u € Ly, y basta tomar a = Jy.

Dejamos al lector la comprobacién de que el buen orden constructible, es
decir, la féormula z < y, también puede definirse en KPT*.

Teorema 4.21 La clase L es un modelo transitivo de KPT* (o de KPI, si tra-
bajamos en KPI).

DEMOSTRACION: El axioma de extensionalidad se cumple en L por ser una
clase transitiva. El axioma del par es trivial: si z,y € L, existe un « € € tal
que z,y € Ly, luego {x,y} € DL, = Lo11 C L, e igualmente con el axioma de
la unién.

Para probar el axioma de Ag-especificacion observamos que, como las férmulas
Ag son absolutas para clases transitivas, lo que hemos de probar es

Azy -z € LNy € LAu(u € y < (u € z A ¢(u))).

Para ello tomamos un « tal que z1,...,2,,x € L, y consideramos el con-
junto
y={uez|pu)} CxC Ly,

que existe por Ag-especificacién. Basta observar que

y={ucLy|(ucandu)e}ecDLy= Lot
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El axioma de infinitud se cumple porque w € L,,411 C L.

Sea ahora ¢ una férmula de clase II; y vamos a probar la relativizacion del
axioma de regularidad:

Ve L 654 (u) = Vu € L(@"(u) A v € u-¢"(v)).

Notemos que, como u € L es X1, la férmula ¢* es II;. Tomamos u € L tal
que ¢F(u). Sea a € Q tal que u € L. Esta férmula es Aj, luego tenemos que

Vau(u € Lo A 6" (),

donde la férmula es II;. Por II;-regularidad
Vu(u € Lo A ¢%(u) A \v € u=(v € Ly A ¢%(v))).

Como L, es transitiva, tenemos que v € u € L, implica que v € L,, luego la
férmula anterior equivale a la que queremos probar.

Falta probar el axioma de Ag-recoleccion. Para probarlo fijamos unos con-
juntos r1, ..., 2., € Ly suponemos Au € z\/v € L ¢(u,v). Entonces podemos
afirmar también que

Au € zVa € QVovw (v € w Aw = Ly A ¢(u,0)).

La férmula tras Va € Q es X1, luego por el teorema de X;-recoleccién existe un
conjunto B C Q tal que Au € x\/a € B\/v € L, ¢(u,v). Llamando a = |J B
tenemos que o € Q y Au € z\/v € Lu[A] ¢(u,v). Teniendo en cuenta que
y = Ly € Lot1 C L, concluimos que

Vy € LAu € z\v € y ¢(u,v),

que es lo que habia que probar. [

Teniendo en cuenta que la férmula y = L, es absoluta para modelos transi-
tivos de KPT* (porque es AKPT") ahora es inmediato que la clase L estd conte-
nida en todo modelo transitivo M de KPI* que contenga a €, y que LM = L.
Andlogamente, si un conjunto M es un modelo transitivo de KPI*, entonces
A= MNQ es un ordinal limite y Ly = LM c M.

Por ultimo observamos que el buen orden constructible hace que V= L
implique AE, por lo que la consistencia de KPT* (resp. KPI) implica la de
KPI*+AE (resp. KPI+AE).






Capitulo V

La teoria de Mostowski

En los capitulos anteriores hemos presentado dos extensiones de la teoria
bésica T: las teorias que hemos llamado MAC y KPT*, y el teorema 3.32 implica
que ambas son subteorias de MACT+ H. Esta es la teorfa de Mostowski que
vamos a estudiar ahora, aunque vamos a presentarla en un contexto mas general:

5.1 Subteorias de KP*+7Z

Para cada ntimero natural n, consideramos la teoria KZ, determinada por
los axiomas siguientes:

Extensionalidad | Azy(Au(u €z —uey) -z =y)

Par NzyVz(x € 2 Ay € 2)
Unién NeVyAuezN\veuv ey
Partes AzVyAu(u C z — u € y)

I1,-especificacién | Az\VyAu(u € y — v €z A d(u)) (%)
Ay-recoleccién Au\Vv é(u,v) — AaVoAu € aVv € b d(u,v) (%)
IT;-Regularidad | Vu¢(u) — Vu(p(u) A Av € u—g¢(v)) (x)
Infinitud V(@ ex ANne€exnU{n}eux)

(*) para toda férmula ¢ (con posibles pardmetros) de la clase indicada en cada caso, con

el convenio de que Il significa Ag.

De este modo, KZ,, consta de los axiomas de KP* mas los axiomas de Z,,, que
es la teoria de Zermelo con el esquema de especificacién restringido a férmulas
I1,, (o, equivalentemente, X,,).

Observemos que en KZ,, podemos probar el esquema de II,,-regularidad. En
efecto, claramente KZ,, extiende a KP, luego podemos probar CT. Si ¢ es una
férmula de clase II,, y suponemos ¢(u), por II,-especificacién podemos formar

97
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el conjunto
A={vectu| o)}

Entonces, o bien A = @, en cuyo caso ¢(u) A Av € u —¢(u), o bien,
considerando la férmula Ay “v € A, existe un v € A tal que A\w € v w ¢ A,y
asi ¢(v) A Aw € v =p(w).

Es inmediato que KZg = KP* + M = KPI* + AP y, en general,

KZ, = KZy + II,-especificacion.
Puesto que CT es un teorema de KP*, también KZo = KP* + M™, luego
KZo + AE = KP* + MACT.

Observemos ahora que, segtin el teorema 4.15, en KZ; se puede probar el
teorema del colapso de Mostowski, que sobre My es equivalente al axioma H.
Asi pues, KZ; extiende a KP*+M7T+H. En principio, KZ; afade a esta teoria
el esquema de II;-especificacion, pero el teorema 3.32 afirma que, en presencia
de AE, dicho esquema puede deducirse del axioma H, al igual que todos los
axiomas de KP*. Por ello, la teoria de Mostowski (MOST) puede definirse
indistintamente como

MOST = KZ; + AE = MAC* + H.
Definimos
KLZ, =KZ, + V = L.
Asi, KLZg = KP* + MACtT + V =Ly KLZ; = MOST + V = L.

La teoria KLZ; es la teoria més fuerte cuya consistencia hemos probado a
partir de la de My+AI. En particular, entre ambas teorias se encuentran KZj,
KZ,, KLZy y KLZ;, luego estas cuatro teorias son equiconsistentes.

En principio estamos considerando la clase L de los conjuntos constructibles
definida en el capitulo anterior a partir de los axiomas de KPI*. Esta es la
Unica opcién en el caso de KZg, pero en KZ; podemos construir también L por
el método seguido en el capitulo precedente, a partir de los axiomas de M*+H.
Vamos a probar que el resultado es el mismo. Para ello llamaremos Ly; a la
clase construida en MT+H y Lx a la construida en KPI* y demostraremos que
son la misma.

Sabemos que Lj; y Li contienen a la clase 2 de todos los ordinales, que
Ly es un modelo de MOST + V = L y que Lk es un modelo de KPT*+V = L.

En particular, en Lj; podemos llevar a cabo la construcciéon de Lk, y es
facil ver que ésta es absoluta para modelos de M+ + H que contengan a ().
Esto implica que la clase Ly construida en Lj; es la misma que la construida
en V, es decir, que L C Ljs. El mismo argumento prueba la inclusiéon opuesta
si demostramos (en KZ;) que Lx es un modelo de MT+H. Destacamos este
hecho, que tiene interés en si mismo:

Teorema 5.1 (KZ;) La clase L de los conjuntos constructibles es un modelo
transitivo de KLZ;.
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DEMOSTRACION: Continuando con el razonamiento precedente, vamos a
probar que esto es asi para la clase Lk, lo que automdaticamente probara que
Ly = Lys. Por 4.21 sabemos que Lx es un modelo de KPI* (y la discusién tras
el teorema prueba que también cumple V' = L). Veamos ahora que cumple AP.

)

Sia € Lg, teniendo en cuenta que la féormula “a € Lx” es X1 (y que el es-
quema de IIj-especificacién es trivialmente equivalente al de ¥1-especificacion),
concluimos que A = Pa N Lk es un conjunto.

Tenemos que Az € AVa € Q x € L, luego por X;-recoleccién existe un
conjunto de ordinales Y tal que Az € AVa € Y 2 € L,. Sia =Y € Q,
tenemos que A C L, luego

PanL={x€Ly|xCa}l€ Lyt € L.

Esto prueba APY, luego Lk es un modelo de KLZy. Ahora basta probar que
también cumple el axioma H, pues, sobre MACT, éste implica el esquema de
IT;-especificacién. Ahora bien, como sabemos que Lx C Ljs y, mds aun, que
Ly coincide con el modelo construido en Lj; y éste es un modelo de MOST,
podemos razonar en MOST en lugar de en KZ;. En particular podemos suponer
el axioma H.

Tomamos u € Ly y consideramos el conjunto transitivo T que cumple el
axioma H para u, es decir, tal que todo conjunto transitivo z con z < U esté
contenido en 7. El mismo razonamiento que acabamos de emplear para probar
AP muestra que T'N Lk es un conjunto y que existe un cierto ordinal « tal que
TNLg C Ly. Asi, si z € Lg es transitivo y cumple (Z < u)Fx | también z < u,
luego z C TN Lig C Ly, luego L, cumple el axioma H para u en L. m

Nota Hemos visto (teorema 4.21) que en KPI* se puede probar que L es un
modelo de KPI*. Sin embargo, cabe destacar que en KPI* + AP (esto es, en
KZg) no puede probarse que L cumpla AP, mientras que si que hemos probado
que en KZ; se demuestra que L cumple KLZ; (y en particular AP). n

Ahora vamos a probar que las teorias KLZy y KLZ; no sélo son equiconsis-
tentes, como ya hemos probado, sino que de hecho son la misma teoria. Para
ello basta demostrar el axioma H en KLZy. Necesitamos algunos resultados
previos:

Teorema 5.2 (KZo+AE) Si « es un ordinal infinito entonces |Lo| = |a].

DEMOSTRACION: El obstdculo principal es que no podemos asegurar que
todo conjunto tenga cardinal. Sabemos que (en My se demuestra que)

|[Form(L)| < |w<¥| = w, IDf(X, n)| < [Form(L)| = w.
Si X tiene cardinal, entonces

IDX| <| U {n} x X" xDf(X,n)| <|wx X xw| =w|X|

new
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Ahora suponemos que existe un ordinal infinito « tal que |L,| # |af y
consideramos el conjunto

Y={0calw<SA-VfeP(Lyxa)f:Ls— & biyectiva}

Cambiando « por el minimo de Y si es que Y # & podemos suponer que
para todo d < « infinito se cumple que |Ls| = |§]. Una simple induccién prueba
que si n € w entonces L, es finito, luego si § < a entonces |Ls| < |al, tanto si ¢
es finito como si es infinito.

Si «a es un ordinal limite, entonces

Lol =1 U Ls| < |ax a| =|al,
<a

donde usamos AE para elegir inyecciones fs : Ly — « con las que construir
una inyeccién de la unién en o x a. Como « C L, tenemos que |L,| = |af,
contradiccion.

Nos queda la posibilidad de que @ = § + 1, en cuyo caso

|La| = [DLs| < |Ls| = [0] < |ef

y llegamos a la misma contradiccién. ]

De aqui se desprende que en KLZj todo conjunto tiene cardinal, pues todo
conjunto estd contenido en un L.

Teorema 5.3 (KZy) Si x es un cardinal regular no numerable (en particular
st es el sucesor de un cardinal infinito) entonces Ly, es un modelo transitivo de
KPI* +V = L.

DEMOSTRACION: La prueba del teorema 4.21 se adapta trivialmente para
probar que L, satisface KPI*. La regularidad de x sélo es necesaria para probar
el esquema de Ag-recoleccién, donde tomamos un x € L,;, de modo que = € Ls,
para un § < k (que podemos tomar infinito), luego |x| = |Ls| = |0] < k. A
partir de = obtenemos un conjunto B C € de modo que |B| < |z] < k y la
regularidad de x nos permite concluir que o = |J B € k.

Por lo tanto, L puede ser definida en L, y, como la férmula “y = L,” es
absoluta para modelos transitivos de KPI* y L, N Q = k, es facil concluir que
L' = L,,, luego L,. cumple V = L. [

Teorema 5.4 En KLZg se puede probar el axioma H, por lo que es la misma
teoria que KLZ;.

DEMOSTRACION: En primer lugar demostraremos que todo cardinal infinito
& tiene un sucesor. Sea A = Px. Tenemos que Az € AVa € Q z € L, luego
por ¥j-recoleccién existe un conjunto X C Q tal que Az € AVa € X x € L,
luego A = |JX € Q cumple que A C Ly. Por el teorema de Cantor 3.2 y 5.2
tenemos que k < |A| < |Lx| = ||, luego existe un cardinal mayor que &, y es
facil ver entonces que existe el menor cardinal s mayor que x.
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Pasamos a probar el axioma H, para lo cual tomamos un conjunto arbitra-
rio w. Sea n un ordinal infinito tal que u € L,. Asi |u| < |L,| = |n| = k. Sea
T = L.+ y vamos a probar que cumple la condicién que exige el axioma H.
Para ello tomamos un conjunto transitivo z tal que |z| < |u|. Sea p un cardinal
(que podemos tomar sucesor) tal que z € L,. Por el teorema anterior L, es un
modelo transitivo de KPI*4+ V = L.

Llamamos N al nicleo de Skolem de z U {z} en L,, que puede construirse
en MAC y cumple que |[N| = w|z| < k. Por la observacién tras el teorema 4.16
en KPI* se prueba la existencia del colapso transitivo 7 : N — M, de modo
que M es un modelo transitivo de KPI*+V = L. Sea A = M N (), que es un
conjunto por Ag-especificacién. El hecho de que L, sea absoluto para modelos
transitivos de KPI* implica que M = Ly, luego |A| = |Lx| = |N| < &, luego
A < k™. Por otra parte, como z U {z} C N es un conjunto transitivo, es claro
que 7 es la identidad sobre él, luego z € M = L) C T, luego z C T. n

5.2 Los modelos H (k)

En MOST podemos dar una interpretaciéon natural del axioma H. Dado un
cardinal infinito x, podemos considerar el conjunto 7" dado por el axioma H
para k, y definir el conjunto

A={zePT|UzCczAVfeP(T xk) f:x— &k inyectiva A

-\ feP(T x k) f:x— k biyectiva}.

En definitiva, A es el conjunto de los  C T transitivos tales que |z| < Kk y
B = |J A cumple entonces que

Au(u € B < |ct(u)| < k).

En efecto, si u € B entonces existe un z € A tal que u € z, a su vez, x
es transitivo y |z| < k, luego u C = y ct(u) C =, luego |ct(u)] < |z| < k.
Reciprocamente, si u cumple esto, entonces ct(u) U {u} C T, de manera que
ct(u) U{u} € A, luego u € B. En particular B no depende de la eleccién de T,
luego podemos definir

H(k) =z | Nu(u € z < |et(u)| < k).

Se dice que H(k) es el conjunto de todos los conjuntos hereditariamente de
cardinal menor que Kk, y es un conjunto transitivo. En estos términos, el conjunto
H(|u|T) cumple el axioma H para un conjunto u.

Recordemos que en KP* (y por lo tanto en MOST) hemos definido la apli-
cacion rang : V. — ), que nos permite a su vez considerar las clases

Vo = {z | rangz < a},

aunque ya hemos comentado que no son necesariamente conjuntos.
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Teorema 5.5 (MOST) Si x es un cardinal infinito, H(k) C V.

DEMOSTRACION: Si z € H(k), entonces z = ct(z) U {z} cumple |z| < k.
Vamos a probar que la imagen de la restriccién rng : z — ) es transitiva y,
por consiguiente, un ordinal. En efecto, si A = rng[z] y existe un « € A para el
que existe un 3 € a\ A, podemos tomar el minimo 3 posible, con lo que 3 C A,
pero B # A, ya que 3 € a € A. Podemos cambiar « por el minimo elemento de
A mayor que 5. Sea u € z tal que rangu = . Asi, si v € u, entonces v € z y
rangv < «, luego por la minimalidad de a, de hecho rangv < 3, luego

a=rangu = |J (rangv+1) < 3,
vEU
contradiccién. Asi pues, rang : z — «, para cierto ordinal «, de modo que
la] < |z] < K, luego @ < Ky, como x € z, tenemos que rangz < a < K, luego
r € V. n

Teorema 5.6 (MOST) Sik es un cardinal infinito regular, entonces
Nz (z € H(k) <z C H(k) A |z| < k).

DEMOSTRACION: Una implicacién es trivial. Si z C H(k) y |z| < &, enton-
ces, como
ctz) =2U | ct(u)
uer
y, por hipdtesis, |ct(u)| < k. Asi pues, tenemos expresado ct(z) como unién de
menos de k conjuntos de cardinal menor que k. Como « es regular, esto implica
que [ct(z)| < K, luego x € H(k). .

Teorema 5.7 (MOST) Si k es un cardinal no numerable, entonces H(k) es
un modelo transitivo de KPI+AE vy, si k es reqular, también de ZFC — AP.

DEMOSTRACION: Claramente, H(x) cumple el axioma de extensionalidad
porque es un conjunto transitivo. Si x, y € H(k), entonces

ct({z,y}) =ctzUcty U {z,y},

y es claro entonces que [ct({z,y})| < &, luego {x,y} € H(k), y esto prueba el
axioma del par. Similarmente, como ct(|Jx) C ctz, también | Jx € H(k) y se
cumple el axioma de la unién.

Observemos ahora que H(x) cumple el esquema de especificacién completo
(no sélo para férmulas Ag). En efecto, dada ¢ € Form(L) con variables libres
Uy LY ..oy Ty, SL X, 21, .., 2, € H(K) tenemos que la clase

A={uex|H(K)E u,z1,...,2,]}

es un conjunto, porque la férmula M E ¢[v] es Ay en los pardmetros adecuados,
y A € H(k) porque ct A C ctx, luego |ct A] < k. Esto prueba el esquema de
especificacion.
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Es inmediato que si x € H(k) entonces ctx € H(k), luego H (k) cumple CT.
Por otro lado, cumple el axioma de regularidad para conjuntos (cualquier clase
transitiva lo cumple) y estos dos axiomas junto con el esquema de especificacién
demuestran el axioma de regularidad para férmulas cualesquiera.

Puesto que w € H (k) (éste es el unico punto en el que la prueba requiere
que £ sea no numerable), tenemos el axioma de infinitud, y para el axioma de
eleccién observamos que si z € H(k) y R C « X  es un buen orden en z, se
prueba sin dificultad que R € H(k).

Asi, para probar que H (k) cumple KPT sélo falta probar el esquema de Ag-
recoleccién y para probar que cumple ZFC—AP sélo falta probar el esquema de
reemplazo. Probaremos primero ambos axiomas suponiendo que x es regular.

Para el reemplazo tomamos ¢ € Form(L), suponemos que
Nayz € H(k)(H(r) F ¢lz,y] A H(k) E ¢lz, 2] =y = 2)

y fijamos un conjunto A € H (k). Basta probar que el conjunto
B={yeH(r)|VzeAHk)F ¢[z,yl}

cumple B € H(x). Por 5.6 basta probar que |B| < &, pero claramente

f=A(z,y) € Ax B[ H(r) F ¢[z,y]}

es una aplicacién f : Ag — B suprayectiva, donde

Ao ={z e A|Vye B H(x)F ¢[z,yl},

luego |B| < [Ao| < |4] < .

Para probar el esquema de Ag-recoleccién tomamos ¢ € Form(L) de clase
Ap y un conjunto x € H(k) de modo que

Au € z\/v € H(k) H(k) F ¢[u,v].
Por AE existe una aplicacién suprayectiva f : & — y C H(x) tal que

Nu € 2 H(k) E ¢[u, f(u)],

luego, en particular, Au € z\/v € y H(k) F ¢[u,v]. Finalmente basta observar
que |y| < |z| < &, luego y € H(k).

Nos falta demostrar el esquema de Ag-recolecciéon cuando k es singular.
Empezamos demostrando un hecho general:

Si u < k son cardinales no numerables, ¢(x1,...,x,) € Form(L) es
una formula X1 y x1,...,z, € H(u), entonces

H(k)F plxr,...,xn] — H(p) F Pz, ..., x4].
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En efecto, tenemos que {(z1,...,x,)} € H(u), luego W = ct({z1,...,2n})
cumple |W| < p. Ademds W C H(u) C H(k). Por el teorema de Lowenheim-
Skolem podemos tomar un submodelo elemental M < H(k) tal que W C M
y |[M| = |W]| < p. Seanm: M — N el colapso transitivo de M. Entonces
IN| = |M| < p, luego N € H(p) y N C H(p).

Si llamamos i = 7!, tenemos que i : N — H (k) es una inmersién elemen-
tal tal que i|y es la identidad. Por lo tanto,

H(k)F ¢[zy,...,x5] = H(k) E ¢[i(z1),...,i(xn)] = N E @[z1,..., 2],

pero ¢ es de la forma ¢ = Vz, donde ¥ es Ag y lo que tenemos es que
Vz € N NE Y[z, 21,...,7,]. Como v es Ay, es claro que

\/1’ € H(:u) H(/.L) F ¢[$,$17...,I’n],
luego H(u) E ¢lx1,...,xy], como habia que probar.

Para probar que H(k) cumple el axioma de Ag-recoleccién tomamos una
formula ¥ (u,v,x1,...,2,) € Form(L) de clase Ay y fijamos unos conjuntos
Z1,...,Zn,x € H(k) tales que

Au € 2\v € H(k) H(k) E ¥lu,v,1,. .., 2,].

Entonces {(z,21,...,2,)} € H(k), luego W = ct({(z, x1,...,2,)}) cumple
|[W| < k. Como & es singular, existe un cardinal regular p < & tal que |W| < pu
Y T,21,...,%, € H(u), con lo que W C H(u).

Fijado u € z, el resultado que hemos probado aplicado a la férmula ¢ = vy
nos da que

Vo e H(u) H(p) E ¢lu,v,21,. .., 2]

De este modo tenemos que

Au € z\v e H(u) H(p) F ¢lu,v,21, ..., 2]

Como p es regular, tenemos probado que H(u) es un modelo de KP, luego, por
el axioma de Ag-recoleccién en H(u) tenemos que

Vy e H(u)Au € z\v € y H(p) F dlu,v, 21, ..., 2,)].
Como ¢ es Ay, es claro que esto implica que
Vy € H(k)\u € 2\v € y H(k) F ¢lu,v,21,...,24,],
que es lo que habia que probar. L]

Asi pues, la consistencia de MAC no sélo implica la de KPI*, sino también
la de KPI y la de ZFC—AP.

Ahora podemos refinar el teorema 5.3:

Teorema 5.8 (MOST) Si k > w es un cardinal infinito”, entonces L, es un
modelo transitivo de KPI.
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DEMOSTRACION: Tenemos que L es un modelo transitivo de MOST, luego,
por el teorema anterior, M = H(x)* es un modelo transitivo de KPI (esto es
absoluto). Ahora bien, en KPI se demuestra que L es un modelo de KPI, luego
la relativizacién de este teorema a M afirma que L™ es un modelo transitivo
de KPI. Pero M NQ = &, luego LM = L,. L]

Teorema 5.9 (KLZ;) Sik es un cardinal infinito, entonces H(k) = L.

DEMOSTRACION: Si k& = w el resultado es trivial, asi que supondremos que
k no es numerable. La inclusién L, C H (k) se sigue de que si o es un ordinal
infinito |Ly| = |a|. Asi, six € Ly, existe un a < & (infinito) tal que = € L,, con
lo que ct(z) C L, luego [ct(x)| < |Lo| = || < k. Por consiguiente x € H (k).

Para probar la inclusién contraria consideramos primero el caso en que s es
regular. Si existe z € H(k) \ Ly, por el axioma de regularidad podemos exigir
que zN(H(k)\ Ly;) = @. Como H(k) es transitivo, esto equivale a que x C L.
Como y = L, es Ay, podemos definir

f={(w,a)exxr|VyeL(y=La ANu€yA

N3 <aVyeLiy=Lshud¢y)}

Asi f 2 — Ky \u€ 2 u € Lyy. Como |Rf| < |z| < k, existe un
a € K tal que Rf C a, lo que se traduce en que v C L,. Pero entonces!
x € PLy C Lo+ C L.

Si k es singular y « € H(k), entonces existe un cardinal regular p < & tal
que x € H(p), luego x € L, C L. n

Terminamos con una propiedad notable de estos modelos, y es que las
férmulas Y1 son absolutas para ellos:

Teorema 5.10 (MOST) Sea ¢(z1,...,2,) una férmula 1. Entonces, si k
es un cardinal no numerable, se cumple que

Nxy -z, € H(k) (¢H("‘)(x1,...,xn) o p(x1,...,2Tn)).

DEMOSTRACION: Sea ¢ = Vz¢(x,z1,...,2,), donde 1) es Ag. Una im-
plicaciéon es inmediata, y sélo hemos de probar que si existe un z tal que
Y(x,x1,...,2,) entonces existe un y € H(k) tal que ¢¥(y,z1,...,x,), pues esto
equivale a () (y zy, ... x,).

Sea a > k tal que x € V,. Asi {x1,...,2n,2} C Vo y ¢Vo(z1,...,2,).
Como V,, es transitivo, X = ctax; U---Uctz, U{z1,...,2,} C Vo y |X]| < k.
Podemos considerar el niicleo de Skolem N = N(X), que cumple |N| < k.
(Aqui usamos que & es no numerable.) Sea M el colapso transitivo de N y sea
i: M — V, lainversa de la funcién colapsante, que es una inmersién elemental.
Como ctz; U {x;} C N y es un conjunto transitivo, la funcién colapsante es la

1No hemos probado que LNPLy C L+, pero el argumento usual es valido en MOST: si
x € LNPL,, tomamos un cardinal p tal que « € L, y consideramos el niicleo de Skolem N
de Lo U {z} en L,. Entonces su colapso transitivo es un Ls con § < kT y = € L.
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identidad sobre él, luego x; € M y i(x;) = z;. Como ¢¥=(z1,...,x,), también
(b]\/[(xl? v ,.’En)~

Ahora bien, M es un conjunto transitivo y |M| < &, luego M C H(k), y por
consiguiente ¢f %) (z1, ... x,). "

5.3 El axioma de los rangos

Como ya hemos comentado, en KP* podemos definir el rango de un conjunto
arbitrario, pero no podemos probar que las clases

Vo = {x | rangz < a}

sean conjuntos. (Sabemos que en KP* se prueba que V,, es un conjunto cuando
n € wy en KPI* tenemos ademds que V,, es un conjunto.) Vamos a estudiar
ahora las consecuencias de tomar este hecho como axioma, es decir, de anadir
(como minimo a KPI*) el axioma siguiente:

Axioma de los rangos (RNG) Aa € QVAAz(z € A < rangz < a).
Llamaremos
KPR* = KPI* + RNG, KPR = KPI + RNG.

Lo primero que observamos es que en KPR* podemos demostrar el axioma
de partes, pues si x es un conjunto y rangx = «, entonces todo y C x cumple
que Au € y rangu < «, luego rangy < o < o + 1, luego y € V41, luego

Pr={ye Vo1 |y Ca}

es un conjunto por Ag-especificacion.
Asf pues, KPR* extiende a KZg y en particular a M.

En MOST + RNG puede definirse la funcién beth como 3, = |V, 1al, v s
inmediato entonces que

joiNo/\/\aja+1:2:la/\/\/\j)\: U:(;

S<A

Teorema 5.11 (MOST+RNG) Si x es un cardinal infinito, H(k) =V, si y
s6lo si k =Ny 0 Kk = .

DEMOSTRACION: La igualdad H(Rg) = V,, es inmediata, as{ que podemos
restringirnos al caso en que s es no numerable. La clave estd en que |V, 1| = Ja,
de modo que si k = J,. y x € V, entonces existe un « < & tal que z € V,, luego
ct(x) C Vi, luego |ct(z)| < |Vl < |Vital = Ja < T = K, luego z € H(k).

Reciprocamente, si H(k) = V,, entonces, para todo o < k, tenemos que
wta<ky como Vs € Vi = H(k), tenemos que 3, < k, luego 3,; <k, y la
desigualdad opuesta se da siempre. L]
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No podemos probar que KPR es consistente si lo es KP. Ni siquiera si lo es Z
(cuya consistencia es mds fuerte que la de MAC, que a su vez es mds fuerte que
la de KP). La razén estd en el teorema siguiente:

Teorema 5.12 (KPR*) FI conjunto V,,.o es un modelo transitivo de Z7T.

DEMOSTRACION: El axioma de extensionalidad y el de regularidad se cum-
plen porque V.o es transitivo. El axioma del par, el de la unién y el de
partes se comprueban facilmente. Por ejemplo, para probar AP observamos
que si x € V.o existe un n € w tal que x € V,4p, luego x C V4, luego
Px C TVw+n = Vw+n+17 luego Px S TVw+n+1 = Vw+n+2 C Vw.g.

Si p(u,x1,...,2,) € Form(L) y z,21,...,2, € V.2, existe un m € w tal
que T, T1,...,%n € Vyin, luego

A={uex|V,aF Plu,x1,...,2,]}

es un conjunto por Ag-especificacion, luego A € Px C V.2 y esto prueba el
esquema de especificacion.

Claramente w € V11 C V.2, luego tenemos el axioma de infinitud y, como
cada V4, es transitivo, se cumple claramente CT. [

Por lo tanto KPR* - Consis ZT, pero KPR* es suficientemente potente como
para formalizar cualquier argumento metamateméaticamente aceptable. Por lo
tanto, si pudiéramos probar que la consistencia de Z* implica la de KPR* me-
diante un argumento metamatemé&ticamente aceptable, podriamos formalizarlo
en KPR*, de modo que

KPR*  ConsisZT — Consis KPR*,

de donde KPR* - Consis KPR*, lo que implica que KPR* serfa contradictorio,
por el teorema de incompletitud.

Nota EIl modelo V.5 prueba que en Z* no puede probarse la existencia de
cardinales de von Neumann no numerables, luego en particular no puede pro-
barse el axioma H. Mds ain, si R C w X w es cualquier buen orden en w (por
ejemplo, de ordinal w - 3, que puede construirse explicitamente), tenemos que
R € V.9, pero (w, R) no es semejante a un ordinal en V.2 (ya que no hay més
ordinales que los menores que w - 2), luego en Z* no puede probarse que todo
conjunto bien ordenado sea semejante a un ordinal.

Por otra parte, en ZFC podemos definir
Vo(w) =wA An €w Vg (w) =PV (w) A Vy(w) = U Va(w)

ncw
y es facil ver que V,(w) es un modelo de Z* en el que la clase V,, no es un
conjunto, luego en ZT no puede probarse la existencia de V. [

El axioma RNG presupone la definicién del rango de un conjunto, que puede
darse en KP*, pero no en MAC. Ahora introducimos un axioma que sélo pre-
supone My, que sobre KZ; es equivalente a RNG, pero cuya consistencia puede
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probarse a partir de la de MAC. Hasta el final de esta seccién trabajaremos en
la teoria M.

Definicion 5.13 Una jerarquia es un conjunto H que cumpla las propiedades
siguientes:

a) NAACHANA#2— () x€H).
z€A

Esto implica que la relacién de orden
<={ueHxH|Vrye Hu=(z,y) Nz Cy)},

que existe por Ag-especificacién, es un buen orden, y en particular un
orden total.

b) NVA(AC H— | z € H).
T€A
Esto significa que todo subconjunto de H tiene supremo respecto a la
inclusién. En particular, tomando A = @ vemos que @ € H, luego toda

jerarquia tiene por minimo al conjunto vacio, y por méximoa Hy; = |J .
zeH

c¢) Para todo h € H tal que h # H)y, el menor elemento de H mayor que h
es ht = Ph.

De este modo, si H es una jerarquia y h € H, hay tres posibilidades: o bien
h = & es el minimo de H, o bien h tiene un inmediato anterior h’, con lo que
h = Ph’, o bien no tiene un inmediato anterior, en cuyo caso

h= U =

<
T€H

En efecto, el conjunto H;- = {x € H | x C h A x # h} estd bien definido
por Ag-especificacién y, llamando A’ a la unién, tenemos que h’ € H por la
propiedad b) y trivialmente A’ C h. Si fuera h’ & h entonces, como h no tiene
un inmediato anterior, existiria b’ & 't & h, pero entonces b’ € H;> C I/,
contradiccién, luego h = I'.

Teorema 5.14 Si Hy y Hy son jerarquias, entonces Hy C Ho V Ho C Hy, y
en tal caso (st no se da la igualdad) una es un segmento inicial de la otra.

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que H; & Hs y veamos que

H; es un segmento inicial de Hy. Paraelloseah = (| x, es decir, el minimo
de I{2 \ H1~ x€H\H;
Entonces (Hz)y C Hy, luego b’ = |J x € Hyy ' & h. No puede haber
CL‘G(HQ)E

ningin elemento b’ & k" ¢ h, porque entonces h” € (Ha)y, luego b’ C h'. Por
consiguiente, h = k't = Ph € H; (contradiccién) salvo que h’ = (Hj) s, con lo
que Hy C (Hy)5 = (Ha)5.
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Si Hy y Hs son jerarquias arbitrarias, es claro que H1 N Hy es también una
jerarquia, y basta probar que no puede estar estrictamente contenida en ambas.
Si asi fuera, por la parte ya probada, existirian hy € Hy y ho € Hs tales que

Hy N H, = (H))i, = (Ho)5,.

Miés ain, hemos visto que tienen que ser hy = he = P(Hy N Ha)py, v esto es
una contradiccion, pues entonces hy € H; N Ho. n

Definicién 5.15 Un conjunto r es un rango si existe una jerarquia H tal que
r € H. Llamaremos R a la clase de todos los rangos y

R={z|VreRyxecr}

Es facil ver que la clase Ry esta bien ordenada por la inclusién.

Observemos que si r es un rango entonces ' = Pr también lo es, pues si
r € H, para una jerarquia H, o bien r # Hps y entonces ' € H, o bien
H' = HU{r'} es también una jerarquia y ' € H'.

Asi pues, todo rango r tiene un siguiente y, o bien es vacio, o bien tiene
un inmediato anterior (de modo que r = Pr’), o bien es la unién de los rangos
anteriores a él.

También es claro que Ry C R, pues todo rango r cumple que r € Pr € Ry.
Teorema 5.16 Los rangos son conjuntos transitivos, la clase R es transitiva.

DEMOSTRACION: Supongamos que existe un rango r no transitivo, sea H
una jerarquia tal que » € H. El conjunto de los elementos de H que no son
transitivos existe por Ag-especificacion, luego podemos cambiar r por el minimo
de dicho conjunto. Obviamente, r # @. Si r tiene un inmediato anterior 7,
entonces r’ es transitivo por la minimalidad de r, y r = Pr’ es transitivo también,

contradiccién. Si r no tiene un inmediato anterior, entonces r = |J ' seria
unién de conjuntos transitivos, luego seria transitivo. T EHS
Esta contradiccién prueba que todo rango es transitivo, y la segunda parte
es trivial. m
Mas ain:

Teorema 5.17 \y € R Py € R. En particular, Nzy(x Cy € R — x € R).

DEMOSTRACION: Existe un rango r tal que = € r, luego © C r, luego
Px € PPr € Ry. n

Definicién 5.18 El azioma de regularidad fuerte es la sentencia V = R, es
decir,
Ax\/rH(H es una jerarquia A x € r € H).

Teorema 5.19 La clase R es un modelo transitivo de M + V = R.
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DEMOSTRACION: El axioma de extensionalidad se cumple porque R es tran-
sitiva. El axioma del par se cumple porque si z, y € R, entonces existe un r € Ry
tal que z, y € r, luego {z,y} € R por 5.17. Similarmente sucede con el axioma
de la unién: si x € r € Ry entonces | Jz C r, luego | Jz € R. El axioma de partes
se cumple directamente por 5.17. Si ¢ es una férmula Ay y z,z1,..., 2, € R,
entonces

{uez|dlu,z1,...,2,)} € Pr € R,

luego el conjunto de la izquierda estd en R y se cumple el esquema de Ag-
especificacién.

Para probar el axioma de regularidad tomamos x € R no vacio. Entonces
x € r € H, donde H es una jerarquia, y « C r, luego x Nr # & y el conjunto
{r' € H| N # &} (que existe por Ag-especificacién) tiene un minimo
elemento, al que podemos seguir llamando r.

No puede ser r = &, ni tampoco que r no tenga un inmediato anterior, pues

en tal caso serfa r = |J ' y existirfa un v’ < r tal que z N+’ # @. Por lo
r'eHS
tanto, r = Pr’, para cierto rango r’ < r, que cumple x N7’ = &. Tomamos

uw € xNr, conlo que u C 7',y se cumple que uNx = &, pues si v € uNx,
entonces v € x Nr’, contradiccién.

Teniendo en cuenta que los rangos son transitivos, el axioma CT se cumple
trivialmente en R.

Por ltimo, si H es una jerarquia, es claro que es una jerarquia®, pues todo
A C H cumple A € Ry si h € H entonces Ph = (Ph)?. De aqui se sigue
trivialmente que R cumple V = R. L]

En particular del teorema anterior se sigue que V' = R implica (en My) el
axioma de regularidad y el axioma CT.

Teorema 5.20 (KZ;) V = R — RNG

DEMOSTRACION: Puesto que todo conjunto bien ordenado es semejante a un
ordinal, si H es una jerarquia existe un ordinal  y una semejanza f :n — H.
Veamos que

Na <n fla) = V.

En efecto, es claro que

f0) =2, fla+1)=Pf(e), fA)= U ()

6<A

Considerando la restriccién de la funcién rango al conjunto | J H podemos
definir el conjunto

{a<n| Au€ f(a) rangu < o},

luego podemos probar por induccién que Aa < 7 f(a) C V,. La prueba es
trivial: si para todo 8 < « se cumple que f(8) C Vg y u € f(a), no puede ser
a =0, pues f(0) = &; si a« = B+1 entonces f(a) = Pf(5), luegou C f(B) C V3,
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luego u € V,; y si « es un ordinal limite, entonces existe un § < « tal que
u € f(§) C Vs, luego u € V.

Supongamos ahora que existen un a < 1 y un conjunto « tal que rangu < «
pero u ¢ f(a). Sea z = ctu U {u}. El conjunto

{B<alVvez(rangv <BAv ¢ f(B)}

no es vacio, pues contiene a «, luego podemos tomar su minimo elemento «g.
Asi, existe un vg € z tal que rangvy = By < v, vo ¢ f(aw) y para todo 8 < ay,
si v € z cumple rangv < 3, entonces v € f(3).

Observemos que {v € ctvg | rangv < fp} es un conjunto transitivo que con-
tiene a vy, luego es todo ct vg. Esto significa que si v € ct vy C z, necesariamente
rangv < [y y, por consiguiente, v € f(fp). En particular esto vale para v € vy,
luego vo C f(fBo), luego vo € P(f(Bo)) = f(Bo +1) C f(ao), pues fo+1<apy
f es una semejanza. Tenemos asi una contradiccion.

Asi pues, toda jerarquia es de la forma H, = {V, | @ < n} (con una
desigualdad no estricta porque las jerarquias tienen méximo), y la existencia de
la jerarquia H,, de longitud 7 implica que V,, es un conjunto. Reciprocamente,
si V;, es un conjunto, también lo son todos los V,, con a < 7, pues

Vo ={z €V, |rangz < a},
as{ como
H,={re?V,|Va<n Az eV,(zer —rangz < a)},

que es la jerarquia de longitud 7.

Asi pues, si suponemos RNG y x es un conjunto arbitrario, sea n = rang x+1,
de modo que existe H, y z € V;, € H,;, luego todo conjunto pertenece a un rango
yV=R.

Reciprocamente, si V = R, dado a € € existe una jerarquia H,, que contiene
un rango Vj tal que a € Vj, es decir, que a = ranga < §, luego V, es un
conjunto, y esto prueba RNG. m

Ahora podemos probar:
Teorema 5.21 (MOST) R es un modelo transitivo de MACT + V = R.

DEMOSTRACION: Ya sabemos que R es un modelo de Mg + V = R. En
KPI* se prueba que V,, es un conjunto, luego en MOST tenemos ademds que
Vg1 = PV, también lo es, luego H,11 = {Vo | @ < w+ 1} es una jerarquia
tal que w € V,, € H,41. Esto prueba que w € R, luego R cumple el axioma
de infinitud. El axioma de eleccién es inmediato: si X € R, entonces (por los
axiomas ya probados) X x X € Ry si S es un buen orden en X, tenemos que
S € P(X x X) € R, luego S € Ry es claro que S también es un buen orden”
en X. n

Asi pues, la consistencia de My+Al implica la de MOST y ésta a su vez la
de MACT +V = R.
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5.4 Modelos de KP

En esta seccién trabajamos en KZ;. Es facil ver que si M es un conjunto
y R C M x M podemos definir la relacién (M, R) E ¢[v] que expresa que la
férmula ¢ es verdadera en M cuando el relator de pertenencia se interpreta
como la relacion R. Se trata de una modificacion trivial de la construccion que
hemos hecho en la seccién 4.6, donde hemos considerado tnicamente modelos
naturales.

A lo largo de esta seccién supondremos que (M, R) E KP. Para cadaa € M,
llamaremos extension de a al conjunto

em(a)={be M |bRa}.

El hecho de que (M, R) cumpla el axioma de extensionalidad se traduce en
que la relacién R es extensional en M, es decir, que si epr(a) = epr(b) entonces
a = b, pero el axioma de regularidad no garantiza que R esté bien fundada.

Para estudiar la situacién, puesto que (M, R) E CT, podemos definir
ctyr = {(a,b) € M x PM | \e € M ((M,R) F [c] = ctla] Ab=en(c))},
de modo que ctps : M — PM. Ademds, como
(M, R) E Az ctz es transitiva
se cumple que si u Rv A v € ctps(a), entonces u € ctps(a). Ademds, como

(M,R)E Nz ctz=2U | ctu,
uer
resulta que
cty(a) =epm(a)U U ctar(u).
u€ens (a)

Diremos que a € M esta bien fundado si la relacién R esta bien fundada
en ctys(a). Notemos que se trata de una propiedad Ag tomando a M y PM
como parametros, por lo que podemos considerar el conjunto My C M de los
elementos bien fundados de M.

Observemos que R estd bien fundada en My, pues si X C My es un
subconjunto no vacio, tomamos a € X y consideramos ¥ = X Nctpr(a). Si
Y = O, entonces a es un R-minimal de X, y en caso contrario Y tiene un R-
minimal b, que también es un R-minimal de X, pues si existe u € X Neps ()
entonces u Rb € ctys(a), luego u € ctar(a), luego u € Y Neps(b), contradiccion.

Teorema 5.22 Six € M, las afirmaciones siguientes son equivalentes:
a) x € My,
b) en(z) C My,
c) ctar(z) C Mygs.

Si se cumplen estas afirmaciones, ey (x) = egp, ().
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DEMOSTRACION: a) = b) Si u € epr(z), entonces ctps(u) C ctpr(x) y, como
R estd bien fundada en ctps(z), también lo estd en ctys(u), luego u € Myt y
en particular u € ey, (). Con esto hemos probado que eps(z) C ey, (2), y la
inclusién opuesta es obvia.

b) = ¢) Si u € ep(x), tenemos que R estd bien fundada en ctys(u), luego si
v € ctar(u), como cty(v) C ctpr(u), resulta que R también estd bien fundada
en ctpr(v), luego v € My, luego ctar(u) C My, luego

cty(z) =em(z)U U ctar(u) C Mps.

u€eps ()

¢) = a) Como R est4 bien fundada en Myps, también lo estd en ctys(z), luego
T € M. | ]

Definicion 5.23 Como R es una relacién extensional y bien fundada sobre
My, podemos considerar su colapso transitivo, que representaremos por M.
Llamaremos i : Mps — M a la inversa de la funcién colapsante, que claramente
es una inmersién de modelos (no necesariamente elemental). Diremos que My
es la parte bien fundada del modelo M.

Observemos que i es al menos Ag-elemental, en el sentido de que para toda
o(x1,...,2,) € Form(L) de clase Ag y x1,...,2Z, € Mg,

Myt E plzy, ..., 2] & (M, R) E pli(x1),...,i(z,)].

Esto se debe a que los cuantificadores acotados Nz ecyoVzecy tienen la
misma interpretacion en M y en Myt ya que la extension de un y € My es la
misma en M que en Mys.

En realidad, para considerar a Mys o My como modelos de £ necesitamos
garantizar que no son vacios, pero esto es inmediato: teniendo en cuenta que
(M,R) E VzA\uu ¢ x, vemos que existe un z € M tal que ey (r) = @, luego

x € Mys y su colapso transitivo es @ € M.
Ma3s atlin, tenemos que
(M,R)E NaVyAu(u €y s u €z Vu=ux),
pues la sentencia es un teorema de KP, luego, para cada z € M existe un
y € M tal que ey (y) = em(z) U {z}. En particular, si z € My tenemos que
em(y) C Mg, luego y € Mys. Esto prueba que
(Mpg, R) F NeVyAu(u ey s u€zVu=uz),

luego lo mismo vale para el modelo isomorfo Mys, y esto significa que

Az € Mys x U {x} € M.
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En particular, una simple induccién prueba ahora que w C M. Mas en
general, consideremos el conjunto

OM = {z € M | (M, R) F [z] es un ordinal}.
Como la férmula “r es un ordinal” es Ay, tenemos que

QM N My = {x € Mys | (Mg, R) F [2] es un ordinal}

OM = i7HOM N Mys] = {x € My | = es un ordinal™*} = My N Q.

Como My es transitivo, QM también lo es, luego QM € Q. Antes hemos
probado que w < Q{)VI{ . Més ain, hemos probado que Qg/f[ es un ordinal limite.

El hecho de que en KP pueda probarse que la clase {2 estd bien ordenada
por la relacién @ < < o € BV a = 3 se traduce en que el conjunto QM
esta totalmente ordenado por la relacion a < 8 < a R3 V a = f3, si bien no
podemos garantizar que <p sea un buen orden, pues un subconjunto no vacio
de QM no tiene por qué ser la extensién de un elemento de M, luego no tiene
por qué tener minimo elemento.

Ahora usamos que

(M,R) E /\1:\1/04 € Q a = rang(z),
lo que se traduce en que existe una funcién rang?; : M — QM tal que
Az € M (M, R) E [rang?; (z)] = rang([z]).
Maés precisamente, tenemos que
(M, R) E Nza(a € rang(x) < Vu € z « € rang(u) + 1),
lo cual se traduce en que

ear(rangjy (z)) = GU( )eM(ranngf(U)) U {rangj (u)}.

De aqui deducimos primero que si € My, entonces rang]@[(a:) € M.
Lo probamos por induccién sobre R, es decir, lo suponemos cierto para los
elementos de eps(x) y hemos de probarlo para x. Asi, en la férmula anterior,
por hipétesis de induccién tenemos que rangZ; (u) € My, de donde resulta que
ey (rangly (z)) C My, luego rangh (z) € Myy.

Por lo tanto, si z € My tenemos que rang? (i(x)) € My N QM| luego existe
un tnico 7(z) € QM tal que rang? (i(z)) = i(r(z)). En otras palabras, tenemos
una aplicacion r que hace conmutativo el diagrama

Myt —— M

rl lrangﬁ

M
oM —— oM
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En términos de r tenemos que, para todo x € My,

en(rangy(i(2)) = U ewm(rangfy(u)) U {rangf (u)},
u€ens (i(x))
es decir,
ilr(z)] = em(i(r(z))) = uLer e (rangfy (i(u))) U {rangf (i(u)) }
= U earli(r(u)) U {itr(u))} = U ifr(w] U {i(r(u)
— Uil Ul =i | U rw) +1).
luego

r(z) = U r(uw) + 1,

uexr

y esto implica que Az € My r(x) = rang(z), luego el diagrama conmutativo
anterior se reduce a

My ——= M
rangl lrangﬁ
M
Qo — =M
Ahora podemos probar que un elemento de M estd bien fundado si y sélo si

lo estd su rango: o o
Mg = {x € M | rang}(z) € Mg}

En efecto, una inclusién ya la tenemos probada y, si rangh, (x) € My, ob-
servamos que?

(M, R) F ANuz(u € ctx — rangu < rangz),
luego Au € ctpr(z) rangf (z) € epr(rangl (x)), luego
Au € ctyr(z) rangh (z) € M.

Si X C cty(x) es un conjunto no vacio, entonces Y = rangli,[X] C My
es un conjunto no vacio, luego tiene un elemento R-minimal, que serd de la
forma a = rangﬁ[(u) para un cierto u € X. Este u es un R-minimal de X, pues
si existe v € X tal que v Ru, entonces r = rangﬁ(v) cumple r € Y y r Ra,
contradiccién. Esto prueba que R estd bien fundada en ctys (), luego o € Myy.

En particular, el modelo M esta bien fundado, es decir, M = My, siy sélo
sii[QM] = QM N My = QM| es decir, si y sélo si todos los ordinales de M estén
bien fundados.

El teorema siguiente es uno de los que hacen relevante la teoria KP:

2En efecto, basta observar que el conjunto {u € ctz | rangu < rangzx} es transitivo y
contiene a z, luego es ct x.
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Teorema 5.24 Si (M, R) es un modelo de KP*, entonces su parte bien fundada
Mys es un modelo de KP.

DEMOSTRACION: El modelo M cumple el axioma de extensionalidad sim-
plemente por ser transitivo, y por el mismo motivo cumple el axioma de regu-
laridad para férmulas arbitrarias (no necesariamente de clase II;). En efecto, si
Vz € Myt Myt F @lx, 21, ..., 1,], podemos formar el conjunto

A,::{x S A4Bf|ﬂ4bfh ¢ﬁtﬂth...,anL

que esta bien definido por Ag-especificacidn, donde ¢ es simplemente un paré-
metro y es irrelevante que como férmula no sea Ag.
Ahora basta tomar un x € A de rango minimo y asf

Mg B (dlz] A Ny € [2] ~¢(y))-

El axioma del par y el de la unién se traspasan facilmente de M a M.
Comprobamos el caso de la unién y dejamos al lector el del par, que es més
facil. Dado = € My¢, tenemos que

(M,R) E VyA\u(u €y < Vv e [i(x)] u € v)

Teniendo en cuenta que e(i(x)) = i[z], esto equivale a que existe un y € M tal
que

exil) = U enilo) = Y il =i | U o].

vET veET veET
Esto implica que y € My, luego y = i(y’'), para un 3’ € My tal que
=il U,
vVET
luego ¢’ = | v € Mys.

vET
También es facil demostrar el axioma de Ag-especificacién: dados conjuntos

Z1y-eey T, & € Mps y una férmula ¢(u,xo, ..., x,) de clase Ag, tenemos que
existe un y € M tal que

(M, R) F Au(u € [y] < (u € [i(2)] A ¢(u, [i(z1)]; ..., [i(zn)]))

con lo que e (y) C en(i(z)) C Mg, luego y € My, luego y = i(y’) para un
cierto 3y’ € My tal que

(M, R) E Au(u € [i(y)] < (u € [i(2)] A d(u, [i(z1)], .. ., [i(zn)])))-
Teniendo en cuenta que ¢ es Ag esto equivale a que

(Mg, R) E Au(u € [i(y)] < (u € [i(2)] A ¢(u. [i(z1)],- .. [i(2n)])))



5.4. Modelos de KP 117

y, como ¢ es un isomorfismo de modelos,
My F Au(u € [y] < (u€ [z] A ¢u, [21],.., [2n])).
De aqui concluimos que
Mg E NaVyNu(u € y  (u €z A du, [21], ... [2a])));

que es el axioma de Ag-especificacién.

El tnico axioma para el que la transferencia no es inmediata es el de Ag-

recoleccién. Para probarlo fijamos una férmula ¢(u, v, x1,...,x,) de clase Ag y
conjuntos x,x1,...,x, € My y suponemos que
be F /\’LL € [CE]VU (b(uvvv [mlL AR [Jin])

Podemos suponer que M # My o de lo contrario el resultado es trivial.
Segin hemos visto, esto implica que QM # i[QM], luego existe a € QM \ i[QM].

Para cada u € x existe un v € Mys tal que Mys E @lu,v,z1,...,2,]. Como
i es Ag-elemental (M, R) E @[i(u),i(v),i(z1),...,i(x,)].

Por otra parte, rang? (i(v)) R, porque en caso contrario tendrfa que ser
rangl (i(v)) = a o bien a R rangf,(i(v)), y en ambos casos concluirfamos que
a € i[QM].

Por consiguiente tenemos que
(M, R) F Au € [i(2)]Vv (¢, v, [i(z1)], .., [i(zn)]) A rang(v) < [a]).
Pero la férmula rang(v) < o es AXP | ya que
rang(v) < a < Vy(y = rang(v) Ay € a) < Ay(y = rang(v) — y € a).
Como (M, R) verifica el teorema de Aj-recoleccidn, existe un y € M tal que
(M, R) E Au € [i(@)]Vo € 5] (6(u, v, i(21)] ., [i(w,)]) A rang(v) < [a]).

Ahora usamos que M satisface el teorema de Aj-especificacion, por lo que
existe un a € M tal que

(M,R)EN\B(B€la] = Bela] A
Au € [i(x) Vv € [yl(d(u,v, [i(z1)], ..., [i(xn)]) A rang(v) < 3)).

Como M satisface el axioma de regularidad, el conjunto a tiene un minimo
elemento, es decir, existe un ag € M (méds concretamente, ag € QM) tal que

(M, R) E ([ao] € [a] A NB € [a] B ¢ [a]).

Veamos que epr(ag) C My En efecto, si B Rag no fuera estdndar (no
estuviera bien fundado), entonces

(M, R) E Nu € [i(@)]Vv € [y] ((u, v, [i(z1)], .., [i(zn)]) A rang(v) < [5]),
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pues antes hemos probado esto mismo para a usando tan sélo que « es un ordinal
no estandar, luego lo mismo vale para 3. Ademds 8 Ray A ag R« implica que
B R, pues R es transitiva sobre los elementos de QM. Esto implica que 3 Ra,
en contradiccién con la minimalidad de «y.

Por consiguiente oy € My, luego ag = i(ay), para un cierto oy € Qﬂ/f[ Asi
(M, R) £ Au € i@V € [y] (6(u, 0, [i(z1)] - ., [i(2a)]) A rang(v) < [i(ar)]).
De nuevo por Aj-seleccién existe un z € M tal que
(M,R) E Av (v € [2] < v € [y] Arang(v) < [i(en)]).

Esto implica que (M, R) F rang([2]) < [i(a1)], luego rang® (2) € My, luego
z € Mg, luego z = i(2"), para cierto 2’ € My¢. En total

(M, R) F Au € [i(z)]Vv € [i(2")] p(u, v, [i(z1)], ..., [i(xn)]),

pero esta féormula es de clase Ag, luego

(Myt, R) F Au € [i(2)]Vv € [i(2)] du, v, [i(21)], ..., [i(zn)]),
de donde
Myt E Au € [z]Vv € [Z] o(u,v, [21],- .., [24]),
o también
My E \/y/\u € [LC}VU € yd)(U,U, [1'1]7 sy [.’En]),
que es lo que habia que probar. L]

En particular tenemos que la consistencia de KP* implica la consistencia de
KP. Notemos que, aunque M sea un modelo de KPI*, no podemos asegurar
que My también cumpla Al sino que esto equivale a que Q2 > w. Conviene
reformular esta condicién, para lo cual definimos

wM = {x € M| (M,R) E [z] es un niimero natural}.

Como la féormula “x es un nimero natural” es Ag e i es Ag-elemental, tene-
mos que ijw] C w™ C QM.

Definicién 5.25 Un modelo (M, R) de KP es un modelo w si i[w] = wM es
decir, si todos sus nimeros naturales son estandar.

Obviamente, todo modelo bien fundado (en particular, todo modelo tran-
sitivo) es un modelo w. Observemos que si M no es un modelo w, entonces
OM = w, pues si w € QM| entonces, como la férmula

pry=zxeQN0€xAN\neEznt+lex
es Ag y Myt E ¢|w], concluimos que (M, R) E ¢(i(w)). Pero

(M, R) E Az (¢(x) — An(n es un niimero natural — n € ),
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pues la sentencia es un teorema de KP, luego w™ C eps(i(w)) = i[w], contra-
diccioén.

Asi pues, para que My pueda cumplir Al es necesario que M sea un mo-
delo w. La condicién es claramente suficiente (siempre y cuando M satisfaga
AT, por supuesto):

Teorema 5.26 Si (M, R) es un modelo w de KPI*, entonces My; es un modelo
transitivo de KPI.

DEMOSTRACION: Que M satisfaga Al equivale a que existe un w € M tal

que epr(w) = wM. Como wM = i[w], resulta que epr(w) C Mg, luego w € My,
luego existe un ordinal a € QM tal que i(a) = w, luego i[a] = epm(i(a)) =
em(w) = i[w], luego w = a € QM| luego My, E Al "

Conviene observar que i[w] esta formado por todos los nimeros naturales de
M que pueden ser definidos explicitamente, en el sentido siguiente:

Teorema 5.27 Para cada n € w existe una formula ¢, € Form(Ly) de clase
Ay tal que si (M, R) es un modelo de KP, entonces

(M, R) E Az (z = [i(n)] < ¢n(z))-
DEMOSTRACION: Basta tomar ¢g(x) = Auu ¢ z,

bni1(@)=Vyex(pnly) ANyCzANuez(ueyVu=y)).

Vemos asi que una de las razones por las que tiene interés el estudio de
la teoria KPI es que si tenemos un modelo no natural (M, R) de ZFC (por
ejemplo, un modelo construido como un ultraproducto o un limite inductivo de
otros modelos) su parte bien fundada My no es necesariamente un modelo de
ZFC, pero tan sélo bajo la hipétesis de que w € Myt (o, equivalentemente, que
(M, R) sea un modelo w) tenemos garantizado que My¢ cumple KPI, luego al
estudiar KPI estamos estudiando la parte bien fundada de cualquier modelo no
natural de ZFC (salvo los casos triviales en que ésta se reduce a V).

A la vista del teorema 5.26, resulta natural preguntarse ahora si bajo el
supuesto de que M cumpla AP podemos probar que My también cumple AP.
El problema se simplifica si consideramos RNG en lugar de AP:

Teorema 5.28 Si (M, R) es un modelo w de KPR*, entonces My es un modelo
transitivo de KPR. Si (M, R) cumple AE, lo mismo vale para M.

DEMOSTRACION: Sea o € My N Q. Entonces M F [i(a) € Q], luego existe
un A € M tal que

er(A) = {x € M | rangly () <i(a)}.
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Ahora bien, rang} () < i(«) implica que rang} (z) €
Por lo tanto, ey (A) C My, luego A € My, luego A
A € M. Asi, para todo x € My,

My, luego © € M.
= i(A), para cierto

€ A i(r) € A e rangl(i(z)) <i(a) < rangz < a,

lo que prueba que My cumple RNG.
Si M cumple AE, dado X € My, sea S € M tal que

(M, R) E [S] es un buen orden en [i(X)].

Entonces ep(S) C i(X x X), luego S € My, luego existe un S € My tal
que S =i(S5). Es facil ver que

(Mg, R) E [S] es un buen orden en [i(X)],

luego My E S es un buen orden en X, luego M F AE. n

En particular, si (M, R) es un modelo w de ZFC, podemos asegurar que My
es un modelo transitivo de KPR + AE y, més en particular, de KPI + MACT.

5.5 La teoria ZyF,C

Todas las teorias que estamos estudiando son subteorias de ZFC. Vamos a
explicitarlo mostrando que todos los axiomas de MOST + RNG se demuestran
en la teorfa ZsF5C que resulta de restringir el esquema de reemplazo en ZFC a
férmulas 3o y anadir el esquema de Ils-especificacion o, equivalentemente, de
Ys-especificacién.® Obviamente ZsFoC extiende a MAC.

Vamos a probar CT. Para ello consideramos la férmula
o(f,nmar)=m=n+1Af:m—VA[F0) =z

ANren f(r+1)= f(ryul f(r).

Es facil ver que es Ag, y claramente si ¢(f,n,m,z) A ¢(f',n,m’, x) se cumple
m=m',y f = f'. En efecto, es claro que m = m’ y podemos considerar el
conjunto

X={iem|f@@)# )},

bien definido por Ag-especificacién. Si no fuera vacio, tendria un minimo ele-
mento, lo cual lleva claramente a una contradiccién. Por lo tanto, f = f.

Ahora consideramos {n € w | =\/fm¢(f,n,m, )}, bien definido por II;-
especificacion. Si no es vacio tiene un minimo elemento n, que no puede ser
n =0, ya que f = {(0,2)} cumple ¢(f,0,1,z), luego n = k + 1, y entonces

3Es facil ver que a partir del esquema de £, 1 1-reemplazo se puede demostrar el esquema de
I1,,-especificacién. En particular, ZF3C, es decir, la teoria que se obtiene de ZFC restringiendo
el axioma del reemplazo a férmulas o, extiende a ZoF2C.
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existe f tal que ¢(f,k,n,x), con lo que ' = fU{(n, f(k) U f(k))} cumple
o(f',m,n+ 1, ), contradiccién.

1
Esto prueba que An € wVfmo¢(f,n,m,r). Por ¥j-reemplazo existe el
conjunto

F={f|Vnew\Vm ¢(f,n,m,z)}.

Ademds, si ¢(f,n,m,z) A ¢(f',n’,m’,x) con n < n’, se cumple claramente
O(f'lm,n,m,x), luego f = f'|,. Esto implica que f, = |JF es una aplicacién
fr:w— V. Ademds

fO)=zAAnew f(n+1)=f(n) Ul f(n).

Ahora es facil ver que {z} UlJ fz[w] es un conjunto transitivo que contiene a z,
luego se cumple CT. Con esto hemos probado que ZoF5C extiende* a MACT.
En particular tenemos definida la clausura transitiva ct x de todo conjunto x.

Ahora consideramos la férmula
o(f,a,dy)=a€eQAd =aU{alAf:d — VA fla)=yA f(0)=2 A

AN € o (A limite — f(\) = U fIN) A NS € a f(5+1) = PF(6).

Es facil desarrollar esta férmula para mostrar que es Ay excepto por la tltima
igualdad, que podemos desarrollar asi:

Vuu' € fVveuVv e u'Vzeov\Vdz ev(u=(6,2) ANu' = (5,2)

NS =8U{8} A2 =Pz).

De este modo, vemos que toda la férmula ¢ seria A excepto por z/ = Pz,
que a su vez se desarrolla como

Awez wczA N\ Cz—w' e?).

Es claro que el cuantificador no acotado Aw’ se puede extraer, de modo que
¢ equivale a Aw'x(f,a, o/, w’,y), donde la férmula x es Ag. Asf pues, ¢ es de
clase II; y la férmula (o, y) = V fo/ ¢(f, o, a/,y) es 3a.

Sio(f,a,ayy) A od(f,a,a”,y’), entonces o = o', f = f'y por consiguiente
y = 3y’. En efecto, es obvio que o’ = o’ y basta considerar el conjunto

X={oead | f(6)# ()}

que estd bien definido, por Ag-especificacién, y comprobar que es vacio. En
caso contrario tendria un minimo elemento y eso lleva claramente a una contra-
diccion.

4M34s precisamente, acabamos de ver que MACT es una subteoria de ZoF1C, es decir, de la
teoria que resulta de restringir el esquema de reemplazo de ZFC a férmulas X1, lo que permite
probar facilmente el esquema de Ag-especificacion.
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Por consiguiente, ¥ (o, y) A ¥(a,y') = y=1v'.
Ahora podemos probar que Aa'\/y 1(c, y). En efecto, supongamos que existe
un o € Q tal que =y (ao,y). Sea

Y ={aecay| -Vyp(ay)},

que esta bien definido por Ils-especificacién. Si no es vacio, tiene un minimo
elemento «, y si es vacio entonces tomamos o = a, de modo que, en cualquier

caso, ~"Vyv(a,y) A NS < aVyw(6,y).

No puede ser o = 0, pues (0, @) se cumple con o/ =1y f = {(0,9)}.

Si fuera o = § 4 1, entonces sean f, y tales que ¢(f,d,a,y). Es facil ver
entonces que f' = fU{(4,Py)} cumple ¢(f', o, + 1, Py), luego 9 (a, Py), con-
tradiccién.

Por 1ltimo, si « es un ordinal limite, tenemos que

NS € oV FV8'y 6(1,6,5',y),

y la férmula es Y5, luego por Xo-reemplazo existe

F={f|VsecaVyo(f.sd v}

Observemos ademds que si ¢(f,8,8",y) A &(f',e,€,y’) vy & < €, entonces
d(f's,6,8", f(0)), luego por la unicidad que hemos probado f = f’|s. Esto
implica que f* = JF : a — V y a suvez f** = f* U {(«, f*[a])} cumple
o(f** a,a+ 1, f*[a]), luego ¥(a, f*[a]), contradiccidn.

1
Asf pues, concluimos que Aa'\Vy ¥ (a,y). Definimos V,, =y | ¥(a,y). Asi, la
formula y = V,, es Ao, pues equivale a ¢(«, y) y también a Az(v(a, 2) — z = y).
Mids en general, si ¢(f,a,a’,V,), entonces, para todo § < « se cumple
O(fls+1,0,0 + 1, f(0)), luego f(§) = V5. Esto implica que

Vo= AN Vor1 =PV AN VA= U Vs.
O<A

A partir de aqui es fécil probar por induccién que los conjuntos V, son
transitivos y que a < 8 — V, C V3.

Veamos ahora que V = |JV,. En caso contrario, sea z un conjunto que no

[e%
esté en ningin V, y sea A = ctx U {x}. Podemos definir por ¥;-especificacién
B={uecA|-Vayly=Va ANucy)}.

Tenemos que =z € B, luego por el axioma de regularidad existe un v € B tal que
uNB =. Asi, Av € uVa v € V,,. Més precisamente:

1
ANveuVaVpyz(B=a+1Ay=VoAz=VgAveEzAv¢y),
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luego por ¥i-reemplazo existe un conjunto Z C 2 tal que
N euNVaeBveV,.

Llamando « = |J B tenemos que u C V,, luego u € V1, contradiccion.

Ahora probamos el esquema de i-recoleccién fuerte que, segin 3.32, equi-
vale al axioma H. Para ello fijamos una férmula ¢(x, y) de clase X1 (con posibles
pardmetros) y un conjunto a, y consideramos la férmula

P(r,a) = (x €aAVyz(dp(z,y) Nz =Voa Ay € 2) A

NByz(B <anz=VsAy€z——dx,y))) v
((x ¢ aVv-Vyo(z,y) Aa=0).

Claramente es una férmula X5, y por Ys-reemplazo existe un conjunto X C 2
tal que

Nz € a(Vy ¢(z,y) — Va e Xy €V, ¢(z,y)).
Ahora tomamos a = |J X y b =V, de modo que

Nz € a(Vy é(z,y) — Vy € b é(x,y)).

Con esto tenemos probado que ZoFoC extiende a MOST.

Finalmente observamos que, para todo ordinal o, por >3 reemplazo podemos
formar el conjunto

Ha:{%‘dga}a

y es facil ver que es una jerarquia en el sentido de la definicién 5.13. Esto implica
todos los conjuntos V,, son rangos en el sentido de 5.15 y se cumple obviamente
V = R en el sentido de 5.18, que por 5.20 equivale a RNG sobre MOST. Con
esto concluye la prueba de que ZyF5C extiende a MOST + RNG.






Capitulo VI

Los Nuevos Fundamentos
de Quine

Todas las teorias de conjuntos que hemos estudiado hasta aqui son subteorias
de ZFC (o de ZFC 4+ V = L). En cambio, ahora vamos a estudiar una teorfa
incompatible con ZFC, o incluso con My, a saber, la que resulta de anadir a la
teoria KFA de Kaye-Forster el axioma V' € V que afirma la existencia de un
conjunto universal. Si prescindimos de dtomos, la teoria resultante es la que se
conoce como Nuevos Fundamentos de Quine, (NF), si bien resulta ser incom-
patible con el axioma de eleccién, inconveniente que se subsana precisamente
admitiendo d4tomos, lo que nos lleva a la teoria NFA.

6.1 Los axiomas de NFA

En principio, tal y como hemos indicado, los axiomas de NFA son los de KF
mas V € V, es decir:

Extensionalidad | AXY (Au(u€e X —ue€Y)— X=Y)
Par NeyNZ(z e Z Ny e Z)

Unién AXVYANU e XNveUvey

Partes AXVYAu(uC X —uey)
Ag-especificacion | AXVYAu(ueY —ue X Ad(u) (%)
Vev VXANuueX

() para toda férmula ¢ (con posibles pardmetros) de clase Ag y estratificada.

Aqui volvemos a aplicar el convenio de usar las maytsculas en referencia
a conjuntos y las minusculas para objetos cualesquiera, conjuntos o atomos.
Ahora bien, es facil ver que todos estos axiomas pueden reducirse al axioma de
extensionalidad y un tnico esquema axioméatico de formacién de conjuntos:

125
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Extensionalidad AXY(ANu(ue X sueY)—X=Y)
Formacién de conjuntos | /Y Au(u € Y < ¢(u)) (x)

(%) para toda férmula estratificada® ¢ (con posibles pardmetros).

Antes de probar la equivalencia entre ambos grupos de axiomas observamos
que el esquema de formacién de conjuntos equivale a que

{z]¢()} =Y|Az(z €Y © ¢(u))
es una descripcion propia siempre que la formula ¢ estd estratificada.

Ahora observamos que el axioma V' € V, junto con el axioma de extensio-
nalidad, nos permite definir el conjunto universal

V=XAuueX,

de modo que en NFA se cumple Au v € V, y esto hace que en NFA toda férmula
sea equivalente a una féormula Ag con parametro V', ya que todo cuantificador
puede acotarse trivialmente en la forma Az € V o \/x € V. Por lo tanto, el
esquema de especificacion es valido para férmulas estratificadas cualesquiera,
no necesariamente Ag. M&s aun, al aplicarlo a X = V obtenemos lo que hemos
llamado esquema de formacién de conjuntos.

Reciprocamente, a partir del esquema de formacién de conjuntos, tomando
¢(u) = u = u recuperamos el axioma V € V| y a partir de u € X A ¢(u)
recuperamos el esquema de Af-especificacidn, y también es facil deducir los
axiomas del par, de la unién y de partes. En la seccién siguiente veremos esto
con mas detalle.

Similarmente, la teoria NF se obtiene de anadir a los axiomas de extensio-
nalidad y formacién de conjuntos el axioma

Az ctox

0, equivalentemente, eliminando el relator cto de la teoria y con él la distincién
entre maytsculas y minusculas en los dos axiomas de NFA.

Al igual que con las otras teorias con dtomos que hemos considerado, NFA
puede completarse con el axioma de los dtomos

Nuz(u € x — ctox),

si bien nunca necesitaremos realmente este axioma.

1Basta tomar como axiomas los casos del esquema de formacién de conjuntos correspon-
dientes a férmulas estratificadas sin descriptores, pero asi el correspondiente a la férmula
u # u implica la existencia de @, y la existencia del conjunto vacio junto con el axioma de
extensionalidad es todo lo necesario para que valga el argumento del teorema 2.3, segin el
cual toda férmula estratificada es equivalente a una férmula estratificada sin descriptores, por
lo que los casos del esquema de formaciéon de conjuntos para férmulas con descriptores son
teoremas de NFA.
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6.2 Resultados basicos en NFA

Aunque sabemos que NFA extiende a KFA, con lo que automaticamente to-
dos los teoremas de KFA son también teoremas de NFA, es interesante observar
cémo se construye de forma natural toda la teoria de conjuntos a partir de los
meros principios de extensionalidad y formacién de conjuntos. Remitiremos a
las pruebas que hemos dado en KFA tnicamente cuando el contexto de NFA
no aporte ninguna diferencia relevante o las posibles diferencias se reduzcan a
simplificaciones obvias de las pruebas que ya hemos visto.

El algebra de conjuntos Los conceptos basicos del dlgebra de conjuntos se
definen de forma inmediata:

ACB=ctoAActoBA N\z(x € A— z € B).

AUB={z |z € AV <€ B}, AnNB={z|ze€ ANz € B},
A={x|x¢ A}, A\B={z|x€ ANz ¢ B},
g ={x|x#x}, V={x|z=ux}.

Es inmediato que todas las férmulas que aparecen en las definiciones estan
estratificadas, por lo que todas ellas son descripciones propias cuando se apli-
can a conjuntos. En comparacién con ZFC destaca la existencia del conjunto
universal V', que contiene a todos los objetos (y en particular V € V, por lo que
en NFA no hay nada equivalente a un axioma de regularidad) y la existencia
del complementario A de cualquier conjunto A.

Todas las propiedades bésicas de uniones, intersecciones, complementos, etc.
se demuestran trivialmente.

También podemos definir uniones e intersecciones generales:
UA={z|VBe Axzxe B}, NA={z|\Be Axe B}

(Notemos que si A no contiene conjuntos la interseccién es igual a V.)

Igualmente introducimos el conjunto de partes:
PA={z |z C A}

Observemos que la condicién z C A ya presupone que z es un conjunto.

En particular tenemos el conjunto [cto] = PV, que es “el conjunto de todos
los conjuntos”, y el conjunto F = PPV, que es “el conjunto de todas las familias
de conjuntos”, donde definimos una familia de conjuntos como un conjunto
cuyos elementos son todos conjuntos.
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Pares ordenados Los conceptos relacionados con los pares ordenados se in-
troducen también de forma inmediata:

{z.y} ={vlu=2vu=y},  (z.y) ={{z} {z,y}},
AxB={z|VuwueANvEBAz=(u,v))},

La comprobacién de que una férmula estd estratificada es relativamente mas
simple en el caso de NFA que en el de KF, puesto que no aqui no hemos de
comprobar a la vez de que es de clase Ay. Consideremos primeramente el caso
maés simple de {x,y}. De acuerdo con la definicién 2.2, para estratificar una
férmula que contenga el subtérmino {z,y}, al designador

{2yt =2 | Nu(u€z—u=aVu=y)

hemos de asignarle el mismo tipo que a la variable z, que claramente ha de ser a
su vez una unidad mayor que el tipo asignado a las variables x e y (y para que ello
sea posible basta con que ambas tengan el mismo tipo). Puesto que las variables
u'y z podemos elegirlas entre las que no aparecen (explicitamente) en la férmula
dada, sucede que nunca necesitaremos asignarles un tipo explicitamente, pues
esto podra hacerse siempre que se respete la condicién de que x e y tengan el
mismo tipo.

Similarmente, puesto que

(@,y) =2 | Au(u € 2z o u= {2} vVu={z,y}),

para estratificar una sentencia que contenga un término (z,y) hemos de asignar
a éste el mismo tipo que a z, que es dos unidades superior que el tipo de las
variables = e y (si no tienen ambas el mismo tipo, no es posible estratificar).

Teniendo esto en cuenta, es facil ver que la férmula que define, por ejemplo,
a A x B estd estratificada y, al estratificar féormulas, el término A x B debe
recibir un tipo dos unidades mayor que los tipos de las variables A y B. En
general, observemos que

{z]o}=2]Na(x € 2o (),

por lo que el tipo que hay que asignar a un término de la forma {z | ¢} debe
ser una unidad mds que el tipo asignado a x por una estratificacién de ¢(z).

Al final de esta seccién incluimos una tabla con las condiciones requeridas
para estratificar las descripciones que estamos introduciendo.

Por supuesto, las propiedades basicas sobre pares ordenados y productos
cartesianos se demuestran sin dificultad alguna.

Relaciones Una relacion binaria R en un conjunto A se define igual que en
ZFC, es decir, como un subconjunto de A x A. Es facil ver que todos los
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conceptos siguientes estdn bien definidos (por férmulas estratificadas), asi como
que cumplen las propiedades que cabe esperar.

DR={z|Vy(z.y)e R}, RR={x|Vy(y,z)€ R},
R7'={z | Vuv(z = (u,v) A (v,u) € R)},
Ro S = {z | Vwuw(z = (u,w) A (u,v) € RA (v,w) € S)}.
[=l={z | Vuz=(u,u)}, [c] ={z | Vuwv(z = (u,v) Au Cv)}.

Nota Observemos que al estratificar una férmula ¢ no hemos de preocuparnos
por asignar un tipo a los designadores como [=], pues el tinico requisito para
asignar un tipo a un designador = | « es que el tipo sea el mismo que una
estratificacién de « asigna a la variable x, pero si x es la Unica variable libre
de a, podemos modificar la estratificacion de o para que x tenga cualquier tipo
deseado a partir de un minimo, sin que ello afecte en nada a la estratificacion
de las restantes variables de ¢. m

Los conceptos de relacién de equivalencia y de orden, asi como los derivados
de ellos (maximo, minimo, cota, supremo, infimo, etc.) se definen en NFA de
forma natural y sus propiedades basicas se demuestran sin dificultad. Obser-
vemos en particular que, si R C A X A es una relaciéon de equivalencia el el
conjunto A, para cada a € A podemos definir su clase de equivalencia

alg ={z |z € ANz Ra}
y a su vez podemos definir el conjunto cociente
A/R={z|Vae Ax=lag}

Es facil ver que A/R es una particion de A, es decir, que sus elementos son no
vacios, disjuntos dos a dos 'y que A =J A.

Clases propias Notemos que en NFA podemos hablar de clases propias exac-
tamente en el mismo sentido que en ZFC. Veamos algunos ejemplos:

Teorema 6.1 Las clases
€] ={z | VyZa = . 2) Aye2)}, falzeal, {z|la¢a)
no son conjuntos.
DEMOSTRACION: Notemos que las férmulas no estdn estratificadas, luego
la existencia de tales conjuntos no puede probarse mediante el esquema de for-

macién de conjuntos. Ademds no pueden existir, pues si existiera la primera
existiria el conjunto

=lnlel={z|VZ(@z=(Z 2)NZ € 2)},

luego también el dominio de este conjunto que es la segunda clase del enunciado,

y a su vez, si ésta fuera un conjunto, también lo seria su complementario, que

es la tercera clase del enunciado, la cual darfa lugar a la paradoja de Russell.
n
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Funciones Podemos definir el concepto de funcién del modo usual:
f:A— B=fCAxBANww((u,v) € fA(u,w) € f—v=mw)
A Nu e AVv € B (u,v) € f,
f@) =yl (zy) el
f:A— Binyectiva=f: A— BA Nwvy € A(f(z) = f(y) — z=1y),
f:A— Bsuprayectiva= f: A — BA Ay € BVz € A f(z) =y,
f:+A— B biyectiva= f: A — B inyectiva A f : A — B suprayectiva,
fIXI={y|VeeX (wy) e fl,  [fYI={z|VyeY (x,y) € f},
flx=fn(xxV), B ={f|f:A— B}

No es necesario definir la aplicacién inversa de una aplicacién biyectiva, o la
composicién de aplicaciones, pues las definiciones correspondientes son un caso
particular de las definiciones para relaciones cualesquiera.

Nota Conviene observar que para que un término ¢(z) (tal vez con més varia-
bles libres) defina una funcién f : A — B mediante x — t(z) es suficiente con
que la férmula x € A A y = t(z) pueda estratificarse de modo que z e y tengan
el mismo tipo, pues entonces

f=Au|Vay(u=(z,y) Ay =t(x))}

(aparte, por supuesto de que se ha de poder demostrar que Az € A f(x) € B,
aunque siempre se puede tomar B = V para que esto se cumpla). L]

Notemos que no es posible definir una proyecciéon f : A x B — A, pues se
trata de la clase

{z|Vuv(ue ANveEBAz=((u,v),u))},

y la férmula no estd estratificada, pues las componentes (u,v) y u del par orde-
nado deberian tener el mismo tipo, por un lado, pero tipos distintos por otro.

Por ello conviene definir
P1A={z|Vae Az={a}}, PiA={z|Vac Az={{a}}},
con lo que podemos formar las proyecciones
ma:AxB— P?A,  wp:AxB— P’B

dadas por w4(a,b) = {{a}}, 7p(a,b) = {{b}}.

Similarmente, si R es una relacién de equivalencia en un conjunto A, tampoco
podemos definir la aplicacién canénica p : A — A/R dada por p(a) = [a]g,
pues el tipo de [a]r es una unidad mayor que el de A. Sélo podemos definir
p:P1A— A de modo que p({a}) = [a]g.
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Expresion Condicion Efecto
ACB t(A) =t(B)
AUB t(A) =t(B) 0
ANB t(A) =t(B) 0
A 0
A\ B t(A) =t(B) 0
Uya -1
NA -1
PA 1
{z.y}  tz) =t(y) 1
(z,y) t(x) =t(y) 2
AX B t(A) =t(B) 2
DR -2
RR -2
R! 0
RoS t(R) =t(S) 0
f:A— B t(f)=t(A)+2=1t(B)+2
f(x) t(f) =t(x)+3 —3/0
JIX] () = (X) +2 ~2/0
FUX] () = H(X) +2 —2/0
fx ) =tX)+2 0/ -2
BA t(A) =t(B) 3
PA 1
P2A 2

Estratificacion La tabla precedente recoge las condiciones que han de cum-
plir las expresiones que hemos definido para definir férmulas estratificadas, asi
como la diferencia del grado de la expresién y el grado de sus variables en el
caso de términos. Las comprobaciones son muy simples a partir de la expresion
que define a cada concepto.

6.3 El axioma de infinitud

En esta seccion definiremos los nimeros naturales en NFA. M&s precisa-
mente, definiremos el conjunto de los niimeros naturales, pero veremos que para
demostrar que es infinito es necesario anadir a NFA el axioma de infinitud (AI),
que afirma precisamente la existencia de conjuntos infinitos. A partir de ahi ya
no habra dificultad en demostrar que los niimeros naturales cumplen los axiomas
de Peano y que, por consiguiente, NFA+AI es una teoria aritmética.

Empezamos introduciendo el concepto general de cardinal de un conjunto
y algunos hechos bésicos, aunque inmediatamente nos restringiremos al caso
finito.

Definicién 6.2 Diremos que dos conjuntos A y B son equipotentes si existe
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f : A — B biyectiva. La equipotencia define una relacién de equivalencia
sobre el conjunto [cto] de todos los conjuntos:

~={z|VABf(x = (A, B) A f: A — B biyectiva)}.

Llamaremos cardinales a los elementos del conjunto cociente K = [cto]/ ~. Si
A es un conjunto, su clase de equivalencia en K se llama cardinal de A, y lo

representaremos por
|Al ={B| B~ A}.

Como sucede con todo conjunto cociente, tenemos que K es una particién
de [cto] en conjuntos disjuntos dos a dos. Ademds, tenemos trivialmente la

equivalencia:
A~ B« |Al=|B|.

Diremos que un conjunto A es minuspotente a un conjunto B si existe una
aplicacién f : A — B inyectiva. Mads concretamente, podemos definir la
relacién en [cto] dada por

<={z|VABf(x = (A,B) A f: A — B inyectiva)}.
Es facil probar que si A~ A’y B ~ B’, entonces A < B+ A’ < B’, lo cual
justifica la definicién siguiente?
<={z|VkuAB(z = (k,u) N = |A| Ap=|B| N A=< B)}.
Es claro que < es una relacién en el conjunto K de todos los cardinales de
modo que, para todo par de conjuntos A y B, se cumple que
A=< B« |Al <|B|.

Omitimos la prueba del teorema siguiente porque es idéntica a la de 2.4,
salvo que no hace falta comprobar que las formulas implicadas sean Ag:

Teorema 6.3 (Cantor-Bernstein) La relacion < es una relacion de orden
sobre el conjunto K.

A partir de aqui nos restringimos al caso de los cardinales finitos, para lo
cual primero tenemos que definirlos.

Empezamos observando que el tnico conjunto equipotente a & es él mismo,
por lo que, si definimos 0 = |@|, tenemos que 0 = {@}.
Los cardinales finitos pueden obtenerse a partir de 0 mediante el operador
“siguiente”:
Definicién 6.4 Para cada conjunto A, definimos
A'={z|VBu(xr=BU{u} ANBe AAug¢B)}

Claramente la féormula B = A’ est4 estratificada y A’ tiene el mismo tipo
que A. Por lo tanto podemos definir la aplicacién S : [cto] — [cto] mediante

S(A) = A,

2Notemos que para comprobar que la férmula que define a < estd estratificada no necesi-
tamos entrar en las definiciones de los términos que aparecen en ella, sino que basta asignar
el tipo 0 a las variables A y B, tipo 1 a k, g, |A],|B| y tipo 3 a = y al designador <.
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Ejemplo Si definimos 1 = S(0), es facil ver que

1={z | Vuz={u}},

es decir, 1 es el cardinal de todos los conjuntos con un elemento. Igualmente, si
llamamos 2 = S(1) se comprueba que

2 ={z| Vuv(z = {u,v} ANu#v)},

luego 2 es el cardinal de los conjuntos con dos elementos, y asi sucesivamente.
|

En general:
Teorema 6.5 Si k € K es un cardinal, entonces S(k) = @ o bien S(k) € K.

DEMOSTRACION: Supongamos que S(k) # & y sea A € S(k). Vamos a
probar que S(k) = |A|]. En principio sabemos que A = B U {u}, para un cierto
B € k, de modo que |B| = k.

Si C € S(k), entonces C = DU{v}, donde D € ky v ¢ D. Por consiguiente,
|D| = k = |B]|, luego existe f : B — D biyectiva, y g = f U {(u,v)} es
claramente una biyeccién g : A — C, la cual demuestra que C € |A].

Reciprocamente, si C' € |A|, existe una aplicacién f : A — C biyectiva.
Sea D = f[B] y sea v = f(u). Entonces es claro que C = DU{v},v ¢ Dy
|D| = |B| = k, luego D € k. Esto prueba que C' € S(k). "

La posibilidad S(k) = @ es “patolégica” y serd descartada por el axioma de
infinitud. Para discutirla con més detalle conviene que introduzcamos primero
los conceptos de “nimero natural” y “conjunto finito”. La idea bésica es definir
los nimeros naturales como los cardinales que se obtienen a partir de 0 aplicando
un numero finito de veces la operacién S, pero necesitamos expresar esto sin
recurrir al concepto de finitud, que definiremos después. Empleamos la técnica
usual de Dedekind:

Definicién 6.6 Llamaremos conjuntos inductivos a los elementos del conjunto
md={X|0e XANAeX A € X}

Es claro que Ind estd bien definido (la férmula que lo define est4 estratificada)
y no es vacio, pues V' es un conjunto inductivo. Asi podemos definir el conjunto
de los numeros naturales como el menor conjunto inductivo:

N = Ind.

Es claro que N es inductivo, pues si A € Ind entonces 0 € A, luego 0 € N, y
sin €N, dado A € Ind, tenemos que n € A, por definicién de N, luego n’ € A,
por definicién de conjunto inductivo, luego n’ € N, por definicién de N. Ademds
la definicién implica que N estd contenido en todos los conjuntos inductivos.

En particular, si seguimos llamando S a la restriccién de S a N tenemos que
S :N — N. Con esto podemos demostrar casi todos los axiomas de Peano:



134 Capitulo 6. Los Nuevos Fundamentos de Quine

Teorema 6.7 Se cumple:
a) 0 € N (El cero es un nidmero natural).
b) S: N — N (El sucesor de todo nimero natural es un nimero natural).
¢) An € N S(n) # 0 (El cero no es el sucesor de ningin niimero natural).

d) N X(XCNAOEXAAnReXn+leX — X =N).

DEMOSTRACION: Todo es consecuencia inmediata del hecho de que N es
el menor conjunto inductivo excepto el hecho de que 0 no es el siguiente de
ningin numero natural. Ahora bien, si n € N, es obvio que @ ¢ S(n), pues ello
supondria que @ = a U {u}, lo cual es absurdo y, como @ € 0, concluimos que

S(n) #0. "

Los cuatro axiomas de Peano que hemos probado garantizan, de hecho, que
todo nimero natural no nulo tiene un predecesor:

Teorema 6.8 La aplicacion sucesor S : N — N\ {0} es suprayectiva.

DEMOSTRACION: Basta considerar el conjunto
X={neN|n=0vVmeNn=S(m)}

y aplicarle el principio de induccién® (apartado d. del teorema anterior) para
concluir que X = N. n

Otra aplicacion trivial del principio de induccién en combinacién con el teo-
rema 6.5 nos da que todo nimero natural es un cardinal o bien es el conjunto
vacio.

Definicion 6.9 Llamaremos cardinales finitos a los nimeros naturales no va-
cios, y llamaremos cardinales infinitos a los cardinales que no sean numeros
naturales.

Segun veremos, el axioma de infinitud nos asegurara que todos los nimeros
naturales son no vacios y, por consiguiente, que los cardinales finitos son exac-
tamente los nimeros naturales.

El axioma de Peano que falta en el teorema 6.7 es el que afirma la inyecti-
vidad de la aplicacién sucesor S, y su posible fallo se reduce una vez mas a la
posibilidad patoldégica de que haya nimeros naturales vacios:

Teorema 6.10 Sim, n € N cumplen S(m) = S(n) # &, entonces m = n.

3En toda demostracién por induccién es crucial comprobar que la propiedad considerada,
define realmente un subconjunto de N.
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DEMOSTRACION: Sea A € S(m) = S(n). Entonces A = BU{u} = C U {v},
donde B e m, C €n,u¢ B, v ¢C. (En particular m y n son no vacios, luego
son cardinales.) Distinguimos dos casos:

Siu = v entonces B = C, luego m = |B| = |C| = n.

Siu # v, entonces v € By u € C, y podemos definir f : B — C' biyectiva
sin méds que exigir f(v) = u y dejando invariantes a los deméds elementos de B.
Asi llegamos nuevamente a que m = |B| = |C| = n. "

Veamos una variante:

Teorema 6.11 Si n y S(n) son cardinales finitos, entonces n < S(n) y si
k € K cumple n < k, entonces S(n) < k. En particular, no hay cardinales
intermedios entre n y S(n).

DEMOSTRACION: Notemos que, en general, n < S(n), pues si A € S(n),
entonces A = BU {u} con B € ny es obvio que B C A implica que

n=|B| < |A] = S(n).
Consideramos el conjunto
X={neN|Snh)=aV (Snh)#aAn<SMh)}.
Veamos que X = N por induccién. Es claro que 0 < 1, luego 0 € N.

Sin e Xy S(S(n)) # @, entonces n < S(n) y sabemos que S(n) < S(S(n)),
pero no puede ser S(n) = S(S(n)), pues entonces el teorema anterior nos darfa
que n = S(n), luego S(n) < S(S(n)) y S(n) € X.

Si n < Kk, tomamos A € S(n), de modo que A = BU {u}, donde |B|=ny
u ¢ Byseak=|C| Sea f: B — C inyectiva. Como no puede ser biyectiva,
existe v € C'\ f[B], luego f' = f U {(u,v)} cumple que f': A — C inyectiva,
luego S(n) = |4| < |C| = k. n

El teorema siguiente nos asegura que la restricciéon al conjunto de los cardi-
nales finitos de la relacién de orden en K es un orden total, asi como que todo
cardinal finito es menor que todo cardinal infinito.

Teorema 6.12 Sin es un cardinal finito y k es un cardinal arbitrario, entonces
n <k o bien Kk <n, y en el seqgundo caso k es también finito.

DEMOSTRACION: Consideremos el conjunto
X={neN|n=gVn£0AANe Kn<rV(k<nAkeN)))}h

Basta probar por induccién que X = N. Obviamente 0 € X, porque para
todo cardinal k se cumple trivialmente que 0 < .

Supongamos que n € X y que S(n) # @. Dado k € K, por hipétesis de
induccién n < k o bien kK < n, y en el segundo caso k es finito.

En dicho segundo caso, tenemos que k < n < S(n).

Si, por el contrario, n < k, tenemos que S(n) < k por el teorema anterior.
|
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Teorema 6.13 El conjunto de los cardinales finitos estd bien ordenado.

DEMOSTRACION: Sea A un subconjunto no vacio del conjunto de los cardi-
nales finitos. Hemos de probar que tiene un minimo elemento. Basta aplicar el
principio de induccién al conjunto

X={neN|n=ogVAmeNm<n—-m¢A)

AVmeNm<nAme AANNpeNp<m—p¢A))}.

Informalmente, X es el conjunto formado por los cardinales finitos que no
dejan tras de si ningin elemento de A o bien dejan tras de s{ un minimo elemento
de A.

De este modo, tenemos que 0 € X tanto si 0 € A (en cuyo caso es obviamente
el minimo elemento de A) comosi 0 ¢ A. Sin € X y S(n) # &, supongamos
en primer lugar que

Am e N(m <n —m ¢ A).

Si S(n) ¢ A, cumple esta misma condicién, mientras que si S(n) € A enton-
ces es el minimo de A y, en cualquiera de los dos casos, S(n) € X.

Por otra parte, si n deja tras de si un minimo elemento de A, es obvio que
lo mismo le ocurre a S(n), luego también S(n) € X.

Concluimos que X = N y, como A no es vacio, existe un cardinal infinito
n € A que también cumple n € X, y la unica posibilidad es que deje tras de si
un minimo elemento de A. ]

Definicion 6.14 Llamaremos conjuntos finitos a los elementos del conjunto
F=N.
Un conjunto es infinito si no es finito.

En otras palabras, los conjuntos finitos son los conjuntos cuyo cardinal es
finito* segin la definicién 6.9.

El teorema 6.11 implica que todo subconjunto de un conjunto finito es finito.
Més atin, si B & Ay A es finito, entonces |B| < |A|.

En efecto, podemos tomar u € A\ B y consideramos C' = A\ {u}, de modo
que B C C € CU{u} = A. Sabemos que C es finito, luego n = |C| € Ny
entonces |B| < |C| =n < S(n) = |A|. Asi pues:

Teorema 6.15 Un conjunto finito A no es equipotente a ninguno de sus sub-
conjuntos propios. Equivalentemente, no existe ninguna aplicacion f: A — A
mnyectiva no suprayectiva.

Teorema 6.16 La union de dos conjuntos finitos es un conjunto finito.

4Notemos que si n es un cardinal finito no nulo, eso no significa que n sea un conjunto
finito. De hecho, el axioma de infinitud nos asegurard que es infinito (es decir, que hay infinitos
conjuntos de cardinal n).
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DEMOSTRACION: Basta probar por induccién que el conjunto
X ={n e N| ANAB(A finito A |B| = n — AU B finito)}.

Claramente 0 € X. Sin € X, tomamos A finito y |B| = S(n), con lo que
B = C U {u} con |C| = n. Por hipédtesis de induccién AU C es finito, digamos
que |[AU C| = m. Entonces, o bien u € AUBy AUB = AUC, con lo que
AU B es finito, o bien u ¢ AU B, con lo que AUB = (AUC) U {u} y entonces
|AU B| = S(m), luego AU B es finito. "

Ejercicio: Probar que la unién de una familia finita de conjuntos finitos es finita.

Poco més puede probarse sin el axioma de infinitud. Ahora estamos en
condiciones de apreciar el papel que representa en la teoria:

Teorema 6.17 Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
a) Eziste un conjunto infinito.
b) N es infinito.
¢) V es infinito.
d) Todos los nimeros naturales son no vacios.
e) Todos los nimeros naturales son cardinales.
f) La aplicacion S : N — N es inyectiva.
g) Existe una aplicacion f: X — X inyectiva y no suprayectiva.
DEMOSTRACION: b) = ¢) es inmediato, pues N C V.

¢) = d) Razonamos por induccién. Obviamente 0 # &. Sin # &, sea A € n.
Por hipdtesis A # V, luego existe un u € V'\ A, luego AU {u} € S(n) # .

d) & e) es inmediato, pues hemos visto que todo nimero natural es vacio o
bien un cardinal infinito.

d) = f) se sigue del teorema 6.10.
f) = b) A g) por 6.7 c).

g) = a) por 6.15 y claramente a) = c). "

Definicién 6.18 Llamaremos azioma de infinitud (Al) a cualquiera de las afir-
maciones equivalentes del teorema anterior. (Notemos que g) es AID).

Puede probarse que Al no puede demostrarse (ni refutarse) en NFA (supuesto
que sea consistente).

Observemos lo peculiar de la situaciéon: Como @ € 0, sabemos que 0 # &;
como {@} € 1, sabemos que 1 # &; como {&, {}} € 2, sabemos que 2 # &, y
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de este modo podemos probar en NFA que cualquier niimero natural es no vacio.
Sin embargo, puede probarse que en NFA no se puede demostrar que todos
los nimeros naturales son no vacios. Equivalentemente, podemos encontrar
infinitos elementos en N (y en particular en V'), pero no podemos demostrar
que estos conjuntos sean infinitos.

En particular, si anadimos como axioma —Al a NFA, estamos postulando la
existencia de un nimero natural N = |V| = {V} que no es 0, ni 1, ni 2, etc.

Naturalmente, no es esto lo que vamos a hacer, sino todo lo contrario. A
partir de este momento trabajamos en NFA+AI.

El primer uso que vamos a hacer de Al serd demostrar un resultado técnico
fundamental para continuar el estudio de los conjuntos finitos. Imaginemos, por
ejemplo, que queremos probar algo tan simple como que |A x {u}| = |4|. La
forma obvia de probarlo serfa considerar la biyeccién f: A — A x {u} dada
por f(a) = (a,u), pero dicha biyeccién “no existe” (o, al menos, no sabemos
justificar que exista), ya que la férmula y = (a,u) no se puede estratificar
asignando el mismo tipo a las variables a e y, pues los pares ordenados elevan
el rango dos unidades.

Vamos a probar que, con la ayuda del axioma de infinitud, podemos definir
pares ordenados entre familias de conjuntos que no suban el tipo.

Definicién 6.19 Definimos la aplicacién s; : [cto] — [cto] dada por
51(4) = (A\N)US[ANN]

La definicién es correcta porque la férmula y = “miembro derecho” esté
estratificada y la variable y tiene el mismo tipo que A. El axioma de infinitud
equivale a que S sea inyectiva y esto implica a su vez que s; también lo es, y a
su vez esto implica la inyectividad de la aplicacién sg : [cto] — [cto] dada por

Finalmente, si X,Y € F son dos familias de conjuntos, podemos definir su
par ordenado nivelado como

(X,Y)* = Sl[X] USQ[Y] e,

de modo que la férmula Z = (X,Y)* admite una estratificacién en la que las
tres variables tienen el mismo tipo. Ademds, es facil comprobar lo siguiente:

Teorema 6.20 Si X, Y, Z, W € F son familias de conjuntos, entonces
X, Y)=ZW)«X=ZANY =W

La clave estd en que ningin elemento de s1[X] contiene al cero, mientras que
todos los elementos de s2[Y] lo contienen, luego a partir de (X,Y)* se pueden
recuperar s1[X] y $2[Y] v a partir de estos se recuperan X e Y.
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De este modo tenemos una definicién alternativa de par ordenado (vélida
para familias de conjuntos®) que no aumenta el tipo de las variables. Esto nos
permite definir a su vez un producto cartesiano nivelado:

Definicién 6.21 Para A, B C F, definimos
Ax*B={z|VXY(X € ANY eBArz=(X,Y)")} CT.

Asi la férmula Z = A x* B admite una estratificacion en la que las tres
variables tienen el mismo tipo. Esto nos permite definir proyecciones

p1:AX"B — A, po: AX*B — B,

pero en realidad podemos ir mas lejos y considerar relaciones binarias niveladas,
es decir, subconjuntos R C A x*B y definir los conceptos de dominio, codominio,
aplicacién, etc. usando pares nivelados en lugar de los usuales. El resultado es
que, con estas definiciones (que sélo son vélidas para subconjuntos de F), las
diferencias de tipo pasan a ser las siguientes:

Expresion Condicion Efecto
(z,9) t(x) =t(y) 0
AXx B t(A) =t(B) 0
DR 0
RR 0
R7! 0
RoS t(R) = t(9) 0

f:A— B t(f)=t(A) =t(B)
f(x) t(f) =t(x) +1 -1/0
fIX] 1) = HX) 0
FUX] ) = HxX) 0
flx t(f) = t(X) 0
BA t(A) =t(B) 1

Observemos que, si A, B C F, para cada relaciéon binaria usual R C A x B
podemos definir

R* = {x | Vaby(y = (a,b) Ny € RNz = (a,b)*)}

y as{ R* es una relacién binaria equilibrada entre A y B (es decir, R* C A x*B)
tal que
(a,b) € R < (a,b)" € R™.

Reciprocamente, dada R C A x*B, podemos definir
R, ={z| Vaby(ly = (a,b)* Ny € RAx = (a,b))},

de modo que R, C A x By (a,b) € R. < (a,b)* € R.

5Observemos que en NF se cumple que PV =V, luego V = [cto] = T y tenemos definidos
pares nivelados para conjuntos arbitrarios.
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Notemos que R* disminuye el tipo en dos unidades, mientras que R, lo sube
dos unidades. En inmediato que

f:A— Be ff: A— B, f:A—Be f,: A— B,

y lo mismo sucede con los conceptos de aplicacién inyectiva, suprayectiva, biyec-
tiva, relacién de orden, relacién de equivalencia, etc. En particular, si A, B C &,
se cumple que A y B son equipotentes si y sélo si existe una biyeccién nivelada
entre ambos conjuntos.

El teorema siguiente nos asegura que podemos usar aplicaciones niveladas
para estudiar los cardinales finitos:

Teorema 6.22 Todo cardinal finito contiene un subconjunto de F.

DEMOSTRACION: Como N C ¥, tenemos que ¥ es infinito, luego 6.12 nos da
que, para cada n € N, existe una aplicacién f : A — F inyectiva con |A| = n.
Entonces f[A] C F cumple f[4] € n. .

Como primera aplicacién demostramos lo siguiente:

Teorema 6.23 Sim y n son nimeros naturales, existen conjuntos disjuntos A
y B (contenidos en F) tales que |A| =m y |B| = n.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior existen Ag, By C F tales que
|Ao| = m, |By| = n. Basta tomar A = Ay x* {@}, B = By x* {{&}}. Cierta-
mente son conjuntos disjuntos y existen aplicaciones biyectivas

f:A0—>Aa g:BO—>B7

dadas por f(a) = (a,@)*, g(b) = (b,{@})*. Notemos que para justificar la
existencia de f y g es esencial que los pares ordenados sean nivelados. L]

Definicién 6.24 Se demuestra sin dificultad que si A, B, C', D son conjuntos
finitos (no necesariamente contenidos en JF) tales que

|A|=1|C|, |B|=|D|, AnB=CnD=g,

entonces |A U B| = |C' U D|. Esto nos permite definir como sigue la suma de
numeros naturales + : N x*N — N mediante

+={x | Vmnr e NVABC(z = ((m,n)*,7)* NAemABenACerA
ANB=@ AC=AUB)}.

Observemos que el uso de los pares nivelados (que es correcto, pues N C F)
es necesario para que el par (m,n)* tenga el mismo tipo que su imagen r. Asf,
si Ay B son conjuntos finitos disjuntos, entonces

|[AUB| =|A| + |B|.
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Ahora es claro que S(n) = n + 1, y las propiedades usuales de la suma se
demuestran sin dificultad:

La propiedad asociativa y la conmutativa son consecuencia de las propie-
dades andlogas de la unién de conjuntos.® De aqui se deduce la propiedad de
simplificacién:

m+n=m+r—on=r.

n razonar por induccién T u ropi um
En efecto, basta razonar por induccién sobre m, pues la propiedad se c le
para m = 0 y, si vale para m, entonces

m+l+n=m+l+r—-Sm+n)=Sm+r)>m+n=m+r—-n=r.

Otro hecho obvio es que m < n si y s6lo si existe un r tal que m-+r = n, pues
si|A| =my |B| =n, existe f : A — B inyectiva y basta tomar r = | B\ f[4]|.

La propiedad de simplificacién implica que en tal caso r es unico, por lo
que podemos llamarlo n — m, con lo que tenemos definida la resta de ntimeros
naturales.

Ahora es facil ver que si A y B son conjuntos finitos cualesquiera, entonces
|[AUB| =|A|+|B| - |ANB|.
Para definir el producto de niimeros naturales necesitamos el teorema si-

guiente:

Teorema 6.25 Si A, B son subconjuntos finitos de F, entonces A x*B también
es finito.

DEMOSTRACION: Por induccién sobre el cardinal de B, es decir, aplicando
el principio de induccién al conjunto

X={neN|VBBenABCTFAAX"B es finito)}.

Obviamente 0 € X y si, n € X, tomamos B C F tal que |B| = n+ 1, de
modo que B = C U{u}, donde |C| =ny u ¢ C. Entonces

AX*B =|(Ax*C)U (A x*{u})| = |Ax*C| + |A x*{u}| = |4 x*C| + |A],

donde hemos usado que podemos definir f : A — A x*{u} biyectiva mediante
f(a) = (a,u) (y aqui es esencial que el producto sea nivelado). Por lo tanto,
A x* B también es finito. ]

Definicién 6.26 Se demuestra facilmente que si A, B, C, D son conjuntos
finitos contenidos en F tales que |A| = |C| y |B] = |D|, entonces también
|A x*B| = |C x*D|. Esto nos permite definir el producto de ntimeros naturales
-: N x*N — N mediante

-={z | Vmnr € N(z = (m,n)*,r)* A\VABC(AemABenACer
NAB,CCFANC=Ax"B)}.

6Para la asociatividad hay que generalizar trivialmente el teorema 6.23 al caso de tres
ndimeros.
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Ahora tenemos que si A, B son subconjuntos finitos de &, se cumple que
|Ax*B| = |A[-|B|.

Las propiedades del producto de nimeros naturales se deducen inmediata-
mente de las propiedades del producto cartesiano (nivelado). Por ejemplo, en
la prueba del teorema anterior hemos visto que An € Nn -1 =n.

Con esto termina la prueba de que NFA+AT es un sistema aritmético, es
decir, que permite demostrar las propiedades basicas de los nimeros naturales,
la suma y el producto.

6.4 El axioma de eleccion

En NFA conviene considerar funciones de eleccion estratificadas como las
que ya consideramos al estudiar la teoria de Kaye-Forster, si bien la existencia
de un conjunto universal hace que baste con postular la existencia de una de
ellas.

Axioma de eleccién estratificado (AE*)
VE(F:PV\ {2} — V AVAePV\ {2} F(A) € P1A)

Omitimos la prueba del lema de Zorn a partir de AE, pues resulta de simpli-
ficar la dada en 2.13 para KFA eliminando la comprobacién de que las férmulas
implicadas son Ag. La prueba del teorema de buena ordenacién 2.14 admite
una leve variante, pues se puede particularizar al caso de V:

Teorema 6.27 V admite un buen orden.

DEMOSTRACION: Sea X el conjunto de todos los buenos 6rdenes, es decir,
cada elemento de X es un conjunto R tal que existe un conjunto A tal que
R C A x A es un buen orden en A. El conjunto A es necesariamente A = DR.

Definimos en X el orden parcial dado por R < S si R C S y, para todo
r € DRy todo s € DS\ DR se cumple rSs. En otras palabras, todos los
elementos de DS que no estan en DR son posteriores a los de DR.

Es facil ver que (X, <) satisface las hip6tesis del lema de Zorn y un elemento
maximal es necesariamente un buen orden sobre todo V. L]

A su vez de aqui se sigue trivialmente:

Teorema 6.28 (Teorema de buena ordenacién) Todo conjunto puede ser
bien ordenado.

Y a su vez es claro que esto implica el axioma de eleccién, por lo que el
principio de buena ordenacién es también equivalente a AE.

De aqui deducimos que la relacién de orden sobre los cardinales es total:

Teorema 6.29 Si k y u son dos cardinales, o bien kK < u, o bien u < K.
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DEMOSTRACION: Sean Ay B conjuntos tales que |A| = k, |B| = u. (Pode-
mos suponer que los cardinales son no nulos, o el resultado es trivial.) Sea

X ={f|VPQPCANQCBA f:P — Q biyectiva)}.

Claramente X no es vacio y, considerado como conjunto parcialmente orde-
nado por la inclusion, satisface las hipétesis del lema de Zorn, luego podemos
tomar una aplicacién f : P — @ biyectiva maximal.

No puede ser que P ¢ Ay Q) & B simultaneamente, pues entonces seria facil
extender f. Por lo tanto, o bien P = A, en cuyo caso f: A — B inyectiva, o
bien @ = B, en cuyo caso g : B — A inyectiva, es decir, o bien k < y, o bien
< K. (]

Otra consecuencia de AE es la caracterizacién siguiente de los conjuntos
infinitos:

Teorema 6.30 Si A es un conjunto, las afirmaciones siguientes son equivalen-
tes:

a) A es infinito.
b) N es infinito y existe una aplicacion inyectiva f: N — A.
c) A se puede biyectar con un subconjunto propio.

DEMOSTRACION: a) = b) Si A es infinito, entonces se cumple el axioma
de infinitud (no hace falta suponerlo como hipétesis del teorema), luego N es
infinito. Si existe una biyeccién f: N — A, entonces no hay nada que probar.
En caso contrario, sea X el conjunto de todas las aplicaciones inyectivas de
un subconjunto de N en A, considerado como conjunto parcialmente ordenado
por la inclusién. Es fécil ver que cumple las hipétesis del lema de Zorn, y un
elemento maximal de X es necesariamente una aplicacion inyectiva f : N — A.

b) = c) Claramente, f[N] es un subconjunto de A que se puede biyectar
con un subconjunto propio, y extendiendo dicha biyeccién con la identidad en
A\ fIN] obtenemos que lo mismo le sucede a A.

c) = a) Es el teorema 6.15 (que hemos demostrado sin AI). "

Ejercicio: Probar que existe f : A — B inyectiva si y sélo si existe g : B — A
suprayectiva.

6.5 Pares ordenados nivelados

Hemos visto cémo la existencia de pares ordenados nivelados para subcon-
juntos de ¥ ha sido fundamental para desarrollar la aritmética de los conjuntos
finitos. A la hora de desarrollar la aritmética cardinal en general nos encon-
tramos con el problema de que la definiciéon que hemos dado de par ordenado
nivelado no es valida para conjuntos cualesquiera y se vuelve insuficiente. En



144 Capitulo 6. Los Nuevos Fundamentos de Quine

esta seccion demostraremos que en NFA+AI+AE se puede definir un par orde-
nado nivelado aplicable a objetos cualesquiera. Para probarlo tendremos que de-
mostrar precariamente algunos resultados de aritmética cardinal bajo hipdtesis
restrictivas, que seran innecesarias en cuanto dispongamos de los nuevos pares
ordenados.

Por ejemplo, el teorema siguiente afirma en esencia que si k es un cardinal
infinito entonces k + k = K, pero de momento tenemos que enunciarlo asf:

Teorema 6.31 Si A y B son conjuntos infinitos disjuntos y |A| = |B|, entonces
|AUB| = |A] = |B].

DEMOSTRACION: Sea f : A — B biyectiva y sea X el conjunto de las apli-
caciones f : UU f[U] — U biyectivas, donde U C A. Teniendo en cuenta que
A contiene un subconjunto numerable, es facil ver que X # & y, considerdndolo
como conjunto parcialmente ordenado por la inclusién, es facil ver que cumple
las condiciones del lema de Zorn, luego existe una aplicacién f en las condiciones
indicadas que es maximal respecto de la inclusion.

Supongamos que A\U es infinito. Entonces contiene un subconjunto numera-
ble N C A\U. Es fécil ver entonces que existe una biyeccién g : NUf[N] — N,
luego fUg: (UUN)U f[UUN] — U U N biyectiva, en contradiccién con la
maximalidad de f.

Esto prueba que el conjunto A \ U es finito. Ahora bien, si expresamos
U= (U\ N)UN, para un cierto subconjunto numerable N de U, es ficil ver
que existe una biyeccién N U (A\ U) — N, con lo que

[Al=[(U\NN)UNU(A\U)| = [(U\N)UN| = [U].

Una biyeccién A — U induce a su vez una biyeccién B — f[U], que a su
vez nos da una biyecciéon AUB — U U f[U] — U — A. n

Mas en general:

Teorema 6.32 Si A y B son conjuntos disjuntos y al menos uno de ellos es
infinito, entonces |A U B| = max{|A|,|B|}.

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que |A| < |B].
Supongamos, por reduccién al absurdo, que |A U B| > |B|. Consideremos los
conjuntos A’ = AU{0} y B’ = B x {1}. Entonces |A’ U B'| > |B’|, pues si
existiera una biyeccién f : B — A’ U B’, podriamos definir

g ={z | Vbc(z = (b,c) A f(b,1) € {(c,0), (¢, Y})},

y entonces g : B — A U B biyectiva. Podemos tomar Ay C B de modo que
|Ag| = |A|. Entonces |Ag x {0} = |A x {0}|, luego

[A'UB'| = (Ao x {0} U(Bx {1})| < [(Bx{0})U(Bx{1})| = [Bx {1} = | B,

donde hemos usado el teorema anterior. Esta contradicciéon prueba el teorema.
u
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Similarmente, en lugar de probar que, si x es un cardinal infinito, se cumple
que K - K = K, no podemos probar siquiera que, dado un conjunto infinito A,
existe una biyeccién f: A x A — A, pues esta féormula no esta estratificada.
En su lugar demostramos:

Teorema 6.33 Si A es un conjunto infinito, existe f : Ax A — P2 A biyectiva.

DEMOSTRACION: Consideramos el conjunto X formado por las aplicaciones
f:U x U — P2U biyectivas, que es no vacfo porque A contiene subconjuntos
numerables, para los cuales podemos construirlas explicitamente. Por el lema
de Zorn existe una aplicacién f maximal respecto de la inclusién.

Supongamos que |U| < |A|. Entonces, |[A\U| = |A|, por el teorema anterior.
Por lo tanto, podemos tomar U’ C A\ U tal que |U’| = |U|. Asi

(UuU)x (UuUY=UxU)u(U xU)YUU xU)u (U xU").
Claramente podemos formar una biyeccion
(UxU)— (UxU) — PU — PU,

e igualmente con U’ x U y con U’ x U’, luego los tres conjuntos tienen el mismo
cardinal (infinito) y son disjuntos dos a dos. Por el teorema anterior la unién de
los tres tiene también el mismo cardinal que P?U’, luego existe una biyeccién

g: (UxUYUU xU)U (U xU") — P2U’
que permite extender a f hasta una biyeccién

o (UuU)x(UuU) —PIUUPIU =PHUUU),

lo que contradice la maximalidad de f. Concluimos que |U| = |A], y una
biyeccion entre ambos conjuntos nos permite transformar f en una biyeccién en
las condiciones del enunciado. L]

Definicién 6.34 Sea f:V x V — P2V biyectiva. Definimos
(z,9)F =UU f(z.y).

Observemos que si asignamos tipo 0 a las variables x, y, entonces el par
(z,y) tiene tipo 2, luego f(x,y) tiene también tipo 2 (asignando tipo 5 a la
variable f) y las dos uniones rebajan el tipo a 0 nuevamente.

En términos del par que acabamos de definir, se cumple que
fla,y) = {(,9)},
con lo que es inmediato el teorema siguiente:
Teorema 6.35 Si f:V x V. — P2V biyectiva, entonces

/\:Cyzw((a:,y)?c = (z,w)? cr=zAy=uw).
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En definitiva, tenemos definido un par ordenado nivelado aplicable a todos
los objetos (sin mds que prefijar una biyeccién f adecuada, cuya existencia
hemos demostrado).

A partir de este par podemos definir un producto cartesiano nivelado
Ax?ch{x|\/ab(a€A/\bEB/\:c=(a,b)?c)},

del mismo tipo que A y B, y a partir de él definir relaciones y funciones nive-
ladas entre conjuntos arbitrarios, de modo que se cumplen las condiciones de
estratificacién indicadas en la tabla de la pagina 139.

Observemos que V x?c V=V.

Presentamos ahora una teoria ligeramente maés fuerte que NFA+AI y mas
débil que NFA+AI+AE (aunque equiconsistente con ambas), en la que los pares
ordenados nivelados se introducen como un concepto primitivo.

Sea L, es el lenguaje formal de NFA (cuyos signos no légicos son los relatores
ctoy €) y sea L) el lenguaje que resulta de afiadirle un relator triddico P. Ex-
tendemos la definicién de férmula estratificada exigiendo que en las subférmulas
de tipo Pzyz las tres variables tengan el mismo tipo, y llamamos NFA, a la
teoria cuyos axiomas son:

Extensionalidad AXY(Au(ue X sueY)—X=Y)
Formacién de conjuntos | /Y Au(u €Y < ¢(u)) (x)

1
Pares ordenados NzyVzPzyz A
Nzyuvz(Pryz A Puvz — z=u Ay =)

(*) para toda férmula estratificada ¢ (con posibles pardmetros) de Lap.

Notemos que el esquema de formacién de conjuntos de NFA, no es el mismo
que el de NFA, pues ahora incluye muchos més casos particulares: los corres-
pondientes a férmulas que incluyen el relator P.

En esta teoria podemos definir
(z,y) = z | Payz,
y entonces se cumple que
Azyuv((z,y) = (u,v) =z =u Ay =v).

Ademds, a efectos de estratificacién, el término (x,y) tiene el mismo tipo
que las variables z, y, es decir, se trata de un par ordenado nivelado.

A su vez, el esquema de formacién de conjuntos generalizado nos permite
definir el producto cartesiano nivelado

Ax B={x|\Vab(a€ ANbeE BAz=a,b))},
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a partir del cual se pueden definir relaciones y funciones niveladas sobre con-
juntos arbitrarios.

Si T es una extensién de NFA+AI+AE (es decir, una teoria tal que los teo-
remas de NFA+AI+AE sean teoremas de T, normalmente porque sus axiomas
incluyen a los de NFA+AI4+AE), se cumple que la teorfa T, que resulta de
anadir a 7' las nuevas instancias del esquema de formacién de conjuntos mas el
axioma de los pares ordenados es una extensién conservativa de T, es decir, que
todo modelo de 7' se extiende a un modelo de 7.

En efecto, si M es un modelo de T, puesto que en la seccién 6.5 hemos visto
que en T puede probarse que \/f f: V x V — P2V biyectiva, existe un objeto
f en M tal que

ME f:V xV — P?Vbiyectiva,

y basta interpretar el relator P mediante la relacién en M dada por
M(P)(x,y,z) siysbdlosi M F z = (m,y)(}.

Asi M se convierte en un modelo del lenguaje de T}, y es facil ver que cum-
ple tanto el axioma de los pares ordenados como los nuevos casos del esquema
de formacién de conjuntos. La razon de esto iltimo es que cada nuevo caso
particular del esquema de formacién de conjuntos es equivalente a un caso par-
ticular del esquema original sin mas que sustituir cada subférmula Pzyz por

z = (z,y)}.

Esto implica que todo teorema de T, expresable en el lenguaje L, (sin el
relator P) es demostrable también en T, puesto que es verdadero en todos los
modelos de T'.

M4s precisamente, lo que sucede es que todo teorema de T}, puede probarse
en T fijando una biyeccién f e interpretando cada subférmula de tipo Pzyz
como z = (a:,y)(}, o0, equivalentemente, cada par (x,y) como (ac,y)?c.

Todo esto se aplica en particular cuando T' es NFA+AI+AE, de modo que
NFA,+AI+AE es una extension conservativa de NFA+AI4+AE.

Ahora bien, sucede que Al es un teorema de NFA,,.

En efecto, basta probar que todos los niimeros naturales son no vacios. Para
ello probamos a su vez que si n € Ny A € n, entonces A x {0} € n, donde
el producto cartesiano es el nivelado. Esto es correcto porque podemos definir
la biyeccién f: A — A x {0} dada por f(a) = (a,0) (cosa que no podriamos
hacer con pares ordenados no nivelados). Con esto es facil probar por induccién
que An € Nn # @: Es claro que se cumple paran = 0 v, si es cierto paran € N,
tomamos A € n, pasamos a A x {0} € n y observamos que (1,1) ¢ A x {0},
luego (A x {0})U{(1,1)} € S(n), con lo que S(n) # @. "

Por consiguiente, la teorfa NFA,+AI4+AE es en realidad la misma teoria que
NFA,+AE. La teoria NFA, es, pues, intermedia entre NFA4+Aly NFA+AI+AE,
en el sentido de que en ella se puede probar todo teorema de NFA+AI y todos
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sus teoremas (reinterpretando los pares nivelados (x,y) como pares (z, y)(}, para
cierta biyeccién f prefijada) son teoremas de NFA+AI+AE.

Recordemos por otra parte que, en NF, la definiciéon de par ordenado que
hemos visto 6.19 es véalida para conjuntos cualesquiera, lo que implica que en
NF (sin Al ni AE) se puede definir una relacién P que cumpla el axioma de los
pares ordenados o, equivalentemente, que la teorfa NF,, que resulta de anadir a
NFA,, el axioma que afirma que no existen atomos es una extensién elemental
de NF. Puesto que la existencia de pares ordenados nivelados implica el axioma
de infinitud, concluimos que Al es un teorema de NF.

NOTA En el resto del capitulo trabajaremos en NFA,, (aunque normalmente
escribiremos NFA). Cuando necesitemos AE lo indicaremos explicitamente. Ya
que NFA,, ya lleva “incorporado” el axioma de infinitud, en la seccién 6.7 volve-
remos a construir los nimeros naturales apoyandonos en los resultados generales
sobre cardinales que hemos probado en la seccién 6.3, pero no en los resulta-
dos especificos sobre nimeros naturales o conjuntos finitos, de modo que pueda
verse cudl es el tratamiento natural de esta parte de la teorfa en NFA,,.

6.6 Ordinales

Definicién 6.36 Recordemos que un buen orden en un conjunto A es un orden
respecto al que todo subconjunto no vacio de A tiene un minimo elemento.
Notemos que si X C A, entonces

min(X,<)=z|(r € X A N\a(a € X — z < a)),

que es un término estratificado de tipo una unidad inferior al de X o <. Observe-
mos que la existencia de minimo (aplicada a los subconjuntos de dos elementos)
implica que todo buen orden es un orden total.

Si (4, <) es un conjunto ordenado, definimos
As={zeA|z<a}, AS={zc A|x <a).

Recordemos en primer lugar dos hechos bésicos sobre conjuntos bien orde-
nados:

Teorema 6.37 (Induccién transfinita) Si (A, <) es un conjunto bien orde-
nado y X C A cumple que \a € A(AT C X — a € X), entonces X = A.

DEMOSTRACION: Si A\ X # &, tomamos a = min(A \ X) y resulta que
AS C X, peroa ¢ X. .

El enunciado del teorema de recursion debe retocarse ligeramente para pre-
servar la estratificacion:

Teorema 6.38 (Recursién transfinita) Sea (A4, <) un conjunto bien orde-
nado, sea X = {f | Va€ A f: AT — B)} y sea G : X — P1B. Entonces
existe una unica funcion f : A — B tal que Na € A {f(a)} = G(f|az).
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DEMOSTRACION: La unicidad es clara, si hubiera dos aplicaciones f y g que
cumplieran el enunciado pero no fueran iguales, existiria un minimo a € A tal

que f(a) # g(a), con lo que f| < = g|4s, luego
{f(a)} = G(flaz) = Glglag) ={9(a)},
luego f(a) = g(a), contradiccién. Definimos
Rec(f,a) = f: Ay — BA Nz e AT {f(z)} = G(f]a2)-

(Notemos que las llaves {} estdn para que esta férmula esté estratificada.) Una
variante del argumento anterior prueba que

Nad'fgla € Ana € ANa<a' ARec(f,a) ARec(g,a’) — f=g|,=<).

En otras palabras, para cada a € A existe a lo sumo una funcién f en A3
que cumple Rec(f,a) y si a < @' y existen funciones para a y o/, la segunda
extiende a la primera. Sea ahora

X ={ac A|Vf Rec(f,a)}

y veamos que X = A por induccién transfinita. En efecto, si AS C X conside-
ramos el conjunto

Y ={f| Vd € AT Rec(f,d’)}.

Hemos probado que dos elementos cualesquiera de f se extienden el uno al
otro, y por hipétesis de induccidén existe uno para cada a’ € AT, luego f/ =JY
es una funcién cuyo dominio es

{x|lze ANVd € A(z<d <a)} = AS.
Claramente, para todo a’ < a se cumple que {f'(a’)} = G(f'|s<). Por
dltimo tomamos f = f'U({a} x G(f")) y es facil ver que Rec(f,a), luego a € X.

Ahora consideramos el conjunto

Z ={f|Va € A Rec(f,a)}.

Nuevamente tenemos que existe una funcién en Z para cada a € A y que dos
cualesquiera se extienden una a la otra, luego | J Z es claramente una funcién
f: A— By claramente cumple el teorema. ]

Ordinales Llamaremos CBO al conjunto de todos los pares (A4, <), donde A
es un conjunto y < es un buen orden en A. Es facil comprobar que la férmula
que expresa esta definicién esté estratificada.

Una semejanza f : (A, <4) — (B, <p) entre dos conjuntos bien ordenados
es una biyeccién que conserva el orden.
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Definimos la relacién en CBO dada por
~={2|VAB <4<p f(z = ((4,<4),(B,<p)) A (4, <4),(B,<p) € CBO
Afi(A <4) — (B,<p) semejanza)}.
De este modo, se cumple que (A,<4) ~ (B,<p) si y sélo si existe una
semejanza f : (A, <4) — (B,<p). Es inmediato comprobar que se trata de

una relacién de equivalencia. Llamaremos ordinales a los elementos del conjunto
cociente Ord = CBO/ ~.

Si (4, <) € CBO, llamaremos ordinal de (A4, <) a su clase de equivalencia:
ord(A, <) ={z | VB <p (z = (B,<p) A (4, <) ~ (B, <p))}-
De este modo, si (A4,<4), (B,<p) € CBO, tenemos que
(A, <4) ~ (B,<p) < ord(A,<4) = ord(B, <p).
La relaciéon de orden Es fécil ver que si dos pares de conjuntos bien orde-
nados cumplen (A, <4) ~ (A’ <a/) vy (B,<p) ~ (B’,<p/), entonces
Vbe B (A,<a) ~ (By,<p) = V' € B' (A", <a) ~ (B}, <p').
Por lo tanto, podemos definir una relaciéon en Ord mediante
<={z|VAB <a<p ((A,<4),(B,<p) € CBO) A

x = (ord(A, <4),ord(B,<p)) A (A, <4) ~ (B,<p) V
Vbe B (A,<a) ~ (By,<p)))}-

De este modo, para cualquier par de conjuntos bien ordenados (A,<,4) y
(B,<p), se cumple que

ord(4,<4) <ord(B,<p) < (A, <a) ~ (B,<p)

VVbe B (A <a)~ (By,<p).

Equivalentemente, ord(4, <4) < ord(B, <pg) si y sélo si los dos érdenes son
semejantes o bien el primero es semejante a un segmento inicial del segundo.

Vamos a probar que esta relacién es una relaciéon de orden, pero conviene
enunciar aparte el resultado elemental en que se basa la prueba:

Teorema 6.39 Un conjunto bien ordenado (A,<) no puede ser semejante a
una seccion inicial (Ag, <).
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DEMOSTRACION: Si existiera una semejanza f : (A, <) — (A5, <), se
cumpliria que f(a) < a, pero entonces el conjunto

X={ze Al f(z) <z}

es no vacio, luego tiene un minimo elemento m € X, que cumple f(m) < m,
luego f(f(m)) < f(m), luego f(m) € X a pesar de que f(m) < m, contra-
diccién. -

Esto implica que las dos alternativas que permite la definicién de la relaciéon
< en Ord, a saber,

(A,<a) ~(B,<p)VVbe B (A, <a) ~ (By,<p),

no pueden darse simultaneamente. Puesto que la primera equivale a la igualdad
de los ordinales correspondientes, vemos que la segunda corresponde a la desi-

gualdad estricta o < 3, entendida como a < § A a # 3. Recogemos este hecho
como parte del teorema siguiente:

Teorema 6.40 La relacion < es una relacion de orden en Ord. Ademds, para
todo par de conjuntos bien ordenados (A,<4) y (B,<p), se cumple que

ord(4,<4) < ord(B,<p) < Vb€ B (A,<4) ~ (By,<p).

DEMOSTRACION: La relacién < es trivialmente reflexiva y transitiva. Si dos
ordinales cumplen que a < 8y 0 < a, pero a # 3, entonces podemos tomar un
conjunto bien ordenado (B, <) tal que § = ord(B, <), y los elementos de a han
de ser buenos dérdenes semejantes a segmentos iniciales de B, luego podemos
tomar a = ord(B;, <), para cierto b € B. Pero entonces la condicién § < o
significa que, o bien (B, <) es semejante a (B;, <), o bien es semejante a un
segmento inicial de (B;, <), que serd también un segmento inicial de (B, <), y
eso es imposible por el teorema anterior. Concluimos que a = . m

Teorema 6.41 La relacion de orden en Ord es una relacion de orden total.

DEMOSTRACION: Si «y (8 son dos ordinales, entonces existen conjuntos bien
ordenados tales que a = ord(A,<,4) y 8 = ord(B, <p).

Para cada a € A, si existe un b € B tal que (AS, <a) ~ (By, <p), entonces b
es Unico, pues si hubiera dos, digamos b < b, y b < ¢ < b’ es el minimo elemento
de B mayor que b, entonces BbS = (Bbg,)f, con lo que tendriamos un conjunto
bien ordenado semejante a un segmento inicial, y eso es imposible. Similarmente,
para cada b € B hay a lo sumo un a € A tal que (AS,<4) ~ (Bbg, <g). Esto
se traduce en que el conjunto

f:{x|\/ab(aeA/\bEB/\a::(a,b)/\(AE,SA)N(B;,SB))}

es una biyeccién de un subconjunto de A en un subconjunto de B.
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<

a’’

<a) — (B?(a,), <p) es una semejanza,

Sia<ad estdnen Df y g: (A
entonces g < : (A5, <a) — (Bgé(a)7 <jp) es una semejanza, luego resulta que
fla) = g(a) < f(d') y, por consiguiente, f : (Df,<4) — (Rf,<p) es una

semejanza.

Es facil ver que sia € Df y © € A cumple x < a, entonces € Df. A su
vez esto implica que si Df # A, entonces Df = AT, donde a = min(A4 \ Df).
Igualmente, Rf = B o bien Rf = B; para cierto b € B. Asf pues, tenemos
cuatro casos:

O bien Df = AARf = B, en cuyo caso « = 3, o bien Df = AANRf = B,
en cuyo caso o < f3, o bien Df = A5 A Rf = B, en cuyo caso f < a y,
finalmente, vamos a ver que no puede suceder que Df = AS y Rf = By .

Si de diera este cuarto caso, es claro que f' = fU{(a,b)} es una semejanza
fi(As,<q) — (Bbg, <B), luego (a,b) € f, luego a € Df, contradiccién. =

Teorema 6.42 La relacion de orden en Ord es un buen orden.

DEMOSTRACION: Sea X C Ord un conjunto no vacio, sea o € X y sea (A, <)
un conjunto bien ordenado tal que o = ord(A4, <). Consideramos el conjunto

Y={alae AANord(AS,<) € X}.

SiY = &, entonces, para cada § € X, tenemos que § = ord(B, <p), pero
(B, <p) no es semejante a ninguna seccién inicial de A de la forma (AS, <),
luego a < By « es, por lo tanto, el minimo de X.

Si, por el contrario, Y # &, podemos tomar a = minY’, asi como el ordinal
ap = ord(AS, <) € X. Se cumple que g es el minimo de X, pues para todo
B =ord(B,<p) € X se cumple que (B, <p) no es semejante a ninguna seccién
inicial de (A, <), es decir, a un conjunto de la forma (AS)s = AS, para un
cierto x € A, x < a, pues en tal caso x € Y y serfa un elemento menor que el
minimo. Por consiguiente, ag < . L]

Definicion 6.43 Es facil ver que el minimo elemento de Ord es el ordinal cero,
definido como

0 = ord(2, @).

Definimos
1= Ord({g}a {(®7 g)})ﬂ

de modo que 1 es el ordinal del conjunto {&} con el tinico (buen) orden que
puede definirse sobre él, a saber, el dado por @ < @.

Como el tinico segmento inicial de {@} es &, resulta que 0 es el inico ordinal
menor que 1 o, equivalentemente, 1 es el menor ordinal mayor que 0.
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Suma de ordinales Sean (A,<4)y (B, <p) dos conjuntos ordenados. Defi-
nimos su suma como el conjunto ordenado (A @ B, <ap), donde”

A®B=(Ax{a})U(Bx{{a}})

<ap={z | Vuvpq(z = ((u,p), (v,9)) A (u,p) € A® BA (v,q) € A® B
ANMp=2Aqg=Au<av)V (p={F}Nqg={F} Au<pv)
Vp=2Aqg={a}))}

Se comprueba sin dificultad que
(A, <a) ~ (Ax {2}, <ap) A (B,<p) ~ (B x {{&}}), <aB),

asi como que todo elemento de A x {@} es anterior respecto de <sp a todo
elemento de B x {{@}}, de modo que (A ® B, <4p) consta de “una copia de
(A, <4) seguida de una copia de (B, <p)”. Es ficil ver que si ambos sumandos
estan bien ordenados, la suma también lo esta.

Otra comprobacién elemental muestra que si dos pares de conjuntos orde-
nados cumplen (A4, <4) ~ (A", <a) v (B,<p) ~ (B’,<p/), entonces

(A® B,<ap)~ (A'® B, <ap),
lo que justifica la definicién siguiente de suma de ordinales:
+={x | VAB <4<p ((4,<4) € CBO A (B,<p) € CBO A
z = (((ord(A, <),ord(B,<p)),ord(A® B,<ap)))}.
De este modo, + : Ord x Ord — Ord cumple que
ord(A® B,<ap) = ord(4,<4) + ord(B, <p).

Si consideramos un tercer conjunto bien ordenado (C, <) de manera que
ord(B, <p) < ord(C, <¢), entonces existe un elemento ¢ € C' y una semejanza
f:(B,<B) — (C5,<¢), la cual induce facilmente una semejanza

f'(Ae B,<ap) — (A® O) (g} Sa0)-
Esto prueba la propiedad siguiente de la suma de ordinales:
NaByeOrd (B<y—a+p<a+7),
de la que se siguen inmediatamente las variantes:
NapyeOrd (B<y—a+pf<a+7),
NapyeOrd (a+B=a+y— f=7).

"Notemos que el término estd estratificado porque no necesitamos asignar un tipo al de-
signador @. Podemos reemplazarlo en primer lugar por = | ctox A /\u u ¢ z y luego por
y | ctoy A /\v v ¢ y, y asignar tipos distintos a las variables.
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Otro hecho obvio es que Aa € Ord(a+0 =0+ a = «).

Veamos ahora que Aaf(a < 3 — i a+4§=p).

En efecto, la unicidad se sigue inmediatamente de la propiedad de simplifi-
cacion que hemos probado. Si a = (§ basta tomar § = 0, luego podemos suponer
que a < 3. Entonces podemos tomar § = ord(B, <) y a = (B;, <) para cierto

be B. Sea B = {z |z € BAb<z}, de modo que (B, <) es un conjunto
bien ordenado y, tomando ¢ = ord(BbZ, <), se comprueba facilmente que

a+6=ord(By ® By, <) = ord(B, <) = 4.

Como consecuencia:

Teorema 6.44 Para todo ordinal o existe un ordinal mayor que o y, concre-
tamente, a + 1 es el menor ordinal mayor® que a.

DEMOSTRACION: Como 0 < 1 hemos probado que « = a+0 < a+ 1y, si
a< B <a+1,entonces f=a+ 6§, de modo que a+ 6§ < a+ 1, luego § < 1,
luego 6 = 0, luego a = . "

Ejercicio: Probar que la suma de ordinales es asociativa.
Producto de ordinales Si (4,<4)y (B,<p) son dos conjuntos ordenados,

definimos su producto lexicogrdfico como el conjunto ordenado (A x B,<ap)
dado por

<ap={z | Vabad't'(z = ((a,b), (a’,b')) A (a,b) € Ax BA (a',V)) € Ax B

Ab<pb Vb=V Aa<ad)))}

Es facil ver que si los dos érdenes dados son buenos érdenes, entonces su
producto lexicografico también lo es, asi como que si dos pares de conjuntos
ordenados cumplen (A, <4) ~ (A", <x)y (B,<p) ~ (B, <p/), entonces

(A X B7 SAB) ~ (A/ X B/a SA’B')a
lo que justifica la definicién siguiente de producto de ordinales:
-={x| VAB <a<p ((4,<4) € CBO A (B,<p) € CBO A

x = (((ord(A, <),ord(B, <p)),ord(A x B,<ap)))}.

8Podriamos definir los niimeros naturales a partir del ordinal 0 y la funcién S(a) = o+ 1
de forma similar a como hemos hecho en la seccién 6.3, con lo que N seria un conjunto de
ordinales. Sin embargo, resulta mds préctico construir N a partir de los cardinales en lugar
de los ordinales, y asi lo haremos en la seccién siguiente.



6.6. Ordinales 155

Asi - : Ord x Ord — Ord cumple que
ord(A,<4)-ord(B,<p) =ord(A x B,<ap).

Si (C, <¢) es un tercer conjunto bien ordenado, es facil construir una seme-
janza de

Cx (4@ B) = (C x (Ax {2})) U(C x (B x {{2}})

en

(CxA)e(CxB)=((CxA)x{zg})U((Cx B)x{{z}}),

de donde se sigue que

AaBy € Ord a(B+7v) = af + ay.

También es facil ver que

NaeOrda-0=0-a=0, NaeOrda-1=1-a=a.

Ejercicio: Probar que el producto de ordinales es asociativo.

La antinomia de Burali-Forti Ya hemos visto cémo NFA no se ve afectada
por la paradoja de Russell, y la razén es esencialmente que la férmula = ¢ x
no esta estratificada y no define un conjunto. Ahora podemos ver qué sucede
con otra de las paradojas clasicas de la teoria de conjuntos: la antinomia de
Burali-Forti, asociada al conjunto de todos los ordinales.

En la teoria de conjuntos Cantoriana podia probarse que el conjunto de los
ordinales menores que un ordinal dado « era un conjunto bien ordenado de
ordinal o. La antinomia de Burali-Forti surgia al aplicar este hecho al ordinal 2
del conjunto Ord de todos los ordinales. La seccién Ordg debia entonces tener
ordinal 2, pero, por ser una seccién inicial de Ord, su ordinal debia a la vez ser
menor que {2, con lo que se llegaba a que 2 < Q.

Este razonamiento falla en NFA en el punto en que afirma que Ordg debe
tener ordinal 2. Mas en general, el argumento segun el cual, para todo ordinal «,
tiene que ser ord(Ordy, <) = « consiste en tomar un conjunto bien ordenado tal
que ord(A, <) = a y construir la semejanza f : (A, <) — (Ordy, <) dada por
f(a) = ord(AS, <), pero esta semejanza no puede construirse en NFA, porque

el término ord(AS, <) tiene tipo dos unidades superior al de a.

Asi pues, el propio argumento de Burali-Forti lleva a la conclusién de que
ord(Ordg, <) < €, lo cual puede resultar extrafo, pero no es paraddjico.

La definicién siguiente nos permitira precisar la situacion:
Definicién 6.45 Si (A, <) es un conjunto ordenado, definimos
<1 ={z | Vuo(z = ({u},{v}) Au<v))},

y lamamos (A4, <); = (P14, <y).
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Es claro entonces que (A, <); es un conjunto ordenado, de modo que, si
a,b € A, tenemos que
{a} <1 {b} < a<b.

Es facil ver que (A, <); estd bien ordenado si y sélo si (A, <) lo estd. Ademds,
si (4,<4), (B,<p) son dos conjuntos bien ordenados,

(A7 SA) ~ (Ba SB) - (A> SA)I ~ (Ba SB)la
por lo que podemos definir, para cada ordinal «,
T(a) = 8| VA< (0 = ord(4, <) A B = ord((4, )1)).

Notemos que el término T'(«) estd estratificado y su tipo es una unidad
mayor que el de a.

De este modo, si a = ord(A, <), entonces T'(«) = ord((4, <)1). Por consi-
guiente, T(T(a)) = ord((4,<)2), donde (A, <)y = (P2A, <5), donde a su vez
<5 es el buen orden dado por

{{a}} < {{b}} <= a <0

El interés de este concepto radica en que, para cada ordinal o = ord(A4, <),
podemos definir una biyeccién f : P24 — Ord; mediante

f{{a}}) = ord(A7, <).

La definicién es correcta porque {{a}} y ord(As, <) tienen el mismo tipo.
Ademés, es claro que

£+ (4,9); — (0rd, <) semejanza,
luego tomando ordinales concluimos que ord(Ordy, <) = T?(a).
El teorema siguiente se prueba sin dificultad:

Teorema 6.46 Para todo par de ordinales o y 3 se cumple:
a) a < B T(e) <T(B).
b) a=p < T(a)=T(S).
¢) T(a+ B) =T(a) + T(B).
d) T(aB) =T (a)T(B).

Asi pues, la “paradoja” de Burali-Forti se reduce en NFA a la constatacién
de que T?(Q2) < Q, lo cual puede a su vez generalizarse a T'(Q2) < 2, pues si fuera
Q) < T(Q), aplicando T concluirfamos que 2 < T(Q) < T?(2). En particular
resulta que (€2, <); no es similar a (£2, <). Como consecuencia:

Teorema 6.47 La clase F = {(z,{z}) | z € V'} no es un conjunto.
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DEMOSTRACION: Si fuera un conjunto podriamos definir una semejanza
f:(9,<) — (2, <); mediante f(a) = {a} (concretamente, f = FN (2 xV)).

Por otra parte, tenemos la sucesion decreciente de ordinales
< THQ) < T3(Q) < T?(Q) < T(Q) < Q.

Esto no contradice, en principio, la buena ordenacién de €2, sino que iinicamente
nos garantiza que no es posible definir el conjunto

{a|VneNa=T"Q)},

pues seria un conjunto de ordinales sin minimo elemento.

Veamos una interpretacién alternativa del ordinal T'(a): Si (4, <) es un
conjunto bien ordenado, podemos considerar el conjunto

Sec(A,<)={z|Vae Ax=As},

ordenado por la inclusién [C]. Notemos que el término Sec(4, <) aumenta

una unidad el tipo de sus variables, por lo que podemos definir una semejanza
f (A <)1 — (Sec(4,<),[C]) dada por f({a}) = AS. En particular esto
prueba que (Sec(A, <), [C]) es un conjunto bien ordenado.

Asf pues, si o = ord(A4, <), concluimos que T'(a) = ord(Sec(A4, <), [C]). En
particular T'(2) es el ordinal del conjunto Sec(Ord) con el buen orden dado por
la inclusién.

6.7 Cardinales

Recordamos aqui las definiciones y hechos bésicos que ya hemos introducido
en la seccién 6.3 sobre la teoria de cardinales:

Definicion 6.48 La relacién de equipotencia entre conjuntos es la dada por
~={z|VABf(z = (A,B) A f: A — B biyectiva)},

de modo que A ~ B « \/f f: A — B biyectiva.

Es claro que ~ es una relacién de equivalencia en el conjunto [cto] de todos
los conjuntos. Llamaremos cardinales a los elementos del conjunto cociente
K = [cto]/ ~. M4s concretamente, el cardinal de un conjunto A es su clase de
equivalencia:

|A|={B|Vf f: A— B biyectiva}.

Similarmente, la relacién de minuspotencia es la dada por

<={z|VABf(x = (A,B) A f : A — B inyectiva)}.
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Se comprueba sin dificultad que si |A| = |A'| y |B| = |B’|, entonces
A<Bo A <P,
lo cual permite definir la relacion en K dada por
< = {0 | VkAB(z = (k1) Ak = |A| A = |B| A A < B)}.
Repetimos el enunciado del teorema 6.3:

Teorema 6.49 (Cantor-Bernstein) La relacion < es una relacidn de orden
sobre el conjunto K.

Es obvio que si dos conjuntos bien ordenados (A,<4) y (B,<p) son seme-
jantes entonces son equipotentes, por lo que podemos definir

card = {x | VA < ((4,<) € CBO A z = (ord(4, <),|4]))}.

Es facil ver que la definicién es correcta y que card : Ord — K, de modo que,
para todo conjunto bien ordenado (A, <), tenemos que card(ord(A4, <)) = |A|.

Es claro que imagen de card es el conjunto de los cardinales de conjuntos
que admiten un buen orden (luego AE implica que card es suprayectiva). Mds
concretamente:

Sia € card *(|A|) y (B,<B) € a, entonces |B| = |A| luego existe una
aplicacién f : A — B biyectiva, a través de la cual podemos definir un buen
orden <4 en A tal que f : (A,<4) — (B,<p) sea una semejanza, luego
(A, <4) € a.

En definitiva: card *(|A|) es el conjunto de los ordinales de los buenos
ordenes definidos sobre el conjunto A.

Definimos seguidamente la funcién In : K — Ord dada por?
In(x) = min(card ™! [{x}]).

Diremos que In(k) es el ordinal inicial de k. El teorema siguiente lo carac-
teriza:

Teorema 6.50 Dado un cardinal k, un buen orden (A, <) determina el ordinal
In(k) siy sélo si |Al =k y Na € A |AT| < k.

DEMOSTRACION: Sea o = ord(4, <). Se cumple que o = In(k) si y s6lo si
a es el minimo ordinal tal que card(a) = k. La condicién card(a) = k equivale
a que |A| = k y, para cada a € A, tenemos que ord(AS, <) < a, y todo ordinal
menor que « es de esta forma. Asi pues, que ningin ordinal < « cumpla que
su cardinal sea k equivale a que Aa € A |AS| < k. "

9El dominio de In es K si suponemos AE. En caso contrario es el subconjunto de los
cardinales de los conjuntos que admiten un buen orden. Todo lo que diremos a continuacién
no depende de AE, sino que es vilido para todo cardinal x € DIn. (El interés de esta
observacién es que teniéndola en cuenta veremos que los resultados sobre cardinales finitos y
numerables no depende del axioma de eleccién.)
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Teorema 6.51 (AE) La aplicacion In : (K, <) — (Ord, <) es una semejanza
en su imagen.

DEMOSTRACION: Como no hemos demostrado que el orden de K sea total,
hemos de probar que, para todo par de cardinales k, u, se cumple

k< p e In(k) <In(w).

Sea k = |A|, p = |B]|, In(k) = ord(A,<4), In(u) = ord(B,<p). Si se
cumple In(k) < In(u), entonces, o bien (A,<4) es semejante a (B,<p), o
bien es semejante a un segmento inicial de (B, <), y en ambos casos existe
f:+ A — B inyectiva, luego k = |A| < |B| = p.

Si In(p) < In(k) entonces (B,<p) es semejante a un segmento inicial de
(A4,<4), luego existe f : B — A inyectiva, luego u < k y, de hecho, p < k,
porque si no serfa In(u) = In(k). "

Como consecuencia inmediata del teorema anterior:
Teorema 6.52 (AE) La relacion de orden en K es un buen orden.

Observemos que, trivialmente, si A C B se cumple |A| < |B|, luego existe
un méaximo cardinal, que es ko = |V|. El minimo cardinal es

0=19|={g2}.
Definimos también 1 = [{@}| = P, V.
Suma y producto de cardinales La definicién de la suma y el producto de

cardinales no ofrece ninguna dificultad:

En primer lugar se comprueba facilmente que si K y g son dos cardinales
existen conjuntos A y B tales que |A| =k, |B] = py ANB = &. Esto se debe a
que si Ay B son dos conjuntos cualesquiera de cardinales k y p respectivamente,
entonces |[A x {@}| = |A| =k y |Bx{{@}}| = |B| = p y los conjuntos A x {&}
y B x {{@}} son disjuntos.

En segundo lugar se comprueba que si los conjuntos A, A’, B, B’ cumplen
|A] = |A’| y |B| = |B’| entonces |Ax B|=|A"x B'|y,si ANB=A'NB =g,
entonces |[AU B| = |A"U B/|.

Esto permite definir aplicaciones +, - : K x K — K mediante
+={z|VAB(AnB =2 ANz =((4]|B]),|AUB|))},

- ={z| VAB z = ((|A],|B]),|A x B|)}.

Las propiedades bésicas de estas operaciones (asociatividad, conmutativi-
dad, distributividad, etc.) se demuestran sin ninguna dificultad.
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Numeros naturales Presentamos ahora la construccién de los niimeros na-
turales en NFA,, para la cual no nos basaremos en la construccién previa que
hemos hecho en NFA+AI. Definimos los conjuntos inductivos como los elementos
del conjunto

Ind={A|ACKAOEANNAnE An+1€e A},

donde 0 y 1 son los cardinales que hemos definido y la suma es la suma de
cardinales. Obviamente K € Ind, luego Ind # &. Definimos el conjunto de los

ndmeros naturales como
N=NInd C K.

Teorema 6.53 (Axiomas de Peano) Se cumple:
a) 0 €N,
b) AneNn+1eN,
¢) AmneNm+1=n+1—m=n),
d) AneNn+1#0,
e) A X(XCNAOeEXANAneEXn+1eX — X =N).

DEMOSTRACION: Las propiedades a), b) y e) son inmediatas a partir de la
definicion.

Para probar c) tomamos conjuntos |A| = m, |B| =n, |[{u}| = |[{v}| =1 con
An{u} = BN{v} = @. Entonces [AU{u}| =m+1y |BU{v} =n+1,
luego existe una biyeccién f : AU {u} — B U {v}. Es ficil modificarla para
que cumpla f(u) = v, con lo que f|4: A— By asim=|A| =|B|=n.

d)Si|Al =ny {u}| =1, con AN{u}| = &, entonces |[AU{u}|=n+1y
AU{u} # @, luego n+ 1 # 0. .

Ahora es inmediato que la aplicacién siguiente S : N — N\ {0} dada por
S(n) = n+ 1 es biyectiva, pues la inyectividad es el tercer axioma de Peano y
la suprayectividad se obtiene por induccién a partir del conjunto

X={n|neNA(n=0vVmeNn=m+1)}
Teorema 6.54 Sin € N, entonces n+ 1 es el menor cardinal mayor que n.

DEMOSTRACION: Obviamente n < n + 1. Que la desigualdad es estricta se
prueba por induccién sobre el conjunto

X={n|neNAn<n+1}

Obviamente 0 € X y, sin # n+ 1, no puede ser n+1 =n+1+ 1, por el tercer
axioma de Peano.

Sin < k, para cierto cardinal k, sea |A| = n, |B| = k. Existe una aplicacién
f + A — B inyectiva, pero no biyectiva. Cambiando A y B por A x {&} y
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B x {@} podemos suponer que existe un u € V'\ A. Como f no es suprayectiva
existe v € B\ f[A], luego f' = fU{(u,v)} cumple que f': AU{u} — B
inyectiva, luego n+ 1 = |AU {u}| < |B| = k. "

Teorema 6.55 Sik € K, n €N, entoncesn <k ok <n, y en el sequndo caso
ademds K € N.

DEMOSTRACION: Por induccién sobre n. Sin = 0 es trivial y, si vale para n,
o bien k£ < n, en cuyo caso también kK < n+ 1 y & es finito, o bien n < k, en
cuyo caso, o bienn = k < n+1y k es finito, o bien n < Kk, conloque n+1 < K
por el teorema anterior. [

Teorema 6.56 Si m, n € N, entonces m +n, mn € N.

DEMOSTRACION: Por induccién sobre n. Claramente m +0 =m € N y, si
m+n € N, entonces m +n + 1 € N por el segundo axioma de Peano.

Para el producto tenemos que m-0 = 0 € Ny, simn € N, entonces m(n+1) =
mn + n € N por hipétesis de induccién y por la parte ya probada. [

Con esto tenemos probado que ZFA, es un sistema aritmético, por lo que a
partir de aqui supondremos conocidas las propiedades bésicas de la aritmética
de los ntimeros naturales (es decir, supondremos conocido que son teoremas de
ZFA,).

Nota: Podemos probar sin AE que (N, <) estd bien ordenado. Dado A C N
no vacio, basta razonar por induccién que el conjunto

X={neN|N;nNA=2VVmeN@m<nAmes minimo de A)}

es N. n

Definicién 6.57 Llamaremos conjuntos finitos a los elementos de
F=UN.

Un conjunto es infinito si no es finito. A los nimeros naturales los llamare-
mos también cardinales finitos (aunque no son finitos como conjuntos) y a los
cardinales que no son nimeros naturales los llamaremos cardinales infinitos

Equivalentemente, un conjunto es finito si y sélo si su cardinal es finito.
Los teoremas precedentes implican inmediatamente que todo subconjunto de
un conjunto finito es finito y que la unién y el producto cartesiano de dos
conjuntos finitos son también conjuntos finitos. (Para la unién descomponemos

|AUB| =|A\ B| + |B| y usamos que |A\ B| < |A].)

Definicién 6.58 Llamaremos Xy = |N| y w = ord(N, <).
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Teorema 6.59 An € N Xy +n = N, No + Ng = Np.
DEMOSTRACION: Es fécil ver que
N={n|neNAVkeNn=2k}U{n|neNAVkeNn=2k+1},

donde los dos conjuntos son disjuntos y tienen cardinal Ry, luego Ry 4+ Ng = Rp.
Igualmente, la descomposicién

N={0tu{neN|n>0}

prueba que Ny + 1 = Ny, lo cual implica a su vez que Xy es un cardinal infinito
(pues si n € N sabemos que n < n + 1), luego An € N n < R, luego

NO § No‘i’ﬂﬁ N0+N0:N0.
Ejercicio: Probar que RoRg = N.

Teorema 6.60 Un cardinal n es finito si y solo sin < V.

DEMOSTRACION: Supongamos que n < ¥g. Entonces existe un A C N tal
que |A| = n. El ordinal de (A4, <) (donde < es la restriccién a A del buen orden
de N), tiene que ser semejante a un segmento N5, para cierto m < n, luego
n = |N5|, y una simple induccién sobre m demuestra que |N7,| es finito. m

Segin hemos observado en la prueba del teorema anterior, (N, <) es un
conjunto infinito cuyos segmentos iniciales son todos finitos. Por 6.50 podemos
concluir que In(Rg) = w.

Definicion 6.61 Llamaremos ordinales finitos a los ordinales menores que w.
Es claro que los ordinales finitos son los ordinales determinados por los buenos
ordenes en los conjuntos finitos.

Teorema 6.62 La restriccion card : OrdS — N es biyectiva y transforma la
suma y el producto de ordinales en la suma y el producto de cardinales.

DEMOSTRACION: Claramente la aplicacién es suprayectiva (todo cardinal
finito es el cardinal de un subconjunto de N, luego admite un buen orden, luego
viene inducido por un ordinal finito). Para ver que es inyectiva basta observar
que un conjunto finito no es equipotente a ningin subconjunto propio (Si A es
finito y B & A, entonces existe a € A\ By |B| <|A\ {b}| =|4]| - 1.)

Por lo tanto, si a < w y ord(4, <) = «, entonces A es un conjunto finito,
luego sus secciones iniciales AS tienen cardinal estrictamente menor que |A|,
luego @ = ord(n), para cierto cardinal n, necesariamente finito, luego la apli-
cacién ord : N — OrdS es suprayectiva, y esto implica que card es inyectiva.

Dados a, f < w, sean ord(A, <4) = a, ord(B,<p) = . Entonces
card(a+3) = card(ord(A® B, <sp)) = |A® B| = |A|+|B| = card(a)+card(3).

Similarmente se razona con el producto. L]
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Asi pues, los ordinales finitos son esencialmente lo mismo que los cardinales
finitos. Méds concretamente, el teorema anterior implica que todos los buenos
ordenes que pueden definirse sobre un mismo conjunto finito son semejantes,
y su ordinal depende tnicamente del cardinal del conjunto. Mds atn, es facil
probar por induccién sobre el cardinal de un conjunto que todo orden total en
un conjunto finito es un buen orden.

Ejercicio: Probar que la suma ordinal cumple: An € Nn4+w =w < w+n), asi
como/\nENn~w=w

Teorema 6.63 Si A es un conjunto finito, entonces PA también lo es.

DEMOSTRACION: Por induccién sobre |A|. Si |[A| = 0 es inmediato. Su-
puesto cierto para n, sea |A| = n+ 1, de modo que A = BU{u}, donde |B| =n
y u ¢ B. Podemos definir

f:PA— (PBx{2})U(PB x{{9}})
mediante

((X,2) siu¢ X,
f(X){<X\{u}7{@}> siue X,

y claramente f es biyectiva, por lo que
|PA| = [PB| +[PB| = 2 |PB]

es finito. n

Cardinales infinitos Para estudiar los cardinales infinitos necesitamos el
axioma de eleccién, incluso en un resultado tan simple como el siguiente:

Teorema 6.64 (AE) Un cardinal k es infinito si y sdlo si Vg < k.

DEMOSTRACION: Ya hemos visto que si k < Ny entonces & es finito, pero
necesitamos el axioma de eleccién para asegurar que el orden en K es total, de
modo que si no se cumple Xy < k es porque & < Ny. n

La aritmética basica de los cardinales infinitos es trivial:
Teorema 6.65 (AE) Si 1 < k < pu son cardinales y p es infinito, K = .

DEMOSTRACION: Obviamente pu =1+ u < ku < pu, luego basta probar que
wpe = . Si esto no es cierto, sea u el menor cardinal infinito tal que p < pu.
Sea |A| = p y consideremos un buen orden < en A cuyos segmentos iniciales
tengan todos cardinal < u. Consideramos en A x A el orden dado por

(a,b) < (¢,d) < méx{a,b} < mix{c,d} Vv

(méx{a, b} = max{b,d} A (c<dV (c=dAa<c))).
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Es facil ver que se trata de un buen orden respecto al cual

< <
(A x A)(<a,b) C Afixtant X Amaxfab)
luego - -
(A x A)(<a,b)| = A ictany [ Amacgany | < -

Esto prueba que ord(A x A, <) < In(u), luego pp = |A x A| < p, contra-
diccién. -

Teorema 6.66 (AE) Si k < u son cardinales y v es infinito, k + pu = .

DEMOSTRACION: pu < K+ pu < p+p=2u < pp = fi. "

La paradoja de Cantor Veamos ahora cémo evita NFA la paradoja de Can-
tor. Recordemos que ésta consiste en que, segin el teorema de Cantor, todo
conjunto A cumple que |A| < |PA|, pero esto da lugar a una contradiccién
cuando se aplica al conjunto universal V', ya que deberia ser |V| < |PV| mien-
tras que, evidentemente, PV C V| luego [PV| < |V].

Sucede que en NFA, no sélo no se puede demostrar que |V| < |PV], sino
tampoco |V| < |PV], pues el argumento que prueba esto para un conjunto
arbitrario X en ZFC consiste en considerar la aplicacién f : X — PX dada
por f(z) = {z}, lo cual no es posible en NFA porque dicha definicién no estd
estratificada. De hecho, en 6.47 hemos probado que la aplicacién  — {z} no
existe.

La versién del teorema de Cantor que podemos probar en NFA es la siguiente:

Teorema 6.67 (Teorema de Cantor) Para todo conjunto X, se cumple que
|P1X| < |PX].

DEMOSTRACION: Como P1 X C PX, tenemos la desigualdad |P1 X | < |PX].
Supongamos que existiera una biyeccién f : P1 X — PX. En tal caso
podriamos definir el conjunto

R=A{z|ze X A{z} ¢ f({z})},

y la definicion es correcta, pues la férmula que define a R est4 estratificada. Por
lo tanto, R € PX y debe existir un € X tal que f({z}) = R, pero entonces

r€Re {a} C f({a}) oz ¢ R,
y tenemos una contradiccion. n

Asi pues, al aplicar el teorema de Cantor en NFA al conjunto V' no obtenemos
la contradiccién |V| < |PV], sino la desigualdad |P1V| < |PV| < |V|. La
relacién |P1V| < |V| es extrafia, pero no contradictoria.

Para situar esto en el contexto debido observamos que, trivialmente, si se
cumple |A| = | B| entonces |P1 A| = |P1B|, luego podemos definir:
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Definicién 6.68 T(k) = u | VA(|A| =k A u=|P1A|).

Observemos que T'(k) tiene tipo una unidad mayor que x. No hay que
confundirlo con el término andlogo definido en 6.45 para ordinales. La relacién
obvia entre ambos es que

card(T(a)) = T(card(a)).
En estos términos hemos probado que T'(|V|) < |V|.

Si A es un conjunto finito, por 6.63 sabemos que PA es finito y P1A C PA,
luego P1 A también es finito. Por consiguiente:

An € NT(n) e N.
Algunas propiedades obvias del término 1" que acabamos de introducir son:
a) Nkp € K(k < p e T(k) <T(w),
b) Akp € Kk = p > T(k) = T(1)),
¢) g € K Tk +p) = T() + T(1),
d) Awp € K T(sp) = T(x)T(1).

En particular, vemos que este operador 7" determina también una sucesion
decreciente “metamatemdtica” de cardinales, pues si llamamos k,, = T"(|V|)
(entendiendo que kg = |V]), tenemos que

e <R3 < K < K1 < K.

Teorema 6.69 Un cardinal k es de la forma k = T(u), para cierto cardinal p
sty solo si k < k1. Un ordinal « es de la forma a = T(B), para cierto ordinal (3,
sty sdlo si card(a) < K.

DEMOSTRACION: Obviamente T'(u) < T(kg) = k1. Reciprocamente, si se
cumple k < K1, podemos tomar B C P1V tal que | B| = & y entonces el conjunto
A= {x|{z} € B} cumple B = P14, luego pr = |A| cumple T'(u) = k.

Por otra parte, card(T(8)) = T(card(8)) < T(ko) = k1. Reciprocamente,
si card(ar) < k1, tomamos un conjunto A C P;V con |A] = card(a) y un
conjunto bien ordenado tal que ord(B,<p) = a. Entonces |[A| = |B|, luego
existe f : A — B biyectiva, y esto permite definir un buen orden en A tal que
f (A, <4) — (B,<p) semejanza, luego o = ord(A4,<4). Como A C PV,
podemos definir A’ = {a | {a} € A} y <'={(a,b) | {a},{b}) € <a}, conlo que
B =ord(A’, <) cumple T'(5) = a. "

Asi pues, podemos definir
T Ha)=8|(B€0rdAT(B) =a), T w)=p|(pe KAT(p) = k),

pero estos términos s6lo son descripciones propias en las condiciones dadas por
el teorema anterior.
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Teorema 6.70 Un conjunto A es finito si y solo si P1A es finito.

DEMOSTRACION: Si A es finito, también lo es PA, luego también P1A. La
implicacién opuesta la probamos por inducciéon, para lo cual consideramos el
conjunto

X={n|neNAANAP1A e n— Aes finito)}.

Observamos que si P1 A € 0, necesariamente A = &, luego 0 € X. Sin € X

y P1A € n+ 1, entonces A # @, luego podemos tomar u € A y llamamos

B = A\ {u}. Entonces A = BU{u}y P1A=P,BU{{u}}. Esto implica que

|P1B| = n, luego por hipétesis de induccién B es finito, luego A también lo es.
| |

Esto se traduce en que si x es infinito entonces T'(x) también lo es. En
particular s; es infinito, 771 (n) estd definido sobre todo nimero natural n, y

AneNT 1(n)eN.

Admitiendo AE, la buena ordenacién de K hace que todo cardinal xk < kg
tiene un sucesor inmediato (el minimo cardinal mayor que &) al que represen-
taremos por k.

Teorema 6.71 (AE) |Ord| = &3 .

DEMOSTRACION: Hemos visto que, para todo ordinal o, se cumple que
ord(Ordy, <) = T?%(«), luego, aplicando la funcién card obtenemos la relacién

T?(card(a)) = |OrdS| < |Ord|.

Aplicando esto al ordinal de un buen orden de V' concluimos que ko < |Ord|.
Miés aun, todos los segmentos iniciales de Ord tienen cardinal < ko. Esto implica
que |Ord| = k3 o bien |Ord| = 3, pues si |Ord| > xJ podriamos tomar un
conjunto ordenado de cardinal 3 y tendria que ser semejante a un segmento
de Ord. Asi pues, para probar el teorema basta ver que |Ord| # ko. Si se diera
el caso estarfa definido a = T=2(Q), de modo que = T?(a) = ord(Ordy, <),
pero esto es absurdo, pues significa que Ord es semejante a uno de sus segmentos
iniciales. L]

La sucesion de los dlefs Todos los resultados de este apartado usan AE.

Definicion 6.72 El conjunto K; de todos los cardinales infinitos es un conjunto
bien ordenado que tiene un méximo elemento, kg = |V, luego su ordinal serd
de la forma «ag + 1, para un cierto ordinal agy. Concretamente:

ap=ord({k | k€ K ARy <k < Ko}, <).

Asi, cada ordinal a < qg es el ordinal de un segmento inicial de K;, determinado
por un tunico cardinal infinito x. Definimos

Ry =k|ord{{u|pe KAN<pu<k}l<)=a.
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Asi, N, estd definido para todo ordinal < «g, de modo que, segin esta
definicién, Ry = |N|, tal y como ya lo habiamos definido, y R,, = ko = |V].

También es inmediato que oo < 3 = N, < Ng, asi como que
/\a < Na+1 = Nl_

Es importante observar que el tipo de N, es dos unidades inferior al de «,
por lo que no podemos definir una funcién o — R,,.

Para cada a < «ap, llamaremos w, = In(X,), de modo que w, es el menor
ordinal cuyo cardinal asociado es N,,.

Teorema 6.73 Aa(a € Ord A oo < ap — T() < g A T(Ra) = Rpa)-
DEMOSTRACION: La estratificacién nos permite considerar el conjunto
X={alacOrdANa<ag A (ag <T(a)V (T(x) <ag ANT(Ry) # Rpy))}

y basta probar que es vacio. En caso contrario tendria un minimo elemento a.
Asi, para todo 0 < a, tenemos que T'(d) < ag y T'(R;5) = Ry (5, luego podemos
considerar el conjunto

Y ={2| V66 €O0rdAd<ahz=Nr4)}

Observemos que se trata del conjunto de todos los cardinales infinitos menores
que T(R,), pues si Ry < p < T(R,), entonces Rg < T71(u) < N, (aqui usamos
que, como  es infinito, 77!(u) también lo es), luego existe un § < « tal que
T_l(,u) = N5, luego p = T(N5) = NT((;) eyY.

Por otra parte, si ord(A4, <) = «, la aplicacién f : P1A — Y dada por

f{a}) =Rpacas,<)

estd bien definida y es una semejanza, lo que prueba que ord(Y, <) = T'(«) v,
por consiguiente, existe Np(q) = T'(Ra). n

Ahora observamos que Np(qy) = T'(Ra,) = T'(ko) < Ko = Na,, luego conclui-
mos que
T(ao) < .

Esto vuelve trivial una parte del teorema anterior: si a < ag, entonces es
inmediato que T(a) < T'(avp) < .

Por otra parte, como T(0) =0, T(1) = 1, T(2) = 2, etc., podemos asegurar
que ag > 0, ag > 1, ag > 2, etc., por lo que existen los cardinales infinitos

N0<N1<N2<"'

Sin embargo, esto no significa que podamos demostrar que o es un ordinal
infinito.
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6.8 Cofinalidad

Definicién 6.74 Si (A, <) es un conjunto bien ordenado sin méximo, un con-
junto B C A es cofinal si no estd acotado en A. Llamaremos cofinalidad de A
al menor ordinal A tal que (4, <) tiene un subconjunto cofinal de ordinal A, y
lo representaremos por cf* (A4, <). Explicitamente:

cf*(A,<) =min{\ | VB(B C A A B cofinal en (4, <) A ord(B, <)) = A\}.

Es facil ver que el término cf* (4, <) estd estratificado y tiene tipo una unidad
mayor que Ay <.

Teorema 6.75 Si (A, <) es un conjunto bien ordenado sin mdzimo, entonces
cf*(A, <) es un ordinal inicial.

DEMOSTRACION: Sea B cofinal en (A, <) tal que ord(B, <) = cf*(4, <).
Segtn el teorema 6.50 hemos de probar que si b € B entonces |B;-| < |B|. En
caso contrario, sea f : B> — B biyectiva.

Para cada a € By y cada h : By — A creciente, como
ord(h[B,], <) = ord(B,, <) < ord(B, <) = cf*(4, <),
tenemos que h[B,] estd acotado en A, luego podemos definir
G(h) ={min{z |z € ANz > f(a) AN \y € Ba(h(y) < z)}}.

Si h no es creciente, definimos G(h) = {b}. Observamos que la definicién estd
estratificada, por lo que G es una funcién en las condiciones del teorema de
recursién 6.38. Asi pues, dicho teorema nos da una funcién F : By — A
con la propiedad de que Aa € By {F(a)} = G(F|p<). Una simple induccién
demuestra que cada F| ps es creciente, por lo que, de hecho,

F(a)=min{z |z € AANx> f(a) AN \y € Bo(F(y) < x)}.
En particular, Aa € By f(a) < F(a), lo que implica que F[B;| es cofinal en A
y ord(F[By], <) = ord(B;, <) < ord(B, <) = cf*(A, <), contradiccién. =

Este teorema hace conveniente modificar la definicién de cofinalidad:

Definicién 6.76 Si (A, <) es un conjunto bien ordenado sin mdximo, llamare-
mos cofinalidad de (A, <) al cardinal cf(A, <) = card(cf*(4, <)).

Es obvio que la cofinalidad en este sentido es el minimo cardinal posible de
un conjunto cofinal en (A, <), pero ahora sabemos que si dicho conjunto cofinal
lo tomamos de ordinal minimo, dicho ordinal resulta ser In(cf(A, <)).

Definimos la cofinalidad de un ordinal limite A como la cofinalidad cf A de
cualquier conjunto bien ordenado de ordinal A. La cofinalidad'® de un cardinal
infinito x se define como cf k = cf(In(k)) < k.

10La, definicién de cofinalidad de un cardinal requiere el axioma de eleccién.
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Un cardinal infinito & es reqular si k = cf Kk y es singular si kK > cf k.

Dejamos al lector la comprobacion de que los cardinales sucesores son regu-
lares. Nosotros terminaremos la seccién demostrando un resultado que necesi-
taremos méas adelante:

Teorema 6.77 (AE) Si k es un cardinal limite, cf(KS, <) = T?(cf k).

DEMOSTRACION: Sea ord(A, <) = In(x) y tomemos un conjunto B C A
tal que ord(B,<) = In(cfk). Entonces podemos definir f : P?B — KZ
mediante f({{b}}) = |A; |, que claramente tiene imagen cofinal, luego vemos
que cf(KS, <) < T?(cf k).

Por otra parte, sea B C KT un conjunto cofinal tal que

|B| = cf(KS, <) < T?(cf k),

luego estd definido T-2(|B|) = |B’|. Tomemos f : P?B’ — B biyectiva, de
modo que |B’| < cf k. Definimos ¢g : B — A mediante

g(b) =min{a | a € AN|AT] = f({{b}})}.

Es claro que la definicién de g cumple los requisitos de estratificacion, asi
como que g[B'] es cofinal, luego cf k < |B'| y T?(cf k) < |B| = cf(KS,<)). =

K=

6.9 La exponenciacién cardinal

A la hora de definir la exponenciacién cardinal nos encontramos con el incon-
veniente de que el término A tiene tipo una unidad superior al de las variables
Ay B, razén por la cual conviene definir:

(1)) ={e| VAB(AP| < w1 Ax = ((|AL|B), T~ (1A%)},

con lo que tenemos definida una exponenciacion (k, 1) — k* que no esta definida
sobre todos los pares de cardinales, sino inicamente sobre los pares con k = | 4|,
u = |B| tales que |AP| < k;. En tal caso, tenemos que

AP =T (] A")).

Observemos que la presencia de T—! es necesaria, por ejemplo, para que
se cumpla la relacién k! = k. En efecto, si |[A| = k, tenemos una biyeccién
f:P1A — AP} dada por

f={z|Vala e Anz={({a},{(2,0)}})},

de donde se sigue que T/(|A|) = |A{?}], luego |A| = |A|'.

La condicién de existencia de k* no es muy practica, pues casi depende del
propio xk*. En la préctica nos bastara esta condicién suficiente:
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Teorema 6.78 Si k,u < ki, estd definido k" y T(k)TW = T(k*). Mds en
general, para todo par de conjuntos A y B se cumple que |AB| = T(]A])TUBD,

DEMOSTRACION: Dados dos conjuntos A y B, consideramos la biyeccién
F: P A"B — P (AP) dada por

F(f)==|Vglx={g} Ng:B— ANNb e B(f({b}) ={g(b)})).
De ella se sigue que |P; A”1B| = T(|AB|) < k1, luego estd definido
T(|ANTIED = [Py A| 7Bl = | AP,

En particular, si k,u < k1, podemos tomar conjuntos A y B tales que
k=T(|A]), p =T(|B|) y concluimos que esta definido k*.

Por ultimo, si tomamos |A| = k, |B| = u, la relacién que hemos probado es
T(r)" " = T(A)TIED = |AP| = T(s"). .

En particular vemos que m”™ estd definido para todo par de nimeros natu-
rales. Las propiedades

R = ) = RO, () = R,

se prueban sin dificultad a partir de biyecciones entre los conjuntos correspon-
dientes (bajo la hipdtesis de que exista al menos uno de los dos miembros). En
particular vemos que la exponenciaciéon de niimeros naturales es la usual, es
decir, la que se define en cualquier sistema aritmético.

Teorema 6.79 Para todo conjunto A se cumple que |PA| = 2T(AD,

DEMOSTRACION: Es f4cil ver que la biyeccién natural {0,1}* — PA estd
bien definida, lo que nos da que |PA| = [{0,1}4]| = T(2)7(1A) = 270D o

El teorema de Cantor afirma que |PA| > T(]A|) luego, si 2% estd definido
(en particular si k < k1) tenemos la desigualdad

k<27
En particular k1 < 281 = |PV| < K.
Definicién 6.80 Llamaremos
exp={z|Veuc e KANz=(k,u) AN(( < k1 Ap=2")V (k1 <k Ap=09)}
u{(2,2)}

Asfexp : KU {@} — K U{@} es la aplicacién dada por

2% sik < Ky,
eXpr = .
g Ss1lkp <kKVK=UJ.

Los hechos siguientes son inmediatos:
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o Ntp € K(k < pp <y — expr < expp)

o Nk € K(k < k1 — Kk < expk)

e Nk € K(k <Ky —expT(k) =T(expk))

e exp k1 =21 = |PV| > Kk

Definimos
Ik)={A|ACKU{g}Ace ANNu(pe A—expu € A) A
AB(BCANKAB#2ANN\u€eB expp€ B—supB e A)},

Clr)=NIK),  @(k)=Ck)\ {2}

Observemos que el tipo de ®(k) es una unidad mayor que el de k. De las
propiedades siguientes, las cuatro primeras son consecuencias inmediatas de que

C(k) € I(k).
a) ®(k) C K Ak € O(k).
b) Au(p € ®(k) Aexpp# & — exppu € ®(k)).
¢c) ABBBC®(k)ANB# 23 ANNu€B expu€ B— supB e ®(k)).
d) Para todo conjunto A C K:
kE€ANNu(p € ANexpu# @ —expu € A) A
AB(BCAANB#@ANNu€B expp€ B—supBeA)— ®(k) C A
e) pEP(k) > pu=rV\Vvedk) u=exprV

VB(BC ¢(k) NB# @ NN\ € B expu € BA u=supB).

Basta aplicar d) al conjunto
A={p|pe®r)AN(p=rVVred(k) p=exprV
VB(BC®Kk)ANB#@ANAu€B expu€ BApu=supB))}.
f) we ®k) — k< p.
Basta considerar A = {u | p € K Ak < u}.
g) Auv € ®(k)(exp(v) # @ — p <v V2" < p).

En efecto, fijamos v € ®(k) tal que expr # @ y supongamos que existe
un p € ®(k) tal que v < p < 2¥. Podemos tomar el menor v posible y,
para dicho v, tomamos el menor ;1 posible.

No puede ser p = K, pues entonces p < v, por f).
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No puede ser p = sup B, para cierto B C ®(k) no vacio que cumpla
AE € B expé € B, pues entonces, o bien A¢ € B ¢ < v, en cuyo caso
i < v, o bien existe £ € B tal que v < &, pero £ < exp& € B (se da la
desigualdad porque exp £ # @, ya que en caso contrario no estaria en B),
luego & < p y, por la minimalidad de pu, tenemos 2¥ < £ < p. Asi pues,
seglin e) existe & € ®(k) tal que u = 25. Como v < 2§ < 2, tiene que ser
&<,

Ahora distingamos las tres posibilidades para v:

No puede ser v = Kk, pues entonces v < €.

Tampoco puede ser que v sea el supremo de un subconjunto de ®(x), pues
entonces £ < v — p =28 < v,

Luego v = 2™ para cierto 7 € ®(k), luego 7 < v y 27 < 2¢ < 2%, luego
m < & <v=2" en contra de la minimalidad de v.

h) ®(k) tiene un méximo elemento po(k), que es el tnico elemento de (k)
tal que exp pu = @.

En efecto, si Ap € ®(k) expu # @ podriamos aplicar ¢) a B = ®(k)
y concluir que p = sup ®(k) € ®(k), pero entonces p < exppu € P(k),
contradiccion.

Vamos a probar que un tal p es necesariamente el méximo de ®(k), para
lo cual suponemos que existe un v € ®(x) tal que p < v. Podemos tomar
el minimo posible.

Obviamente v # k, y no puede suceder tampoco que v sea el supremo
de un conjunto cerrado para exp, pues entonces existiria un £ en dicho
conjunto tal que p < & < K1, con lo que exp u # .

Por lo tanto, v = exp ¢, para cierto £ € ®(k), que cumplird £ < p < 25,
en contra de g).

i) € B(r) o T() € B(T(x)).

Si existe un p € ®(k) tal que T'(u) ¢ ®(T(k)), podemos tomar el minimo
posible. Obviamente no puede ser = k. Si p = 2¥, para un v € ®(k),
por la minimalidad T(v) € ®(T(x)), luego T(u) = 27W) € ®(T(k)).
Si p = sup B, para cierto B C ®(x) en las condiciones de e), entonces
C={T(v)|ve B} C®T(x)) por la minimalidad de p y es facil ver
que T(u) = supC. Esto implica que T'(u) € ®(T'(x)), contradiccién. La
implicacién contraria se prueba igualmente.

Definicién 6.81 Dado x € K, llamamos Fy(k) + 1 = ord(®(k), <). Asfi cada
ordinal a < fy(k) es el ordinal de un segmento inicial de ®(x), luego podemos
definir

Ta(s) = ] (1 € B() A 0rd(B(R)S, <) = ).

o —

Notemos que el tipo de J, (k) es dos unidades menor que el de « y el mismo
que el de k.

Llamaremos 3y = So(Ro) v 3o = o (No).
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Teorema 6.82 Para todo cardinal k se cumple que Jo(k) = K, si a < Bo(k)
entonces Do i1(k) = 222 y si X < Bo(k) es un ordinal limite, entonces

(k) =sup{3s(k) | § < A}.
DEMOSTRACION: Jy(k) es el elemento de ® (k) cuya seccién inicial es vacia,
es decir, su minimo, luego es x por f).

3, (k) ¥ at1(k) son los elementos de ®(k) cuyas secciones iniciales tienen
ordinal a y a + 1, respectivamente, luego el segundo es el menor elemento de
®(x) mayor que el primero, luego es 2==(*) por g).

Si B = {3s5(k) | 6 < A}, entonces pu = sup B € ®(k) por ¢) y la parte ya
probada. Sea a = ord(®(k)5, <), de modo que p = J,(x). Hemos de probar

po =
que @ = A. Sid < A, entonces Js5(k) < pu determina un segmento de ordinal

0, necesariamente menor que «, luego A < «a. Si § < «, entonces existe un
v < p cuyo segmento tiene ordinal §, pero entonces existe un ¢’ < A tal que
v < Js(k), luego § (el ordinal del segmento de v) es menor que ¢’ (el ordinal
del segmento de Jg/(x)), luego 6 < A, con lo que a < . =

Teorema 6.83 Para todo cardinal k, se cumple
Aala € Ord A a < Bo(k) — T(a) < Bo(T(K)) A T(Ia(k)) = Jrga) (T(R))):
DEMOSTRACION: Consideramos el conjunto
X = {alacOrdAa< k) A (G(T() < T(a) v
(T'() < Bo(T (k) A T(3a(rk)) # () (T(K))))}-

Hemos de probar que es vacio. En caso contrario tiene un minimo elemento
a < By(k), de modo que si § < « entonces

T(8) < Bo(T(x)) A T(I5(r)) = 2rs) (T())-
Por i) tenemos que T'(3,(x)) € ®(T'(k)). Veamos que el conjunto
Y = {37 (T(k) | 6 < a}

estd formado por los elementos de ®(T'(k)) menores que T(3,(x)). En efecto,
si p € ®(T(xk)) cumple u < T(3,(k)), por i) tenemos que T~ 1(u) € ®(k),
luego T~ (1) < Ju(k), luego el segmento determinado por T—1(u) tiene ordinal
5 < o, Tuego T~ (1) = Js(x) y 41 = Jrcay(T(x)).

Asi pues, basta probar que el ordinal de Y = @(T(Iﬁ));(:a(n)) es T'(a). Para
ello tomamos ord(A4, <) = a y definimos una aplicacién f : Py A — Y mediante

f({a}) = :T(ord(Aj,g))(T(”))'

(Aqui es crucial que el miembro derecho y {a} tienen el mismo tipo.) Es claro
que f es una semejanza, luego ord(Y, <) = ord(P14,<) = T(«), como habia
que probar. n
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Para terminar observemos que 3y es un ordinal no cantoriano, ya que si fuera
cantoriano el teorema anterior nos darfa que Jg, serfa un cardinal cantoriano,
luego serfa Jg, < kg y estarfa definido 2-%  lo cual es absurdo. Por consiguiente,
3, estd definido para todo ordinal fuertemente cantoriano «. En particular
tenemos la sucesién de cardinales cantorianos

:10<:11 <:[2<:3<-"

lo cual no significa que 3,, esté definido para todo n € N.

6.10 Existencia de atomos

Hasta aqui no hemos mencionado los 4tomos en ninguna prueba. Todo lo
que hemos demostrado “parece” ser consistente con el axioma Az ctox. Sin
embargo, en esta seccion demostraremos la existencia de dtomos. No se conoce
ninguna prueba de este hecho que no use el axioma de eleccion.

Mantenemos la notacién introducida en la seccién anterior para definir 3,,.
Necesitamos algunos hechos adicionales:

a) Si k < K1, entonces |P (k)| > 2.
En efecto, pues k, expk € ®(k).

b) Si k1 < Kk entonces |® (k)| = 1.
En efecto, se cumple que ®(k) = {k}, pues expx = & y basta tomar
A = {k} en la propiedad d) de la seccién anterior.

¢) Si k < k1 entonces | P (k)| = |P(exp k)| + 1.
Aplicamos dos veces la propiedad d) de la seccién anterior para concluir
que (k) = {k}UP(exp k). Tomando A = {k} U P(exp k) concluimos que
®(k) C {k} UP(expk) y con A = &(k) obtenemos que P(expr) C D(k).
Ademds k ¢ P(exp k) (pues en caso contrario seria exp k < K).

d) Si ®(T'(x)) es finito, entonces ® (k) es finito.

Basta considerar f : P1®(k) — ®(T'(k)) dada por f({u}) = T(n). La
definicién es correcta porque estd estratificada y por la propiedad i) de la
seccién anterior. Obviamente es inyectiva, luego |P1® (k)| = T(|®(k)|) es
finito, luego |® (k)| también es finito.

Teorema 6.84 (Specker) |PV| < |V|.
DEMOSTRACION: Supongamos que |PV| = |V], es decir, que exp K1 = Ko.

o Si k1 <k, entonces |®(T(k))| =2 o 3.
En efecto, tenemos que T'(k1) < T(k) < k1, luego

expT(k) > expT(k1) = T(expr1) = T(ko) = K1.
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Si expT'(k) = k1, entonces es ficil ver que
@(T(K)) = {T(’i)v K1, 50}'

Si expT'(k) > k1 entonces ®(T'(k)) = {T(k),expT(k)}.
e 5i ®(k) es finito, |2(T(k))|=T(|2(k)])+1 o |®(T(k))| =T(|®(r)]) + 2.

En efecto, la afirmacién esta estratificada, luego, en caso de que sea falsa,
podemos considerar un cardinal £ que la incumpla con |®(x)| minimo.

Si |®(x)| = 1, hemos visto que necesariamente exp x = @, luego!! x| < K,
luego |®(T'(x))] = 2 o 3 por el apartado anterior. Como T'(|®(x)|) =
T(1) =1, se cumple el enunciado.

Si |®(k)| > 1, entonces k < k1, y hemos visto que |®(k)| = |P(exp k)| + 1,
luego |®(exp k)| < |®(k)|, pues son nimeros naturales. Por la minimalidad
de |®(k)| sabemos que

B(T(expr))| = T(@(expr)) +1 o |B(T(expr))| = T(1(expr)]) +2
y por consiguiente
|(T'(k))| = |2(exp T (k)| + 1 = |2(T(exp x))| + 1 = T(|(expr)]|) +2/3

= T(®(k)) + 1/2,

en contradiccién con el supuesto de que x no cumplia el enunciado.

Sea A= {k |k € K A D(k) es finito}.

Tenemos que A # @ pues ® (ko) = {ko}. Sea k el minimo elemento!? de A.
Como ®(k) es finito, el cardinal T(|®(k)|) también es finito, y acabamos de
probar que entonces ®(7T'(k)) también es finito. Por la minimalidad de x tiene
que ser k < T(k) < T(ko) = K1, luego =T (k) < k.

Como ®(T' (1)) = ®(k) es finito, la propiedad d) precedente nos da que ®(u)
es finito, luego x < p por la minimalidad de k. En definitiva, k = p, luego el
enunciado precedente se reduce a que |® (k)| = T(|P(x)|) + 1/2.

En definitiva, hemos encontrado un ntmero natural n = |®(k)| tal que

n = T(n) 4+ 1 o bien n = T(n) 4+ 2, pero eso es imposible, ya que, como T

conserva sumas y productos y T(1) = 1, se cumple que n es par si y sélo si

T(n) es par, luego no puede darse la igualdad n = T'(n) + 1. Similarmente,

n = T(n) + 2 es imposible porque n y T'(n) han de ser congruentes® médulo 3.
|

Observemos que PV = [cto] es el conjunto de todos los conjuntos, de modo
que V = PV + At, donde At es el conjunto de todos los dtomos. Como PV

11 Aqui usamos AE.

12 Aqui volvemos a usar AE.

13No hemos demostrado estas propiedades aritméticas elementales de los niimeros naturales,
pero todas ellas son teoremas de cualquier sistema aritmético, como lo es NFA,,.
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es infinito, el teorema anterior implica que |V| = |PV| + |At| = |At|, luego
concluimos que
[cto] < |At|.
Asi pues, el axioma de eleccién implica que hay méds dtomos que conjuntos.
En particular, en NF se puede probar —AE.



Capitulo VII

Extensiones de NFA

La teorfa de conjuntos NFA (junto con los axiomas de infinitud y eleccién?')
pretende ser una alternativa “viable” a la teoria de conjuntos usual ZFC, en el
sentido de que permita formalizar en su seno todas las matematicas “usuales”
(dlgebra, andlisis matemdtico, etc.) con la ventaja de disponer de un conjunto
universal. Obviamente, siempre estard el inconveniente técnico de que hay que
vigilar constantemente que las férmulas empleadas al definir conjuntos estén
estratificadas, pero cabe plantearse si este inconveniente es s6lo una “incomodi-
dad” o si es méds bien un obstaculo esencial que impide formalizar en la teoria
determinados razonamientos mas o menos bésicos.

La respuesta es que hay razonamientos elementales que no pueden formali-
zarse en NFA. Consideremos, por ejemplo, la afirmacién siguiente:

Si A es un conjunto de cardinal m € N cuyos elementos son conjun-
tos disjuntos dos a dos de cardinal n € N, entonces ||J A| = mn.

Claramente equivale a \m € N ¢(m), donde
d(m)=meNAANA(A =m ANz € A (ctox A |z| =n) A

Ney € Az #y — Ny =02) — |[JA| =mn),

y es facil demostrar ¢(0) y Am € N(¢(m) — ¢(m+1)), pero en NFA no podemos
concluir de ahi que, por induccién, Am € N ¢(m). Para ello tendriamos que
definir el conjunto

X ={m|¢(m)},

de modo que 0 € X A Am € X m+1 € X, lo cual si que implicarfa que
X = Ny, por consiguiente Am € N ¢(m). Sin embargo, la férmula ¢(m)
no esta estratificada, pues si intentamos asignar tipos a sus variables la tnica
posibilidad (salvo traslaciones) resulta ser

1En este capitulo trabajaremos en NFA+AI+AE, y por brevedad nos referiremos a esta
teoria simplemente como NFA. En particular consideraremos siempre pares ordenados nivela-
dos.
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MUgI=mAAg e o nlgl=m

T T T =g =mn
vEye gAY — gy =2 — IUgl=ny.
y vemos que la variable m deberia tener tipo 1 en su tltima aparicién (pues,
como A tiene tipo 1, resulta que |J A tiene tipo 0 y ||J A| tiene tipo 1, al igual
que n), pero la primera aparicién de m nos fuerza a asignarle tipo 2.

Asi pues, hay inducciones “elementales” que no pueden formalizarse en NFA.
Podemos poner un ejemplo mucho mas simple: la afirmacién siguiente no es un
teorema de NFA:

AneN[{1,....n}| =n.

Si definimos
I,={m|meNA1<m<n},

es facil probar que In = @ y que An € N I,,41 = I,, U{n + 1}, de modo que

Sin embargo, en NFA no podemos probar que An € N |I,,| = n. La situacién
es la misma de antes: es claro que el término I, estd estratificado y tiene
tipo una unidad mayor que n, por lo que la férmula ¢(n) = |I,| = n no estd
estratificada (el primer miembro tiene tipo dos unidades mayor que el segundo).
Las observaciones que hemos hecho permiten probar en NFA

$(0) A An € N(¢(n) — ¢(n + 1)),
pero de ahf no podemos deducir por induccién que An € N ¢(n).

Las restricciones de estratificaciéon no limitan tinicamente los razonamientos
por induccién. Por ejemplo, si tenemos una relacién de equivalencia R en un
conjunto X, podemos definir el conjunto cociente X/R, pero no la proyeccién
p: X — X/R dada por p(x) = [z]g, pues el tipo de [z]r es una unidad mayor
que el de x. Por otro lado, no sélo no podemos demostrar que todo conjunto
cumple |X| < |PX], sino que ni siquiera es cierto en general que |X| < |PX]|
(pues hemos demostrado que |PV| < |V|). Esto es tanto como decir que no
existe la aplicacién = — {x}, lo cual es consistente porque el término (z, {x})
no estd estratificado, por lo que no podemos definir tal aplicacién.

Obviamente, no podemos eliminar en NFA las restricciones sobre estrati-
ficacién, puesto que son necesarias para evitar las paradojas de la teoria de
conjuntos, pero en este capitulo veremos que es posible formular axiomas adi-
cionales que limiten estos inconvenientes a conjuntos “grandes”, a conjuntos
“cercanos” a V', a Ord y a otros conjuntos que en ZFC no existen, mientras que
para conjuntos “pequenos” garanticen que sus propiedades son esencialmente
las mismas que en ZFC.

A la posibilidad de eludir en determinados contextos las exigencias de es-
tratificacién a la hora de definir conjuntos es a lo que llamamos en general (e
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informalmente) “subversién” (de la estratificacién). En la primera seccién intro-
ducimos los conjuntos fuertemente cantorianos, que, como veremos, permiten
una forma sistemaética de subversién, si bien necesitaremos un axioma adicional
para justificar la existencia de conjuntos fuertemente cantorianos no triviales.

7.1 Conjuntos cantorianos

Recordemos que la version del teorema de Cantor demostrable en NFA es la
que afirma que, para todo conjunto X, se cumple |P1 X| < |PX| o equivalente-
mente,

T(X|) < |PX]|.

En términos de la exponenciacion de cardinales, tenemos que
1PX| = T(glx\) — 2T(|X|),

por lo que el teorema de Cantor equivale a que k < 2%, para todo cardinal
k < k1, donde k1 =T (ko) ¥ Ko = |V].

Definicién 7.1 Un conjunto X es cantoriano si |P1X| = |X| y es fuertemente
cantoriano si existe una aplicacién f: X — P1X tal que Az € X f(z) = {=}.

Dicha aplicacién es necesariamente biyectiva, por lo que todo conjunto fuer-
temente cantoriano es cantoriano.

Observemos que estas dos propiedades dependen tnicamente del cardinal
del conjunto, pues toda g : X — Y biyectiva induce claramente una biyeccién
g:P1X — P1Y, por lo que X es cantoriano si y sélo si lo es Y. Similarmente,
si existe f: X — P1X dada por f(z) = {z}, entonces (g7 o fog)(y) = {y},
luego X es fuertemente cantoriano si y sélo si lo es Y. En resumen, podemos
dar la definicién siguiente:

Un cardinal & es cantoriano (resp. fuertemente cantoriano) si contiene un
conjunto cantoriano (resp. fuertemente cantoriano).

En estos términos, podemos afirmar que un conjunto es cantoriano (resp.
fuertemente cantoriano) si y sélo si lo es su cardinal. Ademds, teniendo en
cuenta que si |X| = k, entonces |P1X| = T(k), resulta que un cardinal es
cantoriano? si y sélo si T'(k) = k.

Alternativamente, un conjunto X es cantoriano si y sélo si cumple el teorema
de Cantor de ZFC, es decir, si y sélo si

1X| < |PX]| = 21X,

Definimos un ordinal cantoriano como un ordinal « tal que T'(«) = «, donde
ahora T es el operador definido sobre ordinales en 6.45.

2Y ahora es inmediato que un cardinal cantoriano no es necesariamente un conjunto can-
toriano. Por ejemplo, T'(1) = 1, luego 1 es un cardinal cantoriano, pero |1| = |P1V| = k1 y
T(/ﬂ) = k2 < K1, luego 1 no es un conjunto cantoriano.
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La relacién card(T(«)) = T(card(«)) implica que si « es un ordinal can-
toriano entonces card(a) es un cardinal cantoriano, aunque el reciproco no es
necesariamente cierto.

Diremos que un ordinal « es fuertemente cantoriano si card(«) es un cardinal
fuertemente cantoriano.

Asi se cumple que todo ordinal fuertemente cantoriano es cantoriano, pues si
a = ord(A, <), entonces card(a) = |A| es fuertemente cantoriano, luego existe
f: A — P1A dada por f(z) = {z}, y claramente f : (4,<) — (4,<)h
semejanza, luego T'(«a) = .

Veamos algunas propiedades de estos conceptos:
Teorema 7.2 Se cumple:

a) Todo subconjunto de un conjunto fuertemente cantoriano es fuertemente
cantoriano.

b) Si kK es un cardinal fuertemente cantoriano, todo cardinal pn < Kk es fuer-
temente cantoriano.

¢) Si a es un ordinal fuertemente cantoriano, todo ordinal 5 < « es fuerte-
mente cantoriano.

d) Si X es un conjunto (fuertemente) cantoriano, PX también lo es.
e) Si k es un cardinal (fuertemente) cantoriano, 2% también lo es.

f) Sik es un cardinal (fuertemente) cantoriano, k* también lo es.

DEMOSTRACION: a) Si X es fuertemente cantoriano, existe f: X — P1 X
tal que f(z) = {z}, luego, para todo Y C X, la aplicacién f|y : Y — P1Y
prueba que Y es fuertemente cantoriano.

b) es consecuencia inmediata de a) y a su vez c) es consecuencia de b).

d) Si X es cantoriano, entonces T'(|X|) = |X]|, luego
T(1PX)) = 72"y = T(2X1) = |PX],

luego PX es un conjunto cantoriano.

Si X es fuertemente cantoriano, sea f : X — P;1 X dada por f(r) = {z},
sea f : PX — PP X la aplicacién dada por f(A) = f[A], claramente bien
definida, y sea g : PP1 X — P1PX la biyecciéon dada por

9(4) ={UA},

que también estd bien definida, pues la unién baja una unidad el tipo y {}
lo sube una unidad. Es facil ver que fog : PX — P1PX viene dada por
A — {A}, luego PX es fuertemente cantoriano.
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e) se sigue inmediatamente de d). Notemos, no obstante, que si k es canto-
riano entonces k < kg, luego k = T(k) < T(kg) = K1, luego la exponencial 2"
estd definida.

f) Observemos que si k es cantoriano entonces k < kg, pues ciertamente kg
no es cantoriano, luego estd definido x*. Entonces T'(xk) = T'(k)* = 7, luego
kT es cantoriano.

Si k es fuertemente cantoriano, entonces Kkt < 2~ Yy, COmMo 2% es fuertemente
cantoriano por e), concluimos que x* también lo es por b). n

Los reciprocos de todas las afirmaciones del teorema anterior son ciertas para
conjuntos, cardinales y ordinales fuertemente cantorianos, pero en realidad se
cumple algo més fuerte:

Teorema 7.3 Si a es un ordinal tal que todo ordinal § < « es cantoriano,
entonces « es fuertemente cantoriano, luego todo ordinal § < « es fuertemente
cantoriano.

DEMOSTRACION: Podemos considerar la aplicacién f : Ord — P (Ordy)
dada por f(6) = {T1(6)} (pues la definicién estd estratificada), pero por
hipétesis no es sino § ~— {6}, luego el conjunto Ord es fuertemente cantoriano,
luego |Ords | = card(T?(a)) es un cardinal fuertemente cantoriano, luego 7% ()
es un ordinal fuertemente cantoriano, luego cantoriano, luego T°(a) = T?(«),
luego T'(a) = a, luego o = T?(«v) es fuertemente cantoriano. "

Por lo tanto, si todo cardinal menor que un cardinal k es fuertemente can-
toriano, todo ordinal menor que In(x) es fuertemente cantoriano, luego In(x) es
fuertemente cantoriano, luego x es fuertemente cantoriano.

Ejemplo Consideremos un conjunto con tres elementos, como X = {0, 1,2}.
Entonces podemos definir

[= {(07 {0})7 (17 {1})7 (27 {2})}

y claramente f : X — P X cumple Ar € X f(z) = {x}, luego X es un
conjunto fuertemente cantoriano y 3 es un cardinal fuertemente cantoriano.

Del mismo modo se puede probar que los cardinales 0,1,2,3,... son fuer-
temente cantorianos, lo cual no significa que podamos probar que todos los
niumeros naturales son cardinales fuertemente cantorianos, ni siquiera cantoria-
nos. m

El teorema 6.73 implica que si a es un ordinal cantoriano entonces R, es un
cardinal cantoriano, luego los cardinales R, N1, No, ... son cantorianos. Similar-
mente, el teorema 6.83 implica que los cardinales Jy, 31, Js, ... son cantorianos.

Recordemos que w, = In(R,), y es ficil probar que T'(wa) = wr(a), luego
también se cumple que wg,w1,ws, . .. son ordinales cantorianos.?

3Cabe destacar un argumento que prueba explicitamente que el ordinal w es cantoriano:
basta considerar s : (N, <) — (N, <); dada por s(n) = {T~!(n)}, que claramente es una
semejanza, luego w = T(w).
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Asi pues, aunque existen muchos ordinales y cardinales cantorianos, no he-
mos encontrado mas ejemplos de conjuntos, ordinales y cardinales fuertemente
cantorianos que los conjuntos finitos (y sus cardinales y ordinales) cuyos ele-
mentos podemos escribir explicitamente. Vamos a dar un ejemplo maés, aunque
tampoco es muy representativo.

Puesto que NFA extiende a la teoria basica T, en NFA tenemos definida la
clase €2 de los ordinales de von Neumann (que no es un conjunto, pues si lo fuera
serfa un ordinal de von Neumann, luego tendria que ser 2 € € y esto contradice
la definicién de ordinal de von Neumann).

Teorema 7.4 Todo ordinal de von Neumann es un conjunto fuertemente can-
toriano. Los ordinales (de Ord) asociados a ordinales de von Neumann son
fuertemente cantorianos.

DEMOSTRACION: Sea o € Q y sea @ = ord(a,<) € Ord. Vimos en el
capitulo anterior que T?(@) es el ordinal del conjunto de las secciones iniciales
de « con el orden dado por la inclusién, pero dicho conjunto es el propio a y la
inclusién es el buen orden de «, luego concluimos que T?(@) = &, y esto implica
que T(@) = a, pues si T(a) < a entonces @ = T?(a) < T(a) y si @ < T(a@)
entonces T'(a) < T?(a) = @, luego T(a@) = @ en cualquier caso. Esto prueba
que @ es un ordinal cantoriano.

Maés aun, cada ordinal menor que & es el ordinal de una seccién inicial de
«, luego es el ordinal de otro ordinal de von Neumann, luego es cantoriano. El
teorema 7.3 prueba entonces que @ es de hecho fuertemente cantoriano, luego
|a| = card(@) es un cardinal fuertemente cantoriano, luego « es un conjunto
fuertemente cantoriano. u

En particular, todos los niimeros naturales de von Neumann son fuertemente
cantorianos, pero esto no permite probar que todos los niimeros naturales sean
fuertemente cantorianos. Para ello necesitariamos demostrar que

An € NVm € w |m| = n,

donde w representa aqui a la clase de los niimeros naturales de von Neumann,
que no es necesariamente un conjunto. Si lo es, podemos definir el conjunto

X={n|neNAVmew |m|=n}

definido por la férmula estratificada ¢(n,w) =n € N A \/m € w |m| = n con
w como parametro, y una simple inducciéon demuestra entonces que, en efecto,
todos los ntimeros naturales son cardinales fuertemente cantorianos, pero si la
clase w no es un conjunto, entonces la formula m € w no esta estratificada y no
podemos definir el conjunto X.

Teorema 7.5 La clase de los conjuntos (resp. ordinales, cardinales) cantoria-
nos no es un conjunto.
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DEMOSTRACION: Si existiera el conjunto de los cardinales cantorianos, tam-
bién existiria el conjunto N de los cardinales no cantorianos y habria un minimo
cardinal no cantoriano . Si T'(k) < k, entonces T(k) es cantoriano, luego
T?(k) = T(k), luego T(k) = k y Kk es cantoriano, contradiccién. Si x < T'(k)
entonces T~ 1(k) < K, luego T~!(k) es cantoriano, luego K = T(k) y K es
cantoriano, contradiccion.

Para ordinales se razona andlogamente. Si existiera el conjunto C de los
conjuntos cantorianos, la aplicacién P1C — K dada por {X} — |X| tendria
por imagen al conjunto de los cardinales cantorianos. [

Sucede que los conjuntos que realmente aprovechan para resolver los proble-
mas planteados en la introduccion de este capitulo son los fuertemente cantoria-
nos, pero antes de entrar en cudl es su utilidad, dado que en NFA se puede probar
la existencia de muy pocos conjuntos fuertemente cantorianos, expondremos en
la seccién siguiente un axioma que implica que existen en abundancia.

7.2 El axioma de computo

Recordemos ahora el ejemplo que hemos planteado en la introduccién de este
capitulo sobre los conjuntos

I,={meN|1<m<n}.

Claramente, la aplicacién f : I,, — Ordfn(n) dada por f(m)=In(m—1) es
biyectiva, luego
1| = |Ord5y )| = T(In(n)) = T%(n).

Alternativamente, como la férmula |I,| = T?(n) estd estratificada, pode-
mos demostrarla por induccién, y la prueba no ofrece ninguna dificultad. Més
concretamente, por las mismas consideraciones expuestas en la introduccion,

|To] = 0=T2%0) A |Ih11| = [I.| + 1 =T%*(n) + T*(1) = T?*(n + 1).

En particular podemos demostrar que |Io| = 0, |I1]| = 1, |I2| = 2, etc. Sin
embargo, puede probarse que en NFA (incluyendo AI4+AE) no puede demos-
trarse el axioma de cémputo:

Axioma de cémputo (AC) AneN [{1,...,n}|=n.
Teorema 7.6 Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
a) El axioma de cémputo.
b) Todos los cardinales finitos son cantorianos.
¢) Todos los ordinales finitos son cantorianos.

d) w es un ordinal fuertemente cantoriano.
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e) Vo es un cardinal fuertemente cantoriano.
f) Todos los cardinales finitos son fuertemente cantorianos.

g) Todos los ordinales finitos son fuertemente cantorianos.
DEMOSTRACION: a) < b) Hemos visto que AC equivale a que
An € NT?(n) =n,

mientras que b) equivale a An € N T'(n) = n, luego es obvio que b) = a).
Si suponemos AC y se cumple T'(n) < n, entonces n = T?%(n) < T(n), luego
T(n) = n, e igualmente, si n < T(n), resulta que T'(n) < T?(n) = n, luego
T(n) = n en cualquier caso.

b) = ¢) Si n es un ordinal finito, entonces card(n) es un cardinal finito,
luego card(T'(n)) = T'(card(n)) = card(n) y por el teorema 6.62 concluimos que
T(n) = n.

c) = d) Por el teorema 7.3.

Las implicaciones d) = e) = f) = b) son inmediatas, al igual que f) < g).
| ]

Las observaciones tras el teorema 7.4 prueban ahora que en NFA
weV =AC.

Observemos ahora que AC implica la existencia de muchos més conjuntos
fuertemente cantorianos. Aplicando sucesivamente el teorema 7.2 f) podemos
probar que Yo, N1, Ny, ...son fuertemente cantorianos, lo cual no significa que
podamos probar que X,, es fuertemente cantoriano para todo ordinal n < w.

Por otro lado, el ordinal ag tal que kg = N,, no puede ser numerable (pues
no es cantoriano), luego wy < ayp, y |ap| tampoco puede ser Ry, luego we < ay,
y asi sucesivamente, luego |V| tiene que ser mayor que R, Ny, Re,, - -, Pero
no podemos probar que An < w |V| >R, . En particular no podemos probar
la existencia de R, . En otras palabras, podrfa ocurrir que existiera un ordinal
finito n < w tal que |V]| =N, .

Estos hechos se pueden refinar considerando 3 en lugar de N. En efecto,
aplicando sucesivamente el teorema 7.2 e) podemos probar que los cardinales
Jo,34,32... son fuertemente cantorianos, lo cual no significa que podamos
probar que J,, es fuertemente cantoriano para todo ordinal n < w.

Ademsds, si llamamos [y al méximo ordinal tal que Jg, estd definido, no
puede ser que T'(8y) = Bo, pues entonces, como Jg, < k, al aplicar T' (teniendo

en cuenta el teorema 6.83) obtendriamos que g, < k1, con lo que estarfa de-
finido Jg,4+1. De hecho, el teorema 6.83 nos da que T'(8y) < fo. En particular

4Notemos que w, es el ordinal cuyo cardinal asociado es N, que existe porque, segin
hemos visto, w < ag.
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Bo no es un ordinal cantoriano, luego [y es mayor que cualquier ordinal fuer-
temente cantoriano, por ello, si llamamos 1, = In(3,), podemos probar que
los ordinales 79, 11, 12, - .. son todos menores que [y, pero cabe la posibilidad
de que exista un n < w tal que By = 7,, de modo que no podemos probar la
existencia del cardinal 3, .

7.3 Subversion de la estratificacion

Veamos ahora como los conjuntos fuertemente cantorianos nos permiten evi-
tar parcialmente los requisitos de estratificacion que en principio impone la
teoria.

El caso mas simple de subversién se deduce de que AC implica que
A eNTn)=nAAneNT (n)=n,

y esto nos permite considerar como férmulas estratificadas aquellas en las que la
estratificacién falle en una o varias variables restringidas a nimeros naturales,
pues la férmula puede reemplazarse por una equivalente en la que una variable n
sea sustituida por T7%(n) o T~%(n) con el k adecuado (que puede ser distinto en
cada aparicién de n) para conseguir la estratificacién.

Por ejemplo, para probar (en NFA4+AC) el teorema que hemos puesto como
ejemplo al principio del capitulo, basta tener en cuenta que la férmula

— — = -1 .
N(Al=mrAzed|z|=n—|UAl=T"(m) n),
estd estratificada, luego existe el conjunto
X={m|meNANA(JA =m ANz € Alz|=n— |JA| =mn)},

donde hemos cambiado T~ (m) por m, porque, de hecho, T~(m) = m, por lo
que es equivalente ponerlo o no, y ahora una simple induccién demuestra que
X =N.

En la préctica, en lugar de introducir operadores T, basta con no preocuparse
de cuadrar las estratificaciones en las variables que recorran nimeros naturales.
No obstante, esto no significa que podamos realizar cualquier induccién sin
preocuparnos de la estratificacién. Por ejemplo, no podemos probar que

An € NVVm € w |m| = n,
donde w es la clase de los ordinales de von Neumann. La razon es que la férmula
meE/\uEmqu/\~-~

no estd estratificada a causa de unas variables (u y m) que no varfan en N (ni
en un conjunto fuertemente cantoriano que, como veremos enseguida, bastaria
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también para subvertir la estratificacién). Ahora bien, esta situacién es bastante
atipica, y el problema real es que no podemos probar que w sea un conjunto.

Consideremos ahora un conjunto fuertemente cantoriano arbitrario X y sea
f: X — P1X la aplicacién dada por f(z) = {z}. Definimos

Tx(z)=f"({z}), Tx'(2)=Uf(2).

De este modo los términos T (z) y Tx'(z) estdn estratificados y su tipo
es una unidad mayor o una unidad menor, respectivamente, que el tipo de =z,
y para cada z € X se cumple que Tx(z) = Tx'(z) = x. Por lo tanto, si en
una férmula una variable x varia en el conjunto X, podemos reemplazarla por
T%(z) o por T);k(x) con el k adecuado para ajustar la estratificacién, con lo
que en la préactica no es necesario cuadrar las estratificaciones en variables que
recorran conjuntos fuertemente cantorianos.

Por ejemplo, si R es una relacién de equivalencia en un conjunto fuertemente
cantoriano X, no hay inconveniente en definir la proyeccién p : X — X/R,
pues puede definirse como p(z) = [Ty ()], aunque en la préctica basta con no
preocuparse de la violacién de la estratificacién en la definicién p(z) = [z].

Veamos ahora un ejemplo de subversion sistematica en otro contexto. Defi-
nimos

FC=ANazVf (f:z— Pz ANuex f(u) = {u}).

Asi, FC afirma que todo conjunto es fuertemente cantoriano. Obviamente
FC es refutable en NFA, pero:

Teorema 7.7 La teoria KF+FC es equivalente a M.

DEMOSTRACION: Es obvio que FC es un teorema de My, asi que basta
probar que en KF+FC puede probarse el esquema de Ag-especificacién. Para
ello tomamos una férmula ®(z,bq,...,b,) de clase Ay y hemos de probar que

Aaby b\ 2\z(z € 2 = x € a A ®(z,b1,...,b,)).

Es facil ver que los cuantificadores de ® se pueden extraer con las variables
que los acotan, de modo que podemos suponer que ® estd en forma prenexa Ay,
es decir,

®=Ciy1 €21+ -Cruym € 2, ¥,

donde cada C; es un cuantificador y las variables y; son distintas dos a dos,
mientras que la formula ¥ no tiene cuantificadores. Por otra parte, cada variable
z; puede ser z, a, by o cualquiera de las variables anteriores y; o z;. Ahora
observamos que

el d— (Ayi€zaoAyeU N d (y €z — ),

zelUd—NyczaoVyu e d (y €z Aa)).
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Asi, si, por ejemplo, el primer cuantificador es Cyy; € x, podemos sustituirlo
por Ciy; € Ua, y sies Ciy1 € a o Cry; € by lo dejamos como estd, luego
pasamos a Cays € 2z, que puede estar en uno de los casos anteriores o bien
ser de la forma Cyys € y1, en cuyo caso lo sustituimos por Coys € U2 a o bien
Cays € |Ja o bien Cays € | bk, segun el primer caso. Razonando de este modo
llegamos a una férmula ® de la forma

P = Clyl €ty Cmym €tm \11/7

donde cada t; es de la forma |J" a o |J" b (donde r depende de i y de k), y de
modo que
re€a— (D).

Consideramos ahora nuevas variables cg, ..., c¢n, v es claro que

(co=ahcr=t1 A ANegm =tm AT E ) —
(q)(mablu o 7bn) = Clyl SEG Cmym € Cm \II/(;C7§7B))
Llamamos X = aUt; U--- Uty U{a,t1,...,tm,b1,...,b,} vy tomamos la
funcién F : X — P1 X dada por u — {u}, que existe por FC.

Conviene llamar variables a las variables z,y; y pardmetros a las variables
a, b, ci. La férmula ¥’ es una combinacién de signos l6gicos (sin cuantificado-
res) y formulas atémicas de la forma v; = v; o v; € v;. Si distinguimos segin
que las variables sean variables o pardametros, tenemos ocho posibilidades. Re-
presentamos por w y z dos variables cualesquiera (no necesariamente distintas)
y por d y e dos pardmetros cualesquiera (no necesariamente distintos), y cons-
truimos una férmula ¥ sustituyendo cada férmula atémica como indica la tabla
siguiente, en la que introducimos dos nuevas variables f y ¢:

w=z 1{):% weEe 1%)65

weEz 4f(110)C% ecw {(Ug(g))c?
w=e ?:U‘g(g) d=e gl:g
e=w|Uglg = | ace | gip g

De este modo, si llamamos
éﬂ(xa l_)7 67 f7 g) = Clyl € Cr--- Omym € Cm\IJN('I7 y7 l_)a E) .f7 g)

tenemos que ®” es A y se estratifica asignando rango 1 a todas las variables,
rango 2 a todos los parametros y rangos 4, 5 a las variables f y g respectivamente,
y ademas

(co=ahcr=t1 AN Nem=tmANTEQN[f=g=F)—

Az € a(®(z,b) < ®"(z,b,¢, £, 9)).
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Ahora bien, por el axioma de Af-separacion,
NaNbAENfgVz\x(z € 2« x € a A ®"(2,b,¢, £, 7)),
luego particularizando adecuadamente existe un conjunto z tal que
Ne(z € 2z > x €a A ®'(x,b,t, F F))

y esto equivale a -
Nz(z € z = x € a A ®(z,b)).

Asi pues, la teoria KF se convierte en NF al anadirle V € V y se convierte
en My al anadirle FC. Igualmente se probaria que KFA se convierte en NFA
o MpA al anadirle uno u otro axioma, sélo que nunca hemos llegado a definir
MgA, pero la definicién es la obvia.

7.4 El axioma de los conjuntos cantorianos

Discutimos aqui un axioma mas fuerte que AC:
Teorema 7.8 Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) Todo conjunto cantoriano es fuertemente cantoriano.
b) Todo cardinal cantoriano es fuertemente cantoriano.
¢) Todo ordinal cantoriano es fuertemente cantoriano.

DEMOSTRACION: La equivalencia entre a) y b) es trivial. También es facil
probar b) = c¢): si « es un cardinal cantoriano, entonces card(«) es un cardi-
nal cantoriano, luego por b) es fuertemente cantoriano, luego « es fuertemente
cantoriano. Veamos, por dltimo, que ¢) = b). Para ello tomamos un cardinal
cantoriano s. Sea |A| = k y sea < un buen orden en A tal que ord(A4, <) = In(x).
Entonces T(In(k)) = ord(P1 4, <1) es un ordinal inicial, pues si existe una bi-
yeccion f: P1A — (fPlA){<al}, a partir de ella podemos definir una biyeccion
f:A— AS, mediante

f=A{wv) [ ({u},{v}) € f}.
Por lo tanto, T'(In(k)) = In(T'(k)). Esto significa que In(x) es un ordinal

cantoriano, luego es fuertemente cantoriano, luego k es fuertemente cantoriano.
| ]

Definicién 7.9 Llamaremos Azioma de los conjuntos cantorianos (ACC) a
cualquiera de las afirmaciones equivalentes del teorema anterior.

Puesto que w es un ordinal cantoriano, (ACC) implica que es fuertemente
cantoriano, es decir, ACC = AC. Sin embargo, ACC es un axioma mucho més
fuerte en cuanto a consistencia. Solovay ha demostrado que la consistencia de
NFA + ACC es equivalente a la de ZFC maés el esquema axiomédtico que postula
la existencia de un cardinal n-Mahlo para n = 1,2,3... Por el contrario, la
consistencia de NFA 4+ AC es mas débil que la de ZFC.
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El concepto de cardinal fuertemente inaccesible se define en NFA andloga-
mente a como se define en ZFC, es decir, como un cardinal no numerable, limite
fuerte y regular. Aqui demostraremos inicamente una minima parte del teorema
de Solovay. Lo suficiente como para probar que ACC lleva NFA més alld de ZFC
en cuanto a consistencia:

Teorema 7.10 (NFA + ACC) Euxiste un cardinal fuertemente inaccesible.

DEMOSTRACION: Fijamos un buen orden < en PK. Sea D C K x K el
conjunto de los pares de cardinales (k, i) tales que k # p y ninguno de los dos
es un limite fuerte o bien ambos son limites fuertes singulares. Vamos a definir
una funcién F: D — K x K.

Si las componentes de (k, 1) € D no son limites fuertes, existen unos minimos
cardinales kK~ < k y u~ < p tales que 2 > k, 2% > u. Definimos entonces
F(r,p) = (7, p7).

Si las componentes de (k, ) € D son ambas limites fuertes de cofinalidades
distintas, definimos F'(k, u) = (cf &, cf p).

Por tltimo, si las componentes de (k, 1) € D son limites fuertes de la misma
cofinalidad A, consideramos el conjunto de los cardinales menores que x, que
no tiene maximo y, de entre los subconjuntos no acotados de ordinal minimo,
llamamos A al minimo respecto al orden < que hemos fijado.

Supongamos que p = T(yu'), para cierto cardinal p/ (o sea, que p < Kp).
Consideramos todos los subconjuntos no acotados de ordinal minimo en el con-
junto de todos los cardinales menores que p’ y tomamos el minimo B’ respecto
de <, y llamamos B = {T'(¢) | £ € B’}, que es un conjunto no acotado de
cardinales menores que p de cardinal minimo.

Notemos ahora que, por el teorema 6.77, tenemos que ord(A, <) = T?(In(\)),
e igualmente ord(B’, <) = T?(In(cf 1)), luego

ord(B, <) = T(ord(B', <)) = T2(In(T(cf 1)) = T*(In(N)),

donde hemos usado que (como es facil comprobar) T'(cf u') = cf T'(u"). Asi pues,
existe una semejanza f : A — B, que no puede ser la identidad, pues k es el
supremo de A, u es el supremo de B y k # u. Podemos tomar, pues, el menor
Kk* € A tal que p* = f(k*) # k* y definimos entonces F(k, u) = (k*, u*).

En el caso en que p > k1 la definicién de F(k, 1) serd irrelevante. Podemos
tomar, por ejemplo, F'(k, u) = (Ro, Rp).

Es facil comprobar que la definicién de F' esta estratificada, por lo que real-
mente F' es un conjunto. Notemos que en todos los casos, si F(k,u) = (k*, u*)
entonces K* < Ky p* < p.

Fijemos ahora un cardinal no cantoriano oy < k1 (por ejemplo, podemos
tomar ag = k1) y llamamos By = T'(«g) # .

Diremos que una aplicacién f : I, — K x K, donde n € N, es inductiva si
£(0) = (ap, Bo) y para todo i < n se cumple que f(i) € D A f(i+1) = F(f(2)).
Una comprobacion rutinaria muestra que si dos sucesiones f : I, — KX K
y g : I, — K x K son inductivas y m < n entonces f = g|r,,. Tiene que
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haber un maximo natural n tal que existe una sucesién inductiva de dominio
I,,, pues si existiera una sucesiéon inductiva para cada n podriamos construir
una aplicacién G : N — K x K tal que An € N G(n+ 1) = F(G(m)) y
si G(n) = (G1(n),G2(n)), tendriamos una sucesién decreciente de cardinales
{G1(n) fnen.

Asf pues, sea n el mdximo ntimero natural para el que existe una (inica)
sucesién inductiva {(c, 8;) }i<n. En particular, esto significa que (o, 5,) ¢ D.
Notemos también que «;, 3; < k1 para todo 1.

Vamos a probar que Ai < n(8; = T(;) # ;). En caso contrario podemos
considerar el minimo ¢ del conjunto

{ilieNAi<nApB#T(a)VT(v) =0}

Aqui hay que destacar que este conjunto estd bien definido gracias a que estamos
suponiendo que los nimeros naturales son fuertemente cantorianos, lo que nos
permite reformularlo como

{’L I teENAI<nA 6T(z) 7é T(ozi) V T(Oéz) = OéT(i)},

y asi la definicién estd estratificada. Ciertamente, no puede ser ¢ = 0, luego
i =j+ 1y sabemos que 3; = T(¢;) # o, y queremos probar que lo mismo
vale para j + 1. En particular tenemos que (o, ;) € D (porque estd definido
(41, Bj41) = F(ay, B;)). Esto nos da tres posibilidades:

1) Si a;, 3; no son limites fuertes, entonces o1 (resp. Bj11) es el minimo
cardinal tal que 2%i+1 > a; (resp. 2%+1 > 3;). Ahora bien, la desigualdad para
los o’s implica que 27(®+1) > T(a;) = B;, luego Bj+1 < T(ajt1). Igualmente,
2T71(ﬁj+1) > T_l(ﬁj) = aj, luego a1 < T_1<ﬁj+1) y T(Oéj+1> < ﬁjJrl. Esto
prueba que Bj+1 = T(j4+1).

Veamos ahora que T'(oj41) # @j41. Supongamos que, por el contrario,
T(ajt1) = at1, es decir, que a;11 es un cardinal cantoriano. Entonces, por
ACC, tendriamos que a4+ es fuertemente cantoriano, al igual que 2%/+1 > «,
luego «; también seria fuertemente cantoriano, es decir, a; = T'(;), contra-
diccién.

Con esto hemos probado que el primer caso no puede darse.

2) Supongamos ahora que ¢ ,; son limites fuertes singulares de cofina-
lidades distintas. Entonces a1 = cfay, Bj41 = cf §;, luego a1 # Bjy1-
Ademas:

T(ajy1) =T(cfaj) = cf T(a;) = cf B; = Bj41.

Por consiguiente, este segundo caso tampoco puede darse.

3) Consideramos, por ultimo, el caso en que ¢, 3; son limites fuertes sin-
gulares de la misma cofinalidad. Como 3; = T'(«a;), el cardinal y/ que aparece
en la definicién de la funcién F' es simplemente y/ = v, y el conjunto B’ co-
rrespondiente es el propio A, de modo que B = {T(§) | £ € A}. M4s aun,
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como cf o; = cf B; = cf T'(a;) = T'(cf o), resulta que cf a; es un cardinal can-
toriano y por ACC es, de hecho, fuertemente cantoriano, luego el conjunto A es
fuertemente cantoriano.

Sea f : A — B la semejanza entre ambos conjuntos, segun la definicién
de F. Se cumple que A\é € A f(€) = T(€). Esto se demuestra facilmente por
induccién, para lo cual necesitamos considerar el conjunto

{S16€ ANF(E) =T},

que estd bien definido porque la variable £ recorre el conjunto fuertemente can-
toriano A, por lo que podemos subvertir la estratificacién sobre ella.

Por definicién de F' tenemos que ;41 es el minimo elemento de A tal que
Biv1 = flaj1) = T(ojq1) # g1

Esto prueba que el tercer caso tampoco puede darse, con lo que tenemos
una contradiccién que prueba, en particular, que 3, = T'(an) # an. Si @, Do
fuera un limite fuerte o bien fuera un limite fuerte singular, entonces lo mismo
valdria para 3, (por ser T(ay,)), luego tendriamos que (o, 8,) € D. Asi pues,
a,, tiene que ser un limite fuerte regular. Ademds, «,, no es cantoriano, luego
no es Ng. Esto prueba que «,, es un cardinal inaccesible. [

Notemos que en la prueba del teorema anterior hemos partido de un cardinal
no cantoriano ag < k1 arbitrario y hemos encontrado un cardinal no cantoriano
fuertemente inaccesible a,, < . Como tiene que haber un cardinal no canto-
riano oy < ay,, a su vez podemos encontrar otro cardinal fuertemente inaccesible
no cantoriano menor que «, y, en general, el argumento del teorema anterior
prueba, de hecho, la existencia de cualquier cantidad finita de cardinales fuerte-
mente inaccesibles. En realidad el razonamiento se puede refinar para demostrar
la existencia de cardinales de Mahlo, pero no entraremos en ello.

7.5 El modelo Z

Aqui construiremos un modelo de ZFC—AP en el seno de NFA+AE. La
idea bésica es definir un conjunto Z de clases de equivalencia de relaciones
extensionales y bien fundadas, similarmente a como hemos definido el conjunto
Ord de clases de equivalencia de relaciones bien ordenadas. Como ya hemos
indicado, trabajamos en NFA+AE.

Definicién 7.11 Diremos que una relacién R en un conjunto A tiene un origen
a € A si para todo z € A existe un n € N y una funcién f: I,11 — A tal que

FO) =2 A A €N <n— FE)RFG+1)A F(n) =a,
donde I,, = {i e N |i < n}.

Teorema 7.12 Si R es una relacion bien fundada y con origen en un con-
junto A, entonces su origen es Unico.
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DEMOSTRACION: Supongamos que a y b son dos origenes para R. Entonces
existen sucesionesa =rg Rx1 R --- Rx,y, =byb=yoRy1 R --- Ry, = a, pero
entonces el conjunto {xo, ..., Tm,y1,...,Yn—1} C A (que existe, pues es la unién
de los rangos de las dos sucesiones) no tiene elemento minimal, contradiccion.

| |

Definicién 7.13 Llamaremos BFO al conjunto de todos los pares (A, R) tales
que R es una relacién extensional, bien fundada y con origen en el conjunto A.
(Notemos que estas propiedades estan estratificadas con las variables A y R del
mismo tipo, por lo que ciertamente definen un conjunto).

Si (4, R), (B,S) € BFO, diremos que f : (A,R) — (B, S) es un isomor-
fismosi f : A — B biyectiva y Azy € A(x Ry « f(x) R f(y)). Claramente,
la relacién

~= (x| VABRSf(z = (A, R), (B, S)) A (A, R), (B, S) € BFO
A f: (A R) — (B, S) isomorfismo)}

es una relacién de equivalencia en BFO, por lo que podemos considerar el con-
junto cociente Z = BFO/ ~. Para cada (A, R) € BFO, llamaremos [A, R] a su
clase de equivalencia en Z.

Si (A, R) € BFO y b € A, llamaremos componente de b en (A4, R) al conjunto
C%(b) formado por todos los objetos x € A tales que existe un n € N y una
funcién f: I,41 — A tal que

F0) =2 A N €N <n— fG)RIG+1)) A f(n) =b.
De este modo, si a es el origen de A, se cumple claramente que C%(a) = A.
En general, definimos RY = RN (C{(b) x CE(b)), y es facil comprobar que
(CE(b), R%) € BFO. Para comprobar la extensionalidad observamos que
Nay(z € CE(b) Ny Rz —y € CE(D)).
Conviene observar que, més en general, si llamamos B = CE(b) y S = RY,
entonces, para todo ¢ € B se cumple que C3(c) = CF(e).

Notemos que la definicién de CE(b) estd estratificada, y que el tipo de este
término es el mismo que el de A y R, y una unidad mayor que el de b. Lo mismo
vale para la restriccion RZ‘.

Definimos la relaciéon E C Z x Z dada por
E={z|VARa((A,R) e BFONac ANbe ANbRa

A a es el origen de R Az = ([CF(b), RY],[A, R])))}.

Asi, [B, S] R[A, R] equivale a que (B, S) es isomorfo a una componente de
(A, R) cuyo origen esté relacionado con el origen de (4, R).
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Teorema 7.14 La relacion E estd bien fundada en Z.

DEMOSTRACION: Sea S C Z un conjunto no vacio y sea (A4, R) € BFO tal
que [A,R] € S. Sea

X ={b|bec AN[CE(®D),RY €S}

Se trata de un conjunto no vacio, pues contiene al origen de A, luego tiene
un elemento R-minimal b. Es claro entonces que [CE(b), RY] es un elemento
FE-minimal de S. L]

Teorema 7.15 Si (A, R) € BFO, para cada par de objetos x,y € A, si se
cumple [CF(x), RY] = [CE(y), RY], entonces x = y.

DEMOSTRACION: Consideremos el conjunto
X={z|xeANVylyc ANz #yn|[CL(x), RE] = [C(y), R4}

Hemos de probar que X = @. En caso contrario, podemos tomar un elemento
minimal x. Sea y seguin la definicién de X y consideremos un isomorfismo
[ (CH(2), RY) — (CH(y), RY).

Para cada objeto u € C¥(z), es claro que f se restringe a un isomorfismo
(CR(u), RY) — (CR(f(), RY™), luego [CF(u), RY] = [CR(f(w), RA™).
Por la minimalidad de z resulta que f(u) = u, luego CE(z) = CE(y), luego
x = gy por la unicidad del origen, contradiccién. [

Teorema 7.16 La relacion E es extensional en Z.
DEMOSTRACION: Sean [4, R], [B, S] € Z tales que
Nz € Z(x E[A,R] < z E B, 9)).

Sea a el origen de (A, R) y sea b el origen de (B, S). Para cada x € A tal que
x Ra, podemos considerar [C¥(z), R4] € Z, que cumple [C¥(z), R4] E [A, R],
luego también [CF(x), R4] E B, 5], luego existe un objeto y € B tal que y Sb
y [CE(x), RY] = [C3(y), S%]. El teorema anterior implica que y estd univoca-
mente determinado por x, y viceversa. Esto significa que podemos definir

f={u|Vaoylu= (z,yy NA\t€e ANye BAxRaAySbh

R S
y asi f es una biyeccién entre la extensién de a respecto de R y la extension
de b respecto de S. Ademads, si z Ra, por definicién existe un isomorfismo
f:(CE(x),RY) — (Cg(f(x)),Sg(z)). Es fécil ver que si dos conjuntos con
una relacién extensional y bien fundada son isomorfos, entonces el isomorfismo
es Unico, por lo que, de hecho, podemos definir

fo=f1f:(CRx),RY) — (C3(f(x)), SH™) isomorfismo.
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Por otra parte, es facil ver que

A={a}u U CE(x), B={b}u U Ciy),

zRa yRb
por lo que
F={(a,b)}U U fao:(A R) — (B,S) isomorfismo.
z Ra
Esto implica que [A, R] = [B, S], como habia que probar. "

Ahora necesitamos un resultado técnico:

Teorema 7.17 Si R es una relacion bien fundada en un conjunto A, existe
una relacion extensional y bien fundada S en un conjunto B y una aplicacion
g : A — B suprayectiva tal que para todo x € A y todo z € B se cumple

z2Sg(x) = Vye A (yRa A z=g(y)).
Ademds, g y (B, S) son tnicos salvo isomorfismo.

DEMOSTRACION: Para cada relacién de equivalencia ~ en A definimos la
relacién ~T en A mediante

Ty N2€eAzRz - Vwe AlwRy Aw ~ 2)) A

Nz € A(zRy - Vw e A(wRz Aw ~ 2)).

Es claro que ~™ es también una relacién de equivalencia, asi como que si ~g
extiende a ~1, entonces ~J extiende a ~;". Diremos que ~ es una buena relacion
de equivalencia en A si ~1 extiende a ~. La observacién precedente implica
que si ~ es una buena relacién de equivalencia en A entonces ~T también lo es.

Diremos que S es una cadena de relaciones de equivalencia en A si

a) Cada elemento de S es una relacién de equivalencia en A,

)
b) S # o,
c) Arse S(rcsvscr),
d)
Es evidente que la unién de una cadena de relaciones de equivalencia en A
es una relacién de equivalencia en A, y serd buena si todas las relaciones de la

cadena lo son (pues si llamamos ~* a la unién, dados x ~* y, existe una relacién
~ en la cadena tal que = ~ ¥y, luego = ~T y, luego = ~** y).

Claramente, la identidad I|4 es una buena relacién de equivalencia en A.
Diremos que un conjunto X de relaciones de equivalencia en A es inductivo si

Iae XANreXrt e X AAS(SC X A S es una cadena — |J S € X).
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Llamaremos F' al conjunto de todos los conjuntos inductivos de relaciones
de equivalencia en A. Notemos que la definicion es correcta porque la condicién
estd estratificada, y F' # @, pues contiene al conjunto de todas las relaciones de
equivalencia en A. Definimos ¥ = F.

De este modo, I|4 € F, si r € F, entonces r+ € Fy si S C F es una
cadena, entonces | J.S € F. M4s atin, el conjunto X de las relaciones de F que
son buenas relaciones de equivalencia en A es inductivo, luego F = X, es decir,
todos los elementos de F son buenas relaciones de equivalencia en A.

Similarmente, considerando el conjunto inductivo
X={r|lreFAn(r=IavVseFr=stv

VS(S CFAS esunacadena Ar=J95))}

concluimos que todo elemento de F es, o bien I|4, o bien de la forma s*, con
s € F, o bien de la forma | J S, para cierta cadena S C F.

Ahora podemos probar que Ars € F (r C s V s C r). Basta ver que el
conjunto
X={s|seFANreF(scrvrcs)}

es inductivo. Obviamente I|4 € X, pues la identidad estd contenida en toda
relacién de equivalencia. Supongamos que s € X y sea r € F. Distinguimos
casos en r:

Sir = I|4 obviamente r C sT.

Si r =t*, para cierta t € F, como s € X tenemos que s C t V ¢ C s, luego
sT CtT =7 en el primer caso y r = tT C s* en el segundo.

Sir =JS, para cierta cadena S C F, o bien s C t, para cierta t € S, en
cuyo caso sT C tT C r, o bien s contiene todos los elementos de S, en cuyo caso
rcscst.

Esto prueba que st € X.

Por 1ltimo, si S C X es una cadenay s = J S, dado r € F, o bien existe un
t € S tal que r C t, en cuyo caso r C s o bien (como S C X) todo t € S cumple
t Cr,en cuyo caso s C r.

Asi pues, F es una cadena de buenas relaciones de equivalencia en A, por lo

que ~o= |JF € F es una buena relaciéon de equivalencia en A, luego tenemos

que ~g C Ng € 7, luego ~g = Nar.

El axioma de eleccién nos da un conjunto B C A formado por un elemento
de cada clase de equivalencia del conjunto cociente A/ ~g. Sea g: A — B la
aplicacién dada por

g={(a,b)|la€ ANbE BAan~b}
y sea S C B x B la relacién dada por

S ={(u,v) | Vay € A (x Ry A g(z) = u A g(y) = v)}.
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Vamos a probar que (B, S) y g cumplen el enunciado. En primer lugar vemos
que S esta bien fundada en B. Para ello tomamos C' C B no vacio, con lo que
g~ Y[C] C A tampoco es vacfo, y tiene un R-minimal y. Veamos que g(y) es un
S-minimal de C. En caso contrario existe u € C tal que u S g(y). Esto significa
que existen z’; ¢y’ € A tales que 2’ Ry’ Au=g(z') A g(y) = g(¢/').

Tenemos entonces que y' ~g y, luego y' ~¢ y, y como 2’ Ry/, existeuny” Ry
tal que ' ~q ¢y, pero entonces g(y") = g(z') = u € C, luego y" € g~1[C], en
contradiccién con la minimalidad de y.

Veamos ahora la equivalencia indicada en el enunciado:

Si z S g(x), entonces z = g(a), g(x) = g(b), a Rb, con lo que b ~¢y x, luego
b ~g x, luego existe un y € A tal que y Rz y a ~q y, luego z = g(a) = g(y). La
implicacién contraria se sigue de la definicién de S.

Veamos ahora que S es extensional, para lo cual tomamos b, ¥ € By
suponemos que Ab” € B (V" Sb « b SV). Basta probar que b ~g V', pues
entonces b ~q b, luego b = b'.

Tomamos, pues a Rb, de modo que g(a)Sb, luego g(a) SV, luego, por la
implicacién que acabamos de probar, existe un o’ R’ tal que g(a) = g(a’), luego
a ~o a’. Tgualmente se prueba que si @’ Rb existe un a Rb tal que a’ ~g a, y
esto significa que b ~7 ¥,

Sélo falta probar la unicidad. Veamos para ello que si g y (B, .S) cumplen el
enunciado (sin ser necesariamente los que hemos construido), entonces cumplen
que Aad’ € A(g(a) = g(a') < a ~q a’).

Consideramos el conjunto X = {a € A | Va’' € A(a’ ~¢ a A g(a) # g(a’))}.
Queremos probar que es vacio. En caso contrario tiene un R-minimal a. Sea o
segun la definicién de X.

Si zSg(a), entonces z = g(y) con yRa, y como a ~{ a’, tenemos que
y ~o ¢y con y Ra'. Por la minimalidad de a tenemos que g(y) = g(y'), luego
z = g(y') Sg(a’). Similarmente se prueba que si z S g(a’) entonces z S g(a) vy,
como S es extensional, esto prueba que g(a) = g(a’), contradiccién.

Asf queda probado que si a ~g a’ entonces g(a) = g(a’). Igualmente consi-
deramos X = {a € A | Vd' € A(g(a) = g(a’) A ~a ~¢ @’)}. Si a es R-minimal y
a’ cumple la definicién de X, vamos a probar que a NSF a’, con lo que tendremos
también a ~g @’ y esto es una contradiccion.

Si x Ra, entonces g(z) S g(a), luego g(x)Sg(a’), luego g(z) = g(y') con
y' Ra'. Por la minimalidad de a resulta que z ~¢ 3. Igualmente se prueba que
si 2’ Ra’ existe un y Ra tal que x ~q y. Asf pues, a ~§ a'.

Por consiguiente, si ¢’ : A — B’ y (B’,S") cumplen también el enunciado,
podemos definir

f:B— B

mediante f = {(b,b') € BxB' | \aa’ € A(b= g(a) ANV = ¢'(a’))}, y claramente
f es una biyeccidn tal que go f = ¢’. Es fécil ver que es un isomorfismo. m
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Definicién 7.18 Si z € Z, definimos la extension de z como el conjunto
e(z)={x|zeZNzEz}
El resultado fundamental sobre la relacién E en Z es el siguiente:

Teorema 7.19 Si z € Z, entonces le(z)| < ko y si S C Z cumple |S| < ko
entonces eziste un (dnico) z € Z tal que S = e(z).

DEMOSTRACION: Dado z € Z, serd de la forma z = [A, R], y cada z € e(2)
es de la forma x = [CF(b), RY], para cierto b € A tal que b Ra, donde a es el
origen de (A4, R). Notemos que el tipo de z es dos unidades mayor que el de b,
por lo que podemos definir f : e(z) — P? A mediante

f={(z,{{b)|zce(z) Abe ANbRa Az =[CE(D), RY]}.

Entonces f es una aplicacién por el teorema 7.15 y claramente es inyectiva.
Por lo tanto |e(2)| < [P3(A)| = T%(|A]) < T3 (|V]) = ka.

Sea ahora S C Z tal que |S| < ka. Tomemos f : S — P2V inyectiva, asf
como una funcién de eleccién g : S — V, es decir, tal que g(z) = {(4, R)} con
x = [A, R]. En general, definimos

R, = {p | vab((aa b) ERAp= ((a7u)7 (b’ u)))}

Observemos que este término estd estratificado con R de tipo una unidad maés
que u. Ademds, si R C A x A, entonces R, C (A x {u}) x (A x {u}) y podemos
definir un isomorfismo A : (A, R) — (A x {u}, R,) mediante h(a) = (a,u). El
punto crucial es que las dos definiciones siguientes estdn estratificadas:

X ={a|VzARu(z € SNa=Ax{u} A f(z) = {{u}} A g(z) = {(A, R)})},

YV ={b|VzARu(z € SN b= Ry A f(z) = {{u}} A g(z) = {(A, R)})}.

Tenemos que X es un conjunto de conjuntos disjuntos dos a dos (de la forma
A x {u}), mientras que Y es un conjunto de relaciones definidas una sobre cada
conjunto A x {u} € X. Ademds cada z € S es de la forma = = [A, R], para
cierto A € X y cierta R € Y y, reciprocamente, si A€ X, Re Y, RC A x A,
entonces [A, R] € S.

Llamamos B = |J X, So = JY/, con lo que Sy es una relacién bien fundada
en el conjunto B. No serd extensional, porque los minimales de cada relacién
R € Y tienen todos la misma extensién vacia, y ademdas Sy ya no tiene un
origen. Para corregir esto tltimo tomamos un a € V \ B (por ejemplo, un
atomo), definimos B’ = B U {a} y extendemos la relacién Sy a una relacién S’
estableciendo que a’ S’ a si y s6lo si a’ es el origen de un par (4, R) con A € X,
R €Y. Ahora S’ es una relacién bien fundada y con origen en B’. Por ultimo,
sea (B”,S") la relacién extensional y bien fundada que resulta de aplicar a
(B’,5") el teorema 7.17. Tenemos ademds una aplicacién g : B — B” en las
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condiciones del teorema. Es inmediato que a” = g(a) es un origen para S’
luego z = [B”,S8"] € Z. Veamos que z cumple lo pedido.

. 11 12 .
Si 2 E 2, entonces x = [C5,(b"),S%, ], para cierto b S” a”. Puesto que

a’ = g(a), existe un ¥’ € B’ tal que b’ S’a y g(b/) = b”. Por definicién de S’
esto significa que b es el origen de un par (A, R), donde [A, R] € S. Es claro
que g se restringe a una aplicacién g4 : A — C’S/,:(b” ), pues todo elemento
de A estd conectado por una sucesién con el origen b, luego su imagen por
g estd conectada con b” por la imagen de dicha sucesién. M4s atn, ga es
suprayectiva, pues para todo u € C%, (V") existe f : I,.1 — B’ tal que
fO)=uAn f(n)=0b"ANieN@i<n— f(i)S” f(i+1)). Consideramos el

conjunto
Q={ieN|i>nVv(i<nAVveAg)=f(n—1)}

Veamos por induccién que @ = N. En efecto, 0 € Q, pues g(b') = f(n) y, si
existe un v tal que g(v) = f(n — i) con i < n, por la propiedad que determina
a g, puesto que f(n —i —1)S" f(n — 1), existe un v € B’ tal que v’ S'v y
g(v') = f(n—i—1), pero v’ S’ v implica que v' € A y v' Rv, pues las relaciones
que forman Sy son disjuntas dos a dos. As{ pues, f(0) = u tiene antiimagen por
la aplicacién g4.

Ahora observamos que g4 cumple la propiedad del teorema 7.17, es decir,
Nw e ANu € Cg',i(b”) (uS" ga(w) —VyeA(yRwAu=ga(y))).

Una implicacién es trivial porque g cumple esta propiedad. Si u.S"ga(w),
existe un y € B’ tal que u = g(y) y y S’ w, pero esto implica que y € A y que
y Rw, de nuevo porque las relaciones que forman Sy son disjuntas dos a dos.

Por la unicidad de 7.17, concluimos que g4 es un isomorfismo, luego resulta
que z =[A,R] € S.

Asi pues, hemos probado que e(z) C S. Reciprocamente, todo € S es de la
forma x = [A, R] y, si llamamos b’ al origen de R, tenemos que b’ = g(b') € B”.
Segitin hemos probado, x = [C5, (b"), S ] E z, luego z € e(2). u

Si ¢ es una férmula del lenguaje de ZFC, representaremos por ¢Z¥ la férmula
que resulta de acotar todas sus variables por Z y sustituir cada subférmula z € y
porz Ey = (z,y) € E.

Teorema 7.20 (Z,E) es un modelo® de ZFC—AP.

DEMOSTRACION: Como F es extensional en Z, tenemos que (Z, F) cumple
el axioma de extensionalidad. El hecho de que F estd bien fundada en Z implica
inmediatamente el axioma de regularidad. El teorema 7.19 nos da que existe un

5Dejamos al lector comprobar que en NFA se define sin dificultad el conjunto de férmulas del
lenguaje de ZFC (como subconjunto de N<N) asf como la relacién (M, E) F $[v], para cualquier
conjunto M y cualquier E C M x M. En la demostracién del teorema no usamos esto, sino
que probamos que (Z, E) es un modelo interno (demostramos los axiomas metamatemadticos
relativizados), pero es ficil modificar la prueba para demostrar que (Z, E) £ ZFC — AP.
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z € Z con extensién vacia, asi como que, dados x, y € Z, existe un z € Z con
extension {x,y}. Esto prueba el axioma del conjunto vacio y el axioma del par.

El axioma de la unién se prueba de forma similar, pero requiere alguna
comprobacién adicional: dado = € Z, consideramos el conjunto

Us={u|Vv(veel@) Aucel))}CZ.

Basta probar que |U,| < ko, pues entonces el teorema 7.19 nos da que existe
un z € Z tal que e(z) = U, y esto prueba la relativizacién del axioma de la
unién.

Sea f : P2V — e(z) suprayectiva. Sea

X={A|VuePV(A={{u}}x{g]|g: PV — e(f(u)) suprayectiva})}.

Por el axioma de eleccidn, existe un conjunto g con un elemento de cada
elemento de X. Claramente g : P3V — V y, para todo u € P37V, se cumple que
g({u}) : PV — e(f(u)) suprayectiva. Esto nos permite definir una aplicacién
h:P?V x P2V — U, suprayectiva mediante

h={a|Vuv € PV (a = ((u,v),g({u})(v)))}-
De aqui se sigue que |U,| < |P3V x P2V| = koka = Ka.

Para probar el esquema de reemplazo tomamos ¢(u,v,x1,...,x,), fijamos
T1,...,%p,T € Z y suponemos que

1
Nu e Z\v € Z ¢ZF (u,v).
Sea
Y={v|veZAVuce(x)p?F(u,v)} C Z
La clave en este punto es observar que la férmula ¢%¥ admite una estrati-
ficacién en la que las variables Z y FE tienen tipo 1 y todas las demaés tienen
tipo 0, por lo que la clase Y resulta ser un conjunto. Ahora observamos que

f={alVuee@VveZ(a=(uv)Ad?(u0))}

también es un conjunto y, mas adn, f : e(x) — Y biyectiva, y asi tenemos que
Y| = |e(z)] < K2, luego el teorema 7.19 nos da que existe un y € Z tal que
e(y) =Y. Claramente:

Nu€ ZuEz — \ve ZwEyA ¢?F(u,v))),

lo que prueba el axioma de reemplazo.

Veamos ahora el axioma de eleccién. Sea z € Z y sea R un buen orden en
e(z). Observemos que el término

{u,v}?P =zw|(weZANe € Z(xEw = x=uV x="1))
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estd estratificado y tiene el mismo tipo que las variables u, v, y lo mismo vale
para (u,v)?¥ = {{u}?¥ {u,v}?F}?E. Por lo tanto, podemos definir

R* = {a | Vuv(a = (u,v)?" A (u,v) € R)}.

Claramente, |R*| = |R| < |e(2) x e(2)| < Kok = K2, luego existe un r € Z tal
que e(r) = R*, y es facil ver que (r es un buen orden en 2)Z%.
Falta probar el axioma de infinitud, pero lo probaremos un poco mas abajo

(tras el teorema 7.24), pues la demostracién se basa en resultados que conviene
destacar por su propio interés. n

Teorema 7.21 FExiste una unica aplicacion ¢ : Ord — Z inyectiva tal que
Ao € Orde(i(e)) = {i(B) | B < a}.
DEMOSTRACION: Si (A, R) es un conjunto bien ordenado y definimos
R* ={(a,b) | (a,b) € R A a # b},

tenemos que R* es una relacién extensional y bien fundada en A y tiene un
origen si (A, R) tiene un maximo elemento. Ademds es claro que

ord(A, R) = ord(B, S) « [A,R*] = [B, S"].
Esto hace que
i={(a,2) |a€Ord A VAR(ord(A,R) = a+ 1 A z = [A, R*])}
sea una aplicacion inyectiva ¢ : Ord — Z.

Siord(4, <) = a+ 1, para cada § < « tenemos que existe un a € A tal que
ord(As,<) = 3+ 1y, sibes el méximo de AS, entonces A5 = C5(b), con lo
que

i(8) = [Azlw <]E[A, <] =i(a),

luego i(83) € e(i(a)). Reciprocamente, si z Ei(a) entonces existe un b € A
distinto de su mdximo tal que z = [C'§(b), <], pero, si a € A es el siguiente
de b, entonces C'5 (b) = AS y, llamando 8 = ord(A;, <), de donde se sigue que
B+1=o0rd(As, <) < a+1, tenemos que z =i(8) y 8 < a.

La unicidad de ¢ es inmediata: si existe otra i’ que cumple el enunciado, pero
i # i, sea « el minimo del conjunto {« | @ € Ord A i(a) # i'(a)}. Entonces
e(i(a)) = e(¥(a)) y, como E es extensional, esto implica que i(a) = i'(«),
contradiccién. "

Definicién 7.22 Llamaremos QZ = i[Ord] C Z, de modo que i : Ord — QZ
biyectiva. Si definimos la relacién en Q% dada por® a < 8 « i(a) C i(3), el
teorema anterior prueba que i : (Ord, <) — (0%, <) es una semejanza, luego
en particular < es un buen orden en Q7. Ademds, la relacién de orden estricto
asociada es la restriccién de E a QZ.

6Notemos que se trata simplemente de la inclusién en (Z, E).
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El teorema siguiente prueba que Q7 es clase de los ordinales (de von Neu-
mann) en (Z, E):

Teorema 7.23 Nz € Z (2 € Q% < z es un ordz'nalZE)

DEMOSTRACION: Observemos que como (Z, F) cumple el axioma de regu-
laridad, la definicién de ordinal se reduce a ser un conjunto transitivo y conexo
para la relacién de pertenencia, en este caso para F. Es inmediato que todos
los elementos de % cumplen la definicién de ordinal.

Supongamos ahora que z es un ordinal?¥, pero que z ¢ Q. Entonces E

es un buen orden estricto en e(z). Nétese que hay un punto no trivial en esta
afirmacién, y es que si A C e(z) es un conjunto no vacio, entonces |A| < ko,
luego A es la extensién de un elemento de Z, y gracias a ello podemos afirmar
que A tiene un minimo elemento respecto de E.

Si e(2) ¢ Q7 podemos considerar el minimo de e(z) \ 2% # @ respecto de la
relacién E, y asf tenemos otro 2z € Z\ Q7 tal que 2 es un ordinal?Z y e(z) C QZ.
Por lo tanto, podemos suponer esta inclusién. Ahora bien, no puede darse la
igualdad, ya que, segin el teorema 6.71, tenemos que |Q4| = |Ord| = &3,
mientras que |e(z)| < ka. Por lo tanto, Q7 \ e(z) # @ y este conjunto tiene un
minimo elemento, que serd de la forma i(«), para cierto a € Ord.

Por la minimalidad de o tenemos que e(i(«)) C e(z), pero también se cumple
que e(z) C e(i(e)), pues si © € e(z) entonces z = i(3) para cierto ordinal,
pero si fuera a < [, entonces necesariamente o < 3 (pues i(a) ¢ e(2)) y
asi i(a) Ei(B) E z, lo que implica i(a) E z por la transitividad?? de z. Asi
llegamos a que i(@) € e(z), contradiccién. En definitiva, e(z) = e(i(«)), luego
por extensionalidad z = i(a) € QZ, contradiccién. L]

Teorema 7.24 Awz € Z((|w| = |2])?F « |e(w)| = |e(2)])
DEMOSTRACION: Si f : e(w) — e(z) biyectiva, es ficil ver que el conjunto
F ={a|Vuv(a = (u,v)?" A (u,v) € f)}

cumple |F| = |e(w)| < k2, por lo que existe f € Z tal que e(f) = F y entonces
(f : w — 2 biyectiva)?F luego (jw| = |2])#*.
Reciprocamente, si (f : w — z biyectiva)?¥, definimos

f={a|Vuecew)Vv e e(z)(a= (u,v) A (u,v)?F €e(f))},

y es claro que f : e(w) — e(z) biyectiva. "

Teniendo en cuenta que un conjunto es infinito si es equipotente a un sub-
conjunto propio, el teorema anterior implica claramente que

Nz € Z(z es infinito”” « e(2) es infinito).

En particular, i(w) es un ordinal infinito en (Z, E'). De hecho, i(w) = w?E.

Esto prueba que (Z, E) cumple el axioma de infinitud.
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Definicién 7.25 Sea KZ = i[In[K]] C Q. Llamaremos también i : K — K%
a la composicién In o i. Obviamente i es una semejanza.

Teorema 7.26 Az € Z(z € K% < z es un cardinal®?)

DEMOSTRACION: Si a € Ord, basta ver que i(a) es un cardinal?¥ si y sélo
si a = In(k), para cierto cardinal x. Ahora bien, i(a) es un cardinal?Z si y sélo
si i(a) no es equipotente?” con ningtin i(3), con 3 < a, lo que equivale a que
e(i(e)) no sea equipotente a ningtn e(i(3)).

Por otra parte, i induce una semejanza (Ord$, <) — (e(i(a)), <), luego

ord(e(i(a)), <) = ord(Ordy, <) = T?(a).

Es claro entonces que i(a) es un cardinal?® si y sélo si T?(«) es un ordinal
inicial, lo cual equivale a que « sea un ordinal inicial, pues si T?(«) = In(x),
entonces j = Card(a) cumple T?(u) = k y T?(a) = T?(In()), luego o = In(p).

De aqui se sigue que, no es que no podamos demostrar que (Z, E) cumple
AP, sino que podemos demostrar que no lo cumple, ya que en (Z, E) hay un
maximo cardinal, a saber, i(k(), mientras que AP implica que no hay un maximo
cardinal.

En la prueba del teorema anterior hemos visto también que
ord(e(i(a)), <) = T*(a),
luego |e(i(a))| = T?(card(r)). En particular, si k € K, tenemos que
le(i())] = le(i(In(x))] = T*(card(In(x))) = T2(s).
Equivalentemente:
A& € KNz € Z(|2|7F = i(r) < |e(2)| = T%(k)).

Con esto podemos probar que (Z, E') cumple “una buena porcién” del axioma
de partes:

Teorema 7.27 Nz € Z(|2|?F <i(k1) — (VwAu(u € w « u C 2))%F).

DEMOSTRACION: Sea S = {z € Z | e(z) C e(z)}. Podemos definir una
biyeccién P15 — Pe(z) mediante {z} — e(z), de modo que

T(|S]) = |Pe(z)] = T(2*P)).

Por la observacién previa al teorema |e(z)| < k3, luego |S| < 273 < ko, (La
tltima desigualdad se obtiene aplicando T a la desigualdad obvia 251 < k).

El teorema 7.19 nos da ahora un w € Z tal que e(w) = S, y claramente
cumple lo pedido. L]
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Asf pues, para todo conjunto z tal que |z|?F < i(k;) (o0, equivalentemente,
tal que |e(z)| < k3) estd definido PPz € Z. M4ds atn, si |2|?F = i(k) y
llamamos y al cardinal que cumple i(x) = (2°%))%F | tenemos que

T*(u) = [e(P?2)| = |S| = 2°C) = 2700 = T2(21),
luego (2/("))%E = j(2%), para todo cardinal x < k.
En particular tenemos el teorema siguiente:

Teorema 7.28 Si k < k1 es un cardinal reqular (resp. limite, limite fuerte,
inaccesible, fuertemente inaccesible) entonces i(k) cumple lo mismo en (Z, E).

DEMOSTRACION: Supongamos que # es regular y sea (A C i(k) cofinal)?F.
Sea i1 < k el cardinal que cumple |A|?F = i(11). Entonces es claro que i ~![e(A)]
es cofinal en Ordfn(,{), y sabemos que

cf(Ordy, ), <) = of(T?(In(k))) = T?(cf ) = T?(x),

In(k

luego T%(p) = le(A)| = |i~te(A)]| = T?(k), luego £ < u 'y, de hecho k = u. Por
lo tanto,” i(k) es regular?.
El caso en que k es un cardinal limite es trivial y el caso en que es limite fuerte
es consecuencia inmediata de que todo cardinal g < s cumple (2/(#)ZE = j(21).
Esto implica a su vez los casos en que k es inaccesible o fuertemente inaccesible.
|

La férmula ¢(z,y) = y = rangx puede definirse en ZF—AP, luego tiene
sentido relativizarla a (Z, E'). Por consiguiente podemos definir el conjunto

Rang = {(z,0) | 2 € Z A a € Ord A ¢ZF(2,i())},
que es una aplicacién Rang : Z — Ord tal que
Az € ZAa € Ord (rang?® 2 = i(a) < Rang(z) = a).
Definicién 7.29 Para cada ordinal «, definimos el conjunto
_ _ O WEV _ yZE
Zo={2|z€ZNRangz<a}={z|z€Z A (rangz <i(a))”} = Vi,

Notemos que el tipo de Z,, es una unidad superior al tipo de . Si llamamos
P:PZ — PZ la funcién dada por

PS={zeZ|e(z) C S},
es claro que

Zo=P NN Zos1 =PZ,ANNNZx= U Zs NZ= |J Za,
d<A aeOrd

"Refinando ligeramente el argumento se comprueba ficilmente que, para todo cardinal
infinito, se cumple cfZ ¥ (i(k)) = i(cf k).
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donde M recorre los ordinales limite. Ademds PZ = Z. Notemos que Z, no
es necesariamente la extensién de un elemento de Z, por lo que el conjunto Z,,
puede ser una clase propia respecto del modelo Z. Para que sea la extension de
un elemento de Z debe cumplir que |Z,| < ka.

A este respecto observamos que si |Z,| < kg entonces existe una biyeccién
P1Zoy1 — PZ, dada por {z} — e(z), de la que deducimos que

T(|Zara]) = T(2171),
luego |Zay1| = 21%-l.

Recordemos que hemos llamado 3y al mayor ordinal para el que estd definida
la funcién 3.

Teorema 7.30 Ao < By |Zwial = T4 3s)-

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta la observacién previa al teorema, una
simple induccién prueba que

An € N (T?(n) < |Z,] < Ro),

de donde a su vez concluimos que |Z,| = Rg = Jg = T%(Jp). Razonamos por
induccién: si vale para a 'y o+ 1 < By, entonces | Z,1o| = TH(3s) < K4, luego
|Zoag1| = 2%wtal = 2T°E2) = 74(270) = T4(D041).

Finalmente, si el teorema es cierto para todo § < Ay A < (3, es fécil ver que

Zoia| = | U Zoss| =T*(3n).
<A

En efecto, una desigualdad es clara y, para la otra, podemos tomar un con-
junto tal que | X| = T*(3,) y elegir aplicaciones inyectivas fs : Z,15 — X (de
forma que el término fj5 sea estratificado de tipo una unidad mayor que el de §.

Entonces tenemos una aplicacién inyectiva |J Z,15 — Ordsy x X dada por
o<
x> (0, f5,(x)), donde 6, = min{d | z € Z,5}. Por consiguiente

|59A Zwrs| < T?(card(X)) - T4(3n).

Ahora observamos que la aplicacién Ord — Ord dada por « — T?(In(3,))
es inyectiva y creciente, luego A < T?(In(3y,)), luego card(\) < T?(3y), luego
T?(card()\)) < T4(3)). .

En particular, para todo o < By se cumple que |Z,| < |Zyta| < Ka-

Supongamos ahora que existe un cardinal fuertemente inaccesible k < k;.
Entonces (Z, E) es un modelo de ZFC — AP en el que existe un cardinal fuer-
temente inaccesible x (a saber, i(x)) tal que para todo conjunto A que cumpla
|A| < K existe PA y |PA| = 214 < k.

Trabajando en esta teoria® podemos definir Vy = @ y, supuesto definido V,
con |V, | < k, podemos definir V11 = PV, de modo que |V,41| < k. Ademas,

8Hay que tener en cuenta que los teoremas de induccién y recursién transfinita de ZFC
pueden probarse, de hecho, en ZF — AP.
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si A < k es un ordinal limite y estd definida la sucesién {V,,}o<x de modo que
[Va| < K, la regularidad de s hace que V) = |J V, cumpla V3] < k.
a<A
Asf pues, podemos definir la sucesién (de conjuntos) {Va}a<x v todos sus
miembros tienen cardinal < k, lo que a su vez nos permite definir el conjunto

Vi = U Va, de modo que |V,;| = &.
a<k

Es fécil ver que V,; E ZFC. Equivalentemente, en términos del modelo (Z, E),
hemos demostrado lo siguiente:

Teorema 7.31 Si k < k1 es un cardinal fuertemente inaccesible, entonces
(Z., E) es un modelo de ZFC.

De hecho, hemos visto que el axioma de los conjuntos cantorianos implica
la existencia de cualquier ntimero finito de cardinales fuertemente inaccesibles,
luego el modelo Z,;, donde & es el mayor de ellos, es un modelo de ZFC en el que
existe cualquier nimero prefijado de cardinales fuertemente inaccesibles. Esto
prueba que la consistencia de NFA + ACC no puede demostrarse a partir de la
mera consistencia de ZFC.

7.6 La parte (fuertemente) cantoriana de Z

Veamos cémo podemos modificar la construccién de la seccién anterior para
obtener un modelo de MOST.

Observemos que, como Z es un modelo de ZFC—AP, en Z podemos construir
la clausura transitiva de cualquiera de sus elementos (relativizada a Z, E). El
teorema siguiente muestra la idea subyacente a la definicién del modelo Z: si un
elemento z € Z es de la forma z = [A, R], entonces (A, R) es una codificacién
de (ct zU {z})%%:

Teorema 7.32 Sea z = [A,R] € Z y, para cada b € A, sea z, = [CE(b), RY].
Entonces e((ct z U {z})ZF) = {z, | b € A}.

DEMOSTRACION: Llamemos T' = {z, | b € A}. Podemos definir una apli-
cacién h : P2A — T mediante h({{b}}) = 2, que es inyectiva por 7.15 y
obviamente suprayectiva. En particular |T| < kg, por lo que existe un ¢t € Z tal
que e(t) =T.

Notemos que de la definiciéon de E se sigue que si b R ¢ entonces zp E z.

Es claro que (¢ es transitivo)?Z. Ademds (z € t)?% (pues 2z = z,, donde a
es el origen de (A, R)) y (2 C t)?F, pues, por definicién de E, se cumple que
e(z) ={z | b€ AANbRa} C e(t). Esto implica que (ctzU {z} C t)%F.

Por otro lado, si b € A, existe una funcién f : I,,11 — A tal que, llamando
b; = f(i), se cumple que by = b, b, = ay Am € N(m <n — by, Rby,.1). Por
consiguiente, si llamamos z,, = 2p,,, se cumple que 2y = 2p, 2z, = 2 y ademds
Am e N(m <n — 2z, E zpy1).
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Sea B = {(i(mn), zp—2(m))?F | m € Ir2(,41)}. Como G es un conjunto finito
existe g € Z tal que e(g) = G, y entonces

(9:i(T%(n)) +1 —t A g(0) = 2 A g(i(T?(n))) = 2

A Ni € T%(n) g(i) € g(i +1))%F.
Esto implica (2, € ct 2z U {2})?E. "

Notemos que en la demostracion del teorema anterior hemos probado que
le(ct?P2)| +1 = T?(|A)).

Definicién 7.33 Diremos que un elemento z € Z es (fuertemente) cantoriano
si z = [A, R] y existe un cardinal (fuertemente) cantoriano x tal que |A| < k.
Llamaremos parte (fuertemente) cantoriana de Z a la clase Z, (resp. Zs.) de los
z € Z (fuertemente) cantorianos.

Puesto que todo cardinal menor que un cardinal fuertemente cantoriano es
cantoriano, en la definiciéon de elemento fuertemente cantoriano de Z podemos
sustituir |A| < k por |A| = k. Equivalentemente, z = [A, R] es fuertemente
cantoriano si y sélo si el conjunto A es fuertemente cantoriano.

Notemos que las férmula “z es cantoriano” y “z es fuertemente cantoriano”
no estan estratificadas, luego las clases Z. y Zs. no son necesariamente conjuntos.
Es obvio que si [4, R] = [B, S] entonces |A| = |B|, luego la definicién anterior
no depende del representante de z elegido.

Por la observacién previa a la definicién anterior es inmediato que z € Z es
cantoriano si y sélo si existe un cardinal cantoriano & tal que |e(ct?Fz)| < &,
y es fuertemente cantoriano si y sélo si el conjunto e(thEz) es fuertemente
cantoriano.

Aunque las clases Z. y Zg. no sean conjuntos, las formulas z € Z. y z € Z
son férmulas del lenguaje de NFA con una tnica variable libre, y tiene sentido
considerar las relativizaciones ¢Z<¥ y ¢Z%<F de cualquier férmula del lenguaje
de ZFC (pero no serdn necesariamente férmulas estratificadas).

Teorema 7.34 Z. (con la relacion E) es un modelo de MOST.

DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que Az € Z. e(2) C Z..

En efecto, (y € 2 — ct(y) C ct(2))?E, luego si y € e(z) entonces tenemos
que e(ct?E(y)) C e(ct?F(2)), luego |e(ct?E(y))| < le(ct?E(2))], y de aqui se
sigue claramente el resultado.

Esto hace que la extension de un z € Z. en Z sea la misma que su ex-
tensién en Z,, y en particular podemos concluir que Z,., F cumple el axioma de
extensionalidad.

También cumple el axioma de regularidad, pues si z € Z. cumple e(z) # &,
podemos tomar un E-minimal de e(z), que estard en Z. y atestigua el axioma
de regularidad para z.
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Para el axioma del par observamos que si x,y € Z., en principio existe un
z € Z tal que (z = {z,y})?F, y esto implica que

(ctz C {z,y} Uctaz Ucty)??,

y, por consiguiente, |e(ctZE2)| < 2+|e(ctZEx)|+|e(ct?Fy)|. Por hipbtesis existe
un cardinal cantoriano x tal que |e(ct?Fz)| < k y |e(ct?Fy)| < K (notemos que
podemos tomar el mismo para los dos conjuntos). Ademds podemos suponer
que k es infinito (pues Yy es un cardinal cantoriano). Entonces, concluimos que
le(ct?F2)| < K, luego z € Z, y verifica el axioma del par para = e .

Para el axioma de la unién observamos que si x € Z. existe un z € Z tal que
(z = Ux)?", lo que implica que (ctz C ct2)?F | y a partir de aquf se razona
como en el caso anterior.

Para probar el esquema de Ag-especificacién vemos primero algo més gene-
ral: siz€ Z,, x € Zy e(x) C e(z), entonces z € Z,.

En efecto, tenemos que (z C 2)Z% | luego (ctx C ct 2)?¥| y ahora aplicamos
el mismo argumento de los apartados anteriores.

En particular, si ¢(u,1,...,2,) es una férmula Ay y x,21,...,2, € Z., al
ser Z un modelo de ZFC—AP tenemos que existe un z € Z tal que

N€ZwEz—uExA¢?E(u,x1,...,1,)).

Como e(z) C e(x), tenemos que z € Z, y, como ¢ es Ag, sucede que ¢?F es
equivalente a ¢Z<¥. Esto nos da que Z, cumple el axioma de Ag-especificacién.

Veamos el axioma de partes. Para ello tomamos z € Z, y sea x un cardinal
cantoriano tal que |e(ct?F2)| < k. En particular |e(z)| < x. Notemos que, como
k < ko ¥y T(k) = K, tenemos también que T'(k) < k3, y hemos visto que esto
implica que existe w = Pz € Z. Ahora observamos que

(ct Pz C PzUct2)?F,

luego
le(ct?Fw)| < Je(w)]| + |e(ct?F2)],

y en la prueba del teorema 7.27 hemos visto que |e(w)| < 2/ < 2% de
modo que |e(ct?Fw)| < 2%, y éste es un cardinal cantoriano, luego w € Z. y
claramente w = PZ<F 2.

Como |e(ct?Fi(w))| = |e(i(w))| = No, concluimos que i(w) € Z., lo que
demuestra el axioma de infinitud.

Para probar el axioma de eleccién tomamos un conjunto z € Z., y es claro
que (2 x 2)%F = (2 x 2)?E. Sea r € Z tal que (r es un buen orden en z)%E.
Como (r C z x 2)?F, hemos visto que 7 € Z,, y (r es un buen orden en z)%<¥
pues si w € Z, cumple que (w C z A w # @)%<F esto también vale en Z, y el
minimo de w en Z también lo es en Z,.
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Ahora observamos que, trivialmente, si z € Z. entonces ct?*z € Z, y
atestigua el axioma de la clausura transitiva para z.

Para probar el axioma H basta ver que todo conjunto bien ordenado es se-
mejante a un ordinal. Ahora bien, si ((A, <) es un conjunto bien ordenado)?<¥,
entonces ((A4, <) es un conjunto bien ordenado)?¥ . luego existen f,a € Z ta-
les que (@ € Q A f: (A, <) — « semejanza)?F, porque Z es un modelo de
ZFC—AP y en esta teoria se puede probar que todo conjunto bien ordenado es
semejante a un ordinal.

Como (la| = |f] = |A])?", tenemos que |e(a)| = [e(f)| = le(A)| y, como
A € Z,., esto implica que «, f € Z,.

Como Z, cumple el axioma de regularidad, la definicién de ordinal es Ay,
por lo que (o € Q)%E | y también (f : (4,<) — «a semejanza)?<¥ | también
porque la férmula es Ag. n

Asi pues, la consistencia de NFA + AE implica la de MOST.

En la prueba anterior hemos usado varias veces que Xy es un cardinal canto-
riano, pero no es necesariamente fuertemente cantoriano, sino que esto equivale
al axioma de computo AC. Por ello, anadiendo este axioma, la prueba del teo-
rema anterior vale literalmente para demostrar:

Teorema 7.35 (AC) Zi. (con la relacion E) es un modelo de MOST.

Vamos a probar que (siempre suponiendo AC) la clase Z. satisface también
el axioma RNG. Notemos, no obstante, que los resultados siguientes no depen-
den de AC.

Tenemos la inclusion Zy, C Z y claramente:
Ney € Z(@xEy Ny € Zge — x € Zge).

Esto viene a significar que la clase Zi. es transitiva, de donde se sigue
facilmente que las féormulas Ag y A; son absolutas para Zg. — Z. Mas ain,
teniendo en cuenta que también se cumple

Nzy € Z(e(x) Cely) Ny € Zge — x € Ze),

concluimos que también son absolutos conceptos como PA, “k es un cardinal”,
kt, 2% etc. Es claro que los ordinales (resp. cardinales) de Zg. son los de la
forma i(a), donde « es un ordinal (resp. cardinal) fuertemente cantoriano.

De este modo, si « es un ordinal fuertemente cantoriano, tenemos que a < 3y
vy hemos visto que entonces

1 Zal < | Zutal = T4(:a) = :lT4(a) = Ja < Ka.

Por lo tanto existe un z, € Z tal que e(z,) = Z, y, mds ain, tenemos que
le(ct?P2,)| = le(2a)| < Da, v éste es un cardinal fuertemente cantoriano, luego
Za € Zte-

Ademads, como el rango es absoluto para Zg. — Z, resulta que z, = Vz(Zoff) El
teorema siguiente es ahora inmediato:
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Teorema 7.36 (AC) Zi. (con la relacion E) es un modelo de MOST + RNG.

En MOST + RNG se demuestra que si A > w es un ordinal limite entonces
Vy es un modelo transitivo de ZC™, luego (en NFA) si A > w es un ordinal limite
fuertemente cantoriano,
(Vigny F ZCF)%e,

pero esto equivale a que (Zy, E) £ ZCT. En particular:
Teorema 7.37 (AC) Z,.o (con la relacion E) es un modelo de ZC™.

Aqui hay que destacar que, a diferencia de Zz., tenemos que Z,.o es un
conjunto, por lo que del teorema anterior se deduce que

NFA+AC F consis ZCT.

Para terminar observamos que en Zg. estd definida la funcién beth, y su
relacién con la funcién beth de NFA es la més natural:

Teorema 7.38 (AC) Para todo ordinal o fuertemente cantoriano, se cumple
que :liZ(f(‘;) =i(3a).

DEMOSTRACION: Tenemos que

|e(:¢Z(faC;))| = |6(VWZJZ(Q))| =|Zuyal =3a = T2(:la)a

luego la observacién previa al teorema 7.27 nos da que |:llz(f; =4(3,), pero
es facil ver que el cardinal de un objeto de Zi. es el mismo en Zg. que en Z.
u

)|ZE

7.7 Subversion en la especificacion

Una extension de NFA + AC con un mayor grado de subversion es la teoria
NFA* que resulta de anadir a NFA + AC el esquema axiomético siguiente:

Especificacién en conjuntos fuertemente cantorianos (EFC):
AA(A es fuertemente cantoriano — \/BAz(z € B «» z € A A ¢(x)))

para toda férmula ¢(z) (no necesariamente estratificada) con posibles pardme-
tros.

Esta teoria sigue siendo més débil en cuanto a consistencia que ZFC, aunque
es estrictamente mas fuerte que NFA+AC. Como primera consecuencia de este
axioma probamos lo siguiente:

Teorema 7.39 (NFA*) Zi. es un modelo de ZCt+H.
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DEMOSTRACION: Si ¢(u,x1,...,2,) es cualquier férmula del lenguaje de
ZFC y fijamos elementos x,z1,...,2, € Zi, tenemos que e(ct?? z) es un con-
junto fuertemente cantoriano y, como e(x) C e(ct?Fz), el conjunto e(z) también
lo es. Por lo tanto podemos usar EFC para concluir la existencia del conjunto

Y ={ucex)| ¢7F(u,z,...,2)},

Puesto que Y C e(x), se cumple que |Y| < kg, luego existe un y € Z tal que
e(y) =Y C e(x), luego e(ct?Fy) C e(ct?Px) es fuertemente cantoriano, luego
Y € L. Asi

(ANu(u €y = u€xAd(u,x,...,2,))) 7.

Esto prueba el axioma de especificacién. L]

Teorema 7.40 (NFA*) Para todo ordinal « fuertemente cantoriano existe un
ordinal 8 > « fuertemente cantoriano tal que Jiz(fﬂc) =i(f).

DEMOSTRACION:  Sea f : Ord — Ord dada por f(§) = In(dz2(s)) si
T%(8) < Bo y f(d) = 0 en caso contrario. Notemos que si § es fuertemente
cantoriano se reduce a f(§) = In(3s), y entonces i(f(d)) = :ll.Z(‘g). Ademas f(9)
es también fuertemente cantoriano.

Diremos que un conjunto A C N x Ord es inductivo si

(0,a) € AA An € NAS € Ord ((n,8) € A — (n+ 1, f(5)) € A).

Sea F' la interseccién del conjunto de todos los conjuntos inductivos, que clara-
mente es un conjunto inductivo. Mds atin, todo elemento de F' distinto de (0, &)
es de la forma (n + 1, f(0)), donde (n,d) € F. Sea

A={(n,d)](n,d8) € FANyeOrd((n,y) € F—~y=90)}.

Claramente es inductivo, luego concluimos que para cada n € DF existe un
unico ordinal § tal que (n,d) € F, es decir, que F' es una funcién. Por otro lado,
es claro que DF es un subconjunto inductivo de N en el sentido usual, luego
F:N — Ord y cumple que F(0) =ay An € N F(n+1) = f(F(n)).

Como N es un conjunto fuertemente cantoriano (por AC) el axioma EFC
nos permite definir el conjunto

X ={n €N | F(n) es un ordinal fuertemente cantoriano},

y hemos visto que es un conjunto inductivo, luego RF' es un conjunto de ordinales
fuertemente cantorianos. En particular i(F(n+ 1)) = Diz(flfg(n)) > i(F(n)).

Si existe un n € N tal que F(n + 1) = F(n), entonces 8 = F(n) cumple lo
pedido. En caso contrario An € N F(n) < F(n+1) y 8 = supRF es un ordinal
limite, y es fuertemente cantoriano, por 7.3. Veamos que cumple lo pedido.

Sii(d) < :li‘[‘;), entonces existe un n € N tal que

i(0) < Iy = 1(F(n+1)) <i(B),

luego :liz(fg) < i(B) y la desigualdad opuesta se cumple en general. "

Finalmente obtenemos el siguiente resultado de Solovay:
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Teorema 7.41 (NFA*) Zi. es un modelo de ZF2C, es decir, de la teoria que
resulta de restringir el axioma de reemplazo de ZFC a formulas Yo y aniadir el
esquema de especificacion para férmulas arbitrarias.

DEMOSTRACION: Ya sabemos que Zg. satisface ZCT+ H y sélo hemos de
probar ¥s-reemplazo. El teorema anterior prueba ademas que en Zg, se cumple
que por encima de cada ordinal hay un punto fijo de la funcién beth.

Observemos que, segun 5.11, si § es un ordinal fuertemente cantoriano tal
que :lifé) = i(3), entonces Zg = VZ(Zg) = H%<(i(B)), y por 5.10 las férmulas ¥
(luego también las IT;) son absolutas para Zg y Zi..

Sea ¢(z,y) una férmula Xy (con posibles pardmetros x1,...,x, € Z). He-
mos de probar

(AaVy d(x,y) — AaVbAu(y € b < Va € a d(x, )%

1
Suponemos, pues, que Az € Z;.\y € Zs. ¢%<(x,y) y tomamos un a € Z.
Sabemos que a es equipotente en Zz. a un ordinal, que serd de la forma i(«),
para cierto o € Ord. Sea (f : i(a) — a biyectiva)?®. La férmula

U(6,y) = (6 €ila) ANVz €a (f(6) =z A (z,y) V(0 ¢ile) Ny=2)

1
es también Yy, cumple (AJVy (8, y))%* y si encontramos un b € Zg. tal que
Ny(y € b« Vi € i(a) ¥(6,y))%e, éste cumplird también el axioma de reem-
plazo para a y ¢. Equivalentemente, podemos volver a la férmula ¢ original y
suponer que a es un cierto ordinal?® (). Pongamos que ¢(6,y) = Vu ¢ (u, §,y),
para cierta férmula v de clase II;.

Fijemos un § < . Entonces existe un tinico y € Zg. que verifica la férmula
Vu € Zg. ¥Ze(u,i(8),y). Sea 3 > § un ordinal fuertemente cantoriano tal que
Zg contiene a y y a todos los posibles pardmetros z1, ..., 2, que aparezcan en
¢, y existe un u € Zg tal que 9% (u,i(5),y). Por el teorema anterior podemos
suponer que (3 cumple ademds que DZ.Z&;) = i(B). Esto hace que ¥Z%(u,i(d),y)
equivalga a %% (u,i(5),y) y, mas atin, y es el tinico elemento de Zs tal que
(Vu 9 (u,i(8), ) 7.

En resumen, para cada § < « existe un 3 > § tal que In(3g) = 3, Zs
contiene a todos los pardmetros de ¢ y el tinico y € Zg. tal que ¢« (i(d),y)
es también el tnico y € Z5 tal que ¢Z#(i(5),y). Més ain, sabemos que existe
un 3 en estas condiciones que es fuertemente cantoriano, pero si tomamos el
minimo 3 posible tendremos que es fuertemente cantoriano sin necesidad de
exigirlo explicitamente (pues serd menor o igual que un ordinal fuertemente
cantoriano).

Esto nos permite definir

H={(68)|6€0rd; ApBeOrdAInTr2p)=BA6b21,...,2, € Zg

AV € Zs 675 (i(8).y) A }.
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donde los puntos suspensivos omiten la condicién de que (3 sea el minimo or-
dinal que cumple las condiciones indicadas. Al haber eliminado toda mencién
explicita a Zg, la definicion de H resulta estar estratificada, por lo que H es un
conjunto y, mas concretamente, es una funcién H : Ord; — Ord. Ademds sa-
bemos que RH estd formado inicamente por ordinales fuertemente cantorianos.
Por lo tanto, existe v = supRH € Ord y por 7.3 resulta que v es fuertemente
cantoriano. Esto nos permite definir en Z. el conjunto

b={y € Vigyy | V& < i() ¢(6,y))}7,
y claramente cumple lo pedido. L]

Puede probarse que la consistencia de NFA* es exactamente la de ZF5C.



Capitulo VIII

Modelos de NFA

En este capitulo demostraremos la consistencia de NFA y varias teorias re-
lacionadas a partir de la consistencia de teorias mas débiles o mas fuertes que
ZFC. La técnica bésica para construir modelos de NFA serd una combinacién
del uso de ultrapotencias para obtener modelos no estandar de teorfas de la
familia de ZFC y una técnica debida esencialmente a Jensen, pero formulada
explicitamente por Boffa para obtener de ellos modelos de NFA. Dedicamos la
primera seccién a exponer los resultados que necesitamos sobre ultrapotencias.
Los resultados de este capitulo pueden demostrarse en MOST, aunque también
es interesante observar que pueden probarse en NFA + AC, si bien no incidire-
mos en este caso.

8.1 Ultrapotencias

Definicién 8.1 Recordemos que un filtro U en un conjunto X es un subcon-
junto de PX con las propiedades siguientes:

a) XcUAD¢U,
b) NABeU ANBeU,
¢) NAe UNB € PX(AC B— BeU).

Si ademés se cumple que AA € PX (A€ UV X \ A € U), entonces se dice que
U es un ultrafiltro.

Cada x € X define un ultrafiltro en X, a saber, el dado por
U, ={AePX |z e A}

Los ultrafiltros de esta forma se llaman ultrafiltros principales. Es inmediato
que un ultrafiltro es principal si y sélo si contiene un conjunto finito, pues si
contiene un conjunto finito, tiene que contener a uno de sus puntos, ya que en
caso contrario contendria a la interseccién de sus complementarios, es decir, al
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complementario del conjunto, y también al conjunto vacio, en contra de lo que
exige la definicion.

Si X es un conjunto infinito, entonces Fx = {4 € PX | | X \ 4| < Rp} es un
filtro en X, de modo que un ultrafiltro es no principal si y sélo si contiene a F.

El lema de Zorn implica inmediatamente que todo filtro se extiende a un
ultrafiltro, luego aplicando esto al filtro Fx anterior, concluimos que todo con-
junto infinito tiene ultrafiltros no principales.

Si G es una familia de subconjuntos de X con la propiedad de la interseccién
finita (es decir, tal que la interseccién de cualquier subfamilia finita es no vacia),
entonces G genera un filtro, a saber, el filtro F' formado por todos los conjuntos
que contienen una interseccién finita de elementos de G, que es el menor filtro
que contiene a §. En particular, toda familia con la propiedad de la intersecciéon
finita se extiende a un ultrafiltro.

Si M es un modelo de un lenguaje formal L (de primer orden) y U es un
ultrafiltro en un conjunto X, definimos en M¥ la relacién de equivalencia dada
por

fruvgeo{reX | f(z)=yg@)} el

Es facil ver que se trata realmente de una relacion de equivalencia. Definimos

la ultrapotencia de M respecto de U como el cociente Ulty (M) = MX / ~y.

El conjunto Ulty (M) se convierte en un modelo de L interpretando cada
relator n-ddico R de L mediante la relacién

R([fi];- - [fal) @ {z € X | M E R[fi(2), ..., fu(2)]} € U.

No entraremos en cémo se interpretan constantes y funtores porque sélo vamos
a considerar lenguajes con relatores. El resultado basico sobre ultrapotencias es
el siguiente:!

Teorema 8.2 (Teorema fundamental) Sea M un modelo de un lenguaje

formal L, sea X un conjunto, U un ultrafiltro en X y ¢(x1,...,x,) una formula
de L. Entonces, para todos los [fi1],...,[fn] € Uty (M), se cumple:
Ulty (M) E ¢[[f1],.... [fnll o {z € X | M E ¢[fi(z),..., fu(@)]} € U.

Nota Puesto que no hay ninguna necesidad de que el lenguaje considerado
sea numerable, en realidad el teorema fundamental puede enunciarse para un
conjunto arbitrario M en lugar de un modelo de un lenguaje £, pues siempre
podemos tomar el lenguaje completo de M, que es el lenguaje L), cuyos signos
afiadidos a los signos l4gicos son un relator n-adico R para cada R C M™,
excepto para el conjunto I = {(x,y) € M? | x = y}, cuyo relator asociado
es I = ™=1. As{ M se convierte en un modelo de £, sin més que interpretar
cada relator R como la relacién R. Tenemos entonces que Ulty (M) verifica el
teorema fundamental como modelo de L.

1La prueba estd en la seccién 11.2 de mi libro de Pruebas de consistencia, enunciada en el
caso mas general de un ultraproducto de una familia de modelos. Remitimos alli al lector.
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Definicién 8.3 Si M es un modelo, X es un conjunto y U es un ultrafiltro en
X, definimos ips : M — Ulty (M) mediante ip(u) = [¢y], donde ¢, : X — M
es la funcién constante dada por ¢, (z) = u.

Del teorema de las ultrapotencias se sigue inmediatamente que 77 es una
inmersién elemental, y es un isomorfismo si el ultrafiltro es principal, por lo que
las ultrapotencias sdlo tienen interés para ultrafiltros no principales.

Hasta aqui la teoria usual sobre ultrapotencias. Ahora desarrollaremos una
variante. El punto de partida es el teorema siguiente:

Teorema 8.4 Sea A un conjunto no vacio totalmente ordenado sin mdzimo
elemento. Para cada n € w no nulo, sea [A]™ el conjunto de los subconjuntos de
A con n elementos. (Consideraremos a los elementos de [A]™ como conjuntos
ordenados con el orden heredado de A.) Existe una sucesion U = {Uy, }new\ {0}
tal que cada U, es un ultrafiltro no principal en [A]™ y, para cada A € Uy 41, el
conjunto de los elementos de [A]™ que resultan de eliminar el mdximo (resp. el
minimo) de cada elemento de A estd en U,.

DEMOSTRACION: Consideramos el conjunto de las secciones finales:
Fi={AC|A]'|Vae AN € A({6} € A a <)}

Claramente Fj tiene la propiedad de la interseccién finita, luego genera un
filtro (obviamente no principal) que a su vez estd contenido en un ultrafiltro no
principal U; .

Para cada A € Uy, llamamos A" (resp. A™) al conjunto de todos los elemen-
tos de [A]? cuyo elemento mayor (resp. menor) pertenece a un elemento de A.
Vamos a probar que

F={AT|AcU}}u{dA  |AcU}

genera un filtro en [A]%.

Es claro que Af N A; = (A; N Ay)T, e igualmente con — en vez de +. Por
lo tanto, para probar que F5 tiene la propiedad de la interseccion finita basta
ver que si Ay, Ay € Uy, entonces AT N Ay # @, y de hecho basta ver que si
A € Uy entonces AT N A~ # @, pues siempre podemos tomar A € U tal que
A C AN Ay, yentonces AT N A~ C AT N A5 . Esto se cumple porque, como U
no es principal, el conjunto A es infinito, y en particular contiene dos elementos
{a} y {8}, con a < 3, luego {a, 3} € ATNA™.

El filtro generado por F» no es principal, pues si A C [A]? es finito, entonces
existe un conjunto Ay C [A]! finito tal que A C Ay, luego [A]' \ Ag € Uy y
([A]Y\ Ag)~ C [A]?\ A4, luego [A]?\ A estd en el filtro.

Concluimos que Fj estd contenido en un ultrafiltro no principal U,. Para
probar que cumple el enunciado tomamos A € Uy y sea A el conjunto de los
elementos de [A]* que resultan de quitar el maximo elemento a un elemento de A.
Queremos probar que A, € Uy, pero en caso contrario serfa [A]'\ A, € Uy, con
lo que ([A]'\ Ay)T € Us, v [A]?\ A € Us, contradiccién.
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Supongamos construidos Uy, ...,U, en las condiciones del teorema. Para
cada A € Up,, llamamos A" (resp. A™) al conjunto de todos los elementos de
[A]"*T! que al quitarles su minimo (resp. méximo) dan lugar a elementos de A.
Vamos a probar que

Foo1={AT|AcU,}U{A” |AcU,}

genera un filtro en [A]"*!. Como antes, basta probar que si A € U,, entonces
ATNA~ # @. Consideramos los conjuntos A_ y A, formados por los elementos
de [A]"~! que resultan de eliminar el minimo (resp. méximo) elemento de un
elemento de A. Por hipdtesis de induccién Ay, A_ € U,_1, luego resulta que
Ay NA_ # @, y cualquier elemento en dicha interseccién se extiende a un
elemento de AT N A~

Tenemos, pues que Fj, 1 genera un filtro. La prueba de que estd contenido
en un ultrafiltro no principal U,; que cumple el teorema es completamente
analoga a la del caso n = 1. ]

Definiciéon 8.5 Diremos que una sucesion U de ultrafiltros en las condiciones
del teorema anterior es una sucesion compatible de ultrafiltros en A. Diremos
que una funcién f : A2 — M tiene soporte finito si existen enteros m < n
y una funcién F : A™" — M tal que para todo ¢ € A% se cumple que

Aqui llamamos [m,n] = {k € Z | m < k < n} y, en las condiciones de la
definicién anterior, diremos que [m,n] es un soporte de f. Llamaremos F al
conjunto de todas las funciones f : AZ — M con soporte finito. Es obvio
que cualquier intervalo que contenga a un soporte de una funcién es también
un soporte, por lo que toda familia finita de funciones de F admite un soporte
comun.

Fijada una familia compatible de ultrafiltros U = {Up }new\ 0}, definimos
en JF la relacién de equivalencia siguiente: f ~ g si y sélo si cuando [m, n] es un
soporte de ambas funciones el conjunto

{Rh | h:[m,n] — A es creciente A AR € A% (I |,y = h — f(K') = g(W)}

estd en Up_py1-

Observemos que la definicién de soporte garantiza que f(h’) depende sélo
de h, y la compatibilidad garantiza que la definicién de f ~ g no depende de
la eleccién del soporte. Es claro que la relacién es de equivalencia. Llama-
remos Ulty (M) al conjunto cociente que la relacién asociada a la sucesién de
ultrafiltros U determina en J.

Asi, todo elemento de Ulty (M) es una clase [f], donde f € F es una funcién
con soporte finito [m,n]. Esto significa que f (y por lo tanto [f]) estd deter-
minada por una funcién F : Al™7? — M, de modo que f(g) = F(glimn))-
Mids ain, si llamamos AT’”] al conjunto de las aplicaciones estrictamente cre-
cientes [m,n] — M, la definicién de ~ hace que [f] s6lo dependa de la res-
triccién F' = F| PUSRE la cual a su vez puede identificarse con una aplicacién
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f1 o [A]PTm Y — M (a través de la biyeccién natural AT — [ARTmH
dada por h — Rh). En definitiva, a cada clase [f] con soporte [m,n] podemos
asignarle unfvocamente una funcién f’ : [A]*~™+1 — M, de forma que si f y
g tienen ambas soporte [m, n], entonces

[f1=lg] = {z € [A]"™" "1 | f'(2) = ¢'(2)} € Un-m+1-

Ahora es facil mostrar la relacién entre la ultrapotencia que acabamos de
definir y las ultrapotencias usuales. Para cada nimero natural n, llamamos F,
al subconjunto de F formado por las funciones de soporte [—n,n] y Ulty; (M)
al conjunto cociente determinado en F, por la restriccion de la relaciéon de
equivalencia ~. Para las clases en Ult; (M) sigue siendo cierta la relacién

[f1=lg] = {z € AP | f/(2) = g'(2)} € Uznsa.

La diferencia es que ahora n es fijo, por lo que la aplicacién f — f’ induce
una biyeccion
fn : Ulth (M) — Ulty,, (M),

donde el término de la derecha representa la ultrapotencia de M en el sentido
usual, construida a partir del ultrafiltro Us, 41 sobre el conjunto [A]2”+1. Por
otra parte, para m < n, podemos definir inyecciones naturales

i UL (M) — ULt} (M)

mediante [f] — [f]. Asi se cumple iy, 0 inp = 1. Igualmente, podemos definir
claramente inyecciones i, : Ultf;(M) — Ulty (M) tales que los diagramas
siguientes son conmutativos:

ULt} (M) —=> Ulty (M)

o

ULt (M)

M4s atn, todo elemento de Ulty (M) estd en la imagen? de alguna aplica-
cion i,.
Ahora observamos que la ultrapotencia Ulty (M) admite también una es-

tructura natural de modelo del lenguaje completo L/, interpretando el relator
R mediante la relacién

R ([l Ufa]) & {z € AT R(fi(2), -, fi(2))} € Unmmsa,

donde [m, n] es un soporte comun a todas las funciones fi, ..., fx. Es facil ver
que esta definicién no depende de la eleccién de los representantes de las clases
ni del soporte comun considerado.

2Esto significa que Ulty (M) es el limite de un sistema inductivo de ultrapotencias usuales
de M.
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La misma definicién (pero ahora con un soporte fijo [—n,n]) es vdlida sobre
las ultrapotencias Ult{; (M), que asi se convierten también en modelos de Ly,
y es claro que las inyecciones i,,, € i, son inmersiones de modelos, y que las
biyecciones f, : Ulty; (M) — Ulty,, ,, (M) son isomorfismos de modelos.

Este isomorfismo implica que Ulty;(M) cumple el teorema fundamental de

las ultrapotencias (porque Ulty,, , , (M) lo cumple), es decir, que si ¢(x1,. .., zx)
es una férmula de L,;, entonces
Ulty (M) E [Lfi),- -, [fil] & {o € AP [ M E G[f{(2),..., fi(@)]} € Uznpa.

Teorema 8.6 SiU es una sucesion compatible de ultrafiltros en un conjunto A,
las inmersiones iy, : Ulty (M) — ULt (M) y 4y, : Ult; (M) — Ulty (M) son
elementales.

DEMOSTRACION: Para cada [f] € Ult{} (M), su imagen im,([f]) = [g] es la
dada por g = f, pero la funcién ¢’ correspondiente no es f’, sino la funcién que
actia sobre un elemento z € [A]?"*! haciendo actuar f sobre el 2/ € [A]*™T!
que resulta de eliminarle a = sus primeros y sus ultimos n — m elementos, y
basta tener en cuenta la relacién de compatibilidad de los ultrafiltros.

A su vez, esto implica que las inmersiones i, : Ulty; (M) — Ulty (M) son
elementales. Esto es un hecho general sobre limites inductivos de modelos, pero
exponemos aqui el argumento:

Hay que probar que, para toda férmula ¢ de Ly y 21,..., 2, € Ult);(M),
se cumple que

Ulty (M) E @lin(z1), ..., in(zs)] < ULH(M) E lzr, ..., 25

Razonamos por induccién sobre la longitud de ¢. El caso en que ¢ es una
férmula atémica se cumple porque i, es una inmersion, y el Unico caso no
trivial se da cuando ¢ = \/x1). (El caso del cuantificador universal se restringe
a éste.) Por hipdtesis de induccién sabemos que, para todo n y todos los objetos
T, 21, ..., 2, € Ut (M), se cumple que

UltU(M) = gf)[ln(l’),ln(.%l), s 7in(xk)] - Ultg(M) = ¢[$7x17 s ’xk]'

Si Ulty (M) E Vap(z, [in(z1)], ..., [in(xk)]), entonces existe x € Ulty (M)
tal que Ulty (M) E ¥(z, [in(21)],- .., [in(zk)]), v dicho objeto x serd de la forma
x = im(a’), para cierto m (que podemos tomar m > n) y cierto ' € Ultf; (M).
Por lo tanto:

Ulty (M) E Ylim (), tm (inm (21), -+« im (Gmn (2k))]-
Por hipétesis de induccién Ultyy (M) E Y[z, inm(21), - -y inm(2k)], luego

Ultr (M) E N g (z, [inm(21)]; - - -, [inm (21)])
y COMO iy, €s una inmersion elemental, también
Uty E Va(x, [z1], ..., [2x]),

es decir, Ult} E ¢([x1,...,zx]). La implicacién opuesta es trivial. "
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Seguidamente definimos j : M — Ulty (M) mediante j(z) = [¢,], donde
¢z : AZ — M es la funcién constante x, asf como j, : M — Ult{;(M) definidas
analogamente. Es obvio que los diagramas siguientes son conmutativos:

M-I URR(M) M —> Ulty (M)

. imn . in
Im In

ULty (M) ULty (X)

Puesto que los modelos Ulty; (M) son ultrapotencias usuales, tenemos que las
aplicaciones j,, son inmersiones elementales, y el segundo diagrama conmutativo
anterior implica que j también lo es, por ser composicion de dos inmersiones
elementales.

Por tltimo, sea o : Z — Z la biyeccién dada por o(n) = n + 1, sea
o' : AZ — A? la biyeccién dada por h +— g oh y sea J : F — F la biyeccién
dada por h +— ¢’ o h. La tltima definicién es correcta, pues si f tiene soporte
[m,n], entonces J(f) tiene soporte [m + 1,n + 1], pues

J(f)(h) = f(ooh)=F((o0h)|mn) = F*(Alims+1nt1))s

donde F™*(u) = F(0|{mn) © u). Si h|pmy1,n+1) €8 creciente, tenemos que

J(H)(h) = /(R((e 0 M)lmn) = f'(R(Alm+1,n+1]))-

Esto se interpreta como que las funciones f’ (respecto del soporte [m,n]) y J(f)’
(respecto del soporte [m+1,n+1]) son la misma funcién sobre [A]*~™T 1o cual
no implica que f y J(f) determinen la misma clase en Ulty (M). Para poder
compararlas hemos de considerar un soporte comuin, por ejemplo, [m,n + 1].
Si llamamos p = f' = ¢’ a la funcién que determina a [f] respecto del soporte
[m,n] y a [J(f)] respecto del soporte [m + 1,n + 1], entonces la funcién que
determina a [f] sobre [m,n + 1] es la dada por f'(A) = p(A4), donde Ay es el
conjunto que resulta de eliminar el méximo de A, mientras que la funcién que
determina a [J(f)] sobre [m,n + 1] es la dada por ¢'(A) = p(A_), donde A_
es el conjunto que resulta de eliminar el minimo elemento de A. Asi pues, las
funciones asociadas a [f] y [J(f)] en su soporte comin no son exactamente la
misma.

Lo que si que es ahora inmediato a partir de la relacién

[f1=lg) = {z € A" | f'(2) = ' (2)} € Un—mta

(que sélo depende de la longitud de los soportes) es que

Por lo tanto, podemos definir una aplicacién J : Ulty (M) — Ulty (M)
mediante J([f]) = [J(f)]. Es ficil ver que es biyectiva, pues su inversa es la
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aplicacién definida como .J, pero partiendo de 0~! en lugar de o. De hecho, se
trata de un automorfismo de modelos, ya que, para todo relator R de Ly, se
cumple que

Ulty (M) E R[[f1],..., [fe]] &<

{e e A" (fi@), ..., fi(x)) € R)} € Up—ms,

donde [m, n] es un soporte comin para las aplicaciones f;, y la segunda condicién
no se altera si cambiamos cada f; por J(f;). Por lo tanto,

UltU(M) = R[(El, e ,xk] — UltU(M) F R[J(:El)7 ey J(ik)]

Como ya hemos indicado, no nada de lo dicho implica que J sea la identidad:

Teorema 8.7 Sea U una sucesion compatible de ultrafiltros en un conjunto A
y sea T : A — M una aplicacion inyectiva. Sea r = [f] € Ulty(M) definido
por f(h) = T(h(0)). Entonces J(r) # r.

DEMOSTRACION: Claramente f tiene soporte {0}, luego define un elemento
de la ultrapotencia, y J(r) = [J(f)] cumple que

J(f)(h) = f(o0h) =T(h(c(0))) = T(h(1)).

Un soporte comin a f y J(f) es, por ejemplo [0, 1], respecto al cual 'y J(f)’
son las aplicaciones dadas por

f'({e, 8}) = T(min{e, 5}),  J(f) ({e, B}) = T(max{e, 5}).

Para que fuera J(r) = r, el conjunto {z € [A]* | f/(z) = J(f)'(z)} tendria
que estar en Uy, pero si T es inyectiva se trata del conjunto vacio. L]

Ejemplo Si M es un modelo (no necesariamente natural) de cualquier teoria
T que extienda a My + V = R, podemos tomar

A={zx e M| M E [z] es un rango finito}

0, si en M existen rangos infinitos, podemos tomar también el conjunto de los
rangos infinitos. En ambos casos, A se convierte en un conjunto totalmente
ordenado sin méximo considerando el orden dado por la inclusién en M. (No
podemos asegurar que se trate de un buen orden, pero tampoco es un requisito. )
Tomando una sucesién compatible de ultrafiltros en A obtenemos otro modelo
de T, la ultrapotencia Ulty (M), que es elementalmente equivalente a M pero
ademds tiene un automorfismo no trivial J : Ulty (M) — Ulty (M) que mueve
a un rango finito (o infinito, segin la eleccién de A). En efecto, el elemento r
construido en el teorema anterior a partir de la inclusiéon T : A — M cumple
J(r) # r y tiene soporte {0}, luego es de la forma r = io([f]), de modo que

{{z} € [A]' | M & f'({x}) =  es un rango finito (resp. infinito)} = [A]' € Uy,

luego UltY, (M) E [f] es un rango finito (resp. infinito), luego lo mismo vale para
r en Ulty (M). "



8.1. Ultrapotencias 221

Los modelos del ejemplo anterior seran el punto de partida para construir
modelos de NFA sin y con el axioma de infinitud. Sin embargo, para cons-
truir modelos en los que se cumpla el axioma de computo necesitamos construir
un modelo con un automorfismo que no fije a un rango infinito pero que deje
invariantes a todos los rangos finitos.

Para ello necesitamos definir sucesiones compatibles de ultrafiltros mas preci-
sas que las que hemos construido, y para ello necesitamos trabajar en una teoria
mas rica que MOST. Una teoria védlida es MOST + RNG, y en ella trabajamos
en el resto de esta seccion.

En esta teoria tenemos definidos los rangos V,. Vamos a considerar con-
cretamente V.3, que es un modelo transitivo de ZC en el que pueden definirse
los conjuntos V,, para todo ordinal a € V.3, es decir, para todo a < w - 3.
Consideramos el conjunto X = | wlVe2l" e V5 v el conjunto de sus partes
finitas Py X C V3. new

Sea U un ultrafiltro en Py X que extienda al filtro generado por los conjuntos

{yePrX [z Cyl,

para cada x € Py X. Obviamente no es principal. Consideramos la ultrapotencia
M = Ulty(V,.3), que es un modelo de ZC en el que pueden definirse los rangos
V, para todo ordinal. Sea i : V,,.3 — M la inmersién elemental candnica.

Sea d:PrX — V.3 lainclusién y sea F' = [d] € M. As{
M ¥ [F] es un conjunto finito de aplicaciones de un cierto [V,,.2]" en w,

pues, para cada A € P; X, tenemos que d(A) = A cumple esto en V,,.3. Ademds,
siu: [Vy2]® — w, tenemos que

{AePiX |cu(Ad)edA)}={AeP;X |uec A} e,

luego M F [i(u)] € [F]. Como F es finito en M, existe un N € M tal que
M E “|N] € w y todos los elementos de [F] son aplicaciones de dominio [V,,.2]™
para un cierto n < [N]”.

En MOST + RNG podemos demostrar el teorema de Erdés-Rado,? segtin

el cual, para todo N € w se cumple la relacién 3}71 — (Nl)fq\g, es decir,

que toda particién F : [§ ]V — w tiene un subconjunto homogéneo no

numerable (en particular infinito). Un caso particular es que toda particién
F : [3,]Y — w tiene un subconjunto homogéneo infinito H, pues basta res-
tringirla a [:lﬁ H]N , con lo que el conjunto homogéneo puede tomarse, de hecho,
contenido en JEH C Jnio-

Puesto que |V,,.2| = 3, en particular tenemos que, fijado un niimero natural,
toda particién F : [V,,.5]Y — w tiene un subconjunto homogéneo infinito. Esto
sigue siendo cierto (para todo natural N) relativizado a V.3, luego también es
cierto en M, y podemos aplicarlo al nimero natural (no estandar) N.

3Véase mi libro de pruebas de consistencia, teorema 12.6.
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Fijemos un buen orden R de V.5 de ordinal J,. Claramente R € V.3 y es
un buen orden de V.o sin méximo elemento (aunque en V.3 no es semejante
a ningin ordinal). En V.5 (v por lo tanto en M) podemos definir, para cada
N € w y cada aplicacién f : [V,2]™ — w con m < N, la aplicacién que
representaremos por Gy (f) : [Vi,.2]¥ — w tal que Gy (f)(A) = f(A,,), donde
A, es el conjunto de los m primeros elementos de A respecto de R.

Por consiguiente, en M también podemos definir aplicaciones G (f) para
todo numero natural N y toda f en las condiciones indicadas, respecto al buen
orden i(R). En particular consideramos las aplicaciones G (f) para el natural
N € M que hemos fijado y para aplicaciones f € M que cumplan M F [f] € [F].

Con todas ellas podemos formar un Go € M tal que

M E [Go] : VooV — W

pero, como M FE |F| es finito, podemos componer Gy con una biyeccién con
imagen en w y asf tenemos un G € M tal que

ME[G]: VooV — w.
Segin hemos visto, en M se cumple que existe un H tal que
M & [H] C V5 A [G] es constante en [[H]]!V]
0, lo que es lo mismo,
M E \f € [F] Ginj(f) es constante en [[H])M.
En particular, si u : [V,,.2]" — w, hemos visto antes que
M & [i(w)] € [F] A fi(n)] < [N],

(lo segundo por la eleccién de N). Por lo tanto, M = Gyni([i(u)]) es constante
en [[H]]™N) luego, por definicién de G, en particular

M E [i(u)] es constante en [H]F™],

En particular, para todo conjunto A C [V,,.2]", podemos considerar la par-
ticién w : [V,.2]™ — 2 que vale 1 en A y 0 en su complementario, con lo que
i(u) verifica en M la misma definicién respecto de i(A) y, por consiguiente,

M E [HP) C i(A)] v H]T Ci([Vio]™ \ A)).
Finalmente definimos:
Un={AC Vool | M= [H'™ C [i(A)]},
y ahora es inmediato que U, es un ultrafiltro en [V,.5]™. Ademéds no es principal,

pues si {z} € U,, entonces M F [H]*™ C [i({z})] = [{i(x)}], y esto es absurdo,
pues H es infinito en M.
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Veamos seguidamente que los ultrafiltros U,, son compatibles. Para ello
observamos que si A C [V,.]"*! estd en U, entonces M F [H]*™+1 C [i(A)].
En particular, en M se cumple que i(A) contiene un subconjunto de H con
i(n) + 1 elementos. Si a éste le quitamos su primer o su ultimo elemento,
tenemos un conjunto de H con i(n) elementos que estd en i(A)y = i(41) v,
como [H]*™ tiene que estar contenido en i(A+) o bien en su complementario,
se ha de dar el primer caso, es decir, M E [H]*™ C [i(A+)], lo que prueba que
Ay eU,.

Asi pues, llamando U= {Un}new\ {0} @ la sucesion de ultrafiltros que aca-
bamos de construir sobre A = V.o, vamos a estudiar la ultrapotencia M =
Ult;(Vy). Se trata de un modelo de ZC + V' = R en el que el automorfismo
J fija a todos los numeros naturales. En efecto, si M F [k] € w, tomemos
un natural n tal que k = j,([f]), donde f estd determinada por una funcién
[Vt — Vy tal que

A={z e[V | Vi E[f(2)] € w} € Unpys.

Notemos que Vy E [f'(z)] € w equivale a f'(z) € w. Si modificamos f’
haciendo que tome el valor 0 fuera de A obtenemos una nueva funcién que define
una nueva funcién f que define la misma clase [f], luego no perdemos generalidad
si suponemos que A = [V,.2]>"*1 o, lo que es lo mismo, que f’ : [V,.o]?"*!

Recordemos ahora la relacién entre k y J(k). Estamos suponiendo que el
primero es de la forma k = [g] donde g tiene soporte [—n, n], luego el segundo es
de la forma J(k) = [J(g)], donde J(g) tiene soporte [-n + 1,n + 1]. Un soporte
comun es, pues, [—n,n+ 1] y, sobre este soporte, la funcién g’ : [V,.5]?" 12
que determina a r es la dada por ¢'(x) = f'(z4), mientras que la funcién
J(g) : [V2)*" ! — w que determina a J(r) es la dada por J(g)'(z) = f'(z_).
Sea ahora

— W.

—w

A={z e[V, 2| g (x) = J(9)(x)}.

Si probamos que A € Us, 49 tendremos que r = J(r).

Ahora bien, sabemos que M F [i(f")] es constante en [[H]]"+D] asi como
que M E [i(g")], [i(J(g)")] son constantes en [[H]](2"+2)]. Pero las tres funciones
toman el mismo valor constante sobre los conjuntos indicados, pues la forma en
que i(g") e i(J(g)") actian sobre un subconjunto de H es haciendo actuar i(f’)
sobre el subconjunto de H que resulta de eliminar el maximo o el minimo, luego
las tres toman el mismo valor fijo. Por consiguiente,

M E [[H))FE2T C [ia)],

que es lo que tiene que cumplir A para pertenecer a Uspya. n

Notemos que el automorfismo J : M — M puede ser la identidad (y lo
serd necesariamente si A es pequenio). Para que el teorema 8.7 pueda aplicarse
para justificar que hay un rango no fijado, debemos tomar A suficientemente
grande. El minimo valor posible es A = J,. Asi, si M = Ult;(V4,), podemos
considerar una aplicacién inyectiva T : A = V,» — 3, — V4, donde la
segunda aplicacion es la dada por a — V4. Asi, como la imagen de T estd
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formada por rangos infinitos de V5, el objeto r € M dado por 8.7 cumple,
ademds de J(r) # r, que M F [r] es un rango infinito. En resumen:

Teorema 8.8 (MOST + RNG) Eziste un modelo M de ZC + V = R con
un automorfismo J : M — M tal que para todo k € M tal que M E [k] € w se
cumple J(k) =k y existe r € M tal que J(r) # r y M E [r] es un rango infinito.

De hecho, M se puede tomar elementalmente equivalente a un modelo Vj,
para A suficientemente grande.

8.2 Modelos de Boffa

En esta seccion veremos expondremos una técnica general para obtener mo-
delos de NFA a partir de modelos de teorfas relacionadas con ZFC (que conten-
gan o extiendan a ZFC). Dicha técnica estd implicita en el trabajo original de
Jensen sobre NFA| pero fue aislada por Boffa. Podemos evitar el estar traba-
jando constantemente con modelos no naturales y con relativizaciones a dichos
modelos axiomatizando la caracteristica relevante de los modelos que hemos
construido en la seccién anterior, es decir, la existencia de un automorfismo que
mueve un rango:

Definicién 8.9 Si T es cualquier teoria que extiende a Mg + V = R, llamare-
mos T? a la teoria que resulta de anadir al lenguaje £ de la teoria de conjuntos
un funtor monadico j y anadir los axiomas siguientes a los axiomas de T:

o NaVy z = j(y)

o Nay(z =y < j(z)=jy))
o Nwy(z €y < j(z) € j(y))
e \/reRyj(r)Cr

Asi, T* incorpora un automorfismo de la clase universal que mueve un rango
hacia abajo en el buen orden de los rangos.

El ejemplo tras el teorema 8.7 implica (en MOST) que si T tiene un modelo
M, entonces T* también tiene un modelo Ulty (M), pues basta interpretar el
funtor j como el automorfismo J que hemos construido en la ultrapotencia en
caso de que el rango r € Ulty (M) que cumple Ulty (M) E [J(r)] # [r] cumpla de
hecho que Ulty (M) E [J(r)] & [r], e interpretar j como J~! en caso contrario.

Mas aun, hemos visto que si el modelo M contiene un rango infinito podemos
anadir a los axiomas de T® que r es un rango infinito, y en cualquier caso
podemos anadir como axioma que r es un rango finito.

Por 1ultimo, acabamos de ver que en MOST 4+ RNG podemos probar que T®
tiene un modelo en el que se cumple ademas el axioma

An € w j(n) =n.
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Los dos primeros axiomas de T¢ nos permiten definir j~!(z) =y | j(y) = .
Una simple induccién muestra que, para toda férmula ¢(z1,...,z,) de L,

/\xl o 'xn(¢(xla oo ,l’n) A d)(j(xl)a v a]($n))7

y lo mismo vale con ! en lugar de j, pero es importante recordar que no

hemos anadido a T® las instancias del esquema de Ag-especificacién asociadas
a férmulas que contengan el funtor j.

Llamaremos M§ a la teoria que obtenemos cuando partimos simplemente de
My + V = R, sin més axiomas.

Podriamos presentarla de dos formas equivalentes: una es partir de un mo-
delo M de M§ y construir a partir de él un modelo de NFA, o bien trabajar
en M§ y definir un modelo interno de NFA. Nos decantamos por la segunda
opcién porque simplifica considerablemente la notacién al no tener que relativi-
zar formulas a ningin modelo de partida.

Asf pues, trabajamos en la teorfa M§ descrita en la seccién precedente. Fi-
jamos un r € Ry tal que j(r) & r y tomamos M = r (escribiremos M cuando
pensemos en  como universo del modelo y r cuando pensemos en él como rango,
pero son lo mismo). Notemos que M es un conjunto transitivo, pero la relacién
de pertenencia del modelo que vamos a considerar no serd la natural, sino la
relaciéon E dada por

By yejr) Aj)ey.
Por 1ltimo, interpretamos el relator cto como la pertenencia al conjunto

C=jn"={yeM]|ycir)}

Con esto tenemos definido un modelo (M, E, C) del lenguaje formal de NFA.
Notemos que los dtomos de M no tienen el elementos en M (respecto a la
relacién E), por lo que M cumple el axioma de los dtomos. Veamos ahora que
cumple los axiomas de NFA.

Extensionalidad Se trata de probar que si z, y € C, entonces
NueMuEz —uEy) —z=y,

pero la hipétesis equivale a que Au € r(j(u) € x < j(u) € y), que a su vez
equivale a que Au € j(r) (u € x «> u € y). Ahora bien, como x, y C j(r), esto
equivale a que A\u(u € z < u € y), luego = = y.

Formacién de conjuntos Para cada férmula ¢(z1,...,z,) del lenguaje de
NFA, podemos definir una férmula ¢! (1, . .., 2, R) del lenguaje L (el lenguaje
L con el funtor j y donde R es una variable que no esté en ¢) de modo que,
para todos los x1,...,x, € M, se cumple:

M(z1,.. ., xn) < O (x1,. .., Tp, 7).



226 Capitulo 8. Modelos de NFA

En efecto, ¢! se define por recurrencia sobre la longitud de ¢, de modo que
para las férmulas atémicas la definicion es:

¢ | o
ctozx x € j(R)T
r=y r=y
rey|yej(R)T Ajx) €y

Para férmulas no atémicas definimos

() =-¢', (=) =¢" =9, (Axy)' =/A\ze Ry

La relacién entre ¢ y ¢! se prueba facilmente por induccién sobre la longitud
de ¢. Ahora bien, si ¢ admite una estratificacién en la que cada variable u tiene
tipo t, y N es un numero natural mayor que los tipos de todas las variables
de ¢, podemos obtener otra férmula equivalente ¢? sustituyendo las férmulas
atémicas de ¢ como indica la tabla siguiente:

¢ | ¢' | &
ctow v e R i@ ey
vy =y gVt () = N ()
zey |ye iR Aj(x) ey | N (y) € JNTIHR)T AN TR () € VT (y)

Las condiciones que impone la estratificacion implican que el paso de cada
férmula atémica de ¢! a cada férmula de ¢? se realiza aplicando el mismo
nimero de veces el operador j a cada miembro, por lo que sigue siendo cierto
que

QSM(‘TD . ';xn) e ¢2(x17 v ,{L'n,'r)~

Pero cada variable ligada u en ¢? aparece en una subférmula de la forma
Az € RGNt (x),... ),
que a su vez equivale a Az € iVt (R) (x,... ), es decir, que se cumple
oM (21, wn) = GG T (@), G T (2)),
donde ¢3 es una férmula Ag con pardmetros de la forma j*(r).
Consideremos ahora una instancia del esquema de formacién de conjuntos:
VAecijimtAzer(jz) € Ao ¢M(z,x1,...,2,)),
donde la férmula ¢ estd estratificada. Segun lo visto, esto equivale a
VAej(r) Az er(i(z) € Ao @iV (),

donde ¢ es una férmula Ag con parametros de la forma ¥ =i (z;) o j*(r). A
su vez, esto equivale a que

VAejr)T Az e j(r)(z e A * (N (2)).
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Teniendo en cuenta que A € j(r)* < A C j(r), esto equivale a que
VA(Az(z € A e j(r) ng® (V7 (2))),
o también a que
VAANz(z € A — z € N7t (r) A ¢3(2)),
que es un caso particular de Ag-especificacion.
Veamos algunas propiedades del modelo que acabamos de construir:

a) Six,y€C, entonces (v Cy)M — z Cy.

En efecto, tenemos que z, y C j(r), luego

(zcyyM s Nucr(uEz —-uEy) — Nucr(ju) €x—ju)e

—Nuejr)(uer —uecy)—zCy.

b) Six, y €r, entonces {z,y}M = j({z,y}).

En efecto:

ue {z, )" <G (W) € {z, 3™ = 57 (w) B {z,y}™
i) =2V T () =y o u=ja) Vu=j(y)
—ue {j@), i)} =iz y}).

c) Six,y€r, entonces (z,y)M = j2((z,y)).

En efecto:

(2, )™ = {{z, 2} {2,y W = i ({(i({z,2}). 5({z, 9D} = 5 (=

d) Siz,y € C, entonces (z x y)M = j%(x x y).
En efecto:
ue (@xy™ e T u) E@x y)M <
Vow er(vEz AwEy A i~ u) = (v,w)M)
Vow € r(v € j7 ) Aw € j7Hy) Au=53((v,w))) «
we (77 e) x j7Hy)) = 72 (x x y).
e) Si f,x,y € C, entonces (f:x — y)M < j72(f) 1z — y.

<

En efecto:

(fix—yMefC (a:xy)M/\/\uEr(uEx—>\1/U6r(vEy/\(u,v)M

227

)

v Y))-

Ef))

i) CaxynNuerue T z) — Vo e i) () € f)

() CaxynNueaVo ey 2(uv) € f

i) caxyrNueaVoey (wo) e 2(f) o i)z —y.

Teniendo esto en cuenta se comprueba sin dificultad que:
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f) Si f,x,y € C, entonces (f : * — y inyectiva, suprayectiva, biyectiva)™
si y solo si j72(f) : @ — y inyectiva, suprayectiva, biyectiva.

g) SiReC yu,ver, entonces (uRv)M « (u,v) € 773(R).
En efecto:

(wRv)M = (u,v) ER < j3((u,v)) € R < (u,v) € j73(R).

h) VM =j(r).
En efecto, j(r) € j(r)T y para todo & € M, se cumple que

Ej(r) < j(x) Ej(r) <z Er <z € M,
luego j(r) contiene a todos los elementos de M.

i) oM = g&.

En efecto, es claro que @ € C' y no tiene elementos en M.

Teorema 8.10 (M{+AE) (M, E) es un modelo de NFA+AE. Ademds, para
todo = € C, se cumple que = es finito™ si y sélo si x es finito.

DEMOSTRACION: Ya hemos probado que M es un modelo de NFA. Para
probar que cumple AE consideramos un buen orden R en r y llamamos

R=j52(R) C j*(j(r) x j(r)) = 72 (VM x V) = (V x V)M C j(r),

luego R € C es un conjunto en M. Mas atin, (R C V x V)™, Ademds, si u,
v € 7, por g) tenemos que (u Rv)™ < u Rv, de donde se sigue que (R es una
relacién de orden en V)M. De hecho, se trata de un buen orden, pues si A € C
es un conjunto no vacfo, entonces A C j(r) y j~*(A) C r es un conjunto no
vacfo, luego tiene un minimo elemento m € j~1(A) respecto de R, luego m E A
y es claro que se trata del minimo de A en M respecto de R.

Esto prueba que (V admite un buen orden)™ luego M cumple el axioma
de eleccién.

Como M cumple AE, se cumple que

z es infinito™ (Vf f: 2z — 2z inyectiva no suprayectiva)™

— \feC j2(f): x — x inyectiva no suprayectiva
— \f f:x — x inyectiva no suprayectiva <> z es infinito.

Aqui hemos usado que si g : * — x entonces f = j2(g) € C, pues g C X,
luego f C j2(x x o) = (x x o)™ C j(r). .

Teorema 8.11 NFA + —AI + AE es consistente
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DEMOSTRACION: Observemos que el conjunto V,, es un modelo transitivo
de My + -AI4+AE+V = R. Las observaciones tras 8.9 nos dan un modelo*
transitivo de M§ + —AI4+AE. A partir de aqui trabajamos en esta teorfa y
consideramos el modelo (M, E), que, por el teorema anterior, es un modelo de
NFA+-AI+AE. =

Teorema 8.12 Si MAC es consistente, también lo es NFA+AI+AE.

DEMOSTRACION: Segin la observacién tras el teorema 5.21, si MAC es
consistente, también lo es MAC 4+ V = R + existe un rango infinito, y entonces
el teorema 8.8, a partir de un modelo de esta teoria, nos da® su vez da otro de
MAC® + \r € Ry (j(r) & r A r es infinito) y, en esta teorfa M es un modelo
de NFA+AI+AE. n

Veamos cémo se interpretan en M los pares ordenados nivelados definidos
en 6.34. Dejamos al lector la comprobacién de que

(Pr) = j(Prz),  (Ua)M =5 (Ua).

En las condiciones del teorema anterior, tenemos que r es un rango infinito,
luego en MAC se demuestra que existe p : r X r — r biyectiva. Consideremos
la aplicacién p* : r x r — P?r dada por p*(z,y) = {{p(x,y)}}. Asi

32(0") : 52 (5(r) x j (1)) — §(P1(i(P1(§(r))))) biyectiva,

es decir, j3(p*) : (V x V)M — (P2V)M biyectiva, lo que a su vez equivale a
que (7°(p*) : V x V.— P2V biyectiva)™. Ademds, si llamamos® f = j5(p*),

es facil ver que
(f(l‘vy))M = jQ(p*(xvy))'

Por lo tanto, segtin 6.34 tenemos que

(2, )M = (U fl@, )™ = 572U 520" (z,0)) = U p* (2,) = pla.v).

Asi pues, cualquier biyeccién p : r X 1 — r sirve como interpretacién en M
de los pares ordenados nivelados. Si definimos los productos cartesianos, apli-
caciones, etc. en términos de pares ordenados nivelados, tenemos, por ejemplo,
que
)M

(xxy)™ =jp)rxyl

4Toda la construccién se lleva a cabo en MAC, luego en principio tenemos que si MAC es
consistente también lo es M +—AI+AE, pero el lector deberia convencerse de que la existencia
de V,, es metamatemdticamente aceptable, asi como la construccién del modelo no estandar
a partir de él, por lo que podemos afirmar que M§ + —AI+AE es consistente en términos
absolutos, y esto es todo lo que necesitamos para continuar la prueba.

5Nuevamente, la construccién se lleva a cabo en MAC, pero ahora partiendo de la exis-
tencia de un modelo de MAC (lo cual no es demostrable en MAC). Si el lector acepta que la
construccién (partiendo de un modelo numerable) tiene sentido metamatemdéticamente, tiene
una prueba no constructiva de lo que afirma el enunciado. En caso contrario (o para tener
una prueba constructiva) hemos de suponer la consistencia de una extensién de MAC que
implique la consistencia de MAC. Por ejemplo, MOST+RNG.

SReciprocamente, es facil ver que toda f € M que cumpla (f : VxV — fP%V biyectiva)™
se obtiene de una p : r X r — r biyectiva segin la construccién que hemos dado.
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En efecto:

we (@xy e W) € (@xy™ o (7w exxy)™
= VoweMuvExAwEyAj 1 u) = (v,w)™)
o Vow € M(j(o) € 2 A jaw) € y A §~M(u) = plo,w))
= Vowe Me j  (z) Awe i y) A (u) = p(v,w))
o Vow e M(v ez AweyAu=j(p)ow)) o uc i@y

Similarmente se prueba que si x, y € C'y R C x X y, entonces se cumple que
R* = j(p)[R] Cj(p)[xr x y] = (z x y)M, luego R* es una relacién™ tal que

(uR*0)™ — j(u) Rj(v).
En particular, si f : # — v, entonces (f* : z — y)M y es facil ver que
()™ = §71(f)(u). Més atin, es facil ver que toda relacién (y en particular,
toda funcién) en M se puede expresar de esta forma.

Ahora podemos adaptar el argumento de la prueba del teorema 8.10: si
R C x x x, entonces R es un buen orden en x si y sélo si R* es un buen orden™
en .

En efecto, si R* es un buen orden y u C x es un subconjunto no vacio,
entonces (u C x A u # )M luego existe un m Eu tal que (A\v € u m R* v)M.
Asi, si v € u tenemos que (j~1(v) € u)M, luego (m R* j=1(v))M, luego j(m) Rv.
Esto prueba que j(m) es el minimo de u. La implicacién contraria es similar.

Uniendo los hechos anteriores concluimos que si <4C Ax A, <pC Bx By
f:+ A — B, entonces tenemos que f : (A,<4) — (B, <p) semejanza si y sélo
si (f*:(A,<) — (B, <%) semejanza)™.

Por lo tanto, si (o € Ord)™, tenemos que a = ord(A4,<%), donde A € C'y
<4 es un buen orden en A, y si a = ord(A4, <*%) = ord(B, <%) entonces (4, <4)
y (B, <p) son semejantes. Consecuentemente, podemos definir una aplicacién

N :jHord"] — Q
de modo que, para todo conjunto bien ordenado (4, <) con A € C se cumple
que N(ord(A, <*)M) = ord(A4, <).

Veamos ahora que la imagen de N es un ordinal. Para ello basta probar
que es transitiva. Supongamos que N(a*) = o y sea § < a. Vamos a probar
que 3 también estd en la imagen de N. Sea a* = ord(A, <*)M, de modo que
ord(4, <) = a. Sea b € A tal que ord(4;, <) = (. Basta observar que

(A5 )M = A5

En efecto,

ue (AL )M = i W) (AT )M < 5T ) EAN G (u) <7 57H(0)
HUEA/\U<*b<—>u€Ab<.
Por consiguiente, si llamamos 3% = Ord(Af;(bL <M < o*| tenemos que

N(B") = 8.
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Si llamamos Qg € 2 a la imagen de N, hemos probado de hecho que
~HOord™] — Q) semejanza.

Maés aun, teniendo en cuenta que la finitud es absoluta para M, es facil ver
que N se restringe a una semejanza

N : j7HOrdM] — w semejanza.

Si a* es un ordinal™ | tenemos que a* = ord(4, <*)M y entonces T (a*) =
ord(P1 A, <3)M. Recordemos que P1A = j(Pi(A4)) y (<5)M = R*, para cierta
relacion R en j(P1A) que vamos a calcular. Para ello tomamos a, b € Ay
operamos:

{7@} R{j(®)} < {a} R {b} < ({j’l(a)}R*{j’l(b)})M
o {(N @} STETONY < (T Ha) < T o a<h

< j(a)j(£)j(b) <« {j(a)}j(< )1{ (0)},
con lo que R = j(<);. Asf pues, TM(a*) = ord(P1 4, j(L)}
)

N(TM (")) = ord(P1j(A), i (<)1) = ord(j(A), j(<

YM | luego

) = (N (a%)).

Esto significa que tenemos un diagrama conmutativo

“1[ordM] > Qg

J
TMl lj
j71 [OfdM] T Qo

Ahora es inmediato que el modelo M verifica el axioma de cémputo si y
s6lo si An € w j(n) = n. Segin hemos observado tras la definicién 8.9, como
consecuencia del teorema 8.8, la consistencia de este axioma se sigue de la de
MOST + RNG, luego:

Teorema 8.13 Si MOST + RNG es consistente, también lo es NFA+AC.

Aqui entendemos que NFA incluye los axiomas de infinitud y eleccién. Te-
niendo en cuenta el teorema 7.36, resulta que la consistencia de NFA + AC es
de hecho equivalente a la de MOST + RNG.

M

Observemos ahora que un conjunto A € C' es fuertemente cantoriano™ si
y s6lo si existe (f* : A — P1A)M (que vendra determinada por una funcién
f:A— Pj(A) tal que (Aa € A f*(a) = {a})™. En términos de f, esto
significa que, para todo a € A (teniendo en cuenta que j~1(a) E A)

FHOG @) = G a) = {77 (@)} = {a},

luego f(a) = {j(a)}. Asi pues, A € C es fuertemente cantoriano™ si y sélo
si existe f : A — P1j(A) tal que Aa € A f(a) = {j(a)}. Obviamente esto
equivale a que exista f : A — j(A) tal que Aa € A f(a) = j(a).

M
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Terminamos con unas observaciones que necesitaremos en la seccién si-
guiente: supongamos que la teorfa T en la que estamos trabajando incluye
los axiomas necesarios para construir la sucesién {V,, }ocq asi como la existen-
cia de un cardinal limite fuerte « tal que j(a) < a, de forma que tomamos
M =V,. Entonces se cumple que g < «, es decir, que N : j’l[OrdM} — a.

En efecto, un § € j71[0rd™] (es decir (§ € Ord)M) es de la forma § =
ord(A, <*)M donde A € C = Vi(a)+1 ¥ < es un buen orden en A. Asi, tenemos
que |A] < |Vj(q)| = j(a), porque j(a) es un limite fuerte, luego

N(§) = ord(4, <) < jla)t < a,

porque « es un limite fuerte. Esto prueba que Q0 < .

8.3 Mas pruebas de consistencia

En esta secciéon probaremos la consistencia del axioma de los conjuntos canto-
rianos ACC y el axioma de especificacién en conjuntos cantorianos ECC respecto
a la consistencia de ZFC maés la existencia de un cardinal medible. En reali-
dad la hipdtesis se puede rebajar bastante (hasta la existencia de un cardinal
débilmente compacto), pero la demostracién se vuelve mucho mds compleja.

Partimos, pues, de un cardinal medible k, de modo que existe un ultrafiltro
k-completo no principal U sobre k. Con éste podemos considerar” (el colapso
transitivo de) la ultrapotencia Ulty (V) de la clase universal y la inmersién
elemental j : V' — Ulty (V) tal que & es el menor ordinal no fijado. Llamamos
A= {J j7™(k), que es un ordinal limite tal que j(A) = \.

new

Nuestro modelo de partida serd Vi, que claramente es un modelo de ZC™.

Ms4s atin, en V), se cumple la sentencia:

AeVaf(fra+1—VAFO) =3 AN <a(fG+1) = PFO) Az & F(5)
AN < a8 timite — 7(5) = U f() Az C f(0),

€<

lo que a su vez hace que esté bien definido el rango rangz de un conjunto, los
conjuntos V,,, para todo ordinal «, asi como los conjuntos H, = {V; | § < a},
que a su vez atestiguan que V) es un modelo de ZCT 4+ V = R. En la seccién 8.1
hemos visto como construir a partir de V), un modelo elementalmente equivalente
que tenga un automorfismo no trivial, a partir del cual se puede construir a su
vez un modelo de NFA. Aqui vamos a necesitar una construccién alternativa del
modelo no estandar.

Sea M el conjunto de todos los s tales que:

a) Existe ng € w tal que s: w\ ng — V.

"Véase el capitulo XI de [PC].
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b) Para todo n > ng, se cumple que s(n + 1) = j(s(n)).

¢) Si un ntiimero natural cumple n > ng, n > 0 y existe 57 1(s(n)), entonces
n—1>ngys(n—1)=;"(s(n)).

Conviene observar que dos elementos de M cumplen s = ¢ si y sélo si para
todo n suficientemente grande s(n) = t(n).

Definimos en M la relaciéon E dada por s Et si y sélo si para todo n sufi-
cientemente grande s(n) € t(n), con lo que (M, E) resulta ser un modelo del
lenguaje de ZFC.

Si llamamos M,, al subconjunto de M formado por todos los s € M tales
que s(n) estd definido, la aplicacién i,, : M,, — V) dada por i, (s) = s(n) es un
isomorfismo de modelos. En particular, podemos identificar My = V) a través
de 79. El diagrama conmutativo

in
Mn —_— V)\

Mn+1 — VW
Int1

donde i es la inclusién, prueba que M, es un submodelo elemental de M, 1,
de donde se sigue a su vez que todos los M,, son submodelos elementales de M.
Esto se debe a que M es, de hecho, el limite inductivo de los M,,, pero es facil
probarlo directamente adaptando el argumento empleado en la prueba de 8.6.
En particular, como My es un modelo de ZCT + V = R, resulta que M también
lo es. Ma&s aun, sabemos que los rangos en M son los conjuntos de la forma
VME donde § es un ordinal .

Definimos J : M — M mediante J(s)(n) = s(n — 1). Claramente J es un
automorfismo de M.

Consideramos el elemento o € M determinado por «(0) = k. Como « es un
cardinal fuertemente inaccesible", se cumple que o es un cardinal fuertemente
inaccesible™¥. Por otra parte, como

J(@)(1) = (0) = k < j(k) = j(a(0)) = (1),

vemos que (J(a) < a)™E luego el automorfismo J no es trivial. Vamos a
probar lo siguiente:

Los ordinales (3 < a)ME se dividen en dos tipos: los que estdn
definidos en 0 (tipo A) y los que no lo estan (tipo B). Los ordinales
de tipo A son exactamente los fijados por J y son menores que los
de tipo B.

En efecto, si § estd definido en 0, entonces (0) < a(0) = &, luego
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luego J(3) = p.

Tomemos, por otra parte, un ordinal (y < «)™¥ definido tnicamente a
partir de n > 0. Entonces v(n) < a(n) = j"(k), luego k < y(n), pues si fuera
~v(n) < k tendriamos que y(n) = j(vy(n)) y estarfa definido y(n — 1) = y(n).

Esto implica que (n) < k < y(n), luego B < 7, es decir, todo ordinal de
tipo A es menor que cualquier ordinal de tipo B.

Por otra parte, no puede ser J(y) = 7, pues entonces y(n) = v(n + 1) =
j(v(n)) y, como k < y(n), tendrfamos también que j" (k) < v(n), contradiccién.

| ]

Tenemos que (J (V) & Va)ME| es decir, que VME es un rango™ ¥ no fijado
por J, luego los resultados de la seccién 8.2 (relativizados a (M, E, J)) implican
que el conjunto

M={secM|sEVMF}

se convierte en un modelo de NFA interpretando los conjuntos como los elemen-
tos de
ME
C: {S S M | SEVJ(Q)+1}

y la pertenencia como la relacion
sEt—teCAJ(s)Et.

Como el rango VM es claramente infinito# | el modelo M cumple el axioma
de infinitud, y ciertamente también el de eleccién (y en particular podemos
considerar en él pares ordenados nivelados).

M4és atin, como a es un limite fuerte ¥, hemos visto al final de la seccién
anterior que los ordinales de M se corresponden con ordinales menores que a,
de forma que el operador T™ se corresponde con el automorfismo .J.
1M

Esto implica que si un ordinal™ § se corresponde con un ordinal®# N(§) de

tipo A, entonces § es fuertemente cantoriano™. En efecto, todos los ordinales

menores que ¢ se corresponden con ordinales menores que N (), luego todos son
de tipo A, Iuego todos quedan fijos por .J, luego todos los ordinales™ menores
que ¢ son fijados por T, luego todos son cantorianos, luego ¢ es fuertemente
cantoriano.

Puesto que M debe tener ordinales no cantorianos, existe al menos un ordinal
de M que se corresponde con un ordinal de tipo B y, como todos los ordinales de
tipo A son menores, resulta que todos los ordinales de tipo A se corresponden con
ordinales de M. M4s atn, los ordinales de tipo A se corresponden exactamente
con los ordinales fuertemente cantorianos de M.

Por otra parte, hemos visto que ningin ordinal de tipo B es fijado por
J, luego ningtin ordinal de M que no sea fuertemente cantoriano puede ser
cantoriano. En definitiva, hemos probado la consistencia del axioma de los
conjuntos cantorianos:

Teorema 8.14 Si ZFC mds la existencia de un cardinal medible es consistente,
también lo es NFA 4+ ACC.
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Segun indicdbamos en el capitulo anterior, en realidad la consistencia de la
teoria NFA 4+ ACC es equivalente a la de ZFC mas la existencia de un cardinal
n-Mahlo paran = 1,2, 3, ..., que es mucho més débil que la consistencia de que
exista un cardinal medible.

Veamos ahora que el modelo que hemos construido satisface también el
axioma de Especificacién en conjuntos Fuertemente Cantorianos. Para ello ob-
servamos en primer lugar (razonando en NFA) que si A es un conjunto fuer-
temente cantoriano, entonces k = |A| es un cardinal fuertemente cantoriano,

y
|Ord1<n(ﬁ)| = card(T?(In(k))) = T?(card(In(k))) = T%(k) = &

y el ordinal In(k) es fuertemente cantoriano, por definicién. As{ pues, todo
conjunto fuertemente cantoriano es equipotente a una seccién inicial de Ord
determinada por un ordinal fuertemente cantoriano. Esto implica que el axioma
EFC es equivalente a su restriccién a conjuntos de la forma A = Ordy, con «
fuertemente cantoriano.

Demostraremos que el modelo que hemos construido cumple una propiedad
mas fuerte:

Axioma de los ordinales fuertemente cantorianos Para toda formula
o(x,21,...,2,) y todos los objetos x1,...,x,, existe un conjunto B tal que,
para todo ordinal fuertemente cantoriano §, se cumple

0€B o ¢(6,21,...,%n).
El axioma EFC se deduce de éste considerando la férmula
§€0rds A ¢(d,71,...,20)

y después tomando la interseccién B N Ordy.

Ahora conviene analizar por qué el axioma de los ordinales fuertemente can-
torianos no se cumple necesariamente en todo modelo de Boffa. Més concre-
tamente, si (con la notacién de la seccién 8.2, pero tomando un rango de la
forma r = V,,) tenemos un modelo de la forma M = V,,, cuyos conjuntos son
los elementos de C' = Vj4)41, una férmula ¢(z,z1,...,2,) y unos pardmetros
ai,...,a, €V, determinan un conjunto B segun dicho axioma si y sélo si existe
un B € C tal que, para todo § ordinal fuertemente cantoriano™

§(6) € B o ¢ME(8,ay,. .. an)
0, equivalentemente,
€ HB) = Y(6,a,...,a,)

donde 1 es una férmula que involucra el automorfismo j, y el problema principal
es que en la metateoria no contamos con ninguna forma de especificaciéon para
férmulas que involucren el automorfismo j.
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Ahora consideramos la aplicacién N : jfl[Ordﬁ] — Q. Si existe un

conjunto B’ tal que, para todo ordinal § < Qg tal que N~1(§) es fuertemente

M

cantoriano™ , se cumple

5 € B < Vaz e i [0rdM|((z, a1, ..., an) A N(z) = 0),

entonces, si B* = N7![B'] C V,, tenemos que B = j(B*) € C cumple lo
pedido. En realidad la tltima condicién es superflua, pues ordM e ¢, luego
Ord™ C Vj(4), luego N=1[B'] € j=1(Ord™) C V.

En resumen, si llamamos x(d,a1,...,a,) a todo el miembro derecho de la
equivalencia anterior, lo que hemos de probar es que, para toda férmula x (con

posibles pardmetros y en la que aparezca el automorfismo j), existe un conjunto

B de modo que, para todo & < € tal que N~1(§) es fuertemente cantoriano™

se cumple
b€ B x(6,x1,...,2p).

Mas precisamente, hemos de probar que esto es cierto en el modelo M que
hemos construido en esta seccién, pues acabamos de ver que eso implica a su vez
que el modelo M cumple el axioma de los ordinales fuertemente cantorianos.

Sea
By={0<k]| XMEJ(iEI(é),xl,...,xn))} C Vg,

que es un conjunto bien definido, pues ahora estamos trabajando en ZFC. Como
By € V), podemos definir B € M mediante B(0) = By. Veamos que B cumple
lo pedido. Para ello tomamos § < QME tal que N~1(6)MF es fuertemente

cantoriano™ . Sabemos que esto equivale a que ¢ es un ordinal de tipo A, luego
(6 € BYMF « 5(0) € By — xMEI(5,1,..., 1),
como habia que probar. Asi pues:

Teorema 8.15 Si ZFC mds la existencia de un cardinal medible es consistente,
también lo es NFA + ACC + el axioma de los ordinales fuertemente cantoria-
nos. En particular, también lo es NFA + ACC + EFC.
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