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1 Introduccién a las funciones de varias variables

1. La demanda mensual de cerveza de un consumidor viene dada por la funcién

15
D(r,p) = T2 1/mes,
p

donde r es la renta mensual del consumidor (en miles de euros) y p es el precio (en euros)
de un litro de cerveza. Actualmente, el precio es p = 2€ y el consumidor dispone de una
renta de r = 2000€ mensuales.

(a) Explica qué significa la notacién D(r,p).
(b) Escribe la expresién que representa la demanda actual de cerveza y calcula su valor.

(c) Calcula cudl seria la demanda si el consumidor pasara a disponer de una renta mensual
de r = 2.5 u.m. Expresa el resultado correctamente e interprétalo.

(d) (Y si, con la renta actual, el precio subiera 50 céntimos?

(e) Expresa los resultados de los dos tltimos apartados en términos de incrementos par-
ciales de la funcién D.

(f) Calcula el incremento (total) de la demanda si Ar = 0.5 um. e Ap = 1€. Exprésalo
correctamente e interprétalo.

(g) /Qué signo cabria esperar que tuviera A, D(3,3)(0.5)? Comprueba si tu conjetura es
correcta.

(h) Con el precio actual, jqué renta mensual haria que el consumidor limitara su consumo
de cerveza a 8litros mensuales?

(i) Calcula a partir de qué precio el consumidor no estard dispuesto a comprar cerveza
con su renta actual.

(j) Calcula cudnto tendria que reducirse el precio de la cerveza para que el consumidor
mantuviera su demanda tras haber sufrido un recorte salarial de un 5%.

2. Sea f(x,y,2) = zy® — 3z.

. Qué significa la notacién f(z,y,2)?

(a
(

)
b) Explica qué significa f(2,1,7) y calcula su valor.
(c) Calcula A, f(2,1,7)(2).
(d) Calcula Af(2,1,7)(—1,0,2).
(e) Resuelve la ecuacién f(2,y,1) = 5.
)

(f

3. Descompén en funciones bésicas la funcién g(u,v) = 51n* vu2v + 3.

Resuelve la ecuacion f(1,p,2) = f(4,4,p).

4. La produccién diaria de una empresa de fabricacion de zapatos viene dada por
S(p, K, L) = pVKL? pares de zapatos,

donde p es el precio de venta en euros, K es el capital invertido en la produccién (en euros)
y L el nimero de trabajadores. Actualmente el capital de la empresa es K = 120000€ y
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su plantilla es de L = 15 trabajadores. Por otra parte, se estima que la demanda diaria
de su producto es

_ 1470VM

D(p, M) »

donde M es la inversiéon mensual en marketing, que actualmente es de M = 1600€.

(a)

()

Calcula la oferta (produccién) y la demanda que conseguiria la empresa si vendiera
cada par de zapatos a un precio de 20€.

Interpreta los resultados obtenidos en el apartado anterior. ;Le conviene a la empresa
vender a ese precio?

. Qué signo cabe esperar en AD si la empresa decide aumentar un 5% el precio de
sus zapatos? HEscribe la expresion completa para este incremento parcial y calcilalo.

Calcula (para la situacién actual) el precio de equilibrio de la empresa, es decir, el
precio p para el cual la oferta es igual a la demanda.

Calcula la oferta y la demanda correspondientes al precio de equilibrio y comprueba
que, en efecto, son iguales.

Calcula AS(14,120000, 15)(0,67 500, —3) e interpreta el resultado. (Redacta la inter-
pretacion evitando palabras técnicas como “incremento” y usando palabras cotidianas
como “contratar”, “despedir”, “aportar capital”, etc., de modo que resulte natural a
cualquiera que no esté familiarizado con las mateméticas.)

Calcula el incremento de demanda a que da lugar un incremento AM = 300€ (man-
teniendo el precio de equilibrio). Exprésalo correctamente e interprétalo.

,Qué incremento de capital AK debe aportar la empresa para que la oferta iguale a
la nueva demanda calculada en el apartado anterior?

5. Si un banco nos ofrece un tanto por uno de interés ¢ por nuestros ahorros, esto significa
que si depositamos un capital Cy en el instante ¢ = 0, al cabo de ¢t anos nuestro capital
serd el dado por la expresiéon

(a)

C = Co(1 +1)".

., Qué deberiamos escribir en lugar de una simple C' a la izquierda del signo = si
quisiéramos ser mas precisos?

Calcula el capital que tendremos al cabo de 5 anos si en la actualidad (¢ = 0) de-
positamos 10000€ en un banco que nos ofrece un 3% de interés anual (i = 0.03).
Expresa el resultado con la notaciéon adecuada.

Calcula el incremento de capital que hemos conseguido con nuestra inversion. Escri-
belo correctamente.

Calcula A;C(10000,0.03,2)(2) e interpreta el resultado. (Deduce del contexto cuédl
es cada variable.)

1 Qué capital tendriamos que invertir si quisiéramos disponer de 15000€ dentro de 5
anos?

Otro banco nos ofrece 13000€ dentro de 5 afos si depositamos ahora nuestros
10000€ . ;Qué interés nos estd ofreciendo?



6. La demanda D de un producto X viene dada por la funcién

D(r,p,p’) =

Y

2p

donde 7 es la renta media de los consumidores, p es el precio del producto X y p’ el precio
de un bien sustitutivo (es decir, de otro producto que los consumidores podrian comprar
en lugar del que fabrica la empresa). Actualmente, ambos bienes se venden al precio de
1€ y el consumidor destina al producto X una renta de 36€.

(a) Calcula la cantidad de X que actualmente demandan los consumidores

(b) Calcula el incremento de demanda que se producira si el precio del articulo X aumenta
en 20 céntimos. Interpreta el resultado.

(c) Calcula el incremento de demanda que se producird si el precio del bien sustitutivo
aumenta a 2€ (y el de X se mantiene en 1€ ). Interpreta el resultado.

(d) Calcula el incremento de demanda que se producird si suceden simultaneamente las
variaciones de los dos apartados anteriores.

(e) Calcula el incremento de demanda que se producird si los consumidores duplican su
renta, pero los precios de ambos articulos también se duplican. Interpreta el resultado.

Calculo de funciones e incrementos

7. Dadas las funciones

fan ="t Qo= HEst =420 48
3
K(u,v) = % + % L(m,n,t) = #7:2/15 PQ) = % (7— 7VQQi+12> :
(a) Comprueba los resultados siguientes:
f(3,5,2) =35 f(2,0.2,0.01) = 468571.43  Q(5,v/5) = 1.58
Q(v/5,5) = 1.936 H(4,—4,-5) = 503 H(3,%,3) =3425
K(5,7) = 0.628 K(-2,23)=1 L(1,-5,9) = —0.086
L(V2,1++/3,7)=—-0.153  P(4) =2.73 P(—10) = 16.24
(b) Comprueba que
AL f(5,2,1)(—2) = -2 Af(1,1,1)(0.2,0.1,-0.3) = 5.026
AQ(1,-4)(—10,2) = —3.14 A H(6,-3,5)(0.7) = 175
AK (3,23) (3, 2)=-6 A(L(—3,4,9)(1/12) = =5.6- 104

AP(3)(3.2) = 1.072
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(c) Calcula (y expresa correctamente) el incremento de Q que se produce al pasar de

(d ) Calcula (y expresa correctamente) el incremento de K que se produce si partimos de

=3
(

(u,0) = (5,3) e Au = 2.
(

(e) Calcula (y expresa correctamente) el incremento de L que se ha producido si ahora
(m,n,t) = (4,8,16) y antes las variables valian la cuarta parte que ahora.

(f) Calcula (y expresa correctamente) el incremento de P que se produce si Q = 3y
aumenta un 10%.

8. Comprueba con la calculadora los resultados siguientes:

(a) 2V5 — 32 = 257,
(b) cosm + sen/m = —0.02,

o V1000
(©) T35 =56
(d) e® =148.41,
sen(m/4)

(f) sen®*7 =0,

(g) senm® = —0.398,

(h) In*(cos(w/3)) = 0.23,
(i) In(cos*(n/3)) = —2.77,
(j) In(cos(m/3)%) = —1.02,
(k) In(cos(m*/3)) = —0.7.

Analisis de funciones elementales
9. Descompodn las funciones siguientes en las funciones bésicas que las componen:

r(y? +2?)Inz

2y) — 2 cos(z? ) —h— In®
a) sen(zx + 2y) cos(z°y) ) w71 7Ins ¢) In°(zy)
40
d) In(cos* ) e) 5(x+y—2)e”/10 ) —senm
) o VP j EsenyEs
g z Txy — 5 xdcosz —1
2 1 3
i) (zln y)5+sena: k) (y +3y°)senx ) nx

24senzx cos*(zy)



10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

Ecuaciones

Resuelve las ecuaciones siguientes:

=bx

1) p+2p=5p—1 2) (5t—3)t=2t—38 3)
4) L°+9=0 5 Je+3-2=5 6) Vi—zr—x=2
7 z+2=+4z +13 8) p=2++/p*>—2 9) T3-10T=0

15 8 3 3
10) 5 —-+1=0 11) 10p<15——>:0 12) 10p<15——>:1
P’ p p p

SHEN
8

Calcula el precio de equilibrio de un producto cuyas funciones de oferta y demanda son

S(p)=25p,  D(p)=———750.
El coste de producir ¢ unidades de un articulo viene dado por la funcién

2
_ 4
C(q) = 5000 + q + 200 €.

(a) Calcula el coste fijo de la empresa, es decir, el coste en el que incurre la empresa
aunque no produzca ninguna unidad de producto.

(b) Calcula la produccién que puede conseguirse con un presupuesto de 15000€.
Cuestiones

La funcién B(q,p) representa el beneficio anual de una empresa en funcién de la canti-
dad ¢ que produce de un articulo y el precio p al que lo vende. Explica qué significa que
B(10000,500) = 6000000 u.m.

Dada una funcién h(p, q), di con palabras lo que significa Ah(3,2)(1,—1).

Dada una funcién g(x,y, z), explica la diferencia entre A,g(3,1, —1)(2) e A.g(3,1,—1)(2).
En la expresién Ag(1,2,3)(0.1,0.2,0.3), ;jcudl es el valor inicial de =7, jcudnto vale Ax?,
jcudl es el valor final de x?

Si nos dicen que
P = 3s%x + ks,

JPor qué no podemos calcular P(1,3,—2)7 ;Qué informacién nos falta?

Una empresa fabrica dos productos en cantidades ¢ y ¢o, para lo cual utiliza tres materias
primas cuyos precios son pi, p2 v ps. Imagina que tenemos una expresion para calcular
el coste C de la produccién a partir de estos datos. ;Coémo se expresa esto? ;Cdédmo
expresarias, mas concretamente, el coste de producir 100 unidades del primer producto y
500 del segundo si las tres materias primas tienen un precio de 3 u.m.? ;Y el incremento
de coste si p3 pasa a ser de 3.5 u.m?

Una empresa fabrica un articulo en cantidad @@ y C es el coste de su produccién. Si
tenemos un criterio para calcular C' a partir de @), ;esto significa que @ es funcién de C' o
que C' es funcién de Q? ;Dicha funcién se representard por Q(C) o C(Q)?
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2 Funciones de varias variables

1. Calcula el dominio de las funciones siguientes:

2™ sen Y Vu+1l—vyv—1
f(x7 y) = ) g(u’ U7 w) = 1n u+3 Y
VHE+ V1T —y (cosw)

h(p,q,r,s) = sen® ¥/pg — qrt — e, k(a,b) = (a¥? + 1, #LS In(a* +7)).

2. Considera las funciones siguientes:

2 6
uv® + v

=30 2 2 = 1 =3uw* —2w+5
f(z,y,2) tayt -2y gluv) = o, p(w) = 3wt - 2w+ 5,
h(r,s,t) = (r+ s*, st + 3,rst — 3rt?,t), P(m,n) = 4m3n — 2m + Tm*n’,

3
F(u,v,w) =u+5v—w, G(z,y)= (5x+2y)2 +—, H(p,q,r) =238,
x

R(x,y, z,w) = 3/5z — 3y + 2 + 2w, S(x,y,z,w) = Vbx — 3y + z + 2w.
(a) Indica cudles son polinomios y cudles no lo son. En caso de que no lo sean explica
por qué.
(b) De entre todas las funciones s6lo hay una que es lineal. Indica cuédl es.
(c) Calcula sus dominios.

(d) Particulariza para cada una de ellas la expresién f : D C R" — R™.

3. Consideremos de nuevo la funcién del problema ?7? de la pagina 77:

1
D(r,p) = 1or _ 72 1/mes,
p

que representa el consumo de cerveza en funcién de la renta r de un consumidor y del
precio p del litro de cerveza. Los valores actuales son p = 2€y r = 2 miles de €.

La figura muestra las gréficas de las funciones D(r,2) y D(r,3) (o, como dicen los econo-
mistas, dos gréficas de D como funcién de r “ceteris paribus”):

D 14

12
10

[ - )

1 2 3 4 r

(a) Razona qué curva corresponde a D(r,2) y cuél a D(r,3).

(b) Determina si el niumero de litros consumidos aumentard o disminuird si el consumidor
pasa a tener una renta de 4000 €.



(c) Siel precio es de 2 u.m., jqué renta daria lugar al mayor consumo mensual de cerveza

(d

4. A partir de un estudio econométrico, un economista s|
ha construido una funcién que se ajusta a la cantidad
mensual de un bien que consume cada individuo de
una poblacién en funcién de su nivel de renta. La
funcidén resulta ser

)

aproximadamente? ;Cudntos litros consumiria aproximadamente con dicha renta?

Determina si, en caso de que, partiendo de los valores iniciales (r,p) = (2,2) la renta
pase a ser de r = 2.5 u.m. y el precio pase a p = 3 u.m., el consumo de cerveza
aumentard o disminuira.

Un bien se dice normal si cuando los consumidores tienen mas renta aumentan el
consumo, y se dice inferior en caso contrario. Razona a partir de las graficas si la
cerveza es un bien normal o inferior para nuestro consumidor.

Calcula la funcién D(2,p).

Calcula h’er D(2,p) e interpreta el resultado. ;Depende el resultado de que la renta
p—0

actual sea precisamente r = 27

2 2 il
D(T) = <1 - _0> 1112 (10 - @> : 0 100 150 200 250 300 350 400
T T . N - . N

Comprueba que el dominio de D es el conjunto Dy = {r € R | r > 20}. ;Tiene esto
una interpretacién econémica?

Esta definida la funcién D para r = 207

A la vista de la grafica, ;tiene sentido hablar de la demanda del producto cuando la
renta es de 20 u.m.?

(d) ;Cémo expresarias el apartado anterior mateméticamente?
(e) ;Qué cabe suponer que sucede con los consumidores cuya renta es menor de 20 u.m.?
(f) Deduce de la gréfica el valor aproximado de 11’111 D(r). Interprétalo.
r—-+00
Calcula el limite del apartado anterior.
(2) p fa)
30+
5. A partir de la grafica, determina los limites ol
siguientes:
10
lim f(z), lm f(z), lim f(z) — “/ S T TR
T——00 z—0 z—20~ “lok
1/ 1/ 1/ =20 -
i, S, M f@), o tim f(@)
6. Calcula los limites siguientes: a0}
1i r 5 lim 2+ v/4—2 Ii L lim 1 1
im — — im V4 —2x m —— im In—
t——00 3 ’ T——00 ’ h—-4oco ]n3(h2 + 2) ’ z—too
lfm /" lfm /" lim (y? — 1)%/3 lim (y? —1)72/3.

t—0+ t—0— y—1 y—1




2 Funciones de varias variables

Dominios

7. Calcula el dominio de las funciones siguientes y particulariza para cada una de ellas la
expresion f: D C R" — R™:

VT ¥ 3y + e

f(l'ayaz) - e:p—5y ) h(u,’[}) = (\/m’ (U+U) %’ 3’u—’l})’
fa9) = (cos2, yPsen J3), Plasbed) = U ve

A2+ +1 S+dB+1
ho(z,y, 2) = In(2? + y? + 22 + 3),

h(t) = (V2 — 3, (t+1)b).

hi(z,y, 2) = In(2? + y? + 2%) + 3,
hs(z,y,z) = In(x +y + 2 + 3),

8. Calcula el dominio de las funciones siguientes:

(:U+y)3/4 xln(x+y+1)

N2 2 2:5/\/@ z? 2\z
T—y ) x° +y°, > Yy, (y), ;L‘2—|—y2 ,
VT =y 1 sen son 1
A _ nzy — (2 3\—3
/a3 =2y’ 2+y? a3+ y » S E T fla,y) = (@7 +29°)77,

¢
h(z,y,2) = (xln(y + 2), e,z + y* — 32),

t+1’
p(u,v) = (Vu+ v, Inu), T(u,v) = Veuv,

5(]9, q, 7") = (p + Q)lnrv f(x7y> = sen(:L‘Q - ey)‘

L(z,y) = % cos xy,

r(t) =

f(m,n) =3m? — 2mn +7,

Limites

9. Calcula los limites siguientes:

, 1 ’ 5 : —2m
D i g )l 2 9 lim e 43
4)  lim 37%* —100 5)  lim 5%/ 6) lim In(1—y)
2Z——00 t—0+ y—1—
7)  lim In*(1 — 8) i 1 — 5k 9) lim {/In(s—7
) Jm. In (1-y) ) Jm € ) M V/ln(s —7)
1
10)  lim V1 —2¢° 11)  lim 5—In(z®> —4) 12) lim —
a——00 z—2+ b—2+ 2 — b
1\ /3 1\ /3
13) lim (3— = 14) lim (3— = 15)  lim cos—
t—0— 12 t—0- 12 zotoo 2
fo
16) lim In(27"—6)  17) lim 4s 347! 18) lim

r——00

z—0+ x + 1



10.

11.

12.

13.

Razona el valor de los limites siguientes:

1 2

Iim ———— lim 3—1In .
z—0+ 2000 + 2e—1/z T—+00 r+5
40¢ f(x)
Razona el valor de los limites siguientes: 30;’
20 f
; 3 . 10++ 10 E
lim 5+4/1+ —3, lim e ™C-2), i
t_)_m et t_)2+ | I Y R PR L \K%.\ L
-3 -2 1 : 3
-10°F
A partir de la grafica, determina los limites ol
de la funcién f en los puntos —1, 1, 2 y 1/2. U
—30°F

Graficas

Una fabrica produce diariamente ¢ toneladas de detergente en polvo. El coste de la pro-
duccién depende de ¢ segun la funcién

C(q) = ¢* — 9¢* 4 36¢ + 20 u.m.,

donde ¢ es el nivel de producciéon diaria. EI nivel de produccion actual es de ¢ = 2

toneladas.
120
100
80
60
40
20

(a) Calcula el coste de la produccién actual.

(b) Si la empresa aumenta su nivel de produccién, jes de esperar que el coste aumente o
disminuya?

(c) Comprueba tu conjetura calculando AC(1)(1) y AC(2)(1). Interpreta ambos resul-
tados.

(d) De las dos gréficas representadas en la figura, una corresponde a la funcién C(q).
Razona cudl es.

(e) (Cudndo crece mas lentamente el coste, para producciones pequenas, medias o gran-
des?

(f) Calcula lim C(q) e interprétalo.

g—+oo
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14.

15.

2 Funciones de varias variables

(g) En el apartado (c) has podido comprobar que el coste de producir una tonelada
mas de detergente no es siempre el mismo o, dicho de otro modo, que no todas las
toneladas producidas tienen el mismo coste. Por ello es razonable calcular el coste
medio de la produccién (lo que cuesta de media cada tonelada producida), que es

CMe(q) = @

20
=q¢%> —9q+ 36 + " w.m. /t.

Calcula el coste medio actual e interprétalo.

(h) La otra grafica que aparece en la figura es la de la funcién CMe(g). A partir de
ella explica como se comporta el coste medio al aumentar la produccién: jaumenta,
disminuye, o depende?

(i) Expresa matemdticamente el comportamiento del coste medio que observas en la
figura para producciones ¢ proximas a 0.

(j) ¢Cuadl es aproximadamente, segin la gréfica, la produccién para la que el coste medio
es el menor posible?

Una empresa va a lanzar al mercado un nuevo producto tecnolégico para el cual no tiene
competencia, asi que puede fijar el precio p que considere més conveniente. Un estudio de
mercado indica que la demanda diaria del producto vendra dada aproximadamente por la
funcién

~ 1000000

D(p) e

El coste unitario de fabricacién es de 20€, y ademds hay un coste fijo de 2000 €.

(a) Calcula la funcién de beneficios diarios de la empresa
B(p) en términos del precio de venta p (entendiendo 10500 B(p)
que la cantidad diaria g que fabricard la empresa es 10000

la demanda esperada). 700

9000

(b) Calcula el precio minimo pg y el precio mdximo p;  ***

a los que puede vender la empresa su producto para
obtener beneficios (los que cumplen B(p) = 0).

8000

(c) Segun la figura, ja qué precio le conviene a la empresa vender su producto?

Consideremos de nuevo la funcién de demanda del producto X del problema ?? (pag. ?7):

rp’
2p

D(r,p,p’) =

i

donde p es el precio de X, p’ el precio de un bien sustitutivo y 7 es la renta de los

consumidores. Supongamos que la renta de los consumidores permanece fija en » = 36 u.m.

La figura siguiente muestra las gréaficas de las funciones D(36,p,p’) parap' =1,p =2y
/

p =3
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(a) Calcula las tres funciones D(36,p, 1), D(36,p,2) y D(36,p,3).

(b) A la vista de las gréficas, si el precio p’ se mantiene constante y p aumenta, ;jqué le
sucede a la demanda, aumenta o disminuye? Interpreta la respuesta.

(c) A la vista de las gréficas, si el precio p se mantiene constante y p’ aumenta de 1 a 2 o
de 2 a 3, jqué le sucede a la demanda, aumenta o disminuye? Interpreta la respuesta.

(d) Calcula HIT(l) D(36,p,2) y h’rf D(36,p,2). Interpreta los resultados.
p— p—+oo
(e) Senala en la figura el punto inicial y el punto final del incremento AD(36,2,1)(0, 1, 2).
. Cémo serd este incremento segun la figura, positivo o negativo?

(f) Calcula analiticamente el incremento del apartado anterior y comprueba que su signo
es el que muestra la grafica.

16. El ahorro mensual de un cierto trabajador viene dado por la funcién

A(r,p,l) = — + 1P €,

=
donde 7 es su salario, p un indicador del precio de los articulos de primera necesidad y [

un indicador del precio de los articulos de lujo que interesan al trabajador. Actualmente,
el trabajador cobra 2400€ mensuales y los indicadores son p =4y [ = 3.

(a) La gréfica muestra el ahorro en funcién de [ para los valores actuales de r y p. Escribe
dicha funcién y representa el punto que corresponde a la situacion actual.

(b) A la vista de la gréfica, indica sin hacer cdlculos el signo de A;A(2400,4,3)(1) y
A1 A(2400,4,3)(5). Razona tu respuesta.

A 200
1507

100

50 -
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17.

18.
19.

20.

21.
22.

2 Funciones de varias variables

La cotizacién en bolsa de las acciones de una empresa durante el ultimo ano ha sido la
dada por la funcién

C(t) = 15+ 5sen(2t + 3) + tcost + sen(30t),

donde ¢ es el tiempo en meses, de modo que el afio empiezaen t = 0. (Asi, 1 dia = 1/30 mes.
Un ano financiero tiene 360 dias.) La figura muestra la grafica de la funcién C(t):

35
30
25
20
15
10

5

2 4 6 8 10 12

(a) Calcula el dominio de C'y el subdominio con sentido econémico.
(b)
(c)
(d) Sihubiéramos comprado acciones el 1 de abril (¢ = 4), ; hubiera sido rentable venderlas
tres dias més tarde? Calcula el incremento AC' correspondiente.

Calcula la cotizacion inicial y la cotizacion final de las acciones en el ano considerado.

,, Cual hubiera sido el mejor momento para invertir en ellas? ;Y el peor?

Cuestiones

., Qué es el dominio de una funcién?

. Qué significa f : D ¢ R* — R2. Pon un ejemplo concreto en el que
D = {(z,y,2,w) € R*| z # 0}.

;,Coémo se lee esto dltimo?

Si f(u,v) =5+ u/v, explica qué le sucede a f en el punto (5,0). Relaciona tu respuesta
con el dominio de f.

;Por qué el dominio de f(x,y) = e**¥ es R? y no {(x,y) € R? | e > 0}?

Razona sin usar la calculadora si las afirmaciones siguientes son verdaderas o falsas:

sen 5000 > 5,
In(0.001) > 0,
In(—2) <0,
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3 Composicion de funciones

1. La funcién de beneficios de una empresa es B(I,C) = I — C, donde I son sus ingresos y
C' sus costes. A su vez, los ingresos vienen dados por I(p, q) = pq, donde p es el precio de
venta de su producto y ¢ la cantidad producida, y la funcién de costes es

(a)
(b)

C(q) = ¢* +2q + 16.

Cémo se llama la funciéon compuesta de las funciones dadas? Calcilala y determina
su valor para (p,q) = (20, 10). Interpreta el resultado.

Veremos més adelante (problema ?7? pag. 7?7) que, si la empresa no puede influir en
el precio de mercado p, el maximo beneficio lo consigue determinando su produccién
segun la funcién de oferta ¢ = S(p) = (p — 2)/2. Calcula la funcién compuesta B(p)
e interprétala.

Explica la diferencia de interpretacion entre las funciones calculadas en los dos apar-
tados anteriores.

Calcula B(20) e interpreta el resultado. Explica la diferencia con el beneficio calculado
en el apartado (a).

Determina el precio de cierre de la empresa, es decir, el precio de mercado para el
cual sus beneficios son nulos (y por debajo del cual son negativos).

2. Calcula la composicién de las funciones

flx,y,2) = Valy + z, z(p) = p, y(p,q) =p—q, 2(p,q) = p2°%.

Calcula f(1,2,7)y f(1,3).

3. Una empresa planea sacar al mercado un nuevo producto cosmético. Un estudio de los
costes indica que el precio de venta mas adecuado viene dado por p = 30 + 12¢, donde
0 < ¢ <1 es un indice que mide la calidad del producto. Por otra parte, un estudio de
mercado prevé que la demanda diaria del nuevo producto vendra dada por la funcién

(a)
(b)

60000 ¢
D(p,c) = :

VP

Obtén la funcién ¢(p) que determina la calidad que debe tener el producto para que
su precio de venta pueda ser p.

Calcula la funcién D(p) e interprétala. Explica la diferencia de interpretacion entre
D(p,c) y D(p).
El plan inicial de la empresa es lanzar el cosmético con un precio p = 36€. Estudia
si aumentar este precio inicial en 2€ produciria un aumento o una disminucién en
la demanda esperada. Calcula para ello el incremento adecuado AD. Escribelo
correctamente.

Interpreta el resultado obtenido en el apartado anterior.

Calcula el precio al que debe lanzarse el cosmético para conseguir una demanda de
6 000 unidades diarias. ;Cudl tendria que ser su indice de calidad?
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3 Composicion de funciones

. La funcién de beneficios de una empresa es B(p, D) = 1000pIn D, donde p es el precio al

que vende su producto y D es su demanda. Por otra parte, la demanda depende del precio
segiin la relacién D(p) = 10000/p*.

(a) Calcula la funcién compuesta B(p) y explica la diferencia de interpretacién entre
B(p, D)y B(p)-
(b) Calcula B(5) e interpreta el resultado.

(c) Calcula B(5,20). ;Tiene sentido econémico el resultado? Si es asi, jcudl?

. Una industria quimica fabrica un producto a partir de tres materias primas. Cuando

emplea x toneladas de la primera, y toneladas de la segunda y z litros de la tercera, la
produccién que obtiene es la dada por la funcién

Q.. 2) = 2 + 22

No obstante, para que el producto tenga las propiedades deseadas es necesario que las
cantidades empleadas de las dos primeras materias primas respeten la proporciéon y = 4.

(a) Calcula la funcién compuesta (indicando su nombre) y explica la diferencia de inter-
pretacion respecto de la funcién de produccién dada.

(b) Calcula Q(1,2) e interpreta el resultado.

. Un consumidor puede adquirir tres bienes en cantidades x, y, z, y la utilidad que consigue

con cada posible compra viene dada por la funcién
Ulz,y,z) = Jxyz.

Los bienes son complementarios, de modo que por cada unidad que adquiere del segundo
articulo necesita 3 del primero y 9 del tercero (es decir, z = 3y, z = 9y).

(a) Calcula la funcién compuesta (indicando su nombre) y explica la diferencia de inter-
pretacién respecto de la funcién de utilidad dada.

(b) Calcula U(2) e interpreta el resultado.

. Calcula la composicién de las funciones indicadas. Escribe el nombre de la funcién com-

puesta en cada caso y simplifica su expresién en la medida de lo posible.

(a) f(u,v) =u/v, u =22z, v=uayzb.

(b) f(u,v) =u/v, u =22y’ +259%23, v=2a2%z

() flz,y,2) =a*yz, a=pdq, y=p*+q

(d) P(s,t) = /s + /1, s =u?, t=u®+0%

(e) Qa,b,c) = a’bed, a=2x%, b=uwzy, c=Ilnzy®, d=1y>

() hip,q,r)=\pa—r, p=z+y q=x—2y,r=zy+2y°
)
)

~
=e
S S

x=e y=(p+q)°

—~ o~
K
<
~—
I
ot
—
=
8

|
=
=
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4 Funciones homogéneas

1. Estudia la homogeneidad de las funciones siguientes:
2 3
3
flz,y, 2) = 23y? + 25 g(z,y) = w h(u,v, w) = Vu2vw — 5v2w?
x

_ VstV
/25 + 3t

H(z,y) = y’e*/Veos(5+ &) Q(K,L) = K°2L%5  P(u,v) = (u?v +v%)°

p(s, 1) g(a,b) =5a%0 —6ab  F(p,q,r) = p’sen’(p? + qr)

2. La funcién de demanda de un bien es
D(TapvplaPQ) = \S/Fln <%> 5

donde r es la renta de los consumidores, p el precio del bien y p;, p2 los precios de dos
bienes sustitutivos. Estudia si existe ilusién monetaria.

3. La funcién de produccién de una empresa viene dada por

Q(K,L,M) = VK2LMS3.

Estudia los rendimientos a escala de la empresa.

4. Estudia la homogeneidad de las funciones siguientes:

(a) f(z,y) = Vay? — o

(b) P(r,s) =r+2s

(8) t(z,y,2) = wsen(yz)
(h) h(u,v) = u?+v*

(i) f(w,y,z) = VIYz — ny

(c) Q(K,L) = K3L?

ac® + 2b3
d be)= —— "
e (i) f(w,y):#
z/y. .2
(e) f(z,y) = %;Ty ) flo.y) = 2%l /g
(6) Plrys,t) = 250 )8 (1) T(u,0) = Ya® — b — {/ 2

ln(t—2)

\/E
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5 Funciones implicitas

1. Un consumidor goloso adquiere mensualmente z tartas e y pasteles. Su funcién de utilidad
es

Ulz,y) = V3z + /y.

Esto significa que U es la funcién con la que “puntia” o “valora” sus posibles consumos,
de modo que el hecho de que U(2,1) = 3.45 y U(1,2) = 3.15 se interpreta como que el
consumidor estd mas satisfecho si se toma 2 tartas y 1 pastel que si se toma 1 tarta y
2 pasteles. Las curvas de nivel de utilidad se llaman curvas de indiferencia. La figura
muestra las curvas de indiferencia correspondientes a niveles de utilidad 4, 5 y 6.

pasteles (y) 10

10 tartas (x)

La respuesta a los apartados (a)—(d) siguientes debes razonarla a partir de la grafica:
(a) Siactualmente adquiere 3 tartas al mes y 4 pasteles, jsobre qué curva de indiferencia
nos encontramos?

(b) Si, partiendo del consumo actual, el consumidor tuviera que renunciar a una tarta,

cuantos pasteles tendria que comprar de mas para mantenerse en el mismo nivel de
utilidad?

(c) Siun mes el consumidor se toma 4 pasteles, jcudntas tartas tendria que comerse para
aumentar en una unidad su utilidad actual?

(d) Si quisiera conservar su nivel de utilidad actual comiendo sélo tartas, jcudntas tartas
necesitaria?

Escribe la ecuacion de la curva de indiferencia actual e interprétala.
Calcula la funcién implicita y(x) determinada por la curva de indiferencia.

)

)

) ¢Cuél es la grafica de la funcién y(z)?

) Calcula y(2) y relaciona el resultado con el apartado (b).
)

Localiza en la figura el valor de y(2) e y(3). (Es razonable deducir de la figura que
h’m+ y(x) = +00? Calcula el limite analiticamente. Interpreta el resultado.
z—0



2. Considera la funcién f(z,y,z) =

17

re?

Dibuja la gréfica de la funcién f(z,1,0).
Escribe la ecuacién de la curva de nivel 5 de la funcién f. Interprétala.

Comprueba si los puntos (5,1,0), (2,3,1) y (1,2,In10) estdn o no sobre dicha curva
de nivel.

Calcula las funciones implicitas z(y, z) y z(x,y) determinadas por la curva de nivel.
Interprétalas.

Calcula z(3,8) e interpreta el resultado.

3. Continuando con el problema ?? (pag. ?77), la grafica p 35
siguiente muestra las curvas de nivel de demanda corres- Z
pondientesa D =6y D = 11. )
5

1

5

a

(c
d

(e

(a)
(b)

)
(d)
)

(i)

Escribe las ecuaciones de dichas curvas de nivel.

Razona cudl corresponde a cada curva.

1 2 3 4

Explica la interpretacién econdémica de las ecuaciones que has escrito.
Identifica en la grafica el punto que corresponde a la situacion actual.

Supongamos que la renta del consumidor pasara a ser de 4 u.m. Para que su consumo
de cerveza no variara, jel precio tendria que variar mucho o poco?

LY si su renta pasara a ser de 1 u.m.?

Si el litro de cerveza pasara a valer 2.5€, jel consumo mensual podria ser de 11 litros
para algin nivel de renta? ;Y de 6litros? ;Con qué nivel de renta, aproximadamente?
Calctlalo analiticamente a partir de la ecuacion.

Calcula la funcién implicita p(r) determinada por la curva de nivel correspondiente
a D = 6. ;Cudl es la interpretacion econdémica de esta funcién? ;Cudl es su grafica?

Calcula p(3) e interprétalo.

4. Un consumidor dispone de un presupuesto de 100€ para gastarselo en dos bienes A y B.
El primero cuesta 5€ /unidad, y el segundo 12€ /unidad.

Escribe la funcién G(z,y) que calcula el gasto del consumidor si compra z unidades
del producto A e y unidades del producto B.

Las curvas de nivel de las funciones de gasto de este tipo son rectas, por lo que se
llaman rectas presupuestarias. Escribe la ecuacion de la recta presupuestaria corres-
pondiente a los 100€ de que dispone el consumidor. Interprétala.

Representa graficamente la recta presupuestaria del apartado anterior.

Calcula la funcién implicita y(z) determinada por la recta presupuestaria. Interpré-
tala.

Calcula y(8) e interprétalo.
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5. Calcula las funciones implicitas indicadas definidas por las ecuaciones indicadas:

(a) VEK2LA=2, calcula K(L).

(b) 2% +2y% +522 =100, calcula y(z,2).
(¢) zln(zy) = 20, calcula z(y, 2).
(d) (z+2y)* =1000, calcula z(x,y).

6. Una empresa fabrica dos productos en cantidades x e y. La empresa puede decidir la
cantidad que produce de cada uno de ellos, pero sus recursos son limitados y exigen que la
produccién (z,y) cumpla la relacién 322 +y? < 6 300. De este modo, las producciones que
aprovechan al méximo los recursos de la empresa cumplen la ecuacién 3z2 + y? = 6 300.
La curva determinada por esta ecuacion se llama frontera de posibilidades de produccion
de la empresa, vy estd representada en la figura.

80
(a) ;Cual es la méxima produccién del primer producto o fpp
que puede conseguir la empresa (a costa de no pro-
ducir nada del segundo)? 40
(b) (Cuél es la maxima produccién del segundo pro- 20
ducto que puede conseguir la empresa? -5 =5 =5 5

(c¢) Calcula la funcién implicita y(x) definida por la frontera de posibilidades de pro-
duccién e interprétala.

(d) Calcula y(30) e interprétalo.
(e) ;Cuél es la grafica de la funcién y(z)?
(f) Siactualmente la empresa fabrica 30 unidades del primer producto, jcudntas unidades

del segundo tendria que dejar de producir si quisiera aumentar en una unidad la
produccion del primero?

(g) Marca en la figura el punto correspondiente a la produccién actual de la empresa.

7. La funcién de produccién de una empresa es Q(K, L) = V' K2L3, donde K es el niimero de
maquinas empleadas en la produccion y L el nimero de trabajadores. La grafica muestra
varias curvas de nivel de la funcién.

. .2 . 2000
(a) Escribe la ecuacién de la isocuanta (curva L

de nivel de produccién) correspondiente a
una produccién de 120 unidades de pro-
ducto. Interprétala.

1500

1000 “

(b) Calcula la funcién implicita L(K) definida
por dicha ecuacién.

500

(c) Calcula L(15) e interpreta el resultado.

(d) Calcula AL(15)(1) e interpreta el resultado.

(e) Sabiendo que la curva de nivel actual es una de las representadas en la figura, senala
los puntos correspondientes a la situacion inicial y final del incremento del apartado
anterior.



19

8. El ahorro mensual de un cierto trabajador viene dado por la funcién

Alr,p 1) = —-

= 1’€
p?l s

donde r es su salario, p un indicador del precio de los articulos de primera necesidad y [
un indicador del precio de los articulos de lujo que interesan al trabajador.

200- A
(a) Escribe la ecuacién de la curva de nivel
correspondiente a un ahorro de 59€ men- 5
suales. Interprétala.
(b) Calcula la funcién implicita p(r,l) deter- '™}
minada por la curva de nivel.
50
(c¢) Calcula p(2400,3) e interpreta el resul-
tado. ; ; : ; i
Cuestiones

9. Considera una funcién f(z,y, z).

(a) ;Cuadl es el significado de una curva de nivel f(x,y,z) = a?

(b) Si esta ecuacién define una funcién implicita z(x,y), (cudl es el significado de esta
funcién?

(c) ¢Cbémo sera la funcién compuesta f(x,y) = f(x,y, z(z,y))?
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6 Calculo de derivadas

1. Calcula las derivadas parciales de las funciones siguientes:

3a5y” 22°y? 4+ 322y — 2x +y — 6 2e¥’ VrZcos(yPz +26) a¥
sen x 3
250Y cosd (12y* 4 3) In* sen® /322y — 242 VY senz 2 _5Y + Txet/y

(22 4 22)3 Yo z—2
2. Calcula el vector gradiente de las funciones siguientes:

z,y,2) = 32°y + 2ytz + y® + 222 + 5,

r,s) = r° cos 3s4,

= (u? + 2uv + vwd)evt2—wrl
)—Sen »* +¢%),

2 Q)—Sen(p+2Q)

Py
S
<

5

3. Calcula la matriz jacobiana de las funciones siguientes:

(a) f(z,y) = (2y, 2 +y,2* — 3xy)
(b) g(u,v,w) = (u3e’™,7)

(c) P(q) = (Ing,3%v/¢* —3¢,q+1)

4. Calcula el vector gradiente de las funciones siguientes:

(a) f(x,y,2) = 2dy—32x%2+wy2z—3y+2, (g8) k(z,y) = Ve

(b) g(z,y) = /v, (h) L(r,s) = \/W
(c) h(z,y,2) =u\f§en(x2 P4 ) pla) = - i . :3_ .
= e () Qoy.2) = ==L
© 1p0) = 130 (k) T(v,w) = In(v/w).

5. Calcula la matriz jacobiana de las funciones siguientes:
(a) f(z,y,2) = (z +y° 2y2) (g) h(p,q) = (gsenp,p® 279, ¢/p)
(b) T(s) = (s*+1,1/s,/5) (h) p(z,y) = (2%, zy,2Y)
(c) g(x,y) = (z,y,In(z +y), rseny) (i) h(s,t) = (32t75768t)
(d) r(z,y,2) = (ay? - 2°,8,27") (i) G(p,q) = (inp, 22, /p)
(e) f(pya,r) = (0* + % p+aqr) (k) g(z,y) = (z2y, 3z + y4)
(f) f(z,y) = (¥, 22742, 7) (1) Plu,v) = (u+v,uv,u®)



6. Calcula las derivadas parciales de las funcio-

nes siguientes:

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

f(livyvz) = 3$2y+523 -8

p(q,r) = qcosr +1°Ing

. h(u, v, w) = ute?u V" 4 w2w

2st% +t
. G(s,t) = —4———
(5:8) = 531 o2
k
e —1
Tk = ——
Visenr
. P(T,S,t) = m
fla,y) = In*(sen e22” %)

. g(v,w) = In®sen* Vv3 — 5v2w
. p(m,n) = 25 sen vVm? + 8n

5561’11‘_’_2«
S(x,y,2) =4 | ———
(@,2) In?y + 22

R(a,b,c) = {/In(a®Vbe3)

q(u,v,w) = (In® w)e V? (w?® — 3/w)

1 1
F(M,N)=M_N_
. 9
j(y’z)_5y3_|_7z/6

(u,v) = (2u+ v)eV™ ~v3
Vsenu

u’U

y(u’ U) =

K(z,y) = (In \/g)zﬁ
Q(a,b,c) = (2a — 5b)3ct+2

e¥ 4+ 8
f(l:vy) - (l‘2y3 4 .%')17
or sent
L(r,s,t) = i

sen? r

21.

22.
23.

24.

25.
26.
27.

28.

29.

30.

31.

32.
33.
34.
35.
36.

37.

38.

39.

40.

e
M(f.9) = 5=

=
T(t,u) = 5e/* 4 In(t — u)
f(z,y) = \/In(z* sen® \ /)
3u
alw, v,w) = (2senw cos® w + 4)°

g(p,q,r) = p*sen® ¢?e?"
Q(i,j, k) = 2" sen(jk)Vk

f(z,y) = 5et/=H1/v*

F(z,y,2) =23+ /y)~*
eP—4 4 34—

k(p.q) = —— ——

r(s,t) =5 (s+1)° + st

k(a,b,c) = In® (%)

f(u,v) = 29T/ cosd v3
p(u,v,w, ) = ue’/Y + win®

f(z,2) = (1 +senz)?n?

g(x,t) = (43 4 3 + 2)57°+3"
h(z,t) = (23 4 3z + 2)3"
(x+ e“"/’)‘f’
x, =
A(f,9) = S
9= 2+ g%cos f
h31In*(h? + hk
B(h, k,1) = —(lﬁ )

1
C(Il,l‘z) = I_l +I1\4/$17x2

21
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7. Calcula las derivadas parciales de las funcio-

nes siguientes:

1.
2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.
22.

f(z,y) = zsen’ e*¥
fla,y) = sen®(In z%) 2¥°T3v
1/a4
g(x,y) - (egx 4 xyg)g
- f(@,y,2) = 2¥(sen (/) 2775 F2
1
f(z,y) = 22y

fz,y) = 3% In® {/yed—v

g(z,y) = (senz2)°sY .

ey =22V
f(z,y) = /522 + 3y> Inw
f(z,y) = a* cos® \/zy
9(z,y) =In(z/y)

flay) = (2 + day)eV™™

Inx
9(z,y) = m
flx,y) = Jesenzy
9(z,y) = v

flx,y) = 2zy + )Sen N3

92Ty
9y = 5
o) =5
2y
r e
g(z,y) = o

fz,y) =In°(z/y)

g(x,y) = e T senx

P(z,y) = ¥z n*(y* - 4)

4

24.
25.
26.
27.
28.
29.

30.

31.

32.

33.
34.
35.
36.
37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.
44.

45.

6 Célculo de derivadas

e” cos
Q(z,y) = " +y1
f(z,y) = 2°sen*  /y
g(z,y) = ¥ In(2z — 3y)
f(z,y) = zcose®/¥
f(o,y) = 2%y Ins?
g(z,y) = (a7 + Vz) In’y
fo,y) = YT+ 20y

()= 2
90, 9) = oy
f(z,y) = yIn(a? + zy)

xey
gz, y) =
flz,y) = eV cos /13 + Y
f(z,y,2) = /Y sen? 2°
f(z,y) = 2% cos /23y + 12
g(z,y) = 4e”/V + 2% 43
f(x,y) = e”/wy? — 3y

_ sen(zy)
g(fE, Y, Z) - ln(xz)

1 4
f(fﬂ,y,Z) =V Senxﬁ
fxy) = (2y® + 2y) In® &

sen x
9(z.y) = —,
fz,y) = sen® \/x [y’

g(z,y) = (32% + Inx)eV®
fla,y) = 2" In*(ay)

vr+1+Iny

g(z,y) =
) v +y
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7 Interpretaciéon de la derivada

1. Una empresa fabrica un articulo X a partir de dos factores de produccién A y B. La funcién
de produccién es P(z,y) = x +y+ 0.005zy? unidades de X, donde z e y son las cantidades
de los factores de produccién.

(a)
(b)
()

(d)

Calcula la produccién actual si se estdn empleando 100 unidades de A y 80 unidades
de B.

Calcula la produccién marginal respecto de y para la produccién actual. Indica su
interpretacion.

Calcula el incremento de produccién que puede obtenerse si la cantidad empleada del
factor B pasa a ser de 82 unidades. Haz el cdlculo exacto y el cdlculo aproximado a
partir de la produccién marginal. Calcula el porcentaje de error.

Idem si, partiendo igualmente de 80 unidades de B, pasamos a utilizar 200 unidades.
Compara los resultados en ambos casos.

2. Una editorial A es una de las principales suministradoras de libros a una pequena ciudad,
aunque tiene una unica competidora B. La empresa estima que la demanda de sus libros
en la ciudad depende del precio medio al que los vende pq, del precio medio a que vende
los libros la editorial B y del precio medio de los articulos de primera necesidad. Si la
funcién de demanda (de los libros de A) es D(p1,p2,p3) y la empresa estima que, para los
precios actuales pg, se tiene

op| __, op| __ | _,
apl Po ’ 3]72 Po , 8])3 Po ,

;Cual de las variables po, ps representa —presumiblemente— a los precios de la
editorial B y cudl a los precios de los articulos de primera necesidad?
Interpreta las derivadas.

L Qué efecto tendria para la editorial una rebaja media de sus precios de 0.8 unidades
monetarias?

3. El capital de una empresa durante un periodo de diez anos [0, 10] viene dado por la funcién

04011573

C(t) = 500e3¢

Determina el capital con que contaba la empresa al principio del periodo y el capital
final.

dC
Calcula —| e interpreta el resultado.
0

Calcula la derivada de C' en tanto por 1 en un instante arbitrario t. Llama R(¢) a la
funcién resultante. (Es la rentabilidad de la empresa en cada instante.)

Calcula R(0) y R(10) e interpreta los resultados.

Calcula la derivada en porcentaje de R(t). Interprétala.
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4. La funcién de demanda de un articulo es D(p,r) = In (1 + %), donde p es el precio y r

la renta media de los consumidores. El precio actual es p =2 um. y r = 100 u.m.

(a) Calcula la demanda actual.

(b) Calcula las derivadas parciales de D para los valores actuales de las variables e in-
terprétalas.

¢) Usa las derivadas para determinar qué produciria un mayor incremento de la de-
Y
manda:
i. Un incremento de la renta de Ar = 10 uw.m.
ii. Un incremento del precio de Ap = —0,5 u.m.

(d) Calcula los incrementos exactos de la demanda correspondientes a cada caso y compa-
ralos con las estimaciones anteriores calculando el porcentaje de error.

(e) Calcula la elasticidad de la demanda respecto del precio para los valores actuales e
interprétala.

Interpretacion de derivadas y aproximacién de incrementos
. La tasa de paro (porcentual) de dos paises A y B viene dada por las funciones
Pat)=8(1.1)'% y  Pg(t)=8(0.9)" %.

(a) Determina la tasa de paro en la actualidad (¢ = 0) en ambos paises.
(b) Calcula las derivadas de ambas tasas en t = 0 e interprétalas.

(c) ;Cudl de los dos paises estd en mejor situacién?

. Se estima que la funcién de costes de una empresa es C(z,y) = 150In(2+2+3y), donde z e
y son las cantidades producidas de los dos articulos que fabrica la empresa. La produccion
actual es (x,y) = (100, 100). Determina el dominio matemético de la funcién C asi como
el subdominio con sentido econémico.

(a) Calcula el coste marginal respecto a cada uno de los articulos para los valores actuales
de las variables. Interprétalos.

(b) Escribe la férmula que relaciona el incremento de coste que se produce si Az = 4 con
su aproximacién con derivadas.

(c) Calcula dicho incremento de forma exacta y de forma aproximada mediante la férmula
del apartado anterior. Calcula el porcentaje de error de la aproximacién.

(d) Repite los cédlculos si, en lugar de incrementarse la produccién del primer articulo, lo
hace la del segundo, en la misma cantidad.

. La funcién B(D,p) nos da el beneficio de una empresa en funcién de su demanda diaria y
del precio al que vende su producto. Actualmente la empresa tiene una demanda de 2000
u.p. diarias y el precio de venta es de 3€, con lo que consigue un beneficio de 90 000 €.

Ademss:

B B
0 =2, 0 = £100000.

oD (2000,3) a dp (2000,3)
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(a) Interpreta estas derivadas.

(b) Razona el signo correcto de la segunda derivada. (Haz el apartado siguiente conside-
rando dicho signo.)

(c) Calcula A,B(2000,3)(0.1) e interpreta el resultado.

(d) Calcula la derivada en porcentaje del beneficio respecto del precio para los valores
actuales e interprétala.

(e) Calcula la elasticidad del beneficio respecto del precio para los valores actuales e
interprétala.

8. Una empresa distribuidora de vino estima que la demanda de su marca en miles de litros
mensuales viene dada por la funcién

D(r,p,q) = (200 — 7)e®19/? kl/mes,

donde 7 es la renta mensual (en euros) que los consumidores dedican al consumo de vino,
p es el precio al que la empresa vende el litro de vino y ¢ es el precio al que otra marca
competidora vende el litro de vino. Actualmente, la renta de los consumidores es de 100 €,
la empresa vende su producto a p = 2€ y el precio de la otra marca es de ¢ = 4 €.

(a) Comprueba que

oD = -1.22, oD = —12.21, oD = 6.10.

or (100,2,4) op (100,2,4) dq (100,2,4)

(b) Interpreta las derivadas. jPuedes concluir algo sobre la calidad del vino que distribuye
la empresa?

9. La funcién de produccién de una empresa es Q(K,L) = K?In L3, donde K y L son los
factores de produccién, que actualmente son empleados en cantidades K =2, L = 1.

(a) Calcula el nivel de produccién actual.

0
(b) Calcula oQ e interpreta el resultado.

(c) Utiliza la derivada anterior para calcular aproximadamente el incremento de pro-
duccién que puede conseguirse si la cantidad de L empleada pasa a ser L = 1.05.

(d) Calcula el porcentaje de error de la aproximacién del apartado anterior.
Derivadas en porcentaje

10. La funcién B(p,q,t) = 1000’ (10p — 2q) representa los beneficios de una empresa en
funcién del precio p de venta de su producto, el precio ¢ de su principal materia prima y
el tiempo t en anos. En la actualidad (t =0) se tienep=1y ¢ = 2.

(a) Calcula la derivada parcial de B respecto a ¢ en el momento actual e interprétala.

(b) Calcula la derivada en porcentaje del beneficio respecto al tiempo para los valores
actuales e interprétala.
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11.

12.

13.

7 Interpretacion de la derivada

La funcién de produccién de una empresa es Q(x,y) = 2y/z Iny, donde z e y son las
cantidades empleadas de dos factores de produccion. Actualmente la empresa utiliza 400
unidades del primero y 100 del segundo.

(a) Calcula la produccién marginal — e interpreta el resultado.
T 1(400,100)

(b) Calcula la derivada de @ (respecto de x) en porcentaje para los valores actuales e
interpreta el resultado.

Sea B(z,y) la funcién de beneficios de una empresa, donde x e y son las cantidades produ-
cidas de dos articulos. Actualmente, la produccién de la empresa es (z,y) = (3000, 1 000)
articulos. Ademads se estima que

0B 0B

= —2’ == 4.

Ox (3000,1000) Ay (3000,1000)
(a) Interpreta estas derivadas.

(b) Si actualmente el beneficio es de 500 u.m., calcula la derivada en porcentaje del be-
neficio respecto de la variable y e interpreta el resultado.

La produccion anual de una empresa viene dada por la funcién
Q(p,t) = 1000(p* + 1)6(2t2+tp)/100 miles de articulos,

donde t es el tiempo en afios y p es el precio al que la empresa vende su producto. Actual-
mente (¢t = 0) el precio es de 2€.

(a) Calcula la produccién actual.

(b) Calcula
0Q
dp

9Q
’ ot

(2,0) (2,0)

(c) Interpreta las derivadas anteriores.

(d) Calcula la derivada en porcentaje I(p,t) de @ respecto del tiempo. Simplifica la
expresion.

(e) Calcula I(2,0) e interpreta el resultado.

(f) Estudia como afecta al crecimiento (porcentual) de la produccién de la empresa un
aumento del precio.

14. Un agricultor ha plantado un arbol frutal que, segtin las previsiones, deberia vivir unos

30 anos. El valor del arbol va variando a medida que pasa el tiempo, en funcién de su
productividad. Se estima que este valor viene dado por la funcién V (¢) = 30t — 2 u.m.

V(¢) o\ R(t)

20

200

150 10

100 5 10 15 0 25 30

-10
50

-20
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16.
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(a) El agricultor planea vender el &rbol en el momento en que su valor sea maximo.
Deduce de la figura cudl es este valor.

(b) El agricultor tiene un hijo que estd estudiando Mateméticas I, y éste le hace ver que
sus planes respecto al arbol no son los méas inteligentes. Para ello, en primer lugar
el hijo calcula la rentabilidad R(t) (la derivada en porcentaje) que le proporciona el
arbol en cada instante ¢. (Calcilala ti también.)

(c) El hijo le muestra al agricultor que, tal y como se ve en la grifica, la rentabilidad es
siempre decreciente. Por otra parte, hace notar a su padre que en cualquier momento
puede obtener una rentabilidad del 4% de cualquier capital de que disponga (por
ejemplo, porque cierto banco le ofrece ese interés por un depésito). Por consiguiente,
el mejor momento para vender el drbol es cuando su rentabilidad llega al 4%, pues a
partir de ese momento éste serd una inversién menos rentable que otras alternativas
disponibles. Calcula el momento en que el agricultor debe vender el arbol teniendo
en cuenta los consejos de su hijo economista.

El mismo agricultor del problema anterior tiene también un &rbol que en un momento
dado piensa talar para vender su madera. Se trata de un drbol que puede vivir cientos
de anos y el valor de su madera nunca deja de aumentar. Digamos que viene dada por
la funcién V(t) = %4Vt m. Determina el momento mas conveniente para talar el arbol
(que, como en el problema anterior, serd aquel en el que su rentabilidad descienda hasta
el 4%).

El beneficio de una empresa en funcién del tiempo (en anos) viene dado por la funcién

10000i In(t? + 1)

B(tai) = n )

que depende también del tipo de interés que le aplica el banco con el que trabaja, y que
actualmente es ¢ = 0.02.

(a) Calcula el beneficio marginal respecto del tiempo en el instante ¢ = 3. Interpreta el
resultado.

(b) Calcula A;B(3,0.02)(0.5) e interpreta el resultado.
(c) Calcula aproximadamente el incremento del apartado anterior mediante derivadas.

(d) Calcula la derivada en porcentaje de B en el punto (3,0.02) e interpreta el resultado.

Elasticidad
Considera de nuevo la funcién de demanda del problema ?? anterior.
(a) Calcula las elasticidades E,, E, y E, respecto de las tres variables para valores cua-
lesquiera de 7, p y ¢ y simplifica las expresiones todo lo posible.

(b) Calcula E,(100,2,4) e interpreta el resultado.

(c) Calcula ApE,(100,2,4)(0.1) de forma exacta y de forma aproximada con derivadas.
Interpreta el resultado.
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18. Considera de nuevo la funcién de demanda del problema ?? (pdg.??):

/

D
2p

D(r,p,p’) =

)

donde 7 es la renta media de los consumidores, p es el precio del producto X y p’ el
precio de un bien sustitutivo. Calcula su elasticidad respecto de las tres variables para
(r,p,p") = (36,1,1). Interpreta los resultados.

19. Calcula la elasticidad de la funcién de demanda D(p) = 100/p.

20. La demanda de un articulo viene dada por la funcién

D(r,p) = 30003/~ — 201 p,
p

donde p es el precio y r la renta de los consumidores. Calcula la elasticidad respecto del
precio cuando r = 16 000 y p = 4 e interpreta el resultado.

21. Una empresa vende un articulo a un precio p = 2€ y estima que la demanda prevista
depende ademds de la renta r de los consumidores y viene dada por

reVr

D(T,p) = D

D
(a) Calcula oD e interpreta el resultado.
Ir |(9.9)

(b) Calcula el incremento esperado de la demanda si la renta de los consumidores pasa
de 9 um. a 9.2 um.

(c) Calcula el incremento anterior de forma aproximada mediante derivadas.
(d) Calcula la elasticidad de la demanda respecto de la renta para (r,p) = (9,2) e inter-
preta el resultado.
Cuestiones

22. Indica el signo que tendran en condiciones normales las derivadas siguientes:

(a) La derivada del salario de un trabajador respecto al tiempo.
(b) La derivada parcial de la demanda de un articulo respecto de su precio.

La derivada parcial del volumen de ventas de una empresa respecto de su inversién
en publicidad.

C

—
~

(d) La derivada parcial del ahorro medio de los habitantes de un pais respecto del indice
de precios.

(e) La derivada respecto al tiempo de la poblacién de un pais en el que cada familia tiene
una media de 1.8 hijos.

(f) La derivada del indice general de la bolsa de Madrid respecto del tiempo.
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23. Sea C(x) la funcién de costes de una empresa, donde = es la cantidad producida de un
articulo. Explica la diferencia de interpretacién entre

oC oC

y

oz |1 9z | 1000

1 Qué signo cabe esperar que tengan estas derivadas?
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8 Derivadas de funciones de una variable

8 Derivadas de funciones de una variable

D 14
1. Considera de nuevo la funciéon de demanda del pro- 12
blema 7?7 de la pag. 77: 10
8
157 6
D = — —r?]

(r,p) " r* 1/mes, )
2

donde p es el precio (en €) de un litro de cerveza y r

es la renta mensual del consumidor (en miles de €).

1 2 3 r 4

Los valores actuales son p = 2€y r = 2 miles de €. La figura muestra las graficas de las
funciones D(r,2) y D(r,3).

(a)
(b)

(c)

(d)

(e)

Calcula las derivadas G_D
-

oD
7 -

(2,2) P l22)
Calcula el incremento de consumo que se producird si el precio de la cerveza aumenta

1 u.m. Haz el cdlculo de forma exacta y de forma aproximada con derivadas. ;Es
buena la aproximacién? ;A qué puede deberse?

e interprétalas.

Calcula la elasticidad-precio y la elasticidad-renta de la demanda en el punto (2,2).
Interprétalas.

A partir de la expresién de , Tazona que la cerveza no es un bien Giffen para el

Ip
consumidor sea cual sea el precio al que se venda, es decir, razona que éste siempre
disminuird su consumo de cerveza ante un aumento de precio (ceteris paribus).

Un bien se dice normal si cuando los consumidores tienen mas renta aumentan el
consumo, y se dice inferior en caso contrario. Determina a partir de qué nivel de
renta la cerveza pasa a ser un bien inferior para el consumidor cuando p = 2.

6000

2. Hemos comprado unas acciones en el momento 5500 /\_/
t = 0 (donde el tiempo esta en anos) po alo
(don iemp n afios) por un valor 5000 V()

de 5000€, y las hemos vendido al cabo de 3 anos.
Durante este periodo, su valor ha venido dado por ~ 4500
la funcién 4000

3500

V(t) = 200> — 900¢2 + 1200t + 5000 €.

Calcula el valor final de las acciones.

La figura muestra que, a partir de cierto momento t1, el valor de las acciones empezd
a decrecer, pero en otro momento posterior to volvié a crecer. Calcula estos instantes
donde el valor de las acciones tomé un maximo primero y un minimo después.

Calcula la rentabilidad (la derivada de V' en tanto por 1) inicial de las acciones, la
rentabilidad final y la rentabilidad en los instantes t1 y ts.

Durante los tres anos que durd la inversion, jen qué momento alcanzaron las acciones
su valor maximo?

(Cudl hubiera sido tu respuesta si no hubieras conocido la grafica?



31

3. Consideremos de nuevo la funcién de costes del problema 7?7 de la pag. 77:

C(q) = ¢ — 9¢*> + 36¢ + 20 w.m.

La figura muestra el coste C, el coste marginal Cy, y el coste medio CMe = C(q)/q.

(a) Calcula el coste marginal y el 120 C(q)
coste medio.
100
(b) Calcula la produccién a partir de
la cual el coste marginal deja de 80 Cn(q)
ser decreciente y pasa a ser cre- 60
ciente.
40 CMe(q)
(c) La figura muestra que el coste
. -~ . 20
medio es minimo justo donde
coincide con el coste marginal.
2 5 6 7 8
Demuestra que esto no es casual.

4. Continuando con el problema anterior, Con(q)
la funcién de beneficios de la empresa 80 m\q
es

60 B(30,q)
B(p,q) = pq — C(q). :
La figura muestra la funcién de bene- 40 p=30
ficio para un precio p = 30u.m. y el
coste marginal. 20 \
(a) Calcula la funcién B(30,q) y en- : 6 8
cuentra las producciones g para 20

las que el beneficio es minimo y
maximo.

(b) Comprueba en la figura que dichas producciones coinciden con las que hacen que el

coste marginal sea precisamente p.

(c) Justifica que esto es asi cualquiera que sea el precio p y cualquiera que sea la funcién

de costes C(q).

(d) Calcula la funcién de oferta S(p) que determina la produccién méas conveniente para

la empresa en funcién del precio de mercado p.

(e) Justifica que el precio de cierre, es decir, el precio para el que los beneficios de la
empresa son nulos, es el correspondiente a la produccién ¢ en la que el coste medio
coincide con el coste marginal. Deduce de la figura su valor en este caso.

5. Siguiendo el modelo del problema anterior, comprueba que la funcién de oferta del pro-
blema ?? de la pdg. ??7 es la indicada en el apartado (b) de dicho problema, es decir,

calcula la producciéon g que hace que p sea igual al coste marginal.

6. Comprueba que el precio al que a la empresa del problema 77 de la pag. 77 le conviene
lanzar su producto es el que indica la grafica.
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8 Derivadas de funciones de una variable

7. La funcién B(p) = 1000pIn % representa los beneficios
de una empresa en funcién del precio p al que vende su pro-
ducto. Determina el precio al que la empresa le conviene
vender su producto.

8. Una pequena poblacién se abastece de las fresas que cul-
tivan dos agricultores A y B. El precio del kilo de fresas

14000
12000 [
10000
8000 1
6000 |
4000 -

2000 [f

2

4

6

8

10 p

lo fija un intermediario en funcién de las producciones anuales g1 y g2 de A y B, segin la

relacion
q1 + q2

—10 —
P 100

La produccién de cada kilo de fresas tiene un coste de 4 u.m. Por consiguiente, el beneficio

que consigue A con su produccién es

Bi(q1,02) =pgi —4q1 = (p—4)q1 = <6 -

Andlogamente, el beneficio que obtiene B es
Bay(q1,q2) =pg2 —4q2 = (p —4)g2 = (6 -

(a) Supongamos que ambos agricultores se ponen de
acuerdo en repartirse los beneficios a partes igua-
les, lo cual supone que ambos produzcan la misma
cantidad de fresas ¢ = q1 = ¢o. Calcula la funcién
de beneficios B(q) correspondiente (la que resulta de
sustituir q; y g2 por ¢ en cualquiera de las dos fun-
ciones de beneficios anteriores).

q1 +€I2>

100

800
700
600
500
400
300
200
100

q1+ g2
100

q2.

50

100

150

200

250

300

(b) Comprueba analiticamente que, tal y como muestra la figura, el beneficio de los
agricultores es maximo cuando cada uno de ellos produce ¢ = 150kg de fresas. ;Cual
es el beneficio que obtiene cada uno? ;A qué precio se pagara el kilo de fresas?

(c) Supongamos que B decide respetar el acuerdo y
produce g2 = 150kg de fresas, pero A se plantea
violar el pacto y producir la cantidad g; que mas
le convenga. Calcula las funciones de beneficios
Bi1(q1,150) y Ba(q1,150).

(d) Calcula la produccién ¢; que maximiza el beneficio
de A. ;Qué beneficio consigue cada agricultor? ;A
qué precio se pagara el kilo de fresas?

(e) Se puede demostrar (aunque no lo veremos aqui) que
si B no se fia de A, la produccién con la que con-
sigue el maximo beneficio de manera que a A no le
convenga ganar mas que él es go = 200kg. Calcula
las funciones de beneficios Bi(q1,200) y Ba(q1,200).

800
700
600
500
400
300
200
100

Bg(ql, 150)

B1 (ql, 150)

800
700
600
500
400
300
200
100

100

200

B2 (ql, 200)

300

400

B1 (ql, 200)

100

200

300

400
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(f) Calcula la produccién ¢; que maximiza el beneficio de A. ;Qué beneficio obtiene
cada agricultor? ;A qué precio se compraran las fresas si A y B no establecen ningin
acuerdo?

(g) Explica, con la ayuda de un diccionario, por qué un pacto de este tipo entre dos o
mas empresas recibe el nombre de colusion.
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9 Derivadas sucesivas
1. Dada la funcién f(z,y, z) = z*e¥/? sen(4z),
(a) Calcula
_oF o
0x0z30x0y (1,0,7) ’ Ox3’

(b) Calcula la matriz hessiana de f en el punto (2,0,0).

2. Calcula la matriz hessiana de las funciones

1
fz,y) = —, h(x,y,z,w):x2+y2—xw—zw+x—y+5.
zry

3. La funcién de costes de una empresa es C(z,p) = 600,/p Inz, donde z es la produccién
y p el precio medio de sus inputs.
(a) Calcula el dominio de C'y el subdominio con sentido econémico.

(b) Actualmente la produccién es de 100 unidades de producto y el precio de 4 unida-
des monetarias. Calcula el efecto que tiene sobre el coste marginal (respecto a la
produccién) un incremento unitario del precio de los inputs.

(c) ¢Cuédnto aumentaria aproximadamente el coste si el precio pasara a ser p = 4.1 u.m.?

(d) Y el coste marginal?

4. La funcién de utilidad de un consumidor respecto de dos productos A y B es
U(z,y) = In(1 +zy),

donde z e y son las cantidades de producto que adquiere. Supongamos que actualmente
consume (z,y) = (10, 10).

(a) Calcula la utilidad marginal respecto del producto A. Interpreta su signo.

(b) Justifica matematicamente esta afirmacién: “Por cada unidad que aumenta el con-
sumo de A, la utilidad marginal disminuye, es decir, el consumidor obtiene cada vez
menos satisfaccién adicional al incrementar su consumo de A”.

(c) Justifica matemdticamente esta afirmacién: “Por cada unidad que aumenta el con-
sumo de B la utilidad marginal de A aumenta, es decir, si el consumidor aumenta el
consumo de B, entonces le es mas 1util aumentar el consumo de A.”

(d) Pon un ejemplo de dos productos para los que estas propiedades sean razonables.

5. E1 IPC de un cierto pais en un instante ¢ (expresado en anos) viene dado por la férmula

P — o(1+t/50)3/%

(a) Calcula la inflacién I del pais, es decir, la derivada de P en porcentaje. (Una vez
simplificada, te ha de dar I = 3(1 +¢/50)'/2.) ;Qué tanto por ciento de inflacién se
tiene en t = 07
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(b) Estudia mediante derivadas el comportamiento de la inflacién en ¢t = 0. ;Estd au-
mentando o disminuyendo?

(c) Calcula la tasa de incremento de la inflacién 7" en el pais, es decir, la derivada de I
en porcentaje. ;Cudnto vale 7°(0)?

(d) ;Cémo varia la tasa de incremento de la inflacién del pais?, jcrece o decrece?

(e) Explica la frase siguiente:

Enla crisis de 1972 el presidente Nixon anuncio que la tasa de incremento de
la inflacion estaba descendiendo. Esta fue la primera vez que un presidente
uso la tercera derivada como argumento para su reeleccion. Hugo Rossi,
Notices of the AMS, v. 43, n© 10, octubre 1996.

Derivadas sucesivas

6. Calcula las derivadas indicadas de las funciones indicadas:

) - 8(18[?2 (2,1)
_rlny 0°T
(b) T(,y,2) = — 9220y0xdy
*h
_ 2 a.9.3
(C) h(T, 8) =S \/m 8r833 (1,1)
g
d x,y,2) = zsen(x — In A2
( ) g( Yy ) ( y) 8:5828@/2 (0,1,3)
PM
. 2\ 2w _
(e) M(u,v,w) = v (cosu?) Oudvow
2%Int (z — x) 9L
f) L(z,y,z,t) = ————+ 012020
( ) ( Y ) \/m 8t2828$ (172,07\@)
620f
() f(m,n)=2em" omOon!t
8?719(97111 (2,2)

7. La funcién de beneficios de una empresa viene dada por B(t) = 5t2u.m., donde t es el
tiempo en anos. El afio actual es t = 1. ;A qué ritmo estd aumentando el beneficio
marginal de la empresa?

. La funcién B(z,y) determina el beneficio de una empresa a partir de las cantidades pro-
ducidas = e y de dos articulos. Interpreta la derivada

0’B
- = —0.3.

Ay (3000,1000)

. La demanda de un articulo viene dada por D(p,r,t) = (/7 +0.1t)/p?, donde p es el precio,
r la renta de los consumidores y ¢ el tiempo en anos. Razona si %—? aumenta o disminuye
con el tiempo.
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10.

11.

12.

13.

9 Derivadas sucesivas

La funcién B(p,q,t) = 1000e%(10p — 2q) representa los beneficios de una empresa en
funcién del precio p de venta de su producto, el precio ¢ de su principal materia prima y
el tiempo ¢ en anos. En la actualidad (¢t = 0) se tiene p = 1 y ¢ = 2. Calcula aproximada-
mente mediante derivadas el incremento que experimentara el beneficio marginal respecto
de ¢ cuando pasen tres meses (At = 1/4).

La demanda de un articulo viene dada por la funcion

D(r,p) = 30003/ — — 201 p,
p

donde p es el precio y r la renta de los consumidores. Calcula
el resultado.

0?D
dpor (16 000,4)

e interpreta

Se estima que la produccién anual de una empresa viene dada por
Q(p,q,t) = 6000 VP e!19 miles de articulos,
q

donde ¢ es el tiempo en afios, p el precio (en euros) y ¢ es el precio de la principal materia
prima (también en euros). Actualmente (¢ = 0) los precios son (p,q) = (9, 2).

(a) Calcula la produccién actual.
(b) Calcula las tres derivadas parciales de @, indica sus unidades e interprétalas.

(c) Calcula la derivada en porcentaje I(p,q,t) de la produccién @ respecto de ¢. Simpli-
fica la expresién.

(d) Calcula 1(9,2,0) e interpreta el resultado.
(e) Estudia cémo afecta a I un descenso de 0.20€ en el precio q.

Hessianas

Calcula la matriz hessiana de las funciones siguientes:

(a) flz,y) =2 — 2xy> + 3, (1) h(z,y) = (z + Iny)?

(b) g(z,y,2) = e sen(y + 2), (m) Q(z,y) =2vx Iny

(e) h(u,v,w) =u+2v —w, (n) h(z,y,z) = e+ 4 22
(@ rlab)= — (0) gla.y) = “2UED)

(e) fla,y) =a% () fz,y,2) = awseny +2°
(f) f(2,y,2) = zyz (@) R(z,y) =2+¢e"Iny

(g) flz,y) =2In(y +1) (r) h(r,s,t) = e"s +t*

(h) G(z,y) =9n(z +y) (s) P(z,y) =e"seny

(i) flz,y) =2""Iny (t) f(z,y) =4z Iny

() g(z,y) = Vae! (w) P(K,L)=K3+ L%+ K%L
(k) f(z,y,2) =2+ eV +3.3 (V) flz,y, 2) = 222 | 7243
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10 Diferenciabilidad

1. Dada la funcién
f(a,y,2) = 2y + xyz,
(a) Calcula df.
(b) Calcula df(2,1,—1).
(c) Calcula df(2,1,-1)(1,-2,3).
)

(d) Calcula la direccién de méximo crecimiento, la direccién de maximo decrecimiento y
el conjunto de direcciones de crecimiento nulo de f en el punto (2,1, —1).

2. Repite el problema anterior con la funcién f(z,y) = zey’ 1 (eliminando los valores de z
en los datos).

3. La funcién D(p,p’) = 100In(1 + %) u.p. representa la demanda del articulo que fabrica
una empresa, donde p y p’ representan el precio (en euros) al que la empresa vende su
producto y el precio medio al que la competencia vende un articulo equivalente (pero no
se dice qué variable representa cada cosa).

(a) Calcula las derivadas parciales en (p,p’) = (4,2)€. Indica sus unidades.

(b) A partir de las derivadas que has calculado, razona qué variable representa el precio
de la empresa y qué variable representa el precio de la competencia.

(c) Interpreta las derivadas.

(d) Calcula aproximadamente mediante la diferencial el incremento de demanda que se
producird si de la situacién actual (p,p’) = (4,2)€ se pasa a (p,p’) = (3,3) €.

(e) Calcula el incremento exacto.

(f) Comprueba que el porcentaje de error es de un 13%.

(g) Explica por qué el error es relativamente grande.

4. Una empresa fabrica dos productos A y B en cantidades x e y. Los beneficios que obtiene
con su produccién vienen dados por una cierta funcién B(z,y). Actualmente los benefi-
cios ascienden a 200 u.m., pero la empresa tiene méas demanda de la que realmente esta
cubriendo, por lo que se plantea aumentar su produccién. Sus recursos le permiten un
aumento de 10 unidades de producto. La empresa estima que, para la produccién actual
p = (x,y) se cumple

0B = 3 u.m./unidad de A, 9B

%ﬁ 8yﬁ

= 2 u.m./unidad de B.

(a) ;Cudl es exactamente la interpretacion de estas derivadas en este contexto concreto?

(b) ;Qué beneficios pasaria a obtener la empresa si aumentara en 5 unidades la produccién
de A? ;Y si aumenta en 5 unidades la produccién de B?

(c) Para estimar con estos datos los beneficios de la empresa en el supuesto de que
aumente simultdneamente 5 unidades la produccién de A y 5 la de B necesitamos
una hipétesis sobre la funcién B, jcudl?

(d) Con dicha hipdtesis, jcudles pasarian a ser los beneficios de la empresa?
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Calculo de diferenciales y de direcciones de crecimiento

5. Calcula la diferencial de las funciones siguientes:

_ 3u2+y—\/f
(a) P =223y — 3z + 492, (d) T=e ’

(b) Q =3z —5y+7, (e) V = /sen(z?y),

3
(¢) z=Inuzy, (f) T:\/—E.
p
6. Calcula la diferencial de las funciones siguientes en los puntos indicados.
(a) h(z,y) = (z +1ny)* en (3,1), (f) f(z,y) =a®+ 22y en (3,4),
(b) Q(z,y) =2z Iny en (4,4), (g) g(u,v,w) =u’e""" en (2,3,3),
(¢) glz,y,2) = YrlnFyen (2,1,1),  (h) f(z,9,2) =27 +y° - 2zy — 2% en (1,2,0),
(d) j(a,b) =aben (3,1), (i) h(p,q) =3p+4qgen (1,1),
(&) h(u,v,w) =36 —wh en (1,0,1), (i) flz,y) = 2% (y+1) en (2,0),

7. Calcula la direccién de méaximo crecimiento, maximo decrecimiento y las direcciones de
crecimiento nulo de las funciones del problema anterior en los puntos indicados.

Aproximacion de incrementos totales

8. Una empresa estima que sus beneficios B(p, z) dependen del precio medio de sus materias
primas p y de la cantidad de producto que fabrica x. Actualmente sus beneficios son de
100 u.m. y corresponden a una producciéon de x = 5 unidades y a unos precios de p = 1
u.m. Asi mismo considera que

0B 0B

— = -3 um./um., =2 u.m./u.p.
)

ox (1,5)

(a) Interpreta las derivadas, especialmente su signo.
(b) ;Qué beneficios cabria esperar si los precios aumentan a 1.3 u.m.?

(c) (Y si, ademds de dicho aumento de precios, la empresa aumenta su produccién en 3
unidades?

(d) ¢{Hace falta alguna hipdtesis matematica sobre la funcién B para justificar la respuesta
a(c)?

9. Considera la funcién de produccién P(K,L) = K3+ L3+ K?L, enla que K y L son las can-
tidades empleadas de dos factores de produccién. Las cantidades empleadas actualmente
son (K,L)=(2,1).

(a) Calcula la produccién marginal respecto a cada factor de produccién para la situacién
actual. Interpreta el resultado.

(b) Calcula de forma aproximada con la diferencial el incremento de produccién que
puede conseguirse si se emplea (K, L) = (2.2,1.1).

(c) Calcula el porcentaje de error de la aproximacién anterior.
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10. Sea D(p,r,t) la funcién de demanda de un articulo en un mercado, donde p es el precio (en
u.m.), r la renta media de los consumidores (en u.m.) y t el tiempo en afios. Actualmente
(t =0) se tiene (p,r) = (5,14) y D(5,14,0) = 200. Ademads

oD gy 0D _ D

it = 10.
dp (5,14,0)

ot (5,14,0) or (5,14,0)

(a) Interpreta estas derivadas.

(b) ;Qué demanda cabria esperar dentro de un ano si la renta ha pasado a r = 13 um. y
el precio a p = 4.5 u.m.?, ;qué hipdtesis sobre D es necesaria para responder a esta
pregunta con los datos disponibles?

11. La funcién C(x,p) determina el coste de produccién de una empresa a partir del nivel
de produccién x y del precio p de un factor de produccion. Actualmente se tiene que
(z,p) = (1000, 3) y el coste es de 500 u.m. Ademds

oC oC

O (1000,3) op (1000,3)

(a) Interpreta estas derivadas.

(b) Calcula el coste (no el incremento de coste) que cabria esperar si la produccién pasa
a ser de 1050 u.p. y el precio se reduce en 0.8 u.m.

(c) Calcula A,C(1000,3)(10) e interpreta el resultado.

12. La funcién D(p, P,t) representa la demanda diaria de una empresa en funcién del precio p
(en euros) al que vende su producto, de la cantidad P (en euros) que invierte mensualmente
en publicidad y del tiempo ¢ (en afos). Actualmente (¢ = 0) la empresa vende su articulo
a p=30€ e invierte P = 90000 euros mensuales en publicidad. Sabemos que

D D D
0 = £10000, 8— = £3000, 8_ = —1000.

op (30,90 000,0) 9 (30,90 000,0) 9 (30,90 000,0)

(a) Razona el signo correcto que cabe esperar para las dos primeras derivadas.
(b) Interpreta las tres derivadas.

(c) Calcula el incremento de la demanda que cabe esperar para dentro de un mes (1/12 de
ano). ;La empresa aumentara o disminuird sus ingresos frente a la situacién actual?

(d) Supén que la empresa decide vender su producto a 29.50€. ;Cudl seria en tal caso el
incremento de la demanda dentro de un mes?

(e) La empresa se plantea aumentar su inversién en publicidad dentro de unos meses. Por
ello esté interesada en saber si el efecto que tendra sobre su demanda un aumento de
la inversién en publicidad aumenta o disminuye con el tiempo. ;Qué derivada indica
el efecto que tiene sobre la demanda un aumento en la inversién en publicidad? ;Qué
derivada indica si esta derivada aumenta o disminuye con el tiempo?
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13. Un consumidor consume dos bienes en cantidades = e ¥, y con ello obtiene una utilidad
Uz, y) = 2 + x,/y. Su consumo actual es de 2 unidades de A y 4 de B.
(a) Calcula la utilidad marginal de A y B para el consumo actual. Interprétala.

(b) Calcula a partir de las utilidades marginales el incremento de utilidad que se producird
si el consumo de A se incrementa en 0.1 unidades y (a la vez) el consumo de B se
incrementa de 0.5 unidades.

(c) Calcula el porcentaje de error de la aproximacién anterior.

14. Una empresa fabrica un producto Z a partir de dos factores de produccién A y B. Su
funcién de produccion viene dada por

Q(l’,y,P):\/@—\/ﬁ,

donde z e y son las cantidades empleadas de lo factores Ay By P es el nivel de produccién
de otros articulos que fabrica la misma empresa. Actualmente la empresa emplea 200
unidades de A y 800 de B, y el nivel de produccién de otros articulos es P = 100 u.p.
Calcula el nivel de produccién actual del producto Z.

Calcula las derivadas parciales de () para los valores actuales de las variables.

Calcula d@(200, 800, 100).

Utiliza la diferencial que has calculado para aproximar el incremento de produccién
que conseguiria la empresa si aumentara en 5 unidades ambos factores de produccién
y redujera la produccién de otros articulos a P = 81 u.p.

)
)
(c) Interpreta las derivadas del apartado anterior.
)
)

15. La funcién B(p, D,t) representa los beneficios de una empresa en funcién del precio p (en
euros) al que vende un articulo, la demanda diaria D de dicho articulo y el tiempo ¢ en
anos. Actualmente (t = 0) vende su articulo a un precio p = 25€, tiene una demanda de
20000 articulos diarios y B(25,20000,0) = 300000€. Ademads

o8 = 120, a—B = —700, 8_B = 12.

ot (25,20 000,0) op (25,20 000,0) oD (25,20 000,0)

(a) Interpreta las derivadas. ;Son razonables los signos?

(b) ;Qué beneficios cabria esperar dentro de dos meses (2/12 de ano) si la empresa
redujera su precio a 22 unidades y ello provocara un aumento de la demanda de 100
articulos diarios?

(c) ¢Qué hipétesis hemos de suponer sobre B para responder a la pregunta anterior?
L Por qué?

(d) La empresa quiere estudiar si su beneficio marginal sobre el precio aumenta o dismi-
nuye con el paso del tiempo. ;Qué derivada contiene esta informacién?

16. La funcién de produccién de una empresa es Q(z,y) = 2v/z Iny, donde = e y son las
cantidades empleadas de dos factores de produccién. Actualmente, la empresa utiliza 400
unidades del primero y 100 del segundo.



(a)
(b)
()

17. La funcién B(z,y,p) =

41

Calcula A,;Q(400,100)(10) de forma exacta y aproximadamente mediante derivadas.
Interpreta el resultado.

Calcula de forma aproximada el incremento de produccién que puede lograrse utili-
zando los factores de produccién en cantidades (415, 105).

Razona mediante derivadas si un aumento de la cantidad empleada del primer factor
hace aumentar o disminuir la produccién marginal respecto de x.

10001n(p + = + 2y)

representa el beneficio de una empresa en

funcién de su produccion de dos articulos A y B y del precio p de su principal materia
prima. Actualmente la empresa produce 48 toneladas de A, 25 de B y compra su materia
prima a 2 u.m./t.

Calcula dB.
Calcula dB(48,25,2).

Calcula la direccién de maximo crecimiento, maximo decrecimiento y el conjunto de
direcciones de crecimiento nulo de B en el punto (48,25, 2).

Calcula el incremento exacto de beneficio que cabe esperar si, partiendo de la situacién
actual, el precio de la materia prima desciende un 5% y la empresa aumenta su
produccién a 50 t. de A y 30 de B.

Comprueba que el porcentaje de error que resulta al aproximar el incremento anterior
mediante la diferencial (sin tener en cuenta el signo) no supera el 4%.

18. La funcién C(z,p,q) = 1000v/3x + 1(z + 2p + 3q) representa el coste de produccién de
una empresa cuando x es la cantidad producida y p y ¢ son los precios de sus principales
materias primas. Actualmente la empresa produce 8 toneladas de su producto y los precios
sonp=3€,q=2€.

Calcula dC.
Calcula dC(8,3,2).

Calcula la direccion de maximo crecimiento, maximo decrecimiento y crecimiento
nulo de C en el punto (8, 3,2).

Usando los calculos que has hecho, aproxima el incremento de coste que se produciria
si la empresa aumenta su produccién un 2% y el precio p disminuye 10 céntimos de
euro (y el precio ¢ no varfa).

Comprueba que el porcentaje de error de la aproximacién del apartado anterior no
excede del 1%.
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11 La regla de la cadena

1. Dadas las funciones f(z,y) = 22 +y, x = y? calcula la funcién compuesta. Calcula

of (z,y) of (y)

dy Y dy

En el caso de la derivada de la derecha, haz el calculo derivando directamente la funcién
y por la regla de la cadena.

2. Sea B(p,p') la funcién de beneficios de una empresa E, donde p es el precio de su producto
y p’ el precio medio de la competencia. Para los precios actuales p = 21, p’ = 20 se estima
que

9B(p,p') 9B(p,p')

= = 2.
op (21,20) op'

(21,20)

(a) Interpreta estas derivadas.

(b) Supongamos que la competencia ajusta sus precios segun los de la empresa F, de

modo que p’ = p — 1. Calcula
9B(p)

Op

21
(c) Explica la diferencia entre las dos derivadas respecto de p, desde un punto de vista
matematico y en cuanto a su interpretacion econémica. ;Cudl de ellas nos serviria

para estimar el efecto que tendria sobre los beneficios una disminucién del precio p
de 2 um.?

3. Considera la ecuacién
flx,y,2z) ="z —10e* = 0.

Comprueba que define a = como funcién implicita de y, z siempre que ¥y, z # 0.

)
b) Calcula la funcién z(y, z).
(c) Calcula x(5,10) usando y sin usar el apartado anterior.
(d) Calcula
Ox
0z (5,10)

derivando la funcién implicita.

(e) Calcula la misma derivada derivando implicitamente la ecuacién.
4. La funcién de costes de una empresa es
C =q¢®—6¢>+15q+ 5,
donde ¢ es su nivel de produccién, que actualmente es de ¢ = 10 u.p.

(a) Calcula el coste de produccién actual.
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(b) Demuestra que la ecuacién anterior define a ¢ como funcién implicita de C' para

valores de ¢ y C préximos a los actuales.

(c) Calcula
dq

dc

para los valores actuales e interpreta el resultado.

5. Una empresa utiliza K = 20 maquinas y L = 100 trabajadores para producir un articulo.
La produccién diaria que puede conseguirse en general con K maquinas y L trabajadores

viene dada por la funciéon
Q(K,L) = K°L.

El dueno de la empresa se estda planteando la posibilidad de abaratar el proceso de pro-
duccién sustituyendo a parte de la plantilla por una maquina adicional.

(a) Calcula la produccién diaria actual de la em-
presa.

(b) Escribe la ecuacién de la isocuanta (= curva de
nivel de produccién) actual. Interprétala.

(¢) La figura muestra la gréfica de la isocuanta. Lo-
caliza en ella la situacion actual de la empresa.

200
175
150
125
100
75
50
25

5 10 15 20 25 30

(d) Calcula la funcién implicita L(K) definida por la curva de nivel. Interprétala.

(e) Calcula L(20) y L(21), e interpreta los resultados.

(f) Calcula la Relacion de Sustitucion Técnica

_da
dK |

RST(20) =

derivando la funcién implicita e interpreta el resultado.

(g) Repite el célculo derivando implicitamente la curva de nivel.

(h) ;Cuéntos trabajadores irdn a la calle si la negociacién sindical no lo impide?

6. Un consumidor consume dos bienes en cantidades anuales x e y. Su funcién de utilidad
es U(z,y) = xy. Supongamos que el consumidor ajusta su consumo a su nivel de renta
anual r, de modo que su curva de indiferencia (curva de nivel de utilidad) es xy = r. Si
los precios de los dos bienes son, respectivamente, p y q, entonces el gasto del consumidor

viene dado por la funcién G(z,y,p, q) = pr + qy.

(a) Calcula la funcién implicita y(x,r) determinada por

la isocuanta. Interprétala.

(b) Calcula la funcién compuesta G(z,p, q,r). Interpré-

tala.

(c) La figura muestra la funcién G(z,5,2,1000).

200

100

20 40 60 80 100

Calcula el consumo x que minimiza el gasto del consumidor. Calcula el consumo y
del segundo bien y el gasto del consumidor. Interpreta todos los resultados.
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(d) Comprueba que, en general, el consumo que minimiza el gasto del consumidor (para
unos valores fijos de p, g y 7) es

rq _
2(p,gr) = [ =% PpT

Esta funcién se representa también como D(p, g, ) y no es sino la funcién de demanda
del consumidor.!

(e) Considerando la funcién y(z,r), comprueba que la demanda del segundo bien es

y(p,q,r) = rt/2q V2pl/2,

asi como que el gasto es
G(p,q,r) = 2r' /¢ *p!/2,

Interpreta esta funcién.

(f) Comprueba que se cumple el lema de Shephard: La derivada del gasto G de un
consumidor respecto del precio p de un bien es igual a la demanda (compensada) de
dicho bien.?

Derivadas de funciones compuestas
7. Sea f(x,y) = 2?4+ 3y — 3, donde y = 22 + 3. Calcula

af df
or Y dv’
usando la regla de la cadena cuando sea posible.
8. Sea z =2y, v = u® +v, y = u —v. Calcula
0z
du (1,2)

por la regla de la cadena.

M4s precisamente, es la demanda hicksiana o demanda compensada, que depende (en este caso a través de la
renta) del nivel de utilidad deseado por el consumidor. La demanda marshalliana es la que maximiza la utilidad
fijado un nivel de gasto (un presupuesto).

2Es facil demostrar que el lema de Shephard se cumple en general (al menos para el caso de dos bienes): La
condicién para que el gasto G = pr + qy sea minimo es

9G
ox

oy

= - =0
p+q8x )

y la derivada del gasto respecto de p es

ﬁfcc—&- @-l-@*x—k %4- @8—20*33—1-% +@ =z
op p@p q@p_ pé‘p q@xap_ Op Pra%:) =%

donde hemos derivado px como un producto y hemos aplicado la regla de la cadena a la composicién

op—
y< Sq
r T
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11.

12.

13.
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. Sea w = 2% + 3% + 22, donde z = x + 2y. Entonces

ow Jw Ow %

oy oy ozoy

Explica la diferencia entre las dos primeras derivadas que aparecen en la férmula. Calcula
la del miembro izquierdo en el punto (x,y) = (2,1).

Sea p(r,s) = 5vr? + s2 +3v/5 —r, donde s = u + senwv, r = 4cosv.
(a) Calcula la funcién compuesta.

0
(b) Calcula op mediante la regla de la cadena.
U130
Considera las funciones z = z3yt3, © = v?v, y = 2u, t = v> + 1. Calcula la funcién
compuesta y su derivada respecto de u en el punto (1,2) por la regla de la cadena.

El coste de produccién de una empresa estd en funcién del precio de cada uno de los dos
inputs que utiliza, C(z,y) = 2+ 3z 4+ 5y u.m. Por otra parte, el precio de los inputs varia
con el tiempo. Concretamente x(t) = 1 + 2t u.m., y(t) = 1 + ¢ u.m., donde ¢ es el tiempo
expresado en anos.

(a) Calcula los precios de los inputs en el primer afio estudiado (¢ = 0). Calcula el coste
correspondiente.

(b) Calcula la funcién C(t).
(c) Calcula el incremento de costes correspondiente al primer ano (periodo [0, 1]).

(d) Calcula las derivadas
oC

Dz

ac
wy Oy

ac
dt

(1,1) 0
derivando directamente cada funcién (indica las unidades correspondientes).
(e) Calcula la ultima derivada del apartado anterior mediante la regla de la cadena.

(f) Interpreta todas las derivadas que has calculado.

Una empresa estima que sus beneficios vienen dados por la funcién

4+ 0.2t
B(t,p) = ———
(7p) \/172—_5)7

donde el numerador es una estimacion de la demanda futura en funcién del tiempo t y el
denominador es una correccién en funcién del IPC p. El tiempo actual es t = 1 y el IPC
es p = 3 u.m. No hay ninguna previsién fiable de la evolucién del IPC, pero la empresa
estima que en la actualidad

L)

dt |,

Segin estas estimaciones, ;los beneficios de la empresa van a aumentar o a disminuir a
corto plazo?
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14. Sea D(p,r,t) la funcién de demanda de un articulo en un mercado, donde p es el precio,
r la renta media de los consumidores y t el tiempo en anos. Actualmente (t = 0) se tiene
(p,7) = (5,14) y D(5,14,0) = 200. Ademsds

ab =20, oD = —15, 9D = 10.
Ot {(5,14,0) 9 | (5,14,0) 9" | (5,14,0)
(a) Interpreta estas derivadas.
(b) Supongamos que r = r(t) y p = p(t), de modo que
d d
T —02, I —on1,
dt |, dt |,
Interpreta estas derivadas.
(c) Calcula
dD(t)
dt |’
(d) Interpreta esta derivada explicando especialmente la diferencia con la interpretacion
de
dD(p,r,t)
ot (5,14,0)

15. La funcién B(p,q,t) = 1000’ (10p — 2q) representa los beneficios de una empresa en
funcién del precio p de venta de su producto, el precio ¢ de su principal materia prima y
el tiempo ¢ en afos. En la actualidad (¢ =0) se tienep=1y g = 2.
(a) Calcula la derivada parcial de B respecto de ¢ en el momento actual e interprétala.

(b) La empresa ajusta el precio p en funcién del tiempo y del precio ¢ de la materia
prima. Sabiendo que

ol _
94| (2,0)

estudia si estos datos modifican la previsién del apartado (a).

0.1, ol _ 0.2,

16. El beneficio de una empresa viene dado por la funcién B(p, D) = 1000pIn D, donde p es
el precio al que vende su producto y D es su demanda. A su vez, la demanda depende del

precio segun la relacion
10000
D(p) = e

Actualmente el articulo se vende a un precio p = 5€.

(a) Calcula la demanda actual del producto.
(b) Calcula
dB(p, D)
dp
para los valores actuales de las variables. Interpreta el resultado. ;Podemos deducir
que a la empresa le conviene aumentar el precio de su articulo?
(c) Calcula mediante la regla de la cadena la derivada que indica realmente el efecto que
tiene sobre el beneficio un aumento unitario del precio.
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17. La funcién B(t,p, D) determina los beneficios anuales previstos para una empresa en
funcién del tiempo t, el precio medio p de sus factores de produccién y la demanda D.
Actualmente (t = 0) se tiene que p =15y D = 1000. Adem4s se estima que

0B 0B 0B
oe =500, — = -100, —— = 100,
Ot {(0,15,1000) 9P 1(0,15,1000) 9D 9.15,1000)
L -
ot |, ot |,

(a) Interpreta las derivadas.

(b) Razona por qué no podemos afirmar, de acuerdo con la primera de las derivadas
anteriores, que dentro de un afo los beneficios de la empresa habran aumentado en
500 u.m.

(c) Calcula el incremento esperado para los beneficios anuales de la empresa el afio
préximo.

18. La funcién U(z,y) representa la utilidad que obtiene un consumidor al adquirir dos bienes
en cantidades x e y. Su consumo actual es (z,y) = (10,50). Los bienes son complementa-
rios, y el consumidor los compra segun la proporcién y = 5z. Sabemos que

oUu oUu

:2’ :4

Ox (10,50) Ay (10,50)

(a) Explica brevemente por qué no podemos usar la derivada de la izquierda para predecir
el incremento de utilidad que se produciria si el consumidor adquiriera una unidad
mas del primer bien.

(b) Calcula la derivada que nos proporciona dicha informacién.

19. La funcién U(z,y,z) = xy./z representa la utilidad que obtiene un consumidor por la
adquisicién de tres bienes A, B y C en cantidades x, y, z, respectivamente. El consumidor
adquiere estos bienes manteniendo las relaciones z = 2z, y = 3z + 1.

(a) Calcula la funcién compuesta.

(b) Calcula las derivadas
ou

0z

d_U
’ dz

(8,13,4) 4
usando la regla de la cadena cuando sea posible.

(c) Interpreta separadamente ambas derivadas y explica después la diferencia entre am-
bas.

20. La demanda de un articulo depende del tiempo ¢, de su precio p y de la renta r de los
consumidores segun la funcion

D(t,p,r) = 1000 - /10,
p

Actualmente el precio es p = 2€ y la renta es r = 400 €.
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0D
(a) Calcula — e interpreta el resultado.
It |(0,2,400)

(b) Razona por qué no podemos usar unicamente la derivada anterior para determinar
la demanda del afio proximo si sabemos ademds que

= 0.2€ /ano, dr| _ 15€ /ano.
0 dt |

dp

dt

(c) Calcula la derivada que indica realmente la demanda esperada para el ano préximo
e interpreta el resultado.

21. La funcién B(D,p) representa el beneficio de una empresa en funcién de su demanda D
y del precio p al que vende su producto. Por otra parte, la demanda D es funcién del
precio p. Actualmente el articulo se vende a un precio p = 10€ y D(10) = 5000.

(a) Interpreta las derivadas
0B dB

Ip (5000,10) dp 1o
y explica la diferencia de interpretacién entre una y otra.

(b) Una de las dos derivadas anteriores vale 5000€ /€, y la otra vale —200€ /€. Razona
cudl es cual.

22. La funcién de costes de una empresa es C'(z) = 200045z, donde z es la cantidad producida
de un articulo. Su funcién de beneficios es B(x,C, D), donde D representa la demanda.
Para los valores actuales (xg, Cp, Dy) se tiene que

0B 0B 0B

= 87 = —3, = 10

Oz (20,Co,Do) e (20,Co,Do) 9D (20,Co,Do)

(a) Explica brevemente por qué no es correcto afirmar que si la empresa produce una
unidad maés sus beneficios aumentardn en 8 unidades monetarias.

(b) Razona si a la empresa le conviene o no aumentar su produccién.

23. Un pequeno empresario emplea K = 5 maquinas y L = 12 trabajadores. Su funcién de

produccién es Q(K, L) = VK3 + KL2.

(a) Calcula las derivadas parciales de @) para las condiciones actuales e interprétalas.

(b) Para manejar K mdquinas son necesarios L(K) = 2K + 2 trabajadores. Calcula la
funcién Q(K).

(c) Calcula la derivada de Q(K) para K = 5 mediante la regla de la cadena.

(d) Explica la diferencia de interpretacién entre las dos derivadas de @ respecto de K
que has calculado. ;Cudl indica realmente lo que sucederia si decidiéramos emplear
una maquina mas en el proceso de produccién?

24. La funcién D(r,p,q) = r?/pq representa la demanda de un producto en funcién de su
precio p, de la renta r de los consumidores y del precio ¢ de un bien complementario.
Actualmente r = 100, p = 5 y ¢ = 2. La renta depende del tiempo r(t) = 100e’'* y, por
otra parte, la empresa ajusta el precio de su producto en funcién del tiempo y del precio g,
de modo que p(t,q) = "% (q + 3).
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(a) Calcula la funcién compuesta D(t, q).
(b) Calcula las derivadas parciales de la funcién compuesta mediante la regla de la cadena
parat =0y q = 2.

(c) Explica la diferencia de interpretacion entre las derivadas

0D oD
R y —_—
dq (100,5,2) dq (0,2)

de modo que la explicacién refleje claramente qué variables dependen de otras y cudles
no.

25. La produccién Q(p,t) de una empresa depende del precio p al que vende su articulo y del
tiempo t. Actualmente el precio es p = 3€ y la produccién es de 100000 articulos. Se
estima que

@ = 5000 articulos/ €, 99
Op

- = 1000 articulos/ano.
(3.0) a0

(a) Interpreta estas derivadas.

(b) Si la politica de precios de la empresa viene dada por p(t) = 3+0.05(t+1)? €, calcula
dQ
dt |,

(c) Interpreta esta derivada y explica la diferencia con la derivada andloga que aparece

en el enunciado.

(d) ;Qué produccién cabe esperar para dentro de dos anos teniendo en cuenta la politica
de precios de la empresa?

Derivadas de funciones implicitas

26. Estudia si la ecuacién 22 + 4y? = 4 define a & como funcién implicita de y v a y como
funcién implicita de = cerca del punto (2,0).

27. La funcién de produccién de una empresa es q(K, L) = 3K2L3, donde K es el capital y L
el trabajo. Actualmente, la empresa utiliza los factores (K, L) = (5,4).
(a) Calcula la isocuanta (= curva de nivel de produccién) actual. Interprétala.
(b) Calcula la funcién implicita K (L) determinada por la isocuanta. Interprétala.

(c) Calcula la Relacién de Sustitucion Técnica

dK

Haz el calculo a partir de la funcién K (L) y derivando implicitamente la ecuacién de
la isocuanta.

(d) Calcula la RST actual e interprétala.

28. Un consumidor adquiere dos bienes en cantidades x e y, de modo que su funcién de utilidad
es U(x,y) = /x + /y. Su nivel de consumo actual es (z,y) = (9,4).
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(a) Calcula la utilidad actual.

(b) Escribe la ecuacién de la curva de indiferencia (= curva de nivel de utilidad) actual
e interprétala.

(c) Calcula la Relacion Marginal de Sustitucion

dy

RMS(9) = —
9

e interprétala. Haz el calculo derivando implicitamente la ecuaciéon y derivando la
funcién implicita.

29. Considera de nuevo el problema 7?7 de la pag. 7?7, en el que una empresa fabrica dos
articulos en cantidades x e y sujeta a la frontera de posibilidades de produccién 3z2 +1y? =
6 300. Calcula la Relacion de Transformacion de Producto

dy

RTP(9) = —
9

e interprétala.
30. Para cada una de las funciones de utilidad
U(z,y) =xy,  Us(w,y) =2y, Us(z,y) =Inz +1ny,
donde x e y son las cantidades consumidas de dos articulos:
(a) Calcula la utilidad marginal respecto de z y estudia en cada caso mediante derivadas

si ésta aumenta o disminuye a medida que x aumenta.

(b) Considera una curva de indiferencia (= curva de nivel de utilidad) U(z,y) = « arbi-
traria y calcula la funcién implicita y(z) que determina. Interprétala.

(c) Calcula la Relacién Marginal de Sustitucion

dy
RMS(z) = ——.
(@) = -
Interprétala.
(d) Comprueba mediante derivadas que RMS(z) es decreciente en los tres casos, es decir,
que disminuye cuando el consumo x aumenta.

31. Una empresa fabrica dos articulos en cantidades x e y, pero sus posibilidades de produccién
exigen que se cumpla la relacién z? + y? = 125.
(a) Calcula la funcién implicita y(x) determinada por la ecuacién.
(b) Calcula y(10) e interpreta el resultado.
(c) Calcula la relacion de transformacion de producto

_dy

RTP(x) = e
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(d) Calcula RTP(10) e interpreta el resultado.

(e) Razona si la RTP aumenta o disminuye al aumentar la produccién de .
32. Continuando con el problema 7?7, la funciéon de beneficios de la empresa serd
B(p,q) = pg — ¢° + 6¢° — 15¢ — 5,
donde p es el precio del producto. La figura muestra la gréfica de la funcién B(195, q).

(a) Calcula la produccién ¢ con la que la empresa consi- 1400

gue el beneficio maximo si el precio del producto es 2
1000

p=195u.m. 800
600
400

0
b) Escribe la ecuacion — = 0 para un precio p arbi-
200

dq
trario y comprueba que define a ¢ como funcién de 358 98I0 1205 15
p para valores préximos a los actuales.

d
(c) Calcula d_q para los valores actuales e interpreta el resultado. (Nota que la funcién

implicita es la funcién de oferta de la empresa.)

33. Una oposicién consta de tres ejercicios puntuados de 0 a 10. Para aprobar hay que obtener
una nota final de al menos 5, donde, si las notas obtenidas en los ejercicios son z, ¥, z, la
nota final se calcula mediante la férmula

1 1
N(z,y,z) = §(x3yz)1/5 + 52.

(a) Calcula la nota final de un opositor que ha obtenido un 5 en cada ejercicio.
(b) Escribe la ecuacién de la curva de nivel 5 de la funcién N. Interprétala.

(¢) Comprueba que dicha ecuacién define una funcién implicita z(x,y) para valores cua-
lesquiera z, y, z > 0.

(d) Calcula z(5,5) y 2(6,0). Interpreta los resultados.

(e) Calcula 0z e interpreta el resultado.

| (55)

34. La utilidad de un consumidor viene dada por U(z,y) = xe¥ 4+ ye®, donde x e y son las
cantidades adquiridas de dos bienes.

(a) Comprueba mediante el teorema de la funcién impli- 1
cita que las curvas de nivel de U definen a y como
funcién implicita de = siempre que x, y > 0. 0.8

(b) La figura muestra varias curvas de nivel de U. jA |,
qué nivel de utilidad corresponde la que pasa por los
puntos (0,1) y (1,0)? Escribe la ecuacién correspon- .,
diente e interprétala.

(c) Observa que no es posible calcular la funcién
implicita y(x), a pesar de que hemos justificado que
existe y de que la figura asi lo muestra.
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d
(d) Calcula la Relacién Marginal de Sustitucién RMS = —d—y.
x

35. Una empresa fabrica tres articulos en cantidades z, y, z. Los recursos de la empresa exigen
que x, ¥y, z cumplan la relacién

zy + 2z +yz = 80.
(a) Justifica mediante el teorema de la funcién implicita que dicha ecuacién define a z
como funcién implicita z(x,y) para producciones z, y, z > 0.

(b) Calcula z(10,2) e interpreta el resultado.

(c¢) Calcula
0z

dy

(10,2)

derivando implicitamente la ecuacién e interpreta el resultado.

36. La demanda de un articulo viene dada por la funcién

D(r,p) = 30003/ — — 201 p,
p

donde r es la renta de los consumidores y p el precio. Actualmente r = 16000 y p = 4.

(a) Escribe la ecuacién de la curva de nivel de demanda actual. Interprétala.

(b) Comprueba que dicha ecuacién define a p como funcién implicita de r para valores

préximos a los actuales.
. : dp
(c) Calcula e interpreta la derivada — :
" 116 000

37. La funcién de utilidad de un consumidor es U(x, y) = 4zy3/?, donde z e y son las cantidades
que consume de dos bienes. Su consumo actual es (z,y) = (3,4).

(a) Escribe la ecuacién de la curva de indiferencia correspondiente al nivel de utilidad
actual.

(b) Razona mediante el teorema de la funcién implicita que la ecuacién anterior define a
x como funcién implicita x = z(y).

(c) Calcula la Relaciéon Marginal de Sustitucién

dx
RMS = ——
dy

derivando implicitamente la curva de indiferencia. Indica la expresién general (para
x, y arbitrarios), y también su valor para el consumo actual.

(d) Calcula explicitamente la funcién implicita z(y) y, a partir de ella, calcula directa-
mente la RMS para el consumo actual. Comprueba que obtienes el mismo resultado.

(e) Razona que la RMS es decreciente, es decir, que disminuye a medida que y aumenta.
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38. Una fabrica elabora dos productos en cantidades x e y, y su frontera de posibilidades de
produccién viene dada por la ecuacién 2x? + y? = 80. La produccién actual es (z,y) =
(6,2).

(a) Comprueba que la ecuacién anterior permite definir a y como funcién implicita y =
y(z) para producciones similares a la actual.
(b) Calcula la Relacién de Sustitucién del Producto

dy

RSP = —
dzx |4

derivando implicitamente.
(c) Calcula explicitamente la funcién y(z) y calcula la RSP derivando directamente.
(d) Interpreta el valor obtenido para la RSP.

39. Un consumidor compra 10 libros al afio, va 40 veces al cine y 5 veces al teatro. La utilidad
que consigue con estas aficiones viene dada por la funcién

U(L,C,T) = L>CT?3.

(a) Escribe la ecuacién de la curva de indiferencia correspondiente al consumo actual.
(b) Razona que dicha ecuacién define a C' como funcién implicita C' = C(L,T).

(c) Calcula las derivadas

oc
oL

@
05~ OT

(10,5)
sin calcular la funcién C(L,T).
(d) Interpreta las derivadas del apartado anterior.
(e) Calculala funcién C(L,T) y, a partir de ella, vuelve a calcular las derivadas anteriores.
40. La funcién U(x,y, z) = xy\/z representa la utilidad que obtiene un consumidor por la ad-
quisicion de tres bienes A, B y C en cantidades z, y, z, respectivamente. Dicho consumidor
desea obtener un nivel de utilidad de 100 unidades.
(a) Escribe la ecuacién de la curva de indiferencia elegida por el consumidor.

(b) Comprueba que la ecuacién anterior define a z como funcién implicita z(x, y) siempre
que las cantidades consumidas sean no nulas.

(¢) Calcula explicitamente la funcién z(z,y).

(d) Calcula z(10,5) e interpreta el resultado.

0
(e) Calcula e interpreta la derivada gz

Ox (10,5) '



54 12 Primitivas

12 Primitivas 18. /lnxdgp

1. Calcula las integrales siguientes:

1. /cos:cdx

2. /(41:7 — 62° + 32° + 22 — 6) dx

19. /(1 — 2)27" da

2. Calcula las integrales siguientes:

1. /(33;3 — 6%+ —5)dx
3. /(33)2 + 5) cos(z® + 5z) da

1
. 2. /(x6+—3—5cosm)dx

4. /m42x dx x

703 3. /(sen 5x + cosdx + 3) dx
5. [ ——dx

zt 48

4 4. / 7¢3% cos €37 dx

6. / ——sen(7y/x) dx

3V

5. /5% sen 5% dx
7. /3(:05(5 —x)sen(b — z)dz

2
T
6. | —————d
8. /§\/4lnxda: /1+(1+$3)2 !
T
1
2 T 9d
9‘/ z®+1 i 7./\/5(3\/5—#8) x
(23 4 3z)7
COST — senx
1 8. d
10. /xlnxd:v /(cosac—i—senac)2 v
COST — Sen x
22 1 9. —d
11. /xe —Fdx /cos:c+senx o
3z 495
9 10. /—dx
12. /5_xdx (3z +5)2 + 10
x’ 11 /Ld
13. ——dx : 5/Fx x
= Vo +5
2cosx 1 cos /T
14. _ETE g 12. /—6 sen /z dx
/1+sen2ﬂc v Vi
15. /xexdq: 13. /9w3x2da;
16. /(:c3)sen(x+4)dx 14. /sen;vcos;vdm

1
17. /xlnxdw 15. /—ln5xd:c
T



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

/ez V3 +5etdx 34. /xsenxd:p
3x 2
/udaj 35. /3:E 4sen 2z + 9cos3z) dx
e3r 4 13
2 cosIn(3x + 5) 36. / 3 sen o
3x+5 de 5 cos :c2
l 37. /(1 —2zx)e” dx
/ 5+ 522 du
/ T I 38. /765”/2 V34 ev/2 da
5+ 5x2
/sen(5 — o) de 39. /xsen(2x +1)dx

3. Calcula las integrales siguientes:

/ 3zt sen(2® — 1) e

cos(z® — 1) /— sen v 3x dx
/4x4 sen 2° cos x° dx 7sen(bx + 3)
2. /T cos(bx + 3) dx
4sen® x cos z dx 7(5 3
/ 3. /% cos(bzr + 3) dx
/(\/E—i—w)(l—i— 2\/_) 4. /x2lna:2da:
1
5
/(5—:p)sen(5—x)dw 6. /50053x sen 3x e
1+ cos? 3z
/ln ! da 7. /(33: + cos 32)°(1 — sen 3z) dx
23 Inzt dx 8. /wd
/ 1+ cos28z
/x_l Inz* dx 9. /(1 —2)3In(1 — z) dzx
_ 5x2/3
1—z)e *dx 10./7d
fo=o (R
/(xe‘r +x)dz 11. /x5x+1 dx

/x3 sen z* dz 12. /te_o'lt dt

55
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13. /3e5$ cos €™ dx

14. /\/E Inz dx

dx

15. [ n®" (22 + 3
/n (2z+3)5. 3

16. /1n(23:) dx
2¢ 3x

V4 + 56396

2e3m
18. ——d
/4+5e3x v

19. / 8 cos'® z sen z dx

20. /xe?’x” dx

17.

21.
vV1—e3

22. rlnz?dz

24. x sen( 3:r—|—2

25.

[ ==
/
23. /cos (3z + 2)sen(3x + 2) dx
/
G

9
cos v/ dx
NG
26. /(x +1)V1 —2xdx
sen &
27. ——d
/1+COS2JZ v
28. /(5+62x+7$6x)d$
29. /§37lmdx
x
30. /x3xda:

12

10z2e="

V2+eo x3

32. / 2x sen 2x dx

31.

33. /e% sen e?® dx

34. / 5(sen 3x) sen(cos 3z)) dx

35. /a: sen(z/3) dx

36. e~ Va5 gy

/ 3(#—75)2
37. /(1 — 2z) sen(3x) dz

o 3
38./233“111 2z + 1) dzx
39 / L Vzd

. — 1N\ dx
N3

1. /de

cos e2x

41. /(x — 1) cos bz dx

1Oe3x+2 3z+2 dx

42. sen e

43. 72° In x dz

44, x(x — 2) —2/3 dy

45. Inz3dz

/
/
-
/

5 Ln(2e+1)
46. /21:_’_ 1 3 dx

47. / 7+v/cos 3z sen 3x dx

48. /xelx/?’o dzx

Primitivas
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13 La integral de Riemann

1. El beneficio marginal de una empresa durante un periodo de un ano ha venido dado por
la funcién

B (t) = 4t — 60t% 4 150t + 800 u.m. /mes,

donde ¢ es el tiempo en meses (0 <t < 12).

1000
Bu(t)
(a) Calcula Bp,(2) y Bjn(11). Interpreta los s00” | "
resultados.
" 600
(b) Calcula / B (t) dt. Interpreta el resul- oy
2
tado. 200
(c) Interpreta geométricamente el resultado
2 4 6 8 10 12

anterior.

(d) Calcula el beneficio medio p de la empresa en el periodo comprendido desde marzo a
noviembre inclusive. Interprétalo.

(e) Interpreta geométricamente en la figura el beneficio que habria acumulado la empresa
en el periodo indicado en el apartado anterior si su beneficio marginal hubiera sido
constante igual a p.

(f) Calcula el beneficio B(t) acumulado por la empresa desde el 1 de enero hasta el
instante ¢.

(g) A partir de la expresién obtenida en el apartado anterior, comprueba que el beneficio
marginal de la empresa es el dado en el enunciado del problema.

8 5
/ V dx, / xe® dx.
-1 0

3. Los costes marginales de una empresa vienen dados por la funcién

2. Calcula

10 — 5L si0<q <100
_ 20 —= = 9
Cm(q>_{3+% si 100 < g.

Ademas, la empresa tiene un coste fijo de 300 u.m.
10

8 Cm(q)

6

150

(a) Calcula Cn(q) dg.
0

(b) Interpreta econémicamente el resultado.

(c) Interpreta geométricamente el resultado. ‘

2
(d) Calcula el coste de producir 150 unidades

de producto. 50 100 150 200
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(2 — 6)

4. La funcién de coste marginal de una empresa es C,(q) = 1 + 5

y sus costes fijos
son de 20 u.m.

(a) Calcula la funcién de coste de la empresa.

(b) Teniendo en cuenta que la produccién que maximiza el beneficio de la empresa es la
que cumple que Cy,(q) = p, donde p es el precio de mercado del producto, calcula la
funcién de oferta de la empresa® ¢ = S(p).

(c) Calcula las cantidades de producto g y ¢1 que le conviene producir a la empresa si el
precio de mercado es pg = 9.66 y p1 = 20, respectivamente. Identificalas en la figura.

(d) Calcula el incremento de beneficio que consigue la empresa si el precio de mercado

pasa de ser pg a ser pj. »
o 1 S(p) = Cm(q)
(e) Calcula AC = / Cm(q) dg. Interpreta

el resultado econémica y graficamente.

25

(f) Se define el excedente del productor como 13

P 4
EP —/ S(p)dp= [ S(p)dp, 5
0 Po

1 2 3 4 5 6 749

donde pg es el precio de cierre y p el precio de venta. Calctlalo para p = p; = 20 e
interpreta el resultado geométricamente.

(h) A partir de la figura, interpreta econémicamente la suma Al = AC + EP.

(i) Interpreta econémicamente el excedente del productor.

5. Razona cudles de las funciones siguientes son integrables Riemann en el intervalo [—5, 5]
y cudles no:

5 1 6 2 €x+2 €I+7 3
x°, —, —, In y y ) :C_27
z’ (z+10)° ert2 — 17 ertT —1
. g ix <0
-3 six <0, x—2 stz <9, —z
fay =40 TS0 ) = hw) =4 Vi

nr siz >0, 2% six >0, — siz > 0.

N3

6. Calcula
Nz 17 5 2
/ zsenz?dz, va —ldzx, / ze® dx, / ztlnzde,
0 0 1

10

w/2 5 5
/ sen® x cos z du, / d7x7 / (23 + Inz) dz.
0 0 3z + 2 1

3Puede probarse que el precio de cierre de la empresa, es decir, el precio por debajo del cual sus beneficios
son negativos, es pp = 9.66 u.m. Asi, el dominio con sentido econémico de S(p) es [po, +00[ 0, equivalentemente
S(p) = 0 para p < po.
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11.

12.
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Calcula las integrales en el intervalo [—5,5] de las funciones del problema 7?7 que sean
integrables en dicho intervalo.

. Calcula la integral en [3, 15] de la funcién

z?  six <10,
f(x)_{\/i si x > 10.

Calcula el valor medio en el intervalo [4, 10] de la funcién

44 3y/xr si0<ux <5,
f(z) = 1

iz >5.
5 si @

Calcula la integral de la funcion

N3 six <4,
fla)=9 5

NG cos\/x siz >4,
en el intervalo [1,9].

Los beneficios marginales de una empresa a lo largo de un ano han venido dados por la
funcién
B (t) = 2t3 — 26t + 60t + 100 u.m. /mes,

donde ¢ es el tiempo en meses (0 <t < 12).

(a) Calcula el beneficio acumulado por la empresa a > B
~ 400 m(t)
lo largo del ano
300
(b) Interpreta geométricamente el resultado. 200
100
(c) {Qué signo tendrd el beneficio acumulado du-
rante los meses de julio y agosto? N Y

(d) Calcula el beneficio medio correspondiente a dichos dos meses.

El beneficio marginal de una empresa durante un ano (desde ¢t = 0 hasta ¢ = 1) ha venido
dado por B, (t) = te!** millones de euros/afio. El beneficio inicial (es decir, los costes
de lanzamiento del producto cuando todavia no habia ingresos) era B(0) = —0.5 millones
de €.

(a) Calcula la funcién de beneficio acumulado B(T') para dicho periodo.

(b) Calcula el instante T en que los beneficios de la empresa fueron nulos (es decir, el
instante en que la empresa compensé la inversion inicial y pasé de tener pérdidas a
tener beneficios).

(c) Calcula el instante en que el beneficio marginal fue méximo.
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13. Los costes fijos de una empresa son de 100 u.m., mientras que la funcién de costes margi-
nales es
Cin(q) = 3¢* — 60g + 345 w.m./u.p.
(a) Calcula el coste de producir 8 unidades de producto.

(b) Calcula la funcién de coste total.

14. El beneficio marginal de una empresa durante un periodo de 10 anos [0, 10] ha sido
10000
(2t +1)3

Calcula el beneficio medio en el periodo [4,9]. Interprétalo. ;En qué instante el beneficio
marginal coincidié con el beneficio medio?

B (t) =

15. Calcula la funciéon de costes de una empresa cuyos costes fijos son de 500 u.m. y cuya
funcién de coste marginal es C,,(¢) = 0.1¢> — 2¢ + 15 u.m. /u.p.

16. Calcula la cotizacién media de las acciones del problema 7?7 de la pag. 7?7 durante el ano
considerado en dicho problema.

17. Las funciones de oferta y demanda de un bien son, respectivamente,

S(p) = 0 sip <5, ()_1000_
P)=\s314+2/p—5 sip>5, 7 P)= 04
(a) Comprueba que el precio de equilibro es py = 21. sf

D(p) S(p)

(b) Calcula el precio p; a partir del cual el producto 70
deja de tener demanda. 60

(c) Si el precio de venta es el precio de equilibrio, — >°

calcula el excedente del productor y el excedente 40

del consumidor: 30 P
0

Po p1 20
EP = ; S(p)dp, EC —/ D(p)dp. 1°J\
Po

10 20 30 40 50 60 70 80 g

(d) Interpreta geométricamente ambas integrales.*

18. La funcién de oferta de un bien en un mercado es S(p) = 1250p, donde p es el precio de
venta. La demanda la determina un total de 1000 consumidores, cada uno de los cuales
sigue la funcién de demanda

4Teniendo en cuenta el lema de Shephard (problema ?? (pég. 7?)) la funcién D(p) es la derivada del gasto G
del consumidor (el gasto total necesario para mantener su nivel actual de utilidad), por lo tanto

P1 p1 dG
B = [ Dwdp= [ dp = Glm) - Glm) = AG
Po po D
Asi pues: el excedente del consumidor es el incremento del gasto del consumidor que se produciria si el precio del
articulo pasara de po a p1 0, equivalentemente, lo que se ahorra el consumidor a la hora de alcanzar su nivel de
utilidad gracias a que el precio del articulo es py y no otro que quede fuera de sus posibilidades.
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(a) Calcula el precio de equilibrio.
(b) Calcula el nuevo precio de equilibrio si el nimero de consumidores aumenta a 1100.
(c) Calcula el incremento del excedente del productor y el incremento del excedente del

consumidor (de un consumidor) debidos a la variacién del precio.

El beneficio marginal de una empresa durante un periodo de cinco afios ha venido dado
por la funcién
Bun(t) = 1000/t si 0<t<2,
500t si2<t<b.

Calcula el beneficio medio de los cuatro ultimos anos. Interprétalo.

La funcion de costes marginales de una empresa es

12
10+ 0 si0 < x <50,
=) e
1 —— sixz>
O+(:Jc+10)2 si x > 50,

donde z es la cantidad producida de cierto articulo. Teniendo en cuenta que la produccién
tiene un coste fijo de 1000 u.m., calcula el coste de producir 110 u.p.

Calcula el valor medio en el intervalo [1, 5] de la funcién

1/z si0<z<2,
2 .
)z si2 <z <4,
o) = ze®’ sid <z <6,
Inz si6<uwx.

Una empresa produce un articulo con la siguiente funcién de coste marginal:

20 si 0 <z <100,

Cm(z) =
100y,

Calcula el coste medio de producir 200 unidades de producto.
El coste marginal de una empresa viene dado por la funciéon

Cm(Q)_{Qq—7 siq > 4,

donde ¢ es la cantidad producida de un articulo. Los costes fijos son de 15 u.m.

10

(a) Calcula Cn(q) dg.
0

(b) Interpreta la integral anterior gréfica y econémicamente.

(c) Supongamos que la empresa pasa de producir 6 articulos a producir 9. Calcula el
coste medio de los nuevos articulos producidos.
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(d) Calcula el coste de producir 3 articulos.

24. El beneficio marginal de una empresa durante un periodo de 10 anos ha venido dado por

la funcién
3+t si0<t<5,

Bm(t):{18—2t si 5 <t <10.

Al principio del periodo el capital de la empresa era de 100 u.m.

10
(a) Calcula/ By, (t) dt.
6

(b) Interpreta la integral anterior gréfica y econdmicamente.

(c) Escribe la expresién para el beneficio medio que obtuvo la empresa en los cuatro
ultimos afios del periodo.

(d) Calcula el capital de la empresa al final del periodo.
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14 La integral impropia

1. Un empresario compra una nueva maquina para su fabrica de la que espera obtener un
rendimiento de 1000€ /mes. No obstante, el desgaste de la maquina hace que este rendi-
miento marginal no se mantenga constante, sino que vaya disminuyendo segun la funcién
Ry (t) = 1000 e~ € /mes, donde t es el tiempo en meses a contar desde el momento de
compra. La figura muestra su gréfica.

1000
800

600

400

12 24 36 48 60 72

(a) /A partir de qué instante ¢ se hace 0 el rendimiento marginal de la maquina?

i
(b) Calcula el rendimiento acumulado R(t) = / R, (t) dt por la méquina desde t = 0
hasta un tiempo t. 0

(c) Calcula el rendimiento acumulado al cabo de 5, 6, 10 y 20 anos. Interpreta econémi-
camente los resultados. Interpreta geométricamente los dos primeros.

+oo
(d) Calcula R, (t) dt. Interpreta el resultado.
0

2. La funcién de costes de una empresa es C(q) = /g, con lo que el coste medio es

Cl(q 1
Cnealg) = T2 = :
q \/a Cmed(‘])
(a) ;Es el coste medio integrable Riemann en el inter- !

valo [0, 4]?

(b) ¢Tiene sentido (mateméticamente) calcular su valor
medio

4
/ Ced(q) dg W
/’L — 0— [

4-0

en dicho intervalo?
(c) Comprueba que

4
/ Cmed(Q) dg =4 u.m.
0

Interpreta geométricamente este resultado.

(d) Concluye que el valor medio es pn = 1. Interpreta geométricamente este resultado.
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3. Estudia si las integrales siguientes son convergentes o divergentes y, en caso de que sean

convergentes, calcula su valor.

—+00 1 0 1 1 1 2 “+o00
/ —2dm / 2% dx / dx / —dx / e’ dx
1 —oo 0o 1—x 0o VZ —oo
+oo 5 1 3 6x — 3 +oo 1 +o00 2
/ 22 dx / dx / Zmidx / —4dm’ / —6da:
oo 0o 1—=z oxt—x—2 0o T oo T
2 400 —2x
1
/ 3 dx / egdar
oo VX —1 0 1+4e 2

+oo
4. Calcula la integral | f(z)dz, donde
0
Vo stz <1,
f(x)_{l/a:Q siz> 1.
5. Estudia si las integrales en el intervalo [—5, 5] de las funciones del ejercicio 7?7 de la pag. 7?7
que no son integrables Riemann son convergentes o divergentes.
6. Calcula las integrales
'3 teop
/ — e/ d, / — 37 da.
1z oo T
7. Calcula
> dx 2 6 dx > x—3 > -3
— ln rdx
. 6—2z o VE— 2z 10 1 22— 6x _1 72— 61
10 5 1 +oo 3 3
/ Z dx / / / —2672/33 dx < dx
5 T 1 4 11—65': 1z 0o I (x?—4)°
2 5 + 0
/ 5 / e dy / l / h %61/:52 dx / %6_2/35 dz
0o T°— 1 e 1z —2 1z
1 5 400 400 T +o00o
7 1 : d
/ 3(3+ ) da / e Vi g / %dw/ L
1z 0 36—5 o (67 —1) o (=3
+00 dr +o00 — 6_%' _ +oo - 4x
A L Y Ay L
o Vr-—1 oo 1 a2 —z—2 0o Vi—ed® o z°—4
8. Dada la funcién
263:1: . )
— siz <1,
f(z)={ V4+5e¥
1/x six > 1,

calcula su integral en [0,5] y en |—o0, 0].
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+o0o
9. Calcula la integral / f(t)dt, donde
1

F(t) = 24+t si0<t<10,
e 002t &i ¢t >10.

10. Un empresario realiza una inversién en maquinaria cuyo rendimiento marginal se estima
en R, (t) = 2000e %01 € /aiio, donde t es el tiempo en afios.

(a) Calcula el rendimiento medio del periodo [4, 10].

(b) Calcula el rendimiento maximo que puede dar la maquinaria, es decir, el rendimiento
desde t = 0 hasta +oo.

11. Un producto se vende a un precio p = 2€ , y su funcién de demanda es

12. La oferta y la demanda de un articulo vienen dadas por las funciones

5p2 — 125 sip>5 37500
S(p) = ' D(p) = .
w=1{; 020 =28

(a) Comprueba que el precio de equilibrio es pg = 10€.

(b) Calcula el excedente del productor y el excedente del consumidor:

+o0

PO
ep— ["sed. BC= [ D@
0 Po
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15 Variables aleatorias continuas

1. Supdn que la funcién de densidad de probabilidad de la nota X que vas a sacar en Ma-
tematicas I es

0.25

0 six <1,
. 0.2

T — .
_ o1 sil<ax<T, 0.15
f(x) 9 ¢
3 si7T<x<9, 0.1
0 si9 <z 0.05
\

2 4 6 8 10

(a) Calcula tu probabilidad de suspender, tu probabilidad de aprobar y tu probabilidad
de sacar un notable.

—~
=
~— — — —

;,Cudl es la probabilidad de que saques exactamente un 87

Calcula tu probabilidad de sacar una nota cualquiera entre —oo y +o0.

a/\

Calcula tu nota esperada.

—
@

. Cudl es la probabilidad de sacar mas de 97, ;puedes poner un ejemplo de circuns-
tancias en las que se diera este caso?

2. La variable aleatoria X mide la duraciéon en anos de una bombilla halégena. Su funcién

de densidad es
f@):{OJE““ siz >0,
0 en otro caso.

(a) Comprueba que f(z) cumple lo necesario para ser una funcién de densidad de pro-
babilidad.

(b) ;Le conviene al fabricante ofrecer una garantia de un ano?

3. Sea X la edad de un alumno de clase escogido al azar, y supongamos que X es una variable
aleatoria con esta funcién de densidad:
ﬂ@:{@gﬁsnsgxgm,
0 en otro caso.

(a) Comprueba que la funcién f(x) es aceptable como funcién de densidad.

(b) Calcula la edad media E[z] de los alumnos de la clase.

(c) Calcula la mediana M de las edades de los alumnos de la clase, es decir, la edad M

para la que P(X < M) = 0.5.
(d) Calcula la probabilidad de que un alumno tomado al azar tenga 18 anos (y ten

presente que una persona no tiene 18 afnos solo el dia de su cumpleafios, sino que
tiene 18 anos hasta que cumple 19 afios).

4. Sea X una variable cuya funcién de densidad de probabilidad es la de la distribucion
normal:

Comprueba que la esperanza de X vale 0.
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5. Supédn ahora que X es la nota que sacard en esta asignatura un alumno del grupo tomado
al azar (no la nota de un alumno en concreto). No serfa descabellado que la funcién de

densidad de X fuera de la forma 0.3
0.25

fla) = { k(5 —a)? si0<az <10, 0.2

0 en otro caso. 0.15

(a) Calcula el valor de k para que f(z) sea ciertamente
una funcién de densidad.

2 4 6 8 10
(b) Da una posible interpretacién de la funcién f(z), suponiendo que aproximadamente
la mitad de los alumnos del grupo no asiste a clase.

(c) Calcula la probabilidad de que X corresponda a un aprobado justo (no a un notable
ni a un sobresaliente).

(d) Calcula la nota media esperada para el grupo.

6. Sea X una variable aleatoria cuya funcién de densidad sea de la forma

1 1i0<z<4
f($):{k( +\/§) Slo_m'_ 5
0 en otro caso.
(a) Calcula el valor de k.
(b) Calcula P(2.1 < X < 3.5).

(c) Calcula la esperanza de X.

7. En las encuestas de evaluacion del profesorado, los alumnos responden a varias preguntas
sobre su profesor puntuandolas entre 1 y 5. Sea X la media de las respuestas de un alumno
del grupo escogido al azar y supongamos que la funciéon de densidad de probabilidad de
X es de la forma

flz) = {k(l —2)(25—2?) sil<az <5,
0 en otro caso.
(a) Calcula el valor de k.
(b) Calcula la valoracién media que los alumnos han hecho del profesor (la esperanza
(c) Calcula la probabilidad de que un alumno asigne al profesor una valoracién mayor
que 4.

8. Sea X la edad de una persona tomada al azar en una poblacién dada. Supongamos que
la densidad de probabilidad de X es

0956-00252 i 0>
f(x):{005e siz >0,
0 en otro caso.
(a) Comprueba que la funcién f(z) es realmente una funcién de densidad de probabilidad.

(b) Calcula la probabilidad de que, al elegir una persona al azar, su edad esté comprendida
entre los 6 y los 14 anos.

(c) Calcula la edad a que cumple P(X < a) = 0.95.

(d) Calcula la probabilidad de encontrarnos con una persona de més de 500 afios.
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10.

11.

12.

13.

14.

15 Variables aleatorias continuas

Para preparar el partido de la préxima jornada de liga, el entrenador del equipo de fitbol A
ha analizado todos los partidos en los que su equipo se ha enfrentado a su adversario B, y
ha concluido que el tiempo (en minutos) que el equipo B tarda en meter el primer gol es
una variable aleatoria con funcién de densidad de la forma

ke 03t sit >0
t) = =9,
ug { 0 sit<O.
(a) Calcula el valor de k.

(b) Calcula la probabilidad de que el equipo B meta el primer gol en los primeros 10
minutos de partido.

(c) iDeberia estar preocupado el portero del equipo A?

La variable aleatoria X representa la temperatura minima del dia 1 de enero en cierta
ciudad. Su funcién de densidad es

— 1 —x2/18
f(z) PWors e .

Calcula la temperatura minima esperada E[X] para el préximo 1 de enero.

La funciéon de densidad de una variable aleatoria es
k

fa) = { V=P

0 en otro caso.

si0 <z <2,

(a) Calcula el valor de k.
(b) Calcula la esperanza de X.
(c¢) Calcula la mediana de X.

Calcula la mediana de una variable aleatoria cuya funcién de densidad es

6 3
TEI Go<a<0,
0 en otro caso.

Supongamos que la nota X en esta asignatura de un alumno escogido al azar tenga la

funcién de distribucién )
_ [ksengy si0<x<10,
f(z) =
0 en otro caso.

(a) Comprueba que f es una funcién de densidad de probabilidad y calcula el valor de k.
(b) Calcula la esperanza E[X].
La edad de los habitantes de una poblacién es una variable aleatoria X cuya funcién de
densidad es de la forma |
o) = { pe T ez
0 siz <O0.

(a) Calcula el valor de k.
(b) Calcula la edad media de la poblacién.
(c) Calcula la edad ¢ tal que Pr(X <t) = 0.95.



69

16 Ecuaciones diferenciales

1. Resuelve las ecuaciones diferenciales siguientes:

dy

_ :2
(a) = =2y,

dy x
b _— = ——
0 2=,

dy
14+ e®)y =2 =¢® 0) =1
C(+€)ydx e’, y0)=1,
(@) (1 +y*)de+ (1+2*)dy =0,

(c)

)
(e) (1+y*) da+zydy =0,
()

)

)

)

Y
-~ senx = ycosw,
dx

V1 —a22dr +y\/1—y2dy =0, y(0) =1,

(s
(h) ylnydx + xdy =0, y(l) =e.

h

2. Sea p el precio de un bien, y supongamos que la oferta y la demanda vienen dadas por
S(p)=2p,  D(p) =100 —8p.

(a) Calcula el precio de equilibrio.

(b) Supongamos que el precio p varfa con el tiempo p = p(t) y que cumple la ecuacién
de Walras:
p' = k(D(p) —S(p)) con k> 0.

Interpreta econdmicamente esta condicién.
(c) Calcula p(t) si k= 0.5.
(d) Comprueba que . 11'£Ln p(t) es el precio de equilibrio.
—1T 00
3. Sea D(p) la demanda de un articulo en funcién de su precio. Supongamos que cuando

p =1 la demanda es de 100 unidades de producto, asi como que la elasticidad es constante
E = —1. Calcula la demanda correspondiente a un precio p = 5 u.m.

4. Hemos invertido 1 000€ durante un ano en unos fondos cuya rentabilidad ha resultado ser
la dada por iy, = 10cos2nt. Calcula el capital final que hemos obtenido.

5. Resuelve las ecuaciones diferenciales siguientes:

2
y dy
(a)xdx e’, y(0)

d
(b) % = rysenw, y(0)=5
(©) @ _zsenx
de N
dy
d) 2y =1
(d) zy—~

2
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10.

11.

12.

13.

16 Ecuaciones diferenciales

@ L=V y@)=4
dy

(f) @%:5

(8) 3(y+ )@— L+ v+ L

~dy 2%
(1) dr ?
o dy Y
(J) @ - 5
dy 2z
9 L=2 y1)=0
(1) ery;l—i =Inz, y(1)=0

Un articulo se vende a un precio p = 4€ y su demanda actual es de 100000 unidades
diarias. Determina qué demanda cabria esperar si el precio fuera de 5€ sabiendo que la
elasticidad de la demanda es E = —p/10.

Un articulo se vende a un precio p = 2€ y su demanda actual es de 10000 unidades.
Calcula la demanda correspondiente a un precio p = 3€ si la elasticidad es F = pJ/2 — p.

La elasticidad de la demanda de un bien respecto de la renta de los consumidores es
E(r) = —rlnr. Calcula la demanda correspondiente a una renta r = 2u.m. si cuando la
renta es de 1u.m. la demanda es de 1000 u.p.

La poblacién actual de una ciudad es P = 1000000 habitantes, y evoluciona en el tiempo
segun la ecuacion diferencial

dpP 1

— = -VP.

dat 2 VP
Calcula la poblacién que tendra la ciudad dentro de dos afios.

La poblacién de cierto pais aumenta proporcionalmente al ntimero de habitantes. Si
después de dos afnos la poblacién se ha duplicado y después de tres anos es de 20.000
habitantes, calcula la poblacién inicial.

Invertimos un capital de 3000€ a un interés continuo variable dado por i, = 0.01¢ durante
3 anos. Calcula el capital final.

Invertimos un capital de 1000€ en una inversién que nos proporciona una rentabilidad
ico = 0.02t (a partir de t = 0). Calcula la funcién C(t) que da el capital en cada instante ¢.
,Cudntos anos han de pasar para lograr un capital de 2000€?

Se nos plantea la posibilidad de invertir un capital por un periodo de tres anos. De entre las
distintas expectativas sobre la rentabilidad de la inversién, la menos favorable pronostica
que la evolucién del interés serd i (t) = 5+ 16t — 3t> %. Determina el minimo capital que
debemos invertir para asegurarnos un capital final de 1000 €.
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La oferta y la demanda de un bien dependen de su precio p, pero también varian con el
tiempo ¢ (dado en meses), de modo que

S(p) = (40 + 10p)(t+1), D(p) = (100 — 20p)(t + 1).

Actualmente (en t = 0) el precio es de p = 3€. Determina el precio que cabe esperar para
dentro de un mes, para dentro dos meses y para dentro de tres meses si éste cumple la
ecuacién de Walras (cf. problema ??) con k = 0.02. Compara los resultados con el precio
de equilibrio.

Un articulo se vende a un precio de p = 2€ y su demanda actual es de 200 u.p. Se estima
que, para valores de p cercanos al actual, la elasticidad de la demanda es p — 4. Calcula la
demanda que cabria esperar si el precio se incrementara en 0.5€.

El beneficio marginal de una empresa es B,,(t) = B/100, donde t es el tiempo en afos
(v B el beneficio). Sabiendo que el ano pasado el beneficio fue de 1000 u.m., calcula el
beneficio actual (en t = 0) y el beneficio esperado para el ano préximo.

Depositamos un capital de 1000 u.m. durante 10 anos a un interés continuo variable, que
ha resultado ser i (t) = 0.05 + 0.01¢. Calcula el capital final.

Queremos invertir un capital durante un ano (desde ¢ = 0 hasta t = 1) y esperamos que la
rentabilidad de la inversién sea is = 0.07 + 0.06v/t +0.09t2. Calcula el capital que hemos
de invertir si queremos asegurarnos un capital final de 3450<€.

Una inversién durante un ano (desde ¢ = 0 hasta ¢ = 1) ha proporcionado una rentabilidad
ico = 0.04(t 4+ 1). Calcula cudnto tendriamos que haber invertido para haber conseguido
un capital final de 5000 <€.

La demanda actual de un producto es de 740 u.p. y su elasticidad respecto de la renta de
los consumidores es E(r) = r/1000. Si la renta actual es de 2000 u.m., calcula la demanda
que cabe esperar si dicha renta aumenta en 100 u.m.

La poblacién de una ciudad (en miles de habitantes) tiene una tasa de crecimiento anual
de 2¢/Ptcost miles de habitantes /ano. Calcula la poblacién esperada dentro de ocho anos
si la poblacién actual (en ¢ = 0) es P = 100.

La variacién con el tiempo de la demanda de un articulo (en porcentaje) viene dada por
la funcién e~ %!, Si la demanda actual (en t = 0) es de 1000u.p., calcula la demanda
prevista para dentro de un ano.

La poblacién de una ciudad crece a un ritmo de VPOt habitantes/ano, donde P es la
poblacion en el instante t. Determina el ntimero de habitantes en ¢t = 0 sabiendo que en
t = 10 la ciudad contaba con dos millones de habitantes.

Unos fondos de inversién han proporcionado durante un periodo de tres afios [0, 3] una
rentabilidad s, = tcost?. Determina qué capital tendriamos que haber invertido para
garantizar un capital final de 10000 <€.
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25. La oferta y la demanda de un producto en funcién de su precio vienen dadas por

375
S(p)=3p, D(p) = 2
(a) Calcula el precio de equilibrio py.

(b) Aplica la ecuacién de Walras (problema ??7) con & = 1 para determinar la funcién
p(t) que determina la evolucién del precio del articulo con el paso del tiempo.

(c) Calcula el precio que cabe esperar dentro de tres anos si actualmente (en t = 0) el
precio es p = 10€.

26. La oferta y la demanda de una empresa vienen dadas por

(a) Calcula el precio de equilibrio py.
(b) Calcula el excedente del consumidor fpjgoo D(p) dp.
(c) Calcula la evolucién del precio en funcién del tiempo resolviendo la ecuacién de Walras

(problema ??) con k = 1.

27. La rentabilidad de unas acciones ha venido dada por
ioo(t) = 0.15sen(0.8¢ + 2).

(a) Plantea y resuelve la ecuacién diferencial que determina el valor C(¢) de las acciones
en cada instante t.

(b) Determina la cantidad que deberfamos haber invertido en ¢ = 0 para haber logrado
un capital de 1000€ en t = 1.

(c) ¢Nos hubiera convenido mantener la inversién durante 3 anos?

28. Larentabilidad de las acciones de una empresa durante un periodo de cuatro anos 0 <t <4
ha venido dada por
t—>5

oo(t) = 0.2 50—
feolt) 210t — 11
(a) Calcula la rentabilidad media de los dos primeros afios.

(b) Plantea y resuelve la ecuacién diferencial que determina el valor C(t) de las acciones
en cada instante ¢.

(¢) Sihemos comprado un paquete de 500€ de dichas acciones en t = 1, calcula su valor
ent=4.



73

rd

17 Algebra lineal y sistemas de ecuaciones

Productos de matrices

1. Calcula:

)T

3
2

Determinantes

2. Calcula los determinantes siguientes:

=8, | -1 3 2|=-3,

-2 3

3

-1

1 2

3. Calcula los determinantes siguientes:

-1 0 0 O

3020
15 3 2
2 75 3

-1 2
3 1

— 16,

3 3

-1 1
3 -2

1
-2

-2

-2

-2

-3
-5
—1

0
3
1
-2

2

-1

110,

—11

-3

= 26,

-3
-1
-2

2 0 2
-1 1

3
—2

1 2
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3 =2 0 2 5 9
2 3 1 5 1 1 2 5
5 -1 2 10 60, -3 -1 1 =10 =2
-3 0 -3 —15 0 0 -2 3

Matrices inversas

4. Calcula la matriz inversa de las matrices siguientes:

() () e () e (00)

5. Calcula la matriz inversa de las matrices siguientes:

30 0 i 2 -1 3 1/3 0 0
21 -1], A={0 0 -6 ], A?t=[ -1/6 0 1/2 |,
12 0 0 3 3 1/2 -1 1/2
-2 1 3 i 0 -1 1 0 1 0
1o0oo0|, A=|2 -8 4|, At=| -1/2 -4 32|,
2 11 0 3 -1 /2 2 —-1/2
2 0 1 1 —1/3 —1/3
1 -1 0|, Al= 1 —4/3 —-1/3 |,
2 1 3 -1 2/3 2/3
2 00 5/10 0 0
-1 3 1|, A= 3/10  4/10 —2/10 |,
11 2 —4/10 —2/10  6/10
1 3 -1 2/10 —2/10 —4/10
2 5 -3 |, Atl'=[ 7/10 —2/10 1/10 |,
-3 -1 1 13/10 —8/10 —1/10
12 -1 —2/12 —3/12  7/12
1 , ATl= 6/12 3/12 -3/12 |,
21 1 —2/12  3/12  1/12
2 1 1 3/4 —1 —1/4
0 1 0|, A'l= 0 1 0|,
2 -1 3 —2/4 1 2/4
3 —4 -1 2/4  1/4 1/4
0 4 0], Al= 0 1/4 0

—2 4 2 2/4 —1/4 3/4



Sistemas de ecuaciones lineales

6. Resuelve los sistemas de ecuaciones siguientes:

z+2y+ z =6 20— y— z =-1
—r— y+4z =12 T+2y+5z = 2
20+3y— 2z =6 —3z+ y+2z = 9
z+3y—z =15 —2z4+y =10
r— y+z =-1 y+2z =0
T+ 2y = 0 2r4+2z =6
or +10y+ 2z =2 6r— y+ 2z = 0
3z+ 6y+ 2z = z+ y+ 2z =-3
—2x+ y+10z =0 2 — 3y —4z = 2
2v 4+ 3y — z=11 3z +2y+ z=4
rT— y+ z= 2 z+2y— z=0
—x+2y+3z2= 4 2z — y+4z="7
x+2y— 6z=10 x4+ dy— z= 1
20— y+ 32= 0 20+ 10y — 3z =-2
—zr— y+10z= 1 —br —2ly+62= 1

20+ by — 3z2=-2 3z + 10y +82=5
r+3y— z= x4+ dy+2z=1

\V)

—3r— y+ z= 2 —2x -9y +32=5
r—2y+3z2= 5 3z+ y+2z= 1
3r+ y+2z= 1 T—2y+3z2= 5

—3x + o5y —3z2=-8 -3z + 5y —3z=-8

Sistemas de ecuaciones

7. Resuelve los sistemas de ecuaciones siguientes:

g _ 3 y _, %l,—l/?)yl/?) _ §
T 10 r+3 } %x2/3y—2/3 4

5z +10y = 1600 2z +2y =400 8z + 4y = 600
y 20

k4 - z/ 212 = 200 } 221y = 25600 }
X
20z + 5y = 4000 y=2z y=z
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17 Algebra lineal y sistemas de ecuaciones

8. Resuelve los sistemas de ecuaciones siguientes:

8—4xr —8y =20
10—-6xz—3y =20
p+1.5qg=56
p—A=0
qg—15A=0
Ve+y=11
x4+ 20y =120
z+2y=28
y—A=0
x—22=0
yz—2XA=0
xz— A=0
zy —3A =0

20 +y+ 32 =18

9—-Ay+5)=0
2-ANzx+2)=0
zy+5r+2y==6

2044y —A—pu=0
2y+4dx—A—v=0
z+y=4

px =0

vy =20

|
|
|
|
|
|
|

dz + 6y = 24
8z + 3y =24
322 4y = 6300
3—6zA=0
2—-2yA=0
Ve+y=9
x4+ 20y =81
4 _
x? + 5y% =21
16 —4zA =0
24 —6yA=0
12 -2zA=0
222 4 3y% + 22 =29
1—-2zA=0
; —6yA=0
x? + 3y = 146
—2x4+8—-A=0
—2y—A—v=0
r+y=206
vy =20

|
|
|
1

322 + 42 = 6300
3z + 2y =210

h+15r==6
2h— p=20
2r—15p =20

z+ y=30
4z 4 2y = 80

|
|
|
)
|

|

3—yzA=0
4—2zA=0
2—xzyA =0

Yz =72

3—A—4p=0
2—-A—2u=0

—2x4+2=0

10 -2y —2Ay =0
9—-2242=0
A1 —9?)=0



