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Practica 1 Introduccid a les funcions de diverses variables

1. La demanda mensual de cervesa d’un consumidor ve donada per la funcié

15
D(r,p) = T2 1/mes,
p

on r és la renda mensual del consumidor (en milers d’euros) i p és el preu (en euros) d’un
litre de cervesa. Actualment, el preu és p = 2€ i el consumidor disposa d’una renda de
r = 2000€ mensuals.

(a) Explica que significa la notacié D(r,p).
(b) Escriu 'expressié que representa la demanda actual de cervesa i calcula el seu valor.

(c) Calcula quina seria la demanda si el consumidor passara a disposar d’una renda
mensual de r = 2.5 u.m. Expressa el resultat correctament i interpreta’l.

(d) I si, amb la renda actual, el preu pujara 50 céntims?

(e) Expressa els resultats dels dos tltims apartats en termes d’increments parcials de la
funcio D.

(f) Calcula l'increment (total) de la demanda si Ar = 0.5 um. i Ap = 1€. Expressa’l
correctament i interpreta’l.

(g) Quin signe caldria esperar que tinguera A, D(3,3)(0.5)7 Comprova si la teua conjec-
tura és correcta.

(h) Amb el preu actual, quina renda mensual faria que el consumidor limitara el seu
consum de cervesa a 8 litres mensuals?

(i) Calcula a partir de quin preu el consumidor no estara disposat a comprar cervesa
amb la seua renda actual.

(j) Calcula quant hauria de reduir-se el preu de la cervesa perqueé el consumidor mantin-
guera la seua demanda després d’haver patit una retallada salarial d’un 5%.

2. Siga f(z,y,2) = xy? — 3z.

) Que significa la notacié f(x,y,z)?

) Explica que significa f(2,1,7) i calcula el seu valor.
(c) Calcula A, f(2,1,7)(2).

) Calcula Af(2,1,7)(—1,0,2).

) Resol l'equacié f(2,y,1) = 5.

) Resol I'equacié f(1,p,2) = f(4,4,p).

3. Descompon en funcions basiques la funcié g(u,v) = 5In* vu2v + 3.

4. La produccié diaria d’una empresa de fabricacié de sabates ve donada per
S(p, K, L) = pVKL? parells de sabates,

on p és el preu de venda en euros, K és el capital invertit en la producci6 (en euros) i L
el nombre de treballadors. Actualment el capital de 'empresa és K = 120000€ i la seua
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plantilla és de L = 15 treballadors. D’altra banda, s’estima que la demanda diaria del seu
producte és
1470V M
p )
on M és la inversié mensual en marqueting, que actualment és de M = 1600€.

D(p, M)

(a) Calcula loferta (produccid) i la demanda que aconseguiria ’empresa si venguera cada
parell de sabates a un preu de 20€.

(b) Interpreta els resultats obtinguts en 'apartat anterior. Li convé a 'empresa vendre
a aqueix preu?

(c) Quin signe cal esperar en AD si 'empresa decideix augmentar un 5% el preu de les
seues sabates? Escriu 'expressié completa per a aquest increment parcial i calcula’l.

alcula (per a la situacié actual) el preu d’equilibri de 'empresa, és a dir, el preu p
d) Calcul la si i6 1) el d’equilibri de I’ 5s a dir, el
per al qual Uoferta és igual a la demanda.

(e) Calcula Doferta i la demanda corresponents al preu d’equilibri i comprova que, en
efecte, sén iguals.

(f) Calcula AS(14,120000,15)(0,67500,—3) i interpreta el resultat. (Redacta la inter-
pretacié evitant paraules tecniques com “increment” i fent Uis de paraules quotidianes
com “contractar”, “acomiadar” o “aportar capital” de manera que resulte natural a
qualsevol que no estiga familiaritzat amb les matematiques.

(g) Calcula l'increment de demanda a queé déna lloc un increment AM = 300€ (mante-
nint el preu d’equilibri). Expressa’l correctament i interpreta’l.

(h) Quin increment de capital AK ha d’aportar 'empresa perque l'oferta iguale la nova
demanda calculada en 'apartat anterior?

5. Si un banc ens ofereix un tant per u d’interés ¢ pels nostres estalvis, ago significa que si
depositem un capital Cy en l'instant ¢t = 0, al cap de t anys el nostre capital sera el donat
per I'expressié

C = Co(1+i)".

(a) Que hauriem d’escriure en compte d’una simple C' a ’esquerra del signe = si volguérem
ser més precisos?

(b) Calcula el capital que tindrem al cap de 5 anys si en l'actualitat (¢ = 0) depositem
10000€ en un banc que ens ofereix un 3% d’interés anual (¢ = 0.03). Expressa el
resultat amb la notacié adequada.

(c¢) Calcula I'increment de capital que hem aconseguit amb la nostra inversi. Escriu-lo
correctament.

(d) Calcula ArC(10000,0.03,2)(2) i interpreta el resultat. (Dedueix del context quina és
cada variable.)

(e) Quin capital haurfem d’invertir si volguérem disposar de 15000€ d’aci a 5 anys?

(f) Un altre banc ens ofereix 13000€ d’aci a 5 anys si depositem ara els nostres 10 000 € .
Quin interés ens esta oferint?
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6. La demanda D d’un producte X ve donada per la funcié

D(r,p,p’) =

Y

2p

on r és la renda mitjana dels consumidors, p és el preu del producte X i p’ el preu d’un
bé substitutiu (és a dir, d’un altre producte que els consumidors podrien comprar en
compte del que fabrica 'empresa). Actualment, ambdds béns es venen al preu d’ 1€ i el

consumidor destina al producte X una renda de 36€.

(a) Calcula la quantitat de X que actualment demanden els consumidors

(b) Calcula I'increment de demanda que es produira si el preu de larticle X augmenta

en 20 centims. Interpreta el resultat.

(c) Calculal’increment de demanda que es produira si el preu del bé substitutiu augmenta

a 2€ (iel de X es manté en 1€). Interpreta el resultat.

(d) Calcula I'increment de demanda que es produira si succeeixen simultaniament les

variacions dels dos apartats anteriors.

(e) Calcula I'increment de demanda que es produira si els consumidors dupliquen la seua

renda, pero els preus d’ambdés articles també es dupliquen. Interpreta el resultat.

Calcul de funcions i increments

7. Donades les funcions

fan ="t Qo= HEst =420 48
3

K (u,v) = % + % L(m,n,t) = #7:2/15 P(Q) = % (7— 7VQQi+12> ,
(a) Comprova els resultats segiients:

f(3,5,2) =35 f(2,0.2,0.01) = 468571.43  Q(5,v/5) = 1.58

Q(+v/5,5) = 1.936 H(4,—4,—5) = 503 H(3,%,3) =3425

K(5,7) = 0.628 K(-2,2)=1 L(1,-5,9) = —0.086

L(V2,1++/3,7)=—-0.153  P(4) =2.73 P(—10) = 16.24
(b) Comprova que

AL f(5,2,1)(—2) = -2 Af(1,1,1)(0.2,0.1,-0.3) = 5.026

AQ(1,—4)(—10,2) = —3.14 A H(6,—3,5)(0.7) = 175

AK (3,3)(L,8) =6 AL(-3,4,9)(1/12) = =5.6 - 1074

AP(3)(3.2) = 1.072
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(c) Calcula (i expressa correctament) increment de @ que es produeix en passar de
(p,9) = (3,-2) a (p,q) = (5,-1.5).

(d) Calcula (i expressa correctament) I'increment de K que es produeix si partim de
(u,v) = (5,3) i Au=2.

(e) Calcula (i expressa correctament) 'increment de L que s’ha produit si ara (m,n,t) =
(4,8,16) i abans les variables valien la quarta part que ara.

(f) Calcula (i expressa correctament) 'increment de P que es produeix si @ = 3 i aug-
menta un 10%.

8. Comprova amb la calculadora els resultats segiients:

(a) 2V5 — 32 = 257,
(b) cosm + sin /7T = —0.02,
{/1000

e _
T¥m5 — 20

e’ = 148.41,
sin(7/4)
cos(m/4)
3

)
)
) =1,
) sin® 7 =0,
(g) sin73 = —0.398,
(h)

)

)

)

In*(cos

Analisi de funcions elementals
9. Descompon les funcions segiients en les funcions basiques que les componen:

r(y? + 2?)Inz

a) sin(x + 2y) — 2 cos(x?y) b) w7+ s ¢) In’(zy)
4 z/10 40
d) In(cos*z) e) dlz+y—=ze f) Sy
) siﬁgsy n) Valy + 23 ) rsiny +5
g z Txy — 5 xS cosz — 1
2\ o 3
j) (zlny)stsine k) (y +3y”)sinx 0) In”z

24sinx cos*(zy)
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10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

Equacions

Resol les equacions segiients:

=bx

1) p+2p=5p—1 2) (5t—3)t=2t—38 3)
4) L°+9=0 5 Je+3-2=5 6) Vi—zr—x=2

7 z+2=+4z +13 8) p=2++/p*>—2 9) T3-10T=0

15 8 3 3
10) 5 —-+1=0 11) 10p<15——>:0 12) 10p<15——>:1
P’ p p p

SHEN
8

Calcula el preu d’equilibri d’un producte les funcions d’oferta i demanda del qual sén

S(p)=25p,  D(p)=———750.
El cost de produir ¢ unitats d’un article ve donat per la funcié

2
_ 4
C(q) = 5000 + q + 200 €.

(a) Calcula el cost fix de 'empresa, és a dir, el cost en que incorre 'empresa encara que
no produisca cap unitat de producte.

(b) Calcula la produccié que pot aconseguir-se amb un pressupost de 15000 €.
Qiiestions

La funcié B(q, p) representa el benefici anual d’una empresa en funcié de la quantitat g que
produeix d’un article i el preu p a que el ven. Explica que significa que B(10000,500) =
6000000 u.m.

Donada una funcié h(p, q), digues amb paraules que significa Ah(3,2)(1,—1).

Donada una funcié g(x,y, z), explica la diferencia entre Ayg(3,1,—1)(2) 1 A.g(3,1,—1)(2).
En Pexpressié Ag(1,2,3)(0.1,0.2,0.3), quin és el valor inicial de x?, quant val Ax?, quin
és el valor final de z7

Si ens diuen que
P = 3s%x + ks,

Per qué no podem calcular P(1,3,—2)? Quina informacié ens falta?

Una empresa fabrica dos productes en quantitats ¢ i g2, fent s de tres materies primeres
els preus de les quals sén p;, po i p3. Imagina que tenim una expressié per a calcular el
cost C' de la produccié a partir d’aquestes dades. Com s’expressa ago? Com expressaries,
més concretament, el cost de produir 100 unitats del primer producte i 500 del segon si
les tres materies primeres tenen un preu de 3 u.m.? I 'increment de cost si ps passa a ser
de 3.5 u.m?

Una empresa fabrica un article en quantitat ) i C és el cost de la seua produccié. Si tenim
un criteri per a calcular C' a partir de @, aco significa que @ és funcié de C' o que C' és
funcié de Q7 Aquesta funcié es representara per Q(C) o C(Q)?
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Practica 2 Funcions de diverses variables

1. Calcula el domini de les funcions segiients:

v sin 21 VT i
f(xay):—v g(uavaw):1n< ut+3 >7
Vor+ T —y (cosw)

h(p, g, s) = sin® {/pg — qr* — e, k(a,b) = @V + 1, b%‘i In(a* +7)).

2. Considera les funcions segilients:

uv? + v

— 4 _
T30 p(w) = 3w" — 2w+ 5,

flx,y,2) =30+ ay® —zy™2,  g(u,0) =
h(r,s,t) = (r+ s* st + 3,rst — 3rt®,t), P(m,n) = 4m®n — 2m + Tm?n>,

3
F(u,v,w) =u+50 —w, G(x,y)= (533+2y)2+—, H(p,q,7) =28,
x

R(x,y,z,w) = {/5x — 3y + z + 2w, S(x,y,z,w) = Vbx — 3y + z + 2w.
(a) Indica quines sén polinomis i quines no ho sén. En el cas que no ho siguen explica
per que.
(b) D’entre totes les funcions només n’hi ha una que és lineal. Indica quina és.
(c) Calcula els seus dominis.

(d) Particularitza per a cadascuna d’elles I'expressié f: D C R" — R™.

3. Considerem de nou la funcié del problema 1 de la pagina 1:

15
D(r,p) = T 2 1/mes,
p

que representa el consum de cervesa en funcié de la renda r d’un consumidor i del preu p
del litre de cervesa. Els valors actuals sén p = 2€ i r = 2 milers de €.

La figura mostra les grafiques de les funcions D(r,2) i D(r, 3) (0, com diuen els economistes,
dues grafiques de D com a funci6 de r “ceteris paribus”):

D 14

12
10

N B o ©

1 2 3 e r

(a) Raona quina corba correspon a D(r,2) i quina a D(r, 3).

(b) Determina si el nombre de litres consumits augmentara o disminuira si el consumidor
passa a tindre una renda de 4 000<€.
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(c) Siel preu és de 2 u.m., quina renda donaria lloc al major consum mensual de cervesa
aproximadament? Quants litres en consumiria aproximadament amb aquesta renda?

(d) Determina si, en el cas que, partint dels valors inicials (r,p) = (2,2) la renda passe a
ser de 7 = 2.5 u.m. i el preu passe a p = 3 u.m., el consum de cervesa augmentara o
disminuira.

(e) Un bé es diu normal si quan els consumidors tenen més renda augmenten el consum,
i es diu inferior en cas contrari. Raona a partir de les grafiques si la cervesa és un
bé normal o inferior per al nostre consumidor.

(f) Calcula la funcié D(2,p).

(g) Calcula h’m+ D(2,p) i interpreta el resultat. Depén el resultat del fet que la renda
p—0

actual siga precisament r = 27

4. A partir d’un estudi econometric, un economista ha ;|
construit una funcié que s’ajusta a la quantitat men-
sual d’'un bé que consumeix cada individu d’una po-
blacié en funcié del seu nivell de renda. La funcié
resulta ser

2 2 ’
D(T) = <1 - _0> 1112 (10 - @> : 0 100 150 200 250 300 350 400
T T . N - . N

(a) Comprova que el domini de D és el conjunt Dy = {r € R | r > 20}. Té agd una
interpretacié economica?
(b) Esta definida la funcié D per a r = 207

(c) A la vista de la grafica, té sentit parlar de la demanda del producte quan la renda és

de 20 u.m.?
(d) Com expressaries I’apartat anterior matematicament?
(e) Que cap suposar que succeeix amb els consumidors amb una renda menor de 20 u.m.?
(f) Dedueix de la grafica el valor aproximat de 11’51_1 D(r). Interpreta’l.
r—-+00
Calcula el limit de 'apartat anterior.
(g) p 40+ f(x)
30+
5. A partir de la grafica, determina els limits ol
segiients:
10
lim f(z), lm f(z), lim f(z) — “/ S T TR
T——00 z—0 z—20~ “lok
1/ 1/ 1/ =20 -
i, S, M f@), o tim f(@)
6. Calcula els limits segiients: a0}
1i r 5 lim 2+ v/4—2 Ii L lim 1 1
im — — im V4 —2x m —— im In—
tomo0 3 1 a—noo © o h—ree (A2 42)7 et T
lfm /" lfm /" lim (y? — 1)%/3 lim (y? —1)72/3.

t—0+ t—0— y—1 y—1
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Dominis

7. Calcula el domini de les funcions segiients i particularitza per a cadascuna d’elles I'expressié
f:DCR" — R™:

VT ¥ 3y + ne=d)
f(l'ayvz): )

eT—5Y

h(ua U) = ( V ln(u2 +0v2 + 3)7 (u + U) %7 3u—v)’

va Ve

Pla,be,d) = 2+2+1 S+dB+1

f(z,y) = (cos2¥, y°sin Yx),
hi(z,y,2) = In(x? + v + 2%) +3,  hao(z,y, 2) = In(z? +y? + 22 + 3),
hs(z,y,2) = In(z +y+ 2+ 3), h(t) = (V2 — 3, (t+1)b).

8. Calcula el domini de les funcions segiients:

(z + )3/ 2 xln(x+y+1)
ﬁa Va4 y?, 2$/‘/§, v, (y2)x’ Tyz?
vV —y? 1 sinx sinzy 1

, i fla,y) = (2 +29°) 72,

- ) n———-,
x2+y2 $3+y3 m2+y2

Vo
t

L(z,y) =2 %coszy, r(t) = o ey = (zIn(y + 2), MY,z + y* — 32),

p(u,v) = (Vu+ v, Inu), T(u,v) = Veuwv,

s(pg,r) = +a™",  fla,y) =sin(z? - e¥).

f(m,n) =3m? — 2mn +7,

Limits

9. Calcula els limits segiients:

, 1 ’ 5 / —2m
Dt g ) lm 245 Bl e 43
4)  lim 37%* —100 5)  lim 5%/ 6) lim In(1—y)
z——00 t—0+ y—1-
7)  lim In(1 — 8) i 1 — 5k 9) lim {/In(s—7
) Jm. In (1-y) ) Jm € )l V/ln(s —7)
1
10)  lim V1 —2¢° 11)  lim 5 —In(z? — 12)  lim ——
a——00 z—2+ hb—2+ 2 — Db
1\ /3 1\ ~1/3 1
13) lim (3— = 14)  lim (3-— 15)  lim cos—
t—0— t2 t—0— 2 z—too 2
3373

16) lim In(27" —6)

r——00

18 1
) i
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10. Raona el valor dels limits segiients:

m
z—01 2000 + Qe 1/

11. Raona el valor dels limits segiients:

, 3 , 104+ —L
lim 5+4/1+—, lim ' mE—
t——o00 et t—2+

12. A partir de la grafica, determina els limits de
la funcié f en els punts —1, 1,21 1/2.

Grafiques

9
Iim 3—1In .
z—+400 r+5
40 f(z)
30°
20}
102—
5 VA E

“10F

20F

_30 :,

13. Una fabrica produeix diariament ¢ tones de detergent en pols. El cost de la produccié

depén de ¢ segons la funcio

C(q) = ¢ — 9¢* + 36¢ + 20 u.m.,

on q és el nivell de produccié diaria. El nivell de produccié actual és de ¢ = 2 tones.

120
100
80
60
40
20

(a) Calcula el cost de la produccié actual.

(b) Si ’empresa augmenta el seu nivell de produccid, és d’esperar que el cost augmente

o disminuisca?

(c) Comprova la teua conjectura calculant AC(1)(1) i AC(2)(1). Interpreta ambdés

resultats.

(d) De les dues grafiques representades en la figura, una correspon a la funcié C(q).

Raona quina és.

(e) Quan creix més lentament el cost, per a produccions menudes, mitjanes o grans?

(f) Calcula lim C(q) i interpreta’l.
g—-+o0
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14.

15.

(g) Enlapartat (c) has pogut comprovar que el cost de produir una tona més de detergent
no és sempre el mateix o, dit d’'una altra manera, que no totes les tones produides
tenen el mateix cost. Per aix0 és raonable calcular el cost mitja de la produccié (el
que costa de mitjana cada tona produida), que és

Cla)

q

20
CMe(q) = =q¢*> —9q+ 36 + " u.m./t.

Calcula el cost mitja actual i interpreta’l.

(h) L’altra grafica que apareix en la figura és la de la funcié CMe(q). A partir d’ella explica
com es comporta el cost mitja en augmentar la produccié: augmenta, disminueix, o
depén?

(i) Expressa matematicament el comportament del cost mitja que observes en la figura
per a produccions ¢ proximes a 0.

(j) Quina és aproximadament, segons la grafica, la produccié per a la qual el cost mitja
és el menor possible?

Una empresa llancara al mercat un nou producte tecnologic per al qual no té competencia
i per tant pot fixar el preu p que considere més convenient. Un estudi de mercat indica
que la demanda diaria del producte vindra donada aproximadament per la funcié
1000000
D(p)=—7—
P2
El cost unitari de fabricacié és de 20€, i a més hi ha un cost fix de 2000<€.

(a) Calcula la funcié de beneficis diaris de ’empresa
B(p) en termes del preu de venda p (entenent que 10500

la quantitat diaria ¢ que fabricara 'empresa és la 10000 B(p)
demanda esperada). 9300
9000
(b) Calcula el preu minim py i el preu maxim p; als quals 85
pot vendre I'empresa el seu producte per obtindre — *°*°
T30 40 50 60

beneficis (els que compleixen B(p) = 0).
(¢) Segons la figura, a quin preu li convé a ’empresa vendre el seu producte?
Considerem de nou la funcié de demanda del producte X del problema 6 (p. 3):

rp’
2p

D(r7 p’ p/) = Y

on p és el preu de X, p’ el preu d’un bé substitutiu i r és la renda dels consumidors.
Suposem que la renda dels consumidors es manté fixa en r = 36 u.m. La figura segiient
mostra les grafiques de les funcions D(36,p,p’) perap' =1,p' =2ip =3.
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(a) Calcula les tres funcions D(36,p, 1), D(36,p,2) i D(36,p, 3).

(b) A la vista de les grafiques, si el preu p’ es manté constant i p augmenta, que i succeeix
a la demanda, augmenta o disminueix? Interpreta la resposta.

(c) A la vista de les grafiques, si el preu p es manté constant i p’ augmenta de 1 a 2 o de
2 a 3, que li succeeix a la demanda, augmenta o disminueix? Interpreta la resposta.

(d) Calcula HIT(l) D(36,p,2) i h’I—iI_l D(36,p,2). Interpreta els resultats.
p— pP—T0O0
(e) Assenyala en la figura el punt inicial i el punt final de I'increment AD(36,2,1)(0, 1, 2).
Com sera aquest increment segons la figura, positiu o negatiu?

(f) Calcula analiticament 'increment de I’apartat anterior i comprova que el seu signe és
el que mostra la grafica.

16. L’estalvi mensual d’un cert treballador ve donat per la funcié

A(r,p,l) = — + 1P €,

=
on 7 és el seu salari, p un indicador del preu dels articles de primera necessitat i [ un

indicador del preu dels articles de luxe que interessen al treballador. Actualment, el
treballador cobra 2400€ mensuals i els indicadors sén p=41il = 3.

(a) La grafica mostra lestalvi en funcié de [ per als valors actuals de r i p. Escriu aquesta
funcié i representa el punt que correspon a la situacié actual.

(b) A la vista de la grafica, indica sense fer calculs el signe de A;A(2400,4,3)(1) i
A;A(2400,4,3)(5). Raona la teua resposta.

A 200
1507

100

50 -
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17.

18.
19.

20.

21.
22.

La cotitzacié en borsa de les accions d’una empresa durant 1'iltim any ha sigut la donada
per la funcié
C(t) = 15+ 5sin(2t + 3) + t cost + sin(30¢),

on t és el temps en mesos, de manera que ’any comenga en t = 0. (Aixi, 1 dia = 1/30 mes.
Un any financer té 360 dies.) La figura mostra la grafica de la funcié C(¢):

35
30
25
20
15
10

5

2 4 6 8 10 12

(a) Calcula el domini de C'i el subdomini amb sentit economic.
(b) Calcula la cotitzacié inicial i la cotitzaci6 final de les accions I’any considerat.
(¢) Quin haguera sigut el millor moment per a invertir-hi? I el pitjor?

)

(d) Si haguérem comprat accions 1’ 1 d’abril (¢ = 4), haguera sigut rendible vendre-les
tres dies més tard? Calcula 'increment AC' corresponent.

Qiiestions

Que és el domini d’una funcié?

Que significa f : D € R* — R2. Posa un exemple concret en el qual
D = {(z,y,z,w) € R*| z # 0}.

Com es llig ago?

Si f(u,v) = 5+u/v, explica que li succeeix a f en el punt (5,0). Relaciona la teua resposta
amb el domini de f.

Per que el domini de f(z,y) = *¥ és R i no {(x,y) € R? | e > 0}7

Raona sense usar la calculadora si les afirmacions segiients sén verdaderes o falses:

sin 5000 > 5,
In(0.001) > 0,
In(—2) <0,
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Practica 3 Composicié de funcions

1. La funcié de beneficis d'una empresa és B(I,C) = I — C, on I sén els seus ingressos i C'
els seus costos. Al seu torn, els ingressos vénen donats per I(p,q) = pg, on p és el preu de
venda del seu producte i q la quantitat produida, i la funcié de costos és

C(q) = ¢* +2q + 16.

(a) Com s’anomena la funcié composta de les funcions donades? Calcula-la i determina
el seu valor per a (p,q) = (20,10). Interpreta el resultat.

(b) Veurem més avant (problema 5 p. 31) que, si ’empresa no pot influir en el preu de
mercat p, el maxim benefici ’aconsegueix determinant la seua produccié segons la
funcié d’oferta ¢ = S(p) = (p—2)/2. Calcula la funcié composta B(p) i interpreta-la.

(c¢) Explica la diferéncia d’interpretacié entre les funcions calculades en els dos apartats
anteriors.

(d) Calcula B(20) i interpreta el resultat. Explica la diferéncia amb el benefici calculat
en l'apartat (a).

(e) Determina el preu de tancament de l’empresa, és a dir, el preu de mercat per al qual
els seus beneficis sén nuls (i per davall del qual s6n negatius).

2. Calcula la composicié de les funcions
[y, 2)=vVaty+z  zp)=p’, ypa=p-q¢  zpq =p2°

Calcula f(1,2,7)1 f(1,3).

3. Una empresa planeja traure al mercat un nou producte cosmetic. Un estudi dels costos
indica que el preu de venda més adequat ve donat per p = 30 +12¢, on 0 < ¢ < 1 és un
index que mesura la qualitat del producte. D’altra banda, un estudi de mercat preveu que
la demanda diaria del nou producte vindra donada per la funcié

60000 c
D(p,c) = N

(a) Obtin la funcié ¢(p) que determina la qualitat que ha de tindre el producte perque el
seu preu de venda puga ser p.

(b) Calcula la funcié D(p) i interpreta-la. Explica la diferéncia d’interpretacié entre
D(p,c) i D(p).

(c) El pla inicial de ’empresa és llancar el cosmetic amb un preu p = 36€. Estudia si
augmentar aquest preu inicial en 2€ produiria un augment o una disminucié en la
demanda esperada. Calcula per a aixo 'increment adequat AD. Escriu-lo correcta-
ment.

(d) Interpreta el resultat obtingut en apartat anterior.

(e) Calcula el preu a que cal llancar el cosmetic per tal d’aconseguir una demanda de
6 000 unitats diaries. Quin hauria de ser el seu index de qualitat?
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4. La funcié de beneficis d’'una empresa és B(p, D) = 1000pIn D, on p és el preu a que ven el
seu producte i D és la seua demanda. D’altra banda, la demanda depén del preu segons
la relacié D(p) = 10000/p*.

(a) Calcula la funcié composta B(p) i explica la diferencia d’interpretacié entre B(p, D)
i B(p).
(b) Calcula B(5) i interpreta el resultat.
(c) Calcula B(5,20). Té sentit economic el resultat? Si és aixi, quin?
5. Una industria quimica fabrica un producte a partir de tres materies primeres. Quan empra

x tones de la primera, y tones de la segona i z litres de la tercera, la produccié que obté
és la donada per la funcié

Q(z,y,2) = 22y + 2%
No obstant aixo, perque el producte tinga les propietats desitjades cal que les quantitats
emprades respecten la proporcié y = 4.
(a) Calcula la funcié composta (indicant-hi el seu nom) i explica la diferencia d’interpretacié
respecte de la funcié de produccié donada.
(b) Calcula Q(1,2) i interpreta el resultat.

6. Un consumidor pot adquirir tres béns en quantitats x, y, z, i la utilitat que aconsegueix
amb cada possible compra ve donada per la funcié

U(z,y,z) = Jryz.

Els béns sén complementaris, de manera que per cada unitat que adquireix del segon
article en necessita 3 del primer i 9 del tercer (és a dir, z = 3y, z = 9y).

(a) Calcula la funcié composta (indicant-hi el seu nom) i explica la diferéncia d’interpretacié
respecte de la funcié d’utilitat donada.

(b) Calcula U(2) i interpreta el resultat.

7. Calcula la composicié de les funcions indicades. Escriu el nom de la funcié composta en
cada cas i simplifica la seua expressié en la mesura que siga possible.

—~

=pq—r, p=z+y,q=x—2y,r=2xy+2y%
t =Inzy.

—_—
~—

=
<

, T

o

(a) f(u,v) =u/v, u=x*yz, v=azy2’

(b) f(u,v) =u/v, u= 2%y’ + 259223, v =20z

(©) fz,y,2) =a’yz, a=p’q y=p’+q"

(d) P(s,t) = /s +/1, s =ut?, t=u®+02%

e) Q(a,b,c) = a’bcd, a=2z%, b=uwzy, c=Inzy®, d=1>
)
)
)

—~ o~
=
o s
—~ —~
~
I
gy
L

S5lnz — ¥y, z=el"2 y=(p+q)°.

&

<

~—
I
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Practica 4 Funcions homogeénies

1. Estudia I’homogeneitat de les funcions segiients:

2 3
3
flz,y, 2) = 23y? + 25 g(z,y) = rTyToy y_i; Y h(u,v, w) = Vu2vw — 5v2w?
x
3Vt
pls, 1) = Y 3VE gla,b) =5ab—6ab  F(p,q,r) = pP sin2(p? + qr)

V2s + 3t
H(z,y) = y’e*/Veos(5+ &) Q(K,L) = K°2L%5  P(u,v) = (u?v +v%)°

2. La funcié de demanda d’un bé és
D(TapvplaPQ) = \S/Fln <%> 5

on r és la renda dels consumidors, p el preu del bé i p1, ps els preus de dos béns substitutius.
Estudia si hi ha il-lusié monetaria.

3. La funcié de produccié d’una empresa ve donada per

Q(K,L,M) = VK2LMS3.

Estudia els rendiments a escala de ’empresa.

4. Estudia 'homogeneitat de les funcions segiients:

(a) f(z,y) = Vay? — o

(b) P(r,s) =r+2s

(8) t(z,y,2) = wsin(yz)
(h) h(u,v) = u?+v*

(i) f(w,y,z) = VIYz — ny

(c) Q(K,L) = K3L?

ac® + 23
Do @f@@z%?
z/y. .2
(e) f(%ZJ) = %Z/Ty (k) f(:c,y) — .1}2650/9\/@
i u = VuT? —ub — Yul
<ﬂmm@_i%%ﬁm§> (1) T(u,v) .
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Practica 5 Funcions implicites

1. Un consumidor llépol adquireix mensualment x coques i y pastissos. La seua funcié
d’utilitat és
U(z,y) = V3z + /.
Ago significa que U és la funcié amb que “puntua” o “valora” els seus possibles consums, de
manera que el fet que U(2,1) = 3.45 1 U(1,2) = 3.15 s’interpreta com que el consumidor
esta més satisfet si es pren 2 coques i 1 pastis que si es pren 1 coca i 2 pastissos. Les
corbes de nivell d’utilitat s’anomenen corbes d’indiferéncia. La figura mostra les corbes
d’indiferéncia corresponents a nivells d’utilitat 4, 5 i 6.

pastissos (y) 10

10 coques (z)

La resposta als apartats (a)-(d) segiients has de raonar-la a partir de la grafica:
(a) Siactualment adquireix 3 coques al mes i 4 pastissos, sobre quina corba d’indiferencia
ens trobem?

(b) Si, partint del consum actual, el consumidor haguera de renunciar a una coca, quants
pastissos hauria de comprar de més per mantindre’s en el mateix nivell d’utilitat?

(¢) Siun mes el consumidor es pren 4 pastissos, quantes coques hauria de menjar-se per
augmentar en una unitat la seua utilitat actual?

(d) Si volguera conservar el seu nivell d’utilitat actual menjant només coques, quantes
li'n caldrien?

Escriu 'equacié de la corba d’indiferencia actual i interpreta-la.
Calcula la funcié implicita y(x) determinada per la corba d’indiferéncia.

)
)

(g) Quina és la grafica de la funcié y(x)?

(h) Calcula y(2) i relaciona el resultat amb I'apartat (b).
)

Localitza en la figura el valor de y(2) i y(3). Es raonable deduir de la figura que
h’m+ y(x) = 4007 Calcula el limit analiticament. Interpreta el resultat.
z—0
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2. Considera la funcié f(z,y,2) =

xe?

Dibuixa la grafica de la funcié f(z,1,0).
Escriu 'equacié de la corba de nivell 5 de la funcié f. Interpreta-la.

Comprova si els punts (5,1,0), (2,3,1) i (1,2,Iln10) estan o no sobre eixa corba de
nivell.

Calcula les funcions implicites z(y, z) i z(z,y) determinades per la corba de nivell.
Interpreta-les.

Calcula z(3,8) i interpreta el resultat.

3. Continuant amb el problema 1 (p. 1), la grafica segiient p >
mostra les corbes de nivell de demanda corresponents a 2.
D=6iD=11.

(i)

U R 0N U W’

Escriu les equacions d’aquestes corbes de nivell.

Raona quina correspon a cada corba. : S 5 .

Explica la interpretacié economica de les equacions que has escrit.
Identifica en la grafica el punt que correspon a la situacié actual.

Suposem que la renda del consumidor passara a ser de 4 u.m. Perque el seu consum
de cervesa no variara, el preu hauria de variar molt o poc?

I si la seua renda passara a ser de 1 u.m.?

Si el litre de cervesa passara a valdre 2.5€, el consum mensual podria ser de 11 litres
per a algun nivell de renda? I de 6litres? Amb quin nivell de renda, aproximadament?
Calcula’l analiticament a partir de ’equacio.

Calcula la funcié implicita p(r) determinada per la corba de nivell corresponent a
D = 6. Quina és la interpretacié economica d’aquesta funcié? Quina és la seua
grafica?

Calcula p(3) 1 interpreta-ho.

4. Un consumidor disposa d’un pressupost de 100€ per a gastar-se’l en dos béns A i B. El
primer costa 5€ /unitat, i el segon 12 € /unitat.

Escriu la funcié G(z,y) que calcula la despesa del consumidor si compra z unitats
del producte A i y unitats del producte B.

Les corbes de nivell de les funcions despesa d’aquest tipus sén rectes, per la qual
cosa s’anomenen rectes pressupostaries. HEscriu 'equacié de la recta pressupostaria
corresponent als 100€ de que disposa el consumidor. Interpreta-la.

Representa graficament la recta pressupostaria de ’apartat anterior.

Calcula la funcié implicita y(x) determinada per la recta pressupostaria. Interpreta-
la.

Calcula y(8) i interpreta-ho.
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5. Calcula les funcions implicites indicades definides per les equacions indicades:
(a) VEK2LA=2, calcula K(L).

(b) 2% +2y% + 522 =100, calcula y(z,2).
(¢) zln(zy) = 20, calcula z(y, 2).
(d) (z+2y)* =1000, calcula z(zx,y).

6. Una empresa fabrica dos productes en quantitats « i y. L’empresa pot decidir la quantitat
que produeix de cadascun d’ells, pero els seus recursos son limitats i exigeixen que la
produccié (z,y) complisca la relacié 322 + y? < 6300. D’aquesta manera, les produccions
que aprofiten al maxim els recursos de I’empresa compleixen 'equacié 322 + y? = 6 300.
La corba determinada per aquesta equacié s’anomena frontera de possibilitats de produccio

de l’empresa, 1 esta representada en la figura.
80

(a) Quina és la maxima produccié del primer producte fpp
que pot aconseguir ’empresa (a costa de no produir °°
gens del segon)? 40

(b) Quina és la maxima produccié del segon producte 20

que pot aconseguir 'empresa?

1o 20 30 40

(¢) Calcula la funcié implicita y(x) definida per la frontera de possibilitats de produccié
i interpreta-la.

(d) Calcula y(30) i interpreta-ho.

(e) Quina és la grafica de la funcié y(z)?

(f) Si actualment I’empresa fabrica 30 unitats del primer producte, quantes unitats del

segon hauria de deixar de produir si volguera augmentar en una unitat la produccié
del primer?

(g) Marca en la figura el punt corresponent a la produccié actual de ’empresa.

7. La funcié de produccié d'una empresa és Q(K,L) = VK2L3, on K és el nombre de
maquines emprades en la produccié i L el nombre de treballadors. La grafica mostra
diverses corbes de nivell de la funcié.

(a) Escriu lequacié de la isoquanta (corba L ™
de nivell de producci6) corresponent a
una produccié de 120 unitats de producte.
Interpreta-la.

1500

1000 - +

(b) Calcula la funci6 implicita L(K) definida
per aquesta equacio. 500

(c) Calcula L(15) i interpreta el resultat. L ‘ ‘ —

(d) Calcula AL(15)(1) i interpreta el resultat.

(e) Sabent que la corba de nivell actual és una de les representades en la figura, assenyala
els punts corresponents a la situacié inicial i final de 'increment de 'apartat anterior.
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8. L’estalvi mensual d’un cert treballador ve donat per la funcié

_r 2
A(r,p, 1) = 2l +17€,
on r és el seu salari, p un indicador del preu dels articles de primera necessitat i [ un
indicador del preu dels articles de luxe que interessen al treballador.

200- A
(a) Escriu lequacié de la corba de nivell co-

rresponent a un estalvi de 59€ mensuals.
Interpreta-la.

150

(b) Calcula la funcié implicita p(r,l) determi- 1007

nada per la corba de nivell.
50

(c) Calcula p(2400,3) i interpreta el resultat.

Qiiestions
9. Considera una funcié f(z,y, z).

(a) Quin és el significat d’'una corba de nivell f(z,y,z) = a?

(b) Si aquesta equacié defineix una funcié implicita z(z,y), quin és el significat d’aquesta
funcig?

(c) Com sera la funcié composta f(x,y) = f(z,y, z(x,y))?
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Practica 6 Calcul de derivades
1. Calcula les derivades parcials de les funcions segiients:
3a5y” 220°y? 4+ 322y — 2x +y — 6 2e¥’ VarZcos(yPz +26) a¥
gsiny 5(,2,4 3 14-3\/W \/gjsin:n z 5y+3 7 z/y
cos’(z?y* + x?) n” sin x?y — 2y CEE ik xe
2. Calcula el vector gradient de les funcions segiients:
(a) fi(z,y,2) =32y +ayz +y° +22° + 5,
(b) fa(r,s) = 75 cos 354,
(¢) f3(u,v,w) = (u* + 2uv + vwd)ewt2v-wtl
() falp,q) = sin®(p* + ¢%),
(e) f5(p,q) = sin(p + 2¢°)°.
3. Calcula la matriu jacobiana de les funcions segiients:
(a) f(z,y) = (@°y,2 +y,2° - 3zy)
(b) g(u,v,w) = (u?e”™,7)
(c) Plg)=(Ing,3%,\/¢* =3¢, q+1)
4. Calcula el vector gradient de les funcions segiients:
() f(w,y,2) = 2Py—3aetayz—3y+2, () k(z,y) = Ve,
(b) g(z,y) = z/y*, (h) L(r,s) = V2rts,
_ (2 a2 2 b_ b3
(C) h(.l?,y,Z) \/ESIH(QS +y +Z )7 <1) P(a,b) — 5
wt v a*+2b—1
d U,V) = ———,
et = () Qw,y,2) = ==,
P VY + 2z
e)t b,q)= T—">5;
© ip.9) 1442 (k) T(v,w) = In®(v/w).

5. Calcula la matriu jacobiana de les funcions segiients:

(a) flz,y,2) = (x+y? zyz)

(b) T(s) = (s* + 1,1/, /5)

(c)

(d) r(w,y,2) = (xy? = 2°,8,27%")
)
)

<

p.q,r) =@ +¢*p+qr?)

e) f(
(z,y) = (¥, 2 27H2,7)

f
f

(
(f

(8) h(p,q) = (gsinp,p® 2%, /p)
(h) p(z,y) = (2*, zy, 2¥)
9(z,y) = (z,y,In(z + y), zsiny) (i) h(s,t) = (s, 5,e")
() G(p,q) = (np, L2, /pq)
(k) g(z,y) = (z%y,3z +y*)
(1) P(u,v) = (u+v,uv,u’)
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6. Calcula les derivades parcials de les funcions

segiients:
1. f(z,y,2) = 32%y +52° -8
2. p(q,7) = qcosr +151ngq
3. h(u,v,w) = ute2 " 4 w2v
2st? + t
4. G(s,t) = ——
(s,1) 5t3 4 52
ek —1
. T = —
5 T(k1) 542
Visinr
6. P(T,S,t) == W
7. f(z,y) = In*(sin €2 ~7¥)
8. g(v,w) = In®sin* Vo3 — 5v2w?
9. p(m,n) = 23" sinvm?2 + 8n
5sinz + z
10. S(z,y,2) = || —5——
(@y,2) Iny + 22
11. R(a,b,c) = y/In(a®Vbc3)
12. q(u,v,w) = (In® u)e V¥ (w3 — 3/w)
1 _ 1
13. F(M,N) =21
3 F(M,N) = B
9
14. 4 =—0—
iy, z) 55 T
15. x(u,v) = (2u 4 v)eV® /3
16. y(u,v) = S
uU
17. K(z,y) = (In y2)*°
18. Q(a,b,c) = (2a — 5b)3+?
e¥ +8
19. S
2rssint
20. L(r,s,t) = —

sin® r

21.

22.

23.

24.

25.
26.
27.

28.

29.

30.

31.

32.
33.
34.
35.
36.

37.

38.

39.

40.

3 5
M(f.g) = (%)

T(t,u) = 5e/* 4 In(t — u)

flx,y) = y/In(zsin® V)
(u,v,w) = Su

W 6,07 = (2sinv cos® w 4 4)°

g(p,q,r) = p?sin® ¢%ed™"
Q(i,j, k) = 2 sin(jk)Vk
f(z,y) = set/=H1/v?
F(z,y,2) =23+ /y)*

eP—4q 4 39-P

k(p.q) =
(P,q) ’
r(s,t) =5 (s+1)° + st

1/a+2/b4>

— In®
k(a,b,c) =1n ( Py

fu,v) = 2%/ cos® v3

p(u,v,w,x) = ue/ + wln®
f(z,2) = (1 +sinz)?n=
gz, 1) = (2 + 3z + 2)57 +3¢
h(z,t) = (23 + 3z + 2)3"
(x4 e*)d
x,Y) = ———==
p(z,y) UESE
1
A(f.g) = Tt gZcos |
h3 In*(h? + hk
B(h,k,1) = %

1
C(xl,xg) = JI_ +:L'1\4/$C17$2
1

21
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7. Calcula les derivades parcials de les funcions 93 Qz,y) = € cosy
segiients: Y+ 1
1. f(z,y) = zsin® eV 24. f(z,y) = 2°sin*  /y
2. f(z,y) = sind(Ina®) 2" +3¥ 25. g(z,y) = €** In(2z — 3y)
1/x* 26. f(z,y) = xcose®/V
3. g(z,y) = (2 J/r 21%)3 )
27. f(z,y) = 2?yIna?
— 2(qind x22+z
4 F(Eyz) = oo’ VB)2 28. g(z,y) = (a7 + V&) I’y
1
5. flay) = 29. f(z,y) = /22 +2zy
2x
6. f(z,y) = 3" n® /yed v 30. glw,y) = —o—
) y + 1
7. g(x,y) = (sinx?)°Y . ¢
() = sin ) 31 f(r.) = yin(e? + )
.3
8. flz,y) = sy zey”
cosy 32. g(z,y) = e
9. f(z,y) = /522 4+ 3y3Inx )
33. f(z,y) =e*Ycos\/z3+y
10. f(x,y) = x* cos® \/zy
4. f(x,y,2) = /Y gin? 20
11. g(z,y) = In(z/y)
35. f(z,y) = 2% cos /23y + y2
12. f(z,y) = (23 + day)eVe 5
Inx
13. g(z,y) = W 37. f(x,y) = e*/xy? — 3y
14. f(z,y) = /eTsinxy 38. g(z,y,2) = sin((acy))
T In(zz
Jr
15. g(@,y) = —5- 5 In?
cos?(y? + 1) 39. f(z,y,2z) = Vsinz %
Y2+ z
16. f(z,y) = (2zy + 1)sin® /z
yo 40. f(x,y) = (xy* + 2y) In® V&
17. g(z,y) = Sy sinz
z° =3z +1 _
AL g(ay) = —,
18. f(z,y) =si \/5
fay) =siny/y 42. f(x,y) = sin® \/z/y3
2 3
19. g(z,y) = xl < 43. g(z,y) = (32% + Inz)eV”
nzx
44. f(z,y) = 2 In*(zy)
20. f(x,y) =W>(z/y)
vr+1+In
21. g(z,y) = " 72" sin z* 45. g(z,y) = g/:},—+yy

22. P(z,y) = ¥z In'(y? — 4)
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Practica 7 Interpretacio de la derivada

1. Una empresa fabrica un article X a partir de dos factors de produccié A i B. La funcié
de produccié és P(x,y) = x + y + 0.0052y? unitats de X, on i y sén les quantitats dels
factors de produccid.

(a) Calcula la produccié actual si s’estan emprant 100 unitats de A i 80 unitats de B.

(b) Calcula la produccié marginal respecte de y per a la produccié actual. Indica la seua
interpretacio.

(c) Calcula I'increment de produccié que pot obtindre’s si la quantitat emprada del factor
B passa a ser de 82 unitats. Fes el calcul exacte i el calcul aproximat a partir de la
produccié marginal. Calcula el percentatge d’error.

(d) Idem si, partint igualment de 80 unitats de B, passem a utilitzar-ne 200 unitats.
Compara els resultats en ambdds casos.

2. Una editorial A és una de les principals subministradores de llibres a una xicoteta ciutat,
encara que té una uUnica competidora B. L’empresa estima que la demanda dels seus
llibres en la ciutat depén del preu mitja a que els ven pi, del preu mitja a que ven els
llibres I'editorial B i del preu mitja dels articles de primera necessitat. Si la funcié de
demanda (dels llibres de A) és D(p1,p2,p3) i Pempresa estima que, per als preus actuals
Do, €s té que

oD oD oD
5 =2, 5 =1, o =2,
P15, P25, D3 |5
(a) Quina de les variables py, p3 representa —presumiblement— els preus de I'editorial
B i quina els preus dels articles de primera necessitat?
(b) Interpreta les derivades.

(¢) Quin efecte tindria per a 'editorial una rebaixa mitjana dels seus preus de 0.8 unitats
monetaries?
3. El capital d’'una empresa durant un periode de deu anys [0, 10] ve donat per la funcié

0.01t_g

C(t) = 500e3

(a) Determina el capital amb qué comptava 'empresa al principi del periode i el capital
final.

dc
(b) Calcula o i interpreta el resultat.
0

(c) Calcula la derivada de C' en tant per 1 en un instant arbitrari t. Anomena R(t) la
funcié resultant. (Es la rendibilitat de 'empresa en cada instant.)

(d) Calcula R(0) i R(10) i interpreta els resultats.
(e) Calcula la derivada en percentatge de R(t). Interpreta-la.
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4. La funcié de demanda d’un article és D(p,r) = In (1 + %), on p és el preu i r la renda

mitjana dels consumidors. El preu actual és p =2 u.m. i r = 100 u.m.

(a) Calcula la demanda actual.

(b) Calcula les derivades parcials de D per als valors actuals de les variables i interpreta-
les.

(c) Usa les derivades per a determinar que produiria un major increment de la demanda:

i. Un increment de la renda de Ar = 10 uw.m.
ii. Un increment del preu de Ap = —0,5 u.m.

(d) Calcula els increments exactes de la demanda corresponents a cada cas i compara’ls
amb les estimacions anteriors calculant el percentatge d’error.

(e) Calcula elasticitat de la demanda respecte del preu per als valors actuals i interpreta-
la.

Interpretacié de derivades i aproximacié d’increments

5. La taxa de desocupacié (percentual) de dos paisos A i B ve donada per les funcions
Po(t)=8(1.1)"% i Pg(t) =8(0.9)" %.

(a) Determina la taxa de desocupacié en I'actualitat (¢ = 0) en ambdds paisos.
(b) Calcula les derivades d’ambdues taxes en t = 0 i interpreta-les.

(¢) Quin dels dos paisos esta en millor situaci?

6. S’estima que la funcié de costos d’una empresa és C(x,y) = 150In(2 + x + 3y), on x i y
son les quantitats produides dels dos articles que fabrica I’empresa. La produccio actual és
(x,y) = (100,100). Determina el domini matematic de la funcié C aixi com el subdomini
amb sentit economic.

(a) Calcula el cost marginal respecte a cada un dels articles per als valors actuals de les
variables. Interpreta’ls.

(b) Escriu la férmula que relaciona l'increment de cost que es produeix si Az = 4 amb la
seua aproximacié amb derivades.

(c) Calcula aquest increment de forma exacta i de forma aproximada mitjancant la
formula de 'apartat anterior. Calcula el percentatge d’error de ’aproximacio.

(d) Repeteix els calculs si, en compte d’incrementar-se la produccié del primer article, ho
fa la del segon, en la mateixa quantitat.

7. La funcié B(D,p) ens déna el benefici d'una empresa en funcié de la seua demanda diaria
i del preu a que ven el seu producte. Actualment I’empresa té una demanda de 2000 u.p.
diaries i el preu de venda és de 3€, amb la qual cosa aconsegueix un benefici de 90 000€.
A més:

B =2, 0B = £+100000.

oD (2000,3) a op (2000,3)
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(a) Interpreta aquestes derivades.

(b) Raona el signe correcte de la segona derivada. (Fes 'apartat segiient considerant
aquest signe.)

(c) Calcula A,B(2000,3)(0.1) i interpreta el resultat.

(d) Calcula la derivada en percentatge del benefici respecte del preu per als valors actuals
i interpreta-la.

(e) Calcula I'elasticitat del benefici respecte del preu per als valors actuals i interpreta-la.

8. Una empresa distribuidora de vi estima que la demanda de la seua marca en milers de
litres mensuals ve donada per la funcié

D(T7p7 Q) = (200 - T)eo'lq/p kl/mes,

on r és la renda mensual (en euros) que els consumidors dediquen al consum de vi, p és el
preu a que ’empresa ven el litre de vi i g és el preu a que una altra marca competidora
ven el litre de vi. Actualment, la renda dels consumidors és de 100€, ’empresa ven el seu
producte a p = 2€ i el preu de laltra marca és de ¢ = 4€.

(a) Comprova que

ob = —1.22, oD = —12.21, a—D = 6.10.

or (100,2,4) op (100,2,4) dq (100,2,4)

(b) Interpreta les derivades. Pots concloure alguna cosa sobre la qualitat del vi que
distribueix ’empresa?

9. La funcié de produccié d'una empresa és Q(K, L) = K?In L3, on K i L s6n els factors de
produccié, que actualment sén emprats en quantitats K = 2, L = 1.

(a) Calcula el nivell de produccié actual.
0

(b) Calcula oQ i interpreta el resultat.
OL |2,)

(c) Utilitza la derivada anterior per a calcular aproximadament 'increment de producci6
que pot aconseguir-se si la quantitat de L emprada passa a ser L = 1.05.

(d) Calcula el percentatge d’error de aproximacié de 'apartat anterior.
Derivades en percentatge

10. La funcié B(p, q,t) = 10001 (10p — 2q) representa els beneficis d’'una empresa en funcié
del preu p de venda del seu producte, el preu ¢ de la seua principal mateéria primera i el
temps t en anys. En lactualitat (t =0) es té quep=11iqg = 2.

(a) Calcula la derivada parcial de B respecte a t en el moment actual i interpreta-la.

(b) Calcula la derivada en percentatge del benefici respecte al temps per als valors actuals
i interpreta-la.
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11. La funcié de produccié d’una empresa és Q(z,y) = 2y/x Iny, on z i y sén les quantitats
emprades de dos factors de produccié. Actualment 'empresa utilitza 400 unitats del primer
i 100 del segon.

(a) Calcula la produccié marginal oQ i interpreta el resultat.
Ox (400,100)

(b) Calcula la derivada de @ (respecte de x) en percentatge per als valors actuals i
interpreta el resultat.

12. Siga B(x,y) la funci6 de beneficis d'una empresa, on x i y sén les quantitats produides de
dos articles. Actualment, la produccié de 'empresa és (z,y) = (3000,1000) articles. A
més s’estima que

0B 0B

= —27 - 4

O (3000,1000) Ay (3000,1000)
(a) Interpreta aquestes derivades.
(b) Siactualment el benefici és de 500 u.m., calcula la derivada en percentatge del benefici
respecte de la variable y i interpreta el resultat.
13. La produccié anual d’una empresa ve donada per la funcié
Q(p,t) = 1000(p* + 1)6(2t2+tp)/100 milers d’articles,

on t és el temps en anys i p és el preu a qué 'empresa ven el seu producte. Actualment
(t =0) el preu és de 2€.

(a) Calcula la produccié actual.

(b) Calcula
0Q
dp

9Q
2,0 ’ ot

(2,0)

¢) Interpreta les derivades anteriors.

(
(d

Calcula la derivada en percentatge I(p, t) de @ respecte del temps. Simplifica I’expressid.

e) Calcula I(2,0) i interpreta el resultat.

)
)
)
f) Estudia de quina manera un augment del preu afecta el creixement (percentual) de
la produccié de ’empresa.

(
(

14. Un agricultor ha plantat un arbre fruiter que, segons les previsions, hauria de viure uns
30 anys. El valor de 'arbre va variant a mesura que passa el temps, en funcié de la seua
productivitat. S’estima que aquest valor ve donat per la funcié V (t) = 30t — t? u.m.

V(t) o\ R(t)

20

200

150 10

100 5 10 15 0 25 30

-10
50

-20




Practica 7: Interpretacio de la derivada 27

15.

16.

17.

(a) L’agricultor planeja vendre l'arbre en el moment en que el seu valor siga maxim.
Dedueix de la figura quin és aquest valor.

(b) L’agricultor té un fill que esta estudiant Matematiques I, i aquest li fa veure que els
seus plans respecte a I'arbre no sén els més intel-ligents. Per a aixo, en primer lloc el
fill calcula la rendibilitat R(t) (la derivada en percentatge) que li proporciona l’arbre
en cada instant ¢. (Calcula-la tu també.)

(c) Elfill li mostra a l’agricultor que, tal com es veu en la grafica, la rendibilitat és sempre
decreixent. D’altra banda, fa notar son pare que en qualsevol moment pot obtindre
una rendibilitat del 4% de qualsevol capital de que dispose (per exemple, perquée un
cert banc li ofereix aqueix interés per un deposit). Per consegiient, el millor moment
per a vendre Iarbre és quan la seua rendibilitat arriba al 4%, perque a partir d’aqueix
moment aquest sera una inversié menys rendible que altres alternatives disponibles.
Calcula el moment en que l'agricultor ha de vendre l’arbre tenint en compte els
consells del seu fill economista.

El mateix agricultor del problema anterior té també un arbre que en un moment donat
pensa talar per vendre la seua fusta. Es tracta d’un arbre que pot viure centenars d’anys
i el valor de la seua fusta mai deixa d’augmentar. Diguem que ve donat per la funcié
V(t) = "Vt um. Determina el moment més convenient per a talar I'arbre (que, com en
el problema anterior, sera aquell en que la seua rendibilitat descendisca fins al 4%).

El benefici d’'una empresa en funcié del temps (en anys) ve donat per la funcié

~10000i In(t? 4+ 1)

B(t,1) ; ,

que depén també del tipus d’interés que li aplica el banc amb que treballa, i que actualment
és 1 =0.02.

(a) Calcula el benefici marginal respecte del temps en linstant ¢ = 3. Interpreta el
resultat.

(b) Calcula A;B(3,0.02)(0.5) i interpreta el resultat.
(c) Calcula aproximadament l'increment de 'apartat anterior mitjangant derivades.

(d) Calcula la derivada en percentatge de B en el punt (3,0.02) i interpreta el resultat.

Elasticitat
Considera de nou la funcié de demanda del problema 8 anterior.

(a) Calcula les elasticitats E,, E, i E, respecte de les tres variables per a valors qualssevol
de 7, p i ¢ i simplifica les expressions tot el possible.

(b) Calcula E,(100,2,4) i interpreta el resultat.

(c) Calcula ApE,(100,2,4)(0.1) de forma exacta i de forma aproximada amb derivades.
Interpreta el resultat.
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18. Considera de nou la funcié de demanda del problema 6 (p.3):

D(r,p,p) = %

on r és la renda mitjana dels consumidors, p és el preu del producte X i p’ el preu d’un
bé substitutiu. Calcula la seua elasticitat respecte de les tres variables per a (r,p,p’) =
(36,1,1). Interpreta els resultats.

19. Calcula 'elasticitat de la funcié de demanda D(p) = 100/p.

20. La demanda d’un article ve donada per la funcié

D(r,p) = 30003/ — — 201 p,
p

on p és el preu i r la renda dels consumidors. Calcula ’elasticitat respecte del preu quan
r=16000 1 p = 4 i interpreta el resultat.

21. Una empresa ven un article a un preu p = 2€ i estima que la demanda prevista depén a
més de la renda r dels consumidors i ve donada per

reV’

D(Tvp) = D

oD
(a) Calcula — i interpreta el resultat.
O lo2)

(b) Calcula 'increment esperat de la demanda si la renda dels consumidors passa de 9
u.m. a 9.2 um.

(c) Calcula 'increment anterior de forma aproximada mitjangant derivades.
(d) Calcula elasticitat de la demanda respecte de la renda per a (r, p) = (9, 2) i interpreta
el resultat.
Qiiestions

22. Indica el signe que tindran en condicions normals les derivades segiients:

(a) La derivada del salari d’un treballador respecte al temps.
(b) La derivada parcial de la demanda d’un article respecte del seu preu.

(c) La derivada parcial del volum de vendes d’una empresa respecte de la seua inversi6
en publicitat.

(d) La derivada parcial de 'estalvi mitja dels habitants d’un pais respecte de I'index de
preus.

(e) La derivada respecte al temps de la poblacié d'un pais en que cada familia té una
mitjana de 1.8 fills.

(f) La derivada de I'index general de la borsa de Madrid respecte del temps.
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23. Siga C(x) la funcié de costos d’una empresa, on = és la quantitat produida d’un article.
Explica la diferencia d’interpretacié entre

oc| o
oz |1, O 1000'

Quin signe cal esperar que tinguen aquestes derivades?
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Practica 8 Derivades de funcions d’una variable

D 14
1. Considera de nou la funci6 de demanda del pro- 12
blema 1 de la p. 1: 10
8
157

D =— 7?1 °
(r,p) . r* 1/mes, )
2

on p és el preu (en €) d’un litre de cervesa i r és la

. . 1 2 3 4
renda mensual del consumidor (en milers d’euros). "

Els valors actuals sén p = 2€ i r = 2 milers d’euros. La figura mostra les grafiques de les
funcions D(r,2) i D(r,3).

oD .
) — i interpreta-les.
(2,2) 9P l22)
(b) Calcula I'increment de consum que es produira si el preu de la cervesa augmenta
1 u.m. Fes el calcul de forma exacta i de forma aproximada amb derivades. Es bona
I’aproximacié? A que es pot deure?

(a) Calcula les derivades a—r

(c) Calculalelasticitat-preuil’elasticitat-renda de la demanda en el punt (2, 2). Interpreta-
les.

(d) A partir de I'expressié de , raona que la cervesa no és un bé Giffen per al con-

op
sumidor siga quin siga el preu a que es venga, és a dir, raona que aquest sempre
disminuira el seu consum de cervesa davant d’un augment de preu (ceteris paribus).

(e) Un bé es diu normal si quan els consumidors tenen més renda augmenten el consum,
i es diu inferior en cas contrari. Determina a partir de quin nivell de renda la cervesa
passa a ser un bé inferior per al consumidor quan p = 2.
6000
2. Hem comprat unes accions en el moment ¢ = 0 5500 /\/
(on el temps esta en anys) per un valor de 5000 €, 5000 V(t)

i les hem venut al cap de 3 anys. Durant aquest

periode, el seu valor ha vingut donat per la funcié ~ 4390
4000
V (t) = 200t> — 900t + 1200t + 5000 €. 1500

(a) Calcula el valor final de les accions. I E R S S S —

(b) La figura mostra que, a partir d’un cert moment ¢, el valor de les accions va comengar
a decréixer, pero en un altre moment posterior ¢ va tornar a créixer. Calcula aquests
instants on el valor de les accions va prendre un maxim primer i un minim després.

(c) Calcula la rendibilitat (la derivada de V en tant per 1) inicial de les accions, la
rendibilitat final i la rendibilitat en els instants ¢ 1 9.

(d) Durant els tres anys que va durar la inversié, en quin moment van arribar les accions
al seu valor maxim?

(e) Quina haguera sigut la teua resposta si no hagueres conegut la grafica?
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3. Considerem de nou la funcié de costos del problema 13 de la p. 9:

C(q) = ¢* — 9¢* + 36¢ + 20 u.m.

La figura mostra el cost C, el cost marginal Cy, i el cost mitja CMe = C(q)/q.

(a) Calcula el cost marginal i el cost 120 C(q)
mitja.
100
(b) Calcula la produccié a partir de
la qual el cost marginal deixa de 80 Cm(q)
ser decreixent i passa a ser crei- 60
xent.
40 CMe(q)
(c¢) La figura mostra que el cost mitja
és minim just on coincideix amb 20
el cost marginal. Demostra que
N p 1 2 3 4 5 6 7 8
aco no és casual.
4. Continuant amb el problema anterior, Cin(q)
la funcié de beneficis de 'empresa. és 80 mid
B(p,q) = pg — C(q). 60 B(30,9)
La figura mostra la funcié de benefici 40 p =30
per a un preu p = 30 u.m. i el cost 20 \
marginal.
(a) Calcula la funcié B(30,q) i troba 4 6 8
les produccions ¢ per a les quals 20 /

el benefici és minim 1 maxim.

(b) Comprova en la figura que aquestes produccions coincideixen amb les que fan que el
cost marginal siga precisament p.

(c) Justifica que ago és aixi siga quin siga el preu p i siga quina siga la funcié de costos
Cla)-

(d) Calcula la funcié d’oferta S(p) que determina la produccié més convenient per a
I’empresa en funcié del preu de mercat p.

(e) Justifica que el preu de tancament, és a dir, el preu per al qual els beneficis de

I’empresa sén nuls, és el corresponent a la produccié ¢ per a la qual el cost mitja
coincideix amb el cost marginal. Dedueix de la figura el seu valor en aquest cas.

5. Seguint el model del problema anterior, comprova que la funcié d’oferta del problema 1
de la p. 13 és la indicada en lapartat (b) d’eixe problema, és a dir, calcula la produccié ¢
que fa que p siga igual al cost marginal.

6. Comprova que el preu a que a ’empresa del problema 14 de la p. 10 li convé llangar el seu
producte és el que indica la grafica.
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7. La funcié6 B(p) = 1000p ln% representa els beneficis
d’una empresa en funcié del preu p a que ven el seu pro-
ducte. Determina el preu a que ’empresa li convé vendre
el seu producte.

8. Una xicoteta poblacié s’abasteix de les maduixes que cul-
tiven dos agricultors A i B. El preu del quilo de maduixes

3

2

2

4

6

8

10 p

el fixa un intermediari en funcié de les produccions anuals ¢; i ¢o de A 1 B, segons la relacié

q1 +q2
100

p=10—

La produccié de cada quilo de maduixes té un cost de 4 u.m. Per consegiient, el benefici

que aconsegueix A amb la seua produccio és

Bi(q1,02) =pgi —4q1 = (p—4)q1 = (6 -

Analogament, el benefici que obté B és
By(q1,92) = pg2 —4g2 = (p — 4)q2 = <6 -

(a) Suposem que ambdés agricultors queden d’acord en
repartir-se els beneficis a parts iguals, la qual cosa
suposa que ambdds produisquen la mateixa quanti-
tat de maduixes ¢ = q1 = g2. Calcula la funcié de
beneficis B(q) corresponent (la que resulta de subs-
tituir g1 1 g2 per g en qualsevol de les dues funcions
de beneficis anteriors).

q1 + g2
100

Q1+QQ>

100

800
700
600
500
400
300
200
100

qi-

50

100

150

200

250

300

(b) Comprova analiticament que, tal com mostra la figura, el benefici dels agricultors és
maxim quan cada un d’ells produeix ¢ = 150 kg de maduixes. Quin és el benefici que
obté cadascun? A quin preu es pagara el quilo de maduixes?

(¢) Suposem que B decideix respectar I’acord i produeix
g2 = 150kg de maduixes, perd A es planteja violar
el pacte i produir-ne la quantitat ¢; que més li con-
vinga. Calcula les funcions de beneficis By (q1,150) i
Bg(ql, 150)

(d) Calcula la produccié ¢; que maximitza el benefici de
A. Quin benefici aconsegueix cada agricultor? A
quin preu es pagara el quilo de maduixes?

(e) Es pot demostrar (encara que no ho veurem aci) que
si B no es fia de A, la produccié amb que aconsegueix
el maxim benefici de manera que a A no li convinga
guanyar més que ell és go = 200kg. Calcula les fun-
cions de beneficis Bj(q1,200) i Ba(q1,200).

800
700
600
500
400
300
200
100

BQ(ql, 150)

B1 (ql, 150)

800
700
600
500
400
300
200
100

100

200

BQ (ql, 200)

300

400

B1 (Q1 5 200)

100

200

300

400
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(f) Calcula la produccié ¢ que maximitza el benefici de A. Quin benefici obté cada
agricultor? A quin preu es compraran les maduixes si A i B no estableixen cap
acord?

Explica, amb ’ajuda d’un diccionari, per que un pacte d’aquest tipus entre dues o
g plica, J , per q
més empreses rep el nom de col-lusio.
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Practica 9 Derivades successives

1. Donada la funcié f(z,y, z) = x*e¥/?sin(4z),
(a) Calcula
_or o
0x0230x0y (1,0,7) ’ Ox3’

(b) Calcula la matriu hessiana de f en el punt (2,0,0).

2. Calcula la matriu hessiana de les funcions

1
flz,y) = —, h(x,y,z,w):x2+y2—xw—zw+x—y+5.
zy

3. La funci6 de costos d’una empresa és C(x,p) = 600,/p Inz, on x és la produccié i p el
preu mitja dels seus inputs.
(a) Calcula el domini de C' i el subdomini amb sentit economic.

(b) Actualment la produccié és de 100 unitats de producte i el preu de 4 unitats mo-
netaries. Calcula l'efecte que té sobre el cost marginal (respecte a la produccié) un
increment unitari del preu dels inputs.

(c) Quant augmentaria aproximadament el cost si el preu passara a ser p = 4.1 u.m.?

(d) I el cost marginal?

4. La funcié d’utilitat d’un consumidor respecte de dos productes A i B és
U(z,y) = In(1 + zy),

on x iy son les quantitats de producte que adquireix. Suposem que actualment consumeix
(z,y) = (10,10).

(a) Calcula la utilitat marginal respecte del producte A. Interpreta el seu signe.

(b) Justifica matematicament aquesta afirmacié: “Per cada unitat que augmenta el con-
sum de A, la utilitat marginal disminueix, és a dir, el consumidor obté cada vegada
menys satisfaccié addicional en incrementar el seu consum de A”.

(c) Justifica matematicament aquesta afirmacié: “Per cada unitat que augmenta el con-
sum de B la utilitat marginal de A augmenta, és a dir, si el consumidor augmenta el
consum de B, aleshores li és més 1til augmentar el consum de A.”

(d) Posa un exemple de dos productes per als quals aquestes propietats siguen raonables.

5. L’IPC d’un cert pafs en un instant ¢ (expressat en anys) ve donat per la férmula

P — o(1+t/50)3/%

(a) Calcula la inflacié I del pais, és a dir, la derivada de P en percentatge. (Una vegada
simplificada, t’ha de donar I = 3(1 +¢/50)/2.) Quin tant per cent d’inflacié es té en
t=07?
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(b) Estudia mitjancant derivades el comportament de la inflacié en ¢ = 0. Esta augmen-
tant o disminuint?

(c) Calcula la taxa d’increment de la inflacié T en el pais, és a dir, la derivada de I en
percentatge. Quant val 7'(0)?

(d) Com varia la taxa d’increment de la inflacié del pais? Creix o decreix?
(e) Explica la frase segiient:

En la crisi de 1972 el president Nizon va anunciar que la taza d’increment
de la inflacio estava descendint. Aquesta va ser la primera vegada que un
president va usar la tercera derivada com a argument per a la seua reeleccio.
Hugo Rossi, Notices of the AMS, v.43, num. 10, octubre 1996.

Derivades successives

6. Calcula les derivades indicades de les funcions indicades:

) - 8(18[?2 (2,1)
_rlny 0°T
(b) T(,y,2) = — 9220y0xdy
*h
_ 2 a.9.3
(C) h(T, 8) =S \/m 8r833 (1,1)
g
d x,y,z) = zsin(z — In D122
( ) g( Yy ) ( y) 8:5828@/2 (0,1,3)
PM
. 2\ 2w _
(e) M(u,v,w) = v (cosu?) Oudvow
2%Int (z — x) 9L
f) L(z,y,z,t) = ————+ 012020
( ) ( Y ) \/m 8t2828$ (172,07\@)
620f
() f(m,n)=2em" omOon!t
8?719(97111 (2,2)

7. La funcié de beneficis d'una empresa ve donada per B(t) = 5t> wm., on t és el temps
en anys. L’any actual és t = 1. A quin ritme esta augmentant el benefici marginal de
I’empresa?

8. La funcié B(z,y) determina el benefici d’'una empresa a partir de les quantitats produides
x iy de dos articles. Interpreta la derivada

o5

= —0.3.
Oy? (3000,1000)

9. La demanda d'un article ve donada per D(p,r,t) = (/7 + 0.1t)/p?, on p és el preu, 7 la
renda dels consumidors i ¢ el temps en anys. Raona si %—? augmenta o disminueix amb el
temps.
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10. La funcié B(p, ¢, t) = 1000’ (10p — 2¢) representa els beneficis d’'una empresa en funcié
del preu p de venda del seu producte, el preu ¢ de la seua principal materia primera i el
temps t en anys. En Pactualitat (t = 0) es té que p = 1 i ¢ = 2. Calcula aproximadament
mitjancant derivades 'increment que experimentara el benefici marginal respecte de ¢ quan
passen tres mesos (At = 1/4).

11. La demanda d’un article ve donada per la funcio

D(r,p) = 30003/ — — 201 p,
p

0°D ..

i interpreta el resultat.
Ipor (16 000,4)
12. S’estima que la produccié anual d’una empresa ve donada per

on p és el preu i r la renda dels consumidors. Calcula

Q(p,q,t) = 6000 vP /19 milers d’articles,
q

on t és el temps en anys, p el preu (en euros) i g és el preu de la principal materia primera
(també en euros). Actualment (¢ = 0) els preus sén (p,q) = (9,2).

(a) Calcula la produccié actual.

(b) Calcula les tres derivades parcials de @, indica les seues unitats i interpreta-les.

(c) Calculala derivada en percentatge I(p, q,t) de la produccié @ respecte de ¢q. Simplifica
I’expressio.
(d) Calcula I(9,2,0) i interpreta el resultat.

(e) Estudia com un descens de 0.20€ en el preu ¢ afecta I .
Hessianes

13. Calcula la matriu hessiana de les funcions segiients:

(a) flz,y) =22 — 23 + 3a, (1) h(z,y) = (z +Iny)?

(b) g(z,y,2) = e sin(y + 2), (m) Q(x,y) =2z Iny

() h(u,v,w) = u+ 20— w, (0) h(z,y,z) = "2 4 22
(@) rla,b) = — (0) glr,y) = “LE2

(e) fla,y) =% (p) fz,y,2) = wsiny + 2°
(f) f(z,y,2) = zyz (@) R(z,y) =2+¢e"Iny

(g) f(z,y) =2 In(y +1) (r) h(r,s,t) =e"s+t!

(h) G(z,y) =9n(z +y) (s) P(z,y) =e"siny

(i) f(z,y)=2""Iny (t) f(z,y) =4Vx Iny

() 9(z,y) = Ve (w) P(K,L)=K®+ L%+ K*L
() flx,y,2) =a® +ev' 3.3 V) flz,y,2) = S22 4 7243
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Practica 10 Diferenciabilitat

1. Donada la funcié
fla,y,2) = 2°y® + xyz,
(a) Calcula df.
(b) Calcula df(2,1,—1).
(c) Calcula df(2,1,-1)(1,-2,3).
(d) Calcula la direccié de maxim creixement, la direccié de maxim decreixement i el
conjunt de direccions de creixement nul de f en el punt (2,1, —1).

2. Repeteix el problema anterior amb la funcié f(z,y) = zey’ 1 (eliminant els valors de z en
les dades).

3. La funcié D(p,p’) = 1001n(1 + %) u.p. representa la demanda de 'article que fabrica una
empresa, on p i p’ representen el preu (en euros) a qué 'empresa ven el seu producte i el
preu mitja a queé la competéncia ven un article equivalent (pero no es diu quina variable
representa cada cosa).

(a) Calcula les derivades parcials en (p,p’) = (4,2) €. Indica les seues unitats.

(b) A partir de les derivades que has calculat, raona quina variable representa el preu de
I’empresa i quina variable representa el preu de la competéncia.

(c) Interpreta les derivades.

(d) Calcula aproximadament mitjangant la diferencial l'increment de demanda que es
produira si de la situacié actual (p,p’) = (4,2) € es passa a (p,p’) = (3,3) €.

(e) Calcula I'increment exacte.

(f) Comprova que el percentatge d’error és d'un 13%.

(g) Explica per que error és relativament gran.

4. Una empresa fabrica dos productes A i B en quantitats x i y. Els beneficis que obté amb
la seua produccié vénen donats per una certa funcié B(z,y). Actualment els beneficis
ascendeixen a 200 u.m., pero ’empresa té més demanda de la que realment esta cobrint,
per la qual cosa es planteja augmentar la seua produccié. Els seus recursos li permeten
un augment de 10 unitats de producte. L’empresa estima que, per a la produccié actual
p = (x,y), es compleix

0B 0B

= 3 u.m./unitat de A, —| =2 u.m./unitat de B.
9 |

Oz |
(a) Quina és exactament la interpretacié d’aquestes derivades en aquest context concret?

(b) Quins beneficis passaria a obtindre 'empresa si augmentara en 5 unitats la produccié
de A? I si augmenta en 5 unitats la produccié de B?

(c¢) Per a estimar amb aquestes dades els beneficis de 'empresa en el cas que augmente
simultaniament 5 unitats la produccié de A i 5 la de B necessitem una hipotesi sobre
la funcié B. Quina?

(d) Amb aquesta hipotesi, quins passarien a ser els beneficis de ’empresa?
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Calcul de diferencials i de direccions de creixement

5. Calcula la diferencial de les funcions segiients:

_ 3u2+y—\/f
(a) P =223y — 3z + 492, (d) T=e ’

(b) Q=3z—5y+7, (e) V = {/sin(z2y),

3
(¢) z=Inuzy, () r:\/—g.
p
6. Calcula la diferencial de les funcions segilients en els punts indicats.
(a) h(z,y) = (z +Iny)® en (3,1), (f) fla,y) =2+ 2zy en (3,4),
(b) Qz.y) = 2y/& Iny en (4,4), (8) glu,v,w) = e’ en (2,3,3),
(C) g(x Y,z ) \S/Elnziﬂen (271a1)7 ( ) (l’, )—$2+y2—2xy—22 en (17270)7
(d) j(a,b) = aben (3,1), (i) h(p,q) =3p +4gen (1,1),
(e) h(u,v,w) = 3u® —wten (1,0,1), (G) f(z,y) =23In(y + 1) en (2,0),

7. Calcula la direccié de maxim creixement, maxim decreixement i les direccions de creixe-
ment nul de les funcions del problema anterior en els punts indicats.

Aproximacié d’increments totals

8. Una empresa estima que els seus beneficis B(p,z) depenen del preu mitja de les seues
materies primeres p i de la quantitat de producte que fabrica z. Actualment els seus
beneficis s6n de 100 u.m. i corresponen a una produccié de x = 5 unitats i a uns preus de
p =1 um. Aixi mateix considera que

0B 0B

= —3 um./um., =2 um./u.p.
Pl

8$ (175)
(a) Interpreta les derivades, especialment el seu signe.
(b) Quins beneficis caldria esperar si els preus augmenten a 1.3 u.m.?

(c) T si, a més d’aquest augment de preus, 'empresa augmenta la seua produccié en 3
unitats?

(d) Cal cap hipotesi matematica sobre la funcié B per a justificar la resposta a 'apartat
(¢)?

9. Considera la funcié de produccié P(K,L) = K3 + L3 + KL, on K i L s6n les quantitats
emprades de dos factors de produccié. Les quantitats emprades actualment sén (K, L) =
(2,1).

(a) Calcula la produccié marginal respecte a cada factor de produccié per a la situacié
actual. Interpreta el resultat.

(b) Calcula de forma aproximada amb la diferencial I'increment de produccié que pot
aconseguir-se si s’empra (K, L) = (2.2,1.1).

(c) Calcula el percentatge d’error de 'aproximacié anterior.
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10. Siga D(p,r,t) la funcié de demanda d’un article en un mercat, on p és el preu (en u.m.),
r la renda mitjana dels consumidors (en u.m.) it el temps en anys. Actualment (¢ = 0)
es té que (p,r) = (5,14) i D(5,14,0) = 200. A més

oD oD oD

= 20, = —15, = 10.

ot (5,14,0) dp (5,14,0) or (5,14,0)

(a) Interpreta aquestes derivades.

(b) Quina demanda caldria esperar d’aci a un any si la renda ha passat a r = 13 u.m. i el
preu a p = 4.5 um.? Quina hipotesi sobre D cal suposar per a respondre a aquesta
pregunta amb les dades disponibles?

11. La funcié C(z,p) determina el cost de produccié d’una empresa a partir del nivell de
produccié x i del preu p d’un factor de produccié. Actualment es té que (z,p) = (1000, 3)
iel cost és de 500 u.m. A més

oC oC

Ox (1000,3) op (1000,3)

(a) Interpreta aquestes derivades.

(b) Calcula el cost (no lincrement de cost) que caldria esperar si la produccié passa a
ser de 1050 u.p. i el preu es redueix en 0.8 u.m.

(c) Calcula A;C(1000,3)(10) i interpreta el resultat.

12. La funcié D(p, P,t) representa la demanda diaria d’una empresa en funcié del preu p (en
euros) a que ven el seu producte, de la quantitat P (en euros) que inverteix mensualment
en publicitat i del temps ¢ (en anys). Actualment (¢ = 0) Pempresa ven el seu article a
p = 30€ iinverteix P = 90000 euros mensuals en publicitat. Sabem que

oD = +10000, oD = 3000, oD = —1000.

op (30,90 000,0) op (30,90 000,0) ot (30,90 000,0)

(a) Raona el signe correcte que cal esperar per a les dues primeres derivades.
(b) Interpreta les tres derivades.

(c) Calcula I'increment de la demanda que cal esperar d’aci a un mes (1/12 d’any).
L’empresa augmentara o disminuira els seus ingressos respecte a la situacié actual?

(d) Suposa que 'empresa decideix vendre el seu producte a 29.50 €. Quin seria en aquest
cas I'increment de la demanda d’aci a un mes?

(e) L’empresa es planteja augmentar la seua inversié en publicitat d’aci a uns mesos. Per
aixo esta interessada a saber si I’efecte que tindra sobre la seua demanda un augment
de la inversié en publicitat augmenta o disminueix amb el temps. Quina derivada
indica D'efecte que té sobre la demanda un augment en la inversié en publicitat?
Quina derivada indica si aquesta derivada augmenta o disminueix amb el temps?
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13. Un consumidor consumeix dos béns en quantitats x i y, i amb aixo obté una utilitat
Uz, y) = 2% + x,/y. El seu consum actual és de 2 unitats de A i4 de B.
(a) Calcula la utilitat marginal de A i B per al consum actual. Interpreta-la.

(b) Calcula a partir de les utilitats marginals I'increment d’utilitat que es produira si
el consum de A s’incrementa en 0.1 unitats i (al mateix temps) el consum de B
s’incrementa en 0.5 unitats.

(c) Calcula el percentatge d’error de 'aproximacié anterior.

14. Una empresa fabrica un producte Z a partir de dos factors de produccié A i B. La seua
funcié de produccié ve donada per

Q(l‘,y,P):\/@—\/ﬁ,

on x iy sén les quantitats emprades del factors Ai B i P és el nivell de produccié d’altres
articles que fabrica la mateixa empresa. Actualment 'empresa empra 200 unitats de A i
800 de B, i el nivell de produccié d’altres articles és P = 100 u.p.

Calcula el nivell de produccié actual del producte Z.

Calcula les derivades parcials de @Q per als valors actuals de les variables.

Calcula d@(200, 800, 100).

Utilitza la diferencial que has calculat per a aproximar l'increment de produccié que
aconseguiria ’empresa si augmentara en 5 unitats ambdds factors de produccié i
reduira la produccié d’altres articles a P = 81 u.p.

)
)
(c) Interpreta les derivades de l'apartat anterior.
)
)

15. La funcié B(p, D, t) representa els beneficis d’'una empresa en funcié del preu p (en euros)
a que ven un article, la demanda diaria D d’aquest article i el temps ¢ en anys. Actualment
(t = 0) ven el seu article a un preu p = 25€, té una demanda de 20000 articles diaris i
B(25,20000,0) = 300000€. A més

0B = 120, o8B — 700, 9B —12.

ot (25,20 000,0) dp (25,20 000,0) oD (25,20 000,0)

(a) Interpreta les derivades. So6n raonables els signes?

(b) Quins beneficis caldria esperar d’aci a dos mesos (2/12 d’any) si 'empresa reduira
el seu preu a 22 unitats i aixo provocara un augment de la demanda de 100 articles
diaris?

(c) Quina hipotesi cal suposar sobre B per a respondre a la pregunta anterior? Per queé?

(d) L’empresa vol estudiar si el seu benefici marginal sobre el preu augmenta o disminueix
amb el pas del temps. Quina derivada conté aquesta informaci6?

16. La funcié de produccié d’'una empresa és Q(z,y) = 2y/x Iny, on z i y sén les quantitats
emprades de dos factors de produccié. Actualment, ’empresa utilitza 400 unitats del
primer i 100 del segon.
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(a) Calcula A,Q(400,100)(10) de forma exacta i aproximadament mitjangant derivades.
Interpreta el resultat.

(b) Calcula de forma aproximada l'increment de produccié que pot aconseguir-se utilit-
zant els factors de produccié en quantitats (415, 105).

(c) Raona mitjangant derivades si un augment de la quantitat emprada del primer factor
fa augmentar o disminuir la produccié marginal respecte de x.

1 1 2
17. La funcié B(z,y,p) = 000In(p + x + 2y)

de la seua produccié de dos articles A i B i del preu p de la seua principal materia primera.
Actualment 'empresa produeix 48 tones de A, 25 de B i compra la seua matéria primera
a 2 um./t.

representa el benefici d’'una empresa en funcié

(a) Calcula dB.

(b) Calcula dB(48,25,2).

(c) Calcula la direccié de maxim creixement, maxim decreixement i el conjunt de direc-
cions de creixement nul de B en el punt (48,25, 2).

(d) Calcula I'increment exacte de benefici que cal esperar si, partint de la situacié ac-
tual, el preu de la mateéria primera descendeix un 5% i 'empresa augmenta la seua
producci6 a 50 t. de A 130 de B.

(e) Comprova que el percentatge d’error que resulta en aproximar 'increment anterior
mitjancant la diferencial (sense tindre en compte el signe) no supera el 4%.

18. La funcié C(z,p,q) = 1000v/3z + 1(x + 2p + 3q) representa el cost de produccié d’una
empresa quan x és la quantitat produida i p i ¢ sén els preus de les seues principals
materies primeres. Actualment ’empresa produeix 8 tones del seu producte i els preus sén
p=3€,q=2€.

(a) Calcula dC.

(b) Calcula dC(8,3,2).

(c) Calcula la direccié de maxim creixement, maxim decreixement i creixement nul de C
en el punt (8,3,2).

(d) Fent tus dels calculs que has fet, aproxima l'increment de cost que es produiria si
Pempresa augmenta la seua produccié un 2% i el preu p disminueix 10 ceéntims d’euro
(i el preu g no varia).

(e) Comprova que el percentatge d’error de 'aproximacié de 'apartat anterior no exce-
deix de 1'1%.
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Practica 11 La regla de la cadena

1. Donades les funcions f(x,y) = 2> +y, = = y? calcula la funcié composta. Calcula

of (x,y) . 9f(y)

dy oy

En el cas de la derivada de la dreta, fes el calcul derivant directament la funcié i per la
regla de la cadena.

2. Siga B(p,p’) la funcié de beneficis d’'una empresa F, on p és el preu del seu producte i p/
el preu mitja de la competencia. Per als preus actuals p = 21, p’ = 20 s’estima que

0B(p,p') 0B(p,p')

TP = 3, V0¥ )

= 2.
dp (21,20) op'

(21,20)

(a) Interpreta aquestes derivades.

(b) Suposem que la competéncia ajusta els seus preus segons els de l'empresa E, de
manera que p’ = p — 1. Calcula

9B(p)
Op

21
(c) Explica la diferéncia entre les dues derivades respecte de p, des d’un punt de vista
matematic i pel que fa a la seua interpretacié economica. Quina d’elles ens serviria

per a estimar 'efecte que tindria sobre els beneficis una disminucié del preu p de
2 um.?

3. Considera 'equacio
flz,y,z) ="z —10e* = 0.

(a) Comprova que defineix x com a funcié implicita de y, z sempre que y, z # 0.
(b) Calcula la funcié z(y, z).
(c) Calcula x(5,10) fent i sense fer Us de 'apartat anterior.

)

(d) Calcula
Ox

0z (5,10)
derivant la funcié implicita.

(e) Calcula la mateixa derivada derivant implicitament ’equacid.
4. La funci6é de costos d’'una empresa és
C =¢*—6¢°>+15q+ 5,
on q és el seu nivell de produccié, que actualment és de ¢ = 10 u.p.

(a) Calcula el cost de produccié actual.
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(b) Demostra que 'equacié anterior defineix ¢ com a funcié implicita de C' per a valors
de ¢ i C proxims als actuals.
(c¢) Calcula
dgq
dc
per als valors actuals i interpreta el resultat.

5. Una empresa utilitza K = 20 maquines i L = 100 treballadors per a produir un article.
La produccié diaria que pot aconseguir-se en general amb K maquines i L treballadors ve

donada per la funcié
Q(K,L) = K°L.

L’amo de I'empresa s’esta plantejant la possibilitat d’abaratir el procés de produccié subs-

tituint part de la plantilla per una maquina addicional.
200

(a) Calcula la produccié diaria actual de 'empresa. 175

(b) Escriu 'equacié de la isoquanta (= corba de ni- 125
vell de produccid) actual. Interpreta-la.

(¢) La figura mostra la grafica de la isoquanta.
Localitza-hi la situacié actual de ’empresa.

5 10 15 20 25 30

(d) Calcula la funcié implicita L(K) definida per la corba de nivell. Interpreta-la.
(e) Calcula L(20) i L(21), i interpreta els resultats.

(f) Calcula la Relacio de Substitucic Técnica

dL

20

derivant la funcié implicita i interpreta el resultat.
(g) Repeteix el calcul derivant implicitament la corba de nivell.

(h) Quants treballadors aniran al carrer si la negociacié sindical no ho impedeix?

6. Un consumidor consumeix dos béns en quantitats anuals z i y. La seua funcié d’utilitat
és U(x,y) = xy. Suposem que el consumidor ajusta el seu consum al seu nivell de renda
anual 7, de manera que la seua corba d’indiferéncia (corba de nivell d’utilitat) és zy = r.
Si els preus dels dos béns son, respectivament, p i ¢, aleshores la despesa del consumidor
ve donada per la funcié G(z,y,p,q) = pr + qy.

(a) Calcula la funcié implicita y(z,r) determinada per  soo
la isoquanta. Interpreta-la. 400

(b) Calcula la funcié composta G(z,p, ¢, 7). Interpreta-

la 200

100

(c) La figura mostra la funcié G(z,5,2,1000).

20 40 60 80 100
Calcula el consum z que minimitza la despesa del consumidor. Calcula el consum y
del segon bé i la despesa del consumidor. Interpreta tots tres resultats.
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(d) Comprova que, en general, el consum que minimitza la despesa del consumidor (per
a uns valors fixos de p, ¢ ir) és

rq _
z(p,q,7) = Vo = ri/2ql2p=1/2,

Aquesta funcié es representa també com D(p, ¢, r) i no és siné la funcié de demanda
del consumidor.!

(e) Considerant la funcié y(z,r), comprova que la demanda del segon bé és

y(p,q,r) = r'/2q 1V 2pl/2,

aixi com que la despesa és
G(p,q,r) = 2r'/2¢'*p!/2,

Interpreta aquesta funcio.

(f) Comprova que es compleix el lema de Shephard: La derivada de la despesa G d’un
consumidor respecte del preu p d'un bé és igual a la demanda (compensada) d’aquest
bé.2

Derivades de funcions compostes

7. Siga f(z,y) = 2® + 3y — y3, on y = 2% + 3. Calcula
of . df
or  dx’

fent us de la regla de la cadena quan siga possible.

8. Siga z =2y, x = u® + v, y = u — v. Calcula

0z
Du (1,.2)

per la regla de la cadena.

Més precisament, és la demanda hicksiana o demanda compensada, que depén (en aquest cas a través de la
renda) del nivell d’utilitat desitjat pel consumidor. La demanda marshalliana és la que maximitza la utilitat fixat
un nivell de despesa (un pressupost).

2Es facil demostrar que el lema de Shephard es compleix en general (almenys per al cas de dos béns): La
condicié perque la despesa G = px + qy siga minima és

oG oy
oz PTi5 =0
i la derivada de la despesa respecte de p és
%—x—i- %—i— @—x—i— %-l- %%_x_’_@_x + 9y =z
op p@p q@p_ pap qaxap_ Op Pra%:) =%

on hem derivat px com un producte i hem aplicat la regla de la cadena a la composicié

fop—
y< Sq
r T
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9.

10.

11.

12.

13.

Siga w = 22 + 3% + 22, on z = x + 2y. Aleshores
ow Ow Ow0dz

9y oy 020y

Explica la diferencia entre les dues primeres derivades que apareixen en la formula. Calcula
la del membre esquerre en el punt (z,y) = (2,1).

Siga p(r,s) = 5v/r2 + 52+ 35 —r, on s = u +sinv, r = 4cosv.
(a) Calcula la funcié composta.

0
(b) Calcula —z mitjancant la regla de la cadena.
(3,0)

Considera les funcions z = z3yt3, x = v?v, y = 2u, t = v+ 1. Calcula la funcié composta
i la seua derivada respecte de u en el punt (1,2) per la regla de la cadena.

El cost de produccié d’una empresa esta en funcié del preu de cada un dels dos inputs que
utilitza, C'(x,y) = 2+ 3z + 5y u.m. D’altra banda, el preu dels inputs varia amb el temps.
Concretament x(t) = 1+ 2t um., y(t) = 1 +¢ uw.m., on t és el temps expressat en anys.

(a) Calcula els preus dels inputs en el primer any estudiat (¢ = 0). Calcula el cost
corresponent.

(b) Calcula la funcié C(t).
(c) Calcula l'increment de costos corresponent al primer any (perfode [0, 1]).

(d) Calcula les derivades
oC

dx

e
wy 9y

ac
dt

9
(1,1) 0

derivant directament cada funcié (indica les unitats corresponents).
(e) Calcula I"iltima derivada de l'apartat anterior mitjangant la regla de la cadena.

(f) Interpreta totes les derivades que has calculat.

Una empresa estima que els seus beneficis vénen donats per la funcié

4+0.2t
B(t,p) = ———
(7p) \/192—_57

on el numerador és una estimacio de la demanda futura en funcié del temps ¢t i el denomi-
nador és una correccié en funcié de I'TPC p. El temps actual ést =11 'TPC és p =3 u.m.
No hi ha cap previsio fiable de I’evolucié de I'IPC, pero ’empresa estima que en ’actualitat

P _o2
dt |,

Segons aquestes estimacions, els beneficis de 'empresa augmentaran o dismunuiran a curt
termini?
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14. Siga D(p,r,t) la funcié de demanda d’un article en un mercat, on p és el preu, r la renda
mitjana dels consumidors i ¢ el temps en anys. Actualment (¢ = 0) es té que (p,r) = (5, 14)
i D(5,14,0) = 200. A més

D D D
oD = 20, oD = —15, oD = 10.
ot (5,14,0) op (5,14,0) or (5,14,0)
(a) Interpreta aquestes derivades.
(b) Suposem que r = r(t) i p = p(t), de manera que
ar) _ 0.2, ;.
dt |, dt |,
Interpreta aquestes derivades.
(c) Calcula
dD(t)
dt |’
(d) Interpreta aquesta derivada explicant especialment la diferéncia amb la interpretacié
de
9D(p,r,1)
ot (5,14,0)

15. La funcié B(p, q,t) = 10001 (10p — 2q) representa els beneficis d’'una empresa en funcié
del preu p de venda del seu producte, el preu ¢ de la seua principal materia primera i el
temps ¢ en anys. En Pactualitat (t =0) es té quep=11qg = 2.

(a) Calcula la derivada parcial de B respecte de t en el moment actual i interpreta-la.

(b) L’empresa ajusta el preu p en funcié del temps i del preu g de la matéria primera.

Sabent que
op

dq (2,0)

estudia si aquestes dades modifiquen la previsié de I'apartat (a).

dp

-01, 2

=0.2,

16. El benefici d'una empresa ve donat per la funcié B(p, D) = 1000pIn D, on p és el preu a
que ven el seu producte i D és la seua demanda. Al seu torn, la demanda depén del preu

segons la relacié
10000

D(p) = e

Actualment I’article es ven a un preu p = 5€.

(a) Calcula la demanda actual del producte.

(b) Calcula
9B(p, D)

Op
per als valors actuals de les variables. Interpreta el resultat. Podem deduir que a
I’empresa li convé augmentar el preu del seu article?
(c) Calcula mitjangant la regla de la cadena la derivada que indica realment l’efecte que
té sobre el benefici un augment unitari del preu.
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17. La funcié B(t,p, D) determina els beneficis anuals previstos per a una empresa en funcié
del temps t, el preu mitja p dels seus factors de produccié i la demanda D. Actualment
(t=0)esté que p=15i D =1000. A més s’estima que

0B 0B 0B
o =500, — =-100, —— = 100,
Ot {(0,15,1000) 9P |(0,15,1 000) 9D 9.15,1000)
L -
ot |, ot |,

(a) Interpreta les derivades.

(b) Raona per queé no podem afirmar, d’acord amb la primera de les derivades anteriors,
que d’aci a un any els beneficis de I'empresa hauran augmentat en 500 u.m.

(c) Calcula 'increment esperat per als beneficis anuals de 'empresa ’any proxim.

18. La funcié U(x,y) representa la utilitat que obté un consumidor en adquirir dos béns en
quantitats = 1 y. El seu consum actual és (z,y) = (10,50). Els béns sén complementaris,
i el consumidor els compra segons la proporcié y = 5x. Sabem que

U _, W .

Ox (10,50) Ay (10,50)

(a) Explica breument per qué no podem usar la derivada de lesquerra per a predir
I'increment d’utilitat que es produiria si el consumidor adquirira una unitat més del
primer bé.

(b) Calcula la derivada que ens proporciona aquesta informacid.

19. La funci6 U(x,y, z) = xy\/z representa la utilitat que obté un consumidor per 'adquisicié
de tres béns A, B i C' en quantitats x, y, z, respectivament. El consumidor adquireix
aquests béns mantenint les relacions x = 2z, y = 3z + 1.

(a) Calcula la funcié composta.

(b) Calcula les derivades
ou
0z

dUu

(8,13,4) ’ dz

4
fent us de la regla de la cadena quan siga possible.
(c) Interpreta separadament ambdues derivades i explica després la diferéncia entre amb-

dues.

20. La demanda d’un article depén del temps ¢, del seu preu p i de la renda r dels consumidors
segons la funcié

D(t,p,r) = 1000 /10,
P

Actualment el preu és p = 2€ i la renda és r = 400€.
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oD
(a) Calcula — i interpreta el resultat.
Ot |(0,2,400)

(b) Raona per qué no podem usar unicament la derivada anterior per a determinar la
demanda de I’any proxim si sabem a més que

dp

dt

= 0.2€ /any, = 15€ /any.

r
0 dt g

(c) Calcula la derivada que indica realment la demanda esperada per a l’any proxim i
interpreta el resultat.

21. La funcié B(D,p) representa el benefici d’'una empresa en funcié de la seua demanda D i
del preu p a que ven el seu producte. D’altra banda, la demanda D és funcié del preu p.
Actualment D’article es ven a un preu p = 10€ i D(10) = 5000.

(a) Interpreta les derivades
0B dB
Ip (5000,10) 7 dp 1o
i explica la diferencia d’interpretacié entre 'una i laltra.

(b) Una de les dues derivades anteriors val 5000€ /€, i laltra val —200€ /€. Raona
quina és quina.

22. La funcié de costos d’una empresa és C(x) = 2000 + 5z, on z és la quantitat produida
d’un article. La seua funcié de beneficis és B(z,C, D), on D representa la demanda. Per
als valors actuals (xg, Cp, Do) es té que

0B 0B 0B

=38, = -3, = 10.

dx (20,Co,Do) oC (20,Co,Do) oD (20,Co,Do)

(a) Explica breument per que no és correcte afirmar que si ’empresa produeix una unitat
més els seus beneficis augmentaran en 8 unitats monetaries.

(b) Raona si a 'empresa li convé o no augmentar la seua produccio.

23. Un xicotet empresari empra K = 5 maquines i L = 12 treballadors. La seua funcié de

produccié és Q(K,L) = VK3 + KL2.

(a) Calcula les derivades parcials de @ per a les condicions actuals i interpreta-les.

(b) Per a manejar K maquines calen L(K) = 2K + 2 treballadors. Calcula la funcié
Q(K).
(c) Calcula la derivada de Q(K) per a K = 5 mitjancgant la regla de la cadena.

(d) Explica la diferéncia d’interpretacié entre les dues derivades de @ respecte de K que
has calculat. Quina indica realment el que succeiria si decidirem emprar una maquina
més en el procés de produccié?

24. La funcié D(r,p,q) = r?/pq representa la demanda d'un producte en funcié del seu preu p,
de la renda r dels consumidors i del preu ¢ d’'un bé complementari. Actualment r» = 100,
p=>51iq=2. Larenda depén del temps 7(¢) = 100! i, d’altra banda, 'empresa ajusta el
preu del seu producte en funcié del temps i del preu ¢, de manera que p(t, q) = %2 (g+3).
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(a) Calcula la funcié composta D(t, q).

(b) Calcula les derivades parcials de la funcié composta mitjangant la regla de la cadena
perat=0igq=2.

(c) Explica la diferéncia d’interpretacié entre les derivades
oD . 0D
_ 1 [
94 l(100,5,2) 94 |(0.2)

de manera que ’explicacié reflectisca clarament quines variables depenen d’altres i
quines no.

25. La produccié Q(p,t) d’'una empresa depén del preu p a que ven el seu article i del temps
t. Actualment el preu és p = 3€ i la produccié és de 100000 articles. S’estima que

oQ = 5000 articles/ €, oo

i3 - = 1000 articles/any.
op (3,0) ot (3,0)

(a) Interpreta aquestes derivades.

(b) Si la politica de preus de I'empresa ve donada per p(t) = 3 + 0.05(¢ + 1)2 €, calcula
aQ
dt |,

(c) Interpreta aquesta derivada i explica la diferéncia amb la derivada analoga que apareix
en l’enunciat.

(d) Quina produccié cal esperar d’aci a dos anys tenint en compte la politica de preus de
I’empresa?

Derivades de funcions implicites

26. Estudia si I'equacié 22 + 4y? = 4 defineix z com a funcié implicita de y i y com a funci6
implicita de = prop del punt (2,0).

27. La funci6 de produccié d'una empresa és ¢(K, L) = 3K2L3, on K és el capital i L el treball.
Actualment, 'empresa utilitza els factors (K, L) = (5,4).
(a) Calcula la isoquanta (= corba de nivell de produccié) actual. Interpreta-la.
(b) Calcula la funcié implicita K (L) determinada per la isoquanta. Interpreta-la.

(¢) Calcula la Relaci6é de Substitucié Técnica

dK

Fes el calcul a partir de la funcié K(L) i derivant implicitament l'equacié de la
isoquanta.

(d) Calcula la RST actual i interpreta-la.

28. Un consumidor adquireix dos béns en quantitats x i y, de manera que la seua funcié
d'utilitat és U(z,y) = v/= + \/y. El seu nivell de consum actual és (z,y) = (9,4).
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(a) Calcula la utilitat actual.

(b) Escriu l'equacié de la corba d’indiferéncia (= corba de nivell d’utilitat) actual i
interpreta-la.

(c) Calcula la Relacié Marginal de Substitucid

Y

RMS(9) = — 22
9

i interpreta-la. Fes el calcul derivant implicitament 'equacié i derivant la funcié
implicita.

29. Considera de nou el problema 6 de la p. 18, on una empresa fabrica dos articles en quan-
titats = i y subjecta a la frontera de possibilitats de produccié 322 + y? = 6300. Calcula
la Relacié de Transformacid de Producte

A

RTP(9) = — 2
9

i interpreta-la.
30. Per a cadascuna de les funcions d’utilitat
Ullw,y) =2y, Us(w,y) =a%2%  Usla,y) =z + 1y,
on x iy sén les quantitats consumides de dos articles:
(a) Calcula la utilitat marginal respecte de z i estudia en cada cas mitjangant derivades

si aquesta augmenta o disminueix a mesura que z augmenta.

(b) Considera una corba d’indiferéncia (= corba de nivell d’'utilitat) U(z,y) = « arbitraria
i calcula la funcié implicita y(z) que determina. Interpreta-la.

(c) Calcula la Relacio Marginal de Substitucio

dy
RMS(z) = ——.
(@) = ——
Interpreta-la.
(d) Comprova mitjangant derivades que RMS(x) és decreixent en els tres casos, és a dir,
que disminueix quan el consum x augmenta.

31. Una empresa fabrica dos articles en quantitats x i y, pero les seues possibilitats de pro-
duccié exigeixen que es complisca la relacié 2 + y? = 125.
(a) Calcula la funci6 implicita y(x) determinada per 'equacio.
(b) Calcula y(10) i interpreta el resultat.
(c) Calcula la Relacio de Transformacic de Producte

_dy

RTP(z) = I
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(d) Calcula RTP(10) i interpreta el resultat.

(e) Raona si la RTP augmenta o disminueix en augmentar la produccié de x.
32. Continuant amb el problema 4, la funcié de beneficis de 'empresa sera
B(p,q) = pq — ¢° + 6¢° — 15¢ — 5,
on p és el preu del producte. La figura mostra la grafica de la funcié B(195, q).
(a) Calcula la produccié ¢ amb qué l'empresa aconse- 1400

gueix el benefici maxim si el preu del producte és 1200
1000

p=195u.m. oo
8B 600
(b) Escriu I'equacié D0~ 0 per a un preu p arbitrari
q
i comprova que defineix ¢ com a funcié de p per a S5 TE TS I 125 1S

valors proxims als actuals.

d
(c¢) Calcula d_q per als valors actuals i interpreta el resultat. (Nota que la funcié implicita

és la funcié d’oferta de ’empresa.)

33. Una oposicié consta de tres exercicis puntuats de 0 a 10. Per a aprovar cal obtindre una
nota final d’almenys 5, on, si les notes obtingudes en els exercicis sén x, y, z, la nota final
es calcula mitjancant la férmula

1 1
N(z,y,2) = §(x3yz)1/5 + QZ'

(a) Calcula la nota final d’un opositor que ha obtingut un 5 en cada exercici.
(b) Escriu 'equacié de la corba de nivell 5 de la funcié N. Interpreta-la.

(c) Comprova que aquesta equacié defineix una funci6 implicita z(x, y) per a valors quals-
sevol x, y, z > 0.

(d) Calcula z(5,5) i 2(6,0). Interpreta els resultats.

0z
(e) Calcula — i interpreta el resultat.

| (55)

34. La utilitat d’un consumidor ve donada per U(z,y) = xe¥ +ye®, on x i y sén les quantitats
adquirides de dos béns.

(a) Comprova mitjangant el teorema de la funcié impli- 1
cita que les corbes de nivell de U defineixen y com a
funcié implicita de = sempre que x, y > 0. 0.8

(b) La figura mostra diverses corbes de nivell de U.
A quin nivell d’utilitat correspon la que passa pels
punts (0,1) i (1,0)? Escriu ’equacié corresponent i .4
interpreta-la.

(c) Observa que no és possible calcular la funcié
implicita y(x), tot i que hem justificat que existeix i
que la figura aixi ho mostra.
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d
(d) Calcula la Relacié Marginal de Substitucié RMS = —d—y.
x

35. Una empresa fabrica tres articles en quantitats x, y, z. Els recursos de I’empresa exigeixen
que x, y, z complisquen la relacié

zy + xz + yz = 80.

(a) Justifica mitjangant el teorema de la funcié implicita que aquesta equacié defineix z
com a funcié implicita z(x,y) per a produccions x, y, z > 0.

(b) Calcula 2z(10,2) i interpreta el resultat.

(c¢) Calcula
0z

dy

(10,2)

derivant implicitament I’equacio i interpreta el resultat.

36. La demanda d’un article ve donada per la funcié

D(r,p) = 30003/~ — 201 p,
p

on r és la renda dels consumidors i p el preu. Actualment r = 16000 i p = 4.

(a) Escriu I'equacié de la corba de nivell de demanda actual. Interpreta-la.
(b) Comprova que aquesta equacié defineix p com a funcié implicita de r per a valors

proxims als actuals.

d,
(c) Calcula i interpreta la derivada ep
,

16 000

37. La funcié d’utilitat d’un consumidor és U(z,y) = 4:cy3/2, on x iy sén les quantitats que
consumeix de dos béns. El seu consum actual és (z,y) = (3,4).
(a) Escriu 'equacié de la corba d’indiferéncia corresponent al nivell d’utilitat actual.

(b) Raona mitjangant el teorema de la funcié implicita que I’equacié anterior defineix x
com a funcié implicita z = z(y).

(c) Calcula la Relacié Marginal de Substitucié

dx
MS = — =2
RMS

derivant implicitament la corba d’indiferéncia. Indica I'expressié general (per a x, y
arbitraris), i també el seu valor per al consum actual.

(d) Calcula explicitament la funcié implicita z(y) i, a partir d’ella, calcula directament
la RMS per al consum actual. Comprova que obtens el mateix resultat.

(e) Raona que la RMS és decreixent, és a dir, que disminueix a mesura que y augmenta.
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38. Una fabrica elabora dos productes en quantitats x i y, i la seua frontera de possibilitats de
produccié ve donada per I'equacié 222 4+ y3 = 80. La produccié actual és (z,y) = (6,2).

(a) Comprova que I’equacié anterior permet definir y com a funcié implicita y = y(x) per
a produccions semblants a ’actual.

(b) Calcula la Relacié de Substitucié del Producte

Rsp— - ¥
dx |g

derivant implicitament.
(c) Calcula explicitament la funcié y(x) i calcula la RSP derivant directament.
(d) Interpreta el valor obtingut per a la RSP.

39. Un consumidor compra 10 llibres a 'any, va 40 vegades al cine i 5 vegades al teatre. La
utilitat que aconsegueix amb aquestes aficions ve donada per la funcié

U(L,C,T) = L>CT3.

(a) Escriu 'equacié de la corba d’indiferéncia corresponent al consum actual.
(b) Raona que aquesta equacié defineix C' com a funcié implicita C' = C(L,T).

(c) Calcula les derivades

ac
oL

e
105 0T

(10,5)
sense calcular la funcié C(L,T).
(d) Interpreta les derivades de l'apartat anterior.
(e) Calcula la funcié C(L,T) i, a partir d’ella, torna a calcular les derivades anteriors.
40. La funcié U(x,y, z) = xy\/z representa la utilitat que obté un consumidor per I’adquisicié
de tres béns A, B i C en quantitats x, y, z, respectivament. Aquest consumidor desitja
obtindre un nivell d’utilitat de 100 unitats.
(a) Escriu 'equacié de la corba d’indiferencia triada pel consumidor.

(b) Comprova que 1’equacié anterior defineix z com a funcié implicita z(x,y) sempre que
les quantitats consumides siguen no nul-les.

(c) Calcula explicitament la funcié z(x,y).
(d) Calcula z(10,5) i interpreta el resultat.

(e) Calcula i interpreta la derivada 0z :
Ox (10,5)
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Practica 12 Primitives 18. /ln:cdm

1. Calcula les integrals seglients:

1. /cosmdw

19. /(1 — 2)27" da

7 5 9 2. Calcula les integrals segiients:
2. /(4x —62° +32° + 22 — 6) dz

1. /(3:L“3 — 62+ —5)dx
3. /(33)2 + 5) cos(z® + 5z) da

) /:L’42”’“"5 dx
3
/ldaj
x* +8
4
: /—8111(7\/5) dx

3
Ve 5. /52$ sin 522 dx
7. /3cos(5 —x)sin(b — ) dr

1
2. /(mﬁ—i—ﬁ —5cosx)dx

o

3. /(sin S5z + cosdx + 3) dx

ot
B

) / 7¢3% cos €% dx

(=)

2
6. [ ————3d
/1+(1+x3)2 v

8. /§\/4lnxda?
€ 1
7. /—(3\/5+8)9dx
241 \/E
9- ﬁdx
(23 + 3m) / cosx — sinzx
8. —  dx
1 (cosz + sinx)?
10. /lnxdfc
T 9. /cosa:—s%nmdx
COSX +sinx

11. /erQ — %dw
x / 3r+5
VAN

10, [ —2FT2 4
9 32 +5)2+10
12./ dx
5—x 5% p
S
13 L /55”5 ’
. e — 1 0}
/4\5/1‘3—3

1
12. /—ecosﬁsinﬁdx
2cosx NG
1 +sin“x
15. /xex dx

16. /(as —3)sin(z +4) dzx

17. /xlnxd:c

13. /933 377

14. /sin T cos T dx

1
15. /— In® x dz
T
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16. /ez V3 + bet dx 34. /xsmxdw
63$ _’_‘,1:.2
17. /*d:c 35. [ 3z(4sin2x + 9 cos 3z) dx
eSx + 373
2cosIn(3z + 5) /Sx sin 22
18'/ 3z+5 du 36. 5cosac2
19. 37. / 1—2x)e" dx
/5+5:r2 ( )
20. / 38. / 7e%/2/3 + /2 dx
5+5x2
21. /sm 39. /xsm (2z+1)d
3ztsin(z® — 1) 3. Calcula les integrals segiients:
22. / 1) dx
cos(x® —
/ sin v 3z dx
23. /4554 sin z° cos z° dx 5 3)
2. / sin x—i— cos(5:U—|—3) dx
24. /4sm x cosxdr (5 3)
3. / T c05(5x+3)d
5. [(ata)i+ g de
4. /x Inz?dz
1
26. 14 —=)d
JEraras o

5. / (5 — 32)237°% dx

/ 5cos 3z sin 3z
1+ cos? 3z

27. /(5 —x)sin(b — z)dz

28. /lnxA‘da;
7. /(33: + cos 3z)°(1 — sin 3z) dz
37, 4
29. /x Inz” dz . / 5 sin 8

14 cos? 8z v
30. /:L'llnx4da?

6.

[0 =20 - 2)de
31, /(1—:6)@—%@ 9 /1 R

5r~2/3

10. /de

11. /x5m+1 dx

12. /te_o'lt dt

32. /(xe‘r +x)dx

33. /x3 sin z* dx
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

/365”5 cos e™® dx

/\/Elna:dx

/ln27(2x +3) dx

/ In(22) dz

231

Va4 + 5631

263m
——d
/ 4+ pede

/ 8 cos'® xsinz dx

2r+ 3

x63m+2 dx

]

[ r==t
[t i

/ cos(3z + 2) sin(3z + 2) dx
/
/

xsm 3:1:+2

5
% cos/x dx

/(x+1)\3/1—2xdx
sinz
——d
/1+cos2x v
/(5+62x—|—7xez)da:
/§37lnacdaj
x
/:EBxda:

56

10z2e=°

V2+eo x3

32. /2xsin2xdw

31.

33. /62‘” sin €% dx
34. / 5(sin 3z) sin(cos 3z)) dz

35. /a:sin(a:/S) dx

36. e~ Va5 gy

37. / (1 — 22)sin(3z) da

5 3
38. /2x+11n (2x +1)dx
39. /—ln\/de

1. /Mdm

cos e2@

41. /(x — 1) cosbzx dx
42. /1Oe3w+2sin63x+2 dz

43. / 72 In x dz

44. /x(a: —2)73 dx

45. / Inz3dz

5 Lin(2e+1)
46. /2$+ 1 3 dx

47. / 7+v/cos 3z sin 3z dx

48. /xelm/g’o dz
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Practica 13 La integral de Riemann

1. El benefici marginal d’una empresa durant un periode d’un any ha vingut donat per la
funcié
B (t) = 4t — 60t% 4 150t + 800 u.m. /mes,

on t és el temps en mesos (0 <t < 12).

1000
B, (t
(a) Calcula B,,(2) i B,,(11). Interpreta els 00l | m(t)
resultats.
1 600
(b) Calcula /2 B (t) dt. Interpreta el resul- s
tat.
200
(c) Interpreta geometricament el resultat an-

terior 2 4 6 8 10 12

(d) Calcula el benefici mitja u de 'empresa en el periode comprés des de marg a novembre
inclusivament. Interpreta’l.

(e) Interpreta geometricament en la figura el benefici que hauria acumulat 'empresa en el
periode indicat en ’apartat anterior si el seu benefici marginal haguera sigut constant
igual a u.

(f) Calcula el benefici B(t) acumulat per ’empresa des de 1’1 de gener fins a U'instant ¢.

(g) A partir de l'expressié obtinguda en l'apartat anterior, comprova que el benefici
marginal de 'empresa és el donat en ’enunciat del problema.

8 5
/ Vx dx, / ze® dx.
-1 0

3. Els costos marginals d’una empresa vénen donats per la funcié

2. Calcula

10— 5L si0<¢g<100
— 20 — 1 = ’
Cm(q>_{3+% 5 100 < g.

A més, 'empresa té un cost fix de 300 u.m.

150 10
(a) Calcula ; Cn(q) dg. . Conlq)
(b) Interpreta economicament el resultat. 6

(c) Interpreta geometricament el resultat.

(d) Calcula el cost de produir 150 unitats de
producte.

50 100 150 200
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(29— 6)*

> 1 els seus costos fixos

4. La funci6 de cost marginal d’una empresa és Cp,(q) = 1+

son de 20 u.m.

(a) Calcula la funcié de cost de ’empresa.

(b) Tenint en compte que la produccié que maximitza el benefici de 'empresa és la que
compleix que Cy,(q) = p, on p és el preu de mercat del producte, calcula la funcié
d’oferta de I'empresa® g = S(p).

(c) Calcula les quantitats de producte go i g1 que li convé produir a ’empresa si el preu
de mercat és pg = 9.66 i p; = 20, respectivament. Identifica-les en la figura.

(d) Calcula I'increment de benefici que aconsegueix ’empresa si el preu de mercat passa
de ser pg a ser pi.

0 r S(p) = Cimla)
(e) Calcula AC = Cin(q) dg. Interpreta
. 25
el resultat economicament i graficament.

(f) Es defineix 'ezcedent del productor com 13

EP:/OPS(p)dpzfppS(p)dp, 5

0

1 2 3 4 5 6 7q
on pgy és el preu de tancament i p el preu de venda. Calcula’l per a p = p; = 20 i
interpreta el resultat geometricament.

(h) A partir de la figura, interpreta economicament la suma Al = AC + EP.

(i) Interpreta economicament ’excedent del productor.

5. Raona quines de les funcions segiients sén integrables Riemann en l'interval [—5, 5] i quines

no: o .
1 6 e’ e’
5 2 3
TP @rwp M anop ewop VPO
> sixz <0
3 o six <0 )
—z° six <0, _ ) 1—
O S S RS R My =1 Vig?
nxr sizx , 27 six >0, — six > 0.
NG
6. Calcula

N 17 5 2
/ zsinz? dz, / vz —1ldz, / ze® dx, / 2 nzde,
0 10 0 1

/2 5 4 5
/ sin® z cos z dx, / 71:, / (z® +Inz) dz.
0 0 3x + 2 1

3Pot provar-se que el preu de tancament de ’empresa, és a dir, el preu per davall del qual els seus beneficis sén
negatius, és po = 9.66 u.m. Aix{, el domini amb sentit econdmic de S(p) és [po, +00[ 0, equivalentment S(p) = 0
per a p < po.
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7.

10.

11.

12.

Calcula les integrals en l'interval [—5, 5] de les funcions del problema 5 que siguen integra-
bles.

. Calcula la integral en [3, 15] de la funcié

_[2? siz <10,
f(x)_{\/i siz > 10,

. Calcula el valor mitja en l'interval [4, 10] de la funcié

443z si0<z <5,
f(z) = 1

iz >5.
5 si @

Calcula la integral de la funcié

Vv six <4,
fla)=9 5

\/Ecos\/:f six >4,

en 'interval [1,9].
Els beneficis marginals d’una empresa al llarg d’un any han vingut donats per la funcié

By, (t) = 2% — 26t* + 60t + 100 w.m. /mes,

on t és el temps en mesos (0 <t < 12).

(a) Calcula el benefici acumulat per 'empresa al — °°° B
) 400 m(t)
llarg de 'any
300
(b) Interpreta geometricament el resultat. 200
100
(¢) Quin signe tindra el benefici acumulat durant els
mesos de juliol i agost? 24 e 8710 12

(d) Calcula el benefici mitja corresponent a aquests dos mesos.

El benefici marginal d’una empresa durant un any (des de ¢ = 0 fins a ¢ = 1) ha vingut
donat per Bp,(t) = te!™*" milions d’euros/any. El benefici inicial (és a dir, els costos
de llancament del producte quan encara no hi havia ingressos) era B(0) = —0.5 milions
d’euros.

(a) Calcula la funcié de benefici acumulat B(T') per a aquest periode.

(b) Calcula I'instant 7" en que els beneficis de ’'empresa van ser nuls (és a dir, l'instant en
que I’empresa va compensar la inversié inicial i va passar de tindre perdues a tindre
beneficis).

(c) Calcula l'instant en que el benefici marginal va ser maxim.
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13. Els costos fixos d’una empresa son de 100 u.m., mentres que la funcié de costos marginals
és
C(q) = 3¢* — 60¢ + 345 w.m. /u.p.
(a) Calcula el cost de produir 8 unitats de producte.

(b) Calcula la funcié de cost total.
14. El benefici marginal d’una empresa durant un periode de 10 anys [0, 10] ha sigut
10000
(2t +1)3°

Calcula el benefici mitja en el periode [4,9]. Interpreta’l. En quin instant el benefici
marginal va coincidir amb el benefici mitja?

B(t) =

15. Calcula la funcié de costos d’'una empresa que té uns costos fixos de 500 u.m. i la funcié
de cost marginal de la qual és C,,(¢) = 0.1¢> — 2¢ + 15 w.m. /u.p.

16. Calcula la cotitzacié mitjana de les accions del problema 17 de la p. 12 durant I'any
considerat en eixe problema.

17. Les funcions d’oferta i demanda d’un bé sén, respectivament,

B 0 sip <5, ~ 1000
ﬂm_{m+zﬁiﬁsm>a’ ! ‘mm_p+4_
(a) Comprova que el preu d’equilibri és py = 21. 8{:
D(p) S(p)

(b) Calcula el preu p; a partir del qual el producte 70
deixa de tindre demanda. 60

(c) Siel preu de venda és el preu d’equilibri, calcula >

I’excedent del productor i ’excedent del consu- 40

midor: 30
bo

Po D1 20
EP= [ S(p)dp, EC:/ D(p) dp. m/F\\\\\
0 Po

10 20 30 40 50 60 70 80 g

(d) Interpreta geometricament ambdues integrals.*

18. La funci6 d’oferta d’'un bé en un mercat és S(p) = 1250p, on p és el preu de venda. La
demanda la determina un total de 1 000 consumidors, cada un dels quals segueix la funcié
de demanda

“Tenint en compte el lema de Shephard (problema 6 (p. 43)) la funcié D(p) és la derivada de la despesa G del
consumidor (la despesa total necessaria per mantindre el seu nivell actual d’utilitat), per tant

P1 p1 dG

EC:/ D(p)dp:/ d—dp:G(m)*G(po) = AG.
Po po 4P

Aixi doncs: ’excedent del consumidor és I'increment de la despesa del consumidor que es produiria si el preu de

Particle passara de po a p1 o, equivalentment, el que s’estalvia el consumidor a I’hora d’aconseguir el seu nivell

d’utilitat gracies a que el preu de 'article és po i no un altre que estiga fora de les seues possibilitats.
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19.

20.

21.

22.

23.

(a) Calcula el preu d’equilibri.
(b) Calcula el nou preu d’equilibri si el nombre de consumidors augmenta a 1 100.
(¢) Calcula I'increment de I’excedent del productor i I'increment de ’excedent del consu-

midor (d’un consumidor) deguts a la variacié del preu.

El benefici marginal d'una empresa durant un periode de cinc anys ha vingut donat per
la funcié

500¢ si2<t<h.

Calcula el benefici mitja dels quatre ultims anys. Interpreta’l.

Bon(t) {1000\/1?, si0<t<2,

La funcié de costos marginals d’una empresa és

12
10 + 0 si0 <z <50,
10
Om{e) = $+120
10+ ——-+—— sixz>50
+(1‘+10)2 si x > 50,

on x és la quantitat produida d’un cert article. Tenint en compte que la produccié té un
cost fix de 1000 u.m., calcula el cost de produir 110 u.p.

Calcula el valor mitja en 'interval [1, 5] de la funcié

1/z si0<z<2,
2 .
)z si2 <z <4,
flw) = ze®’ sid <z <6,
Inz si6<uw.

Una empresa produeix un article amb la segiient funcié de cost marginal:

20 si0 <2 <100,

Cm(z) =4 1000
" “Y s 100 < a.
X

Calcula el cost mitja de produir 200 unitats de producte.

El cost marginal d’una empresa ve donat per la funcié

Cm( )_{2q—7 siq >4,

on ¢ és la quantitat produida d’un article. Els costos fixos sén de 15 u.m.

10
(a) Calcula/ Cn(q) dg.
0

(b) Interpreta la integral anterior graficament i economicament.

(c) Suposem que I'empresa passa de produir 6 articles a produir-ne 9. Calcula el cost
mitja dels nous articles produits.
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(d) Calcula el cost de produir 3 articles.

24. El benefici marginal d’una empresa durant un periode de 10 anys ha vingut donat per la

funcié
3+t si0<t<5,

Bm(t):{18—2t si 5 <t <10.

Al principi del periode el capital de 'empresa era de 100 u.m.

10
(a) Calcula/ B, (t) dt.
6

(b) Interpreta la integral anterior graficament i economicament.

(c) Escriu expressié per al benefici mitja que va obtindre 'empresa en els quatre tltims
anys del periode.

(d) Calcula el capital de 'empresa al final del periode.




Practica 14: La integral impropia 63

Practica 14 La integral impropia

1. Un empresari compra una nova maquina per a la seua fabrica de la qual espera obtindre
un rendiment de 1000€ /mes. No obstant aix0, el desgast de la maquina fa que aquest
rendiment marginal no es mantinga constant, siné que vaja disminuint segons la funcié
Ry(t) = 1000e %€ /mes, on t és el temps en mesos a comptar des del moment de
compra. La figura mostra la seua grafica.

1000
800
600

400

200

12 24 36 48 60 72

(a) A partir de quin instant t es fa 0 el rendiltnent marginal de la maquina?

(b) Calcula el rendiment acumulat R(t) = [ Ry, (t)dt per la maquina des de ¢t = 0 fins
a un temps t. 0

(c) Calcula el rendiment acumulat al cap de 5, 6, 10 i 20 anys. Interpreta economicament
els resultats. Interpreta geometricament els dos primers.

+o0o
(d) Calcula / R,,(t) dt. Interpreta el resultat.
0

2. La funci6 de costos d’una empresa és C'(¢) = /g, amb la qual cosa el cost mitja és

Cl(q 1
Cmed(Q) = ( ) = —. 5
q \/a Crned(Q)
(a) Es el cost mitjd integrable Riemann en linterval
[0, 4]?
3
(b) Té sentit (matematicament) calcular el seu valor
mitja ’
4
/ Crmed(q) dg Kt
_ J0 —
H=" a0

en aquest interval?
(c) Comprova que
4
/ Cmed(Q) dg =4 um.
0

Interpreta geometricament aquest resultat.

(d) Conclou que el valor mitja és u = 1. Interpreta geometricament aquest resultat.
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3. Estudia si les integrals segiients son convergents o divergents i, en el cas que siguen con-
vergents, calcula el seu valor.

“+00 1 0 1 1 1 2 “+o00

/ —2dx / 2% dx / dx / —dzx / e’ dx
1 —o0 0o 1—x 0o VT —o0

—+o00 5 1 3 6x — 3 —+o00 1 +o00 2
/ 2 dx / dx / Zﬁidaz / —4d:r / —6da:
oo 0o 1—=x Xt —x—2 0o T T

2 400 —2x

1

—00 Sx—l 0 1+6 :)S

+o00o
4. Calcula la integral | f(z)dz, on
0

f(x):{\/i six <1,

1/2? sixz>1.

5. Estudia si les integrals en l'interval [—5, 5] de les funcions de 'exercici 5 de la p. 58 que
no sén integrables Riemann sén convergents o divergents.

1 +oo
/ 3 e/ d, / 5 37 da.
-1 .’13'2 —c0 .’L'2
7. Calcula

5 2 5 _ 5 _
/ du / 6 do / “In %z dx / 3; 3 dx / 32/; 3 dx
1 6 — 2z o —2x 10 1 x4 —6x _1 x4 —06x
10 5 1 +00 3
/ 7o dz / / / 1 e 2% dy 3796 dx
5 1 4 11—65'? o /(22 —4)5
2 5 1 1 0 1
/ 5 / el =7 dr / ——5—d / l/m dz / —26_2/9“ dz
0o IT°— 1 00 1 X In“ z -17
L7 1)° +oo 3—% +oo er o dx
/ — (3 + ) dx / —VES gy / P dz / 1
12 0 \/x—5 —eo (7 —=1) o (z-3)
6x — -

ooy oo - oo e~ 3z 5 4gp
[ B A A Y L
o Vi1 Jo L2 2" ), ioem )y -4

8. Donada la funcié

6. Calcula les integrals

2e3x
— siz <1,
f(z) =< V4A+5ed
1/x six > 1,

calcula la seua integral en [0, 5] i en |—o0, 0].
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+oo
9. Calcula la integral / f(t)dt, on
1

F(t) = 24+t si0<t<10,
e 002t &i ¢t >10.

10. Un empresari realitza una inversié en maquinaria el rendiment marginal de la qual s’estima
en R, (t) =2000e %0 € /any, on t és el temps en anys.

(a) Calcula el rendiment mitja del periode [4, 10].

(b) Calcula el rendiment maxim que pot donar la maquinaria, és a dir, el rendiment des
de t =0 fins a 4o0.

11. Un producte es ven a un preu p = 2€, i la seua funcié de demanda és

Calcula I’excedent del consumidor

12. L’oferta i la demanda d’un article vénen donades per les funcions

5p2 — 125 sip>5 37500
S(p) = ' D(p) = .
w=1{; 020 =28

(a) Comprova que el preu d’equilibri és pg = 10€.

(b) Calcula I'excedent del productor i I’excedent del consumidor:

+o0

PO
ep— ["sed. BC= [ D@
0 Po
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Practica 15 Variables aleatories continues

1. Suposa que la funcié de densitat de probabilitat de la nota X que trauras en Matematiques

Iés

0.25
0 six <1, 0.2

-1
$24 sil<x<T, 0.15

flx) = 9 2
3 si7T<zxz<9, 0.1
0 si9 < x. 0.05

\

2 4 6 8 10

(a) Calcula la teua probabilitat de suspendre, la teua probabilitat d’aprovar i la teua
probabilitat de traure un notable.

(b) Quina és la probabilitat que tragues exactament un 87

(c) Calcula la teua probabilitat de traure una nota qualsevol entre —oo i +00.

()

)

(e) Quina és la probabilitat de traure més de 97 Pots posar un exemple de circumstancies
en que es donara aquest cas?

Calcula la teua nota esperada.

2. La variable aleatoria X mesura la duracié en anys d’una pereta halogena. La seua funcié
de densitat és o1
0.1e 7" six >0
flx) = B
0 en qualsevol altre cas.
(a) Comprova que f(x) compleix el que cal per a ser una funcié de densitat de probabi-
litat.

(b) Li convé al fabricant oferir una garantia d’un any?

3. Siga X l'edat d’un alumne de classe triat a l’atzar, i suposem que X és una variable
aleatoria amb aquesta funcié de densitat:

45-22
fla) = 50 si 18 < x <22,
0 en qualsevol altre cas.
(a) Comprova que la funcié f(z) és acceptable com a funcié de densitat.
(b) Calcula l’edat mitjana E[z]| dels alumnes de la classe.

(c) Calcula la mediana M de les edats dels alumnes de la classe, és a dir, 'edat M per a
la qual P(X < M) =0.5.

(d) Calcula la probabilitat que un alumne pres a atzar tinga 18 anys (i tin present que
una persona no té 18 anys només el dia del seu aniversari, siné que en té 18 fins que
en compleix 19).

4. Siga X una variable la funcié de densitat de probabilitat de la qual és la de la distribucié
normal:

fa) = e P

Comprova que 'esperanca de X val 0.
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5. Suposa ara que X és la nota que traura en aquesta assignatura un alumne del grup pres a
l'atzar (no la nota d’un alumne en concret). No seria desgavellat que la funcié de densitat

de X féra de la forma 0.3
0.25

(@) = k(5 — )% si0 <z <10, 0.2

0 en qualsevol altre cas. 0.15

(a) Calcula el valor de k perque f(z) siga certament o

una funcié de densitat.

0.05

2 4 6 8 10
(b) Déna una possible interpretacié de la funcié f(z), suposant que aproximadament la
meitat dels alumnes del grup no assisteix a classe.

(c) Calcula la probabilitat que X corresponga a un aprovat just (no a un notable ni a un
excel-lent).

(d) Calcula la nota mitjana esperada per al grup.

6. Siga X una variable aleatoria amb funcié de densitat de la forma

F(z) = E(1+x) si0<z<4,
0 en qualsevol altre cas.
(a) Calcula el valor de k.
(b) Calcula P(2.1 < X < 3.5).
(c) Calcula 'esperanca de X.
7. En les enquestes d’avaluacié del professorat, els alumnes responen a diverses preguntes
sobre el seu professor puntuant-les entre 1 1 5. Siga X la mitjana de les respostes d’un

alumne del grup triat a I'atzar i suposem que la funcié de densitat de probabilitat de X
és de la forma

fla) = {k(l —2)(25 —2?) sil<az<5,
0 en qualsevol altre cas.
(a) Calcula el valor de k.
(b) Calcula la valoracié mitjana que els alumnes han fet del professor (I’esperanca E[x]).
(c) Calcula la probabilitat que un alumne assigne al professor una valoracié major que
4.

8. Siga X l’edat d’una persona presa a l’atzar en una poblacié donada. Suposem que la
densitat de probabilitat de X és

fla) = 0.025e700257 & 2 > (),
0 en qualsevol altre cas.
(a) Comprova que la funcié f(z) és realment una funcié de densitat de probabilitat.

(b) Calcula la probabilitat que, en triar una persona a l’atzar, la seua edat estiga compresa
entre els 6 i els 14 anys.

(c) Calcula 'edat a que compleix P(X < a) = 0.95.

(d) Calcula la probabilitat de trobar-nos amb una persona de més de 500 anys.
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10.

11.

12.

13.

14.

. Per preparar el partit de la proxima jornada de lliga, I’entrenador de I’equip de futbol A

ha analitzat tots els partits en que el seu equip s’ha enfrontat al seu adversari B, i ha
conclos que el temps (en minuts) que 'equip B tarda a fer el primer gol és una variable
aleatoria amb funcié de densitat de la forma

ke 03t it >0
t) = =
1) {0 sit<O.

(a) Calcula el valor de k.

(b) Calcula la probabilitat que 'equip B faga el primer gol en els primers 10 minuts de
partit.

(c) Hauria d’estar preocupat el porter de 'equip A?
La variable aleatoria X representa la temperatura minima del dia 1 de gener en una certa
ciutat. La seua funcié de densitat és
1

_ —x2/18
flx) = 73\/%6 .

Calcula la temperatura minima esperada E[X| per al proxim 1 de gener.

La funcié de densitat d’una variable aleatoria és

k .
=i Ya—ap TR
0 en qualsevol altre cas.

(a) Calcula el valor de k.
(b) Calcula ’esperancga de X.
(c) Calcula la mitjana de X.

Calcula la mitjana d’una variable aleatoria amb funcié de densitat

6z + 3 si2 <z <10,
0 en qualsevol altre cas.

Suposem que la nota X en aquesta assignatura d’un alumne triat a l'atzar tinga la funcié

de distribucié

ksing si0 <z <10,

flz) = { 0 en qualsevol altre cas.

(a) Comprova que f és una funcié de densitat de probabilitat i calcula el valor de k.
(b) Calcula I’esperanca E[X].

L’edat dels habitants d’una poblacié és una variable aleatoria X amb funcié de densitat
de la forma

1_.1-2/30 iz>0
RN I 10 sixz >0,
/(@) { 0 siz <0.
(a) Calcula el valor de k.
(b) Calcula I’edat mitjana de la poblaci6.
(c) Calcula 'edat t tal que Pr(X <t) = 0.95.
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Practica 16 Equacions diferencials

1. Resol les equacions diferencials segiients:

dy
(&)% )

dy T
()%__57
© QA+ —er, yo)=1
¢ e d:z:_e’ y(0) =1,
(d) (1 +y?) de+ (1+2?)dy =0,

—h

(
(

——= sinx = ycoszx,

3]

)
)
e) (1+y )dr +zydy =0,
)
)
)

d
V1 —2?dr+y\/1—y>dy =0, y(0) =1,
Y

(g
( Inydr +zdy =0, y(l) =e.

h
2. Siga p el preu d’un bé, i suposem que l'oferta i la demanda vénen donades per
S(p)=2p,  D(p) =100 — 8p.
(a) Calcula el preu d’equilibri.
(b) Suposem que el preu p varia amb el temps p = p(t) i que compleix I'equacié de Walras:
p' =k(D(p) — S(p)) amb k > 0.
Interpreta economicament aquesta condicio.

(c) Calcula p(t) si k = 0.5.
(d) Comprova que th’er p(t) és el preu d’equilibri.

3. Siga D(p) la demanda d’un article en funcié del seu preu. Suposem que quan p = 1 la
demanda és de 100 unitats de producte, aixi com que l’elasticitat és constant £ = —1.
Calcula la demanda corresponent a un preu p = 5 u.m.

4. Hem invertit 1000€ durant un any en uns fons la rendibilitat dels quals ha resultat ser
la donada per i = 10cos27t. Calcula el capital final que hem obtingut.

5. Resol les equacions diferencials segiients:

ydy _
T dx

d
(b) ﬁ = zysinz, y(0) =5

dy xsinx

(C)%: NG )
1
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10.

11.

12.

13.

dy 2°
(i) dr ?
dy Yy
(J) @ - 5
dy 2z
9 L=2 y)=0
(1) ery;l—i =Inz, y(1)=0

. Un article es ven a un preu p = 4€ i la seua demanda actual és de 100 000 unitats diaries.

Determina quina demanda caldria esperar si el preu féra de 5€ sabent que I’elasticitat de
la demanda és £ = —p/10.

Un article es ven a un preu p = 2€ i la seua demanda actual és de 10000 unitats. Calcula
la demanda corresponent a un preu p = 3€ si lelasticitat és £ = pJ/2 — p.

. Lelasticitat de la demanda d’un bé respecte de la renda dels consumidors és E(r) = —rInr.

Calcula la demanda corresponent a una renda r = 2u.m. si quan la renda és de 1u.m. la
demanda és de 1000 u.p.

. La poblacié actual d’una ciutat és P = 1000000 habitants, i evoluciona en el temps segons

I’equacié diferencial

dP 1

— = —VP.

. 2 VP
Calcula la poblacié que tindra la ciutat d’aci a dos anys.

La poblacié d’un cert pais augmenta proporcionalment al nombre d’habitants. Si després
de dos anys la poblacié s’ha duplicat i després de tres anys és de 20.000 habitants, calcula
la poblacié inicial.

Invertim un capital de 3000€ a un interés continu variable donat per i, = 0.01¢ durant
3 anys. Calcula el capital final.

Invertim un capital de 1000€ en una inversié que ens proporciona una rendibilitat
i = 0.02t (a partir de ¢ = 0). Calcula la funcié C(t) que déna el capital en cada
instant ¢. Quants anys han de passar per a aconseguir un capital de 2000€?

Se’ns planteja la possibilitat d’invertir un capital per un periode de tres anys. De entre
les distintes expectatives sobre la rendibilitat de la inversid, la menys favorable pronostica
que I'evolucié de l'interés serd in(t) = 5 + 16t — 3t? %. Determina el minim capital que
cal invertir per assegurar-nos un capital final de 1000 €.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

L’oferta i la demanda d’un bé depenen del seu preu p, perd també varien amb el temps ¢
(donat en mesos), de manera que

S(p) = (40 + 10p)(t + 1), D(p) = (100 — 20p)(t + 1).

Actualment (en ¢ = 0) el preu és de p = 3€. Determina el preu que cap esperar per a d’aci
a un mes, per a d’aci a dos mesos i per a d’aci a tres mesos si aquest compleix I’equacid
de Walras (cf. problema 2) amb k = 0.02. Compara els resultats amb el preu d’equilibri.

Un article es ven a un preu de p = 2€ i la seua demanda actual és de 200 u.p. S’estima
que, per a valors de p proxims a ’actual, I'elasticitat de la demanda és p — 4. Calcula la
demanda que caldria esperar si el preu s’incrementara en 0.5€.

El benefici marginal d’una empresa és B,,(t) = B/100, on t és el temps en anys (i B el
benefici). Sabent que ’any passat el benefici va ser de 1000 u.m., calcula el benefici actual
(en t = 0) i el benefici esperat per a 'any proxim.

Depositem un capital de 1000 u.m. durant 10 anys a un interés continu variable, que ha
resultat ser i (t) = 0.05 + 0.01¢. Calcula el capital final.

Volem invertir un capital durant un any (des de ¢ = 0 fins a ¢ = 1) i esperem que la
rendibilitat de la inversié siga i = 0.07 + 0.06v/% + 0.09¢t2. Calcula el capital que cal
invertir si volem assegurar-nos un capital final de 3450€.

Una inversié durant un any (des de ¢ = 0 fins a ¢ = 1) ha proporcionat una rendibilitat
ico = 0.04(t+1). Calcula quant hauriem d’haver-hi invertit per haver aconseguit un capital
final de 5000<€.

La demanda actual d’un producte és de 740 u.p. i la seua elasticitat respecte de la renda
dels consumidors és E(r) = r/1000. Sila renda actual és de 2000 u.m., calcula la demanda
que cal esperar si la renda augmenta en 100 u.m.

La poblacié6 d’una ciutat (en milers d’habitants) té una taxa de creixement anual de
2v/Ptcost milers d’habitants/any. Calcula la poblacié esperada d’aci a vuit anys si la
poblacié actual (en t = 0) és P = 100.

La variacié amb el temps de la demanda d’un article (en percentatge) ve donada per la
funcié e~%1*. Si la demanda actual (en ¢t = 0) és de 1000 u.p., calcula la demanda prevista
d’aci a un any.

La poblacié d’una ciutat creix a un ritme de v/P €%t habitants /any, on P és la poblacié
en 'instant t. Determina el nombre d’habitants en t = 0 sabent que en ¢t = 10 la ciutat
comptava amb dos milions d’habitants.

Uns fons d’inversié han proporcionat durant un periode de tres anys [0, 3] una rendibilitat
iso = tcost?. Determina quin capital caldria haver-hi invertit per tal de garantir un capital
final de 10000€.
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25. L’oferta i la demanda d’un producte en funcié del seu preu vénen donades per

375
S(p) = 3p, D(p) = 2
(a) Calcula el preu d’equilibri py.

(b) Aplica l'’equacié de Walras (problema 2) amb k = 1 per a determinar la funcié p(t)
que determina ’evolucié del preu de 'article amb el pas del temps.

(c) Calcula el preu que cal esperar d’aci a tres anys si actualment (en ¢ = 0) el preu és
p=10<€.

26. L’oferta i la demanda d’una empresa vénen donades per

(a) Calcula el preu d’equilibri pp.
(b) Calcula 'excedent del consumidor fpjgoo D(p) dp.

(c) Calcula I’evolucié del preu en funcié del temps resolent ’equacié de Walras (problema
9) amb k = 1.

27. La rendibilitat d’unes accions ha vingut donada per
oo (t) = 0.15sin(0.8t + 2).
(a) Planteja iresol I'equacié diferencial que determina el valor C(t) de les accions en cada

instant t¢.

(b) Determina la quantitat que hauriem d’haver-hi invertit en ¢ = 0 per a haver aconseguit
un capital de 1000€ en t = 1.

(c) Ens haguera convingut mantindre la inversié durant 3 anys?

28. La rendibilitat de les accions d’una empresa durant un periode de quatre anys 0 <t < 4

ha vingut donada per
t—5
io(t) =0.2 5——F——.
feo(0) =02 55 1
(a) Calcula la rendibilitat mitjana dels dos primers anys.
(b) Planteja i resol I’equacié diferencial que determina el valor C(t) de les accions en cada
instant ¢.

(¢) Si hem comprat un paquet de 500€ d’aquestes accions en ¢t = 1, calcula el seu valor
ent=4.
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LN

Practica 17 Algebra lineal i sistemes d’equacions

Productes de matrius

1. Calcula:

)T

3
2

Determinants

2. Calcula els determinants segiients:

=8, | -1 3 2|=-3,

-2 3

3

-1

1 2

3. Calcula els determinants seglients:

-1 0 0 O

3020
15 3 2
2 75 3

-1 2
3 1

— 16,

3 3

-1 1
3 -2

1
-2

-2

-2

-2

-3
-5
—1

0
3
1
-2

2

-1

110,

—11

-3

= 26,

-3
-1
-2

2 0 2
-1 1

3
—2

1 2
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3 -2 0 2 5 9
2 3 1 5 1 1 2 5
5 -1 2 10 60, -3 -1 1 =10 =2
-3 0 -3 —15 0 0 —2 3

Matrius inverses

4. Calcula la matriu inversa de les matrius segiients:

=(11) o= ) e (a) o= (00)

5. Calcula la matriu inversa de les matrius seglients:

30 0 i 2 -1 3 /3 0 0
21 -1, A=[0 0 -6 |, A'=| -1/6 0 1/2 |,
12 0 0 3 3 1/2 -1 1/2
-2 1 3 i 0 -1 1 0 1 0
100], A=[2 -8 4|, At=| -1/2 -4 3/2 |,
2 1 1 0 3 -1 /2 2 —1/2
2 0 1 1 —-1/3 —1/3
1 -1 0], A'= 1 —4/3 —1/3 |,
2 1 3 -1 2/3 2/3
2 0 0 5/10 0 0
-1 3 1|, A= 3/10  4/10 —2/10 |,
1 2 —4/10 —2/10  6/10
1 3 -1 2/10 —2/10 —4/10
2 5 -3 |, At=[ 7/10 —2/10 1/10 |,
-3 -1 1 13/10 —8/10 —1/10
1 2 -1 —2/12 —3/12  7/12
01 3], A'l= 6/12  3/12 -3/12 |,
21 1 —2/12  3/12  1/12
2 1 1 3/4 -1 —1/4
0 1 0|, A'l= 0 1 01,
2 -1 3 -2/4 1 2/4
3 —4 —1 2/4  1/4 1/4
0 4 0], A'l= 0 1/4 0
-2 4 2 2/4 —1/4 3/4
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Sistemes d’equacions lineals

6. Resol els sistemes d’equacions segiients:

r+2y+ z =6
—r— y+4z =12
2c+3y— z =6

r+3y—z =15
r— y+z =-1
r+ 2y =0

or+10y+ =z =2
3z+ 6y+ =z =2
—2z+4+ y+10z =0

2r 4+ 3y — z=11
T— Y+ z= 2
—r+2y+3z2= 4

x+2y— 6z=10
20— y+ 3z= 0
—rz— y+10z=1

204+ 5y — 3z2=-2
r+3y— z= 2
—3r— y+ z=

[\

r—2y+3z= 5
3z+ y+2z= 1
—3x + 5y —3z=-8

Sistemes d’equacions

7. Resol els sistemes d’equacions segiients:

2t — y— 2z =-1
r+2y+5z = 2
—3z+ y+2z = 9
—2x+y =10
y+2z =0

20+2z =
6r— y+ z = 0
r+ y+ 2z =-3
2 — 3y —4z = 2

3r+2y+ z=4
r+2y— 2=0
—2r— y+4z="7

x4+ dy— z= 1
22 + 10y — 3z =-2
-5 —2ly+62= 1

3x+ 10y +82=5
r+ dy+2z=1
—2x -9y +32=5

3z + y+2z= 1
T—2y+3z2= 5
-3z + 5y —3z=-8

75

y _ 5 v, gr Py s
x 10 r+3 } %x2/3y‘2/3_4
52+ 10y = 1600 20 +2y =400 81 + dy = 600
Yy :? xl/zym_goo} 2a:y:25600}
xr
20z + 5y = 4000 y=2z y==
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8. Resol els sistemes d’equacions segiients:

8—4xr—8y =20
10—6xz -3y =20

p+1.5g=56
p—A=0
qg—15A=0

Vr+y=11
x4+ 20y = 120

z+2y=38
y—A=0
x—22=0

yz =22 =10
xz— A=0
zy —3A=0
2v+y+32=18

9—-ANy+5)=0
2-ANx+2)=0
Ty +5r+2y==6

2044y —A—p=0
2y+4dx—A—v=0
pr =20
vy =20

}
)
}
)
|
)
}

4z + 6y = 24
8z + 3y =24

322 4y = 6300
3—62A=0
2—-2yA=0

Ve+y=9
x4+ 20y =81
4 —
x? + 5y? =21
16 —4zA =0
24 —6yA =0
12—-222=0
222 4 3y% + 22 =29

1—-2zA=0
; —6yA=0
x? + 3y = 146

—2x4+8—-A=0
—2y—A—v=0
vy =20

|
|
|
1

372 +y? = 6300

3z + 2y =210
h+15r=6
2h— p=20
2r—15p =20
r+ y=30
4z + 2y = 80
1-2KLA=0
3—-K?\A=0
K%L =36
3—yzA=0
4—zz2=0
2—xzyA =0
Yz =72
3—A—4p=0
2—-A-2p=0
—2x+2z=0
10 -2y — 2 y =0
9—-2z4+2=0
AM1-9%)=0



