Tema 1. Termodinamica Estadistica

Problemas




ejercicios

1.1 La aproximacion de Stirling (In x! = x Inx - x) permite evaluar el logaritmo de
factoriales de numeros grandes con un error pequeno. Calcula y representa el
error relativo (en %) obtenido al utilizar la formula de Stirling para calcular In x!

cuando 1<x<100.

Inx'—In[xx N(Xx-2)... 1] )
=Inx+In(x=1)+In(x-2)+.. +In1—Z|nX zjlnxdx

x=1 o1

= [xInx} = [x] =[xInx=In1]-[x-1] =xInx-x



ejercicios

1.1 La aproximacion de Stirling (In x! = x Inx - x) permite evaluar el logaritmo de

factoriales de numeros grandes con un error pequeno. Calcula y representa el
error relativo (en %) obtenido al utilizar la formula de Stirling para calcular In x!

cuando 1<x<100.

10
15
20
25
30
35
40
45
50
55
60
65
70
75
80
85
90
95
100

Lnx!

4.78749174
15.1044126
27.8992714
42.3356165
58.0036052
74.6582363
92.1361756

110.32064
129.123934
148.477767
168.327445
188.628173
209.342587
230.439044
251.890402
273.673124
295.766601

318.15264
340.815059
363.739376

xLnx-x

3.04718956
13.0258509

25.620753
39.9146455
55.4718956
72.0359214
89.4371822
107.555178
126.299812

145.60115
165.403325
185.660674
206.335173
227.394667
248.811609
270.562131
292.625357

314.98287
337.618305
360.517019

Error(%)

36.35
13.76
8.17
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2.93
2.51
2.19
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1.74
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1.44
1.32
1.22
1.14
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0.89
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ejercicios

1.2.- Suponga un sistema que dispone de tres posibles estados. Calcule la
entropia del mismo (en unidades de k) suponiendo que las probabilidades de
ocupacion de los estados sea:

p‘l=1! p2=0’ p3=0

P1=1/2, p,=1/2, ps=0

p1=1/2, p2=1/4, p3=1/4

p1=1/3, p2=1/3, p3=1/3

¢ Cual de las anteriores distribuciones corresponde a una maxima entropia?

S = _kzpi°lnpi

S=—k> p;-Inp; =—k[1In1+0+0]=0
S=—k pyinp; =—k[0,51n0,5 +0,51n0,5 +0]=0,69 k
I
S = —kZ pi'Inp; =—k(0,51In0.5+0,25In0,25+ 0,25 In 0,25]: 1,0 k
5=—k§';p,- Inp; =—k|(1/3)in(1/3)+(1/3)In(1/3)+(1/3)In(1/3)|=11k

1




ejercicios

1.3. Se tiene un sistema formado por 2 particulas iguales, con 108 niveles energéticos no
degenerados. a) Calcular el numero exacto de microestados (M) en los tres casos
siguientes: particulas distinguibles, fermiones indistinguibles, bosones indistinguibles.
b)Repetir el calculo, para los dos ultimos casos haciendo uso de la expresion aproximada

M=nN/N!,

L {23 [4]..]10° L (23 |4]..]10° 1|23 |4 .| 108
1 0 0 0 e 00 1 0o o0 1 O 00 e o0
210 00/0 00 2 L IL JK JK ) 2 00 o0
' 0/ 000 00 3 | 2K JK | 3 Oeloo|
4 1 0 000 00 4 L JK 4 ® o0

® 006006 00 [ J e
0 |0 00 0| ® ® 106 106 ®

Distinguibles Fermiones Bosones
M=10°10° =10"

10°10° -10° 12
M= =0,499999510 10°40° —10°

M=

+10° = 0,500000510"

2
b) Calculo aproximado de microestados totales para INDISTINGUIBLES

6 2
M = (1(;) =0.510"

Error £0.0001 %



ejercicios

1.3. Se tiene un sistema formado por 2 particulas iguales, con 108 niveles energéticos no
degenerados. a) Calcular el numero exacto de microestados (M) en los tres casos
siguientes: particulas distinguibles, fermiones indistinguibles, bosones indistinguibles.
b)Repetir el calculo, para los dos ultimos casos haciendo uso de la expresion aproximada
M=nN/N!.

L {23 [4]..]10° L (23 |4]..]10° L {213 (4]../]10°
1 0 © 0 e 0 e 1 o0 o 0o 1 O 00 e o0
2 1000000 2 ( JL AK JK 2 00 oo
' 0/ 000 00 3 | NN K ) 3 LI I I N
41 10 000 00 4 ( JK 4 ® oo

® 00000 - [ J e
0 |0 00 0| ® ® 106 106 ®
Distinguibles Fermiones Bosones
M=10°10° =10"
6 6 6
M= 10 '102‘10 = 0,499999510" 105105 _10°
M= 5 +10° =0,500000510"

b) Calculo aproximado de microestados totales para INDISTINGUIBLES

2
10°
M = ( 2') =0.5 1()12 Error £0.0001 %



ejercicios

1.4. Un atomo de argdn se encuentra atrapado en una caja cubica de volumen
V. ¢ Cual es su funcion de particion traslacional a: a)100 K; b) 298 K; c¢) 10000
K; d) 0 K, si el lado de la cajaes 1 cm?.

3/2

2amkT Y’ 2 omkT

q,..V,T)= q9.9,9. = . abc = e V

m = 39.95:10-3 Kg-mol"

k = 1.38066-1023 J-K-" ” %
h=6.62618-103 J-s Dias =4.745-107T

V=1cm3=10%m?3

a)  Quas (100K) = 4.745-10%
b)  Giras (298K) = 2.441-10%°

C)  Oyas (1000K) = 4.745-10%8

d) Qs (0K) = 01127 — KTnoes>>Ae T % o



ejercicios

1.4. Un atomo de argdn se encuentra atrapado en una caja cubica de volumen
V. ¢ Cual es su funcion de particion traslacional a: a)100 K; b) 298 K; c¢) 10000
K; d) 0 K, si el lado de la cajaes 1 cm?.

d) . P )
qtras (VD T) — qquqz qx o Z e 8ma“ kT
o ¥ (n2-1) ( L R A
Qx — Z e 8ma’kT " " — 1 + eSmasz + eSmasz + | = 1
n,= \ )

qtms (Vﬂ T) = ququ — 111 — 1



ejercicios

1.5.- La constante rotacional de la molécula de HCI es 3,13x10" s-1

a) Calcular la temperatura caracteristica rotacional.

b) Utilizando la aproximacion de alta temperatura obtener la funcién de particion rotacional a
298 K. s Podria usarse esta expresion para calcular la funcion de particion rotacional a 10 K?
c) Calcular la probabilidad de ocupacién de los niveles rotacionales J=0, 1, 2, 3, ...10. Haz una
representacion de la probabilidad frente a J y deduce cual es el nivel mas probable.

a) La temperatura caracteristica rotacional se define como:
hB _ 6.626068:10>% ] s3,13x10™1 571
ko 1,38023-1023 k1

b) La function de particién a alta temperatura es

O,0r = =15,02K

kT T 298
ot =B~ 06, 15,02

=19,684

Por lo tanto a 10 K no puede utilizarse esta expresion para el calculo de la funcién de particion
rotacional ya que no se cumple la condicion de que T>>6,,



ejercicios

c) La probabilidad de un nivel se calcula como:

A hB Orot
T ~ 0+ ~rot y(J+1)
gje (2]+1)e KT (2]+1)e T
p] = = =
Qrot Qrot Qrot

Para la molécula de HCI a 298 K tendremos:

(2] +1)e~ 00504 (J+1)

P 19,84
Con esta expresion se puede construir una tabla de probabilidades frente a J y dibujar la funcidn
resultante:
0,25 1 —3 Jhax=3; es el nivel con mayor
020 | Sfo probabilidad de ocupacion. Influira
S 015 1 en la intensidad de las bandas del
0,10 - especto de rotacion
0,05
0,00 ‘
0 5 10 15
J
Como puede comprobarse el nivel mas probable no es el fundamental. Esto es debido

a que aunque la probabilidad de cada estado disminuye con la energia (y por tanto
con J) la degeneracion aumenta con J. La compensacion entre ambos efectos hace
que la probabilidad primero aumente y luego disminuya.



Energia

ejercicios

1.6. Los niveles de energia vibracional de la molécula de |, respecto al estado
fundamental tienen los siguientes numeros de ondas: 213,30, 425,39, 636,27,
845,39, 1054,38 cm'. Obtén la funcion de particion vibracional calculando
explicitamente la suma en la expresion de la funcidon de particidon molecular, q,
a 100 Ky 298 K. Comparala con la funcion de particion obtenida, suponiendo
que la vibracion de la molécula de iodo se puede considerar armonica, siendo

v=214,6 cm™’

R
situacion real S aproximacion armonica
c
L 5x214.6
— TOEZS8 4 x214.6
845.39° 3x214.6
636.27
425.39 2x214.6
213.3 214.6
0 0

>N

Distancia Interatdomica Distancia Interatomica



ejercicios

1.6.- Los niveles de energia vibracional de la molécula de |, respecto al estado
fundamental tienen los siguientes numeros de ondas: 213,30, 425,39, 636,27,
845,39, 1054,38 cm'. Obtén la funcidon de particion vibracional calculando
explicitamente la suma en la expresion de la funcidén de particidon molecular, q,
a 100 Ky 298 K. Comparala con la funcion de particion obtenida, suponiendo

que la vibracion de la molécula de iodo se puede considerar armonica, siendo

v =214,6 cm™

T =100K 1 hev

Y, v (cm™) -
e kT

0 0 1
1 213.30 0.04647
2 425.39 0.00219
3 636.27 0.00011
4 845.39 0.000005
5 1054.38 0.0000003

&> q, = 1.04878

oscilador armonico:

—

q, = 1.0473

{

e=0.09 %



ejercicios

1.6.- Los niveles de energia vibracional de la molécula de |, respecto al estado
fundamental tienen los siguientes numeros de ondas: 213,30, 425,39, 636,27,
845,39, 1054,38 cm'. Obtén la funcidon de particion vibracional calculando
explicitamente la suma en la expresion de la funcidén de particidon molecular, q,
a 100 Ky 298 K. Comparala con la funcion de particion obtenida, suponiendo

que la vibracion de la molécula de iodo se puede considerar armonica, siendo

v=214,6 cm™’

T = 298K i

Y v (cm™) -
e kT

0 0 1
1 213.30 0.3571
2 425.39 0.1282
3 636.27 0.0463
4 845.39 0.0169
5 1054.38 0.0062

&> q, = 1.5547

oscilador armonico:

—

q, = 1.5498

{

e=0.31%



ejercicios

1.7.- La mayoria de las moléculas tienen estados electronicos que estan muy altos
en energia respecto del fundamental, de manera que solo hay que considerar
este ultimo para calcular sus propiedades termodinamicas. Hay diversas
excepciones. Un caso interesante es la molécula de NO que tiene un estado
electronico excitado solo 121,1 cm™! por encima del estado fundamental, siendo
este estado excitado y el fundamental doblemente degenerados. Calcula y
dibuja la funcidn de particion electronica desde cero a 1000 K. ;Cual es la
distribucion de poblaciones a temperatura ambiente?

L L
—> <
Q?QA o?o w | q..
121.1 cm-1=2.406 102" J
L L 01 2
i — 100 | 2.35
¢ S ® ® ?‘ 298 3.11
gele,O - 2 400 329
& _174.2 600 3.50
qele (T) = gele,o + gele,1e T = 2 + 29 T 800 361
1000 3.68

A
qele




ejercicios

1.7.- La mayoria de las moléculas tienen estados electronicos que estan muy altos
en energia respecto del fundamental, de manera que solo hay que considerar
este ultimo para calcular sus propiedades termodinamicas. Hay diversas
excepciones. Un caso interesante es la molécula de NO que tiene un estado
electronico excitado solo 121,1 cm™! por encima del estado fundamental, siendo
este estado excitado y el fundamental doblemente degenerados. Calcula y
dibuja la funcidn de particion electronica desde cero a 1000 K. ;Cual es la
distribucion de poblaciones a temperatura ambiente?

Distribucidon a T ambiente

<<N o>> goe T 32111 —0.6422 = 64.22 %
q
(V) g i 20557

c _ —0.3578 =35.78 %
<N> q 3.11



ejercicios

1.8.- Calcula la energia interna molar electrénica del NO a 298 K. Obtén primero una
expresion para U a una temperatura cualquiera, T, (utiliza la funcion de
particion anterior) y substituye entonces el valor T= 298 K.

Agy

q
Oln—
- olnQ N! Olng j
— kT U-U, =kT? = kT? : = NkT*

d ln qelec

U, =NkT’ = NkT* = =
dT qelec dT qelec dT
_ NkT? gAe S Nehe sy NgAs
o kT2 - _A¢ o A<7
9 clec g + g,€ kT g€ T g
2NAg NAg (T:OK_>U=O

j— - — - |::>
2(1 + 8A4T ) 1+ 6A4T )

T=wK — U=N/2¢,

\



ejercicios

1.8.- Calcula la energia interna molar electrénica del NO a 298 K. Obtén primero una
expresion para U a una temperatura cualquiera, T, (utiliza la funcion de
particion anterior) y substituye entonces el valor T= 298 K.

U NAg N = 6.022:102 (PARA QUE SEA MOLAR)

4o Ae =121.1 cm! = 2.406-1021 J

Unn eiec(298K) = 0.124 Kcal- mol-' = 518.82 J-mol-!



ejercicios

1.9.- Calcula el valor de la entropia que proporciona la ecuacion de Sekur-Tetrode
para la entropia de un mol de atomos de nedén a 200 K y 1 atmdsfera de
presion.

( qN\
Oln— N
Ssz(aanj tkino= k1] —L | 4rmL =
oT )y, oT N!
\ JNV
Olng
= NkT + NkIng—Nk(In N —1)=
oT ),
Olng,
Stms = NkT 6Tms +Nklnqtms _Nk(lnN—l):
V

3 %
_( 2mmkT AV &> S = 3Nk+Nk1n(2’””2ij Y Nk
Qtras h2 2 h N



ejercicios

1.9.- Calcula el valor de la entropia, a que proporciona la ecuacion de Sekur-Tetrode
para la entropia de un mol de atomos de nedén a 200 K y 1 atmdsfera de

presion.
3 2 amkT V2 ¥
Ay :—Nk+Nkln( > j + Nk
2 h N
VKT 5 (27m\2 (kT)2
N P ; S,.. = -NR+nRIn ,
2 h P
Nk =nR ) - -
n=1 A
20.18107°
m = N Kg . S=20.79+117.13=137.92 JK 'mol™
A
T=200K

P=1latm=101325 Pa J



ejercicios

1.10.- Calcula la contribucion electrénica a la entropia molar de la molécula de NO a
298 Ky 500 K. Haz servir los datos de problemas anteriores.

e, — - [ dInQ
Qele(T):Zi:gie pe :gele,o +gele’1€ kT :2£1+€ ij S_kT( aT jN’V +k1nQ

s = Nkr e | g =
dT
_ VKT 282 e " + Nklng,, =
qele kT
_kiT B B
= ]\]715 € —+ NkIn2(1+e kT):A;g 81 + NkIn2(1+e *)

l+e ¥ e +1



ejercicios

1.10.- Calcula la contribucion electrénica a la entropia molar de la molécula de NO a
298 Ky 500 K. Haz servir los datos de problemas anteriores.

Se,ezj\;g 1 NkIm2(14e )
et +1
174.4
Si N=Nju } Sele:1450°02 174£ +RIn2(1+e 7 )
£=121.1 cm™’ T -
e I +1

Seec(298K) = 11.18 J-K-'-mol-!

Seec(500K) = 11.40 J-K-'-mol-1



ejercicios

1.11.- Calcula el valor termodinamico estadistico de la constante de equilibrio Kp de
la reaccion |, = 2| a 1000 K. Los datos espectroscopicos para la molécula de
|, son los siguientes: B = 0,0373 cm™ , n =214,56 cm™', Dy = 1,5417 eV.

Los atomos de iodo tienen un estado fundamental %P5/,

(P]jz [Q?,mjz
P) N
b (g) —/——— 2l (9) Kp(Plzj {q?m]e

0
P N,

AU
AU, =D, =1.5417¢eV =2.4710""J =148.75 kJ-mol’ TO =17.89 kJ-mol”
4} = Gpesd ; ;
I.m — ras 1ele 2 kT \2 2 kKT \2 RT
| q;),tras :( 727;:; j Vn? — ( 7”;:; j PO — 706361032
m, =126.9010” N Kg
T=10K ql,ele:g0:2']+1:4

P’ =10’ Pa



ejercicios

1.11.- Calcula el valor termodinamico estadistico de la constante de equilibrio Kp de
la reaccion |, = 2| a 1000 K. Los datos espectroscopicos para la molécula de
|, son los siguientes: B = 0,0373 cm™ , n =214,56 cm™', Dy = 1,5417 eV.

Los atomos de iodo tienen un estado fundamental %P5/,

7 (5]
P) N
2(9) —— 21(9) K= (p]zj B {q?m]e

0
P N,

AI;O =17.89 kJ-mol™

AU, =D,=1.5417¢eV =2.4710""J =148.75 kJ-mol’

3
0 0 g - 27m, kT \> RT
Gy, = Giras ete Dror Div q; e :( h; j T = 1.9979-10%
m, =126.9010°/ ko o kT ; B
! N =——= 931610 e =1

3 A QIz,rot O_hCB QIZ, l
T=10°K :
P’ =10°Pa a5, = — = 3.765

l—eF



ejercicios

1.11.- Calcula el valor termodinamico estadistico de la constante de equilibrio Kp de
la reaccion |, = 2| a 1000 K. Los datos espectroscopicos para la molécula de
|, son los siguientes: B = 0,0373 cm™ , n =214,56 cm™', Dy = 1,5417 eV.

Los atomos de iodo tienen un estado fundamental %P5/,

2
PY (4.
? NA ~AU,

(@) —— 21(g) Kp(p ] - H ”

£, qr .
P’ N,

AU,

AU, =D,=1.5417¢eV =2.4710""J =148.75 kJ-mol’ = 17.89 kJ-mol™

(7.0636-1032 -4)2
K = N e 7% =322107°
P [1.9979-1033 9.31610* -3.765j

N,




ejercicios

1.12.- En la figura adjunta se muestran los estados moleculares de dos
sustancias en equilibrio. j Hacia donde estara desplazado el equilibrio a

temperaturas muy altas y muy bajas?
a) A temperatura alta hacia B y a temperatura baja haciaC.
b) A temperatura alta hacia C y a temperatura baja hacia B.
c) A temperatura alta hacia C y a temperatura baja hacia C.
d) A temperatura alta hacia B y a temperatura baja hacia B.

h

En el limite de bajas temperaturas se ocuparia exclusivamente el nivel energético
mas bajo, por lo que el equilibrio se desplazaria a la formaciéon de B. A altas
temperaturas se ocupan los niveles excitados. En este caso los mas accesibles son
los de B, por lo que también el equilibrio se desplazaria hacia B. La solucion correcta
es por tanto la d).



ejercicios

1.13.- Evaluar la relacion de poblaciones entre los estados de espin del 1H
(N./Ng) suponiendo que se trabaja en un aparato de RMN con campo
magneético de 10 T a la temperatura de 25°C.

La relacion entre las poblaciones de los dos niveles energéticos no degenerados
implicados en una transicion de RMN para un nucleo de hidrégeno viene dada por la
siguiente expresion de la ley de Boltzmann:

AE y7B
N
_/3= e kT —e kgT
N

o

Sustituyendo los valores dados en el enunciado usando el Sl de unidades:

_AE B 26.752210°T7's7+1.05457-10 J-s10.0T

Ng _ o KT, kT, 1.38065-10°% |-K-298.15K

a

Quedando: AE
N o 5
Np_ P kT _ 6—6-789'1 0°=0.999932

a




Ejercicios adicionales




ejercicios

2.13.- Establece para qué sistemas se puede calcular la funcidon de particion
canonica, Q haciendo uso de g/N! : a) Una muestra de helio gas; b) Una
muestra de gas monoxido de carbono; c¢) La misma muestra de CO, pero en
estado solido; d) Vapor de agua; e) Hielo; f) Gas electronico en un metal.

particulas no-interactuantes

distinguibles

q(V,T)=2 e™

QN,V,T) = [a(v, )"

J

a) atomos indistinguibles
b) moléculas indistinguibles
c) moléculas distinguibles
d) moléculas indistinguibles

particulas no-interactuantes
indistinguibles

e) moléculas distinguibles

fy particulas indistinguibles, pero!
N.i no es >> N : Fermi-Dirac



ejercicios

214.- La forma de la funcion de particion traslacional, tal como se utiliza
normalmente, es valida cuando son accesibles un gran numero de niveles de
energia: a) 4 Cuando resulta incorrecta la expresion normal y hemos de utilizar
el sumatorio de forma explicita?; b) Calcula la temperatura del argon en el
problema anterior para que la funcion de particion disminuya hasta 10; c) ¢ Cual
es el valor exacto de la funcion de particion a esta temperatura?

ans (V9 T) — qxq);qZ qx — Ze 8ma2kT

Si T>> 3tras @

0 _ Vtras,x ( ) etras X o0 etras X ) o _QW;S = (I’li ) I _0”’;5 = (I’l)% )
g =ye T Z ;je dnx;je dn,
n, =1 <=1 1 0
3/2

B> _ 2mmkT




ejercicios

214.- La forma de la funcion de particion traslacional, tal como se utiliza

normalmente, es valida cuando son accesibles un gran numero de niveles de
energia: a) 4 Cuando resulta incorrecta la expresion normal y hemos de utilizar
el sumatorio de forma explicita?; b) Calcula la temperatura del argon en el
problema anterior para que la funcion de particion disminuya hasta 10; c) ¢ Cual
es el valor exacto de la funcion de particion a esta temperatura?

m = 39.95-10-3 Kg-mol’
3/2

2amkT b K = 1.38066-1028 J-K-"
Dirans = 7,2 h=6.62618-1034 J-s
V = 106 m?3
3

q,., =4.745-10°T2 =10 => T=35410"5K

a esta T no es valida la sustitucion del sumatorio por la integral
— _3 _

h? ( 5 ) ( 5 \0 |
© — I’lx—l O —\n —1)7 h2
_ Sma’kT _ x _ _ 10-16
Diras = Ze " = Ze 0 = D =5.99210"°K
n,=1 | n,=1 |




ejercicios

214.- La forma de la funcion de particion traslacional, tal como se utiliza
normalmente, es valida cuando son accesibles un gran numero de niveles de
energia: a) 4 Cuando resulta incorrecta la expresion normal y hemos de utilizar
el sumatorio de forma explicita?; b) Calcula la temperatura del argon en el
problema anterior para que la funcion de particion disminuya hasta 10; c) ¢ Cual
es el valor exacto de la funcion de particion a esta temperatura?

n n2- 1 A} _l)g
qtras =€
1 0 1
2 3 0.60182 o ()l 3
3 8 0.25817 = Ye ~T|=752%10
4 15 0.07895 Diras '
5 24 0.01721 7= .
6 35 0.00267
7 48 0.00030

o (2 )0
L S 205012 )

n, =l



ejercicios

2.15.- La molécula de metano es un rotor esférico cuyo momento de inercia es la =
5,302 104" Kg m2. Calcula la funcion de particion rotacional a 298 K y 500 K,
utilizando en ambos casos la aproximacion de alta temperatura. Comparala con
la funcion de particidn rotacional calculada por suma directa de los niveles de
energia rotacional.

h2
rotoresférico )y [ =1, =1 mm) 6 =0, =0 0, = 872 k]

Jr T Jz (T A
q,:(T) = ~ m= G( )

o=12

[=5.30210"Kg m*

) (6.626181071s)
87°1.38066107J-K'5.30210" Kg-m’

q..(298 K)=36.29

q..(500 K)="78.87

=7.5964 K




ejercicios

2.15.- La molécula de metano es un rotor esférico cuyo momento de inercia es la =
5,302 104" Kg m2. Calcula la funcion de particion rotacional a 298 K y 500 K,
utilizando en ambos casos la aproximacion de alta temperatura. Comparala con
la funcion de particidn rotacional calculada por suma directa de los niveles de

energia rotacional.

h 8””J(J+1)
suma directa: &, =hBJ(J+1) B= = (2J + 1) e
hB
o= LS gL 3| Teme | Tosoo
rot
O J=0 0 1 1
K 1 8.55 8.73
rot ( _|_1)
= — Z (2J + 1) e 6 57.93 89.28
G J=0 8 46.11 96.79
0., =hB/k =h?/8n?KI 10 26.71 82.92
; t(298 K)=36.52 g(T TT):O.63% 15 2.12 25.07
" 20 0.04 2.85
g.(500K)=79.17 | &(T11)=038% o | 1 g510s 013




ejercicios

2.16.- ¢Qué proporcion de moléculas de iodo se encuentra en el estado fundamental
y en los dos estados excitados vibracionales inferiores a la temperatura de a)
100 Ky b) 298 K?

_ & Utilizamos la funcién de particion
<Nl.> e T encontrada en el problema 2.6
N 9 T=100K
N
_hev, o) __ 1 09535
e K N 1.04878
- = = N .
v viem?) | T=100K | T=208K | (M) _0.04647 _ .
N 1.04878

(V) _0.00219
N 1.04878

=(0.00209

> =99.99%




ejercicios

2.16.- ¢Qué proporcion de moléculas de iodo se encuentra en el estado fundamental
y en los dos estados excitados vibracionales inferiores a la temperatura de a)
100 Ky b) 298 K?

_ & Utilizamos la funcién de particion
<Nl.> e T encontrada en el problema 2.6
N 9 T =298K
ey, Wo) . 1 643
e N 1.5547
cm’ = = N
v viemT) | T=100K T=298K | { 1>=O'3571=0.2297
N 1.5547
0 0 1 1
1 213.30 | 0.04647 0.3571 (N,) 01282 0,083
2 425.39 0.00219 0.1282 N 15547
ay 1.04878 1.5547 Z _ 95559,
—05.55 9%




ejercicios

2.17.- Calcula la entropia molar rotacional del benceno a 362 K.
Datos: I, =2,93 1038 g cm?; I,=1.=1,46 1038 g cm?

(g™
5In 0 Oln- g
S:kT( j +kInQ=kT ' +hkln— =
or )., oT N!
K JNV

=NkT 0 Inq + Nk [nq — Este término se cuenta sdélo una vez,
oT 174 poniéndolo junto a la Qy,s

dIn P 2
S,or = NKT Arot +NkiInq,,; g, = Jr T 0, = l12
o \/QAngC 87kl
Benceno: o=12 \ q. . = 1.4437'T%
0,=0.1375K - ¢.,,(362K)=9943.82
0,=0.=02759 K




ejercicios

2.17.- Calcula la entropia molar rotacional del benceno a 362 K.
Datos: I, =2,93 1038 g cm?; I,=1.=1,46 1038 g cm?

d1nl.44377"

S = NKT 220 + NkIn1.4437T7" = %Nk+Nkln1.4437T% _
Srot,mol — %R + R ln 1 4437T%

S o mor (362K ) =89.00 JK 'mol ™



ejercicios

2.18.- Calcula la contribucion vibracional a 300 K y 500 K a la energia interna,

entropia y capacidad calorifica molares para la molécula de CO,, cuyos

modos normales de vibracion tienen los siguientes numeros de onda:
1340 (1), 667 (2) y 2349 (1) cm-".

-
4 6, =" =1.92810°K q,(300K)=1.0887
1
= . . . 2 >
9. l;ll_e—ei/r | 6,=0,=9.59710°K /. (500K) = 1.4047
0, =3.38010°K
dl dlanv dzln%
U =NkT> 22y - NkT? L = NkT? _
dT dT dT

dIng, ~ | dgq. ~ 0 e
= NkT* L= NEKT?S — 2L = NKT l -
— e




ejercicios

2.18.- Calcula la contribucion vibracional a 300 K y 500 K a la energia interna,

entropia y capacidad calorifica molares para la molécula de CO,, cuyos

modos normales de vibracion tienen los siguientes numeros de onda:
1340 (1), 667 (2) y 2349 (1) cm-".

g.(300K)=1.0887

0, g.(500K) =1.4047
=l T

U, (300K) = R[3 124+ 40.824 +40.824 + 0. 043] 705.15 J-mol™’

U, (500K) = R[41.064 +164.986 +164.986 +3.923] = 3122.38 J-mol "



ejercicios

219.- Calcula U° ,-U° (0), G° ., -G° (0)yS° ., a 300K para la molécula de
CO,. Utiliza datos de problemas anteriores (frecuencias de vibracion). La
constante rotacional es B = 0,390 cm-'.

U—Uosz{aanj
N,V

oT

G-G0)=A-A40)+PV = —kTmhQ+PV = —kTInQ+ NkT

0lnQ
oT

S=NkT( j + NkInQ —kIn N!
N,V



ejercicios

219.- Calcula U° ,-U° (0), G° ., -G° (0)yS° ., a 300K para la molécula de
CO,. Utiliza datos de problemas anteriores (frecuencias de vibracion). La
constante rotacional es B = 0,390 cm-'.

N N
Q — q— Q — q— q — Qtrasqrotqvibqele
N! N!

3/2 3/2
qtm{zkaJ V= (2’”’”‘” j —NIIET =7.10910"

h’ h’

P=1bar=10"Pa )
N =6.02210% By
44-10° ,
m = Kg
NA

T'=300K J



ejercicios

219.- Calcula U° ,-U° (0), G° ., -G° (0)yS° ., a 300K para la molécula de
CO,. Utiliza datos de problemas anteriores (frecuencias de vibracion). La
constante rotacional es B = 0,390 cm-'.

N N

Q = q— Q — q— q — Qtrasqrotqvibqele
N! N!
3/2 3/2
Qiras = (2727/”2ij V = (zm/lszj NkT — 7 1091030
h h P
G0 = kT =267.31
i ocheB

\

o=2

B-0390cn” | =il

T'=300K )




ejercicios

219.- Calcula U° ,-U° (0), G° ., -G° (0)yS° ., a 300K para la molécula de
CO,. Utiliza datos de problemas anteriores (frecuencias de vibracion). La
constante rotacional es B = 0,390 cm-'.

N N
Q = q— Q — q— q — Qtrasqrotqvibqele
N! N!
3/2 3/2
Qs = (27”"2”) V= (27””2”) N~ 710910
h h P
G0 = kT =267.31
rot GhCB - .

to
g, = H 77 =1.0887 (problemal8)



ejercicios

219.- Calcula U° ,-U° (0), G° ., -G° (0)yS° ., a 300K para la molécula de
CO,. Utiliza datos de problemas anteriores (frecuencias de vibracion). La
constante rotacional es B = 0,390 cm-'.

U—UO:kT{aanJ — Nsz(mnqj
N,V

oT oT

— NkT2 (8lanm$j 1 dlnql’ot + dlnqvib 4 dln Qele
V

or dar 4T dT
0
o Utras + U + Uvzb +U ele
U — U — Uvib —

tras rot



ejercicios

219.- Calcula U° ,-U° (0), G° ., -G° (0)yS° ., a 300K para la molécula de
CO,. Utiliza datos de problemas anteriores (frecuencias de vibracion). La
constante rotacional es B = 0,390 cm-'.

Um—U(O)ngRTJrRZ fl’
" el —1

= é8.3 145300+ 705.15 = 6940.65 Jmol ™

2



ejercicios

219.- Calcula U° ,-U° (0), G° ., -G° (0)yS° ., a 300K para la molécula de
CO,. Utiliza datos de problemas anteriores (frecuencias de vibracion). La
constante rotacional es B = 0,390 cm-'.

N

G —G(0) = —lenQ+NkT:—len%+NkT=

— _NkTIng+ NkTIn N — NkT + NkT = —Nlen% —

= —NkT {ln qﬁs +Ing.,+Ing,,+Ing , +1n qelec} =

0
— Gtras + Grot T Gvib +/Qe/le'c



ejercicios

219.- Calcula U° ,-U° (0), G° ., -G° (0)yS° ., a 300K para la molécula de
CO,. Utiliza datos de problemas anteriores (frecuencias de vibracion). La
constante rotacional es B = 0,390 cm-'.

G o G(O) — Gtms + Grot + GVib

G,,, = —nkT In I G, =—RTIn%re = _40.62 kJ-mol’
N ’ N,

G.,.n=—RTIlng, =-13.94kJ-mol’

Gm=—RTIng, =-211.98 J'mol"" =—-0.212 kJ-mol”

G, —G(0) =-54.77 kJ-mol



ejercicios

219.- Calcula U° ,-U° (0), G° ., -G° (0)yS° ., a 300K para la molécula de
CO,. Utiliza datos de problemas anteriores (frecuencias de vibracion). La
constante rotacional es B = 0,390 cm-'.

Olng
oT

S=NkT( j + NkIng— NkIn N + Nk
V

a ln ths
oT

S

e NkT( j +Nklng,, —NkInN + Nk =
14

= 3 Nk + Nk In Diras + Nk
2 N

S = 3R+R1nM+R =12.47+135.39+8.31=156.17 JK 'mol™

tras,m
2 N,




ejercicios

219.- Calcula U° ,-U° (0), G° ., -G° (0)yS° ., a 300K para la molécula de
CO,. Utiliza datos de problemas anteriores (frecuencias de vibracion). La
constante rotacional es B = 0,390 cm-'.

S:NkT(mnqj + NkIng— Nkln N + Nk
or ),

ding,,
S. = NkT dTm +Nklng,, = Nk+ Nklng,

S =R+Rlng,, =54.78 JK 'mol™

rot,m



ejercicios

219.- Calcula U° ,-U° (0), G° ., -G° (0)yS° ., a 300K para la molécula de
CO,. Utiliza datos de problemas anteriores (frecuencias de vibracion). La
constante rotacional es B = 0,390 cm-'.

Olng
oT

S=NkT( j + NkIng— NkIn N + Nk
V

a’lnH l_ﬁ

dlng .
Div o NkIng,, = NkT ;—e L+ Nklng,, =

dT

S = NKT

+Nklng, , =

2
= NkT) ddT In—+Nklng, = NkTY L

9
T

l—e

=2.35+0.71=3.06 JK 'mol™’

[E—
|

Q
~N

= S

vib,m

I el —1 S =0

ele,m



ejercicios

219.- Calcula U° ,-U° (0), G° ., -G° (0)yS° ., a 300K para la molécula de
CO,. Utiliza datos de problemas anteriores (frecuencias de vibracion). La
constante rotacional es B = 0,390 cm-'.

S =214.01JK 'mol™

podemos comprobar que:
G-G0)=H-H(0)-TS =U-U(0)+ PV —TS

G —-G0) =U_ -U(0) +RT-TS =

6940.65 +2494.35 - 64203 = —54768 = —54.77 kJmol™



ejercicios

2.20.- Los atomos de sodio (M=22.99 gmol"), tienen términos electrénicos fundamentales
doblete.

a. Calcular la funcién de particion molecular molar estandar para los atomos de sodio a
T=1000K. ¢ Cuanto valdria la funcién de particion molecular a T=0 K?.

b. La molécula de Na, tiene una energia de disociacion Dy=70.4 kdmol' una constante
rotacional de 0.1547 cm-' y una vibracién de 159.2 cm-'. Calcula la constante de equilibrio a
T=1000K para la reaccion Na,(g) < 2Na(g).

q(Vr?w ’ T) = qtras (Vrg ’ T)qrot (T)qvib (T)qele (T)

Para atomos A(Ve, T) = Qs (Vs T (T)
3/2 3/2
T=1000 K Qlum = (znhLZKT) Vo = (znhszTj g =5.446-10"'mol”

qele ~ gele,O = 2

T=0 K qtras :1

CIele ~ gele,O — 2



ejercicios

AU 0
a J

(0) g v
Ke=e R[] ==
7\ Na

Para la reaccidon Nay(g) < 2Na(g) quedara como:

2
0
(qNa,m
N _AU((0) 0 Do (Na,)
K. — A e RT |:> Kp B 1 (qNa,tras,qua,ele)2 _%

" (s ©
NA

o 0
NA qNa2 ,tras,mqNazrothazviquazeIe




ejercicios

Calculamos las funciones de particion de las moléculas de Na,

3/2 3/2
ql?laz,tras,m = (anij VO = (27[ka) RT 1.540 -1 032mol‘1

h2 m h2 PO =
KT
T)= — =2246.4
qNaZrot( ) 2hCB
qNaz,vib - 1 hcv, — 4884
1—e KT

qNaz,eIe ~ gele,O = 1

El término exponencial vale:

Dy(Nay) 70400
e RT _ g 831451000 — 2 10310°*

Sustituyendo en la expresion de la constante y opreando queda

K, =2.45




Tema 2. Termodinamica Estadistica

Ejercicios y Cuestiones Extra




1. Realiza las siguientes derivadas:

d[ln(axn)] = dx(ax”) _a-nx"' n

dx ax” _ ax" :X
dijpa) _d NI
dx[lnx!} =dx[lna—lnx!] _dx[ Inx.] dx[ xInx+x]
=—Inx—x1+1:—lnx

X
d 1 d -a/ d -alx
dx = lnt=m{t-e=)] = " |-Inf1-
dX|:|n(1—ea/Xj:| dx[|n1 ln(1 © )] dX[ n( € )]
) _Xaze—a/x _Xazea/x i Xaze—a/x\ea/x ) Xaz |
- — 1_e_a/x - 1_e—a/x B (1_e—a/xka/x (ea/x _1)



2. Se tiene un sistema formado por 1023 particulas. El nivel fundamental del sistema esta
formado 3 microestados de energia 0. El nivel 10 esta formado por 100 microestados cuya
energia es de 10k Joules (siendo k la constante de Boltzmann) A la temperatura de 10 K, la
probabilidad de encontrar el sistema en cada uno de los microestados fundamentales es de
10-4.4 Cual sera la probabilidad de encontrar al sistema en el nivel 10?

10k} - 0
L j p _ g1oe ‘T
nivel,10 Q
100
_%o
0 e T 1 4
pest,O = — = 10
Q Q

Sabiendo la degeneracion (100) y que el valor de Q a la T de interés puede
obtenerse a partir de la probabilidad del estado fundamental, queda:

_810 10k

o _9u® KT 100e "% 1
nivel10 Q 10* 100e




3. Suponiendo que una muestra de monoxido de carbono esta en equilibrio térmico a
T=298K y sabiendo que la constante rotacional vale 1.931 cm-1, calcula:

a) La proporcién de moléculas en el nivel rotacional J=5

b) El estado y el nivel rotacional mas probable.

Probabilidad de ocupacion de un nivel n: P, =

En este caso la funcion de particidon es la rotacional. Usando la aproximacion
de alta temperatura queda:

q- kKT KT
- ohB  chcB
Sustituyendo datos a T=298 K queda: q=107.26

Para el nivel J=5 tendremos: g=2J+1=11
e =hBJ(J+1)=hcBJ(J+1)=1.151107" Joules

Sustituyendo en la primera ecuacion: 1 1511021
€ or

gn.e_k% 1 »|.e_4.114-1o-21
qg  107.26

=0.0775=7.75%

Pn =



3. Suponiendo que una muestra de monoxido de carbono esta en equilibrio térmico a
T=298K y sabiendo que la constante rotacional vale 1.931 cm-1, calcula:

a) La proporcién de moléculas en el nivel rotacional J=5

b) El estado y el nivel rotacional mas probable.

&y hcBJ(J+1)
g,e X (2d+1)e
Probabilidad de ocupacion de un nivel J: P, = q = q
o KT
Probabilidad de ocupacion de un estado: P,=
q

El estado mas probable sera siempre el de menor energia (J=0, M;=0)
El nivel mas probable hay que calcularlo como dp/dJ=0 (maxima probabilidad)

_hcBJ(J+1) |
dp, _d|(@J+Ne T | o
dJ dJ q
hcBJ(J+1) hcB hcBJ(J+1)

Py _pe W -+ @I e T =0



3. Suponiendo que una muestra de monoxido de carbono esta en equilibrio térmico a
T=298K y sabiendo que la constante rotacional vale 1.931 cm-1, calcula:

a) La proporcién de moléculas en el nivel rotacional J=5

b) El estado y el nivel rotacional mas probable.

hcBJ(J+1) hcB heBJ(J+1)

dC:?JJ:Z-e_”—(ZJH) (2J+1)e T 20

hcBJ(J+1)

e [2 (2J +1)

2th} 0

Para que se anule a J diferente de infinito, ha de ser nulo el corchete:

[2 (2J +1)2 hCB} 0
KT

Y despejando J: kT 1/2 1
Jmax — 2h - A
cB 2

En nuestro caso, tomando el entero mas préximo: Jmax =6.8~7



4. Indique, justificando brevemente su respuesta, si las siguientes afirmaciones
son verdaderas o falsas.

a) La energia de los diferentes microestados de un sistema macroscopico
dependen de la temperatura del sistema.

b) Para una molécula con soélo dos niveles electronicos posibles (el fundamental
no degenerado y el excitado triplemente degenerado) se obtiene un valor de la
funcidn de particion electronica de 1 para T=0 y de 2 para T—oo.

c) Para un sistema formado por 10%° particulas iguales e indistinguibles, con
1020 estados moleculares accesibles, se puede utilizar la expresion Q=g"/N!
para calcular la funcion de particion del sistema.

d) Para una molécula con un estado nuclear, uno electrénico, seis
traslacionales, cuatro rotacionales y cuatro vibracionales el numero total de
estados moleculares sera 16.

Falso
Falso
Falso
Falso

P

N N N’ N



5. ¢ Cual es la respuesta correcta?

Se tiene un sistema formado por 1020 particulas distinguibles no interactuantes
donde cada particula puede estar en un nivel de energia n con una energia
E(n)=Cn?, donde C es una constante con unidades de energia, una degeneracion
g=(n%+2) y donde n puede ser cualquier nimero entero entre cero e infinito.
Cuanto vale la funcion de particion molecular a una temperatura de 0 K.

a)0 b) 1 c) 2 d) 1/(1020)!

La c)



6. Teniendo en cuenta:

Que para el calculo de la funciéon de particion vibracional hacemos uso del modelo de
oscilador armoénico y resolvemos el sumatorio haciendo uso de una serie matematica.
Que para el calculo de la funcidon de particion rotacional hacemos uso del modelo de
rotor rigido y resolvemos el sumatorio con el uso de una integral.

a) q, Y g, son mas exactas a medida que aumenta la temperatura

b) g, es mas exacta a medida que aumenta T y q, es mas exacta a medida que
disminuye T.

C) g, es mas exacta a medida que aumenta T y g, es mas exacta a medida que
disminuye T.

d) g, ¥ g, son mas exactas a medida que disminuye la temperatura

La c)



7.- Un sistema esta formado por N particulas idénticas e independientes, cuyos
niveles de energia dependen del numero cuantico n de la forma e=b(n-1), donde b es
una constante positiva con dimensiones de energia. Sabiendo que n toma valores
enteros positivos (1, 2, 3, .... ) y que la degeneracion de los niveles es 2n:
Obtener la expresion de la funcidn de particion de las particulas. ¢ Cual es el valor
a T=0 K?. (Nota: para resolver este apartado puedes seguir los pasos empleados
para deducir la funcion de particion traslacional)
A partir del resultado anterior, obtén una expresion aproximada de la funcion de
particion para temperaturas altas. 4 Cual es el valor si kT=1000b?.
Obtén una expresion para la energia interna molar del sistema en el limite de
altas temperaturas



2b n=3

b(n-1)

q= Zg,e kT—ZZn e K

N\
_&i _ &
kKT _—_ . kKT
2.e'T= ) ge
estados niveles

b 2b
=2.e°+4.e " +6.e KT +..



b(n-1) b 2b

Q=Z2n-e_ T —2.€°+4.e T +6.e KT 4.

Si T=0 g=2+4-e”+6-e7 +...=2
_b(n-1)
Si T >> blk q= j2n e 7 dn

_b(n-1) b(n-1) bn

q = j2ne KT dn = I2ne KT dn = ekTIZneden

bn bn

q=~1 j2n e “dn = ZIn e <Tdn



~2|n-e ¥dn _bn
; ! _ dv=e ¥dn v:(—ij
b
I b7 _bn
— 2 n(— ije KT —ZJ‘(— kt;rje KTdn

2



U= sz(éanj Si Q=gN/N!, entonces queda......
oT )y
U= Nsz(@mQj
oT )y

Sustituyendo q por la expresidon encontrada a altas T:

2
din Z(H)
U = NkT?2 b Y realizando la derivacion
dT
U = NKkT? E — 2NKT La magnitud molar la encontramos tomando N = N,

U, =2N,KT =2RT



