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1. Introduccidén

Hasta ahora hemos estudiado sistemas en equilibrio, es decir, sistemas en los
que las variables macroscépicas (n, P, T, ...) toman valores constantes e
iguales en cada fase. Sin embargo, en quimica muchas veces estamos
interesados en estudiar sistemas que partiendo de una situacion de no
equilibrio evolucionan, bien fisicamente, bien quimicamente, hasta alcanzar un
nuevo equilibrio. Vamos a estudiar sistemas fuera del equilibrio que
evolucionan siguiendo procesos irreversibles que ocurren a velocidades
diferentes de cero. La siguiente figura muestra dos ejemplos de este tipo de
sistemas: un soluto que se difunde hasta formar una disolucion homogénea, y

una barra de metal puesta en contacto entre dos focos de calor:

At

H,0 |:> disolucion

/™
+——— Soluto soluble

En general, la evolucion seguida por un sistema que no estd en equilibrio
puede ser de dos tipos:
¢ Que exista un transporte de materia y/o energia entre partes del sistema

o con los alrededores [ cinética fisica]

e Que exista reaccién entre las especies que componen el sistema

[cinética quimica]

En este tema vamos a estudiar los fenbmenos de transporte en sistemas
simples que no experimentan reaccion quimica. El estudio de la velocidad de
los procesos de cinética quimica merecera un tema aparte. El primer problema
gue surge a la hora de estudiar sistemas fuera del equilibrio es el de como
definir las variables termodinamicas. Pensemos en la barra situada entre dos
focos ¢cudal es su temperatura? Cuando un sistema esta en equilibrio sus
variables macroscépicas toman un valor definido en cada fase. Pensemos en

un sistema monofasico con C componentes ¢ cuantas variables macroscopicas



necesitamos para definir su estado? De acuerdo con la regla de las fases L=C-
F+2 (donde C: Componentes y F: Fases) necesitaremos C+1 variables: por
ejemplo la temperatura, la presion y (C-1) valores de la concentracion. Para el
sistema en equilibrio T, P y C; toman valores constantes en el interior de la
fase. Si estamos fuera del equilibrio (como la barra de ejemplo) las variables
macroscopicas tomaran un valor diferente en funcion de la posicion (la barra se
calentara mas en las proximidades del foco caliente) y del tiempo (la
temperatura d ela barra cambiard desde su valor inicial en funcidon de la
distancia a los focos). En general, las variables termodinamicas de un sistema
fuera del equilibrio

T=T(r,1)

P =P(r,1)

C, =Ci(F.1)

Fijémonos que en nuestra barra no habria por tanto una Unica temperatura.
Podriamos definir una temperatura en un instante dado, para secciones
transversales de la barra en funcion de su distancia a los focos. Estas
secciones aunque pequefias, deberan ser macroscopicas para que el concepto
de temperatura tenga sentido. Esta aproximacion al estudio de los sistemas
fuera del equilibrio se conoce como principio del equilibrio local.

Durante la evolucién de un sistema fuera del equilibrio se produce el transporte
de alguna propiedad. Por ejemplo, en el caso de la barra situada entre dos
focos calorificos se produce el transporte de calor desde el foco caliente hasta
el foco frio. Este transporte se cuantifica mediante el flujo (j) definido como
propiedad transportada por unidad de tiempo:
j_dx

dt
Esta magnitud, el flujo, es extensiva y depende del area de contacto a través
de la que se produce el transporte, es decir la seccion transversal de nuestra
barra. La magnitud intensiva correspondiente es la densidad de flujo o flujo por
unidad de superficie. Esta magnitud es vectorial ya que la superficie es un

vector (de modulo igual al area y orientacion normal a la superficie) con lo que:

]=J-S=J-A:n



Para procesos de transporte en una Unica dimension (como en el caso de la
barra) podemos prescindir de la naturaleza vectorial de la densidad de flujo y
escribir simplemente, para el transporte a lo largo de un eje cualquiera (z):
_J_1dX
ZOA Adt
Pues bien, experimentalmente se ha observado que esta densidad de flujo o
cantidad de propiedad transportada por unidad de tiempo y unidad de area es
directamente proporcional al gradiente espacial de la variable termodinamica
asociada (Y):
_1dx  dy

ZTAdt dz

donde L es el coeficiente de transporte. Al gradiente de la variable
termodinamica se le conoce también como fuerza impulsora, como extension
del concepto mecanico de fuerza (gradiente del potencial). Este gradiente es la
razén o motor del transporte de la propiedad. En el caso de la barra entre dos
focos, la cantidad de calor transportada por unidad de area y tiempo seria
proporcional al gradiente de temperatura. El signo menos indicaria que el
transporte de la propiedad se produce hacia los valores menores de la variable
termodinamica (el calor fluye hacia de las zonas de mayor temperatura a las de
menor temperatura). Esta ley se cumple bien en casos no muy alejados del
equilibrio, es decir, cuando las fuerzas impulsoras no son muy grandes. La
forma generalizada de esta ley para el caso de transporte en mas de una
direccion es:

J, =-LVY

Un ejemplo bien conocido de este tipo de leyes es la ley de Ohm. La propiedad

transportada es la carga y el flujo (carga por unidad de tiempo) es la intensidad:

I:J-A:—Gd—VA
dt

si la caida de potencial es constante entre dos puntos (1 y 2) separados por

. . : . V, -V "
una distancia ¢ entonces el gradiente sera # y podremos escribir:

Voo Vi oA
l
y definiendo la resistencia R, la ley queda en la forma conocida:

| = —cA V,-V,)
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Hay dos casos limite de la ley fenomenoldgica de transporte que merece la

pena comentar:

Si la variable termodinamica vale lo mismo en todos los puntos del
sistema, es decir, si el gradiente o fuerza impulsora se anula (dY/dz=0)
entonces no hay transporte de propiedad (dX/dt=0) lo que implica que
nuestro sistema se encuentra en equilibrio y las variables
termodinamicas que lo definen son constantes (no dependen ni de la
posicién ni del tiempo).

Si el flujo de la propiedad se mantiene igual a lo largo de todo el sistema,
entonces la misma cantidad de propiedad que entra por un lado en una
seccién dada del sistema por unidad de tiempo sale por el lado opuesto.
En el ejemplo de la barra, en una seccion de la misma el calor que entra
y sale por unidad de tiempo sera el mismo, por lo que las variables
termodinamicas (la temperatura) no cambiaran con el tiempo. La
temperatura, como la presibn o la composicion, seran funcion

Unicamente de la posicion, alcanzando el estado estacionario. De

acuerdo con la ley de transporte, un flujo constante implica que si la
seccion a través de la cual se transmite la propiedad es siempre la
misma (como en la barra) podemos observar que el estado estacionario
se alcanza cuando la fuerza impulsora o gradiente de la variable
termodinamica se mantiene constante. En el ejemplo de la barra esto
ocurrird si los dos focos calorificos mantienen sus temperaturas a lo
largo de todo el proceso. Imaginemos que situamos la barra en contacto
con los dos focos (aislada térmicamente del resto del universo) y que
inicialmente la barra tenia la misma temperatura que el foco frio. Poco a
poco la barra se va calentando en el extremo que entra en contacto con
el foco caliente, mientras que el otro extremo (en contacto con el foco
frio) mantiene su temperatura. El sistema evoluciona en el tiempo hasta
que se alcanza un perfil lineal de temperaturas. En ese momento
dT/dz=cte y el flujo se hace igual a lo largo de toda la barra. Se alcanza

entonces el estado estacionario y la temperatura de cada seccién



transversal ya no cambia. En el estado estacionario las variables
termodinamicas no dependen del tiempo, Unicamente de la posicién:
T(r), P(r), C,(r).

Foco 1 Foco 2

T,

Aparedes adiabéticas

T, T, T,
Tyl T, = Tyl
T, T L T \
0 1z 0 1z 0 12
t=0 t=pequefio t=grande
Estado estacionario

En ausencia de reacciones quimicas, los principales tipos de fendmenos de
transporte son:

e Conduccion eléctrica

e Conduccién térmica

e Viscosidad

e Difusion



Las leyes que gobiernan estos fendOmenos responden al tipo general que

acabamos de estudiar, tal y como se recoge en la siguiente tabla.

Fenémeno Propiedad Fuerza Ley de Expresion Coef. De
transportada | impulsora transporte
Conduccién | Carga Diferencia de | Ohm 1% _ _Gd_v Conductividad
eléctrica potencial A dt dz eléctrica (o)
Conduccién | Energia Diferencia de | Fourier id_Q B _Kd_T Conductividad
térmica temperatura A dt dz térmica (k)
Difusion Materia Diferencia de | Fick iﬂ ~ —Dﬁ Coef. de
concentracion A dt dz | difusion (D)
Viscosidad Cantidad de | Diferencia de | Newton 1dp dv Viscosidad
movimiento velocidad A dt dz M

Vamos a considerar en este tema Unicamente aquellos casos en que cada
fuerza impulsora contribuye sélo a su flujo correspondiente. Por tanto no
estudiaremos los flujos acoplados, cuando una fuerza impulsora produce el
transporte de mas de una propiedad, aunque existen muchos casos con
importantes aplicaciones:
e Flujo Electrocinético: cuando la diferencia de potencial eléctrico puede
producir un flujo de carga y también de materia.
e Efecto Peltier: cuando el gradiente de temperaturas puede provocar un
flujo de calor y también de carga (es el fundamento de los termopares).
e Efecto Soret: cuando el gradiente de temperaturas provoca también un
transporte de materia. El efecto inverso, cuando un gradiente de
concentracion produce un transporte de calor, se conoce como efecto

Dufour.

2. Leyes Fenomenoldégicas

Como hemos visto, el flujo de una magnitud fisica se mide por la cantidad de
dicha magnitud que se transporta por unidad de tiempo. La densidad de flujo,
fluo por unidad de éarea, es, en general, una magnitud vectorial, pues

dependera de la direccion del espacio que consideremos. Si estamos en una




situacion no muy alejada del equilibrio, existe una relacion lineal entre el flujo y
la fuerza impulsora.

J=-LVX

donde L es una constante de proporcionalidad. Las leyes fenomenoldgicas se
derivan de la experiencia sin hacer uso de ninguna teoria molecular y, por
tanto, no proponen ningun medio para calcular los coeficientes de transporte.
En general, los coeficientes de transporte dependen de la presion, temperatura

y concentracion, pero no de la fuerza impulsora.
2.1. Conduccion térmica. Ley de Fourier.
Supongamos que ponemos una sustancia en contacto con dos focos calorificos

a las temperaturas T, y T, y aislada térmicamente del resto del universo, tal y

como indica la figura.

Existird un flujo de calor desde el foco caliente al foco frio (T, > Ti). Si
mantenemos constante la temperatura de los focos, se alcanzara un régimen
estacionario. Experimentalmente se encuentra que la densidad de flujo de calor
a traves de cualquier plano perpendicular al eje z es proporcional al gradiente
de temperatura.

1dq dT
—_—— =K —
A dt dz

Expresion que se conoce como Ley de Fourier y en la que el coeficiente de

proporcionalidad k (con unidades de Jm™s?K™ en el sistema internacional) se
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conoce como conductividad térmica. En general, si el transporte de calor de
produce en mas de una direccion la ley de Fourier se escribe como:

J=—VT

En el régimen estacionario dT/dz =4I = #es constante por lo tanto el flujo es

el mismo para cualquier valor de z. La ley de Fourier se aplica a gases, solidos
y liquidos, siempre que el transporte de calor se produzca Unicamente por
conduccion (choques entre moléculas o a&tomos que forman la sustancia) y no
por radiacion o conveccion (movimientos macroscopicos debido a diferencias
de densidad, tal y como ocurre en la ascension del aire caliente en la
atmosfera). Evidentemente, los valores del coeficiente de conductividad son
muy diferentes en sodlidos, liquidos y gases debido a las diferencias de
densidad. En general, cuanto mas denso es el sistema mas efectivo es el
transporte por conduccién y por lo tanto k¥ es mayor en soélidos que en los
liguidos y en estos mayor que en los gases, tal y como se observa en la

siguiente tabla.

Sustancia T/°C K(IKm™s™
aire 20 0.0235
CCla(l) 20 0.1033
H.O(l) 27 0.6092

Als) 25 237

Fe(s) 25 80.4

En general el coeficiente de conductividad de una sustancia depende de la
presién y la temperatura. Para los gases k aumenta con la temperatura,

mientras que en los liquidos y sélidos puede aumentar o disminuir.
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2.2. Viscosidad. Ley de Newton

Supongamos un fluido confinado entre dos placas, una mévil con velocidad v y

otra fija
Placa movil
z — , Vv
| —
X Placa fija

Si la velocidad no es demasiado alta el fluido se desplaza en régimen laminar,
con una velocidad distinta para capa de fluido en funcién de la distancia a la
placa movil. Esta transfiere cantidad de movimiento (px=mvy) a la capa de fluido
vecina, que a su vez arrastra a la siguiente. Debido a la friccién cada capa tiene
una velocidad ligeramente menor, anulandose para la capa vecina a la placa
fija.

Desde el punto de vista molecular existe un intercambio de particulas entre
capas debido al movimiento de las moléculas del fluido en direcciones

perpendiculares a la del desplazamiento.

' |

|

Las moléculas que llegan desde una capa mas rapida comunican cantidad de
movimiento y aceleran la capa. En cambio, las particulas que proceden de
capas mas lentas frenan la capa.
Experimentalmente se encuentra que la fuerza de friccion F, que una capa de
fluido ejerce sobre otra es proporcional al area de la superficie de contacto y al
gradiente de la velocidad vy.
F.=-nA W,

dz

Esta es la ley de Newton de la viscosidad, aplicable a fluidos que se desplazan

en régimen laminar. Esta ley tiene forma de ley de transporte, teniendo en
cuenta que la fuerza se puede escribir como cantidad de movimiento

transportado por unidad de tiempo:

ldp, _ dvi

X

Adt dz
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El coeficiente de proporcionalidad (n) se denomina viscosidad y se mide en
unidades de N-s-m? en el sistema internacional. En el sistema cegesimal la
unidad es dina-s-cm™ o poise (p) y es la unidad mas comin. La equivalencia es
de 1 poise = 0.1 N-s-m™. Algunos valores caracteristicos (en centipoises) se

recogen en la siguiente tabla.

Sustancia T/°C n(cp)
N2(9) 27 0.0178
Benceno(l) 20 0.652
H>O(l) 20 1.002
H,O() 100 0.282
H.0O(Q) 100 0.0126
H,O(q) 200 0.0164
Ho(l) 20 1.554

En general la viscosidad de una sustancia es funcién de la presion y de la

temperatura (n7=7n(T,P)). La viscosidad de gases es menor que la de los

liguidos y aumenta con la temperatura, mientras que la dependencia con la
presidn es muy poco significativa. En los liquidos la viscosidad disminuye al
aumentar la temperatura y al disminuir la presion porque disminuyen las

atracciones intermoleculares.

Aquellos fluidos en que la viscosidad varia con la velocidad (o con el gradiente
de la velocidad) se denominan fluidos no newtonianos y no siguen la ley de
Newton. El ejemplo més notable son las dispersiones coloidales en los que la
velocidad puede cambiar la forma u orientacion de las particulas en
suspension. Asi, la sangre presenta una viscosidad menor a velocidades altas
que cuando circula a velocidades bajas, debido a que en el primer caso los
glébulos en suspension se orientan para disminuir el rozamiento con el fluido.
Ademas, hemos de tener en cuenta que si la velocidad a la que se desplaza el
fluido es muy alta entonces se alcanza el régimen turbulento, y el intercambio

de cantidad de movimiento ya no se debe al movimiento al azar de las
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moléculas sino a mezclas macroscépicas de materia. En ese caso tampoco

seria aplicable la ley de Newton.

Existen varios métodos para determinar la viscosidad de un fluido. Uno de los
mas sencillos se basa en la ley de Poiseuille para la velocidad de flujo de los
fluidos, es decir, la cantidad de volumen (o materia) de fluido que circula por
una conduccién por unidad de tiempo en funcién de la diferencia de presién
aplicada entre los extremos de la conduccion. El coeficiente de viscosidad n de
un fluido determina la velocidad (longitud recorrida / unidad de tiempo) a la que
circula el fluido al ser sometido a una diferencia de presion. Esta velocidad
determina a su vez el caudal de circulacion (volumen de fluido / unidad de

tiempo) en la conduccién.

Supongamos el caso de un fluido que circula por una conduccion cilindrica de
radio r. Tomemos una trozo infinitesimal de dicha conduccion de longitud
dz=z,-z, a lo largo de la cual se produce una caida de presion dP=P,-P;. La
presion de entrada P; es mayor que la de salida P, de forma que el fluido
circula en el sentido positivo de la coordenada z. La distancia al centro de la

conduccion viene dada por la coordenada s.

P1

w

z1

v N
N

Dado que la velocidad es funcion de la distancia al centro de la
conduccion (dada por la coordenada s) vamos a considerar una
capa concéntrica de fluido situada entre s y s+ds. Para obtener la

velocidad necesitamos conocer las fuerzas que actuan sobre el

ds
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sistema. Las fuerzas que actian sobre dicha capa de fluido son de dos tipos
(las escribiremos con el signo correspondiente segun actien en el sentido de

circulacién del fluido + o en contra -):

1. Fuerzas hidrostaticas debidas a la presion:

La presion actla sobre la superficie de la capa concéntrica perpendicular al eje
z (la corona circular que aparece en gris en la figura de la derecha).

(Fuerza=Presidén*Superficie)

1.1. Debida a la presion de entrada (2nsds)P1 (>0)
1.2. Debida a la presion de salida - (2nsds)P; (<0)

2. Fuerzas debidas al rozamiento entre capas del fluido. Estas fuerzas, de

acuerdo a la ley de Newton, se obtienen como el producto del area de
rozamiento entre capas concéntricas (area lateral del cilindro, en gris en la

figura), el coeficiente de viscosidad (n) y el gradiente de velocidad (dv/ds)

2.1. Rozamiento por la parte interior (situada en s)
de la capa cilindrica:

dz=z,.z;
dv
—n|2rsdz|] — | .
ni2r (dsl

2nsdz es el érea lateral del cilindro de radio s y altura dz. Como el gradiente de
velocidad es negativo (la velocidad disminuye conforme nos acercamos a las
paredes) esta fuerza es >0. El rozamiento por la parte interna acelera la capa

de fluido considerada, ya que las capas interiores van mas rapido.

2.2. Rozamiento por la parte exterior (situada en s+ds) de la capa cilindrica:

n[2n(s + ds)dz(%j

s+ds
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2n(s+ds)dz es el area lateral del cilindro de radio s+ds y altura dz. Esta fuerza
es <0. El rozamiento por la parte externa disminuye la velocidad de la capa de

fluido considerada.

Cuando sometemos un fluido a una diferencia de presion entre los extremos de
una circulacion, éste se ve acelerado y comienza a circular cada vez a mayor
velocidad. Las fuerzas de rozamiento internas van aumentando con la
velocidad del fluido hasta que llega un momento en que estas fuerzas igualan a
la resultante hidrostatica. En ese momento la suma de fuerzas se anula,
alcanzandose el régimen estacionario, y el fluido circula a velocidad constante.

Aplicando la condicion de régimen estacionario:
> F=0

2nsdsR —2nsdsP, —n[2ns dz(g—v) +n[2n(s + ds)dz(d—v) =0
S s+ds

S

—2nsdsdP+ Zmdz{(s+ds{ﬂj —S(QJ }:0
dS s+ds dS s

Lo que hay dentro del corchete corresponde a la definicion de la diferencial de
una funcién df(x)=f(x+dx) — f(x), con lo que podemos escribir:

—sdsdP+ ndzd{sg—v} =0

s

%sds: nd{s %}
Teniendo en cuenta que el gradiente de presién (dP/dz) no depende de la
coordenada s, podemos integrar inmediatamente esta ecuacion para conocer la
dependencia de la velocidad con la distancia al centro de la conduccion (la

funcién v(s)):

ﬁi+C— sd—v
dz 2 1 ds

La constante de integracion C la podemos determinar sabiendo que dv/ds no

puede ser nunca infinito, con lo que en s=0, tendremos 0+C=0; C=0.
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dv_ 1dP
ds 2ndz
dv = id—Psds
2n dz
Integrando de nuevo, nos queda:
v(s) = id—ps2 oy
4n dz

La nueva constante de integracion queda determinada sabiendo que cuando
s=r (en las paredes de la conduccién) la velocidad del fluido se anula, v(s=r)=0

Ozid—Pr2 +C'= C'=—id—Pr2
4n dz 4n dz

Quedando que la velocidad a la que se desplaza el fluido es una funcién de la

distancia al centro de la misma, de la forma:

v(s) = —4—1112—502 —sz)

Es decir, que en régimen estacionario tenemos un perfil parabdlico de
velocidades, que es maxima en el centro de la conduccion (s=0) y nula en las
paredes de la misma (s=r). El perfil no es lineal ya que en este caso el area a
través de la que se produce el transporte no es constante, sino que aumenta a

medida que nos alejamos del centro de la conduccién.

Ahora podemos obtener con facilidad el caudal con el que circula nuestro
fluido: Consideremos primero la cantidad de fluido que circula por nuestra capa

cilindrica en un tiempo dt.
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En dt, la capa cilindrica situada entre s y s+ds avanza un total de v(s)dt. El
volumen de fluido que ha avanzado en ese dt por nuestra capa se obtendra
multiplicando la longitud recorrida (v(s)dt) por el &rea de la corona circular
colorada en gris en la figura anterior 2rsds. Asi el caudal, volumen por unidad
de tiempo, debido a la capa situada entre s y s+ds sera 2nsds\Vs). El caudal
total que circula por la conduccion lo obtendremos sumando las contribuciones
de cada capa, es decir, haciendo la integral desde la capa situada a s=0 hasta

la situada en s=r:

d f d
d—\:z_l'Znsv(s)ds——i—zd—P (r -s )SdS

dv nr* dP

dat 8n dz

Esta es la ley de Poiseuille en su forma diferencial. Podemos integrarla para

considerar una conduccion de tamafio finito (entre un z inicial y un z final) con
una caida de presion también finita. Para el caso de liquidos la integracion
puede hacerse de forma inmediata, teniendo en cuenta que los liguidos son
practicamente incompresibles (V#V(P)). En ese caso, considerando que en
régimen estacionario el caudal es constante y no depende de la posicién z de
la conduccion donde lo midamos (dV/dt=AV/At#f(z)). Si, por ejemplo, en un
minuto entran cinco litros de liquido en la conduccion, saldran también cinco

litros, ya que el liquido no puede acumularse en el interior de la conduccion):

4Pf 4 4

AV P, —P AP
—de=——dP jd i
At 8n ; At 8n z,-z, 8n Az
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Este procedimiento no es valido en el caso de los gases, porque el volumen
depende la presion. Asi, si introducimos un cierto volumen en la conduccion y
la presion cae a lo largo de ésta, al final tendremos un volumen mayor de gas,
ya que ha sufrido una expansion a lo largo de la conduccién. El caudal medido
en volumen por unidad de tiempo dependera de la coordenada z, pues el gas
se va expandiendo. Podemos resolver el problema, teniendo en cuenta que
para los gases el caudal se mantendra constante si lo medimos por ejemplo en
masa por unidad de tiempo. Si entran cinco gramos de gas en un minuto, en
régimen estacionario saldran de la conduccidn cinco gramos por minuto.
Usando la ley de los gases ideales podemos escribir:

dvV _RT dm

dt  PM dt
Sustituyendo esta expresion el la ley de Poiseuille:

RTdm _ wr® dP
PM dt 8n dz

Ahora podemos proceder a integrar, pues el caudal en masa por unidad de
tiempo si es constante (dm/dt=Am/At#f(z)):

nr*M
8nRT

4 Z¢
Am z=-1 MPdP:A—mIdz:—
At 8nRT At 5

Am M P? —P?

P
[PdP
P

At 16nRT z, -7,

Que es la forma integrada de la ecuacion de Poiseuille para gases (que a
veces se da también como moles por unidad de tiempo, dividiendo ambos

lados por la masa molecular M).
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2.3. Difusién. Primera ley de Fick.

Supongamos dos recipientes que contienen una mezcla de dos sustancias (j y
k) con distinta concentracion a la misma presion (P) y temperatura (T)
separados por una pared impermeable.

P P

| |

Cj,l C1 Cj,2 Cy2

v

z

Al eliminar el tabique las dos fases entran en contacto y el movimiento
molecular elimina las diferencias de concentracion entre las fases. Si ¢j; < ¢
sera mas probable que las moléculas crucen un plano determinado (z=zc) hacia
la izquierda que hacia la derecha hasta que las concentraciones a ambos lados
del plano se igualen y se produzcan los mismos cruces de moléculas desde la
derecha que desde la izquierda. Al descenso espontaneo de las diferencias de
concentracion se le denomina difusién. Si observaramos el perfil de la
concentracion de una de las sustancias (j) en funcién de z a diferentes tiempos
obtendriamos las siguientes instantaneas

G

t=0 t =0
La difusion es pues un movimiento macroscopico de los componentes del
sistema debido a diferencias (o gradiente) de concentracion. En el sistema que
hemos propuesto esta difusion desaparece cuando las diferencias de
concentracion se anula. Si se mantuviesen las diferencias de concentracion

entonces podria alcanzarse un régimen estacionario.



20

Experimentalmente la velocidad de flujo (dnj/dt) a través de un plano es
proporcional al &rea del mismo y al gradiente de concentracion

dn; dc,
_:_DjkA_
dt dz

Esta es la primera ley de Fick, valida en situaciones no muy alejadas del

equilibrio, o lo que es lo mismo, cuando la fuerza impulsora (gradiente de
concentracion) no es muy grande. Dy es el coeficiente de difusion y depende
de P, T y composicion por lo que en principio variara a medida que se produce
la difusion. Hay que tener en cuenta que el orden de los subindices se refiere a

la difusién de j en una mezcla con k, por lo que D, #D,. Si la difusion tiene

lugar en mas de una dimensioén la primera ley de Fick debe expresarse como:

J,=-D,Vc,

Djx se mide en m?s™ en el sistema internacional y cm?s™ en el cegesimal. El
coeficiente de difusibn de los gases depende sélo ligeramente de la
composicién, aumenta al aumentar la temperatura y desciende cuando
aumenta la presion. Algunos valores tipicos aparecen en la siguiente tabla,
donde el primero de los compuestos es el que se difunde

(0°C, 1 atm) | H,-0,|He-Ar | O,-N, | 0,-CO, |CO,-CH, | CO-C,H,
Dy/(cm?s?) | 0,7 | 0,64 0,18 0,14 0,15 0,12

En los liquidos el coeficiente de difusion Dy depende de la composicion (debido
a las interacciones intermoleculares) y aumenta al aumentar la temperatura,
mientras que es practicamente independiente de la presioén. En disoluciones
liguidas suele usarse D” i que es el coeficiente de difusion de un componente
en una disolucion infinitamente diluida. Estos valores se obtienen por

extrapolacion de datos del coeficiente de difusion a diferentes concentraciones.

i en H,O (25°C,1 atm)| N, LiBr NaCl | n-C,HyOH|Sacarosa|Hemoglobina
D0 /(cm®s™) [1.6105 1.4 105(2.2 105 0.56 105 | 0.52 105 0,07 105

En lo sdlidos el coeficiente de difusion depende de la concentracion y aumenta

rapidamente con la temperatura.

(20°C, 1atm) | Bi-Pb | Sb-Ag | Al-Cu
D7 Aem’s") [1016 |1020 |10%
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Podemos comprobar como los 6rdenes de magnitud del coeficiente de difusion
son muy distintos en gases, liquidos y sdlidos. En unidades del sistema
cegesimal, el coeficiente de difusién toma valores del orden de 10™ en gases,

10 en liquidos y <10™*° en solidos.

3. Fendmenos de Transporte en un Gas de Esferas Rigidas

La teoria cinética de los gases permite interpretar los fenémenos de transporte
desde el punto de vista molecular, conduciendo a expresiones que permiten
calcular los coeficientes a partir de propiedades moleculares. El tratamiento
que vamos a hacer no serd valido para presiones muy elevadas donde las
fuerzas intermoleculares juegan un papel destacado, ni a presiones muy bajas,
donde las colisiones con las paredes sen mas frecuentes que las
intermoleculares. Las condiciones de validez del tratamiento las podemos
expresar también en términos del recorrido libre medio molecular que debe ser
mucho mayor que el diametro molécula pero mucho menor que las
dimensiones del recipiente (d<< A<< L). Ademas, e tratamiento riguroso basado
en la teoria cinética de gases es muy complejo por lo que utilizaremos uno mas
simple basado en propiedades medias que conduce a resultados
cualitativamente correctos. La aproximacion que presentamos se basa en las

siguientes suposiciones:

1. Las moléculas son esferas rigidas de diametro d.

2. Toda molécula se mueve con velocidad igual a la velocidad media y recorre
una distancia entre colisiones igual al recorrido libre medio.

3. La direccion del movimiento molecular se distribuye al azar

4. En cada colisiéon la molécula toma las propiedades caracteristicas propias
del lugar donde se realiza la colisidbn. Asi, en un sistema con gradiente de
temperatura, tal y como indica la figura, si una molécula realiza una colision en
un lugar donde la temperatura es T, la molécula adquirira una velocidad igual a
la velocidad media correspondiente a esa temperatura. Sl la siguiente colision
ocurre en una posicion en la que la temperatura es T,, entonces la molécula
cedera o adquirira energia cinética de forma que su velocidad corresponda a la

nueva temperatura.
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1 / o
T+ € 1():9T1

3.1 Conduccién Térmica

Consideremos una sustancia en contacto con dos focos calorificos y aislada
adiabaticamente del resto, de forma que exista un gradiente de temperaturas
constante a lo largo del eje z, tal y como aparece en la siguiente figura. Vamos
a considerar el flujo de calor neto a través de la seccion transversal situada en
Zo. En el caso de transporte de calor por conduccion en un gas de esferas
rigidas el flujo neto resulta de la diferencia de energia cinética de las moléculas
que llegan desde valores mayores de z (mayor temperatura) y de aquellas que
llegan desde valores menores de z (menor temperatura). Asi el flujo se podra
escribir como:

J,=J,-J, =¢,dN, —g, dN,

El calor transportado por unidad de area y de tiempo (J,) sera el resultado del
flujo debido a las moléculas que atraviesan el plano hacia arriba menos el flujo
debido a las moléculas que lo atraviesan hacia abajo. Cada uno de estos flujos

se puede escribir como el producto de la energia cinética de las moléculas por

el nimero de moléculas que llegan por unidad de area y de tiempo.
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El nimero de moléculas que llegan al plano por unidad de area y de tiempo
puede calcularse a partir del nimero de colisiones que tendrian lugar en ese
plano por unidad de &area y de tiempo. Si el transporte se debe Unicamente a la
conduccion y no hay fendmenos de conveccidn entonces el numero de
moléculas que llegan al plano desde una y otra direccion debe ser el mismo
(sino habria cambios de densidad en el sistema y por lo tanto conveccion):

N, =dN, =Z,(2) =3 1, (V)

Lo que es diferente es la energia cinética con la que llegan al plano z, las
moléculas desde una y otra direcciébn. Tal y como hemos supuesto las
moléculas ajustan sus propiedades al valor caracteristico del lugar donde
ocurrid la ultima colisién. Las moléculas habran recorrido una distancia igual a
A desde la ultima colisién, pero eso no quiere decir que en promedio la Ultima
colision ocurriera a zgtA, ya que las moléculas llegan al plano z, con distintas

orientaciones:

Zg-h 7|

Promediando todos los angulos de colisién (ver, por ejemplo Curso de
Termodinamica, de J. Aguilar, ed. Alambra 1984) se encuentra que esta
distancia media en la direcciébn z es 2/3X\, con lo que, en promedio, las
moléculas llegan al plano z, habiendo realizado la ultima colision a valores
Zo+2/3)\ de la coordenada z (a lo largo de la cual aparece el gradiente de
temperaturas). Asi, las energias cinéticas con las que llegan las moléculas al
plano zp seran las correspondientes a ese valor de la coordenada zeta y por

tanto de la temperatura:
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g, =&(z, —%7\.)
g, =¢&(z, +%k)

por lo que:

1N
_-N 2/ — 2
J, = 4y <v>[a(z0 ék) e(z, +/37”)]
Puesto que A es, en condiciones habituales, mucho mas pequefio que las

dimensiones del recipiente en el cual tiene lugar el transporte, podemos

suponer una variacion lineal de la € en las cercanias de zp, con lo que
oe
_2 —e _| &1 2
&(Zo é?\,) = %o (azjo ék
2/2) = %) 2
e(z, +AK) =g, +(8Zjo A?\.

Y sustituyendo en la expresién del flujo por unidad de area y tiempo:

JZ=1E<V> —%k@ =—EE<V>X@
4V 0z ), 3V 0z ),

Para poder comparar esta expresion con la ley de Fourier hemos de introducir
el gradiente de temperaturas en lugar del de energias cinéticas. Teniendo en
cuenta que en un gas de esferas rigidas toda la energia interna es energia
cinética, podremos escribir la energia cinética molecular en funciéon de la

o U
energia interna molar ¢ = N—m guedando:
A

de _0edT _ 1 0U,dT _C,,dT

0z oTdz N, oT dz N, dz

Y sustituyendo esta relacion entre gradientes, la densidad de flujo de calor
queda:

N<v>AC
‘Jz :_Egdlz_1£<v>}\’cvmdl
3 WN , dz 3N, " dz

donde p es la densidad expresada como moléculas por unidad de volumen y se
ha eliminado el subindice que indica donde se obtiene el gradiente ya que en
estado estacionario éste es constante. Comparando esta expresion con la ley

de Fourier tendriamos para el coeficiente de conductividad térmica:
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v,m

K=EK<V>p
3 A

Un desarrollo mas riguroso, en el que no se supone que todas las moléculas se
mueven con velocidad media sino siguiendo la distribucion de Maxwell-

Boltzmann, conduce a una expresion similar excepto por el factor numérico:

2571 Cim
K=——A<V>p—-
64

A
Si sustituimos en esta Ultima expresion los valores obtenidos en el tema
anterior para el recorrido libre medio y la velocidad media podemos obtener
valores de « a condicion de conocer el didmetro molecular:
1/2

25(RT 1
K=_7|—", —2Cv m

32\ntM) N,d° ~
El acuerdo con los valores experimentales resulta ser muy bueno, tal y como

refleja la siguiente tabla de cocientes entre valor predicho y experimental.

Gas He Ne Ar N, o, CH, C,Hg n-
(OOC) C4H10
Kieor! Kexp | 1.05 | 0.99 0.99 1.01 0.96 0.93 0.97 0.94

Ademas, la formula anterior predice correctamente la dependencia con la
temperatura y la presion. Efectivamente, para un gas encerrado en un
recipiente de volumen constante:

K= K(Tllz,PO)

La teoria cinética de gases predice una conductividad térmica independiente de
la presion y que aumenta con la temperatura, tal y como se observa
experimentalmente para un amplio rango de condiciones. El hecho de que «
sea independiente de la presion se debe a un doble efecto. Al aumentar la
presion, aumenta el nimero de moléculas pero también diminuye el recorrido
libre medio por lo que aunque aumenta el ndmero de transportadores de
energia cinética, disminuye la eficacia de los mismos. Como dijimos
anteriormente esta prediccion es valida si la condiciones son tales que el
recorrido libre medio () es mucho mayor que el diametro molecular (d) pero
mucho menor que las dimensiones del recipiente (L) que contienen al gas. Si
A~L, la transferencia tiene lugar por paso directo de las moléculas de un
depdsito a otro, por lo que el flujo no dependera del recorrido libre medio y

variara linealmente con la presion. En estas condiciones la ley de Fourier no es
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aplicable. A presiones muy altas (A~d) las fuerzas intermoleculares jugaran un

papel decisivo.

3.2. Viscosidad

Vamos a considerar el transporte de cantidad de movimiento a lo largo del eje z
para un fluido que se desplaza a lo largo del eje x. El flujo neto de cantidad de
movimiento a través de un plano situado en z, se debera a la diferencia entre la
cantidad de movimiento de aquellas moléculas que llegan a ese plano desde
capas de fluido mas rapidas y las que llegan desde capas de fluido mas lentas.
Como en el ejemplo anterior consideraremos que no hay diferencias de
densidad en el interior del fluido por lo que el nUmero de moléculas que llegan

al plano atravesandolo hacia arriba o hacia abajo es el mismo:

z

J, =J, =J, =pydN; —p,dN, = (DT —p¢)dN
El nimero de moléculas que llegan por unidad de area y tiempo es:

1,\N
N==(v)
IN=34 Wy

y la cantidad de movimiento supondremos que es la caracteristica del plano

donde tuvo lugar la dltima colision antes de llegar a z, es decir de zo+2/3\:

Py = mvx[z0 —%kj =m| V,, _g}{avxj
L 0_

3 \oz
P, :va[zo +gkj:m Vo +Zk v,
3 i 3 0z ), ]

por lo que sustituyendo en la expresion de la densidad de flujo neto:

1N 2. (ov, 2. (ov,
J,=——<v>mV,,——A —V,o— = A =
4V 3 \ oz ), 3 \ oz ),

1 N ov, 1M ov,
=——mM-—-<V>A\A =———p<V>A
3 V 0z 3N, 0z
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Donde se ha eliminado el subindice que indica donde se evalla el gradiente de
velocidad suponiendo que es constante. Si comparamos esta Ultima expresion
con la ley de Newton de la viscosidad obtenemos una expresion para el

coeficiente de viscosidad en funcién de las propiedades moleculares del gas:

Jzz—lpM<V>k . 1 M
3 N, 0z N=—<v>ip
oV, 3 N,
Jz:_n
0z

Al igual que en el caso de la conductividad térmica, un tratamiento riguroso
basado en la teoria cinética de gases muestra que el coeficiente numérico

obtenido en la expresion anterior es incorrecto, obteniéndose una expresion

muy similar:
5n M
N=—<V>Ap—
32 N,

Sustituyendo en esta expresion los valores de la velocidad media, del recorrido
libre medio y de la densidad, se obtiene una ecuacién que permite calcular la

viscosidad de un gas a partir de su masa molecular y del diametro molecular:

_57PM_ 1 RT (8RTJU2_ 5 (MRT)"?
1= 32 RT V2rd? PN, | 7M 1647 N,d?

La teoria cinética de gases predice un aumento de la viscosidad con la
temperatura mientras que es independiente de la presion (n =n(T%,P°)). Un

aumento de la presion se traduce en una mayor densidad de moléculas y por
tanto un mayor niamero de transportadores de cantidad de movimiento. Sin
embargo, también se reduce el recorrido libre medio, con lo que estos
transportadores son menos eficaces. Estas predicciones mantienen su validez
mientras estamos en condiciones experimentales tales que el recorrido libre
medio sea mucho mayor que el diametro molecular pero mucho menor que las
dimensiones del recipiente (aproximadamente, a temperatura ambiente, entre
102 hasta 10? atm).

3.3. Coeficiente de difusion

El flujo es ahora de materia, en lugar de energia o momento. El nimero de

moles de j que atraviesan una superficie por unidad de tiempo y unidad de area
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o flujo de j vendra dado por la diferencia entre el nimero de moles que llegan
por unidad de &rea y tiempo en una direccion y en otra. Este nimero es
diferente pues la concentracion del compuesto j es diferente de un lado y de

otro del plano considerado:

= -d ="
A A

El ndmero de moléculas que llegan al plano en una y otra direccion es diferente
porque hay un gradiente de concentracion del compuesto j a lo largo del eje z.
El nimero de moléculas que llegan dependerd de la concentracion que exista

de ese compuesto en el lugar desde donde proceden, es decir, en zo+x2/3%

dNT=zp&o—§éx}=4 N, //x) (<V>N <z, ;éx}:
=%<v >N{cj0 —%x(%u
0N, =2, 2, + 22 F—<v> &*V/U <v>Nc&_5/):

1 C
= 2/ —L
_4<V>NA%N+/Q%¥XJJ

y sustituyendo en la expresion de la densidad de flujo neto en el plano zg

queda:
11 11 ac,
- - - - = 2/ 21 | =
JZ_NA4<V>N {C,o / [ J] 4<v>N{CJO+A7{8XJJ_
dc,
=——A<V>—
dz
donde el subindice que indica que el gradiente se calcula en zy se ha eliminado

suponiendo que éste es constante. Comparando con la ley de Fick, J= —D%
z

encontramos una expresion para el coeficiente de difusion
1
D ==A(v)
3
Un tratamiento riguroso donde no se supone que todas las moléculas se

mueven a la velocidad media conduce a:
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D= @Mv)

16
A diferencia de los casos anteriores el coeficiente de difusion no depende de la
densidad, sino solo del recorrido libre medio y de la velocidad media. Si

sustituimos las expresiones de éstos en la ecuacion anterior se obtiene, para

un gas puro:
__3 [k_TJ“k_T
8d? \ 7m P

En este caso la teoria cinética de gases predice una dependencia distinta del

3
coeficiente de transporte con la presion y la temperatura (D:D(TA,P*)),

dependencia que esta de acuerdo con la observacidon experimental. Al
aumentar la temperatura aumenta la velocidad media, y aumenta A por lo que
la difusion es mas rapida, mientras que al aumentar la presion, disminuye Ay

se ralentiza.

4. Segunda ley de Fick

Hasta ahora no hemos tenido en cuenta la variacion de las propiedades con el
tiempo, sélo con la posicion. En un estado no estacionario deberemos
considerar también la variacion con el tiempo. Vamos a estudiar el caso de la
difusion, aunque los argumentos empleados pueden aplicarse a otras

propiedades.

En el caso de la difusion es muy habitual encontrarse con estados no
estacionarios en los que la concentracion cambie con la posicion y con el
tiempo. Imaginemos por ejemplo el caso de la difusién de un soluto (n moles)
desde el fondo de un vaso (de volumen V). La concentracién de soluto variara
con la posicion (lo lejos que estemos del fondo del vaso) y del tiempo (cuando
haya pasado un tiempo infinito se alcanzara una disolucion homogénea de
concentracion n/V). Veamos el calculo de la concentracion como funcion de la

posicion y del tiempo C(r,t). Para ello consideramos como cambia la
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concentracion en una capa perpendicular a la direccion de difusion (z) situada

en zo de area A 'y espesor Az:

difusionen la direﬁcién z
Zo™\a,
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' Capa delgada de espesor dz

El nimero de moles de la sustancia que se difunde, que entran por z, por
unidad de tiempo se puede expresar como densidad de flujo por el area:
JZ(ZO)'A

El nUmero de moles de la sustancia que se difunde, que abandonan la capa por
Zo+Az por unidad de tiempo seria: J,(z, +Az)-A

Por tanto la variacion en el nimero de moles de la sustancia que se difunde por
unidad de tiempo en la capa considerada es :

on

e AJz(Zo)_A]z(Zo "'AZ): A[Jz(zo)_Jz(Zo +AZ)]

Dividiendo ambos lados de la expresion por el volumen de la capa V=A-Az

oc _3,(20)-3,(z +22)
ot AZ

En el limite cuando Az tiende a cero (dz), la parte derecha se convierte en la

definicion de derivada (cambiada de signo):
oc_J,(zy)-3,(z,+dz) a3

_ z

ot dz oz

Esta es una ecuacion de continuidad ya que equivale a decir que la velocidad

de cambio en la concentracién es la diferencia entre lo que entra y lo que sale.
En Fisica es posible encontrar ecuaciones de continuidad para toda propiedad
gue se conserve (como en este caso pasa con la masa). Si sustituimos la

densidad de flujo por el valor dado por la primera ley de Fick nos quedaria:

o __9|_po
ot 0z 0z
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Si suponemos que el coeficiente de difusidbn no depende de la composicion y

por tanto de la posicion podemos sacarlo de la derivada, quedando entonces:

2
@:Dac

ot oz?

Esta es la sequnda ley de Fick y nos indica que la velocidad de variacion de la

concentracion es proporcional a la segunda derivada espacial de la misma. En
un caso como el que hemos planteado, con area constante, un gradiente de la
concentracion constante (variacion lineal de la concentracidon con z) supondra
una derivada segunda nula y por lo tanto que la concentracion no cambie con

el tiempo. Se alcanza entonces el estado estacionario.

Soluciones de la Ecuacion de Difusion

La ecuacion de difusion es una ecuacion diferencial de segundo orden respecto
al espacio y de primer orden respecto al tiempo. Para resolverla se debe
especificar dos condiciones limite o de contorno para la dependencia espacial y
una respecto al tiempo. La solucion de la ecuacion diferencial puede ser muy
compleja, por lo que simplemente presentaremos la funcion concentracion

obtenida para distintas situaciones:

1) difusion de una sustancia desde una capa situada entre dos volimenes

iguales (de disolvente puro, en el caso de una disolucion).

Capa de
sustancia a
difundir de
4 d area Ayn,
o moles
a
z =
q
K0
o
0 — |

Disolvente
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Si el numero de moles de la sustancia que se difunde es ng y el &rea a través
de la que tiene lugar la difusion es A la resolucion de la ecuacion de difusion
nos proporciona la siguiente expresion para la concentracion en funcion de la
coordenada z que toma valores entre menos y mas infinito) y del tiempo:
c(zt)=—0 e
A(4rDt)”

La representacion de la concentracion en funcion de z, para un determinado
valor del coeficiente de difusion caracteristico del estado liquido, para distintos
tiempos transcurridos desde el momento en que comienza la difusion (t=0) se
da en la siguiente figura. La concentracion tiene forma de gaussiana, centrada
en z=0 (lugar desde donde se inicia la difusién) y se ensancha a medida que
transcurre el tiempo. A t=w se alcanzaria una concentracién uniforme

caracteristica del equilibrio.

150

100 F 3 horas .

c(z,t)A/n
«
&

50 [ 24 horas J

0 !
-0,02 -0,015 -001 -0,005 0 0,005 0,01 0,015 0,02

A partir de la solucién podemos calcular la probabilidad de encontrar un mol de
soluto entre un valor de z y z+dz en un instante t dado. Si tratamos esta
magnitud como una variable continua tendremos un diferencial de probabilidad:

0

dp(z,t) =

El nimero de moles lo podemos calcular como concentracion por volumen y el

volumen sera igual al &rea por el espesor (A-dz):
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dn(z,t) c(z,t)dV c(zt)Adz
r]O r-]O r]O

dp(z,t) =

Sustituyendo la solucion encontrada para la concentracion la probabilidad o

fraccion de moles que se encontrara entre z y z+dz en un instante t sera:

dp(z 1) = — e Yz

(47[Dt)%

y como la probabilidad se puede escribir como el producto de la una funcién de
distribucion por la longitud del intervalo (dp(zt)=f(z,t)dz) la funcion de
distribucion sera:

— 1 _Z%Dt
f(z,t)= (47th)}/2 e

A patrtir de esta funcion de distribucion podemos calcular propiedades promedio
relacionadas con la difusion de las moléculas consideradas, tales como la
posicion promedio de las moléculas que se difunden (<z>) o la distancia

2 1/2

promedio recorida (<z“>"“). Asi, para la posicién promedio de las moléculas de

soluto tendriamos:

(z(t)) = I Zf(z,t)dz = I_ z 4n;t)}/e%‘dz—wj ze odz =0

El valor medio es cero, tal y como podia deducirse ya de la forma de la funcion
concentracion (gaussiana centrada en cero). El mismo nimero de moléculas se
difunden hacia valores positivos de z que hacia valores negativos.
Evidentemente esto no quiere decir que las moléculas del soluto no se

desplacen. Si calculamos la distancia recorrido a lo largo del eje z:

<Z (t)> J. z*f(z,t)dz = _[ 22t eogro 1 (720 Vg -

= (4n Dt)}/ (4rDt)” -
2 2n
(4nDt)* 52 1
(4Dt

Y la raiz cuadrada de la distancia cuadratica media

z,. = <22>}/2 = (2Dt)”

Esta expresion no es propia solo de este sistema en particular sino que, como

veremos, es un resultado general de la difusion que se conoce como ley de



difusién de Einstein. Asi la distancia promedio viajada por una molécula que se

difunde en la direccion z en 60 segundos sera

t=60s GAS LIQUIDO SOLIDO
D=10°m3s! | D=10"m?s! | D=102m?s"!
Z,6 3cm 0.03 cm 1A

La difusién es pues un proceso muy lento, motivo por el cual son necesarios los

movimientos de conveccidn (agitacion) para homogeneizar mezclas.

Si la capa de soluto que se difunde estuviera en el fondo de un vaso la difusién
tendria lugar sélo para valores positivos de z. En este caso la solucion de la
ecuacion de difusion seria practicamente idéntica excepto por un factor 2

respecto a la solucién anterior.

—22/
4Dt

n
c(zt)=—22 ¢
= A(rDt)*

La representacion seria l6gicamente igual que en el caso anterior, excepto por
el hecho de que sélo tendriamos una semigaussiana (la mitad correspondiente
a los valores positivos de z). Evidentemente, en este caso <z(t)> no seria cero,

excepto cuando t=0.
2) Difusion homogénea de una sustancia desde un punto. En este caso la

concentracion dependera del tiempo y de la distancia (r) al punto desde donde

se produce la difusion. Es decir, se trata de un problema de simetria esférica:

2/
4Dt

nO
/. c(z,t) = We
r

La siguiente figura representa la funcibn concentracion con la distancia para
distintos tiempos transcurridos desde el inicio de la difusion. La forma
corresponde con la de una semigausiana (los valores negativos de r no estan

permitidos).
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510° F

0,015 0,02

La probabilidad de encontrar un mol del soluto a una distancia comprendida
entre r-r+dr del punto de origen de la difusién la podemos calcular a partir de la
expresion de la concentracidon, teniendo en cuenta que el diferencial de
volumen comprendido entre r y r+dr es 4nr’dr:

dn(r,t) _c(r,t)dVvV _ c(r,t)4nr?dr
nO nO nO

Teniendo en cuenta la definicion de densidad de probabilidad (f(r,t)=dp,/dr)

tendriamos:
Arr?e(r,t 4r? 2
f(ry= 4T Ao
n, 212 (Dt)

Con esta funcion de distribucion podemos calcular cual es la distancia

cuadratica media recorrida por las moléculas de soluto en funcién del tiempo:

2 ’rz/m < 5
re ! %J‘r“e"/D‘dr:GDt

<r? >:wr2f r,tdrzwrzﬁdrzli
! .0 ! 2n” (Dt)” 2% (DY)

y por lo tanto:

Moe = <r2>1/2 = (6Dt)"?

ms

gue es la expresion de la ley de difusion de Einstein para un sistema que se
difunde en las tres direcciones por igual. Este resultado podia haberse obtenido
simplemente como una extension de la ley de difusion para un sistema que se

difunde en una unica dimension. Efectivamente, podriamos haber escrito:

<rz> :<X2>+<y2>+<22> = 2Dt + 2Dt + 2Dt = 6Dt
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5. Difusién en liquidos

El tratamiento realizado de la difusion es valido tanto en fase liquida, sdlida o
gaseosa, siempre que el transporte se produzca como consecuencia del
movimiento al azar de las moléculas y no por conveccion. La Unica diferencia

entre un medio y otro quedaria reflejado en el valor del coeficiente de difusion.

El caso de los liquidos es bastante peculiar ya que presenta movimiento
molecular libre (a diferencia de lo sélidos) pero en un entorno con alta densidad
(a diferencia de los gases) y por tanto donde las colisiones son muy frecuentes.
En el caso de los liquidos la difusion debida al movimiento al azar de las
moléculas origina el conocido movimiento Browniano (Observado por Robert
Brown en 1827 examinando suspensiones acuosas de polen mediante
microscopio). La descripcion tedrica del movimiento Browniano fue dada
independientemente por Einstein (1905), Smoluchowski (1906) y Langevin
(1908) que realizd un tratamiento estadistico de las ecuaciones de movimiento
de la particula. Presentamos aqui el tratamiento de Langevin que se considera
de una particula Browniana que se mueve en el seno de un fluido es frenada
debido a la friccién, que es el efecto neto de las numerosas colisiones que
sufre la particula con las moléculas del fluido. Esta fuerza tiene dos
componentes:

- Una fuerza debida a la viscosidad del liquido y que es proporcional a la
velocidad de la molécula

E——fv

- Una fuerza fluctuante con el tiempo F(t) debida a las colisiones y que

existe también cuando la molécula estd parada. F(t)es la fuerza que

representa las desviaciones del valor medio y en promedio es cero.

Teniendo en cuenta estas fuerzas, la ecuacion de movimiento de la particula

Browniana, o ecuacion de Langevin, en una dimension (x) es:

d*x dx
ma, =-fv, +F (t) — m——=—f-"+F(t
X \Y x() dt2 dt x()
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Es posible demostrar que la solucion de esta ecuacién proporciona, para la
distancia cuadratica media recorrida por la particula browniana en su
movimiento al azar:
2kT m ~ft 2kT
)= 2 - 1-e ) | < 2
f f f
—ft
(haciendo un desarrollo en serie de e n valido para tiempos finitos, t>>)
Si la particula es esférica, la fuerza de friccion viene dada por la ley de Stokes

F=—fv= —6mmr,v siendo r, el radio de la particula y n la viscosidad del medio

donde se desplaza. De esta forma la distancia cuadratica media recorrida sera:
6mr,

Esta relacion fue obtenida también por Einstein en 1905 y su verificacion
experimental en 1908 se consider6 como la prueba definitiva de la existencia
de atomos y moléculas ya que explicaba el movimiento browniano. A partir de
la relacién obtenida por Einstein y la ley de difusion de Einstein es posible
obtener el coeficiente de difusion de la particula coloidal en funcién de la

viscosidad de medio y el radio de la particula:

6mnr, ‘D= 5 Ecuacion de Stokes-Einstein (o, en general, D = fT)
<x2>: 2Dt ™,

La ecuacion de Langevin puede modificarse para describir el movimiento de
particulas cargadas (como los iones) afiadiendo la fuerza que actta sobre la
particula debido a su carga q y la presencia de un campo eléctrico E

md—‘t’=—f\7+ﬁ(t)+qé

Cuando se alcanza el estado estacionario, la fuerza de friccion promedio
compensa la fuerza eléctrica, moviéndose entonces la particula con velocidad
constante

FeleczqE

7
Fv=fV U
gE=1v
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donde hemos tenido en cuenta que la fuerza aleatoria promedia a cero.

Teniendo en cuenta que se define la movilidad (i6nica) como la relacion entre la

i —V
velocidad y el campo u = /E

b g

y utilizando la relacién de Einstein (D=kT/f)
D

Ecuacion que se conoce como la relacion de Einstein entre movilidad y
difusién. Esta relacion se utiliza para describir la movilidad de iones en
disoluciones muy diluidas que permitan despreciar las fuerzas interidnicas.
Teniendo en cuenta que la carga del ion puede escribirse como valencia por
constante de Faraday (96485 C/mol) nos queda:
donde i indica el ion, B el disolvente y el superindice el hecho de estar en el
limite de dilucion infinita. Utilizando la relacion de Stokes entre coeficiente de
difusién y viscosidad
_kF

6rngr,

o0

l"IiB

Donde r, es el radio del ion solvatado.
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