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1. Introduccion: Fuerzas Intermoleculares

Hasta ahora hemos aplicado la Termodinamica Estadistica a sistemas formados
por particulas no interactuantes donde la energia total puede expresarse como
suma de las energias de las N particulas que forman el sistema:

N
E=D¢ (1)

i=1
de forma que la funcién de particién se puede escribir como el producto de las
funciones de particion de las particulas (dividido por N! si son indistinguibles). Por
ejemplo, imaginemos un sistema formado por dos particulas no interactuantes
cuyo movimiento de traslacién puede ser descrito clasicamente:

E:%mv +;m Vi = z =¢ (2)

Si estas mismas partl'culas estuviesen cargadas deberiamos tener en cuenta el
término de energia potencial debido a la interaccién entre las cargas:

Ak () = e (3)

47t£0‘r2 ‘

E :%m1v12 +%m2v§ 2

La existencia del término carga-carga (en el cual aparece la permitividad del
vacio gy) mezcla las coordenadas de las dos particulas por lo que la energia total
del sistema ya no se puede escribir como suma de energias individuales de las
particulas que lo forman. Sélo en el caso en el que el término de interaccién entre
las particulas (V(ri2)) sea mucho menor que la suma de energia cinéticas de

traslacion recuperarl'amos el tratamiento de sistemas ideales:

. p;
=Xe s V)<Yo - @)

E=Y zpi +V(r,,) .

i i
Para tener una idea del caracter mas o menos ideal de un sistema con
interacciones es importante recordar que la contribucién traslacional a la energia
interna molar es de 3/2RT. Si la contribucion debida a las interacciones es mucho

menor podremos despreciarla y nuestro sistema podra ser descrito como ideal.

En general, en cualquier sistema real la energia puede escribirse como la suma

de un término intramolecular y otro intermolecular:



E=E,

intra + Vin (5)
Donde el término intramolecular puede tener contribuciones de traslacién,
rotacion, vibracion y electronicos:

N
Eintra = Zsi = Z(Etras,i €0 T Eyip, +8ele,i)

i i

(6)

La energia intermolecular es debida a la existencia de fuerzas intermoleculares y
es una energia de tipo potencial. S6lo si Vi << Einra podremos considerar

nuestras moléculas como ideales y entonces Q—q" (o g"/N!)

;Como son y cbémo pueden calcularse estas fuerzas o interacciones
intermoleculares? En principio el andlisis riguroso de las interacciones
intermoleculares requiere el planteamiento y solucion del hamiltoniano del
sistema, en este caso para las dos 0 mas moléculas para las que estudiemos la
interaccién. La comparacion de la energia y funcion de onda obtenidas con las de
las moléculas separadas nos permitird entender la magnitud y naturaleza de las
interacciones intermoleculares. Sin embargo, si las moléculas mantienen su
identidad, es decir, se encuentran a distancias para las que podamos ignorar el
hecho de que se produzcan fendmenos de intercambio entre los electrones de
ambas, es posible realizar un aproximacién clésica al analisis de las fuerzas o
interacciones intermoleculares. Ademas, si las moléculas estudiadas mantienen
una distribucién de cargas aproximadamente esférica entonces es posible
trabajar con expresiones relativamente sencillas que nos permitan comprender
mas facilmente la naturaleza y magnitud de estas interacciones. El motivo es que
si las moléculas son aproximadamente esféricas entonces es posible expresar el

potencial intermolecular como una funcién Unicamente de la distancia entre las
dos moléculas: r = \ﬁ —Fz\ En este potencial Vin(r) apareceran términos atractivos
y repulsivos:

Ving (1) = Ve (1) + Vi (1) (7)

La condensacién de gases, donde se reducen drasticamente las distancias
promedio entre las moleculas, pone de manifiesto la existencia de fuerzas

atractivas, mientras que la incompresibilidad de liquidos y sélidos pone en



evidencia la existencia también de fuerzas repulsivas entre las moléculas cuando

éstas se acercan demasiado.

1.1. Interacciones Atractivas

Consideremos primero algunos de los términos atractivos mas importantes que

pueden aparecer entre moléculas:

a) Interaccion carga-carga
La energia de interaccion entre dos cargas puntuales (gq¢ y Qg2) situadas en el

vacio (permitividad &) a una distancia r viene dada por la expresién:

4,'0
V e 8
wlf) =+ 4me,r ®

donde ¢, vale 8,85419-107'2C2J'm™.

Ejemplo: Para dos iones monovalentes (+1) (1 u.a. de carga=1,602-10"°C)
situados a 3A (1A=1 0% m) de distancia la energia de interaccién vale V=7.69-10"
19, lo que es equivalente a 200kT (a 300K). Es decir, una cantidad mucho mayor
que 3/2KkT.

b) Interaccidn dipolo-dipolo
Muchas moléculas son neutras pero pueden presentar una asimetria en su
distribucién de cargas dando lugar a un momento dipolar. Si la distribucién de

cargas es discreta el momento dipolar se define como:
b= Ztii (®)

En el caso de tratarse de una distribucién continua de cargas el sumatorio se
sustituye por una integral sobre todo el volumen ocupado por la misma y la carga

por la densidad de carga:

fi=[p, () (10)




El momento dipolar se mide en unidades de carga x longitud (Coulombios x metro
en el sistema internacional). En quimica se utiliza mucho el Debye (1 D = 3.33564
10°%°Cm).

La energia de interaccién entre dos dipolos pi y y2 se puede obtener como el
producto del campo eléctrico creado por un dipolo sobre el otro por el momento
dipolar. Al tratarse de dos vectores la energia de interaccidon dependera de su
orientacién relativa. En particular, esta energia puede ser positiva o0 negativa tal y

como muestra esquematicamente la siguiente figura:

2 1 2
Com) (o) -2
(o) (om) vl
e F

Si estas moléculas pueden girar, es decir se encuentran en el seno de una fase
fluida (en fase gas o disolucién) habra que promediar entre todas las posibles

orientaciones obteniendo un valor promedio de la energia de interaccion <Vdd>. El
promedio no es nulo pues, tal y como hemos visto al estudiar la probabilidad de

los microestados, aquellas orientaciones que den lugar a situaciones con energia
menor serdn mas probables. El promedio se realiza usando el factor de

_V . . . H
Boltzmann e Vher que favorece las orientaciones atractivas frente a las repulsivas,
resultando en una energia (V4 )<0 :
2 HZHZ
(Vig) =~ o (13)
3KT (4ne, )°r
[Puedes encontrar algun detalle sobre la deduccion de esta expresion en el Atkins 62 Ed. P.

662 y ss]
La expresidon resultante depende de la temperatura pues la probabilidad de

ocupar los diferentes microestados (u orientaciones) depende de la misma. A
T— las moléculas giran liboremente, pueden acceder a todos los microestados
con igual probabilidad, por lo que <V44>=0 (son igualmente probables las
orientaciones atractivas y las repulsivas). La férmula no es valida a T=0 pues en



ese caso no es posible acceder a diferentes orientaciones y el promedio realizado

no es valido.

Ejemplo: Para dos moléculas con momento dipolar pyi=p2=1D (como el HCI) a
300K y r=3A | la energia de interaccién promedio vale <Vg.q>=-2,208-10%?' J, es

decir, aproximadamente 0.5 kT.

¢) Interaccién dipolo-dipolo inducido:

Las moléculas no polares tienen una distribucién electronica deformable o
polarizable de forma que la presencia de un campo eléctrico (creado por una

molécula polar o un ién) puede inducir un momento bipolar.

»QEPY

En este ejemplo la molécula 1 (polar) crea un campo eléctrico (E,) sobre la 2 (no
polar). Ante la presencia de este campo eléctrico la distribucién de cargas de la
molécula 2 cambia minimizando la energia total. La polarizabilidad molecular (o)
mide la capacidad de respuesta de la molécula a los campos eléctricos, de forma
que el momento dipolar que aparece inducido sobre la molécula 2 es:

i, = 0‘2E1 (14)

El médulo del campo eléctrico creado por el dipolo 1, orientado formando un

angulo 6 con la linea que lo une a la molécula polarizable 2, es:

u,(1+3cos?0)"”
E, = e (15)
e,

O

La energia de interaccién entre el dipolo 1 y el dipolo inducido sobre la molécula

2 se puede calcular como:

1
Via = _E“2E1




pio, (1+3cos?6)
2(ame,r*f

”
Via(r0) = _EazEf =

donde el término 2 tiene en cuenta que la energia gastada en polarizar la
molécula 2 es la mitad de la puesta en juego en la interaccion.

Para obtener el valor promedio de la interaccién dipolo-dipolo inducido en funcién
unicamente de la distancia, basta con tener en cuenta Unicamente las diferentes
orientaciones que el dipolo de la molécula polar puede tener respecto al eje que
une ambas moléculas. Efectivamente, el momento dipolar inducido aparece ya
orientado por el campo eléctrico creado por la otra molécula. De esta manera, el

valor promedio obtenido cuando las moléculas pueden girar libremente, resulta

ser:

20

Hi %ne 20ty
V. (r)) =— o __ %, 17
Voal) 4me 1 4me 1 a7

Expresién en la que se ha introducido la polarizabilidad de volumen (o), magnitud
mas comun que la misma polarizabilidad (o) y que tiene dimensiones de volumen

(y su unidad en el sistema internacional es el m®).

Ejemplo: Para una molécula polar con y1=1D (como el HCI) y una molécula no

polar con polarizabilidad de volumen ay’=10-10°° m?

(como el CgHg) a una
distancia r=3A , la energia de interaccion dipolo-dipolo inducido es <Vg.gi>=-0.8

kdmol™, lo que a 300 K equivale aproximadamente a 0.3RT.

Hay que tener en cuenta que si ambas moléculas son polares apareceran
momentos inducidos en las dos (el momento dipolar permanente de la molécula 1
induce un momento en la 2 y el momento permanente de la 2 hace lo mismo

sobre la 1). Asi, la energia total de interaccidn dipolo-dipolo inducido seria:

W, pio,
Vaa)=~ - 18
Ve 4mer®  4me,r® (18)




d) Dipolo inducido-Dipolo inducido

Es una evidencia experimental que incluso las moléculas no polares se atraen
entre si. Asi, es posible condensar gases como el H, y Ar disminuyendo
suficientemente la temperatura. La interaccién entre moléculas no polares (sin
momento dipolar, cuadrupolar, ..) es debido a los momentos transitorios que
surgen como resultado de las fluctuaciones en las distribuciones de los
electrones. Como consecuencia de esta fluctuacion en una molécula puede

aparecer un dipolo instantaneo que podria inducir otro en una molécula vecina.

Evidentemente las fluctuaciones en el momento dipolar son tales que en
promedio dan un valor nulo (la molécula es no polar). Sin embargo, sea cual sea
la orientacion del dipolo que aparece, la interaccion que se establece con la
molécula vecina es atractiva, ya que en ésta aparecera un momento dipolar
inducido que surge convenientemente orientado. Por lo tanto el valor promedio de
la interaccién dipolo inducido-dipolo inducido sera no nulo aunque los momentos
dipolares promedien a cero.

ole
@ @ Vyy <0
-

Vgigi <0

<Uy4 >=<u2>=0 <Vdi-di> <0

Esta interaccion se conoce como interaccion de dispersion o de London y esta
siempre presente, se trate de moléculas no polares o polares (su dipolo fluctua
pero no alrededor de p=0). La intensidad de la interaccién depende de las
polarizabilidades de las moléculas, es decir de su capacidad de formar momentos
inducidos, y puede calcularse aproximadamente mediante la siguiente expresion:



(Vgoa) =525t (19)

Donde | es la energia de ionizacién y a’ la polarizabilidad de volumen.

Ejemplo: Para dos moléculas de CH, (o'=2,6-10°° m® I=700KJmol ") a r=3A ,
la interaccion de dispersion vale <Vg.gi>=-2 kdmol™, lo que equivale a 300 K a 1.2
RT.

e) Otras interacciones atractivas
Ademas de las interacciones anteriores, podemos tener, dependiendo del tipo de
molécula otras interacciones atractivas:

e Momentos eléctricos de mayor orden: Estas interacciones pueden ser
importantes si y=0 o en moléculas grades donde la distribucién de cargas
no quede bien representada sélo por el dipolo. Por ejemplo las moléculas
de CO, presentan un momento dipolar nulo ya que los momentos de
enlace se anulan al tratarse de una molécula lineal. Sin embargo la
distribucién de cargas no es completamente apolar presentando un
momento eléctrico de orden superior (cuadrupolar).

e |Interacciones de puente de hidrégeno: corresponde a la formacion de una
union AH---B donde H es un atomo de hidrégeno, A y B son elementos muy
electronegativos y B posee un par de electrones no compartidos. Se puede
considerar como un caso particular de orbital molecular deslocalizado
entre A---H---B. Su intensidad (entre especies neutras) es aproximadamente
20 kJmol™ y por tanto predomina sobre otro tipo de interacciones cuando
esta presente.

e Interaccién de transferencia de carga o dador-aceptor: si una molécula A
presenta un HOMO alto en energia y B un LUMO suficientemente bajo
puede haber una cesion parcial de carga, quedando A con una carga
parcial positiva y B negativa y por tanto aparece una interaccién atractiva
de tipo electrostatico entre ambas moléculas.

En la siguiente tabla se resumen algunas de las interacciones atractivas mas
comunes, indicando su dependencia con la distancia, la energia tipica puesta en

juego y un ejemplo donde aparezcan estas interacciones.
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Energia Ejemplo
Tipo de interaccidn Dependencia con tipica
r (kJmol ™)
lon-ion 1/r 250 (sélido iénico)
lon-dipolo 1/r? 15 (iones en
H.0)

Puente hidrégeno ‘complicada’ 20 (H20-H20)
Dipolo-dipolo (fijos) 1/r® 2 (CO solido)
Dipolo-dipolo(libres) 1/r® 0.6 (CO gaseoso)
Dipolo-dipolo inducido 1/ 0.4 (HCI-Ar)
Dipolo inducido-dipolo 1/r® 2 (Ar-Ar)
inducido

Es interesante analizar cuél es la dependencia con la distancia del potencial
atractivo total en algunas situaciones muy comunes en quimica. Asi, para
moléculas polares no cargadas en fase fluida el potencial atractivo se podra
escribir como la suma de la interaccion dipolo-dipolo, dipolo-dipolo inducido y de

dispersion

Vara = Vaa + Voa + Vg =

__ 2 i wop'  pgoy' 3, og'a’ G (20)
3KT (4ne, )°r®  4meyr®  4mer® 21+, r° r

Para moléculas no polares, es decir si los momentos dipolares son nulos, nos
quedaria:
Cl

Vara = Vaia = o (21)

atra

donde C y C’ son coeficientes que dependen del tipo de moléculas implicadas.

De los tres términos que aparecen en la ecuacion 20, el menos importante suele
ser la interaccion dipolo-dipolo inducido. El valor del momento dipolar de las
moléculas implicadas determina si es la interaccion dipolo-dipolo o la de
dispersion la mas importante. La siguiente tabla muestra la magnitud relativa de
los diferentes términos del potencial atractivo (en forma de V-r°) para pares de

moléculas idénticas a 25 2 C.
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Molécula | (D) (A% [ 1eV) | -r*Vgg100 | -r®Vyg10% | -r°Vyig-10%
(Jm®) (Jm°) (Jm®)
Ar 0 1.63 15.8 0 0 5
CsHe 0 9.89 9.2 0 0 109
HCI 1.08 2.63 12.7 2.2 0.6 10.6
H.O 1.85 1.59 12.6 19 1.1 3.8

1.2. Interacciones Repulsivas

Cuando dos moléculas se acercan mucho las repulsiones entre sus respectivas
nubes electrénicas y nucleos predominan sobre las fuerzas atractivas. Su calculo
es muy complejo y requiere la solucion de la correspondiente estructura
electrénica para las dos moléculas conjuntas. Cuando se produce el
solapamiento entre las dos moléculas debemos tener en cuenta la
indistinguibilidad de los electrones de una y otra. Sin embargo, para muchos
propésitos basta saber que la repulsion aumenta muy rapidamente al disminuir la

distancia y que para su descripcién pueden emplearse expresiones del tipo:

V., = En; donde 9 =n<12 (22)

rep
r

Viep = €Xp(-Br)

siendo B una constante que depende de la naturaleza de las moléculas descritas.

1.3. Interaccion Intermolecular total: Modelos y Limitaciones

Para moléculas neutras en fases fluidas, sin puentes de hidrégeno ni otro tipo de

interaccion especial, podemos representar la interaccion global con una funcién
de la forma.

B_C

6

Vint(r) :r_n_ r

;  donde 9 =n<12 (23)

Esta ecuacién se denomina potencial de Mie. Habitualmente se emplea la
expresion del potencial con n=12. Este tipo de potenciales se denominan de

Lennard-Jones:
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V(1) = Vi) = = (24)

La siguiente figura muestra la representacion de la funcion potencial de Lennard-
Jones frente a la distancia. El potencial global puede verse como el resultado de
la suma de dos contribuciones: una positiva que domina a distancias cortas y otra
negativa que aparece a valores intermedios. A distancias largas obviamente el

potencial de interaccién se anula.

Esta potencial puede expresarse como en la ecuacién anterior, una funcién de la
distancia cuyos parametros B y C corresponden a la parte repulsiva y atractiva
del potencial, o bien utilizando algunos de los puntos significativos de la funcién a
los cuales les podemos atribuir un significado fisico mas directo. Asi, podemos
utilizar para expresar la funcion Vi, la posicion del minimo de energia (ro) y el

valor de la interaccion a esta distancia (Vyy(r=ro)=-¢€):

Viu(r) =%—%={(rﬁ] —2(r—°] } (25)
r r r r

ro nos informa de la distancia de equilibrio entre las moléculas que interaccionan y
¢ de la intensidad de la interaccion a esta distancia. Alternativamente pueden
usarse para definir el potencial de Lennard-Jones ¢ y o, la distancia para la que el

potencia se anula

V,, (1) :r%—r% - 4{(%) —(gj } (26)
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Para distancias r<c el potencial intermolecular aumenta muy rapidamente, lo que
indica que apareceran fuerzas repulsivas muy intensas. Asi, ¢ nos informa de la
distancia a la que podemos acercar un par de moléculas sin que las repulsiones
sean muy fuertes, o lo que es lo mismo nos informa del ‘tamano’ de una molécula
en relacion con las que la rodean. Por eso muchas veces se identifica ¢ con el
diametro molecular. Es facil demostrar que existe una relacion directa entre c y ro
(ro=2""5). La siguiente tabla proporciona valores de ¢ y & correspondientes a la

interaccién entre pares de moléculas idénticas:

o

Molécula ¢ (Kcal/mol) G (A)
Ar 0.222 3.62

Kr 0.308 3.90

Xe 0.425 4.26
CCly 0.753 6.24

En la siguiente figura se representa el potencial de interaccidon para un par
moléculas de Ar, Kr, Xe y CClys. Puede observarse como las tendencias en los
valores de ¢ y ¢ de la tabla anterior aparecen reflejadas en las curvas
correspondientes. Un mayor valor de ¢ indica un mayor diametro molecular y por
tanto la imposibilidad de acercar ese par de moléculas a distancias menores sin
aumentar drasticamente las fuerzas de repulsion. Por otro lado el mayor valor de
e indica una interaccion mas fuerte en la distancia de equilibrio. Ambos
parametros pueden relacionarse con el tamafno de la nube electrénica. Cuanto
mayor es, mas polarizable es la molécula y por tanto mas fuerte es la interaccion,
pero simultdneamente aumenta la repulsidbn por solapamiento electrénico a

distancias cortas.

2

V|, (kcalmol)
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En determinadas ocasiones es conveniente representar el potencial de
interaccién intermolecular con funciones mas sencillas, que puedan tratarse
facilmente en desarrollos matematicos complejos. Algunas de las funciones mas
utilizadas de este tipo son la del potencial de esferas rigidas y el potencial de
pozo cuadrado:

. Potencial de Esferas Rigidas: Este potencial tiene en cuenta Unicamente la
parte repulsiva del potencial, es decir, el hecho de que las moléculas tienen un
tamafo y por tanto definen un volumen en el que la presencia de otras esté

excluida. Este efecto puede representarse mediante una funcién del tipo:

A
Vint é
0 r>0
Vint (r) = { (27) |
© <O :
O 1

o r

. Potencial de Pozo cuadrado: Se introduce ademas la interaccion atractiva,

considerando que en un determinado intervalo de distancias la energia de

interaccién es negativa.

A

oo r< o, Vint é
V., (r=4{-¢ o,<r<oc, (28) :
0 r>o, |
0 : ;
101 102 r

En nuestra exposicion hemos considerado potenciales que dependen Unicamente
de la distancia entre las moléculas interactuantes. Esta aproximacién resulta
inadecuada cuando las moléculas que interactian son claramente asimétricas y

se quiere conocer la orientacién relativa entre ambas. Pensemos por ejemplo en
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la aproximacién entre un farmaco inhibidor y una proteina. Evidentemente el
resultado no es el mismo si el inhibidor se acerca en la direccién del centro activo
o en otra cualquiera. O el caso de dos moléculas de agua: si queremos conocer
la estructura que presenta el agua liquida o sélida resulta fundamental distinguir
entre situaciones como las que aparecen en la figura, donde la energia de
interaccion es muy diferente aunque la distancia intermolecular (centro-centro)

sea la misma en ambos casos:

—$ @
Mientras que en el primer caso tenemos una interaccion atractiva, en el segundo
resulta repulsiva. Es posible, sin embargo, describir y discriminar correctamente
estas situaciones utilizando expresiones similares a las propuestas. Los
potenciales de interaccion utilizados actualmente se basan en la descripcidén de
las interacciones que se establecen entre &tomos de cada molécula (A y B). Cada
uno de los términos de interaccion atomo A-atomo B puede escribirse como la
suma de un término electrostatico debido a las cargas parciales de cada atomo
(@i y gj) y un término de Lennard-Jones, donde aparecerian los parametros cj y €

que describirian las interacciones de dispersion y repulsién entre el par de

atomos ij.
A B 12 G 6
O. -
=23 e S (29)
47t80rIJ ri I

Evidentemente este potencial de interaccibn ya no depende de una unica
distancia (rag) sino de las distancias entre todos los posibles pares de atomos de

moléculas diferentes (9 en este caso).

Otra importante limitacibn en nuestro tratamiento de las interacciones
intermoleculares surge del hecho de que s6lo hemos considerado interacciones

entre un par de moléculas; pero, ¢qué ocurre cuando tenemos mas interactuando



16

simultaneamente, tal y como ocurre en fases condensadas? En el caso de tres
moléculas interactuantes no podemos escribir la energia de interaccion total
simplemente sumando las contribuciones de cada par por separado:

@ @ V(1,2,3)£V(1,2)+V(2,3)+V(1,3) (30)

El motivo es muy simple. La interaccidn entre las moléculas 1y 2 no es la misma
si 3 esta presente o no, porque la presencia de la tercera molécula modifica las
propiedades de las dos primeras. La molécula 3 polariza a las moléculas 1y 2y
por tanto sus propiedades, su momento dipolar sera distinto que cuando esta
molécula no esta. Como consecuencia la interaccion directa entre 1 y 2 viene
influenciada por la presencia de la molécula 3. Este efecto se conoce en general
como efecto de tres cuerpos y en fases condensadas ignorarlo puede suponer un
error de hasta un 10%. Sin embargo, para evitar su complejidad, normalmente se
ignora este término explicitamente y se ajustan los parametros que aparecen en
las expresiones del potencial de interaccién para que reproduzcan propiedades
experimentales y asi, implicitamente, recoger este efecto. Asi pues, normalmente,
se expresa la energia de interaccion total como suma de interacciones entre

pares de moléculas (‘aproximaciones de pares’):

molec molec
Vie = 2, 2 Vie(AB) (31)

A B2A
Por dltimo, hemos de reflexionar sobre el hecho de que las expresiones
presentadas para el tratamiento de las interacciones intermoleculares son
‘clasicas’, en el sentido de que la energia no estd cuantizada: la energia de
interaccion puede tomar cualquier valor cambiando la distancia entre los centros.
El tratamiento no cuantizado en funcién de la distancia resulta valido debido a la
elevada masa de las moléculas (comparada con la del electron) asegura la
validez de la descripcidn clasica. Otro problema diferente, tal y como expusimos

al principio, es que se produzca un solapamiento significativo entre las
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densidades electronicas de las moléculas en cuyo caso los fendmenos de

intercambio no pueden ignorarse

2. Funcioén de Particion de Sistemas Reales y Propiedades Termodinamicas

Cuando tenemos un sistema formado por moléculas interactuantes el
hamiltoniano completo debe de tener en cuenta las contribuciones
intramoleculares (traslacién, rotacién, vibracién, electrénica) e intermoleculares.
Asi podriamos escribir el hamiltoniano del sistema, en primera aproximacion,
como:

H = Hiras + Hrot + Hyio + Hele + Hint (32)

La funcién de particién del sistema se podria entonces expresar como:
Q = QtrasQrothierleQinter (33)

Acabamos de introducir un tratamiento clasico de la energia de interaccion. Sin
embargo, hasta ahora so6lo hemos visto como escribir la funcion de particién
cuando disponemos de un conjunto discreto de microestados catalogados
conforme a una serie de numeros cuanticos. Cuando tenemos una expresion
clasica no podemos evaluar la funcion de particién a partir de una suma discreta
sobre numeros cuanticos. Vamos a dedicar este apartado a la obtencion de la
funcion de particién cuando tenemos un sistema que, en parte o completamente,

se describe de forma clasica.

Para simplificar el desarrollo vamos a considerar un sistema formado por N
moléculas idénticas interactuantes sin estructura interna (es decir, sin rotacién ni
vibracion) ni estados excitados electronicos de baja energia.

H = Hiras+ Hinter (34)

La energia total sera la suma de la energia cinética asociada al desplazamiento
de los centros de masas de las moléculas (K) y la energia potencial de
interaccion (Viny).

E =K+ Vit (35)
Para calcular la funcion de particién sobre un conjunto discreto de valores de la

energia introdujimos la expresion:
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Q= Ze—BEi (36)

Esta expresién es vélida siempre que tengamos valores discretos de la energia,
es decir, que la energia esté cuantizada. Para la energia de traslacién vimos que
se podia tratar en muy buena aproximacion como un continuo, la aproximacién
clasica resulta mas que aceptable a casi cualquier temperatura, mientras que
para las interacciones intermoleculares acabamos de hacer una presentacion
basada también en un limite clasico. ¢ Cual es la expresion correcta de la funcion
de particion si no tenemos niveles discretos de energia sobre los que ir
sumando? Aunque la funcion de particion clasica fue desarrollada con
anterioridad a la cuantica, vamos a llegar a ella por analogia y comparaciéon con
la expresion basada en niveles discretos de energia. Parece evidente que el
sumatorio sobre microestados debera ser sustituido por una integral sobre todos
los valores posibles de un continuo de energias. El problema es: sobre qué
variables debemos de realizar esa integracién. Ahora no tenemos numeros
cuanticos, en mecanica clasica el microestado queda caracterizado por los

valores de las coordenadas y velocidades de las particulas que componen el

sistema:
X1y Y1, Z1y X2y Y24 eerees , XN, YN, ZN (37)
Vx‘], Vy‘], Vz‘], ........... 5 VxN, VyN, VzN (38)

De forma equivalente pueden considerarse las coordenadas y los momentos
Cinéticos py; =mv

pX15 py15 pZ15 """" ] pXN: pyNa pZN (39)

Asi pues, la funcion de particién deberia tener la forma:

Qo [..[e P dx,...dzydp,...dPgy (40)

Podemos simplificar la notacién introduciendo los vectores posicién y momento:
dri=dx;dy;dz; ydpi=dpxdp,idp.i; quedando:

Q= Cj.e‘ﬁ““v’dn...drNdp1...de = CJ'e‘B(K”i"” 1 dr,dp, (41)
donde la constante de proporcionalidad C debe de tener en cuenta el nimero de
microestados que aparece en el elemento de ‘volumen’ drdp. En la expresion
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cuantica, el sumatorio se lleva a cabo de microestado en microestado, aqui no
sabemos, en principio, cuantos microestados hay en cada elemento de volumen
drdp. La integral se lleva a cabo sobre todos los posibles valores de los vectores
posicion y momento. Esta integral puede separarse en dos teniendo en cuenta
que la energia cinética es funcion sélo de los momentos y la energia potencial
solo de la posicion:

N
K=Y

i=1

vE=Yon (42)

i=1

Né_L

Q=C[e™ndr,..dry[edp,..dp, (43)

Para el calculo de la constante de proporcionalidad podemos recurrir a un
sistema ya resuelto en el tema anterior, un gas ideal de moléculas monoatémicas
sin niveles electrénicos de baja energia. El resultado con la funcién de particién

cuantica, llevada al limite clasico vimos que era:

N 3N/2
Q- Quras _ (27nmkT) VN (44)
NI NIh3N

En un gas ideal V=0, es decir exp(-BV)=1, con lo que la funcion de particion

clasica (ec. 43) queda simplemente:
Q=C[dr,..dr,[e™dp,..dp, =CV"[edp,..dp, (45)

sustituyendo la expresion de la energia cinética en esta ecuaciéon nos queda:

it P il
Q:CVNJ.G BZZmdp1...d[:),\, :CVN{[e BZmdp1.._Ie Bgmde] =

— 2 N
N —B& N —i(P% +p2y+pZ ) §
=CV"|[e 2ndp, | =CV"|[e 2" dp,,dp,,dp,, | = (46)

[ _B 2 o B oo o B N
N 2mp><1 2mpy1 2mp21
=CV"| [e 2 dp,, [e 2" "dp,, [e = "dp,,

puesto que todas las integrales, sobre los momentos de las particulas 1, 2, ...N,
son iguales. En la ultima igualdad hemos explicitado los limites de la integral, en
este caso entre todos los posibles valores del momento, es decir, entre -co y +oo,

ya que la velocidad puede ser negativa o positiva.
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. 0 i p— 2 L4
Las integrales que quedan por resolver son del tipo J. e ® dx y su solucién es

— 00

(n/a)?, donde a=p/2m,. Asi pues, la funcién de particion queda:
o 3V 2
Q= CVN(T] = CVN (2nmkT)*N/2 (47)

con lo que comparando con el resultado obtenido a partir de la funcién de

particidbn cuéntica (ecuacidén 44) C=1/NIh®N. El factor N! tiene en cuenta la
indistinguibilidad de las N moléculas, mientras que h viene a ser el ‘tamano’ del
microestado. Pensemos que en la expresion cuantica de la funcidén de particién el
sumatorio corre sobre los microestados de uno en uno. En la expresién clasica
integramos sobre elementos dxdpy (8N elementos) por lo que es necesario un
factor que tenga en cuenta el nimero de microestados por elemento. Este

‘tamano’ minimo esté relacionado con el principio de incertidumbre (dxdp, = h):

los microestado que estén dentro de un volumen h deben ser considerados como
unicos ya que el principio de incertidumbre nos impide diferenciarlos. Asi la
funcién de particion clasica para nuestro sistema de N moléculas idénticas
interactuantes (sin contar contribuciones de rotacion, vibracion ni electrénicas) es:
1
Q=
N3N

1 (anrwn#jz je KT dr,...dr,

J'e‘[”“”dp1...deJ'e““’im“)dr1...drN =
(48)

TN
La integral que queda por hacer, sobre las coordenadas espaciales de las
moléculas que componen el sistema, se denomina integral de configuracion o
funcion de particion configuracional (Zy) y su calculo resulta, en general, bastante
complicado, ya que la funcion Vi, combina las coordenadas de varias moléculas

simultaneamente.

",
_ 1 2mmkT 2 Vit /KT 47 I
Q—ﬁ( h2 j [-Jedr,...dry *
Zy
Qo (KT, 2k 2 1 et Zu g
"N R VTN R VTN ey T
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Si ademas hemos de tener en cuenta otras contribuciones energéticas (como
vibracion y rotacién), la funcién de particién se puede escribir, generalizando el

resultado anterior, como el producto de funciones de particion:

N VD)
Q= &(‘2“:1#} ’ Q.,Q,,[e T dr,..dr (51)

o lo que es lo mismo:
1 N N N N ZN
Q :ﬁqtrasqrotqvibqelec VN (52)
Es interesante darse cuenta que, de acuerdo con este resultado, la funcién de
particidbn de un sistema real puede escribirse a partir de la de un sistema ideal

(ausencia de interacciones intermoleculares) y la integral de configuracion:
Z
Qreal = Qid V_l’\\l‘ (53)

Como hemos visto anteriormente las propiedades termodinamicas dependen de
la funcién de particion a través de su logaritmo y las derivadas del mismo.

Tomando logaritmos en la expresién anterior:
ZN
INQ,, =INQy +InW (54)

Es decir, cualquier propiedad de un sistema real puede escribirse como el valor
de la misma en el sistema ideal mas una desviacién de la idealidad que depende

de las interacciones intermoleculares.

XrI = Xid + Xdes.id (55)

Por esta razén se estudian los sistemas ideales, nos permiten establecer un
comportamiento limite de los sistemas reales, al cual deberian tender en
ausencia de interacciones intermoleculares. Los sistemas ideales son siempre un

buen punto de partida para entender las propiedades de los sistemas reales.
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3. Termodinamica Estadistica de Gases Reales.

3.1.Introduccidn al Estudio de los Gases Reales.

El gas ideal, aquél en el que se pueden ignorar las interacciones
intermoleculares, tiene como ecuacién de estado

PV=nRT — PV,=RT (56)
donde Vn es el volumen molar. Como hemos visto esta ecuacién se puede
deducir de la funcibn de particibn del gas considerando Unicamente la
contribucion traslacional de las moléculas que lo forman (la Unica que depende
del volumen en el gas ideal). El gas ideal se utiliza como referencia para el
comportamiento de los gases reales. De esta forma, las propiedades
termodinamicas del gas real pueden analizarse como resultantes de la suma de
dos contribuciones: una debida a la distribucién de las moléculas sobre sus
niveles energéticos traslacionales y otra debido a las interacciones
intermoleculares. Tal y como acabamos de ver, la contribucién debida a las
interacciones intermoleculares es la causa de las desviaciones de la idealidad
Para medir esta desviacién de la idealidad se suele utilizar el factor de
compresibilidad z, definido de acuerdo con la ecuacion.

PV,
RT

Mientras que z toma el valor unidad en el gas ideal, en un gas real puede tomar

=2(P,T) (57)

cualquier valor entre cero e infinito y es, ademas, una funcién de la presién y la
temperatura distinta para cada gas. Este factor de compresibilidad puede
analizarse como el cociente entre las presiones de un gas real y otro ideal en las
mismas condiciones de volumen y temperatura o como el cociente entre el
volumen de un gas real y otro ideal en las mismas condiciones de presién y
temperatura:
z(V,T):i (58)
Pa
v

z(P,T) = v
id

por lo tanto un valor z>1 indica que la presidén del gas real es mayor que la que

ejerceria el gas en caso de ser ideal (la desviacién de la idealidad en la presién



23

es positiva), mientras que un valor z<1 indica una presién del gas real menor que
la que tendria siendo ideal ( y por tanto una desviacién de la idealidad negativa).
O en términos de volumen, un valor de z>1 indica que el volumen que ocupa el
gas real es mayor que el ideal y un valor de z<1 indicaria un gas real ocupando
un volumen menor que otro ideal (a las mismas condiciones de presién y
temperatura).

La siguiente figura muestra el comportamiento del factor de compresibilidad frente

a la presion, para tres gases diferentes y para tres temperaturas diferentes.

Ty
Zl T=273K H, “l CcH, | ot
1 2_ ’/__—"/’ - N2 1 2_ /,’/ 2 1
g s - T>T,
L S L Iy '
0.8 T 0.8
\ \ \ \

A partir del comportamiento del factor de compresibilidad podemos concluir que a
presion suficientemente baja todos los gases siguen un comportamiento ideal (z
— 1). Ademas, podemos observar que a presiones suficientemente altas el factor
de compresibilidad toma valores mayores que la unidad. Este fenémeno se debe
a que cuando la presion es elevada tenemos una alta densidad de moléculas.
Las moléculas reales, a diferencia de las del gas ideal, tienen un tamafno finito,
ocupan un espacio donde las demas estan excluidas. El resultado es que el
volumen que ocupa el gas real es mayor que el del gas ideal. Por otra parte,
podemos observar que a presiones mas bajas pueden aparecer valores del factor
de compresibilidad menores que la unidad, especialmente en gases con
interacciones atractivas mas intensas o temperaturas mas bajas. Este
comportamiento se puede racionalizar también en base a las interacciones
intermoleculares: Si la energia cinética de la molécula es menor que la energia
potencial atractiva, entonces existe una atraccién neta entre las moléculas y el
gas real ocupa un volumen menor que si fuera ideal resultando en un valor de
z<1. Si la energia cinética permite superar la atraccion molecular el Unico efecto

del potencial intermolecular es que el volumen efectivo de una molécula queda
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reducido por efecto del volumen excluido por la repulsion con otras moléculas. En
este caso el volumen que ocupa el gas real es mayor que el del ideal,

obteniéndose un valor de z>1.

3.2.Ecuaciones de Estado de los Gases Reales.

Cualquier ecuaciéon de estado para gases reales debe tener en cuenta estos
efectos debidos a las interacciones intermoleculares para describir correctamente
su comportamiento. Asi, la ecuacion de estado de van der Waals tiene la forma:

a RT a
P+— ((V_-b)=RT=P= - 59
(+V2j(m ) Vb e (59)

m
donde a y b son pardmetros distintos para cada gas. En concreto, b tiene en
cuenta el volumen excluido por las interacciones repulsivas (de ahi que aparezca
restando al volumen) y es del orden del volumen molar en el sélido o liquido, tal y

- i a .
como puede observarse en la siguiente tabla. El término Ve pretende incorporar

m
el efecto de las fuerzas intermoleculares atractivas sobre la presidon del gas. Si el
volumen molar disminuye, aumenta la densidad y por lo tanto aumentan las
interacciones atractivas pudiendo disminuir la presion. Como las fuerzas
atractivas dependen de las interacciones que cada molécula sufra de las demas,

su efecto es proporcional a la densidad al cuadrado, o lo que es lo mismo a 1/Vr§ .

Cuanto mayores son las fuerzas atractivas que pueden surgir entre las moléculas

del gas mayor es el valor de a (véase la tabla siguiente).

Gas a-10® b
(cm® atm mol®) (cm® mol™)
Ne 0.21 16.7
N> 1.35 38.6
H.O 5.46 30.5

Existen muchas ecuaciones de estado para los gases reales. Muchas de ellas
dependen de dos parametros, como la ecuacién de van der Waals. Una de las
gue dan mejores resultados es la ecuacion de Redlich-Kwong:
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a —
{P + VR (e )}[vm —b]=RT (60)

La dependencia con dos parametros refleja la posibilidad de expresar el potencial
de interaccién intermolecular como una funciéon universal también de dos
parametros (ej. Lennard-Jones), lo cual es valido par moléculas apolares o poco
polares (Ar, N2, CO, ...) tal y como hemos visto anteriormente.

Quizas la forma mas utilizada para la ecuacién de estado de los gases reales es
la del virial. Esta ecuacion fue desarrollada, de forma totalmente empirica, por
Kamerling-Onnes cuando trabajaba en el comportamiento del Helio a muy bajas
temperaturas, condiciones en las que no funcionaban otras ecuaciones de
estado. Esta ecuacién suele escribirse de la forma:

PV, _,, B _ C(T),
RT V, V2

m

(61)

donde B(T), C(T), ...son los coeficientes del virial, cuyo valor depende del gas
considerado y de la temperatura. Con esta ecuacion es posible alcanzar la
exactitud deseada, afnadiendo términos en la serie, siempre que el desarrollo
muestre un comportamiento convergente. Podemos hacernos una idea de la
importancia relativa de cada término de la ecuacién comparando resultados para
el argdn a 25°C.

P(atm) y 7 Resto
Vi Vv _?

1 -0,00064 0,00000 0,00000

10 -0,00648 0,00020 -0,00007
100 -0,06754 0,02127 -0,00036
1000 -0,38404 0,68788 0,37232

Para presiones moderadas (hasta 10 atm) la ecuacién del virial da buena
exactitud reteniendo Unicamente el primer término correctivo o el primero y
segundo si la presion ronda las 100 atm. Para presiones mayores de 1000 atm
pueden aparecer problemas de convergencia ya que la densidad del gas empieza
a ser muy alta y también las desviaciones de la idealidad.
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Asi pues, en muchas aplicaciones podremos simplificar la ecuacién del virial

truncando en el primer término correctivo de la idealidad:

(62)

En la siguiente figura se representa la funcion B(T) para el argon. Tal y como
hemos argumentado anteriormente, a temperaturas bajas las fuerzas atractivas
entre las moléculas se hacen notar y la presién del gas real es menor que la del
ideal. Por lo tanto B(T) sera negativo. En cambio, a temperaturas altas, las
fuerzas repulsivas son las que marcan la desviacion de la idealidad, dominando el
efecto del volumen excluido. La presion del gas real es mayor que la del ideal y
por tanto B(T) es positivo. Por lo dicho anteriormente B(T)<0 a temperaturas
bajas (dominan las fuerzas atractivas) y B(T)>0 a temperaturas altas (dominan las
fuerzas repulsivas). La temperatura a la que B(T)=0 se denomina punto de Boyle

y a esta temperatura el gas sigue un comportamiento cuasi-ideal.

20

.........
........
.......
.o
.

B(cm3-mol-1)
o

A
o
Fen

273 373 473 573 673
T(K)

Otro fendmeno de los gases reales que pone de manifiesto la existencia de
interacciones intermoleculares es la condensacion. En un gas ideal si
disminuimos el volumen manteniendo la temperatura constante, la presién
aumenta continuamente de la forma:
~_nRT _RT
VoV,

m

P (63)

La curva trazada por la presion en funcién del volumen molar es una hipérbola
(como la curva marcada a T¢ en la siguiente figura). En un gas real (como ocurre
en la isoterma que pasa por el punto A), si la temperatura es suficientemente baja
como para que las interacciones atractivas puedan manifestarse, al disminuir el

volumen llega un momento que estas fuerzas atractivas provocan la
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condensacioén del gas. A partir de ese momento al reducir el volumen, la presién
se mantiene constante a la presion de vapor, mientras quede gas para condensar
(es lo que ocurre en el tramo de curva B—D). Si seguimos disminuyendo el
volumen molar, la presion permanece constante e igual a la presién de vapor. El
cambio que se observa durante este tramo es que conforme disminuimos el
volumen, disminuye también la cantidad de gas aumentando la de liquido. Una
vez condensado todo el gas (como por ejemplo en el punto E) una ligera
disminucién del volumen provoca un gran aumento de la presion debido a la
incompresibilidad del liquido (las distancias intermoleculares son mucho menores

y si las disminuimos aparecen rapidamente fuertes repulsiones).

Ty<Ty<T,<T,

Liquido

/
_|
w

!/ | Liquido + Vapor T,

Por encima de una determinada temperatura, denominada temperatura critica
(T¢), la energia cinética de las moléculas es lo suficientemente alta como para
vencer las interacciones atractivas que puedan aparecer entre ellas y el gas
nunca condensa. Tenemos entonces lo que se denomina un fluido supercritico.
La temperatura critica es pues propia de cada gas y tanto mayor cuanto mas
fuertes sean las interacciones atractivas tal y como se aprecia en la siguiente
tabla.

Gas T. (K)
Ne 44 4
Ar 150.9

CO, 304.2

H-O 647.1
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El punto de coexistencia entre el liquido y el vapor a la temperatura critica se
denomina punto critico, y viene caracterizado por el valor de las constantes
criticas: temperatura, presion y volumen molar criticos (Te, Pc, Vme).
Matematicamente el punto critico es un punto de inflexiéon en las isotermas PV,

por lo que se define por las siguientes condiciones:

oP 9P
o (5] o

Si aplicamos estas condiciones a la ecuacion de estado del gas podemos obtener
las coordenadas del punto critico. Asi, para un gas que sigue la ecuacién de van
der Waals, las derivadas de la presion respecto al volumen molar, a temperatura

constante son:

oP) ___RT  2a 65)

Nm )t (Vp—b)* V3

2
0“P __2RT 6a (66)

VE ) (Vp-bP® VA

Aplicando las condiciones de punto critico (ecuacién 64) a las ecuaciones 65 y
66, nos queda

RT, = 23a (67)
(Vm,c _b) Vm,c

2RT, 6a

= 68
(Vm,c _b)s Vrﬁ,c ( )

Para obtener las constantes criticas (P¢; Tc; Vme) Nnos hace falta otra ecuacion,

que es la ecuacién de estado en esas condiciones:
RT, a

Vm,c -b Vr%,c

Pe = (69)

Este conjunto de ecuaciones nos permiten obtener las constantes criticas:

8a a

Cc 27Rb Cc 27b2 ( )

Ve =3b;

Tal y como habiamos adelantado para la temperatura critica, las constantes
criticas dependen de la intensidad de las interacciones que pueden establecerse

entre las moléculas que forman el gas. Estas relaciones pueden utilizarse
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también en sentido contrario. Conocido el punto critico de un gas podemos
obtener los valores de los parametros que aparecen en la ecuacion de estado.
Una de las aplicaciones de las constantes criticas es que pueden usarse para
definir las variables reducidas:

P T Vi,

P=— T =— V_ =
r Pc r Tc mr Vm,c

(71)

Los gases cuyo comportamiento viene dado correctamente por ecuaciones que
dependen de dos parametros (como por ejemplo la de van der Waals) siguen la
que se conoce como ley de los estados correspondientes, segun la cual estos

gases cumplen la misma ecuacion de estado si se expresa en términos de las
variables reducidas. Asi por ejemplo, podemos expresar la ecuacién de van der
Waals introduciendo las variables reducidas. Despejando de su definiciéon P=P,P,,
T=TTc ¥ Vm=Vm,Vmc €n la ecuacion de estado y sustituyendo los variables
encontrados para las constantes criticas:

8T, 3

P, = - (72)
"8V, -1 V2,

Es decir, obtenemos una ecuacion de estado donde no aparecen parametros que
dependan de la naturaleza del gas. La ecuacién de estado obtenida en funcién de
las variables reducidas seria por tanto una ecuacién de estado ‘universal’, valida
para todos lo gases. Realmente este principio de estados correspondientes sélo
se cumple de forma aproximada y refleja el hecho de que las fuerzas
intermoleculares pueden expresarse en funcién de dos parametros, al menos
para moléculas apolares o poco polares. Los gases con moléculas sin momento

dipolar o con dipolo pequeio son los que mas se ajustan a este principio.

3.3.Aplicacidon de la Termodinamica Estadistica a los Gases Reales

Las propiedades termodinamicas de todos los sistemas pueden calcularse a partir
de la funcion de particion del sistema. En concreto, la ecuacién de estado que
proporciona la presién se puede relacionar con la funcién de particion a través de
la relacién:

aInQ
P=KkT 7
( oV jT,N (79)
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En un sistema real hemos visto como la funciéon de particion puede escribirse a
partir de la del correspondiente sistema ideal (las mismas moléculas pero sin

interacciones entre ellas):

Z
Q=Q, v_: (74)

relacion cualquier propiedad, incluyendo la presién, puede obtenerse como la
propiedad en el sistema ideal mas una desviacion de la idealidad:

N N
b _ KT aInQ,,Z,/V _kr(0nQe ) p onz,/V _
oV N oy oV
TN , TN

N
_NKT - oInz,/V
Vv N

(75)

El calculo de la integral de configuracion y sus derivadas es muy complejo. En el
caso de que el potencial de interaccion pueda expresarse como la suma de
interacciones entre pares de moléculas (aproximacion de pares) y que la

interaccién de un par sea funcion Unicamente de la distancia entre ellas, es decir,
N N

a b>a

entonces es posible hacer un desarrollo en serie de In(z%Nj con la densidad

V)

Zy Nyt N Negm s 1N
InW—VN f(T)+2(Vj N g(T)+3(Vj N-h(T)... (76)

El desarrollo completo de esta expresion puede encontrase en textos
especializados (como por ejemplo ‘Termodinamica Estadistica’ de Diaz-Pena).
Cada uno de los términos representa la contribucidbn a las propiedades
termodinamicas de las interacciones entre dos moléculas, tres moléculas, ... En
el caso de un gas, debido a su baja densidad, la importancia de estos términos es
decreciente, por lo que suele ser suficiente, para muchas aplicaciones retener el
primer término. En concreto, la funcion f(T) puede mostrarse que es igual a:

f(T) = ZnI:rz[e_Vim(%T - 1}dr (77)
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Sustituyendo la expansién en serie del logaritmo de la integral de configuracion
en la ecuacién de estado:

P:NkT+KT(a'”ZN/VNj :Nk-r+k{a(NN-f(T)+;(Nj N'g(T)+~-~j ]=

Vv oV Vv V|V Vv
N N N
KT | —kT| 2| (T =KT] 2 | g(T)—...
(vj (vj U (vj om)
N N, ) N, )’
KT A | —KT] A | HT)=KT| A | g(T)—...=
vl G om
1 N N2
—RT— —RT A {(T)=RT A g(T) —...
V. V2 (T) Vs a(T)

(78)
Esta ecuacion tiene la misma forma que la ecuacién de estado del virial,
mostrando una serie en términos de potencias de 1/Vn. Reagrupando términos
podemos escribir:

PV _ o Naery_(Na ) gery -
o =1 v f(T) ( jg(T) . (79)

m

y comparando con la ecuacion del virial truncada (ec. 62) nos queda :
o _Vint(r)
B(T) = -N,f(T) = 2N, [ r2[1 —e /KT}dr (80)

Es decir, conociendo la expresion del potencial de interaccion entre un par de
moléculas, si éste es funcion sélo de la distancia y se cumple la aproximacion de
pares, podemos calcular el primer coeficiente del virial B(T) realizando la integral
de la exponencial del potencial de interaccién sobre todo el intervalo de valores
posibles de la distancia intermolecular, es decir, entre cero e infinito
(considerando que el tamafo del recipiente es muchisimo mayor que las
dimensiones moleculares). La integral serd& mas o menos complicada de resolver
dependiendo de la funcion Vin(r) elegida para representar la interaccion. En este
caso, expresiones simplificadas son Utiles para poder resolver la integral

analiticamente.

Supongamos que queremos conocer cual es el efecto de las repulsiones
intermoleculares sobre la presién de un gas. En ese caso podriamos elegir un
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potencial de esferas rigidas para tratar estas interacciones. Este potencial viene

dado por la funcién:

vim(r>={fo i 81)

Asi podemos calcular B(T) separando la integral entre cero e infinito en dos
integrales, una entre cero y o (donde el potencial es constante e igual a infinito) y

otra entre ¢ y « (donde el potencial es constante e igual a cero):

0o _Vint(r)
B(T) = 22N, [ r2[1-e ﬂdr _

(o} _Vint(r) 00 _Vim(r)
:2nNAUOr{1—e %}dwj r2[1—e %}dr}:
= 2nNAU:r2[1 —e_%T}dHrrzP —e_%T}dr} -

o0 37° 3

(82)

0

Es interesante notar que el coeficiente del virial obtenido empelando el potencial
de esferas rigidas (que solo incorpora la parte repulsiva del potencial
intermolecular) es independiente de la temperatura y positivo. Esto se puede
explicar por la ausencia de interacciones atractivas. La energia cinética que
puedan tener las moléculas (funcion de la temperatura) permite vencer las
atracciones entre ellas, pero si éstas no se incorporan al tratamiento es légico
que la temperatura no tenga ningun efecto sobre las desviaciones de la idealidad.
Por otra parte, el valor positivo es I6gico recordando que cuando predomina el

efecto de la interaccién repulsiva la presion del gas real es mayor que la del ideal.

Si queremos incorporar al tratamiento las interacciones atractivas podemos

hacerlo de forma sencilla a través del potencial de pozo cuadrado:

o0 r<o,
V,(r)=4-¢ o,<r<o, (83)
0 r>o,

En este caso la integral puede realizarse con facilidad separandola en tres

contribuciones:
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B(T) =
Gy =Vin (1) Gy =Vin (1) o —Vint (1)
:2nNA[jo r2{1—e 4T}dr+ r2[1—e 4T}dr+ r2{1—e 4T:|dr}:
—2nN, | [T 1—e 7K [dr 4 [ r2{1— e dr + [Tr2|1- kT lar | = (84)
Aldo O Gy

3% . 3 7%
:2nNAr— +2nNA(1—e/‘T)r— =
3 o 3

1

_2mN,o,° ZWNAO _e/KTj(G; o/

3 3
En este caso, el coeficiente del virial obtenido es efectivamente funcién de la

temperatura. La representacion de esta funcién frente a la temperatura muestra
un comportamiento muy similar al observado experimentalmente. A temperaturas
bajas B(T) toma valores negativos (la presién del gas real es menor que la del
ideal), mientras que a temperaturas altas B(T) toma valores positivos (la presion
del gas real es mayor que la del ideal). Efectivamente si tomamos el limite:

+€

T 3
kKT>>e —>e(KTJ ~ 1 +K_8T ~1— B(T) = 27N, G,

3

Es decir, si la energia térmica es suficientemente alta para que la atraccidén entre

(85)

las moléculas no sea efectiva entonces B(T) es igual que el obtenido con un
potencial de esferas rigidas (de hecho la parte repulsiva del potencial de pozo

cuadrado es el mismo que en el de esferas rigidas).

Légicamente, a medida que se usan potenciales mas realistas (como el de
Lennard-Jones) se obtiene resultado en mayor acuerdo con las observaciones
experimentales. El Unico problema es la necesidad de resolver numéricamente la

integral.
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4. Capacidad Calorifica de Sélidos Cristalinos

Uno de los méas importantes logros iniciales de la Mecanica Cuantica consistié en
explicar satisfactoriamente la variacién de la capacidad calorifica de los solidos
cristalinos con la temperatura. Mientras que el principio de equiparticion, es decir,
la interpretacién Clasica, predice que un sélido con N atomos deberia de tener
una capacidad calorifica constante e igual a 3Nk experimentalmente se observa
que la capacidad calorifica a temperaturas bajas se aproxima a cero y aumenta
con T° (ley de Debye) y sélo a temperaturas altas alcanza asintéticamente el
valor 3Nk (ley de Dulong y Petit). Como ya hemos dicho, es la Termodindmica
Estadistica la que nos permite obtener las propiedades macroscépicas a partir de
los resultados de la Mecanica, en este caso Cuantica. En este apartado la vamos
a utilizar para explicar, desde la interpretaciébn cuantica del movimiento
vibracional, las observaciones macroscépicas respecto de la capacidad calorifica
de los solidos.

Vamos a centrar nuestro estudio en lo sélidos mas simples: aislantes (para poder
ignorar la contribucion de los electrones, los cuales son cumplen la estadistica de
Maxwell-Boltzmann) y que contengan un unico atomo por posicién cristalina (es
decir sélidos como Ar(s), C(s), NaCl, ...). En estas condiciones podemos describir
el sélido a estudiar como una gigantesca molécula ya que el movimiento de sus N
atomos viene limitado por el hecho de que no se trasladan: sus posiciones
promedio son fijas. El movimiento realizado por los atomos puede ser descrito
como una vibracion alrededor de esas posiciones. La capacidad calorifica a
volumen constante puede calcularse como:

C,= CV,tras +CV,rot +CV,vib +Cv,e|e (86)

Siguiendo los argumentos anteriores podemos ignorar las contribuciones
electrénicas (sélidos aislantes), traslacionales y rotacionales (el sélido es una
gran molécula que podemos considerar en reposo excepto por el movimiento
vibratorio de sus atomos alrededor de la posicién de equilibrio). Asi, nos queda
Unicamente la contribucién vibracional a la capacidad calorifica. Esta podra
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calcularse a partir de la contribucion vibracional a la energia interna, para la cual

necesitamos la funcién de particion vibracional del sistema:

ou,,
C = vib
( T j

2InQ,,
Uvi :kTZ( wbj
° T Juy

(87)

Para calcular la funcién de particién vibracional hemos de tener en cuenta que en
un solido existirdn 3N-6 modos de vibracion o, teniendo en cuenta que N es un
namero muy grande, en muestras macroscopicas 3N-6=3N. La aproximacion
habitual es considerar que estos modos son independientes o normales (y por lo
tanto la energia vibracional es la suma de la energia de cada modo) y, ademas,

que cada uno de ellos se puede considerar como un oscilador armoénico. De esta

manera:
3N 3N
Evio = zgi = zvihvi (88)

donde hemos tomado como cero de energia el nivel vibracional fundamental. De
acuerdo con esta aproximacion la funcion de particion vibracional sera el producto
de las funciones de particién de cada modo y cada una de ellas se obtendra por
la expresidén deducida para el oscilador arménico:

3N 1

Qi = Hqi = Hﬁ (89)

e KT
Con esta expresién de la funcién de particion podemos calcular la contribucién a

la energia interna y, a continuacién, la capacidad calorifica:

K 3N 1 7] 3N 1 _
o] [—— D
Uvib:kT2 M :kTZ =t 1_e_ﬁ :kT2 i=1 1_e—k—_|_ _
aT Iy oT aT
_ R Y (90)
din ! hv; hVI —%
3 T N kT2 3N 3N
— 1 —e kT _ sz ~ hvi )
_szz T _szz - _Z . _ZUVM
i=1 i=1 1 _ e—ﬁ i=1 eﬁ _ 1 i—1

N,V
Es decir, la contribucién vibracional a la energia interna puede expresarse como

la suma de las contribuciones de cada uno de los modos normales (uyip,i) y cada
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una de ellas se calcula con la expresion que habiamos deducido para el oscilador
armonico unidimensional. Para la capacidad calorifica ocurrira lo mismo, se podra

expresar como la suma de contribuciones de 3N osciladores arménicos:

3N
C.,. = aUVib = a; UViin = % auVib’i = % Cy i
V,vib BT " aT BT \v - V,vib,i

i=1

N,V

(91)

2 hy,
i) o
9 hv, _k KT
CV,vib,i _ﬁ hv, - vy 2
ekl —1 ekl _1

N,V
Es decir, la capacidad calorifica del sélido, bajo la aproximacién de modos

normales armonicos, puede calcularse como:

2 hy,

(h"ij o
3N 3N KT

CV,vib = ZCV,vib,i = Zk—g
i=1

i hvi

ek —1

El problema con esta expresién surge en el nimero extraordinariamente grande
de frecuencias de vibracién que hay en una muestra macroscépica de sélido. Si
el numero N de atomos que estamos considerando es del orden de un mol, el
nimero de frecuencias a considerar sera del orden de 10%*. Un espectro
vibracional de un sélido no permite identificar un conjunto de frecuencias
fundamentales de vibracion de cada uno de los modos. Al ser el nimero tan alto,
podemos considerar que de hecho las frecuencias se comportan como una
variable continua, la cual podemos caracterizar por su funcién de distribuciéon. Es
decir, en lugar de identificar las 3N frecuencias, lo informacién que podemos
obtener experimentalmente es la probabilidad de que un modo de vibracion del
solido presente una frecuencia de vibracién entre v y v+dv:

dpy=g(v)dv (93)
donde g(v) es la funcién de distribuciéon de las frecuencias de vibracién del sélido

y como tal estd normalizada (J'g(v)dv=1). Conocida esta funcion podemos
Yv

obtener cualquier propiedad promedio que dependa de las frecuencias:
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(X(v)) = [X(v)dp, = [X(v)g(v)dv (94)
Vv Vv
Asi, la contribucién promedio de un modo de vibracion a la capacidad calorifica
seria:
2 hy
)
kKT
(Cyp) = [kom—F—g(v)dv (95)

hv
W (e” —1]

Y, conocida la contribucion media de cada modo, la capacidad calorifica total es
la suma de cada modo, o lo que es lo mismo, la contribucién media multiplicada
por el nimero de modos:
2 hy
v o
KT
hv

Cuwo = 3N<C V,vib> = SNKI > g(v)dv (96)
v

Para resolver el problema nos queda saber cémo es la funcion g(v). En 1907
Einstein utiliz6 un modelo muy simple, segun el cual todos los modos oscilaban
con la misma frecuencia ve. O lo que es lo mismo, la funcién de distribucién de
las frecuencias es:

{O V#Ve

(97)
1 v=v

g(v) =

Evidentemente se tarta de un modelo excesivamente simplificado, pero el objetivo
de Einstein era mostrar que la clave para entender el comportamiento de la
capacidad calorifica de los solidos se encontraba en el caracter cuantificado de
los niveles de energia vibracional y que el problema de la funcién de distribucion
de las frecuencias era de menor importancia para este objetivo. Utilizando esta
funcion de distribucién de frecuencias el calculo de la integral necesario para
evaluar la capacidad calorifica es muy simple, ya que el integrando es nulo

excepto cuando la frecuencia toma el valor ve.

2 hy
hv -
E | gkT

Cu o = 3Nk( KT

hvg 2
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En este tratamiento el valor de ve se usa como parametro ajustable de forma que
la ecuacién anterior reproduzca lo mejor posible el comportamiento experimental.
Para comprobar si la ecuacién obtenida reproduce o no el comportamiento
experimental podemos tomar los limites correspondientes a muy altas y muy

bajas temperaturas

hv
. s hv
*SiToo el =1+
KT
hv
2 1+—F
C... ~ 3NK| Ve KT _ank(1+ Ve 23Nk (99)
KT v, KT
141 vE _
KT

*SiT—0 ekl >>1

2 1 _hviE
Cyup = 3Nk[—j TP W (100)

Es decir, la expresion encontrada cumple con la ley de Dulong y Petit y tiende a
cero a temperaturas bajas. Sin embargo, no sigue la ley de Debye que indica que
la dependencia con la temperatura, a temperaturas bajas, debe ser con T%. Tal y
como muestra cualitativamente la siguiente figura, la expresion de Einstein de la
capacidad calorifica presenta un aumento mas moderado con la temperatura que

el observado experimentalmente.

Cy
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o* Pid
.
. .
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: .

Exp;’ ;
/ Einstein

En 1912 Debye introdujo un segundo modelo para la funcion de distribucion de
frecuencias que mejora el resultado a bajas temperaturas. Debye introdujo una

funcién de distribucién g(v) por analogia con la transmision de movimientos
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elasticos en medios continuos (por ejemplo el sonido en el aire). En estos casos,
la funcion de distribucién de las frecuencias fundamentales de los modos de
vibracién sigue una distribucién de tipo cuadratica:

g(v) = Av? (101)
La diferencia fundamental es que un sélido cristalino no puede considerarse
como un medio continuo debido a que esta formado por atomos que ocupan
posiciones definidas de la red cristalina. Por este motivo es necesario considerar
que la distribucién anterior tiene un limite superior: s6lo pueden transmitirse en un
sblido vibraciones cuya frecuencia no supere un valor maximo Vmax.
Consideremos la transmision de un movimiento en el interior de un sélido con una
cierta longitud de onda, tal y como muestra la siguiente figura. Podemos ir
haciendo cada vez mas pequena la longitud de onda del movimiento vibracional
pero llegando a un limite inferior marcado por la distancia entre los atomos.
Efectivamente, el movimiento de menor longitud de onda (Anin) Sera aquel en que
un atomo y el siguiente se encuentran en fases opuestas. Légicamente, si existe

una longitud de onda minima, existira una frecuencia maxima:

Vi = —— (102)

siendo c la velocidad de propagacién de la luz.

0.2 % o

A

T e % o

A'min

La constante A que aparece en la funcién de distribucion puede obtenerse de la

condicion de normalizacion:

[av)dv =™ AvZdv =1 (103)
Vv

Asi, en el modelo de Debye la capacidad calorifica viene dada por la expresién
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2 hv
(L‘Tj o
Cuus —3Nkj A Avidy (104)

%

Esta integral tiene que resolverse numéricamente. Sin embargo, podemos
comprobar si cumple con las condiciones limites establecidas por las leyes de

Dulong y Petit a temperaturas altas y de Debye a temperaturas bajas:

hve

PSiToew e =14ME

KT

hv 2 hv
oo L ) U T hv
Cuuo = 3NK[ ™ Av2dv =~ 3Nk j ( —jszde
KT (105)
~ 3Nk jo Av2dv = 3Nk
*SiT—0

, , , hv W
Haciendo un cambio de variable x =T podemos escribir la integral como:

x*e*

d 106
(ex—1)2 " (109)

CV,vib = 3Nkjoxmax CT?®

h : . -
donde X, =%. Si T—0 este limite puede substituirse por , con lo que la

integral toma un valor definido independiente de la temperatura.

Cy.up = 3NKCT? j”(e _1) dx=C'T® (107)

El modelo de Debye se comporta bien tanto a alta como a baja temperatura. Una
representaciéon de la capacidad calorifica obtenida por este modelo y el de
Einstein frente al comportamiento experimental muestra la clara mejora obtenida.
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T

Légicamente, modelos més realistas de la funcion de distribucion, o incluso

derivados de los espectros experimentales, permiten obtener acuerdos mejores

entre teoria y experiencia. La siguiente figura pretende mostrar de forma

cualitativa la diferencia entre las funciones de distribucion de Einstein, de Debye y

experimental.

a(v)

Einstein

'
'
e
[
K
o
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«

Debye

max

\Y



42

5. El estado liquido

El estudio de los liquidos presenta grandes dificultades tanto desde el punto de
vista fisico como matematico. La causa principal es la falta de un modelo
estructural simple que nos sirva de punto de partida en el estudio. En los gases
las interacciones entre las moléculas son muy débiles y en el limite en que éstas
sean nulas podemos describir el gas como un conjunto de particulas no
interactuantes (modelo del gas ideal) que se distribuyen homogéneamente en el
recipiente que las contiene. En los sélidos las moléculas estan distribuidas de una
forma muy regular, de tal forma que presentan una estructura muy definida. En un
sélido cristalino a temperaturas suficientemente bajas podemos considerar que
las moléculas estan situadas en la reticula del cristal ocupando posiciones
practicamente fijas. Desde un punto de vista energético podemos considerar que
en un gas las moléculas tienen una energia cinética mucho mayor que la energia
potencial debida a la interaccion entre ellas, mientras que en un sélido esta

relacién se invierte.

En los liquidos las moléculas no estan tan ordenadas como en un soélido pero
tampoco estan totalmente desordenadas como en un gas. Por otro lado la
interacciéon entre las moléculas de un liquido no es tan débil como en los gases
ni tan fuerte como en los sélidos. Esta situacion intermedia es la que dificulta el
estudio de los liquidos, pero también ha servido como punto de partida para
generar dos estrategias distintas para su estudio: i) considerar el liquido como un
gas con interacciones fuertes; ii) considerar el liquido como un sélido mas
desordenado. Dentro de la primera categoria podrian encuadrarse aquellos
métodos basados en ecuaciones de estado que usan expansiones del virial,
mientras que las teorias de celdas y de huecos pertenecerian a la segunda
categoria. En el primer caso, expansiones de tipo virial tienen problemas de
convergencia en los liquidos dado los altos valores de la densidad (y por tanto de
1/Vm). En la teoria de celdas se imagina que el volumen ocupado por el liquido
esta dividido en un reticulo de celdas, con una molécula en cada celda. Se
supone que el movimiento de cada molécula, dentro de su celda y en el campo
creado por sus vecinas, es independiente del movimiento de las restantes

moléculas. Esto recuerda el modelo de Einstein para un cristal. Las teorias de
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huecos son refinamientos a las teorias de celdas donde el nimero de moléculas
por celda es variable, pudiendo ser también cero (hueco).

Las anteriores estrategias sélo han permitido dar una visién cualitativa de los
liquidos. Las teorias mas modernas hacen uso del concepto de funciéon de
correlacién para estudiar los liquidos. Asi en el resto del apartado estudiaremos
los liquidos bajo esta perspectiva. En primer lugar introduciremos el concepto de
funcion de correlacion entre pares de moléculas g(r), analizaremos su significado
y propiedades. A continuacion veremos la relacién de la funcién g(r) con las
funciones termodinamicas para terminar con el analisis del origen de la estructura

de los liquidos.

5. 1. Funcidn de distribucion radial g(r)

Consideremos un sistema con N particulas y un volumen V. Calculemos la
densidad p(r) en un elemento de volumen dV del sistema centrado en un punto
determinado respecto a un sistema de referencia fijo. Para ello obtendremos el
namero de particulas dN que hay dentro del elemento de volumen en un instante
determinado. Consideraremos que una particula esta en el elemento de volumen
dV si su centro lo esta. Repitamos la operacion a diferentes tiempos y calculemos
el valor medio: p(r)=<dN/dV>. En el caso de un liquido o un gas se obtiene el
mismo valor de p(r) para cualquier punto del sistema y éste es igual al de la

densidad microscopica p(r)=N/V.

av

NV, T
/

Ahora repetiremos el calculo de la densidad pero situando el origen de nuestro

sistema de referencia sobre una particula determinada del sistema. Cuando esta
particula se desplaza en el interior del sistema (como ocurre en el caso de los

liquidos y de los gases) el sistema de referencia también lo

hace. De esta forma lo que vamos a determinar es la densidad r/J3
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que siente una particula cualquiera del sistema, reflejando la distribucion del resto
de particulas alrededor de una dada. A esta densidad local alrededor de una

particula la denominaremos como p(0,r).

En un hipotético sélido cristalino, donde los atomos no se moviesen en absoluto,
observariamos que p(0,r) variaria dependiendo de la direccion escogida y la
distancia al atomo de referencia. En el caso concreto del Polonio metélico, que
cristaliza en sistema cubico simple, y suponiendo que los atomos no se mueven
en absoluto la densidad local alrededor de un atomo determinado, siguiendo la
direccion dada por la arista del cubo unidad tendria la forma que aparece en la

siguiente figura (en lineas negras).

Si los atomos estuvieran en un hipotético reposo absoluto la densidad a medida
que nos desplazamos desde el atomo de referencia seria cero hasta llegar a una
distancia r=c (arista del cubo unidad y que seria, en un modelo de esferas
rigidas, equivalente al diametro atobmico). Si seguimos la direccién marcada por la
arista, la densidad seria de nuevo cero hasta llegar a r=2c. Evidentemente, los
atomos de un cristal no estan en reposo absoluto ya que éstos pueden vibrar
alrededor de su posicion de equilibrio incluso a cero Kelvin (vibracién de punto
cero) por lo que la verdadera funcién densidad local seria méas parecida a la linea
roja que aparece en la misma figura. Recordemos que la densidad es un valor
promedio por lo que un valor mas alto indica una mayor probabilidad de encontrar
un atomo a esa distancia del de referencia. Un valor cero indica una probabilidad
nula. En nuestro caso la probabilidad se anula entre 6 y 26, lo que indica que en
ningun momento es posible encontrar un atomo en una posicion intermedia, o
dicho con otras palabras, que en el sélido no se producen intercambios entre las
posiciones que ocupan los atomos en la red cristalina. Esa posibilidad de
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intercambio es justamente una de las caracteristicas diferenciales entre solidos y

fluidos (gases y liquidos).

Precisamente en el caso de fluidos podemos simplificar la descripcién de la
densidad local alrededor de una de las particulas. Como hemos visto, el potencial
de interaccion intermolecular en el caso en el que las moléculas puedan girar
libremente pasa a ser una funcion sélo de la distancia entre las moléculas. Asi,
también la densidad local se podra expresar como una funcién Unicamente de la
distancia p(0,r). Ya hemos aclarado que en el caso de moléculas complejas el
potencial no puede realmente ser expresado en funcién de la distancia entre los
centros moleculares, pero en ese caso es posible mantener una descripcidn
similar tomando las distancias entre los atomos que forman cada una de las
moléculas que interaccionan. De la misma manera, en caso de ser necesario,
podremos definir densidades locales para cada pareja posible de los atomos que

forman las moléculas del fluido (peg(0,r)).

En el caso de un gas ideal, las moléculas se mueven de forma independiente y se
distribuyen al azar, ocupando por igual todo el volumen disponible para el gas. Se
trata de un gas formado por moléculas puntuales no interactuantes y por lo tanto
no hay ninguna distancia a la que sea mas o menos probable encontrar
separadas un par de moléculas. La funcion densidad local es constante e igual a
la densidad macroscopica.

A

p(0,n)

"
¢ Qué ocurre si tenemos un gas de esferas rigidas a muy baja densidad? La

densidad local debe ser cero a una distancia menor al diametro de la esfera

rigida. Es imposible encontrar dos centros moleculares a r<c ya que ello
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implicaria una energia potencial infinita. En este caso la densidad local alrededor

de una molécula del gas en funcién de la distancia tendria la forma que aparece

en la siguiente figura.

p(0,r)

o 20 30 r

Consideremos un liquido simple, es decir, formado por particulas con simetria
esférica, como pueden ser los liquidos atomicos : Ar, Na, Cs. Determinemos
p(0,r). Se puede observar que a distancias grandes el comportamiento es como el
de un gas ideal p(0,r)=N/V y a distancias cortas recuerda a un soélido con
maximos y minimos. Por eso se dice que los liquidos presentan una estructura de
corto alcance. La densidad local presenta una estructura caracteristica en picos
situados a multiplos del diametro molecular (en el caso de moléculas
interactuando de acuerdo con un potencial de Lennard-Jones ¢ seria la distancia
a la que el potencial se anula y por debajo de la cual la energia de interaccion

aumenta rapidamente dando lugar a una fuerte repulsién).

p(0,r)

S~ p=N/V




47

Una vez introducida la densidad local, podemos definir la funciéon de distribucion
radial g(r) una densidad local normalizada., dividiendo la densidad local por la

macroscopica:

a(r) =% (108)

g(r) también se denomina funcién de correlacién de pares o funcién de

distribucién de pares. La representacién de la funcién de distribucion radial es por

tanto equivalente a la de la densidad local, excepto en la escala de las
ordenadas, tal y como aparece en la siguiente figura.

a(r)

o]

De acuerdo con su definicion la funcion de distribucion radial puede tomar
cualquier valor entre cero e infinito:

* g(r) tiende a 1 a distancias grandes de nuestra molécula central cuando
la densidad local es igual a la densidad macroscépica.

* g(r) vale 0 cuando la densidad local vale cero e indica que a esa distancia
no es posible encontrar otras moléculas.

* g(r) es mayor de 1 cuando la densidad local es mayor que la
macroscopica e indica que la probabilidad de encontrar otras moléculas a esa
distancia de nuestra molécula central es mayor que la que corresponderia en un
simple reparto de las N moléculas en el volumen V que ocupa nuestro sistema.

* g(r) es menor de 1 cuando la densidad local es menor que la
macroscopica e indica que la probabilidad de encontrar otras moléculas a esa
distancia de nuestra molécula central es menor que la que corresponderia en un

simple reparto de las N moléculas en el volumen V que ocupa nuestro sistema.
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La funcién de distribucién radial puede ser obtenida experimentalmente mediante
técnicas de difraccion de rayos X o de neutrones. La ventaja de la segunda
técnica respecto de la primera es la de hacer ‘visibles’ a los &tomos de hidrégeno.

5.2. Interpretacion molecular de la funcion de distribucion radial y analisis de

ejemplos en liquidos

La funcién de distribucion radial esta directamente relacionada con la probabilidad
de encontrar otras moléculas en funcién de la distancia a una molécula cualquiera
tomada como referencia. Como esta variable puede considerarse como continua
en sistemas macroscépicos, podemos expresar esta probabilidad utilizando el
concepto de densidad de probabilidad o funcién de distribucién. Asi, la
probabilidad de encontrar una molécula entre r y r+dr de otra dada puede
obtenerse como el cociente entre el nUumero de moléculas que hay a en ese
intervalo y el nimero total:
dp. = dN,

N

El nimero de moléculas situadas entre r y r+dr se puede calcular como el

(109)

producto de la densidad a esa distancia (p(0,r)) y el elemento de volumen
correspondiente dV. Este volumen seria el comprendido entre dos esferas, una

de radio r+dr y otra de radio r, es decir 4nr’dr:

dp, =230 gy = 290 gy (110)

Teniendo en cuenta la definicion de funcion de distribucion (dp, =f(r)dr)
podemos comprobar que la funcion de distribucion radial esta intimamente
relacionada con la funcién de distribucién, o lo que es lo mismo la densidad de
probabilidad de encontrar moléculas a una determinada distancia de otra:

%rzg(r) (111)

A medida que nos alejamos de nuestra molécula central, el elemento de volumen

(r) =

comprendido entre r y r+dr aumenta de forma cuadrética (el término r?) por lo que
l6gicamente aumenta también el nimero de moléculas que pueden encontrarse a

esta distancia. La funcién de distribucion radial elimina esta dependencia al



49

definirse como una densidad normalizada (y por tanto adimensional) que
aumentara o disminuira en funciéon de las posibles interacciones que puedan
establecerse con nuestra molécula de referencia y el resto de las que forman

nuestro sistema, tal y como analizaremos mas adelante.

A partir de estas consideraciones podemos entender la forma de la funcién de
distribucién radial de un liquido simple que presentabamos en la figura anterior.
Consideremos qué ocurre en un liquido formado por moléculas esféricas y que en
un momento dado puede presentar una configuracién instantanea tal y como la
que aparece en la siguiente figura. Hemos de recordar que la funcién de
distribucién radial corresponde a una situacion promedio y por lo tanto a la hora
de analizarla hemos de considerar un conjunto de configuraciones sobre las que
efectuamos un promedio estadistico.

Nos situamos en una molécula cualquiera y comenzamos a desplazarnos a
distancias crecientes respecto de ella. En nuestro caso la molécula tomada de
referencia (una cualquiera pues todas son equivalentes en el interior de un fluido
formado por un Unico tipo de moléculas) aparece en el centro de la figura
destacada respecto de las demas. Como hemos visto al analizar los potenciales
de interaccién si intentamos acercar demasiado dos moléculas la energia
potencial crece rapidamente apareciendo una fuerza repulsiva entre ellas. Esta
distancia es la que define el diametro molecular, o, el espacio que una molécula
ocupa y que resulta impenetrable para otras. Asi, hasta que no nos movemos a

una distancia r>c resulta muy improbable encontrar el centro de otra molécula y
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la funcién de distribucion radial vale cero. Cuando r=c nos encontramos con
otras moléculas que definen la primera capa de solvataciéon de nuestra molécula
central. La funcién de distribucién radial g(r) crece y aparece el primer pico. Las
moléculas que forman esta primera capa de solvatacion definen a su vez un
espacio inaccesible a otras y por lo tanto cuando vamos a distancias mayores de
nuestra molécula central disminuye rapidamente el nimero de moléculas y la
funcion de distribucién radial cae. A continuacién aumenta hasta llegar a una
distancia r=2c en la que encontrariamos las moléculas que forman la segunda
capa de solvatacion de nuestra molécula central (y que formarian parte de la
primera capa de solvatacion de aquellas molécula situadas a una distancia r=c de
nuestra molécula central). De nuevo tendriamos un descenso de la funcién de
distribucién a distancias mayores y un nuevo aumento a r=3c. Como hemos
dicho, esta imagen representa sb6lo una de las posibles configuraciones de
nuestro sistema. Nuestra referencia esta situada en la molécula central y por
tanto ésta la podemos considerar en reposo, pero el resto de moléculas esta
moviéndose constantemente. El efecto desordenador del movimiento molecular
se va amplificando a medida que nos alejamos de la molécula central (la primera
capa se mueve, la segunda capa se mueve respecto a la primera, y asi
sucesivamente) y por ello la estructura de picos va desapareciendo hasta que a
distancias suficientemente grandes la funcién de distribucién radial toma un valor
uniforme igual a la unidad. Este mismo movimiento molecular explica que la
funcion de distribucion no se anule entre la primera y la segunda capas de
solvatacion. Hay que pensar que existen configuraciones en las que moléculas de
la primera capa pueden estar alejandose de la molécula central y son sustituidas
por otras de la segunda capa. Es decir, la probabilidad de encontrar moléculas a
distancias 6<r<2c no es nula debido al intercambio de moléculas entre las capas

de solvatacién.

Una situaciéon algo mas compleja aparece en el caso de los liquidos poliatdémicos,
es decir, aquéllos cuyas moléculas contienen mas de un atomo. Consideremos el
caso del nitrégeno liquido (Nx(l)). Para los liquidos poliatdmicos se suele distinguir
entre la funcién de distribucion radial (g(r)) que considera Unicamente la
distribucién de los atomos de otras moléculas con respecto a nuestro atomo de
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referencia y la funcion de distribucion de pares (G(r)) que tiene en cuenta también
la contribucién intramolecular, es decir, también cédmo se situan los otros a&tomos
de la misma molécula. En la siguiente figura se ilustra una posible configuracién
del nitrégeno liquido junto con la funcion de distribucion de pares. Si tomamos
como referencia uno de los atomos de nitrégeno de una molécula cualquiera (por
ejemplo uno de la molécula central que tiene senalados las posiciones de los
nucleos de nitrogeno) el atomo méas cercano que encontramos es el que forma
enlace con él. Este atomo se encuentra en promedio a una distancia de 1.1 A.
Esto da lugar al primer pico de la funciéon de distribucion de pares. Es un pico
estrecho ya que el &tomo se encuentra unido a nuestra referencia por enlace y
sblo puede desplazarse de su posicibn como consecuencia del movimiento de
vibracion. La funcién G(r) se anula después, indicando que no es posible
encontrar otros atomo de nitrégeno hasta llegar a una distancia de
aproximadamente 3.3 A. Este hecho se debe a que no se produce ningun
intercambio entre el atomo de nitrégeno enlazado con otros atomos provenientes
de otras moléculas. Evidentemente este fendmeno requeriria la rotura de los
enlace N-N de dos moléculas y es por tanto un suceso practicamente imposible.
El segundo pico que aparece en la funcién G(r) es por tanto el que refleja la
primera capa de solvatacion. Este pico que aparece a 3.3 A corresponde al
contacto de nuestro atomo de referencia con otros atomos de otra molécula. Este
valor refleja aproximadamente el valor del didmetro del atomo de nitrégeno. Este
segundo pico va acompanado por un hombro que parece a una distancia 1.1 A
mayor, debido al atomo de nitrégeno unido a aquél que forma la primera capa de
solvatacion. Las posibles distintas orientaciones de este atomo con respecto al de
referencia contribuyen a que este pico aparezca como un hombro y no como un
pico estrecho y bien definido. En este caso la segunda capa de solvatacion
aparecera sumando de nuevo diametro molecular (3.3 A) a esta distancia y por
tanto deberia aparecer a 3.3 + 1.1 + 3.3 =7.7 A aproximadamente, como
efectivamente recoge la funcién de distribucién de pares.
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Como ultimo caso a analizar vamos a considerar un liquido poliatémico formado
por atomos de distinta naturaleza. En concreto, debido a su importancia, vamos a
analizar la funcién de distribucion radial del agua liquida. En este caso existen
dos tipos de atomos, hidrégeno y oxigeno. Situandonos sobre uno de ellos ()
podemos observar la distribucién de los otros a su alrededor, bien sean del
mismo tipo (o)) o de otro (B). De esta forma podemos construir hasta tres tipos
distintos de funciones de distribucién radial para el agua: goo(r), gon(r)
(equivalente a la guo(r)) y gun(r). Estas funciones de distribucidén radial para el
agua liquida a 25°C aparecen cualitativamente dibujadas en la siguiente figura.
La funcidn goo(r) muestra claramente dos picos. Los sorprendente es la situacién
del segundo pico respecto al primero. Efectivamente, si conforme a lo analizado
hasta ahora tomamos la posicién del primer pico (2.8 A) como una estimacion del
diametro molecular, el segundo pico deberia aparecer al doble de este valor
(r=20=5.6 A) ya que las moléculas de la segunda capa no deberian solaparse con
las de la primera. Sin embargo, la funcion de distribucién muestra un segundo
pico a un valor sensiblemente menor (aproximadamente 4.5 A): ;Cémo podemos
explicar este fenobmeno?. Para ello tenemos que recurrir a las especiales

caracteristicas de la molécula de agua.

A

gOO(r) g(x[?)(r)

—_
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El agua esta formada por moléculas que aisladas presentan distancias de enlace
OH de 0.95 A y angulos HOH de 104.5° (en el interior de la fase liquida estos
valores son ligeramente mayores: 0.97 A y 1069). Estas moléculas pueden formar
hasta dos puentes de hidrogeno actuando como donantes y

otros dos actuando como aceptores. Efectivamente el atomo

de oxigeno dispone de dos pares de electrones solitarios con

los que pueden formarse puentes con atomos de hidrégeno

de moléculas vecinas. Asi pues, en el interior del agua liquida

cada molécula de agua forma cuatro puentes de hidrégeno,

alcanzando una coordinacién de tipo tetraédrica:

La primera confirmacion de este modelo de coordinacion para las moléculas de
agua en el interior de agua liquida la podemos obtener mediante el célculo del
nuamero de coordinacion a partir de la funcién de distribuciéon radial goo(r).
Efectivamente, podemos obtener el nUumero de oxigenos de otras moléculas de
agua que hay en la primera capa de solvatacion de una dada sumando todas las
moléculas que se encuentran en la primera capa, es decir, todas aquellas que
aparecen a una distancia menor de un valor dado. Esta distancia de corte para
definir la primera capa la tomaremos del primer minimo de la funcion de
distribucién radial, el que aparece entre el primer y segundo picos y lo
llamaremos ry. Asi, teniendo en cuenta que el numero de moléculas lo estamos
tratando como variable continua, el nimero de coordinaciéon (Nc) se puede

obtener como:
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m

dNg, = J'po(o,r)dV = Tpgoo(r)4nr2dr :4npjgoo(r)r2dr (112)
0 0

0

Ng =

O 3"

Este numero en el caso del agua da un valor muy cercano a cuatro, confirmando,
en primera instancia el modelo previsto. ;Qué ocurre, de acuerdo con este
modelo, con la segunda capa de solvatacion? Hemos de pensar que las
moléculas que forman la segunda capa de solvatacion de nuestra molécula
central, estdn a su vez formando puentes de hidrégeno con las moléculas de la
primera capa y por lo tanto deben de cumplir los mismos requisitos de
direccionalidad (aproximadamente tetraédrica) y distancia (2.8 A entre los atomos
de oxigeno). Por lo tanto, tal y como muestra la siguiente figura, los atomos de
oxigeno de la segunda capa de solvatacién de nuestra molécula central no se
encontrardn a dos veces el ‘diametro molecular’ (2c) sino a sélo 1.6c (el factor
1.6 puede obtenerse aplicando el teorema del coseno al triangulo formado por los
tres oxigenos, sabiendo que el angulo entre ellos es aproximadamente
tetraédrico) o lo que es lo mismo a aproximadamente 4.5 A, tal y como aparece el
segundo pico en la funcién de distribucion radial goo(r). Evidentemente, si
ignorasemos la direccionalidad impuesta por los puentes de hidrogeno la
segunda capa se situaria a 26 en promedio, tal y como muestra el modelo de

liquido simple que aparece también en la figura.

Molécula
central

2.8 A ¢ ,
1.6-2.8 A

‘8
12 capa ) ‘«,

28 A
2% capa

Las funciones de distribucion gon(r) y guu(r) confirman el modelo analizado para
la estructura del agua liquida. Asi el primer pico de la funcién gon(r) aparece

aproximadamente a 1.9 A, valor que puede reproducirse suponiendo que el
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puente de hidrogeno O--H-O es practicamente lineal. En ese caso y sabiendo
que el primer pico de la funcién goo(r) aparece a 2.8 A y que el enlace OH tiene
una longitud aproximada de 0.97 A se obtiene una distancia entre el oxigeno de
la molécula central y los hidrégenos unidos por puente de hidrégeno de
aproximadamente 1.8 A. El segundo pico de la funcion gon(r) aparece a
aproximadamente 3.2 A y corresponde a la distancia entre el oxigeno de la
molécula central y aquellos atomos de hidrégeno de las moléculas de agua de la
primera capa de solvatacion que no forman interaccién directa con los pares
solitarios de este oxigeno. Por dltimo la funcion guu(r) muestra un Unico pico
correspondiente a la distancia entre los hidrégenos de la molécula tomada como
referencia y los hidrogenos de las moléculas que la rodean.

5.3. Relacion de qg(r) con las propiedades termodinamicas

Como hemos visto la funcién de distribucion radial g(r) nos permite conocer la
distribucién promedio del resto de moléculas respecto a una cualquiera y por
tanto nos informa de la separacién entre pares de moléculas. Aceptando la
aproximacion de pares, de la cual hemos hablado anteriormente, ésta seria toda
la informacidn necesaria para poder cuantificar las interacciones intermoleculares
y su contribucién a las propiedades termodinamicas y estructurales de los
liquidos.

Ya hemos visto como podemos extraer informacién estructural de la funcién de
distribucién radial calculando el numero de coordinacién. Vamos ahora a utilizar
esta funcion para calcular propiedades termodinamicas y en particular la energia
interna. En buena aproximacion la funcién de particion de un sistema real puede
escribirse como el producto de la funcion de particion del sistema ideal (sin
considerar interacciones intermoleculares) y de la contribucion de estas
interacciones:

Qrea = Qigea Qinter (113)
Como las propiedades termodindmicas dependen funcionalmente del logaritmo

de la funcion de particion, cualquier propiedad termodinamica, y en concreto la
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energia interna, podra escribirse como la suma de las contribuciones ideales y de
la contribucidn de las interacciones intermoleculares:
U,eat =Uigea + Uit (114)

real ideal
Vamos a centrarnos aqui en el calculo de la contribucién de las interacciones
intermoleculares a la energia interna. Para ello supongamos que la energia
potencial de interaccion entre un par de molécula situadas a una distancia r viene
dada por la funcién Vine(r) (esta funcién puede ser el potencial de Lennar-Jones
o cualquier otro). En el interior de un fluido la distancia entre un par de moléculas
puede cambiar y si queremos calcular la energia de interaccidon promedio habra
que tener en cuenta la probabilidad de que un par de moléculas aparezca

separado por una distancia r (dpy):

=

<uint> = _[Vint(r)dpr = Tvint (r) dzr = jvint(r)w (115)

La integral debe realizarse para todas las distancias posibles, es decir entre cero
y las dimensiones del recipiente. Sin embargo, para muestras macroscopicas la
integral puede realizarse entre cero e infinito sin cometer error significativo. Esta
ultima expresién nos proporcionaria pues la energia de interaccién promedio
entre un par de moléculas y por tanto su contribucién a la energia interna. Para
obtener la contribucion total hemos de contabilizar el numero de pares distintos
que tenemos en el interior del fluido. Si éste contiene N moléculas el niumero de
pares serd N(N-1)/2=N?/2, donde al dividir por dos evitamos contar dos veces
un mismo par de moléculas. Asi, la contribucion de las interacciones

intermoleculares a la energia interna del fluido sera:

N? N? 7 r)4mr2dr T
U = ) =g [ Vo) P = 2N Vi (gt e (116)

A partir de esta expresidn es posible obtener otras propiedades termodindmicas

como por ejemplo la capacidad calorifica:

(0Un ) _ T dg(r) ) .2
Cyin _(S—thv —2npN£ Vim(r)(S—ijr dr (117)
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5.4. Funcion de distribucion radial y estructura de los liquidos

Con el objetivo de comprender el origen de la tipica estructura en picos que
presentan la funciéon de distribucion radial de los liquidos se puede analizar el
impacto que los cambios de las condiciones experimentales tienen sobre la
misma. Para simplificar la discusidén nos centraremos en liquidos simples cuya
funcién de distribucion g(r) presenta varios picos a valores multiplos del diametro
molecular. En particular vamos a analizar el efecto de los cambios de temperatura
y de densidad. Aunque pueda parecer sorprendente, se ha observado que las
variaciones de temperatura tienen muy poco efecto sobre la funcién de
distribucién radial si la densidad se mantiene constante. Normalmente estamos
acostumbrados a la experiencia de pasar de un estado de la materia a otro
cambiando la temperatura (por ejemplo de vapor de agua a agua liquida) pero
estas transiciones tienen lugar acompafnadas por cambios en la densidad del
sistema (el liquido es mucho mas denso que el vapor). Sin embargo, si que se
observan cambios muy importantes en la estructura de picos de la funcién de
distribucién radial si se obtienen a diferentes densidades, aun cuando la
temperatura se mantenga constante. La siguiente figura muestra el efecto de la
temperatura y la densidad sobre la funcion g(r) de un liquido simple. Como puede
observarse un aumento de la temperatura (a densidad constante) se refleja en
una ligera disminucion de la altura de los picos y un ligero aumento en los
minimos de la funcion g(r). Estos cambios pueden entenderse recordando que un
aumento de la temperatura implica un aumento de la energia cinética traslacional
de las moléculas y por tanto un aumento en la movilidad de las mismas. Al subir
la temperatura estamos favoreciendo el intercambio entre moléculas de la
primera capa con la segunda y en general con el resto del disolvente, lo que se
traduce en los cambios observados en g(r).
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En la misma figura se muestran las funciones g(r) obtenidas para una sustancia
formada por moléculas esféricas interactuantes a dos densidades muy diferentes
(correspondientes a valores caracteristicos de esta sustancia en estado liquido y
en estado gaseoso) pero a la misma temperatura. Los cambios son ahora muy
significativos. De hecho cuando la densidad disminuye hasta alcanzar valores del
estado gaseoso la tipica estructura en picos de la funcién de distribucion radial,
que refleja las sucesivas capas de solvatacién, queda reducida a un solo pico
situado a wuna distancia aproximadamente igual al diametro molecular.
Evidentemente, en el efecto de la densidad esta la clave para entender la

estructura de los liquidos.

Para analizar este hecho vamos a centrarnos primero en la funcién de
distribucién radial de nuestra sustancia en estado gaseoso. Siendo moléculas
esféricas podemos suponer que la interaccibn queda bien descrita por un
potencial de tipo Lennard-Jones y al ser baja la densidad podemos analizar la
interaccion entre un par de moléculas ignorando las demas. La existencia de una
interaccién hace que la energia del par de moléculas cambie con la distancia y
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por tanto, de acuerdo con el factor de Boltzmann (exp(—-E/kT)) variara la

probabilidad de encontrar el par de moléculas separadas por una determinada
distancia. Tal y como se muestra en la siguiente figura el potencial de interaccién
es positivo y muy grande a distancias menores de ¢ (definido como la distancia a
la cual Vit se anula). Por lo tanto, a esas distancias el factor de Boltzmann tendra
un valor muy pequefio y la probabilidad de encontrar un par de moléculas
separadas por una distancia r<c sera muy pequena. Consecuentemente la

funcién g(r) se anula. A partir de r=c el potencial se hace negativo hasta alcanzar

un minimo. Para ese valor (26 =1.16) se hara maxima la probabilidad y por
tanto la funcion de distribucion radial alcanza un maximo. A partir de esa distancia
la energia de interaccion aumenta suavemente hasta hacerse nula a distancia
muy grandes. La funcion de distribucion g(r) muestra una suave decaimiento
hasta alcanzar un valor constante igual a la unidad. Es decir, la interaccion
intermolecular explica satisfactoriamente la forma de la funcién de distribucién

radial para gases reales. De hecho es posible demostrar que en estos casos:

g(r) — e_vint(r)/kT (1 18)
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¢, Por qué no ocurre lo mismo en los liquidos? Si las moléculas son las mismas el
potencial de interaccidn entre el par de moléculas es el mismo y sin embargo la
funcion de distribucién radial es muy diferente. Consideremos el caso de un
liquido formado por esferas rigidas. En este caso el potencial no muestra ninguna
parte atractiva: es repulsivo (+e) si r<c y nulo en cualquier otro caso. Por lo
tanto, de acuerdo con el argumento anterior, la funcién de distribucién radial
deberia ser nula a r<c e igual a la unidad para distancia mayores (tal y como
veiamos al principio de esta seccién). Sin embargo si la densidad es la propia de
un liquido la funcién de distribucion radial para esferas rigidas muestra la tipica
estructura en capas. La razoén se encuentra precisamente en la densidad. Cuando
estamos en fase liquida no podemos ignorar la presencia de otras moléculas
cuando analizamos la interaccién entre un par cualquiera. Supongamos que
tenemos dos moléculas (A y B) cuya interaccion se describe por el potencial de
esferas rigidas separadas por una distancia ligeramente mayor a ¢. En este caso
no existe ninguna interaccién directa entre ellas (el potencial de interaccion es
nulo). Tal y como muestra la siguiente figura este par de moléculas se encuentra
rodeado por muchas otras que colisionaran con ellas con velocidades dadas por
la funcién de distribucion de Maxwell-Boltzmann. Las moléculas que colisionan
con una molécula determinada pueden provenir de cualquier direccion y el
promedio temporal es una fuerza nula sobre ésta. Sin embargo, al analizar el
efecto de las colisiones sobre nuestro par A-B hemos de tener en cuenta que la
molécula B apantalla aquellas colisiones que podria sufrir la molécula A desde su
posicion. Logicamente la molécula A apantalla colisiones que podrian ocurrir
sobre la B. El resultado es que la molécula A experimentara, como consecuencia
de las colisiones que sufre, una fuerza neta en promedio que la dirige hacia la
molécula B, mientras que la molécula B experimentara una fuerza hacia la
molécula A. Es decir, aun sin interaccionar directamente entre ellas existe una
fuerza media que las mantiene unidas, fuerza media resultante de las colisiones
con las moléculas que rodean al par considerado, o lo que es lo mismo existe un
potencial atractivo entre ellas a esa distancia al cual se denomina potencial de
fuerza media. Este fendmeno explica la existencia de un pico en la funcién de

distribucién radial a una distancia aproximadamente igual a c.
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Tal y como muestra la figura si la distancia entre el par de moléculas A-B
aumenta el apantallamiento sera menos efectivo ya que se podran producir
algunas colisiones que contribuyan a alejar el par. El resultado promedio es la
disminucién de la fuerza atractiva promedio entre el par A-B y por tanto disminuye
la funcion de distribucion radial g(r). Si seguimos alejando el par de moléculas A-
B hasta que la distancia sea aproximadamente 2c entonces sera posible que otra
molécula se sitle entre ambas, volviendo a producirse un apantallamiento muy
efectivo de las colisiones que contribuyen a separar el par de moléculas. Es decir,
cuando la distancia aumenta hasta r=2c aumenta el potencial atractivo de fuerza
media entre las moléculas A-B y por tanto aparece un nuevo pico en la funcion de
distribucién radial g(r). Este pico serd menor que el primero pues no siempre
aparecera una molécula situada entre A y B cuando la distancia sea 2c. La
evolucién con la distancia del potencial de interaccién, el potencial de fuerza
media y la funcién de distribucion radial se muestra en la siguiente figura. En este
caso, la relacion de la funcidén g(r) no se establece con el potencial de interaccién,

sino con el potencial de fuerza media w(r):

g(r)=e " (119)
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De forma simplificada podriamos decir que en el caso de los liquidos simples la
formacién de las diferentes capas de solvataciéon que da lugar a la aparicién de
picos en la funcion de distribucion radial se debe a las colisiones intermoleculares
o, lo que es lo mismo, a las fuerzas repulsivas que surgen en su interior.
Evidentemente es necesario que la densidad sea lo suficientemente alta como
para que la atraccion entre moléculas inducida por las colisiones con las demas
sea significativa. Las fuerzas atractivas son las responsables de que se alcance
una densidad importante en determinadas condiciones de presion y temperatura.
Por otra parte, como hemos visto en el caso del agua, la existencia de fuerzas
atractivas fuertes y direccionales (como los puentes de hidrogeno) pueden
modificar de forma importante la estructura de picos que surgiria como

consecuencia de las repulsiones.

6. Métodos de Simulacion

Mientras que en los sistemas ideales es posible obtener expresiones exactas que
nos dan sus propiedades termodinamicas a partir de las microscépicas esto no es
posible en los sistemas reales. La complejidad introducida por la existencia de
interacciones intermoleculares obliga a trabajar con expresiones aproximadas,
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basadas muchas veces en el comportamiento limite marcado por los sistemas
ideales, o bien renunciar a tener expresiones analiticas y estudiar las propiedades
del sistema utilizando métodos de simulacion. Estos métodos permiten trabajar
con modelos suficientemente complejos como para reproducir aceptablemente el

comportamiento experimental.

La idea basica en los métodos de simulacién consiste en la generacién mediante
ordenador de un numero grande de microestados sobre los que obtener las
propiedades de interés y luego promediar para pasar a la descripcion
macroscopica. El problema reside en que para conocer la configuracion
necesitamos especificar (en una descripcidbn clasica) las coordenadas y
velocidades de las N particulas que forman el sistema (un total de 6N variables).
Los ordenadores actuales permiten trabajar con sistemas formados por hasta 10*
particulas que, aunque pueda parecer un numero grande, resulta insuficiente
para describir un sistema macroscépico. Si pensamos en el estudio del agua
liquida con este niumero de moléculas estariamos simulando un cubo de arista
aproximadamente igual a 31 A. La proporcién de moléculas que caerian cerca de
la ‘superficie’ seria mucho mayor que en una muestra macroscopica de agua
(donde se pueden ignorar los efectos de superficie) y por lo tanto el sistema
estudiado no corresponderia con el sistema real. Para evitar estos problemas se
recurre al uso de condiciones de contorno periddicas. Tal y como muestra la
siguiente figura el sistema estudiado se replica en el espacio de forma las
particulas del sistema estudiado (en el centro de la figura) ya no encuentran
paredes en su movimiento sino que pueden abandonar los limites. En ese caso
otra particula de una de las réplicas entrara al sistema bajo estudio por la pared

opuesta.
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Los métodos de simulacién que se emplean en la actualidad son el método de
Monte Carlo y la Dinamica Molecular. La diferencia fundamental entre ellos radica
que en el primero las propiedades macroscopicas se obtienen a través de un
promedio del colectivo mientras que en segundo se hace uso del promedio

temporal.

6.1. Método de Monte Carlo

En el método de Monte Carlo se parte de un conjunto de coordenadas de
nuestras N particulas y se modifican las coordenadas de una o mas de ellas
aleatoriamente (de ahi el nombre de Monte Carlo) para generar nuevas
configuraciones. Si el proceso se realizara un numero infinito de veces podriamos
explorar todas las configuraciones del sistema y podriamos calcular cualquier
propiedad mecanica promedio simplemente pesando cada configuracion (i) por su

factor de Boltzmann:
E
X=> Xe« (120)

Evidentemente es imposible generar un ndmero infinito de configuraciones por lo
que se hace necesaria una estrategia mas efectiva. La generacién de
configuraciones al azar puede dar lugar a una proporcion muy grande de

situaciones con energia alta (por ejemplo porque se solapen dos particulas) las
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cuales contribuirian muy poco al promedio que aparece en la ecuacion anterior.
Elegir configuraciones al azar y pesarlas a posteriori de acuerdo con el factor de
Bolztmann para obtener valores promedios es una estrategia muy ineficiente.

Una estrategia mas apropiada pasa por la generacién de configuraciones con una
probabilidad proporcional a exp(-E/kT) y luego tomar directamente el valor
promedio para calcular propiedades macroscopicas. Esta estrategia es la base
del algoritmo de Metropolis. Supongamos que tenemos una configuracién inicial
del sistema (i) con energia E;. Se genera un nuevo conjunto de coordenadas (i+1)
por desplazamiento al azar de una o mas particulas y se calcula la energia de la
nueva configuraciéon. Si la nueva energia es menor que la anterior

(AE=E,, —E, <0) se acepta la nueva configuracion y se utilizar4 para el calculo

de propiedades macroscoépicas. Si la energia es mayor (AE > 0) se selecciona un

namero al azar 0 <& <1 para proceder a un nuevo test: si exp(—AE/kT)>¢§ la
configuracion se acepta mientras que si exp(-AE/kT)<§& la configuraciéon se

rechaza y se vuelve a la anterior. Tal y como muestra la siguiente figura este test
permite seleccionar las configuraciones de acuerdo al factor de Boltzmann con lo
que para el calculo de propiedades macroscopicas bastara con realizar un simple
promedio sobre todas las configuraciones aceptadas (todas con el mismo peso).

§
exp(-AE/KT)

: L L I T T T T T T T T T T 71T >

0 1

- ~ g
no aceptada

aceptada

El efecto del algoritmo de Metropolis es que en lugar de explorar al azar el
conjunto de configuraciones del sistema, se va a explorar de manera preferente
aquellas configuraciones que son importantes, es decir, aquellas que contribuyen

mas a las propiedades macroscopicas.
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6.2. Dinamica Molécular

La Dindmica Molecular es un método conceptualmente mas simple. Consiste en
la solucion de las ecuaciones de movimiento para las N particulas que forman el
sistema generando un conjunto de coordenadas y velocidades en distintos
instantes. Con estas coordenadas y velocidades podemos calcular cualquier
propiedad realizando un promedio temporal sobre las propiedades microscépicas:
X =(X), (121)

La diferencia fundamental con el método anterior es pues que la secuencia de
coordenadas obtenidas no es aleatoria sino que viene dictada por las ecuaciones
del movimiento lo que permite también el célculo de propiedades de transporte
(es decir, fuera del equilibrio) que no son accesibles en el método de Monte
Carlo.

Para cada particula (j) sera necesario pues resolver una ecuacion del tipo:

eF
ij:Fj:—VjV(rj) (122)

Donde m; es la masa de la particula, I, su vector posicion y F; la fuerza que actia

sobre ella, la cual se puede obtener como el gradiente del potencial V(r). En la
practica estas ecuaciones se solucionan mediante una expansién de Taylor con
la cual es posible obtener las coordenadas y velocidades tras un cierto intervalo
de tiempo At:

, - 1. s
rj(t+At)_rj(t)+vj(t)At+2aj(t)At +... (123)

V,(t+At) =V, (t)+a;(H)At+...

Esta expansién suele truncarse a segundo orden, o lo que es lo mismo, se
resuelven las ecuaciones del movimiento en un intervalo At suponiendo que
durante ese tiempo las fuerzas (y por tanto las aceleraciones) permanecen
constantes. De esta forma podemos resolver las ecuaciones anteriores tomando:
_ 1

a,(t)=-—V,V(r) (124)

m;

Una vez obtenidas las nuevas posiciones y velocidades a t+At se pueden
recalcular las fuerzas que actian sobre cada particula y resolver el sistema para
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t+2At . Existen diversos algoritmos que permiten minimizar el error introducido en
esta aproximacion mediante correcciones de tercer orden a la expansion. Sin
embargo, la eleccién critica en los métodos de Dinamica Molecular reside en la
eleccién del At. Este debe ser lo suficientemente pequefio como para que las
fuerzas puedan ser consideradas aproximadamente constantes en ese intervalo
(y por lo tanto debera ser menor que el tiempo caracteristico de las vibraciones
moleculares mas rapidas que se estén describiendo). Por otro lado debe ser lo
suficientemente grande como para que durante la simulacion computacional se
explore un tiempo total significativo de forma que las propiedades promedio
obtenidas estén bien convergidas. Una eleccion tipica seria la de At=1fs=10""s.
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Apéndice: Funciones de Distribucion

Cuando estamos describiendo la velocidad desde un punto de vista clasico
estamos refiriéndonos a una variable que cambia de forma continua, no discreta,
y por tanto, estrictamente, la probabilidad de encontrar una determinado valor
exacto de la velocidad es cero. Cuando se tienen variables continuas, su
distribucién entre la poblacién no se caracteriza por un conjunto discreto de
valores de la probabilidad, sino por una funcién que proporciona la densidad de
probabilidad o funcién de distribucion. Pensemos en el caso de un examen de 10
preguntas donde los alumnos pueden obtener, para cada una de ellas, la
calificacién de 0 6 1. La nota del examen puede ser por tanto cualquier valor del
conjunto discreto [0, 1, 2, ..., 9, 10]. La distribucion de la propiedad entre la
poblacion de estudiantes (digamos N=50) viene dada por el numero de
estudiantes que ha obtenido cada uno de los posibles valores [Np, Ni, ... Nio] .
Evidentemente, esta distribucion puede darse también en forma de probabilidad,

sin mas que dividir cada uno de los N; por el nimero total N.

Nota (x;)
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La representacién de la distribucién de la propiedad es en este caso el conjunto
de valores de la probabilidad de obtener cada una de las posibles notas en el

examen.

0,25
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0,10 -

0,05 - H
o nnLHUNUTE
0 1

2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Probabilidad
|

En cambio, si se trata de una variable continua no podemos hablar de la
probabilidad de encontrar en nuestra poblacion un determinado valor. ¢ Cuél es la
probabilidad de que una molécula tenga como moédulo de la velocidad 100 m/s?.
¢ Qué quiere decir esta pregunta? ;Exactamente 100,000...00 m/s? Entonces la
respuesta seria cero. Cuando tenemos una variable discreta es necesario hablar
de la probabilidad de que la variable x tome un determinado valor entre x y x+Ax.
Evidentemente, el resultado dependera de la amplitud del intervalo considerado
(AX).

p(x) = e (A1)

Si nuestra muestra es muy grande podremos obviar este problema considerando
intervalos de tamafo infinitesimal y preguntdndonos entonces cual es la
probabilidad de que la variable x tome un determinado valor entre x y x+dx.
Evidentemente en ese caso la probabilidad sera un diferencia, ya que el numero
de casos presentando valores en ese intervalo seria infinitesimal también (dN):

dN
dp(x) = e (A2)

Para evitarnos trabajar con diferenciales y poder tener una funcién finita se define
la funcién de distribucién de la variable x (f(x)) como la densidad de probabilidad

o probabilidad por unidad de intervalo, de forma que:
dp(x) = f(x)dx
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Teniendo en cuenta que la probabilidad es una magnitud adimensional, la funcién
de distribucion tendra unidades de x'. Esta funcién es representable y puede

trabajar se con ella de forma analoga a como se hace con la probabilidad:

f(x)

o
.
.
.
.
.
.
.
.

.....

Asi, si estamos interesados en obtener la nota media de nuestro caso anterior
podemos simplemente multiplicar cada uno de los posibles resultados (x;) por su
probabilidad y sumar. Esto es equivalente a sumar todas las notas y dividir por el
numero total de casos (N):

<X>:%2Nixi :izpixi (A3)

Pues bien, en el caso de una variable continua, el valor medio también se obtiene
multiplicando la variable por la probabilidad (dp(x)) y sumando (integrando) para

todos los posibles valores:

(x)= j xdp(x) = j xf(x)dx (A4)

De igual manera podemos calcular el valor promedio de cualquier propiedad que
dependa de x (h(x)):

(h(x)) = j h(x)dp(x) = j h(x)f(x)dx (A5)
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