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5. Funcién de Particién en Sistemas de Particulas no Interactuantes.

La termodinamica estadistica que hemos presentado hasta ahora es aplicable
a cualquier sistema que se encuentre en equilibrio. En este apartado vamos a
particularizar las expresiones anteriores para un sistema concreto: el formado

por particulas no interactuantes.

En un sistema de particulas independientes el hamiltoniano del sistema puede
escribirse como la suma de términos independientes, correspondientes a cada

una de las particulas:

I:I=ﬁa+ﬁb+...+ﬁN (56)
(este seria el caso de un gas ideal, donde no existen fuerzas intermoleculares).
Asi pues, para cada una de las particulas podriamos plantear su propia

ecuacion de Schrodinger, encontrando sus estados cuanticos (funciones de
onda y valores de la energia):

~

NaWai =€4Wa (57)
La energia del sistema, cuando éste se encuentra en un determinado
microestado k, vendra dada por la suma de las energias de las particulas:

Eq =€, +&,; +...Heyy

Asi pues, para calcular la funcion de particién del sistema la suma sobre todos
los microestados se puede transformar en una suma sobre los estados de las

particulas:

(‘;a,w +ep e w )

E
Q:Ze_ﬁ =>e T (58)
K i

Si las particulas son distinguibles ademas de no interactuantes el microestado
del sistema queda definido dando el estado de cada una de las particulas que
lo forman: la particula a se encuentra en su estado i, la particula b en el j y asi
sucesivamente. En este caso no existen restricciones acerca de los estados
gue pueden ocupar las particulas y en el sumatorio de la ecuacion (58)
tendremos todas las combinaciones posibles entre estados de las particulas.
De esa forma podremos separar la suma en un producto de términos para cada

una de las particulas:



€a,i €p,j EN,w

QN,V,T) = Ze?Ze_E e =g (VT (V. T)...ay (V. T) (59)

Es decir, que la funcion de particion de un sistema de N particulas distinguibles
no interactuantes se puede escribir como el producto de N términos
denominados funcion de particion de la particula (funcion de particion molecular

si las particulas que consideramos son moléculas)

Veamoslo para un caso particular: supongamos un sistema formado por dos
particulas diferentes X e Y, la primera de ellas tiene dos posible estados (i=1,2)
y la segunda 3 (J=1,2,3). El conjunto de microestados que podemos tener en

nuestro sistema aparece representado en la siguiente figura:

K=1, E,=0 K=2, E,=1 K=3, E;=2
% =2 e O :
Fe—®— @] & — |- ——
K=4, E,=2 K=5, E;=3 K=6, E;=4
(:) _(:)_ _(:)_ Y
- @

Tenemos un total de 6 microestados en nuestro sistema, que surgen de
combinar los estados de las particulas (nimero microestados = numero

estados particula Y x nUmero estados particula X)

E

FFEF

De acuerdo con la definicibn de funcion de particibn, podemos calcularla

sumando sobre los microestados:



6 5B E B B B B &
Q=Yek=eTitel tel te +e +e ¥ (58)
K=1

Ahora bien, para cada microestado la energia se puede calcular como la suma

de las energias de las particulas E=¢, +¢&, con lo que la funcion de particion

queda:

Ex1  Eyi Ex1  Ey2 Ex1 _fy3 Ex2  _Eya Ex2 _%y2 Ex2  _By3

Q:eikTe F+e7kTe W_i_eik-re F+e7kTe F+e7kTe F_i_eik-re | -

Ex,1 &y &y _&ys3 €x,2 &y &y _&ys3

=e KT e KT +e KT +e KT +e KT e KT +e KT +e KT — (59)

CExa Ex,2 Ey1 _&ye2 €y.3 Ex,i Eyi

- o fy.2 _Ev3 _Exi oy
e Kl yo kKT |@ KT L@ KT L@ KT :ze sze KT =0q,0y
i i

En general si las particulas que forman el sistema son iguales (pero
distinguibles, por ejemplo por ocupar posiciones fijas en un cristal) podemos

escribir la funcién de particion del sistema como:

QIN,V,T) =[q(v, T)["
q(V,T) = Ze_ﬁs"

(60)

si las particulas no fuesen todas iguales, sino que hubiera Ng de la especie B,

Nc de la especie C:
QIN,V,T)=qg(V, ) q. (V, )
_ —Beg,
qB(V’T)_Ze (61)

GV, T)= Y e

Sin embargo, ¢qué ocurre cuando las particulas son indistinguibles? En ese

caso existen restricciones sobre los estados cuanticos que pueden ocupar las
particulas. Esas restricciones provienen del principio de exclusién de Pauli. De
acuerdo con este principio:’la funcién de onda de un conjunto de fermiones
(particulas con espin semientero) debe ser antisimétrica respecto al
intercambio de dos particulas y la funcién de onda de un conjunto de bosones
(particulas con espin entero) debe ser simétrica respecto al intercambio de dos
particulas’. Veamos las consecuencias practicas de este principio.
Supongamos dos particulas iguales cuyos posibles estados son ¢; y ¢2. Si
estas particulas son indistinguibles no podemos afirmar que la particula 1 esta

en el estado ¢; y la 2 en el ¢, porque la funcion de onda resultante no es valida.



¥, = 0,0, (2) —"EREE S W = ¢, (2)h, (D)

la funcion resultante de intercambiar las dos particulas no es ni igual a la
original (simétrica) ni igual pero de signo contrario (antisimétrica). Podemos
escribir funciones de onda simétricas y antisimétricas pero perdiendo el

concepto de ‘una particula en un estado’:
P, = 0, (D, (2) + 9, (2, () —"2E22 5 9 = 6, (2)h, () + ¢, (D0, (2) =¥,
Yy = 0, (D, (2) — §,(2), (D) —=T=222 5 W = b, (2)0, (D) — 6, (D, (2) = -,

La funcion 2 es apropiada para describir bosones (es simétrica respecto al
intercambio de dos particulas) y la funcibn 3 es apropiada para describir
fermiones (por ejemplo los electrones, ya que tienen espin=1/2). En ninguno de
los dos casos podemos afirmar que la particula 1 esta en el estado 1y la 2 en
el 2 o al contrario. Las dos particulas se encuentran en los dos estados.

En el caso de los fermiones el principio de exclusién de Pauli tiene otra
consecuencia adicional: no podemos situar dos fermiones en el mismo estado
cuantico, ya que entonces la funciébn de onda se anula. Efectivamente,
tomando una funcion antisimétrica (la adecuada para fermiones) del tipo 3 y
haciendo ¢, = ¢1

Y = ¢1(1)¢1(2) - ¢1(2)¢1(1) =0

¢, Cual es la consecuencia practica de este principio a la hora de calcular la
funcién de particion?. Supongamos un sistema formado por dos particulas
idénticas con dos estados cuanticos (de energias €1 y &) que puedan ser
discernibles o indiscernibles (y en este ultimo caso puedan ser bosones o
fermiones). Veamos cuantos microestados podemos obtener para el sistema 'y

cuanto valdria su funcion de particion:

Distinguibles Indistinguibles
Bosones Fermiones

—O—|—0— —O0— —O0—

—O0—|—0O— —O0— —O—

—|OO— — OO

OO0—|— OO0 |——

Microestados 4 3 1



La funcidn de particion se obtiene sumando para todos los microestados

posibles en cada caso. Si las particulas son distinguibles:

j g+ £,+8; g +g; £,+€, & & g €
QdiS:Ze kT:e KT +e KT +e KT +e KT — ekT +e KT ekT +e KT :qz

Si las particulas son indistinguibles ahora sumaremos tres términos 0 un

término en vez de cuatro y la funcién de particién no se puede escribir como q™:

E g1 +e, £+, £y+E;
Qboszze Kl —@ K 4@ KI 4@ K ¢q2

J

g1t+€y

5
Qu=y.el=e K =g
j

El problema surge debido a que cuando las particulas son indistinguibles el
namero de microestados posibles es mucho menor que cuando son
distinguibles. Si intercambiamos dos particulas distinguibles tenemos un
microestado diferente pero si intercambiamos particulas indistinguibles el
microestado sigue siendo unico. Como la funcion de particion nos da el nimero
de microestados accesibles, es de esperar que el valor de esta funcion de
particion sea mucho menor en los sistemas de particulas indistinguibles que en
los de distinguibles. ¢(Como podemos evaluar ahora la funcién de particion?.
Supongamos por un momento que las particulas siempre estuviesen en
estados diferentes (N particulas en N estados diferentes). En ese caso si las
particulas son distinguibles podemos tener N! situaciones (microestados)
diferentes permutando particulas entre si. Todas esas permutaciones no
deberian contarse si las particulas fuesen indistinguibles. Supongamos que
tenemos 3 particulas en tres estados diferentes, el nUmero de microestados

dependera de si son distinguibles o no:

Distinguibles Bosones Fermiones

> 8 @ O @ O
& @ O @ O @
—o0——0— -0 @& @ &

| N!:I3!:6I micfoestladoé

1444
1444



Si sé6lo tuviésemos situaciones de este tipo, entonces la funcion de particion de
un sistema de particulas indistinguibles podria calcularse como:
v, T
QNV.T) = % (62)
El problema surge con aquellos microestados en que dos o mas particulas

estan en el mismo estado:

Distinguibles Bosones Fermiones
: : : ; :

& 0O - e

&0 eoo _

¢, Cual es el error que introducimos al ignorar este tipo de situaciones?. Si el
namero de estados accesibles (Nacc) a las particulas es mucho mas grande que
el numero de estas la probabilidad de que se den situaciones con dos 0 mas
particulas en un mismo estado serd muy pequefia, y el error cometido al
calcular la funcion de particibn en sistemas de particulas indistinguibles e
independientes de acuerdo con la ecuacion (62) sera despreciable. En general
el movimiento de traslacion proporciona un numero enorme de estados
accesibles incluso a muy bajas temperaturas (la separacion entre estados de
traslacion para cajas de tamafio macroscépico es tan pequefia que resulta
imposible la deteccion de las transiciones entre ellos, formando practicamente

un continuo energético). Por lo tanto, para particulas indistinguibles:

QIN,V,T) = [Q(\?\IJ Si Nage >> N (63)

la desigualdad N, >> N se cumple excepto en situaciones de i) temperaturas
extremadamente bajas; ii) densidades de particulas muy altas; iii) particulas de
masa muy pequeiia. Cuando la desigualdad es valida se dice que las particulas
obedecen la estadistica de Maxwell-Boltzmann. En caso contrario se han de
usar estadisticas especiales: de Fermi-Dirac para los fermiones y de Bose-

Einstein para los bosones. Como ejemplos de sistemas donde no podemos



utilizar la relacion (63) podemos citar el gas de electrones (masa muy
pequefia), el helio liquido (temperatura baja), estrellas de neutrones
(densidades muy altas). Una discusion més detallada sobre el cumplimiento de
la desigualdad N,.c>> N se puede encontrar en el libro ‘Physical Chemistry’ de

McQuarrie & Simon (p 710y ss.)

Finalmente, podemos generalizar la expresion (63) para una mezcla de Ng
particulas de clase B indistinguibles e independientes con N¢ particulas de
clase C indistinguibles e independientes. Debemos tener en cuenta que
podemos distinguir las particulas de tipo B de las de tipo C, pero hemos de
descontar las permutaciones de particulas de clase B entre si y las de clase C
entre si:

las (V. )]™ [ac (V. )]
Q(N,V,T) = N, | N (64)

Podemos extraer mas informacion de la funcion de particion de la particula
haciendo un paralelismo con la funcion de particién del sistema. Efectivamente,
habiamos visto que la probabilidad de que el sistema se encuentre en un
determinado microestado viene dada por:

g 5

TQINV,T) (69)

P

De igual forma podemos calcular la probabilidad de que una molécula se
encuentre en un determinado estado molecular w. Esta probabilidad ser& igual
a la fraccion de moléculas que en promedio se encuentran en ese estado
molecular w:

<N, > e

N  qV,T) (66)

Pw

siendo N el numero total de moléculas y <N,> el nimero medio de moléculas
en el estado molecular w. La relacién entre el nimero medio de moléculas que
se encuentran en dos estados moleculares cualesquiera es una extension de la

ley de distribucion de Bolztmann:

e_ng

<N, >=N e e
av.Dl <N, > _e™ (67)
e*BSV < NV > e_st

<N, >=N
q(Vv,T)



Si estamos interesados en la probabilidad de ocupacién de un nivel molecular,
lo que tenemos que hacer es sumar las poblaciones de todos los estados que

pertenezcan a ese nivel

(@)

o
<
=
X

<N, > <N,> <N, > <N, >
= + +
a N N N N
<N, > e e e
= + +
N av,T) qv,T) a(V.T)
<N, > g,e™
N q(V,T)

(68)

De igual forma que para la funcion de particién candnica, la funcion de particion

molecular puede expresarse como suma sobre los estados o sobre los niveles

moleculares:
estados niveles
qVv.T)= > e™= Y ge™ (69)
i i

6. Funcion de Particion Molecular

Supongamos gue tenemos una muestra de N moléculas de un gas ideal puro.
Tenemos entonces un sistema de particulas (moléculas) no interactuantes (es
un gas ideal) e indistinguibles (son iguales y pueden intercambiar posiciones).
De acuerdo con lo que acabamos de ver la funcién de particion se obtendra
como:

Q(N,V,T) = [q(\?\l—;l')]N

donde q(V,T) es la funcion de particion molecular y se calcula sumando sobre

todos los estados moleculares posibles:
_Bgi
qVv.T)=>e
i

En el caso de moléculas, en general la energia se puede escribir en buena

aproximacion como la suma de sus diferentes componentes: traslacional,
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rotacional, vibracional y electronica (también la nuclear, pero los quimicos
trabajamos en procesos en los que los ndcleos se mantienen por lo que
habitualmente no hace falta considerar sus niveles de energia)

(70)

€, =¢& +&

j tras,s + 8vib,v +e

rot,t eleu
donde s, t, v, u indican los estados traslacional, rotacional, vibracional y
electronico de la molécula. Asi, el estado molecular j queda definido por el
conjunto de numeros cuanticos s, t, v, u. La suma extendida a todos los
microestados implica sumar para todas las combinaciones posibles de los

nameros cuanticos trasnacional, rotacional, vibracional y electronico.

V’T — e’Bgi — e—B(Evas,s‘*Srm.tﬂv.b.v +9e|e.u) — e_Bgvas,s efﬁsrm,q‘ e_ﬁswb.v e*ﬁgme,uj
w-yer - syry

s,t,v,u
(71)
Los estados traslacionales, rotacionales, vibracionales y electronicos son, en
principio, independientes, lo que implica que no existe ninguna restriccion entre
ellos. O lo que es lo mismo, en el sumatorio que aparece en (71) estaran
presentes todas las combinaciones posibles de numeros cuanticos, lo que

implica que podremos separarlo en factores:

C](V, T) = z e*BSVas,s Z eiﬁgmm Z eiﬁgvm Z e_ﬁgele.uj = qtras (V! T)qrot (T)q\llb (T)q eIe(T)
S t \ u

(72)
Este resultado es general, cuando la energia se puede escribir como suma de
diferentes contribuciones (ecuacién 70) la funcién de particién se puede escribir
como el producto de distintos factores (ecuacion 72) correspondiendo cada uno
a las distintas contribuciones. Por supuesto, para ello es necesario que no
existan restricciones entre los estados que se pueden ocupar. Otro hecho a
resaltar es que de las diferentes contribuciones a la funcién de particion
molecular, sélo la traslacional depende del volumen, mientras que todas
dependen de la temperatura. El motivo es que sélo los niveles de energia
traslacionales son funcion de las dimensiones del recipiente. Ni en el rotor

rigido, ni en el oscilador armonico aparecen estas dimensiones.

Para ser capaces de calcular las propiedades termodinamicas de un gas ideal

necesitamos la funcion de particion del sistema. Esta se puede escribir a partir
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de la funcidon de particion molecular y ésta a su vez como producto de las
contribuciones traslacional, rotacional, vibracional y electrénica. Para poder
pasar a la obtencion de las propiedades termodinamicas necesitamos calcular

cada una de estas funciones de particion.

Céalculo de la funcién de particion traslacional

El calculo de la funcion de particion traslacional requiere de la evaluacion del
sumatorio sobre los estados traslacionales. Para una particula encerrada en un
paralepipedo de dimensiones a, b, y ¢ en los ejes X, y, z respectivamente la

energia viene expresada en funcion de tres nUmeros cuanticos:

2 2 2.2 2.2 2.2
h?(n? nNn; n h?n h°n h?n
= XLy L =Xy L4 L g  +g

€ R = =
" 8mla® b? c?| 8ma® 8mb> 8mc? ™

+€ (73)

tras,y tras,z

donde ny, ny, y n, toman valores enteros positivos desde 1 hasta infinito. Asi

pues el calculo de la funcién de particion traslacional seré:

0

V’T — e*ﬁswas,s — AV e_B(suas‘x‘*'Stras‘y*'Stras‘z) — SASAY e*ﬁgvas,xe_BSVaS.ye*BSrras,z —
ST S 3305 555

n,=In,=In,=1 n,=ln,=In,=1

- ie‘ﬁsvasx ie_ﬁg"m ie_ﬁgw - A
ny=1 ny=t -

(74)
Es decir, al ser la energia de traslacion suma de las energias debidas a las
componentes X, y, z del movimiento, la funcién de particion se puede expresar
como producto de las tres funciones de particion. Evaluaremos Gnicamente una
de ellas (gx) ya que todas se calculan de forma idéntica. Lo primero que vamos

a hacer es tomar como origen de energias es estado traslacional mas bajo:

n=3 | ———— &=(3?) h2/8ma2\
T g=(39)h2/8ma?- h/8ma2
N=2 | ——— ¢=(22) hzgma? .
e £=(22)h2/8ma2 - h2/8ma?
n=1 ——  ¢&=(1?) h¥/8ma2 __
el e=0

e=h2n2/8ma2 g=h2(n2-1)/8ma2
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Utilizando la escala de energias de la derecha, la energia de los estados

traslacionales asociados al movimiento a lo largo del eje x se expresa como:
2
(2 -1) (75)

8tras:,x = X

8ma’

con lo que la funcion de particion queda:

R (3
q, = Ze 8ma’kT (76)

=1
El término h?/8ma’k es una constante que depende de la masa de la molécula
considerada y las dimensiones del recipiente. Esta constante tiene unidades de
temperatura y se suele denominar temperatura caracteristica traslacional: 6yas x,

guedando la funcion de particion:

Orasx (ni _1)

Qx = ie T (77)

n,=1

Esta temperatura caracteristica nos da una estimacién de a qué valor de la
temperatura empiezan a ocuparse estados traslacionales distintos del
fundamental. Efectivamente, de acuerdo con la ecuacion 77 la funcion de
particion es:

1 79":.&)( (22 71) 79!1':-5,)( (32 71)
g, =1+e +e

+...
A T=0, la funcién de particién vale g,=1 (s6lo esta accesible para las moléculas
el estado fundamental) y si T=co—(Qx=c0 (estan accesibles todos los estados
traslacionales, que son infinitos). Cuando T=64s x €Nntonces
0x=1+0.0498+0.00034+ ...= 1.0501

Es decir, empiezan a ser accesibles estados por encima del fundamental y la
funcién de particion empieza a diferir de la unidad. La pregunta es ¢ cuanto vale
habitualmente esta temperatura caracteristica?. Depende de la molécula y de
las dimensiones del recipiente, pero si estamos trabajando con recipientes
macroscopicos toma un valor muy pequefio. Asi, para el hidrégeno (m=1 uma)
en una caja con a=1 cm, la temperatura caracteristica es de ~10* Kelvin, lo
que quiere decir que incluso a temperaturas muy cercanas al cero absoluto
tendremos un gran numero de estados traslacionales accesibles. Esta

caracteristica resulta fundamental para poder estimar la funcién de particion
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traslacional sin necesidad de tener que sumar un nimero enorme de términos
en el sumatorio. Efectivamente, de acuerdo con la expresion 77 podemos
escribir:

_etras‘x(ni_l) Orasx oo _etras‘x<2)

g =e T "
ny=1

—e T Ze T (78)
Ahora bien, por lo que acabamos de decir, excepto en las cercanias del cero

n=1

absoluto Oyasx << T, 0 lo que es |0 MiISMO Oyasx/T << 1. Esto nos permite
realizar dos simplificaciones en la expresion anterior. La primera implica al
término que hay fuera del sumatorio, Si 64asx/T << 1, entonces:

e!ras,x

e T =1

I

Opas (ni )

quedando la funcién de particion como g, =>.e T (79)
n,=1

La segunda es considerar que en el sumatorio vamos a realizar la suma de

muchos términos cada uno muy parecido al siguiente ya

2
_ X ] , . L
q =1- +?+.... Asi por ejemplo los dos primeros términos del

sumatorio serian:

etrans,x 2
e_ T L ~1— etrans,x 12 ~1
T trans,x

ya que <<1

7etrans,x 22 e

e T ~]1- X292 51

T
Este hecho nos permite transformar el sumatorio de la ecuacién (79) en una
integral. Ademas, puesto que sumamos muchos términos podemos afiadir uno
mas sin efectuar un error muy grande, por lo que la integral se puede extender
desde 0 hasta o:

_gzﬁa:(Z)

(80)

Los detalles matematicos que permiten la transformacion del sumatorio en una
integral se pueden encontrar en el libro ‘Fisicoquimica’ de I. N. Levine (pp. 857
y 858 de la cuarta edicién). Desde un punto de vista fisico, podemos interpretar
este cambio teniendo en cuenta que a las temperaturas habituales de trabajo el
namero de estados traslacionales accesibles es tan alto que practicamente

tenemos un continuo de energia, y asi la suma sobre ellos puede transformarse
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en una integral. Dicho de otra forma pasamos de estados cunatizados a
continuos de energia, de la mecanica cuantica al tratamiento clésico. La

resolucion de esta integral es facil con la ayuda de tablas:

) 1/2
T ez 2 2 2nmKkT
Gx :.[e ! dn, = 0 vz h2 2 h? a (81)
0 2 tras,x 2 ;
T 8ma“kT

De igual forma se calcularian las funciones de particion qy y g, por lo que la

funcién de particion traslacional total quedaria:

2mmkT )"
dy =( Tchz } b (82)
2nmkT vz
q, =( “hz j c (83)
2mmkT 32 2mmkT 32
Qiras (V’T) = qquqz = [nh—zj abc :( nhz j \% (84)

siendo V el volumen (V=abc). Esta expresion de la funcion de particion
traslacional es valida para cualquier molécula siempre que estemos a una
temperatura muy por encima de la temperatura caracteristica traslacional. Esta
condicion se cumple ya desde temperaturas extraordinariamente bajas

(siempre que T >> Oyas).

Como ejemplo, si tomamos la molécula **Cl, (m=71 uma) a 300 K y un volumen
de 1 L, la funcién de particién traslacional nos da 5.71 10%°, lo que nos da una
idea del gran numero de estados traslacionales accesibles en condiciones
normales de trabajo, permitiendo que se cumpla la condicion de que el nimero

de estados accesibles sea mucho mayor que el de moléculas.

Funcidén de particidn rotacional

Para calcular la funcion de particion rotacional tenemos que realizar el
sumatorio sobre todos los estados rotacionales:

_ Erott

Go(T)=2 € ¥ (85)

La expresion que nos da la energia rotacional depende del tipo de molécula

que estemos considerando. Empezaremos por la mas sencilla, la molécula



15

diatdbmica, que presenta rotacion alrededor de dos ejes, siendo los momento de

inercia iguales. @

O,

Asumiendo que se trata de un rotor rigido, el estado cuéntico rotacional de una

molécula diatomica esta definido por los numeros J(0, 1, 2, 3...) y M; (0, £1, +2,
., 1J). La energia es funcion uUnicamente del niamero cuantico J por lo que

cada nivel estd 2J+1 veces degenerado (los diferentes valores de M; definen

estados distintos pero con la misma energia):

e, =hBJJ+1) (86)

La escala de energias, tal y como aparece representada, tiene como cero el

valor del nivel fundamental:

€
=- =- = =+ =+
12 M,=-2 M;=-1 M;=0 M;=+1 M,=+2 =6hB
M;=-1M,;=0 M,=+1
J=1 e=2hB
J=0 Mi=0 e=0

B es la constante rotacional:
_h
8n?l

| es el momento de inercia y B se expresa en s™. Asi pues, para una molécula

(87)

diatbmica, la funcién de particion rotacional, de acuerdo con la ecuacién 85, se

calcularad como:

o o Mgy @ By & Orot 3342
UM =D D e @ => (23+De => (2J+De T (88)
J=0 M;=-J J=0 J=0

donde se ha definido la temperatura caracteristica rotacional

0,., =hB/k =h?/8n?kl. Esta constante (propia de cada molécula, pues depende

rot

de B, es decir del momento de inercia) nos da una idea de la temperatura
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necesaria para que se pueblen estados rotacionales distintos del fundamental.
Si 0t << T, entonces nos ocurre lo mismo que en el calculo de la funcion de
particion rotacional. La separacion entre estados es muy pequefia comparada
con KT, tendremos muchos estados accesibles y el sumatorio se podra sustituir
por una integral. En la siguiente tabla tenemos la temperatura caracteristica

rotacional para algunas moléculas diatomicas:

Moléculas H, H35C| N> 35C|2 P

Brot (K) 85.35 15.02 2.862 0.350 0.054

Evidentemente cuanto mayor es el momento de inercia, menor es la constante
rotacional y menor la temperatura caracteristica. Podemos observar que a
temperatura ambiente para la mayor parte de moléculas T >> 6, por lo que
podremos calcular la funciéon de particion asumiendo un continuo de energia
rotacional (ignorando la cuantizacion). Sin embargo, esta aproximacion no sera

valida a temperaturas bajas.

__rot

6,
T

Lroty(340) T kT

JM)~T(2J+1)e T 4= (89)
ip 0., hB

Oo(T) = > (2 + e -

rot
(la integral se resuelve de forma inmediata haciendo el cambio de variable
x=J(J+1)).

Esta expresidbn nos da la funcion de particiébn rotacional para moléculas
diatdbmicas, sin embargo no es valida para aquellas moléculas diatbmicas que
tienen los dos atomos iguales (moléculas diatbmicas homonuclerares), sino
Unicamente para las heteronucleares. El problema que surge en las diatdbmicas
homonucleares es que los dos ndcleos son indistinguibles por rotacién con lo
gue tenemos que tener en cuenta que no podemos contar todos los posibles
estados rotacionales. Desde un punto de vista clasico diriamos que el estado
que se obtiene al girar 180 grados alrededor de un eje de simetria es idéntico al
de partida por lo que sélo podemos contar la mitad de estados:

Heteronuclear .—O O—‘ Dos posiciones distinguibles.
Homonuclear ‘—‘ H Dos posiciones indistinguibles.
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Asi pues, para una molécula diatbmica homonuclear como el hidrogeno la
funcion de particion rotacional seria la mitad de lo que acabamos de calcular:

KT
T)=—— 90
qrot,Hz( ) 2hB ( )

Desde un punto de vista cuantico el problema tiene que ver con el principio de
Pauli. La funcidén de onda tiene que ser antisimétrica respecto al intercambio de
las coordenadas de los nucleos si éstos son fermiones (tienen espin
semientero) y simétrica sin son bosones (si los nucleos tienen espin entero). La
funcion de onda total de la molécula se puede escribir como el producto de
varios factores (espin nuclear, traslacion, rotacién, vibracion vy

electronica): ¥ = W W as V.ot Vb Vee- D€ todos estos factores solo el de espin

nuclear y el de rotacién implican un intercambio en la posicion de los nicleos.
Analicemos la funcion de onda de espin nuclear para un caso concreto, el
hidrégeno molecular. Los nucleos de hidrégeno tienen espin %2 por lo que en
principio son posibles dos orientaciones +1/2(a) y -1/2(B) tendremos dos tipos
de hidrégenos molecular el para-hidrégeno y el orto-hidrogeno, segun los
espines de los dos nucleos estén paralelos o antiparalelos.

Para-hidrégeno ‘_‘
O>—®

Orto-hidrégeno

La funcion de espin nuclear valida para el para-hidrogeno (con espin total nulo)
es antisimétrica (el espin del nicleo 1 en a y el del 2 en B o viceversa: a(1)B(2)-
a(2)B(1)). En el orto-hidrégeno el espin total es 1 y tenemos tres posibles
funciones de onda de espin nuclear correspondientes a las tres posibles
orientaciones del espin +1, 0, -1. Estas funciones son simétricas y
corresponden a los dos nucleos en a (a(1)a(2)), los dos en B (B(1)B(2)) o la
combinacion simétrica de uno en a y otro en B (a(1)B(2)+a(2)p(1)). Como la
funcién de onda total debe ser siempre antisimétrica (los nucleos de hidrégenos
son fermiones) esto obliga a que la funcion de rotacion del para-hidrégeno sea
simétrica y la funcion rotacional del orto-hidrogeno sea antisimétrica. Dicho de
otro modo para el orto-hidrégeno sélo son posibles los valores de J impares y

para el para-hidrogenos solo son posibles los J pares.



18

Yiotal Wspin-nuclear Wrotacion
Para-H, Antisimétrica Antisimétrica Simétrica
(J par)
Orto-H; Antisimétrica Simétrica Antisimétrica

(J impar)

Asi pues al calcular sus funciones de particibn cuando sumamos sobre los
niveles rotacionales, en el caso del para-hidrégenos s6lo podremos sumar los
de J par, mientras que en el caso del orto-hidrégeno sdlo los de J impar. Esto

equivale a dividir por dos el resultado de la integral:

Orot " 0 Brot N
qfozira _ Z(2J+l)e L33+ zlj‘(23+l)e = 1)dJ:k—T
3-0,2,4,... 2 2hB

erot + © 79“,1 N
qfoatra _ 2(2‘]"'1)3 730+ N EJ‘(ZJ+1)e ENE l)dJ:k—T
3-0135,.. 2y 2hB

El hidrégeno natural es una mezcla de ambas formas por lo que su funcion de
particion es la media ponderada de ambos valores. Como son iguales, la

funcién de particion del hidrogeno seria:

Ao, (T) = 2kh_TB gue es la misma formula que habiamos visto en (90)

De una forma general podemos decir que la funcidén de particion rotacional de
una molécula diatémica es:

T KT

T = =
Aot (T) . ohB

(91)

donde o es el nimero de simetria y vale 1 para moléculas heteronucleares y 2
para homonucleares. La siguiente tabla muestra el valor de la funcion de

particion rotacional para algunas moléculas diatomicas:

H, | H»Cl | N, 0, | Cl, | Na, I,
® /K | 8535 | 15.02 | 2.862 | 2.069 | 0.35 |0.2220 | 0.05369
4., (300K) | 176 | 200 | 52 72 | 429 | 676 | 2794
4., (1000K) | 586 | 66.6 | 175 | 242 | 1429 | 2252 | 9313

Como puede verse a las temperaturas habituales de trabajo, excepto para el H»
la aproximacién de alta temperatura parece funcionar ya que existe un nimero

alto de estados rotacionales accesibles.
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Para las moléculas poliatbmicas, si son lineales es valida la ecuacion 91, ya

que al igual que las diatémicas tienen dos momentos de inercia idénticos. Para

las moléculas poliatdbmicas no lineales, la funcion de particion rotacional en el

limite de temperatura alta (T >> 6,4) €es:

Urot (T) = ﬂl
G Veaebec

donde 6, 6y y 6. son las temperaturas caracteristicas correspondientes a las

(92)

rotaciones alrededor de los tres ejes principales de inercia (a, b, c). A cada eje
de inercia le corresponde un momento de inercia (que son iguales en las
moléculas trompo-simétricas):
2
0, = hT (93)
8nKl,
El nUmero de simetria para moléculas poliatbmicas se obtiene como el nimero
de configuraciones indistinguibles obtenidas por rotacién de la molécula. Asi
o=2 para el agua y =3 para la molécula de amoniaco:
o o N N N
N2 T N \\H2H3 e \\HlHZ W \\HSHl
0=2 =3

Para moléculas mas complicadas este nUmero de simetria puede obtenerse de
forma mas sistematica contando el numero de elementos en el subgrupo
rotacional de simetria. El subgrupo esta formado por la operaciéon identidad y
los giros alrededor de los ejes de simetria. Hay que tener en cuenta que por
cada eje C, podemos hacer (n-1) giros distintos. Por ejemplos, alrededor de un
eje ternario podemos hacer un giro de 120 y de 240 grados. El giro de 360
grados equivale a la operacién identidad. Asi para la molécula de CH, que

tiene 4 ejes C3 y 3 ejes C, el numero de elementos en el subgrupo rotacional

es: Identidad = 1
4 ejes C3 x 2 operaciones = 8
3 ejes C, x 1 operacion = 3
El nimero de simetria es por tanto 12. Molécula.  Grupo puntual.
T
Algunos otros ejemplos aparecen en la tabla H,0 Cy{E,C,,0,,0'} 0=2
contigua, NH, C{E.2C)30,) o

CH, T,{E,8C,,3C,l60,,6S,} ot
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Funcién de particidn vibracional

Para el célculo de la funcién de particion vibracional comenzaremos también
por la molécula mas simple, la diatobmica. Dentro de la aproximacion del
oscilador armonico, se obtienen una serie de estados Vvibracionales

caracterizados por un numero cuantico v (0, 1, 2, ..., ©) cuya energia es:
1
g, = (V + E)h\/e (94)

donde v, es la frecuencia de vibracion fundamental del oscilador arménico (en
s). Esta escala de energias no tiene como origen el estado fundamental (para
v=0, la energia es 1/2hve, conocida como energia de punto cero), asi que antes
de sustituir esta expresion para el calculo de la funcién de particion haremos un

cambio de escala:

g, 5_{2)hve
& =@R2)hv £,=(5/2)hv,-(1/2)hv =2hv,
e=(12)hv,  y=1 T &,=(3/2)hv -(1/2)hv =hv,
V=0 £,=(1/2)hv-(1/2)hv,_=0

Expresandose la energia en la nueva escala como g,=vhve. Asi pues la funcion
de particién vibracional de la molécula diatobmica usando el modelo de oscilador

armonico sera:

00 the ewb

QoM =De 7 =Ye " (95)

donde hemos introducido la temperatura caracteristica vibracional

hv,

Oy, = que tiene un significado equivalente al de las temperaturas

caracteristicas de traslacién y rotacion. La pregunta ahora es si podemos
sustituir el sumatorio por una integral como hicimos en el caso de la traslacion y
la rotacion. La siguiente tabla da algunos valores de la temperatura

caracteristica vibracional para moléculas diatébmicas:

Molécula

H>

HCI

N>

Cl

evib(K)

5990

4151

3352

798

307
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Es decir, que a temperatura ambiente no se cumple la condicion de que T >>
Ovib por lo que no podemos asumir que existen muchos estados vibracionales
accesibles para poder suponer que tenemos un continuo de energias. Por lo
tanto, para calcular la funcion de particién vibracional tenemos que realizar el

sumatorio:

o _yOib _1%vib _o%ib _30ib
dip(M=>e T =l+e T +e T +e T +..
v=0

Afortunadamente lo que tenemos en la expresion anterior es la suma de una
progresion geomeétrica cuya razon (exp(-6.i/T)) es menor que la unidad. La
suma de n términos de una progresién geométrica de razénr (a + ar + ar® + ...)
puede obtenerse como:
S_ a(l-r")

1-r
Si sumamos n=co términos, sabiendo que r<1 entonces:

IimS:”ma(l—r ):a(l—O): a
n—wo noo 11 1-r 1-r

Por lo tanto, aplicando esta féormula la funcién de particion vibracional queda:

0,
0 —v vib 1 1
qVib (T) = Z e T= = hvg (96)
v=0 -

Byip

l1-e 7 l-e K

Para la mayoria de moléculas la funcién de particion vibracional toma un valor

cercano a la unidad (para el Cl, a 298 K es 1.07) lo que podemos interpretar
como que practicamente sélo esta accesible el estado vibracional fundamental
(por eso los espectros vibracionales se interpretan partiendo de la base de que
la mayor parte de moléculas se encuentran en v=0 y desde ese estado se
excitan).

Esta expresion (96) de la funcion de particion vibracional es valida mientras sea
aplicable la aproximacion del oscilador arménico. A altas temperaturas se
poblaran los niveles vibracionales mas altos que son en los que se ponen mas
de manifiesto los efectos de anarmonicidad. Tal y como se representa en la
siguiente figura la curva parabolica que da los niveles energéticos de un
oscilador armonico se ajusta bien a la curva real de energia de la molécula (en
rojo) cerca del fondo del pozo. A medida que ascendemos en energia la curva

se desvia de la forma parabdlica reflejando la disociacion de la molécula.
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Entonces los niveles vibracionales dejan de estar equiespaciados para ir

juntandose, llegandose a un continuo cuando el enlace se rompe

Energia

Distancia Interatdémica

Ademas debemos de tener en cuenta que hemos realizado la suma sobre
infinitos estados vibracionales, mientras que en realidad sélo existe un nimero
finito de estados vibracionales antes de alcanzarse la disociacion. Por lo tanto,
la expresion obtenida sera sera tanto mas correcta cuanto menor sea la

temperatura (al contrario que nos ocurria en la traslacion y la rotacion).

En una molécula poliatbmica existen mas de una vibracion. En concreto si la
molécula contiene N &tomos tenemos en principio 3N grados de libertad (las 3
traslaciones de cada uno de los atomos). Al tratar la molécula como un
conjunto esos 3N grados de libertad se describen como 3 traslaciones, 3
rotaciones (2 si la molécula es lineal) y el resto son los modos de vibracién de
la molécula: 3N-6 (no lineal) 6 3N-5 (lineal). En primera aproximacion podemos
tratar estas vibraciones como independientes (modos normales de vibracion)
cada una de ellas descrita como una vibracion armonica. Si son
independientes, entonces la energia total de vibracion se obtiene como suma
de las energias correspondientes a cada una de las vibraciones y la funcion de
particion vibracional total sera el producto de los términos de cada una de las
vibraciones. Asi para una molécula poliatbmica no lineal (con 3N-6

vibraciones):

3N-6 3N-6 1 3N-6 1

b (T) = Aip1%vib 2 - - - Avibans = quib,i = H—hve. = H—Gv.b. (97)
i1 - Ovivi

i=1
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Funcién de particién electréonica

Para los niveles de energia electronicos no disponemos de una expresion
analitica general que dé sus respectivas energias, asi que el calculo de la
funcién de particion requiere sumar cada uno de los términos que contribuyan
de forma significativa. Asi, tomando como origen de energia el nivel electrénico
fundamental, la funcion de particién electrénica seria:

niveles _Bele _Zeled

qele (T) = dele,seiﬁge'eyS = gele,O + gele,le ol + gele,ze KT +... (98)

donde gee s €S la degeneracion del nivel electronico s. Para la mayor parte de
casos la energia de los estados electronicos excitados es mucho mayor que kT

Celes

por lo que podemos despreciar todos los términos del tipo e K quedando la

funcion de particion igual a la degeneracion del nivel electrénico fundamental:

qele = gele,O (99)

Para obtener la degeneracion del nivel electronico fundamental debemos

diferenciar entre el caso de atomos y moléculas:

- En los atomos, en ausencia de campos magnéticos la degeneracion
viene dada por las posibles orientaciones del momento angular electronico total
(combinacién del orbital y de espin), que viene dado por el nimero cuantico J:
J=L+S J=|L+S]...JL-S
Asi, la degeneracion es gee=2J+1 (los posibles valores de My).

Sin embargo, en atomos es habitual encontrarse con estados electrénicos
excitados de baja energia, por lo que habria que utilizar la expresion (98) para
el calculo de la funcién de particion electronica. Por ejemplo, el atomo de

oxigeno tiene tres términos de baja energia:

*Po——— €,20.03 ev, g,=1
Py —— g,=0.02ev, g,=3

3P, — £4=0, g,=5
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Para calcular su funcién de particion electrénica hemos de tener en cuenta

estos tres niveles de baja energia. Asi a T=298 K
Qele= 5 +1.377 + 0.311 = 6.688

- En el caso de moléculas la degeneracion viene dada por la posible
orientacién del espin electrénico total o multiplicidad (2S+1). Como la mayor
parte de moléculas tienen todos los electrones apareados en el estado
fundamental el espin total es nulo y gere 0=1.

Por supuesto existen excepciones. Un caso interesante es la molécula de NO.
Esta molécula tiene un electron desapareado, por lo que S=1/2 y la
degeneracion del nivel fundamental es geeo=2. Pero, ademas, en esta
molécula existe un nivel electrénico excitado de baja energia, separado del
primero por 121 cm™. La existencia de estado nivel electrénico excitado se
debe a que el electrén desapareado se encuentra en un orbital de tipo =, con lo
gue tiene momento angular orbital. Este momento angular puede acoplarse con
el de espin de dos formas: en paralelo o antiparalelo a lo largo del eje
molecular, dando lugar a dos niveles que se diferencian en poca energia (el

acoplamiento entre momentos angulares es débil):

L
J o

s
121.1 cm = 2.406 1021 J
L

L
§Q *—o
S

U)¢$|—

La funcion de particion electronica en este caso sera:

g 1742

qele(T) = gele,o + gele,le = 2+2e T

Si T—0 gele=2 (s6lo esté accesible el nivel fundamental, es decir 2 estados)

Si T>w (ee=4 (estdn accesibles todos los estados, en este caso los 4 que
hemos considerado)

Si T=298K (Qee=3.1 (a temperatura ambiente los estados excitados estan

accesibles de una forma significativa).



25

Funcién de particién nuclear

Si es necesario considerar la funcién de particion nuclear, debemos considerar
los estados nucleares y su separacion energética. Normalmente esta
separacion es mucho mayor que KT por lo que la funcion de particion puede

tomarse igual a la degeneracion del nivel nuclear fundamental:

qnuc ~ gnuc,O
La degeneracion viene dada por las posibles orientaciones del espin nuclear (1)
y por lo tanto sera 2I+1 para cada uno de los ndcleos existentes. Asi para un

atomo la funcion de particion nuclear sera q,,. ~(21+1) y para una molécula
N

con N atomos q,,. ~ [ [(2, +1)
i=1

7. Propiedades Termodinamicas del Gas Ideal.

Conocida ya la funcion de particion molecular, conocemos la funcién de
particion canonica de un gas ideal y por tanto podemos calcular sus
propiedades termodinamicas. Supongamos que tenemos N moléculas de un
gas ideal puro. Las propiedades termodindmicas dependen de la funcién de
particion canonica, la cual se puede escribir en este caso a partir de la funcién

de particion molecular:

N
QN,V,T) = w (100)
y la funcién de particion molecular sera:
CI(V, T) = qtras (ViT)qrot (T)q\nb (T)qele(T) (101)

A partir de las expresiones conocidas vamos a obtener diferentes propiedades
termodinamicas. Si no indicamos lo contrario supondremos que nuestras
moléculas son diatbmicas y que no existen estados electronicos de baja
energia.

Presion

Tal y como habiamos visto la expresion se obtiene a partir de la derivada de
InQ respecto del volumen:

p =kT(‘3"”Q] (102)
av N, T
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Sustituyendo la expresion (100) en (102) y teniendo en cuenta que derivamos a

N constante podemos obtener:

N

q

oln—— N I
B — KT NI =k_|_(alnq J _kT(alnN.j sz(aNlnqj o<
oV N ) N Jur N s

N,T

- NkT(—alnqj
aV N, T

El subindice N constante lo podemos omitir pues g es solo funcion de Vy T, no

(103)

de N. Si ahora sustituimos la expresion (101) y tenemos en cuenta que sélo la

funcion de particion traslacional depende del volumen, nos quedaré:

P _ NkT[@h’]qj — NkT alnqtras (V,T)qmt (T)qwb (T)qele(T) —
v ), oV .

+NkT(alanib(T)j

. oV

:NkT aInqtras(V!T) +NkT aIr‘lqrot(T)
oV oV
6|nqm(V,T)]
T

et 2N (V)
oV oV

+N kT(
oV

alnqele(T)j —

T T

+O+O+O=NkT(
.

(104)
Si sustituimos ahora la expresion que hemos encontrado para la funcién de

particion traslacional (84):

3/2
8Inﬂ2n:;k-rj v} (2nkaj3’2
2
P = NKT _NkT D _ NKkT (105)
oV 2mmkT\*'? Y
Ty

.
Esta expresion (PV=NKT) es la que cabia esperar para un gas ideal. Fijémonos
que en la presién sélo contribuye el movimiento de traslacion, resultado l6gico
ya que el origen fisico son las colisiones de las moléculas con las paredes.
Segundo, comparando con la expresion ya conocida (PV=nRT, siendo n el
namero de moles), tenemos una forma de calcular la constante de Boltzmann:

Nk=nR=k = Ni donde Na es el numero de Avogadro.
A
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Energia Interna

Habiamos encontrado para la energia interna la expresion:

U-U(0) = sz(alLQj (106)
0T v

sustituyendo la expresiéon (100) y operando como antes (derivamos respecto a

T manteniendo N y V constante):

N
alniu olng" dlnqg
U-uU@©)=kr?| — N | g2 - NkT?2| <9 (107)
oT oT ), oT ),

N,V

Si ahora sustituimos la expresiéon (101) podemos ver que la energia interna es
la suma de diferentes contribuciones (traslacional, rotacional, vibracional y

electronica):

U—U(0) = Nsz(amqms (V. T)0; (T)qw-b(T)qele(T)j _

oT
— NkTZ alnqtras(vi-r) +NkT2 dlnqrot(T) +NkT2 dlnqvlb(T) +NkT2 dlnqele(T) —
oT v T T dT
= Utras + Urot + Uvib + Uele
(108)
Calculemos cada una de estas contribuciones:
- Traslacional:
3/2
N K 2n:; ij v}
Utras — NkTZ alnqtras (V’T) — NkT2 —
oT v oT
v (109)
(ZETKT/Z\/gTM 3 3 3
=NKkT? e =NKkT? —=— = =NKT ==nRT
(2nm ij 2T 2 2
V
h2

y si estamos interesados en la energia interna molar (de un mol), la
contribucion traslacional se obtiene tomando n=1 0 N=Na:

=§NAkT=gRT (110)

m,tras 2

U
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-Rotacional:
dlnk—T
Uy =Nk72 M (1) _yep2 — ohB _nyer2 L et —nRT
dT T
(111)
y la contribucion molar seria:
Ut =NAKT =RT (112)
-Vibracional:
U o= NkT2 dlnq\llb(T) — NkT2 :I.—e_F _ —
hvg
%e_ KT h —%
2

“NKT2 KT ke © Nk

1_e7k-|-e ]__eikTe ekT _1 ekT _1

(113)

donde en el Ultimo paso hemos multiplicado numerados y denominador por

hvg

e X" . Introduciendo la temperatura caracteristica 0, =hv,/k y calculando la

contribucion por mol, nos queda:

e\/ib — R e\/ib
Ovip Ovip

e’ -1 e’ -1

Uio =NAK (114)

-Electronica:

Si no hay estados electrénicos de baja energia, la funciébn de particion

electrénica es igual a la degeneracion del nivel fundamental, con lo que la

derivada con respecto a la temperatura es cero y la contribucion electronica a

la energia interna es nula:

dlnqele(T) —
dT dT

Este resultado es légico. Si los estados electronicos excitados estan muy altos,

U, =NKT? =0 (115)

todas las moléculas estaran en el nivel fundamental. La contribucion electrénica

a la energia interna (sobre el valor cero) sera nula.



29

En este punto es interesante realizar un analisis de los resultados obtenidos
para las contribuciones traslacionales, rotacionales y vibracionales. Podemos
observar como tanto para la rotacion como para la traslacién el resultado molar
es del tipo numeroxRT, mientras que la vibracion presenta un resultado
distinto. De hecho, el resultado que hemos obtenido para la traslacién y la
rotacion es el que podia esperarse desde un punto de vista clasico.
Efectivamente, en la mecanica clasica existe un teorema denominado de la
equiparticion de la energia que afirma que cada término cuadratico de la
energia contribuye con 1/2RT a la energia interna molar. ¢Qué quiere decir
ésto?. Pensemos primero en la traslacion, desde el punto de vista clasico la
energia de traslacion se escribe como la suma de tres términos cuadraticos de

la velocidad o del momento:

1 e 12 1 o
“mvg +-mv, + —mv; =
2 2 72

Asi la traslacion deberia contribuir con 3x1/2RT a la energia interna molar,
justo el resultado que hemos obtenido a partir de nuestras funciones de
particion basadas en expresiones cudénticas de los niveles de energia
traslacionales. Para la rotacion, en una molécula diatobmica tenemos dos
momentos de inercia idénticos, por lo que la energia en funcién de la velocidad
angular o el momento angular es:

o lo? L L

2 2 2 2
Asi, desde el punto de vista clasico la contribucion rotacional a la energia
interna molar deberia ser 2x1/2RT, que coincide con lo obtenido a partir de
nuestra funcion de particibn obtenida con expresiones de energia del rotor
rigido derivadas de un tratamiento cuantico. ¢ Qué ocurre con la vibracion?. La
expresion clasica de la energia (para una masa m que vibra en la direccién x,
con una constante de fuerza ki) implica dos términos cuadraticos, uno

dependiente del desplazamiento y otro de la velocidad:

Asi, clasicamente, la contribucion vibracional a la energia interna molar deberia
ser 2x1/2RT, que no es lo que hemos obtenido usando la funcién de particién

de origen cuantico. ¢Por qué la traslacion y la rotacion dan resultados
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coincidentes con lo esperado clasicamente y la vibracion no?. La diferencia
fundamental que hemos introducido en el célculo de las funciones de particion
es que tanto en el caso de la traslacion como de la rotacion hemos tomado el
limite de alta temperatura (6

<<Ty 6, <<T), suponiendo que habian tantos

tras rot

estados accesibles que podiamos ignorar la cuantizacion de la energia y
tratarla como un continuo. Sustituiamos el sumatorio por una integral. Esto
equivale a pasar del mundo cuantico al clasico, por lo que no es de extrafar
que las predicciones del teorema de equiparticion coincidan con nuestro
resultado. Sin embargo, en la vibracion vimos que a las temperaturas a las que

normalmente vamos a trabajar no se cumple que 6, <<T por lo que no

podemos ignorar la cuantizacion de la energia.

Capacidad calorifica

La capacidad calorifica a volumen constante se define como la variacion de la
energia interna con la temperatura, siendo constante el nimero de moléculas y

el volumen:

ou
(%),

Como la energia interna se puede expresar como la suma de diferentes

contribuciones, lo mismo ocurrira para la capacidad calorifica:

CV _ (autras j + (aurot j + (auvib j + (auele ] = Cv,tras + CV,rOt + CV,vib + CV,eIe
o Jun T Jun ol Jyn T Jun

(117)
Calculemos cada una de las contribuciones
-Traslacional:
3
O0—NKT
Come =| Dms | =] 2| _3nk=3pR (118)
’ T Jyn oT 2 2

N
La contribucidn traslacional a la capacidad calorifica molar es por tanto:
3

vmtas — ~
2

C R
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-Rotacional:

Cypt = (%J = (M) =Nk =nR (119)
T Jun T )y
y si queremos la magnitud molar:
CV,m,I’Ot = R
-Vibracional:
6vi Oyin
aU 8Nk Mb eVib ewzb e? e 9-‘?1,
vaib= vib — e’ -1 — Nk T = Nk| —vib e
' T Jun oT o ) T2 ) ew
e’ -1 e’ -1
N

y la contribucion a la capacidad calorifica molar:

Ovib

0., e’

T2 ] ewb 2
(e T _1]

-Electrénica:

CV,m,vib = R(

Asumiendo que no hay estados electrénicos de baja energia, la contribucién
electronica a la energia interna es cero y lo mismo serd la contribucion

electrénica a la capacidad calorifica:

CVeIe = aUeIe =0 (121)
' oT NV

Légicamente, si no hay estados electrénicos accesibles el sistema no puede
variar su energia interna cuando variemos la temperatura ya que sélo puede

acceder al nivel electrénico fundamental.

A la hora de analizar las expresiones obtenidas hemos de tener en cuenta lo
dicho respecto a la energia interna. En el caso de la traslacion y la rotacion
estan obtenidas asumiendo que nos encontramos a una temperatura T tal que
T>>040s Y T>>0,ip. POr supuesto estas expresiones de la capacidad calorifica
traslacional y rotacional como un mdltiplo entero o semientero de R,
independiente de la temperatura, no seran validas si la temperatura se acerca o

baja por debajo del valor de la temperatura caracteristica. La expresion de la
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capacidad calorifica vibracional es valida para cualquier temperatura (siempre

que sea aceptable la aproximacion del oscilador armonico).

Si cubriésemos todo el intervalo de temperaturas, la forma que tendria la
capacidad calorifica de una molécula diatbmica en funcion de la temperatura
seria aproximadamente la que aparece en la siguiente figura. Notese que los
valores de las temperaturas caracteristicas no estan a escala ya que la de
traslacion puede ser del orden de 10™*-10° Kelvin, la de rotacién del orden de
unidades o decenas de Kelvin y la de vibracidn del orden de centenares o miles

de Kelvin.

5/2R

3/2R

etras 0rot 0vib T

Es importante destacar que un modo de movimiento se vuelve ‘activo’ cuando
superamos su temperatura caracteristica (empiezan a llenarse estados
excitados) y en ese momento su contribuciébn calorifica se aproxima
rapidamente al valor predicho por el teorema de equiparticion (términos
cuadraticos por 1/2R). Para la mayor parte de moléculas, en las temperaturas
habituales de trabajo nos encontramos en la zona rayada en azul. Es decir, que
para la mayor parte de moléculas a las temperaturas habituales de trabajo
podemos tomar el valor clasico de las capacidades calorificas traslacionales y

rotacionales, mientras que la vibracion o no contribuye o lo hace en una



33

cantidad menor de 2/2R. Por eso suele ser una buena aproximacion tomar
como capacidad calorifica molar a temperatura ambiente el valor de 5/2R para
gases formados por moléculas diatomicas (y lineales); 3/2R para gases
monoatomicos (sélo contribuye la traslacion) y 6/2R (tres traslaciones mas tres

rotaciones) para gases formados por moléculas no lineales.

-Entropia:

Para calcular la entropia de un gas ideal tenemos que utilizar la expresion:

S=kT(aan
oT

j +kInQ (122)

Sustituyendo (100) en esta expresion y teniendo en cuenta que la derivada es a

Ny V constante:

N

5|nll N olng
S=kT| — N | pkind k| CN9 | iKkingY —kInNI=
oT N o,

(123)

N,V

_ NkT(mj +NkIng—kInN!
aT )y

Si ahora tenemos en cuenta que la funcién de particion molecular se expresa

como el producto de diversos factores:

01N 0ya5Arot Avin Dele
oT

S:NkT( ) +Nk|nqtrasqrotqvibqele_kInN!:
N,V

_Nkr| 9MGees | Nking, .+ Nier| 9%t )4 Nking, + (124)
a ), dT

Nkt 9% | | Nking,, +NkT| 9N |, Nking,,, —kInN
dT dT

En el caso de la entropia aparece un factor (-kInN!) debido a la
indistinguibilidad de las moléculas. La indistinguibilidad no afecta para el
calculo de la presion o de la energia interna pero si para la entropia. Cuando
las moléculas son indistinguibles existen muchos menos microestados posibles
por lo que también son menores las posibilidades de desordenar el sistema.
Asi pues la entropia disminuye en el factor kinN!. A la hora de separar la

entropia en distintas contribuciones (traslacional, rotacional, vibracional y
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electronica), el término de indistinguibilidad suele agruparse junto al de
traslacion. Esta convencion se toma debido a que estos dos términos aparecen
siempre mientras que los demas no (pensemos por ejemplo en un gas
monoatomico, donde no existen ni rotacion ni vibracién). Asi pues la expresion

anterior puede escribirse como:

s =Nir| IMMies | Nicing, .. —kinNe Nkt 2% )4 Nking, +
ot dT

\%

Stas Srot

dl dl (125)
N1 S |y NKing, +NkT| S0 || NKing,,
dT dT

Svib Sele

Calculemos ahora cada una de las contribuciones:

-Traslacional:
Sustituyendo la expresion de la funcién de particion traslacional y usando la

aproximacion de Stirling:

2

ol [
_nkr| MGes | Nking, . —kInNi= NKT h t
a ), aT

3/2
0 2mm kTJ v
S

tras

\Y

3/2 3/2
+ Nkln{(znm ij v} _KNINN + kN = NkT%+NkInK2ﬁm ij v} _

h? h?

h2 N

—KkNInN +KkN =§kN+kNInH
2 N

2nkaJ3/2 v}

Teniendo en cuenta que Nk=nR y que en un gas ideal V/N=KT/P, la expresion

anterior queda:

3/2 5/2
straszganRlnﬂz:zmj (k1) } (126)

P

Esta expresién se conoce como ecuacién de Sackur-Tetrode y proporciona la

entropia de un gas ideal monoatomico en el que la contribucion electronica sea

nula.
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-Rotacional:
Para un gas diatbmico o poliatobmico lineal, la contribucion rotacional a la

entropia es:

s =Nk7| It |, Nking, =
dT

KT (227)

din——2 KT 1 KT KT

=NkT—S12 4 NkIn—— =NKT = +NklIn—— =nR+nRIn——
dT chB T shB chB
Para un gas poliatdmico no lineal:
3/2

S :§nR+nRIn ﬂT— (128)

2 o eaebec
-Vibracional:

Para un gas diatébmico, que sdlo tiene un modo de vibracion:

s, =Nkt 9% | Njng,, =NKT— 1€ T Nkin— L~
dT dT J%b
1-e (129)
Oy
Vb o T 0 b, 0
_I_2 _Jvib _I_ _Yvib
:NkT—eb—NkIn[l—e T J:nR—eb—ann(l—e T]

l-e 7 l-e 7

En un gas poliatdmico tendriamos un término como éste por cada uno de los
modos normales de vibracion.

-Electrénica:

Si suponemos que no existen niveles electronicos excitados de baja energia

Jele=Jele 0 POr lo que la contribucion a la entropia sera:

S,. = NkT(%j +NkIng,, =NkIng,,, =NRINg,, (130)

Es decir, la contribucion electronica solo sera nula si geie0=1. En ese caso no
hay posibilidad de desordenar el sistema entre estados electronicos y la
entropia electronica sera cero. Pero si el nivel electronico fundamental es un
doblete (gele=2) entonces el sistema puede desordenarse entre dos estados y

tendremos una contribucion a la entropia (nRIn2)
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Enerqgia libre y Constante de Equilibrio

Para obtener la energia libre de Gibbs podemos usar la siguiente relacion con
la energia libre de Helmholtz:
G-G(0)=A-A(0)+PV =—kTInNQ+PV (131)

Para un gas ideal Q=g"/N! y PV=NKT con lo que tendremos:

N
G-G(0)= —lenq—I +NKT = —kTIng" + KT INNLNKT =
N! (132)

=-NKkTIng+NKTInN—-NKT + NKT = -NKkTIngq+NKTInN = —NkTIn%

El término NKTINN proviene de nuevo de la indistinguibilidad de las particulas.
Este factor, como hemos discutido, disminuye la entropia, y por lo tanto
aumenta la energia libre. Si sustituimos ahora la expresién de la funcion de
particion molecular e incluimos el factor de indistinguibilidad junto a la traslacion
(como hicimos en la entropia) podemos separar la energia libre en distintas

contribuciones:

qtrasqrotqvibqele qtras
- =—-NKTI = —NKTIn—2> —NKT]I —NkTIng,, —
G-G(0) n N n N nq, nd,, (133)

—NKkTINQ,e =Gas TGt + G + Gee

tras rot

Conocida la energia libre podemos encontrar también una expresion para la
constante de equilibrio de una reaccidén entre gases ideales basada en las
funciones de particion, es decir en magnitudes microscépicas. Una reaccion

quimica cualquiera (aA + bB + ... -cC + dD + ...) puede escribirse en general

como ZVJJ=0, donde J son las especies implicadas y v; los coeficientes
J

estequiométricos (positivos para productos y negativos para reactivos). Para
este proceso entre gases ideales la constante de equilibrio, en escala de
presiones, se escribe como:

<11 %) (13)

J

donde P;¢q Son las presiones en el equilibrio y P° la presion estandar (1 bar).
Esta constante de equilibrio esta relacionada con la energia libre de reaccion

estandar a través de la ecuacion:

AG® =-RTInK, (135)
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La energia libre de reaccion estandar se obtiene de las energia libres molares

estandar de las distintas especies quimicas implicadas en el equilibrio:
AG! =) v,GS,, (136)
J

Para calcular la energia libre molar estandar de un gas ideal usaremos la
expresion (132) tomando N=N, y el volumen (necesario para obtener la funcién

de particion traslacional) lo tomaremos también molar estandar
(V2 =RT/P°). De esta manera obtendremos la funcion de particion molar
estandar q°:

q% = q?ras,mqrotqvibqele (137)

ya que la unica funcién de particion que depende del volumen es la traslacional

que cuando es molar estandar se obtiene como:

3/2 3/2
0 :(anij VO :[2nkaj RT (138)

qtras,m m h2 E

(en este caso la funcién de particion, al ser molar, tiene unidades de mol™). De
esta forma la energia libre molar estandar de la especie J, calculada con la

expresion (132) queda:

0
G%, —G2,(0) = —NAkTInEI—m
g (139)
as q°
G = G3n(0)~N,KTIn 2 = G, (0) ~RTln

A A

La energia libre a temperatura cero G(0)es lo mismo que la energia interna a
cero ya que G=H-TS=U+PV-TS. A cero kelvin el volumen de un gas ideal
tiende a cero y por tanto G(0)=H(0)=U(0). U(0) recordemos que es la energia
del sistema cuando todas las moléculas se encuentran en el nivel energético
fundamental en todas sus contribuciones (traslacional, rotacional, vibracional y
electrénica). Hay que recordar que esta magnitud se puede tomar
arbitrariamente como cero para una especie, pero en una reaccion quimica
existen varias especies involucradas y no podemos hacerla cero para todas
simultdneamente. El origen de energias debe ser el mismo cuando
comparamos la estabilidad de distintas especies quimicas.

0
G2, =U° (0)- RT|n|‘\‘I—m (140)

A
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Ahora podemos obtener la energia libre de reaccion molar estandar de acuerdo
con (136):

AG? = ZVJGS’Ym = ZVJUS’Ym 0) —RTZ:VJ
J J J

El primer término de la derecha (ZVJUS’m(O)) define la energia interna de
J

(141)

A

reaccion a cero kelvin AU, (0)y tiene en cuenta la diferencia de energias entre

los estados fundamentales de las especies implicadas en la reaccién. Asi nos
queda:

0
AG; = AU (0)-RTY v,In ?\lj’m
J

o W
:AUr(O)—RTZIn[qJ’m] =
= | N

A A

(142)

A

0o %I
- AUr(O)—RTInH{?\IJ'm]
J

y sustituyendo esta energia libre de reaccion estandar en la relacion (135):

0
AUr(O)—RTInH(?\;’m
J

A

k. = - AU(O) H( J

J

J = -RTInK,

AU, (0) q Vi
Ke=e R J]|l=" (143)
J NA

Expresion esta dltima que nos da la constante de equilibrio a partir de las

funciones de particibn moleculares de las especies implicadas y la energia
interna de reaccién a cero kelvin, que refleja las diferencias entre las energias

de los estados fundamentales.

Para aclarar esta expresion veamos un ejemplo concreto. Supongamos que
gueremos calcular la constante de equilibrio de una disociacion:

Xaigy>2X(g)

X,m
AU, (0)
K. = N, TRT

= e
.
NA
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Necesitamos las funciones de particion de X, y X. En el primer caso habra que
tener en cuenta las contribuciones traslacional, rotacional, vibracional y
electronica. Para X, puesto que se trata de &atomos, soOlo tendremos las

contribuciones traslacional y electronica. La energia de reaccion a cero kelvin

es: AUr(O)=2U§’(’m(0)—U§’<2,m(O), es decir la diferencia de energia entre los

atomos y la molécula cuando se encuentran en sus estados mas bajos de
energia. Esta cantidad es justamente la energia de disociacion de 1 mol de X,
Do(X2). Asi la constante de equilibrio nos queda:

_Do(X5)

KP — i ((q?(,tras,qu,ele)2 e RT

0
NA qX2 ,tras,quZrothZViquZeIe

En general, y tal y como se muestra en el siguiente esquema, la energia de
reaccion a cero kelvin, que tiene en cuenta la diferencia d energia entre los
estados fundamentales de productos (P) y reactivos(R), puede obtenerse de

las respectivas energias de disociacion de P y R:

atomos que forman Ry P

Do(R) D, (P)

RO Uy (0)

cero comun

D (R) +Ug (0) =D, (P) + U, (0)
D, (R) - Do (P) = Up (0) - Ug (0)
AU, (0) = U (0) =Ug (0) =D, (R) =D, (P)

Debido a la importancia de la constante de equilibrio en quimica, vamos a
plantear una derivacién alternativa de la misma, mostrando su relacion con la
ley de distribucion de Boltzmann. Consideremos un sistema R <> P. Podemos
aplicar la ley de distribucién de Boltzmann si consideramos conjuntamente los

estados moleculares de Ry P:
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P
R
L
H )
! Agyte's
)
—| Agyte',
—| Agyte'
Ae
— A 0
€3
AE,
€2
I—
&1

0 leeeYeos
Noétese que hemos puesto el origen de energias en el estado fundamental
global, que en este caso resulta ser uno de los de R. Ahora ya no podemos por
tanto dar el valor cero al estado fundamental de P. La funcién de particion
molecular de todo el sistema (grp) S€ obtendra sumando sobre todos los

estados moleculares que aparecen (los de Ry los de P):

Qe =1+€ P ve P2 4 | pe o e Pl g Plieres) |
R P

Si Ry P estuvieran solos, calculariamos sus respectivas funciones de particién
tomando como cero su estado fundamental:

Og =1+e ™ e 4 .

Jp =1+ePrre P 4

La proporciobn de moléculas que en promedio se encuentran en un estado

molecular j (que supongamos que es de los de R) se obtendra usando la ley de

distribucion de Boltzmann:

(N,) _e™

N Orp

Podemos ahora calcular la proporcion de moléculas que seran de tipo R
sumando las proporciones de moléculas que estan en todos los estados

moleculares que pertenecen a los reactivos (R):

M) V) et 2 g
N CXN TXl T =

jeR Orp Orp Ore
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De la misma manera podemos calcular la proporcion de moléculas que seran
de tipo P sumando sobre todos los estados moleculares que pertenecen a los

productos:

—BAgy 4 PE —BAe —Pe;
ey 2 e e e

(Np) _ Z<Ni> Ze _ e icP — 9 b

N > N i Ogrp Orp Orp Orp

y podemos ahora obtener la constante de equilibrio como la relacién entre el

namero medio de moléculas de tipo P y de tipo R, quedando:

(No)  Op -paco
<NP> I\llD qRPe Qe _%
K="l = - =Fe M (144)
<NR> <NR> Or Or
N Orpe

que es el mismo resultado que hemos encontrado antes (a excepcion de los
estados estandar necesarios para el célculo de la constante expresada como
Kp). Téngase en cuenta que Agy se refiere a la diferencia de energia por
molécula y AU(0) por mol, por eso el primero aparece dividido por KT y el
segundo por RT:

Aey,  NpAg, AU, (0)

kT N,kT  RT

Por lo tanto podemos ver que la constante de equilibrio es el resultado de
distribuir las moléculas entre todos los estados moleculares (de R y P) de
acuerdo con la ley de distribucién de Boltzmann. Esta distribuciéon puede
obtenerse como el resultado de de dos factores: el nimero de microestados
accesibles a cada especie (ge/Qr, calculada cada una de ellas para cada

especie por separado) y un factor que tiene en cuenta el diferente origen de

_Ag
energia y por lo tanto cuél es el estado fundamental de menor energia (e ).

Vamos a utilizar esta dltima expresion (144) para analizar las diferentes
contribuciones al equilibrio quimico sobre un ejemplo genérico del tipo R <> P.

Vamos a suponer que el estado fundamental de R es de menor energia que el
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de P (como en la figura anterior) pero vamos a considerar dos situaciones

limites respecto a las funciones de particiéon de Ry P.

i) Los estados moleculares de R y P estan igualmente espaciados:

P

R
(K
A,

e |

_Agg

En este caso Ae, =¢,(P)—¢,(R)>0, por lo que e K <1. Por otra parte las

funciones de particion de P y R, calculadas por separado, son iguales:
_E 2 s
— K K K —
Or =1l+e " +e X +e M +. .. =0,

Por lo tanto, la constante de equilibrio en este caso sera:

I _A%
K=—Fe T =e ¥ <1
Or

es decir, el equilibrio estard desplazado hacia los reactivos ({Ng)>(N;))

debido a que tiene estados moleculares de menor energia.

Termodinamicamente este ejemplo corresponderia a un proceso endotérmico
(los estados de P son mas energéticos que los de R) que estara desplazado
hacia la izquierda.
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i) Los estados moleculares excitados son mas accesibles en P que en R (estan

mas juntos en P que en R)

Agg
En este caso al igual que antes Ag, =¢,(P)—¢,(R) >0, porlo que e ¥ <1. Sin

embargo ahora, si calculamos las funciones de particién por separado de P y
R, dado que los estados excitados estan mas accesibles para P que para R
gr>>Qr. Asi, ahora la constante de equilibrio es el producto de dos factores,

uno mayor que la unidad y otro menor:

Agg
K = q_Pe7F
qR <1
>1
¢Hacia donde se estara desplazado el equilibrio en este caso?. Va depender

de la temperatura. Si la temperatura es baja entonces el exponente del
_Agg

segundo factor crecerd y al ser negativo este factor (e ¥ ) se hara tanto mas
pequefio con lo que a bajas temperaturas la constante de equilibrio serd menor
que la unidad y el equilibrio se desplaza hacia reactivos. Esto es légico si
miramos el diagrama de estados moleculares que aparece en la siguiente
figura. A temperatura suficientemente baja sélo estaria accesible el estado
fundamental, que resulta ser de R, con lo que todas las moléculas acabarian
siendo de reactivos. ¢Qué ocurre al aumentar la temperatura?. Ahora el
exponente del segundo factor va decreciendo con lo que éste se acerca a la
unidad y como el primer factor (ge/qr) €s mayor que la unidad la constante
terminaria siendo mayor que uno, el equilibrio se desplaza hacia productos al

aumentar la temperatura. Si miramos el diagrama de estados, al aumentar la
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temperatura empiezan a ser accesibles los estados excitados, pero resulta que
hay muchos més estados excitados de baja energia que pertenecen a
productos que a reactivos por lo que acabaria habiendo mas moléculas de tipo
P que de tipo R.

Termodinamicamente tenemos un proceso endotérmico (los estados de P mas
energeéticos que los de R) que al aumentar la temperatura se desplaza hacia la
derecha. ¢Por qué ocurre esto?. Se trata de un fendmeno gobernado por el
aumento de entropia. En este ejemplo podemos ver que al ir de R hacia P el
numero de estados excitados accesibles es mucho mayor, por lo que aumentan
las posibilidades de desordenar el sistema entre esos estados. Dicho de otra
manera, el equilibrio depende de consideraciones energéticas (esencialmente
de Ag) pero también de la entropia. En este ejemplo existen muchos mas
estados accesibles en P que en R, asi que las posibilidades de desorden son

mayores cuando el sistema se desplaza hacia P.
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