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Ejercicio 1 Calcular los limites de las sucesiones siguientes:
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Ejercicio 2 Encontrar, si existe, una expresion para el término general de las siguientes
sucesiones recurrentes. Decir en cada caso si la sucesion es convergente y si no lo es
encontrar una subsucesion que lo sea.

iay =1,ap1 = (=1D)" +a, it)a; = 1,041 = —ay,

iti)ay = 1, ap41 = —?n w)ay = 1,a,41 = (—1)"a,
Qp,

v)ar =1 nin = 2=

Ejercicio 3 Estudiar si las sucesiones siguientes son convergentes y, en caso afirmativo,
calcular su limite.

1+ a,
i)ay V2, api1 ay, + 1 it)ay Api1 = Qp + 17 2a,
Ay + )

ZZZ)U,l > O,an+1 = —m w)al = 1, Ap+1 = Van +1
. 1
v)ay = 1,a3 = 2, G0 = §(4an+1 —ay) vi)ag = 2,0, =2+ —
Qp,

y 1 1 2
vit)ar =2, np1 = 5o viii)ar = 0,03 = 1,442 = 30ui1 + 50,
w)ay = 0,ay = 1,ap 19 = + e Dar = Lae = 2
wr)ay =Y, a2 = L,y = 5a'n+l 5% r)ay = 1,0p41 = 7a'n

5
xi)ay = 2,ap41 =2 — — zit)l < a; <5,a,41 =
Ap 6 — Qn,
4 , 4
xiti)a; = 3, apypy =4 — — ziv)l < ay < 4,a,41 =
Qy, 5—a,
1
Ejercicio 4 Probar que 1 +2+---+n = n(nTH

Ejercicio 5 Demostrar que cualquier cantidad superior a tres euros se puede expresar
mediante monedas de dos euros y billetes de cinco euros.
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Ejercicio 6 Probar que Z k* = nn + )6( nt )

k=1
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Ejercicio 7 Probar que ———--- n <
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Ejercicio 8 Probar que 2!4!---(2n)! > ((n+ 1)!)",n =2,3,....




Series

Ejercicio 9 Estudiar el cardcter de las series:
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Ejercicio 10 Sumar las series siguientes:
Descomposicion en fracciones simples.
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Series aritmético-geométricas.
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Series de Euler.
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Ejercicio 11 Sumar las series siguientes:
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Continuidad

Ejercicio 12 Demostrar, utilizando la definicién de limite, que lim, o(5z — 1) =9y
lfm,_1(3z — 2) = 1.

Ejercicio 13 Calcular los limites siguientes:
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Ejercicio 14 Estudiar la continuidad de las funciones:

0 x=0
@ @)= Let
1—ex=
(b)- f(z) = |zl
2 z=0
(©-4) = § aen(d)
senx
1' x=0
(d).-f(x) :{ sn;x 40

Ejercicio 15 Probar que el polinomio 27 + 2 + 23 + x — 1 tiene una raiz real en [0, 1].
Ejercicio 16 Probar que el polinomio x® + x — 1 tiene una raiz real en [—1,1].
Ejercicio 17 Probar que el polinomio z* + 2% + z — 1 tiene una rafz real en [—2, 1].
Ejercicio 18 Probar que el polinomio z'1 + 2z* + 323 + 2 — 1 tiene una raiz real.

Ejercicio 19 Probar que todo polinomio de grado impar tiene una raiz real.



Derivabilidad

Ejercicio 20 Estudiar la derivabilidad de las funciones siguientes en los puntos dados:

a)

enz=0, z=1/2, z=1.
b)

| max{2?1/x}, = #£0,
ﬂ@_{m z =0,

enx =0, z=1.
Ejercicio 21 Calcular hasta qué orden es derivable la funcién

e*—x—1, >0,

f($):{x3, x < 0.

Ejercicio 22 Demostrar que la funcion

) = { g?sen 1/z, iig:

es derivable en toda la recta real y calcular su derivada.

Ejercicio 23 Calcular las derivadas n-ésimas de las funciones

a) f(x) =log(kz). (Por qué da lo mismo que si fuera log z?)

b) f(x) = sin(kx).

c) f(z) = cos(kx).

d) f(z) = = 1)1(x —3) (Descomponer en suma de fracciones.)

)
)

f ((x)) = sin(4x) cos(2z). (Expresar como suma)

R

Ejercicio 24 (Funciones hiperbdlicas) Dado que

sh x = % (seno hiperbdlico),
ch x = % (coseno hiperbdlico),
demostrar:
a) ch?z — sh*x = 1.

b) (sh x) =chx, (chzx)=shuz.



Ejercicio 25 Calcular cudntas raices reales tiene la ecuacién 42° — 5% + 2 = 0.

Ejercicio 26 Calcular el ntimero de raices reales del polinomio p(r) = 2% — 80x + 2 y
localizarlas en intervalos de amplitud 1.

Ejercicio 27 Estudiar si la ecuacién x = cos x tiene solucion tnica. En caso afirmativo
obtener una aproximacion de la solucién con una cifra decimal exacta.

Ejercicio 28 ;Tiene alguna raiz real el polinomio p(z) = 2° — 2%+ 1? En caso afirma-

tivo hallar una aproximacion de dicha raiz con una cifra decimal exacta.

Ejercicio 29 Estudiar la variacién (crecimiento, decrecimiento, extremos, concavidad,
convexidad e inflexiones) de las funciones siguientes:

a)f(x)=2+x+1 b)f(z)=(x—1)32* ¢)f(x)=2alogx
Di@ =at 10?11 Of(r)=ae"  Ff() =+ 1

Ejercicio 30 Demostrar las desigualdades siguientes:

1
a)e® > , x>0 b)tanz >z, 0<z<7/2
14+
o)sinz <z, x>0 d)logz <z, x>0
27
e)zt +2° > VT >logz, x>0
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Ejercicio 31 Calcular los limites siguientes:

12— e -
a) lim o b) lim (cos z)"/** ¢) lim —— 2T
z—0 2 z—0 T—00 1 + sen x
tanz e~ —1 T =
A 1 & I (2—'—)
) =0 7z 2 ) sin(2mx) /) o sin( 4 7)

Ejercicio 32 Escribir los desarrollos de McLaurin de las funciones
e”, log(l + x), senx, cosz, sh x, ch x.

Ejercicio 33 Calcular aproximaciones ctbicas de los valores siguientes acotando el
error cometido: €®4,  c0s0.2 (rad), sin0.2 (rad), log2.

Ejercicio 34 Calcular el valor de log3 con un error menor que dos centésimas.

Ejercicio 35 Usando el desarrollo de Taylor de la funcién log(1 + ), demostrar que

© (1 n+1
log2 = Z i
n=1

n .

Cuéantos términos de esta serie son necesarios para obtener una aproximacién de log 2
con seis cifras decimales exactas?



Ejercicio 36 Calcular la formula de Taylor con resto de f(x) = 4log(x + 1) alrededor
de z = 0. ;Cudntos términos se necesitan para calcular una aproximacion de 4 log(1.05)
con un error menor que 0.017 Dar una cota superior del error cometido.

Ejercicio 37 Calgular el polinomio de MacLaurin de segundo grado con resto de la
funcién F(x) = [¥ e ¥ dt.

Ejercicio 38 Calcular la férmula de Mac Laurin con resto de la funcién f(z) = sin(2x).
. Cuantos términos hacen falta para obtener una aproximacion de sin2 con un error
menor que dos centésimas?

Ejercicio 39 Calcular la férmula de Mac Laurin con resto de f(z) = log(1 + z). Ob-
tener una aproximacion de log(0.9) con dos cifras decimales exactas.

Ejercicio 40 Calcular la férmula de taylor con resto de la funcién f(x) = log(z + 1)
alrededor de x = 0. jcuantos términos se necesitan para calcular una aproximacién de
log(1.05) con un error menor que 0.017

. o o . . ., 2 3
Ejercicio 41 Para aproximar 2¢”%% se usa la aproximacién e* ~ 1+ x + £ + 2. Dar

una cota superior del error cometido.

Ejercicio 42 Calcular la férmula de Mac Laurin con resto de f(z) = log ((x + 1)?).
Calcular cuantos términos del polinomio son necesarios para obtener una aproximacién
de 2log(1.5) con un error menor que 0.002.



Integrabilidad

Ejercicio 43 Hallar en cada uno de los siguientes casos la derivada de la funcién F.

(a) F(x) :/fxse?t dt (b) F(x) :/:(u—i-2)4 du
(¢) F(z)= / L gt (d) F(z) = /1 ' %tdt
© F@) = [([| e ) dy (1) Fla) = cos( [ VP 1 a)

2 logt

sen x dt y T d )
(9) F(z)= /0 \/(1 e ) (h) F(z)= /0 cost® dt.

Ejercicio 44 Calcular el area limitada por las graficas de las funciones f y g en el
intervalo que se indica.

a) f(z) =cosz, g(x)=senx en [0,7/4].

b) f(x) =23 g(z)=2v22+2 en [0,1].

c) flx)=¢", g(xr)=e" en [—1,1].

d) f(z) = 3sen 2z, g(x)=senz entre el origen y el menor punto de corte positivo.
e) f(x) =ze”, glx)=logz en [1,2].

Ejercicio 45 Calcular el drea de un circulo de radio R y de una elipse desemiejes a
y b.

Ejercicio 46 Calcular el drea comin a los circulos 2? +y? =9y (v — 3)* +¢* = 9.

Ejercicio 47 Hallar el drea limitada por un bucle de la lemniscata de Bernouilli de
ecuacion

p* = a”cos(2w).
Ejercicio 48 Hallar el area limitada por la cardioide de ecuacién

p=a(l+ cosw).

Ejercicio 49 Hallar el area limitada por un lazo de la cicloide de ecuacion

{ r = a(t — sent)

y = a(l — cost)

y la longitud del mismo lazo.



Ejercicio 50 Longitud de la primera espira de la espiral de Arquimedes p = kw.

Ejercicio 51 Hallar la longitud de un paso de la hélice

T = acost
Yy =asent
z =kt

Ejercicio 52 Calcular la longitud de la curva y = 2% en el intervalo [0, 7/4].

Ejercicio 53 Calcular las longitudes de las curvas siguientes en los intervalos que se
indican:

t2,63) si t€]0,2]

t —sint,1 —cost) si te€|[0,2n]

3 mt

acos” %,

asin® @) i t€0,1]

) = (
)= (
t) = (cos®t,sin®t) si te[0,7/2]
)= 3
) = (

bsint,e'cost) si te[0,2n].

Ejercicio 54 Volumen del cuerpo limitado por la superficie que genera un arco de
cicloide al girar alrededor de su base.

Ejercicio 55 El recinto limitado por

y = xe”
rz=1
y=20

gira alrededor del eje de abcisas. Hallar el volumen del cuerpo generado.

Ejercicio 56 Las secciones transversales de un sélido por planos transversales al eje X
son cuadrados con centro dicho eje. Si al cortar por el plano perpendicular en el punto
de abcisa x se obtiene un cuadrado de lado 222, cudl ser4 el volumen del sélido limitado
porz=0yx=a?

Ejercicio 57 La base de un sélido es un tridngulo de vértices (0,0), (0,1),(1,1) en el
plano XY. Sus secciones por planos perpendiculares al eje X son cuadrados. Calcular
el volumen del sélido.

Ejercicio 58 La base de un sélido es el circulo de centro (0, 0) y radio 1 en el plano XY.
Sus secciones por planos perpendiculares al eje X son cuadrados. Calcular el volumen

del sélido.



Ejercicio 59 Calcular el volumen del solido cuya base es el recinto limitado por el
eje OX y la curva y = 1 — 22, y cuyas secciones al cortarlo con planos verticales
perpendiculares al eje OX son cuadrados.

Ejercicio 60 Calcular el volumen del sélido cuya base es el recinto limitado por la
recta y = 1 y la curva y = 2 — 22, y cuyas secciones al cortarlo con planos verticales
perpendiculares al eje OX son cuadrados.

Ejercicio 61 Sea R la regién limitada por larectay =3 —x yeleje OX entrex =1y
x = 2. Calcular el volumen del sélido que tiene por base R y cuyas secciones al cortar
con planos perpendiculares al eje OX son cuadrados.

Ejercicio 62 Establecer por qué las integrales siguientes son impropias, estudiar si son
convergentes o divergentes, y calcular las que sean convergentes.

i) /01 log zdx i1) /12 xlsgxdx i1i) /12 \/%dx

iv) /01 zlogxdr ) /OOO e “dx i) /OOO \/1e7d$

vi7) /200 loixdx Vi) /200 md:ﬁ i) /_11 ﬁdm

x) /O:O e "dx xi) /Ooo %dx xi1) /OOO mdz

Ejercicio 63 Calcular aprorimaciones a los valores de las integrales siguientes usando
el método de Simpson.

1 dx o, 2 sen 22
@ b/ ~% g / d
“>/o 51 20 JJpe Vp e &
2 1 2 d
d)/ ST e)/ 2V2 + 2t dz f)/ @
1 0 1 log(

x 1+ 22?)




Varias variables

Ejercicio 64 Hallar el dominio de definicién de las siguientes funciones:

O f(x,y) = ﬁyyz i) f(z,y) = log(zy)
r+y

) = e + 30 . ’
ZZZ)f(I y) Z Y ZU)f(I y)\/m
Ejercicio 65 Hallar la grafica y curvas de nivel de las siguientes funciones:

i) f(z,y) = 22 + 3y i) f(z,y) = 2* + ¢
i) f(x,y) = 2xy i) f(z,y) = 22% + 3y°

Ejercicio 66 Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:

) flwy) = 5—— si (z,y) #(0,0) y £(0,0) =0,

22 + y?
) J0) = 52 s () £ 0.0) ¥ J(0.0) =0
) 7.0 = s () £ (0,0) ¥ £(0,0) =0
i) f(e,y) = loa(e® +4?) si (2,4) % (0,0) y f(0,0) =0,
Y fa) = SE s @) £ 0.0)y £(0.0) =0,

Ejercicio 67 Calcular las parciales de las siguientes funciones en el origen:

) Jy) = 5 s (@) #0,0)y £(0.0) =0,

) F0) = 5 ) £ (0.0) Y J0.0) =0
i) ) = S s ) £ 0.0) 7 10,0 =0
) ) = ) G ) £ 0.0) v £(0.0) =0,
V) fley) = BRI WYL G ) £ 0,0) v £(0,0) = 0.

:132+y2

Ejercicio 68 Calcular el vector gradiente de las siguientes funciones en el punto que
se indica:

i) f(z,y,2) = 2zlogy — z°y” en (1,1,0).



xz
iii) f(r,y) = 2*+log\/zy en (2,1).

i) f(x,y,2) = en (1,—-1,1).

iv) f(z,y) = logxiy en (5,v/2).

v) f(z,y) =log(x® +2y + 1) + /Om cos(t?)dt en (1,1).

Ejercicio 69 La temperatura de cada uno de los puntos de una placa cuadrada viene
determinada por la funcién T'(z,y) = (z — 1)3(y — 2)?. Se desea conocer cuéles son, en
el punto (0,0), las direcciones de mayor crecimiento y decrecimiento de la temperatura.

. o« o 2 _ 2 ~ . .
Ejercicio 70 Denotemos por z = 2™ 4¢3 la altura de una montafa en la posicién
(x,y). (En qué direccién desde (1,0) deberiamos comenzar a caminar para escalar lo
mas rapidamente posible?

Ejercicio 71 La temperatura de cada uno de los puntos de una placa metélica viene
dada por la funcién T(x,y) = e*cosy + €Y cosz. jEn qué direccién aumenta la tem-
peratura mas réapidamente en el punto (z,y)? Si situamos un mdévil en el origen, ;qué
direccion tendra que seguir para asegurarse de que va por el camino més frio?

Ejercicio 72 Una nave espacial se encuentra en un punto del espacio de coordenadas
(1,0, v/2). La temperatura exterior viene dada por la funcién

log(z%y?2* + 1)

. Qué direccion ha de tomar la nave para alejarse del calor lo mas rapidamente posible?

Ejercicio 73 Dada la funcién f(z,y) = e*1¥ cosz estudiar en qué direccién aumenta
el valor de f(x,y) mas rdpidamente desde el punto (0,log2).

Ejercicio 74 Dada la funcién f(z,y) = (z + y) cos(zy) estudiar en qué direccién au-
menta el valor de f(z,y) mas rapidamente desde el punto (1, 7).

Ejercicio 75 Hallar el plano tangente a las graficas de las funciones:



Ejercicio 76 Calcular los extremos relativos de las funciones:

i) f(z,y) = wye™™ i) f(z,y) = v + 2%y + o
iii) f(x,y) = 2y*(1 — x — y) w) f(z,y) = (z —y*)(z - y°)
v)f(x,y) =222 +y+3 vi)f(x,y) = 32° + y* + 3y
vii) f(z,y) = y?e* ! viid) f (z,y) = (¢ = 1)y

ir) f(z,y) = eV (2® + 2y)

Ejercicio 77 Calcular los extremos absolutos de las siguientes funciones en los recintos
indicados:

r,y) = 2>+ 9% en {(z,y) : 422 + 9y? = 1}.

r,y,2) =20 +yzen {(z,y,2): 2?2 +y* + 22 < 1}

r,y,2) =32 +y* +azen {(x,y,2) a2 +y? < 1,20+ 2z =0}
z,y) =327y + 2¢° en {(z,y) : 202 +y* < 1,y + 2 > 0}.

z,y) = 22" +y* en {(z,9) : 22 +y < 0,2y + x > 0}.

v.y) =22 +y" en {(z,y) 1 2 +y° < 1}



