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Modelado
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De la fisica a la ecuacion (i)

El uso de ecuaciones diferenciales en la ingenieria es fundamental.

e Gobiernan el comportamiento de los sistemas fisicos, como circuitos
eléctricos, sistemas mecanicos y sistemas de control.

e Permiten predecir la evolucion de sistemas a lo largo del tiempo, lo que
es crucial para el disefio y analisis de sistemas.

Pongamos de ejemplo la mision espacial Artemis:
e ;Como calculamos la trayectoria de la nave espacial?

e ;Como decidimos cuando encender los motores y con qué intensidad?

e Necesitamos una ecuacioén diferencial que relacione su posicion (salida)
con la fuerza de los motores (entrada).
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Shorts

The Brain Maze

Artemis Mission Route in 3D
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https://www.youtube.com/@thebrainmazeTBM
https://www.youtube.com/watch?v=VV4HYZIGdF8

De la fisica a la ecuacion (ii)

Las leyes de cada dominio dan directamente la ecuacion del sistema:

R R L N k
NWA
E m —f
Vs C Ve Vs C Ve \_Il_
T NOTb
v
RC (primer orden) RLC serie (segundo orden) Masa-muelle (segundo orden)
RC e + ve = v, LCvc + RCoc +ve = v, my +by+ky=f
e |Las EDOs son el resultado de aplicar leyes fisicas (Kirchhoff, Newton, etc.) a un sistema
e Fijate que todas son ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes
e Eltérmino de la derecha es la entrada que “fuerza” al sistema (tension, fuerza, etc.)
VNIVERSITAT
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Resolucion de ecuaciones diferenciales (i)

Una ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes se define
mediante su ecuacion y las condiciones iniciales:

6

e — — ot

tn—r + o+ ar— +agy = ¢(t)
y(to) = yo

Y (to) =w

y" (to) = 12

Ly V() = yn

El orden de la ecuacidn es n, se corresponde con la derivada
mas alta

Se necesitan n condiciones iniciales para determinar la solucién
unica

Como son lineales y ademas tienen coeficientes constantes,
eso implica que los sistemas modelados son LTI
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Su solucidn se expresa como la suma de dos partes:

Y(t) = yn(t) + yp(2)

La soluciéon homogénea y;(t) representa la respuesta del
sistema en ausencia de entradas externas

® Su estructura depende de la ecuacién caracteristica
® Sus constantes dependen de las condiciones iniciales

La solucién particular y,(t) representa la respuesta del sistema
para una entrada externa dada

m Su estructura depende de la estructura de la entrada
= Esindependiente de las condiciones iniciales

En sistemas estables:

= E| término y;(t) se desvanece con el tiempo (transitorio)

= El término y,(t) sobrevive con el tiempo (permanente)
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Resolucion de ecuaciones diferenciales (ii)

* Primer paso: obtener la solucion homogénea,
yr(t), que satisface la ecuacion sin entradas

¢ Segundo paso: obtener la solucion particular,
y,(t), que satisface la ecuacion con la entrada

* Tercer paso: aplicar las
condiciones iniciales para

7

externas: externa: obtener la solucién final
d"yp, dyn d"yp dyp
a, — L] a1 —— a :O oo _ —
n g T T @+ oy = o tar— -+ aoyy o(t)

» Resolucién de la homogénea
1. Calcular el polinomio caracteristico:
a,s" +---+a;s+ayg=0.
2. Encontrar sus raices sy, s9,..., S,.

3. Construir la solucion y;(t) segun las raices:

» Resolucion de la particular

1. Construir la solucion y,(t) segun el tipo de
entrada:

Entrada ¢(t) Forma de y,(t)

» Resolucién completa

1. Construir la solucion final
y(t) = yn(t) + yp(t)

2. Aplicar las condiciones
iniciales para determinar

Constante c las constantes K;.
Tipo de raiz Forma del modo

Lineal Cit + Oy
Real simple Ke®t ,

Exponencial Ce®
Real multiplicidad m (K1 + Kot + -+ + K t™ 1)est

Seno/Coseno C; cos(wt) + Cy sin(wt)

Compleja conjugada ( et (K cos(wt) + Ko sin(wt))

s =0+ jw)

2. Sustituir y,(¢) en la ecuacién diferencial y calcular
las constantes C;

Sefales y Sistemas Lineales - GIET - 2026/2027 - Tema 4 - Ecuaciones diferenciales y en diferencias

B VALENCIA

VNIVERSITAT [ 4%y | Escola Técnica Superior
Q d’Enginyeria (ETSE-UV)



Mapa de raices: el plano s

Raices O Reales simples © Real doble ® Complejas conjugadas
0 = Re{s} —0 wd=Im{s} (200 | ee—

yn(t) = K e cos(wgt) + Ks e”" sin(wyt)

T Im{s} 1 modos
4- estable 1.5-
3- 1.0
2_
X 0.5-
’|_
0 0.0
_’| _
-0.5-
—2- X )
~3- 1.0~
_4_ | | | '1 5_| | | | | | | |
-1.0 -0.5 0.0 0.5 0 2 4 6 8 10 12 14
Re{s} > t(s) >
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Ejemplo circuito RLC: obtencion de la EDO

9

Ejemplo 4.1: Circuito RLC serie

Un circuito RLC seriecon R=3Q, L=1Hy(C=0,5F. La
entrada es la tensién de la fuente v (t), y la salida la tensién
en bornes del condensador, v¢(t). El circuito esta en reposo,
es decir, el condensador esta descargado y no circula
corriente.

Vs C Ve

T

Calcula la tension en el condesador v,.(t) si se enciende una
fuente de alimentaciéon en t = 0 configurada como:

a) Tension continua vy (t) = 10u(t) V

b) Tensién v, (t) = 10 cos(t)u(t) V

Sefales y Sistemas Lineales - GIET - 2026/2027 - Tema 4 -

Ecuaciones diferenciales y en diferencias

1) Ley de tensiones de Kirchhoff: |a fuente se reparte entre los tres elementos.
vs(t) = vr(t) + vp(t) + ve(t)

2) Ley de cada elemento, con la misma corriente i(t) en los tres (estan en serie):

. _oodit) o due(t)
vr(t) = Ri(t) v(t) =L o i(t) =C 7
3) Se elimina la corriente, sustituyendo i(t) en vg(t) y vi(¢):
dvc(t) dz’vc(t)

4) Se llevan a la ley de Kirchhoff, y queda una ecuacion solo en va(t) y vs(t):

d?vo(t) dvc(t)
—— + RC
dt? - dt

LC +vo(t) = vs(2)
5) Con los valores del circuito, y con p(t) = vs(t) e y(t) = vo(t):
0,5y" + 1,5y  +y=¢(t)
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Ejemplo circuito RLC: condiciones iniciales

Ya sabemos que la ecuacion diferencial es: 3) El condensador esta descargado y por tanto,
directamente:

05vy" +15vy +y= ot
YISy Ty = () wo(0)=0 = y(0)=0

1) Es una EDO de segundo orden, asi que

necesitamos dos CCII: y(0) e y/(0). 4) No circula corriente, es decir, i{(0) = 0, pero la

corriente del circuito es la misma del condensador, y
2) Recuerda, como y(t) = ve(t), eso implica que por tanto, a partir de su ecuacion i(t) = Cv,(t), se
debemos conocer v.(0) y v.(0) deduce que:

(o

e Por tanto, tenemos que resolver la EDO:

05y" +1,5y +y=¢pt), y(0) =0, ' (0)=0

~ . . . . . . . VNIVERSITAT [ ’ﬁa] Escola Técnica Superior
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Ejemplo circuito RLC: entrada escalon

Primer paso: solucion homogénea ol— 1 T 1 T

1. Polinomio caracteristico y raices:

5 ]
0582 +1554+1=0 =— s =-1, s9=-2
2. Raices reales simples, y cada una aporta un modo Ke®: > o
_ —t —2t /"’
yh (t) o Kl € —l_ K2 € -5 4 /// ----- entrada ¢(t)=10V
.z . Ry == homogénea y(t)
Segundo paso: solucién particular 7 —— particular y,(0)
P
1. La entrada es constante, asi que y,(t) = C. -lor I A i
o . 0 1 2 3 4 5 6 7
2. Sustituir y, en la ecuacion y calcular C: £ (s)
05-0+15-0+C=10 = y(t) =10 y(t):\QOetJrlOe?i"‘\lO/V’ t>0

Tercer paso: solucion completa Un(t) Yp(t)

1. Calcular la solucion completa: y(t) = Ky e ™" + Ky e * + 10 * La homogénea se desvanece (el campo magnético de la

bobina se disipa, el condensador se cargay la resistencia
disipa energia)

2. Usar las CCll para obtener K, y Ko:

y'(0) = —K; — 2K, = 0 L= ’ 2 * La particular sobrevive (condensador cargado a 10 V)
VNIVERSITAT [(:}QO Escola Técnica Superior
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Ejemplo circuito RLC: entrada senoidal

Primer paso: solucion homogénea (jes la misma!)
y(t) = Kie '+ K, e 2t

Segundo paso: solucién particular
1. La entrada es senoidal, asi que y,(t) = Ci cos(t) + C2 sin(t).
2. Sustituir y, en la ecuacién (con sus derivadas y; € y,) y agrupar cosenos
y senos:

0.5y + 1.5yh+y, =2 — C; =2, Cy =6

Tercer paso: solucion completa
1. Calcular la solucion completa:

y(t) = K1 e ' + Ky e + 2cos(t) + 6sin(t)
2. Usar las CCll para obtener K y Ko:

— K, =-10, K,=38
y’(O):—K1—2K2+6:0} ! ?
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101-.

\

>
3 v -entrada p(t) = 10cos(tr) \"
~10- Homoad -
== homogénea yx(t)
== particular yp(t)
—~15- = total y(t) = yn(t) + yp(t)
0 2 4 6 8 10 12 14 16
t(s)
y(t) = —10e ' +8e 2 +2cos(t) + 6sin(t) V, t>0
(. >4 N 7

"~ -~

Yn(t) y, ()

» Suma de senos y cosenos

Recuerda que a cos(wt) + bsin(wt) = 4/a? + b2 cos(wt — ¢) con
¢ = —arctan(b/a). Por ejemplo, en este caso, cona =2y b = 6:

y,(t) = 2cos(t) + 6sin(t) = 24/10 cos(t — arctan 3).
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Ejemplo circuito RLC: fasores

La respuesta permanente del circuito RLC ya sabes calcularla mediante fasores:

e Laentrada ¢(t) = 10 cos(t) tiene fasor Vg = 10 V

* Aplicando el divisor de tensidon tenemos que:

A Zco ~ 1/(jwC) ~
V — Vs — Vs
cU) =z Z, v 25 U T R ger 1gwo) )
1 . 1 .
V(jw) Vs (jw)

" 1-w?’LC + jwRC T 1052 +jlpw

e Particularizando para la frecuencia de la fuente, w = 1 rad/s, y con V, = 10 V:

. 10 10 (0,5 — j1,5) Vel =2/10V
Vo= - = =2—356 ~
0,5+71,5 0,52 + 1,5 /V ¢ = —arctan(3)

* Asique en el tiempo ve(t) = 24/10 cos(t — arctan(3)) V, que coincide con la respuesta particular obtenida anteriormente

~ . . . . . . . VNIVERSITAT [ ’ﬂa] Escola Técnica Superior
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FEcuaciones en diferencias
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Filtros digitales

Una de las principales aplicaciones de las ecuaciones en diferencias es el procesamiento digital de sefales

e Es habitual usar el operador retardo z~! (relacionado con la transformada 2)

graves
& W
x[n] » - yln] |
J x[n]—s¢— z71 |—9 H—yin]
4 z1
Y
agudos
Filtro paso bajo (IIR) Ecualizador de graves y agudos (FIR)
— (1 — _ zn|+xzn—1 zn| —xzn—1
yn] = (1 —a)zn] +ayn—1] yln] = ge n] | ] + a4 n] — 2| )

2 2
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Resolucion de ecuaciones en diferencias (i)

Una ecuacion en diferencias lineal con coeficientes constantes se
define mediante su ecuacion y las condiciones iniciales:

(agy[n] +a1yln — 1]+ +ayy[n — N] = ¢[n]
yl-1=u

yl-2]=w

ky[;N] = YN

* Elorden de la ecuacién es N, se corresponde con el retardo mas
grande de la salida

* Se necesitan N condiciones iniciales para determinar la
solucién unica

e Como son lineales y ademas tienen coeficientes constantes,
eso implica que los sistemas modelados son LTI
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Su solucidn se expresa como la suma de dos partes:

y[n] = ya[n] + yp[n]

La soluciéon homogénea y;, [n] representa la respuesta del
sistema en ausencia de entradas externas

® Su estructura depende de la ecuacién caracteristica
® Sus constantes dependen de las condiciones iniciales

La solucién particular y,[n| representa la respuesta del sistema
para una entrada externa dada

m Su estructura depende de la estructura de la entrada
= Esindependiente de las condiciones iniciales

En sistemas estables:

= E| término y;[n| se desvanece con el tiempo (transitorio)

= El término y,[n] sobrevive con el tiempo (permanente)
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Resolucion de ecuaciones en diferencias (ii)

* Primer paso: obtener la solucion homogénea,

yr[n], que satisface la ecuacion sin entradas
externas:

aoyp[n] +aryp[n — 1] + -+ anyp[n — N] =0

» Resolucion de la homogénea
1. Calcular el polinomio caracteristico:
apzy + a2Vt + ... 4+any=0.
2. Encontrar sus raices z1, z2, ..., 2N.

3. Construir la solucion y,[n]| segun las raices:

Tipo de raiz Forma del modo

Real simple Kz

Real multiplicidad m

(K1 + Kon+ -+ + Kpn™ 1) 21

Compleja conjugada (

z = retifh)
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r™ (Kj cos(Qon) + K, sin(Qon))

e Segundo paso: obtener la solucién particular,

yp[n], que satisface la ecuacion con la entrada
externa:

ayp[n] + aryy[n — 1] + - + anyy[n — N = ¢[n]

» Resolucion de la particular

1. Construir la solucién y,[n]| segun el tipo de entrada:

Entrada ¢[n] Forma de y, [n]
Constante C

Lineal Cin+ Csy

Exponencial Ca™

Seno/Coseno C1 cos(Qn) + Cy sin(Qn)

2. Sustituir y,[n] en la ecuacién en diferencias y calcular
las constantes C;

Ecuaciones diferenciales y en diferencias

* Tercer paso: aplicar las
condiciones iniciales para
obtener la solucién final

» Resoluciéon completa

1. Construir la solucién final
y[n] = yn[n] + yp[n]
2. Aplicar las condiciones

iniciales para determinar
las constantes K.
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Mapa de raices: el plano z

Raices O Reales simples © Real doble ® Complejas conjugadas

r=1|z| — Q = arg{z} 0.60 -9

yp|n] = Ky r" cos(Qn) + Ky r" sin(Qn)

™ Im{z} 1 modos
15-
1.0- 1.0-¢.
0.5-
0.0
~0.5-
~1.0-
-1 0 1 Resrs 00 5 10 15 20 25 30 35 49
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Solucidn por recurrencia

Algo distintivo de las ecuaciones en diferencias es que se pueden resolver por recurrencia. Esto permite ver el patrén de la soluciény
deducir su férmula general.

Por ejemplo, podemos calcular la respuesta impulsional del filtro paso bajo IIR

y[n] = 0,2z[n] + 0,8 y[n — 1]

* Lasalida ante z[n] = §[n| partiendo del reposo, y[—1] = 0 es: hin]
0.251
0]=0,2-1+0,8-0=0,2 0,2
y[0] |~
y[1] =0,2-0+0,8y[0] =0,8-0,2 0.201 ¢ 0,8:0,2
y[2] = 0,2-0+0,8y[1] = 0,82 0,2 sl | v _os?02
y[3] = 0,20+ 0,8y[2] = 0,8 - 0,2 —
0.10
=0,8"-0,2
i) 0.05 - ‘ [
e Por tanto: I
0.00 | | T [ R
0 2 4 6 8 10 12 14
h[n] =0,2-0,8" u[n] n

- . ) . ) . ) . VNIVERSITAT [ ’#Q] Escola Técnica Superior
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Ejemplo primer orden

L. Ejemplo 4.2: Cuenta de ahorro con interés
Una cuenta da un 2% anual. La cuenta se abre con 1000 € y
cada afio se ingresan 500 € mas.

a) Escribe la ecuacion en diferencias que describe la evolucion
del saldo.

b) ;Se puede resolver por recurrencia?

c¢) Resuelve la ecuacion por el método habitual (homogéneay
particular). ;Cudl es el saldo a los 20 afios?

ingresado
I interés

10000 A
lllI

w 7500- -

12500 -

5000 - m B

2500 1 |

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
ano
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Solucién a)

Solucién b)

Solucién c)
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Ejemplo polos conjugados

Ejemplo 4.3: Control digital de velocidad de un motor DC » . Solucion a)

Se tiene un controlador digital de velocidad en un motor DC. La
velocidad y[n| (rpm) se lee mediante un encoder cada 5 ms. El
bucle de control disefiado da lugar a la ecuacién en diferencias

» . Solucién b)

» . Solucién c)

yln] = yln —1] = 0,5y[n — 2] + 0,5 z[n — 2] » ~ Evolucién de la velocidad

donde z[n] (rpm) es la velocidad deseada. La referencia deseada
aparece con un retraso de dos muestras, debido al tiempo de
procesamiento de la sefial del encoder y del algoritmo de
control.

El motor esta inicialmente parado, y[—1] = y[-2] =0,yenn =0
se pide una velocidad deseada de 150 rpm. Resuelve la
ecuacion:

a) Calcula la respuesta homogénea.
b) Calcula la respuesta particular.

c) Calcula la respuesta completa. ;Se alcanza la velocidad
deseada? ;Cual es la velocidad a los 50 ms de haber establecido
la velocidad deseada?

- . ) . ) . ) . VNIVERSITAT [ ’ﬂa] Escola Técnica Superior
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Continuo y discreto (i)

Tabla comparativa de ambos casos:

Continuo Discreto
Operacion basica derivar retrasar
Operador (temporal) di/i—(:) yn — 1]
Operador (transformada) s 271
Ecuacién caracteristica S apst =0 Y apzV P =0
Estable si Re{sx} <0 1z < 1

» Transformadas

Veremos mas adelante que s es la variable de |la transformada de Laplace y z es |la variable de |la transformada Z. Por eso, las
transformadas son tan utiles para resolver ecuaciones diferenciales.

~ . . . . . . . VNIVERSITAT [ ’ﬁa Escola Técnica Superior
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Continuo y discreto (ii)

La condicion de estabilidad dibuja zonas diferentes en el plano complejo en cada caso:

3 Continuo: semiplano izquierdo Discreto: interior del circulo unidad
, inestable
1 -
1 T L]
estable inestable estable
e ~
20 S0
£ £
Re{sc} <0 Re{s} >0 |zi||< 1
—1
—1
—2 -
|z||> 1
-3 .
-3 -2 -1 0 1 2 3 -1 0 1
Re{s} Re{z}
y ) . . . ) . . VNIVERSITAT [ ’#o] Escola Técnica Superior
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Para terminar

Codigo de evento
AA\ Vaya a wooclap.com g

] o
Y/ Ingrese el cédigo de evento en el banner superior

Esperando a los participantes...
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