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8.0 INTRODUCCION

Este capitulo lo firmamos Alejandro Fernandez Lajusticia, Onofre Monz6 y
Luis Puig, pero recoge un material y unas ideas que tienen una historia de
afos, en la que participaron en diversa medida otras personas, entre las que se
cuenta Fernando Cerdéan. Ese es el motivo que nos ha hecho pensar que era
adecuado para este libro escrito en su memoria.

En el origen de lo que presentamos aqui esta el estudio, que algunos de
nosotros realizamos a finales de los afios setenta y principios de los ochenta,
de los libros de Polya sobre la heuristica en la resolucion de problemas Como
plantear y resolver problemas, Matemdaticas y razonamiento plausible y La
découverte des mathématiques. Escribimos sus titulos asi, los dos primeros en
castellano y el tercero en francés, porque asi fue como leimos en aquellos afios
How to solve it (Polya, 1945), Mathematics and plausible reasoning (Polya,
1954) y Mathematical discovery (Polya, 1962-1965). El tercero no estaba tra-
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ducido al castellano, ni lo estd tampoco ahora, y recurrimos a una traduccion
francesa' porque nos sentiamos mas comodos con el francés que con el inglés.

Fernando Cerdédn y Luis Puig desarrollaron una serie de proyectos de inves-
tigacion a comienzos de los anos ochenta en los que, ademas de los resultados
empiricos que se obtuvieron, se fueron perfilando una serie de conceptos ted-
ricos con el fin de distinguir distintos elementos que intervienen en lo que en
Puig (1996) se llama el “estilo heuristico de resolucion de problemas”. Algunos
de esos conceptos van apareciendo en los titulos de los proyectos: El papel de
la resolucion de problemas en el curriculum de formacion de profesores de
EGB. Herramientas heuristicas y patrones plausibles (X1 Plan de Investigacion
Educativa del INCIE, 1982-1983); Mecanismos de control y de decision en la
resolucion de problemas de matemdaticas (1 Plan de Investigacion Educativa
de la Comunidad Valenciana, 1984-1985); Sugerencias heuristicas y gestion
del proceso de resolucion de problemas: efectos de la instruccion (Plan de
Investigacion Educativa de la Comunidad Valenciana, 1986). “Herramientas
heuristicas (HH)”, “sugerencias heuristicas (SH)”, “patrones plausibles (PP)”,
y los mecanismos de control, decision y gestion del proceso de resolucion, que
acabarian llamandose en Puig (1996) “gestor instruido (GI)”, son algunos de
los conceptos desarrollados a partir de los libros de Polya citados, incorpo-
rando también ideas de los trabajos que Alan Schoenfeld recogio6 en su libro
Mathematical Problem Solving, publicado por esas fechas (Schoenfeld, 1985).
En el capitulo tercero de Puig (1996) esta descrito con un cierto grado de de-
talle qué ideas se tomaron de Polya y Schoenfeld y en qué sentido y como se
transformaron para enunciarse como elementos del modelo de competencia
del estilo heuristico de resolucion de problemas.

La transformacion de esos conceptos, comenzados a elaborar por Fernando
Cerdéan y Luis Puig en los trabajos realizados en el contexto de los proyectos de
investigacion citados, en elementos de un modelo de competencia se produjo
como consecuencia de la propuesta de Eugenio Filloy del marco tedrico y me-
todoldgico para la investigacion en didactica de las matematicas, al que dio el
nombre de “Modelos Tedricos Locales (MTL)”, a cuyo desarrollo se incorpord

1. Afos después, cuando dos de nosotros (Alejandro y Luis) hicimos una traduccion al catalan
de un capitulo de este libro, precisamente del capitulo que vamos a tratar aqui, y, para hacerla,
quisimos usar el original inglés, que, en el interin, habiamos conseguido, descubrimos entonces
que la traduccion francesa se habia tomado algunas libertades con el texto original. Esa traduc-
cion al catalan la hemos usado como material de trabajo para los alumnos durante afios.
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Luis Puig desde sus inicios?, y que asi los formulo para su tesis doctoral, leida
en 1993 y publicada en forma de libro tres anos después (Puig, 1996).

Pero en esa lista de conceptos tomados de los titulos de los proyectos de
investigacion —HH, SH, PP y GI—, no aparece, sin embargo, el que nos interesa
especialmente porque es del que trata en concreto este capitulo. Polya le de-
dica precisamente el tercero de sus libros citados, Mathematical Discovery, y
uno de nosotros acab6é denominandolo “métodos de resolucion con contenido
heuristico” (MH) (Puig, 1996, p. 44). ;Qué se quiere decir con “método con
contenido heuristico”? La explicacion de esta denominacion hay que buscarla
en la caracterizacion que habiamos hecho previamente de lo que en el prime-
ro de los proyectos citados denominamos HH, “herramienta heuristica”: un
procedimiento independiente del contenido, que no resuelve el problema, sino
que lo transforma en otro. Delimitado de esta manera el concepto de HH, hubo
procedimientos de los que Polya llamaba “heuristicas” que eran HH y otros que
no, a los que dimos otras denominaciones, como SH, ya citada, o “destrezas
con potencial heuristico” (DH). ;Qué decir entonces de los métodos generales
de resolucién como el método cartesiano, cuya pretension es precisamente
“resolver todos los problemas (dentro de un cierto universo de problemas)”? Si
el método resuelve el problema, queda excluido de la heuristica. Si el método
se limita a transformar el problema en otro, es una herramienta heuristica, y
no hay por qué introducir una nueva denominacion.

Un examen mas minucioso desde este punto de vista nuestro de los métodos
que Polya presenta en Mathematical Discovery condujo a esta denominacion
de MH, al poder determinar que esos métodos lo que hacen es organizar un

2. Eugenio Filloy elaboro el primer esbozo de la teoria de los MTL en 1988 durante una estan-
cia académica en el Institute of Education de la University of London en un manuscrito nunca
publicado que tituld Theoretical Aspects of PME Algebra Research. Una parte importante de
ese manuscrito apareci6 al afio siguiente junto con un panorama de la investigacion en didactica
del algebra escrito por Carolyn Kieran en un articulo que se publicé en la revista Enserianza
de las Ciencias (Kieran y Filloy, 1989), siendo esa la primera vez que la teoria de los MTL
aparecio publicada. En esa época, la revista Enserianza de las Ciencias traducia al castellano
los articulos que se remitian en otras lenguas y ése fue el caso de este articulo de Kieran y Fi-
lloy. La traduccion al castellano la hizo uno de nosotros, Luis Puig, quien, al enfrentarse a la
traduccion de uno de los términos centrales de la teoria, que en la version inglesa estaba escrito
“mathematical sign system”, decidié que lo adecuado era “sistema matematico de signos” y no
“sistema de signos matematicos”, decision que, consultado, ratifico Eugenio Filloy, perfilando
asi un concepto que el inglés deja ambiguo, en uno de los sentidos que éste admite.
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plan para resolver el problema planteado trazando un conjunto de pasos que
hay que realizar para ejecutarlo, pero que la ejecucion de cada uno de los
pasos constituye un problema (o varios) que hay que resolver. Dicho de otra
manera, el método indica una serie de pasos que, si se realizan, resuelven el
problema —este rasgo lo comparte con un algoritmo—, pero, a diferencia de lo
que sucede con un algoritmo en que la ejecucion de cada uno de los pasos es
un ejercicio, en el caso del método, la ejecucion de cada paso es un problema.
El método, en este sentido, transforma el problema planteado en una serie de
problemas ordenados que, si se resuelven, el problema planteado queda resuel-
to. El método, por tanto, comparte un rasgo con los algoritmos, establecer los
pasos de un plan de solucion, y otro con las HH, transformar el problema en
otros; pero, a diferencia de los algoritmos, cada paso es un problema y no un
ejercicio, y, a diferencia de las HH, garantiza la solucion del problema (si se
recorren con éxito todos los pasos). De ahi viene que acabaramos llamandolos
MH, “métodos con contenido heuristico”. El método cartesiano, el método de
induccién y los métodos de los que hablamos en este capitulo son MH.

El origen pues de lo que vamos a presentar en este capitulo es este estudio e
interpretacion de los métodos que Polya presenta en Mathematical Discovery
que nos llevo a caracterizarlos como MH, pero ademads hay otro desarrollo teo-
rico que tiene que ver con la forma concreta en que describimos los métodos:
se trata de los MTL. En cualquier trabajo de investigacion desarrollado con la
teoria de los MTL, hay que elaborar al menos un esbozo de lo que en esa teoria
se llama “modelo de competencia”. No vamos a entrar aqui en una exposicion
de en qué sentido se usa “modelo de competencia” en los MTL, que puede
leerse expuesto en Filloy, Rojano y Puig (2008) y discutido en detalle frente
a otros usos actuales del término “competencia” en Puig (2006). Lo que nos
interesa para el asunto que tratamos en este texto es cual es el procedimiento
que hemos utilizado para elaborar los modelos de competencia en nuestros
estudios. En el caso de estudios sobre la ensenanza y el aprendizaje de un con-
tenido conceptual, nuestra fuente fundamental para la elaboracion del modelo
de competencia ha sido el analisis fenomenolédgico, como puede verse, por
ejemplo, en Ferndndez Lajusticia y Puig (2002), pero el andlisis fenomenolo-
gico no puede ser la fuente de elaboracion del modelo de competencia en el
caso de que lo que se quiera estudiar sea un contenido matematico no concep-
tual como es el proceso de resolucion de problemas. Ese problema lo resolvid
uno de nosotros en el caso del estilo heuristico de resolucion de problemas de
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una forma que no vamos a detallar aqui y que puede verse descrita en el curso
de su elaboracion en Puig (1996) y posteriormente de forma mas sintética
en Puig (2006). Pero ademas, ya en Puig (1996) se apunta que hay clases de
problemas para las que alguno de los elementos de ese modelo de competen-
cia desempefian un papel crucial. Es el caso de las clases de problemas para
las cuales hay métodos de resolucion con contenido heuristico establecidos.
Como el modelo de competencia podemos verlo como la forma de predecir,
explicar y describir la conducta del resolutor ideal, pueden usarse entonces los
pasos del método como un esquema que indica cuéles son los elementos que
componen la competencia en la resolucion de esa clase de problemas. Este
idea estd desarrollada por primera vez para el caso de la clase de problemas
aritmético-algebraicos de enunciado verbal, mediante un estudio en la historia,
en Puig (2003) y Puig y Rojano (2004) y completada posteriormente con un
cierto grado de detalle en Filloy, Rojano y Puig (2008), y, sobre todo, en Filloy,
Puig y Rojano (2008), usando como esquema del modelo de competencia una
descomposicion en pasos del método cartesiano.

La clase de problemas que vamos a abordar en este capitulo es la de los
problemas de construccion con regla y compas. Los problemas de construc-
cidén con regla y compds constituyen una clase de problemas clédsicos que se
caracterizan por dos cosas. Por un lado, por lo que pide el problema, que es la
construccion de una figura geométrica, y, por otro, porque esa construccion ha
de realizarse utilizando para ello s6lo dos instrumentos: una regla no graduada
y un compas. La restriccion de los instrumentos a esos dos es lo que de hecho
caracteriza qué se puede hacer para realizar la construccion, y equivale, en
términos geométricos, a que solo pueden trazarse segmentos de recta y arcos
de circunferencia. El hecho de que la regla sea una regla no graduada excluye
ademas el recurso a cualquier otra medicidon que la que puede hacerse mediante
el compas.

La elaboracion de un modelo de competencia para esa clase de problemas
se abordo para la tesis doctoral de Liliana Sifierez (Siferiz, 2000) y esta des-
crita en ella y en Siferiz y Puig (2006). En el caso de esta clase de problemas,
el asunto es mas complejo que en el de los problemas aritmético-algebraicos
de enunciado verbal, porque no puede partirse de un tinico método de reso-
lucién con contenido heuristico como en ese caso. Aqui hay cuatro métodos
de resolucion implicados: tres que son propios de esa clase de problemas (el
método de los dos lugares, el método de la figura auxiliar y el método de la
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figura semejante) y uno que es de indole mas universal, el método de analisis
y sintesis, que adopta en esta clase de problemas una version especifica que
sirve para organizar el uso de los otros tres métodos. A esa conclusion llegamos,
y asi lo establecimos, a partir del estudio del capitulo que Polya dedica a esa
clase de problemas en su libro Mathematical Discovery (Polya, 1962-1965),
y su transformacion en una descripcion metodica de la conducta del resolutor
ideal: el método de andlisis y sintesis organiza el conjunto de las acciones, el
método de los dos lugares es el nticleo central del proceso y sus pasos indican
pues elementos esenciales de la competencia, y los otros dos métodos entran
en juego cuando la condicion del problema no permite que la aplicacion de
los pasos del método de los dos lugares conduzca a resolver el problema. En
ese caso, el método de la figura auxiliar establece como reiterar el método de
los dos lugares a través de la construccion de figuras que no son las que el
problema pide construir (la figura auxiliar o las figuras auxiliares), y el método
de la figura semejante introduce una forma especial de buscar dos lugares (a
través de la construccion de una figura homotética a la que el problema pide
construir).

En este texto presentamos una seleccion de los problemas planteados por
Polya en el capitulo mencionado de Polya (1962-1965), resueltos siguiendo
de forma explicita los pasos de los métodos.

8.1 EL METODO DE ANALISIS Y SINTESIS COMO ORGANIZADOR
DEL PROCESO DE RESOLUCION

El método de analisis y sintesis, cuando se aplica a la resolucién de un pro-
blema de encontrar (en este caso de encontrar la construccion de una figura
geométrica), comienza dando el problema por resuelto y buscando cuales son
los antecedentes que conducen al resultado hasta encontrar lo que ha sido
dado en el problema (éste es el camino del analisis), para después efectuar la
construccion siguiendo el camino inverso (la sintesis).

Dar el problema por resuelto en el caso de los problemas de construccion
consiste en suponer que la figura ya esta construida. En concreto, esta figura
que suponemos ya construida, la vamos a llamar “figura de andlisis”, y la
resolucion del problema comenzaréd pues resaltando en la figura de analisis
los datos del problema, con el fin de buscar como puede provenir esa figura
ya construida de los datos del problema. Eso es lo que indica el método de
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andlisis y sintesis, pero no la manera en que se puede buscar ese camino desde
la figura a los datos y viceversa, que constituye la construccion y resuelve el
problema. La manera de buscarlo esté trazada por el método de los dos lugares,
en primer lugar, y por el método de la figura auxiliar y el método de la figura
semejante. En el apartado siguiente examinamos una construccion conocida, la
de un tridngulo dados sus tres lados, para generalizar sus pasos, convirtiéndola
asi en un método de resolucion: el método de los dos lugares.

8.2 UN EJEMPLO PARA EXTRAER EL METODO DE LOS DOS LUGA-
RES

Analizaremos pues el problema de construir un triangulo dados sus tres lados,
que es un problema clésico’.

En este caso la incognita es una figura geométrica, un triangulo. Los datos
son tres segmentos de recta, a, b y ¢*, que estan dados en magnitud.

La condicion que liga los datos a la incdgnita es que los lados del tridngulo
que buscamos son iguales en magnitud a esos tres segmentos de recta.

3. Enlos Elementos de Euclides es el problema 22 del libro I. El enunciado euclideo, en la
traduccion de Maria Luisa Puertas, es “Construir un triangulo con tres rectas que son iguales
a tres rectas dadas. Pero es necesario que dos (de las) rectas tomadas juntas de cualquier
manera sean mayores que la restante” (Euclides, 1991, p. 227). Como es harto conocido Eu-
clides no presenta el analisis, sino sélo la sintesis. La construccion que nosotros presentamos
no es la del texto euclideo.

4. Para que el triangulo pueda construirse es necesaria la condicion (el diorismo, en térmi-
nos de la matematica griega) que Euclides incluye en el enunciado de la proposicion 22 del
libro I, que hemos citado en la nota 3. La construccion que nosotros presentamos también
serviria para demostrar que esa condicion es necesaria, ya que, si no se cumple, la construc-
cion no puede realizarse.
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Para construir el tridngulo, lo primero que hacemos es colocar un segmento
igual en magnitud al segmento a: sea el segmento BC.

B a C

Al colocar el segmento BC, igual en magnitud al segmento a, el segmento
BC, ademas de estar dado en magnitud, también esta dado en posicion, porque
lo hemos colocado en un determinado lugar. Como consecuencia de ello, tam-
bién estdn dados en posicion los extremos del segmento, que son dos vértices
del tridngulo: By C. Con lo cual, para hallar la incognita (el tridngulo ABC)
queda tinicamente por determinar el vértice A. Dicho de otra manera, al colocar
el segmento BC, igual en magnitud al segmento a, el problema propuesto se
ha transformado en otro, que podemos enunciar de la siguiente manera:

Dado el segmento BC, en magnitud y en posicion, hallar el vértice A4 del triangulo ABC.

El nuevo problema pide hallar un punto, el punto 4, y hallar un punto con-
siste en determinar su posicion.

En lo que llevamos examinado, que es solo el comienzo de la construccion
y que consiste en colocar un segmento, ha aparecido algo que conviene subra-
yar porque no suele prestarsele la atencion que merece, y desempeia un papel
importante en esta clase de problemas. Se trata del hecho de que los objetos
geométricos pueden estar dados de tres maneras distintas: en posicion, en
magnitud y en forma®. Es decir, de una figura geométrica puede estar dado en
qué lugar se encuentra, que tamafo tiene o qué forma tiene. Los puntos s6lo
pueden darse en posicion, ya que no tienen ni tamafio ni forma. Los segmentos
pueden darse en posicion y en tamafio, pero no en forma (ya que todos los
segmentos tienen la misma forma).

El nuevo problema en que se ha transformado el problema inicial al colocar
el segmento BC, tiene una nueva incognita y nuevos datos: la incognita es ahora
el punto 4 (y no el triangulo ABC) y los datos son dos puntos, By C, dados

5. Ellibro de Euclides que en griego se llama Aedouéva, literalmente “lo que ha sido dado”,
y se conoce por su titulo en latin Data, comienza precisamente por cuatro definiciones, tres
para las figuras geométricas, las de haber sido dado en magnitud (definicion 1), en forma
(definicion 3) y en posicion (definicion 4), y la definicion de haber sido dada para el caso de
una razoén (definicion 2) (Taisbak, 2003, p. 17).
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en posicion, y tres segmentos, a, b y ¢, de los que a esta dado en magnitud y
posicion, y by ¢ estan dados en magnitud (y no simplemente los tres segmentos
a, by ¢, dados en magnitud).

Si examinamos ahora la condicion del problema inicial, que los tres seg-
mentos sean los lados de un triangulo, esa condicion se convierte en el nuevo
problema en que el punto 4 esté a una distancia b de C'y a una distancia c de
B. La condicion del nuevo problema consta pues de dos partes.

Tomando una sola parte de la condicion el punto incdgnita 4 no esta total-
mente determinado, estd condicionado a pertenecer a una circunferencia de
centro uno de los extremos del segmento BC' y de radio el segmento ¢ o el
segmento b, segun corresponda. El punto incognita 4 pertenece a dos luga-
res geométricos, dos circunferencias, y se encuentra en su interseccion. Para
resolver el nuevo problema bastara pues con trazar esas dos circunferencias,
esos dos lugares geométricos, y la posicion del punto buscado estard en su
interseccion. Pero la resolucion de ese problema resuelve el problema original,
ya que para construir el tridzngulo buscado basta s6lo con unir los extremos del
segmento BC con el punto 4.

El detalle con que hemos analizado la resolucion de este problema nos per-
mite enunciar un método para resolver problemas de construccion geométrica,
que se llama “método de los dos lugares” porque su parte central consiste en
determinar dos lugares geométricos. El método de los dos lugares consta pues
de dos pasos:

1. Transformar el problema de forma que se reduzca a la determinacion de
un punto.

2. Dividir la condicion en dos partes tales que cada una de ellas sea un lugar
geométrico para el punto incégnita.

Como los instrumentos permitidos en estos problemas de construccion con
regla y compds sélo permiten construir rectas (segmentos) y circunferencias
(arcos de circunferencia), los lugares han de ser rectas o circunferencias. Como
esas figuras geométricas son el resultado de propiedades en que se divide
la condicion del problema, esas figuras geométricas han de ser vistas como
lugares geométricos. Una parte importante de la resolucion de esta clase de
problemas se juega en la capacidad del resolutor de ver las figuras geométricas
como lugares geométricos definidos por propiedades. Asi, por ejemplo, hara
falta ver la bisectriz de un angulo no como la recta que divide el angulo en dos
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angulos iguales, sino como el lugar geométrico de los puntos que equidistan
de los dos lados del angulo. La ensenanza de la resolucion de esta clase de
problemas necesita que algunos conceptos geométricos se reconceptualicen
como lugares geométricos, y es el lugar adecuado para ello.

8.3 LA ARTICULACION DE LOS CUATRO METODOS

El método de los dos lugares es el método central de resolucion de los proble-
mas de construccion con regla y compas, pero no es suficiente. Hay problemas
que se dejan reducir a la determinacidén de un punto que puede ser determi-
nado mediante dos lugares geométricos que pueden construirse a partir de
los datos del problema. Para esos problemas, el método de los dos lugares es
suficiente. Sin embargo, en otras ocasiones €so no es posible, pero si que es
posible construir una figura mediante el método de los dos lugares que no es
la pedida, pero que, una vez construida, proporciona nuevos datos con los que
se puede reducir, ahora si, la construccion de la figura inicialmente pedida a
la determinacidon de un punto, que, ahora si, puede hallarse por el método de
los dos lugares. Llamaremos “método de la figura auxiliar” a la construccion
de esa figura que permite, apoyandose en ella, construir la figura inicialmente
pedida por reiteracion del método de los dos lugares.

Hay atn un tercer método que puede ser necesario cuando no es posible
encontrar una figura auxiliar (o varias) que desempefie el papel de intermediario
para la construccion de la figura pedida o servir en lugar del método de la figura
auxiliar. Ese tercer método consiste en la construccion de una figura semejante
a la que se pide, que se construye mediante el método de los dos lugares o
el método de la figura auxiliar (y el de los dos lugares). Asi, se consigue una
figura que, con respecto a la figura que pide el problema, ya estd dada en forma
y solo falta que esté dada también en tamafio y en posicion. Finalmente, la
figura que pide el problema puede construirse a partir de ella porque la figura
semejante que se ha decidido en el andlisis construir esta elegida de manera
que los datos proporcionen un centro y una razon para construir mediante una
homotecia la figura pedida a partir de la figura semejante.

Pero ademas, por la complejidad del conjunto del proceso en el que puede
que haya que combinar el uso de varios métodos, y, en todo caso, hay que co-
menzar transformando el problema inicial en la determinacion de un punto y el
analisis de qué métodos hay que usar y en qué orden, el conjunto del proceso
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esta organizado por el método de andlisis y sintesis. Es decir, se comienza
dando el problema por resuelto y examinando en la figura pedida, que se da
como ya construida, la combinacion y orden de los métodos, en funcion de las
relaciones entre los datos que se tienen y la figura incognita.

[lustraremos en lo que sigue, en orden de complejidad creciente, el uso de
los métodos organizados por el método de andlisis y sintesis en problemas
de construccion de tridngulos. Pero antes de ello presentaremos una serie de
construcciones elementales, que constituyen los problemas elementales de
construccion a partir de los cuales se realizan las construcciones de los tridn-
gulos. Puede observarse que, de hecho, en la mayoria de esas construcciones
elementales se usa una version del método de los dos lugares.

8.4 CONSTRUCCIONES ELEMENTALES

Para resolver problemas de construccion geométrica con regla y compas es
conveniente recordar algunas construcciones elementales. En particular aque-
llas que son lugares geométricos que utilizaremos en la aplicacion del método
de los dos lugares, y otras relacionadas con dichos lugares.

Empezamos presentando, en 8.4.1, 8.4.2 y 8.4.3, las construcciones de la
“mediatriz” de un segmento, lugar geométrico de los puntos del plano que
equidistan de los extremos de un segmento dado, y las relacionadas con ella.

8.4.1 LA MEDIATRIZ DE UN SEGMENTO

- Dibujamos un arco de circunferencia con
centro en 4 y radio mayor que AB/2.

}_4

VA

Con el mismo radio dibujamos un arco de
circunferencia con centro en B.

Trazamos la recta que une los dos puntos
de corte.

VAN

\
B g
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8.4.2 LA PERPENDICULAR A UNA RECTA POR UN PUNTO DE LA RECTA

Dibujamos dos arcos de circunferencia
- con centro en Py radio cualquiera. Obte-
nemos los puntos Ay B. La perpendicular
que pasa por P es ahora la mediatriz del
segmento AB, de modo que la construc-
\ cion continua con la de esa mediatriz.

|

I

|

|

|

|

I

:

| ! . .

! P /B Trazamos un arco de circunferencia con
| centro en A y radio mayor que AP y otro
| arco de circunferencia con centro en B y
I . . .

) el mismo radio anterior.

|

|

|

La recta que une los dos puntos de corte
es la perpendicular por el punto P.

8.4.3 LA PERPENDICULAR A UNA RECTA POR UN PUNTO EXTERIOR A ELLA

Dibujamos un arco de circunferencia con
centro en Py radio mayor que la distancia
de P a la recta. Obtenemos los puntos A
y B. La perpendicular que pasa por P es
ahora la mediatriz del segmento 4B, de
modo que la construccidon contintia con
" B la de esa mediatriz.

7
/

Trazamos dos arcos de circunferencia:
uno con centro en 4 y radio mayor que
AB/2 y otro con centro en By el mismo
radio anterior.

La recta que une los dos puntos de corte
entre los arcos es la perpendicular.

En 8.4.4. presentamos la construccion de una recta paralela a otra dada,
lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan a otra recta dada, y la
paralela media a dos rectas paralelas, lugar geométrico de los puntos del plano
que equidistan de las dos rectas.
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8.4.4 LA PARALELA A UNA RECTA DADA Y LA PARALELA MEDIA

La construccion de la paralela se redu-
ce a la de dos perpendiculares: prime-
ro una a larecta dada y luego otra a la
anterior (ver las construcciones 8.4.2
y 8.4.3). La segunda perpendicular es
la paralela a la recta dada.

Para obtener la paralela media: prime-
ro trazamos una perpendicular a las
rectas dadas. Después, con la ayuda de
la mediatriz obtenemos el punto me-
dio del segmento que se ha formado.
Finalmente, por este punto trazamos
una perpendicular al segmento que es
paralela a las rectas dadas.

En 8.4.5, 8.4.6 y 8.4.7, presentamos construcciones que tienen que ver con
angulos: la construccion de la bisectriz, lugar geométrico de los puntos del plano
que equidistan de los lados de un angulo, la construccion sobre una recta dado
en un punto dado de un angulo dado (construccion que se suele llamar “trans-
portar un angulo”) y la construccion del arco capaz, lugar geométrico de los
puntos del plano desde los cuales se ve con un angulo dado un segmento dado.

8.4.5 LA BISECTRIZ, LUGAR GEOMETRICO DE LOS PUNTOS DEL PLANO QUE EQUIDISTAN
DE LOS LADOS DEL ANGULO

Dibujamos un arco de circunferencia con
centro en O y radio cualquiera. Obtene-
mos los puntos 4y B.

Trazamos dos arcos de circunferencia:
Uno con centro en A4 y radio mayor que
AB/2 y otro con centro en By el mismo
radio anterior.

La recta que une el vértice O con uno de
los puntos de corte es la bisectriz.
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8.4.6 TRANSPORTAR UN ANGULO

El angulo dado, que hay que transportar
a otro lugar es AOB. La construccion de
un angulo de la misma amplitud, situado
sobre otra recta se realiza de la siguiente
manera

En la recta a la que se quiere transportar
el angulo, se fija un punto O’.

Mediante un arco de circunferencia con
centro en O’y radio OA4 obtenemos A4°.

Con un arco de circunferencia con centro
en A’ y radio AB obtenemos B’.

La recta O’B’ es el otro lado del angulo.

8.4.7 EL ARCO CAPAZ, DADO UN SEGMENTO 4B Y UN ANGULO O

Los datos son: un angulo o y un segmento 4B.

1. Fijamos el segmento dado 4B5.

2. Trazamos por 4 una perpendicular al segmento anterior.

3. Transportamos el angulo dado a de forma que tenga el vértice en 4 y
que un lado sea la perpendicular al segmento 4B en el punto 4.

4. Trazamos la mediatriz al segmento 45.
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5. Elpunto de corte entre el lado del d&ngulo a y la mediatriz nos da el centro
de la circunferencia. El arco 4B es la solucion.

Veamos que esta construccion es correcta:

— El tridngulo AOB es isosceles y el valor del angulo central AOB es 180°
-2p.

— Como a + f=90° entonces AOB = 180°—2 (90° — o) = 180° — 180° +
2a=2a
Un éangulo inscrito vale la mitad de su correspondiente angulo central.

Por tanto el a&ngulo inscrito que tiene por arco 4B vale a, tal como que-
riamos construir.

8.5 PROBLEMAS RESUELTOS CON EL METODO DE LOS DOS LUGARES

En este apartado presentamos, de forma esquematica y metodica, la resolucion
de varios problemas de construccion de tridngulos que se pueden resolver
aplicando exclusivamente el método de los dos lugares.

Para referirnos con comodidad a los datos de los problemas que vamos a
presentar en este apartado y en 8.6 y 8.7, utilizaremos las notaciones siguientes:
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— los vértices

— los lados

— los angulos

— las alturas

— las medianas

— las bisectrices de los dngulo

— el radio del circulo circunscrito
— el radio del circulo inscrito

2 A
S W
a

= R
=
< o

8.5.1 CONSTRUIR UN TRIANGULO DADOS DOS LADOS @, b Y LA MEDIANA m,

Damos el problema por resuelto, construimos una figura de analisis (el triangulo
ABC)y en ella, mediante un trazo grueso, sefialamos los datos.

Figura de andlisis

Datos
Dos lados, a 'y b, y la mediana m,,.

Transformamos el enunciado del proble-
ma para reducirlo a la determinacion de
un punto.

Si fijamos el lado BC, entonces el proble-
ma queda reducido a hallar el vértice 4.

Fijado el lado BC, en el nuevo enunciado del problema tenemos:

Datos: El lado a [BC], el lado b [AC] y el segmento m .

Incognita: Vértice A.

Las dos condiciones para la incdgnita son.:
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— El punto A4 estd a una distancia m  del punto D, punto medio del segmento
BC.
— El punto 4 esta a una distancia b del vértice C.

El punto 4 esta pues en los dos lugares que se corresponden con las dos
propiedades que constituyen las dos condiciones:

1. En una circunferencia de centro Dy radio m, .
2. En una circunferencia de centro C'y radio b.

Finalizado el andlisis, l1a construccion (la sintesis) de la figura demandada
sera:

1. Colocamos a, tenemos los vértices B 'y Cy nos falta hallar el vértice 4.

2. Trazamos la mediatriz del segmento BC'y hallamos D, punto medio del
segmento.

3. Con centro en Dy radio m  trazamos una circunferencia.

4. Con centro en Cy radio b trazamos una circunferencia.

5. Lainterseccion de las dos circunferencias nos dara el vértice 4 buscado.

El tridngulo ABC es la solucion.
Discusion:
Podemos encontrar dos soluciones.

Para ello es necesario que se cumpla la condicion de existencia de tridngulos;
en el triangulo ADC un lado (la mediana m ) ha de ser menor que la suma
de los otros dos (lado b y la mitad del lado a).
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8.5.2 CONSTRUIR UN TRIANGULO DADOS UN LADO @, LA ALTURA haY LA MEDIANA m_

Damos el problema por resuelto, construimos una figura de andlisis, el triangulo
ABC, y en ella sefialamos los datos.

Figura de andlisis Datos
A Un lado a, una altura hu y una mediana m.
c Transformamos el enunciado del proble-
b ma para reducirlo a la construccion de
Mg |hg un punto.
B .
“ B D C Si fijamos el lado BC, entonces el proble-

ma queda reducido a hallar el vértice 4.

Fijado el lado BC, en el nuevo enunciado del problema tenemos:

Datos: El segmento a (los puntos B'y C) y los segmentos: /_(altura) y m,
(mediana).
Incognita: Vértice A.

Las dos condiciones para la incdgnita son:

— El punto 4 esta a una distancia m_del punto £, punto medio del segmento
BC.

— El punto 4 estd a una distancia /2, de la recta que contiene al segmento
BC.

El punto 4 esta en dos lugares:

1. En una circunferencia de centro £y radio m .
2. En una recta paralela al segmento BC a una distancia /.

Finalizado el andlisis, 1a construccion (la sintesis) de la figura demandada sera:

1. Colocamos a y tenemos los vértices By C. Nos falta hallar el vértice 4.
2. Trazamos la mediatriz del segmento BC y hallamos E, punto medio del
segmento.

Con centro en E y radio m  trazamos una circunferencia.

Trazamos una paralela al segmento BC a una distancia /.

. Lainterseccion de la circunferencia y la recta nos dara el vértice A buscado.

TIERE
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El tridngulo ABC es la solucion.
Discusion:
Podemos encontrar cuatro soluciones.

Para que exista solucidn es necesario que el radio de la circunferencia (la
mediana m ) sea mayor o igual que la distancia entre las paralelas (la altura
h ).

En el primer caso hallamos cuatro soluciones y en el segundo dos. En ambos
casos las soluciones “por arriba” del segmento BC son simétricas respecto
de las soluciones “por abajo”. La recta BC es el eje de simetria respecto de
las soluciones encontradas.

8.5.3 CONSTRUIR UN TRIANGULO DADO UN LADO d, LA ALTURA ha Y EL ANGULO o

Damos el problema por resuelto, construimos una figura de analisis (el triangulo
ABC) y sefialamos en ella los datos.

Figura de andlisis Datos
Dos segmentos, a'y &, y un angulo a .

Transformamos el enunciado del proble-
ma para reducirlo a la construccion de
un punto.

Si fijamos el lado BC, entonces el proble-
ma queda reducido a hallar el vértice 4.

Fijado el lado BC en el nuevo enunciado del problema tenemos:

Datos: El lado a [BC], el segmento 4y el angulo a.
Incognita: Vértice A.

Las dos condiciones para determinar la incognita son:

— El punto 4 estd a una distancia /2, de la recta que contiene el segmento
a.
— Desde 4 el segmento BC se ve con un angulo a.

El punto 4 esta en dos lugares:
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1. En una recta paralela al segmento BC a una distancia /.
2. En un arco capaz de segmento BC'y angulo o.

Finalizado el andlisis, 1a construccion (la sintesis) de la figura demandada
sera:

1. Colocamos a (tenemos los vértices B'y C). Nos falta hallar el vértice 4.
2. Trazamos la paralela al segmento BC a una distancia /.

3. Trazamos el arco capaz de segmento BC'y angulo a.

4. Lainterseccion de la recta con el arco capaz nos dara el vértice 4 buscado.

El triangulo ABC es la solucion.
Discusion:
Si la paralela es secante con el arco capaz, entonces encontraremos dos

soluciones por arriba y otras dos por abajo.

Si es tangente, entonces hallaremos dos soluciones, una por arriba y otra
por abajo del lado a.

El lado a se comporta como eje de simetria en relacion con las soluciones
encontradas.

8.5.4 CONSTRUIR UN TRIANGULO DADO EL LADO a, LA MEDIANA m, Y EL ANGULO o

Damos el problema por resuelto, construimos la figura de analisis (el tridngulo
ABC) y sefialamos en ella los datos.

Figura de andlisis Datos

Dos segmentos, a y m_, y un angulo « .

Transformamos el enunciado del proble-
ma para reducirlo a la construccion de
un punto.

Si fijamos el lado BC, entonces el proble-
ma queda reducido a hallar el vértice 4.

Fijado el lado BC en el nuevo enunciado del problema tenemos:
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Datos: El lado a [BC], el segmento m_ y el angulo a.
Incognita: Vértice A.

Las dos condiciones para determinar la incdgnita son:

— Elpunto 4 esta a una distancia m_ del punto D, punto medio del segmento
BC.
— Desde A4 el segmento BC se ve con un angulo a.

El punto 4 esta en dos lugares:

1. En una circunferencia de centro D'y radio m.
2. En un arco capaz de segmento BC'y angulo a.

Finalizado el andlisis, 1a construccion (la sintesis) de la figura demandada
sera:

1. Colocamos a (tenemos los vértices By C). Nos falta hallar el vértice 4.

2. Trazamos la mediatriz del segmento BC' y con ello hallamos D, punto

medio del segmento.

Con centro en D y radio m  trazamos una circunferencia.

Trazamos el arco capaz de segmento BC'y angulo a.

5. Lainterseccion de la circunferencia con el arco capaz nos dara el vértice
A buscado.

W

El tridngulo ABC es la solucion.

Discusion:

La interseccion de la circunferencia con el arco capaz nos dara la solucion
por arriba y por abajo de la recta que contiene el lado a. Las soluciones

encontradas son simétricas; la recta que contiene al segmento a es el eje
de simetria.

8.6 PROBLEMAS RESUELTOS CON EL METODO DE LA FIGURA AU-
XILIAR

Hay casos en los que el problema no se puede resolver directamente con el
método de los dos lugares, entonces interviene el método de la figura auxiliar,
que conlleva el uso reiterado del método de los dos lugares.
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Lo que hace que el problema no se pueda resolver mediante el método
de los dos lugares es que al aplicar el primer paso del método, esto es, la
transformacion del problema original en el problema de determinar un punto,
transformacion que se realiza colocando uno de los datos del problema, el
punto que hay que determinar no esta en dos lugares que puedan construirse
a partir de los otros dos datos.

El método de la figura auxiliar consiste en introducir, como una etapa de la
resolucion del problema original, la construccion de una figura tal que pueda
construirse mediante el método de los dos lugares, al fijar uno de los datos del
problema inicial. Ademas, para que realmente la construccion de esa figura
auxilie en la construccion de la que pide el problema original, hace falta que
los datos nuevos que proporciona su construccion permitan construir la figura
inicial, usando el método de los dos lugares; o, en todo caso, que permitan
la construccion de otra figura auxiliar a partir de la cual se pueda construir la
figura inicial. También cabe que a la construccion de la figura inicial se llegue
tras la construccion de més de una figura auxiliar.

De forma general podemos decir que el método de la figura auxiliar con-
siste en:

1. Enunciar un problema de construir otra figura (la figura auxiliar) a partir
de (parte de) los datos del problema inicial, que sea resoluble mediante
el método de los dos lugares.

2. Resolver ese nuevo problema con el método de los dos lugares.

3. Volver al problema inicial ampliandolo con la incorporacion como datos
de los elementos de la figura auxiliar.

4. Resolver el problema inicial asi ampliado con nuevos datos, mediante
el método de los dos lugares. Si no es posible, reiterar el método de la
figura auxiliar.

&.6.1 CONSTRUIR UN TRIANGULO DADOS LOS LADOS ¢ Y ¢ Y LA ALTURA A ,

Damos el problema por resuelto, construimos la figura de andlisis, el triangulo
ABC, y en ella sefialamos los datos.
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Figura de andlisis

Datos

Si fijamos el lado @ entonces la incognita
es el vértice A, pero para ella solo tene-
mos una condicion: esta a distancia ¢ del
vértice B. Analogamente si colocamos c.
Si fijamos la altura /2, entonces tenemos
dos incognitas: los vértices C'y A, pero
para cada una de ellas solamente tenemos
una condicion.

Por tanto para resolver el problema nece-
sitaremos recurrir al método de la figura
auxiliar. La figura auxiliar, en este caso,
sera el triangulo BCD.

El nuevo problema que genera el método de la figura auxiliar es construir el
triangulo BCD a partir de los datos del problema inicial, a, ¢ y 4,. Lo habitual es
usar solo parte de los datos del problema inicial, en este caso, ¢ no lo usaremos.

En efecto, si colocamos el dato #,, entonces hemos de determinar el punto
C, y, en el enunciado de este nuevo problema tenemos:

Datos: El segmento £,, los puntos By D, el segmento a y el angulo BDC

de 90°.
Incognita: Vértice C.

Las dos condiciones para la incognita son:

— Esté en la perpendicular a la recta BD por D.

— Esta a distancia a de B.

El punto C esté en dos lugares:

1. En una recta: la perpendicular a 4, por D.
2. En una circunferencia de centro B y radio a.

Determinado C, podemos construir la figura auxiliar BCD, y, para determinar
el triangulo pedido, ABC, nos falta hallar el vértice A4.
Los datos para resolver este nuevo problema son:

Todos los dados en el enunciado y los obtenidos con la figura auxiliar.



282 RESOLVER PROBLEMAS

Las dos condiciones para el punto A4 son:

— Esté la recta que pasa por C'y por D.
— Esta a una distancia ¢ de B.

La incdgnita esta en dos lugares:

1. En una recta: la prolongacion del lado CD.
2. En una circunferencia de centro B y radio c.

Finalizado el andlisis, 1a construccion (la sintesis) de la figura demandada seré:

1. Colocamos 4,, y tenemos el vértice By el punto D.

2. Trazamos una perpendicular a /,, por el punto D.

3. Con centro en B y radio a trazamos una circunferencia que corta a la
perpendicular trazada en el punto C.

4. Con centro en B y radio ¢ trazamos una circunferencia que corta a la
perpendicular trazada en el punto 4.

El triangulo ABC es la solucion.

Continuaremos con la resolucion de un par de problemas en los que hace
falta aplicar el método de la figura auxiliar dos veces, y se usan, por tanto, dos
figuras auxiliares.

8.6.2 CONSTRUIR UN TRIANGULO DADOS EL LADO @, LA ALTURA /1,, Y LA BISECTRIZ dy

Damos el problema por resuelto, construimos la figura de andlisis, el triangulo
ABC, y sefialamos en ella los datos.

Figura de andlisis Datos

Si fijamos el lado a, entonces la incognita
es el vértice A4, pero para ella no tenemos
ninguna condicion. Por tanto necesita-
remos mas de una figura auxiliar para
encontrar las dos condiciones que deter-
minan la incognita 4. Observamos que el
punto 4 esta en la prolongacion del lado
CD del triangulo BCD y en la prolonga-
cion del lado BE del triangulo BCE.
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En primer lugar construiremos como figura auxiliar el tridngulo rectangulo
BCD. Si colocamos el dato /,, entonces s6lo hemos de hallar el punto C. En
el nuevo enunciado del problema tenemos:

Datos: El segmento £,, los puntos B'y D, el segmento a y el angulo recto
BDC.
Incognita: Vértice C.

Las dos condiciones para la incognita son:

— Esté en la perpendicular a la recta BD por D.
— Esté a distancia a de B.

El punto C esté en dos lugares:

1. En una recta: la perpendicular a s, por D.
2. En una circunferencia de centro By radio a.

o1 Ip

Ya tenemos dos vértices de la figura buscada, los puntos By C, y hemos de
determinar el tercero 4.

Para ello construiremos como segunda figura auxiliar el tridngulo BCE. Si
fijamos el lado BC, en este nuevo enunciado tenemos:

Datos: El segmento BC, los puntos B y C, el angulo y y el lado CE, seg-
mento d .
Incognita: Vértice E

Las dos condiciones para E son:

— Esta a una distancia d, del punto C.
— Esta en la bisectriz del angulo y determinado en la primera figura auxiliar.
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El punto E esta en dos lugares:

1.
2.

En una circunferencia de centro Cy radio dy.
En la recta que contiene a la bisectriz del d&ngulo 7.

Construidas las figuras auxiliares: los tridngulos BDC'y BCE, nos falta hallar
el vértice A para resolver el problema.

Los datos para determinar esta incognita son: Todos los dados en el enun-
ciado y los obtenidos con las dos figuras auxiliares.

Las dos condiciones para A son:

— Esté la recta que pasa C'y por D.
— Esté la recta que pasa By por E.

El punto A4 esta en dos lugares:

1.
2.

En una recta: la prolongacion del lado CD de la primera figura auxiliar.
En una recta: la prolongacion del lado BE de la segunda figura auxiliar.

Finalizado el andlisis, la construccion (la sintesis) de la figura demandada

sera:

b

AN

Colocamos 4, , tenemos el vértice By el punto D.

Trazamos una circunferencia de centro By radio a.

Dibujamos una perpendicular al segmento BD por el punto D.

En la interseccion de la circunferencia con la perpendicular esté el punto
C.

Construimos el triangulo rectangulo BDC.

La bisectriz del &ngulo y (BCD) contendra el lado CE del tridngulo BCE.
Dibujamos una circunferencia de centro C'y de radio dy, el segmento de
bisectriz dado.

La interseccion de la bisectriz con la circunferencia nos dara el punto E.
La interseccion de la recta que contiene el segmento CD con la recta que
contiene el lado BE nos dara el punto 4.

El triangulo ABC es la solucion.
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8.6.3 CONSTRUIR UN TRIANGULO DADOS EL LADO & Y LAS ALTURAS hb Y hc

Damos el problema por resuelto, construimos la figura de analisis (el triangulo
ABC) y sefialamos en ella los datos.

Figura de andlisis Datos

B Si fijamos el lado @ entonces la incognita
es el vértice A4, pero para ella no tenemos
ninguna condicion.

a E
c Necesitaremos dos figuras auxiliares para
he hy .
encontrar las dos condiciones que deter-
C b D A minan la incognita 4.

El punto A4 esta en la prolongacion del
lado CD del triangulo BCD y en la pro-
longacion del lado BE del triangulo BCE.

Construiremos como primera figura auxiliar el tridngulo rectangulo BCD.
Si fijamos el dato £,, entonces s6lo hemos de hallar el punto C. En el enun-
ciado de este problema tenemos:

Datos: El segmento £,, los puntos B'y D, el segmento a y el angulo recto en D.
Incognita: Vértice C.

Las dos condiciones para la incognita son:

— Esté en la perpendicular a la recta BD por D.
— Esté a distancia a de B.

El punto C estéa en dos lugares:

1. En una recta (la perpendicular a 4, por D).
2. En una circunferencia de centro By radio a.

Tenemos dos vértices de la figura buscada, los puntos By C, y hemos de
determinar el tercero 4.

Para ello construiremos como segunda figura auxiliar el triangulo rectan-
gulo BCE.

Si fijamos el lado BC, hemos de hallar el punto E. En este nuevo problema
tenemos:
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Datos: El segmento BC, los puntos By C, el angulo recto en E y el lado
CE, segmento .
Incognita: Vértice E.

Las dos condiciones para £ son:

— Esta a una distancia /_ del punto C.
— Ve el segmento CB bajo un angulo de 90°.

El punto £ esta en dos lugares:

— En una circunferencia de centro C'y radio /.
— Enun arco capaz (CB, 90°).

B

he
C

Construidas las figuras auxiliares: los tridangulos BDC'y BCE, nos falta hallar
el vértice 4 para resolver el problema.
Los datos para resolver este nuevo problema son:

Todos los dados en el enunciado y los obtenidos con las dos figuras
auxiliares.

Las dos condiciones para A son:

— Estéd en larecta que pasa C'y por D.
— Esté en la recta que pasa By por E.

Esta en dos lugares:

1. En una recta: la prolongacion del lado CD.
2. En una recta: la prolongacion del lado BE.

Finalizado el andlisis, l1a construccion (la sintesis) de la figura demandada
sera:



PROBLEMAS DE REGLAY COMPAS 287

Colocamos h,; tenemos el vértice B y el punto D.

Trazamos una circunferencia de centro B y radio a.

Trazamos una perpendicular al segmento BD por el punto D.

En la interseccion de la circunferencia con la perpendicular esta el punto C.
Construimos el tridngulo rectangulo BDC.

Trazamos el arco capaz determinado por el segmento BC y un angulo
de 90°. Es decir una semicircunferencia de centro en el punto medio de
CB 'y de diametro CB.

Dibujamos una circunferencia de centro C'y de radio 4,.
8. La interseccion del arco capaz con la circunferencia nos dara el punto
E.

Sk W=

~

9. Lainterseccion de la recta que contiene el segmento CD con la recta que
contiene el lado BE nos dara el punto A4.

El tridngulo ABC es la solucion.

El problema que resolvemos a continuacion se puede abordar tanto con el
método de la figura auxiliar como con el de la figura semejante. Ahora haremos
uso del método de la figura auxiliar y mas tarde del de la figura semejante.

8.6.4 CONSTRUIR UN TRIANGULO DADA LA ALTURA /1, Y LOS ANGULOS Y y

Figura de analisis Datos:

Una altura, h ,y dos angulos: Sy y.

Si fijamos el lado a, segmento BC, enton-
ces la incognita es el vértice 4; pero no
tenemos dos condiciones para ella.

Usamos pues el método de la figura au-
xiliar.

Tomamos como figura auxiliar el triangulo rectangulo ADB.
Si colocamos el segmento 4 (4D), entonces la incégnita para determinar
la figura auxiliar serd el punto B. En este problema tenemos:

Datos: Segmento & , los puntos A y D, un dngulo de 90° en D'y el 4ngulo S.
Incognita: Vértice B.
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Las dos condiciones para la incognita son:

— El punto B esta en una recta perpendicular al segmento 4D.
— Desde el punto B se ve el segmento AD bajo un angulo 5.

El punto B esta en dos lugares:

— Una recta perpendicular al segmento AD por el punto D.
— Un arco capaz de angulo f y segmento AD.

Resuelto el triangulo ADB hemos de hallar el punto C. Los datos son los

que nos proporciona el enunciado y los obtenidos con la figura auxiliar.

Las condiciones para el nuevo punto incognita son:

— El punto C estd en una recta que pasa por los puntos By D.
— Desde el punto C se ve el segmento AD bajo un angulo y.

El punto 4 esta en dos lugares:

1. En una recta prolongacion del segmento BD.
2. En un arco capaz determinado por el angulo y y el segmento AD.

El triangulo ABC es la solucion.

Finalizado el andlisis, 1a construccion (la sintesis) de la figura demandada

sera:

Colocamos £ ; tenemos el vértice 4 y el punto D.

Trazamos una recta perpendicular al segmento 2 por el punto D.
Trazamos el arco capaz determinado por el segmento AD y el angulo f.
En la interseccion de la circunferencia con el arco capaz esté el punto B.
Trazamos la recta que pasa por By D.

Construimos el arco capaz determinado por el segmento AD y el &ngulo
Y.

7. La interseccion del arco capaz con la recta BD nos daré el punto C.

Sk v =

El tridngulo ABC es la solucion.
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8.7 PROBLEMAS RESUELTOS CON EL METODO DE LA FIGURA SE-
MEJANTE

Cuando el método de los dos lugares no puede aplicarse también puede recu-
rrirse a la construccion a partir de (parte de) los datos de una figura semejante
a la que pide el problema. Esa figura semejante ha de ser construible mediante
el método de los dos lugares, o, en su caso, mediante el método de la figura
auxiliar y el de los dos lugares. Ademas, ha de ser tal que sea posible obtener
la razon de semejanza entre la figura semejante y la figura inicialmente pedida
a partir de los datos del problema.

8.7.1 CONSTRUIR UN TRIANGULO DADOS LA BISECTRIZ dy Y LOS ANGULOS o Y B

Figura de analisis Datos
Dos angulos y un segmento.

En este caso, hacer un tridngulo seme-
jante al pedido es facil, pues nos dan dos
angulos, sin embargo hay que preguntarse
como se construye el triangulo pedido a
partir del semejante.

Para ello hay que pensar en como se puede determinar la razon de semejanza
entre el construido y el demandado. Con tal fin se usa algiin dato que se conozca
de la figura pedida y se compara con el correspondiente de la figura semejante
construida. La construccion de un segmento que esté en una razén dada con
un segmento dado la proporciona el teorema de Thales y se realiza mediante
la conocida figura del teorema. Estas son pues las ideas fundamentales para
relacionar la figura pedida con la construida.
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Sea A’B’C’ la figura semejante. En ella
Al podemos determinar el segmento bisec-
D triz C’D’. Como tenemos el dato d , ya
tenemos la razon de semejanza: la rela-
cion entre el segmento C’D’ y el seg-
B ¢’ mentodadod .

Con ella ya podemos construir el triangu-
lo pedido pues podemos encontrar todos
sus datos.

Todo lo anterior se puede ver y hacer en
la figura adjunta. Si C (o C’) es el centro
de homotecia, la razon la determinan los
puntos homologos Dy D’. La paralela a
la recta A’B’ por el punto D corta a las
rectas CA’ y CB’ en los puntos 4 y C,
respectivamente. El tridngulo ABC es la
figura pedida.

La construccion (la sintesis) de la figura pedida es:

1. Se traza una recta y en ella se fijan dos puntos arbitrarios 4’y B".

2. Se transporta el &ngulo o a partir del vértice 4’y se transporta el angulo
[ a partir del vértice B’.

3. Los lados de los angulos transportados se cortan en el punto C’. De esa
manera queda construido el tridngulo 4’B’°C". El vértice C’ es comlin a
la figura demandada y a la figura semejante construida.

4. Se traza la bisectriz del angulo y.

5. Mediante un arco de circunferencia de centro en C’y radio dy se sefala
en la bisectriz el punto D.

6. Por el punto D se traza la paralela a la recta 4'B".

7. Laparalela trazada se corta con las rectas que contienen a los segmentos
C’A’y C’B’ en los punto 4 y B.

El triangulo ABC es la solucion del problema.
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8.7.2 INSCRIBIR EN UN TRIANGULO DADO ABC UN CUADRADO, DE MANERA QUE DOS
VERTICES SE ENCUENTREN SOBRE AB, UNO SOBRE AC Y UNO SOBRE BC

Figura de andlisis Datos

El triangulo ABC.

Supongamos el problema resuelto.
M N Sea MNPQ el cuadrado pedido.

La solucion del problema consistira en
encontrar una figura semejante al cuadra-
A P Q ¢ do anterior y mediante una homotecia, de
centro en uno de los vértices del triangu-
lo, hallar la figura demandada.

B Sea M’ un punto cualquiera sobre 4B.
Por M’ trazamos una perpendicular al
segmento AC y determinamos el punto

M N P’. Trazamos el segmento P’Q’, tal que
M N la distancia P’Q’ es igual a la distancia
— MP
4 P é/ P Q ¢ Ademas por Q’ trazamos una perpendicu-

lar a larecta AC. En ella determinamos el
segmento O N’ tal que la distancia Q'N’
es igual a la distancia P’Q".

La figura M’P’Q N’ es semejante a la figura demandada.

Mediante una homotecia de centro en el vértice A hallaremos la figura pedida.

La recta que pasa por los puntos 4 y N’ corta al lado BC en el punto N que
se corresponde con el N’ de la figura semejante.

Desde N trazamos una paralela al segmento 4C'y hallaremos el punto M.

Desde N trazamos una perpendicular al segmento AC'y hallaremos el punto Q.

Desde M trazamos una perpendicular al segmento AC'y hallaremos el punto P.

La figura MNQP es semejante a la construida, en razon AN/AN’, y es la so-
lucién demandada.
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8.7.3 RESOLUCION MEDIANTE EL METODO DE LA FIGURA SEMEJANTE DE UN PROBLEMA
QUE TAMBIEN PUEDE RESOLVERSE MEDIANTE EL METODO DE LA FIGURA AUXILIAR

El problema que hemos resuelto en 8.5.4 con el método de la figura auxiliar,
también puede resolverse mediante el método de la figura semejante. En el
caso de este problema, la solucion mediante el método de la figura semejante
es mas corta que la solucion mediante el método de la figura auxiliar, lo que no
significa que el proceso de resolucion mediante el método de la figura semejante
resulte mas facil para los alumnos que el proceso de resolucion mediante el
método de la figura auxiliar.

El problema, tal como lo enunciamos en 8.54., es “Construir un triangulo
dado el segmento /_y los angulos By y”.

Figura semejante Datos

A Una altura h,y dos angulos: By y.

Como nos dan dos angulos tenemos un
dato implicito, el tercer angulo del trian-
gulo.

o= 180°= (8 +7)

Cualquier triangulo con los angulos Sy y
es semejante al que buscamos.

Construimos un tridngulo cualquiera 4A’B’C’ que tenga los angulos dados
By?y.

Trazamos una paralela al lado B°C” a una distancia /. Esta recta corta al
lado B’A’ en el punto D. Por este punto trazamos una paralela al lado A’C’ que
corta al lado B’C’ en el punto E.

Los triangulos B’DE y B’A’C’ son semejantes.

Como el tridngulo B’DE tiene los datos que se dan en el enunciado, dos
angulos y una altura, es la figura pedida.
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8.8. MASALLA DE LAREGLAY EL COMPAS: UN PROBLEMA DE DOS
LUGARES QUE NO SE PUEDE CONSTRUIR CON REGLAY COMPAS

Terminamos mostrando como el método de los dos lugares se puede llevar mas
alla de los problemas de regla y compas, examinando cémo puede aplicarse
a un problema como el siguiente y qué hay que cambiar para ello en lo que
hemos presentado hasta ahora.

El problema es:

Dadas dos rectas paralelas, 7 y s, y un punto, P, entre ellas, trazar una
circunferencia tangente a las rectas dadas que pase por el punto dado.

Una circunferencia queda determinada por su centro O y el radio.
La condicion que liga la incognita la dividimos de la siguiente manera:

— El punto O esté a la misma distancia del punto dado y de la recta  dada.
— El punto O esté a la misma distancia del punto dado y de la recta s dada.

En este caso, si tenemos en cuenta que la parabola es el lugar geométrico de
los puntos que equidistan de un punto (foco) y de una recta (directriz), los dos
lugares buscados para determinar la incognita son dos parabolas. De manera
que el punto O se encuentra en la interseccion de dos pardbolas: la pardbola
de foco Py directriz r, y la parabola de foco Py directriz s.

Con las restricciones que caracterizan los problemas de construccion con
regla y compas, esta aplicacion del método de los dos lugares no nos permite
resolver el problema, porque con el uso de la regla y el compas s6lo pueden
construirse rectas y circunferencias. Ahora bien, queda claro que el método
de los dos lugares va mas alla de la clase de problemas que hemos tratado
en este capitulo: basta con eliminar las restricciones propias de esta clase de
problemas. Entonces, el método de los dos lugares permite resolver también
problemas como el propuesto.
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