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El texto “Acerca del caracter aritmetico
o algebraico de los problemas verbales”,
veintitrés afnos después

Luis Puig

2.0 INTRODUCCION

El texto “Acerca del caracter aritmético o algebraico de los problemas ver-
bales”, que escribimos Fernando Cerdéan y yo hace veinticuatro afios, que se
publicé hace veintitrés, y que llamaré a partir de ahora PC91, no ha dejado
de ser citado desde entonces'. He de confesar que yo no habia vuelto a leer
PC91 en detalle desde hace afios, pese a darlo como bibliografia en cursos de
doctorado diversos y citarlo de vez en cuando en otros textos mios, hasta que

1. Modestamente, es cierto, y en un ambito reducido, como suele suceder con textos que no
estan escritos en inglés, ni publicados en revistas “de impacto”. Ademas, como el simposio
en que se presento se realizo en 1990, los dias 12, 13 y 14 de julio, y las memorias del simpo-
sio se publicaron un afio después, en 1991, y son casi inencontrables, el texto suele aparecer
citado como Puig y Cerdan (1990), que es como yo mismo lo he citado y como aparecia en
la lista de “textos seleccionados” de mi pagina web hasta que, al descubrir con motivo de la
elaboracion de este libro que en la pagina de créditos de las Memorias indica “Primera Edi-
cion: Julio 19917, decidi ser fiel a las memorias y cambiarlo por Puig y Cerdan (1991).
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pensé que este libro que hemos compuesto en memoria de Fernando Cerdén,
comenzara con un facsimil de las paginas de las actas de las Memorias del
Segundo Simposio Internacional sobre Investigacion en Educacion Matemda-
tica, en las que apareci6 publicado en México, en 1991, y que le siguiera un
texto mio con el titulo “El texto “Acerca del caracter aritmético o algebraico
de los problemas verbales”, veintitrés anos después”, es decir, este texto —que
se podria llamar pues PsPC91+23. Y no habia vuelto a leerlo porque algunas
de las ideas fundamentales que tengo sobre la naturaleza de los problemas
aritmético-algebraicos de enunciado verbal y sus procesos de resolucion, las
pensé y las escribi por primera vez, al alimén con Fernando Cerdéan, en PC91,
y, desde entonces, he seguido, solo o en compaiiia de otros, pensando en ello.
Dicho de otra manera, no habia vuelto a leer PC91 porque no necesitaba hacerlo
con el fin de recordar lo que estaba ahi escrito, ya que habia seguido pensando
en el asunto del que PC91 trata, y, si lo mencionaba, era s6lo como un eslabon,
casi el inicial, en mi forma de pensar sobre esos asuntos.

Veintitrés afios después, me propongo pues leer PC91 para elaborar
PsPC91+23, y vacilo entre tomarlo como un texto historico (en la historia de
la didactica de las matematicas), buscar en €l lo que en otros lugares he llamado
“cogniciones petrificadas’, e intentar darle sentido teniendo en cuenta, como
decia Michel Foucault en L’Archéologie du savoir, que los documentos hay
que tomarlos como monumentos®, o bien bucear en mi memoria, esa construc-
cion de la historia personal, que también convendria que fuera leida como un
monumento. En las paginas que siguen, oscilo hacia uno y otro lado.

2.1 LAS CIRCUNSTANCIAS DE PC91

El texto PC91 es un texto de circunstancias. Al final de la década de los ochenta
se produjeron un par de acontecimientos que dieron ocasion a que Fernando
y yo nos sentaramos a escribir PC91. El primero fue la firma el 27 de octubre
de 1988 en Espafia y el 24 de enero de 1989 en México de un convenio entre
la Universitat de Valéncia Estudi General (UVEG) y el Programa Nacional
de Formacion y Actualizacion del Profesorado de Matematicas (PNFAPM),
que dirigia en México Eugenio Filloy desde el Centro de Investigacion y de

2. Por ejemplo en Puig (2006).
3. Como ya indiqué por primera vez en Puig (1996a).
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Estudios Avanzados (CINVESTAV). Eugenio y yo promovimos ese convenio
entre nuestras respectivas instituciones, después de que, tras nuestros prime-
ros encuentros en 1978 en Santiago de Compostela y en 1980 en Oaxtepec,
Meéxico, en sendos congresos de la CIEAEM, nos volviéramos a encontrar en
1985 en el PME9 en Noordwijkerhout, Holanda*. Una de las primeras acciones
dentro de ese convenio, fue la invitacion a varios miembros del Departamen-
to de Didactica de las Matematicas de la Universidad de Valencia a México
para participar en el Segundo Simposio Internacional sobre Investigacion en
Educacion Matematica, que organizaba el PNFPM en Cuernavaca, Morelos®.

El segundo acontecimiento fue la aparicion del libro Problemas aritméticos
escolares®, que laboriosamente escribimos Fernando y yo para la coleccion
“Matematicas, Cultura y Aprendizaje” de la Editorial Sintesis. En una nota al
pie de la pagina 168 de ese libro, escribimos

Filloy y Rojano (1985) han determinado en el terreno de la resolucion de ecuaciones
un corte entre el aritmética y el algebra que segun ellos esta en el momento que es
necesario operar con la incognita para resolver la ecuacion. Aqui sefialamos como po-
sible punto de transicion entre los problemas aritméticos y algebraicos el momento en
que el analisis de la incognita no es posible realizarlo inicamente a partir de los datos;
en esos casos, la traduccion, ahora algebraica, que corresponde al analisis realizado
conduce a una ecuacion de las que Filloy y Rojano colocan del lado del algebra (Puig
y Cerdan, 1988, p.168).

Dejado asi caer en una nota a pie de pagina, indicdbamos como se enlazaba
el andlisis de estructura de lo que entonces llamdbamos PAVOC (problemas
aritméticos de varias operaciones combinadas), que habiamos realizado y

4. He narrado en qué sentido influyeron en el curso de mi pensamiento estos primeros en-
cuentros mios con Eugenio Filloy al comienzo de Puig (2003a).

5. Invitacion que devolvimos al afo siguiente, organizando el Tercer Simposio en Valencia.
6. Ellibro lleva fecha de 1988 en el ISBN, pero realmente se publicd en 1989. En PC91, nos
empefiamos en citarlo con la fecha real, para dejar claro el corto espacio de tiempo transcu-
rrido desde la elaboracion del libro y la de PC91: en 1989 acabamos el libro que lleva fecha
de 1988 y en 1990 escribimos PC91. En PsPC91+23 lo estoy citando con la fecha del ISBN,
que es lo mas usual en la bibliografia, aunque no corresponda a la realidad. La discrepancia
entre las fechas se debe a que el libro estaba programado por la editorial para 1988, pero su
laboriosa elaboracion nos hizo no entregarlo a la editorial hasta el afio siguiente, y eso que
decidimos terminar sin que el capitulo dedicado a los problemas multiplicativos estuviera
completado de la misma forma que el de los problemas aditivos, como queria Fernando —y
no era posible, pero asi era (;¢ramos?) de minucioso ¢ intelectualmente exigente.
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exponiamos en ese libro, con la distincion realizada por Filloy y Rojano entre
ecuaciones aritméticas y ecuaciones algebraicas, que ellos calificaban como
“corte didactico”, por su observacion de las actuaciones de los alumnos. Ese
lazo entre terrenos distintos, por un lado, andlisis de estructura y, por otro,
observaciones de alumnos; por un lado, problemas de enunciado verbal, por
otro, ecuaciones, estaba pidiendo continuar la indagacién, y la invitacion a
Meéxico nos dio pie para ponernos a ello: PC91 fue el producto del comienzo
de esa indagacion.

2.2 PCI1

El texto PC91 comienza haciendo referencia a algunas de las preguntas recién
formuladas por Sigrid Wagner y Carolyn Kieran en el volumen dedicado al
algebra de la serie de estudios que promovio y publico el National Council of
Teachers of Mathematics a finales de la década de los ochenta para establecer
cuales eran las Research Issues y cual la agenda (o cosas que hay que hacer)
en el aprendizaje y la ensefanza de las matematicas (Wagner & Kieran, 1989).
Unas de ellas las tradujimos asi:

(Qué es un problema verbal algebraico? ;Hay problemas que son intrinsecamente mas
algebraicos que aritméticos? ;Cuando un método de resolver problemas verbales es
mas algebraico que aritmético? (PC91, p. 35).

En el propio desarrollo de Wagner y Kieran de la pregunta “;Qué es un
problema verbal algebraico?” en las dos que le siguen, ya esta apuntado que
la contestacion no va a ser una diferenciacion tajante entre “problemas ver-
bales algebraicos” y “problemas verbales aritméticos”, ni, por tanto, una ca-
racterizacion de qué es un “problema verbal algebraico”. Las dos preguntas
que le siguen hablan de una progresion, un continuo, “mas (algebraico) que
(aritmético)”, tanto por lo que respecta a los problemas como a los métodos
de resolucidn, y en ese sentido es en el que nosotros contestamos en PC91 a
las dos primeras de esas preguntas.

No entramos, sin embargo, en una discusion de la tercera de las preguntas. El
papel que asignamos a los métodos de resolucion en PC91 fue el de convertirse
en instrumento de analisis para contestar a las dos primeras preguntas y no el
de ser objeto de estudio, aunque, en realidad, s6lo usaramos como instrumento
de andlisis una version del de analisis y sintesis. Esto es importante tenerlo
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en cuenta para no malinterpretar el sentido en el que en PC91 colocamos el
método de analisis y sintesis del lado de la aritmética. Como método general
de resolucion de problemas, que es como el método de andlisis y sintesis se
elabor6 en la Grecia clésica, carece de rasgo alguno que pueda calificarse de
“aritmético”. El método esta concebido para resolver, por ejemplo, cualquier
proposicion de las que contienen los Elementos de Euclides, ya sea de los libros
que tratan de geometria del plano, de razon y proporcion, de aritmética, de
geometria sélida o el libro X; ya se trate de proposiciones en las que hay que
hacer algo, es decir, problemas (o, como decia Polya, “problemas de encon-
trar”), o ya se trate de proposiciones en las que hay que demostrar lo que se
afirma, es decir, teoremas (o, como decia Polya, “problemas de demostrar™).

Lo que nosotros hicimos es observar que una version del método de ana-
lisis y sintesis reducido a la busqueda de antecedentes, aplicado a un PAVOC
(denominacion que acabariamos substituyendo por la de “problema aritmético-
algebraico de enunciado verbal”, como consecuencia de adénde nos llevo el
estudio de esa clase de problemas que empezamos a finales de la década de
los ochenta’), producia en la sintesis una expresion aritmética, siempre que el
analisis hubiera culminado en datos. Eso nos permiti6 usar esa version redu-
cida e incompleta del método como un instrumento de andlisis de una cierta
estructura de los PAVOC y representarla mediante un diagrama con forma de
arbol que muestra el camino entre la incognita y los datos a través de relaciones
entre cantidades, pero no estdbamos abordando més que muy ligeramente un
estudio de la naturaleza aritmético o algebraica de métodos de resolucion que
permitiera contestar a la tercera de las preguntas de Wagner y Kieran citadas.
Si hay en PC91 un apunte de que el método cartesiano tiene un rasgo que lo
sittia en el terreno del 4lgebra, que expresamos diciendo que “tanto datos como
incognitas se tratan desde el primer momento como si fueran datos, esto es,
se puede operar formalmente con ellos”, e indicando que “Descartes mismo
sefald que ahi reside todo el artificio del método (PCI1, p. 43):.

Hecha esta salvedad, en PC91 las preguntas de Wagner y Kieran sobre el
caracter mas o menos aritmético o algebraico de los problemas verbales se

7. Sihubiéramos querido conservar en la denominacion el hecho de que los problemas arit-
mético-algebraicos son, de hecho, “de varias operaciones combinadas”, hubiéramos tenido
que repetir la A en el acronimo y convertirlo en PAAVOC.

8. Lo que en PCI91 fue un apunte lo desarrollé en afios sucesivos en Puig (2003b), Puig y
Rojano (2004), Filloy, Puig y Rojano (2008) y otros lugares.
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reformulan, y la reformulacion resulta ser de hecho funcion del instrumento de
andlisis, de lo que permite ver el instrumento de andlisis. Como dijimos bien
claramente en PC91, lo que permite ver la version del método de analisis y
sintesis que usamos es “la estructura de un proceso de traduccion de un PAVOC
al lenguaje aritmético” (PC91, p. 40). En esa frase esta contenido lo que ahora
me parece lo fundamental de PC91, que son dos cosas relacionadas: una, que
lo que se puede calificar de aritmético o algebraico no es el problema sino algo
que forma parte de su proceso de resolucion, y otra, que ademas, como ese algo
forma parte del proceso de resolucion del problema (y no del propio proble-
ma), un mismo problema puede ser resuelto de varias maneras en las que esa
parte del proceso puede que sea aritmética o que sea algebraica. Las preguntas
de Wagner y Kieran se desplazan del problema al proceso de resolucion, se
contestan en términos del proceso de resolucion y, ademas, se muestra que no
parece pertinente plantearlas para el problema, dado que problemas resueltos
de manera algebraica también pueden serlo de manera aritmética.

Sin embargo, al final de PC91 hay aliin un intento de determinar si pudiera
haber problemas para los cuales fuera imposible que se desencadenara un
proceso de resolucion aritmético, y esto se hace dandole la vuelta al procedi-
miento de indagacion: en vez de partir de la version del método de analisis y
sintesis para ver si éste tiene éxito o no, y derivar de ahi la naturaleza aritmética
(cuando hay éxito) o algebraica (cuando no lo hay) del proceso de resolucion,
se parte de una ecuacion de las que Filloy y Rojano llaman algebraicas. Como
ya habiamos indicado en la nota a pie de pagina del libro Problemas aritmé-
ticos escolares citada antes, esas ecuaciones se corresponden con procesos de
resolucion de PAVOC que llamamos algebraicos. Situados en el terreno formal
de las ecuaciones, lo que hicimos es indicar que, si la ecuacion se resuelve sin
realizar las operaciones aritméticas, sino dejandolas indicadas, la expresion
aritmética que resuelve la ecuacion resuelve, por tanto, el problema, y esa ex-
presion aritmética podria ser el resultado de la sintesis de un proceso de analisis
y sintesis, a condicion de que se pudiera dotar de sentido en el contexto de la
historia que narra el enunciado del problema a las cantidades que aparecen
en esa expresion aritmética; PC91 concluye precisamente preguntandose, y
proponiendo como continuacion del estudio, si hay caracteristicas estructurales
del problema que puedan influir en esa posibilidad de dotar de sentido a las
cantidades necesarias para que el proceso de resolucion sea aritmético, ya que
la clave del asunto es precisamente esa posibilidad de dotar de sentido.



PCor, VEINTITRES ANOS DESPUES 41

La continuacion de nuestras indagaciones no siguid directamente, sin embar-
go, esa via indicada al final de PC91, sino que, empujada por un acontecimiento
que se produjo al presentar publicamente en Cuernacava el texto, se dirigi6 a
un examen mas detallado y preciso del método cartesiano y a su uso directo
para el examen del proceso de resolucion. El examen del método cartesiano en
PC91 era en cierta manera subsidiario del uso de nuestra version del método
de analisis y sintesis como instrumento de analisis del proceso de resolucion
de los PAVOC, de modo que en PC91 veiamos el método cartesiano desde el
método de anélisis y sintesis, sin que cupiera que pudiéramos sefialar que uno
y otro se sitilan desde el comienzo del proceso en lugares distintos.

Afos después expresé claramente esta diferencia radical haciendo uso de
un aparato conceptual que en 1990 aun no se habia desarrollado, y que es el
propio de los Modelos Teodricos Locales:

La diferencia fundamental entre el analisis del enunciado propio del método de analisis
y sintesis y el del MC reside en que el esbozo 16gico-semiotico que uno realiza cuando
usa el MC prevé el uso del SMS | del dlgebra. Esto conlleva no solo el uso de letras para
designar las cantidades que se determinan en el analisis, sino los nuevos significados
de las operaciones y las relaciones aritméticas y, en particular, del signo igual que son
propios de ese SMS . Resulta entonces que ese andlisis se hace considerando de la
misma manera las cantidades conocidas y las desconocidas. Por el contrario, el analisis
del enunciado propio del método de analisis y sintesis se desarrolla situandose en la
incognita del problema y considerando con qué datos habria que operar para obtenerla,
y en el esbozo 16gico-semiodtico no se contempla la posibilidad de operar mas que con
cantidades conocidas (Filloy, Puig y Rojano, 2008, p. 332).

Pero el cambio de énfasis, del método de andlisis y sintesis al método car-
tesiano, tuvo ya su origen en 1990 en Cuernavaca.

2.3 TRAS PC91

Fernando Cerdéan no viaj6 a México al Simposio en que presentadbamos PC91.
Cuando yo lo expuse en Cuernavaca, al terminar la discusion que siguio6 a la
exposicion, se me acercé Ramiro Avila, que venia de la Universidad de Sonora,
a decirme que en una revista de su universidad acababan de traducir del ruso
y publicar un articulo en el que se abordaba la representacion de la estructura
de los problemas verbales con unos diagramas que le habian recordado los
diagramas con que nosotros representdbamos el camino entre la incognita y los
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datos. Ramiro Avila llevaba consigo un ejemplar de la revista y me lo regalé.
El articulo resulto ser “Los grafos trinomiales como metalenguaje de los pro-
blemas”, y su autor L. M. Fridman’. Fernando Cerdan narra esta historia en una
nota a pie de pagina de su tesis doctoral, que textualmente dice lo siguiente:

La llegada casual o azarosa de este articulo a nuestras manos se debe al entrecruza-
miento de las siguientes personas y circunstancias, una conferencia de Luis Puig, en
la que esta presentando los diagramas como medio de analisis de la estructura de los
problemas de varias operaciones combinadas a la manera de como lo escribimos en
Puig y Cerdan (1989)'°, un profesor de la Universidad de Sonora que ha estado en
Cuba, que habla ruso y ha traducido el articulo de Fridman que la revista de la citada
Universidad publica, y el profesor Ramiro Avila, presente en la conferencia, que apre-
cia similitudes entre lo que esta oyendo y lo que vio en el articulo de la revista de su
Universidad (Cerdan, 2008, p. 5)

Al leer el articulo unos dias después, me di cuenta de que la represen-
tacion de la red de relaciones entre cantidades mediante un grafo del estilo
que Fridman presentaba se colocaba de entrada en el terreno del algebra. De
alguna manera, la representacion con los diagramas con forma de arbol que
Fernando y yo habiamos concebido y la que Fridman presentaba en su articulo
eran dos caras de la moneda aritmético-algebraica: en nuestros diagramas se
miraba con ojos aritméticos, y lo algebraico aparecia como imposibilidad o
forzando los limites de lo aritmético; en los grafos de Fridman se miraba con
ojos algebraicos y lo aritmético aparecia como otra posible mirada, descrita
en términos algebraicos. El asunto me pareci6 explotable y guardé la revista
con cuidado de no perderla.

De vuelta en Espafia mostré el articulo de Fridman a Fernando, que también
vio de inmediato el interés de explorar los grafos de Fridman para nuestros
propositos, y eso nos pusimos a hacer sin dilacion. Sin embargo, lo que resultd
de esa exploracion tardo afios en hacerse publico.

La razén de la tardanza tiene su origen en que Fernando y yo estdbamos
ambos embarcados conjuntamente en la realizacion de nuestras tesis doctorales,
que trataban ambas del estudio del proceso de resolucion de problemas: la de

9. Fridman (1990). El original en ruso se publicé en 1978.
10. Fernando se refiere aqui al libro Problemas aritméticos escolares, que, como ya he expli-
cado en la nota 6, Fernando y yo preferiamos citar con la fecha en que lo acabamos, 1989, y
no con la fecha que figura en su ISBN, 1988, que es con la que aparece aqui en las referencias
bibliograficas.
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Fernando centrada en el estudio de los problemas que entonces llamabamos
PAVOC y acabamos llamando aritmético-algebraicos, la mia dedicada al estu-
dio de la heuristica, lo que incluia, al considerar tanto el método de analisis y
sintesis como el método cartesiano como métodos de resolucion de naturaleza
heuristica, el estudio de procesos de resolucion de PAVOC, entre otros tipos
de problemas. Fernando y yo decidimos que lo que estdbamos desarrollando
a partir del articulo de Fridman lo reservariamos para su tesis doctoral (sin
hacerlo publico previamente, era el estilo de la época), y que para mi tesis
doctoral no usariamos los grafos de Fridman para el andlisis de los procesos
de resolucion de PAVOC, aunque el proceso de resolucion resultara ser de
naturaleza algebraica, sino que mantendriamos la descripcion del proceso
mediante los diagramas de analisis y sintesis con forma de arbol. Esos fueron
nuestros deseos, y asi lo hicimos, hasta cierto punto', pese a que la tesis de
Fernando se atraso, arrastrada por su lucha contra la enfermedad, mas de una
década (Cerdan, 2008).

En mi tesis, que se atraso solo hasta 1993, aun representados con diagramas
de analisis y sintesis, los analisis de los procesos de resolucion de los PAVOC
estaban pensados con los grafos'>. Ahi también, por la presion de los datos, es
decir, para poder dar cuenta con precision de la estructura de los procesos de
resolucion de resolutores reales y concretos, decidi modificar de forma radical
los grafos de Fridman, al introducir la relacion de igualdad como una de las
relaciones entre cantidades que era necesario representar. El caso concreto que
me llevo a ello fue el proceso de resolucion del problema del heno de la pareja
de alumnos A 'y J, en el que vi como establecer la igualdad de dos cantidades
que solo diferian en su nombre resultaba ser un problema para los alumnos.
Decidi pues que en la representacion de su proceso de resolucion no podia
obviarse este hecho sin perder una parte sustancial de lo que habia sido ese
proceso de resolucion. Asi, en la representacion de ese proceso de resolucion
del problema del heno (y en la de los de otros alumnos) mediante diagramas
de sintesis inclui la relacion de igualdad, indicando ademas que el estableci-

11. Hasta cierto punto, ya que de lo que desarrollamos a partir del articulo de Fridman habla-
mos en cursos, seminarios y grupos de trabajo, y un apunte de ello aparecid en la tesis doc-
toral que realizd bajo mi direccion Ali Nassar, que se leyd antes que la de Fernando (Nassar,
2001).

12. De hecho, en mi tesis cambi¢ los diagramas de direccion, convirtiéndolos en lo que llamé
“diagramas de sintesis”, por razones que se explican en Puig (1996b, p. 247).
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miento de esa relacion de igualdad era “el nucleo del proceso” (Puig, 1996b,
p- 249). Al hacer esto, los grafos dejaron de ser trinomiales como los habia
concebido y estudiado Fridman, para pasar a poder tener aristas de dos, tres,
cuatro o mas vértices, correspondientes ya no so6lo a las operaciones binarias
de adicion y substraccion, que se representan con relaciones ternarias, sino a
otras relaciones presentes en los problemas aritmético-algebraicos como la
relacion de igualdad, que es binaria, la relacion de proporcionalidad, que es
cuaternaria, relaciones entre varias partes y un todo, etcétera'.

No es éste el lugar de exponer lo que desarrollamos estudiando, leyendo y
transformando el articulo de Fridman. Lo esencial es que los grafos que ela-
boramos a partir de los de Fridman acabaron siendo una representacion de la
lectura analitica del enunciado de un problema verbal aritmético-algebraico
y que en los propios grafos pudimos representar también la parte del método
cartesiano que culmina en la escritura de una o unas ecuaciones. De ese modo
la estructura del proceso de resolucion de un problema concreto la podiamos
representar ahora con un instrumento que materializaba el método cartesiano,
método de resolucion algebraico por excelencia; en vez de representarla, como
habiamos hecho en PC91, con un instrumento que materializaba un método de
resolucion que, en nuestra version, era aritmético, y que, como escribié Fernan-
do en su tesis doctoral, nos habia conducido a un “centramiento en el analisis
de la incognita del problema, del que [gracias a nuestra lectura del articulo de
Fridman] fuimos progresivamente desprendiéndonos” (Cerdan, 2008, p. 64).

PC91 es pues un eslabon inicial en nuestro estudio de los problemas ver-
bales aritmético-algebraicos y sus procesos de resolucion, que se transformo
y completd posteriormente con nuestras lecturas del articulo de Fridman,
juntos y por separado. En su tesis doctoral (Cerdan, 2008), Fernando desa-
rrollo profunda y extensamente el instrumento de los grafos, manteniendo

13. El protocolo de la actuacion de A y J y su analisis puede verse en el apartado 5.4.7 de Puig
(1996b), y, en el apartado 6.3.2.1, los diagramas de sintesis.

14. En cuanto se va mas alla de los problemas que se traducen a ecuaciones de primer grado,
aparecen otras relaciones. Ali Nassar, en su tesis doctoral (Nassar, 2001), decidio representar
con aristas de dos vértices la relacion derivada de la operacion de elevar al cuadrado y su
inversa, al considerar que sélo estan presentes dos cantidades: la que se multiplica por si
misma y el resultado de esa multiplicacion. Asi es de hecho como la operacion la conciben
los alumnos, y también es asi como se concibe en el algebra arabe medieval la relacion co-
rrespondiente entre la raiz y el tesoro, que son dos de las especies de nimeros que constituyen
los términos basicos del algebra.
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su caracter trinomial como Fridman's, y lo us6 para analizar la estructura de
los problemas y actuaciones de alumnos. En Filloy, Rojano y Puig (2008) y
Filloy, Puig y Rojano (2008), al usar el método cartesiano como modelo de
competencia de la resolucion algebraica de problemas aritmético-algebraicos,
integré los grafos, con aristas de cualquier nimero de vértices, en el esquema
teorico y metodoldgico de los Modelos Teoricos Locales, y en Puig (2010) los
usé para analizar en detalle los mismos protocolos de resolucion del problema
del heno que en Puig (1996b) habia analizado y representado con diagramas
de sintesis por el motivo que he narrado. Esos mismos protocolos también los
analiza Fernando Cerdan extensamente en su tesis doctoral entre las paginas
116 y 153, usando grafos trinomiales. Vale la pena comparar y combinar los
tres analisis, tanto para entender mejor las actuaciones de los alumnos, como
para entender mejor los distintos, aunque relacionados, instrumentos de analisis
que estan en juego en Puig (1996b), Cerdan (2008) y Puig (2010), todos ellos
derivados de lo que se inici6 en PC9I.

Veintitrés afios después, PC91 es un documento que leo como un texto en
el que estan presentes también esos textos que le siguieron, y, ahora, mi lectu-
ra le da sentido a partir de ese intertexto, en este libro escrito en memoria de
Fernando Cerdan, quien, como escribi en la dedicatoria de mi tesis doctoral,
“me regald todas sus ideas”.

15. En el breve apartado 1.18 de la tesis, en que aborda lo que llama “grafos generales” es el
unico lugar en el que indica que los grafos pueden extenderse a relaciones entre mas de tres
cantidades y tener por tanto aristas de mas de tres vértices, pero excluye explicitamente el
caso de las relaciones de igualdad diciendo que “el limite inferior [tres] debe mantenerse ya
que representa el minimo niimero de cantidades inmerso en una relacion aritmética” (Cerdan,
2008, p. 109), tomando la decision pues de no considerar la relacion de igualdad como una
relacion aritmética. Este asunto mereceria ser discutido con mas detalle en algin momento,
ya que efectivamente la relacion de igualdad entre cantidades es de naturaleza distinta a las
relaciones entre cantidades que se derivan de operaciones binarias aritméticas como la adi-
cion o la multiplicacion, o a las relaciones de proporcionalidad. Ahora bien, como ya hemos
indicado en nota 14, hay otras operaciones aritméticas que cabe considerarlas como opera-
ciones unarias, y, por tanto, las relaciones correspondientes son entre solo dos cantidades.
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