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CAPITULO 16
EL LENGUAJE ALGEBRAICO

16.1 — 16.4 LENGUAJE EN SENTIDO AMPLIO
16.1. Lenguaje, lenguajes, traduccion

El singular “lenguaje” obscurece el hecho de que no hay dos personas que
hablen el mismo lenguaje. Incluso cada individuo puede usar varios lenguajes
— no s6lo si domina idiomas extranjeros, sino también segiin con quién se
comunique y c¢émo lo haga, oralmente o por escrito, hablando, llamando,
llorando, susurrando, cantando. Por supuesto que un individuo también
escuchard varios lenguajes. Aprender la lengua materna es comunicar con el
entorno de uno en dos lenguajes en extremo diferentes, con adaptaciones que,
en el curso del tiempo, aumentan por parte del que aprende y disminuyen por
parte de la gente con quien éste se comunica.

Aprender a leer significa inicialmente llegar a conocer un lenguaje cortado
en letras, silabas, oraciones, que, comparado con el lenguaje hablado y oido, es
extremadamente pobre en cuanto a la forma y el contenido, hasta que el texto
impreso comienza a traer consigo palabras y construcciones desconocidas y no
oidas en el lenguaje hablado: por lo que respecta al nivel, el lenguaje impreso
supera al oral.

Al afirmar —algo provocativamente— que no hay dos personas que
hablen el mismo lenguaje, usé la palabra “lenguaje” en un sentido inadecuado,
esto es, no la usé de la misma manera que cuando opongo, pongamos, el inglés
y el francés. Entre estos dos significados de “lenguaje” hay una escala de
gradaciones que depende de los medios de expresion —lenguaje hablado y
escrito— o del entorno —lenguaje culto o inculto, lenguaje infantil, lenguaje de
los jovenes, lenguaje de las jovenes, lenguaje libresco, lenguaje de los
profesores, lenguaje de la iglesia, lenguaje de los ladrones, lenguajes secretos—
o de la materia —lenguaje del derecho, lenguaje de la quimica, lenguaje de las
matematicas.

Reproducir el mismo contenido en otro lenguaje se llama traducir, aunque
en la relacién entre el lenguaje hablado y escrito se llama escribir y leer, en la
que hay entre un lenguaje y un lenguaje secreto se llama codificar y
descodificar, y en la relacién entre personas que hablan “el mismo lenguaje” es
“transformar”. Transformar es, en parte, un asunto lexicografico —una palabra
0 una combinacién de palabras reemplazada por una sinénima—; y, en parte,
un asunto estructural, del que trata precisamente la gramadtica
transformacional.
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16.2. Reglas de transformacion

En el curso del desarrollo individual, las primeras transformaciones
lingtiisticas vienen determinadas por lo que yo he llamado cambio de
perspectiva. El ejemplo

a la pregunta “; Tt dénde vives?” un nifio (2; 8) contesta “Yo vive [sic] alli” (sefialando con el
dedo)

muestra una transformaciéon de descripciéon personal: ti — yo. Estas

transformaciones forman todo un paquete: yo, me, mi — él, le, su son algunos
ejemplos, que han de ser rellenados con nombres propios, otros pronombres,
descripciones personales mediante apelativos o mediante una estructura de
relativo como

el ladrén,
el hombre que ha robado la bicicleta.

Las primeras transformaciones por cambio de perspectiva son, como tales,
formales; las mds avanzadas muestran al menos alguna estructura formal.

Por cambio de perspectiva,
aqui y allf, dentro y fuera, arriba y abajo

cambian su significado segin quien las pronuncia o se considera que las
pronuncia, y han de ser intercambiadas en la comunicacién de acuerdo con ello.

Por supuesto que éstos no son los tinicos fendmenos de transformacion:
partes de oraciones reemplazadas por otras, singulares por plurales e
inversamente, presente por pasado, activa por pasiva, la creacion de
comparativos y superlativos, la transformacién de verbos en nombres, etc., no
son mds que unos pocos ejemplos, que pueden multiplicarse ad lib. En
particular, la transformacién en una interrogativa es muy productiva en una
cierta edad: puede ser un juego agradable hacer que a cada frase del compariero

e s ey

de didlogo le siga una que comienza con “por qué”, “cémo”, “qué”, “cuando”.

Nuestros lenguajes estan construidos tan irregularmente que las reglas de
transformacién formales no pueden ser puramente formales —“no hay regla
sin excepcién” es correcto especialmente para este tipo de regla. Hay algo
misterioso en lo que respecta a como el aprendiz encuentra su camino en ese
laberinto, cémo aprende a hablar bien un lenguaje y a juzgarlo —al menos si
uno no estima la influencia de las reglas formales sobre el aprender a hablar (y
a actuar) en su auténtica medida, si uno no considera las reglas dentro de su
propio marco. Los lenguajes se aprenden dentro de un contexto fdctico, en
estrecha conexién con los hechos del entorno humano, objetivo, literario. Tal
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contexto es un contexto rico, particularmente en el curso del aprendizaje de la
propia lengua materna; al aprender “nuevos lenguajes”, en cualquiera de los
sentidos previamente indicados, el aprendiz puede apoyarse en los lenguajes
aprendidos previamente, traduciendo o transformando. La riqueza del contexto
se puede extender desde el entorno humano y objetivo al literario. Un lenguaje
mds complejo —mads complejo respecto al vocabulario o a la sintaxis o a las
reglas de transformacién— es preciso que se aprenda en un contexto méds rico
que un lenguaje mds sencillo. Mientras mds formal sea un lenguaje, mas pobre
puede ser el contexto, excepto en el caso en que un gran nimero de reglas de
transformacién exija, para ser manejado, una reorientacién hacia el contexto
tactico.

16.3. Lenguajes formales

Segun la riqueza de la estructura y su tipo hay una amplia escala de
lenguajes. El lenguaje de los pictogramas tal como lo usa, por ejemplo, los
ferrocarriles holandeses en las estaciones, no exhibe ninguna estructura; el
lenguaje de las sefiales de trdfico contiene unos pocos elementos estructurales,
por ejemplo las sefiales de limitacién de velocidad al combinar una forma
general con un numero particular; flexiones, conjunciones, estructura de las
frases son dispositivos estructurales de lo que comtinmente se llama lenguaje,
y, ademds, la puntuacién en el lenguaje escrito, y entonacién y pausas en el
lenguaje hablado. En el otro extremo de la escala estdn los lenguajes totalmente
formalizados, de los que trataré mas adelante.

Los pictogramas son simbolos cuyo exterior delata lo que significan (o, al
menos, que el que los disefia asf lo cree). Pero, para comprender el significado
de las palabras y las frases se necesita experiencia lingiiistica; los elementos
estructurales del lenguaje hacen posible la comprensién de las expresiones
lingtiisticas, palabras, oraciones, con las que uno no se habia tropezado antes.
Por otro lado, la reproduccién, produccién y creaciébn de expresiones
lingiiisticas s6lo es posible si uno entiende lo que significan los elementos
lingiifsticos significativos y domina el funcionamiento de los elementos
estructurantes. Es cierto, sin embargo, que, respetando los requisitos
estructurales, se pueden producir expresiones lingiiisticas que no significan
nada ni lo pretenden, y esto es tanto mds facil cuanto mds estructura posea el
lenguaje.

Un lenguaje es puramente formal si sus expresiones se pueden manejar,
imitar y comprobar si son correctas (esto es, si exhiben la regularidad
requerida) sin prestar atencién a su significado, que quizd sea incluso absurdo.
Bajo esta etiqueta de lenguaje formal pueden colocarse muchas cosas que no
merecen el calificativo de lenguaje, ateniéndose a la terminologia usual: por
ejemplo el juego del ajedrez con las posiciones posibles como expresiones
lingiiisticas y las reglas del juego como reglas de transformacién, que definen
en cada posicion pensable cudl es una nueva posicién obtenible a partir de la
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dada mediante un movimiento. Las reglas no dicen qué es un buen movimiento
en una posicién dada, de la misma manera que tampoco las reglas de la
gramadtica dan ninguna informacién sobre el valor de una expresién lingiiistica.

Hay mucha teoria sobre los lenguajes formales. Las reglas describen c6mo
se construyen las palabras y las proposiciones a partir de signos elementales,
como a partir de una proposicién aceptada como verdadera (o aceptada) se
derivan proposiciones verdaderas (o aceptadas) nuevas. No es necesario que se
asocien conceptos con las proposiciones, la mera forma de los signos, palabras y
proposiciones determina lo que se puede hacer con ellos —un trabajo que
puede ser ejecutado por un ordenador.

16.4. Lenguaje aritmético

Esto recuerda el trabajo aritmético tal como lo hace una calculadora o, si se
prefiere, un calculista humano bien entrenado. La aritmética es, hasta cierto
punto que depende del que calcula, un lenguaje formal como el descrito. Los
problemas tienen que obedecer ciertas reglas.

7+5=
es admisible, mientras que
7+=5

no lo es. La secuencia contadora es un sistema formal —como lo seria un cuento
en que cada “palabra” produjera la siguiente ineluctablemente. Hay reglas
formales que dictan cémo traducir un ndmero escrito en verndculo a un
numero escrito con cifras, uno “drabe” a uno “romano” y viceversa —al menos
para nameros no demasiado grandes.

Pero atin hay mds. Mds alld del hecho de que los problemas aritméticos
son datos formales cuya forma puede comprobarse, la resolucién de tales
problemas es un asunto formal, es decir, algo que funciona de acuerdo con unas
reglas. Por supuesto que no desde el principio.

7+5=12

se adquiere por intuicién y acaba grabdandose en la memoria hasta tal punto
que se convierte en una expresion lingiiistica automadtica. Y lo mismo sucede
con las tablas. Por supuesto que

37 +25 =

es otro asunto. Las unidades y las decenas se suman segiin reglas adquiridas
por intuicién o por decreto hasta que esas reglas se graban en la memoria.
Entonces, resolver se ha convertido en un proceso puramente formal. Esto se
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extiende de forma similar a los algoritmos de las operaciones aritméticas. Para
calcular rdpidamente y sin riesgos se aconseja no atribuir significado alguno a
los simbolos y las operaciones. Segin reglas fijadas, expresiones bien formadas
del lenguaje aritmético se transforman en otras. Se requiere mucho
entrenamiento para alcanzar este objetivo. Las reglas no son tan sencillas —en
particular para la divisiéon continuada y las fracciones— asi que la intuicién
puede ser de gran ayuda para reconstruirlas, distinguirlas y aplicarlas
correctamente. El ordenador puede hacerlo sin este tipo de intuicién. Por su
pequefio niimero, sus conmutadores funcionan mejor que las asociaciones en el
cerebro humano: ademds, a diferencia del cerebro humano, estd disefiado
expresamente para ejecutar determinados programas.

El calculista humano, sin embargo, estd preparado para tareas que no son
las que constituyen la virtud del electrénico, a saber, estd preparado para
aprovechar las peculiaridades del cédlculo particular para calcular hédbilmente, y,
aunque los ordenadores pueden programarse para ejecutar el mismo tipo de
trucos, en general esto se deja de hacer porque es innecesario o un gasto indtil.
Seguin su tamafio y los medios con que estdn programados, los ordenadores
tienen una capacidad restringida y, por mucho que se aumente, siempre se
pueden crear situaciones en que las personas usan mejor su capacidad
igualmente restringida. Un caso especial lo constituyen los problemas verbales:
incluso si se almacenara un diccionario completo en la memoria del ordenador,
se podria disfrazar el problema aritmético mds simple de manera que el
ordenador no pudiera manejarlo. Tan pronto como aparecen las aplicaciones, la
aritmética empieza a dejar de ser un lenguaje formal.

Muchos no estardn de acuerdo si interpreto la resolucién de tales
problemas como transformar la expresiéon dada en su resultado. Un punto de
vista pasado de moda —dird mds de uno. Por supuesto que sé —y lo subrayé
antes— que el signo igual se presupone que significa una identidad: a su
izquierda y a su derecha hay nombres de la misma cosa. Es lo mismo si digo

7+5=12012=7+5.
Sigue siendo lo mismo si digo
7+5=5+7012=12, etc.

En fin, es un hecho objetivo que 7+5 y 12 son la misma cosa, tanto como
era un hecho objetivo para Edgar Allan Poe que el asesino de la calle Morgue
era un mono. Lo dnico que importaba en uno y otro caso era descubrir tal
hecho objetivo. Quien no sabe todavia que 7+5 y 12 son la misma cosa, entiende
el signo igual de otra manera, a saber, como una orden de escribir al otro lado
de

7+5=
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algo que serd aceptado, por razones mads o menos inteligibles. Y 5+7 no lo ser4,
aunque sea correcto, como tampoco lo sera 6+6. Al ser sancionado como lo que
se acepta, éste es entonces el significado del signo igual en este tipo de lenguaje
aritmético. En este nivel, la aritmética no es todavia un lenguaje puramente
formal. Formalmente uno podria escribir 5+7 después del signo igual, pues
conduce a una ecuacién correcta. En el lenguaje aritmético, el signo igual invita
a un procedimiento de transformacién, y uno tiene que saber cudl. A la derecha
del signo igual estd el lugar para el “resultado”. ;Pero qué significa
“resultado”? En

7+e=12

el “resultado” es 5, mientras que el ndmero al otro lado del signo igual es 12. El
hecho de que unos pocos alumnos puedan comprender esto no tiene que
ocultar el hecho atin mds importante de que la mayoria no lo comprenden, al
menos a la edad en la que se les ensefia.

Para muchos alumnos, el resultado de una divisién es el resto. Me he
encontrado con alumnos incluso de séptimo que decian 0 como respuesta a 8+4.
No hay duda de que éste es un terreno en que el lenguaje aritmético tradicional
muestra defectos serios.

Intentaré esbozar a grandes rasgos la problematica del lenguaje aritmético.

16.5 — 16.8. LENGUAJE COMO ACCION
16.5. Realizar tareas — Contestar pregquntas

El aprendiz realiza tareas que otros le han planteado o que se ha
planteado él mismo. Le ordeno que cuente, y la secuencia numérica oral o
escrita significa realizar la tarea, la actividad de contar se documenta por su
resultado lingitiistico.

Le propongo que cuente algo. La tarea se puede formular como “cuenta las
canicas” o “;cudntas canicas hay aqui?” En el segundo caso, la tarea estd
implicita, al menos si el nifio sabe que para responder a la pregunta tiene que
contar. En cualquier caso, la tarea se ejecuta contando. El documento lingiiistico
puede mostrar variantes: la secuencia contadora producida o el ntimero de
canicas contado.

Las operaciones son un asunto similar. Una tarea

suma 3 a 4, quitale4 a7,

o la pregunta

(cudnto vale 4+ 3?, ;cudnto vale 7 —4?,
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abreviada a menudo como
4+3=7-4=

que, cuando se formula oralmente, lleva la entonacién interrogativa en la
palabra “igual”. Uno deberfa esperar

tras la tarea: la ejecucion,
tras la pregunta: la respuesta.

En el primer caso, la orden “suma” o “quitale” deberia estimular por
supuesto las actividades de sumar y restar. Pero la ejecuciéon de la tarea
también puede documentarse por el resultado del problema, y, en general,
quien plantea la tarea estard satisfecho con ello, excepto que tenga razones
especiales para querer pedir al alumno que ejecute explicitamente la tarea, por
ejemplo si el resultado que ha dado es falso o si quisiera comprobar si el
alumno no lo ha adivinado meramente, o si por razones tedricas estd interesado
en los procedimientos del alumno.

Depende del nivel del alumno qué se deriva de la pregunta “4+3”, “7-4".
Si todavia no ha memorizado los problemas, se ve obligado a darse la orden a si
mismo de sumar 3 a 4 o de quitarle 4 a 7 —con material concreto o
mentalmente.

Una nifia de seis afios que tenfa problemas con la aritmética le informé a su padre en un
determinado momento del truco que habia encontrado para hacer 4+3: seguir contando, 5, 6, 7,
a partir de 4. Lo consideraba como un subterfugio, ya que pretendia saber el resultado, cuando
de hecho lo calculaba.

Todo lo que hemos mostrado con el contar, el contar algo y la aritmética
mads sencilla se repite una y otra vez en cualquier nivel més elevado y con
asuntos mds complicados. La tarea que se plantea o que se ejecuta para
responder a una pregunta puede estar compuesta de tareas parciales mds o
menos explicitas; que, a su vez, pueden subdividirse —una divisién continuada
con divisor de mds de un digito es un ejemplo de una tarea extremadamente
compleja, con ramificaciones que dependen de las circunstancias. Hoy en dia
tales tareas se esquematizan mediante diagramas de flujo, por ejemplo para
programar ordenadores o personas.

Pero volvamos a nuestro punto de partida: la doble dicotomia
tarea — ejecucion

pregunta —respuesta.
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Tarea — ejecucion es la relacién més primitiva. La tarea, en la mayor parte
de los casos, vendrd dada por una expresion lingiiistica, aunque pueda serlo
también por un gesto, mientras que la ejecucién no necesita contener mas
elemento lingiifstico que la comprensién de la tarea. Sin embargo, si ese
elemento lingtiifstico estd presente, puede consistir en la documentacién de la
ejecucion mediante la respuesta a la pregunta que substituye a la tarea.

Pregunta — respuesta puede ser a menudo una reaccién directa, por

ejemplo la respuesta a la pregunta “;Cudntos afios tienes?”, “;Cudnto es 10 x
10?7, “;Cuantos dias tiene una semana?”. El que pregunta puede estar
queriendo decir algo que es una tarea —";Puedo coger 10 tarjetas?”’— o puede
estar seguro de que la pregunta no autoriza una tarea —por ejemplo en la
pregunta aritmética “;Cudntos afios tenias cuando empezé la guerra?” o

“¢Cudnto es 37 x 37?”. La pregunta puede entenderse como una pregunta, que
requiere una respuesta obtenida mediante una tarea y su ejecucién; también
puede suceder que la pregunta se interprete como una tarea que hay que
ejecutar, pero que el resultado de la tarea no se traduzca en una respuesta —un
fenémeno harto conocido que se produce cuando tras la pregunta “;Cudntas
canicas hay?” el nifio las cuenta sin formular una respuesta.

16.6. Conocimiento de hechos y procedimientos

Ningtn 4rea cognitiva de ensefianza tiene menos que ver con el problema
de lo que se ha dado en llamar “conocimiento preparado” que las matematicas.
Preguntas sobre un ndmero de teléfono, sobre el camino para ir a un lugar
determinado, sobre ortografia, sobre una fecha, sobre el nombre de una planta,
sobre el significado de un texto o su traduccién, pueden contestarse
consultando fuentes de informacién mucho més a menudo de lo que lo pueden
ser preguntas de origen matemadtico o en las que las matemadticas estdn
involucradas. Por supuesto que incluso en esos casos puede ser todo un arte
saber dénde buscar, qué fuentes de informacién consultar, cémo usar los
medios de informacién, qué hacer con la informacién recogida y cémo saber si
uno puede confiar en ella. Por otro lado, en matemaéticas tampoco puede uno
prescindir del “conocimiento preparado” o del conocimiento tomado de
fuentes de informacién —las sumas bdsicas, las tablas de multiplicar, férmulas,
tablas de todo tipo de funciones y soluciones de ordenador. Pero, en cuanto
conocimiento preparado, es fdcil de contrastar, y, por lo que respecta a las
fuentes de informacién, su fiabilidad y su estandarizacién son tan fuertes que
consultarlas representa un trabajo menor en el proceso de resolucién del
problema.

De hecho, aunque en matematicas se recurra a conocimientos preparados,
lo que realmente importa son los procedimientos de solucién. Aunque sea
dificil estimar cosas de este tipo, yo dirfa que fuera de las matematicas y sus
aplicaciones el conocimiento preparado de hechos es de lejos mucho mads
importante que el conocimiento de procedimientos, mientras que en
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matemadticas los procedimientos parecen relativamente sencillos, y uno se
siente inclinado naturalmente a subestimar su longitud y profundidad.

16.7. Los procedimientos como transformaciones lingiifsticas

En la seccién 16.3 ya discutimos una peculiaridad de las matemadticas
cuando se la compara con cualquier otra materia. Las matematicas pueden ser
formuladas de forma mds adecuada que cualquier otra disciplina, incluso desde
el punto de vista lingiiistico. De ningtin tipo de objetos mentales o fisicos se
puede dar una descripcién tan precisa y estructuralmente sencilla como de los
objetos matemadticos, descripcién que ademads no tiene en cuenta la diversidad
de los idiomas; en ningtin otro lugar se pueden reproducir lingiifsticamente de
forma tan adecuada las operaciones con los objetos como se puede hacer con las
operaciones con los nimeros. Incluso los objetos mentales de la geometria
pueden ser descritos con toda la precision deseada mediante los términos
convencionales que se usan para indicarlos en los distintos idiomas, aunque no
sea estructuralmente tan sencillo. Esa es una de las razones por las que las
matemadticas se identifican muy a menudo con su expresién lingiiistica. La
consecuencia de ello puede ser tanto comprensién adecuada como equivocada
de lo que son las matematicas, tanto sensacién de poder como de desamparo.

Si un nifio ha entendido la aritmética elemental, disfruta de dominarla; la
soltura al contestar preguntas invita el deseo de que se le planteen. Pronto
olvida cudnto le ha costado adquirir esa habilidad, con cudntas dificultades. En
el interin, la materia se ha ampliado: se ha atesorado mds experiencia atin sobre
las reglas de transformacion que convierten preguntas en tareas, las reglas de
transformaciéon mediante las que las tareas se descomponen en tareas parciales
que han de ser ejecutadas para acabar contestando a las preguntas. Los datos
son de tipo lingiiistico y, gradualmente, el conjunto del procedimiento de
resolucion alcanza el caracter de una transformacion lingiifstica o una secuencia
de transformaciones lingiiisticas, que son en su mayor parte mads sencillas y en
todo caso mads formales y regulares que las reglas de transformacién del
lenguaje verndculo.

16.8. Formalizar como un medio y como un objetivo

La facilidad para formalizar es un rasgo impresionante de las
matemadticas, aunque a la vez puede conducir por vias erradas: es una virtud
que, como sucede con otras virtudes, puede tornarse vicio. La facilidad para
formalizar nos da una sensacién de poder que dificilmente puede ser estimado
en demasia y que ciertamente no puede ser dejado de lado impunemente,
aunque es una sensaciéon que puede volverse en contra de las matemadticas. Para
la mayoria de los que han tenido contacto con las matemadticas, éstas consisten
en dominar reglas formales (o, mds bien, no ser capaz de dominarlas). ;Qué
hacer con ello? ;Desistir de ensefiar ese dominio? Esa serfa una solucién
absurda.
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La regla “para multiplicar por 100, afiadir dos ceros” (que ha de ser
modificada tan pronto intervengan los decimales), la regla para la
multiplicacién de decimales sobre “tantos lugares después de la coma” (que
compite con la regla para sumar decimales), el mecanismo de la divisién
continuada con todos sus entresijos, jacaso no deberia uno estar contento si
funcionaran bien? Cualquiera que fuera capaz de aprenderlas y aplicarlas
correctamente, seria capaz, con toda certeza, de descubrir de dénde proceden
esas reglas y cémo pueden justificarse. Seamos cautos: quizd seria capaz de ello.
Atn mas, la més ligera idea de que tal pregunta admita una respuesta racional
o, simplemente, la requiera estd ausente de la mente de la gran mayoria de los
que dominan tales formalismos. Incluso los que estudian para ser profesores,
de los que se espera que ensefien en el futuro tales formalismos, no
comprenden a menudo cudl es el objetivo de calentarse la cabeza sobre
formalismos que uno domina perfectamente (o que eso cree). Después de una
divisién continuada, ejecutada con todo lujo de detalles, la pregunta “;Qué es
una divisién?” se archiva como no pertinente. La explicacién usual es que ellos
han aprendido los formalismos como meros trucos y eso es todo lo que saben
de ellos. ;Pero es realmente cierto que todo aquel que reacciona asi ha
aprendido los formalismos como meros trucos?

Esa es un pregunta retérica. Yo he observado, no sélo en otras personas
sino en mi mismo, que las fuentes de la intuicién pueden embozarse por
automatismos. Uno acaba dominando una actividad con tal perfeccién que las
preguntas como y por qué ya no se plantean de nuevo, ya no pueden plantearse
de nuevo, e, incluso, ya no se entiende que sean preguntas pertinentes y
significativas.

Este parece que sea el curso natural de las cosas, y no obstante uno querria
cambiarlo de alguna manera. Es un problema que no sélo concierne a la
aritmética. Alguien dijo en una ocasién: “Cuando se comienza a calcular, se
acaba de pensar”. No, no tiene por qué ser asi, excepto si se bloquea el camino
de vuelta a la intuicién.

El error didactico reside en el principio de aprender por intuicién al
comienzo y luego pasar irrevocablemente a los automatismos. Una variante es:
de vuelta al comienzo por intuicién en cuanto algo vaya mal. Esta variante es
mejor, aunque no deja de ser insatisfactoria. Incluso cuando el formalismo
funciona razonablemente, el profesor o quien disefia la instruccién deberia
valerse de cualquier oportunidad para regresar a la fuente de la intuicién. Por
ejemplo, tales oportunidades existen en cualquier nivel. Por lo que respecta a
los algoritmos de las operaciones aritméticas, cuando se discuten los
procedimientos para medir, o (en dlgebra) cuando se tratan las potencias, o
cuando se ensefia la técnica de los paréntesis, o cuando se formulan leyes
aritméticas: escribir nimeros y operaciones en la forma

(@, 10m+. . .4ag)+(b,, 10"+...+bp),

10
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(@, 10M+ . +ag)-(b;,10"+.. .+bg).

No hay ninguna necesidad de pasar a otros sistemas de numeracién para
restablecer la intuicién anterior al formalismo. Otros sistemas de numeracién
son creaciones ad hoc, que pueden ser vistas por los nifios como juegos sin
pertinencia o callejones sin salida antes que como algo que pretende llevarlos
de vuelta a las fuentes de la intuicién.

La necesidad diddctica, que he subrayado, es una consecuencia del grado
elevado de formalizacién del lenguaje de la aritmética. Se resiente con la misma
fuerza en la fenomenologia didactica de otros lenguajes formalizados. En el uso
corriente de lenguajes menos formalizados, como el lenguaje materno y los
idiomas extranjeros, la forma estd ligada tan fuertemente al contenido que se
puede comprobar siempre mediante el contenido; en general serfa incluso
imposible manejar la forma lingiiistica sin el apoyo del contenido.

Aqui no tomo en consideracién los casos de autonomia de la forma
lingiiistica, tal como se cultiva en la poesia y la filosofia como fenémenos de un
uso del lenguaje que no pretende una comunicacién carente de ambigiiedades,
0 que no es apropiado para ello. Excluyo también como un objetivo los casos de
formalizaciéon en que el mismo lenguaje se torné un objeto de estudio.
Intencionalmente me restrinjo a los casos didacticos en que aprender a
formalizar y aprender formalismos es una necesidad didéctica, aunque una
necesidad entre otras y en su beneficio.

Un rasgo caracteristico de las matemadticas es una linea de formalizacién
progresiva. Reglas de transformacién que han sido adquiridas por intuicién —o
no— se generalizan para resolver problemas con mds eficacia al usar el aparato
adquirido; y en virtud de esta actividad se forman reglas de transformacién
nuevas y mds complejas que se generalizan de nuevo, y este proceso se
continda indefinidamente: una formalizacién progresiva que conduce a atajos
cada vez mds radicales.

16.9 — 16.15. CARACTERISTICAS DEL LENGUAJE DE LAS MATEMATICAS
16.9. Construccion algoritmica de los nombres propios

La fuente mds importante de formalizaciéon progresiva es la construccién
algoritmica de vocabulario, el primer y principal ejemplo de ello es la
construccion de los nombres propios de los niimeros naturales.

Los rasgos algoritmicos no son inusuales en el vocabulario y en la sintaxis
de cualquier lenguaje, aunque son ocasionales y asistemadticos: plurales,
tiempos verbales, comparativos, composicién de palabras, esquemas de
oraciones. Ninguno de ellos se acerca ni remotamente a la estructura
sistemdtica de los nombres de los niimeros. Algunos restos histéricos de
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irregularidad —por lo que respecta sobre todo a los niimeros pequefios— han
sido totalmente eliminados en el lenguaje digital del sistema decimal. Si ya los
sistemas anteriores a los posicionales tenian una regularidad decente, en un
sistema posicional se puede representar todos los nimeros naturales segin
reglas algoritmicas estrictas, partiendo de un pequefio acopio de simbolos
digitales. Esta tendencia contintia cuando se extiende el concepto de nimero: la
sinonimia de las fracciones estd ligada a reglas de transformacion rigidas.

De la misma forma, en los nombres de tareas o enunciados tales como
“suma tres a cuatro” (en la forma 4+3) o “cuatro es mayor que tres” (4>3) la
construccién algoritmica domina, aunque pueda haber una variedad de
nombres para la misma tarea o afirmacién.

Segun lo complejos que sean los objetos, las tareas o los enunciados, los
nombres que se les asignan necesitan una cierta estructura, que discutiremos a
continuacion.

16.10. Reglas de puntuacion

Los lenguajes naturales han desarrollado un gran ntimero de dispositivos
estructurantes tales como preposiciones, conjunciones, afijos, sufijos,
subordinacion de oraciones, etc. Ademas, el lenguaje oral usa para estructurar
dispositivos tales como pausa y entonacién, mientras que en la versién escrita
la estructura se indica de forma mds o menos adecuada por la puntuacién. El
elemento estructurante mads explicito en el lenguaje de las matematicas son los
varios tipos de paréntesis. Ademds hay gran cantidad de estructura implicita: al
ejecutar una tarea o leer un enunciado unas operaciones tienen preferencia
sobre otras —la multiplicacién antes que la adicién.

En el lenguaje verndculo, habitualmente se puede prescindir de la
puntuacién explicita. A menudo, son criterios de contenido mds que criterios
formales los que deciden la estructura. En la oracién inglesal

1He dejado estos ejemplos sin traducir porque el inglés permite que se produzcan mds
ambigiiedades de este estilo que el castellano por la facilidad que tiene para que una palabra
determine a otra por simple yuxtaposicién y por la ausencia de marcas de género y nimero en
los determinantes. Los dos primeros ejemplos tienen su equivalente castellano en “Habia nifios
y mujeres de edad en el autobuis” y “Habia hombres y mujeres de edad en el autobus”, en las
que se produce el mismo fenémeno que Freudenthal sefiala. Ahora bien, en los dos ejemplos
siguientes, la presencia de marcas de género y nimero en los determinantes en castellano hace
que las frases pierdan la anbigiiedad que tienen las inglesas. Asi, en “we visited Dutch towns
and villages” el determinante “Dutch” no lleva marcas de género y ntimero, pero en castellano
hay que ponerlas: si se opta por “visitamos pueblos y ciudades holandesas”, el femenino de
“holandesas” indica que no afecta a “pueblos”, ya que esta palabra es masculina; si se opta por
“visitamos pueblos y ciudades holandeses”, estd claro que no afecta sélo a “ciudades”, ya que
“holandeses” es masculino plural y engloba, por tanto, la palabra femenina “ciudades” y la
masculina “pueblos”. Por su parte, en la traduccién castellana de “we got lessons in Dutch
history and mathematics”, “recibimos clases de matematicas e historia holandesa”, no hace
falta recurrir a la semdntica para saber que “holandesa” sélo afecta a “historia” y no a
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There were aged ladies and children in the bus

la palabra ‘aged’ se refiere exclusivamente a las mujeres, mientras que en la
oracion inglesa casi equivalente formalmente

There were aged ladies and gentlemen in the bus
la palabra ‘aged’” muy probablemente también se refiere a los hombres. (El
lenguaje oral es mds complejo que el escrito; probablemente las dos oraciones

se pronuncian con melodias diferentes.) En las oraciones inglesas

We visited Dutch towns and villages

We got lessons in Dutch history and mathematics,

la palabra ‘Dutch’ abarca dominios distintos. Un ejemplo inglés harto conocido
es

pretty little girls schools

que, segiin donde se coloquen los paréntesis —que faltan—, puede tener
diecisiete significados distintos?.

En la préactica de las matemadticas se es mds cuidadoso.
5 veces ... 3 mas 7
ha de distinguirse de
5veces 3 ... mas 7

y esta distincién se formaliza colocando en el primer caso el 3 mds 7 entre
paréntesis. Deberia hacer lo mismo en el segundo caso, si no fuera porque hay
una convencién que dice que la multiplicacién tiene preferencia sobre la
adicién y la substraccion. Ya he sefialado que el lenguaje oral es mds complejo
que el escrito. En los dos tltimos ejemplos he intentado reproducir pausas y
entonaciones mediante puntos suspensivos. En el lenguaje escrito no existen
dispositivos como ésos, asi que tenemos que basarnos en la comprensiéon del

“matematicas”, ya que, a diferencia de la palabra inglesa “Dutch”, la castellana lleva marca de
numero, con lo que la ambigiiedad se elimina en el nivel puramente sintactico.

2Es imposible encontrar una versién castellana que tenga también tantos posibles significados.
Una traduccién posible al castellano es “escuelas de nifias pequefias bonitas”, que también
admite un buen ndmero de significados segtin “pequefias” determine a “escuelas” o “nifias”;
“bonitas”, a “escuelas” o “nifias”, y sus combinaciones. Sin embargo, en inglés también cabe la
interpretaciéon en que “pretty” determina a “little” —lo que puede traducirse al castellano por
“bastante pequefias”, pero no manteniendo la palabra “bonitas” como traduccién de “pretty”.

13
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contenido para entender la estructura sintdctica. Yo entiendo lo que las palabras
‘aged” y ‘Dutch’ incluyen a partir del contenido que ha de ser significativo, en
vez de a partir de la estructura de la expresion lingiifstica.

Por el contrario, en el lenguaje de las matematicas el significado no es un
criterio fiable. De hecho,

5 veces ... 3mas 7
es tan significativo como
5veces3 ... mas 7,

de manera que ha de estar perfectamente claro lo que se quiere decir para que
la expresién pueda usarse. Esto se consigue mediante reglas de puntuacién
estrictas, indicaciones estrictas de como han de colocarse los paréntesis en una
expresion y de como ha de leerse una expresion. Si se adoptaran reglas como
las matematicas para el lenguaje verndculo, se escribiria

(aged ladies) and children,
aged (ladies and gentlemen)3.

Sin embargo, esto no sucede, lo que constituye una de las diferencias
principales entre el lenguaje vernéculo y el formalizado.

He sefialado que el lenguaje de las matematicas posee mds dispositivos
para estructurar ademds de los paréntesis, en particular la preferencia de
algunas operaciones sobre otras cuando una tarea ha de ejecutarse o ha de
leerse un enunciado. También éstos son dispositivos formales para estructurar,
en contraposicién con los dispositivos del lenguaje verndculo que estdn basados
en el contenido. No explico los detalles, ya que lo he hecho en otro lugar. Lo
que aqui importa es proyectar las diferencias entre el lenguaje verndculo y el de
las matematicas.

Sin embargo, he de sefialar que el sistema de reglas estructurales del
lenguaje de las matemadticas no es tan sencillo como se podria creer a primera
vista. Las dificultades que experimentan los que aprenden el lenguaje de las
matemadticas se pueden explicar al menos en parte por la falta de visiéon de los
autores de libros de texto y de los profesores de la complejidad del asunto. En
la medida en que los que son responsables de la instruccién de esta materia no
son suficientemente conscientes de estos detalles, les falta la intuicion de cudles
puedan ser las fuentes posibles de errores.

30, en la traduccién castellana que he dado en la nota 1, “nifios y (mujeres de edad)” y
“(hombres y mujeres) de edad”, respectivamente.
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Es un hecho notable que los nifios aprenden su lengua materna de gente
que nunca ha pensado sobre la estructura de esa lengua; no es necesario un
andlisis teérico de la lengua materna en el intercambio con los nifios que han de
aprender su lengua materna; es incluso pensable que un adulto no tenga
conciencia de rasgos tales como, por ejemplo, la regularidad o irregularidad de
la flexién verbal hasta que oye a los nifios cometer errores; que un adulto no se
haya sentido perplejo ante polaridades tales como “ayer—marfiana” hasta que
observe la falta de seguridad de los nifios ante ese par.

El caso del lenguaje de las matemadticas se parece algo mds al del
aprendizaje de los idiomas extranjeros: para guiar al aprendiz, el profesor debe
dominar la materia mds conscientemente de lo que los padres dominan la
lengua materna que han de transmitir —esto estd claro sin necesidad de
ejemplos.

Empero, esto no significa que el sistema en extremo complejo de reglas de
la estructura lingtiistica de las matemdticas haya de hacérsele consciente al
aprendiz. En la ensefianza remedial puede llegar a ser necesario, en concreto si
hay que eliminar costumbres profundamente arraigadas. En principio, las
reglas para aplicar dispositivos estructurantes (lo mismo que las reglas de
transformacién) deberfan aprenderse usindolas —ser consciente se requiere
para combatir usos errados.

Aunque no repita mi andlisis fenomenolégico previo de los dispositivos
estructurantes en el lenguaje matemadtico, no deseo que se descuide. Por el
contrario, recomendaria con premura a los autores de libros de texto que
prestaran atencion a ello y que se percataran de que aprender este elemento
lingiiistico requiere una didactica mds consciente y asi lo mostraran.

16.11. Variables en el lenguaje verndculo

El paso mds largo de la aritmética hacia el dlgebra (de la instruccién
primaria a la secundaria en matemadticas) es calcular con letras en vez de con
nameros; “céalculo literal” solia ser un término familiar. Plantearlo de esta
manera parece una fenomenologia superficial, pero en la fenomenologia la
profundidad comienza a menudo en la superficie.

Cémo entraron las letras en las matemadticas, como la gente comenzé6 a
calcular con letras sélo conscientes a medias de lo que habian hecho, cémo una
conciencia creciente influy6 en la didéctica de las matemadticas en este siglo,
c6mo esos logros preciosos han sido hechos afiicos por el furor conjuntista de
las llamadas “matemadticas modernas” y lo que hace falta para eliminar la
basura —todo esto lo dije en el pasado, aunque no lo hiciera en un relato
conexo, sino de forma dispersa a lo largo de varias ocasiones y segtin el detalle
que queria resaltar. De modo que he de comenzar de nuevo.
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En los apartados anteriores, he usado el término “nombre” en un sentido
amplio: he atribuido nombres no sélo a objetos sino también a acciones, tareas,
enunciados, incluso aunque tales nombres pudieran tener la forma lingtiistica
de oraciones. En la lingtifstica tradicional existe el término “nombre” y los
nombres se dividen en nombres propios y nombres comunes (apelativos). Es
dificil trazar una linea divisoria precisa entre ambos tipos. “Juan” y “papa”
pueden ser nombres propios en una familia, pero es facil pensar en situaciones
en que se usan como apelativos. “Mi Peugeot” y “la mujer al otro lado de la
calle” pueden ser nombres propios, que, sin embargo, presentan una estructura

mads compleja que los nombres simples. “2+2=4" es el nombre de un cierto
enunciado, pero en el contexto “es tan cierto como que dos y dos son cuatro”
parece mds bien como el “Fulano” en “Fulano, Mengano y Zutano”.

Dia tras dia hemos de comunicar a propésito de objetos individuales —
tisicos y mentales— y sobre procesos, actos, deseos, que estdn objetivados, y,
para ello, necesitamos nombres —nombres que, de hecho, aunque no lo
parezcan, son nombres propios. ;Cémo podemos inventar una y otra vez
nombres propios nuevos para tal increible variedad de objetos? La respuesta es:
al manipular con destreza nombres comunes, ligando nombres comunes en
situaciones cambiantes con individuos cambiantes. Para tales nombres se tiene
en matematicas el término “variable” y para fijar una variable en una situacién
dada se tiene el término “ligar”.

Segtin un relato antiguo, la primera tarea de Addn en el paraiso fue dar
nombre a las criaturas. El mismo habfa recibido el nombre de “Adén”, es decir
“hombre”, y a partir de él su descendencia se llamaria Addn, es decir, hombre
El dio nombre a todos los animales que pasaron ante sus 0jos, y aquel al que
habfa llamado le6n transmitié ese nombre a sus descendientes. Y asi “leén”
lleg6 a ser un nombre con el que podemos nombrar a cada leén concreto; para
distinguir unos leones de otros, se puede hablar de este leén o de ese leén, del
leén joven o el leén viejo, del leén del zoo de Amsterdam o del leén del zoo de
Londres. No seria factible inventar nombres propios absolutamente nuevos
para cada ratén, silla o bicicleta; estamos acostumbrados a usar nombres
ambiguos o, mds bien, polivalentes —un mismo nombre para varios objetos.
Cuando mi hija estaba en la edad en que los nifios juegan el juego de “esto qué
quiere decir” y le pregunté qué quiere decir “cosa” contest6 que cosa es si
quieres decir algo y no sabes cudl es su nombre. “Cosa” es un nombre que
encaja con una variedad increible de objetos: sillas, bicicletas, arboles, etc.
Palabras como “aqui” y “ahora” también son nombres polivalentes: “aqui”,
como nombre del lugar en que uno dice “aqui”; “ahora”, por el momento en
que uno dice “ahora”. En

la cigarra es un insecto

“cigarra” es un nombre comtn, el nombre de una especie, pero en
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cada cigarra es un insecto
se puede mantener que “cigarra” es un nombre polivalente que se acomoda a
cada cigarra particular. En la fadbula de La Fontaine La cigarra y la hormiga,
“cigarra” es el nombre, carente de ambigiiedades, de un animal concreto: el de
la fdbula. En

el ratén es un roedor
“ratén” es el nombre de una especie, en

el raton estd en la ratonera,
pronunciada en una situacién especial, “ratén” puede querer decir un ratén
particular que se supone que se conoce y estd bien definido por esas

circunstancias especiales. En

tenemos de nuevo un ratén

tenemos ratones,

el nombre “ratén” se da a un individuo o a unos cuantos de los que lo tnico
que se sabe es que existen.

Para que funcionen como nombres propios, hay que ligar las variables.
Las variables se pueden ligar con independencia de cualquier contexto
mediante dispositivos 16gicos lingiifsticos, o bien dependiendo de un contexto.
Los instrumentos l6gicos son
el cuantificador universal
un ratén es un roedor — para todo x, si x es un ratén, es un roedor,

el cuantificador existencial

tenemos un ratén — hay un x tal que x es un ratén y nosotros
tenemos x,

el articulo

nuestro ratén; el ratén que tenemos —el x tal que x es un ratén y
nosotros tenemos x,

el formador de conjuntos
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nuestros ratones — el conjunto de los x tales que x es un ratén y

nosotros tenemos x,

el formador de funciones o especies

la especie ratén — la propiedad de ser un ratén,

el interrogativo

(qué ratén? — ;qué x tal que x es un ratén?

Dispositivos para ligar que dependen del contexto son

los demostrativos

este raton, ese raton, el raton de la ratonera, el ratén que oigo roer.

Muchas variables asumen otra forma segin cudl sea la manera de ligar.

Por ejemplo, la variable de lugar

universal
existencial

articulo

formador de conjuntos :

formador de funciones :

interrogativo
demostrativo

O la variable de tiempo
universal
existencial

articulo

formador de conjuntos :

formador de funciones :

interrogativo

en cualquier lugar,
en un lugar,

el lugar donde,

los lugares donde,
el lugar de,

dénde,

aqui, ahi, alli.

siempre,

en algin tiempo,

el momento en que,
el tiempo en que,

el tiempo de,

cuando,
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demostrativo : ahora, hoy, ayer, mafiana.

De forma similar, la variable que indica personas

universal : todos,

existencial : alguien,

articulo : el que,

formador de conjuntos : aquellos que,
formador de funciones : ser una persona,
interrogativo : quién,
demostrativo : yo, t4, éste, aquél.

16.12. Variables en el lenguaje de las matemdticas

Vale la pena tener en mente este abigarrado uso de variables en el
lenguaje verndculo para confrontarlo con el uso de las variables en matematicas
que estd mds reglado pero al mismo tiempo también mds descolorido.

La variable “ratén” se puede usar s6lo para ratones; una variable como
“aqui”, s6lo para lugares; una variable como “yo”, s6lo para personas: en cierta
medida esas variables ya estdn ligadas por el contenido. En matematicas los
simbolos para las variables habitualmente son letras, combinadas a veces unas
con otras o con numeros (A1, Ay, ..., A,). Tales simbolos no tienen carga alguna
y las variables que se indican con ellas no estdn restringidas por lo que respecta
a su dominio, o sélo lo estan ad hoc.

El uso de letras para las variables proviene de la geometria griega. En un
periodo de comunicacién exclusivamente oral del conocimiento es bastante
probable que se razonara a propésito de una figura hablando de este punto o
ese punto, es decir, mediante deicticos. Para la comunicacién escrita, se requirié
una forma de descripcién mds préctica: en una figura, se numeraban los puntos
sometidos a consideracion con las letras del alfabeto, que en los textos
numéricos se usaban efectivamente como nimeros. La terminologia original “el
punto junto a A” —esto es, al lado de A— se abrevié mds adelante a “el punto
A”. De forma similar se nombraron las lineas, tridngulos, cuadrildteros, etc.
mediante letras o combinaciones de letras, que a su vez indicaban puntos.

Aqui estamos en el umbral entre la descripcién demostrativa y el uso de
auténticas variables. De hecho, las variables estdn demostrativamente ligadas
por la figura a puntos materiales en el material dibujado. Por otro lado, los
puntos y las figuras son paradigmas arbitrarios. Todos los puntos son lo
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mismo, enunciados hechos en “un tridngulo” significan para “todos los
tridngulos”, de cualquier manera que estén dibujados o indicados. A causa de
este hecho parece que las variables estén ligadas mediante instrumentos 16gicos
en vez de demostrativos. Efectivamente, la figura puede incluso olvidarse.

Si ABC es un tridngulo, las mediatrices de AB, BC, CA pasan por un
punto

es un enunciado de ese tipo; en él, A, B, C pueden considerarse como variables
(de puntos) ligadas por el cuantificador universal.

En geometria el uso de letras para las variables no condujo al nacimiento
de un lenguaje algoritmico: excepto la indicacién de segmentos mediante pares
de puntos extremos, apenas hay vocabulario algoritmico, ni hay tampoco
ninguna formalizacién de las operaciones, formalizacién que, en el mejor de los
casos, se presenta en el lenguaje verndculo que actia en esta ocasién como
metalenguaje.

En algebra las variable literales son ain mds recientes. Las ecuaciones
lineales y cuadréticas y los métodos generales de resolucién son tan antiguos
como los textos cuneiformes mds antiguos, pero siempre planteados en
paradigmas numéricos. En la transferencia oral de conocimientos, las
incégnitas pueden haberse nombrado de manera informal —chisme— y eso
sucede de hecho en el desarrollo posterior. En griego, las letras también
significaban nimeros, hecho que puede haber impedido a los matematicos
griegos que las usaran también para las incégnitas. Habia, empero, otro
impedimento para transferir el uso geométrico de las letras para variables
directamente al dlgebra: mientras que todos los puntos son “el mismo”, los
nimeros tienen una individualidad perfectamente distinguida. Finalmente, en
el periodo helenistico, en la obra de Diofanto, hay al menos un simbolo para la
incégnita, una abreviatura de arithmos (ntmero). En la edad media, la palabra
cosa (del italiano) llegd a ser el nombre de la incégnita — los “cosistas”
desarrollaron todo un simbolismo para las potencias de la incégnita.

El paso decisivo hacia una notacién algebraica mds ttil lo dio Vieta
(alrededor de 1600), que indicé también las magnitudes indeterminadas, las
variables en las expresiones algebraicas, mediante letras. Esa notacién es el
auténtico comienzo del desarrollo del lenguaje algebraico, que cada vez se
separa mds del lenguaje verndculo. Las letras se usan inicialmente para indicar
nuimeros arbitrarios, pero pronto también funciones arbitrarias. Hoy en dia,
usamos letras para todo tipo de objetos matemdticos —conjuntos, relaciones,
proposiciones, espacios, métricas y todo tipo de estructuras— vy, si se siente esa
necesidad, las cogemos de todo tipo de alfabetos.

Algo deberia tenerse presente: las letras en matemadticas significan algo,
como simbolos representan algo. En otros lugares he sefialado y analizado la
equivocaciéon demostrada por la llamada “matemdtica moderna” a este
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respecto: letras que no significan nada o que significan las propias letras, y las
matemadticas concebidas como un juego con simbolos carente de significado. Es
cierto que esto ultimo puede elaborarse de forma consecuente, pero con el
objetivo de hacer fundamentos de las matemdticas mds que matemdticas
propiamente dichas. En ese caso, las matematicas significativas se toman como
un objeto de estudio, se pone su significado como si estuviera entre paréntesis y
se presta atencién exclusivamente a su forma —el formalismo. Ahora bien, eso
se hace en provecho de las matemadticas significativas. Para algo tan temprano
como el lenguaje aritmético ya he discutido tanto la utilidad como el peligro
didéctico de este procedimiento, si hay que desarrollar una actitud matematica.
No cabe duda de que en el caso del lenguaje del algebra la utilidad y el peligro
de una formalizacién rigida son igualmente grandes o atin mayores. Una
comprension errada de lo que son las matemaéticas se genera a menudo por los
cdlculos algebraicos ciegos con letras. La llamada “matemdtica moderna” ha
contribuido a difundir esta concepcién errada incluso entre los profesores.

16.13. El signo igual

Si en la seccién 16.4 subrayé el cardcter de transformacién del lenguaje de
la aritmética, me siento obligado ahora a atenuarlo:

4+3=
se lee primordialmente como una tarea o una pregunta, dije. El signo igual tiene

el aspecto de ser asimétrico. Un lado estd dado y el otro ha de ser rellenado. El
problema

4+e=7
encaja menos en ese marco —razén por la que los aprendices se sienten
confusos. Si los ndmeros se reemplazan por letras, la confusién atin es mayor.
¢Qué podria significar en

a+b=

el signo igual que se ha puesto? Bueno, puede tener sentido en un ejercicio
como

(cudntovalea+bsia=4yb=3?,

esto es, si hay ndmeros para substituir a y b por ellos. En contraposicién con
4+3

no se puede considerar

a+b
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como algo que calcular. Es més bien la expresion algebraica de un nimero cuyo
valor depende de los de a y b. La expresién a + b no sugiere una tarea o una
pregunta, sino que nombra un ndmero que depende de a y b. La notacién de las
fracciones fue el punto en que este giro tuvo lugar en la historia. En

3

4

no hay nada que calcular. Como tal es un ntimero nuevo representado de forma
convencional mediante los simbolos numéricos conocidos previamente 3 y 4.
Por supuesto que la expresion a + b puede aparecer con un signo igual tras ella,
como en

a+b=c

a+b=b+a,
en el primer caso con el fin de introducir un nuevo simbolo para a + b o con el
fin de explicar ¢ por medio de a y b, o con el fin de exigir que 4, b y ¢ asuman
s6lo valores que conduzcan a una igualdad; y, en el segundo caso, para
enunciar algo que es verdadero para todo a y b.

A causa de este giro, el cardcter del signo igual de la instruccién aritmética
ha cambiado: se ha simetrizado. La intencién es que a la izquierda y a la
derecha del signo igual aparezca la misma cosa, y esa intencién se puede
realizar como un hecho o como una peticién.

El “es” simétrico apenas representa ningin papel en el lenguaje
verndculo, ni siquiera en

Amsterdam es la capital de Holanda,
que delata una intencién distinta que
La capital de Holanda es Amsterdam,

como si fueran respuestas a preguntas distintas, no muy diferentes de las
preguntas contestadas por la pareja

4+3=e
7=4+e
Adn estd mucho menos relacionada la igualdad con el “es” en

SAcrates es un hombre,
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o con su plural en

los monos son mamiferos:

en el primer caso mds bien recuerda al simbolo €; en el segundo caso, al
simbolo c. En inglés atin es otra cosa distinta el “is” en

the apple is ripe*

concretamente una parte del predicado being ripe®, y lo mismo sucede con el
e
is” en

there is time left®
como parte del cuantificador 16gico there being”.

La aritmética tradicional usaba signos de igualdad en divisiones con resto
como

16+3=5r1.
Si éste fuera el signo de igualdad simétrico, implicaria
16 +3=21+4.

Los didactas alemanes han prestado mucha atencién a la problemadtica
relacionada con esta notacién’. ;Vale la pena la molestia? Si y no. Vale la pena
que se discuta seriamente, pero no vale la pena que se ponga cabeza abajo la
instruccién aritmética por ello.

Confesé antes que los matemdticos se han puesto de acuerdo en usar el
signo igual de forma que las cosas a su izquierda y a su derecha sean lo mismo,
aunque estén indicadas por nombres distintos. 4 + 3 = 7 estd permitido porque
con mayor o menor dificultad se puede verificar que 4 + 3 y 7 son efectivamente

4He dejado este ejemplo en inglés, porque, al existir en castellano el verbo “estar” que cubre
parte del campo semadntico del inglés “to be”, en la traduccién mds probable aqui —"la
manzana estd madura”’— no aparece el verbo “ser”. Para tener un ejemplo en castellano similar
al que Freudenthal ha presentado en inglés, basta con que el adjetivo “maduro” se substituya
por otro del que no interese sefialar que es un atributo temporal de la manzana, y que, por
tanto, no se una con “manzana” con el verbo “estar”, sino con el verbo “ser”: por ejemplo, “la
manzana es grande”.

5En castellano, “estar maduro”.
6% Atn hay tiempo”: en castellano no aparece aqui el verbo ser.
7En castellano, el defectivo “hay”, “habia”, “hubo”.

“ Ver el excelente articulo de H. Winter, ‘Zur Division mit Rest’ en Der Mathematikunterricht,
4/78, pp. 38-65.
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. 4 2 ) o o .
la misma cosa. =3 estd permitido porque por definicién las dos fracciones
significan el mismo ndmero racional. En realidad, en matemaéticas la igualdad
es a menudo una cuestién de definicién. En un cierto momento puede suceder
que un conjunto de cosas que hasta entonces se habian considerado como
diferentes serfa mejor que se consideraran como iguales, y, para considerarlas
asi con lo que en matemadticas es buena conciencia, se introduce una nueva
cosa, la clase de las cosas que hay que considerar como iguales y uno se

g 2 4
aprovecha de los nombres de estas cosas individuales, como 5, g, ..., como

varios nombres de la nueva cosa, la clase —un abuso de lenguaje conveniente y,
por consiguiente, permitido.

Pero olvidemos por un momento estas mateméticas complejas. De hecho,
incluso los matematicos juegan un tira y afloja con sus reglas para el signo
igual: = 3'14159... —;qué significa el término de la derecha? Pero ademds ©t =
3'1415926... —;significa esto que 3'1415926... = 3'14159...? O g = 9’81 + 0003
ms2: ;jy esto qué? Bueno, se puede objetar que esto es matemdticas aplicadas.
Pero la teorfa de ntiimeros es matemdticas puras, y en ella sin embargo uno
escribe con toda la sangre fria 16 = 1 méd 3. (Si la teoria de ntimeros se hubiera
inventado mds recientemente se escribirfa 16 ~ 1 méd 3.) Estoy de acuerdo en
que éste no es el signo igual, es una especie de simbolo de equivalencia. ;Pero
qué equivalencia? Eso sélo se dice después (como se hace con los puntos
suspensivos tras 314159 y el +0°003 tras 9’81, que dicen después qué tipo de
signo igual es, cudl es su significado).

Si se decide colocar un signo igual entre dos expresiones, se debe saber en
primer lugar qué tipo de cosas se tiene en mente nombrar con ellas. ;Qué tipo

de cosa es 16 + 3 en la divisién con resto? En las matemadticas superiores unos
dos puntos de ese tipo no son habituales. (16:3 puede significar una razén, pero

eso no es lo que se quiere decir aqui.) ;Qué tipo de cosa es 16 + 3? Por supuesto
que no es un niumero natural. Es un par ordenado, que consiste en el “cociente”
5y el “resto” 1. O si se prefiere usar una mayor complejidad matematica:

o ATal  Tal . 1]
Elvb—H_gJ,a—bLZJmOdb'

un par que consiste en la parte entera [S} y una clase residual médulo b,

indicada en su forma “reducida”.

Esta es una interpretacion culta. De hecho en la instruccién aritmética no
nos encontramos con 16 + 3 sino con
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16 +3=
una tarea, como lo es
4+3=
Ya desde la aritmética elemental es necesario, ademds del significado de
4+3=
como tarea, abrir camino para el significado de
4+3=7
en el sentido de que 4 + 3 es otra expresion para 7. De hecho, problemas como
4+e=7
son la primera oportunidad para ello. ;No serfa razonable cefiirse a esta
interpretacién desde el principio? La aritmética tradicional posee dispositivos
simbélicos para formular tareas mediante puntos. Este uso puede extenderse
sistemdticamente incluso al tipo
4+3=
Los libros de texto modernos prefieren los cuadrados,
4+3=0
4+0 =7.

Hay mads dispositivos simbdlicos para formular tareas, por ejemplo en el
lenguaje de las flechas

4$./

.&7,

etc. Aqui se ha renunciado explicitamente al signo igual, que se reserva para un
uso mas simétrico.

Reconsideremos por un momento la divisién con resto.
16 +3=5r1

requiere mucha interpretacién para que se considere que contiene un signo
igual matemadtico con sentido, pero, de hecho, ‘16 + 3’ es una tarea. Si uno deja
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de plantearse el pasar pronto del signo igual como el indice de una tarea a su
significado estatico, puede escoger otro patrén para la divisiéon con resto, por
ejemplo, el de un molde para ser rellenado como

dividido por ... resulta ... veces, con resto
16 3 5 1

37 5 7 2

que, en lenguaje llano, dice lo mismo que dijimos antes en lenguaje matematico
obscuro.

Si se piensa que por la intervencién del dlgebra la igualdad ha sido
abolida como indice de que hay que ejecutar una tarea determinada, se estd
equivocado. En el dlgebra escolar tradicional retorna en todo su esplendor en
problemas como

(@a+b)(a-b)=

a2 -p2 =

en los que se espera que el alumno rellene el otro lado del signo igual con algo
que depende de una tarea general, que se ha hecho explicita o no. El dlgebra
como un sistema de reglas de transformacién conduce automdticamente a una
interpretaciéon asimétrica del signo igual como algo dirigido unilateralmente
hacia una “reduccién”.

“Reducir” es en efecto un término caracteristico del dlgebra escolar y, mas
en general, de las matemadticas automatizadas. Segun reglas determinadas las
expresiones se “reducen” en un sentido u otro, esto es, se transforman en otras,
y en ese proceso la intencién de que permanezcan como lo mismo puede ser
olvidada con facilidad. Esta pauta de comportamiento se ve reforzada por la
aplicacién de “reducciones” no sélo a las expresiones algebraicas sino también
a las ecuaciones, para resolverlas. Se asigna el mismo caracter a la sucesién de
pasos

x> =3x+2=0,
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x2—2§x+2+2—2:0,

2 4 4

2

(o

2 4
Sk
x——=| ==,

2 4

3 1 1
X——=—0-=,

2 2 2
x:é:2ol,

2

que al problema de factorizar
a* — 3ab +2b°,
en el que los distintos pasos se justifican mediante signos igual:

a* —3ab +2b* =

2 2
:a2—2§ab+(§b) +2b2—(§b) =
2 2 2

o303

(a—§b+lb)(a—§b—lb):
2 2 2 2

=(a—b)a-2b).

En el primer ejemplo, uno se siente tentado de hacer explicita la conexién
entre las lineas consecutivas mediante un signo igual mental, oral o escrito. Sin
embargo, en este caso lo que permanece igual en los distintos pasos no es un
valor numérico, sino un valor de verdad, hecho que se registra mediante el

signo <, o en el caso asimétrico, esto es, si el valor de verdad aumenta,
mediante =.

16.14. Substitucion formal

Reemplazar en



Hans Freudenthal (1983). Didactical Phenomenology of Mathematical Structures. Dordrecht: Reidel. 28
Traduccion de Luis Puig, publicada en Fenomenologia didactica de las estructuras matematicas. Textos
seleccionados. México: CINVESTAYV, 2001.

Sécrates es un hombre

“Sécrates” por “yo” no estd permitido: hay que cambiar simultdneamente “es”
por “soy”. Reemplazar en

Nieva
la variable temporal oculta “ahora” por “ayer” o “mafiana” requiere un cambio
de tiempo verbal, al pasado o al futuro. Los procesos de substituciéon que

conducen de

3+4=4+3

a+b=b+a

o inversamente son mds formales. Substituyendo formalmente x por 3 se puede
verificar si

x2-3x+2=0

se satisface para x = 3.

La substitucién formal, sin embargo, se extiende mds alld. A partir de

(@+b)(a-b)=a?2-b2

se obtiene
@+c+b+d)a+c—-b-d)=@+c)?2—-(b+4d)?

al reemplazar
apora+c bporb+d,

es decir, las variables de una expresién se reemplazan por expresiones mas
complejas, que a su vez pueden comportar variables.

Un dispositivo poderoso, esta substituciéon formal. Es una ldstima que no
sea tan formal como uno puede sentirse inclinado a creer, y ésta es una de las
dificultades, quiza la dificultad principal, en el aprendizaje del lenguaje del
dlgebra. Por un lado se le hace creer al aprendiz que las transformaciones
algebraicas se realizan de manera puramente formal, por otro lado, si ha de
realizarlas, se espera de €l que entienda su significado. Si en

.=b
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tengo que reemplazar
bporb +d,
lo que resulta
noes—>b +d, sino—(b + d).

Se espera que el signo menos de b extienda su actividad a la totalidad de b

+d.
Esta es por tanto la consecuencia inevitable de la interpretacién de
b+d
como
sumadebyd

en vez como la tarea
sumadab,

que se mantiene ya sean b y d auténticas variables o constantes previamente
especificadas. Asi

la diferenciade ...y b
se convierte, tras substituir b por b + d, en
la diferenciade ... ylasumade by d.

Se espera que el aprendiz lea férmulas comprendiéndolas. Se le permite
que

a+b,a-b,ab,a?
las lea
amds b, a menos b, a por b, a al cuadrado.
Sin embargo, tiene que entenderlas como

la suma de a y b, la diferencia de a y b, el producto de a y b, el
cuadrado de a.

La accién que sugieren mds, menos, por, al cuadrado y la lectura lineal ha
de descartarse. Las expresiones algebraicas se tienen que interpretar
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estdticamente si se quiere que la substitucion formal pueda funcionar
efectivamente de manera formal.

El formalismo del édlgebra podria haber sido disefiado mds rigidamente
exigiendo que, en las substituciones, lo que substituye sélo pueda aceptarse
entre paréntesis; en el caso de substituir a pora +cy bporb +den

(@+0b)(a-b)=a?2-b2
esto produciria
((@a+c)+B+d)((a+c)=b+d)=(@@+c)?—(b+d)?

expresion en la que los paréntesis que no nos gustan los podremos eliminar
después, y ésa es la forma como probablemente instruiriamos a un ordenador.
Pero como, desarrollada asi, el dlgebra se convertiria en un asunto agotador,
apelamos a la comprensién, incluso cuando ensefiamos dlgebra. Es un hecho de
la experiencia didactica que esta llamada cae en oidos sordos: pedir al mismo
tiempo que se actie formalmente y se comprenda el contenido es demasiado.
¢Qué se puede hacer desde el punto de vista diddctico?

Tras el andlisis fenomenolégico previo, el consejo es facil. Para ensefiar el
lenguaje del dlgebra, en particular la substitucién formal, tenemos que apelar a
la lectura inteligente, y esta llamada deberia estar bien dirigida y, si es
necesario, planteada explicitamente. Puede que sea innecesariamente
complicado leer

(@a+b)(a->b)
una y otra vez
el producto de la suma de ay by la diferenciadeay b,
pero para actuar como si se hubiera dicho esto, puede ser diddcticamente

necesario traerlo a la conciencia. Un estadio intermedio, del estilo de un
diagrama de flujo, puede ser
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a,b

sumaayb quitaleb aa

haz el producto

La manera de hacer esto y el momento para ello depende de la
organizaciéon completa de la formalizacién en la secuencia diddctica, en
particular, depende de la manera en que se vaya a formalizar el pensar en
funciones y hasta qué grado se haga.

Si el profesor puede permitirse ser paciente, la substitucién formal puede surgir con
autoconfianza. Una experiencia personal con una alumna de 14 afios de nivel inferior a la

media:

La dejé que resolviera ecuaciones tales como

| W
=

Il

N

como quisiera, en dos pasos (“por 4, dividido por 3”) hasta que hubo encontrado cémo hacerlo
en un solo paso. La tuve calculando productos como

i3

por el procedimiento de escribir cada potencia como producto hasta que se cansé. Cuando con
tipos de expresiones como

(a + b)2

mis esfuerzos para que ella buscara minuciosamente los dos factores mixtos cayeron en el
vacio, cambié a

(a+b)(@-b)

con la que tuve éxito, y volvi a continuacién a (a + b)?, que se conviertié también en un éxito.
Este fue el comienzo de un lento prograso en el camino hacia la substitucién formal.

La paciencia tiene un precio alto, el profesor ha de saber si vale la pena pagarlo.
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La substituciéon formal es tan importante porque su validez se extiende
mucho mds alld que la substitucién en expresiones dadas. Para resolver
determinados problemas, los algebristas tienen a su disposicién procedimientos
de resolucién rigidamente formalizados. La resoluciéon de ecuaciones lineales y
cuadréticas y de sistemas de ecuaciones siguen patrones que pueden ser
introducidos numéricamente, generalizados luego mediante la substitucion
formal y aplicados de nuevo en su forma generalizada mediante la substitucion
formal. Gran ntmero de estrategias algebraicas funcionan gracias a la
posibilidad de la substituciéon formal en patrones estratégicos.

16.15. Jerga

En los tdltimos diez o veinte afios ha llegado a ser una moda afirmar que el
lenguaje de las matemadticas tal como lo conocemos y lo usamos presenta los
rasgos del lenguaje natural hablado y escrito por los creadores del lenguaje de
las matemadticas en el pasado. La instruccién matemdtica en paises cuyos
lenguajes difieren estructuralmente de forma profunda de los lenguajes
occidentales sufre por este hecho, se dice. Los lingtiistas que experimentan el
lenguaje de las matemadticas como un fenémeno extrafio e insuficientemente
analizado hacen afirmaciones como ésta.

De hecho, los llamados lenguajes occidentales difieren en gran medida
unos de otros, pero nunca se han observado dificultades de transferencia en el
uso del lenguaje matemdtico comtin. Observado mds de cerca, resulta que el
lenguaje de las matemadticas también difiere en gran medida del lenguaje
verndculo que se usa en los distintos paises en que se ha desarrollado. Ya he
tratado de varias de las divergencias de principio y afiadiré unas pocas mas.

Las divergencias entre un lenguaje natural y el lenguaje de las
matemadticas pueden crear efectivamente dificultades de aprendizaje. La mas
notable y mds seria es probablemente la desviacion respecto de las reglas de
orden segun el sistema de numeracién posicional en la construccién de los
nombres de los nimeros —en muchos idiomas hasta el 20, y en unos pocos
incluso hasta el 100. Estamos acostumbrados hasta tal punto a las otras
desviaciones que hemos dejado de ser conscientes de ellas.

4+3
es, si se mira de cerca, una extrafia manera de escribir la
tarea “suma tres a cuatro”
y una manera casi absurda de escribir

la suma de cuatro y tres
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como deberia leerse en estricta propiedad. No obstante, todo el mundo lo lee
sin perturbarse

cuatro mas tres

lo que no es castellano —tan poco castellano como sus “traducciones” al inglés,
francés o aleman, son ajenas al inglés, francés o alemdn.

Hasta comienzos de este siglo, las substracciones se formulaban en alemén
—y en otros muchos idiomas con certeza— segun el patrén

vier von sieben8

para 7 — 4. Cuando los pedagogos se hartaron de ello, lo convirtieron en
sieben minus vier?

para las escuelas de élite y
sieben weniger vier!0

para la gente corriente, expresiones que no son alemdn normal ninguna de las
dos —un hecho que hoy en dia nadie percibe ya. La terminologia holandesa

para 12 + 3 era, y todavia lo es a menudo,
dividir tres en doce

lo que es holandés normal, aunque ahora en favor del lenguaje matematico
internacional y sin ldgrimas en los ojos se ha reemplazado por

doce dividido por tres.
Con anterioridad nunca se habia leido el signo igual “igual a”

4+3=7

8Literalmente, “cuatro de siete”.

9En castellano, “siete menos cuatro”. El uso de estas expresiones en las aritméticas escolares
espafiolas es muy anterior a la fecha que da Freudenthal: puede encontrarse, por ejemplo, en
los libros de Vallejo, Lacroix o Bails, todos ellos de comienzos del siglo XIX. Es interesante
observar que en cualquiera de ellos esas expresiones se introducen como algo ajeno al lenguaje
verndculo y propio del lenguaje aritmético, cuyo significado hay que explicar recurriendo a la
expresion del lenguaje verndculo “restar tanto de tanto”. Asi, Vallejo, por ejemplo, escribe: “la
espresion 5—3=2, quiere decir que despues de quitar 3 unidades del 5 quedan 2, y se lee cinco
menos tres iqual 6 es iqual d dos.” (Vallejo, J. M., Tratado elemental de Matemadticas. Cuarta edicion,
Tomo L., pg. 26.)

10En castellano la traduccién seria también “siete menos cuatro”. En el alemén conviven
palabras de raiz germdnica con palabras de raiz latina que tienen el mismo significado, pero
cuyo uso es una marca de clase social: es el caso de “minus” y “weniger”.
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se lefa
quatre et trois font sept!!
o de forma similar con facit, macht en otros idiomas.

“Tres veces” puede degenerar en “una vez” y “cero veces” y ambas
expresiones son cualquier cosa menos castellano. Se lee —en todos los idiomas
de forma parecida—

a2 como a cuadrado,
en vez de

el cuadrado de a
como exigirian los buenos modales lingiiisticos. En expresiones como

log a
al menos se preserva el orden del lenguaje natural, pero nadie se queja por la
falta de algo parecido a la palabra “de” entre sus dos componentes en la
medida en que se requiere y es posible en el lenguaje que las rodea.

Me limitaré a estos ejemplos, que no tienen otra pretensiéon que la de
poner en claro hasta qué punto el lenguaje de las matemdticas difiere de los
lenguajes en los que ha nacido, y ello en extremos que, como consecuencia de la
costumbre, ya no percibimos.

16.16—25. Estrategias y tdcticas algebraicas

16.16. Se requeriria un estudio mds profundo del que he podido emprender
hasta ahora para enumerar, si no exhaustivamente al menos de forma
representativa y al mismo tiempo sistemdtica, las estrategias y tdcticas

algebraicas. Me limitaré a exponer lo que sencillamente me pasé por la cabeza y
a repetir la advertencia de que ni estd completo ni bien organizado.

16.17. El principio algebraico — ya he usado el término en otra ocasién, pero en el
apartado 15.3 lo transformé en el mds florido

principio de permanencia algebraico,
con el matiz (apartados 15.13—15) de

principio de permanencia geométrico-algebraico.

1 En castellano, “cuatro y tres hacen siete”.
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Significa la idea de extender las operaciones y las relaciones, cuando sea
necesario, de manera que

se conserven ciertas propiedades que se aprecian.

Como un principio creativo, asi como en su funcién didéctica, se ha
discutido tantas veces que no hacen falta mds explicaciones. Sélo afiadiré algo
mads de color a la forma geométrica que inicialmente no se tuvo en cuenta,
repitiendo expresivamente:

la justificaciéon de las operaciones numéricas y sus leyes por la sencillez
de la descripcién algebraica de figuras geométricas y conexiones entre
ellas.

16.18. La substitucién (formal) — discutida hace poco en el apartado 16.14 tiene
numerosos aspectos tacticos. Puede deparar

especializacion — si las variables se fijan numéricamente

(ejemplo: verificar si D (2i—1) =1 es correcto);
i=1

generalizacién — si términos numéricos se reemplazan por variables;
especializacién — si un esquema de resolucién se aplica;
generalizaciéon — si un esquema de resolucion se extiende;

simplificacién estructural — si, en una expresién dada, se reeemplazan
expresiones parciales por variables

(ejemplo: reemplazar x2 por y en x* + 2x2 - 3.);

complicacién estructural — si, en una expresiéon dada, se reemplazan
variables por expresiones

(ejemplo: al resolver x3 + px + g = 0, reemplazar x por u + v con el fin
de, al hacer que se anule 3uv + p, simplificar el lado izquierdo);

eliminacion — de una variable involucrada en una substitucién;

reestructuracién — para reconocer patrones que admiten la aplicacién
de determinadas leyes algebraicas

(ejemplo: reemplazar en x2 + 2x + 3 la x por y — 1);

En un nivel superior la substitucién estd implicada
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siempre que operaciones y relaciones se reemplazan por los términos
que las definen

(ejemplos: la multiplicacién como adicién repetida, la elevacién a
potencia como multiplicacién repetida, la substracciéon como adiciéon
invertida, etc., y las inversas).

16.19. La traducciéon algebraica de propiedades, conexiones y problemas — en el
ejemplo mds genuino, caracterizada por el consejo “llamar x a la incégnita”.

Para describir un problema en su contexto algebraico,

datos, incégnitas, pardmetros o relaciones entre ellos se rastrean y se
traducen mediante variables, ecuaciones e inecuaciones.

Para escribir algebraicamente propiedades (conjuntos),

se introducen variables

(ejemplo: “ntimero impar” descrito algebraicamente mediante “2n —
1, con n natural”).

Es sorprendente que incluso los alumnos de los tdltimos cursos de la
secundaria resuelvan problemas como

. . 2 . .
Una fraccién equivalente a 5 tal que la diferencia entre su numerador y

su denominador es 45.

Maria es seis afios mds vieja que Juan y hace ocho afios tenia tres veces
la edad de Juan.

La longitud de un rectdngulo es 4% su anchura y su superficie es 288
cm?.
por tanteo; que no se les ocurra la idea de “hacerlo con letras”.
16.20. Resolver ecuaciones e inecuaciones
por tanteo sistematico,
transfiriendo todos los términos a un lado,
distribuyendo los términos a ambos lados de forma adecuada,

aplicando las mismas operaciones a ambos lados,
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por complicacién que prepara una simplificacién;
en sistemas con varias incognitas

por substitucién, preparada por otras transformaciones, si es necesario.
16.21. Considerar una expresion como una funcion

una funcién como una composicién de funciones,

una funcién como la inversa de una funcién.
16.22. Cambio de perspectiva,

al considerar un dato como una incégnita,

al considerar una incégnita como un dato,

al considerar los datos como las soluciones de un sistema de
condiciones,

al reemplazar desigualdades por igualdades,

al reemplazar igualdades por desigualdades.
16.23. Explotar simetrias

en expresiones, ecuaciones, inecuaciones, funciones.
16.24. Plantear la positividad de una expresion

al intentar verla como una suma de cuadrados.
16.25. Explotar analogias

de manera informal,;

en conexiones funcionales,

tales como la analogia entre adicion y multiplicacién informalmente o mediante
las funciones exponencial y logaritmica.
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