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INVESTIGAR EN LA HISTORIA PARA LA INVESTIGACION EN DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS.

[Este es el titulo de la introduccién porque lo que voy a presentar es una
investigacion en la historia realizada con la intencidén por mi parte de que sirva para la
investigacion en didactica de las matematicas.]

Para que la historia pueda usarse con provecho en la investigacion en didactica de
las matematicas, la situacion Optima es que la propia investigacion histérica se realice
teniendo en cuenta las preguntas que estan presentes en la investigacién en didactica
de las matematicas y no soélo las preguntas propias de la investigacion hisitmca.
propuso hace tiempo con esta intencion un programa ideal de uso de la historia en la
investigacion en didactica de las matematicas que se caracteriza entre otras cosas por
un vaivén entre el andlisis de textos histéricos y el de las actuaciones de alumnos en
los sistemas educativosil(oy y Rojano, 1984).

EL METODO CARTESIANO COMO PARADIGMA DE LA RESOLUCION ALGEBRAICA DE PROBLEMAS

Para poder comparar las escrituras de las ecuaciones que representan los
problemas verbales en distintos textos historicos de forma que esa comparacion traiga
a colacién lo que es pertinente para la didactica, una buena estrategia es tomar como
referencia lo que se hace en el método cartesiano, que es el método algebraico por
excelencia y que puede considerarse como el canon de los métodos que se ensefian
tradicionalmente en los sistemas escolares.

La razén de llamar cartesiano a ese método es que una parteRigulas ad
directionemingenii (Reglas para la direccion del espiritdle Descartes [un texto postumo,
escrito en latin] puede interpretarse como el examen de la naturaleza del trabajo de
traduccion de un problema aritmético-algebraico de enunciado verbal al sistema
matematico de signos (SMS) del algebra y su solucién en ese SMS. Asi lo entendid
Polya, quien en el capitulo “El patron cartesiano” de su NbathematicalDiscovery
reescribié las reglas cartesianas pertinentes de tal forma que se pudieran ver como
pautas de resolucion de problemas que usan el SMS del algebra. [Expondré
brevemente &olya, pero lo abandonaré enseguida, poRplga plantea sugerencias
para la conducta de logsolutores y lo que me interesa es una descripcion del
comportamiento del sujeto epistémico o real, lo que llamamos un modelo de
competencia.]

La parafrasis dBolya de las reglas de Descartes es la siguiente:

(1) En primer lugar, comprender bien el problema, luego convertirlo en la determinacion de cierto
nimero de cantidades desconocidas. (Reglas XlIl a XVI)

AunquePolya diga que con esta frase parafrasea cuatro de las reglas de Descartes,
en realidad la reglXlIll contiene todo lo que parafrase@uandnouscomprenons
parfaitement unguestion,il faut ladégager deoute conceptionsuperflue, laéduire
auplus simple, lassubdiviser leplus possibleau moyen del’énumération.” (Descartes,

1826, tomo undécim@ag. 284). Anteriormente (regla VII) Descartes ya ha afirmado la
importancia de laénumération”, que define como ‘lacherchettentive eexacte de
tout cequi arapport a laguestionproposée. [...tetterecherchedoit étretelle que
nous puissionsconclureaveccertitude quenous n'avonsrien mis atort” (Descartes,
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1826, tomo undécim@ag. 235). La reglAlV habla de la comprension déétendue

réelle descorps” y dice que a ella se aplica también la regla anterior. Las Wglgs

XVI constituyen consejos para que el espiritu esté atento a lo esencial y la memoria no
se fatigue con lo que, aun siendo necesario, no exige la atencién del espiritu. Asi, la
regla XV recomienda trazar figuras para mantener el espiritu ateddovéntil est

bon detracer ces figures, et de lemontreraux sens externespour tenir plus
facilementnotre espritattentif.” (Descartes, 1826, tomo undéciméag. 313). La regla

XVI, por su parte, recomienda no usar figuras enteras, sino simples anotaciones para
descargar la memoria, cuando no se precise la atencion del es@uant‘a cejui

n’exige pasl’attention del’esprit, quoiquenécessair@our laconclusion,il vaut mieux

le designer par decourtes notes que paes figuresentiéres. Par cenoyen la
mémoirene pourranous fairedéfaut, etcependant lpenséene serapasdistraite,

pour leretenir, desautresopérationsauxquelles ellestoccupée.” (Descartes, 1826,

tomo undécimopéag. 313)

(2) Examinar el problema de la manera méas natural considerandolo como resuelto y presentando en un
orden conveniente todas las relaciones que deben verificarse entre las incognitas y los datos segin la
condicion planteada. (Regla XVII)

El texto de Descartes de la reldl es bastante diferente de la parafrasiBaga:
“Il faut parcourirdirectement ladifficulté proposée, effaisant abstraction de ce que
guelguesuns deses termesontconnus et lequtresinconnus, et esuivant, par la
marchevéritable, lamutuelledépendanceles unes edesautres.” (Descartes, 1826,
tomo undécimopag. 319) Propostalifficultas directe est percurrendaabstrahendo
abeo quod quidamejustermini sint cogniti, alii incogniti, & mutuamsingulorumabaliis
dependentianper verosdiscursusintuendo.” (Descartes 170fag. 61). La parafrasis
de Polya no sefiala como si lo hace el texto de Descartes el que se hace abstracciéon de
gue unos términos sean conocidos y otlescconocidos. Este tratar de la misma
manera lo conocido y lo desconocido es precisamente uno de los rasgos
fundamentales del caracter algebraico del método y el mismo Descartes sefiala que ahi
radica lo fundamental de su método: “[toltl'art en celieudoit consister gouvoir,
en supposantonnu cequi ne I'est pas,nous munir d’'un moyenfacile etdirect de
recherchemémedans leddifficultés lesplus embarrassées.” (Descartes, 1826, tomo
undécimo,pag. 320) “[...Jtotum huiusloci artificium consistet ineo, quod ignota pro
cognitis supponendopossimusfacilem & directam quaerendiviam nobis proponere,
etiam indifficultatibusquantumcumquentricatis.” (Descartes, 170pAgs. 61-62)

(3) Separar una parte de la condicibn que permita expresar una misma cantidad de dos maneras
diferentes y obtener asi una ecuacion entre las incognitas. Descomponer eventualmente la condicién en
varias partes. Obtendréis asi un sistema con tantas ecuaciones como incognitas. (Regla XIX)

En el caso de esta regkdX , la parafrasis de@olya contiene la formulacion explicita
de lo que en el método cartesiano da sentido a la construccién de la ecuacion, la
expresion de una cantidad de dos maneras diferentes. El texto de Descartes pone
ademas el énfasis en que por ese procedimiento hay que construir el mismo nimero
de ecuaciones que el de cantidades desconocidas que hemos supuesto conocidas
[“terminosincognitos procognitis supponimus” (Descartes, 170dag. 66)]. Suponer
conocido lo desconocido es la clave para la escritura de las expresiones algebraicas y
para el desarrollo del analisigC"est parcette méthodequ'il faut chercherautant de
grandeursexprimées dedeux manieredifférentes quenous supposonsonnus de
termesinconnus,pour parcourir directement ladifficulté; car, par cemoyen, nous
auronsautant decomparaisons entrdeux choseségales.” (Descartes, 1826, tomo
undécimo,pag. 328)
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(4) Transformar el sistema de ecuaciones en una Unica ecuacion. (Regl@alyd) (966pags. 27-28)

S'’il y a plusieurs équations de cette espéce, il faudra les réduire toutes a une seule, savoir a celle dont les
termes occuperont le plus petit nombre de degrés, dans la série des grandeurs en proportion continue,
selon laquelle ces termes eux-mémes doivent étre disposés. (Descartes, 1826, tomo undécimo, pag.
329)

EL METODO CARTESIANO COMO MODELO DE COMPETENCIA

Desglosado en pasos ideales, es decir, los que recorreria el usuario competente, el
método cartesiano comienza por una lectura analitica del enunciado del problema que
lo reduce a una lista de cantidades y de relaciones entre cantidades.

El segundo paso consiste en la eleccién de una cantidad que se va a representar con
una letra (o de unas cuantas cantidades que se van a representar con letras distintas) y
el tercer paso consiste en representar otras cantidades mediante expresiones
algebraicas que describen la relacion (aritmética) que esas cantidades tienen con otras
qgue ya han sido previamente representadas por una letra o una expresién algebraica.

El cuarto paso consiste en el establecimiento de una ecuacion (o tantas como letras
distintas se haya decidido introducir en el segundo paso), lo que se hace igualando dos
expresiones, de las que se han escrito en el tercer paso, que representen la misma
cantidad.

Con ello termina la parte del método descrita erRigilae que se corresponde
con la traduccion del enunciado del problema al SMS del algebra. La continuacion del
meétodo, que describe la resolucion de la ecuacion, hay que ir a buscarla en la
Geometria que Descartes public6 como apéndiceDdelirso del Métodp que es
donde de hecho desarrolla lo que él mismo llama “su algebra”.

En una carta aMersenne de abril de 1637, Descartes dice que las reglas de su
algebra las da a partir de la pagina 372 deelametria En esa pagina lo que Descartes
comienza a hacer, por usar por un momento la terminologia de la fenomenologia, es
tomar las propias ecuaciones no ya como un medio de organizacion de fendmenos,
sino, en un movimiento de matematizacion vertical, como un campo de objetos
sometidos a exploracibn fenomenoldgica, que necesitan nuevos medios de
organizacion para ello. A partir de la idea de quees una raiz de una ecuacion a
divide al polinomio correspondiente, Descartes explora el nUmero de raices de las
ecuaciones, el efecto que tiene sobre las raices el cangmay — a, etc. Cardano ya
habia estudiado el nimero de soluciones en algunos casos en el primer capitulo de su
Ars Magnay, en el capitulo séptimo, el efecto que tiene sobre las raices de una
ecuacion el cambiar alguno de los términos de miembro —lo que para Cardano suponia
cambiar a otra forma candnica—, y Vieta le habia dedicado el Dieremendatione
aequationumpero Descartes dice que €l empieza su algebra precisamente donde la dejo
Vieta en ese libro.

En laGeometriaDescartes explica el método en un apartado titui@doment il
faut venir aux Equations qui servent a resoudre les problemes”, en el que subraya
también el tratamiento indiferente de lo conocido y lo desconocido, “sans considerer
aucune difference entre ces lignes connués, & inconnués”, y la escritura de una
ecuacion a partir de la expresién de una cantidad de dos maneras diferentes, “iusques
a ce gu’on ait trouvé moyen d’exprimer une mesme quantité en deux fagons: ce qui se
nomme une Equation; car les termes de I'une de ces deux facons sont esgaux a ceux
de l'autre”. Pero, a diferencia de lo que puede encontrarse Reglds(que de hecho
acaban con el mero enunciado de la dltima regla), Descartes continta el desarrollo del
método, explicando que una vez se tienen construidas todas las ecuaciones, hay que
transformar las ecuaciones.
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Descartes no expone aqui las reglas de transformacién de las expresiones
algebraicas, las da por conocidas, lo que si que dice es la forma que ha de tener la
ecuacion candnica indicando que las transformaciones han de hacerse de modo que se
obtenga al final una ecuacién para “expliquer chascune de ces lignes inconnués; & faire
ainsi en les demeslant, qu’il n’en demeure qu’une seule, esgale a quelque autre, qui soit
connué, ou bien dont le quarré, ou le cube, ou le quarré de quarré, ou le sursolide, ou
le quarré de cube, &c, soit egal a ce, qui se produist par I'addition, ou soustraction de
deux ou plusieurs autres quantités, dont I'une soit connué, & les autres soient
composees de quelques moyennes proportionnelles entre l'unité, & ce quarré, ou
cube, ou quarré de quarré, &c. multipliés par d’autres connués. Ce que i'escris en cete
sorte.

zO'b. ou

Z [0 -az+ bb. ou

Z 0 +aZ +bbz-c® ou
Z0aZ-cz+d" &c.

C’est a direz, que ie prens pour la quantité inconnué, est esdal®wale quarré
de zest esgal au quarré bdenoinsa multiplié parz|...].” (pags. 300-301)

El método continda, por tanto, transformando las expresiones algebraicas escritas y
las ecuaciones resultantes para reducirlas a una forma candnica. Esto supone que
previamente se haya determinado qué expresiones y qué ecuaciones se van a
considerar canonicas, y que se disponga de un catalogo de todas las formas candnicas
posibles y de procedimientos de solucidén para cada una de ellas.

Acabamos de mostrar cuales son las que presenta concretamente Descartes, pero
podriamos decir que todas ellas se reducen a una Unica forma candnica, que Descartes
presenta desglosada por grados, ya que en todos los casos la forma es la misma. El
desglose por grados esta justificado por el hecho de que el procedimiento de solucion
es distinto para cada uno de los grados (o no hay, en funcién del grado). La forma que
tiene la ecuacion canodnica, escrita de forma mas general es:

X'=a X ta X2+, taxX +axta,

Descartes iguala pues la potencia de mayor grado sin coeficiente (con lo que sélo
hay una cantidad desconocida y ninguna conocida en el miembro izquierdo de la
ecuacion) con el resto del polinomio. Como en el resto del polinomio sigue habiendo
cantidades desconocidas (las otras potencias de la incognita) dice que lo que hay ahi es
una cantidad conocida (el monomio de grado cero) y cantidades “compuestas de
algunas medias proporcionales entre la unidad y ese cuadrado o cubo, etc.”, expresion
en la que esta presente la idea que conduce a establecer los “grados”, es decir, el
hecho de que 1x: X, etc.

Las expresiones algebraicas que se consideran canonicas son pues los polinomios.
Esto es asi porque la reiteracién de las cuatro operaciones aritméticas elementales
conduce, cuando estas operaciones se realizan sobre cantidades desconocidas, a que
todas las multiplicaciones (y divisiones) produzcan una cantidaltiplicada por si
misma tantas vecgsmultiplicada por un niamero determinado, es decir, produzcan un
monomio, Y la reiteracion de adiciones (y substracciones), que soélo puede realizarse —y
este hecho esrucial- entre monomios del mismo grado, produzca una suma (y resta)
de monomios.



Luis Puig 5

Desde que se dispone del SMS del algebra escolar actual y de los numeros reales,
esto conlleva que las reglas que permiten reducir cualquier ecuacion a una forma
candnica son las reglas del calculo literal y la transposicion de términos y que solo haya
una expresion canonica

ax'+a, X" +a X7+ . +a,xX +ax+a,
y una ecuacion canonica

ax'+a X"t +a X+ ... +axX +ax+a,=0.

Acabamos de ver que en el caso de Descartes, las formas candnicas son casi éstas.
Las diferencias son dos. En primer lugar, Descartes no establece como forma candnica
un polinomio igualado a cero, sino el monomio de mayor grado igualado a la suma o
resta de los demas. Igualar el polinomio a cero es algo que Descartes so6lo hara 71
paginas después, cuando trate lo que €l llama “su algebra”.

En segundo lugar, la forma candnica actual presenta los monomios unidos todos por
el signo mas, mientras que en la de Descartes no es asi. Esto segundo es debido a que
las letras que representan los coeficientes o las cantidades conocidas en el SMS de
Descartes representan siempre nimeros positivos y los monomios estan unidos por
las operaciones de adiciébn o substraccién que él concibe como dos operaciones
distintas; sin embargo, en la forma candnica actual, la adicion es la Unica operacién que
aparece (porque la substraccion ha dejado de concebirse como una operaciéon con
entidad propia), gracias a que los coeficientes son cualquier numero real. Incluso
aungue Descartes admita la existencia de raices negativas (“falsas”, en su terminologia)
y pueda escribir un monomio precedido de un signo menos aunque no esté restando a
ningln otro monomio, como e [0 —az + bh las letras en cuanto representan
nameros conocidos (lineas) no pueden ser mas que numeros “verdaderos”, es decir,
positivos. Es sintomatico que cuando Descartes explica esa ecuacion traduciéndola al
lenguaje natural, cambia el orden para poder darle sentido y escribe: “le quarré de
est esgal au quarré denoinsa multiplié parz'.

Pero ademas en el texto de Descartes, aunque las formas candnicas se escriben ya
como polinomios, todavia los monomios se nombran por su especie, con nombres que
combinan las especies basicas cuadrado y cubo, en el caso de Descartes de forma
multiplicativa. Sin embargo, Descartes rompe con la vinculacién geométrica de los
nombres de las especies al mostrar al comienzo @eohaetriacOmo el producto de
una linea por una linea puede representarse como otra linea y no como una superficie
con lo que las especies “cuadrado” o “cubo” ya dejan de ser heterogéneas.

Ou il est a remarquer que parou b? ou semblables, ie ne congoy ordinairement que des lignes toutes
simples, encore que pour me servir des noms usités en I'Algebre, ie les nomme des quarrés ou des
cubes, &c. (Descartes, 1927, p. 299)

UNA HISTORIA DE LA RESOLUCION DE PROBLEMAS Y ECUACIONES

Este analisis de lo que supone el uso del método cartesiano con el SMS del algebra
escolar actual, lo hemos entrelazado con algunas observaciones procedentes del
examen de textos de Descartes y, por tanto, ya procedentes del estudio de la historia
de las ideas algebraicas. Esto lo hemos hecho asi porque podemos decir que en
Descartes esta ya practicamente constituido el SMS del algebra actual. La indagacion
ahora de la historia de las ideas algebraicas puede hacerse desde la perspectiva que da
este analisis.

En efecto, los polinomios son el final en esta historia de todo aquello a lo que se ha
considerado en un momento u otro como formas candnicas, pero previamente ha sido
necesario que apareciera la idea de busqueda de formas candnicas. Para que esta idea
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pueda aparecer es necesario que la resolucién de los problemas no se plantee con el
anico objetivo de obtener el resultado del problema concreto planteado, sino que el
proceso de resolucién incluya una cuarta fase (por usar la terminoldgddyéde con

caracter epistémico (Puig, 1996), en la que el procedimiento de solucién se analice y se
generen problemas que pueden resolverse con el mismo procedimiento o con
variantes o generalizaciones de ese procedimiento de solucion. Pero ademas hace falta
que se disponga de un SMS en el que el analisis de la solucién pueda realizarse
desprendiéndose de los niumeros concretos con los que se hacen los calculos, esto es,
gue de alguna manera se pueda representar los nimeros con los que se calcula y los
célculos que se hacen con ellos como expresiones.

Entonces, la idea de busqueda de formas candnicas se presenta por la necesidad de
reducir el nUmero de expresiones que se producen como resultado de la traduccion
de los problemas a algunas expresiones que ya se saben resolver. Las expresiones que
se saben resolver se conciben entonces como “ecuaciones”.

Esta idea de reducir a expresiones que ya se saben resolver conduce a dos
proyectos ademas del de identificar a qué se va a llamar forma candnica: por un lado, a
tener un catalogo de las expresiones que ya se sabe resolver, y, por otro, a desarrollar
un calculo con las expresiones que permita transformarlas en las que se sabe resolver.

Este proyecto adopta una forma que para nosotros es cada vez mas algebraica,
cuando el catalogo de expresiones que se sabe resolver deja de constituirse por
acumulacion de problemas resueltos, las expresiones correspondientes y las técnicas,
procedimientos (o algoritmos) de solucion de cada uno de ellos y para a ser un
catalogo de todas las formas canonicas posibles.

El &lgebra babilénica no supera este criterio, a pesar de que haya catalogos de
técnicas y de problemas que se saben resolver, se usenniesogramas que
significan “largo” y “ancho” para representar cantidades que nada tienen que ver con
las figuras geométricas, los procedimientos de solucién sean analiticos y se reduzcan
configuraciones a otras que ya se sabe resatiddgyrup, 2002). Pero tampoco lo
supera la&ritmética de Diofanto.

Ahora bien, la busqueda de todas las formas candnicas posibles precisa, por un lado,
disponer de un SMS en que las expresiones estén representadas de forma lo
suficientemente precisa como para poder realizar la busqueda de posibilidades. Eso no
implica que el SMS tenga que ser “simbolico” —en el sentido de la distincion entre
“retdrico”, “sincopado” y “simbdlico” deNesselmann (1842) que analizamos en la
seccion 3— como atestigua el que elibad conciso del célculo de ghbr y almuqgabalaal-
Khwarizmi establezca tal catdlogo de formas candnicas en un SMS que solo esta
formado por la lengua natural, en este caso el arabe, y algunas figuras geométricas, que
se insertan en el texto como representaciorsés, (“figura”, pero también
“representacion” o incluso “fotografia”), precedidas siempre por la frase “ésta es la
representacion” o “ésta es la figura”. Por otro lado, modifica el proyecto de elaborar
un catalogo de lo que ya se sabe resolver para convertirlo en el proyecto de saber
resolver todas las formas canoénicas.

Este nuevo proyecto se acomete en la historia estableciendo conjuntos de formas
canodnicas que son completos en algun sentido. Agihwkrizmi establece todas las
posibilidades para lo que para nosotros son los trinomios de grado no superior al
segundo. Para él forman un conjunto completo ya que los “tipos de nameros que
aparecen en los célculos” son tmaél, raiz y simples numeros.

Aunque las discusiones sobre prioridad no sean importantes desde el punto de vista
de la investigacion didactica, merece la pena sefialar que no conocemos ningun texto
anterior alLibro conciso de calculo de @br y almugabalade alKhwarizmi en el que se
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establezca un conjunto completo de formas candnicas. En ese sentido, lo que
constituye una radical novedad del libro d&khwarizmi no son los procedimientos

que explica para resolver cada una de las formas candnicas, ya que esos
procedimientos se pueden encontrar en textos anteriores que ya son en algunos casos
milenarios, sino el que comience estableciendo un conjunto completo de posibilidades

y exponga algoritmos de solucién de todas las posibilidades. Dicho de otra manera,
antes de aKhwarizmi se sabia resolver problemas cuadraticos con procedimientos
tipificados, quiza incluso se sabia resolver cualquier problema cuadratico, pero no se
sabia que se sabia resolver todos los problemas cuadraticos.

Los “tipos de numeros que aparecen en los calculos” déhvedrizmi se
corresponden con losidei de Diofanto. Ahora bien,Diofanto no establece un
conjunto completo de formas normales ni plantea las combinaciones posibigs, de
ni, por tanto, establece un célculo para reducir las expresiones a una forma normal. Las
operaciones quPiofanto define al comienzo de kitméticay que son similares a@-
jabr y al-mugébala no persiguen reducir a una forma normal, sino simplemente a una
igualdad desidei (Klein, 1968, pp. 134-135). Por otro lado, kadei de Diofanto no
pueden identificarse con las potencias de la incognita, sino que responden a la idea
euclidea de algo que estd “dado en forma”, una de las formas en que una figura
geométrica puede haber sido dada. De h&bfanto define las expresionégnamis
cubos dynamodynamjslynamocubgsetc. para numeros determinados.

La continuacién del proyecto se realiza aumentando el grado al tercero, que
también constituye un conjunto de formas candnicas naturalmente completo. Basta
para ello que los “tipos de nUmeros que se usan en los calculos” se conciban como las
magnitudes aristotélicas, como lo hddenar alKhayyam en sratado de &lgebra y al-
mugabala(Rashed et Vahebzadeh, 1999).

El tropiezo en los grados superiores al cuarto conducira ulteriormente a la
modificacion del proyecto: dado que no se consigue encontrar un algoritmo de
solucién mediante radicales de las formas candnicas a partir de ese grado, la pregunta
se transforma en otra acerca de la posibilidad de que el algoritmo exista y se precisara
en términos de las condiciones de existencia de un algoritmo. Esta es la obra de Abel y
Galois, pero con ella comienza otra historia de otra algebra, el algebra moderna
abstracta.

CARACTERISTICAS DE LO ALGEBRAICO.

Los aspectos de la historia de las ideas algebraicas que hemos examinado en este
apartado nos permiten reformular las caracteristicas de lo algebraico que estan
discutidas emMahoney (1971) Hayrup (1994) de la siguiente manera:

1. El uso de un sistema de signos al resolver problemas que permite expresar
el contenido del enunciado que es preciso para resolverlo (su ‘estructura’)
desprendido de lo que no es preciso. Con ese sistema de signhos, ademas, se
puede operar en el terreno de la expresion sin recurrir al del contenido.

2. La busqueda sistematica (usualmente combinatoria) de tipos de estructura
expresados por expresiones en ese sistema de signos (formas candnicas).

3. El desarrollo de un conjunto de reglas para calcular en el nivel de la
expresion con el fin de reducir cualquier expresion a uno de los tipos de
estructura (formas candnicas).

4. La busqueda de reglas (principalmente algoritmicas) para resolver todos los
tipos de estructuras (formas candnicas).

5. La ausencia de ‘compromiso ontologico’ del sistema de signos, que asi
permite expresar y operar con cualquier tipo de objetos matematicos.

6. El caracter analitico del uso del sistema de signos para reducir el enunciado
del problema a una forma candnica (un tipo de estructura).
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COMPONENTESDE LA HISTORIA DE LAS IDEAS ALGEBRAICAS

Estos rasgos de lo algebraico, conllevan que en la historia de las ideas algebraicas
puedan examinarse varios componentes que se entrelazan:

1. La historia de la elaboracién de SMS del &lgebra, en particular, la del calculo
en el nivel de la expresion.

2. La historia de los problemas y los métodos de resolucién de problemas.

3. La historia de la resolucion de ecuaciones.

4. La historia de los conceptos de numero.

UNA HISTORIA DE LA SIMBOLIZACION

Una perspectiva para analizar la historia del algebra es la que utiliza como referencia
tres estadios de la evolucién de su lenguaje: el retorico, el sincopado y el simbdlico.
Esta distincion fue establecida por Nesselmann a mediados detigigio su libroDie

Algebra der GriecherfNesselmann, 1842), en el que dice que esa distincién proviene de
considerar como se realiza la “representacion formal de las ecuaciones y operaciones
algebraicas” (Nesselmann, 1842, p. 301). El calificativo de retérica lo aplica al algebra
en la que el célculo esta expresado completamente y en detalle mediante palabras del
lenguaje vernaculo y ubica en este estadio, por ejemplo, el algebra de al-Khwarizmi, en
la que los problemas y su resolucién se expresan enteramente en palabras. El algebra
sincopada es aquella en la que la exposicién es también de naturaleza retdrica, “pero
utiliza, para conceptos y operaciones que aparecen a menudo, siempre las mismas
abreviaturas en lugar de las palabras completas” (Nesselmann, 1842, p. 302). A este
estadio pertenecen, segun Nesselmann, “Diofanto y sus seguidores europeos hasta
mediados del siglgvii, aunque Vieta en sus escritos ya haya sembrado el germen del
algebra moderna, que sélo germinard un cierto tiempo después de éI” (Nesselmann,
1842, p. 302). El tercer estadio es el que Nesselmann denomina “algebra simbdlica” en
el que todas las formas y operaciones posibles se representan en un sistema de signos
“independiente de la expresion oral, lo que torna inutil cualquier discurso retérico”.

Lo fundamental desde esta primera caracterizacion del algebra simbdlica por parte de
Nesselmann no es pues el mero hecho de la existencia de letras para representar las
cantidades o de signos ajenos a la lengua vernacula para representar las operaciones,
sino el que se pueda operar con ese sistema de signos sin tener que recurrir a su
traduccion a la lengua vernacula. En las propias palabras de Nesselmann:

Podemos realizar un calculo algebraico de principio a fin de manera completamente comprensible, sin
usar una sola palabra escrita, y, al menos en los célculos sencillos, s6lo colocamos de vez en cuando una
conjuncion entre las formulas con lo que indicamos la conexién entre la formula, lo que le precede y lo
que le sigue, con el fin de ahorrar al lector el buscar y releer. (Nesselmann, 1842, p. 302)

Si aceptamos la caracterizacion de Nesselmann de lo simbdlico, el estudio de la
historia de este componente de la historia del algebra estar4 guiado por la
consideracion de en qué medida el SMS en un momento determinado o en un texto
determinado permite no sélo representar la estructura del problema sino calcular en
el nivel de las expresiones sin recurrir al nivel del contenido.

Ahora bien, si examinamos labro conciso del calculo de @br y alinugabalaque al-
Khwérizmi escribe para atender los deseos del califdaalhiiin de hacer conocida la
técnica deal-jabr, de la que éste tenia noticias pero que se habia perdido, podemos ver
gue la representacion de lo que es necesario para resolver los problemas se hace
mediante dos instrumentos distintos. En primer lugar, estan los “tipos de nimeros que
aparecen en los célculos”. Esos tipos de numeros son tes@iopdsesion de dinero
o tesoro), raicegidr) y simples numerosddadmufrad) que a menudo son un cierto
numero dealirhams(la moneda arabe). lanceptualizacion es, por tanto, monetaria y
las ecuaciones que Klhwarizmi escribe, de forma retorica en la lengua arabe, tratan
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por tanto con un tesoro, su raiz y un numerodueams Sin embargo, esas
expresiones monetarias sirven para representar cualquier problema de segundo grado,
ya trate sobre nimeros, transacciones comerciales, relaciones geométricas o cualquier
otra cosa.

Pero ademas de esos tres términos para los tipos de numekbsyaatmi
también usa otro términehay’ (cosa), cuando tiene que traducir el enunciado de un
problema a una ecuacion, y lo usa para designar con él una cantidad desconocida, de
forma que al tener un nombre para esa cantidad desconocida puede expresar de
forma retérica operaciones aritméticas con lo desconocido.

A menudo se ha identificado la cosa y la raiz con nuesyr&l tesoro con nuestra
X. Sin embargo, esto no esta presente en el texto idevarizmi y sélo sucede en
algebristas arabes medievales posteriores conk@raji o ‘Umar alKhayyam. Méas
aun, todavia puede encontrarse diferenciado un instrumento de representacion del
otro en eLiber Abbacide Leonardo de Pisa. En efecto, Leonardo introduce la cosa con
el término latinores en el capitulo 12Bpncompagniged., 1857, p. 191) cuando define
laRegula Rect@gjue necesita precisamente un nombre para lo desconocido con el fin de
calcular a partir de él, a diferencia de lo que sucede Reglda Versamientras que el
algebra de akhwarizmi no aparece hasta 200 paginas después en el capitulo 15
(Boncompagnied., 1857, p. 406), en la que los nombres de los tipos de nUmeros estan
traducidos al latin paguadratus(del que luego dice que se llarensus conservando
el significado monetario dma), radix y numerus simples

En alKhwarizmi, shay, la cosa, puede representar una de las partes en que se ha
dividido un nimero, por ejemplo para resolver el problema

He dividido diez en dos partes; luego he multiplicado cada parte por si misma y sumadas resulta
cincuenta y ocho dirhams.

cuya solucion comienza asi:

Procedimiento. Haces una de las partes cosa y la otra diez menos cosa. (Rosen, 1831, pags. 28 del texto
arabe)

[Citamos de la edicién deosen (1831), pero la traduccién no es la suya, sino que
la hemos compuesto tomando en consideracion las observacidhegrade (1991) y
consultando la traduccion latina de Gerardo de Cremona, editadgloes (1986),
con el fin de ser mas conformes con el texto déhalarizmi.]

En ese caso, cuando se continta con la construccion de la ecuacion, la cosa se
multiplica por si misma y da origen a un tesoro y, por tanto, la cosa se identifica con
una raiz. Pero la cosa puede representar también un tesoro del que se habla en el
enunciado del problema. Este es el caso del problema

Sea un tesoro, cuyo tercio y tres dirhams se le quita y luego se multiplica lo que queda por si mismo y
resulta el tesoro. (Rosen, 1831, pag. 40 del texto arabe)

La incégnita de este problema es el tesoro (que es el resultado de multiplicar algo
por si mismo) y alkhwarizmi en el curso de la solucion identifica ese tesoro con la
cosa:

Multiplica por tanto dos tercios de cogato es del tesoranenos tres dirhams por si mismo. (Rosen,
1831, pag. 40 del texto arabe, cursiva nuestra)
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pero al hacer los calculos, como la cosa se multiplica por si misma pasa a ser una raiz 'y
el resultado de esa multiplicacion, un tesoro:

Dos tercios [de cosa] multiplicado por dos tercios [de cosa] resulta cuatro novenos de tesoro y tres
dirhams substractivos por dos tercios de cosa, resulta dos raices. De nuevo tres dirhams substractivos
por dos tercios de cosa, resulta dos raices y menos tres por menos tres, resulta nueve dirhams. Son por
tanto cuatro novenos de tesoro y nueve dirhams menos cuatro raices, igual a una raiz. (Rosen, 1831,
pags. 40-41 del texto arabe)

Como vemos, la cosa, por un lado, y tesoro, raiz y simples nundeghasn§, por
otro, no estan representando cosas de la misma naturaleza: la cosa sirve para
representar una cantidad desconocida para poder calcular con ella; tesoro, raiz y
simples numeros representauos o especiesle nimeros.

En el texto de akhwarizmi, se denomina “cosa’ a alguna cantidad desconocida para
comenzar la construccién de la ecuacion, y, en el curso de los calculos con la cosa que
conducen a la ecuacion, las cantidades van siendo denominadas por su tipo o especie,
gue no es una propiedad absoluta de la cantidad, sino una propiedad relativa a los
calculos que se estan haciendo. Es decir, hay dos categorias distintas de cosas que
representar y de representaciones que se entrelazan: las cantidades desconocidas y los
tipos de numeros.

En el &lgebra babilénica no hay estas dos categorias. Las cantidades desconocidas se
representan con lasimerogramas que significan “largo” y “ancho” en lo Bi@srup
(2002) llama *“una representacion funcionalmente abstracta mediante segmentos
medibles”.

En el algebra hindu esta distincion esta presente y los nombres que se utilizan para
lo uno y lo otro no se identifican entre si.

Asi en el capituld del Vija-Ganita 0 Avyacta-Ganita seccion IV, que trata de las
operaciones aritméticas con cantidades descono@tidskara comienza escribiendo
lo siguiente:

“So much as” and the colours “black, blue, yellow and red” and others besides these, have been
selected by venerable teachers for names of values of unknown quantities, for the purpose of reckoning
therewith. (Colebrooke, ed. 1817, p. 139)

Y en el capituloVl que trata del Analysis by aMultiliteral Equation” vuelve a
introducir los colores para representar las cantidades desconocidas de forma mas
prolija, afiadiendo que también pueden usarse letras:

This is analysis by equation comprising several colours.

In this, the unknown quantities are numerous, two, three or more. Foryététctavatand the several

colours are to be put to represent the values. They have been settled by the ancient teachers of the
science: viz. “so much asY@vat-tava}, black ¢alaca), blue (ilaca), yellow (pitacg), red (6hitaca), green

(haritacg, white (wétac), variegateddhitraca), tawny €apilacg), tan-colouredpfngala), grey ('himracg,

pink (patalacg, white Gavalacg, black éyamalacy another blackniéchacy, and so forth. Or letters are

to be employed; that is the literal characters&c. as names of the unknown, to prevent the
confounding of them Golebrooke, ed., 1817, pp. 228-229)

Por su parte, los nombres de las especies de niumero3paoque quiere decir
“forma” o “especie”(Colebrooke, ed., 1817, p. 139, n, figra los nimeros absolutos,
y varga y ghanapara cuadrado y cubo, respectivamente.

El producto de potencias de distinto color se representa con una expresion que
viene a decir que el producto no ha sido realizado, es un “producto indicado”. Pero
ademas los nombres para las cantidades desconocidas no se usan sélo para la primera
potencia de la cantidad desconocida. En efecto, para representar el cuadrado de una
cantidad desconocida no se escribe el térmamga solo, como sucede canéal o
dynamis 0 census sino que se escribe acompafiado del nombre de la cantidad
desconocida, es decygvat vargao célaca varga etc.
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Como ejemplo, veamos cOmo escrilBhdskara la expresion algebraica
X+ 33+ 3XyA+YR,

yaghl yav.ca bh3 cav.yabh3 ca ghl (Colebrooke, ed., 1817, p. 248)

En esta expresiOrya es la abreviatura dgavat y representa una cantidad
desconocidagcaes la abreviatura dmlacay representa otra cantidad desconooida,
es la primera letra dearga, cuadradogh es la primera letra dgiang cubo, ybhes la
primera letra débhadvita En la formacion de los monomios intervienen por tanto
nameros (siempre presentes, incluso si es 1), los nombres de las cantidades
desconocidas, los nombres de las especies de numeros y el nombre del producto
indicado.

En el sistema de signos dghaskara se representa pues sin ninguna dificultad
cantidades desconocidas distintas con signos distintos, precisamente por mantener
diferenciadas las representaciones de cantidades y tipos de niumeros.

Por el contrario, la distincion de las dos categorias se difumina a partir del
momento en que se identifica la cosa con la raiz y las especies de nimeros no se
limitan a las tres de &hwarizmi. Asi,"Umar alKhayyam puede escribir, hablando ya
de una tradicion:

Es la costumbre, entre los algebristas, nombrar en su arte la incégnita que se quiere determinar “cosa”,
su producto por si mismmal [tesoro], su producto por sodl ka'b [cubo], el producto de smélpor

su semejantemal mé| el producto de sWa’b por sumaél, mal ka’b, el producto de ska’b por su
semejanteka’b ka'b, y asi sucesivamente hasta tan lejos como se quiera. Se sabe a partir del libro de los
Elementode Euclides que esos grados son todos proporcionales, quiero decir que la razén de la unidad
a lajidr [raiz] es igual a la raz6n dejlar almaly es igual a la razén delélal ka’b. La razén deladad

[nimero] a lagidr es por tanto igual a la razén dejldsa losmal igual a la razén de lasala loska'b,

e igual a la razon de loea’b a los mal mal y esto hasta tan lejos como se quidRasped and
Vahebzadeh, 1998p. 120-122).

La historia de la elaboracién del lenguaje simbdlico para el algebra va a estar
marcada tanto por esta identificacion como por la necesidad de tener ambas categorias
representadas. En efecto, se@ajori (1928), en la simbolizacion de las potencias de
la incognita en el algebra pueden distinguirse dos planes generales: el que desarrolla
abreviaturas a partir de los nombres cosa, raiz, censo, etc., el “Plan de abreviaturas”, y
el “Plan de indices”, en gue uno se limita Simply indicating by a numerahe power
of the unknownquantity” Cajori, 1928, p. 339). Veamos las consecuencias que tiene
cada uno de los dos planes para la representacion de cada una de las dos categorias: las
cantidades desconocidas y las especies de nimeros.

Comencemos por el Plan de abreviaturas. En él, lo que de hecho se representa es
las especies de numeros y la cosa solo se representa en la medida en que se ha
identificado con una de las especies, la raiz. Esto tiene dos consecuencias: como lo que
esta representado por el simbolo no es una cantidad (que es de determinada especie)
sino solo laespecieque es esa cantidad en cuestion, en esa simbolizacion no pueden
distinguirse cantidades distintas con signos distintos. Pero ademas, como los signos con
los que se representan las especies son abreviaturas de los nombres de las especies, las
reglas de célculo, en concreto las reglas para multiplicar expresiones, no pueden
derivarse de los propios signos sino que han de establecerse en tablas de multiplicar.

Vale la pena que sefialemos ademas que la falta de eficacia de ese simbolismo para el
calculo en el nivel de la expresion tiene rasgos distintos en cada una de las dos series
de nombres para las especies que se desarrollan en la historia. En efecto, cuando se
generalizan las especies mas alla de los nUmeros cubicos, los nombres de las especies
se construyen a partir de los de la segunda y tercera potencias, pero esto se hace de
dos maneras distintas, una “aditiva” y otra “multiplicativa”. La aditiva es la que usa
Diofanto, asi comAbd Kamil, alKaraji, asSamaw’al,"Umar alKhayyam, Sharaf aBin
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al-Tast y la mayor parte de los mateméticos arabes, incluidos los del occidente arabe
(al-Andalus o eMaghreb) comdbn al-Banna o afQalasadi, asi como Leonardo de Pisa

y Vieta en el occidente cristiano. En eltignamocubgso malka’b, o censuscubus o
guadratoeubus representan la quinta potencia y el nombre nuevo se forma
yuxtaponiendo las dos palabras. La multiplicativa es la qu&ingaibn alfath entre

los arabes orientaleBhéaskara en la India, uca Pacioli, Cardano,Tartaglia, Pedro
Nunes, Pérez de Moya y, en general, la mayoria de los algebristas del occidente
cristiano. En ellamalka’b, censuscubi 0 censo de cubo representa la sexta potencia y

el nombre nuevo se forma a menudo con el genitivo.

En el caso de la combinacion aditiva, la tabla de multiplicar especies es sencilla ya
gue el nombre del producto de dos especies es la yuxtaposicion de los nombres de los
factores y, por tanto, la multiplicacion de especies puede convertirse en una regla de
sintaxis. La combinacion aditiva genera ademas nombres para todas las especies, ya que
cualquier numero puede obtenerse como sunuosies ytreses, pero el nombre de
cada especie no es unico.

En el caso de la combinacién multiplicativa, la tabla de multiplicar especies no puede
dar origen a una operacion sintactica entre los nombres porque, por ejemplo, el
producto de censo de cubo por censo es censo de censo de censo y este nombre no
puede derivarse de los dos nombres anteriores, sino que soOlo puede obtenerse
recurriendo al significado de cada nombre en la serie de las especies. Ademas, la
combinacion multiplicativa no genera nombres para todas las especies, ya que no todos
los nimeros pueden expresarse como productdssis ytreses. AsiSinanibn al-

Fath tiene que introducir un nombre especmhdad para la quinta potencia, la
primera “que no es un cubo ni un cuadrado” y, de forma similar, en el occidente
cristiano se usan los nombres “primero relato’sor$olidum” y “segundo relato” o
“bisursolidum” para la quinta y la séptima potencias, y los hombres subsiguientes para
las potencias superiores que no son cubos ni cuadrados. Ahora bien, aunque en este
caso se dé esta imposibilidad de generar operatividad sintactica en la produccion de los
signos para las especies y en la multiplicacion, que es una de las operaciones mas
frecuentes, el hecho de que los nombres compuestos se formen con el genitivo si que
abre la posibilidad del anidado de expresiohksy/up, 2000), posibilidad que no esta
presente en la combinacion aditiva. Dicho de otro modo, la combinacién aditiva
permite la operatividad sintactica de la multiplicacion ya que el nombre censo cubo
esta formado de manera similar a la multiplicacit, mientras que la combinacion
multiplicativa se abre a la operatividad sintactica del anidado de expresiones ya que el
nx%rpbre censo de cubo esta formado de manera similar a la potencia de una potencia
()%

En la medida en que en el Plan de abreviaturas el texto “abreviado” no se diferencia
del texto inicialmente escrito en vernaculo mas que en que algunas palabras estan
abreviadas, el hecho de que algunas palabras se substituyan por su primera silaba, su
primera letra o algun otro signo apenas puede afiadir operatividad sintactica a la que ya
estuviera presente en el texto escrito en vernaculo, y los rasgos que acabamos de
describir estan presentes de forma similar tanto cuando los nombres de las especies se
escriben completospal malo censo de censo, como cuando se escriben abreviados,
como lo hacemiofanto, alQalasadiCardano o Pérez de Moya.

El caso de los algebristas arabes occidentales coQalasadi no es exactamente
igual, ya que parece bastante probable la hip6tesis de que las abreviaturas provengan
del uso de una tabla con arena en el que se efecttan los calculos y no de abreviar un
texto escrito. En efectoAbdeljaouad (2002) subraya que Qalasadi asocia
explicitamente el simbolismo algebraico al uso de una tabla con arena para calcular,
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lawha, en la que hay que efectuar las operacioneai-Eabsira alwadhihafi masa'il al-
'adadall@’iha (hacia 1443):

Escribe la operacién en un lado ddal@hay coloca encima de la cosady) el signoshin [z, la primera
letra de la palabrshay] o tres puntos [la letrshin lleva tres puntos encima], encima dedl el signo
mim [la primera letra de la palabradl, encima deka’b el signokaf [<, la primera letra de la palabra

ka’b] y no coloques nada encima del nimero porque la ausencia de un signo también es un signo.
[Abdeljaouad, 2002, p. 14, los comentarios entre corchetes son mios]

Como consecuencia de este origen, las expresiones algebraicas en los textos arabes
occidentales no suelen aparecer como parte de un texto escrito en vernaculo
substituyendo palabras por sus abreviaturas, sino que suelen aparecer, introducidas
por la frase “ésta es su imagen (figura o representacion)”, acompafando al texto
vernaculo. Siguiendo Rjebbar (1985) Abdeljaouad llama a estos simbolosinibolos
de ilustracion”, distinguiéndolos, dentro de los propios del algebra sincopada, de las
abreviaturas tal y como las usa, por ejempiofanto, a las que denomina “simbolos
de substitucién”. La operatividad de las expresiones simbdlicas de los arabes de
Occidente reside por tanto en la disposicién de los signos en tablas en la tabla de
arena y en las acciones de trazado y borrado en ella, mds que en operaciones
sintécticas con los propios signos.

El paso del algebra sincopada al algebra simbdlica se inici¥ieta, para quien la
Logistica especiosael arte analitica al que él quiere dar este nombre en vez del de
algebra, es el célculo con especiesoonaererum formas de las cosas. Pero para
representar ese calculo con espebiiesa desarrolla unas expresiones simbdlicas en
las que lo que se representa mediante letras no son las especies, sino las cantidades
conocidas o desconocidas. Por ejemplieta escribe la ecuaciaxd— 2ox = ¢, de la
siguiente manera:

Aquad -Bin A2, aequetuZ plano

Un monomio en el sistema de signos Mdeta contiene pues una letra para
representar una cantidad y un nombre de la especie, que estad escrito en lenguaje
vernaculo o, en ocasiones, abrevialf@eta diferencia pues en su sistema de signos
entre los signos que usa para representar las cantidades y los que usa para representar
las especies, lo que le permite (como hemos visto que sucedia en el sistema de signos
de Bhaskara, pero no en los demas casos) representar varias cantidades desconocidas
distintas con signos distintos de forma biunivoca, caracteristica del sistema de signos
crucial para que pueda ser Util en el método cartesiano. Sin embargo, el sistema de
signos no es adecuado para el célculo en el nivel sintactico, ya que aun hay que recurrir
a las tablas de multiplicar de las especies, al estar éstas representadas por sus nombres
(en este caso, formados segun la combinacion aditiva) o abreviaturas de sus nombres.

La simbolizacién permitira el calculo en el nivel sintactico cuando las lattisas
dejen de estar acomparfadas por los nombres de las especies. Pero para esto hara falta
gue se adopte la simbolizacién desarrollada en el Plan de indices.

En efecto, lo que caracteriza al Plan de indices es que las especies, en vez de estar
representadas por su nombre o una abreviatura de éste, estan representadas por un
namero que expresa su posicion en la sucesion, de forma que la multiplicacion de
especies se puede convertir en una regla sintactica al identificarse con la suma de los
nameros que las representan.

[Vale la pena sefialar que para que la produccion de la regla sintictica resulte
sencilla es preciso que la numeracion de las especies asigne el 1 a la cosa y no a los
“simples nimeros”, ya que si se asigna la primera posicién a los simples numeros,
como hacersinanibn al+ath y Luca Pacioli, el producto de dos especies ya no es la
especie que esta en la suma de las posiciones. Pero asignar el 1 a la cosa implica asignar
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a los simples numeros la posicion 0, lo que exige que el 0 no sea simplemente una
marca de ausencia en la escritpogicional de los nimeros traida de la India, sino que
haya sido integrado en la sucesion de los nimeros y, en consecuencia, sirva como
instrumento para numerar posiciones.]

El Plan de indices ya esta presente emigdrty de Chuquet, escrito en francés en
1484, no publicado en su época y escasamente conocido hasta finales ded siglo
que lo editdAristide Marre (Paradis, 1993).

[Entre los algebristas arabes de Oriente hay un precedente en la representacion de
los polinomios mediante tablas porS&amaw’al. En esas tablas estan numeradas las
posiciones de las especies y se escriben los nimeros (coeficientes) de cada especie en
la posicion correspondiente. Las posiciones incluyen una posicion cero para los
“simples niumeros” y dos series de nimeros, ascendentes para las potencias positivas y
descendentes para las potencias negativas (que se llaman “pan@§ teartes de
cubo”, etc.). Estas tablas proceden claramente del paso al papel de los calculos hechos
en la tabla con arena y, por ello, funcionan como “simbolos de ilustracién” y su
operatividad esta en las acciones que se realizan en la tabla con arena.]

Ahora bien, en el sistema de signos@Ruquet (y lo mismo sucedera en el de
Bombelli, que sera el conocido e influyente), como los niumeros son otra forma de
representar lo que en el Plan de abreviaturas se representaba con abreviaturas, es
decir, las especies, lo Unico que esta representado son las especi@mAsili
escribe [sefialar sus simbolos erfaesimil] 4 para nuestrod o 4' para nuestrox}
de modo que su sistema es eficiente para el célculo en el nivel sintactico, pero no
puede representar mas de una cantidad desconocida.

Ser& necesaria la combinacion de las letié@icas para representar las cantidades
desconocidas (y conocidas) y los numero€dequet yBombelli para representar las
especies, para que ambas categorias estén representadas de manera claramente
diferenciada y eficiente para el calculo sintactico y se fije el sistema de signos del
algebra simbdlica, lo que sucede con Descartadsr.

[El textoque aparece efas actastermina conunaspreguntas dévestigacion. Lo
gue hepresentado soesbozos deespuestas agunas dellas.]

[Preguntas para la investigacion]

NoTAS

! El simbolo de Descartes para la igualdad no es éste, sino su simétrico. Escribo éste porque el otro no
lo he encontrado en los tipos que tengo disponibles.



