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1. INTRODUCCION

Lahistoriaoficial delalgebraJa queaparecearradanlos manualesle historiade las
matematicas la que se mencionacomoreferenciacuandose hablade ella enlos textos
de ensefianzasueletomarla formadel relatodel progresoento pero inexorable,en el
descubrimientode técnicasy férmulas para la resolucionde ecuacionesy en el
descubrimientdeun lenguajeen el queesastécnicasy esasformulasaparecenal final
de la historia, verdaderamentexpresadasEse progresose periodiza habitualmente
mediantdos términos‘algebraretorica”,“algebrasincopada’y “algebrasimbolia”, que
puntianalineadeavancequeculminaconVietay Descartesenlos siglos XVI y XVII,
desdeunaetapaprimitiva enqueel “algebra”’es‘“retdrica”, ya quelos textosse escriben
enlenguajevernaculo—la épocapaleobabilonicaentre2000y 1600a. n. e.—, pasando
por unaetapa—representadpor lasAritméticasde Diofanto (s. Il)— enquelos textos
siguen escritos en vernaculo,pero con algunostérminos técnicos escritos mediante
abreviaturasEsta segundaetapa es la que se denominacon el nombre que ide6
Nesselmaren1842de“algebrasincopada’.

Perounrelatoquese quieracandnicono puededejarfuerade la historiael momento
enqueseconstituydo quellamamosmatematicagsdecir,laépocadela Greciaclasica,
gueDiofanto,demasiaddardio, no puederepresentarZeuthentuvo la ideaafortunada,
en 1886, de calificar de “algebra geométrica”el libro segundode los Elementosde
Euclideg, conlo que,al afiadirseestasupuestailgebraa las otras especiesie algebras,
ya no habianingunadificultad paraseguirla doctrinaseguna cual“la cienciaclasicaes
europeay susorigenessonlegiblesdirectamentenlacienciay enlafilosofiagriegas®.

' El textoenqueG. H. F. Nesselmarintrodujo esetérmino es Versucheiner Kritischen Geschichtaler
Algebra, 1. Teil. Die Algebrader Griechen Berlin: G. Reimer,1842. Tambiénen esetexto hablade
“algebraretdrica”,pero,por supuestosin referirsecon estetérmino al algebrababilénica,cuyo corpus
aunno habiasido establecido.

? SegunArpadSzabo, Tannenhabldya en 1882 de proposicionesilgebraicadajo forma geométricaEl
texto en que HieronimusGeorgZeuthenintroduceestanocion de “algebrageométrica’es Die Lehre
vondenKegelschnittenm Altertum KopenhagenH6st& Sohn,1886.Comoel mismo Szabosefala,
aunqueesciertoquelos enunciadosle esagroposicionepuedertraducirsecon facilidad a enunciados
algebraicos,desdeningin otro punto de vista puede calificarse esa parte del texto euclideo de
algebraicqcf. ArpadSzabd.Les débutsdesmathématiquegrecquesParis: Vrin, 1977, pags.367y
SS.).

® Cf. RoshdiRashed‘La notion de scienceoccidentale” En Entre arithmétiqueet algébre. Recherches
sur I'histoire desMathématiquesirabes.Paris: Les Belles Lettres, 1984, pag. 301. En estetexto,
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Si la historiase narrasiguiendoesehilo, el dlgebraarabeclasica,la que se desarrolla
desdeel siglo IX a partir del Libro concisode calculo de al-jabr y al-mugabala—al-
kitdb al-mukhtasarfi hiséb al-jabr wa'l-mugébala— de Muhammadibn Madsa al-
Khwarizmi,decuyo titulo hatomadosu nombreel dlgebraen la mayoriade las lenguas
europeasguedarelegadaal papelde merointermediarioentre la herenciagriegay el
Occidentecristianomedievaf, y, ademasgde intermediariomalo, ya que no significa
progresoalguno, sino que, por el contrario,se ve como un retrocesoa la etapadel
“algebraretori@”.

En estetexto, pretendomostrarque la historia puede narrarsede otra maneray
presentaiun borradorde esanarracionusandoel texto de al-Khwarizmi como material
bruto. Esahistoria puedehacersegraciasa que desdehaceya una treintenade afios
trabajoscomo los de Roshdi Rashedy de JensHgyrup estanurdiendouna trama
distinta, pero hacefalta ademasjue no se quieracomponercon los nuevoshilos de
nuevounahistorialineal. A mi entendeles precisoque la historia del algebrase narre
entrelazandwariashistorias:la historiadel sistemamatematicale signosdel algebra,en
particular, la historia del calculo en el plano de la expresionsin recursoal plano del
contenido; la historia de los conceptosde numero;la historia de las tradiciones
subcientificade resolucionde problemasy la historia del método de analisis para
resolvermproblemasEstosal menoshandeserlos componentesle la historiadel algebra
guecreoquehay queconsiderar.

2. RESTAURAREL ALGEBRA ARABE.

En esteapartadopresento un esbozocomprimidode resultadosde los trabajosde
RoshdiRashed/ JensHgyrup.

RoshdiRashedahechovisiblesun conjuntodetextos arabesnedievalecomoparte
de un proyectogenera que, precisamentgor tomar las matematicasirabesclasicas
comoun corpusespecificoy nocomomerotransmisordeotros legados hacebuscaros
documentoscrucialesy no los anecdéticos.Una de las consecuenciasde esa
consideraciorde estos textos es que la obra de al-Khwéarizmi no aparececomo un
intermediariosino comoel comienzode unadisciplina,que otros muchosmatematicos
reconocerdeinmediataqueempiezaconély quesedesarrollaalo largodevariossiglos.

Enprimerlugar,eltextodecuatrodelos libros delasAritméticad de Diofanto que se
dabanpor perdidos,en unatraduccionarabede Qustaibn L&, hechaen el siglo 1X

Rasheddenuncida existenciade estadoctrina,implicita o explicitamentegn la mayor partede los
trabajosde historiadelas matematicay las consecuenciaguetieneparala consideraciorde lo que se
hahechdfueradel Occidentecristiano.

* 0, incluso,desaparecé&stoeslo quesucedenel libro de NicholasBourbaki Elémentsd’Histoire des
MathématiquefParis: Hermann,1969], encuyo capituloL’Evolution de I'Algébre el algebraarabeni
semenciona.

® Esteproyectosedescrile ensu recopilaciérde articulosEntre arithmétiqueet algébre. Recherchesur
I'histoire desMathématiquearabes op. cit.

® SegunHogendijk, el manuscritdue descubierten 1968 por Fuat Sezgin.JacqueSesianoestablecicel
textoy lo tradujoal inglésen su tesis doctoralde 1975, que luego convirtio en libro en 1982 con el
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pocosafos despuésde la apariciondel libro de al-Khwarizmi. Parala historia del
algebragstetextoesimportanteya que permite saber,por un lado,en qué momentose
conoceda obrade Diofanto entrelos arabesy, por otro, que la traducciénse haceal
lenguajedelalgebrareciénestablecidpor al-Khwarizmi.

En segunddugar, el texto de un Tratado sobre las ecuacionesde Sharafal-Din al-
Tasi (s. XII), que desarrollala obra algebraicaya conocidade “Umar al-Khayyam,
abordanddo queahoradlamamosecuacionesletercergrado.

Por otro lado, los textos de los libros de al-HasanlIbn al-Hasanlbn al-Haytham
Tratadosobreel Analisisy la Sintesiy Tratado sobrelos ConocidosEn el primerode
estosdosvoluminosodibros no séloseretomaestemétodogriego, sino que se desglosa
considerandsubtiposde los dos tipos, teoréticoy problemético,distinguidospor
Pappusy se presentarejemplosde aplicacion de cadauno de los subtips en las
distintaspartesde las matematicastl segundastaconcebidode formasimilar a como
puedeconsiderarsel Data de Euclides,esdecir,comounarecopilaciondelo queha sido
ya establecidgdadoo conocido)y, por tanto, convienetenera manoen nimerotan
grandecomoseaposibleal usarel métodode analisis,ya que éste persiguereducirel
problemaal queseaplicaaunoqueya hayasidodadd.

JensHgyrup, por su parte,harealizadounanuevalecturade los textos algebraicos
babil6nicos que se propone no proyectar sobre ellos el algebra posterior, sino
recomponeel sentidodel texto a partir de los usosde los términostécnicos—y, en
general,la estructuradel sistemamatematicade signoscon que estan escritos—que
estanefectivament@resentesnellos.

Estalecturahatenidocomoconsecuencidejardeverloscomotextosquetratan sobre
numerosy propiedadesaritméticasparamostrarloscomotextosgeométricoenlos que,
sin embargo/os objetosy relacionesgeométricosarecende compiomisoontolégicoy
puedenportanto, usarsepararepresentaitros tipos deobjeto$.

titulo BookslV to VII of Diophantus’ Aritméticain the Arabic TranslationAttributed to Qustaibn
LGga NewYork: SpringerVerlag.Cuandoescribiestearticulo acababale conocerla existenciade la
edicionde Sesianodela queno di cuentaentoncesCon posterioridache conocidolas agriasdisputas
gue ha mantenidoRasheda propositode éstay otrasedicionesde textos arabesmedievalesantelas
gueunarespuestaontundentes el articulo de Hogendijk en Historia Mathematica' Two editions of
Ibn al-Haytham’sCompletionof the Conics” (Hogendijk,2002).[Notaafiadidaen 2003.]

’ Los dosprimerosestaneditadospor LesBellesLettresen la colecciénScience®t PhilosophieArabes
quedirige el propio RashedDiophante Tomelll. LesArithmétiques.Livre IV, et TomelV, Livres V,
VI et VII. Textede la traductionarabede Qustaibn L{ga établi et traduit par RoshdiRashed Paris:

LesBellesLettres,1984; Sharafal-Din al-T(sT, EuvresmathématiquesAlgebreet Géométrieau XII€

siecle.Tomed et Il. Texteétabli et traduit par RoshdiRashed Paris: Les Belles Lettres,1986. Los
otrosdos son los primerosde unaseriede tres articulosque han aparecidoen Mélangesde I'Institut

Dominicaind’EtudesOrientalesdu Caire: RoshdiRashed,‘La philosophiedesmathématiques’lbn

al-Haytham”, suivi du “Traité d’al-Hasanlbn al-Hasanlbn al-Haythamsur I'analyseet la synthése”,
MIDEO, vol. 20, pags.31-231,1990;y RoshdiRashed;La philosophiedesmathématiques’lbn al-

Haytham,— Il: «Les Connus»”,suivi du “Traité d'al-Hasanlbn alHasanlbn al-Haytham sur les
connus”,MIDEOQ, vol. 21, pags.87-276,1993.

Cf. JensHgyrup. “Algebraand Naive Geometry.An investigation of Some Basic Aspectsof Old

BabylonianMathematicalThought”. AltorientalischeForschungenVol. 17, pags.27-69y 262-354,
1990.

8
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AdemasHgyrupharastreadovariastradicionesde planteamientale problemascon
formatodeenigmaso pasatiempoy detécnicagparasu resoluciénpresentesiesdea
época paleobabilonicahasta la Edad Media. La fuente de esos problemas,cuyos
enunciadosos presentarcomo si fueranproblemasdel “mundo real”, pero que, en
todoslos casosgsimposibleque se presenteren la actividadpractica,la sitia Hgyrup
en dos tipos de préacticas:por un lado, la de los ejercicios escolaresn los que se
pretendeentrenaenel usodetécnicagy, porotro lado,laexhibicionde la maestriaen el
dominio de lastécnicasde unaprofesion.Estaultima practica,de los agrimensoregn
particular, habriaconstituido unatradicion “ subcientifica” persistentea travésde los
siglosenla que se habriangeneradanclusotécnicaspara resolverproblemasahoraya
ajenosalaactividadprofesionaly planteadogonel nico objetivo de mostrard orgullo
de la profesion, en concreto,las técnicaspara resolverlos problemas“de segundo
grado’®.

Esanuevalecturade los textos babildnicosde “algebra” y ese establecimientade
tradiciones subcientificasderesoluciérde problemasproporcionaruncs antecedentes
nuevosparael algebraarabeclasica,que Hayrup no soélo postulacomo posibles,sino
quepresentaunapruebd’ de que efectivamenteactuaroncomoantecedentede alguna
manera. La prueba es un Liber mensurationum escrito por un tal AbG Bakr,
probablementea comienzosdel siglo IX y, en todo caso, antes del libro de al-
Khwarizmi, cuyo original &rabeno se ha encontradopero del que hay editadd' una
traduccionlatinadel siglo XlII, hechapor Gerardode CremonalUna parte de eselibro
contieneunaseriede problemasque estanresueltosde dos manerasunaquesigueuna
pautasimilar a la de los textos paleobabilénicos/ otra que Abl Bakr indica que esta
hechd'segunal-jabr’ y queesmuy similaralaqueaparecen el libro de al-Khwarizmi.
Esta segundatécnicacorresponderia otra tradicion subcientifica, propia de los que
Thabit ibn Qurrah llama “gentes de al-jabr” o “seguidoresde al-jabr''?, que
probablementeranalglntipo decontables.

Combinanddo quenosensefid&ashedconlo quenos eneiiaHgyrup, el libro de al-
Khwarizmiaparecgpuescomoel momentadefundaciordeunanuevadisciplinatedrica,
apartirdelacriticadelastécnicasdesarrolladagn tradiciones' subcientificas'ligadasa

° Cf. JensHgyrup. “‘Algébre d’al-gabr’ et ‘algébred’arpentage’au neuviémesiécle islamique et la
questionde l'influence babylonienne”,in Fr. Mawet & Ph. Talon, eds., D'Imhotep a Copernic.
Astronomieet mathématiqueslesorigines orientalesau moyenage pp. 83-110.Actesdu Colloque
International, Université Libre de Bruxelles, 3-4 novembre1989 (Lettres Orientales,2) Leuven:
Peeters1992 y JensHgyrup,“The Antecedent®f Algebra”, Filosofi og videnskabsteonpa Roskilde
Universitetcenter3. RaekkePreprint og Reprints1994nr. 1.

19 Cf. JensHayrup,“Al- Khwarizmi, Ibn Turk, and the Liber Mensurationum©On the Origins of Islamic
Algebra”,ERDEM vol. 2, pags.445-484,1986.

" HubertL. L. Busard,“L’algébreauMoyenAge: Le “Liber Mensurationum’d’Abu Bekr”, Journal des
Savantsavril4juin, pags.65-125,1968.

2 a edici6ndel texto de Thabit ibn Qurrah,escritounos cincuentaafiosdespug de la apariciéndel de
alKhwérizmi, en el que figura esta denominaciones de Paul Luckey “Tabit b. Qurra Uber den
geometrischerRichtigkeitsnachweisder Auflésung der quadratischenGleichungen”, Sachsischen
Akademialer Wissenschaftezu Leipzig. MathematischphysischeKlasse.Berichte 93, pags.93-114,
1941.
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distintaspracticas,que esreconocidoinmediatanentecomounanuevadisciplinay que
tieneunacontinuaciorflorecientedurantevariossiglosenel mundoarabe.

3. UNA MIRADA DE CERCAAL TEXTO DE AL-KHWARIZMI.

Unavez situadoel libro concisode célculode al-jabr y al-muqgébalaen el lugar en
guelo hesituadoen el apartadoanterior,lo que me propongoahoraes presentamun
apuntedesusrasgoscaracteristicofaraello examinaréalgunosdelos términostécnicos
gueusaal-Khwarizmti, la organizaciérgeneraldel libro, el enunciadode unaregla para
resolveruntipo deecuaciény su demostraciénla formageneralde presentaciorde los
problemasy sus soluciones,as operacionedel célculo, y tres problemasque se
resuelvencon la regla enunciadaanteriormentecomo ejemplos de la forma de
presentacioly delaejecuciondelasetapagielassolucioneslelos problemas.

3.1.Lostérminosprimitivosy la “cosa”.

Si el libro de al-Khwarizmi se traduceal sistemamatematicade signos(SMS) del
algebraelementalactual—comose ha hechohabitualmente—trata de la resolucionde
ecuacionesuadraticay de problemasque puedenresolversemedianteéstas. Ahora
bien, esatraducciénhaceque a menudolos enunciadosde al-Khwarizmi parezcan
torpes redundantes carenteslesentido.Ello sedebea quelos términosque utiliza no
tienen el mismo significado que los componentes de una expresién como
ax” +bx +c¢ = 0 enel SMSdeeseélgebra.

En efecto,al comienzodel libro, al-Khwarizmi introducelo que él llama “las tres
especiegde numeros”,que normalmentese han traducido por los tres términos del
trinomio. Ahora bien, la palabraque en esastraduccionese ha hechocorrespondeal
cuadradalelax no esla palabraarabeguesignifica‘cuadrado’ sinola palabramal, cuyo
significadoes ‘posesion’o ‘tesoro’. Comoveremogepetidasvecesenlo que sigue, el
usodela palabramal en estelibro de al-Khwarizmi no se correspondecon el uso de
‘cuadrado’en el SMS del algebraelementalactual. Por eso, he decidido mantenerla
traducciorliteral ‘tesoro’paramal con el fin de evitar su identificacibncon x2. Hayrup
datres razonescontundentegara no traducir mal por ‘cuadradc®. En primer lugar,
‘cuadrado’ tiene un significado geométricodel que mal carece; traducir mal por
‘cuadrado’ haceincomprensible el esfuerzode al-Khwarizmi para explicar que mal
puederepresentarsenedianteun cuadradden el apartado3.3, veremoscomolo hace).
Ensegunddugar,el significadode x2 comocuadradade la incégnita, propio del algebra
elementahctual hacequeparaun lectoractualcarezcale sentidoconsiderael cuadrado
comoincégnita;por lo tanto, unaconsecuenciale traducir mal por ‘cuadrado’es que
entonceso parecdenersentidoqueal-Khwarizmi,despuésieencontrata raiz, calcule

"

 Hgyruphautilizado paratraducirmal las palabrasnglesas‘treasure”“fortune”y “wealth”y la palabra
francesda'trésor”. Las razonesparano traducirmal por ‘cuadrado’estanen la nota 11 de su trabajo
“*Oxford’ and‘Cremona’:On therelationsbetweernwo Versionsof al-Khwarizmi’s Algebra”. Filosofi
og videnskabsteopa RoskildeUniversitetcenter3. RaekkePreprint og Reprints1991nr. 1.
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tambiénel mal, cuandoes éstela incognita,y se le atribuye torpezapor hacerlo.En
tercerlugar,laidentificaciondemal conx2 conllevalaidentificaciondelaraiz conla raiz
dela ecuacion cuandgaraal-Khwarizmieslaraiz del mal, laraiz deltesora

Traducidoasi, el texto en que al-Khwarizmi define las especiesde nimerosqueda
comosigue*:

Encontré&uelos nimerosgue son necesarioparacalcularpor al-jabr y al-mugabalason
detresespeciesa saberraicestesorosy simplesnimeroso atribuidosaraz ni atesoro.
Unaraizescualquiercosaque seramultiplicadapor si misma,consistenteen la unidado
nameroshaciaarriba,o fraccioneshaciaabajo.

Un tesoroesla cuantiaotal de unaraizmultiplicadapor si misma.

Un simple nimeroesun nimerocualquieraque puedeexpresarsein atribuirlo a raizni a
tesoro(pag.3)®.

El caractemonetariode maf® atinquedamassubrayadoen otros enunciadon los
gueexplicael significadodelas“ecuaciones?, al hacerlo,los “simples nimeros“pasan
aserdirhams esdecir,unamoneda:

Raicesy tesoroigualanndmerosgscomosi tu dices, “un tesoroy diez raicesdel mismo,
igualantreintay nuevedirhams”;esdecir,¢,cudkerael tesoroque, cuandose aumentacon
diezdesuspropiasraicesasciendatreintay nueve{pag.5).

En estetexto, ademaspuedeverseque la identificacionde la palabra‘raiz’ con la
incOgnita o con la x tampoco es adecuada:por un lado, en el texto no se dice
simplementéla raiz”, sino“la raizdeltesoro”; por otro lado, el resutado del problema

“ Comomi conocimientadela lenguaérabeesrudimenario, las versionescastellanasjue presentoaqui
del texto deal-Khwarizmiestarrealizadagle la siguientemaneraHe utilizado la edicion de Rosendel
libro de al-Khwérizmi [FredericRosen. The algebra of MohammedBen Musa. London: Oriental
TranslationFund, 1831]. He contrastad®l| texto arabede esaedicion con la traducciéninglesade
Rosen.He modificadola traducciénde Rosenadoptanddraduccionesnasliteralesde los términosy
expresionegicnicosy manteniéndolasistematicamenteosaque él no hace.He tenido en cuentalas
observacionequeHgyruphaceensutrabajo* ‘Oxford’ and ‘Cremona’: On the relationsbetweertwo
Versions of alKhwarizmi’s Algebra”, op. cit. También he consultadolas traduccioneslatinas
medievalegditadagpor Barnabasiughes, Gerardof Cremona’sTranslationof al-Khwarizmi’saljabr:
A Critical Edition”, MediaevalStudies 48, pags.211-263,1986, y Robertof Chester'sTranslation
of al-Khwarizmi’'sal-jabr: A New Critical Edition, Boethius, Band XIV. Franz Steiner Verlag:
Stuttgart,1989; sobretodo la de Cremonague, como sefialaHgyrup, sigue muy al pie de la letrael
texto arabeCombinandaodo ello, he compuestda versiéncastellana.

' La numeracionle las paginasesla del texto arabedela edicionde Rosencitach, que tambiénfigura en
el margerde sutraduccidringlesa.

'® En la traducciérde Gerardode Cremonamal mantieneesecaracterya que ésteutilizé en su lugar el
términolatino censusRobertde Chestersin embargojo tradujopor substantia Ni uno ni otro pues
lo tradujopor ‘cuadrado’La traduccidrde Gerardode Cremonéhizo fortunay puedeencontrarsesn un
buennimerodelibros medievalesTambiénsubrayaestecaractermonetarioel término que usé Finzi
enel siglo XV al traduciral hebrecel libro dealgebrade Abl Kamil (finalesdel siglo IX y comienzos
del X). Finzi tradujomal por la palabratomadaprestadadel castellano'algos’, con el significado
obvio de ‘una cierta cantidad(de dinero)’ (cf. The Algebra of Ab0 Kamil, in a Commentaryby
MordecaiFinzi. Hebrewtext andtranslation,and commentaryby Martin Levey. Madison, WI: The
University of WisconsinPress,1966).
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tal comolo daal-Khwarizmidejabienclaroquelo quesebusca—laincognita—no esla
raiz,sinoeltesoro:

[...] queddres,queesla raizdel tesoroquebuscabasel tesoromismoesnueve(pag.5),

demodoque,entodo caso,el enunciao de esteproblemahabriaquetraducirloal SMS

delalgebraelementahctualpor x + 104X =39, mejorquepor x* +10x =39.

Tesorosyraicesy simplesnimeroso dirhamsson pueslos términosprimitivos, las
especieslenumeroscuyascombinacionepermitenestableceftodo lo queesnecesario
paracalcular’enla practica.Conellos,puedeatenderal-Khwarizmila peticién del califa
al-Ma mlnde

componeun tratadoconcisosobreel calculopor al-jabr y al-mugébala reducidoa lo que
es brillante e importanteen las aritméticasutilizadas constantementen los asuntosde
herenciay legacionesenlos repartoy los procesogegalesgenel comercioy en todos sus
asuntosde agrimensuragle excavacionde canalesde célculosgeométricosy otras cosas
variadasle especigarecidapag.2).

La conceptualizaciérbasicamentenonetariade los términos primitivos proviene
probablementale la tradicién de “las gentesde al-jabr”, pero desdeel principio
representarespeciesle numerosque se usan en calculos de modo que las distintas
combinacionesle esostérminos primitivos puedenconcebirsecomo moldesformales.
Veremosenladescripciordelesquemageneraldellibro quelo quevieneinmediatamente
despuégle la exposicionde que éstos son los términos primitivos es precisamentes|
establecimientaetodassuscombinacionegposibles.

Al-Khwaérizmi utiliza pues estos términos monetarios para representar las
posibilidadesque puedenpresentarsal haceros calcules. Ahora bien, cuandolo que
abordaeslaresoluciérde un problemaconcretoutiliza otro términotécnico,quenunca
apareceen los enunciadogle los problemas:la palabraarabeshay, que se traduce
habitualmentgor ‘cosa’’. SegunRashedgstapalabraesun término coranicoy de la
lenguafiloséfica, y en esecontexto significa “todo lo que puede ser imaginado, sin
realizarsesin embargaenun objeto”, porlo quetieneun caracter'vacio”, susceptiblede
recibir cualquier contenidoy, por tanto, es un cardidato ideal para nombrar una
incognitaquepuedaserun nimeroo unamagnitud®, o paradesarrollarun calculoen el
planodelaexpresionA menudosehaidentificadotambiénacosaconla x, la incognita
o la raiz. Sin embargo,en el libro de al-Khwarizmi la relacion entre los términos
primitivos tesoro,raizy nameroo dirham,la incégnitadel problemay la cosaes mas
compleja.En ocasionesla incégnitadel problemaes un tesoroy éste se representa
mediantela cosa;otras veces,la cosarepresentda raiz de un tesoroy la raiz es la

Y En el 4lgebrade Ab(l Kamil hayalgunosproblemasjue se resuelverde dos manerasuna, expresando
la incognitaconel término‘cosa’;la otra, representandademastrasincognitasauxiliares.Paraello,
Ab( Kamil utiliza tambiéntérminosmonetarioslas palabraglinar y fals, quesonlos nombresde dos
monedasarabes(Cf. The Algebraof Ab( Kamil..., op. cit., pags.102, 116, 133, 136y 140, entre
otras.)

'8 Cf. RoshdiRashedIntroductionet notesa Les Arithmétiquestomelll, op. cit., pags.120-123.
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incognita;tambiénpuedesucedeguelaincégnitaseaun tesoroy queeésteserepresente
mediantda cosaperoqueenel cursodela solucionla cosasehayade multiplicar por si
mismay, portanto,seconviertaenlaraiz de otro tesoro.En lo quesiguehay ejemplos
devariasdeestassituaciones.

3.2.La organizaciorgeneraldellibro.

En esteapartadoyoy a presentaunadivision dellibro de al-Khwéarizmi en partes
conel fin detenerunavision generalde su organzacion.Los titulos de las partesson
mios.El libro comienzacon un prélogoen el quefigura el encargodel califa al-Mia mdn
gueya hecitado.

1) Los términosprimitivos.

Yahemosvisto en el apartado3.1 que,tras el prologo,lo primeroqueapareceenel
libro es el establecimientade los términos primitivos —tesoros,raicesy simples
nameros—eomolasespecieslenimerogjueseusanenlos célculos.

2) Lasformasnormales.

A continuaciénal-Khwarizmi planteaque esasespeciesle nimeros‘unos pueden
serigualesaotros”y establecéodaslasposibilidadestressimplesy trescompuestas:

tesoroigual araices,
tesoroigualanumeros,
raiceggualanumeros,

tesoroy raicesgualanumeros,
tesoroy numerosgual araicesy
raices/ numerosgual atesopo.

Estasseisposibilidadegslecombinaciorde las especiesie nimerogienenel caracter
del conjunto completo de formas normales.El resto del calculo consistira pues
fundamentalmentenmostrarcomoresolvercadaunade estasformasnormalesy como
reducircualquierproblemaaunadeellas.

3) Lasreglasqueresuelvertadaunadelasformasnormales.

Veremosla regla correspondientea la quinta forma normal en 3.3. Las reglas se
enuncianparaun tesoro; luego se dice que, si hay varios tesoros,hay que reducir la
expresiorparaquesolo hayauno;y que,si hay parteo partesde un tesoro, hay que
completarel tesoroparaquehayauno. En el apartado3.5, veremosque reducir a un
solotesoroy completarel tesoroson, junto con las dos operacionegjuedannombreal
calculo (al-jabr y al-mugabald, las operacionesmediantelas que se reduce una
expresiorcualquieraquetraduceel enunciadadel problemaen términosde operaciones
conla‘cosa’aunadelasformasnormales.
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4) Lasdemostracionedelasreglas.

Examinaremo®n 3.3, atitulo de ejemplo,la demostraciomle la reglaparala quinta
formanormal,“tesoroy niamerosgual araices”.

5) Calculoconlacosa.

Al-Khwarizmi comienzaeste capitulo —que él titula “Sobre la multiplicacion™—
diciendoquevaareferir en él “cémo multiplicar la cosa[...] tanto si estasola,comosi
sele aflademumeroso se le quitan nimeroso se quita de numeros”(pag. 15). Pero
antesefectlatres multiplicacionesenlas queno intervienela cosa,sino sélo numeros,
10+1 por 10+2, 10-1 por 10-1 y 10+2 por 10-1, y justifica comenzarpor esas
multiplicacionescon nimerospor razonesdidacticas:“he explicado esto, que puede
servir comointroducciéna la multiplicaciéon de la cosacuandose le afiadermumeros
[...]” (pag.16).

Traduzcoaaqui unade las multiplicacionesgque al-Khwarizmi explicaa continuacion,
comomuestradelaformaqueadoptaen su calculolo que paranosotrosesla “regla de
los signos”.

Cuandadicesdiezmenoscosapor diezy cosa,dicesdiezpor diez, cien,y menoscosa por
diez, diez cosas‘substractivas”y cosapor diez, diez cosas‘aditivas”, y menoscosapor
cosa,tesoro“substractivo”;por tanto, el productoes cien dirhamsmenosun tesord’ (pag.
17).

6) Célculocon“radicales”.

Diversasoperacioneson raicesde niumerosy de tesoros,que se presentarcomo
modelosde la forma de actuarcon “cualquierraiz, aditiva o substractiva,conocidao
sorda’[esdecir,racionalo irracional] (pag.20).

7) “Los seisproblemas”.

Seisproblemagjuesirvende modelodel uso de las seisformasnormalesEn este
capituloesenel queaparecenas dos operacionesjue dannombreal célculo (al-jabr y
al-mugabald. La presentacionde los problemasy sus solucionessigue siempreel
mismoesquemajuepresentaremosn3.4.En3.6,verema el problemaque sereducea
la quintaformanormal.

 En vez de “negativas”y “positivas”, he traducido “substractivas”y “aditivas”, como hace Adel
Anbouba,parasermenosanacrénto y mostrarque esaspalabragierivande los verbos“decrecer’y
“afiadir”. Ahorabien, al-Khwarizmf, graciasa la esquematizacionlel lenguajeque usa, puededecir
también“menoscosa’. Adel Anboubasefialague una expresiéncomo “menos cosapor menoscosa
igual tesoroaditivo” “va contrala gramaticd...] peroesdidacticamentedémoda’(cf. Adel Anbouba.

“L’algébrearabeaux X € et X€ siécles Apercugénéral” Journalfor the History of Arabic Sciencevol.
2, pags. 66-100, 1978). Esta claro que aqui no hay idea alguna de ndmero negativo, pero la
operatividadcon lo substractivoes mayor que la que hay en las Aritméticasde Diofanto, ya que el
SMSconqueéstasseescribemo permitemasqueunainscripciondela leipsis encadaexpresion.
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8) Masproblemasyariados.

Un conjuntode problemasgue ocupanlas paginas30 a 48. En 3.6, veremosdos de
ellos,quetambiénsereducerala quintaformanormal.

9) Un corto capitulosobreproblemadle transaccionesercantiles.

10) Un capitulode problemagiemedidagieareaslongitudesy volimenegle figuras
geomeétricas.

11) Un larguisimocapitulode problemasde herenciasgue ocupade hechola mitad
dellibro (pags.65a122).

Estosproblemasieherenciason de primer grado.Ahora bien, al Khwarizmi usaen
casitodoselloseltérminomal, ‘tesoro’, parareferirsea la cantidadde dinerodejadaen
herenciaconlo quesemuestradenuevoaquilo erréneadeidentificarmal conx2.

Estadescripciérsomerajueacabalehacethablapor si sola:la organizaciondel libro
no tiene nadaque ver con la de sus antecedentesjue se presentansiempre como
coleccionedle problemasprdenado®n ocasionegor las configuracioneggeomeétricas
de las que tratan (es el casode muchasseriesde tablillas babilonicas)o por otros
criterios,peronuncapresentadodespuésle un catdlogocompletodeformasnormalesa
lasquepuederreducirseni conelacompafiamientde un célculo que se desarrollaen el
planodela expesion,al hacerseonformasvacias,cosas’.

3.3.La quintaformanormal comoejemplo:enunciadalela reglay sudemostracion.

1) Laquintaformanormaly suregla:

Tesoroy nimerosigual a raices;escomosi tl dices,“un tesoroy veintiuno en nimeros
igualandiezraiceslel mismotesoro”.Es decir, ¢, cuakerda cuantiadel tesoroque, cuando
sele afadeveintiun dirhams,igualael equivalentale diezraiceslel mismotesoro?
Solucién:Divide endoslasraicesja mitad escinco. Multiplicalo por si mismo;resultade
ello veinticinco. Quitaleel veintiuno asociadacon el tesoro;el restoes cuatro.Extraesu
raiz,esdos.Quitalodela mitad delas raices,que es cinco; quedatres. Esto esla raiz del
tesoroquepediagy el tesoroesnueve.O puedesiialir la raiza la mitad de las raices,eso
serésiete;esla raizdel tesoroquetl pediasy el tesoromismoescuarentey nueve.
Cuandoencuentresin ejemploquete conduzcaa estecaso,intentala solucion por adicion,
y si estono te ayuda,la substracdn servirdciertamentePorqueen este casose puede
empleatantola adiciGncomola substracciénlo queno valeenningunodelos otros casos
enlos quehayaquedividir endoslasraices(pag.7)
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2) Lademostracionlelaregla.

Lademostraciéulelavalidezde la reglala presentadesmenuzadg, acompafaada
fragmentodeltextoconlafiguraqueseva construyendgarajustificar sus pasos.En el
textooriginal séloaparecéa figurafinal despuésie la frase“Esta esla figura”. Ademas
delcaractedidacticodelajustificacionde la regla, vale la penaentretenersen observar
el cuidadoquetienealKhwarizmide indicar que el cuadradas unarepresentaciomel
tesoro—distincibnque obviamentadesaparecsi se traducemal por ‘cuadrado’o por
x2—, y ladistincionquehaceentrela raiz del tesoro,que estarepresentad@or un lado
delcuadradauerepresentaltesoro,y laraiz dela superficie,queesun rectangulode
ladolaraizdeltesoroy anchounaunidad o quele permiterepresentatasdiezraice®’.

Cuandoun tesoroy veintiin dirhams son iguales a diez raices
representamosl tesorocomo un cuadradocuyoslados son desconocidos A
queesla superficieAD.

D B N
A éstaafiadimosun paralelogramda superficieHB, cuyaanchuragsto
es,el ladoHN, esigual auno delos ladosdela superficieAD. c A H
10
Lalongituddelas dossuperficieguntas esigual al lado HC. Sabemo:
guesulongitudesennumerogliez, ya quecadacuadradaiene igualessus
ladosy susangulos)y, C H
si uno desusladossemultiplica por uno, esodala raizdela superficie, 1\
raiz de la
superficie
y, pordos,dosdesusraices.
D N
Cuandose declaraque el tesoroy veintiin nimerosesigual a diez de
susraices, c 1\ H
raiz de la
superficie
10

Db—

sabemogjue la longitud del lado HC esigual a diez nimeros,ya que el
lado CD esunaraizdel tesoro.

C/]\ H
raiz del
tesoro

* Estadistincién entre la raiz del tesoro,que esunalinea, y la raizde la superficie,se convierteen el
Tratadode las ecuacionesde Sharafal-Din al-T{sfi, en el quelo que se estudiason las cubicas,en
muchasmasdistinciones:hay raicedineales,planasy sélidas,y, lo que es mas interesantefesoros
planosy solidos.Laraizsélidaes“un solidocuyabasessunaraizplanay la alturaunaunidadlineal”
y el tesorosolido “es un sélido cuyabasees el tesoroplanoy cuyaalturaes unaunidadlineal” (cf.
Sharafal-Din al-Tasf,op. cit., tomel, pags.15-16).
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Dividimos el lado CH en dos mitadespor el punto G. Entoncessabe:!
guelalineaHG esigual ala lineaGC, y quela lineaGT esigual a la linea
CD.

Entoncesextendemoda linea GT una distanciaigual a la diferencia
entrelalineaCGy lalineaGT paracuadrarla superficie.Entonceda linea
TK esigual a la linea KM, y resultaun cuadradode ladosy &ngulos
iguales,queesla superficieMT.

Sabemosque la linea TK es cinco y ésa es consecuentementéa

longituddelos otroslados.
Su superficieesveinticinco,obtenidapor la multiplicacion de la mitad
delasraicegorsi mismo,queescincopor cinco,igual a veinticinco.

Sabemogjue la superficieHB representdos veintin nimerosque se
afiaderal tesoro.

Dela superfige HB, cortamospor la lineaTK, uno de los ladosde la
superficieMT, dejandda superficieTA.

Tomamosdela lineaKM la lineaKL, queesigual ala lineaGK.

Sabemogqjuela lineaTG esigual a la linea ML y que la linea LK,
cortadadela lineaMK, esigual a KG. Entonceda superficieMR esigual a
la superficieT A.

Sabemogjuela superficieHT afiadidaa la superficieMR esigual a la
superficieHB queesveintiuno.

Perola superficieMT esveinticinco. Y asi, restamosde la superficie
MT, la superficieHT y la superficieMR, entreambasigual a veintiuno.
Nos quedaunasuperficigpequefid®K, quees veinticinco menosveintiuno,
gueescuatro.

Suraiz,lalineaRG esigual ala lineaGA queesdos.

Si lo restamodle la lineaCG, queesla mitad de las raices,quedala
lineaAC, quees3.

Estaesla raizdel primertesoro.

B T N
A G H
B T N
G
o H
K M
B T N
G
A H
K M
N
G
~ H
K M
T N
G R
Al | H
KL M
B T N
G R
Al H
KL M
-
R
H
]
M
B
| H
R
K
GR
AL
GR
AL

12
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Si seafiadda lineaGC, queesla mitad delas raices resultasiete, 0 la C |R
lineaRC, la raizde un tesoromasgrande.
Si se afiadeveintiuno a estetesoro,tambiénel resultadoseradiez de
susraices.
D T
Estaesla figura. (pags.11-13) G R
H
c Al ]
K L M

3.4.El esquemalepresentaciomlelos problemasy sussoluciones

Al-Khwarizmi es sistematiccen la presentaciorde las solucionegsle los problemas,
tanto enla partedel libro que he denominadd‘los seis problemas’comoen la parte
siguiente,‘los problemasvariados”.Paradescribirel esquemajue sigue al-Khwarizmt,
lo he dividido en etapassucesivasgque he denominadoenunciado construccionde la
ecuacidényeducciona una forma normal, aplicaciénde la regla algoritmica, enunciado
delresultado,comentarioEn esteapartadasélovoy a hacerconsideracionede caracter
generakobrealgunadelasetapasLos problemasgue presentcen el apartado3.6 estan
divididosdeacterdoconellas,y sirvencomoejemploparaexplicaren qué consistecada
una.

Los enunciadoslelos problemasondedostipos:

a) La historiatrata sobreel nimerodiez, que se ha dividido en dos partes;se han
realizadovariasoperacionesritméticascon las partesy se da el resultadode esas
operaciones unaigualdadentrelos resultadosle seriesde operacionesLasincognitas
delproblemasonlasdospartesenquesehadividido diez.

b) La historia trata de un tesoro al que se le han realizadovariss operaciones
aritméticasy se da el resultadode ellasen dirhamso en tesoros.La incognita es el
tesoro.

Enningunodelos casosaparecel término‘cosa’ enel enunciadalel problema.

Laconstrucciorde la ecuacionserealizaanalizandceel enunciadadd problema.Una
incognitadel problema—ya seauna parte de diez, o el tesoro del enunciado—se
designamediante'’cosa’. Las operacionesiarradasen el enunciadose expresancomo
operacionegonla cosa.Las expresionegesultantesse transformanrecurrierto a los
resultadosestablecidogn el capituloque he llamado“calculo conla cosa”. Finalmente
seigualandosexpresioneparaformarunaecuacion.

La reducciéna unaforma normal se realizaaplicandolas operacionegpropiasdel
calculoquedescribcend apartadd3.5.

Laaplicaciondela reglaalgoritmicaala ecuaciénen formanormalobtenidaproduce
como resultadoun nimero(o dos), que se expresaa continuaciénen términos de la
incognita del problemacomo unade las partesde diez o el tesoro. Finalmente, hay
siempreun comentariade ordendidactico.
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3.5.Lasoperacioneslelcalculo.

Las operacioneslel calculo de al-jabr y al-mugabalason cuatro. Su objetivo es
reducircualquierade las ecuacione®btenidasen la etapa“construcciénde la ecuacion”
delasoluciéndeun problemaa unade las formasnormalesParaello hacefalta queno
aparezcaingunacantidad'substractiva’y queno hayacantidadesle la mismaespecie
enlasexpresionegueseigualanenla ecuacionPeroademasacefaltaque sélo hayaun
tesoro,ya quelasreglasalgoritmicagpararesolverlas formasnormalesestanenunciadas
paraun tesoro.

La operacion al-jabr, o restauracion se encarga de eliminar las cantidades
“substractivas”Asi, por ejemplo,si la ecuacionesla queapareceen 3.6.a,“cien y dos
tesorosmenosveinte cosasigual a cincuentay ochodirhams”,al-Khwéarizmi nos dice:
“restaural[...] esoscieny dostesorosde lasveintecosassubstraiday simalasa los
cincuentay ocho”.

La operacidnal-mugabala u oposicién se encarga de eliminar la repeticion de
especiesLas dos cantidadesgualadasse “oponen”, es decir, se comparanespeciea
especig/, si unaespeciestarepetidaserestanlos nimeroorrespondientes.

Las otras dos operacionese encargande que sélo haya un tesoro. Si hay varios
tesoroshay quereducir, radd, la ecuaciérparaquehayasolouno.Si hay parteo partes
de un tesoro,hay quecompletar,ikmal o takmil En amboscasosja ecuacionse trata
comountodo queseopera,comodejabien clarola forma en que al-Khwarizmi expresa
la operaciérenla soluciondel problemaque presentoen 3.6.a:“Reduceluegoesoa un
solotesorotomandda mitaddelconjuntd (cursivamia).

Ademas)asoperacionegueencadacasoesnecesari@fectuaserealizansiempe en
elmismoorden,quees:restaurarreducir,oponery completar.

3.6. Tresproblemasquesereducera la quintaformanormal
a) El problemade*“los seisproblemas”.
Enunciado

He dividido diezendos partes;luego he multiplicado cadapartepor si misma y sumadas
resultacincuentgy ochodirhams.

Construcciérdela ecuacion:

ProcedimientoHacesunade las partescosay Si representamososaconc, entonces:

la otradiezmenoscosa. c, 10-c
Multiplica luego diez menos cosa por si Si representama®sorocont, entonces:
mismo, resultacien y un tesoro menos veinte (10-¢)(10-c) es 10&-20c

cosas.

Multiplica luegocosapor cosa resultatesoro. cldest
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Sumaluegoambos resultala sumacieny dos
tesorosmenosveinte cosasigual a cincuentay
ochodirhams.

Reducciémlaformanormal:

Restauraluego esoscieny dos tesorosde las
veintecosassubstraiday simalasa los cincuente
y ocho,
resultacieny dostesorosgual a cincuentay ocho
dirhamsy veintecosas.

Reducduego esoa un solo tesorotomandola
mitad del conjunto,
resulta cincuentadirhams y un tesoro igual a
veintinuevedirhamsy diezcosas.

Op6n luego con ése el otro, quitandc

veintinuevedecincuenta,
quedaveintiiny tesoroigual a diezcosas.

Aplicaciondelaregla:

100+2t-20c=58

100+2t=58+20c

50+t=29+10c

21+t=10c

Entonceshalla la mitad de las raices,resulta cinco; multiplica por si mismo, resulta

veinticinco.

Quitaluegodeestoel veintiuno conectad@on el tesoro,quedacuatro.

Extraeluegosuraiz,esdos.

Quitalaluegodela mitad delasraicesqueescinco,quedares.

Resultado:

Esunadelasdospartesy la otraessiete.

Comentario:

Esteproblemaserefiere a uno de los seistipos, que es ‘tesoroy numerosigual a raices’.

(pags.28-29)

b) Un problemadeltipo “10 dividido endospartes”.

Enunciado

Si unapersonde pide esto: “He dividido diez en dos partes,y cuandohe multiplicado la

unapor la otra, resultéveintiuno”;
Construccidérdela ecuacion:

entonces$u sabesjueunadelas dospartesde diez
escosay la otradiezmenoscosa.

c, 10-c
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Multiplica portantocosapor diez menoscosa ¢(10-c)
entoncesendrasliez cosasmenosun tesoroigual 10ct=21
aveintiuno.

Reducciémlaformanormal:

Restaura luego las diez cosas del tesorc 10621+t
[substraido] y afiadelo a veintiuno. Resulte
entoncesliez cosas,queigualanveintiin dirhams
y untesoro.

Aplicaciondelaregla:

Quita luego la mitad de las raicesy multiplica el cinco que quedapor si mismo; es
veinticinco.Quitaleluego el veintiuno asociadacon el tesoro;quedacuatro.Extraeluego
suraiz,esdos.Quitaloluegodela mitad delasraicesa sabergcinco; quedatres,

Resultado:

ésaesunadelasdospates.O, si lo prefierespuedesfadira raiz de cuatroa la mitad de
lasraicesEntonceda sumaessiete,lo quetambiénesunadelaspartes.

Comentario:
Esteesunodelos problemasjuepuederesolversegor adiciono substraccioiipag. 30).

¢) Un problemadeltipo “un tesoro...”.

Esteesel problemantimero10 del capitulode problemasvariados(pags.40-41).Lo
que presentono es la traduccibncompletadel texto, sino solo aquellaspartesque
permitenexaminarcomoenel cursodela construcciérdela ecuaciorse intercambiarios
significadosdetesoro,raizy cosaentrelascantidadesjue se van construyendoEstees
parami un ejemplocrucialparaentendegueen el libro de al-Khwarizmi, tesoro,raiz y
dirhamno secorresponderonlos trestérminosde unaecuaciénde segundayrado,que
cosano seidentificaconraizy susrelacionesonlaincognitadelproblema.

Enunciado:

Seaun tesoro,cuyo tercioy tresdirhamssele La incégnita es por tanto el tesoro. El
quitay luego se multiplica lo que quedapor si enunciadgodriamograducirlopor:

mismoy resultael tesoro.
[ [ %E (1 ml
- —t+3 - Tt+3=t
A0 ErNEE

Construcciordelaecuacion:
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Su procedimiento. Quita un tercio y tres Si designamoda raizconr:
dirhamsdel tesoro,quedados terciosde él menos
tresdirhams,lo queesla raiz (cursivamia). m 0

t- —t+35==t-3=r
L 0 3

Esaexpresionse identifica con la raiz, ya que
multiplicadapor si mismaesel tesoro.

Multiplica por tanto dos tercios de cosa, esto El tesoroseidentificaconla cosat — c.
esdel tesorq menostres dirhams por si mismo

(cursivamia). p
—c—SD%C —SD[: c]
[k 1l 0
Dos tercios multiplicado por dos tercios La cosa,queha substituidoal tesoro,como se
resultacuatronovenogel tesoro multiplica por si misma, da origen a una nueva

y tres dirhams substractivospor dos tercios de cantidadjueesun tesoro:cc —t.
cosa resultadosraices.

Y como es unacantidadque se multiplica por
De nuevo tres dirhams substractivogpor dos si misma,esahoraunaraiz:c—r.
terciosde cosa resultadosraicesy menostres por
menostres, resultanuevedirhams. Son por tanto 4
cuatronovenosde tesoroy nuevedirhams menos —t+9-4r=r
cuatroraicesjgual aunaraiz. 9
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