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Resumen

Estos apuntes corresponden a la materia impartida por los autores en la
asignatura Métodos Numeéricos para el Algebra Lineal (Licenciatura de
Matemédticas, plan 2000, Facultad de Matemadticas de la Universidad de
Valencia) desde el curso 2003-2004 hasta el 2011-2012, a partir del que entré
en vigor el nuevo Grado en Matemadticas.
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Capitulo 1

Introduccion

En este primer tema se presentan diversas aplicaciones que conducen a la
resolucién de sistemas de ecuaciones lineales. En las dos primeras situaciones
se llega a un sistema con matriz de coeficientes con estructura especial:
matriz tridiagonal, simétrica y definida positiva. Este hecho nos llevara a
prestar especial atencién a dichas clases de matrices durante todo el curso.

Como tercer problema aplicado estudiaremos la cuestién de ajustar una
nube de puntos ‘de la mejor manera posible’ mediante una recta. Este prob-
lema se traducird en el de encontrar soluciones de un sistema lineal sobrede-
terminado; es decir, con mds ecuaciones que incégnitas, que evidentemente
puede no tener soluciones en el sentido clasico o habitual, y se introducird y
analizard para esta situaciéon el concepto de solucién de minimos cuadrados.

Por dltimo, comentaremos como influyen en el cardcter de las soluciones
de ecuaciones diferenciales lineales los valores propios de una matriz. En el
iltimo capitulo de este manual trataremos la problemética de aproximar
valores y vectores propios de una matriz.

1.1. Interpolacion mediante una clase de splines
cuibicos

Los splines se utilizan para aproximar formas complicadas por su simpli-
cidad de representacién y facilidad de cédlculo. En particular, en el terreno
de grificos por ordenador.

Recordemos que los valores de un polinomio de grado menor o igual
que 3, ¢(x), y de su derivada primera en los extremos de un intervalo [a, b]
determinan de forma univoca éste (interpolacién de Hermite). En efecto,
si g(x) = qo + 1z + q2x? + g323, entonces debemos resolver el sistema de
ecuaciones lineales, compatible determinado,

a® d® ) q(a)
b2 b Q1 q(b)
2a 3a? q2 q'(

2b 3b? q3 q'(b)

SO = =
— = o Q
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para determinar sus coeficientes en la base canénica {1, z, z2, 2? }. Una situacién

similar se presenta con la interpolacién mediante polinomios de grado cualquiera.
No obstante, existe una expresién més cémoda de ¢(z) en términos de una
adecuada base de polinomios y de las llamadas diferencias divididas asoci-
adas a q:

g(z) = qla]+ gla,d)(z - a) + gla, a,b](x — a)®
+qla, a,b,b](z — a)*(x — b),
donde
gla] : =q(a), qla,a] :=q'(a),
daat] : = q(b) — q(t(lg :Z)Qa)(b —a)
o)+ = L0 +2ae) )

Sea u : [a,b] — R. Consideramos una particién uniforme del intervalo
[a,b] de n subintervalos: z; = a +ih, i =0,1,...,n, h :== (b—a)/n.

Vamos a plantearnos el problema de interpolacién siguiente. Buscamos
una funcién wuy, : [a,b] — R verificando:

(i) wup, es de clase C?,

(i) up [[2;215,]0 0 <4 < n —1, es un polinomio de grado menos o igual que

(iii) wp(zs) = u(zs), 0 < i <ny u,(a) =1 (a), uj,(b) = u'(b).

A la funcién uy, asi determinada se le llama spline cubico asociado a
u (aunque hay otros splines asociados, segin cudles sean las condiciones
adicionales que impongamos en los extremos, como por ejemplo la de conocer
los valores de las derivadas segundas en a y b).

Sabemos que si conocieramos los valores de u y de u/en los nodos existirfa
una dnica funcién cumpliendo las condiciones previas excepto (i). En este
caso sé6lo podriamos asegurar que la funcién obtenida uniendo los polinomios
de tercer grado obtenidos en cada subintervalo por interpolacién de Hermite
es de clase C1.

Vamos a comprobar que las derivadas primeras de uj en los nodos inte-
riores estdn determinadas por la condiciones impuestas a uy. Por lo tanto,
habremos probado que existe algtin splin cibico asociado a u y ademads que
es unico.

Supongamos que existe uy. Para simplificar usaremos la notacién u; :=
up(z;) = w(x), u) = uj(x;), 0 < ¢ < n. Consideremos un subintervalo
genérico de la particién [z;, z;41]. Por el comentario inicial sabemos que

Uit1 — U; — ULh
2 (x —x;)? (1.1)

Up, ‘ [IZ‘7IZ‘+1}(‘T) =u; + u;(x - xz) +

N (wjyy +ug)h 4+ 2(u; — uiy1)

3 (:B - 1'1)2(1' - xiJrl)?
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y por tanto la derivada segunda de uy en el intervalo es
/
Ujr1 — Uy — Uh
ulf; | [%‘:xz’+1]<$) =2— hZZ :
(uiq +ug)h 4+ 2(ui — uit1)
B3

+2 (& —2iq1) + 2(x — x4)).

En consecuencia

i — U w4 2ul
uj (z]) = UZ+22 o —2( ZHh 2

1

u%(%’;l) = 6uz th_l + 2( H}L l)a

entendidas como derivadas laterales. Si uj, es de clase C? las derivadas lat-
erales segundas en cada nodo interior de la particién deben coincidir. Por
tanto, tenemos

Uip1 — Ui 2(U§+1 +2u;) gLzl — Wi | 2(2% + uj_y)

6 =
h? h h? h

(1<i<n-1),

es decir
Uil — Ui—1

h

lo que podemos reescribir en forma matricial:

wi_y +4dug 4+ i = (1<i<n—-1),

4 1 17 wp ] [ 3% —
1 4 1 ub JriL
- : (1.2)
I 41 up, o S
i 1 4] [ u, g | | 3% —
Observar que la matriz de coeficientes, A, es invertible:
n—2 n—2
vTAv = 3wl +0v2 ) +2 Z v? + 2:(1)Z + vip1)?
i=2 i=1

n—1
> 221}? >0 (veR"! no nulo),
i=1

de lo que se sigue la regularidad de A. En efecto, Av = 0, entonces v’ Av = 0,
y en consecuencia, v = 0. Resaltar que A es simétrica, definida positiva y
tridiagonal.

En consecuencia, las derivadas primeras estdn univocamente determi-
nadas por , lo que junto con (iii) permite precisar quién es uy: es la
funcién que se obtiene por interpolacién segmentaria de Hermite con los
datos hallados. Tenemos asi probada la existencia y unicidad del splin cibi-
Co.
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Nota 1.1. Observar que a diferencia de la interpolacion a trozos en la que
trabajamos en cada subintervalo, el splin cibico asociado depende de los
valores de la funcion en todos los nodos, lo que se traduce en la necesidad
de resolver sistemas de ecuaciones lineales. A costa de este esfuerzo con-
sequimos una aprorimacion mds reqular con menos datos sobre la funcion a
interpolar.

Ejemplo 1.1. Vamos a obtener el splin ciibico asociado a u(zx) = 2% —3x+2
en [0,1], dividido éste en 5 subintervalos. Resolviendo el correspondiente
sistema

410074 ~12.6
141 0| |uy]| | -132
01 4 1| |u | | -108]"
00 1 4| —7.4

obtenemos que las derivadas en los nodos de la particion son por orden
[-3;—2.6;—2.2,; —1.8; —1.4; —1] ,

valores que coinciden exactamente con las derivadas de u (lo que era pre-
decible puesto que se trata de un polinomio de grado menor o igual que 3).
Por tanto, el polinomio obtenido con aritmética exacta es u.

Se cumple el siguiente resultado sobre la bondad de la aproximacion
mediante la clase de splines cibicos analizada (véase [7, Th. 2.4.3.3]).

Teorema 1.1. Sea u € C*([a,b]) cumpliendo
‘u(iv)(:n)‘ <L (z€lab).

Sea n € N. Consideramos la particion uniforme del intervalo |a,b] de paso
h = (b—a)/n, y up el splin cibico que interpola a u en los nodos de la parti-
cion y cuya derivada toma los valores u'(a) y u'(b) en a y b respectivamente.
Entonces

u® (z) — ugzk) ()| <2Lh*™* (z €[a,b], k=0,1,2,3).

Nota 1.2. Ezisten otro tipo de splines cibicos como son los llamados splines
cubicos naturales. En las condiciones (1)-(iii) que definen el splin cibico
se sustituye en (iii) el conocimiento de la derivada en los extremos por la
condicion de anularse la derivada sequnda en los extremos. En el extremo
a, por ejemplo, obtendriamos de dicha condicion que

3(up —uwp) U

— = /
oh 5 — o

con lo que la primera ecuacion del sistema quedaria

Tu
5 tur=

2h
Un cambio andlogo sufriria la ultima ecuacion. Es evidente que la nueva ma-
triz de coeficientes goza de las mismas caracteristicas que en el caso expuesto
con detalle.

(2ug — up — uq).
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1.2. Diferencias finitas para un problema de con-
torno

Para a, 8 € Ry f, g:[a,b] — R consideramos el siguiente problema de
contorno asociado a una ecuacién diferencial lineal de segundo orden:

{ —y'+ flz )3(/

yla) =a,y :g( : comitions (PO)

B (condiciones de contorno separadas).

b)
Una solucién de (PC) es una funcién u : [a,b] — R, dos veces derivable
en el intervalo [a, b], de forma que

—u"(2) + f(@)u(@) = glx), Ya € [a,b]; u(a) = a, u(b) = B,

Ejemplo 1.2. La funcion u(z) = 272, x € [1,2], es solucién del problema

de contorno
{ —y" + 627 %y =0,
y(1) =1, y(2) = 1/4.

El siguiente ejemplo pone de manifiesto la problemética sobre la existen-
cia y unicidad de solucién de un problema de contorno como el propuesto.

Ejemplo 1.3. Suponiendo conocido que todas las soluciones de y" +y =0
son de la forma u(z) = Asin(x) + Bcos(x), donde A, B € R son constantes
arbitrarias, es facil convencerse de que el problema

{ y' +y=0,
y(0) =0, y(r) =1,

no tiene solucion, mientras que

{ y' +y=0,
y(0) =0, y(7) =0,

tiene como soluciones todas las funciones de la forma u(x) = Asin(x). Sin
embargo, el problema

y(0) =0, y(7/2) =

tiene como unica solucion u(z) = sin(z).

{ v +y=0,

En el démbito de los problemas de valores iniciales asociados a ecuaciones
lineales no hay dificultades en cuanto a la existencia y unicidad de solu-
cién, de tal manera que si sustituimos las condiciones de contorno por las
condiciones iniciales y(c¢) = «, y'(¢) = 3, donde ¢ € [a,b] y o, 3 € R son
arbitrarios, el correspondiente problema tiene solucién y es unica, bajo la
condicién f,g € C([a,b]). Bajo esta misma condicién y la condicién f > 0

n [a,b], se puede probar que la solucién existe y es unica. En ade-
lante asumimos dichas condiciones y denotaremos a la solucién mediante .
Observar que u € C?([a, b]).
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Consideremos una particién uniforme del intervalo [a,b] de n subinter-
valos: ©; = a +ih, i = 0,1,....,n, h := (b — a)/n. Nuestro objetivo consiste
en aproximar el valor de u en los nodos internos de la particién, es decir,
aproximar u(z;), 1 <i<n—1.

Por ser u solucién de sabemos en particular que

— " (z;) + f(zi)u(w:) = g(z;) (1<i<n-—1). (1.3)

Via el desarrollo de Taylor vamos a expresar la cantidad desconocida u”(z;)
con las incégnitas u(z;). Para ello supondremos adicionalmente que f,g €
C?([a, b]), lo que implicard que u € C*([a, b]).

Trabajamos con un nodo interno x;, 1 < ¢ < n — 1. Por Taylor, existen
puntos p; € (zi,Ti+1) y 0; € (x;—1, ;) tales que

h2 h3 ) ht
w(zit1) = w(w;) + u'(z;)h + U”(%‘)? + U"'(ﬂcz’)g + U(w)(ﬁ)i)ﬂ
y
/ " 2 " s (iv) h
w(wi—1) = u(z;) —u'(x))h +u (561)5 —u (xz)g + u (ai)ﬂ,

de donde sumando ambas igualdades

o (z;) = —u(®it1) + Qngﬂz’) — u(®i-1) +ri(h?),

donde 7;(h?) representa el término en h? restante. Reescribiendo la relacién

(1.3) se tiene

—u(wit1) + 2u(w;) — u(wi-1)
2

Usamos la notacién f; = f(z;) y ¢i = g(x;). La idea consiste en aproximar

u(x;) por las cantidades u; que verifiquen el sistema de ecuaciones lineales

+ri(h?) + fzi)u(e;) = g(z;) (1<i<n-1).

—Uj4+1 + (2 + h2f,)uz — Uj—1 = h2gi (1 S 7 § n — 1),

es decir, despreciar los terminos desconocidos r;(h?). Como u(zg) = a 'y
u(x,) = B, el sistema se puede escribir matricialmente como sigue:

[ 2+ fi1h? -1 11 w ]
-1 2+ foh? -1 U2
—1 24 fooh? -1 Up—2
i -1 24 foah® | | up—1 |
ah?+a
goh?
- : (1.4)
gn72h2
gn—1h2 +ﬂ
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Sea Ay, la matriz de coeficientes del sistema. Notese que Ay, es tridiagonal,
estrictamente diagonalmente dominante, si f > 0, y simétrica. Adems4s, es
definida positiva. En efecto,

n—1 n—2
’UTAhU = U% + U%_l + Z fih2’l)i2 + Z(Ul — Ui+1)2
=1 =1
n—2
> of +opg + Z(Uz —vi11)* >0,
=1

para todo v € R"™! no nulo. En particular, Aj, es regular.
En el siguiente teorema se pone de manifiesto que bajo las hipétesis
realizadas
max  |u; —u(z;)| = O(h?).

1<i<n—1
Teorema 1.2 ([7, Th. 7.4.10]). Supongamos que el problema (PC) tiene
solucion tinica u € C*([a,b]) y que f(z) >0, z € [a,b]. Sea
‘u(w)(:n)‘ <M (z€lab).

Sea [ui;ug;. .. ;up—1] la solucion del sistema . Entonces

M
lui —u(x;)] < ﬂh2(xi —a)b—=x;) (=1,2,...,n—1).

Ejemplo 1.4. Considérese el problema de contorno

{ y" =0,z €[0,1],
y(0) =0, y(1) =1,

cuya unica solucion es u(x) = x, x € [0,1]. Consideremos una particion de
[0,1] en cuatro subintervaloses (n =4). Hemos de resolver el sistema

2 -1 0 Uy 0
—1 2 —1 u2 = 0 5
0o -1 2 us 1
cuya solucion es
0.25
0.5
0.75

En este caso especial obtenemos los valores exactos, ya que las derivadas
cuartas de la solucion son cero y, por lo tanto, no hay error de discretizacion.

Ejemplo 1.5. La wnica solucion del problema de contorno

{ y'+y=0,2¢€[0,1],
y(0) =0, y(1) =1,
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es u(z) = sin(z)/sin(1), x € [0,1]. Para n = 4 tenemos el sistema

1.9375 -1 0 Uy 0
-1 19375 -1 uz | =101,
0 -1 1.9375 us3 1
cuya solucion es
0.2943
0.5702
0.8104

Asi,
luy — 1(0.25)] < 2.7 x 1074,

1.3. Un sistema lineal sobredeterminado: la recta
de regresién lineal

Consideremos un conjunto de puntos del plano {(z;, y;) }~,. Nos planteamos
el problema de encontrar una recta y = ax + 8 que contenga dichos puntos.
Es evidente que este problema no tiene solucién a menos que los puntos
estén alineados. Los pardmetros «, 8§ € R que determinan la recta han de
ser solucién del sistema de ecuaciones lineales

—arit+y; =0 (1<i<m), (1.5)

que tiene més ecuaciones que incégnitas para m > 3, de ahi que se le califique
como sobredeterminado. Por la posible inexistencia de solucién de nos
planteamos la buisqueda de solucién en el sentido de que se verifique lo mejor
posible el sistema . Nos centraremos en el problema de encontrar la
llamada solucién de minimos cuadrados, que consiste en resolver el problema
de minimizacién .

’ _ . L 2
al%lenR i_l( ax; +yi — B)°.

Se trata pues de minimizar globalmente la funcién f(«o, 8) = > %, (—ax; +
yi — )2, a, B € R. Es conocido que el miimo, de existir, debe ser un punto
critico de la funcién de ahi que deba verificar el sistema lineal cuadrado

(g 2am) (5) =l ) oo

Este sistema es el llamado sistema de ecuaciones normales asociado a
(1.5)), que es un sistema cuadrado con matriz simétrica semidefinida positiva.
Para lo que sigue es conveniente introducir la siguiente notacién: la media

de z
m
_ 1
CC:*E Z;,
m 4
=1
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v la covarianza de x e y

m

1 _ LG _
Swzgﬁijwr—@@r—w=7%§:mw—m%
i=1 i=1
también llamada varianza si x = y, y los correspondientes andlogos i y Sy .

El determinante de la matriz de coeficientes de (1.6 vale

m m

mfo - (Z z)? = mZ(iL‘Z —7)2
i=1 i=1

=1

Por tanto, la matriz es singular si, y sélo si,
m
mx; :Z:cj (1 <i<m),
j=1

o, equivalentemente, si todas las abscisas de todos los puntos son iguales (lo
que implicaria que los puntos estarian en una recta vertical). Por tanto, si
hay al menos dos abscisas distintas, lo que supondremos en lo que sigue,
entonces existe una inica solucién de . Obsérvese que esta condicién
es equivalente a solicitar que la matriz de coeficientes de tenga rango
maximo, en este caso 2.

Asi, la solucién del sistema (|1.6) viene dada por

m Z;L TiYi — Z;L Yi E?il Ti _ Szy

g = —
d Sex’
y m 2 m m m
DA T Y~ i T D Ti __Say
BO - d - y x 9
T
de tal suerte que la recta de regresion lineal es

y—QZ%ﬂW—T)

Trxr
La matriz hessiana asociada a f es
1 2f  92f m 2 mo
H = - 02 dadf _ |: Ei:l T; Zi:l Xq :|

2 2
2| guam ng 2iti® M

que en las condiciones impuestas es definida positiva. En efecto,

m m
/ 2 2 2
[v1,va]H[v1,v9] = v E x5 + 2v1v9 g x; + mus
=1 i=1

= m(Spev} + T2} + 2Tv1vg 4 v3)

= m(SIxU% + (f’ul + 1)2)2) > 0,
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si v? + v3 > 0. Por consiguiente, el punto (g, 3) es un punto de minimo
global (recordemos el razonamiento: por Taylor

f(awﬁ) = f(aO’BO) + fa(anBO)(a - ao) + fﬁ(aovﬁo)(ﬁ - /BO)
+%(faa(ﬂa7_>(0‘ - 040)2 + 2fo¢ﬁ(p77—)(a - CVO)(/B - BO) + fﬁﬁ(pv T)(ﬁ - 50)2)
= f(ao,Bo) + [ — g, 8 — Bo] H [ — g, 8 = B > f(eo, By),

donde la tltima desigualdad es consecuencia de ser H definida positiva).
Finalmente, utilizando que S, = ¥ — Tay, el valor del minimo es

flao,Bo) = > (ao(zi —T) +7 — i)
i=1
= m (agsm + Syy — 2O‘OSJCy) =m (Syy - Sgy/scvw)

52
= mSy, (1 — Sy;gggﬂg) =mSyy (1 — r2) ,

Sy

A% Sﬂwﬂsyz,f7

el llamado coeficiente de correlacion. Nétese que |r| < 1. Por tanto, cuando
r = +1 los puntos estdan alineados y viceversa.

Nétese que Sy, = 0 es equivalente a tener todos los puntos alineados
horizontalmente, en concreto sobre la recta y = 7.

donde

1.4. Ecuaciones diferenciales lineales y valores pro-
pios

Un modelo sencillo para el crecimiento de una poblacién p(t) (también
por ejemplo para describir desintegraciones radiactivas de primer orden) es
el descrito por la ecuacién diferencial lineal de primer orden

p'(t) =ap(t), t=0,

que establece que la variacién instantdnea de la poblacién es proporcional a
el nimero de individuos de la poblacién en dicho instante. Esto es equivalente
a afirmar que p(t) = p(0)e®, t > 0, y por tanto, el comportamiento para
valores grandes del tiempo depende de a, de tal manera que la poblacién
tiende a extinguirse si @ < 0 y crece indefinidamente si ¢ > 0. Obsérvese
que se puede interpretar a como el tnico valor propio de la matriz A = [a]
de tal forma que el caracter de las soluciones de nuestra ecuacién diferencial
depende de los valores propios de la matriz A que la define.

La modelizacién de circuitos eléctricos o de sistemas formados por masas
puntuales unidas por muelles, conduce a la resolucién de ecuaciones difer-
enciales del tipo

y = Ay,
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donde A es una matriz cuadrada de tamano n de numeros reales. Si por
analogfa con el caso unidimensional buscamos una solucién del sistema vec-
torial de la forma y(z) = ve’®, donde v es un vector no nulo de tamafio n
arbitrario y A es un niimero complejo arbitrario, entonces se deberia cumplir

Av = v,

es decir, A deberfa ser un valor propio asociado A y v un vector propio
asociado a A.

Consideremos un caso ilustrativo sencillo, en el que tenemos un sistema
formado por una masa puntual m suspendida de un techo por medio de
un muelle de longitud [. Por la ley de Hooke, el muelle realiza una fuerza
restauradora proporcional a el estiramiento que se ha producido en el muelle.
Por tanto, si en equilibrio el muelle mide [ + Al como consecuencia del peso
mg de la masa puntual, entonces

kNAl=mg

donde k > 0 es la constante del muelle que mide su rigidez. Fijemos un
sistema de referencia formado por una recta vertical y sobre la que se pro-
duciré el movimiento de nuestra masa, con origen en la mencionada posicién
de equilibrio. El sentido creciente de los valores de y es el de alejamiento del
soporte o techo. Sea y(t) la funcién que nos proporciona la posicién de la
masa respecto del sistema de referencia en el instante t. Suponemos ademés
que como consecuencia de producirse el movimiento en un medio viscoso
(aire, agua, etc.), se produce una fuerza de rozamiento de magnitud propor-
cional a la velocidad, es decir, F,, = —uy/(t), con u > 0. Por la segunda ley
de Newton, la fuerza total, my”(¢), coincide con la suma de todas las fuerzas
que actian sobre nuestra masa, de tal forma que se cumple

my"(t) = —py'(t) — k(y(t) + Al) +my,
y teniendo en cuenta la condicién de equilibrio llegamos a

k

V(0 = Do/ (1)~ oy

s
m

(t).

Realizemos la reduccién estandar del orden de la ecuacién diferencial, que
consiste en introducir dos nuevas variables: y; = y, y2 = y'. Entonces la

ecuacion se escribe
Y2 —k L y2 |’

que tiene la estructura anunciada. Recuérdese que el conjunto de soluciones
del sistema diferencial lineal anterior es un espacio vectorial de dimensién
2. Los valores propios de la matriz de coeficientes son

—p /2 — 4km
2m '
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Si p? — 4km > 0, entonces tenemos dos valores propios negativos \; y
A2, de tal forma que la solucién general es

y(t) = aeMt + peMt (a,B €R),

es decir, las soluciones tienden monétonamente a cero cuando ¢t — +o0.
Si 2 —4km < 0, entonces tenemos valores propios complejos conjugados
A1 ¥ Ag, con Re(A1) = —p/(2m) < 0, de tal forma que

y(t) = eReM(qcos(Im Ay t) + Bsin(Im A t) (a, B € R),

esto es, las soluciones oscilan mientras tienden a cero cuando ¢t — 4o0.
Por 1ltimo, si u? — 4km = 0, tenemos un tnico valor propio negativo
A= —u/(2m) y, por tanto,

y(t) = (a+ Bt)er" (a, B ER),

que son funciones que también tienden a cero cuando t — +oo.



Capitulo 2

Complementos sobre
matrices

2.1. Normas vectoriales y normas matriciales

En adelante K representara el cuerpo de los niimeros reales R o el de los
nimeros complejos C. Usaremos la notacién de MATLAB, de tal foma que
los vectores de K™ se representardn como x = [z(1);z(2);...;z(n)], donde
z(i) € K, 1 <1i<mn, es decir, como columnas

También podemos hablar de vector fila 2’ = [z(1),2(2),...,z(n)], transpuesto
del vector columna x.

Dados z,y € K" y a € K podemos realizar las siguientes operaciones
habituales de suma de vectores

z+y=[z(1) +y(1);z(2) +y(2);...;2(n) +y(n),
y de producto por un escalar
ar = [az(1); ax(2);...;azx(n)],

que confieren a K™ estructura de K espacio vectorial. Denotaremos la base
candnica como {e;}i;, e;i(j) = 05, 1 < 4,5 < n, donde §;; representa la
funcién delta de Kronecker que vale uno si i = j y cero en cualquier otro
caso.

Disponemos también de un producto entre un vectores fila y un vector

columna
n

2y =3 a(i)y(i),

=1



2.1 Normas vectoriales y normas matriciales 16

llamado usualmente producto escalar.

Las matrices A de m filas por n columnas sobre K las referenciaremos
escribiendo A € K™*", y las identificaremos implicitamente con los vectores
de K™" (esto se puede conseguir por ejemplo entendiendo la matriz como
el vector columna obtenido al colocar una columna de la matriz tras otra),
si bien las representaremos indistintamente en la forma

AL, 1) A(L,2) ... A(L,n)

A(2,1) A(2,2) ... A(2,n)
A= ' : : '

A(m,1) A(m,2) ... A(m,n)

donde A(i,5) € K, 1 <i<m,1<j<n,oindicando columnas
A=1[A(1),AG,2),...,A(:,n)],

donde A(:,j) = [A(1,5); A(2,7);...; A(m,j)], 1 < j < n, o bien destacando
las filas

A=[A1,:);A(2,:);...; A(m, )],

donde A(i,:) = [A(3,1), A(4,2),...,A(i,n)], 1 <i < m.

Por supuesto, los vectores de K™ se pueden interpretar como matrices de
tamano n X 1 y los vectores fila de n componentes como matrices de tamafio
1 x n. En lo que sigue, haremos implicitamente uso de las identificaciones
mencionadas entre vectores y matrices.

Como se record6 anteriormente, K™*" con las operaciones de suma de
matrices y de producto por un escalar habituales es un K espacio vectorial
de dimensién mn.

Se define el producto de una matriz A € K™*" por un vector x € K"
como un nuevo vector Axz € K™ determinado por

(Az)(i) = A(i, )z (1 <i<m).

Noétese que

es decir, Az se puede interpretar como un vector combinacién lineal de las
columnas de A.

De esta forma disponemos de una aplicacién lineal £4 : K" — K™;
Lax = Axz. Es conocido que toda aplicacién lineal £ : K" — K™ viene
determinada por una matriz en la forma anterior, como multiplicacién por
una adecuada matriz. Obsérvese que A estd determinada por cémo actia
sobre una base de K", como por ejemplo la canénica; de hecho, Ae; = A(:, j),
1<j<n.

Disponemos ademds del producto de matrices, que extiende el menciona-
do producto de vectores, y que en términos de las aplicaciones lineales que
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representan, corresponde a la operacién composicién de aplicaciones: sean
Ae K™"y Be K™% se define AB € K"™*® como

(AB)(i,j) = A(i,)B(:,§), 1<i<m,1<j<s,

es decir, el producto de la fila i-ésima de A por la columna j-ésima de B nos

da la entrada (i, j) de la matriz producto. Recuérdese que esta operacién no

es en general conmutativa, ni tan siquiera para matrices cuadradas.
Obsérvese que

AB =[AB(:,1),AB(:,2),...,AB(:, s)],
vy que también

AB = i A(:, k)B(k,:),
k=1

es decir, se puede escribir como suma de matrices en las que todas las colum-
nas son multiplos de un mismo vector.

Definicién 2.1. Una norma vectorial sobre K™ es una aplicacion ||| : K™ —
R cumpliendo:

(1) [|z]| =0, Vx € K™, y ||| = 0 si, y sdlo si, x =0,
(i) llz +yll <zl + llyl, Vz,y € K™,
(iii) [laz|| = |al|z]|, Vo € K", a € K.

Noétese que las normas sobre C™ pueden ser consideradas normas sobre
R™ por simple restriccion.

Las clases méas importantes de normas vectoriales son las llamadas p-
normas

lzll, = Q=@ (p=1),
=1

en especial los casos p = 1,2, y la llamada norma infinito (p = o0)

Obsérvese que la p-norma sobre K"y la correspondiente p-norma sobre K*,
s # n, son diferentes.

Ejercicio 2.1. Compruébese que para toda norma ||| sobre K™ se cumple
2] < cte. |lzflo (2 € K™).
Ejercicio 2.2. Para toda norma |||| sobre K™ se cumple

Nzll =yl < [l =yl (z,y € K™),

lo que en particular establece la continuidad de la norma.
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Recuérdese que todas las normas sobre K" son equivalentes, queriéndose
indicar con ello que fijadas dos normas ||||, y ||||, sobre K", existen constantes
c1,co > 0 tales que

cllzll, < llzll, < ezllzll,  (z € K™).

Esta propiedad fundamental, no valida en espacios normados de dimen-
sién infinita, permite hablar de una tnica convergencia de sucesiones, ya
que para cualquier norma la convergencia es la convergencia componente a
componente, es decir, si tenemos la sucesion de vectores {zj}72, de K"y
x € K™, entonces

limay =2 «— limag (i) = z(i) (1 <i<n).

Ejercicio 2.3. Pruébense la siguientes relaciones que muestran la equiva-
lencia de las p—normas para p = 1,2, 00:

(1) llzlly < llzlly < Vollzlly, Voe K™
() |zl < lzly < valzll,, Yze K™

Ndtese que la equivalencia de mormas es transitiva, y que por tanto, de
las anteriores relaciones se deduce la equivalencia entre |||, y ||| -

El andlisis de los problemas y algoritmos que vamos a ir introduciendo en
los préximos capitulos, requiere con frecuencia de disponer de alguna forma
de medir o cuantificar la proximidad entre matrices. Este papel lo jugardn
las normas matriciales.

Definicién 2.2. Una norma matricial sobre K™*™ es cualquier norma vec-
torial sobre K™".

Evidentemente todas las normas matriciales son equivalentes.
La norma ||||, sobre K™" es una norma matricial que recibe habitual-
mente el nombre de norma de Frobenius:

[Allp = =[AG1); A 2)5. .5 AG )]l
m 1/2
= [ D2 146G )P
i=1 j=1

mientras que en el caso de ||||, se usa la notacién

Al [A(5 1) AG2);. 5 A )]l = méx  |A(4, j)],

e = | 1<i<m,1<j<n

con el objetivo de facilitar su distincién frente a otras normas matriciales
que introduciremos a continuacién asociadas, en un sentido alternativo, a
las normas vectoriales.

Como iremos viendo, cuando tratamos con matrices hay normas que, por
sus propiedades adicionales, son mds ttiles que otras. Estas estdn definidas
en base a considerar la matriz como una aplicacién que actia entre espacios
normados.
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Teorema 2.1. Sean |||, v ||||; normas vectoriales sobre K™ y K™ respec-
tivamente. Para toda A € K™*" el conjunto

{lAzllz, - [l«llz =1},

estd acotado superiormente. La aplicacion ||| 55 : K™*™ — R determinada
por
[Allz7 = sup{l|Az|5 : [=llz = 1},

define un norma matricial sobre K™*", que llamaremos norma matricial
subordinada a las normas prefijadas. Ademds,

[All77 = max{]Az||z : |[z[l; =1}
= min{a>0: [|Az|; < ofz|;, v € K"}

Demostracion. Definimos la aplicaciéon h : {x € K" : ||z||; = 1} — R;
h(z) = [|Az|/;. Es una aplicacién continua ya que es composicién de la
norma con una aplicacién lineal. Al estar definida sobre un conjunto cerrado
y acotado, y por lo tanto compacto en K™, alcanza sus valores extremos,
es decir, existe el supremo del conjunto y de hecho es un méximo como se
anuncia al final del enunciado. Por lo tanto, la aplicacién |||, estd bien

definida. Veamos que cumple la propiedad (i) de toda norma. Si ||A||.; = 0,
entonces en particular

0 = llejll; | Aej/ llejllzllz = NAesllz = 1AG Dz, 1<i<n,

de donde se deduce que todas las columnas de la matriz son el vector nulo.
Las propiedades (ii)-(iii) de la norma son consecuencia inmediata de las
propiedades del supremo de un conjunto de niimeros reales.

Finalmente, si o > 0 cumple ||Az|, < a|z||;, Vo € K", entonces

|Az|l5 < o, Vo € K", |lzfl; =1,

lo que implica que ||Al|;; < a, probdndose que es el menor de lo nimeros
con dicha propiedad, ya que si y € K™ no es el vector nulo, entonces

1A/ lylla)z < 1Al

es decir,
1Ayll7 < [ Allza llylla, vy e K™

O

Ejercicio 2.4. Pruébese la primera afirmacion del teorema anterior medi-
ante la mencionada equivalencia de normas. (|| Az|| o < méxi<i<m (3 iy [A@, )] |2(5)]) <
n HAHméx HxHocﬂ por ejemplo)
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Proposicién 2.1. Sean ||+, ||+ v |||z normas vectoriales sobre K™, K™
y K respectivamente. Sean |||| 7, las v ||l 75 las correspondientes normas
matriciales subordinadas sobre K™*™, K™*$ y K™*$ respectivamente. Sean
Ae K™ gy Be K", Entonces

|AB|| s < [|Alls5 | Bllas  (Multiplicatividad).

Ademds, si I, es la matriz identidad, determinada por I,(i,j) = 05, 1 <
1,7 < n, entonces
Ml = 1.

Demostracion. Por el teorema anterior tenemos
|ABz| 5 < [|Allz7 [1Bzllz < |Allaz 1 Bllaz 1=l

que conduce sin dificultad a la desigualdad anunciada al tomar supremos.
La tdltima afirmacién es consecuencia inmediata de la definicién de norma

subordinada. I

La norma de Frobenius no es una norma subordinada ya que ||I,|| =
/1, y la norma méximo tampoco, ya que no es multiplicativa:

N NENE

No obstante, la norma de Frobenius si es multiplicativa: sean A € K™*™
y B € K™ entonces

IAB|F = iilx‘l(i,:) <ZZHA DIz 1BG)I3)

i=1 j=1 i=1 j=1
m

= > 114Gl ZIIB I3 = 1A 1 BIE
i=1

habiendo utilizado en la primera desigualdad la llamada desigualdad de
Cauchy-Schwarz

= 1.

max

Ty < lally Iylly (@ € K™,

Cuando tenemos una familia de normas sobre K* s € N, determi-
nadas por el mismo patrén, que denotamos sin distincién como |||, entonces
hablamos de la norma subordinada correspondiente utilizando la misma no-
tacién, entendiéndose

Al = méx [|[Az| (A e K™").
lzll=1
Entendidas en este sentido, las normas matriciales que utilizaremos en ade-
lante son las normas subordinadas a las p-normas, para p = 1,2, 00. Asi,
para A € K™*™

1All, = HH|1|aX [Az],,,
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y se cumplen
[Az]l, < [|All, =], (=€ K"),

y para B € K™*5,
1AB], < I All, Bl -

Nota 2.1. Notar que por la multiplicatividad de la norma de Frobenius se
cumple
[Az]ly < [ Allp [zl

pero es en realidad una cota demasiado burda comparada con la de la norma
[l es decir, [[Ally < [[Allp.

Ejercicio 2.5. Sea D € K™*" diagonal (D(i,7) =0 si i # j). Entonces

D]l = lldiag(D)|l (1 <p < o00).

o0
(D=l = 322, ‘Z?:1 D(i,j)x(5)| = 225 [P, 0)x (D) < ||diag(D)IIZ, Izl
s = min(m,n). Para la otra desigualdad considerar ej, 1 < j <s.)

Ejercicio 2.6. Sea z € C". Compruébese ||z, calculada como normal vec-
torial, coincide con el valor de la norma matricial subordinada |||, de la

matriz x € C"1. (Para vectores filas la propiedad no es cierta ya que se
cumple || A, = [|A*[l,, 1/p+1/g=1)

Nétese que las normas matriciales [[||,, tienen sentido tanto sobre R como
sobre C y que en principio podian tomar valores diferentes sobre una matriz
real; es decir, si A € R™*"™ entonces

max Azl < max Ax
z€R™, ||z, =1 | Hp - zeCn |z, =1 H Hp’

aunque como se verd a continuacién para p = 1, 00, no hay tal distincién.

Proposicién 2.2. Sea A € K™*". Entonces

(1) [[All, = maxi<j<n [[AG D1
(ii) |4l = mdxi<i<m [[AG )] -

Demostracion. (1) Como [[A(:, j)ll, = [[Aejll, < [IAlly [lejll; = [[All;, ten-
emos probada la desigualdad > . Por otra parte,

n

1Azl = D z()AGH| <D le@DIAG ),
j=1 . =t
odx [|AG, )yl -

IN
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(ii) Seay = maxi<i<m || A(%,:)||;. Puesto que || Az|| , = maxi<i<m ’2?:1 A, )x(j)] <
x|, v entonces ||A||,, < 7. Por otra parte, si v = ||A(do,:)||;, consideramos
el vector z € K" con, para 1 < j < n,

AGi0]) . are
2(j) = 4 Tt St Al J) #0,
1, si A(io, j) = 0.

Entonces [|z| =1,y
[All oo = A2l = [A(i0, )| = [[Ai0, )]y = -
O

Nota 2.2. El anterior resultado pone de manifiesto como conseguir para
ambas normas un vector unitario, es decir, con norma 1, para el que se
alcanza la norma de la matriz. Veamos un ejemplo de ello. Sea

= [ i/2 1+.7; } c 22,
0 —1

Entonces, || A, = max(1/2,1 +v2) = 1+ V2 = || Aes||;, luego podriamos
tomar como vector unitario donde se alcanza la norma ex. Ademds, ||All, =
méx(1/2 4+ v/2,1) = 1/2 4+ /2. Si tomamos x, = [—i; (1 —14)/v/2] se cumple
[24lloo =1 9

|zl = ||1/2+ VE—i(—i)/v2)|
= max(1/2+v2,1) =1/2+ V2= |4l .

2.2. Algunas clases de matrices

Definicién 2.3. Una matriz A € R™*™ se dice que es reqular o invertible si
eriste B € R™" tal que
BA=1,. (2.1)

Proposicién 2.3. Sea A € R"*"™. Equivalen:

(i) A es regular,

(ii) Si Az =0, entonces x =0,

(iii) Para todo b € R™ existe un x € R™ tal que Ax = b.

Demostracion. (i)=-(ii) Sea B € R™*™ tal que B A = I,,. Si Az = 0, entonces
v =1,vr = BAx = B0O=0.

(ii)<(iii) La primera propiedad expresa que el conjunto de n elementos
formado por las columnas de A es linealmente independiente y la segunda
que es sistema generador, propiedades que sabemos son equivalentes.
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(iii)=(i) Para cada j = 1,2, ...,n, sea v; verificando Av; = e;. Consider-
amos la matriz
C =[vvy...v5) € R™*™,

Como (AC)(:,j) = AC(:,j), es ya sencillo convencerse de que
AC =1,

es decir, C es regular. En consecuencia, C' verifica (iii), por lo que existe
D € R™™ tal que

CD =1,.
Asi,
A=Al,=ACD=1,D =D,
de donde,
CA=1,,
lo que establece la regularidad de A. O

Nota 2.3. FEl resultado anterior expresa que los endomorfismos sobre espa-
ctos vectoriales de dimension finita son inyectivos si y sélo si son suprayec-
tivos. Esta propiedad no es en general cierta para espacios de dimension
infinita. La alternativa de Fredholm establece dicha propiedad para los oper-
adores de la forma I — A con A un operador compacto.

Observar que de los argumentos anteriores se deduce que A es regular si
y sélo si existe B € R™" tal que

BA=AB=1,.

Recordar que en general el producto de matrices no es conmutativo.
Si C € R™ ™ cumple
CA=AC=1,,

entonces

C=CIl,=CAB=1,B=0D

por lo que en definitiva podemos establecer que una matriz B verificando
(2.1), si existe, es unica y se le llama matriz inversa de A. Usaremos la
notacién habitual B = A~ 1.

Ejercicio 2.7 (Normas con peso). Sea A € K™ " regular y sea ||| una
norma sobre K™. Pruébese que la aplicacion

|zl 4 = | Az]|, z € K",
es una norma sobre K.

Definicién 2.4. La matriz transpuesta de A € R™*™ es un elemento de
R™ ™ que denotaremos mediante A’, y que estd determinada por

Al(i,5) = A@,i) 1<i<n,1<j<m.
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Proposicién 2.4. Sean A,B € R"*" 2z € R" y o, 3 € R. Se cumplen:
(@) @'z = |23,

(i) A'(:i) = A(,:), 1<i<nmn,

(iii) (A") = 4,

(iv) (e¢A+pB) =aA' + 8B,

(v) (ABY = B'A,

(vi) A es regular si y solo si A" es regular,

(vid) 140 = 14']

Definicién 2.5. Una matriz es simétrica si coincide con su transpuesta.

Definicién 2.6. Una matriz A € R™™" diremos que es (estrictamente)
diagonalmente dominante por filas si

n
A D = (>) Y A6, 1<i<n,
J=Lj#i
y que es (estrictamente) diagonalmente dominante por columnas si A" cumple
la correspondiente propiedad por filas.

Proposicién 2.5. Las matrices estrictamente diagonalmente dominantes
son requlares.

Demostracion. Bastard que probemos el resultado para A € R™ " estric-
tamente diagonalmente dominante por filas, ya que el caso de columnas es
consecuencia inmediata de éste por transposicién. Si Ax = 0, entonces

n

AGe@ < S 1AGHIG), 1<i<n.

i=Li#i
Si |z(ip)| = ||z| . entonces de la anterior desigualdad para ig y tras simpli-

ficar |||, > O se obtiene

n

| A(f0,0)| < Z |A(io, ),

J=1j#i0
lo que contradice la hipétesis sobre A. O

Nota 2.4. La anterior propiedad no es cierta st la dominancia diagonal no
es estricta en todas las filas. Basta tomar una matriz con una fila entera de
ceros.
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Definicién 2.7. Sean A € R™" y k € ZN[-n+ 1,n — 1]. La diagonal
k-ésima de A es el vector columna

, [ [ALE+1), A(2,k+2), -+, A(n—k,n)]', sik>0
diag(4, k) = { AL — k1), A2 —5,2). -, A(nn+ k), sik <0

Las diagonales correspondientes a k > 0 las llamaremos diagonales positivas,
y diagonales negativas las correspondientes a k < 0. La diagonal k = 0 se
le llama diagonal principal. Una diagonal es nula si todas sus componentes
son nulas.

Una matriz es triangular superior si todas sus diagonales negativas son
nulas, diagonal inferior si son nulas todas las diagonales positivas, y diagonal
st es triangular inferior y superior.

Una matriz banda A € R™*™ con ancho de banda [p,q] (0 <p,q<n—1)
es aquella que cumple que las diagonales diag(A,r), —n+1<r < —q—1,
p+1<r<n-—1, son todas nulas. Asi, las matrices triangulares superiores
son matrices banda con ancho de banda [n—1,0], las triangulares inferiores
matrices banda con ancho de banda [0,n — 1], y las matrices diagonales
matrices banda con ancho de banda [0,0]. El parametro p representa el ancho
de la banda positiva y q el ancho de la banda negativa.

Las matrices de la clase Hessenberg superior (inferior) son las matrices
banda con ancho de banda [n — 1,1] ([1,n —1]).

Una matriz es tridiagonal si es una matriz banda con ancho de banda
[1,1].

Nota 2.5. Toda matriz se puede transformar mediante transformaciones
ortogonales de semejanza (por ejemplo utilizando matrices de Household-
er; al ser semejantes se conservan los valores propios, no ast los vectores
propios, pero estdan relacionados) en una matriz Hessenberg superior. Si la
matriz de partida es simétrica, la matriz de Hessenberg superior obtenida
es también simétrica y por tanto, es tridiagonal y simétrica. En el tema de
aproximacion de valores propios probaremos el resultado mencionado e in-
troduciremos técnicas especificas para aproximar los valores propios de una
matriz de Hessenberg superior.

Ejercicio 2.8. Probar que las matrices triangulares son requlares si y solo
st A(iyi) #0, 1 <i<n.

Nota 2.6. Recordemos que las permutaciones de {1,....n} son las apli-
caciones biyectivas o : {1,...,n} — {1,...,n}. Lo indicaremos escribiendo
o€ S, yo=lo(l)o(2) - a(n)], es decir, identificamos la permutacion
mediante la tmagen escrita como un vector fila.

Definicién 2.8. Sea 0 € S,,. Llamaremos matriz permutacion, asociada a
o, a la matriz
Ps = [es1) €o2) - - - €om)] € R™™",

donde {ej}?zl representa la base candnica de R™.
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En el an4lisis matricial del método de eliminacién de Gauss usaremos un
caso particular de estas matrices, las matrices asociadas a transposiciones,
es decir, a permutaciones que cambian dos elementos y dejan los demds
invariantes.

Proposicién 2.6. Sean A € R"™™ y o,~v € S,,. Entonces
(i) (APU)(:aj):A<:7U(j))> 1<j<n,

(ii) PyPy = Pyory,

(iii) (P;A)(i,:) = A(o(i),:), 1<i<n,

(iv) P, =P, 1 = P..

Demostracion. (i) (AP;)(:,j) = APy (:,7) = Aegjy = A(:,0(5))-
(ii) Consecuencia de la anterior.
(iii) [(PrA)(i,2)]" = (PRA) (i) = (A'Py)(5,4) = A'(;,0(1)) = A(0(d), 7).
(iv) La primera igualdad es consecuencia de (ii). Para la segunda,
(PyPo)(i,5) = Po(0(i),) = es(y(0(i)) = 0ij, 1<i,j5<mn,
es decir, P.P, = I, O

Ejercicio 2.9. Sea D € R™" diagonal. Estudiese como reordenar en or-
den decreciente los elementos de la diagonal principal de D mediante el
producto por matrices permutacion. (Sea o € S, tal que D(o(1),0(1)) >
D(0(2),0(2)) > ...> D(o(n),o(n)). Entonces (P.DP,)(i,j) = D(o(i),0(j))).

Definicién 2.9. Una matriz es definida (semidefinida) positiva si para todo
x € R™, no nulo, se cumple

' Az > (>)0.

En el tema de introduccién ya se mostro que las matrices definidas pos-
itivas son regulares, lo que no se puede trasladar al caso de las matrices
semidefinidas positivas (basta con considerar la matriz identicamente nula).

Ejercicio 2.10. La matriz B € R™*" es definida positiva si, y sélo si, B’
es definida positiva.

Proposicién 2.7. Sea A € R™ ™ simétrica y semidefinida positiva. Fn-
tonces

(i) AGi,i) >0, 1<i<n,
(ii) [A(,5)| < (AG,0) + A(4,7))/2, 1<4,j<n,
(iii) [|A]pax = lldiag(A)l -

(iv) Las matrices Ay, := A(1 : k,1: k), 1 < k <n, son simélricas semi-
definidas positivas.
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Demostracion. Comencemos destacando que
e;Ae; = A(i,7), 1<i,j<n.

Ahora (i) es consecuencia de ser A semidefinida positiva.
Por otra parte, al ser A también simétrica tenemos

0 < (ej +ei) Alej + ei) = A(i,7) + A(j,5) + 244, 7)

0 < (ej —ei) Alej — ;) = A(i,4) + A(, §) — 2A(i, ),

de donde se obtiene (ii) al despejar A(i,j) de ambas desigualdades.
Por (ii) tenemos |A(1, )| < ||diag(A) 1 <14,j5 <n, de donde

”oo’

1Al [diag(A)lls -

<
méx —

Por tanto (iii) queda probada ya que la otra desigualdad es trivial.
Por otra parte, es evidente que las matrices Ag son simétricas. Si con-
sideramos z € R¥ entonces

2 A =y Ay > 0,
donde y = [z; zeros(n — k, 1)]. O

Nota 2.7. Las desigualdades de la anterior proposicion son estrictas si la
matriz es definida positiva (i # j). En principio estas propiedades permi-
tirian descartar que una matriz es semidefinida positiva.

Para toda A € R™ " la nueva matriz A’A es simétrica semidefinida
positiva. En efecto, es evidente que es simétrica, y ademads

o' A' Az = (Az)' Az = || Az|)5 > 0.
De esta relacion se deduce sin dificultad el siguiente resultado:
Proposicién 2.8. Sea A € R™™ ™. Equivalen:
(1) A es regular,
(ii) A’A es definida positiva.
(iii) AA’ es definida positiva.

Proposicién 2.9. Sea A, P € R" ™ con A definida positiva y P regular.
Entonces la matriz P'AP es definida positiva.

Demostracion. La clave es la relacion
' P'APz = (Px)'APx

junto con que Px =0 siy sélo si z = 0. O
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Ejercicio 2.11. ;S5i P'AP es definida positiva, para una matriz P requ-
lar, entonces A es definida positiva? (S7; para x no nulo tenemos x' Ax =
y'P'APy > 0, siendo x = Py).

Definicién 2.10. Un conjunto {z;}%_, C R™ se dice que es ortonormal si

ziwy =0, 1<4,j <k

1

Notar que si un conjunto de n vectores de R™ es ortonormal, entonces es
una base, pues son independientes. En efecto, si tenemos una combinacién
lineal

entonces

OZ.T}(Z/\iLL’i):/\j, 1§j§n
=1

En el anterior razonamiento se refleja la propiedad interesante de las bases
ortonormales: las coordenadas de un vector respecto de dicha base se ob-
tienen con facilidad, de hecho

n

x = Z(zim) x;, ze€R"™

i=1
Obsérvese que en este caso

n

lzly = 2’z =) _(af2)*.

i=1

Nota 2.8 (Proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt). El método que
recordamos permite, a partir de un sistema independiente de vectores, obten-
er otro que genera el mismo subespacio vectorial y que es un sistema orto-
normal.

Sea {z;}F_; C R™ un sistema linealmente independiente y S = ({z;}7_,).
Probaremos el resultado por induccion sobre k. Supongamos que existen
{yi f;ll C R"™ sistema ortonormal tal que <{yl f;11> = <{:13Z ?;11>. Con-

struimos
k—1
Ve =2k — Y Nith,
i=1

donde los escalares de la combinacion lineal, N\;, se determinan exigiendo
que v sea ortogonal a y;, 1 < j < k—1, es decir,

)\i:ygxk, 1§i§/€—1.

Finalmente elegiriamos yy, = vi,/ ||vg|y. Es evidente que se cumpliria ({y;}¥_,) 2
<{x@}f:1> y serian iguales por tener la misma dimension k.
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La siguiente consecuencia nos serd 1til para probar que toda matriz
simétrica es diagonalizable.

Proposicién 2.10. Sea x € R™ con ||z||, = 1. Existen vectores {x;}1—" de
R" tales que {x} U {z;}'"]' es una base ortonormal de R".

Demostracion. Basta con asegurarse que podemos completar {x} a una base
de R™ (si z(i9) # 0, entonces {z} U{e; : 1 <i < m,i+#ip} es una base) y
luego aplicar Gram-Schmidt comenzando con . O

Definicién 2.11. Una matriz A € R™*" es ortogonal si
AA=1,.

Notar que la propiedad de ser A ortogonal se puede expresar de forma
equivalente diciendo que

A(Z,i)/A(:,j) :(Sij, 1 SZ,] §n,

es decir, que las columnas de A son un conjunto ortonormal de vectores.
Evidentemente, A es ortogonal si y sélo si A’ es ortogonal. Por tanto, lo que
se diga sobre las filas de las matrices ortogonales es cierto por columnas y
viceversa. El siguiente resultado es ya evidente.

Proposiciéon 2.11. Sea A € R™™"™. Equivalen

(i) A es ortogonal,

i) {A(:, 7)Y, es una base ortonormal de R™.
J 7j=1

(i) {A(4,:)}", es una base ortonormal de R™.

Corolario 2.1. Sea z € R" con ||z|, = 1. Existe P € R™*", ortogonal, tal
que P(:,1) = x.

En la siguiente proposicién se establece una de las propiedades més in-
teresantes de las matrices ortogonales frente a la norma matricial subordi-
nada a la norma euclidea.

Proposicién 2.12. Sea A € R"™*" y sean P € R™*™ Q € R™ "™ ortogo-
nales. Entonces

(@) [1Plly =1,

(ii) [[PAQI = [[All;-

Demostracion. Para (i) basta tener en cuenta que para todo z € R™ se tiene
|Pz||3 = (Pz) Pz = 2'P'Px = 2’z = ||z|3.

Para (ii) por la multiplicatividad tenemos

IPAQIly < (1Pl [[Ally 1Rl = [[All; -
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Por otra parte, por la desigualdad probada,
[Ally = ||P'PAQQ'|[, < IPAQ]l,,
lo que acaba de probar (ii). O

Nota 2.9. Si P € R™*" verifica P'P = I,,, entonces ||P|ly = 1.

2.3. Valores y vectores propios de una matriz

Comencemos recordando el concepto de determinante de una matriz A €
R™ " o de un conjunto de n vectores R", y algunas de sus propiedades
bésicas.

Definicién 2.12. Una aplicacion

det : R"=R"xR"x...xR" =R
A = [A(1)A(L2) ... A, n)] — det(A)

es un determinante sobre las matrices R™*™ si cumple:

(1) det es lineal respecto de las columnas de A,
(ii) st A(:,0) = A(: ) parai # j, 1 <i,j <n, entonces det(4) =0, y
(iii) det(I,) =1.

Nota 2.10. La anterior nocién de determinante se extiende sin dificultad
a K™*" con K un cuerpo.

Se puede probar que las anteriores propiedades determinan de forma
univoca la aplicaciéon y que viene dada por

det(4) = 3 _ (-1 JJ AG, 0(0)),

UGSTL

donde s(o) representa el nimero de inversiones en o respecto de la per-
mutacién identidad (cambios respecto del orden natural entre los primeros
n numeros naturales).

Proposicién 2.13. Sean A, B € R™*" y o € R. Se cumplen:
(i) det(A) =det(A").

(i) det(A) = 0 si, y solo si, las columnas de A son linealmente dependi-
entes.

(iii) Si C(:

1) = A(Ld) + @A(s ), vy C(Lk) = AL k), k # i, entonces
det(A) =

det(C).
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(iv) det(AB) = det(A) det(B).
(v) Si A es regular, entonces det(A™1) = det(A)~L.

(vi) Sea 1 < j < n. Entonces det(A) = > | A(i,j) Aij, donde A;j =
(=1)" M;; (Aij cofactor de A(i,j)) y Mi; es el determinante de la
matriz obtenida al eliminar de A la fila i-ésima y la columna j-ésima.

(vii) Si A es regular, entonces A71(i,5) = Aj;/ det(A).

Definicién 2.13. La matriz conjugada de A € C™*" es la matriz A € C™*"
determinada por

A(i,j) = A(i,j), 1<i<m,1<j<n
Ejercicio 2.12. Probar las siguientes afirmaciones para matrices de dimen-
siones adecuadas: A=A, A+ B= A+ B, AB = AB, aA =aA, A = A,
At=a-T
Definicién 2.14. El nidmero complejo A es una valor propio de A € R™"*™
si existe x € C™, no nulo, tal que

Az = \z.

En este caso, diremos que x es un vector propio asociado a \.
Mediante o(A) denotaremos el conjunto de los valores propios asociados

a A.

La condicién anterior se puede interpretar como que las columnas de la
matriz A — X son linealmente dependientes, o equivalentemente

det(A—)\) =0,

que es la llamada ecuacién caracteristica. Asi o(A) es el conjunto formado
por las raices del llamado polinomio caracteristico det(A — \), que es un
polinomio de grado n y que, por tanto, tendrd en C exactamente n raices si
las contamos tantas veces como indique su orden de multiplicidad.

Ejercicio 2.13. det(A4) =[] ¢ a) M) (En, efecto, Pa(p) = det(A—p) =
(=)™ [xeoqay (1 — NV, luego, det(A) = P4(0) = (—1)*" [Tyeq(a) A"™).

Nota 2.11. Dado un polinomio P(A) = A" + a1 \" 1 + ... +an_ 1A+ an, la
matriz (matriz ‘companion’)

—a] —as —an,
1 0 0
A= ]
0 1 0

tiene por ecuacion caracteristica P(A) = 0.
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Sea A € o(A). El conjunto de vectores propios asociado
SA(A) ={z € C": Az = Az},

es un C-espacio vectorial de dimensién (llamada dimensién geométrica) entre
uno y el orden de multiplicidad de A como raiz del polinomio caracteristico
(multiplicidad algebraica que denotaremos mediante k()\)). Si A € o(A)NR
entonces Sy = {x € R": Az = Az} es un espacio vectorial real de dimensién
entre 1 y k().

Recordemos porqué podemos considerar vectores propios reales en este
caso. Si z € S, entonces la descomposicién en parte real e imaginaria de la
relacién Ax = Az es

ARe(x) +iAIm(z) = ARe(z) + iA Im(z),
por lo que Re(x), Im(x) € Sh.
Ejercicio 2.14. o(A) = o(A').
Nota 2.12. Para A € C™*"™ se cumple que

C" = @ ker(A — X)),
A€o (A)

Proposicién 2.14. Sea A € R™™™ simétrica. Entonces
(i) o(A) CR.

(ii) SiA es semidefinida positiva, entonces o(A) C [0,00).
(iii) SiA es definida positiva, entonces o(A) C (0,00).

Demostracion. Sean X € o (A) y = € tales que Az = \z. Entonces, teniendo
en cuenta que A es simétrica y real,

A= =\ (2.2)

TAr (x’Aw)l _ 2'Az

T Tz Tz

lo que prueba (i). Los apartados (ii) y (iii) son consecuencia de que al ser los
valores propios reales podemos considerar vectores propios asociados reales,
y de la primera igualdad de (2.2)) (el cociente se llama cociente de Rayleigh)

O

Ejercicio 2.15. ;FEs cierto el resultado anterior sin ser la matriz simétrica?

No, la matriz
1 -1
=

es definida positiva y o(A) = {1 £1i}.
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Definicién 2.15. Una matriz A € R™ " es diagonalizable si existe P €
R™ "™ regular, tal que
D=P'AP

es diagonal.

En realidad en la definicién anterior admitimos sélo que sea diagonaliz-
able en R. La condicién de ser diagonalizable se puede reinterpretar como
sigue. Por una parte

det(A — \) = det(P71AP — \) = det(D — \) = ﬁ(D(i, i) —\)
i=1

y por tanto, 0(A) = o(D) = diag(D). Ademds, como PD = AP, entonces
AP(:,j) = D(4,5)P(;,4), 1<j<n.

Al ser las columnas de P una base de R™, por ser regular, y puesto que
acabamos de comprobar que las columnas de P son vectores propios asoci-
ados a los valores propios de A, resulta que existe una base de R” formada
por vectores propios asociados a valores propios de A. El reciproco es, evi-
dentemente, cierto, de ahi que pueda usarse esta propiedad como definicién
alternativa de matriz diagonalizable.

Hay matrices que no son diagonalizables ni en C, ya que existe A € o(A)
tal que dim(Sy) < k(X), donde k() es la multiplicidad del valor propio como
raiz del polinomio caracteristico. Téngase en cuenta que vectores propios
asociados a valores propios distintos son independientes.

Ejercicio 2.16. La matriz
0 —1
by

no es diagonalizable en R ya que o(A) = {+xi}, pero silo es en C ya que

SRR |

0 1
A=
tiene 0 como unico valor propio, pero no es diagonalizable, ni en C, por la
situacion antes mencionada. Veamos de todas formas una prueba directa de
la afirmacion. Si existiera P € C™ ", regular, tal que P~YAP = zeros(2),

entonces realizando los productos de matrices llegariamos a que P(2,:) es el
vector nulo, lo que contradice la regularidad de P.

N[ =N | =

La matriz

Por contra, toda matriz con valores propios reales simples es diagonaliz-
able. También las matrices simétricas, como vemos a continuacién.
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Teorema 2.2. Sea A € R™™"™ simétrica. FExiste P € R™™ ortogonal tal que
P'AP es diagonal.

Demostracion. Por induccién sobre n. Para n = 1 es evidente que podemos
conseguir el resultado deseado. Supongamos el resultado cierto para n — 1.
Sea A € 0(A) C Ry x € R" vector propio asociado con |z||, = 1. Por un
resultado previo, existe @@ € R"*", ortogonal, con Q(:,1) = z. Entonces

(Q'AQ)(:,1) = A\Q'x = Ney.

Como Q' AQ es simétrica por serlo A, entonces
/ A0
Q'AQ = [ o

donde B € R(=1Dx(=1) Como B es simétrica (B(4,5) = (Q'AQ)(i + 1,7 +
1)), entonces por la hipétesis de induccién existe R € R=Dx(=1) " ortogo-
nal, tal que E = R'BR es diagonal. Tomamos

que es ortogonal

o [t 0], [T 0] [1 0o][1t 0] [1 o07_
re=l wleelo r]=|o w)lo r)=|o mr)=t

y ademads
, |10 A0 1 0| | A 0 A0
PAP_{O R’}[O B][O R}_[O R’BR}_[O E]

Nota 2.13. En dimension infinita hay un resultado similar para operadores
compactos y autoadjuntos T sobre un espacio de Hilbert X separable; se
prueba que existe una base Hilbertiana de X formada por vectores propios
asociados al operador T'. Es frecuente utilizar bases especiales formadas por
funciones propias asociadas a un operador diferencial (por ejemplo en el
tratamiento de problemas mixtos asociados a EDPs podemos utilizar desar-
rollos en serie de Fourier respecto de bases obtenidas a partir de un operador
diferencial de tipo Sturm-Liouville)

Nota 2.14. La base ortonormal de R™ formada por vectores propios de una
matriz simétrica se puede obtener hallando una base ortonormal en cada
subespacto propio y uniéndolas todas ellas.

Nota 2.15 (Teorema de Schur). Con el mismo tipo de argumento que en el
teorema previo, se puede probar que para toda A € R™™™ existe ) € C"*"
unitaria (@/Q = I,,) tal que

Q'AQ
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es triangular superior. Observar que la diferencia estriba en que al no ser
simétrica no podemos afirmar que los valores propios son reales ni que la
transpuesta de la primera fila coincida con la primera columna.

Aparentemente, este resultado permite obtener los valores propios de una
matriz, pero hay que destacar que la anterior factorizacion se basa en el
conocimiento de valores y vectores propios, y sin conocerlos no es factible
obtenerla en un nudmero finito de pasos.

En general, no se puede afirmar que la matriz () pueda elegirse real. En

efecto, sea
0 1
A= [ ol ]

Si existiera Q € R?*2, regular, tal que Q TAQ es triangular superior, en-
tonces se comprueba facilmente que Q(:,1) debe ser el vector nulo.

Corolario 2.2. Sea A € R™" simétrica definida positiva. Entonces
det(Ag) >0, 1<k<n.

Demostracion. Por ser A simétrica, existe P € R™ ™ ortogonal, tal que
D = P'AP es diagonal. Por ser A simétrica definida positiva, entonces
o(A) C (0,00), por lo que D(i,i) >0, 1 <i < mn. Asi,

n

det(A) = det(D) = [ [ D(i,i) > 0.

i=1
El resultado es consecuencia de que las matrices Ay gozan de la misma
propiedad que A. O

Nota 2.16. FEl resultado anterior es inmediato si recordamos que el produc-
to de los valores propios nos proporciona el determinante y que éstos son
todos positivos. En el tema de matrices especiales veremos que el reciproco
también es cierto, y, por tanto, tendremos una caracterizacion para matri-
ces simétricas de la propiedad de ser definida positiva, que se conoce como
Criterio de Sylvester.

Corolario 2.3. Sea A € R™™™ simétrica. Entonces A es definida positiva
st, y solo si, o(A) C (0,00).

Demostracion. Por ser A simétrica, existe P € R"™*"™, ortogonal, tal que
D = P’ AP es diagonal. Por tener todas las entradas de la diagonal principal
positivas, D es definida positiva. Como ya probé en Proposicién 2.9] A =
PDP' es definida positiva. O

Definiciéon 2.16. El radio espectral de A € R" ™ es el niumero real no
negativo

r(A) = max{|\| : A € 0(4)}.

Corolario 2.4. Si A € R™" es simétrica, entonces

[Ally = r(A).
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Demostracion. Por el teorema previo existe P € R™ ™ ortogonal tal que
D = P’ AP es diagonal. Por tanto

1Al = |[PDP'[|, = ID]l, = ||diag(D)]lo = r(A).
O

La relacién no es cierta en general; considerar por ejemplo una matriz
cuyo unico valor propio es el cero, pero no es identicamente nula. El sigu-
iente teorema relaciona completamente las cantidades ||A|| y 7(A4), donde |||
representa una norma matricial subordinada.

Teorema 2.3. Sea A € R™ ™, Entonces

(i) Para toda norma matricial ||| subordinada a una norma vectorial com-
pleja ||| se tiene

r(A4) < || Al
(ii) Para todo € > 0, existe una norma matricial subordinada, ||||., tal que

[l < 7(A) +e.

Demostracion. Sea x € C™ un vector propio no nulo asociado al valor propio
A € C. Entonces,
Al ]l = | Azl < [ Al {l]]

de donde se deduce (i).

Probemos (ii). Por el teorema de Schur existe @@ € C"*", regular, tal que
T = Q™1 AQ es triangular superior, y por tanto, o(A) = o(T) = {T'(i,1)}" ;.
Para § > 0, atin por determinar, consideramos la matriz

Ds = diag([16 ... ")),

cuya inversa es Ds-1, y calculamos

[ T(1,1) 6T(1,2) 6°T(1,3) §"IT(1,n)
0 T(2,2) 6T(2,3) . §"2T(2,n)
Ds1TDs = : : : :
0 0 T(n—1,n—1) 6T(n—1,n)
| 0 0 0 T(n,n)

Elegimos ahora § cumpliendo

n
Y TG E) <e, 1<i<n-1,
k=i+1

lo que es factible ya que las expresiones de la izquierda de las desigualdades
anteriores son funciones de § que tienden a cero cuando § — 0. Con ello
conseguimos que

HD671Q71AQD5HOO <r(A)+e, (2.3)
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por lo que sélo resta introducir una norma vectorial adecuada.
Introducimos la matriz regular B = QDs y definimos la norma

x|, = HB_leOO, x e C".
Entonces, para toda S € R™*" se tiene

ISl = méx_ Sz,

lz]|.=1, zeCn B HB—lxméX HB?lS‘rHOO
=1

=1,zeCn

lloo

= mix (BB = B
lyllo=1,y€C"

lo que proporciona (ii) por la desigualdad ({2.3)). O

Nota 2.17. Fvidentemente primer apartado del teorema es cierto para nor-
mas matriciales sobre C"*™ que sean multiplicativas, como por ejemplo la
norma de Frobenius.

Notar que en (i) la norma |||, la podemos encontrar tanto compleja
como real, ya que |||, se puede restringir a R™ obteniéndose una norma
vectorial real, y ademds

max  [|Sz||, < max  ||Sz|..
lzl.=1,zeRn l|z||.=1, zeCn

Ejercicio 2.17. Sean A € R™" yp =1,2,00. Entonces

Az||, = { Azl|, .
| Az, ||xuplfﬁ}§e@” zl|,

max
lz]l,=1, zeR™
(Segin afirma P. G. Ciarlet, el resultado anterior no es cierto de forma
general).

2.4. La factorizacién mediante valores singulares

(SVD)

Definicién 2.17 (Singular Value Decomposition). Sean m,n € N. Sea
A € R™", Una factorizacion mediante valores singulares de A, o SVD,
es aquella de la forma

A=UxV',

donde U € R™™ ¢ V € R™™ son ortogonales, y ¥ € R™*™ es una matriz
diagonal, de tal manera que si diag(X) = [py; fio; - -5 1y, p = min(m,n),
entonces se cumple

g = pg =0 2y > 0.

Los elementos diag(X) son los llamados valores singulares de A. Las colum-
nas de U, u; == U(:,1), 1 < i < m, son los llamados vectores singulares a
izquierda, y las columnas de V, v; := V(:,i), 1 < i < mn, son los llamados
vectores singulares a derecha.
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Nota 2.18. Para m > n, existe otra versién de la factorizacion SVD lla-
mada por algunos autores version econémica (‘economic size’, ‘thin’). Nétese
que las submatrices recuadradas dentro de las matrices de la factorizacion
SVD en el siguiente esquema, son en realidad innecesarias por el caracter
diagonal de X:

Bl

de ahi que se de una definicion alternativa en la forma ULV en la que U €
R™*" cumple U'U = I,,, ¥ € R™" es diagonal y V € R"™ ™ es ortogonal.
Bastaria pues eliminar de la  SVD la parte recuadrada para pasar a la
version econdmica. Y viceversa, desde la version econdmica podemos pasar
a la estdndar a base de completar las columnas de U a una base ortonormal
R™ y ampliando ¥ de forma que (i, :) son el vector nulo paran+1 < i < m.

Si A € R™™ con m < n, la factorizacion mediante valores singulares
cuando se trabaja con la versidn econdmica se suele establecer en términos
de la correspondiente a A’.

Asumamos en los comentarios siguientes que existe una factorizaciéon
SVD de A, A = UXV’, y analicemos que papel juega cada elemento de la
factorizacién y que informacién aporta dicha factorizacién sobre la matriz
A. Este andlisis proporcionars las claves para demostrar la existencia de la
SVD. En primer lugar nétese que

P
A= Z [ U5V (2.4)
j=1

Por lo tanto, para reproducir A sélo necesitamos las primeras p columnas
de U y V junto con los valores singulares. En realidad, por la relaciéon ,
sélo las primeras p columnas de U y V son las que nos interesan de la
factorizacion, los restantes sélo se utilizan para conseguir las dimensiones
requeridas (ver nota previa de nuevo).

Noétese que las matrices Hujv;-

, = 1,1 < j5 < p, por lo que la relacién
puede visualizarse como la de expresar la matriz A como superposicién de
‘capas’ 0 matrices del mismo tamano que la original, pero con pesos o 'im-
portancia’ dependiendo del correspondiente valor singular. En este sentido,
las primeras ’capas’ serfan las mas 'importantes’.

Ademas, tenemos

[A]ly = 1IZlly = lldiag(3)]| oo = p1-

Ademass,
AA=VYXU UV =VvY'sV.

Por lo tanto, las matrices A’A y X' son semejantes, lo que implica que
tienen los mismos valores propios. Lo mismo puede decirse de AA" y X3, Si
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m > n = p, como X'Y = diag([u3;...; uz}), entonces los valores singulares
son las raices cuadradas positivas de los valores propios de A’ A, mientras que
de forma andloga, si m < n y los valores singulares son las raices cuadradas
positivas de AA’. En realidad, las primeras p, en orden decreciente, raices
cuadradas positivas de los valores propios de A’A y de AA’ son las mismas.
Recuérdese ademéds que A’A € R™"™ y AA" € R™™ gson simétricas semi-
definidas positivas, y que, por lo tanto, sus valores propios son no negativos.
Y ambas matrices son diagonalizables mediante matrices ortogonales.
Por otra parte, para , se tiene

Avg = pug, 1 <k <p; Avgy =0,p+1<k <n,

Alug, = v, 1 <k <p; Aup =0, p+1 <k <m.

En consecuencia,
A Avy = ppAluy, = pog, 1 <k <p; AAv, =0, p+1<k<n,

luego los vectores singulares a derecha son vectores propios de la matriz A’ A,
y

AA g, = ppAvy, = piug,, 1 <k <p; AAup =0, p+1<k<m,

es decir, los vectores a izquierda de A son vectores propios de la matriz A’ A.

La existencia de una factorizacién SVD de A se traduciria en que existen
bases ortonormales en R™ y R™ tales que la aplicacién lineal determinada
por A tiene matriz asociada respecto de dichas bases diagonal (X):

A (an{"éi}?:l) —  (R™ {ui}i2y)
T =) T Z?:l“jxj“j

Si s € {0,1,...,p} representa el nimero de valores singulares no nulos,
entonces es muy fdcil comprobar que rank(A) = s. La definicién del rango
de una matriz en términos de la SVD es utilizada ampliamente dentro del
dmbito del Anadlisis Numérico. Ademds, partiendo de una SVD de A se
obtienen de forma inmediata bases de los espacios nicleo e imagen de A
(Proposicion [2.15).

La diferencia con el problema de diagonalizacién de matrices cuadradas,
estriba en que en este caso la base es la misma en ambos espacios, aunque no
necesariamente es ortonormal; en contraposicién, asi como no toda matriz es
diagonalizable, ni tan siquiera en C, veremos a continuacién que toda matriz
s{ admite una factorizacién SVD. Por supuesto, la SVD de una matriz, tal
como se ha definido, no es en general tnica.

Teorema 2.4 (Existencia). Toda matriz A € R™*™ posee una SVD.

Demostracion. Sean {)‘]2‘}?’:17 con A\; >0, 1 <5 <mn, los valores propios de
A’ A ordenados en orden decreciente, es decir,

N>M>- 222 >0,
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y sea {vj}?zl una base ortonormal de R™ formada por vectores propios
de A’A, de forma que

AlAv; = )\?vj (1<j<n).

Consideramos la matriz ortogonal V' = [vy,...,v,]. Comprobemos que los
vectores de la familia {Av; };7‘:1 son ortogonales dos a dos. En efecto,

v; Al Av; = MNvhv = M6 (1<i,5 <n).

,.
J
En particular, ||Avj|[, = A;, 1 < j < n, por lo que Av; es el vector nulo si, y
sélo si, Aj = 0. Como rank(A) = dim({Av;}7_;) < p = min(m,n), entonces
Aj=0,p+1<j<mn Seas e {0,1,...,p} el nimero de valores propios
de A’A no nulos, es decir, \; = 0, s+ 1 < j < n. Nétese que Av; = 0,
s+ 1 < j <n. Definimos

uj = A’Uj/)\j (1 S] S 8),

y, si fuera necesario por tenerse s < m, completamos {u;};_; a {u;}I",, base
ortonormal de R™. Definimos U =: [u1, ..., up] y £ := diag([A1; X2;...; A\]) €
R™*™  Entonces

S S n
uxv' = Z )\ju]'U; = ZAvjv;» = ZA’U]'U;-
j=1 j=1 j=1

= AZ’UJ"U;' = AVV' = A,
j=1

probando que UXV’ es una SVD de A. O

Nota 2.19 (extensién de un conjunto linealmente independiente a una
base). Consideremos {u;};_; C R", s < n, linealmente independiente. Va-
mos a determinar vectores {u;}i—, | tal que {u;};_; es una base de R™,
Supongamos uy = 311 Aije; y que Ay # 0. Entonces {ui}U{e;}i, ;4 es
una base de R™. Entonces us = Aojiuq + Z:‘L:Li#h A2i €; con algun Az, # 0,
io # 1. Ast, {ur,uat U{eitiy ;4 4, €5 una base de R™. Por un proceso de
induccidn sobre s se obtendria el resultado deseado.

Nota 2.20. La demostracion del teorema anterior proporciona un método
para obtener una descomposicion SVD de una matriz, pero no es conveniente
desde el punto de vista numérico, ya que los errores producidos en el cdlculo
de A’ A con aritmética en punto flotante pueden ser determinantes, es decir,
es un proceso sensible a las perturbaciones.

Nota 2.21. También es cierto que toda matriz compleja admite una fac-
torizacion SVD, sdlo que las matrices de transformacion en este caso son
unitarias (E/R = I,, R € C"*"). Nuestro objetivo es tratar matrices reales,
de ahi que hayamos evitado esa pequena complicacion adicional en la ex-
POSILCION.
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0 1
Ejemplo 2.1. Obtengamos una factorizacion SVD de A = | —1 0
-1 1

Tenemos
2 -1
IA—
AA= [ 2 } ,
uyos valores propios son {3,1}, por lo que py = V3 Yy o = 1, con vectores
propios asociados [—1;1] y [1; 1] respectivamente. Tomamos v1 = [—1;1] /v/2,
vy = [1;1] /v/2. Tenemos Avy = [1;1;2] /v/2 y Avg = [1; —1;0] /v/2. Tomamos

up = [1;1;2] /V6 y us = [1;—1;0] /v/2. Completamos a una base ortonormal
tomando ug = [1;1; —1] //3 y tenemos

V3 0

[u1,ug,us] | 0 [v1, va)’

)

1
0
1 V3 V2 V3 0 L
= — |1 -3 V2 01[ ]ZA-
2 0 -2 0 0

Ejemplo 2.2. Obtengamos una factorizacion SVD de A = [ 01 L ]

0 -1 -1
Aunque seria mads comodo trabajar con AA’, vamos a realizar los cdlculos
tal y como se proponen en la primera demostracion de existencia. Tenemos

000
AAa=10 2 2|,
0 2 2
cuyos valores propios son {4,0,0}, por lo que puy =2 y py = 0, con vectores
propios asociados [0; 1;1], [1;0;0] y [0; —1; 1] respectivamente. Como los vec-
tores propios asociados al valor propio doble 0 son ortogonales, tomamos
v = [0;1;1] /V2, va = [1;0;0] y v3 = [0;—1;1] /v/2. Tenemos Av, =
[2; —2]/V/2, Avy = Avs = [0;0]. Tomamos uy = [1;—1]/v/2 y completamos
a una base ortonormal con uy = [—1; —1] /\/2. Entonces

2 0 0
[u1, ug] { 00 0 ] [v1, va, 3]’

0 1 1
1[1 —1][200] V3
2 =1 -1 000 0 1 1

Listamos a continuacién algunos resultados interesantes que relacionan
la SVD con las propiedades de la matriz. Destacar el apartado (iii) que
expresa rank(A) = dim(ran(A)) en términos de los valores singulares. Estd
es la definicién més 1til desde el punto de vista numérico.

Proposicién 2.15. Sean A € R™*" y p:= min{m,n}. Sea A =UXV’ una
factorizacion SVD de A. Se cumplen:
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(i) Los wvalores singulares de A € R™ ™ son las raices cuadradas positivas

de los primeros p, en orden decreciente, valores propios de A’A o de
AA'.

(i) [1AlF = 27 3y [AG ) = 20 -

(iii) [|Ally = py = /r(A'A) = /r(AA) = || A']],.
(iv) Sim=n, |det(A)| =TT\, 1-

(v) Sea s € {0,1,...,p} el nimero de valores singulares de A no nulos.
Entonces rank(A) = s, ker A = ({vi}j_ 1) eim A= ({A(:, i)} ) =
({uitizi)-

(vi) Supongamos m = n. Entonces, A es reqular si, y sélo si, p,, > 0. En
este caso,
1Ay = !

Azl
lll

(0 equivalentemente, mingg = u,). Por lo tanto, kao(A) =

HAH2 HA71H2 = :ufl//’Ln'

Demostracion. (ii)-(iii) Consecuencia de que la norma de Frobenius y |||,
son invariantes por transformaciones ortogonales.

(iv) Obsérvese que |det(U)| = |det(V)| = 1.

(v) Téngase en cuenta que respecto de las bases formadas por vectores
singulares la aplicacién lineal representada por A es diagonal, junto con el
teorema de la dimension.

(vi) La primera parte es consecuencia de (iv) o de (v). Para la segunda

1Ay = V=20l = =7 = wa
O

Ejercicio 2.18. Compruébese que o(A’A) N (0,400) = a(AA") N (0, +00).
Estudiese como transforma una aplicacion lineal del plano en el plano la
circunferencia unidad.
La factorizacion de una matriz simétrica mediante sus valores propios
es una SVD de la matriz? Y si la matriz es ademds semidefinida positiva?

Teorema 2.5 (Teorema de la mejor aproximacién). Sean A € R™*™  con
rank(A) = s> 1. Sea A =UXV' una descomposicion SVD de A. Sean

k
Ay = Z,ujujz}; (1<k<s—1).
j=1

Entonces

tes1 = |A = Aglly =min {||JA = B|ly: B€ R™", rank(B) <k} (1<k<s-1).
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Demostracion. Aligual que hemos razonado anteriormente con A, rank(Ay) =
k, y también sabemos que ;1 = ||[A — Agl5. Sea B € R™*" con rank(B) <
k. Como por el teorema de la dimensién n = rank(B)+dim(ker B), entonces

dim(ker B) > n — k. Consideremos el espacio vectorial W := <{Ul}fill> que
evidentemente tiene dimensién k£ + 1. Asf tenemos

n+dim (W Nker B) > dim (W + ker B)
+dim (W Nker B)
> n—k+k+l=n+1,

luego existe algin vector unitario y € ker BN W y se tiene

2

k+1
2 2
1A= B3 > [l4yl; =|]D_ n(vjy)u
j:1 2
k+1 k+1
2 2 2 2
= ) wWw)? = pi Y (W)
j=1 J=1
2
= Hz+1 lyllz = Ni+1v
de ahi que el minimo se alcanze en Ay. O

Nota 2.22. El teorema anterior se enuncia para los casos donde realmente
dice algo interesante. Analicemos el resto de casos. En el caso de iy, donde
entenderiamos que estamos comparando con la matriz nula, Ay := 0, ten-
driamos

py = ||All, = min {||A — Bl|y : B € R™*", rank(B) = 0},

pues una matriz tiene rango cero st y solo si es la matriz nula. En el caso de
que haya indices s +1 < k < p, se tiene que la matriz A tiene rango menor
que k, pp. =0 y Ap_1 = A, de donde se deduce inmediatamente que

0=y =[|A— Ak, =min {||A - B|,: B R™", rank(B) <k} =0.

En definitiva, con la notacion Ag := 0, el teorema anterior se puede
extender a todos los indices 1 < k < p de la siguiente forma:

pp = ||A—Ag_1lly = min{||]A - BJ|, : B R™*", rank(B) < k} (1<
kE<p).

Nota 2.23. Del teorema anterior se desprende que si A es reqular, entonces

1

T = min{||[A— Bl|, : B es singular} .
(2|

Se puede probar, por otra via, que el resultado es cierto para toda morma
matricial subordinada.
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Corolario 2.5. Sean A, B € R™*" y sea p = min{m,n}. Entonces

e (A) = p(B)| < [[A= B, (1 <k <p).

Demostracion. Sea 1 < k < p. Sea C € R™*™ de rango menor que k.
Entonces por la Nota v la desigualdad triangular se tiene

pp(B) < |B=Clly < [[A=Clly+ [|A— By,
de donde tomando minimos respecto de C' se obtiene
p(B) < px(A) + |A = Bl
Intercambiando los papeles de A y B llegamos a
p(A) < py(B) + |A = Bl
y esto prueba la tesis del enunciado. O

Obsérvese que el resultado anterior establece la ’estabilidad’, o depen-
dencia continua, del concepto de valor singular de una matriz: pequena per-
turbacién en el dato A se transmite en una perturbacién en los valores
singulares del dato incluso del mismo orden.

Ejercicio 2.19. Sea A € R™*" y sea {A,}ren C R™*™ una sucesion con-
vergente a A. Entonces

m gy (Ar) = pp(A) 1<k <p).

r—00

Ejercicio 2.20. El conjunto de las matrices de R™*™ de rango completo,
(rank(A) = min(m,n)), es abierto en R™ ™. En efecto, si A®) ¢ R™*" —

A, cuando s — oo, y rank(A®)) < p = min(m,n), entonces

— 0,

y(4) < 4 - A

es decir, el limite A es también de rango deficiente, luego el conjunto indi-
cado es abierto.

Ejercicio 2.21. El conjunto de matrices de rango completo es denso en
R™*™ Sea A € R"™™ de rango deficiente. Consideramos una SVD de la
matriz, A = USV', y tomamos A% = ULV’ donde =*) es la matriz
diagonal obtenida al sustituir las entradas nulas de la diagonal principal de
Y por el valor 1/k, para k € N. Sabemos que A®) tiene rango completo y
ademds HA — A(k)H2 = 1/k, lo que prueba la densidad mencionada.

Ejercicio 2.22. Sea A € R™"™ simétrica. Sean Apm(A) = min{\ : X €
0(A)} y Amax(A) = max{\: A € 0(A)}. Entonces

Amin |2]5 < 2/ Az < Amax ||2]3, Yz € R™
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Como consecuencia pruébese que para toda A € R™™™ se tiene

[Ally = vr(A"A).

Si ademds A es simétrica, entonces

[Ally = r(A).

Ejercicio 2.23. Para toda norma matricial |e| existe a > 0 tal que o |e| es
una norma multiplicativa. Basta tener en cuenta la equivalencia de normas
con una norma multiplicativa como por ejemplo |||5, y exigir que se cumpla
la multiplicatividad usando la multiplicatividad de |||,

Ejercicio 2.24. Para toda norma matricial multiplicativa, ||||, eziste una
norma vectorial, ||, tal que la norma matricial subordinada, que denotamos
tqual, cumple

Al < || Al (A e K").

(La idea es definir |z| = ||[x0 ... 0]||, y observar que se cumple |Ax| <

[A[}f]-)

Ejercicio 2.25. FEl limite de matrices ortogonales es ortogonal.



Capitulo 3

Solucién Numeérica de
Sistemas de Ecuaciones
Lineales

En lo que sigue asumiremos, si no decimos lo contrario, que A € R™*"
es regular y que b € R". Adems4s, consideraremos la norma matricial subor-
dinada a una norma vectorial real ||||, y la denotaremos de la misma forma.

El objetivo de este tema es analizar la solucién numérica, que no la
exacta, del sistema Ax = b, estableciendo pautas que permitan decidir si es
una solucién numeérica aceptable o no, a la par que analizaremos como viene
afectada ésta bajo perturbaciones de los datos del problema: A y b.

Como consecuencia de trabajar con aritmética de precisién limitada, al
aplicar por ejemplo un método directo como eliminacién de Gauss, obten-
dremos una aproximacioén z de la solucién x. Una primera cuestién es decidir
si el hecho de que el residuo r; := AZ — b sea pequenio en relacién con el
tamano de b, implica que T y = estdn relativamente cerca. Y viceversa, si
el error relativo cometido al aproximar la solucién es pequeno, ;podemos
afirmar que el error relativo entre AT y b es pequenio? En el caso de ecua-
ciones no lineales es conocido que no son ciertas las citadas implicaciones,
pero podria resultar que el caso lineal fuera diferente. Veamos unos ejemplos
que clarifican la situacién.

Ejemplo 3.1. Sea 0 < e << 1. Consideremos A=[1+¢,1 —¢;1 —¢,1+¢]
y b =12;2]. La solucion solucion exacta de Ax = b es x = [1;1]. Notar que
la matriz de coeficientes es simétrica definida positiva y, como veremos,
ésa es una clase de matrices para la que los métodos de aprorimacion de
la solucién que iremos introduciendo presentan menos problemas. Sea T =
[2;0]. Entonces, |T — x|y, / ||zl = 1 mientras que ||r|| o, /||b]l = €-

Ejemplo 3.2. Consideramos la matriz A = [1.2969, 0.8648;0.2161,0.1441]
cuyo determinante es 1078, Ademds, A~! = 108[0.1441, —0.8648; —0.2161,1.2969).
Sea b = [0.8642;0.144]. La solucion de Az = b es v = [2; —2]. Consideramos
7 = [0.9911; —0.487], entonces r3 = AT — b = [-107%;107%]. Por lo tanto,
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tenemos R
I = oo 51579 = 0.7565
12| o
Yy
I"lloo _ 108 /0.8642 < 1.16 % 10",
16/l
Por otra parte, si tomamos ahora b = [1;1], entonces la solucidn ex-

acta es x = 108 * [—0.7207; 1.0808]. Sin embargo, A x [—10%;108] = 108 %
[—0.4321; —0.072], teniendo entonces

~

WO — 0.2793/1.0808 < 0.26
! Il
T
S0 > 4% 107,
16]] oo

Proposicién 3.1. Para todo T € R", sir; := AT — b, se tiene
1 Irll _ [le =z —1yp Il

< < ||A]l [|A )
Al A= 111l | | HHW

Demostracion. De entrada tenemos

]l = [|A=%][ < |A~H] Il

1ol = 1Az ([ < [lA] f|]] -

Por una parte,

le =21 = |47 - AD)| < A7 IIr]
[ N NN AT

IN

y por otra,

[A(z —2)|| < [|A]l |z — 2|
1Az = 2 [[AH] 1l / fl]l

17

IN

lo que prueba las desigualdades buscadas tras despejar convenientemente.
O

Ejemplo 3.3. Para las matrices de los dos ejemplos previos se tiene respec-

tivamente
14l [ A7, =&7"

]l o [|A71| . = 2.1617 % 1.513 % 10% > 3.2 x 10°.
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3.1. El nimero de condicion

Definiciéon 3.1. Sea A € R™™" reqular. El nimero de condicion de A re-
specto de la norma matricial ||| es el nimero no negativo

k(A) = ||A] ||A7Y).

Usaremos la notacion k,(A) para indicar el nimero de condicidn asoci-
ado a la norma ||[|,,, para p = 1,2, cc.

Nota 3.1. Mds tarde comprobaremos que el nimero de condicidon es una
buena medida de lo préxima que estd la matriz A a una matriz singular (de
hecho esta propiedad se probé para |||, como corolario del teorema de la
Mejor aprorimacion.

El determinante de A nos permite decidir si A es reqular o no, pero no
tiene relacion directa con el concepto introducido, como ponen de manifiesto
el siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.4. (i) Consideramos la matriz A, € R™*" siguiente

1 -1 ... -1

0 1 ... -1
A, =

0 0 ... 1

Entonces, det(A,) =1 y ||Anl|,, = n. Es facil comprobar que

(11 2 ... 2727
01 1 .. 2n3
Aﬁlz Do . . :
00 0 ... 1
(00 0 ... 1 |

porlo que [|[A Y| =14+142+4+... 4272 =2""1 de ahi que koo(Ay) =
n2n1, ~
(ii) Sea A = el,,. Entonces det(A) = ™ mientras que koo(A) = 1.

Proposiciéon 3.2. Sean A, B € R™*"™ requlares y P € R™"*"ortogonal. Sean
[llo: lllg dos normas matriciales. Entonces

(i) k(4) =1,

(ii) k(AB) < k(A)k(B),

(iii) k(aA) =k(A), @ #0, a € R,
(iv) k(A) = k(A™H),

(V) k2(P) =1,
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(Vi) kQ(A) = kQ(AP) = kQ(PA),

(vii) Fe1, co > 0, dependiendo sdlo de las normas matriciales consideradas,

tales que
c1kg(A) < ko(A) < c2kg(A).

Si @ € C cumple que |1 —«| < 1, entonces sabemos que la serie ge-
ométrica > 70 (1 — a)* es convergente y que su suma es o~ L. Esto sugiere
el siguiente resultado andlogo para matrices:

Teorema 3.1. Si ||I, — A|| < 1, entonces A es regular con

AT =31 - A,
k=0
Y 1
A< — .
R i
En particular,
1Al
k(A) < ——————.
S A
Ademas,
o= I, — A
AN (1, - AF g””— (m € N).
20 1[I, — A]

Demostracion. Sea Sy, = Y v (I, — A)*, m € N. Entonces para m > m/,
m,m’ € N, se tiene

m m
1S = Sl = || D T =A< D 1o — A"
k=m’+1 k=m/+1

de donde {S;,}men es una sucesiéon de Cauchy en R™ " y, por tanto, es
convergente. Sea S su limite. Adema4s,

(In - A)Sm = Om+1 — In,
de donde,
|ASm, — L] = ||(In — A)™ || < |1, — AT ™= 0.

Por consiguiente,
lim AS,, = I,

m—oQ
y por la unicidad del limite, tenemos AS = I, lo que asegura que A es
regular con A~! = S. Por tltimo,

S (5, - A) .
k=0

m
S| = <N -Af < —
S <Al <
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y al hacer m — oo se obtiene la cota de HA_IH anunciada. Probada la
existencia de A~! entonces

Sy = AN, — (I, — A)™T),

luego
|2 =A™ 4 |12, — A" :
S — Smr|| < N
de donde al hacer m’ — oo se obtiene la restante desigualdad. O

Nota 3.2. Observar que la norma vectorial puede ser tanto real como com-
pleja.

Podemos aprozimar A~' mediante la suma parcial Sy,. Sea € > 0. Para
que

4= - S <=

bastard con elegir

m = fiz(log((1 — ||I, — Al)2)/ log(||L, — Al).

Ejemplo 3.5. Sea
1 0.2 0.1
A= 0.2 1 01
-0.1 —-0.1 1

cuya inversa obtenida con MATLAB como inv(A) es

1.0348 —0.2152 —0.0820
—0.2152 1.0348 —0.0820
0.0820  0.0820  0.9836

y que verifica ||I3 — Al|, = 0.3. Por tanto, A es reqular. Si deseamos aproa-

imar A1 con un error en |||, menor o igual que 0.1, tomamos m =
fiz(log(0.7¢)/1og(0.3)) = 2. Ast,

A7l ~ Ig%]g*A+<13*A)2
1.03 —-0.21 -0.08

= -0.21 1.03 —0.08
0.08 0.08 0.98

Tendriamos ademas que koo(A) < 1.3/0.7 < 1.86.

Ejercicio 3.1. Probar de nuevo que si A es estrictamente diagonalmente
dominante, entonces es regular. Considerar D = diag(diag(A)) y aplicar el
resultado anterior a la matriz B = D™ A.
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Ejercicio 3.2. Sea ||| una norma vectorial compleja, y denotemos de igual
forma la norma matricial subordinada. Si A € C cumple |\| > || A||, entonces

Ago(A)y

(A=At =D Ak,
k=0
En particular, habriamos probado de nuevo que r(A) < ||A]l.

Ejercicio 3.3. Probar que o(A) es un conjunto cerrado usando el resultado
previo (la propiedad es evidente ya que o(A) es union finita de cerrados; de
hecho es compacto). Sea A ¢ o(A). Como

p=A=0\=A) (g =N\ = A+ 1),
silp— Al < ||(A = A)*lﬂfl, entonces pu ¢ o(A).
Lema 3.1. Sea |||| una norma vectorial y sean u,v € R™ con u no nulo.
Eziste C € R™™ tal que Cu=v y ||C| = ||v| / ||u|.

Demostracion. La demostracién para una norma arbitraria se basa en resul-
tados sobre conjuntos convexos y queda fuera de nuestro alcance. Daremos
Unicamente una prueba especifica para la norma euclidea. Tomamos

ul

C_ GRTLXTL
ull3
Tenemos C'u = v y ademas
Gl = s 102l Wil oy ol
27 zlp=t el fulf? el [[ull,’

donde hemos utilizado la desigualdad de Cauchy-Schwarz que establece que
|u'z] < [lully |2l -

Teorema 3.2. Sean ||| una norma vectorial y A € R™™ regular. Entonces

1 A-B|
k(A) 4]

Demostracion. En primer lugar, si 1 > |A—B|||A7Y| > ||[I. — A~
entonces A7!B es regular, por tanto también B seria singular. Asi,

=min{—7— | : B e R™" es singular}.

||A AT = <||A—-BJ|, BeR"" essingular.

Sea z € R" con ||z|]| = 1 tal que HA‘l = HA_1:U||. Por el lema previo
aplicado a u = A~ lz/ HA*133H yuv=uz/ A*1$}|, existe C' € R™" tal que
Cu=vyl|C|]=1/ HA_lH. Tomamos B = A — C. Se tiene

A= B| =1/[a7}

By=Ay—-Cy=v—-—v=0,

por lo que B es singular. O
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Ejemplo 3.6. Sea A = [1.2969,0.8648;0.2161,0.1441] para la que koo(A) =
3.2706521 x108. Consideramos la matriz B = [1.2969, 0.8648; 0.21606354, 0.14407568]
que se obtiene al hacer en A el cambio A(2,:) = 0.1666 = A(1,:) (0.1666 ~
0.2161/1.2969). Tenemos || A — B||, = ||[0,0;0.3646 « 10*,0.2432 x« 10~4]|| _ =
0.6078 x 10~%. Por el teorema anterior

koo(A) > || Al / I|A = B, = 2.1617 % 10*/0.6078 > 3.5 * 10%.

Corolario 3.1. Sea A € R™" triangular. Entonces

oy > Al

p — =1,2, 0.
Toming<i<n |A(Z,’L)’7 p T

Demostracion. Para 1 < k < n consideramos la matriz singular Bj deter-
minada por By(k,k) =0y Bg(i,7) = A(i,j) para el resto de indices. Por el
teorema anterior,

JA7]," < min A— By, = min [A(k )],

lo que conduce a la acotacién anunciada. ]

Ejemplo 3.7. Consideremos la matriz A, del ejemplo[3.4 Por el corolario
anterior
n2" ! = ko (A,) > n.

Nota 3.3. Vamos a introducir un algoritmo para aprozimar el nimero de
condicion de matrices triangulares. Observar que las matrices la podemos
factorizar en la forma LU, salvo un cambio de filas previo, y, por tanto,
tiene interés este tipo de resultados. Si Ay = d, con ||d|| = 1, entonces
HA_IH > |ly||. La idea es pues resolver el sistema triangular eligiendo con-
venientemente el término independiente d. Si nos centramos en el caso de
A triangular superior, la solucion del sistema se obtiene mediante

y(i) = <d(z’) -y A(z‘,k)y(k)) JA(i,i), i=n-—1,...,1.

k=i+1
Analicemos la situacion para ||| . Para cada i elegiremos d(i) = —sign(}_p_; 1 A(i, k) y(k)),
entendiendo en el caso de que la suma sea cero que elegimos d(i) = +1. No-
tar que ||d||,, = 1. La eleccion d(n) = £1 puede influir en el resultado

obtenido: aplicar el algoritmo a la matriz
A=]1,0,10,10;0,1,-10,10;0,0,1,0;0,0,0, 1].

Para A, del ejemplo se obtiene k@) = koo(Ap).
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3.2 Perturbaciéon de los datos

Perturbacién de los datos de un sistema de

3 L] 2 L]
ecuaciones lineales

Teorema 3.3. Sean A € R™*" regular y AA € R™™ tal que || AA]| HA_lH <
1. Sean b € R", no nulo, Ab € R™. Sea x € R", con Ax = b, y sea y € R",

con (A+ AA)y = b+ Ab. Entonces

k(A) (IIAAI N IIAbH) '

e —ll _
ST AANAT AT T

]

Demostracion. En primer lugar A + A A es regular ya que

A+ ANA= AT, + A1AA),

y por la Proposicién la matriz I,, + A~!AA es regular, gracias a la
condicién requerida a AA. Ademas,
A=)

(A+AA)71 < —
| | 1—[[AA]lAH]

Por tanto,
AT — (A+ AA) IO+ AD) = (A — (A+ AA)™Hb— (A+ AA)1AD

(A+ AA)TAAz — (A+ AA)Ab = (A + AA) (A Az — Ab),

T—y =

y en consecuencia, como ||b]| < ||A]| ||z||, se tiene

|z — ]| A~ [
el T aana el T
1A

KA DA 146

<
T L= [|AAf AT Al el

O]

Ejemplo 3.8. Sea 0 < ¢ << 1. Consideramos A = [1,0;0,¢]. Se tiene
koo(A) = L. Tomamos b = [1,¢)'. Entonces Ax[1,1] =b. Es evidente que
Ax[1+4+¢,1) =b+ [e,0]. Por el teorema anterior tendriamos

mostrandose que la acotacion obtenida del error relativo en la solucion puede
ser muy burda. Por otra parte, Ax[1,2]' =b+(0,¢]’, y ahora el teorema de

perturbacion anterior nos proporciona

es decir, se alcanza la cota.
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Recordemos que un sistema numeérico en punto flotante F' en base [ con
t digitos es el conjunto de nimeros reales

F = {:Eo.dl do dt*ﬁe 0<d; < B, 1<i<t;dy 75 0;ee [emm,eméx]}U{O}.

El rango de F es £ [pémn~1 (1 — 374)3°méx] U {0}. La unidad mdquina para
este sistema si se utiliza redondeo es u = £171/2 (61" en el caso de utilizar
truncamiento).

Si un nimero real x estd en el rango de F', éste se representa en la
maquina mediante fI(x) € F, cumpliéndose

fl(xz) =x(1+0) con |§] < u.

Las operaciones aritméticas, que representamos en forma general como ® €
{+, —, %, /}, se implementan como ®* de modo que se cumpla

rO*y = fl(x ©y).

En el tema siguiente comenzaremos a introducir técnicas de aproxi-
macién de la solucién de Az = b mediante el uso de computadoras. Estas
requeriran el almacenamiento de los datos A y b, lo que conllevard que, en
el mejor de los casos, estemos tratando de resolver con aritmética exacta un
sistema perturbado préximo al original en términos de la unidad méaquina.
Tendriamos como matriz de coeficientes A+ AA con |[AA(i,7)| < u|A(, j)],
1 <1,7 < n. Por tanto,

= ! L, 1) < .
541, = gt 31846 D)] < v Al
j:

De igual modo tendriamos un término independiente aproximado b + Ab,
con ||Ab||, < ulb],,. Supongamos que podemos obtener de forma exacta
y cumpliendo el sistema perturbado. Si uk.(A4) < 1, entonces

IAA] [ AT, < ulldllg |47, < 1,

luego por el teorema anterior,

o=l _2ukos(4)
2l 1= whoo(A)

Si para simplificar la cota asumimos que uks(A) < 1/2, entonces obtenemos
que en el caso ideal descrito

7 —
I = lloo _ guge ).
Parece pues sensato hablar de matriz mal o bien condicionada en términos

del tamano, grande o pequeno, de uks(A). Asi, no tiene sentido criticar
un algoritmo que produzca una solucién aproximada alejada de la real si
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la matriz estd mal condicionada en relacién con la precisién de la maquina
(ukoo(A) = 1).

Al aplicar un método directo para aproximar la solucién del sistema
usando un sistema numeérico en punto flotante, lo que encontraremos es
Z que verifica exactamente un sistema perturbado (A + AA)y = b (véase
Teorema siguiente), pero no podemos esperar tener la situacién anterior
|AAll, < ul||A], debido a la aparicién y posterior propagacién de er-
rores de redondeo. En general, sélo podemos esperar tener una cota del tipo
184 < d(n)u| Al

Teorema 3.4. Sear = AT —b. Existe ANA € R™"™ tal que (A+ AA)x=0by
IAA] = |I7|| / I|Z]|. No existe otra matriz AA de menor norma cumpliéndose
(A+ AA)z =b.

Demostracion. La condicién (A + AA)x = b se cumple si, y sélo si, AAT =
—r. Esta relacién implica que ||[AA| > ||r]| /||Z]|. Para probar su existencia

aplicamos el lema [3.1jcon z =Z e y = —r. O
Nota 3.4. Usando la matriz anteriorANA tenemos T —x = —A1AAZ, de
donde

lz =2 < AT 1aAl 2] = [|A7H Il

que coincide con la cota ya obtenida.



Capitulo 4

Meétodos directos

En este tema introduciremos algunas técnicas directas para aproximar la
solucién de un sistema de ecuaciones lineales, todas ellas basadas en esencia
en el conocido método de eliminaciéon de Gauss, aunque veremos alguna
alternativa mediante el uso de transformaciones ortogonales en el tema de
sistemas sobredeterminados. El adjetivo de directas hace referencia a que
si pudieramos trabajar con precisién ilimitada, obtendriamos en un nimero
finito de pasos la solucién exacta. Una forma de mejorar un método directo
consistird en idear una alternativa que reduzca el nimero de operaciones
aritméticas que debemos realizar.

Por contra, los métodos iterativos, que veremos en un tema posterior,
consistirdn en generar una sucesién de vectores que converja, teéricamente, a
la solucién exacta, por lo que no podemos esperar nunca obtener la solucién
exacta al quedarnos con un término de la sucesién como aproximacién. Estos
dltimos suelen utilizarse para sistemas dispersos de gran tamano, es decir,
con un gran nimero de ceros.

4.1. Uso de determinantes. Sistemas triangulares

Regla de Cramer
Se obtiene la solucién de Ax = b mediante

_ det([A(21),. .., A(yi— 1), b AGyi+1),..., A(n)))

1< <n.
z(i) det(A) ) T =D

Tenemos pues una férmula de indudable valor teérico que nos proporciona la
solucién, pero que se desvelard como totalmente inservible para aproximar
al solucién por el elevado nimero de operaciones aritméticas que involucra.

El calculo del determinante de A € R™*™ mediante la férmula que recor-
damos en el Tema 2, requiere el calculo de n! — 1 sumas y n!n productos, es
decir, n!(n+1)—1 flops. Asi, el uso de la férmula de Cramer, célculo de n+1
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determinantes y n cocientes, requiere un total de (n!(n+1)—1)(n+1)4+n =
n!(n +1)2 —1 flops. Por ejemplo, para n = 10 alrededor de 108 flops (MAT-
LAB no cilcula determinantes mediante la férmula comentada, si no tri-
angulizando previamente). Veremos que eliminacién de Gauss requerira en
este caso menos de 103 flops.

Obtencién de A1

Como ya se record6, podemos obtener A~! mediante determinantes, pero
por los comentarios previos es ya evidente que dicha férmula es sélo intere-
sante desde el punto de vista tedrico. Por otra parte, determinar la inversa
es equivalente a la resolucién de n sistemas de ecuaciones. En efecto, como
AA~! = I, entonces

AATN( ) =e;, 1<j<n.

Por tanto, no tiene sentido préctico intentar hallar A~! y luego tomar
x = A7'b, a menos de que se disponga ya de A~', pues en dicho caso
s6lo necesitarfamos realizar 2n? — n flops para calcular A~'b.

Sistemas triangulares

La situaciéon maés sencilla corresponde al caso de matrices diagonales en
el que obtenemos la solucién realizando n divisiones. Nos centraremos en
los sistemas que tienen por matriz de coeficientes una matriz banda con
ancho de banda [p,0], 0 < p < n — 1, para los que introducimos el método
de remonte (descenso para triangulares inferiores).

Algoritmo 4.1 (Método de remonte para matrices banda [p,0]). Datos:
A, b, p(opcional)
b(n) = b(n)/A(n,n)
fork=n—-1:-1:n—p
b(k) = (b(k) — A(k,k+1:n)xb(k+1:n))/A(k, k) (x)
end
fork=n—p—1:-1:1
b(k) = (b(k) — A(k,k+1:k+p)xbk+1:k+p))/A(k, k) ()
end

Notar que la parte correspondiente a los dos for se puede compactar
escribiendo
fork=n—-1:-1:1
s =min{k +p,n}
b(k) = (b(k) — A(k,k+1:8)xbk+1:5))/A(k, k)
end
Para contar el nimero de operaciones aritméticas a realizar con el ante-
rior algoritmo, necesitamos el siguiente resultado ya conocido.

Lema 4.1. Se cumplen:
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() S k=n(n+1)/2.
(i) S7_ k% = n(n+1)(2n +1)/6.

Demostracion. Se puede probar el resultado por induccién sobre n. Es in-
teresante recordar que las férmulas (i)-(ii) se basan en el hecho de que

Zzzl(ak+1 — ap) = ap4+1 — a1. Basta ahora aplicar el valor de la suma
telescopica a (k+1)2 — k2 =2k + 1 para (i)-y (k+1)3 — k3 =3k%2 4+ 3k + 1
para (ii).

Para probar (i) tambien se pueden contar los elementos de una matriz

2

de tamano n, n®, sumando los que hay en las diagonales. ]

Hemos de realizar los siguientes flops: para la parte (*), n — k productos,
n — k sumas y 1 divisién, es decir

n—1
2 Z (n—k)+p=p*+2p,
k=n—p

y para la parte (**), p productos, p sumas y 1 divisién, esto es
(n—p—-1)2p+1)=2np—2p> —3p+n—1

lo que da un total de 2np — p? + n — p si tenemos en cuenta el cociente ain
no contabilizado. En particular, para el caso de p = n — 1 necesitariamos un
total de n? flops.

Observar como se ha reducido drasticamente el nimero de operaciones
necesarias para encontrar la solucién aprovechando la estructura especial de
la matriz.

4.2. El método de eliminacién de Gauss (MEG)

Sobre las ecuaciones del sistema Az = b vamos a realizar dos tipos de
operaciones bédsicas que transforman el sistema en uno nuevo equivalente,
queriendo indicar con ello que ambos tienen una tnica solucién y ésta coin-
cide. Sobre la matriz ampliada [A, b] realizaremos las siguientes operaciones:

(i) Intercambiar dos filas entre si.

(ii) Sustituir una fila por ella misma mdas un multiplo de otra fila.

Por las propiedades del determinante la operacién (i) cambia el signo
del determinante y la operacién (ii) no lo modifica, por lo que la nueva
matriz de coeficientes sigue siendo regular, pudiendo asegurarse entonces la
existencia y unicidad de solucién, y estd claro que la solucién del sistema
original verifica el nuevo sistema.

Antes de dar la descripcién detallada del método de eliminacién de Gauss
en el que realizamos las operaciones descritas de forma apropiada para con-
seguir que la nueva matriz de coeficientes sea triangular superior y poder
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resolver el sistema equivalente utilizando el método del remonte. Notar que
el proceso permite calcular el determinante de una matriz si multiplicamos
el deteminante de la matriz de coeficientes final por —1 elevado al nimero
de cambio de filas realizado.

Ejemplo 4.1. Consideremos el sistema cuya matriz ampliada es

01 1 2
1 2 -1 2
5 0 7
y cuya solucion es [ 1 1 1.
o1 1 2 o o 1 2 -1 2 e e e 1 2 -1 2
12 -1 2= o1 1 2[¥H7" 101 1 2
25 0 7 25 0 7 01 3
30a_gaa,__,3 D
00 1 1

de donde el determinante de la matriz de coeficientes es —1 y se obtiene la
solucion ya adelantada aplicado remonte el ltimo sistema obtenido.

Describamos el método con més detalle. Introducimos la notacién AL =
Ay b = b. Para simplificar la notacién asumimos que AM(1,1) # 0;
en otro caso harfamos previamente un cambio de filas en [A®M), b(V)] para
conseguir esta situacién. Esto es factible gracias a la regularidad de A™.
Construimos ahora el sistema equivalente al anterior, [A(Q), b(2)], mediante
las operaciones ya descritas de manera que

AP @G 1) =0, 2<i<n.

Calculamos los multiplicadores
mi1 = —

para luego tomar

W1 -
@y = AL, i=1,
A (1/’ ) o { A(l)(Z, :) + milA(l)(]-a :)7 2 S i S n,

M), i=1
@y = f v =1,

Supongamos construido un sistema equivalente al original, [A(k), b(k)], con
la propiedad deseada

AB( ) =0, 1<j<k-1,j+1<i<n,



4.2 El método de eliminacién de Gauss (MEG) 60

es decir, que ya se han realizado k — 1 etapas del MEG. De nuevo supon-
dremos que el llamado pivote de la etapa es no nulo, es decir, A(k)(k:, k)=0,
lo se puede conseguir en otro caso mediante un cambio de filas sin alterar la
estructura de partida de la matriz de coeficientes. El proceso continua como
si comenzaramos el proceso con el sistema [A®) (k : n, k : n), b8 (k : n)] que
es regular ya que

k—1
0 # det(A®) = det(AP (k : n, k : n)) H AW (G 4).
i=1
Calculamos los multiplicadores
AR (4, )
My = _A(k)(k,k)’ k+1<1<n,

para luego tomar

A(kJrl)(i, :>

b(k+1)() - b(k)(1)7 1<i<k,
6B () 4+ mab® (), k+1<i<n.

Se obtiene asi un sistema equivalente al anterior, [A(k+1), b(k+1)], y por tanto
equivalente al inicial, con la propiedad

A(’““)(z',j):O, 1<j<k j+1<i<n.

En definitiva, tras n — 1 etapas, con la mecdnica ya descrita, obtenemos un
sistema equivalente triangular superior, [A("), b(”)], que podemos resolver
por remonte.

Algoritmo 4.2 (MEG sin pivote). Datos: A, b
W =[A, b
fork=1:n-1
fori=k+1:n
Wi, k) =W (i, k)/W(k,k)
Wi,k+1:n+1)=W(,k+1:n+1)—-W(i,k)«W(k,k+1:
n+1)
end

end
W(:,n+1) =remonte(W(:,1:n),W(:,n+1))

Contemos ahora el nimero de flops requerido por el algoritmo propuesto.
En la etapa k-ésima realizamos

(n—k)Q2n—k+1)+1)=2(n—k)?+3(n—k)
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flops, lo que da lugar a un total de

2%]{:2 —|—3§k‘—|—n2 = 2n3 + 3n2 7n
k=1 k=1 3 2 6

Podemos resolver sistemas de ecuaciones con la misma matriz de coefi-
cientes mediante el MEG. Como la parte més costosa es la de triangulizar,
es conveniente considerar una matriz ampliada con todos los términos in-
dependientes y repetir el proceso descrito, finalizando aplicando remonte a
cada uno de los correspondientes términos independientes. Con esta idea
podemos obtener la inversa de A. El algoritmo, sin contemplar el posible
intercambio de filas para elegir el pivote, lo escribimos a continuacién.

Algoritmo 4.3 (Sistemas simultdneos sin pivote). Datos: A, by, ..., bs
W =[Ab,...,bs
fork=1:n-1
fori=k+1:n
Wi k) =W, k)/W(k,k)
Wi, k+1:n+s)=W(,k+1:n+s)—W(i, k)« W(k,k+1:

n+s)
end
end
fork=1:s
W(:,n+s) =remonte(W(:,1:n),W(:,n+s))
end

Calculemos el nimero de flops:

n—1 n—1 n—1

Y n—k)2n—k+s)+1)+sn® = 2D K+ (2s+1)) k+sn’

k=1 k=1 k=1

4n3 4 (125 — 3)n? — (65 + 1)n
: :

Por tanto, el cdlculo de A~!(s = n) requiere (16n® — 9n? —n)/6 flops.

Ahora veremos que la situacién se puede mejorar para las matrices ban-
da. Si no es necesario el intercambio de filas, como veremos sucede con ciertos
tipos de matrices, el proceso de triangularizaciéon conserva la estructura de
la banda superior, por lo que podemos aplicar remonte especifico para ma-
trices banda, y a la vez para anular la banda inferior podemos realizar un
nimero menor de operaciones que en el caso general.

Algoritmo 4.4 (Matrices banda con ancho de banda [p,q]). Datos: A,b,p,q
W =[A,b]
fork=1:n-1
fori=Fk+1:min(k+ q,n)
Wi, k) =W (i, k)/W(k,k)
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t =min(k +p,n)
Wi,k+1:t) =W, k+1:t)—W(i,k)«W(k,k+1:t)
W(,n+1)=W(,n+1)—W(,k)«W(k,n+1)
end
end
W(,n+1) =remonte(W(:,1:n),W(,n+1))

Vamos a contar el nimero de flops necesario en el caso de matrices tridi-
agonales (p = ¢ = 1). La triangularizaciéon requiere 5(n — 1) flops y el
remonte especifico 3n — 2, lo que da un total de 8n — 7, que se compara muy
favorablemente con la situacién general.

4.2.1. Eleccién del pivote

Comencemos profundizando sobre la situacién en la que el pivote 'nat-
ural’ de la etapa k-ésima, 1 < k < n — 1, del MEG es nulo, es decir,
A®) (k, k) = 0. Vamos a justificar que existe un elemento no nulo A®) (i(k), k) =
0 para algin k& + 1 < (k) < n. Suponemos que en las etapas anteriores no
nos hemos encontrado con esta situacién. Como

A® G ) =0, 1<j<k-1,j+1<i<n,

es sencillo mostrar, desarrollando el determinante por columnas y un proceso
de induccién, que

k—1
det(AW) = det(A®) (k : n, k- n)) [T AW (3, 14),

=1

de donde det(A®(k : n,k : n)) # 0 ya que Hi«:ll ARG ) £ 0y AR
es regular. Desarrollando el iltimo determinante por los elementos de su
primera columna se obtiene el resultado deseado por reducién al absurdo.

A B

Ejercicio 4.1. det([ 0 C

}) = det(A)det(C), siendo A y C matrices

cuadradas.

Veamos que el MEG puede presentar problemas cuando trabajamos con
aritmética de precisién limitada.

e 1
11

e 1 1 | mo=e1]| ¢ 1 1
—
1 1 2 0 1—e 1 2—¢71

y por tanto la solucion del sistema lineal esz = [ 1/(1 —¢) (26 —1)/(e — 1) ]/.
Tomamos ¢ = 1079 y suponemos que trabajamos en un sistema en punto
flotante decimal con mantisa de 8 digitos. La solucién ezxacta representada

Ejemplo 4.2. Seane#1, A= [ ] yb= [ ; } Apliquemos MEG:
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. _ / .
en el sistema es T = [ 11 ] que es lo que deseariamos obtener, pero el
sistema equivalente al que llegariamos es

15 1 1
0 —10° —10°

cuya solucion es [ 0 1 ]/. (Notar que koo(A) = 4/(1 — €) = 4, luego no es
éste el problema)

Pivote parcial (MEGPP): En la k-ésima etapa del MEG elegimos
k <ip < n tal que

)A(k) (i9, k)| = méx

k<i<n

A®) (G, k)( ,

e intercambiamos las filas k-ésima e ig-ésima de A% es decir, AK) (0, k) es
nuestra eleccién del pivote de la k-ésima etapa.

Ejemplo 4.3. Volvemos al ejemplo anterior y aplicamos esta técnica. Obten-

emos
e 11 11 2 my=[1 1 2
— =
11 2 e 11 0 1—e 1-2¢
L1112
— lo11]

obteniéndose por remonte T.

Destaquemos que el MEGPP requiere un esfuerzo adicional de compara-
cion. En concreto, en la etapa k-ésima hay que comparar n — k nimeros, lo
que da un total de

n—14...4+1=0(n?/2)

COmparaciones.

Ejemplo 4.4. Aqui ponemos de manifiesto que no siempre el pivote par-
cial resuelve el problema de trabajar con aritmética no exacta. Aplicando
MEGPP tenemos

1 10° 10° ma=1 | 1 109 109
1 1 2 0 —10 —10° |’

/
)

cuya solucion es [ 0 1 ],, lejana a la solucion ezacta, | 1/(1 —107%) (2%107? —1)/(107% — 1) |
que se representa en el sistema en punto flotante como [ 1 1 ],.

Pivote total (MEGPT): En la k-ésima etapa del MEG elegimos k <
10, Jo < n tales que

400, o)| = i

AW G, j)]
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e intercambiamos las filas k-ésima e ig-¢sima de A%) y también las colum-
nas k-ésima y jg-ésima de la matriz que acabamos de obtener, es decir,
A) (40, jo) es nuestra eleccion del pivote de la k-ésima etapa.

Notar que el cambio de columnas transforma el sistema en otro equiva-
lente, siempre y cuando intercambiemos también las correspondientes com-
ponentes de la solucién.

Ejemplo 4.5. Aplicando MEGPT al ejemplo anterior tenemos

1 10° 10° 109 1 10° | moy=10—° [ 109 1 107
— —
1 1 2 1 1 2 0o 1 1 |’

cuya solucion es [ 11 ]/.

Como suele suceder, la mejora que puede suponer el MEGPT conlleva
un mayor esfuerzo, ya que el nimero de comparaciones requerido en este
caso es

n? —1+4...+22-1=0(2n%/3).

4.2.2. Descripciéon matricial del MEG

Comenzaremos expresando matricialmente las dos operaciones que real-
izamos sobre las filas de la matriz ampliada del sistema W.

(i) Intercambio de filas i—ésima y j—ésima: consideramos la permutacién
0;j transposicién de 7 y j. Si consideramos la matriz

T(Z?]) :Pz;ij = ng_l :PO'ij7

v

ya sabemos que Z = T'(i,j)W es la matriz que obtiene al realizar el
cambio de filas mencionado sobre W. Recordar que det(Z) = — det(W).

(ii) Sustitucién de la fila i—ésima por ella mas un multiplo de la fila k—ésima:
sea « € R; introducimos la matriz
Y

E(i,k, o) = I, + ce®We®)

que no es mas que la matriz identidad en la que el elemento de la
posicién k,i se ha sustituido por . Por tanto, det(E(i,k,a)) = 1.
Ademsds, es inmediato comprobar que

(B, k, 0)W)(s,:) = { %E?:::))’—l— jﬂf(/?, D, s=1.

En particular, E(k,i,a)™! = E(k,i,—a). Ademds, si s # i o siendo

s =1 tenemos j # k, entonces

E(j,s,B)E(i,k,0) = I, +ae®e® 4 gel)el) 1 apeld)els) @ ek)
= I+ e 4 gelels)
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Ahora ya estamos en disposicién de describir el MEG:
1% %etapa: Consideramos

P:{gjmw ()¢,
! T(1,i1), si WO, 1) =0y W(i1,1) #£0 (2 <4y <n).

que permite elegir el pivote al hacer BM = piw® . Ahora anulamos los
elementos por debajo de la diagonal principal en la primera columna, es
decir, tomamos

mi1 = —BM(i,1)/BW(1,1), 2<i<n,
y consideramos
Ey=FE(n,1,mp1)... E(3,1,m31)E(2,1,mo1).
Entonces el sistema equivalente
w® — ElB(l) — E1P1W(1)
goza de la propiedad deseada.

Supongamos realizadas k — 1 etapas del MEG, es decir, tenemos un
sistema equivalente al original, con matriz ampliada W) cumpliendo

W) =0, 1<j<k—1,j+1<i<n
k* ®etapa: Consideramos

I, si W®(k k) #0,
Pr = ) s WE (B k) — *)(; :
T(k,ig), siWW(kk)=0y WW" (i, k)#0 (E+1<i<n).

que permite elegir el pivote al hacer B®) = P,W®*). Ahora consideramos
mi, = —B® (i, k)/BP (k, k), k+1<i<n,

y tomamos

Ep = E(TL, k,mnk) .. E(k +1, k7mk+1,k)'

Entonces el sistema equivalente al anterior
WD = g, B®) = g pw®),
presenta la caracteristica
Wk () =0, 1<j<k j+1<i<n.

En definitiva, tras realizar n — 1 etapas del MEG tenemos un sistema
triangular superior equivalente al original

w® =g, P,_,...E;P,WD,
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Ejemplo 4.6. Consideramos el sistema cuya matriz ampliada es
1 2 11
W=1]12 01
3 211

y su solucion es [ 0 1/2 0 ]I. Tendriamos

1 00 1 0 0 1 211 1 2 1 1
0 01 -1 1 0 1201|=|0 -4 -2 -2
010 -3 01 3211 0 0 -1 O

de donde en particular obtenemos que el determinante de la matriz de coe-
ficientes es —4.

Teorema 4.1. Sea A € R™"*". Ezxiste una matriz M € R™*"™ regular tal que
MA es triangular superior.

Demostracion. Aplicar el MEG tal y como se ha descrito, con la salvedad
de que cuando en la etapa k, 1 < k <n — 1, suceda que

W k) =0, k<i<n,
entonces esa etapa ‘la saltarfamos’, es decir, tomariamos Fy = P, = I,. [

Nota 4.1. Es muy fdcil comprobar que la anterior matriz no es unica, ya
que por ejemplo podemos tener diferentes opciones de elegir el pivote. Otro
razonamiento consistiria en tener en cuenta que el producto de matrices
triangulares superiores es estable.

1 00 1 11 111
Ejemplo 4.7. | =1 1 0 11 1(=]1000
-1 0 1 1 11 0 00
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Ejercicio 4.2. Proporcionar una alternativa del MEG para la matriz

*x *

en la que los inicos elementos no nulos son los asteriscos, de forma que re-
duzcamnos drdasticamente el nimero de flops necesario, suponiendo siempre
que no es mecesario pivotaje.

Intercambiar primera y tltima fila y después primera y dltima columna
(con el consiguiente cambio de incdgnitas), para aplicar MEG al sistema
equivalente correpondiente.

Ejercicio 4.3. Considerar la sucesion de Fibonacci
Yn+1 = Yn + Yn—1, n=12...; =0 wy1=1L

(La sucesion es : 0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144,233,377, ...). Para ca-
dan=0,1,... consideramos el sistema

[yn yn+1:||:$:|:[yn+2:|

Yn+1  Yn+2 Y Yn+3

El sistema tiene solucion inica x =y = 1 ya que ynyn+2,y%+1 = (—-1)n*!
(induccion). Comentar si el sistema estd mal condicionado para n grande
(los elementos de la matriz de coeficiente aumentan mientras que el deter-
minante siempre tiene valor absoluto 1). Comprobar que para n = 10, si le
sumamos al elemento ypyo de la sequnda ecuacion € = 0.018 la solucion del

nuevo sistema es [—159.2,100]", muy lejana de la original. Para e = 1/55 el
sitstema resultante no tiene unicidad de solucion.

Ejercicio 4.4. ;Hay dependencia continua respecto de los datos independi-
entemente que la matriz esté bien o mal condicionada? Si, aplicar el teorema
de perturbacion.



Capitulo 5

Factorizacion LU de una
matriz

La cuestién que nos planteamos consiste en la posibilidad de reescribir
una matriz A € R"*" en la forma LU con L € R™*™ triangular inferior y
U € R™" triangular superior. De lograrse, resolver el sistema Ax = b seria
equivalente a resolver el sistema Ly = b por remonte, seguido del sistema
Uz = y resuelto por descenso. El hecho de disponer de una factorizacion
conveniente de la matriz de coeficientes, serd 1til en situaciones en las que
haya que resolver varios sistemas con la misma matriz de coeficientes, ya
que, como se verd, la parte mds costosa de resolver el sistema recae en la
obtencién de la factorizacion.

Nota 5.1. Veamos aplicaciones de tener factorizada la matriz en la forma
LU. Bdsicamente, son situaciones en las que se requiere resolver sistemas
con la misma matriz de coeficientes, y, como ya sabemos, es mds econdémico
utilizar la factorizacion en la forma ya indicada que aplicar reiteradamente
MEG. De hecho, veremos que el costo de obtener la factorizacion es similar
al de aplicar MEG, mientras que tras obtener la factorizacion resolver un
sistema sélo conlleva 2n? flops.

(i) Mejora iterativa.

Supongamos que hemos obtenido una aproximacion xg de la solucidn
del sistema Az = b. El sistema se puede interpretar como el problema
de obtener un cero de la funcion vectorial f(x) = Ax — b, y por tanto
podemos aplicar el método de Newton para intentar mejorar el valor
conocido. En el caso escalar, el método consiste aproximar la funcion
f por la recta tangente a la mismo en el punto (xo, f(xz0)) y hallar su
cero, lo que se corresponde con tomar x1 = xo — f(x0)/f (x0) como
nueva aproximacion. En nuestro caso hariamos

ro=Ax —b, Ayo=r, 1 =20 — Yo,

es decir, en cada etapa del método de Newton tendriamos que resolver
un sistema de ecuaciones con la misma matriz A de coeficientes. En la
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prdctica el cdlculo del residuo deberia realizarse en doble precision. FEl
proceso descrito tiene sentido cuando no somos capaces de aproximar
bien la solucidn como consecuencia de la aritmética de precision limi-
tada y del mal condicionamiento del sistema. Podria pensarse también
en aumentar la precision en todo el MEG, pero esto seria mds costoso.

Veamos un ejemplo. Si consideramos el sistema con matriz ampliada
[1,10%°,10%°; 1,1, 2],

cuya solucion exacta representada en el sistema en punto flotante del
MATLAB es [1;1] y aplicamos el operador \ obtenemos como solucién
[0;1]. Es inmediato comprobar que al aplicar mejora iterativa una sdla
vez encontramos como nueva aproximacion [1;1].

(ii) Sistemas del tipo APz =b (p € N).

(iii)

5.1.

Calcular un producto de dos matrices cuadradas de tamano n requiere
el cdlculo de n? productos escalares y que cada uno de ellos involucra
2n —1 flops, luego en total necesitariamos realizar 2n® —n? flops. Ast,
para construir la matriz AP se necesitan un total de (2n3 —n?)(p — 1)
flops. Luego aplicartamos MEG para resolver el sistema.

Un alternativa consiste en resolver los p sistemas con la misma matriz
de coeficientes

Az =b, Axg = 21,..., Azp = 21,

con un total de 2n?p flops, si partimos de una factorizacion LU de A.
En este caso la solucion es xy.

Si A= LU, ||| es una norma matricial multiplicativa y k(A) representa
el numero de condicion de A respecto de ||||, entonces

k(A) < k(L)k(U),

por lo que podriamos acotar el tamarno de k(A) mediante buenos es-
timadores del nimero de condicion para matrices triangulares, que es
un problema en general mds cémodo.

Existencia y unicidad de la factorizaciéon LU

Comencemos probando un sencillo lema sobre matrices triangulares.

Lema 5.1. Sean A, B € R™"™ triangulares inferiores (superiores). Entonces

(i) C = AB es triangular inferior (superior) y

C(i,i) = A(i,i)B(i,i), 1<i<n.
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(ii) Si A es reqular, entonces A1 es triangular inferior (superior) con

AN, i) = 1/A(i,i), 1<i<n.

Demostracion. Al ser A triangular inferior,
A(i,j) =0, 1<i<j<mn,
v lo mismo tenemos sobre los elementos de B, por lo que

Cli,j) = 3 Al k)B(k,j) = > A(i, k)B(k, j) = { AO(; i)lB?z'iijj Z-in}
k=1 ’ s )y ,

k=1

lo que confirma (i).

Por otra parte, cuando A(,i) # 0, 1 < i < n, existe A™1 y AA™I(:, ) =
ej, 1 < j < n,sistemas de ecuaciones que podemos resolver por el método del
descenso, obteniendo para todo 1 < j <n que A~}(k,j) =0,1<k<j—1,
A7Y(4,9) = 1/A(], ), lo que constituye el resultado deseado. O

Ms4s tarde estudiaremos la existencia de una tal factorizacién. Respecto
de la unicidad, es evidente que no se cumple de no imponer alguna condicién

adicional:
LoJ[1ro]_[12 o 2 0]
0

N PRI E A

Definicién 5.1. Una factorizacion LU de A € R™™™ es aquella de la forma
A=RS,

donde R,S € R™™ R es triangular inferior con R(i,i) =1,1<i<n,y S
es triangular superior.

Teorema 5.1. La factorizacion LU de una matriz reqular es tnica.

Demostracion. Supongamos que tenemos dos factorizaciones de A, es decir
LUy = A = LyUs,. Como A es regular, entonces U; es regular para i = 1, 2.
Asi, tenemos L1_1L2 = U1Uy 1y por el lema anterior la primera matriz es
triangular inferior con unos en la diagonal principal, y la segunda triangular
superior, de ahf que al ser iguales coincidan con la matriz identidad, lo que
se traduce en que L1 = Ly y Uy = Us. L]

Nota 5.2. Notar que no hay unicidad si la matriz A no es regular. Eviden-
temente, en esta situacion U no podria ser reqular. Por ejemplo tenemos

10 00 |10 0 0
11 00| |21 0 0|
Ademds, la existencia no estd asequrada, basta considerar la matriz reg-

ular
0 1
=01
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=l e

entonces ru =0, su =1y rv =1, lo que es imposible al mismo tiempo.

En efecto, si

Supongamos ahora que el MEG para la matriz regular A no ha requerido
cambio de filas gracias a que los pivotes obtenidos son no nulos. Entonces
obtenemos

AM =B . EA

con A triangular superior y, para todo k=1,...,n—1,
E, = E(k, n, mnk) - E(k:, k+1, mk_,_l’k),

donde

mi, = —AF (k) AW (k k), k+1<i<n.
Si definimos U =y L = El_1 ...E-L entonces A = LU, y la existencia en

n—1’
este caso de la factorizacion estaria probada a falta de comprobar que L ver-
ifica las propiedades requeridas. Por el Lema previo sabemos que L tiene la
forma requerida si recordamos las propiedades de las matrices E(i, k, «). No
obstante, recordando que post-multiplicar una matriz por E(i, k, &) cambia-
ba la columna k-ésima de la misma por ella més « veces su columna i-ésima,

es facil comprobar que

L = E(Q, 1, —mgl) cee E(n, 1, —mnl)E(?), 2, —m32) e E(n, 2, —mng) cee E(n, n — 1, —mn,nfl)
i 1 0 0 0 0
—1ma1 1 0 cee 0 0
—ms3i —1ms39 1 0 0
—Mp-11 —Mp-12 —Mp-13 - 1 0
—Mn1 —Mnp2 —Mnp3 ot —Mpn—1 1 |

lo que nos da idea de como obtener L y permite asegurar que L es triangular
inferior con unos en la diagonal principal.

Lema 5.2. Sean A, B,C € R"*"tales que A = BC y B es triangular infe-
rior o C es triangular superior. Entonces

Demostracion. Bajo las condiciones indicadas tenemos

k k

Ak(zaj) = ZB(Z,S)C(S,]) = ZB(sz)C(Saj) = ZBk(lvs)Ck(svj) = (Bka)(l,j),

s=1 s=1

para 1l <1¢,7 <k <n. ]



5.1 Existencia y unicidad de la factorizacién LU 72

Nota 5.3. Euvidentemente, el Lema previo no es cierto en general. Basta,
por ejemplo, con plantearselo para matrices 2 X 2.

Teorema 5.2 (Existencia factorizacién LU). Sea A € R™ "™ regular. En-
tonces A es factorizable en la forma LU si, y sdlo si, las submatrices

A =A1:k1:k), 1<k<n-1,
son requlares.

Demostracion. Veamos que la condicién es suficiente. Por el comentario pre-
vio, bastard con mostrar que podemos aplicar MEG sin intercambio de filas
para elegir el pivote, y lo probaremos por induccién sobre la etapa. Como
A(1,1) = det(A;) # 0, entonces en la primera etapa no es necesario pivota-
je. Supongamos que lo propio sucede hasta la etapa k — 1, es decir, hemos
construido

AW =g, .. . E3A=R®A,

con
AR (s,8)#£0, 1<s<k—-1,y AW (i,j)=0, 1<j<k—-1, j+1<i<n,
y veamos que sucede con la siguiente. Es ficil comprobar que

AR = AW (1 k1 k) = R 4y,

ya que R%) es triangular inferior, y en consecuencia, puesto que A,(f) es

triangular superior, tenemos

k
[T A®(s,5) = det(R{") det(Ay) = det(Ay) # 0, (5.1)

s=1

lo que permite concluir que A(k)(k, k) # 0, haciendo innecesario un inter-
cambio de filas en la etapa k—ésima.

Mostremos ahora que la condicién es necesaria. Supongamos que A = LU
con las condiciones ya apuntadas. Tenemos

0 # det(A) = det(L) det(U) = ﬁ U(s,s),

s=1

por lo que U(s,s) # 0, 1 < s < n. Ademds, por ser L triangular inferior,
A = LUy, de donde

k
det(Ay) = det(Ly) det(Uy) = [[U(s,s) #0, 1<k<n-—1

s=1
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Nota 5.4. Por todo lo visto, podemos afirmar que una matriz es factoriz-
able LU si, y sdlo si, podemos aplicar MEG sin necesidad de intercambiar
filas. En consecuencia, disponemos de un criterio practico para determinar
st una matriz es factorizable o mo: aplicar directamente MEG atendiendo
a st es necesario o no algin intercambio de filas. En concreto, tenemos las
equivalencias deducidas del siguiente esquema de demostracion:

Factorizable LU +«—— MEG sin pivotaje
! /!

Ayg requlares (1 <k <n-—1)

Ejemplo 5.1. Las matrices simétricas definidas positivas son factorizables
LU ya que det(A;) >0, 1 <k <n.

De la demostracion anterior se desprende un criterio prdctico para de-
terminar si una matriz, siendo simétrica, es defnida positiva, que consiste
en aplicar el MEG a la matriz y comprobar que toda etapa el pivote obtenido

es positivo (tsese[5.1)).

Ejemplo 5.2. Vamos a resolver el sistema

111 3
20 1|lz=1|3
310 4
obteniéndo previamente la factorizacion LU de la matriz de coeficientes.

Aplicamos MEG con la precaucion de guardar en la parte triangular inferior
de la matriz de coeficientes la matriz L y en la parte superior la matriz U:

1 11 1 1 1 ] 1 1 1
2 01 — 2 -2 -1 — 2 -2 -1
310 3 -2 -3 | 3 1 =2
Asi,
1 11 1 00 1 1 1
2 01 |=210|]0 -2 -1
310 31 1]10 0 =2
y resolvemos el sistema
1 00 3
210 |y=]3
311 4

cuya solucion es [ 3 —3 =21 para resolver finalmente

1 1 1 3
0 -2 -1 |z=]| -3
0 0 -2 -2

cuya solucion es[ 1 1 1] yes, como se observa sin dificultad, la solucién
del sistema planteado.
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Ejemplo 5.3. Aplicando MEG a la matriz inicial para transformarla en una
triangular superior, vemos que evidentemente no es factorizable LU, pero
que si hacemos un cambio previo de filas, la nueva matriz si es factorizable,
hecho que estableceremos en el teorema siguiente para cualquier matriz.

Analizemos ahora la situacion general. Sea A € R™*" regular o no. Por
MEG sabemos que podemos conseguir

A =E, P,_i...E;PL AW,

en los términos ya establecidos. Recordar que si en una etapa todos los
elementos por debajo de la diagonal principal son nulos, entonces saltamos
la etapa, es decir, tomamos las correspondientes £ = P = I, lo que incluye
la situacién que se presenta cuando A es singular. Vamos a intentar reescribir
el producto P, Ej, k > j, en la forma FE; P, Para situarnos, supongamos que
P, = T(k,i), i > k. La matriz P,E; es la matriz E; en la que se han
intercambiado las filas k—ésima y la i—ésima. Por tanto, respecto de Ej;
simplemente hemos de intercambiar en la columna j—ésima los elementos
mj; ¥ Myj, anular los elementos de las posiciones (7,7) y (k, k), y convertir en
unos los ceros de las posiciones (i, k) y (k, ). Postmultiplicar por una matriz
transposicién se traduce en intercambiar columnas, por lo tanto, la matriz
E; que resuelve el problema es la matriz F; en la que se han intercambiado
los elementos m;; y my;, por lo que conserva la estructura original de matriz
triangular inferior con unos en la diagonal principal. Nétese que

Bl ={ 00 Sp8n 20
Ej(:,5) = PeEj(5,4), s = J.
FEn resumidas cuentas, podemos cambiar el orden de los factores con facilidad
cuando surja la necesidad de elegir el pivote.
Todo lo que acabamos de comentar conduce al siguiente resultado:

Teorema 5.3 (Factorizaciéon PA = LU). Sea A € R™*"™. Existe una matriz
permutacion P € R™™™ tal que PA es factorizable LU .

Demostracion. Comprobemos por induccién sobre la etapa del MEG, con
las ideas antes expuestas, que podemos obtener, tras las n — 1 etapas,

AM =8 . S Pq...PA,
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donde A™ es triangular superior y para todo 1 < i < n, P; es una matriz
permutacion, y .S; es una matriz triangular inferior con unos en la diagonal
principal de forma que los elementos no nulos se pueden presentar sélo en
la columna ¢—ésima. Entonces, el resultado queda probado tomando P =
Ppq..PLU=AMy L =871 .51

LS.
En la segunda etapa tenemos

A®) = pPE P AY = E2E§3)P2P1A(1)
_ E§3)E§3)p2p114(1)’

3 . . .
donde E§ ) es 1a matriz FE1 en la que hemos cambiado en su primera columna

las filas que intercambia Ps y Eég) = F5. Realizadas k — 1 etapas de esta

forma y reeescribiendo los factores de la forma indicada obtenemos
AW =W EWEWPR . P AW,

cumpliendo las condiciones requeridas en esta fase.
Realicemos la etapa k-ésima. Elegimos el pivote mediante una matriz
permutaciéon Pi. Tendriamos

B® = pe®  EWEMP .. ppA®
= g EMVERDP P PP AD,
donde E](-Hl) se obtiene intercambiando en la columna j-ésima de Ej(k) las fi-

las que intercambie Py (1 < j < k—1). Ahora anulamos los correspondientes
elementos de B®) en su columna k-ésima mediante

A+ =, p0) = E}Ek+l)E]£k_+11) B 'E§k+l)E£k+l)PkPk_1 . PP AW,

siendo Ejy = Eékﬂ) y EJ(.kH) la matriz E](.k) en cuya columna j-ésima hemos

aplicado la permutacién P. Asi, tras n — 1 etapas obtenemos

A = g™ EMWEMP, . PP A,
cumpliendo las condiciones requeridas. ]
Nota 5.5. Si tenemos PA = LU, entonces det(A) = (—1)* [, U(4,1),
donde k es el nimero de transposiciones que hay en la correspondiente per-
mutacion (cambios de columnas que hay en P respecto de la identidad, o el

numero de cambios de filas realizado si hemos obtenido nosotros la factor-
izacion). Ademds, resolver el sistema Ax = b se traduciria en resolver

Ly=Pb, Uzx=y.

Insistamos de nuevo en que Pb mo lo calculamos mediante un producto si
no realizando los cambios en las componentes que provoca P.
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En la préctica simplemente hay que realizar en la etapa k—ésima el cam-
bio de filas que requiera la eleccién del pivote en la matriz en la que hemos
ido guardando los multiplicadores, con el signo adecuado, en la parte estric-
tamente triangular inferior correspondiente a la k — 1 primeras columnas y
en cuya parte restante tenemos la matriz A®) | Respecto como obtener la
matriz permutacién, lo que haremos es anotar en cada etapa, en un vector
que originalemente representa la identidad (1 : n), los cambios de filas que
hemos realizado en dicha etapa, simplemente cambiando las componentes del
vector correspondientes a las posiciones de las filas a cambiar. Finalmente la
matriz P se obtiene realizando los cambios por filas anotados en el vector, es
decir, si el vector es p, y tomamos I = eye(n), entonces P = I(p,:). Nétese
que obtener P como matriz de permutacién asociada a una permutacién o,
es mucho més complicado puesto que es composicién de transposiciones. Es
facil observar que en realidad o = p~!, entendiendo que ahora p representa
una permutacion.

Ejercicio 5.1. Crear una funcion cuyo argumento sea una permutacion s
y que devuelva su inversa r.
Sol.: function r = pinvn(s)
for i=1:length(s)
r(s(i)) = 4;

end

Algoritmo 5.1 (PA = LU). Datos: A
p=1:n
fork=1:n-1
eleccion del pivote: p(k) «— p(ix) (n > ix > k)
A(k,:) <« Alig,:) (Intercambiar filas)
fori=k+4+1:n
A(i k) = A(i k) JA(k, k)
A(i,k+1:n)=A(i,k+1:n) — A(i, k)« A(k,k+1:n)
end
end
Salida: p, A (como alternativa podemos devolver P; en realidad, si luego
queremos hacer Pb hariamos b = b(p) de forma que no necesitamos P )

Ejemplo 5.4. Consideremos el sistema de matriz ampliada
1 2 10
1 200
3 211

Obtengamos la factorizacion de la matriz de coeficientes

12 1 12 1] 1 2 1
1 20| =11 0 —1[%32|3 4 -2
3 2 1 3 —4 —o | P03 o
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En definitiva,

1 00 1 2 1 1 00 1 2 1
0 0 1 1 20|=(1310 0 —4 -2
010 3 2 1 1 01 0 0 -1
Notar que det(A) = —4. Ahora resolvemos
1 00 0
31 0fy=]1
1 0 1 0
cuya solucion es [ 010 ], y finalmente
1 2 1 0
0 4 -2 (z=|1
0 0 -1 0

cuya solucion es [ 1/2 —1/4 0 ].

Por dltimo contemplemos la opcién de obtener una factorizacion LU
empleando el MEG con pivote total. Tendriamos

A(n) = En_]_Pn_l e E]_P]_A(I)Ql e Qn—l7

donde la novedad es la aparicién de las matrices transposicién que permiten
elegir el pivote en cada etapa intercambiando columnas si fuera necesario. Al
igual que el caso anterior, podemos conmutar las matrices P; y E; realizando
los oportunos cambios en FE;, lo que nos conduciria a

A = g p e PADQ, L Qo

n—1

de donde llegamos a la factorizacién

PAQ = LU,

si tomamos P = P, 1...P, Q = Q1...Qp, L™! = ET(ZL:ID...Egn_l) y
U=AM.

Si almacenamos todos los multiplicadores, sin signo, en la parte trian-
gular inferior de A y vamos realizando los cambios necesarios de filas y de
columnas (observar que estos tultimos no afectan a la parte ya calculada
de L), al final en la parte triangular inferior tendremos L y en la parte
triangular superior U.

Nota 5.6. Si tenemos PAQ = LU, entonces det(A) = (—1)*s [[i, U(i, 1),
donde k es el numero de cambios de fila y s el nimero de cambios de columna
que hemos realizado. Ademds, resolver el sistema Ax = b se traduciria en
resolver

Lz=Pb, Uy=z,

y tomar x = Qy.
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Algoritmo 5.2 (PAQ = LU). Datos: A
p=1:n
q=p
fork=1:n-1

Eleccion del pivote: p(k) «—— p(ix), ¢(k) < q(jx) (n > ix, jr >

A(k,:) «— A(ig,:) (Intercambiar filas)
A(:, k) «— A(:, jk) (Intercambiar columnas)

fori=k+1:n
A(i k) = A(i k) JA(k, k)

A(i,k+1:n)=A(i,k+1:n)— A(i, k)« A(k,k+1:n)

end

end
Salida: p, A

Ejemplo 5.5. Vamos a obtener una factorizacion de la matriz

1 -4 2
A=|2 -1 -3
4 —4 -8

aplicando el MEG con pivote total:

1 -4 2 4 -4 -8
2 -1 -3 — |2 -1 -3
4 -4 8 | PTGV g 9
[ -8 -4 4 -8
— | 3/8 1/2 12| — | -1/4
| —1/4 -5 2 | PTG | 38
Por tanto,
00 1 00 1 1 0
100[Al010]|=]-1/4
010 100 3/8
5 L] 2 .

4 4
-5 2
1/2 1/2 |

~1/10

s
q:(37271)

0
0
1

-8

—4
-3

—1/4
3/8

Anadlisis del error en la factorizacion LU

4
2
7/10

—4 4
-5 2
~1/10 7/10

En esta seccién vamos a considerar un sistema en punto flotante ' como
al final del tema 3 cuya unidad m&dquina denotamos por u. Recordemos
que las operaciones aritméticas, que representamos en forma general como

© € {+, -,

Oy = fl(z ®y),

es decir, z ©* y = (z ® y)(1 +6) con |J] < w.

Ve,y € F,

*, /}, se implementan como ®* de modo que se cumpla

Sea A € R™ "™ una matriz regular factorizable LU. Recordar de la seccién
anterior que esta condicién siempre se tiene salvo un cambio previo de filas.
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Nuestro objetivo es analizar como se propaga el error de redondeo cuando
obtenemos la factorizacién LU y resolvemos mediante esta el sistema Az = b.
Obtendremos que la solucién obtenida, Z, es la solucién exacta de un sistema
perturbado

(A+AA)T =b

y que el tamano de la perturbacién, AA, depende del tamafnio de los valores
obtenidos en las matrices L y U, que habrd que comparar con el tamano de
las entradas de A, como ya se hizo al final del tema 3 cuando nos planteamos
la situacién ‘ideal’ en la que sélo cometiamos error de redondeo al almacenar
los datos del problema. El hecho anunciado permitird entender con més
profundidad porqué las técnicas de pivote parcial o total son en general
estables, siendo més estable la tltima.

Comencemos obteniendo la factorizacién LU de forma compacta medi-
ante el algoritmo de Crout-Doolittle: se determina la fila k-ésima de am-
bas matrices una vez que conocemos las anteriores filas y que usamos que
A = LU. De entrada

L(1,:) =[1,zeros(1,n — 1) y U(1,:) = A(1,:).

Supongamos conocidas las primeras k — 1 filas de ambas matrices. Observar
que al ser U triangular superior en realidad conocemos también las primeras
k — 1 columnas. Determinemos la fila k-ésima de L. Para 1 < j < k—1

tenemos '
A(k,j) =Y Lk, s)U(s,§) = > _ L(k, 5)U(s, ), (5.2)
s=1

s=1

de donde
j—1
L(k,j) = (A(kvj) - > L(k, S)U(S,j)> /U3, 7)),
s=1

de donde obtenemos de forma recursiva los elementos desconocidos de la fila
buscada, ya que en las férmula intervienen los elementos de las primeras k—1
columnas de U. Determinemos ahora la fila k-ésima de U. Para k < j < n
tenemos

k—1
Ak, ) =Y Lk, 5)U(s,5) + U(k, 5),
s=1
de donde
k—1

1

Vo)
I

Algoritmo 5.3 (Crout-Doolittle). Datos:A
fork=2:n
forj=1:k—-1
A(k,j) = Ak, j) = A(k = 1:j = 1)« A(L: 5 = 1,5))/A(4, 5)
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end
forj=k:n
A(k,j) = A(k,j) — A(k,1: k—1)« A(1 : k—1,7)
end
end
Salida:A

Nota 5.7. Del método de Crout-Doolittle se desprende que tememos que
analizar como se propaga el error de redondeo al evaluar expresiones del
tipo

k—1
Yy = (C - Zalbz)/bk
=1

Notar que, por ejemplo, la suma en punto flotante no es asociativa, por
lo que el error final puede depender del orden en el que se realizen las opera-
ctones. No obstante, nosotros buscaremos una cota que serd independiente
del orden de las operaciones. Notar también que si deseamos realizar por
ejemplo s = a + b+ ¢, en realidad obtenemos

s = ((a+b)(1+61)+c)(1+3d2) =(a+b)(1+1)(1+d2)+c(l+62)
= (a+b+c)(1+¢)

donde €, que seria el error relativo cometido, tiene una expresion compli-
cada. Por ello serd conveniente trabajar con unas cantidades auxiliares que
introducimos en el Lema siguiente.

Lema 5.3. Sea m € N tal que mu < 1. Introducimos los nimeros positivos

Gl 1<k<m.

TET T Tk -

Entonces
(1) v <y, 1< kK <m,
(i) v+ 7 Ve < Vo K+HE <m.

Demostracion. La prueba de (i) es sencilla. Para (ii) sélo realizamos las
operaciones indicadas y tenemos

(k + k' )u — kk'u?

_ / 1,2 < Vi+k -
1—(k+K)u+ kk'u

Ve T Ve T VYR =

O
Lema 5.4. Sea k € N tal que ku < 1. Sean §; € R con |0;] <u, 1 <i <k,
y sean p; = £1, 1 < i < k. Entonces

k

H(1 +0:)" =14y,
i=1

con || < -
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Demostracion. Por induccién sobre el nimero de factores. Para k = 1 ten-
emos que si p; = 1, entonces tomarfamos p; = d; con

1] < u <y,
mientras que si p; = —1, entonces
1 01
=1- =:1
150y 140,
o ol _ 18
1 1
| < <

4o =16 =

Supongamos el resultado cierto para k — 1 factores y comprobémoslo para
k. Si p;, = 1, entonces por hipétesis de induccién tenemos

k
[T +060)7 = (U + ) A+ 6k) = L g + 0k + 106 = 1+ py,
i=1
donde
ku
] < Vo1 Fu(l+7,1) = T— (k= 1u < V-
Si p, = —1, entonces por hipétesis de induccién tenemos
u k Ok
146:)7 = (14 V(1= —F ) = 14y —— (1) =2 1+,
il_[l( +65) (L4 pp—1)( 1_|_5k) +HE—1 1+5k( + -1 + R
donde
u (k—Du(l —u)+u
< —(1 =
ku —u?(k —1)

— < .
1—Fku+u?(k—1) =Tk

O

Lema 5.5. Sea k € N tal que ku < 1. Sean a;,b;,c,d € F, 1 <i<k—1.
Calculamos en nuestro sistema en punto flotante

k-1
y=(c—> aib;)/d,
1=1

entendiendo que para k =1 no hay sumatorio, mediante el algoritmo
s=c
fori=1:k-1
s =s—a;b;
end
s=s/d
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Sea i el valor obtenido. Entonces

yd( +:U'k _C_Zazz +:u’z

donde |p;] < 4, 1 <i < k. (Sid=1, entonces |p| < v,_1, sobreentendi-
endo que vy =0)

Demostracion. En el caso k = 1, en el que no tenemos sumatorio, se tiene
y=(1+ 51)C/d

con lo que 7d(1 + 61)~! = ¢, y por el lema anterior (1 +61)~! =1+ y; con
1l < -

Analicemos el caso k > 1. Sea 5 el valor calculado de c— Z;:ll a;b; por la
parte correspondiente del algoritmo propuesto. Comprobemos por induccién
sobre k que

k—1 k—1 k—1
s = CH(l-i-(Si) — Zaibi(1+5i) H(1+5]~),
=1 1=1 j=t

donde |d;], |ei| < u, 1 <i<k—1. En el caso k = 2 tenemos
s=(c—abi(14¢€1))(1+61) =c(1 4+ 1) —arbi(1 +e1)(1 + d7).

Supongamos cierta la relacién para k — 1 y comprobémoslo para k. Por
hipétesis de induccién tenemos

k—1
s=|(cJJ+0d) Zawl—kaz H(1+5j))—akbk(1+sk) (14 0r)
=1

] %

que se corresponde con el resultado anunciado. Por tanto,

k—1 k—1
gd=[cJJ1+0) Zalll—ksz [T +6;) ) @+,
=1 Jj=t

y en consecuencia, despejando ¢ (el fin serd evitar perturbaciones en el tér-
mino independiente del sistema de ecuaciones lineales) se tiene

k k—1 i—1
gd][J(1+0)" == aibi(l+e) [[(1+6;).
i=1 =1

j=1

Ahora aplicamos el lema anterior para reescribir Hle(l +8) P =14y
(14¢) H;;ll(l +0;) =1+p;, 1 <i<k—1, con las condiciones requeridas.
(Cuando no hay divisién, d = 1, no aparece el factor (1 + d;) de ahi que se
pueda mejorar la cota de la forma indicada). O
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Definicién 5.2. Sean A, B € R™"*™. Diremos que A < B si A(i,75) < B(i,7),
1<i,75<n.

La matriz |A| € R™™ es la determinada por |A| (i,7) = |A(Z,7)], 1 <
i,7 <n.
Ejercicio 5.2. Mostrar que si |A| < |B|, entonces

1Al < 1Bl

para p = 1,00, F. Analizar el caso p = 2.(En este caso no puede ser cierta
la propiedad, ya que ||||, es una norma dependiente del signo de las entradas
de la matriz. Por ejemplo, tomar A = [1,—1;—1,1] con ||A]l, =2 y B =
[1,1;=1,1] con || By = V2 , mientras que |A| = |B|)

Teorema 5.4. Sean € N tal que nu < 1. Sea U € F"*™ regular y triangular

superior, y b € F". Sea T el valor obtenido por el método del remonte con

aritmética de precision limitada aplicado al sistema Ux = b. Entonces,
U+ AU)T=0b

con |AU| <, |U|.

Demostracion. Recordemos que

(k) = (( Z Uk, s)T )/U(k k))
sk+1
— (( ZUkk+z k:~|—z)>/U(k,k:)>, k=mn,..., 1

Aplicando lema anterior tenemos
T(k)U (ky k) (1 + py_ps1) = b(k ZUkk—H (k+i)(1+ 1),

con |u;| <7;, 1 <i<n-—k+1 (en realidad los p; dependerian de k pero
no lo indicaremos ya que lo tinico que nos importa es que estdn acotados de
la forma indicada). Por consiguiente,

n—k
T(R)U (. k) (14 1) + D Uk, b+ 0T (k + ) (1 + p) = b(k),
i=1
es decir, T se puede interpretar como la solucién exacta de un sistema
obtenido por perturbacion de la matriz de coeficientes del original, que sigue
siendo triangular y cuya ecuacién k-ésima tiene por coeficientes

(U+AU)(k,:) = [zeros(1,k—1),U(k, k) (14+1_py1)s - - - Uk, n) (14p1,, 1), |-

Asi,
o [ Vet AU R, k=,
AU(k,j)| < ; '
|AU( ’J)‘_{VjHAU(kJN’ k+1<j<n,

por lo que podemos acotar todas las entradas de |AU| utilizando el v més
grande que nos aparece, v,,, obteniéndose la cota del enunciado. ]
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Nota 5.8. Del teorema anterior se desprende que resolver sistemas trian-
gulares es un proceso estable. De hecho, por un resultado de perturbacion
comentado en el tema 3 se tiene que

&~ Tle . Yakoo(U)
el 1 noo(0)

ya que ||AU| o < 7, U |l siempre que v, koo (U) < 1.

Si consideramos el caso mds real de cometer ademds errores al alma-
cenar los datos del problema, lo que hemos evitado tmando datos en F,
obtendriamos T que seria la solucion exacta del sistema

(U + AU + AU + AU))T = b+ Ab,

con
AUl oo < ullUlly » [[AD] o < ullblly
Yy
AU + AU)lloo € 10U + AU oo < 70 [[U]] o (L +u)
de donde

AU + AU+ AUy < (w4 7,1+ u) [|U]lo

(n+1)u

lo que muestra que esta tultima fuente de errores la podemos practicamente
despreciar o considerar ya incluida. Si v, 1kso(U) < 1, entonces

Yn+2 kOO (U)

[z P (% |
1 _’7n+1k00(U)

2o 7 1= Y41k (U

) (7n+l + ’LL) <

(Notar que nu < v,k(U) < 1).

Observar que al trabajar con cotas y no con los errores relativos intro-
ducidos durante el proceso, el resultado obtenido no depende del orden en
que realizemos las operaciones. Ademds, es evidente que el resultado es cier-
to también para sistemas triangulares inferiores a los que les aplicamos el
método del descenso.

Teorema 5.5. Sea n € N tal que nu < 1. Sea A € F™™ regular y fac-
torizable LU. Sean L y U los factores obtenidos mediante el algoritmo de
Crout-Doolittle con aritmética de precision limitada. Entonces,

LU=A+AA
con |AA| <7, {f! }U|

Demostracion. Recordemos que el citado algoritmo se calculan de manera
recursiva las filas de L y U. Calculemos las filas k-ésimas. Tenemos

j—1
L(k,j) = fl ((A(k,j) - > Lk, s)U(w’)) /U(m)) , 1<j<k-1

s=1
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Por el ultimo lema,

Lk, U, ) (1 + py) = Alk, 5) = D Lk, $)U(5,4)(1 + py),

con ;| <7;, 1 <i<j (en realidad los p; dependerian de (k, j) pero no lo
indicaremos para simplificar la notacién, ya que lo inico que nos importa es
que estan acotados de la forma indicada). Por tanto,

j—1
L(k, ))U (3, 5y + Y Lk, $)U (s, §) s

s=1

75 2 | Lk, )| [U(s,9)| = 7, (IT| [Tk, 5)

s=1

|A(k, j) — (LU)(k,5)| <

IN

para 1 < j < k — 1. Ahora para k < j < n, tenemos

k-1
U(k,j) = fl (A(k,j) - L(k, s)U(sJ)) , 1<j<k-1,
s=1
y por el lema antes mencionado
k—li o
Uk, )1+ py) = Ak, j) — ) L(k, $)U(s,5)(1 4 ps),

1

w
Il

con |u,l < 74 1 < s < k (seguimos cometiendo el abuso de notacién ya
comentado). Por tanto, puesto que L(k, k) = 1,

k—1
|A(k, §) = (LO)(k, 5)| < [Uk, 5 + > Lk, )T (s, )
s=1
k
< W DLk )] |U(s, 5)| = (2] [T]) (%, 5),
s=1

para k < j < n. El resultado anunciado se obtiene al considerar el mayor

de los v que nos aparecen, 7,,, para tener una cota comin para todas las
entradas de |[AA]. O

Nota 5.9. Como en cada fila el mayor v que aparece es consecuencia de
calcular U(k, j), y este no requiere de division, en realidad podriamos obtener
en la cota v,,_1 en lugar de 7y,,.

Ejemplo 5.6. Volvamos a los ejemplos que motivaron la introduccion de
las técnicas de pivote parcial y total.

(i) Sea

10717 1
=]
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La factorizacion que obtendriamos utilizando MATLAB con nuestro

algoritmo es
- 1 0] 10717 1
L_[1017 1]’U_[ 0 —1017}

y por tanto,

—— 0 0
wzo-[00],

observandose un error relativo alto en la factorizacion de A. Como

S — 10-17 1
o= e ]
nuestro teorema nos dice que

L A-Z00, _ (EH0l .

L_JlA-TT), O]l 6122107
>~ L AT, 2

=45.

Notar que koo(A) = 4/(1 —€) =4, es decir, el problema no es conse-
cuencia de que la matriz A esté mal condicionada.

(ii) Retomamos el ejemplo anterior utilizando pivote parcial, es decir, fac-

torizamos
1 1
PA_{l()—" 1]'
Se obtiene
- 1 0 — 11
L‘Lo” 1]’U_[0 1]'
Por tanto,

— 0 0
pa-z- [0,

y|||Z]| ‘U‘HOO /Al = 1, mientras que 310717 = || A —IUHOO /A -

(iii) NO En este ejemplo se pone de manifiesto que el pivote parcial, ain
evitando multiplicadores grandes, ya que son menores que la unidad
en mddulo, no evitan un error relativo grande. Sea

1 107
=

para la que obtendriamos los siguientes factores

- 1 0] = 1 107
L‘L 1}’U_[0 —1017]'

Notar que en realidad estamos utilizando pivote parcial. Cometemos
pues un error relativo en |||, al factorizar la matriz de 1/(1+10'7) =

10~Y7. En este caso, ‘f‘ ‘U‘HOO / HA”OO = (1+2*1017>/(1+1017) =2.
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Corolario 5.1. Sea n € N tal que 3nu < 1. Sea A € F™™ reqular y
factorizable LU. Sea b € F™. Sean L y U los factores obtenidos mediante el
algoritmo de Crout-Doolittle con aritmética de precision limitada. Sea T el
valor obtenido al resolver

Ly=byUz=y

por descenso y remonte respectivamente con aritmética de precision finita.
Entonces,

(A+20A)T=0b
con |AA| < v, |L||U].

Demostracion. Por el teorema anterior LU = A+ §A con |6A| <7, ‘f‘ ‘U‘
Por el teorema correspondiente a la propagacién del error de redondeo en el
método del descenso tenemos que 7, solucién calculada de Ly = b, verifica

(L+AL)y=0
con {Af‘ <, ‘f‘ Anélogamente, 7, solucién calculada de Uy = 7, verifica
U+AU)z=7y

con |AU| <, |U|.
En definitiva,

b = (L+AL)U+ AU)z = (LU + ALU + LAU + ALAU)T
(A+6A+ ALU + LAU + ALAU)T =: (A + AA)T,

con

)

donde hemos usado el apartado (ii) del lema del primer lema en las dos
dltimas desigualdades. O

Nota 5.10. En el teorema previo se pone de manifiesto que la estabilidad
del método, medida en términos de cometer un error relativo pequeno en
la solucion, no depende de si los multiplicadores son en mddulo de tamano
controlado, como podriamos pensar y sucede al utilizar técnicas de eleccion
del pivote, st no del tamano de la matriz }f| ‘U}

En las condiciones del citado teorema y con la notacion alli introducida,

L||lU
51 73nkoo(A)% =:a <1, se tiene que
lz —7ll . @
[zl —1-a

En la prdctica, es en general dificil calcular a priori HE’ |U|Hoo So-
lo para matrices con ciertas propiedades es relativamente comodo hacerlo,
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como por ejemplo las matrices positivas (?). Por ello, se trabaja con un nue-
vo concepto que introducimos a continuacion, que es mucho mds comodo y
proporciona una idea de lo que sucede, aunque no puede usarse de forma
rigurosa como cota del error relativo.

Estimemos |L||U| en lugar de |L| |U|. Usaremos la notacion del MEG.
Sea 1 <k<n-—1. Para k+1<1,7<n tenemos

de donde
. Al < [ (k) (s s ’
LGB U (k. 3)] < 2 mis |40, j)

Ademds, como L(i,k) =0 paral <i<k—1y L(k, k) =1, entonces

| L(i R)NU (R, )] < [U(k, 5)] = ‘A(k“)(k,j)

;o 1<y <n,

donde hemos tenido en cuenta la posible eleccion de pivote. Por tltimo, como
en el razonamiento anterior,

LG U, )] < U )] = AP, 5)], 1 <i5 <.
De todo lo expuesto,
. Al < ; k) (: - <iik<m
LGNk <2, mdx |49, 1<igk<n
Asi,
(LU 3) = D 1L R U (k)] < 20 max AW, j)
k=1 e
Y como consecuencia,
— 1 o 2 ‘ (k) (s ‘
I1L11ss = mix S2LODG) < 20" e |4.3)
]:
< ), 2nesiken ATG]
HAHméX
ya que [|Al| g < Al

Definicién 5.3. Sea A € R™ " regular. Se define el factor de crecimiento
de A como
mMAaxX1<; j k<n |A(k) (4, 4)]

Estudiemos el factor de crecimiento cuando aplicamos MEGPP a A €
R™ " regular, que denotaremos mediante p!’(A). Analicemos como se modi-
fican los tamarios de las entradas de la matriz A®*) en la etapa k—ésima para
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pasar a A®TD 1 <k <n —1. En primer lugar notar que A% y AK*+1D) o
inciden en sus primeras k£ — 1 filas y columnas. Si tenemos que elegir pivote,
deberfamos intercambiar la fila k—ésima con una posterior i(k)—ésima. Sea
B) 1a matriz asf obtenida. Notar que

[ YN . (k) (s s
 nax B @7]))——1;§3§n A @,J)w
Para k+ 1 < 4,5 < n tenemos
o . BW(@G K ,
’Aw+n@Jﬁ - Bwnuj)_fwmazggwnkd)

Ak (r,s)

)

< |B®G )|+ |BO®, )| <2 max

1<r,s<n

donde hemos usado que los multiplicadores en médulo son menores que la
unidad (notar que esto no podemos asegurarlo con aritmética de precisiéon
limitada). En resumidas cuentas como mucho duplicamos en cada etapa el
tamano de los elementos de los que partiamos. Por lo tanto,

ph(4) <2n .

En el ejemplo que sigue, tenemos un caso ‘académico’ en el que se alcanza
dicha cota. No obstante, recientemente se han encontrado ejemplos en los
que MEGPP sufre crecimiento exponencial como el mostrado en el ejemplo
(problemas de contorno de dos puntos a los que se les aplica el método del
disparo (Wright,1993)). Sin embargo, en general se puede decir que el método
es estable en la practica ya que es estadisticamente muy dificil encontrar
ejemplos en los que suceda esto.

Ejemplo 5.7. Se tiene la siguiente factorizacion de la matriz

1 0 0 -~ 0 1
-1 1 0 - 0 1
-1 -1 1 - 0 1
A, =
-1 -1 -1 -~ 1 1
| -1 -1 -1 -~ -1 1|
1 0o 0 -~ 0 O]7[1 00 --- 0 1 ]
-1 1 0 -~ 0 0 10 --- 0 2
-1 -1 1 -~ 0 0 0 1 0 4
-1 -1 -1 -~ 1 0 000 --- 1 2772
| -1 -1 -1 -+ =1 11000 --- 0 21

con lo que pf'(A) = 271,
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Para MEGPT J. H. Wilkinson (1961) probé que el correspondiente factor
de crecimiento, pl (A), satisface

pL(A) < Vn231/2pl/(n-1) —. F(n) = nt/FHlosn/4

Se tiene por ejemplo que f(100) = 3570 mientras que 2% > 10%°. Podemos
afirmar que esta técnica es més estable que MEGPP, pero como ya se vio es
significativamente mds costosa y lenta, por lo que no se suele elegir.

Wilkinson conjeturo que pl'(A) < n, y no ha sido hasta muy reciente-
mente (N. Gould, 1991) cuando se ha probado que era falsa. Sigue siendo un
problema abierto determinar una buena cota superior de pZ(A) y se espera
que sea O(n).

5.3. Sobre la factorizaciéon de algunas matrices es-
peciales

En este capitulo analizamos el MEG-factorizacién LU para ciertas clases

de matrices que aparecen en algunas aplicaciones interesantes como las

que vimos en la introduccién: matrices diagonalmente dominantes, matri-
ces simétricas definidas positivas y matrices tridiagonales.

5.3.1. Matrices diagonalmente dominantes

Teorema 5.6. Sea A € R™*" regular y diagonalmente dominante. Entonces
A es factorizable LU y p,,(A) < 2.
Si A es diagonalmente dominante por columnas, entonces

IL(i,j)| <1, 2<i<n, 1<j<i—1. (5.3)

Demostracion. Haremos la prueba para matrices diagonalmente dominante
por columnas, dejando para el lector las oportunas modificaciones para el
otro caso. Probaremos por induccién sobre n > 2 que el MEG aplicado a A
no requiere eleccién del pivote, que se cumple y que

i\A““’(@j)kf]A(i,j), 2<k<nk<j<n  (54)
i=k =1

que nos permitird posteriormente probar la propiedad relativa al factor de
crecimiento.
Para n = 2 tenemos

AR, D < A D]

lo que al ser A regular implica que A(1,1) # 0. Por tanto, el MEG no
requiere eleccién del pivote. Ademds,

IL(2, )] = A2, 1)/A(1,1)] < 1.
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En cuanto a (5.4)) tenemos
42(2,2)] = A(2,2) - A(L,2)A(2, 1)/A(L, )] < AL, 2)] +]4(2,2)].

Supongamos el resultado vélido para n — 1 y comprobémoslo para el
siguiente natural. Tenemos

> 1AG <AL D),

1=2

por lo que al ser A regular se tiene que A(1,1) # 0 y puede elegirse como
pivote. Ademds,

L3, 1)) = JAG /AL D < Y JAG DI/ ALY <1, 2<i<n.

=2

Consideremos la matriz B := A®(2:n,2:n) € ROV v comprobe-
mos que es regular y diagonalmente dominante por columnas. La regulari-
dad de B es ya conocida, aunque se puede deducir de la relacién det(A) =
A(1,1) det(B). En cuanto a la dominancia, para 1 < j <n — 1 tenemos

n—1 n
> B = Y |4
i=1,1#j §=2, s#r
= > |A(s,r) — A(1,r)A(s, 1) JA(1, 1))
$=2, s#r
< D A+ D AGs DIA(L )] /AL D)
§=2, s#r 5=2, s#T
< [A(r )] = A1 )+ (AL D] = [A(r, 1)]) [A(L, 7)) /[A(L, 1))
= [A(r,r)[ = [A(r,1)A(1,r) /A(1, 1)
< [A(r,7r) = A(r,1)A(1,r) /A(1, 1) = [B(4, )| -

Por la hipdtesis de induccién,, el MEG aplicado a B no requiere eleccién
del pivote y los multiplicadores son en médulo menores que la unidad, con-
cluyéndose que lo mismo es cierto para la matriz original A. Ademds, por la
propiedad para B tenemos, para2 <k<n—-1yk+1<7r<n, que

i ‘A(’”l)(s,r)‘ < i‘A@)(S,T)‘
s=2

s=k+1

= ) |A(s,m) — A(L,1)A(s, 1) JA(L, 1)]

DA, )| + AL

s=2

IN
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lo que junto con

i ‘A(Q)(s, 7")‘
5=2

n

> |A(s,r) — A(1,7)A(s, 1) JA(1, 1))
s=2

Z|A(s,r)|a 2<r<n,

s=1

IN

prueba (j5.4]) para A.

Asi, para 2 < k < n tenemos

)A(k)(s,r)‘ < Zn:‘A(k)(s,r) Szn:M(s,r)]
s=k s=1

2[A(r, )| < 2|4l

IN

max ’
parak <s,r<n,sik<s<nyl<r<k-—1, entonces

méx ?

A9 (s,m)| =0 <214
yparal <s<k—1,

A9 s,m)| = |49 (s, < 214

de lo que se deduce que p,,(A4) < 2. O

Ejemplo 5.8. Este ejemplo pone de manifiesto que la propiedad no
es valida para matrices diagonalmente dominantes por filas. Tenemos

ERIRE bR

por lo que basta con elegir ¢ << 1 para convencerse de la afirmacion real-
1zada. Notar que

N[= M

[Z| U] = 1Ll U] = |LU| = |A],
pese a que los multiplicadores son grandes.

Nota 5.11. La parte del teorema anterior para filas referente a la existen-
cia de la factorizacion LU se puede probar trabajando comn la transpuesta y
usando el resultado ya probado:

A=l =ddiag([1/u(1,1),...,1/u(n,n)]) diag([u(1,1),. .. ,u(n,n)])l' =: LU.

5.3.2. Matrices simétricas

Teorema 5.7 (factorizaciéon LDM '). Sea A € R™™ regular y factorizable
LU. Entonces existen L, M € R™ ™ triangulares inferiores con unos en la
diagonal principal, y D € R™ ™ diagonal, tinicas, tales que

A=LDM'.
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Demostracion. Sea A = LU. Consideramos D = diag(diag(U)) que es regu-
lar por serlo U. Definimos M = (D~'U)" que cumple claramente M (i,7) = 1,
1< <n.

Para la unicidad de la factorizacion, si

LD M| = A = LyDy M},

entonces por la unicidad de la factorizacion LU, Ly = Lo y D1 M| = Dy M},
de donde al ser D; regular, ¢+ = 1, 2, se tiene

M{(M3)~'=Di'Dy =1,

siendo la dltima igualdad consecuencia de la igualdad entre una matriz di-
agonal, D} 'D,, y una triangular inferior con unos en la diagonal principal,
Mj(M5)~L. Por tanto, D1 = Dy y My = Ms. d

Ejercicio 5.3. Sea A regular que se puede escribir en la forma del teorema
anterior A = LDM’. Entonces, det(Ag) #0, 1 <k <n.

En efecto, tendriamos que A es reqular y factorizable LU, y ya se probé
que entonces se verificaba la propiedad anterior.

Corolario 5.2 (factorizacion LDL"). Sea A € R"™™ reqular y simétrica. Si
tenemos la factorizacion A = LDM' entonces M = L.

Demostracion. Es consecuencia de la unicidad del teorema anterior, ya que
LDM' =A=A"=MDL'.
O

Nota 5.12. Si tenemos A = LDL' entonces el sistema Az = b se resolveria
mediante
Ly=b, L'z=D 1y,

entendiendo que D'y no se realiza mediante producto de matrices, si no
reescalando las componentes de y convenientemente.

Nota 5.13 (Obtencién de la factorizacion LDL'). Tenemos A= LDL', de
donde

min(z,5)

A(i,§) = (LD)(i, )L (. §) = ) L(i,k)D(k, k)L(j, k),
k=1

luego
i—1
A(i,i) = L(i,k)*D(k, k) + D(i,i), 1<i<n, (1))
k=1
y .
A(i,5) =Y L(i,k)D(k, k)L(G, k), 1<i<j<n (1))
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Vamos a obtener las entradas de L y D de estas relaciones, columna por
columna. Supuestas conocidas hasta la columna r-ésima de ambas matrices
obtenemos de (I) el elemento

D(r+1,r+1)=A(r+1,r+1) =Y L(r+ 1,k)’D(k, k),
k=1
y luego de (IT), coni=r+1yr+1<j<mn, determinamos
L(j,r+1) = |A(r + 1,5) = Y L(r + 1,k)D(k,k)L(j,k) | /D(r + 1,7 +1).
k=1

Algoritmo 5.4 (LDL'). Guardaremos L en la parte inferior de A, y D en
la diagonal principal.
Datos: A
fori=1:n
fork=1:i—-1
r(k) = A(i, k) * A(k, k)
A(i, 1) = A(i,9) — A(i, k) (k)

end
forj=i+1:n
fork=1:i—-1
A(j,i) = A(4,1) — A, k) = r(k) (Usamos que A(j,i) =
A(G,1))
end
A1) = A )/AG 1)
end
end

Nota 5.14. El nimero de flops que requiere el anterior algoritmo es

Zzn;(g(i )4 (=) —1)+1)) = %n?’ 42— %n

5.3.3. Matrices simétricas definidas positivas

Teorema 5.8. Sea A € R™™"™ simétrica. Equivalen:
(1) A es definida positiva,
(ii) det(Ag) >0, 1 <k <mn,

(iii) ewiste B triangular inferior con B(i,i) > 0,1 < i <mn, tal que A = BB’
(Factorizacion de Cholesky)

Demostracion. (i)=>(ii) Ya se probd, viendo que las matrices Ay, son simétri-
cas definidas positivas, y usando que los valores propios de esta clase de
matrices son positivos, y por lo tanto también su determinante es positivo.
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(ii)==-(iii) Por (ii) tenemos que A es una matriz regular, factorizable LU
y simétrica. Por lo tanto, podemos escribir A = LDL’ en las condiciones
expresadas en la seccién anterior. Por un lema anterior tenemos

Ay = LDy L},
de donde
k
0 < det(Ay) =det(Dy) = [[ D(,4), 1<k<n,
=1

por lo que D(i,i) > 0, 1 < i < n. Definimos H = diag(sqrt(diag(D))), con
lo que evidentemente tenemos

A=LDL' = LHHL' = BB,
si elegimos B = LH. Es claro que B es triangular inferior; ademas,

B(i,i) = L(i,i)\/D(5,i) >0, 1<i<n.
(iii)==(i) Es consecuencia de que A = BB’ con B es regular. O

Nota 5.15. En las condiciones del apartado (iii) del teorema, si tenemos
BB'=A=CC,

entonces C~'B = C'B'~! siendo la primera matriz de la igualdad trian-
gular inferior y la sequnda triangular superior. Obtendremos la unicidad si
comprobamos que los elementos de la diagonal de C~'B son todos unos.
Tenemos

(C7'B)(i,i) = C7'(4,)B(i,i) = C(i,i) " B(i,1)
= B(Z7 i)_lc(i7 2) = (C/B,_1>(ia 7’)7
luego
B(i,i)* = C(i,i)?,
de donde, al ser positivos, se deduce que

B(i,i) =C(i,i), 1<i<n.

Nota 5.16. El nimero de flops para obtener la factorizacion de Cholesky
es del mismo orden que el de la factorizacion LDL', con la diferencia de
requerir el cdlculo de raices cuadradas. Para evitar ese cdlculo de n raices

cuadradas, puede ser interesante considerar la factorizacion LDL' en lugar
de la de Cholesky.
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Nota 5.17. Recordemos que los elementos mds grandes en mddulo de una
matriz A simétrica definida positiva, estan en la diagonal principal. Por otra
parte, si A = BB’', entonces para 1 <1i,j < n se tiene

A(i,i) =Y B(i,k)* > B(i,5)*,
k=1

de donde

1B(i, )| < VA(i, 1),
lo que, por analogia con lo que sucedia en el caso de la factorizacion LU, con-
duce a la intuicion de que el proceso de obtener la factorizacion de Cholesky
de A va a ser estable. En relacion con esta idea tenemos el siguiente resul-
tado.

Teorema 5.9. Sea A € R™*"™ simétrica y definida positiva. Entonces p,,(A) =
1.

Demostracion. La idea de la prueba se basa en que los elementos més
grandes en moédulo de una matriz simétrica definida positiva estdn en la
diagonal principal, de hecho estos son positivos. Comencemos probando por
induccién sobre k, 1 < k < n, que A(k)(k‘ : n,k : n) es simétrica definida
positiva. Esto permitird tener que comparar tan sélo los elementos de la
diagonal principal de estas matrices con los de la de A. Para k = 1 es cierto
ya que A1) = A. Supongamos que A(kfl)(k —1:n,k—1:n) es de la clase
de matrices indicada y la reescribimos en la forma

¢ 5]
c D
cona>0,ce R**1 D¢ R(—k+1)x(n=k+1) Por una parte
D(i,j) = A" V(i 41,5 +1) = A% V(i + 1,i + 1) = D(j,0)
y por otra, para z € R***! no nulo, tenemos
ZDz=10,2]A* Dk —1:nk—1:n)[0;2] >0,

luego D es simétrica definida positiva. Por el MEG tenemos que A(k)(k —1:
n,k—1:n) =D — cd/a, que por simplicidad llamaremos S. Esta matriz
es simétrica ya que D lo es. Ademds, para z € R***1 no nulo y = € R,
tenemos

0 < [L,a]A* Dk —1:nk—1:n)1;22]
= a+2dzz+ 2 Dza?,
luego el polinomio de segundo grado en = no puede tener raices reales, y por

tanto,
0 < azDz—(d2)? = a'Sz,
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y asf, 2/Sz > 0.
Mostremos ahora que

AW (i,5) < A(i,4), k<i<n, 1<k<n,

de nuevo usando induccién sobre k. Para k = 1 es evidente. Si es cierto para
k — 1 entonces para k < i < n tenemos

ARGy = AFD( ) —

< A®RY(4) < A(i, i),

ya que AFD(k k) >0y A* V(G k) = ARV (k,4) por ser AF)(k:n, k : n)
definida positiva y simétrica.
Por la ultima propiedad probada

1<k<n

max ’

HA(k)(k: 0k : ”)Hméx <Al

y por consiguiente p, (A) < 1. O

Ejemplo 5.9. Aqui también puede suceder que los multiplicadores sean
grandes: para 0 < € << 1 se tiene

)=l S T

Ejemplo 5.10. Si no exigimos la simetria de la matriz, el teorema previo
puede no verificarse: para 0 < € << 1 se tiene

[—61 i‘]:[—ll/s ?Hg €+11/5]’
luego p,(A)=1+1/e >> 1.

5.3.4. Matrices tridiagonales

Teorema 5.10. Sea A € R" " la matriz tridiagonal reqular

[ d1 €1
co dy €2

Cn—1 dp—1 en—1
Cn dp

La matriz A es factorizable LU si, y sélo si, uy := dy # 0 y la formula de
TeCUTTencla
wp =d; — ciej—1/ui—1, 2<i<n,
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determina numeros reales no nulos {u;};_,. En dicho caso, la factorizacion
de A se corresponde con

1 up  eq

lo 1 Uz €2

lno1 1 Un—-1 En—1
I, 1 Up,

siendo l; = ¢;Jui—1, 2 < i < n.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que A es factorizable LU, es
decir, det(Ag)0 (1 < k < n). Veamos por induccién sobre k, 2 < k < n, que
det(Ag)/ det(Ag_1) = ug,

lo que permite asegurar la condicién requerida sobre los nimeros {u;}; ;.
Como

det(Az) = didy — coe1 = (dg — czel/ul)ul = Uy det(Al),

el resultado es vdlido para k = 2. Supongamos cierta la relacién para k—1. En
particular podemos construir el nimero u; pues uz_1 es no nulo. Tenemos,

det(Ay) = dpdet(Ap_1) — cpep—y det(Ap_2) =
= (dy — crep—1/up—1)det(Ag_1) = u det(Ag_1),

luego es cierto para k.

Para la otra implicacién, como por la hipétesis es posible construir las
matrices L y U, bastard con comprobar que A = LU, si bien se puede
deducir del razonamiento anterior. En efecto,

N €, 1= 17
(LU)(%,L) o { licii14+u;=d;, 2<i<n,

Yy
e, j=i+1,1<i<n-—1,
(LU)(i,j) = § livi—1=¢;, j=i—-1,2<i<n,
07 |Z _.]| > 17
luego se da la igualdad buscada. 0

Algoritmo 5.5 (Ax = b, A tridiagonal y factorizable LU). Guardaremos L
y U en los correspondientes vectores que determinan A: c, d y e. La solucion
la almacenamos en b.
Datos: ¢,d, e, b
(factorizacion; 3(n — 1) flops )
fori=2:n
c(i—1)=c(i—1)/d(Ei—1)
d(i)=d(i) —c(i — 1) *xe(i — 1)
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end
(resolucion del sistema; 2% (n — 1)+ 1+ 3(n —1) flops )
fori=2:n

] b(i) =b(i) —c(i —1)*b(i — 1)

b(n) = b(n) /d(n)

fori=n—-1:-1:1

; b(i) = (b(2) — e(i) x b(i — 1)) /d(7)
Salida: b, c,d, e

Nota 5.18. El anterior algoritmo requiere 8n — 7 flops.

Ejercicio 5.4. Probar que utilizando el anterior algoritmo y aritmética de
precision limitada, obtenemos T que verifica

(A+AA)T =b

donde o
|IAA| < f(u) ‘L‘ ‘U

)

donde f(u) no depende de n.
Por ejemplo, tenemos

E(l—i—(ﬁ) = ¢ /1, (1+V1)U7i:di—7i6i_1(1+81),
con |01], |v1], le1| <1 =u/(1 —u). Asi, se obtiene

A=TU + NA,

con

|IAA| < |L||U].



Capitulo 6

Meétodos iterativos

6.1. Introduccién

Consideremos el sistema Ax = b con A € R"*"™ regular y b € R", cuya
soluciéon denotamos por «. Nos planteamos la posibilidad de encontrar B €
R™" v ¢ € R"™, dependientes de A y b, tales que el sistema de ecuaciones
By + ¢ = y tenga solucién, tnica, y coincida con a«. Notar que para ello
B — I, debe ser regular. Por ejemplo, podemos reescribir el sistema original
como (A + I,)x — b = x, que se corresponderia con tomar B = A+ 1, y
c= —b.

En la situacién planteada, « seria un punto fijo de la aplicacién

¢: R" +—s R”
y ~ By-+c

y por tanto, tendriamos un método, el método de punto fijo, para aproximar
la solucién, que consiste en generar la sucesién

xg €R™; 1z =Bxr+ec, k=0,1,... (6.1)

Definicién 6.1. Un método iterativo asociado al sistema Ax = b consiste
en determinar un par (B,c), con B € R™"™ y ¢ € R", tales que el sistema
de ecuaciones By + ¢ = y sea equivalente al original, y generar la sucesion
determinada por ,

Diremos que el método iterativo determinado por (B,c) es convergente,
st para todo xg € R™ existe el limite de la sucesidn generada mediante la

formula de recurrencia .

Las cuestiones que nos vamos a plantear en torno a los métodos iterativos
son las naturales: como generar diferentes métodos iterativos, si éstos son
convergentes o cuando lo son, y comparar métodos convergentes midiendo
la rapidez con que en cada caso la sucesién que generamos converge al punto
fijo a.

Nota 6.1. Recordemos el siguiente resultado general.
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Sea (X,d) un espacio métrico completo. Sea ¢ : X — X. Si existe 0 <
k <1 tal que
d(¢(z),d(y)) < kd(z,y), Va,y€ X,

entonces ¢ tiene un y soélo un punto fijo. Ademds, la sucesion
x9 € X; xk+1:¢(xk), k=0,1,...,

converge al punto fijo, para cualquier dato inicial xq.

Como consecuencia, si para alguna norma matricial subordinada |||| se
cumple que |B|| < 1, el método iterativo (B,c) serd convergente. En el
stguiente teorema se precisa este resultado.

Teorema 6.1. Consideremos el método iterativo (B, c). Equivalen:

(i) El método iterativo es convergente,

(ii) »(B) < 1,

(ii) ewiste una norma matricial subordinada ||| sobre R™*"™ tal que || B|| < 1.

Demostracion. (i)=-(ii) En primer lugar observemos que por induccién es
sencillo probar que

zp —a =By —a), k>1,
y por lo tanto, el método es convergente si y sélo si y € R™ se cumple

lim Bfy = 0.

k—o0
Supongamos ahora que r(B) > 1. Entonces existe A € R 'y v € R", no nulo,
tales que Bv = A\v, de donde, como

HB%H = A" ol = ol

podemos afirmar que de existir el limite, 1fmy,_,o, B*v # 0. Si

lim B¥Rev = lim B*¥Imov = 0,
k—o0 k—o00

entonces 1imy,_,~, B¥v = 0, por lo que alguno de los anteriores dos limites o
no existe o es no nulo, lo que contradice la convergencia del método iterativo.

(ii)=-(iii) Por reduccién al absurdo. Por un resultado ya probado en el
tema 2, para todo € > 0, existe una norma matricial, ||||,, subordinada a
una norma vectorial real tal que

1< (1Bl <r(B) +e.

de donde 1 < 7(B) + ¢, y en consecuencia, 1 < r(B), que contradice (ii).
(iii)=-(i) Simplemente hay que tener en cuenta que

k
| B < 181 Iyl

y asi, limy_,o B¥y =0, Vy € R™. O
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Creada una sucesion para aproximar la solucién de un problema, interesa
medir de alguna forma la rapidez con que dicha sucesién se acerca al limite
para poder comparar las diferentes sucesiones o métodos y decantarse por
uno de ellos. En el caso de sucesiones de nimeros reales {ry},~; se habla
de convergencia a 7 con velocidad p cuando existe el siguiente limite y se
cumple

0< tim M =71
k—oo |Tk — ’I“|p

En el caso de sucesiones de vectores de R”, el concepto andlogo de-
penderia de la norma. Por ello, se introduce la siguiente forma de medir
velocidades de sucesiones o més concretamente de un método iterativo.

Definicién 6.2. FEl factor asintético de convergencia de un método iterativo
convergente (B, c) es el nimero no negativo

fa(B,c¢) = sup {limsup ||z} — oz||1/k {zr}>1 generada mediante (6-1)}.

ro€ER™  k—oo
(Se sobreentiede que T mo es o o que 01/F =0)

Nota 6.2. Recordemos el concepto de limite superior y limite superior de
una sucesion de numeros reales acotada y algunas de sus propiedades elemen-
tales. Sea {rg};~, C R.Entonces la sucesiones {infm>k T'm}j>, ¥ {sup>p Tm } oy
son mondtona creciente acotada superiormente y mondtona decreciente aco-
tada inferiormente, respectivamente, por lo que existe su limite y se define

liminfr, = lim <inf T‘m> , limsuprg = lim (Sup rm> .

k—o0 k—oo \m>k k—o0 k—oco \ m>k
En adelante dejaremos implicito que k — oo. Se cumple:
(1) existe limry =r si y sdlo si liminfry = limsupry =,
(ii) limsup(rg + tx) < limsup(rg) + lim sup(¢x),
(iii) lmsup(ritr) < limsup(rg) limsup(ty), re, tx > 0,
(iv) si existe lim(ry), entonces lim sup(rity) = lim(rg) lim sup(¢y),

(v) sirg <tg, entonces limsup(ry) < lim sup(t).

(Si tomamos la sucesion —1,1/2,—1,1/2... el limite superior es 1/2,
mientras que el de la sucesion de cuadrados es 1, asi que por ejemplo
(iii) no es siempre cierto).

Volviendo a nuestra definicién, como lim ||z — || = 0, entonces a partir

1/k

de cierto indice se cumple que 0 < ||z — «|”/" < 1, luego existe lim sup ||z — oz||1/k €

[0, 1], por lo que 0 < fa(B,c) < 1.
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Analicemos el significado de 1 concepto introducido. Sea zg y 5 = lim sup ||y — a||1/ k
Se tiene que

Ve >0, ko € N: |lz — af < (B +e)F, VE > ko.

Por tanto si 4+ & < 1, lo que se puede conseguir si § < 1, entonces la
convergencia de a cero serfa al menos tan rdpida como la de la sucesién
geométrica (3 4 £)* a cero. El supremo de nuestra definicién se toma para
reflejar la peor de las situaciones al variar el dato inicial.

Proposiciéon 6.1. El factor asintdtico de convergencia es independiente de
la norma escogida en R™.

Demostracion. Sean ||||, v |||, dos normas sobre R™. Sabemos que existen
constantes m, M > 0, tales que

m |z, < |=ll, < Mllzl,, VzeR",
luego si tenemos {zy} )>1 generada mediante (6.1), entonces

1/k
m g — | M* < oy — af)/F < MYF oy — |V

y como lim r/k =1, r > 0, entonces tomando limites superiores se obtiene
. 1/k _ 1 1/k
limsup ||zx, — o],/ = Hmsup ||z — o[’ .
O

Teorema 6.2. Consideremos el método iterativo (B, c) con r(B) < 1. En-

tonces
fa(B,c) =r(B).

Demostracion. Por un resultado ya mencionado, para todo € > 0, existe una
norma matricial, ||||,, subordinada a una norma vectorial real tal que

1B, <r(B) +e,
luego si tenemos {zx};~, generada mediante (6.1)), entonces
ok — ol " < IBIl o — o2/ < (7(B) +é) [z — o "
de donde al tomar limites superiores se obtiene
fa(B,c) <r(B)+e¢,
y en consecuencia, fa(B,c) < r(B).

Comprobemos ahora que existe un dato inicial xg tal que para la corre-
spondiente sucesién se verifica

limsup ||z, — af|Y* = r(B). (6.2)
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(Notar que esta propiedad en particular nos dice que en realidad fa(B,c)
es un maximo). Supongamos en primer lugar que existe A € RN o(B) tal
que |A| = r(B). Si v es un vector propio no nulo asociado a A, tomamos
T =« + v, y tenemos

Jox — all = | B8 (o — )| = | B*]| = 1AIF o],

de donde es ya evidente que se cumple . Si no se da la situacién anterior
entonces existe A € (C\R) No(B) tal que |A| = r(B). Sea v un vector
propio no nulo asociado a \, y sea v(2) = v@. Sea {v(i)}?zl una base de C™.
Para cualquier, w € C™, escribimos éste como combinacién lineal de la base,
w=yy 1, w;v®, de forma tnica, lo que permite introducir una norma sobre
C"™, y por tanto sobre R™, del modo siguiente

n
lwl = Jwil.
i=1

Denotamos de igual forma a la correspondiente norma matricial subordina-
da. Tomamos zg = & + Rev™ = o + (v(V) + v(?)) /2. Entonces,

|z, — o = HBk(Uﬂ) +v(2))/2H < HW@ +X’“U<2>H /2
<k
= (MF+[A/2= A,
de donde se obtiene (6.2)). O

Nota 6.3 (Criterios de parada). Mediante un método iterativo esperamos
obtener una aprorimacion al quedarnos con un término de la sucesion gener-
ada. La pregunta natural es cuando aceptamos xy como aproximacion buena
de . Un primer criterio podria ser comprobar que xi Satisface ‘bastante’
bien el sistema de ecuaciones, es decir,

||Azi — b|| < tol,

pero en primer lugar es costoso hacer este cdlculo en cada iteracion y en
sequndo ya se vio que no es representativo de que la xj esté préximo a la
solucion.

Parece pues mds natural considerar el criterio de quedarse con xj st

[Tk — @il < tol ||z -

Analicemos hasta que punto ||xp11 — xk|| pequeno implica ||z — o pequerio.
Tenemos

Bz — o) = Tpq1 — @ = Tpq1 — T + 2 — @ = B(rg, — 25-1) + 2% — @

de donde
(L= BI) lzx — ol < B[ llzx, — zk-1ll ,
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y si || B|| < 1, entonces

1Bl
ok — af < o — 21|
1—|B| ’
llegandose a
ek — ol < llzg — zp-all,

si ||B|| < 1/2.

Nota 6.4 (Generacién de métodos iterativos). La idea general consiste en
descomponer A = M — N con M regular, y reescribir el sistema como

=M Nz+ M1,

es decir, tomar B= M~'N y ¢ = M~1b. Se requeriria que r(M~'N) < 1,
y se construiria la sucesion mediante

9 € R™; Mxpy =Nz +b, k=0,1,...,

donde en cada iteracion se resolveria un sistema de ecuaciones con matriz
M, por lo que ademds se buscaria M de forma que el correspondiente sistema
se resolviera con cierta facilidad, por ejemplo, se elegiria triangular.

En las siguientes secciones introduciremos los métodos iterativos mds
clasicos como Jacobi, Gauss-Seidel y de relajacion. Destacar por iltimo, que
los métodos iterativos (existen una gran variedad que no vamos a analizar
aqui como métodos basados en subespacios de Krylov, entre los que destaca el
método del gradiente conjugado, o la transformada rapida de Fourier, etc.)
suelen elegirse frente a los métodos directos para matrices muy grandes con
gran nimero de ceros (sparse) que surgen por ejemplo en la discretizacion
de ecuaciones diferenciales. Una situacién tipica seria un tamano de 10°
y 10 elementos no nulos por fila, estructura que algunos métodos iterativos
consiguen explotar.

6.2. Meétodos de Jacobi y Gauss-Seidel

En primer lugar, si A es regular es facil convencerse de que podemos
reorganizar las filas de A de forma que las entradas de la diagonal principal
son no nulas. Basta darse cuenta de que debe existir ¢, 1 < ¢ < n, tal que
A(i,1) # 0 y la submatriz A;; es regular, ya que en otro caso el det(A)
es nulo. Obtendriamos el resultado por inducién. En adelante supondremos
que A verifica dicha propiedad. Usaremos también la descomposicién

A=D-L-U,

donde D = diag(diag(A)), L = —tril(A,—1), U = —triu(A4,1).

El método de Jacobi consiste en tomar M = D,y N = L+ U, en el
esquema general del final de la seccién anterior, lo que da lugar a generar la
sucesiéon

zg €R"; Dxpy1=(L+U)xx+b, k=0,1,...,
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0, expresado por componentes,

i1
xk+1(i):(b(i)—ZAzya:k Z A(i, )zk(4)) /A1), 1<i<n,
7=1 Jj=t+1

en cada iteracién del método. Notar que cada paso del método requiere
n(2n — 1) flops. Si tenemos una matriz sparse, como por ejemplo una tridi-
agnal, este niimero puede reducirse mucho. En el caso mencionado sélo nece-
sitamos 5n flops. Ademds, el error cometido en un paso del método como
consecuencia de la aritmética de precisién limitada, podemos decir que no
influye en los siguientes, ya que es como empezar con un dato inicial nuevo.

Para calcular zp; utilizamos todas las componente de zj, por lo que
debemos matener estas en la memoria hasta que hayamos calculado xy1.
Parece pues razonable obtener xj () utilizando las ya calculadas xg11(7),
1 <j <1i—1, en lugar de las correspondientes componentes de xi, lo que
da lugar al esquema

i—1
Tpr1(i) = (b(i)—ZA(z J)xks1(g Z A(i, )zk(4))/AG, 1), 1<i<n,
j=1 j=i+1

que se corresponde con tomar M = D — L,y N = U, en el esquema general.
A este segundo método iterativo se le llama método de Gauss-Seidel.

Definicién 6.3. A las matrices Bj(A) = D™YL +U) y Bg(A) = (D —
L)7U les llamaremos matriz de Jacobi y de Gauss-Seidel asociadas a A
respectivamente.

La convergencia de los métodos expuestos depende del radio espectral de
las matrices introducidas. En los siguientes ejemplos se pone de manifiesto
que no hay relacién entre la convergencia de un método y el otro, si bien en
general cuando convergen ambos Gauss-Seidel suele ser mas réapido.

Ejemplo 6.1. (i) Sea

2 -1 1

A= 2 2 2

-1 -1 2

FEntonces
[1/2 0 0 0 1 -1
By = DHL+U)=| 0 1/2 0 -2 0 -2
00 1/2 1 1 0
0 1/2 —1/2

- | -1 0 -1 |,
1/2 1/2 0
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de donde o(Bj) = {0,+i\/5/2}, por lo que el método de Jacobi no es
convergente, mientras que

/2 0 0 01 —1
Bg = (D-L)'U=1|-1/2 1/2 0 00 —2
0 1/4 1/2 00 0
0 1/2 —1/2
= |0 —-1/2 -1/2 |,
0 0 —1/2

y por lo tanto, Gauss-Seidel si converge.

(i) Sea
1 2 -2
A=11 1 1
2 2 1
FEntonces
0o -2 2
By=| -1 0 -1{,
-2 =2 0

con o(By) = {0}, lo que implica convergencia, muy rdpida, del método
de Jacobi. Sin embargo,

1 0 0 0 -2 2 0 -2 2
Bo=|-1 1 0 00 -1]=|0 2 3]/,
0 -2 1 0 0 0 0 0 2

con lo que r(Bg) = 2, lo que implica no convergencia del método de
Gauss-Seidel.

(iii) Mediante el ejercicio siguiente es facil encontrar un ejemplo en el que
ambos métodos son mo convergentes.

Ejercicio 6.1. Para A € R?*2, Jacobi es convergente si y sélo si lo es
Gauss-Seidel, y convergen si y sdélo si |A(1,2)A(2,1)] < |A(1,1)A(2,2)].
Decidir cudl es mdas rapido.

Proposicién 6.2. Los métodos de Gauss-Seidel y de Jacobi son conver-
gentes para matrices estrictamente diagonalmente dominantes.

Demostracion. (a) Comencemos analizando el método de Jacobi. Sea A €
o(Bj(A)) y v € C" un vector propio asociado no nulo, es decir,

ADv = (L +U)v,
0 equivalentemente,

i—1
M(i i(i) = — Y Ali, jv(g), 1<i<n. (6.3)

J=Ly#
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Perseguimos demostrar que |A| < 1 con lo que 7(B;(A)) < 1. Distinguimos
dos situaciones:

(i) Dominancia por filas.

Sea |v(ip)| = ||v|l- Entonces tomando mdédulos en para i = i

tenemos
n

IM[A(io,i0)| < > |Alio, 4)| < |Alio, o),
J=1,j#i0
de donde |A| < 1.
(ii) Dominancia por columnas.
Tomando mdédulos en , sumando para ¢ y reordenando los sumandos
para expresar las sumas por columnas se tiene

D TAGH @] < > > TAGH @) =D @I Y TAGH))) ()]
i=1 i=1 j=1,j#i j=1 i=1,i#j

N

> AG ) ()
j=1

luego |A| < 1.
(a) Analicemos ahora el método de Gauss-Seidel. Sea A € o(Bg(A)) v
v € C™ un vector propio asociado no nulo, es decir,

AND —L)v="Uv,

0 equivalentemente,

i—1 n
MA(i, D)v(i) = =AY AG o) = Y Al G)o(G), 1<i<n.  (6.4)
j=1

j=i+1

Distinguimos de nuevo dos situaciones:

(i) Dominancia por filas.

Sea |v(ig)| = ||v||,,. Entonces tomando médulos en para i = 1
tenemos

i0—1 n
M Ao, i0)| < (A |A(io, /)l + > Ao, )],
=1 j=io+1
de donde
n i0—1
A< D Ao, 4)| /(|AGiosio)l = > Ao, 5)]) < 1.
j=io+1 j=1

(ii) Dominancia por columnas.
Tomando médulos en (6.4) y sumando para i se tiene
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IAIZ!AHIIU I—ZIAZJI\U <ZZ|AUHU )|

=1 j=i+1

y por tanto, reordenando las sumas por columnas y utilizando la dominancia
por columnas se tiene
i—1

WZ |A(4, 4)| — Z | A, 7)] < DY TAG A ()
i=j+1 j—l i=1
Z

|A(7,5)| = Z\Aw ()l

1=j+1
luego |A| < 1. O
Lema 6.1. Consideremos las matrices tridiagonales
d1 5_161
dcy do 5_162
A(6) = , 0#£0.
dcn—1 dp-1 5ilen—1

ocy, dy,

Entonces

det(A(9)) = det(A(1)).
Demostracion. Consideramos la matriz
Ds = diag([16 ... 6"1)),
cuya inversa es Ds-1. Entonces
A(0) = DsA(1)Dy-1,

por lo que sélo resta tomar determinantes en la anterior igualdad para obten-
er la propiedad anunciada. ]

Proposicién 6.3. Sea A € R™"™ regular, con A(i,i) # 0, 1 <i < mn,y
tridiagonal. Entonces

r(Ba(A)) = r(Bs(A))*.

Por lo tanto, el método de Jacobi es convergente si, y sélo si, lo es el método
de Gauss-Seidel, y este ultimo es mds rapido cuando hay convergencia.
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Demostracidn. Analicemos los esprectros de las matrices de Jacobi y de
Gauss-Seidel. Se tiene

o(By) = {AeC:det(\—D YL +U)) =0}
= {AeC:det(A\D - L—-U)=0}
= {/\E(C:QJ()‘):O}?

o0(Bg) = {AeC:det(A\— (D - L)"'U)=0}
{AeC:det(A\D — AL —U) =0}
{Ae C:qa(N) =0}.

Para A # 0 tenemos

gc(N?) = det(\’D — A’L — U) = det(A(AD — AL — A71U))
= Adet(AD — AL — A7U) = A\ det(AD — L — U),

donde la tltima igualdad es consecuencia del lema previo. Asi,
ac(A?) = A"qs(N), X €C,

ya que gg(0) = 0. En consecuencia, si A € o(By) entonces \*> € o(Bg).
Ademas, si u € o(B ) no nulo, entonces tomando A € /i, es decir, N =p,
entonces A"gy(A) =0, con A # 0, por lo que A € o(B;). Como 0 € 0(Bg) ,
entonces

o(Ba) = 1% 7 € o(By)} U0},

y, por consiguiente,

r(Bg) = méx = max [N?=( méx |A\)?2=r(B 2
(Bo) = mix [u]= mix [\?=( méx [\)* = r(B))
ya que o(By) es no vacio. O

6.3. El método de relajaciéon sucesiva

Consideramos A € R™ ™ en las condiciones expuestas al principio de la
seccién anterior. Para w € R, w # 0, el método de relajacién sucesiva es el
método iterativo asociado a la descomposicién

A=(w'D-L)— (1 -wwD+0),
es decir, generamos una sucesioén {xy } o-, mediante la férmula de recurrencia

0 € R, (D —wLl)zki = (1 —w)D +wU)zxy +wb, k=0,1,...,
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0, escrito por componentes,

i—1 n
wria(i) = (L—w)ag(i) +w 00) = Y Al Hzrpa () — Y Al §)wr(5))/ A, )
j=1 Jj=i+1
= (1-w)a(i) +wzp(i), k=0,1,..., 1<i<n,

donde 71 representa el vector obtenido por Gauss-Seidel a partir de xy.
Asi, el nuevo método se puede interpretar como una media ponderada entre
el valor anterior y el obtenido por Gauss-seidel a partir de éste. Observar
que Gauss-Seidel corresponde a w = 1. Algunos autores usan la terminologia
subrelajacién para w < 1 y sobrerelajacién para w > 1.

Definicién 6.4. Para w € R, w # 0, llamaremos matriz de relajacion
asociada a A a la matriz By,(A) = (D —wL) (1 — w)D + wU).

Nos interesa determinar para que valores del pardmetro w se tiene con-
vergencia y dentro de estos pardmetros determinar aquellos que proporcio-
nen una convergencia més rapida. De entrada tenemos que restringirnos a
0 < w < 2, ya que fuera de dicho intervalo no puede haber convergencia
como expresa la siguiente proposicién.

Proposicién 6.4. Se cumple r(By(A)) > |w — 1|. Por consiguiente, si el
método es convergente, entonces 0 < w < 2.

Demostracion. Por definicién |A| < r(By,(A)), VA € 0(By(A)), luego

1/n

det(Bu (A" = I M| <rBu(A),
Ao (Byw(A))

si en el productorio entendemos que contamos cada valor propio tantas veces
como indique su orden de multiplicidad como raiz del polinomio caracteristi-
co asociado a A, y donde hemos utilizado que el determinante de una matriz
coincide con el producto de todos sus valores propios. El resultado buscado
es ya consecuencia de que

det(B,(4)) = L IP ) ——w,

O]

De forma completamente andloga a como se razono en la seccién previa
se tiene el siguiente resultado de convergencia.

Proposicién 6.5. Para 0 < w < 1, el método de relajacion es convergente
para matrices estrictamente diagonalmente dominantes.
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Ejemplo 6.2. En este ejemplo ponemos de manifiesto que para otros valores
de w puede no ser cierto el resultado anterior. Sea

7T =2 3
A= -1 5 =2
1 1 =3
Cosideramos w = 3/2. Tenemos
—1/2 3/7 —9/14
By = | —3/20 -13/35 57/140 ,

—13/40 1/35 —173/280
cuyo polinomio caracteristico es

A7 5 159 1
Ply) = g3 4 2l 109
() ="+ 3507 T 2g0% * 3

Es facil comprobar que P(—1)P(—-2) <0, por lo que r(Bs/3(A)) > 1.

Proposicién 6.6. Sea A € R™*"™ simétrica definida positiva. Consideremos
el método iterativo asociado a la descomposicion A = M — N, con M reqular
y M' + N definida positiva. Entonces el método iterativo es convergente.

Demostracion. Por las caracteristicas de A, la aplicacién (z,y) € R" xR" —
x' Ay define un producto escalar sobre R™ con norma asociada |jz], =
Vr'Az, z € R™. Denotamos de la misma forma la norma matricial sub-
ordinada. La prueba del resultado pasara por mostrar que

M7IN|, = |[I, - M A||, = méx ||z — M Az, < 1.

I Ly = Il | il I

]l 4=

Sea x € R™ con ||z| 4 = 1. Sea y = M 1Az # 0. Entonces

)% + lylh — v/ Az — 2’ Ay
L+ |yl — ' My —y' My
= 1-y(N+ M)y <1,

lz —yll%

por ser M'+ N definida positiva. La arbitrariedad de z permite afirmar que
|[MTIN], < 1. O

Nota 6.5. FEl resultado previo es cierto si pedimos alternativamente que
M + N es definida positiva, ya que ||ly|% — y' Az — o' Ay = ||ly|} — 2y Az =
-y (M + N)y < 0.

Corolario 6.1. Sea A € R™"™ simétrica definida positiva. El método de
relajacion es convergente para todo 0 < w < 2.

Demostracion. Recordar que M = w~'D — L, luego M es regular, ya que al
ser A definida positiva, A(i,i) > 0, 1 < ¢ < n. Bastard con comprobar que
M’ + N es definida positiva. Al ser A simétrica, L' = U, luego

MA4+N=w'D-L+w'(1l-wD+U=w'2-w)D,

que es definida positiva por la eleccién de w y por tener la matriz diagonal
D todas sus entradas en la diagonal principal positivas. O
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Ejemplo 6.3. Es natural prequntarse si el método deJacobi es convergente
para matrices simétricas definidas positivas. La respuesta es negativa y para
buscar un ejemplo de ello habrd que trabajar, al menos, con matrices de orden

3, por supuesto no tridiagonales ni estrictamente diagonalmente dominantes.
Sea

3 2 1
A=12 3 2
1 2 3

Entonces
0 -2/3 —1/3
By=1| —-2/3 0 —2/3
-1/3 —-2/3 0
cuyo polinomio caracteristico es x3 — x + 2% = 0, y por tanto o(By) =

3, —+ £ £33}, de donde r(By) = 3 + £V33 > 1.

En el siguiente resultado se establece un valor 6ptimo del pardmetro
w para cierta clase de matrices importante desde el punto de vista de las
aplicaciones.

Teorema 6.3. Sea A € R™*"™ simétrica definida positiva y tridiagonal (vali-
do también para tridiagonales por bloques). La funcion w €]0,2[— r(By,)
tiene un unico punto de minimo en

2
wo = )
1+\/1—7'(BJ)2

siendo el valor minimo de la funcion wg — 1.



Capitulo 7

Sistemas sobredeterminados

7.1. Introduccién: el problema de minimos cuadra-
dos, SVD y ecuaciones normales

Consideremos el sistema Ar = b, A € R™*™ b € R™. El proble-
ma consiste en expresar b como combinacién lineal de las columnas de A.
Por tanto, el problema tiene solucién si, y sélo si, b € <{A(:,j) ?:1> =
ran(A). Como la dim(ran(A4)) = rank(A) < p = min(m,n) (recuérdese que
dim(ker(A)) + rank(A) = n), claramente no tiene porqué existir solucién
en el sentido habitual. Fijamos una norma ||| sobre R™ y nos planteamos
el problema alternativo de minimizar el residuo repecto de dicha norma; es
decir, encontrar zg € R™ tal que

| Azo — bl = fnf [} Az —b].

Ejemplo 7.1. Sean by < by < bg. Consideramos el sistema sobredetermina-

1 b1
1 {x=| by |,
1 bs

que tiene solucion si, y sélo si, by = by = b3 y ésta es x = by. Nos planteamos

tres problemas alternativos:

(i) Sea ¢p(x) = |[Az — b2 = S22 (x — b;)?, = € R. Vamos a estudiar la
existencia de minimo de ¢. Como ¢'(x) = 6z — 22?21 bi, entonces
zo =22 b;/3 es un candidato a minimo de ¢. Como ¢" () = 6 > 0,
entonces estamos ante un minimo con ¢(xg) = 2(2?:1 bi2 — byby —

bibs — babs) /3.

(i) Sea y(z) = ||Az —b|, = S0, |z —bi|, = € R. Vamos a estudiar la
existencia de minimo de v. Como

-3, x<by,
(@) = -1, b1 <z <bo,
v ) 1, by <z < bs,

3, bs<u,



7.1 Minimos cuadrados, SVD y ecuaciones normales 115

entonces v pasa de decreciente a creciente en xg = bs, por lo que xg
es un minimo de v con y(xg) = |bg — b1| + |b2 — b3].

(iii) Sea n(z) = ||Az —b||,, = méxi<i<z|z —bil, © € R. En zg = (b1 +
b3)/2, punto medio de los valores extremos de los b;, se alcanza un

minimo con n(xg) = (bg —b1)/2. (Es facil convencerse de la certeza de
las afirmaciones observando que by no interviene en la discusion)

En el ejemplo anterior se observa la dificultad de trabajar con normas
distintas de la euclidea; en contraposicién, el cuadrado de ésta es derivable lo
que habilita el uso de técnicas del analisis. Ademads, la norma euclidea tiene
la ventaja adicional de ser invariante por transformaciones ortogonales, es
decir, para (Q € R™*", ortogonal, se tiene

[Az = bl|, = [|[QAz — Qbll5,

lo que sugiere buscar transformaciones ortogonales que simplifiquen nuestro
sistema en algin sentido.

Definicién 7.1. El problema de minimos cuadrados asociado al sistema
Az =b es el de obtener zg € R" tal que

Az  bll, = min || Az bl (7.1)

Nota 7.1. Notar que mingegn ||Az — b||3 = (mingegn | Az — b||,)2, por lo
que a todos los efectos podemos considerar la norma al cuadrado.

Sea A = UXV’' una SVD de A. Entonces

Ar—b=USV'z =" =" U(sy - )

c=U'b

luego
[Az = blly = [[Zy — <l

Por tanto, la SVD nos ha permitido realizar un cambio de variables de forma
que el (7.1) se ha reducido a forma diagonal,

min {3y — clly.

facilmente resoluble. Si rank(A) = k < p, entonces

ISy —cl? = |[my) —c(D);...; mpy(k) — c(k); —c(k + 1 m)]||?
k m
= > () — @)+ Y el
=1 i=k+1

que se minimiza cuando

y(i) = c(i)/ps 1 < i <k,
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cometiéndose un error
m 1/2
( > C(i)Q) .
i=k+1
Nétese que hemos probado existencia de solucién de ([7.1)). Observar que
las componentes y(k + 1 : n) estdn indeterminadas, y pueden asignarse
arbitrariamente sin efecto sobre la longitud de Xy —c. Asi, si k = n, tenemos

unicidad (nétese que en este caso m > n), y si k = m, solucién exacta del
sistema de ecuaciones. Sumarizamos estos hechos en el siguiente teorema.

Teorema 7.1 (Existencia y unicidad de solucién del LSP). Sea A = UXV’
una SVD de A. Sea k = rank(A) < p. Siy € R" es cualquier vector
cumpliendo

y(i) = (U'0)(0)/p; (L <i<k),

entonces x = Vy es una solucion del problema de minimos cuadrados ,
con valor del minimo

H(U’b)(k +1: m)H2

En particular, si k = n, entonces se tiene unicidad de solucion del (7.1

) ) )
y st k = m, las soluciones del son soluciones exactas del sistema de
ecuaciones lineales.

El proceso a seguir para obtener una solucién consistirfa en la siguiente
secuencia de cédlculos:

A=USV' = c=U'b; k = rank(A) — { y) =cli)/up 1<ishk oy

Esta secuencia se escribe de forma compacta como
!
r=VYXtUD

donde X se obtiene transponiendo ¥ y luego invirtiendo los elementos no
nulos de la diagonal principal, es decir,

ST =diag([1/py; .. .51/ ps; 0;.. .5 0]) € R™™,

A la matriz

AT =vyty’
se le llama inversa generalizada de Moore-Penrose de A. Si A es reg-
ular, AT = A~L.
Ejemplo 7.2 (LSP). Tenemos la siguiente descomposicion SVD:

0 1 1/vV6 1/v/2 1/V3 V3 0 /
A=| -1 0| =|1/V6 —-1/vV2 1/V3 0 1 1_1\/[;& i/g .
-1 1 2/v/6 0 ~1/V3 0 0 / /
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Como ya sabiamos, A tiene rango mdximo. La pseudoinversa de A es

: V6 1/v2 1v3 ]
. =12 V2 [ 1/V3 000 Y/ -
I S | R AR N A e

vy v o] v a8 sve

1 1
= |1 1 ]2\@_220
AT & VC I I

A VBVAVEL L —AVBVIVE- 1 —VEYEVE
= AVEVAVELE  EVEVRV2-1 LVEBVAV3

SER

W=

Nos planteamos los siguientes sistemas sobre determinados.

» Az =[1;-1;0]
Nétese que A*[1;—1;0] = [1;1].
VB WG WG ][ 0
c=13vV2 =3v2 0 -1 =12
fa s —allo ] Lo
luego la tinica solucion de LSP es

[t el

y verifica exactamente el sistema planteado.

» Az =[1;1;1].
LE LB LB T 26
c=|3vV2 —3v2 0 1|=| 0
13 W3 -b3ll1] |43

luego la inica solucion de LSP es

neIIRS R

con

2 3 ‘

Nota 7.2. Sea f(z) = HAa:—ng = Z;’;l(Z}Ll A(i, §)z(j) — b(i)). Un

punto critico de f, en particular un minimo de f, debe anular todas las
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parciales, es decir,

o lo que es equivalente

A'(Az — b) = 0.

Definicién 7.2. FEl sistema de ecuaciones normales asociado al problema
de minimos cuadrados es

A'Ax = A'b.

Recordar que A’A € R™ "™ es simétrica semidefinida positiva, y que es
definida positiva si, y sélo si, A es inyectiva. Si m > n, entonces rank(A) =
nequivale a A inyectiva, pero si m < n, entonces rank(A) = m, no implica
A inyectiva; en efecto,

[ 111 ] = [ 0 }
Looll 0
Nota 7.3. Sir, = ||Az — b|,, entonces

ri=ry+ Al — )3 + 20 — y)'A'(Ay - b).

Teorema 7.2. Toda solucion del sistema de ecuaciones normales es una
solucion del Y Viceversa.

Demostracion. ea xg una solucién de las ecuaciones normales. Por la nota
anterior
2 _ .2 2 2 n
rx_rzo+“‘4($_y)”22r Vo € R™.

xo?

Reciprocamente, si zy una solucién de ([7.1]), entonces es un punto critico de
. 2 . .

la funcién f(x) = ||Ax — b||5, € R", luego verifica las ecuaciones normales.

O

Ejemplo 7.3 (Inestabilidad al formar las ecuaciones normales). En MAT-

LAB se tiene
1 1

A= | eps 0 —>A’Ai[1 1],
11
0 eps
por lo que no podemos obtener la unica solucion de LSP de los sistemas

sobredeterminados asociados a A resolviendo las ecuaciones normales aso-
ciadas.
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7.2. La factorizaciéon QR

Consideremos Az = b con A € R™*" m > n, y b € R™. Supongamos
que disponemos de una matriz @ € R™*™ ortogonal tal que R = Q'A es
triangular superior, es decir, R = [Ry; zeros(m—n,n)| con Ry € R™™"™ trian-
gular superior. Observar que lo que estamos solicitando es poder actorizar
A en la forma A = QR. Bajo esta suposicién, podemos pasar al sistema
sobredeterminado equivalente Rz = Q'b = [¢;d], con ¢ € R™.

Por la invarianza de la norma euclidea bajo transformaciones ortogonales
tenemos

lAz — b||3 = ||Rz — Q|| = | Ruz — cll3 + |1d]13,

de donde

, 2 2 2
min [| Az - bll; = min [Riz — ¢l + [ldll2,

es decir, tienen el mismo punto de minimo, la unica diferencia reside en el
valor del minimo que varfa de un caso al otro en la cantidad ||d||3 .

Situémonos en el caso de rg(A) = n y comprobemos que entonces R
es regular, con lo que el correspondiente problema de minimos cuadrados se
traduce en resolver un sistema de ecuaciones triangular. Si Ry = 0, entonces
Q' Ay =0, de donde Ay = 0, lo que implica y = 0 ya que A es inyectiva.

Veamos como alcanzar la situacién descrita mediante una clase de matri-
ces, aunque existen otras (por ejemplo las matrices de Givens) que permiten
llegar al mismo punto.

Definicién 7.3. A las matrices H, € R™*™ de la forma

v’
vy’

H,=1,—2
con v € R™, no nulo, les llamaremos matrices de Householder.

Observar que son matrices simétricas y ademads ortogonales ya que

v’ v’ vv’

v'v (v'v)?
/ /
T VLA
v'v v
Notar también que H,, = H,, a € R.

Estudiemos el ntimero de flops que requiere Hy,x con z € R™. Calcu-
larfamos o = —2/(v'v) que requiere 2m flops, luego 8 = av’z que requiere
otros 2m flops para pasar a calcular w = x — fv que requiere de otros 2m
flops. En total, 6m flops. Si queremos realizar H,A, A € R™"" necesitare-
mos realizar un total de (4n + 2)m flops. Observar que para realizar estas
operaciones no necesitamos conocer explicitamente la matriz H,, si no tan
sélo v.

Sea x € R™, tal que z(2 : m) es no nulo. Veamos que es posible elegir v
de forma que el vector H,x tiene sus entradas nulas excepto, a lo sumo, la
primera. Si se diera la condicién buscada, existiria ¢ € R, no nulo, tal que

H'H, = H?=1,—4

v

/ /
x —2v'zv/v'v = Hyx = ceq,
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de donde despejando, ya que v’z # 0,

2v'v
v = T —cep).
v'x ( )

Por la propiedad mencionada de invarianza de las matrices de Householder
bajo multiplicacién del vector generador por un escalar, podriamos tomar
v =x — ceq, con ¢ € R a determinar. Ademds,

lzlly = [ Holly = le],

por lo que podrfamos tomar ¢ = % ||z||,. Partamos de v = x £ ||z[|, e1. Se
tiene
2 2
Vv =2([lzlly £ lzlly 2(1) y o'z =zl + [zl (1),

por lo que en ambos casos
Hyr =z — (z £ [lzflye1) = F [l €1,

como deseabamos. Para evitar obtener v nulo, ya que v'v = 2 ||z, (|||, £
x(1)), elegiremos el signo de forma que +z(1) > 0. En resumen, tomamos

v =z + sign(z(1)) [lzlly er = [2(1) + sign(z(1)) [|z]ly; 2(2); ... x(m)],
con lo que
Hyz = —sign(z(1)) =]y e1 = [=sign(z(1)) [|z]ly;0;...;0].

Notar que lo que acabamos de decir es vilido para cualquier x € R" no

nulo.
Ejemplo 7.4. Consideramos x = [—2;2;—1] con ||z|, = 3. Entonces v, =
x — 3e1 = [—5;2; —1] y calculamos

Hyx = [3;0;0].

Realicemos el mismo cdlculo a partir de la matriz H,. Tenemos

1 00 9 -5
H, = 010—%2[—52—1]
001 —1
2 2 1
_ |24 2
ORI v B
L 73 15 15
luego Hyx = [3;0;0].
Analicemos ahora como es la matriz H, para v = [zeros(k,1),w] con

w € R™ % no nulo, y 1 < k < m. Entonces para 0 < j < k tenemos
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ypara k+1<14,5 <m,

Hd) = ei) = oliols) = oy — —owli — Kyu(j K
(i~ Ry~ K) = Hyli— k.~ ),

= O(i-k)(j—k) ~

de donde por la simetria de se puede concluir que

[ o
me[h 0]
En consecuencia, Hyx = [z(1 : k); Hyz(k + 1 : m)]. Por lo tanto, para

cualquier x € R™, no nulo, podemos obtener un vector v € R™, no nulo, de
forma que H,z conserve inalteradas las primeras 0 < k < m — 2 entradas de
x, y que anule las entradas desde la k + 2 hasta m. En efecto, si tomamos

v = [zeros(k,1);Vy(it1:n)]
= [zeros(k,1);[x(k+ 1)+ sign(z(k+ 1)) ||z(k+1:n)|y;z(k+2);...;2(m)]]

tendrfamos
Hyx = [z(1: k); —sign(z(k+ 1)) |z(k + 1 :n)|,; zeros(m — k — 2,1)].

Es interesante notar que para y € R™, con y(k + 1 : m) nulo, la anterior
matriz dejarfa y inalterado ya que

I, 0
Hvyz[(f H ]yzy.
w

Con lo anteriormente expuesto, podemos triangularizar una matriz A €
R™*™ de rango mdximo, mediante matrices de Householder. En el primer
paso se considera la matriz H, que haga ceros en la primera columna desde la
posicién segunda en adelante. Se transforman cada una de las columnas de A
(insistir en que para este proceso nunca calculamos las matrices ni hacemos
productos de matrices). A continuacién hacemos nulas las entradas de la
segunda columna desde la tercera posicién en adelante. La tranformacién
elegida no modifica la primera columna de A, por lo que se conserva la
estructura triangular antes conseguida. Se transforman las columnas de la
tercera en adelante. Se sigue con el proceso, n etapas, hasta hacer la matriz
triangular superior. En realidad en la etapa k-ésima bastarfa con trabajar
con la matriz correspondiente a las posiciones (k : m, k : m).

Veamos el proceso en un ejemplo concreto para pasar luego a exponerlo
de forma genérica.

0 2 1
Ejemplo 7.5. Sean A = 0 0 yb= |1
-1 -2 0
dremos que realizar dos etapas de las anteriormente descritas:
(l) v = U[O;O;fl] = [1;0; —1].

, y W = [Ab]. Ten-
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HmW(:’ 1) = [_17070}

H, W (:,2) = [2;0; —2]—[1;0; —1]'[2; 0; —2][1; 0; —1] = [2; 0; —2]—[4; 0; —4] =
[—2;0;2].

Hy, W(:,3) = [1;1;0] — [1;0; —1]'[1;1;0][1; 0; —=1] = [1;1;0] — [1;0; —1] =
[0;1;1].

-1 -2 0
wh=g,WwW=| 0 0 1
0 2 1
100 1 001
Hy,=|010|-] 0 [[1O0-1]=|010
001 -1 100

(i) va = [0;vj0,9]] = [0;2;2]. (En realidad podemos trabajar con W =
w(2:32:3))
52

Hy, WO(:,2) = [0; =25 0].
Hy, W(:,3) = [0;1; 1] — 47105 2;2]'[0; 15 1][0; 2; 2] = [0; —1; —1].
-1 -2 0
w@ =g, wO=1 0 -2 -1
0 0 -1
100 0 1 0 0
Hy,=1010|-3]2[|[022]=|0 0 -1
00 1 2 0 -1 0
Sea R =W®(:,1:2). Notar que A= QR con
0 -1 0
Q=H,H,=|0 0 -1
1 0 0

Para obtener la solucion del problema de minimos cuadrados asociado al
sistema Ax = b resolvemos

-1 2] Jo
o —2|*7T| 1|
cuya solucion es [—1;1/2]. Entonces,

|A[=1;1/2] = b3 = min [|Az — b3 = 1.
zER3

Por otra parte el sistema de ecuaciones normales es

1 2 10
2 8|7 2]
cuya solucion es, como sabemos, la misma del sistema anterior.

Nota 7.4. La factorizacion QR no es unica. El propio proceso descrito lo
pone de manifiesto.

Nota 7.5. Sii anadimos la condicion de que R(i,1) > 0, 1 < i < n, jes
cierto que la factorizacion QR es unica?
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Ejemplo 7.6. Sea 0 < € < 1. Trabajaremos en un sistema en punto flotante
para el que 1+e% = 1. Consideremos el sistema sobredeterminado con matriz
ampliada

1 11
W=1]e¢ 00
0 0
FEste sistema no tiene solucidon. La solucion del sistema de ecuaciones nor-
males
1+ &2 1 1
1 142 |71
es

NI NITE
—_

1
2+¢e2

Utilicemos ahora la factorizacion QR.
(i) v1 = V1,0 = [2;€; 0], pues (1 +e2)1/2 = 1. Ademds ||v1|5 =4+¢% =
4.
H,W(:,1)=[-1;0;0].
Hy, W (:,2) = [1;05¢] — 2712;;01[1;0;¢][2;6;0) = [1;05¢] — [2;6;0] =
[—1; —&;¢].
Hy, W (:,3) = [150;0] — 27[2;;0]'[150; 0][2; 65 0] = [1;0;0] — [2;¢;0] =
[—1; —¢;0].
-1 -1 -1
WO =H,W=| 0 —& —¢
0 ¢ O
(i) vy = 030 cq) = [0;—e(v2 + 1);e] = [0;—(V2 + 1);1]. [Joall3 =
4422
H,, W (:,2) = [~1;1/2¢;0].

(. 3y — CoV241. V241
Hvzw( )(.,3) - [_1a5\/§+27_5\/§_‘_2]'
-1 -1 —1
W@ =g, wh =] 0 V2 E\/\féi;
2+1
0 0 € 52

Para obtener la solucion del problema de minimos cuadrados asociado al
sistema Ax = b resolvemos

EEAREN

= V241 |
0 V2 € ota
cuya solucion es

V2+1 1 1
Nota 7.6 ([4, pdg. 123-124]). La estabilidad del método utilizando matrices
ortogonales se debe a que cuando hacemos X A para una matriz X cualquiera
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con aritmética de precision limitada, se puede probar que lo que obtenemos
es
FUXA) =XA+E=X(A+X'E)= X(A+ AA),

donde X representa la representacion en punto flotante de la matriz, y
|Ell; < O(u) || X||5. Entonces,

|AA|, < H)("lH2 |Ell; < O(u)ka(X),

es decir, ka(X) es el factor que amplifica los errores. Por lo tanto, con-
seguimos no amplificar el error si ke(X) =1, lo que sucede con las matrices
ortogonales.

Ejercicio 7.1. La cuestion que surje de forma natural es: sko(X) = 1 implica
que X es un matriz ortogonal?



Capitulo 8

Calculo de Valores y de
Vectores Propios

La notacién y resultados bdsicos relativos a estos conceptos fueron in-
troducidos en el apartado Vamos a introducir y analizar una serie de
aspectos relacionados con el tema que nos ocupa. Sea A € R™*"™,

(i) Obtencion de los coeficientes del polinomio caracteristico de A.

Se puede probar que los coeficientes dependen continuamente de A. Por
Cayley-Hamilton sabemos que A verifica la ecuacién caracteristica

A"+ ap, 1 A"+ 4 @A+ ag=0.

En particular, si tomamos zg € R™ llegamos a que los coeficientes del
polinomio caracteristico satisfacen el sistema de acuaciones lineales

[:UO, Axg, ..., A"_lxo] z=—A"xg.

Esta técnica se conoce como método de Krylov, y es claro que presen-
ta problemas dependiendo de la eleccién de xg. Existen otros métodos
como el método de Leverrier Faddeev, que en particular también pro-
porciona la matriz inversa, si es que estamos interesada en ella.

(ii) Valores propios como ceros de funciones.

Obtener los valores propios de una matriz se puede interpretar como
la resolucién de la ecuacién caracteristica P4(\) = 0. Podemos aplicar
el método de la secante: elegimos Ay, A1 dos aproximaciones iniciales
de una valor propio, y generamos la sucesién

)\m - )\mfl
PA()\m) - PA()\mfl)

)\m+1:>\m* PA(Am) (m:1,2,...),
donde P4 (Ap,) es el determinante de una matriz, que recordemos puede
evaluarse mediante el método de eliminacién de Gauss. No necesitamos
pues conocer los coeficientes del polinomio caracteristico.
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(iii) Localizacién de los valores propios.

En primer lugar tenemos que 7(A) < [[A],, 1 <p < co. En la misma
direccién tenemos:

Teorema 8.1 (Gerschgorin). Sea A € R™*™. Sea D; el disco cerrado
de centro A(i,7) y de radio 377 _ ;;|A(3,5)], 1 <4 < n. Entonces

Ademds, si la reunion, QQ, de r discos de los anteriores resulta ser un
conjunto conexo disjunto de la reunion, A\, del resto de discos, entonces
en Q hay r valores propios de A y en A hay n — r valores propios de

A.

(iv) Transformaciones de semejanza.

Estas transformaciones conservan los valores propios, aunque no sucede
lo mismo con los vectores propios asociados, si bien existe una relacién
sencilla que los relaciona si conocemos la transformacién de semejanza.

Se puede probar que toda matriz A € R™*"™ es semejante por transfor-
maciones ortogonales a una matriz Hessenberg superior (tridiagonal
si A es simétrica), de ahi que sea suficiente con tratar esta clases de
matrices.

(v) Comportamiento de valores propios bajo perturbaciones de los datos.

Si bien los valores propios dependen continuamente de las entradas
de la matriz, en la préactica se pueden presentar situaciones anémalas
como la del siguiente ejemplo.

Ejemplo 8.1. Sea § > 0. Sea As € R*16 cuya diagonal principal
tiene todas sus entradas igual a 2, la diagonal de posicion k =1 tiene
todas sus entradas igual a 1, y en la posicion (16, 1) tenemos el valor §.
Obviamente, el unico valor propio de Ag, con multiplicidad algebraica
16, es 2. Sin embargo, los valores propios de A distan todos 516 ge 2,
de manera que para § = 10716 la distancia es de 0.1. Un error absoluto
de un dato de entrada de 1076 ha provocado un error absoluto de 0.1
en la salida.

FEl siguiente resultado pone de manifiesto que esto no sucede en el caso
de matrices simétricas; es decir, el problema que nos ocupa es, en este
caso, bien condicionado.

Teorema 8.2. Sea A € R™™ tal que existe R € C" ™ regqular con
D := R7'AR diagonal. Sea AA € R™". Si € o(A+ AA), entonces
existe X € o(A) tal que

Al < k(R IA], (1<p < o0).
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En particular, si A es simétrica se tiene
A=l < [IA]l; -

Demostracion. Sea pu € o(A + AA), que podemos suponer no estd en
o(A). Entonces

1 < kp(R) [|All, méx [A— D(i, i)™,

i<n

de donde se deduce que existe ig, 1 < ig < n, tal que
|A = D(io,i0)| < kp(R) [|A]l,,,

y sabemos que D(ig,ip) € o(A). O

8.1. EIl método de la potencia y de la potencia in-
versa

Sea A € R™ ™. Obsérvese que si A € o(A) y x € S\(A) es no nulo,

entonces
7' Ax

A = —— (cociente de Rayleigh),
T'x
por lo que es suficiente con preocuparse por determinar vectores propios.
Supongamos que tenemos o(A) = {\;};, donde A\; = Ay == A, es un
valor propio dominate en el sentido de que se verifica

Ml == > A 2 A2 = = A

y que existe una base {v;};—; de C" de vectores propios con Av; = A\;v;,
1 <17 < n. Esta ultima condicién seréd eliminada en la siguiente seccién.
Tomamos yg € R™ de partida. Entonces

n
Yo = E ;Vq,
=1

por lo que

r n s k
k __ 1k . . 4 .
AFyo = M (; avi+ Y o (M) vz> (k € N).

i=r+1

Es claro que si hacemos tender k a infinito, el término entre paréntesis
tiende a y_;_; a;v; € Sy, (A), que es no nulo si el vector inicial tiene una
componente en la direccién del subespacio propio asociado al valor propio
dominante. Para evitar el término conflictivo A¥ normalizamos los vectores.
En efecto, la sucesion

Akyo

= P (e W),
© = A, FEV
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se aproxima a un vector propio asociado a A; tanto como queramos, y
h']gn 2 Az = Ay

La técnica expuesta se denomina método de la potencia.

Evidentemente tendremos problemas con esta técnica si tenemos un valor
propio dominante complejo o valores propios reales distintos dominantes,
pero existen técnicas adaptadas para solucionar el problema. El método
funcionard tanto mejor cuanto mayor sea el cociente |Ay41/A1].

Si suponemos que A es regular, los inversos de los valores propios de A
son valores propios de A~! y viceversa (los vectores propios se conservan),
de ahi que esta técnica sea valida también para aproximar los valores propios
minorantes, sin més que aplicar la técnica a la matriz inversa A~! (método
de la potencia inversa).

El hecho de que los valores propios de la matriz trasladada sean los val-
ores propios trasladados, permite localizar cualquier valor propio de tamano
intermedio, siempre que éste este separado de los restantes en mddulo.
Aplicariamos el método de la potencia inversa a la matriz trasladada, por
supuesto que con ciertos cambios para deshacer la traslacién realizada.

Destaquemos por tltimo que cada valor propio obtenido puede ser elim-
inado por la técnica de deflacion. En efecto, si conocemos A\ € o(A) y
x € S)(A), unitario para la norma euclidea, entonces determinamos una
matriz de Householder P tal que Pz = +e; y entonces

P~ YAPz = Jey,
de donde se deduce que la matriz P~ AP, semejante a A, tiene la forma
A w
0 B |’
donde B es una matriz cuadrada de tamano n— 1. Continuaremos la busque-
da de los valores propios con la matriz B.

8.2. El método de la potencia para matrices no
diagonalizables

Sea A € R" ™. Es conocido que
k

C" = Pker(A—\)"
i=1

donde los valores propios de A, distintos dos a dos, son \;, 1 < i < k, con
multiplicidades algebraicas k;, respectivamente. En particular Zle ki = n.
Determinamos una base {v;; };“:1 de ker(A — \;)% para cada 1 < i < k. Asf,
Ui-“:l{vij}?izl es una base de C™.

Supondremos que hay un valor propio dominante, es decir,

ALl > X >0 > [ Ap—1] > Ak
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Teorema 8.3. Sea yg € R™ tal que tiene una componente en la direccion del
subespacio ker(A — A" (yo & (ker(A — X\)*)L). Consideramos la sucesion

ys = A%yo/ [ A%wolly, s=1,2,...

Se puede elegir un término de dicha sucesidn tan cercano a un vector propio
asociado a A1 como se desee.

Demostracion. En primer lugar expresamos yo en términos de la base intro-

ducida
k ki
yo= D ajv; (a;€C)
i=1 j=1
donde, por hipétesis, alguna de las coordenadas a1, 1 < j < k1, es no nula.

N V1
En otras palabras, el vector wg := ijl a1;v1; es no nulo.
Para s suficientemente grande tenemos

S

ASUZ‘J’ = (A — N+ )\i)svij = Z <i> )\fiT(A — )\i)r’UZ'j
r=0

= Z()A”A i) vig,

luego

k ks ki—1
Asyo = Z Z Q5 Z (j) )\fiT(A — )\i)TUij.

i=1 j=1 r=0
Analicemos la parte correspodiente al subespacio ker(A—)\l)kl. Tenemos
k1 ki—1 ol
Z Z ( ))\s "(A—=A) vy = Z ( ))@‘”(A—/M)Two-
r
j=1 r=0 r=0
Usémos la notacién
= (A — /\1)er (1 <r<k — 1).
Sea r; = max{0 < r < k; — 1 : w, es no nulo}. Por la eleccién de 71 se tiene
0 # wy, € ker(A — \p).

Entonces

rlls

7~1+Z
+2 D e D e A A

Tl
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siendo ya evidente que la parte entre corchetes tiende al vector propio wy,
cuando s — 00, ya que es sabido, apliquese por ejemplo el criterio del co-
ciente a la correspondiente serie numérica, que

lim m'™ =0 (|8] < 1,1 € N).

En consecuencia, la sucesién y, se aproxima a un vector propio asociado a
A1, 0 a su opuesto, tanto como queramos. ]

Nota 8.1. La presentacion de la prueba podria hacerse mds sencilla par-
tiendo de que yo = Z?Zl v; con vj € ker(A — \)Fi, 1 <i<k.

Nota 8.2. La base de ker(A — )\)k(A) puede elegirse completamente fuera del
nicleo: Sea A = [1 1;0 1] cuyo unico valor propio es A = 1 y el subespacio
propio estd generado por [1;0]. Una base de ker(A—1)2 = R? es {[0;1],[1;1]}
Y ninguno es vector propio.

Nota 8.3. ;El método de la potencia en las condiciones del teorema anteri-
or aplicado a vectores propios iniciales independientes proporciona vectores
propios independientes? Obviamente no es cierto en general. Volvamos al
ejemplo de la nota previa. Si yo = [1;0] entonces

A’yo = 1°yo + s(A — 1)yo = yo + s[0; 1] = [1; s]

ys = [1;8]/V1+ 8% — [1;0].

Lo mismo sucede si partimos de yo = [1;1] y son independientes. La pregunta
natural es como conseguir vectores propios independientes adicionales (si es
que hay mas de uno; puede parecer que el ejemplo propuesto depende de esta
circunstancia pero no es asi). sPartir de vectores iniciales ortogonales entre
st, por ejemplo?

de donde

Nota 8.4. En esta nota analizaremos situaciones bajo las que el método de
la potencia no funciona.

= Valores propios dominantes reales distintos de igual mddulo

FE'sta situacion se detecta en la practica al observarse que se aproximan
dos vectores diferentes segun el orden del término de la sucesion que
consideremos correspondiendo a la suma y la diferencia de vectores
propios asociados a cada valor propio. Asi que unicamente habria que
cambiar el algoritmo y dar como vector propio asociado la suma de las
dos ultimos términos de la sucecion. Luego el valor propio se aprorima
mediante el correspondiente cociente de Rayleigh.

Otra opcion es tener en cuenta que
o(A%) = {N\: e o(A)}
y aplicar el método de la potencia a A?. Con la aproximacion del valor

propio, tras extraer raiz cuadrada, pasariamos a aplicar el método de
la potencia inversa con desplazamiento.

= Valores propios complejos conjugados
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8.3. El método QR

El método QR persigue alcanzar el resultado del teorema de Schur: toda
matriz es semejante por transformaciones unitarias a una matriz triangular
superior en cuya diagonal principal estardn los valores propios de la matriz
de partida (T = @,AQ triangular superior con @,Q = I,). Sabemos que
no es posible alcanzar, en general, dicha situacién mediante un método di-
recto, por lo que evidentemente estaremos ante un método iterativo en el
que por sucesivas tranformaciones de semejanza mediante matrices unitarias
(ortogonales pues nos centramos en artimética real) deseariamos alcanzar la
situacién descrita.

Consiste en realizar el siguiente esquema

Algoritmo 8.1. Datos:A,nits
for i=1:nits
A = Q x R (Obtener una factorizacion QR de la matriz, p.e. con
matrices Householder)
A= RxQ (Revertir el orden del producto)
end
Salida:A

Msds explicitamente, se trata de hacer lo siguiente:

A= A0 = 1R, — AV = RQ, = Q1AQ: (Semejante a A) —
AW = QaRy — A® = RyQa = Q4ANQ2 = QHQ1AQ1Q2 — ... — AW =
Q- Q1 AQ1Q2 . .. Qy

de forma que la sucesién A®) converja a una matriz triangular (proba-
blemente por bloques si pensamos en la presencia de posibles valores propios
complejos conjugados y en valores propios multiples).

Si llamamos Q¥ = Q1Qs...Qr y R® := R R;_1...Ri, k € N, en-
tonces

AR = W AQW) (k€ N).

Ademss,
AF = QW R® (L e N).

En efecto, A' = QWRM y por induccién

AR = A4 = QURMQWDRATY = Q1 (R1Q1)Q2 . .. Q- RFY

= Q1Q2(R2Q2)...Qr1R* ™V = Q1Q2(Q3R3) ... Qp_ R*V
o= QWRM),

Intuitivamente esperamos que la sucesién Q(k) converja a una matriz
ortogonal Q cuyas columnas son vectores propios de A ya que A*¥(R*))~1 =
Q™ (R™ regular por serlo A) y al hacer k tender a infinito es como si
aplicdramos el método de la potencia a las columnas de (R*)~! (no hace
falta normalizar como en el método de la potencia pues Q*) ortogonal;
obsérvese que no puede converger, para columnas diferentes, a vectores que
no sean ortogonales y unitarios, lo que da idea de porque no convergen varias
columnas a un vector propio ’dominante’).
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Nota 8.5. Es simple probar que el limite de matrices ortogonales (triangu-
lar) es ortogonal (triangular).

Nota 8.6. Si tenemos una sucesion de numeros reales acotada, {xn }nen,
de forma que cualquier subsucesion convergente lo hace a un mismo numero
[, entonces existe limx,, = [. (por reduccién al absurdo tendriamos una sub-
sucesion convergente, por ser acotada la de partida, que no puede converger

al)

Teorema 8.4. Sea A € R™ ™. Supongamos que A tiene valores propios
{A\i}l, cumpliendo

A1l > (A2 > ... > | An—1| > [ M| > 0.
En particular, existe P € R™™ reqular de forma que
D := PAP™ ' = diag([\, A2, . .., A\a)).

Supondremos ademds que P~ es factorizable LU. Entonces la sucesion ma-
tricial { A"} cn generada mediante el método QR (con unicidad de la fac-
torizacion) cumple:

lim AW (3, 5) =

k—o0

)\’L'a 1§Z§n722.77
0, 1<3<1<n.

Demostracion. En primer lugar nétese que asumimos que A es regular.
Ademads, tiene n valores propios distintos dos a dos, por lo que la matriz
es diagonalizable.

En la nota previa se dié una condicién suficiente para la unicidad de la
factorizacion QR de una matriz regular que va a ser clave en la prueba, al
permitir analizar el comportamiento de la sucesién {Q*)}.

De entrada nétese que A¥ = QW RK) eg la tinica factorizacién de ese
tipo de la matriz A, y de las hipétesis vamos a encontrar otra. Sea P = QR
una factorizacién QR de P y P~! = LU la factorizacién cuya existencia se
asume en el enunciado (hay una diferencia de un cambio de filas previo).
Tenemos

A¥ = pDFp~' = QRD*LU = QRD*LD *D*U.

Es facil comprobar que
k
L0 = (1) B (< i <)
J

y como L es triangular inferior con unos en la diagonal inferior se deduce,
por la relacién existente entre los valores propios, que

lim D*LD™* =1,,.

k—o0
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Nétese que la convergencia anterior depende de

Ai

Nl

max
1<i<j<n

Usamos la notacién Ej, := DFLD™* — I,,. Tenemos
RD*LD™* = (I + RE,RY)R.

Como limy,_,s Ej = 0, entonces I + RE,R™" es invertible para k suficiente-
mente grande. Admite pues una factorizacién tnica QR que denotamos

I+ REyR™ = QiR

La sucesién {@k} estd acotada por ser de matrices ortogonales, luego existe
una subsucesién convergente a una matriz () que debe ser ortogonal. Por
lo tanto, también la correspondiente subsucesiéon de {Rj} converge a una
matriz R triangular superior con E(z, i) > 0, 1 <i < n. Tomando limites en
la subsucesién se obtiene I, = QR, lo que asegura que R(i,7) > 0, 1 <i <
n, y la unicidad de la factorizacién QR de I, nos proporciona finalmente
que @ = R = I,. Lo mismo se concluye para cualesquiera subsucesiones
convergentes de {Qx} v { R}, luego por una nota previa se tiene que ambas
sucesiones convergen a Iy,.

En definitiva, tenemos

QW R® = AF = QQ,R,RD"U.

La matriz ékRDkU es triangular superior con entradas no nulas en la diago-
nal principal. Podemos determinar una matriz diagonal Dy en cuya diagonal
principal elegimos 41 convenientemente de forma que DR RDFU ya tiene
entradas positivas en diagonal principal. Por la unicidad de la QR

Q'Q™ = Qi.Dy.
Con esta observacion tenemos
AW = QW AQ™) = D@, RDR™ Q1D

Sea Sy := @;CRDRA@/{. Obsérvese que limy_,oo Sy = RDR™!, que es una
matriz triangular superior cuya diagonal principal coincide con la de D. En
definitiva,

A® i, j) = Di(i,d)Su(i, 5) Di(4,5) (1 <i.5 <),
lo que proporciona el resultado deseado. O

Nota 8.7. El resto de componentes de A*) puede no converger, pero queda
claro tras la prueba que

Ifm )A(’“)(z‘,j)‘ — |RDR™Y(i, )| (1<i<j<n).

k—oo
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Nota 8.8. La condicién sobre P~1 no es esencial, pero complica la prue-
ba si no se asume. A este respecto, ndtese que si A es diagonal, entonces
el método QR va a proporcionar en cada iteracion la propia A en cada it-
eracion, sin reordenar en forma decreciente en mddulo su diagonal principal.
FEso esperamos también si no asumimos la condicion mencionada; es decir,
lim Sy = RDR™!
k—o0
donde D es diagonal con los valores propios de A reorganizados en un orden,
en principio, distinto al exigido.
Los cambios sin la citada condicion son los siguientes: existe una matriz
permutacion, Py, tal que P,P~' = LU. Tenemos

AF = pDFP' = QRP,D*P.LU
QRD*LD*DFU

donde ahora PP, = QR (factorizamos QR esta nueva matriz y no P) y
D := PUDP(;. Entonces,

o ~ .o >\ai F .o .o
(DLD009) = (§22) 26.9) (1 <0 <)
o(j

Un andlisis mas detallado de la factorizacion P,P~' = LU nos sequra que
L(i,j) = 0 sio(i) > o(j),

lo que soluciona el problema de que en dicho caso )\J(i)/)\a(j) > 1. Asi,

DFLDF .= n+ Er con By — 0. A partir de este punto razonamos de igual
modo que en el teorema para llegar por unicidad de la QR a que

Q" = QQrDy con Qy.
Por consiguiente, como
A=PP.DP,P™' = QRDQ'R™*,

tenemos

AP = QW AQ™ = D,Q|,RDRQ;,Dy,

Q.RDR'Q;, — RDR™".

Nota 8.9. Ndtese que el método presentard anomalias en el caso de ten-
er valores propios complejos conjugados, como sucede con el método de la
potencia. Si se lo aplicamos a [1,1,0;1,1,0;0,0,—7], obtenemos la misma
matriz siempre. En general, el método convergerd a una matriz ‘triangular
superior por bloques’, es decir, en la ‘diagonal principal’ tendremos matrices
cuadradas de tamano el nimero de valores propios con igual mddulo.

Por supuesto, si la matriz de partida es triangular superior, obtendremos
una sucesion constante de matrices con todos los términos igual a ella.
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Cuestiones

1. Calculese ||:1:y’\|p, p=1,2,00, donde x € R™ e y € R™.

2. Sea A € R™*", Pruébense las siguientes afirmaciones:

a) ||Al|p = \/traza(A’A) = \/traza(AA).
b) ||PAQ|r = ||Allz, para toda P € R™*™ y () € R™*" ortogonales.

3. Demuéstrense las siguientes desigualdades para A € R™*™ y propor-
ciénese una matriz no nula donde se alcanze cada desigualdad:

a) [|Ally < [[Allp < v/r [l Al
b) Al5 < 1Al 4]l

4. Sea A € R™*™ diagonalizable tal que sus valores propios son positivos.
Pruébese que existe una matriz B tal que A = B? (B es una raiz
cuadrada de A). ;jToda matriz cuadrada posee una raiz cuadrada?

5. Sea A € R™*", Demuéstrese que
o(A%) ={\?: X e a(A)}.

6. Sea A € R™ " y sea AT € R™™ la inversa generalizada de A. En-
tonces

, . _ + _ .
Xen;l%lnnmeAX I|p = ||AAT = I||, = m — rank(A).

7. Sea A € R™*" y sea AT € R™™ la inversa generalizada de A. En-
tonces 4)
0, rank(A)=m
+ _ — ’
Jaat—nl,={ 3 T

8. La factorizacién QR de una matriz regular A € R™*", donde Q €
R"™ ™ es ortogonal, R € R™"™ es triangular superior con R(i,7) > 0,
1 <17 < n, es unica.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.

19.

20.

21.

22.

Sea A € R™™ ortogonal, triangular superior y con A(i,i) > 0,1 < i <
n. Entonces A = 1.

Sea A € R™™™ regular factorizable LU. Sea A = LU una tal factor-
izacién y sea A = QR una factorizacién QR de A. Entonces

L7(i,:)Q(:,5) = 0 (fila ortogonal a ciertas columnas), 1<j <i—1,1<i<n.
Sea A € R™™ simétrica de forma que existe B € R™*" con A = B?
(B es una raiz cuadrada de A). Entonces A es definida positiva.

Sea A € R™*"™. Consideramos la matriz

n_ 0 A (m~+n)x(m+n)
A_{A O]ER

Si 4 es un valor singular de A, entonces +u son valores propios de A.

Sea (B, c) un método iterativo convergente para sistemas asociados a
una matriz regular A € R™"™. Supongamos ademds que B € R™"
regular. Entonces el método iterativo (B2, (B + I)c) es convergente y
converge mas rapidamente que el original.

Sea A € R™". Existe A\ € R tal que para todo x € R"™ no nulo los
vectores (A — )\)ka; son no nulos para k=0,1,2,...

Sea A € R"™" con A(i,j) =i+ 7 —1,1<14,5 <n. Entonces

A < % (n*+n) (\€a(A)).

A es factorizable LU sii A% (A" (n € N)) es factorizable LU.
Si A es simétrica definida positiva, entonces A" es factorizable LU.

Si B € R™*™ es ortogonal, entonces

wi(AB) = p;(A) (A e R™", 1 <i<min(m,n)).

Considerar el sistema Az = b con A regular. El método iterativo ((A%+
1), Ab) para el sistema anterior es convergente.

Toda solucién del problema LSP asociado a Ax = b tiene el mismo
residuo.

k(A2?) < k(A)2, y como 1 < k(A) < k(A)?, jes de esperar que A? esté
peor condicionada que A?

Sea {A;}nen C R™™ una sucesién de matrices regulares convergente
a la matriz A, de modo que existe y es finito lim, _,+ k(A ). Entonces
A es regular.
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23.
24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Silim A, = A, entonces lim k(A,) = k(A).
Sea A € R"*"™ verificando
A i) =1y > JAGHI <1 (1<i<n).
=L
El método de Jacobi aplicado a A es convergente.

Para A € R definimos
|1 -\
AN = [ N1 } .

Los métodos de Jacobi y relajacién, 0 < w < 2, aplicados a A(\) son
convergentes para —1 < A < 1.

Sea A € R"" simétrica y sean A € C'y z € C™ con ||z|, = 1. Sea
r = ||[Az — Az||,. Entonces existe p1 € o(A) tal que

A—pf <.

Sea 0 < |e] < 1. Sea

1 -1 1

Ae)=| -1 ¢ ¢

1 e ¢
Entonces, koo(A) > 1.5]¢|7".
Sea

1 -1 0 0

0

-12 -1 0 O

A=|0 -1 2 -1 0
o 0 -1 2 -1
o 0 0 -1 2

Entonces la factorizacion LU existe y L = U’.

Sea A regular y B tal que § = ||A7!| ||[B— A|| < 1. EntoncesB es
regular y

_ _ 0 _
4=~ B < 2 a7

Sea z solucién del LSP asociado al sistema Ax = b. Sea r = Az — b.
Entonces [r; z] es solucién del sistema de ecuaciones

eao=lo]

Si A es inyectiva, el sistema tiene solucién tnica.
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.
40.

41.

42.

Sea A regular. Entonces es factorizable en la forma Q) R de forma tinica
si le pedimos que R(i,7) =1 (1 <i <mn).

Sea A real. Sea x un vector real unitario para la norma euclidea. Sea
p:=a'Azx y sea z := (A — p)x. Entonces el conjunto

[p = [Izlly, 0+ llzlls] N o (A)
es no vacio.

Sea (B, ¢) un método iterativo convergente con B no nula. Sea v € R"
el unico vector cumpliendo Ba + ¢ = «. Existe g € R", xp # «, tal
que xp = « para algin k£ > 1, donde {xj}r>0 representa la sucesién
generada mediante el método iterativo a partir del dato inicial xg.

Sea A € R™*™ bidiagonal superior de rango méximo. Entonces B =
A’ A es tridiagonal y definida positiva.

Sea A € R™*™ con ancho de banda {0, 1}; es decir, bidiagonal superior,
y rank(A) = n < m. Entonces B = A’A es tridiagonal y definida
positiva.

x = ATb es la solucién de LSP asociado al sistema Az = b de menor
norma.

Sea A € R™ " simétrica. Seae > 0ysean 1 <4,j < n,i # j. Definimos
la matriz A; ;. mediante

A’i:jyf(rﬁ S) +é, T8 € {iaj}a r 7& S,
A(r,s), en otro caso

Ai,j,€<ra S) = {
Sea 1 € 0(A). Existe A € 0(A; ;) tal que

A —p| < Ve

Sea A € R™™ simétrica con A2 = A y no idénticamente nula. Entonces
[A[ly = 1.

A € R™" es simétrica sii r(A) = ||A]|,.
Sea A € R™*" con rank(A) = 1. Existen x € R™ e y € R" tales que

A=uzy.

Sea A € R™™ regular. Podemos modificar un elemento cualquiera de
la matriz A, sumédndole un nimero, de forma que la matriz obtenida
sigue siendo regular.

Sea A € R™" regular y sean z,y € R". Si 2’A~'y + 1 = 0, entonces
A + yx' es singular.
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43. Sea A € R™™ "™ tal que AA" = A’A. Entonces A admite una factor-
izaciéon SVD con U = V; es decir, de la forma

A=UXU',

con U € R™™ ortogonal y ¥ € R™ "™ diagonal con entradas en la
diagonal principal no negativas y ordenadas en forma decreciente. En
particular, A es simétrica.



Capitulo 10

Ejercicios practicos con
MATLAB

1. Progrémese en MATLAB la regla de Cramer para determinar la solu-
cién de un sistema de ecuaciones lineales Ax = b usando la funcién det
proporcionada por MATLAB para el cdlculo de determinantes.

Sean A = rand(100) y b = A(:,1). Resuélvase mediante la funcién
generada el sistema de ecuaciones lineales Az = b. Compdrese con la
opcién A\b proporcionada por MATLAB usando las funciones tic y
toc.

2. Proporciénese una funcién con la estructura
[ds,vsz] = splinc(vu, du, a,b,m, )

para hallar el splin cibico asociado a una funcién v y a una particién
del intervalo [a,b] en m subintervalos. El argumento vu representara
un vector con los valores de la funcién u en los nodos de la particién,
du un vector con los valores de ' en los extremos del intervalo, y z la
abcisa en la que se quiere aproximar u. La funcién proporcionard un
vector con las derivadas del splin en los nodos de la particién (ds) y el
valor del splin en = (vsx).

Considérese la funciéon u(z) = 1 — cos(wz). Sabiendo que w'(0) =
u/(1) = 0 y utilizando los valores de u en los nodos de la particién
uniforme del intervalo [0, 1] asociada a m = 200, aproximese el valor
de u en x = 0.998 mediante el correspondiente splin cibico.

3. Constriyase una funcién con la estructura
vu = dfinitas(f, g, a,b,al fa, beta, m)

para el método en diferencias finitas propuesto para aproximar la solu-
cién u del problema de contorno

{ —y'+ fz )?(J

g()
y(a) = a, y(b) =

)= 5
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siendo vu un vector con las aproximaciones de los valores de u en los
nodos de la particién uniforme del intervalo [a, b] determinada por m.

Utilicese dicha funcién para aproximar la solucién del problema de
contorno

—y" + (z+ Dy = (¢® = 2)e"?; y(0) =0, y(2) =2,

en los nodos de la particién uniforme del intervalo [0, 2] correspondiente
a m = 100. Compadrense los resultados con la solucién exacta u(z) =
re* 2, z € [0,2], creando una tabla o matriz con los valores exactos,
los aproximados y el error relativo en cada nodo de la particion.

. Proporciénense diferentes matrices que tengan como valores propios
los primeros 25 nimeros naturales (utilicense las funciones poly, diag,
compan, etc.). Obténganse mediante la funcién eig sus valores propios
y vectores propios asociados. Héllense los polinomios caracteristicos de
las matrices construidas y luego sus raices (roots).

. Dado un sistema ortonormal de n vectores de R™ (1 < n < m) sabe-
mos que podemos encontrar m — n vectores de R™ que junto con los
primeros formen una base ortonormal de R™.

a) Sea A € R™"™ de forma que sus vectores columna formen un
sistema ortonormal. Constriyase una funcién con la estructura

B = basgramsm/(A)

que obtenga una base ortonormal de R de la que formen parte
los vectores {A(:,j)}7_;. Los vectors de la base obtenida seran
los vectores columna de la matriz B.

b) Apliquese la funcién construida en el apartado anterior para obten-
er una base de R* de la que formen parte los vectores columna

de la matriz

0 3/5
-1 0

A=1 0 s
0 0

. Proporciénese una funcién que halle la norma matricial subordinada
|||; de una matriz, y un vector unitario donde se alcance dicha norma.
Hégase lo propio con |||| -

. Obténgase una funcién que dibuje el conjunto
{Az : [lafly = 1}

a partir de una matriz A € R?*2. ;Qué determina [|A|, en la figura
obtenida?
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8.

10.

11.

Constriyase una funcién que genere de forma aleatoria una matriz per-
mutaciéon de tamano arbitrario. (Utilicese la funcién rand para crear
de forma aleatoria una permutacién de {1,...,n}. Aunque en MAT-
LAB existe la funcién randperm que resuelve el problema, se pide una
funcion alternativa).

Utilicese la funcién SV D proporcionada por MATLAB para generar
una funcién con la siguiente estructura:

[B,err,rc] = ap(A, k)

donde A es la matriz a aproximar, k es el rank requerido de la aprox-
imacién, B una aproximacién con rank(B) = k (B := A®), err es el
error relativo cometido en la norma espectral y rc el ratio de compre-
sién logrado.

Una de las imédgenes test mds ulitizada en el tratamiento de imagenes
es la imagen de Lena que podemos encontrar en

http : / /www.lenna.org

Copiese en el directorio activo de MATLAB con el nombre lena.jpg.
Para cargar el archivo gréfico anterior en MATLAB utilicese

A =imread('lena.jpg’)

Compruébese que A es un array de tamafio m X n X 3 con datos de la
clase uint8 (help class). Héllese su tamano. Obténgase una imagen en
tonos de grises haciendo

A=A(:1)

Véase la imagen obtenida haciendo
imwrite( A, lenabn.jpg’)
Ejecttese
A = double(A)

para poder usar el comando SV D. Mediante la funcién construida en el
apartado previo, obténganse la aproximacién correspondiente a k = 10
de A. Para convertir la matriz obtenida en una imagen (lenabnl0.jpg)
dsense los comandos uint8 e imwrite.

Repitase el proceso expuesto para k = 20, 50, 100.

Ansdlicese el caso de imdgenes a color siguiendo las ideas del ejercicio
anterior.
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12. Usando el comando \ de MATLAB compriebese numéricamente la
desigualdad

lo =l KoolA) |84l . 1Abl,

< 7 ( )
2o~ 1= IAAll A oo™ 1Al [1Pllog

en los siguientes casos:

107 8 7 0 0 01 02
75 6 5 008 004 0 0
a) A= ¢ 6 190 9 |'BA= 0  —002 —001 0
7 5 9 10 —0.01 —0.01 0 —0.02
39 0.1
23 —0.1
b=133]°20=1 g1
31 7

b) A,b, Ab como en el apartado previo e

0 0 0.001  0.002

0 0.004 0 0

Ad= 0 —0.002 —0.001 0
—-0.001 —0.001 0 —0.002

13. Genérese una funcién que acote inferiormente el nimero de condicién,
kso(A), de una matriz A triangular superior, resolviendo por remonte
un adecuado sistema de ecuaciones asociado a dicha matriz tal y como
se ha explicado en las clases teéricas. Apliquese a la matriz

1 0 o -«
01 —a «
A= 0 0 1 0
00 O 1

con a € R. Compdrese la cota obtenida con el valor exacto.
Recordando que

A
||AH—H§0H <koo(A) (B e R™" singular),

propéngase alguna alternativa para la situacién general de acotar in-
feriormente el nimero de condicién, ks (A), de una matriz A regular
cualquiera, y utilicese la funcién obtenida con la matriz
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

La matriz de Hilbert de orden n es una matriz cuadrada cuya entrada
(i,j) es 1/(i+j—1),1 <4, 57 <n.Esun ejemplo famoso de matriz
mal condicionada.

Demuéstrese que es una matriz simétrica definida positiva.

Utilicese la funcién generada en el ejercicio anterior para confirmar el
mal condicionamiento mencionado.

Sea A € R?*2 regular. Demuéstrese que

kQ(A):a+ \Z a2_17
donde )
__AllF
2 |det(A)\'

Sea A € R™ ™. Pruébense las siguientes afirmaciones:

a) Si A es estrictamente diagonalmente dominante por filas, entonces

[ Alloo
min{|A(4, i)| = 31 <j<p s [AGGF) 1 1< i< m}

oo(A) <

b) Si D = diag(d) € R™*" verifica que AD es estrictamente diago-
nalmente dominante por filas, entonces

Dl 1Al
) S RGO~ Sy AG G 1< 7 )

Escribase un programa que decida si una matriz es o no estrictamente
diagonalmente dominante por filas, y proporcione una cota superior
de koo (A) cuando lo sea.

Programense los métodos de descenso y de remonte para matrices
triangulares inferiores y triangulares superiores respectivamente, con-
siderando la posibilidad de que las matrices puedan tener ademds es-
tructura de matriz banda.

Constriyase una funcién que resuelva sistemas de ecuaciones lineales
por el método de eliminaciéon de Gauss. Contémplese la posibilidad
de que estemos interesados en resolver varios sistemas con la misma
matriz de coeficientes, y en obtener el determinante de dicha matriz.

Adaéptese el ejercicio anterior a matrices banda para las que sepamos
que no es necesaria la eleccién del pivote. Utilicese esta funcién para
obtener la inversa de la matriz de coeficientes del ejercicio 3 de la
practica 1 (splines ciibicos).
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

Modifiquese convenientemente la funcién definida en el apartado 2
para obtener una funcién que al introducir una matriz A nos indique
si ésta es factorizable LU o no, y en caso afirmativo, nos devuelva una
factorizacion LU de A.

Proporciénese una funcién que devuelva la factorizacion PA = LU de
una matriz regular A utilizando pivote parcial, y otra funcién para
obtener la factorizaciéon PAQ = LU usando pivote total.

Programese el proceso de mejora iterativa para intentar mejorar una
solucién de un sistema Ax = b. La funcién a construir debe tener la
estructura

miter(A,b,z0, k, tol)

donde 20 representa la aproximacion de la solucién de la que partimos,
y tol la tolerancia, de tal forma que el proceso debe finalizar cuando
se alcance la condicién

|Zm+1 — meOO

< tol

Zm 1 ’
o el nimero méximo de iteraciones k, siendo z.,, el vector m-ésimo
construido mediante el método. Nuestra funcién debe trabajar con
la factorizacién LU de la matriz A en cada iteracién, obtenida una
dnica vez, para lo que nos serviremos de las funciones de los ejercicios
anteriores.

Obténgase una funcién que permita determinar si una matriz es simétri-
ca definida positiva, desde el punto de vista numérico, sin calcular de-
terminantes ni valores propios de la matriz. Apliquese dicha funcién a
la matriz de Hilbert de diferentes érdenes.

Programense los métodos de Jacobi y de relajacién. La estructura de
las funciones a crear serd de la forma

nombre__ funcion(A,b, xg,n,tol).

La aproximacién de la solucién del sistema Ax = b debe finalizar
cuando se alcanza el nimero méximo de iteraciones n 6 cuando se
consigue que

2k = zr-1lloo < tol [lzp-1]l -

En el caso de relajacién anddase el argumento w a la funcién.

Considérese el sistema de ecuaciones lineales

4100 6
1410| o9
0141 || 3]
00 1 4 4

cuya solucién exacta es a = [1;2;0;1].
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26.

27.

28.

29.

(i) Aproximese la solucién mediante el método de Jacobi partiendo
del vector nulo con tol = 107°. Estimese el factor asintético de
convergencia generando la sucesién

|z, —allZ¥, k=0,1,2,... (10.1)

y compadrese con el valor real r(By).

(ii) Realicese la misma tarea con el método de relajacién asociado a
los valores w = m/10, m € N, 0 < m < 20.
Represéntese el nimero de iteraciones realizado en cada caso para
alcanzar la tolerancia frente al pardmetro w y determinese de esta
forma un valor éptimo del mismo.
Mediante los datos obtenidos represéntese de forma aproxima-
da la funciéon w — r(By), y aproximese su minimo y dénde se

alcanza. Compdrese con el valor real wg = 2/(1 4 /1 — r(By)?).

(Indicacién: Se recomienda construir una funcién que genere la suce-
sién ((10.1]) a partir de una sucesién dada {zx} y de «).

Mediante el método de relajacién con w = 1.5 aproximese la solucién
del sistema de ecuaciones Az = b, donde A € R100%100 o5 yna matriz
bidiagonal inferior con A(i,i — 1) = 1, A(i,7) = 1.5 y b(i) = 2.5. La
solucién exacta del sistema viene dada por a(i) = 1 — (—2/3)". Usese
como aproximacion inicial la solucién exacta a.

Represéntese graficamente el error relativo cometido en cada iteracién
para |||| .. Analicese si el método con aritmética exacta es convergente.

Créese una funcién que nos proporcione la matriz inversa generalizada
de Moore-Penrose de una matriz A € R™*". Utilicese para ello la
funcién SV D de MATLAB.

Analicese el problema planteado en clase sobre la utilizacién numérica
del sistema de ecuaciones normales asociado a un sistema de ecua-
ciones rectangular para resolver el correspondiente problema de mini-
mos cuadrados (LSP). A tal fin, considérese el sistema

1 1 2
10720 0 r=[ 10720 |. (10.2)
0 10720 10=20

Constriyase una funcién que proporcione una factorizacién A = QR
para una matriz A € R™*™. Resuélvase mediante la factorizacién QR
el problema (LSP) asociado al sistema y compdrese con la téc-
nica basada en el sistema de ecuaciones normales.

Obténgase una funcién que proporcione una matriz semejante, del tipo
Hessenberg superior, a una matriz A € R"*" dada mediante matrices
ortogonales.
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30.

31.

Sea A € R™*™ y sean unos ciertos naturales 7, 7, k tales que 1 < i <
j<m,1<k<nyA(k) # 0. Constriyase una funcién con la
estructura

G = givensm(A,i,j, k)

que proporcione una matriz de Givens G € R™*™ tal que (GA)(j, k) =
0 y se modifique el elemento (GA)(i, k).

Apliquese esta funcién para obtener una matriz ortogonal M € R3*3
tal que (MA)(3,2) =0, (MA)(2,3) =0y (MA)(3,3) =0, donde

A=

~ b~ =
O S W

2
5
8

Programar el método de la potencia y de la potencia inversa para
aproximar valores y vectores propios de una matriz. La estructura de
las funciones a crear serd de la forma

[vp, vecp, nit, tolal, tola2] = nombre__ funcion(A, xg, n,tol),
donde

= vp es un vector conteniendo las aproximaciones obtenidas del
valor propio A que se desea obtener.

= vecp es una matriz conteniendo las aproximaciones obtenidas de
un vector propio v asociado a A.

= nit es el nimero de iteraciones realizadas.

= tolal es la distancia relativa entre las dos dltimas aproximaciones
de A.

= tola2 es la distancia relativa en norma infinito entre las dos ulti-
mas aproximaciones de v.

= 1z es la aproximacion inicial a v.

= 1 es el nimero mdximo de iteraciones que se admite se pueden
realizar.

= tol representa la distancia relativa minima que se admite, tan-
to entre las aproximaciones consecutivas de A como de v, para
continuar si atin no se han realizado n iteraciones.

32. El objetivo de este ejercicio es testear el comportamiento de las fun-

ciones creadas en el ejercicio previo. Para ello es conveniente trabajar
en primer término con matrices diagonales como por ejemplo las sigu-
ientes:

a) diag([1;—3;2;—-0.2;7]).
b) diag([1;—3;2; —0.2; —3]).
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¢) diag([1;—3;2;—0.2; 3]).
d) diag([5 +1;—3;2; —0.2; —3]).

Considerar la matriz

1 1 0.5
A= 1 1 025
0.5 025 2

Encontrar el valor propio dominante partiendo de xg = [1; 1; 1]. Repe-
tir la operacién partiendo de zo = [—0.64966116;0.7482216;0] y co-
mentar los resultados obtenidos. Usar el método de la potencia inversa
para aproximar el valor propio méas préximo a 1.5.

33. Progrdmese el método QR utilizando el comando gr de MATLAB.
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