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Introduccion

El propésito original de este libro era presentar los resultados sobre dlgebra
conmutativa necesarios para un futuro libro de geometria algebraica moderna
(teoria de esquemas). Algunos de estos resultados requieren para su demos-
tracién una base de dlgebra homoldgica, que en una primera redacciéon aparecia
intercalada en los distintos capitulos a medida que iba siendo necesaria y, para
las demostraciones, remitia a menudo a mi libro de Topologia algebraica. Sin
embargo, dado que la teoria de esquemas requiere una exposiciéon mas general
del algebra homoldgica que la que en principio exigiria la finalidad de este libro,
decidi finalmente tratar esta materia con la generalidad necesaria a largo plazo
en un primer capitulo preliminar. Me encontré entonces con que la teoria de
este primer capitulo tiene aplicaciones a la topologia algebraica y a la geometria
diferencial méas inmediatas que sus pretendidas aplicaciones a la teoria de es-
quemas, por lo que decidi incluirlas también en el presente libro. A su vez, este
tratamiento del algebra homoldgica hacia natural anticipar algunos resultados
que en un principio pensaba introducir en el libro sobre teoria de esquemas.

El resultado final es que, formalmente, este libro ha pasado de ser un libro
de &lgebra conmutativa a tener dos partes de aproximadamente igual peso: una
primera de algebra homoldgica, dividida en dos capitulos, y una segunda de
algebra conmutativa, dividida en tres. Por otra parte, en cuanto a su contenido
se pueden distinguir tres niveles, que pueden dar lugar a tres lecturas diferen-
tes segun los intereses de cada lector. En primer lugar estdn los resultados de
algebra homoldgica con aplicaciones a la topologia algebraica y a la geometria
diferencial; en segundo lugar estan los resultados de algebra conmutativa que
incluyen una parte de algebra homoldgica; y en tercer lugar estan los resulta-
dos de algebra homoldégica —mas un apéndice en el que se combinan las dos
algebras— incluidos aqui para referirme a ellos en el citado libro de geometria
algebraica, y que seria razonable omitir en una primera lectura.

Prescindiendo de algunos ejemplos y comentarios marginales, el esquema de
dependencia entre las distintas partes es el que aparece en la pagina siguiente.
La primera columna contiene los resultados de dlgebra homoldgica (Capitulo I)
y sus aplicaciones relacionadas con la geometria diferencial y la topologia alge-
braica. En la seccién 2.1 se construyen los funtores Tor, que son la tnica herra-
mienta cohomoldgica necesaria en la parte de dlgebra conmutativa, mientras que
las secciones 2.3 y 2.4 contienen propiedades sobre los médulos localmente libres
y sobre los funtores Ext que no tendran ninguna aplicacién en este libro, pero
que son necesarios en la teoria de esquemas (y lo mismo vale para los resultados
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viii Introduccion

sobre los funtores f* y fi estudiados en el apéndice B). La tercera columna
corresponde a los resultados de algebra conmutativa propiamente dicha. En la
seccion 2.5 se usara un resultado sobre médulos que aparece demostrado en el
apéndice A, si bien la prueba se basa tinicamente en resultados elementales. Por
dltimo, las aplicaciones de las secciones 2.6-2.9 hacen referencia a los resultados
de topologia algebraica y geometria diferencial que aparecen demostrados en mi
libro de Topologia Algebraica.

Capitulo I Capitulo TII
Seccién 2.2 Seccién 2.1 Capitulo IV
Seccién 2.5 < Secciones 2.3-2.4 Capitulo V

Secciones 2.6-2.9 Apéndice B ~ Apéndice A

El capitulo I empieza introduciendo la nocién de haz sobre un espacio to-
poldgico. Se trata del concepto basico para enlazar la teoria que pretendemos
desarrollar con sus aplicaciones geométricas. Un haz F es simplemente una es-
tructura definida sobre un espacio topolégico X, que asigna a cada uno de sus
abiertos U un grupo F(U), o un anillo, o un médulo, o cualquier otra estruc-
tura algebraica, junto con condiciones que garanticen que los distintos grupos,
anillos, etc. estdn relacionados de forma razonable.

Existe una infinidad de haces que aparecen de forma natural en casi todas
las ramas de la matematica. Por ejemplo, a cada abierto U de una variedad
diferencial X podemos asociarle la R-dlgebra C*°(U) de sus funciones de clase
C™ con valores en R.

Cuando en un espacio topolégico X tenemos definido un haz de anillos O x,
podemos hablar de O x-mdédulos, que son los haces M sobre X tales que M(U)
es un moédulo sobre el anillo Ox (U), para cada abierto U C X. Por ejemplo,
el haz que a cada abierto U de una variedad diferencial le asigna el R-espacio
vectorial AP(U) de sus formas diferenciales de dimensién p, es un C°°-médulo,
pues, ciertamente, A?(U) es un médulo sobre el anillo C*°(U).

El concepto de médulo sobre un haz de anillos generaliza al de mdédulo sobre
un anillo, pues si tomamos un espacio X con un unico punto P, cada anillo A
determina un haz de anillos en X (que asigna A al tinico abierto no vacio de X)
y, andlogamente, los médulos sobre este haz de anillos se corresponden con los
moédulos sobre A en el sentido usual. Asi, toda el algebra homolégica que desa-
rrollamos después sobre médulos sobre un espacio anillado se aplica en particular
a maédulos sobre un anillo. En las aplicaciones al algebra conmutativa sélo ne-
cesitamos la teoria en este caso particular, mientras que para las aplicaciones a
la geometria diferencial, a la topologia algebraica o a la geometria algebraica,
la generalizacion a modulos sobre un espacio anillado es fundamental.
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El resto del capitulo esta dedicado a desarrollar en este contexto la teoria de
funtores derivados. Puede considerarse —y asi fue, de hecho, como surgié— una
version abstracta que unifica las diversas construcciones de grupos de homologia
y cohomologia que aparecen en topologia algebraica y en geometria diferencial.
En sus aplicaciones geométricas, permite asignar a cada espacio topoldgico X y
a cada anillo A (bajo ciertas hip6tesis) una sucesién de grupos de cohomologia
HP(X, Ax). La construccién es extremadamente abstracta, pero satisface un
poderoso teorema de unicidad que hace fécil probar que H? (X, Ax) coincide con
casi cualquier cosa. Asi, por ejemplo, se demuestra (facilmente) que los grupos
de cohomologia de De Rham de una variedad diferencial X son isomorfos a los
grupos HP(X,Rx), y lo mismo sucede con los grupos de cohomologia singular
diferenciable. Al combinar estos dos isomorfismos:

HP(X) = Hp(XvRX) = H&(X,R),

obtenemos el teorema de De Rham. Podria pensarse que esta prueba obte-
nida por mediacién de un concepto abstracto como H?(X,Rx) es una mera
prueba de existencia que no nos proporciona informacion explicita sobre cudl es
ese isomorfismo, pero en realidad sucede justo lo contrario. Los isomorfismos
individuales

HP(X) = HP(X,Rx) y HL(X,R)= H"(X,Rx)

hacen participes a los grupos HP(X) y H? (X,Rx) de la potente unicidad que
satisfacen los grupos H?(X,Rx), y ello implica que cualquier homomorfismo
entre ellos que satisfaga unas minimas condiciones ha de ser necesariamente un
isomorfismo. Asi, la prueba de que el isomorfismo explicito entre la cohomologia
de De Rham y la cohomologia singular viene dada por la integracion de formas
diferenciales sobre simplices no requiere més calculo integral que el imprescindi-
ble para definir la integracién de formas sobre simplices. La parte no trivial del
teorema, es decir, que esta integral induce un isomorfismo entre los grupos de
cohomologia, se vuelve poco menos que trivial. M&s atn, esta técnica permite
demostrar con sorprendente simplicidad la version fuerte del teorema de De
Rham, a saber, que los isomorfismos entre los distintos grupos de cohomologia
se combinan para formar un isomorfismo de dlgebras

& H'(X) = G HL(X.B).

cuando cada miembro se dota de estructura de dlgebra con el correspondiente
producto exterior. Nuevamente, los tinicos cédlculos de la prueba son los necesa-
rios para construir los productos exteriores.

Las mismas técnicas que llevan a la construccién de los grupos H? (X, Ax) (o,
més en general, HP(X,F), para cualquier haz F sobre el espacio topolégico X),
cuando se particularizan del contexto de los haces al contexto de los médulos so-
bre un anillo, dan lugar a ciertas familias de médulos asociadas a unos médulos
dados y que tienen muchas aplicaciones en el algebra conmutativa. Las més
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importantes son los médulos Tor;l(M Ny Extﬁ(M ,N). Ambas familias estdn
relacionadas y a menudo es posible elegir entre usar una u otra para un determi-
nado fin. Nosotros hemos optado por utilizar Tor en todas las aplicaciones, de
modo que, aunque también daremos la construccién de Ext, no veremos aplica-
ciones. (Al contrario que Tor, la familia Ext puede definirse para médulos sobre
un espacio anillado, y pueden usarse para demostrar un profundo teorema sobre
cohomologia de esquemas, el teorema de dualidad.)

Si el algebra homoldgica ha surgido a partir de la topologia algebraica, el
algebra conmutativa ha surgido de la geometria algebraica. La geometria al-
gebraica clasica estudia los conjuntos algebraicos afines y proyectivos, es decir,
subconjuntos del espacio afin o del espacio proyectivo definidos como conjuntos
de ceros de uno o varios polinomios de varias variables. Los conjuntos algebrai-
cos pueden dotarse de una topologia (la topologia de Zariski) en la que cada
punto tiene un entorno isomorfo a un conjunto algebraico afin, por lo que los
problemas geométricos locales, es decir, los que dependen tnicamente de las
propiedades de un conjunto algebraico en un entorno de uno de sus puntos,
pueden reducirse al estudio de conjuntos algebraicos afines. Es, precisamente,
en el estudio de los conjuntos algebraicos afines donde la conexién con el dlgebra
conmutativa es mas estrecha:

A cada conjunto algebraico afin C' C A™(k) (un conjunto definido por poli-
nomios con coeficientes en un cuerpo k), se le puede asignar la k-dlgebra k[C]
de las funciones polinémicas (las funciones definidas por polinomios sobre los
puntos de C). Sucede que las propiedades geométricas de C estén determinadas
por las propiedades del anillo k[C]. Para ser més precisos, podemos distinguir
entre las propiedades extrinsecas de C, las propiedades que dependen del modo
en que C' estd sumergido en el espacio afin A™(k), y las propiedades intrinsecas,
las que comparten dos conjuntos algebraicos isomorfos, independientemente de
cémo estén sumergidos en A™(k), incluso para distintos valores de n. Las pro-
piedades intrinsecas son precisamente las que pueden expresarse en términos del
anillo k[C].

Por ejemplo, en el caso mas simple, en que el cuerpo k es algebraicamente
cerrado, los puntos de C se corresponden con los ideales maximales de k[C],
y los ideales primos de k[C] se corresponden con los subconjuntos algebraicos
irreducibles de C. (La irreducibilidad expresa que no pueden descomponerse en
un numero finito de conjuntos algebraicos menores. Por ejemplo, una circunfe-
rencia es irreducible, mientras que la unién de una recta y una circunferencia
tiene dos componentes irreducibles.) Esto permite expresar la dimensién de C'
en términos de los ideales de k[C]: el hecho de que una esfera S tiene dimensién
2 se corresponde con el hecho de que las mayores cadenas de subconjuntos
algebraicos irreducibles contenidos en una esfera tienen longitud 3, pues son
necesariamente de la forma

punto C curva C esfera.

Equivalentemente, la maxima longitud de una cadena de ideales primos de
k[S] es 3. En vista de esto, podemos definir la dimensidn de Krull de un anillo
A como la méxima longitud (menos 1) de una cadena de ideales de A, que
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en general puede ser infinita. En estos términos, la dimensién de un conjunto
algebraico C' es una propiedad intrinseca, pues es igual a la dimensién de Krull
de su algebra k[C] de funciones polinémicas.

Tenemos asi un ejemplo tipico de lo que se hace al estudiar el dlgebra con-
mutativa: partimos de una propiedad geométrica como la dimensién, y pasamos
a una propiedad que tiene sentido en un anillo arbitrario, como es la dimensién
de Krull. La generalizacion de conceptos y resultados geométricos a anillos
arbitrarios tiene varias razones de ser, entre las que cabe destacar:

e Facilita el empleo de técnicas algebraicas para el estudio de determinados
problemas geométricos.

e Permite comprender mejor las propiedades intrinsecas de los conjuntos
algebraicos.

e Flexibiliza las posibilidades de tratarlos al no estar sometidos a la necesi-
dad de trabajar en todo momento con conjuntos definidos por polinomios.

e Permite aplicar las técnicas geométricas a otros contextos distintos de la
propia geometria, como la teoria algebraica de niimeros.

Esto se entenderd mejor si pensamos en la situaciéon andloga en geometria
diferencial. Los conjuntos algebraicos son equiparables a las variedades diferen-
ciales definidas como subconjuntos de R™. Sin embargo, la nociéon abstracta de
variedad diferencial, que permite tratar como tal a un espacio topolégico que
satisfaga ciertas condiciones, aunque no sea un subespacio de R™, presenta estas
mismas ventajas. Aunque puede probarse que toda variedad diferencial puede
sumergirse en R"”, lo cierto es que hacerlo puede ser complicado y no ayudar en
nada a su estudio, sino mas bien al contrario. Pensemos por ejemplo en el plano
proyectivo P?(R). Es cierto que puede sumergirse en R*, pero es mucho mas
céomodo considerarla como variedad abstracta, por ejemplo, como el cociente
que resulta al identificar los puntos opuestos de una esfera.

El analogo en geometria algebraica al concepto abstracto de variedad dife-
rencial es el concepto de esquema, y el dlgebra conmutativa es a la teoria de
esquemas lo que el calculo diferencial es a la geometria diferencial.

Respecto a las posibilidades de aplicacién a la teoria de nimeros, pensemos
en la siguiente analogia: la geometria clasica puede reformularse en términos
del dlgebra lineal, identificando los puntos, rectas, planos, etc. con las subvarie-
dades afines de R"™, pero entonces estas técnicas geométricas pueden aplicarse
igualmente a las subvariedades afines de k™, donde k es un cuerpo arbitrario o,
en otra direccién, pueden generalizarse a espacios de dimensién infinita (espa-
cios de Banach o espacios de Hilbert) con numerosas aplicaciones. Igualmente,
la geometria abstracta que proporciona la teoria de esquemas tiene importantes
aplicaciones a la teorfa de nimeros (curvas elipticas, variedades abelianas, etc.)

En el Capitulo I exponemos simultdneamente los conceptos fundamentales
de la geometria afin y del algebra conmutativa, para mostrar cémo los segun-
dos surgen de los primeros y los extienden. Los resultados principales de este
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capitulo conciernen a la dimension de Krull de un anillo. Los analogos algebrai-
cos de propiedades geométricamente intuitivas pueden ser dificiles de probar a
causa de que un anillo arbitrario (o sujeto a hipdtesis razonables, pero generales
al mismo tiempo) no tiene por qué comportarse a priori como el dlgebra de
funciones polinémicas de un conjunto algebraico.

Veremos también que el estudio de las propiedades locales de un conjunto
algebraico afin C, esto es, las propiedades que tiene C' alrededor de uno de sus
puntos P, pueden reducirse al estudio de un anillo asociado a k[C], el anillo
Oc,p de los cocientes de funciones polinémicas definidos en P. Veremos que la
construccién de O¢ p a partir de k[C] puede generalizarse a anillos arbitrarios
(formacién de anillos de fracciones), y que los anillos construidos de esta forma
tienen la caracteristica fundamental de ser anillos locales, es decir, anillos con
un tdnico ideal maximal (en el caso de O¢ p el ideal maximal es el ideal de las
funciones que se anulan en P). El Capitulo IV estd integramente dedicado al
estudio de los anillos locales. Un ejemplo de propiedad local es la dimension
alrededor de un punto. Por ejemplo, la unién de un plano y una recta tiene,
por definicién, dimensién 2, pero se puede hablar de la dimensién alrededor
de un punto, que en este caso serd 1 para los puntos de la recta y 2 para los
puntos del plano. Esto hace que los resultados principales sobre la dimensién de
Krull de un anillo se apliquen a anillos locales (lo que simplifica la situacién al
eliminar los casos “hibridos” como el del ejemplo que acabamos de comentar).
El resultado fundamental de este capitulo es el teorema de la dimensién, que da
dos caracterizaciones alternativas de la dimensién de Krull de un anillo local,
que resultan ser una poderosa herramienta de trabajo.

Finalmente, en el capitulo V estudiamos el algebra subyacente al equivalente
en geometria algebraica al concepto de diferenciabilidad en geometria diferen-
cial. Estudiar la diferenciabilidad sin calculo diferencial no es cosa facil, y es
aqui donde hacen falta las técnicas de dlgebra homoldgica. El concepto del que
hablamos recibe el nombre de regularidad, y es crucial en geometria algebraica
por el mismo motivo que el concepto de diferenciabilidad es fundamental en geo-
metria diferencial. En general, un conjunto algebraico (o un esquema) puede
tener puntos “singulares” donde falla la regularidad (por ejemplo, un cono es
singular en su vértice), y no es de extrafiar que muchos resultados requieran la
hipdtesis de regularidad o, al menos, requieran distinguir los puntos regulares de
los singulares. Por otra parte, las buenas propiedades de los conjuntos algebrai-
cos regulares no son, ni mucho menos, evidentes, sino que es necesario disponer
de una potente maquinaria algebraica para sacar partido de una hipdtesis de
regularidad. Esta es la finalidad de este tltimo capitulo.

El Apéndice A presenta los médulos planos, concepto que surge de forma
natural en el estudio del algebra homolégica pero que tiene aplicaciones impor-
tantes en geometria algebraica. Lo hemos dejado para el final porque muchos
de los resultados que probamos al respecto requieren de los teoremas técnicos
que se demuestran en este libro, pero no estamos en condiciones de mostrar su
interés. El lector interesado en la geometria algebraica puede relegar los dos
apéndices, al igual que las secciones 2.3 y 2.4, a una segunda lectura.



Primera parte

Algebra homoldgica






Capitulo I

Funtores derivados

En este capitulo expondremos la teoria de funtores derivados en el grado
justo de generalidad que vamos a necesitar. Ello significa que no trabajaremos
ni en el contexto —demasiado restrictivo— de las categorias de modulos sobre
un anillo, ni tampoco en el contexto —inaceptablemente abstracto— de las
categorias abelianas. Como término medio entre ambos extremos, hemos optado
por desarrollar la teoria en el contexto de las categorias de mdédulos sobre un
espacio anillado, asi que las primeras secciones estan dedicadas a presentar este
concepto.

En lo sucesivo, todos los anillos se supondran conmutativos y unitarios (y
todo homomorfismo de anillos conserva la unidad por definicién). Por el con-
trario, no supondremos que los espacios topolégicos tengan la propiedad de
Hausdorff salvo que lo indiquemos explicitamente.

1.1 Haces

Representaremos por K el cuerpo R o C. Si X es un espacio topoldgico,
para cada abierto U de X podemos considerar el conjunto Cx(U,K) de las
funciones continuas U — K, que tiene una estructura de K-dlgebra con las
operaciones definidas puntualmente. Estas dlgebras estdn relacionadas entre si:
cuando U C V C X son abiertos, la restriccién pf; : Cx (V,K) — Cx (U, K) es
un homomorfismo de K-dlgebras.

Este es s6lo uno de los muchos ejemplos en los que es posible asignar con-
sistentemente de forma natural a cada abierto de un espacio topolégico (tal vez
dotado de estructuras més fuertes) un objeto algebraico (una K-algebra, un es-
pacio vectorial, etc.). Pensemos, por ejemplo, en édlgebras de funciones C*°, u
holomorfas, o espacios de tensores o formas diferenciales, etc.

La nocién de haz axiomatiza este tipo de situaciones:

Definicién 1.1 Un prehaz sobre un espacio topoldégico X es un par (F,p),
donde F es una aplicacién que a cada abierto U de X le asigna un grupo abe-
liano F(U) y p es una aplicacién que a cada par de abiertos U C V de X les
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4 Capitulo 1. Funtores derivados

asigna una homomorfismo py; : F(V) — F(U) (que llamaremos restriccién) de
modo que se cumplan las propiedades siguientes:

a) F(@) =0,
b) pY es la identidad en F(U),
¢) si U C V C W son abiertos de X, entonces pYY o p; = piv .

Si los grupos F(U) son anillos o médulos, etc. y las restricciones son ho-
momorfismos de anillos, médulos, etc., entonces tenemos un prehaz de anillos,
maodulos, etc.

Normalmente, si f € F(V) y U C V escribiremos f|y = pg; (f)-

Un haz sobre un espacio topoldgico X es un prehaz tal que si U es un abierto
en X y U =JU; es un cubrimiento abierto de U, entonces
i

a) Si f € F(U) cumple que f|y, = 0 para todo ¢, entonces f = 0.

b) Para cada familia de elementos f; € F(U;) tales que fi|lu,nu; = filvinu;
para todos los indices ¢, j, existe un f € F(U) tal que f|y, = f; para todo
indice 1.

Notemos que el elemento f cuya existencia se afirma en la propiedad b) es
unico por la propiedad a).

Ejemplos Al principio de la seccién hemos definido el haz Cx de las fun-
ciones (reales o complejas) continuas sobre un espacio topoldgico X, que es,
concretamente, un haz de K-algebras. Es obvio que cumple las condiciones de
la definicién. Similarmente podemos definir el haz C'Y de las funciones de clase
C° sobre los abiertos de una variedad diferencial, o el haz H x de las funciones
holomorfas definidas sobre los abiertos de una variedad compleja.

Consideremos un espacio topolégico arbitrario X, un grupo abeliano arbi-
trario A y fijemos punto p € X. Llamaremos A% al haz que a cada abierto
U C X le hace corresponder el grupo

A sipelU
P _ )
AX(U)_{O sipéU,

y en el que pg es la identidad si p € V' y el homomorfismo nulo en caso contrario.
Es facil comprobar que se trata ciertamente de un haz. Los haces de esta forma
se llaman rascacielos.

Veamos ahora un ejemplo de prehaz que no es un haz:

Sea X un espacio topoldgico y sea A un grupo abeliano. Definimos el prehaz
constante A, como el dado por

_ A siU # @,
AX(U):{O siUiQ,
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en el que p¥ es la identidad en A salvo si V = @. Obviamente Ay es un prehaz
de grupos, pero es claro que no es un haz si A # 0 y X contiene dos abiertos
disjuntos. n

Los haces permiten relacionar las propiedades globales y locales de los espa-
cios sobre los que estdn definidos. La herramienta clave para ello es el concepto
siguiente:

Definicién 1.2 Si F es un prehaz sobre un espacio topolégico X y P € X,
definimos el grupo de gérmenes o grupo local de ¥ en P como el grupo Fp
formado por las clases de equivalencia de pares (U, f) con P € U, U abierto
en X,y f € F(U), respecto de la relacién dada por (U, f) ~ (V,g) si y sélo si
existe un abierto W C UNV tal que P € Wy flw = g|lw. La operacién de
grupo es la dada por

[(UNO+ V9] =[UNV, fluav + gluav)]-

Si f € F(U)y P € U, representaremos por fp = [(U, f)] € Fp. Es claro que
la aplicacién F(U) — Fp dada por f — fp es un homomorfismo de grupos.

Si F es un prehaz de anillos o médulos, etc., los grupos de gérmenes Fp
adquieren la misma estructura de forma natural. En lo sucesivo omitiremos
este tipo de observaciones, que siempre seran triviales.

Si F es un prehaz en un espacio topologico X y U C X es un abierto,
definimos la restriccion de F a U como el prehaz F|y que a cada abierto V.C U
le asigna el grupo F|y (V) = F(V) y respecto al que las restricciones entre
abiertos son las mismas que las de F. Es obvio que si F es un haz su restriccion
a cualquier abierto también lo es. Si P € U, tenemos un isomorfismo natural

(Flv)p — F|p dado por [(V, )] — [(V, f)].

Ejemplos Si X es un espacio topolégico y p € X es un punto cerrado (en
particular, si X es un espacio de Hausdorff), entonces, para todo punto ¢ € X,
el haz rascacielos A% cumple que

AP — A Siq:pa
X.q 0 siqg#p.

(Esta propiedad ha sugerido el nombre de “rascacielos”.)

Por otra parte, el prehaz constante Ay cumple que Ay = A para todo
punto ¢ € X. n

Veamos un primer ejemplo elemental de cémo un hecho global se puede
probar localmente:

Teorema 1.3 Sea F un haz sobre un espacio topoldgico X, sea U un abierto
en X y sean f, g € F(U) tales que fp = gp para todo P € U. Entonces f = g.
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DEMOSTRACION: La hipétesis significa que todo punto P € U tiene un
entorno Vp C U donde flv, = g|v,. Equivalentemente, (f — g)|v, = 0. La
definicion de haz implica que f — g = 0. "

Definicién 1.4 Sea X un espacio topoldgico y F un prehaz en X. Un subprehaz
de F es un prehaz G en X tal que, para todo abierto U C X, se cumple que
G(U) es un subgrupo de F(U) y las restricciones de G son las restricciones de
las restricciones correspondientes de F (o, en otras palabras, que si V. C U y
f € G(U), entonces f|y es el mismo tanto si lo calculamos en F o en G). Si G es
un haz diremos que es un subhaz de F.

Observemos que si § es un subprehaz de ¥ y P € X, tenemos un mono-
morfismo natural Sp — Fp dado por [(U, f)] — [(U, f)], el cual nos permite
identificar a Gp con un subgrupo de Fp.

Ejemplo Si X es una variedad diferencial, es claro que el haz C'§ de las fun-
ciones diferenciables en X es un subhaz del haz C'x de las funciones continuas.
[ |

Un subhaz esta determinado por sus grupos de gérmenes:

Teorema 1.5 Sea X un espacio topoldgico, sea F un haz en X y sea G un
subhaz. Si U C X es un abierto y f € F(U), entonces f € G(U) si y sdlo si
fp € Sp para todo P € U.

DEMOSTRACION: Una implicacién es obvia. Si se cumple la condicién local,
cada punto P € U tiene un entorno Vp C U tal que f|y, = gp, para cierto
gp € §(Vp). Como §G es un haz, existe un g € §(U) tal que glv, = gp = flv,
para todo Py, como F es un haz, esto implica que f = g € G(U). "

Definiciéon 1.6 Si F y G son dos prehaces sobre un espacio topolégico X, un
homomorfismo de prehaces (o de haces, si es que F y G son haces) a: F — §
es una aplicacién que a cada abierto U de X le asigna un homomorfismo de
grupos ay : F(U) — G(U) tal que si U C V C X, el diagrama siguiente es
conmutativo:

F(V) > G(V)

pgl lpg

FU)——=G(U)

auy

Es claro que « induce homomorfismos ap : Fp — Gp entre los grupos de
gérmenes, dados por ap([(U, f)]) = [(U, ar(f))], de modo que si U es un abierto
y P € U, el diagrama siguiente es conmutativo:

F(U) > 9(U)

L

‘rfPa—p>9P
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La composicién de homomorfismos de prehaces se define de forma obvia,
al igual que el homomorfismo identidad 15 : ¥ — F. Un homomorfismo de
prehaces o : F — G es un isomorfismo si existe un homomorfismo 3:§ — &F
tal que ao 3 =1y foa = 1. Esto equivale a que todos los homomorfismos
ay @ F(U) — G(U) sean isomorfismos. El teorema siguiente nos da otra
caracterizacion:

Teorema 1.7 Un homomorfismo de haces a : F — G sobre un espacio to-
poldgico X es un isomorfismo si y solo si para todo P € X los homomorfismos
ap: Fp — Gp son isomorfismos.

DEMOSTRACION: Una implicacién es obvia. Supongamos que los homomor-
fismos ap son isomorfismos. Sea U un abierto en X y sea s € F(U) tal que
ay(s) = 0. Entonces, para cada P € U tenemos que ap(sp) = ay(s)p = 0.
Por consiguiente sp = 0 para todo P € U, y el teorema 1.3 nos da que s = 0.
Esto prueba que ay es un monomorfismo.

Tomemos ahora t € G(U). Para cada P € U existe un f € Fp tal que
ap(f) = tp. Esto significa que existe un abierto P € Up C U de forma que
f=1[Up,sp)] vy tlup = au,(sp). Entonces

QUpnUo (8P|UpnUs) = tlupnue = aUpnug (5Qlupnug)-

Ya hemos probado que ay,ny, es inyectiva, luego sp y sq coinciden en
Up NUg. Por la definicién de haz existe un s € F(U) tal que s|y, = sp para
todo P € U. Ahora ay(s)|u, = avs(sp) = tlup, con lo que ay(s) =t. =

Definicién 1.8 Diremos que un homomorfismo de haces o : F — G sobre un
espacio topolégico X es un monomorfismo (resp. un epimorfismo) si para todo
P € X se cumple que ap es un monomorfismo (resp. un epimorfismo).

En la prueba del teorema anterior se muestra que a es un monomorfismo
en este sentido si y sélo si ay es un monomorfismo para todo abierto U de X.
En cambio el ejemplo siguiente muestra que, aunque « sea un epimorfismo, los
homomorfismos ay no tienen por qué ser epimorfismos:

Ejemplos Sea X = C\ {0}, sea Hx el haz de las funciones holomorfas y
sea H% el haz de las funciones holomorfas que no se anulan (que es un grupo
abeliano con el producto de funciones, no con la suma). Sea ¢ : Hy — H el
homomorfismo dado por ¢y (f)(z) = e/*). La teorfa de funciones de variable
compleja prueba que ¢ es un epimorfismo (porque cada funcién holomorfa que
no se anula tiene un logaritmo holomorfo en un entorno de cada punto), mientras
que la identidad I € H% (X) no tiene antiimagen por ¢x (pues no existe un
logaritmo holomorfo definido sobre todo C \ {0}).

Sea X una variedad diferencial y sea A% el haz de las formas diferenciales de
grado 1 sobre X, es decir, para cada abierto U C X definimos AL (U) como el
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espacio vectorial de las formas diferenciales definidas sobre U, y las restricciones
son las naturales. La diferencial exterior induce un homomorfismo de haces

d:C¥ — Ak.
Concretamente, para cada abierto U C X, el homomorfismo
dy : OF(U) — A% (U)

es el que a cada funcién f le asigna su diferencial.

Si X tiene dimensién 1, entonces d es un epimorfismo. En efecto, si P € X,
un elemento de Ak-’ p estd determinado por una forma diferencial w definida
en un entorno V de P, que podemos tomar arbitrariamente pequeno y, en
particular, contractible. Esto hace que el grupo de cohomologia de De Rham
HY(V) sea nulo,! y, como la dimensién de V es 1, toda forma w cumple que
dw = 0, (pues A%(V) = 0), por lo que existe f € C¥(V) tal que df = w. El
germen de f en P es, entonces una antiimagen para el germen de w.

Sin embargo, el homomorfismo dy : C¥(X) — A% (X) sera suprayectivo si
y s6lo si H(X) = 0, lo cual no tiene por qué ser cierto. (No lo es, por ejemplo,
si X es la circunferencia S*.) .

Nos encontramos asi por primera vez con un fenémeno que estd en el nicleo
de la teoria de haces. Es el que hace que ésta no sea trivial y es la principal razén
de ser del dlgebra homoldgica sobre haces, que desarrollaremos més adelante.

Todo prehaz puede “completarse” hasta un haz:

Teorema 1.9 Si F es un prehaz sobre un espacio topoldgico X, existe un haz
FT sobre X y un homomorfismo i : F — FT de modo que si G es un haz en
X ya:F — G es un homomorfismo de prehaces, entonces existe un unico
homomorfismo at : I+ — G tal que a = i 0o a™. Ademds, los homomorfismos
ip:Fp — ?; son isomorfismos.

DEMOSTRACION: Para cada abierto U en X definimos F1(U) como el con-

junto de todas las funciones f : U — @ Fp que cumplan lo siguiente:
PcU
Para cada P € U existe un entorno abierto V.de P en U y un s € F(V) de

modo que para todo @ € V se cumple que f(Q) = sq.

Claramente F*(U) es un grupo con la suma definida puntualmente. Como
restricciones tomamos las restricciones usuales de aplicaciones. Es inmediato
entonces que F* es un haz en X. Definimos iy : F(U) — F(U) mediante
iv(s)(P) = sp. Claramente es un homomorfismo de prehaces.

Si a:F — G es un homomorfismo de prehaces, podemos definir un ho-
momorfismo af; : FH(U) — G(U) de la forma siguiente: dado f € F*+(U),
consideramos pares (V, s) que cumplen la definicién de F1(U) para f y de modo

1Teorema 11.4 de mi topologia algebraica.
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que los abiertos V' cubran U. Entonces los elementos ay (s) € (V) se extien-
den a un elemento af;(f) € G(U). Este elemento estd caracterizado por que
o (f)p = ap(f(P)), luego no depende del cubrimiento elegido para calcularlo.

Es claro entonces que o@ es un homomorfismo de haces.

Si s € F(U), entonces af;(iy(s)) = ay(s) (pues podemos calcularlo a partir

del par (U, s)), luego a« =ioa™.

Si o : F* — G cumple también que o = i o o/, entonces, para cada
f € F(U) y cada par (V, s) segiin la definicién de F*(U), tenemos que o, (f)|v =
ay (flv) = ay (iv(s)) = av(s) = a*(iv(s)) = a*(flv) = ™ (f)lv. Asf pues,
ay(f) = afi(f).

Veamos ahora que ip es un isomorfismo. Si ip([(U,s)]) = [(U,iv(s))] = 0,
entonces existe un entorno V' de P tal que iy (s)|y = 0. Asi sp = 0 para todo
P eV, luego s|ly =0y [(U,s)] = 0. Esto prueba que ip es inyectiva.

Dado [(U, f)] € ¥}, tomamos un entorno V de P en U segtin la definicién
de FT(U), y entonces ip([(V,s)]) = [(U, f)]- .

La propiedad de F+ implica en particular que es tinico salvo isomorfismo.
Asf mismo, si F es un haz, entonces i : F — FT es un isomorfismo (por el
teorema 1.7). También se sigue de la construccién que si F es un prehaz de
anillos, dlgebras, etc., entonces F también lo es.

Ejemplo Sea X un espacio topoldgico y sea A un grupo abeliano. Definimos
el haz constante Ax como la complecién del prehaz constante Ay definido en
la pagina 4. Analizando la demostraciéon del teorema anterior se ve ficilmente
que, para cada abierto U C X no vacio, Ax(U) estd formado por las funciones
U — A que son localmente constantes. Al igual que el prehaz, cumple que
Ax p = A para todo punto P € X.

Ahora podemos dar un ejemplo muy simple que muestra que la suprayecti-
vidad de un homomorfismo de haces no implica la suprayectividad de los homo-
morfismos que lo definen:

Consideremos un espacio topoldgico conexo X y fijemos dos puntos cerrados
distintos p1, p2 € X. Sea A un grupo abeliano y F = AY @ A%?, donde la
suma directa tiene el significado obvio: para cada abierto U C X definimos
FU) = AR (U) ® AR (U), y las restricciones son los homomorfismos inducidos
de forma natural sobre la suma por las restricciones de los dos haces rascacielos.
Es féacil ver entonces que, para cada punto ¢ € X, se tiene que

A sige {Pl pz}
_ P1 P2 ~ ’ ’
gjq_AX,q@AX’q_ {O siq ¢ {p1,p2}-

Definimos un homomorfismo f~ : Ay — J mediante

(aaa/) si P1,D2 S U7

,O) Sip16U7p2¢U7

7(1) Sip1¢U7p2€Ua
)

frta) =4 (5
(0,0 Sipl,p2¢U.
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Es inmediato que los homomorfismos f;; conmutan con las restricciones,
por lo que definen ciertamente un homomorfismo de prehaces f~, de modo que,
para cada ¢ € X, el homomorfismo f;~ : Ay =~ — F; es la identidad en A si
q € {p1,p2} v el homomorfismo nulo en caso contrario. Por el teorema anterior
f~ se extiende a un homomorfismo de haces f : Ax — F para el que los
homomorfismos f; son los mismos que los homomorfismos f,”, luego todos son
epimorfismos.

Esto significa que f es un epimorfismo de haces, mientras que el homomor-
fismo fx : Ax(X) — F(X) no puede ser suprayectivo (si A es razonable, por
ejemplo si es un cuerpo), porque, al ser X conexo, Ax(X) = A, mientras que
SF(X ) >~ Ap A n

Sea X un espacio topoldgico, sea F un haz en X y sea § un subhaz de F.
Entonces podemos definir un prehaz (F/9)~(U) = F(U)/G(U) tomando como
restricciones los homomorfismos inducidos por las restricciones de §. En general
no se trata de un haz, pero definimos /G = (F/G)~+. Es ficil ver que, para
todo P € U, se cumple que (F/G)p = (F/9)p = Fp/Sp.

La proyeccién canénica 7~ : F — (F/9)~ dada por 7, (f) = [f] se extiende
a un epimorfismo 7 : F — F/G tal que, si P € X, entonces 7p : Fp — Fp/Gp
es la proyeccién candnica.

El teorema 1.5 implica ahora que F/G=0siy sélosi §=F.

Sif:F — G es un homomorfismo de haces sobre un espacio topologico X,
podemos definir su nicleo N(f) como el subhaz de F dado por (N f)(U) = N fu.
Es claro que (N f)p =N fp.

En cambio, el subprehaz (Im f)~ de § dado por (Im f)~(U) = Im fy no es
en general un haz. Definimos Im f = (Im f)~". Observemos que la inclusién
Jj: (Imf)~ — G se extiende a un homomorfismo j* : Im f — § de modo
que j =io 4% (donde i : (Im f)~ — Im f). En particular, si P € X tenemos
que jp = ip o jl‘.f, de donde se sigue que j; es inyectivo. Por lo tanto los
homomorfismos j; : (Im f)(U) — G(U) son inyectivos. Esto nos permite
considerar a Im f como un subhaz de §. Esta identificacién nos lleva a su
vez a identificar Im fp = (Im f), con (Im f)p. El teorema 1.5 nos determina
entonces a Im f como subhaz de G: si U C X es un abierto, el grupo (Im f)(U)
estd formado por los s € G(U) tales que sp € Im fp para cada P € U, es decir,
por los elementos de §(U) que localmente tienen antiimagen por f.

Ejemplos Cualquiera de los ejemplos que hemos dado de homomorfismos de
haces ¢ : F — G que son suprayectivos sin que todos los homomorfismos ¢
lo sean, sirve como ejemplo de que (Im @)~ no es necesariamente un haz. En
efecto, si g € G(U) no estd en la imagen de ¢y, entonces podemos cubrir U con
abiertos V tales que gy € (Im¢)~(V), y estos elementos son consistentes entre
s, pero no se extienden a ningin elemento de (Im ¢)~ (U). n

Es evidente que un homomorfismo de haces f : F — G es inyectivo si y sélo
si N f es el subhaz nulo de F, y es suprayectivo si y s6lo si Im f = G. Definimos
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el conicleo de f como CN(f) =G/Im f. Asi, f es inyectivo si y s6losi N f =0
y es suprayectivo si y sélo si CN(f) = 0.

Las propiedades elementales sobre grupos abelianos tienen su analogo para
haces sobre un espacio topoldgico, y las demostraciones son elementales, aunque
requieren cierta familiaridad con las técnicas de trabajo con haces (manejo de
compleciones y localizaciones). Veamos algunos ejemplos como ilustracién:

En primer lugar demostramos el teorema de isomorfia: un homomorfismo
f:F — G puede descomponerse como

F L F/NFLmf g,

donde el primer homomorfismo es suprayectivo (la proyeccién canénica), el se-
gundo es un isomorfismo y el tercero un monomorfismo (la inclusién).

En efecto, para cada abierto U C X definimos de forma natural el isomor-
fismo f;; : F(U)/N fu — Im fy. Estos isomorfismos definen un isomorfismo
fm:(F/Nf)- — (Imf)~. Para cada P € X, se comprueba inmediata-
mente que f5 : (F/N f)p — Im fp se corresponde con el isomorfismo natural
Fp/N fp — Im fp. La composicién

(F/Nf)” — (Imf)” — Im f

se extiende a un homomorfismo de haces f : /N f — Im f tal que, para
cada P € X, el homomorfismo fp se corresponde con el isomorfismo natural
fp : Fp/Nfp — Imfp. Por lo tanto f es un isomorfismo y, puesto que
nmpo fpoip = fp, se cumple que To foi = f. m

Observemos ahora que si F 7, G —% H son dos homomorfismos de haces,
entonces fog =0 siy sélosi Im f es un subhaz de Ng. En efecto, fog =10
equivale a que fpogp = 0 para todo P € X, lo que equivale a que Im fp C Ngp
y esto a su vez equivale a que Im f C N g (por 1.5).

Diremos que la sucesion anterior es exacta en G si cumple que Im f = N G,
lo cual claramente equivale a que todas las sucesiones Fp — Gp — Hp sean
exactas.

Ejemplo Ahora podemos ver ejemplos en los que los prehaces (F/5)™ no son
haces. Si ¢ : F — G es un epimorfismo de haces, entonces

(F/N¢)~(X) = F(X)/Nox =Imox,

~

mientras que (F/N¢)(X) = §(X), y estos isomorfismos forman el diagrama
conmutativo

(F/N)(X) — §(X)

|

(F/No)~(X)
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Si (F/N¢)~ es un haz, la flecha vertical es un isomorfismo, luego los otros dos
isomorfismos tendrian la misma imagen, Im ¢px = G(X). Asi pues, si ¢x no es
suprayectivo, entonces (F/ N ¢)~ no es un haz. n

Hasta aqui hemos considerado haces sobre un mismo espacio topolégico X.
Ahora veamos que podemos transportar haces a través de aplicaciones continuas:

Definicién 1.10 Sea f : X — Y una aplicacién continua entre espacios to-
polégicos y F un haz sobre X. Definimos f.(F) como el haz sobre Y determinado

por los grupos f.(F)(U) = F(f~1[U]) y las restricciones pY; = p;:m

Para cada P € X tenemos un homomorfismo natural f.(F)spy — Fp
dado por [(U,s)] — [(f~1[U],s)], pero en general no es un isomorfismo. Una
condicidn suficiente para que lo sea es que las antiimagenes por f de los abiertos
de Y sean una base de X, lo cual sucede, por ejemplo, si f es una inmersién, es
decir, un homeomorfismo en un subespacio de Y.

En efecto, en tal caso, si [(f~1[U], s)] = 0 existe un abierto P € V C f~1[U]
tal que s|y = 0. Podemos tomar un abierto U’ C U tal que P € f~[U’] C V,
con lo que [(U, s)] = [(U’, s|y7)] = 0. Esto prueba la inyectividad.

Por otra parte, dado [(U, s)] € Fp, podemos tomar un abierto V en Y tal
que P e f~'[V] C U, con lo que [(V,s|p-1v])] € f«(F)(p) tiene por imagen a
[(f V], slp—1pv))] = [(U, 5)]. Esto prueba la suprayectividad. .

Si f: X — Y es un homeomorfismo entre X y un cerrado de Y todavia
podemos decir mas:

Fp siQ = f(P).

En efecto, si Q ¢ f[X]y [(U,s)] € f«(F)g, consideramos V =UN Y\ f[X]),
que es un entorno de @ para el cual s|y € f.(F)(V) = F(f~{V]) = F(2) =0,
luego [(U, s)] = 0]. "

roa- {3, S9E1Y

Consideremos ahora una aplicacién continua f : X — Y y sea J un haz so-
bre Y. Definimos el prehaz f~1[F]~ en X para el que f~[F]~(U) estd formado
por las clases de equivalencia de pares (V, s), con V abierto tal que f[U] CV C Y
y s € F(V), respecto a la relacién dada por

(V,s) ~ (V',s") & existe un abierto f[U] C W C VNV’ tal que s|lw = s|w.
La suma se define restringiendo los representantes a un abierto comun y

sumando. Las restricciones vienen dadas por [(V,s)] — [(V, s)].

En general f~'[F]~ no es un haz, por lo que definimos f~[F] = f~1[F]~T.
Observemos que tenemos un isomorfismo f~![F]5 — Ff(py determinado por
(U, [(V;5))] = [(V, 5)], Inego también f~1[F]p = Fy(p).

También conviene observar que si U es abiertoen X ei : U — X es la
inclusién entonces i~1[F] = F|yy. (En este caso f~[F]~ es ya un haz.)
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Teorema 1.11 Sea f : X — Y un homeomorfismo de un espacio topolégico
X en un subespacio de un espacio topoldgico Y y sea F un haz en X. Entonces

F= A

DEMOSTRACION: Sea a : F — f~1[f.(F)]” definido como sigue: para
cada abierto U C X y cada s € F(U), existe un abierto V C Y tal que U =
FV], luego fo(F)(V) = F(U). Definimos ag(s) = [(V,s)]. Se comprueba
inmediatamente que ag(s) no depende de la eleccién de V, asi como que «
es un homomorfismo de prehaces, que se extiende a un homomorfismo de haces
at: F — 71 f.(F)]. Paracada punto P € X es facil ver que el homomorfismo
aJIS :Fp — [u(F)pp) = Tp es la identidad en Fp, luego a es un isomorfismo.

n

1.2 Espacios anillados

En esta seccion estudiamos los haces de anillos sobre un espacio topoldgico,
si bien conviene asociarlos al espacio como una estructura:

Definicién 1.12 Un espacio anillado es un par (X, Ox ), donde X es un espacio
topoldgico y Ox es un haz de anillos sobre X. Diremos que (X,0x) es un
espacio anillado local si ademads, para todo punto P € X, el anillo Ox, p es local,
es decir, tiene un unico ideal maximal, que representaremos por mp. En tal
caso definimos también el cuerpo de restos k(P) = Ox p/mp. Habitualmente
escribiremos X en lugar de (X,0x). Si los anillos de X son —de hecho— A-
algebras, para un cierto anillo A, diremos que el espacio anillado X estéd definido
sobre A.

Si (X,0x) es un espacio anillado (local) y U es un abierto en X, también
lo es (U,0x|v). En lo sucesivo consideraremos a los abiertos de los espacios
anillados (locales) como espacios anillados (locales) con esta estructura.

Ejemplo Todo espacio topoldgico X tiene una estructura de espacio anillado
definido sobre K si lo dotamos de su haz Cx de funciones continuas con valores
en K. Se trata de un espacio anillado local, pues para cada punto P € X, el
anillo C'x p tiene un tnico ideal maximal, que es

mp = {[(U, /)] | f(P) =0}

Es evidente que mp es un ideal propio de Cx p y, sia = [(U, f)] € Cx p\mp,
entonces P tiene un entorno abierto V' C U tal que f|y no se anula en ningin
punto, luego podemos considerar 3 = [(V, (f|y)~!)] € Cx.p, que cumple que
af = 1. Asi pues, Cx p \ mp es el conjunto de las unidades de Cx p, luego
todos los ideales de C'x p estdn contenidos en mp.

El mismo razonamiento se aplica a una variedad diferencial con su haz de
funciones C*° o a una variedad compleja con su haz de funciones holomorfas.
Todos ellos son ejemplos de espacios anillados locales. [
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Definicién 1.13 Un homomorfismo de espacios anillados f : X — Y es un
par (fo, f#) formado por una aplicacién continua fo : X — Y y un homo-
morfismo de haces f# : Oy — f.(Ox). Si los espacios anillados son locales,
diremos que f es un homomorfismo de espacios anillados locales si, ademads,
para todo P € X, el homomorfismo natural f;f : Oy popy — Ox,p es un

homomorfismo de anillos locales, es decir, si cumple que (fﬁ)fl[mp] =my,(p)
(0, equivalentemente, que fﬁ [ms,(p)] C mp.) Si los espacios anillados estdn
definidos sobre un anillo A, diremos que f estd definido sobre A si f# es un
homomorfismo de haces de A-algebras.

En definitiva, un homomorfismo de espacios anillados determina homomor-
fismos f# D Oy (U) — Ox(fy'[U]) de modo que los diagramas siguientes
conmutan:

Es facil definir de forma natural la composicién de homomorfismos de espa-
cios anillados, asi como el homomorfismo identidad. Un isomorfismo f es un
homomorfismo con inverso. Esto equivale a que fy sea un homeomorfismo y
las aplicaciones f# sean isomorfismos. (En el caso de espacios anillados locales,
esto ya implica que los homomorfismos fff son isomorfismos y, por consiguiente,
que hacen corresponder los ideales maximales, tal y como exige la definicién de
homomorfismo de espacios anillados locales.) Por el teorema 1.7, esto equi-
vale a su vez a que fy sea un homeomorfismo y los homomorfismos fﬁ sean
isomorfismos.

Cuando no haya posibilidad de confusién escribiremos f en lugar de fo. Asi
mismo, si hablamos de un homomorfismo entre dos espacios anillados locales,
sobrentenderemos que el homomorfismo es un homomorfismo de espacios ani-
llados locales y, si hablamos de un homomorfismo entre dos espacios anillados
definidos sobre un anillo A, sobrentenderemos que esta definido sobre A.

Ejemplo Sea ¢ : X — Y una aplicacién continua entre dos espacios to-
poldgicos, consideramos como espacios anillados con sus haces de funciones
continuas en K. Entonces ¢ define un homomorfismo de espacios anillados
en el que ella misma es ¢g y, para cada abierto U C Y, el homomorfismo

6 : Cy (U) — Cx(¢7'[U]) es el dado por ¢ (f) = ély-1u) © f.

Observemos que ¢ es un homomorfismo de espacios anillados locales, lo cual
significa inicamente que si f se anula en un punto ¢(P), entonces gfg( f) se anula
en P. También es obvio que ¢ estd definido sobre K (es decir, que transforma
las funciones constantes en funciones constantes).
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Veamos ahora que si ¢ : (X,Cx) — (Y,Cy) es cualquier homomorfismo
de espacios anillados locales definido sobre K, entonces ¢# es necesariamente el
homomorfismo definido por composicién con ¢y.

En efecto, tomemos un abierto U C Y y una funcién f € Cy(U). Vamos a
probar que <;3#(f) = ¢0|¢51[U] o f. Tomemos un punto P € ¢~1[U] y sea

o = (dol-210) © F)(P) = f(d0(P)) € K.

Entonces (f — a)(¢o(P)) = 0, luego f — a € my,(p), luego gb#(f — ) € mp,
luego gzﬁﬁ(f) (P) = a. Esto prueba la igualdad.

Asi pues, las aplicaciones continuas ¢ : X — Y entre dos espacios to-
poldgicos se corresponden biunivocamente con los homomorfismos de espacios
anillados ¢ : (X,Cx) — (Y, Cy). .

Ejemplo Veamos ahora que si X e Y son dos variedades diferenciales existe
una biyeccion entre las aplicaciones ¢ : X — Y de clase C*° y los homomor-
fismos de espacios anillados ¢ : (X,C¥) — (Y, C5).

El razonamiento es el mismo empleado en el ejemplo anterior, salvo que
ahora hemos de probar que si ¢ = (¢g, ") es un homomorfismo, entonces ¢g
no sélo es una aplicacién continua, sino que es, de hecho, de clase C*°. En
cualquier caso, tenemos que ¢# es necesariamente la composicién con ¢g, por lo
que si U C Y es un abiertoy f € C*°(U), entonces ¢0|¢51[U] of € C¥ (o' U]).
Basta tomar como U el dominio de una carta de Y y como f la propia carta.

Igualmente se prueba que las funciones holomorfas entre variedades com-
plejas se corresponden con los homomorfismos entre las estructuras de espacio
anillado definidas por sus haces de funciones holomorfas. n

Ejercicio: Demostrar que podemos definir una variedad diferencial como un espacio
anillado X tal que todo punto tiene un entorno isomorfo —como espacio anillado— a
un espacio (U, Cg), donde U es un abierto en R™.

Definicion 1.14 Sea X un espacio anillado y U un abierto en X. Definimos la
inclusion i : U — X como el homomorfismo de espacios anillados determinado
por la inclusién ig : U — X (como espacios topoldgicos) y el homomorfismo
i* 1 Ox — i.(Oy) para el que zﬁ :O(V) — O(UNV) es zﬁ = pYrv- Es
claro que si P € U entonces if’f. es la identidad en Op, luego i es ciertamente un

homomorfismo de espacios anillados.

Si f: X — Y es un homomorfismo de espacios anillados, definimos su
restriccion a U como fly =igpof: U —Y.

Definicién 1.15 Si (X,0x) es un espacio anillado, un Ox-mddulo es un haz
M en X tal que, para cada abierto U de X, el grupo M(U) tiene una estructura
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adicional de Ox(U)-mddulo compatible con las restricciones, en el sentido de
que, para cada a € Ox(U), cada m € M(U) y cada abierto V' C U, se cumple
que (am)|y = (alv)(mlv).

Es claro entonces que para cada P € X tenemos una estructura natural de
Ox,p-médulo en Mp.

Un homomorfismo de Ox-médulos f : M — N es un homomorfismo de
haces tal que para cada abierto U C X se cumple que fyy : M(U) — N(U) es
un homomorfismo de O x (U)-médulos.

Aparentemente, los O x-médulos tienen una estructura algebraica maés rica
que los haces cualesquiera, pero esto es mas aparente que real:

Teorema 1.16 Sea X un espacio topoldgico, sea A un anillo y sea Ax el haz
constante asociado. Entonces los haces en X definidos sobre A se corresponden
con los Ax-mddulos. En particular, todos los haces en X son Zx-mddulos.

DEMOSTRACION: Si U C X es un abierto no vacio, los elementos de Ax (U)
son las funciones U — A localmente constantes. En particular podemos con-
siderar que A C Ax(U) identificando los elementos de A con las funciones
constantes. Esto hace que todo Ax-médulo sea en particular un haz en X
definido sobre A. Reciprocamente, si M es un haz en X definido sobre A
y U C X es un abierto no vacio, podemos definir como sigue un producto
Ax(U) x M(U) — M(U). Tomamos a € Ax(U) y m € M(U), tomamos un
cubrimiento abierto {U;}; de U de modo que a|y, sea constante, lo que nos per-
mite definir a|y,m|y, € M(U;). Es claro que estos elementos se extienden a un
unico am € M(U), de modo que M(U) es un Ax (U)-mébdulo con este producto.

Puesto que un grupo abeliano es lo mismo que un Z-mdédulo, todo haz en X
estd definido sobre Z, luego puede verse como Z x-mdédulo. L]

Se define de forma natural la restriccion de un O x-médulo a un abierto de X
y la nocién de submddulo de un O x-modulo.

Es facil ver que la complecién de un prehaz de médulos sobre Ox (esto es,
de un prehaz que cumpla la definicién precedente salvo por el hecho de que no
es necesariamente un haz) es un O x-mdédulo. En particular, si N es un Ox-
submédulo de un Ox-mddulo M, el cociente M/N tiene estructura natural de
Ox-médulo. Asi mismo, el nicleo y la imagen de un homomorfismo de O x-
modulos son también O x-mddulos.

Se definen de forma natural el producto y la suma directa de una familia
arbitraria de O x-mddulos.

Si My N son dos Ox-médulos, los productos M(U) ®¢ , () N(U), con las
restricciones obvias, forman un prehaz (M ®p, N)~, aunque no necesariamente
un haz. Definimos el producto tensorial M ®¢ , N como la complecién de dicho
prehaz. Para cada P € X se cumple que

(M®ox N)p = Mp Rox.p Np.
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En efecto: para cada P € X y cada abierto P € U C X, los homomorfismos
M(U) ®o @) NU) — Mp @0 » Np dado por m ® n — mp ® np inducen
un homomorfismo (M ®o, N)p — Mp ®oy » Np, cuyo inverso se define de
forma similar. m

Dos homomorfismos f : M — M’ y g : N — N’ definen de forma natural
un homomorfismo de prehaces M ®¢, N)~ — (M ®0, N')~ que, compuesto
con (M @9y N')™ — M ®o, N, se extiende a un homomorfismo de haces

f@g:M@oxN%M/(@oX N

Se prueba facilmente que (f ® g)p = fp ® gp para cada P € X.

Veamos que M EN) ®o, P2 (Mo, P)® (N®o, P). En efecto, es facil
definir homomorfismos de prehaces

M@0y P)” — (MEN)®o, P)™, N®oy,P)” — (MOEN)®o, P)7,
que se extienden a homomorfismos de haces
MRoyP— MEN) R0, P, N®RoyP— MEN) R0, P,
los cuales a su vez determinan un homomorfismo
Moy P)&N®oy P) — MaN) @0, P,
que localizado a cada P € X es el isomorfismo natural

(Mp ®0y.p Pr)® (Np oy p Pr) — (Mp ®Np) ®ox » Pp.

1.3 Categorias y funtores

Aunque la nocién de categoria no va a ser esencial en la teoria que vamos
a desarrollar, no estd de mas presentar la definicién para situar debidamente
nuestro marco de trabajo:

Definicién 1.17 Una categoria € estd determinada por:
a) Una clase, a cuyos elementos llamaremos objetos de C,

b) Una funcién que a cada par de objetos X, Y de € les asigna un conjunto
Hom(X,Y), a cuyos elementos llamaremos morfismos (en €) de X en Y.
Escribiremos f : X — Y para indicar que f € Hom(X,Y).

¢) Una funcién que a cada par de morfismos f € Hom(X,Y), g € Hom(Y, Z)
les asigna un morfismo f o g € Hom(X, Z) de modo que se cumplan las
propiedades siguientes:
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1. Asociatividad: (f og)oh = fo(goh), para todos los morfismos f,
g, h para los que la composicién tenga sentido.

2. Para cada objeto X, existe un morfismo 1x € Hom(X, X) de manera
que 1x o f = f para todo f € Hom(X,Y) y go 1x = g para todo
g € Hom(Y, X).

Si X es un espacio anillado, representaremos por Mod(X) la categoria de
los O x-médulos con los homomorfismos de O x-mddulos y la composiciéon usual
de homomorfismos. Es obvio que Mod(X) cumple la definicién de categoria.

Si M, N son dos Ox-mddulos, es claro que el conjunto Home , (M, N) de
todos los homomorfismos ¢ : M — N tiene una estructura natural de Ox (X)-
moédulo con las operaciones dadas por

(¢ +v)v=¢v+u, (ap)v =alydy, para cada abierto U C X.

Observemos que si A es un anillo arbitrario, podemos considerar el espacio
topoldgico P = {0} considerado como espacio anillado con el haz constante Ap,
que obviamente consta Unicamente de los anillos Ap(@) = 0y Ap(P) = A,
con las restricciones obvias. Es claro entonces que la aplicacién que a cada
Ap-médulo M le asigna el A-médulo M(P) es biyectiva, como también lo es
la aplicacién que a cada homomorfismo ¢ : M — N de Ap-mddulos le asigna
el homomorfismo de A-mddulos ¢p : M(P) — N(P), de modo que todas
las nociones definidas para Ap-mddulos se corresponden con sus andlogas para
A-médulos (cocientes, nicleos, imagenes, sumas directas, etc.).

Esto significa que podemos identificar la categoria Mod(Ap) de los Ap-mé-
dulos con la categorfa Mod(A) de los A-médulos, de modo que todo lo que
digamos para moédulos sobre un espacio anillado sera véalido en particular para
moédulos sobre un anillo.

Definicién 1.18 Un funtor covariante F : € — €’ entre dos categorias es una
aplicacién que a cada objeto X de € le asigna un objeto F(X) de €' y a cada
morfismo f : X — Y un morfismo F(f) : F(X) — F(Y) de modo que se
cumplan las propiedades siguientes:

b) F(fog)=F(f)oF(g) (siempre que la composicién tiene sentido).

Un funtor contravariante se define del mismo modo, salvo que a cada mor-
fismo f : X — Y le hace corresponder un morfismo F(f) : F(Y) — F(X) y
la propiedad b) hay que modificarla de forma obvia.

Ejemplos Si X es un espacio anillado, cada O x-médulo M define un funtor
covariante

Homg , (M, —) : Mod(X) — Mod(Ox (X)),
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que a cada homomorfismo ¢ : N — N’ le hace corresponder el homomorfismo
¢ : Homg , (M, N) — Homg , (M, N')
dado por la composicién con ¢.
Similarmente, cada O x-mddulo N define un funtor contravariante
Homg, (—,N) : Mod(X) — Mod(Ox (X))
que a cada homomorfismo ¢ : M — M’ le asigna el homomorfismo
¢ : Homg , (M/, N) — Homg,, (M, N)
dado también por la composicién con ¢. n
Si X e Y son espacios anillados y F' : Mod(X) — Mod(Y") es un funtor, de
la propia definicién se sigue que F' transforma isomorfismos en isomorfismos. Lo
que ya no es cierto en general es que tenga que transformar monomorfismos en

monomorfismos y epimorfismos en epimorfismos. Lo mejor que le puede pasar
a un funtor es que sea exacto:

Definicion 1.19 Sean X e Y dos espacios anillados. Un funtor covariante
F : Mod(X) — Mod(Y) es ezacto si para toda sucesién exacta corta de Ox-
médulos

0—M-5N-L9p o

también es exacta la sucesion
0— FM o N B pp .

Andlogamente se define la exactitud de un funtor contravariante, sin mas
que invertir el sentido en la sucesién transformada.

En realidad los funtores exactos conservan la exactitud de cualquier sucesién:

Teorema 1.20 Sean X eY dos espacios anillados y F : Mod(X) — Mod(Y)
un funtor covariante exacto. Entonces, para toda sucesion exacta de O x -mddulos

M- N,
. . F
también es exacta la sucesion FM ~% FN 5, pop. (Y para funtores contrava-
riantes se cumple el resultado andlogo.)

DEMOSTRACION: Tenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas y
columnas exactas:
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Al aplicar F' obtenemos un diagrama con las mismas caracteristicas (notemos
que todo monomorfismo y todo epimorfismo se extiende a una sucesion exacta
corta, luego los funtores exactos conservar monomorfismos y epimorfismos). El
diagrama implica que la imagen de Fa y el nicleo de F'3 son los mismos que
los de los homomorfismos de la sucesiéon exacta horizontal, lo que prueba la
exactitud de la sucesion del enunciado. La prueba para funtores contravariantes
es analoga. L]

En particular los funtores exactos covariantes conservan la inyectividad y
la suprayectividad de los homomorfismos, mientras que los contravariantes las
intercambian.

La teoria de funtores derivados que pretendemos desarrollar tiene como fi-
nalidad estudiar la no exactitud de los funtores a los que les falta poco para ser
exactos:

Definiciéon 1.21 Sean X e Y dos espacios anillados. Un funtor covariante
F : Mod(X) — Mod(Y) es exacto por la izquierda si para toda sucesién exacta
corta de O x-médulos

0—M-LN-Lp o,
también es exacta la sucesion
0— FM £ N Z5 po.
El funtor es exacto por la derecha si proporciona sucesiones exactas
Y R o NAEAY

Si el funtor es contravariante, diremos que es exacto por la izquierda o por
la derecha si da lugar, respectivamente, a sucesiones exactas

0 — P I8 N £ P

FP L5 pn 22 vt — 0.

Notemos que en realidad no necesitamos suponer la exactitud de la sucesién
inicial en el extremo que no se va a conservar. Por ejemplo, si F' es un funtor
covariante exacto por la izquierda y

0—M-5N-L9
es una sucesién exacta, aplicando la exactitud de F' a la sucesion
0—M-NLmg—0

obtenemos igualmente la exactitud que exige la definicién de funtor exacto por
la izquierda, y lo mismo sucede en los otros tres casos.
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Ejemplos Es ficil ver que el funtor covariante Homg, (M, —) es exacto por
la izquierda. En efecto, si

O—>N’i>Ni>N”—>O
en una sucesién exacta de O x-maddulos, entonces la sucesion

0 — Homg , (M, N') - Homg, (M, N) -, Homg (M, N")

también es exacta. Veamos, por ejemplo, la exactitud en el medio. El hecho de
que o3 = 0 implica claramente que af = o = 0, luego Ima C N 3. Tomemos
ahora ¢ € N(0), es decir, ¢ : M — N es un homomorfismo tal que ¢ o § = 0.
Hemos de definir ¢ : M — N’ tal que ) = ¢. Para ello tomamos un abierto
U C X y vamos a definir un homomorfismo ¢y : M(U) — N'(U).

Si s € M(U), entonces By (¢u(s)) = 0, luego ¢y (s) € (NB)(U) = (Ima)(U).
Esto no significa en principio que ¢y (s) € Imay, sino dnicamente que cada
punto P € U tiene un entorno Vp C U tal que ¢y (s)|v, € Imay,. Pongamos
que ¢y (s)|lve = avy(tp). El hecho de que a sea inyectivo implica que los
tp € N'(Vp) se extienden a un ¢y (s) € N'(U), que claramente es el tinico que
cumple que ay (Yu(s)) = du(s).

Es facil ver que 9y es realmente un homomorfismo de médulos que cumple
Yy o ay = ¢y. Se comprueba asi mismo que los homomorfismos ¥ son com-
patibles con las restricciones, por lo que definen un ¢ € Homg, (M, N’) tal que
a(y)) = ¢. Esto prueba la exactitud en el medio.

Para que el funtor fuera exacto, haria falta que, M cumpliera la propiedad
siguiente: para todo epimorfismo de O x-médulos N — N” y cada homomor-
fismo M — N”, existe un homomorfismo M — N que hace conmutativo el
diagrama siguiente:

N — N —>0

AS
N
N T
N

M
Los Ox-médulos M que cumplen esta propiedad se llaman proyectivos, y
tendremos ocasién de estudiarlos mas adelante. m

El funtor contravariante Homg . (—, N) también es exacto por la izquierda,
lo que en este caso significa que si

[e3%

0— M -SML M —0
en una sucesién exacta de O x-mddulos, entonces también es exacta la sucesiéon
0 — Home . (M”, N) -2 Home (M, N) % Homg , (M, N)

Veamos también el caso menos obvio: si ¢ € N@, entonces ¢ : M — N
cumple que a¢g = 0. Hemos de encontrar un homomorfismo 1 : M” — N tal
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que ¢ = (. Para ello fijamos un abierto U C X y vamos a definir un homo-
morfismo ¢y : M"(U) — N(U). Tomamos s € M (U). La suprayectividad de
B hace que cada P € U tenga un entorno Vp C U tal que s|y, = By, (tp), para
cierto tp € M(Vp). Si ) cumple lo mismo, entonces By, (tp — th) = 0, luego
tp —th € NPy, = (Ima)y,. Esto significa que cada () € Vp tiene un entorno
Wq C Vp tal que tplw, — th|lw, = aw,(ug), para cierto ug € M"(Wg). En-
tonces ¢y, (tp)|wy — ovie (tp)lwy = dw, (aw, (ug)) = 0, luego llegamos a que
Pvi (tp) = dvp (tp).

Esto significa que podemos definir vp = ¢y, (tp) € N(Vp) sin que importe
la eleccién de tp. Esto permite comprobar que los vp se extienden a un tnico
Yu(s) € N(U) con la propiedad de que By o ¥y = ¢py. Ademsds, los ¥y son
compatibles con las restricciones, por lo que determinan el homomorfismo v que
buscabamos.

La exactitud del funtor equivale a que el O x-médulo M cumpla la propiedad
siguiente: Para cada monomorfismo M’ — M de Ox-mddulos y cada homo-
morfismo M’ — N existe un homomorfismo M — N que hace conmutativo el
diagrama siguiente:

0—M —>M

s
l .
s
s
N

Los Ox-mdédulos N que tienen esta propiedad se llaman inyectivos, y los
estudiaremos en la seccién siguiente. L]

Un funtor de gran importancia en la teorfa que vamos a desarrollar es el
funtor covariante

I'(X,—) : Mod(X) — Mod(Ox (X))

dado por T'(X, M) = M(X) y que a cada homomorfismo de funtores ¢ : M — N
le asigna el homomorfismo ¢x : M(X) — N(X). Vamos a probar que también
es exacto por la izquierda. Esto significa que si

0—M-5NLp
es una sucesién exacta de O x-mddulos, entonces
0 — M(X) 25 N(X) 25 p(X)
es una sucesién exacta de O x (X)-mdédulos.

En efecto, la parte menos obvia es que si s € N(X) cumple que Sx(s) = 0,
entonces s € Im(a)(X), lo que significa que cada P € X tiene un entorno Vp
tal que s|y, tiene una antiimagen por ay,, pero la inyectividad de « permite
extender estas antiimdgenes locales a un ¢t € M(X) tal que ax(t) = s, luego la
sucesion es exacta en el centro.

El hecho de que I'(X, —) no sea, en general, exacto, no es sino otra forma de
expresar que un epimorfismo (3 no tiene por qué cumplir que Fx sea suprayectivo.

| |
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Los funtores exactos por la izquierda satisfacen muchas propiedades:

Teorema 1.22 Sean X e Y dos espacios anillados y F' : Mod(X) — Mod(Y')
un funtor exacto por la izquierda. Entonces:

a) Si0 es el Ox-mddulo nulo, se cumple que FO = 0.

b) §i0: M — N es el homomorfismo nulo entre dos O x-mddulos, entonces
FO: FM — FN es el homomorfismo nulo.

c) SiMy y Mg son dos Ox-mddulos, entonces F(My & Ma) = FM; @ F M.
Ademds F' transforma las proyecciones w; : My @ My — M, en las pro-
yecciones T; : FMyBFMy — FM; y las inyecciones t; : M; — M1 DM,
en las inyecciones t; : FM; — FMy & FMa.

d) Si fi : M — N;, para i = 1,2 son homomorfismos de Ox-mddulos y
(f1, f2) : M — Ny @ Ng es el homomorfismo definido de forma natural,
entonces F(f1, f2) = (F f1, F f2).

e) Si fi: M; — N, para i = 1,2, son dos homomorfismos de Ox-mddulos y
fi+ fo: My @My — N es el homomorfismo definido de forma natural,
entonces F(f1 + f2) = Ff1 + F fo.

f) Si fi : M; — Ny, para i = 1,2 son dos homomorfismos de O x-mddulos
y (f1, f2) : M1 ® My — N7 @ Ny es el homomorfismo definido de forma
natural, entonces F(f1, f2) = (Ff1,Ff2).

g) Si fi : M — N, para i = 1,2, son dos homomorfismos de Ox-mddulos,
entonces F(f1 + f2) = Ff1 + F fo.

DEMOSTRACION: a) Consideramos la sucesién exacta
1 1
0—0—00—70—70,
de la que obtenemos la sucesién exacta
1 1
0 — FO— F0 — FO

La exactitud en el F0O central implica que F0 = 0.

b) Podemos descomponer el homomorfismo 0 como M — 0 — N, luego
F0 se descompone como FM — 0 — FN, luego necesariamente F0 es el
homomorfismo nulo.

¢) Consideramos las sucesiones exactas
L K
0 — My —1>M169M2 —2>J\/f2—>07

0 — My 2 My &My =5 M; — 0,
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que se transforman en las sucesiones exactas
0 — FM; i’F(Ml @MQ) EFMQ,

0 — FMy -2 F(My & My) =5 FM;.
(Entendemos que 7; y 7; son, por definicién, las imégenes por F' de ¢; y ;.)

Claramente 71712 = 0, 7971 = 0, 1171, = 1, 1o = 1. Sea U C Y un abierto y
tomemos un m € F(M; & Msz)(U). Entonces

Tou (m — Tou (Tou (m))) = Tov (M) — Tauy(m) = 0,

luego m — toy (T (m)) € N2y = Im 1y, por la exactitud izquierda del funtor
I'(U,—). Asi, existe un m’ € (FM;)(U) tal que m = Loy (7o (m)) + t1p(m’).
Aplicando Ty concluimos que m’ = T1y(m), luego hemos obtenido que

Tl + 7oty = 1.

Ahora es ficil comprobar que 73 + 73 : FM; @& FMy — F(M; & Ms) es un
isomorfismo, a través del cual las inyecciones y proyecciones de la suma directa
se corresponden con los homomorfismos z; y 7;.

d) (f1, f2) estd completamente determinado por el hecho de que (f1, f2)om; =
fi7 y esto lmphca que F(f17 f2) oy = Ffu luego F(flvf?) - (FflaFfQ)

La prueba de e) y f) es similar a la de d), y g) se debe a que f; + f2 puede

descomponerse como

M N g v B oy,

y basta aplicar d) y e). "

El teorema también es vélido para funtores exactos por la derecha, asi como
para funtores contravariantes, aunque en este caso con las modificaciones obvias
(por ejemplo, los funtores contravariantes exactos por la izquierda o por la
derecha intercambian las proyecciones con las inyecciones en una suma directa,
etc.).

1.4 Moébdulos inyectivos y proyectivos

Hemos definido los O x-mdédulos inyectivos como los médulos N para los que
el funtor Homg , (—, N) es exacto, lo que equivale a que todo homomorfismo en N
de un subhaz de un haz M puede extenderse hasta M. El objetivo de esta seccion
es demostrar que existen muchos médulos con esta propiedad. Empezaremos
estudiando los médulos inyectivos sobre un anillo A. El primer resultado es que
la definicién de A-mddulo proyectivo es equivalente a otra mas débil:

Teorema 1.23 Un A-mddulo M es inyectivo si y sélo si para todo ideal I de
A se cumple que todo homomorfismo I — M se extiende a A.
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DEMOSTRACION: Una implicacién es evidente. Lo que hemos de probar
es que si P es un A-mddulo arbitrario y N es un submédulo de P, entonces
todo homomorfismo N — M se extiende a P. Sea M el conjunto de todos
los pares (T, ), donde T es un submédulo N C T C Ny a: T — M es un
homomorfismo que extiende al dado. Consideramos en M el orden parcial dado
por (T1,01) < (T, a0) siy sbélo si Ty C To y a; = ag|,. Por el lema de Zorn
M tiene un elemento maximal (Tp, ag). Basta probar que Ty = P.

En caso contrario, existe x € P\ Tp. Sea I = {a € A | ax € Ty}, que es
claramente un ideal de A. Sea fy : I — M dada por fy(a) = ap(azx). Clara-
mente fp es un homomorfismo y por hipdtesis se extiende a un homomorfismo
f:A— M. Llamemos 17 = Ty + Ax y definimos «; : T} — M mediante
a1(t + az) = ap(t) + af(l).

En primer lugar, a; estd bien definido, pues si t + ax = t' + a/z, entonces
t—t' = (a —a)x € Ty, luego

ao(t) = ao(t') = ag((a’ — a)z) = fo(a' —a) = f(a') = f(a) = a'f(1) — af(1).

Por lo tanto ag(t) + af(1l) = ap(t’) + @’ f(1). Es claro que o es un homo-
morfismo y que extiende a «ag, luego (71, a1) € M contradice la maximalidad de
(Th, ). Esto prueba que Ty = P y ap es la extensién buscada. m

Empezaremos estudiando la existencia de Z-moddulos inyectivos, pues tienen
una caracterizacion sencilla:

Definicién 1.24 Diremos que un Z-médulo M es divisible si para todo m € M
y todo a € Z no nulo existe un n € M tal que m = an.

Teorema 1.25 Un Z-mddulo M es inyectivo si y solo si es divisible.

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que M es inyectivo. Sea
m € M y a € Z no nulo. Consideremos el homomorfismo fy : (a) — M dado
por fo(ba) = bm y extenddmoslo a f : Z — M. Entonces

m = fo(a) = f(a) =af(1).

Supongamos ahora que M es divisible, sea I = (a) un ideal de Z y sea

fo : () — M un homomorfismo. Existe un x € M tal que fo(a) = az.
Definimos f : Z — M mediante f(b) = bz, de modo que f(a) = ax = fo(a),
lucgo l(a) = o .

Ahora ya tenemos ejemplos de Z-modulos inyectivos. Por ejemplo, Q es
claramente divisible, luego es inyectivo. Mds en general:

Teorema 1.26 Para todo Z-mddulo M existe un monomorfismo M — N con
N inyectivo.

DEMOSTRACION: Podemos representar M = L/N, donde L es un Z-médulo
libre. Entonces L es suma directa de copias de Z, luego puede sumergirse en
una suma directa de copias de Q, que claramente es divisible. En definitiva,
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tenemos L C D, con D divisible. Entonces M = L/N C D/N, y es claro que
D/N también es divisible. "

Para anillos arbitrarios tenemos lo siguiente:

Teorema 1.27 Si D es un Z-mddulo divisible y A es un anillo arbitrario, en-
tonces Homyz (A, D) es un A-mddulo inyectivo con el producto (af)(b) = f(ab).

DEMOSTRACION: Observemos que, en general, un A-médulo M es inyectivo
si, cuando N C P son A-mdédulos, la restriccion Hom 4 (P, M) — Hom4 (N, M)
es un epimorfismo. En nuestro caso, tenemos un diagrama conmutativo

HomA (P, HomZ(A, D)) e HomA (N, I‘IOIHZ(A7 D))

l |

Homy, (P, D) — > Homy/(N, D)

donde las flechas verticales son isomorfismos de Z-mddulos, por ejemplo, la
primera es la dada por

o(f)(p) = f(p)(1)

y su inverso es ¥(f)(p)(a) = f(ap). Como D es un Z-médulo inyectivo, el
homomorfismo horizontal inferior es un epimorfismo, luego el superior también.
| |

Ahora podemos generalizar 1.26:

Teorema 1.28 Si A es un anillo, para todo A-mdédulo M existe un monomor-
fismo M — N con N inyectivo.

DEMOSTRACION: Considerando a M como Z-mdédulo, tenemos un mono-
morfismo f : M — D, donde D es un Z-mdédulo divisible. Consideramos el
homomorfismo ¢ : M — Homgz(A, D) dado por ¢(m)(a) = f(am). Es inyec-
tivo, pues si ¢(m) = 0 entonces ¢p(m)(1) = f(m) = 0, luego m = 0. Es fécil ver
que ¢ es un homomorfismo de A-mddulos. n

A su vez, de aqui se deduce el resultado andlogo para médulos sobre cualquier
espacio anillado:

Teorema 1.29 S5i X es un espacio anillado y M es un Ox-mddulo, entonces
existe un monomorfismo M — N con N inyectivo.

DEMOSTRACION: Para cada P € X, el Ox,p-médulo Mp puede sumergirse
en un O x p-médulo inyectivo Np. Fijemos un monomorfismo ap : Mp — Np
y para cada abierto U C X definimos

N@W) =TI Ne.

Es facil ver que N, as{ definido (con las restricciones y las operaciones obvias),
es un Ox-médulo. Definimos ¢ : M — N mediante ¢y (f) = (ap(fp))pev.
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Claramente los homomorfismos ¢ son inyectivos, luego ¢ también lo es. Ahora
falta probar que N es inyectivo.

Observemos que las proyecciones my,p : N(U) — Np inducen homomorfis-
mos mp : Np — Np independientes de U. Cada f € N(U) cumple obviamente
que f = (mp(fp))reu-

Supongamos un monomorfismo v : P — Q y un homomorfismo o : P — N.
Para cada P € X, el homomorfismo

[e% ™
Pp = Np = Np

se extiende a un homomorfismo xp : Qp — Np, que a su vez determina un
homomorfismo x : Q@ — N mediante xuy(f) = (xp(fp))pev. Veamos que
1o x = a. En efecto, si U es un abierto en X y f € P(U),

xv(Wu(f)) = xp(Wp(fr)))pev = (mp(ap(fp)))pev = av(f).

La inyectividad se conserva al restringir:

Teorema 1.30 Sea X un espacio anillado y U C X un abierto. Si J es un
O x-mddulo inyectivo, entonces Iy es un Oy -mddulo inyectivo.

DEMOSTRACION: En general, si F es un Oy-mddulo, definimos FX como la
complecién del prehaz dado por

H:'X_(V):{?(V) siV cU,

0 en caso contrario.

Es claro que Ff = Fpsi P € Uy F5 = 0si P € X\U. Todo homomorfismo
de Op-médulos o : F — G se extiende a un homomorfismo de O x-mdédulos
aX : FX — GX tal que af = ap para todo P € U. Asf mismo es facil ver que
F¥|y =7.

Pasemos ya a la demostracién del teorema: supongamos dados un mono-
morfismo de Oy-médulos N — P y un homomorfismo N — J|y. Enton-
ces tenemos un monomorfismo de Ox-médulos NX — PX y un homomor-
fismo NX — (J|)X. Pero es fécil definir un monomorfismo de O x-médulos
()X — T que restringido a U es la identidad. Asf tenemos un homomorfismo
NX — 7, y podemos aplicar la inyectividad de J, que nos permite extender
este homomorfismo a un homomorfismo PX — J. Restringiendo a U tenemos
un homomorfismo P — J|yy que extiende al dado sobre N. ]

Una propiedad basica de los médulos inyectivos es la siguiente:
Teorema 1.31 Si X es un espacio anillado y 0 — M —— N EI) JNY)

es una sucesion exacta de Ox-mddulos en la que M es inyectivo, entonces se
cumple que N = N(B) @ CN(a) =M @ P.
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DEMOSTRACION: Existe un homomorfismo v : N — M tal que a0y = 1.
Para cada P € X tenemos que ap o yp = 1 (y la sucesién localizada sigue
siendo exacta), luego Np = N(8)p @ CN(«)p. Para cada abierto U de X, si
F€N(B)(U)NCN(a)(U), entonces fp =0 para todo P € U, luego f = 0.

Por otra parte, si f € N({U) y P € U, entonces fp = up + vp, para
ciertos up € N(B)p, vp € CN(a)p, que seran localizaciones de elementos
uy € N(B)(V), vy € CN(a)(V), para cierto abierto P € V C U. Pode-
mos cubrir U con abiertos V' en estas condiciones, y la unicidad de la des-
composicién en suma directa hace que los elementos {uy}y y {vy}y deter-
minen unos u € N(3)(U), v € CN(a)(U) tales que f = u + v. Por lo tanto
N(U) =N(B)(U) ® CN(«a)(U), luego N = N(3) & CN(«). .

La definicion de médulo proyectivo es “dual” de la de mddulo inyectivo,
en el sentido de que una se obtiene de la otra sin mas que intercambiar sis-
tematicamente el sentido de todos los homomorfismos que intervienen en ella
(lo que supone cambiar también “inyectivo” por “suprayectivo”). Sin embargo,
esto no significa que todos los resultados validos para moédulos inyectivos valgan
también para proyectivos sin més que intercambiar las flechas en los enunciados
y las demostraciones. De hecho, el “dual” del teorema es falso en general, y
sélo podemos demostrar el dual de 1.28 que, por contrapartida, es mucho méas
sencillo de probar, debido a que los médulos proyectivos sobre un anillo tienen
una caracterizacion muy simple:

Teorema 1.32 Sea A un anillo y M un A-mddulo. Las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

a) M es proyectivo.

b) Toda sucesion exacta de mddulos 0 — C LN S M 0 se escinde,
es decir, existe un homomorfismo v: M — N tal que yoa =1 (lo que,
a su vez, implica que N =Im @ Imy=C o M ).

¢) Existe un A-mddulo M’ tal que M @& M’ es libre.

DEMOSTRACION:
a) = b) aplicamos la proyectividad a la identidad M — M. La des-
composicién se debe a que si n € N, entonces a(n — y(a(n)) = 0, luego

b=n—v(am) € ImByn=>b+y(a(n)). Por otra parte, si 5(c) = y(m),
aplicando a obtenemos que m = 0, luego la suma es directa.

b) = ¢) Podemos formar una sucesién exacta como la de b) con N libre.
Entonces N = C & vy[M].

c) = a) Consideremos un epimorfismo & : N — P y un homomorfismo

B : M — P. Extendemos trivialmente 8 a M & M’. Consideramos una base

de este médulo y a cada uno de sus elementos le asignamos una antiimagen en

N de su imagen en P. Esta asignacién se extiende a un homomorfismo =, el

cual se restringe a su vez a un homomorfismo sobre M que cumple lo requerido.
u
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La condicién c) implica en particular que todo médulo libre es proyectivo.
En la prueba del teorema anterior se ve que si M es un médulo proyectivo
finitamente generado, entonces el médulo M’ tal que M @& M’ es libre se puede
tomar también finitamente generado. También es obvio que la suma directa de
modulos proyectivos es proyectiva y que todo sumando directo de un médulo
proyectivo es proyectivo. En particular, es evidente que todo A-mddulo M es
imagen de un A-médulo proyectivo, pues todo A-médulo M es imagen de un
médulo libre.

1.5 Complejos

Definicién 1.33 Si X es un espacio anillado, un complejo directo de O x-
modulos € es una sucesion

-—>62i>€1i>60—>0

de O x-mdédulos y homomorfismos tal que 0;41009; = 0 para todo i. Un complejo
inverso es de la forma

0—Cp -2, e de, — ...

de modo que d; od;41 = 0.

Un homomorfismo ¢ : € — D entre dos complejos directos es una sucesién
de homomorfismos ¢; : C; — D, tal que el diagrama siguiente es conmutativo:

01 do

Co Gy Co 0
laﬁz ldh l(bo
@2 o Dl % eo 0

Los homomorfismos de complejos inversos se definen andlogamente. Es facil
ver que los complejos directos de O x-mddulos con los homomorfismos de com-
plejos forman una categoria, y lo mismo vale para los complejos inversos.

Diremos que una sucesiéon de homomorfismos de complejos

¢ ¥

0—C—D—E&—0
es exacta si lo son todas las sucesiones

Los grupos de homologia de un complejo directo € se definen como los O x-
médulos
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Similarmente, los grupos de cohomologia de un complejo inverso € se definen
como los O x-mddulos

Si a,8: € — D son dos homomorfismos de complejos inversos de O x-
moédulos. Una homotopia A entre o y (3 es una sucesiéon de homomorfismos de
Ox-médulos A" : €, 11 — D, tal que

Q" — B = A", | +d,A".

Si existe una homotopia entre a y 3 se dice que son homomorfismos homotépicos.
Las homotopias entre homomorfismos de complejos directos se definen andloga-
mente, sin mas que invertir la ordenacién de los indices.

Observemos que la unica diferencia entre los complejos directos y los inversos
es la ordenacién de los indices, por lo que todo concepto o resultado general
sobre complejos directos puede reformularse en términos de complejos inversos, y
viceversa. En lo sucesivo enunciaremos y probaremos los resultados inicamente
para complejos inversos.

Teorema 1.34 Si X es un espacio anillado, todo homomorfismo de complejos
inwersos de O x-mddulos o : € — € induce homomorfismos

a": H"(C) — H"(C)
determinados por que, para cada P € X, el homomorfismo
ap: (Ndn)p/(Imdn-1)p — (Nd,)p/(Imd;,_;)p

es el inducido por la restriccion ap|(nd,)p : (Ndn)p — (Nd;,)p. Dos homo-
morfismos homotdpicos inducen los mismos homomorfismos sobre los grupos de
cohomologia.

DEMOSTRACION: Sea U C X un abierto y tomemos s € (Nd,)(U). Es
claro entonces que af(s) € (Nd,)(U), luego podemos considerar su clase de
equivalencia [ay(s)] € (Nd))(U)/(Imd],_,)(U).

Tomemos ahora s € (Imd,—1)(U). La tnica complicacién que hace que el
teorema no sea trivial es que esto no implica que s esté en la imagen de d,,_1 .
Lo que sabemos es que, para cada P € U, se cumple que sp € Imd,,_1,p, por
lo que ag;(s)p € Imd],_, p, lo que a su vez implica que ag;(s) € (Imd;,_;)(U).

Esto nos permite definir un homomorfismo de O x (U)-mdédulos:
(Ndn)(U)/(Imdy,—1)(U) — (Nd;,)(U)/(Imd;,_1)(U).
Estos homomorfismos definen un homomorfismo de prehaces

(Ndy/Imd,, 1)~ — (Nd,,/Imd;, )™,
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que a su vez se extiende a un homomorfismo de haces H"(€) — H"(C').
Claramente cumple lo pedido. La tltima afirmacién del enunciado es inmediata.
n

Ahora es claro que podemos considerar a cada H™ como un funtor de la cate-
goria de complejos inversos de O x-modulos en la categoria de los O x-mddulos.

Ahora vamos a probar el resultado fundamental sobre complejos, para lo que
necesitamos un hecho previo:

Teorema 1.35 Sea X un espacio anillado, consideremos el siguiente diagrama
conmutativo de Ox-maodulos y supongamos que sus filas son ezxactas.

70 Lz 70

o o o

0— Zl e ZQ — Z3
¢ ¥
Entonces existe un homomorfismo 0, : N(d3) — Z1/Imd; tal que la sucesién

N(dy) 25 N(da) 25 N(ds) 2 70/ Tmdy 2 Zo/ Tmds —2 7/ Tm ds

es exvacta, donde ¢ y " son las restricciones de ¢’ y 1" a N(d1) y N(dz2) y b,
1 son los homomorfismos inducidos de forma natural.

DEMOSTRACION: Los homomorfismos ¢ y 1) son los construidos como en el
teorema anterior. Para construir d, fijamos un abierto U C X y un elemento
st € Z43(U). Entonces s € Im)’, lo que significa que, para cada P € U,
shp € Imep. Existe un abierto P € Vp C U y un s5 € Zy(Vp) tal que
Yy, (s5) = s5lvp. Sea sy = davy,(sy) € Z2(Vp). Entonces sz € (N9)(Vp) =
(Im ¢)(Vp). Por consiguiente, podemos tomar otro abierto P € Wp C Vp y un
s1 € Z1(Wp) de modo que ¢w,(s1) = Sa|wp-

En resumen: para cada P € U existe un abierto P € Wp C U tal que s§|w,
tiene una antiimagen s, € Z4(Wp), cuya imagen so = dow,(sh) tiene una
antiimagen s; € Z1(W,,). Llamamos dp(s3) = [s1] € Z1(Wp)/(Imdy)(Wp).

Supongamos que elegimos otros Wp, 8, y 51 que cumplan lo mismo. Enton-
ces, shlwoamw, — Salwerw, € N¢' = Im¢’, luego para cada Q@ € Wp N Wp
tenemos que shy — S5y € Imey, luego s2qg — 82¢ € Im(dig © ¢q), luego
s1 — 81 € Imde,_ 1ueg0 $1|WP0WP — §1|WP0WP (S (Imd1)(Wp N Wp), luego
0p(83)lwpwy = 0P(s3)|lwpnivy-

A El mismo argumento prueba que 6p(s3)|lwpnw, = 0Q(s3)|lwpenw,- Sea
0p(s3) la imagen de dp(s3) en (Z1/Imd;)(Wp). Entonces

Op(83)lwenwe = 0q(s3)lwenwe

luego estos elementos se extienden un d.(s3) € (Z1/Imd;)(U) que es inde-
pendiente de todas las elecciones intermedias, pues hemos probado que todas
determinan el mismo J.(s3)p.
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De hecho, es claro que J.(s3)p es el homomorfismo de conexién usual obte-
nido a partir de ssp con el diagrama del enunciado localizado en P, es decir,
se toma una antiimagen de ssp en Zép, se toma su imagen en Zsp, se toma
una antiimagen en Z;p y se toma la clase médulo Im dyp. Como cada elemento
de Z4(U) estd determinado por sus localizaciones, esto prueba el resto del teo-
rema, a saber, que J, es un homomorfismo de O x-médulos y que la sucesién del
enunciado es exacta.? "

Teorema 1.36 Sea X un espacio anillado y 0 — A 2B e 0 una
sucesion exacta de complejos de O x-mddulos. Entonces existen homomorfismos

6" H™(C) — H™1(A)
tales que la sucesion siguiente es exvacta:
n q;n n "Z” n 5:/ n+1 ‘13"+1 n+1
-— H"(A) — H"(B) — H"(C) — H""(A) — H"™(B) — - --

DEMOSTRACION: Basta comprobar que el diagrama siguiente satisface las
hipétesis del teorema anterior.

A"/ Imd, 1 LA B"/Imd,_1 ., C"/Imd,—1 —=0

dnl dnl dnl
¢n+1 wn+1

00— Ndpt1 ———> Ndpp1 ———> Ndpp1

Ahora bien, todas las comprobaciones pueden reducirse a las propiedades
analogas sobre los diagramas que resultan de localizar en un punto arbitrario
P € X, y entonces son las comprobaciones usuales cuando en lugar de Ox-

médulos tenemos médulos ordinarios.? n

La sucesion exacta dada por el teorema anterior se llama sucesion ezxacta
larga de cohomologia asociada a la sucesion exacta corta dada de homomorfismos
de complejos.

Nota Se comprueba facilmente que los homomorfismos de conexiéon dados por
el teorema anterior conmutan con los homomorfismos inducidos por homomor-
fismos de sucesiones exactas de complejos, es decir, que si tenemos un diagrama
conmutativo

0 A B ¢ 0
0 A B e 0

2Para los detalles ver el teorema 2.24 de mi Topologia Algebraica.

3Para los detalles ver el teorema 2.25 de mi Topologia algebraica. Nétese que dicho teo-
rema esté enunciado para complejos directos y no inversos, lo que supone tinicamente que los
homomorfismos d disminuyen el grado en lugar de aumentarlo. Los cambios que ello supone
son meramente de notacién.
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con filas exactas, entonces los homomorfismos entre los grupos de cohomologia
inducidos por las flechas verticales determinan un diagrama conmutativo entre
sus sucesiones exactas largas de cohomologfa. (Una vez mds, todas las compro-
baciones se reducen a comprobar la conmutatividad de diagramas de homomor-
fismos de médulos sobre un anillo y no sobre un espacio anillado.) m

Los funtores exactos por la izquierda o la derecha cumplen que F0 = 0, y esto
basta para concluir que transforman complejos inversos en complejos inversos en
el caso de los funtores covariantes y complejos inversos en complejos directos en
el caso de los contravariantes. Ademds, su aditividad (teorema 1.22 g) implica
que transforman homotopias en homotopias. Los funtores exactos, adema4s,
conservan la cohomologia:

Teorema 1.37 Sean X e Y dos espacios anillados y F : Mod(X) — Mod(Y)
un funtor exacto. Sea M —— N L\ P una sucesion de homomorfismos de Ox -

maodulos tal que Ima C N 3. Entonces la sucesion FM Fo pN LB pop cumple
lo mismo y ademds

N(FB)/Im(Fa) = F(N(/Ima).

DEMOSTRACION: De af8 = 0 se deduce que FaFB3 = 0, es decir, que
Im(Fa) C N(F). Aplicando F al diagrama conmutativo

M?N
Ima

se conserva la suprayectividad de la flecha vertical y la inyectividad de i, lo
que implica que Fi : FIma — Im(Fa) es un isomorfismo. Por otra parte, al
aplicar F' a la sucesion exacta
J 8
0—N@B—N-—-P

obtenemos el isomorfismo Fj : F(N 8) — N(F(3). Por otra parte, al aplicar F'
al diagrama conmutativo

Ima BLEN Ng

1

N

obtenemos un diagrama conmutativo que puede descomponerse en

0 — F(Ima) —*> F(N()) — F(N§/Ima) —> 0

Fil le

0 — Im(Fa) — N(F8) — N(F3)/Im(Fa) —0
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Como las filas son exactas, los isomorfismos F'j y F'i inducen el isomorfismo
buscado. L]

Nuestro propésito es estudiar la inexactitud de un funtor exacto por la iz-
quierda o por la derecha estudiando como alteran los grupos de (co)homologia
de ciertos complejos, complejos que vamos a construir en la seccion siguiente:

1.6 Resoluciones inyectivas y proyectivas

Definicién 1.38 Sea X un espacio anillado y M un Ox-médulo. Una reso-
lucion inversa de M es una sucesion exacta

0—M—71 —7t —72 ...

La resolucién es inyectiva si los O x-mdédulos J* son inyectivos. Similarmente,
una resolucion directa de M es una sucesion exacta

P2 P P M — 0,
y la resolucién es proyectiva si los O x-médulos P? son proyectivos.

A partir del teorema 1.29 es facil probar que todo O x-médulo M admite una
resolucion inyectiva, pero vamos a demostrar algo mas preciso:

Teorema 1.39 Sea X un espacio anillado y
a B
0—M; — My — M3 —0
una sucesion exacta de Ox-modulos. Entonces existen sendas resoluciones in-

yectivas (33)“ para j = 1,2,3, tales que J4 = Ji ® J% y el diagrama siguiente es
conmutativo:

0 M, 7 7}
0 Mo 19 7

(O
0 Ms 99 74

donde las flechas verticales son los homomorfismos naturales
0—J — Il — 71 —0.

DEMOSTRACION: Sea 17 : M; — J9 un monomorfismo en un médulo
inyectivo J9 y consideremos el homomorfismo

(a, —m1) : M1 — Mo & 99.
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Sea § = CN(a, —m1) y sea § — J un monomorfismo en un médulo inyec-
tivo J. Definimos a° como la composicién 19 — My @19 — G — T y i
como la composicién My — My I — G — 7.

Observemos que ambos homomorfismos son inyectivos. Por ejemplo, si to-
mamos P € X y f € 17 p tales que a}(f) = 0, entonces (0, f) € Im(ap, —1n1,p),
es decir que existe un g € My p tal que ap(g) =0y —m,p(g) = f, pero entonces
g =0y también f = 0. Por el teorema 1.31 tenemos que J = Im(a®) ® CN(av).

Llamemos 3 = CN(a") y sea 3° : I — H el epimorfismo canénico. Es
inmediato que todo sumando directo de un moédulo inyectivo es inyectivo, luego
JH es inyectivo. Tenemos la situacion siguiente:

0 0
l a l B
0 My Mo Ms 0
ml nzl
0 N ——>K 0
a B

donde el cuadrado es conmutativo y las filas y columnas son exactas. Como
Im(a) C N(72 o %), podemos definir un homomorfismo CN(a) — K tal que
My — CN(a) — H sea 7z o 3°. Este homomorfismo se extiende a un homo-
morfismo 773 : M3 — H tal que

My — ON(a) — My 25 K

sea 7z 0 3%, es decir, tal que 73 hace el diagrama conmutativo (aunque no es
necesariamente inyectivo). Sea v : M3 — X un monomorfismo en un médulo
inyectivo. Definimos 19 = H & K, I3 = @ XK, n3 = (73,v) : Mz — J9,
n2 = (M2, Bov) : My — ng a’ = (6‘070) : j? - jg’ B0 = (6071) : Jg - jg‘
Ahora el diagrama siguiente es conmutativo con filas y columnas exactas:

0 0 0
Lol

0 My My Ms 0
ﬁll 772l/ 773l

0 BB % 0

Los médulos 19 son inyectivos porque es evidente que la suma directa de
mddulos inyectivos es inyectiva, y también es claro que 39 = 79 & J9, de modo
que a® y 3° se corresponden con la inmersién y la proyeccién natural.

Sea ahora G, = CN(;), para i = 1,2,3. El diagrama anterior nos da una
sucesion exacta

0—>91i>92i>93—>0~
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Repitiendo todo el argumento anterior obtenemos un diagrama conmutativo
con filas y columnas exactas

0 0 0
Lo

0 Y1 9o 93 0
&l 52l %l

0 B} B —— 1 0

. . 5; ~
Llamando &Y a las composiciones 39 — G; — J! obtenemos un peldaiio
mas del trio de sucesiones exactas del enunciado del teorema. El proceso se
puede repetir indefinidamente para obtener las sucesiones exactas completas.
u

Nota Supongamos que partimos de un diagrama conmutativo

0 My My Ms 0
N
0 M M) M5 0
con filas exactas. Entonces existe un diagrama conmutativo
0 (91)s (95)s (73)i —=0
o
0 (97)s (95)i — (95); —=0

donde las filas son las resoluciones inyectivas construidas en el teorema anterior
para las dos filas del diagrama de partida (donde entendemos que J;l =M;).
En efecto, consideremos el diagrama siguiente, donde falta definir los homomor-

fismos #), ¢9 y #9.

’ ﬁ’
(63
M M M
V " V % V %
a B
M]_ [ MQ M?)
m 0 72 73
Jll =1 j/ 20 :}C/
o R %
79 J H
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La inyectividad de 7; nos permite tomar ¢{ que haga conmutativa la cara iz-
quierda del diagrama. Entonces (¢2,¢9) : Ma @ 19 — M, @ J% induce un
homomorfismo § — ¢/, a partir del cual podemos tomar un homomorfismo
#9 : I — ' que haga conmutativo el diagrama

§——=7J

|

g —9

Las definiciones de a° y 7, implican inmediatamente que tanto la cara in-
ferior izquierda como la cara central del diagrama son conmutativas. Las filas
del diagrama forman sucesiones exactas cortas, por lo que existe un ng que hace
conmutativa la cara inferior derecha. La exactitud de las filas implica también
la conmutatividad de la cara derecha. Por ultimo tomamos un homomorfismo
X — XK' que conmute con ¢3, vy /. Es facil definir entonces homomorfismos

9 v ¢9 de forma obvia que hacen conmutativo el diagrama que resulta de susti-
tuir J, K, 9, K’ por 93, 33, 72, 2. La continuacién del argumento del teorema
no presenta ninguna dificultad. m

La prueba anterior es “dualizable”, en el sentido de que sigue siendo valida
si invertimos el sentido de todas las flechas, salvo por el hecho de que el dual
del teorema 1.29 sé6lo lo tenemos demostrado para categorias de médulos sobre
un anillo. Vamos a enunciar el teorema dual en este contexto, aunque es valido
(con la misma prueba) para cualquier categoria de Ox-mddulos que tenga “su-
ficientes proyectivos”, en el sentido de que todo O x-mddulo sea imagen de un
O x-moddulos proyectivo. Demostraremos el teorema como ilustracion de lo que
supone dualizar un argumento, pero ya no volveremos a demostrar teoremas
duales de teoremas ya demostrados:

Teorema 1.40 Sea A un anillo y
0—>M1L>M2LM3—>O

una sucesion exacta de A-mddulos. Entonces existen sendas resoluciones pro-
yectivas (Pj?)i, para j = 1,2,3, tales que Py = P} @ P3 y el diagrama siguiente
es conmutativo:

P} P M, 0
Pj Py M, 0
P; Py Ms 0

donde las flechas verticales son los homomorfismos naturales

0 — P — Pl ® P — Pi — 0.
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DEMOSTRACION: Sea 73 : P) — Mj un epimorfismo, donde PJ es un
A-médulo proyectivo y consideremos el homomorfismo

,6—173:M2+P30—>M3.

Sea G = N(8 — n3) y sea P — G un epimorfismo con P proyectivo. De-
finimos 3° como la composicién P — G — My @ PY — P{ y 7 como la
composicién P — G — My @ Py — M.

Observemos que ambos homomorfismos son suprayectivos. Por ejemplo, si
tomamos f € PJ, entonces n3(f) = B(m), para cierto m € Mz, de modo que
(m, f) € G, por lo que tiene una antiimagen p € P que cumple 3°(p) = f.

Por el teorema 1.32 tenemos que P = N(3°) © Im 3°. Llamemos H = N(°)
y sea ag : H — P la inyeccién candnica. Es inmediato que todo sumando
directo de un médulo proyectivo es proyectivo, luego H es proyectivo. Tenemos
la situacion siguiente:

0 0
a T B T
0 M M M3 0
TW T%
0 H—=P— Py 0

donde el cuadrado es conmutativo y las filas y columnas son exactas. Como
Im(3° o ) C N 3, podemos definir un homomorfismo 7; : H — M que haga
el cuadrado conmutativo (aunque no es necesariamente suprayectivo).

Sea v : K — M, un epimorfismo con K proyectivo. Definimos P} = HG K,
Py =PeoK,m=m+v: P) — My, my = flp +Bov : P — My,
=3 P) — PY a®=a’+1: P} — PQ. Ahora el diagrama siguiente es
conmutativo con filas y columnas exactas:

0 0 0
Lol

0 M, Moy M; 0
Tm TW Tns

0—>P) — =P} — =P ——>0

Los médulos P son proyectivos porque es evidente que la suma directa de
médulos proyectivos es proyectiva, y también es claro que P9 = P & PJ, de

modo que a® y 3° se corresponden con la inmersién y la proyeccién natural.

La sucesion se prolonga dualizando los argumentos del teorema anterior tal
y como hemos venido haciendo hasta ahora. L]
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Nota Igualmente se demuestra la versién dual de la nota posterior a 1.39. =

La caracteristica principal de las resoluciones inyectivas y proyectivas es que
permiten extender homomorfismos de médulos a homomorfismos de complejos,
tal y como prueba el teorema siguiente. Lo demostramos para resoluciones
inyectivas, pero su dual para resoluciones proyectivas se demuestra sin dificultad:

Teorema 1.41 Si X es un espacio anillado, o : M — N es un homomorfismo
de Ox-mddulos y (J;), (J;) son resoluciones de M y N respectivamente, con §
inyectiva, entonces a se extiende a un homomorfismo entre ambas resoluciones,
y dos extensiones cualesquiera son homotdpicas.

DEMOSTRACION: Hemos de construir homomorfismos o : J* — J* que
hagan conmutativo el diagrama

0 1
0 M—sg0 st o2
S B
0 1 2
0N = g > §

Obtenemos ag por la inyectividad de J°, luego obtenemos a; por la in-
yectividad de J' aplicada al monomorfismo CN(n) — J! y al homomorfismo
CN(n) — J* inducido por ag o §), y asi sucesivamente.

Supongamos ahora que tenemos otra sucesiéon de homomorfismos (a’*). De-
finimos A~! = 0, con lo que hemos de construir homomorfismos A’ : Ji+!1 —; g¢
tales que

a® = =A% vy ol —af = AT 4 AT parai > 1.

En primer lugar, obtenemos A aplicando la inyectividad de J° al monomor-
fismo CN(n) — J° y el homomorfismo CN(n) — J° inducido por a® — /0. A
continuacién observamos que

(50(041 _ Oé/l o AOC;/O) _ 50011 o 500/1 o (OLO o alO)é/O _ 0,

luego o' —a’t — A%’ induce un homomorfismo CN(4°) — J!. La inyectividad
de J' nos da entonces Al tal que a! — o/t — A% = §'Al. La construccién
puede prolongarse asi indefinidamente. [

1.7 Funtores derivados

Llegamos finalmente al objetivo de este capitulo: la definicién de la sucesién
de funtores derivados de un funtor dado, que ha de ser exacto por la izquierda
o por la derecha. Consideramos en primer lugar el caso de un funtor covariante
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F : Mod(X) — Mod(Y), donde X e Y son espacios anillados. Para cada
O x-médulo M, podemos considerar una resolucién inyectiva
0— ML 90 Do gt d g2 b
Si eliminamos a M tenemos el complejo reducido:
0 g0 do gt d g2 d2

que ya no es exacto en J°. Si ahora aplicamos F, obtenemos un complejo de
Oy-mddulos
0 — F30 L9 pgr Iy pg2 Iz

que ya no tiene por qué ser exacto en ningun sitio. Para cada n > 0, definimos
D"F(M) como el n-simo grupo de cohomologia de este complejo. Hemos de
demostrar que este Oy-mdédulo no depende (salvo isomorfismo) de la eleccién
de la resolucion inyectiva, pero antes consideremos otro O x-moédulo N, con otra
resolucion inyectiva,

7]/ d' d/ d/
0—N-1-70 2% gt 52 =2 ...

y un homomorfismo o : M — N. Por el teorema 1.41, o se extiende a un
homomorfismo de complejos

0 M—Lsqgo Lo gD
" \L ao l al \L a2 l

0 N 0 1 2
7 d a d a d

en el que podemos eliminar M y N para obtener un homomorfismo entre los
complejos reducidos y luego aplicar F. Asi obtenemos el homomorfismo

0 770 200 gt U pge
Fozol Fall Fazl
0 1 2

O Fg Fd{) Fa Fd’1 Fg

De acuerdo con el teorema 1.34, llamamos D" F(«) : D" F(M) — D" F(N)
al homomorfismo inducido sobre los grupos de cohomologia. También hemos de
demostrar que este homomorfismo no depende de la eleccién de las resoluciones
inyectivas ni de la extension de a.

Empezamos suponiendo que tenemos dos extensiones de «, digamos (o) y
(a’), con lo que el teorema 1.41 nos da una homotopia entre ellas:

n d1

d
0 M 70 —= g1 72
A71 AO Al
al /tf)la/(] alla%2la/2
0 N 0 1 2
et Mt ek
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En la demostracién de 1.41 se ve que podemos tomar A~! = 0, por lo que
seguimos teniendo una homotopia al reducir los complejos, y es evidente que F’
transforma dicha homotopfa en una homotopfa entre los homomorfismos (Fa')
y (Fa't), luego ambos inducen el mismo homomorfismo D" F(«).

Observemos ahora que si tenemos una sucesion M —— N EN, y fijamos
sendas resoluciones inyectivas de los tres moédulos, al componer una extension
de « con una de 3 obtenemos una extensién de a3, por lo que, usando ésta para
hacer los cédlculos, vemos que

D"F(af) = D"F(a)D"F(3).

Por otra parte, si fijamos una resolucién inyectiva (J*) de un médulo M,
entonces una extensién de la identidad en M estd formada por las identidades
en los médulos J¢, de donde deducimos que D"F (1) = 1.

Combinando estos dos hechos, concluimos que si & : M — N es un iso-
morfismo entre dos médulos y tomamos resoluciones inyectivas arbitrarias de
cada uno de ellos, entonces los homomorfismos D" F(«) son isomorfismos, ya
que cumplen

D"F(a)D"F(a™ ) =D"F(1) =1, D"F(a ')D"F(a) = D"F(1) = 1.

En particular, tomando M = N, concluimos que distintas resoluciones inyec-
tivas de un mismo médulo M dan lugar a grupos D™ F(M) isomorfos, que es lo
que queriamos probar.

Definicién 1.42 Si X e Y son espacios anillados y F' : Mod(X) — Mod(Y) es
un funtor covariante exacto por la izquierda, se llama funtor derivado (derecho)
n-simo de F al funtor D" F : Mod(X) — Mod(Y) que acabamos de construir.*

En la construccién de los funtores derivados no hemos usado en ningin
momento que F' sea exacto por la izquierda (hemos usado las propiedades que
da el teorema 1.22, pero todas ellas las tienen también los funtores exactos por
la derecha). La razén por la que esta construccién tiene interés especialmente
en el caso de funtores exactos por la izquierda es el teorema siguiente:

Teorema 1.43 Si X e Y son espacios anillados y F : Mod(X) — Mod(Y)
es un funtor covariante exacto por la izquierda, para cada Ox-mddulo M existe
un isomorfismo natural D°F(M) = FM, de modo que si o : M — N es un
homomorfismo de O x-maodulos, el diagrama siguiente es conmutativo:

FM—E s PN

b

DYF (M) —= D°F(N)

4En realidad D" F (M) sélo estd definido salvo isomorfismo, pero esto es un tecnicismo sin
ninguna trascendencia en la teoria que vamos a desarrollar.
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DEMOSTRACION: Para calcular D°F(M) partimos de una resolucién inyec-
tiva
0—M g0 do, g1 D g2 d>
Aplicando F a la sucesion exacta
0— M-190 2 Imdy — 0
obtenemos una sucesion exacta
0 — FM 22 pg0 X9 g g,
Por otra parte, D°F(M) se obtiene a partir del complejo

0— F3° 20 pgt ..

En definitiva, tenemos que D°F(M) = N(Fdp) = Im(Fn) = FM. Concre-
tamente, el isomorfismo no es mas que Fn: FM — D°F(M). Teniendo esto
en cuenta, la conmutatividad del diagrama del enunciado es trivial. L]

En suma, que el funtor derivado DF es esencialmente el propio F. A su
vez, esto tiene interés a causa de la conexién entre los funtores derivados que
proporciona el teorema siguiente:

Teorema 1.44 Si X eY son espacios anillados, F : Mod(X) — Mod(Y) es

un funtor covariante exacto por la izquierda y 0 — M —— N EIN JNY|
es una sucesion ecracta de Ox-modulos, entonces eristen homomorfismos de
Oy -mddulos " : D"F(P) — D" EF(M) que forman una sucesién exacta

0 — DO F(M) 2 pO RNy 258 pop(p)

2% prrov) 22 prrov) 2EP preep) 2L

DEMOSTRACION: Consideramos las resoluciones inyectivas dadas por el teo-
rema 1.39. Los tres complejos reducidos forman una sucesién exacta:

0 —I7 — Il — I3 — 0,

donde los homomorfismos son la inyeccién y la proyeccién candnicas. Al aplicar
F obtenemos una nueva sucesién exacta de complejos:

0 — FI} — FI7 ¢ FIy — FI3 — 0,

a la que podemos aplicar el teorema 1.36. L]



1.7. Funtores derivados 43

Nota Observemos que si partimos de un diagrama conmutativo

0 M N P 0
0 0 N P’ 0

con filas exactas, aplicando la nota posterior a 1.39 y luego la nota posterior
a 1.36, concluimos que los homomorfismos inducidos por las flechas verticales
entre los grupos de cohomologia conmutan con los homomorfismos de conexién
dados por el teorema o, lo que es lo mismo, que determinan un homomorfismo
entre las sucesiones exactas largas correspondientes a cada una de las filas del
diagrama. m

Combinando los dos teoremas precedentes vemos que si tenemos un funtor
covariante F': Mod(X) — Mod(Y) exacto por la izquierda y

0—M-2NLLp_o

es una sucesion exacta de OQx-moédulos, entonces tenemos una sucesién exacta
de Oy-mébdulos

0— FM X% PN 28 pp 2L DUEM — D'FN — D'FP —s ...

de modo que los funtores derivados “completan” la inexactitud de F. Es claro
entonces que si D'F = 0 entonces F' es exacto. Més atin, es facil ver que los
funtores exactos cumplen que D™ F = 0 para todo n > 1.

Observemos ahora que si J es un O x-modulo inyectivo, entonces una reso-
lucién inyectiva de J es simplemente

0—J—J—0—0—---

Al reducir la resolucién y aplicar F' obtenemos
0—F]—0—0—7---

de donde concluimos que D"F(J) = 0 para ¢ > 1.

Aunque hemos definido los funtores derivados en términos de moédulos in-
yectivos, a la hora de hacer calculos concretos, éstos no son faciles de manejar
explicitamente, pero a continuacién demostramos que es posible sustituirlos por
otros que puedan ser mas convenientes.

Definicién 1.45 Sean X e Y espacios anillados y F' : Mod(X) — Mod(Y') un
funtor covariante exacto por la izquierda. Un Ox-médulo M es aciclico para F'
si D"F(M) = 0 para todo i > 1.
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Asi, acabamos de probar que los Ox-mdédulos inyectivos son aciclicos para
cualquier funtor.

Una resolucion aciclica de M (para un funtor F') es una sucesién exacta
0 1 2
0—M——7 —J —7J° — ...
tal que todos los médulos J* son aciclicos.

Teorema 1.46 Si X e Y son espacios anillados y F : Mod(X) — Mod(Y)
es un funtor exacto por la izquierda, los funtores derivados de F pueden cal-
cularse a partir de cualquier resolucion aciclica de un Ox-modulo M dado, no
necesariamente inyectiva.

DEMOSTRACION: Consideremos una resolucién aciclica
0—M-Sg0 do, g B, g2 &
Calcular los funtores derivados con ella significa pasar al complejo
0 — F70 29 pgt B4y pg2 Fdy
y calcular
F°=NF(dy), T =NF(d;)/ImFd;_, parai>1.

Hemos de probar que 3¢ = D'F(M) para i > 0. El mismo argumento empleado
en el teorema 1.43 prueba que F° = FM = DYF (M), luego nos queda probar el
isomorfismo para i > 1.

Sea N* = N(d;). Tenemos una sucesién exacta
O—>N1'_1—>3i_1di—71>3\fi—>0,
de la que obtenemos una sucesién exacta
0 — DPF(N"1) - ORI 2 DPR(NY) - DU RPN — 0,
asi como isomorfismos DI F(N?) & DI P(N=1) para j > 1.
Asi pues, para i > 1,
D'F(M) = D'F(N") = D' F(NY) = ... =2 DI PN = DOF(NY) /Im 3.
Por otra parte, consideramos el diagrama conmutativo

DOF(Nifl)

. d;_
DOF(31-2) (i2)

DOF(J)
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donde convenimos que 37! = M y d_; = €. Sabemos que a es inyectiva, y
también lo es o, pues es el homomorfismo andlogo a « con i en lugar de ¢ — 1.
Asi pues,

Im 3= Im DF(d;_1), Ima = NDF(d;_;).

Ahora bien, el segundo isomorfismo es valido también cambiando « por
o' e i— 1 por i, de modo que o/ determina un isomorfismo entre D°F(N?)
y NDYF(d;), que se restringe a un isomorfismo entre Im 3 e Im D°F(d;_1).
Consecuentemente,

1%

D'F (M) D°F(N')/Im 8= ND°F(d;) / Im D°F(d;_1)

N F(d;)/Im F(d;_,) = 3.

12

Definicién 1.47 Si X e Y son espacios anillados y F' : Mod(X) — Mod(Y) es
un funtor contravariante exacto por la derecha, sus funtores derivados (izquier-
dos) I"F se definen de forma completamente anédloga a los funtores derivados
derechos de un funtor covariante exacto por la izquierda. La tnica diferencia es
que al aplicar F' a una resolucién inyectiva de un médulo pasamos a un complejo
directo, pero esto no afecta en nada a ninguno de los argumentos que hemos
empleado y todos los resultados siguen siendo validos. Los funtores I™F son
ahora contravariantes, como F'.

Por el contrario, los funtores derivados izquierdos de un funtor covariante
exacto por la derecha y los funtores derivados derechos de un funtor contrava-
riante exacto por la izquierda han de definirse con resoluciones proyectivas en
lugar de inyectivas, por lo que sdlo existen en la medida en que la categoria
Mod(X) tenga suficientes proyectivos. En particular, podemos definirlos para
funtores sobre la categoria de los médulos sobre un anillo.

1.8 Caracterizacion axiomatica

Podria pensarse que la construccion de los funtores derivados de un funtor
dado es un tanto caprichosa o arbitraria, pero en esta secciéon demostraremos
que estos funtores estdn completamente determinados por sus propiedades fun-
damentales, de modo que la forma concreta de construirlos pasa a ser irrelevante.
El primer paso para aislar estas propiedades fundamentales que determinan a
los funtores derivados es definir con precision la nociéon de “homomorfismo de
conexién” que aparece implicita en el teorema 1.44:

Definicién 1.48 Sean X eY dos espacios anillados y (7™),,>¢ una sucesién de

funtores covariantes 7" : Mod(X) — Mod(Y'). Un homomorfismo de conexion
derecho para dicha sucesién es una aplicacion que a cada sucesion exacta

0o—M-2NLp o
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de Ox-moddulos le hace corresponder una sucesién de homomorfismos de Oy -
médulos §, : TP — T"HM tales que la sucesién

0 — 70 T3 7o T4 7o S0, g Tha iy TA pigp 01

es exacta y, para todo homomorfismo de sucesiones exactas

0 M—sN—Lsp 0
ool
0 M —=N P P’ 0
el diagrama siguiente es conmutativo:
O °8 s
0 TON ——> TON 0P —= 71\
lT% lTOX lT"w lTW
Oq T°8
0 TON ——> TON TP —= 71

Los homomorfismos de conexién izquierdos se definen andlogamente, salvo
que las sucesiones exactas largas forman complejos directos en lugar de inversos.
Asi mismo se definen de forma obvia los homomorfismos de conexién derechos
e izquierdos de una familia de funtores contravariantes.

El teorema 1.44 y la nota posterior demuestran que los funtores derivados
derechos de un funtor covariante exacto por la izquierda tienen un homomor-
fismo de conexion derecha, y lo mismo es vélido mutatis mutandis en los otros
tres casos posibles.

El siguiente elemento que necesitamos es la nocién de isomorfismo entre dos
funtores. Mas en general:

Definicion 1.49 Sean X e Y dos espacios anillados y consideremos dos fun-
tores covariantes T, T" : Mod(X) — Mod(Y). Una transformacion natural
n: T — T’ es una aplicacién que a cada Ox-mdédulo M le asigna un homo-
morfismo de Oy-mdédulos nyg : TM — T'M de modo que si @ : M — N es un
homomorfismo de O x-médulos el diagrama siguiente es conmutativo:

TM —2 7/

o] |7

TN e T'N

Si los homomorfismos 7y son isomorfismos diremos que 7 es un isomorfismo®
entre los dos funtores. La composiciéon de transformaciones naturales se define

5Los isomorfismos de funtores se llaman también equivalencias naturales, y cuando dos
funtores son isomorfos se dice también que son naturalmente equivalentes.
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de forma obvia, asi como la transformacién identidad de un funtor en si mismo.
Es facil ver que 1 es un isomorfismo si y sélo si existe n~! : 7/ — T tal que
non~t=1rynton=1lp.

Las transformaciones naturales entre dos funtores contravariantes se definen
sin més que invertir el sentido de las flechas verticales (no de las horizontales)
en el diagrama conmutativo anterior.

Por ejemplo, en estos términos, el teorema 1.43 afirma que DY F es isomorfo a
F. Ahora podemos dar la definicién que recoge la propiedad que nos proponemos
demostrar para los funtores derivados:

Diremos que una sucesién de funtores (7™),>¢ dotada de un homomorfismo
de conexién por la derecha es wniversal si cuando (T""),>¢ es otra sucesién
de funtores (de la misma varianza) dotada también de un homomorfismo de
conexién y 1o : T° — T'"° es una transformacién natural, existe una tinica
sucesién de transformaciones naturales 1, : T" — T'" (que empieza con el 1
dado) tal que, para cada sucesién exacta

0—M-—N—P—0,

los diagramas siguientes son conmutativos:

TP — s prting

nn?l lnnJrlM

TP ——= TN

La definicién se adapta de forma obvia al caso en que los homomorfismos de
conexién son izquierdos.

Observemos que si (T™) y (T'") son dos sucesiones universales de funtores
dotados de un homomorfismo de conexién y g : T° — T'° es un isomorfismo,
entonces todas las transformaciones naturales n,, : T — T'™ son isomorfismos,
cuyos inversos son las transformaciones naturales 7,1 obtenidas a partir de 7, !
por la universalidad de (7)). En efecto, se comprueba inmediatamente que
las transformaciones naturales 7, o 1,1 cumplen la definicién anterior para la
identidad T — T°, luego por la unicidad ha de ser i, on,! = 1, e igualmente
77771 onp = 1.

Esto significa que en un sistema (7™),>¢ universal, tanto los funtores T,
para n > 1, como el homomorfismo de conexién, estan completamente deter-
minados (salvo isomorfismo) por el funtor 7°. Los funtores (1"),>1 se llaman
satélites de T°. El teorema que vamos a probar es una condicién suficiente para
que un sistema de funtores sea universal.

Teorema 1.50 Sean X eY dos espacios anillados y (T™)n>0 una sucesion de
funtores covariantes T™ : Mod(X) — Mod(Y) dotada de un homomorfismo
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de conexion derecho. Supongamos que para cada Ox-mddulo M y cada n > 1
existe un monomorfismo M — J, donde J es un Ox-mddulo tal que T™J = 0.
Entonces la sucesion dada es universal.

DEMOSTRACION: Sea (1"™),,>¢ otra sucesién de funtores covariantes dotada
también de un homomorfismo de conexién derecho y sea 1y : T — T" una
transformacién natural.

Dado un O x-médulo M, podemos formar una sucesién exacta

0—M—J—C—0,

donde T'J = 0y € = J/M. A partir de ella obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

1)
0 TOM T°9 T0¢ —— T'M 0
I
oM l Tog l Noe l M |
\i
0 T'OM T/Oj T/Oe 5 T/lM T/lj
1

Es claro que existe un tinico homomorfismo 101y : T*M — T"*M que hace
conmutativo el ultimo cuadrado.

Observemos que el funtor 7 es exacto por la izquierda, lo que nos permite
aplicar esto en particular al caso en que (7"") es la sucesién de funtores derivados
de T y ng es el isomorfismo natural. Entonces las tres primeras flechas verticales
del diagrama anterior son isomorfismos y es claro que la cuarta es, al menos, un
monomorfismo. Si, mas en particular, aplicamos esto al caso en que M es un
Ox-médulo inyectivo, entonces 7'M = 0, luego también 7'M = 0.

Asf pues, hemos probado que T se anula sobre los médulos inyectivos. Por
consiguiente, podemos volver a empezar tomando como J un médulo inyectivo.

En el caso particular en que (7T'™) sea la sucesién de funtores derivados de
T°, ahora tenemos que T''J = 0, luego el diagrama anterior nos da que 11 es
un isomorfismo.

Consideremos ahora un homomorfismo de O x-mdédulos o : M — N. Su-
mergiendo ambos en sendos médulos inyectivos obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

0 M J ¢ 0
0 N J ¢’ 0

(El homomorfismo J — J’ se obtiene por la inyectividad de J’, que a su vez
induce un homomorfismo entre los cocientes €y €'.)

Ahora tenemos los dos diagramas conmutativos correspondientes a la cons-
truccién de nint ¥ mnv asi como los dos diagramas conmutativos correspondien-
tes a la definicién de homomorfismo de conexién y al homomorfismo «. Todos
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ellos se combinan en un diagrama en forma de tres cubos yuxtapuestos, cuyas
caras comunes conmutan, ademdas, por la naturalidad de 79. De ahi se sigue
facilmente la conmutatividad de la ultima cara, que es

TlM &) TIN

ﬂlzvtl lﬂm\f

T’lMﬁT’lN

Si aplicamos esto en particular cuando « es la identidad en M vemos que 71
no depende de la eleccion del médulo inyectivo J, luego tenemos una transfor-
macién natural bien definida 7, : T* — T'! que, por construccién, es la tinica
que conmuta con ciertos homomorfismos de conexién (los asociados a inmersio-
nes de un médulo dado en un médulo inyectivo). Si probamos que conmuta con
todos los homomorfismos de conexién, obviamente serd la tnica que lo haga.

Fijemos, pues una sucesion exacta

0—M—N—P—0

y consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

0 M N P 0
NN
0 M J C 0

donde J es un Ox-mdédulo inyectivo. De él obtenemos a su vez el diagrama

0

T x )

TP T°C M

ﬂotpl noel mml

10 10 71
TP 5= T°C —>T"M

0

El primer cuadrado conmuta por la naturalidad de 79, mientras que el se-
gundo conmuta por la construccién de n;. Por otra parte, la definicién de homo-
morfismo de conexién aplicada al homomorfismo (1, ¢, x) de sucesiones exactas
nos da que las composiciones de las dos filas del diagrama anterior son precisa-
mente los homomorfismos de conexién para la sucesién exacta de partida. Esto
termina la construccién de 7. Ahora procedemos por induccién y suponemos
construidas transformaciones naturales 7, ..., 7, que conmuten con los homo-
morfismos de conexién. También podemos suponer que los funtores 7%, ...,T"
son isomorfos a los funtores derivados de T°.

Fijado un O x-médulo M, formamos nuevamente una sucesion exacta

0—M—J—C—0,
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donde T"*1J =0y € = J/M, de la que deducimos el diagrama conmutativo

671
™7 e Tt ———0
I
nn,ﬂl nn,(fl Mn4+1M |
\i
T/nj T/ne T'"'HM > T/n+1j
6/

n+1

que nos da un homomorfismo 7,41, €l inico que conmuta con los homomor-
fismos de conexion.

En el caso particular en que (7)) es la sucesién de los funtores derivados
de T°, tenemos, por hipétesis de induccién, que n,e es un isomorfismo, por lo
que Mp41 €s un monomorfismo, y si M es inyectivo resulta que 7" M = 0.
Empezamos de nuevo tomando J inyectivo, y entonces T"J = 0 en el diagrama
anterior. Todas las comprobaciones que faltan son mas sencillas que las que
hemos hecho en el caso n = 0. ]

Este teorema implica, en particular, que si T" es un funtor covariante exacto
por la izquierda, entonces la sucesiéon de sus funtores derivados es universal, la
tinica sucesién universal con T isomorfo a T.

Nota La prueba del teorema anterior se adapta de forma obvia al caso de
una sucesion de funtores contravariantes con un homomorfismo de conexién
izquierdo, mientras que los otros dos casos posibles (funtores covariantes con
homomorfismo de conexién izquierdo y contravariantes con homomorfismo de
conexién derecho) requieren que la categoria tenga suficientes proyectivos, lo
cual se cumple, en particular, en el caso de categorias de mddulos sobre un
anillo. n



Capitulo II

Ejemplos de funtores
derivados

En este capitulo construiremos tres familias de funtores derivados: los funto-
res Tor, los funtores de cohomologia y los funtores Ext. En las ultimas secciones
mostraremos que las cohomologias clasicas de la topologia algebraica y la geo-
metria diferencial son casos particulares de los funtores de cohomologia que
definimos aqui, y como aplicacién demostraremos la version fuerte del teorema
de De Rham.

2.1 Los funtores Tor
Consideremos el funtor covariante
®4N : Mod(A) — Mod(A)

que a cada A-médulo M le asigna el A-médulo M ®4 N y a cada homomorfismo
de A-médulos ¢ : M — M’ le asigna ¢ @1: M @4 N — M’ ®4 N. Vamos a
probar que es exacto por la derecha:
Teorema 2.1 Si A es un anillo, N es un A-mddulo y

0— M ML m” — o
es una sucesion exacta de A-mddulos, entonces también es exacta la sucesion

M @ANDB Mo, N M 9 N — 0.

DEMOSTRACION: Lo tinico que no es obvio es que N(8® 1) C Im(a ® 1).

Basta probar que N(8® 1) estd generado por los tensores de la forma m ® n con
m € N 3, pues todos ellos tienen antiimagen en M’ ® 4 N. En efecto, llamemos

o1
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D al submédulo generado por estos tensoresy seap: M@4 N — (M ®4N)/D
la proyeccién. Podemos definir una aplicacién bilineal

M" x N — (M ®4 N)/D

mediante (m”,n) — p(m ® n), donde B(m) = m”. Es facil ver que esta bien
definida, y se extiende a un homomorfismo

Y:M"®a N — (M®aN)/D.

Claramente, p = (6®1) o1}, de donde se sigue inmediatamente que el nicleo
de 0 ® 1 estd contenido en D. La otra inclusién es obvia. L]

Definicién 2.2 Si A es un anillo y N es un A-médulo, llamamos Tor?} (—, N)
a los funtores derivados izquierdos del funtor ® 4 V.

Explicitamente, si
c— P — P — Py — M — 0,

es una resolucién proyectiva de un A-médulo M, entonces Tor,‘?(M ,IN) es el
n-simo grupo de homologia del complejo

— PP ®g N — P ®s N — Php®sg N — 0.

Sabemos que Torgx (M,N) = M ®4 N y que cada sucesién exacta corta de
A-médulos
0—M —M-—M'—0

da lugar a una sucesion exacta larga
. — Tor{(M",N) — M' @4 N — M ®, N — M" ©, N — 0.

En este punto se plantea de forma natural una cuestion: podemos consi-
derar el funtor M® 4, que tiene las mismas caracteristicas que ® 4N (por la
conmutatividad del producto tensorial), con el cual podemos definir los funto-
res derivados derechos Tor,’? (M, —), lo que nos da dos definiciones distintas para
Tori (M, N). Vamos a probar que en realidad nos llevan al mismo médulo.

Para ello observamos en primer lugar que si L es un A-médulo libre, entonces
el funtor L® 4 es exacto. Ello se debe a que, si B es una base de L, entonces
L = AP (la suma directa de tantas copias de A como elementos tiene B), de
donde se sigue que L ®4 M =2 MZ, lo que nos da facilmente un isomorfismo
entre el funtor L® 4 y el funtor M +— M, claramente exacto.

Fijemos ahora una resolucion libre

-—Lo— L1 —Ly— N—0
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de un A-médulo N vy, para cada A-médulo M, llamamos T™ M al n-simo grupo
de homologia del complejo

c— M®aLy — M®ag L1 — M®y Lg — 0.

Cada homomorfismo de médulos ¢ : M — M’ induce obviamente un ho-
momorfismo de complejos M @4 (L;) — M’ ®4 (L;) que a su vez induce ho-
momorfismos T"¢ : T"M — T™M’, de modo que T™ : Mod(A) — Mod(A)
es un funtor covariante.

Observemos que 7" M no es sino el funtor Torfl‘ (M, —) actuando sobre N, por
lo que si probamos que T" = Torﬁ(—, N), habremos probado que Tor;?(M ,N)
es el mismo, tanto si se calcula mediante una resolucién de M como si se calcula
con una resoluciéon de N.

Vamos a aplicar la versiéon dual del teorema 1.50. Veamos en primer lugar
que los funtores 7" tienen un homomorfismo de conexién. En efecto, si

0—M —M-—M —0

es una sucesion exacta, el hecho de que los médulos L; sean libres hace que
también sea exacta la sucesién de complejos

0— M ®4(Li) — M®y (L;)) — M" @4 (L;) — 0,

y esta sucesion da lugar a una sucesién exacta larga entre los grupos de ho-
mologia, que son los médulos T"M’', T"M y T™M". También es obvio que
un homomorfismo entre dos sucesiones exactas cortas induce un homomorfismo
entre las sucesiones exactas de complejos que, a su vez, induce un isomorfismo
entre las sucesiones de homologia. También es evidente que 7" L = 0 cuando
L es libre y n > 1, luego la familia (T™) es universal. Sélo falta probar que
T = @4 N. Para ello aplicamos a la sucesién exacta

L 2% [y <N —0

la exactitud de M® 4, que nos da una sucesién exacta

M@aL 2% Moa Lo 225 Moi N — 0.

Tenemos que T°M = (M ®4 Lo)/Im(1®09y) = M ®4 N, y el isomorfismo es
el inducido por 1 ® €, lo que implica facilmente que se trata de un isomorfismo
de funtores. ]

Como consecuencia obtenemos la conmutatividad de Tor:
Teorema 2.3 Sea A un anillo y M y N dos A-mddulos. Entonces
Tor (M, N) = Tor’ (N, M).
DEMOSTRACION: Es claro que Torﬁ(M ,N), calculado con una resolucién
proyectiva de M, es isomorfo a Tor” (N, M) calculado también con una reso-

lucién de M, pero hemos visto que no importa qué resolucién proyectiva se
calcula. [

Por ejemplo, ahora es claro que el funtor ® 4 P es exacto cuando P es pro-
yectivo, pues Tori' (P, N) = 0 para todo A-médulo N.
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2.2  Grupos de cohomologia

Sea X un espacio anillado. Ahora vamos a estudiar los funtores derivados
del funtor covariante

(X, —) : Mod(X) — Mod(Ox (X))

dado por T'(X, M) = M(X) y que a cada homomorfismo de funtores ¢ : M — N
le asigna el homomorfismo ¢x : M(X) — N(X).

En la pagina 22 hemos probado que es exacto por la izquierda. Sus funtores
derivados se representan por H"(X, —). Para cada Ox-médulo M, los Ox (X)-
médulos H"(X, M) se llaman grupos de cohomologia de M.

Explicitamente, para calcularlos partimos de una resolucién inyectiva
0—M-Lgo Do gt 4, g2 b2,
la reducimos eliminando M y pasamos al complejo
0 — 9(X) 2% 91 (x) DX g2(x) =X .

Entonces H"(X,M) = Nd,x/Imd,,_1x.

Notemos que si U es un abierto en X podriamos considerar el funtor I'(U, —)
en lugar de I'( X, —), que claramente es también exacto por la izquierda, pero es
facil ver que los Ox (U)-médulos que obtendriamos de esta manera no son sino
H"(U,M) = H*(U,M|y). En efecto, basta tomar como resolucién inyectiva de
M|y la resolucién

Oém‘U’”_U)(JOw‘Mglw‘ﬂig?‘U‘ﬂi...

y la igualdad es inmediata.

Vamos a introducir ahora una familia de mdédulos aciclicos mucho més ma-
nejable que la de los médulos inyectivos:

Definiciéon 2.4 Si X es un espacio anillado, diremos que un O x-médulo M es
diseminado si para todo par de abiertos U C V C X se cumple que la restriccién
pY : M(V) — M(U) es suprayectiva.

Observemos que para que X sea diseminado basta con que sean suprayectivas
las restricciones p)U( . En primer lugar probamos que esta familia incluye a la de
los médulos inyectivos:

Teorema 2.5 Si X es un espacio anillado, todo Ox-mddulo inyectivo es dise-
minado.
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DEMOSTRACION: Sea U un abierto en X y consideremos el prehaz F; en X
dado por

o [ox(W) s WU,
Ty (W) = {O en otro caso,

con las restricciones obvias. Llamemos Fy a su complecién. Es inmediato que
si P € X, entonces
T :{OXJJ SiPEU,
U,P
’ 0 en otro caso.

SiU c V C X, tenemos un homomorfismo natural ¥, — J7,, que se
extiende a un homomorfismo de haces i : Fy — Fy. Es claro que si P € U
entonces ip = 1, mientras que si P € X \ U entonces ip = 0, pero en ambos
casos ip es inyectivo, luego ¢ es inyectivo.

Por otra parte, J;; tiene una estructura natural de Ox-médulo, luego Fy
también la tiene.

Si J es un Ox-mdédulo arbitrario y f € J(U), podemos definir un homomor-
fismo ¢ : F; — J mediante

st,W(a) _ {af|W siW C U,

0 en otro caso.

Asi, si P € X se cumple que

dr.p(1) = {fp siPeU,

0 en otro caso.

La complecion gf)'f" : Fy — J cumple esto mismo, de donde se sigue que
¢}:U(1) =

Si J es inyectivo podemos extender (b}r a un homomorfismo ¢y : Fy — J.
Sea g = ¢y (1) € I(V). Entonces

glv = ov(Dlv = ¢v(1) = du(iv(1) = ¢7,(1) = f.
Por lo tanto la restriccién es suprayectiva. m

Ahora vamos a demostrar que los médulos diseminados son aciclicos. Nece-
sitamos algunos resultados previos:

Teorema 2.6 Sea X un espacio anillado y 0 — M = N PP 0 una
sucesion exacta de Ox-mddulos. Si M es diseminado, la sucesion

0 — M(X) 25 N(X) 25 p(x) — 0
también es exacta.

DEMOSTRACION: La sucesién 0 — M(X) — N(X) — P(X) es exacta
(para un médulo M arbitrario) por la exactitud izquierda de I'(X,—) Basta
probar que Bx es suprayectivo.
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Fijemos u € P(X) y sea ¥ el conjunto de los pares (V,t), donde V es un
abierto en X y ¢ € N(V') cumple Sy (t) = u|y. Definimos en ¥ el orden parcial
dado por (V,t) < (V',t')si V C V' y t/|y =t. Obviamente (&,0) € X y, por el
lema de Zorn, ¥ tiene un elemento maximal (U, t). Basta probar que U = X.

En caso contrario existe P € X \ U. Como [(p es suprayectiva, existe un
entorno V de P y un t' € N(V) tal que By (¥') = u|y. Entonces t|lynv — t'|unv
estd en el nicleo de Byny v la sucesion

0—MUNV)—NUNV)—PUNYV)

es exacta por el mismo motivo que para X. Existe, pues, un s € M(U NV) tal
que tlynv —t'|lunv = avnv (s). Como M es diseminado, existe un s’ € M(X) tal
que s = §'|ynv. Ahora definimos ¢ € N(UUV) por t|y =ty tly =t/ +av(s|v).
Es claro entonces que (U U V) contradice la maximalidad de (U, t). "

Teorema 2.7 Si X es un espacio anillado y0 — M — N — P — 0 es
una sucesion exacta de Ox-mdodulos donde M y N son diseminados, entonces P
también lo es.

DEMOSTRACION: Si U C V son dos abiertos de X, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo, en el que las filas son exactas por el teorema anterior
(observemos que la restriccién de un mdédulo diseminado es trivialmente dise-
minada):

0 M(V) NV)—=P(V)——=0
0 M(U) NU) ——2PU)——0

El hecho de que la restriccion en N sea suprayectiva implica ahora que
también lo es la de P. ]

Teorema 2.8 Si X es un espacio anillado, todo Ox-maodulo diseminado es
aciclico.

DEMOSTRACION: Sea M — J un monomorfismo en un médulo inyectivo y
formemos una sucesién exacta

0—M—J—7J—0.

Los teoremas anteriores nos dan que tanto J como J son diseminados, asi
como que tenemos una sucesion exacta

0 —MX) —IX) —J(X)—0.

Por otra parte, sabemos que H*(X,J) = 0 para todo i > 1. La sucesién
exacta larga de homologfa implica entonces que H'(X,M) = 0, asf como que
Hi(X, M) = H=Y(X,J). De aquf se sigue inductivamente que todos los grupos
de cohomologfa (menos el primero) son nulos. "
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Esto tiene una consecuencia notable, y es que los grupos de cohomologia
H™(X,M) no dependen de la estructura de espacio anillado que estemos con-
siderando en X, sino unicamente de su estructura topoldgica. En efecto, dado
un espacio anillado (X, O0x), podemos considerar también a X como espacio
anillado con el haz constante Zx, de modo que todo O x-médulo M es también
un Zx-médulo. Ahora bien, M es diseminado como O x-médulo si y sélo si lo es
como Zx-médulo. Por consiguiente, una resolucién inyectiva de M como O x-
médulo sigue siendo una resolucién diseminada de M como Zx-méddulo, luego,
al aplicarle el funtor I'(X, —), los grupos de cohomologia del complejo resultante
son los grupos H™ (X, M) considerando indistintamente a M como O x-médulo
0 como Z x-modulo.

También tenemos que los homomorfismos entre los grupos de cohomologia
son independientes de la estructura algebraica de M, aunque para probarlo he-
mos de recurrir a la propiedad universal de los funtores derivados. En efecto,
tenemos que Mod(X, Ox) C Mod(X,Zx ), luego en Mod(X, O x ) podemos consi-
derar las dos familias de funtores H™(X, —), segtin consideremos a los médulos
de Mod(X,Ox) como Ox-médulos o como Zx-médulos (hemos probado que
ambas familias de funtores coinciden sobre los moédulos, pero nos falta pro-
bar que coinciden sobre los homomorfismos). Ambas familias estdn dotadas
de sendos homomorfismos de conexién, ambas se anulan (para n > 1) sobre
los Ox-médulos diseminados, luego ambas son universales. Puesto que obvia-
mente coinciden (incluso en los homomorfismos) para n = 0, concluimos que
son isomorfas.

Desde otro punto de vista, para cada haz de grupos abelianos M sobre el
espacio topoldgico X, hemos definido los grupos de cohomologia H™ (X, M), que
son grupos abelianos, pero si M tiene una estructura adicional de O x-mddulo
para cierto haz de anillos Ox sobre X, entonces los grupos H" (X, M) heredan
una estructura de O x (X )-médulo.

2.3 Mobdulos localmente libres

Antes de estudiar los funtores Ext en la seccién siguiente conviene demostrar
algunos resultados sobre médulos localmente libres y su relacién con los médulos
de homomorfismos.

Si X es un espacio anillado y M, N son dos Ox-mddulos, en el capitulo
anterior hemos visto que el conjunto Homg , (M, N) tiene una estructura natural
de Ox (X)-mddulo.

Notemos ahora que podemos definir un O x-médulo Home, (M, N) que a
cada abierto U C X le asigna el Ox (U)-médulo

Homep (M, N)(U) = Homg |, (M|v, N|v),

con las restricciones naturales. (Se comprueba sin dificultad que ciertamente es
un haz.)
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Un homomorfismo a : Ox — M de Ox-mddulos estd completamente de-
terminado por ax (1) € M(X), de donde se sigue inmediatamente que

Homg, (0x, M) = M(X),
y esto a su vez implica que, para todo O x-mddulo M,
Homp, (Ox, M) =M.
Definimos el O x-mdodulo dual de un O x-moédulo M como
M* = Home , (M, Ox).

Hemos probado que 0% = Ox.

Diremos que un Ox-médulo L es libre de rango n > 0 si es isomorfo a O’
(la suma directa de n copias de Ox). Notemos que el rango de L coincide
con el rango de L(X) como Ox(X)-médulo (libre), luego estd completamente
determinado por L. Diremos que L es localmente libre (de rango n) si todo
punto P € X tiene un entorno abierto U tal que L|y es libre (de rango n). En
tal caso, los abiertos U C X tales que L]y es libre forman una base de X.

Es inmediato que si L7 es localmente libre de rango r y Lo es localmente
libre de rango s, entonces L1 L2 es localmente libre de rango r+s, y L1 ®¢ L2
es localmente libre de rango rs.

Veamos que si £ es un O x-moédulo localmente libre de rango r, entonces L*
también lo es. En efecto: si U C X es un abierto tal que L|y = Of;, entonces

L*|ly = (L]p)* =2 (07)* = Homp,, (OF, Ory) = OF,

pues un homomorfismo Of; — Oy estd completamente determinado por la
imagen de la base canénica de 07, (U) = Oy (U)". .

Teorema 2.9 Si X es un espacio anillado y L es un Ox-mddulo localmente
libre de rango finito, entonces L** = L.

DEMOSTRACION: Construyamos un homomorfismo ¢ : L — L£**. Para ello
fijamos un abierto U C X y definimos ¢y : L(U) — Home, (L*|y, Ox|u)-
Para ello fijamos un s € L(U) y hemos de definir ¢y (s) : L*|y — Ox|y. Para
ello fijamos un abierto V' C U y hemos de definir un homomorfismo

¢U(S)V : HomoV(L|v, Ox‘v) —_— Ox(V).

Sia:Lly — Ox|v, definimos ¢y (s)v (@) = ay(s|y). Se comprueba ficil-
mente que ¢y (s)y asi definido es un homomorfismo de Ox(V)-médulos que
conmuta con las restricciones, por lo que define ciertamente un homomorfismo
¢u(s) de Op-mddulos, de modo que ¢y resulta ser un homomorfismo de O x (U)-
modulos que conmuta con las restricciones, por lo que define ciertamente el
homomorfismo ¢ que buscdbamos.
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Ahora hemos de ver que ¢ es un isomorfismo. Para ello basta probar que si
L|y es libre, entonces ¢y es un isomorfismo.

Fijemos un isomorfismo L|y = O% |y y sean s1,...,s, € L(U) las imagenes
de la base candnica de O% (U). Asi, para cada abierto V' C U, los elementos s;|y
son una base de L(V') como Ox (V)-médulo. Esto hace quesi a: L]y — Oxly
es un homomorfismo de Oy -mdédulos, cada ayy, para cada abierto W C V, estd
determinado por los elementos aw (s;|w ), que a su vez estdn determinados por
los elementos ay (s;]v). Esto nos proporciona isomorfismos de O x (V')-mddulos

L*(V) = HomoV(Lh/, Ox|v) = Ox(V)T,

que a su vez determinan un isomorfismo de Oy-médulos L*|y = O |y. A través
de este isomorfismo, la base candnica de O’ (U) se corresponde con los elementos
0 € L*(U) determinados por que

1 sii=j,

iy (s7) = {o sii# j.

Igualmente, cada homomorfismo de Opy-médulos a : L*|y — Ox|y estd
determinado por los elementos ay (6*), lo que nos da un isomorfismo

L**(U) = Homo,, (L*|v, Ox|v) = 0% (U).
Finalmente observamos que
‘ i sy 1 osii=4,
Gu(s;)u(0") = 0p(s;) = { 0 sii#j.

Esto significa que los elementos ¢y (s;) se corresponden con la base canénica
de 0% (U) a través del isomorfismo anterior, y por otra parte los s; se corres-
ponden con la base candnica a través del isomorfismo L(U) = O%|y. De este
modo, ¢y resulta ser la composicién de los dos isomorfismos

LU) — 0% (U) — L7(U),

luego ¢y es un isomorfismo. m

Teorema 2.10 Sea X un espacio anillado, sea L un Ox-modulo localmente
libre de rango finito y sea M un Ox-mddulo arbitrario. Entonces

Home, (L, M) 2 L* ®9, M.
DEMOSTRACION: Vamos a definir un homomorfismo de prehaces
¢ (LT ®oy M)” — Home,, (L, M),
para lo cual fijamos un abierto U C X y vamos a definir un homomorfismo

¢y L5(U) ®0 5 vy M(U) — Homo,, (L]v, M[r),
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para lo cual fijamos a € L*(U) = Homg,, (L|v,Ox|v) y m € M(U) y vamos a
definir un homomorfismo ¥*™ : Ll — M|y, para lo cual fijamos un abierto
V C U y definimos 93" : L(V) — M(V) mediante 7" (1) = ay (I)m|y.

Se comprueba que 7" es un homomorfismo de O x (V)-médulos que con-
muta con las restricciones, por lo que define un homomorfismo de Oy-mddulos
™, lo que nos permite definir ¢ (o ® m) = ¥*™. Los homomorfismos ¢;;
son compatibles con las restricciones, por lo que definen un homomorfismo ¢,
que a su vez se extiende a un homomorfismo de haces

¢ L* @0, M — Home, (L, M).

Basta probar que si Ly es libre entonces ¢, es un isomorfismo. Fijemos
un isomorfismo L|y = O%|y y sean s1,...,s, € L(U) las imédgenes de la base
canénica de 0% (U). Como en el teorema anterior, tenemos entonces un isomor-
fismo L*|y = % lu en el que la base candnica de 0% (U) se corresponde con los
elementos §* € L*(U).

Entonces todo elemento de L*(U) ®¢ ) M(U) se expresa de forma tinica
como 6 ® my + --- + 6" ® m,, para ciertos m; € M(U), y esto nos da un
isomorfismo L*(U) ®¢ , () M(U) = M(U)".

Por otra parte, también Homg,, (L|y, M|y) = M(U)" donde el isomorfismo
viene dado por a — (ay(s;));.

De la definicién de ¢, se sigue que ¢7;(6° @ m)y(s;) = 8(s;)m, lo que
significa que ¢;; es la composicién de los isomorfismos

LXU) @0 @)y MU) = MU)" = Homg,, (L], M|r).

En particular vemos que si L1 y Lo son Ox-mddulos localmente libres de
rangos r y s, entonces Home,, (L1, L2) es localmente libre de rango rs.

Teorema 2.11 Si X es un espacio anillado y L es un Ox-mddulo localmente
libre de rango 1, entonces Homep, (L L) = Ox.

DEMOSTRACION: Vamos a definir ¢ : Ox — Homgp, (£, L), para lo cual
fijamos un abierto U C X y definimos un homomorfismo de Ox (U)-mdédulos
¢ou : Ox(U) — Home,, (L]y,L|v). Para ello, a su vez, fijamos s € Ox(U) y
vamos a definir un homomorfismo ¢y (s) : L]y — L|u, para lo cual fijamos un
abierto V' C U y definimos ¢y (s)v : L(V) — L(V) mediante ¢y (s)v (1) = s|vl.

Basta probar que ¢y es un isomorfismo cuando L]y = Op. Sea s € L(U) la
imagen de 1 por este isomorfismo. Entonces, como en los teoremas anteriores,
cada a : L)y — L]y estd determinado por ay(s), que puede ser cualquier
elemento de L(U), de la forma ay(s) = as, para cierto a € Ox(U). Esto
determina un isomorfismo Ox (U) = Homg,, (L|v,L|v), dado por a < «, que
no es sino el propio ¢y, pues ¢y (a)y(s) = as. "
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Definicién 2.12 Si X es un espacio anillado, llamaremos §(X) al conjunto de
las clases de isomorfia de Ox-médulos localmente libres de rango finito. Es
claro que el producto tensorial ®o, induce una ley de composicién interna
conmutativa en $(X) en la que la clase de Ox, es decir, la clase de los Ox-
modulos libres de rango 1, es el elemento neutro.

El hecho de que el producto multiplique los rangos hace que sélo las clases
de rango 1 puedan tener inverso, y ciertamente lo tienen, pues si L es un O x-
modulo localmente libre de rango 1, entonces los teoremas precedentes nos dan
que
L* @0, L= Homg, (L,L) =2 0x.

Por ello, los O x-médulos localmente libres de rango 1 se llaman O x-moédulos
inversibles, y el conjunto Pic(X) de clases de isomorfia de médulos inversibles
forma un grupo, que recibe el nombre de grupo de Picard del espacio anillado X .

En resumen, el producto en el grupo de Picard es [£1][L2] = [£1 @0 La],
el elemento neutro es [Ox] y la clase inversa de una clase es [L]7! = [L*].

Veamos un par de resultados mas sobre moédulos de homomorfismos que
necesitaremos més adelante:

Teorema 2.13 Sea X un espacio anillado y sean M, N, P tres Ox-mddulos.
Entonces

Homg, (M ®¢, N,P) =2 Homg, (M, Homg, (N, P)).
DEMOSTRACION: Vamos a definir un homomorfismo
¢ : Homg,, (M, Home , (N, P)) — Homg, (M R, N,P),

para lo cual tomamos a : M — Homg, (N, P) y vamos a definir un homomor-
fismo de prehaces
9(0)™ 1 (M B0y N)™ — P.

Para ello tomamos un abierto U C X y consideramos el homomorfismo
d(a)y : M(U) ®¢ ) N(U) — P(U) dado por ¢(a);(m @ n) = ay(m)y(n).

Se comprueba facilmente que ¢(«)~ es realmente un homomorfismo de preha-
ces, y lo extendemos a un homomorfismo de haces ¢(«). Se comprueba que ¢,
asi definido, es un homomorfismo de O x (X )-médulos.

Ahora definimos
¥ Home , (M ®0 N, P) — Homg , (M, Home , (N, P)),
para lo cual tomamos 3 : M ®¢9, N — P y vamos a definir
P(B) : M — Homo (N, P),
para lo cual tomamos un abierto U C X y definimos un homomorfismo

Y(B)v : M(U) — Homo, (N, Plv),
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para lo cual tomamos m € M(U) y definimos %(8)y(m) : Ny — P|y, para
lo cual tomamos un abierto V' C U y definimos ¥(8)y(m)y : N(V) — P(V)
mediante ¥(3)y(m)y (n) = By ((m|y ®n)*™) (donde el signo + denota el homo-
morfismo (M &g, N)™ — M ®p, N)

Basta comprobar que ¢ y ¢ son mutuamente inversos. Si 5 : M®g N — P,
entonces

¢ (8))y (m ® n) = (B)y (m)y(n) = Bu((m @ n)™).
Esto implica que ¢(¢(8)) = S.
Reciprocamente, si a : M — Home , (N, P), entonces
Y(¢(a))u(m)v(n) = d(a)v((mly @ n)") = ¢(a)y(mly @ n) = av(mlyv)v(n),

luego Y (¢())v(m)v = av(m|v)v = ay(m)|v, luego ¥(¢(a)) = a. .

Cuando el médulo N es localmente libre de rango finito, el teorema 2.10 nos
proporciona una version mas simétrica del teorema anterior:

Homg,, M ®¢, N,P) =2 Homg, (M, N* ®¢, P).

Teorema 2.14 Sea X un espacio anillado, sea L un Ox-mddulo localmente
libre de rango finito y sean M, N dos O x-mddulos arbitrarios. Entonces

%OmoX(M ®ox L,N) = f]{omoX(M,L* X0 N) = j’COInoX (M,N) Ko L*.

DEMOSTRACION: El primer isomorfismo es consecuencia inmediata del iso-
morfismo indicado previamente al teorema, junto con el hecho de que éste es
compatible con las restricciones. Para probar el segundo podemos sustituir £*
por L y vamos a construir un isomorfismo

¢ Homg (M, N) ®9, L — Home, (M, L R, N),
para lo cual definimos un homomorfismo
¢~ (Home, (M, N) ®0, L)” — Home (M, L @0, N),
para lo cual fijamos un abierto U C X y definimos un homomorfismo
¢y : Homo, Mlv, Nv) ®o ) £(U) — Homo, M|y, (£ ®ox N)|v),

para lo cual tomamos un « : M|y — N|y y un I € L(U) y definimos un
homomorfismo ¢y (o @ 1) : My — (L ®o, N)|v, para lo cual tomamos un
abierto V' C U y definimos ¢ (a ® I)y : M(V) — (L ®o, N)(V) mediante
¢y(a@lv(m) = (v ® ay(m))*.

Se comprueba que esto define realmente un homomorfismo ¢, y ahora vamos
a probar que ¢y es un isomorfismo cuando L|y es libre. Ello se debe a que si
L|y = OF, entonces,

HomoU(M|U,N|U) ®OX(U) L(U) = HOHI@U<M‘U,N|U)T,
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e igualmente L(V) ®o vy N(V) = N(V)" para todo abierto V' C U, y los
isomorfismos son compatibles con las restricciones, por lo que inducen un iso-
morfismo (L ®e, N) 7| = N]};, lo que prueba que el prehaz (L ®¢, N) ™|y es
ya un haz y asf (L ®0, N)|uv = N|};. Esto implica a su vez que

Homg,, (Mly, (£ ®oy N)|r) = Home,, (M|r, N|)",

y es facil ver que ¢; es la composicién de estos dos isomorfismos. [

2.4 Los funtores Ext

En el capitulo anterior hemos visto que, si X es un espacio anillado, los
mddulos de homomorfismos definen dos funtores Mod(X) — Mod(Ox (X)),
uno covariante, Homg , (M, —) y otro contravariante, Homg , (—, N).

En la seccién anterior hemos definido el Ox-médulo Home, (M,N), que
nos permite definir igualmente dos funtores Mod(X) — Mod(X): el funtor
covariante Homg , (M, —) y el funtor contravariante Home ,, (—, N). (Su accién
sobre un homomorfismo se define de forma natural, por composicién.) Vamos a
ver que ambos son exactos por la izquierda.

Consideremos una sucesién exacta de O x-médulos
0—N NN .
Hemos de probar la exactitud de
0 — Homep , (M, N') — Home,, (M, N) — Home,, (M, N").

Probaremos el caso menos obvio, que, como es habitual, se trata de la in-

clusién N(B8) C Im@. Sea U C X un abierto y sea ¢ € N(B)(U). Esto significa
que ¢ : My — N]u v ¢ o Bly = 0. Ahora usamos que la restricciéon a U
de la sucesion exacta de partida sigue siendo exacta, asi como que el funtor
Homg, (M]|y, —) es exacto por la izquierda. Esto quiere decir que la sucesién

0— HOIHOX (M‘U,N/h]) — HOmOX(M|U,N|U) — HOIHOX (M‘U,NH|U)

es exacta y tenemos que ¢ estd en el nicleo del segundo homomorfismo. Por
consiguiente, existe un ¢ : M|y — N|y tal que ¢ = ¢ o aly. Asi pues,
¢ =ay() € Imay C (Ima)(U).

La exactitud de Homg, (—,N) se prueba andlogamente.

Definicién 2.15 Si X es un espacio anillado y M es un O x-médulo, llamaremos
Exty (M, =) : Mod(X) — Mod(Ox (X)) a los funtores derivados del funtor
Homeo, (M, —), v Ext% : Mod(X) — Mod(X) a los funtores derivados del
funtor Home , (M, —).

El funtor Ext es local:
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Teorema 2.16 Sea X un espacio anillado, sea U C X un abierto y sean M y
N dos Ox-mddulos. Entonces Ext% (M, N)|y = ExtP (M|y, N|v).

DEMOSTRACION: Podemos considerar a Exty (M, —)|v vy a Extl(M|u, —|v)
como funtores Mod(X) — Mod(U), y es claro que ambos estdn dotados de un
homomorfismo de conexién.

Por definicién, Home , (M, N)|y = Home,, (M|, N|r), y es facil ver, més en
general, que los funtores Home , (M, —)|y y Home, (M|, —|v) son iguales (es
decir, que no sélo coinciden al actuar sobre médulos, sino también sobre homo-
morfismos). Equivalentemente, tenemos un isomorfismo entre los dos funtores
del enunciado para n = 0.

Por otra parte, si N es un Ox-mdédulo inyectivo, entonces N|y es un Op-
moédulo inyectivo, luego ambos miembros se anulan en N. FEl teorema 1.50
implica entonces que existe un isomorfismo para cada n. n

Veamos ahora un resultado elemental:

Teorema 2.17 57 X es un espacio anillado y N es un O x-mddulo, entonces:
a) Ext(Ox,N) = N.
b) Ext% (Ox,N) =0 para n > 0.
¢) Ext% (0Ox,N) = H"(X,N) para todo n > 0.
DEMOSTRACION: Esto es consecuencia de que
Homg, (Ox,N) 2 N(X) =T'(X,N),

de donde se sigue facilmente que el funtor Home, (Ox, —) es isomorfo al funtor
I'(X,—) y el funtor Home ,, (Ox, —) es isomorfo a la identidad. Por consiguiente,
los funtores derivados del primero son los derivados de I'(X, —) (y esto nos da
el apartado c) y los derivados del segundo son los derivados de la identidad (lo
que claramente nos da a y b). "

Es facil ver que los funtores derivados conservan sumas directas (porque la
suma de dos resoluciones inyectivas de dos médulos es una resolucién inyectiva
de la suma). El teorema anterior implica entonces que si L es un O x-mdédulo
libre de rango finito, entonces Ext% (L, N) = 0 para todo n > 1 y todo Ox-
médulo N. Por el teorema 2.16 basta, en realidad, con que L sea localmente
libre. Esto, a su vez, equivale a que el funtor Homx (L, —) es exacto.

Observemos ahora que, en general, no podemos definir los funtores derivados
de los funtores Homg, (—,N) v Home, (—,N), porque requieren resoluciones
proyectivas, que no tienen por qué existir. Dichos funtores derivados existen,
por ejemplo, en la categoria de los médulos sobre un anillo A, en cuyo caso
los funtores Homa(—, N) y Homa(—, N) son el mismo. Sin embargo, vamos a
demostrar que en este caso los funtores derivados nos dan los mismos médulos
Exta (M, N). En realidad obtendremos un resultado més general.
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Observemos que si tenemos un homomorfismo ¢ : M — M’ de O x-mdédulos
y fijamos una resolucion inyectiva de otro O x-médulo N:

0—N—09 9t 92 ...

entonces ¢ induce homomorfismos de complejos

¢ : Home (M/) (jn)n) — Homp (Mv (jn>n)7

® : Homep, (M, (I"),,) — Home (M, (I"),),

los cuales, a su vez, inducen homomorfismos
Ext% (M, N) — Ext% (M, N) y Ext%(M,N) — Ext% (M, N).

Los argumentos usuales prueban que estos homomorfismos no dependen de
la eleccién de la resolucién inyectiva de N, asi como que son funtoriales, es decir,
que podemos considerar a Ext'y(—,N) y Ext%(—,N) como funtores contrava-
riantes Mod(X) — Mod(X). El teorema siguiente prueba que ambos tienen
homomorfismos de conexién.

Teorema 2.18 Sea X un espacio anillado, sea 0 — M’ — M — M" — 0
una sucesion exacta de O x-mddulos y sea N otro Ox-mddulo. Entonces existen
sucesiones exactas

0 — Homg, (M",N) — Homg, (M,N) — Homg, (M, N)

— Ext% (M, N) — Ext% (M, N) — Exti (M, N) — ---

0 — Homep, (M",N) — Homg,, (M, N) — Homg, (M',N)
— Exti (M, N) — ExtL (M, N) — Exti (M, N) — - -

DEMOSTRACION: Sea 0 — N — J% — J1 — ... una resolucién inyectiva
de N. A partir de ella obtenemos, por la propia definicién de inyectividad, una
sucesion exacta de complejos

0 — Homg, (M", (0™)) — Homg, (M, (I")) — Homg, (M, (")) — 0

Los grupos de cohomologia de estos tres complejos son, por definicién de
los funtores derivados, los funtores Ext’y que aparecen en la primera sucesién
del enunciado, que no es sino la sucesién exacta de cohomologia dada por el
teorema 1.36. La prueba para Ext es idéntica. (Para probar la exactitud de la
sucesion de complejos en este segundo caso basta tener presente que la restriccion
de un médulo inyectivo es inyectiva.) m
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Nota La segunda condicién que exige la definicién de homomorfismo de co-
nexién se demuestra sin dificultad alguna. L]

En definitiva, los funtores Ext%(—,N) y Ext%(—,N) se comportan como
funtores derivados de Homg, (—,N) y Home, (—,N), aunque tales derivados
no tengan por qué existir.

En la categoria de los médulos sobre un anillo A, hemos demostrado que
Exta(L,N) = 0 siempre que L es un médulo libre, luego el teorema 1.50 (en su
forma dual) prueba que los funtores Ext 4(—, V) forman una sucesién universal,
luego son los derivados del funtor Hom4(—, N).

En particular tenemos que Ext 4 (M, N) puede calcularse indistintamente con
una resoluciéon proyectiva de M o con una resolucién inyectiva de N. El teorema
siguiente generaliza ligeramente este hecho a otras categorias de O x-mddulos.

Teorema 2.19 Sea X un espacio anillado y M un O x-mddulo que admita una
resolucion localmente libre de rango finito

—>L1—>L0—>M—>0

(es decir, una sucesion exacta donde cada L; es localmente libre de rango finito).
Entonces, para cada Ox-mddulo N, los mddulos Exty (M, N) pueden calcularse
como los grupos de cohomologia del complejo

0— g{Omx(Lo,N) — fHomX(Ll,N) —_—

DEMOSTRACION: Llamemos T™N al n-simo grupo de cohomologia del com-
plejo del enunciado. Es claro que un homomorfismo N — N’ induce un homo-
morfismo de complejos, que a su vez induce homomorfismos entre los grupos de
cohomologia, por lo que tenemos funtores 7" : Mod(X) — Mod(X).

Estos funtores tienen un homomorfismo de conexién. En efecto, si

0—M—N—P—0

es una sucesion exacta de Ox-mddulos, segin hemos observado tras 2.17 el
funtor Homg , (L, —) es exacto, luego nos da sucesiones exactas

0 — Homeg , (Ln, M) — Homg , (L5, N) — Home,, (Ly,P) — 0,

que forman una sucesion exacta de complejos cuyos grupos de cohomologia son
los médulos T™(M), T™(N), T™(M), y la sucesién exacta dada por 1.36 propor-
ciona los homomorfismos de conexién. La segunda propiedad de la definicién
de homomorfismo de conexién es una comprobaciéon rutinaria.

Observemos ahora que si J es inyectivo, entonces T™J = 0 para todo n > 1.
En efecto, tenemos que Extl, (M, J) = 0 para todo O x-médulo M (por las propie-
dades de los funtores derivados), luego el teorema anterior implica que el funtor
Fomg, (—,J) es exacto. Esto se traduce en que conserva todas las sucesiones
exactas, luego la sucesion

Hom(L,,T) — Hom(Ly41,T) — Hom(Ly42,7),

es exacta para todo n > 0, de donde TrHN = 0.
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El teorema 1.50 nos da que la sucesién de funtores (1) es universal, al
igual que lo es la sucesién de funtores derivados Ext'% (M, —). Basta probar que
coinciden para n = 0. Ahora bien, la sucesién exacta

0— L1/NO — Ly M —0

nos da la sucesion exacta

0 — Home , (M, N) —> Home (Lo, N) — Homo , (£1/ N1, N)

T

U-Comox (Ll, N)

La flecha vertical es un monomorfismo, por lo que TN, que es el niicleo del
homomorfismo oblicuo, es también la imagen de 7, luego

TON = FHome , (M, N) = ExtS (M, N),

y es facil ver que estos isomorfismos determinan un isomorfismo entre los fun-
tores. [

Para terminar vamos a generalizar el teorema 2.14, para lo que necesitamos
un resultado previo:

Teorema 2.20 Sea X un espacio anillado. Si L es un Ox-mddulo localmente
libre de rango finito y I es un O x-mddulo inyectivo, entonces L®eo I es también
myectivo.

DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que, segtin la observacién tras
el teorema 2.10, para cualquier O x-médulo M se cumple que

Home , (M, £ ®0 J) = Homo (M ®0, L%,7).

Mas ain, es facil ver que, si consideramos a ambos miembros como funto-
res en la variable M, en realidad tenemos un isomorfismo de funtores, es decir,
los isomorfismos son compatibles con los homomorfismos determinados por am-
bos funtores. La inyectividad de L ®¢, J equivale a la exactitud del funtor
Homg, (—, £ ®9, J) y, a causa del isomorfismo anterior, ésta equivale a su vez
a la exactitud del funtor Homg, (— ®9, £*,J). Ahora bien, si tenemos una
sucesién exacta

0—M—N—P—0,
también es exacta la sucesion
0 — M®oy L* — N®o, L — PRoy L — 0,

pues L* es localmente libre, luego los médulos L%, con P € X, son planos.
Ahora, la inyectividad de J equivale a la exactitud del funtor Homg, (—,J),
luego tenemos la exactitud de la sucesion

0— Homox (T®0X5*7j) — HOHIOX (N@oxﬁa*,j) — HOHI@X (M@oxa*,j) — 0.
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Teorema 2.21 Sea X un espacio anillado, sea L un Ox-mddulo localmente
libre de rango finito y sean M, N dos O x-mddulos arbitrarios. Entonces

Exts (M ®e, L,N) = Ext'y (M, L* @9, N),
Exty (Mo, L, N) =2 Exty (M, L Qo N) = Exty (M, N) ®o, L.

DEMOSTRACION: Los isomorfismos para n = 0 estdn demostrados en el teo-
rema 2.14 y en la observacion previa. Es facil ver ademds que son isomorfismos
de funtores considerando a N como variable.

Por otra parte, los cinco funtores tienen homomorfismos de conexién. Esto
es obvio para el primero de cada linea, pues ambos son funtores derivados.
Respecto a Ext’y (M, L* Qo —) v Ext% (M, L* Qe —), observamos que una su-
cesion exacta corta de O x-modulos sigue siendo exacta al multiplicarla por L*,
por ser localmente libre, luego los homomorfismos de conexién de Ext’y (M, —) y
Ext (M, —) nos dan homomorfismos de conexién para los dos funtores conside-
rados. Para Exty (M, —)®¢ , L*, los homomorfismos de conexién de Ext’y (M, —)
nos dan una sucesién exacta que sigue siendo exacta cuando la multiplicamos
por L*.

Ahora basta probar que los cinco funtores se anulan sobre O x-mdédulos in-
yectivos, lo cual es evidente para tres de ellos y consecuencia inmediata del
teorema anterior para los otros dos.

En definitiva, los cinco funtores son universales y tenemos los isomorfismos
indicados. ]

2.5 Cohomologia en espacios paracompactos

En esta seccién y en las siguientes daremos aplicaciones de la teoria de
funtores derivados a la topologia algebraica y a la geometria diferencial. Vamos
a estudiar con mas detalle los grupos de cohomologia definidos en la seccién 2.2
en el caso de haces sobre un espacio paracompacto X. Para definir esta clase
de espacios hemos de recordar algunos conceptos:

Definicién 2.22 Sea X un espacio topoldgico. Un cubrimiento abierto de X
es localmente finito si cada punto de X estd contenido tan sélo en un nimero
finito de abiertos del cubrimiento.

El soporte de una funcién continua f : X — R es la clausura del conjunto
de puntos donde f no se anula.

Una particion de la unidad en X es una familia { f; };cr de funciones continuas
fi + X — [0,1] tales que, cada punto P € X tiene un entorno U tal que el
conjunto {i € I'| f;|y # 0} es finitoy > filu = 1.

3
Una particién de la unidad subordinada a un cubrimiento abierto {U; };cr es
una particién de la unidad de la forma {f;};cr (es decir, con el mismo conjunto
de indices) tal que sop f; C Us;.
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Un espacio topologico de Hausdorff X es paracompacto si cumple las dos
propiedades siguientes:

a) Todo cubrimiento abierto U de X tiene un refinamiento V localmente
finito. (Que V sea un refinamiento significa que todo abierto de V estd
contenido en un abierto de U.)

b) Todo cubrimiento abierto de X tiene una particién de la unidad subordi-
nada.

Nota En realidad, la topologia general demuestra que las dos propiedades a) y
b) son equivalentes (de modo que bastarfa exigir una de las dos en la definicién),
asi como que la clase de los espacios paracompactos incluye a todos los espacios
métricos y a todos los espacios compactos. Sin embargo, las demostraciones
de estos hechos son muy técnicas y no necesitamos para nada tal grado de
generalidad. Para nuestros fines serd mas que suficiente este teorema:

Teorema 2.23 Se cumple:

a) Toda variedad diferencial es paracompacta, y en este caso las particiones
de la unidad pueden tomarse de clase C'°.

b) Toda variedad topoldgica es paracompacta.

¢) Todo espacio métrico localmente compacto y con una base numerable es
paracompacto.

DEMOSTRACION: Hemos de entender que en la definicién de variedad to-
poldgica y variedad diferencial exigimos que sean espacios de Hausdorff con una
base numerable.

El teorema 1.17 de mi Topologia algebraica prueba que en los tres casos se
cumple la propiedad a) de la definicién de espacio paracompacto. El teorema
9.6 ibid. prueba que las variedades diferenciales tienen particiones de la unidad
de clase C'"°° subordinadas a cualquier cubrimiento abierto. La demostracion
es vélida literalmente para variedades topoldgicas, salvo, naturalmente, por el
hecho de que las particiones que se obtienen ya no son diferenciables. Maés
en general, la prueba se adapta facilmente al caso de un espacio métrico local-
mente compacto sin més que sustituir el teorema 9.4 (que proporciona funciones
“meseta” diferenciables) por el teorema de Tietze (1.12 bid.) que proporciona
funciones continuas con las mismas caracteristicas. m

Nota En toda esta seccién supondremos tacitamente que todos los espacios
topolégicos considerados son paracompactos. Necesitaremos la siguiente conse-
cuencia de la paracompacidad:

Teorema 2.24 Si X es un espacio paracompacto, U C X es un subconjunto
abierto y P € U, entonces existe un abierto V tal que PV CV CU.
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DEMOSTRACION: Por la propiedad de Hausdorff, cada Q € X \ U tiene
un entorno abierto Ug tal que P ¢ UQ. Los abiertos Ug junto con U forman
un cubrimiento abierto de X, y por la paracompacidad tiene un refinamiento
localmente finito {V;}ier. Sea J={i € I | V;N (X \U) # @} y llamemos

G= UV, c= UV,
jeJ jEJ
La finitud local implica ficilmente que C es un cerrado, y si j € J, entonces
V; esta contenido en un abierto del cubrimiento original, y este abierto no puede
ser U, luego existe un Q € X \ U tal que V; C Ug, luego P ¢ V;. En definitiva,
P ¢ C, y el abierto buscado es V.= X \ C. En efecto, tenemos que

X\UcCcGcCcC,

luego V C X \ G C U y, como G es abierto, Pe VCV C X\ G CU. n

Consideremos un espacio anillado X y un O x-médulo M. Para aprovechar
la paracompacidad de X vamos a ver que el concepto de particiéon de la unidad
puede trasladarse a los O x-mdédulos.

En primer lugar definimos el soporte de un endomorfismo ¢ : M — M como
la clausura sop ¢ del conjunto de los puntos P € X tales que ¢pp # 0. De este
modo, si U C X es un abierto disjunto con sop ¢, se cumple que ¢p = 0 para
todo P € U, luego ¢y = 0.

Si U = {U,}ier es un cubrimiento abierto de X localmente finito, una par-
ticion de la unidad subordinada a U en M es una familia {¢;},c; de endomor-
fismos de M tal que, sopg; CU; v > édip = Ip (la identidad en Mp).

Observemos que la finitud local del cubrimiento hace que todo punto P € X
tenga un entorno V' en el que el conjunto {i € I | ¢;y # 0} es finito, luego,
en particular, también es finito {i € I | ¢;p # 0}, por lo que la suma de
endomorfismos que aparece en la definiciéon es finita. De hecho, se cumple
también que > ¢;y = Iy (la identidad en M(V)).

3

Un Ox-médulo M es paracompacto si todo cubrimiento abierto de X local-
mente finito tiene una particién de la unidad subordinada.

Teorema 2.25 Si X es un espacio topoldgico (paracompacto), todo Cx-mddulo
es paracompacto. Si X es una variedad diferencial, todo C¥-mddulo es para-
compacto.

DEMOSTRACION: Probaremos las dos afirmaciones simultdneamente lla-
mando Ox a Cx o a C¥ segun el caso.

Sea M un Ox-mdédulo y {U;};c; un cubrimiento abierto de X localmente
finito. Por la paracompacidad de X existe una particiéon de la unidad {f;}icr
subordinada al cubrimiento formada por funciones f; € Ox(X).

Para cada abierto U C X, definimos ¢,y : M(U) — M(U) mediante
div(m) = filym. Es inmediato que los homomorfismos ¢,y conmutan con
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las restricciones, por lo que definen endomorfismos ¢; : M — M. Se com-
prueba sin dificultad que {¢;};c; es una particién de la unidad de M tal que
sop¢; = sop f; C U;. n

Mas adelante demostraremos que los médulos paracompactos son aciclicos,
por lo que los grupos de cohomologia se pueden calcular también con resolu-
ciones paracompactas. El teorema siguiente nos garantiza la existencia de tales
resoluciones:

Teorema 2.26 Si X es un espacio anillado, para todo O x-mddulo M existe un
monomorfismo M — J, donde J es un Ox-mddulo paracompacto.

DEMOSTRACION: Para cada abierto U C X definimos J(U) como el conjunto
de todas las aplicaciones s que a cada P € U le asignan un s(P) € Mp, que
tiene una estructura natural de O x-mdédulo. Tomamos como restricciones las
restricciones usuales como aplicaciones, con lo que J se convierte claramente en
un haz. Por otra parte, definimos M(U) — J(U) como el homomorfismo que
a cada m € M(U) le asigna la aplicacién P +— mp. Es claro que esto define un
monomorfismo de haces. Sélo hemos de probar que J es paracompacto.

Fijemos un cubrimiento de X localmente finito {U; };c7. Por el teorema 2.24,
cada punto P € X tiene un entorno abierto W tal que P € W ¢ W C U;, para
cierto 7 € I. Los abiertos W forman un cubrimiento de X, y podemos tomar un
refinamiento localmente finito {W;};cs. Asi, para cada j € J existe un i; € I
tal que W; C U;,. Paracadai € I, sea J; ={j e J|ij =i} SiJi=02
definimos V; = &, y en caso contrario tomamos

Vi= U W,
JEJ;

La finitud local del cubrimiento hace que V., sea la unién de las clausuras de
los W; correspondientes, por lo que V; C U;. Naturalmente, {V;};c; es también
un cubrimiento abierto localmente finito.

Para cada P € X tomemos ip € I tal que P € V;,. Sea x; : X — {0,1} la

funcién dada por
1 siip =i,
xi(P) = {0 siip # i.

Para cada abierto U C X, definimos el homomorfismo ¢,y : J(U) — I(U)
dado por ¢;u(s)(P) = xi(P)s(P). Es inmediato que estos homomorfismos son
compatibles con las restricciones, luego definen homomorfismos ¢; : J — J.
También es obvio que ¢;y = 0 siempre que U es disjunto con V;, por lo que
sopp; C V; C U;. Asf mismo es claro que {¢; };cs es una particién de la unidad.

n

El teorema siguiente seria trivial si hubiéramos demostrado ya que los moé-
dulos paracompactos son aciclicos:
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Teorema 2.27 Sea X un espacio anillado y
0o—M-NLp o

una sucesion exacta de Ox-moddulos tal que M es paracompacto. Entonces
también es exacta la sucesion

0 — M(X) 25 N(X) 25 P(X) — 0.

DEMOSTRACION: Sélo hay que probar la suprayectividad de Sx. Fijado
t € P(X), en principio tenemos que cada punto de X tiene un entorno U en el
que t|y tiene antiimagen por Gy. Por la paracompacidad de X podemos suponer
que los abiertos U forman un cubrimiento localmente finito {U;};c;. Fijemos
s; € N(U;) tal que By, (s;) = t|u,.

Sea s;; = s; —s; € N(U;NU;). Observemos que, en U; NU; N Uy, se cumple
la relacién s;; + sjx = si. Por otra parte, Sy,ny, (si;) = 0, luego (identificando
a M con el nicleo de /3 a través de «), tenemos que s;; € M(U; N Uj).

Fijemos una particién de la unidad {¢;};c; en M subordinada al cubri-
miento {U;}ier v sea Vi, = U; \ sop ¢r. De este modo U; = Vi, U (U; N Uy)
Y OruinU, (Sik)|uinuenvi, = 0, Por consiguiente, existe si,, € M(U;) tal que
vinuy, = Gkuinuy (Sik) ¥ Siglvi, = 0.

Asi, cada punto P € U; tiene un entorno V' que corta sélo a un niimero finito
de abiertos Uy, luego s'|;z = 0 para todo indice k salvo a lo sumo un nimero
finito de ellos. Esto permite definir (en V') la suma

/I /
8 = D Sk
k

/
Sik

pero es claro que estas sumas para cada V' son consistentes entre si, luego se
extienden a un mismo s; € M(U;).
Fijemos ahora un punto P € U; NU; y consideremos la diferencia

sip — 5;‘P = Zk:(sgkp - Sgkp)a

donde la suma se puede restringir a los indices % tales que P € U; NU; N Uy, y
entonces

sip = Sip = Lokp(sikp = skp) = Sokp(sip).

Ahora podemos considerar de nuevo que k recorre todos los indices, pues
¢rp = 0 si P ¢ Uy, y asi podemos aplicar que {¢y}r es una particién de la
unidad, con lo que concluimos que s}p — sgp = s;p, para todo P € U; N Uj,
luego s; — s = s;; = si — s; (en U; N Uj).

Equivalentemente, tenemos que s; + s, = s; + 5;. en U; NUj, lo que significa
que existe un s € N(X) tal que s|y, = s; + s; para todo 7, luego

ﬁX(S)|Ui = ﬁU'i(Si) + ﬂUi (32) = t|U'i +0,

luego Bx(s) =t. n

Vamos a necesitar el siguiente hecho elemental:
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Teorema 2.28 Si X es un espacio anillado, M, N son dos Ox-mddulos y M
es paracompacto, entonces M ®¢, N también es paracompacto.

DEMOSTRACION: Sea {U;}ics un cubrimiento abierto de X y sea {¢; }ier
una particién de la unidad en M subordinada. Es inmediato comprobar que
los homomorfismos {¢; ® 1} son una particién de la unidad para el producto
tensorial con sop(¢; ® 1) C sop ¢; C U;. n

A partir de aqui vamos a fijar un dominio de ideales principales D y vamos
a trabajar exclusivamente con D x-mddulos, donde Dx es el haz constante aso-
ciado a D sobre el espacio topolégico X. (Esto no es ninguna restriccién, pues
cuando D = Z estamos considerando todos los haces sobre X.)

Si M es un Dx-moédulo, es facil ver que M ®p, Dx = M.

Diremos que un D x-moédulo M es libre de torsion si todos los D-médulos
Mp, con P € X son libres de torsion.

Vamos a necesitar un resultado técnico que estd demostrado en el Apéndice A
(teorema A.8). Sabemos, por 2.1, que el funtor ® p M es exacto por la derecha,
y lo que afirma A.8 es que si D es un dominio de ideales principales y M es un
D-médulo libre de torsion, entonces el funtor ® p M es exacto. (La demostracién
de A.8 se basa en el teorema precedente, que a su vez es independiente de todo
lo anterior.) Esto nos da el teorema siguiente:

Teorema 2.29 Sea
0—M —M—M"—0

una sucesion exacta de Dx-mddulos y sea N un Dx-mddulo paracompacto. Si
M"” o N es libre de torsidn, entonces la sucesion

O—>M’®DXN—>M®DX:N—>MH®DX:N—>O

es exacta. Si, ademds, M’ o N es paracompacto, entonces también es ezacta la
sucesion

0 — (M @px N)(X) — M@py N)(X) — (M" @p, N)(X) — 0.

DEMOSTRACION: Dado P € X, las observaciones previas al teorema nos
dan que uno dg los funtores, @ pM’% 0 ®pNp, es exacto y, en cualquiera de los
dos casos, Tory (M5, Np) = 0, lo que hace exacta a la sucesién

0— M ®@py N)p — M&p, N)p — (M’" ®@p, N)p — 0.

Esto prueba la primera parte del teorema. Bajo las hipdtesis de la segunda
parte tenemos que M’ ®p,, N es paracompacto, por 2.28, luego el teorema 2.27
nos da la conclusién. m

Ya tenemos todos los elementos necesarios para obtener el teorema principal
de esta seccién. Supongamos que

0—>DXL>30—>31—>32—>---
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es una resolucién paracompacta y libre de torsién del haz constante Dx. Si M
es un Dx-médulo arbitrario. Si la reducimos (eliminamos Dx) y aplicamos el
funtor covariante I'(— ® p,, M), obtenemos un complejo

0 — (I° ®py M)(X) — (3" @py M)(X) — (9° @p, M)(X) — -+

Llamaremos H™(X, M) a los grupos (D-médulos) de cohomologia de este
complejo. Cada homomorfismo M — M’ induce claramente un homomorfismo
entre los complejos respectivos, el cual induce a su vez homomorfismos entre los
grupos de cohomologia, con lo que cada

H™(X,—): Mod(Dx) — Mod(D)
es un funtor covariante (que —en principio— depende de la resolucién de Dx
de la que hemos partido).

Vamos a probar que esta familia de funtores tiene un homomorfismo de
conexion. Para ello tomamos una sucesion exacta de D x-mddulos

0—M —M—M'—0.

Como cada J" es paracompacto y libre de torsién, el teorema 2.29 nos da
que la sucesién de complejos

0— (I")n @px M — (")n ®px M — (I")n @px M" — 0

es exacta, y su sucesién exacta de cohomologfa conecta los funtores H™(X, —)
aplicados a la sucesion exacta de partida. También es obvio que un homomor-
fismo entre dos sucesiones exactas cortas da lugar a un diagrama conmutativo
entre las dos sucesiones exactas largas. En suma, tenemos un homomorfismo de
conexion.

Sea H" el nicleo de 7% — I+, Tenemos entonces la sucesién exacta
0 — H* — " — H*"T1 — 0.

Como J™ es libre de torsién, lo mismo le sucede al subhaz H™. El teorema
2.29 nos da entonces la exactitud de

0 —H'"@p, M —I"®p, M — H"' @p, M — 0,
y la exactitud izquierda de I' nos da la exactitud de
0— (g_cn PDx M)(X) - (jn ®Dx M)(X> . (Hn+1 XDy M)(X)

Esto implica que, en el siguiente diagrama conmutativo, las flechas verticales
son inyectivas,

("1 @py M)(X) — (7" @py M)(X) L2 (@41 w0, M) (X)

(:}Cn XDy M) (X) (:H:n—&-l ®Dx M) (X)
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luego el nicleo de (d,, ® 1)x es el mismo que el de la flecha oblicua, que, por la
sucesién exacta precedente, es la imagen de (K" ®p, M)(X).

Sin > 1 todo vale igualmente para la parte izquierda del diagrama, luego
H"(X,M) = (K" ®p, M)(X)/Im(d,—1 ®1)x.

Observemos ahora que si M es paracompacto, entonces 2.29 nos da que la
sucesién exacta previa al diagrama se puede prolongar con un 0, lo que significa
que las flechas oblicuas del diagrama son suprayectivas, luego

H™(X,M) =0, para n > 1.

Puesto que todo D x-mddulo puede sumergirse en un D x-mddulo paracom-
pacto, podemos aplicar el teorema 1.50 para concluir que la sucesion de funtores
H™(X,—) es universal.

Volvamos al caso general en que M es arbitrario y fijémonos en el caso n = 0.
El diagrama anterior nos da que

HY(X, M) = (H° @p, M)(X).

Ahora bien, tenemos un isomorfismo (fijo) Dx 1 HO, el cual induce un
isomorfismo
MgDX(X)DXMngO@DXM,

que a su vez induce un isomorfismo (obviamente funtorial)
(3° @p M)(X) 2= M(X),

luego el funtor H°(X, —) es isomorfo a I'(X, —).

La conclusién es que los funtores H"(X,—) son isomorfos a los funtores
H™(X,—). El teorema siguiente resume lo que hemos obtenido:

Teorema 2.30 Los grupos de cohomologia de un D x-maodulo M pueden calcu-
larse a partir de cualquier resolucion paracompacta y libre de torsion de Dx
como los grupos de cohomologia del complejo que resulta de aplicarle el funtor
covariante I'(X, — ®@p, M).

Nota Si tenemos un homomorfismo entre dos resoluciones paracompactas y
libres de torsién del médulo constante Dx, es decir, un diagrama conmutativo

0 Dx g0 gt 72
1l %l ¢>1l ¢72l
0 Dx g0 gt J?

es claro que (¢;) induce transformaciones naturales entre los grupos de cohomo-
logia construidos con ambas resoluciones (compatible con los homomorfismos de
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conexién), pero, como ambas familias de funtores son universales, sélo hay una
familia de transformaciones naturales entre ellas, y estd formada por isomorfis-
mos. "

Casi hemos probado el teorema siguiente:

Teorema 2.31 Si X es un espacio anillado, todos los O x-mddulos paracom-
pactos son aciclicos.

En efecto, sélo falta probar que existe una resolucién paracompacta y li-
bre de torsién del haz constante Zyx. Si existe, podemos construir los funtores
H™(X,—), de los que hemos probado, por una parte, que son isomorfos a los
funtores H™(X, —) y, por otra, que se anulan sobre los Z x-mddulos paracom-
pactos. Esto implica que los Zx-médulos paracompactos son aciclicos, pero
todo O x-mdédulo paracompacto lo es también como Z x-mdédulo.

El teorema 2.26 implica la existencia de resoluciones paracompactas, pero
no garantiza que sean libres de torsién. La existencia de tales resoluciones la
probaremos (varias veces) en las secciones siguientes, en las que mostraremos
como las distintas cohomologias introducidas de formas diversas en topologia
algebraica y en geometria diferencial son, en realidad, la cohomologia que hemos
definido en la seccién 2.2 y que hemos estudiado en esta seccién. Supondremos
que el lector estd familiarizado con los resultados bésicos sobre las cohomologias
que vamos a estudiar.!

2.6 La cohomologia singular

En esta seccién supondremos que X es una variedad topolégica (es decir,
un espacio con una base numerable en el que todo punto tiene un entorno
isomorfo a un abierto de R™). Consideraremos también un anillo arbitrario D
(no necesariamente un dominio de ideales principales).

El simplice candnico [2.3] de dimensién p es el conjunto
A, ={(a1,...,ap) €R" [a; >0, Y a; <1}

Un p-simplice singular [2.5] en un espacio topoldgico X es una aplicacién
continua o : A, — X. Si X es una variedad diferencial, el p-simplice es
diferenciable [11.1] si se extiende a una aplicacién diferenciable (es decir, de
clase C*°) definida en un entorno de A,,.

Representaremos por Cp(X) [2.6] al D-médulo libre que tiene por base al
conjunto de los p-simplices singulares en X. Si X es una variedad diferen-
cial, Cp°(X) serd [11.1] el D-médulo libre que tiene por base a los p-simplices
singulares diferenciables en X. Los elementos de C,(X) se llaman p-cadenas

1De todos modos, indicaré entre corchetes las referencias a mi libro de Topologia algebraica,
donde se pueden encontrar todas las demostraciones junto con mas detalles de los hechos que
vamos a necesitar.
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singulares® en X. Entre estos médulos puede definirse un operador frontera que
da lugar a un complejo directo:

D Co(X) 2 o) 2 o) 2D — 0.

No vamos a dar los detalles de cémo se define el operador frontera [2.7], pues
son algo técnicos y no los vamos a necesitar. Observemos tunicamente que los
0-simplices son los puntos de X y que Jy asigna la imagen 1 a cada 0-simplice.

Los grupos de homologia de este complejo se llaman grupos de homologia
singular [2.12] de X, y se representan® por H,(X). Los grupos de homologia
singular diferenciable [11.1] los representaremos por H°(X).

Conviene observar cémo afecta a estas construcciones la eleccién del anillo
de coeficientes D. Para ello basta tener presente que al multiplicar un Z-mdédulo
libre por ®zD obtenemos el D-mdédulo libre del mismo rango (porque el pro-
ducto tensorial conserva sumas directas y Z ®z D = D). Por consiguiente, se
cumple que

CP(X)=Cl(X)&zD.

Si N es un D-médulo, definimos los grupos de cocadenas singulares de X
con coeficientes en N como los D-mdédulos

CP(X,N) =Homp(Cp(X),N), (resp. CL (X, N) = Homp(C°(X), N)).

La definicién dada en [5.42] de los grupos de cohomologia singular no es ésta,
pero es equivalente, como alli mismo se explica. Recordamos el argumento:

Es facil comprobar en general que si M es un Z-méduloy Ry N son D-
modulos, tenemos el siguiente isomorfismo de D-médulos:

HomD(M ®z R, N) = HomZ(M, HomD(R, N))
En nuestro contexto, esto implica que
C%(X) = Homp(CP(X),N) =2 Homp(C%(X) @z D, N)

= Homgz(CJ(X ), Homp(D, N)) = Homz(CL(X), N).

En definitiva, que para definir la cohomologia singular con coeficientes en un
D-médulo N (en particular, en el propio D) es indistinto partir de la cohomo-
logia singular con coeficientes en D o con coeficientes en Z, pues llegamos a los
mismos médulos.

2Y los elementos de Cp°(X) se llaman p-cadenas singulares diferenciables. Todo cuando
vamos a decir en el caso continuo tiene su andlogo en el caso diferenciable, pero no volveremos
a indicarlo salvo que haya alguna diferencia destacable.

3En [2.6] distinguimos entre la homologfa completa y la homologia reducida segiin se se
conserva o se elimina el médulo D en el complejo de cadenas singulares. Esto s6lo modifica
el resultado para Ho(X).
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Esto se pone de manifiesto explicitamente si observamos que, en ambos casos,
las cocadenas singulares de dimensién p se corresponden biunivocamente con las
aplicaciones que asignan un elemento de N a cada p-simplice singular.

Con més precision, los funtores contravariantes Mod(Z) — Mod(D) dados
por Homp(— ®z D, N) y Homz(—, N) son isomorfos, por lo que las dos defi-
niciones de los grupos de cohomologia singular son también intercambiables a
la hora de formar los complejos de cocadenas singulares, que son los complejos
inversos que resultan de aplicar estos funtores al complejo de cadenas singulares:

0— N — C°%X,N) & ¢ (X, N) & C2(X,N) — -

Los grupos de cohomologia de este complejo se llaman grupos de cohomologia
singular de X con coeficientes en N, y los representaremos por H? (X, N).

Vamos a necesitar la versién para cohomologia del teorema [2.43]. Este
afirma que si U es un cubrimiento abierto de X y llamamos C),(X;U) al submé-
dulo de C,(U) generado por los p-simplices contenidos en algin abierto de U,
entonces estos submoédulos forman un complejo con la restriccién del operador
frontera, y sus grupos de homologia, denotados por H,(X;U), son isomorfos a
los grupos H,(X).

La demostracién consiste en construir un homomorfismo de complejos
D, : Cp(X) — Cp(X5U)

tal que si i), : Cp(X;U) — Cp(X) es la inclusion, entonces io @ es la identidad
y ® o4 es homotdpico a la identidad.

Definimos ahora C?(X,N;U) = Homp(C,(X;U),N), que es un complejo
con el operador cofrontera natural (el que resulta de aplicar al operador frontera
el mismo funtor Homp(—, N)), lo que a su vez nos permite definir H? (X, N;U)
como los grupos de cohomologia de este complejo.

Las inclusiones i, : Cp(X;U) — Cp(X) se corresponden, al dualizar, con
las restricciones C?(X, N) — CP(X, N;U), y al aplicar el funtor Homp(—, N)
al homomorfismo ® y a la homotopia entre i o ® y la identidad, obtenemos el
dual de [2.43] al que haciamos referencia, es decir, que las restricciones inducen
isomorfismos*

HP(X,N) — HP(X,N;U).
Consideramos ahora el prehaz G’;{_’N que a cada abierto U C X le asigna el

D-médulo €%\ (U) = CP(U, N) y en el que las restricciones son las restriccio-
nes usuales de homomorfismos (notemos que si U C V, entonces Cp,(U) es un
submdédulo de Cp,(V)).

Es claro que estos prehaces cumplen la segunda condicién de la definicién de
haz (sobre extensién de elementos consistentes), pero cuando p > 1 no tienen

4La prueba del teorema [2.43] vale sin cambio alguno para simplices diferenciables, luego
todo cuanto diremos a continuacién seguird siendo valido igualmente para la cohomologia
diferenciable.
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por qué cumplir la primera. (Si tenemos un cubrimiento abierto de X, puede
ocurrir que ninguno de los simplices de una p-cadena de X esté contenido en
ninguno de los abiertos del cubrimiento, y una cocadena que sélo tome valores
no nulos sobre esta clase de simplices tendrd restricciones nulas a todos los
abiertos del cubrimiento sin ser, ella misma, nula.)

Representaremos por €%, la complecién del prehaz de cocadenas singulares
de dimensién p en X.

Es evidente que los operadores cofrontera d,, son consistentes con las restric-
ciones de los prehaces de cocadenas singulares, por lo que inducen homomorfis-
mos de prehaces, los cuales determinan un complejo de prehaces:

_ 0 do ol— di o2—
0— Ny — Cxn — eX,N ' Cx v —

Extendiendo estos homomorfismos a las compleciones obtenemos un com-
plejo de haces

d d
0 — Ny — €y oy 5 By —

Vamos a demostrar que se trata de una resoluciéon paracompacta del haz
constante Nx. Ademds serd libre de torsién si N es un D-médulo libre de
torsién. El caso particular N = D = Z terminara la prueba de que todos los
Dx-médulos paracompactos son aciclicos (como Zx-médulos, luego también
como Ox-médulos para cualquier estructura de espacio anillado sobre X), y
asi, cualquier resolucién paracompacta (sea libre de torsién o no) servird para
calcular los grupos de cohomologia de cualquier médulo. En particular, po-
dremos concluir que los grupos de cohomologia H™(X, Nx) son los grupos de
cohomologia del complejo

0 — Nx — €% y(X) < € y(X) 5 C% n(X) — -

Ahora bien, estos no son, en principio, los grupos cldsicos de cohomologia sin-
gular, puesto que €% 5 (X) no es lo mismo que C?(X, N). El teorema siguiente
nos da la relacién entre ambos grupos:

Teorema 2.32 Sea F un prehaz que cumpla la sequnda condicion de la defi-

nicion de haz, sea FT su complecion, sea j© : F — FT el homomorfismo
natural y sea

FX)o={feFX)| fp=0 para todo P € X}.
Entonces, la sucesion
i%
0— F(X)o — F(X) = F7(X) —0

es exacta.
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DEMOSTRACION: Es obvio que F(X)g es el nicleo de j%. Sélo hemos de
probar que j;g es suprayectiva. Tomemos ¢ € F7(X). Puesto que los homo-
morfismos j; son isomorfismos, existe un cubrimiento abierto {U; }ier de X de
modo que existen elementos s; € F(U;) con j{]*'i (si) = tlu,.

La paracompacidad de X nos permite suponer que el cubrimiento es local-
mente finito, asf como tomar un refinamiento {V;};cr tal que V; C V; C Uj.
(Ver la prueba de 2.26).

Sea Ip el conjunto (finito) de indices i tales que P € V;. Por la finitud local
del cubrimiento, la unién de las clausuras de los V; con i ¢ Ip es cerrada, luego
podemos tomar un entorno abierto Wp de P tal que

a) WpNV,; =2 para todo i ¢ Ip,
b) Wp C U; para todo i € Ip,
c) silwp = sj|lwp para todo i, j € Ip.

(Para la condicién ¢, notamos que s;p es necesariamente la inica antiimagen
de tp por j;{.) Llamemos sp € F(Wp) a la restriccién comun indicada en c).

Veamos ahora que sp|w,nw, = 5Q|lwenw,. En efecto, tomemos un punto
R € WpNWg. Por a) vemos que Ig C Ip N Ig. Tomemos i € Ig. Por c), se
cumple que sp = s;|lw, ¥ 5Q = Silw,, luego

sPlwpnwg = Silwenwo = 5Q|lwenwg-

Estamos suponiendo que F cumple la segunda condiciéon de la definicién
de haz, luego existe un s € F(X) tal que s|w, = sp para todo P. Entonces
jT(s)p = tp paratodo P € X y, como F* es un haz, esto implica que 51 (s) = t.

u

Volviendo a las cocadenas singulares, tenemos una sucesion exacta

+
0 — CP(X,N)o — CP(X,N) 5 €& y(X) — 0,

que determina una sucesién exacta corta de complejos de D-mdédulos al variar p.
Si demostramos que todos los grupos de cohomologia del primer complejo son
nulos, entonces la sucesion exacta larga asociada a la sucesién anterior implicard
que el homomorfismo de complecién induce isomorfismos

jt:H?(X,N) — HP(X,Nx)

entre los grupos clasicos de cohomologia singular con coeficientes en N y los
grupos de cohomologia del Dx-moédulo constante Ny .

Asi pues, nos fijamos ahora en el complejo
0— CX,N)g — CYX,N)g — C*(X,N)g — -+~

formados por las cocadenas singulares localmente nulas. (Notemos que hemos
eliminado el término correspondiente a Nx porque los grupos de cohomologia
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se calculan con los complejos reducidos, luego son los grupos de cohomologia
de este complejo reducido los que tienen que ser todos nulos para obtener los
isomorfismos indicados.)

Observemos en primer lugar que C°(X, N)y = 0, porque el prehaz C?g(_’N
ya es un haz (aunque también se puede ver directamente sin dificultad). Esto
ya prueba que el grupo de cohomologia de orden 0 es nulo. Fijemos, pues,
g > 1, tomemos un f € C4(X, N)y tal que df = 0 y hemos de encontrar un
g € CTY(X,N) tal que f = dg.

Que f sea localmente nulo significa que existe un cubrimiento abierto U de
X tal que f|y = 0 para todo abierto U € U. Tenemos una sucesién exacta de
complejos

0—N— {C?(X,N)}, — {C?(X,N;U)}, — 0,

donde los epimorfismos son las restricciones y los médulos NP son sus ntcleos.
Ahora bien, sabemos que las restricciones inducen isomorfismos en los grupos de
cohomologia, luego la sucesion exacta larga asociada a esta sucesion de complejos
prueba que el complejo N tiene todos sus grupos de cohomologia nulos, pero
f € N2 cumple df = 0, luego existe un g € N9~ € C971(X, N) tal que f = dg,
que es lo que queriamos probar.

Sélo nos falta demostrar que el complejo
0 do o1 di 52
0 — Nx —>GX,N —>GX,N —>GX,N —

es una resoluciéon paracompacta y libre de torsion de Ny. Veamos en primer
lugar que es una sucesién exacta, lo que equivale a probar que lo es en cada
punto P € X, para lo cual podemos trabajar con el complejo de prehaces

_ 0 do 1— dy 2
0— Ny —>€X,N—’€X,N —>€X,N —

ya que las localizaciones de los homomorfismos son las mismas.

Observemos que €% y(U) = Gg{’N(U ) es simplemente el conjunto de to-

das las aplicaciones de U en D, mientras que Ny (U) es el conjunto de todas
las aplicaciones constantes. Claramente, entonces, el primer homomorfismo es
inyectivo.

Tomemos ahora un [f] € Gg(, ~.p tal que [df] = 0. Podemos restringir f
hasta un entorno de P arbitrariamente pequeno. Ahora usamos por primera
vez la hipétesis de que X es una variedad topoldgica, al tomar un entorno U
de P que sea arcoconexo. Para cada par de puntos x, y € U existe un arco
o:Ay=10,1 — U tal que 0(0) =z, o(1) = y. Asi, o es un 1-simplice y, por
las definiciones de los operadores frontera y cofrontera,

df (o) = f(00) = f(y) — f(z) = 0.

Esto prueba que f es constante en U, luego f € N, (U) y tenemos la exac-
titud en C% v p-
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Fijemos ahora p > 1 y tomemos un [f] € €5 5 p tal que [df] = 0. Usamos
por segunda vez la hipétesis de que X es una variedad topoldgica al restringir
f a un entorno U de p que sea homeomorfo a una bola abierta de R™, lo que
en particular implica que es homotdpico a un punto [1.26] (porque las bolas son
convexas y se les puede aplicar [1.24]). Esto hace que los grupos H?(U, N) sean
homeomorfos a los grupos de cohomologia de un punto. En nuestro caso, p > 1,
luego H? (U, N) = 0. Asi pues, existe un g € €%~ (U) tal que [f] = [dg]. Con
esto tenemos probada la exactitud del complejé, es decir, que ciertamente se
trata de una resolucién del haz constante Nx.

Si N es un D-médulo libre de torsiéon, los haces G’)’(’ n también lo son. En
efecto, si [f] € C% yp = €% y p cumple que [af] = 0 para cierto a € D no
nulo, entonces, restringiendo f, si es preciso, a un dominio U menor, tenemos
que af = 0, luego, para todo o € Cp(U, N), se cumple que af(o) = 0, luego
flo) =0, luego f =0.

Sélo nos falta probar que los haces €%, son paracompactos. Tomemos un
cubrimiento abierto {U; };e; de X localmente finito y consideremos las funciones
Xi : X — {0,1} definidas como en la prueba del teorema 2.26 (lo que supone
tomar previamente otro cubrimiento {V;};er tal que V; C V; C U;). Para cada
abierto U C X, definimos ¢;;; : C% y(U) — C% y(U) mediante

$iv(f)(0) = xi(a(0))f (o),

donde 0 € R™ es el origen de coordenadas (un vértice del simplice A,). Es obvio
que estos endomorfismos conmutan con las restricciones, por lo que definen un
homomorfismo de prehaces ¢; , que a su vez se extiende a un homomorfismo
de haces ¢; : C%  — C% y. Es evidente que sop ¢; C V; C U;, asi como que

Z o; = 1.
K3
El teorema siguiente resume lo que hemos obtenido:

Teorema 2.33 Si X es una variedad topoldgica, D es un anillo y N es un
D-mddulo, entonces tenemos isomorfismos

entre los grupos de cohomologia del haz constante Nx y los grupos de cohomo-
logia singular y cohomologia singular diferenciable de X .

Observemos por tltimo que las restricciones determinan homomorfismos de
complejos

0 —> Ny — C°(U,N) — CY(U,N) — C2(U,N) —> - --

o | |

0— Ny —=C%(UN)—CL(UN)—C%(UN)—>---
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que claramente determinan un homomorfismo entre los complejos de prehaces
{C% N 1p ¥ {C% oo Jp» due a su vez se extienden a un homomorfismo entre los
complejos de haces {C% y}p v {C% x oo }p-

Ahora observamos que el teorema 2.30 es védlido igualmente si en lugar de
partir de una resolucién de Dx partimos de una de N, sélo que la familia
de funtores que obtenemos en la construccién precedente a dicho teorema ya
no es la de los funtores derivados de T'(X, —), sino la de los funtores derivados
de I'(X,— ®p, Nx). La nota posterior al teorema se aplica igualmente, y
nos da que el homomorfismo que tenemos entre ambas resoluciones induce una
transformacién natural entre las dos construcciones de los funtores derivados,
y que ésta ha de ser un isomorfismo. El isomorfismo correspondiente a Dy
resulta de multiplicar el diagrama conmutativo anterior por ®p, Dx (que es
equivalente a no hacer nada), luego aplicamos I'(X, —), con lo que obtenemos
el homomorfismo de complejos

00— Gg{,N(X) — e%{,N(X)

| | l

00— eg(,N,oo(X) — G%{,N,OO(X) — e%{,Npo(X) —

Ch v (X) ——

que, segun lo dicho, debe inducir isomorfismos entre los grupos de cohomologia.
Tenemos entonces los siguientes diagramas conmutativos:

-+
CP(X,N) —> % y(X)

| |

CE(X,N) —> € y oo (X)

Ix

en el que las flechas horizontales y la vertical derecha inducen isomorfismos en
los grupos de cohomologia, luego lo mismo le sucede a la flecha vertical derecha.
En resumen, hemos probado el teorema siguiente:

Teorema 2.34 Si D es un dominio de ideales principales y N es un D-mddulo
libre de torsidn, la restriccion CP(X,N) — CE (X, N) induce un isomorfismo
HP(X,N) — HE (X, N) entre los grupos de cohomologia singular y de coho-
mologia singular diferenciable.

2.7 La cohomologia de Alexander-Spanier

La cohomologia que vamos a definir en esta seccién puede considerarse como
una drastica simplificacién de la cohomologia singular, que conserva tinicamente
lo esencial para que, en efecto, se trate de una cohomologia, sacrificando en
aras de la sencillez las ideas topoldgicas subyacentes en la construccién de la
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cohomologia singular. Como una primera muestra de ello, en esta seccién no
necesitamos que X sea una variedad topoldgica, sino que sirve cualquier espacio
paracompacto. De nuevo D es un anillo arbitrario y N es un D-méddulo.

La idea principal es sustituir un p-simplice en X por el conjunto de sus p+ 1
vértices. Si pensamos que o = (zo,...,x,) € XPT! representa un p-simplice,
entonces su “cara” i-ésima es o' = (zo,...,44,...,2p), donde el circunflejo
indica que hemos suprimido la componente i-ésima.

Definimos AP(X, N) como el conjunto de todas las aplicaciones de XP*+! en
N, que es un D-mddulo con las operaciones definidas puntualmente. Definimos
el operador cofrontera d,, : A?(X, N) — APT!(X, N) mediante

s i
(dpf)(o) = ZO(—l) f(a).
i=
Una comprobacién sencilla muestra que dp, o d,1 = 0, por lo que tenemos
un complejo

0— N - A%X, N) -2 AY(X,N) %5 A2(X,N) — -

donde €(n) es la funcién constante n. (Notemos que dy se anula sobre las
funciones constantes.)

Esto vale para todo espacio topolégico X, luego en particular para todo
abierto U C X, y el operador cofrontera es claramente compatible con las
restricciones AP(U,N) — AP(V,N) (donde V C U C X). Tenemos, pues, un
complejo de prehaces

0— Nx _’Ag(,N _"A;N _)‘Ai(iN -

Como en el caso de la cohomologia singular, estos prehaces cumplen la se-
gunda condicién de haz, pero no la primera (excepto para p = 0, pues en este
caso se cumplen ambas).

Pasando a las compleciones obtenemos un complejo de haces

0 Ny — Ay — Al — Ay —

Se demuestra que los haces A%, ; son paracompactos, as{ como que son libres
de torsién si IV lo es. La prueba es idéntica al caso de la cohomologia singular,
sin mds que cambiar o € C,,(U, N) por o € UPT.

La prueba de que el complejo es exacto es mucho mas simple. De hecho,
todos los complejos

0 — N — A°U,N) — AY(U,N) — A*(U,N) — - --

son exactos (lo que implica inmediatamente la exactitud del complejo de preha-
ces, y ésta a su vez la del complejo de haces).

En efecto: La exactitud en N es inmediata, pues A°(U, N) est4 formado por
las aplicaciones U — N y la imagen de N la forman las funciones constantes.
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La exactitud en A° se debe a que si f € A°(U, N) cumple que df = 0, entonces,
para todo par de puntos z, y € U, tenemos que 0 = df (z,y) = f(y) — f(z),
luego f es constante. Por tultimo, para probar la exactitud en AP(U, N) (para
p > 1) tomamos f € AP(U, N) tal que df = 0 y fijamos un xy € U. Entonces,

para cada 7 = (ag, .. .,a,) € UPT! se cumple que
p . .
0=df (xo,7) = f(7) — ;)(*1)7(960,71)-

Esto significa que si definimos g € AP~1(U) mediante g(o) = f(xo,0), en-

tonces
P

fr) = Y (=1)'g(r") = dg(7),

i=0
luego f = dg y tenemos la exactitud en AP.

En definitiva, hemos vuelto a demostrar la existencia de resoluciones para-
compactas y libres de torsién de los médulos constantes Dy, y ahora sabemos
que los grupos de cohomologia HP(X, Nx) pueden calcularse como los grupos
de cohomologia del complejo

0— ‘Ag(,N(X) - ‘A.1>(,N(X) - A%(,N(X) —

Notemos que el paso a la complecién es crucial, ya que, segiin hemos pro-
bado, el complejo AP(X, N) es exacto (excepto en A°, pues ahora hablamos del
complejo reducido). El teorema 2.32 nos da una interpretacién de este complejo
que puede formularse sin hacer referencia a haces ni a compleciones:

Definicién 2.35 Si X es un espacio topolégico paracompacto, D es un anillo,
N es un D-médulo y AP(X, N) es el conjunto de aplicaciones XP+1 —s N,
llamaremos AP (X, N ), al submédulo de AP(X, N) formado por las funciones f
para las que existe un cubrimiento abierto U de X tal que f|y»+1 = 0 para todo
U € U. El grupo de p-cocadenas de Alexander-Spanier con coeficientes en N es
el cociente

AQ(X, N) = AP(X, N)/AP(X7 N)O

Es claro que el operador cofrontera induce un operador en los cocientes, con
lo que tenemos un complejo

cuyos grupos de cohomologia HEY (X, N) reciben el nombre de grupos de coho-
mologia de Alexander-Spanier de X con coeficientes en N.

El teorema 2.32 nos asegura que este complejo es isomorfo al complejo
.AI))Q N (X), luego hemos demostrado el teorema siguiente:

Teorema 2.36 Si X es un espacio paracompacto, D es un anillo y N es un
D-mdédulo, entonces tenemos isomorfismos HP(X, Nx) & HE(X,N) entre los
grupos de cohomologia del haz constante Nx y los grupos de cohomologia de
Alexander-Spanier.
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En particular, si X es una variedad topoldgica, tenemos isomorfismos
HY(X,N)~ HP(X,N) >~ HZ (X,N)

entre los grupos de cohomologia de Alexander-Spanier y los grupos de cohomo-
logia singular. Bajo la hipétesis de que D sea un dominio de ideales principales
y N un D-médulo libre de torsién, podemos mostrarlos explicitamente. Consi-
deremos el homomorfismo

¢pu : AP(U,N) — CP(U,N)

tal que ¢,(f) actia sobre un p-simplice como f sobre la (p + 1)-tupla de sus
vértices. Es claro que estos homomorfismos inducen un homomorfismo ¢,
prehaces, que se extiende a un homomorfismo de haces

. 4P P
bp Ax Ny — GX’N.

La definicién del operador cofrontera de la cohomologia de Alexander-Spanier
se corresponde con la definicién para la cohomologia singular, de modo que es
facil ver que los ¢, determinan un homomorfismo de complejos, que a su vez
induce un homomorfismo entre las resoluciones

0 Nx ‘Ag(,N ‘A%(,N 'A%(,N —
S
0 Nx eg{,N e}(,N e%(,N —

Por el mismo razonamiento con el que obtuvimos el isomorfismo explicito
entre la cohomologia singular y la cohomologia singular diferenciable, este ho-
momorfismo de complejos induce un isomorfismo entre las construcciones que
proporciona cada resolucién de los funtores derivados de I'(X, — ® p,, Nx). Los
isomorfismos para el médulo Dx son los inducidos por el homomorfismo de
complejos

0 ——=Ax v (X) —= Ay N (X) —= AX y(X) —— -
0 — C% n(X) —— Ck n(X) ——C% y(X) —— -

Este homomorfismo de complejos se corresponde, a través de sendos isomor-
fismos de complejos, con el homomorfismo formado por los homomorfismos

A%:(X7N> - CP(X,N)/CP(X,N)O

inducidos por ¢, de forma natural. Asi pues, ¢, induce un isomorfismo entre
HEL(X,N) y el p-ésimo grupo de cohomologia del complejo de la derecha, que
es isomorfo a H?(X, N). El isomorfismo HY (X, N) — HP(X, N) resultante es
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el que a la clase de cohomologia del cociclo determinado por [f] le hace corres-
ponder la clase de cohomologia de ¢,(f). Esto es correcto porque si [f] = [g],
entonces f y g se diferencian en un cociclo h € AP(X, N)o, y ¢p(h) es también
un cociclo que pertenece a C?(X, N)g, pero hemos visto que todos los cociclos
de este submddulo son cofronteras, luego ¢,(f) v ¢p(g) determinan la misma
clase de cohomologia.

Naturalmente, el mismo razonamiento es valido con la cohomologia singular
diferenciable.

2.8 La cohomologia de De Rham

En esta seccién X serd una variedad diferencial y D = R. Llamaremos
AP(X) al espacio vectorial de las formas diferenciales [11.8] de grado p sobre X.
Estos espacios forman un complejo con la diferencial exterior [11.10]:

0— R — A%X) — AYX) — A%(X) — ---

(Notemos que A(X) = C*(X), de modo que el primer homomorfismo es el que
asigna a cada numero real r la funcién constante igual a r.)

Los grupos de cohomologia H?(X) de este complejo se llaman grupos de
cohomologia de De Rham de la variedad X. [11.11]

Es claro que los espacios AP(U), cuando U recorre los abiertos de X, forman
un haz A%, y que la diferencial exterior es compatible con las restricciones, por
lo que tenemos un complejo de haces

0 — Ry —»A%HA&—»A%—>~'

El primer homomorfismo es la complecién del homomorfismo de prehaces
Ry — A%. Para cada abierto U C X, tenemos que Rx(U) — A% (U)
identifica a Rx (U) con el espacio de las funciones localmente constantes en U.

Veamos ahora que el complejo es una resolucién paracompacta y libre de
torsién de Rx. Los Rx-médulos A% son libres de torsién porque R es un
cuerpo, y son paracompactos porque son C'¥-médulos (teorema 2.25). La exac-
titud de la sucesion para p > 1 se comprueba exactamente igual que en el caso
de la cohomologia singular: es consecuencia de que todo punto P € X tiene
un entorno U homotdpico a un punto (es decir, contractible) y que entonces
HP(U) = 0 (teorema [11.14]). La exactitud en Rx ya la hemos comprobado
(hemos visto que Rx — A% es un monomorfismo) y la exactitud en A% se
debe a que una funcién f € A°(U) = C>(U) cumple df = 0 si y sélo si es
localmente constante en U. Asi pues:

Teorema 2.37 Si X es una variedad diferencial, entonces existen isomorfismos
HP(X,Rx) = H"(X)

entre los grupos de cohomologia del haz constante Rx y los grupos de cohomo-
logia de De Rham.
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En particular tenemos un isomorfismo
H?(X)~ H? (X,R).
Para exhibirlo explicitamente consideramos la aplicacién lineal
dp : AP(U) — CL(U,R)
dada por

sp(w)(0) = [

g
Es inmediato que estas aplicaciones ¢, 7 inducen un homomorfismo de preha-
— . AP p— ;
ces ¢, : Ny — eX,R,oo? el cual se extiende a su vez a un homomorfismo de
. AP D ;.

haces ¢, : Ay — €% . El teorema de Stokes para simplices [11.17] afirma
que los homomorfismos ¢, determinan un homomorfismo de complejos, de modo
que tenemos un homomorfismo entre las resoluciones

0 —> Ry AY Al A%

|

0 1 2
0—Rx —>Cxroo —>CxRroo = CxRoc—>" "

Por la nota posterior al teorema 2.30, este homomorfismo entre las dos re-
soluciones induce un isomorfismo entre los funtores de cohomologia construidos
con cada una de ellas. En el caso concreto del haz Ry, los isomorfismos corres-
pondientes son los inducidos por el homomorfismo de complejos

0 AO(X) AL(X) AZ(X)

l l l

0—— eg(,]R,oo(X) - e%(,]R,oo(X> - e%(,R,m(X) —
Ahora basta considerar el diagrama conmutativo

AP(X)

.

¢7),Xl
CL(X,R) — > C oo (X)

%
La flecha oblicua y la horizontal inducen isomorfismos entre los grupos de

cohomologia, luego la vertical también. En conclusién:

Teorema 2.38 (De Rham) Si X es una variedad diferencial, la integracion
sobre simplices

/ L AP(X) —s CP (X, R)

induce un isomorfismo H?(X) — HE (X,R) entre los grupos de cohomologia
de De Rham y los grupos de cohomologia singular diferenciable de X .
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Observemos que el funtor Homg(—, R) es exacto, porque R es un R-médulo
inyectivo (esto es trivialmente cierto para cualquier cuerpo). Por consiguiente,
conserva la homologia de los complejos (teorema 1.37). Aplicamos este hecho
al complejo

- — C°(X,R) — CY°(X,R) — C§°(X,R) — 0,

y asi concluimos que HZ (X,R) = Homg(H°(X,R),R) = H*(X,R)*. Expli-
citamente, cada clase de cohomologia [f] € HE (X,R) se corresponde con la
aplicacién lineal H2°(X,R) — R dada por [o] — f(0). Si componemos este
isomorfismo con el isomorfismo dado por el teorema de De Rham obtenemos
una versiéon alternativa:

Teorema 2.39 (De Rham) Si X es una variedad diferencial, tenemos una
forma bilineal reqular

/ : HX(X,R) x HP(X) — R

dada por ([o],[w]) — [ w.

2.9 La estructura multiplicativa

Si X es una variedad diferencial entonces

H*(X) =@H"(X), v HL(XR)=@HL(X,R)

tienen respectivas estructuras de &dlgebras sobre R con el producto exterior
([11.11] y [Seccién® 6.3]). Vamos a ver que el isomorfismo H*(X) = H,(X)
que proporciona el teorema de De Rham es un isomorfismo de dlgebras.

Definimos el producto tensorial de dos complejos inversos de O x-mdédulos €
y € como el complejo dado por

(C@ox €)Y = B (€'®o, &),
i+j=p

con el operador cofrontera dado por

@ (di®l;+ (1)1, ®d;).
i+j=p

Se trata de la versién para haces de la estructura considerada en el teorema
[6.3] (salvo que alli considerdbamos complejos directos, pero esto es un mero
cambio de notacién). De hecho, el complejo de Ox p-mddulos que resulta al
localizar en un punto P € X es el considerado en [6.3], lo que prueba que
realmente el producto que acabamos de definir es un complejo (es decir, que al
aplicar dos veces el operador cofrontera obtenemos el homomorfismo nulo).

5En dicha seccién trabajamos con la cohomologia singular, pero todo vale igualmente para
la cohomologia singular diferenciable
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Teorema 2.40 Fl producto de dos resoluciones paracompactas y libres de tor-
ston del haz constante Rx es también una resolucion paracompacta y libre de
torsion de Rx.

DEMOSTRACION: Si tenemos dos resoluciones

0 —Ryxy —C — ¢! — ...

0 —Ry —C°—e'—...

entendemos que el producto de ambas resoluciones es el complejo que empieza
por

0 — RX _ eO ®Rx GIO N (GO ®1RX e/l) @ (el ®Rx G/O) ..
donde el primer homomorfismo es la composicién
Rx — Rx ®ry Rx — e° QR e,

Es facil ver que este producto es isomorfo al producto de las dos resoluciones
dadas entendiendo que el término de grado 0 es Rx. En efecto, dicho producto
empezaria asi:

0 — Rx ®ry Rx — (Rx @ry C°) @ (C° @y Rx) — - -+

y basta tener en cuenta que el funtor Rx ®g, — es isomorfo a la identidad.

La parte mas delicada es la prueba de que el producto sigue siendo una
sucesion exacta. Esto es consecuencia del teorema de Kiinneth [6.4] aplicado a
las sucesiones de complejos locales. Puesto que ambas son sucesiones exactas,
su cohomologfa es nula (y ambos son complejos libres porque R es un cuerpo y
todo R-mdédulo es libre). El teorema afirma entonces que la cohomologia (de las
localizaciones) del producto es nula, es decir, que las localizaciones del operador
cofrontera del producto forman sucesiones exactas, luego el operador cofrontera
forma una sucesién exacta.

Es inmediato que la suma directa de moédulos paracompactos es paracom-
pacta, y sabemos que el producto tensorial también lo es, luego los médulos de
la resolucién producto son paracompactos. Ademds son libres de torsién porque
R es un cuerpo. [

En lo sucesivo escribiremos ® en lugar de ®g,. Si € es una resolucién
paracompacta de Rx, entonces € ® C es otra, y podemos usarla para calcular
los grupos de cohomologia de cualquier R x-mdédulo. Si M es, concretamente, un
haz de Rx-dlgebras, entonces tenemos claramente un homomorfismo de haces
MM — M, que a su vez induce un homomorfismo de haces

CIMRE M =2CRTIMIM — € ®C @M.
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A su vez, podemos considerar los homomorfismos

(€ @ M)(X) @ (€ M)(X) 25 (€ 0 M) @ (¢ @ M)(X)
— (C"® T @ M)(X),
que inducen un homomorfismo de complejos de R-mdédulos
(CeaM)(X))®@r (CROM)(X)) — (C® CM)(X).

Recordemos ahora que si tenemos dos complejos de A-mdédulos A y B, po-
demos definir homomorfismos

HY(A)®4 H (B) — H(A®4B)

mediante [a] ® [b] — [a ® b]. En efecto, la definicién es correcta porque si, por
ejemplo a = da’ es una cofrontera, entonces

dld ®@b)=dd @b—d @db=a®@b—ad @0=a®Db,
luego [a ® b] = 0.

Volviendo a nuestro argumento, tenemos un homomorfismo
H'((€ @ M)(X)) ®r HY (€@ M)(X)) — H'M((€® € o M)(X)),
0, en otros términos,
H' (X, M) ®r H (X, M) — H"(X,M),

donde los grupos de cohomologia de la izquierda estan calculados con la reso-
lucién € y el de la derecha con la resoluciéon € ® €. Si aplicamos al grupo de
la derecha el tnico isomorfismo entre los funtores de cohomologia calculados
con € ® C y los calculados con €, podemos considerar que los tres grupos de
cohomologia estan calculados con C.

Vamos a probar que estos homomorfismos no dependen de la resolucion €
de partida, en el sentido de que si partimos de otra €', entonces el isomorfismo
entre los grupos de cohomologia calculados con una y otra resoluciéon dan lugar
a un diagrama conmutativo con el homomorfismo que acabamos de definir.

En efecto, en tal caso podemos considerar tres homomorfismos como el an-
terior: el construido con € ® G, el construido con €' ® €’ y el construido con
(C®C)®(C®C). Basta probar que el tercero coincide con los dos primeros y,
por simetria, basta probar que el primero coincide con el tercero.

Ahora bien, podemos definir un homomorfismo € — € ® €’ mediante

PP Ry —CPC% — @ Ceei=Cal)’.
i+j=p

Es facil ver que estos homomorfismos de médulos definen un homomorfismo
de complejos que, de acuerdo con la nota posterior al teorema 2.30, induce un
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isomorfismo (el tnico) entre la sucesién de grupos de cohomologia calculados
con €y con €® C'. Para el médulo M, estos isomorfismos son los inducidos por
el homomorfismo de complejos

¢: (CoM)(X) — (CxC aM)(X).

Por otra parte, el homomorfismo € — € ® €’ induce claramente un homo-
morfismo entre las resoluciones C®C — (C®C)® (C®C’), que a su vez induce
el Unico isomorfismo entre las sucesiones de grupos de cohomologia calculados
con cada una de ellas, y que en el caso de M son los isomorfismos inducidos por

P:(CRERIM)(X) — (CrC ®CwC @M)(X).

Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

(CoM)(X)®r (Co®M)(X) (CeCaM)(X)

o0 |

CRECIM(X)RRr (CREIM)(X) —=(CxC RCRC @M)(X)

que a su vez induce el diagrama conmutativo

Hi(X, M) ®p HI (X, M) — Hit (X, M)

| l

Hl(Xa M) Y Hj(Xa M) - HiJrj(Xa M)

donde los grupos de la primera fila estan calculados con € (los de la izquierda) y
con C®C (el de la derecha), mientras que los de la segunda fila estdn calculados
con CR®C y C®C ®C®C. Las flechas verticales son los tinicos isomorfismos
naturales. Es evidente que si anadimos en una tercera columna los grupos
calculados con € y € ® € tenemos un cuadrado de isomorfismos, por lo que
el diagrama anterior es también conmutativo cuando en la segunda columna
ponemos los grupos estos tltimos grupos.

Los homomorfismos que acabamos de construir inducen una estructura de
R-algebra en
H*(X, M) = @HP(X,M).
P

Observemos que los homomorfismos CH(U) ®@g €/ (U) — €/ (U) @ CH(U)
dados por u ® v +— (—1)Yv ® u, para cada abierto U C X, inducen un homo-
morfismo de prehaces que a su vez se extiende a un homomorfismo de haces
C'® @ — @7 ® €. Al variar i, j, estos homomorfismos inducen un homomor-
fismo de complejos € : C® € — € ® € (hay que comprobar que conmutan con
el operador cofrontera del producto, pero esto no ofrece ninguna dificultad).
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Podemos formar un diagrama conmutativo

Hi{(X, M) @ HI (X, M) — H* (X, M)

! |

Hj(Xa M) AR Hl(Xv M) - Hi+j(X7 M)

en el que la flecha vertical izquierda es u ® v — (—=1)¥v ® u y la flecha vertical
derecha es el homomorfismo inducido por €, que ha de ser la identidad. Esto
significa que el dlgebra H*(X, M) satisface la relacién

w-v=(-1)"v-u, para todo u € H'(X,M), v € H/(X,M).

La situacién es especialmente simple cuando M = Ry. Entonces la estruc-
tura de dlgebra en H*(X,Rx) es la inducida por los homomorfismos

CHX) ®r C/(X) — (C®C)(X) «— € (X).
Si tomamos como € la resolucién
0 — Ry — A%(X) — AYX) — A*(X) — ---
el producto exterior nos da homomorfismos
A'(U) @r M (U) — AT (U),

que inducen homomorfismos de haces Ay @ A% — A?‘J , que, a su vez, es facil
ver que definen un homomorfismo de complejos Ax ® Ax — Ax que hace
conmutativo el diagrama siguiente:

Ay (X) @r AN (X) — (Ax @ Ax)"H(X)

T

AV (X)

en el que la flecha oblicua es el producto exterior. Observemos que la flecha
vertical induce el Unico isomorfismo natural entre los grupos de cohomologia de
Rx calculados con Ax ® Ax y los calculados con Ax. Este diagrama induce a
su vez

HY(X)®r H (X) — H"(X)

Hiti(X)

donde la flecha oblicua es [w] ® [n] — [wAn] y la composicién de las otras dos es
[w] ® [n] — [w] - [n], donde el producto es el que hemos definido en esta seccién.
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En definitiva, hemos probado que [w] - [7] = [w A n]. En otras palabras, que el
(Gnico) isomorfismo natural

H*(X) 2 H*(X,Rx)

entre el algebra de cohomologia de De Rham y el algebra de cohomologia del
haz constante Rx (que en principio era un isomorfismo de espacios vectoriales)
resulta ser un isomorfismo de algebras.

Ahora bien, todo este razonamiento es vélido palabra por palabra si sustitui-
mos la resolucién Ax por la resolucién Cx o, correspondiente a la cohomologia
diferenciable dotada del producto exterior definido en la [seccién 6.3], y la con-
clusién es entonces que el (inico) isomorfismo natural

es también un isomorfismo de algebras. Esto implica, finalmente:

Teorema 2.41 (de Rham) Si X es una variedad diferencial, la integracion
sobre simplices

/:A*(X) L CL(X,R)

induce un isomorfismo de dlgebras H*(X) — H* (X,R) entre las dlgebras de
cohomologia de De Rham y de cohomologia singular diferenciable de X .
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Capitulo I1I

La geometria afin

En este capitulo mostraremos cémo se puede enfocar el estudio de un con-
junto algebraico afin en términos del estudio de su anillo de funciones regulares,
y veremos que las técnicas y los conceptos empleados tienen sentido sobre anillos
mas generales. Estos anillos de funciones regulares no son necesariamente do-
minios integros, asi que empezaremos estudiando un concepto general de anillos
y modulos de fracciones que no requiera esta hipotesis.

3.1 Mobdulos de cocientes

Sea A un anillo y M un A-médulo. Diremos que un conjunto S C A es
multiplicativosi 1 € S'y, cuando s1, so € S, entonces 5153 € S. Definimos S~ M
como el conjunto cociente obtenido a partir de S x M mediante la relacién de
equivalencia dada por

(s1,m1) ~ (s2,m2) < s(symg — sgmy) =0 para cierto s € S.
A la clase de equivalencia de un par (s,m) la representaremos como s~ 1m,
o también m/s. Observemos que si S no contiene divisores de cero la igualdad
de fracciones se reduce a la usual.

El conjunto S~'M adquiere estructura de A-médulo con las operaciones
dadas por

mi mo Somi + S1Mmo m am
R + - == - @@ - = a —
S

S1 S92 5182 S

Si M = A podemos definir, de hecho, una estructura de anillo en S~'A

mediante el producto
ap a2 a1az

5182 S182
M4s atin, podemos considerar a S~'M como S~!A-médulo con el producto
dado por
am am

S1 52 5152.
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98 Capitulo 3. La geometria afin

Es claro que la aplicacién ig : M — S~'M dada por ig(m) = m/1 es un
homomorfismo de A-médulos. Su nicleo es

N(is) = {m € M | sm = 0 para cierto s € S}.

En particular, ig : A — S7'A es inyectivo si y sélo si S no contiene
divisores de 0.

Los moédulos de cocientes estan caracterizados por esta propiedad:

Teorema 3.1 Sea A un anillo, sea S C A un subconjunto multiplicativo y sea
¢ : M — N un homomorfismo de A-mddulos. Supongamos que, para cada
elemento s € S, el homomorfismo ps : N — N dado por la multiplicacion por
s es biyectivo. Entonces existe un inico homomorfismo ¢g : ST'M — N que
hace conmutativo el diagrama siguiente:

s N

M

DEMOSTRACION: Dadom € M y s € S, por hipétesis existe un tinicon € N
tal que sn = ¢(m). Vamos a ver que podemos definir ¢g(m/s) = n. Para ello
suponemos que m/s = m'/s’, lo que significa que existe un s” € S tal que

s"(s'm — sm') = 0. Aplicando ¢ vemos que s”s'sn — s”ss'n’) = 0. Como la

multiplicacién por ss’s” es biyectiva, ha de ser n = n’, lo que prueba que ¢g
estd bien definida. Es facil ver que se trata de un homomorfismo y obviamente
hace el diagrama conmutativo.

La unicidad se debe a que ¢g ha de cumplir necesariamente la relacién
sos(m/s) = ¢ps(m/1) = ¢p(m), lo que nos lleva necesariamente a la construccién

que hemos hecho. n

Nota En el caso particular en que ¢ : A — B es un homomorfismo de anillos,
la condicién de que la multiplicacién por s sea biyectiva equivale a que ¢(s) sea
una unidad en B, en cuyo caso ¢g : ST'A — B es el homomorfismo de anillos

dado por és(a/s) = ¢(a)/(s). .

Ejemplos Si A es un anillo, el conjunto S formado por todos los elementos
de A que no son divisores de cero es claramente multiplicativo, y al anillo S~' A
lo llamaremos anillo completo de cocientes de A. Lo representaremos por F(A).
Si A es un dominio integro entonces F(A) es su cuerpo de cocientes.

Si f € A, el conjunto Sy = {f" | n > 1} es multiplicativo. Escribiremos M
en lugar de S’;lM.

Si p es un ideal primo de A, el conjunto S, = A\ p es multiplicativo. Escri-
biremos M, en lugar de S, M. Es inmediato comprobar que A, es un anillo
local, es decir, que tiene un unico ideal maximal, formado por las fracciones con
numerador en p. n
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La idea fundamental que subyace a la definicién de anillo de cocientes es
que en al pasar a S™!A hemos convertido en unidades a todos los elementos de
S. Esto tiene una interpretacién geométrica en muchas ocasiones. Vamos a ver
una de ellas:

Ejemplo Sea X una variedad diferencial con su estructura de espacio anillado
determinada por su haz de funciones de clase C'° o bien un espacio métrico
dotado de su haz de funciones reales continuas. En ambos casos es conocido’
que, para cada abierto U C X y cada punto P € U, existe s € Ox(X) (esto es,
una funcién de clase C° o continua, segun el caso) que vale 1 en un entorno de
P y vale 0 fuera de U.

Fijado un punto P € X, consideremos el conjunto

Pr={f€0x(X)| f(P)=0}

Obviamente es un ideal de Ox(X). Mds concretamente, es el nicleo del epi-
morfismo Ox(X) — R dado por f — f(P), lo que prueba que, de hecho, es
un ideal maximal de Ox (X) (porque el cociente es un cuerpo, isomorfo a R).

Vamos a probar que Ox p = Ox(X)qp,. Para ello observamos que el homo-
morfismo natural Ox(X) — Ox p transforma los elementos de Ox(X) \ Bp
en unidades de Ox, p (una funcién que no se anula en P tiene inversa en un
entorno de P), luego el teorema 3.1 nos da una extensiéon Ox (X)gp, — Ox p.

Se trata de un monomorfismo de anillos, pues si la imagen de f/s es nula,
eso significa que f se anula en un entorno U de P, luego podemos tomar una
funcién s’ € Ox(X) que valga 1 en un entorno de P y 0 fuera de U. Entonces
s €0x(X)\Bpys'f=0,loque implica que f/s = 0.

Por otra parte, un elemento de Ox p estd determinado por una funcién
f € Ox(U), para un cierto entorno U de P. Tomamos s’ igual que antes y asi
s'f € Ox(X) determina el mismo elemento dado de Ox p, que resulta ser la
imagen de s'f/1 € Ox(X)gp,.

Asi pues, los anillos locales de X estdn determinados por el anillo O x (X).
|

El teorema 3.1 implica que todo homomorfismo de A-médulos ¢ : M — N
induce un homomorfismo de S~!A-médulos ¢g : ST'M — S™IN que hace
conmutativo el diagrama siguiente:

¢

M——N

S—IM s STIN
S

Concretamente, ¢g viene dado por ¢g(m/s) = ¢(m)/s.

IVer los teoremas 1.12 y 9.4 de mi Topologfa algebraica.
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Es claro entonces que podemos considerar a S~ : Mod(A) — Mod(S~1A)
como un funtor covariante. El teorema siguiente prueba que es exacto:

Teorema 3.2 Sea A un anillo, S C A un conjunto multiplicativo y considere-

-, v « B -z
mos una sucesion exacta de A-mddulos M — N —— P. Entonces también es
exacta la sucesion S~*M — S™IN — S—1P.

DEMOSTRACION: Si Bs(n/s) = 0, entonces existe un s’ € S tal que s'3(n) =
B(s'n) = 0, luego s'n = a(m), para cierto m € M, luego n/s = ag(m/ss’). =

La aplicacién dada por ¢ — ¢g define un homomorfismo de A-mdédulos
Hom 4 (M, N) — Homg-14(S™'M,S™'N).
Este, a su vez, induce un homomorfismo de S~!A-mdédulos
h: S 'Homa(M,N) — Homg1,4(S~"M,S™'N)
dado por h(a/s) = ag/s.

Teorema 3.3 En las condiciones anteriores, si A es noetheriano y M es fini-
tamente generado, h es un isomorfismo.

DEMOSTRACION: Pongamos que M = (myq,...,m;). Si a/s estd en el nicleo
de h, entonces a(m;)/s = 0 para ¢ = 1,...,t, luego existe un s’ € S tal que
s'a(m;) = 0 para todo i. Asi pues s'a =0, de donde a/s = 0.

Consideremos la sucesion exacta
0——K-—A"—M-—0

que hace corresponder la base canénica de A con el sistema generador de M.
Como A es noetheriano, el nicleo K es finitamente generado. Tomemos un
homomorfismo ¢ € Homg-14(S™M,S™IN). Sea s € S tal que ¢p(m;/1) = n;/s
para todo i, con n; € N. Sea 3 : A* — N el homomorfismo que lleva la base
canénica a los n;. El diagrama siguiente es conmutativo:

At N
M S=M SIN
s¢
Por consiguiente in[B[K]] = 0. Como K es finitamente generado, existe
un s € S tal que s'G[K] = 0. Por consiguiente § induce un homomorfismo
a: M — N dado por a(m;) = s'n;. Entonces ¢ = h(a/ss’). u

Notemos ahora que (por la exactitud de S~™1, si ¢ es inyectiva, suprayectiva
o biyectiva, lo mismo es cierto para ¢g. En particular, si M es un submédulo de
N, podemos considerar a S~'M como submédulo de S~™'N de forma natural.
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Es facil ver que todo submédulo de S~™'M es de la forma S~'N para un
cierto submédulo N de M, pero conviene precisar mas la situacién: Si NV es un
submédulo de M, definimos

S(N)={me M]|sme N paraun s € S}.

Es inmediato comprobar que S(N) es un submdédulo de M que contiene a N.
Ademds S(S(N)) = S(N) y S(N1 N N2) = S(Ny)NS(Ns).

Teorema 3.4 Dado un A-mddulo M y un conjunto multiplicativo S C A, la
aplicacién N — STIN biyecta los submddulos N de M que cumplen N = S(N)
con los submddulos de ST M.

DEMOSTRACION: Si N’ es un submdédulo de S~'M, entonces
N={meM|m/leN'}

es un submédulo de M tal que N = S™!N. En efecto, si m/s € U’, entonces
m/1 €U’ luegome Nym/se STIN.

Por otra parte, si m € S(N), entonces existe un s € S tal que sm € N, luego
sm/1 € N, luego m/1 € N’, luego m € N. Por consiguiente S(N) = N.

Tenemos asf una aplicacién F(N’) = N tal que N’ = S~1(F(N)). Recipro-
camente, si un submédulo N cumple S(N) = N, entonces F(S™'N) = N. En
efecto, si m € F(S7IN), tenemos que m/1 € S™IN, luego m/1 = n/s, con
n €N, s €S, luego s'(sm —n) =0, para cierto s’ € S, luego s'sm € N, luego
m € S(N) = N. El reciproco es obvio.

Concluimos que las aplicaciones F' y N — S~!N son mutuamente inversas,
luego tenemos una biyeccién. m

Ahora es evidente que si M es un A-médulo noetheriano entonces S~ M es
un S~!A-médulo noetheriano.

Observemos que si S C A es un conjunto multiplicativo y p es un ideal primo

de A, entonces
_Jp sipnS =g,
Sp) = {A sipnsS +o.

Por otra parte, si P es un ideal primo de S~!A, el ideal F(*B) construido
en la demostracion del teorema anterior no es sino p = igl[‘m, que es un ideal
primo de A. En definitiva, tenemos lo siguiente:

Teorema 3.5 Si A es un anillo y S C A es un conjunto multiplicativo, entonces
la aplicacion p — S™p biyecta los ideales primos de A disjuntos con S con los
ideales primos de S™1A.

En particular, los ideales primos de A, se corresponden con los ideales primos
de A contenidos en p.
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Teorema 3.6 Si A es un dominio de factorizacion unica y S C A un con-
junto multiplicativo tal que 0 ¢ S, entonces S~1A también es un dominio de
factorizacion unica.

DEMOSTRACION: La hipétesis 0 ¢ S implica que ig es inyectiva, es decir,
que podemos considerar a A como subanillo de S™'A. Si 7 es primo en A,
entonces el ideal () es primo. Si (1) NS = &, entonces S~1(7) = (7) es un
ideal primo y 7 es primo en S~1A. Si, por el contrario (7) N S # &, entonces
(r) = S71(m) = S71A, luego 7 es una unidad en S~'A. Concluimos que todo
elemento de S™!'A no nulo ni unitario se descompone en producto de primos.
Esto ya implica la unicidad de la factorizacion. n

Teorema 3.7 Sea A un anillo, S un conjunto multiplicativo en A, sea M un
A-médulo y N un submddulo. Entonces S™*(M/N) = S~'M/S~IN.

DEMOSTRACION: Es claro que la aplicacién p : S~H(M/N) — S~1M/S™IN
dada por
p((m+N)/s) =m/n+S™'N

es un epimorfismo bien definido. Ademds es inyectivo, pues si (m + N)/s tiene
imagen nula, entonces m/n € ST!N, luego m/s = n/s’, para ciertos n € N,
s’ € S. Esto significa que existe s” € S tal que s”(s'm — sn) = 0. Entonces

(m+ N)/s=(s"s'm+ N)/s"ss' = (s"sn+ N)/s"s's = 0.

Similarmente se demuestras:

Teorema 3.8 Sea A un anillo, I un ideal en A, S un conjunto multiplicativo

y S’ la imagen de S en A/I. Entonces S’ 1(A/I) = S~1A/S™'I.

A partir de las localizaciones de un médulo respecto a ideales maximales
es posible recuperar informacién global. Los teoremas siguientes son ejemplos
elementales:

Teorema 3.9 Sea A un anillo y M un A-mddulo. Entonces M = 0 si y sdlo
st My = 0 para todo ideal mazximal m de A.

DEMOSTRACION: Si los mddulos locales son nulos, entonces para cada ele-
mento m € M y cada ideal maximal m se cumple que m = 0 en My, luego
existe un s € A\ M tal que sm = 0. Asf pues, el ideal

An(m) ={a € A|am =0}

no estd contenido en ningin ideal maximal de A. Por lo tanto An(m) = A,
luego 1 € An(m) y m = 0. "

Mas en general:
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Teorema 3.10 Sea A un anillo, M un A-mddulo y P, Q dos submddulos.
Entonces P = Q si y solo si Py = Qu para todo ideal maximal m de A.

DEMOSTRACION: Aplicando 3.7 tenemos que

(P+Q)/Q)m = (Pu+ Qm)/Qm =0, (P+Q)/P)n = (Pn+Qum)/Pn=0.

Por el teorema anterior P = Q). [

Teorema 3.11 Sea A un anillo. Una sucesion M —— N L, P de homomor-
fismos de A-mddulos es exacta si y sélo silo son My —= Ny B, Py, para todo
ideal mazimal m de A.

DEMOSTRACION: Una implicacién ya estd probada. Sea S la imagen de o y
T el ntucleo de 8. Es claro entonces que Sy, es la imagen de ay, v Ty, el nicleo
de (Bn. Basta aplicar el teorema anterior. [

En particular, un homomorfismo de mddulos es inyectivo o suprayectivo si
y solo si lo son todas sus localizaciones respecto a ideales maximales.

3.2 Conjuntos algebraicos afines

Si K es un cuerpo, definimos el espacio afin de dimensién n sobre K como
A"(K) = K™ (aunque si no hay posibilidad de confusién escribiremos simple-
mente A™).

La notacién A™ en lugar de K™ pretende expresar que no consideramos
ningun sistema de referencia privilegiado en K", sino que cualquier conjunto de
n + 1 puntos afinmente independientes determina un sistema de referencia afin
respecto al cual cada punto de A™ tiene asignadas unas coordenadas en K™.

En todo momento sobrentenderemos que k es un cuerpo arbitrario y que K
es una extensién de k algebraicamente cerrada. Entonces A™(k) ¢ A™(K) y
todo sistema de referencia afin de A™(k) lo es también de A™(K). S6lo admiti-
remos como sistemas de referencia de A™(K) los formados por puntos de A™ (k).
Respecto a cualquiera de ellos, A™(k) estd formado por los puntos de A™(K)
con coordenadas en k™. Entenderemos que A™ significa A”(K) (y no A™(k)).

Si S Ck[Xy,...,X,], definimos
V(S)={P e A" | F(P) =0 para todo F € S}.

Diremos que un conjunto C' C A™ es un conjunto algebraico afin definido
sobre k si existe S C k[X7, ..., X, ] tal que C = V(S). Notemos que la definicién
de V(S) presupone un sistema de referencia, pero es inmediato que la propiedad
de ser algebraico sobre k no depende de la eleccién de dicho sistema. Usaremos
la notacién C/k para indicar que C estd definido sobre k.

El marco conceptual que acabamos de describir permite tratar conjunta-
mente varios casos de interés:
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e FEl caso clasico de la geometria algebraica se obtiene cuando K = k es
un cuerpo algebraicamente cerrado. (Y el caso mds cldsico de todos es
K =k = C). Asi estamos estudiando los subconjuntos de k™ definidos
por un sistema de ecuaciones polinémicas.

e Si consideramos una extensién algebraica K/k, entonces estamos estu-
diando los subconjuntos de K™ definidos por ecuaciones polinémicas con
coeficientes en k. Saber que los coeficientes estdn en un cuerpo menor
puede aportar informacién adicional. También es el contexto adecuado
para estudiar los puntos racionales de un conjunto algebraico C/k, es de-
cir, los puntos del conjunto C(k) = C' N A™(k). No obstante, aunque
estemos interesados en los puntos racionales de un conjunto algebraico,
hemos de ser conscientes de que C'(k) puede ser finito, o incluso vacio, por
lo que puede no ser suficiente para determinar los conceptos geométricos
que vamos a estudiar. Este es el motivo por el que, aunque nos interesen
las soluciones de un sistema de ecuaciones en un cuerpo k, trabajemos con
el conjunto de sus soluciones en la clausura algebraica K de k.

e Un caso intermedio entre los dos anteriores se da cuando K y k son ambos
algebraicamente cerrados. Entonces C(k) es por si mismo un conjunto
algebraico completo (el que obtendriamos cambiando K por k), pero puede
ser 1til extenderlo con los puntos en A™(K). Un caso tipico se da cuando
k es la clausura algebraica de Q y K = C.

Volviendo al caso general, observemos que todo conjunto algebraico (definido
sobre k) puede definirse mediante un conjunto finito de polinomios. Esto se
justifica en dos pasos. En primer lugar, si C' = V(S) es un conjunto algebraico
y consideramos el ideal I = (5), es evidente que C = V(S) = V(I). Asi pues,
todo conjunto algebraico puede ser definido mediante un ideal de polinomios. En

segundo, lugar, como el anillo k[X7, ..., X,] es noetheriano, todos sus ideales
son finitamente generados, luego I = (Sy), para un cierto conjunto finito de
polinomios Sy C k[X1,...,X,]. Por el mismo motivo que antes, tenemos que

O =V(I) = V(So).

Considerar conjuntos finitos de polinomios que definan un conjunto alge-
braico tiene las ventajas obvias de la finitud, pero a efectos tedricos tiene el
inconveniente de la falta de unicidad: distintos conjuntos de polinomios S y
Sy pueden definir el mismo conjunto algebraico V(S1) = V(S3). Si queremos
asignar de forma candnica a cada conjunto algebraico C' = V(S) C A™ (definido
sobre k) un conjunto de polinomios que lo defina, hay una forma muy simple de
hacerlo. Basta considerar (fijado un sistema de referencia)

I(C)={F € k[X1,...,X,] | F(P) =0 para todo P € C}.

Es claro que I(C) es un ideal que contiene a S, lo que implica a su vez que
V(I(C)) = C. (Si C no es un conjunto algebraico definido sobre k& podemos
definir igualmente I(C'), pero entonces V(I(C)) es el menor conjunto algebraico
definido sobre k que contiene a C.)
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Asi tenemos una correspondencia que a cada conjunto algebraico C/k le
asigna univocamente un ideal, y resulta natural preguntarse si esta correspon-
dencia es biunivoca, es decir, si cada ideal I C k[Xq,...,X,] es de la forma
I(C) para un cierto conjunto algebraico C'/k. La respuesta es negativa, debido
a que los ideales I(C') tienen necesariamente una propiedad que no la comparten
todos los ideales. Vamos a definirla:

Definiciéon 3.12 Si A es un anillo e I es un ideal de A, definimos el radical
de I como la interseccion rad I de todos los ideales primos de A que contienen
a I. Convenimos en que rad A = A. Obviamente I C rad I. Diremos que I es
un ideal radical si I =rad[.

Hemos elegido como definicion la propiedad més interesante a efectos tedricos
del radical de un ideal, si bien en la préactica existe una caracterizacion mucho
mas operativa y que explica el nombre de “radical”:

Teorema 3.13 Si A es un anillo e I es un ideal de A, entonces
radl ={a € A|a" €I para cierto r € N}.

DEMOSTRACION: Una inclusién es inmediata. Supongamos que a” ¢ I para
ningin r € Ny veamos que a ¢ rad I. En efecto, sea ¥ el conjunto de los ideales
J de A talesque I C Jya" ¢ J para todo r € N. Tenemos que I € ¥ # &. Por
el lema de Zorn existe un P € ¥ maximal respecto de la inclusién. Obviamente
I CP# Aya¢ P. Basta probar que P es un ideal primo, pues entonces
a¢radl.

Sixz ¢ P,y ¢ P, entonces P+ (z), P+ (y) ¢ X, luego existen r, s € N
tales que a” € P + (z), a® € P + (y). Por consiguiente a" ™% € P + (zy), luego
P+ (zy) ¢ X, lo que obliga a que zy ¢ P. "

En otras palabras, el teorema afirma que el radical de un ideal estd formado
por todas las raices de los elementos del ideal. Ahora es inmediato comprobar
que rad(rad I')) = rad I, asi como que rad I es el menor ideal radical que contiene
al ideal I. Otro hecho elemental es que todo ideal primo es radical.

Ahora podemos retomar nuestra discusion sobre la relacién entre conjuntos
algebraicos e ideales observando que si C' C A™ es un conjunto algebraico de-
finido sobre k entonces I(C) es obviamente un ideal radical, as{ como que si
I C k[Xy,...,X,], entonces V(I) = V(rad I).

En vista de estos hechos, aunque la correspondencia entre conjuntos alge-
braicos e ideales no sea biunivoca, todavia cabe la posibilidad de que C +— I(C)
determine una biyeccién entre los subconjuntos algebraicos de A™ definidos so-
bre k y los ideales radicales de k[X7,...,X,]. Esto equivale a afirmar que si
I es un ideal radical, entonces I = I(V(I)), lo que nos lleva al teorema de los
ceros de Hilbert:

Teorema 3.14 (Teorema de los ceros de Hilbert) Sea K un cuerpo alge-
braicamente cerrado y k un subcuerpo de K. Si I es un ideal de k[X, ..., X,]
tal que V(I) = @, entonces I = k[X1,..., X,].
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En otras palabras: si un sistema de ecuaciones polinémicas F; = 0 no tiene
soluciones en un cuerpo algebraicamente cerrado, ello se debe necesariamente a
que es posible expresar 1 = G1F} + - - - + G, F}., para ciertos polinomios G;.

Vamos a dar una prueba del teorema de Hilbert basada en que es equivalente
a este otro resultado:

Teorema 3.15 Si L/K es una extension de cuerpos tal que L = K|S], para un
cierto conjunto finito S C L, entonces la extension L/K es algebraica.

DEMOSTRACION (de la equivalencia entre ambos teoremas): Supongamos el
teorema 3.15. Si I # k[Xq,...,X,], podemos tomar un ideal maximal M de
E[X1,...,X,] que contenga a I. Llamamos L = k[X1,...,X,]/M. Obviamente
podemos considerar a k como subcuerpo de L y ademds L = k[S], donde S
consta de las clases de las indeterminadas X; médulo M. Por hipétesis L/k
es una extension algebraica y, como K es algebraicamente cerrado, existe un

k-monomorfismo ¢ : L — K. Claramente, ¢([X1],...,[X,]) € V(I) # 2.
Reciprocamente, si suponemos el teorema de los ceros y L = Klay, ..., a,],
entonces sea M el niicleo del epimorfismo ¢ : K[Xy,...,X,] — L dado por

#(X;) = a;. Ciertamente M es un ideal maximal de K[Xy,...,X,]. Si_?
es una clausura algebraica de K, tenemos que M tiene un cero en A™(K),
digamos (&1,...,&,). La evaluacién en dicho punto es un K-homomorfismo

K[X1,...,X,] — K cuyo ntcleo es M. En total tenemos los K-isomorfismos
L2 K[Xy,...,Xn]/M 2 K[&,...,&)]

y, como cada &; es algebraico sobre K, vemos que la extensiéon L/K es algebraica.
u

El teorema 3.15 es consecuencia inmediata de los dos teoremas siguientes:

Teorema 3.16 Sean A C B C C tres dominios, donde A es noetheriano y
C = Aley,...,cp]. Si C es un B-mddulo finitamente generado, entonces B es
finitamente generado como anillo sobre A.

DEMOSTRACION: Pongamos que C' = (wq, ..., wn,) 5. Podemos suponer que
el generador contiene a cy,...,c,. Digamos que
m
wiw; = ) bjwy, bi; € B.
r=1
Llamemos B’ = A[b};]. Entonces C' = (wi,...,wn)p, pues el miembro
derecho contiene a Aley, ..., ¢y

Como A es noetheriano, lo mismo le sucede a B’ y C' es un B’-mddulo
finitamente generado, luego es un B’-mdédulo noetheriano. En particular, B es
también un B’-mddulo finitamente generado (porque es un B’-submddulo de
(). De aqui se sigue inmediatamente que B es finitamente generado (como
anillo) sobre A. "
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Teorema 3.17 Sea L = K(X1,...,X,,) el cuerpo de las fracciones algebrai-
cas con n indeterminadas sobre un cuerpo K. Entonces L no es finitamente
generado como anillo sobre K.

DEMOSTRACION: Supongamos que L = K[F},..., Fy], donde F; = G;/H;,
con G;, H; € K[Xy,...,X,]. Esto implica que cada elemento de L puede
expresarse como un cociente de polinomios en cuyo denominador aparecen a lo
sumo los factores primos de los polinomios H;, que son un nimero finito. Por
otra parte, es claro que K[X7, ..., X, ] contiene infinitos polinomios irreducibles.
Si F' es uno de ellos distinto de los que dividen a los H;, entonces la factorizacion
tnica implica que 1/F no admite la representacién indicada anteriormente, y
tenemos una contradiccion. ]

La demostracién del teorema 3.15 es ahora inmediata: Si L/K es trascen-
dente, sea {X1, ..., X, } una base de trascendencia. Aplicamos 3.16 a los anillos

KcK(Xy,...,X,) CL.

Como la extensién L/K(X,...,X,) es algebraica y finitamente generada,
concluimos que K(X1,...,X,) es finitamente generado como anillo sobre K,
cuando acabamos de probar que esto es falso. [

Con el teorema de los ceros de Hilbert ya podemos demostrar la relacién
fundamental:

Teorema 3.18 Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y k un subcuerpo de
K. Entonces, para cada ideal I de k[X1,...,X,] se cumple la relacidn

I(V(I)) =radl.

DEMOSTRACION: Es claro que radI C I(V(I)). Supongamos ahora que
F € I(V(I)), F # 0. Consideremos el anillo k[X7,...,X,,T] y en él el ideal
J = (I,FT —1). Es inmediato comprobar que V(J) = &, luego el teorema de
los ceros de Hilbert nos da que J = k[ X1, ..., X,,,T]. As{ pues,

1:ZR¢Fi+R(FT71>, FiGI, Ri,REk[Xl,...,Xn,T].
=1

Sea ¢ : k[X1,..., X, T] — k(X1,...,X,) el homomorfismo de anillos dado
por ¢(X;) = X;, ¢(T) = 1/F. Entonces

y podemos expresar ¢(R;) = S;/F", con S; € k[X3,...,X,] y un cierto r € N.
Por consiguiente F" € I y, en definitiva, F' € rad I. n

En definitiva, las correspondencias I — V (I), C' — I(C) definen biyecciones
mutuamente inversas entre el conjunto de los ideales radicales de k[ X1, ..., X,]
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y el conjunto de los subconjuntos algebraicos de A™ definidos sobre k. Es inme-
diato que estas biyecciones invierten las inclusiones.

Veamos otra consecuencia sencilla del teorema anterior: Sik C k' C Ky C/k
es un conjunto algebraico afin definido sobre k, también podemos considerarlo
definido sobre £/, con lo que podemos asociarle los ideales I1(C) e I/ (C). La
relacion entre ambos es que

I (C) = rad (I (C)K'[ X1, . .., X,]). (3.1)
En efecto, se cumple que
C=V(Ix(C)) =V({I(O)[X1,...,X,]) = V(rad(I(C)K'[X1, ..., X4])),

y la biyeccién entre conjuntos algebraicos e ideales radicales implica (3.1).

Si C/k es un conjunto algebraico, el ideal I(C') determina a C' de forma
extrinseca, es decir, explicitando cémo C' estd contenido en A™, indicando cudles
de los puntos de A™ estan en C. Ahora vamos a asignar a C' otro objeto alge-
braico que, segin veremos, lo determinara intrinsecamente, sin hacer referencia
a la forma en que C estd sumergido en un espacio afin.

Definicién 3.19 Si C/k es un conjunto algebraico, diremos que una aplicacién
f:C — K es polindmica (definida sobre k) si existe un F' € k[X,...,X,] tal
que (respecto de un sistema de referencia prefijado), f(P) = F(P) para todo
PecC.

Aqui se entiende que F(P) representa al polinomio F evaluado en las coor-
denadas de P. Notemos que aunque el polinomio F' depende del sistema de
referencia, la nocién de aplicacién polindmica es independiente de esta eleccién.

Representaremos por k[C] el conjunto de todas las aplicaciones polinémicas
sobre C. Es obvio que k[C] adquiere estructura de k-dlgebra con las operacio-
nes definidas puntualmente. Fijado un sistema de referencia, es inmediato el
isomorfismo

k[C) 2 k[Xq,...,X,]/I(C). (3.2)

Mas adelante definiremos la nocién de isomorfismo de conjuntos algebraicos
y veremos que dos conjuntos algebraicos son isomorfos si y sélo si lo son sus
algebras de funciones polinémicas. Esto significa que las propiedades de un
conjunto C/k que se conservan por isomorfismos, es decir, las propiedades que
no dependen de la forma en que C' estd sumergido en A™, son precisamente las
propiedades que pueden expresarse en términos del dlgebra k[C].

Ahora vamos a ver qué puede decirse en general de las dlgebras de funciones

polinémicas:

Definiciéon 3.20 Si k es un cuerpo, una k-dlgebra afin es una k-dlgebra finita-
mente generada sobre k (como anillo).
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Obviamente, si C'/k es un conjunto algebraico, entonces k[C] es una k-algebra
affn, generada por las clases z; = [X;] de las funciones coordenadas. En general,
k[C] puede tener divisores de cero, pero lo que no puede tener son elementos
nilpotentes:

Definicién 3.21 Sea A un anillo. Un elemento a € A es nilpotente si existe un
n € N tal que ™ = 0. Si A no tiene elementos nilpotentes diremos que es un
anillo reducido.

Es obvio que si I es un ideal radical de un anillo A, entonces el cociente A/T
es un anillo reducido. En particular, el ideal rad 0 esta formado por todos los
elementos nilpotentes y se le llama radical nilpotente de A. Es la interseccién
de todos los ideales primos de A. Definimos la reduccion de A como el anillo
cociente

Aved = A/rad 0,

que ciertamente es un anillo reducido. Si I es un ideal de un anillo A, es claro
que (A/I)req = Afrad I.

Ejercicio: Demostrar que si I es un ideal de A y S C A es un conjunto multiplicativo,
entonces S”'rad I =rad S™'I. En particular, si A es reducido, también lo es S™'A.

Si C/k es un conjunto algebraico, el dlgebra k[C] se obtiene como un cociente
sobre un ideal radical, luego es una k-algebra afin reducida. El teorema siguiente
muestra que en general no podemos decir més:

Teorema 3.22 Toda k-dlgebra afin reducida es k-isomorfa a una k-dlgebra
k[C], para cierto conjunto algebraico afin C/k.

DEMOSTRACION: Sea A = k[z1,...,x,] una k-dlgebra afin reducida y con-
sideremos el epimorfismo de k-dlgebras k[ X, ..., X,] — A dado por X; — z;.

Como A es reducida, su nicleo I es un ideal radical. Sea C' = V(I), de modo
que I =1(C)y A2 Kk[X1,...,X,])/I(C) = k[C]. .

Veamos una aplicacién:

Teorema 3.23 Sea A una k-dlgebra afin e I un ideal propio de A. Entonces
rad I es la interseccion de los ideales maximales de A que contienen a I.

DEMOSTRACION: Los ideales maximales de A que contienen a I son los
mismos que contienen a rad I, luego podemos cambiar I por rad I y suponer
que I es radical. Equivalentemente, hemos de probar que la interseccién de
los ideales maximales de A/I es nula, luego basta probar que la interseccién
de todos los ideales maximales de una k-dlgebra afin reducida es nula. Por el
teorema anterior podemos considerar una k-algebra de la forma k[C], para cierto
conjunto algebraico afin C.

Si f = [F] € k[C] estd contenido en todos los ideales maximales de k[C],
notamos que para cada punto P € C' se cumple que

mp = {g € k[C] | g(P) = 0}

es un ideal maximal de k[C]. Por consiguiente F' € I(C), luego f = 0. "
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Observemos ahora que si A y B son dos k-dlgebras, entonces A ® B tiene
una estructura natural de k-dlgebra determinada por la relacion

(a®b)(a @b) = (ad’ @0b).
La definicién es correcta porque podemos definir una aplicacién multilineal
¢p:AxBxAxB— AQ, B

dada por ¢(a,b,a’,b') = aa’ @ bb'. Esta aplicacién induce a su vez un homo-
morfismo ¢ : AR B®r ARy B — AQ®, By el producto en A ®; B es su
restriccion a (A ®g B) X (A ®k B).

Teorema 3.24 Consideremos cuerpos k C k' C K y un conjunto algebraico
afin C/k. Entonces

k,[C} = (k/ R k[c])red-
DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta la relacién (3.1), tenemos que
K[C)=K[X1,...,X,]/rad(I(C)K'[ X1, ..., X,])

= (K'[X1,..., X,]/I(C)K' [ X1, ... Xp])red-

Por otra parte, tenemos los homomorfismos naturales (de anillos)
KX1,. . X0 2K @ kX1, ..., Xa] 22 K @ k[C).

Basta observar que el nicleo de la composiciéon de ambos es precisamente
I,(C)K'[ X1, ..., Xn]. En efecto, un elemento de &' ® k[X1,. .., X,] se expresa
de forma tnica como

u=> a; ® F;,
donde «; recorre una k-base de k' y F; € k[X1,...,X,]. Suimagen por 1 ® p es

y la unicidad de esta expresién implica que (1®p)(u) = 0 siy sélo si F; € I, (C)
para todo i. Asf pues, el nticleo de ¢ lo forman las combinaciones lineales en &’
de los elementos de Iy (F'), pero esto es precisamente I, (C)k'[X1,...,X,]. =

Similarmente podemos determinar la k-algebra afin de un producto carte-
siano:

Teorema 3.25 Sean C C A™ y C' C A™ dos conjuntos algebraicos afines
definidos sobre k. Entonces C x C' C A™t™ es también un conjunto algebraico
afin definido sobre k y k[C x C'] 2 (k[C] ® k[C"])red-
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DEMOSTRACION: Es inmediato que C' x C’ es un conjunto algebraico afin
definido sobre k. Concretamente es V (I(C)UI(C”)), considerando ambos ideales
como subconjuntos de k[X1,..., X,,Y1,...,¥,]. Claramente

I(C x C") =rad(I(C) UI(C")),
luego
EC x C' = (k[ X1, ., X0, Y1, ..., Y]/ (L(C)UI(C"))rea-

Ahora basta tener en cuenta los homomorfismos naturales
k[Xl, ce 7X'm Yl, sy Ym] = k[Xh o 7Xn] Rk k[Yh ‘o 7Ym] — k[O] Rk k’[C’],

cuya composicién tiene por nicleo al ideal generado por I(C)UI(C"). En efecto,
una inclusién es obvia y nos da un epimorfismo

E[X1, .. Xn Y1, .., Yol J(I(C) UI(C")) — K[C] @5, K[C"].

Basta ver que se trata de una aplicacién biyectiva, y ello se debe a que tiene
una inversa

k[C) @1 k[C] — k[X1,..., X0, Y1, ..., Y] /(I(C)UI(C"))

definida naturalmente por [F] X [G] — [FG]. "

Como una primera muestra de que, en efecto, las propiedades intrinsecas de
un conjunto algebraico C/k pueden expresarse en términos de k[C], vamos a ver
que k[C] determina los subconjuntos algebraicos de C":

Si S C k[C], podemos considerar el conjunto
Ve(S)={P € C| f(P) =0 para todo f € S}.

Es inmediato comprobar que se trata de un subconjunto algebraico de C
definido sobre k. (Es el conjunto de los ceros de los polinomios que definen a C'
més los que definen a las funciones de S.)

Igualmente, si D/k es un subconjunto algebraico de C/k, definimos

Ic(D) ={f € k[C] | f(P) =0 para todo P € D}.

Se trata de un ideal radical de k[C] que, a través del isomorfismo (3.2), se
corresponde con
Io(D) = I(D)/1(C).

Ahora es facil comprobar que los subconjuntos algebraicos de C'/k (definidos
sobre k) se corresponden biunivocamente con los ideales radicales de k[C] a
través de las correspondencias D +— I¢(D), I — Vi(I). Para ideales arbitrarios
tenemos la relacion

Ic(Vc(I)) =radl.
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3.3 La topologia de Zariski

Observemos que si C; = V(Fy,..., F.) y Co = V(Gy,...,Gy) son dos sub-
conjuntos algebraicos de A™ definidos sobre k, entonces

ClLJCQ:V(FiGj|i:1,...,7“,j:1,...,8)

es también un conjunto algebraico definido sobre k. Mas en general, la unién
finita de subconjuntos algebraicos de A™ definidos sobre k es de nuevo un con-
junto algebraico definido sobre k. Similarmente, la interseccién de una familia
arbitraria (no necesariamente finita) de subconjuntos de A™ definidos sobre k
es de nuevo un conjunto algebraico definido sobre k (definido por la unién de
los conjuntos de polinomios que definen a los miembros de la familia).

Si anadimos a esto que A" = V(0) y @ = V(1) son conjuntos algebraicos
definidos sobre k, vemos que podemos definir la topologia de Zariski de A™ rela-
tiva a k como la topologia que tiene por cerrados a los subconjuntos algebraicos
de A™ definidos sobre k.

La topologia de Zariskien un conjunto algebraico C'/k de A™ es la restriccién
a C de la topologia de Zariski de A™, cuyos cerrados son los subconjuntos
algebraicos de C' definidos sobre k.

En lo sucesivo consideraremos a los conjuntos algebraicos (definidos sobre k)
como espacios topoldgicos con la topologia de Zariski.

Hay que tener presente que la topologia de Zariski no es de Hausdorff, como
veremos enseguida. En general, cuando hablemos de espacios topolégicos no
supondremos nunca que sean de Hausdorff.

Definicion 3.26 Un espacio topolégico X es irreducible si cuando X = C1UC,
con Cy y Cs cerrados, necesariamente C = C7 o C = (5.

Llamaremos variedades algebraicas afines sobre k a los subconjuntos alge-
braicos (definidos sobre k) irreducibles respecto a la topologia de Zariski relativa
ak.

Teorema 3.27 Un conjunto algebraico V/k no vacio es irreducible si y sdlo si
el ideal I(V) es primo.

DEMOSTRACION: Si V/k es irreducible y Fy, F» € k[X1,...,X,] cumplen
Fi1Fy, € I(V), entonces podemos tomar Hy = V(Fy), Ho = V(F3), con lo
que tenemos dos conjuntos cerrados tales que V = (V. N Hy) U (V N Hy). Por
consiguiente V =V N H; para un 4, de donde se sigue que F; € I(V).

Reciprocamente, si I(V') es primo y se cumple que V = C; U Cs, entonces
I(V) = I(Cy) N I(Cy) D I(C1)I(Cs), luego I(V) D I(C;) para algin 4, luego
V C C;, es decir, V = C;. n

Ejercicio: Probar que las variedades lineales, es decir, los subconjuntos algebraicos
de A™ definidos por un sistema de ecuaciones lineales (puntos, rectas, planos, etc.)
son irreducibles.
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Las variedades afines definidas sobre k se corresponden biunivocamente con
los ideales primos de k[ X7, ..., X,], de donde se sigue facilmente que las subva-
riedades afines definidas sobre k de un conjunto algebraico C/k se corresponden
biunivocamente con los ideales primos del dlgebra k[C].

Demostramos ahora algunos resultados validos para espacios topoldgicos ar-
bitrarios:

Teorema 3.28 Sea X un espacio topoldgico. Las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

a) X es irreducible.
b) Si Uy y Uy son abiertos no vacios, entonces Uy NUs # &.

¢) Todo abierto no vacio es denso en X.

DEMOSTRACION: La equivalencia entre a) y b) se obtiene tomando comple-
mentos, y la equivalencia entre b) y ¢) es trivial. =

Como consecuencia, un subconjunto Y de un espacio topoldgico X es irredu-
cible si y s6lo si lo es su clausura Y. En efecto, si Y es irreducible, dos abiertos
no vacios de Y son de la forma U; NY, Uy NY, con los U; abiertos no vacios en
Y. La interseccién es U; N Us N'Y, que es no vacio, puesto que Uy NUs # @ y
Y es denso en Y. El reciproco se prueba similarmente. [

Definicién 3.29 Una componente irreducible de un espacio topoldgico X es un
subconjunto irreducible maximal respecto a la inclusién.

Por la observacién precedente, las componentes irreducibles son cerradas.

Teorema 3.30 Todo subconjunto irreducible de un espacio topoldgico estd con-
tenido en una componente irreducible. Todo espacio topoldgico es la union de
sus componentes irreducibles.

DEMOSTRACION: Puesto que los puntos son trivialmente irreducibles, la se-
gunda afirmacién se deduce inmediatamente de la primera. Si X es un espacio
topolégico y X’ es un subconjunto irreducible, consideramos la familia de to-
dos los subconjuntos irreducibles de X que contienen a X’. Basta probar que
podemos aplicar el lema de Zorn, para lo cual basta a su vez demostrar que la
unién de una cadena de conjuntos irreducibles es también irreducible.

En efecto, dos abiertos no vacios de la unién M son las intersecciones con
M de dos abiertos no vacios de X, digamos U; y Us. Existe un miembro de
la familia, digamos M’ tal que M’ N U; # & para los dos indices 4, con lo que
M NU;NUy # @y también M NU; NU, # @. n

Definicién 3.31 Un espacio topolégico es noetheriano si para toda cadena de-
creciente de cerrados C1 D Cp D C3 D --- existe un indice 7 tal que C; = C;j
para todo j > 1.
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Por ejemplo, si C'//k es un conjunto algebraico definido sobre k, entonces el
algebra k[C] es claramente noetheriana, lo cual se traduce en que C' es noethe-
riano, pues toda cadena decreciente de cerrados en C se corresponde con una
cadena creciente de ideales en k[C].

Teorema 3.32 Un espacio topoldgico noetheriano tiene un numero finito de
componentes irreducibles, ninguna de las cuales estd contenida en la union de
las demds.

DEMOSTRACION: Sea M el conjunto de los subconjuntos cerrados del espacio
que no pueden expresarse como unién finita de componentes irreducibles. Vamos
a demostrar que M = @. Si existe un Cy € M, entonces Cy no es irreducible,
luego Cy = Cy U Dy, donde ninguno de los dos cerrados es igual a Cy. Si
ambos cerrados se descompusieran en unién finita de conjuntos irreducibles, lo
mismo le sucederia a Cj, luego al menos uno de ellos, digamos C; no admite
tal descomposicién, es decir, C; € M. Repitiendo el argumento formamos una
cadena estrictamente decreciente Cy D C; D Cy D - -+, en contradiccién con el
caracter noetheriano del espacio.

Asi pues, todo cerrado, y en particular el propio espacio, es unién de un
nimero finito de componentes irreducibles. Digamos que la descomposicion es
X =X, U---UX, (donde podemos suponer que las componentes son distintas
dos a dos). SiY es cualquier componente irreducible de X, entonces

Y=YNX=YnNnX))U---Uu(nX,),

de donde se sigue que ¥ = Y N X; para algin i, es decir, Y C X; y, por
maximalidad, Y = X;. Esto prueba que el niimero de componentes irreducibles
es finito. Mas adn, ninguna de ellas puede estar contenida en la unién de las
restantes, pues el argumento que acabamos de emplear probaria que seria igual
a una de las restantes. n

La topologia de Zariski nos permite definir la dimensién de un conjunto
algebraico:

Definiciéon 3.33 Si X es un espacio topolégico, llamaremos dimension de Krull
de X, abreviada dim X € NU {oc}, al supremo de las longitudes n de todas las
cadenas de cerrados irreducibles no vacios

XoGeX1G- & Xy

Convenimos en que dim @ = —1. La codimension de un cerrado irreducible no
vacio Y en X se define como el supremo codimxY de las longitudes de todas
las cadenas que cumplen ademas Xg =Y.

Como un espacio de Hausdorff irreducible (no vacio) se reduce a un punto,
vemos que la dimensién de Krull de todo espacio de Hausdorff no vacio es
siempre 0. Por el contrario, es ficil probar que dim A™ > n, sin mas que
considerar una cadena creciente de variedades lineales. De hecho se cumple
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la igualdad, aunque ahora no estamos en condiciones de probarlo. Maés en
general, veremos que —con esta definicién de dimensién— todos los conjuntos
algebraicos tienen dimensién finita, los puntos tienen dimensién 0, las rectas
tienen dimensién 1, etc. Para ello necesitaremos varias técnicas algebraicas
que desarrollaremos en las secciones siguientes. Terminaremos esta secciéon con
algunas observaciones sencillas sobre la dimensiéon de Krull:

Es evidente que si Y es un cerrado irreducible en un espacio topolégico X,
se cumple que
dimY + codimyxY < dim X.

Hay que tener presente que la desigualdad puede ser estricta. (Por ejemplo,
en un conjunto algebraico C' que sea unién de un plano y una recta, un punto
que esté sobre la recta pero no sobre el plano tiene dimensién 0 y codimension 1,
mientras que la dimensién de C es 2. Segin hemos comentado, ahora no es-
tamos en condiciones de justificar estas afirmaciones, pero mas adelante seran
evidentes.)

Toda cadena de cerrados irreducibles en un espacio topolégico ha de estar
contenida en una de sus componentes irreducibles, luego podemos concluir que
la dimensién de un espacio topoldgico es el supremo de las dimensiones de sus
componentes.

Similarmente, si X = A; U---U A, es una descomposicién de X en cerra-
dos, cada cadena de cerrados irreducibles ha de estar contenida en uno de los
conjuntos A;, luego también tenemos que dim X = méxdim A;.

1

Por tltimo observemos que si Y es un subconjunto cerrado de X entonces
dimY < dim X. Si tanto Y como X son irreducibles y dim X < oo, entonces
la igualdad sélo se da si Y = X. En efecto, si Y ¢ X y dimY = r, una cadena
de cerrados irreducibles de Y de longitud r se completa a una cadena con un
término mas anadiendo X.

3.4 El espectro de un anillo

La nocién de espectro de un anillo que vamos a introducir ahora es la clave
que nos permitird traducir sistemdaticamente las propiedades de un conjunto
algebraico C'/k a propiedades de su dlgebra k[C]| de funciones polinémicas, al
mismo tiempo que nos permitird tratar con anillos arbitrarios, que no sean
necesariamente de la forma k[C].

Definicién 3.34 Si A es un anillo, llamaremos espectro de A al conjunto Esp A
formado por todos sus ideales primos.

Si I es un ideal de A, definimos
V(I)={p€EspA|p DI}

Llamaremos topologia de Zariski en Esp A a la topologia que tiene por ce-
rrados a los conjuntos V' (I), cuando I recorre los ideales de A.
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Esto es correcto, pues V(L) UV (L) =V(Iink)y N V() =V (X ).
jeJ jeJ

En lo sucesivo consideraremos siempre a Esp A como espacio topolégico con

la topologia de Zariski. Los resultados siguientes muestran que Esp A se com-
porta formalmente de forma similar a un conjunto algebraico.

Si C C Esp A, definimos

I(C) = N»,
peC

que es un ideal radical de A.
Teorema 3.35 Si A es un anillo y C C Esp A, entonces
V({I(C))=C.

DEMOSTRACION: Trivialmente C' C V(I(C')) y, como el miembro derecho es
cerrado, también C' C V(I(C)). Reciprocamente, si C' = V/(I), entonces para
todo p € C tenemos que p D I, luego I C I(C), luego V(I(C)) Cc V(I) = C.

Similarmente tenemos:
Teorema 3.36 Si A es un anillo e I es un ideal de A, entonces
I(V(I)) =radl.
DEMOSTRACION: Claramente

IV(I)= N p=Np=radl.

peV(I) pDI
[ |

Asi pues, los cerrados en Esp A se corresponden biunivocamente con los
ideales radicales de A.

Teorema 3.37 Sea A un anillo y C # @ un subconjunto cerrado de Esp A.
Entonces C es irreducible si y sdlo si I(C) es primo.

DEMOSTRACION: Supongamos que C es irreducible y sean f, g € A tales
que fg € I(C). Para cada p € C, tenemos que f € p o g € p, luego

C=(@nVv(f)HuCnVi(g).

Por consiguiente C C V(f) o C C V(g), luego f € I(C) o g € I(C).

Reciprocamente, si I(C) es un ideal primo y C' = Cy U Cs es una descom-
posicién en cerrados, entonces I(C) = I(Cy) N I(Cs), luego I(C;) C I(C) para
uno de los indices i. De hecho, ha de ser I(C;) = I(C), luego C; = C. n

Si C/k es un conjunto algebraico, podemos considerar X = Esp k[C], que
es otro espacio topolégico cuya relacién con C' es muy sutil. Los puntos de X
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no se corresponden con los puntos de C, sino con los subconjuntos algebraicos
de C definidos sobre k. De hecho, la relaciéon natural entre C'y X es que
existe una biyecciéon natural entre los cerrados de uno y otro, la determinada
por Ve(I) < V(I), donde I recorre los ideales radicales de k[C]. Esta biyeccién
respeta las inclusiones, uniones e intersecciones. Obviamente determina también
una biyeccién entre los abiertos de C' y los de X.

Las sutilezas aparecen a la hora de relacionar los puntos de C' con los de X.
Para cada punto P € C' podemos definir

pp ={f €k[C]| f(P) = 0}.

Es claro que pp € Esp A. M4ds precisamente, pp es el nicleo del k-homomor-
fismo de anillos ¥p : k[C] — K determinado por la evaluacién en P. Si
P=(&,...,&,), tenemos el k-isomorfismo

k[C]/pP = k[fl, cee afn]

Si las coordenadas de P son algebraicas sobre k (en particular si K es la
clausura algebraica de k), entonces el anillo de la derecha es un cuerpo, luego
pp es un ideal maximal.

Tenemos una aplicacién ¢ : ¢ — Esp k[C]. Observemos que es continua:

si V(I) es un cerrado en k[C], entonces

6 V)] ={P € C [pp > I} = Vo(l)

es un cerrado en C.

Vamos a ver que, en general, ¢ no es inyectiva ni suprayectiva. Respecto a
la inyectividad, si consideramos dos puntos P = (&1,...,&,), @ = (&,...,&) v
pPo = pg, entonces tenemos un k-isomorfismo

wik[517~-~,fn] —)k[fivag’b]

tal que (&) = &, el cual se extiende a un o € G(K/k) (el grupo de k-
automorfismos de K) tal que Q = P?. Reciprocamente, es claro que si Py
@ son conjugados en este sentido entonces pp = pg.

Asi pues, la aplicacion ¢ identifica los puntos conjugados de C. En particular
¢ es inyectiva sobre C(k) y, si K = k, entonces ¢ es inyectiva.

Respecto a la suprayectividad, observemos primeramente que si m € Esp k[C]
es un ideal maximal, el teorema de los ceros de Hilbert implica que existe
un punto P € C (de hecho, con coordenadas algebraicas sobre k) tal que
P € Vg (m), es decir, tal que m C pp y, por maximalidad, m = pp.

De hecho, vemos que ¢~ '(m) = Vo (m) y, seglin hemos visto, estd formado
por una clase de conjugacién respecto de G(K/k) de puntos con coordenadas
algebraicas sobre k.
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Si k es la clausura algebraica de k, hemos demostrado que ¢ se restringe a
una aplicacién suprayectiva de C'(k) en el espacio de los ideales maximales de
k[C]. Esta aplicacién identifica las clases de conjugacién respecto de G(k/k).

En particular, si k& es algebraicamente cerrado, ¢ se restringe a un homeo-
morfismo entre C(k) y el conjunto de ideales maximales de k[C]. (Es un ho-
meomorfismo pues, para todo ideal I de k[C], tenemos que P € V(1) si y sélo
si I Cpp, luego ¢[Vo(I)] = V(I) N¢[C].)

El teorema 3.23 implica que el conjunto de los ideales maximales de k[C] es
denso en Esp k[C]. En efecto, si un abierto U = Espk[C] \ V/(I) no contiene
ningun ideal maximal, esto significa que I esta contenido en rad 0, luego U = &.

Ejemplo Por fijar ideas, consideremos k = R, K = C y la circunferencia
C = V(X?+Y?2-1). Entonces, cada punto real de C, como (1,0), se corresponde
con un ideal maximal de R[C], en este caso con pp = (x — 1,y). Sin embargo,
C contiene también puntos imaginarios, como Q = (4, v/2), que se corresponde
con el ideal maximal pg = (22 + 1,y — v/2) (notemos que R[C]/pg = C), el
mismo asociado a Q' = (—i,1/2). Los puntos Q y Q' no se pueden distinguir
con polinomios de R[X, Y], en el sentido de que un polinomio se anula en uno
si y solo si se anula en el otro, y por ello estan representados por un tnico ideal
maximal de R[C]. "

En vista de estos resultados, podria parecer que hubiera sido mas razonable
definir Esp A como el conjunto de todos los ideales maximales de A pues, al
menos cuando la extensién K/k es algebraica, y C'/k es un conjunto algebraico,
los ideales maximales de k[C] son suficientes para representar todos los puntos
de C (identificando las clases de conjugacién respecto al grupo de Galois, pero
esto no depende de que se incluyan o no en el espectro los primos no maximales.)
Sin embargo, vamos a ver que la idea de incluir en el espectro a todos los ideales
primos, aunque no sea en principio muy intuitiva, es muy practica y, de hecho,
es crucial para toda la teoria que vamos a desarrollar.

Un primer ejemplo lo tenemos en que los homomorfismos de anillos definen
de forma natural aplicaciones continuas entre sus espectros, lo cual no seria
cierto si sélo hubiéramos incluido en ellos los ideales maximales:

Definicién 3.38 Si f : A — B es un homomorfismo de anillos, definimos
f : Esp B — Esp A mediante f(p) = f~[p].

Observemos que la antiimagen de un ideal primo es siempre un ideal primo,
mientras que la antiimagen de un ideal maximal no es necesariamente maximal.

Las aplicaciones inducidas por homomorfismos son continuas, pues si I es
un ideal de A, entonces

FVID)={peEspB| f o] 51} ={p € BspB | p O flI]} = V(flI] B).

Si f: A — B es un epimorfismo y su nicleo es I, entonces la aplicacién
inducida es un homeomorfismo f : Esp B — V(I).
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En efecto, es claro que los ideales primos de B se corresponden biunivoca-
mente con los ideales primos de A que contienen a I, es decir, con los elementos
de V(I). Esto significa que f es biyectiva. Para probar que es cerrada observa-
mos que si J es un ideal en B, entonces f[V (J)] = V(f~1[J]).

Notemos que para que f : A — B induzca un homeomorfismo entre Esp B
y Esp A es necesario y suficiente que Esp A = V(I), en cuyo caso

rad0=p= (p=radl.
p poI

Esto implica que todos los elementos de I son nilpotentes y, reciprocamente,
si I estd formado por elementos nilpotentes entonces V' (I) = Esp A y los espec-
tros son homeomorfos. En particular, para todo anillo A se cumple que Esp A
y Esp(Ayeq) son homeomorfos.

Teorema 3.39 Sea S un subconjunto multiplicativo de un anillo A, considere-
mos el homomorfismo candnicoi: A — S7!AyS ={peEspA|pnNS =g}
Entonces 1 : EspS™tA — ¥ es un homeomorfismo (considerando en X la
topologia inducida desde Esp A).

DEMOSTRACION: En 3.4 hemos probado que 7 es biyectiva, y en general
sabemos que es continua. Falta probar que es cerrada. Un cerrado en Esp S™1A
est4 formado por los ideales B € Esp S~!'A tales que I C ‘B, para un cierto
ideal I de S™'A, y su imagen en X la forman los ideales p € Esp A tales que
iT*(I) CpypnS =a. Este conjunto es V(i~1(I)) N E, que es cerrado en X.

Otra de las consecuencias de admitir a todos los ideales primos en el es-
pectro de un anillo es que asi podemos formalizar un antiguo y vago concepto
de la geometria algebraica: el de “punto genérico”, entendido como un punto
arbitrario de un conjunto algebraico que no tenga ninguna “peculiaridad”, de
modo que lo que vale para él vale para “casi todos” los puntos del conjunto.

Definicién 3.40 Sea X un espacio topoldgico y C' un subconjunto cerrado. Un
punto P € C es un punto genérico de C si es denso en C.

Observemos que para que un cerrado C pueda contener un punto genérico
es necesario que C sea irreducible, pues todo punto lo es y la clausura de un
conjunto irreducible es irreducible. Reciprocamente:

Teorema 3.41 Si A es un anillo, cada cerrado irreducible no vacio C C Esp A
tiene un dnico punto genérico, a saber, p = I(C).

DEMOSTRACION: Por el teorema 3.35 vemos que
p=VUI{p}) =Vp) =VU(C)) =C,

luego p es ciertamente un punto genérico.
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Si g es un punto genérico arbitrario en C, entonces, de nuevo por 3.35,

C={a} =V(a),
luego g = I(V(q)) = I1(C). n

Veremos que, al tratar con los puntos del espectro de un anillo, el hecho
de que sean o0 no maximales serd casi siempre irrelevante, y por ello los puntos
genéricos se convierten en una poderosa herramienta para estudiar cerrados
irreducibles tratandolos como puntos.

Definicion 3.42 Sea A un anillo y sea I # A un ideal de A. Un divisor primo
de I es un ideal primo p de A tal que I C p. Un divisor primo minimal de I
es un divisor primo p de [ tal que si I C q C p para un cierto divisor primo q
de I, necesariamente p = q. Llamaremos primos minimales de A a los divisores
primos minimales del ideal 0. Claramente A es un dominio integro si y sélo si
su Unico primo minimal es el ideal 0.

Observemos que los divisores primos minimales de I son precisamente los
puntos genéricos de las componentes irreducibles del cerrado (no vacio) V(I) en
Esp A. En efecto, si p es un divisor primo minimal de I, entonces V(p) es una
componente irreducible de V' (I) y p es su punto genérico. Reciprocamente, si p
es el punto genérico de una componente irreducible V(p) de V(I), entonces p es
un divisor primo minimal de I.

El teorema 3.30 se traduce ahora en que todo ideal I de todo anillo A tiene
divisores primos minimales. En particular todo anillo tiene primos minimales.
M3és atin, si Esp A es noetheriano (lo cual sucede claramente si A es noetheriano),
entonces cada ideal I de A tiene sélo un numero finito de divisores primos
minimales y, en particular, A tiene s6lo un nimero finito de primos minimales.
Los primos minimales de un anillo estan estrechamente relacionados con sus
divisores de cero. Dedicamos la seccién siguiente a estudiar con detalle esta
relacién.

3.5 Primos asociados

La relacién fundamental entre los primos minimales de un anillo y sus divi-
sores de cero viene dada por el teorema siguiente:

Teorema 3.43 Sea A un anillo con un ndmero finito de primos minimales
p1,...,ps. Entonces los elementos (no nulos) de cada p; son divisores de cero,

y si A es reducido entonces todo divisor de cero pertenece a algun p;.

DEMOSTRACION: El punto de partida es que, evidentemente,

rad0 = [ p;.
i=1

K2
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Si s = 1 entonces p; estd formado por los elementos nilpotentes de A, luego
todos sus elementos (no nulos) son divisores de cero. Suponiendo s > 1, tome-
mos un p € p; no nulo. Podemos encontrar un q € ﬂ pi, q §é Pj, pues en caso
contrario tendriamos que i#]

Npi Cpj,

i#]
con lo que p; C p; para algin ¢ # j, en contradiccién con la minimalidad de
p;. Entonces pq € rad 0, luego (pg)™ = 0, para cierto m € N. Como ¢ ¢ p;, ha
de ser ¢™ # 0, luego podemos considerar el minimo ¢t € N tal que p'¢™ # 0 y

ptt1g™ = 0. Esto implica que p es un divisor de cero.

Supongamos ahora que A es reducido y sea d € A un divisor de cero. Esto
significa que existe un d’ € A no nulo tal que dd’ = 0. Como la interseccién
de los primos minimales es nula, ha de ser d’ ¢ p, para algin j, pero dd’ € p;,
luego d € p;. m

Si el anillo A no es reducido, ya no podemos asegurar que sus divisores
estén contenidos en los primos minimales. El resto de la seccion estd dedicado
a estudiar lo que sucede en tal caso.

Definicion 3.44 Sea M un moédulo sobre un anillo A. Si m € M, definimos el
anulador de M como el ideal

An(m) ={a € A|am = 0}.
Similarmente, el anulador de M es el ideal
An(M) ={a € M | am = 0 para todo m € M }.

Diremos que un ideal p € Esp A estd asociado a M si existe un m € M tal
que p = An(m). Representaremos por As(M) el conjunto de ideales asociados
a M.

Veamos algunas propiedades sencillas:

Teorema 3.45 Si M es un A-mddulo, entonces As(M) es el congunto de los
ideales p € Esp A tales que M tiene un submddulo isomorfo a A/p.

DEMOSTRACION: Si p = An(m), entonces (m) = A/p. Reciprocamente, si
A/p & N, para un cierto submédulo N de M, entonces N = (m), donde m es
la imagen de 1 4 p por el isomorfismo, y claramente p = An(m). [

Teorema 3.46 Si M es un A-mddulo y p € Esp A, entonces As(A/p) = {p} y
p es el anulador de todo x no nulo en A/p.

DEMOSTRACION: La primera afirmacién se deduce de la segunda. Para
probar ésta observamos que si x = a+p, con a € A\ p, entonces b(a+p) = 0+p
siy sélo si b € p. n
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Teorema 3.47 Si M es un A-mddulo y N es un submddulo, entonces
As(N) C As(M) C As(N) U As(M/N).

DEMOSTRACION: La primera inclusién es obvia. Sip € As(M) \ As(N) y
p = An(m), para un m € M, entonces (m) =2 A/p y (m) N N = 0, pues de lo
contrario el teorema anterior nos darfa que p € As(N). Entonces el epimorfismo
canénico M — M /N se restringe a un isomorfismo entre (m) y un submdédulo
de M/N, luego p € As(M/N). u

Teorema 3.48 Si A es un anillo noetheriano y M es un A-mddulo no nulo,
entonces As(M) # @.

DEMOSTRACION: El conjunto de todos los ideales de A que son anuladores
de elementos no nulos de M es obviamente no vacio, luego tiene un elemento
maximal p. Vamos a probar que es un ideal primo. Pongamos que p = An(m)
y sean a, b € A tales que ab € p, b ¢ p. Entonces bm # 0y p C An(bm). Por la
maximalidad de p ha de ser p = An(bm). Como abm =0, hadesera €p. =

Enseguida veremos que el teorema siguiente es una generalizacion de 3.43
(para anillos noetherianos):

Teorema 3.49 Si A es un anillo noetheriano y M es un A-mddulo, entonces

U »

peAs(M)

es el conjunto de los divisores de cero de M (es decir, de los elementos de A
anulan a algin elemento no nulo de M ).

DEMOSTRACION: Es obvio que los elementos de la unién son divisores de cero
de M. Reciprocamente, si am = 0 para cierto a € A y cierto m € M, m # 0,
entonces As({m)) # @ por el teorema anterior, luego existe un p € Esp A y un
b € A de modo que p = An(bm). Como abm = 0, concluimos que a € p. =

En particular, los primos de As(A) estdn formados por todos los divisores de
cero de A. Teniendo en cuenta el teorema 3.43, es natural conjeturar que los pri-
mos minimales de A deben ser asociados. Esto es cierto, pero para demostrarlo
necesitamos estudiar los primos asociados de un anillo de cocientes:

Teorema 3.50 Si A es un anillo noetheriano, M es un A-mddulo no nulo y
S C A es un subconjunto multiplicativo, entonces los primos asociados de S~ M
son los de la forma S™'p, donde p es un primo asociado de M tal que pNS = @.

DEMOSTRACION: Si p es un primo asociado de M disjunto con S, entonces
p = An(m), para un cierto m € M, y es facil ver entonces que S~'p = An(m/1).
Reciprocamente, todo primo de S~' A es de la forma S~!'p, donde p es un primo
de A disjunto con S. Si S7!'p = An(m/s) = An(m/1), entonces, para cada
a € p existe un s € S tal que asm = 0. Aplicando esto a un generador finito
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de p y multiplicando los s correspondientes, obtenemos un mismo s € S que
cumple esto para todo a € p. Por otra parte, si asm = 0 entonces am/1 = 0,
luego a/1 € S~1p, luego a € p. Esto prueba que p = An(sm), luego p es un
primo asociado de A. [

Teorema 3.51 Sea I un ideal de un anillo A y sean p1,...,py ideales primos.
Si I estd contenido en la union de los p;, entonces estd contenido en uno de
ellos.

DEMOSTRACION: Por induccién sobre n. Para n = 1 es trivial. Sin > 1
podemos suponer que I no estd contenido en la unién de n — 1 de los ideales
(o aplicarfamos la hipétesis de induccién), luego existe f; € I'\ |J p;. Como I

J#i
estd contenido en la unién de todos los primos, de hecho f; € I Np;. Tomamos
g; = I1fi v f=22g;.- Asi g; € INp; parai# j, pero g; ¢ p;. Es claro que f
J

i#]
estd en I pero no en la union. [

Ahora ya podemos probar la relacién entre primos minimales y asociados:

Teorema 3.52 En un anillo noetheriano todos los primos minimales son aso-
ciados y, si el anillo es reducido, todo primo asociado es minimal.

DEMOSTRACION: Sea A un anillo noetheriano. Por el teorema anterior, un
primo p es asociado de A siy sélo si es asociado de A,. Sip es minimal, entonces
A, no tiene mds primo que p, y ha de tener algin primo asociado, luego p es
asociado de A, y de A.

Si A es reducido y p es un primo asociado, los teoremas 3.43, 3.49 y 3.51
implican que p estd contenido en un primo minimal de A, pero, precisamente
por ser minimal, se ha de dar la igualdad. n

Ejercicio: Probar que en el anillo A = k[X,Y]/(X?, XY), el primo (z,%) es asociado
y no minimal.

Los primos minimales de un anillo noetheriano son un nimero finito. Vamos
a demostrar que lo mismo sucede con los primos asociados. Para ello probamos
primero lo siguiente:

Teorema 3.53 Sea A un anillo noetheriano y M un A-mddulo finitamente
generado. Entonces existe una cadena de submddulos

0O=MycCcM;C---CM,=M
de modo que M;/M;_1 = A/p;, con p; €EspA, parai=1,...,n.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que M # 0. El conjunto S de los
submddulos no nulos de M para los que se cumple el teorema es no vacio,
pues si p € As(M), entonces M contiene un submédulo N = A/p. Como A
es noetheriano, podemos tomar un médulo N € S maximal. Vamos a probar
que M = N. En caso contrario M /N contiene un submdédulo no nulo isomorfo
a A/q, para cierto q € Esp A. Dicho submdédulo serd de la forma N’/N, pero
entonces N’ € S contradice la maximalidad de N. m
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Teorema 3.54 Si A es un anillo noetheriano y M es un A-mddulo finitamente
generado, entonces As(M) es finito.

DEMOSTRACION: Consideremos una sucesién de submédulos en las condi-
ciones del teorema anterior. Si p € As(M), entonces el teorema 3.47 nos da
que p € As(M;) = As(M1/My) o bien p € As(M/M;). En el segundo caso,
o bien p € As(My/M;y) o bien p € As(M/Ms). En definitiva, llegamos a que
p € As(M;/M;_1) = As(A/p;), para cierto i > 0, luego por 3.46 concluimos que
p = p;. Asi pues, hay un nimero finito de primos asociados a M. L]

La consecuencia siguiente resulta til a menudo:

Teorema 3.55 Sea A un anillo noetheriano y M un A-mddulo finitamente
generado. Sea I un ideal de A que conste unicamente de divisores de cero de
M. Entonces existe un m € M no nulo tal que I'm = 0.

DEMOSTRACION: Por el teorema 3.49, el ideal I estd contenido en la unién
de los primos asociados a M, que son un numero finito, luego por 3.51 estd
contenido en uno de ellos. Pongamos que I C An(m), con m # 0. Entonces
Im =0. [

3.6 Extensiones enteras

En esta seccién desarrollamos los preliminares necesarios para estudiar la
dimensién de un conjunto algebraico y su generalizacién a anillos arbitrarios, de
lo que nos ocuparemos en la seccion siguiente.

Definicién 3.56 Diremos que B/A es una extension de anillos si A es un sub-
anillo de B (con la misma unidad). Un x € B es entero sobre A si es raiz de
un polinomio ménico con coeficientes en A. M4és en general, si I es un ideal
de A, diremos que z es entero sobre I si es raiz de un polinomio ménico cuyos
coeficientes distintos del director estdn en I. La extensién B/A es entera si todo
elemento de B es entero sobre A.

En lo sucesivo, cuando hablemos de los coeficientes de un polinomio ménico
exceptuaremos tdcitamente al coeficiente director siempre que sea necesario.
Asi, por ejemplo, diremos que un elemento es entero sobre un ideal I si es raiz
de un polinomio ménico con coeficientes en I.

Si B/A es una extensién de anillos e I es un ideal de A, representaremos
por IB al ideal generado por I en B, que estd formado por las combinaciones
lineales de elementos de I con coeficientes en B.

Teorema 3.57 Sea B/A una extension de anillos e I un ideal de A (admitimos
el caso I = A). Para cada x € B, las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) x es entero sobre I.
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b) Alx] es un A-mddulo finitamente generado y x € rad [ A[z].

¢) Eziste un subanillo B' de B tal que Alx] C B’ de modo que B’ es un
A-mddulo finitamente generado y x € radlB’.

DEMOSTRACION: a) = b) Si F(X) € A[X] es un polinomio ménico con coe-
ficientes en I tal que F(x) = 0, cada elemento de A[x] es de la forma G(x), para
cierto polinomio G(X) € A[X]. Dividiendo G(X) = F(X)C(X)+ R(X), donde
grad R(X) < grad F(X), vemos que G(x) = R(x), luego A[z] estd generado por
las potencias de = de orden menor que grad F'(X).

Ademéds, si dicho grado es n, la ecuacién F(x) = 0 implica que z™ € [ A[x]
(el ideal generado por I en A[z]), luego x € rad T A[z].

b) = c) Basta tomar B’ = A[x].

c) = a) Sea B’ = (w1,...,w,) 4 y ™ € IB’. Entonces
n
z"w; = Y ajw;, con a;; € I,
i=1
luego

n
Z(wméij —aij)wj :O7 jZ L...,n.
j=1
Multiplicando por la matriz adjunta de (z™d;; — a;;) obtenemos que
det(mméij - aij)wj = 0, ] = ]., ey n.

Por otra parte, 1 es combinacién lineal de los w;, de donde concluimos que
det(z™d;; — a;;) = 0. Al desarrollar el determinante tenemos que x es raiz de
un polinomio ménico con coeficientes en I de grado mn. [

Como caso particular tenemos:

Teorema 3.58 Sea B/A una extension de anillos tal que B sea un A-mddulo
finitamente generado. Entonces la extension es entera y un x € B es entero
sobre un ideal I de A si y sdlo si x € rad IB.

Veamos algunas consecuencias de estos teoremas. Ante todo observemos que
una simple induccién justifica que si adjuntamos a un anillo A un ntmero finito
de enteros obtenemos un A-médulo finitamente generado.

Teorema 3.59 Si C/B y B/A son extensiones enteras de anillos, entonces la
extension C /A también es entera.

DEMOSTRACION: Si z € C satisface una ecuacién
2" 4+ by_ " L bz 4 by =0, b; € B,

es claro que Albg, . ..,b,—1] es un A-médulo finitamente generado y b es entero
sobre este anillo, luego Albg, ..., b,—1, 2] es un A-mdédulo finitamente generado.
El teorema 3.57 nos da entonces que x es entero sobre A. m
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Teorema 3.60 Si B/A es una extension de anillos, el conjunto B’ de los ele-
mentos de B enteros sobre A es un anillo intermedio. Si I es un ideal de A,
entonces rad IB’ es el conjunto de los elementos de B enteros sobre I.

DEMOSTRACION: Si z, y € B’, entonces Az, y] es un A-médulo finitamente
generado, y por 3.57, z +y, r — y, xy € B’.
Six € B es entero sobre I, entonces x € rad I A[z] C rad IB’. Reciprocamen-

te, si € rad IB’, entonces ™ € TAlxy,...,xy], para ciertos z1,...,2, € B'.
Como Alzy,...,x,] es un A-médulo finitamente generado, concluimos que z es
entero sobre I. n

Teorema 3.61 Sea D un dominio integro con cuerpo de cocientes K y sea L un
cuerpo que extienda a K. Supongamos que D es integramente cerrado (es decir,
que todo elemento de K entero sobre D estd en D). Entonces un elemento de L
es entero sobre un ideal primo I de D (o bien sobre D) si y sdlo si es algebraico
sobre K y su polinomio minimo tiene sus coeficientes en I (en D).

DEMOSTRACION: Una implicacién es obvia. Si x € L es entero sobre I, es
evidente que sus K-conjugados también son enteros sobre I. Sea B la adjuncién
a A de estos conjugados. El teorema 3.58 nos da que los elementos de B enteros
sobre I forman un ideal, luego los coeficientes del polinomio minimo de x son
todos enteros sobre I (pues son polinomios simétricos elementales en los con-
jugados de z). En particular, dichos coeficientes son enteros sobre D y estan
en K| luego por hipdtesis estdn en D. Ahora aplicamos nuevamente 3.58 con
B = B’ = A, para concluir que dichos coeficientes estdn en rad I = I. n

El interés de las extensiones enteras de anillos B/A se debe a que existen
relaciones notables entre los ideales primos de A y los de B. Para una extension
arbitraria, podemos definir ¢ : Esp B — Esp A mediante ¢() = PN A. Si
p =P N A, diremos que B estd situado sobre p. Obviamente se trata de una
aplicacién continua. Si la extensién B/A es entera podemos decir mucho mads,
pero antes de entrar en ello conviene aislar un argumento (debido a Krull) que
usaremos en otras ocasiones:

Teorema 3.62 Sea A un anillo, I un ideal de A y sea S # & un subconjunto
de A cerrado para productos tal que I NS = @. Entonces existe un ideal primo
p de A tal que I Cp, pNS =0 yp es mazimal para la inclusion respecto a los
ideales de A que cumplen estas propiedades.

DEMOSTRACION: Por el lema de Zorn, existe un ideal p que cumple las
propiedades indicadas y que es maximal respecto de la inclusién. Sélo hay que
probar que p es primo. Notemos que p # A porque S # &.

Si existen aj, az € A\ p tales que ajas € p, la maximalidad de p implica
que (Aa; +p) NS # &, luego existen a, € A, p; € p tales que ala; +p; € S.
Entonces

(ahay + p1)(ayas + pa) = ajabaias + ajaips + ayaopy + pipa €EpNS =2,

contradiccién. -
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Teorema 3.63 Sea B/A una extension entera de anillos. Entonces
a) La aplicacion ¢ : Esp B — Esp A es cerrada y suprayectiva.

b) Si dos ideales P, Po € Esp B cumplen P1 C Pa, ¢(P1) = ¢(P2), enton-
ces B = Po.

c) SiPB € Esp B, se cumple que B es mazimal si y sdlo si p(B) es mazimal.

DEMOSTRACION: a) Sea p € Esp A. Segiin 3.60, todo x € pB es entero
sobre p. Si ademds xz € pBN A, la ecuacién de x nos da que ™ € p, luego = € p.
Asf pues, pBN A = p. Aplicamos el teorema anterior con S = A\ p, con lo que
obtenemos un ideal primo B € Esp B tal que pB C B, BN A = p. Asi pues,
o(PB) = p v ¢ es suprayectiva.

Para probar que ¢ es cerrada tomamos C = V(J) C Esp B, donde J es un
ideal de B. Sea I = JNA. Podemos considerar a A/I como subanillo de B/J, y
es inmediato que forman una extensién entera (a partir de la propia definicién).
Tenemos el diagrama conmutativo

EspB/J ——Esp B

‘| |¢

Esp A/l ——=Esp A

donde las flechas horizontales son las aplicaciones inducidas por los epimorfismos
candnicos. Ahora bien, sabemos que las imagenes de estas aplicaciones son
precisamente V(J) y V(I), lo que implica que ¢[V (J)] = V(I).

b) Sea p = P1 N A = P3N A. Tenemos que B/P; es un dominio integro y
Po/P1 es un ideal. Todo x € P2 /P1 no nulo satisface una ecuacién (de grado
minimo)

"+ ap 12" P+ 4 aiz+a =0, a; € A/p.

Entonces ag # 0, o de lo contrario podriamos simplificar una x y reducir el
grado de la ecuacién. Vemos entonces que ag € (P2/P1) N (A/p), es decir, que
ap = [t], con t € P N A = p, luego ag = 0, contradiccién. Esto prueba que

Pa/P1 = 0, es decir, que Po = Py.

c) Sea P € EspB y sea p =P N A. Sipes maximal, también ha de serlo P
por el apartado anterior. Reciprocamente, si 8 es maximal entonces Esp B/
tiene sélo un elemento y la aplicaciéon ¢ : Esp B/8 — Esp A/p ha de ser
suprayectiva, por el apartado a), luego Esp A/p sélo puede tener un elemento,
luego p es maximal. m

Como consecuencia inmediata:
Teorema 3.64 Si B/A es una extension entera de anillos y Esp B es noethe-

riano, entonces la aplicacion ¢ : Esp B — Esp A es finita, es decir, cada ideal
de Esp A tiene sélo un numero finito de antiimdgenes.
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DEMOSTRACION: Sip € Esp A, tenemos que pB C 3, para cierto B € Esp B
tal que PN A = p. Por lo tanto pBNA = p. El apartado b) del teorema anterior
prueba que las antiimagenes de p son los divisores primos minimales de p B, que
son un numero finito. ]

Con esto ya estamos en condiciones de demostrar los resultados fundamen-
tales sobre extensiones enteras, los teoremas del ascenso y del descenso, pero
los pospondremos hasta la seccién siguiente, donde podremos comprender su
interés.

3.7 La dimension de Krull

Aunque hemos definido la dimensién de Krull de un espacio topoldgico, es
poco lo que hemos podido decir sobre ella hasta ahora. Sin embargo, ahora ya
estamos en condiciones de estudiar la dimensién de Krull del espectro de un
anillo y, en particular, la de un conjunto algebraico. El punto de partida es el
siguiente:

Definicién 3.65 Llamaremos dimension de Krull de un anillo A a la dimensién
de su espectro: dim A = dimEsp A. Equivalentemente, es el supremo de las
longitudes n de las cadenas de ideales primos

Po &P & & P

Si C/k es un conjunto algebraico, sabemos que los cerrados de C' se corres-
ponden biunivocamente con los cerrados de Esp k[C] y claramente los cerrados
irreducibles se corresponden con cerrados irreducibles (pues en ambos espacios
se corresponden con los ideales primos de k[C]). Consecuentemente,

dim C' = dim Esp £[C] = dim k[C].

Volviendo al caso de un anillo arbitrario A, vemos que dim A = 0 significa
que los ideales primos son maximales. En particular, si A es un dominio integro
resulta que 0 es un ideal maximal, luego los dominios integros de dimensién 0
son los cuerpos.

Similarmente, un dominio integro A cumple dim A = 1 si y sélo si no es un
cuerpo y los ideales primos no nulos son maximales. Por ejemplo, los dominios
de ideales principales tienen dimension 1.

Si p € Esp A, llamaremos altura de p, y la representaremos por altp, al
supremo de las longitudes n de las cadenas de ideales primos

Po&P1 & &P

con p,, = p. La dimension de p se define como dim p = dim A/p. (Por supuesto,
tanto la dimensién como la altura de un primo pueden ser infinitas.) Es claro
que

dimp = dim V(p), altp = codimpgp 4V (p).

Los teoremas siguientes son consecuencias sencillas del teorema 3.63:
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Teorema 3.66 Sea B/A una extension entera de anillos. SiPBo & -+ & Py
es una cadena de ideales primos en B y p; =B, N A, entonces po & -+ & pn €s
una cadena de ideales primos en A.

Teorema 3.67 (Teorema del ascenso) Sea B/A una extension entera de a-
nillos. Para cada cadena de ideales primos po & --- & pn en A y cada primo
PBo de B situado sobre po existe una cadena de ideales primos Po & -+ & Pn
en B tal que P; N A = p;.

DEMOSTRACION: Supongamos construido 93;. Entonces B/3; es una ex-
tensién entera de A/p;. Por el teorema 3.63 existe un primo ;11 /P; en B/P;
situado sobre p;+1/p;, de donde se sigue que P,y estd situado sobre p;11. =

Como consecuencia inmediata:

Teorema 3.68 Si B/A es una extension entera de anillos, entonces se cumple
que dim B = dim A y, para cada B € Esp B,

altP < alt(PnA),  dimP = dim(Pn A).

Con hipétesis adicionales la desigualdad sobre las alturas puede convertirse
en una igualdad:

Teorema 3.69 (Teorema del descenso) Sea B/A una extension entera de
dominios integros y supongamos que A es integramente cerrado. Sipo & p1 son
ideales primos de A y P1 es un ideal primo de B situado sobre py, entonces
existe Po € Esp B situado sobre pg tal que Po & Pi.

DEMOSTRACION: Llamemos Sy = A\ pg, S1 =B\ P11y
SZSOSlz{CLb|CLESQ, bENl}.

Claramente S C B es cerrado para productos y Sy U S; C S. Vamos a ver
que pgB NS = @, con lo que podremos aplicar el teorema 3.62, que nos da un
primo By € Esp B tal que poB C Po y Po NS = &. En particular tenemos que
PBo NS1 = &, lo que se traduce en que Py C P y, como Po N Sy = &, ha de
ser Po N A = py.

Supongamos que existe x € pgBN.S. Por hipdtesis = es entero sobre A y por
el teorema 3.60 tenemos que, de hecho, es entero sobre py. Por el teorema 3.61
vemos que el polinomio minimo de z sobre el cuerpo de cocientes k de A tiene
sus coeficientes en pg. Digamos que es

X”+an_1X"*1+-~~+ao, a; € Po-

Como z € S, ha de ser x = ab, con a € Ny, b € Ny. El polinomio minimo
deb=2xz/aes
X" 4+ (ap_1/a) X" 1 4+ 4 ap/a”,

que tiene sus coeficientes en A porque b es entero sobre A. Si llamamos a} a
estos coeficientes, tenemos que a; = a,a™ ™" € pg, pero a ¢ Po, luego a; € po y,
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por consiguiente, b es entero sobre py. Por 3.60 tenemos que b € radpgB C Py,
en contradiccién con que b € Sj. n

Aunque hemos enunciado el teorema del descenso para cadenas de dos pri-
mos, es obvio que vale para cadenas de longitud arbitraria, de forma andloga al
teorema del ascenso. Como consecuencia inmediata tenemos:

Teorema 3.70 Sea B/A una extension entera de dominios integros y suponga-
mos que A es integramente cerrado. Entonces para cada B € Esp B se cumple

alt P = alt(P N A).

En general un anillo noetheriano puede tener dimensién infinita, pero vamos
a ver que no sucede asi con las dlgebras afines, en particular con los anillos k[C],
donde C/k es un conjunto algebraico. Empezamos por un resultado auxiliar:

Teorema 3.71 Sea F un polinomio no constante en k[X1,...,X,]. Mediante
una sustitucion de la forma X; =Y; + X7, para ciertosr; € N, i =1,...,n—1,
el polinomio F puede transformarse en un polinomio de la forma

aX™+ G XM G, a €k, Giek[Y,.. Y 1], m>0.

Si k es infinito podemos consegquir el mismo resultado con una sustitucion
de la forma X; =Y; + a; X,,, con a; € k.

DEMOSTRACION: Sea,
F=3ai, i, X1 X
Con una transformacién del tipo indicado obtenemos
Zail,...,’in (X;;l + Yl)ll e (X:L'nfl + Ynil)ln—lX’Zn

= Zail,...,in <X’fll7"1+"'+in717'n71+in 4. .)7

donde los ultimos puntos suspensivos representan monomios de menor grado en
Xy. Sea k € N mayor que todos los indices i; que aparecen en los coeficientes
i, ,....i,, Do nulos.

Si elegimos r; = k' vemos que los exponentes i, + i1k 4+ -+ 4+ ip_1 k"
correspondientes a coeficientes a;, ... ;, 7# 0 son distintos dos a dos. Si llamamos
m al mayor de estos exponentes, el polinomio tiene la forma indicada.

Si k es infinito sea F' = Fy + F} + -+ + F,;, la descomposicién de F' en
polinomios homogéneos. La sustitucion nos lleva a

Fm(—al, ooy —Ap—1, 1)X;n —+ .-

donde de nuevo los términos omitidos tienen grado menor en X,,. Basta tomar
los a; de modo que Fy,(—aq,...,—an,—1,1) # 0, lo cual es posible porque k es
infinito. En efecto, hay que probar que un polinomio no nulo de n — 1 variables
no puede anularse en todo k"~ !. Ahora bien, expresdndolo en la forma

Go( X1, X 2) X 1+ -+ G1( Xy, X 2) X1 + Go(X1, .o, Xo)
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y razonando por induccién obtenemos (ai,...,a, o) € k"2 de manera que
Gs(ay,...,an—2) # 0, con lo que el polinomio

Gs(al, .. -7an—2)erstl + e + Gl(al, .. .,an_g)Xn_l —|— Go(al, - ,an_g)

es no nulo y la infinitud de £ nos da un a,—; que no lo anula. m

Los resultados que buscamos sobre &dlgebras afines son consecuencias del
teorema siguiente:

Teorema 3.72 (Teorema de normalizacién de Noether) Sea A una k-dl-
gebra afin e I # A un ideal. Entonces existen mimeros naturales d < d y
elementos y1,...,yq € A tales que

a) Yi,...,Ya son algebraicamente independientes sobre k,

b) A esun kly,...,yq)-mddulo finitamente generado,

C) Imk[yl»"'ayd] = (yd’+17-~-ayd)‘

Si k es infinito y A = k[z1,...,x,) podemos exigir que
n ) ,
Yi = D aijTj, ai; €k, i=1,...,d.
i=1

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que A = k[X7,..., X,] esun
anillo de polinomios y que I = (F) es un ideal principal (con F' no constante).
Definimos y, = F y elegimos yi,...,yn—1 seglin el teorema anterior. (Si k
es infinito podemos suponer que ¥, ..., y,—1 son combinaciones lineales de las
indeterminadas.) Entonces A = k[y1,...,y,][Xn] ¥

0=F—yp=aX"+ G X" "+ 4G —yn,

luego X, es rafz de un polinomio (que podemos hacer ménico) con coeficientes
en k[y1,...,yn]. Esto significa que X,, es entero sobre este anillo, luego A es un
Ely1, ..., yn]-médulo finitamente generado.

Los polinomios y1, ..., y, son algebraicamente independientes sobre k, pues
en caso contrario el cuerpo k(y1,...,y,) tendria grado de trascendencia < n
sobre k, y lo mismo le sucederfa a k(y1,...,yn, Xn) = k(X1,..., Xy), ya que
X, es algebraico sobre k(y1, ..., Yn)-

Falta probar que k[y1, ..., yn]N(yn) = (yn). Aqui hay que entender que (y,,)
es a la izquierda el ideal generado en A, mientras que a la derecha es el ideal

generado en k[yi,...,ys]. Una inclusién es obvia. Si G estd en la interseccién,
entonces G = Hy,, con H € A. Del hecho de que A sea un k[yy, ..., y,]-médulo
finitamente generado se sigue que H es entero sobre k[y1,...,yn], es decir, que
cumple

H"+HH™ "+ -+ H, =0, H €kly,...,ynl.
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Multiplicando por ¥,* obtenemos la relacion
G™ + H1ynGm_1 N yZLnHm =0,

de donde resulta que y,, divide a G™ en k[yi,...,y,]. Como es primo, de hecho
yn | G, como habfa que probar.

Sigamos suponiendo que A = k[Xi,...,X,] es un anillo de polinomios
pero sea ahora I un ideal arbitrario. Razonamos por induccién sobre n. Si
n = 1 el ideal I es principal y estamos en el caso anterior. Si I = 0 no hay
nada que demostrar. Supongamos, pues, que existe un polinomio no cons-
tante F' € I. Consideramos k[yi,...,yn] con y, = F como en el caso ante-
rior. Por hipdtesis de induccién, el teorema se cumple para el anillo de poli-
nomios k[y1,...,Yn—1] y el ideal I Nk[yi,...,yn—1]. Esto significa que existen
t1,...,ta—1 € k[y1,...,Yn—1] algebraicamente independientes sobre k tales que
kly1,-..,Yn—1] es finitamente generado como k[ty,...,tq—1]-médulo y ademds
In k‘[yl, - ,ynfl] = (td’+17 . ,tdfl).

Obviamente k[y1,...,ys] es un k[t1,...,tq-1,yn]-médulo finitamente gene-
rado y por construccién A es un kfyi, ..., y,]-médulo finitamente generado, de
donde podemos concluir que A es finitamente generado como k[t1, ..., td—1, Yn)-
modulo.

Esto implica que los elementos de A son algebraicos sobre k(t1,...,t4-1,Yn),
y lo mismo vale para los elementos del cuerpo de cocientes k(X7, ..., X;,). Consi-
derando los grados de trascendencia podemos concluir que d = n y que, llamando
tn = Yn, los elementos t1, ..., t, son algebraicamente independientes sobre k. Si
k es infinito podemos suponer ademas que t1, ..., %y son combinaciones lineales
de los y; y éstos a su vez lo son de los Xj.

Todo f € INklty,...,t,] puede escribirse como f = f’ + ht,,, para un cierto
e Inklty,....tho1] = (a1, 5tn-1), b € Ek[t1,...,t,]. (Notemos que
t, = yn = F € 1.) Por consiguiente I NE[t1,...,tn] = Ear41,- -, tn)-

El el caso general, la k-dlgebra A puede representarse en la forma
A=k[Xy,...,X,]/J,

para cierto ideal J. El caso anterior nos da una subélgebra k[yi,...,yn] de
k[ X1,..., Xpltal que JNE[Yy1, .-, Yn] = (Yd+1,- -, Yn), donde los y1, ..., yq son
combinaciones lineales de X1, ..., X,, si k es infinito.

La imagen de kly,...,ys] en A puede identificarse con el dlgebra de po-
linomios k[yi,...,yq]. Por consiguiente, podemos ver a A como un mdédulo
finitamente generado sobre este anillo. Ahora aplicamos de nuevo el caso ante-
rior al ideal I' = I N k[y1, ..., yd], lo que nos da una subdlgebra k[ty, ..., tq] de

k[y1,...,ya] sobre la que k[yi,...,yq) es finitamente generado como médulo y
tal que I' N k[t1,...,ta] = (41, .- -, tq). Ademds si k es infinito ¢q,...,t4 son
combinaciones lineales de y1,...,yq, luego de los generadores z1,...,x, de A.
Evidentemente I N k[t1,...,tq] = (tar41,---,td) ¥, como A es un k[yy,...,yd)-
médulo finitamente generado y k[y1,...,yq] es un kft1,...,tq-médulo finita-
mente generado, concluimos que A es también un k[tq,...,t4-mddulo finita-

mente generado. ]
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Definicién 3.73 Si A es una k-algebra afin, una normalizacion de Noether de
A es una subdlgebra k[y1,...,yq] de A tal que y,...,yq son algebraicamente
independientes sobre k y A es un k[yi, ..., yq]-mddulo finitamente generado.

Hemos demostrado que toda k-algebra afin admite una normalizacién de
Noether. De aqui se desprende que la dimensién es finita:

Teorema 3.74 Sea A una k-dlgebra afin y sea k[yi, . .., yd] una normalizacion
de Noether. Entonces dim A = d. Si A es un dominio integro, toda cadena de
ideales primos en A puede extenderse hasta una cadena de longitud d.

DEMOSTRACION: El hecho de que A es un klyi, . . ., yg]-mddulo finitamente
generado se traduce en que la extension es entera y, por consiguiente, tenemos
que dim A = dim k[y1, . . ., yq]. Esta tltima dlgebra es simplemente un anillo de
polinomios con d indeterminadas. Obviamente

0% (y1) & (Y 92) - & (Y155 Ya)

es una cadena de ideales primos en k[yi,...,yq], luego la dimensién es > d.
Consideremos ahora una cadena Py & --- & P, de ideales primos de A. De-
finiendo p; = PB; N kly1,...,yq] tenemos una cadena po & -+ & p,, de ideales
primos de klyi,...,yq]. Vamos a probar que m < d por induccién sobre d. Si
d = 0 simplemente k[yi,...,yq] = k y necesariamente m = 0. Supongamos
d > 0. Entonces podemos suponer que m > 0.

Consideramos una normalizacién de Noether k[t1,. .., tq] C k[y1,. .., yq] tal
que p1 Nklt1,...,tq] = (tar41,.--,tq). Como py; # 0, ha de ser d’ < d (aqui
usamos 3.63 b). Podemos considerar a k[ti,...,ts] como una normalizacién de
Noether de k[y1,...,yq]/p1- Aqui tenemos la cadena de primos

0=p1/p1 & b2/P1 & - & Pm/P1-

por hipétesis de inducciéon m — 1 < d’ < d, luego m < d. Esto prueba que
dim A = d.

Supongamos ahora que A es un dominio integro. Dada una cadena de idea-
les primos en A, extenddmosla hasta una cadena maximal Py & --- & Py,.
Sabemos que m < d y hemos de probar la igualdad. En primer lugar demos-
tramos que al tomar p; = B; N k[y,...,yn] obtenemos una cadena maximal
po & -+ & P de primos en kfy, ..., y4].

Supongamos que pudiéramos insertar un primo p; & p & piy1. Tomemos
una normalizacién de Noether k[tq,...,tq] C k[y1, ... ya4] tal que

k[tl,...,td] Np; = (td/+1,...,td).

Entonces k[ti,...,tq] es una normalizacién de Noether de k[yi, ..., ya4]/p:.
La cadena 0 G p/p; & pit1/pi & -+ & Pm/Pi se corresponde con una cadena
en k[t1,...,tqa], pero esta dlgebra es también una normalizacién de Noether de
A/PB;. Ademds

(Pit1/pi) OK[tr, s tar] = (Ripa /Ba) K[t -t
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Notemos que k[t1, . .., tq] es integramente cerrado porque tiene factorizacién
unica. Podemos aplicar el teorema del descenso, que nos da un ideal /9; en
A/PB tal que

Bi/Bi & B/PBi & Pir1/Pi-
(La primera inclusién es estricta porque al cortar con klt,...,tq]| obtenemos

una inclusién estricta.) En definitiva, tenemos un ideal P; ¢ B & Pit1, en
contradiccién con la maximalidad de la cadena inicial.

Con esto hemos demostrado que la cadena pg & --- & P, es maximal.
Veamos que m = d por induccién sobre d. Si d = 0 no hay nada que probar.
Si d > 0 tomamos una normalizacién de Noether k[tq, ..., tq] C k[y1,...,yq] tal

que p1 mk[tla"'vtd] = (td’+1a"'atd)'

Elideal p; tiene altura 1, luego la interseccién también por 3.70. Esto implica

que d’ = d—1. Por otra parte, si llamamos p; = p; Nk[t1, ..., t4], hemos probado
que pj & --- G pr. es una cadena maximal en k[t1,...,%q], luego

0=pi/ph & Po/PL & v & /P
es una cadena maximal en k[tq,...,tq]/p1 = k[t1,...,tq—1]. Por hipdtesis de
induccion m — 1 =d — 1, luego m = d. n

De aqui deducimos ademads una caracterizacién util de la dimensién de una
k-algebra afin:

Teorema 3.75 Sea A una k-dlgebra afin y sean p1,...,Ps Sus primos minima-
les. Sea K; el cuerpo de cocientes de A/p;. Entonces dim A es el mdzimo de los
grados de trascendencia de las extensiones K;/k. Si todas ellas tienen el mismo
grado de trascendencia, entonces, para todo p € Esp A, se cumple la relacion

dim A = altp + dim p.

DEMOSTRACION: Toda cadena maximal de ideales primos de A empieza por
uno de los p;. Basta probar que la longitud de una cadena maximal que empiece
por p; es precisamente el grado de trascendencia de la extensién K;/k. Ahora
bien, tales cadenas se corresponden con las cadenas maximales de ideales primos
de A/p;. Esto significa que podemos suponer que A es un dominio {ntegro.

Sea, pues, A un dominio integro y K su cuerpo de cocientes. Tomemos una
normalizacién de Noether k[y1,...,yq] C A, de modo que dim A = d. Ahora
bien, tenemos que K es una extension algebraica de klyi, . . ., y4], luego el grado
de trascendencia de K/k es precisamente d.

Para probar la segunda parte del teorema tomamos un p € Esp A y formamos
una cadena maximal de ideales primos de A que contenga a p. Por hipdtesis
su longitud ha de ser la dimensién de A. Ahora bien, la longitud de la cadena
hasta p ha de ser la altura de p o, de lo contrario, podriamos conseguir una
cadena de longitud mayor. Igualmente, la longitud de la cadena desde p ha de
ser la dimp. Esto nos da la férmula del enunciado. L]

Otra caracterizacion 1til de la dimension de una k-algebra afin es la siguiente:
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Teorema 3.76 Si A es una k-dlgebra afin, su dimension es el mdzimo nimero
de elementos de A algebraicamente independientes sobre k. Si B C A es una
subdlgebra, entonces dim B < dim A.

DEMOSTRACION: La segunda afirmacién se sigue inmediatamente de la pri-
mera. Sea d = dim A. La existencia de normalizaciones de Noether implica
que A contiene d elementos algebraicamente independientes sobre k. Basta pro-

bar que si 21, ..., 2z, € A son algebraicamente independientes sobre k, entonces
m <d.
Sean pi,...,ps los primos minimales de A. Como k[z1,...,2my] no tiene

elementos nilpotentes no nulos, tenemos que

S

S
0= k[Zl, ey Zm] N ﬂlpz = _ﬂl(k[zl, - ,Zm] N pz)
1= 1=
Ha de existir un i tal que k[z1,...,2,] N p; = 0, pues, en caso contrario

podriamos tomar un elemento no nulo en cada ideal y su producto seria un
elemento no nulo de la interseccién. Podemos considerar klz1, ..., 2m] C A/pi,
con lo que m es menor o igual que el grado de trascendencia del cuerpo de
cocientes K de A/p;, que a su vez es menor o igual que d. [

Ejercicio: Demostrar que la dimensién de una variedad lineal (es decir, de un conjunto
algebraico definido por un sistema de ecuaciones lineales) coincide con su dimensién
en el sentido usual en dlgebra lineal.

Veamos otras propiedades sobre la dimension de las k-algebras afines que a
continuacion traduciremos a propiedades sobre conjuntos algebraicos:

Teorema 3.77 Sea k' /k una extension de cuerpos y A una k-dlgebra afin. En-
tonces dim(k’ ® A) = dim A. Si A es un dominio integro y P es un primo
minimal de k' @, A, entonces dim((k' @, A)/P) = dim A.

DEMOSTRACION: Sik[y1,...,y4) C A esunanormalizacién de Noether de A,
entonces k' ®p k[y1, . . ., yq4] es una subdlgebra de k' ®, A isomorfa a k'[y1, . . ., yd]
y es claro que se trata de una normalizacién de Noether de k' ® A. Esto prueba
la igualdad de las dimensiones.

Si A es un dominio integro podemos considerar su cuerpo de cocientes L.
Tenemos los siguientes monomorfismos de anillos:

K @ k(y1,. .., ya) —=k @ L

! T

]f/@k ki[yl,...,yd]—>kl®k44

Observemos que si B es una base de L sobre k(y1, ..., yq) entonces 1 ® B es
una base de k' ®y, L sobre k¥’ ®@ik(y1, . .., y4). En efecto, pongamos que B = (b;) y
sea (oj) una k-base de k’. Entonces un elemento arbitrario de k' Qg k(y1, - . ., Ya)

es de la forma
Za]‘®fj, con f; € k(y1,...,ya),
j
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luego una combinacién lineal nula de 1 ® B es de la forma

Y fi)1@b) =0,
i
lo que equivale a

> a; ® (X fisbi) =0,
J i

de donde se sigue que los sumatorios en ¢ son nulos y, por consiguiente, los f;;
también. Esto prueba que 1® B es linealmente independiente. La comprobacion
de que es un sistema generador es inmediata.

Esto implica en primer lugar que k¥’ ®j k(y1,...,yq) es un dominio integro,
pues si tuviera elementos no nulos f y g tales que fg = 0, entonces, para
cualquier b € B, tendriamos que o bien 1®b, o bien f(1®b) seria un elemento de
torsién no nulo. A su vez esto implica que ningtin elemento de k' @xk(y1, - .., yq)
puede ser un divisor de cero en k' ®j L.

Ahora podemos concluir que P N k" @k k[y1,...,yqs) = 0, pues por 3.43
sabemos que cualquier elemento no nulo en la interseccién tendria que ser un
divisor de cero en k' ®j A, luego también en k' ®j L. Esto nos permite sumergir

E'yi, .- yn] C (K @ A)/P,

y es facil ver que se trata de una normalizacién de Noether, luego el cociente
tiene también dimension d. n

Teorema 3.78 Si A y A’ son dos k-dlgebras afines no nulas, entonces
dim(A ®; A’) = dim A + dim A".
Si Ay A son dominios integros y P es un primo minimal de ARy A, entonces
dim((A®x A")/P) = dim A + dim A’.

DEMOSTRACION: Si k[y1,...,ya] C Ay k[z1,...,2za] C A’ son normaliza-
ciones de Noether, entonces

k[yla"'vydazlv'“azd’] gk[y17~~‘7yd] Ok k[zlv"‘72d’] C AQy A

es una normalizacién de Noether del producto, luego la dimensién es d + d’.

Si Ay A’ son dominios integros y llamamos L y L’ a sus cuerpos de cocientes,
la segunda parte del teorema se demuestra de forma analoga al teorema anterior,
considerando los monomorfismos de anillos siguientes:

E(yi, ..., ya) @k k(z1,...,20) —>= L@y L'

| T

Elyi, ..., ya @k klz1,..., 2] — = A @y A’
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Ahora se cumple que si B y B’ son bases de L y L’ sobre k(y1,...,yq) ¥
k(z1,...,zq) respectivamente, entonces B ® B’ es una base de L ®; L' sobre
k(y1,...,yd) @k k(21,...,24). Para probar esto tomamos bases C' 'y C’ de
k(y1,...,vya) ¥ k(z1,..., 24 ) sobre k, y usamos que CB y C'B’ son bases de L
y L’ sobre k, respectivamente. Una combinacidn lineal arbitraria de B @ B’ es
de la forma

> Qijuu(Ca @6,)(0; @) = 37 ijuu(cabs @ b)),
7,7,%,V 1,7,%,V
y serd nula si y so6lo si todos los ajju, € k son nulos. El resto de la prueba es
idéntico. n

Ahora es facil probar los resultados siguientes sobre conjuntos algebraicos

afines:

Teorema 3.79 Sea C' C A™ un conjunto algebraico afin no vacio definido sobre
un cuerpo k.

a) Sik C kK C K es un cuerpo intermedio, entonces dimC/k = dim C/k .
Ademds, si C/k es irreducible, todas las componentes irreducibles de C/k'
tienen la misma dimension.

b) dim C < n y la igualdad se da sdlo para C = A™.

c) SiC/k es irreducible, entonces dim C' es el grado de trascendencia de k(C')
(el cuerpo de cocientes de k[C]).

d) Si todas las componentes irreducibles de C' tienen la misma dimension d,
entonces toda cadena maximal de subvariedades @ # Vo & --- GV, C C
tiene longitud | = d.

e) Si C'/k es otro conjunto algebraico afin no vacio, entonces
dimC x ¢' =dim C + dim C".

f) Si todas las componentes irreducibles de C' tienen la misma dimension d
y V/k es una subvariedad de C no vacia, entonces

dimC' = dimV + codimcV.

DEMOSTRACION: a) Por el teorema 3.24 tenemos que k'[C] 2 (k' @k k[C])red,
pero también hemos visto que Esp(k’ @4 k[C])rea €s homeomorfo a Esp k' ®;,k[C],
luego por el teorema 3.77 vemos que

dim C/k = dim k[C] = dim k' @y, k[C] = dim(k’ @, k[C])rea = dim C/k'.
La segunda parte de a) se sigue de la segunda parte de 3.77.

b) Claramente k[X7,...,X,] es una normalizacién de Noether de s{ mismo,
de donde dim A™ = n. La dimensién de C' es la longitud de una cadena maxi-
mal de ideales primos en k[C] = k[X1,...,X,]/I(C), y s6lo puede ser n si el
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primero de esos ideales es de la forma B/I(C'), donde P es un primo minimal
de k[X1,...,X,], es decir, P = 0.

c) y f) son consecuencias inmediatas de 3.75 y d) se sigue de 3.74. La
propiedad e) se demuestra como a) pero a partir de 3.78. L]

Definicién 3.80 Una hipersuperficie en A™ es una variedad C'/k definida por
una Unica ecuacién no nula, es decir, una variedad de la forma C = V(F’), para
cierto polinomio F € k[X1,...,X,] no nulo.

Notemos que si descomponemos F' en factores primos y eliminamos los ex-
ponentes, obtenemos un nuevo polinomio con los mismos ceros, luego toda hi-
persuperficie C'/k estd definida por un polinomio sin factores multiples. Si F'
cumple esta condicién, es claro que I(C) =rad (F) = (F).

El teorema siguiente se traduce en que un conjunto algebraico C'/k es una hi-
persuperficie si y sélo si todas sus componentes irreducibles tienen codimensién 1
en A"

Teorema 3.81 Sea A un dominio de factorizacion dnica e I un ideal radical
0# 1 # A. Entonces I es principal si y sélo si para todo divisor primo minimal
p de I se cumple que dim A/p = dim A — 1.

DEMOSTRACION: Si se cumple la condicién sobre las dimensiones, el teorema
3.75 nos da que todo divisor primo minimal de I cumple altp = 1. Tomemos
cualquier elemento no nulo de p y descompongamoslo en factores primos. Uno
de ellos, digamos 7, ha de cumplir = € p, luego p = (), por la condicién sobre la
altura. Como I es radical, es la interseccién de sus divisores primos minimales,
luego I = (m) N ---N(mp) = (71 -+ 7).

Si I = (a), para cierto a € A, el hecho de que sea radical se traduce en que

a se descompone en producto de primos distintos dos a dos y dichos factores

primos generan los divisores primos minimales de I. Teniendo en cuenta 3.75,

s6lo hay que probar que los ideales de la forma (7) con 7 € A primo tienen

altura 1. Ahora bien, si p C (7) es un ideal primo no nulo, como antes existe

un primo 7" € p, que ha de dividir a 7, luego ha de ser (7') C p C (7) = ().
u

Para terminar caracterizamos las dlgebras afines de dimension 0:

Teorema 3.82 Si A es una k-dlgebra afin, las afirmaciones siguientes son equi-
valentes:

a) dimA = 0.
b) A es un k-espacio vectorial de dimension finita.
¢) Esp A es finito.

d) A tiene un nimero finito de ideales mazimales.
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DEMOSTRACION: Si k[y1, ..., ¥yq] es una normalizacién de Noether de A, es
claro que d = 0 si y sélo si A es un k-espacio vectorial finitamente generado. Si
dim A = 0 entonces todos los ideales primos de A son minimales, luego son un
numero finito (porque A es noetheriano). Esto implica obviamente que A tiene
un ndmero finito de ideales maximales, y sélo falta probar que esto implica a su
vez que la dimensién es 0.

La extension A/k[y1,...,yaq) es entera y el teorema 3.63 implica que el anillo
de polinomios k[y1, . . ., y4] tiene también un nimero finito de ideales maximales.
Ahora bien, si d > 0, cada ideal maximal de este anillo se corresponde con una
clase de conjugacién (finita) de puntos de A%, lo cual es imposible. n

El teorema anterior implica que un conjunto algebraico afin tiene dimensién 0
si y s6lo si consta de un niimero finito de puntos (no necesariamente racionales).

3.8 Funciones regulares

Cada conjunto algebraico afin X/k tiene asociada su dlgebra k[X] de funcio-
nes polinémicas. Vamos a generalizar esto asociando una k-algebra de funciones
a cada uno de sus abiertos, con lo que dotaremos a X de estructura de espacio
anillado local definido sobre k.

La idea bésica es considerar las funciones definidas como cociente de dos fun-
ciones polinémicas alli donde el denominador no se anula. Para ello empezamos
estudiando los conjuntos de puntos donde no se anula una funcién. Trataremos
simultdneamente dos casos:

Si X es un conjunto algebraico afin sobre un cuerpo k y f € k[X], entonces
definimos

D(f) ={z € X | f(z) # 0}.
Si X = Esp A, para un cierto anillo A y f € A, entonces

D(f)={pe X[ f¢p}

En cualquiera de los dos casos se comprueban sin dificultad las propiedades
siguientes:

a) D(f) =X\ V(f) es abierto en X.

b) D(fg) = D(f) N D(g).

¢) D(f™) = D(f), para todo n > 1.

d) D(f) = @ siy sblosi f es nilpotente.

A los abiertos de la forma D(f) los llamaremos abiertos principales de X.
Es claro que forman una base de X.

Teorema 3.83 En las condiciones anteriores (suponiendo que A es noetheriano
en el caso X = Esp A), todo subconjunto de X es cuasicompacto, es decir, todo
cubrimiento abierto admite un subcubrimiento finito.
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DEMOSTRACION: Dado un cubrimiento abierto de un subconjunto A de X,
podemos sustituir A por la unién de los abiertos del cubrimiento, con lo que
podemos suponer que A es abierto. Es claro que también podemos suponer que
los abiertos del cubrimiento son principales, digamos {D(g;)},es. Entonces

X\A=NV(g)=V(),
jeJ
donde J es el ideal generado por los g;. Como J es finitamente generado, en
realidad J = (gj,,-..,9;,), para ciertos indices ji, ..., jn, y entonces

X\ 4= Vi),

luego
A= UD(g;)-
=1
u

Definicién 3.84 Sea C/k un conjunto algebraico afin y U C C' un abierto no
vacio. Diremos que una funcién r : U — K es regular en un punto = € U si
existen f, g € k[C] tales que x € D(g) C U y para todo y € D(g) se cumple que
r(y) = f(y)/g(y). Diremos que la funcién r es regular en U si lo es en todos los
puntos de U.

Es facil ver que la regularidad en un punto = es una propiedad local, es decir,
que si r es regular en z y x € U’ C U, entonces |y, también es regular en z.

Representaremos por k[U] al conjunto de todas las funciones regulares en U.
Es inmediato comprobar que tiene estructura de k-algebra con la suma y el pro-
ducto definidos puntualmente. Convenimos en que k[&] = 0. Notemos que ahora
k[C] significa dos cosas diferentes (el dlgebra de las aplicaciones polinémicas en
C'y el dlgebra de las aplicaciones regulares en C'), pero del teorema siguiente
se desprende que en realidad son el mismo conjunto (teniendo en cuenta que

C = D(1)).

Teorema 3.85 Si C/k es un conjunto algebraico afin y g € k[C], entonces
k[D(g)] = k[C],.

DEMOSTRACION: Recordemos que k[C], es la localizacién de k[C] respecto
al conjunto multiplicativo S = {¢™ | n > 1}. Hay que entender que, en el
enunciado y en toda la demostracién, k[C] es el dlgebra de funciones polinémicas
en C, y no su algebra de funciones regulares.

Claramente, toda funcién polinémica f € k[C] es regular en D(g), pues se
expresa como cociente f = f/1. Asi pues, k[C] C k[D(g)].

Como 1/g € k[D(g)], vemos g es una unidad, y esto implica que la inclusién
se extiende a un homomorfismo k[C], — k[D(g)]. Se trata de un monomor-
fismo, pues si f/g" = 0 en k[D(g)], entonces f|py) = 0, luego fg = 0, y esto
prueba que f/g™ =0 en k[C],.
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Por otra parte, si r € k[D(g)], por definicién de aplicacién regular y el
teorema 3.83, tenemos que

t

D(g) = U D(g:),

i=1

de modo que r = f;/g; en D(g;). En D(g;)ND(g;) = D(g:9;) tenemos la relacién
figi — figi = 0, luego gig;(fig; — fjgi) = 0 en todo C. Podemos cambiar f;
por figi y gi por g2, con lo que la relacién se reduce a f;g; — f;gi = 0 como
funciones en C, luego fig; = fjg; como elementos de k[C].

La funcién g se anula donde se anulan todas las g;, lo que se traduce en que
g € rad(g1,...,g:t). Asi pues, existe un m > 0 tal que

9" = > higi,

K2

Lt~

t
para ciertas h; € k[C]. Si llamamos f = Y h;f;, tenemos que
i=1

¢ t
9" f; = Zl(higi)fj = Zl(hifi)gj = 19,
1= 1=
luego r = fi/g; = f/g™ en cada D(g;), luego en todo D(g). Esto prueba que
el homomorfismo es suprayectivo. [

Notemos que este teorema tiene un analogo para espectros: Si X = Esp Ay
g € A, entonces, por el teorema 3.39, D(g) es homeomorfo a Esp A,.

Definicién 3.86 Si C/k es un conjunto algebraico afin, para cada subconjunto
abierto U C C, definimos O¢(U) = k[U], de modo que, con las restricciones
usuales de funciones, C' se convierte un espacio anillado definido sobre k.

En particular, si P € C, tenemos definido el anillo O¢,p de gérmenes de
funciones regulares. Enseguida determinaremos la estructura de estos anillos,
pero antes observemos que los abiertos de C' se corresponden biunivocamente con
los abiertos de Esp k[C], por lo que podemos trasladar a Esp k[C] la estructura
de espacio anillado que hemos definido en C. Sin embargo, en Esp k[C] hay
mas puntos que en C, por lo que podemos considerar anillos de gérmenes més
generales.

Especificamente, si llamamos X = Espk[C], cada abierto de C es de la
forma U = C'\ Vo (1), para cierto ideal radical I de k[C], y se corresponde con
el abierto U’ = X \ Vx(I). Por otra parte, los puntos 8 € X se corresponden
biunivocamente con los cerrados irreducibles W = Vo (P) C C, de forma que
P € U’ equivale a que I ¢ B, y también a que W ¢ Ve(I), 0 aque WNU # @.

Por consiguiente, si llamamos O¢ w al anillo de gérmenes asociado a 3, es
claro que estd formado por las clases de equivalencia de funciones racionales
definidas en abiertos que cortan a W, identificadas cuando coinciden en un
abierto menor que también corte a W. (Notemos que la interseccién de dos
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abiertos que corten a W corta también a W, bien porque la interseccién de dos
entornos de ‘3 es un entorno de B3, bien porque los abiertos no vacios en un
conjunto irreducible son densos.)

Naturalmente, Oc p = O¢ (py}-

El teorema siguiente prueba, en particular, que los conjuntos algebraicos son
espacios anillados locales (y también los espacios Esp k[C]).

Teorema 3.87 Si C/k es un conjunto algebraico afin, W/k es un subconjunto
irreducible y py = Ic(W), entonces Oc,w = k[C]

pw -

DEMOSTRACION: Sea ¢ : k[C] — O¢,w el homomorfismo de k-dlgebras que
a cada funcién regular le asigna el germen determinado por sus restricciones a
los abiertos que cortan a W. Si f € k[C] \ pw, esto significa que f no es
idénticamente nula en W o, equivalentemente, que D(f) N W # &. La funcién
regular 1/f € k[D(f)] determina un elemento de Oc,w que es el inverso de
d(f). Asi pues, ¢(f) es una unidad, luego ¢ se extiende a un homomorfismo
¢ : k[Clyy — Ocw.

Si f/g € k[C],,, tiene imagen nula, eso significa que f se anula en un abierto
que corta a W. Podemos tomarlo de la forma D(h), con h € k[C] \ pw. Asi,
fh =0, lo que prueba que f/g = 0. Asi pues, ¢ es inyectiva.

Cada elemento de O¢ 1 estd representado por una funcién r definida sobre
un abierto de la forma D(g), donde g € k[C] cumple que D(g) N W # @. Por
el teorema 3.85, sabemos que 7 es de la forma r = f/¢g", para cierta f € k[C].
Puesto que g ¢ pw, es claro que ¢(f/g™) es la clase de 7 en O¢ w, luego ¢ es
suprayectiva. n

De esta representacion se deducen las propiedades fundamentales de estos
anillos locales:

Teorema 3.88 Sea C/k un conjunto algebraico afin y W/k un subconjunto
algebraico irreducible. Entonces:

a) Los elementos de Esp Oc,w se corresponden biunitvocamente con las sub-
variedades V/k tales que W C V C C.

b) Oc,w es un dominio integro si y sdlo si W estd contenido en una Unica
componente irreducible de C.

C) dim OC,W = COdimcw.

d) Los ideales radicales de Ocw (distintos de todo Ocw) se corresponden
biunivocamente con los subconjuntos algebraicos de C' cuyas componentes
irreducibles contienen (todas) a W.

DEMOSTRACION: a) Por el teorema anterior, Oc,w = k[Cly,, , donde py =
Ic(W). Por lo tanto, los ideales primos de O w se corresponden con los ideales
primos de k[C|] contenidos en py, que a su vez se corresponden con las variedades
que contienen a W.
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b) Como k[C] es reducido, lo mismo vale para Oc¢ w, de donde se sigue clara-
mente que es un dominio integro si y sélo si contiene un tinico primo minimal, lo
que equivale a que py contenga un dinico primo minimal de k[C], luego también
a que W esté contenido en una tnica componente de C.

¢) es consecuencia inmediata de a) por las definiciones de dimensién y codi-
mension.

d) Los ideales citados en d) son las intersecciones de sus primos minimales,
y se corresponden con las intersecciones finitas de primos de k[C] contenidos en
pw, luego también con los conjuntos algebraicos indicados en d). m






Capitulo IV

Anillos locales

Muchos problemas del algebra conmutativa pueden reducirse al estudio de
anillos locales, es decir, anillos con un tnico ideal maximal. La forma tipica
de llegar a esta situacion es localizando un anillo dado respecto de uno de sus
ideales primos. Por ejemplo, si C/k es un conjunto algebraico y P € C es
un punto contenido en la componente irreducible de mayor dimensiéon, entonces
dim C' = dim O¢, p, por lo que para estudiar la dimensién de C' podemos estudiar
la del anillo local O¢, p.

En este capitulo empezaremos estudiando las compleciones de un anillo res-
pecto de ciertas topologias definidas por ideales. No es una técnica que vaya a
resultar esencial en lo que veremos més adelante, pero es en este contexto donde
aparecen de forma natural algunos resultados que nos van a hacer falta después.

En las secciones siguientes estudiaremos mas a fondo la dimensién de un
anillo noetheriano local. Daremos dos caracterizaciones alternativas de la di-
mension para estos anillos, de las que obtendremos diversas consecuencias, entre
ellas que los anillos noetherianos locales siempre tienen dimensién finita.

4.1 Compleciones

Consideremos un grupo topolégico abeliano G, es decir, un grupo abeliano
G dotado de una topologia de modo que tanto la suma + : G x G — G como la
aplicacién — : G — G son continuas. Es evidente entonces que las traslaciones
son homeomorfismos, luego si B es una base de entornos de 0 y g € G, entonces
los conjuntos {g+ U | U € B} forman una base de entornos de g. Esto significa
que la topologia de G esta determinada por los entornos de 0.

En principio no suponemos que los grupos tengan la propiedad de Hausdorff,
pero ésta tiene una caracterizacion sencilla:

Teorema 4.1 Sea G un grupo topolégico abeliano y H la interseccion de todos
los entornos de 0. Entonces H es un subgrupo de G. Ademds H es la clausura
de {0} y G es un espacio de Hausdorff si y sélo si H = 0.

145
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DEMOSTRACION: Si hi, he € H y U es un entorno de 0, la continuidad de la
aplicacién f : GxG — G dada por (u,v) — u—v implica que existe un entorno
Vi x Vo de (0,0) en G x G tal que Vi x Vo C f=1[U]. Como (hy, hs) € V4 x Va,
concluimos que hy — hy € U, luego hy — ho € H. Esto demuestra que H es un
subgrupo.

Claramente h € H siy sélo si 0 € h — U para todo entorno U de 0, si y s6lo
si 0 pertenece a todo entorno de h, si y sélo si h € m

Obviamente, si G es un espacio de Hausdorff ha de ser H = 0. Si H = 0,
basta probar que 0 puede separarse de cualquier punto g € G, g # 0. En efecto,
existe un entorno U de 0 tal que g ¢ U. Por la continuidad de la suma existe un
entorno V de 0 tal que V+V C U. Entonces V y g — V son entornos disjuntos
deOyg. n

Si G es un grupo topolégico abeliano y H es un subgrupo de G, consi-
deraremos a H como grupo topoldgico con la topologia inducida. Asi mismo
consideraremos en G/H la topologia cociente en la que un conjunto U C G/H
es abierto si y sélo si p~1[U] es abierto en G, donde p : G — G/H es la pro-
yeccion natural. Observemos que con esta topologia p es continua y abierta,
pues si U es abierto en GG entonces

p~plU]] = hLEJH(h +U)

es abierto en (G. Observemos que aunque G sea un espacio de Hausdorff el
cociente G/H no tiene por qué serlo. Del teorema anterior se sigue que la
condicién necesaria y suficiente es que H sea cerrado en G.

Todos los grupos topolégicos que vamos a considerar serdn de la forma de-
terminada por el teorema siguiente:

Teorema 4.2 Sea G un grupo abeliano y
G=GyDGE1 DGy D

una sucesion decreciente de subgrupos de G. Entonces eziste una inica topologia
con la que G se convierte en un grupo topoldgico y los subgrupos G, forman una
base de entornos (abiertos) de 0.

DEMOSTRACION: Tomamos como base los trasladados de los subgrupos G,,.
Ciertamente son base de una topologia, pues si u € (g1 + Gp) N (g2 + Gr),
digamos con m < n, entonces u + G, C (g1 + Gm) N (g2 + Gr).

Respecto a esta topologia, la suma en GG es continua, pues
(a+Gp)+(b+Gp) =a+b+Gy.

Igualmente, la aplicacién — es continua, pues —(a + G,) = —a + G,,. La
unicidad es evidente. L]
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Nota: En lo sucesivo sobrentenderemos que todos los grupos topolégicos con-
siderados seran abelianos y tendran una base de entornos de 0 formada por una
sucesién decreciente de subgrupos {Gp},. A estas sucesiones las llamaremos
sistemas fundamentales de entornos de 0.

Observemos que si G es un grupo topoldgico en estas condiciones y H es un
subgrupo de GG, entonces la topologia de H esta definida por el sistema funda-
mental {H N Gp}y, v la topologia de G/H estéd definida por {(G,, + H)/H },.
Maés atn, si G y H son grupos en estas condiciones, la topologia producto en
G x H estd determinada por el sistema fundamental {G,, X H, },.

En general, si G es un grupo topolégico y {G,, }, es un sistema fundamental
de entornos de 0, los subgrupos G,, son necesariamente abiertos y cerrados en G,
pues si g € G, entonces g+ G,, es un entorno de Gy g+ G,, C G,,. Esto prueba
que G, es abierto, y su complementario se expresa como unién de trasladados
de G, luego también es abierto y G,, es cerrado.

Definicién 4.3 Sea G un grupo topolégico. Diremos que una sucesion {xz, },
en G es de Cauchy si para todo entorno U de 0 existe un natural ng de modo
que si m, n > ng entonces x,, — z,, € U. Diremos que G es completo si y sélo
si todas sus sucesiones de Cauchy son convergentes.

Es obvio que en la definicién de sucesién de Cauchy podemos restringir los
entornos U a los elementos de un sistema fundamental.

Diremos que dos sucesiones de Cauchy son equivalentes si su diferencia con-
verge a 0 en G (es decir, estd finalmente en todo entorno de 0). Es inmediato
comprobar que se trata de una relaciéon de equivalencia.

Definimos la complecién de G como el conjunto cociente, que adquiere estruc-
tura de grupo abeliano con la suma dada por [{x,}n] + [{¥Un}n] = {@n + Yn}nl-

La aplicacién ¢ : G — G que a cada g € G le asocia la clase de la sucesion
constante igual a g es claramente un homomorfismo de grupos. Observemos que
su nucleo es la interseccién de todos los entornos de 0 en G, luego sélo podemos
considerar a G como subgrupo de G cuando G tiene la propiedad de Hausdorff.

Si U C G es un entorno de 0, definimos U C @ como el conjunto de las
clases de sucesiones que estan finalmente en U. Es obvio que esta propiedad no
depende del representante escogido en una clase de equivalencia dada. Ademais,
si U es un subgrupo de G, entonces U es un subgrupo de G (de hecho, es la
complecién de U como grupo). Si {G,, }, es un sistema fundamental de entornos
de G, definimos en G la topologia que tiene por sistema fundamental de entornos
de 0 a la sucesién {G,},. Es inmediato comprobar que la topologfa de G no
depende de la eleccion del sistema fundamental de entornos con que se define.

Mas atn, si ¢ : G — G es el homomorfismo natural y U es un entorno de 0
en GG, tenemos que U es un entorno de 0 en G y ot [m = U. Esto prueba que ¢
es una aplicacién continua. Si G tiene la propiedad de Hausdorff (con lo que ¢
es inyectiva), de hecho ¢ es un homeomorfismo en su imagen, pues al identificar
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a G con un subgrupo de G a través de ¢, la relacién anterior se convierte en

U=UnNAG.

Por otra parte ¢[U] es denso en U, pues si e U v &+ V es un entorno de &
(donde V' es un entorno de 0 en G), tenemos que & = [{zy, }], donde la sucesién
{z}n es de Cauchy en G y estd finalmente en U. Existe un natural m tal que
si n > m entonces x,, —x, € V y x,, € U. Esto se traduce en que

d(zm) € (E+ V)N U]
U

Si U es un subgrupo entonces U= o[U], pues U es cerrado en G y U] es
denso en U.

No es dificil probar que G es un grupo topolégico completo, pero mas ade-
lante serd inmediato, asi que posponemos la prueba. Observemos de momento
que G tiene la propiedad de Hausdorff, pues si £ € G estd en todos los entor-
nos de 0, entonces un representante de £ es una sucesiéon de Cauchy que estd
finalmente en todos los entornos de 0 en GG, luego converge a 0, luego £ = 0.

Asi pues, al completar G hemos identificado los puntos necesarios para que
se cumpla ademaés la propiedad de Hausdorff. En el fondo, ésta es la razén por
la que G no puede sumergirse en G si no tiene la propiedad de Hausdorff.

Para terminar con las propiedades bésicas de las compleciones, observemos
que si f: G — H es un homomorfismo continuo entre dos grupos topoldgicos,
entonces f transforma sucesiones de Cauchy en sucesiones de Cauchy, por lo
que induce un homomorfismo continuo f : G — H determinado por que es el
tnico que hace conmutativo el diagrama

PO A
G—H
¢ @

G—f>H

Para estudiar la estructura algebraica de las compleciones conviene observar
que es posible dar una construccién alternativa de G puramente algebraica.
Para ello necesitamos el concepto de limite inverso:

Definicion 4.4 Un sistema inverso de grupos es una sucesion de grupos abe-
lianos {A,}, junto con homomorfismos p,4+1 : Any1 — A,. Diremos que el
sistema es suprayectivo si lo son todos los p,+1. El limite inverso del sistema es
el grupo

lim A, = {€ € [[An | pnt1(&nt1) = & para todo natural n}.

Observemos que tenemos homomorfismos naturales 7, : limA,, — A, que
. . . . n
son epimorfismos si el sistema es suprayectivo.



4.1. Compleciones 149

Consideremos ahora un grupo topoldgico G con un sistema fundamental
{Gp}n de entornos de 0. Los grupos {G/G,}, forman un sistema inverso su-
prayectivo con las aplicaciones naturales p, 1 : G/Gni1 — G/G,.

Si {zn}n es una sucesién de Cauchy en G, entonces su imagen en G/G,, a
través de la proyeccion natural es finalmente constante, digamos que es igual a
&n € G/Gn Es claro que pn+1(§n+1) = &p, con lo que (fn) € @G/Gn

Es claro que dos sucesiones de Cauchy determinan el mismo elemento del
limite inverso si y sélo si son equivalentes, por lo que tenemos definida una
aplicacién inyectiva

¢: G — limG/G,,

que claramente es un monomorfismo de grupos. De hecho es un isomorfismo,
pues toda sucesién (&,) en el limite inverso es la imagen de una sucesién de
Cauchy (z,), en G. Basta elegir arbitrariamente z,, € &,. Entonces se cumple
que T, — Tpy1 € Gpy1, de donde se sigue que la sucesion es de Cauchy y su
imagen es (&,).

A través de v, el entorno fundamental G,, se corresponde con el conjunto de
sucesiones (&,) tales que &, = [z,] con x,, € G,,. Esto equivale a que &,, = 0.
En otras palabras, si dotamos al limite inverso de la topologia determinada por
los subgrupos

tenemos que ¥ es un homeomorfismo. En lo sucesivo identificaremos
G=1lmG/Gy,  Gu={(€G|& =0}

Observemos que esta representacién de la compleciéon de un grupo G depende
(desde un punto de vista conjuntista) de la eleccién del sistema fundamental
de entornos de 0, pero precisamente hemos demostrado que esta dependencia
es salvo isomorfismo, es decir, que si cambiamos de sistema fundamental de
entornos, los limites inversos correspondientes son topoldgicamente isomorfos.

El homomorfismo natural ¢ : G — G se corresponde a través de v con el
homomorfismo dado por ¢(g) = (g + Gp)n.

Veamos como esta representacion algebraica nos aporta mucha informacion
sobre las compleciones. En primer lugar observemos un hecho general sobre
limites inversos:

Un homomorfismo ¢ : {Ap}n, — {Bn}n entre dos sistemas inversos es
una sucesion de homomorfismos de grupos ¢, : A, — B, que verifiquen
Ont1 © Pnt1 = Pn+1 © ¢n para todo natural n. Es inmediato que ¢ induce un
homomorfismo ¢ : lim A,, — lim B,, de forma natural.

n n

Teorema 4.5 Sea 0 — {A,}, 2, {Bn}n ¥, {Ch}n, — 0 una sucesion
exacta de homomorfismos de sistemas inversos (exacta en el sentido de que
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lo es la sucesion de homomorfismos correspondiente a cada n). Entonces la
sucesion

; BT LAY
0 i An 5 Jin B Uiy
es exacta, y si el sistema {An}, es suprayectivo, también lo es la sucesion
; Y Y
0 Bpdn = HpBn = JinCr — 0.

DEMOSTRACION: Es claro que ¢ es inyectiva y que ¢potp = 0. Si(8) =0
entonces cada ¥, (8,) = 0, luego existe a,, € A,, tal que 8, = ¢, (o). Ademds

d)n(ﬂ-’ﬂJrl(anJrl)) = 7T’ﬂ+1(¢n+1(an+1)) = 7Tn+1(ﬁn+1) = Bn = qj)n(an)a

luego my41(nt1) = i, luego la sucesion (a,) determina un o € limA,, tal que
n
p(a) = B.
Por 1ultimo, si el primer sistema es suprayectivo, dado v € lim C;,, toma-
n

mos (g € By tal que ¥o(8y) = 7. Supongamos construidos fy, ..., S, tales
que ¥;(3;) = Vi, mit1(Bi+1) = Bi. Entonces tomamos ), € By tal que
Yn41(B)41) = Yn41- Se cumple que

w’ﬂ(ﬂ-n-“l(ﬁ;ﬂ,—l)) = 7Tn+1(1/)n+1(ﬁ;z+1)) = 7Tn+1(7n+1) ="Tn = wn(ﬁn)

Por lo tanto existe un o € A, tal que mp11(8)41) — Bn = ¢n(). Sea
o € A,y tal que a = m,41(af). Entonces

Bn = 7Tn+1(ﬂ;+1)*¢n(7rn+l(a,)) = 7Tn+1(ﬂ;+1)*ﬁn+l(¢n+l(a,)) = Tnt1(Bnt1),

donde B 11 = 57/1+1 —¢>n+1(0/) € By, 41 cumple ademds que ¥, 11(8n11) = Ynt1-
De este modo hemos construido un 4 € lim B, tal que ¢(3) = 1. n
n

Como caso particular obtenemos lo siguiente:

Teorema 4.6 Sea 0 — G — G - G’ — 0 una sucesion ezacta de
grupos, sea {Gp}n, una sucesion decreciente de subgrupos de G y consideremos
en G' la sucesion {G, N G'},, y en G” la sucesion {p|Gyn|}n. Entonces los
homomorfismos naturales

0—G —G—G" —0
forman una sucesion exacta.

DEMOSTRACION: Los homomorfismos naturales son los inducidos por la
sucesion exacta de homomorfismos

00— G//(G/ N Gn) - G/Gn I G,//p[Gn] — 07

que determinan una sucesién exacta por el teorema anterior. u
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Observemos que, con los sistemas fundamentales de entornos determinados
por el teorema, los homomorfismos de la sucesién exacta de partida son conti-
nuos, y los homomorfismos de la sucesién exacta entre las compleciones (vistas
como limites inversos) se corresponde con los homomorfismos inducidos de forma
natural en términos de sucesiones de Cauchy, luego también son continuos.

Podemos aplicar este resultado a G' = G, y G” = G/G,. Observemos
que la sucesién de entornos de 0 en G” es finalmente nula, luego la proyeccién
7, G — G" es un isomorfismo.

En definitiva obtenemos que G,, se identifica de forma natural con un sub-
grupo de G y ademds G/G,, = G/G,,.

Es facil ver que la identificacién es la que ya teniamos, es decir,

W2 {EeG|& =0}

El isomorfismo G / G,~G /G, es simplemente el inducido por la proyeccién
: @ — G/G,. Su inverso es el homomorfismo ¢, : G/Gp, — GGy
inducido por el homomorfismo natural ¢ : G — G.

Ahora observamos que los isomorfismos ¢,, conmutan con las proyecciones
que definen los sistemas inversos {G/Gy}n ¥ {G/Gp}n, luego determinan un

isomorfismo (b G —>G

Explicitamente, si & € G viene dado por &, = gn + Gy, con g, € G, tenemos
que

(/g(f)n = ¢n(&n) = ¢(gn) + én =&+ GTN
pues (5 - ¢(gn))n = 07 luego f - ¢(9n) € GA('n

En definitiva, vemos que ngS no es mas que el homomorfismo ¢ correspondiente
al grupo G.

Teorema 4.7 Si G es un grupo topoldgico, entonces el homomorfismo natural
¢ : G — G es un isomorfismo si y solo si G tiene la propiedad de Hausdorff y
es completo.

DEMOSTRACION: Para probar este teorema es preferible considerar a G como
el grupo de clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy. Ya sabemos que la
inyectividad de ¢ equivale a la propiedad de Hausdorff. La suprayectividad
equivale a que toda sucesién de Cauchy es equivalente a una sucesién contante,
lo que claramente equivale a que toda sucesién de Cauchy es convergente, es
decir, a la completitud. m

Con esto hemos demostrado que la complecién G de un grupo abeliano G es
siempre un grupo topolégico completo con la propiedad de Hausdorff.

Ejercicio: Probar que f: G — H es un homomorfismo continuo entre dos grupos
topoldgicos y H es completo, entonces existe un homomorfismo continuo f G—H
tal que i o f f,donde i: G — G es el homomorfismo natural.
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4.2 Topologias inducidas por ideales

En esta seccién estudiaremos con detalle las compleciones obtenidas me-
diante un ideal de un anillo segun la definicién siguiente:

Definicion 4.8 Sea A un anillo e I un ideal en A. Llamaremos topologia I-
ddica en A a la topologia definida por la sucesién de subgrupos {I"},,.

Se cumple que A es un anillo topoldgico con la topologia I-adica, es decir,
el producto A x A — A también es continuo. En efecto, dado un punto
(a,b) € A x Ay un entorno ab+ I"™ de su imagen, es claro que

(a+I")b+TI") Cab+ 17,

luego el producto es continuo en (a,b).

La complecion A tiene definida una estructura de anillo de forma natural
(tanto si la consideramos en términos de sucesiones de Cauchy o en términos de
limites inversos). Los conjuntos 17 forman una sucesién decreciente de ideales
de A, por lo que A también es un anillo topoldgico.

Si M es un A-médulo, definimos la topologia I-ddica en M como la topologia
determinada por los subgrupos {I"M},,. Se comprueba ficilmente que el pro-
ducto A x M — M es continuo (es decir, que M es un A-mddulo topoldgico).
La complecién M tiene una estructura natural de A-médulo y es facil ver que
es, de hecho, un A-médulo topoldgico.

Si M es un A-médulo, I es un ideal de A y M’ es un submédulo, entonces
es claro que
(I"M + N)/M' =I1"(M + M")/M'.

Los ideales de la izquierda definen la topologia cociente en M /M’ mientras
que los de la derecha definen la topologia I-ddica en M/M’. Vemos asi que el co-
ciente de la topologia I-adica es la topologia I-addica en el cociente. Igualmente,
la identidad

I"(My & My) =1"M, @ I" M,

prueba que la topologia I-ddica en una suma directa es el producto de las
topologias I-adicas. Lo que no es trivial es que la restricciéon de la topologia
I-4dica en un médulo M a un submdédulo M’ sea la topologia I-ddica en M’. En
efecto, estas topologias estan determinadas, respectivamente, por los sistemas
fundamentales de entornos

{(I"rmnMmy, vy {I"M'},,

que en principio no tienen por qué coincidir. Vamos a probar que, pese a ello,
ambas topologias coinciden. El primer paso es la definicién siguiente:

Definiciéon 4.9 Dado un A-médulo M, una filtracion en M es una sucesion
decreciente de submdédulos

M=My>M DM;>D---
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Si I es un ideal de A, diremos que la filtracién es [-ddica si IM,, C M.
Una filtracién [-ddica es estable si IM,, = M, 1 para todo natural n suficien-
temente grande.

Ast, {I"M},, es una filtracién I-ddica estable.

Teorema 4.10 Sea M un A-mddulo e I un ideal de A. Sean {My}n y {M] }n
dos filtraciones I-ddicas estables. Entonces ambas filtraciones tienen diferencias
acotadas, es decir, existe un natural ng tal que My in, C M), y M}, C M,
para todo natural n. En particular, ambas determinan la misma topologia en M

(la topologia I-ddica).

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que M), = " M.
El hecho de que {M,}, sea I-adica implica que M} = I"M C M,,. Si cumple
IM,, = M,4+1 para n > ng, entonces My, = I"M,, CI"M = M],. n

Ahora conviene introducir un nuevo concepto:

Definicién 4.11 Un anillo graduado es un anillo A junto con una familia de
subgrupos aditivos {4, }52, tal que A = @An y AnAn C Aptm para todos
los indices n, m.

El ejemplo tipico es un anillo de polinomios A = B[Xjy,...,X,] tomando
como A,, el subgrupo de los monomios de grado n.

En general, si A es un anillo graduado tenemos que Ay es un subanillo y todos
los A,, son Ag-moédulos. Los elementos de A,, se llaman elementos homogéneos
de grado n. Ademds Ay = @ A, es un ideal de A.

n>0

Si A es un anillo graduado, un A-mddulo graduado es un A-médulo M junto
con una sucesién de subgrupos aditivos {M,,}°, de modo que M = @Mn y
Apn M, C Mp,+,, para todos los indices m, n.

Es claro entonces que todos los M,, son Ag-mddulos.

Teorema 4.12 Un anillo graduado A es noetheriano si y sélo si Ag es noethe-
riano y A es finitamente generado como Ag-dlgebra.

DEMOSTRACION: Una implicacién es obvia. Si A es noetheriano, entonces
Ap =2 A/A4 también es noetheriano. El ideal A, es finitamente generado, diga-
mos Ay = (21,...,2,). Podemos suponer que los generadores son homogéneos
de grados ny,...,n,.. Sea A’ = Ag[z1,...,x,]. Veamos que A, C A’ por in-
duccién sobre n. Ciertamente se cumple para n = 0. Sea y € A,,. Como
ye€ Ay, hadeser y=a1x1 + -+ a,x,, donde a; € A,,_,,,, con el convenio de
que A; = 0sii < 0. (En principio los a; no tienen por qué ser homogéneos, pero
descomponiéndolos en suma de elementos homogéneos, los sumandos con grado
distinto de n se han de cancelar.) Como n; > 0, por hipédtesis de induccién cada
a; depende polinémicamente de los z; con coeficientes en Ag, luego lo mismo es
valido para y. n
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La relacién de los médulos graduados con las filtraciones es la siguiente: Si
A es un anillo e I es un ideal de A, podemos formar el anillo graduado

A* — @In,
n
de modo que si M es un A-médulo y {M,, }, es una filtracién I-ddica, entonces
M* =@M,

es un A*-médulo graduado. Si A es noetheriano, entonces I es finitamente
generado, digamos I = (x1,...,2,), con lo que A* = Alxy,...,x,], luego A*
también es noetheriano. Si ademas M es un A-mddulo finitamente generado,
vamos a probar que M™* es finitamente generado si y sélo si la filtracion es
estable.

En efecto, tenemos que M es noetheriano, luego los submédulos M,, son
todos A-mdédulos finitamente generados. Sea M el A*-submddulo de M™* gene-
rado por My & - -- & M,,. Explicitamente:

M:=My®--- &M, ®IM,dI*M, & ---

Ciertamente los médulos M} son finitamente generados y forman una cadena
ascendente cuya unién es todo M*. Como A* es noetheriano, tenemos que M*
es finitamente generado si y sélo si la cadena se estabiliza, es decir, si y sélo si
M* = M, paraun ng, siy s6lo si My, m = I™ My, para todo m > 0, si y sélo
si la filtracién es estable. L]

Con esto podemos demostrar el resultado fundamental para el fin que esta-
mos persiguiendo:

Teorema 4.13 Sea A un anillo noetheriano, I un ideal de A, sea M un A-
mddulo finitamente generado y { My}, una filtracion I-ddica estable. Si M’ es
un submddulo de M, entonces {M' N M}, es una filtracidn I-ddica estable de
M.

DEMOSTRACION: Tenemos que I(M' N M,) C IM' NIM, C M' N M1,
luego la filtracion es I-adica. Por lo tanto define un A*-mdédulo graduado que es
un submdédulo de M*, luego es finitamente generado (porque A* es noetheriano).
Por el teorema anterior, la filtracién es estable. L]

Conviene destacar el caso correspondiente a la filtracion M,, = [""M:

Teorema 4.14 (Lema de Artin-Rees) Si A es un anillo noetheriano, I un
ideal de A, sea M un A-mddulo finitamente generado y M’ un submddulo,
entonces existe un natural k tal que

(I"M)NM' = I1""F((I*M)n M),

para todo n > k.
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Combinando 4.13 con el teorema 4.10 obtenemos la versién maés util y clara
de este resultado:

Teorema 4.15 Sea A un anillo noetheriano, I un ideal de A, sea M un A-
mddulo finitamente generado y M’ un submddulo de M. Entonces las filtracio-
nes {I"M'}, y {(I"M) N M'},, tienen diferencias acotadas. En particular la
topologia I-ddica en M’ es la restriccion de la topologia I-ddica en M.

Ahora podemos aplicar el teorema 4.6 a las topologias [-ddicas:

Teorema 4.16 Sea A un anillo noetheriano, 0 — M' — M — M"” — 0
una sucesion exacta de A-mddulos ﬁmtamente generados e I un ideal de A. En-
tonces también es exacta la sucesion 0 — M’ —s M — M" — 0 inducida
sobre las compleciones I-ddicas.

Recordemos que si consideramos las compleciones en términos de sucesiones
de Cauchy, los homomorfismos dados por el teorema anterior son los inducidos de
forma natural por los homomorfismos (continuos) de partida. Los razonamientos
siguientes son mucho més simples si consideramos las compleciones en estos
términos.

El homomorfismo natural A — A nos permite considerar a la complecion
A como A-médulo, luego podemos formar el producto tensorial Ao M para
cualquier A-médulo M. El homomorfismo natural ¢ : M — M induce un
homomorfismo

A@AM—>A®AM—>A®AM=M,
caracterizado por que a ® m — ad(m).

Teorema 4.17 Si A es un anillo, I es un ideal de A y M es un A-mddulo
finitamente generado, entonces el homomorfismo AQ M — M es suprayectivo
y si A es noetheriano entonces es un isomorfismo.

DEMOSTRACION: Es facil definir un isomorfismo natural M @ M’ = M@ M.
Si M es finitamente generado, podemos tomar un A-médulo libre L & A™ y
formar una sucesién exacta

0—N—>L—M—0.

Entonces L & A" = (A, A)" =2 A®,4 L, y el isomorfismo es el natural.
Tenemos el diagrama conmutativo

AQUN— A@sL—= AR, M —=0

R

0 N L — M 0




156 Capitulo 4. Anillos locales

donde la fila superior es exacta por las propiedades del producto tensorial. Aca-
bamos de probar que g es un isomorfismo y el teorema 4.6 nos da que la dltima
fila seria exacta si en IN consideramos la topologia inducida por la topologia
I-4dica de L (que no podemos decir que sea la topologia I-ddica sin la hipStesis
de que A sea noetheriano). En cualquier caso, lo que si podemos asegurar es
que d es suprayectiva. Esto es suficiente para asegurar que h es suprayectiva.
Si suponemos que A es noetheriano entonces la fila inferior es exacta. Ademds
N es finitamente generado, luego f también es suprayectiva. Con estos datos,
no es dificil obtener del diagrama que h es inyectiva. ]

Con esto ya podemos demostrar las propiedades bésicas de las compleciones
I-adicas de anillos noetherianos:

Teorema 4.18 Sea A un anillo noetheriano e I un ideal de A. Entonces
a) [= AT 2 A®4l,
b) In = In,
¢) AJT" = A/I™ y también I™ /I = [n /[0 +1
d) I estd contenido en todos los ideales mazimales de A.

DEMOSTRACION: a) Como A es noetheriano, I es un A-mddulo finitamente

generado, y acabamos de probar que el homomorfismo Agal — I , cuya

imagen es Al, es un isomorfismo.

b) El mismo razonamiento se aplica a I™, con lo que
I = A" = (AD™ = I™.

¢) En la seccién precedente hemos visto que A/I™ = fi/ ﬁ, y aplicando b)
tenemos la primera parte de ¢). La segunda es el caso particular que resulta de
tomar G = I™.

d) Si z € I, es claro que la sucesién {2}, tiende a 0 en A, luego la serie
que determina es convergente. Concretamente:

1—2)t=14+a+2>+--

Asi pues, 1 —z es una unidad de A. Si M es un ideal maximal de A, entonces
M+ (1 —-2z)=(1), luego z € M. u

En particular tenemos que la complecién de la topologia I-ddica de un {1—
médulo M es la topologia I-ddica en M (y también la topologia I-ddica en M,
visto como A-mddulo). Otra consecuencia sencilla es la siguiente:

Teorerr}a 4.19 Sea A un am’llq noetheriano e I un ideal mazximal de A. En-
tonces A es un anillo local con I como unico ideal maximal.
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DEMOSTRACION: Por el teorema anterior A/f >~ A/I, que es un cuerpo,
luego I es un ideal maximal de A. Como ha de estar contenido en todos los
ideales maximales, ha de ser el tinico. m

El teorema siguiente determina en qué condiciones la topologia I-addica es
de Hausdorft:

Teorema 4.20 (Teorema de Krull) Sea A un anillo noetheriano, I un ideal
de A y M un A-mddulo finitamente generado. El nicleo H = (\I"M del
homomorfismo M — M estd formado por los elementos de M anulados por
algun elemento del trasladado 1+ 1.

DEMOSTRACION: Como H es la interseccién de todos los entornos de 0, su
topologia es trivial, es decir, no tiene mas abiertos que @ y H. Por otra parte,
hemos probado que su topologia es la topologia I-ddica. Como [H ha de ser
abierto para esta topologia, concluimos que ITH = H. Como A es noetheriano,
tenemos que H es un A-mddulo finitamente generado. Pongamos que H =
(mq,...,m,). Por hipéGtesis

m; = @My + -+ GirMy,

para ciertos a;; € I. Si B = (a;j) y * = (m;) tenemos que z(I — B) = 0.

Multiplicando por la matriz adjunta vemos que det(I — B)m; = 0 para todo

indice 4, y claramente det(I — B) € 1+ I, luego todos los elementos de H anulan

a un elemento de 1+ I. Reciprocamente, si m € M cumple (1 + a)m = 0, con

a € I, entonces m = am y, en general, m = a"m € I"™M para todo natural n.
|

En particular, si A es un dominio integro (noetheriano) e I es un ideal de
A, entonces la topologia [-ddica en A es de Hausdorff. Otro caso de interés es
el siguiente:

Teorema 4.21 Sea A un anillo noetheriano e I un ideal contenido en todos los
ideales mazimales de A. Entonces la topologia I-ddica en cualquier A-mddulo
finitamente generado es de Hausdorff.

DEMOSTRACION: Basta observar que todo 2 € 1+ I es una unidad, pues en
caso contrario existiria un ideal maximal M de A tal que x € M, pero I C M,
luego 1 € M, contradiccion. Asi pues, los elementos de 1 + I no pueden anular
a ningin elemento de ningin A-mddulo. L]

En particular, si A es un anillo noetheriano local y m es su ideal maximal,
tenemos que la topologia m-adica en cualquier A-mdédulo finitamente generado
es de Hausdorft.

Conviene enunciar una versiéon puramente algebraica del teorema anterior:

Teorema 4.22 Sea A un anillo noetheriano e I un ideal contenido en todos
los ideales maximales de A. Sea M un A-mddulo finitamente generado y N un
submodulo de M. Entonces

N (N + I"M) = N.

n=0
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DEMOSTRACION: Sea M’ = M/N, que también es un A-mdédulo finitamente
generado. Por el teorema anterior, la topologia I-ddica en M’ es de Hausdorff,

lo cual equivale a que
oo

N ("M = 0.
n=0
De aqui se sigue inmediatamente la igualdad del enunciado. L]

En la demostracién del teorema anterior se ve que, bajo sus hipdtesis, todos
los submédulos de M son cerrados (pues determinan cocientes de Hausdorff).

Ahora veremos la relacién entre los procesos de localizacién y complecién.
Consideremos un anillo noetheriano A y un ideal I. Entonces el conjunto S =
1 + I es multiplicativo. Mas atn, en el caso en que I es un ideal maximal
entonces S = S; = A\ 1. Sea Ala complecién de A respecto de la topologia
I-adica.

Six € I, entonces la sucesién {z"},, converge a 0 en A, de donde se sigue la
convergencia de la serie

A—2)t=14z+22+23+-..

Esto significa que el homomorfismo natural i : A — A transforma en
unidades todos los elementos de S, luego podemos definir un homomorfismo
natural S—'4 — A.

Una fraccién a/s estd en el nicleo de este homomorfismo si y sélo si a estd
en el niicleo del homomorfismo A — A. Segun el teorema de Krull, esto sucede
si y sblo si as’ = 0, para cierto s’ € S, pero esto equivale a que a/s = 0.

Asi pues, podemos considerar a S~'A como subanillo de A. A través de
esta identificacién, el homomorfismo natural A — S~!A se identifica con el
homomorfismo natural A — A. Equivalentemente, tenemos A C S~'A C A.

Observemos que I"S™1A = (S71I)", luego la topologia I-adica en S~1A
(que es la topologia inducida en S™'A desde A) es la topologia S~!I-4dica.
Como la imagen de A en A es densa en A, lo mismo le sucede a S~1A, de
donde podemos concluir que A es también la complecién de S~ A respecto de
la. topologia S~ I-4dica.

En particular, si m es un ideal maximal de A, tenemos que la complecién Aw
respecto de la topologia m-adica es también la complecion del anillo noetheriano
local Ap,.

Para terminar esta seccién vamos a demostrar que la complecion de un anillo
noetheriano respecto a una topologia I-adica es también un anillo noetheriano.
Nuevamente nos apoyaremos en médulos graduados.

Definicién 4.23 Sea I un ideal de un anillo A. Para cada natural n > 0
definimos gr?(A) = I"/I"! (entendiendo que I° = A). Consideraremos cada
gr?(A) como A/I-médulo de forma natural. Definimos el anillo graduado de I
como

ar; (A) = gi:aogr?(A).
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En principio gr;(A) tiene una estructura natural de A/I-médulo, pero lo
dotamos de estructura de anillo del modo siguiente:

Siz=a+ 1" €g™(A), y=b+ I""! € gr?(A), definimos
z-y=ab+ " € g (A).

Es inmediato que z - y no depende de la eleccién de los representantes a y b.
Definimos el producto de dos elementos arbitrarios z, y € gr;(A) mediante

(x’y)n = Z Zi-Yj.
i+j=n

Es inmediato comprobar que gr;(A) se convierte asi en un anillo graduado.
Ejemplo La definicién del anillo graduado de un ideal permite aplicar a anillos
arbitrarios algunos conceptos y técnicas habituales en anillos de polinomios. La
relacién viene dada por el ejemplo siguiente: si A = B[X7,...,X,] es un anillo
de polinomios y tomamos como ideal I = (X1,...,X,,), entonces A/I = B es
el anillo de coeficientes y, mas en general, el B-mddulo gr(A) es isomorfo al

B-submédulo de A formado por los monomios de grado n. Teniendo esto en
cuenta es ficil ver que gr;(A) = A. n

Si M es un A-médulo y {M,,}, es una filtracién I-adica, definimos
gr(M) = @ M, /M1,
n=0

que se convierte en un gr;(A)-médulo graduado de forma obvia.

Teorema 4.24 Sea A un anillo noetheriano e I un ideal de A. Entonces
a) gr;(A) es noetheriano.
b) gri(A) y gr;(A) son isomorfos como anillos graduados.

c) Si M es un A-mddulo finitamente generado y {My},, es una filtracidn I-
ddica estable, entonces gry(M) es un gr;(A)-mddulo finitamente generado.

DEMOSTRACION: a) Como A es noetheriano, I es finitamente generado.
Pongamos que I = (x1,...,2,). Sea ¥; la imagen de x; en I/I%. Entonces

g1 (A) = (A/D[z1, ..., ).

Como A/I es noetheriano, lo mismo le sucede a gr;(A).

b) Dos anillos graduados son isomorfos si existe un isomorfismo de anillos
entre ellos que transforma los elementos homogéneos de grado n de uno en los del
otro. Los isomorfismos ™ /["+1 = In / I™1 inducen obviamente un isomorfismo
entre los anillos graduados correspondientes.
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c) Existe un ng tal que My,+, = I"M,, para todo natural . Por lo tanto
gr; (M) estd generado por los subgrupos gr#(M) = M, /M,11, para n < ng.
Cada M,, es un A-médulo finitamente generado, luego M, /M, 1 es un A/I-
médulo finitamente generado, luego gr;(M) es un gr;(A)-modulo finitamente
generado. n

Ahora necesitamos un resultado técnico:

Sean GG y H dos grupos topoldgicos con sistemas fundamentales de entornos
{Gr}n v {Hpn}n, respectivamente y sea ¢ : G — H un homomorfismo tal que
¢|Gr] C H, para todo n. Consideramos los grupos

gr(G) = G_BOGn/GnJrlv gr(H) = G_BOHTL/HnJrla

entre los cuales tenemos un homomorfismo gr(¢) : gr(G) — gr(H) inducido
por ¢ de forma natural. Por otra parte tenemos el homomorfismo qB :G—H
entre las compleciones. Vamos a probar que si gr(¢) es inyectivo o suprayectivo,
lo mismo le sucede a (;AS

En efecto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas:

OHGn/Gn-&-l HG/Gn+1 HG/Gn —0

lgr"(@ %ﬂl %l

OHHn/Hn-l—l HI—[/I{n-l—l HI—[/I{n —0

Si gr(¢) es inyectivo, tenemos que la flecha vertical izquierda es inyectiva.
Obviamente ¢q es inyectiva (pues G/Go y H/Hy son triviales). Razonando por
induccién, suponemos que ¢,, es inyectiva y el diagrama nos permite probar que
¢n+1 también lo es. Esto implica que ngS es inyectiva por el teorema 4.5.

Para la suprayectividad razonamos andlogamente: si hyy1 € H/Hp41, to-
mamos g, € G/G, tal que ¢,(g,) coincida con la imagen de h,4+1. Sea
gn+1 € G/Gpy1 una antiimagen en G/Gp1, de modo que ¢ny1(gn+1) ¥ fnt
tienen la misma imagen. Esto implica que ¢5,+1(gn+1) — hn+1 es la imagen de
un h!, € H,/H,+1, que a su vez tiene una antiimagen ¢/, € G, /Gp1+1. Sea
g’;L+1 su imagen en G/Gn+1~ Entonces ¢n+1(g;7,+1) = ¢n+1(gn+1) - hn+17 luego
hns1 = dny1(gnt1 — gry1)- El teorema 4.5 implica entonces que é es suprayec-
tiva. [

Teorema 4.25 Sea A un anillo, I un ideal de A, sea M un A-mddulo y {M,},
una filtracion I-ddica. Supongamos que A es de Hausdorff y completo con la
topologia I-ddica y que M es de Hausdorff con la topologia definida por la fil-
tracion. Entonces, sigr(M) es un gr;(A)-mddulo finitamente generado, también
M es un A-mddulo finitamente generado.
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DEMOSTRACION: Tomemos un generador de gr(M) formado por elementos
homogéneos &1,...,&,, de grados ki,...,k.. Entonces & = x; + My, 41, con
Ti € MkL

Sea L' el médulo A con la filtracién I-ddica estable dada por L} = ["~ki
(entendiendo que I™ = A sin < 0) y sea

T
L=@L =A
i=1
con la filtracién I-adica estable definida por suma directa. Sea ¢ : L — M
el homomorfismo de A-mdédulos que lleva la base candnica de L a los genera-
dores de M. Asi, los elementos de L, = L. & --- & L" se corresponden con
elementos de M,,. Segun las observaciones previas al teorema podemos formar
los homomorfismos

gr(¢) : gr(L) — gr(M),  ¢:L — M.

Por construccion gr(¢) es suprayectivo, luego ¢ también lo es. Consideramos
ahora el diagrama conmutativo siguiente:

@

_—
—_—

<~

La topologia de cada L’ = A es la topologia I-ddica, que es completa, luego
L también es completo con la topologia inducida por su filtraciéon. Por el mismo
motivo tiene la propiedad de Hausdorff, luego la flecha vertical izquierda es un
isomorfismo. Como M tiene la propiedad de Hausdorff, la flecha vertical derecha
es un monomorfismo. De aqui se sigue que ¢ es suprayectiva, luego x1,...,x,
son un generador de M como A-mdédulo. [

¢

Teorema 4.26 Bajo las hipdtesis del teorema anterior, si gr(M) es un gr;(A)-
mddulo noetheriano, entonces M es un A-mddulo noetheriano.

DEMOSTRACION: Hemos de probar que todo submédulo M’ de M es finita-
mente generado- Sea M, = M'NM,. Entonces {M] },, es una filtracién I-adica
de M’y tenemos monomorfismos naturales M, /M), — M, /M, 1, que a su
vez inducen un monomorfismo gr(M’) — gr(M). Como gr(M) es noetheriano,
tenemos que gr(M’) es finitamente generado, y también tiene la propiedad de
Hausdorff, pues la interseccién de los M, estd contenida en la de los M,,. Por
el teorema anterior M’ es finitamente generado. [

Teorema 4.27 Si A es un anillo noetheriano e I es un ideal de A, entonces la
complecion I-ddica A también es noetheriana.
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DEMOSTRACION: Sabemos que gr;(A) & grf(fl). Aplicamos el teorema
anterior al anillo A (de Hausdorff y completo) y al médulo M = A con la
filtracién {I"},,. Concluimos que A es un A-médulo noetheriano, o sea, un
anillo noetheriano. L]

Como caso particular, esto implica que si A es un anillo noetheriano, enton-
ces el anillo de series formales de potencias A[[X, ..., X,]] también es noethe-
riano. Basta observar que es la complecién del anillo noetheriano A[X7, ..., X,]
respecto a la topologia del ideal I = (X1,...,Xp,).

Otro resultado fundamental sobre compleciones es que si A es un anillo
noetheriano local y m es su ideal maximal, entonces la complecién A tiene la
misma dimensiéon que A. Para demostrarlo veremos que la dimensiéon de A
depende tnicamente de los cocientes A/m™, que ya sabemos que se conservan
al pasar a la complecion. No obstante, esto no es trivial en absoluto. Los
conceptos de las dos secciones siguientes son los primeros pasos para llegar a
esta conclusién.

4.3 Anillos y médulos artinianos

Estudiamos aqui un concepto técnico que nos hara falta en la seccién si-
guiente.

Definicion 4.28 Un A-mdédulo M es artiniano si toda sucesion decreciente de
submddulos

MyDM, DMy D ---

es finalmente constante. Es facil ver que esto equivale a que toda familia no vacia
de submdédulos de M tiene un elemento minimal. Un anillo A es artiniano si lo
es como A-médulo, es decir, si toda cadena decreciente de ideales es finalmente
constante, o si toda familia no vacia de ideales tiene un elemento minimal.

En principio estas nociones parecen duales de las de anillos y médulos noe-
therianos y, en efecto, una serie de resultados basicos son vélidos para ambas
clases, pero en realidad la situacién es muy diferente. Veremos que los ani-
llos artinianos son los anillos noetherianos de dimensién 0, luego forman una
clase muy particular de anillos, frente a la generalidad del concepto de anillo
noetheriano.

Entre las propiedades bésicas citadas tenemos la siguiente (que es vélida
igualmente para médulos noetherianos):

Teorema 4.29 Sea 0 — M' — M — M"” — 0 una sucesién ezacta de
A-mddulos. Entonces M es artiniano si y sdlo si lo son M' y M".

DEMOSTRACION: Supongamos que M es artiniano. Obviamente, una cadena
descendente de submddulos de M’ 1o es también de M, luego si M es artiniano
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M’ también lo es. Similarmente, una cadena descendente de submdédulos de M”
ha de ser de la forma

Mo/M" > My/M" > My/M" > ---

La cadena de los “numeradores” se ha de estabilizar, luego lo mismo le sucede
)
a la cadena dada.

Si M’y M" son artinianos y tenemos una cadena descendente de submdédulos
de M, digamos
Mo DM, DMy;D---

entonces las cadenas {M, N M'},, vy {(M,, + M')/M'},, se han de estabilizar
para n suficientemente grande. Si

Man/:Mn-l—lmM/a (Mn+M/)/M/:(Mn+1+M/)/M/7

entonces M, = M, .1, pues si m € M, entonces m + M’ = m” + M’ para
un m” € M, 41, luego existe un m’ € M’ tal que m = m’ + m”. Entonces
m' € M' N M,, luego m’ € M, .1, luego m € M, 1. Esto prueba que la cadena
de partida se estabiliza. m

Como consecuencia inmediata:
Teorema 4.30 Si M y M’ son A-mddulos artinianos, también lo es M & M.
DEMOSTRACION: Basta considerar la sucesién exacta

0—M-—MaM — M —0.

Teorema 4.31 Si A es un anillo artiniano y M es un A-mddulo finitamente
generado, entonces M es artiniano.

DEMOSTRACION: Si M tiene un generador con n elementos, por el teorema
anterior A™ es artiniano, y existe un epimorfismo A™ — M, luego M también
es artiniano. =

Ahora vamos a estudiar los médulos que son a la vez artinianos y noetheria-
nos. Conviene introducir algunos conceptos:

Definicion 4.32 Diremos que un A-mdédulo M es simple si no tiene més submé-
dulos que M y 0.

Tenemos una caracterizacion 1til de los médulos simples:

Teorema 4.33 Un A-mddulo M no nulo es simple si y solo si es isomorfo a
un cociente A/m, para cierto ideal mazimal m de A.
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DEMOSTRACION: Evidentemente un médulo de la forma A/m es simple, al
igual que todo médulo isomorfo a él. Por otra parte, si M # 0 es simple, tome-
mos m € M, m # 0. Necesariamente M = Am, luego tenemos un epimorfismo
A — M dado por a — am. Su nicleo m ha de ser un ideal maximal, o si no
M no el cociente no seria simple. ]

Definiciéon 4.34 Una serie normal en un A-médulo M es una sucesién de
submddulos
0=My G M &--- &M =M.

El ntimero [ se llama longitud de la serie. Los cocientes M;1/M; se llaman
factores de la serie. Una serie de composicion es una serie normal cuyos fac-
tores son médulos simples o, equivalentemente, una serie normal que no puede
refinarse a otra de mayor longitud.

Un médulo M es de longitud finita si la longitud de todas sus series normales
estd acotada por un cierto nimero natural. El maximo de dichas longitudes se
llama entonces longitud de M, y la representaremos por [(M). Un anillo A es
de longitud finita si lo es como A-médulo.

Observemos que en un médulo de longitud finita toda serie normal puede
refinarse hasta una serie de composicion.

Teorema 4.35 (Jordan-Hoélder) Si un mddulo tiene una serie de compo-
sicion entonces tiene longitud finita y todas las series de composicion tienen
la misma longitud.

DEMOSTRACION: Consideremos una serie de composicién arbitraria:

Vamos a probar que cualquier otra serie normal tiene longitud menor o igual
que [. Como la serie de partida es arbitraria, podremos concluir que todas las
series de composicién tienen la misma longitud.

Razonamos por induccién sobre I. Si I = 0 entonces M = 0 y el teorema
es trivial. Si [ = 1 entonces M es simple y tampoco hay nada que demostrar.
Tomemos ahora | > 1 y supongamos que el teorema se cumple para mddulos
con una serie de composicién de longitud menor que [. Sea

0=NoGCNiG---CN, =M

una serie normal en M.

Si N,._1 C M,;_, tenemos una serie de composicién de M;_; de longitud
Il — 1 y una serie normal de longitud r» — 1, luego por hipdtesis de induccién
r—1<l—-1yasir <l

Por el contrario, si N,_1 ¢ M;_; entonces N,_;+M;_; = M, pues M/M;_,
es simple. Entonces

M/M_y = (Ny—1 + M_1)/M;_1 = Nyp_1/(Np—1 0N M;_1),
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luego el tltimo cociente es simple. Como M;_; tiene una serie de composicién
de longitud [ — 1, la hipétesis de induccion nos da que en N,._1 N M;_; todas las
series de composicion tiene longitud a lo sumo [ — 2. Completando una de ellas
con N,_1 vemos que este modulo tiene una serie de composiciéon de longitud
menor o igual que [ — 1. De nuevo por hipédtesis de induccién llegamos a que
r—1<l-1. [

Como consecuencia:

Teorema 4.36 Un mddulo tiene longitud finita si y solo si es noetheriano y
artiniano.

DEMOSTRACION: Una implicacién es obvia. Si un A-médulo M es noethe-
riano y artiniano a la vez, podemos construir como sigue una serie de compo-
sicién: Sea My = 0, Si My # M, tomamos como M; un submddulo minimal
entre los submédulos que contienen estrictamente a My. Asi My /My es simple.
Si My # M, tomamos como Ms un submddulo minimal entre los submddulos
que contienen estrictamente a My, con lo que My/M; es simple. Como la serie

M0§M1§M2§

no puede prolongarse indefinidamente, tras un nimero finito de pasos hemos de
llegar a M, = M y asi tenemos una serie de composicién. [

Teorema 4.37 Consideremos una serie normal
0=My G M &---GCM=M.

en un modulo M. Entonces M tiene longitud finita si y sdlo si la tienen todos
los factores M;1/M;, y en tal caso

100) = £ (M3 /3.

DEMOSTRACION: Si M tiene longitud finita, podemos refinar la serie dada
hasta una serie de composicién, y entonces los médulos comprendidos entre
cada M; y M;;; determinan una serie de composicién del cociente M;1/M;,
con lo que todos ellos son de longitud finita y tenemos la relacién entre las
longitudes. Reciprocamente, si cada factor tiene longitud finita, tomamos una
serie de composicion de cada uno de ellos, con las cuales podemos extender la
serie dada a una serie de composicién de M. m

De aqui se sigue en particular que la imagen por un homomorfismo de un
médulo de longitud finita tiene también longitud finita. Asi mismo es claro que
la suma directa de un ntimero finito de médulos de longitud finita tiene también
longitud finita, y la longitud de la suma es la suma de las longitudes.

Teorema 4.38 Un anillo A # 0 tiene longitud finita si y sélo si es noetheriano
y dim A = 0.
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DEMOSTRACION: Si A tiene longitud finita es claramente noetheriano (si no
lo fuera podriamos formar series normales de longitud arbitrariamente grande).
Sip € Esp A, tenemos que A/p tiene también longitud finita. Tomemos a € A/p.
Los ideales

(@)D (@®) D (a®) D -

no pueden ser todos distintos, pues en tal caso darfan lugar a series normales
de longitud arbitrariamente grande. Asi pues, (a") = (a"*!) para algin n.
Equivalentemente, existe un b € A/p tal que a” = ba™*!, de donde resulta que
a™(1 —ab) = 0. Como p es primo, el cociente es un dominio integro, luego
ab = 1, luego A/p es un cuerpo y p es, de hecho, maximal. Esto prueba que
dim A = 0.

Reciprocamente, si A es un anillo noetheriano de dimensién 0, entonces su
radical nilpotente I = rad 0 es finitamente generado, luego existe un natural n tal
que I = 0. Las potencias de I forman una serie normal de A. Si demostramos
que A/I tiene longitud finita, lo mismo serd cierto para cada factor I"/I"+1,
pues si I" = (ay, ..., an), podemos definir un epimorfismo de A-médulos

o (A/D" — 1/

mediante ¢([z1], ..., [Tm]) = [t101 + - + Tmam].

El cociente A/I es también un anillo noetheriano de dimensién 0, pero
ademsds es reducido. Asi pues, podemos suponer que A es reducido.

Que A tiene dimensién 0 significa que sus ideales primos son maximales,
luego también son sus primos minimales, luego son un nimero finito, digamos
my,...,m,.. Consideremos el homomorfismo de A-médulos

A— (A/my) x -+ x (A/m,)
dado por a +— ([a],...,[a]). Se cumple que es suprayectivo y su nicleo es
mN---Nm, =rad0 = 0.

En efecto, esto es el teorema chino del resto en su versién més general. La
prueba se basa en que si ¢ # j entonces m; + m; = 1, luego podemos expresar
1= Tij + Yij, CON Ty5 € My, Yiy € M. Asi Tij = 0 (mo’d mi), Tij = 1 (méd mj).

Tomamos z; = [] x;;, de modo que

1#]
v = 1 (méd m;) sii=j,
7710 (méd my)  sid#£ .
De este modo, si ([a1],...,[ar]) € (A/my) x -+ x (A/m,), una antiimagen

en A viene dada por a = a1x1 + - -+ + a,x,-. Todo lo deméds es inmediato.

Tenemos asi que A es isomorfo a una suma directa de r cuerpos. Estos cuer-
pos son A-médulos simples, de donde se sigue facilmente que A tiene longitud 7.
u
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Aunque no nos va a hacer falta, vamos a probar por completitud que los
anillos artinianos son noetherianos, tal y como habiamos anunciado. De este
modo resulta que un anillo tiene longitud finita si y sélo si es artiniano.

Teorema 4.39 Todo anillo artiniano es noetheriano.

DEMOSTRACION: Sea A un anillo artiniano. Entonces A tiene un nimero
finito de ideales maximales. En efecto, si tuviera infinitos de ellos, digamos
my, Mg, Mg, ... la sucesién de ideales

m; DOmme DO miymeMmg O - -

no se estabilizarfa nunca, pues si my - - -m,, = my - - - m,, 41, entonces tenemos que
my---m, C My y, como los ideales maximales son primos, existe un ¢ < n tal
que m; C m,41, lo cual es absurdo.

Sea I = mq---m, el producto de todos los ideales maximales de A. Por la
propiedad de Artin existe un natural n tal que I™ = I"*!. Vamos a probar que
I™ = 0. En caso contrario, sea S el conjunto de todos los ideales J de A tales
que I"™J # 0. Tenemos que I € S. Sea J un elemento minimal de S. Entonces
existe un = € J tal que I"(z) # 0, pero entonces J = (z) por la minimalidad
de J.

Ahora (z)II" = (z)I"™! = (2)] # 0y (z)I C (z), luego hade ser (z)I = (z).
Asi pues, existe un y € I tal que zy = z. Esto implica que x = xy™ para todo
m, peroy € I C myN---Nm, = rad(0), luego y™ = 0 para cierto m, luego
x = 0, contradiccién.

Tenemos, pues, que I™ = 0. Consideremos ahora la cadena de ideales
A>myD--Dmy-m=I>ImyD--DImy--m=1>D--. D" =0.

Cada cociente de dos ideales consecutivos es un espacio vectorial sobre uno
de los cuerpos A/m;. El hecho de que A sea artiniano implica que cada uno
de estos cocientes es un A-mddulo artiniano, luego también es artiniano como
A/m;-espacio vectorial (pues los A-submédulos son los subespacios vectoriales).
Es claro que un espacio vectorial es artiniano si y sélo si tiene dimension finita,
si y sélo si tiene longitud finita. Por lo tanto, los cocientes tienen longitud
finita como espacios vectoriales, luego también como A-mddulos, luego A tiene
longitud finita por el teorema 4.37. En particular es noetheriano. L]

4.4 FEl polinomio de Hilbert

Si A es un anillo noetheriano local y m es su ideal maximal, en esta seccién
vamos a definir una nocién de dimensién de A que dependera inicamente de los
cocientes A/m™. En particular serd inmediato que A tiene la misma dimensién
que su complecién m-adica. Més adelante demostraremos que esta dimension
coincide con la usual.
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Sea A = @ A, un anillo graduado noetheriano. Por el teorema 4.12 sabe-

n=0
mos que Ag es noetheriano y que A es finitamente generado sobre Ag, digamos
A = Aplzy,...,z,], donde los ; podemos tomarlos homogéneos. Sea k; el grado

de ZTi.

Sea ahora M un A-médulo graduado finitamente generado. Digamos que
M = (mq,...,ms), donde los m; los tomamos también homogéneos. Sea I; el
grado de m;.

Cada elemento de M, es de la forma ) f;(x)m;, donde f;(x) es un polinomio
en xy,...,x, con coeficientes en Ay homogéneo de grado n—1; (entendiendo que
es nulo si n < [;). Concluimos que M,, es un Ap-médulo finitamente generado,
pues un sistema generador lo forman los elementos de la forma f;(z)m;, donde
fj(z) recorre los monomios de grado n —I; con coeficiente 1.

Supongamos ahora que Ag es artiniano, de modo que todos los médulos M,
son artinianos, y también noetherianos, luego tienen longitud finita. Definimos
la serie de Poincaré de M como la serie de potencias formal

P(M, 1) = ni;fOZ(Mn)tn e Z][1]].

Teorema 4.40 En las condiciones anteriores, existe un polinomio f(t) € Z[t]
tal que
f®)

P(M,t) = — .
11— )
i=1

DEMOSTRACION: Lo probamos por induccién sobre r. Sir = 0 esto significa
que A = Ag, luego A,, = 0 para todo n > 0. Entonces M es un Ag-médulo fini-
tamente generado, lo cual obliga a que M,, = 0 para n grande. Por consiguiente
P(M,t) es un polinomio con coeficientes enteros.

Supongamos el teorema para r — 1. La multiplicacién por z, es un homo-
morfismo de Ag-médulos M,, — M, 1, . Formemos una sucesién exacta

0 — K, — M, = M, y, — Ly, — 0.

Observemos que todos los médulos tienen longitud finita. Sean

K= K,, L= & L,
n==k,

n=0

Entonces K es el A-submédulo de M formado por los elementos anulados
por z, y L es el A-médulo cociente de M sobre la imagen de la multiplicacién
por x,.. Como A es noetheriano ambos son finitamente generados. Ademads, am-
bos médulos son anulados por z,., luego ambos son Aglzy, ..., z,_1]-médulos,
también finitamente generados (observemos que este anillo es un subanillo gra-
duado de A).
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Del teorema 4.37 se sigue en particular que {(M/N) = (M) —I(N), lo cual,
aplicado a la sucesién exacta anterior, se traduce en que

W(EKy) = U(My) + U(Mptr,) = W(Lntr,) = 0.
Multiplicando por t"**s y sumando respecto de n obtenemos que
(1 —t*)P(M,t) = P(L,t) — t" P(K,t) + g(¢), (4.1)
donde g(t) € Z[t]. Aplicando la hipétesis de induccién a P(L,t) y P(K,t)
concluimos que P(M,t) tiene la forma requerida. L]

Definimos D(M) como el orden del polo de P(M,t) en t = 1. Hay un caso
que es particularmente simple:

Teorema 4.41 FEn las condiciones anteriores, supongamos que k; = 1 para todo
iy sea D(M) = d. Entonces existe un polinomio g(t) € Q[t] de grado' d —1 tal
que para todo n suficientemente grande se cumple [(M,) = g(n).

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior tenemos que [(M,,) es el coeficiente
de t" en la serie f(t)(1 —t)~". Cancelando potencias de 1 —t podemos suponer
que r =dy que f(1) # 0. Pongamos que

N
) =" ant™
n=0

Trabajando en el cuerpo Z((t)), es facil obtener el desarrollo en serie de

Taylor
d+ k-1
_opy—d _ k
(1—1) —kE_(J( de1 )t.

Esto es vélido para d = 0 si convenimos que (:1) =1y (_”1) =0 paran > 0.

Por consiguiente, si n > N,

l(Mn)—iak<d+2_fl).

k=0

Cada ntimero combinatorio es un polinomio en n de grado d —1 y coeficiente
director 1/(d — 1)! Por lo tanto, la expresién completa es un polinomio en n de
grado d — 1 con coeficiente director

N
)
(d—1)! (d—1)

(70,

1Convenimos en que el grado del polinomio nulo es —1.
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Ahora conviene hacer una observacién sobre una variante del argumento
empleado en la demostracién de 4.40. En lugar de considerar la multiplicacién
por x,., consideremos la multiplicacién por un elemento arbitrario z € Ay que no
anule a ningin elemento de M, es decir, tal que si xm = 0 necesariamente z = 0.
Entonces el médulo K construido en la demostracién es nulo y L = M/zM.

La ecuacién (4.1) se convierte en

(1= #)P(M, 1) = P(L, 1) + g(t),
de donde concluimos que D(L) = D(M) — 1. En resumen:

Teorema 4.42 En las condiciones del teorema 4.40, si x € A es un elemento
homogéneo que no anula a ningin elemento de M, se cumple que

D(M/xM) = D(M) — 1.

Ejemplo Veamos el ejemplo més sencillo de serie de Poincaré: Consideramos
un anillo artiniano Ay y el anillo de polinomios A = Ag[X7, ..., X, considerado
como A-modulo graduado. Entonces como generadores de A podemos tomar
Xy,...,X,, todos de grado 1, y como generadores de M = A como A-mdédulo
tomamos m = 1. El moédulo M, es el grupo de los polinomios homogéneos
de grado n, que es un Ag-modulo libre con una base formada por todos los
monomios de grado n (con coeficiente 1).

El teorema 4.37 implica que la longitud de una suma directa es igual a la
suma de las longitudes de los sumandos, luego la longitud de un Ag-mdédulo
libre es igual a su rango por [(A4g). En nuestro caso,?

r+n-—1
r—1

I(M,) = ( )l(AO).

Por consiguiente

POML1) = 310 = (7“ - 1>Z(Ao)tn _ %
n=0

n=0
En particular, D(Ag[X1,...,X,]) = 7. "
Veamos cémo se relaciona todo esto con la dimensiéon de un anillo noethe-

riano local. Para ello conviene introducir un nuevo concepto:

Definicién 4.43 Si A es un anillo, diremos que un ideal q & A es primario si
los divisores de cero en A/q son nilpotentes. Equivalentemente, ¢ es primario si
cuando ab € q y a ¢ g, existe un natural n tal que b" € q.

2El ntimero de monomios de grado n en r indeterminadas es el nimero CR? de combi-
naciones con repeticiéon de r elementos tomados de n en n, es decir, el nimero de formas de
escribir n nimeros entre 1 y r con repeticiones y sin que importe el orden. Para calcularlo
basta observar que tales combinaciones pueden dividirse en dos clases: las que contienen al-
guna r, que son CRffl, y las que no contienen ninguna r, que son CR_,. A partir de la

relaciéon CR} = C’R;k1 + CR'_,, una simple induccién sobre n + r da el valor indicado.
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Es claro que los ideales primos son primarios, pero el concepto de ideal
primario es més general. Observemos que si q es primario y p = rad q, entonces
p es un ideal primo. En efecto, si ab € p, entonces existe un natural n tal que
a™b™ € q. Si a™ ¢ q, entonces existe un natural m tal que b"™ € q. En cualquier
caso, o bien a € p o bien b € p.

Diremos que q es p-primario si es primario y p = rad q.

Teorema 4.44 Sea A un anillo, m un ideal mazximal de A y q un ideal arbitra-
rio. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) q es m-primario.
b) radgq = m.
c) m es el unico divisor primo minimal de q.

DEMOSTRACION: Sélo hay que probar que c¢) = a). El anillo A/p tiene a
m/q como unico ideal primo. Los elementos de m/q son nilpotentes y los que
no estén en m/q son unidades, luego ciertamente ¢ es primario y su radical es
obviamente m. -

En particular, si m es un ideal maximal en un anillo A, sus potencias son
m-primarias. Mas en general, si un ideal ¢ cumple m™ C g C m, entonces q
es m-primario, pues si p es un ideal primo tal que q C p, entonces m™ C p y
m = p. Si m es finitamente generado es claro que se cumple el reciproco: para
cada ideal m-primario q existe un nimero natural n tal que m” C q C m.

Teorema 4.45 Sea A un anillo noetheriano local, sea m su ideal mazximal y sea
q un ideal m-primario. Sea M un A-mddulo finitamente generado y {M,}, una
filtracion q-ddica estable. Entonces:

a) Los mddulos M /M, tienen longitud finita.

b) Ezxiste un polinomio g(X) € Q[X] tal que para todo n suficientemente
grande se cumple que l(M/M,) = g(n). Ademds el grado de g es menor
o itgual que el numero de elementos de cualquier sistema generador de q.

¢) El grado y el coeficiente director de g(X) dependen de M y q, pero no de
la filtracion.

DEMOSTRACION: Consideremos el anillo graduado de q, es decir,
gri(4) = Da"/a",
asi como el gr;(A)-médulo graduado asociado a la filtracién

gr(M) = @ M, /My 11.
n=0
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El anillo gr?(A) = A/q es noetheriano y tiene dimensién 0, pues su tinico
ideal primo es m/q. El teorema 4.38 implica que es artiniano. Por 4.24 sabe-
mos que gr(M) es un gr;(A)-médulo finitamente generado, luego estamos en
la situacién discutida al principio de esta seccién y, en particular, los médulos
M., /My, 41 tienen longitud finita. Esto implica que M/M,, también es de longi-
tud finita y

[(M/M,) = éjll(M,._l IM,).

Sea q = (z1,...,2,). Sillamamos Z; = z; + q° € gri(A), entonces es claro
que gr,(A) = (A/@)[T1, ., 2.

Teniendo en cuenta la expresién para P(gr(M),t) (donde hemos de consi-
derar k; = 1), tenemos que d = D(gr(M)) < r. También podemos aplicar el
teorema 4.41, que nos da un polinomio f(X) € Q[X] de grado < r — 1 tal que
si n es suficientemente grande entonces

UMy /Mpia) = f(n).
Por consiguiente I(M/My+1) — I(M/M,) = f(n). Sumando obtenemos que

(M /M,,) = :gﬂk) e

donde ¢ es una constante que corrige el hecho de que la igualdad anterior no
tiene por qué cumplirse para los primeros valores de n. Ahora bien, el miembro
derecho es un polinomio de grado < r (una unidad mds que el grado de f).
Basta probarlo en el caso en que f(X) = X™, pero entonces el polinomio
buscado viene dado por las férmulas de Bernoulli para las sumas de potencias.

Por tltimo consideremos otra filtracién estable {M] },, y consideremos el
polinomio que cumple ¢’'(n) = (M /M])) para n grande. Por el teorema 4.10
sabemos que existe un nimero natural ng tal que M), C M, y My n, C M),.
Esto implica que ¢'(n +ng) > g(n) y g(n +mng) > ¢'(n).

El grado de g(n) es el mismo que el de g(n + ng), y ha de ser mayor o igual
que el de ¢'(n) porque el cociente g(n+mng)/g’'(n) > 1 no tiende a 0. Igualmente
obtenemos la desigualdad contraria, luego ambos polinomios tienen el mismo
grado. Por consiguiente existe

i L) g, g0 En0) o, o) mgndn) g
n—-+4o0o g (’I’L) n—-4o0o g (n) n—-4o00 g (’I’L)

pues el ultimo limite es 0. Invirtiendo los papeles obtenemos la desigualdad
contraria, luego el limite es 1 y los coeficientes directores coinciden. L]

Definicién 4.46 Sea A un anillo noetheriano local, sea m su ideal maximal,
sea ¢ un ideal m-primario y M un A-mdédulo finitamente generado. Llamaremos
polinomio caracteristico del ideal q respecto al médulo M al tnico polinomio
Xé\/f (X) € Q[X] tal que para todo natural n suficientemente grande se cumple

(A/q"M) = xq' ().
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Sabemos que el grado de Xé‘/f (X)) es menor o igual que el niimero de elementos
de cualquier sistema generador de .

Representaremos por x4(X) al polinomio correspondiente a M = A, es decir,
al polinomio que cumple

1(A/q") = Xq(n),

para todo natural n suficientemente grande.

Teorema 4.47 Si A es un anillo noetheriano local, m su ideal mazimal y q
un ideal m-primario, entonces el grado del polinomio caracteristico xq(X) no
depende de q.

DEMOSTRACION: Basta probar que su grado coincide con el de xm(X).
Existe un natural m tal que m”™ C q C m. Para todo natural n tenemos
entonces que m™" C q" C m", luego si n es suficientemente grande se cumple
que

Xm (1) < Xq(n) < Xm(mn).

Formando cocientes y haciendo tender n a infinito vemos que los grados han

de coincidir. m

Definicién 4.48 Si A es un anillo noetheriano local y m es su ideal maximal,
definimos d(A) como el grado del polinomio yu,(X).

Sabemos que es menor o igual que el nimero de generadores de cualquier
ideal m-primario de A y por definicién sélo depende de los médulos A/m™,
luego, en particular, tenemos que d(A) = d(A), donde A es la complecién de
A respecto a la topologia m-ddica. En la seccién siguiente demostraremos que
d(A) = dim A, con lo que en particular habremos demostrado que la dimensién
se conserva con las compleciones.

Terminamos con una observacién. El polinomio x4(X) es el construido en el
teorema 4.45 para el médulo gr, (A), y en la prueba hemos visto que su grado
es una unidad mayor que el grado del polinomio dado por el teorema 4.41, cuyo
grado era precisamente D(gr,(A)) — 1. En definitiva, tenemos que

d(A) = D(gry(A)).

Explicitamente, d(A) es el orden del polo ¢ =1 en la serie de Poincaré

Pery(4).8) = 2 1(a" /4" )t

4.5 El teorema de la dimension

En esta seccién demostraremos que si A es un anillo noetheriano local, en-
tonces la dimensién d(A) que acabamos de introducir coincide con la dimensién
de Krull dim A. Maés aun, probaremos una tercera equivalencia de interés que
pasamos a precisar ahora:
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Definicién 4.49 Si A es un anillo y M es un A-mddulo finitamente generado,
representaremos por (M) el menor natural m tal que M admite un sistema
generador con m elementos. A los sistemas generadores con p(M) elementos los
llamaremos sistemas generadores minimales.

Es evidente que si a un generador minimal de un médulo le quitamos un
elemento, deja de ser generador, pero un generador con esta propiedad no tiene
por qué ser minimal. Por ejemplo, {2, 3} es un generador de Z como Z-médulo,
y no podemos eliminar ninguno de sus elementos, pero no es un generador
minimal. Observemos que p(M) generaliza a la dimensién de un mdédulo libre:

Teorema 4.50 Si M es un A-mddulo libre de rango finito, entonces los gene-
radores minimales de M son sus bases, luego u(M) es el rango de M.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que M = A™. Sea {by,...,b,} un
generador minimal. Entonces m < n y tenemos un epimorfismo f : A" — A"
que transforma los primeros elementos de la base candnica en los b; y anula a
los restantes. Por otra parte, podemos definir f’ : A — A™ asignando a cada
vector de la base canénica una antiimagen por f. De este modo f'o f = 1.
Las matrices de f y f’ respecto a la base candnica tienen por producto a la
identidad, luego su determinante tiene que ser una unidad de A, luego f y f’
son isomorfismos, lo que implica que m = n y que el sistema generador es una
base. "

Si A es un anillo noetheriano, tenemos definido p(I) para todos los ideales
I de A. Si A es un anillo noetheriano local y m es su ideal maximal, definimos
0(A) = min{u(q) | q es un ideal m-primario}.

En la seccién anterior hemos demostrado que d(A) < §(A). El teorema de
la dimensién afirma que en realidad d(A) = §(A) = dim A. El primer paso en
esta direccion es recordar el omnipresente lema de Nakayama:

Teorema 4.51 (Lema de Nakayama) Sea A un anillo e I un ideal contenido
en todos los ideales maximales de A. Sea M un A-mddulo arbitrario, sea N C M
un submddulo tal que M/N sea finitamente generado. Si M = N+IM, entonces
M =N.

DEMOSTRACION: Sea M = M/N y consideremos un sistema generador
my,...,m¢ tal que ¢ sea el minimo posible. Supongamos que ¢ > 0 (es decir,
que M #0). Como M = IM, podemos expresar

t
my = Y. a;m;, aj € 1.
Jj=1

El hecho de que a; pertenezca a todos los ideales maximales de A implica
que 1 — a; es una unidad de A, pero

t—1
(1—ay)me = > a;my,
=1

luego my € (mq,...,m¢_1), en contradiccién con la minimalidad de ¢. n
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Nota Un caso particular de interés se da cuando N = 0, en cuyo caso la
hipdtesis es que M = I'M es finitamente generado y la conclusién es que M = 0.
La condicién M = IM equivale a M ®4 (A/I) = 0, pues si se cumple esto
entonces la sucesion exacta

I—A—A/I —0
da lugar a la sucesion exacta
MRa1 — M — 0,

que implica que M = IM. (El reciproco se prueba similarmente.) n

Con esto podemos caracterizar el nimero de generadores minimales de un
modulo sobre un anillo local:

Teorema 4.52 Sea A un anillo local, sea m su ideal maximal, sea k = A/m
el cuerpo de restos y sea M un A-mddulo finitamente generado. Consideremos
my,...,my € M. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) M = (mqy,...,my).
b) El k-espacio vectorial M /mM estd generado por las clases my, ..., My.
Por consiguiente, p(M) = dimy (M /mM).

DEMOSTRACION: De b) se sigue que M = (my,...,m;) +mM y el Lema de
Nakayama implica entonces a). El reciproco es obvio. L]

Como consecuencia, en el caso de un anillo local, los generadores minimales
si coinciden con los generadores minimales respecto de la inclusién.

Necesitamos un teorema técnico que generaliza a 3.51:

Teorema 4.53 Sea A un anillo noetheriano y sean J C I dos ideales tales que
V() =V(J). Sea u(I/J) = m. Supongamos que p1,...,ps € Esp A cumplen
que I ¢ p;, para j = 1,...,s. Entonces existen elementos ai,...,am € I tales
que:

a) I=(a,...,am)+J,
b) a; ¢ p;j para todo j=1,...,s,i=1,...m,
c) sipeViar,...,am) yp ¢ V(I), entonces altp > m.

DEMOSTRACION: Vamos a construir inductivamente a1, ..., a, € I de modo
que se cumplan las propiedades siguientes:

a) a; ¢ p; para todo i, j.
b) {a1+J,...,a,+J} puede extenderse hasta un generador minimal de I/J.

c) SipeViay,...,a.)yp ¢&V(I), entonces altp > r.
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Supongdmoslos construidos para un r < m (tal vez r = 0). Tomemos un
a € I arbitrario tal que {a1 + J,...,a, + J,a + J} forme parte de un genera-
dor minimal de I/J. Llamemos q1,...,q; a los divisores primos minimales de
(a1,...,a,) que no pertenecen a V(I), y sea X el conjunto de los elementos
maximales respecto a la inclusién del conjunto {q1,...,qs P1,...,ps}. Descom-
pongamos X = X; U X5, donde X; contiene los primos tales que a € py X5 a
los que cumplen a ¢ p.

Como V(I) = V(J), tenemos que J ¢ p para todo p € X. Por 3.51 existe
un b € J tal que b ¢ p para todo p € X. Igualmente, existe

re Np, A¢ Uy,

peEX2 peEX)

pues si la interseccién estuviera contenida en un primo de X7, también lo estaria
el producto de los ideales de X5, y tendriamos un ideal de X5 contenido en otro
de Xl-

Tomamos a,+1 = a + Ab. Entonces a,11 ¢ p para todo p € X, luego
en particular a,41 ¢ p; para todo j. Como a,+1 = a (méd J), el conjunto
{a1 +J,...,ar + J,a,41 + J} forma parte de un sistema generador minimal de
1/J.

Por dltimo, si p € V(a1,...,ar41) \ V(I), entonces p contiene a uno de
los primos ¢;, que cumple altq; > r y, por otra parte, a,+1 € p \ ¢;, luego
altp >r+ 1. "

Ahora ya podemos relacionar la dimensién de Krull con el nimero de gene-
radores minimales:

Teorema 4.54 Sea A un anillo noetheriano y p € Esp A un ideal de altura m.
Entonces existen aq,...,a;, € p tales que p es un divisor primo minimal de

(al,...,am).

DEMOSTRACION: Tomamos I =p y J = p?. Entonces A, es un anillo local
con ideal maximal m = Sglp. Sea k = Ap/m. Por 4.52 tenemos que

w(p/p?) > p(m/m?) = dimg(m/m?) = p(m) > dim A, = altp = m.

Sean ai,...,a, € p segun el teorema anterior. Entonces p es un divisor
primo minimal de (aq,...,a;), pues en caso contrario podrfamos tomar un
ideal p’ € Esp A tal que

(alﬁ"'7a’m) Cp/ gp'

El teorema anterior implica entonces que altp’ > m, pero entonces serfa

altp > m, en contra de lo supuesto. n

En particular, si A es un anillo noetheriano local y m es su ideal maximal, te-
nemos que dim A = alt m. El teorema anterior nos da elementos a1,...,a,, € m
tales que m es un divisor primo minimal del ideal g = (a1, ..., a,,) (y obviamente
el inico), luego q es m-primario y concluimos que

d(A) < p(q) <m = dim A.

Sélo nos falta demostrar que dim A < d(A). Veamos un resultado previo:



4.5. El teorema de la dimension 177

Teorema 4.55 Sea A un anillo noetheriano local y sea m su ideal mazximal. Si
x € A no es un divisor de cero, entonces d(A/(x)) < d(A) — 1.

DEMOSTRACION: Sean los A-médulos N = (z) = zAy M = A/(x). Ob-
servemos que A/(z) es también un anillo noetheriano local cuyo ideal maximal
es (m+ (x))/(x) = mM. Sea N, = N Nm". Por el teorema 4.13 sabemos que
{Ny,}n es una filtracién m-ddica estable de N, luego 4.45 nos da un polinomio
g9(X) tal que I(N/N,,) = g(n) para todo n suficientemente grande.

Consideremos la sucesién exacta
0 — N/N, — A/m"™ — M/m"M — 0,
de la que deducimos que

g(n) = xm(n) + x4 (n) =0,

siempre para n suficientemente grande. La hipdtesis sobre = implica que A y
N son isomorfos como A-mddulos, luego la unicidad del teorema 4.45 implica
que los polinomios g(X) y xm(X) tienen el mismo grado y el mismo coeficiente
director, luego el grado de Y2/ (X) es al menos una unidad menor. Estos grados
son las dimensiones consideradas en el enunciado. m

Teorema 4.56 (Teorema de la dimensién) Si A es un anillo noetheriano
local, entonces dim A = d(A) = 6(A).

DEMOSTRACION: Sdlo nos falta demostrar la desigualdad dim A < d(A). La
probamos por induccién sobre d = d(A). Si d = 0 esto significa que I(4/m™)
es constante para todo n suficientemente grande. En particular, un m™/mn+!
tiene longitud 0, lo que significa que m™ = m”*!. El lema de Nakayama implica
entonces que m™ = 0. Si p es un ideal primo de A, tenemos que m™ C p, luego
p = m. Asi pues, A sélo tiene un ideal primo, lo cual implica que dim A = 0.

Supongamos el teorema para dimensiones menores que d y sea

oGP & &hr
una cadena de ideales primos en A. Tomemos x € py \ po, sea A’ = A/pg
y sea &' = x + pg. As{ A’ es un dominio integro y ' # 0. Por el teorema

anterior tenemos que d(A’/(z')) < d(A’) — 1. Por otra parte, si m’ es el ideal
maximal de A’ tenemos que A’/m'™ es una imagen homomorfa de A/m", luego
I(A/m™) > [(A"/m'™). Para valores grandes de n estos niimeros son polinomios
en n, y el cociente es siempre mayor o igual que 1, luego el grado del primero
es mayor o igual que el del segundo, es decir, d(A) > d(A’) > d(A’/(x)). Por
hipétesis de induccién

r—1<dimA’/(z) <d(A/(z)) <d-1,

luego r < d, lo que prueba que dim A < d = d(A). =
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De aqui se deducen numerosas consecuencias. Por ejemplo, ahora sabemos
que todo anillo noetheriano local tiene dimensién finita, lo cual no es evidente.
En la seccién anterior hemos visto que si A es la complecion de A respecto a la

topologia m-ddica, entonces d(A) = d(A). Ahora podemos enunciar esto mismo
en términos de la dimensién de Krull:

Teorema 4.57 Sea A un anillo noetheriano local, sea m su ideal mazimal y sea
A la complecion respecto a la topologia m-ddica. Entonces dim A = dim A.

Ahora podemos precisar el teorema 4.55:

Teorema 4.58 Sea A un anillo noetheriano local, sea m su ideal maximal y sea
x € m un elemento que no sea divisor de cero. Entonces dim A/(z) = dim A—1.

DEMOSTRACION: Sea d = dim A/(z). Por el teorema 4.55 (junto con el
teorema de la dimensién) sabemos que d < dim A — 1. Por otra parte, sean

Z1,...,T4 € A elementos cuyas imdgenes en A/(z) generen un ideal m/(x)-
primario. Entonces el ideal (x1,...,x4,2) es m-primario, luego concluimos que
d+1>§(A) =dim A. "

Veamos otra consecuencia, para la cual necesitamos una definicién:

Definicién 4.59 Sea A un anillo noetheriano local de dimensién d y sea m su
ideal maximal. Un sistema de pardmetros de A es un conjunto de elementos
Z1,...,24 € A que generen un ideal m-primario.

La igualdad dim A = §(A) garantiza la existencia de sistemas de pardmetros.
Vamos a demostrar que satisfacen una cierta propiedad de independencia:

Teorema 4.60 Sea A un anillo noetheriano local, sea m su ideal maximal y

sea x1,...,xq € A un sistema de pardmetros. Sea q = (x1,...,zq) el ideal
m-primario que generan. Sea F(Xy,...,Xq) € A[Xq,...,Xq4] un polinomio ho-
mogéneo de grado s tal que F(z1,...,24) € q°T1. Entonces todos los coeficientes

de F' estdn en m.

DEMOSTRACION: Consideremos el homomorfismo de anillos graduados
¢ : (A/q)[Xla ce 7Xd} I grq(A)

dado por X; — Z; = x; + q%. Si F es la imagen de F en (A4/q)[X1,..., X4,
estamos suponiendo que ¢(F) = 0.

El hecho de que q sea m-primario significa que los tinicos divisores de cero
en A/q son los de m/q. Si F tuviera algin coeficiente fuera de m, entonces F
tendria un coeficiente que no seria un divisor de cero. Vamos a ver que esto
implica que F no es un divisor de cero.

En otras palabras, vamos a ver que en un anillo de polinomios A[X7, ..., Xg],
los divisores de cero son los polinomios cuyos coeficientes son todos divisores de
cero en A. Obviamente basta demostrarlo para A[X]. Si F' € A[X] es un divisor
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de cero, sea G € A[X] un polinomio no nulo de grado minimo tal que FG = 0.
Pongamos que

F=a+uX+ - +a, X", G=by+b0 X+ --+b, X"

Entonces a,b,, = 0, luego a,,G = 0, porque anula a I’y tiene grado menor
que G. Veamos por induccién sobre r que a,_.G = 0. Si se cumple hasta r,
entonces 0 = FG = (ag+ a1 X+ + ap_r1 X" " 1)G, luego An—(r41)0m = 0,
luego a,,_(,4+1)G anula a F'y tiene grado menor que G, luego a,_(,+1)G = 0.
Esto prueba que todos los a; son divisores de cero en A.

Volviendo al argumento, el hecho de que F sea homogéneo hace que el co-
ciente (A/q)[X1,...,X4]/(F) tenga una estructura natural de anillo graduado
(s6lo cambia la componente de grado s). Como F est4 en el niicleo de ¢, tenemos
que gry (A) es una imagen homomorfa de este cociente, luego las longitudes de
las componentes homogéneas del cociente son mayores o iguales que las corres-
pondientes de gr, (A). Como dependen polinémicamente del grado, el teorema

4.41 nos da que

donde hemos usado ademds el teorema 4.42 y el ejemplo que le sigue. Ahora
bien, por otra parte tenemos que D(gr,(A4)) = d(A) = dim A = d, lo que nos da
una contradiccion. n

Hay un caso particular en el que el teorema anterior admite una expresion
mucho mas simple:

Definicién 4.61 Si A es un anillo local y m es su ideal maximal, un cuerpo de
coeficientes de A es un cuerpo k C A tal que el epimorfismo natural A — A/m
se restringe a un isomorfismo sobre k.

Por ejemplo, si A es un anillo local Oy,p, donde P es un punto de una
variedad afin V/k, entonces las funciones constantes constituyen un cuerpo de
coeficientes de A.

Teorema 4.62 Sea A un anillo noetheriano local con un cuerpo de coeficien-
tes k. Sixy,...,xq € A es un sistema de parametros de A, entonces x1,...,xq
son algebraicamente independientes sobre k.

DEMOSTRACION: Sea F € k[Xy,..., X4 tal que F(x1,...,24) = 0. Sies
F # 0, sea s el grado del menor monomio no nulo de F'y sea F; la parte homogé-
nea de F grado s. Si llamamos q = (21, ...,zs), entonces Fy(x1,...,24) € q°,
luego por el teorema anterior los coeficientes de Fs estan en m. Como la inclusion
k — A/m es un isomorfismo, esto implica que Fs = 0, contradiccidn. [

Veamos una ultima aplicacién:
Teorema 4.63 Sea A un anillo noetheriano e I # A un ideal. Entonces

dim A[Xy,..., X,] =dim A +n.
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DEMOSTRACION: Basta probar que dim A[X] = dim A+ 1. En primer lugar
demostraremos que si p € Esp A, entonces

altpA[X] = altp,  alt((p, X)A[X]) = altp + 1.

En efecto, en primer lugar observamos que pA[X] € Esp A[X], pues clara-
mente A[X]/pA[X] = (A/p)[X]. También P = (p, X)A[X] € Esp A[X], pues
A[X]/P = A/p. Ademss pA[X]NA=p =30 A.

Podemos definir un epimorfismo A[X |y — A, mediante F/G — F(0)/G(0).
Su ntcleo es (X), luego A[X]p/(X) = A,. Ahora aplicamos el teorema 4.58.
(Observemos que X no es un divisor de cero en A[X|p.) Obtenemos que

alt P = dim A[X ]y = dim(A[X]p /(X)) +1=dim A, + 1 =altp+ 1.

Para cada cadena de ideales primos pg & --- & p: = p podemos construir
la cadena poA[X] & -+ G p:A[X] = pA[X], luego alt pA[X] > altp. Ademds
pA[X] & B, luego alt pA[X] < alt P, luego alt pA[X] < alt p.

Con esto tenemos que si A tiene dimensién infinita lo mismo le sucede a
A[X]. Sila dimensién es finita ha de ser dim A[X] > dim A + 1. Tomemos
ahora un primo arbitrario P € Esp A[X] y sea p =P N A.

Observemos que A,[X]| C A[X]q vy, viendo a Sy = A[X] \ P como subcon-
junto multiplicativo de A,[X], tenemos que A,[X]p = A[X]yp. Por 3.8:

AlX]gp/pAX]p = (A[X]/pAp[X])p/parx]-

Por otra parte A[X]/pA[X] = (A/p)[X], luego, si llamamos P* a la imagen
de P/pA[X] por este isomorfismo, podemos concluir que

AlX]gp/pA[X]p = (A/p)[X]sp-.

Como el ultimo anillo es un dominio de ideales principales, existe un f € 3
tal que PA[X]p = (p, f)A[X]p. Sead =dimA, y sea ai,...,aq € Ap un sis-
tema de pardmetros. Esto significa que pA, =rad (a1, ..., aq). Por consiguiente
PA, [ X]p =rad (a1,...,aq, f), luego

alt P = dim Ay [X]gp <d +1 < dim A+ 1.

Esto implica que dim A[X] < dim A + 1. n

De aqui se sigue que todo anillo finitamente generado sobre un anillo noe-
theriano de dimensién finita tiene también dimensién finita.

Ejemplo Consideremos el anillo A = Z,[X] (donde Z,, es la localizacién de
Z respecto de un primo p) y sea m = (pX — 1). Como Z, es un dominio de
ideales principales, dimZ, = 1 y, por el teorema anterior, dim A = 2. Es claro
que m es un ideal maximal de A, pues A/m = Q. As{ pues, dimm = 0. Por
otra parte se cumple que altm = 1. En efecto, si p & m es un ideal primo, un
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elemento a € p ha de ser de la forma a1 (pX — 1), y entonces también a; € p,
luego a = az(pX — 1)? y, en general, obtenemos que

a € m",
n

y la interseccién es nula porque el anillo A es noetheriano. Asi pues, p = 0y no
se cumple la relacion
dim A = alt m 4+ dimm.

Vemos asi que el teorema 3.75 no es valido para anillos noetherianos arbi-
trarios. -






Capitulo V

Regularidad

En este capitulo estudiaremos el algebra subyacente en la nocién de punto
regular de un conjunto algebraico. Veremos que un punto P en un conjunto
algebraico C' es regular (en un sentido que generaliza a la regularidad en geo-
metria diferencial) si y sélo si su anillo local O¢ p tiene una propiedad algebraica
a la que llamaremos precisamente regularidad. Para introducir este concepto
conviene obtener algunos resultados previos, basados en el teorema de la altura,
que demostramos en la primera seccion. Después introduciremos el concepto
de anillo local regular y derivaremos sus propiedades béasicas y algunas caracte-
rizaciones. No obstante, las propiedades mas profundas requieren técnicas del
algebra homoldégica, de las que nos ocuparemos en la seccién cuarta. Finalmente
relacionaremos la regularidad con los conjuntos algebraicos.

5.1 El teorema de la altura

En esta seccion extraeremos una consecuencia sencilla del teorema de la
dimension, de la cual obtendremos a su vez muchas aplicaciones geométricas:

Teorema 5.1 (Teorema de la altura) Sea A un anillo noetheriano e I un
ideal de A. Entonces, todo divisor primo minimal p de I cumple altp < u(T).

DEMOSTRACION: Basta observar que S, 'p es el ideal maximal del anillo
noetheriano local A, y el ideal S{ll es S;lp—primario, luego

w(l) > ,u(Sp_ll) > dim A, = altp.
"

En particular vemos que las alturas de los ideales primos son finitas, lo cual
no era evidente. Se dice que un anillo es semilocal si tiene un nimero finito de
ideales maximales. Ahora es inmediato que todo anillo noetheriano semilocal
tiene dimensién finita, pues la dimension es el maximo de las alturas de los
ideales maximales.

El teorema de la altura es una generalizacion del teorema siguiente:

183
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Teorema 5.2 (Teorema de los ideales principales) Sea A un anillo noe-
theriano y (a) # 1 un ideal principal. Entonces todo divisor primo minimal p
de (a) cumple altp < 1. Si a no es un divisor de cero, entonces altp = 1.

DEMOSTRACION: La primera parte es el teorema de la altura. La tltima
afirmacién es consecuencia de la primera, pues (a) C p y si fuera altp = 0
entonces p seria un primo minimal de A y sus elementos serian divisores de 0
(teorema 3.43). n

Veamos algunas aplicaciones geométricas:

Teorema 5.3 Sea V/k una variedad afin y f1,..., fm € k[V] funciones tales
que C =V (f1,..., fm) # &. Entonces cada componente irreducible W de C
cumple que dim W > dim V' — m.

DEMOSTRACION: Se cumple que W = V(p), donde p es un divisor primo
minimal de (f1,..., fm). Por 3.75 y el teorema de la altura tenemos que

dim W = dimk[V]/p = dimp = dimk[V] —altp > dim V — m.
|

También podemos sacar consecuencias sobre la dimensiéon de una inter-
seccion:

Teorema 5.4 Sean V/k y W/k dos variedades afines en A™ no disjuntas. En-
tonces cada componente irreducible Z de V- N'W werifica que

dimZ > dimV +dim W — n.
DEMOSTRACION: Observemos que
E[V] @ kW] 2 k[X1,..., X,])/I(V) @k k[Y1,...,Y,]/T(W)

> kX1, .., X, Yis .o Yol J(L(V) + I(W)).

Llamemos A al ideal de k[Xy,...,X,,Y1,...,Y,] generado por los polino-
mios X; — Y;, y sea 0 su imagen en k[V] ®; k[W]. Entonces

E[V) @k k[W]/o 2 k[ X, ..., X0, Y1,.... Y] /(T(V)+ I(W) + A)
=~ (k[Xy,..., X, Y1, Y]/A) J (T(V)+I(W) + A)/A
=~ k[Xq,. .., X,]/(T(V) + I(W)),

donde en el ultimo cociente I(W) se considera como ideal de k[X1,...,X,] v
no de k[Yy,...,Y,]. Concluimos que

(K[V] @5 k[W]/0)._, = (K[X1, ..., Xu]/(I(V) + I(W)))._, = K[V N W].

En el ultimo isomorfismo usamos que VNW es el mayor conjunto algebraico
contenido en las dos variedades, luego I(V N W) es el menor ideal radical que
contiene a I(V) e I(W), es decir, (VNW) =rad(I(V) + I(W)).
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Los primos minimales de k[V N W] se corresponden biunivocamente con los
primos minimales de (k[V] ® k[W]/ D)re 4» que a su vez se corresponden con los
primos minimales de k[V] ®j k[W]/0, y éstos a su vez con los divisores primos
minimales de 9 en k[V] ®j k[W]. La correspondencia conserva la dimensién.

Una componente irreducible Z de V N W se corresponde con uno de estos
primos minimales, digamos 3, de modo que, teniendo en cuenta 3.75 (que se
puede aplicar en virtud de 3.78),

dim Z = dim(k[V] ®; k[W]/P) = dim V + dim W — alt P.

Ahora basta observar que ‘B es un divisor primo minimal de 9 y que ? estd
generado por n elementos, luego alt P < n por el teorema de la altura. m

Vamos a introducir varios conceptos que nos permitirdn comprender por qué
es importante relacionar la altura de un ideal con su ntimero de generadores.

Definicién 5.5 Llamaremos altura de un ideal I en un anillo A como el infimo
de las alturas de sus divisores primos minimales. Correspondientemente, la
codimension de un cerrado en un espacio topolégico se define como el infimo de
las codimensiones de sus componentes irreducibles. Asi, si C/k es un conjunto
algebraico affn y C’ es un cerrado en C, tenemos que codimcC’ = alt I (C").

El teorema de la altura implica que si A es un anillo noetheriano e I # A es
un ideal de A, entonces alt I < u(I).

En términos geométricos esto significa que se necesitan al menos m ecua-
ciones para definir un conjunto algebraico de codimensiéon m. Por ejemplo, es
claro que para definir una variedad lineal de codimension m en A" se necesitan
exactamente m ecuaciones. Sin embargo, en general no tiene por qué darse la
igualdad. Conviene introducir las definiciones siguientes:

Definicién 5.6 Sea A un anillo noetheriano e I # A un ideal.
a) Diremos que I es una interseccidn completa si alt I = u(I).

b) Diremos que I es una interseccion completa conjuntista si existen elemen-
tos ay,...,a, € A, donde m = u(I), tales que rad I = rad(aq, ..., am).

Observemos que a) implica b). Otro hecho elemental es que b) implica que
todos los divisores primos minimales p de I tienen la misma altura m, pues
todos ellos son también divisores primos minimales de (ay, ..., ay,), luego

m=altI <altp < pu(ai,...,an,) <m.
Definicién 5.7 Sea C/k un subconjunto algebraico d-dimensional en A™.

a) Diremos que C/k es una interseccién completa ideal si I(C') estd generado
por n — d polinomios.

b) Diremos que C/k es una interseccion completa conjuntista si C es la in-
terseccion de n — d hipersuperficies definidas sobre k.
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Es inmediato comprobar que un conjunto C'/k cumple una de las dos pro-
piedades de 5.7 si y sdlo si el ideal I(V) cumple la propiedad correspondiente
de 5.6. Vemos asi que la propiedad “artificial” de 5.7 b) se corresponde con la
propiedad “natural” de “ser definible por n — d ecuaciones” (que es el minimo
nimero de ecuaciones posible), mientras que la propiedad “natural” de 5.7 a)
se corresponde con una propiedad algebraica de I(V) de la que, de momento,
no tenemos una interpretaciéon geométrica.

Observemos, por tultimo, que si A es un anillo noetheriano local con ideal
maximal m, el teorema de la dimensién garantiza la existencia de ideales m-
primarios q tales que u(q) = dim A. Todo ideal m-primario q de A cumple que
alt ¢ = alt m = dim A, luego la propiedad 1(q) = dim A equivale a que ¢ sea una
interseccién completa.

5.2 Anillos locales regulares

Definicién 5.8 Un anillo noetheriano local A es regularsi dim A = p(m), donde
m es el ideal maximal de A. Un sistema de pardmetros que genere a m y tenga
dim A elementos se llama sistema reqular de pardmetros de A. Asi, un anillo
noetheriano local es regular si y sélo si tiene un sistema regular de pardmetros.

Observemos que todo cuerpo es trivialmente un anillo local regular.

Si k = A/m, el teorema 4.52 implica que pu(m) = dimy m/m?, luego A es
regular si y sélo si la dimensién de m/m? como k-espacio vectorial coincide con
la dimensién de A.

Veremos mas adelante que podemos definir la regularidad de un punto P
de un conjunto algebraico afin C' como la regularidad del anillo local O¢c,p.
Veremos que para que esto suceda es necesario que P sélo pertenezca a una
componente irreducible de C, y entonces dimO¢ p es la dimensién de dicha
componente. El dual del espacio vectorial mp/m% puede identificarse de forma
natural con la variedad tangente a C en P, por lo que la regularidad equivale a
que dicha variedad tangente tenga la misma dimensién que tiene C' en P.

Veamos una caracterizacion de la regularidad:

Teorema 5.9 Sea A un anillo noetheriano local de dimension d, sea m su ideal
mazimal y sea k = A/m el cuerpo de restos. Entonces A es reqular si y sdlo si
gr.(A) 2 k[Xq,..., X4

DEMOSTRACION: Hay que entender que el isomorfismo del enunciado es
un isomorfismo de anillos graduados. En tal caso, tenemos en particular que
m/m? = grl (A) es isomorfo al espacio vectorial de los monomios de grado 1,
luego tiene dimension d y asi A es regular.

Reciprocamente, si A es regular y m = (21, ...,24), el teorema 4.60 implica
que el epimorfismo de moédulos graduados

¢ k[X1,..., X4 — gr,(4)
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dado por ¢(X;) = x; no tiene elementos homogéneos en su nicleo, pero un
elemento estd en el nicleo si y sélo si lo estan sus componentes homogéneas,
luego se trata de un isomorfismo. n

En particular vemos que si A es un anillo local regular entonces gr,. (A4) es
un dominio integro. El teorema siguiente nos da que A también es un dominio
integro.

Teorema 5.10 Sea A un anillo e I un ideal de A tal que la topologia I-ddica
sea de Hausdorff. Si gry(A) es un dominio integro, entonces A también lo es.

DEMOSTRACION: Sean z, y € A no nulos. La hipdtesis equivale a que
NI™ = 0, luego existen naturales r, s tales que x € I" \ I"*1 y € ¢\ I5+1,

Sean 7 = x+ "1, § = y+ I**1. Entonces z, 3 € gr;(A) son no nulos, luego

también 7y = zy + I"75*! es no nulo, luego zy # 0. "

Otra consecuencia inmediata del teorema 5.9 es la siguiente:

Teorema 5.11 Si A es un anillo noetheriano local con ideal mazimal m y A es
su complecion m-ddica, entonces A es regqular si y solo si lo es A.

DEMOSTRACION: Hemos probado que A es también un anillo noetheriano
local de la misma dimensién que A y con ideal maximal m. Ademds sabemos

que gr, (A) = grs (A), luego la conclusién es evidente. "

De los anillos locales regulares completos podemos decir mas:

Teorema 5.12 Sea A un anillo local reqular completo de dimension d que con-
tenga un cuerpo de coeficientes k. Entonces A = k[[X1,...,Xq4]]. El isomor-
fismo evalia cada serie formal en un sistema regular de pardmetros.

DEMOSTRACION: Sea z1,...,T4 € A un sistema regular de pardmetros y
consideremos el homomorfismo k[[X1, ..., X4]] — A que evaltia cada serie en
dichos parametros. Es evidente que todas las series convergen, por lo que el
homomorfismo estd bien definido. Vamos a probar que es suprayectivo.

Sea m = (z1,...,24) el ideal maximal de A. Tenemos que el epimorfismo
natural A — A/m se restringe a un isomorfismo en k. Dado a € A, existe un
ag € k tal que @ — ap € m. Supongamos que, en general, hemos encontrado
un polinomio F,_1(Xy,...,Xq) € k[X1,...,X4] de grado < n — 1 de manera
que @ — F,_1(z1,...,24) € m™. En virtud del teorema 5.9 (teniendo en cuenta
el isomorfismo concreto que se construye en la prueba), tenemos que el espacio
vectorial m™/m"*! est4 generado sobre A/m por los monomios de grado n en
Z1,...,2q (con coeficiente 1), luego podemos encontrar un polinomio homogéneo
G, de grado n con coeficientes en k tal que

a—F, 1(x1,...,24) — Gp(z1,...,24) € mntL

Llamando F,, = F,,_1 + G,,, tenemos construida inductivamente una sucesién
{F,}n de polinomios F,, de grado n (cada uno de los cuales se diferencia del
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anterior en una forma de grado n) que determinan una serie F' € k[[ X1, ..., X ]]
y con la propiedad de que lim F},(z1,...,2,) = o. Asi pues, F — a.
n
Teniendo en cuenta que los dos anillos tienen la misma dimensién, el epi-
morfismo que hemos construido tiene que ser un isomorfismo. "

Ahora vamos a probar que los anillos locales regulares son integramente
cerrados. Para ello necesitamos algunos preparativos.

Definiciéon 5.13 Sea A un anillo e I un ideal de A. Sia € A cumple que a € I™
pero a ¢ 1", entonces Li(a) = a + I"T! € gr?(A) recibe el nombre de forma
directora de a respecto de I, y el grado n de Ly(a) se llama grado de a respecto
de I. Si a € (I", convenimos en que Ly(a) = 0.

n

Teorema 5.14 Sea A un anillo, sea I un ideal de A y sean a, b € A. Entonces
Li(ab) = Li(a)L;(b) o bien Li(a)L;(b) =0.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que a € I™ \ I"™*1 b e I™\ I, pues
en caso contrario tenemos que Lj(a)L;(b) = 0y se cumple el teorema.

Entonces Ly(a)Ly(b) = ab+ I+, Esta clase es Ly(ab) si ab ¢ I"+"+1 y
es 0 en caso contrario. n

Teorema 5.15 Sea A un anillo noetheriano e I un ideal contenido en todos los
ideales maximales de A. Si gr;(A) es integramente cerrado, A también lo es.

DEMOSTRACION: Por el teorema 4.21 tenemos que la topologia I-ddica es
de Hausdorff en A, luego

NI"=0,
n=0
de donde deducimos que si a € A es no nulo, también L;(a) # 0.

Un anillo integramente cerrado es, por definicién un dominio integro, luego el
teorema 5.10 nos da que A también lo es. El teorema anterior implica entonces
que Ly(ab) = Li(a)L;(b) para todos los elementos a, b € A.

Tomemos un elemento z = r/s en el cuerpo de cocientes de A que sea
entero sobre A. Hemos de probar que « € A o, equivalentemente, que r € (s).
Supongamos que no es asi y llegaremos a una contradiccién. En particular
tenemos que r # 0.

La integridad de x se traduce en que Afx] = <1,x, e ,x"‘1>A, para cierto
natural n, luego s" 2™ € A para todo natural m. Entonces s™ 1r™ € s™A,
luego Ly (s" 1) Ly (r)™ € Ly (s)™gry, (A4), luego

(ﬁii?)m € Lm(s" 1)~ gra(A);

para todo natural m. Esto implica que

8l (A)[ L (r)/Lin(5)] € Lin(s" 1) e (A).
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Como el anillo gr,, (A) es noetheriano (teorema 4.24), el médulo de la dere-
cha también lo es (estd generado por un elemento), luego el submédulo de la
izquierda es finitamente generado, lo cual significa que Ly (r)/Lw(s) es entero
sobre gr..(A4). Por la hipétesis concluimos que Ly (r)/Ln(s) € gr,(A). Cla-
ramente ha de ser un elemento homogéneo, digamos de la forma [ty], para un
cierto ty € A. Esto se traduce en que

grad,, (r — stg) > grad,, .

Asf 21 = (r — stg)/s = © —to también es entero (no nulo) sobre A, luego por
el mismo razonamiento existe un t; € A tal que grad,, (r—st1) > grad,, (r — sto),
etc. Por consiguiente, y teniendo en cuenta 4.22; llegamos a que

re Q)+ m) = ().

en contra de lo supuesto. m

En particular:
Teorema 5.16 Todo anillo local reqular es integramente cerrado.

DEMOSTRACION: Si A es un anillo local regular, hemos demostrado que
gr.(4) =2 (A/m)[Xy,..., X4], luego es un dominio de factorizacién unica y, en
particular, es integramente cerrado. Basta aplicar el teorema anterior. n

Para anillos de dimensién 1 podemos decir mas:

Teorema 5.17 Sea A un anillo noetheriano local de dimension 1 y sea m su
ideal mazimal. Entonces A es regular si y sélo si m es principal, si y sélo si A
es un dominio de ideales principales.

DEMOSTRACION: Sea k = A/m. En general tenemos que p(m) > dim A = 1,
luego m es principal si y sélo si u(m) =1 =dim A, si y s6lo si A es regular.

Por otra parte, como dim A = 1, tenemos que m es el tnico ideal primo no
nulo de A, luego todo ideal I de A distinto de 0, 1 es m-primario. Por lo tanto
existe un natural n tal que m™ C I. Si no se da la igualdad, podemos tomar un
natural r tal que I C m”, I ¢ m"+1,

Sim = (x), existe un y € I tal que y = az”, pero a ¢ m, luego a es una
unidad, luego z" € I, luego m” C I C m”. Concluimos que todo ideal no nulo
es potencia de m, luego todos los ideales son principales. [

Es facil ver que la regularidad en dimensién 1 equivale también a que A sea
un anillo de valoracién discreta, es decir, el anillo de enteros de una valoracién
en su cuerpo de cocientes.

Otra consecuencia del teorema anterior es que si A es un dominio de fac-
torizacién tnica, y m € A es primo, entonces el anillo Ay es regular, pues
sus tnicos ideales no nulos son las potencias de (w), luego es noetheriano,
dim Ay = alt(m) = 1 y el ideal maximal de A, estd generado por 7.
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En particular, si A es un dominio de ideales principales y p € Esp A, entonces
A, es un anillo local regular. (Para p = 0 tenemos el cuerpo de cocientes de A.)

En general, un cociente de un anillo local regular no tiene por qué ser regular.
Para caracterizar cuando lo es necesitamos un resultado previo:

Teorema 5.18 Sea A un anillo noetheriano local, sea m su ideal maximal y
sean ai,...,a, € m. Entonces:

a) dim A > dim A/(aq,...,amy) > dim A —m.

b) dimA/(a1,...,am) =dim A —m siy sdlo si {a1,...,am} estd contenido
en un sistema de pardmetros de A.

DEMOSTRACION: a) Sea 6 = dim A/(a1,...,a,) y sean by,...,bs € m tales
que sus clases médulo (aq,...,a,,) formen un sistema de pardmetros del co-
ciente. Entonces (ai,...,am,b1,...,bs) es un ideal m-primario, pues si p es un
divisor primo minimal entonces p/(ay, ..., a,) es un divisor primo minimal de
un ideal m/(aq, . .., a,,)-primario, luego p = m. Esto prueba que m+¢ > dim A.

b) Si m + § = dim A, entonces {a1,...,am,b1,...,bs} es un sistema de
parametros de A. Reciprocamente, supongamos que existe un sistema de para-
metros {a1,...,am,b1,...,b}. Entonces m+t = dim A y las clases de by, ..., b
generan un ideal m/(aq,. .., a, )-primario. Por consiguiente

t>dimA/(a1,...,am) >dimA—m=t.

Teorema 5.19 Sea A un anillo local regular e I un ideal propio de A. Entonces
A/I es regular si y sdlo si I admite un sistema generador que se extienda a un
sistema reqular de pardmetros de A.

DEMOSTRACION: Supongamos que {aj,...,aq} es un sistema regular de
pardmetros de Ay que I = (as41,...,aq). Por el teorema anterior dim A/I = ¢,
y el ideal maximal de A/I estd generado por § elementos, luego A/I es regular.

Reciprocamente, si A/I es regular de dimensién d, sean aq,...,as € m ele-
mentos cuyas clases en A/I generen m = m/I. Tenemos la siguiente sucesién
exacta de espacios vectoriales sobre A/m:

0—I/(INm?) — m/m? — m/m? — 0.

Podemos descomponer m/m? en suma directa de dos subespacios: uno for-
mado por las clases con un representante en I y otro el generado por las cla-

ses de aq,...,as. Por lo tanto, podemos encontrar asy1,...,aq4 € I de modo
que las imagenes en m/m? de ay,...,aq sean una base. Por 4.52 tenemos que
m=(ay,...,aq). Sea I' = (asy1,...,aq) C I. Sélo nos falta probar que I =T’

Por la implicacién ya demostrada, A/I’ es un anillo local regular de di-
mensién § y A/I es una imagen homomorfa de A/I’. Como A/I’ es un dominio
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integro y ambos anillos tienen la misma dimensién, han de ser iguales (por
ejemplo, por 4.58). Asi pues, [ =T'. n

El teorema siguiente proporciona mas ejemplos de anillos locales regulares:

Teorema 5.20 Sea A un anillo local reqular, sea m su ideal mazimal y sea
P € Esp A[X] tal que PN A =m. Entonces A[X |y también es un anillo local
regular.

DEMOSTRACION: En la prueba del teorema 4.63 hemos visto que
dim A = altm = alt mA[X] < altP = dim A[X]p.

Si mA[X] =B, entonces dim A = dim A[X |y y P estd generado por dim A
elementos, luego A[X |y es regular.

Si no se da la igualdad entonces dim A[X]|p > dim A + 1. Puesto que
A[X]/mA[X] = (A/m)[X] es un dominio de ideales principales, la imagen de
B es ente anillo estd generada por un elemento, luego P estd generado por
dim A + 1 elementos. Asi pues, p() < dim A+ 1 < dim A[X]qp < p(*B), con lo
que llegamos igualmente a que A[X]qp es regular. "

Como consecuencia:

Teorema 5.21 Sea A un anillo tal que para todo p € Esp A, la localizacion A,
es reqular. Entonces A[X,...,X,] tiene esta misma propiedad.

DEMOSTRACION: Obviamente basta demostrar el resultado para n = 1. Sea
B € Esp A[X] y consideremos p = P N A. Entonces

AlX]p = Ap[X]gpa, 1x)-

En efecto: Observemos que todo elemento de A,[X] es de la forma F'(X)/s,
con F(X) € A[X], s € Sy, = A\ p. Los elementos de PA,[X] son los de
esta forma con F'(X) € . Esto implica que PA,[X]| N A[X] = P. De aqui
se sigue que la aplicacién A[X]yp — Ap[X]pa,(x] dada por F/G — F/G es
un homomorfismo bien definido. Es inyectiva, pues si F/G = 0 en la imagen,
entonces FH/s = 0, para cierto H € A[X], luego también FH = 0 y entonces
F/G =0 en A[X]qp. También es suprayectiva, pues todo elemento de la imagen
es de la forma (F/s)/(G/t) = (Ft)/(Gs), con G € A[X]\B, s € A\ p, luego

Gs ¢ .

Ademiés PA,[X] N A, = pA,, pues si F/s = a/s’, con F € Pyac A,
entonces existe s’ € S, tal que ass” = Fs's”, luego ass” € PN A = p, luego
acpya/sepi,.

Por el teorema anterior A, [X]qp es regular. "

Segun las observaciones tras el teorema 5.17, este teorema se aplica si A es
un dominio de ideales principales. En particular se aplica si A es un cuerpo.
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5.3 Sucesiones regulares

En esta secciéon introduciremos algunos conceptos que, entre otras cosas, nos
daran una caracterizacién conveniente de los anillos locales regulares.

Definicién 5.22 Sea A un anillo y M un A-médulo. Una sucesién aq, ..., an,
de elementos de A es M-regular si cumple

a) M # (a1,...,am)M,
b) a;y1 no es un divisor de cero de M/(ay,...,a;)M, parai=0,...,m — 1.

La condicién b) para ¢ = 0 ha de entenderse como que a; no es un divisor de
cero de M.

Notemos que la definicién de sucesiéon M-regular depende de la ordenacion
de los elementos ai, ..., Gn.

Como primera observacién, aplicando sucesivamente 4.58, vemos que una
sucesiéon A-regular ai,...,a, en un anillo noetheriano local A cumple

dim A/(a,...,a,) =dim A —m,

luego el teorema 5.18 nos da que ay,...,a, estd contenida en un sistema de
parametros de A. En particular m < dim A y si se da la igualdad entonces
ai,...,a, es un sistema de pardmetros de A.

Por otra parte, podemos hablar de sucesiones A-regulares en anillos arbitra-
rios. El ejemplo mds simple es X1,..., X, en A[Xy,...,X,].

Vamos a probar que la propiedad del teorema 5.9 caracteriza las sucesiones
A-regulares en anillos noetherianos locales, con lo que en particular los sistemas
regulares de parametros seran sucesiones A-regulares. Empezamos con una
implicacién que no requiere que el anillo sea local:

Teorema 5.23 Sea A un anillo, sea ay,...,a,, una sucesion A-reqular y sea
I={(a1,...,am). Entonces el epimorfismo

¢:(A/D[Xq,...,Xm] — gr;(4)
dado por ¢(X;) = a; + I? es un isomorfismo de anillos graduados.

DEMOSTRACION: Vamos a trabajar en el anillo completo de cocientes de
A, es decir, el anillo de las fracciones cuyos denominadores no son divisores
de cero. Asi a; es un denominador admisible. Veamos en primer lugar que el
epimorfismo
Vi AlYs, ..., Y] — Alas/ay, ..., am/a1]

dado por ¥ (Y;) = a;/a; tiene nicleo (a1Ys — ag,...,a1Ym — am). (Esto ha de
entenderse trivialmente si m = 1.)
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Una inclusién es obvia. Para probar la otra suponemos primeramente m = 2.
Dado F(Y2) € A[Y3], podemos dividirlo euclideamente entre a3 Ya—as en el anillo
Ag, [Yz], y eliminando denominadores llegamos a que

adF(Ys) = G(Ya)(a1Ys — as) + 7,
donde G(Y2) € A[Ys],d >0y r € A.

Si F estd en el nucleo de v, entonces r = 0. Consideramos la ecuacién
médulo af. Sabemos que as no es un divisor de cero en A/(a;), luego tampoco
lo es en A/(ad). En la prueba de 4.60 hemos visto que entonces a;Ys + az no es
un divisor de cero en (A/(a¢))[Ya], luego todos los coeficientes de G han de ser
divisibles entre af, luego F(Y2) € (a1Ya — ag).

Ahora razonamos por induccién sobre m. Sea A’ = Alaz/a;]. Vamos a
demostrar que a1, as,...,a,, es una sucesién A’-regular. Para ello observamos
en primer lugar que podemos definir un isomorfismo

[ (A/(ar,a2))[T] — A'/(a1,a2)A’

mediante p(F(T)]) — [F(az/a1)], donde p : A[T] — (A/(a1,a2))[T] es el
epimorfismo canénico. Es claro que f estd bien definida y es un epimorfismo.
Si p(F) estd en el nicleo, entonces

F(ag/al) = alGl(ag/al) + agGg(ag/al), Gl,G2 € A[T]

Por lo tanto, F' — a1G7 — a2G5 estd en el nicleo de la aplicacién ¢ para el
caso ya probado, es decir, F' —a1G1 —asGe = G(T)(a1T — az). Por consiguiente
p(F) =0.

A su vez f induce un isomorfismos para ¢ > 2:

(A/(a,...,ai)[T] = (A/(a1,a2)) / ([ar], ... [a:])) [T]
= (A/(a1,02))[T1/([a1], - .-, [ai]) = (A/(ar, a2) A") /([aa]; - -, [ai])
= A'/(al, ey ai)A'.

Concluimos que (a1, as . .., an,)A" # A’. Del hecho de que aj no es un divisor
de cero en A, se sigue ficilmente que tampoco lo es en A’. Para cada 7 > 2,
si a;y1 fuera un divisor de cero en A'/(ay,a3...,a;)A" = A'/(a1,...,a;)A,
también lo serfa en (A/(a1,...,a;))[T], luego en A/(ay,...,a;), lo cual es im-
posible.

COH esto hemos probado que a1,as,...,0Qm €S A’—re ular. Ahora observamos
s 83, s Um
que v es la composicién

AlYa, ..., Y] 25 Alas/ar][Ys, ..., Yi] 22 Alaz/ay,. .., am/a1).

Por la parte ya probada, el niicleo de v es (a1Ya — a2)A[Y2,..., Y] v por
hipétesis de induccién el de 19 es (a1Y3 — as, ..., a1Y,, — a). Por lo tanto, si
F esta en el niicleo de v, sabemos que

F(az/a1,Ys,...,Y) = > Gi(az/a1,Ys, ..., Y)(a1Y; — ay),
i=3
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luego

F— Gz(}/% .. 'aYm)(al}/; - al) = G2(Y27 cee 7Ym)(a1Y2 - (12)

oF

=3

y F' tiene la forma requerida.

Con esto ya podemos probar el teorema. Basta ver que el niicleo de ¢ no con-
tiene polinomios homogéneos. Esto equivale a que para polinomio homogéneo
F de grado d tal que F(ay,...,a,) € 7! cumple que F € TA[X,..., X,

Tenemos que F(ay,...,an) = G(ai,...,an), donde G también es homogé-
neo de grado d pero tiene sus coeficientes en I. Basta probar que F'— G tiene sus
coeficientes en I o, equivalentemente, podemos suponer que F(aq, ..., an,) = 0.

Ahora bien, en tal caso
F(1,a3/a1,...,am/a1) = (l/a‘f)F(al, ceey @) = 0.

Por consiguiente F'(1,Ya,...,Y,,) estd en el nicleo de ¢, y tiene los mis-
mos coeficientes que F. Como estd en (a1Ys — ag,...,a1Y,, — a,) y todos los
generadores de este ideal tienen sus coeficientes en I, lo mismo le sucede a F'.

u

Antes de probar el reciproco demostramos un resultado que se basa en los
hechos que hemos obtenido en la demostracion del teorema anterior y que tiene
interés en si mismo:

Teorema 5.24 Sea A un anillo, sea ay,...,a, una sucesion A-reqular y sea
I = (a1,...,amm). Entonces altI = m, es decir, las sucesiones A-regulares
generan intersecciones completas.

DEMOSTRACION: Para cada divisor primo minimal p de I el teorema de la
altura nos da que altp < m, luego sélo hemos de probar que altp > m. Si
m = 1 es consecuencia del teorema de los ideales principales, pues a; no es un
divisor de cero en A.

Suponemos, pues, que m > 2y que el teorema es cierto para m—1. Entonces
pA[Ys] es un divisor primo minimal de IA[Y3]. En efecto, es primo porque
AlY5]/pA[Ys] = (A/p)[Ya], y es minimal, pues si TA[Y3] C B C pA[Y3], entonces
ITCPNACPAYo]NA=0p, luego PN A=np, luego pA[Y3] = PB.

En la demostraciéon del teorema anterior hemos visto que el epimorfismo
1 A[Ys] — A’ dado por ¥(Y2) = az/a; tiene nicleo (a1Ys — as) C pA[Y2].

Como 9[pA[Y32]] = pA;, concluimos que pA; es un ideal primo de A;. Es
claro entonces que se trata de un divisor primo minimal de 1Ay, pues si tenemos
TA; CPB C pAy, entonces TA[Y>] C ¢~ HPB] C pA[Yz], luego v 1P| = pA[Ya] y
P =pAi.

En la prueba del teorema anterior también hemos visto que ai,as,...,amn

es una sucesién A’-regular, y como IA; = (ay,as,...am)A1, la hipétesis de
induccién nos da que altpA; > m — 1.



5.3. Sucesiones regulares 195

Finalmente observamos que f = a1Y5 — as estd en el nicleo de ¥ y no es
un divisor de cero en A[Y3], porque a; no es un divisor de cero en A. Por el
teorema de los ideales principales, alt (f) = 1. Esto significa que si formamos
una cadena de ideales primos

Po & -+ & Pn = pA[Y?]

de modo que Py sea un divisor primo minimal del nicleo de 1, entonces Py
contendrd un divisor primo minimal de (f), que a su vez contendrd estrictamente
otro ideal primo. Por lo tanto, m — 1 < h = altpA; < altpA[Ys] = altp. En
definitiva, altp > m. m

Esta es la caracterizacién anunciada de las sucesiones A-regulares en anillos
noetherianos locales:

Teorema 5.25 Sea A un anillo noetheriano local, sea m su ideal mazrimal, sean
ai, ... am €Emyseal = (ay,...,ay). Entonces ay,...,a, es una sucesion A-
reqular si y solo si el epimorfismo

¢: (A/D)[X1,...,Xm] — gr;(4)
dado por ¢(X;) = a; + I? es un isomorfismo de anillos graduados.

DEMOSTRACION: Una implicacién es el teorema 5.23. Veamos que a; no
es un divisor de cero. Si ba; = 0y b # 0, por el teorema 4.21 sabemos que
L;(b) # 0. Por otra parte, L;(a;) = a; + I? no es un divisor de cero en gr;(A)
(pues se corresponde con X; a través del isomorfismo). El teorema 5.14 nos da
entonces que Ly(b)Li(a1) = Ly(bay) = 0, lo cual es absurdo.

Sean Ay = A/(a1) e I1 = I/(ay). Claramente tenemos un epimorfismo
natural de anillos graduados

gry(A) — gry, (Ay).

Veamos que su nucleo es (Lr(a1)). Una inclusién es obvia. Para probar la
contraria podemos considerar un elemento homogéneo del nicleo, que sera de la
forma x = L;(b) = b+I"*'. Entonces b+ (a;) € I, luego b+ (a1) = V' +(a1),
donde b’ € I"™. Asib—b = ca; y * = Ly(ca;) = Li(c)Li(a1), por 5.14, ya
que Ly(a1) no es un divisor de cero en gr;(A).

Asi, pues, gry (A1) =2 gr;(A)/(Li(a1)) = (A/I)[Xa,. .., Xl

Ahora el teorema es inmediato por induccién sobre m. Para m = 1 se reduce
al hecho ya probado de que a; no es un divisor de cero. Supuesto cierto para
m—1, la hipétesis de induccién nos da que as, . . ., a,, €s una sucesiéon A;-regular
en Aj, lo que implica inmediatamente que aq,...,a,, es A-regular. [

En particular, el teorema 5.9 implica ahora que los sistemas regulares de
pardmetros son sucesiones A-regulares. Otra consecuencia es que en un anillo
noetheriano local la propiedad de ser una sucesién A-regular no depende del
orden de sus términos. Veamos una consecuencia mas:
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Teorema 5.26 Sea A un anillo local reqular de dimension d y m = (ay,...,aq)
su ideal mazimal. Entonces, para cada m < d, el ideal (ay,...,a,,) es primo y
tiene altura m.

DEMOSTRACION: Tenemos que ai,...,aq €s una sucesién A-regular, luego
ai,...,a;, también lo es. La altura del ideal que generan es m por el 5.24. Por
ultimo, el ideal es primo porque el cociente es regular en virtud de 5.19, luego
en particular es un dominio integro. ]

Para el préximo resultado necesitamos un sencillo hecho previo:

Teorema 5.27 Sea M un A-mddulo y a, b € M. Si a,b es una sucesion M-
regular y b no es un divisor de cero de M, entonces b, a también es una sucesion
M -regular.

DEMOSTRACION: Sélo hay que probar que a no es un divisor de cero de
M/bM. En caso contrario existe un m € M \ bM tal que am = bm’, con
m’ € M. Como a,b es una sucesién M-regular, ha de ser m’ € aM, digamos
m’ = am”, con m"” € M. Entonces m = bm”’, porque a no es un divisor de cero
en M, pero entonces m € mM, contradiccién. [

Teorema 5.28 Sea A un anillo noetheriano, M un A-mddulo finitamente ge-
nerado e I un ideal de A tal que IM # M. Entonces toda sucesion M -regular
contenida en I puede extenderse hasta una sucesion mazximal (en el sentido de
que no puede prolongarse a otra mayor). Ademds dos sucesiones M -regulares
maximales en I tienen necesariamente la misma longitud.

DEMOSTRACION: Es evidente que si a1, ..., a,, es una sucesién M-regular se
cumple que (a1, ...,a;)M & (a1,...,a;41)M, pues existe m € M\ (aq,...,a;)M
y entonces a;11m & (ay,...,a;)M.

Asi pues, si una sucesiéon M-regular pudiera prolongarse indefinidamente,
darfa lugar a una cadena estrictamente creciente de submoédulos de M. Esto
prueba que toda sucesién se prolonga hasta una maximal.

De entre todas las sucesiones M-regulares maximales contenidas en I, toma-
mos una con el menor nimero de elementos n. Vamos a probar el teorema por
inducciéon sobre n. Si n = 0 entonces I consta inicamente de divisores de cero
de M, luego no hay sucesiones M-regulares y no hay nada que probar.

Sea aq, ..., a, una sucesiéon M-regular maximal en I de longitud minima y
sea bi,...,b, otra sucesion M-regular en I. Hemos de probar que no puede
prolongarse, es decir, que todos los elementos de I son divisores de cero de
M/(by,...,bp)M.

Sin = 1 entonces I consta tunicamente de divisores de cero de M/a; M. Por
el teorema 3.55 existe un m € M \ a; M tal que Im C a3 M. En particular
bym = aym/, para un m’ € M. Si fuera m’ € by M, serfa bym = a1bym” y, como
b1 no es un divisor de cero de M, tendriamos que m € a1 M, contradiccion,
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luego m’ ¢ by M. Como ayIm’ = Ibym C a1 by M, tenemos que I'm’ C by M,
luego I estd formado por divisores de cero de M /by M.

Sim > 1 llamamos M; = M/(a1,...,a;)M y M} = M/(by,...,b;)M, para
i =20,...,n— 1. Podemos encontrar un ¢ € I que no es un divisor de cero de
ningtin M; ni de ningin M. Ello se debe a que los divisores de cero de estos
médulos forman una unién finita de ideales (teoremas 3.49 y 3.54), y el ideal T
no esté contenido en ninguno de estos ideales. Aplicamos entonces 3.51.

Tenemos que a,, es una sucesién M, _i-regular maximal, luego por el caso
n =1, ya probado, también lo es ¢, luego a1, ..., a,_1,c es M-regular maximal.
Entonces a,_1,c es M,,_o-regular maximal y por el teorema anterior c, a,_1
también es M,,_s-regular. Ademds es maximal, pues, claramente, la maxima-
lidad no depende del orden. En definitiva, ay,...,a,_2,¢,a,_1 es M-regular
maximal.

Repitiendo el razonamiento vemos que a,_3,¢, a,—1 €s M,_s-regular ma-
ximal, luego a,_o,c también es M, _s-regular, luego c,a,_o también lo es, y
C,Qp_2,0,_1 €8 M, _s-regular maximal.

Concluimos que aq, . .., Gp—3, C, Gp—2, Ap—1 €s M-regular maximal. En defini-
tiva llegamos a que ¢, aq,...,a,—1 es M-regular maximal en I y, andlogamente,
¢, bi,...,bp_1 es M-regular.

Entonces a1, ...,an-1y b1,...,bp—1 son M/cM-regulares en I, y la primera
es maximal. También es obvio que M/cM no puede tener sucesiones regulares
maximales en I con menos de n—1 elementos, luego la hipétesis de induccién nos

da que la segunda sucesiéon también es maximal, luego ¢, by,...,b,_1 también
es maximal, luego by,...,b,_1,c también lo es, luego c es M/(by,...,by—1)M-
regular maximal, luego por el caso n = 1 también lo es b,, luego b1,...,b, es
M-regular maximal. m

Definicién 5.29 Sea A un anillo noetheriano, M un A-mddulo finitamente
generado e I un ideal de A tal que IM # M. La profundidad de M respecto de
I se define como la longitud de las sucesiones M-regulares maximales en I. La
representaremos por pr(I, M). Si el anillo A es local e I es su ideal maximal,
escribiremos simplemente pr(M).

Es evidente que si a1, ..., a,, es una sucesion M-regular en I, entonces
pr(I,M/(a1,...,am)M) =pr(I, M) —m.

Si A es un anillo noetheriano local, es obvio que pr(4) < dim A. Luego
necesitaremos el siguiente refinamiento de esta desigualdad:

Teorema 5.30 Si A es un anillo noetheriano local, M es un A-mddulo finita-
mente generado y p € As(M), entonces pr(M) < dim A/p.

DEMOSTRACION: Vamos a probarlo por induccién sobre n = pr(M). Para
n = 0 es trivial. Supongamos que pr(M) = n > 0 y que la desigualdad se
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cumple para naturales menores. Entonces existe a € m (el ideal maximal de A)
tal que {a} es una sucesién M-regular. Por la observacién previa al teorema
tenemos que pr(M/aM) =n — 1.

Basta probar que existe p’ € As(M/aM) tal que p & p’, pues entonces

pr(M) =pr(M/aM)+1 < dim A/p’ +1 < dim A/p.

Sea N ={m € M | pm C aM}. Claramente es un submédulo de M que
contiene a aM, asi como a N’ = {m € M | pm = 0}.

Si fuera N = aM, entonces todo n’ € N’ seria de la forma n’ = am, con
m € M,y de pn/ = 0 pasarfamos a pm = 0 (pues a no es un divisor de cero de
M), luego m € N’ y, en definitiva, tendriamos que N’ = aN’, y por el lema de
Nakayama N’ = 0, pero esto contradice que p sea un primo asociado.

Asi pues, U = N/aM es un A-médulo no nulo. Tomamos p’ € As(U). Como
pU = 0, se cumple que p C p’ y la inclusién es estricta porque a € p’ \ p. =

Vamos a relacionar la profundidad de un ideal con su nimero de generadores
minimales. Para ello necesitamos un resultado técnico:

Teorema 5.31 Sea A un anillo y sean p1,...,p, ideales primos de A. Sea I
un ideal de A y x € A tal que (I,x) no esté contenido en la unidn de los p;.
Entonces existe un a € I tal que © + a no pertenece a dicha union.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que ningtin p; estd contenido en otro p,
pues en tal caso podriamos eliminar el menor. Reordenando los ideales podemos
suponer que x € p; para i =1,...,7, peroque x ¢ p; parai =r+1,...,n (sin
excluir las posibilidades r = 0 o » = n). Si r = 0 basta tomar a = 0, as{ que
podemos suponer r > 0.

Tenemos que I ¢ p; U---Up,, pues en otro caso (I,x) estarfa contenido en
dicha unién. Por lo tanto, existe un ag € I que no pertenece a ningin p;, para
i=1,...,7.

Por otra parte, podemos tomar un y € (pr1 N---NPpy) \ (p1 U---Up,).
En efecto, si 7 = n basta tomar y = 1, y en otro caso, si no existiera tal y
tendriamos que p,41 N---Np, C Py U---Up,, luego el teorema 3.51 nos darfa
que pr41MN---Np, C P, paraun ¢ < r, y como p; es primo tendriamos también
que p; C p; para algin j < r, en contradiccién con lo supuesto.

Ahora basta tomar a = agy. "

Teorema 5.32 Sea A un anillo noetheriano, sea M un A-mddulo finitamente
generado e I un ideal de A tal que IM # M. Entonces pr(I, M) < p(I), y si
se da la igualdad entonces I estd generado por una sucesion M -reqular.

DEMOSTRACION: Sea I = (z1,...,%)), donde podemos suponer k > 0. Si
pr(I, M) = 0 no hay nada que probar, luego podemos suponer que los elementos
de I no son todos divisores de cero de M.

Aplicamos el teorema anterior con x = x1, el ideal (z3,...,z)) (sin excluir
que sea nulo si k = 1) y los primos asociados de M (cuya unién es el conjunto
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de divisores de cero de M). Concluimos que existe un a € (x2,...,zx) tal que
u1 = x1 + a no es un divisor de cero de M. Notemos que I = (uy, 22, ..., Tk).

Asi, u; es una sucesién M-regular en I. Si pr(/,M) > 1, entonces no es
maximal, luego no todos los elementos de I son divisores de cero de M /uq M
(en particular, k& > 1). Entonces, no todos los elementos de (z2,...,xx) son
divisores de cero de M/u; M pues, si lo fueran, un elemento arbitrario de I
puede escribirse como

1= aju + a2 + - - - + apTy,

donde (asxo + - - + agxr)m = 0 para cierto m € M/u; M no nulo, y entonces
im = 0 también.

Ahora aplicamos el teorema anterior a x = w9, el ideal (z3,...,z) y los
primos asociados de M /ui M. Obtenemos un a € (z3, ..., zx) tal que ug = za+a
no es un divisor de cero de M/ui M. Asi I = (u1,us2,zs,...,2k) ¥ la sucesién
u1,us es M-regular.

De este modo, si llamamos p = pr(I, M), llegamos a que I puede expresarse

en la forma I = (uq,...,Up, Tpy1,..., %), donde ug, ..., up, es una sucesién M-
regular. Ciertamente, concluimos que p < k (en particular p < p(I)) y si p = k,
entonces I estd generado por una sucesion M-regular. L]

Observemos que si el anillo A del teorema anterior es local, entonces se
cumple el reciproco: si el ideal I estd generado por una sucesiéon M-regular,
dicha sucesién es maximal en I y es un generador minimal (pues si eliminamos
cualquiera de sus miembros nos queda un ideal menor). Por lo tanto se cumple
la igualdad pr(I, M) = p(I). Vamos a probar que se cumple algo mds fuerte:
en tal caso todos los generadores minimales de I son sucesiones M-regulares.
Para ello necesitamos un par de resultados previos:

Teorema 5.33 Sea A un anillo noetheriano, sea M un A-mddulo finitamente
generado, sea I un ideal de A formado por divisores de cero de M y x € A
un elemento contenido en todos los ideales maximales de A pero que no sea un
divisor de cero de M. Entonces todos los elementos de (I,x) son divisores de
cero de M/xM.

DEMOSTRACION: Basta probar que todos los elementos de I son divisores
de cero de M/xM. Sea N el submédulo de M anulado por I. El teorema 3.55
nos da que N # 0. Si N ¢ xM el teorema estd demostrado. Supongamos, pues
que N C M. Todo n € N puede escribirse como n = xm, para un m € M.
Tenemos que Izm = In = 0, pero x no es un divisor de cero de M, luego
Im =0, luego m € N. As{ pues, N = N, pero el lema de Nakayama (aplicado
al ideal (z), nos da que N = 0, contradiccién. ]

Teorema 5.34 Sea A un anillo noetheriano, I un ideal de A, x € A, J = (I,x)
y M un A-mddulo finitamente generado. Si J estd contenido en todos los ideales
mazimales de A, entonces pr(J,M) < pr(I, M) + 1.
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DEMOSTRACION: Sea pr(I, M) = m y tomemos una sucesién M-regular
Z1,...,Tm € I. Basta probar que la profundidad de J en M/(z1,...,2m)M es
<1 o, equivalentemente, podemos suponer m = 0 y probar que pr(J, M) < 1.

Si J estd formado por divisores de cero de M entonces pr(.J, M) = 0. Supon-
gamos que J contiene un elemento que no es divisor de cero y entonces hemos
de probar que su profundidad es 1.

Aplicamos el teorema 5.31 a los primos asociados de M, con lo que obtenemos
un a € I tal que z 4+ a no es un divisor de cero de M. Como J = (I,z + a),
podemos suponer que z no es un divisor de cero de M. Ahora basta probar que
los elementos de J son divisores de cero de M/xM, pero eso es lo que afirma el
teorema anterior. [

Finalmente obtenemos el resultado que habiamos anunciado:

Teorema 5.35 Sea A un anillo noetheriano y sea I = (x1,...,x,) un ideal
contenido en todos los ideales mazimales de A. Sea M un A-mddulo finitamente
generado no nulo. Entonces pr(I, M) =n siy sdlo si los generadores de I son
una sucesion M -reqular.

DEMOSTRACION: Una implicacién es obvia. Probamos la otra por induccién

sobre n. Sea J = (z1,...,2,—1) (admitiendo J = 0 si n = 1). Si fuera
pr(J,M) < n — 1, el teorema anterior nos daria que pr(I, M) < n, luego ha
de ser pr(J,M) = n — 1. Por hipétesis de induccién z1,...,T,—1 es una su-

cesién M-regular. (Todo esto es trivial si n = 1.) Hemos de probar que z,
no es un divisor de cero de M/JM, pero, si lo fuera, tendriamos que todos
los elementos de I serfan divisores de cero de M/JM, por lo que la sucesién
regular x1,...,x,_1 seria maximal en I, en contradiccién con la hipdtesis de
que pr(I, M) = n. "

En particular si un ideal propio I de un anillo noetheriano local A cumple
que pr(I, M) = u(I) (si estd generado por una sucesion regular), entonces todos
los generadores minimales de I son sucesiones M-regulares.

5.4 Anillos de Cohen-Macaulay

Definiciéon 5.36 Diremos que un anillo noetheriano local A es un anillo de
Cohen-Macaulay si cumple que pr(A) = dim A. Si A es un anillo noetheriano
arbitrario, diremos que es de Cohen-Macaulay si para todo ideal maximal m de
A se cumple que Ay, es un anillo local de Cohen-Macaulay.

Segiin hemos visto en la seccién anterior, la desigualdad pr(4) < dim A
se cumple siempre. Todo anillo local regular es de Cohen-Macaulay, pues las
sucesiones regulares de parametros son sucesiones regulares de longitud igual a
la dimensién. Por consiguiente, todas las propiedades que vamos a estudiar de
los anillos locales de Cohen-Macaulay se aplican a los anillos locales regulares,
pero tiene interés reconocer que son validas en este contexto més general.

En primer lugar probamos que la propiedad de Cohen-Macaulay (para anillos
locales) se conserva por cocientes sobre sucesiones regulares:
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Teorema 5.37 Sea A un anillo noetheriano local y m su ideal maximal. Sea
a1, .., 0y, una sucesion A-reqular contenida en m. Entonces A es un anillo de
Cohen-Macaulay si y sdlo silo es Af(a1,...,am).

DEMOSTRACION: Basta probar el teorema para m = 1, es decir, tenemos
un a € m que no es un divisor de cero. Ahora bien, tras la definicién de
profundidad hemos observado que pr(A/(a)) = pr(A) — 1, y el teorema 4.58 nos
da que dim A/(a) = dim A — 1. La conclusién es inmediata. "

El teorema siguiente es un hecho béasico sobre los anillos locales de Cohen-
Macaulay:

Teorema 5.38 Si A es un anillo local de Cohen-Macaulay y p es un ideal primo
de A, entonces p es un primo asociado de A si y solo si es un primo minimal,
y en tal caso dim A/p = dim A.

DEMOSTRACION: Si p es un primo asociado, el teorema 5.30 nos da que
dim A = pr(4) < dim A/p < dim A,

luego p es un primo minimal y cumple la igualdad del enunciado. m

Como primera aplicacién demostramos la siguiente caracterizacion de las
sucesiones regulares en anillos locales de Cohen-Macaulay:

Teorema 5.39 Sea A un anillo local de Cohen-Macaulay, sea m su ideal ma-

zimal y sea aq, ... ,a, una sucesion en m. Las afirmaciones siguientes son equi-
valentes:
a) ai,...,a, es una sucesion A-regular.

b) alt(aq,...,a,) =r.

¢) Existen apy1,...,a, € m (donde n = dim A) tales que ay,...,a, es un
sistema de pardmetros.

DEMOSTRACION: a) = b) es el teorema 5.24 y b) = ¢) estd probado en las
observaciones tras la definicién de sucesién regular. Sélo hemos de probar que

si ai,...,a, es una sucesién de parametros en A, entonces es A-regular.
Sea p un primo asociado de A. Si a; € p, entonces, del hecho de que
rad(aq,...,a,) = m se sigue inmediatamente que as, . . ., a, generan también un

ideal m/p-primario en A/p. El teorema de la dimensién nos da que la dimensién
de un anillo noetheriano local es el minimo nimero de generadores de un ideal
m-primario, luego tendriamos que dim A/p < n, en contradiccién con el teorema
anterior.

Asi pues, a; no pertenece a ningun primo asociado de A, es decir, no es
un divisor de cero de A, forma una sucesién A-regular y A/(a;) es también un
anillo de Cohen-Macaulay, en el que ag,...,a, es un sistema de pardametros.
Razonando inductivamente llegamos a que la sucesién aq,...,a, es A-regular.

n
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En particular, en un anillo local de Cohen-Macaulay, las sucesiones A-
regulares maximales son precisamente los sistemas de pardmetros. También es
claro ahora que un ideal es una interseccién completa si y sélo si estd generado
por una sucesién A-regular.

Pasamos ahora a estudiar los anillos de Cohen-Macaulay no necesariamente
locales. El resultado fundamental es el siguiente:

Teorema 5.40 Sea A un anillo de Cohen-Macaulay y sea I = (ay,...,am) un
ideal generado por una sucesion A-regular. Entonces los primos asociados de
A/I son los divisores primos minimales de I y tienen todos la misma altura m.

DEMOSTRACION: El teorema 5.24 nos da que alt I = m (es decir, que I es
una interseccién completa). Tomemos un primo p asociado a A/I y un ideal
maximal m de A que contenga a p. Entonces es facil ver que la imagen de
ai,...,0a, en Ay, forma una sucesion Agy,-regular, y que pAy, es un primo aso-
ciado del médulo Ay /(a1,...,am)Am = (A/I)m. Equivalentemente, pAy, /I Ay
es un primo asociado del anillo (A/I)y,.

Ahora bien, por hipétesis A, es un anillo local de Cohen-Macaulay, y por
5.37 también lo es el cociente. El teorema 5.38 nos da que pA, es un primo
minimal de T Ay, luego p es un primo minimal de /. Como [ es una interseccién
completa, concluimos que alt p = m (ver la observacién tras 5.6).

Por otra parte, los primos minimales de I estan formados por divisores de
cero de A/I, luego estdn contenidos en primos asociados del cociente, y como
éstos son minimales, concluimos que todo primo minimal es asociado. L]

De aqui deducimos diversas consecuencias:

Teorema 5.41 Sea A un anillo de Cohen-Macaulay y sea I # A un ideal.
Entonces pr(I, A) = alt().

DEMOSTRACION: Tomemos ahora una sucesién A-regular ay,...,a, maxi-
mal contenida en I. Entonces, todos los elementos de I son divisores de cero de
A/(as,...,a,), luego I estd contenido en un primo asociado p de este médulo.
Por el teorema anterior, altp = v y p es un primo minimal de (a4, ..., a,), luego
también de I. Asi pues, alt I < wv.

Por otra parte, si q es un divisor primo minimal de I tal que altq = alt I,
como (aq,...,a,) C q, podemos prolongar la sucesién hasta otra maximal (entre
las contenidas en ¢) de longitud v > v y, razonando con ¢ como hemos hecho
con I, obtenemos que q estd contenido en un primo minimal de (a1, ..., a,);
pero en este caso ha de ser el propio q, luego altq = v > v. En definitiva,
tenemos que alt I = v = pr(J). n

Teorema 5.42 En un anillo de Cohen-Macaulay, un ideal propio I es una
interseccion completa si y sélo si estd generado por una sucesion regular.

DEMOSTRACION: Una implicacién es el teorema 5.24, y la otra el teorema
anterior junto con 5.32. n
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Teorema 5.43 Si A es un anillo de Cohen-Macaulay y p es un ideal primo de
A, entonces A, también es un anillo de Cohen-Macaulay.

DEMOSTRACION: Toda sucesién A-regular contenida en p es también A,-
regular, luego pr(A,) > pr(p, A) = altp = dim A, > pr(A4,). Asi pues, tenemos
la igualdad. m

Teorema 5.44 Sea A un anillo local de Cohen-Macaulay y sea I # A un ideal.
Entonces
dim A = dim I + alt(I).

DEMOSTRACION: Si 7 = pr(/) = alt(/), podemos tomar una sucesién A-
regular ay,...,a, € I. El ideal J = (a4,...,a,) tiene también altura r. Los
elementos de I/J son divisores de cero de A/J, luego I estd contenido en un
primo asociado (minimal) de A/J, digamos J C I C p, donde altp = r por el
teorema 5.40.

El anillo A/J es también de Cohen-Macaulay, luego el teorema 5.38 nos da
que dim A/J = dim A/p, luego también

dim/ =dimA/I =dimA/J =dim A — r = dim A — alt(I).

5.5 La dimension proyectiva

Como ya hemos comentado al principio de este capitulo, algunos resultados
mads profundos sobre anillos regulares necesitan técnicas mds modernas, concre-
tamente, técnicas homoldgicas. Empezaremos estudiando con més detalle los
modulos proyectivos, sobre los que no tenemos mas que la definicién y el teo-
rema 1.32. La caracterizacién c¢) de dicho teorema implica claramente que si
M es un A-médulo proyectivo y S C A es un conjunto multiplicativo, entonces
S™1M es un S~!A-médulo proyectivo, pues la localizacién es un funtor exacto
y conserva sumas directas. Vamos a probar un reciproco de este hecho, para
lo cual necesitamos un resultado previo. A su vez, para ello conviene dar esta
definicién: una sucesion exacta

0—M M2 Mo
se escinde si existe un homomorfismo v : M — M tal que o 8 =1, lo cual,
segin hemos visto en el teorema 1.32, implica que M = M’ & M", de modo
que [ se corresponde con la proyeccién canénica. (Es obvio que, de hecho, esto
implica que la sucesién se escinde.)

Teorema 5.45 Sea A un anillo noetheriano y0 — M — N — P — 0
una sucesion exacta de A-mddulos en la que P es finitamente generado. La
sucesion se escinde si y solo si se escinden todas las sucesiones exactas

0— My — Nyn — Py, — 0,

para todo ideal mazimal m de A.



204 Capitulo 5. Regularidad

DEMOSTRACION: Es claro que la sucesién se escinde si y sélo si el homo-
morfismo natural Hom 4 (P, N) — Homy (P, P) que resulta de componer con el
homomorfismo dado N — P es un epimorfismo. Por 3.11 (ver la observacién
posterior), esto sucede si y sélo si todos los homomorfismos

Homy (P, N)m — Homa (P, P

son epimorfismos, pero el teorema 3.3 nos permite identificar estos homomorfis-
mos con los homomorfismos naturales

Homy, (P, Ny) — Homy (P, Pa)-

A su vez, éstos son epimorfismos si y sélo si las sucesiones locales se escinden.
u

Teorema 5.46 Sea A un anillo noetheriano y M un A-mddulo finitamente
generado. Entonces M es proyectivo si y solo si My, es proyectivo para todo
ideal maximal m de A.

DEMOSTRACION: Ya sabemos que si M es proyectivo sus localizaciones My,
son proyectivas. Supongamos que M es localmente proyectivo. A partir de un
generador finito de M podemos formar una sucesién exacta

0 —K—L—M—0,

donde L es un A-modulo libre de rango finito. Como las localizaciones de M son

proyectivas, las sucesiones exactas locales se escinden, luego la sucesion global

también. Esto implica que M es un sumando directo de L, luego es proyectivo.
| |

Sabemos que los médulos libres son proyectivos. En general el reciproco es
falso, pero vamos a ver que si que se cumple para mdédulos sobre un anillo local.

Teorema 5.47 Sea A un anillo noetheriano local, sea m su ideal maximal y
k= A/m su cuerpo de restos. Si M es un A-mddulo finitamente generado, las
afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) M es libre.

b) M es proyectivo.

¢) Tor(M,N) = 0 para todo A-mddulo N y todo n > 1.
d) Tor{!(M, k) = 0.

DEMOSTRACION: Sélo hay que probar d) = a). Supongamos, pues, que
Torf(M, k) =0y sea {m1,...,mq} un sistema generador minimal de M. Con-
sideremos la sucesion exacta

0—M —A'— M —0
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determinada por el epimorfismo que hace corresponder la base canénica de A*
con el generador dado de M. A partir de esta sucesiéon obtenemos la sucesién
exacta

0 — Tor{ (M, k) — Tor{ (A, k) — Tory' (M, k) — 0.
Ahora bien, tenemos isomorfismos naturales
Torg (M, k) = M’ @4 (A/m) = M’ /mM’,

e igualmente con A® y M. Por consiguiente, la sucesién exacta da lugar a ésta
otra:
0 — M'/mM' — A'/mA" — M/mM — 0.

Un andlisis de los isomorfismos considerados muestra que el epimorfismo
At /mAt — M/mM es el inducido por el epimorfismo A® — M de forma
natural. El teorema 4.52 implica que las clases de mq,...,m; en M/mM son
una base de este k-espacio vectorial.

Por otra parte, la base canénica en A? es un generador minimal de A* como
A-médulo, luego sus clases médulo mA? forman una base de AY/mA?. Esto
prueba que el epimorfismo A'/mA* — M/mM es de hecho un isomorfismo
(pues es una aplicacién k-lineal que transforma una base en una base). La
sucesion exacta nos da entonces que M’ = mM’, y por el lema de Nakayama ha
de ser M’ = 0. Por consiguiente M =2 At es libre. [

Nos ocupamos ahora de las resoluciones proyectivas. Si en una resolucién
proyectiva de un médulo M aparece el médulo nulo, todos los médulos siguientes
pueden tomarse nulos, y entonces tenemos una resolucién proyectiva finita

0—L,—Ly 41— —L —Ly— M-—0.

Llamaremos dimension proyectiva de un A-médulo M, representada por
dp,4 M a la menor longitud n de una resolucién proyectiva de M, entendiendo
que dpy4 M = oo si M no admite resoluciones proyectivas finitas.

En estos términos tenemos que M es proyectivo si y sélo si dp,M = 0.

Un médulo puede tener resoluciones proyectivas de longitud mayor que la
prescrita por su dimensién proyectiva, pero en tal caso se pueden acortar, segin
se deduce del teorema siguiente:

Teorema 5.48 Consideremos dos sucesiones exactas de A-mddulos
0 —K,—L, 11— —Lyg— M —0,

0—>K;—>L;_1—>-~-—>L6—>M—>O,

donde los mddulos L; y L, son proyectivos. Entonces
Kn@L/n—l @Ln—Q"' gK;L@Ln_l@L;_Q

Por consiguiente, K,, es proyectivo si y sdlo si lo es K.
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DEMOSTRACION: Vamos a probarlo por induccién sobre n. Para n = 1
tenemos sucesiones

0—K-—L-M-—0, 0-—K L 5 M-—0.

Como L y L' son médulos proyectivos existen homomorfismos ~y : L — L’
vy : L' — L tales que yoa' = a, v oca = .

Definimos 3,8 : L ® L' — L ® L' mediante §(z,y) = (z,y — v(x)),
B'(z,y) = (x —v'(y),y). Obviamente son automorfismos. Vamos a probar
que el automorfismo a* = ' o 71 hace conmutativo el diagrama siguiente:

L®L’(QL)>M

“ l (0.0")

Lol
En efecto,
(a, ) (B'(2,)) = a(z) — o/ (y) + /(y) = a(z) = (a,0)(z,y),

(a, &) (B(z,y)) = alx) + o' (y) — alz) = &/ (y) = (0,0/) (=, y).

Asi pues, a* 0 (0,0) = a* o fo (a,a) = ' o (a,') = (e, 0), como habia
que probar. Teniendo en cuenta que K & L’ es el nicleo de («,0) y L @ K’ el
de (0, ), concluimos que o*[K & L'] = L ® K’, lo que termina la prueba para
n=1.

Supuesto cierto para n — 1, llamemos K,y C L2y K, ; C L, _,5 a
las imagenes de los homomorfismos correspondientes de las sucesiones exactas
dadas, con los que podemos formar nuevas sucesiones exactas

0—K, 1— L, 9g— +—Ly— M —0,
0—>K;L_1 —>L;_2—>-~~—>L6—>M—>O.
Por hipétesis de induccién tenemos que
K, &L, 0L, & 2K, 1®&L, &L, 365
Por otra parte tenemos las sucesiones exactas
0—K,— L, 11— K, 1—0,
0— K, — L, — K, —0,
con las que podemos formar a su vez las sucesiones exactas
0—K,— L, 10L, &L, 3® - — K, 1®L, 5®&L, 35+ —0,
0— K, — L, 1®Ly2®L, 38— K, 1®L, 2®L;, 30 —0,

Ahora basta aplicar de nuevo el caso n = 1 ya probado (tomando como M
los médulos isomorfos de la derecha). "

El interés de este teorema consiste en que nos permite comparar dos resolu-
ciones proyectivas de un mismo médulo:
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Teorema 5.49 Consideremos una sucesion ezacta
0O —K,—L, 11— —Ly— M —0,
donde los mddulos L; son proyectivos. Entonces
a) dpaM < n siy sélo si K,, es proyectivo.
b) SidpyM > n entonces dp, K,, = dp, M — n.
DEMOSTRACION: a) Si K, es proyectivo es obvio que dp,; < n. Recipro-
camente, si dpyM = m < n, podemos considerar una resoluciéon proyectiva de

longitud m (que puede prolongarse con ceros hasta tener longitud n). Por el
teorema anterior K,, es proyectivo.

b) Si dpy4M = oo, es claro que dp 4 K, = 0o y el teorema se cumple trivial-
mente. Supongamos que dp 4M = m > n. Podemos construir una resolucién

0 — Kpy — Ly — o — Ly — K,

donde los médulos L} son proyectivos. Al enlazarla con la dada tenemos una
resolucién

0—K, —L, ,— - —L —L, 31— —Lo— M.

Por a) tenemos que K], es proyectivo, luego dp, K, < m — n, pero la
desigualdad no puede ser estricta o, de lo contrario, dp,M < m. n

La dimensién proyectiva también puede caracterizarse localmente:

Teorema 5.50 Sea A un anillo noetheriano y M un A-mddulo finitamente
generado. Entonces
dp4 (M) = sup dpAm M,
m

donde m recorre los ideales maximales de A.

Toda resolucién proyectiva de M se localiza a una resoluciéon proyectiva de
My, Tuego tenemos que dpy My < dpyM. Si el supremo de las dimensiones
locales es infinito no hay nada que probar. Supongamos que dicho supremo es
igual a d. Entonces formamos una sucesion exacta

0—Ky—Ly 11— —Lyg— M—0,

donde los médulos L; son libres de rango finito y Ky es finitamente generado.
Al localizar respecto a un ideal maximal m obtenemos una sucesién andloga
con médulos proyectivos (no necesariamente libres). Por el teorema anterior los
médulos (Kg)m son proyectivos, luego Ky también lo es (por el teorema 5.46).
Esto implica que dp M < d, y tenemos la igualdad. [

El teorema siguiente generaliza las tres tltimas equivalencias de 5.47:
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Teorema 5.51 Sea A un anillo noetheriano local, sea m su ideal mazximal, sea
k= A/m su cuerpo de restos y sea M un A-mddulo finitamente generado. Las
afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) dp,M < d.
b) Tor’ (M, N) =0 para todo A-mddulo N y todo n > d + 1.
c) TordAH(M, k) =0.

DEMOSTRACION: Si dp4M < d podemos calcular los productos de torsién
con una resolucién proyectiva de M que se anule a partir del término d + 1, lo
que nos da que los correspondientes productos de torsién son nulos.

Vamos a probar ¢) = a) por induccién sobre d. El caso d = 0 es 5.47. Supon-
gamos que el teorema se cumple para d y que TordAH(M ,k) = 0. Consideremos
una sucesién exacta

0— M —L— M-—0,

donde L es un A-mdédulo libre de rango finito. A partir de ella obtenemos una
sucesion exacta

Torg, (M, k) — Torg (M', k) — Tor (L, k)

El primer producto de torsién es nulo por hipétesis, y el dltimo lo es por 5.47,
ya que L es proyectivo. Concluimos que Tor;?(M "'k) = 0, luego por hipdtesis
de induccién dp 4 M’ < d. Por el teorema 5.49 concluimos que dp M < d + 1.

| |

De aqui se sigue a su vez una version para anillos noetherianos cualesquiera:

Teorema 5.52 Sea A un anillo noetheriano y M un A-mddulo finitamente
generado. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) dpyM < d.
b) Tor2 (M, N) =0 para todo A-médulo N y todon >d+1,
¢) Torg, (M, A/m) =0 para todo ideal mazimal m de A.

DEMOSTRACION: Basta probar que ¢) = a). Por el teorema 5.50 basta
ver que dpy (Mnm) < d. Por el teorema anterior esto equivale a su vez a que

Torﬁfl (Mg, A/m) = 0. Por consiguiente, basta ver que existe un epimorfismo

de A-médulos T0r§+1(M, A/m) — Torf;_“l(Mm, A/m). Para ello tomamos una
resolucién proyectiva de M vy, al localizarla, obtenemos otra de My,:

Ly Lo M 0

b

r—— (L)m —— (Lo)m ——> M ——>0

Las flechas verticales son los epimorfismos naturales. Al multiplicar tenso-
rialmente por A/m no se pierde la suprayectividad, ni tampoco al formar los
grupos de homologia, luego el teorema esta probado. L]
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Nota Si A es un anillo noetheriano local y k es su cuerpo de restos, entonces

dp sk =sup dpy M,
M

donde M recorre todos los A-mdédulos finitamente generados.

En efecto, basta probar que un miembro es menor o igual que un natural
d si y sélo si lo es el otro. Ahora bien: por 5.51 tenemos que dp k < d si
y sélo si Torﬁﬂ(k,M ) = 0 para todo A-mddulo finitamente generado M 'y,
cambiando el orden de los médulos, el mismo teorema implica que esto equivale
a que dp,M < d para todo A-médulo M finitamente generado. [

Definicién 5.53 Llamaremos dimension homoldgica de un anillo A como

Dh(A) = supdp 4 M,
M

donde M recorre los A-médulos finitamente generados.

Puede probarse que si suprimimos la condicién de finitud sobre M obtenemos
el mismo resultado, pero no necesitaremos este hecho. Uno de los resultados
fundamentales que vamos a demostrar es que un anillo noetheriano local es
regular si y sé6lo si su dimensién homoldgica es finita, en cuyo caso coincide con
su dimensién de Krull. Esto nos permitira, entre otras cosas, extender la nocién
de regularidad a anillos no locales. Empezamos con el resultado siguiente:

Teorema 5.54 Sea A un anillo noetheriano local, sea m su ideal mazximal,
sea k = A/m su cuerpo de restos y sea M un A-mddulo no nulo finitamente
generado. Sea a € m un elemento M -reqular, es decir, que no sea un divisor
de cero de M. Entonces dp,(M/aM) = dp,M + 1, donde ambos miembros
pueden ser infinitos.

DEMOSTRACION: El hecho de que a sea M-regular nos da la sucesién exacta
0— M 2% M — M/aM — 0,

donde 1jp; es la identidad en M y alpy; es la multiplicacién por a. De ella
obtenemos la sucesion exacta

- — Tor (M, k) — Tor’}(M, k) — Tor2 (M/aM, k)
— Tory,_y (M, k) — Torp_y (M, k) — ---

Analicemos con mas detalle el homomorfismo Tor? (M, k) — Tor’ (M, k).
Se trata del homomorfismo inducido por aly; y que se construye del modo si-
guiente: tomamos una resolucién proyectiva de M, digamos { Ly, },,, extendemos
alpys a un homomorfismo de complejos, que en este caso podemos tomar {alz,, }n,
luego multiplicamos tensorialmente por la identidad en k, con lo que obtenemos
al,, @1 =1, ®al, =0 (pues a € m). Finalmente pasamos al homomorfismo
inducido sobre los grupos de homologia, que resulta ser nulo.
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Teniendo esto en cuenta, de la sucesién exacta anterior se extraen las suce-
siones

0 — Tor’}(M, k) — Tor(M/aM, k) — Tor2 (M, k) — 0.
Si dpyM = oo entonces tenemos que Tor;?(M, k) # 0 para todo n, luego
también Tori (M /aM, k) # 0 para todo n, y asi dp (M /aM) = cc.

Si, por el contrario, dp 4 M = d, entonces TordA(M, k)#0y TorfLx (M,k)=0
para n > d + 1, de donde Tor;?H(M/aM, k) # 0y Tor(M/aM,k) # 0 para
todo n > d + 2. Esto implica que dp 4(M/aM) =d + 1. "

Como consecuencia inmediata:

Teorema 5.55 Sea A un anillo local reqular de dimension d, sea m su ideal
mazimal y k = A/m su cuerpo de restos. Entonces dp 4k = d.

DEMOSTRACION: Sea ai,...,aq un sistema fundamental de pardmetros de
A. Entoncesm = (a1, ...,aq) y se trata de una sucesién A-regular. Esto significa
que a;+1 no es un divisor de cero de A/(aq,...,a;), luego el teorema anterior
nos da que

dps(A/(ay,...,a;41)) =dpa(A/(ay,...,a;))+ 1.

Teniendo en cuenta que dp 4 A = 0 (porque A es un A-médulo libre), tenemos
la conclusién. -

Teorema 5.56 Sea A un anillo noetheriano local, sea m su ideal maximal, sea
M un A-mddulo finitamente generado y sea a € m un elemento que no sea un
divisor de cero ni de A ni de M. Entonces

dpaM = dpy,(q)(M/aM).

DEMOSTRACION: Consideremos un generador minimal de M y a partir de
él construyamos una sucesion exacta

OEKHLLMHO,

donde L es un A-mddulo libre de rango p(M). Al ser libre, a no puede ser un
divisor de cero de L, ni tampoco de K. Tenemos la sucesién exacta

0 — K/aK — L/aL — M/aM — 0.

La exactitud en L/aL es clara: si ¢([z]) = 0 es porque ¢(z) = a¢(y), para
cierto y € L, luego k = . — ay € K, luego [z] = [k] estd en la imagen de K/aK.
Por otra parte si k € K cumple k = az, para un x € L, entonces 0 = a¢(z) v,
como a no es un divisor de cero en M, ha de ser ¢(z) = 0, luego = € K.

Si los dos miembros de la férmula del enunciado son infinitos no hay nada
que probar, luego podemos suponer que al menos uno de los dos es finito, en



5.5. La dimension proyectiva 211

cuyo caso razonaremos por induccién sobre el minimo de los dos. Consideramos
primero el caso en que alguno de ellos es cero. Esto significa que el médulo
correspondiente es proyectivo o, equivalentemente, libre.

Si M es libre entonces M = A*, luego M/aM = (A/(a))* también es libre y
se cumple la igualdad.

Reciprocamente, si M/aM es un A/(a)-médulo libre, su rango tiene que
ser precisamente p(M), pues si [mq], ..., [m,] es una base de M/aM, entonces
M = (my,...,m;)+aM,y el lema de Nakayama implica que M = (mq,...,m,).
Ast pues, (M) < rangM/aM = p(M/aM) < p(M). Podemos suponer que
¢ transforma una base de L en el generador myq, ..., m,. Entonces es ficil ver
que el epimorfismo L/aL — M/aM es un isomorfismo, ya que transforma un
sistema generador en una base. Esto implica que K/aK = 0, luego el lema de
Nakayama nos da que K = 0. Asi pues, M = L es libre.

Con esto tenemos demostrado el teorema si alguno de los dos miembros de
la féormula es cero. Supongamos que el minimo es n > 0 y que el teorema se
cumple para n — 1. Al igual que hemos razonado con M, tenemos que L/aL es
un A/(a)-médulo libre, luego el teorema 5.49 nos da que

dppM =dp,(K) +1,  dpyj@a)(M/aM) =dpy, ) (K/aK)+ 1.

Por hipétesis de induccién los miembros derechos de estas ecuaciones son
iguales, luego los izquierdos también. m

Definicién 5.57 Sea A un anillo noetheriano local, sea m su ideal maximal y
sea M un A-médulo finitamente generado. Una resolucion libre

Qn—1 Qn—2 « €
— L, = L, — - % Lyg—M-—0

de M es minimal si Im(av,,) C mL,, para todo n.

Si llamamos K,, = Ima,,—1 C L, _1, tenemos que Lo/K1 = M y K; C mLy.
Si e(x1),...,€(x,) es un generador minimal de M, entonces

LO = <‘Tla"'ax7’> +mLOa

y el lema de Nakayama implica que Ly = (x1, ..., 2,). Esto nos permite concluir
que p(Lo) = wu(M). En particular K; es finitamente generado. El mismo
razonamiento implica, en general, que p(L,) = u(K,), para n > 0, luego todos
los médulos son finitamente generados.

Todo A-médulo admite una resolucion minimal, pues basta tomar Ly con
rango (M), lo que implica que K1 = N(e) C mLg. En efecto, si z1,...,z,
es una base de Ly tal que €(z1),...,e(z,) es un generador minimal de M, un
elemento de K es de la forma x = ajx1 + - - a,x, y a1e(xy) +- - - + are(x,) = 0,
luego también es nula la clase de este elemento médulo mM. Por 4.52 tenemos
que las clases de los €(z;) médulo mM son una base de M/mM como A/m-
espacio vectorial, luego concluimos que a1, ...,a, € m, luego x € mLyg.
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Ahora tomamos L; con rango u(K7), lo que implica que Ky = N(ay) C mL;4.
De este modo obtenemos la resolucién minimal buscada.

Los rangos de los médulos de una resoluciéon minimal son invariantes:

Teorema 5.58 Si {L,}, y {L],} son dos resoluciones minimales de un mismo
mddulo M (finitamente generado sobre un anillo noetheriano local), entonces
w(Ly) = p(Ll) para todo n.

DEMOSTRACION: Lo probaremos por induccién sobre m. Sabemos que
w(Lo) = p(Ly) = u(M). Si se cumple para i < n, el teorema 5.48 nos da
que

K,®L, &L, 1® - 2K, &L, 19L, &

Del teorema 4.52 se sigue inmediatamente que pu(M & N) = pu(M) + p(N),
luego podemos concluir que p(Ly,) = p(K,) = p(K}) = u(L). n

De aqui se sigue que si dp 4 (M) = n, entonces toda resolucién minimal de
M se anula a partir de su término n + 1-simo. En efecto, el teorema 5.49 nos
da que K, es proyectivo, luego libre, luego

-—0—K,— L, 41— —Lyg— M—0

es también resoluciéon minimal de M que se anula a partir de su termino n + 1-
ésimo. Por el teorema anterior lo mismo vale para cualquier otra resoluciéon
minimal.

Ahora podemos relacionar la dimensién proyectiva con la profundidad de un
modulo:

Teorema 5.59 Sea A un anillo noetheriano local y M un A-mddulo finitamente
generado tal que dp 4, M < oo. Entonces

dp 4 (M) + pr (M) = pr(A).
DEMOSTRACION: Sea d = dp,M y sea
0—Lyg—Ljg1— - —Lyp— M-—0

una resoluciéon minimal de M. Llamemos K; C L; 1 a la imagen del homomor-
fismo correspondiente.

Probaremos el teorema por induccién sobre p = pr (A). Sip = 0 entonces to-
dos los elementos del ideal maximal m de A son divisores de cero, luego por 3.55
existe un z € A no nulo tal que mz = 0. Si fuera d > 0, como Ly C mLg_1,
tendriamos que xLg C amLg_1 = 0, luego Ly = 0 (ya que es libre). Como esto
es imposible, concluimos que d = 0, luego M es libre y pr(M) = pr(A4) = 0.

Supongamos que el teorema se cumple para anillos locales de profundidad
menor que p > 0. Consideremos primeramente el caso en que pr(M) > 0.
Tenemos entonces que m no puede ser el anulador de ningin elemento de A ni



5.5. La dimension proyectiva 213

tampoco de un elemento de M. Esto implica que m no estd contenido en la
unién de los primos asociados de A y los de M, pues son un numero finito y si
estuviera contenido en la unién estarfa contenido en uno de ellos (teorema 3.51).
Asi pues, existe un a € m que no es ni un divisor de cero de A ni un divisor de
cero de M.

Por la observacidn tras la definicién 5.29 tenemos que pr(A4/(a)) =p—1y
pr(M/aM) = pr(M) — 1. Ademds, segtn el teorema 5.56 se cumple que

dpa/(q)(M/aM) = dp 4(M).
Ahora basta aplicar la hipétesis de induccién.

Nos queda finalmente el caso en que p > 0y pr(M) = 0. Ahora sélo podemos
tomar un a € m que no sea un divisor de cero de A. Consideramos la sucesién
exacta

00— Ky —Ly— M —0.

De ella derivamos la sucesion exacta
0 — An(a) 2, K,/aK, — Lg/aLy — M/aM — 0.

La unica parte no trivial es la definicién del primer monomorfismo. Ahora
bien, si € An(a), tomamos una antiimagen « € L y definimos ¢(z) = al+aK];.
Es facil ver que al € K; y que ¥(z) no depende de la eleccién de I. La prueba de
que la sucesién es exacta es la vista en la demostracién de 5.56 con una minima
variacion.

Como pr(M) = 0, el teorema 3.55 nos da un m € M no nulo tal que mm = 0.
En particular m € An(a), luego todos los elementos de m son divisores de cero
de Ki/aK;. Por consiguiente pr(K;/aK;) = 0. Como a no es un divisor de
cero de K (porque Ly es libre), llegamos a que pr(K;) = 1.

Por otra parte, como M tiene divisores de cero no puede ser libre, luego
dpy,M >0y dpyK; =dpyM — 1. Por el caso ya probado,

dp K3 + pr(K7) = pr(4),
de donde concluimos que dp 4 M = pr(A). "

Nos falta un ultimo resultado técnico para obtener todos los resultados que
perseguimos:

Teorema 5.60 Sea A un anillo noetheriano local y M un A-mddulo finitamente
generado de dimensidn proyectiva finita. Si An(M) # 0 entonces contiene un
elemento que no es un divisor de cero de A.

DEMOSTRACION: Tomemos una resolucién libre finita
0—L,—L,y——Lyg—M-—0
en la que todos los médulos L; tengan rango finito. Si p € As(M), entonces

0— (Ln>p - (Ln71>p - (L0>p — M, — 0
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es una resolucién proyectiva de M, como Ap-médulo, luego dp A, (Mp) < o0y
pr(Ay) = 0, pues todos los elementos de p son divisores de cero de A,. Por el
teorema anterior dp 4, (M) = 0, es decir, M, es un Ay-médulo libre. Es claro
que rang, (L;)p =rang, L;, y se comprueba sin dificultad que

n

rang, M, = %(fl)irangALi.
1=

En particular rang ApMp es independiente de p € As(M). Supongamos que
este rango es no nulo y llegaremos a una contradiccion.

Sea I = An(M) # 0. Tenemos que IA,M, = 0, pero, como M, # 0 es libre,
esto s6lo puede ocurrir si I, = 1A, = 0. Considerando un generador finito de 1
podemos encontrar un mismo s € A\ p tal que sI = 0, luego An(I) ¢ p para
todo p € As(A). El teorema 3.49 nos da un x € An(I) que no es un divisor de
cero de A, pero 2l = 0 implica entonces que I = 0, contradiccién.

Asf pues, M, = 0 para todo p € As(M). Considerando un generador finito
de M encontramos un s € A\ p tal que sM = 0, luego An(M) ¢ p. De nuevo,
el teorema 3.49 nos da que An(M) contiene un elemento que no es un divisor
de cero de A. "

Ahora ya podemos demostrar el teorema siguiente:

Teorema 5.61 Sea A un anillo noetheriano local, sea m su ideal mazimal y sea
k= A/m su cuerpo de restos. Entonces A es regular si y sélo si dp 4k < 00.

DEMOSTRACION: Una implicacién es el teorema 5.55. Supongamos que la
dimensién proyectiva es finita. Sea t = dimy m/m?. Vamos a demostrar que m
estd generado por una sucesién A-regular de longitud ¢. Asi el teorema 5.24 nos
da que dim A = alt m = ¢, con lo que A serd regular.

Sit = 0 entonces m = m? y el lema de Nakayama nos da que m = 0, por lo
que A es un cuerpo y trivialmente es regular. Supongamos ahora que t > 0 y
que el teorema estd probado para valores menores de t.

Aplicamos el teorema anterior al A-médulo M = k, cuyo anulador es m, por
lo que podemos concluir que m contiene un elemento que no es un divisor de
cero de A.

Sea my, ..., m; un generador minimal de m, de modo que sus clases en m/m?
forman una k-base. Sea I = (ma,...,m;) +m? Vamos a aplicar el teorema
4.53 a los ideales I C m y a los primos maximales de As(A), digamos p1, ..., Ps.
Para ello hemos de comprobar varias cosas:

Tenemos que V(I) = V(m), pues si un ideal primo cumple I C p entonces
m>Cpyp=m

Necesitamos calcular p(m/I) = 1. Observemos que no puede ser m = I, ya
que entonces las clases de mao, ..., m; generarfan m/m?.

Tenemos que m no estd contenido en la unién de los p;, porque esta unién
estd formada por los divisores de cero de A (teorema 3.49), y ya hemos visto
que m contiene elementos que no son divisores de cero.
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La conclusién es que existe un @ € m que no es un divisor de cero de A y
tal que m = (a) + I. As{ pues, cambiando m; por a si es necesario, podemos
suponer que mj no es un divisor de cero de A.

Llamemos B = A/(my), m’ = m/(my). As{ B es también un anillo noethe-
riano local y m’ es su ideal maximal. Sin embargo, la dimensién de m’/m’? es
ahora t — 1. Para aplicar la hipdtesis de induccién nos falta ver que el cuerpo
de restos tiene dimensién proyectiva finita como B-mdédulo.

En primer lugar notamos que m = Amy + I luego

m/mm1 = Aml/mm1 + I/mml.

Ademds Ami NI = mmy, pues my,...,m; son una base médulo m. Esto
implica que la suma anterior es directa. Como m; no es un divisor de cero de
A tenemos que Amy/mm; = A/my

I/mm1 = I/(Am1 OI) = m/Am1 = m'.
Asi pues, m/mm; = (A/m) @ m’. Por el teorema 5.56 tenemos que

dpp(m/mmy) = dp4(m).

La sucesién exacta 0 — m — A — A/m — 0 nos da que dp4(m) < oo
(por el teorema 5.49). Como m’ es un sumando directo de m/mm;, también
dppm’ < oo. (Notemos que una suma directa tiene dimensién proyectiva finita
si y s6lo si la tienen los dos sumandos, pues sumando término a término sendas
resoluciones proyectivas de los sumandos obtenemos una de la suma, y un nicleo
serd proyectivo si y sélo si lo son los dos niicleos de las sucesiones sumadas.)

Finalmente, la sucesién exacta 0 — m’ — B — B/m’ — 0 nos permite
concluir que dpz(B/m’) < oo, de nuevo por el teorema 5.49.

Asf podemos aplicar la hipétesis de induccién y concluir que m/(m;) estd
generado por una sucesion B-regular de longitud t—1, de donde m esté generado
por una sucesién A-regular de dimensién ¢. m

Los resultados siguientes pueden enunciarse para una clase mucho mas am-
plia de anillos regulares:

Definicién 5.62 Sea A un anillo noetheriano y p € Esp A. Diremos que p es
regular si Ay es un anillo local regular. Diremos que A es regular si lo son todos
sus ideales maximales.

Observemos que si A es un anillo noetheriano local y m es su ideal maximal,
entonces Ay, = A, luego A es regular en el sentido que acabamos de definir si y
sélo si lo es en el que ya teniamos definido.

Por ejemplo, si A es un dominio de Dedekind tenemos que sus localizaciones
Ay, son anillos de valoracion discreta. En particular son regulares, luego todo
dominio de Dedekind es un anillo regular.

La caracterizacion que hemos obtenido de los anillos locales regulares se
extiende facilmente a anillos arbitrarios de dimensién finita:



216 Capitulo 5. Regularidad

Teorema 5.63 Sea A un anillo noetheriano de dimension d. Entonces las afir-
maciones siguientes son equivalentes:

a) A es regular.

b) Dh(A) =d.

¢) Dh(4) < .

d) Todo A-mddulo finitamente generado tiene dimensidn proyectiva finita.

DEMOSTRACION: a) = b) Sea M un A-mddulo finitamente generado. Hemos
de probar que dp,M < d. Por 5.50 basta ver que dp, _(My) < d para todo
ideal maximal m de A, pues esto implica que Dh(A) < d. La igualdad se sigue
considerando M = A/m (teorema 5.55).

Por hipétesis, A, es un anillo local regular de dimensién < d. Equivalente-
mente, basta probar b) bajo la hipétesis de que A es un anillo local regular (en
particular un dominio {ntegro).

Sea m su ideal maximal. Razonamos por induccién sobre d. Sid = 0 entonces
A es un cuerpo, M es un espacio vectorial y su dimensién proyectiva es 0.

Supongamos ahora que d > 0 y tomemos z € m \ m?. (Recordemos que la
regularidad equivale a que m/m? tiene dimensién d.) Entonces A/Az es también
un anillo local regular (por 5.19) y su dimensién es d — 1 por 4.58. Finalmente
consideramos una sucesién exacta

00— K—L—M—0,

donde L es un A-mddulo libre finitamente generado. Por 5.56 y la hipdtesis de
induccién tenemos que

dps K =dpy, () (K/2K) <d -1,

luego dpy M < dp K +1 <d.

Sélo falta probar que d) = a). Si m es un ideal maximal de A, tenemos que
dpsA/m < oo, luego dpy, Am/mAn < co (porque localizando una resolucién
proyectiva de A/m obtenemos una de An,/mAy). El teorema 5.61 nos da que
A es regular, luego A también lo es. "

El teorema siguiente es un ejemplo de resultado importante que requiere
para su demostracion las técnicas que hemos desarrollado aqui:

Teorema 5.64 Un anillo noetheriano A es reqular si y solo si todos sus ideales
primos son regulares.

DEMOSTRACION: Sea p € Esp A. Hemos de probar que el anillo local A, es
regular. Sea m un ideal maximal de A que contenga a p. Sabemos que el anillo
Ay es regular. Es fécil ver que Ay = (Am)pa,,, luego no perdemos generalidad
si suponemos que A es un anillo noetheriano local con m como ideal maximal.
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Claramente tenemos que (A/p), = A,/pA,, como Ap-médulos. Sabemos
que dp 4(A/p) < oo (porque A/p es un A-médulo finitamente generado), y al
localizar una resolucién proyectiva finita de A/p obtenemos una de A,/pA,.
Por consiguiente dp 4, (Ap/pAp) < 00, lo que implica que A, es regular. m

Ahora podemos reformular el teorema 5.21 en términos més simples:

Teorema 5.65 Si A es un anillo regular, también lo es A[X1,..., X,].

Ejercicio: Probar que la suma directa de dos anillos regulares es un anillo regular,
luego un anillo regular puede tener divisores de cero.

Terminamos con un resultado nada trivial sobre anillos locales regulares.
Hasta ahora hemos probado que son dominios integros e integramente cerrados.
Ahora veremos que, de hecho, son dominios de factorizacién tinica. Necesitamos
algunos resultados previos.

Teorema 5.66 Un dominio integro noetheriano es un dominio de factorizacion
unica si y solo si todo ideal primo de altura 1 es principal.

DEMOSTRACION: Sea A un dominio integro noetheriano en el que todo ideal
primo de altura 1 sea principal. Basta probar que todo elemento irreducible
m € A es primo. Sea p un divisor primo minimal de (7). Por el teorema de
los ideales principales tenemos que p tiene altura 1, luego por hipétesis p = (p),
para cierto primo p € A. Entonces m = pe, para cierto € € A, que ha de ser una
unidad por la irreducibilidad de 7. Asi pues, 7 es primo.

Supongamos ahora que A es un dominio de factorizacién unica y sea p un
ideal primo de altura 1. En particular p # 0, luego existe un m € p no nulo.
Descomponiendo 7 en factores primos podemos suponer que 7 es primo. Ahora
bien, tenemos que 0 & (7) C p y p tiene altura 1, luego ha de ser p = (7). =

Teorema 5.67 Sea A un dominio integro noetheriano y m € A un elemento
primo. Entonces A es un dominio de factorizacion dnica si y sdlo si lo es la
localizacion A, .

DEMOSTRACION: Supongamos que A es un dominio de factorizacién tnica.
Todo elemento no nulo de A, se expresa de forma unica como z = an™, donde
n €Zy w1ta. Esclaro que = es una unidad en A, si y sélo si a lo es en A. Por
consiguiente, si x es irreducible en A, tenemos que a ha de ser irreducible en
A, luego ha de ser primo en A, y esto implica que = ha de ser primo en A,. Por
consiguiente A, es un dominio de factorizacién tunica.

Supongamos ahora que A, es un dominio de factorizacién unica. Sip € A
es irreducible y no es asociado de 7, entonces p no es una unidad en A, pues
en tal caso pa/7™ = 1, luego pa = 7™, para cierto a € Ay n > 0. Tenemos que
7 | pa, luego 7 | p o 7 | a. Si se da el primer caso entonces 7 es asociado a p,
y en el segundo podriamos reducir la ecuacién pa’/7"~! = 1. Tras un ntimero
finito de pasos llegamos a que pa = 1 para cierto a € A, lo cual es absurdo.
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Maés aun, si p es irreducible en A y no es asociado a 7, tiene que ser irredu-
cible en A, pues si p = (u/7™)(v/7"™), tenemos que uv = pr™*t". Sim+n >0
entonces 7 | u o 7 | v, lo que nos permite rebajar un exponente en la descom-
posicién de p. Tras un numero finito de pasos llegamos a una descomposicion
p = uw, de la que se sigue que uno de los factores es una unidad en A, luego
también en A,.

Por consiguiente, si p es irreducible en A (no asociado a 7), es primo en A,
de donde se sigue que es primo en A, pues si p | uv en A, entonces, por ejemplo,
u = pa/7"™, cona € A, n >0, luego 7"u = pa. Entonces 7" | a, luego p | u en
A. Asi hemos probado que todos los irreducibles de A son primos, luego A es
un dominio de factorizacién tunica. n

Teorema 5.68 (Auslander-Buchsbaum) Todo anillo local reqular es un do-
minio de factorizacion unica.

DEMOSTRACION: Sea A un anillo local regular y m su ideal maximal. Ra-
zonamos por induccién sobre d = dim A. Si d = 0 entonces A es un cuerpo y
el resultado es trivial. Supongamos el teorema para anillos de dimensién menor
que d > 0.

Podemos tomar 7 € m\m? (porque m/m? tiene dimensién d sobre k = A/m).
Podemos extender 7 hasta un generador minimal de m y el teorema 5.26 nos da
que () es un ideal primo, luego 7 es primo. Por 5.67 basta demostrar que A,
es un dominio de factorizacién tnica. Para ello tomamos un primo p’ € Esp A,
de altura 1 y hemos de demostrar que es principal.

Si P € Esp Ay, entonces (Ar)p = Aang. En efecto, el isomorfismo viene
dado por (a/7™)/(b/7™) +— ax™/bx™. Como A NP es un ideal primo de A,
tenemos que la localizacién es un anillo local regular. Ademds ANYP & m, pues
en caso contrario tendriamos que 7 € P, lo cual es imposible, ya que 7 es una
unidad en A,. Asi, dim(A;)yp = alt(AN*P) < altm = dim A = d. Por hipdtesis
de induccién podemos afirmar que (A, )y es un dominio de factorizacién tnica.

El ideal py, puede ser un ideal primo en (Ar)q de la misma altura que p’,
es decir, de altura 1 (si p’ C B) o bien py = (Az)yp (en caso contrario). En el
primer caso, el teorema 5.66 implica que es principal, luego lo es en cualquiera
de los dos casos.

Que pfp sea un ideal principal de (A;)yp significa que es un (A)gp-moédulo
libre, luego dp(Aﬂ)qufp = 0. Por el teorema 5.50 concluimos que dp,_p" = 0,
luego p’ es un A, -médulo proyectivo.

Sea p =p’'N A, con lo que p’ = pA, (ver la prueba de 3.4). La regularidad
de A implica que dp 4p < o0, luego podemos tomar una resolucién proyectiva

00— Lp,—Ly1——Log—p—0,

donde cada L; es libre de rango finito. Al localizar respecto de m obtenemos
una sucesion exacta

O—>L%%L%71—>—>L6—>p/—>07
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donde cada L} es un A -médulo libre de rango finito (pues L; es suma directa
de una cantidad finita de copias de A y la localizaciéon de una suma directa de
mdédulos es isomorfa a la suma directa de las localizaciones.)

Descompongamos la sucesién exacta en sucesiones exactas cortas
0—K,—Ly—p —0, 0—K —L — K,—0,...

0—K, ,— 1L, ,— K, 3—0 0—L,—1L,_, — K, ,—0.
Como p’ es proyectivo, también lo es K, e inductivamente vemos que todos
los K son proyectivos, luego todas las sucesiones se escinden. Asi pues,

L2 Kyop, Li2K, oK, Li=2K,oK;, ..., L, =L &K, ,.

n—1 —

Sumando K| a ambos miembros del primer isomorfismo y usando el segundo
obtenemos que K| @& Ly = L} @p’. Ahora sumamos K) y usamos el tercero, con
loque Ly, @ Ly = Ky @ L) @ p’. Asi llegamos finalmente a que la suma directa
de los Lj; es isomorfa a la suma de los Lj;,; mds p’. En definitiva, concluimos
que p’' @ (Ar)" = (Ar)°, para ciertos r, s > 0.

Si tomamos P € Esp Ay, tenemos que py & ((Ar)p)” = ((Ar)p)®, pero
hemos visto que p;, es principal, luego como (A;),-médulo tiene rango 1. To-
mando rangos en el isomorfismo anterior vemos que s = r + 1. En definitiva,

tenemos que p’ @ (A,)" =2 (A,)" L.

Por simplificar la notacién escribiremos B = A, (del que sélo necesitamos
saber que es un dominio integro) y p = p’ (del que sélo necesitamos saber que
es un ideal de B tal que p ® B” = B"*!). Hemos de probar que p es principal.
Sea ¢ : B"™1 — p @ B" un isomorfismo de B-médulos. Podemos considerarlo
como un monomorfismo ¢ : B"t! — B™+1 Sea M su matriz respecto a la base
canénica {eg, ..., e,}, de modo que ¢(z) = M para todo z € B" 1.

Como ¢ es un monomorfismo, |M| = d € B\ {0}. Sea ¢}, € B"*! la primera
fila de la matriz adjunta de M, de modo que ¢(e) = eoM = (d,0,...,0).

Por otra parte, podemos tomar €/, ..., e. € B"™1 tales que ¢(e}) = e;.
Sea M’ la matriz que tiene por filas a e, ..., e.., que cumple
d 0 - 0
01 --- 0
MM =
0 0 --- 1
Por consiguiente, d = |M||M’| = d|M’|, luego |M’| = 1. El hecho de que la
matriz M’ tenga determinante unitario se traduce en que e, ..., el. es una base
de B" 1,

Vamos a probar que p = (d). En efecto, si b € B, tenemos que

bdeg = bp(ey) = ¢(bey) € p® BT,
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luego bd € p. Esto prueba que (d) C p. Reciprocamente, si z € p, tenemos que
reg € p D B”, luego existe un y € B! tal que ¢(y) = zep. Podemos expresar

,

y= > bel.

i=0
Entonces
T T
zeg = ¢(y) = D bid(e;) = bodeg + > bie;,
i=0 i=1

luego x = bod € (d). "

5.6 Variedades regulares

Finalmente vamos a mostrar la relacién entre la teoria algebraica que hemos
desarrollado y la nocién geométrica de regularidad. Para ello vamos a definir
la variedad tangente en un punto de un conjunto algebraico afin. Trabajare-
mos Unicamente con variedades definidas sobre un cuerpo K algebraicamente
cerrado.

Definicién 5.69 La diferencial de un polinomio F(X) € K[X,...,X,] en un
punto P € K™ es el polinomio

oF oF

dpF(X) = X, X1+'--+87
P nlp

X

Es facil ver que
F(X)=FP)+dpF(X —-P)+ F,(X-P)+F3(X—-P)+---
donde cada F; es una forma de grado i. Se comprueba inmediatamente que
dp(F+G) =dpF +dpG, dp(FG) = F(P)dpG+ G(P)dpF.  (5.1)

Si C' C A™ es un conjunto algebraico afin y P € C. Llamaremos variedad
tangente a C en P a la variedad lineal

TpC = V({dpF(X — P) | F € I(V)}).

Las relaciones (5.1) muestran que si I(C) = (Fy, ..., F,), para ciertos poli-
nomios F; € K[X;,...X,], entonces

W ={dpF(X —P)|FellV)} =(dpFi(X —P),...,dpFn(X —P)) .
En particular

TpC = V(dpFy (X — P),...,dpFpn(X — P)).
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Maés aun, si llamamos r = dimg W, tenemos que TpC estd generado por
r ecuaciones lineales linealmente independientes. La aplicacion Q — @Q — P
biyecta TpC' con un subespacio vectorial de K™, definido por un sistema de r
ecuaciones lineales homogéneas linealmente independientes, luego su dimensién
es n — r. Esta biyeccién permite definir una estructura de espacio vectorial
sobre TpC en la que P es el elemento neutro. Por otra parte, un automor-

fismo de K[X},...,X,] transforma las r formas lineales que definen a TpC' en
los polinomios X1,..., X, luego el ideal (W) se transforma en el ideal primo
(X17~-~7Xr) y

K[TpC| = K[X1,..., Xn]/(X1,..., X0) 2 K[X, 11, ..., Xu).

Esto prueba que TpC es ciertamente una variedad (o sea, que es irreducible),
que

I(TpC) = (dpF(X — P) | F € I(C)) = (dpFy(X — P), ..,dpFu(X — P))
(porque el ideal (W) es primo, luego radical) y que
dim TpC = dimg Tp(C) =n —r.

Vamos a calcular esta dimension en términos del conjunto C. Para ello
consideramos a P como punto de C' y también como punto de A™. Entonces
tenemos los anillos locales Oc.p ¥y O~ p con sus respectivos ideales maximales
mp(C) y mp(A™). Con ellos podemos construir una sucesién exacta

I(TPC) . mp(A”) . mp(C)
I(TPC) N mp(A")2 mp(A")2 mp(C)2

00—

La primera aplicacion es la inducida por la inclusién, y obviamente es inyec-
tiva. La segunda es la inducida por el epimorfismo que a cada fraccién F/G le
hace corresponder la fraccién de las clases correspondientes a F'y G en K[C|.
(De acuerdo con el teorema 3.87, consideramos a O, p como la localizacién de
K|[C] respecto del ideal Ic(P) = (z1 — Py, ..., 2y, — P,).) Sélo hemos de probar
la exactitud en mp(A™)/mp(A™)2

Observemos que mp(A™) estd formado por los cocientes F/G tales que
F(P) =0y G(P) # 0. Al tomar clases médulo mp(A™))? resulta que [F/G] =
[F/G(P)], pues

F F G(P)-G

¢ am - aem

€ mp(A™)2 (5.2)

Por lo tanto, los elementos de mp(A™)/mp(A™)? son clases de polinomios.
Més ain, si F' € mp(A™), se cumple [F] = [dpF(X — P)|, es decir, basta
considerar combinaciones lineales de las clases [X; — P;]. En efecto

F—dpF(X —P)=F(X-P)+F(X-P)+---,

donde cada F; es una forma de grado 4, luego la diferencia estd en mp(A™)2.



222 Capitulo 5. Regularidad

De este modo, la imagen del monomorfismo estd formada por elementos
de la forma [dpF (X — P)] = [F] con F € I(C), luego estd en el nicleo del
epimorfismo.

Reciprocamente, si [F] estd en el niicleo del epimorfismo, ha de existir un
F'/G € mp(A™)? con la misma imagen, es decir, [F] = [F']/[G'] en O¢,p. Esto
significa que existe un polinomio H tal que H(P) # 0y [H(FG' — F')] =0 en
k[C]. Equivalentemente H(FG' — F') € I(C'). En consecuencia,

[F]=[F - F'/G'| = [H(FG' - F')/HG'| = [T] = [dpT(X — P)],
donde T'= H(FG'—F")/H(P)G'(P) € I(C'). Por lo tanto [F] estd en la imagen

del monomorfismo. n

Por otra parte, I(TpC)/(I(TpCNmp(A™)?) es isomorfo al k-espacio vectorial
W generado por las diferenciales dpF'(X — P), con F € I(C). En efecto,
los elementos de I(TpC) son combinaciones lineales de dichas diferenciales y
coeficientes en k[X7,..., X, ], pero si un coeficiente tiene grado mayor o igual
que 1 el producto estd en mp(A™)2, luego su clase en el cociente es nula. Por
otra parte, si una combinacién k-lineal es nula en el cociente, necesariamente
es nula. Concluimos, por tanto, que la dimensién de este k-espacio vectorial es
precisamente la que hemos llamado r méas arriba. Asi pues:

dimTpC = n—dimg(I(TpC)/(I(TpC) Nmp(A™)?)
dimk. mp(C)/mp(C)2

Mids precisamente, a cada f = [F] € K[C] podemos asignarle la diferencial
dpf = [dpF(X — P)] € K[TpC]. La definicién no depende de la eleccién del
representante, pues si tenemos que f = [F] = [F'] entonces F — F' € I(C),
luego dpF(X — P) —dpF'(X — P) € I(TpC).

Mas aun, es claro que dp f es una forma lineal en TpC, pues

OF oF

dpf=—| d
pf X1 |, PT1+ +8an

dPxn

y dpx; = x; — P;. Tenemos asi una aplicacién dp : k[C] — TpC*, donde TpC*
es el espacio dual de TpC. Claramente se cumple:

dp(f+g9)=dpf+dpg,  dp(fg)= f(P)dpg+g(P)dpf.

M34s atin, podemos extender dp a una aplicacién lineal dp : Op(C) — TpC*

mediante
_g9(P)dpf - f(P)dpg
dP(f/g)_ Pg(P)2 =

No es dificil probar que esta extensién estd bien definida y sigue cumpliendo
las relaciones usuales para la suma y el producto. De todos modos no necesita-
mos este hecho, ya que vamos a restringir dp al ideal mp(C'), donde la definicién
se reduce a

dpf

dp(f/g) = 9(P)’

e TpC*.

y en este caso las comprobaciones son mucho mas sencillas. Ahora probamos:
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Teorema 5.70 Sea C/k un conjunto algebraico afin en A™ y P € C. Entonces
dp induce un isomorfismo de espacios vectoriales dp : mp/m% — TpC™*.

DEMOSTRACION: Observemos que los elementos de m% son sumas de pro-
ductos fg, con f, g € mp y entonces

dp(fg) = g(P)dpf + f(P)dpG =0,

luego efectivamente dp induce una aplicacién k-lineal en el cociente. Como am-
bos espacios tienen la misma dimensién basta probar que dp es un epimorfismo.
Podemos considerar a A™ como espacio vectorial con origen en P, de modo que
TpC' es un subespacio, toda forma ¢ € TpC* se extiende a una forma lineal en
A™ que serd de la forma

F:al(Xl—P1)+-~'+an(Xn—Pn).

Es claro entonces que f = [F] € mp(C) cumple que dp f = ¢. "

Puesto que TpV puede identificarse canénicamente con su bidual, concluimos
que la codiferencial
d}; : TPC — (mp/mf;)*

(es decir, la aplicacién dual de la diferencial) determina un isomorfismo entre
TpC'y el espacio dual de mp/m%.

Definicién 5.71 Sea C' un conjunto algebraico afin. Diremos que un punto
P € C es regular si el anillo local O¢, p es regular. Diremos que C' es regular si
todos sus puntos son regulares.

Una condicién necesaria para que un punto P sea regular es que Oc, p sea
un dominio integro, lo cual, segin el teorema 3.88, equivale a que P pertenezca
a una unica componente irreducible de C. En tal caso, dim O¢ p = codimc P
es la dimensién de dicha componente irreducible. El punto P sera regular si y
solo si

dim O¢, p = dimy, mp/m% = dim Tp(C),

es decir, si y sdélo si la variedad tangente a C en P tiene dimensién igual a la de
la componente irreducible de C' a la que pertenece P.

Un conjunto algebraico afin C' es regular si y s6lo si todos los anillos O¢, p son
regulares, es decir, si y sélo si todas las localizaciones del anillo K[C] respecto
a sus ideales maximales son regulares, si y sélo si K[C] es un anillo regular.

Si un punto P estd en una tnica componente irreducible V' de un conjunto
algebraico C, entonces la regularidad de P en C' equivale a la regularidad de P
en V. En términos abstractos tenemos el teorema siguiente:

Teorema 5.72 Sea A un anillo noetheriano reducido no nulo y p1,...,p, el
conjunto de sus primos minimales. Entonces los primos singulares de A son
aquellos que estdn en una interseccion V (p;) NV (p;) para i # j y los primos P
tales que P/p; es singular en A/p; para algin i.
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DEMOSTRACION: Si ‘P € V(p;) NV (p;), entonces Ay contiene al menos dos
primos minimales, luego no es un dominio integro, luego no es un anillo local
regular. Por otra parte, si ¥ contiene un tinico primo minimal p;, entonces p; Ap
es el tinico primo minimal de Ag, luego esta formado por los elementos idem-
potentes, pero como A es reducida, lo mismo le sucede a Ay, luego concluimos
que p; Ay = 0. Por consiguiente

Ap = Ag/piAyp = (A/pi)g/p.
luego P es singular en A si y sélo si P/p; es singular en A/p;. L]

Vamos a caracterizar la regularidad de un punto en términos de matrices
jacobianas, lo que nos dard la conexién entre la definicién algebraica que hemos
dado y la definicién usual en geometria diferencial. Conviene trabajar en un
contexto algo mas general.

Consideremos una k-algebra afin A, que podemos representar de la forma
A=k[X1,...,X,])/I, donde I = (Fy,...,F,,). Para cada primo p € Esp A4, el
teorema 3.8 nos da que

Ap/pAp = (A/P)o,

donde el segundo miembro no es sino el cuerpo de cocientes del dominio integro
A/p. Ambos miembros son cuerpos generados sobre k por las clases de las
indeterminadas. Llamemos z; = [X;] € Ay { = [x;] € Ay/pA,. En estos
términos, definimos la matriz jacobiana de p (respecto a la representacién dada

de A) como la matriz
OF;
J(p) = <3X1~ ) |
IE1,8n) /) 4 5

Teorema 5.73 Sea k un cuerpo perfecto y A = k[X1,...,X,]/I una k-dlgebra
afin de dimension d sin divisores de cero. Para cada p € FEsp A se cumple que

rangJ(p) =n —d — (u(pA,) —dim Ay).
En particular p es regular si y sdlo si rang J(p) =n — d.

DEMOSTRACION: Tenemos que A/p es una k-algebra afin (digamos, de di-
mensién t) en la que el tinico primo minimal es el ideal nulo. Le podemos aplicar
el teorema 3.75, segun el cual

t =dim A/p = grad tr, A, /pA,.

Llamemos L = Ap/pA, = k(&,...,&,). El hecho de que k sea perfecto

implica que L tiene una base de trascendencia &,...,& sobre k tal que la
extension L/k(&],... &) es separable. Més atin, podemos exigir! que los &/
sean combinaciones k-lineales de &1,...,&,. La matriz de los coeficientes que

IVer el teorema 1.32 de mi Geometria Algebraica. El hecho de que los £: dependan lineal-
mente de los &; se ve en la prueba de dicho teorema y el precedente.
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expresan a los & como combinacién lineal de los & ha de tener rango ¢, pues
en caso contrario un & serfa combinacién lineal de los restantes y tendriamos
una base de trascendencia de L con t — 1 elementos. Podemos completar la
matriz hasta una matriz n x n de rango n, lo que nos permite extender la base
de trascendencia a un sistema generador &/, ..., ¢, de L sobre k.

M4s atin, la matriz extendida determina un automorfismo de k[ X7, ..., X,]
que da lugar a otra representacién k[Xi,...,X,]/I’ de A, respecto a la cual
&1,...,&, pasan a ser £f,...,&,. Es inmediato comprobar que las matrices
jacobianas J(p) y J'(p) se diferencian precisamente en la matriz (regular) que
define el automorfismo, por lo que ambas tienen el mismo rango.

De aqui se sigue que no perdemos generalidad si suponemos que &1, ..., &
son una base de trascendencia de L sobre k tal que la extensién L/k(&q,. .., &)
es separable.

Sea P la antiimagen de p en k[X1,..., X,], de modo que

v L es el cuerpo de cocientes de este anillo. Entonces
%mk[Xlw"aXt] = Oa

pues un polinomio no nulo en la intersecciéon determinaria una dependencia
algebraica entre £;,...,&. Por consiguiente k(Xy,...,X:) C k[X1,..., X, ]p.
Mas ann,
k[Xh cey Xn]m = B‘IV?
donde B = k(X1,...,Xt)[Xt41,-.-,Xn] v P’ = PB. Por el teorema 5.65
tenemos que B es un anillo regular, luego 5.64 nos da que By es un anillo local
regular.
Ademais, por el teorema 3.75,

dim By = dimk[Xy,..., X,]p =n—dimk[X,,..., X,]/PB
= n—dimA/p=n—t.
También tenemos que
Ay = (E[X1,..., Xp]/1)p = k[X1,..., Xy]p/Ip = By /1By

De aqui se sigue a su vez que L = A,/pA, = By /P'By. Entonces, el
epimorfismo natural ¢ : B/ — A, induce una sucesion exacta de L-espacios
vectoriales:

0 — N — By /(P Byy)* — pdy/(pAy)* — 0,
donde N es el ideal de By /(P'Byy)? generado por las clases [Fi], ..., [Fy,).

(En efecto, si # € P'By cumple que ¢(z) € (pA,)?, entonces existe un
y € (P'By)? tal que ¢(z) = ¢(y). Asi, [z] = [z —y] y 2 — y estd en el nicleo
de ¢, luego su clase estd en la imagen de N.)
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Por consiguiente, y teniendo en cuenta la regularidad de By,
dimy, N =n—t— pu(pAy) =n—d— (u(pA,) —dim A4,),

pues d = dim A = dim A, 4+ dim A/p = dim A, + ¢. (Al aplicar 3.75 usamos la
hipétesis de que A es un dominio integro.)

Asi pues, basta ver que dimy, N = rang J(p).

El homomorfismo natural B/P’ — By /P’ By = A,/pAp = L es un
monomorfismo, pues si F'/1 € P’'By entonces F'/1 = G/H, donde G € F',
H ¢ P’ luego F € P’. La imagen de [X;] es [X;] = &, y como cada &; con
1 >t es algebraico sobre k(&q, ..., &), todo elemento de L se obtiene evaluando
un elemento de B en &, ...,&,. Concluimos que B/’ = L y el isomorfismo es
precisamente la evaluacién en &1, ...,&,. En vista de esto llamaremos también
& ala clase de X; en B/J.

Sea ¢;(X) el polinomio minimo de &; sobre k(&1, ..., &) [Ep1s- -+ Etpizt]-
Sea Gi(X1,...,Xt14) € (X1, ..., Xt)[Xtt1, ..., Xeq4] €l polinomio que se ob-
tiene a partir de g¢;(X) eligiendo representantes para sus coeficientes en el
anillo k(X1q,..., X)[X¢q1,..., X¢qi—1] v cambiando X por X;;. Entonces
G,y &4i) = 0, luego (Gy,...,Gpr—t) C P’'. Ahora bien, inductivamente
se ve que

k(Xla cee 7Xt)[Xt+17 cee 7Xt+i]/(G1a .. 7G7,) = k(£17 cee 7§t)[€t+17 L 7€t+i]7

luego B/(G1,...,Gn—t) = Ly concluimos que P’ = (Gy,...,Gn—t). En par-
ticular, PB'By: = (G1,...,Gn—¢) y, como By es un anillo local regular de di-

mension n —t concluimos que Gy, ..., G,—; es un sistema regular de pardmetros
de By y sus clases son una L-base de P’ By /(P By )?.
Como &;4; es separable sobre k(&1,...,&)[E+1,- -, & +i—1], tenemos que
0G;
t+i (Ela"wfn)
Ademas G; sélo contiene las variables X1, ..., X,,4, por lo que la matriz de

las derivadas parciales anteriores tiene rango n — t. Por otra parte, podemos
expresar

n—t
F; = ZHijGju H,: € B.
j=1
Derivando concluimos que

OF; B 0G;
J(p) = <6Xj . gn)>ld - (sz (517 e 7§n))27] <8X_7 (517..“&‘"))@]» '

De aqui se sigue que

rang J(p) = rang (H;;(&1,...,6n))-
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Por otra parte, tomando clases en B’ By /(' By/)? tenemos que
n—t
[F3] = ZlHij<§1a---7§n)[Gj]-
]:

Las clases [G;] son una base del L-espacio vectorial 3’ By /(' By/)?, mien-
tras que las clases [F;] generan el subespacio N. Por consiguiente llegamos a
que rang (H;;(&1,...,&,)) = dimz N, como querfamos probar. =

Notas Observando la prueba del teorema anterior podemos enunciar variantes
que nos seran utiles mas adelante:

e Si suponemos que p es un ideal maximal de A, entonces A/p es un cuerpo
y por el teorema 3.82 es una extensién finita de k, luego ¢t = 0. En
estas condiciones podemos suprimir la hipétesis de que A sea un dominio
integro, pues ésta sélo se usa donde se indica explicitamente en la prueba,
y sin ella obtenemos igualmente la relacién

rangJ(p) =n — pu(pAp).

La tesis es entonces que p es regular si y sélo si rang J(p) = n — dim A4,.

e En las condiciones del caso anterior también podemos sustituir la hipdtesis
de que k sea perfecto por la hipétesis de que el cuerpo A/p = A, /pA, sea
una extension separable de k.

e Por 1ltimo, si suprimimos incluso la hipétesis de separabilidad, podemos
concluir igualmente que

rang J(p) < n — pu(pAy) <n—dimA,.

En efecto, lo tinico que perdemos es que la matriz (0G;/0X;) ya no tiene
por qué tener rango n, con lo que solo obtenemos la desigualdad

rang J(p) < rang (H;;(&1,...,&,)) = dimg N.

Asi podemos concluir que si rang J(p) = n—dim A, entonces p es regular,
pero el reciproco no es necesariamente cierto.

En términos de variedades, hemos probado que si C' C A" es una variedad
algebraica afin de dimensiéon d y P € C, tenemos que P es regular en C' si y
sélo si el anillo O¢ p es regular. Este anillo puede verse como k[C],, donde
p=(xy1—Pp,...,zn — P,). Pongamos que I(C) = (F4,...,F,). El teorema
anterior nos da que P es regular en C' si y sélo si la matriz

OF;
J(p) B <8Xj P>i7j
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tiene rango n — d. (De hecho, es fécil ver directamente que el rango de esta
matriz es precisamente la codimensién en A™ de Tp(C).) Esta caracterizacién
permite probar, por ejemplo, que todo punto regular en una variedad compleja
tiene un entorno conformemente equivalente a un abierto de C?. En particular,
las variedades regulares complejas son variedades analiticas.

Aunque para las observaciones precedentes no es necesario realmente el teo-
rema anterior, sino sélo un caso particular trivial, lo hemos probado en general
para obtener el siguiente teorema de existencia de puntos regulares:

Teorema 5.74 Sea A un dlgebra reducida afin no nula sobre un cuerpo per-
fecto k. Entonces el conjunto de los primos requlares de A es un abierto no
vacio en Esp A y contiene al menos un ideal mazimal. Mds ain, un primo p es
regular si y solo si estd contenido en un ideal mazimal reqular.

DEMOSTRACION: Si pi,...,p, son los primos minimales de A, entonces
V(p;) es homeomorfo a Esp A/p;. Si probamos que el conjunto de puntos sin-
gulares de Esp A/p; es cerrado, entonces el teorema 5.72 nos da que el conjunto
de puntos singulares de Esp A es la unién de los cerrados V(p;) N V(p;) y de
los cerrados formados por los puntos de cada V(p;) que se corresponden con
puntos singulares de A/p;. En conclusién, tendremos que el conjunto de puntos
singulares de Esp A es cerrado. Equivalentemente, podemos suponer que A es
un dominio integro de dimensién d. Esto nos pone en las hipétesis de 5.73.

Podemos representar A = k[X,..., X,]/(F1,...,Fy). Llamemos z; a la
imagen de X; en Ay sea J(A) el ideal de A generado por los menores de orden

n — d de la matriz
8Xj (Z15eesTn) i

Vamos a demostrar que un p € Esp A es singular si y sélo si J(A) C p. En
efecto, la inclusién equivale a que todos los menores de orden n — d de la matriz

OF;
J(p) = <8Xj (51,...,§n)>i,j

se anulen en A, /pA,. (Si dichos menores se anulan, entonces los menores que
generan J(A) estdén en ANpA, =p.)

El teorema 5.73 nos da en general que rang J(p) < n — d, luego los menores
de orden n — d son todos nulos si y sélo si rang J(p) < n — d, lo que equivale a
que p es singular.

Esto prueba que el conjunto de puntos singulares de A es V(J(A)), luego es
un cerrado, y el conjunto de puntos regulares es abierto. Mds atin, es un abierto
no vacio, ya que el ideal 0 es regular, pues la localizacién Ag es un cuerpo. De
aqui se sigue facilmente que A tiene primos regulares aunque no sea un dominio
integro.

En el caso general, si p es un primo regular de A, podemos encontrar un
f € A tal que el abierto principal D(f) esté contenido en el conjunto de primos
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regulares de Ay p € D(f). Entonces f ¢ p. Por el teorema 3.23 existe un ideal
maximal m de A tal que p C my f ¢ m, es decir, m € D(f), luego m es regular.
Reciprocamente, si p estd contenido en un ideal maximal regular m, entonces
Ap = (Am)pa,, . Tenemos que Ay, es regular y entonces A, también lo es por el
teorema 5.64. m

En particular, si C es un conjunto algebraico afin, tenemos que C' es homeo-
morfo al espacio de los ideales maximales de K[C] y los puntos regulares de C
se corresponden con los ideales maximales regulares. Por el teorema anterior
podemos concluir que el conjunto de los puntos regulares de C' es abierto en C.

Si V es un subconjunto irreducible, se suele decir que V' es regular en C' si
el anillo local O¢ v es regular o, equivalentemente, si el ideal primo Ic(V) es
regular en K[C]. Segin el teorema anterior esto equivale a que V' contenga a
un punto regular de C' (y no a que V sea regular como conjunto algebraico, es
decir, no a que todos sus puntos sean regulares en V).

Para terminar vamos a analizar con algo més de detalle la geometria de los
puntos regulares. Consideremos un conjunto algebraico afin C C A" y P € C un
punto regular. No perdemos generalidad si hacemos un cambio de coordenadas
y suponemos que P = (0,...,0). Entonces

Oc,p = K[Cl(z,,....z0) = A/I(C)A,

donde A = K[X1,...,Xu](x,,...x,) = Op(A™). Tenemos que A es un ani-
llo local regular y si F/G € mp(A™), entonces su clase en mp(A™)/mp(A")?
es la misma que la de F/G(P) (ver (5.2)). Puesto que un sistema regular
de pardmetros de O4n p es un generador de mp(A™) que induce una base en
mp(A™)/mp(A™)2, vemos que, multiplicando por una constante, todo sistema
fundamental de pardmetros de O 4» p puede transformarse en otro de la forma
F,...,F, con F; € K[Xq,...,X,]

El hecho de que P sea regular en P significa que el ideal I(C') A tiene cociente
regular, luego el teorema 5.19 nos da que existe un sistema fundamental de
pardmetros Fy,..., F, de A (que, segin la observacién precedente podemos
tomar en K[Xy,...,X,]) tal que I(C)A = (Fyq1,..., Fy).

En este punto conviene notar que si tuviéramos que I(C) = (Fy41,...,Fn)
para ciertos F; € K[X,...,X,], entonces 5.19 nos permite completar este gene-
rador (de forma distinta para cada P) a un sistema F, ..., F}, en las condiciones
anteriores.

Llamemos H; = V(F}), que es una hipersuperficie que pasa por P y cuya
variedad tangente Tp(H;) estd definida por la parte lineal de F;. Las partes
lineales de los F; determinan una base de mp(A™)/mp(A™)?, luego son lineal-
mente independientes sobre K (en particular no nulas). Esto significa que las
hipersuperficies H; son todas regulares en P y los hiperplanos Tp(H;) son li-
nealmente independientes en P (en el sentido de que sus vectores directores lo
son).
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Observemos ahora que las funciones Fyy1,...,F, definen localmente a C
alrededor de P, es decir, existe un abierto U en A™ tal que P € U y

CNU=HyN--NH,NU.

En efecto, como I(C)A = (Fy41,- .., Fy) deducimos que los F; son combina-
ciones lineales de un generador de I(C') con coeficientes en A y, reciprocamente,
que los elementos de un generador de I(C') son combinaciones lineales de los F;.
Tomamos como U el abierto en A™ formado por los puntos donde no se anulan
los denominadores de los coeficientes de las combinaciones lineales indicadas.
De este modo P € U y, para cada punto X € U, tenemos que Fyy1,...,F, se
anulan en X siy sélo si lo hace un generador de I(C), o sea, si y s6losi X € C.

Notemos que si C' es irreducible ha de ser C' C Hgy1 N --- N H,, (porque las
funciones F; se han de ser idénticamente nulas en C), pero no podemos asegurar
la igualdad porque la interseccién no tiene por qué ser irreducible. La igualdad
caracteriza precisamente a las intersecciones completas ideales:

Teorema 5.75 Sea C' C A™ un conjunto algebraico afin reqular de dimension d.
Entonces C' es una interseccion completa ideal si y sélo si existen n — d hiper-
superficies Hgt1, ..., H, en A™ tales que

a) C:Hd+1ﬁ~-~ﬂHn,
b) Para todo P € C las hipersuperficies H; son requlares en P,

¢) Para todo P € C, los hiperplanos Tp(H;) son linealmente independientes.

DEMOSTRACION: Que C sea una interseccién completa quiere decir que
I(C) = (F4+1,---,Fn), vy en la discusién anterior hemos visto que entonces
podemos tomar las mismas hipersuperficies Hyy1, ..., H, para todo P. Esto
prueba una implicacién.

Reciprocamente, si existen hipersuperficies en las condiciones indicadas,
serén de la forma H; = V(F;), para ciertos polinomios F; € K[Xy,...,X,]. Por
lo tanto, I(C) = rad(Fyt1, ..., Fy). Hemos de ver que I(C) = (Fyy1,..., Fyn).
Llamamos I al ideal de la derecha.

Para cada P € C, la hipdtesis nos da que las diferenciales dpF; son li-
nealmente independientes sobre K. Podemos tomar polinomios Fi, ..., Fy (por
ejemplo de grado 1) de manera que F;(P) = 0 y las diferenciales dpF;, para
i=1,...,n, sean linealmente independientes sobre K, lo que equivale a que las
clases [F;] € mp(A™)/mp(A™)? sean una base de este espacio y a su vez esto
equivale a que mp(A™) = (F1,...,F,)O04n p. Por el teorema 5.26 concluimos
que el ideal 1O gn p es primo. Ahora bien, por otra parte tenemos que

I(C)OATL,P = rad(IOAmp),

luego llegamos a que I(C)Oan p = IO gn_p paratodo P € C. Equivalentemente,
hemos probado que si I(C) C m C K[Xy,...,X,;] y m es un ideal maximal,
entonces I(C)y = Iy.
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Observemos que los ideales maximales que contienen a I(C') son los mismos
que los que contienen a I, puesto que I(C') = rad I. Claramente tenemos que
(I(C)/I)m = 0 para todo ideal maximal m de K[X7,...,X,]/I, luego 3.9 nos
da que I(C) =1I. "






Apéndice A
Modulos planos

En este apéndice combinaremos las técnicas que hemos visto de &dlgebra
homolégica y algebra conmutativa para obtener algunos resultados sobre una
clase de médulos de gran importancia en geometria algebraica:

Sabemos que si A es un anillo y M es un A-mdédulo, entonces el funtor
®aM es exacto por la derecha. El médulo M se llama plano cuando el funtor
es exacto, lo cual equivale claramente a que, para todo monomorfismo de A-
médulos N — R, el homomorfismo N® 4 M — R® 4 M es también inyectivo.

Si B es una A-algebra, diremos que es plana si lo es como A-mdédulo. Un
homomorfismo de dlgebras A — B es plano si B es plano como A-algebra.

Las propiedades siguientes son consecuencias elementales de las propiedades
del producto tensorial:

Teorema A.1 Sea A un anillo:
a) Todo A-mddulo libre es plano.
b) El producto tensorial de dos mdédulos planos es plano.

¢) Sea B una A-dlgebra y M un A-mddulo plano. Entonces M @4 B es un
B-mdédulo plano.

d) Si B es una A-dlgebra plana, entonces todo B-mddulo plano es también
un A-mdédulo plano.

Teorema A.2 Si A es un anillo y S C A es un conjunto multiplicativo, enton-
ces el homomorfismo A — S™1A es plano.

DEMOSTRACION: Si M — N es un monomorfismo de A-médulos entonces
STTA@A M — S 'A®4 N es, salvo isomorfismos, el homomorfismo canénico
S™'M — S7IN, que es inyectivo por 3.2. "

Los médulos planos tienen la siguiente caracterizacion homoldgica inmediata:

233
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Teorema A.3 Si A es un anillo y M es un A-mddulo, las afirmaciones si-
guientes son equivalentes:

a) M es un A-mddulo plano.

b) Tor’ (N, M) = 0 para todo A-médulo N y todo n > 1.

¢) Tori' (N, M) = 0 para todo A-médulo N.

Uniendo esto al teorema 5.47, obtenemos la caracterizacién siguiente para el
caso de moédulos sobre un anillo local:

Teorema A.4 Sea M un mddulo finitamente generado sobre un anillo local A.
Entonces M es plano sobre A si y sélo si es libre.

Ahora probamos que el cardcter plano de un médulo depende tnicamente
de sus localizaciones:

Teorema A.5 Sea A — B un homomorfismo de anillos y M un B-mddulo.
Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) M es un A-médulo plano.

b) Siq es un ideal primo de B y p es su antiimagen en A, entonces M es
un Ap-mddulo plano.

c) Siq es un ideal maximal de B y p es su antiimagen en A, entonces My
es un Ap-mddulo plano.

DEMOSTRACION: a) = b) Sea N — R un monomorfismo de Ap-mdédulos.
Entonces N ® 4 M — R ®4 M es un monomorfismo de B-médulos. Multipli-
cando por ®pBy obtenemos un monomorfismo N ® 4 My — R ®4 Mg, pero
es facil ver que, salvo isomorfismos, este monomorfismo se corresponde con el
monomorfismo N @4, My — R®a, M, luego My es plano.

b) = c¢) es trivial.

c) = a) Sea N — R un monomorfismo de A-médulos y consideremos la
sucesion exacta de B-mddulos

0—L—NAM— R4 M,

donde L es el nicleo del homomorfismo de la derecha. Para cada ideal maximal
q de B, al multiplicar por ® g B, obtenemos una sucesién exacta

0— Ly — N®a My — R®a M,.
Es facil ver que, salvo isomorfismos, se corresponde con

O—>Lq—>Np®Ap Mq—)Rp®Ap Mq.
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Ahora bien, el homomorfismo de la derecha es inyectivo por hipétesis, luego
Lq = 0. El teorema 3.9 nos da que L = 0. n

El lector deberia observar las particularizaciones del teorema anterior a los
casos M =By A=DB.

Los epimorfismos no son planos salvo en un caso muy particular:

Teorema A.6 Si A es un anillo e I un ideal finitamente generado, son equi-
valentes:

a) A/l es un A-mddulo plano.
b) I2=1.
¢) I =(e), donde e € A cumple €* = e.

DEMOSTRACION: Si A/I es plano, la inclusién I — A induce un monomor-
fismo de anillos I ®4 (A/I) — A®4 (A/I) = A/I cuya imagen es I[(A/I) =0,
luego I ®4 (A/I) = 0. De la sucesién exacta I — A — A/I — 0 obtenemos
la sucesién exacta I ®4 I — I — 0, de la que se sigue que 12 = I.

Si I? = I, elijamos un sistema generador I = (ay,...,a,,). Entonces
m
a; = Y. Tij0;, para ciertos r;; € 1.
j=1

Matricialmente, (a;)(I, — (r;;)) = 0, donde I,,, es la matriz identidad. Mul-
tiplicando por la matriz adjunta traspuesta resulta que det(I,, — (ri;))a; = 0
para j = 1,...,m. El determinante es de la forma 1 — e, con e € I. Como e es
combinacién lineal de los a; resulta que (1 — e)e = 0, luego e2=ey aj = aje,
luego I = (e).

Si I es de esta forma, llamamos I’ = (1 —¢), de modo que A =TIy
AJ/I 2. Si M — N es un monomorfismo de A-médulos, entonces tenemos
que M 2 MRsA X (MRaD®(MR4I"), eigualmente N =2 (N@4I)B(N®4I'),
de donde se sigue que M®@4I' — N ®4 I’ es inyectiva (pues se corresponde con
la restriccién de M — N), y lo mismo vale para M ® 4 (A/I) — N®a (A/I).

Veamos ahora un criterio 1til para comprobar el cardcter plano de un moédulo:

Teorema A.7 Un A-mdédulo M es plano si y sélo si para todo ideal I de A el
homomorfismo I @ 4 M — IM es un isomorfismo.

DEMOSTRACION: Si M es plano, la inclusién I — A induce el monomor-
fismo I ® 4 M — A, cuya imagen es I M.

Veamos ahora que la condicién es necesaria. Sea N/ — N un monomorfismo
de médulos. Supongamos en primer lugar que N es libre de rango n y vamos
a probar que N' ®4 M — N ®4 M es inyectiva por induccién sobre n. Si
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n =1 entonces N = A y N’ se corresponde con un ideal de A. La conclusién es
inmediata.

Sin > 2 descomponemos N = Ny @& Na, donde los dos sumandos son libres
de rango < n. Sea N{ = N’ N Ny, y sea Nj la imagen de N’ en Ny = N/Nj.
Tenemos el diagrama conmutativo siguiente

N N Ny 0
Ny N Ny 0

donde las filas son exactas y las columnas inyectivas. De aqui obtenemos el
diagrama conmutativo

N{@AM—>N/®AM—>N5®AM—>O

| | )

Ny @AM —7>NRAM——>No@a M —0

en el que las filas son también exactas. Ademds « es inyectivo porque Nj es un
sumando directo de N y 3, v son inyectivos por hipétesis de induccién. Esto
implica la inyectividad de la flecha central.

Supongamos ahora que N es libre de rango infinito. Un elemento x € N' @M
se expresa como suma de tensores n ® m, con n € N’. Cada n es combinacién
de un numero finito de elementos de una base de IV, luego podemos encontrar
un submédulo Ny C N libre de rango finito tal que x estd en la imagen del
homomorfismo (N' N Nyg) ®4 M — N’ @4 M.

Por la parte ya probada sabemos que (N’ N Ny) ®4 M — No ®4 M es
inyectiva, luego también lo es (N’ N Ny) ®4 M — N ®4 M, pues Ny es un
sumando directo de N. El diagrama conmutativo

(N/ﬂN0)®AM—>N®AM

L

N @4 M

nos da que si = estd en el nicleo de N’ ®4 M — N ®4 M entonces x = 0,
luego este homomorfismo es inyectivo.

Sea N un A-médulo arbitrario y consideremos un epimorfismo p : L — N,
donde L es un A-médulo libre. Sea L' = p~1[N’]. Tenemos el siguiente diagrama
conmutativo con filas exactas:

N(p) L N’ 0

L

N(p) L N 0
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De él obtenemos a su vez el diagrama

Np)@aM —L'@s M — N @4 M —0

| L

NpP) @AM —=L@aM—>N®@s M—>0

Las filas son también exactas y las dos primeras flechas verticales son mo-
nomorfismos (la primera es la identidad y la segunda por la parte ya probada).
De aqui se sigue que la tercera también es un monomorfismo. [

Como aplicacién obtenemos los resultados siguientes:

Teorema A.8 Si A es un dominio de ideales principales, un A-mddulo M es
plano si y solo si es libre de torsion.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior, M es plano si y sélo si para todo
a € A el homomorfismo f, : (a) @4 M — aM es biyectivo. Sean t, : A — (a)
V Uq : M — aM la multiplicacién por a. Entonces t, es un isomorfismo para
todo a # 0 y tenemos el diagrama conmutativo

M=A®sM—"> oM

ta®1

(a) ®a M

Vemos que f, es un isomorfismo si y sélo si lo es u,, y los u, son isomorfismos
si y sélo si M es libre de torsion. m

Teorema A.9 S5i A es un anillo noetheriano y A es su complecion respecto a
la topologia inducida por un ideal I, entonces A es plano sobre A.

DEMOSTRACION: Segtn el teorema A.7, basta considerar un ideal J de A y
hemos de probar que el homomorfismo J ®4 A — J A es un isomorfismo o, lo
que es lo mismo, que el homomorfismo natural ¢ : J ® 4 A— Aes inyectivo.

Por el teorema 4.16, el monomorfismo J — A da lugar a un monomorfismo
J— A que, a través del isomorfismo natural J ® 4 A=~ J dado por el teorema
4.17, se convierte en ¢. m

Veamos otra aplicacién elemental de las técnicas homoldgicas. En lo sucesivo
convenimos en que Tor” significa Tor‘14.

Teorema A.10 Sea 0 — M’ — M — M" — 0 una sucesion exacta de

A-mddulos y supongamos que M" es plano. Entonces M es plano si y sdlo si
lo es M.
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DEMOSTRACION: Supongamos que M y M’ son planos y sea N — P un
monomorfismo de A-médulos. Entonces tenemos el siguiente diagrama conmu-
tativo con filas exactas:

0— M UN—>MUN—>M"®y N—=0

| | |

0— M @QuP—>MRQ[xP—M"'"®0, P——0

Notemos que la exactitud por la izquierda se debe a que TorA(M "N)=0
porque M" es plano, e igualmente con P. Es facil ver que la primera flecha
vertical es inyectiva, teniendo en cuenta que la siguiente lo es.

Si son planos M’ y M" es mucho mds simple: para todo A-mdédulo N tenemos
la sucesién exacta

0 = Tor®(M’, N) — Tor*(M, N) — Tor*(M",N) = 0,
luego Tor” (N, M) =0,y A.3 implica que M es plano. "

Vamos a plantear unas propiedades en principio més débiles que A.3, pero
veremos que —bajo ciertas hipétesis— equivalen a que el médulo M sea plano.

Teorema A.11 Sea A un anillo, I un ideal de A y M un A-mddulo. Las
afirmaciones siquientes son equivalentes:

a) Tor(N, M) = 0 para todo A/I-mddulo N.

b) M/IM es un A/I-mdédulo plano y I @4 M = IM con el homomorfismo
natural.

¢) M/IM es un A/I-médulo plano y Tor(A/I, M) = 0.

DEMOSTRACION: a) = b) Sea 0 — N’ — N — N’ — 0 una sucesién
exacta de A/I-médulos. De ella obtenemos una sucesién exacta

0=Tor*(N",M) — N' ®4 M — N @4 M.

Es facil ver que N®aM = N®4,;(M/IM) como A/I-médulos, e igualmente
N'®AM = N'®4,1(M/IM), con lo que la sucesién anterior prueba que M /IM
es plano sobre A/I.

Ahora consideramos la sucesién exacta 0 — I — A — A/I — 0, de la
que obtenemos la sucesion exacta

0 — Tor*(A/I, M) — I ®4 M — M.

Concluimos que I ® 4 M = IM.

b) = ¢) Reciprocamente, como

0 = Tor*(A, M) — Tor®(A/I,M) — [ @4 M — M
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es exacta, ha de ser Tor*(A/I, M) = 0. (Aqui usamos que A es un A-médulo
libre.)

c) = a) Sea N un A/I-médulo y sea 0 — R — L — N — 0 una
sucesién exacta de A/I-médulos, donde L es libre sobre A/I.

Es facil probar que Tor (@) Ny, M) = @ Tor” (N;, M) (tomando como re-

K] 7
solucién proyectiva de la suma directa una suma directa de resoluciones pro-
yectivas). Esto nos da que Tor”(L, M) = 0. Por lo tanto tenemos la sucesién
exacta

0 = Tor*(L, M) — Tor*(N,M) — R®, M — L ®4 M.
El dltimo homomorfismo se corresponde, salvo isomorfismo, con

R@a/yr (M/IM) — L®asr (M/IM),

que es inyectivo porque M/IM es plano. Asi pues, TOI‘A(N, M) =0. ]

Es evidente que las tres propiedades del teorema anterior se cumplen cuando
M es un A-mddulo plano. Por otra parte, si I es un ideal maximal entonces la
primera parte de b) y ¢) se cumple trivialmente, pues A/I es un cuerpo y todos
los A/I-médulos son libres. Observemos también que, en virtud del teorema
A.7, la segunda parte de b) implica que M es plano sobre A si se cumple para
todo ideal I.

Vamos a buscar condiciones suficientes sobre I y M para que las propie-
dades del teorema anterior impliquen que M es plano sobre A. Empezaremos
extrayendo algunas consecuencias de dichas propiedades:

e El homomorfismo natural
Yoo : I T T @0 (MJIM) — "M /T M
€s um iSomorfismo.
DEMOSTRACION: Consideramos la sucesién exacta
0— " — " — /1" — 0,

que da lugar al diagrama conmutativo

0_>In+1®AM_>[n®AM_>(In/In+1)®AM_>O

SR

0——— [N "M "M/ M —— 0

La fila superior es exacta por a), pues TorA(I”/I”“,M) =0, y la fila
inferior es claramente exacta. Los homomorfismos «; son todos suprayectivos.
Ademds ay es inyectivo por b), luego inductivamente concluimos que todos los
«; son inyectivos, de donde a su vez se sigue que todos los 7, son isomorfismos.

|
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e Tor(N, M) = 0 para todo A/I"-médulo N (n >1).

DEMOSTRACION: Razonamos por induccién sobre n. Para n = 1 es la
propiedad a). Ahora observamos que si N es un A/I"-mdédulo, entonces IN y
N/IN son A/I"~'-médulos, luego por hipétesis de induccién

Tor{"(IN,M) =0, Tor{(N/IN,M)=0.

Consideramos la sucesién exacta 0 — IN — N — N/IN — 0, de la
que obtenemos

0 = Tor{" (IN, M) — Tor{(N, M) — Tori'(N/IN, M) = 0,

luego Tor{'(N, M) = 0. .

e M, = M/T"*'M es plano sobre A, = A/I"" (paran >0).

DEMOSTRACION: Si n = 0 es la primera parte de b). Supongamos n > 1.
Tenemos el diagrama conmutativo con filas exactas:

N

00— I M/ "M —— I'M/I" MM ———— I'M/I""'M ——0

Hemos visto que los homomorfismos «; son isomorfismos. Por otra parte,
ap41 = 0 es un isomorfismo. Razonando por induccién (decreciente) concluimos
que todos los «; son isomorfismos. En particular

ar: (I 1" @4 M =1A, ®4, M,, — IM,,

es un isomorfismo. Esto significa que se cumple la propiedad b) para A4,, I A,
y M, luego también se cumple a), es decir, Tor" (N, M,,) = 0 para todo A,-
moédulo N. Esto significa que M), es plano sobre A,,. L]

Ahora es claro que una condicién suficiente para que las propiedades a), b)
y ¢) equivalgan a que M es plano sobre A es que el ideal I sea nilpotente, pues
entonces M,, = M y A, = A para n suficientemente grande. No obstante, no
es ésta la condicién que nos interesa. La forma mas general de la condicién que
buscamos es la siguiente:

Teorema A.12 Sea A un anillo noetheriano sea I un ideal de A, sea M un
A-mddulo y supongamos que, para todo ideal J de A, la topologia I-ddica en el
A-mddulo J @4 M tiene la propiedad de Hausdorff. Entonces M es plano sobre
A si y solo si se cumplen las propiedades del teorema A.11.
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DEMOSTRACION: Por el teorema A.7 basta probar que si J es un ideal de A4,
el homomorfismo natural j : J® 4 M — M es inyectivo. Por hipétesis J ® 4 M
es de Hausdorff para la topologia I-adica, lo que significa que

NIM(J ®4 M) =0.

Asi pues, basta probar que N(j) C I"(J ® 4 M) para todo n. Aplicamos el
lema de Artin-Rees a M = A, M’ = J, que nos da un natural » > n tal que
JNnIk = Ik_T(IT N J), para todo k > r. Tomando k de modo que k —r > n
concluimos que J N I*¥ ¢ I".J. Consideramos los homomorfismos naturales

JoaM L (J)IPNT) @a M -2 (J/I"T) @4 M = (J @4 M)/I"(J @4 M).
Como Mj,_ es plano sobre Aj_1, el homomorfismo
(J/(I*NT)@a M= (J/I*NJ)®a,_, Mp_1 — My,

es inyectivo, y tenemos el diagrama conmutativo

J@aM—1s (J)(IFN ) 0a M

| |

M———— My

Esto implica que N(j) C N(f) CN(fog) =1"(J®4 M) "

Un caso particular en que se cumple la condicién que hemos impuesto es el
siguiente:

Teorema A.13 Sea A un anillo noetheriano, sea I un ideal de A, sea B una
A-dlgebra noetheriana tal que I B esté contenido en todos los ideales maximales
de B. Sea M un B-mddulo finitamente generado. Entonces, M es plano sobre
A siy solo si se cumplen las afirmaciones a), b), ¢) del teorema A.11.

DEMOSTRACION: Basta ver que se cumple la condicién del teorema anterior.
Ahora bien, si J es un ideal de A, la topologia I-ddica en J® 4 M como A-médulo
es la misma que la topologia I B-ddica como B-médulo. Ademds J ® 4 M es un
B-médulo finitamente generado, luego el teorema 4.21 nos da que J ® 4 M es
un espacio de Hausdorff con la topologia I-ddica. m

El resultado se simplifica atin més para anillos locales:

Teorema A.14 Sea A — B un homomorfismo de anillos locales noetherianos
y sea M un B-mddulo finitamente generado. Sea my el ideal mazimal de A y
sea k = A/my. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) Tor®(N, M) = 0 para todo k-espacio vectorial N.

b) ma ®a4 M 2XmaM con el homomorfismo natural.
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¢) Tor®(k, M) = 0.
d) M es un A-mddulo plano.

Si comparamos con los teoremas 5.47 y A.4, la principal diferencia es que
en el teorema anterior no estamos suponiendo que el médulo M sea finitamente
generado sobre A.

Como primera aplicacién demostramos el siguiente resultado, técnico, pero
atil en algunas ocasiones.

Teorema A.15 Sea A — B un homomorfismo plano entre dos anillos noe-
therianos locales y sea b € B tal que su imagen en B/myB no sea un divisor de
cero. Entonces b no es un divisor de cero en B y B/bB es plano sobre A.

DEMOSTRACION: Supongamos que z € B cumple bx = 0 y vamos a ver que
2 = 0. Para ello basta probar que x € m} B para todo n, pues myB C mp y
el teorema 4.21 (aplicado a B) nos da que la topologia definida por m4 B es de
Hausdorff.

Como b no es un divisor de 0 en B/m 4B, necesariamente 2 € my B, es decir,
se cumple el resultado para n = 1. Supuesto que x € m’; B, sea ay,...,a, un
generador minimal de m’;. Por el teorema 4.52, sabemos que estos elementos
inducen k-una base de m’j /m”™, donde k = A/ma.

Podemos expresar x = ), a;x;, con x; € B. Entonces bx =), a;(bx;) =0
en m’y B. Por el teorema A.7 sabemos que m’} B = m’; ®4 B, luego se cumple
que Y, a; ®br; =0en m @4 B.

Consideremos la sucesién exacta 0 — R — A" — m’; — 0 determi-
nada por el generador minimal que hemos tomado. Como B es plano, de ella
obtenemos otra sucesién exacta

O—>R®AB—>AT®AB—>TUZ®AB—>O.

Si llamamos ey, ..., e, a la base canénica de A", tenemos que ), e; ® bx;
tiene imagen nula, luego existe un };r; ® 2; € R®4 B tal que

er ®x9 = Zei ® bzx;.
J i
Sirj = (cij), entonces

Z@i ®ZCW.’E3 = Zei ®b.’E“
% J %

luego bx; = Zj ¢i;x’;. Por otra parte, el hecho de que r; € R implica que

J
> cija; = 0y tomando clases médulo mff‘“ concluimos que ¢;; € my, por la

k-independencia lineal de los a;. Esto prueba que x € m’XrlB y, en definitiva,

que z = 0.
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Como b no es un divisor de cero de B, tenemos una sucesién exacta
0— B— B— B/bB—0,

donde el monomorfismo es la multiplicacién por b. De aqui obtenemos la su-
cesion exacta

0 = Tor*(B, k) — Tor®(B/bB,k) — B®sk — B®a k.

Ahora observamos que B®4 k = B/my B, asi como que el dltimo homomor-
fismo de la sucesion se corresponde con la multiplicacién por b en el cociente,
que es inyectiva por hipétesis. Con esto llegamos a que Tor*(B/bB, k) = 0, lo
que implica que B/bB es plano, por el teorema anterior. [

Veamos ahora una versién para anillos no necesariamente locales:

Teorema A.16 Sea A — B un homomorfismo plano y sea b € B tal que,
para todo ideal mazimal m de A, su imagen en B/mB no sea un divisor de cero.
Entonces B/bB es plano sobre A.

DEMOSTRACION: Sea q/(bB) un ideal primo en B/bB y sea p su antiimagen
en A. Por el teorema A.5 basta probar que (B/bB),,s5) = Bq/bBy es plano
sobre A,. Por el teorema anterior basta ver que b no es un divisor de cero en
Bq/pBg = (B/pB)q = (B/pB) ®p Bq. Como By es plano sobre B, para ello
basta con que b no sea un divisor de cero en B/p (pues si la multiplicacién por b
es inyectiva en B/pB lo seguird siendo al multiplicar por By). Si m es un ideal
maximal de A que contenga a p, basta con que b no sea un divisor de cero en
B/mB, que es precisamente la hipdtesis del teorema. [

Ejemplo Se comprueba sin dificultad que el teorema anterior es aplicable si
B = A[X;1,...,X,] y b es un polinomio ménico. n

Terminamos el apéndice con la siguiente aplicacién del teorema A.13:

Teorema A.17 Sea A un anillo noetheriano, sea B una A-dlgebra finitamente
generada y sea M un B-mddulo finitamente generado. Entonces el conjunto

U ={p € EspB | M, es plano sobre A}
es abierto (tal vez vacio).

Necesitamos algunos resultados previos. En primer lugar recordamos una
propiedad elemental de los médulos libres:

Teorema A.18 Si A es un anillo, M es un A-mddulo, L C M es un submddulo
libre y M /L también es libre, entonces M es libre.

DEMOSTRACION: Sea B C M tal que {[b] | b € B} sea una base de M /Ly sea
L' = (B) C M. Entonces la aplicacién [b] +— b se extiende a un homomorfismo
M/L — L' que claramente es un isomorfismo. En particular L’ es libre, y es
facil ver que M = L @ L’, luego también es libre. m
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Teorema A.19 Sea A un dominio integro noetheriano, sea B una A-dlgebra
finitamente generada y M un B-mddulo finitamente generado. Entonces existe
un f € A, f #0 tal que My es un Ay-mddulo libre.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que M # 0. En tal caso existe una
sucesion de B-submddulos

0=MyGM G- GCM=M

tal que M;/M;_1 = B/p;, para ciertos p, € Esp B. En efecto, por el teorema
3.48 existe un p; € As(M), que serd de la forma p; = An(m;), y entonces
definimos M; = (m1). Luego obtenemos ps razonando con M /My, y hemos de
llegar a que M = M, para un cierto [ porque M es un B-médulo noetheriano.
De aqui deducimos que basta probar el teorema cuando B es un dominio
integro y M = B, pues si lo tenemos probado en estas condiciones entonces
hay un f; € A no nulo tal que (M), es un Ay -mdédulo libre, igualmente hay
un fo € A no nulo tal que (M2/M)ys, es un Ag,-médulo libre, pero entonces
f = fifo € A es no nulo y tanto (M7)s como (My/Mi)y = (Ma)s/(M1)y
son Ag-médulos libres. Por el teorema anterior (Ms)s es un Ag-mdédulo libre.
Continuando de este modo llegamos a un f € A no nulo tal que My es libre.

Si el homomorfismo A — B tiene nucleo no nulo, basta tomar f en dicho
nicleo para que sea By = 0 y el teorema se cumpla trivialmente. Asi pues,
podemos suponer que A es un subanillo de B. Llamemos k al cuerpo de cocientes
de A y sea Bk la subdlgebra del cuerpo de cocientes de B generada por B y k.
Conviene observar que Bk =2 B ® 4 k. En efecto, si llamamos K al cuerpo de
cocientes de B, como k es plano sobre A (porque es una localizacién de A), la
inclusiéon B — K da lugar a un monomorfismo B® 4 k — K ®4 k = K cuya
imagen es Bk.

Tenemos que Bk es una k-algebra finitamente generada, por lo que tiene
dimensién finita n = gr.tr., Bk. Demostraremos el teorema por induccién so-
bre n. Por el teorema de normalizacién de Noether existen yi,...,y, € Bk
algebraicamente independientes sobre k tales que Bk es un moédulo finitamente
generado sobre k[yi, ..., y,]. Cada generador es entero sobre k[yi, ..., yy], luego
también sobre Aglyi,...,yn], para cierto g € A, g # 0. En definitiva, todo Bk
y, en particular, B, es entero sobre Ag4[y1,...,ys). Eligiendo g adecuadamente
podemos exigir también que y; € B, para todo .

No perdemos generalidad si cambiamos A y B por A, y By, lo que significa
que podemos suponer que B es un médulo finitamente generado sobre el anillo
de polinomios C = Afy1, ..., Yn].

Sea by, ...,b, € B un conjunto C-linealmente independiente maximal. Po-
demos tomarlo porque su cardinal es como méaximo la dimensién del cuerpo
de cocientes de B sobre el cuerpo de cocientes de C', que es finita. Entonces
tenemos una sucesién exacta

0—C"—B-—B —0,

donde B’ es un C-mddulo finitamente generado y de torsién. Esto implica que
su anulador 7 es no nulo, y podemos ver a B’ como médulo sobre C/I.
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Vamos a ver que la hipétesis de induccién nos da que el teorema se cumple
para la A-dlgebra C'/I y el médulo B’. Esto significa que existe un f € A, f #0
tal que B} es Ag-libre, lo cual, unido a que C}* = Ay[y1, ..., yn]™ también es
Ay-libre, implica (por el teorema anterior) que By es Aj-libre, como teniamos
que probar.

Para probar el teorema en el caso de C/I y B’, la misma reduccién que hemos
empleado al principio de la demostracién nos remite al caso de las dlgebras C/p,
donde p/I es un ideal primo de C/I.

Esto nos lleva al caso trivial en que el nicleo de A — C/p es no nulo (por
ejemplo, éste es el caso si n = 0, pues entonces C' = A), o bien, si A es un
subanillo de C'/p. usando que Ck =2 C ®4 k y que (C/p)k = (C/p) ®4 k es
facil ver que (C/p)k = Ck/pk, donde pk es un ideal primo de C'k. Obviamente,
dim(C/p)k < dim Ck = n, luego podemos aplicar la hipdtesis de induccién.

|

Veamos a continuaciéon una caracterizacién técnica de los abiertos de un
espectro:

Teorema A.20 Si B es un anillo noetheriano y U C Esp B, entonces U es
abierto si y solo si cumple las dos propiedades siguientes:

a) SipeU, qe EspB yqCp, entonces q € U.

b) Sip e U, entonces U contiene un abierto no vacio del cerrado V(p).

DEMOSTRACION: Veamos que si se cumplen estas condiciones entonces U es
abierto (es la unica implicacién que vamos a usar). Llamemos F' = Esp B\ U.
Hemos de probar que F' es cerrado. Sean p1, ..., P, los puntos cuasigenéricos de
la clausura F.

Sip; € U, entonces, por la propiedad b) existe un abierto no vacio V- C V(p;)
contenido en U, pero V(p;) C F, luego tendria que ser VN F # &, lo cual es
absurdo.

Concluimos que p; € F para todo ¢, con lo que la propiedad a) implica que
V(p;) C F. (Siqe€ V(p;), no puede ser que q € U, pues entonces p; € U.) Por
consiguiente, F C F'y F es cerrado. [

Finalmente, demostramos el resultado que habiamos anunciado:

DEMOSTRACION (de A.17): Probaremos que U es abierto comprobando que
cumple las dos condiciones del teorema anterior.

Supongamos que p € U y que q C p. Entonces My = M, ®p By, luego para
cualquier A-médulo N se cumple que N ® 4 My = (N ®4 M,) ®p By. Asi, una
sucesién exacta de A-médulos sigue siendo exacta al multiplicarla por ® 4 My,
pues M, es plano sobre A y B, es plano sobre B. Concluimos que M, es plano
sobre A y que se cumple la propiedad a) del teorema anterior.

Para probar b) tomamos de nuevo p € U y llamamos ¢ = p N A (més
precisamente, q es la antiimagen de p por el homomorfismo A — B). Sea
A = A/q. Vamos a dar condiciones sobre un P8 € V(p) para que esté en U.
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Tenemos que p C ‘B, luego qBgy estd contenido en PBy, que es el tnico
ideal maximal de By. Esto nos sitiia en las hipétesis del teorema A.13 para el
anillo A, el ideal I = q, el algebra By y el médulo Myp. Por lo tanto, My es
plano sobre A si y sélo si My /qMsg es plano sobre A y Tor” (Mg, A) =0.

Aplicamos el teorema A.19 al anillo A, el dlgebra B/qB y el médulo M /qM:
Existe un f € A, f #0, tal que (M/qM )y es libre sobre Ay.

Sea f = [f'], donde f’ € A\ q. Entonces V =V (p) N D(f’) es un entorno de
p en V(p). Vamos a probar que si p € V entonces Mg /qMys es plano sobre A.
En efecto, tenemos que (M/qM); es libre sobre A, luego es plano sobre Af y
también sobre A. Como f’ ¢ B, tenemos que Sy C Sy, luego

My /qMy = (M/qM ) = (M/qM )y = (MqM); @p Bsp.

De este modo, si tenemos una sucesién exacta de A-médulos, multiplicarla
por @4(Msyp/qMsp) equivale a multiplicarla primero por ®—(M/qM)y y luego
por ® By, y ambos productos conservan la exactitud.

Por otra parte, se cumple que
0 = Tor*(M,, A) = Tor* (M, A) @ B,.

En efecto, por la simetria de Tor podemos hacer los calculos con una reso-
lucién proyectiva del A-moédulo A, digamos

— Ly — L, — Ly — A.
Entonces, Tor* (M, A) es el grupo de homologfa de
Lo @AM — L1 ®a M — Lo ®a M,
mientras que TorA(Mp,Z) es el grupo de homologia de
Ly ®a M ®p By — L1 ®4 M ®p By — Lo®a M ®p By.

En particular vemos que podemos considerar en TorA(M , A) una estructura
de B-médulo y basta aplicar el teorema 1.37 al funtor exacto ®pB,. Observe-
mos ademds que, al ser A noetheriano y A un A-médulo finitamente generado
(un generador es la unidad), podemos exigir que los médulos L; sean libres y fi-
nitamente generados. Entonces los médulos L; ® 4 M son B-mdédulos finitamente
generados y asi Tor” (M, A4) es un B-médulo finitamente generado. Entonces
Tor® (M, A), = 0 implica que existe un g € B\ p tal que Tor? (M, A), =0,1lo
que a su vez implica que TorA(M7 Z)qg = 0 para todo P € D(g).

Asf llegamos a que V N D(g) es un entorno de p en V(p) contenido en U, lo
que prueba que U es abierto. L]



Apéndice B

Imagenes directas e inversas
de moddulos

Terminaremos con algunas propiedades de las imagenes directas e inversas
de médulos por homomorfismos de espacios anillados que no nos han hecho falta
para desarrollar la teoria de funtores derivados ni en sus aplicaciones, pero que
complementan la teoria general sobre los espacios anillados. Muchas de estas
propiedades requieren que los homomorfismos considerados sean inmersiones
cerradas, en el sentido de la definicién siguiente:

Definicion B.1 Un homomorfismo de espacios anillados locales f : X — Y
es una inmersion cerrada si fo es un homeomorfismo entre X y un cerrado de
Y y para todo P € X la aplicacién f;f : Oy, r(py — Ox,p es un epimorfismo.

Empezamos ocupandonos de las imagenes directas, que hemos definido en 1.10
para haces arbitrarios sobre espacios topoldgicos y aplicaciones continuas. En
el caso en que f: X — Y es un homomorfismo de espacios anillados y M es
un Ox-médulo, para cada abierto U de Y, el grupo (f.M)(U) = M(f~1[U])
tiene una estructura de Ox (f~![U])-médulo, pero a través del homomorfismo
de anillos f(}# 1 Oy (U) — Ox(fLU]) se convierte de forma natural en un
Oy (U)-médulo. Es inmediato que estas estructuras de médulo son compatibles
con las restricciones, por lo que la imagen directa f,M es un Oy-mdédulo.

Observemos también que si ¢ : M — N es un homomorfismo de Ox-
médulos, podemos definir f.(¢) : fuM — f.N mediante f.(¢)r = ¢s-1[0], lo
que convierte a f, : Mod(X) — Mod(Y') en un funtor covariante.

Si M y N son dos Ox-mddulos, para cada abierto U de Y tenemos isomor-
fismos naturales

(f*M)(U) ®OY(U) (f*N)(U) = M(fil[U]) ®OY(U) N(fil[UD
= M(f7HUD) @0 (s-11op N(FTHUD) = M@0, N)™(fHU])

247
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que, compuestos con
Mo N)™(fHU]) — Moy N)(fTHU]) = (M@0, N)(U),
inducen un homomorfismo

(M) @0y (f:N))” — fr(M @0y N),

el cual a su vez induce un homomorfismo natural

En general este homomorfismo no es inyectivo ni suprayectivo, pero, cuando
f es una inmersién cerrada, es un isomorfismo:

Teorema B.2 Si f : X — Y es una inmersion cerrada de espacios anillados
y M, N son dos Ox-mddulos, entonces (fxM) @0, (fxN) 2 fu(M @0, N).

DEMOSTRACION: Para cada punto P € X tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

(M) @0y (fxN))p(p) —— fx(M @0 N)f(p)

| |

f*(M)f(P) ®Oy,f(P) f*(N)f(P) ——Mp Rox,p Np

donde las flechas verticales son isomorfismos y la flecha horizontal inferior es la
composicién de los isomorfismos

F« M) pp) @0y 4py [x(N) Py = Mp @0y 4y Np = Mp o » Np-

(El tltimo isomorfismo se debe a que Oy, ¢(py — Ox, p es un epimorfismo.)

Asi pues, la flecha horizontal superior del diagrama es también un isomor-
fismo. Si @ € Y es un punto que no estd en la imagen de X, entonces

((f*M) R0y (f*N))Q = f*(M)Q ®OY,Q f*(N)Q =0= f*(M ®0x N)Q7

luego todos los homomorfismos locales del homomorfismo definido en la dis-
cusién previa al teorema son isomorfismos, por lo que éste es también un iso-
morfismo. n

Por otra parte, si U es un abierto en Y, la aplicacién ¢ — fi(¢) define un
homomorfismo

Homo _,  (M|s-1u7, Nly-17) — Homo,, (f«(M)|v, fx(N)v),
y estos homomorfismos determinan a su vez un homomorfismo natural

feHome (M, N) — Home,, ([ M, f.N).
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Teorema B.3 Si f :— Y es una inmersion cerrada de espacios anillados y
M, N son dos O x-mddulos, entonces

fxFHome, (M, N) =2 Home,, (f: M, f«N).

Hay que probar (en principio para un abierto U de Y, pero basta verlo para
U=Y), que
f« : Homg , (M, N) — Homg, (f«M, fN),

es un isomorfismo. Ello se debe a que los abiertos f~![U], donde U recorre los
abiertos de Y, forman una base de X, por lo que un homomorfismo ¢ : M — N
estd determinado por su restriccion a estos abiertos, y dicha restriccion es esen-
cialmente f,¢. Asi mismo, cada homomorfismo f,M — f.N determina un
homomorfismo M — N definido inicamente sobre los abiertos bésicos f~1[U],
y es claro que se extiende a un homomorfismo definido sobre todos los abiertos
de X. m

Vamos a estudiar ahora las imagenes inversas, cuya definicién es mas sofis-
ticada, pero su comportamiento es mejor.

Si f: X — Y es un homomorfismo de espacios anillados y N es un Oy-
médulo, el haz f~![N] definido en 1.10 no posee una estructura natural de
O x-médulo, pero sf de f~1[Oy]-médulo.

Mss detalladamente, cada f~1[N]=(U) es un f~1[Oy]~ (U)-médulo con el
producto [(V;s)] - [(V',n)] = [V NV, s|lvavnlvav:] ¥ de la construccién de
la complecién de un prehaz se sigue ficilmente que cada f~1[N](U) tiene una
estructura natural de f~![0y](U)-médulo.

Por otra parte, podemos definir homomorfismos f~1[0y]=(U) — Ox(U)
mediante [(V,s)] — f‘# ()|, que determinan un homomorfismo de preha-
ces f71[0y]” — Ox, el cual a su vez induce un homomorfismo de haces
f10y] — Oy, caracterizado por que, para cada P € X, el homomorfismo
local f~1[0y]p — Ox,p se corresponde con f# : Oy,ppy — Ox,p a través
del isomorfismo natural f~'[Oy]p = Oy f(p).

Este homomorfismo convierte a Ox en un f _1[Oy]—mo'dulo. Volviendo al
Oy-moédulo N, ahora podemos considerar el producto tensorial
"N = fﬁl[N] R f-1[0y] Ox,
que es un Ox-mdédulo al que llamaremos imagen inversa de N por f. Por
ejemplo, es obvio que f*Oy = Ox.

Observemos que si P € X tenemos un isomorfismo natural

f*N)p = Ny p) @0y 4 p) Ox,P-

Es facil ver que cada homomorfismo de Oy-médulos ¢ : M — N induce
de forma natural un homomorfismo de O x-médulos f*¢ : f*(M) — f*(N) tal
que para cada P € X el homomorfismo (f*¢)p se corresponde con ¢spy ® 1.
De este modo f* : Mod(Y) — Mod(X) resulta ser un funtor covariante. (Se
define primero un homomorfismo f~1[¢] : f~{M] — f~1[N].)
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Teorema B.4 Si f: X — Y es un homomorfismo de haces y M, N son dos
Oy -mddulos, entonces existen isomorfismos naturales

fFMeN) = (f M) & (fN), [FM&oy N) = (f"M) @ox (f*N).

DEMOSTRACION: Veamos el caso del producto tensorial, pues el de la suma
directa es maés sencillo. Si W es un abierto en X, entonces, segin la definicién
de complecién de un prehaz, un elemento de f~1[M](W) est4 determinado por
un conjunto de pares (U, ty), donde los abiertos U C W forman un cubrimiento
de Wy ty € f~1M]~(U), de modo que, si U; y Us son dos de estos abiertos,
tu, p = tu, p para todo P € U; NU,. A su vez, ty = [(V,s)], donde V es un
abierto en Y tal que f[U] C V y s € M(V). Igualmente, cada elemento de
J7HN](W) estd determinado por pares (U’,t;;,), donde tj;, = [(V',s')].

En estas condiciones, los abiertos U” = UNU’ forman un tercer cubrimiento
de W tal que f[UNU’] € VNV’ = V" y podemos considerar el producto tensorial

s = S|VN ® SI|VN S M(V”) ®oy(v//) N(V”) = (M X0y N)_(VH).

Ast t,, = [V",§"] € f7{ M ®e, N]~(U"), donde el circunflejo denota el
homomorfismo (M ®¢, N)~ — M ®e, N.

Una comprobacién rutinaria muestra que los pares (U”, t{;,) determinan un
elemento de f~'[M ®¢, N]~(W) que no depende de los conjuntos de pares
elegidos como representantes de los elementos de partida. Desde éste pasamos
a su vez a un elemento de la complecién f~1M ®¢, N](W). M4és atin, esta
asignacién induce un homomorfismo de f~![Oy]-médulos

FHMIW) @510y 1wy fTHINI(W) — fTHM @0, NI(W).
Se comprueba asi mismo que estos homomorfismos inducen un homomor-
fismo
(ST M) @f-110y) FTHIND T — [T M @0, N,
que a su vez se extiende a un homomorfismo

M @110 fTHN] — [T M @0, N

Ademsds, para cada P € X, el homomorfismo local asociado a P se corres-
ponde a través de los isomorfismos candnicos con el isomorfismo

S M ®@p-1j0y1p FH NP — Mypy ®0y ) Ne(p)

inducido por los isomorfismos naturales f~1[M]p = My (py, FIN]p = N¢cpys
ftoy]p & Oy,(p)- Esto prueba que el homomorfismo que hemos construido
es un isomorfismo. Al multiplicar por ® y-1{¢0,0x obtenemos un isomorfismo

FHM ®f-110y) TN @110y Ox — [T M @0y N] ® -1, Ox.
Es facil ver que el médulo de la izquierda es isomorfo de forma natural a

(f 7' M) @f-110y) Ox) ®ox (f '[N @ 4-1j0,) Ox),

lo que nos da el segundo isomorfismo del enunciado. ]
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Veamos ahora las relaciones entre las imdgenes directas e inversas. Con-
sideremos un homomorfismo de espacios anillados f : X — Y y sea M un
Ox-médulo. Podemos definir un homomorfismo canénico f*fM — M. En
efecto, si U es un abierto en X, definimos

¢ fTHAMIT(U) — M(U)

mediante ¢y ([V, s]) = s|u. Estos homomorfismos definen un homomorfismo de
prehaces ¢~ : f7L[f.M]™ — M, que a su vez se extiende a un homomorfismo
de haces ¢ : f7L[f.M] — M, que a su vez define un homomorfismo

¢~ (fTHAM ®p-1j0y) Ox)” — M
mediante ¢, (s @ t) = ¢y (s)t, que a su vez define un homomorfismo
¢ LM =AM ®p-100y] Ox — M.
Si P € X, el homomorfismo ¢p resulta ser la composicién
(f* M) p = (M) f(p) @0y sy Ox,p — Mp ®ox » Ox,p = Mp.

En particular, si f es una inmersién, el homomorfismo (f.M)spy — Mp
es un isomorfismo, por lo que ¢p también lo es. Asi pues, hemos probado el
teorema siguiente:

Teorema B.5 Sea f: X — Y una inmersion entre espacios anillados y sea
M un Ox-mddulo. Entonces f*f .M = M.

Consideremos ahora un Oy-moédulo N y vamos a definir un homomorfismo
natural
N — fof*N.

Para ello tomamos un abierto U C Y y definimos el homomorfismo

Yo N(U) — NI

——

mediante 17 (n) = [U, n], donde el circunflejo denota el homomorfismo
FINT — fTHND
A su vez, ¥y define un homomorfismo
@@y :NU) — (f N ®;-170,) Ox)” (fTHU]) — (FN)(fHU])

(donde el segundo homomorfismo es la complecién del producto tensorial), y
estos homomorfismos definen el homomorfismo buscado ¢ : N — f, f*N.

Observemos que si f es una inmersién cerrada y P € X, entonces

f*(f*(N))f(P) = f*N)p = Nf(P) ROy 5(p Ox,p-
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Es facil ver que la localizacién de ¢ a cada punto f(P) se corresponde con
el homomorfismo natural
by Nppy = Nyp) @0y, pr) OX,P-
Por otra parte, si Q € Y'\ f[X], entonces f.(f*(N))q = 0, por lo que 9o = 0.

Estos hechos muestran que en general v no es inyectivo ni suprayectivo, pero
se cumple lo siguiente:

Teorema B.6 Sea f: X — Y wuna inmersion cerrada de espacios anillados y
sea J = N(f#), que es un haz de ideales de Oy . Sea N un Oy -mddulo.

a) Si Ng = 0 para todo punto Q € Y \ f[X], entonces el homomorfismo
natural fo(f*(N)) — N es suprayectivo.

b) Si ademds IN =0, entonces' f.(f*(N)) = N.

DEMOSTRACION: Puesto que el homomorfismo Ox p — Oy, f(p) es supra-
yectivo, es obvio que 1 ¢(py es suprayectivo, y si @ € Y\ f[P], la hipdtesis de a)
hace que g = 0 también lo sea. Por lo tanto i es suprayectivo.

Bajo la hipdtesis de b) podemos construir un homomorfismo natural
Ni(@) @y, gy Ox.p — Ny(p),

pues Ox,p = Oy)f(p)/jf(})) y tenemos que jf(p)Nf(p) = 0, luego Nf(P) tiene
una estructura natural de Ox p-médulo. Este homomorfismo es el inverso de
Yy (py, luego Y y(p) es un isomorfismo. Para puntos @ € Y\ f[P] tenemos que
g = 0 es un también isomorfismo. "

Podemos pensar en este teorema como una condicién suficiente para que un
Oy-médulo N esté inducido por un O x-médulo, concretamente, por f*N.

Veamos ahora la relacion fundamental entre los funtores f* y fi:

Teorema B.7 Sea f: X — Y un homomorfismo de espacios anillados, sea
M un Ox-mddulo y N un Oy -mddulo. Entonces eziste un isomorfismo natural

(de grupos)
Homp , (f*N,M) =2 Homg, (N, f.M).

DEMOSTRACION: De la propia definicién de complecién se sigue que
Homox (f*N, M) = Homox ((f_l [N] ®f*1[(‘)y] Ox)_, M)

Un homomorfismo ¢ : (f 7' N] ®-1j0,] Ox)~ — M estd determinado por
una familia de homomorfismos de O x (U)-médulos

¢v : [THNIU) @110y )0y Ox (U) — M(U)

LEl haz IN se define como la complecién del prehaz dado por (IN)~(U) = J(U)N(U). Es
inmediato que (IN)g = JoQNg para todo Q € Y.




253

compatibles con las restricciones. Componiendo con el homomorfismo
FIINIU) — FHINI(U) @ 5110410 Ox (U)
dado por s — s ® 1, obtenemos un homomorfismo de f~![Oy](U)-médulos
$u - fTHINIU) — M(U).

Estos homomorfismos también son compatibles con las restricciones, luego
determinan un homomorfismo de haces ¢’ : f~1[N] — M. La asignacién
¢ — ¢’ define un homomorfismo

Homox((filp\q ®f*1[0y] OX)77M) I Homffl[OY](fil[N]’M)a

y es inmediato comprobar que se trata de un isomorfismo de grupos. Teniendo
en cuenta la construccion de la complecién de un prehaz, es facil ver que

Hom, 11y (f [N, M) 2 Hom-sfo,)- (F7' NI, M).
Para completar la prueba basta ver que
Homffl[oy]f (f_l [N], M) = HOmOY (N7 f*j\/[)

Un homomorfismo ¢ : f~1[N]~ — M estd determinado por una familia de
homomorfismos ¢y : f~HN]~(U) — M(U) de f~1[0y]~(U)-médulos compa-
tibles con las restricciones. Para cada abierto V tal que f[U] C V C Y, tenemos
que ¢y define homomorfismos ¥y, : N(V) — M(U) de Oy (U)-médulos me-
diante la composicién con el homomorfismo natural N(V) — f~1[N]=(U) dado
por s — [(V,s)]. Llamando ¢y = ¢y -1y : N(V) — M(f~*[V]), tenemos

v , . .
que Yy, = Yy o p{/ [ ], asi como que los homomorsimos 1y son compatibles

con las restricciones, por lo que determinan un homomorfismo ¢ : N — f,. M.

La asignacién ¢ +— v es un homomorfismo
Hom 191~ (f*N7,M) — Homo, (N, f.M).

Es inmediato que 1) determina a ¢ (es decir, que el homomorfismo es inyec-
tivo) y que todo ¢ determina un ¢ (por lo que el homomorfismo es suprayectivo).
|

Nota El isomorfismo dado por el teorema anterior es natural en el sentido
de que es un isomorfismo de funtores, tanto si consideramos ambos miembros
como funtores covariantes en M como si los consideramos como funtores con-
travariantes en N. Esta relacion entre los funtores f* y f. es la misma que el
teorema 2.13 demuestra para los funtores ® ¢, Ny Homg , (N, —), v se expresa
diciendo que son dos pares de funtores adjuntos. Mas concretamente, f* es ad-
junto por la izquierda a f. vy f« es adjunto por la derecha a f*. Hay una serie de
resultados de interés sobre funtores adjuntos en los que no vamos a entrar aqui.
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Por ejemplo, puede probarse que un funtor determina a su adjunto —cuando
existe— salvo isomorfismo, y que los funtores adjuntos por la izquierda (resp.
por la derecha) son exactos por la derecha (resp. por la izquierda). "

La exactitud de f. y f* es facil de probar directamente: si f : X — Y es
un homomorfismo de espacios anillados y

0—M—N—P—0
es una sucesion exacta de Oy-moédulos, entonces, para cada P € X, la sucesion
(fM)p — (fN)p— (fP)p—0
es isomorfa a
My(p) @0y 5 py Ox,p = Np(P) @0y y(py Ox.p — Py(p) @0y 4y Ox,p — 0,

que es exacta por la exactitud derecha del producto tensorial, lo que prueba la
exactitud de
fM— f'N— f*P —0.

Por otra parte, si ahora
0—M—N—P—0
es una sucesion exacta de O x-modulos, para cada abierto U C Y, la sucesion
0 — M(fH[U]) — N(fH[U]) — P(f7HU)
es exacta, de donde se sigue facilmente la exactitud de las sucesiones
0 — (fuM)p — (fiN)p — (/iP)p,
para todo P € Y, luego también la de
0— fM— fiN — f.P.

Observemos que, en el caso en que f es una inmersién cerrada y P = f(Q),
la sucesién

0— (fM)p — (fN)p — (fP)p — 0

se corresponde, salvo isomorfismo, con
0 — Mg —Ng —Pg—0,

que es exacta, mientras que si P ¢ f[X], entonces es la sucesién nula (luego
también es exacta). Esto prueba que si f es una inmersién cerrada entonces el
funtor f, es exacto.
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