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Introducciéon

En nuestro libro sobre Teoria algebraica de nimeros [TAl|] expusimos los
resultados méas notables en esta materia obtenidos esencialmente en el siglo XIX.
Incluimos también algunos resultados posteriores, como el teorema de Hasse-
Minkowski, pero el eje central del libro son los resultados clasicos de Gauss,
Jacobi, Kummer, Eisenstein y Hensel, etc., si bien enunciados con el lenguaje
y desde la perspectiva del dlgebra moderna. En cambio, la teoria que vamos a
exponer en este libro es una de las creaciones mas notables de la matematica
del siglo XX.

La transicion entre la teoria de nimeros que suele llamarse “clasica”’ y la
teorfa moderna vino con el proceso de formalizacion y fundamentaciéon que ex-
periment6 toda la matematica a principios de siglo. Esto no supuso un mero
cambio de lenguaje, sino que la “nueva teorfa” tenfa una potencia muy supe-
rior a la de los medios clasicos, y permitié alcanzar un grado de profundidad y
comprension del comportamiento de los ntimeros inconcebible sin ella.

El proceso de formalizacion de la teoria de ntimeros consistié en la introduc-
cion del lenguaje algebraico moderno (del que nosotros nunca hemos prescin-
dido). Este a su vez permiti6 formular en contextos mucho mas generales los
resultados clasicos. Uno de los mateméticos que mas contribuy6 a ello fue Ri-
chard Dedekind, a quien le preocupé especialmente el encontrar una respuesta
precisa a la pregunta ;Qué es un nimero? A Dedekind se le debe una de las
construcciones clasicas de los nimeros reales, y también fue él quien extrajo la
definicién moderna de ideal a partir del concepto practico de Kummer de “di-
visor ideal”, introdujo el concepto de entero algebraico y desarrollé una teoria
general sobre cuerpos numéricos que incluia los teoremas sobre convergencia de
las funciones dseta generalizadas.

Los conceptos nuevos requerian también programas nuevos que marcaran las
direcciones mas importantes a seguir en la investigacion. Entre los mateméaticos
que mas influyeron en este sentido destaca David Hilbert. La Sociedad Matema-
tica Alemana le encarg6 un informe sobre los resultados alcanzados en la teoria
algebraica de nimeros durante el siglo XIX junto con las perspectivas para el
siglo entrante. Hilbert presenté este (extenso) informe en 1897, y es conocido
como el Zahlberich. Constaba de cinco partes. Las dos primeras (Teoria general
y Teoria de Galois) contenian los resultados basicos sobre la teoria de Galois y
los cuerpos numéricos. Las dos siguientes (Cuerpos cuadraticos y Cuerpos ci-
clotémicos) exponian con enfoque moderno los resultados de las Disquisitiones

X
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Arithmeticae. Finalmente, la quinta parte (Cuerpos de Kummer) trataba de
una clase especial de extensiones de cuerpos numéricos que tendremos ocasion
de conocer en el capitulo IV.

Respecto a las nuevas perspectivas para la teoria de nimeros, un buen re-
sumen de sus criterios lo constituyen los problemas que presentd en su famosa
charla en el Segundo Congreso Internacional de Matemaéticas celebrado en Paris
en 1900. Se trataba de los 23 problemas mas importantes que a su juicio tenfa
planteada la matemaética del siglo que pronto iba a comenzar. Los concernien-
tes a la teoria algebraica de nimeros ocupaban las posiciones 9-12. Entre ellos
se encontraba, por supuesto, la demostracion del dltimo teorema de Fermat vy,
mas en general, la obtencién de un algoritmo para determinar si una ecuaciéon
diofantica arbitraria tiene o no soluciéon (problema éste que fue resuelto nega-
tivamente a partir de los resultados de Godel sobre indemostrabilidad). Los
problemas relacionados con el contenido de este libro son el 9 y el 12:

El problema 9 pedia una generalizaciéon de la ley de reciprocidad cuadratica
a exponentes mayores. Seguin vimos en nuestro libro de Introduccion a la teoria
algebraica de nimeros [ITAl], Eisenstein y Gauss descubrieron una de reciproci-
dad cibica y una ley de reciprocidad bicuadratica. De hecho, Eisenstein obtuvo
en 1850 una ley de reciprocidad para los cuerpos ciclotémicos de orden primo.
Sin embargo, Hilbert pedia un resultado general del cual todos éstos fueran
casos particulares, o consecuencias relativamente sencillas.

El problema 12 trataba sobre clasificar las extensiones abelianas de un cuerpo
numérico dado, en especial sobre Q y sobre los cuerpos cuadréaticos. También
se trata de un problema de raices clasicas. Su motivacién se remonta al tra-
bajo de Abel sobre funciones elipticas, que le llevo a obtener resultados sobre
extensiones y grupos abelianos (incluyendo lo que en términos modernos es el
teorema de clasificacion de los grupos abelianos finitos). Kronecker (alumno y
amigo de Kummer) consideré que las investigaciones de Abel tenian gran interés
y, continuandolo, conjetur6 que las extensiones abelianas de Q son los subcuer-
pos de los cuerpos ciclotomicos (lo cual probaremos en el capitulo V). También
lleg6 a una conjetura anéloga, aunque mas complicada, para el caso de cuerpos
cuadraticos imaginarios y que se sale del alcance de este libro.

Aparte de estos precedentes, el problema 12 también estaba relacionado
con el propio trabajo de Hilbert. Pocos anos antes habia conjeturado que si
k es un cuerpo numérico y H es su grupo de clases (el cociente del grupo de
ideales fraccionales de su anillo de enteros sobre el subgrupo generado por los
ideales principales) existe una extension de Galois K de k tal que el grupo de
Galois G(K/k) es isomorfo a H. Ademas esta extension debia de estar muy
relacionada con la aritmética de k. Por ejemplo, Hilbert conjetur6 entre otras
cosas que ningun primo de k se habria de ramificar en K y que los ideales primos
que se escindirian completamente en K serian exactamente los principales. A
este cuerpo K lo llamé, de forma natural, “cuerpo de clases de k”, y demostro
su existencia para el caso en que k es un cuerpo cuadratico.

Estas conjeturas y pruebas son el embrién de lo que hoy se conoce como teo-
ria de cuerpos de clases, que ha resultado ser una poderosa herramienta tanto
para obtener nuevos resultados sobre ntimeros como para interpretar los ya co-
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nocidos. Antes de seguir con la historia vamos a detenernos y reparar en algunos
hechos ya vistos en nuestro libro de teorfa de ntimeros y que hacen sospechar
de la existencia de una teoria mas profunda que los explique. En primer lugar
tenemos los ejemplos de la seccion [TAl 2.3], que muestran como factorizan los
primos racionales en varios cuerpos numéricos. Cuando éstos son extensiones
abelianas de Q (cuerpos cuadraticos, ciclotomicos, ciclotomicos reales), el crite-
rio de factorizacion es extremadamente regular. Sucede que todas estas leyes de
factorizacién son casos particulares de los resultados que proporciona la teoria
de cuerpos de clases, validos para extensiones abelianas de cuerpos numéricos
arbitrarios.

Como muestra de la importancia de esta clase de resultados basta pensar en
las factorizaciones de la funcion dseta de los cuerpos cuadraticos y ciclotémicos
en términos de funciones L de Dedekind que obtuvimos en el capitulo IV de
[TA]]. En las pruebas es esencial el conocimiento de las reglas de factorizacion
de primos. A su vez, las factorizaciones nos sirvieron para probar el teorema
de Dirichlet sobre primos en progresiones aritméticas y para obtener férmulas
para el niimero de clases de los cuerpos cuadraticos y ciclotémicos.

La teoria de cuerpos de clases permite obtener factorizaciones analogas para
las funciones dseta de cualquier extension abeliana de cuerpos numéricos, lo
que nos da nuevas féormulas para calcular ntumeros de clases de otros cuerpos
(capitulo VI), asi como generalizar el teorema de Dirichlet, de modo que po-
dremos garantizar, por ejemplo, la existencia de infinitos primos de la forma
p = u® + 1402 y, méas atan, dar condiciones sencillas que determinen qué pri-
mos son de esta forma. Esto va mas alld de la teoria de Gauss sobre formas
cuadraticas y nos permite obtener resultados sobre representacion de niimeros
por formas en casos en los cuales la teoria de Gauss no permite concluir nada
(capitulo VIII).

Por ejemplo, en la seccion [TAl 7.4] vimos que el problema de qué ntumeros
primos pueden expresarse en la forma p = 22 — ny? tiene una solucién sencilla
para todos los valores de m (no cuadrados perfectos) menores que 34. Por
ejemplo:

Un primo p > 0 es de la forma p = x? — 10y?, para ciertos enteros
x,y, sty solo si p==+1,49 (méd 40).

Notemos que, en principio, los nimeros x, y pueden ser arbitrariamente gran-
des, por lo que si en una busqueda por “fuerza bruta” no encontramos valores
que cumplan la igualdad, no tenemos garantias de que no haya valores mayores
no comprobados atun que puedan cumplirla. En cambio, este criterio reduce la
comprobacién al célculo del resto de p modulo 40.

En general, siempre que n < 34 es posible caracterizar los primos de la
forma 22 — ny? en términos del resto de p médulo el discriminante de la forma
cuadratica. Esto es asi porque el género principal de dicho discriminante consta
unicamente de la clase de equivalencia principal. En cambio, para n = 34, esto
va no es asi, y el género principal consta de dos clases de formas no equivalentes,
a saber, la de 22 — 342 y la de 3422 — 2, y lo maximo que pudimos probar en
[TA]] fue esto:
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Un primo p > 0 es de la forma +p = 2> —10y? si y sélo sip = 2,17 o

p=+1,49, 415,425, +33, £47, 449, £55 (méd 136).

En el capitulo VIII probaremos que es imposible caracterizar los primos p > 0
de la forma p = 2?2 — 10y? mediante congruencias, pero obtendremos esta carac-
terizacion igualmente satisfactoria:

Un primo p es de la forma p = 2% — 34y? si y sélo sip =2 o
p=+1,+9,4+15,£25,+33, £47, £49, 55 (mdd 136)
y la congruencia (c? +5)? = 8 (mdd p) tiene solucion.

Nuevamente, esta caracterizacion reduce el problema a una comprobacién
realizable en un ntmero finito de pasos. En general demostraremos (teorema 8.21)
que un primo p esta representado por la forma principal de un discriminante
dado si y s6lo si un cierto polinomio tiene una raiz modulo p.

Volviendo al desarrollo histérico, los resultados bésicos de la teoria de cuer-
pos de clases fueron demostrados por Takagi en 1920 (en una forma todavia
no muy refinada). En realidad Takagi probo resultados més potentes que los
conjeturados por Hilbert, pues no se limit6 a considerar los grupos de clases
usuales, definidos por Kummer y Dedekind, sino unos grupos de clases genera-
lizados introducidos por Weber poco antes. Grosso modo, sin entrar en ciertos
tecnicismos, Weber definié unos grupos H(m), donde m es un ideal de un cuerpo
numérico k, cuyos elementos son ciertas clases de equivalencia de ideales frac-
cionales primos con m, de modo que en el caso particular & = Q resultan ser los
grupos de unidades médulo m. Sim = 1 se obtiene el grupo de clases usual. Es-
tos grupos estan relacionados por epimorfismos canénicos f : H(m) — H(m'),
donde m’ | m, de modo que un subgrupo H < H(m) puede venir inducido por un
subgrupo de H(m’) (o sea, ser la antiimagen de un subgrupo de H(m')). Cada
subgrupo H tiene asociado un minimo ideal § tal que H es inducido desde H(f),
al que se le llama el conductor de H. Takagi demostré que para cada subgrupo
H de un grupo H(m) existe una extension abeliana K de k cuyo grupo de Galois
G(K/k) es isomorfo al grupo de clases H(m)/H. Los ideales primos de k que
se ramifican en K son exactamente los que dividen al conductor de H y, si un
primo p no divide a dicho conductor f y f es el orden de [p] en el grupo H(f)/H,
entonces el namero de divisores primos de p en K es h/f, donde h = |H(f) : H|.
El lector reconocera, pese a la imprecision de la exposiciéon, una forma general
de los teoremas de descomposicién de primos de los que hablabamos antes. En
especial, la forma en que un primo p de k se descompone en K solo depende de
su clase de equivalencia modulo H.

Las pruebas de Takagi eran esencialmente analiticas, basadas en funciones
dseta y en ciertas generalizaciones de las funciones L debidas a Hecke. En un
articulo posterior mostro una relacion entre el isomorfismo que relaciona el grupo
de clases con el grupo de Galois del cuerpo de clases y una generalizacion del
simbolo de Legendre, con ayuda de la cual Hilbert habia planteado su problema 9
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sobre la ley de reciprocidad generalizada. Fue finalmente Artin quien consiguio
en 1927 una descripcion explicita de dicho isomorfismo (hoy conocido como
isomorfismo de Artin), lo que supuso a la vez una simplificacién y un avance en
la teoria. Artin demostré la ley de reciprocidad general que hoy también lleva
su nombre.

La teoria comenz6 a tomar forma definitiva con el trabajo de Hasse. En
1925 publicd una recopilacion sistematica de los resultados de Takagi. Pensaba
publicar poco después una segunda parte, pero ésta se retrasé a causa de los
resultados de Artin, y no aparecié hasta 1930. En ella introdujo la mayor parte
de la notacion moderna y, lo que es més importante, aproveché con eficiencia el
concepto de “localizaciéon”.

La idea se remonta a Hensel, un alumno de Kummer que extrajo de los
prolijos célculos de éste el concepto de niameros p-adicos. Hensel observd que
los conceptos asociados a cuerpos numeéricos tienen anélogos locales, que surgen
al sustituir dichos cuerpos numeéricos por sus compleciones respecto a ideales
primos en el sentido del capitulo V de [TAl|, y postulé que las afirmaciones
globales de un cuerpo numérico k pueden obtenerse a partir de las afirmaciones
locales analogas para todos los primos de k, y viceversa. Por ejemplo, si k es un
cuerpo numeérico, para cada primo p se puede definir el discriminante local A,
de k y se prueba que A, es simplemente la maxima potencia de p que divide
al discriminante global A, de modo que el discriminante global puede obtenerse
como el producto de los discriminantes locales.

Hasse era alumno de Hensel, y en su tesis doctoral dio un buen ejemplo de
la validez de la conjetura de su maestro al demostrar una versiéon del teorema
de Hasse-Minkowski [TAl 6.31]. Este teorema muestra también que, aunque las
relaciones entre propiedades locales y globales pueden ser muy naturales, las
pruebas no son necesariamente triviales.

Al aplicar estos principios a la teoria de cuerpos de clases dedujo de la teoria
global una teoria local, mas sencilla en algunos aspectos, demostré que la teoria
global podia a su vez ser deducida de la teoria local, y plante6 como problema
el construir la teoria local independientemente de la teoria global.

En los anos posteriores las pruebas fueron simplificadas, béasicamente por
Artin, Herbrand y Chevalley. Un avance muy importante fue la introduccion
por Chevalley de los llamados elementos ideales. Se trata de un concepto téc-
nico que trataremos con detalle en el capitulo III. De momento digamos tan
s6lo que consiste en una generalizaciéon de la representacion geométrica de los
cuerpos numéricos que presentamos en el capitulo III de [TAl| y que relaciona
fuertemente los hechos locales con los globales.

Los resultados centrales de la teorfa de cuerpos de clases tienen tal grado
de profundidad que fueron muchos los esfuerzos dedicados a presentarlos desde
diversos puntos de vista, con la esperanza de entenderlos lo mejor posible. Cier-
tamente, desde los trabajos originales de Takagi, bastante oscuros, hasta la
introduccion de los elementos ideales y el isomorfismo de Artin, se habia reco-
rrido un largo trecho, pero todavia quedaba mucho por hacer. Weil obtuvo una
interesante presentacién de la teoria en términos de algebras, aunque pronto
se vio que el tnico elemento relevante eran los cociclos que determinaban las
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algebras involucradas. Con esto se llegd a una exposicién en términos de la
cohomologia de grupos, que ha resultado ser muy iluminadora.

Ante el dilema de presentar la teoria en términos cohomolégicos o en térmi-
nos mas clasicos, hemos optado por las dos soluciones a la vez. Primeramente
la exponemos sin apoyarnos en la cohomologia de grupos. Asi conecta de forma
directa con nuestro libro de teoria de niimeros y, a nuestro parecer, resulta mu-
cho mas natural y accesible para una primera lectura. No obstante, en los dos
altimos capitulos exponemos también la version cohomolégica, pues creemos
que es el momento en que realmente puede apreciarse todo su valor. Por conve-
niencia hemos aislado toda la teoria necesaria sobre cohomologia de grupos en
el apéndice B.

Esperamos que el lector disfrute al encontrarse con la magnificencia de esta
rama de las matematicas, tanto en la elegancia de sus métodos como en la pro-
fundidad de sus resultados. Asi mismo, al comparar con nuestro libro de teoria
de nameros, el lector tendré opcion de comprender como una teoria de tal grado
de abstracciéon ha surgido de forma natural a partir de los célculos y observa-
ciones concretas, cada vez mas penetrantes, realizados por los matematicos del
siglo pasado.

Ademas de [ITA]] y [TAl], usaremos a menudo como referencia nuestro libro
de Algebra [Al] y ocasionalmente el de Teoria de grupos [TG]. Para probar un
resultado que no es esencial en este libro usaremos también las diferenciales y
residuos de series formales de potencias expuestas en nuestro libro de Geometria
algebraica [GA]. También supondremos al lector familiarizado con la topologia
basica expuesta en los primeros capitulos de nuestro libro de Andlisis matemd-
tico [An], aunque no daremos referencias especificas. Ademés, haremos alguna
referencia ocasional a nuestro libro de Introduccion a la teoria analitica de nime-
ros [ITAn]. Los resultados de cohomologia de grupos expuestos en el apéndice B
son en su mayor parte casos particulares de la teoria sobre funtores derivados
expuesta en nuestro libro de Topologia algebraica [TA], y haremos referencia
a ellos a titulo orientativo, pero probaremos todos los hechos que necesitamos
para no depender de dicha exposicién en términos de espacios anillados, mucho
mas general que la que necesitamos aqui.



Capitulo 1

El simbolo de Artin

Recordemos [Al 8.26] que un dominio de Dedekind es un dominio integro D
en el que todo ideal propio se descompone de forma tinica en producto de ideales
primos. El caso “tipico” es el de los anillos de enteros algebraicos de los cuerpos
numeéricos. Aunque, en general, no son dominios de factorizaciéon tnica, siempre
tienen factorizacion dnica ideal, y en en términos de esta factorizacion ideal en
los que hay que estudiar su aritmética. Sin embargo, aunque éste sea el caso
maés relevante, conviene trabajar en el contexto més general de los dominios de
Dedekind, porque asi los resultados se aplican a otros contextos de interés, como
es el caso local que resulta de tomar la complecién k, del cuerpo de cocientes
k de D respecto de la topologia p-adica inducida por un primo p [TAl 5.13] y
considerar su anillo de enteros (la clausura de D) que es trivialmente un dominio
de Dedekind con un tnico primo.

Aqui vamos a trabajar con dominios de Dedekind que cumplan una propie-
dad adicional que se da ciertamente en los casos que acabamos de mencionar.
Recordemos [TAl 2.49] que un dominio de Dedekind tiene restos finitos si, para
cada primo! p en D, el cuerpo de restos l_cp = D/p es finito, lo que permite
definir la norma absoluta Np = |D/p|.

En realidad no vamos a estudiar tanto los dominios de Dedekind como las
extensiones de dominios de Dedekind. Recordemos [TAl 2.25] que dos dominios
de Dedekind D C E con cuerpos de cocientes & C K forman una extension
(finita) E/D de dominos de Dedekind si E es la clausura entera de D en K y
es un D-modulo finitamente generado. Entonces K/k es necesariamente una
extension finita de cuerpos.

Entonces cada primo p en D, identificado con el ideal que genera en E (que
es no trivial, por [TAl 2.28]), se descompone en factores primos en la forma

p= f”p(lel U 78‘,«7
donde e; = e(P;/p) es el indice de ramificacion de p en P, [TAl 2.30].

LCuando hablemos de primos en un dominio de Dedekind entenderemos que nos referimos
siempre a ideales primos no nulos.
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En general, si P es un primo en £y p es el tnico primo de D al cual divide
|TAI 2.29], se cumple que el cuerpo de restos kg es una extension finita de ky y
se define [TAl 2.31] el grado de inercia f(B/p) = kg : kpl.

Una relacion fundamental [TAl 2.34] asociada a la factorizacion en E de un
primo p de D es que

n = fie1 +--- frer,

donde n es el grado de la extension (es decir, |K : k|) y fi, e; son el grado de
inercia y el indice de ramificacién de cada uno de los factores primos de p en E.

Observemos que si F/D es una extension de dominios de Dedekind y D tiene
restos finitos, entonces lo mismo le sucede a E, pues, de hecho, si P es un primo
en E'y p es su divisor primo en D, se cumple que NB = (Np)”.

En lo que sigue vamos a trabajar tnicamente con extensiones de Galois
de dominios de Dedekind (es decir, tales que la extension K/k de cuerpos de
cocientes sea finita de Galois), y en tal caso el teorema [TAl 2.40] nos asegura
que, en la descomposicion de un primo, todos los grados de inercia y todos los
indices de ramificaciéon son iguales.

1.1 El simbolo de Frobenius

Consideramos la situacion que acabamos de describir, es decir, que E/D es
una extension de Galois de dominios de Dedekind con restos finitos. Sea K/k la
extension correspondiente de cuerpos de cocientes, fijamos un primo 3 en E y
llamamos p a su divisor primo en D. Representaremos por k = D/py K = E/%B
los cuerpos de restos.

Entonces el grupo de Galois G = G(K/k) acttia sobre los divisores primos
de p y podemos considerar [TAl 2.41] el grupo de descomposicion

Gy ={oeG|a(P) =P}

Segtn el teorema [TAl 2.43], la extension K /k es finita de Galois y tenemos
un epimorfismo
Gy — G(K/k)

dado por ([a]) = [o(a)], cuyo ntcleo es, por definicién, el grupo de inercia
de P [TAl 2.44], cuyo orden es el indice de ramificacion e(3/p).

Asi pues, si B es no ramificado sobre p, el grupo de inercia es trivial y el
epimorfismo anterior resulta ser un isomorfismo.

Por otra parte, segin [Al 9.2] el grupo de Galois G(K /k) es ciclico, y un
generador de G(K /k) es el automorfismo de Frobenius o dado por o(c) = NP,
para todo ¢ € K.

Esto nos lleva a la definicion siguiente:
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Definicion 1.1 En las condiciones anteriores, llamaremos simbolo de Frobenius
de P a la antiimagen de o por el isomorfismo descrito en el teorema [TAl 2.43].
Lo representaremos por

K/ k:)
—— | € Gy.
( v )
Asi pues, el simbolo de Frobenius es por definicion el Gnico automorfismo
7 € Gy que cumple 7([a]) = []NP para todo a € E o, lo que es lo mismo,

7(a) = aNP (méd PB) para todo a € E.

En realidad el simbolo de Frobenius es el tinico automorfismo de todo el
grupo de Galois G(K/k) con esta propiedad. Lo demostramos en el teorema
siguiente junto con otras propiedades elementales.

Teorema 1.2 Sea E/D una extension finita de Galois de dominios de Dedekind
con restos finitos. Sea K/k la extension de los cuerpos de restos. Sea B un
primo en E y sea p el primo de D al cual divide. Supongamos que e(P/p) = 1.
Entonces:

a) (KT{IC) es un generador del grupo de descomposicion Gy (luego su orden

es [(B/p)).

b) Para todo oo € E se cumple

(%) (@)= 0" msa ).

c) (%) es el dnico k-automorfismo de K que cumple b).

d) Para todo 7 € G(K/k) se cumple

()~ (%)~ (3

e) Si L es un cuerpo intermedio y p’ es el primo de L divisible entre B,

entonces
K/L K/k f(p'/p)
(5)-(5)

f) En las condiciones de e), si ademds la extension L/k es de Galois, se

cumple que
()~

y (%k) € G(K/L) si y sdlo si f(p'/p) = 1.
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g) Si L es otra extension finita separable de k, ' es un primo en KL que
divida a B y p’ es el primo de L divisible entre ', entonces KL/L es una
extension finita de Galois, B’ es no ramificado sobre p’ y

KL/L (KK f'/p)
(o)l =(5)

DEMOSTRACION: a), b) Por la definicién del simbolo de Frobenius.

c) Basta probar que si T € G(K/k) cumple 7(a) = aN? (méd ) para todo
a € E, entonces 7 € Gyp. Ahora bien, si a € P entonces P | a y P | 7(a) —aNP,
luego P | (), es decir, 7(P) C P, y por maximalidad 7(P) = L.

d) En primer lugar, e(7(P)/p) = e(B/p) = 1, luego esta definido (K—/k)

7(B)
(%) @)

luego aplicando 7 queda

Se cumple

7 (@)N? (méd ),

(f;é"“) (@) = aN? (mod 7()).

Concluimos aplicando c).

e) Por la transitividad del indice de ramificacion tenemos que e(B/p’) = 1.
También es claro que Np’ = (Np)/, donde f = f(p’,p). Notemos ademés que
Gy NG(K/L) = G(K/L)y, por lo que se trata del tnico subgrupo de Gy de

orden f(PB/p’), luego
f
(5 cam
pues tiene orden f(P/p’). Como

(I;ék)f (0) = a®?” (mod )

para todo « € F, y basta aplicar c).
f) De nuevo por la transitividad se cumple e(p’/p) = 1. Tenemos que

(s

para todo a € E, luego en particular, si llamamos F' a la clausura entera de D

en L,
(%)

) (a) = NP (méd P),

(a) = a™® (méd p'),
L
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para todo « € F', luego podemos aplicar ¢). Ademas

(K/k> € G(K/L) siy solo si <K/’“>

T r ), "

L

si y solo si <Lp/,k> =1, siysolosi f(p'/p) =1,

pues f(p’/p) es el orden del simbolo de Frobenius.

g) Por [Al 5.45] la extension K L/L es finita de Galois. Localizando en los
primos involucrados y aplicando el teorema [TAl 9.4] concluimos que P’ es no
ramificado sobre p’. Ademéas Np’ = (Np)/, donde f = f(p'/p).

f'/p)

Es claro que tanto (Kf;,/L) ‘K como (%) dejan fijo a P (es decir,

estan en el grupo de descomposicion Gsz). Sea F la clausura entera de D en K L.

Entonces
KL/L
{B/

para todo a € F' y, en particular,

(K;g//L> ‘K (@) = aNP = ([%k)f () (méd B)

para todo o € E, luego ambos automorfismos inducen el mismo automorfismo
en E/D. Como la correspondencia es un isomorfismo, ha de ser

(55~ (5 .

1.2 El simbolo de Artin

> (a) = a®™P" (mod ')

A partir de aqui nos restringimos al caso de las extensiones abelianas de
dominios de Dedekind:

Definiciéon 1.3 Sea E/D una extension abeliana de dominios de Dedekind con
restos finitos, sea K/k la extension de los cuerpos de cocientes y sea p un primo
de D cuyo indice de ramificacion (sobre cualquiera de sus divisores en E) sea 1.
En estas circunstancias el apartado d) del teorema anterior implica que el sim-

K/k

bolo de Frobenius ( % ) es el mismo automorfismo para cualquier divisor B

de p en E. A este automorfismo lo llamaremos simbolo de Artin, y lo represen-

— .
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Sea A el discriminante [TAl 9.33] de la extension E/D (que es un ideal en D).
Sea I(A) el grupo de los ideales fraccionales de D primos con A, es decir, los
ideales fraccionales de la forma

a=[[p",
p

donde p recorre los ideales primos de D que no dividen a A y los ntmeros my
son enteros y casi todos nulos.

Puesto que todos estos primos p son no ramificados en E (por [TAl 9.39]),
podemos definir el simbolo de Artin del ideal fraccional a como

() -11(5)

(Observemos que esto no tendria sentido si el grupo de Galois no fuera abeliano).

Asi tenemos definido un homomorfismo de grupos w : I(A) — G(K/k),
que recibe el nombre de homomorfismo de Artin.

Las propiedades elementales del simbolo de Artin se deducen inmediata-
mente de las del simbolo de Frobenius.

Teorema 1.4 Sea E/D una extension abeliana de dominios de Dedekind con
restos finitos, sea K/k la extension de sus cuerpos de cocientes y sea A el
discriminante de la extension.

a) Sip € I(A) es un ideal primo, entonces el simbolo de Artin cumple

(Kp/k) (a) = aN? (méd p),

para todo o € E, y es el unico k-automorfismo de K con esta propiedad.
Su orden es el grado de inercia [ dep respecto a cualquiera de sus divisores
en F.

b) Si L es un cuerpo intermedio y a € I(A), entonces

LIkN _ ( K[k
a ) \a
¢) Si L es un cuerpo intermedio, a es un ideal fraccional de L y N(a) € I(A)
(donde N(a) es la norma de la extension L/k), entonces

(K/L) . (K/k)

a /  \N(a)

d) Si L es una extension abeliana de k, a es un ideal fraccional en L vy
N(a) € I(A), (donde N(a) es la norma de la extension L/k), entonces

().~ (@)

L
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DEMOSTRACION: a) Tenemos que p se descompone en factores primos dis-
tintos en E (es decir, con multiplicidad 1), y cada uno de ellos divide a

(8-

para todo a € F, luego su producto p también divide a este elemento.

Si un automorfismo 7 cumple 7(a) = oN? (méd p) para todo o € E, en
particular cumple 7(a) = oNP (mdd B), donde P es cualquier divisor de p
en F, luego 7 es el simbolo de Artin de p. El orden del simbolo de Artin es f
por 1.2 a).

b) Del teorema 1.2 f) se sigue que esta propiedad se cumple para ideales pri-
mos, luego por multiplicatividad es cierta para ideales fraccionales cualesquiera.
Notemos que si los primos que dividen a a no se ramifican en K tampoco se
ramifican en L.

¢) es un caso particular de d).

d) La teoria de Galois nos da que la extension KL/L es también abeliana
y, usando el teorema [TAl 9.4], es facil ver que los dos simbolos de Artin estan
definidos. Por la multiplicatividad basta probar el teorema para un ideal primo
p’, pero este caso es consecuencia del teorema 1.2 g). Si llamamos P’ a un
divisor de p’ en KL, B al primo de K divisible entre 3’ y p al primo de k
divisible entre todos éstos, tenemos:

()~ (5L () - (3= ()

Veamos algunas aplicaciones del simbolo de Artin. Como primera muestra
de la potencia de la teoria que tenemos ahora a nuestra disposicién daremos una
prueba sencilla y libre de calculos de la irreducibilidad sobre @Q del polinomio
ciclotéomico.

Observemos que si ¢ es una raiz m-sima primitiva de la unidad y K = Q((),
entonces todo automorfismo o € G(K/Q) ha de enviar a ¢ a otra raiz primitiva,
es decir, ha de ser o(¢) = (", para cierto entero r tal que (r,m) = 1. Ademés r
esta determinado moédulo m y determina completamente a o, luego la aplicaciéon
que a cada o le asigna la clase de r médulo m es un monomorfismo del grupo
de Galois G(K/Q) en el grupo U, de las unidades de Z/mZ.

La irreducibilidad del polinomio ciclotémico equivale a que el grado de la
extension K/Q sea ¢(m), lo que a su vez equivale a que el monomorfismo que
hemos descrito sea suprayectivo.

Esto es lo que prueba el teorema siguiente, donde el tnico hecho que se usa
sobre K es que si r es un primo que no divide a m, entonces r no se ramifica
en K. Esto se puede demostrar directamente como sigue: sea f(z) el polinomio
minimo de ¢. Entonces tenemos que f(x) | 2™ — 1, luego f/(¢) | m¢™ ™1, y sir
se ramifica en K, cualquier primo que divida a r en K ha de dividir al diferente
de K, que a su vez [TAl 9.23] divide a f'(¢) | m, luego también r | m.
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Teorema 1.5 Sea m > 2 un nidmero natural, sea { una raiz m-sima primitiva
de la unidad y sea K = Q((). Sir es un nimero natural primo con m entonces
el simbolo de Artin de r viene determinado por

(") @=c

r

DEMOSTRACION: Por la multiplicatividad basta probar el teorema cuando
r es primo. En general sabemos que la imagen de ¢ ha de ser una raiz m-sima
primitiva de la unidad, es decir,

(K/@

r

) ¢)=¢",  con (t,m)=1.

Aplicando el teorema 1.4 a) se ha de cumplir ¢* = (" (méd r). Ahora bien,
si v es un primo de K que divida a r, esto implica que ¢! = ¢" (méd t), pero
en el cuerpo E/t el polinomio 2™ — 1 tiene todas sus raices distintas, pues su
derivada es maz™~!, que sélo se anula en 0, luego si ¢! y (" coinciden moédulo ©

es que son iguales, es decir,
K/Q ,
(") @ =c

r | ]

Observemos que el caso en que 2 | m pero no se ramifica no necesita ser
considerado, pues esto ocurre cuando m = 2m/, con m’ impar, pero entonces el
cuerpo ciclotémico m-simo es el mismo que que el cuerpo ciclotémico m’-ésimo,
ya que si ¢/ es una rafz m’-ésima primitiva de la unidad, entonces ( = —(’ es una
raiz m-sima primitiva de la unidad. De todos modos, teniendo esto en cuenta
es facil ver que el simbolo de Artin de 2 viene dado por

(Ké@> )=~ (Ké@> () = =¢% == = (2 = (D,

El interés del simbolo de Artin se debe esencialmente a que el orden del
simbolo de Artin de un primo coincide con su grado de inercia y, conocido
el grado de inercia (de un primo no ramificado), conocemos completamente
el modo en que factoriza. Veadmoslo en la practica en el caso de los cuerpos

ciclotémicos. Es interesante comparar la prueba del teorema siguiente con la de
[TAI 2.38]:

Teorema 1.6 Sea m > 2 un numero natural y sea K el cuerpo ciclotomico
m-simo sobre Q.

a) Sea p un primo que no divida a m, sea f = o, (p) el orden de p mddulo
m y sea r = ¢(m)/f. Entonces la factorizacion de p en K es de la forma
p = p1---p,, donde todos los factores son distintos y el grado de inercia

es f.

b) Seam =p'm’, con (p,m') =1, sea e =$(p'), f = om(p) yr=(m')/f.
Entonces la factorizacion de p en K es de la forma p = (p1---p,)¢, donde
todos los factores son distintos y su grado de inercia es f.
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DEMOSTRACION: a) El grado de inercia de p es igual al orden de su simbolo
de Artin, que es el automorfismo que se corresponde con [p] a través del isomor-
fismo entre el grupo de Galois y el grupo de unidades médulo m, luego dicho
grado es f = 0,,(p). El resto es obvio.

b) Supongamos que p’ # 2. El caso contrario se reduce al caso a) teniendo
en cuenta que entonces K es también la extension ciclotémica de orden m'.

Sea L la extensién ciclotomica de orden p’ y sea M la extension ciclotémica
de orden m/. Es fécil ver que K = LM. Sea 3 un primo que divida a p en K y
sean pi, po los primos de L y M respectivamente divisibles entre 3.

Por el teorema [TAl 9.42] sabemos que e(p1/p) = ¢(p') = e y, como p
no divide al discriminante de M, tenemos que e(ps/p) = 1. Localizando y
aplicando el teorema [TAl 9.4] concluimos que e(3/p1) = 1, luego se cumple
que e(P/p) = ¢(p*), como afirma el enunciado.

Asi pues e(/p2) = e. Como |K : M| = e, necesariamente f(B/p2) =1,y
por lo tanto f(B/p) = f(p2/p) = om (p) por a). El resto es obvio. "

Con esto la aritmética ideal basica de los cuerpos ciclotémicos queda com-
pletamente determinada.

Ejemplo Ahora vamos a usar los simbolos de Artin para analizar la descom-
posicién en primos en el cuerpo K = Q(v/5,/=5). Se trata de una extension
finita de Galois cuyo grupo de Galois es de tipo Cs x C3. Segin vimos en la
seccion 9.6 de [TAl], el discriminante vale A = 400. Por lo tanto los tnicos
primos que se ramifican son 2 y 5.

Si p es cualquier otro primo, su comportamiento en K depende exclusiva-
mente del orden de su simbolo de Artin: si es igual a 2 tendremos f = 2, luego
p = P1po, para ciertos primos p; y po de K. Si el orden es 1 entonces f = 1,
luego p = p1p2pspa.

De este modo, el comportamiento de un primo depende sélo de si su simbolo
de Artin es o no la identidad. Para averiguarlo podemos calcular la restriccion
a los distintos cuerpos cuadréaticos contenidos en K y razonar a la inversa: si un
primo se escinde en un cuerpo cuadratico su simbolo de Artin es la identidad,
y si se conserva es la conjugacién.

El comportamiento de un primo en los cuerpos Q(v/5), Q(v/—=5) vy Q(i)
depende de su resto modulo 5, 20 y 4 respectivamente, luego para contemplar
todos los casos hemos de trabajar modulo 20. La tabla siguiente recoge todas
las posibilidades:

p (méd 20) | V5 V=5 /-1

I, 9 + O+
3, 7 - -
11, 19 + - -
13, 17 - - 4

Un signo positivo indica que los primos congruentes con los nimeros de la
fila correspondiente se escinden en el cuerpo de la columna correspondiente,
mientras que el signo negativo indica que se conservan. Equivalentemente, el
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simbolo de Artin es la identidad si el signo es + y la conjugacion si el signo es
— (por lo tanto la imagen de V/d por el simbolo de Artin es +v/d segin el signo
de la tabla). Omitimos las comprobaciones por ser de sobra conocidas (véase la
Tabla 2.1 de [TAl]).

Esto determina completamente la factorizacion de los primos distintos de
2 y 5. Vemos que el simbolo de Artin so6lo es la identidad sobre los primos
congruentes con 1 y con 9 moédulo 20, luego éstos son los que se escinden com-
pletamente en cuatro factores. Los restantes se escinden en dos factores. De aqui
también se deduce la factorizacion en K de los primos de los tres cuerpos inter-
medios. Por ejemplo, un primo p = 11 (méd 20) se descompone como p = p1psy
en Q(v/5) y, como su descomposicién en K es del mismo tipo, concluimos que
cada p; se conserva primo en K.

Las factorizaciones de 2 y 5 pueden ser obtenidas comparando sus factoriza-
ciones en los cuerpos Q(v/5) y Q(v/—1), teniendo en cuenta que sus discrimi-
nantes son primos entre si. Concretamente se obtiene que 2 = p? y 5 = (p1p2)2.
Observemos que ningtn primo de Z se conserva primo en K. ]

Ejemplo En el ejemplo anterior el simbolo de Artin nos ha permitido calcular
las factorizaciones en un cuerpo mayor a partir de las factorizaciones en cuerpos
menores. También es posible proceder en sentido contrario. Por ejemplo, sea K
el cuerpo ciclotémico de orden 13 y consideremos kK = K NR. Es claro que k es
un cuerpo de grado 6 sobre Q. La factorizaciéon de los primos en K depende de
su resto modulo 13. Esta es la tabla del orden de los restos modulo 13:

p(méd13) | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
orden (=f)| 1 12 3 6 4 12 12 4 3 6 12 2
r 2 1423 1 134 2 1 6

La ultima fila es el nimero r de primos en que se descompone en K un primo
racional cuyo resto moédulo 13 sea el de la columna correspondiente.

La aplicacion que a cada automorfismo de K le asigna su restriccion a k
es un epimorfismo de grupos cuyo niicleo es el Gnico automorfismo de orden 2.
Si un automorfismo tiene, por ejemplo, orden 6 eso significa que su cubo es el
automorfismo de orden 2, luego la restriccion a k de dicho cubo es la identidad,
luego la restriccién pasa a tener orden 3. En general, el orden de la restriccion
a k de un automorfismo de orden par es la mitad del orden del automorfismo
de partida.

Si un automorfismo tiene orden impar, ninguna de sus potencias es el au-
tomorfismo de orden 2, luego las restricciones a k de estas potencias no son la
identidad en k hasta que no llegamos a la identidad en K, es decir, el orden se
conserva.

Concluimos que el orden del simbolo de Artin de un primo en k es la mitad
del orden de su simbolo de Artin en K si este orden es par y el mismo si es
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impar. He aqui la tabla:

p (méd 13) ‘ 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12
ordenen K |1 12 3 6 4 12 12 4 3 6 12 2
ordenenk |1 6 3 3 2 6 6 2 3 3 6 1
r (en k) 6 1 2 2 3 1 1 3 2 2 1 6

Por ejemplo, los primos racionales que se conservan primos en K son exacta-
mente los congruentes con 2, 6, 7, 11 (méd 13). La tabla determina totalmente
la factorizacién en k salvo por el primo 13, pero, como 13 se ramifica totalmente
en K (f =1, e = 12), es claro que lo mismo le sucede en k. (Compérese con
[TAl 2.46]). ]

Reflexionemos sobre estos resultados: La forma en que un primo racional
factoriza en la extension ciclotémica m-sima depende tnicamente de su resto
modulo m. Sabemos que, en los cuerpos cuadraticos, el tipo de descomposiciéon
depende so6lo del resto modulo el discriminante, en Q(\/g, v/=5) hay que con-
siderar clases modulo 20 (mientras que el discriminante es 400) y en el altimo
ejemplo la factorizacion depende de los restos modulo 13. ;Podemos encontrar
una relaciéon entre estos fendémenos?

Ante todo notemos que el hecho de que la descomposicion de los primos
de una extension dependa solo del resto médulo un cierto ntimero no es algo
trivial. Por ejemplo, en el caso de los cuerpos cuadraticos es una consecuencia
de la ley de reciprocidad cuadratica. Ademés hay cuerpos en los que no sucede
nada parecido.

La clave del buen comportamiento de los ejemplos que hemos considerado
esta en el teorema siguiente:

Teorema 1.7 Sik es un subcuerpo del cuerpo ciclotémico de grado m, entonces
la descomposicion en k de los primos racionales que no dividen a m depende
solo de su resto modulo m.

DEMOSTRACION: El discriminante de k divide al de la extension ciclotémica
m-sima, llamémosla K, luego los primos que no dividen a m son no ramificados
en k. Si dos de ellos son congruentes moédulo m entonces su simbolo de Artin
en K es el mismo, luego también lo es su restriccion a k, que es el simbolo de
Artin en k, luego factorizan igual. m

Respecto al caso de los cuerpos cuadraticos, observemos que si p es primo y ¢
es una raiz p-ésima primitiva de la unidad, entonces el cuerpo Q(¢) tiene grupo
de Galois ciclico de orden p — 1, luego contiene un dnico cuerpo cuadratico K.
Como el discriminante de K ha de dividir al del cuerpo ciclotémico, que es
potencia de p, ha de ser necesariamente K = Q(,/p) o bien K = Q(y/—p).
El signo es el que hace que +p = 1 (mdd 4), pues con el signo contrario el
discriminante de K seria 4p. Ahora bien, como \/—p = i,/p, si Q(() contiene a
uno de estos dos cuerpos cuadraticos, el otro esta contenido en Q((,1%), que es
el cuerpo ciclotémico de orden 4p. Mas en general tenemos:
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Teorema 1.8 FEl cuerpo cuadrdtico de discriminante A estd contenido en el
cuerpo ciclotémico de orden |Al.

DEMOSTRACION: Sea d un entero impar libre de cuadrados d = 1 (méd 4).
Entonces podemos factorizarlo como d = p; ---p;, donde los nameros p; son
primos impares con el signo adecuado para que sean congruentes con 1 médulo 4.
Segin la observacion previa al teorema,

Q(Vd) € Q(vpr) -+~ Qvpr) € QQ),

donde ¢ es una raiz de la unidad de orden |d| (pues Q(¢) contiene a los cuerpos
ciclotomicos de 6rdenes p;). Como el discriminante de Q(v/d) es d, el teorema
esta probado en este caso.

Para —d el discriminante es —4d y, por otro lado,
Q(V=d) c Q(Vd, i) € Q(¢,9),

y el altimo cuerpo es el cuerpo ciclotomico de orden 4d, luego también se cumple
el teorema.

Finalmente, el discriminante de Q(+/£2d) es +8d y, si w = @ + g i, en-

tonces es claro que i,v/2 € Q(w), luego Q(v%2d) ¢ Q(Vd, vV£2) € Q(¢,w), v

el altimo cuerpo es el cuerpo ciclotomico de orden |8d|. n

A la luz de este teorema, el hecho de que la factorizacion de un primo en un
cuerpo cuadratico dependa sélo de su resto modulo el discriminante es un caso
particular del teorema 1.7. Es razonable conjeturar que mediante el simbolo de
Artin podremos obtener las leyes de descomposicion de los primos en cuerpos
cuadraticos a partir de las leyes correspondientes para cuerpos ciclotémicos,
pero las primeras son equivalentes a la ley de reciprocidad cuadrética, luego
no deberia ser dificil probar ésta ultima. EIl primero en observar que la ley
de reciprocidad se deduce de las propiedades de factorizaciéon de los primos en
los cuerpos ciclotémicos (de orden primo) fue Kronecker, alumno y amigo de
Kummer. Por supuesto, la prueba que sigue dista mucho de ser la original.

La ley de reciprocidad cuadratica Nos apoyaremos en una de las leyes
complementarias: (—1/p) = (—=1)?=Y/2] cuya prueba es tan simple que no
merece la pena abordarla desde un punto de vista abstracto (véase [ITAl 3.38]).

En general, si K es un cuerpo cuadratico de discriminante A, su anillo
de enteros es de la forma E = Z|w], donde el polinomio minimo de w tiene
discriminante A. Si ¢ es un primo impar que no divide a A y q es un divisor
de ¢ en E, entonces E/q = (Z/(q))[w], luego g se escinde en K si y solo si
[w] € Z/(q), si y solo si el discriminante del polinomio minimo de w es un
cuadrado en Z/(q), si y solo si (A/q) = 1.

Consideremos dos primos impares distintos p y ¢ de modo que p = 1 (méd 4).
Sea ( una raiz p-ésima primitiva de la unidad. Segun el teorema 1.8 tenemos

que Q(y/p) C Q(¢) y, seglin acabamos de ver,

g se escinde en Q(\/p) & <}qj) =1
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El grupo de Galois G(Q(¢)/Q) es ciclico de orden p—1 y es isomorfo al grupo
U, de las unidades modulo p. El grupo G(Q(¢)/Q(/p)) es su tnico subgrupo
de indice 2, que se corresponde con el tinico subgrupo de indice 2 de U, que
es el nuacleo del homomorfismo definido por el simbolo de Legendre ( /p). Es
decir, el automorfismo de Q(¢) correspondiente a la clase [¢] fija a Q(y/p) siy
solo si (¢/p) = 1. Pero el automorfismo asociado a ¢ es el simbolo de Artin de g,
luego

(2) =14 (22 ccaorawm) « (22

=1
p q q )‘Q(\/ﬁ)

& (W@> =1 ¢ se escinde en Q(/p) & (p) =1.
q q
Supongamos ahora que p, ¢ = —1 (mé6d 4). Entonces Q(v/—p) € Q(¢) y
el razonamiento anterior es valido con la tinica variante de que ¢ se escinde en

Q(v/=p) si y solo si (—p/q) = (—1/q)(p/q) = 1, o sea, si y solo si (p/q) = —1.

También podemos probar la formula para (2/p). El razonamiento anterior
nos lleva a que si p = 1 (mé6d 4) entonces (2/p) = 1 si y solo si 2 se escinde en
Q(/P ), lo que equivale a que el polinomio 22 — 2+ (p—1)/4 tenga sus raices en
Z/(2), lo que a su vez equivale a que 2 | (p — 1)/4, o sea, a que p = 1 (mdd 8).
Sip = —1 (méd 4) razonamos con —p y llegamos a que (2/p) =1 si y s6lo si 2
se escinde en Q(1/—p), lo que nos lleva analogamente a que —p = 1 (méd 8).

En resumen tenemos que (2/p) =1 si y solo si p = +1 (méd 8). "

Ahora vemos que la razon por la que la descomposicion de los primos racio-
nales en K = Q(v/5,/—5) depende de su resto modulo 20 es que K = Q(v/5,14)
esta contenido en el cuerpo ciclotémico de orden 20.

Kronecker conjetur6 que toda extension abeliana de Q esta contenida en un
cuerpo ciclotémico, lo que implica que, en cualquiera de ellas, la factorizacion
de los primos depende sblo de su resto moédulo un entero fijo. La conjetura es
correcta, si bien no es nada facil de probar y ain no estamos en condiciones
de hacerlo, pero conviene tenerla presente porque explica la razon por la que
los cuerpos ciclotémicos van a tener tanta importancia en la teoria que estamos
desarrollando.

Ejemplo Ahora calcularemos el grupo de inercia y el grupo de descomposicion
de un primo en una cierta extension. Por ejemplo, sea K el cuerpo ciclotémico
de orden 40 y el primo racional p = 5. Como el orden de 5 médulo 8 es 2, el
teorema 1.6 nos da la factorizacion 5 = (pq)*.

El grado de la extensién es n = 16, el indice de ramificacion es e = 4 y el
grado de inercia es f = 2. El grupo de descomposicion de p tendra orden ef = 8
y fijard a un cuerpo F' de grado 2 sobre Q.

El teorema [TAl 2.42] nos dice que la descomposicion de 5 en F' sera de la
forma 5 = p’q’. De hecho, si encontramos un cuerpo F’ en el que 5 factorice de
este modo podemos asegurar que la factorizacion de p’ en K sera de la forma
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p’ = p*, pues no pueden aparecer mas primos y el indice de ramificacién ha de
ser 4. El teorema [TAl 2.45] nos garantiza que F' C F' y, si ademéas F”’ tiene
grado 2 sobre Q, tendremos la igualdad.

Ahora bien, conocemos un cuerpo intermedio donde 5 factoriza de este modo:
el cuerpo ciclotémico de orden 8. Llamémoslo Kg. Asi pues, F' C Kg.

El teorema 1.6 nos da que en Kg las constantes de 5 son e = 1, f = 2, luego
ciertamente tenemos 5 = p’q’ y el grupo de descomposicion de p’ tendra orden 2
y fijard a un cuerpo de grado 2 sobre Q en el que 5 se descompondré también
en dos factores. Por lo tanto el cuerpo que buscamos es precisamente el cuerpo
de descomposiciéon de p’ en K.

Como 5 es no ramificado en Kg, sabemos que el grupo de descomposicion de
p’ esta generado por el simbolo de Artin de 5, que es el automorfismo o dado
por o(¢) = ¢° (donde ( es una rafz octava primitiva de la unidad). Si tomamos
por ejemplo z = @ + @ i se ve claramente que Kg = Q(v/2,1) (una inclusién es
obvia y los grados coinciden). Ademas v/2 = ¢ + (7, i = ¢2, lo que nos permite
calcular o(v/2) = —v2 y o(i) = i.

Ahora es claro que el cuerpo fijado por o es F' = Q(i) y éste es el cuerpo de
descomposiciéon de 5 en K.

Obviamente, podriamos haber pensado directamente en Q(i) y nos habria-
mos ahorrado pasar por Kg, pero de todos modos necesitamos las consideracio-
nes anteriores para calcular el grupo de descomposicion.

Claramente se trata de la imagen de G(K5/Q) x (o) a través del isomorfismo
G(K5/Q) x G(Kg/Q) = G(K40/Q) o, usando la representacion en términos de
clases de enteros, la imagen de Us x ([5]) a través del isomorfismo Us X Ug = Uyy.
Teniendo en cuenta que Us = ([2]), esta imagen es el grupo G5 = ([17], [21]).

Ahora calcularemos el cuerpo de inercia de 5. Llamémoslo Z. Sabemos que
Z tiene grado 4 sobre Q, contiene a F y las constantes de 5 para Z/Q son
e =1, f = 2. De hecho Z es el tnico cuerpo que cumple esto, ya que en estas
condiciones, si p es un divisor de 5 en Z, su grado de inercia en K/Z es f =1,
luego todo automorfismo de G(K/Z) induce la identidad en el cuerpo de restos
K (induce un automorfismo que fija a Z = K), luego G(K/Z) esta contenido
en el grupo de inercia y, al tener el mismo orden, ambos grupos coinciden.

Como Ky cumple estas condiciones concluimos que es el cuerpo de inercia
buscado y el grupo es la imagen de Us x 1 por el isomorfismo Us x Ug = Uyy,
que es el grupo generado por [15].

La tabla siguiente resume lo que hemos obtenido:

Q| F=0Q@) [ 2=QW2i) | K |

Factorizacion | 5 p'q p"q" (pq)*
Grado 1 2 4 16

e (sobre Q) | 1 1 1 4

f (sobre Q) | 1 1 2 2

Tenemos asi una ilustracién de la situacion descrita en [TAl 2.42]. n
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1.3 El homomorfismo de Artin

Terminamos el capitulo con algunos comentarios sobre los objetivos que nos
proponemos perseguir. Nuestra meta a medio plazo seré estudiar las propiedades
del homomorfismo de Artin

w: I(A) — G(K/E).

En particular determinaremos su niicleo y su imagen. Concretamente resulta
que el homomorfismo de Artin es siempre suprayectivo, pero esto no es facil de
probar, y constituye uno de los resultados bésicos de la teorfa de cuerpos de
clases. De las propiedades del homomorfismo de Artin deduciremos muchos
resultados importantes sobre la aritmética de los cuerpos numéricos.

Ejercicio: Admitiendo la suprayectividad de w, probar que una extensién abeliana
de dominios de Dedekind contiene primos que se conservan si y solo si su grupo de
Galois es ciclico.

La estructura del niicleo es mas complicada. Es claro que un primo p esta en
el nicleo de w si y sdélo si f = 1, o sea, si p se escinde completamente en K. Otra
observacion de interés es que si p es un primo en k y B es uno de sus divisores
en K, entonces por definicién de norma N(B) = p7, donde f = f(B/p), pero f
es precisamente el orden del simbolo de Artin de p, luego w(N(B)) = 1. De
la multiplicatividad de la norma se sigue que si a es cualquier ideal fraccional
de K tal que N(a) € I(A) se cumple w(N(a)) = 1.

Definiciéon 1.9 Si E/D es una extension de dominios de Dedekind de discri-
minante A, llamaremos grupo de normas N(A) al grupo de las normas N(a),
donde a es un ideal fraccional de E tal que N(a) € I(A).

Acabamos de probar el teorema siguiente:

Teorema 1.10 Sea K/k una extension abeliana de cuerpos numéricos de dis-
criminante A. Entonces el grupo de normas N(A) estd contenido en el nicleo
del homomorfismo de Artin.

Mas atn, un primo p 1 A esté en el nicleo de w si y solo si f =1, si y solo
si N(B) = p (donde P es cualquiera de sus divisores primos en K) si y solo si
p € N(A). De momento no podemos decir més. Observemos que no podemos
afirmar que el nicleo de w esté generado por los primos que contenga.






Capitulo 11

Similitud de ideales

Recordemos que en un cuerpo numeérico arbitrario tenemos definido el grupo
de clases [TAl 2.59] y los grupos de clases de sus érdenes no maximales [TAl 2.60].
En los cuerpos cuadraticos hemos establecido también la distincion entre grupos
de clases estrictas y no estrictas [ITAl 12.17]. Ahora vamos a definir una familia
mucho mas amplia de grupos abelianos finitos asociados a un cuerpo numeérico
dado, a los que llamaremos grupos de clases, y que contendran a todos estos
ejemplos como casos particulares. La teoria de cuerpos de clases confiere un
significado muy profundo a estos grupos, pues probaremos que si K/k es una
extension abeliana de cuerpos numéricos con discriminante A y N es el nucleo
del homomorfismo de Artin w : I(A) — G(K/k) (que, segin anticipAbamos
al final del capitulo anterior, es suprayectivo), entonces el cociente I(A)/N
serd uno de los grupos de clases de k, isomorfo, por consiguiente, al grupo de
Galois de la extensiéon. Mas atn, esta correspondencia que a cada extension
abeliana de k le asigna un grupo de clases es esencialmente biyectiva, con lo
que los grupos de clases representan los grupos de Galois de las extensiones
abelianas del cuerpo k. Estos hechos conectan intimamente la aritmética de k
con sus extensiones abelianas, pues los grupos de clases se definen estrictamente
en términos de la aritmética ideal del cuerpo, generalizada levemente para que
intervengan los primos infinitos.

De momento no estamos en condiciones de probar estos hechos. Simplemente
introduciremos y estudiaremos los grupos de clases de un cuerpo numérico.

2.1 Divisores

Segun acabamos de senalar, los grupos de clases de un cuerpo numeérico se
definen en términos de su aritmética ideal, pero hemos de extender el concepto de
ideal para admitir factores primos infinitos. Ello nos lleva al concepto de divisor.
La definicién siguiente es la que cabria esperar salvo por ciertas restricciones que
imponemos arbitrariamente a la presencia de divisores primos infinitos en las
factorizaciones de los divisores. Enseguida las justificaremos.

17
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Definicion 2.1 Sea k un cuerpo numérico. Un divisor de k es una aplicacion
m que a cada divisor primo p de K [TAl 5.36] le asigna un nimero natural m,
de modo que:

a) m, = 0 para todos los divisores primos de k salvo un ntmero finito de
ellos.

b) m, = 0 para todo primo arquimediano complejo.
¢) m, <1 para todo primo arquimediano real.
Definimos el producto de dos divisores m y n como el divisor que cumple:
a) (mn), = m, + n, para todo primo no arquimediano p de k.
b) (mn), = max{m,,n,} para todo primo arquimediano p de k.

Claramente este producto es asociativo y conmutativo, y tiene por elemento
neutro al divisor 1 dado por 1, = 0 para todo divisor primo p.

Si identificamos cada divisor primo p (que no sea arquimediano complejo)
con el divisor que cumple

1 sig=wp,
‘“‘“{0 si q #p,

tenemos que cada divisor m # 1 se expresa como producto de divisores primos
m = pi - pé, y la expresion es unica salvo el orden si exigimos que los factores
sean distintos dos a dos, que todos los exponentes sean no nulos y que los primos
reales tengan exponente 1. Notemos que si p es un primo infinito real, entonces

pp=p.
También podemos identificar de forma natural cada ideal de k& con un divi-
sor. Si k tiene s primos arquimedianos reales coq, ..., 00, todo divisor de k se

expresa de forma tnica salvo el orden como

m = myoof’ - - 00g*

s

donde my es un ideal de k, al que llamaremos parte finita de m, y los exponen-
tes e; son todos 0 o 1.

Finalmente, identificamos todos los primos arquimedianos complejos de k
con el divisor 1, con lo que admitiremos que tales divisores aparezcan también
como factores.

Si K/k es una extension de cuerpos numéricos, podemos identificar a los
divisores primos de k con parte de los divisores de K (identificando cada divisor
arquimediano real de k£ con el producto de los divisores arquimedianos reales
de K que lo dividen [TAl 5.36]), y a partir de aqui podemos considerar a todo
divisor de k como divisor de K.

Por ejemplo, si K es un cuerpo cuadratico real con dos divisores primos
infinitos 0o, 009, entonces el divisor primo oo de Q se identifica con el divisor
de K (que ya no es primo) co = co1009. Si K es imaginario, entonces co = 1
en K, aunque oo # 1 en Q.
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Tiene sentido hablar de divisibilidad entre divisores. Es obvio que todo par
de divisores en k tiene un tnico méximo comin divisor y un tnico minimo
comun multiplo. Dos divisores son primos entre si si no son divisibles entre un
mismo primo (finito o infinito real).

La razon por la que hemos introducido los divisores primos infinitos es que
ciertas definiciones de la teoria de cuerpos de clases (entre ellas la de grupo de
clases) se expresan de forma natural si definimos adecuadamente la congruencia
modulo un divisor primo real. Sin embargo, la congruencia médulo una potencia
de un primo real o modulo un primo complejo carecera de significado, y por ello
no hemos admitido que en las factorizaciones de los divisores aparezcan divisores
complejos o potencias de divisores reales.

Definicién 2.2 Sea k un cuerpo numérico y p un divisor primo arquimediano
real de k. Sea ¢ : k — R su monomorfismo asociado. Si «a, § € k\ {0},
definimos

a=" 3 (méd p) siysolosi o(a/f) >0,

y en tal caso diremos que a y 8 son congruentes modulo p.

Claramente esta relacion es reflexiva, simétrica y transitiva, y determina dos
clases de equivalencia en k (con representantes 1 y —1). El asterisco indica que
la congruencia es compatible con el producto en k, pero no con la suma. Si
alguna vez conviene y no hay confusion, lo omitiremos.

Por ejemplo, dos ntimeros racionales son congruentes modulo co si y sélo
si tienen el mismo signo. Como ya hemos senalado, la congruencia moédulo
un primo complejo no tiene ningun significado. En todo caso, cuando p es un
primo complejo, podemos definir o« =* 8 (mdd p) como una afirmacion siempre
verdadera.

Si D es el anillo de enteros de k, diremos que dos niimeros «, 8 € D no nulos
son congruentes modulo un divisor m (en signos oo =* § (méd m)) siy solo si «
y B son congruentes modulo la parte finita de m y modulo cada primo infinito
que divide a m.

Obviamente, la congruencia médulo un divisor es una relacion de equivalen-
cia en D\ {0} compatible con el producto (es decir, que si @ =* g (méd m) y
o =* ' (méd m), entonces a’ =* 6" (méd m)).

Ejemplo La clase de congruencia de 3 modulo el divisor 500 de QQ esta formada
por los niimeros {3, 8, 13,18, ...}, mientras que la clase de congruencia modulo 5
contiene también a los enteros negativos —2, —7, —12,... Notemos que la clase
de 5 mo6dulo 5 no coincide exactamente con la clase usual, porque no contiene
al 0.

El hecho de que la congruencia modulo un divisor m no sea en general com-
patible con la suma hace que no podamos definir un anillo coiente D /m, pero si
es posible definir un grupo multiplicativo que, en el caso en que m sea un ideal,
no es sino el grupo de unidades (D/m)* del anillo cociente.
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Definicion 2.3 Sea k un cuerpo numérico, sea D su anillo de enteros y sea m
un divisor de k. Llamamos grupo numérico médulo m al conjunto

k(m) ={a/B | o, 8 € D\ {0}, (m, ) = 1}.

Claramente se trata de un subgrupo de k* = k\ {0} = k(1). El méaximo
comun divisor (m, a/3) se ha de entender como un maximo comun divisor entre
divisores de k, lo que supone identificar el ntimero «f con el ideal que genera.
Como un elemento de D nunca puede tener divisores infinitos, es claro que k(m)
depende solo de la parte finita de m.

Es facil ver que D Nk(m) es el conjunto de los elementos de D \ {0} primos
con m. Asi, si @ € DN k(m), entonces () + my = 1, luego existe un § € D
tal que aff = 1 (méd my). Llamando z = afB? € D, se cumple igualmente
ar = o?f? =1 (méd my) y ademds ax es congruente con 1 moédulo cualquier
divisor primo infinito (real), pues axz/1 es un cuadrado, luego su imagen por
cualquier monomorfismo real es positiva. En conclusion, ax =* 1 (méd m).

De aqui se sigue que si «, 3,7, € D N k(m), cumplen o/ = v/§ y ademas
a =* B (méd m), entonces también v =* § (mdéd m), pues

d =" zad = xfy =" xay =" v (mbéd m).

Esto nos permite extender la congruencia modulo m a todo el grupo k(m).
Para ello definimos el grupo numérico unitario médulo m como

km = {a/B | @, B € D\ {0}, (m,aB) = 1, a =* 8 (méd m)},

que es un subgrupo de k(m). Lo que hemos probado es que si a, 5 € DN k(m),
entonces

a = (méd ky) siy solosi % €Ekyn siysolosi a="p (méd m).

En lo sucesivo, si z, y € k(m), representaremos por z =* y (mdéd m) a
la congruencia moédulo el subgrupo ky,. Acabamos de ver que esta definicion
es consistente con la que ya teniamos, con la ventaja de que ahora es una
congruencia en el sentido usual de la teoria de grupos. En estos términos,
trivialmente,

kw ={z € k(m) | 2="1 (mdd m)}.
Como regla mnemotécnica establecemos que una notacion del tipo X (m) siempre

indicara “elementos primos con m”, mientras que una notaciéon del tipo Xy
siempre hara referencia a “elementos =* 1 (méd m)”.

Ahora estamos en condiciones de describir los cocientes determinados por
las congruencias:

Teorema 2.4 Sea k un cuerpo numérico, D su anillo de enteros y m un divisor
de k. Entonces

k(m)/ky = ‘H (Dp/p™)* x [T k*/ky = (D/myg)* x T] k*/ky.
plmy

plm plm
real real
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DEMOSTRACION: Notemos que todo elemento de k(m) es una unidad del
anillo local D, para todo primo p | my, luego también del cociente D, /p™».
Por lo tanto est4 bien definida la aplicacion que a cada elemento de k(m) le hace
corresponder la n-tupla de sus clases en cada grupo (D, /p™)* y en k*/k, sip
es real. También es claro que esta aplicaciéon es un homomorfismo de grupos. Su
nucleo es ky, y el teorema de aproximacion [TAl 5.46] implica que es suprayectivo.
Esto nos da el primer isomorfismo.

Para el segundo observamos que cada anillo D, /p™» es isomorfo a D/p™»
[TAI 5.16], luego también son isomorfos sus grupos de unidades, o sea,

(Dp/p™r)" = (D/p™)"

La aplicacién que a cada elemento de D le asigna sus clases en D/p™r es
un homomorfismo de anillos cuyo niicleo es el ideal my, y es suprayectivo por el
teorema chino del resto [Al 3.54] (o bien porque ambos anillos tienen el mismo
namero de elementos). Por lo tanto el producto de los grupos de unidades
(D/p™»)*, que es el grupo de unidades del producto, es isomorfo a (D/my)*.

n

Definicion 2.5 Sea k un cuerpo numérico. Llamaremos funcion de Euler ge-
neralizada de k a la funcién que a cada divisor m de k le hace corresponder el
cardinal de su grupo cociente

O(m) = [k(m)/km|.

El teorema anterior muestra que ® es multiplicativa, es decir, que si dos
divisores cumplen (m,n) = 1, entonces ®(mn) = ®(m)d(n).

Si p es un primo real, es claro que ®(p) = 2, pues k(p) =k \ {0} v
kp = {a € k\ {0} [ o(a) > 0},

donde o : k —> R es el monomorfismo que determina a p, luego el cociente se
reduce a k(p)/k, = {[£1]}.

También por el teorema anterior, si m es un ideal del anillo de enteros D
de K, entonces ®(m) = |(D/m)*|, luego la funcion ® que acabamos de definir
extiende a la definida en [TAl 2.51] y sobre divisores finitos puede calcularse
mediante el teorema [TAl 2.52].

Terminamos la seccion enunciado un resultado técnico sobre los grupos k(m),
consecuencia inmediata de [TAl 2.18|:

Teorema 2.6 Sea k un cuerpo numérico, D su anillo de enteros, m un divisor
dek yo, pek\{0}. Entonces a/f € k(m) siy sdlo si vp(a) = vy(B) para
todo primo p | my.
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2.2 Clases de ideales

Definicién 2.7 Sea k un cuerpo numérico, sea D su anillo de enteros y sea m
un divisor de k. Llamaremos grupo de ideales modulo m al grupo I(m) de los
ideales fraccionales de D primos con m (es decir, ideales fraccionales de la forma
a/b, donde a y b son ideales que cumplen (ab,m) = 1).

En particular I = I(1) es el grupo de todos los ideales fraccionales. Obvia-
mente I(m) solo depende de la parte finita de m.

Definimos el grupo unitario de ideales médulo m como

Po ={(a)/(B) | a/B € kn},

que claramente es un subgrupo de I(m). En particular, P = P; es el grupo
generado por los ideales principales de D.

El grupo de clases de k modulo m es el grupo cociente H(m) = I(m)/Py. La
relacién de congruencia médulo P, se llama similitud modulo m.

En particular H = H(1) es el grupo de clases usual [TAl 2.59], que es
finito (véanse las observaciones previas a la definicion [TAl 3.15]). Seguidamente
demostraremos que todos los grupos de clases son finitos.

Llamaremos nudmero de clases moédulo m al orden hy, del grupo H(m). En
particular h; sera el ntimero de clases definido en [TAl 3.15].

Teorema 2.8 Sea k un cuerpo numérico, sea D su anillo de enteros y m un
divisor de k. Sea Uy el grupo de las unidades de D vy

Un=1{e€U;|e="1(méd m)}.
Entonces el indice |Uy : Uy| divide a ®(m) y

®(m)

ho = ——~ 2
UL Uyl

hi.

DEMOSTRACION: El esquema siguiente resume la prueba:

h m

@ (m) U ——Utknw — P
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En primer lugar consideramos la aplicacion de I(m) en H = I /P que a cada
ideal fraccional le hace corresponder su clase. Veamos que es suprayectiva. Sean
p1,..., P, los divisores primos de my. Fijemos p; € p; \ p?. Por el teorema chino
del resto [Al 3.54] existe un entero m; tal que

7 = p; (m6d p?), m =1 (méd p;), para j#i.

Es claro entonces que

1 sii=j,
”Pf(””):{o sii# .

Si a € I, es claro que, multiplicando o dividiendo adecuadamente los m;
podemos formar un o € k* tal que vy, (o) = vy, (a), para i = 1,...,r. Conse-
cuentemente, el ideal fraccional a~'a estd en I(m) y su clase médulo P es la
misma que la de a.

Tenemos asi un epimorfismo I(m) — I/P cuyo nucleo es N = I(m) N P.
Un ideal fraccional estda en N si y solo si se expresa como a/b = (a)/(8), con
(ab,m) = 1, pero esto equivale a que vy(c) = v,(83) para todo p | my, y por el
teorema 2.6 concluimos que

N ={(a)/(B) | o, p € D\ {0}, /B € k(m)}.
En particular vemos que Py, < N. Tenemos el isomorfismo
(I(m)/Pw)/(N/Pw) = I(m)/N = H,

de modo que el grupo H es un cociente de H(m) y hy = |N : Pylhy. Para
calcular el primer factor consideramos el epimorfismo de k(m) en N/P,, que a
cada a/f le asigna (a)/(B).

Un ntmero a/f esté en el nicleo de este epimorfismo si y solo si cumple
(a)/(B) € Pm, es decir, si (a)/(B8) = (v)/(), donde v/§ € ku. Esto equivale a
(ad) = (7vP), o sea, a que ad = eyf3, para cierto € € Uy, luego o/ = ey/é. En
resumen, el nicleo es Upky, (notemos que Uy < k(m)).

De este modo hemos llegado a que N/Py, = k(m)/(U1ky), luego el indice
que buscamos es un divisor de |k(m) : ky| = ®(m). Con esto ya tenemos la
finitud de hy,.

Para terminar observamos que (U1ky)/km =2 U1/ (U1 Nkw) = U1 /U, lo que
nos da (m)
®(m
|N : Py Uy Ol .

Una consecuencia inmediata es que si [a] es una clase de similitud de ideales
moédulo un divisor m, entonces [a]~! = [a"], para un cierto natural r, luego el
inverso de un ideal es similar a otro ideal. Como toda clase esta representada
por un cociente de ideales, concluimos que toda clase puede representarse de
hecho por un ideal.
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Ejemplo 1 Consideremos k£ = Q y tomemos como divisor m = 9. La con-
gruencia usual médulo 9 en Z da lugar a seis clases de equivalencia de elementos
primos con 9, a saber, [1], [2], [4], [5], [7], [8]. Por otra parte, la similitud moédulo
el divisor 9 es la relacion de congruencia moédulo el subgrupo

Py={(m)/(n) | m=n (mdd 9), (mn,9) =1},

y nos encontramos con que, por ejemplo, (7) = (=7) y =7 = 2 (méd 9), luego
(7)/(2) esta en Py y asi (7) y (2) son similares modulo 9.

En general, es claro que si m y n son nimeros naturales primos con 9, los
ideales (m) y (n) son similares modulo 9 si y solo si m = £n (méd 9), con lo
que las clases de similitud se reducen a la mitad:

Mas en general, para k = Q, el grupo de unidades es U; = {£1} y, si m # 2,
no se cumple —1 = u (méd m), luego U,, = {1} y el teorema 2.8 nos da que
hm = ¢(m)/2, con lo que la congruencia médulo m degenera al tomar ideales y
se vuelven congruentes ideales que no deberian serlo.

Esta degeneraciéon se corrige anadiendo el primo infinito. En efecto, dos
nameros enteros r y s primos con m cumplen r =* s (méd moo) si y sélo si
r = s (méd m) y rs > 0. Por ejemplo, ya no es cierto que —7 =* 2 (mdéd 900),
luego (=7)/(2) ¢ Pyso. Sir y s son niimeros naturales primos con m, los ideales
(r) ¥ (s) son similares modulo 900 si y solo si r = s (méd 9), con lo que sigue
habiendo seis clases de equivalencia.

En general, puesto que dos nimeros naturales r y s cumplen que los ideales
(r) v (s) son similares médulo moo si y solo si 7 = s (méd m), es claro que
hmeo = ¢(m), asi como que el grupo de clases H(moo) es isomorfo al grupo de
unidades médulo m en el sentido usual. L]

Ejemplo 2 Supongamos que K es un cuerpo cuadratico real. Entonces K,
consta de los ntimeros positivos cuyos conjugados son también positivos. Ob-
viamente, si ¢ € K, se cumple N(z) > 0. Reciprocamente, si N(z) > 0,
entonces los conjugados de z son ambos positivos o ambos negativos, con lo que
+x € K. Puesto que (o) = (—a), es claro entonces que

Poo = {(0)/(B) IN(a/B) > 0} = {(a)/(B) | N(a),N(5) > 0},

y por lo tanto la similitud médulo oo coincide con la similitud estricta definida
en [ITAl 12.17].

En general, se define la similitud estricta entre los ideales de un cuerpo
numérico como la similitud moédulo co. En los cuerpos sin divisores primos
reales la similitud estricta coincide con la similitud usual (mo6dulo 1). "
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Ejemplo 3 Volviendo al caso £k = Q, si m es un nimero natural, un ideal
fraccional de Py, es de la forma a = (r)/(s), donde r y s son nimeros naturales
r = s (méd m). Por el teorema 1.5, si K es el cuerpo ciclotémico de orden n,

se cumple que K/Q K/Q
(@«) >:< (5) )

(59)-»

Esto demuestra que P, esta contenido en el ntucleo del homomorfismo de Artin
de K/Q. Como ambos grupos tienen el mismo indice respecto a I(moo), han
de coincidir. Por lo tanto el homomorfismo de Artin induce un isomorfismo

w : I(moo)/Ppee — G(K/Q).

luego

Asi tenemos una representacion del grupo de Galois de la extension K/Q en
términos de un grupo de clases de ideales del cuerpo base. m

En el caso general el nucleo del homomorfismo de Artin no es tan sencillo.
Aun estamos muy lejos de poder probarlo, pero lo que sucede es que si K/k
es una extension abeliana de discriminante A, entonces existe un divisor m de
k divisible sélo entre los primos ramificados de k (con lo que I(m) = I(A))
de manera que el ntcleo del homomorfismo de Artin es exactamente Py, N(m),
donde N(m) es el grupo de normas definido en 1.9 (entendiendo que depende
solo de la parte finita de m).

Observemos que el hecho de que el nicleo del homomorfismo de Artin con-
tenga un subgrupo de la forma P, significa que el simbolo de Artin de un ideal
fraccional a depende s6lo de la clase de @ modulo m, lo cual es de por si una
conexién notable entre el homomorfismo de Artin y la aritmética de k.

2.3 Densidad de ideales

Terminamos este capitulo generalizando el teorema [TAl 4.7], que nos da
la densidad de los ideales de un cuerpo numérico en las distintas clases de
similitud. Ahora necesitamos un resultado analogo para la similitud modulo un
divisor arbitrario, con el cual probaremos en capitulo VI la convergencia de las
funciones dseta generalizadas.

En la féormula explicita de la densidad de ideales en una clase de similitud
aparece el regulador del cuerpo. Aqui hemos de definir el regulador asociado a
un divisor.

Sea K un cuerpo numérico con s primos arquimedianos reales y t com-
plejos. Sean o1,...,0s los monomorfismos reales de K y 0541,...,054+ los
monomorfimos complejos salvo conjugacion. Recordemos de [TAl 3.19] que la
representacion logaritmica de K es la aplicacion [ : K \ {0} — R**™* dada por

le(a) = log|ok(a)| parak=1,...,s,
MY 7V loglow(e)]? parak=s+1,...,s+t.
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Por [TAl 3.21], la imagen {[U;] del grupo de unidades de K es un reticulo
en R**T? de dimensiéon r = s +t — 1. La aplicacién ! es un monomorfismo de
grupos. Su nucleo es el grupo de las raices de la unidad de Uy, que es un grupo
ciclico finito [TAl 3.20], y Uy se descompone en la suma directa de este grupo

finito y un grupo libre de rango » = s+t — 1. Una base cualquiera €1, ..., €, de
este grupo libre recibe el nombre [TAl 3.23] de sistema fundamental de unidades
de K, y entonces los vectores l(e1), ..., [(€,) forman una base del reticulo [[U7].

Si m es un divisor de K, el grupo U, = U; N Ky, tiene indice finito en Uy,
lo que implica que Uy, tiene la misma estructura que Uj, es decir, que es suma
directa de un grupo ciclico de raices de la unidad y un grupo libre' de rango 7.
La imagen [[Uy,] es un reticulo de rango r y si 71, ..., 7, es una base de la parte
libre de Uy, entonces I(ny),...,1(n,) es una base de {[Up].

Definiciéon 2.9 Sea K un cuerpo numérico y m un divisor de K. Un sistema
fundamental de unidades de K modulo m es una base de la parte libre de Uy,.

De este modo, si 71, ..., 7, es un sistema fundamental de unidades médulo m,
toda unidad de Uy, se expresa de forma tinica como

ay Qar
C771 e T’r )
para ciertos enteros aq,...,a, y cierta raiz de la unidad ¢ € Uy,.

Notemos que los tnicos cuerpos donde = 0 (y que, por tanto, no tienen
sistemas fundamentales de unidades) son Q y los cuerpos cuadraticos imagina-
rios.

Exactamente igual que en [TAl 3.23] se razona que el modulo Ry, de cual-
quiera de los menores de orden r de la matriz que tiene por filas a l(n1),...,{(n,)
es independiente de la eleccion del sistema fundamental de unidades, y se llama
regulador de K modulo m. Si K es Q o un cuerpo cuadratico imaginario, defi-
nimos R, = 1. Existe una relacion sencilla entre los reguladores Ry, v Ri:

Teorema 2.10 Sea K un cuerpo numérico, sea m un divisor de K y sea wy, el
numero de raices de la unidad que contiene el grupo Uy,. Entonces

w
Ry = —2 |Uy : Un| Ry.
wi

DEMOSTRACION: Sea €1,...,€, un sistema fundamental de unidades de K
y sea ¢ un generador del grupo de las raices de la unidad de U;. Similarmente,
sea 71,...,7, un sistema fundamental de unidades modulo m y sea ¢’ = ¢
un generador del grupo de las raices de la unidad de U,. Podemos tomar,
concretamente k = wy /wy,.

1Podemos representar Uy = L/Lg, donde L es un Z-moédulo libre de rango © + 1y Lo un
submoédulo de rango 1. Entonces Uy =2 L’ /Lo, donde L’ es un submoédulo de L tal que L/L’
es finito. De [Al 6.15] aplicado a L y a L’ se sigue que L’ tiene que tener también rango r + 1,
y por [Al 4.53] aplicado a L’ y a Lo se sigue que el cociente L’ /Lg tiene rango r.
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Sea L; un Z-mo6dulo libre de rango r+ 1 y fijemos una base f, €1,...6: y s€a
Ly = <wl§>7 de modo que Uy 2 Ly/Ly. A través de este isomorfismo, Uy, se
corresponde con un subgrupo Ly /Lg, donde Ly, esta generado por kf y por las
antiimagenes 71, ...,7, de n1,...,n,-. Notemos que k(, 71, ...,7, son una base
de L, pues si R
apk¢ + a1 + -+ + a7 =0,

tomando iméagenes en Uy tenemos que ¢'“onf"---nir = 1, luego (' = 1y
nyt-omer =1, luego a1 = - - - = a, = 0, luego agk¢ = 0, luego ag = 0.

Sea B la matriz cuyas filas son las coordenadas de k(,71,...,7, en la base
C~, €1,...,€, que es de la forma

Segun [Al 6.15] tenemos que
Uy : Un| = |L1 : Lu| = | det B| = k| det A] = L | det A].
Wm

Por otra parte,

N = Cci effil . egiv"

luego

l(m) = aill(el) + -+ ai,.l(e,.).
Por consiguiente, si M7 es la matriz que tiene por filas los vectores I(e1), ..., I(€,)
y My es la matriz que tiene por filas los vectores I(n1),...,l(n,), se cumple

que My, = AM,, y si eliminamos la misma columna de M, y M; y tomamos
determinantes, obtenemos la relacién

Rm = |detA\R1

Sustituyendo la expresion que hemos encontrado para el determinante de A
obtenemos la igualdad del enunciado. m

Pasamos ya a la cuestiéon de la densidad de los ideales.

Definicion 2.11 Sea K un cuerpo numérico y m un divisor de K. Sea C' una
clase de similitud de ideales médulo m. Llamaremos funcion de distribucion de
ideales de la clase C' a la funciéon jo(r) que a cada nimero real r > 0 le asigna
el namero de ideales de C' de norma menor o igual que r.

Lo que buscamos es una expresion asintotifca para la funcién je.

En primer lugar tomemos un ideal b de la clase inversa de C' en el grupo
de clases médulo m. Para cada ideal a € C, tenemos que ab € P,,, con lo que
ab = («), para un cierto nimero o € Ky, (entero). Ademéas NaNb = |Na|.
Asi, la aplicacion que a cada a le asigna («) biyecta los ideales de C' con los
ideales de P, divisibles entre b, con lo que jo(r) es igual al namero de ideales
de P, divisibles entre b y de norma a lo sumo r N b.



28 Capitulo 2. Similitud de ideales

La ventaja de este cambio es que ahora manejamos ideales principales. Para
pasar a enteros de K hemos de tener en cuenta que enteros asociados generan
el mismo ideal, por lo que tendremos que evitar las repeticiones. Para ello
usaremos métodos geométricos.

Recordemos [TAl 3.1] que la representacion geométrica de K es la aplicacion
x: K\ {0} — R** =R® x C* = R" dada por z(a) = (o1(),...,0s+:()).
En R*! tenemos definida una norma:

N(@1, oy Tope) = 21 Ts|Tapa [P [werel,
de modo que N(z(a)) = N(«), para todo a € K.

La representacion logaritmica [TAl 3.19] puede definirse sobre todos los pun-
tos x € R tales que N(z) # 0 como I(z) = (I1(z),...,ls+:(z)), donde

e(2) = log|zi| parak=1,...,s,
R 7 log |zk]? parak=s—+1,...,s+t.

Asi l(z(«)) = l(a), apra todo « € K no nulo.

Fijemos un sistema fundamental de unidades moédulo m, digamos €1, ..., €.
Como las unidades tienen norma 1, tomando normas es claro que los vectores
l(€1),...,1(er) (que sabemos que son linealmente independientes) forman una
base del espacio vectorial

V={zeR" |2+ +ax54 =0}

Si anadimos el vector I* = (1,.%.,1,2,.%.,2) obtenemos una base de R***.

La representacion logaritmica de cada vector z € R de norma no nula se
expresa de forma tinica como I(z) = &1*+&11(e1)+- - -+&-l(e,), donde &, &q, . . ., &,
son nimeros reales.

Definimos el dominio fundamental asociado al sistema fundamental de uni-
dades fijado como el conjunto X de todos los vectores € R! tales que:

a) Las coordenadas de x son no nulas, y las correspondientes a divisores
arquimedianos reales que dividen a m son positivas.

b) I(z) =&* + &l(er) + -+ &l(er) con 0 < & < 1.

El conjunto X es un cono (es decir, que si z € X y r > 0, también rz € X),
pues si r > 0 es claro que rz cumple la condicion a) y I(rz) = logr* + (), de
donde también cumple la condicion b).

El teorema siguiente es esencialmente [TAl 4.4], pero lo repetimos para mos-
trar claramente las pequenas variaciones.

Teorema 2.12 Siy € R cumple la condicion a) de la definicion de X, enton-
ces admite exactamente wy, representaciones de la formay = xx(e), conx € X
y € € Un, donde wy es el numero de raices de la unidad en Uy, .
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DEMOSTRACION: Sea l(y) = yI* +v1l(e1) + - - - + 7-l(er) y, para cada indice
j =1,...,r, descompongamos las coordenadas v; = k; + ;, donde k; es un
entero racional y 0 < &; < 1.

Sea € = €' ... Fr y consideremos el punto z = yx(e!). Entonces y = x ()
y ademas

z) =1y) + U h) ="+ &ller) + -+ Ed(er).

Como € € Uy, sus conjugados reales correspondientes a divisores de m son
positivos, y lo mismo sucede con las componentes correspondientes de x. Asi
pues, x € X.

Recordemos [TAl 3.20] que el nicleo de la representacion logaritmica de las
unidades esta formado por las raices de la unidad. Sea ( € Uy una raiz de la
unidad. Entonces [(x x(¢™1)) = I(z)+1({71) = I(z), luego x x({ 1) esta también
en X y se cumple y = (z2(¢"1))z(Ce). Al variar ¢ entre las wy, raices posibles
obtenemos otras tantas expresiones distintas de la forma buscada. Veamos que
no hay mas.

Seay = xx(e) = 2'x(¢’). Entonces k(x)+1(e) = I(x')+1(¢'). Las coordenadas
de I(e) y I(¢) en la base I(e1),...,l(¢.) son enteros racionales y las de l(x) y
I(z") estan entre 0 y 1. La unicidad de la parte entera de un ntimero real nos
da que I(e) = I(¢). Consecuentemente, ¢ = €(, donde ¢ es una raiz de la
unidad y, puesto que €, ¢ € Uy, lo mismo le sucede a (. Finalmente, como
rx(e) = s’ x(e)x(¢), ha de ser 2/ = z2(¢71), luego se trata de una de las wy
expresiones que ya habiamos encontrado. [

Como consecuencia tenemos el analogo de [TAl 4.3]:

Teorema 2.13 Cada elemento no nulo de K, tiene exactamente wy, asociados

en Ky cuya representacion geométrica se encuentra en el dominio fundamental
de X.

DEMOSTRACION: Si 3 € Ky, es no nulo, por el teorema anterior existen wy,
representaciones distintas de la forma x(8) = v z(e), con ¢ € X y € € Uy. Para
cada una de ellas, el nimero Be~! es un asociado de S en K, y x(Be™!) =2 € X,
luego hay wy, asociados distintos en estas condiciones. Reciprocamente, cada
asociado Be~! de B en K, tal que z(Be~!) € X da lugar a una representacion
distinta 2(8) = z z(€) con z € X y € € Uy, luego hay exactamente wy, asociados
que cumplen el teorema. m

Con esto tenemos probado que el niimero de enteros o € K, divisibles entre
b y tales que z(«) € X, | N(«)| < N(b)r es igual a wyjo(r). Por consiguiente,
tenemos que contar los enteros oo € K que cumplen:

a) a =0 (mdd b),
b) a =1 (méd my),
c) z(a) € X,

d) |N()| < N(b)r.

En la condicién b) podemos poner my en lugar de m porque las condiciones
respecto a los primos infinitos ya estan contenidas en c).
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Dado que (b, my) = 1, el teorema chino del resto nos da que existe un entero
¢ tal que £ =0 (méd b), £ =1 (mdéd my), y las condiciones a) y b) equivalen a
que a — & € bmy, o sea, a que a € { + bmy,

De este modo, wyjc(r) es igual al namero de elementos z € (u+z[bm;])NX
tales que |N(z)| < N(b)r, donde u = x(§).

Llamemos T' = {x € X | | N(z)| < 1}. Teniendo en cuenta que si 7 > 0 es un
namero real, entonces N(rz) = r™ N(x) (donde n es el grado de K), asi como
que X es un cono, resulta que

wex el ={or () exi|n(

luego w : mjo(r) es también el ntumero de puntos de

SARRE

(u+ z[bmg]) N /N(b)rT.
Vamos a aplicar el teorema [TAl 4.6] tomando
M = z[bmy], T={zeX||N(@)| <1}

Entonces la funcion b(r) que aparece en el teorema esté relacionada con jo(r)
por la formula

. n(3/N(b)r)

jo(r) = ————=. (2.1)

Wm

Para poder aplicar el teorema hemos de comprobar que 7' cumple las hi-
potesis, es decir, que es medible y que su frontera es parametrizable Lipschitz
de grado n — 1. Ademas necesitaremos explicitamente la medida u(T). Los
célculos realizados antes de [TAl 4.7] nos aprovechan con los cambios minimos
que vamos a indicar.

Todo z € R de norma no nula cumple
Uz) = &1" + &il(er) + - + & l(er),
donde &, &1, ..., &, son numeros reales.
En nuestra caso el conjunto 1" esté formado por los vectores x que cumplen
a) 0<|N(z)| <1.
b) 0<¢& < 1.

¢) Las coordenadas correspondientes a primos reales que dividen a m son
positivas.

Llamamos T” al conjunto de los puntos de T" que cumplen las condiciones an-
teriores, pero cuyas coordenadas reales son todas positivas. Este es exactamente
el mismo conjunto considerado en [TAl|, y la tnica diferencia es que ahora T no
es la unién de 2% imagenes de T’ por aplicaciones lineales, sino de tan s6lo 2577,
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donde p es el nimero de primos reales que dividen a m. Concretamente, T" se
obtiene multiplicando T” por todas las s+ ¢-tuplas (d1,...,ds,1,...,1) tales que
cada §; = +1, pero las p componentes correspondientes a los divisores reales de
m son positivas.

Por lo demés, todos los calculos sobre T” valen ahora sin cambio alguno, y asi
concluimos que 7" es medible, acotado, su frontera es parametrizable Lipschitz

y
w(T") = 7" Riy.

(Notemos que el regulador que aparece es ahora el regulador médulo m porque
partimos de un sistema fundamental de unidades modulo m.)

Consecuentemente, 7' cumple las hipotesis de [TAl 4.6] y
w(T) = 257Px! Ry,

Por otro lado, la medida del paralelepipedo fundamental de reticulo M =
x[bmy] viene dada por [TAl 3.5] y resulta ser

V1Al

2t

Cc =

N(bmy),

donde A es el discriminante de K.
Asi ya podemos aplicar [TAl 4.6] y concluir que

2020 R

- VIAIN(b) N(m)

donde, por definiciéon N(m) = 2P N(my).

n(r) r" +O('r"*1),

Finalmente sustituimos r por {/N(b)r, aplicamos (2.1) y tenemos probado
el teorema siguiente:

Teorema 2.14 Sea K un cuerpo numérico de grado n con s primos reales y t
complejos. Sea m un divisor de K, sea Ry, el regulador de K mddulo m, sea wy,
el nimero de raices de la unidad contenidas en Uy, sea A el discriminante de
K y C una clase de similitud de ideales de K mddulo m. Entonces

22(27)" R

r+Ort=1m.
N(m)wm+/[A] ( )

jo(r) =

Notemos que, en particular,

jo(r)  22(2n)' Ry

lim = ,

e T T N(m)um /18
pues

O(,r.l—l/n) O(,r.l—l/n 1

lim ——— = lim =0.

r—4o0 r rotoo  pl=1/n {7,,7






Capitulo III

Elementos 1deales

Introducimos ahora una poderosa herramienta para relacionar la aritmética
de un cuerpo numérico con la de sus compleciones. Podemos pensar que se trata
de una generalizaciéon de la representacién geométrica de un cuerpo numérico,
pues ésta puede verse como una inmersion del cuerpo en el producto de todas
sus compleciones arquimedianas, y lo que haremos ahora es sumergirlo en el
producto de todas sus compleciones. En realidad no vamos a considerar todo el
producto cartesiano, ni tampoco el producto directo. El grupo de los elementos
ideales de un cuerpo k es un grupo intermedio entre ambos definido por una
condicion de finitud adecuada a su aritmética. La idea basica subyacente es que
un elemento de k es una unidad en todas sus compleciones salvo a lo sumo en
un namero finito de ellas. Veamos los detalles en la primera seccion.

3.1 Definiciones y propiedades basicas

Recordemos [TAl 5.20] que, si p es un primo racional, se define el valor
absoluto canénico en Q de p como el dado por |r|, = (1/ p)?»(")| mientras que
el valor absoluto canénico del primo infinito es el valor absoluto usual en Q.

A su vez, si K es un cuerpo numérico y p es un divisor primo de K, su
valor absoluto canénico® es el nico valor absoluto | |, en la complecion K, que
extiende al valor absoluto canénico del tnico primo racional p divisible entre p.

El interés de fijar concretamente estos valores absolutos se debe a que asi se
cumple la formula del producto [TAl 5.40], que se expresa mejor en términos de
las normas [TAl 5.41]:

lelp =l

donde n, = |K, : Qp|, pues asi la formula del producto afirma que

[Tllelly =1.
p

LEI valor absoluto canénico de un primo arquimediano esta definido en [TAl 5.36] con una
definicion distinta, pero claramente equivalente, a la que acabamos de dar.

33
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Conviene recordar que si p es un primo no arquimediano, entonces el valor
absoluto || ||, esta4 determinado por la relacion

ladly = (1/ Np)*» ). (3.1)

Si p es un primo arquimediano real, entonces n, = 1, por lo que || ||, es el
valor absoluto canénico, mientras que si p es un primo arquimediano complejo,
entonces ny, =2y || ||, es el cuadrado del valor absoluto canénico, que no es un
valor absoluto.

Llamamos K = K, \ {0} al grupo multiplicativo de K y definimos
Up={a€ K, ||a, =1}.

Si p no es arquimediano entonces U, es el grupo de las unidades del anillo
de enteros de K. Si p es arquimediano real entonces U, = {£1} y si p es
arquimediano complejo entonces U, es el grupo de los ntimeros complejos de
modulo 1.

Sea P el conjunto de todos los divisores primos de K y sea P, el conjunto
de los divisores primos arquimedianos.

Un elemento ideal de K es una aplicacion a que a cada p € P le asigna un
ap € Ky con la propiedad de que oy, € Uy para todo primo p salvo a lo sumo
en un nimero finito de casos.

Llamaremos J al conjunto de todos los elementos ideales de K. Es claro
que J es un grupo con el producto definido componente a componente.

Si E C P es un conjunto finito llamaremos
Jg={a€J|a, €U, paratodop € P\ E}.

Claramente Jg es un subgrupo de J y J es la unién de todos estos subgrupos.
El grupo U = Jp__ se llama grupo de unidades de J.

Si o € K* es claro que la funcién constante igual a « es un elemento ideal
de K. Esto nos permite identificar a K* con un subgrupo de J. Los elementos
ideales asociados a elementos de K* se llaman elementos ideales principales.

Si a € J, por definicién tenemos que vp(ay) = 0 para todos los primos no
arquimedianos de K salvo a lo sumo un ntmero finito de ellos. Por lo tanto
tiene sentido el producto

(a) =[Ip**) €1,
P

donde p recorre los primos no arquimedianos de K.

De este modo tenemos definido un epimorfismo de grupos J — I sobre el
grupo de los ideales fraccionales de K. Su ntcleo es obviamente Jp_, con lo
que tenemos un isomorfismo J/Jp, = I.

También es inmediato que si a € K* entonces el ideal fraccional («) en este
sentido es simplemente el ideal fraccional generado por a. De aqui deducimos
a su vez el isomorfismo J/K*Jp_ = I/P.
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Maés adelante veremos que todos los grupos de clases de ideales de K pueden
representarse de forma similar como cocientes de J. El grupo C = J/K* se
llama grupo de clases de elementos ideales de K. De momento tenemos que el
grupo de clases I/P es una imagen de C.

Si a € J llamaremos ||af, = ||ap|p. Puesto que |lal, = 1 salvo a lo sumo
para una cantidad finita de primos, podemos definir
el = TTllexllp- (3-2)
p

Esto da lugar a un homomorfismo de grupos J — RT = ]0,4+o00[. Para
ver que es un epimorfismo conviene definir un monomorfismo R — J del
modo siguiente: a cada ntmero real r > 0 le asignamos el elemento ideal «,
tal que si p es un primo arquimediano entonces (), es el tnico elemento de
K, tal que o((ay)y) = r1/" (donde n es el grado de K y ¢ : K* — C es un
monomorfismo que induzca el valor absoluto de p). Si p no es arquimediano,
definimos (e ), = 1. Es claro que esta aplicacién es un monomorfismo de grupos
y ademas |la..|| = 7.

Definimos J° = {a € J | ||a|| = 1}. De este modo J/J° = R*. El iso-
morfismo inverso lo da la aplicacion r — [a,]. En virtud de (3.2) tenemos que
K* < J°.

Mas atin, es muy facil comprobar que de hecho J = RT x J° (identificando
R* con el conjunto de los elementos a.).

Observemos que RT 2 (R, +) (el isomorfismo es la funcién logaritmo). Por
lo que también se cumple que J/J° = R. Otro hecho obvio es que Jg < J°.

Llamaremos Kp = K* N Jg. Claramente Kp_ es el grupo de las unidades
del anillo de enteros de K. También es claro que Kz es el grupo de las raices
de la unidad contenidas en K. En efecto, si a € K*, la condicion |a|, = 1 para
todos los primos no arquimedianos equivale a que « es una unidad de K, y la
condicioén ||, = 1 para todos los primos arquimedianos implica que « esté en el
nicleo de la representacion logaritmica de K, luego « es una raiz de la unidad
(por [TAl 3.20]).

El esquema de la pagina siguiente describe la situacién en J de los principales
subgrupos que hemos definido. Observemos que, tal y como se muestra en ella,
J=J%p_, pues J = J'RT y Rt < Jp_.

Definimos también
JY=J%NJg, C=JK*, Cp=Jp/Kg, C% =Jy/Kg.
Claramente se cumple C = RT x CV.

Conviene observar una ultima propiedad de los subgrupos Jg: existe un
conjunto finito de primos F tal que J = K*Jg. En efecto, como el cociente
J/K*Jp_ es finito (es el grupo de clases), podemos tomar un conjunto de pri-
mos F que contenga a P, y de modo que todos los elementos de un con-
junto de representantes de las clases de dicho cociente estén en Jg. Entonces
J=K"Jp_ Jg=K"Jg.
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/
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Jp. Unidades de J
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Elementos
principales

Unidades de K K5

oo

\/

Kz Raices de la unidad

Estructura de J. Las lineas ascendentes indican productos, las descendentes intersec-
ciones.

Veamos ahora la relacion entre los elementos ideales y los grupos de clases.
Sea m un divisor de K. Si «, 8 € J, diremos que o =* 5 (méd m) si

a) para todo p | my se cumple que oy, B, son enteros en K, y
ap = fp (méd p™r),

b) para todo p | m arquimediano real se cumple que o(cy,/B,) > 0, donde
o : K, — R es el monomorfismo que induce el valor absoluto de p.

Llamaremos Jn, = {a € J | @ =* 1 (m6d m)}. Claramente Jy, N K* = Ky
(donde Ky, es el grupo numérico que definimos en el capitulo anterior).

Ahora demostraremos que Jy,, /Ky, = J/K*. Basta probar que toda clase de
J/K* tiene un representante en Jy,.

Sea « € J. Vamos a aplicar el teorema de aproximaciéon a los valores abso-
lutos asociados a los primos plm. Obtendremos asi un § € K* tal que |ap, — S,
sea suficientemente pequeno y veremos que esto bastard para garantizar que
af/B € Jn.

Si p es no arquimediano observamos en primer lugar que si |, — 8], < |agl,
entonces |f|p, = |(8 — ap) + aplp = |og|p. Siademas exigimos |y, — B, < €|ap]y
para un € > 0 prefijado, entonces |a, — 3|, < €|B],, luego oy /8 — 1|, < e.

Esto significa que podemos encontrar un 8 € K* tal que |ap/8 — 1], < €
para cualquier € > 0 prefijado y todos los divisores primos no arquimedianos
p | m. Tomando e suficientemente pequeno esto implica que «,/ es entero en

Ky yap/B=1(méd p™r).
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Respecto a los posibles divisores arquimedianos (reales), es claro que si exi-
gimos |ap — Blp < |aplp, entonces o(ay) v o(5) tienen el mismo signo (donde o
es el monomorfismo que induce el valor absoluto).

En total obtenemos un f € K* tal que o/ =* 1 (méd m) y claramente
[a] = [a/B] (considerando clases modulo K*).

La aplicaciéon que a cada elemento ideal a € Ji, le asigna el ideal (a) € I(m)
es un epimorfismo de grupos J, — I(m). Vamos a describir su nicleo:

Para cada divisor primo p definimos como sigue un subgrupo abierto Wy, (p)
de K:
P

a) si p | my entonces
Wa(p) ={a € K;[a=1(mdd p™)},

(donde la congruencia presupone que ¢ es un entero en K,). Claramente
Wa(p) =1+ p™ es un disco (abierto y cerrado) de centro 1 en K.

b) si p | m es un primo arquimediano real (inducido por el monomorfismo o)
entonces

Wa(p) = {a € K; | o(a) > 0}.
¢) Sip{m es no arquimediano entonces

Wm(p) = UP'

d) Siptm es arquimediano entonces

Definimos

Wa ={a € J| ap € Wn(p) para cada primo p} = [[Wn(p).
p

Es claro que Wy, < Jn,. Con mas precision, Wy, consta de los elementos
a € Jn que ademas cumplen que oy es una unidad para cada p no arquimediano
que no divide a m. Es claro que Wy, es el ntcleo del epimorfismo J, — I(m),
luego tenemos el isomorfismo

T/ Wi = I(m),

y de aqui
Jon /KW =2 I(m)/Py,.

Combinando este ultimo isomorfismo con el hecho de que

C=J/K=Jn/Kn (3.3)
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concluimos que los grupos de clases de ideales generalizados I(m)/ Py, son todos
cocientes del grupo de clases de elementos ideales C. Explicitamente,

J/K*Wy = I(m)/ Py (3.4)

En efecto, tenemos

oo~ /KT
T/ W 2 fp s

y el isomorfismo (3.3) transforma el denominador en KupWe, /K, luego

K
J/K* Wy = T/ Ko

&= me mg] Pm-
KaWa/Kn B W = 1(m)/

3.2 La topologia de los elementos ideales

Vamos a definir una topologia en el grupo J y en sus grupos asociados.
Nos apoyaremos en los resultados sobre grupos topologicos expuestos en la sec-
cion A.1.

Definicion 3.1 Sea K un cuerpo numérico y F un conjunto finito de primos
de K. Entonces tenemos que

Jp= 11 K;x I Up.
perE peEP\E

Esto es un producto de grupos topologicos localmente compactos, luego podemos
considerarlo como un grupo topologico localmente compacto con la topologia
producto.

Si E C E', es claro que Jg < Jg/, y la topologia de Jg es la inducida por la
topologia de Jg/. Méas atn, si p € P\ P, tenemos que U, es abierto y cerrado
en K;, con lo que si Jp < Jg < Jgr, entonces Jg es abierto y cerrado en Jg.

Teorema 3.2 Sea K un cuerpo numérico. Entonces existe una unica topologia
que convierte a J en un grupo topoldgico de modo que si E es un conjunto finito
de primos de K que contenga a todos los primos arquimedianos, entonces Jg
(con la topologia dada por la definicion anterior) es un subgrupo abierto de J.

DEMOSTRACION: Consideremos los conjuntos de la forma aA, donde a € J y
A es un entorno abierto de 1 en un subgrupo Jg. Vamos a ver que constituyen
la base de una topologia en J. Lo tnico que hay que comprobar es que si
v € aA N BB entonces existe un C' entorno abierto de 1 en algin Jg tal que
~vC C aANBB.

Existe un E suficientemente grande de modo que «, 3, v € Jg y ademas
JE contiene a los subgrupos de los cuales A y B son entornos de 1. Como tales
subgrupos son abiertos en Jg resulta que A y B también son entornos abiertos
de 1 en Jg.
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Ahora oA N BB es un entorno de v en Jg, luego existe un entorno abierto
de 1 en Jg, digamos C, tal que vC C aAN BB.

Con esta topologia, cada subgrupo Jg es abierto. Mas atn, todo abierto de
Jg (para su topologia) es un abierto de J y, por lo tanto, un abierto para la
topologia inducida en Jg. Reciprocamente, un abierto bésico para la topologia
inducida es de la forma oA N Jg, donde o« € J y A es un entorno abierto de
1 en un subgrupo Jg:. En estas condiciones hemos probado que para todo
v € aAN Jg existe un C, entorno abierto de 1 en un subgrupo Jg~ tal que
E C E”, de manera que yC' C aA N Jg. Entonces 7C' es un abierto en Jg~
(para su topologia), luego en Jg, y consecuentemente oA N Jg es un entorno
de cada uno de sus puntos en la topologia de Jg. Esto prueba que la topologia
inducida por J en Jg es la dada.

Cada par (a,3) € J x J esta contenido en un entorno Jg x Jg, donde el
producto es continuo, luego el producto es continuo en todo J. Igualmente se
prueba la continuidad de la aplicacion o — 1/, con lo que J resulta ser un
grupo topoldgico.

La unicidad se debe a que cualquier topologia que cumpla estas condiciones
tiene como base de entornos de 1 a los entornos de 1 en uno de los subgrupos
Jg, y una base de entornos de 1 determina la topologia de un grupo topologico.

|

Observemos que si E es cualquier conjunto finito de divisores primos de K
(aunque no contenga a los primos arquimedianos), la topologia que J induce en
Jg es la definida en 3.1, si bien Jg no tiene por qué ser abierto en J.

Si p es un divisor primo de K, la proyeccion J — K es continua al restrin-
girla a Jp__ (pues las proyecciones son continuas para la topologia producto),
luego es continua en 1, luego es continua en J. Por lo tanto la antiimagen de
Uy, llamémosla Sy, es cerrada y

peEP\E

es también un cerrado en J. Resumimos todo esto en el teorema que sigue.

Teorema 3.3 Sea K un cuerpo numérico y E un conjunto finito de divisores
primos de K. Entonces

a) J es un grupo topoldgico abeliano localmente compacto.
b) Jg es un subgrupo cerrado de J.

¢) Si Py, C E, entonces Jg es un subgrupo abierto de J.

En las condiciones del apartado c¢) resulta que Jg es abierto y cerrado en J,
con lo que {1} es abierto y cerrado en J/Jg, luego este grupo es discreto. En
particular tenemos que J/Jp__ es discreto, y es isomorfo al grupo I de los ideales
fraccionales, por lo que conviene considerar en él la topologia discreta.

Observemos que Jg es compacto, pues es el producto de todos los grupos de
unidades. Veamos ahora la continuidad de la norma:
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Teorema 3.4 Sea K un cuerpo numérico y E un conjunto finito de primos de
K. La aplicacion o — ||a|| es continua en J y el isomorfismo J = R¥ x JO es
topoldgico (i.e. es un homeomorfismo). En particular J% es cerrado en J y si
P, C E, entonces J% es abierto en J°.

DEMOSTRACION: Basta probar que la norma es continua en 1, para lo cual
basta probar que lo es restringida a Jp__ . Ahora bien, si o € Jp_ entonces

llafl =TI llewll,

pEP

y cada una de las aplicaciones ||c,|| es continua (pues es la composicion de la
proyeccion o — aj con la norma en Ky).

Esto significa que la proyecciéon J — Rt x J° — R es continua.

La aplicacién R™ — J dada por 7 +— «,. también es continua. Para probarlo
podemos considerarla como aplicacion RT — Jp__, donde tenemos la topologia
producto. Entonces basta ver que al componerla con las proyecciones obtenemos
funciones continuas. Las proyecciones no arquimedianas son constantes. Si p es
un primo arquimediano inducido por el monomorfismo o : K, — C, entonces
(ar)p = 71 (r'/™), que es una funcioén continua.

Esto significa que el isomorfismo entre Rt con su topologia usual y el sub-
grupo formado por los elementos ideales «,. es topologico.

En consecuencia, la aplicacién que a cada o € J le asigna a(a;,)~! (donde
r = ||a]|) es continua, y es la otra proyeccion J — RT x J* —s JY. Concluimos
con esto que la aplicacion J — RT x JO es continua. La inversaes (r, o) — oy,
que obviamente es continua. L]

Teorema 3.5 Si K es un cuerpo numérico, K* es cerrado y discreto en J.

DEMOSTRACION: Un entorno de 1 en J lo constituye el conjunto V de los
elementos ideales « tales que |a — 1|, < 1 para los primos no arquimedianos y
|a — 1|, < 1/2 para los arquimedianos. Si a € K* NV, la féormula del producto
(3.2) implica que « — 1 = 0, luego K* NV = {1}. Esto prueba que K* es
discreto.

Razonando como en el teorema A.2 obtenemos un entorno W de 1 tal que
WW~—! C V. Para cada a € J, podemos considerar su entorno aW. Si existen
u, v € K*NaW, entonces uv=! € K* NV = {1}, luego u = v. Asf pues, aW
contiene a lo sumo un punto de K*. Si a ¢ K* podemos restringir el entorno
para obtener otro que no corte a K*. Asi pues, K* es cerrado. L]

Como consecuencia podemos considerar como grupos topologicos a los gru-
pos de clases

C=J/K*, C°=JK*, Cgp=Jp/Kp, C%=Jy/Kp.

Notemos que si Py, C FE, las inmersiones naturales Cp — C' y C% — C°
son homeomorfismos en sus imagenes, por lo que podemos considerar a Cg y
C%, como subgrupos abiertos de C'y CY respectivamente. También tenemos el
isomorfismo topolégico C = R* x C°.
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La figura siguiente resume los principales resultados topolégicos que hemos
demostrado sobre J junto con algunos que probaremos seguidamente. Todos los
subgrupos que aparecen son cerrados.

/ \i{ Finito

K* Jpoc

A
Compacto >< /

K*Jg

/ R+t
Y
Dlscreto

Compacto
\ /

Ejercicio: Usar que Jz es compacto para probar que K*Jg es cerrado.

Solo falta probar el isomorfismo topologico Jp_ /Jz = R5T (donde s es el
nimero de primos arquimedianos reales y t el niimero de primos arquimedianos
complejos) y la compacidad de C° = J9/K*. Respecto a lo primero observamos,
maés en general, que

JE: HK;X H Up7 Jg:HUp,
peE peP\E p

ambos con la topologia producto, de donde se sigue inmediatamente el isomor-
fismo topologico
peE

Ahora, todo ntimero complejo z # 0 se expresa como z = |z|(z/|z|), lo que
da inmediatamente la descomposicion K; = R x U, cuando p es arquimediano
complejo. Lo mismo es valido si p es real, pues R* 2 Rt x {£1}. Esto implica
que K;‘/Up ~ R* =~ R cuando p es arquimediano.

Si p es no arquimediano tomamos un primo m € K, y es claro que K; =
(m) x Uy, con lo que K /U, = Z. Como U, es abierto y cerrado el cociente es
discreto, luego el isomorfismo es topoldgico si consideramos en Z la topologia
discreta.

Con esto podemos concluir que si E contiene u primos arquimedianos y v
primos no arquimedianos entonces Jg/Jy es topologicamente isomorfo a un
producto de u copias de R y v copias de Z.
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Nos ocupamos ahora de la compacidad de C°, para lo cual necesitamos un
teorema previo.

Teorema 3.6 Sea K un cuerpo numérico. Ezxiste una constante ¢ > 0 tal que
st o es un elemento ideal de K con ||af| > ¢, entonces existe un 8 € K* tal que
1By < |alp para todo divisor primo p de K.

DEMOSTRACION: Para cada elemento ideal o definimos
L(a) ={B € K | |8y < |a]y para todo divisor primo p de K}.

Notemos que L(«) siempre contiene al cero. Nuestro objetivo es demostrar
que si || «|| es suficientemente grande entonces L(«) contiene méas de un elemento.

Llamemos A(«) al nimero de elementos de L(«). Observemos que si, a € K*,
la aplicacion 8+ a8 biyecta L(a) con L(ac), luego A(aa) = A(w).

Sea E el anillo de los enteros de K y sea v1,...,v, una base de E como
Z-moédulo (donde n es el grado de K'). Sea ¢ el méximo de los ntimeros n|v;|y,
donde ¢ =1,...,n y p recorre los primos arquimedianos de K.

Por el teorema de aproximacion [TAl 5.46] existe un v € K* de modo que
co < Jualp, < 2¢ para todo primo arquimediano p (basta con que u se aproxime
suficientemente a 3cy/2ay).

Claramente existe un nimero natural m > 0 tal que |mual, < 1 para todo
primo p no arquimediano. Llamemos o' = mua. Entonces A(a') = A(a),
lo’[ = [l y ademas

a) |a'[y <1, sip es no arquimediano,
b) colm|, < |a']p < 2¢o|m|p, sip es arquimediano.

Queremos probar que si ||« es suficientemente grande entonces A(a) > 1.
Lo que acabamos de ver es que podemos suponer que « cumple las propiedades
anteriores. En particular la propiedad a) nos da que el ideal fraccional («) es
de hecho un ideal de E.

Sea L el conjunto de todos los enteros de K de la forma mivy + - - - + my, vy,
donde 0 < m; < m.

Entonces L tiene mas de m™ elementos. Por lo tanto ha de haber un conjunto
L’ C L con al menos m™/N(«) elementos con la misma imagen respecto a la
proyeccion canoénica E — E/(a). Fijemos uno de ellos z. Siy € L' y p es un
divisor no arquimediano de K tenemos que x —y € (), luego |z — y[, < |a,.

Si p es arquimediano las definiciones de L y de ¢y junto con la propiedad b)
nos dan que

[z —ylp < colmly < al,.
Asi pues, x —y € L(«) v, por lo tanto, A(«) > m™/ N(«).

Teniendo en cuenta la propiedad b) es claro que

m" = [[m™ = [[Imly" > e [Tlal” = IT e,

ploo ploo ploo ploo

donde la constante ¢; depende solo de K (y ny es el grado local de K en p).
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Por otra parte, si p es un primo no arquimediano que divide a (a) con
multiplicidad k entonces segtin (3.1) tenemos que ||a||, = 1/ N p¥. Multiplicando
para todo primo p no arquimediano resulta que 1/N(a) = [] ||y, con lo que
concluimos que pfoo

Aa) > er [T lledly IT llallp = exllall.
ploo pfoo
Asi pues, el teorema se cumple con ¢ = 1/¢5. [

Teorema 3.7 Sea K un cuerpo numérico y E un conjunto finito de divisores
primos de K tal que P~, C E. Entonces los grupos C° y C% son compactos.

DEMOSTRACION: Basta probar que C° = J°/K* es compacto. Puesto que
K* esta contenido en el nucleo de la norma, tenemos definido un epimorfismo
f: J/JK* — R* dado por f([a]) = |||]. El nicleo de este epimorfismo es
precisamente C?, y es claro que si 7 € R entonces f~!(r) es homeomorfo a C°,
luego basta probar que uno de estos J, = f~1(r) es compacto. Concretamente
tomamos r mayor que la constante ¢ dada por el teorema anterior. De este
modo, si [a] € J, se cumple que |la|| > ¢, luego segtin dicho teorema existe
un 37! € K* de manera que |37, < |a|, para todo divisor primo p de K o,
equivalentemente, 1 < ||Sa|,. Por otra parte

Disels
”ﬂa”P = li[ Hﬂall < 1 =Tr.
q#p !

Asi pues, tenemos que 1 < ||faf|, < r para todo divisor primo p de K.

Ahora bien, ||Sa||, solo puede ser mayor que 1 para un ndmero finito de
primos. Sea FE el conjunto formado por estos primos mas los primos arquime-
dianos. Lo que hemos probado es que para cada [a] € J,. existe un 8 € K* tal
que Ba esta en el conjunto X formado por todos los v € J tales que

a) 1 <|v|, <r paratodop € E,
b) ||v|lp =1 para todop € P\ E.

Puesto que [a] = [Ba], esto significa que J,. esta contenido en la imagen de X
a través de la proyeccion candnica J —> C. Pero X es compacto, ya que es el
producto de un namero finito de anillos (compactos) en ciertos cuerpos K, por
los grupos de unidades de los cuerpos restantes (compactos también). Como J,.
es cerrado concluimos que también es compacto. m

Por dltimo nos ocupamos de los grupos Wy, y Jn. Notemos que cada grupo
W (p) es abierto y cerrado en K}, luego si F contiene a los primos arquimedia-
nos y a los divisores de m, se cumple que Wy, es abierto y cerrado en Jg (pues
Jg tiene la topologia producto y casi todos los factores de Wy, coinciden con los
de Jg). Esto implica a su vez que cada Wy, es abierto y cerrado en J, luego los
grupos J/Wy, son discretos y todo grupo intermedio es abierto y cerrado. Asf
cada Jy, es abierto y cerrado en J y los cocientes Jy, /Wy, son discretos.

El resultado principal sobre estos grupos es el siguiente:
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Teorema 3.8 Sea K un cuerpo numérico y H un subgrupo del grupo J de los
elementos ideales de K. Entonces H es abierto en J si y solo si existe un divisor
m de K tal que W, < H.

DEMOSTRACION: Una implicacién es obvia. Si H es abierto, cambiandolo
por H N Jp, podemos suponer que
H<Jp, = [[K;x [[U.
pEP pEP\Poo
Entonces H contiene un entorno béasico de 1 para la topologia producto.
Puesto que si p es no arquimediano los grupos Wy, (p) forman una base de

entornos de 1 en Uy, es claro que un un entorno béasico de 1 para la topologia
producto es de la forma

H AF‘ X H Wl‘n(p) < H7
pEP, pEP\ P

para cierto divisor m de K y ciertos entornos de 1 (abiertos) A, en cada grupo
Ky . No supone ninguna alteraciéon suponer que m es divisible entre todos los
primos infinitos de K. Sea C; la componente conexa de 1 en J. Entonces C1NH
es un subgrupo abierto de C7 y, por conexion, ha de ser C; N H = C1, o sea,
Cy < H.

Pero ] W (p) x 1 es un subgrupo conexo de .J, luego est4 contenido en H,

PEPs
como también lo esta el subgrupo 1 x [[ W (p). El producto de ambos subgru-
pos es Wy, < H. PEP\Poo n

Mas atin, es facil ver que Wiy Wy = W a) (cada elemento del grupo de la
derecha se descompone en producto de elementos de los grupos de la izquierda
dejando su componente en el factor apropiado y haciendo la componente del
otro factor igual a 1), luego existe un minimo divisor § tal que W; < H.

Definiciéon 3.9 Sea K un cuerpo numérico y sea H un subgrupo abierto del
grupo J de los elementos ideales de K. Diremos que un divisor m de K es
admisible para H si W, < H. Llamaremos conductor de H al menor divisor
admisible §. La f proviene del aleman Fiirer.

3.3 Extensiones de elementos ideales

En esta seccion consideraremos una extension de cuerpos numeéricos K/k y
estudiaremos la relaciéon entre los elementos ideales de K y los de k. Usaremos
subindices o superindices, segin convenga, para distinguir los grupos asociados
a cada cuerpo. En primer lugar veamos que J; puede identificarse con un
subgrupo de Jg. En efecto:

Teorema 3.10 Sea K/k una extension finita de cuerpos numéricos. Entonces
la aplicacion f: J, — Ji dada por

fla)p =ap,  donde B |p,

es un isomorfismo topoldgico entre Ji y un subgrupo cerrado de Jg .
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DEMOSTRACION: Claramente f es un monomorfismo. Si £ es un conjunto
finito de primos de k que contiene a los primos arquimedianos y E’ es el conjunto
de sus divisores en K, es facil ver que la restriccion de f a Jg es un isomorfismo
topologico en su imagen y que ésta es un subgrupo cerrado de Jg/ (téngase
en cuenta que Jg y Jp/ tienen la topologia producto). En otras palabras, si
identificamos a Jj con su imagen por f, cada grupo Jg recibe la misma topologia
de J;, que de Jg. Por consiguiente la topologia de Ji coincide con la inducida
desde Jx. Un punto de Jx en la clausura de Ji estaria en la clausura de algtn
Jg, pero estos grupos son cerrados, luego Ji también lo es. [

Observemos que la identificaciéon del teorema anterior es consistente con la
identificacién de k* con un subgrupo de Ji, es decir, el diagrama siguiente es
conmutativo:

Jk —— JK

L]

k¥ —— K*
En particular K* N J, = k*, lo que nos permite identificar a C} con un
subgrupo cerrado de Ck.

Nos ocupamos ahora de las normas:

Definiciéon 3.11 Sea K/k una extension de cuerpos numeéricos. Definimos la
norma N : Jx — Ji como la dada por

N(a)p = I Ny(ayp),
Blp

donde Ny : Kog — ky es la norma local de la extension Koy /ky.

Es claro que si P es no arquimediano y asp es una unidad de Ksy entonces
N (asp) es una unidad de k,, por lo que N(«) es ciertamente un elemento ideal
de k. Obviamente la norma es un homomorfismo de grupos.

La formula [TAl (5.3)] (tras la definicion [TAl 5.39]) implica que la norma
que acabamos de definir extiende a la norma de la extension K/k cuando con-
sideramos K* < Jg y k* < Jp.

También es inmediato que las normas locales son continuas, de donde se
sigue facilmente que la restriccion de la norma en Jx a cualquier subgrupo J&
es continua, y a su vez esto implica la continuidad de la norma en Jg.

El teorema siguiente prueba que la norma en Jg es consistente también con
la norma entre ideales fraccionales.

Teorema 3.12 Sea K/k una extension de cuerpos numéricos. Entonces para
todo o € J se cumple (N(@)) = N((a)). Es decir, el diagrama siguiente es
conmutativo:

Jxk —— Ik

s

Jk *>Ik
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DEMOSTRACION: Sea o € Jg. Sip es un primo no arquimediano en k,
entonces el exponente de p en (N(a)) es

vp(N(a)p) = > vp(Nop(asp)) = Y F(R/p)og(asp),

PBlp Blp

pero vy (as) es el exponente de P en (), luego el término izquierdo de la
igualdad anterior es el exponente de p en N((a)), y esto prueba la igualdad

(N()) =N((a))- .

La norma induce un homomorfismo entre los grupos de clases N : Cx — Cf,
pues si [a] = [(] € Ck, entonces o = B, para un cierto v € K*, luego tenemos
N(a) = N(B) N(v) con N(7) € k*, por lo que [N(a)] = [N(B)].

Un hecho crucial en la teoria de cuerpos de clases es que el grupo de normas
N[Jk] es abierto (y por tanto cerrado) en Ji. Esto no es trivial, sino que se
desprende de los dos teoremas siguientes:

Teorema 3.13 Sea K/k una extension finita separable de cuerpos métricos
completos. Entonces el grupo de normas N[K*] es abierto en k*.

DEMOSTRACION: Si o = N(f3), para un 3 € K* y f es el polinomio minimo
de 3, entonces el término independiente de f es (—1)"«, donde n es el grado de
/. El teorema [TAl 5.30] implica que existe un § > 0 de modo que si |a—o/| < §
entonces el polinomio que resulta de cambiar el término independiente de f por
(=1)"a’ es irreducible en k[z] y tiene una rafz 8’ tal que k(5') = k(8). En
particular 8’ € K y N(8’) = «’. Por consiguiente la bola de centro a y radio §
esta contenida en N[K*], lo que prueba que éste es abierto. "

Teorema 3.14 Sea K/k una extension no ramificada de cuerpos métricos dis-
cretos localmente compactos. Entonces toda unidad de k es la norma de una
unidad de K.

DEMOSTRACION: Sean D y FE los anillos de enteros de K y k respectiva-
mente. Sea p el Gnico primo de D y ‘B el tnico primo de E. Por la compacidad
local [TAl 5.17|, los cuerpos de restos K = E/B y k = D/p son finitos.

Segtin el teorema [TAl 9.6], la extension K/k es finita de Galois con grupo
de Galois ciclico. Mas atin, segiun [TAl 9.5], el grupo de Galois es isomorfo al
de la extension de los cuerpos de restos. Ademaés es claro que la norma de esta
extension de cuerpos de restos viene inducida por la norma de K/k, es decir,
N([e]) = [N(«)], para todo a € E.

Ahora bien, segtin [Al 9.3], la norma y la traza son suprayectivas en el caso
de extensiones finitas de cuerpos finitos, luego, dada una unidad u de k, existe
una unidad ag € K tal que u = N(ap) (méd p). Asi uN(ag)~! = 1+¢17, donde
mesun primoen kycy €D.

Consideremos un elemento de la forma oy = 1 + 217, donde 1 € E. Es
claro que N(ai) = 1+ Tr(z1)7 (méd p?). Por la suprayectividad de la traza
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podemos tomar 7 de modo que Tr(z1) = ¢1 (mdd p), y por lo tanto se cumple
uN(ap) ™! = N(a1) (méd p?). De aqui se concluye que

uN(aoal)*l =14 com?, con co € D.
Inductivamente obtenemos elementos «g, a1, ..., a, € E tales que
a, =1 (méd p") y uN(apai---a,) ' =1 (méd p™*th).
Basta probar que la sucesiéon de productos aga; - - -« es de Cauchy, pues

entonces convergera a un o € E que cumplird N(«) = u. Obviamente « es una
unidad. Ahora bien, para cada natural n tenemos

n n—1 n—1
[Toar— ] okl = ap| |1 —ap] < |1 —a,] — 0,
k=1 k=1 =1
y basta aplicar [TAl 5.7]. "

Como consecuencia;:

Teorema 3.15 Sea K/k una extension de cuerpos numéricos. Entonces el
grupo de normas N[Jk| es abierto y cerrado en Jy, e igualmente, el grupo de
normas N[Ck| = N[Jk]k*/k* es abierto y cerrado en Cj.

DEMOSTRACION: La segunda afirmacion es consecuencia inmediata de la
primera. Para probar ésta consideramos un conjunto finito £ de primos de k
que contenga a todos los primos arquimedianos y a los que se ramifican en K.

Sea S un conjunto de primos de K formado por un tunico divisor de cada
primo de k. Para cada primo p de k, sea 3 € S el primo que lo divide. Sip € F
escogemos un asp € Kj; y en caso contrario tomamos asy € Uy. Completando
con unos en los primos de K que no estan en S obtenemos un elemento ideal
a € Jig cuya norma es un elemento arbitrario del producto

[T Ngp[Kglx I NgpUsg),
PeSE ‘BGP\SE

donde Sg es el conjunto de primos de S que dividen a primos de FE.

Segtn el teorema anterior, si P € P\ Sg, se cumple N [Uyp| = U,. Por
el teorema 3.13 el grupo de normas locales Ny[Ky] es abierto en kj. Por
consiguiente, el producto anterior es abierto en Jg, y esta contenido en N[Jk],
luego el grupo de normas es abierto. [

En el capitulo anterior anticipamos que el niicleo del homomorfismo de Artin
w: I(A) — G(K/k) de una extension abeliana de cuerpos numeéricos, es de la
forma P, N(m), para un cierto divisor m de k. Ahora ya podemos decir quién es
este divisor: se trata del conductor del grupo de normas. No obstante todavia
no estamos en condiciones de relacionarlo con el homomorfismo de Artin. Nos
limitaremos a definirlo y obtener algunos resultados de interés.
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Definicién 3.16 Sea K/k una extension de cuerpos numéricos. Diremos que
un divisor m de k es admisible para K /k si lo es para el grupo de normas N[Jk],
es decir, si Wy, < N[Jk]. El conductor de la extension es el conductor f del
grupo de normas, es decir, el minimo divisor admisible para la extension.

En el teorema anterior hemos probado que el grupo de normas N[Jk] contiene
un subgrupo abierto de la forma

[I Ny [K§] < T] Uy,
PeSE pEP\E

donde E esta formado por los primos arquimedianos de k y los que se ramifican
en K y Sg contiene un divisor en K de cada primo de F.

Ahora observamos que si p es un primo arquimediano en k no ramificado
en K, entonces Ky = ky, luego N [Ki}] = k. Por otra parte, si p es ramificado
(y por consiguiente real), la extension Ky /k, es isomorfa a C/R, y el grupo de
normas de esta tltima es RT, luego

N[Ky] = {a € k" | o(a) > 0},

donde ¢ : k;, — R es el monomorfismo que induce a p.

De todo esto se sigue claramente que podemos construir un divisor m divisible
dnicamente entre los primos de k ramificados en K tal que Wy, esté contenido
en el producto anterior. Dicho divisor sera admisible, luego concluimos que
el conductor de la extension K/k solo es divisible entre primos ramificados
en K. Mas adelante veremos que, de hecho, es divisible entre todos los primos
ramificados, lo que implicara que I(f) = I(A).

Segun esto, el homomorfismo de Artin de una extension abeliana de cuerpos
numéricos permite representar su grupo de Galois como el grupo de clases de
ideales I(f)/P; N(f). Ahora probamos que este grupo de clases puede represen-
tarse también en términos de elementos ideales.

Teorema 3.17 Sea K/k una extension de cuerpos numéricos y sea m un divisor
admisible. Entonces

Ci/N[Ck] = Ji/k* N[Jk] = I(m)/ Py N(m).

El sequndo isomorfismo viene inducido por el isomorfismo Ji/k* = Ju/kn se-
guido del epimorfismo Ju [km — I(m).

DEMOSTRACION: Consideremos el epimorfismo J,, — I(m) y calculemos la
antiimagen de Py, N(m). Llamemos H al conjunto de los elementos ideales de Jx
cuyas componentes en los primos que dividen a m sean iguales a 1. Claramente
H es un subgrupo de JX y vamos a probar que la antiimagen de Py N(m) es
koW N[H].

Sea, pues, a € Jy tal que (o) = () N(a), donde 5 € ky y a es un ideal
fraccional de K primo con m.
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Definimos v € Jx del modo siguiente:

Si P es arquimediano o P | m o P es primo con a entonces yp = 1 (asi
v € H).

Si P es no arquimediano y divide a a (con exponente positivo o negativo)
entonces tomamos yp de modo que vy () sea el exponente de B en a.

Claramente () = ay por el teorema 3.12 sabemos que (N(v)) = N(a), luego
(@) = (BN(7)). Como el nicleo del epimorfismo Jy, — I(m) es Wy, resulta
que a'y BN(7) se diferencian en un elemento de este subgrupo, y asf concluimos
que « € knWi N[H].

Reciprocamente, la imagen de W, es el subgrupo trivial, la imagen de ki,
es Py y la imagen de N[H] esta contenida en N(m), pues si &« € H entonces
(N(@)) =N((a)) v (a) es un ideal de K primo con m.

Con esto tenemos probado que

Jin/kmWin N[H] = I(m)/ Py N(m).

Ahora consideramos el isomorfismo Jy /k* = J,, /ky v hemos de probar que
la antiimagen de kg Wy, N[H]/km es precisamente k* N[Jk|/k*. Es facil ver que
esto es equivalente a que kWi N[H] = Jy Nk* N[Jk].

Una inclusion es clara: kyn < Jyn NE*, N[H] < Ju NN[Jk] y, como m es
admisible, Wy, < Ju N N[Jk].

Para probar la otra inclusion tomamos o = SN(7), donde 8 € k*, v € Jx v
suponemos que « € Jy,. Mediante el teorema de aproximacion y la continuidad
de las normas locales y el producto en k es facil probar la existencia de un
0 € K* de modo que

IN(8)p = N(Y plp < IN(Y Hplpe

para un numero real ¢ > 0 prefijado y todo p | m. De aqui llegamos a que
IN(07)p—1|p < €y, si € es suficientemente pequerio, esto implica que N(67) € Ji.

Asi, o = (BN(671)) N(67) y, como o y N(dv) estdn en Jy, concluimos que
BN(671) esta, en Jp Nk* = ky.

Por ultimo podemos descomponer N(d7) = N(71) N(72), donde 71 tiene igua-
les a 1 las componentes correspondientes a los divisores de m y v, tiene iguales
a 1 las componentes correspondientes a primos que no dividen a m.

Asi, N(y1) € N[H] y (si € es suficientemente pequenio) N(y2) € Wy. En
consecuencia,

a=(BN(")N(7) N(v2) € knWin N[H],
como queriamos probar. u

Del teorema anterior se desprende en particular que los grupos I(m) /Py, N(m)
son todos isomorfos, cuando m varia entre los ideales admisibles para la exten-
sion K/k. Méas precisamente, si m | n son dos divisores admisibles, la inclusion
I(n) — I(m) induce un isomorfismo

I(n)/PyN(n) = I(m)/Py N(m).
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En efecto, dada una clase [a] en el primer grupo, tomamos «a € J,, tal que
() = a. Entonces la antiimagen en C'/N[C] de [a] por el isomorfismo del
teorema anterior es [a], y la imagen de ésta en I(m)/Py N(m) por el isomorfismo
correspondiente es [a]. Asi pues, la composicion de los dos isomorfismos es el
homomorfismo inducido por la inclusién. Del hecho de que sea inyectivo se sigue
en particular que

P.N(n) = I(n) N Py N(m). (3.5)

3.4 Extensiones de Galois

Consideremos ahora el caso de una extension de Galois K/k de cuerpos
numéricos.

En primer lugar observamos que los k-automorfismos de K inducen auto-
morfismos del grupo de elementos ideales Ji. Méas en general, supongamos que
o : K — L es un isomorfismo entre cuerpos numéricos. Si P es un primo
de K, asociado al valor absoluto | |y, entonces o se extiende a una isome-
tria o : Ky — Ly(y). De aqui podemos definir o : Jx — Jr mediante
(@) (p) = o(asg), lo que claramente es un isomorfismo topolégico que restrin-
gido a K* coincide con el isomorfismo de partida.

En particular, cada o € G(K/k) puede verse también como un automorfismo
continuo de Jr. Sia € Jix y P es un primo en K, entonces o(a)yp = o(as-1(q))-

Teorema 3.18 Sea K/k una extension de Galois de cuerpos numéricos. En-
tonces los elementos ideales de Jx fijados por todos los k-automorfismos de K
son exactamente los de Jy.

DEMOSTRACION: Si a € Ji, entonces, para cada primo 9 de k, se cumple
asp = ap, donde p es el primo de k divisible entre . Entonces, si 0 € G(K/k),
tenemos

o(a)p = o(as-1(p)) = o(ap) = ap = ag,
luego o(a) = av.

Reciprocamente, si a € Jg es fijado por todos los k-automorfismos, sea 13
un primo en K y sea o € G(K/k) tal que o(*3) = B. Entonces

o(asp) = o(a)p = asgp.

Si p es el primo de k divisible entre 93, hemos probado que s es fijado por
todos los automorfismos de G(Kq/ky), luego ag € ky.

Por otra parte, si P’ es otro divisor de p en K, existe un o € G(K/k) tal
que o(P) =P’. Entonces

ayp = o(ap) = o(a)y = agr.

Asi pues, podemos definir ay, = ap € k;, para cualquier divisor B de p
en K, y la definicion no depende de la eleccion de éste. Claramente entonces,
a € Jg. [ ]
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Teorema 3.19 Sea K/k una extension de Galois de cuerpos numéricos, sea G
su grupo de Galois y o € Ji. Entonces

N(a) = T[] o(a).

ceG

DEMOSTRACION: Sea B3 un primo en K y sean Py, ..., B, sus conjugados,
digamos P = PB;. Fijemos un o; € G tal que 0;(P;) = P. Observemos que
los automorfismos que cumplen o(B;) = B son los de la forma o = 70;, donde
T € Gip,. Asi pues,

T T

[ I olog) =1 II oirop)

[[o()p = [ olas-1(p)) =
oEG i=1o(P;)=F i=1reCy,

oceG

—

Oi (N‘m(a%)) = ‘ljl N, (0“131:) = N(O‘)‘ﬁ‘

i=1

(Observemos que o; (Nys, (asp,)) = N, (ovs,) porque la norma esta en ky.)

Si dos elementos ideales de K se diferencian en un elemento de K* es claro
que sus imégenes por el k-automorfismo o se diferencian en un elemento de k*,
luego o induce a su vez un automorfismo (continuo) de Ck. Es inmediato que
el teorema anterior vale también para clases de elementos ideales, asi como que
los k-automorfismos de K fijan a C. Sin embargo, el analogo al teorema 3.18,
aunque es cierto en general, no es evidente. Lo probaremos tinicamente para el
caso que vamos a necesitar: el de extensiones ciclicas.

Teorema 3.20 Sea K/k una extension ciclica de cuerpos numéricos. El con-
junto de las clases de C'ic fijadas por todos los k-automorfismos de K es Cy.

DEMOSTRACION: Como ya hemos comentado, es claro que los elementos de
CY son fijados. Sea G(K/k) = (o) y tomemos un [o] € Ck tal que o([a]) = [a].
Entonces o(a) = wua, para un cierto u € K*. Entonces o%(a) = o(u)ua,
o3(a) = o?(u)o(u)ua y, si la extension tiene grado n, podemos llegar hasta

luego N(u) = 1. Por el teorema 90 de Hilbert [TAl 7.18| tenemos que v = v/ (v),
para un cierto v € K*, luego o(va) = va. Por el teorema 3.18 concluimos que
va € Jy, luego [a] = [va] € Cy. .






Capitulo IV

El 1somorfismo de Artin

En este capitulo probaremos uno de los resultados fundamentales de la teoria
de cuerpos de clases: veremos que si K/k es una extension abeliana de cuerpos
numéricos y m es un divisor admisible, entonces el homomorfismo de Artin
induce un isomorfismo

w : I(m)/Pu N(m) — G(K/k).

Para ello seguiremos los pasos siguientes: En primer lugar probaremos la
igualdad de indices

I(m) : P N(m)| = |K : kI.

De hecho probaremos la formula equivalente en términos de clases de elementos
ideales

Cy : N[Ck]| = |K : K.

Para ello a su vez probaremos por separado y con técnicas muy diferen-
tes las dos desigualdades. Primero probaremos la llamada primera desigualdad
fundamental:

De hecho probaremos que el grado de la extension divide al indice del grupo
de normas. Esto basta para probar que el homomorfismo de Artin es suprayec-
tivo. Después probaremos la sequnda desigualdad fundamental:

Cy s N[C]| < |K : K.

Finalmente probaremos que existe un divisor admisible m (divisible so6lo
entre los primos ramificados) tal que P, estd contenido en el nicleo N del
homomorfismo de Artin. Puesto que ya sabemos que el grupo de normas N(m)
esta contenido en dicho nicleo, tendremos que P, N(m) < N < I(m), y la
igualdad de indices probara que el nucleo es exactamente Py N(m). A partir de
aqui sera facil probar que esto vale para cualquier divisor admisible.
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4.1 Cocientes de Herbrand y grupos de
cohomologia

Las técnicas que usaremos para probar la primera desigualdad fundamen-
tal provienen de la cohomologia de grupos. En esta seccion demostraremos los
resultados de cohomologia que vamos a necesitar sin presuponer ningtn cono-
cimiento al respecto. En realidad lo que haremos sera llegar a ellos evitando
la cohomologia propiamente dicha, si bien conservaremos la notaciéon. Esencial-
mente daremos algunos resultados ttiles para calcular indices de subgrupos.

Definicion 4.1 Si f es un homomorfismo definido sobre un grupo A, represen-
taremos por Ay y AS respectivamente a su nicleo y su imagen. Similarmente,
si B es un subgrupo de A, llamaremos By y B7 al ntcleo y la imagen de la
restriccion de f a B.

Sean f y g dos homomorfismos de un grupo abeliano A en si mismo tales
que fog=go f=0. Llamaremos cociente de Herbrand a

Ar: AY
C) = o) = AL
=

El cociente C(A) esta definido inicamente cuando los dos indices son finitos.
Esto sucede, por supuesto, cuando A es finito, pero este caso es trivial:

Teorema 4.2 Sea A un grupo abeliano finito y sean f y g homomorfismos de
A en si mismo tales que fog=go f=0. Entonces C(A) = 1.

DEMOSTRACION: Consideramos la red de subgrupos
A
/ \
Ay A
A9 A
El teorema de isomorfia implica que los cocientes correspondientes a lados
paralelos no verticales tienen el mismo ntimero de elementos, luego por la tran-

sitividad de los indices lo mismo vale para los lados verticales, pero esto es
precisamente C'(A) = 1. "

g

f

La utilidad de los cocientes de Herbrand se debe al teorema siguiente:

Teorema 4.3 Sea A un grupo abeliano, sean f y g homomorfismos de A en si
mismo tales que fog = go f =0, sea B un subgrupo de A tal que Bf < B,
B9 < B, de modo que f y g inducen homomorfismos en C = A/B. Entonces

C(A) = C(B)C(A/B),

en el sentido de que si dos de ellos estdan definidos también lo estd el tercero y
se da la igualdad.
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DEMOSTRACION: Definimos Ho(A) = Ay/A9, Hi(A) = A,/A’, y andloga-
mente para B y C'. Vamos a construir homomorfismos

Hy(A) Hy(C)
Hy(B) H,(B)

de modo que la sucesion es exacta, es decir, que la imagen de cada aplicaciéon
coincide con el nicleo de la siguiente.

Las aplicaciones de B a A y de A a C son las inducidas de forma natural
por la inclusion de B en A y la proyeccion de A en C. Dejamos al lector la
comprobaciéon de que estan bien definidas, junto con la exactitud en Ho(A) y
Hy(A).

Para pasar de Ho(C) = Cy/C9 hasta Hy(B) = B,/B/ tomamos un elemento
¢ = [a] € Cy. Entonces f(c) = [f(a)] =0, luego f(a) € By, como g(f(a)) =0,
de hecho f(a) € B,.

Es inmediato comprobar que la aplicacion [a] — [f(a)] esté bien definida y
es un homomorfismo Cy — B,/ B7, que a su vez induce el homomorfismo que
buscamos. La aplicacion entre Hy(C) y Ho(B) se define andlogamente y es una
simple rutina comprobar la exactitud.

Dicha exactitud demuestra que si dos de los cocientes C(A), C(B) o C(A/B)
estan definidos también lo esta el tercero. Por ejemplo, si estan definidos C'(B) y
C(A/B) entonces son finitos los grupos del hexagono correspondientes a B y C,
luego el cociente de Hy(A) sobre la imagen de Hy(B) (que es finita) es isomorfo
a un subgrupo de Hy(C) (que es finito), luego Hy(A) también es finito, e igual
le sucede a H;(A).

Asi pues, podemos suponer que los seis grupos son finitos. Para simplificar la
notaciéon numeramos los grupos ciclicamente, es decir, M7, M, ..., de manera
que M; = M; 6. Sea m; el nimero de elementos del niicleo del homomorfismo
que parte de M;, que coincide con la imagen del homomorfismo que llega a M;.

Igual que hemos razonado antes, el cociente de M; entre el niicleo del homo-
morfismo que parte de M; es isomorfo a la imagen de dicho homomorfismo, de
donde el niimero de elementos de M; es m; m;41.

Si comenzamos la numeracion por ejemplo en M; = Hy(A), entonces la
formula que hemos de probar es

mims memmi MaMs3

mams msmg MmMsMeg ’

que es cierta trivialmente. m
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En [TG 2.1] definimos el concepto de accién de un grupo G sobre un con-
junto Q, y vimos que equivale a la existencia de un homomorfismo G — Xq.
En el caso en que el conjunto §2 es otro grupo A podemos exigir que la accion
sea consistente con el producto en A, y asi tenemos el concepto siguiente de
accion de un grupo sobre otro [TG 3.19]:

Definiciéon 4.4 Una accidn de un grupo G sobre un grupo A es un homomor-
fismo de G en el grupo de los automorfismos de A. Se dice que G actia sobre A
cuando hay definida una accién de G sobre A.

En tal caso, identificaremos cada ¢ € G con su automorfismo asociado, con
la tnica precaucion de que dos elementos distintos de G pueden coincidir como
automorfismos de A.

El caso més frecuente se da cuando los elementos de G son ya automorfismos
de A. Por ejemplo, el grupo de Galois de una extension K/k acttia sobre los
grupos K (con la suma) y K* (con el producto).

Supongamos que G es un grupo ciclico de orden n que actiia sobre un grupo
abeliano A. Sea ¢ un generador de G. Definimos la traza de G como

Trg=1+0+0*+---+0" 1,

donde la suma es la operacién definida puntualmente en el conjunto de los
homomorfismos de A. Si en A usamos notaciéon multiplicativa hablaremos de la
norma de G y la representaremos por Ng.

Observemos que si G es el grupo de Galois de una extension K/ky A=K
entonces la traza que hemos definido es la traza usual de la extension, y si
A = K* obtenemos la norma usual.

En general sea f = 1 -0y g = Trg. Es inmediato comprobar que los
homomorfismos f y g cumplen fog = go f =0, luego podemos considerar el
cociente de Herbrand (que, no obstante, puede no estar definido si algin indice
no es finito)

_ A9 Tx[A|

C(G,A) = Cpy(A) = Tan : Ag|

donde AY = A;_, es el subgrupo de A formado por los elementos fijados por
todos los elementos de Gy Ag = (1 — 0)[A] cumple que

Ac={(1-=7)(a)|a € A, T€ G},
pues una inclusién es obvia y si 7 = ¢ es cualquier elemento de G resulta que
(1-0a)=(1—-0o)(a+a(a)+ -+ a)) € (1 -0)[A].

Por lo tanto el namero C(G, A), si esté definido, depende de G y de A, pero
no del generador de G que usemos para calcularlo.
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Ejemplo Supongamos que un grupo ciclico G de orden n acttua trivialmente
sobre Z (o sea, mediante la accion trivial dada por g(n) = n para todon € Z y
todo g € G). Entonces C(G,Z) = |G|.

En efecto, tenemos que Z¢ = Z, Tv[Z) =nZ, Z1, =0 y Zg=0. =

Observemos que si un grupo ciclico G actia sobre un grupo abeliano A y
B es un subgrupo de A tal que o[B] = B para todo o € G, entonces G actia
sobre B y sobre A/B (en el caso del cociente la accion es o([a]) = [o(a)]). Es
obvio que los homomorfismos f y ¢ inducidos por esta accion sobre By A/B
son los inducidos por los homomorfismos correspondientes a la accion sobre A,
de modo que podemos aplicar el teorema 4.3 y concluir que

C(G, A) = C(G,B)C(G, A/B), (4.1)

entendiendo que si dos cocientes estan definidos también lo est4 el tercero.
Ahora definimos los grupos

H(G,A) = A%/Te[A] y H YG,A) =An/Aq. (4.2)

Estos grupos pueden definirse en un contexto mucho mas general y se llaman
grupos de cohomologia. Vemos que el cociente C(G, A) esta definido exacta-
mente cuando los dos grupos de cohomologia son finitos, y entonces es igual al
cociente de sus 6rdenes.
Por ejemplo si G es el grupo de Galois de una extension ciclica K/k, es claro
que
HY(G,K) = k/ Tr[K], H°(G,K*) = k*/N[K*].

El teorema 90 de Hilbert [TAl 7.21] equivale a que
HY(G,K) =0, H G, K*)=1.

Ahora vamos a dar varios criterios para calcular grupos de cohomologia y
cocientes de Herbrand. El primero es una observacion elemental, y es que todos
estos conceptos se conservan por isomorfismos en el sentido siguiente:

Definicion 4.5 Si G; y G2 son grupos que acttian sobre otros grupos A; y A,
diremos que las acciones son equivalentes si existen isomorfismos u : G; — Go
y v : Ay — As de modo que, para todo g € G; y todo a € A; se cumple

u(g) (u(a)) = g(a).
Es claro que en esta situacion (si los grupos G y Go son ciclicos)
H(Gy1, A1) 2 H(Ga, A2),  H '(G1,41) = H (G, A2)
y  CO(Gr,41) 2 C(G2, As),

donde en la ultima igualdad se entiende que un cociente esta definido si y s6lo si
lo estéa el otro, y en tal caso coinciden. La prueba es comprobar rutinariamente
que los isomorfismos dados por la hipotesis de equivalencia inducen isomorfismos
entre todos los grupos construidos a partir de las acciones (grupos de trazas,
grupos fijados, etc.) Otro caso sencillo es el siguiente:
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Teorema 4.6 Sea G un grupo ciclico que actia sobre una familia de subgru-
pos {A;}icr. Entonces G actia sobre [ A; mediante o((a;)ier) = (0(a;))ier-
Ademds i€l

HO<G, HAi> ~ [[HY(G, A)), H—l(G, HAi) ~ [[H (G, A)).

el el i€l i€l

Si el numero de factores es finito, entonces

(G, T145) = [1C(G, A,
i€l i€l
entendiendo que el miembro izquierdo estd definido si y sdlo si lo estan todos
los factores del miembro izquierdo.

DEMOSTRACION: La prueba consiste en comprobar rutinariamente que el
grupo de trazas del producto es el producto de los grupos de trazas de los
factores, el grupo fijado por el producto es el producto de los grupos fijados por
los factores, etc. n

Veamos ahora un resultado mas profundo:

S
Teorema 4.7 Sea A = [] A; un producto de grupos abelianos. Sea G un grupo
i=1
ciclico finito que actie sobre A de modo que permute los subgrupos A;, es decir,
que para todo o € G y todo indice i existe un indice j tal que o[A;] = A;.
Supongamos también que, dados i, j, existe un o € G tal que o[A;] = A;. Sea
G1={o € G|o]|A1] = A1}. Entonces

HY(G,A) = H°(Gy, Ay), HYG,A) = H (G, A).

DEMOSTRACION: Observemos que o[A;] = 7[A;] siy solosi o771 [A;] = Ay,
o sea, si y solo si 077! € G;. De aqui que la aplicacion G/G; — {Ay,..., As}
dada por [o] — o[A1] es inyectiva y por hipdtesis suprayectiva, lo que nos da la
igualdad |G : G1| = s.

Sea G/G1 ={[o1],-..,|os]}. Podemos exigir que o;[A1] = A; y que o1 = 1.

Entonces cada elemento de A; se expresa de forma tunica como o;(a), con
a € A; y cada elemento de A se expresa de forma tinica como

S
> oi(a;) con aiy,...,as € Aj.
i=1

Los elementos de A€ son los de la forma

S
> oi(ar), con a; € (A)%".
i=1
En efecto, dado o € G, es claro que las clases [010], ..., [050] son las mismas
que [o1], ..., [0s], aunque en otro orden. Ademas [o] = [r] implica o77! € Gy,

luego (077 1)(a1) = ay y por tanto o(a;) = 7(ay). De todo esto concluimos que

a(ii:l O'i((ll)) = 21 oio(ar) =

1Ji(a1).

S

i
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S
Reciprocamente, si a = Y. o;(a;) € A%, aplicamos 0‘;1 y asf vemos que la
i=1

S
componente en A; de a = U{l(a) es a; = a;. Por lo tanto a = 231
S 1=
Aplicando ahora o € Gy vemos que a = o(a) =Y o;(c(ay)

olar) = ay. i=1
Asi pues, cada elemento de A® esta determinado por su primera componente,

luego la proyeccion 7 : AY — (A1) es un isomorfismo.

Por otra parte, si a = Y 0;(a;) es un elemento arbitrario de A, se cumple
i=1

oi(ay).
), de donde

que

y sumando en j queda
Trg(a) = > 0(Trg, (a1 + - + as)). (4.3)
Asi pues, Trg[A] esta formado por los elementos de la forma

0i(Tre, (a1)), con aq € Gy.
i=1

?

Por lo tanto w[Trg[A]] = Trg, [G1] ¥, en consecuencia,
A% TrglA] = (A1) Trg, [G1],

que es uno de los isomorfismos buscados.

La formula (4.3) implica que
Trg(a) =0 < Trg, (a1 + -+ as) = 0.

Sea A : Ay, — (A1) la aplicacién dada por A(a) = a3 + -+ + as.
Claramente es un epimorfismo (si a; € (A1)™¢1 entonces A(a;) = ay).
Sea 0 € GG. Existe una permutaciéon p de los indices de modo que o;0 =

Tp(i)Op(i), Para ciertos 7,;) € G1.
S
Entonces, dado un a = > 0;(a;) € A, tenemos
i=1

o

A((1-0)(@) = (

:)\(i

(03(0:) = 000 (i) (@:))) )

=1

M
e

(o) = oi(rila) ) = 301 = 7)(as) € (A,

1 =1
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Esto prueba que A\[Ag] < (A1)g,. Para probar la inclusion contraria vemos
S

primero que si A(a) = 0, es decir, si Y a; = 0, claramente

5
M% L

=Y oi(as) =

i=1 %

En general, si A(a) € (A1)g,, o sea, si A(a) = (1 —7)(b), con b € Ay y

7 € G, entonces A(a — (1 — 7)(b)) = 0, luego a — (1 — 7)(b) € Ag y también
a € Ag. Consecuentemente A, /Ag = (Al)TrGI/(Al)Gl. "

(oi(a;) — a;) € Ag.

1

Notemos que si en el teorema anterior se cumple G; = 1 la conclusion es
H°(G,A) =0, H (G, A) =

En particular, si G es el grupo de Galois de una extension ciclica K/k, el
teorema de la base normal [Al 9.10, 9.11] afirma que K tiene una base de la

forma
{o(a) | o€ G},

para un a € K, y entonces K es la suma directa de los subespacios (o(«)), que
estan en las hipotesis del teorema anterior con G; = 1. Por lo tanto concluimos
que H(G,K) = 0, H"}(G,K) = 0. La tltima igualdad nos la daba ya el
teorema 90 de Hilbert [TAl 7.18] junto con H (G, K*) =1

Por el contrario, HY(G, K*) = k*/N[K*] no es trivial en general. Lo es
en el caso de las extensiones de cuerpos finitos [Al 9.3]. Las técnicas que he-
mos expuesto nos permiten calcularlo en el caso de cuerpos p-addicos. Para ello
necesitamos un sencillo resultado técnico:

Teorema 4.8 Sea f un homomorfismo de grupos definido sobre un grupo abe-
liano A y sea B un subgrupo de A. Entonces

|A: B| =|AT : BT||A; : Byl

DEMOSTRACION: Consideremos el epimorfismo A — Af/Bf. Su ntcleo es
B + Ay, luego tenemos que A/(B + Ay) = Af/BS.
Por otra parte, (B+Ay)/B = A;/(AfNB) = Ay/By. El resultado es ahora

inmediato. u

Teorema 4.9 Sea K/k una extension ciclica de grado n de cuerpos p-ddicos.
Sea G = (o) su grupo de Galois. Sean Uk y Uy los grupos de unidades respec-
tivos y sea e el indice de ramificacion. Entonces:

C(G,K*) = |k* : N[K*]| = | K : K|, |U : N[Uk]| = e, C(G,Uk) =1.

DEMOSTRACION: Hemos visto que H (G, K*) = 1, con lo que ciertamente
C(G,K*) = |k* : N[K*]| (supuesto que este indice sea finito).

El grupo G actia sobre K* y Uk, luego también sobre K* /Uy = 7Z. La
altima accién es trivial, pues si @« € K* entonces |o(a)| = |a|, lo que implica
que o(a)/a € Uk, y asi [o(a)] = [a]. Por consiguiente al aplicar el teorema 4.3
obtenemos que

K k| = |G| = C(G,Z) = C(G, K*)/C(G, Ug).
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Si probamos que C(G, Uk) esté definido y vale 1 tendremos la primera afir-
macién del teorema.

Consideremos una base normal de K/k, es decir, una base de la forma
v1,...,U, donde cada v; es la imagen de v; por un elemento de G. Sea D
el anillo de enteros de k y sea

M = i D’Ui.
i=1

Es claro que G actta sobre M, y estamos en las hipotesis del teorema 4.7 con
G1 =1, luego C(G, M) = 1. Es claro que si multiplicamos la base normal por
un elemento de k sigue siendo una base normal, y si la multiplicamos por una
potencia del primo de k suficientemente grande podemos exigir que los valores
absolutos de los v; sean menores que un nimero real € > 0 arbitrario.

Teniendo en cuenta que los elementos de D tienen todos valor absoluto menor
o igual que 1, concluimos que todos los elementos de M tienen valor absoluto
menor que e.

Por otra parte M es un subgrupo abierto de K, pues las funciones coorde-
nadas son continuas (esto es consecuencia de que todas las normas en K son
equivalentes, y asi el valor absoluto en K induce la misma topologia que la
norma dada por el supremo de los valores absolutos de las coordenadas)

Ahora recordamos que, segiin [TAl 5.58|, la funcién exponencial es un iso-
morfismo de grupos entre una bola abierta suficientemente pequena de centro
0 en K y una bola abierta suficientemente pequena de centro 1 en Ux. Maés
aun, tanto la funcién exp como su inversa log son continuas en sus dominios
(como toda serie de potencias). En consecuencia V = exp[M] es un subgrupo
abierto de Uy topologicamente isomorfo a M. La continuidad de los automor-
fismos hace que conmuten con las series de potencias, y entonces es claro que
a(exp(oz)) = eXp(U(a)), para todo o € G y todo o € M.

Esto significa que las acciones de G sobre M y V son equivalentes, luego
C(G,V) = 1. Pero V es un subgrupo abierto en Uk, que es compacto, por
lo que el indice |[Ux : V| ha de ser finito, y asi el teorema 4.2 nos da que
C(G,Uy/V) = 1. Por consiguiente C(G,Uk) = C(G,V) = 1, como habia que
probar.

Por definicion

|Uk : N[Uk]]|
|(Uk)x : (1= 0)[Uk]|’

y por el teorema 90 de Hilbert [TAl 7.18] sabemos que (Ux)n = (1 — o)[K™].
Asi, usando el teorema anterior,

C(G,Uk) =

Uk : N[Uk]| = [(1 = 0)[K7] : (1 = 0)[Uk]| = [(1 = 0)[K7] : (1 — 0)["Uk]|

__ IETRUR| K RU|
Ki,: R0kl k]

pues es facil ver que el grupo K*/k*Ug es ciclico de orden e. m
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Observemos que el teorema anterior es cierto trivialmente cuando los cuerpos
K y k son R o C, entendiendo que los grupos de unidades son todo el grupo
multiplicativo.

Este resultado generaliza al teorema 3.14 para cuerpos p-adicos, pues las
extensiones no ramificadas son ciclicas y e = 1. Ademés nos permite demostrar
un reciproco.

Teorema 4.10 Sea K/k una extensidn abeliana de cuerpos numéricos. Sea P
un primo en K y p el primo de k divisible entre 3. Entonces e(P/p) =1 si y
solo U, = N[Ug]. En consecuencia los divisores admisibles de la extension son
divisibles entre todos los primos ramificados.

DEMOSTRACION: Una implicacion es el teorema 3.14. Para probar la inversa
consideramos el grupo G(K/k), que se puede descomponer como producto di-
recto de grupos ciclicos. Para cada uno de estos subgrupos consideramos el
cuerpo fijado por el producto de todos los demas, con lo que tenemos una fa-
milia Ky,..., K, de extensiones ciclicas de k cuyo producto coincide con K (su
grupo de automorfismos es trivial). Sea B; el primo de K; divisible entre B. Es
claro que U, = N[Usy,] (por la transitividad de las normas), luego el teorema
anterior nos da que p es no ramificado en cada K;.

Por otra parte, aplicando [TAl 5.27] tenemos que Ky = (K1)yp, - -+ (Kr)sp,.,
y entonces el teorema [TAl 9.4] nos da que B es no ramificado sobre p. =

4.2 La primera desigualdad fundamental
En esta secciéon probaremos la desigualdad
|K : k| <|Ck : N[Ck]|-

Por conveniencia la probaremos tinicamente para extensiones ciclicas, pues esto
seré suficiente para probar la suprayectividad del homomorfismo de Artin y el
caso general se deduciré trivialmente de resultados posteriores.

Al final del capitulo anterior vimos que el grupo de Galois G = G(K/k) actaa
sobre el grupo Ck. El teorema 3.19 (en su version para clases de elementos
ideales) muestra que la norma de la accion coincide con la norma usual en Ckx
y el teorema 3.20 prueba que C¢ = Cj, con lo que H°(G,Cx) = Ci/N[Ck].
Asi pues, queremos estimar el orden de H%(G, Ck).

Vamos a aplicar las técnicas de la seccion precedente. En el capitulo anterior
vimos que existe un conjunto finito £ de primos de K tal que Jx = K*Jg.
Podemos ampliarlo de modo que esté formado por todos los primos de K que
dividen a los de un conjunto finito de primos de k, y de modo que E contenga,
ademaés de los primos infinitos, a los primos ramificados. Entonces

C(G,Cx) = C(G, Jx|K*) = C(G, K*Jp/K*) = C(G, J5/Kp),
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donde hemos usado que las acciones de G sobre los grupos K*Jg/K*y Jg/Kg
son equivalentes. Ahora el teorema 4.3 nos da

C(G,Ck)=C(G,Jg)/C(G,KEg), (4.4)

supuesto que estos dos cocientes estén definidos. Nos ocupamos primero de
C(G,Jg). Para ello sea Ej el conjunto de los primos de k divisibles por los
primos de E. Podemos descomponer

Je= 11 (I1&5) x T (I1Us).
pEEL “Plp pPEEL “Plp

Si p no esta en Ej, entonces es no ramificado. La extension local Ky /k, es
ciclica y su grupo de Galois es isomorfo a G, el grupo de los automorfismos de
K que fijan a *B. Esta accién de G sobre Kg es la misma que la que induce
la accion de G sobre Jg (por definicion de ésta ultima). Por el teorema 4.9
tenemos HO(G:B, ng) = Hﬁl(Gsp, ng) =1

Ahora consideramos la acciéon de G sobre cada producto [[ Up. Podemos

aplicar el teorema 4.7 y concluir que PBlp
H(G, [1Up) = H (G, [ Uy ) = 1.
Blp Blp

Si llamamos V = ] (H Us;3>7 el teorema 4.6 nos da que
pEER “Plp

H(G,V)=H YG,V)=1

y, en consecuencia, C'(G, V) = 1. Por los teoremas 4.3, 4.6, 4.7 y 4.9 llegamos a
que

C(G,Jp) = T1 C(G I1Kq) = T1 CGp K = Tl mpe  (45)
pEEy Blp pEE) peE)
donde en el penaltimo producto se entiende que B es un divisor (cualquiera) de
p y en el altimo n, es el orden de Gy, es decir, el grado local Ko /k.

Si probamos que
1
C(G,Kg)= —— Ny, 4.6)
( ) |K : k|pel_£k P (

recordando (4.4) podremos concluir que
C(Ga OK) = ‘K : k|7
luego tendremos que
|Ck : N[Ck]| = h_1 |K : K|, (4.7

donde h_; es el orden de H (G, Ck). Asi quedard probada la primera de-
sigualdad fundamental.

Para investigar la accién de G sobre K g usaremos una representacion logarit-
mica que incidentalmente nos dard una generalizacion del teorema de Dirichlet
sobre las unidades de un cuerpo numérico. Daremos una prueba basada en la
compacidad del grupo C° de clases de elementos ideales.
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Teorema 4.11 Sea K un cuerpo numérico y E un conjunto finito de divi-
sores primos de K que contenga a todos los primos arquimedianos. Sea s
el numero de elementos de E. Sea log : Jg — R® la aplicacion dada por
loga = (log ||a|lyp)per. Entonces log[Kg| es un reticulo de rango s — 1 conte-
nido en el hiperplano

H:{(x17"'7mS)ERS|x1+"‘+l"s:0},

DEMOSTRACION: Es claro que la aplicaciéon log es un homomorfismo, luego
log[K ] es un subgrupo de R® y obviamente log[Kg] C log[J%] C H.
Se cumple que log[Kg] es discreto, pues si tomamos un conjunto

M ={a€ Kg||logal <C}%,

podemos tomar un entero oy € K tal que o LM esta contenido en el anillo de
enteros de K, luego M esté contenido en un Z-moédulo finitamente generado y
por consiguiente la representaciéon geométrica usual de los puntos de M ha de
ser discreta. Pero dicha representacion esté acotada, luego M es finito.

Para probar que el rango es exactamente s — 1 notamos en primer lugar
que H esta generado (como espacio vectorial) por log[J%] pues, por ejemplo,
fijando una componente arquimediana, es facil construir elementos de J% cuyas
imégenes tengan ceros en s — 2 posiciones a elegir entre las restantes (ajustando
la componente reservada para que la norma del elemento sea 1). Asi obtenemos
s — 1 vectores independientes.

Sea W el subespacio generado por log[Kg]. Entonces tenemos un homo-
morfismo de grupos J%/Kr — H/W tal que la imagen genera H/W como
espacio vectorial. Pero la aplicaciéon es continua, luego la imagen es un sub-
grupo compacto, luego es trivial (si contiene a un elemento no nulo contiene
a sus multiplos, luego no es acotado). Por lo tanto W = H, como habia que
probar. n

Observemos que el nucleo de la aplicacion log descrita en el teorema anterior
es exactamente Ky, o sea, el grupo (finito) de las raices de la unidad en K. De
aqui se deduce obviamente un teorema de estructura para Kg que coincide con
el teorema de Dirichlet en el caso en que E = P,.

Teorema 4.12 (Teorema de las unidades de Hasse) Sea K un cuerpo nu-
mérico y E un conjunto de primos de K que contenga a todos los primos ar-
quimedianos. Entonces el grupo Kg es un grupo abeliano finitamente generado
cuya parte de torsion es el grupo (finito) de las raices de la unidad contenidas
en K y cuya parte libre tiene rango s — 1, donde s es el numero de elementos
de E.

Para nuestros objetivos inmediatos nos es suficiente el teorema 4.11. Llame-
mos N = log[Kg]|, que es un reticulo de rango s — 1 en R® y K /Ky = N.

Observemos que el grupo de Galois G actiia sobre Ky y, por tanto, sobre
Kg/Kg. Como el denominador es finito, los teoremas 4.3 y 4.2 nos dan que
C(G,Kg) = C(G,Kg/Kg), entendiendo que basta probar que C(G, Kg/Kgy)
esté definido para que lo esté C(G, Kg) y en tal caso coincidiran.
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El isomorfismo nos permite definir una accién de G sobre N equivalente a
su accion en Kg/Kg. De este modo

C(G,Kg)=C(G,Kg/Kz)=C(G,N), (4.8)

entendiendo, como siempre, que hemos de justificar que el altimo cociente esta
definido.
Vamos a describir explicitamente la accién de G sobre N. Esta caracterizada
por que
o(loga) =logo(a), cel, ae€Kg. (4.9)

Si representamos la base canonica de R® mediante { X }qpep, la aplicacion
log : Kp — R® se expresa en la forma

loga = ) log |lasp|| X.
PEE
Claramente |o(a)||,(p) = |||y, de donde (4.9) equivale a
o 3 logllag| Xy ) = 3 log llagl| Xo).
RUSIDH PeE

Podemos definir una accién de G sobre todo R® asociando a cada o € G la
aplicacion lineal en R® determinada por o(Xq) = Xy (q). Lo que hemos visto
es que la acciéon de G sobre N es simplemente la restricciéon a N de esta accidon
de G sobre R?.

Sea Xo = ). Xgp. Entonces el subgrupo (Xy) generado por X es isomorfo

cE

a Z y G actua trivialmente sobre él, pues todos los elementos de G dejan fijo a
Xo. El teorema 4.3 nos da que

C(G,N + (Xo)) = C(G,N)C(G,Z) = C(G,N) |K : k|, (4.10)

entendiendo, una vez més, que basta probar que estd definido el miembro iz-
quierdo para que podamos asegurar que lo estd C(G,N). Con este cambio
hemos ganado que M = N + (Xj) es un reticulo completo en R®. Los teoremas
siguientes nos calcularan el cociente C(G, M).

Teorema 4.13 FEn las condiciones anteriores, si M es un reticulo completo en
R® que es invariante por G (es decir, que cumple o[M] C M para todo o € G)
entonces existe un subreticulo M' de indice finito en M invariante por G y que
tiene una base {Yy byper tal que o(Yyp) = Yoy para todo o € G.

DEMOSTRACION: Consideramos en R® la norma supremo. Es claro que
existe un namero b > 0 tal que para todo X € R® existe un Z € M de modo
que || X — Z|| < b. Para cada p € Ej sea P, € E tal que Py, | p. Seat >0
arbitrario. Sea Z, € M tal que [[tXyp, — Z,|| < b. Para cada B | p sea

Yp= > o(Z).
a(Pp)=P
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Veamos que estos vectores cumplen lo pedido. Claramente, si T € GG, tenemos

(Yp)= > or(Zy)= > p(Zy) =Y.
o(Pp)=P P(By)=7(P)

Esto implica que el reticulo generado por estos vectores es invariante por G.
Falta ver que son linealmente independientes, lo que a su vez ya implica que el
indice del reticulo que generan es finito.

Supongamos que ) cpYy = 0. Si no todos los coeficientes son nulos, divi-

diendo entre el mayor podemos suponer que || < 1 para todo Py que cp =1
para un *B. Sea Z), = tXq, + By, donde por construccion || By|| < b. Entonces

qu = Z O’(Zp> =1 Z U(qup)-i-ng,
a(Pp)=P o(Bp)=P

donde ||Cyl| < nb.

Queda, pues, que Yy = tmgp Xy + Cp, donde myp es el ndmero de auto-
morfismos 0 € G tales que o(Py) = P. Al sustituir en la combinacion lineal
llegamos a que

0= ZCngp = tZCgpmq}qu +C,
B B

donde [|C]| < snb.

Teniendo en cuenta que la norma es la norma supremo, si consideramos
la componente que cumple ¢ = 1 resulta que tmgp < snb y, si se escoge t
suficientemente grande, esto es una contradiccion. [

Para terminar:
Teorema 4.14 FEn las hipdtesis del teorema anterior, si G es ciclico se cumple

C(GvM) = C(GvM/) = H Ny,

pPEE)
donde ny es grado local en p.

DEMOSTRACION: Ante todo observamos que por [TAl 5.43] el grupo Gy
depende solo de p. Se cumple C(G, M) = C(G, M’) porque el cociente M /M’
es finito. Ahora expresamos

M =TI II (¥y)
pEEL Blp
y vemos que G actuia en cada uno de los factores del primer producto.
Podemos aplicar el teorema 4.3 varias veces, lo que nos da

e, = 11 ¢(6 I 0a).
ckby p

Ahora vemos que la accion de G sobre cada uno de estos factores esta en las
hipoétesis del teorema 4.7, con lo que tenemos

c(c. 1 (¥)) = C (G (Yp)).
p
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Por ultimo, cada grupo (Yy) es isomorfo a Z y la acciéon de G sobre él es
trivial (porque es lineal). Esto implica que C(Gsy, (Yip)) = |Gp| = np. .

Con esto tenemos calculado el miembro izquierdo de (4.10), lo que unido a
(4.8) nos da (4.6). Asi queda probada la primera desigualdad fundamental.

Como consecuencia de la primera desigualdad fundamental obtenemos la
suprayectividad del homomorfismo de Artin. Para probarla nos basaremos en
el teorema siguiente:

Teorema 4.15 Sea K/k una extension abeliana de cuerpos numéricos (de grado
mayor que 1). Entonces hay infinitos primos en k que no se escinden comple-
tamente en K.

DEMOSTRACION: Claramente podemos suponer que la extension es ciclica.
Sea E el conjunto de los primos de k que no se escinden completamente en K.
Supongamos que es finito. Asi, si p es un primo que no estdi en E y B | p,
tenemos Koy = ky.

Vamos a probar que J, = k* N[Jk], lo que equivale a que C, = N[Ck], en
contradiccién con la primera desigualdad fundamental.

Tomamos « € J. Por el teorema de aproximaciéon existe un 3 € k* tal que
|ag B — 1| < € para un namero real € > 0 arbitrario y todo P en E.

Como los grupos de normas locales son abiertos (por 3.13), tomando € su-
ficientemente pequeiio podemos asegurar que asp3 es una norma local para
todo P € F, y trivialmente es una norma local para los primos restantes, pues
las extensiones locales correspondientes son triviales. Asi pues, a8 € N[Jk] vy
a € k*N[Jk]. ]

Teorema 4.16 Sea K/k una extension abeliana de cuerpos numéricos y m un
divisor de k divisible entre todos los primos ramificados de la extension. Enton-
ces el homomorfismo de Artin w : I(m) — G(K/k) es suprayectivo.

DEMOSTRACION: Sea H la imagen de w y sea F' su cuerpo fijado. Hemos
de probar que F' = k. Si p € I(m) entonces

(%)= (%)

donde usamos 1.4 y el hecho de que F es el cuerpo fijado por todos los simbolos
de Artin.

Ahora bien, por el teorema 1.4 el orden del simbolo de Artin de p es igual
al grado de inercia de p en F. Asi pues, éste es igual a 1, lo que significa que
todos los primos de k se escinden completamente en F' excepto a lo sumo los
que dividen a m, que son un ndmero finito.

No podemos aplicar directamente el teorema anterior porque F'/k no tiene
por qué ser ciclica. Ahora bien, si F' # k el grupo G(F/k), que es abeliano,
contiene un subgrupo con cociente ciclico no trivial, cuyo cuerpo fijado Fj es
una extension ciclica de k. Obviamente todos los primos de k que se escinden
completamente en F' se escinden completamente en Fj, lo cual si contradice al
teorema anterior. n

=1
F

)
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4.3 Preliminares a la segunda desigualdad

Para probar la segunda desigualdad fundamental necesitamos varios resul-
tados de indole diversa que recogemos aqui en tres apartados.

Consecuencias de la primera desigualdad EIl teorema siguiente es un
refinamiento de 4.15 para extensiones de grado potencia de primo.

Teorema 4.17 Sea K/k una extensidn ciclica de cuerpos numéricos de grado
p", donde p es un primo. Entonces existen infinitos primos de k que se conser-
van primos en K.

DEMOSTRACION: Claramente K contiene un tnico subcuerpo F' de grado p
sobre k. Sea p un primo en k no ramificado sobre K que no se conserve primo
en K. Sea P un divisor de p en K. Que p no se conserve primo equivale a que
f(B/p) # p™. Este grado de inercia es el grado

K:k
| Ko : ky| = |Kky : kp| = |K : K N ky| :|K|ﬂkp:k|’
luego p | |[K Nk, : k| y, por consiguiente, F' C K N k,. De aqui se sigue que el
grado de inercia de p en F' es 1, es decir, p se escinde completamente en F'.
Asi pues, si hay s6lo un nimero finito de primos de k que se conservan
primos en k, hay a lo sumo un ntiimero finito de primos en k£ que no se escinden
completamente en F'; en contradiccién con el teorema 4.15. n

De aqui deducimos:

Teorema 4.18 Sea k un cuerpo numeérico y sean K1, ..., K, extensiones cicli-
cas de k de grado primo p mutuamente disjuntas sobre k (es decir, la interseccion
entre una de ellas y el producto de las demds es k). Entonces existen infinitos
primos en k que se conservan primos en Ky y se escinden completamente en
K, parat=2,...,r.

DEMOSTRACION: Sea K = K;---K,. Entonces K/Ky--- K, es ciclica de
grado p. Por el teorema anterior existen infinitos primos ¢ en Ks--- K, que
se conservan primos en K. Fijado uno de ellos, sea p el primo de k divisible
entre . Supongamos que p no se ramifica en K (tenemos infinitos primos p en
estas condiciones).

Claramente, el grupo de Galois G(K/k) es producto directo de grupos ciclicos
de orden p (es isomorfo al producto de los G(K;/k)) y contiene como subgrupo
a G(Kq/ky), que es ciclico porque la extension es no ramificada. Esto implica
que | Ko /ky| < p.

Por otra parte |[Kgq : (Ks--- K, )p| = p, luego ha de ser (Ky--- K, )p = k.
Esto significa que p se escinde completamente en K5 --- K., luego también en
cada K; (con i > 1). Por otra parte, p se conserva primo en K71, o de lo contrario
se escindirfa completamente en K, y lo mismo le pasaria a 3. L]
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Indices de grupos de potencias Nos ocupamos ahora del calculo de los
indices de ciertos grupos de potencias en cuerpos localmente compactos.

Definicion 4.19 Sea K un cuerpo métrico discreto localmente compacto. Sea
p su unico primo. La compacidad local equivale a que el cuerpo de restos es
finito. Llamaremos N p a su ntumero de elementos. Sea U el grupo de unidades
de K. Llamaremos U,, = 1+p™. Claramente estos conjuntos son bolas abiertas
de centro 1 y constituyen una base de entornos de 1 en U (o0 en K). Definimos
Uy = U. Llamaremos U™ al subgrupo de U formado por las potencias m-simas.

Los indices que nos interesan son los de los grupos U™, pero calcularemos
primero los de los grupos U,,.

Teorema 4.20 Si K es un cuerpo métrico discreto localmente compacto, los
conjuntos Uy, son subgrupos abiertos y cerrados del grupo U de las unidades de
K. Sip es el primo de K se cumple

|UU1|:NP71 Z/Pamizl |Um:Um+1|:Np-

DEMOSTRACION: Del hecho de que p™ es un ideal se sigue inmediatamente
que el producto de elementos de U,, esta en U,,. Por otra parte, si 1 +z € U,,,

A+x)t=1—2+2> -2+ =1+a(-1+z—2>+2°+--) € Up,

Sea E el anillo de los enteros de K. Si 7 es un primo en E, entonces cada
elemento no nulo de F se expresa de forma tnica como un™, con u € U, de donde
la restriccion a U de la proyeccion E — E/p es un epimorfismo de grupos
U — (E/p)* cuyo nucleo es precisamente U;. Tenemos que |E/p| = N p, luego
[U:U;|=Np—1

Si m > 1 la aplicacion p™ — U,,/Up41 dada por x — [1 + z] es un
epimorfismo de grupos, pues [1 +z][l+y]=[1+z+y+ay]y

l+z+y+oy 1 Ty
1+x+y 1+x+y’
con vy(zy/(L+z+y)) >2m>m+1, luego [1+ ][l +y] =[1+z+y].
El ntucleo es p™*!, luego

m . m E:p™
U Upga| = [p™ 2 p +1|_|J|E:;om+|1_1\fp-

Teorema 4.21 Sea K un cuerpo métrico discreto localmente compacto y sea m
un natural no divisible entre la caracteristica de K. Entonces el grupo U™ es
abierto y cerrado en U y ademds

K

lmllp’

|U:U™| =

donde K, es el grupo de las raices m-simas de la unidad contenidas en K y
1
(N p)”p(m) ’

lmlly =
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DEMOSTRACION: Sea 7 un primo en K. Tomemos r suficientemente grande
para que |mzn" 1| > |727|. Entonces, para cualquier z entero en K se cumple

(1+2z7")™ =1+ mar” (méd ma"™ ).

En consecuencia U™ < U,4,, donde s = v,(m). Para probar la inclusion
opuesta tomamos un elemento arbitrario de U, 4, que podemos expresar como
14 myn" para cierto entero y de K. Queremos encontrar un entero x de K tal
que (1+zx™)™ =1+ myn". Operando, esto equivale a que el polinomio

(m—1)r r
Y m\ T
Flao)=—2—a" 4+ (z)mf”‘y

tenga una raiz entera en K. Observemos que si exigimos s < r entonces todos
los coeficientes son enteros. Podemos aplicar el teorema [TAl 5.48|. Para ello
observamos que F(y) =0 (méd ) pero F'(y) =1 (méd 7), luego existe la raiz
buscada, y asi U = Urys.

En particular U,s < U™, lo que prueba que el grupo U™ es abierto, luego
también cerrado. Del hecho de que U™ sea abierto se deduce que el indice
|U : U™ es finito (pues U es compacto).

Podemos tomar r suficientemente grande como para que U, no contenga
ninguna raiz m-sima de la unidad distinta de 1. Aplicamos el teorema 4.8 al
homomorfismo f: U — U™ dado por f(u) = u™. Con ello obtenemos que

U = Urys|
U U = U™ Upio| K7 2 1] = e Zrtsl s |

de donde, usando el teorema anterior

Lo

m .
[l -

U U™ = Uy : Upss| | K | = (ND)°| K| =

El dltimo indice que necesitamos calcular es el siguiente:

Teorema 4.22 Sea K un cuerpo métrico discreto localmente compacto, sea m
un natural no divisible entre la caracteristica de K, sea K*™ el grupo de las
potencias m-simas de K y sea K, el grupo de las raices m-simas de la unidad
en K. Entonces

m|K;,

Il

K" K*™| =

DEMOSTRACION: Sea 7 un primo en K. Claramente K* = U X (r), luego
K*™ =U"™ x (m™) y, en consecuencia,

|[K*: K™ = U : U™ | {m) : (&™) | = m|U : U™|.
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La teoria de Kummer La teoria de Kummer es una especie de teoria de
cuerpos de clases rudimentaria que pone en correspondencia ciertas extensiones
abelianas de un cuerpo numérico k y ciertos subgrupos de k*. Veamos las
definiciones precisas.

Definicién 4.23 Diremos que una extension de cuerpos K/k es una extension
de Kummer (o que K es un cuerpo de Kummer sobre k) si la extension K/k
es abeliana y existe un ntimero natural n tal que el grupo G(K/k) tiene expo-
nente! n y k contiene una raiz n-sima primitiva de la unidad (en particular n
no es divisible entre la caracteristica de k).

Sea k un cuerpo que contenga una raiz n-sima primitiva de la unidad. Lla-
maremos k*" al grupo de las potencias n-simas de k*. Sea A un grupo tal que
B < A < k* y el indice |A : k*"]| sea finito. Sea AL/m el conjunto de las raices
n-simas de los elementos de A. Sea ka = k(A/™).

Es claro que si A/k*" = {[ou], ..., [am]} v /0y es una raiz n-sima de cada
«;, entonces ka = k( Yag,. .., {L/(Tm), luego la extension ka /k es finita.

El teorema [Al 9.33] nos da que cada una de las extensiones k( g ) /k es
ciclica de grado divisor de n, luego ka/k es abeliana de exponente n, pues hay
un monomorfismo de G(ka/k) en el producto de los grupos G (k( {/a; ) /k).

Reciprocamente, si K/k es una extension abeliana de exponente n, entonces
K puede expresarse como producto K = Kj - - - K,,,, donde cada K;/k es ciclica,
y de nuevo por [Al 7.24] cada K; es de la forma k({ﬂ/ch) para un «; € k.
Concluimos que K = ka, donde A es el subgrupo generado por aq,...,a, y
por k™.

Recogemos lo que hemos probado en un teorema junto con un importante
hecho adicional.

Teorema 4.24 Sea k un cuerpo que contenga a las raices n-simas de la unidad.
Entonces la aplicacion A +— ka = k:(Al/”) biyecta los grupos k*™ < A < k*
tales que el indice |A : k*"| es finito con las extensiones de Kummer de k de
exponente n. Ademds se cumple que |ka : k| = |A : E*™].

DEMOSTRACION: Sélo queda probar la ultima afirmacion. Sea ( € k una
raiz n-sima primitiva de la unidad, sea G = G(ka/k) y sea C = ({). Para cada
a € A consideremos un 3 € ka tal que 8" = «a. Los demas elementos que
cumplen esto son 3, B¢, ---, B¢" L. Sea ahora o € G. Entonces o(8) = 3¢*
para cierto s, luego o(5¢%)/B¢t = (* es independiente de i o, en otras palabras,
el ntmero o(f)/f es una raiz de la unidad que depende de a y de o, pero no de
la eleccion de 3.

Podemos definir ( , ) : G x A — C mediante (0,a) = o(B8)/8, y es
inmediato comprobar que las aplicaciones (o, ): A —Cy ( ,a): G — C

1Un grupo tiene exponente n si el orden de todos sus elementos divide a n. Diremos que
una extension de cuerpos tiene exponente n si es de Galois y su grupo de automorfismos tiene
exponente n.
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son homomorfismos de grupos. Veamoslo para las segundas:

7(0(8) _ a(B) 7(a(B))

oT, Q) = = = (0, a)(T, a).
( 58 e (

También es claro que el nicleo de (o, ): A — C contiene a k*", pues para
todo B € k* se cumple (o, ") = o(8)/8 = 1. Por lo tanto este par induce a su
vez otro par

(., ):Gx(A/K™) — C.

Este par induce dos homomorfismos G — (A/k*)* y (A/E*™) — G*,
donde el asterisco denota el grupo de caracteres de un grupo abeliano (notemos
que podemos identificar a C' con un subgrupo de C). Ambos homomorfismos son
de hecho inyectivos, pues si (o,«) = 1 para todo a € A, entonces o(83)/8 =1
para todo 8 € ka, luego 0 = 1, y si 0(B8)/8 = 1 para todo o € G, entonces
B €k, con lo que o € k*™.

Teniendo en cuenta que el grupo dual de un grupo abeliano finito G tiene el
mismo orden que G, los monomorfismos anteriores prueban que

ks : k| = |G| = |A : k).
[ |

El claro que la biyeccion A <> ka conserva las inclusiones, de donde se siguen
inmediatamente las relaciones

AlAg < kAl kA2
Al QAQ d kAl mkAQ.

En la practica, si A es un subgrupo de k*, que no contenga necesariamente
a k*™ podemos considerar el subgrupo k*"A. Se cumple

KA = A ANE™,

luego si este indice es finito podemos definir kao = kgna = k(Al/ ™). Entonces
se cumple
lka : k| = A ANE™.

También es claro que ka es ciclico si y sélo si A/k*™ es ciclico y, en tal caso,
si a genera el cociente A/k*™ se cumple ka = k:( ¢a)

Veamos por tltimo un resultado sobre la aritmética en extensiones de Kum-
mer de cuerpos numéricos:

Teorema 4.25 Sea k un cuerpo numérico que contenga las raices n-simas de
la unidad. Sea K = ka una extension de Kummer de exponente n y p un primo
en k.

a) p se escinde completamente en K si y solo si A C ky.

b) Sip es finito y p t n, entonces p es no ramificado en K si y solo si
A CUk™.
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DEMOSTRACION: a) Sea 8 un divisor de p en K. Entonces p se escinde
completamente en K siy solo si K = kP(Al/”) = ky, si y solo si A C kp".

b) Supongamos que p no se ramifica y sea o € A. Entonces « es una potencia
n-sima en Ky, luego n | vg () = vp(a). Por lo tanto, siw € p\p? (en particular
m € k), podemos descomponer o = ¢3", donde € € U, y 8 € k es una potencia
de m. Asi pues, o € Upk*".

Reciprocamente, supongamos que A C Upk**. Sabemos que K se obtiene
adjuntando a k& un ntmero finito de raices /a, con a € A, luego por las
propiedades de las extensiones no ramificadas basta ver que p es no ramificado
en cada k({/a). Por la hipotesis podemos suponer que a € U,. Entonces
a = u/v, donde u y v son enteros en k y p 1 v. Multiplicando por v" podemos
suponer que « es entero en k.

Probemos que p no divide al diferente de la extension. Sea p(z) el polinomio

minimo de {/a. Claramente p(z) | f(z) = 2™ — «, luego p' (/) | n( W)nfl
Por el teorema [TAl 9.28] tenemos que el diferente divide a n( {“/&)n_l, y por

n—1

hipétesis ptn(/a)" . "

4.4 La segunda desigualdad fundamental
En esta seccion demostramos la segunda desigualdad fundamental:
|Cr s N[Ck]| < |K : K,

para toda extension abeliana K/k de cuerpos numeéricos.

Empezamos con varios resultados sencillos que nos reducen el problema al
caso de extensiones de Kummer de grado primo.

Teorema 4.26 Sea k C K C L una cadena de cuerpos numéricos tal que L/k
es abeliana. Entonces

a) |Cy : N[Ck]| | [Cr : N[CL],
b) |C : N[CL]| | |Ck : N[Ck]||Ck : N[CL]|.

En ambos casos suponemos (inicamente) que el miembro derecho es finito. En
particular, si K/k y L/K cumplen la sequnda desigualdad, también la cumple
L/k.

DEMOSTRACION: Es facil ver que N% oNkK = N%, con lo que tenemos las
inclusiones N[C1] < N[Ck] < C. Por consiguiente

|C : N[CL]| = N[Ck] : N[CL]|[Cy : N[Ck]|.

Esto prueba a).
Mas atn la norma induce un epimorfismo Ck/N[CL] — N[Ck]/NI[CL],
con lo que |N[Ck] : N[CL]| | [Ck : N[CL]|, y tenemos b). "
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Como toda extension abeliana puede descomponerse en una cadena de ex-
tensiones ciclicas de grado primo, basta probar la segunda desigualdad para
estas extensiones.

Teorema 4.27 Si K/k es una extension abeliana, entonces el indice del grupo
de normas |Cy, : N[Ck]| es finito y divide a una potencia de |K : k.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior basta probarla finitud para exten-
siones ciclicas de orden primo. Sea Ej un conjunto finito de primos en k y E
el conjunto de sus divisores primos en K. Podemos escogerlos de modo que E},
contenga a todos los primos arquimedianos, a todos los primos que se ramifican
en K y ademés

Jp =k Jg,, Jx = K*Jg.

Entonces k* N[Jx] = k* N[K*]N[Jg| = k* N[JEg], de donde
|Cx - N[Ck]| = |Jk : K" N[Jk]| = [k*Jm, : k" N[Je]| < [Jp, - N[Jg]|

(notemos que hay un epimorfismo del ultimo cociente en el pentltimo.)
El tltimo indice es el orden de H(G, Jg), y su finitud est contenida en la
formula (4.5).

Si K/k es una extension abeliana arbitraria de grado n y a € Cj, es claro
que a™ = N(a), por lo que todos los elementos del grupo Ci/N[Ck] tienen
orden divisor de n. Necesariamente entonces el orden del grupo divide a una
potencia de n. L]

Teorema 4.28 Si la seqgunda desigualdad fundamental se cumple en todas las
extensiones K /k ciclicas de grado primo p tales que k contiene una raiz p-ésima
primitiva de la unidad, entonces se cumple en toda extension abeliana.

DEMOSTRACION: Segiun hemos comentado, basta probar que se cumple en
toda extension ciclica K/k de grado primo p. Sea ¢ una raiz p-ésima primitiva
de la unidad. Por el teorema 4.26, el indice del grupo de normas de K/k divide
al de K(¢)/k, que a su vez divide al producto de los indices de K(¢)/k(¢) y
R(C)/k.

Ahora bien, el indice de K /k es potencia de p, y el indice de k(¢)/k divide al
grado, que a su vez divide a p—1, luego el indice de K/k divide al de K(¢)/k(¢),
que por hipotesis divide a p. L]

Fijemos ahora un cuerpo numérico k que contenga las raices n-simas de la
unidad. De momento no suponemos que n sea primo. Vamos a realizar una
construccion general de la que deduciremos la segunda desigualdad, pero que
maés adelante nos aprovecharé para otros fines. Consideremos un conjunto finito
F de primos de k que contenga a todos los primos arquimedianos y a los divisores
de n. Dividamos F = E; U E5 en dos conjuntos disjuntos, uno de los cuales
puede ser vacio. Sea i uno de los indices 1 0 2 y sea j el otro. Definimos

Di= I[ k" x [ ky x II Up. (4.11)
peE; peE; peEP\E
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Claramente D; < Jg. Todo a € D; puede escribirse como o = ™y, donde

Be ke e [Tk x I U (4.12)
peEE; peEE; peP\E

Sea A; = D; Nk*. Claramente k7 < A; < kg. Sillamamos s al ntimero de
elementos de F, el teorema 4.12 implica que

|kg : kg =n°. (4.13)

En efecto, kg es producto de un grupo ciclico de raices de la unidad (de
orden multiplo de n) por un grupo abeliano libre de rango s — 1. Al elevar a n,
el primer factor da cociente de orden n y el segundo de orden n°~!.

1/n

i

Consideremos la extension de Kummer K; = k(A
grupo A;k*". Es claro que A; N k™ = k%, luego

), correspondiente al

K o k| = DK™ k™| = A« K. (4.14)
Por el teorema 4.25 tenemos:
a) Sip e P\ E entonces p es no ramificado en K;.
b) Sip € E; entonces p se escinde completamente en K.

Igualmente tenemos definido el cuerpo K;. Llamaremos J; y J; a los gru-
pos de elementos ideales de K; y K;, y N;, N; a las normas correspondientes.
Veamos ahora un resultado auxiliar:

Teorema 4.29 Sea K/k una extension abeliana de cuerpos numéricos de ex-
ponente n. Si o € Ji, entonces o™ € k* N[Jk].

DEMOSTRACION: Por el teorema de aproximacion existe un § € k* tal que
Bay esté lo suficientemente cerca de 1 en los primos ramificados como para que
(Bayp)™ € N[Kg], para cualquier 8 | p en K. (Esto es posible porque los grupos
de normas locales son abiertos).

Si p es no ramificado, entonces las extensiones K, /k, son ciclicas y tienen
también exponente n, luego su grado divide a n y (Bay)™ es la norma de una
potencia de Say,. Claramente entonces So € N[Jk]. n

El resultado principal es el siguiente:

Teorema 4.30 Sea k un cuerpo numérico que contenga las raices n-simas de la
unidad. Sea E un conjunto finito de primos de k que contenga todos los primos
arquimedianos, todos los divisores de n y tal que Jy = k*Jg. Sea E = Ey U Ey
en las condiciones anteriores. Entonces

a) k*D; < k* N;[Jj],
b) |Ji : k*D1||Jx : k*Do| = | K7 : k| | K2 : K.
En particular

|Jk (k* Nl[Jl]I |Jk c k" NQ[JQH < |K1 : kl |K2 : k|
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DEMOSTRACION: a) Sea « € D;. Podemos descomponerlo como o = ™,
en las condiciones (4.12). Por el teorema anterior " € k* N;[.J;]. Basta probar
que todas las componentes de 7 son normas. Si p € F; entonces vy, = 1. Si
p € S; entonces p se escinde completamente en K, luego las extensiones locales
correspondientes son triviales, luego 7, también es una norma. Finalmente, si
p € P\ E, entonces v, € U, y las extensiones locales son no ramificadas, luego
vp €s una norma por el teorema 4.9.

b) Calculemos:
|Ji : k*D;| = |k*Jg : k*D;| = |k* Jg/k" : k*D; /k*|.

El isomorfismo canénico k*Jg /k* = Jg/kg transforma el subgrupo k*D; /k*
en D;kg/kg, luego

donde hemos usado (4.13). De la propia definiciéon de D; se sigue que

Dz
|75 : Di| \K; : k|,
ns

|A; : k| =

|Je: Dl = ]I |k;‘ : k;"\
pPEE;

Multiplicando esta féormula por la correspondiente para j queda

I [kp k|
pEE

|Jk1k*D1HJka*D2‘: |K1k|‘K2k‘

n2$

Teniendo en cuenta que k contiene las n raices de la unidad, el teorema 4.22

afirma que

TL2

Il

Por otra parte, si p € P\ E entonces ||n||, = 1, luego la formula del producto

implica que
[T lInlle = ITlinll, =1,
peE p

I

luego
[ [kp: By"| = n?s,
peE
lo que nos da la igualdad buscada. L]

La segunda desigualdad fundamental se deduce inmediatamente del teorema
siguiente:

Teorema 4.31 Sea p un primo y K = k({/&) una extension de Kummer de
grado p. Entonces existen dos conjuntos disjuntos FE1 y Fo de primos de k en
las condiciones del teorema anterior y tales que J, = k*Dy y K1 = K.
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Antes de probar esto, veamos cémo se sigue de aqui la segunda desigualdad.

Puesto que Jp = k*D; < k*No[Jo], tenemos que |Ji : k*Na[Jo]| = 1.
La primera desigualdad implica que K = k. Observemos que no podemos
aplicarla directamente, pues sblo la tenemos probada para extensiones ciclicas
y no sabemos si K3 /k lo es. Sin embargo, si Ky # k entonces K5 contiene una
extension ciclica L de k no trivial, y como N[Ck,] < N[CL] < Cy, llegamos a
que el grupo de normas de L/k es trivial, y esto si es una contradiccion.

Asi pues, la ultima desigualdad del teorema anterior es la segunda desigual-
dad fundamental. m

DEMOSTRACION (de 4.31): Multiplicando a: por una potencia n-sima, pode-
mos suponer que es un entero en k.

Sea F4 un conjunto finito de primos de k que contenga a todos los primos
arquimedianos, a los divisores de n, a los de « y tal que Ji = k*Jg,. Sea s; el
numero de elementos de Ej.

El grupo kg, / k%l tiene p*' elementos, todos de orden p, luego es producto
de grupos ciclicos de orden p. Podemos verlo como espacio vectorial sobre el
cuerpo de p elementos. La clase de o no es nula (o la extension K/k serfa trivial),

luego puede extenderse hasta una base del cociente, digamos [aq],. .. [as, ], con
o = Q.

Sea K; = k‘({yOTl) Entonces K = Ky y |K; : k| = p. El cuerpo K; - - K,
es la extension de Kummer asociada a k*? (a1, ..., as, ). La inclusion induce un
homomorfismo

(o, .., qg) —> k:El/k:pEl
que claramente es suprayectivo y su nicleo es {aq, ..., as, ) NE*P, luego

| K1 K, 1 k] =|{a1,...,a5) : {a1,..., a5 ) NEP| = p°L.

El grado del producto de todos los cuerpos menos uno es p*~! (pues ahora
el homomorfismo ya no es suprayectivo, sino que su imagen es un subespacio de
dimension s; — 1). Esto implica que los cuerpos K; son mutuamente disjuntas
sobre k, con lo que estamos en las hipotesis del teorema 4.18, que nos permite
escoger primos p; fuera de F; tales que p; se conserva primo en K; y se escinde
completamente en los otros cuerpos. Tomamos Fy = {pa,...,ps, }-

Por el teorema 4.25, o; € k:f para i # j, pero no para i = j. Observemos
los grupos Jg,, D1y Jg, N Dy:

51
JE, = JI ks x [1Up, x I Uy,
pEE, i=2 pEP\E
51
Dy = I k; X Hk’;f x ] Uy,
pEE; i=2 pEP\E
51
JElﬂD1 = H k;X HU&X H Up.
pEEL =2 peEP\E

Por el teorema 4.21, sabemos que |Up, : Up.| = p/||pllp; = p, ya que los
primos que dividen a p estan en E;. Por lo tanto el cociente Uy, : U}, es ciclico
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de orden p. El cociente Jg, /Jg, N D1 es producto de s; — 1 grupos ciclicos de
orden p, luego podemos considerarlo como un espacio vectorial sobre el cuerpo
de p elementos, y es claro que las clases de aa,...,as, constituyen una base.
Puesto que estan en k*, concluimos que Jg, < k*(Jg, N Dy) < k*Dq, luego
Ji = k*Jg, = k*D1, que es una parte de lo que tenfamos que probar.

Falta ver que K = k(Ai/p). La expresion de Dy muestra que Dy < Jg, J} =
Jg, (k*Jg,)? = k*PJg,, luego Ay = Dy Nk* < k*Pkg,. Por lo tanto, toda
clase del cociente A1k*P/k*P tiene un representante en kg,. Mas ain, podemos
tomarlo de la forma

€s
d=ai - aqt.

Como § € Dy, ha de cumplir 6 € k,”, para i = 2,...s1. Si j # ¢ entonces
oj € kP, luego también «f' € k,”. Como «; ¢ k,", necesariamente p | e;, para
i =2,...,s1. Esto significa que toda clase de A1k*P/k*P tiene, de hecho, un
representante de la forma af'. Por otra parte & = a1 € Ay, ya que a € k’gf
para i = 2,...,81, luego en definitiva A1k*?/k*P esta generado por «, con lo
que el cuerpo de Kummer asociado es K1 = k({/& ) L]

4.5 El niacleo del homomorfismo de Artin

La tdltima tarea que nos queda por realizar es demostrar que si K/k es una
extension abeliana de cuerpos numéricos, existe un divisor admisible m, divisible
sblo entre los primos ramificados de la extension, tal que Py, esta contenido en
el nicleo del homomorfismo de Artin.

De aqui se sigue facilmente el resultado que anticipAbamos al comienzo del
capitulo. En efecto, tenemos el homomorfismo de Artin w : I(m) — G(K/k).
Llamamos N a su ntucleo. Por 4.10 sabemos que m es divisible entre todos los
primos ramificados de la extensién, por 4.16 sabemos que w es suprayectivo y
por 1.10 sabemos que el grupo N(m) = N(A) esta contenido en N. Asi pues,
PuN(m) < N < I(m). El teorema de isomorfia implica que [I(m) : N| = |K : k|,
y la segunda desigualdad fundamental (junto con 3.17) es

[I(m) : Po N(m)| = [Cy : N[Ck]| < [K : k.
Esto implica que N = P, N(m). Por consiguiente w induce un isomorfismo
I(m)/ Py N(m) = G(K/k).

Si f es el conductor de la extension, es decir, el menor divisor admisible,
entonces I(f) = I(m) (pues f y m son ambos divisibles entre los primos ramifica-
dos y solo entre ellos), y la relacion (3.5) nos da que P;N(f) = P N(m), luego
trivialmente

I(5)/ P N(f) = G(K/k).

Finalmente, si m es cualquier divisor admisible para la extension, la férmula
(3.5) nos da que Py N(m) = P; N(f) N I(m), de donde se sigue que la restriccion
de w a I(m) tiene nicleo Py, N(m), y sigue siendo suprayectiva por 4.16. En
definitiva tenemos:
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Teorema 4.32 Sea K/k una extension abeliana de cuerpos numéricos y m un
divisor admisible. Entonces el simbolo de Artin induce un isomorfismo

w:I(m)/PyN(m) — G(K/E),
al que llamaremos isomorfismo de Artin de la extensidn.

Probemos, pues, que el nicleo del homomorfismo de Artin contiene un sub-
grupo P,. Lo probaremos primero para extensiones ciclotomicas, luego para
extensiones ciclicas y luego para extensiones abelianas. En primer lugar nece-
sitamos varios resultados técnicos sobre extensiones ciclotomicas. Empezamos
con un hecho elemental:

Teorema 4.33 Si K es un cuerpo numérico, existe un niumero natural s de
manera que st m es un numero natural primo con s y ¢ es una raiz de la unidad
de orden m, entonces

KnQ@)=Q,
y para todo subcuerpo k C K se cumple K Nk(() = k.

DEMOSTRACION: Observemos que K tiene un ntmero finito de subcuerpos.
Para cada uno de ellos tomamos (si existe) una extension ciclotomica de Q
que lo contenga. Multiplicando todas estas extensiones ciclotémicas obtenemos
una extension ciclotomica Q(w) (digamos de grado s) que contiene a todos
los subcuerpos de K contenidos en alguna extension ciclotomica de Q. Si m
es primo con s y ¢ es una raiz m-sima primitiva de la unidad, entonces por
[Al 5.85] tenemos Q(w) NQ(¢) = Q, y de aqui es claro que K N Q(¢) = Q.

A su vez esto implica que G(K(¢)/K) = G(Q(¢)/Q). Comparando grados
se ve que el polinomio minimo de { sobre K tiene sus coeficientes en Q. Con-
sideremos una extension de Galois de k& que contenga a K y sea o uno de sus
k-automorfismos. Como o deja fijo al polinomio de ¢, es claro que o|x admite
una extension a K (¢) que deja fijo a ¢, luego su restriccion a K N k(¢) (que es
también la restriccion de o) es la identidad. Esto prueba que K Nk(¢) = k.

Los proximos teoremas pertenecen a la aritmética elemental. Después los
traduciremos a resultados sobre extensiones ciclotémicas. Cuando hablemos del
orden de un entero a médulo otro entero m (en signos o,,(a)) nos referiremos
al orden de la clase de a en el grupo de unidades médulo m.

Teorema 4.34 Sean a, v > 1 numeros naturales y q un ndmero primo. En-
tonces existe un primo p tal que op(a) = q".

DEMOSTRACION: Desarrollamos por la formula de Newton

af =@ ) =@ —141)= Eq: <Z> (@ = 1"

n=0
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De aqui se sigue obviamente que

T aqr —1 a! q qr*l n
=1 _ 1 (n T 1) (a — 1) . (415)
n=0

Sea p un primo que divida a T. Es claro que si p ¢t a?"" — 1 entonces P
cumple lo pedido. Examinemos la otra posibilidad. Si p | a?" — 1 entonces 14
divide al sumando n = 0 de (4.15), o sea, p | ¢ y, por lo tanto, p = g. Se trata
de probar que ¢ no es el tnico primo que divide a T. Suponemos, pues, que
q | T (ya que en caso contrario hemos terminado).

Tenemos que a = 1 (méd q), luego q | a? — 1. Si q > 2 entonces ¢° divide
a todos los sumandos del miembro derecho de (4.15) menos al primero (que es
igual a ¢). Esto implica que ¢ { T, y por otra parte T' > ¢, luego ha de existir
otro primo p | T

Sig=2quedaT = 2+ (a2r71 — 1), y de nuevo concluimos que 7' no es
divisible entre 4 (pues ' =0,1 (méd 4)). "

Diremos que dos enteros son independientes médulo m si los subgrupos que
generan en el grupo de unidades modulo m tienen interseccion trivial.

Teorema 4.35 Sea n = qi' ---q.* la descomposicion en primos de un nimero
natural y sea a > 1 otro nimero natural. Entonces existe un nimero natural

m=pi---pspl - D,

donde los primos p;, p; son distintos entre si, de modo que n | on(a), existe
un numero natural b tal que n | 0,(b) y a y b son independientes mddulo m.
Ademds los primos p;, p; pueden elegirse arbitrariamente grandes.

DEMOSTRACION: Ante todo notemos que, si en el teorema anterior tomamos
r suficientemente grande, podemos garantizar que p es arbitrariamente grande
(pues op(a) < p). )

Sean py, ..., ps primos distintos de modo que o, (a) = g, , para cierto r} > r;
(cada r se elige suficientemente grande para que el correspondiente p; sea mayor
que los anteriores). Es claro que estos primos pueden ser elegidos arbitraria-
mente grandes.

Repetimos el proceso para obtener primos distintos pj,...,p, mayores atn
que los anteriores y de modo que oy (a) = qirg, con r; > rf.

Siu y v son enteros primos entre si, entonces la aplicacion [a] — ([a], [a]) es
un isomorfismo entre el grupo de unidades médulo uv y el producto de los grupos
de unidades modulo u y modulo v. En particular, si o,(a) y 0,(a) son primos
entre si se cumple 0,,(a) = o,(a)o,(a). Teniendo esto en cuenta concluimos
que n | o (a).

Por el teorema chino del resto existe un nimero natural b tal que

b=a (mdd p; - - ps), b=1(méd py ---pj).

Igual que antes tenemos que n divide al orden de a moédulo p; - - - ps, que es
el orden de b m6dulo m.
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Solo queda probar que a y b son independientes mddulo m. Un elemento de
la interseccion de los grupos que generan seria de la forma a* = b¥ (méd m).

Entonces a* = 1 (méd p] - - - p,) v, para cada i, tenemos " = 1 (méd p}). Por
lo tanto ;' | g.* | u, y asf a* =1 (méd p; - - - ps).
Concluimos que a* = 1 (mé6d m), luego la interseccion es trivial. L]

Veamos ahora la repercusion de estos hechos sobre las extensiones cicloté-
micas. Observemos que si k es un cuerpo numérico y ¢ una raiz de la unidad de
orden m, entonces [TAl 9.28] el diferente de la extension k(¢)/k divide al ideal
(f'(€)), donde f(z) es el polinomio minimo de ¢ sobre k y, como f(z) | ™ — 1,
es claro que (f'(¢)) | (m). La conclusion es que los primos ramificados de la
extension dividen a m, luego el homomorfismo de Artin de k(¢)/k esta definido
sobre cualquier ideal primo con m. Equivalentemente, esta definido sobre todo
grupo I(m) con tal de que m contenga a los divisores primos de m. Lo mismo
es valido para cualquier extension K/k con K C k().

Diremos que dos automorfismos de un cuerpo son independientes si la inter-
seccion de los grupos ciclicos que generan es trivial.

Teorema 4.36 Sea K/k una extension abeliana de grado n de cuerpos numé-
ricos. Sea S un conjunto finito de primos racionales. Sea p un primo en k no
ramificado en K. Entonces existe un numero natural m > 1 que no es divisible
entre ningun primo de S ni entre p y de modo que si { es una Taiz Mm-sima
primitiva de la unidad se cumple:

a) KNk(C) =k.
b) El orden de (%) es maltiplo de n.

k(Q)/k
p

¢) Existe un k-automorfismo 7 de K independiente de ( ) y cuyo orden

es maltiplo de n.

DEMOSTRACION: Aplicamos el teorema anterior tomando a = N p (la norma
sobre Q). Tomando suficientemente grandes los primos que dividen a m pode-
mos garantizar que m no es divisible entre los primos de S ni entre p y, por el
teorema 4.33, que K NQ(¢) = Q, KNk(() =k.

Observemos que G(k(¢)/k) = G(Q(¢)/Q), y a su vez este grupo es isomorfo
al grupo de las unidades modulo m. Concretamente, un k-automorfismo de k()
cumple o(¢) = (*, para cierto s primo con m, y entonces el orden de o es el
orden de s moédulo m. Sea ahora

- ()

Notemos que o esté bien definido por la observacién previa al teorema. Por
el teorema 1.4 se cumple que

lo) = (Q(lil/@> )

luego por 1.5 tenemos que o(¢) = ¢%, lo que implica la propiedad b).
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Para demostrar c) tomamos b segin el teorema anterior (primo con m) y
consideramos el k-automorfismo dado por 7(¢) = ¢* (que existe por el isomor-
fismo entre G(k(¢)/k) y el grupo de unidades modulo m). Entonces n divide
al orden de 7 y (de nuevo por el isomorfismo) del hecho de que a y b sean
independientes médulo m se sigue que o y 7 lo son también. ]

Teorema 4.37 Sea K/k una extension ciclica de grado n de cuerpos numéricos,
sea S un conjunto finito de primos racionales y sea p un ideal primo de k
no ramificado en K. FEntonces eziste un numero natural m no divisible entre
ninguno de los primos de S ni entre p y un cuerpo numérico E que contiene
a k, de modo que si ( es una raiz m-sima primitiva de la unidad se cumple:

a) KNE=k.
b) K(Q)=E(), KnNk(¢)=k.
¢) El primo p se escinde completamente en E.

DEMOSTRACION: Tomamos el nimero m dado por el teorema anterior. En
particular tenemos que K Nk({) = k y que p es no ramificado en k(¢), luego
también en K (¢). Claramente

G(K(Q)/k) = G(K/k) x G(K(C)/k).

(El isomorfismo asigna a cada automorfismo sus restricciones a K y a k(()).
Sea o un generador de G(K/k) y sea 7 € G(k(¢)/k) segtn el teorema ante-
rior. Sea H el subgrupo de G(K(¢)/k) generado por (o,7) y por

(55) (%) (42

Entonces, por la propia definicién del simbolo de Artin, H contiene al grupo
de descomposicion de p en K (¢). Sea E el cuerpo fijado por H. Segun el teorema
[TAl 2.42], el primo p tiene grado de inercia 1 sobre su cuerpo de descomposicion,
luego también sobre F, que es un subcuerpo. Esto significa que p se escinde
completamente en F.

Ahora, como los grupos de Galois son todos abelianos, un elemento cual-
quiera de H es de la forma

o (8.2

para ciertos ntimeros naturales v y v.

Si la segunda componente es 1, como T y (lf(ﬁ'#) son independientes, ha
de ser N A
e (e

luego n | u y n | v, luego la primera componente también es 1.
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Esto prueba que H N (G(K/k) x 1) = 1, luego, por el teorema de Galois, se
ha de cumplir E(¢) = Fk(¢) = K(().

Por otra parte todo automorfismo de G(K(¢)/k) se puede expresar como
una potencia de (o, 7) por un elemento de 1 x G(k(¢)/k), luego

G(K(Q)/k) = H(1 x G(k(¢)/k)),
y, considerando los cuerpos fijados, esto equivale a que k = F N K. m

Ahora aplicamos varias veces el teorema anterior para trabajar simultanea-
mente con varios ideales primos.

Teorema 4.38 Sea K/k una extension ciclica de cuerpos numeéricos y p1, ..., pr
ideales primos de k no ramificados en K. Entonces existen numeros naturales
mi,..., M, primos entre si dos a dos y primos con pi,...,Pp, y existen exten-
siones finitas E1, ..., E, tales que si (; es una raiz de la unidad de orden m; se
cumple:

a) KNE; =k, K(G) = Ei(G).
b) p; se escinde completamente en E;.
¢) Si E=FE; - E, entonces KNE = k.

DEMOSTRACION: Aplicamos r veces el teorema anterior de modo que cada m; 1
se escoge divisible entre primos suficientemente grandes como para que segun el
teorema 4.33 se cumpla

K(Ciyeo oy G) NE(Gir1) =k, ENQ(Giv1) = Q.

Solo falta probar la parte c). Las condiciones anteriores garantizan que

G(K(<177Cza<z+1)/k) = G(K(Cl, ,Cl)/]{i) X G(k(gﬁ_l)/k)

En total (y teniendo en cuenta la prueba del teorema anterior para el primer
paso) concluimos que

G(K(Cryo.o G) k) 2 G(K/E) x G(K(G)/k) x -+ x G(k(¢) k).

Por supuesto, la imagen de un automorfismo de la extension por este iso-
morfismo de grupos esta formada por sus restricciones a las extensiones corres-
pondientes.

Sea o un generador de G(K/k) y 7; el automorfismo de k((;)/k considerado
en el teorema anterior. Vimos alli que (o,7;) es un automorfismo de K(¢;)/k
que fija a E;, luego (o,71,...,7) es un automorfismo de K((1,...,¢(.)/k que
fija a todos los cuerpos E;, luego a E. Por otra parte (1,71,...,7.) fija a K,
luego (o,1,...,1) fijaa KNE.

En otras palabras, K N F es fijado por todo el grupo G(K/k) y, por lo tanto,
KNE=k. [

Con esto estamos en condiciones de determinar el nacleo del homomorfismo
de Artin.
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Teorema 4.39 Sea k un cuerpo numérico, m un nimero natural, ¢ una raiz de
la unidad de orden m y K un subcuerpo de k(C). Entonces existe un divisor m
de k divisible solo entre los primos de k que dividen a m y los primos arquime-
dianos y tal que el nicleo del homomorfismo de Artin de K/k restringido a I(m)
es Py N(m). Cualquier otro divisor maltiplo de m tiene la misma propiedad.

DEMOSTRACION: Veamos primero que existe un divisor m en las condiciones
indicadas tal que Py, esta contenido en el homomorfismo de Artin (es obvio que
cualquier maltiplo tendré la misma propiedad). Basta probarlo en el caso en que
K = k({), pues el divisor m que sirve en este caso sirve también para cualquier
subcuerpo K (porque un simbolo de Artin para K es la restriccion del mismo
stmbolo para k(¢)).

Por la continuidad de las normas locales Ny, : k, — @, larelacion [TAl (5.3)]
y la continuidad del producto en Q,, dado € > 0 existe un § > 0 tal que para
todo primo p | m, si & € k* y |a — 1|, < 6 para todo primo p | p en k, entonces
IN(a) =1}, < e.

Esto implica que existe un divisor m de k (divisible s6lo entre los primos que
dividen a m) tal que si @ € k* y « =* 1 (mdd m) entonces N(a) =* 1 (méd m).

Si exigimos ademdas que oo | m entonces los conjugados reales de « son
positivos, luego N(«) > 0, es decir, N(a) =* 1 (méd m o0).

Por lo tanto N[Pn| C Proo ¥ asi si () € Py se cumple que

(5,39

ya que, segin vimos en el capitulo II, el ntucleo del homomorfismo de Artin para
la extension ciclotomica de orden m sobre QQ es precisamente P, o-

Como el comportamiento de un automorfismo de K/k esta determinado por
su accion sobre ¢, concluimos que

K/k
(K8 -,
o
como queriamos probar.

Podemos exigir que m sea admisible para K/k, y entonces los argumentos
que hemos empleado al principio de la seccién prueban que el nicleo del homo-
morfismo de Artin es Py N(m). "

Teorema 4.40 Sea K/k una extension ciclica de cuerpos numéricos. Entonces,
para todo divisor admisible m, el nicleo del homomorfismo de Artin restringido
a I(m) es igual a Py N(m).

DEMOSTRACION: Basta demostrar que, para todo divisor admisible m, el
nicleo del homomorfismo de Artin esta contenido en Py, N(m), y aplicar después
la primera desigualdad fundamental, que tenemos probada para extensiones
ciclicas. Sea, pues, a € I(m) tal que

(K/k> =1 (4.16)

a
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Descompongamos
T
Usg
a= sz )
i=1

donde los exponentes son niimeros enteros no nulos y los primos p; son no
ramificados. Sea E = FEj--- E, segin el teorema 4.38. Para cada indice i, la

/\
/\/

\/

Ademés KE; C K(()Ei(G) = Ei(¢), es decir, KF; esta contenido en una
extension ciclotomica de E;, por lo que el teorema anterior se aplica a la exten-
sion KFE;/E;. Esto es lo que hemos de aprovechar.

Puesto que K N E =k, se cample G(KE/E) =2 G(K/k) 2 G(KE;/E;). El
isomorfismo es la restriccién, de modo que si o es un generador de G(KE/E),
podemos considerarlo también como generador de las demas extensiones (iden-
tificandolo con sus restricciones). Sea m el producto de todos los m; dados por
el teorema 4.38. Por el teorema 4.16 existe un ideal fraccional by € Ig(mm) tal

que
<KE/E>
=0
br

Llamando by = N¥(bg), las propiedades del simbolo de Artin implican que

()=

Asi pues, el simbolo de Artin de by es un generador de G(K/k), y podemos

escribir .
Ki k = K—/k , (4.17)
pil bk

uib d

para ciertos nimeros naturales d;. Vemos, pues, que p; esta en el nicleo

del homomorfismo de Artin de K/k.
Ahora observamos que p;‘”b;di es una norma de la extension E;/k. En
efecto, p; es la norma de cualquiera de sus divisores en FE;, pues se escinde
completamente, y by es la norma de la norma de bg en E;. Digamos que

p?ib;di = Nfi(ci), donde ¢; ha de ser primo con m y con m. Entonces

()= ()=
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De este modo, ¢; esta en el nucleo del homomorfismo de Artin de KFE;/E; vy,
segin hemos comentado, podemos aplicar el teorema anterior para concluir que
¢; € P, N(n), donde n es un divisor que podemos tomar divisible entre todos
los primos que dividen a m y los primos arquimedianos. Asi pues, tenemos que
c; = (51) 1\TIE<1EZ (Di), donde 0; € I(mm), y /Bz =*1 (méd b)

Podemos exigir que los primos que dividen a m dividan a n con exponentes
arbitrariamente grandes. Usando la continuidad de las normas locales como
en el teorema anterior, podemos garantizar que la condicion 8; =* 1 (mdd n)
implique a su vez que Nfi (8;) =* 1 (m6d m). Tomando normas queda

piibL Y = Ny (Bi) NE (N (0:)) € P N(m). (4.18)

Vamos a multiplicar para todo ¢, pero antes observamos que multiplicando
en (4.17) y teniendo en cuenta (4.16) (asi como que el simbolo de Artin de by,
T
tiene orden n = |K : k|) resulta que > d; = nd, para un cierto natural d.
i=1
Ahora multiplicamos ya en (4.18) y obtenemos que ab, " € Py, N(m), pero
b, ™" = NE (b, %) € N(m), luego a € Py, N(m). .

Ahora ya es facil probar el caso general: si K/k es una extension abeliana
de cuerpos numéricos, podemos expresar K = Kj---K, como producto de
extensiones ciclicas de k. Los primos de k ramificados en un K; son ramificados
en K, luego podemos tomar un divisor m admisible para K/k que sea divisible
solo entre primos ramificados en K y que a la vez sea admisible para todas
las extensiones K;/k. Por el teorema anterior Py, estd contenido en el nicleo
del homomorfismo de Artin de cada K;. Ahora bien, si a € Py, entonces el
simbolo de Artin de a para K/k es la identidad restringido a cada K, luego
es la identidad en K. Esto prueba que P, estd contenido en el niicleo del
homomorfismo de Artin de K/k y, segin hemos visto al principio de la seccion,
esto prueba el teorema 4.32.

En particular tenemos que la primera desigualdad fundamental es vélida
para todas las extensiones abelianas, y es, de hecho, una igualdad. De todos
modos esto carece interés teniendo el teorema 4.32.



Capitulo V

Cuerpos de clases

Finalmente podemos plantear y demostrar los resultados basicos de la teoria
de cuerpos de clases. Por supuesto, ya tenemos uno de ellos: el isomorfismo de
Artin. Para enunciar los restantes conviene trasladarlo a clases de elementos
ideales, de lo cual nos ocupamos en la primera seccién.

5.1 El isomorfismo de Artin sobre clases de
elementos ideales

Si K/k es una extension abeliana de cuerpos numeéricos y m es un ideal
admisible, podemos considerar el isomorfismo dado por 3.17 y componerlo con
el isomorfismo de Artin:

Ji/k* N[Jg] 22 I(m) /P N(m) = G(K /).

Si componemos con la proyeccion de Ji en el cociente obtenemos un homo-
morfismo en el grupo de elementos ideales:

Definiciéon 5.1 Sea K/k una extension abeliana de cuerpos numéricos. Llama-
remos homomorfismo de Artin de la K /k al homomorfismo w : J, — G(K/k)
determinado por la composicion de la proyeccion Jp — Ji/k* N[Jk] con los
isomorfismos anteriores.

La definicion de w no depende de la eleccién de m: dado un elemento ideal
«, elegimos un elemento 5 € k* tal que af € Jy, y entonces, por definicion,

K/k )
(aB))"
Ahora bien, si f es el conductor de la extensién, también se cumple a8 € Jj,

luego el automorfismo que hemos obtenido con m es el mismo que se obtiene
con f.

() =wta) =

87
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Si a € Jj, escribiremos también

w(a) = (T“) € G(K/k),

y a este automorfismo lo llamaremos simbolo de Artin del elemento ideal .

Obviamente w es un epimorfismo de grupos cuyo nicleo es exactamente
k*N[Jk], e induce un epimorfismo en Cj cuyo nicleo es el grupo de normas
N[Ck]. Los isomorfismos Ci/ N[Ck] = Ji/k* N[Jk] = G(K/k) inducidos por w
en los grupos de clases se llaman también isomorfismos de Artin.

El homomorfismo de Artin sobre elementos ideales extiende al homomorfismo
sobre ideales en el sentido de que si a es un ideal fraccional no divisible entre
primos ramificados y « es un elemento ideal tal que () = a, entonces el simbolo
de Artin de « coincide con el simbolo de Artin de a. Sin embargo, ahora
tenemos definido el simbolo de Artin sobre cualquier elemento ideal aunque su
ideal fraccional asociado sea divisible entre primos ramificados. Mas adelante
interpretaremos debidamente esta extension.

El teorema siguiente recoge las propiedades principales del simbolo de Artin
sobre elementos ideales. Son todas consecuencias inmediatas de 1.4 (basta sus-
tituir los elementos ideales por ideales fraccionales no divisibles entre primos no
ramificados en ninguna de las extensiones involucradas).

Teorema 5.2 Se cumple

a) Si k C L C K es una cadena de cuerpos numéricos de manera que la
extension K/k es abeliana y o € Jy, entonces

KM\| (L
o ;o \La )
b) En la situacion anterior, si a € Jp, entonces
(K/L) B (K/k;)
a )/ N/’

c) Si K/k es una extension abeliana de cuerpos numéricos y L/k es una
extension finita, entonces KL/L es abeliana y si o € J, entonces

()= (@)

Ahora introducimos el concepto central de la teoria de cuerpos de clases:

Definicién 5.3 Sea k un cuerpo numérico. Para cada extension abeliana K/k,
llamaremos grupo de clases de K al grupo H = k*N[Jk] (o bien al grupo
H = N|[Ck]). Equivalentemente, diremos que K es el cuerpo de clases de H.
Abreviaremos esta relacion escribiendo H <+ K o bien K < H.
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De este modo, si K es el cuerpo de clases de H, el grupo de Galois G(K/k)
es isomorfo al grupo Ji/H a través del isomorfismo de Artin. Notemos que
seria méas adecuado llamar “grupo de clases” de K al grupo cociente Ji/H, pero
es més comodo trabajar con el subgrupo H, y por otra parte H y Ji/H se
determinan mutuamente.

Puesto que los grupos de normas N[Ji] son abiertos, tenemos que el grupo de
clases H de un cuerpo K es un subgrupo abierto de Ji que contiene a k*, o bien
un subgrupo abierto de Cj,. Observemos que la aplicacion H — HK* /k* biyecta
los subgrupos abiertos de J; que contienen a k* con los subgrupos abiertos de
Cl, luego es indistinto trabajar con unos o con otros.

El teorema siguiente prueba entre otras cosas que a extensiones distintas
corresponden grupos de clases distintos.

Teorema 5.4 Sea k un cuerpo numérico. La correspondencia K — k* N[Jk]
(o0 equivalentemente K — N[Ck]) es una aplicacion inyectiva entre el conjunto
de extensiones abelianas (finitas) de k y el conjunto de subgrupos abiertos de
Ji que contienen a k* (respectivamente, el conjunto de los subgrupos abiertos
de Ck). Ademds si K <> H y K' +» H' se cumple:

a) K C K' siysdlosi H < H.
b)) KK'++HNH y KnK < HH'.

DEMOSTRACION: Basta demostrar a) y b), pues la propiedad a) ya implica
la inyectividad de la correspondencia. Probamos primero b). Es claro que el
nicleo del homomorfismo de Artin Cy, — G(KK'/k) es HN H' (por 5.2 a),
luego KK' <+ HN H'.

Por otra parte el niicleo del homomorfismo de Artin C, — G((K N K')/k)
contiene claramente a HH', luego basta probar que |Cy : HH'| = |(KNK') : k|
y tendremos la igualdad. El razonamiento es elemental:

O = G L Kk K k|G HY| K k][R
k |HH' : H| |H": HN H'| |Cr: HNH'| KK’ k|
Kk K :k
| L | | =|KNK':kl.

TIKK K| |K:KnK/|
Veamos a). Si K C K’ la transitividad de las normas implica claramente que
H'’' < H. Reciprocamente, si H' < H entonces H N H' = H’', luego |C}, : H'| =
|K': k| =|KK': k|, de donde K’ = KK’ y en consecuencia K C K'. "

5.2 El teorema de existencia

El teorema de existencia es otro de los resultados centrales de la teoria
de cuerpos de clases. Afirma que todo subgrupo abierto de Jx que contenga
a k* (equivalentemente, todo subgrupo abierto de C}) es un grupo de clases
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para alguna extension abeliana del cuerpo numérico k. Consecuentemente, las
extensiones abelianas de k se corresponden biunivocamente con los subgrupos
abiertos de C}.

Los razonamientos que empleamos en la prueba de la segunda desigualdad
fundamental contienen un caso particular sobre existencia de cuerpos de clases:

Teorema 5.5 Sea k un cuerpo numérico que contenga a las raices n-simas de la
unidad. Sea E un conjunto finito de primos de k que contenga todos los primos
arquimedianos, todos los divisores de n y tal que Jy, = k*Jg. Sea F = E1 U Fs
una particion de E en dos subconjuntos disjuntos (uno de los cuales puede ser
vacio). Sea D; el subgrupo abierto de Jy, dado por (4.11), parai=1,2 y sea K;
la extension de Kummer de k asociada a A; = D; N k*. Entonces k*D; <> K;
(donde j =3 —1i).

DEMOSTRACION: Basta aplicar el teorema 4.30, que por una parte nos da
las inclusiones

k*D; < k* N|Jx, ], (5.1)

de donde se sigue que
|Ji 2 K*Dj| > |Jy. : K" N[Jk,]| = |Kj : K],
y por otra parte nos da la igualdad
|Ji 2 k* D1 |Jg : K*Do| = | Ky : k| | K2 : K,
que obliga a que las desigualdades anteriores sean igualdades, es decir,
|k : K" D;| = |Ji : K" N[Jk,]|.

Por lo tanto, las inclusiones (5.1) son también igualdades, y esto prueba el
teorema. -

Ahora veremos que el caso general del teorema de existencia se reduce fa-
cilmente al teorema anterior. En primer lugar notamos un hecho general que
seria pura rutina detallar en cada caso: todos los conceptos que estamos ma-
nejando (elementos ideales, cuerpos de clases, etc) estan definidos a partir de
la estructura algebraica de un cuerpo K o de una extension K/k (incluso las
compleciones y sus topologias estan definidas inicamente a partir de esta estruc-
tura algebraica). Por lo tanto un isomorfismo de cuerpos o : K — L conserva
todas las propiedades de forma natural. Por ejemplo, es claro que si K/k una
extension abeliana de cuerpos numeéricos y o : K — o[K] es un isomorfismo
(no necesariamente trivial sobre k) entonces para todo elemento ideal o € Ji, se

e [K)/olH KK
() = (58

La clave de la reduccion a extensiones de Kummer esté en los dos teoremas
siguientes. El primero es elemental:
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Teorema 5.6 Sea k un cuerpo numérico y sea H un subgrupo abierto de Cy,
que tenga cuerpo de clases K. Si H < H' < Cy entonces H' tiene cuerpo de
clases, y éste es concretamente el cuerpo fijado por

(525 < ey

DEMOSTRACION: Sea K’ dicho cuerpo fijado. Es inmediato que H’ es el
nicleo del homomorfismo de Artin Cy, — G(K'/k). "

Teorema 5.7 Sea F/k una extension ciclica de cuerpos numéricos. Sea H un
subgrupo abierto de Jy, que contenga a k*. Sea Hp = N;}k[H] Si Hr tiene un
cuerpo de clases (sobre F') entonces H tiene un cuerpo de clases (sobre k).

DEMOSTRACION: Observar que Hpr es un subgrupo abierto de Jg, pues la
norma es continua También es claro que contiene a F™*.

Sea K el cuerpo de clases de Hp. Vamos a probar que la extension K/k
es abeliana. Sea K’ la menor extension de Galois de k que contenga a K. La
situacion es, pues,

k ¢ F ¢ K Cc K.

Sea 0 € G(K'/k). Como F/k es normal, o[F] = F, y claramente o[Hp] =
Hp (pues o conserva las normas). Ahora bien, K es el cuerpo de clases de Hp,
luego o[K] es el cuerpo de clases de o[Hp] = HF, luego o[K] = K. Es claro que
esto implica que la extension K/k es de Galois (y por construccion K = K').
Sea ahora o el automorfismo de K cuya restriccion a F' genera G(F'/k). Todo
automorfismo de K /k se expresa como o'7, con 7 € G(K/F). Como la extension
K/F es abeliana, para que K/k también lo sea basta con que todo 7 € G(K/F)
conmute con o.

Sea o € Jg tal que T = (KT/F> Entonces, segin hemos observado,

iro= (BIE),

o(a)

pero Np/p(o(a)/a) =1, luego o(a)/a € HF y consecuentemente

e () (42) -

como queriamos probar.

Asi tenemos que K/k es abeliana y k* N[Jx] < H (pues una norma para K/k
es una norma para K/F —que estd en Hp porque K es su cuerpo de clases—
seguida de una norma para F'/k —que esta en H por definicién de Hp). Como
k* N[JK] es el grupo de clases de K, el teorema 5.6 nos da que H tiene también
cuerpo de clases. n

Ahora veamos como se aplica esto a la demostracion del teorema de existen-
cia. Recordemos que un grupo abeliano tiene exponente n si todos sus elementos
tienen orden divisor de n. En las condiciones del teorema anterior observamos
que si el grupo Ji/H tiene exponente n entonces Jp/Hp también tiene expo-
nente n (pues si « € Jp entonces N(a") = N(«)” € H, luego a™ € Hp).
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Si tenemos un cuerpo numérico k y un subgrupo abierto H de Ji que con-
tenga a k*, en primer lugar notamos que Ji/H es finito, pues por 3.8 tenemos
que k*Wy,, < H para cierto divisor m y entonces

T s H| < |y " W] = |I(m) : Pal.

Sea n un exponente de Ji/H, sea ¢ una raiz n-sima primitiva de la unidad y
consideremos F' = k(). La extension F/k es abeliana, luego podemos construir
una sucesion de extensiones k = Fy C Fy C --- C F, = F donde cada extension
Fi11/F; sea ciclica. Aplicando el teorema anterior varias veces, la existencia de
un cuerpo de clases para H se reduce a la existencia de un cuerpo de clases para
un cierto subgrupo H' de Jr, que tendra también exponente n, con la diferencia
de que ahora el cuerpo F' contiene una raiz n-sima primitiva de la unidad. En
definitiva, ahora buscamos una extensién de Kummer de F.

Teorema 5.8 (Teorema de existencia) Sea k un cuerpo numérico. Enton-
ces todo subgrupo abierto de Jy que contiene a k* (equivalentemente, todo sub-
grupo abierto de Cy,) tiene un cuerpo de clases.

DEMOSTRACION: Sea H un subgrupo abierto de J; que contenga a k*.
Segin acabamos de ver podemos suponer que J/H tiene exponente n y que k
contiene las raices n-simas de la unidad.

Como H es abierto ha de contener a un grupo Wy, para cierto divisor m.
Sea E un conjunto finito de primos de k& que contenga a todos los primos arqui-
medianos, a los divisores de n, a los divisores de m y de modo que J; = k*Jg.
Consideramos los grupos (4.11) correspondientes a la particion £y = &, By = E.

Concretamente
Dy = Hk;"x H Up,
peE peP\E

mientras que Dy = Jg.

Cada « € D; se descompone como « = 3", segin (4.12), y asi vemos que
B™ € H porque Ji/H tiene exponente ny v € Wy, < H. En definitiva, D; < H.
El teorema 5.5 nos da que k*D; tiene cuerpo de clases y el teorema 5.6 implica
que H también lo tiene. L]

Aunque ya esta todo demostrado, enunciamos seguidamente el teorema fun-
damental, incluyendo el teorema de existencia:

Teorema 5.9 (T? fundamental de la teoria de cuerpos de clases) Sea
k un cuerpo numérico. La relacion K +» H, determinada por H = k* N[Jk],
(respectivamente, H = N[Ck]) es una biyeccion entre el conjunto de extensiones
abelianas (finitas) de k y el conjunto de subgrupos abiertos de Ji, que contienen
a k* (respectivamente, el conjunto de los subgrupos abiertos de C).

Si K + H, el simbolo de Artin induce un isomorfismo Ji/H = G(K/k).

Es interesante observar que el teorema de existencia cuando el cuerpo base
es Q se prueba facilmente sin necesidad de los argumentos sofisticados del caso
general. En efecto, en el capitulo II obtuvimos el isomorfismo

w:I(moo)/Pneo — G(K/Q),
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donde K es el cuerpo ciclotémico de orden m. Componiendo con el isomorfismo
dado por (3.4) obtenemos un isomorfismo

Jo/Q Wy, 0o =2 G(K/Q). (5.2)

No podemos decir que sea por definiciéon el isomorfismo de Artin, pues no
sabemos si el divisor m oo es admisible. Ahora bien, dado a € Jgp, su imagen
por (5.2) se calcula tomando un 8 € Q* tal que a8 € J00 ¥ después aplicando
w sobre el ideal (o) € I(moo). Sabemos que el resultado es independiente
de 8. En particular, podemos tomar 5 de modo que af € Jn, donde m es un
divisor admisible divisible entre m co. Entonces el resultado es por una parte el
simbolo de Artin de . y por otro es el mismo que da (5.2).

Concluimos, pues, que (5.2) es ciertamente el isomorfismo de Artin de K,
con lo que hemos probado el teorema siguiente:

Teorema 5.10 Si K es la extension ciclotomica de orden m de Q, entonces
K+ Q"W 0o

Es importante destacar que con esto seguimos sin saber si moo es o no
admisible para la extension. Mas adelante serd evidente que si lo es (véase la
observacion tras el teorema 5.18).

Una vez sabemos que los grupos W,, o tienen cuerpo de clases, el teorema
5.6 prueba que todo subgrupo abierto H de Jg que contenga a Q* tiene cuerpo
de clases, pues ciertamente H contendra un subgrupo de la forma W, .

Pese a ser més facil de probar que el caso general, el teorema de existencia
para Q no es trivial en absoluto, sino que de él se deduce que la conjetura de
Kronecker que menciondbamos en el capitulo I es correcta:

Teorema 5.11 Toda extension abeliana de Q estd contenida en un cuerpo ci-
clotomico.

DEMOSTRACION: Sea K una extension abeliana de QQ, sea H su grupo de
clases. Segin acabamos de ver, existe un natural m tal que Q*"W,, < H,
luego K esta contenido en el cuerpo de clases de Q*W,, », que es un cuerpo
ciclotémico. m

5.3 Conexion con la teoria local

La practica totalidad de los conceptos que hemos introducido en los capitulos
anteriores tienen una version global y otra local. Aunque existe una teoria local
de cuerpos de clases, apenas hemos dicho nada sobre ella hasta ahora. Lo tnico
que sabemos es que el simbolo de Artin esté definido para cualquier extension
abeliana de dominios de Dedekind, lo que incluye las extensiones locales para
los primos no ramificados (en el caso ramificado el simbolo de Artin, tal y como
lo hemos definido, se vuelve trivial porque no hay primos sobre los que esté
definido).
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Por razones que luego se comprenderan, en lugar de desarrollar una teoria
paralela para las extensiones locales, lo que haremos sera deducir la teorfa local
a partir de la teoria global. Como es habitual, esta teoria local nos aportara
mucha informacién global de interés.

En esta seccion estudiaremos los conceptos que involucra la teoria local y los
relacionaremos con sus analogos globales.

Consideremos un cuerpo numérico k£ y uno de sus divisores primos p. Lo
primero que necesitamos es un anélogo local al grupo de elementos ideales J.
Este es simplemente el grupo multiplicativo del cuerpo local ky. Su relacion con
el grupo global es evidente: la aplicacién que a cada elemento de ky le asigna
un elemento ideal completdndolo con unos es un monomorfismo topologico (o
sea, monomorfismo y homeomorfismo en la imagen) pues las propiedades de la
topologia producto nos dan que esto es cierto si consideramos que la imagen
estd en Jg, donde F contiene a los primos arquimedianos y el primo p, y a su
vez Jg es abierto y cerrado en J. Por lo tanto podemos considerar que ky < Jj.
Més atin, también por las propiedades de la topologia producto kj es cerrado
en Ji.

En este punto hay que tener una precaucion, podemos considerar a k* con-
tenido en ky y a ky, contenido en Jj, pero este k™ no es el grupo al que venimos
llamando asi hasta ahora. En efecto, £* en el sentido usual es cerrado y dis-
creto, mientras que este k™ tiene la topologia p-adica y su clausura es k. La
interseccion de ambos subgrupos es trivial.

Precisamente a causa de que k; tiene interseccion trivial con k* (en el sentido
usual como subgrupos de J;) el andlogo del grupo de clases Cj, no es ky JE* (que
no serfa ni siquiera un espacio de Hausdorff porque k* no es cerrado) sino el
mismo k.

Ahora hemos de confirmar que Cj se relaciona adecuadamente con su pre-
tendido analogo local kj. La prueba no es compleja, pero tampoco evidente.

Teorema 5.12 Sea k un cuerpo numérico y p un primo en k. Entonces la
composicion de la inclusion k; — Jx con la proyeccion J, — Ci es un
monomorfismo topoldgico, con lo que podemos considerar que ky < C.

DEMOSTRACION: Observar que la composicion es inyectiva, pues si o, 5 € k;
y sus clases modulo k* coinciden, entonces o = S para un cierto v € k*, pero
igualando cualquier componente distinta de la de indice p vemos que 1 = 17,
luego a = .

También es obvio que la composicién es continua. El problema es demostrar
que es un homeomorfismo en la imagen, o lo que es lo mismo, que la inversa es
continua.

Supongamos primero que p es no arquimediano. Sea 7 un primo en kj.
Entonces cada elemento de ky se expresa de forma tnica como un™, con u € Uy.
Partimos de una clase [un™] € C) y vamos a aplicar una sucesion de funciones
continuas:

En primer lugar [[[un"]|| = [lun"|| = [Jur"[|, = ||7"|, = [|=[];. Con esto
tenemos una aplicacién continua de k; (como subconjunto de Cy) en R*. Com-
poniendo con un logaritmo llegamos a n (en Z) y la funcion n — 7™ es con-
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tinua porque Z es discreto. Con esto tenemos la continuidad de [un™] — 7.
Componiendo de nuevo con la inclusion k; — Cj; y dividiendo, obtenemos la
continuidad de [un™] — [u].

Ahora, como U, es compacto, la inclusiéon U, — C}, es un homeomorfismo
en la imagen, luego la aplicacion [u] — u es continua y por lo tanto la funcion
[ur™] — un™ también lo es.

Si p es arquimediano se razona analogamente, usando que R = {+1} x R* en
el caso real y que C = S x RT en el caso complejo (donde S es la circunferencia
unidad). "

Ahora veamos un primer esbozo de factorizacion local del homomorfismo de
Artin.

Teorema 5.13 Sea K/k una extension abeliana de cuerpos numéricos. Enton-
ces, para cada o € Ji, se cumple que

(o) -n)

donde el producto tiene sentido porque todos los factores salvo un nimero finito
de ellos son triviales.

DEMOSTRACION: Sea FE el conjunto de los primos de k formado por los
primos arquimedianos, los ramificados en K y aquellos para los que oy no es
una unidad.

Descompongamos « = 37, donde las componentes de /5 coinciden con las de
aen E yson 1en P\ E, mientras que con v sucede lo contrario.

Asi, todas las componentes de v son normas locales, luego v € N[Jk] y en
consecuencia el simbolo de Artin de v es trivial. Por lo tanto:

(K/k:) B (K/k:) B H <K/k>
« 153 scp \ O

Ahora, si p € P\ E, tenemos que ¢, es una norma local luego su simbolo de
Artin es trivial y asi la factorizaciéon anterior equivale a la del enunciado. =

Esta descomposicién no es satisfactoria porque los factores son automor-
fismos de la extension K/k y no de las extensiones locales correspondientes.
La clave de la teoria local es demostrar que en realidad el factor de indice p
pertenece al grupo de descomposicion de p, al que segin [TAl 5.43] podemos
identificar con el grupo de Galois de la extension local.

En la prueba de este hecho interviene el teorema de escisiéon completa, un
teorema importante de la teoria de cuerpos de clases del que demostraremos un
caso particular, de él deduciremos la factorizaciéon del homomorfismo de Artin
y a partir de aqui demostraremos el caso general.

Teorema 5.14 (Teorema de escision completa) Sea K/k una extension
abeliana de cuerpos numéricos y sea H el grupo de clases de K. Entonces
un primo p de k se escinde completamente en K siy sdlo si ky, < H.
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DEMOSTRACION: Si p se escinde completamente en K entonces la extension
local tiene grado 1, luego todo elemento de ky es una norma local y por lo tanto
ky < H.

Respecto al reciproco, aqui probaremos solo el caso en que la extension K/k
es de Kummer, es decir, el grupo de Galois tiene exponente n y k contiene las
raices n-simas de la unidad. El caso general serd inmediato tras el teorema 5.16

Supongamos, pues, que k; < H. Sea E un conjunto finito de primos de
k que contenga a pg, a los primos arquimedianos, a los ramificados en K y tal
que J, = k*Jg. Consideramos los subgrupos (4.11) asociados a la particion
Ey ={po}, E2 = E\ {po}. Sean K, las extensiones de Kummer de k asociadas
a los grupos A; = D; Nk*. Por el teorema 5.5 sabemos que k*D; <+ K, donde
j=3—1.

Veamos la estructura de Dy:

Dy =kyy x T[] k" < II Up.
peE> peP\E

El primer factor estd en H por hipotesis, el segundo porque Ji/H tiene
exponente n y el tercero porque esté contenido en N[Jk]| (ya que los primos de
P\ E son no ramificados en K).

Asi pues, k*D; < H, lo que a su vez implica que K C K. Pero la propiedad
b) en la pagina 75 implica que pg se escinde completamente en Ko, luego también
en K. [

Ahora ya podemos investigar el isomorfismo de Artin local. Recordemos que
si K/k es una extension abeliana y p es un primo en k, entonces los grupos de
descomposicién de los divisores de p en K son todos iguales a un mismo grupo
al que podemos llamar grupo de descomposiciéon de p y que representaremos
por Gy. Necesitaremos este sencillo resultado:

Teorema 5.15 Sea K/k una extension abeliana de cuerpos numéricos. Sea p
un primo en k y sea F el cuerpo de descomposicion de p, es decir, el cuerpo
fijado por el grupo Gy,. Entonces F es el mayor cuerpo intermedio donde p se
escinde completamente.

DEMOSTRACION: Por [TAl 2.42] sabemos que p se escinde completamente
en F. Supongamos ahora que F’ es un cuerpo intermedio donde p se escinde
completamente. Si p’ es un divisor de p en F' y P es un divisor de p’ en
K, tenemos que n(p’/p) = 1, luego n(P/p’) = n(P/p), es decir, |Gp(K/F')| =
|G (K /E)|, pero es claro que Gy (K/F') es un subgrupo de G (K/k) y, al tener
el mismo orden, concluimos que G, = Gp(K/k) = Gp(K/F') < G(K/F').
Tomando cuerpos fijados queda F' C F. n

El resultado fundamental sobre el isomorfismo de Artin local es el siguiente:

Teorema 5.16 Sea K/k una extension abeliana de cuerpos numéricos. Sea p
un divisor de k. Entonces la restriccion a ky del homomorfismo de Artin es un
epimorfismo wy : ky — Gy y su nicleo es el grupo de normas locales Ny [K%],
donde P es cualquier divisor de p en K. Por lo tanto wy, induce un isomorfismo

ky/ Ny [Ky] = Gy = G(Kop/kp).
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DEMOSTRACION: Sea L el cuerpo fijado por G} y sea p’ un divisor de p en L.
Por el teorema anterior p se escinde completamente en L, luego Ly = ky. Asi,
para todo « € ky se cumple o = Nf(oz)7 considerando que «a € Ji a la izquierda
y a € Jp a la derecha (al completar con unos son objetos distintos). Por el
teorema 5.2 b) concluimos que

(52) - (5 - (32) -,

Con esto tenemos probado que la restriccion del homomorfismo de Artin
toma imdgenes en Gy, es decir, tenemos wy : ky — Gy.

Ahora probaremos la suprayectividad. Sea S la imagen de k;. Sea E su
cuerpo fijado. Queremos probar que S = G, o, equivalentemente, que £ = L.
Tenemos L C E C K. Sino se da la igualdad que buscamos existe un cuerpo
intermedio L C F' C F tal que la extension F/L es ciclica de grado primo p.

Sia € Ly, se cumple

()~ (38)- ()

pues por construccién
K/k
—— e S=G(K/E).
(N(a)) (K/B)

Por consiguiente, el homomorfismo de Artin Ly, — Gy (F/L) es trivial. Por
otra parte, p’ no se escinde completamente en L, o de lo contrario p también se
escindirfa completamente en L.

Si pudiéramos usar el teorema de escision completa tendriamos ya una con-
tradiccion, pues el hecho de que el homomorfismo de Artin de la extension F/L
sea trivial equivale a que Ly, esté contenido en el grupo de clases de F', luego
p’ deberia escindirse completamente en F. No obstante, solo tenemos probado
el teorema para extensiones de Kummer, luego necesitamos adjuntarle a L una
raiz p-ésima primitiva de la unidad (.

Consideremos los cuerpos L = L(¢) y F = F L = F((). Sea p’ un divisor de
p’ en L. El grupo G(f/ /f) es trivial o tiene orden p, luego la extension ol /f/
es de Kummer, y podemos aplicarle el teorema de escision completa. Por 5.2 ¢)

=1
F

)

podemos afirmar que el homomorfismo de Artin de la extension ol /f es trivial,
luego P’ se escinde completamente en F.

F/F\L
N,

El grado local de p en F' ha de ser p (pues no es trivial y ha de dividir al
grado |F' : L| = p). Por otra parte ha de dividir al producto del grado local de
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pen L (que divide al grado de L/L, divisor a su vez de p— 1) por el grado local
de P’ en F, que es 1. Tenemos, pues, una contradiccion.

Falta calcular el nicleo de wy. Ciertamente, el grupo de normas Ny [Ky]
esta contenido en el nicleo (pues esté contenido en el grupo de normas global).
Basta probar que

|k« Nep[Kp]| < [Ksp : k.

El teorema 4.9 nos da la igualdad para extensiones ciclicas. La prueba del
teorema 4.26 vale igualmente para extensiones de cuerpos arbitrarias y permite
reducir el caso abeliano al caso ciclico. L]

Ahora es obvio el caso general del teorema de escision completa: dada una
extension abeliana K /k y un primo p en k, la escision completa de p en k equivale
a que el grado local en p es trivial, y que k; esté contenido en el grupo de clases
equivale a que el isomorfismo de Artin local wy, sea trivial. L]

Otra consecuencia inmediata del teorema anterior es la siguiente:

Teorema 5.17 Sea K/k una extension abeliana de cuerpos numéricos. Sea p
un primo en k y B un divisor de p en K. Si K < H entonces

H Nk = Np[Kg] Yy HNU, =Ng[U,)].
(Podemos considerar indistintamente que H < Ji, o bien H < Cy.)

De aqui se sigue a su vez una caracterizaciéon interesante de los divisores
admisibles de una extension abeliana. Recordemos que los hemos definido como
los divisores admisibles para el grupo de normas, es decir, los divisores m tales
que We < NLJc].

Teorema 5.18 Sea K/k una extension abeliana de cuerpos numéricos y sea H
el grupo de clases de K. Entonces un divisor m de k es admisible para K/k
st y solo si lo es para H. En particular el conductor de K/k coincide con el
conductor de H.

DEMOSTRACION: Puesto que N[Jk] < H, es claro que los divisores admi-
sibles para el grupo de normas lo son para H. Reciprocamente, si W,, < H
entonces, para cada primo p de k y cada divisor 3 de p en K tenemos

Wa(p) = Wa Nky < HNEy = Nyp[Kgp),
luego claramente Wy, < N[Jk| < H. n

Por ejemplo, ahora podemos asegurar que el divisor m co es admisible para
el cuerpo ciclotéomico de orden m, pues segiin el teorema 5.10 su grupo de clases
es H=Q" W, 0o-
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5.4 La teoria local de cuerpos de clases

En esta secciéon probaremos los teoremas principales de la teoria local de
cuerpos de clases para extensiones de cuerpos p-adicos enunciados sin hacer
referencia a cuerpos numéricos, si bien todos los resultados los deduciremos del
caso global. Primeramente necesitamos algunos hechos técnicos para conectar
debidamente las extensiones abelianas de cuerpos numeéricos con las de cuerpos
p-adicos.

Teorema 5.19 Sea k un cuerpo numérico, m = 2'm’ un nimero natural no
nulo (con m' impar) y E un conjunto finito de primos no arquimedianos de k.
Sea a € k y supongamos que a € k' para todo primo p € P \ E. Entonces

a) Si ¢ es una raiz 2t-ésima primitiva de la unidad y la extension k(C)/k es
ciclica (por ejemplo si t < 2), entonces o € k™.

b) En otro caso, al menos a € k™/2.

DEMOSTRACION: Si m y m son nimeros naturales primos entre si, existen
enteros 7 y s de manera que rm+sn=1. Sia=p"ya=~"con 8, v € k
entonces o = oM = AT EIMT ¢ BT luego basta probar el teorema en el
caso en que m = p", donde p es primo.

Sea ¢ una raiz m-sima primitiva de la unidad. Supongamos que ( € k.
Entonces el cuerpo K = k:( ’{’/&) es una extension abeliana de k y para todo
primo p € P\ E y todo divisor 8 de p en K se cumple que Ky = ky ( ¥/ ) = ky,
luego p se escinde completamente en K. Por el teorema 4.15 concluimos que
K =k, luego a € k™.

Si ¢ ¢ k consideramos el cuerpo k' = k(¢). Por el caso anterior tenemos que
a = 8™, con B € k’'. Entonces el polinomio ™™ — « tiene todas sus raices en &',
pues éstas son los nimeros (*3. Sea

™ —a=][f;(=)

su descomposicion en factores irreducibles en k[z].
Sia =", con vy € ky, entonces

[1f;(v) =0,

luego fj(y) = 0 para algun j. Por otra parte, las raices de f;(z) estan to-
das en k', luego concluimos que k(y) C k' es un cuerpo donde p se escinde
completamente (el grado local en p es 1).

Supongamos ahora que k’/k es ciclica de grado potencia de primo. Entonces
los cuerpos intermedios estan totalmente ordenados por la inclusién. Podemos
suponer que [ es la raiz de ™ — « para la que el cuerpo k() es el minimo
posible. Si p € P\ E entonces p se escinde completamente en la adjuncion a k
de una raiz de ™ — «, luego también en k(). Por el teorema 4.15 tenemos que
ek, ya=pmek™.
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Supongamos que p es impar. Sea w una raiz p-ésima primitiva de la unidad y
llamemos k1 = k(w). Es facil ver que k'/k; es ciclica de grado potencia de primo
(la restriccion induce un monomorfismo G(k'/k1) — G(Q(¢)/Q(w))). El caso
anterior nos permite concluir que a = ™, con S € k;. Tomando normas queda
a? € k™, donde d es el grado de ki /k, que divide a p—1. Tomando 1 = rd+sm
concluimos que a € k™.

Finalmente, sea p = 2. La extension k’/k tiene grado potencia de 2. Si es
ciclica ya hemos probado que o € k™. En caso contrario tenemos t > 2. Sea
k1 = k(i). Es facil ver que k'/ky es ciclica, luego sabemos que a = ™, con
B € ki. Al tomar normas queda a® = ™, con v € k, luego o = +7™/2. Solo
queda probar que el signo negativo no puede darse.

Si fuera —1 = a/'ym/z, como t > 2, tendriamos que —1 es un cuadrado en
ky para todo p € P\ E, luego por el teorema 4.15 concluimos una vez mas que
k1 =k, lo cual no es posible porque k'/k no es ciclica y k'/ky si lo es. "

Teorema 5.20 Sea k un cuerpo numérico y m un numero natural. Entonces Cy,
tiene una base de entornos de 1 formada por abiertos V tales que los conjuntos
C'V son subgrupos abiertos.

DEMOSTRACION: Podemos tomar una base de entornos de 1 del grupo de

elementos ideales Jj formada por conjuntos A = [[ A, de modo que las com-
p
ponentes no arquimedianas A, sean bolas compactas (subgrupos) y las compo-

nentes arquimedianas sean bolas de centro 1 y radio menor que 1.
Los conjuntos J™A son subgrupos, pues si au, f™v € J™A, entonces

amu(fm) 7 = (afH) v — 1 = 4mw € JTA,

donde las componentes no arquimedianas de 7 son las de o3~ !, las de w son
las de uv~!, las componentes arquimedianas de 7 son raices m-simas de las de
af luv™! y las de w son iguales a 1.

Obviamente J™A es abierto (porque contiene a A, que lo es). n

Con todo esto estamos en condiciones de probar una relaciéon muy importante
entre el grupo Cy, y los grupos kj:

Teorema 5.21 Sea k un cuerpo numérico, sea p un primo de k, sea F un
subgrupo abierto de indice finito en ky. Entonces existe un subgrupo abierto H
de C tal que H N ky = F'.

DEMOSTRACION: Como el cociente & /F' es finito, existe un nimero natural
m tal que k;™ C F'. Entonces se cumple que kg N C?™ C k™ C F. En efecto,
un elemento de kj N C*™ es de la forma [a] = [3*"], con o € k} (es decir,
todas sus componentes salvo la p-ésima son 1) Por lo tanto existe un v € k*
tal que oo = v3?™. Igualando componentes obtenemos que 7 es una potencia
2m-~ésima local en todos los primos salvo quiza en p, luego el teorema 5.19 nos
da que v es una potencia m-sima, luego o también. Sustituimos m por 2m, y
asi ky NC™ C F.
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Como ky /k;™ es finito (teorema 4.22), F//k;™ también lo es, luego podemos
T T
expresar F'= |J p;k;™ para ciertos p; € F, de donde FC™ = J p;C™.
Jj=1 j=1

Por otra parte C™ = (RT x C?)™ = R* x (C°)™ y, como C° es compacto,
(C°)™ (una imagen continua) también lo es, luego C™ es cerrado en C. Conclui-
mos que F'C™ es cerrado en C, luego en k;C™. Como F tiene indice finito en
kg, también F'C™ tiene indice finito en k;C™, luego F'C™ es abierto en k;C™.

Existe un entorno abierto V' de 1 en C tal que kyC™ NV C FC™. Sea
H = FC™V. Por el teorema anterior podemos exigir que C™V sea un subgrupo
abierto, luego H también lo es. Ahora:

kO™ N H = kiC™ 0 (FC™)V = FC™(k5C™ N V) = FC™.

(Notar que si B < A, entonces AN BC = B(ANC), aunque C' no sea un
subgrupo). Por lo tanto
kyNH =k, Nk,C" NH =k,NFC™ = F(k,nC™) = F. .

Ahora demostramos el resultado fundamental que relaciona las extensiones
locales con las globales:

Teorema 5.22 Sea K/k una extension abeliana de cuerpos p-ddicos. Sea E un
cuerpo numérico denso en k. Entonces existe un cuerpo numérico F' denso en
K tal que la extension F/E es abeliana.

DEMOSTRACION: Probaremos varios resultados intermedios hasta llegar al
deseado.

1) Dada la extension abeliana K/k, existe una extension abeliana de cuerpos
numéricos F/E tal que E es denso en 'k y F es denso en K.

Por [TAl 5.31] existen cuerpos numéricos E y F' densos en k y K respecti-
vamente. Cambiando F' por EF podemos suponer que E C F. Si F = E(«),
el polinomio minimo de o en E tiene todas sus raices en K, luego cambiando
F por la adjuncién a E de tales raices seguimos teniendo un cuerpo numeérico
denso en K, pero ahora ademés F'/E es una extension de Galois.

Sea p el primo de E inducido por el valor absoluto de k£ y 8 el primo en F
inducido por el valor absoluto de K. Entonces K = Fp y k = E,.

Sea G el grupo de descomposicion de . Segtn [TAl 5.43] la restriccion
a F es un isomorfismo entre G(K/k) y Gy, luego G es abeliano. Sea E’
cuerpo fijado por Ggz. Como lo fijan todos los k-automorfismos de K, se cumple
E C E' C k, luego E’ es denso en k y la extension F/E’ es abeliana.

2) Si K/k es una extension abeliana de cuerpos p-ddicos, entonces

k*: NIK*]| = |K : k|-

(Basta aplicar 1) y el teorema 5.16).
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3) Si K/k y L/k son extensiones abelianas de cuerpos p-ddicos entonces

Ni P [K L] = Ng [K*] N NE LY.

Tomamos cuerpos numéricos D, D', E y F densos en k los dos primeros
y en K, L los tltimos, de modo que E/D y F/D’ sean extensiones abelianas.
Las extensiones ED’'/DD’ y FD/DD’ cumplen lo mismo, por lo que podemos
suponer D = D',

Claramente E'F es denso en KL. Sean Hgp, Hg y Hp los grupos de clases
de los cuerpos que indican los subindices. Sabemos que Hgp = Hg N Hp.
Intersecando con k* el teorema 5.17 nos da la igualdad buscada.

4) Si K/k y L/k son extensiones abelianas de cuerpos p-ddicos tales que
NE[K*] = NE[L*], entonces K = L.

Aplicando 3) vemos que NEL[KL*] = NK[K*] = NE[L*] y por 2) resulta
que |KL:k|=|K :k|=|L:k|, luego K =KL =L.

Por altimo probamos el teorema: Sea K /k una extension abeliana de cuerpos
p-adicos y sea E un cuerpo numérico denso en k. Sea p el primo de E inducido
por el valor absoluto de k, de modo que k = F,. El grupo de normas NkK [K*] es
abierto en k* (por 3.13) y tiene indice finito. Por el teorema anterior existe un
subgrupo abierto H < C'r de manera que H Nk* = Nf[K*] Sea L el cuerpo
de clases de H y sea 3 un divisor primo de p en L. El teorema 5.17 nos da que
NE [Ly] = NE[K*], luego por 4) queda que Ly = K y asi L es el buscado. m

Este teorema nos permite definir el homomorfismo de Artin para una exten-
sién arbitraria de cuerpos p-adicos:

Definiciéon 5.23 Sea K/k una extension abeliana de cuerpos p-adicos. Segun el
teorema anterior podemos tomar una extension abeliana de cuerpos numéricos
F/E de modo que F' es denso en K y E es denso en k. Sea p el primo que
induce en E el valor absoluto de k. Definimos w : k* — G(K/k) como la
composicién de la restriccion del homomorfismo de Artin £* — G} con el
isomorfismo Gy — G(K/k) cuya inversa es la restriccion.

Es claro que se trata de un epimorfismo de grupos cuyo ntcleo es el grupo de
normas Nf [K*]. Vamos a probar que no depende de la eleccion de la extension

En primer lugar fijamos E y probamos que no importa la eleccion de F.
Consideremos dos extensiones abelianas F/E y F'/E tales que F'y F’ son
densos en K. Entonces FF'/FE también es abeliana y FF’ es denso en K.
Basta comparar F' con FF’ o, equivalentemente, podemos suponer que F C F”.

El teorema 5.2 nos da que, para todo o € Jg, el automorfismo wp ()
extiende a wpp(«a), luego si o € k* las extensiones de estos automorfismos a K*
son iguales.

Ahora supongamos que tenemos dos cuerpos F y E’ densos en k. Basta
comparar los homomorfismos definidos mediante E y E’ con el definido con
EFE’, por lo que podemos suponer que E C E'.
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Sea F' una extension abeliana de FE densa en K. Por la parte ya probada
podemos elegir como extension abeliana de F' a F' = FE'.

Sean p y p’ los primos de FE y E’ respectivamente inducidos por el valor
absoluto de k. Tenemos que F, = El/ﬂ’ =k (o sea, p se escinde completamente
en E') y por lo tanto la norma N : B, — Ej es trivial.

El teorema 5.2 nos da que si a € By se cumple wr g (a)|p = wrp(a), y de
nuevo al extender a K obtenemos el mismo automorfismo.

Este epimorfismo w : k* — G(K/k) se llama homomorfismo de Artin de la
extension K/k. Usaremos también la notacion habitual

ot = (B,

Resumimos en un teorema lo que hemos probado junto a algunos hechos
adicionales. Los tltimos apartados se demuestran reduciéndolos al teorema 5.2
mediante el apartado b), que ya esta probado.

Teorema 5.24 Se cumple:
a) Si K/k es una extension abeliana de cuerpos p-ddicos, el homomorfismo
de Artin w : k* — G(K/k) es suprayectivo y su nicleo es el grupo de

normas NEX[K*].

b) Si K/k es una extension abeliana de cuerpos numéricos, p es un primo
en k, P es un divisor de p en K y o € k., entonces

Ky/ky\| _ (K/k
a  \La )
¢) Sik C L C K son cuerpos p-ddicos tales que la extension K/k es abeliana
y o € k*, entonces
K/k| _ (LLk
a )i, \a )’
d) En la situacion anterior, si o € L* entonces
(K/L) B (K/k)
a ) N/’

e) Si K/k es una extension abeliana de cuerpos p-ddicos y L/k es una ex-
tension finita, entonces KL/L es abeliana y si « € L* entonces

()= ()

El teorema fundamental de la teoria local es ya inmediato:
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Teorema 5.25 Sea k un cuerpo p-ddico. La relacion H <> K definida mediante
H = NE[K*] es una correspondencia biunivoca entre el conjunto de extensiones
abelianas (finitas) de k y el conjunto de subgrupos abiertos de k* de indice finito.
Ademds si K <+ H y K' <+ H' se cumple:

a) K C K’ siysdlosi H < H.
b) KK' <+ HnH y KNK' < HH'.

DEMOSTRACION: Todas las afirmaciones del teorema excepto la existencia
de cuerpos de clases se obtienen traduciendo de forma obvia los argumentos
empleados en 5.4.

Dado un subgrupo abierto H de indice finito en k*, tomamos un cuerpo
numérico E denso en k. Sea p el primo de F inducido por el valor absoluto
de k. Entonces k = E,. Aplicamos el teorema 5.21 para obtener un subgrupo
abierto L < Jg tal que LN k* = H. Tomamos el cuerpo de clases de L,
llamémoslo K. Sea B un divisor de p en K. Entonces el teorema 5.17 nos da
que N[K,] = H, es decir, Ky es el cuerpo de clases de H. "

Nota Hay que tener presente una diferencia importante entre la teoria local
y la global: mientras que todo subgrupo abierto de Cy (donde k es un cuerpo
numeérico) tiene indice finito, y por lo tanto se corresponde con una extension
abeliana finita de k, no es cierto que todo subgrupo abierto de k* (donde k es
un cuerpo p-adico) tenga indice finito. Basta pensar en el grupo de unidades U,
que es abierto pero k* /U = Z.

5.5 El teorema de ramificacion

El teorema de ramificacion relaciona los primos que se ramifican en una
extension abeliana con su grupo de clases, de forma similar a como el teorema
de escisién completa relaciona los primos que se escinden completamente. Para
tratar simultdneamente el caso arquimediano y el no arquimediano convenimos
en que el grupo de unidades de un primo arquimediano p de un cuerpo K es
Up = K, y que el grupo de inercia T, (respecto a una extension K/k) coincide
con el grupo de descomposicion G, (en concordancia con el convenio segin
el cual el grado de inercia es f = 1). Notemos que si p es un primo en k
podemos llamar 7}, al grupo de inercia T para cualquier primo ‘B | p, pues
todos coinciden.

Teorema 5.26 (Teorema de ramificaciéon) Sea K/k una extension abeliana
de cuerpos numéricos. Sea H el grupo de clases de K. Entonces un primo p
de k es no ramificado en K si y solo si U, < H. Mds en general,
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DEMOSTRACION: Por el teorema 4.9 tenemos que p es no ramificado si y
solo si U, = Ny[Usg] (para cualquier B | p). Alli esta probado para primos no
arquimedianos, pero es trivialmente cierto en el caso arquimediano.

Asi pues, si p es no ramificado, U, < H y, reciprocamente, si U, < H
entonces Uy, = H N U, = Nyp[Us], luego p es no ramificado.

Sea F' el cuerpo fijado por G, y Z el cuerpo fijado por T,. Tenemos las
inclusiones Kk C F C Z C K.

Sea p’ un divisor de p en F, p” un divisor de p’ en Z y B un divisor de p”
en K. Segin el teorema [TAl 2.45] el primo p se escinde completamente en F y
p’ es no ramificado en Z. Claramente entonces

K/k K/F K/Z
(o) =) - (7))
pues kp, = Fy y Uy = N[Up~]. (El teorema [TAl 2.45] esta probado para primos
no arquimedianos, pero en el caso arquimediano F' = Z y la comprobacion es
trivial).
Por otra parte es obvio que todo Z-automorfismo de K (todo elemento de T},)
fija a B, luego la suprayectividad del homomorfismo de Artin nos da que

K/Z
(Z* ) 1,
p//

La extension Ko /Z, tiene grado igual al indice de ramificacion e = e(B/p”).
En el caso no arquimediano tomamos un primo 7 en el anillo de enteros de Ky
y tenemos claramente que la multiplicidad de 7 en N(7) es exactamente e, pero
entonces p = N(7) es primo en Z,~ y esté en el nicleo del homomorfismo de Ar-
tin para K//Z (por ser una norma). Como todo elemento de Z, se descompone
como producto de una unidad por una potencia de p, concluimos que

(T2) = (%) =

En el caso arquimediano la igualdad es obvia. [

Sea K/k una extension abeliana de cuerpos p-adicos no ramificada y a un
ideal fraccional de k. Entonces a es principal, es decir, a = aF, donde E es
el anillo de enteros de k y a € k*. Dos generadores de « se diferencian en
una unidad y, como la unidades estan en el nicleo del homomorfismo de Artin,

podemos definir
K/k\ (K/k
a /) \a )

Es claro que de este modo tenemos un homomorfismo I}, — G(K/k) (donde
I, es el grupo de los ideales fraccionales de k) cuya imagen es la misma que la
del homomorfismo de Artin k* — G(K/k), es decir, es suprayectivo.

Si E/F es una extension abeliana de cuerpos numéricos tal que k = Fy,
es inmediato comprobar que el simbolo de Artin de p € I es la extension
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del simbolo de Artin de p como ideal de F' (que esté definido porque p es no
ramificado en F), y de aqui es facil deducir que el epimorfismo de Artin en Ij
es el mismo que habiamos definido en el capitulo I, es decir, cumple

(%25) = > (o)

para todo a € k*.

Sin embargo, cuando la extension K/k es ramificada las unidades son rele-
vantes y no podemos definir el simbolo de Artin en términos de ideales. Esta
es la razon por la que no hemos desarrollado la teoria local paralelamente a la
global. Era mucho maés sencillo trabajar con el simbolo de Artin global sobre
ideales, transportarlo a elementos ideales globales y de aqui a los elementos
ideales locales. Esto no significa que no sea posible definir directamente los ho-
momorfismos locales y desarrollar la teoria local con independencia de la global,
pero ello requiere un tratamiento algebraico mas sofisticado.

Aunque en el caso no ramificado podemos trabajar indistintamente con ele-
mentos ideales locales o con ideales fraccionales, dado que la estructura de ambos
grupos es tan simple (teniendo en cuenta que en el primero podemos despre-
ciar las unidades) y dado que el homomorfismo de Artin sobre ideales no tiene
equivalente en el caso ramificado, en la practica trabajaremos siempre con ele-
mentos ideales. No asi en el caso global, donde el trabajar con clases de ideales
es mucho mas simple en la practica, pues la estructura del grupo de elementos
ideales no es tan sencilla. Los elementos ideales son, en cambio, més utiles para
los razonamientos teéricos.

5.6 Ejemplos de cuerpos de clases

Terminamos el capitulo con algunos ejemplos que ilustren la teoria que co-
nocemos hasta ahora. De momento nos limitaremos al caso en que el cuerpo
base es Q. Paralelamente iremos introduciendo algunos conceptos teoéricos ge-
nerales que nos ayuden a tratar con los ejemplos. Esencialmente se trata de
traducir conceptos que hasta ahora hemos tratado en términos de elementos
ideales —mas tutiles en teoria— a términos de clases de similitud de ideales
—maés convenientes en la practica.

Cuerpos radiales Los cuerpos radiales sobre un cuerpo numérico k son los
cuerpos de clases correspondientes a los grupos mas sencillos:

Definicién 5.27 Sea k& un cuerpo numérico y m un divisor de k. El cuerpo
radial del divisor m es el cuerpo de clases del grupo k*Wy,. El grupo I(m)/Py,
se le llama el grupo de clases radiales moédulo el divisor m.

La razon de este nombre hay que buscarla en el caso £k = Q y m = moo.
Vimos en el capitulo II que, por ejemplo, el grupo Ps , contiene a los ideales (1),
(6), (11), ...pero no a (—4), (—9), (—14), ...es decir, que, en lugar de contener
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a toda la “recta” completa de ideales generados por los nameros que cumplen
a =1 (méd 5), contiene solo a la “semirrecta”, “rayo” o “radio” formada por los
ideales generados por los nimeros a =1 (méd 5) y a > 0.

Puede parecer algo forzado, pero hay que tener presente que los primos ar-
quimedianos fueron introducidos precisamente para “partir’ las clases de equi-
valencia de ideales y evitar asi que la congruencia médulo m degenere al pasar
de ntmeros a ideales, luego ésta es una de las ideas que motivaron una parte

importante de la teorfa.

En virtud del teorema 5.18 el divisor m es admisible para su cuerpo radial K,
luego el teorema 3.17 nos da el isomorfismo

Ji /KWy &2 I(m) /Py N(m).

Por otra parte en el capitulo IT obtuvimos que Ji/k*W,, = I(m)/Py. De
estos isomorfismos se sigue que Py, = Py, N(m), luego el isomorfismo de Artin es

T )k Wi = I(m)/ Py = G(K/k).

Asi pues, el isomorfismo de Artin hace corresponder el grupo radial de m
con el grupo de Galois del cuerpo radial de m.

Diremos que H es un grupo de ideales definido médulo m si cumple
Py < H < I(m).

Observemos que la correspondencia H <> H/P,, es una biyeccion entre los
grupos de ideales médulo m y los subgrupos del grupo radial médulo m. En
lo sucesivo llamaremos grupos de ideales médulo m indistintamente a unos u
otros.

El isomorfismo Ji/k*Wy, = I(m)/ Py, biyecta los subgrupos de Ji que con-
tienen a k*W,,, es decir, los grupos de clases para los que m es admisible, con
los subgrupos modulo m. El isomorfismo de Artin biyecta éstos tltimos con los
subgrupos del grupo de Galois, y el teorema de Galois les asigna biunivocamente
los cuerpos intermedios de la extension K/k. Esquematicamente:

Subgrupos de Jj Grupos de Subgrupos del Subgrupos del Cuerpos
con m admisible ideales moéd m grupo radial grupo de Galois | intermedios

Por lo tanto, esta cadena de correspondencias asigna a cada subgrupo H
de Ji para el que m es admisible una extension abeliana de k. El teorema 5.6
afirma que esta extension es precisamente el cuerpo de clases de H.

Vemos asi que el hecho de que un divisor m sea admisible para un cuerpo
K significa que K es un subcuerpo del cuerpo radial de m. El conductor de K
determina el menor cuerpo radial que contiene a K.

Tenemos, pues, que a cada grupo de ideales H médulo m le corresponde un
subcuerpo L del cuerpo radial de m. Diremos entonces que L es el cuerpo de
clases de H. En tal caso m es admisible para L/k y esta definido el epimorfismo
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de Artin w : I(m) — G(L/k). Para cada a € I(m) el automorfismo w(a) es
la restriccion a L del automorfismo que le asigna a a el epimorfismo de Artin
I(m) — G(K/k). Por lo tanto, el nicleo de w es la antiimagen del grupo
G(K/L), pero éste es H por construccion.

Concluimos que si L es el cuerpo de clases de un grupo de ideales H mo-
dulo m, entonces H es el nicleo del epimorfismo de Artin en I(m), y por 4.32 es
H = P, N(m). Alternativamente, podemos considerar el epimorfismo de Artin
para L/k definido sobre el grupo radial I(m)/Py,, y entonces su nicleo es el
grupo de ideales H/Py,.

Resumimos estos hechos en un teorema:

Teorema 5.28 Sea k un cuerpo numérico y m un divisor de k. Sea K el cuerpo
radial de m. Entonces la relacion H < L dada por H = Py N(m) biyecta los
grupos de ideales mddulo m con los cuerpos intermedios de la extension K /k.
Si se cumple H <> L entonces m es admisible para la extension L/k y el
homomorfismo de Artin induce un isomorfismo I(m)/H = G(L/k).

Es facil probar las relaciones usuales de inversion de inclusiones etc.

Hay que senalar que para cada extensiéon abeliana L de un cuerpo k hay
infinitos grupos de ideales H tales que H <+ L, uno para cada divisor m admisible
para L/k. Después volveremos sobre este asunto.

Los cuerpos radiales de Q Detengédmonos ahora en el caso k = Q. El punto
de partida es el teorema 5.10, segtn el cual el cuerpo radial correspondiente al
divisor m oo es el cuerpo ciclotémico de orden m. Por fijar notacién, llamemos
Cm = €27/ Conviene observar que esta correspondencia es valida incluso en
los casos m =1, 2, para los que Q((,,) = Q.

Esto nos muestra (bien es cierto que en un caso trivial) que dos divisores
distintos como oo y 200 tienen el mismo cuerpo radial Q. Sin embargo esto
es un caso particular de un hecho no trivial, y es que si m es impar entonces
Q(¢m) = Q(Cam) (pues Cam = —(m). Por la unicidad del grupo de clases esto
significa que

Veamos que no hay més coincidencias, es decir, que si m y m’ son impares
o multiplos de 4 y Q((n) = Q((n) entonces m = m/. En efecto, el teorema
[TA1 9.45] nos da que los primos ramificados en esta extensiéon son exactamente
los divisores de m (o de m’), luego m y m’ son divisibles entre los mismos
primos. Si p es el mayor primo que los divide, del hecho de que ¢(m) = ¢(m/)
se sigue que la multiplicidad de p en m y m’ es la misma. Inductivamente se
llega a que m = m/.

La igualdad (5.3) muestra que m oo no es siempre —en contra de lo que
hubiera podido pensarse— el conductor de Q((,,), pues, por ejemplo, 500 es
admisible para Q((19). Mas precisamente, los divisores de la forma 2m oo con
m impar no son el conductor de ningtn cuerpo, pues si 2m oo es admisible para
un cuerpo, también lo es m co.
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Esta es en realidad la tinica excepcion, es decir, si m es impar o 4 | m
entonces el conductor de Q((,,) es exactamente m oco. Para demostrarlo basta
calcular los cuerpos radiales asociados a los divisores finitos m y comprobar que
no son cuerpos ciclotémicos.

Si K es el cuerpo radial de m, entonces el niicleo del epimorfismo de Artin
en I(m) es P,,. Teniendo en cuenta que I(m) = I(m c0), el grupo de ideales de
K moédulo moo es también P, luego el subgrupo asociado en I(moo)/Py, o
es P /P oco-

Recordemos que Py, » esta formado por los ideales (a) con a = 1 (mdd m)
y a > 0, mientras que P, esta formado por los ideales (a) con a = 1 (méd m),
no necesariamente positivo.

Asi, si (a) € Py, o bien @ > 0y entonces (a) € Py, (0 sea, [(a)] = [(1)]),
o bien a < 0 y entonces (a) = (—a) con —a = m — 1 (méd m), con lo que
[(a@)] = [(m — 1)]. Esto prueba que P,, = [(1)] U [(m — 1)]. (Aqui hemos usado
que toda clase de ideales (fraccionales) estd generada por un ideal (entero).)

Por simplificar la notacion conviene identificar cada clase [(a)] en el grupo
I(m 0)/ Py, oo con la clase [a] en (Z/mZ)* siempre que a > 0. A través de esta
identificacién podemos escribir [(m — 1)] = [—1], entendiendo que no se trata de
la clase [(—1)] = [(1)] = [1].

Separamos dos casos triviales: se cumple [1] = [—1] si y s6lo si m | 2, o sea,
para m = 1, 2. En estos casos Q(¢{) = Q y el cuerpo radial de m es también Q.

En los demés casos el grupo de ideales de m modulo m oo tiene dos elementos,
luego el cuerpo radial tiene grado ¢(m)/2 sobre Q.

El automorfismo de Q((,,)/Q asociado a [1] es obviamente la identidad.
Falta calcular el asociado a [—1]. Para ello tomamos un primo p = —1 (méd m)
(existe por el teorema de Dirichlet). Entonces

(Q(Cm)/Q> (€)= <@(Cm)/<@) (C) = ¢-1,

[—1] p

El inverso de (,, es su conjugado complejo, luego el automorfismo asociado
a [—1] es la conjugacion compleja y el cuerpo que buscamos es el cuerpo fijado
en Q(¢)/Q por la conjugacion.

Este cuerpo es obviamente Q((,) "R = Q(¢ + (') = Q(cos(2m/m)). Esto
es valido incluso en los casos triviales m =1, 2.

Llamemos «,, = cos(2w/m). Del hecho de que Q((,,) = Q({2n) cuando m
es impar se sigue que también Q(a,) = Q(aay,). Otras coincidencias triviales
son

Q(a1) = Q(a2) = Q(a3) = Q(au) = Q.

No hay mas coincidencias. Es facil ver que los cuerpos anteriores son los
tnicos que cumplen Q(a,) = Q. Salvo estos casos, un cuerpo Q(a,,) no puede
coincidir con un cuerpo Q(¢,,/) porque los primeros son reales y los segundos
imaginarios (las tnicas excepciones son Q(¢1) = Q(¢2) = Q). Igualmente, sim y
m’ son impares o multiplos de 4 la igualdad Q(c,) = Q(ayy, ) implica m = m/.
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En efecto, si k = Q(am,) = Q) tenemos k C Q(Cm) N Q(Gnr) C Q(Gin)-
Como el grado total es 2 ha de ser

Q(Cm) N Q(Cm’) =k o bien Q(Cm) N Q(Cm') = Q(Cm)

La segunda igualdad implica que Q({rn) C Q((mr) ¥y, como tienen el mismo
grado, tendriamos Q(() = Q(¢m), lo cual es imposible.

Por lo tanto k = Q(¢m) N Q(¢my) = Q(La), donde d = (m, m’). Como k es
real esto implica kK = Q, y estamos en uno de los casos triviales. En resumen
tenemos:

Teorema 5.29 Para cada natural m > 0 sea G, = €2™/™ y v, = cos(27i/m).
Entonces

a) El cuerpo radial de m es Q(ay,) y el de moo es Q((p).-

b) Todos estos cuerpos son distintos excepto en los casos siguientes:

o Sim es impar Q(am) = Qlasm) ¥ Q(Gn) = Q(lam)-
e Qo) = Q(az) = Q(as) = Qo) = Q(¢1) = Q(¢2) = Q.

¢) Los divisores que son conductores de alguna extension abeliana de Q son
los de la forma m o moo, con m impar o multiplo de 4, excepto 3, 4, co.

Otra consecuencia inmediata es que el conductor de una extension abeliana
K de Q es divisible entre oo si y s6lo si K es imaginario, es decir, si no esté
contenido en R. n

Equivalencia de grupos de ideales Sea K/k una extension abeliana de
cuerpos numeéricos. Si m es un divisor admisible, cualquier miltiplo m’ también
lo es. Entonces K tiene asociado un grupo de ideales H modulo m y otro H'
modulo m’. Veamos cudl es la relacion entre ambos.

Tenemos que H es el nucleo del epimorfismo de Artin I(m) — G(K/k)
y H' es el nicleo del epimorfismo de Artin I(m’) — G(K/k). Ahora bien,
I(m') < I(m) y el segundo epimorfismo es la restriccion del primero, luego
H =HnNI(m).

Si, en general, H y H’ son grupos de ideales modulo dos divisores m y m’,
respectivamente, que tienen asociado el mismo cuerpo de clases K, entonces
ambos son admisibles para K/k, y el divisor mm’ también lo sera. Por el razo-
namiento anterior tenemos que HNI(mm') = H'NI(mm’) es el grupo de ideales
asociado a K modulo mm’.

Reciprocamente, si dados H y H’ se cample H N I(m"”) = H' N I(m”) para
un cierto multiplo comin m” de m y m/, el argumento anterior prueba que el
cuerpo de clases de este grupo es el mismo que el de H y que el de H'. Esto
justifica la definicion siguiente:

Definicién 5.30 Sean H y H' grupos de ideales mo6dulo m y m’ respectiva-
mente. Diremos que son equivalentes si existe un divisor m” multiplo de m y m’
de manera que H N I(m") = H' N I(m").

El razonamiento anterior prueba que dos grupos de ideales son equivalentes
si y so6lo si tienen el mismo cuerpo de clases.
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Si H es un grupo de clases médulo m y § es el conductor de su cuerpo
de clases K, entonces H es equivalente al grupo de clases de K moéddulo f,
llamémoslo Hy. Cualquier grupo de ideales de la clase de equivalencia de H (o
de Hy) tiene cuerpo de clases K, luego ha de estar definido modulo un divisor
m’ maltiplo de f, luego ha de ser de la forma Hy N I(m'). Asi pues, Hy contiene
a todos sus grupos equivalentes o, en otros términos, Hy es maximal respecto a
la inclusién en su clase de equivalencia.

Hemos probado que toda clase de equivalencia de grupos de ideales contiene
un (Gnico) grupo maximal respecto a la inclusion.

Si llamamos conductor de un grupo de ideales al conductor de su cuerpo de
clases, entonces todos los grupos de una misma clase de equivalencia tienen el
mismo conductor, al que podemos llamar conductor de la clase, la clase contiene
un unico subgrupo definido médulo cada multiplo de su conductor. El grupo
maximal es el definido médulo el propio conductor. Si Hy es el grupo maximal
de una clase de grupos y m es un multiplo del conductor, entonces el grupo
modulo m de la clase es Ho N I(m).

Claramente el teorema 5.28 nos da una biyecciéon entre las extensiones abe-
lianas de un cuerpo numérico k y los grupos maximales de ideales de k.

A la hora de reconocer la maximalidad de un grupo de ideales conviene tra-
bajar con los subgrupos asociados en los grupos radiales porque son finitos. El
problema que se presenta es, dado un subgrupo H de un grupo radial médulo m,
determinar si H es maximal o si, por el contrario, es equivalente a un subgrupo
modulo un divisor de m. Como m tiene un nimero finito de divisores, el pro-
blema puede resolverse efectivamente siempre que se conozca la estructura de los
grupos radiales. Concretamente, si m’ | m tenemos las inclusiones I(m) < I(m’)
¥ Pm < Py, que inducen un homomorfismo I(m)/Py — I(m')/Py.

De hecho es un epimorfismo, pues si H = I(m) N Py, entonces el ntcleo es
H/P,, y, como H es equivalente a Py, el cociente I(m)/H tiene el mismo orden
que I(m’)/Py/, pues ambos grupos son isomorfos al grupo de Galois del cuerpo
radial de m’.

Ahora es claro que los subgrupos de I(m)/P,, correspondientes a grupos de
ideales con un equivalente modulo m’ son las antiimigenes de los subgrupos
de I(m')/ Py a través de este epimorfismo (pues si H/ Py es un subgrupo de
I(w')/ Py su antiimagen es el grupo (H N I(m))/Py v, ciertamente, H N I(m)
es el grupo equivalente a H modulo m). Mas simplemente atn, los subgrupos
inducidos desde I(m)/P,, son los que contienen al nucleo del epimorfismo, o sea,
a (I(m)N Py )/Pu.

Cuerpos de clases sobre Q Apliquemos esto al caso concreto k = Q. El
primer conductor es 1, que induce el grupo radial trivial H(1) = {[1]}, cuyo
cuerpo radial asociado es Q.

El conductor siguiente es 300, cuyo grupo radial es H(300) = {[1], [2]}.
Este grupo tiene dos subgrupos. El propio H(300) no es maximal, pues es
la antiimagen del epimorfismo H(300) — H(1) y le corresponde el mismo
cuerpo Q. En cambio el subgrupo trivial es maximal y su cuerpo de clases es el
cuerpo ciclotémico tercero, o también, Q(\/TS)
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El siguiente es 4 0o, cuyo grupo radial es H(400) = {[1],[3]}. Los divisores
de 4 0o tienen todos grupo radial trivial, luego el tnico grupo inducido resulta
ser H(400) +» Q, mientras que {[1]} +> Q(¢) (el cuerpo ciclotémico cuarto).

El divisor siguiente es 5, pero ahorramos trabajo tratandolo junto a 5co. El
grupo radial es H(500) = {[1],[2],[3],[4]}, v la correspondencia es:

{1} & QE™?),
{1, 4]} « Q(cos(2n/5)) = Q(V5),
{1, 2,8 4} < Q@

El tercer grupo esta inducido desde 1, el segundo desde 5 y el primero es
maximal. En general un grupo moédulo m oo esta inducido desde m si y so6lo
si contiene a [—1] (en este caso la clase [4]), pues ya hemos visto que el nicleo
del epimorfismo H(moo) — H(m) es exactamente P, /P = {[1],[-1]}. A
su vez esto equivale a que el cuerpo de clases sea real (pues el automorfismo
asociado a [—1] es la conjugacion compleja).

La igualdad Q(cos(27/5)) = Q(v/5) la da el teorema 1.8.

Enunciamos en tablas otros ejemplos y comentamos el caso 20 co, més ilus-
trativo.

Subgrupos de H(700) | Orden | Cuerpo de clases | Conductor
([3]) 6 |Q 1
(2] 3 | Q(T) Too
(6] 2 |Qeoszr/m) |7
([1]) 1| Qerm) 70
Subgrupos de H(8 o) | Orden | Cuerpo de clases Conductor
(3], 5D 4 |Q 1
(3) 2 | Q(v-2) 800
([5]) 2 | Q@) 400
(7 2 | Qleos(2r/4) =Q(v2) | 8
ny 1 Q(e?m/8) :Q(i,\@) 800
Subgrupos de H(900) | Orden | Cuerpo de clases | Conductor
([2]) 6 |Q 1
([4]) 3 | Q(vV-3) 300
([81) 2 | Q(cos(2m/9)) 9
([1]) 1| Q™) 900

Subgrupos de H(1100) | Orden | Cuerpo de clases | Conductor

([2]) 10 |1Q 1
([4]) 5 |Q(v-11) 1100
([10]) 2 | Q(cos(2m/11)) 11

([1]) 1| Qe 1100

e~




5.6. Ejemplos de cuerpos de clases 113

Ahora estudiemos los subgrupos de H(20c0). En primer lugar notamos que
H(2000) = H(400) x H(50), de donde deducimos que se trata del producto
de un grupo ciclico de orden 2 por un grupo ciclico de orden 4. Sus subgrupos
tendran todos uno o dos generadores. Un generador de H(40) es [3], que
se corresponde con [11] modulo 20, y un generador de H(500) es [2], que se
corresponde con [17] modulo 20.

Por lo tanto ([17]) es el nucleo del epimorfismo H(2000) — H(400) y su
cuerpo de clases es el cuarto cuerpo ciclotémico. Igualmente ([11]) es el ntcleo
del epimorfismo H (20 00) — H(500) y se corresponde con el quinto cuerpo
ciclotémico.

Este cuerpo contiene al cuerpo Q(\/g), que se corresponderd con un sub-
grupo de orden 4 por encima de ([11]), concretamente, el producto de este grupo
con el subgrupo de orden 2 de ([17]), que es ([9]).

Subgrupos de H(2000) | Orden | Cuerpo de clases | Conductor

([11], [17]) 8 |1Q 1
([17)) 4 1Q() 400
() 1| QW) 2000

([9], [11]) 41 Q(V5) 5
([11]) 2 | Qe7P) 500
{9]) 2 | Q(V5,4) 20 co
([19]) 2| Q(cos(27/20)) 20
(1) 1| Q) 2000

Los elementos de orden 2 en H(4 00) x H (5 o) son los pares ([1], [4]), ([3], [1])
y ([3],[4]), que se corresponden con las clases [9], [11] y [19].

La clase [19] = [—1] genera el nicleo del epimorfismo H(2000) — H(20),
luego su cuerpo de clases es el cuerpo radial de 20.

Tenemos que ([9]) = ([9], [11])N{[17]), luego el cuerpo de clases de este grupo
es el producto de los cuerpos de clases, es decir, Q(\/g7 z)

Finalmente, el tinico subgrupo ciclico de orden 4 aparte de {([17]) es el
generado por el par ([3],[2]) € H(400) x H(5), que se corresponde con
[7] € H(20 00). Como no contiene a [—1] es imaginario, luego es maximal (s6lo
nos queda hallar los subgrupos inducidos por 20 y éste no es uno de ellos). Su
cuerpo de clases es el dltimo cuerpo cuadratico que falta por aparecer, y como

tenemos a Q(7) y a Q(\/g), ha de ser Q(\/TE))

El isomorfismo de Artin de una extensién cuadratica Sea K/k una
extension cuadratica de cuerpos numéricos. Es claro que K = k:(\/&), para
cierto a € k. Sea m un divisor admisible para la extension y sea H el grupo de
clases de K modulo m. Entonces, para cada a € I(m) podemos expresar

(K/’“) (Va) = xi(a) va,

a

donde xx : I(m) — {£1}. El hecho que que el simbolo de Artin sea un
epimorfismo implica que yx también lo es. Ademéas ambos tienen el mismo
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nicleo: el grupo de clases H de K. En otras palabras, xx es un caracter del
grupo grupo I(m), que podemos ver también como un caracter del grupo radial
I(m)/P, con ntcleo H/Py,.

Mas atn, recordemos que el orden del simbolo de Artin de un ideal primo
p € I(m) es su grado de inercia, de donde se sigue claramente que xx (p) = 1 si
y solo si p se escinde (completamente) en K. Asi mismo, xx(p) = —1 si y sélo
si p se conserva primo en K.

Sim es divisible tinicamente entre los primos ramificados en K (en particular
si es el conductor de la extension) y definimos xx(a) = 0 cuando a no es primo
con m, tenemos que un primo p se ramifica, se escinde o se conserva en K segin
si xk (p) es igual a 0, 1 o —1, respectivamente.

Vemos asi que la factorizacion de primos en la extension esta completamente
regulada por un caricter cuadratico del grupo radial, caracter que en esencia
no es ni mas ni menos que el simbolo de Artin de la extension. Esto generaliza
al teorema [TAl 7.20] y vuelve inmediato a [TAl 7.21], pues si K es un cuerpo
cuadratico sobre Q de discriminante A entonces K esté contenido en el cuerpo
ciclotomico de orden |A| y |Aloo es, pues, un divisor admisible para K. Ob-
servemos en especial la interpretacion de [TAl 7.21.4]: puesto que la clase [—1]
modulo |A| se corresponde, segin ya sabemos, con la conjugacion compleja, se
cumple xx(—1) = 1 si y so6lo si la conjugacion compleja en K es la identidad, o
sea, si y solo si K es real, si y s6lo si A > 0.

El caracter de un cuerpo cuadrético puede usarse para calcular su grupo de
clases. Por ejemplo, hemos visto que el grupo de clases (maximal) de Q(Jj? )
es H = {[1],[2],[4]}. Podiamos haberlo predicho calculando xx para todas las
clases modulo 7 (y usando que H es el nicleo de xx):

xk(l) = 1

xk(2) = 1 (pues —7 =1 (mdd 8)),

xk(3) = (=7/3)=(2/3)=-1,

xx(4) = xx(2?=1,

xk(5) = (=7/5)=(3/5)=(5/3) =(2/3) = -1,
xk(6) = xr(2)xx(3)=-1

(Detallamos los célculos a modo de ilustraciéon, aunque por supuesto es po-
sible abreviarlos considerablemente)

En [TAl 4.21] vimos que los caracteres de los cuerpos cuadraticos son primi-
tivos. Esto se traduce inmediatamente en que el grupo H correspondiente no
estd inducido desde otro divisor n oo con n < |A|, aunque puede estar inducido
desde |A|. Concluimos que el conductor de K es exactamente |A]| oo si A < 0 o
simplemente A si A > 0. En el capitulo VII daremos otra prueba de este hecho
basada en la teoria de cuerpos de clases y no en los calculos de [TAl 4.21].



Capitulo VI

Funciones dseta

En [TAl 4.28] demostramos el teorema de Dirichlet sobre primos en progre-
siones aritméticas. La prueba descansa en el hecho de que L(1, x) # 0 para todo
caracter modular y, lo que a su vez probamos a partir de la descomposicion de
la funcion dseta de los cuerpos ciclotomicos en producto de las funciones L(s, x)
(teorema [TAl 4.26]). Ahora podemos entender mejor por qué el cuerpo cicloto-
mico de orden m interviene en la prueba de un hecho concerniente al grupo U,,
de unidades médulo m. La razoén es que U, es esencialmente el grupo de clases
del cuerpo ciclotomico de orden m. Esta es también la razon por la que los
célculos del teorema [TAl 4.26] cuadran tan bien. La teoria de cuerpos de clases
permite probar un resultado general de factorizaciéon de funciones dseta que en-
globa a [TAl 4.26], a su analogo [TAl 4.29| para cuerpos ciclotomicos reales y la
formula Cx (s) = ¢(s)L(s, xx) que obtuvimos también para cuerpos cuadraticos.

De este resultado deduciremos a su vez una version general del teorema de
Dirichlet, que nos garantizaréd que toda clase de similitud de ideales contiene
infinitos ideales primos. En la ultima secciéon daremos una prueba alternativa
de la segunda desigualdad fundamental mediante funciones dseta.

6.1 Funciones dseta generalizadas

A la generalizacion de la similitud de ideales que hemos introducido, le co-
rresponde la siguiente generalizacion de la funcién dseta de un cuerpo numeérico:

Definicién 6.1 Sea K un cuerpo numérico y m un divisor de K. Sea C una
clase de similitud médulo m. Definimos
1

C (Sam) = 75.’
‘ 2N
1
C(s,m) = Z s Z Co(s,m),
acl(m) (N Cl) CeH(m)

donde a recorre solo los ideales enteros (no fraccionales) en los conjuntos consi-
derados.

115
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La funcion ((s, 1) es simplemente la funcidn dseta de Dedekind de K [TAl4.1],
a la que llamaremos también (i (s). Cuando K = Q nos encontramos con la
funcion dseta de Riemann usual

1
¢(s) = e
n=1
La prueba del teorema [TAl 4.8], usando 2.14 en lugar de [TAl 4.7] vale
literalmente para probar que las funciones dseta convergen en ]1,+oo]. Mas
aun:

Teorema 6.2 Sea K un cuerpo numérico de grado n con s primos infinitos
reales y t complejos, sea A el discriminante de K, sea m un divisor de K, sea
Ry, el regulador mddulo m, sea wy, el nimero de raices de la unidad contenidas
en el grupo de unidades Uy, y hy el nimero de clases de similitud mdodulo m. Si
C es una de estas clases, entonces

a) La serie

1
Col(s,m) = .
cis,m ;, (Na)

converge uniformemente en los compactos del intervalo 11,400 y existe

o  2(27)'Rn
Jo (s = (s m) = e VIAT

b) La serie

1
((s,m) = Z (Na)s

acl(m)

converge uniformemente en los compactos del intervalo 11,400 y existe

o  2(20) R
Sl e = e VIAT ™

Por altimo, la prueba de [TAl 4.9] se generaliza sin dificultad al teorema
siguiente:

Teorema 6.3 Sea K un cuerpo numérico y m un divisor de K. Entonces

1
C(s,m) = H —_— para s > 1,

pel(m) 1 (Np)®

donde p recorre los ideales primos de K que no dividen a m. La convergencia
del producto es absoluta.
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6.2 Caracteres modulares

Antes de generalizar el concepto de funcién L debemos ocuparnos de los ca-
racteres modulares, en particular de generalizar la nocién de caracter primitivo.
Vamos a ver que la teoria de cuerpos de clases también esté relacionada con
estas nociones.

Definicion 6.4 Sea k£ un cuerpo numérico y m un divisor de k. Un cardc-
ter modular de k (o, mas precisamente, un cardcter mddulo m) es una funcion
X : Iy — C que cumpla las condiciones siguientes:

a) Para todo a € Ij, se cumple x(a) =0 si y solo si a ¢ I(m).
b) Sia=d (méd Py), entonces x(a) = x(a’).
c) Sia, b € I, entonces x(ab) = x(a)x(b).

Es claro que cada caracter modulo m induce un caracter en el grupo I(m)/ Py,
mediante x([a]) = x(a) y viceversa, de modo que tenemos una biyeccién entre
los caracteres modulo m y los caracteres de I(m)/Py.

Si m | n entonces tenemos un epimorfismo natural I(n)/P, — I(m)/Py,
luego cada caracter médulo m induce por composicién con este epimorfismo un
caracter moédulo n.

Si x es un caracter moédulo m, llamamos N, /Py, al nicleo de x, K al cuerpo
de clases de N, y f, al conductor de la extension K, /k. Obviamente f, | m.

Si un cardcter y modulo m induce un caracter ) moédulo n entonces es claro
que Ny = I(n) N N,, luego los grupos Ny y N, son equivalentes en el sentido
de 5.30. De aqui se sigue que si x induce a v entonces K, = Ky y fy = fy.

Reciprocamente, si ¥ es un caracter médulo n entonces v es inducido por un
cardcter moédulo m = f,. En efecto, sea H el grupo de clases de Ky modulo m.
Se cumple que I(m)/H = I(n)/Ny, luego ¢ determina un caracter en I(m)/H,
luego en I(m)/ Py, que a su vez es claro que induce a 1.

Un caracter moédulo m es primitivo si no es inducido desde ningtin modulo
menor.

Las consideraciones anteriores prueban que un caracter y moédulo m es pri-
mitivo si y s6lo si m = §,, asi como que cada caracter modular x es inducido
por un tnico caracter primitivo yjq.

Al pasar de un caracter modular primitivo a otro inducido estamos perdiendo
parte de la informacion que éste contiene, pues estamos haciendo que tome el
valor 0 en ciertos ideales donde antes no lo tomaba. Por ello conviene trabajar
sblo con caracteres primitivos e identificar cada caracter modular con el caracter
primitivo que lo induce, es decir, convendremos en que x(a) no es el valor que le
corresponde como caracter modular, sino que x(a) = xo(a). Por ejemplo, si x es
el caracter principal modulo m, en principio seria x(a) = 0 si a no es primo con
m, pero, como X estd inducido por el caracter principal médulo 1, convenimos
en que x(a) =1 para todo ideal a.
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Nota La nocién de caracter modular que acabamos de introducir generaliza
a [TAl 4.16] en cuanto que un caracter moédulo m en el sentido de [TAl 4.16]
es un caracter moédulo moo en el sentido actual. Esto hace que un caracter
primitivo médulo m en el sentido de [TAl 4.19] no sea necesariamente primitivo
modulo m oo, ya que puede ser inducido desde un caracter moédulo m. Aparte
de casos triviales, esto sucede exactamente cuando x(—1) = 1. En cualquier
caso, un caracter primitivo médulo m en el sentido de [TAl 4.19] es un caracter
primitivo médulo m o moédulo moo en el sentido actual. Igualmente, si un
carécter tiene conductor f en el sentido de [TAl 4.18], su conductor ahora sera
f o bien foo.

Si K/k es una extension abeliana de cuerpos numeéricos y H es su grupo de
clases modulo un divisor admisible m, llamaremos caracteres de la extension a los
caracteres (modulares) primitivos asociados a los caracteres del grupo I(m)/H,
es decir, a los caracteres de I(m)/P,, cuyo nucleo contiene a H.

Es obvio que la definicion no depende de la eleccién de m. A través del
isomorfismo de Artin podemos identificar los caracteres de K/k con los del grupo
de Galois G(K/k). En particular, si K/Q es una extension abeliana, llamaremos
caracteres de K alos caracteres de K/Q. Esto generaliza al concepto de caracter
de un cuerpo cuadratico, que en este sentido no es sino el caracter no principal
del cuerpo.

Si x es un caracter de una extension K/k de conductor f, entonces, visto
como cardcter moédulo f, se cumple P5 < N, lo cual significa que f es admisible
para la extension K, /k o, equivalentemente, que f, | f. Mas atn, tenemos
k C K, C K. Si identificamos a x con un caracter de G(K/k), entonces el
grupo de clases N, de K, se corresponde con su imagen por el isomorfismo de
Artin y, de acuerdo con lo visto en el capitulo anterior, K, es el cuerpo fijado
por N,.

Vamos a introducir ahora un enfoque equivalente en términos de elementos
ideales que nos sera maés tutil en la teoria.

Sea k un cuerpo numérico. Un cardcter del grupo Cj es un homomorfismo
continuo x : Cj, — C*. Diremos que tiene periodo finito si su niicleo N, tiene
indice finito en Cj. Entonces N, es un subgrupo abierto de Cj (ya que es
cerrado por continuidad). El conductor de x sera el conductor f, de N,. Un
divisor m seréd admisible para x si lo es para N,.

Si m es un divisor admisible para x, es claro que x induce un caracter modulo
m a través del isomorfismo

Cr /W 2 I(m)/Py.

Mas atn, es facil ver que el caracter que y induce moédulo m es el inducido por
el caracter que induce médulo f,,. Reciprocamente, todo caridcter médulo m estéa
inducido por un caracter de Cj, y facilmente se llega a que los caracteres de Cj,
de periodo finito se corresponden biunivocamente con los caracteres modulares
primitivos de k. El conductor de un caracter de C} es el mismo que el de su
caracter modular correspondiente.
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Si K es una extension abeliana de k y H < Cj es su grupo de clases, los
caracteres de K se corresponden con los caracteres x de Cj, tales que x[H] = 1.

Por ejemplo, asi es méas facil probar que el conductor de K/k es
f = memy fy,

donde x recorre los caracteres de K/k. En efecto, si m es el minimo comin
miltiplo, ya hemos visto que m | f, luego basta probar que m es admisible para
la extension. Ahora bien,
Wi <Ny = H,
X
pues, en un grupo abeliano finito, la interseccién de los nucleos de los caracteres
es siempre trivial.

6.3 El teorema de factorizacion

Vamos a probar que la funcion dseta de un cuerpo numeérico se descompone
en producto de funciones L. La definicion de funcién L generaliza de forma
obvia a la dada en [TAl 4.23]:

Definicion 6.5 Sea k& un cuerpo numérico de grado n y sea x un caracter
modular de k£ Definimos

x(a) 1
L(s,x) = = _, >1,
(8 X) ; (N a)s H 1 x(p) para s
p (Np)*

donde a recorre los ideales de k y p los ideales primos de k.

En esta definicién adoptamos el convenio indicado en la seccion anterior,
segin el cual y(a) ha de entenderse como xo(a), donde xq es el caracter primitivo
que induce a x.

Teniendo en cuenta que cada |x(a)| < 1 es obvio que la serie converge abso-
lutamente en el intervalo s > 1y el razonamiento de [TAl 4.9] prueba la segunda
igualdad. Observemos que L(s,1) = (k(s).

Necesitamos probar que las funciones L correspondientes a caracteres no
principales convergen en 1. Para ello las expresamos en la forma

L(s,x) =) %" (6.1)

n=1

para lo cual ha de ser

an = Z X(Cl) (62)

Na=n

Las relaciones de ortogonalidad nos garantizan ahora que las sumas A, =
ay + - - + ay, estén acotadas y podemos aplicar [An 10.34].
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Teorema 6.6 Sea K un cuerpo numérico de grado n y x un cardcter modular
no principal de k. Entonces la funcion L(s,x) converge uniformemente en los
compactos del intervalo |1 — 1/n, +0o0].

DEMOSTRACION: Sea f el conductor de x, de modo que y induce un carécter
en H(f) = I(f)/P; y se anula en los ideales que no pertenecen a I(f).

Expresamos la serie en la forma (6.1) con los coeficientes (6.2). Para aplicar
el teorema anterior hemos de estimar

Ae=> x@= > > x@= > x(@jolk).

Na<k CeH(f) acC CeH(f)
Na<k
Ahora usamos el teorema 2.14, segin el cual existen constantes M y N tales
que la funcion ro(k) = jo(k) — Mk cumple 7¢ (k) < Nk'=Y/". Ademéas usamos
las relaciones de ortogonalidad [TAl 4.15]:

Al = | X x(OME+ Y x(C)re(k)
CEH() CeH(f)
< Y O)lre(k)] < hNET.
CeH(J)
Ahora basta aplicar [An 10.34]. n

Veamos el teorema de factorizacion:

Teorema 6.7 Sea K/k una extension abeliana de cuerpos numéricos y sea H
su grupo de clases en Cy. Entonces

Cr(s) = l;[L(S’X) = Ck(s) l;[lL(va),

donde en el primer producto x recorre los caracteres de Cy, cuyo nicleo contiene
a H (o, equivalentemente, los caracteres de la extension K/k) y en el sequndo
producto x recorre estos mismos caracteres excepto el trivial.

DEMOSTRACION: Tenemos que

T ) T )

Py PoPlp

donde P recorre los primos de K y p los de k.
Basta probar que para cada primo p se cumple

HO_W%JZEO‘gx) (63)

Blp

Digamos que la factorizacion de p en K es

p=Pr-B)
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de modo que n = |K : k| = efr, NB; = (Np)/. Haciendo el cambio u = (Np)~*
la igualdad (6.3) equivale a

(1 —ul)" =TI(1 = x(p)u). (6.4)

X

Tenemos claramente
1—uf

¢

donde ¢ recorre las raices de la unidad de orden f. Hay que probar que x(p)
recorre las raices de la unidad de orden f pasando r veces por cada una.

Supongamos primero que e = 1, es decir, que p es no ramificado en K. Si
X es un cardcter de K y K, C K es el cuerpo de clases de su nicleo, entonces
p es no ramificado en K, por lo que no divide al conductor f,. Asi, cualquier
primo 7 € kj se corresponde con p a través del isomorfismo

Cr /Wy, = 1(y)/ By,

luego x(p) = x(m).

Sea Hy, = Hk;. Entonces Hy es el menor grupo de clases que contiene a H
y a ky, luego por el teorema de escision completa el cuerpo de clases de Hy, es
el mayor subcuerpo de K donde p se escinde completamente, o sea, el cuerpo
de descomposicién de p y, por lo tanto, |H, : H| = f. Como p no es ramificado,
Uy < H luego, si m es un primo de ky, el grupo H,/H es ciclico, generado por
m. Cuando v recorre los caracteres de H,/H, entonces () recorre las f raices
de la unidad de orden f. Cada caréacter ¢ se extiende a r caracteres x de C/H,
de modo que todos ellos cumplen que x(p) = x(7) = ¢ (7) es una misma raiz.
Las rf extensiones recorren todos los caracteres de Cy/H, luego se cumple lo
que queriamos probar.

Consideremos ahora el caso general. Segun el teorema de ramificacion, el
homomorfismo de Artin envia U, al grupo de inercia de p, luego |HU, : H| =
|Up : Uy N H| =e.

Sean 1 = 41,...,1. los caracteres de HU,/H extendidos a Cj/H (elegimos
una extensién para cada carécter). Sean 1 = xi,...,xsr los caracteres de
Cx/HU,. Entonces los caracteres 1;x; son distintos dos a dos, luego recorren
todos los caracteres de Cy/H.

Si ¢ # 1 entonces 9¥;(p) = 0 (pues U, no estd contenido en el nucleo de
1; y por lo tanto p divide al conductor de v;), luego los tnicos caracteres que
contribuyen en el miembro derecho de (6.4) son x1, ..., X fr, que son exactamente
los caracteres que cumplen x[HU,| = 1 y, como p no se ramifica en el cuerpo de
clases de HU,, el caso ya probado nos da que x;(p) recorre las raices f-ésimas
de la unidad pasando r veces por cada una. [

De aqui se deducen diversas formulas que relacionan el nimero de clases de
K con el de k. La méas inmediata se obtiene calculando el residuo en 1 de los
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dos miembros de la formula del teorema anterior (es decir, multiplicando por
s — 1y tomando limites). Si llamamos

_25(2n)'R
SN

donde s y t son el nimero de primos arquimedianos reales y complejos de K,
R es el regulador, w el nimero de raices de la unidad contenidas en K y A el
discriminante, entonces el teorema 6.2 nos da que

prhix = prhe [T L(1, ). (6.5)
x#1

Explicitamente, para el caso k = QQ, hemos probado que si K es una extension
abeliana de QQ entonces el nimero de clases de K viene dado por

_ w4
= 5oy L, 00 (6.6)

hk
Teniendo en cuenta que los caracteres involucrados son primitivos, el teo-
rema [TAl 4.32] (junto con [TAl 4.33]) nos permite calcular los valores L(1, x).
El tdnico inconveniente serio es el calculo del regulador R, pues supone calcular
las unidades fundamentales de K. El caso méas simple en el que esta férmula
es aplicable es cuando K es un cuerpo cuadratico imaginario, pues entonces
R =1, seguido del caso de los cuerpos cuadréticos reales, para el que hay algo-
ritmos sencillos que nos dan la unidad fundamental. En estos casos obtenemos
las formulas de [TAl 4.34]. No obstante, otro caso en el que el céalculo no es
excesivamente complejo se da cuando K es un cuerpo complejo de grado 4,
pues entonces K tiene una tnica unidad fundamental E'y R = 2log|F|. Como
ejemplo probamos el teorema siguiente:

Teorema 6.8 (Dirichlet) Sea d > 1 un ndmero natural libre de cuadrados
y consideremos los cuerpos k = Q(\/&) y kK = Q(\/Td) Sean h y h' sus
numeros de clases. Entonces el niumero de clases del cuerpo K = Q(\/E, \/Td)
viene dado por

H:%hm

donde uw = 2 si 2 es el cuadrado de un ideal principal en k y uw = 1 en caso
contrario.

DEMOSTRACION: Vamos a analizar por separado los casos d = 2,3. En
ambos es inmediato que 2 es el cuadrado de un ideal principal en k y, por otro
lado, la formula del enunciado da H = 1, luego hemos de probar que K tiene
factorizacién tnica.

Admitamos que el discriminante de K es 256 sid = 2y 144 si d = 3. Esto lo
obtendremos facilmente en el capitulo proximo. Concretamente, en el ejemplo 1
de la secciéon 7.4 se prueba que el discriminante de K es el producto de los
discriminantes de sus tres subcuerpos.
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La constante de Minkowski para K es Mz = 0,151982, y el teorema [4.14]
nos da que todo ideal de K es similar a uno de norma menor o igual que 2
para d = 2 o de norma menor o igual que 1 para d = 3. Esto prueba ya la
factorizacién dnica en el segundo caso. Para el primero basta observar que si
¢ es una raiz octava primitiva de la unidad entonces N(1 + ¢) = 2, luego los
ideales de norma 2 son principales.

Asi pues, podemos probar el teorema suponiendo d # 2, 3. Si llamamos

ki=Q(Vd), ke=Q(\W—d), ks=0Q(),

las raices de la unidad contenidas en k1, ko son £1, mientras que las de k3 (y las
de K) son £1, +i. Sea y; el caracter de k;. Es claro que éstos son los caracteres
no principales de K.

Aplicandoles a los tres la formula (6.6) queda

2loge
h/ V |A1|

donde € > 1 es la unidad fundamental de Q(\/ﬁ )
Ahora aplicamos (6.6) al cuerpo K sustituyendo los valores L(1,y;) que
acabamos de obtener. El resultado es

_Lh’ log e
2 log|E|

donde E es una unidad fundamental de K (y por lo tanto el regulador es
2log |E|).

El problema es, pues, calcular el valor de loge/log|E|. Sea o; # 1 el auto-
morfismo de K que fija a k;. Entonces, puesto que N(E) = 1,

E? = (Bo1(E))(Eo2(E))(Eo3(E)).

El primer factor esta en ki, el segundo en ko y el tercero en k3. Como los
tres son unidades, el primero es de la forma +¢”, y los otros dos son raices de
la unidad. Asi pues, E? = (e¥, donde ¢ es una raiz de la unidad.

Si llamamos G al grupo de las unidades de K y H al producto del grupo
de las unidades de k por el grupo de raices de la unidad de K, es claro que
G/H = ([E]), y acabamos de probar que |G : H| =1, 2.

Por otro lado, como E es una unidad fundamental, ha de ser ¢ = wE?, done
w es una raiz de la unidad, de donde E? = (wVE7" y, por la unicidad de la
expresion, jv = 2. Sustituyendo E por E~! si es preciso queda o bien E? = (e,
en cuyo caso € = ("1E?, o bien E? = (2, en cuyo caso E/e es una raiz de la
unidad de K.
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Reuniendo todas las posibilidades, ¢ = i" E*, donde v = 1, 2. Obviamente
u=1siyso6losi|G: H| =1 (puessi|G: H| =1 sehade cumplir E = (e°,
pero como E es una unidad fundamental ha de ser s = +1 y, con la elecciéon
adecuada de E, s =1, y asi u = 1). En consecuencia, u = |G : H]|.

Tomando modulos queda € = |E|%, luego u = log ¢/ log |E|, es decir, se trata
de la constante que aparece en el enunciado. Hay que probar que u = 2 si y s6lo
si 2 es el cuadrado de un ideal principal en k.

Si (2) = (n)?, entonces, representando con un apoéstrofo la conjugacion en k,
tenemos que (1) = ('), luego n’ = £2 y £n/n’ = €, para una unidad €.

Llamamos F = n/(1 +1i). Asi

o W _ o
F—%— 5 n/z-:l:zeo.
En particular F' es una unidad de K, y es claro que F' ¢ H, pues en caso
contrario tendriamos (1 +1i)i* € k C R, para cierto ¢, lo cual es imposible. Esto
prueba que H # G y por lo tanto u = 2.

Supongamos que v = 2. Tenemos € = i"E?, pero no puede ser i" = =+1,
pues entonces F € R o bien E/i € R, pero K NR = k, y concluirfamos que
E € H. Asi pues, E? = +ie€. Si 07 es el automorfismo que fija a k, es claro que
01(E)? = —E2, luego 01 (F) = +iFE, y asi

n=FE+o01(E)=E(l+i) €k
Claramente (1)? = (2). "

Para probar un caso particular de este teorema especialmente sencillo nece-
sitamos un interesante resultado muy simple también:

Teorema 6.9 Sea d # 1 un entero libre de cuadrados. Si d tiene un divisor
primo p = —1 (méd 4) entonces la unidad fundamental de Q(\/E) tiene norma
positiva.

DEMOSTRACION: Sea (a + b\/&)/Q la unidad fundamental de Q(\/ﬁ) Su-
pongamos que tiene norma —1 y sea p # 2 un divisor primo de d. Entonces
(a? — db*)/4 = —1, o sea, a®> — db®> = —4 y, por lo tanto, —4 = a® (méd p). De
aqui que 1 = (—1/p) = (—1)®P=D/2 luego p = 1 (mdd 4). .

Teorema 6.10 Sip es un primo, el nimero de clases de K = (@(\/23, w/fp) es

7 — hh'/2 sip= 1 (méd 4),
T AN sip=—1(méd 4) op =2,

donde h y h' son los nimeros de clases de los cuerpos Q(\/;B) Y Q(\/—p).

DEMOSTRACION: Claramente 2 se ramifica en el cuerpo k = Q(\/ﬁ) siy
solo si p = —1 (mdd 4) o p = 2. Segun el teorema 6.8, hay que probar que en
tal caso el divisor primo de 2 es principal.

El caso p = 2 es inmediato, pues entonces k tiene factorizaciéon tnica. Su-
pongamos, pues, que p = —1 (méd 4). El discriminante de & es, por lo tanto,
A =2p.
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Por el teorema anterior la unidad fundamental de k tiene norma positiva.
Esto significa que cada clase de similitud de ideales se descompone en dos clases
de similitud estricta. En particular tenemos la clase 1 de los ideales principales
generados por elementos de norma positiva y la clase C' de los ideales principales
generados por elementos de norma negativa. Estas clases son distintas y cumplen

2 = C? =1, es decir, son lo que en [TAl 7.17] llamamos clases ambiguas.

Segun [TAl 7.19] hay exactamente 2 clases ambiguas, luego no hay maés
aparte de 1 y C. Ahora bien, si 2 = p?, la clase [p] es obviamente ambigua,
luego p esté en una de las clases 1, C' y, en cualquier caso, p es principal. =

6.4 El teorema de Dirichlet

La consecuencia mas importante del teorema de factorizacién es que, en
virtud de la formula (6.5), si K/k es una extension abeliana de cuerpos numeéricos
y X es un caracter no principal de K, entonces L(1, x) # 0. Este hecho, que no es
trivial en absoluto, y del cual no se conoce ninguna prueba algebraica, contiene
la clave para generalizar el teorema de Dirichlet sobre primos en progresiones
aritméticas al contexto en que estamos trabajando.

Teorema 6.11 (Teorema de Dirichlet) Si k es un cuerpo numérico, toda
clase de similitud de k mddulo un divisor m contiene infinitos ideales primos.

DEMOSTRACION: Consideremos la funcién de variable compleja definida
para |z| < 1 por la serie de Taylor

1 =z
1 = —.
Ogl—z Zn

Si x es un cardcter modular de k, la convergencia absoluta del producto
infinito que define a la funcién L(s, x) equivale a la convergencia absoluta de la
serie

log L(s,x) = Zlog :Zi gsn, para s > 1.

Ns p n=1

Ademas esta funcién es un logaritmo de la funcién L(s, x). Es importante
observar que la convergencia no s6lo es absoluta en p, sino que la serie doble
también converge absolutamente, ya que si tomamos modulos obtenemos una
serie mayorada por la correspondiente a xy = 1. Esto nos permite reordenar los
sumandos como queramos.

Separamos los sumandos correspondientes a n = 1:

(p)
log L(s,x) = X .
Zp: (Np)

(s, X); (6.7)
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donde

|R(s, )

P

P, n>2
Z (N123)25 < 2¢5(2s).

Vemos asi que la funcion R(s, x) permanece acotada a la derecha de 1.

p% Z (Np)?s — (Np)*

p

Fijemos ahora un divisor m de k y sea x un caracter del grupo de clases
H(m) = I(m)/Py. En particular el conductor de x divide a m y a lo sumo hay
una cantidad finita de primos p que dividen a m pero no a f. Para cualquier
otro primo, o bien x(p) =0 (si p | f) o bien p pertenece a una clase de H(m).

Si anadimos a R(s,x) los posibles sumandos de la serie de (6.7) correspon-
dientes a primos que dividen a m pero no a f, seguimos teniendo una funciéon
acotada a la derecha de 1, y los sumandos restantes de la serie los podemos
separar segin su clase modulo m:

logL(s,x) = Y, x(C))

CeH(m) peC

1
v (8,)-

Ahora usamos las relaciones de ortogonalidad para despejar la serie corres-

pondiente a una clase fija Cyy. Para ello multiplicamos por x(Cy 1) y sumamos
sobre los caracteres médulo m:

Zx Dlog L(s,x) = >, Y x(CCh Y

CeH(m) X peC

(Np) (5700)7

donde R(s,Cy) es una funcion acotada a la derecha de 1. Por las relaciones de
ortogonalidad [TAl 4.15] esta expresion se reduce a

ZX 1ogLsX

); (6.8)

pGC

donde hy, es el numero de clases médulo m.

Ahora examinemos el miembro izquierdo. Si x # 1, entonces L(1,x) # 0,
de donde se sigue que log L(s, x) esta acotado a la derecha de 1. En efecto, es
sabido que en un entorno del ntmero complejo L(1, x) existe una determinacion
continua del logaritmo log,(z). Componiéndola con L(s,x) obtenemos una de-
terminacion del logaritmo de L(s, x) definida en un entorno de 1, digamos en
]1 —€,1+ ¢[. La diferencia log, L(s, x) — log L(s, x) es una funciéon continua en
11,1 + €] que s6lo puede tomar valores 2k7i, para k entero, luego por conexion
ha de ser constante en ]1,1 + €[, lo que implica que existe

lim log L(s, x) = log, L(1, x) + 2kmi.
s—1t

Si agrupamos todos los sumandos acotados de (6.8) la expresion se reduce a

1
log Ci(s) = hm gcj RO (s), (6.9)

donde la funcién R(s) estd acotada a la derecha de 1.
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Por otra parte, x(s) tiende a infinito cuando s — 1% (por el teorema 6.2),
luego su logaritmo también. Esto obliga a que la serie de la ecuacién anterior
tenga infinitos sumandos (o si no estaria acotada en un entorno de 1), luego la
clase Cy contiene infinitos primos. n

De la demostracion del teorema de Dirichlet podemos extraer mucha mas in-
formacion sobre las clases de ideales. Para ello observamos en primer lugar que,
segin el teorema 6.2, la funcion h(s) = (s — 1)(x(s) esta acotada inferiormente
a la derecha de 1 por una cota positiva, luego

1
log i (s) = log — +log A(s),
donde la funcion log h(s) esta acotada a la derecha de 1.

La formula (6.7) para el caracter principal x = 1 se convierte en

1
log Gi(s) = <+ R(s),
* ; (Np)

donde R(s) es una funcion acotada a la derecha de 1. De las dos ultimas formulas
se sigue que existe
1
Zp: (Np)®

lim ——— =1

s—1+ log =1
Definicién 6.12 Sea k un cuerpo numérico. Definimos la densidad de Dirichlet
de un conjunto P de ideales primos de k como

> ey
d(P)= lm 2
s—1t log =
Este limite no tiene por qué existir, por lo que no todo conjunto de primos
tiene necesariamente densidad de Dirichlet. Acabamos de probar que el conjunto
P de todos los primos de k cumple d(P) = 1.

En estos términos, lo que hemos obtenido en la demostracion del teorema de
Dirichlet (formula (6.9)) es que si C' es una clase de similitud médulo un divisor
m, entonces existe

d(C) = —.
(© =1

(Aqui, y en lo sucesivo, adoptamos el convenio de que d(C'), para un con-
junto C de ideales fraccionales, es la densidad del conjunto de los primos que
contiene.)

Para extraer las consecuencias de este hecho nada trivial observemos primero
que se cumplen algunas propiedades obvias:

a) Si P = P; U P, es una union disjunta de dos conjuntos de primos de k y
dos de los tres conjuntos P, P; y P> tienen densidad de Dirichlet, entonces
el tercero también la tiene, y d(P) = d(Py) + d(Py).
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b) Si P; C P» son conjuntos de primos con densidad de Dirichlet, entonces
d(Py) < d(P»).

c) Si P es un conjunto de primos con d(P;) = 0y P; C P», entonces Py
tiene densidad de Dirichlet y d(P;) = 0. (Aqui adoptamos el convenio
d(@)=0.)

d) Todo conjunto finito tiene densidad de Dirichlet nula.

En primer lugar refinamos el teorema de Dirichlet considerando grupos de
clases arbitrarios (no necesariamente modulo un divisor):

Teorema 6.13 Sea K/k una extension abeliana de cuerpos numéricos y sea H
un grupo de clases de K sobre k. Entonces cada clase de ideales C mddulo H

tiene densidad de Dirichlet d(C) = |K : k|71.

DEMOSTRACION: Sea m un divisor de k tal que P, C H C I(m). Entonces

I(m): Py
b = 1) ] = SO Pl
luego
|K k™' =|H: Pm|i =d(0),
pues C' es la union disjunta de |H : Py| clases de densidad 1/hy,. n

Ahora ya podemos obtener consecuencias sobre grupos de clases. Obser-
vemos en primer lugar que este teorema proporciona una interpretacion a los
teoremas 4.15 y 4.17. Los primos de los que habla 4.15 son simplemente los
contenidos en cualquier clase no trivial del grupo de clases, mientras que los
primos de 4.17 son los de la clase que genera el grupo de clases de la extension
ciclica.

Definicién 6.14 Diremos que dos conjuntos de ideales fraccionales P; y P> de
un cuerpo numérico k son casi iguales (y lo representaremos P; =~ P») si el
conjunto de los ideales primos que estan en P; y no en P, o viceversa tiene
densidad de Dirichlet nula.

Teorema 6.15 Dos grupos de ideales de un cuerpo numérico son equivalentes
sty solo si son casi iguales.

DEMOSTRACION: Sean H; y Hs dos grupos de ideales de un cuerpo numérico
k v sea m el minimo comtn miltiplo de los divisores respecto a los que estan
definidos. Llamemos Hi = Hy NI(m), H) = Hy N I(m).

Tenemos que H; es equivalente a H! y H; ~ H! (pues se diferencian en un
namero finito de primos). Por lo tanto podemos suponer que H; y Hs estan
definidos modulo un mismo divisor m. Hemos de probar que si son casi iguales
entonces son iguales.
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Notemos ahora que Hy ~ Hy N Hy ~ H,, luego basta demostrar el teorema
bajo la hipotesis adicional de que H; C Hs. Ahora bien, por el teorema anterior,

[I(m) : Hy| = d(Hy) = d(Hz) = [I(m) : Hy],

luego Hy = Ho. [

En términos de extensiones abelianas el teorema anterior se expresa como
sigue:

Teorema 6.16 Sea k un cuerpo numérico, H un grupo de ideales de k y K
una extension abeliana de k. Entonces

Ho K < {plpeH}={p|p se escinde completamente en K}.

DEMOSTRACION: Sea H' el grupo de clases maximal de K. Entonces el con-
junto {p | p € H'} es el conjunto de los primos que se escinden completamente
en K. Lo que hay que probar es que H es equivalente a H' siy solo si H ~ H',
pero eso es lo que afirma el teorema anterior. [

En particular, dos extensiones abelianas finitas de un mismo cuerpo numérico
son iguales si y s6lo si en ellas se escinden completamente casi los mismos primos
del cuerpo base.

Ejercicio: Sean K7 y K» dos extensiones abelianas finitas de un cuerpo numérico k.
Demostrar que K1 C K3 si y solo si casi todos los primos de k que se escinden
completamente en K5 se escinden completamente en Kj.

Los teoremas anteriores siguen siendo ciertos si entendemos “casi iguales”
como “iguales salvo un nimero finito de excepciones”. Tenemos asi versiones
mas débiles de estos resultados pero que no involucran la nociéon de densidad
de Dirichlet. No obstante, la versiéon fuerte es mucho mas potente, pues nos
permite aprovechar, por ejemplo, el teorema siguiente:

Teorema 6.17 Si k es un cuerpo numérico, el conjunto de los ideales primos
de k con grado de inercia 1 sobre Q tiene densidad de Dirichlet igual a 1.

DEMOSTRACION: Si py recorre los primos de k con grado de inercia mayor
que 1 sobre el primo p de Q al cual dividen, se cumple que Nps > p? luego, si
neselgradode kys>1/2,

1 1

p2

Esto prueba que la serie permanece acotada a la derecha de 1, luego la
densidad de los primos po existe y es nula. m

De aqui se sigue que dos conjuntos de primos son casi iguales si y s6lo si
contienen casi los mismos primos de grado 1. Asi, por ejemplo, para demostrar
que dos extensiones abelianas finitas de un mismo cuerpo numérico son iguales,
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basta comprobar que los primos de grado 1 que se escinden completamente en
cada una de ellas son los mismos salvo a lo sumo un ntmero finito de excepciones.

Una de las razones por las que los resultados de este tipo son interesantes es
porque se generalizan a extensiones no abelianas. Veamos un ejemplo:

Teorema 6.18 (Tchebotarev) Sea K/k una extension de Galois de cuerpos
numéricos y sea o € G(K/k). Sea ¢ el cardinal de la clase de conjugacion de o
yn=|K:k|. Entonces, el conjunto de los primos p de k no ramificados en K
y tales que existe un primo P | p en K tal que

K/k
()
P
tiene densidad de Dirichlet igual a c/n.

DEMOSTRACION: Sea f el orden de o y sea L su cuerpo fijado, de modo
que k C L C K y la extension K/L es ciclica de grado f. Sea m un divisor
admisible para la extension K/L y sea H un grupo de clases modulo m, de
modo que tenemos el isomorfismo de Artin I(m)/H — G(K/L). Llamemos
S al conjunto de los primos p de k que cumplen el teorema y que son primos
con m. Asi mismo, sea Sk el conjunto de los primos 8 de K que cumplen el
teorema para un primo p € S.

Fijado B € Sk, sea q el primo de L y p el primo de k de manera que
p | q|P. Tenemos que el grupo de descomposicion Gy para la extension K/k
esta generado por o, luego es G(K/L). Esto implica que f(B/p) = fF(B/q) = f
y f(g/p) = 1. En particular, como no hay ramificaciéon, 9§ = q. Ademaés

<K/k) <K/L> (K/L>
g = —_— = _— = .
B P q

Si C' es la clase de ideales correspondiente a o por el isomorfismo de Artin,
tenemos que q € C'.

Llamemos Sy, al conjunto de los primos q de L tales que g € C'y f(q/p) = 1,
donde p es el primo de k divisible entre q. Acabamos de probar que si 8 € Sk,

el primo q € L al cual divide cumple q € Sy, y, reciprocamente, si q € Sp v B
es un divisor primo de q en K, entonces

(K/L) <K/L> (K/k>
o = _— frng _— e [ —
q Y RO
luego P € Sk. Vemos, pues, que los primos q € S se corresponden biunivoca-
mente (de hecho, se identifican) con los primos P € Sk.

Por el teorema anterior, el conjunto S;, tendra densidad de Dirichlet si y solo
si lo tiene el conjunto de sus primos de grado 1 (y en tal caso ambos tendran
la misma densidad). Ahora bien, los primos de grado 1 de Sy, son simplemente

los primos de grado 1 de la clase C, pues la condicion f(q/p) = 1 se cumple
trivialmente. Asi pues, el teorema 6.13 nos da que Sy, tiene densidad 1/f.
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Por otra parte, cada primo p € S, tiene al menos un divisor q € Sr. Si q1
y g2 son dos de ellos, entonces existe un 7 € G(K/k) tal que q; = g3 (donde
identificamos a q; y g2 con primos de K). Ademaés

- (8) - (5) - (82 -

Reciprocamente, si 67 = o y q € St divide a p, lo mismo le sucede a q".
Concluimos que el ntimero de divisores en Sy, de un primo de Sy es |G, : Gy,
donde G, es el centralizador de o en G(K/k) (el grupo de los 7 € G(K/k)
tales que 07 = o) y G4 es el grupo de descomposicion de q (formado por los
T € G(K/k) tales que q" = q).

Es claro que |G,| = n/c, mientras que |G4| = f, luego concluimos que cada
primo p € Sy, es divisible entre n/ fc primos de Sz,. Por consiguiente,

1

2, (Nl)s (Np)*

. PESK Jfe . peSkalp
d(S) = lim ———— = — lim ——5—
s—1t log = n s—»1t log —=5
1 1

fo o veban T fe o0& N fe c
=— lim ————— =" lim — = —d(Sp) = —.
nos—1t log =5 n st log —¢ n n

Se entiende que el sumatorio sobre q | p recorre los primos q € Sy que
dividen a p. Hemos usado que N(q) = N(p) porque f(q/p) = 1. n

Este teorema es una extension de 6.13. En particular, silo aplicamosa o =1
obtenemos el siguiente caso particular:

Teorema 6.19 Si K/k es una extension de Galois de cuerpos numéricos, en-
tonces el conjunto de los primos de k que se escinden completamente en K tiene
densidad de Dirichlet igual a |K : k|~*.

Ahora podemos generalizar el teorema 6.16:

Teorema 6.20 Sean K/k y E/k dos extensiones de cuerpos numéricos, la pri-
mera de Galois. Si casi todos los primos de k que se escinden completamente
en K también se escinden completamente en E, entonces £ C K.

DEMOSTRACION: Si un primo p de k se escinde completamente en K y K’
es un cuerpo conjugado con K sobre k, entonces p se escinde completamente en
K, luego, de hecho, p se escinde completamente en la clausura normal L de k
sobre K. El reciproco es trivial, luego podemos suponer que F/k es normal.

La extension KE/k es de Galois y casi todo primo de k que se escinde
completamente en K también se escinde completamente en E, luego también
en KE. Si probamos el teorema para K y KFE tendremos que KFE C K, luego
E C K. Equivalentemente, podemos suponer que K C FE. Ahora bien, el
teorema anterior nos da entonces que |K : k|7 < |E : k|7! luego E = K. =

En particular, si en dos extensiones normales de un cuerpo numérico se
escinden completamente casi los mismos primos, ambas coinciden.
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6.5 La segunda desigualdad fundamental

En esta seccion daremos una prueba analitica de la segunda desigualdad
fundamental usando funciones dseta y funciones L. Los resultados que veremos
aqui no seran necesarios mas adelante.

En lo sucesivo s = ¢ + 7 serd una variable compleja. Esto significa que
cuando hablemos de ¢ y 7 se entendera que son la parte real y la parte compleja
de s respectivamente. Es conocido que si una serie de dirichlet converge en un
punto sg, entonces converge en todo el semiplano o > gy a una funcién analitica.

Las funciones L nos plantean ahora un problema. Recordemos que, si x es
un caracter modular en un cuerpo numérico k, hemos definido L(s, ) como
la serie determinada por el caracter primitivo que induce a . Sin embargo,
dado que queremos probar la segunda desigualdad fundamental, no podemos
apoyarnos en la teorfa de cuerpos de clases, y en la discusiéon de los caracteres
inducidos la hemos usado. Lo mas sencillo es redefinir L(s, y) para un caracter

modulo m como (@ )
x(a
Lis,x) =Y ~——=]] —,
- (Na) . I OH

es decir, sin pasar al caracter primitivo.

Esta serie L(s, x) puede reescribirse como una serie de Dirichlet (6.1) con los
coeficientes (6.2). El teorema 6.6 vale igual con esta nueva definicion (trabajando
con m en lugar de con el conductor de y) y asi obtenemos que L(s, x) converge
en el intervalo |1 — 1/n, +o0[ y, en consecuencia, en el semiplano o > 1 — 1/n.
Es facil ver que el desarrollo en producto infinito también es valido en este
semiplano.

Comparando los desarrollos en producto de L(s, x) segtn la definicion que
adoptamos ahora y la que habiamos dado antes, vemos que ambas funciones se
diferencian a lo sumo en un ntmero finito de factores (los correspondientes a los
primos que dividen a m y no al conductor). En definitiva, se diferencian en un
factor entero que no se anula en ningtn punto de C. Observemos que si x es el
caracter principal modulo m, ahora ya no es cierto que L(s, x) = (x(s) (pero si
que es cierto si m = 1).

El teorema siguiente nos da los resultados bésicos sobre las funciones dseta:

Teorema 6.21 Sea K un cuerpo numérico de grado n con s primos infinitos
reales y t complejos, sea A el discriminante de K, sea m un divisor de K, sea
Ry el requlador modulo m y wy el numero de raices de la unidad contenidas
en el grupo de unidades Uy,. Sea C una clase de similitud de ideales modulo m.
Entonces

a) La serie

1
Ce(s,m) = p
cis,m aEZC (Na)

converge en el semiplano o > 1 a una funcién analitica que se prolonga
analiticamente al semiplano o > 1 — 1/n salvo un polo simple en s = 1
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con residuo

b) La serie

1
Com) = D> N

acl(m)
converge en el semiplano o > 1 a una funcidn analitica que se prolonga

analiticamente al semiplano o > 1 — 1/n salvo un polo simple en s = 1

con residuo
25(2m)t Ry

— = An.
(Nm) wi \/W

DEMOSTRACION: Observemos que

phm =

o0
an

CC(Svm) = E,
n=1

k
donde > a, = jo(k), y segin 2.14 tenemos que | A, —kp| < Ck'~1/", donde p es
n=1

la constante que aparece en el teorema. El apartado a) es entonces consecuencia
directa de [An 10.34] y, como p no depende de la clase C, de ahi se sigue
trivialmente b). "

Usaremos la notacion f ~ ¢ para indicar que la funcién f — g se extiende a
una funcién analitica alrededor de 1.

Por ejemplo, en la prueba del teorema de Dirichlet hemos construido los
logaritmos log L(s, x). Es facil ver que el desarrollo en producto de Euler de las
funciones L es valido en el semiplano o > 1, por lo que el logaritmo también
est4 definido en este semiplano. Ahora observamos que la funcion R(s, x) que
aparece en (6.7) esta definida y es analitica en el semiplano o > 1/2, pues la
acotacion tras (6.7) es valida en dicho semiplano (tras la primera desigualdad
hay que sustituir s por ¢ y la pentltima desigualdad es valida salvo para los
primos p para los cuales (N p)? no sea mayor que 2, pero éstos son un nimero
finito y no afectan a la conclusion). Por consiguiente

x(p)
log L(s, x) zp: N (6.10)

Todavia podemos afinar mas: si nos restringimos al caso del caracter prin-
cipal médulo 1 tenemos
1
log G(s) ~ >

o (Np)*

Si po recorre los primos de k con grado de inercia mayor que 1 sobre el primo
p de Q al cual dividen, se cumple que N pa > p? luego, si n es el grado de k,

1 1
‘%;(N’U)S Snzp:ﬁ <n((20).
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Usando que la funcion dseta de Riemann es decreciente y el criterio de ma-
yoracion de Weierstrass concluimos que la serie converge a una funcion analitica
en el semiplano o > 1/2.

Por consiguiente, si p; recorre los primos de k con grado de inercia 1 sobre Q

tenemos 1

log G (s) ~ > TN

P1

Consideremos ahora la funcion h(s) = (s — 1){x(s), que es analitica en el
semiplano ¢ > 1 —1/n y h(1) # 0. Tenemos, por consiguiente, un logaritmo
log h(s) definido alrededor de 1. Podemos elegirlo adecuadamente para que, si
o>1,

log h(s) = log(s — 1) +log Ck(s),

donde log(s — 1) extiende al logaritmo real y log(x(s) es el logaritmo que ya
teniamos definido. Concluimos que

1
log Gi(s) ~ log —.
Resumimos lo que hemos probado:
Teorema 6.22 Sea k un cuerpo numérico. Entonces

1 1 1
log i (s) ~ > O > T reeT

P p1

donde p recorre los primos de k y p1 recorre los primos con grado de inercia 1

sobre Q.

En particular vemos que todo cuerpo numérico tiene infinitos primos con
grado de inercia 1 sobre Q (esto ya lo probamos en [TAl 4.10]). Ahora ya
podemos probar:

Teorema 6.23 (Segunda desigualdad fundamental) Sea K/k una exten-
sion de cuerpos numéricos (no necesariamente abeliana) y m un divisor de k.
Entonces

[I(m) : Po N(m)| < |K : K.

DEMOSTRACION: Llamemos T' = Py N(m) y ¢ = |[I(m) : T|. Sea x un
caracter no principal de I(m) : Py N(m). Claramente x induce un caracter
modulo m. Sea m(x) el orden del cero de L(s, x) en s = 1 (vamos a probar que
m(x) = 0, es decir, que L(1,x) # 0.

Sea L(s,x) = (s — 1)™™g(s, x), donde g es una funcion analitica que no
se anula en un entorno de 1. Entonces g tiene un logaritmo L, analitico en un
entorno de 1 y la funcién m(x)log(s — 1) + L4(s) es un logaritmo de L(s, x),
luego se diferencia en una constante de log L(s, x), es decir,

1

s—1°

log L(s,x) ~ m(x)log(s — 1) = —m(x) log (6.11)
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Por otra parte podemos escribir (6.10) en la forma
1
e 1000 ~ A0 Y
=2 (Np)

donde C recorre las clases de I(m)/T. Esta ultima igualdad es cierta también
para el caracter principal x1, y se reduce a

1 1
IOgL(S7X1) ~ Z (Np)s ~ ; (Np)s ~ 10ng(S)

pel(m)

En la ultima equivalencia hemos usado el teorema 6.22. Sumando para todos
los caracteres de I(m)/T obtenemos

1
log k(s Z log L(s, x) Z(ZX )z; NP
pe

X#X1

Aplicamos (6.11), el teorema 6.22 y las relaciones de ortogonalidad, con lo

que obtenemos
(17 Z m(X)> logs%1 NtZ(N%)S.

X#X1 peT

Ahora observamos lo siguiente: si un primo p de k se escinde completamente
en K, entonces coincide con la norma de cualquiera de sus divisores en K, luego
estd en N(m) (y por lo tanto en T') salvo si p | m. Asi pues, T’ contiene a todos
los primos de k que se escinden completamente en K excepto a un ntmero finito
de ellos.

Si llamamos F al conjunto de los primos de k que se escinden completamente
en K y consideramos valores reales s > 1 tenemos que

1
tz thw—u(s),

peT peE

1
(Np)*

donde u(s) es t veces la suma para los primos de F que no estan en T, o
sea, una funciéon entera. Sea F' el conjunto de primos de K que se escinden
completamente sobre k. Si llamamos n = |K : k|, cada primo p € E divide
exactamente a n primos 3 € F' con la misma norma. Por lo tanto

1 t 1
t s —u(s) = — u(s).
2 ® w & N7

Ahora, si P31 es un primo de K con grado de inercia 1 sobre Q, entonces
también tiene grado de inercia 1 sobre k y, si ademéas no se ramifica sobre k,
entonces se escinde completamente sobre k. Asi, todos los primos 9; con grado
de inercia 1 sobre Q estan en F' salvo un nimero finito de ellos y, por lo tanto,

t 1 t 1

‘BEF

donde v(s) es u(s) mas t/n veces la suma sobre los primos 93; que no estén en
F, que es también una funcion entera.
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Reuniendo todos estos hechos y aplicando el teorema 6.22 concluimos

1 t
(1 - Z m(X)) log 1 +w(s) > - log
XFX1

s—1

donde w(s) es una cierta funciéon analitica en un entorno de 1. Tomando s < 2
el logaritmo es positivo y podemos dividir sin invertir la desigualdad. Tomando
limites cuando s — 17 queda

t
1-— > —.
> m) >~
XF#X1
Esto solo es posible si cada m(x) =0y t < n. n

Este teorema proporciona una prueba alternativa de que L(1,x) # 0 cuando
X es un caracter no principal (usando la teoria de cuerpos de clases pero no el
teorema de factorizacion). En efecto, hemos visto que esto es cierto suponiendo
que exista una extension K de k tal que Py, = Py, N(m), es decir, suponiendo
que P, tenga un cuerpo de clases.



Capitulo VII

Ramificacion

Sabemos que el diferente, el discriminante y el conductor de una extensiéon
abeliana de cuerpos numéricos son divisibles exactamente entre los primos ra-
mificados. El teorema [TAl 9.58] muestra que el exponente de cada primo en
el diferente depende de los 6rdenes de los grupos de ramificaciéon, que en ge-
neral son dificiles de calcular. En este capitulo obtendremos la relacion exacta
que hay entre el conductor y los grupos de ramificacién. En la primera seccion
profundizaremos un poco maés en la teoria de la ramificacion vista en [TAl].

7.1 Grupos de ramificaciéon de subcuerpos

Dada una cadena de cuerpos k C L C K, el teorema [TAl 9.49] muestra
la relacion entre los grupos de ramificacion de K/k y los de K/L. Aqui inves-
tigaremos los grupos de ramificacion de la extension L/k (suponiendo que es
normal). Como cabria esperar, si H es el grupo de Galois de K/L, los grupos
de ramificacion de L/k son los grupos G*H/H, pero sucede que los indices no se
corresponden, es decir, G'H/H no es necesariamente el grupo de ramificacion
i-ésimo. El problema es encontrar la relacion correcta entre los indices. Esto nos
llevara al concepto de la funcién de Hasse de una extension, de gran importancia
en la teorfa.

Para simplificar la notaciéon convendremos en que una barra sobre sobre un
simbolo indicara que se refiere a la extension K /L, mientras que bajo él hara
referencia a la extension L/k. Por ejemplo, fijado un primo P de K, los grupos
G seran los grupos de ramificacion de B en K/L, y los grupos G, seran los
grupos de ramificacién en L/k del primo p divisible entre B.

En primer lugar probamos el tinico caso que no tiene equivalente local (por-
que el caso local es trivial).

Teorema 7.1 Sea k C L C K una cadena de cuerpos numéricos de modo que
las tres extensiones sean de Galois. Sea*P un ideal primo en K yp el primo de L
divisible entre . Sea H = G(K/L). Sean K', L' los cuerpos de descomposicion
sobre k de P y p respectivamente. Entonces G, = GgH/H y L' = K' N L.

137
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DEMOSTRACION: Es claro que la restriccion a L de un automorfismo de Gip
estd en G, es decir, GpH/H < G,

Reciprocamente, todo automorfismo de G, induce un automorfismo del cuer-
po local Ly, que se extiende a un automorfismo de Ky, que a su vez se restringe
a un automorfismo de Gy, luego el automorfismo de partida esta en G H/H.
La segunda afirmacion la da el teorema de Galois. n

Para abordar las sutilezas del caso general hemos de introducir algunas de-
finiciones:

Definiciéon 7.2 Sea K/k una extension de Galois de cuerpos numéricos o p-
adicos y sea B un primo en K. Para cada o € Gy llamaremos i(o) al mayor
ntimero natural tal que ¢ € G*(?). Convenimos que i(1) = +oo0.

En términos de la funcion 4, los grupos de ramificacion se expresan como
G'= {0 € Gy |i(o) >i}.

Nuestra intencién es estudiar la relaciéon entre los grupos de distintas exten-
siones a través de esta funcion. Otra relacion de utilidad es la siguiente:

i(o)=-1+ i::o xar (o),

donde x 4 representa a la funcion caracteristica del conjunto A.

Para trabajar estos conceptos necesitamos un teorema técnico.

Teorema 7.3 Sea k C L C K una cadena de cuerpos p-ddicos tal que K/k
sea de Galois, sea H = G(K/L), sea D C F C E la cadena de sus anillos de
enteros, sea P el primo de K y sean o y 8 tales que E = Dla] y F = D[f].
Entonces para todo o € G(K/k) se cumple que los elementos

oB)=6 y Il (7(@)—a)= I (e(r(a)) — @)

T€EHO yEH

son asociados en E.

DEMOSTRACION: Sea f(x) = [] (z —v(«)) el polinomio minimo de o en L.

Entonces VEH
o(f) = Il (z —o(v(a)))
yeEH

es el polinomio minimo de o(«) en o[L].

Los coeficientes de o(f) — f son de la forma o(a) —a con a € F. Expresando
a como polinomio en B vemos que todo elemento de esta forma es divisible entre
o(8) — B (por ejemplo, tomando clases modulo o(5) — 3). En consecuencia

(@(B) = B) | o(H)(@) = fla) = a(f)(@).
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Reciprocamente, si 8 = g(a) para un cierto g( ) € D[z], entonces o(g) = g.
Como g(x) — B tiene raiz «, tenemos g(z) — 8 = f(z)h(z), para un cierto

h(z) € Flz]. Asi g(z) —o() = U(f)(x)a(h)(m) y
B—0o(B)=gla)—o(B) =o(f)(a)a(h)(a).
Hemos probado que g — o(f8
o(f)(a

y o(f)(«) son asociados, y claramente

)
) = H (a—o(y(a)))
cH =
Ahora relacionamos la funcién ¢ de la extension inferior con los grupos e}

de la superior.

Teorema 7.4 Sea k C L C K wuna cadena de cuerpos numéricos o p-ddicos
tal que las tres extensiones sean de Galois. Sea H = G(K/L), sea 0 € G y
supongamos que Ho N G* # @ para algun i. Entonces

o)

(@) =-14> ——

r=0 |G
donde (o) es el mayor entero i tal que Ho N G* # .

DEMOSTRACION: Podemos suponer que los cuerpos son p-adicos, con lo que
segun el teorema [TAl 9.27] existen v y 8 en las hipotesis del teorema anterior.
Sea B el primo de K.

El valor $B-adico de los elementos asociados en un cuerpo local es el mismo,
luego el teorema anterior nos da que

vp(a(B) = B) = > vp(o(v(e)) — ). (7.1)

yeH

Como las potencias de « forman una base entera de K/k es claro que un
automorfismo o esta en un grupo G* si y sélo si vy (o(a) — a) > 4, de donde

i(0) +1 = +vgp(o(a) — a).
Igualmente se prueba que
(o) +1=+uvp(a(B) - B),

donde p es el primo de L. Teniendo en cuenta que vy|z, = €vy la ecuacion (7.1)
se transforma en

elilg+1) = X (o) +1)= 3 Z xar(y0)

yeH yEH r=
o) 00 (o)

= 3 Y xar(yo) =Y |HonG|= Y |[HoNnGT|.
r=0~veH r=0 r=0

Si HoNG" # @&, digamos ho € G”, entonces para todo v € H se cumple
vo € G & yh tho € G" e yh e GT
Sy teG"NH <~y (G"NH)h.
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En consecuencia, |[HoNG"| = |(G"NH)h| = |G"NH| = |G| (por el teorema
[TA19.47]), y la formula se convierte en

(o)
el +1) =2 [t

Dividiendo entre & = |@0| queda la férmula buscada. n

Notemos que, en las condiciones del teorema anterior, si Ho N G* = @ para
todo 4, la formula sigue siendo cierta si la interpretamos como que i(o) = —1.

Las definiciones siguientes introducen los conceptos necesarios para expresar
el teorema anterior de la forma méas conveniente en la teoria:

Definicién 7.5 Sea K/k una extension de Galois de cuerpos numéricos o p-
adicos. Sea P un ideal primo en K. Para cada ntimero natural z definimos

(b 1+Z|GO Gr

Si no hay confusion suprimiremos el subindice. Notemos que ¢(0) = 0.
Extendemos ¢ al conjunto de los niimeros reales positivos estableciendo que sea
lineal entre enteros o, equivalentemente, para cada x > 0 definimos

i 1
)= |, e !

con el convenio de que G* = G}, donde {t} es el menor nimero natural mayor
o igual que t. Para extender ¢ a toda la recta real convenimos que G* = G°
si—1<t<0yGt=G!sit<—1. Ademas, para t < 0, entenderemos que
|GY: Gt = |Gt : GO L.

Con estos convenios el integrando 1/|G° : G| es una funcién escalonada en R
con un namero finito de escalones, descritos en la tabla siguiente:

intervalo 1/|G° : G|
]— o0, —1] f
J-1, 0] 1
] 0, 1] 1/eg
] i ,i+1] (i > 0) eivife | (eir1 = |GiHY))
] i, 400] (G'=1) 1/e

De aqui se deducen inmediatamente las propiedades de la funcién ¢:

a) ¢ es una funciéon continua estrictamente monotona creciente.

b) ¢(—OO) = =09, ¢(_1) =—1, ¢(O) =0, ¢(+OO) = +o0.
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c) ¢ tiene derivadas laterales ¢} y ¢, en todos los puntos y ambas son mo-
noétonas decrecientes.

d) Si x no es un entero o G* = G**! entonces
¢i(z) = ¢gy(z) =1/|G° : G|.
e) Sii es un entero tal que G* # G**! entonces
¢i(i) = 1/|G: G'[,  ¢(i) =1/|G°: G
f) ¢'(=00) = f, ¢/(+00) = 1/e.

La propiedad d) implica que ¢ es derivable en R excepto en un ntmero
finito de puntos. Concretamente, ¢ es derivable en —1 si y s6lo si f = 1, ¢ es
derivable en 0 si y s6lo si g = 1 y los demés puntos donde ¢ no es derivable
son los nameros de ramificacién definidos en [TAl 9.57].

Por ejemplo, la figura siguiente muestra la funcion ¢ de cualquiera de los
divisores de 3 en el cuerpo ciclotémico de orden 32-5. Se cumple f = 4, e = 18,
ep = 2 y los nimeros de ramificaciéon son v; = 0, vo = 2, v3 = 8, de modo que

G'>G>G=C>F=0"=0=6"=0=c>c =1

Se define la funcidn de Hasse como la inversa de la funcion ¢. La represen-
taremos por g, o simplemente 1. Sus propiedades se deducen inmediatamente
de las de la funcién ¢ por los resultados del analisis elemental. Las enumeramos
a continuacion:

a) 1 es una funciéon continua estrictamente monoétona creciente.

c) 1 tiene derivadas laterales ¢} y 1/, en todos los puntos y ambas son mo-
nétonas crecientes.

d) Para todo x > —1 los nameros ¢(x) y v¥/(x) son naturales (excepto

Pi(=1)).
e) ¢'(=o0) =1/f, ¢'(+00) =e.

f) Si¢ es un nimero entero ¢ > —1 entonces (%) también es entero.
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La ultima propiedad se demuestra facilmente a partir de d).

Si k C L C K es una cadena de cuerpos numéricos o p-adicos donde las tres
extensiones sean de Galois, representaremos por ¢ y 1 las funciones en K/L
(para un primo dado B) y por ¢, y ¢ las de L/k (para el divisor de P en L).
En estos términos el teorema 7.4 afirma que

i(a) = ¢(I(0)).

Ahora ya podemos relacionar los grupos de ramificacion de L/k con los de
K/k.

Teorema 7.6 Sea k C L C K una cadena de cuerpos numéricos o p-dadicos
donde las tres extensiones sean de Galois. Sea H = G(K/L) y B un primo
en K. Entonces, para cada nimero real x, se cumple

v _ Gh@) — K-
G"=G"@WH/H,  L,=Ky, NL.

DEMOSTRACION: Tomemos o € Gyz. La notacién o representa indistinta-
mente la clase o H o la restriccion o|r,. Entonces

0 € G*" & i(0) > §lx), & BU(0)) > B(x), < 1(0) > 2,4 (o) > {x}

& o e GI*YH (por definicion de I(0)) < 0 € G®H.

(Recordemos que {z} representa al menor entero > x.)

Esto prueba que QZ(I) = G*H/H para todo x € R, pero esto equivale a la
igualdad del enunciado. L]

Con esto hemos cumplido el objetivo que nos habiamos propuesto. Termi-
namos la seccién con un resultado de interés en torno a la funcion de Hasse y
su inversa.

Teorema 7.7 Sea k C L C K es una cadena de cuerpos numéricos o p-ddicos
donde las tres extensiones sean de Galois. Sea P un primo en K. Entonces
para todo x € R se cumple

¢(@) =¢(e(x),  v(@)=1v(L().

DEMOSTRACION: Sea H = G(K/L). Las funciones ¢, ¢ y ¢ son continuas
y derivables excepto en un namero finito de puntos. En los puntos donde son
derivables tenemos

d -~ ' (B(x — o) = 1 _ 1

! ! ! ¢ ()
= = = €T).
|GOH : G*H| |G°NH :G*NH| |GY:G*¥|
Teniendo en cuenta que ambas funciones valen 0 en 0, el anélisis elemental
muestra que en estas condiciones ¢(z) = Q(qﬁ(m)) La otra igualdad es conse-
cuencia inmediata de ésta. ]
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7.2 La ramificacién y el isomorfismo de Artin

Los resultados de la secciéon anterior no dependen de la teoria de cuerpos de
clases. Ahora vamos a involucrarla demostrando una generalizacion del teorema
de ramificaciéon. Recordemos que este teorema afirma que en una extension
abeliana de cuerpos p-adicos K/k, el grupo de inercia G se corresponde a
través del isomorfismo de Artin con el grupo de las unidades U de k*. Lo que
vamos a probar es que si llamamos U; = {u € U | u = 1 (mdéd p*)}, donde
p es el primo de k, entonces la imagen de U; por el homomorfismo de Artin
es el grupo de ramificacion G¥(. De aqui obtendremos resultados para el
calculo de conductores. Recordemos que ya habiamos tocado los grupo U; en el
teorema 4.20.

Empezamos con un par de teoremas auxiliares. Notemos que si E/D es
una extension de dominios de Dedekind y K/k es la extension de cuerpos de
cocientes, la imagen de un ideal fraccional a de K por la traza Tr: K — k es
un ideal fraccional de & que llamaremos Tr(a). Si a es un ideal entonces Tr(a)
también es un ideal.

Teorema 7.8 Sea K/k una extension ciclica de grado primo q de cuerpos p-
ddicos. Sea P el primo de K, sea s un nimero natural y ag un elemento de K
tal que vyp(as) > s. Entonces, para todo x entero en k se cumple

N(l + xozs) =1+ l’TI"(OéS) + x4 N(as) (méd Tr(gst))
DEMOSTRACION: Sea ¢ un generador del grupo de Galois. Entonces
N1+ zas) = (1 + xozs) (1 + ;L'O'(as)) (1 + :1702(048)) . (1 + zgqﬂ(as))'

Los tres términos de la congruencia del enunciado aparecen al desarrollar
este producto. Hemos de ver que los restantes son divisibles entre Tr(53%*).

Dichos términos son de la forma z"aX”, donde P(0) es un polinomio en
o de grado r con todos los coeficientes iguales a 0 0 a 1 y con al menos dos
monomios (usamos el convenio de que a’*™ = og(a)r(a)). De hecho, todo
polinomio en estas condiciones da lugar a un termino.

El tinico polinomio que cumple P(o)oc = o es 1 + 0 + 02 + -+ + 0971,
que da lugar al término 9 N(ay), pero éste es uno de los de la formula del
enunciado, luego no lo estamos considerando ahora. Dado cualquier otro poli-
nomio, los polinomios P(c), P(c)o,...,P(c)c?! son todos distintos.! Agru-
pando los términos que les corresponden, obtenemos un término de la forma

" Tr(asp(a)). Como P tiene al menos dos monomios, af ) eg divisible entre

P25 luego Tr(al 7)) € Tr(P2). .

Teorema 7.9 Sea K/k una extension de Galois de cuerpos p-ddicos de grado
primo q y totalmente ramificada. Sean B y p los primos de K y k respectiva-
mente y sea ® = P el diferente de la extension. Entonces, para todo entero s
se tiene que Tr(P*) = p”, donde r es la parte entera de (m + s)/q.

IPor ejemplo porque G acttia sobre el conjunto de los polinomios del tipo indicado, luego
la 6rbita de uno de ellos ha de tener cardinal 1 o g, y el primer caso ya esta descartado.
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DEMOSTRACION: Sea Tr(B°) = p” y vamos a calcular r. Observemos que
el hecho de que la extension sea totalmente ramificada significa que p = 9.
Es facil comprobar que 1 = p~" Tr(P*) = Tr(p~"P*) = Tr(P*?"). Teniendo
en cuenta la definicién del diferente, esto implica que B~ C D!, luego
D C P4 ~* y por lo tanto gr — s < m, o también, r < E[(m + s)/q].

Reciprocamente, como Tr(3*) no esté contenido en p”+!, el mismo razona-
miento nos lleva a que Tr(P5—9"*+1D) no esta contenido en 1 (o sea, en el anillo
de enteros de k). En consecuencia, P2+ 1o esta contenido en D1 y D no
esta contenido en PIT+D=5 luego q(r+1) —s >myasir+1 > E[(m+s)/q|.

|

Ahora abordamos el niicleo de la demostracién, consistente en analizar las
extensiones ciclicas de grado primo. Como tenemos que trabajar simultanea-
mente con los grupos de unidades de dos cuerpos K y k, conviene que cambiemos
temporalmente la notacién y llamemos K; = 1 + B¢ a los grupos de unidades
de K y k; = 14+ p* alos de k. No hay peligro de confundirlos con los cuerpos de
ramificacion porque no van a intervenir en los préoximos razonamientos. Conve-
nimos también en que K es el grupo de todas las unidades de K y que K_; es
el grupo multiplicativo K*.

Teorema 7.10 Sea K/k una extension de cuerpos p-ddicos ciclica de grado
primo q. Sea t el mayor entero tal que Gt # 1. Para todo entero i > —1 se
cumple

a) N[Ky@y < ki, N[EKy@)i1] < Kiv

1 sii#t,

b) |ki : kig1 N[Ky)]| < {q sii=t.

DEMOSTRACION: Sea B8 el primo de K, sea p el primo de k y p la caracte-
ristica del cuerpo de restos modulo . Como el grupo de Galois G tiene orden
primo, los grupos de ramificacion son G* = G sii <ty G' =1sii >t. La
extension es no ramificada si y s6lo si t = —1. Si ¢t = 0 la ramificacion es domi-
nada (¢ # p), mientras que si ¢t > 0 la ramificacion es libre (¢ = p). La funcion
de Hasse es como sigue:

t=—1 Y(x) t> -1 [¢()
pendiente g

pendiente 1

e —— -

pendiente 1/q pendiente 1

T si—1<z<t,
W@ =a paarz 1 @ ={ g0 5 1on
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Distinguimos varios casos.
a)i=—1.

En este caso ¥(—1) = —1 y las inclusiones son obvias: N[K_;] < k_q,
N[Ko] < ko. Respecto al indice, el teorema 5.24 nos da que |k_1 : N[K_{]| = g,
y por 4.9 sabemos que ko N[K_1] = N[K_1] si y solo si t = —1, luego tenemos
que |k_1 : ko N[K_1]| vale 1 o ¢ segin el valor de ¢.

b) i =0.

Ahora ¢(0) = 0. Obviamente N[Ky] < ko y la inclusion N[K;] < k; se
demuestra facilmente. Sit = —1 entonces la extension es no ramificada y por el
teorema 4.9 se cumple

ko = k1 N[Ko]| < |ko : N[Ko]| = 1.

Supongamos, pues, t > 0. En la prueba del teorema 4.20 vimos que el
cociente ko/k1 es isomorfo al cuerpo de restos E*, donde el isomorfismo es el
natural (asigna a la clase de u la clase de u). Sea H la imagen de k1 N[Ko|/k1
a través de este isomorfismo. Entonces |ko : ki N[Ko]| = |k : H].

Un elemento de H es de la forma [N(«)], con o € Ky, pero la extension K /k
es trivial, y todos los k-automorfismos de K inducen la identidad en K, luego
[N()] = []?. Por consiguiente H =k °.

Si t > 0 la ramificacion es libre, luego ¢ = p (la caracteristica de k) y como
F es perfecto tenemos [k : &k '| = 1.

Si t = 0 entonces g # p, pero el indice \E* : E*q| es el orden del niicleo del
homomorfismo & — &k dado por u — u? y éste a lo sumo tiene ¢ elementos
(pues el polinomio % — 1 no puede tener mas de ¢ raices en E)

c)i>1.

Vamos a aplicar los teoremas 7.9 y 7.8 en varias ocasiones. Segun el teorema
[TAL 9.56], el exponente del diferente es m = (¢t + 1)(¢ — 1). Sea 7 un primo de
k. Distinguimos varios subcasos.

cl)t=-1

Tenemos (i) = i. La extension es no ramificada, luego 7 también es primo
en K. En lugar de aplicar el teorema 7.8, en este caso es més rapido comprobar
que para todo entero a de K se cumple

N(1 + ar®) =14 Tr(a)r® (méd p't).

Esto nos da inmediatamente las inclusiones N[K;] < k;, N[K;y1] < kiy1.
Falta probar la igualdad k; = k;11 N[K;]. Para ello tomamos un elemento
arbitrario w = 1 + B’ € k;. Consideramos la extension de cuerpos de restos
F/E y usamos que la traza de esta extension es suprayectiva, asi como que sus
automorfismos se corresponden biunivocamente con los de la extension K /k. Por
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ello podemos afirmar que existe un entero o € K tal que [5] = Tr([a]) = [Tr(a)].
Llamando v = 1 + an’ € K;, tenemos que

N(w) =1+ Tr(a)r’ =1+ Br’ (méd p™*),
luego u/ N(v) € kit1 y u € kiy1 N[K;].
c2)0<t<i.
En este caso ¢ (i) = t+q(i—t) = —(¢— 1)t +qi, luego ¥ (i) +m = qi+ (¢—1).
Usando 7.9 obtenemos
Tr(q:;w(i)) =p’, Tr(qyb(i)ﬂ) = pitl Trmw(i)) c pitt,

Por otro lado, como (i) > 4, tenemos N(PY) C p* y N(BYO+1) C pit!
(pues en el caso ramificado N(3) = p). Con estos datos, el teorema 7.8 nos da

N(1+ay@) = 1(médp’),
N1+ ay@y+1) = 1 (méd p”l),

para cualquier oy, ;) € pre), Qy(iy41 € PYO+1 luego tenemos las inclusiones
N[Kyi)] < ki y N[Kyiy1] < kip1. Para acotar el indice distinguimos dos casos

més.
c.2.1) t <i.
Entonces (i) > 4, luego N(P¥®) C p*!, y el teorema 7.8 nos da que

N(I + ay()) =1+ Tr(oy)) (méd p”l).

Como Tr(P¥®) = P, dado un u = 1 + B € k;, existe un Qi) € P tal
que Tr(ay(i)) = B, con lo que v = 1+ ) € Ky y N(v) = u (méd p**t). Ast
pues, u/ N(v) € kiy1 y u € kip1 N[Ky)).

c2.2) t =i.

Como estamos suponiendo 7 > 0, tenemos de hecho ¢ > 0, luego la ramifica-
cion es libre (¢ = p). Ahora (i) =i = t, Tr(P?) = p?, Tr(P*+!) = p*+!. Existe
un a € P tal que Tr(a) ¢ p**L, con lo que a ¢ P+, Sea Tr(a) = br’, con
b ¢ p. También tenemos que N(B?) = p?, luego N(a) = ar’, con a ¢ p.

Para todo entero x de k el teorema 7.8 nos da que

N(1 4+ za) =1+ 2 Tr(a) + 27 N(a) (méd pi+1)’

o sea,
N1 +za) =1+ 7% (az? +b) (méd p'™).

Sea f : k — k el homomorfismo dado por f(x) = [a]z? + [b] (recordar que
q = p). Consideramos también el homomorfismo k; — k/f[k] determinado por
1+ Brt w4

Si un elemento u = 1 + 37’ esta en su nicleo entonces 3 = az? + b (mdd p)
para cierto entero x de k, luego 1 + Br’ = 1 + wi(ax? + b) (méd pi*t1), lo que a
su vez implica que u = N(1 + za) (méd p*!). De aqui se sigue como en casos
anteriores que u € k;1 N[K;].
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Asi pues, si llamamos N al nicleo del homomorfismo, tenemos
kit ki N[KG)| < |ki : N| = |k f[E]|.

Este tltimo indice es igual al orden del ntcleo de f, o sea, al ntimero de
raices en k del polinomio [a]x? + [b], que a lo sumo es ¢, que es la cota buscada.

c.3)0<i<t.

En este caso 9(i) =14 < t, luego
YE@)+m=i+@t+1)(¢g—1)>i+(GE+1)(¢g—1)=qgi+q—1

Asi, (i) +m > q(i + 1) y usando 7.9 obtenemos
Te(PY@)) € pitl,  TreprO+l) ¢ pitl (2o ¢ pitl,

Como f = 1, se cumple N(P¥@) = p?, N(R¥O+1) = pitl  El teorema 7.8

nos da
N(L+ay@) = 1(md pl),
N(L+ay@y1) = 1(médp™*h),

de donde se siguen las inclusiones.
Para calcular el indice observamos que, con més precision,

N(1 + ay) = 14 N(ay@) (méd p*h).

Por lo tanto, si u = 1 + 3 € k;, entonces 3 € p* = N(P¥®), luego existe un
Qy(i) € P¥@ de modo que v =1+ () € Ky cumple N(v) = u (méd pitl),
luego u/N(v) € kip1 y u € kg1 N[EK ] "

Ahora generalizamos el teorema a extensiones de Galois cualesquiera. En
realidad sb6lo nos hace falta para extensiones abelianas, pero la prueba es la
misma en ambos casos.

Dada una extension de Galois K/k, definimos 1/)(’i/i(x) = L (x)/Yi(z). Esta
funcion vale 1 excepto en los vértices de la funcion 1, donde cumple 9, /i x) > 1.

En las hipotesis del teorema anterior el tnico vértice es t y 1/, /i(t) =q.

Teorema 7.11 Sea K/k una extension de Galois de cuerpos p-ddicos. Para
todo entero i > —1 se cumple

a) N[Ky@)] < ki, N[Ep@)41] < ki
b) [ki : kiv1 N[Ky)]l < 9,(0).

DEMOSTRACION: El teorema esta probado para extensiones ciclicas de grado
primo. Por el teorema [TAl 9.53] sabemos que K/k es resoluble, luego pode-
mos formar una cadena de cuerpos intermedios de modo que cada uno sea una
extension ciclica de grado primo del anterior. Todo se reduce a probar que si
tenemos una cadena k C L C K y el teorema se cumple para L/k y K/L,
entonces también se cumple para K/k.
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Tenemos la transitividad de las normas: N(a) = N(N(«)) y la de la funcion

de Hasse: 9(x) = @(Q(x))
Por hipoétesis

N[Ly@p)] < ki Y NIEG ] < Ly,
N[Ly(y+1] < kit ¥ NIEGgap 4] < Lyy+ts
y en Consecuencia
N[Kym)] = T[Kd)( )]] < N[Ly(i)] < ki,
N[Kyiy+1] = NIN[Ey@+]] < N[Lyy+1] < ki

Respecto al indice, teniendo en cuenta la primera inclusion, se descompone
en

ki * kiga N[Ky@)ll = [k kipaN[Lyo)]| [kitaiN[ Ly « kit N[Kyll. (7.2)

El primer indice lo tenemos acotado por y’d /i(i). Ocupémonos del segundo.

Puesto que N[Ly(i)+1] < kit1, se cumple
kit1 N[Kyiy] = kiv1 N[Ly(y+1] NINIEy ()]l = ki1 N[Lyy+1 N[Ey)]]-
Asi pues,
ki1 N[Ly ()] kiv1 N[Kyo)]| = [kiv1 N[Ly )] © kivr N[Ly)+1 N[Eyp]]-
Esto es el orden del cociente de
kit1 N[Ly )]/ kit (7.3)

sobre el subgrupo
ki1 N[Lyy+1 N[EKy @] Kirr- (7.4)

Aplicamos el teorema de isomorfia a (7.3):
ki1 N[Lyo)/Fiv1 = N[Ly(o)/ (kit1 O N[Ly)])-
La imagen de (7.4) por el isomorfismo es
N[Ly(iy+1 N[Kyp(i)l] (ki1 ON[Lyeiy]) / (ki1 O N[Ly)])-
Por lo tanto, el segundo factor de (7.2) es
IN[Lyyiy] : N[Lyay+1 N[EKyo)]] (ki1 ON[Lya)])|

< IN[Ly) - [Lw( )11 N[E o] | < [ Lyay © Ly N[Eypa)|-
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La ultima desigualdad se sigue, por ejemplo, de 4.8. Asi pues, retomando
(7.2) llegamos a

|ki t ki1 N[Kw(i)]‘ < |/€ : ki+1N[L¢ i)]

| Zyiy  Lypiy+1 N[Eg 0]l
< B = Ul

La tltima igualdad se obtiene aplicando la regla de la cadena a las derivadas
laterales. Notar que esto puede hacerse porque la funcién ¥ esta formada por
segmentos de rectas (las funciones se hacen derivables en un punto modifican-
dolas sélo a la izquierda o s6lo a la derecha de un punto dado, se aplica la regla
de la cadena usual y se restringe al lado no modificado). m

A

Estamos a punto de obtener las consecuencias deseadas. Consideremos una
extension de Galois de cuerpos p-adicos K/k. Sabemos que el grupo de normas
N[K*] es abierto en k, y los grupos k; forman una base de entornos del neutro,
luego existe un natural s tal que k; < N[K™*]. Entonces

k™ s NIE] = k™ : ko NIE]| ko NIEK] : ki NIK®]|-- -Jko_1 NIK"] : kg NK7]).
Como los factores siguientes serian unos, podemos escribir
|k* - N[KT]| = _Hllk i N[K™] : kipq NIKT]|.

Por el teorema anterior sabemos que N[K ;)] < k; N N[K*]. Tenemos la
siguiente disposicion de subgrupos:

K*
z+1 N K* z
z+1 N[K*

kiv1 NIKy
Asi, + N[ wl )]

ki NIE"] : kit NI = [k ¢ ki NIET 0 k| < (R = i N[Eyal| < g(0),
y en COnSeCuenCia

kNI < T 000

Tomando € > 0 suficientemente pequeilo, es claro que 9} (i) = ¥j(i +¢€) <
Pi(i + 1), luego ¢} (4) /(i + 1) < 1 para todo ¢. Empleando estas cotas queda

Vi) _ e ik
Zﬂlwd/z()—wg(_l) —ef =|K : k|
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Si llamamos n al grado de K/k, hemos llegado a que |k* : N[K*]| < n.
Esto es la version local de la segunda desigualdad fundamental. Si la extension
K/k es abeliana el isomorfismo de Artin local prueba que es de hecho una
igualdad, y esto implica a su vez que todas las desigualdades intermedias que
hemos empleado son en realidad igualdades. Concretamente, tenemos toda la
informacién siguiente:

ki N[K™] ¢ kiopr N[K]| = [ki © ki1 N[Kyeol| = ¥,,(9),
|Ki1 NIK*] O kg ki N[Ky)]| =1,

‘jl ¢&/i(i) =n.

Reunimos en un teorema las consecuencias relevantes de estos hechos. Em-
pleamos de nuevo la notaciéon habitual U; = 1 + p° para los grupos que tempo-
ralmente llamébamos k;. Ahora el contexto deja claro a qué cuerpo se refieren
en cada ocasion:

Teorema 7.12 Sea K/k una extension abeliana de cuerpos p-ddicos. Entonces
a) Uy N N[K*] < Usp1 N[Uy(s))-
b) 1Us : Usa N[Uygo))| = U3 NIE*] : Ui NIE)| = 0,(0).
¢) Todos los vértices de la funcion i ocurren en argumentos enteros.
DEMOSTRACION: a) Claramente

Us "N[K*] < Uit NIK*] N U = Ui1 N[Ky -

b) Ya esta probado.

c) El producto de ¢/, / ;(x) para todos los valores de = donde 1 tiene un vértice
es igual a n = |K : k|, pues cada derivada derecha se cancela con la derivada
izquierda siguiente y sélo queda ¢} (c0)/¢i(—1) = ef = n.

Por otro lado sabemos que si solo multiplicamos los 1, /Z(z) para i entero
obtenemos también n, y si ¢ tiene un vértice en x se cumple 1)/ /1(50) > 1, luego
1) no puede tener mas vértices que los enteros. L]

Observemos que la propiedad c¢) no era conocida: sabiamos que los vértices
de la funcion ¢ tienen argumentos enteros (el —1 y los nimeros de ramificacion),
pero ¥ tiene vértices en las imégenes por ¢ de estos nimeros, y no es cierto en
general que la imagen por ¢ de un entero sea un entero. Esto tiene interés
porque significa que la sucesion G¥() | para i = —1,0,1,2,... pasa por todos los
grupos de ramificaciéon (quiza con menos repeticiones).

De aqui deducimos por fin los resultados fundamentales:
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Teorema 7.13 Sea K/k una extension abeliana de cuerpos p-ddicos e i > —1
un numero entero. Entonces

U; < N[K7] sty solo st aGve =1,
DEMOSTRACION: Se cumple U; < N[K™*] si y s6lo si
|Uj N[K*]: Uj1 N[K*]| =1  para todo j > i.
En efecto, si se da la igualdad de los indices tenemos

pero para un j suficientemente grande se tiene que cumplir U; < N[K*], luego
U;N[K*] = N[K™*].

Por el teorema anterior, U; < N[K*] si y solo si w&/i (j) = 1 para todo j > i,
si'y solo si ¢,(j) = !(j) para todo j >4, si y solo si G¥() = 1. n

Ahora es facil probar la generalizacion del teorema de ramificacion, de la que
el teorema anterior es un simple caso particular:

Teorema 7.14 Sea K/k una extension abeliana de cuerpos p-ddicos. Entonces,
para todo entero i > —1 se cumple

K/k\ _ qu
(Ui)‘G .

DEMOSTRACION: Sea L = Ky;. Segin el teorema 7.6 se cumple que
L= Kﬂ(w(i)) N L = Ly, luego GO = y, por el teorema anterior (aplicado

a la extension L/k), U; < N[L*]. Consecuentemente (LT/]C) =1, lo que equivale

a que el grupo (K?/Lk) fija a L, es decir, a que (%) < GV,

Sea ahora L el cuerpo fijado por H = (Kﬁ/k) Entonces (LT/k) =1, con lo

que tenemos U; < NI[L*]. Por el teorema anterior GYO) =1 y, por el teorema
7.6, Gw@(i))H/H =1, 0sea, G¥() < H. -

Terminamos la seccion observando que todos los conceptos que hemos defi-
nido para primos no arquimedianos tienen, como es habitual, analogos triviales
para el caso arquimediano. Una extensién de cuerpos arquimedianos completos
ha de ser trivial o isomorfa s C/R. En el primer caso los grupos de ramificacion
son necesariamente (por definicion) todos triviales. Las extensiones de tipo C/R
las estamos considerando ramificadas con e = 2, f = 1. Para definir los grupos
de ramificaciéon precisamos este convenio y establecemos que su ramificacion es
dominada, de modo que los grupos G~! y GV tienen orden 2 y los siguientes
son triviales. Es facil ver que todos los teoremas sobre ramificacion se extienden
ahora trivialmente al caso arquimediano. La funcién de Hasse es ¢(z) = x en
el caso no ramificado y 1(x) = 2x para x > 0 en el caso ramificado.
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7.3 El conductor y la ramificaciéon

El teorema 7.13 contiene la informacion necesaria para calcular el conductor
de una extension abeliana de cuerpos numéricos a partir de su ramificacién. Con
més precision, vamos a definir el conductor de una extension local, probaremos
que el conductor de una extensién de cuerpos numéricos es el producto de sus
conductores locales y veremos que 7.13 nos da inmediatamente los conductores
locales.

Definicién 7.15 Sea K/k una extension abeliana de cuerpos p-adicos. Sea p
el primo de k. Definimos el conductor de la extensién como § = p’, donde i es
el minimo natural tal que U; < N[K*].

La definicién es correcta, pues el grupo de normas es abierto y los grupos U;
forman una base de entornos del neutro. Si la extension es no ramificada en-
tonces toda unidad es una norma y por lo tanto f = 1.

Si K/k es una extension de cuerpos completos arquimedianos y p es el divisor
de k, definimos f = p si K # k (es decir, si la extension es C/R) y f = 1si K = k.

Si K/k es una extension abeliana de cuerpos numeéricos, para cada primo p
de k (finito o infinito), la extension Ky /k, no depende de la eleccion del divisor
B de p en K, y tenemos definido el conductor local §,. Puesto que el nimero de
primos ramificados es finito, casi todos los conductores locales son iguales a 1.

Teorema 7.16 Sea K/k una extensidn abeliana de cuerpos numéricos y sea §
su conductor. Entonces

f = 1T,
P

donde el producto se puede restringir a los primos ramificados de k, pues los
conductores restantes son iguales a 1.

DEMOSTRACION: Segun el teorema 5.18, un divisor m de k es admisible para
K/k siy solo si Wy, < H, donde H es el grupo de clases de K. Esto equivale a
que Wi (p) < N[Kq] para todo primo p de k y todo B que lo divida en K.

En efecto, una implicacion es clara y, si m es admisible, entonces

Wa(p) = Wi Nky < H Nk = N[Ky],

por el teorema 5.17.

Si p es finito entonces Wiy (p) = Un,, luego la condicion Wy (p) < N[Kp]
equivale a que p™» sea admisible para la extension local Ky/k, (a que sea
miltiplo de f,).

Con los convenios que hemos adoptado, esto es cierto también para los primos
infinitos. En efecto, si p es real y Win(p) < N[Kg] entonces, o bien, p | m y
entonces trivialmente f, | p™», o bien p f m, y entonces N[Ky] = &, luego
Kg = ky, fp = 1 y trivialmente f, | p™». El reciproco se prueba de forma
similar. Para los primos complejos se cumple siempre tanto N[Kq] = ky como
fp | ™.

Ahora es claro que si f es el conductor de K/k, entonces pl» = f,,. L]
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El teorema 7.13 afirma que en una extension de cuerpos p-adicos el exponente
del conductor es el minimo natural i tal que G¥* = 1. En el caso arquimediano
esto es cierto trivialmente. Si r es el ultimo ntimero de ramificaciéon de la
extension, entonces G” # 1 pero G"™! = 1, luego el exponente es u = ¢(r) + 1.
El teorema siguiente es ahora inmediato:

Teorema 7.17 (Teorema del conductor) Sea K/k una extension abeliana
de cuerpos numéricos o p-ddicos. Para cada primo p de k ramificado en K sea
Ty su ultimo ndmero de ramificacion y sea up, = ¢(ry)+1. Entonces el conductor
de K/k viene dado por

f=T1Ip".
p

Aunque este teorema nos da una expresion explicita para el conductor de
una extension, tiene el inconveniente de que involucra a la funciéon de Hasse
(o mas exactamente a su inversa). Esto no es ningan problema en la préctica,
pues la funcion de Hasse se puede calcular perfectamente, pero lo cierto es que
resulta engorroso trabajar con ella y no es muy 1til para obtener consecuencias
tedricas. Hay otra férmula en torno al conductor que, aunque no es explicita
como ésta, se maneja con mas comodidad tanto a nivel tedrico como en los casos
concretos. Nos ocupamos de ella a continuacion.

En primer lugar hemos de observar que los resultados sobre caracteres de
cuerpos numeéricos que vimos en la secciéon 6.2 tienen analogos naturales sobre
cuerpos p-adicos. Si k es un cuerpo p-ddico podemos considerar los caracteres del
grupo k*, es decir, los homomorfismos continuos x : £* — C*. Concretamente
nos interesan los caracteres de periodo finito, es decir, aquellos cuyo ntcleo IV,
tiene indice finito en k*, con lo que IV, es ademas un subgrupo abierto y tiene
un cuerpo de clases K. El conductor de x seré el conductor f, de la extension
K, /k.

Los caracteres de una extension abeliana K/k de cuerpos p-adicos serén los
caracteres y de k* tales que x[H] = 1, donde H es el grupo de clases de K.
El isomorfismo de Artin k*/H = G(K/k) permite identificar los caracteres de
K /k con los del grupo de Galois. Ademas, si consideramos a x como caracter
de G(K/k), entonces K, es el cuerpo fijado por N,, de modo que k C K, C K:
El mismo argumento que en la seccion 6.2 prueba que el conductor de K/k es

f = mecm, fy,

donde x recorre los caracteres de K/k.

Para tratar conjuntamente el caso de los cuerpos numéricos y los cuerpos
p-adicos consideraremos a los caracteres de una extension K /k como caracteres
de su grupo de Galois. Recordemos que G* representa al grupo de los caracteres
de un grupo abeliano G. El teorema que queremos demostrar es que el producto
de todos los conductores f, es igual al discriminante de la extension K/k. Esto
nos dard una relacion recurrente que en muchos casos nos permitird calcular
conductores mas rapidamente que con el teorema 7.17, asi como deducir algunas
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propiedades teéricas de interés. Para ello vamos a encontrar una expresion para
el exponente de cada primo p en cada conductor f,.

Definiciéon 7.18 Sea K/k una extension abeliana de cuerpos numéricos o p-adicos,
sea G su grupo de Galois, sea y € G* y sea p un primo en k. Consideremos un
divisor P de p en K (todo cuanto digamos sera independiente de la eleccion de
%). Definimos

1
fox(t) = G| Z (1-x(0)) para t > —1.
geGY(t)
Equivalentemente,
1
fox(@) =1~ (G| Z x(o).

ceEGY(t)

Las relaciones de ortogonalidad nos dan que

For(t) = 1 SiGd’(t)ﬁNX,
PXAYT100 si GYY <N,

Ahora es evidente que f,, es una funcion escalonada con un tnico salto en
un punto x:

fox(®)

RO ——— -8

En realidad, f,, puede ser constantemente nula. Esto ocurre si G, < N,.
Entonces convenimos que z = —1. En caso contrario f,,(—1) = 1.

Teniendo en cuenta que G? se define como G?, donde i es el menor entero
mayor o igual que ¢, es claro que 9 (z) ha de ser un nimero entero y que GY(@)
no estd contenido en N, , mientras que GY(®)+1 5 1o esta. Asi pues, P(x) es
un ntmero de ramificacion de p (salvo que sea —1). En cualquier caso = es un
nimero entero mayor o igual que —1 o, en otras palabras, £ + 1 es un nimero
natural. Definimos E,, = z + 1 o, equivalentemente,

+oo
pr:/q fox(t)dt.

Teorema 7.19 En las condiciones anteriores, el nimero Ey,, es el exponente
de p en fy.
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DEMOSTRACION: Supongamos que k y K son cuerpos numeéricos. La prueba
en el caso p-adico se obtiene simplificando ésta.

Si 4 es un ndmero natural, tenemos que Ey,, < i siy s6lo si GYH) < Ny, si
y s6lo si (KT/k> < N,, donde U; corresponde al cuerpo ky. El grupo de clases
de K, es la antiimagen de IV, por el homomorfismo de Artin. Llamémoslo H,.
La ultima condicion equivale a que U; < H, N ky, el grupo de clases local.

Asi pues, Ey, es el minimo natural ¢ tal que U; esta contenido en el grupo

de clases local de K, ,luego E,, es el exponente del conductor local (fy), o, lo
que es lo mismo, el exponente de p en f,. [

El inconveniente del teorema 7.17 es que en la expresion de los exponentes de
los primos del conductor interviene la funcién de Hasse. En la definicién de Ej
también aparece, pero lo que vamos a hacer ahora es precisamente encontrar
una expresion equivalente en la que ya no intervenga.

Teorema 7.20 Sea K/k una extension abeliana de cuerpos numéricos o p-
ddicos y sea x un cardcter de su grupo de Galois. Entonces, para cada primo p

de k se cumple
1 (oo}
Epx = EZ Z (1=x(0)).
1=0 ceG?

DEMOSTRACION: Por definicién tenemos

+oo
Epx = /1 fox(t) dt.

Hacemos el cambio de variable ¢ = ¢(s), con lo que dt = ¢/(s)ds. Obser-
vemos que podemos descomponer la integral en una suma finita de integrales
en intervalos donde tanto el integrando como la funcién ¢ sean derivables (pues
el integrando es derivable salvo en un punto y la funcién ¢ lo es salvo en un
namero finito de puntos). Nos queda

°|

= L o,
By = [1 fpx(¢(s))ds_[1 \GS\U;SO X(0)) —d
+oo s
= é/ Z(l—x(o))dszéZZ(l—X(U»v
-1 segs =0 ceG?

pues el integrando de la peniltima expresién es constante en cada intervalo
li,i+1]. ]

Podriamos haber tomado esta férmula como definicién del exponente E ,
pero la otra expresion es necesaria de todos modos para probar el teorema 7.19.

Teorema 7.21 (Teorema del conductor y el discriminante) Sea  K/k
una extension abeliana de cuerpos numéricos o p-ddicos. Sea G el grupo de
Galois. Entonces el discriminante de la extension viene dado por

A= H fx-

x€G*
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DEMOSTRACION: En realidad en los conductores hay que eliminar los fac-
tores infinitos, pues el discriminante no los tiene. También podemos hablar de
un discriminante generalizado que contenga a los primos infinitos ramificados.
En cualquier caso podemos limitarnos a probar que cada primo finito p de k
tiene el mismo exponente en los dos miembros de la formula. Mas aiin, podemos
limitarnos a los primos que se ramifican.

Sea e el indice de ramificacion de p, sea f su grado de inercia y r el ntimero
de factores primos que tiene en K. Tenemos |G| = efr. El exponente de p en
el producto de los conductores es

Z EPX’

XEG*
donde, segtin el teorema anterior,
1 oo
Fr =135 (10,
=0 c€G?

Recordemos que, si o € G, el ntimero i(o) es el mayor entero i tal que o € G*
(con el convenio i(1) = +00). En la formula anterior el automorfismo 1 da lugar
a sumandos nulos, luego podemos prescindir de él. Cualquier otro o € G° da
lugar a i(o) + 1 sumandos 1 — x(o), luego se cumple

Bpx =~ > (i(0) +1)(1 = x(0))-
o€G?

o#l
Asi pues,

S By = 23 G0+ Y (1-x(0)

XEG* oeG® XEG*
o#l

(9]

oo

= =Y (o) +1)IG] = fr > (1G] - 1).

aeG’ i=0
o#1

o |

Respecto a la ultima igualdad, notemos que si contamos cada automorfismo
o (excepto el 1) tantas veces como grupos a los que pertenece, estamos contando
los elementos distintos de 1 de cada grupo de ramificacion.

Si P es un divisor de p en K, el teorema [TAl 9.58] afirma que el sumatorio de
la altima expresion es el exponente de 8 en el diferente de K /k, y al multiplicarlo
por 7 f obtenemos el exponente de p en el discriminante de K/k (pues cada uno
de los r divisores de p contribuye con un exponente igual a f veces su exponente
en el diferente). "

Veamos un ejemplo sencillo en el que se aplica este teorema:
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Teorema 7.22 Sea K/k una extension ciclica de grado primo q de cuerpos
numéricos o p-adicos. Entonces el diferente ©, el discriminante A y (la parte
finita de) el conductor § estdin relacionados del modo siguiente:

A=D7=f1"1

En particular en las extensiones cuadrdticas el conductor es igual al discrimi-
nante.

DEMOSTRACION: La igualdad A = D9 es elemental: los primos ramificados
cumplen e = ¢, f = 1, luego la norma de ® se obtiene sustituyendo cada primo
B por p =P

Respecto al conductor, el grupo de Galois G tiene ¢ caracteres, de los cuales
el principal tiene nucleo G y los ¢ — 1 restantes tienen ntcleo trivial. Por lo
tanto, si x = 1 se cumple K, =k, fy =1 y si x # 1 entonces K, = K, |, = f.
El teorema anterior nos da que A = §9~1. L]

Al final del capitulo V observamos este hecho para cuerpos cuadréaticos so-
bre Q como consecuencia de que los caracteres de los cuerpos cuadréticos son
primitivos.

7.4 Calculo de conductores

Terminamos el capitulo aplicando los teoremas que hemos visto para calcular
el conductor de varias extensiones.

Ejemplo1 K = Q(\/a, \/(Tg), donde d; y d2 son enteros distintos libres de
cuadrados (y distintos de 1).

Claramente K contiene, ademés de a los dos subcuerpos Q(v/d1 ) y Q(v/d2 ),
a un tercer cuerpo Q(\/CT3 ) Concretamente d3 es la parte libre de cuadrados
de dyds. El grupo de Galois es producto de dos ciclicos de orden 2. Sus carac-
teres no triviales tienen ntcleos de orden 2, correspondientes a los tres cuerpos
cuadraticos intermedios. Por el teorema 7.22, los conductores f, son los dis-
criminantes A; de los cuerpos intermedios (por oo si el cuerpo es imaginario).
Por consiguiente el conductor de K es f = mem(Aq, Ag, Az) (por oo si K es
imaginario).

Aplicando el teorema del conductor-discriminante, vemos que el discrimi-
nante de K es Ay/; = A1AyA3z (usaremos el subindice 4 en referencia a K, el
2 en referencia a Q(\/ch) y 1 en referencia a Q).

Es claro que el diferente D4/ es invariante por los automorfismos de K,
luego el teorema |[TAL 2.48| implica que su norma es Ay, = @3/1. Asi pues,

concluimos que Dy/; = (A1 Az Az)Y4,

Similarmente D5/, = Ai/ 2 y la transitividad de los diferentes implica que
D40 = (A2A3/A1)Y%. De aqui obtenemos Ayjo = (AsAz/A1)1/2

La parte finita del conductor f4/5 es Ay/p. Ademas fy/o contendra a oo si
Q(v/dy ) esreal y K es imaginario. "
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Ejemplo 2 G(K4/k1) = Cy.

En este caso dos de los caracteres de G(Ky4/k1) tienen nicleo trivial, uno
tiene nucleo de orden 2 y uno tiene nicleo G(K4/k1). Los cuerpos asociados son
K, (dos veces), K5 (el tnico cuerpo intermedio) y k1. El teorema del conductor-
discriminante nos da que Ay/; = fi/lAg/l, luego f4/1 = (A4/1/A2/1)1/2. El
conductor f4/5 es el discriminante Ay, y, calculando los diferentes como en el
ejemplo anterior, resulta ser f4/5 = (Ay4/1)Y/2/Ag1.

Por ejemplo, si tomamos como K, el quinto cuerpo ciclotémico, sabemos
que K4 contiene a Ky = (@(\/5) y los discriminantes son Ay = 5%y Ayyy =5,
luego la parte finita del conductor relativo es v/5. El conductor completo es
f = v/5 00, pues K es complejo y Ky real. n

Ejemplo 3 K =Q(¥/m,v/=3), ks = Q(v/-3).

Como Kg/ky es ciclica, podemos aplicar el teorema 7.22 para calcular el
conductor a partir del diferente, el cual a su vez lo tenemos calculado al final
del capitulo IX de [TAl|. El resultado es f = @gg, donde § = 3ab si Q(¥/m ) es
de tipo I y f = ab si es de tipo II. L]

Ejemplo 4 K= Q(¢), donde ¢ = *™/7 ko = Q(Jj?), ks = Q(cos 27/7).
Es claro que (la parte finita de) todos los conductores sobre k1 = Q es 7.
El teorema 7.22 nos da entonces que Az, = 72. Por otra parte sabemos que
A2/1 = -7 y AG/] = —75.
El 7 se ramifica completamente en Kg, es decir, 7 = pb. Calculamos los
diferentes:

De/1 =9, D31 = p?, Dy1 = p°, Dg/2 = p°, Dey3 = p.
El teorema 7.22 nos da fg/2 = p° = V=7, fg/3 = p*. .

Ejemplo 5 Kg = Q(\/72, \/1+i), ke = Q(\/fQ). Vamos a calcular el
conductor de Kg/ks.

En primer lugar observamos que k4 = (@(\/72,2‘) es el octavo cuerpo ci-
clotomico. Concretamente, ¢ = v/2 (1 + i)/2 es una rafz octava primitiva de la

unidad. También es facil ver que la extension Kg/Q es normal, pues Ky contiene
a los cuatro conjugados de v/1 44 (que son ++/1 4+ ¢). Basta tener en cuenta

que
VIitivi—i=V2 (7.5)

El ks-automorfismo no trivial de k4 hace corresponder los polinomios mini-
mos de 1+ 4y de —/1 — i (sobre ky4), luego se extiende a un ko-automorfismo
de Ky tal que v1+1i+— —/1—14, y por (7.5) también /1 —¢ +— /144 De
aqui se sigue que dicho automorfismo tiene orden 4, luego la extension Kg/ko es
ciclica. Calcularemos el conductor mediante la formula del ejemplo 2, pero para
ello necesitamos el discriminante Ag /5. El problema es calcular el diferente Dg /5.
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Los célculos del ejemplo 1 nos dan Ay = 28, Ay = 2y, por supuesto,
Ag/p = —23. Vemos que el 2 se ramifica en ko v su divisor se vuelve a ramificar
en k4, con lo que 2 = p*, donde p es un primo en k4. Ademés 2 es el tnico
primo ramificado en k4. Claramente D4/ = Aig = p2. Falta calcular Dy /4

Aplicamos el teorema [TAl 9.28] al elemento v/1 + ¢ para obtener una cota.
La conclusion es que Dg/4 | 2v/1 + i.

Observemos que Ng/2 (\/1 + z) = 2, lo que implica que los divisores primos
de Dg/, son divisores de 2 o, lo que es lo mismo, divisores de p. El punto mas
delicado es determinar si p se ramifica o no en Kg. Comencemos estudiando la
situacion:

El divisor de 2 en ko es (ﬂ), mientras que en kg es p = (1 — (). Lo
mas cercano que tenemos a una factorizacion de 2 en Kg es Ng/1 (\/1 + z) =4.
Precisando un poco més vemos que Ny/i(1 £14) = 4, luego 1 £4 = p?, luego
VIET = p)(1- Q).

Esto quiere decir que v/1+4 y 1 — ¢ son conjugados en Kg, o sea, que los
niameros (1 —¢)/+/1 £ i son unidades de Kj.

Las unidades son idoneas para obtener elementos de norma pequena (como
suma de dos de ellas). Si queremos elementos de norma divisible entre 2 es
natural trabajar con unidades como éstas, relacionadas con el 2. Un tanteo nos
lleva a considerar

1-¢

VI—i’
(el signo + dentro de la raiz no da el mismo resultado). Teniendo en cuenta que
¢? =i calculamos

1— 1— _;
wle) = (14+95) (1- =) =215
e -

Nejz(@) = 4§_i61+4; = 2\/5:2(2*\/5),
Ngji(a) = 4(2-v2)(2+Vv2) =25

Esto es importante, pues implica que p no es primo en Kg. Si lo fuera,
puesto que Ng /1(p) = 4, no podria haber elementos de norma 8. Asi pues, p
se ramifica o se escinde. Supongamos que se escinde: p = PBP’. Entonces la
factorizacion de o ha de ser (o) = B3 o bien (a) = P*P’. En cualquier caso,
el conjugado de («) (respecto a la extension Kg/k4) ha de ser un ideal distinto
(pues su factorizacion es distinta). Los ideales en cuestion son

1-¢ 1-¢

1+ = y 1-— -

v1—1 Vv1—1
Si probamos que son iguales habremos demostrado que p se ramifica en Kg.
Un célculo no muy complejo muestra que el cociente entre estos dos ntimeros es

—i¢(1+vV1—1i),

que es una unidad, luego los dos generadores son asociados y los ideales coinci-
den.

a=1+
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Asi pues, p = P2. Ahora ya podemos calcular Dg /4. Emplearemos una
técnica valida siempre que el grado de inercia sea 1. El diferente coincide con
el diferente local en Ky /k, (si p tuviera mas divisores podriamos calcular los
diferentes locales por separado).

Necesitamos un elemento (no necesariamente entero) cuyo valor B-adico sea
exactamente 1. Por ejemplo m = a/+/T — i (el numerador es divisible entre B3
y el denominador entre B3?).

Aunque 7 pueda no ser entero, lo que importa es que si es entero en Kz, mas
atn, en Ky se cumple P = (7). Ademaés, como el grado de inercia es trivial,
el teorema [TAl 9.26] nos da que el anillo de enteros de Ky es la adjuncion de
m al anillo de enteros de k,, por lo que podemos calcular el diferente mediante
[TAL 9.23].

Si f(x) es el polinomio minimo de 7, entonces f'(7) es simplemente (7 —7'),
donde 7’ es el conjugado de 7. Por lo tanto

1-¢ 1-¢
- (L) (2 )y
8/4 JI—i Ny JI—i '

Por consiguiente Dgjo = Dg/sDajo = Py Agjn = B0 = 2°. Segin el
ejemplo 2 tenemos que fg /o = (Ag/a/Ay/2)'/? = 4. .

Ejercicio: Calcular los grupos de ramificacion de 3 respecto a la extension Ks/Ko.
(Tener en cuenta que los vértices de la funciéon de Hasse han de tener coordenadas
enteras.)



Capitulo VIII
Ejemplos y aplicaciones

Dedicamos este capitulo a mostrar ejemplos explicitos de cuerpos de clases
sobre cuerpos distintos de QQ, asi como algunas aplicaciones variadas de la teoria
de cuerpos de clases. Los resultados méas notables que obtendremos se refieren
al problema de la representacion de enteros por formas cuadraticas binarias. De
hecho, fue este problema el que motivo la teoria de cuerpos de clases. Veremos
que con su ayuda podemos superar los resultados que proporciona la teoria de
Gauss, especialmente en lo tocante a la representacion de primos por formas
cuadraticas.

8.1 El cuerpo de clases de Hilbert

Si k es un cuerpo numérico arbitrario, el cuerpo de clases mas sencillo en que
podemos pensar es el cuerpo radial de conductor 1. A este cuerpo se le llama
cuerpo de clases de Hilbert del cuerpo k. Si K es el cuerpo de clases de Hilbert
de k, el isomorfismo de Artin nos da

I/P = G(K/k).

Asi pues, el grado |K : k| es el ntimero de clases de k, y se cumple K = k
si y solo si k tiene factorizacion tnica. Como el conductor de la extension es 1,
resulta que ningin primo de k se ramifica en K, luego el discriminante es 1.
También es claro que K es la mayor extensién abeliana de k& no ramificada
(entendiendo que los primos infinitos tampoco se ramifican).

Si permitimos que los primos infinitos se ramifiquen tenemos el cuerpo de
clases estrictas de Hilbert, que es el cuerpo radial de co, la mayor extension
abeliana de k en la que ningan primo finito se ramifica. El discriminante de este
cuerpo es también igual a 1.

Ahora es claro que un cuerpo k tiene extensiones abelianas con discrimi-
nante 1 si y solo si ho, # 1, pues una extension abeliana con discriminante 1
esta contenida en el cuerpo de clases estrictas de Hilbert. Una condicién nece-
saria es que k tenga factorizacion tnica. Si k no tiene primos infinitos reales, la
condicion es suficiente (pues entonces Py, = Py).

161
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Es interesante comparar esto con el teorema [TAl 3.13], segun el cual un
cuerpo numeérico no puede tener discriminante 1 sobre Q. La observacion an-
terior es més general en cuanto que vale para cuerpos arbitrarios, pero mas
particular en cuanto que sé6lo se aplica a extensiones abelianas.

El valor de ho, puede calcularse a partir de k¥ mediante el teorema 2.8. Por
ejemplo, para k = Q tenemos que ®(c0) = 2, U; = {£1} y U = 1, luego
obtenemos ho, = 1.

En general es posible una cadena de cuerpos numéricos k C K C L de modo
que K sea el cuerpo de clases de Hilbert de k& y L sea el cuerpo de clases de
Hilbert de K (sin que K coincida con L). La extension L/k es no ramificada,
pero no abeliana. De hecho puede probarse que la operaciéon de tomar cuerpos
de clases de Hilbert sucesivamente a partir de un cuerpo dado produce con
frecuencia cadenas infinitas en estas condiciones. El teorema siguiente describe
con mas precision estas cadenas k C K C L.

Teorema 8.1 Sea K el cuerpo de clases (estrictas) de Hilbert de k y L el cuerpo
de clases (estrictas) de Hilbert de K. Entonces la extension L/k es de Galois
y K es la mayor extension abeliana de k contenida en L, equivalentemente,
G(L/K) es el grupo derivado de G(L/k).

DEMOSTRACION: Sea o : L — C un k-monomorfismo. Entonces o[K] = K,
luego o[L]/K es una extension abeliana no ramificada (salvo quiza en los primos
infinitos), por lo que podemos concluir que ¢[L] = L. Esto prueba que L/k es
de Galois.

Como las extensiones K/k y L/K son no ramificadas, la extension L/k
también lo es. Si M es un cuerpo intermedio K C M C L de modo que la
extension M /k es abeliana, como también es no ramificada resulta que M C K.

|

Veamos una aplicacion interesante del cuerpo de clases de Hilbert.

Teorema 8.2 Sea K el cuerpo de clases de Hilbert de un cuerpo numeérico k
y sea E/k una extension finita. Sean hy y hg los nimeros de clases de k y E
respectivamente. Si EN K =k, entonces hy | hg.

DEMOSTRACION: La extension EK/FE es abeliana y no ramificada (por el
teorema [TAl 9.4] aplicado localmente). En consecuencia EK esta contenido en
el cuerpo de clases de Hilbert de E, llamémoslo L. Asi pues,

hi=|K :k|=|EK : E|||L: E| = hg.
| |

Por ejemplo, si K es un cuerpo ciclotémico de orden p” v k C L C K,
consideremos el cuerpo de clases de Hilbert E de k. El primo p se ramifica
completamente en K, luego su divisor en k se ramifica completamente en L,
luego en EN L. Como E/k es no ramificada ha de ser EN L = k, y podemos
aplicar el teorema anterior, que nos da que hy | hy.
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En su investigacion sobre el nimero de clases de los cuerpos ciclotémicos de
orden primo, Kummer descompuso el numero de clases en dos factores hy y hs.
El segundo factor era el nimero de clases de la interseccion con R del cuerpo
ciclotémico. El teorema anterior prueba entonces que hq ha de ser también un
namero natural, cosa que Kummer obtuvo mediante un largo calculo (véase el
capitulo VIII de [TAl]). Por otra parte, los célculos de Kummer permiten el
calculo explicito de h;.

Veamos ahora algunos ejemplos de calculo de cuerpos de clases de Hilbert:

Teorema 8.3 Supongamos que p = —4a® — 27b% es primo (tal vez negativo),
que el polinomio 3 + ax + b es irreducible y que el niimero de clases (estrictas)
de ko = Q(\/ﬁ) es h =3, entonces el cuerpo de clases de Hilbert (estrictas) de
ko es el cuerpo de escision del polinomio 23 + ax + b.

DEMOSTRACION: Sea £ una raiz de 2° +ax +b y sea K3 = Q(¢). El ejemplo
tras [TAl 9.40] muestra que el discriminante del polinomio dado es p y, como
es primo, se trata del discriminante de Kj3. Sea Kg el cuerpo de escision del
polinomio. La definicién de discriminante implica que \/p € Kg, luego ko C K,
luego Ky tiene grado 6 sobre QQ y grado 3 sobre ks.

Si b fuera par tendriamos que 4 | p, luego b tiene que ser impar, y esto
implica que p = 1 (mdéd 4). Por lo tanto, el discriminante de ko es también p.
Por consiguiente, cualquier primo distinto de p es no ramificado en kg y en K3,
luego localizando y aplicando [TAl 9.4] tenemos que es no ramificado en Kg y
que sus divisores en K3 son no ramificados en Kg. El tnico primo que podria
ramificarse es el divisor de 23. Veamos que no es asi.

Como p divide al discriminante de K3, tiene un factor primo p con indice de
ramificacion e > 2, pero si fuera e = 3 entonces, segtin [TAl 9.31], p? dividiria al
diferente de la extension K3/Q y p? dividiria al discriminante, lo cual no sucede.
Por lo tanto, teniendo en cuenta [TAl 2.34], la factorizaciéon de p en K3 tiene
que ser de la forma p = p?q.

Como la extension Kg/Q es de Galois, la factorizacion de p en dicho cuerpo
tiene que cumplir el teorema [TAl 2.40] con efr =6y 2| ey r > 2, luego tiene
que ser e =1 =2, f = 1. Por lo tanto, como p ya tiene indice de ramificacion
2 en ks, su divisor primo en este cuerpo ya no puede ramificarse en Ky, luego
la extension Kg/ks es no ramificada (en los primos finitos). Como su grado
coincide con el de cuerpo de clases de Hilbert (estrictas) ambos deben coincidir.

|

El teorema anterior es aplicable —entre otros— a los casos de la tabla si-
guiente. El ntimero de clases de Q(v/—23) esté calculado tras [ITAn 11.8]:

ko h/ht | polinomio
Q(v-23) | h 2—z—1
Q(v-31) |h 2 rr+1
Q(V=59) | h 2?4+ 22 +1
Q(vV-139) | h 2 —8x—9
Q(\/@) h=ht|a®—4x—-1
Q(v257) |h=h'|a® -5z -3
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Ejemplo FEl cuerpo de clases de Hilbert de ko = Q(\/717) es el cuerpo de
escision del polinomio x* — 222 + 17.

Es facil ver que el ntumero de clases es h = 4. Llamemos Ky = Q(i), de
modo que en este cuerpo

—17 = (1 4 44)(1 — 4i).

Llamamos ¢ = v/1 + 41, £ = /1 — 4i. Es facil ver que el polinomio minimo de &
es el dado en el enunciado, y sus raices son +¢, +¢. Llamamos K, = Q(¢). Se
cumple que
A
2

es entero en Ky, pues, representando por o’ la conjugacion en K,/ Ko, su traza
y Su norma son
a+a =1, aa’ =1,

y ambas son enteras en K,. Ademéis Ala] = (o — /)2 = €2 = 1 +4i. El
discriminante de K4/K> divide a este discriminante y, como obviamente 1 + 47
es un primo de K5 ramificado en K4, concluimos que 1 + 4i es el discriminante
de la extension.

Similarmente, si llamamos K4 = Q(€), concluimos que la extension K,/ Ko
tiene discriminante 1 — 4¢. Los dos discriminantes son primos distintos en Ko,
luego en particular K; # K4 y, si llamamos Kg = Q(&,€) (que es el cuerpo
de escision del polinomio dado y tiene grado 2 sobre K, porque &2 € Kj), el
teorema [TAl 9.41] nos da que el discriminante de Kg/K> es

Ago = (1 + 4i)*(1 — 40)* = 17,

y por [TAl 9.40] el discriminante de Kg/Q es Ag/y = 2% - 174,

El cuerpo Ky contiene a (€ = /—17, luego a ko, y el teorema [TAl 9.40]
nos permite concluir que Ag, /i, = 1. Por lo tanto la extension Kg/ko es no
ramificada y obviamente abeliana. Como tiene grado 4 y éste es el nimero de
clases de kg, concluimos que Kg es el cuerpo de clases de Hilbert de k3. =

Una ligera variante de este argumento permite calcular el cuerpo de clases
de Hilbert de varios cuerpos cuerpos cuadraticos:

Teorema 8.4 Sea p un primo (tal vez p < 0) tal que p+ 8 = m?2 para cierto
m = 1 (mdd 4) y supongamos que el nimero de clases (estrictas) del cuerpo
ko = Q(v2p) sea h = 4. Entonces el cuerpo de clases (estrictas) de Hilbert de
ko es el cuerpo de escision del polinomio z* + 2m + p.

DEMOSTRACION: Notemos que la hipotesis sobre p implica que es impar,
lo que a su vez implica que m también es impar. Por lo tanto, vemos que
la condicion m = 1 (mdd 4) no supone restriccion alguna, pues se consigue
cambiando m por —m si es perciso. Sea Ky = Q(ﬁ), de modo que en este
cuerpo p se escinde en la forma

p=(—m+2V2)(—m — 2V2).
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Llamamos & = v —m + 2v/2, £ = v/—m — 2v/2. Es facil ver que el polinomio

minimo de ¢ es el dado en el enunciado, y sus raices son +¢, £¢. Llamamos
Ky =Q(V2) y K4 = Q(&). Se cumple que

b LEV24¢E
B 2

es entero en K, pues, representando por o’ la conjugacion en K4/Ko, su traza
y Su norma son

3
a+a =142, aa’:¥7
y ambas son enteras en K,. Ademés Ala] = (o —a/)? = €2 = —m + 2V/2.

El discriminante de K4/K5 divide a este discriminante y, como obviamente
—m 4 2v/2 es un primo de K, ramificado en Ky, concluimos que —m + 2v/2 es
el discriminante de la extension.

Similarmente, si llamamos K, = Q(£), concluimos que la extension Ky /Ko
tiene discriminante —m — 2v/2. Los dos discriminantes son primos distintos en
el cuerpo Ko, luego en particular K, # K, y, si llamamos Kg = Q(¢,€) (que
es el cuerpo de escisiéon del polinomio dado y tiene grado 2 sobre K4 porque
€2 € Ky), el teorema [TAl 9.41] nos da que el discriminante de Kg/Ks es

A8/2 = (—m + 2\/5)2(_7” — 2\/5)2 = p2,

y por [TAI 9.40] el discriminante de Ks/Q es Ag/q = 22 - p*.

El cuerpo Ks contiene a £€ = /p, luego también a ks = Q(v/2p), vy el teo-
rema [TAl 9.40] nos permite concluir que A, /x, = 1. Por lo tanto la extension
Kg/ko es no ramificada y obviamente abeliana. Como tiene grado 4 y éste es
el nimero de clases (estrictas) de ks, concluimos que Ky es el cuerpo de clases
(estrictas) de Hilbert del cuerpo ks. "

El teorema anterior se aplica a los casos siguientes. Los nimeros de clases
de los tres primeros estan calculados tras [ITAl 11.20] y [TAl 7.28|.

ko h/h™ m | polinomio
Q(V-14) | n 1] a*+22%2 -7
Q(v34) | nt 5| 22 + 102% + 17
Q(v82) |h=hnt|-T7|a*—142% + 41
Q(v146) | nt 9|2 +18z+73

8.2 Automorfismos del cuerpo base

En esta secciéon demostraremos algunos resultados de gran utilidad para
tratar con ejemplos concretos de cuerpos de clases. Por ejemplo, los cuerpos de
clases de cuerpos cuadraticos que hemos calculado en la seccién anterior han
resultado ser extensiones de Galois de Q. El teorema siguiente muestra que esto
no es casual.



166 Capitulo 8. Ejemplos y aplicaciones

Teorema 8.5 Consideremos una cadena de cuerpos numéricos kg C k C K,
donde k/ko es una extension de Galois y K/k es abeliana. Sea H el grupo de
clases de K/k mddulo un divisor m invariante por los ko-automorfismos de k.
Entonces K/ko es de Galois si y solo si o[H] = H para todo o € G(k/kg).

DEMOSTRACION: Supongamos que K/ky es de Galois. Entonces todo auto-
morfismo de G(k/ko) es la restriccion a k de un automorfismo o € G(K/ko). Si
K/k

a

a € H entonces ) =1, luego

L= (K/kj)a _ (U[K]/U[k]) _ (K/k)
\a B a(a) - \o(a))’

Como a € I(m), claramente o(a) € I(o(m)) = I(m), luego podemos concluir
que o(a) € H. Esto prueba que o[H| < H vy, aplicandolo a o~ !, tenemos la
igualdad.

Supongamos ahora que todos los automorfismos de G(k/ko) fijan a H. Para
demostrar que K/kq es de Galois tomamos un kg-monomorfismo o y probamos
que o[K] = K.

Como k/kq si es de Galois se cumple o[k] = k y la extension o[K]/k es abe-
liana. Sea H' su grupo de clases modulo m (claramente m = o(m) es admisible
para o[K]/k).

El mismo razonamiento anterior nos da que si a € H entonces (ULI((% k) =1,

luego o(a) € H', es decir, H = o[H| < H'. Por consiguiente o[K] C K y, como
ambos cuerpos tienen el mismo grado sobre kg, de hecho ¢[K] = K. "

Ejercicio: Si ko C k C K estan en las condiciones del teorema anterior y H es el
grupo de clases maximal de K/k, probar que la extension K/ko es de Galois si y sélo
si H es invariante por los ko-automorfismos de K (y en tal caso el conductor de K/k
es invariante por los ko-automorfismos de k).

Este teorema se aplica principalmente cuando ky = Q. Es inmediato com-
probar que si m es un divisor de k y 0 € G(k/Q), entonces o[Pn] = Py(m). En
particular, si K es el cuerpo radial (sobre k) de un divisor de Q se cumple que
la extension K/Q es de Galois (suponiendo que k/Q lo sea). Mas en particular,
los cuerpos de clases de Hilbert (de extensiones de Galois de Q) son siempre
extensiones de Galois de Q, tal y como anuncidbamos.

En las hipotesis del teorema anterior, y suponiendo que la extension K/kq es
de Galois, resulta que el grupo G(k/ko) acttia sobre el grupo I(m)/H. En efecto,
si [a] = [b] entonces ab~! € H, luego o(a)o(b)~! € o[H] = H, y [o(a)] = [0(b)].
Trivialmente, G(K/ky) actia del mismo modo sobre I(m)/H. Mas aun, la

igualdad
(Ka/’fy _ (f(/cs) . para todo o € G(K ko)

se traduce en que la accion por conjugacion de G(K/kg) sobre su subgrupo
normal G(K/k) es equivalente a la accion sobre I(m)/H a través del isomorfismo
de Artin I(m)/H = G(K/k).
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Teorema 8.6 Consideremos una cadena de cuerpos numéricos kg C k C K,
donde K/ko es de Galois, k/ko es ciclica y K/k es abeliana. Sea H el grupo de
clases de K/k mddulo un divisor m invariante por los ko-automorfismos de k.
Sea K' la mayor extension abeliana de ko contenida en K y sea H' el grupo de
clases de K'/k mddulo m. Entonces H'/H es el grupo generado por las clases
de la forma CT(C)~t con C € I(m)/H y 1 € G(k/ko).

DEMOSTRACION: Por definicion K’ es el cuerpo fijado por el grupo derivado
G(K/kp)'. Como el cociente de G(K/k) en G(K/ky) es abeliano, tenemos la
inclusion G(K/ko)' < G(K/k), luego kg C k C K’ C K. El grupo H'/H es la
antiimagen de G(K/ky)’ a través del isomorfismo de Artin I(m)/H = G(K/k).

El grupo derivado G(K /kg)’ esta generado por los automorfismos de la forma
afa !Bt con a, B € G(K/ky). El cociente G(K/ko) / G(K/k) es ciclico,
digamos generado por un cierto [rg] y, por lo tanto, todo elemento de G(K/ko)
puede expresarse como o7, donde o € G(K/k) y 7 es una potencia de 75. En
particular &« = o171 y 8 = 0972, con o1, 02 € G(K/k) y 11, 72 € G(K/ko)
potencias de 79. De este modo o7 conmuta con o2 y 71 conmuta con 7o.

aBa BT = gy (rio9) ey oy by oyt = o100t ety Hor )2 oyt
— -1 — —
= o107 ) oy 'oy = ou(or!)E (oa(oy )T
Como entre estos generadores se encuentran los que cumplen oo = 1, en
—1

realidad G (K /ko)' esta generado por los automorfismos de la forma o (o7 *)™
o, simplificando la notacién, o(c7)~!, donde o € G(K/k) y 7 varia entre las
potencias de 9.

Si ahora aplicamos el isomorfismo de Artin en sentido inverso concluimos que
H'/H esta generado por las clases de la forma C7(C)~!, donde C € I(m)/H y
T € G(k/ko). "

En particular tenemos un criterio para decidir si la extension K/kq es abe-
liana:

Teorema 8.7 Consideremos una cadena de cuerpos numéricos kg C k C K,
donde K/ky es de Galois, k/kq es ciclica y K/k es abeliana. Sea H el grupo de
clases de K/k mddulo un divisor m invariante por los ko-automorfismos de k.
Entonces K/ky es abeliana si y sdlo si la accion de G(k/ky) sobre I(m)/H es
trivial (todas las clases son fijadas).

DEMOSTRACION: Estamos en las hipotesis del teorema anterior, y la exten-
sion K /k seré abeliana si y solo si K = K’ o, equivalentemente, H = H'. Esto
tltimo sucede si y solo si C7(C)~! = 1 para toda clase C € I(m)/H y todo
automorfismo 7 € G(k/kg), es decir, si 7(C) = C para todo C' y todo 7. =

Hemos probado que si un cuerpo numérico k es normal, entonces su cuerpo
de clases de Hilbert es también normal, pero en los ejemplos que hemos obtenido
para cuerpos cuadraticos hemos visto més que eso: hemos visto que el cuerpo
de clases de Hilbert es de la forma kK, donde K Nk = Q y el grado de K es
igual al namero de clases. De nuevo podemos probar que esto no es casual. Nos
basamos en un resultado muy general:
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Teorema 8.8 Si K/Q es una extension de Galois entonces el grupo G(K/Q)
estd generado por los grupos de inercia de los primos de K ramificados sobre Q.

DEMOSTRACION: Sea H el subgrupo de G(K/Q) generado por los grupos
de inercia de los primos ramificados de K. Sea k el cuerpo fijado por H. Sea p
un primo en k, sea p el primo racional divisible entre p y sea P8 un divisor primo
de p en K. Sea F el cuerpo fijado por el grupo de inercia de 3. Este grupo
de inercia esta contenido en H (si P no es ramificado el grupo de inercia es
trivial), luego k C F. Entonces el primo de F divisible entre 98 es no ramificado
sobre @, luego p también lo es. En definitiva, ningtn primo p de k se ramifica
sobre Q. El discriminante de la extension k/Q es igual a 1, pero el teorema de
Minkowski [TAl 3.13] implica entonces que k = Q, luego G(K/Q)=H. =

En particular tenemos:

Teorema 8.9 Sea Q C k C K una cadena de extensiones de modo que las tres
sean de Galois. Supongamos que |k : Q| = p es primo y que la extension K/k
es no ramificada en los primos finitos. Entonces G(K/Q) estd generado por
los elementos de orden p y existe un grupo H < G(K/Q) de orden p tal que
G(K/Q) = G(K/k)H.

DEMOSTRACION: Si p es un primo de K ramificado sobre Q entonces su
indice de ramificacién es e = p (pues la ramificacion se ha de producir en el
tramo k/Q), luego su grupo de inercia tiene orden p. Por el teorema anterior
G(K/Q) esta generado por los elementos de estos grupos de inercia, todos de
orden p.

Como G(K/k) < G(K/Q), algtin automorfismo o de orden p ha de quedar
fuera de G(K/k), y el grupo H = (o) cumple lo pedido. "

En particular, si K es el cuerpo de clases de Hilbert (estrictas) de k, sabemos
que el grupo G(K/Q) esta generado por los automorfismos de orden p y el
cuerpo Ky fijado por el subgrupo H tiene grado h y cumple kN Ky = Q,
kKy =K.

En particular, si K es el cuerpo de clases de Hilbert estrictas (o no estrictas)
de un cuerpo cuadratico k, entonces el grupo G(K/Q) esta generado por los
automorfismos de orden 2.

Un poco més en general, supongamos que H es un grupo de clases de un
cuerpo cuadratico k¥ modulo un divisor m invariante por G(k/Q) y sea K el
cuerpo de clases correspondiente. Supongamos ademés que la conjugacion en
k se extiende a un autormorfismo 7 € G(K/Q) de orden 2. Esto sucede en los
casos siguientes:

a) Si k es un cuerpo cuadrético imaginario.

Pues entonces basta tomar como 7 la restriccion a K de la conjugaciéon
compleja.
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b) Si K es el cuerpo de clases de Hilbert (estrictas o no estrictas) de k.

Pues acabamos de ver que entonces G(K/Q) esta generado por los ele-

mentos de orden 2, y basta tomar como 7 uno cualquiera de ellos que no
esté en G(K/k).

¢) Si todos los elementos de G(K/Q) \ G(K/k) tienen orden 2, por ejemplo
si el grupo G(K/Q) es diédrico.

En estas condiciones, G(K/Q) = G(K/k) (o) y la accién de 7 sobre G(K/k)
por conjugacion viene dada por 07 = o1, para todo o € G(K/k).

K/k
- (2).
a
para cierto ideal a € I(m), y hemos visto que
K T
- () - (38) -
a 7(a)

donde la dltima igualdad se debe a que a7(a) = N(a) € P, < H, de manera
que [7(a)] = [a)~!. En particular ahora es inmediato el teorema siguiente:

En efecto, podemos expresar

Teorema 8.10 Sea H un grupo de clases de un cuerpo cuadrdtico k mddulo un
divisor m nwvariante por G(k/Q) y sea K el cuerpo de clases correspondiente.
Supongamos ademds que la conjugacion en k se extiende a un autormorfismo
T € G(K/Q) de orden 2. Si G(K/k) es un grupo ciclico, entonces G(K/Q) es
diédrico.

DEMOSTRACION: Si ¢ es un generador de G(K/k) y tiene orden n, tenemos
que G(K/Q) = (0,7), donde 0™ = 72 =1y 07 = 0}, luego [TG 1.38] nos da
que G(K/Q) es diédrico. "

8.3 Grupos de 6rdenes

Recordemos de [TAl 2.60] que cada orden O de un cuerpo numérico k tiene
asociado un grupo de clases relacionado con la factorizaciéon tnica ideal de los
ideales de O que son primos con el conductor f, definido en [TAl 2.54]. Adap-
tando la notacion a la que estamos empleando ahora, el grupo de clases de O es
I(f)/Heo, donde

Ho ={(a)/(B) |a,B€0, () +f=(B)+F=1}.

Vamos a ver que Hp es un grupo de ideales médulo f, es decir, que P; < Hp.
En efecto, un elemento de P es de la forma a = () /(f8), con (a)+f = (B)+f = 1,
a = (mdd §). En particular [a] = [8] es una unidad del anillo O, /f, donde Oy
es el anillo de enteros de k. Existe un v € O tal que ay = Sy = 1 (méd f).
Como f C O, esto implica que oy, Sy € O y, claramente, a = (ay)/(87) € Ho.
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Observemos que Ho /P esta formado por las clases de I(f)/P; con un repre-
sentante en O (como el cociente es finito, digamos de n elementos, se cumple

que [(a)/(B)] = [(aB"~1)]).

Sik = Q(\/{j ) es un cuerpo cuadréatico, sabemos [TAl 1.17] que tiene un
anico orden O,, para cada natural no nulo m que, con la notaciéon de este
teorema, esté formado por los nimeros de la forma v = a 4+ bma, con a, b € Z.
Por consiguiente v = a (méd m). Ademas [TAl 2.58], el conductor de O,, es
f = m, luego (v)/(a) € Py, v asi [(7)] = [(a)]. En resumen, si llamamos H,,
al grupo de clases de O,, tenemos que H,,/P,, esta formado por las clases de
I(m)/P,, con representante en Z (primo con m). Equivalentemente:

H, ={acI(m)|a="(r) (méd m) para un r € Z}.

En los 6rdenes cuadraticos tenemos definidos también los grupos de clases
estrictas, que pueden representarse como I(moo)/H o, donde ahora

Hpnoo = {(a)/(B) | @, B € O, (@)+(m) = (B)+(m) = 1, N(e) >0, N(B) > 0}.

Modificando levemente los argumentos anteriores se ve que Proo < Himoo
y que Hpoo/Proo esta formado por las clases de I(moo)/Ppeo cOn un repre-
sentante v € O,, de norma positiva. Entonces v = a + bma, con a, b € Z,
pero ahora podemos afirmar que () =* (a) (méd moo), pues tanto v como a
tienen norma positiva. Reciprocamente, si a € Z es primo con m, es claro que
(a) € Hpoo, luego en definitiva

Hpoo = {a € I(moo) | a =" (r) (méd moo) para un r € Z}.

Concluimos, pues, que los grupos de clases de los érdenes de un cuerpo
cuadratico k se corresponden con los divisores de Q (considerados como divisores
de k). A cada divisor m de Q le corresponde el grupo de clases I(m)/Hy
determinado por

Hy={aeI(m)|a="(r) (méd m) para un r € Z}.

Los divisores m divisibles entre co se corresponden con los grupos de clases
estrictas. Puesto que m es invariante por los automorfismos de k, el teorema 8.5
implica que K, es una extension de Galois de Q.

Hay que senalar que el conductor de Hy, no es necesariamente m. Por ejem-
plo, si k = @(\/TS) y m = 2, entonces Oy = Z[\/TS] y es facil ver que el grupo
de clases de este orden, es decir, el grupo I(2)/Hs, es trivial, luego el conductor
de Hs es f =1 en lugar de m = 2.

El teorema [TAl 3.16] nos permite calcular el orden del grupo de clases
de cualquier orden numérico. Para el caso cuadratico tenemos el teorema
[TAl 3.17], que a continuacién generalizamos para extenderlo a los grupos de
clases estrictas.
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Sea m un ntimero natural no nulo y m = m o bien m = moo. Llamaremos
0, al grupo de las unidades de O,, si c0fm 0 a OF, N ke si 0o | m. En otras
palabras, si k es imaginario entonces O}, . = O, y si k es real entonces O},  esta
formado por las unidades positivas cuyo conjugado también es positivo. Segun
la notacién de 2.8 llamamos U; al grupo de las unidades del orden maximal O
yUn=4{e€U;|e=*1(méd m)}.

Teorema 8.11 Sea k un cuerpo cuadrdtico, m un numero natural y m = m o
bien m = moo. Entonces

b ®m)
|Hy @ Pl 0 U]’

DEMOSTRACION: Partimos del epimorfismo (Z/mZ)* — Hy /Py dado por
[r] — [(r)], donde el representante r se escoge positivo (por si oo | m). Basta
probar que su nticleo tiene orden |OF : Uy|. Una clase [r] esta en el nucleo si y
s6lo si (1) € Py, es decir, si existe un e € O tal que re ! =* 1 (méd m). Por lo
tanto el niimero de elementos del niicleo es igual al del conjunto

A={reZ|0<r<m, (r,m)=1, r =" € (m6éd m) para un € € 07 }.
Ahora observamos que
05, ={c€ 0] |e="r (méd m) paraun r € Z, (r,m) =1, r > 0}.

En efecto, si € € OF entonces es de la forma € = v+ wvma (con la notacion de
[TAl 1.17]), luego € = u (méd m). Se cumple (m,u) = 1, porque si no € no seria
una unidad. Tomamos r > 0 tal que r = u (méd m). Tenemos (r,m) = 1. Si
oo | m se cumple e =* 1 (mdd oo) por definicion de OF, luego €/r =* 1 (mdd o)
y, en consecuencia, ¢ =* r (méd m). Reciprocamente, si ¢ =* r (méd m) con
r > 0, entonces € = u +vay m | u —r + va, de donde m | v y, por lo tanto,
€ € OF,. Si ademds oo | m tenemos que € =* r =* 1 (méd o0), luego € € OF .

Como Uy = {e € OF | e =* 1 (m6d m)}, ahora es obvio que Uy, < OF.

Consideremos el homomorfismo OF /Uy, — (Z/mZ)* dado por [e] — [r],
con € =* r (méd m), r > 0. Es claro que esta bien definido y es inyectivo, asi
como que la imagen tiene el mismo numero de elementos que A. m

Aplicando ahora 2.8 obtenemos la generalizaciéon anunciada de [TAl 3.17]:

Teorema 8.12 Sea k un cuerpo cuadrdtico m > 0 un nimero natural y m = m
o bien m = moo. Entonces

) | = s,

donde ¢ es la funcion de Euler, ® es la funcion de Fuler de k y h el nimero de
clases de k.
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La fraccion a la izquierda de h es en realidad un ntimero natural, pues el
grupo de clases de k es un cociente del grupo de clases de cualquiera de sus
ordenes.

En la practica es mas comodo usar la versioén siguiente, que generaliza al
teorema [TAl 4.22]:

Teorema 8.13 Sea k un cuerpo cuadrdtico y m > 0 un numero natural. En-
tonces, la relacion entre el nimero de clases (estrictas) hy de k y el nimero de
clases (estrictas) hy, del orden O,, viene dada por

0 (G I

plm

donde, si k es imaginario, e, = |Uy : Up,| es el orden del cociente de los grupos
de unidades de 01 y Oy, mientras que si k es real y € > 1 es su unidad funda-
mental (resp. la menor potencia de la unidad fundamental de norma positiva),
em > 0 es el minimo exponente tal que €™ € Oy.

DEMOSTRACION: En la prueba de [TAl 4.22] vimos que

Si consideramos clases no estrictas, basta aplicar esta igualdad a la férmula
del teorema anterior, teniendo en cuenta que en este caso e, = |Uy : OF,|. Por
lo tanto, a partir de aqui suponemos que k es real y que consideramos ntmeros
de clases estrictas.

Si la unidad fundamental ¢y tiene norma negativa, entonces los niimeros de
clases estrictas coinciden con los de clases no estrictas y € = €3. En tal caso
tenemos que U; = (—1) x (ep), mientras que O, = (e°"), luego claramente
|Ui : Of,o| = 4en, y basta aplicar el teorema anterior teniendo en cuenta
ademas la relacion ®(moo) = 4®(m).

Por ultimo, si la unidad fundamental tiene norma positiva, h; = 2h (donde

h es el namero de clases (no estrictas) de k. Ademas, U; = (—1) x (¢) y
0 oo = (), luego |Uy : Opmeo| = 26, y de nuevo basta aplicar el teorema
anterior. "

Si k es un cuerpo cuadratico y K es una extension de k de grado primo p tal
que K/Q es normal, entonces G(K/Q) ha de ser ciclico o diédrico. Concreta-
mente, el grupo ciclico de orden p es G(K/k) = (o) v, si 7 induce la conjugacion
en k, entonces o bien 07 = o, en cuyo caso G(K/Q) es ciclico, o bien 0™ = o1,
en cuyo caso es diédrico [TG 1.39).

Segtin las observaciones previas al teorema 8.6, la accion de 7 sobre G(K/k)
es, a través del isomorfismo de Artin, la misma que la de la conjugacion en k
sobre I(f)/H, donde f es el conductor de K/k y H es el grupo de clases. Por lo
tanto, si C' es cualquier clase no trivial de I(f)/H, el grupo G(K/Q) sera ciclico
o diédrico segtn si ¢/ = C' o C’ = C~!, donde el apostrofo indica la conjugacion
en k.
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El teorema siguiente ayuda a localizar los cuerpos de clases de los grupos
H,, en algunos casos.

Teorema 8.14 Sea K/k una extension de cuerpos numéricos, donde k es cua-
drdtico y K es normal sobre Q. Supongamos que |K : k| = p, primo. Sea f el
conductor de K/k y H el grupo de clases.

a) Si G(K/Q) es diédrico, entonces Hyoo < H, donde f es la parte finita de
f si ésta es racional, o bien su norma si no lo es.

b) Si G(K/Q) es ciclico entonces H no contiene ningin grupo Hyo, para
ningun f.

DEMOSTRACION: a) Hay que probar que todos los ideales (a), con a entero
estan en H, pero obviamente [(a)]’ = [(a)] (el apostrofo denota la conjugacion)
y, por las consideraciones anteriores, [(a)]’ = [(a)]~!. Esto prueba que [(a)] = 1.

b) Supongamos que H o < H para un cierto f, pero que G(K/Q) es ciclico.
Entonces el isomorfismo de Artin, junto con el teorema de Dirichlet, nos da que
existe un primo racional ¢ cuyo grado de inercia en K es 2p. Méas aan, existen
infinitos primos en estas condiciones, por lo que podemos tomar ¢ primo con f.
En particular ¢ se conserva primo en k, pero (q) € Hyo < H, luego ¢ se escinde

en K, y tenemos una contradiccion. L]

Ejemplo 1 Vamos a calcular el cuerpo de clases del grupo Hg correspondiente
al cuerpo cuadratico k = Q(\/—?)).

Si lo llamamos K, podemos calcular el grado |K : k| mediante el teo-
rema 8.12. Puesto que 2 es primo en k y 3 se ramifica, tenemos que ®(2) = 3,
®(3) = 6. Por otra parte |07 : Of| = 3 (se trata de un grupo de orden 6 sobre
uno de orden 2). Por altimo, el niimero de clases de k es h = 1. luego concluimos
que K tiene grado 3 sobre k.

Sabemos que K ha de ser una extensién de Galois de Q y, por el teorema
anterior, su grupo de Galois ha de ser diédrico (en este caso, el grupo completo
de las permutaciones de tres elementos). Esto nos lleva a pensar en un cuerpo
de la forma K = (@(\/—737 Im ) Los céalculos del capitulo anterior muestran que
si tomamos m = 2 entonces el conductor de K es f = 6, con lo que el teorema
anterior implica que Hg esta contenido en su grupo de clases. Comparando los
ordenes obtenemos la igualdad. Asi pues, Hg <> Q(\/T& V2 ) n

Ejemplo 2 FEl cuerpo de clases del grupo Ho correspondiente al cuerpo cua-
drdtico ko = @(s/—ll) es el cuerpo de escision del polinomio x3 + 22 + x — 1.

El namero de clases de k2 es 1y, como 2 es primo en ks, se cumple ®(2) = 3
y el teorema 8.12 nos da que el ntiimero de clases de O3 es h = 3, luego buscamos
una extension de Galois de Q con grupo de Galois Xs.

Sea £ una raiz del polinomio 23 +x?+2—1, sea K3 = Q(£) y sea Kg el cuerpo
de escision. Se comprueba que el discriminante es A(f) = —44 y, por definicion
de discriminante, esto implica que v/—44 € Kg, luego también /—11 € Kg,
luego ks C Kg. En particular, Kg tiene grado 6.
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El polinomio minimo de £ muestra que N(§) = 1, luego se trata de una
unidad de K3. Ademas es facil ver que 2 = £(£ +1)3, lo que prueba que £ +1 es
un primo de norma 2 y que 2 se ramifica completamente en K3. En particular,
el factor 4 del discriminante del polinomio no se puede eliminar, de modo que
A3 = —44. Ahora observamos que

2+ 2+ —1=(x+3)%(x+6) (méd 11),

por lo que el teorema [TAl 2.35] nos da que la factorizacion de 11 en K3 es de la
forma 11 = p2q. Como Kg/Q es de Galois, [TAl 2.40] nos da que la factorizacién
de 11 en Kg debe cumplir 6 = efr, donde 2 | e y r > 2, luego tiene que ser
e =2, f=1,r = 3. En particular, p no se ramifica en Kg, pero q si (en la
forma q = 92). En definitiva, Ag /3 solo es divisible entre q. Méas precisamente,
el teorema [TAl 9.31] nos da que el diferente de la extension es Dg/3 = Q y, por
consiguiente, Ag/3 = q.

Ahora [TAl 9.40] nos da que Ag = —42 - 11 (el signo nos lo da el teorema
[TAl 9.35]) y, por el mismo teorema aplicado a la cadena Q C ky C Kg, resulta
que Ag/p = 4. Segtin 7.22, el conductor de Kg/kz es f = 2, y el teorema 8.14
nos permite concluir que Hs esta contenido en el grupo de clases de ko, pero,
como ambos dan cocientes del mismo orden, de hecho son iguales. L]

Ejemplo 3 Vamos a calcular el cuerpo de clases del grupo Hg correspondiente
al cuerpo cuadratico kg = Q(7).

El teorema 8.13 nos da inmediatamente que el ntimero de clases es h = 4,
mas aiin, podemos calcular el grupo de clases y comprobar que es ciclico, por
lo que el teorema 8.10 (tomando como 7 la conjugacion compleja) nos da que el
cuerpo de clases Kg que buscamos tiene grupo de Galois G(K3/Q) diédrico. Mas
precisamente, G(Kg/Q) = (0, 7), donde 0* = 1 y 7 es la conjugaciéon compleja.

El teorema [Al 9.33] nos da que Kg = ka(a), con B = a* € ky. Como
|Ks : k2| = 4, el polinomio 2% — 3 tiene que ser irreducible en ky[x], luego los
conjugados de « son «, i, —a'y —ic. Como o genera G(Kg/ks), cambiandolo
si es preciso por 0~! podemos suponer que o(a) = ic.

Vamos a ver que 7(«) = a. En caso contrario los ocho elementos
o, ia, —a, —ia, @, @, -—@a, —id

serian distintos dos a dos y conjugados en Kg sobre Q. Ademéas Ky se obtiene
adjuntando a Q estos ocho elementos. La restriccion de o al conjunto formado
por ellos se corresponde con la permutacion

o=1(1,2,3,4)(5,6,7,8),

mientras que 7 = (1,5)(2, )(3 7)(4,8), v es facil ver entonces que o7 = o,
cuando deberia ser 07 = o~ Conclulmos que 7(a) = a, lo que equivale a que
a € R, y ademas 7(8) = 3, 10 que a su vez implica que 6 € Q.
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Si B = r/s, entonces (sa)* = s*r € Z, luego cambiando a por sa podemos

suponer que 8 € Z. Mas aun, como « € R, de hecho 8 = a* > 0. En suma,
existe un ntmero natural n tal que Kg = ko(+/n). En particular, a = ¥/n es
entero en Kg.

Ahora bien, la relacion n = o* muestra que todos los primos que dividen a n
se ramifican en Kg (todos tienen indice de ramificacion multiplo de 4), pero el
dnico primo que puede ramificarse en Kg es p = 2, luego tiene que ser n = 2,4, 8.
Descartamos n = 4, pues v4 = /2 y Kg tendria entonces grado 4. Por otra
parte, v/8 - v/2 = 2, luego ka(v/8) = ko(+/2), y podemos concluir que el cuerpo
buscado es Kg = Q(i, v/2). "

4

8.4 Géneros

La teoria de géneros de Gauss tiene una interpretaciéon muy interesante en
términos de cuerpos de clases. Consideremos el orden O,, de indice m en un
cuerpo cuadrético k y su grupo de clases estrictas H = I(moo)/H oo Seglin
el teorema de duplicacion de Gauss [TAl 7.16], el grupo de géneros de O, es el
grupo G = H/G1, donde el género principal G; esta formado por los cuadrados
de las clases de H. En nuestro contexto resulta mas natural tomar esto como
definicién. Alternativamente, podemos considerar que

con lo que el género principal es un grupo de ideales médulo moo. Llamaremos
cuerpo de géneros de Oy, al cuerpo de clases de G;. Notemos que si el grupo
de clases estrictas de k tiene todos sus elementos de orden 2, entonces coincide
con su grupo de géneros, luego el cuerpo de géneros de (el orden maximal de) k
es el cuerpo de clases estrictas de Hilbert de k.

Teorema 8.15 Sea O, el orden de indice m de un cuerpo cuadrdtico k. Sea
Koo su cuerpo de clases estrictas y Kg su cuerpo de géneros. Entonces K, es
la mayor extension abeliana de Q contenida en K, oo.

DEMOSTRACION: Llamemos K, a la mayor extensién abeliana de Q conte-
nida en K,,oo y probemos que se trata del cuerpo de géneros de O,,. Puesto
que k C K4 C K00, podemos considerar el grupo de clases G de K, médulo
moo. Como m oo es invariante por los automorfismos de k, podemos aplicar el
teorema 8.6 y concluir que G1/H, o esta generado por las clases C7(C) ™1, con
C € I(moo)/Hpmeo vy 7 € G(k/Q).

Si 7 = 1 entonces C7(C)~! = 1. La otra posibilidad es que 7 sea la conjuga-
cién en k y entonces, si C' = [a], se cumple C7(C) = [ar(a)] = [N(a)] = 1 (pues
las clases de los enteros estdn en H,,o.). Asipues, 7(C)~! = Cy Cr(C)~! = C?.
Por lo tanto G1/H, o esta generado por los cuadrados de I(moo)/Hppeo, luego
(1 es el género principal. [

Ahora vamos a construir explicitamente los cuerpos de géneros. Dividiremos
la construcciéon en varios pasos. En los razonamientos que siguen k = Q(\/(j)
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serd un cuerpo cuadratico y K, el cuerpo de géneros del orden O,,. Llamare-
mos A al discriminante de k y D = m2A al discriminante de O,,,.

1) Un cuerpo cuadrdtico Q(\/J) estd contenido en Ky si y solo si moo es
admisible para la extension k(ﬁ)/k

En efecto, si se da la inclusién es obvio que moo ha de ser admisible para
la extensién. Reciprocamente, si moo es admisible, entonces k:(\/(? ) tiene un
grupo de clases H modulo moo. Basta probar que H,,.o < H, pues entonces
k(ﬁ) C K00 ¥, como la extension k(\/(?)/@ es abeliana, se cumple de hecho
que k(Vd') C K,.

Ahora bien, basta ver que Hoo/Pmoo < H/Ppoo, y las clases del primer
grupo son las de la forma [(n)], donde n € Z es primo con m. Entonces

(Wm/k) _ (kw)/@) ) <k<ﬁ>/@>2 .

n N(n) n

pues el grupo de Galois G(k(ﬁ)/@) es de tipo Cy x Cy (salvo si d = d', en
cuyo caso es de tipo Cy).

Notemos que, segun el teorema 7.22, (la parte finita de) el conductor de
la extension k(ﬁ )/k es su discriminante. Si lo llamamos A’, la condicion

necesaria y suficiente para que Q(\/c? ) C K, es simplemente que A’ | m.

2) Sea p un primo impar tal que p | D y escojamos el signo adecuado para
que £p =1 (méd 4). Entonces Q(«/:I:p) C K.

En efecto, segin la formula obtenida en el ejemplo 1 de la seccion 7.4, el
discriminante A’ de la extension k(vd')/k es

N /P'(i/?) = 1 Sip | A’

DA .
\/ BR= = p siptA.
En cualquier caso A’ | m.

3) Se cumple Q(i) C K, siy sélo si2| D y D/4=0,—1 (méd 4).

Es una comprobacién rutinaria que no requiere sino distinguir los casos ne-
cesarios. Llamemos A’ al discriminante de la extension k(i) /k. Lo calcularemos
en cada caso aplicando siempre la férmula del ejemplo 1 de la seccion 7.4.

Ante todo notemos que si 2 { D, entonces d = 1 (méd 4) y 2 t m. Por

consiguiente
[4-4d
A/ = T =2 1’ m,

luego por 1) tenemos que Q(7) no esta contenido en K.

Asi, la condicién 2 | D es necesaria para que pueda cumplirse Q(i) C Kj.
Basta, pues, suponer que 2 | D (y entonces de hecho 4 | D) y probar que la
inclusion se da so6lo cuando el resto de D/4 modulo 4 es 0 0 —1.
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e Si D/4 =0 (mdd 4) entonces 42 | m?A, luego 2 | m?2, luego 2 | m.

Si 2| dentonces A’ =2 | m, si2fdpero 2| A entonces A’ =1|my si
21 A entonces A’ = 4, pero 4% | m?, luego 4 | m.

e Si D/4 = —1 (mdd 4) entonces necesariamente d = —1 (méd 4), con lo
que A’ =1 ]| m.

e SiD/4=1 (mdd 4) entonces d =1 (méd 4) y A" =4 ¢ m.

e Si D/4 =2 (mbd 4) entonces 2 | dy A =2¢m.

Similarmente se demuestra:
4) Q(V2) C Ky siysdlosi2| D yD/4=0,2 (méd 8).
5) Q(vV—2) C Ky siysdlosi2|DyD/4=0,6(méd 8).

Ahora ya podemos probar:

Teorema 8.16 Sea k = Q(\/&) un cuerpo cuadrdtico y sea K, el cuerpo de
géneros de su orden O,,. Sea D el discriminante de O,. Entonces K, es la
adjuncion a Q de los nimeros /p, donde p recorre los primos impares que
dividen a D (tomados con el signo adecuado para que p = 1 (méd 4)) y los
valores p = —1, p = 2, p = —2 en los casos consignados en la tabla siguiente
(sélo si 2| D):

D/4 (m6d 8) | p
0,3,4,7 -1
0,2 P
0,6 -2

DEMOSTRACION: Llamemos K al cuerpo construido segun el enunciado. Los
razonamientos anteriores prueban que K C K,. Mas aiin, sabemos que cada
uno de los cuerpos Q(i), Q(v2) y Q(v/=2) esta contenido en K, si y sélo si
esta contenido en K.

Veamos ahora que k C K. En efecto, si d = 1 (mdd 4) podemos factorizar
d = p;y - - pr ajustando los signos de los primos para que p; = 1 (méd 4). Como
cada Q(\/pT) C K, también k = (@(\/Zi) C k. Sid= —1(mbd 4) podemos
hacer lo mismo con —d y concluir que Q(\/Td ) C K, pero claramente se cumple
D/4 =m?d =0,-1 (méd 4), con lo que Q(i) C K y, por consiguiente, tenemos
k=Q(Vd) C K. Si2|dyd/2=1(méd4), entonces D/8 = m?d = 0,1
(méd 4), luego D/4 = 0,2 (méd 8) y asi Q(v2) C K. Ahora es facil concluir
como antes que k C K. Si d/2 = —1 (méd 4) razonamos igual, con la tnica
diferencia de que ahora Q(v/-2) C K.

El grupo de Galois G(K,/k) es isomorfo al grupo de géneros de O,,, luego
es producto de grupos ciclicos de orden 2. Si fuera K # K, entonces el grupo
G(K4/K) seria no trivial y contendria un subgrupo U de orden 2. Viendo a
G(Kg4/k) como espacio vectorial sobre el cuerpo de dos elementos, el subes-
pacio U tiene un complemento, es decir, existe un subgrupo V de modo que
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G(Ky4/k) =UV yUNV =1. Sea E el cuerpo fijado por V. De este modo, E
es una extension cuadrética de k contenida en K y tal que ENK = k. Veamos
que esto es imposible.

El hecho de que E C K implica que la extension E/Q es abeliana. El grupo
G(E/Q) puede ser de tipo Cy o bien Cy x Cy. En el primer caso, el teorema de
Dirichlet nos da que existen infinitos primos racionales p con grado de inercia 4
en E (los pertenecientes a una clase que genere el grupo de clases de E en Q).
En particular podemos tomar uno tal que p t m. Entonces p es primo en k y
(p) € Hpmoo, pero esto implica que p se escinde completamente en K, luego
también en K, y en E, lo cual es absurdo.

Consideremos ahora el caso en que el grupo de Galois G(F/Q) es de tipo
Cs x Cy. Entonces E = Q(\/ﬁ, \/c?), con lo que obtenemos un cuerpo k' =

(@(\/(?) tal que k' C K, pero k' ¢ K.
Llamemos A al discriminante de k, A’ al de ¥’ y A" al de Q(\/ dd’ ) Enton-
ces, el paso 1) anterior nos da que

A/A//
A

| m, luego A’|m?A=D.

Esto implica que si un primo impar p cumple p | d’, entonces Q(\/ :I:p) CK.
A su vez, de aqui se sigue que uno de los cuerpos Q(%), Q(\/ﬁ) o} Q(\/—2) esté
contenido en K pero no en K, lo cual ya sabemos que es imposible. ]

Los cuerpos Q(\/ﬁ) con los que hemos construido el cuerpo de géneros tienen
discriminantes primos entre si excepto si aparecen los tres cuerpos Q(i), Q(\/§ )
o Q(v/~2) (tnicamente en el caso D/4 = 0 (méd 8)). Es claro entonces que
|K, : Q] = 2™, donde m es el namero de primos que dividen al discriminante D
(més 1si D/4=1 (méd 8) y menos 1 si D/4=1,5 (méd 8)).

Por consiguiente, el nimero de géneros es |K, : k| = 2™~!. Ademas ahora
es facil introducir los caracteres a partir de los cuales Gauss definié los géne-
ros. Como era de esperar, éstos estan contenidos en el simbolo de Artin de la
extension Kg/k:

Para cada primo impar p | D definimos el caracter x, : I(moo) — {£1}
mediante

(5o (va9) = (v,

donde el signo es el que hace +p =1 (mdd 4).

Es claro que X, es un caracter que contiene en su niicleo al género principal,
luego induce un caracter en el grupo de géneros.

Sip=2y D/4#0,1,5 (méd 8) entonces K, contiene a uno solo de los
cuerpos Q(7), Q(\/?) o Q(\/j2) y podemos definir igualmente un caracter ys.
Si D/4 =0 (méd 8) tenemos tres caracteres Xa1, X22, X23-

Kg/k
a

El automorfismo ( ) esta completamente determinado por los caracteres

de a, luego dos ideales pertenecen al mismo género si y sélo si tienen los mismos
caracteres.
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Sip| Dy el caracter x, se calcula a partir de /py (es decir, pp = £p o
po = —1), entonces, para todo ideal fraccional a € I(moo) cuya norma no sea
divisible entre p se cumple

() m) = (M) () - (2 ()

a a N(a)
= ¥p(N(a))v/po,
donde 1, es el caracter del cuerpo cuadratico Q(/po ). Asi xp(a) = ¢,(N(a)).

Ahora es facil ver que los caracteres que acabamos de definir son los mismos
que definimos en el capitulo VII de [TAl|]. De hecho, ahora ya es facil probar
todos los resultados sobre los géneros que probamos alli por otros medios.

Por ejemplo, notemos que podemos descomponer d = pgp1 -+ Pm, donde
los primos p; (elegidos con el signo adecuado) cumplen p; = 1 (méd 4) salvo
quizéd pg, que puede ser también —1 o +2. En cualquier caso se cumple que
Q(\/E ) C K, (el argumento esta detallado en la prueba del teorema anterior,
cuando hemos visto que k C K). A los caracteres correspondientes a los niimeros
p; los llamaremos caracteres fundamentales del grupo de géneros. Es facil ver que
los caracteres fundamentales son los caracteres x, tales que p | A (entendiendo
que si hay tres caracteres asociados al 2 s6lo uno de ellos es fundamental).

De aqui se sigue la relacion que liga a los caracteres, pues los simbolos de
Artin han de fijar a V/d, lo cual se traduce en que

[1xp(a) =1, para todo a € I(moo).
plA

En otras palabras, el nimero de caracteres fundamentales negativos de un
género ha de ser par. Otra restriccién obvia es que si hay tres caracteres aso-
ciados al 2, su producto ha de ser 1. Teniendo en cuenta el nimero de géneros,
es claro que no puede haber mas restricciones.

Ejercicio: Dar una prueba sencilla de que si dos ideales tienen la misma norma (prima
con el discriminante D) entonces son del mismo género.

8.5 Calculo de cuerpos de clases

Presentamos aqui algunos ejemplos méas de célculo explicito de cuerpos de
clases sobre cuerpos cuadraticos. Observemos que sabemos calcular los cuerpos
de clases de Hilbert para discriminantes pequenios. Ante todo, si el grupo de
clases estrictas tiene todos sus elementos de orden 2, es decir, si es producto de
grupos ciclicos de orden 2, entonces el grupo de clases coincide con el grupo de
géneros y el cuerpo de clases es el dado por 8.16.

Los minimos cuerpos imaginarios cuyo grupo de clases de Hilbert no es de
esta forma son Q(v/—14) y Q(v=17), con h = 4,y Q(v/—23 ), con h = 3. Entre

los cuerpos reales el menor ejemplo es (@(\/ 34) (cuyo grupo de clases estrictas
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tiene orden 4). Los cuerpos de clases correspondientes los hemos calculado ya.
No obstante, vamos a volver a calcular el cuerpo de clases de Hilbert estrictas de
(@(\/371) incidiendo en como la teoria que hemos desarrollado nos proporciona
argumentos heuristicos para encontrar el cuerpo deseado:

Ejemplo Vamos a calcular el cuerpo de clases de Hilbert estrictas del cuerpo

k=Q(v34).

Se comprueba que el nimero de clases es h = 2, pero la unidad fundamental
tiene norma positiva, por lo que el nimero de clases estrictas es h’ = 4. De este
modo, buscamos un cuerpo K de grado 8 sobre Q. Sabemos que la extension
K/Q es de Galois y que el grupo G(K/Q) esta generado por los elementos de
orden 2. Por otra parte K contiene al cuerpo de géneros K, = Q(\@, V17 ), que
tiene grado 4 sobre Q. Esto implica que el grupo de clases de K no coincide con
el grupo de géneros, por lo que no puede ser de tipo Cy x Cy. Por consiguiente
es ciclico. Ademés K, es la mayor extension abeliana de Q contenida en K,
luego el grupo G(K/Q) no es abeliano.

La teoria de grupos nos ensena que todo grupo no abeliano de orden 8 es
isomorfo al grupo diédrico D4 o bien al grupo cuaternio QJg, pero este grupo
tiene un tnico elemento de orden 2, de modo que no puede ser nuestro grupo
de Galois. En definitiva, G(K/Q) = Dy.

Recordemos que el grupo Dy esta generado por dos elementos o y 7, de modo
que o tiene orden 4 y 7 tiene orden 2. Ademas 0™ = o~ !. Sus ocho elementos
pueden expresarse en la forma

D,={1, o, o2 o3 o1, o*r, o).

De entre ellos, sélo o y o3 tienen orden 4 y los restantes (aparte del neutro)
tienen todos orden 2. De este modo, G(K/Q) tiene un tunico subgrupo ciclico
de orden 4, que necesariamente ha de ser G(K/k), ya que éste es isomorfo al
grupo de clases de k y ya hemos visto que es ciclico.

De este modo, si G(K/k) = (o), necesariamente G(K/K,) = (o?).

Los otros dos cuerpos cuadraticos Q(ﬂ) y Q(\/ﬁ ) se corresponden con
grupos de tipo Cy x Cy. Puesto que cada uno de estos grupos tiene tres subgru-
pos, cada cuerpo ha de estar contenido exactamente en tres cuerpos de grado
cuatro, uno de los cuales es K. Por simplicidad vamos a estudiar inicamente
el caso de Q(\/? ), si bien todo lo que digamos vale igualmente para Q(\/ﬁ )

No perdemos generalidad si suponemos que el grupo de los Q(\@ )—automor—
fismos de K es (o2, 7). Los subgrupos () y (¢*7) no son normales en G(K/Q).
Maés adn, son conjugados, pues

3 3

7 =crc=c0c"r=0"" 2

o T=0"T.

Por lo tanto Q(\@ ) esta contenido en dos cuerpos conjugados de grado 4.
Si € es un elemento primitivo para uno de ellos, el otro tendra por elemento
primitivo a un conjugado £’. En definitiva tenemos la estructura que indica el
diagrama.
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Es claro que en estas condiciones K = Q(&,¢’). Equi-
valentemente, Q es el cuerpo de escision del polinomio
minimo de £ (que es el mismo que el de £). Para deter-
minar Q(¢) calcularemos primero su discriminante.

Puesto que la extension K/k es no ramificada, su dis-
criminante es 1 y el teorema [TAl 9.40] nos da que

\/

\/>
‘ De aqui se sigue por el mismo teorema que el discri-
Q minante de la extension K/Q(v2) ha de ser 17% (aqui

usamos que el discriminante ha de ser invariante por au-

tomorfismos de k). En particular, los tnicos primos de Q(\@ ) que pueden
ramificarse en K —y por consiguiente en Q(£)— son los divisores de 17. Con-

cretamente
= (5+2v2)(5-2v2).

Sabemos que /17 € K, luego resulta razonable conjeturar que /5 + 2v/2
vy V5 — 24/2 han de estar también en K. Mas ann, si tomamos estos nimeros
como £ y & tenemos garantizado que los divisores de 17 se ramifican en un
cuerpo intermedio cada uno, y por consiguiente ambos se ramifican en K.

No obstante esto no funciona, y podemos saber a priori que no puede fun-
cionar. En efecto, el cuerpo de clases estrictas de Hilbert de k& no coincide con
el cuerpo de clases no estrictas (éste tltimo tiene grado 2 sobre k) y, desde el
punto de vista aritmético, la diferencia entre ambos es iinicamente que co puede
ramificarse en K pero no en el cuerpo de clases no estrictas. Por consiguiente
oo debe ramificarse en K, es decir, K ha de ser un cuerpo complejo. Esto se
soluciona modificando la factorizaciéon del 17, que también puede expresarse en

la forma
17= (=5 —2v2) (-5 +2v2).

Definimos &€ = v/ =5 — 2v/2 y £ = /=5 + 2v/2. De este modo K = Q(&,¢)

es un cuerpo complejo y vamos a probar que es el cuerpo que buscamos.

En realidad todo se reduce a probar que el discriminante de la extension
Q(£)/Q(V2) es exactamente —5 — 2v/2, pues entonces el de Q(¢')/Q(v2) ten-
dra que ser —5 + 2v/2 (aplicando un automorfismo) y podremos aplicar el teo-
rema [TAl 9.41] para concluir que el discriminante de K/Q(v/2) es 172, e in-
virtiendo los razonamientos anteriores llegamos a que el discriminante de K/k
es 1.

Por lo demas, es claro que v/17 = ¢¢’ € K, luego también Q(\/ZTZL) eKy
por consiguiente K/k es una extension de grado 4 no ramificada, es decir, K es
el cuerpo de clases de Hilbert estrictas de k.

A = A} =22 174

Ahora bien, el discriminante A[] es 4, pero un simple tanteo nos lleva a
encontrar el namero
C14+V2+¢
-
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que es un entero de Q(£) (su norma y su traza son enteras) y
Ala] = (0 — /)2 =€ = -5 -2V2.

Tal « no existirfa si hubiéramos tomado como ¢ el nimero /5 + 2v/2. De
hecho teniamos cuatro posibilidades para &, correspondientes a las dos factori-
zaciones de 17 que hemos considerado mas las dos que resultan de multiplicar
los factores por £(1 +v/2) (la unidad fundamental de Q(v/2)). La tnica valida
es la que hemos adoptado.

Para concluir observamos que el polinomio minimo de & es x4 + 1022 + 17,
con lo que llegamos al mismo resultado que ya habiamos obtenido en 8.4. =

Ejemplo Vamos a calcular los primeros cuerpos de clases sobre k = Q(\/g )
Es conocido que k tiene factorizacién dnica y que una unidad fundamental es
€ = (14+/5)/2. Sunorma es —1, con lo que h; = hoo = 1. El cuerpo k tiene dos
divisores arquimedianos reales. Digamos que co; es el asociado a la identidad e
ooz es el asociado a la conjugacion. De este modo, o =1 (méd ooy) si y solo si
a>0ya=1(mdéd oo) siy solosia’ > 0.

En primer lugar calcularemos los 6rdenes de los grupos radiales mediante el
teorema 8.12. Para ello necesitamos investigar las unidades de k. Sabemos que
son de la forma +¢™. He aqui las primeras potencias de e:

E=14¢ =142, e =24+3¢, € =3+5 € =5+8e

El primo racional 2 sigue siendo primo en k, luego el primer grupo radial a
investigar es H(200). Es facil ver que ®(2) = 3, luego ®(200) = 12. Por otra
parte vemos que € = 1 (méd 2), pero € # 1 (méd ooy) (tiene norma negativa
y es positivo, luego el conjugado es negativo). Asi pues, la minima potencia
de € que es congruente con 1 médulo 200 es €%, pero no —e%, luego el indice
|U; : Usool| €s 12 (el grupo Uy es Co X Z 'y Uawo es 1 X 67Z, luego el cociente tiene
orden 12). El teorema 8.12 nos da que hos = 1 y no hay mas que hacer.

El 3 también se conserva primo en k, luego el grupo siguiente es H(300).
Claramente ®(300) = 32. Ahora tenemos que € = —1 (méd 3), por lo que
€3 =1 (méd 3) y el exponente es el minimo posible. De hecho € = 1 (méd 300)
luego se cumple |Uy : Uss| = 16 y, en consecuencia. hzeo = 2.

El cuerpo radial asociado es una extension de grado 2 de k cuyo conductor,
o sea, su discriminante relativo, es 3. Es natural pensar en K = (@(\/5, \/j3)
Efectivamente, los resultados del ejemplo 1 de la secciéon 7.4 confirman que el
conductor es 3o0.

Hemos probado que H(300) ¢ Q(\/g, \/—73) Como el conductor no es 3,
concluimos que hz = h3oo, = N300, = 1.

El divisor siguiente es 4co. Por una parte ®(4o0) = 48. Por otra €8 = 1
(méd 400), luego |U; : Uyeo| = 12, y asi hyoo = 4.

Si investigamos un poco mas podemos obtener incluso la estructura de
H(400). Para ello vemos que hiyno, = haco, = 24/12 = 2, mientras que
hy=12/12 = 1.
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Esto significa que los grupos H (4o01) y H(4002) son distintos, pues si coin-
cidieran el conductor de su cuerpo de clases dividirfa a 4001 y a 4009, luego a 4,
pero entonces el cuerpo de clases seria el cuerpo radial de 4, que es k.

Resulta, pues, que el grupo radial de 400 tiene al menos dos subgrupos de
orden 2, luego es isomorfo a Cs x C3. Los cuerpos radiales de 4007 y 4004
tienen grado cuatro sobre Q, pero no son normales, pues la conjugacién en k
intercambia los divisores infinitos, luego se extiende a un isomorfismo entre los
cuerpos radiales.

Busquemos estos cuerpos. Han de ser de la forma K = k(\/a) para un cierto
a « € k. El discriminante de K/k es la parte finita del conductor, o sea, 4, luego
el diferente es 2. En cualquier caso, el polinomio minimo de \/a es 22 — o, luego
el diferente divide a 2. La forma de conseguir que sea exactamente 2 es tomar
como « una unidad de &, con lo que v/ también sera una unidad.

Consideremos K = k(e). Por lo que acabamos de ver, el diferente de K/k
es 1 0 2, pero no puede ser 1 porque entonces K /k seria no ramificada, pero
k no tiene extensiones abelianas no ramificadas, ya que su numero de clases
estrictas es 1. El cuerpo K tiene cuatro monomorfismos en C. Dos de ellos son
automorfismos, los del grupo G(K/k), que extienden a la identidad de k. Esto
significa que oco; se escinde en K en dos factores reales. Por el contrario, la
conjugacion de k se extiende a dos monomorfismos complejos, cuya imagen es
el cuerpo k‘(\@ ) Esto quiere decir que ooy se ramifica.

Asi pues, K tiene tres primos arquimedianos, y la factorizaciéon de oo es

2
o0 = 0011 X012 0021.

Consecuentemente, el conductor de K/k es 4005. Ademas hemos encontrado
el cuerpo k(\@ ), que obviamente tiene conductor 4007 y es otro de los cuerpos
radiales buscados.

Como H(400) = H(4001) N H(4002), el cuerpo de clases de H(4c0) es el
producto de los grupos de clases de estos dos cuerpos: H(400) > k(\/E, \/?)

Nos falta localizar el tercer subcuerpo de k(\/E, Ve ), pero es claro que

Ve e = i, luego dicho cuerpo es k(7). En resumen, la situacion es:

Cuerpo Conductor G(K/k)
k(Ve Ve 400 Cy
k(v/5,Ve€) 4001 Cy
k(\/g, 6) 4002 OQ
k(\/g, Z) 400 CQ
Q(Vv5) 1 1

El divisor siguiente es v/5. Es claro que ®(v/500) = 16. Aparentemente la
menor unidad congruente con un entero moédulo v/5 es € = 3 + 5e, pero esto
es erroneo. Notemos que 2¢ = 1 + /5, luego 2¢ = 1 (méd v/5). El inverso de 2
modulo 5 es 3, por lo que

e=3(méd v5), € =-1(médV5), =1 (méd V5).
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De aqui se concluye que |U; : U\/goo‘ = 8 y, por consiguiente, ho, = 2.
Buscamos un cuerpo K de grado cuatro sobre Q, de Galois (porque oo es inva-
riante) y cuyo discriminante relativo es v/5. Un calculo sencillo nos da que el
discriminante sobre Q ha de ser 53 y esto nos lleva al quinto cuerpo ciclotémico.

Por tltimo sefialamos que hsoo = hgoo = 2, luego H(500) = H(v/500) y
H(600) = H(300).

Ejemplo Para terminar calcularemos los primeros cuerpos de clases sobre
k= Q(\/TS) Las diferencias principales respecto al ejemplo anterior son que
ahora los primos infinitos son irrelevantes y que sélo tenemos seis unidades: =+1,
+¢, +¢?, donde ¢ = (=1 + +/3)/2. Como antes, el nimero de clases es 1.

En general, (( —1) = (¢ — 1) = (v/=3), por lo que ¢ y ¢? sélo pertenecen a
un grupo de unidades Uy, cuando m = /=3. Asf mismo, (—1 — 1) = (2), luego
—1 sélo esté en Uy cuando m = 2 y por tltimo (—¢ —1) = (=¢?—1) = (1), por
lo que —¢ y —(? no pertenecen a ningiin grupo Uy, (siempre suponiendo que
m # 1), Asi, [Ui| =6, |Uz| =2, |[U =3/ =3 y |Un| = 1 en cualquier otro caso.

Por otro lado, un primo racional p se escinde en k si y solo si p =1 (mdd 3),
se conserva si y solo si p = —1 (mdd 3) y se ramifica si y solo si p = 3.

Con todos estos datos es pura rutina calcular los 6rdenes hy, de los grupos
radiales. En particular hy = hy = h /=5 = hz = 1. He aqui una tabla con los
casos siguientes, que ya no son triviales. El primer cuerpo de cada bloque es el
cuerpo radial de su conductor.

Cuerpo Conductor G(K/k)
Q(v-3,1) 4 Cs
Q(v-3) 1 1
Q(eQm/w) 5 Cy
QV3VA) 5o
Q(v-3 ) 1 1
Q(vV=3,V2) 6 Cs
Q(v-3 ) 1 1
Q(e?mi/21) 7 Cs
Q(cos (2m/21)) 7 Cs
Q(v-3,v-7) 7 C
Q(v-3 ) 1 1

Observemos que 7 no es primo en k, sino que se escinde en dos factores, pero
los cuerpos radiales asociados a sus divisores coinciden con k.

La tabla anterior se construye sin excesiva imaginacién. Por ejemplo, para
llegar hasta el cuerpo radial asociado a 7 partimos de que h7 = 6, por lo que
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buscamos una extension Kio/ke abeliana de grado 6. El grupo de Galois es
necesariamente ciclico, luego tiene un subgrupo de orden 2 y otro de orden 3,
correspondientes a dos cuerpos intermedios K¢ y K4. Puesto que los divisores
de 7 no son conductores de ningin cuerpo, los conductores de K4 y Kg son
iguales a 7. Como son extensiones ciclicas, podemos concluir que Ay = 7'y
Ag 2 = 72. El grado de ramificaciéon en Kio de los divisores de 7 en ks ha de
ser 6 (multiplo de 2 y 3) y, como la ramificaciéon es dominada, esto nos da el
discriminante Ajg/5 = 7%, v de aqui que Ajpy = 36710,

Por otro lado el cuerpo K4 es facil de calcular: ha de ser una extension
cuadrética de ks con discriminante 7, lo que nos lleva inmediatamente al cuerpo
Q(v/=3,v/=T7). Ademas sabemos que K15/Q es normal (porque 7 es invariante).
Con todos estos datos el cuerpo ciclotémico queda perfectamente perfilado.

De todos modos, hay que advertir que esto es s6lo un ejemplo de cémo se
puede obtener informaciéon que nos permita conjeturar cudl es el cuerpo radial
de un divisor dado, pero nada de esto hace falta para probar que, por ejemplo
en este caso, el cuerpo radial de 7 es el vigesimoprimer cuerpo ciclotémico.
Si aceptamos la conjetura, lo tnico que hay que hacer es calcular hy = 6 y
comprobar que el conductor del cuerpo es 7. n

8.6 Formas cuadraticas

La teoria de cuerpos de clases permite mejorar los resultados de Gauss so-
bre representacion de nimeros (especialmente primos) por formas cuadraticas
binarias. La teoria basica esta desarrollada en [ITAl], y la teoria de Gauss sobre
géneros esta en el capitulo VII de [TAl]. Concretamente, el teorema [TAl 7.25]
da una condicién necesaria y suficiente para que un namero k esté representado
por una forma cuadratica de un género dado. Si la forma tiene discriminante
D, en el caso en que k es un primo p 4 D, la condicién se reduce a que p sea
congruente con unos ciertos nimeros modulo D.

Si el género contiene una tnica clase de equivalencia de formas cuadréaticas,
entonces esta condiciéon determina cuando un primo p estd representado por
cualquiera de las formas de dicha clase. Por ejemplo:

p=x+y> & p=20p=1(mdd 4)

p=2+2y> & p=20p=1,3(mdd 8)

p=2+3y*> & p=3o0op=1(méd 3)

p=x+4y> & p=1(mdbd 4)

p=2>+5y> & p=50p=19(méd 20)
p=22>+22y+3y*> & p=20p=3,7 (mbd 20)

p=x?+6y> & p=1,7(méd 24)

p=21>+3y> & p=230p=5,11(mbd 24)

Para primos p > 0 tenemos:

< p=2o0p==+1(mdd 8)
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p=x22-3y> & p=1(mdd 12)

p=32"—9> & p=230p=—1(mbd 12)
p=x?—10y> < p=+1,49 (mbd 40)
p=22>-5y2 & p=250p==+3+13 (mdd 40)

El ultimo par de casos de cada bloque consiste en dos formas cuadréaticas
con el mismo discriminante, pero de géneros distintos. Similarmente podemos
obtener caracterizaciones de este tipo para los primos de la forma p = 22 4 ny?
para los primeros valores de n (descartando los casos de las formas reducibles
22 — k?y?) hasta 22+ 11y? y 22 — 34y>. El género principal de los determinantes
correspondientes tiene dos clases de equivalencia de formas cuadraticas, luego
la teorfa de los géneros no permite distinguir los niimeros representados por las
formas de una u otra clase. Concretamente, en la seccién [TAl 7.4] vimos que!

p=a?+11y? op=322 + 22y +4y*> & p=1lop=1,3,4,59 (méd 11),
p=x?+14y op=222+Ty> & p=1,9,15,23,25,39 (méd 56),
+p=22—-34y> o p=2170p=+1,49,+15 £25,
433, 47, £49, £55 (méd 136),

pero no pudimos dar ningtn criterio que distinga cudndo un primo p se puede
representar por una u otra de las formas de cada par, ya que ambas pertenecen al
mismo género, y sélo obtuvimos un criterio para determinar cuando un primo
(o un entero arbitrario, aunque entonces el criterio es méas sofisticado) puede
representarse mediante alguna forma de un género prefijado.

En primer lugar vamos a ver como podemos llegar a estos mismos resultados
usando la teoria de cuerpos de clases. Para ello recordemos que el resultado
bésico que determina cudndo un ntimero entero esta representado por una clase
de equivalencia de formas cuadraticas es [ITAl 12.29], que reenunciamos aqui en
una version ligeramente distinta:

Teorema 8.17 Sea k un cuerpo cuadrdtico de discriminante A. Si una clase
de formas cuadrdticas de discriminante m2A se corresponde con una clase C
de I(moo)/Hpmeo y 1 es un ndmero primo con m, entonces n estd representado
por las formas de dicha clase si y solo si C~' contiene un ideal de norma n.

En efecto, en [ITAl 12.19] probamos que el grupo de clases de similitud
estricta de los médulos del orden O,, de un cuerpo cuadratico k es isomorfo al
grupo de clases estrictas de O,,, y en la seccién 8.3 hemos visto que este grupo
es isomorfo al grupo de clases I(moo)/H o de k.

La hipotesis (m,n) = 1 hace falta al considerar clases en I(moo)/Hpmeo ¥y
no en el grupo de clases de similitud de moédulos del orden O,,, tal y como se
hace en [ITAl 12.29]: si (n,m) = 1 las clases de los ideales de norma n en el
grupo de clases de O,,, se corresponden con las clases de los ideales de norma n
en I(moo)/Heo a través del isomorfismo entre estos grupos.

1La primera equivalencia esta planteada como ejercicio.
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De aqui se sigue en particular que un ntimero n primo con m esta represen-
tado por una forma de discriminante D = m2?A (donde A es el discriminante
de k) si y solo si k tiene un ideal de norma n. Una version en términos mas
practicos de este mismo hecho es el teorema [TAl 7.24].

Para el caso de niimeros primos tenemos una condicién muy simple: un
primo p { D es representable por una forma de discriminante D si y sélo si se
escinde en k. Esto depende soélo del resto de p modulo A.

La teoria de los géneros nos proporciona una distinciéon més fina. Si un
entero n (primo con D) es representable por una forma de discriminante D, lo
serd concretamente por una forma de género G si y solo si G (= G~1) contiene
un ideal de norma n. Esta condicién depende sélo del resto de n médulo D. La
teoria de cuerpos de clases lo muestra de la forma maés clara:

Teorema 8.18 Sea K, el cuerpo de géneros de discriminante D, sea G un

. . o Ky/k .
género de dicho discriminante y sea o = (%) Entonces un entero n primo

con D estd representado por una forma cuadrdtica de género G si y sélo si
(KH/Q> — 0.
n

DEMOSTRACION: Si n estéa representado por una forma de género G existe
un ideal a de norma n tal que

(5)- (59 -

Ky/Q

Reciprocamente, si ( ) = 0, el ideal a de norma n que existe por hipé-

Ko /k
a

tesis ha de cumplir ( ) = 0, luego es de género G. n

La condicion (KQT/Q> = o depende so6lo del resto de n modulo cualquier

divisor admisible para la extension K,;/Q. En particular depende del resto de n
modulo D.

Ejercicio: Probar que un entero n (primo con D) no puede estar representado por
formas de dos géneros distintos.

Ejemplo Veamos como este teorema permite obtener los resultados sobre re-
presentaciéon de primos que hemos citado. Consideremos, por ejemplo, el caso
de las formas cuadraticas de discriminante —56. Partimos del hecho (véase el
ejemplo tras [ITAl 11.20]) de que hay cuatro clases de equivalencia estricta de
formas cuadréaticas de discriminante —56, representadas por las formas

z? + 1492, 222 + 71°, 322 + 2y + 592, 3% — 2xy + 5y

Las dos tltimas son equivalentes entre si, por lo que sbélo hay tres clases de
equivalencia no estricta. Las dos primeras formas tienen género (4++) y las dos
tltimas (——).
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En principio, un primo p # 2,7 es representable por una forma de discrimi-
nante —56 si y s6lo si se escinde en k = Q(\/—14), y esto equivale a

p=1,3,59,13,15,19,23,25,27, 39, 45 (méd 56).

El teorema 8.16 nos da que el cuerpo de géneros es K, = Q(\/ﬁ, \/—77)
A continuaciéon de dicho teorema hemos visto que el simbolo de Artin de la
extension K, /k transforma los ideales del género principal en la identidad y
los del otro género (de caracteres ——) en el automorfismo o determinado por
o(V2) = —v2, a(V=T) = —V/7.

Asi, segiin el teorema anterior, si n es un entero representable por una forma
de discriminante —56 (es decir, si existe un ideal a en k = @(s/—14) de norma
n) lo sera por una de las dos formas 22 + 14y? o 222 + Ty?, si y sdlo si

(549~ (525) -

mientras que sera representable por 322 4 2xy + 532 si y solo si (Kg/Q> = 0.

La primera condicién equivale a que

(@(ﬂ)/@) iy (@(ﬁ)/@) L

n

y la segunda a que estos simbolos de Artin sean las conjugaciones de los cuerpos
(@(\/ﬁ ) y Q(\/ —7) respectivamente. Ahora bien, recordemos que

<@(\/§)/Q> (V2) = ta(n)V3, (Q(‘/?)/@> (VT) = br(m)VT.

donde 5 y ¥_7 son los caracteres de los cuerpos correspondientes, que son
faciles de calcular. Concretamente, n estaré representado por una de las dos
formas del género principal si y s6lo si

n = =+1 (méd 8) y n=1,2,4 (méd 7), (8.1)
y estard representado por la forma 322 + 22y + 5y si y solo si
n = +3 (méd 8) y n=3,5,6 (méd 7). (8.2)

Todo esto suponiendo que n sea de hecho representable por una forma de
discriminante —56. Puesto que se ha de dar uno de los dos casos y ambos son
excluyentes, en realidad so6lo es necesario verificar una de las dos condiciones de
cada uno de ellos.

Para los ntimeros primos la condicién de representabilidad por una forma
de discriminante —56 puede unirse a las condiciones anteriores, de modo que
es facil concluir que los primos p representables por una de las dos formas del
género principal son los que cumplen

p=1,9,15,23,25,39 (méd 56) (8.3)
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ademés de 2 y 7 (representables por 222 + 7y?), mientras que los primos repre-
sentables por 322 + 2xy + 5y? son los que cumplen

p=3,5,13,19,27,45 (méd 56). (8.4)

Podriamos haber llegado a esta conclusion de forma mecéanica utilizando los
caracteres que determinan los géneros y sus propiedades (esto es lo que se hace
en el teorema [TAl 7.25]), pero nuestra intencion era enfatizar la interpretacion
algebraica que proporciona la teoria de cuerpos de clases. [

Las condiciones (8.1) y (8.2) son ejemplos concretos de lo que hemos probado
antes en general: la representabilidad de un entero n por las formas de un género
G de discriminante D (supuesto que n es primo con D y que es representable
por una forma de discriminante D) depende tnicamente de su resto modulo D.
También sabemos en general que la representacion de un primo p t D por una
forma de género G (sin suponer a priori que es representable por una forma de
discriminante D) depende de condiciones del tipo de (8.3) y (8.4).

Observemos que hemos resuelto completamente el problema de cuéando un
entero n (primo con —56) es representable por la forma 322 + 2zy + 5y%. La
solucion es especialmente simple (8.4) para el caso de los primos. La razén por
la que hemos llegado a una respuesta tan simple es que todas las clases del
género de esta forma son equivalentes entre si. No tenemos un criterio similar
para distinguir los primos representables por 22 4+ 14y? de los representables por
222 + 7Ty?. La teoria de cuerpos de clases nos permite probar que no existe tal
criterio, que las congruencias no determinan los niimeros que puede representar
una familia de formas cuadraticas mas alla de lo que permite la teoria de los
géneros. Explicitamente:

Teorema 8.19 Sea F una familia de formas cuadrdticas de discriminante D
tales que existe un numero natural v con la propiedad de que la representabilidad
de un primo p { r por una forma de F depende solo de su resto mddulo .
Entonces el conjunto de todas las formas equivalentes a las de F es union de
géneros.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que F es unién de clases de equivalencia
de formas de discriminante D. En particular es unién de clases de equivalencia
estricta. Sea Oy, el orden cuadratico de discriminante D, correspondiente al
cuerpo cuadratico k. Llamemos C' a la unién de todas las clases de similitud
estricta de ideales del grupo de clases de O,, que se corresponden con las clases
de equivalencia estricta de las formas cuadraticas de . Hemos de probar que
C es union de géneros.

Supongamos que un primo racional p 1 D es escinde en k, o sea, p = p1p2. Si
la clase de equivalencia estricta de formas asociada a [p;] es la clase de la forma
ax? + bxy + cy?, entonces la clase asociada a [ps] es la de az? — bry + cy?. Estas
formas no tienen por qué ser estrictamente equivalentes, pero obviamente son
equivalentes, luego una esta en F si y solo si lo esté la otra. Consecuentemente
[p1] € C siy solosi [po] € C.
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Sea D el conjunto de las clases del grupo de unidades U, correspondientes a
los primos representables por formas de F. De la hipétesis se sigue que [p;1] € C
si y solo si [p] € D.

En efecto, si [p] € D entonces una forma de F representa a p. Por el teorema
8.17, la inversa de su clase de similitud estricta asociada contiene a p; 0 a po, pero
las clases [p1] y [p2] son mutuamente inversas, ya que [p] = 1, luego una de las
dos clases [p;] est4 en C'y, segiin hemos visto, la otra también. Reciprocamente,
si [p1] € C entonces las formas asociadas a [ps] representan a p, luego [p] € D.

Notemos ahora que las hipétesis permiten sustituir » por cualquier miltiplo
suyo, por lo que podemos exigir que roo sea admisible para k. Sea C,o, €l
cuerpo ciclotomico de orden r y K, €l cuerpo de clases de O,,. Ambos son
extensiones abelianas de k. Sea m un divisor de k miltiplo de r y admisible para
las extensiones K,,00/k ¥ Croo/k. Sean H y H’ los grupos de clases modulo m
de estos cuerpos. Asi podemos considerar que C C I(m)/H. Sean

T = <a'5/@> . T =T"NG(Cro/k).

Si p; € I(m) es un primo de norma prima, se cumple

[p1] €C < [N(p1)] € D = (C”’JQ> €T +— (W> eT.
N(p1) p1

La clave estd en que la primera condicién depende s6lo de la clase de p;
modulo H, mientras que la tltima depende de la clase de p; m6dulo H’. De aqui
vamos a deducir que C' es union de clases modulo H'. En efecto, consideremos
dos clases p1 Py v p2 P (por el teorema de Dirichlet combinado con 6.17, toda
clase modulo Py, tiene un representante primo de norma prima). Si ambas clases
estan contenidas en una misma clase modulo H’ y la primera esta contenida en
C, entonces las equivalencias anteriores prueban que la segunda también lo esté.

Asi pues, C' es unién de clases moédulo H y médulo H'. Claramente entonces
C es union de clases modulo HH', pero HH' <+ L = K,;,00 N Cro0, vy L es una
extension abeliana de Q contenida en K,,.. Por lo tanto L esta contenido en el
cuerpo de géneros y HH' contiene al género principal Gy de O,,,. De este modo
C es union de clases modulo G, es decir, es union de géneros. L]

Pese a este resultado, vamos a probar a continuaciéon que la teoria de cuer-
pos de clases proporciona una condicién que determina cuando un ntimero primo
esta representado concretamente por las formas de la clase principal de un dis-
criminante dado:

Teorema 8.20 Sea k un cuerpo cuadrdtico de discriminante Ay, consideremos
D =m?2Ay, y sea L el cuerpo de clases de Hy,oo. Entonces, un primo pt D estd
representado por la forma principal de discriminante D si y sélo si se escinde
completamente en L.

DEMOSTRACION: Por 8.17 sabemos que p esta representado por la forma
principal de discriminante D si y solo si la clase principal, es decir, H,,» (que
es su propia inversa en el grupo de clases), contiene un ideal p de norma p.
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Esto significa que p € H,,oo es un ideal de k tal que p = pp y ademés
podemos asegurar que p # p porque p { Ay, luego p no se ramifica en k.

Pero H,,~ es el nicleo del homomorfismo de Artin que induce el isomorfismo
I(moo)/Hpmeo =2 G(L/k), luego la condicion anterior es equivalente a:

- - (L/kY _
p="pp, P#P, <p) L.

Por la propia definiciéon del homomorfismo de Artin, esto equivale a:
p=pp, PFPp, P seescinde completamente en L.

Obviamente, esto sucede si p se escinde completamente en L, y el reciproco
también es cierto debido a que la extension L/Q es de Galois. (Un divisor 8

de p en L cumple f(P/p) = f(p/p) = 1, luego f(P/p) = 1 y, si vale para un
divisor primo de p en L, vale para todos.) m

En las condiciones del teorema anterior, si L = Q(«), donde « es entero, y
f(z) € Z[x] es el polinomio minimo de « sobre Q, el teorema [TAl 2.35] nos da
que un primo p que no divida al discriminante de f se escinde completamente
en L siy solo si f(z) se descompone en factores lineales distintos modulo p,
pero, como la extension L/Q es de Galois, todos los factores irreducibles de
f(z) modulo p tienen el mismo grado, y seran distintos dos a dos si pt D (pues
los factores primos de D son los tnicos que pueden ramificarse en L), luego la
condicion se reduce a que f(z) tenga una raiz modulo p.

Si, por ultimo, observamos que Ay | Ay y que Ay, divide al discriminante
de f, concluimos que basta exigir que p no divida ni a m ni al discriminante de
f, v asi hemos probado lo siguiente:

Teorema 8.21 Sea k un cuerpo cuadrdtico de discriminante Ay, sea L = Q(«)
el cuerpo de clases de Hpoo, con « entero, sea f(x) € Z[z] el polinomio minimo
de a. Entonces, un primo p que no divida a m ni al discriminante de f estd
representado por la forma principal de discriminante m*Ay si y solo si f(z)
tiene una raiz modulo p.

Si el nimero de clases de equivalencia estricta de formas de discriminante
m2Ay, es h, el polinomio dado por el teorema anterior tiene grado 2h. Hay un
caso relativamente frecuente en el que podemos obtener un criterio similar en el
que el polinomio considerado tenga grado h.

En efecto, sea G = G(L/Q), N = G(L/k), de modo que |G : N| = 2y
supongamos que G/N = (o N), para cierto o € G de orden 2.

Ya tomamos esta condicién como hipoétesis en el teorema 8.10, y antes dimos
algunas condiciones suficientes para que se cumpla. Cambiando la tercera por
otra més adecuada al contexto actual:

a) Si k es un cuerpo cuadrdtico imaginario.

En tal caso basta tomar como o la conjugacién compleja.



192 Capitulo 8. Ejemplos y aplicaciones

b) Sim =1.

Entonces L es el cuerpo de clases de Hilbert estrictas de k y el teorema 8.9
nos da que G esta generado por sus elementos de orden 2, luego alguno
de ellos no estara en N.

c) Si el numero de clases h es primo.

En tal caso, el teorema teorema 8.14 nos asegura que G es un grupo
diédrico y todos los elementos de G\ N tienen orden 2.

En estas condiciones, llamamos K al cuerpo fijado por (o), de modo que
|IK : k| =|K :Q| =h. Ademas NN{(o) =1y G = N (o), luego kK =Ly
ENK=Q.

Tomamos entonces un elemento primitivo entero K = Q(«) y sea f(z) € Z|x]
el polinomio minimo de « sobre Q (que tendra grado h). Segtn [TAl 5.45], un
primo p se escinde completamente en L si y solo si se escinde completamente
enkyen K.

Si exigimos que p 1 Ag, la primera condicién equivale a que xx(p) = 1, que
no es sino la condicién para que p pueda ser representado por alguna forma
cuadratica de discriminante D, y solo depende del resto de p modulo Ay (es la
condicion que proporciona el teorema [TAl 7.24]).

Por lo tanto, para que p esté representado concretamente por la forma prin-
cipal, a esta condiciéon hay que anadirle la segunda, es decir, que p se escinda
completamente en K. Si p no divide a m ni al discriminante de f, podemos
aplicar el teorema [TAl 2.35] para concluir como antes que esto equivale a que
f(x) tenga una raiz modulo p. Asi hemos demostrado la variante siguiente del
teorema anterior:

Teorema 8.22 Sea k un cuerpo cuadrdtico de discriminante Ay y sea h el
numero de clases de equivalencia estricta de formas cuadrdticas de discriminante
D =m2Ay. Sea L el cuerpo de clases de H,,oo y supongamos que G(L/Q) tiene
un elemento de orden 2 que no fija a k. Entonces existe un polinomio mdnico
irreducible f(xz) € Z[x] de grado h tal que, para todo primo p que no divida
ni a m ni al discriminante de f, se cumple que p estd representado por la
forma principal de discriminante D si y solo si xp(p) =1 y f(x) tiene una raiz
mddulo p.

Tal y como hemos senalado, la condicién sobre G(L/Q) se cumple siempre
que k es imaginario, o en el caso m = 1, o cuando h es primo.

Ejemplo Vamos a aplicar este teorema al caso de la forma principal de dis-
criminante —56. Como corresponde al orden maximal de Q(\/—lél), el cuerpo
de clases de H, no es sino el cuerpo de clases de Hilbert, y lo hemos calculado
en 8.4. El polinomio considerado en el teorema anterior resulta ser

f(x) =a* + 222 — 7,

cuyo discriminante es A(f) = —2!*.7. Por lo tanto:
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Un primo p es de la forma p = x? 4+ 14y? si y sélo si cumple
p=1,9,15,23,25,39 (méd 56)
y ¢t +2¢? — 7 =0 (méd p) para cierto entero c.

Notemos que hemos descartado el 2 y el 7 porque claramente no son de esta
forma. En la préactica la ultima condicién se comprueba més facilmente en la
forma

(c* +1)* = 8 (méd p),
pues asi basta encontrar un u tal que u? = 2 (méd p) (que siempre existe si p
cumple la primera condicion) y decidir si +2u — 1 es 0 no un resto cuadratico
mébdulo p. [

Ejemplo Estudiamos ahora la forma principal de discriminante —44, que co-
rresponde al orden Og del cuerpo k = Q(y/—11). Al final de la seccion 8.3
calculamos su grupo de clases, y el célculo muestra que un polinomio en las
condiciones del teorema anterior es

flx)y=a®+a2* +z—1,
cuyo discriminante es A(f) = —22 - 11. La conclusion es:
Un primo p es de la forma p = 22 + 1132 si y sélo si cumple
p=1,3,4,5,9 (mé6d 11)

yc+c2+c—1=0(mdd p) para cierto entero c.

Ejercicio: Estudiar los primos representados por la forma principal de discriminante
—23. El grupo de clases est4 calculado al final de la seccién 8.1.

En general es cuestionable afirmar que los dos ultimos teoremas “resuelven”
el problema de determinar los primos representables por una forma principal
de discriminante negativo, pues en la practica cuesta menos comprobar si es asi
“por fuerza bruta” que usando el teorema. Por ejemplo, para comprobar que
p = 67 no es de la forma 22 + 11y? basta observar que 67, 67 — 11 = 56 y
67 — 44 = 23 no son cuadrados perfectos, que es mucho mas rapido que estudiar
si el polinomio x> + 22 4+ x — 1 tiene una rafz médulo 67. No obstante, el ejemplo
y el ejercicio siguientes proporcionan relaciones interesantes:

Ejemplo Consideremos las formas de discriminante D = —108 = 62(—3).
Estan asociadas al orden Og de k = Q(\/ -3 ) Las formas cuadraticas reducidas
de este discriminante son

x? 4 27y2, 422 4 2zy + Ty, 4z — 2xy + Ty?,

por lo que el namero de clases es h = 3. No obstante, las dos ultimas son equi-
valentes, por lo que representan los mismos ntimeros. Los primos representados
por una de estas tres formas son los que cumplen p = 1 (méd 3). En la seccion
8.3 hemos probado que el cuerpo de clases de Hg es L = Q(\/T& \3/5), luego
podemos aplicar el teorema anterior con f(x) = 2% — 2, luego
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Un primo p es de la forma p = 2% + 27y? si y sdlo si p=1 (méd 3)
y 2 es un resto cubico modulo p.

Pero a este enunciado le podemos dar la vuelta para obtener una caracteri-
zacion sencilla de los primos para los que 2 es un resto ctbico médulo p (que
obtuvimos ya en la seccion [ITAl 15.3] a partir de la ley de reciprocidad ctibica):

Teorema 8.23 Sip es primo, entonces 2 es un resto cibico modulo p si y solo
sip# 1 (méd 3) o bien p =1 (mdd 3) y ademds es de la forma p = 2% + 27y>.

DEMOSTRACION: Tenemos probado que si p = 1 (méd 3) entonces 2 es un
resto ciibico médulo p si y sélo si p es de la forma p = 22 + 27y%. Sip = 3 es
trivial que todo entero es un resto ctibico moédulo p. Vamos a ver que sucede lo
mismo si p = —1 (mdd 3). En tal caso p se conserva primo en k = Q(m),
luego el cuerpo de restos k tiene cardinal p?, y se obtiene adjuntando una raiz
ctbica de la unidad al cuerpo de p elementos. Por consiguiente Z/pZ no contiene
raices cibicas primitivas de la unidad, luego la aplicacién ¢ — ¢ es inyectiva en
el grupo (Z/pZ)*, luego también es suprayectiva, luego todo entero es un resto
cibico modulo p. n

Ejercicio: Demostrar que un primo es de la forma p = 2% 4+ 2y + 61y si y solo si
cumple p =1 (mdéd 3) y 3 es un resto cibico médulo p. Probar un teorema anélogo al
anterior. AYUDA: Véase el ejemplo 1 tras el teorema 8.14.

Ejercicio: Demostrar que un primo es de la forma p = 2% + 64y? si y solo si cumple
p=1(méd 4) y 2 es un resto bicuadratico médulo p. AYUDA: Véase el ejemplo 3 tras
el teorema 8.14.

Ejemplo Para discriminantes positivos si que podemos decir que los teoremas
8.21 y 8.22 resuelven satisfactoriamente el problema de determinar los primos
representados por la forma principal, pues la “fuerza bruta” no proporciona un
método alternativo. Por ejemplo, habiendo visto que el cuerpo de clases de
Hilbert estrictas de Q(\/ 34) es el cuerpo de escision de f(x) = 2% + 1022 + 17,
es inmediata la conclusién siguiente:?

Un primo p es de la forma p = 2% — 34y? si y sélo sip=2 o

p = +1,+9,+15, 425, +33, +47, +49, £55 (mdd 136)
y (¢ +5)? =8 (mdd p), para cierto entero c.

En la practica, para encontrar ¢ basta encontrar un entero u? = 2 (méd p)
(que existira si se cumple la primera condicion) y estudiar si 5 £ 2u es un resto
cuadratico médulo p. L]

Ejemplo En la seccion [TAl 7.5] se prueba que las formas
x? — 8297, 222 — 41y, 322 + 2xy — 27y°

son un sistema de representantes de las clases de equivalencia estricta de discri-
minante 328. Las dos primeras corresponden al género principal.

?Notemos que 2 = 62 —34-1%2 y que —17 = 172 — 34 - 32,
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Un primo p es de la forma p = 2% — 82y? si y sdlo si

p= +1, 43, 49, £11, £13, £19, 423, £25,
+27, 429, 431, £33, 435, 439, 449, =£53,
+57, 467, 469, £73, 75, 481, 485, =87,
4+93, 499, £101, £103, £105, +£109, +£113, =£117,
+119, +121, +127, +143, 4147, +149, +157, +159 (mdéd 328)

y c* —14c® + 41 = 0 (méd p), para cierto entero c.

Ahora bien, si Kg es el cuerpo de clases de Hilbert de ko = Q(\/@), la
primera condicién equivale a que p se escinda en ko, y si p es un factor primo en
ks v P es un divisor en Kg, podemos considerar la extension de cuerpos de restos
Egp C I_(gp. Tenemos que & = /74 2v2 € Ky es una raiz de z* — 1422 + 41
y se cumple que 2v/2 = £2 — 7. Si el polinomio se escinde en el cuerpo de
p elementos, tenemos que [€] € ko, luego también 2v/2 € ko, por lo que 8
es un resto cuadratico médulo p, y eso equivale a que p = +1 (méd 8). Por
consiguiente, la condicion se simplifica a:

Un primo p es de la forma p = x2 — 82y? si y sdlo si

p= 1, 49, 423,  £25
+31, £33, 439, =+49,
457, £73, 481, 87,
+103, +105, 4113, 4119,
+121, +127, 4143, +£159 (méd 328)

y (¢ —7)2 =8 (mdd p), para cierto entero c. "

8.7 La ley de reciprocidad de Artin

En esta seccion probaremos la ley de reciprocidad de Artin, un resultado ge-
neral que generaliza a las leyes de reciprocidad cuadratica, cibica y bicuadratica
que estudiamos en [ITAI].

El simbolo de Hilbert El teorema [TAl 6.30] afirma que la ley de reciproci-
dad cuadrética equivale a que el producto de los simbolos de Hilbert sea igual a
1. Lo primero que haremos sera generalizar la definicion del simbolo de Hilbert
para exponentes distintos de 2, probaremos la formula del producto y de ella
deduciremos la ley de reciprocidad de Artin.

Definicion 8.24 Sea n > 2 un ntmero natural y k£ un cuerpo p-addico que con-
tenga una raiz n-sima primitiva de la unidad (. Para cada a € k* consideramos
el simbolo de Artin 0 = (k/a). Si 8 € k* y {/B es una raiz n-sima de 3 en una
extension de k, las raices restantes son

VB, VBCG L B
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Entonces o ({/B) = {/B(* para cierto s, luego
o(VBC)
NEIS
no depende de i o, en otras palabras, el niimero O'( VB ) / /B es una raiz de la
unidad que depende de «, y de 3, pero no de la elecciéon de /5.

=(*

Definimos el simbolo de Hilbert de k como el dado por

@5 = 5 (2) ().

De este modo, («, 3) es una raiz n-sima de la unidad, y este simbolo deter-
mina los simbolos de Artin de las extensiones k({/3)/k:

(D) (35) = 0 ¥

[e%

Obviamente (o, 8) = 1 si y s6lo si « esta en el nicleo del homomorfismo de
Artin de la extension k( /B ) /k, es decir, si y solo si a es una norma en dicha
extension.

En [TAIl 6.24] definimos el simbolo de Hilbert para n =2y k = Q,, si bien
la definicion no se parece apenas a la que acabamos de dar. Aquélla era la
definicion de Hasse y ésta es (esencialmente) la dada por Hilbert. Veamos que
son equivalentes:

Teorema 8.25 Sea k un cuerpo p-ddico y B € k*. Sea K = k(\/B) Entonces,
para cada o € k* se cumple

a € N[K*] siysolosi az?+ fy® =1 tiene solucion en k.

DEMOSTRACION: Si 3 € k2 el teorema es trivial. Supongamos lo contrario,
es decir, K # k. Un elemento cualquiera de K es de la forma u + v/, con
u, v € K. Supongamos que o« = N(u + v\/B) = u? — Bv2. Si u # 0 entonces
a+ Bv? = u?, luego a(1/u)? + B(v/u)? = 1. Siu = 0 la ecuacion ax? + fy* = 1
equivale a —v2r?+y? = 1/, o sea, a (y—vx)(y+wvx) = 1/B, y tiene por solucion
a cualquier solucion del sistema y — vz = 1, y + vz = 1/8 (que es compatible
porque v # 0).

Reciprocamente, si az? + By?> = 1, como 3 ¢ k%, ha de ser x # 0, y asf

a=N(1/z+ (y/=)VB). "

De este modo el teorema [TAl 6.25] nos da el comportamiento explicito de
(o, B) en el caso n =2y k = Q,. Observemos que el simbolo de Hilbert puede
definirse también paran = 2y k = R, es decir, para p = o0). Trivialmente, tanto
la definicion de Hasse [TAl 6.29] como la definicion de Hilbert (formalmente
andloga® a la definicion 8.24) dan lugar al mismo concepto: (a,3) =1 si y solo

3El simbolo de Artin (R/a) se define como la identidad en C si a > 0 y la conjugaciéon
compleja si a < 0.
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sia > 00 > 0. Notemos que para n > 2 el caso arquimediano carece de
interés, pues para que un cuerpo completo k contenga las raices n-simas de la
unidad ha de ser £ = C, con lo que el simbolo de Hilbert se vuelve trivial.

Para probar las propiedades generales del simbolo de Hilbert necesitamos un
resultado técnico:

Teorema 8.26 Sea k un cuerpo que contenga una raiz n-sima primitiva de la
unidad. Si B € k* entonces —f y 1 — 3 son normas de la extension k( {L/B)/k

DEMOSTRACION: Sea |k({/B) : k| = d. Observemos que

n—1

== T (o= VA).

Los factores no son necesariamente conjugados, pero podemos distribuirlos
en r clases de conjugacion con d factores cada una (n = rd). Al evaluar en 0
y en 1 tenemos —f y 1 — 8 expresados como producto de r normas, luego son
normas. m

Teorema 8.27 Sea k un cuerpo p-ddico que contenga una raiz n-sima primitiva
de la unidad. Se cumple:

a) (o, ) =1 si y sdlo si o es una norma de k(3/B)/k.

b) (12, B) = (a1, B)(az, B).

c) (o, B1B2) = (a, B1)(e, Ba).

d) (—a,a)=(1—-a,a)=1.

e) (o, ) = (B,a)~".

f) (a,B) = (,a+ B)(a+B,8)(—=1,a+ B) (supuesto que o+ 3 #0).
g) El stmbolo («, ) es continuo en sus dos argumentos.

DEMOSTRACION: a), b) y ¢) son inmediatas. d) es consecuencia del teorema
anterior.

¢) Usando las propiedades anteriores tenemos
(o, B)(B,) = (o, B)(=B,B)(— a)(B,a) = (—aB, B)(—ap,a)
— (caBaf)=1

f) Sea v = a + 3. Entonces
l=(1-ay oy H)=By har ) =Ba)B,y H0 Lol ™).
Por otra parte, (1,771 = (—y~1,7~1)(=1,971) = (~1,7~), luego

L= (e, 8) " (v, B) (e, N (=1,7) 7" = (,8) " (v, B) (e, (=) "1, ).
En consecuencia (o, 8) = (a,a + B)(a + 3, 8)(—1,a + B).
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g) El simbolo de Hilbert es continuo en el primer argumento porque, fi-
jado B, el nucleo del homomorfismo ( , ) es el grupo de normas de la extension
kz( /B )/ k, que es abierto. La continuidad en el segundo argumento es conse-
cuencia de la propiedad e). L]

Si k es un cuerpo numérico que contiene una raiz n-sima primitiva de la
unidad, para cada primo p de k tenemos que £ C ky, luego podemos considerar
el simbolo de Hilbert de k,, al que representaremos por («, 8),. Observemos
que si o, § € k*, entonces (o, §), = 1 siempre que p no divide ni a a ni a 5 ni
a n. En efecto, en tal caso el primo p no se ramifica en la extension k( {L/B)/k
(por el teorema 4.25) y « es una unidad en ky, luego es una norma local y esta
en el nucleo del homomorfismo de Artin.

Teorema 8.28 (Formula del producto de Hilbert) Sea k un cuerpo nu-
meérico que contenga una raiz n-sima primitiva de la unidad. Sean o, B € k*.

Entonces
H(O{, B)P = 17
P

donde p recorre todos los primos de k.

DEMOSTRACION: Segun la observacién precedente, a lo sumo un ntmero
finito de factores son distintos de 1, luego el producto esta bien definido. Con-
sideremos el simbolo de Artin local

e (B2

[e%

Los teoremas 5.13 y 5.24 nos dan la relaciéon
k(3 k
[Iop = <(ﬂ)/ > =1,
b o

pues k* esta contenido en el niicleo del homomorfismo de Artin global. Hay que
entender que todos los factores salvo a lo sumo un ntumero finito de ellos son la
identidad.

Para cada primo p tenemos por definicion que (o, ), = UP({/B)/ /B. Si
tomamos otro primo q vemos que

UQ(UP(W)) = JQ((avﬁ)P W) = (a7ﬁ)PUCI( W) = (O‘7B)P(O‘7ﬁ)q 7\1/37

es decir, (0404)(3/B)/ /B = (o, B)p(c, B)q. Repitiendo un nimero finito de
veces llegamos a que

(0,8 = 75 (Llow) (V5) = 1.

p

Como veremos en la seccidon siguiente, esta féormula contiene en esencia la
ley de reciprocidad n-sima.
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El simbolo potencial Vamos a definir el simbolo potencial n-simo, es decir,
la generalizacion del simbolo de Legendre. Si k es un cuerpo numérico y p es
un primo no arquimediano en k, diremos que un entero a de k* es un resto
potencial n-simo modulo p si existe un entero 8 de k tal que o = 8™ (méd p).

Trabajaremos en un cuerpo numérico k que contenga una raiz n-sima primi-
tiva de la unidad {. Sea p un primo no arquimediano en k que no divida a n,
sea Np = m = pf y sea k el cuerpo de restos modulo p. La primera observacion
que hacemos es que ( sigue teniendo orden n modulo p, pues las potencias de ¢
son todas las raices del polinomio " — 1 y éste sigue siendo separable médulo p
(es primo con su derivada).

Consideramos el homomorfismo f : & — k dado por flw) = u™. Su
nicleo estd formado por las n raices n-simas de la unidad, luego su imagen tiene
(m —1)/n elementos, es decir, hay (m — 1)/n potencias n-simas mo6dulo p.

Sea g : k —» k el homomorfismo dado por g(u) = um=D/" Si g es un
generador de k" entonces a(m=D/" es un generador de g[E*}, luego la imagen
de g tiene n elementos. Como u(™~1/" es una raiz n-sima de la unidad para
todo u, vemos que la imagen de g es exactamente el grupo de las raices n-simas
de la unidad.

Por otra parte todas las potencias n-simas estan en el ntcleo de g y, como
éste tiene (m — 1)/n elementos, resulta que el nucleo es exactamente el grupo
de las potencias n-simas.

Esto prueba que si a en un entero de k no divisible entre p entonces «
es congruente modulo p con una tnica raiz n-sima de la unidad. Ademés « es
un resto potencial n-simo médulo p si y sélo si dicha raiz es 1.

(m—1)/n

Definicion 8.29 Sea k un cuerpo numeérico que contenga una raiz n-sima pri-
mitiva de la unidad. Sea p un primo no arquimediano de k que no divida a n.
Para cada entero o de k no divisible entre p llamaremos (a/p) a la tnica raiz
n-sima de la unidad tal que

(3) = oNP=1/" (1n6d p).

Los razonamientos precedentes prueban que (o/p) = 1 si y sélo si « es un
resto potencial n-simo médulo p. Ademas, si p { a3, se cumple la relacion

(5)-G)6)
p p)\p/’
Mas ain, (a/p) depende sélo del resto de o modulo p.

El simbolo potencial esta estrechamente relacionado con el simbolo de Hil-
bert:

Teorema 8.30 Sea k un cuerpo numérico que contenga una raiz n-sima pri-
mitiva de la unidad. Sea p un primo no arquimediano en k que no divida a n.
St o es un entero de k primo con p entonces

(ﬂ,a)p = (2)%(@'
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DEMOSTRACION: Como p no divide ni a « ni a n, el teorema 4.25 nos da
que p no se ramifica en la extension k( Ya ) /k, luego, si p tiene multiplicidad 1
en 7, el simbolo de Artin local

T

verifica
o(Va) = Ya™? (méd p).

(Véanse las observaciones tras el teorema de ramificacion). Por consiguiente

o(y/a) Np-—1 (Np=1)/n (. «
— =Y =« mod
Ve Va (méd p)
y concluimos que (a/p) = (7, @)y.
Como la extensién kp({/a) /kp es no ramificada, las unidades son normas,
y estan en el nicleo del homomorfismo de Artin, es decir, si 8 = er?»(#), donde
€ es una unidad, tenemos que

Up(ﬁ)
(8,0)p = (m o)) = (;“) .

Equivalentemente, hemos probado que la relaciéon entre el simbolo de Artin
y el simbolo potencial es la siguiente:

<W> (va)=(2) va

p p
bajo las hipotesis p 1 a, p { n.

De aqui se desprende un hecho no trivial: el valor de (a/p) depende tinica-
mente de la clase de p modulo el conductor de la extension k( {’/&)/lﬂ En el caso
k=Q y n = 2 esto es una consecuencia importante de la ley de reciprocidad
cuadratica, y por ello se puede ver a este resultado como una forma abstracta
de la ley de reciprocidad. Notemos que hemos llegado a él a partir de las
propiedades béasicas del simbolo de Artin, es decir, que es una consecuencia de
la mera existencia del isomorfismo de Artin. Este es el motivo por el que a veces
se llama ley de reciprocidad a la existencia del isomorfismo de Artin.

La ley de reciprocidad Para enunciar la ley de reciprocidad propiamente
dicha, necesitamos introducir un simbolo en el que no aparezcan ideales (para
asf poder intercambiar el “numerador” y el “denominador”). Se trata de la ge-
neralizacién natural del simbolo de Jacobi:

Definicién 8.31 Sea k un cuerpo numérico que contenga una raiz n-sima pri-
mitiva de la unidad. Sean vy 3 enteros de k* primos entre si y de modo que 3
sea primo con n. Definimos

(5)-1()""
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donde p recorre los primos no arquimedianos de k. (Observemos que en los casos
en los que (o/p) no esta definido el exponente v, () es 0, luego se entiende que
dichos factores valen 1.

La ley de reciprocidad n-sima es el comportamiento de (a/3)(8/a) 1, donde
a 'y [ son enteros de k primos entre si y primos con n.

De la definicién misma del simbolo de Jacobi generalizado se desprende que

SIENS OO

pinoo

Ahora bien, como « y 8 son primos entre si, a lo sumo uno de los dos
exponentes de cada factor es no nulo, luego al aplicar el teorema 8.30 obtenemos
(B,a), (si el exponente no nulo es el primero), (a,B)," = (B,a), (si es el
segundo) y (83, ), = 1 si ambos exponentes son nulos. En resumen:

a\ B\
(5~ Lo

Si @ no es primo con n tenemos definido igualmente el simbolo (a/f3), pero
no el simbolo inverso. En particular, si a s6lo es divisible entre primos que
dividen a n (incluyendo el caso en que « es una unidad) tenemos, como antes,

()-1L()"" = HLoen

Estas formulas pueden parecer ya versiones generales de la ley de reciproci-
dad y las leyes complementarias, pero no es asi. La ley de reciprocidad aparece
realmente cuando transformamos estas formulas mediante la formula del pro-
ducto de Hilbert:

Teorema 8.32 (Ley de reciprocidad de Artin) Sea k un cuerpo numérico
que contenga a una raiz n-sima primitivae de la unidad.

a) Si a y B son enteros de k no nulos, primos entre si y primos con n,
entonces
e Ié] -t
<5> <a) = H (v, B)p-
p|noo

b) Ley complementaria Si a es un entero de k no nulo y divisible a lo
sumo entre primos que dividen a n (admitiendo el caso de que sea una
unidad) y B es un entero de k no nulo y primo con « y con n, entonces
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Veamos coémo se deduce de aqui la ley de reciprocidad cuadratica. Conside-
ramos k = Q y n = 2. Tomamos dos enteros impares u, v primos entre si que
podemos suponer positivos. Entonces usando [TAl 6.25] obtenemos que

(E) (E)_l = (u,0)2(Uy V) oo = (u,v)g = (—1)@~DE=D/4,

v u

Igualmente, si v es impar tenemos

2 -1
<) = (27’0)2 = (—1)(1}2,1)/8’ <> _ (—1,1})2 — (_1)(1)71)/2'
v v

Reflexionemos un momento sobre lo que realmente afirma la ley de recipro-
cidad de Artin: El simbolo de Hilbert (¢, §), se calcula a partir del isomorfismo

de Artin de la extension kp({L/B ) /kp. El diferente de esta extension divide a

ny Bn_l luego, sin es primo con 3y p | n, concluimos que D, | ny, por lo tanto,
el discriminante cumple A, | n". El teorema del conductor-discriminante nos
da para el conductor la relacion §, | n”. Por consiguiente, si & = o' (méd n")
se cumple («,3), = (¢/, ), para todo primo p | n. Si exigimos ademés que
a =* o/ (méd n"oo) la conclusion vale también para los primos arquimedianos.
Por simetria todo es valido para § también, es decir:

Si a y B son enteros de k primos con n y primos entre si, el valor
de (a/B)(B/ca)~1 depende tinicamente de los restos de o y 3 modulo
n"oo.

Asi pues, para determinar explicitamente la relacion entre dos simbolos po-
tenciales inversos solo hace falta evaluar un nimero finito de simbolos de Hil-
bert (o, 8)p, luego el teorema de Artin nos permite obtener en cada caso una
ley similar a la ley de reciprocidad cuadrética. Lo mismo es valido para la ley
complementaria, aunque ahora el médulo a considerar puede ser mayor que n™
(notemos que podemos exigir que vy (5) < n).

8.8 La reciprocidad ciibica y bicuadratica

Veamos ahora como la ley de reciprocidad de Artin permite demostrar las
leyes de reciprocidad ciibica y bicuadratica que presentamos en los capitulos XV
y XVI de [ITAl].

La ley de reciprocidad ciibica En este apartado k sera el tercer cuerpo
ciclotomico, es decir, k = Q(v/=3). Sea ¢ una raiz ctbica primitiva de la unidad
y A =1—( el divisor primo de 3 en k. Es conocido que k tiene factorizacion
dnica. En principio, la ley de reciprocidad de Artin y la ley complementaria se
reducen en este caso a las formulas

(5) = @an(2).
(5)

|
B
=
>
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donde en la primera féormula « y 8 son enteros de k primos entre si y primos
con A, mientras que en la segunda « no es divisible entre primos distintos de A
y 3 es primo con lambda.

Notemos que, si 7 es primo en k, entonces el simbolo ctubico (a/7) es el
mismo definido en [ITAl 15.7], por lo que el simbolo (a/3) es el mismo definido
en [ITAl 15.9]. Vamos a probar [ITAl 15.10].

Para obtener formulas explicitas hemos de evaluar los simbolos de Hilbert
(a, B)a. El primer paso sera reducir el problema a un ntimero finito de casos.

Teorema 8.33 Si a y 3 son enteros de k primos con A, entonces el valor del
stmbolo de Hilbert (cv, )5 depende inicamente de los restos de o y 8 mddulo
A3, Sia no es divisible entre primos distintos de X y B es primo con A entonces
(o, B)x depende tinicamente de o y del resto de 3 mddulo \*.

DEMOSTRACION: Basta probar que si @ = 1 (méd A*) y 3 es primo con \
entonces (o, 8)y = 1, y que si @ = 1 (méd A\*) y 8 no es divisible entre primos
distintos de X entonces («, ), = 1 (invertimos la notacion en el segundo caso
para llevar las dos pruebas simultaneamente).

Hemos de considerar el cuerpo K = kA(E/B ) y el simbolo de Artin

> (ngA>'

En el segundo caso podemos suponer que la multiplicidad de A en [ es
igual a 1 0 2, pues si eliminamos los cubos de (§ la extension kA(\S/B) no varia.
Maés atn, podemos suponer que la multiplicidad es 1 pues, si es 2, entonces
K= kk(\S/B) = k)\(\g’/BQ) y eliminamos A* de la tltima raiz.

El diferente de la extension K/ky divide a 3/32, luego el discriminante
divide a N(3¢/B?) = 27N(\3/B)2 = X5, \® (segtin si estamos en el primer caso
o el segundo). El teorema 7.22 nos da para el conductor la relacion § | A3, A1,
luego @ = 1 (mdéd ) y basta aplicar la definicion de conductor. n

Hay ®(\%) = 232 = 18 clases de unidades médulo A\?, luego tenemos redu-
cida la ley de reciprocidad cubica a 18 - 18 = 324 casos (171 si consideramos la
simetria). Afortunadamente, todavia podemos hacer una reducciéon considera-
ble. Para empezar observemos que los elementos

{£1, 42, +4} x {1,¢, %}

son representantes de las clases de unidades médulo X\3. En efecto, por una
parte, dos enteros racionales son congruentes médulo A2 si y sélo si lo son
modulo 9, luego las clases de +1, £2 y 44 son distintas dos a dos. Por otra
parte, es claro que ¢ tiene orden 3 moédulo A* (pues A3 1—¢ = )). Finalmente,
¢ no es congruente con un entero racional médulo A3 o, de lo contrario, todos
los enteros de k serian congruentes con enteros racionales médulo A% y habria 9
clases de congruencia, en lugar de N(\?) = 27. Por lo tanto los dos subgrupos
que hemos localizado son distintos y su producto es directo.
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Vamos a calcular los simbolos ((/8). Para ello observamos que éstos de-
penden tnicamente del ideal generado por el “denominador”, de modo que si
multiplicamos § por una unidad de k el simbolo no se altera. Asi pues, basta
calcular, por ejemplo, (¢/1) =1, (¢/2) = (N®)=1/3 = ¢ (aqui usamos que 2 es
primo en k), y (¢/4) = (¢/2)? = (. La tabla completa es, por consiguiente:

B (méd A?) (€/8)
+1, +£¢( £ 1
+2, +£2¢, 2% | ¢
+4, +4¢, +4¢ |

Puesto que —1 es un cubo, se cumple (—1/7) = 1 para todo primo 7 de k
primo con A, luego también (—1/8) = 1 para todo entero 3 de k primo con A\. En
particular sabemos calcular (¢/3) para las seis unidades € de k. Esto hace que
a la hora de manipular simbolos (/) podamos sustituir « y 3 por cualquiera
de sus asociados (en el caso de § trivialmente). Ahora conviene observar que ¢
tiene orden 3 modulo 3 (lo hemos visto moédulo A3, pero el razonamiento vale
igual modulo 3), luego —( tiene orden 6 modulo 3. Esto significa que las seis
unidades de k son representantes de las seis clases de unidades moédulo 3 o, dicho
de otro modo, que todo entero 8 primo con A tiene un asociado en cada clase
de unidades moédulo 3, luego, cambidandolo por un asociado, podemos tomarlo
de modo que cumpla, por ejemplo, 5 =1 (méd 3).

Si restringimos la tabla anterior a enteros 8 que cumplan esta condicion, el
simbolo potencial se calcula muy facilmente. Si 8 = 1 4 3m + 3n(, entonces

g — 2(m+n)
(5) =

En efecto, basta expresar m + n{ = ¢+ nA, donde ¢ = 0,1, —1. Entonces,
por una parte,
B=1+3(c+a))=1+3c(méd \?)

y, por otra parte, m +n = ¢ (méd A), luego A | m+n — ¢, luego 3 | m+n — ¢,
luego ¢2(m+7) = (2¢ v ]a tabla que hemos calculado muestra que la formula que
queremos probar se cumple para los tres valores posibles de c.

Teorema 8.34 (Ley de reciprocidad cubica) Sean « y 8 enteros de k pri-
mos entre si tales que o, f = £1 (méd 3), entonces (a/B) = (/).

DEMOSTRACION: Como (—1/8) = 1 para cualquier 8 (porque —1 es un
cubo), no perdemos generalidad si suponemos que o« = 8 =1 (méd 3).

Entonces o = 1, —2,4 (méd \?), y lo mismo vale para 3, luego basta probar
el teorema cuando « y [ toman estos tres valores. Podemos suponer obviamente
que a # f.

Por la ley de reciprocidad, lo que hemos de probar es que (o, §) = 1. Esto
es trivial si uno de los argumentos es 1, luego sblo queda el caso (—2,4)) = 1.
Ahora bien, (—2,4), = (—2,2)3 = 1 por la propiedad d) del teorema 8.27. =
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Nos falta determinar el valor de (A/a) cuando « es primo con A. Lo incluimos
en el teorema siguiente junto con el caso de las unidades:

Teorema 8.35 (Leyes suplementarias) Si o =1+ 3m + 3n(, entonces

(90

>\ m
v (3)-¢
En particular, (3/a) = ¢™.

DEMOSTRACION: La primera ley suplementaria la tenemos ya probada. Va-
mos a calcular (A/«) para cualquier entero primo con A, sin suponer en principio
que @ = 1 (méd 3). Por el teorema 8.33 basta considerar los 54 posibles restos
de a moédulo 9. Agrupados en bloques de 6 asociados quedan 9 clases a consi-
derar, por ejemplo las que cumplen o = 1 (méd 3). Veremos que, debidamente
elegidos, dos calculos seran suficientes.

Por ejemplo, tomemos o = 1 — 3¢. Como N(«) = 13, tenemos que « es
primo y, por definicién del simbolo potencial

<A> =\ =9¢? (méd 1 —3¢)
«

y, como 9¢2? — 1 = (3¢ + 1)(3¢ — 1), concluimos que (\/a) = 1.

Asi pues, la clase de 1 — 3¢ (o la de 1+ 6() esta en el nticleo del simbolo
potencial (A/a), luego también lo esta su cuadrado (mdd 9), que es 1 +3(. En
resumen, los nimeros

a=1, 14+3¢ 1+6¢,

cumplen (A/a) = 1. Ahora calculamos (A/2) = A = 1 — ¢ (méd 2), de donde
(\/2) = ¢2. Por consiguiente también (\/7) = (\/—2) = (2.
Con esto ya podemos completar la tabla siguiente:

a (mdéd 9) (N a)
1+3C[1+r6¢| 1
1+3C[4+6C] ¢
T 7+3¢C[7T+6¢C| 2

e

Tenemos la primera fila y el 7 de la tltima. La tercera fila sale de multiplicar
la primera por 7. La segunda fila sale por exclusiéon o, alternativamente, obte-
nemos el 4 como el cuadrado de 7 y el resto de la fila multiplicando la tercera
por 7. Es claro que si nos restringimos al caso en que aw = 1+ 3m+ 3n( tenemos
la formula del enunciado (sélo tenemos que dar a m y n los valores 0, 1, 2).

La ultima afirmacion es consecuencia de las dos leyes suplementarias:

3 _ C2)\2_4(mn)2m_m
(@)= (&) () et zen



206 Capitulo 8. Ejemplos y aplicaciones

La ley de reciprocidad bicuadratica En este apartado £ = Q(¢). El anillo
de los enteros de k es el anillo Z[i] de los enteros de Gauss, y es un dominio
de factorizacion unica. El primo divisor de 2 es A = 1 + ¢. Tenemos cuatro
unidades: +1, 44, que recorren las cuatro clases de unidades médulo A3, luego
cada entero de Gauss primo con A tiene un tnico asociado que cumple a = 1
(méd A?). Observemos que si v = a + bi, entonces la condicién a = 1 (mdd A\3)
equivale a que

2(—=1+14) 4 4

-1 ; —b—-1 -1
a + bi _a b _a—|—b i e 7,

osea, aque a+b=1(méd4) y a—b =1 (méd 4). Es facil ver que a su vez
esto equivale a que

a=1(méd 4) y b=0(méd 4) obien a=-1(méd 4) y b =2 (mdd 4).

Como en el caso precedente, es inmediato que el simbolo potencial es en este
caso el mismo definido en [ITAl 16.5], [ITAl 16.8], y probaremos [ITAl 16.10].

Teorema 8.36 Si o = a + bi es un entero de Gauss tal que o = 1 (méd \3),

entonces ]
(2) _ 02 <—1> _ (-1,
o o

DEMOSTRACION: Si « es un primo de Gauss, entonces

(l) — N/ @2 -2,
™

La dltima igualdad se comprueba distinguiendo dos casos, o bien a = 4k + 1,
b=4r,obiena=4k+1,b=4r + 2.

Si a es un entero arbitrario, podemos factorizarlo como o« = 7y - - - 7., donde
cada 7; es un primo de Gauss 7; = 1 (méd A?). (En principio la condicion sobre
los factores primos requeriria multiplicar por una unidad, pero como también
a = 1 (méd A\?), dicha unidad tiene que ser 1.) Razonando inductivamente,
basta probar que si la igualdad se cumple para a, o’ =1 (méd A\3), entonces se
cumple para aa’.

Digamos que a = a+bi, o/ = a’+b'i, con lo que aa = aa’ —bb' + (ab’ +ba’)i.
Basta ver que

i(l—a)/2+(1—a')/2 _ i(l—aa'+bb')/2

b

y esto se comprueba facilmente distinguiendo los cuatro casos posibles, segin si
a=+1(méd 4) y ' = +1 (méd 4). A su vez,

Teorema 8.37 Si« y 8 son enteros de Gauss primos con 2 entonces el simbolo
de Hilbert (a, B)x sdlo depende de los restos de o y f mddulo 16. El simbolo de
Hilbert (o, M) sdlo depende del resto de o mddulo 8.
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DEMOSTRACION: El diferente de la extension ky(v/B)/kx divide a 4v/B3.
Si la extension tiene grado 4 el discriminante divide a 4% y, por el teorema del
conductor-discriminante, teniendo en cuenta que la extension es ciclica, 2 | 44
y asi f | 16. Si la extension es cuadratica o trivial se llega al mismo resultado.

Por lo tanto («, 8) — A solo depende del resto de & mddulo 16. Por simetria
lo mismo vale para 8 (ver méas detalles en la prueba del teorema 8.33).

Si 8 = A, la extension k)\(\ﬂ)ﬂ@\ es completamente ramificada y v\ es

un divisor primo de A. Por el teorema [TAl 9.26] tenemos que v/A genera el
anillo de enteros de k)\(\ﬂ), luego por el teorema [TAl 9.23] el diferente es
exactamente 4v/A3 y el discriminante es 4*\3.

Por el mismo argumento, el discriminante de kj (ﬁ)/k,\ es 4\ y por el teo-
rema del conductor-discriminante 4\ es también el conductor de esta extension
intermedia. Al aplicar este mismo teorema a la extension bicuadrética obtene-
mos la relacion 4*\3 = §24)\, de donde f = 8\ y se concluye como en el primer
caso. ]

Para determinar la ley de reciprocidad bicuadratica tenemos ®(16) = 27
clases a considerar. Como podemos limitarnos a los enteros a = 1 (méd A\3), el
nimero de clases se reduce a la cuarta parte: 2° = 32. Identificando a + bi =
(a,b), un conjunto de representantes para las 32 clases es

{1,5,9,13} x {0,4,8,12} U {3,7,11, 15} x {2,6, 10, 14}.

(Los 16 primeros cumplen o« = 1 (mdd 4) y los restantes « = —1+42¢ (mdéd 4),
que son las condiciones necesarias y suficientes que hemos obtenido al principio
de este apartado.)

Teorema 8.38 (Ley de reciprocidad bicuadratica) Si « y § son enteros
de Gauss primos entre si y a« = 3 =1 (mdéd \3) entonces

a\ (87! (N(@)—1)(N(8)—1)/16
()(2) =

DEMOSTRACION: Si o = a+ bi y = ¢+ di, ya hemos comentado que
(N(a) — 1)/4 tiene la misma paridad que (a — 1)/2, luego el exponente del
segundo miembro puede sustituirse por (a — 1)(¢ — 1)/4. Esto significa que
(a/B) = (B/a) si y so6lo si uno de los dos argumentos es congruente con 1
modulo 4 y (a/B) = —(8/«a) si ambos son congruentes con 3 + 2i. Esto es lo
que en la préactica hay que comprobar.

El conjunto de las clases de unidades o = 1 (méd A*) modulo 16 es un grupo
G de 32 elementos. El conjunto de las clases de unidades o = 1 (méd 4) es un
subgrupo H de 16 elementos. Hemos de probar que (a, )y = 1 si uno de los
argumentos esta en H y (o, 8)x = —1 en caso contrario.

En primer lugar probaremos que el simbolo de Hilbert es trivial en H. Como
no estamos dispuestos a calcular 162 = 256 pares analizamos la estructura de H.
Por ejemplo, vemos que

([51) = {[1, 151, [91, [13]}, ([5 + 4il) = {[1], [5 + 4d, [9 + 8], [13 + 124]}
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y, como tienen interseccion trivial, concluimos que H = ([5],[5 + 4i]), luego
basta probar que el simbolo de Hilbert toma el valor 1 sobre los cuatro pares
formados con estos dos generadores. Si « es cualquiera de ellos,

(a,a)y = (o, a)a (=1, )\ = <_al> = (=1)etD/2 =1,

Solo falta calcular (5,5 + 4i). Para ello usamos el apartado f) de 8.27:
(5,49)x = (5,5 + 49)x(5 + 4i,49) A (—1,5 + 40) 5. (8.5)

Para calcular los simbolos que han aparecido podemos usar la ley comple-

mentaria: " L "
7) 1 7]

4' = _— = —_— .

(46,5)5 (5) <1+2i> (1—22’)

Por definicion del simbolo potencial (4i/1 4 2i) = 4i (méd 1+ 2i), de donde
claramente (4i/1+ 2i) = —i. Del mismo modo (4i/1 — 2i) = —i, luego llegamos
a que (41,5), = —1. Por otra parte,

4
(44,54 4i)\ = (5 +Z4i) = (40)'° = —1 (méd 5 + 44),

luego (4,5 + 4i), = —1. Finalmente, (—1,5 + 4i)y = (=1)0~1/2 = 1.
Sustituyendo en (8.5) obtenemos (5,5 + 4i) = 1.
El paso siguiente es demostrar que (o, )y =1sija] € Hy [3] ¢ H.

Tomemos por ejemplo v = 3 + 2i. Todo elemento de G \ H es de la forma
[87], para un cierto S € H. Hemos de probar que (o, 8v)x = 1 para todas las
clases [a], [8] € H. Por la parte ya probada basta verlo para los pares («,7)a,
con [a] € H. Més atn, es facil ver que H = <[5], [72]>, por lo que basta probar
que (5,7)x = (v%,7)» = 1. Ahora bien,

P a =3 = (L3 = (F)? =1
Para calcular (5,3 4 2¢), usamos la misma técnica que antes:
(2 - 20,3+ 2i)5 = (5,3 + 20)x(2 — 20, 5)A(~1,5)x,

2—-2
342
de donde (2 — 24,3 + 2¢), = —i. Por otra parte

oonme (52) - (52) (2)

Por definicién de los simbolos potenciales

(2—22’,34—22'))\:( )E(2—22’)35—55—3—32'(méd3—|—2i),

+

92— 9i 2 2i
<1+2§) =2 2 (méd 1+ 2i), (1_22> =92 2i (méd 1 — 2),



8.8. La reciprocidad cubica y bicuadratica 209
2—2 . 2—2
- | = 1, - ) =1
142 1-2
-1 -1
—1 = — =1
(=15 <1+2i> (1—%)

De estos calculos se sigue que (5,3 +2i)y = 1.

luego

Igualmente

Para terminar hay que probar que («,8)y = —1 i [o], [] ¢ H. Equiva-
lentemente, hay que ver que (a7, 8v)x = —1 si [a], [3] € H. Por la parte ya
probada esto se reduce a probar que (v,7)x = —1 y, en efecto:

(o = (1 = (525 ) =1
VYN = Yy YIN = 3+ 2i - . .

Nos falta calcular (A/«). Hemos de considerar las ®(8)\)/4 = 8 clases modulo
8\ de unidades a = 1 (méd A3). Elresultado es el que muestra la tabla siguiente:

a (méd 8X) (M a)
1 7T+ 21 5447 | 11+ 67 1
5111 +2i| 9+4i| 15+ 6¢ 7
9115+2 |13+ 41 3+ 61 -1
13 3+2i| 1+4i| T+6¢ —1q

Solo es necesario calcular dos simbolos potenciales, a saber, (A\/5) = i,
(A/7+ 2i) = 1. Sus potencias nos dan la primera columna y la primera fila
respectivamente. El resto de la tabla se completa por multiplicatividad.

Recogemos en el teorema siguiente las féormulas suplementarias que hemos
encontrado, con una variante debida a Eisenstein de la que acabamos de probar:

Teorema 8.39 (Leyes suplementarias) Para todo entero de Gauss de la forma
a=a+bi=1(méd \3), se cumple:

a) (;) = j(1-a)/2 (j) _ (_1)(1—@)/2'

b) <>‘> — jla=b=0-1)/4
o

En particular, (2/a) = i~%/2.

DEMOSTRACION: a) es el teorema 8.36. b) se comprueba observando que
el miembro derecho depende solo del resto de o modulo 8\ (o sea, que toma
el mismo valor si sustituimos (a,b) por (a + 8k,b + 8k)) y que la igualdad se
cumple en los 16 casos de la tabla precedente.
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La formula para 2 = —i\? se sigue de las anteriores. En principio, al operar
queda
2 _ i17a7b2/27b/2
a )

perol—a—b*/2=1—-a—b+b—b%/2=0b(2—-b)/2 =0 (mdd 4), teniendo en
cuenta que b = 0,2 (méd 4). "



Capitulo IX

Extensiones infinitas

Vamos a terminar de perfilar los resultados basicos de la teoria de cuerpos
de clases con el estudio de las extensiones infinitas de Q y de los cuerpos Q,. La
idea bésica es que las propiedades de consistencia del simbolo de Artin permiten
definir un tnico isomorfismo entre un cociente del grupo de elementos ideales
y el grupo de Galois de la mayor extension abeliana de un cuerpo numérico (o
p-adico) dado, de modo que los isomorfismos de Artin para las extensiones finitas
se obtienen de éste por restriccion. Esto produce una simplificacion técnica de
la teoria y permite una visién maés clara de la misma. Remitimos al Apéndice A
para los resultados béasicos sobre extensiones infinitas de Galois.

9.1 El isomorfismo de Artin para extensiones in-
finitas

Observemos que, en general, todo cuerpo k tiene una maxima extension abe-
liana A, es decir, una extension abeliana que contiene a cualquier otra extension
abeliana de k en una clausura algebraica prefijada K. Concretamente, A es el
cuerpo fijado por la clausura del subgrupo derivado de G(K/k), y es la uniéon
de todas las extensiones abelianas finitas de k.

Definicion 9.1 Consideremos un cuerpo numérico o p-adico k. Sea J el grupo
de elementos ideales de k (entendiendo que J = k* en el caso p-adico). Sea A
la méxima extension abeliana de k. Sea o € J. Para cada § € A existe una
extension abeliana finita L de k tal que 5 € L. Por las propiedades del simbolo
de Artin es claro que el valor

(E)o-(2)@ea

no depende de la eleccion de L.

La aplicacion (k/a) definida de este modo es un k-automorfismo de A al que
llamaremos simbolo de Artin de o. Mas atn, la aplicacion w : J — G(A/k)

211
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dada por w(a) = (k/a) es un homomorfismo de grupos al que llamaremos
homomorfismo de Artin de k.

En el caso global es obvio que k* esta en el nucleo del homomorfismo de
Artin, por lo que podemos considerar a éste definido sobre el grupo de clases
w:C — G(A/E).

Teorema 9.2 Sea k un cuerpo numérico. Entonces el homomorfismo de Artin
w: C — G(A/k) es continuo y suprayectivo. Mds ain, si consideramos la
factorizacion C =Rt x C° se cumple que RT estd contenido en el nicleo de w
y, por lo tanto, la restriccion w : CY — G(A/k) también es suprayectiva.

DEMOSTRACION: Veamos primero la continuidad. Un entorno de 1 en
G(A/k) es un grupo G(A/K), donde K/k es una extension (abeliana) finita. Su
antiimagen por w es el nicleo del homomorfismo de Artin C — G(K/k), que
es el grupo de normas N[Ck], que es abierto.

Sia € Rt y B € A, existe una extension finita L/k tal que 8 € L. Sea
n =|L : k|. Entonces

(5) o= () e - (42) v-1.

luego RT est4 en el nicleo de w.
Si B € A, B ¢ k, sea L/k una extension finita tal que § € L. Por la
suprayectividad del homomorfismo de Artin para extensiones finitas existe un

a € C tal que
()@ 25

o

Por lo tanto (k/a)(8) # B, con lo que hemos probado que el cuerpo fijado por
(k/C) es k. Esto significa que (k/C) es denso en G(A/k), pero (k/C) = (k/C°)
y C° es compacto, luego (k/C) es cerrado. Asi pues, (k/C)=G(A/k). =

Evidentemente, un elemento ideal a@ € C' esta el ntcleo del homomorfismo
de Artin si y sélo si « esta en el ntucleo de cada homomorfismo de Artin de cada
extension finita L/k, es decir, si y solo si a esta en todos los grupos de normas
N[CL].

Definicion 9.3 Sea k un cuerpo numérico. Llamaremos grupo de normas uni-
versales de k a la interseccion Dy, de todos los grupos de normas N[C}y] para
todas las extensiones abelianas finitas L/k.

De este modo, el homomorfismo de Artin induce un isomorfismo topologico
C/D = G(A/k), y el teorema de Galois nos da una biyeccion entre los subgrupos
cerrados de C' que contienen a D y las extensiones abelianas de k.

Si K /k es una extension abeliana finita, entonces su grupo asociado es preci-
samente el grupo de normas N[Ck], o sea, el grupo de clases de K. Por lo tanto
la biyeccion que acabamos de establecer extiende a la que ya teniamos entre
extensiones finitas y grupos abiertos. Si un grupo H se corresponde con una
extension K por esta correspondencia, diremos igualmente que K es el cuerpo
de clases de H, o que H es el grupo de clases de K.
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Sigue siendo cierto que la correspondencia H <> K invierte inclusiones, etc.
Conviene observar que en realidad las normas universales de k son normas para
todas las extensiones finitas de k, no necesariamente abelianas. Ello es conse-
cuencia inmediata del hecho siguiente:

Teorema 9.4 Sea K/k una extension finita de cuerpos numéricos. Entonces el
grupo de normas NkK [Ck] es el grupo de clases de la mayor extension abeliana
de k contenida en K.

DEMOSTRACION: Por 3.15 sabemos que H = N¥X[Ck| es un subgrupo
abierto de C%. Sea L el cuerpo de clases de H. Para cada b € Ck tenemos

que N¥(B) € H, luego
= (5w) - (557)

con lo que el grupo de clases de LK/K es todo Ck, es decir, LK = K y, por lo
tanto, L C K.
Si A/k es una extension abeliana tal que L C A C K entonces

9

L

H = N[Ck] < N[Ca] <N[CL] = H,

luego N[C4] = N[C1] y por la unicidad de los cuerpos de clases A=L. =

Asi pues, si K/k es una extension finita de cuerpos numéricos y A es la ma-
yor extension abeliana de k contenida en K, se cumple que N [Ck] = N2 {Cal,
por lo que el grupo de normas universales de k estd formado por los elemen-
tos de Cj que son normas para todas las extensiones finitas de k, tal y como
afirmabamos. Incidentalmente tenemos asi una prueba algebraica que de la se-
gunda desigualdad fundamental es cierta para extensiones finitas cualesquiera
de cuerpos numéricos, no necesariamente abelianas:

|Cr : N& [Ck]| | 1K : k.

En el capitulo VI dimos una prueba analitica de este hecho.

El lector puede probar el resultado analogo al teorema anterior para cuerpos
p-adicos. La tunica dificultad adicional es que hay que probar que el indice del
grupo de normas es finito. Para ello se puede cambiar K por su clausura normal
sobre k, entonces la extension K /k es resoluble, con lo que podemos tomar una
cadena de extensiones abelianas intermedias en las que el indice del grupo de
normas es igual al grado. De la finitud de estos indices se deduce la del indice
total (en el capitulo VII hemos probado esto mismo por un argumento mas
complicado, véanse los parrafos previos al teorema 7.12).

A continuaciéon vamos a dar dos caracterizaciones internas del grupo D, es
decir, que dependan so6lo de la estructura del grupo C' y no de las extensiones
de k. La primera sera topologica y la segunda algebraica.
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Teorema 9.5 Sea k un cuerpo numérico. Entonces el grupo de mormas uni-
versales de k es la componente conexa de 1 en el grupo de clases de elementos
ideales.

DEMOSTRACION: Llamemos X < C a la componente conexa de 1. Es claro
que X esta contenida en todos los subgrupos abiertos, luego X < D (observar
que todo subgrupo abierto de C' es el grupo de normas de su cuerpo de clases).

Para probar la otra inclusion tomamos una clase [a] € D. Es facil ver que
la componente conexa de 1 en J es el producto Y de los intervalos ]0, +oo[ en
los cuerpos ky con p arquimediano real por los grupos kg con p arquimediano
complejo. Para probar este teorema nos basta con el hecho obvio de que Y es
un subgrupo conexo de J.

Un entorno basico de 1 en J es de la forma

V= E[Wm(p) X HBQa
q

donde m es un divisor de k, el indice p varia entre los primos no arquimedianos,
q varia entre los primos arquimedianos y By es una bola abierta de centro 1 y
radio menor que 1 en k.

El grupo Wi k*/k* es abierto, luego contiene a D y por lo tanto a [«]. Asi
pues, existe un § € k* tal que a8 € Wy,. Sea v € J tal que sus componentes
no arquimedianas sean iguales a 1 y sus componentes arquimedianas sean nu-
meros reales positivos suficientemente pequefios como para que (af)~ 1y € V.
Claramente v € Y, con lo que afV NY # @.

Por lo tanto [ap[V] N p[Y] # @, donde p : J — C es la proyecciéon. Como
los conjuntos p[V] forman una base de entornos de 1 en C, esto demuestra que
[a] esté en la clausura de p[Y], pero Y es conexo, luego p[Y] también, luego su
clausura también, luego esta contenida en D y asi [o] € D. "

Teorema 9.6 Sea k un cuerpo numérico.

a) El grupo D de las normas universales es divisible, es decir, para todo
a € D y todo entero n existe un b € D de manera que a = b™.

b) Una clase de elementos ideales a € C' es una norma universal si y solo si
es infinitamente divisible, es decir, si para todo entero n existe un b € C
tal que a = b™.

DEMOSTRACION: Solo hay que probar a), pues de aqui se sigue una impli-
cacion de b) y la otra es el argumento usado en el teorema 9.2 para probar que
los elementos de Rt son normas universales.

Para probar a) veamos primero lo siguiente:

(%) Sin > 1 es un nimero natural, k contiene las raices n-simas de

la unidad y a es una norma universal, entonces existe un b € C tal
)

que a = b".
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Tomemos un conjunto finito £ de primos de k& que cumpla las hipotesis del
teorema 5.5. Consideramos el grupo

D1 = H k‘;n X H Up,
pEE pEP\E

que es de la forma (4.11) tomando E; = &, F5 = E. El teorema 5.5 nos da que
k*D; es un grupo de clases, luego D < k*D;/k* y por consiguiente a = [a], con
a € D;. En particular, las componentes oy, con p € E son potencias n-simas.
Vamos a probar que sucede lo mismo con las componentes restantes.

Tomemos para ello un conjunto finito £’ de primos de k que contenga a E
y consideremos el grupo

D'=1T[k"x Il Usx Il Uy<D.
pEE pEE\E peP\E’

Por el teorema 4.21 los grupos Uy son abiertos en ky, luego también lo
son los grupos k" (en el caso no arquimediano, pero en el caso arquimediano es
trivial). Por consiguiente D’ es abierto en Jy, luego k* D’ también, y es un grupo
de clases. Esto significa que el grupo de normas universales D esta contenido en
k*D'/k*, luego a =[], con 8 € D’. A su vez esto implica que existe un v € k*
tal que o = vf.

Maés concretamente, v € k* N D;. Si probamos que A; = k* N Dy = k%
tendremos que las componentes oy, con p € E’ seran potencias n-simas en ky,
pues lo seran tanto v como las componentes de 5. Puesto que E’ es arbitrario,
todas las componentes de a resultaran ser potencias n-simas y por consiguiente
« también lo sera.

La inclusion k% < A; es evidente. Mas ain, tenemos la relacion (4.14), segin
la cual |Ay : k| = |K; : k|, donde K es la extension de Kummer asociada a
A1. Ahora bien, segun el teorema 5.5, el grupo de clases de este cuerpo es
k*As, donde Ay = k* N Dy = Jg. Pero entre las hipotesis de 5.5 (que estamos
suponiendo) se encuentra que k*Ag = k*Jg = Ji, luego K7 =k 'y Ay = kR

Con esto tenemos demostrado ().

Ahora veamos que si K/k es una extension finita, entonces Dy = NE [D].
La transitividad de las normas da inmediatamente que NX[Dg] < Dj. To-
memos ahora a € Di. Como a es una norma para cualquier extensiéon finita
(ver el comentario tras el teorema 9.4), existe un b € Nl_(}k(a), y entonces

-1 -1

Teniendo en cuenta la definicién de la norma de un elemento ideal, es claro
que si o tiene norma 1 entonces asp es una unidad para todo ‘B no arquimediano,
luego [lag [l = 1.

Respecto a las componentes arquimedianas, el producto de todas las normas
N (asp) correspondientes a un mismo primo p de k es igual a 1.

Si p es complejo la extension Ko /k, es trivial y Ny (o) = agp. Tomando
modulos y elevando al cuadrado queda que el producto de todos los ||csp||g (con

B |p)esl
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Si p es real entonces | N (aup)| = || = || |lp cuando el primo B es real y
| Ny ()| = |asp|> = ||ags||qp cuando P es complejo, luego llegamos a la misma
conclusion.

La conclusion final es que ||a| = 1. Por lo tanto Nj_(l/k(l) < C° y consecuen-

temente N;(}k(a) = ij_(l/k(l) es compacto.
Para cada extension finita L/K sea X1, = N%[Cr] N N[}l/k (a) € Ck. Como
a es la norma de un elemento de C7, el conjunto X, es un compacto no vacio.
Claramente, si K € L C L', entonces X;» C X;. De aqui se sigue que la
familia de conjuntos X, tiene la propiedad de la intersecciéon finita, luego su
interseccion es no vacia, es decir, existe un ¢ € X, para toda extension finita L
de K. Esto significa que ¢ es una norma universal de K y a = N¥ (¢) € N¥ [Dk].

Probamos finalmente a). Tomamos un a € D y un natural n (podemos
suponer n > 1). Sea ¢ una raiz n-sima primitiva de la unidad. Sea K = k(() y
b € Dk tal que N(b) = a.

Si probamos que b tiene raiz n-sima en D tendremos que a tiene raiz n-sima
en Dy, luego podemos suponer que K = k y que k contiene una raiz n-sima
primitiva de la unidad.

La afirmacion (x) nos da que a tiene una raiz n-sima en Cj, pero queremos
que tenga raiz n-sima en Dy. Aplicaremos un argumento de compacidad similar
al anterior. Para cada extension finita de Galois K/k tenemos, usando (*), que

Dy, = Nf[Dg] < NE[CR] = NE[Ck]™.

Sea Y = fo [CK] Na'/", donde a'/" es el conjunto de todos los b € C}, tales que
b™ = a. Es claro que todo b que cumpla esto cumple también que ||b]| = ||a||*/™,
luego a'/™ esta contenido en ||a|'/"C?, que es compacto. Asi pues, los conjuntos
Yk son compactos no vacios de C. La transitividad de las normas nos da que
la familia tiene la propiedad de la interseccion finita, y un b perteneciente a la
interseccion total es una norma universal tal que " = a. L]

9.2 El homomorfismo de Artin local

El comportamiento del homomorfismo de Artin local para extensiones infi-
nitas es distinto del que se podria suponer. Al contrario de lo que ocurre en el
caso global, resulta que es inyectivo y no suprayectivo. Vedmoslo.

Teorema 9.7 Sea k un cuerpo p-ddico y A la mayor extension abeliana de k.
Entonces el homomorfismo de Artin w : k* — G(A/k) es inyectivo, continuo
y su imagen es densa en el grupo de Galois.

DEMOSTRACION: El nucleo del homomorfismo es la interseccion de todos
los subgrupos abiertos de indice finito. Veamos que es trivial.

Un elemento « € k* distinto de 1 es de la forma o = en™, donde € es una
unidad y 7 es un primo. Para un natural m suficientemente grande, o bien
€¢Uyp=14p" (sie#1)obien 7™ ¢ (7™) (si n # 0), luego en cualquier caso
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a ¢ H = U, (m™), que es un subgrupo abierto de indice finito, luego a no estéa
en el nicleo de w.

El resto de la demostracién consiste en usar los argumentos aprovechables
del teorema 9.2. Podemos probar que la imagen es densa, pero no hay un
argumento de compacidad con el que llegar a la suprayectividad. m

Asi pues, en el caso local la inica norma universal es 1. Tratemos de entender
mejor cudl es el problema que impide la suprayectividad del homomorfismo de
Artin. Tenemos que w es inyectiva y continua, pero no es un homeomorfismo
en su imagen. En efecto, si H es un subgrupo abierto en k* de indice finito y
K es su cuerpo de clases, entonces w[H]| = G(A/K) Nw[k*], luego w biyecta los
subgrupos abiertos de k* de indice finito con los entornos basicos del neutro en
w[k*]. Esto implica la continuidad, pero para que w fuera un homeomorfismo
en su imagen haria falta que las imagenes de los subgrupos abiertos de indice
infinito fueran también abiertas, y esto ya no es cierto. De hecho w[k*] no tiene
subgrupos abiertos de indice infinito (porque, claramente, G(A/k) no los tiene).

La topologia que G(A/k) induce en w[k*] admite una descripcién muy simple
en términos de la aritmética de k. Empezamos por trasladarla a k*.

Definicion 9.8 Sea k un cuerpo p-adico. Llamaremos topologia de clases en k*
a la topologia inducida por el monomorfismo w : k* — G(A/k), es decir, la
formada por las antiimagenes de los abiertos de w[k*].

De este modo el homomorfismo de Artin es un isomorfismo topologico en su
imagen cuando en k* consideramos la topologia de clases. Observemos que k*
es metrizable con la topologia de clases, porque es homeomorfo a un subgrupo
de un grupo de Galois, que es metrizable (véanse las observaciones tras A.14).

Segin hemos comentado, la topologia de clases es distinta de la que veniamos
considerando hasta ahora (la inducida por el valor absoluto) y que desde ahora
llamaremos topologia p-ddica. Concretamente, una base de entornos del neutro
para la topologia de clases la forman los subgrupos abiertos p-addicos de indice
finito. Puesto que k* tiene subgrupos abiertos p-adicos de indice infinito (por
ejemplo el grupo de unidades U) la topologia de clases no coincide con la p-adica.

Precisando atn mas, la estructura de k* con la topologia p-adica es clara:
podemos factorizar k* = (m) x U, donde 7 es un primo en k. El subgrupo ()
es discreto, U es compacto y k* tiene la topologia producto.

Si H es un entorno béasico del neutro para la topologia de clases (es de-
cir, H es un subgrupo abierto p-adico de indice finito), entonces U N H es un
subgrupo abierto (p-adico) de U, luego todo abierto de U para la topologia de
clases es abierto para la topologia p-adica. Asi pues, la identidad U — U es
continua cuando a la izquierda consideramos la topologia p-adica y a la derecha
la topologia de clases. Ahora bien, U es compacto con la topologia p-adica y
una biyecciéon continua en un compacto es un homeomorfismo. Concluimos que
ambas topologias coinciden en U.

Esto ya no es cierto sobre (m): Si H es un entorno basico del neutro para
la topologia de clases, entonces (m) N H es un subgrupo abierto (p-adico) de
indice finito. Que sea abierto no significa nada, pues () es discreto, y que sea
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de indice finito quiere decir simplemente que no es trivial, pues () es isomorfo
a Z como grupo y todos sus subgrupos no triviales tienen indice finito.

Reciprocamente, si H es un subgrupo no trivial de (), entonces H es cerrado
en k* para la topologia p-adica', luego H x U también lo es, y este grupo tiene
indice finito en £*, luego es abierto para la topologia p-adica y por tanto también
para la topologia de clases. Ademas H = (m) N (H x U), luego H es abierto en
(m) para la topologia de clases. En resumen, los entornos bésicos del neutro en
(m) son los subgrupos no triviales.

Definicion 9.9 Si G es un grupo ciclico infinito llamaremos topologia de los
ideales en G a aquella con la que G es un grupo topolégico y una base de
entornos abiertos de 1 la forman los subgrupos no triviales.

Recibe este nombre porque en el caso del grupo Z los entornos basicos de 0
son los ideales no nulos mZ, para m = 1,2, ... No es dificil comprobar directa-
mente que estas condiciones determinan una topologia en Z compatible con la
suma, pero nosotros no necesitamos hacerlo, pues la topologia de los ideales es
la inducida en Z por el isomorfismo Z — () dado por n — 7™.

Ahora ya podemos describir la topologia de clases de un cuerpo p-adico:

Teorema 9.10 Sea k un cuerpo p-ddico, sea U su grupo de unidades y m un
primo en k. Entonces k* = () x U, la topologia de clases de k* induce la topo-
logia de los ideales en (m), la topologia p-ddica en U y coincide con el producto
de ambas.

DEMOSTRACION: Sélo falta probar que la topologia de clases es el producto
de las topologias que induce en los factores. Un entorno de 1 para la topologia
de clases es un subgrupo H abierto p-adico y de indice finito, pero entonces

(HN(m)) x (HNU) < H

es un entorno de 1 para la topologia producto. Asi pues, todo abierto para la
topologia de clases es abierto para la topologia producto. Reciprocamente, un
entorno basico de 1 para la topologia producto es de la forma HK, donde H
es un subgrupo no trivial de (r) y K es un subgrupo de U de indice finito y
abierto para la topologia p-addica. Entonces H K es un subgrupo abierto para la
topologia p-adica (porque contiene a K) y tiene indice finito, luego es abierto
para la topologia de clases. L]

Si k es un cuerpo p-adico y llamamos k* a la complecién de k* respecto
a la topologia de clases, lo que afirma el teorema 9.7 es que k* = G(A/k) o,
més precisamente, que el homomorfismo de Artin se extiende a un isomorfismo
topologico w : k* — G(A/k).

Si K es una extension abeliana finita de k, sabemos que

w[N[K]] = G(A/K) Nw[k"],

LH es cerrado en (r) y éste es cerrado en k* porque es el nticleo de la proyeccién en U,
que es continua porque la topologia de k* es la topologia producto.
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de donde al tomar clausuras queda w[N[K]] = G(A/K) (la interseccion de un
denso con un abierto es densa en el abierto). La correspondencia

N[K] + G(A/K) + K

es obviamente una biyeccion entre los subgrupos abiertos de k* y las extensiones
abelianas finitas de k, que se extiende ahora a una biyeccion entre los subgru-
pos cerrados y las extensiones abelianas (finitas o infinitas) de k, en completo
paralelismo con el caso global.

Respecto a la estructura de k*, tenemos el teorema siguiente:

Teorema 9.11 Sea k un cuerpo p-ddico, sea 7 un primo en k y U su grupo de
unidades. Entonces la clausura (m) en k* es la complecion de (m) respecto a la

topologia de ideales, se cumple que k* = (1) x U y que la topologia de k* es el
producto de las topologias de los factores.

DEMOSTRACION: El subgrupo W es completo, pues es cerrado en k* y todo
cerrado en un completo es completo. Trivialmente tiene a () como subconjunto
denso, luego por la unicidad es la complecion de (7). Notemos que de hecho es
compacto, pues k* es compacto (es homeomorfo a un grupo de Galois).

Por otra parte

MAU =Nk NU =" NU=(@nU=1,

*

donde (r) denota la clausura de (7) en k*. Asi pues, el producto (7) x U es
ciertamente directo.

La identidad en m x U es continua cuando consideramos la topologia pro-
ducto como topologfa inicial y la topologia inducida como topologfa final. Basta
tomar sucesiones y usar la continuidad del producto. Como (7) x U es compacto
(para la topologia producto) la identidad es un homeomorfismo, luego ambas
topologias coinciden.

En particular (r) x U, al ser compacto, es cerrado en k* y, como contiene a
k*, ha de ser todo k*. [

Esta factorizacion se traduce a través del isomorfismo de Artin en una fac-
torizacion del grupo de Galois G(A/k). Vamos a interpretarla.

El teorema [TAl 9.5| afirma que la correspondencia K +— K (donde K es
el cuerpo de restos de K) biyecta las extensiones no ramificadas de k con las
extensiones finitas de K. Por lo tanto hay exactamente una extensiéon no ra-
mificada de grado n para cada nimero natural n > 0, digamos K,. Ademés
sabemos que G(K,/k) es isomorfo a G(K, /k). El isomorfismo asigna a cada
o € G(K,/k) el automorfismo & € G(K,/k) dado por &([a]) = [o(a)].

El grupo G(K , /k) es ciclico y esta generado por el automorfismo de Frobe-

nius o(u) = upf, donde p/ es el ntimero de elementos de k. El automorfismo
de G(K,/k) que induce al automorfismo de Frobenius es el que en el capitulo
I llamabamos simbolo de Frobenius asociado al primo de K,,, pero, dado que
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los cuerpos p-adicos tienen un tinico primo, la notaciéon del capitulo I nos queda
ahora “demasiado grande”. En su lugar, llamaremos automorfismo candnico
de la extension K, /k al automorfismo oy /k que induce el automorfismo de
Frobenius en la extension de cuerpos de restos.

Como la extension K, /k es no ramificada, todas las unidades de k son
normas, luego el grupo de unidades U esta en el nicleo del homomorfismo de

Artin y el automorfismo
K,/k
(/) (9.1)

™

es el mismo para cualquier primo m de k. Maéas atn, 7" también estd en el
nicleo del homomorfismo de Artin, ya que su imagen es una potencia n-sima
en el grupo G(K,/k), que tiene orden n. De aqui se sigue que el nticleo del
homomorfismo de Artin es exactamente (7™) x U (pues ha de tener indice n en

Es facil ver que (9.1) es el automorfismo canénico de K, /k. Mas aun, se
cumple que

K
(n/k) (a) = oN? (méd p), para todo « entero en K, (9.2)

™

donde p es el primo de k.

En efecto, por el teorema 5.22 podemos representar k = E,, K, = Fy,
donde F/E es una extension abeliana de cuerpos numéricos. El primo B es no
ramificado sobre p luego, por definicion, el simbolo de Artin

F/E\  (Ky/k
p ) 77
esta determinado por la relaciéon (9.2), valida en principio para todo « entero
en F'y, por continuidad, para todo entero en K,,.

F

Ahora expresaremos estos hechos en términos de extensiones infinitas. Para
ello llamaremos N al producto de todas las extensiones no ramificadas de k.
Nos referiremos a este cuerpo como la mdzrima extension de k no ramificada.

La unién de todos los ideales primos de todos los cuerpos K, forma un
ideal primo del anillo de enteros de N, por lo que tiene sentido igualmente el
cuerpo de restos N, que es una extension algebraica de k que contiene a to-
das las extensiones finitas de k, luego es una clausura algebraica de k. Mas
atn, G(N/k) =2 G(N/k). A cada o € G(N/k) le corresponde el automorfismo
& € G(N/k) dado por &([a]) = [o(a)] (todo esto se prueba inmediatamente a
partir de los resultados andlogos para extensiones finitas). Los automorfismos
canénicos ok, /i, se extienden a un tnico automorfismo de N/k, al que llama-
remos automorfismo candnico de k y lo representaremos por oj. Se caracteriza
por que induce el automorfismo de Frobenius de N /k, dado por o(u) = upf7
donde p’ es el niimero de elementos de k.
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Ahora es claro que si 7 es un primo en k entonces (k/m) = 0. La relaciéon
(9.2) nos permite caracterizar oy, como el tnico automorfismo que cumple

or(a) = aNP? (méd p), para todo « entero en N.

Por otra parte, siw : k* — G(A/k) es el homomorfismo de Artin, se cumple
que w[U] = G(A/N). En efecto, basta ver que w[U] = G(A/N) N w[k*], pues
entonces w[U] ha de ser denso en G(A/N) y, como es compacto, ha de ser todo
el grupo de Galois.

Obviamente, si « € U entonces w(«) fija a todos los cuerpos K, luego
fija a N. Reciprocamente, si w(a) € G(A/N), entonces w(a)|gn = 1, luego
a € (1) x U para todo n, luego oo € U.

Como consecuencia tenemos que (7) = G(N/k). El isomorfismo esta deter-
minado por la asignacién 7 — oy.

En resumen, la factorizacion que hemos encontrado del grupo de Galois

G(A/k) resulta ser G(A/k) = G(A/N) x (o), donde G(A/N) = U, y o esta
determinado modulo U por que o|y = 0.

_ Todavia podemos decir méas. Vamos a determinar la estructura del grupo
(o) = () 2 7Z, es decir, de la complecion de un grupo ciclico infinito cualquiera
respecto a la topologia de ideales.

Antes de entrar en ello conviene observar que tomando como k la extension
adecuada del cuerpo p-adico Q, adecuado podemos conseguir que k sea cualquier
cuerpo finito (por el teorema [TAl 9.5] aplicado a Q,), luego hemos probado que
si K es la clausura algebraica de un cuerpo finito k, entonces

7 = G(K/k).

El isomorfismo es topologico y puede construirse de modo que la imagen de 1

. s .
sea el automorfismo de Frobenius u — u?’ , donde pf es el nimero de elementos
de k.

Teorema 9.12 Sea k un cuerpo finito y K una clausura algebraica. Entonces

G(K/k) = Z = ]Z,

donde p recorre los primos finitos de 7 y Z,, es el anillo de los enteros p-ddicos.

DEMOSTRACION: Sea X = [[Z,, que es claramente un grupo topologico

compacto con la topologia prodzzlcto. En particular es completo. Podemos
considerar a Z como subgrupo de X identificando cada entero n con el elemento
de X cuyas componentes son todas iguales a n.

Una base de entornos de 0 en un grupo Z, la forman los ideales p™, es decir,
los enteros p-adicos divisibles entre p™. Por lo tanto una base de entornos de 0
en X esta formada por los grupos Wy, definidos como sigue: si m = pi* - - pi»,
entonces W, es el producto que en la componente p; tiene al abierto p™ y en
las componentes restantes tiene a todo Z,,.
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Notemos que W,, N Z = mZ, luego la topologia que X induce en Z es la
topologia de ideales. Veamos finalmente que Z es denso en X.

Un abierto basico de X es de la forma u + W,,, para cierto u € X. Sea
m = pi*---pin la factorizacion de m en primos. Como Z es denso en Z, existe
un entero ¢; € up, +p" y por el teorema chino del resto podemos tomar un
entero n = ¢; (méd p;*) para todo ¢, con lo que n € u,, +p™ y consecuentemente
neu+ Wp,.

Todo esto implica que X es una compleciéon de Z para la topologia de ideales,
luego por la unicidad Z = X. L]

Es de destacar que esta representacion de G(K/k) nos da una estructura de
anillo (con divisores de 0).

Ejercicio: Sea G un grupo topologico completo con una base de entornos del neutro
formada por subgrupos abiertos (por ejemplo cualquier grupo de Galois). Probar que
la aplicacién G x Z — G dada por (g,n) — ¢g" se extiende a una tunica aplicacion
continua G x Z — G que seguiremos representando exponencialmente. Se cumple

g =g"g", g = (g™)" para todo g € G, m,n € Z.
La clausura en G del subgrupo generado por g es el subgrupo {g™ | m € Z}.

Terminamos la seccién con una caracterizacion sencilla del homomorfismo de
Artin local. Es especialmente interesante porque hay muchas formas distintas
de definir el homomorfismo de Artin. Este teorema justifica inmediatamente
que todas dan lugar al mismo concepto.

Teorema 9.13 Sea k un cuerpo p-ddico, sea A una extension abeliana de k
que contenga a la mdxima extension no ramificada de k, llamémosla N, y sea
o k* — G(A/k) un monomorfismo que cumpla las propiedades siguientes:

a) Si K C A es una extension finita de k entonces todo o € k* cumple

¢(a) € G(A/K) siysolosi o€ NKT].

b) Para cada primo w de k se cumple que ¢()|n es el automorfismo candnico
de k.

Entonces A es la mdxima extension abeliana de k y ¢ es el homomorfismo de
Artin.

DEMOSTRACION: Llamemos v : k* — G(A/k) la composicion del homo-
morfismo de Artin con la restriccion a A, que también cumple las propiedades
a) y b). Si probamos que ¢ = v, en particular ¥ serd un monomorfismo, luego
seré, el homomorfismo de Artin y, por consiguiente, A sera la maxima extension
abeliana de k.

Sea 7w un primo en k*. Sea K una extension abeliana finita de k y llamemos
H = G(A/K). Entonces por a) sabemos que ¢(m) € H siy solo si ¢(m) € H.
Como H es cerrado, esto equivale a que (¢(m)) < H siy solo si (¢(m)) < H.
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Ahora bien, como toda extension de k es la union de las extensiones finitas
intermedias, todo subgrupo cerrado de G(A/k) es la interseccion de todos los
grupos G(A/K) que lo contienen, luego concluimos que (¢(m)) = (()).

Sabemos que el grupo de Galois de la maxima extension abeliana A de k
factoriza como G(A/k) = G(A/N) x (w(m)), luego G(A/k) = G(A/N) x {p()).

La propiedad b) implica ¢(7)|y = ¥(7)|n, luego ¢(m) = ¥(m)u, para un
cierto u € G(A/N). Asi pues, ¥(m)u € (¢(7)) = (¥(7)) y en consecuencia
u € (YP(m)) NG(A/N) = 1. Por lo tanto llegamos a que ¢(7) = ¢ (r), para todo
primo 7 de k.

Si € € U entonces ¢(¢) = ¢(em)p(m) ™t = (em)y(m)~ = (e). Esto prueba
que ambas aplicaciones coinciden en k* = U x (). n

9.3 La aritmética de las extensiones infinitas

Sin entrar en excesivos detalles, comentamos que la aritmética finita admite
una generalizacion débil al caso de extensiones algebraicas cualesquiera de los
cuerpos numeéricos o p-adicos. Todas las definiciones son las generalizaciones na-
turales del caso finito y todas las pruebas consisten en aplicar los resultados que
se desea probar para un cuerpo K al caso de las extensiones finitas contenidas
en K (para las que ya estan probados).

Por ejemplo, si K es una extensiéon finita de Q y P es un divisor primo
de K (o sea, una clase de equivalencia de valores absolutos), la restriccion de
los valores absolutos de p a cualquier subcuerpo k£ determinan un divisor p
de k, y en este sentido podemos decir que P divide a p. En particular, si
restringimos B a todos los cuerpos numéricos contenidos en k y consideramos
los valores absolutos canénicos asociados a los primos que obtenemos, vemos
que éstos son consistentes, es decir, el valor absoluto de un v € K no depende
del cuerpo numérico que lo contenga, luego podemos definir el valor absoluto
canoénico de P como la extension de todos estos valores absolutos. Entonces
un primo P divide a un primo p de un subcuerpo si y solo si el valor absoluto
canoénico de P extiende al de p.

En lugar de dar méas detalles nos limitaremos a considerar las diferencias con
el caso finito. Ante todo, el anillo E de los enteros algebraicos de un cuerpo K
ya no es un dominio de Dedekind, luego si *J3 es un primo no arquimediano de K,
aunque podemos asociarle un ideal primo de F (la unién de los ideales asociados
a las restricciones de P a los cuerpos numéricos contenidos en K), no podemos
deducir de aqui que dicho primo induzca a su vez una valoracion (discreta)
en K. No obstante podemos conseguir tal valoracién a partir del anillo local
Ep ={a € K ||alg <1} y de su ideal maximal P = {a € K | |a|, < 1}. Pero
ahora no podemos reconstruir 8 a partir de la valoracion vg. De todos modos
la localizacion es ttil porque nos permite definir el cuerpo de restos K = Eq/PB.

Si k es un subcuerpo de K podemos considerar a K como extension de k de
forma natural, luego en particular K es una extensién algebraica de su cuerpo
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primo, y por lo tanto la extension K /k es abeliana. El grupo G(K/k) es el
analogo infinito del grado de inercia.

Otra diferencia importante es que a la hora de localizar un cuerpo K en un
primo ‘B no arquimediano no conviene tomar compleciones, pues las clausuras
algebraicas de los cuerpos p-ddicos no son completas con su valor absoluto,
por lo que al completar una extensioén infinita no obtendriamos una extension
algebraica de Q. En lugar de esto definimos el cuerpo local Kq como la unién
de todas las compleciones kj, donde k varia en los cuerpos numeéricos contenidos
en K y p es el primo de k divisible entre 3. De este modo K es una extension
algebraica de @, que contiene a K como conjunto denso. Las relaciones entre
los cuerpos locales y globales son esencialmente las mismas que en el caso finito.



Capitulo X

La teoria general de cuerpos
de clases

Presentamos ahora una versiéon axiomatica de la teorfa de cuerpos de clases
que no solo se aplica a los cuerpos numéricos (el caso global) y a sus compleciones
(el caso local), sino a otros contextos nuevos, como son las extensiones finitas de
cuerpos métricos discretos localmente compactos arbitrarios. Nos basaremos en
los resultados de cohomologia de grupos expuestos en el apéndice B. El lector
puede optar por estudiarselo antes o bien ir estudiandolo a medida que vaya
siendo necesario. Asi, para la primera seccion s6lo son necesarios los resultados
expuestos hasta la seccion B.4.

10.1 Formaciones de cuerpos

Empezamos introduciendo una estructura adecuada para formular en abs-
tracto la teoria de cuerpos de clases:

Definiciéon 10.1 Una formacion es una terna (G, {Gk } kes, A) que cumpla las
condiciones siguientes:

a) G es un grupo topoldgico compacto, {Gk }kecs es la familia de los sub-
grupos abiertos de G (donde K varfa en un conjunto de indices arbitrario
S) y A es un G-modulo.

b) Los subgrupos {Gk} forman una base de entornos de 1.

c) Si llamamos Ax = A®% al subgrupo de los elementos fijados por Gy,
entonces A es la unién de todos los grupos Ag.

Ejemplo Un caso particular de formaciéon lo constituye cualquier grupo de
automorfismos G(L/k) de una extension de Galois (quiza infinita) junto con el
modulo A = L* y G = G(L/K), para cada cuerpo intermedio k C K C L de

225
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grado finito sobre k (y entonces Ax = K*). Llamaremos formaciones locales a

las formaciones de este tipo en las que el cuerpo base k sea un cuerpo métrico

discreto localmente compacto. A estos cuerpos los llamaremos cuerpos locales.
| |

Ejemplo Si k C K son cuerpos numéricos, el teorema 3.10 nos da un isomor-
fismo topologico entre el grupo de elementos ideales Jy, y el correspondiente Jg .
Llamémosla iy, x. Esto nos permite identificar a J;, con un subgrupo de Jg, en
cuyo caso la aplicacién ij i pasa a ser la inclusién. Ahora necesitamos consi-
derar a todas las aplicaciones i g como inclusiones, es decir, considerar que si
k C K entonces Jr < Jgi. Para ello necesitamos considerar a todos los grupos
Jx como subgrupos de un mismo grupo. Esto es un mero problema técnico
que puede resolverse en general construyendo el llamado “limite inductivo” de
los grupos {Jx}k junto con los monomorfismos iy . En lugar de hacerlo asi,
mostraremos coOmo construir este grupo en nuestro caso particular.

Sea A la clausura algebraica de Q. Cada divisor primo p de A determina (al
restringir sus valores absolutos) un divisor primo px en cada cuerpo numérico
K. Definimos A, = |JK,,, donde K recorre los cuerpos numéricos y cada

compleciéon K, es la clausura de K en una complecion fija de A respecto a px.
Sea J* = [[ A%, donde p recorre los divisores primos de A. Claramente J* es
p

un grupo abeliano con el producto definido componente a componente.

Para cada cuerpo numérico K sea ix : Jx — J* el monomorfismo dado
por ix(a)y, = Ty x(0p,), donde 7y i : Ky, — A, es la tnica isometria que
extiende a la identidad en K. Es facil ver que si k C K tenemos el diagrama
conmutativo

iy

S

Ik

En particular, si identificamos cada Jx con su imagen en J* y k C K resulta
que Ji < Jg. Con esta identificacion, definimos

J:UJK.
K

De este modo tenemos lo que buscabamos, un grupo abeliano J con la pro-
piedad de que cada grupo Ji es canonicamente isomorfo a un subgrupo de
J y, a través de estos isomorfismos, las aplicaciones iy x se convierten en las
inclusiones.

Consideremos ahora el grupo G = G(A/Q) y, para cada cuerpo numérico
K, sea Gx = G(A/K). En las observaciones previas al teorema 3.18 vimos
que todo isomorfismo o : K — K’ entre dos cuerpos numéricos induce un
isomorfismo o : Jgy — Jg/. En particular, si fijamos o € G, las restricciones
o|lg : K — o[K]| conmutan con las aplicaciones iy g, luego los isomorfismos
ix los transforman en isomorfismos consistentes entre los subgrupos de J, es



10.1. Formaciones de cuerpos 227

decir, isomorfismos que se extienden a un tnico automorfismo o : J — J. Es
facil ver la correspondencia entre los elementos de G y estos automorfismos de
J determina una acciéon de G en J, con la que J resulta ser un G-médulo.
Para demostrar que (G, {Gk}, J) es una formacion solo falta comprobar que
JK es el subgrupo de J fijado por G, con lo que se cumplira la propiedad c¢) por
la definicion de J. Llamemos Ak a este subgrupo y observemos en general que si
L/K es una extension normal de cuerpos numeéricos y o € Gk entonces o[L] = L
y ol (considerando J; < J) se corresponde a través del isomorfismo iy, con
el automorfismo inducido por o|; en Ji (considerado segun la definiciéon del
capitulo IIT). En particular, si aplicamos esto a la extension K/K concluimos
que Jx < Ag. Reciprocamente, si & € Ak, podemos suponer que o € Jp,
donde L es una extension finita normal de K, y el teorema 3.18 nos da que
a€ Jg. n

Ejemplo Veamos finalmente que los grupos de clases de elementos ideales
constituyen también una formacion. Sea .J el grupo de elementos ideales cons-
truido en el ejemplo anterior y consideremos el monomorfismo A* — J que
identifica cada u € A* con el elemento ideal de coordenadas iguales a u. De este
modo, A* es un G-submodulo de J. De hecho, la accion natural de G sobre A*
(recordemos que G = G(A/Q)) coincide con la restricciéon de la accién sobre J.
En particular, si K es un cuerpo numérico, tenemos que A* N Jx = K*, pues
la interseccién esta formada por los elementos de A* fijados por G.

Consideremos el G-moédulo cociente G = J/A*. La observacién anterior
implica que las aplicaciones iy, : Cx — C definidas de forma natural (es decir,
que llevan la clase de « a la clase de «) son monomorfismos, luego podemos
considerar a los grupos Ck como subgrupos de C', de modo que si £k C K
entonces Cy, < Ck.

También es claro que C' es la unién de todos los subgrupos Ci. Para probar
que (G,{Gk}k,C) constituyen una formacion solo necesitamos demostrar que
el subgrupo fijado por cada G es Ck (con esto generalizamos el teorema 3.20).

Una inclusion es inmediata. Supongamos que [a] € C es fijado por Gk.
Podemos tomar una extension finita normal L de K tal que « € Jy,. La hipotesis
es que para todo o € Gk se cumple [o] = [o(«)]. En particular esto vale para
todo o € G(L/K), luego existe un u, € L* tal que o(a) = u,a. SiT € G(L/K),
tenemos que

Ugra = 07(a) = 7(0()) = T(ue)7T(a) = ulurcy,

luego tenemos las relaciones u,, = u’u,, que prueban que {u,} es un 1-cociclo

de L. Por el teorema de Hilbert-Speiser sabemos que H'(L/K) = 1, luego

{us} es una cofrontera, es decir, existe un u € L* tal que u, = u/o(u) para

todo o € G(L/K). Esto significa que o(ua) = ua para todo ¢ € G(L/K), y

obviamente esto vale para todo o € Gk, de donde ua € Jg y [a] = [ua] € Ck.
n

En estos ejemplo, y de hecho en todos los de interés, la “suma” en el médulo A
de una formacion es un “producto”; por lo que usaremos notaciéon multiplicativa



228 Capitulo 10. La teoria general de cuerpos de clases

tanto para la suma en A como para los grupos de cohomologia. Asi mismo, en
todos los casos de interés el grupo G de una formacion sera un grupo de Galois
infinito, los indices K (que en la definicion general son logicamente superfluos)
recorreran extensiones finitas de un cuerpo base fijo ky y el grupo G seré el
grupo de los automorfismos que fijan al cuerpo K. Sin embargo, como muestran
los ejemplos, el modulo Ay no serd necesariamente el cuerpo K o su grupo
multiplicativo.

Las definiciones siguientes estdn motivadas por los ejemplos anteriores, pero
tienen sentido sobre una formacién arbitraria: al grupo G lo llamaremos grupo
de Galois de la formacion, el modulo A seréa el mddulo de la formacion, a los
indices K los llamaremos cuerpos, a los grupos Ay los llamaremos niveles, si k
y K son dos cuerpos de la formacién, diremos que k es un subcuerpo de K, o
que K es una extension de k si Gg < Gy, en cuyo caso Ay C Ag.

Si K/k es una extension, su grado es el indice |K : k| = |Gy : Gk, que
es finito porque la compacidad implica la finitud de todos los indices |G : Gk]|
(las clases modulo G forman un cubrimiento abierto de G). Diremos que una
extension K/k es normal si Gxg < Gj. Entonces el grupo cociente G(K/k) =
Gr/Gx actia de forma natural sobre Ax. A este cociente lo llamaremos grupo
de Galois de la extension K/k. Es claro que Ay coincide con el subgrupo de Ag
fijado por los elementos de G(K/k). Una extension normal es resoluble, abeliana
o ciclica si lo es su grupo de Galois. Representaremos por H"(K/k) al n-simo
grupo de cohomologia de G(K/k) sobre el médulo Agx. Si K es un cuerpo de
la formacion y o € G, definimos el cuerpo conjugado K° como el subindice del
grupo conjugado Gxo = G%. El producto de dos cuerpos K, L es el cuerpo
determinado por G, = Gk NGp.

Algunas propiedades sencillas de las extensiones de cuerpos se generalizan
facilmente a formaciones arbitrarias. Por ejemplo, si tenemos ¥k C L C K
entonces G(K/L) < G(K/k) y todo subgrupo de G(K/k) es de esta forma
(pues los subgrupos de G /Gk son de la forma H/Gg con Gg < H < Gy,
y entonces H es abierto, luego H = G, para un cierto L). Por otra parte,
si K/k es normal entonces K/L también lo es. Si L/k es normal entonces
G(L/k) = G(K/k) | G(K/L).

Observar que cada cuerpo K tiene un ntimero finito de conjugados, pues dos
elementos de G congruentes modulo G (por la derecha) dan lugar al mismo
conjugado, luego el nimero de conjugados de K es a lo sumo |G : Gg|. De aqui
se sigue que, dado un conjunto finito de extensiones de un mismo cuerpo k, existe
una minima extension normal de k que las contiene a todas (la determinada
por la interseccién de todos los conjugados de todos los grupos asociados a las
extensiones).

Un resultado elemental en el caso de extensiones de Galois y que no es cierto
en general es que la correspondencia G +— Ak sea biyectiva, pero esto no
tendra ninguna relevancia.

Definimos una formacion de cuerpos como una formacion que satisfaga el

AXIOMA I: Si K/k es una extension normal, entonces H*(K/k) = 1.
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El axioma I refleja una de las propiedades bésicas de la cohomologia de
Galois (el teorema de Hilbert-Speiser), luego lo cumplen todas las formaciones
descritas en el ejemplo 1. Sucede que las formaciones J y C de los grupos
de elementos ideales y los grupos de clases de elementos ideales también son
formaciones de cuerpos, pero aqui encontramos una primera diferencia entre la
teoria local y la global: mientras el axioma I es un hecho sencillo en el caso local,
en el caso global es un resultado muy profundo. En el capitulo IV probamos
esencialmente que C' cumple el

AxioMA I': Si K/k es ciclica de grado primo, entonces H*(K/k) = 1.

No es evidente, pero luego demostraremos que el axioma I es equivalente al
axioma I’. De momento interpretemos este tltimo axioma. Para ello conviene
introducir el

AXIOMA 0: Si K/k es una extension ciclica, se cumple
ha(K/k) = ha (K B) K - k), (10.1)

donde h,,(K/k) es el orden del grupo H"(K/k) (que de momento no sabemos
que sea finito, esta hipdtesis de finitud forma parte del axioma 0).

El Axioma 0’ es el axioma 0 para extensiones ciclicas de orden primo. Te-
niendo en cuenta la interpretaciéon de los grupos de cohomologia de los grupos
ciclicos, la relacion (10.1) equivale a

|Ag : N[Ag]| = ho1(K/k) |K : K|

Esta relacion implica, para extensiones ciclicas (de grado primo) la primera
desigualdad fundamental: |K : k| | |Ay : N[Ak]| y, si una formacién cumple el
axioma 0’, entonces el axioma I’ equivale al

AxioMA 1”: (segunda desigualdad fundamental)
|Ar : N[AKk]| < |K : k| para extensiones ciclicas de grado primo.

El en capitulo IV demostramos la relacién (4.7), que no es sino el axioma 0
para la formacion C de los grupos de clases de elementos ideales. Después
probamos la segunda desigualdad, luego ciertamente C' satisface el axioma I'.

Admitiendo que C cumple el axioma I, es claro que J también lo cumple: si
K /k es una extension de cuerpos numéricos y G = G(K/k), basta considerar la
sucesion de cohomologia derivada de la sucesién exacta

1—>K*—>JK—>CK—>1

para concluir que H' (G, Jg) = 1.

Debemos resaltar que todos los resultados a los que hemos hecho referencia
estan en el capitulo IV y no hemos necesitado nada sobre el isomorfismo de
Artin. So6lo nos queda pendiente de prueba la equivalencia entre los axiomas I
y I'. Nos ocupamos de ella en la seccion siguiente.
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10.2 Cohomologia en formaciones de cuerpos

Los resultados de la seccién B.6 nos permiten profundizar en el estudio de
la cohomologia de las formaciones de cuerpos. Si k C K C L es una cadena de
cuerpos en una formacion tal que L/k es normal, introducimos la notacion

Rest g/ H*(L/k) — H"(L/K), Vi H(L/K) — H"(L/k)

para las restricciones y transferencias. Respecto a las inflaciones, observemos
que si K/k también es normal tenemos el isomorfismo

G(K/k) = G(L/k) | G(L/K),

el submodulo de Ay, fijado por G(L/K) es Ak y las acciones de los dos grupos
sobre Ak son equivalentes a través del isomorfismo. Esto significa que podemos
sustituir en todo lugar las clases (0Gr)(Gxk/GL) por clases Gk sin alterar por
ello ningin resultado sobre inflaciones. En particular podemos considerar que
las inflaciones son homomorfismos

dados por Inf}L{/k7L/k([f}) = [g], donde

g(O’lGL,...,O'nGL) = f((CT1GL)(GK/GL),...,(O'HGL)(GK/GL))
= f(O'lGK,...,O'nGK).

Empezamos probando la afirmacién que dejamos pendiente en la seccion
anterior, es decir, la equivalencia entre los axiomas I y I’. Nos apoyaremos en
la sucesién exacta

1 — 1@k ™ g k) BS m k)
que nos proporciona el teorema B.32 para toda cadena de extensiones normales
k C L C K de una formaciéon. Basta aplicar el teorema siguiente en el caso
m=0yr=1.

Teorema 10.2 Consideremos una formacion en la que para toda cadena de
extensiones normales k C L C K la sucesion

a1k B g e) B Bk L)
es exacta (para un cierto v > 1). Entonces la relacion h,(K/k) | |K : k|™ (para
un m > 0 fijo) es vdlida para toda extension normal K/k si y solo si es vdlida
para toda extension ciclica de grado primo.

DEMOSTRACION: Razonaremos por induccion sobre |K : k|. Supongamos
que el teorema se cumple para extensiones de grado menor. Si el grado es primo
la conclusion es la hipotesis. Si |K : k| es potencia de primo (con exponente
mayor que 1) entonces G(K/k) contiene un subgrupo normal propio, que sera
de la forma G(K/L).
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Por la hipotesis sobre la sucesion exacta h,.(K/k) | h.(K/L) h,.(L/k). Las
extensiones K/L y L/k tienen grados menores que |K : k|, luego por hipotesis
de induccion

he(K/L) | |K : LI™, he(L/K) | |L < k™.

La transitividad de grados implica obviamente que h,(K/k) | |K : k|™.

Finalmente, si |K : k| no es potencia de primo tomamos un p-subgrupo de
Sylow G(K/L,) de G(K/k) para cada primo p que divida a dicho orden. El
producto de las restricciones de H" (K /k) en [[ H"(K/L,) es un monomorfismo

P
por el teorema B.30, luego resulta que h,(K/k) | [ h.(K/L,) y por hipdtesis
P
de induccion h, (K/Lp) | |K : Lp|™. Asi pues
ho (KC/R) [ T = Lp|™ = | K2 B[™.
2

n

Con esto tenemos probado que la formacion C' de los grupos de clases de ele-
mentos ideales es una formacion de cuerpos. Observemos ahora que el teorema
B.35 nos da que si k C K C L es una cadena de extensiones normales en una
formacion de cuerpos, tenemos la sucesion exacta

2 Inf 2 Res 2
1— H*(K/k) — H*(L/k) — H*(L/K). (10.2)

En particular podemos identificar el segundo grupo de cohomologia de K/k
con un subgrupo del de L/k. Esto nos da la posibilidad de reunir todos los
grupos de cohomologia como subgrupos de un mismo grupo, es decir, construir
un limite inductivo de los grupos H?(K/k) cuando K varia entre las extensiones
normales de k. Veamos la construccion.

Definiciéon 10.3 Sea (G, {Gk}kes, A) una formacion de cuerpos y considere-
mos en A la topologia discreta. Un cociclo de un cuerpo k es una aplicacion
continua f : Gy X Gy — Ag que cumpla la ecuaciéon

fp.o)™ = fp,o7)f(0,7)f(po, m) 7"

Una cocadena en k es una aplicacion continua g : Gy, — Ag. Una cofrontera
es un cociclo de la forma

flo.7) =g(o)g()g(oT) ",
para una cierta cocadena g.

La continuidad de una cocadena equivale a que g(o) depende sélo de la clase
de 0 modulo un subgrupo normal abierto de G. En efecto, para cada o € Gy,
existe un subgrupo abierto H, < Gy tal que o0 € H,o C g~ '[{g(c)}]. La union
de estas clases H,o es todo Gy, luego por compacidad basta un ntimero finito
de ellas. Formando la interseccién de los subgrupos H, correspondientes a dicha
unién finita obtenemos un subgrupo abierto H con la propiedad de que si o’ y
o” determinan la misma clase modulo H entonces ambos elementos estan en la
misma clase H,o, luego g(c’) = g(o) = g(o”).
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Si N es la interseccion de todos los conjugados de H en Gy, entonces N es
un subgrupo normal abierto de Gy, y dos elementos congruentes moédulo N lo
son modulo H, luego f depende solo de las clases modulo N.

Reciprocamente, si g depende de las clases médulo un subgrupo abierto IV,
entonces las antiimagenes e los elementos de A son vacias o uniones de clases
mo6dulo N, luego son abiertas, y por tanto g es continua.

Del mismo modo se justifica que la continuidad de un cociclo f equivale a
que f(o,7) depende de la clase de o y 7 médulo un subgrupo normal abierto de
Gi. Si K es una extension normal de k, llamaremos cociclos de k£ médulo K a
los cociclos de k que dependen so6lo de las clases médulo G .

Observemos que existe una biyeccion entre los cociclos de k modulo K y
los cociclos de dimension 2 (en el sentido usual) del grupo G(K/k) = Gi/Gk
respecto a su accién sobre Ay. Esta biyeccion viene dada por

flo,7) = f(Gko,GkT), para o, 7 € Gy.

(Notar que usamos el mismo nombre f para los cociclos correspondientes).

Del mismo modo podemos identificar las cocadenas de K/k con las cocadenas
de k£ moédulo K.

Ahora definimos el grupo de Brauer de k como el grupo cociente de los
cociclos de k modulo las cofronteras, y lo representaremos por H?(x/k).

Es importante tener presente que no podemos aplicar a H?(*/k) la teorfa de
cohomologia de grupos que hemos estudiado, pues Gy, es infinito y ademas no
estamos considerando todos sus cociclos (en el sentido de la cohomologia), sino
sblo los continuos. El grupo de Brauer so6lo va a ser una forma de relacionar los
grupos de cohomologia de las distintas extensiones de k.

Como las cofronteras de K /k se corresponden claramente con las cofronteras
de k modulo K, podemos definir inflacion

Inf: H*(K/k) — H?(x/k),

mediante Inf([f]) = [f]. El teorema siguiente afirma en esencia que H?(x/k) es
el limite inductivo de los grupos H?(K/k).

Teorema 10.4 Sea k un cuerpo en una formacion de cuerpos. Entonces

a) La inflacion Inf : H?(K/k) — H?(x/k) es un monomorfismo para cada
extension normal K de k.

b) Siidentificamos cada grupo H*(K/k) con su imagen en el grupo de Brauer,
entonces H?(x/k) es la union de todos los subgrupos H?(K/k).

¢) Sik C K C L esuna cadena de extensiones normales, entonces la infla-
cion
Inf : H*(K/k) — H*(L/k)

coincide con la inclusion.
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d) Si ¢ : H*(K/k) — G es una familia de homomorfismos de grupos
tal que cuando K C L entonces ¢y, extiende a ¢ (o, equivalentemente,
st conmutan con las inflaciones) entonces existe un unico homomorfismo
¢ : H%(x/k) — G que extiende a todos los homomorfismos ¢ .

DEMOSTRACION: a) Supongamos que [f] = 1 en H?(x/k). Entonces f esta
determinado por una cocadena g de k, que por continuidad sera una cocadena
modulo L para una cierta extension normal L/k. Podemos suponer que L
contiene a K. Es claro que g determina una cocadena de L/k, de modo que la
inflacion H?(K/k) — H?(L/k) envia [f] a la clase de la cocadena determinada
por g, es decir, Inf([f]) =0.

Como las inflaciones entre extensiones son inyectivas (en las formaciones de
cuerpos), concluimos que [f] = 0.

b), ¢) y d) son inmediatos. "

Definiciéon 10.5 Como caso particular del apartado d) del teorema anterior,
para cada extension K/k (no necesariamente normal) podemos definir las res-
tricciones y transferencias

Resy, g : Hz(*/k) — HQ(*/K)7 Vi HQ(*/K) — H2(>k/k)

como las extensiones de las aplicaciones correspondientes entre los grupos de
cohomologia H2(L/k) y H?(L/K), donde L varia en las extensiones normales
de k que contienen a K. Observar que no importa ignorar a las que no cumplen
K C L porque los grupos H?(L/k) cubren igualmente a H?(*/k), y eso es lo
inico que hace falta.

La comprobacion de que las restricciones y transferencias conmutan con las
inflaciones es mera rutina, usando las resoluciones canénicas. Para la restriccion
el argumento es sencillo, para la transferencia es més largo porque hay que
aplicar la definicion de la traza y la formula (B.17).

Del teorema B.29 se sigue la relacion VK,k(Resk’K(x)) = |K : k|z. Igual-
mente, teniendo en cuenta (10.2), es clara la exactitud de las sucesiones

1 —s m2(k k) B g2 (k) BS p2 (k).
Resulta 1til pensar en este hecho en los términos siguientes: Diremos que una
clase © € H?(x/k) se escinde en K cuando Resy r-(x) = 1. Entonces tenemos

que H?(K /k) es isomorfo (o igual) al grupo de clases de H?(x/k) que se escinden
en K.

10.3 El grupo de Brauer de una formacién local

Recordemos que las formaciones locales son las constituidas por extensiones
finitas de un cuerpo métrico discreto localmente compacto k. Vamos a obtener la
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estructura del grupo de Brauer de estas formaciones. Tan so6lo vamos a necesitar
lo que en el teorema 4.9 probamos para extensiones de cuerpos p-adicos. Con
las técnicas cohomolodgicas es relativamente facil generalizarlo a cuerpos locales
cualesquiera. Ante todo conviene modificar la notacién que usabamos en el
capitulo IV. Es claro que si G es un grupo ciclico y A es un G-mddulo, los
grupos definidos en (4.2) son los grupos de cohomologia de dimensién 0 y —1
0, equivalentemente, de dimensiéon 2 y 1. Por lo tanto, el cociente de Herbrand
es el cociente de los 6rdenes de estos dos grupos. En lo sucesivo lo llamaremos
ho/1 (G, A).

Diremos que A es un G-moédulo topoldgico si A es un grupo topolégico y
los isomorfismos inducidos por la accién de G son continuos. El resultado que
buscamos se sigue del siguiente teorema técnico:

Teorema 10.6 Sea A un G-mddulo topoldgico completo y
A:A():)AlDAQD"'

una sucesion de submdodulos tal que todo entorno de 0 contiene un A;. Si
H"(G,A;/A;+1) = 0 para todo i, entonces H"(G, A) = 0.

DEMOSTRACION: La sucesion 0 — A;41 — A; — A;/A;11 — 0 da
lugar a la sucesion exacta

Hn(G,Ai+1) — Hn(G7Al) — Hn(G,Ai/AH_l) =0.

La suprayectividad de la primera aplicaciéon (que no es sino la dada por
[f] = [f]) implica que para todo cociclo f; de A; (de dimensién n) existe un
cociclo f;11 de A;11 y una cocadena g; de A; (de dimension n — 1) de modo
que f; — fix1 = 0" 1g;. Partiendo de un cociclo arbitrario fy de A obtenemos
sucesiones {f;} v {g:} tales que

fol@) = fipr(x) = 0" lgo(x) +---+ 9" 'gi(x)
= 90(On(x)) + -+ + 9i(On(x)), (10.3)
para todo z € C,, (el grupo de cadenas de una resolucion de G).

Siy € Cp_1 tenemos que g;(y) € A4;, luego g:]' gx(y) € A;. Como todo
entorno de 0 contiene un A;, concluimos que la serfe: és una sucesion de Cauchy
y, como A es completo, converge a un g(y) = io: 9i(y). La continuidad de las
operaciones implica que g es un G—homomorﬁsfn:c? (o sea, una cocadena).

Por otra parte es claro también que f; 1 (x) tiende a 0, luego tomando limites
en (10.3) concluimos que fo(x) = g(d,(z)) = 0" tg(x), luego [fo] = 0. "

De aqui deducimos:

Teorema 10.7 Sea k un cuerpo local y K/k una extension ciclica. Sea G el
grupo de Galois y U el grupo de las unidades de K. Entonces hy/(G,U) = 1.
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DEMOSTRACION: Sea {u’ },c¢ una base normal de K/k, sea E el anillo de

enteros de k y m un primo de E. Definimos Vo = > Eu’ y V; = V.
oceG
Cada producto u”u” tiene una ciertas coordenadas en la base {u”},eq. Si

cambiamos u por wFu para cierto k obtenemos una nueva base normal en la
que dichas coordenadas han sido multiplicadas por 72*. Por lo tanto podemos
exigir que todas ellas sean enteras y divisibles entre 7. Esto se traduce en que
VoVo C Vi y, més en general, V.2 C Vi41. En particular V; es un anillo (no
unitario).

La base {u”},c¢ define una norma en K respecto a la cual Vj es la bola
unidad (la norma de un elemento de K es el supremo de los valores absolutos de
sus coordenadas en la base dada). Puesto que todas las normas son equivalentes,
Vb es un entorno (abierto y cerrado) de 0 en K (para su topologia dada, que no
depende de la norma). Ademas Vj esta acotado, luego los modulos V; resultan
ser una base de entornos de 0.

Definimos ahora A; = 1+V;. Es claro que A2 C 1+V;+V;+V? C 1+V; = A;,
luego cada A; es un G-submodulo de U. Ademaés forman una base de entornos
(abiertos) de 1. Como U es compacto, el cociente U/Ag es finito, luego la
relacion (4.1) aplicada a la sucesiéon exacta

1— A4 —U—U/A) — 1

nos da que hy/1(G,U) = hoy1 (G, Ag)ha)1(G,U/Ag) = hy/1 (G, Ag) (recordemos
que los cocientes de Herbrand de los médulos finitos son triviales).

Para probar que el ultimo cociente vale 1 es suficiente demostrar que todos los
grupos de cohomologia de Ag son triviales, para lo cual aplicaremos el teorema
anterior. Observemos que Ay es completo porque es compacto (es abierto y
cerrado). Solo hemos de probar que H"(G, A;/A;+1) = 1 para todo n y todo i.
A su vez basta probar que los modulos A;/A; 1 son G-regulares.

Tenemos el G-isomorfismo Vy/7Vy = A;/A; 41 dado por [o] — [1 + 7la]. La
prueba es sencilla si tenemos en cuenta que
(1 +7ta)(1 + 7B) B w2 af
L+7i(a+p) 1+ 7i(a+ B)

€ Aiya.

Para probar que el segundo sumando esté en Vj usamos el desarrollo en serie
(1+2)"t=1—-2+2% 23+ - junto con el hecho de que Vj es un anillo

cerrado. Finalmente observamos que Vo = Y. FEu® y 7V = > wEu’, luego
oeG ocecG

Vo/mVo =y (E/(m)u” = Y (E/(m) @ 0 = (E/(r)) @ Z[G).
ceG ceG

Ahora ya es facil generalizar 4.9. Dada una extension ciclica K /k como en el
teorema anterior, si 7 es un primo en K tenemos que K* = U X (), y ademas
U es un G-submoédulo de K*. Mas aun, la acciéon de G sobre el cociente es
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[7]7 = [77] = [em] = [n], es decir, el cociente K*/U es un G-modulo trivial.
Equivalentemente, tenemos la sucesién exacta

1—U-S K570, (10.4)

donde 7 es la inclusion y v la valoraciéon en K*.
Ahora es facil probar el teorema siguiente. Notemos que el apartado a)
afirma que las formaciones locales satisfacen el axioma 0.

Teorema 10.8 Sea K/k una extension ciclica de cuerpos locales. Sea e su
indice de ramificacion, G su grupo de Galois y U el grupo de unidades de K.
Entonces

o) [H2(K/K)] = |K - B,
b) |[H"(G,U)| = e para todo n € Z.

DEMOSTRACION: a) Aplicamos la relacion (4.1) a la sucesion exacta (10.4)
junto con el teorema anterior, que nos da

hoy1 (K/k) = hoy1(G,Z).

Por el teorema de Hilbert-Speiser el miembro izquierdo es |H?(K /k)|, mien-
tras que (B.6) y (B.8), junto con la periodicidad de la cohomologia ciclica, nos
dan que el miembro derecho es |K : k|.

b) De la sucesion (10.4) obtenemos la sucesion exacta de cohomologia
0 — H°(G,U) — H*(K/k) — H°(G,Z) — H*(G,U) — 1.

Ademas H°(K/k) = k*/N[K*], H°(G,Z) = Z/nZ (donde n = |K : k|) y la
aplicacion que los conecta es la dada por [a] — [v(a)]. Es claro que la imagen
de este homomorfismo es eZ/nZ, luego |[H*(G,U)| = e. Como hy/1(G,U) = 1,
también |H?(G,U)| = e y, por la periodicidad, lo mismo vale para todas las
dimensiones. L]

En el caso en que e = 1, la sucesiéon exacta que hemos considerado en la
prueba se reduce a

1 — HYK/k) — H°(G,Z) — 0,
de donde concluimos el teorema siguiente:

Teorema 10.9 Sea K/k una extension no ramificada de cuerpos locales. En-
tonces H*(K/k) = k*/N[K*] = Z/nZ, donde n = |K : k|. El 1iltimo isomor-
fismo viene dado por [a] — [v(@)].

Las extensiones no ramificadas son la clave para determinar la estructura de
los grupos de Brauer locales. Recordemos que al final del capitulo anterior pro-
bamos que el isomorfismo H?(K/k) = k* / N[K*] viene dado por z — E(z)(c),
donde o es cualquier generador del grupo G(K/k). Veamos ahora que si en una
cadena elegimos consistentemente los generadores, los isomorfismos satisfacen
una relacién de consistencia.
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Teorema 10.10 Sea k C L C K una cadena de extensiones ciclicas de cuerpos
locales. Sea |K : k| =m y |L: k| =n. Fijemos un generador G(K/k) = (o),
con lo que G(L/k) = (o|r). Entonces el diagrama siguiente es conmutativo:

H2(K k) 222 ke N

'

H(L/1) s/ NI

donde la flecha de la derecha es el homomorfismo dado por [a] — [a™/"].
DEMOSTRACION: En términos de formaciones podemos considerar
G(K/k)ZGk/GK=<GGK> y G(L/k)ZGk/GL=<O'GL>

(donde Gy, es el grupo de Galois de cualquier extension de k que contenga a K).
Tomamos un a € k*, a cuya clase médulo N[L*] le corresponde, de acuerdo
con (B.14), la del cociclo dado por

f(6'Gr,0?Gr) = al+D/ml G i —0,... n—1.

Su inflacion es f(0'Gg,0'Gx) = f(0'Gr,07GL), y ala clase de este cociclo
le corresponde a su vez la clase

m—1 . n—1 .

[1 f(0GL,0'GL) = T] f(cGL,o'GL)™™ = a™/™,

i=0 =0

pues f(0Gpr,0'Gr) depende solo de la clase de ¢?, luego del resto de i modu-
f(cG 'Gr) d d lo de la cl d 1 del d d

lo n). "

El paso siguiente es notar que para las extensiones no ramificadas tenemos
un criterio con que elegir los generadores de los grupos de Galois de modo que se
pueda aplicar siempre el teorema anterior: basta tomar el automorfismo cand-
nico que ya consideramos en el capitulo 9 para extensiones de cuerpos p-adicos.
Concretamente, si K/k es una extension no ramificada de cuerpos locales, lla-
maremos o i a la antiimagen por el isomorfismo descrito en el teorema [TAl
2.43| del automorfismo de Frobenius de la extensién K /k de los cuerpos de res-
tos. Equivalentemente, o/ es el tinico elemento de G(K/k) que verifica la
congruencia o /() = a” (mdd p), para todo entero o de K, donde p es el
ideal primo de k y r es el ntimero de elementos de k.

Es obvio que, en las condiciones del teorema anterior, ok /x| = o1, /1, luego
siempre tenemos la conmutatividad del diagrama indicado. Ahora consideramos

el segundo isomorfismo del teorema 10.9, es decir, el inducido por la valoraciéon
de k. Obviamente obtenemos un diagrama conmutativo

H*(K/k) — k*/N|[K*| —= Z/mZ

| ]

H%(L/k) — k*/ N[L*] —— Z/nZ
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donde la flecha vertical derecha es el monomorfismo dado por [u] — [mu/n].

Cuando consideramos los grupos de cohomologia como subgrupos del grupo
de Brauer de k, la flecha izquierda es simplemente la inclusién. Podemos trans-
formar la flecha derecha en una inclusién si sumergimos cada grupo Z/nZ en
Q/Z mediante el monomorfismo [u] — [u/n]. Asi llegamos al diagrama

Hz(?/k) kY ?[K*] Z/TZ a /Tm
H2(L/k) — k*/ N[L*] Z/nZ (1/n)

donde la altima flecha corresponde a la aplicacion [1/n] — [1] — [m/n] — [1/n],
es decir, a la inclusion.

Definiciéon 10.11 Sea k un cuerpo local y sea A/k una extension de Galois
(quiz4 infinita) que determina una formacién local. Llamaremos

H'(x/k) = | JH(T/k),

donde T recorre las extensiones no ramificadas de k contenidas en A. Entonces
H (%/k) es un subgrupo de H?(x/k) sobre el que tenemos definido el monomor-
fismo .

Invy : H (x/k) — Q/Z
determinado por la composicién de los tres isomorfismos anteriores en cada

grupo H?(T/k). Sic € FQ(*/I@), entonces Invg(c) se llama invariante de c.
Explicitamente,

Invi(c) = —Uk(E(CL(UT/k)) (méd 1),

donde T es cualquier extensiéon no ramificada de k tal que ¢ € H2(T/k), vy, es
la valoraciéon de ky n = |T : k|.

Vamos a probar que las formaciones locales verifican, bajo condiciones ob-
vias, el

AX10MA II': Para cada cuerpo k, existe un subgrupo F2(*/k‘) de H?*(x/k)
y un monomorfismo Inv : ﬁ2(*/k) — Q/Z de modo que

a) Si K/k es una extension cualquiera Resk7K[ﬁ2(*/k)] C ﬁQ(*/K) y para
todo ¢ € FQ(*/k) se verifica que

Inv (Resy, g (c)) = |K : k| Invg(c).

b) Si existe una extension K/k de grado n, entonces ﬁ2(*/k) contiene un
subgrupo (ciclico) de orden n.
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Las condiciones obvias a las que aludiamos se refieren a la parte b). Te-
niendo en cuenta que un cuerpo k admite extensiones no ramificadas de todos
los 6rdenes, es obvio que esta parte se cumple si A contiene a todas las extensio-
nes no ramificadas de k£ (en cuyo caso tenemos de hecho que FQ(* k) =2 Q/Z).
Por ejemplo esto sucede si A es la clausura separable de k (en una clausura
algebraica), si A es la mayor extension abeliana de k o si A es la union de
todas las extensiones no ramificadas de k. Estos son los principales casos de
interés. Sin embargo la parte b) del axioma anterior puede satisfacerse en otras
circunstancias, como por ejemplo si A es la union de todas las extensiones de
k de grado potencia de un primo prefijado. Observar también que todos los
subgrupos finitos de Q/Z son ciclicos, luego la hipotesis al respecto en la parte
b) es superflua. El resto del axioma II' se cumple siempre en las formaciones
locales:

Teorema 10.12 Toda extension K/k en una formacion local cumple la parte
a) del azioma IT.

DEMOSTRACION: Si T es una extension no ramificada de k, es claro que
Resy, c[H*(T/k)] € H*(KT/K) (si un cociclo de k depende de las clases modulo
G, su restriccion a Gk depende solo de las clases modulo Gx N Gr = Gkr).
Por lo tanto Res,ﬁK[FQ(*/k)] C FQ(*/K).

Supongamos ahora que la extension K/k es no ramificada. En este caso
basta probar la férmula para clases ¢ € H?(T/k) donde k C K C T (pues estos

subgrupos cubren a todo el grupo HQ(*/k:))
Sea [T : k| =ny |K : k| = m. Es claro que o7/ = (o7/;)™ (a partir de la
relacion anéloga entre los automorfismos de Frobenius de los cuerpos de restos).
Veamos primero el homomorfismo k*/N[T*] — K*/N[T™*] que se corres-
ponde con la restriccién a través de los isomorfismos canénicos que hemos fijado.
Si a € k*, la clase de cohomologia asociada a su clase es la del cociclo

F (s ) = /Lm0 - 1.

Por otra parte, a la clase de su restricciéon le corresponde el elemento

n/m—1 n/m—1

11 o) = 11 fefoih) =a

Asi pues, la aplicacion correspondiente es la dada por [a] — [a]. Al componer
con los isomorfismos inducidos por las valoraciones en k y en K (teniendo en
cuenta que la segunda extiende a la primera debido a que K /k es no ramificada)
obtenemos el homomorfismo Z/nZ — Z/ 27 dado por [u] — [u]. Por tltimo,
al sumergir estos grupos en Q/Z nos queda que [1/n] — [1] — [1] — [m/n],
luego se trata de la aplicacion [r] — m[r] = |K : k| [r], como queriamos probar.

En segundo lugar supongamos que la extension K/k es totalmente ramifi-
cada, es decir, su grado de inercia es f = 1. Si T/k es cualquier extension no
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ramificada (digamos de grado n) tenemos la situacion siguiente:

TyKTyK
N4

Se cumple |KT : K| = |T : k| = n, pues n es el grado de inercia de toda
la extension K'T'/k (alternativamente, T'N K = k, pues el grado de inercia y el
indice de ramificacion de TN K sobre k son ambos iguales a 1). Como los cuerpos
de restos de KT y K coinciden respectivamente con los de T y k es claro que
okT/K|T = 07/K- Si consideramos los automorfismos de las extensiones como
clases de automorfismos de una extensién mayor, esta igualdad se interpreta
como que o7/ = 0Ggr Y 011, = 0G), para un mismo automorfismo o.

Ahora, a un elemento a € k* le corresponde el cociclo

f(U%T/KJfKT/K)=a[(1+ﬂ)/"], i,j=0,...,n—1.
Su restriccion es f(aiT/k, a%/k) = f(cr%T/K, J;-(T/K), y es claro que a ésta le
corresponde de nuevo el elemento a. El resto es idéntico al caso anterior.

En el caso en que K/k es una extension cualquiera consideramos el cuerpo
de inercia F, de modo que la extension E/k es no ramificada y la extension
K/E es totalmente ramificada. Es obvio que Res; , = Res;, poResg f, y la
formula se deduce inmediatamente de los dos casos ya probados. L]

Ahora estamos en condiciones de obtener la estructura de los grupos de
Brauer locales. El resultado que vamos a obtener tiene un anélogo en la teoria
global, y sobre él descansa fuertemente la teoria de cuerpos de clases, por lo que
conviene expresarlo axiométicamente.

Definicion 10.13 Una formacién de cuerpos es una formacion de clases si
cumple el

AxioMA II: Para cada cuerpo k de la formacion existe un monomorfismo
Invy : H2(%/k) — Q/Z de modo que

a) Si K/k es una extension normal de grado n entonces
Invy[H?(K/k)] = (1/n).
b) Si K/k es una extension cualquiera y c € H?(x/k) entonces

Inv (Resy, i (c)) = [K : k| Invg(c).

Observar que ya no hablamos de subgrupos, sino de los propios grupos de
Brauer. El hecho notable es el teorema siguiente:
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Teorema 10.14 Si una formacidn satisface los axiomas 0', I' (resp. I') y IT
entonces es una formacion de clases.

DEMOSTRACION: Ya sabemos que se trata de una formacién de cuerpos.
Solo hay que demostrar el axioma II.

Veamos en primer lugar que FZ(*/k‘) = H?(x/k) para todo cuerpo k. Para
ello basta ver que si K/k es cualquier extensién normal H?(K/k) C F2(*/k)

Sea n = |K : k|. Por II' b) tenemos que FQ(*/k:) contiene un subgrupo ciclico
T de orden n. Por II' a) se cumple que

Invg [Resy, g [T]] = n Invy[T] = Invg [T"] = 0.

Como Invg es un monomorfismo concluimos que Res; p[T] = 1y de la
exactitud de la sucesion

1 — H*(K/k) Inf H?(x/k) Res H?(x/K)

deducimos que T C H?(K/k) (recordemos que la inflacion es simplemente la
inclusion).

El teorema 10.2, aplicado con 7 = 2, m = 1, nos da que |H*(K/k)| < |K : k|
para toda extension normal (pues para extensiones ciclicas de grado primo es una
igualdad por los axiomas I y 0'). Asi pues, tenemos que |H?(K/k)| < |T'| y por
consiguiente H2(K/k) = T C FZ(*/k) En particular tenemos que H?(K/k)
es un grupo ciclico de orden n, luego lo mismo le ocurre a su imagen por Invy.
Terminamos la prueba notando que (1/n) es el Gnico subgrupo ciclico de orden
n en Q/Z, luego se cumple también la parte a) del axioma II. [

Si particularizamos la prueba anterior al caso de las formaciones locales, lo
que hemos demostrado es que, para cualquier extensiéon normal de grado n, el
grupo H?(K/k) coincide con el grupo H?(T/k), donde T es la tinica extension
no ramificada de k de grado n.

10.4 Formaciones de clases

En esta secciéon estudiamos las propiedades comunes de las formaciones de
clases que acabamos de introducir. Esencialmente, vamos a ver que en las
formaciones de clases podemos seleccionar generadores canonicos de los grupos
H?(K/k), con lo que obtendremos una serie de propiedades de consistencia. A
su vez, esto nos permitira redondear los resultados que hemos visto hasta ahora
sobre la cohomologia de las formaciones.

Definiciéon 10.15 Si K/k es una extension normal de grado n en una forma-
cion de clases, entonces el monomorfismo Invy biyecta H?(K/k) con ([1/n]).
Llamaremos clase fundamental de la extension a la clase {g/ € H?(K/k) tal
que Invy (Ex k) = [1/n]. Asipues, H?(K/k) = ({x k). A los cociclos de la clase
fundamental los llamaremos cociclos fundamentales.
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En primer lugar probamos:

Teorema 10.16 Sea k C K C L una cadena de extensiones en una formacion
de clases con L/k normal. Entonces Resy, rc(§r/x) = L/x -

DEMOSTRACION: Sea n = |L: k| y m = |L : K|. Entonces |K : k| = n/m.
En virtud del axioma II b) tenemos que

Invi (Resy, g (§r/x)) = (n/m) Invi(§ /i) = (n/m)[1/n] = [1/m],
luego en efecto Resy, rc(r/x) = &L/k- n

Como aplicacion tenemos el teorema siguiente, que mejora (10.2). La prueba
es inmediata, sin mas que tener en cuenta que las clases fundamentales generan
los grupos de cohomologia.

Teorema 10.17 Sea k C K C L una cadena de extensiones en una forma-
cion de clases con L/k normal. Entonces Resy, [H*(L/k)] = H*(L/K). En
particular, si K/k es normal tenemos la sucesion exacta

1 — 22K /k) 28 52 BS 2 k) — 1

Este teorema se traduce facilmente a términos de los grupos de Brauer:

Teorema 10.18 Sea K/k una extension en una formacion de clases. Entonces
la restriccion Resy, o : H?(x/k) — H?(x/K) es suprayectiva. En particular si
K/k es normal tenemos la sucesion exacta

1 — H*(K/k) Inf H?(x/k) Res H?(x/K) — 1.

También obtenemos informacion sobre las transferencias:

Teorema 10.19 Sea K/k una extension en una formacion de clases. La trans-
ferencia Vi H?(x/K) — H?(x/k) es un monomorfismo y ademds cumple

Invi (Vi (7)) = Invg (z).
DEMOSTRACION: Para todo y € H?(*/k) se cumple

Invi (Vi p(Resy x(y)) = Invi(|K : k[y) = |K : k| Invg(y)
= Invg (ReskyK(y))

Como la restriccién es suprayectiva, tenemos la férmula del enunciado. El
hecho de que la transferencia conserve invariantes implica que es inyectiva. =

Veamos otro resultado de consistencia sobre las clases fundamentales.

Teorema 10.20 Sea k C L C K una cadena de extensiones normales en una
formacion de clases. Si |K : L| =m entonces {1, = Ex/n
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DEMOSTRACION: En efecto, si |K : k| = n entonces
Invi(§5¢)5,) = mInvg(Expr) = ml1/(mn)] = [1/n],

luego 5%/1@ =&L/k- m

Hay un dltimo resultado de interés sobre conservacion de invariantes, re-
lacionado con unas aplicaciones cohomologicas de las que atn no hemos ha-
blado y que introducimos ahora. Notemos ante todo que los grupos de coho-
mologia H"(G, A) se definen algebraicamente a partir de un G-modulo A. Es
obvio entonces que si 0 : G — T y 7 : A — B son isomorfismos de gru-
pos tales que 7(ag) = 7(a)o(g), para todo a € A, y todo g € G, entonces
H"(G,A) =2 H"(T, B). Vamos a detallar como se llega a estos isomorfismos.

En primer lugar, todo T-mo6dulo A se convierte en un G-modulo mediante
ag = ao(g). Reciprocamente, todo G-modulo se convierte en T-médulo de modo
que si repetimos el proceso obtenemos el modulo de partida. Es facil ver que A es
un 7T-moédulo libre si y s6lo si es un G-moédulo libre, y todo homomorfismo de T-
modulos es también un isomorfismo de G-modulos. A partir de aqui concluimos
que toda resolucién completa de T lo es también de G, y viceversa.

Asi pues, si € es una resolucion completa de G'y €’ es una resoluciéon com-
pleta de T, existen homomorfismos v : € — € y v : ¢/ — € que inducen
isomorfismos entre los grupos de homologia (sus composiciones son homotopi-
cas a la identidad). Que v sea un homomorfismo (de T-modulos) significa en este
caso que v(zo(g)) = v(x)g. De aqui obtenemos homomorfismos de complejos

¢r : Homg (C,., A) — Homp(C., B)

dados por ¢,(f)(x) = 7(f(v(x))), y anidlogamente en sentido inverso. Sus com-

posiciones son homotopicas a la identidad, por lo que inducen isomorfismos
(0,7)« : H(G,A) — H™(T, B).

Es facil ver que (o, 7). no depende de la eleccion de v y que si cambiamos de
resoluciones obtenemos un diagrama conmutativo con los isomorfismos naturales
entre los grupos de cohomologia.

Partamos ahora de un grupo G y de dos subgrupos T' < S < G. Sea A un
G-modulo y, como es habitual, AT sera el submodulo formado por los elementos
de A fijados por 7. Entonces AT es también un S/T-moédulo de forma natural.
Sea o € G. Entonces T < 57 < G y claramente la conjugacion por ¢ induce
un isomorfismo S/T — S9/T?. Asi mismo la multiplicacién por o es un
isomorfismo de AT en AT” y se cumple la relacion (a[s])o = (ac)[s]”. Por
consiguiente nos encontramos bajo las hipotesis anteriores.

Definicion 10.21 Si G es un grupo finito, A es un G-modulo, T I S < G
y 0 € G, definimos la conjugacion cohomoldgica

o.: H(S/T,AT) — H™(S°/T°, AT")

como la aplicacién que acabamos de construir.
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Estas aplicaciones conmutan con los isomorfismos naturales al cambiar de
resolucion. Sien particular consideramos la misma resolucion para S/T y S7/T°
entonces o, es la identidad. Si consideramos las resoluciones canénicas tenemos

o (N)sT]s - (820D = f(lsals - [sal),

y analogamente para indices negativos con las bases duales ([s7],...,[s2]).
En particular si 7' = 1 tenemos o, : H"(S,A) — H"(S7,A). Vamos a
necesitar el teorema siguiente:

Teorema 10.22 Sea G un grupo finito y A un G-mddulo. Entonces para todo
o € G se cumple que la conjugacion o, : H*(G, A) — H™(G, A) es la identi-
dad.

DEMOSTRACION: Por induccién sobre n. Para n = 0 es facil probarlo. Basta
tener en cuenta la igualdad o.(f)([]) = f([])o = f([]) (pues f([]) € A%).
Ahora (ver el teorema B.23) consideramos el diagrama:

H™(G, AT) —X= H"+(G, A)
H™(G, AT) —L= H"+(G, A)

Es facil ver que es conmutativo, y la flecha vertical izquierda es la identidad
por hipotesis de induccién, luego también lo es la derecha. Considerando el
modulo A~ probamos el teorema para indices negativos. L]

Hemos definido la conjugacion sobre factores S/T de un grupo G porque
éste es el caso que aparece en las formaciones. En efecto, si K/k es una
extension cualquiera de una formacion y ¢ € G (el grupo de Galois de la
formacion) entonces existe un cuerpo F' C k de manera que o0 € Gp (por
ejemplo Gp = (Gg,0)). Sea E una extension normal de F' que contenga a
K. Entonces cGg € Grp/Gg = G(E/F). Un factor de este grupo viene de-
terminado por los subgrupos S = G(E/k), T = G(E/K). Concretamente
S/T = G(K/k). Es facil ver que su conjugado por o (en realidad por oGg)
es G(K/k)° = G(K°/k?). Por otra parte, si consideramos el modulo Ag, los
submodulos fijados por T'y 177 son A y Ake, luego tenemos las conjugaciones
cohomologicas o, : H"(K/k) — H™ (K7 /k°).

Para relacionar la conjugacion con toda la estructura cohomologica de las
formaciones conviene introducir un enfoque equivalente.

Definiciéon 10.23 Un isomorfismo entre dos formaciones (G, {Gk}kes, A) v
(T, {Tk}kes,B) (con el mismo conjunto de cuerpos S) es un par (o,7) de
isomorfismos de grupos 0.G — T'y 7 : A — B tales que

a) 7(ag) = 7(a)o(g), para todo a € A y todo g € G.
b) o|Gk] = Tk para todo K € S.
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Es obvio que dos formaciones isomorfas en este sentido son la misma estruc-
tura algebraica, por lo que o y 7 inducen isomorfismos de forma natural entre
todos los objetos construidos a partir de ellas.

Dada una formaciéon y un elemento ¢ € @G, la conjugaciéon por o es un
automorfismo de G que permuta los subgrupos abiertos (Gxg — Ggo) y el
producto por ¢ es un automorfismo de A (como grupo). Ademas se cumple
obviamente (ag)o = (ao)g®.

Tenemos, pues, un isomorfismo de la formacion en si misma, y es facil ver
que los isomorfismos

o, s H"(K/k) — H™(K° k%)

inducidos por éste son precisamente las conjugaciones cohomolégicas introduci-
das antes. Desde este punto de vista es evidente que las conjugaciones conservan
todas las propiedades definidas sobre una formacién arbitraria. En particular
conmutan con inflaciones, restricciones y transferencias de manera natural.

El hecho de que conmuten con las inflaciones implica que en las formaciones
de cuerpos las conjugaciones se extienden a isomorfismos entre los grupos de
Brauer:

0wt H?(x)k) — H?*(x/k7).

Concretamente, o, (f)(z7,y7) = f(z,y), para z, y € G.

El teorema 10.22 tiene la traduccion siguiente:

Teorema 10.24 Si K/k es una extension normal en una formacion y o € Gy,
entonces la conjugacion o, : H*(K/k) — H™(K/k) es la identidad.

Si la formacion es de cuerpos y o € Gy, tenemos también que la conjugacion
0. H*(x/k) — H?(x/k) es la identidad.

No es evidente que las conjugaciones conserven los indices en las formaciones
de clases, pues éstos no se definen algebraicamente a partir de las formaciones,

sino que su existencia se postula en un axioma independiente. Pese a ello vamos
a ver que es asi.

Teorema 10.25 Sea k un cuerpo de una formacion de clases y o un ele-
mento de su grupo de Galois. Entonces para todo x € H?(x/k) se cumple
Invge (o4(x)) = Invi(z). En particular, si K/k es una extension normal, se

cumple 0. (§x /1) = Exco ho -

DEMOSTRACION: Sea F' un subcuerpo de k tal que o0 € Gg. Tenemos que la
conjugacion o, es la identidad en H?(x/F). Para cada y € H?(x/F) se cumple

Invgo (0. (Resp,(y)) = Invgs (Respe o (04(y))) = [F7 k7] Invp(0.(y))
= |F: k| Invp(y) = Invi(Resg . (y))-

Como Resp, : H?(x/F) — H?(x/k) es suprayectiva, tenemos la féormula
buscada. La relacion entre las clases fundamentales es obvia. n
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10.5 El isomorfismo de Artin

En esta seccion construimos el isomorfismo de Artin en una formacién de
clases arbitraria, para lo cual necesitaremos el producto exterior cohomolégico
presentado en la seccion B.7.

Vamos a obtener el isomorfismo de Artin como caso particular del teorema de
Tate B.52. Observemos que es aplicable a las formaciones de clases para k = 2.
En efecto, si K/k es una extension normal de una formacién de clases con grupo
de Galois G, cada subgrupo S de G es el grupo de Galois de una extension K/L,
luego H(S,K) = HY(K/L) = 1y H*(S,K) = H*(K/L) es ciclico del mismo
orden que S. Un generador de H?(G, K) es la clase fundamental & /1 definida
en 10.15, luego podemos definir isomorfismos canénicos:

Definicién 10.26 Sea K/k una extension normal en una formacion de clases.
Sea G su grupo de Galois. Para cada entero r definimos el isomorfismo candnico

Ay s H'(G,Z) — H™ (K /k)
como el dado por o . (2) = Exyp v
En el apéndice B hemos visto que
H?(G,2)=G/G', H YG,Z)=0, H%G,Z)=7Z/nZ, H'(G,Z)=0.
Mas atn, al final de la seccion anterior construimos el isomorfismo (B.20):
H*(G,7) =2 G* = (G/G") = G/G".
De aqui se siguen muchos isomorfismos de interés:
HY(K/k)=G/G, HY(K/k) =1,
H?(K/k) 2 Z/nZ, H3(K/k) =1,
HYK/k)=G*=G/qG".

El mas importante de todos estos isomorfismos es el primero, que no es sino
Ar/N[Ak] =2 G/G, es decir, el isomorfismo de Artin. Antes de estudiarlo
con detalle probaremos un par de resultados generales sobre los isomorfismos
candnicos.

Teorema 10.27 Sea K/k una extension normal en una formacion de clases
y L un cuerpo intermedio. Entonces las restricciones y transferencias hacen
conmutativo el diagrama siguiente:

H™(G(K/k),Z) -~ H™+2(K/k)

el v ma

H"(G(K/L),Z) — H™2(K/L)
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DEMOSTRACION: Segiin el teorema 10.16 se cumple Resy, 1 (x/x) = k-
Sixz e H'(G(K/k),Z), el teorema B.45 nos permite concluir que
a1 (Resa i /my, a0y () = Ex/n 2 Resqr i) ()
= Resgx/m),ak/r)Ex/r) *Resq ik n),arx ) ()
= Resqr/m),cir/n) Exr o x) = Resy (/i ().
Del mismo modo, si x € H"(G(K/L),Z) se cumple
e (Ve ny.aum(@) = Exm Vo n),aum (@)

Ve n),.cxm Resg L (Exp) @)
= Viil€rx/rvx) =V, (a;{/L('x))'

Similarmente se prueba la conmutatividad con la conjugacion:

Teorema 10.28 Sea K/k una extension normal en una formacion de clases
y o un elemento del grupo de Galois (de la formacion). Entonces el diagrama
stguiente es conmutativo:

H"(G(K/k),Z) —*— H"™+2(K/k)

HY(G(K? [k7), Z) —— H™+*(K° k)

Definicién 10.29 Sea K/k una extension normal de una formacién de clases
y G su grupo de Galois. Llamaremos isomorfismo de Artin de K/k a la compo-
sicion de los isomorfismos naturales

A/ N[Ag] = HY(K/k), H?(G,2)=G/¢ (10.5)
con el (inverso del) isomorfismo canénico a;ﬁ - Lo representaremos por
WK /K Ak/N[AK] — G/G,

Al componerlo con la proyeccion canénica Ay — A/ N[Ak] obtenemos un
epimorfismo al que seguiremos llamando wg ;. Usaremos también la notacion
tradicional

K/k
wK/k(a) = (({) S G/G/
Asi pues,
(K/k) =o0G siysolosi [a] =&k oG,
a

donde §x/p es la clase fundamental de la extension.

Veamos una caracterizacién que resulta ttil en ocasiones. Recordemos el
isomorfismo (B.20) §* : G* — H?(G,Z).
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Teorema 10.30 Sea K/k una extension normal de una formacién de clases y

a € Ag. Entonces (KT/k) estd caracterizado por la relacion

x((Ka/k>) = —Inv([a] v 6% (x)), para todo x € G(K/k)”.

DEMOSTRACION: Sea G = G(K/k) y sea (%M) = 0G’. En primer lugar
notemos que todo x € G* tiene a G’ en su ntucleo, por lo que tiene sentido
considerarlo como caracter de G/G’, tal y como ocurre en el enunciado. Ademas,
si todos los caracteres (lineales) de G actuan igual sobre dos de sus elementos,
entonces ambos determinan la misma clase modulo G’, luego efectivamente la
propiedad del enunciado caracteriza al simbolo de Artin supuesto que la cumpla.

Sean = |G| = |K : k| y sea x(¢) = m/n (méd 1). Entonces tenemos que
[a] = &k /i@ oGy, aplicando los teoremas B.50 y B.46 concluimos que

[a] @ 6" (x) = Exyp v oG 26" (X) = Exyp (=m +nZ) = —m &k .
Puesto que por definicion Invy(x/,) = 1/n (mdd 1), al tomar invariantes
queda la relacién indicada. L]
El isomorfismo de Artin relaciona de forma muy simple las aplicaciones entre
los grupos A/ N[Ak] y las aplicaciones entre los grupos G/G’. Veamoslo.

Teorema 10.31 Sea K/k una extension normal en una formacion de clases y
sea L un cuerpo intermedio. Los diagramas siguientes son conmutativos (donde
las flechas verticales representan siempre el isomorfismo de Artin).

A/ N[AKk] __inclusion Ar/N[AKk]

| l

G(K/k) | G'(K/k) — G(K/L) | G'(K/L)
transferencia

Nr/k

Ap/N[Ak] A/ N[Ak]

| |

G(K/L) | G'(K/L) —= G(K/k) | G'(K/k)

inclusién

Si o pertenece al grupo de Galois de la formacidn

producto por o

A/ N[Ag] ZOEORNT 4 I N[ALe]

| i

G(K/k) | G'(K/k) —= G(L° [k?) | G'(L° [k?)

conjugacion por o
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Si L/k es normal

A/ N[AKk] __identidad A/ N[AL]

| |

G(K/k) | G'(K/k) —= G(L/k) | G'(L/k)

proyeccion

DEMOSTRACION: La conmutatividad del primer diagrama es consecuencia
del teorema 10.27. En efecto, el isomorfismo a;&k conmuta con las restricciones,
luego el isomorfismo de Artin conmuta con los homomorfismos que resultan de
componer las restricciones con los isomorfismos naturales (10.30). Estas son la
aplicacion [a] — [a] (claramente) y la transferencia de grupos (teorema B.28).

Del mismo modo se prueba la conmutatividad de los dos diagramas siguien-
tes, usando, respectivamente, la parte del teorema 10.27 correspondiente a las
transferencias y el teorema 10.28.

Para probar la conmutatividad del tltimo diagrama no contamos con nin-
guna interpretacién cohomoldgica de las aplicaciones involucradas. Usaremos el
teorema 10.30.

Tomemos un a € Ay y sea (K?/k) = 0G'(K/k). Hemos de probar que

(%’“) — (0G(K/L))G'(L/k).

Para ello tomamos un caracter x € G(L/k)*. Sea ¢ = Infy € G(K/k)*, es
decir, el caracter dado por ¢(7) = X(TG(K/L)). Una simple comprobacién nos
da que el diagrama siguiente es conmutativo:

G(L/k)* 2 G(K /k)*

‘| B

H?(L/k) — H?(K/k)
Por lo tanto 6*(¢) = Infd*(x). Aplicamos el teorema 10.30 y luego el teorema
B.46:
X(O’G(K/L)) =(o) = — Invk([a] u 5*(¢)) = —Tnvg(a® Infd*(X)).
Es facil comprobar que
a ® Infé*(x) = Inf(a ® 6" (x))-
Por lo tanto
x(¢cG(K/L)) = —Invg(Inf(a® §*(x))) = —Invi(a®6*(x))
= —Invg(la]v6*(x)).

La penultima igualdad se debe a que la inflacion es la inclusion en el grupo
de Brauer. El teorema 10.30 nos da entonces la igualdad buscada. m
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He aqui un enunciado equivalente al del teorema anterior:

Teorema 10.32 Sea K/k una extension normal en una formacion de clases y
L un cuerpo intermedio.

a) Sia € Ag, entonces

K/LY _, K/k
0 )~ VE/RK/L T,
b) Siac€ Ap, entonces

(5) oum= ()

¢) Si o pertenece al grupo de Galois de la formacion y a € Ay, entonces

() - (5%)

d) Si L/k es normal y a € Ay, entonces

(42)- (52

a

Extensiones infinitas Si K/k es una extension abeliana en una formacion de

clases y a € Ay, entonces el simbolo de Artin (KT/]C) es un elemento de G /G,

luego es un subconjunto cerrado de Gy. El apartado d) del teorema anterior
nos da que si k C L C K es una cadena de extensiones abelianas, entonces

(L/k) C (LT/k) Esto implica claramente que la familia { (KT/k) }K, para un a

a
fijo y donde K recorre las extensiones abelianas de k, es una familia de cerrados
en (G, con la propiedad de la interseccién finita. Como G es compacto existe
un o € Gy que pertenece a todas las clases,es decir, tal que

(5

) = oGk, para toda extensiéon abeliana K de k.
a

Si llamamos é; a la interseccion de todos los grupos G cuando K recorre
las extensiones abelianas de k, es claro que se trata de un subgrupo cerrado de
Gy, y o esta determinado modulo é;c. Por lo tanto podemos definir

k _ _
(a> =0G, € Gi/G,.
En el caso en que el grupo de Galois de la formacién es un grupo de Galois

en el sentido usual es facil ver que é;ﬂ es la clausura del subgrupo derivado de
Gy, es decir, el grupo de Galois de la mayor extension abeliana de k.
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Definicion 10.33 Sea k un cuerpo en una formacion de clases. Con la notaciéon
precedente definimos G(Ag/k) = Gy, /é;C Llamaremos homomorfismo de Artin
de k al homomorfismo wy, : Ay — G(Ax/k) que acabamos de construir, y que
esta determinado por la propiedad:

() (s

para todo a € Ay y toda extension abeliana K de k.

Claramente el nticleo de (k/a) es la interseccion de los nicleos de todos
los simbolos de Artin (KT/I“), es decir, la interseccion de todos los grupos de

normas NEX[Ak], donde K recorre las extensiones abelianas de k. A dicho grupo
lo llamaremos grupo de normas universales de k, y lo representaremos por Dy.
De este modo tenemos un monomorfismo wy, : Ay/Dy — G(Ax/k). En general
no es suprayectivo, pero induce isomorfismos A/ NE[Ax]| = G, /G para cada
extension abeliana K de k. En particular los grupos de normas se recuperan

por la relacion NEX[Ax] = w ' [Gk /G-

Veamos algunos conceptos més que pueden expresarse en términos de exten-
siones infinitas. En primer lugar observamos que, a través de los isomorfismos
G*(K/k) =2 HY(G(K/k),Q/Z), la inflacion Inf : G(K/k)* — G(L/k)* se co-
rresponde con la aplicacion (Infy)(o) = x(¢G(L/K)). Ya hemos usado este
hecho alguna vez. En el caso en que los grupos sean auténticos grupos de Galois
esto equivale a (Infx)(o) = x(o|k).

Estas inflaciones son obviamente inyectivas, lo que nos permite considerar a
G(K/k)* como subgrupo de G(L/k)* exactamente igual a como hacemos con
los grupos H2(K/k). También podemos construir un limite inductivo anélogo
al grupo de Brauer:

Definicién 10.34 Sea k un cuerpo de una formacion. Llamaremos Gj; al grupo
de los caracteres (lineales) continuos de Gy, es decir, el grupo de los homomor-
fismos x : G — Q/Z cuyo nucleo es de la forma N, = Gk, para una cierta
extension K de k, obviamente abeliana.

Si K es una extension de k, la inflacion Inf : G(K/k)* — G, definida
de forma natural, es inyectiva, y cualquier caracter y es (por la continuidad)
la inflacion de un caracter de G(K/k), donde N, = Gk. Esto nos permite
considerar a los grupos G(K/k)* como subgrupos de G}, de modo que éste es la
unién de todos ellos. A través de esta identificacion las inflaciones se convierten
en las inclusiones. En estos términos, un caracter (lineal y continuo) de Gy es
simplemente un caracter (lineal) de una extension de k.

De la propia definicién de se desprende que el grupo 62 esta contenido en
el nticleo de todos los caracteres de G, luego Gy = G(Ax/k)*, en el sentido de
que todo caracter de Gy induce un caracter de G(Ay/k), y esta aplicacion es
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de hecho un isomorfismo. Asi pues tiene sentido considerar la imagen por un
caracter de un simbolo de Artin. Concretamente

(5 = (B,

donde K es una extension de k suficientemente grande para que x € G(K/k)*.

Como las inflaciones conmutan con los isomorfismos (B.20), las inflaciones
en los grupos H2(G(K /k),Z) son inyectivas, y podemos considerar a todos estos
grupos como subgrupos de un mismo grupo H?(Gy,7Z), construido igual que el
grupo de Brauer, de modo que tenemos un isomorfismo 6* : Gt — H?*(Gy,Z)
dado por 6*x(o,7) = X(0) + x(7) — x(o7), donde X es cualquier funcién que
cumpla x(o) = x(o) + Z.

Finalmente podemos considerar los productos exteriores

v Ay x H*(G(K/k),Z) — H*(x/k),

que en virtud del teorema B.46 conmutan con las inflaciones (observemos que
hemos eliminado el cociente moédulo N[Ak]). Estos productos determinan un
producto exterior

v Ay/Dy x H*(Gy,Z) — H?(x/k).

Con esto resulta inmediato un resultado analogo al teorema 10.30 para ex-
tensiones infinitas:

k
X(()) = —Invg([a] v 6*(x)), para todo x € G, (10.6)
a
Formaciones locales Estudiemos ahora el isomorfismo de Artin en las forma-
ciones locales. En particular veremos que en las formaciones p-adicas coincide
con el que ya teniamos definido.

Sea T'/k una extension no ramificada de cuerpos locales. Sabemos que es
ciclica. Sea 7 un primo en k. Entonces k* = Uy @ (), donde Uy, es el grupo
de unidades de k. Segun el teorema 10.8, el indice |Uy : N[Ur]| es el indice de
ramificacion, o sea, es 1, de modo que todas las unidades de k son normas, luego
estan en el nicleo del isomorfismo de Artin. Consecuentemente, el automorfismo

(TT/]C) no depende de la eleccién del primo 7 y determina completamente el

homomorfismo de Artin.

Ahora hemos de notar que si una familia de funciones Invy satisfacen el
axioma II en una formacioén, entonces las funciones — Invy también lo satisfacen.
En el caso concreto de las formaciones locales hemos definido los invariantes de
modo que si ¢ € H*(T/k), entonces

v (€) = (ok (E(c) (o7/2))/m) (mod 1).
En términos de los productos exteriores esta relacién se expresa como

Invy(c) = —(vr(cvop/x)/n) (méd 1).
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Si queremos que el isomorfismo de Artin coincida con el usual, hemos de
cambiar el signo a los invariantes, de modo que se cumpla

Invi(c) = (vr(cvor)i)/n) (méd 1).

En particular [1/n] = Invy({7/k) = [vk(§r/k © or/i) /0] 0, equivalentemente,
vk (&K v oryk) = 1. Esto significa que {7/, © opi, = [7] y, por la definicion del

simbolo de Artin,
T/k

s

De este modo el isomorfismo de Artin de T/k hace corresponder los pri-
mos de k con el automorfismo candnico de la extension. Con esto ya podemos
aplicar el teorema 9.13 para concluir que el simbolo de Artin definido en este
capitulo coincide con el que ya teniamos definido para las extensiones abelianas
de cuerpos p-adicos.!

Otra alternativa para conseguir (10.7) hubiera sido definir los isomorfismos
o, (v en particular el isomorfismo de Artin) mediante oy, (z) = —&x /i ¥ .
El resultado final es el mismo. La aplicacion de Nakayama permite definir los
invariantes y el isomorfismo de Artin sin necesidad de productos exteriores, y
entonces resulta més natural esta segunda opcién. El problema que tenfamos y
que acabamos de corregir es que habiamos definido los invariantes en términos de
la aplicacion de Nakayama y el isomorfismo de Artin en términos de productos
exteriores.

Volvamos ahora a la igualdad |Uy : N[Uk]| = e, que el teorema 10.8 prueba
para extensiones ciclicas. El isomorfismo de Artin nos permite probarla para
extensiones abelianas cualesquiera, con lo que generalizamos el teorema de ra-
mificacién a formaciones locales arbitrarias.

Teorema 10.35 Sea K/k una extension abeliana de cuerpos locales. Sea L su
cuerpo de inercia. Sean Uk y Uy los grupos de unidades de K y k respectiva-
mente. Entonces

<K /k

=G(K/L
F) =)
y ademds el isomorfismo de Artin induce un isomorfismo
Ur/Ng/lUk] = G(K/L).

En particular |Uy, : Ng/i[Uk]| = e (el indice de ramificacion de K/k).

DEMOSTRACION: Del teorema 10.32 se sigue que la imagen por el isomor-
fismo de Artin del grupo de normas Ny, /,[L*] es G(K/L). Ahora bien, si UL es
el grupo de unidades de L y 7 es cualquier primo en L, entonces L* = Uy, x (),
luego

Ni/klL*] = NplUL] X (Npjw(m)) = Uk x (Np (),

pues la extension L/k es no ramificada y ya hemos observado antes que entonces
Nz/lUz] = Uy

LObservemos que, segiin ya sabemos, el grupo de normas universales Dj, para un cuerpo
p-adico k es trivial, por lo que el simbolo de Artin wy es inyectivo, tal y como se exige en 9.13.
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Por otra parte la extension K/L tiene grado e indice de ramificacion iguales
a e, por lo que, si p es un primo en K, entonces Ng,r(p) es primo en L y,
como 7 es arbitrario, podemos tomar m = Ng/r, (p). De este modo tenemos que
Nz/k(m) = Ng/k(p) € Ng/i[K*], y éste es el nicleo del simbolo de Artin. De
aqui se sigue la primera igualdad del enunciado, que junto con la obvia relaciéon
Ur N Ng/k[K*] = N/ [Uk] nos lleva al isomorfismo indicado. "

10.6 Cuerpos de clases

Veamos ahora el tratamiento general del concepto de cuerpo de clases en
formaciones de clases arbitrarias.

Definiciéon 10.36 Sea k un cuerpo de una formaciéon de clases. A cada exten-
sion K de k le podemos asociar el grupo Ny ;[Ax]| < Ag, que recibe el nombre
de grupo de normas de K en k.

En primer lugar es obvio que la correspondencia K +— Nk /i[Ak] invierte las
inclusiones. Si la extension K/k es normal entonces el grupo de normas de K
es precisamente el nicleo del simbolo de Artin. Vamos a ver que el simbolo de
Artin también determina los grupos de normas de las extensiones que no son
normales.

Teorema 10.37 Sea k C L C K una cadena de cuerpos en una formacion de
clases. Supongamos que la extension K/k es normal. Sea a € Ay. Entonces

a € NpsklAL] siy solo si (K/k> € G(K/L)G'(K/k) | G'(K/k).

a

DEMOSTRACION: Si a € Np/x[Az], digamos a = N (), con b € Ap,
entonces el teorema 10.32 nos da que

K K/L
(F5) = (57 i e Gue/me ) | 6.

Igualmente, si (KT/]“> € G(K/L)G'(K/k) / G'(K/k), digamos (KT/]G) =
oG'(K/k), con 0 € G(K/L), la suprayectividad del homomorfismo de Artin
Ap — G(K/L) / G'(K/L) implica que existe un b € Ay, tal que (KT/L> =
oG'(K/L), luego

)

oG (K /k) = oG'(K/L)G' (K /k)

- (e
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Como el nicleo del homomorfismo de Artin de K/k es N /[Ax], existe un
c € Ak tal que

a = Ng/k(e)Npw(b) = Npi(Ngy/o(e)) Npojg(b)
= NL/k(NK/L(C)b) S NL/k[AL]‘

Observamos ahora que si K/k es una extension en una formacion, entonces
existe una méxima extensién abeliana L de k contenida en K. En efecto, el
producto de extensiones abelianas es claramente abeliano, luego basta tomar el
producto de todas las extensiones abelianas de k contenidas en K.

Teorema 10.38 Sea K/k una extension en una formacion de clases y sea L la
mayor extension abeliana de k contenida en K. Entonces el grupo de mormas
de K/k es el mismo que el de L/k. La extension K/k es abeliana si y sdlo si

| Ak : Niyr[Ak]| = |K 2 K.

DEMOSTRACION: Sea F una extensiéon normal de k que contenga a K. El
teorema anterior implica que

a € Ng/k|Ak] siy solo si (Ea/k> € G(E/K)G'(E/k) | G'(E/k).

El grupo G(E/K)G'(E/k) se corresponde con un cuerpo k C L' C K vy,
como el cociente G(E/k) / G(E/K)G'(E/k) es abeliano, de hecho L' C L.

Por otro lado G'(E/k) C G(E/L) (porque L/k es abeliana) y ciertamente
G(E/K) C G(E/L),luego G(E/K)G'(E/k) C G(E/L)yasi L = L'. Aplicando
de nuevo el teorema anterior llegamos a que

a € Ng/ip[Ak] siy solo si (Ea/k) €G(E/L) | G'(E/k)

siysolosi a€ Np[Ar]

Si K/k es abeliana entonces el isomorfismo de Artin hace corresponder el
grupo A/ Ng/i[AKk] con el grupo de Galois G(K/k), luego se tiene la igualdad
de indices del enunciado. Si se da dicha igualdad, por la parte anterior tenemos
que |L : k| = |K : k|, luego ciertamente K = L y K/k es abeliana. "

Definicién 10.39 Si k es un cuerpo de una formacion de clases, usaremos la
notaciéon S < K para indicar que K es una extension abeliana de k y S =
Nx/k[Ak]. En tal caso diremos que K es el cuerpo de clases de S o que S es el
grupo de clases de K.

Las propiedades béasicas de los cuerpos de clases se prueban sin dificultad en
el contexto general:
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Teorema 10.40 Sea k un cuerpo en una formacion de clases (con grupo de
Galois G). Entonces la relacion S < K biyecta los grupos de normas de k con
las extensiones abelianas de k. Ademds se cumplen las propiedades siguientes:

a) Si S; < Ky y S & Ky, entonces S; < Sy si y solo si Ko C K.
b) Si S1 < Ky y Sy > Ko, entonces S1 NSy > K1 Ks.
c) Si S+ K yoeG entonces S <> K7 (sobre k).

d) Sik CEyS <+ K (sobre E) entonces NE}k(S) — EK (sobre E).

e) Todo subgrupo de Ay que contiene un grupo de normas es un grupo de
noTMASs.

DEMOSTRACION: Supongamos que K; y K5 son cuerpos de clases de un
mismo grupo S. Entonces K = K; K, es una extension abeliana de k, y el
teorema 10.37, tomando como L bien K; o bien K» afirma que

a € Np/g[AL] siy solo si (K/]C)EG(K/L).

a

Puesto que Np,/,[AL] = S en ambos casos, la suprayectividad del simbolo de
Artin implica que G(K/K;) = G(K/K3), luego K7 = K».

Si Ky C Kj es claro que S; < S;. Esto es la mitad de a). De aqui se
sigue la mitad de b): Si S es el grupo de normas del producto K; K entonces

S < .51NS;5. Reciprocamente si a € S1MN.S; entonces (KlT/k) =1y (KzT/k) =1.
El teorema 10.32 implica que

<K1[§2/k> € G(K1 Ko/ K1) NG(K Ky [K5) = 1.

Esto significa que ¢ € S. Ahora tenemos probado b) y de aqui se sigue
inmediatamente a).

Comprobar la propiedad ¢) es una simple rutina.

Veamos la propiedad e): Si S < Sy S; + K, el isomorfismo de Artin
Ay /S1 =2 G(K/k) hace corresponder S con un subgrupo de G(K/k), que sera
de la forma G(K/L) para una cierta extension (abeliana) L de k. Concretamente
tenemos que a € S siy solo si (KT/k) € G(K/L). El teorema 10.38 prueba que
S =Ng/klAL

Solo falta la propiedad d). Tenemos que EK es la menor extension L de E
tal que K C L. Por otra parte, una extensiéon L de E cumple K C L si y s6lo si
Nr/k[AL] C S (si se cumple esta segunda inclusion entonces K esta contenido
en el cuerpo de clases de Nz /;[AL], que esta contenido en L).

A su vez esto equivale a que Nz /p[AL] C N;J}k(S) Por lo tanto EK es la
menor extension L de E tal que Ny, p[AL] C Ng}k(S)
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La propiedad e), ya probada, implica que Ng}k(S ) es un grupo de normas,
luego tiene un cuerpo de clases C' C EK. Pero la minimalidad de EK respecto
a la propiedad anterior implica que de hecho C' = EK. L]

El teorema de existencia caracteriza los grupos de normas en términos to-
pologicos. Para formularlo en términos de formaciones debemos introducir una
topologia en los modulos Ag. Esto nos lleva a la nocion de formacion topologica:

Definicion 10.41 Una formacion topoldgica es una formacion en la que para
cada cuerpo K, el modulo Ak tiene asociada una topologia de modo que se
cumpla;:

a) Para todo cuerpo K, el modulo Ak es un grupo topologico, es decir, el
producto y la aplicacién a — o' son continuas.

b) Si K/k es una extension entonces la topologia de Ay, es la inducida por la
topologia de Ak.

¢) Sio es un elemento del grupo de Galois de la formaciéon y K es un cuerpo
entonces el producto o : Ax — Ak es una aplicaciéon continua.

Es obvio que toda formacion local es una formacion topologica. También es
claro que las aplicaciones consideradas en el apartado c) son de hecho homeo-
morfismos, ya que sus inversas son también continuas por el mismo apartado.
Las normas Ng , : Ax — Ay son continuas, pues son producto de un niimero
finito de aplicaciones continuas. Finalmente notamos que si K/k es una exten-
sion entonces Ay es cerrado en Ay, pues es el conjunto de elementos de Ay
invariantes por un namero finito de aplicaciones continuas.

En este contexto el teorema de existencia se puede enunciar como que todo
subgrupo abierto de indice finito en Aj tiene un cuerpo de clases. Vamos a dar
axiomas suficientes para que una formaciéon topologica satisfaga el teorema de
existencia. El primero es el siguiente:

AxiomA IIT a): Para cada extension K/k, la norma Ng, + Ax — Ay
tiene imagen cerrada y nicleo compacto.

Es facil probar que las formaciones locales satisfacen este axioma. En efecto,
si K/k es una extension finita separable de cuerpos locales y a € K, tomando
valores absolutos en una extension de Galois de k que contenga a K vemos
que |Ngyk(a)| = |a|”, con n = |K : k|. Por lo tanto, si C' es un subconjunto
compacto de k se cumple que Nl_(l/k[C] es cerrado y acotado en K, luego es
compacto. Si hacemos C' = 1 tenemos la compacidad del ntcleo de la norma.

Para probar que la imagen es cerrada tomamos una sucesiéon en dicha imagen
convergente a un elemento no nulo de k. La sucesién estard contenida en un
compacto C, luego seré la imagen de una sucesion en el compacto N;(}k[C], la

cual tendrd una subsucesion convergente a un elemento de Nl}l/k[C], luego la

sucesion de partida tendra una subsucesién convergente a la norma de dicho
elemento, luego su limite serd una norma.
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Si una formacion de clases satisface este axioma III a) entonces los grupos de
normas, al tener indice finito, son abiertos. Esto es el reciproco del teorema de
existencia. Veremos que este teorema estd muy relacionado con la divisibilidad
infinita de los grupos de normas universales Di. De momento podemos probar
lo siguiente:

Teorema 10.42 Si K/k es una extension en una formacion topoldgica que sa-
tisfaga el axioma III a) entonces N p[Dx| = Dy.

DEMOSTRACION: La transitividad de normas implica que los elementos de
Ng/kx[Dx] son normas para cualquier extension de & (pues toda extension de
k esta contenida en una extension de K). Por lo tanto Ng/,[Dk| C Dy. Para
probar la inclusion inversa tomamos a € Dj. Para cada extension L/K defini-
mos T, = Ny /kx[AL]N Nl}l/k[{a}}. Basta probar que la interseccion de todos los

conjuntos T, es no vacia, pues dicha interseccion es Dy N Nf(l/k[{a}]

Cada T, es no vacio, pues a es una norma universal, luego existe un b € Ay,
tal que Nz, (b) = a, y entonces N,k (b) € Tr. Ademés los conjuntos 77, tienen
la propiedad de la intersecciéon finita, pues si L'/L es una extension entonces
T CTyp.

Por tltimo, el axioma IIT a) implica que cada T}, es la interseccién de un
cerrado y un compacto, luego es un compacto. Asi pues, la interseccion total es
no vacia. n

El axioma siguiente reduce la divisibilidad infinita del grupo de normas uni-
versales a una propiedad mas técnica pero maés facil de probar en la préctica.

AxioMA III b): Para cada primo p existe un cuerpo Ly, tal que, para todo
cuerpo k que contenga a L,, la aplicacion A, — Ay dada por a — aP tiene
niucleo compacto y su imagen contiene a Dy,.

En el caso de las formaciones locales el niicleo de la aplicacion a — a? es
finito, luego compacto. La segunda propiedad que se exige es que para todo
cuerpo k suficientemente grande toda norma universal de k tenga raiz p-ésima
en Ar. En todos los casos particulares de interés, la condicion “suficientemente
grande” significa que k contenga a las raices p-ésimas de la unidad. Sin embargo
esta condicion no tiene sentido en el contexto general de formaciones, por lo que
no puede aparecer en el axioma.

De este modo, en el caso local tenemos pendiente demostrar la segunda parte
del axioma III b). Ahora veamos que éste implica la divisibilidad infinita del
grupo de normas universales:

Teorema 10.43 Si k es un cuerpo de una formacion topoldgica que satisface
los aziomas III a), b), entonces D" = Dy, para todo natural m no nulo. Ademds
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DEMOSTRACION: Para la primera afirmacion basta probar que D} = Dy,
para todo primo p. Sea K una extension de k suficientemente grande segun el
axioma III b). Entonces, usando también el teorema anterior, vemos que

Dy, = Ng/k[Dk] € Ng/u[A%] = Ng/u[Ax]P.

Para cada a € Dy, sea a'/? el conjunto de las raices p-ésimas de a en Ay.
Acabamos de probar que el conjunto Tk = Ng/x[Ax]| N a'/? es no vacio. Cla-
ramente los conjuntos Tk tienen la propiedad de la interseccion finita (cuando
K varfa en las extensiones de k) y son compactos porque el grupo de normas es
cerrado por el axioma a) y a'/P es compacto por el axioma b). Concluimos que
la interseccion de todos ellos es no vacia, pero dicha interseccion es Dy, N al/?,
luego a € DY.

(oo}
De la parte ya probada se sigue inmediatamente la inclusion Dy C [ AP

m=1
Para probar la inclusién opuesta tomamos un elemento a de la interseccion y
consideramos una extension K/k. Sea m = |K : k|. Entonces a = b™ =
Nx/k(b), para un cierto b € Ay, luego a € Dy,. n

El dltimo axioma nos dard la conexién entre todo esto y el teorema de
existencia:

Ax10MA III ¢): Para cada cuerpo k existe un subgrupo compacto Uy de Ay
tal que todo subgrupo abierto de indice finito en Ay que contiene a Uy es un
grupo de mormas.

Llamaremos AXIOMA III a la conjuncion de los tres axiomas III a), b), ¢).

En una formacion local el axioma III c) se satisface tomando como grupo
Uy el grupo de las unidades de k. En efecto, tenemos la sucesion exacta

1— U, — k" —7Z—0,

determinada por la factorizacion k* = Uy, x (r), donde 7 es un primo en k. De
ella se desprende que los subgrupos de indice finito en £* que contienen a Uy
se corresponden con los subgrupos no triviales de Z, luego son los subgrupos
H, = U x (z™), para cada natural n no nulo. Es inmediato comprobar que H,,
es el grupo de normas de la extension no ramificada de grado n.

El teorema principal es el siguiente:

Teorema 10.44 (Teorema de existencia abstracto) Si k es un cuerpo de
una formacion topoldgica que satisface los axiomas I, I1 y II1 entonces los grupos
de normas de k son exactamente los subgrupos abiertos de indice finito en Ay.

DEMOSTRACION: Ya sabemos que los grupos de normas son abiertos y de
indice finito. Sea ahora H un grupo en estas condiciones. Si |[A; : H| = m
entonces es claro que Dy, C A} C H. Si N recorre los grupos de normas de £,
tenemos que

(YN NUL) =DpN U, C H,
N

donde Uy, es el grupo compacto dado por el axioma III c).
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Los grupos N N Uy son compactos y H es abierto, luego? existe un N tal
que NNU, C H.

El grupo N N H es abierto y de indice finito (pues tanto N como H lo
son), y el grupo Ui(N N H) es abierto, de indice finito y contiene a Uy, luego
por el axioma III c) es un grupo de normas. Entonces N N (Ux(N N H)) es
también un grupo de normas y esta contenido en H. En efecto: todo elemento
de la interseccion es de la forma ab € N, con a € U, y b € N N H, luego
a € NNU, C H y también ab € H. Asi pues H es un grupo de normas, ya que
contiene un grupo de normas. ]

En definitiva, con este planteamiento hemos reducido el teorema de existen-
cia para formaciones locales a probar el resultado siguiente:

(%) Si k es un cuerpo local que contiene a las raices p-ésimas de
la unidad, entonces todas las normas universales de k tienen raiz
p-ésima en k.

Estudiaremos este problema en la seccién siguiente.

10.7 El teorema de existencia local

Para probar el teorema de existencia en las formaciones locales generali-
zaremos la teoria de Kummer que estudiamos en el capitulo IV, a la vez que
aprovechamos para presentarla en términos de cohomologia.

Cuerpos de Kummer En general, un cuerpo de Kummer de grado n es un
cuerpo k cuya caracteristica no divide a n y que contiene a las raices n-simas
de la unidad. Estas forman un grupo ciclico de orden n al que llamaremos R,,.

En lo sucesivo fijaremos una raiz n-sima primitiva w e identificaremos R,
con Z/nZ mediante el isomorfismo w™ <« [m]. Asi Z/nZ < k*.
Sea S la clausura separable de k y consideremos la sucesiéon exacta

1— R, — S*"— 85" —1,

donde la tercera flecha representa al homomorfismo  +— x™. Ahora nos apoya-
remos en que todos los resultados de cohomologia de grupos finitos que hemos
visto valen también para grupos infinitos si nos restringimos a indices positivos
y cambiamos la definicion de H® de modo que H°(G, A) = A€ (ver los comen-
tarios finales de la seccion B.2). Si G = G(S/k) tenemos la sucesion exacta
H°(G,S*) — HY(G,R,) — H(G,S").

El primer homomorfismo puede verse como 6* : k* — Hom(G, R,,). Recor-
dando la construccion de los homomorfismos de conexion, la imagen de un b € k*

2Esto es un resultado topologico general, pero vamos a probarlo: Tomando complementa-
rios, los abiertos Ay \ (NN N Uy) cubren el compacto (Ag \ H) N Uk, luego podemos extraer
un subcubrimiento finito. Como la interseccién de grupos de normas es un grupo de normas
existe un N tal que (A \ H) NU, C A \ (N NUyg), luego NNU, C H.
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es el homomorfismo x; calculado como sigue: Consideramos el cociclo asociado
a b, que es 1 — b; le calculamos una antiimagen por la aplicaciéon inducida por
x — x™, que es la cocadena 1 — ¥/b; calculamos la cofrontera de esta cocadena,
que es la cofrontera o — U( {/5) / /b € R,; calculamos una antiimagen de esta
cofrontera por la aplicaciéon inducida por la inclusiéon R,, — S*, que es ella
misma. Asi pues

donde /b es cualquier raiz n-sima de b. Es facil comprobar que Xp(0) no
depende de la eleccion de la raiz (aunque esto ya lo garantiza el hecho de que
0* estéd bien definido).

En particular observamos que x3(c) = 1 si y s6lo si a( \/5) = /b, luego el
nicleo de xy es G(S / k( %)) Por lo tanto x; es un homomorfismo continuo.

La aplicacion H'(G, R,,) — H'(G,S*) es simplemente la inclusiéon indu-
cida por la inclusion R, — S*. Si x € Hom(G, R,) es un homomorfismo
continuo, es decir, si su nicleo es de la forma G(S/K) para una cierta extension
(claramente finita) de k, entonces, visto como cociclo en H'(G, S*), induce un
cociclo en H'(K/k) = 1 dado por x(0G(S/K)) = x(o). Por lo tanto existe
un z € S* tal que x(o) = o(z)/x para todo o,. Esto mismo muestra que x es
también una cofrontera en H!(G,S*), luego estd en la imagen de 6*.

En otras palabras, la imagen de ¢* : k* — Hom(G, R,,) esta formada
exactamente por los homomorfismos continuos. Si identificamos

R, = Z/nZ = (1/n) < Q/Z,

entonces la imagen de §* se identifica con un subgrupo de G(S/k)*, el formado
por todos los caracteres cuya imagen esta contenida en (1/n). Tenemos asi un
homomorfismo 6* : k* — G(S/k)* cuya imagen es la unién de todos los grupos
G(K/k)* con |K : k| | n.

Por otra parte, x, = 1 siy solo si O’( %) = /b para todo o € G(S/k), o sea,
siy solo si ¥/b € k o, equivalentemente, si b € k*". Por consiguiente tenemos
un monomorfismo

k* /K — G(S/k)*.

El simbolo de Hilbert Ahora introducimos el simbolo de Hilbert en el con-
texto general de los cuerpos locales. Conviene considerar primero otro concepto
mas general:

Definicion 10.45 Sea k un cuerpo local. Sea S una clausura separable de k.
Para cada a € k* y cada x € G(S/k)* definimos

(a,x) = —Invg([a] v 6" (x)) € Q/Z.

La férmula (10.6) nos da la interpretacion de este simbolo y nos muestra, de
hecho, que determina al simbolo de Artin de k. En efecto, se cumple

(avx)—x(<k>)~

a
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También es claro que (a, x) es bilineal. Si k es un cuerpo de Kummer pode-
mos considerar el simbolo de Hilbert, dado por

(a,b) = (a,xp) = Xb(<k>) = . <W> € R,.

a b a

Este simbolo determina el simbolo de Artin de todas las extensiones de k de
grado divisor de n. Observamos que el papel de a y b en (a, b) es asimétrico pues,
mientras a representa realmente a un elemento de k£*, en realidad b determina un
caracter de G(S/k). Por ello resulta especialmente notable el teorema siguiente,
que nos da una caracterizacién simétrica en términos de un producto exterior.

Dados a, b € k*, podemos considerar Y, x» € H' (G(k({‘/&, \"/I;)/k),Rn),
con lo que podemos formar el producto

Xa VX6 € H*((G(k(%/a, Vb) k), R, ® Ry).

A través de la identificacion R, = Z/nZ podemos identificar R, ® R,, = R,
y la inclusién R, C k* nos permite considerar que x, v x; € H?(k(/a, \ﬁ)/k)

Teorema 10.46 En las condiciones anteriores, si a, b € K* se cumple

(a7 b) = Ind(Xa Y Xb)-

DEMOSTRACION: Segun las definiciones que hemos adoptado,

(a,b) = (a,xp) = —Invk([a] U(S*(Xb)),

luego basta probar que —[a] v §*(xs) = xa © Xp. Para ello calcularemos explicita-
mente ambos productos exteriores. Para simplificar la notacion representaremos
todos los modulos aditivamente, incluidos los grupos multiplicativos de los cuer-
pos.
Llamemos K = k({/a, {I/l;) En principio x; : G(K/k) — R,,, pero pode-
mos considerar que xp : G(K/k) — Z/nZ.

Sea xp : G(K/k) — 7Z tal que x3(0) = Xp(0) + nZ. Para considerar a x,
con imagenes en Q/Z hemos de pasar a la aplicacion (1/n)y,. Ahora estamos
en condiciones de aplicar la formula (B.21), segin la cual

5 (00)(o:7) = +((0) + X0(r) — Xo(o7)).

Con notacion aditiva, a = n {/a y, segin el teorema B.46,

([a] 0" (xp)) (0, 7) = ad™ (xs) (0, 7) = Va(xs(0) + Xb(T) — Xp(07)) € K™

Por otro lado, también segiin B.46 (y teniendo en cuenta que la accion de G
sobre R, es trivial) tenemos

(Xa“Xx6)(0,7) = —(X6°Xa)(0,7) = Xb(0) ® Xa(T) = Xb(0) @ Xa(T)
= X(0)Xa(T) = Xp(0) Va(r —1)
= Yaxp(o)Tr— Vax(o) € R, C K*.
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Por lo tanto

([a] 6% (xp)) + (Xa U x5) (0, 7) = Vaxs(0)T — Yaxu(o) — Vaxu(or),

y esto es la cofrontera de la cocadena {/a ;(c), luego al tomar clases de coho-
mologia concluimos que —[a]vd0*(x») = Xa Y Xo- "

A partir de aqui es muy facil derivar las propiedades del simbolo de Hilbert:

Teorema 10.47 Sea k un cuerpo local que ademds sea un cuerpo de Kummer
de grado n. Entonces

a) (aa’,b) = (a,b)(a’,b), (a,bb’) = (a,b)(a, V).

b) (a,b) = (b,a)~".

¢) (a,b) =1 si y slo si a € N[k[/b]].

d) (a,b) =1 para todo a € k* si y sdlo si b € k™.

DEMOSTRACION: La propiedad a) es evidente. La propiedad b) es conse-
cuencia del teorema anterior y de la anticonmutatividad del producto exterior.
Para probar c) observamos que (a,b) = 1 si y sélo si

o (M) (95 -,

lo cual equivale a que

()

a

y, por consiguiente, a que a € N[k‘[ \/B]]
Para la propiedad d) notamos que (a,b) =1 si y solo si

Xb(<k(%)/k>)=1

a

Si esto ocurre para todo a, entonces x, = 1, luego b € k*". El reciproco es
obvio. m

Con esto podemos probar:

Teorema 10.48 Sea k un cuerpo local que contenga a las raices n-simas de
la unidad, donde n no es divisible entre la caracteristica de k. Si a € k* es
una norma para todas las extensiones ciclicas de k de orden divisor de n (en
particular si a es una norma universal) entonces a € k*™.
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DEMOSTRACION: Aplicamos varias veces el teorema anterior: por c¢) tenemos
que (a,b) = 1 para todo b € k*, luego por b) también (b,a) = 1 y por d)
concluimos que a € k*™. n

Esto prueba la afirmacion (x) de la pag. 260 para primos distintos de la
caracteristica de k. En particular tenemos (x), y por consiguiente el teorema de
existencia, para cuerpos locales de caracteristica 0. Para cuerpos de caracteris-
tica prima p so6lo falta probar lo siguiente

(xx) Si k es un cuerpo local de caracteristica prima p, entonces las
normas universales de k tienen raiz p-ésima en k.

La prueba de (%) requiere ideas bastante diferentes de las que estamos
utilizando. Posponemos la prueba hasta el final de esta seccion.

La topologia de clases Observemos ahora que el teorema de existencia per-
mite probar de hecho que los grupos de normas universales en las formaciones
locales son triviales. En efecto, si k es un cuerpo local y p es su ideal primo,
los grupos U, = 1 4 p"™ forman una base de entornos abiertos y cerrados de 1.
Obviamente un subgrupo de k* que contenga a un grupo U, es abierto (es union
de clases modulo U, que son abiertas) y el reciproco es obvio. Por lo tanto un
subgrupo de indice finito de £* es un grupo de normas si y sélo si contiene un
U,. No obstante hay que tener presente que los propios grupos U,, no son de
indice finito, luego no son grupos de normas. En efecto, si llamamos Uy al grupo
de las unidades de k, entonces U,, < Uy y Upy tiene indice infinito en k*, pues
k* = Uy x (), donde 7 es un primo en k.

Los ejemplos mas simples de grupos de normas son los grupos de la forma
Va.m = Up x (7). En efecto, la compacidad de Uy obliga a que los indices
|Up : Up| sean finitos (en otro caso las clases modulo U, serfan un cubrimiento
abierto sin subcubrimientos finitos), luego

K [Vom = (Uo/Un) x (() / (z™))

tiene orden m|Uy : U,]|.

Obviamente la interseccién de todos los grupos V), ., es trivial, luego lo
mismo ocurre con la interseccion de todos los grupos de normas. Esto equivale
a la inyectividad del simbolo de Artin de un cuerpo local. Mas atn:

Teorema 10.49 Si k es un cuerpo local, entonces el grupo de mormas uni-
versales Dy, es trivial, luego el homomorfismo de Artin es un monomorfismo
wi  k* — G(Ag/k). Ademds es continuo y su imagen es densa.

DEMOSTRACION: Acabamos de probar que el nucleo de wy es trivial. La
continuidad se debe a que un entorno basico de 1 en G(A/k) es un grupo
G(Ar/K), donde K es una extension abeliana finita de k, y su antiimagen por
wy, es el nicleo del homomorfismo wy : k* — G(K/k), es decir, el grupo de
normas N[K], que es abierto.
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Si g e A, B ¢k, sea L/k una extension finita tal que g € L. Por la
suprayectividad del homomorfismo de Artin para extensiones finitas existe un

o € k* tal que
(%) @ 5.

(67

Por lo tanto (2) (8) # B, con lo que hemos probado que el cuerpo fijado por
wi[k*] es igual a k. Esto significa que wy[k*] es denso en G(Ay/k). n

Si k es un cuerpo local, ahora podemos definir la topologia de clases en k*
como la topologia que convierte en homeomorfismo al isomorfismo de Artin, es
decir, la que tiene como abiertos a las antiiméagenes de los abiertos de G(Ay/k).

Asi mismo es facil probar para cuerpos locales arbitrarios los hechos que en
el capitulo IX demostramos para cuerpos p-adicos. En particular, la topologia
de clases coincide con la métrica en el grupo de unidades U de k y es el producto
de las topologias inducidas en U y () (donde 7 es un primo en k). En particular
el teorema 9.13 es valido para cuerpos locales arbitrarios.

El teorema de existencia local en caracteristica prima Probamos aqui
la afirmacion (xx) para cuerpos de caracteristica prima p, que es lo tnico que
queda pendiente para probar el teorema de existencia para cuerpos locales de
caracteristica prima. Supondremos al lector familizarizado con las propiedades
basicas de las formas diferenciales y los residuos en cuerpos de series de potencias
expuesta en la seccion [GA B.3].

La dificultad que plantea la prueba de (%) es que no podemos usar la teoria
de Kummer. En esta secciéon veremos que podemos reemplazarla por una teoria
analoga. Consideramos un cuerpo k de caracteristica prima p. La idea es
reemplazar el grupo de las raices p-ésimas de la unidad de la teoria de Kummer
por el cuerpo primo Z/pZ de k. En lugar del polinomio ™ consideraremos el
polinomio

p(x) = 2P — .

Observemos que si S es la clausura separable de k, entonces p : S — S es
un homomorfismo entre los grupos aditivos. De hecho es un epimorfismo, pues
si B € S el polinomio 2P — x — 3 es separable (tiene derivada —1), luego tiene
sus raices en S. Si « es una de dichas raices, las demés son « + n, donde n
recorre el cuerpo primo de k. Esto no sélo prueba que p es suprayectiva, sino
ademéas vemos que su nicleo es el cuerpo primo. En otros términos, tenemos
una sucesion exacta

0— Z/pZ — S 25 5 — 0.

Para cada 8 € S llamamos (/) a una raiz del polinomio a? —z — 3, que esté
univocamente determinada salvo un elemento del cuerpo primo. (Es el analogo
a una rafz n-sima en la teoria de Kummer.) Si G = G(S/k), ahora tenemos una
sucesion exacta

HY(G,S) — HY(G,Z/pZ) — H'(G,S).
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Para calcular el primer homomorfismo 6* : k — Hom(G, Z/pZ) partimos de
un 8 € k, tomamos una antiimagen por g, o sea, (3/gp), pasamos a la cofrontera
de la cocadena que representa, es decir, a ¢ — (8/p)” — (B/p) € Z/pZ y
esta cocadena (de (G, S)) nos sirve como cociclo de H'(G,Z/pZ). Visto como
homomorfismo es

¢s(0) = (B/9)7 — (B/9)-

Vemos que ¢g(0) = 0 siy solo si (8/p)° = (8/g), luego el nicleo de ¢g es
G(S/k(B/p)) v asi ¢p es un homomorfismo continuo.

El mismo razonamiento empleado en la teoria de Kummer prueba ahora que
¢p recorre todos los homomorfismos continuos de G en Z/pZ (ahora usamos que
el primer grupo de cohomologia del grupo aditivo de una extensién abeliana es
trivial).

Si identificamos Z/pZ = (1/p) < Q/Z entonces la imagen de §* se identifica
con el subgrupo de G(S/k)* formado por todos los caracteres con imagen en
(1/p). Tenemos asi un homomorfismo 6* : k — G(S/k)*, cuya imagen es el
grupo G(K/k)*, para cualquier extension K de k de grado p.

Igualmente, ¢ = 1 siy solo si (8/p)7 = (8/p) para todo o € G(S/k), es
decir, si y sélo si (8/p) € k o, equivalentemente, si 8 € p[k].

Por consiguiente tenemos un monomorfismo
k/plk] — G(S/k)*.
Definimos ahora el analogo al simbolo de Hilbert:

Definicion 10.50 Si k es un cuerpo local de caracteristica prima p, para cada
a € k* y cada § € k definimos

(@8 = (o) =on (£ ) = (CL2E) /09 - (3/0) € 2/

«

En esta ocasion el simbolo es asimétrico (como refleja la notacion), pues es
multiplicativo en la primera componente y aditivo en la segunda. Recogemos
este hecho y otros mas en un teorema:

Teorema 10.51 Sea k un cuerpo local de caracteristica p. Se cumple:
a) (ac’, f] = (o, Bl + (o', 8], (a, B+ 0] = (a, B] + (a, ']
b) (o, 8] =0 si y sélo si o € N[k(B/p)]-
¢) (a,a] =0 para todo o € k*.
d) (o, 8] =0 para todo a € k* si y solo si B € plk].

DEMOSTRACION: a) es evidente.
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b) Se cumple (o, 8] = 0 si y sélo si

(F2E2E) (316 = 3/,

si y s6lo si

(0%

(Ko

siy solo si a € N[k(B/p)].

¢) Observemos que la extension k(8/p)/k tiene grado 1 o p. En efecto, si
no tiene grado 1 entonces (3/p) tiene un conjugado de la forma (8/p) + n,
para un n # 0, luego todos los elementos de la forma (8/p) + mn con m € Z
son conjugados, pero mn recorre todo Z/pZ, luego (5/p) tiene al menos p
conjugados, y al ser raiz de zP — x — [3, tiene exactamente p conjugados.

Si |k(a/p) : k| = 1 entonces a = N(«) y si el grado es p entonces el polinomio
minimo de (a/p) es 2P — = — «, luego a = N(a/gp). Ahora basta aplicar b)

d) Se cumple («, 8] = 0 para todo a € k* si y solo si

s (ML (570 =0

«

para todo o € k*, si y sélo si ¢g = 0 siy solo si 8 € p[k], pues tenemos que
¢s € G(k(B/p)/k)* v el simbolo de Artin es biyectivo. "

Para calcular explicitamente («, 5] consideramos el teorema [TAl A.9], segtin
el cual todo cuerpo local k de caracteristica prima contiene un subcuerpo kg
isomorfo a su cuerpo de restos, de modo que k = ko(()), para cualquier primo 7
de k. Esto nos permite hablar de formas diferenciales en k. Recordemos en
particular la definicion [GA B.27| del residuo de una forma diferencial.

Teorema 10.52 Si k es un cuerpo local de caracteristica p y € es un primo
en k, entonces, para todo o, 5 € k, o # 0, se cumple

(0, 8] = (€, Res (g da)]

DEMOSTRACION: Ambos miembros son bilineales (respecto al producto por
la izquierda y la suma por la derecha). Podemos expresar o = w€™, con n € Z
y m € K primo, con lo que la igualdad que hemos de probar se reduce a dos
igualdades similares con « primo. Asi pues, podemos suponer que o = 7 es un
primo no necesariamente igual a £.

Igualmente, descomponemos

B= > by +bo+ > b,m"
n<0 n>0

y podemos considerar los tres sumandos por separado.
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a) Si f =wun~", con u € kg, n > 0, entonces

Res (ﬁ da) = Res(un™ """ drr) = Resy(ur""") = 0.
a

En correspondencia hemos de probar que (m,un~"] = 0. Lo haremos por
induccion sobre n. Supongamos primero que p 1 n (en particular si n = 1).
Entonces

—-n —n} —-n

—n(m,ur™ "] = (7" ur "] = (un ", ur "] — (u,ur" "] = 0,

donde hemos usado el apartado c) del teorema anterior y el hecho de que u es
una potencia de p (porque kg es finito). Por lo tanto (7, ur~"] = 0.
Supongamos ahora que n = mp y sea u = vP. Entonces

ur ™" = plor™™) 4+ or™ ™,
luego (m,umr™"] = (m,vw~™] = 0, por el apartado d) del teorema anterior y la
hipotesis de induccion.

b) Si g = Y b,n™ entonces

n>0
ﬁ _ n—1 _
Res o da) =Resy | Dby =0,

n>0

y también tenemos que (m, 5] = 0, pues S = (), donde
N

n>0

(La serie converge porque |3] < 1.)

c) Si B € ko entonces

Res (g da) = fRes,(1/7) = 6.

Hemos de probar que (m, 3] = (&, 8] para cualquier par de primos de k y
cualquier 8 € kg. Esto equivale a que (¢, 8] = 0 para toda unidad € de k. Por el
teorema anterior basta con que € € N[k(8/p)] v a su vez para esto es suficiente
que la extension k(8/p)/k sea no ramificada.

Sea K = k(/p) y sea F' = ko(8/p). Claramente F es un cuerpo finito, pues
(8/p) es algebraico sobre ko. Ademas

K =ko((£))(B/9) = ko(B/9)((§)) = F((£))-

Es obvio que el valor absoluto de K inducido por esta representacion ex-
tiende al valor absoluto de k, luego se trata de la tnica extensiéon de dicho valor
absoluto. Asi es evidente que ¢ sigue siendo primo en K, luego la extension
K/k es no ramificada. .
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Una version equivalente de la formula que acabamos de probar es

(a, ] = (&, Res(B dav)],

para cualquier primo £ de k. El miembro derecho sb6lo depende de la forma
diferencial 8 da, luego podemos introducir la notacién siguiente:

Definicion 10.53 Sea k un cuerpo local de caracteristica prima p. Para cada
par de elementos «, 8 € k definimos

fmmtua= (2) () (3) e

Las propiedades siguientes son inmediatas:

/(5da+ﬁ’da’):/ﬁda+/5/da/7

/da:(a,a]zo, /ﬂdaz—/adﬁ.

El teorema siguiente nos da una expresion explicita para el simbolo (a, f]:

Teorema 10.54 Sea k un cuerpo local de caracteristica p, sea kg su cuerpo de
restos y Tr : kg — Z/pZ la traza. Entonces, para todo o,f € k, se cumple que

/Bda = Tr(Res(8 da)).

DEMOSTRACION: Hemos de probar que (a, a5] = Tr(Res(8 da)) o, equiva-
lentemente, que
(&, Res(Bda)] = Tr(Res(B da)).

Mas en general, vamos a ver que (£,u] = Tr(u), para todo primo £ de k y
todo u € kg.
Sea K = k(u/p). Entonces

s (%)) ()

En la prueba del teorema 10.52 hemos visto que la extension K/k es no
ramificada, luego el simbolo de Artin de ¢ es el automorfismo canénico de K/k,
es decir, el que induce en el cuerpo de restos el automorfismo de Frobenius. Por
la unicidad de dicho automorfismo, se trata del dado por

donde |ko| = p™. Si llamamos v = (u/p) entonces u =vP —v y
Eu)=ovP" —v=("" —0P" )4 4 (0P —0) =" + -+ u=Tr(u).
]

Como consecuencia tenemos la siguiente propiedad de las integrales:
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Teorema 10.55 Sea k un cuerpo local de caracteristica prima p. Si a € k
cumple que [ Bda =0 para todo B € k, entonces da = 0.

DEMOSTRACION: Supongamos que da # 0. Digamos que

a=>Ya&", Z—? =Y na,£" " £0.

Sea 1 el menor indice tal que ra, # 0. Entonces, para todo b € kg,

0= /bf_’" do = Tr(Res(b¢™ " da)) = Tr (Res§ (bé_TCZ)> = Tr(rba,).

Cuando b recorre ky también rga, recorre kg, luego hemos llegado a que

Tr[ko] = 0, lo cual es imposible. n

Finalmente podemos probar el resultado que perseguiamos:

Teorema 10.56 Sea k un cuerpo local de caracteristica prima p y sea a € k
tal que v es una norma para toda extension ciclica de k de grado p. Entonces
o € kP.

DEMOSTRACION: Tenemos que « es una norma para cada extension de la
forma k(B8/p)/k, luego segun 10.51 ha de ser (a, 8] = 0 para todo 8 € k, o

también (o, af] = 0, es decir,
/Bda =0,

para todo 8 € k. Segun el teorema anterior da = 0, por las propiedades de las
formas diferenciales esto equivale a que o € kP. n



Capitulo XI

La teoria global

Aqui aplicaremos la teoria general que hemos estudiado en el capitulo ante-
rior al caso de los cuerpos numéricos, es decir, a la formacién A de los cuerpos
numéricos, a la formaciéon J de los grupos de elementos ideales y a la formacion
C' de los grupos de clases de elementos ideales. Hemos visto que las tres son
formaciones de cuerpos. Si el interés del enfoque cohomologico de la teoria local
de cuerpos de clases consistia en que nos permite construir explicitamente el iso-
morfismo de Artin sin referencias a la teoria global, el interés en el caso global
reside en que la cohomologia muestra claramente la conexion entre el simbolo
de Artin global y los simbolos locales.

La conexién entre las tres formaciones que nos ocupan viene dada por las
sucesiones exactas

0— K" — Jx — Cg — 0,

para cada cuerpo numérico K, que se retinen en una sola:
0—A—J—C—0.

Estudiaremos en primer lugar la cohomologia de J. Veremos que J no es
una formacion de clases, pero los resultados que obtendremos se trasladaran a
C a través de la sucesion exacta anterior, y ésta si resultara ser una formacion
de clases.

11.1 La cohomologia de los elementos ideales

Si K/k es una extensiéon normal de cuerpos numéricos y G su grupo de Galois,
usaremos la notacion H} (K /k) = H"(G, Ji). Vamos a expresar estos grupos en
funcién de los grupos de cohomologia de las extensiones locales asociadas. Sea
FE un conjunto finito de primos de k que contenga a los primos arquimedianos.
Identificaremos a E con el conjunto de los primos de K que dividen a los primos

de E. El grupo Jx es la unién de todos los subgrupos Jg = [ Ky x [] Uy.

pEE p¢E
Investigaremos primero la cohomologia de estos subgrupos. En primer lugar
tenemos el teorema siguiente:

271
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Teorema 11.1 Sea G un grupo finito y {M;} una familia de G-mddulos. En-
tonces para todo entero n se cumple
H™"(G,[1M;) 2 [H™(G, M;).

DEMOSTRACION: Sea € una resoluciéon completa de G. Es claro que

Ty = [Imiy : Homg (€, [[M;) — [[Home (€, M;)

es un isomorfismo de complejos, donde el operador cofrontera del complejo de
la derecha es [] 9;. La conclusion es evidente. "
i

Para aplicar el teorema a nuestro caso definimos

MpZHKfE sipeF vy Mp:HUfB sip¢g E.
PBlp PBlp

Es claro que M, es un G-submoédulo de Jg y que Jg es el producto de todos
ellos. Por lo tanto podemos concluir que

Ty Hn(G, JE) — l;lHn(G7Mp)

es un isomorfismo de grupos. Ahora reduciremos los grupos de cohomologia
de los moédulos M, a los de sus factores. También lo haremos a partir de un
resultado general.

Sea G un grupo abeliano y S un subgrupo de G. Sea N un S-mo6dulo
y M = N ®g Z|G]. Sea o01,...,0, una transversal derecha de G/S (tal que
o1 = 1). Es claro que {o;} es una base de Z|G] como S-moédulo izquierdo, luego
el teorema [TA 5.25] nos da que

=1

Cada sumando es un subgrupo abeliano y si o € G, entonces u;0 = su; para
un o € Sy algin indice j, luego N ® w;o0 = N ® u;. Es claro que G permuta
transitivamente los sumandos, asi como que N ® 1 es un S-submodulo de M
isomorfo a N.

Reciprocamente, supongamos que M es un G-médulo que como grupo abe-

r
liano se descompone en suma directa M = @ N; y cada o € G permuta transi-
tivamente los subgrupos V;, es decir, N;o _ ]\17j para algin j y siempre existe un
o que hace corresponder un ¢ y un j dados. Sea S ={c € G| Njoc = N1} <G.
Entonces N = Nj es un S-modulo y M = N ®g Z[G] (se toma una transversal
{oi} y se identifica no; con n ® 0;).

En cualquiera de estas dos situaciones equivalentes diremos que el G-mo6dulo
M estéa inducido por N. En estos términos, un G-médulo es regular segin la
definicion B.17 si es inducido por un 1-mé6dulo. El teorema siguiente generaliza
a B.18 (compérese con 4.7):
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Teorema 11.2 Si M es un G-mddulo inducido por un S-mddulo N, entonces
para todo entero n se cumple H"(G, M) = H™(S,N).

DEMOSTRACION: Para una prueba rapida podemos usar los grupos de homo-
logia (lo cual es equivalente). Basta tener en cuenta los siguientes isomorfismos
de complejos:

M ®c €= (N ®s Z|G]) ®c € = N @5 (Z|G] ®c €) = N @5 C.
Si C es una resoluciéon completa de G también lo es de .S, luego los grupos
de homologia son isomorfos. m

Ahora daremos una prueba alternativa del teorema anterior que muestre
explicitamente el isomorfismo entre los grupos de cohomologia. En primer lugar
tenemos el isomorfismo de G-moédulos

M = N ®g Z|[G] — Homg(Z[G], N)

que a cada m € M le asigna el homomorfismo dado por f,, () = m(mo), donde
m: M — N es la proyeccion (homomorfismo de S-modulos). Recordemos que
la operacion de G-modulo en Homg(Z[G], N) es la dada por (fo)(z) = f(ox).
Ahora usaremos el isomorfismo
Hom 4 (M, HOIIlB(]\/v7 R)) = HomB(M ®a N, R),

donde M es un A-moédulo derecho, N un A-B-mddulo y R un B-mddulo derecho.
Explicitamente es el dado por

[ frmen) = f(m)(n).
En nuestro caso concreto, si € es una resolucién completa de G, tenemos

Homeg (€, M) Homg (€, Homg(Z[G], N)) = Homg (€ ®¢ Z[G], N)
>~ Homg(C, N).

1%

Es simple rutina comprobar que estos isomorfismos son realmente isomorfis-
mos de complejos, es decir, respetan las cofronteras. Si f es una cocadena de
(G, M), el primer isomorfismo la convierte en f’(c)(o) = 7(f(c)o), el segundo
en f’(c® o) = w(f(c)o) y el tercero en f”(c) = w(f(c)). En definitiva el
isomorfismo es w4, que induce isomorfismos entre los grupos de cohomologia.

Si queremos el isomorfismo en términos de una resolucion distinta €’ para S
(que no sea necesariamente una resolucion de G) no tenemos mas que considerar
un homomorfismo i : ¢ — € y pasar al cociclo f(c) = w(f(i#(c))), con lo
que el isomorfismo es en definitiva = — 74 (Resg g()).

Calculemos el isomorfismo inverso. Si f es una cocadena de (S,N) sus
antiimégenes por la cadena de isomorfismos anteriores son: f/'(c ® o) = f(co),

F1(e)(0) = f(co),
£(c) = ; fleor) @ o = ; fleoy o

T

(La altima igualdad corresponde a la identificacion M = N ®g Z[G] = @ N;.)

i=1
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Observemos que si M = @ N; y llamamos S; = {0 € G | N;o = N},
i=1

los grupos H™(S;, N;) son isomorfos entre si, pues todos ellos son isomorfos a
H™(G,M). Los calculos que hemos hecho muestran que al componer el iso-
morfismo H™(S1, N1) & H"(G, M) con el isomorfismo H"(G, M) = H™(S;, N;)
obtenemos el isomorfismo [f] — [f7], donde o € G es cualquier elemento que
cumpla N; = Nio y fo(c) = f(co™)o.

Ahora particularizamos a los G-modulos M,. Si p ¢ E nos queda que

H"(G, M,) = H" (G, Uyp),

donde B es un divisor cualquiera de p en K y Gy = G(Kwy/kp). Similarmente,
si p € E llegamos a que H"(G, My) = H" (G, Ky) = H"(Kq, ky).

Ahora bien, si el primo p es no arquimediano y no ramificado, el teorema
10.8 implica que H"(Gy, Uy) = 1, luego si suponemos que E contiene al menos
a todos los primos arquimedianos y a todos los ramificados (que son ciertamente
un namero finito) hemos probado que

H™(G,Jg) = @) H" (K, ky),
peE

donde se entiende que P es un divisor cualquiera de p en K (elegido arbitraria-
mente).

Ademas el isomorfismo es el inducido por las proyecciones my : Jp — K3,
para cada P | p € E, es decir, dada una clase x € H"(G, Jg) le asociamos las
clases de cohomologia zq = Ty (ResG7G$ (z)) € H"(Ksyp, kp). Mas concreta-
mente, si ¢ = [f] y queremos calcular su imagen con la misma resoluciéon de G
(o si consideramos las resoluciones canonicas para G y Gg) entonces zgq es la
clase inducida por el cociclo fy(c) = f(c)p.

A la hora de relacionar los grupos de cohomologia en extensiones distintas
convendra considerar a H" (G, Jg) como subgrupo de €@ H"(Kwy, ky), es decir,

PeE

cada x € H"(G, Jg) esta determinado por sus proyecciones sy, pero teniendo
en cuenta que éstas no son independientes, sino que si P y Q dividen a un
mismo primo de k entonces rq = Ty, donde o es cualquier k-automorfismo
que cumpla o(B) = Q. Cada elemento de la suma directa que cumpla esta
restriccion determina un tnico elemento de H™(G, Jg).

Pasemos ahora a los grupos de cohomologia de Jx. En primer lugar obser-
vemos que si E C F entonces la inclusion H"(G, Jg) — H™(G, Jr) se corres-
ponde con la inclusién natural entre las sumas directas, pero ésta es inyectiva,
luego aquélla también. De aqui que las inclusiones H"(G, Jg) — H"(G, Jk)
también son inyectivas, pues si un [f] tiene imagen trivial, esto significa que
f = Og para una cocadena g de (G, Jk), que de hecho serd una cocadena de
(G, Jr) para un F suficientemente grande que contenga a F, pero entonces
[f] = 1 en H*(G,Jr) vy, como esta inclusion si es inyectiva, concluimos que
[f] es trivial en H"(G, Jg). Identificando a cada H™(G, Jg) con su imagen en
H"(G, Jk) es facil ver que H"(G,Jg) = |JH"(G, Jg), donde E recorre los

E
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conjuntos finitos de primos en k£ que contienen a los primos arquimedianos y
ramificados. Ahora el teorema siguiente es inmediato:

Teorema 11.3 Sea K/k una extension normal de cuerpos numéricos y sea G
su grupo de Galois. Entonces

HY(K/k) = @ H" (K, ky),
P

donde p recorre los primos de k y B es un divisor arbitrario de p en K.

Si z = [f] € H}(K/k) definimos xzp = Topy (ResG,Gw (z)) € H"(Kyp/kp)
que, al igual que antes, respecto a la misma resolucion de G o respecto a las
resoluciones canoénicas de G y Gy, estd determinado por el cociclo fy(c) =
f(c)p. Tenemos que 3 = 1 para casi todo primo PB. Ademaés, si P y Q dividen
a un mismo primo de k y o(P) = Q, entonces xq = z3. El grupo H}(K/k)
es isomorfo al subgrupo de €@ H" (K /ky) formado por los elementos (zq) que
cumplen esta restriccion.

Veamos ahora la expresion de las aplicaciones entre grupos de cohomologia
en términos de esta representacion.

Teorema 11.4 Sea k C K C L una cadena de cuerpos numéricos con L/k
normal.

a) Si K/k es normal la inflacion Infy ;. 1, + H7(K/k) — HY3(L/k) estd
determinada por la relacion Inf(x)qp = Inf(zg), donde P es el primo de
K que divide a B, es decir, la inflacién global es la suma directa de las
inflaciones locales.

b) La restriccion Resy 1 /i« Hj(L/k) — H}(L/K) estd determinada por
la relacion Res(x)qp = Res(zy/). es decir, la restriccion global es la suma
directa de las restricciones locales.

¢) La transferencia Vi i 1 . H7 (L/K) — Hj(L/k) estd determinada por
la relacion
Vi(z)p = [T V(zgpn),
Blp
donde p es el primo de k divisible entre B’ y B es cualquier divisor de
P en L. Mds explicitamente, si o(B") = P’ la expresion V(xyp) es en
realidad V(zqr)? € H™ (Ko /ky).

DEMOSTRACION: a) Sean C(L/k) y C(K/k) resoluciones reducidas de los
grupos de Galois. Consideremos un homomorfismo u : €(L/k) — C(K/k). Si
x = [f], por definiciéon tenemos que Inf(z) = v*(f) = u o f, luego se cumple
Inf(z)q = wo fomys. Ahora bien, como f € Homeg ki) (C(K/k), Jk), de hecho
uo f omy toma valores en Kg, luego

Inf(z)q =uo fomy =uo fyg = Inf([fp]) = Inf(zg).
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La prueba de b) es muy similar a la anterior. Veamos c).

Sean G = G(L/k) y S = G(L/K). Consideremos resoluciones completas
C(G) y C(S) y sea v : C(G) — €(S) un homomorfismo entre ellas. Para
calcular la transferencia necesitamos una transversal derecha de G/S. Vamos a
construir una adecuada

Sea G = U Gy 038 una descomposicion de G en clases dobles. Sea P =

i (P’), sea ‘Bz el primo de K divisible entre 9B;. Podemos suponer que o = 1
y asi ) =P,

Dado ¢ € G, podemos expresarlo como o = go;s, donde g € Gpr y s € S.
Entonces (P’) = s(0;(B')), luego o(P’) | B;. Esto implica que los primos P;
son todos los divisores de p en K.

Por otro lado, si B; = B, entonces existe s € S tal que o;(P’) = s(o;(P)),
luego existe g € Gy tal que 0; = go;s y por lo tanto i = j. Asi pues, los primos
B; son distintos dos a dos.

S

-1 . e, .
Sea Gy = |J (G NS )7; ; una descomposicion en clases de congruencia.
Jj=1
Veamos que los elementos o, 17'1'4 constituyen una transversal derecha de G/S.

En efecto, todo 0 € G se expresa en la forma o = sai_lg, con s € Sy
_1 -1

o o _1 o, o 1 .
g€ Gyp. Asuvez g=s," 75, luego 0 = s0; "s;" 7;; = s20; 7 ;. Con igual

facilidad se comprueba que los elementos ;" 1Ti’j son no congruentes dos a dos
modulo S (por la derecha).

Sea ahora z = [f], donde f € Homg(C(S),J.) es un cociclo. Entonces
V(z)q es la clase del cociclo dado por

—1

V(g (e) = TIv" ()7 ™ () 1h<>~1@w

= T (N (eair) ™) rior gy = Hor (T3 (o (M(eos(r7) D) )
En total nos queda
V(s (e) = To (TTo" ()5 (co) ).

Ahora bien, como los elementos 7; ; constituyen una transversal derecha de

Gspr sobre Gy N .S%i " es claro que los elementos 7, ;5 son una transversal de Gy
sobre Gy N S, es decir, de G(Lsp /ky) sobre G(Lgy /Ky, ). Por lo tanto

V(£ (e) = [To7 (V) (eon) = [TV ()7 (0),

y al tomar clases llegamos a la féormula del enunciado. ]

Ahora definiremos invariantes sobre los grupos de Brauer H3(x/k). Notemos
que si K/k es una extension normal de cuerpos numéricos, 3 es un primo
arquimediano de K y p es el primo de k divisible entre 3, entonces la extension
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Ky /ky es C/C, R/R o C/R, con lo que H?(x/k,) es trivial o de orden 2, y
podemos definir un tnico monomorfismo Invy, : H?(x/k,) — Q/Z de forma
obvia. Los resultados sobre invariantes que usaremos en virtud de la teoria local
son obvios en el caso arquimediano.

Teorema 11.5 Sea K/k una extension normal de cuerpos numéricos. Consi-
deremos x € H3(K/k) y p un primo de k. Entonces Invy, (zg) es independiente
de P (donde P es cualquiera de los divisores de p en K ).

DEMOSTRACION: Podemos suponer que los primos son no arquimedianos.
La prueba es una comprobacién rutinaria que se puede simplificar a partir de
las consideraciones generales siguientes: Si C'y C’ son dos clausuras algebraicas
de Qp, entonces existe un k-isomorfismo 7 : C' — C’, que a su vez induce un
isomorfismo o : H — H' entre los grupos de Galois. El par (o,7) constituye
un isomorfismo de formaciones en el sentido de 10.23 y es evidente que induce
isomorfismos entre todas las estructuras derivadas (grupos de cohomologia, gru-
pos de Brauer, etc.). Los invariantes locales han sido definidos algebraicamente
en términos de productos exteriores, automorfismos canénicos de extensiones
no ramificadas, etc., sin ningin margen de arbitrariedad, por lo que son con-
servados por el par (o, 7), es decir, por el isomorfismo que éste induce entre los
grupos de Brauer.

Mas concretamente, si K/k es una extension normal de cuerpos locales con-
tenidos en C'y K7 /k™ es su correspondiente en C’ entonces o induce un isomor-
fismo entre los grupos de Galois G = G(K/k) y G' = G(K" /k™) (que seguiremos
llamando o). Las resoluciones completas de estos grupos estan en corresponden-
cia biunivoca. Una resolucion de G se convierte en una resolucion de G’ sin mas
que dotar a sus modulos C,, de estructura de G’ modulo mediante la operacién
cg’ = co71(g') y a su vez 7 induce de forma natural un isomorfismo entre los
grupos Homg(C,,, K*) y Homg/ (C,,, K™), que a su vez induce un isomorfismo
entre los grupos H?(K/k) y H?(K7/kT). Segtn lo dicho anteriormente, este
isomorfismo conserva los invariantes.

Ahora particularicemos al caso que nos ocupa. Sean K/k, p y ‘P segun el
enunciado. Cualquier otro divisor de p en K es de la forma P’ = 7(), para
un cierto 7 € G(K/k). Tenemos que 7 se extiende a un ky-isomorfismo entre
Ky y Ky que a su vez se extiende a un ky-isomorfismo entre dos clausuras
algebraicas. El isomorfismo o que induce 7 entre los grupos de Galois de dichas
clausuras viene dado por o(g) = 7~ 1g7, luego el isomorfismo que induce o sobre
los grupos G(Kgq/ky) y G(Ksyp/ky), cuando los onsideramos como subgrupos
de G(K/k), es simplemente la conjugacion por 7.

Si tomamos una resolucion completa de G(K/k) y la consideramos como
resolucion de G, la estructura de Gop--moédulo que adquieren sus moédulos C,
segtn las consideraciones anteriores es la dada por co = c¢r~toT, pero C,, con
esta estructura de Gey/-moédulo es isomorfo a C, con su estructura de G-
modulo natural (por restriccion de su estructura de G-modulo) a través del
isomorfismo dado por ¢ — ¢, luego podemos usar esta estructura en lugar de
aquélla para calcular el grupo H%(Ks/ky) (pues los invariantes no dependen
de la resolucién que se utilice para calcular los grupos de cohomologia).
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Ahora es facil comprobar que el isomorfismo entre los grupos H Q(qu Jkp) y
H?(Ky/ /ky) inducido por 7 cuando calculamos ambos grupos con una misma
resolucion completa de G(K/k) es precisamente la conjugacion inducida por
f7(c) = f(er™1)7. Segiin venimos diciendo, este isomorfismo conserva invarian-
tes, luego

Invy, (vq) = Invy, (23) = Invg, (27(p)) = vy, (z97).

Definicién 11.6 Sea K/k una extension normal de cuerpos numéricos, sea p
un divisor primo de k y B un divisor de p en K. Si € H%(K/k) definimos

Invy (2) = Invy, (zp) € Q/Z.

El teorema anterior implica que Inv,(z) no depende de la eleccion de . El
teorema 11.4 implica que Inv, es consistente con las inflaciones, por lo que en
realidad tampoco depende de K, es decir, que tenemos definido un homomor-
fismo de grupos Invy, : H3(x/k) — Q/Z (suprayectivo si p no es arquimediano).

Ahora definimos el homomorfismo Invy, : H%(*/k) — Q/Z dado por

Invg(z) = XP: Inv, (z),

donde p recorre los divisores primos de k. Notemos que la suma contiene sélo
un namero finito de sumandos no nulos pues todas las componentes locales de
2 son triviales salvo un nimero finito de ellas. Es obvio que las inflaciones
respetan estos invariantes globales. Veamos su relacién con la restricciéon y la
transferencia.

Teorema 11.7 Sea K/k una extension de cuerpos numéricos.
a) Six e H3(x/k), entonces Invy (Resy, g (x)) = |K : k| Invy(z).
b) Sixz e H3(x/K), entonces Invy, (Vk,K(az)) = Invg(x).

DEMOSTRACION: Usamos el teorema 11.4 y la propiedad analoga de los
invariantes locales. En las formulas siguientes p recorre los primos de k y B los
de K.

Invy (ReshK(x)) = %Invm (ReshK(x)) = % | K« kp| Invy ()

=3 > |Kyp:kp| Invp(z) =Y |K : k| Invy(x) = |K : k| Invi(z).
P Plp p

b) El argumento es similar al del apartado anterior:

Invy, (Vk,K('r)) = > Inv, (Vk,K(x)) =>_Invy, ( II V(qu)) =
RY B Blp

=Y Invg, (V(zg)) = > Invg(z) = Invg (z).
B B
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Los invariantes que acabamos de definir no son el equivalente global de los
invariantes locales pues, a diferencia de éstos, no son isomorfismos y, por con-
siguiente, no convierten a la formacion de grupos de elementos ideales en una
formacion de clases. Lo que haremos con ellos seré probar que inducen inva-
riantes en la formacién de grupos de clases de elementos ideales que si cumplen
la definicién de formacion de clases. De ello nos ocuparemos en la seccién si-
guiente. Acabamos esta secciéon estudiando mas detalladamente los invariantes
de las extensiones ciclicas.

Sea K /k una extension ciclica de cuerpos numéricos, sea G = G(K/k) y sea
x un generador del grupo dual G*. Segtun vimos tras el teorema B.50, el caracter
x determina un isomorfismo Ji, / Nk i [Jx]| = H3(K/k) dado por o] — [o] v 6*x.

Si z = [a]vd*y, vamos a obtener una expresion para el invariante de x en
términos de x y de a. Si ‘P es un primo de K, llamamos xg a la restriccion de
X a Gip. Sea p el primo de k divisible entre ‘B. En primer lugar,

oy = Tpp (Resg gy, ([0] Y 07X)) = Tgpp([a] 0" xgp) = o] © 6" xop-

(La ultima igualdad se deduce facilmente de la definicion del producto exterior.)
Ahora aplicamos el teorema 10.30, segtn el cual

Inv, () = Invi, (jap) © 0" xp) = —xm((K""‘/’“'“) - —x((K“B/’“*’)). (1)

Qp Qp

(Ka/k> _ 1;[ (K"Zik*’> ca. (11.2)

La igualdad (11.1) muestra que casi todos los factores son triviales, luego el
producto esté bien definido. Como G es abeliano tampoco importa el orden de
los factores.

Sumando los invariantes locales obtenemos que

vy (o] ¥ 67x) = x(<K/k>)-

(07

Definimos

El lector reconocera el simbolo que acabamos de introducir como el simbolo
de Artin global para la extension K/k. La tltima formula es la particularizacion
del teorema 10.30 para la teoria global. Sin embargo no estamos en condiciones
de probar directamente las propiedades del simbolo local ni siquiera en el caso
iclico que acabamos de considerar.

11.2 La cohomologia de los grupos de clases de
elementos ideales

El estudio de la cohomologia de los grupos de elementos ideales no puede ir
mucho més lejos porque, como ya hemos senalado, la formacién que determi-
nan no es una formacién de clases, entre otras cosas porque los invariantes no
determinan los elementos del grupo de Brauer. Para obtener una formacion de
clases hemos de pasar a los grupos de clases de elementos ideales C .
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La sucesion exacta
1 —K'— Jgx —Cg —1
nos da la sucesiéon exacta de cohomologia
1 = HAL(K/k) — H*(K/k) — H3(K/k) — HZ(K/kK).

Estas aplicaciones conmutan con las inflaciones, por lo que determinan una
sucesion exacta entre los grupos de Brauer

En particular podemos identificar a H?(x/k) con un subgrupo de H%(x/k).
Probaremos que la ultima aplicacion de la sucesion anterior es de hecho supra-
yectiva, con lo que también tendremos una descripcion de HZ (x/k) en términos
de H2(x/k).

Nuestro objetivo a medio plazo es definir invariantes sobre HZ (*/k), para lo
cual demostraremos que todos los elementos de H?(*/k) tienen invariante nulo,
lo que nos permitira pasar los invariantes al cociente. Primero probamos un re-
sultado técnico que nos va a hacer falta. Recordemos que un cuerpo ciclotémico
es un cuerpo numeérico contenido en una extension ciclotomica de Q.

Teorema 11.8 Dado un nimero natural m y un conjunto finito de primos,
existe un cuerpo ciclotomico K tal que la extension K/Q es ciclica de grado
maultiplo de m, para cada primo p del conjunto prefijado, el grado local en p es
multiplo de m y el grado local en co es 2.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que m es potencia de primo, m = r* y
construir K de modo que su grado sea también potencia de r, pues el producto
de cuerpos construidos de este modo para las diferentes potencias de primo
que dividen al m dado es también una extension ciclica (porque los grados son
primos entre sf), desde luego ciclotomica, y claramente cumple lo pedido.

Supongamos que 7 es impar. Sea C,» la extension ciclotémica de Q de orden
r™. Es conocido que C,» contiene un subcuerpo ciclico K,, de grado r*~!. Sea
p un primo, p un divisor de p en K,, y 8 un divisor de p en Cyn.

Como |Crn : K| = r—1 se cumple también |(Crn ) : (Kp)p| < 7—1. Basta
probar que |(Cyn)q : Q| tiende a infinito con n, pues entonces |[(K;,)p @ Qp)
también tendera a infinito y bastara tomar n grande. (Es claro que K, es
imaginario, con lo que el grado local en infinito es 2.) Ahora bien, por [TAl 2.38]
el grado local en p de la extension Cy» /Q es el orden de p modulo 7" sip # r y
es (r —1)r"~1 si p = r. En cualquier caso tiende a infinito con n.

Sir = 2 podemos suponer que n > 3. En tal caso Con contiene un subcuerpo
ciclico K,, de grado 2"~2 (y es imaginario, porque su grupo de Galois tiene por
complemento al subgrupo generado por la conjugacion compleja). El resto del
argumento es practicamente igual al caso anterior. n

Notemos una consecuencia de este teorema que necesitaremos después: todo
cuerpo numérico k tiene extensiones ciclicas de cualquier orden. En efecto, sea
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A la adjuncion a Q de todas las raices de la unidad, sea FF = kN A y sea
m = |F : Q. Dado un entero n, sea K C A tal que K/Q sea ciclica y de
grado divisible entre mn. Entonces kK /k es también ciclica y, como kNK C F,
tenemos que

|K : Q| | m n
kNEK:Q knk:Q "

Como la extension es ciclica podemos tomar un cuerpo intermedio cuyo grado
sobre k sea exactamente n.

kK k| = |K : kN K| =

Teorema 11.9 Si k es un cuerpo numérico y x € H?(x/k), entonces se cumple
Invy(x) = 0.

DEMOSTRACION: Vamos a reducir el caso general al caso k = Q. Sea K
una extension normal de k tal que z € H?(K/k). Podemos suponer que es
normal sobre Q. Entonces V. o(z) € H*(K/Q) y por el teorema 11.7 tenemos
que Invy(x) = Invg (Vk’@(z))7 luego si el teorema es cierto en el caso k = Q,
también Invy(z) = 0.

A continuacién reducimos el teorema al caso en que K es un cuerpo cicloto-
mico y ciclico. Sabemos que Inv,(z) s6lo puede ser no nulo en un nimero finito
de primos p. Para estos primos, sea m, el denominador de un representante de
Inv,(z) € Q/Z. Sea m el minimo comin multiplo de los nameros m,, y sea K’
segun el teorema anterior.

Para cada primo p, sea n, el grado local en p de la extension K'/Q. Sea
L = KK'. Sea p un divisor de p en K’. Por la teoria local tenemos que

Inv, (ResK/ (InfL (x))) = nypInv, (InfL (x)) = n, Inv,(z).

Si p es uno de los primos para los que Inv,(z) # 0 (incluyendo p = o0)
entonces el altimo término es 0, puesto que m,, | ny, luego el Gltimo término es
nulo en cualquier caso. Como los invariantes locales si son biyectivos tenemos
que Resg/ (Inff(z)), = 1 para todo primo p de K, luego Resg (Inf(z)) = 1.

En una formacion de cuerpos la sucesiéon

1 — H3(K'/Q) = H3(L/Q) = H3(L/K')
es exacta, luego existe un y € H2(K'/Q) tal que Infz(z) = Infr(y). Al to-
mar invariantes queda Inv(z) = Inv(y) = 0 (supuesto el teorema para cuerpos
ciclotémicos ciclicos).
Sea, pues, z € H?(K/Q), donde K es un cuerpo ciclotémico y ciclico. Apli-
camos las observaciones finales de la seccién anterior. Sabemos que x es de la
forma [r]v§*x para un cierto r € Q* y que

Invg(z) = —x((K/(@))-

r

Una de las propiedades del simbolo de Artin es que Q* esta en su nucleo.
En la seccién siguiente daremos una prueba directa de ello para el caso de Q.
Si lo aceptamos de momento concluimos ciertamente que Invg(z) = 0. L]
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Definiciéon 11.10 Sea k un cuerpo numeérico. Llamaremos ﬁé(* /k) ala ima-
gen de H%(x/k) en HZ(*/k) a través de la aplicacion canonica de la sucesion
exacta

El teorema anterior justifica que la aplicacién Invy induce una asignacion de
invariantes en ﬁé(*/k‘) a la que seguiremos llamando Invy, : ﬁé(*/k’) — Q/Z,
que por supuesto es un homomorfismo de grupos.

Vamos a probar que la formacion C' satisface el axioma II'. El apartado a)
afirma que Resy, g [cm(*/k)] C Fé(*/K) y que

Invi (Resy g (¢)) = |K : k| Invg(c).

Esto es evidente: si llamamos j : H2(x/k) — HZ(*/k) es inmediato comprobar
que j conmuta con la restriccién:

Resy, k (j7(2)) = j(Resy, x(x)),
lo que nos da la inclusién Resy, x [ﬁzc(*/k)] C Hé(*/K), y asi mismo

Invi (Resy, 1 (7(2))) = Invk (j(Resy, g (2)))
= Ian(Resk’K(gc)) = |K : k| Invi(z) = |K : K| Invk(j(x)).

Para probar la parte b) del axioma II' necesitamos el teorema 4.17, que es
una consecuencia de la primera desigualdad fundamental. Hemos de probar que
cm(* /k) contiene subgrupos ciclicos de cualquier orden finito. Basta probarlo
para ordenes potencia de primo p™. Segun la observacion tras el teorema 11.8,
existe un cuerpo numeérico K tal que K/k es una extension ciclica de grado p™.
Por el teorema 4.17 existe un primo p en k que se conserva primo en K.

El grado local en p de K /k es precisamente p™ y, por la teoria local, tenemos
que H%(K,/ky) es ciclico de orden p". Sea z, un generador, digamos el que
cumple Invy, (z,) = [1/p"]. Completando con unos obtenemos un x € H3(K/k)
de modo que Invy(x) = [1/p"] y, en consecuencia, ¢ = j(x) € ﬁé(K/k) cumple
Invi(c) = [1/p™]. Esto implica que el orden del subgrupo generado por ¢ es al
menos p" y, tomando un subgrupo, llegamos a un subgrupo ciclico de FQC(* /k)
de orden exactamente p”.

. . . . . +72
El axioma II' implica el axioma II, y en particular tenemos que H(x/k) =
HZ(x/k), asi como que la asignacién de invariantes es inyectiva. Por lo tanto
tenemos probado lo siguiente:

Teorema 11.11 Sea k un cuerpo numérico.
a) La formacion de clases de elementos ideales es una formacion de clases.
b) La sucesion 1 — H?*(x/k) — H%(x/k) — HZ(x/k) — 1 es ezacta.

¢) Invy : H3(x/k) — Q/Z es un isomorfismo de grupos.
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Si K/k es una extension normal de cuerpos numeéricos ya conocemos la es-
tructura de los grupos H%(K/k) (suma directa de grupos ciclicos de ordenes
iguales a los grados locales) y HZ(K/k) (ciclico de orden igual al grado global).

La propiedad c¢) nos da ahora la estructura del grupo H?(K/k): Es isomorfo
al grupo de todas las aplicaciones p — x, del conjunto de los primos de k en
Q/Z tales que

a) Casi todo z, es 0,
b) npx, =0 (donde ny, el grado local),

c) Y xp =0.
p

En efecto, las propiedades a) y b) determinan un elemento de H2(K/k) y la
propiedad c) implica que de hecho estd en H?(K/k).

11.3 El simbolo de Artin sobre Q

En la secciéon anterior ha quedado pendiente demostrar que el simbolo de-
finido por (11.2) para k = Q tiene en su nicleo a Q*. Esto es inmediato si
tenemos en cuenta que se trata del simbolo de Artin global, pero, por supuesto,
si queremos una introducciéon autocontenida a la teoria de cuerpos de clases no
podemos usar este argumento.

Sea A la extension ciclotomica maximal de Q, es decir, la adjuncién a Q
de las raices de la unidad (sabemos que es la méaxima extension abeliana de
Q, pero no podemos usar este hecho). Para cada primo p, sea A4, la extension
ciclotémica maximal de Q, (incluyendo A, = C). Fijando arbitrariamente un
monomorfismo t : A — A, podemos identificar a A con un subcuerpo de A,
y entonces A, = AQ,,.

En particular identificamos G = G(A4/Q) con G(t[A]/Q) a través del iso-
morfismo dado por ¢ — t~lot. Es importante observar que cualquier otro
isomorfismo entre A y t[A] ha de ser de la forma s = 7¢, para un cierto 7 € G y,
como G es abeliano, el isomorfismo ¢ — s~ !os es el mismo que el inducido por
t, de modo que la identificacion entre los grupos de Galois es independiente de
la eleccion del isomorfismo de cuerpos t. Claramente se trata de un isomorfismo
topolégico.

Sea G, = G(4,/Q,) = G(A/(ANQ,)) < G. El monomorfismo de G, en G es
canonico, en el sentido de que no depende tampoco de la eleccion de ¢ (consiste
en la restriccion a t[A] seguido del isomorfismo inducido por t). Obviamente
es continuo, y asi la topologia de G, (como grupo de Galois) es la inducida
desde G.

Por el teorema [TAl 2.38], las extensiones ciclotomicas de Q, no ramificadas
son las de la forma Q,(¢), donde ¢ es una raiz de la unidad de orden primo con
p. Sea T}, la adjunciéon a Q, de todas estas raices. Entonces T}, es la extension
no ramificada maximal de Q, (pues toda extensién del cuerpo de restos de
Q, se obtiene adjuntando una raiz de la unidad de orden primo con p). El
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automorfismo que induce el automorfismo de Frobenius en la extension de los
cuerpos de restos es precisamente el caracterizado por ¢ + ¢P. Llamemos ¢, a
una extensiéon arbitraria de este automorfismo a G,,.

Llamemos U al grupo de los o € Jg tales que a, = 1y, para cada primo
p, la componente a;, es una unidad de Q,. Asi Joo = R* x U. También es facil
ver que Jgp = Q* x R x U, y ademas la topologia de Jg es el producto de las
topologias de los factores.!

Vamos a construir un isomorfismo U = . Dado m € Z, llamaremos m,, a
la mayor potencia de p que divide a m. Dados m € Z y u € U, existe un n € Z
anico (mod m) tal que n = u, (méd my,) para todo primo (finito) p. En efecto,
la condicion es trivial si p f m y para los primos restantes se trata del teorema
chino del resto. Obviamente (m,n) = 1. Para abreviar expresaremos este hecho
como n = u (méd m). Podemos exigir que n sea impar.

Si ¢ es una raiz m-sima primitiva de la unidad definimos (* = (™. Es obvio
que la condicion ¢ — ¢* determina un automorfismo de Q(¢). Si ¢’ € Q(¢)
es otra raiz de la unidad entonces ¢! = (¥, luego la imagen de ¢’ por el
automorfismo es +¢"¥ = ('™ (pues n es impar). El orden de ¢’ es un m/ | 2m,
luego también n = u (mdéd m') y por lo tanto la imagen de ¢’ es (™.

Esto prueba que el automorfismo que w induce en Q(¢) no depende de la
eleccion de ¢, asi como que el automorfismo que u induce en Q(¢’) es la res-
triccion del que induce en Q(¢). Como consecuencia u induce un automorfismo
oy € G determinado por la condicion o,,(¢) = (" para toda raiz de la unidad (.

Es inmediato comprobar que (** = (¢*)?, de donde la aplicacion o : U — G
dada por u — o, es un homomorfismo de grupos.

Su ntcleo lo forman las unidades que cumplen u = 1 (méd m) para todo
entero m, pero es claro que esto implica u = 1. Asi pues, se trata de un
monomorfismo.

Por otra parte o es continuo: un entorno basico de 1 en G es un grupo
G(A/Q(¢)) y su antiimagen por o es el conjunto {u € U | u = 1 (méd m)},
donde m es el orden de . Claramente se trata de un abierto basico en U.

Dado ¢ € G(Q(C)/Q), existe un u € U tal que o = 0,|g(c). En efecto, si el
orden de ¢ es m entonces o(¢) = (" para un cierto n primo con m. Definimos
u mediante

Up = {n sip|m,
1 en caso contrario.
Entonces ¢* = (", luego u cumple lo pedido.

Esto implica que o[U] es denso en G. Como también es compacto, de hecho

o[U] = Gy, en definitiva, o : U — G es un isomorfismo topologico.

Seguidamente extendemos o a todo el grupo de elementos ideales. En reali-
dad, para obtener el isomorfismo de Artin clasico hemos de hacer una leve
modificaciéon (tomar inversos):

1Notemos que el grupo RT x U es abierto y cerrado en R* x U, que por definicion es abierto
y cerrado en Jg. Por consiguiente la topologia producto y la de Jg tienen una misma base de
entornos de 1.
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Dado a = rsu € Jg = Q* x Rt x U, definimos o(a) = 7,-1. De este
modo tenemos un epimorfismo topologico o : Jg — G cuyo nicleo es Q* x RT
(la continuidad se debe a que o es la composicion de la proyeccion sobre U, la
inversion en U y el isomorfismo que acabamos de construir).

Equivalentemente, podemos considerar a o definido sobre Cg = RT x U con
nticleo RT.

Ahora evaluaremos la restriccion de o a cada grupo Qy y demostraremos
que se trata del isomorfismo de Artin local.

En primer lugar, si p = 00, sea as, = €r, con € = 1 y r € RT. Re-
presentaremos los elementos ideales como sucesiones cuyo primer término es la
coordenada en p = co. Entonces

Qoo = (er,1,1,..) = (6,6,6,...)(r, 1,1,.. )(L,e,6,...) € Q" x RT x U,

y ademas € = u~! (méd m) para cualquier m, luego o(as)(¢) = ¢¢. En otros

términos: .
0 (0ro0)(¢) = ¢Vl
Sea ahora p finito. Representaremos los elementos de Q) escribiendo primero
la componente oo, luego la componente p y luego las componentes restantes. De

este modo, si tenemos a, = pXu,, con u, € U, la descomposicion de o, como
elemento de Q* x RT x U es

ap = (l,pkup, 1,1,...)= (pk,pk,pk,pk, .. .)(pfk, 1,1,1,.. .)(l,up,pfk,p*k7 .

Toda raiz de la unidad factoriza como ¢ = (y¢’, donde (y tiene orden myg
primo con p y ¢’ tiene orden potencia de p. Por lo tanto basta describir la accion
de o(a,) sobre ambos tipos de raices.

k
Si k > 0 entonces p* = u~* (m6d my), luego o(ap)(Co) = ¢§ = ¢ (Co).
Como o es un isomorfismo de grupos, lo mismo vale si k£ < 0. En otros términos:

o (ap)(Co) = 627" (o),

donde v, denota la valoracion p-ddica.
Respecto de la accion de o(cy,) sobre ¢’ no podemos decir més que lo que
indica la definicion: si el orden de ¢’ es p” y u;l =n (mdéd p"), entonces

o(ap)(¢) = (™.

Definicién 11.12 Definimos las aplicaciones o, : Q;r — G del modo si-
guiente:

a) Si p = oo entonces o, (a,)(¢) = ¢s&l@r).

b) Si p es finito op(a,) es el automorfismo determinado por:

1

op(ap)(C0) = o (o), alap)(¢) = ¢,

donde o = p?r(@p)y, ¢y es cualquier raiz de la unidad de orden primo con
p v (' es cualquier raiz de la unidad de orden potencia de p.
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Estas aplicaciones estan bien definidas porque, segin acabamos de ver, son
las restricciones de o a los grupos Q. Por este mismo motivo son homomorfis-
mos continuos. Es claro por la definicién que el nticleo de oo es RT, mientras
que los homomorfismos restantes son inyectivos (un o, = pU»(@p)y en el nicleo

de o, ha de cumplir que qzﬁzp(a) (o) = (o para todo (o, luego v,(cy,) = 0, y
también u = 1 (mé6d p”) para todo r, luego u = 1).

Los homomorfismos ¢, determinan a o del modo siguiente: Todo a € Jg se
puede expresar como producto infinito

a=[]ay
p

en sentido topolégico, es decir, la sucesién de los productos parciales ordenados
de cualquier manera converge a a. Como o es continuo tenemos que

o(a) =[[op(ap).

Teniendo en cuenta la topologia de G, esto significa que en cada cuerpo
ciclotbmico K todos los factores salvo un namero finito de ellos son la identi-
dad, y o(a)|k es la composicion de los restantes. Para demostrar que o es el
isomorfismo de Artin empezamos probando lo siguiente:

Teorema 11.13 Sea ¢ una raiz de la unidad, Q C K C Q(¢) y H = G(A/K).
Si o € Q* N [Jk] entonces o(o) € H.

DEMOSTRACION: Sea m el orden de ( y E el conjunto de los primos arqui-
medianos de K y los que dividen a m. Sea a = aNg (8). Dado un numero
real € > 0, por el teorema de aproximacion [TAl 5.46] existe un b € K* tal que
b=t — By, < |8y |pe, para todo p € E.

De aqui se sigue que |3,b~! —1|, < e. Llamemos v = 8b~!. Entonces 8 = by
y tenemos que |y, — 1|, < e. Con esto podemos expresar a = a N{ (b) N§ (v) =
cNg('y). Por definicion de o tenemos que o(c) = 1, luego o(a) = U(Ng(v)).
Como H es cerrado, basta probar que cada o, (N§ (7)) € H.

Sea p | m o p = co. La funcién o, es continua y H es abierto, luego para
garantizar que o, (Ng (’y)p) € H es suficiente garantizar que Ng (7)p esta en un
cierto entorno de 1 y, por la continuidad de las normas locales, para ello basta
con que 7, esté suficientemente cerca de 1 para cada p € E. Asi pues, en este
caso basta elegir € adecuadamente.

Supongamos ahora que p es finito y p { m. Entonces la extension Q,(¢)/Q,
es no ramificada luego, si p es cualquier divisor de p en K, la extension K,/Q,
también lo es. Por lo tanto es ciclica y, de hecho, el grupo de Galois esta
generado por la restriccién del automorfismo de Frobenius ¢,. Asi, si llamamos
n, al grado local, concluimos que ¢,” fija a K,, luego a K.

Ahora observamos que Ng (7)p es la norma de un elemento de K, luego se
ha de cumplir v, (Ng(*y)p) = knp. Como p {m, la definicién de o, nos da que

ap(NG (1)) (€) = 67" (0).

Np

En particular o, (Ng(’y)p)h( = ¢p k|K =1, es decir, o, (Ng(v)p) €H. =
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De aqui deducimos el resultado analogo local:

Teorema 11.14 Para cada primo (finito) p, la aplicacion o, : Q5 — G, es
un monomorfismo continuo con imagen densa. Si K, es una extension finita

ciclotomica de Qp, H = G(A,/Kp) y oy € Ng: (K], entonces ap(ay) € H.

DEMOSTRACION: Veamos primero la segunda parte. Sea S un subgrupo
abierto de G. Entonces SH también es abierto y SH = G(A/E), para cierto
cuerpo E. Sea ‘P un primo de F que divida a p. Entonces G(A,/Ey) = SHNG),.
Como H < Gy, resulta que H < SHNG,, luego Ep C K,. Esto implica que «,
es una norma de Ky luego, visto en Jg, es una norma de Jg. Por el teorema
anterior o,(a,) € SH o, equivalentemente, op,(a,)S N H # @. Como H es
cerrado y S es arbitrario, tenemos que o,(cy,) € H.

Para probar la primera parte, tomando K, = Q, y H = G}, en la parte ya
probada, concluimos que si a;, € Q;, entonces o,(ay) € Gp.

La imagen sera densa si todo automorfismo de cada extension Q,(¢)/Q, es
la restricciéon de algin op(ay,,). Si descomponemos ¢ = (o¢’, donde el orden de
o es primo con p y el de ¢’ es potencia de p, entonces la extension Q,((o)/Q,
es no ramificada, luego la imagen de (p ha de ser ¢’; (¢o) para cierto k. Por otra
parte la imagen de ¢’ ha de ser ('™, para un cierto n primo con p. Claramente
a, = n~1p* induce el automorfismo considerado. L]

La segunda desigualdad nos da los reciprocos de los dos tltimos teoremas:
Teorema 11.15 a) Si K/Q es una extension finita ciclotémica entonces
o(a) € G(A/K) siysolosi o€ Q" NE[Jk].

b) Si K,/Qp es una extension finita ciclotdmica entonces

oplay) € G(A,/K,)  siy solo si € Ng: (K]

DEMOSTRACION: La prueba es formalmente idéntica en los dos casos. Lla-
memos H = G(A/K) (resp. H = G(A4,/K,)), sea M el conjunto de los a € Jy
(resp. a;, € Q) cuya imagen por o (resp. 0p) estd en H. Si componemos o
(resp. o,) con la proyeccién médulo H obtenemos un epimorfismo en G(K/Q)
(resp. G(K,/Qp)) (porque o es suprayectiva y o, es densa). El ntcleo de este
epimorfismo es M por definicién, luego por el teorema de isomorfia resulta que

|Jo: M| =|K:Ql, (resp.|Q,:M|=|K,:Q,l).
Por otra parte la segunda desigualdad es
[Jo: Q@ NE [k <K :Ql,  (resp. |Q) : Ng" [K;]] < Ky : Q)
y los dos teoremas anteriores nos dan las inclusiones
Q' NE[Jk] <M (resp. Ng'[K;] < M).

Obviamente entonces las inclusiones han de ser igualdades. m
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Ahora podemos aplicar el teorema 9.13 y concluir que A, es de hecho la
mayor extensién abeliana de Q,, asi como que o, es el homomorfismo de Artin
local. Hemos probado el siguiente teorema (puramente local):

Teorema 11.16 Sea p un nimero primo. Entonces las extensiones abelianas
de Q, son exactamente las ciclotomicas. Ademds el simbolo de Artin de Q, estd
determinado explicitamente como sigue:

a) Si (o es una raiz de la unidad de orden primo con p, entonces

(Q”) (o) = B2 (),

«

b) Si (' es una raiz de la unidad de orden p", entonces

(Qp) ()=,

@
donde o = p*»( @y y nu =1 (méd p").
Ademas sabemos que la aplicacién o se expresa como

ale)=]] (%) . (11.3)

p

Si K es una extension finita ciclotomica de Q y restringimos los automorfis-
mos a K obtenemos el simbolo (11.2) para k = Q:

o) -(2)

p

El resultado que quedé pendiente en la seccién anterior es que el ntcleo de
este automorfismo contiene a Q*, y de hecho hemos probado que es Q* Ng [JKk].

Con los resultados que veremos en la seccion siguiente, la expresion (11.3)
probaré que o es el simbolo de Artin de Q y, por consiguiente, que A es la mayor
extension abeliana de Q (el teorema de Kronecker).

11.4 La teoria global de cuerpos de clases

En este punto tenemos probado que la formaciéon C' de los grupos de clases
de elementos ideales es una formacion de clases. Por consiguiente, para cada ex-
tension abeliana K/k de cuerpos numéricos, tenemos definido el isomorfismo de
Artin wgy, : Ci/ NE[Ck] — G(K/k), aunque también lo podemos considerar
como wy  : Ju/k* Ni [Jx] — G(K/k).

Si llamamos Ay a la mayor extension abeliana de k, estos homomorfismos
inducen un homomorfismo wy, : Cy, — G(Ag/k) cuyo nicleo es el grupo Dy, de
las normas universales de C}, (alternativamente, wy, : J, — G(Ax/k)). Ahora
podemos relacionar el simbolo de Artin global con los simbolos locales.
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Teorema 11.17 Sea k un cuerpo numérico.

(2)-11(%)

p

a) Sia € Jy, entonces

b) Si K es una extension abeliana finita de k entonces
K/k _ H Ky /ky
o ap ’
P
DEMOSTRACION: Veamos primero b). Notemos que el producto es finito,

. . . Ky /k
pues si p es no ramificado y o, es una unidad, entonces (%) = 1. Basta
P

probar que para todo caracter x del grupo de Galois G(K/k) se cumple

(5 ()

Ahora bien, por el teorema 10.30, seguido del mismo razonamiento que al
final de la seccién 11.1,

x<(K/k)> = —Tvi(la]v6"x) = = Tov, ([ap] © 6 x)

[e%
p

- T ()

p p

- ()

El apartado a) se sigue facilmente de b) (hay que probar que el producto
converge). "

Notemos que en este punto podriamos repetir la prueba del teorema 9.2,
que nos da, entre otras cosas, la suprayectividad del homomorfismo de Artin
wg. Veamos ahora que se cumple el teorema de existencia global. Es evidente
que la formacion de grupos de clases de elementos ideales es una formacion
topologica. Hemos de comprobar que cumple el axioma IIT (ver el capitulo
anterior).

El axioma III a) consta de dos afirmaciones: en primer lugar el grupo de
normas N [Ck] es cerrado porque es la antiimagen de G(Ay/K) por el homo-
morfismo de Artin (equivalentemente, por el teorema 3.15). En segundo lugar
hemos de ver que el conjunto de los a € Ck tales que Nf (o) = 1 es compacto,
para lo cual basta ver que esta contenido en C©.

Teniendo en cuenta la definicién de la norma de un elemento ideal, es claro
que asp es una unidad para todo B no arquimediano, luego |lag|lp = 1. Res-
pecto a las componentes arquimedianas, tenemos que el producto de todas las
normas Ny (cup) correspondientes a un mismo primo p de k es igual a 1.
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Si p es complejo, la extension Ko /k, es trivial y Ny (agp) = ap. Tomando
modulos y elevando al cuadrado queda que el producto de todos los ||asg ||y (con
PB[p)es L.

Si p es real, entonces | Ny (asp)| = |ag| = |lag|p cuando el primo P es
real y | N (agp)| = |ap]? = [|ag]lp cuando P es complejo, luego llegamos a la
misma conclusién.

La conclusién final es que ||a| = 1, es decir, o € C°.

Asi pues se verifica el axioma III a). Esto implica que los grupos de normas
universales se comportan adecuadamente, en el sentido de que NkK [Dk] = Dx.

La primera parte del axioma III b) es evidente: el conjunto de los a € Ck
tales que of = 1 es compacto, pues obviamente ||«||? = 1, luego |ja|| = 1 y asi
aeCO.

El dnico resultado no trivial es la segunda parte de III b): que todo elemento
de Dy, tiene raiz p-ésima en Cj. Esto es la afirmacion (%) en la prueba del
teorema 9.6. Vemos que descansa fuertemente en la aritmética de los cuerpos
numéricos.

Con esto tenemos que Dy, es el conjunto de los elementos infinitamente di-
visibles de C, de donde a su vez se sigue que esta contenido en todo subgrupo
abierto de C}, de indice finito: Sir € Dy y H es un subgrupo de C}, de indice n,
entonces podemos expresar r = s", y asi [r] = [s]” = [1] en Ci/H, luegor € H.

El axioma III ¢) se cumple tomando U = Dy, N C° (observemos que D* =
RT x U), pero cuesta lo mismo probar esto que probar directamente el teorema
de existencia.

Teorema 11.18 (Teorema de existencia global) Si k es un cuerpo numé-
rico y H es un subgrupo abierto de indice finito en Cy, entonces eziste una
extension abeliana K de k tal que H = NX[Ck].

DEMOSTRACION: Tenemos que Rt < D, < H, luego HC® = C}. Sea
H° = HNC° Entonces H® es compacto y

|G(Ag/k) : wi[HY]| = |C°/(D, N C°) : H° /(DN C%)| =|C° : H°| = |Cy : H|.

Asi pues, wx[H] es un subgrupo cerrado de indice finito en G(Ay/k) (y por
tanto abierto). Sea K su cuerpo fijado, de modo que wi[H] = G(Ax/K). Como
Dy < H, se cumple que la antiimagen por wy, de wi[H°] es H, pero por otra
parte es N [Ck]. n

A partir de aqui ya es facil obtener todos los resultados de la teoria global
de cuerpos de clases. Veamos por ejemplo una prueba alternativa del teorema
5.17. Se basa en la siguiente observacion elemental: si Si K/k es una extension
finita abeliana de cuerpos numeéricos y a € k* es una norma local para todos los
primos de k salvo quizé para uno de ellos, entonces también es una norma local
para dicho primo. En efecto, a esta en el nucleo del homomorfismo de Artin
global y en el de todos los homomorfismos locales salvo quiza en el de uno de
ellos, pero por la formula del teorema 11.17 también ha de estar en el nicleo de
éste.
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Teorema 11.19 Sea K/k una extension finita abeliana de cuerpos numéricos.
Si p es un primo de k y P uno de sus divisores en K, entonces se cumple
N[Ck|Nk; = N[K%g,].

DEMOSTRACION: En términos de elementos ideales hemos de probar que
N[Jxk* Mkyk* = N[Ky]k*. Una inclusion es obvia. Para la contraria notamos
que si N(a)a = B,b, entonces b/a es una norma local respecto a todos los primos
de k salvo quiza respecto a p, luego por la observacién anterior también lo es
respecto a p. Por lo tanto #, = N(a)(a/b) € N[K,]. "

De aqui se deducen inmediatamente los teoremas de ramificacién y de esci-
sién completa.

Terminamos la secciéon con algunos hechos aislados sobre la cohomologia
global que tienen interés en si mismos aunque no nos han hecho falta para
desarrollar el grueso de la teoria.

Hemos probado que la proyeccion j : H3(x/k) — HZ(x/k) es suprayectiva,
pero esto no implica que las proyecciones j : H%(K/k) — HZ(K/k) también
lo sean: un elemento de H%(K /k) puede tener sus antiimagenes por j en un
grupo H2%(L/k) para una cierta extension L de K, no necesariamente igual a
K.

En efecto, sea n = |K : k| y m el minimo comun multiplo de los grados
locales de la extension (claramente m | n). Primeramente observamos que todo
x € H3(K/k) cumple Invy(z) = [r/m], para cierto entero r, pues el invariante se
calcula sumando fracciones con denominadores divisibles entre m. Esto prueba
que Inv[H%(K/k)] < ([1/m]), que es un grupo de orden m.

Para probar la igualdad construimos un z € H%(K/k) que cumpla Invy(z) =
[l/m]. Basta tener en cuenta que m serd el minimo comin mualtiplo de un
namero finito de grados locales nq,...,ng; claramente existen nameros r; | n;
primos entre si dos a dos y cuyo producto es m; de aqui se obtienen facilmente
fracciones con denominador r; y cuya suma es 1/m; eligiendo componentes
locales con invariantes dichas fracciones se obtiene un x que cumple lo pedido.

Asf pues, Invy[H%3(K/k)] = ([1/m]), e igualmente Invy[j[H3(K/k)]] =
([1/m]), con la diferencia de que los invariantes en C' son inyectivos, luego con-
cluimos que j[H3(K/k)] es un grupo ciclico de orden m, no necesariamente igual
an, que es el orden de HZ(K/k).

Esto est4 relacionado con el grupo H3(K/k). En efecto, tenemos la sucesion
exacta de cohomologia

H2(K/k) — HA(K/k) — H*(K/k) — H3(K/k).

La teoria local y el teorema 11.3 implican que H%(K/k) = 1, por lo que la
aplicacion §* : H3(K/k) — H?3(K/k) es suprayectiva. Su nicleo es la imagen
de j, que, segtin acabamos de ver, tiene m elementos, luego el grupo H*(K/k)
es ciclico de orden n/m.

Més concretamente, si lamamos £/, € HE(K/k) a la clase fundamental
de la extension, entonces H*(K /k) esta generado por su imagen ¢, (conocida
como cociclo de Teichmuller).
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Con esto conocemos la estructura de los grupos de cohomologia de dimen-
sion 3 de las tres formaciones globales.

Finalmente citaremos el teorema de las normas, que es una consecuencia
inmediata de que H}(K/k) = 1. Si la extension es ciclica, la periodicidad de
los grupos de cohomologia implica que H (K /k) = 1, con lo que la inclusién
HY(K/k) — HY(K/k) es inyectiva. Esta inclusion se interpreta como la inclu-
sion natural k*/ N[K*] — Ji/N[Jk]|, v la inyectividad se traduce en que un
elemento de k* es una norma desde K™ si y sblo si es una norma desde todas
las extensiones locales. Esto es falso en general para extensiones no ciclicas.

11.5 El teorema de los ideales principales

Terminamos el capitulo con uno de los teoremas més celebrados de la teoria
de cuerpos de clases. En 1899 Hilbert conjeturé la existencia de lo que hoy co-
nocemos como el cuerpo de clases de Hilbert de un cuerpo numérico, y conjeturd
sus propiedades fundamentales, es decir: si K es el cuerpo de clases de Hilbert
de k, entonces la extension K/k es abeliana, su grupo de Galois es isomorfo al
grupo de clases de k, la extension es no ramificada y los ideales primos que se
escinden completamente en K son los principales. El mismo demostro la exis-
tencia de un cuerpo con estas caracteristicas cuando k es un cuerpo cuadratico,
y en 1907 un alumno suyo, Furtwingler, demostré la existencia en el caso gene-
ral. Sin embargo Hilbert habia conjeturado una propiedad adicional que no fue
demostrada hasta 1930 por el propio Furtwéngler, a saber, que todos los ideales
de k son principales cuando son considerados como ideales de K.

Este resultado se conoce como teorema de los ideales principales y puede
considerarse como el colofon de la teorfa que inici6 Kummer, segin la cual en
los anillos de enteros algebraicos tiene sentido hablar de divisores “ideales” que
se comportan “como si fueran reales”; es decir, como si fueran realmente enteros
algebraicos a pesar de que no existen como tales. En términos algebraicos, el
trabajo de Kummer mostraba que los ideales de un anillo de enteros algebraicos
pueden ser tratados en muchos aspectos como si fueran principales. El teorema
de los ideales principales nos da una representacion de los ideales de un cuerpo
como ciertos enteros de su cuerpo de clases de Hilbert y explica en cierto modo
este buen comportamiento que descubrié Kummer.

La prueba original de Furtwingler era bastante compleja. Poco méas tarde,
Iyanaga obtuvo una mucho més simple siguiendo una sugerencia de Artin.

Antes de adentrarnos mas en el problema, conviene notar que en realidad
es facil convertir en principales los ideales de un cuerpo numérico dado. Por
ejemplo, si py, ..., pp son representantes del grupo de clases de un cuerpo
numérico k y h; es el orden de [p;] en el grupo de clases, entonces pf‘ = (a;) es
principal, y basta considerar el cuerpo K = k( hWag,t=1,..., h)

Entonces, como ideales de K, se cumple claramente que p; = ( h ai). Todo
ideal de k se diferencia de un p; en un ideal principal en k, que sigue siendo
principal en K, luego todo ideal de k es principal en K.
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Se puede mejorar las caracteristicas de la extension si adjuntamos ademaés
una raiz h-ésima primitiva de la unidad y las raices h-ésimas de todas las uni-
dades de k. Como el grupo de unidades es finitamente generado, la extension
resultante es finita, pero ademas es abeliana. El inconveniente es que el proceso
se basa en ramificar ideales y adjuntar muchos elementos, por lo que obtenemos
extensiones de grado elevado y discriminante elevado. El cuerpo de Hilbert es
mucho méas interesante en la practica, si bien la prueba de que efectivamente
principaliza a los ideales es mucho méas compleja.

Esta de més advertir que el teorema de los ideales principales no afirma
que todos los ideales del cuerpo de clases de Hilbert de un cuerpo dado sean
principales, sino s6lo que los ideales de k se vuelven principales en el cuerpo de
clases. Esto no impide que en general haya ideales no principales en la extension.

La sugerencia de Artin a la que haciamos referencia concernia a la propie-
dad del simbolo de Artin expresada por el primer diagrama conmutativo del
teorema 10.31. Aqui la necesitamos en términos de ideales y no de clases de
elementos ideales. Para ello, dada una cadena de cuerpos numéricos k C K C L,
tomamos un divisor m admisible para todas las extensiones y consideramos los
diagramas siguientes

I (m) /Py Nj; (m) —— Jio/k* N[JL] — G(L/k) / G'(L/k)

| | |

I (m)/Pu NE (m) — Jg /K*N[J] —= G(L/K) / G'(L/K)

Las dos primeras flechas verticales son los homomorfismos inducidos por
las inclusiones, y la tercera la transferencia V' dada por (B.18). Las flechas
horizontales son los isomorfismos del teorema 3.17 y los isomorfismos de Artin.
Es facil comprobar que el primer diagrama es conmutativo, y el segundo lo es
por el teorema 10.31. De aqui deducimos que, para todo ideal a € Ir(m), se

cumple
(- 1(4)

Esta es la relacion que necesitamos. Consideremos ahora el caso particular
en que k es un cuerpo numérico, K es su cuerpo de clases de Hilbert y L es el
cuerpo de clases de Hilbert de K (con lo que podemos tomar m = 1). Por el
teorema 8.1, sabemos que K es la mayor extensiéon abeliana de k contenida en
L, es decir, que G(L/K) / G'(L/K) = G(K/k) y, a través de esta identificacion,

() (%),

Esto es la versiéon para ideales de la propiedad d) del teorema 10.32. En defini-
tiva, la relaciéon anterior se convierte en

(2)- (5

para todo ideal a de k.
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El teorema de los ideales principales afirma que todo ideal de k es principal en
K, pero el isomorfismo de Artin de L/K es un isomorfismo Ix/Px = G(K/k),
luego, lo que hemos de probar es que, para todo ideal a de k£ se cumple

(%)

Equivalentemente, hemos de probar que la transferencia
V:G(L/K)— G(K/k)
es trivial. Esto es un caso particular de un resultado mucho més general:

Teorema 11.20 (Teorema de los ideales principales) Sea U un grupo tal
que U’ es abeliano y finitamente generado y U/U’ es finito. Entonces la trans-
ferencia V : U/U — U’ es trivial.

Este teorema no es trivial, pero hemos reducido el problema a un resultado
de la teoria de grupos pura. Necesitaremos algunos hechos generales sobre
extensiones de grupos y modulos de escision.

Sea G un grupo finito, A un G-moédulo y U una extension de A por G, es
decir, U es un grupo que contiene a A como subgrupo normal y U/A = G.
Sea {us }seq una transversal de U sobre A. Podemos tomarla de modo que el
isomorfismo haga corresponder cada o € G con la clase [u,] € U/A. Ademaés
podemos exigir que u; = 1. Sea {a, .} €l cociclo que determina la extension
respecto a esta transversal, es decir, el que cumple (B.11). En particular a; 1 =
1.

Sea B el modulo de escision del cociclo {a, -}, es decir, B = A& I, donde
I es el ideal de Z[G] generado por los elementos d, = 0 — 1 y la accion de G es
la determinada por do7T = dor — dr + @6 1.

Teorema 11.21 Con la notacion anterior, el grupo U/U’ es isomorfo a B/BI.
El isomorfismo hace corresponder cada clase u,aU’ con la clase dy + a + BI.

DEMOSTRACION: Sea log : U — B/BI la aplicacion dada por
log(usa) =d, +a+ BI.
Veamos que es un homomorfismo. En efecto:
log(usausb) = log(uprGsra™b) =dor + aor + a7 +b+ BI,
log(usa) + log(u.b) = d, +a+d; +b+ BI.

Notemos que usamos notaciéon multiplicativa a” cuando consideramos a A
como subgrupo de U y notaciéon aditiva a7 cuando lo consideramos como G-
modulo. Ahora probamos que ambas clases son la misma:

dor +ao,r+ar+b—(ds +a+d,+b) = dor + (doT —dor +d;)+aT7—ds —a—d;
=do,T+ar —dy; —a=ds(t — 1) +a(r - 1) € BI.

Como B/BI es un grupo abeliano, el homomorfismo log induce un homo-
morfismo en el cociente log : U/U" — B/BI.
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Reciprocamente definimos exp : B — U/U’ como el homomorfismo de-
terminado por expa = aU’, para cada a € A y expd, = u,U’, para cada
o € G (tener presente la estructura de B = A & I). En principio la igualdad
expd, = u,U’ la podemos exigir solo para o # 1, pero, teniendo en cuenta
que u; = 1, se cumple trivialmente en este caso. De este modo vemos que
exp(d, + a) = uy,alU’. Si probamos que BI esta contenido en el nicleo de
exp tendremos que exp inducird un homomorfismo exp : B/BI — U/U’, que
obviamente sera el inverso de log, luego el teorema quedaréa probado. En efecto:

exp(a(r —1)) = d"a'U' =aa 'U' =1,
exp(dy(T—1)) = exp(dyr —dr + a0,r —dy) = Ugrtty  ag uy U’

= uguruytutU = 1.

Teorema 11.22 En las condiciones anteriores, si o € Z[G], se cumple Bae C A

sty solo si a =mT, para un cierto m € Z, donde T = 3 o es la traza de G.
ceG

DEMOSTRACION: Puesto que Ba = A @ Ia, la condicion Ba C A equivale
aque Ia C ANI = 0, es decir, a que T = 0 o, equivalentemente, a que
(1 —1)ae =0 para todo 7 € G.

Sea « = > my,0, con m, € Z. Entonces T = > m,.-1,0, y la condicion
ceG oelG
Ta = « equivale a que m,.-1, = m,, para todo ¢ € GG. En particular, m; = m.

para todo 7 € GG. La conclusiéon es ahora evidente. [

Teorema 11.23 A través del isomorfismo del teorema 11.21, la transferencia
V:U/U — A se corresponde con el homomorfismo T : B/IB — A determi-
nado por la multiplicacion por la traza.

DEMOSTRACION: Ante todo, las trazas estan en A por el teorema anterior.
Para calcular V (u,U’) mediante (B.18) podemos usar como transversal derecha
la propia {u.}. Asi, puesto que, segun (B.11), u,ur = Uyras,r, tenemos que
Uply = ag,r, de donde

VueU)= 3 ar =Y, (doT+dr —dor) = D doT = doT =log(usU")T.
TEG TEG T€EG

Sobre los elementos all’ tenemos que au, = u,a”, luego au,; = a™ = ar. Por
consiguiente
V(aU") = > ar = aT = log(aU")T.
TEG

Claramente esto implica que V(a) = (loga)T para todo « € U/U’. =

Con esto estamos es condiciones de probar el teorema de los ideales princi-
pales:
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DEMOSTRACION: Tenemos un grupo U tal que el derivado A = U’ es abe-
liano y finitamente generado y el cociente G = U/U’ es finito. Hemos de probar
que la transferencia V : U/U’ — A es trivial.

Esta situacién es un caso particular de la que estaAbamos considerando en los
teoremas anteriores. Continuamos con la misma notacién: la transversal {u, },
el cociclo a, -, el médulo de escision B, etc. Segtn el teorema anterior, basta
probar que b1 = 0, para todo b € T.

Puesto que B/A = I, se trata de un grupo abeliano finitamente generado
(libre, de hecho). Por hipotesis A también lo es, de donde concluimos que B
es finitamente generado. El grupo B/BI es abeliano y finito (es isomorfo a G).
Digamos que tiene n elementos. Podemos descomponerlo en producto directo
de grupos ciclicos. Sean by, ...,b,, elementos de B cuyas clases moédulo Bl
generen los factores. Sea e; el orden de b; + BI.

Por otro lado, BI es un subgrupo de B, que es finitamente generado, luego

BI también lo es. Sea by,11,...,bs un generador de BI. Definimos e; = 1 para
i=m+1,...,s. Entonces tenemos:
a) by,...,bs son un sistema generador de B.

b) e;b; € Bl parai=1,...,s.

c) ep---es =M.

S S
Por a) tenemos que B = ) Zb;, luego IB = ) Ib;, luego por b) existen
j=1 j=1
elementos a;; € I tales que

S
eibi = E Oéijbj.
Jj=1

Llamando v;; = €;0;; — a;; (donde (J;;) es la matriz identidad de orden s),
tenemos

Zl ’}/ijbj =0. (114)
i=

La matriz (v;;) tiene sus coeficientes en el anillo Z[G], y lo mismo le sucede
a su matriz adjunta, es decir, a la matriz (5;;) que cumple

(Bi)(vig) = det(7ij)(0ij).

Llamemos A = det(v;;) € Z[G]. Multiplicando (11.4) por fi; y sumando
sobre i queda: Ab, =0, para k=1,...,s.

Como los elementos by generan B, vemos que AB = 0 y, en particular,
AB C A. Por el teorema 11.22 tenemos que A = r1T, para un r € Z. Basta
probar que r = 1, pues entonces tendremos que 7b = 0 para todo b € B, como
querfamos probar.

Consideremos el homomorfismo de anillos f : Z[G] — Z dado por

f(z TLTT) = > n,.

TG TG
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Su nticleo es I. Claramente f(A) = f(rT) = rn, pero, por otro lado,

F(A) = f(det;) = det (f(%‘j)) = det (f(ei%' — aij)) = det(f(eidij))

= e1---€5=n.

Asi pues, r = 1. m






Apéndice A

Extensiones infinitas de
(zalois

En [Al 5.44] demostramos el teorema fundamental de la teoria de Galois, que
se aplica a cualquier extension de cuerpos K/k finita de Galois. Esencialmente
afirma que existe la aplicacion que a cada cuerpo intermedio k C L C K le
asigna el grupo G(K/L) es una biyeccion entre tales cuerpos intermedios y los
subgrupos del grupo de Galois G(K/k), cuya inversa es la aplicacion que a cada
subgrupo H le asigna su cuerpo fijado F(H).

Si la extension de Galois K/k es infinita, ya no es cierto que los cuerpos
intermedios se correspondan biunivocamente con los subgrupos del grupo de
Galois, pero Wolfgang Krull descubrié que es posible definir una topologia en
G(K/k) de modo que los cuerpos intermedios se corresponden biunivocamente
con los subgrupos cerrados de G(K/k). Si un subgrupo no es cerrado, su cuerpo
fijado es el mismo que el de su clausura.

Dedicamos la primera seccién a introducir los minimos conceptos sobre gru-
pos topoldgicos que vamos a necesitar y en la segunda veremos como generalizar
la teoria de Galois al caso de extensiones infinitas.

A.1 Grupos topologicos

Definicion A.1 Un grupo topoldgico G es un grupo dotado de una topologia
de modo que la aplicaciéon producto G x G — G y la aplicaciéon g — ¢g~! son
ambas continuas. Es claro que esto equivale! a que la aplicacion (g, h) — g~ 1h
sea continua. Los isomorfismos entre grupos topoldgicos que ademés son ho-

meomorfimos se llaman isomorfismos topoldgicos.

Por ejemplo, si K es un cuerpo métrico, los grupos (K,+) y (K*,-) son
grupos topologicos.

1Si la aplicacién (g,h) + g~ 'h es continua, haciendo h = 1 tenemos la continuidad de
g+ g~ !y, componiendo con la aplicacién continua (g, h) — (g1, k), tenemos la continuidad
del producto (g, h) — gh.

299
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Es claro que si G es un grupo topolégico y g € G, entonces la aplicacion
h — gh es un homeomorfismo. Este hecho tiene muchas consecuencias. Por
ejemplo, si H es un subgrupo abierto de G, entonces H es cerrado en G.

En efecto, G \ H puede expresarse como la uniéon de las clases gH con
g € G\ H, y dichas clases son abiertas.

Similarmente se prueba que todo subgrupo que contenga un subgrupo abierto
es abierto.

Otra consecuencia es que los entornos de un g € G son de la forma gF,
donde E es un entorno de 1 (si U es un entorno de g, basta tomar E = g~1U),
y esto implica que un homomorfismo f : G — H entre grupos topologicos es
continuo si y sélo si es continuo en 1.

En general muchas propiedades globales de los grupos topoldgicos se reducen
de este modo a propiedades locales del 1. El teorema siguiente proporciona otro
ejemplo.

Teorema A.2 Un grupo topoldgico G es de Hausdorff si y sdlo si {1} es ce-
rrado.

DEMOSTRACION: Una implicacion es obvia. Supongamos que {1} es cerrado.
Como las traslaciones x — gz son homeomorfismos, todos los puntos de G son
cerrados.

Tenemos que probar que dos elementos g; # g2 cualesquiera tienen entor-
nos disjuntos, pero, llamando g = g7 4o, para ello basta probar que existe un
entorno F de 1 tal que ENgE = &, pues entonces g1 E vy g1gF = g2 F serdn
entornos disjuntos de g1 y ¢go.

Como {g} es cerrado tenemos que V = G \ {g} es un entorno de 1. Consi-
deremos la aplicacion f : G x G — G dada por f(u,v) = uv™!. Claramente
es continua y f(1,1) = 1, luego la antiimagen de V es un entorno de (1,1)
en G x G. Consecuentemente existe un entorno E de 1 tal que EE~! C V.
Un punto en E N gFE serfa de la forma e = ge’, para ciertos e, ¢/ € E, luego
g=ece'~t € EE~! C V, contradiccién. Asi pues, E cumple lo pedido. L]

Es inmediato que si G es un grupo topoldgico y H es un subgrupo de G
entonces H es un grupo topoldgico con la topologfa inducida. Para los grupos
cociente tenemos este teorema:

Teorema A.3 Sea G un grupo topoldgico y N un subgrupo normal de G. En-
tonces existe una tunica topologia sobre G/N con la cual es grupo topoldgico y
de modo que la proyeccion candnica p: G —» G/N es continua y abierta.

DEMOSTRACION: Definimos en G/N la topologia para la cual un conjunto
A es abierto si y sélo si p~1[A] es abierto en G. Es inmediato que los abiertos asf
definidos forman ciertamente una topologia en G/N, para la cual p es continua.
Maés atn, si A es un abierto en GG entonces

p~HplAll = U nA4,

neN

que es abierto en G, luego p[A] es abierto en N. Por lo tanto p es abierta.
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Para probar la continuidad del producto consideremos el diagrama siguiente:

GxG@—@G

L

G/N x G/N —> G/N

Las flechas horizontales son los productos respectivos, las verticales son las
proyecciones. Si A es un abierto en G/N entonces p~![A] es un abierto en G.
La antiimagen de p~![A] por el producto de G es un abierto en G x G y su
imagen por la doble proyeccion es un abierto en G/N x G/N, que no es sino
la antiimagen de A por el producto de G/N. Por lo tanto dicho producto es
continuo.

Igualmente se prueba que la aplicacion [g] — [g7!] es continua, y en con-
secuencia G/N es un grupo topologico. La unicidad de la topologia es obvia.

|

En lo sucesivo, siempre que consideremos un cociente G/N de un grupo
topoloégico G lo consideraremos como grupo topologico con la topologia que
acabamos de definir. Es claro que C' es cerrado en un cociente G/N si y solo si
p~1[C] es cerrado en G. En particular G/N es un espacio de Hausdorff si y sélo
si N es cerrado en G.

En adelante so6lo consideraremos grupos topolégicos de Hausdorff, por lo que
s6lo consideraremos grupos cociente respecto a subgrupos normales cerrados.
Segin hemos senalado, los subgrupos abiertos son cerrados, y es claro que sus
cocientes resultan ser discretos.

Observemos que si f : G — H es un homomorfismo continuo entre grupos
topologicos (de Hausdorfl), su niicleo N es cerrado en G (pues es la antiimagen
de {1}, que es cerrado en H), y el monomorfismo f : G/N — H dado por
el teorema de isomorfia es continuo. En efecto, si U C es abierto, entonces
f71[U] es abierto en G, luego f~1[U] = p[f ~1[U]] es abierto en G/N, porque la
proyeccion p es abierta.

Estudiamos ahora las componentes conexas de los grupos topolégicos. En
primer lugar notemos que un grupo topolégico conexo G no puede contener un
subgrupo abierto distinto de G, pues tal subgrupo seria a la vez cerrado.

Teorema A.4 Sea G un grupo topoldgico y sea C1 la componente conexa de 1.
Entonces C1 es un subgrupo normal cerrado de G. Sus clases de congruencia
son las componentes conezas de G.

DEMOSTRACION: Llamemos C; a la componente conexa de cada g € G. Si
g, h € C entonces gCy es la componente conexa de g (porque la multiplicacion
por g es un homeomorfismo), es decir, C; = Cy, = gC1, luego h € gC1, y asi
g 'h € C;. Esto prueba que C; es un subgrupo. Como las conjugaciones son
homeomorfismos, de hecho es un subgrupo normal.

Como ya hemos observado, para todo g € G se cumple Cy; = gC', luego las
componentes conexas de G son los elementos de G/C}. ]
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Puede probarse que un grupo es metrizable si y sélo si tiene una base nu-
merable de entornos del neutro. Por simplicidad demostraremos s6lo un caso
particular de este resultado, suficiente para nuestros fines:

Teorema A.5 Sea G un grupo topoldgico abeliano y sea {V,}52 1 una base de
entornos de 1 formada por subgrupos abiertos. Entonces G es metrizable. Mds
aun, sustituyendo cada V,, por la interseccion de los n primeros entornos pode-
mos exigir que se den las inclusiones

< Vi< V3 < Vo <V =G,
y entonces una métrica compatible con el producto en G es la dada por
d(u,v) = 1/m, donde m = max{n € N |u"'v € V,,} € [1, +oa].

DEMOSTRACION: Es claro que d(u,v) = 0 si y solo si u = v, asi como
que d(u,v) = d(v,u). Sean ahora u, v, w € G. Si dos de ellos coinciden, la
desigualdad triangular se vuelve trivial. Supongamos que son distintos dos a
dos. Sea d(u,v) =1/m y d(v,w) =1/m’. Llamemos r al minimo de m y m/'.

Entonces v 'v € V,,, C V., y v™'w € V,y C V,, y al multiplicar queda
u~lw € V., con lo cual d(u,w) < 1/r. Por lo tanto

d(u,w) < 1/r = max{d(u,v),d(v,w)} < d(u,v) + d(v,w).

También es evidente a partir de la definicion que d(uv,uw) = d(v,w), es
decir, la distancia es invariante por traslaciones.

La bola abierta de centro 1 y radio 1/n es claramente V,,11, luego la bola
de centro u y radio 1/n es uV,,11. Por lo tanto los conjuntos uV;, son una base
de entornos abiertos de u tanto para la topologia de G como para la métrica, lo
que significa que ambas coinciden. L]

En las condiciones del teorema anterior tiene sentido hablar de sucesiones
de Cauchy y de completitud. En realidad sobre grupos topolégicos podemos
caracterizar las sucesiones de Cauchy sin hacer referencia a ninguna métrica en
particular:

Una sucesion {z,} en un grupo topoldégico G es de Cauchy si para todo
entorno V de 1 existe un natural ng tal que si m, n > ng entonces z,,x,' € V.

Es facil ver que en las condiciones del teorema A.5 una sucesion es de Cauchy
en este sentido si y solo si lo es respecto a la distancia que alli se construye.
Sin embargo esta equivalencia muestra que la nocién de sucesion de Cauchy
depende unicamente de la topologia del grupo (y de su estructura algebraica),
pero no de la distancia particular que consideremos (siempre que ésta induzca
la topologia del grupo).

En general se prueba sin dificultad que toda sucesién convergente es de
Cauchy, asi como que si una sucesiéon de Cauchy tiene una subsucesiéon conver-
gente, entonces toda ella es convergente (por ejemplo, si {x,} converge a x y V
es un entorno de 1, la continuidad del producto nos da un entorno W de 1 tal
que WW C V. Para n suficientemente grande z,, € Wa N 2W =1, con lo que
Tyt = zpa et € WIW C V).

n
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Un grupo topolégico metrizable G es completo si toda sucesion de Cauchy
en GG es convergente. Es claro que si G es compacto entonces es completo (pues
toda sucesion de Cauchy tiene una subsucesién convergente, luego es conver-
gente).

Es facil probar que todo grupo topolégico abeliano tiene una tinica comple-
cion salvo isomorfismo topoldgico, es decir, existe un tnico grupo topoldgico
completo que lo contiene como subgrupo denso. En el caso metrizable la com-
plecion puede construirse como el cociente del grupo de las sucesiones de Cauchy
sobre el subgrupo de las sucesiones convergentes a 1. La unicidad se debe a que
si C'y D son dos compleciones de GG, entonces todo elemento = € C' es limite
de una sucesion de Cauchy en G, la cual converge a un f(z) € D y es facil ver
que f esta bien definida y es un isomorfismo topolégico.

A.2 Extensiones infinitas de Galois

Veamos ahora que los resultados basicos sobre extensiones finitas de Galos
demostrados en [Al] se generalizan facilmente al caso de extensiones infinitas.

En primer lugar, se dice que un cuerpo K es un cuerpo de escision sobre k
de un conjunto P de polinomios de k[x] si todos los polinomios de P se escinden
en K[z] y K[z] es la adjuncion a k de todas sus raices. El teorema [Al 5.21] se
generaliza ahora en estos términos:

Teorema A.6 Una extension K/k es normal si y sdlo si K es el cuerpo de
escision sobre k de un conjunto P C k[z] de polinomios, no necesariamente
finito.

DEMOSTRACION: Si K/k es normal entonces K es la adjuncion a k de las
raices de todos los polinomios de k[z] que se escinden en K|[z]. Reciprocamente,
si K = k(A), donde A es el conjunto de las raices de un conjunto P de polinomios
que se escinden en K[z], dado cualquier polinomio irreducible p(z) € k[x] con
una raiz « en K, se cumplird que o = F(aq,...,q,), para cierto polinomio
F € klxy,...,xn] ¥y o1,...,0, € A. Los polinomios minimos en k[z] de estos
elementos se escinden en k[x], luego también lo hace el producto g(x) de todos
ellos. Si B es el conjunto de las raices de g(x), entonces B C A y tenemos que
a € k(B) C Ky k(B) es el cuerpo de escision de g(z) sobre k, luego por el
teorema [Al 7.21] la extension k(B)/k es finita y normal, luego p(x) se escinde
en k(B)[z], luego también en K|[z]. "

Notemos que en la prueba del teorema anterior hemos visto que toda ex-
tension normal es uniéon de extensiones finitas normales. A su vez, el teorema
[Al 5.22] vale igualmente sin la condicion de finitud:

Teorema A.7 Sea k C F C K C L una cadena de extensiones algebraicas tal
que K/k sea normal. Sea o : F — L un k-monomorfismo. Entonces o[F] C K
y o se extiende a un k-automorfismo de K.
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DEMOSTRACION: Tomemos una clausura algebraica L C L, de modo que,
segtin [Al 5.54] el monomorfismo o se extiende a o* : K — L, pero, usando
que K es uniéon de extensiones finitas normales de k, el teorema [Al 5.22] nos
da que o*[K] C K.

De hecho se da la igualdad, puessia € Ky a € N C K, donde N/k es una
extension finita normal, entonces por [Al 5.22] 0|y : N — L se extiende a un
automorfismo de N, luego tiene que ser o*[N| = N, luego a € o*[K]. Asf pues,
o*|k € G(K/k) extiende a o. .

Con los resultados que acabamos de probar, la demostracion de [Al 5.32] se
generaliza trivialmente a extensiones infinitas: una extension algebraica K/k es
de Galois si y solo si k es el cuerpo fijado de G(K/k).

Pasamos ya a definir la topologia de Krull en los grupos de Galois. Antes
definimos una topologia en K*:

Definiciéon A.8 Sea K un cuerpo. Consideremos el conjunto K% de todas las
aplicaciones de K en K. Podemos verlo como el producto cartesiano de K por si
mismo tantas veces como elementos tiene K. Consideraremos a K como espacio
topologico discreto y a K como espacio topolégico con la topologia producto.

Una base de K es la formada por los conjuntos {a} con o € K, y ésta induce
a su vez la base de K* formada por los conjuntos

X({ag}sen) = {f € K¥ | f(8) = ag para § € B},
donde B C K es finito y ag € K para cada § € B.

En otros términos, X ({as}secn) es el conjunto de los elementos f del pro-
ducto cuya componente 3 pertenece al abierto basico {ag} de K. Estos con-
juntos se pueden representar de una forma equivalente mas sencilla:

X(g,B) = {f € K* | f(B) = g(B) para § € B},

donde B C K es finito y g € K¥.

Observemos que los abiertos X (g, B) son también cerrados, pues son el pro-
ducto de los cerrados {ag} en las componentes de B por el cerrado K en las com-
ponentes restantes. Asipues, KX eslo que se llama un espacio cero-dimensional,
lo que significa que tiene una base formada por conjuntos abiertos y cerrados (el
nombre se debe a que entonces los tinicos subespacios conexos son los puntos).

El conjunto Aut(K) de todos los automorfismos de K est4 contenido en K.
Definimos la topologia finita en Aut(K) como la topologia inducida desde K*,
es decir, la que tiene por base a los conjuntos de la forma

Wo(B) = {7 € Aut(K) [ 7(8) = o(B) para 5 € B},

donde B C K es finito y o € Aut(K).

Observemos que si o € Aut(K), los conjuntos W, (B) constituyen una base
de entornos de ¢. En efecto, si o € W-(B), entonces o € W, (B) C W,(B).
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Teorema A.9 Si K es un cuerpo, su grupo de automorfismos es un grupo
topoldgico de Hausdorff cero-dimensional con la topologia finita.

DEMOSTRACION: Para probar que Aut(K) es un grupo topologico basta
ver que la aplicacion Aut(K) x Aut(K) — Aut(K) dada por (o,7) — o~ 17
es continua. Para ello basta probar que, para todo par (o,7), la imagen de
Wi(o71[B]) x W,(c71[B]) esta contenida en W,-1,(B).

Si (¢,1) € Wi(o~Y[B]) x W.(c71[B]) y B € B, entonces 0~ 1(8) € 071 [B],
luego ¢(c=1(B)) = B y por consiguiente ¢~1(3) = o71(B). Ademas

P(p~1(B) = (a1 (B) = T(0 "1 (B)).
Asi pues, (¢~ 1) (8) = (67 17)(B), luego ¢~ 1) € W,-1.(B). n

Definicion A.10 Sea K/k una extension de cuerpos. Llamaremos topologia de
Krull a la topologia del grupo de Galois G(K/k) inducida por la topologia finita
de Aut(K).

Claramente G(K/k) es un grupo topologico cero-dimensional con dicha to-
pologia. Més aun, las aplicaciones G(K/k) — K dadas por o — o(f), para
cada § € K, son continuas cuando en K consideramos la topologia discreta
(pues son las restricciones de las proyecciones en KX).

Teorema A.11 Si K/k es una extension algebraica, entonces G(K/k) es un
grupo topoldgico compacto cero-dimensional.

DEMOSTRACION: Para cada 3 € K, sea Cjs el conjunto de las raices en K
del polinomio minimo de 3 en k[z]. Entonces C' = ][ Cjs es compacto (pues
cada Cjg es finito). peK

Sio € G(K/k) es obvio que o(55) € Cg para todo € K, luego G(K/k) C C.
Basta probar que G(K/k) es cerrado en KX.

Tomemos ¢ € G(K/k). Para cada o, 8 € K y cada v € k tomamos B =
{a, B, + 5, a,v}. Entonces existe un o € G(K/k) N X (¢, B). Claramente

¢la+p) =o(a+f)=o(a) +0(f) = d(a) + 6(8),
¢(ap) = o(ap) = a(a)o(B) = ¢(a)p(P),
o(v) =o(v) =,
con lo que ¢ € G(K/k). "
El teorema siguiente nos conecta las extensiones finitas con las infinitas y

nos permitiré aplicar los resultados de la teoria de extensiones finitas de Galois
para probar los analogos en extensiones infinitas.

Teorema A.12 Sea K/k una extension algebraica. Entonces una base de en-
tornos abiertos de 1 en G(K/k) estd formada por los grupos G(K/L), donde L
varia en los cuerpos intermedios k C L C K tales que la extension L/k es fi-
nita. Sila extension K/k es normal podemos considerar unicamente extensiones
finitas normales L/k.
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DEMOSTRACION: Es una consecuencia inmediata de que si B C K es un
conjunto finito, entonces Wy (B) N G(K/k) = G(K/k(B)), junto con el hecho
de que los cuerpos k(B) recorren todos los cuerpos intermedios finitos sobre k.

Si K/k es normal, toda extensién intermedia finita L/k esta contenida en
una extension intermedia finita normal L' /k, y claramente G(K/L') < G(K/L),
luego las extensiones finitas normales son por si solas una base de entornos del
neutro. u

Observemos que si k C L C K y K/k es una extension algebraica, la topolo-
gia de G(K/L) es claramente la topologia inducida desde G(K/k). En particular
G(K/L) es cerrado en G(K/k) (porque es compacto). Hemos de probar que,
reciprocamente, si H es un subgrupo cerrado de G(K/k) entonces H es el grupo
de automorfismos de una extension intermedia K/L.

Teorema A.13 Sea K/k una extension algebraica y H un subgrupo de G(K/k).
Sea F' el cuerpo fijado por H. Entonces G(K/F) = H.

DEMOSTRACION: Obviamente H < G(K/F), y como éste es cerrado, de
hecho H < G(K/F). Para probar la otra inclusién veamos algunos hechos
previos. Ante todo, sabemos que K/F es una extension de Galois. Tomemos un
cuerpo intermedio F' C L C K tal que L/F sea finita de Galois. Consideremos
el homomorfismo f : H — G(L/F) dado por f(o) = o|r. Veamos que es
suprayectivo.

Si f[H] # G(L/F), entonces F # F(f[H]) (por el teorema de Galois para
extensiones finitas). Sea « € F(f[H]) de manera que o ¢ F. Por definiciéon
de F existe un o € H tal que o(a) # a, pero por la eleccion de « ha de ser
ol (@) = «, contradiccion.

Veamos ya la inclusion buscada. Tomamos o € G(K/F) y hemos de probar
que estd en H. Un entorno basico de o es oG(K/L), donde L es un cuerpo en
las condiciones anteriores. Basta ver que este entorno corta a H, pero segun lo
visto, existe un 7 € H tal que 7| = 0|, con lo que cG(K/L) = 1G(K/L) y
asit € HNoG(K/L) # @. "

Ahora ya podemos generalizar el teorema fundamental:

Teorema A.14 (Teorema de Krull) Sea K/k una extension de Galois.

a) Las correspondencias L — G(K/L) y H — F(H) son mutuamente inver-

sas y biyectan los cuerpos intermedios de K/k con los subgrupos cerrados
de G(K/k).

b) Si H= G(K/L), entonces L/k es normal si y sélo si H es un subgrupo
normal de G(K/k), y en tal caso la aplicacion G(K/k) — G(L/k) dada
por o — o|r es un epimorfismo continuo cuyo nicleo es G(K/L), e induce
un isomorfismo topoldgico G(K/k)/G(K/L) = G(L/k).

¢) La correspondencia H < L invierte las inclusiones, luego transforma su-
premos en infimos e infimos en supremos (los infimos son intersecciones,
el supremo de una familia de cuerpos es su producto y el supremo de una
familia de grupos es la clausura del grupo generado por la union).



A.2. Extensiones infinitas de Galois 307

DEMOSTRACION: a) Si G(K/L) = G(K/L'), como ambas extensiones son
de Galois,
L=F(GK/L))=F(GK/L))=1L".

Esto prueba que la aplicacion L — G(K/L) es inyectiva. Por el teorema
anterior es suprayectiva, luego es biyectiva y su inversa es H — F(H), también
por el teorema anterior.

b) La prueba es idéntica a la del caso finito. Respecto a la continuidad, basta
probar que la restriccién es continua como aplicacion G(K/k) — LT, para lo
cual a su vez basta ver que la composicion con cada proyeccion f — f(«)
es continua para todo a € L, pero esto da la proyeccion o — o(a), que es
ciertamente continua.

Falta probar que el isomorfismo dado por el teorema de isomorfia es topo-
logico, es decir, que se trata de un homeomorfismo. Ya hemos visto que, en
general, el teorema de isomorfia proporciona homomorfismos continuos, pero
toda biyeccién continua sobre un compacto es un homeomorfismo, y el cociente
es compacto porque es imagen continua del grupo compacto G(K/k).

c) es evidente. "

Por tultimo observamos que en la correspondencia de Galois las extensiones
finitas de k se corresponden con los subgrupos abiertos (luego cerrados) de
G(K/k). Si extendemos la correspondencia a todos los subgrupos de G(K/k),
vemos que se cumple F'(H) = k si y solo si H = G(K/k), es decir, si y solo si
H es denso.

Por otro lado, como toda extension algebraica tiene grado numerable, tiene

s6lo una cantidad numerable de subextensiones finitas, y el teorema A.5 implica
que los grupos de Galois son siempre metrizables.

Dejamos a cargo del lector los teoremas restantes que se cumplen en el caso
finito y cuya prueba en el caso general no presenta diferencia alguna.

Ejercicio: Probar que el cardinal de un grupo de Galois es finito o bien es 2%, por
lo que en el caso infinito siempre hay subgrupos (numerables) que no son cerrados.






Apéndice B
Cohomologia de grupos

Recogemos aqui los resultados basicos sobre cohomologia de grupos que ne-
cesitamos en los tltimos capitulos de este libro.

B.1 Preliminares al dlgebra homolégica

En esta seccion recordamos los resultados algebraicos que vamos a necesitar
en lo sucesivo. Comencemos con unas observaciones generales sobre anillos y
modulos:

Todos los anillos que consideraremos seran unitarios, aunque no necesaria-
mente conmutativos. Todos los homomorfismos de anillos cumpliran por defini-
cion que f(1) = 1.

Recordemos que si un anillo A no es conmutativo hay dos clases de A-
modulos: izquierdos y derechos, segtin que el producto escalar sea de la forma
AXx M — M o de la forma M x A — M.

Si el anillo A es conmutativo todo A-mo6dulo izquierdo se convierte en un
A-modulo derecho (y viceversa) estableciendo que ma = am, para todo a € A
y todo m € M. Si A no es conmutativo este cambio hace que se cumplan todos
los axiomas de médulo derecho excepto la propiedad asociativa, que quedaria
en la forma (ma)b = m(ba).

Si Ay B son anillos un A-B-bimédulo M es un A-moédulo izquierdo que es a
la vez un B-mo6dulo derecho y ademéas cumple (am)b = a(mb) para todo a € A,
beB,meM.

Grupos de homomorfismos Recordamos aqui el funtor Hom introducido
en el capitulo V de [TA]:

Definiciéon B.1 Sean M y N dos A-modulos (izquierdos o derechos). Llama-
remos Hom 4 (M, N) al grupo de los homomorfismos f : M — N (con la suma
definida puntualmente).

309
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Las leyes distributivas siguientes se demuestran sin dificultad alguna:
Hom 4 (@ Mi,N) > ] Homa (M;, N),
i€l i€l
Hom 4 (M, HNi) = ] Homa (M, N;).
i€l i€l
Ademas Hom4 (A, M) =2 M (con el isomorfismo dado por i(f) = f(1)).

Sia: M — M es un homomorfismo de modulos definimos
o : Homa (M, N) — Homu(M', N)
como la aplicaciéon dada por o (f) = ao f.

Analogamente, si o : N — N’ definimos
ay : Homy (M, N) — Homu (M, N')

como la aplicaciéon dada por ax(f) = f o a. Es sencillo comprobar que estas
aplicaciones son homomorfismos de grupos, asi como que

(aoB)* =pFoa® (aof)y=auofy, auoB? =p"oay.

Sucesiones exactas Por conveniencia recordamos aqui la exactitud por la
derecha del funtor M ®p — y la exactitud por la izquierda de los funtores
Homyu (M, —) y Hom g (—, M):

Teorema B.2 Si N - R i> S — 0 es una sucesion exacta de B-C-
mddulos y M es un A-B-bimddulo, entonces

Mo N3 Meop R Mogzs —0

es una sucesion exacta de A-C-mddulos. (Similarmente si se multiplica por la
derecha,).

DEMOSTRACION: Lo tnico que no es inmediato es que N(1®8) < Im(1®«).
Sea H = Im(1 ® o). Puesto que H < N(1 ® 3), la aplicacion 1 ® § induce un
homomorfismo ¢ : (M ®p R)/H — M ®p S que cumple ¢([m@7]) = m® B(r).

Por otra parte la aplicacion balanceada (m, 3(r)) — [m®r]| esta bien definida
e induce una inversa para ¢, luego ¢ es un isomorfismo y, por consiguiente,

N(1®p)/H =0. .

Teorema B.3 $i 0 — N -2 R i) S — 0 es una sucesion exacta de
A-mddulos entonces las sucesiones
0 — Homs (M, N) % Homu(M, R) 2% Homu(M, S),
# ot
0 — Homa (S, M) 25 Homa(R, M) 25 Homa(N, M),

son sucesiones exactas de grupos.
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DEMOSTRACION: Claramente ay es inyectiva y Imay < N(B8x). Tomemos
f € N(Bx). Entonces f o =0, luego 5(f(m)) = 0 para todo m € M, luego
fIM] < N(B) = Ima. Como « es inyectiva existe g € Homy (M, N) tal que
ax(g) = f (concretamente, g = foa™!). Asi, N(84x) = Im ay.

Claramente 3% es inyectiva y Im 3% < N(a®). Sea f € N(a”). Como
aofl = 0y f es suprayectiva podemos definir ¢ € Hom (S, M) mediante

g(s) = f(B~(s)) y asi f = B%(g). =

La primera parte del teorema siguiente es [TA 5.29], mientras que la segunda
es [TA 5.31]:

Teorema B.4 $i 0 — N - R i> S — 0 es una sucesion exacta de

mddulos y se cumple una de estas condiciones:
a) Im« estd complementada en R,
b) M es un B-mddulo libre,

entonces también es exacta la sucesion

0—Mos N MR8 Moz s —0.

DEMOSTRACION: Basta probar que 1 ® « es inyectiva. Si R = Ima & R/,
entonces M ®@p N @ M ®p Im «a es un isomorfismo y

M ®pImaC (M ®pIma)® (M e R)~M®g R.

Es claro que la composiciéon de 1 ® « con el ultimo isomorfismo es 1 ® o como
aplicaciéon entre M ®p N yM ®p R, luego es inyectiva.
Si M es libre entonces M = @ B y por lo tanto

el
MepgN=2@BosN)=2@N, MezR=@BesR) =R
el el el el

Si componemos estos isomorfismos con 1 ® a obtenemos la aplicacion

Pa: BN — PR,

i€l iel icl
que claramente es inyectiva, luego 1 ® o también lo es. m

También se cumple el analogo al teorema anterior para funtores Hom. El
analogo de la primera parte es [TA 5.7], pero sélo vamos a necesitar el analogo
de la segunda, cuya prueba es también analoga:

Teorema B.5 Si 0 — N % R 25 § —5 0 es una sucesion exacta de
mddulos y M es libre entonces también es exacta la sucesion

0 — Hom(M, N) % Homu(M, R) 2% Homu(M, S) —s 0.
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Anillos de grupos La conexion de todos estos conceptos con la cohomologia
de grupos se lleva a cabo a través de los anillos de grupos que introducimos a
continuacion (que son un caso particular de [TG 6.4]):

Definicién B.6 Sea G un grupo. Llamaremos Z[G] al Z-moédulo libre de
base G, de modo que cada elemento de Z[G] se expresa de forma tnica como

> ngo, ng € Z.
ceG

Para cada 7 € G consideramos el automorfismo de Z[G] dado por

pT( > nga) = Y ny7o.

ceG ceG

En particular si ¢ € G tenemos p,(0) = 7o. Para cada s = Y n,o € Z[G]
oeG
consideramos el endomorfismo de Z[G] dado por

ps(t) = 22 nopo(t).

ceG

Notemos que si 7 € G entonces

ps(7) = 3. ngort.
ceCG
Para cada s, t € Z[G] definimos st = p,(t). Es claro que este producto ex-
tiende al producto de G, distribuye las sumas por la derecha y que los elementos
de G distribuyen las sumas por la izquierda. Con estos datos es facil ver que
Z|G] es un anillo. También es claro que el producto es la tnica extension posible
del producto en G que confiere a Z[G] estructura de anillo.

A Z[G] se le lama anillo del grupo G. A los Z[G]-mo6dulos los llamaremos
simplemente G-mddulos. Un G-homomorfismo serd un homomorfismo de G-
modulos.

Recordemos de 4.4 que una acciéon de un grupo G sobre un grupo M es un
homomorfismo de G en el grupo de los automorfismos de M. En lo sucesivo
s6lo nos va a interesar el caso en que M es un grupo abeliano. Es féacil ver
que una acciéon de G sobre M determina y esté determinada por una aplicaciéon
M x G — M que satisfaga las condiciones

a) (m+n)o =mo + no,
b) m(o1) = (mo)T,
c) ml=m.

Dada la accién, basta definir mo = o(m) y, dada una aplicacion en estas
condiciones, se comprueba inmediatamente que las aplicaciones f,(m) = mo
son automorfismos de M y que la aplicacion o — f, es un homomorfismo de
grupos. Por este motivo, a una aplicacion M x G — M que cumpla estas
condiciones se le llama también una accion de G sobre M.
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Si un grupo G actua sobre un grupo abeliano M, entonces M se convierte
en un G-modulo derecho mediante la ley externa dada por

m( > naa) = Y nyo(m).

ceG ceG

Notemos que esta ley externa extiende a la accién de G sobre M (y es la
tnica extension posible que convierte a M en un G-mddulo). Reciprocamente,
si M es un G-moédulo derecho entonces la restriccion de la ley externa a M x G
es una accion de G sobre M.

Similarmente, es facil ver que para determinar una estructura de G-modulo
izquierdo en un grupo abeliano M basta especificar una aplicacion Gx M — M
que verifique:

a) o(m+mn)=om+on,
b) (o17)m = o(tm),

c) Im =m.

La aplicacién ¢ — o~ ! se extiende por linealidad a un tnico isomorfismo

de grupos i : Z[G] — Z[G] al que llamaremos inversion. Es facil ver que
i(st) = i(t)i(s).

De aqui se sigue que todo G-mddulo izquierdo M se pueda considerar como
G-moédulo derecho mediante ms = i(s)m, y viceversa, por lo que en general serd
irrelevante el caracter izquierdo o derecho de los G-moédulos. No obstante hay
que tener presente que en general M no es un bimédulo con estas operaciones.

Observemos que el propio Z[G] admite entonces dos estructuras de G-modulo
izquierdo: (1) el producto usual y (2) st = ti(s). No obstante la aplicacion i es
un isomorfismo de G-moédulos izquierdos:

i(sMt) = i(t)Wi(s) = sPi(s),
luego normalmente no importara la estructura considerada.

Todo G-mo6dulo es obviamente un Z-modulo. Adoptaremos el convenio de
que los simbolos ®¢ y Homg haran referencia al anillo Z[G], mientras que ® y
Hom haran referencia a Z.

Moébdulos duales En este apartado G serd un grupo finito.

Definiciéon B.7 Si A es un G-modulo entonces A* = Hom(A,Z) se convierte
en un G-médulo con la operaciéon dada por

(0f)(a) = flao), o€G,feA acA

El G-modulo A* recibe el nombre de mddulo dual de A. Todo G-homomor-
fismo ¢ : A — B induce un homomorfismo dual ¢* : B* — A* dado por

¢"(f) = do f. Es claro que (¢ 0 ¢))" = 9" 0 ¢".
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Vamos a probar que todo G-moédulo libre de rango finito es isomorfo a su
bidual. En general, si A es un G-mo6dulo y a € A definimos z, € A** mediante
2q(f) = f(a). Es facil comprobar que la aplicacion A — A** dada por a — z,
es un G-monomorfismo.

Si ahora suponemos que A es G-libre de rango finito y {v1,...,v,} es una
G-base, entonces es claro que {ov;} es una Z-base de A (donde o varia en G).
Sea a; € A* el homomorfismo determinado por

1 sio=1,i=j,

ai(ov;) = B.1

i(ov;) {0 en otro caso. (B.1)

Se cumple que {aq, ..., a,} es una G-base de A*, pues si &« € A* y llamamos
nyi = a(ov;), entonces

(Z(nam)&i)(m) = Y nai(004)(T05) = Yo noici(07 1 TY;) = nrj = alTvy).

1,0 1,0 1,0

Asi pues, @ = > (nysi0)q;, lo que prueba que {a;} es un sistema generador
1,0
de A*. Asi mismo, si ) (ne;0)e; = 0, al hacerlo actuar sobre Tv; concluimos
1,0

que n.; =0, luego {a;} es libre.
La base {a1,...,a,} dada por (B.1) se llama base dual de {vy,...,v,}.

Sea ahora {f1,...,0n} la base dual de {a,...,a,}. Entonces 3;(ca;) =1
siysolosio=1,i=j,siysolosiz,(ca;)=(ca;)(v;) = a;j(c" ;) =1,y en
caso contrario se cumple 3;(ca;) = 0 = x,,(cc;). Por lo tanto §; = x,,, luego
la base bidual de {v1,...,v,} es precisamente {z,,,...,Z,, }. Esto implica que
el monomorfismo a — x, es en este caso un isomorfismo.

Notar que hemos probado que el médulo dual de un G-médulo libre de
rango finito es también libre y del mismo rango. También hay que destacar que
tenemos un isomorfismo canoénico entre A y su bidual, pero no entre A y su
dual.

Otra observacion sencilla es que si ¢ : A — B es un G-homomorfismo, el
diagrama siguiente es conmutativo:

o

AF* > B**

]

A—%.B

Las flechas verticales representan a los isomorfismos canénicos entre los mo-
dulos y sus biduales.

El teorema siguiente tiene gran importancia porque, segin veremos, de él se
desprende que la homologia y la cohomologia de grupos finitos, que en principio
serfan dos teorfas distintas, resultan ser de hecho teorias equivalentes.
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Teorema B.8 Sea G un grupo finito, A un G-mdédulo y C un G-mddulo libre
de rango finito. Entonces A ®¢ C = Homeg(C*, A).

DEMOSTRACION: Para cada (a,c) € A x C definimos f, . € Homg(C*, A)
mediante

fa,c(g) = Z Q(Cfc)aa.

ceG

Claramente frqrc = fa,c, Pero esto equivale a que forc = fr-14r-17¢ =
fa,re, luego la aplicacion (a,c) — f,.. es balanceada y, por consiguiente, induce
un homomorfismo de grupos F' : A ¢ C — Homg(C*, A).

Si{¢;} es una base de C'y {g;} es su base dual, para todo f € Homg(C*, A)
se cumple

F(S0®0) ) =5 fuelo) =2 ¥ giloe)on = a,

i 0€G

luego f = F(Z a; ® ci) si y solo si f(g;) = a;. El teorema [TA 5.25] implica
que F es un isomorfismo. "

Notemos que el homomorfismo F' que hemos construido en la prueba puede
definirse aunque C' no sea libre.

La dltima observaciéon que vamos a necesitar es que si consideramos a 7Z como
G-moédulo trivial, es decir, on = n para todo o € G y todo n € Z, entonces
Z* = Z. El isomorfismo viene dado por f +— f(1).

B.2 Homologia y cohomologia de grupos

En esta seccion introducimos los conceptos basicos de la cohomologia de
grupos. Bésicamente vamos a asociar una familia de grupos de homologia y de
cohomologia a cada G-moédulo A. En el caso en que el grupo G sea finito los gru-
pos de homologia seran esencialmente los mismos que los grupos de cohomologia.
La mayor parte de los resultados que vamos a obtener son casos particulares de
la teoria general sobre funtores derivados expuesta en el capitulo VI de [TA],
pero daremos pruebas explicitas, ya que no necesitamos el nivel de generalidad
considerado alli.

Complejos Recordamos aqui el concepto de complejo de modulos expuesto
en la seccion [TA 4.2] particularizado al caso de los G-modulos.

Definicion B.9 Sea G un grupo. Un G-mddulo graduado es una suma directa
de G-moédulos C = @ C,,. Los elementos de cada G-submoédulo C,, se llaman
ne”Z
elementos homogéneos de grado n. Un submddulo graduado de C' es un mddulo
D= & D,, donde D,, =C, ND.
nez

Un homomorfismo graduado f: C — D (de grado d) es un G-homomorfis-

mo tal que f, = f|c, : Cn, — Dp4q para todo entero n.
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Un complejo es un par € = (@ C,,0), donde 9 es un homomorfismo de
nez
grado —1 tal que d o @ = 0. Entonces tenemos

an 8n
e O B O, 2 Oy —

de manera que 9,41 09, = 0.

Reciprocamente, una sucesiéon de homomorfismos y médulos en estas condi-
ciones determina un complejo. El homomorfismo 0 se llama operador frontera
del complejo. Los elementos de C), se llaman cadenas de dimensiéon n. Los
elementos de Z, = N(0,) se llaman ciclos de dimension n. Los elementos de
F, =Im 3,41 se llaman fronteras de dimension n. La condicién 0,41 0 9, = 0
implica que F,, < Z,.

El modulo H,(C) = Z,,/F, se llama grupo de homologia de dimension n.
Dos ciclos son homdlogos si pertenecen a la misma clase de homologia.

Un homomorfismo de complejos ¢ : € — €’ es un homomorfismo de grado
0 tal que ¢ 0 & = 9o ¢ o, equivalentemente, tal que los diagramas siguientes

conmutan:

Ont1 O
— Oy —C, ——Cpmy —— - -

\L¢n+1 \L¢n l‘pnl

el = Oy ——
n+1 n
Es claro que ¢ envia ciclos a ciclos y fronteras a fronteras, luego induce homo-
morfismos ¢,, : H,(€) — H,(€’). Si ¢ es un isomorfismo los homomorfismos
inducidos también lo son.
También es inmediato que la composicion de homomorfismos de complejos
es un homomorfismo de complejos, asi como que ¢,, 0 ¥, = ¢, 01,

Un complejo inverso se define anédlogamente a un complejo, pero con un ope-
rador 0 de grado 1 en lugar de —1. Entonces el operador se llama operador co-
frontera y hablamos de cocadenas, cociclos, cofronteras y grupos de cohomologia.
Ademés usaremos superindices en lugar de subindices. En principio hablaremos
tinicamente de homologia, pues es claro que todo hecho en torno a homologia de
complejos tiene su traduccién inmediata a cohomologia de complejos inversos.

Homotopia Diremos que dos homomorfismos de complejos ¢, ¢ : € — €’
son homotdpicos, y lo representaremos por ¢ & 1, si existe un homomorfismo de
complejos A : € — €' de grado 1 tal que ¢—1p = AJ'+9IA o, equivalentemente,
tal que QZ)n - wn = Ana;L—i-l + 811An71~

an+1 an
e n+1H—CnHCn_1*>~H

An ¢n_wn
JASEY

/ /
n+1 4/ Cn /
n+1 n

/

n—l] """
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Entonces ¢ — v envia ciclos de dimension n a fronteras de dimensiéon n, por
lo que se cumple ¢,, = 1, para todo entero n. Diremos que A es una homotopia

entre ¢ y 1.

Dos complejos € y € son equivalentes si existen homomorfismos ¢ : € — €’
vy : € — C tales que potp =~ 1y 1po¢p = 1. Es claro entonces que
H,(C) = H,(C") para todo entero n.

Resoluciones completas En este apartado asociaremos a cada G-modulo,
donde G es un grupo finito, una resoluciéon que combina los conceptos de reso-
lucién inyectiva y resolucion proyectiva introducidos en [TA 6.4].

Definiciéon B.10 Un complejo reducido sobre un grupo G es un complejo de la
forma 5
i 0 2 Cy -7 — 0,

donde Z tiene estructura de G-moédulo trivial y todos los modulos a su derecha
son nulos.

Un complejo reducido es aciclico si es una sucesion exacta. Un complejo
reducido es libre si todos sus médulos excepto Z son G-libres.

Cuando hablemos un homomorfismo entre complejos reducidos entendere-
mos que restringido a Z es la identidad.

Teorema B.11 Sea C un complejo reducido libre sobre un grupo G y €' un
complejo reducido aciclico. Entonces existe un homomorfismo ¢ : € — C' y
dos cualesquiera son homotdpicos.

DEMOSTRACION: Para construir el homomorfismo conviene hacer una ob-
servacion general. Consideremos tres G-moédulos L, A, B, donde L es libre,
y dos G-homomorfismos « y 8 como indica la figura siguiente y de modo que
Ima C Im§g:

A——DB
B

Entonces existe un homomorfismo y que hace el diagrama conmutativo. Esto
es lo que se conoce como propiedad proyectiva de los grupos libres, [TA 4.14],
pero recordamos la prueba: tomamos una base X de L. Para cada x € X
definimos ~y(x) como una antiimagen por § de a(z) y extendemos la aplicacion
por linealidad. Asf 8(v(z)) = a(z) para todo € X y, en consecuencia, para
todo z € L.

Aplicamos este hecho al caso
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Por hipotesis la linea inferior es exacta, luego ¢’ es suprayectivo y Cp es
libre. Asi pues, existe un homomorfismo ¢y que hace conmutativo el diagrama,

es decir, ¢g¢/ = €. Por lo tanto d1¢ge’ = d1e = 0 y, por la exactitud de la
sucesion
o, 4
Cy = C) 17— 0, (B.2)

tenemos que Im(91¢9) C N(¢') = Im 9], luego podemos aplicar la propiedad
proyectiva al diagrama

C1i>co

¢'1 Va ’
ya 4 ¢U
1 —=Co
61

lo que nos da un G-homomorfismo ¢; tal que ¢10; = 91¢9. Repitiendo el
proceso obtenemos un homomorfismo ¢ : € — €’.

Supongamos ahora que tenemos dos homomorfismos ¢, ¥ : € — C’'. En-
tonces (g9 — Po)e’ = € — e = 0, luego por la exactitud de la sucesion (B.2)
tenemos que Im(¢y — ¥g) C N(¢’) = Im 9]. Aplicamos la propiedad proyectiva
al diagrama

CQ;Z

C1—=Cy
81
y obtenemos un homomorfismo A; tal que ¢g — ¢y = €eAg + A19; (donde, por
definicion, Ay = 0).
Por lo tanto (¢1 — ¢1 — 81A1)81 = 81(¢0 — ¢0) — 81A181 = O, y de aqui se
concluye que Im(¢1 — 11 —01A1) C N(9]) = Im 8% y podemos repetir el proceso
con el diagrama

C1i>co

/ —
As P1—P1
g A
C, ——=C
/
62
Continuando de este modo obtenemos una homotopia entre los dos homo-
morfismos. n

Definiciéon B.12 Una resolucion de un grupo G es un complejo reducido libre
y aciclico. Dos resoluciones cualesquiera € y €’ de un grupo G son equivalentes,
pues, por la primera parte del teorema anterior, existen homomorfismos de
complejos ¢ : € — C' y 9 : € — €, y por la segunda los homomorfismos ¢
y la identidad 1 han de ser homotépicos, y asi mismo ¢ ~ 1.
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Pronto probaremos que todo grupo tiene una resolucién, pero antes consi-
deremos una resolucién de un grupo finito G, que seré de la forma

Supongamos ademas que todos los G-mddulos tienen rango finito. Entonces
podemos formar la sucesion de moédulos y homomorfismos duales:

*
€

o
0—Z" 5 Cp 20— -

Recordemos que al final de la secciéon anterior mostramos un isomorfismo
canoénico entre Z y Z*. Llamamos Jy a la composicion de € con este isomorfismo
y con €*, llamamos igualmente C_; = C§, C_o = Cf, etc. y renombramos
consecuentemente a las aplicaciones duales. El resultado es un complejo

81 80 871

Co C_y C_y

7 ——7F

Gy

A todo complejo construido de esta forma lo llamaremos resolucion completa
del grupo G.

Teorema B.13 Todo grupo finito G tiene una resolucion completa, cualquiera
de ellas es una sucesion exacta y sus mddulos son G-libres. Dos resoluciones
completas de un mismo grupo son equivalentes.

DEMOSTRACION: En cuanto a la existencia basta probar que todo grupo
tiene una resolucion reducida formada por G-moédulos libres de rango finito.
Esto es consecuencia inmediata de que todo médulo finitamente generado es
imagen homomorfa de un moédulo libre de rango finito. En efecto, partimos
de Z como G-mddulo trivial, que es finitamente generado. Existe un G-modulo
libre C y un epimorfismo € : Cy — Z. Ahora consideramos el submodulo N(e).
Como G es finito Z[G] es un Z-modulo libre de rango finito, luego lo mismo le
ocurre a Cp, luego N(¢) es un Z-modulo finitamente generado, luego también un
G-moédulo finitamente generado. Por consiguiente existe un G-moédulo libre de
rango finito Cy junto con un epimorfismo 9; : C; — N(e) C Cp, etc. De este
modo obtenemos la resolucién buscada.

Supongamos que tenemos dos resoluciones completas de G, construidas a
partir de dos resoluciones reducidas € y €'. El teorema B.11 nos da dos homo-
morfismos ¢ : € — €' y ¢ : € — €, a partir de los cuales podemos construir
el homomorfismo siguiente entre las resoluciones completas asociadas:
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5 8 o o
Cy —>C L O —=C4
P2 b1 Z —2s z7* PI 2
C/ C/ C/* C/*

27y, 1y 2 o LS 2

Para probar que ciertamente es un homomorfismo de complejos hay que ver
que todos los cuadrados son conmutativos. En realidad sélo hay que probarlo
para el diagrama central. Ahora bien:

00 = o€’ ae”™ = eae”™ = eae* i = dyibg.

Intercambiando los papeles de ¢ y ¥ obtenemos un homomorfismo en sentido
opuesto. Si componemos ambos homomorfismos y consideramos la homotopia
entre ¢ y 1 dada por el teorema B.11 tenemos

Cy 02 Ch o % CY % (@5
\ / Wi / |wws /| ows
Ao Aq 7 H 7* Ai‘ A;
@v)2| / @00n] / @v / \
Cs X Ch o Cy o C;

Es claro que A asi extendida (tomando Ay = 0) es una homotopia para el
homomorfismo extendido y la identidad. Igualmente sucede para la composicion
inversa.

Los moédulos duales de modulos libres son libres, luego las resoluciones com-
pletas son libres. Falta probar que son exactas. Toda resoluciéon completa para
un grupo G lo es también para el grupo trivial 1 (pues Z[G] es un Z = Z[1]-
modulo libre). Una resolucion para el grupo trivial es por ejemplo

= 0—0-—Z -7 —0,

donde € es la identidad (pues en este caso Z es libre). Por consiguiente una
resolucién completa del grupo trivial es

0 Z z* 0 - (B.3)
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Este complejo es, pues, equivalente a cualquier resolucién completa de G,
luego sus grupos de homologia son isomorfos, pero los de este ultimo complejo
son todos triviales, luego los de cualquier otro también lo son, pero esto significa
que la sucesion es exacta. m

Grupos de homologia y cohomologia Finalmente estamos en condiciones
de definir los grupos de homologia y cohomologia de un G-mo6dulo A. Para ello
construimos dos complejos (uno directo y otro inverso) a partir de A y de una
resolucién completa de G.

Definicion B.14 Sea G un grupo finito y A un G-moédulo. Si € es un complejo
de G-modulos definimos los complejos de Z-moédulos (= 1-modulos) A ®q C y
Home (€, A) mediante

On,
i ARG Cug1 2 A Cn 2% ARG Cuy — -+

# a#
< Homg (Cr_1, A) 2% Home(Cp, A) 2% Homg(Cppr, A) — -+

En el segundo caso convendremos en que el modulo n-simo es Homg (C,, A),
luego se trata de un complejo inverso cuyo n-simo operador cofrontera viene
dado por 9" = 8# 41- En el primer caso tenemos de forma natural que el
modulo n-simo es AR C,, y Op = 1R 0p.

Todo homomorfismo graduado f : € — €’ induce homomorfismos gradua-
dos

19f:A®gC— A®gC vy f#:Homg(€,A) — Homg(C', A).

Se conservan todas las composiciones, de modo que si f es un homomorfismo
de complejos o una homotopia entre homomorfismos de complejos, lo mismo
sucede con los homomorfismos inducidos.

Si f es un homomorfismo de complejos definimos los homomorfismos de
grupos

f*n = Wn : Hn(A el G) — Hn(A RKa e/)a

= f# . H"(Homg (€', A)) —s H™(Home (€, A)).

Es inmediato que (fg)« = fegx, (fg)* = f*g*. Asi mismo, si f, g:C — €
son homotoépicos ya hemos dicho que 1® f ~1®gy f# ~ g%, luego f. = ¢+ v
f* — g*.

En particular tenemos que si € y €’ son complejos equivalentes entonces

Ho(A®g @)~ Hy(A®g €) v H"(Homg(C, A)) = H™ (Homg (€', A)).

Esto nos permite definir los grupos de homologia y cohomologia de G y A
como

H,(G,A) = H,(A®g @),  H"(G,A) = H"(Homg(C,A)), neZ,
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donde C es cualquier resolucién completa de G. Tenemos que estos grupos
estan univocamente determinados por Gy A salvo isomorfismo. Con mas pre-
cisién, si los calculamos a partir de dos resoluciones distintas de G, todos los
homomorfismos entre ellas inducen un mismo isomorfismo entre los grupos de
(co)homologia, al que llamaremos isomorfismo natural entre ambas construccio-
nes.

El teorema siguiente muestra que la sucesiéon de grupos de homologia es la
misma que la de los grupos de cohomologia pero en orden inverso, por lo que
podemos limitarnos a estudiar una de ellas. En la practica nos centraremos en
la sucesiéon de cohomologia.

Teorema B.15 Sea G un grupo finito y A un G-mddulo. Entonces para todo
n € Z se cumple H,(G,A) = H-+1)(@G, A).

DEMOSTRACION: La prueba descansa esencialmente en el teorema B.8, pero
hay que prestar atencién a los convenios que hemos adoptado en la numeraciéon
de los complejos.

Fijemos una resoluciéon completa € de G y consideremos el diagrama si-
guiente:

AogCp—2% L A0qCpy

i 0* l

Homg(C* A) _— Homg(C* A)

n? n—1»

Las flechas verticales son los isomorfismos construidos en B.8. Una compro-
bacién rutinaria muestra que el diagrama conmuta. Si n > 0 la fila superior es
un segmento del complejo A ®¢ € (correspondiente a los indices n y n— 1) y
la fila inferior es un segmento del complejo Homg(C, A) (correspondiente a los
indices —(n+ 1) y —n).

Para indices negativos el médulo C es el bidual del médulo de € de indice
—(n 4+ 1). El isomorfismo candnico entre ambos permite sustituir dicha fila
inferior por otra analoga que contenga a los moédulos de C en lugar de a sus
biduales.

En conclusion tenemos un isomorfismo entre A ®¢ C y Homg(C, A), pero
considerando al segundo como complejo directo (no inverso) cuyo grupo n-simo
es el de indice —(n + 1) segtn la ordenacion usual. Por lo tanto H, (G, A) =
H-(+1(G, A). .

Concluimos esta secciéon con algunos ejemplos sencillos. Ante todo recorde-
mos que, segin vimos en la prueba del teorema B.13 una resolucién completa C
del grupo trivial es la dada por (B.3).

Como consecuencia, si A es un grupo abeliano cualquiera (un 1-moédulo)
entonces el complejo A ®; € tiene todos sus modulos triviales excepto los de
indices 0 y —1, que son ambos isomorfos a A, y la aplicacién que los conecta
es un isomorfismo. En particular la sucesion es exacta. Con esto y el teorema
anterior queda probado lo siguiente:
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Teorema B.16 Si A es un grupo abeliano entonces H,(1,A) = H"(1,A) =0
para todo n € Z.

Veamos una generalizacion til de este teorema:

Definiciéon B.17 Un G-moédulo A es regular o inducido si A = B ® Z|G| para
un cierto grupo abeliano B.

En tal caso, si C es una resolucién completa de G es facil comprobar los
siguientes isomorfismos de complejos:

A®cC~ (BRZ[G]) ®c C~ B® (Z|G] ®¢ €) = B €.

Pero C es también una resoluciéon completa del grupo trivial 1 y, viéndolo
asi, concluimos que H,(G,A) = H,(A®¢ C) = H,(B®, €) = H,(1,B) = 0.
Por lo tanto tenemos:

Teorema B.18 Si A es un G-mddulo reqular H,(G, A) = H"(G, A) = 0 para
todo n € Z.

Ejemplo Si L es un G-mo6dulo libre entonces es regular: basta tomar como
B el subgrupo generado por una G-base de L, y es claro que L = B ® Z[G]
(el isomorfismo hace corresponder bo con b ® o). Por lo tanto todos los grupos
H"(G,L)y H,(G, L) son triviales. n

Ejemplo Si K/k es una extension finita de Galois y G es su grupo de Galois,
es claro que podemos considerar al grupo aditivo K como G-médulo de forma
natural. El teorema de la base normal afirma que existe un a € K de manera
que {ao | ¢ € G} es una k-base de K. Esto nos da un isomorfismo de G-
modulos Kt = kT ® Z[G]. Concretamente, el isomorfismo hace corresponder

cada Y. a,(ac) con > a, ® 0. Por lo tanto concluimos que H,(G, K+) =
oeG oceG
H"(G,K™") =0 para todo n € Z. "

En relaciéon con las extensiones de Galois, los grupos de cohomologia que
nos van a interesar son los correspondientes al grupo multiplicativo K*, que
también es un G-modulo de forma natural. Estos grupos de cohomologia ya no
son triviales en general.

Definiciéon B.19 Si K/k es una extension finita de Galois y G = G(K/k), se
definen los grupos de homologia y cohomologia de Galois de la extensién como

H,(K/k) = H,(G,K*), H"(K/k) = H"(G,K™*).

Por dltimo conviene senalar que originalmente se definieron independiente-
mente las sucesiones de homologia y cohomologia de un G-médulo A para indices
no negativos exclusivamente (considerando resoluciones reducidas en lugar de
resoluciones completas). En tal caso el grupo G no necesita ser finito. La posi-
bilidad de enlazar ambas sucesiones de grupos en una sola es una caracteristica
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exclusiva de los grupos finitos (gracias a las propiedades de los moédulos duales),
y se debe a Tate. La relacion entre la cohomologia de Tate (o la homologia, que
es equivalente) y la homologia y cohomologia tradicionales es la descrita en el
teorema B.15, con la salvedad de que el grupo H°(G, A) es distinto segiin si se
calcula con resoluciones reducidas o con resoluciones completas.

B.3 Las sucesiones exactas de homologia
y cohomologia

Antes de dar mas detalles sobre los grupos de cohomologia demostraremos
un teorema general que tiene gran importancia en la teoria y no requiere de méas
técnicas que las que hemos venido manejando hasta ahora. Comenzamos con
un resultado auxiliar, que es un caso particular de [TA 6-2:

Teorema B.20 Consideremos el siguiente diagrama conmutativo de G-modu-
los y supongamos que sus filas son exactas.

Z0 2z 70

o e

0—>Z1 —)ZQ —)Zg
¢ »

Entonces eziste un homomorfismo de G-mddulos d, : N(03) — Z1/Im0; tal
que la sucesion

N©@) 25 N(@2) 2 N(0s) 25 20/ Tm oy -5 Zo/Tm @y~ Z3) Tm 05

es exacta, donde ¢" y " son las restricciones de ¢' y ' a N(01) y N(02) y b,
1 son los homomorfismos inducidos de forma natural.

DEMOSTRACION: Es facil comprobar que las aplicaciones ¢, ¥, ¢ y ¥
estan bien definidas, asf como la exactitud de la sucesion en N(92) y Z2/Im 0.

Para definir ¢, tomamos ¢§ € N(93). Entonces existe ¢ € Z4 tal que ¢§ =
Y’ (ch). Como 1(D2(ch)) = 03(¢'(ch)) = 93(cs) = 0, existe un ¢; € Z; tal que
bler) = Da(ch).

Es claro que ¢, es inico modulo N(¢') = Im ¢’, luego 92(c5) es tnico modulo
¢[Im 0], luego ¢; es tnico modulo Im 9y .

Por lo tanto podemos definir d,(c5) = ¢1 +Im ;. Es claro que, asi definido,
es un homomorfismo de G-mo6dulos. (Observemos que en definitiva d, se calcula
eligiendo una antiimagen por ', su imagen por d, y una antiimagen por ¢.)

Es claro que Imt” C N(d.). Si c¢§ € N(d.) entonces ¢; = 9;(c}), para
un cierto ¢ € Z1, luego 02(ch) = ¢(c1) = ¢(0:1(c})) = d2(¢'(c})), con lo que
¢h— &'(ch) € N(3y) y asi

¢y = (cy) = ¥ (ch — ¢ (c1)) + ' (¢'(ch)) =¥ (ch — ¢'(c})) € Ime)".
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También es claro que Imd, C N(¢). Si c; +Imd; € N(¢) entonces tenemos
que ¢(c1) € Im o, digamos ¢(c1) = da(chy), con ¢ € Zj. Sea ¢y = ¢'(ch). Es
claro que ¢4 € N(03) y por construccion d.(c5) = ¢1 + Im 9y, luego concluimos
que ¢ +Im 9y € Imd,. n

De aqui deducimos la versién siguiente de [TA 6.3]:

Teorema B.21 Si 0 — A i> B i) C — 0 es una sucesion exacta de

complejos de G-mddulos entonces existen homomorfismos de G-mddulos
5*71, : Hn(G) — Hn_l(.A)

tales que la sucesion siguiente es exvacta:

s Ho(A) 25 Ho(B) 25 H,(0) 25 H, 4 (A) 25 Hy y(B) — -

DEMOSTRACION: La hipotesis significa que las sucesiones

0 — Co(A) 22 Cu(B) L Cp(€) — 0,
son exactas para todo n € Z.
Basta comprobar que el diagrama siguiente se encuentra en las hipotesis del
teorema anterior.

Cn(A)/ Fu(A) —22 C(B) ) Fo(B) —2 C(€) /F(€) — 0

anl anl anl
PYn—1

Pn—1
0 Zu 1(A) Zn 1 (B) —2 o 71 (€)

(donde Z y F representan los grupos de ciclos y fronteras de los complejos.)

Ciertamente la fila superior esté bien definida, v, es suprayectiva y se cumple
Im ¢, C N(thn)-

Si Yn(u + F,(B)) = 0 entonces 1, (u) € F,(€), luego 1/)"( ) On—1(v),
para un cierto v € C,,—1(C), que a su vez es de la forma v = ,_;(w) con
w € Cp_1(B). Asi pues, ¥,(u) = Onh— 1(1/)n 1(w )) = wn( . )) con lo
que u — Op—1(w) € N(¢n). Por consiguiente existe un x € C’ (A) tal que

U — Op—1(w) = ¢p (), luego u + F,(B) = ¢n(1' + Fy (‘A))

Esto prueba la exactitud de la fila superior. Es obvio que el diagrama con-
muta, que ¢,_1 es inyectiva y que Im ¢,,—1 C N(¢p—1).

Supongamos por ultimo que & € N(¢,,—1). Entonces © = ¢,,_1(y) para un
y € Cp—1(A) y hay que probar que y € Z,,_1(A). Ahora bien, ¢,,_o (8n_1(y)) =
0n,1(¢n,1(y)) = Op—1(x) = 0 (pues z es un ciclo). Como ¢,_o es inyectiva
resulta que 9,,—1(y) = 0, luego y es un ciclo. =

Los homomorfismos ., reciben el nombre de homomorfismos de conexion de
la sucesion exacta dada. Conviene recordar como actiian: dado un ciclo de € de
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dimension n— 1, tomamos cualquier antiimagen por v, calculamos la frontera de
ésta, calculamos su antiimagen por ¢ y la clase del ciclo resultante es la imagen
por 6., de la clase del ciclo de partida.

Naturalmente el teorema anterior es igualmente valido para el caso de com-
plejos inversos. Con esto estamos en condiciones de probar el objetivo de esta
seccion.

Teorema B.22 Sea G un grupo finito y 0 — A 5 B Lo 0 —5 0 una
sucesion exacta de G-mddulos. Entonces existen homomorfismos de grupos

Osn : Hp(G,C) — H,—1(G, A),
5 H™(G,C) — H"HG, A),
(homomorfismos de conexion) tales que las sucesiones siguientes son exactas:
2% HL (G, B) 25 H,(G,C) 25 Hy 1 (G, A) 25 H,_1(G,B) 2 ..
2 greya, B) S arva,o) 2 HrGL A) S B G, B) s
donde o, = a® 1, a* =g, e igualmente con .

DEMOSTRACION: Sea € una resolucion completa de G. Como sus modulos
son libres, los teoremas B.4 y B.5 implican la exactitud de las sucesiones de
complejos

0 Ao Bese™ cage —o0

y
0 — Homg(C, A) 2% Homg (€, B) % Homg (€, C) — 0.
Ahora basta aplicar el teorema anterior. L]

Los homomorfismos de conexion acttian del siguiente modo: dada una clase
de (co)homologia de C, para calcular su imagen por § se escoge un (co)ciclo
representante, se escoge una antiimagen de éste por 3, se calcula su (co)frontera
y se escoge una antiimagen de ésta por a. La clase del (co)ciclo obtenido es la
imagen buscada.

También es importante notar que las aplicaciones inducidas son independien-
tes de la resolucion con que calculamos los grupos de (co)homologia, en el sentido
de que si tenemos dos resoluciones C, €' y u : €/ — € es un homomorfismo entre
ellas que induce isomorfismos u* entre los grupos de cohomologia (por ejemplo)
entonces se cumple a*u* = u*a*, pues ambos acttian como (a*u*)([f]) = [ufa],
para todo cociclo f € Homg(C),, A). Lo mismo es valido para 3 y vamos a ver
que también para 9.

En efecto, para calcular §*([f]), donde f € Homg(C,,C) es un cociclo,
elegimos un g € Homg(C,,, B) de modo que g8 = f y luego h € Homg(Chry1, 4)
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tal que ha = dg, y entonces §*([f]) = [h]. Pero también tenemos ugfs = f y
uha = udg = dug, es decir,

5" (u([f])) = 0" ([uf]) = [uh] = u*([h]) = w(5"([f]).

Los mismos argumentos valen para los homomorfismos entre grupos de ho-
mologia.

Como aplicacién demostraremos un sencillo resultado que resulta util con
frecuencia en demostraciones por induccion.

Teorema B.23 (Reduccion regular) Sea G un grupo finito y A un G-md-
dulo. Entonces existen G-mddulos A* y A~ tales que para todo S < G y todo
entero m se cumple

H"(S,AT) = H"T1(S, A), H"(S,A™) = H" (S, A).

DEMOSTRACION: Notar que todo G-moédulo es un S-moédulo de forma na-
tural. Consideramos el modulo regular B = A ® Z[G], y las sucesiones exactas

0—A" —B—A—0,

0—A—B—A" —0,

determinadas por el epimorfismo a®o + a 'y el monomorfismo a — > ac™! @ o,
respectivamente. v

Observemos que Z[G] es un S-moédulo libre (una base es, por ejemplo, un
conjunto de representantes de las clases a derecha modulo S). Por lo tanto Z[G]
es S-regular y B también. Segun el teorema B.18 todos los grupos H"(S, B)
son triviales, luego la sucesion de cohomologia asociada a la primera sucesion
exacta es de la forma

0 — H™ (S, A) 25 H"(S,A™) — 0,

luego los homomorfismos de conexion son isomorfismos. Similarmente se razona
con la segunda sucesion exacta. m

B.4 Calculo de grupos de cohomologia

El primer paso para calcular los grupos de cohomologia de un grupo finito G
es obtener una resoluciéon completa. Nos ocupamos en primer lugar de los gru-
pos ciclicos, donde el problema es especialmente simple y no por ello menos
importante en la teorfa.
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La resolucién monomial Sea G = (o) un grupo ciclico de orden n. Para
construir una resolucion reducida de G partimos del G-moédulo trivial Z. Hemos
de definir un epimorfismo ¢ de un G-moédulo libre Cy en Z. Puesto que Z
estd generado por 1, podemos tomar un G-médulo libre de rango 1, digamos
Co = (up) y definir € : Cp — Z mediante €(ug) = 1.

Ahora hemos de calcular el nicleo de € y definir un epimorfismo de otro
G-modulo libre C) sobre dicho nucleo. Es claro que ug(c — 1) € N(e), pues
e(ug(c — 1)) =1(c —1) =1 —1=0. Vamos a probar que N(e) = (ug(c — 1)).

Un elemento arbitrario de Cy es de la forma ¢ = ug Y. m;o’, y claramente
¢ € N(e) si y solo si =0

n—1
ee)= > m; =0.
i=0
Por otra parte, la ecuacion
n—1 . n—1 .
U()(O'— 1) Z £EZ'O"L = U Z miol
i=0 i=0
equivale al sistema
mo = Tp—1 — To, M1 =T —T1, M2 =T1 — T2, ---,Mpn-1=Tp-2— Tp-1,

que a su vez es equivalente a

n—1

Ty =Tp_1 — Mo, T1 =Tp-1— (Mo +Mm1), ..., Tpn1=2Tp_1 — Zo mg.

i=

La altima ecuacion es contradictoria salvo si €(¢) = 0, en cuyo caso cualquier
valor de z,,_1 determina una solucién del sistema.

Asi pues, si e(c) = 0 entonces ¢ = up(o — 1)z, para un cierto = € Z[G],
luego en efecto N(€) = (up(o0 —1)). Consecuentemente podemos tomar un G-
modulo libre de rango 1, digamos Cy = (u1) y definir 9y : C; — C mediante
81(u1) = UQ(O' — 1).

Ahora,

n—1 . n—1 )
o1 (u1 > miU’) =ug(c —1) Y myo’
i=0 '

=0
=ug((Mn_2 — mp_1)0" "+ + (mg — m1)o + (Mp—1 — my)),
luego los elementos de N (1) son los de la forma uymT, donde
n—1
T= > o' e€Z[qG].
i=0
Esto nos lleva a definir Cy = (ug) y 02 : Co — C; mediante 02(uz) = u1T.
Para el paso siguiente observamos que T'o = T, luego
n—1 . n—1 . n—1 n—1
O (uz > mial> =wT > mio*=u; >, mT =0siysolosi > m;=0.
i=0 i=0 i=0 i=0

Este es el mismo caso de antes, luego sabemos que N(92) = (ua(c — 1)).
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Con esto entramos en un proceso ciclico. En general definimos C,, = (uy)
como un G-mddulo libre de rango 1 y establecemos que

82n+1(u2n+1) = u2n(0 - ]-)7 8271 (u2n) = u2n71T~ (B4)

Con estas definiciones y la ya dada para e tenemos una resolucién reducida
de G. Ahora estudiaremos su resolucién completa asociada. Sea u), la base
dual de u,. Vamos a determinar dy(ug). Este se calcula pasando primero a
€(ug) = 1, luego a la imagen de 1 en Z* a través del isomorfismo candnico, que
es la aplicacion identidad, a la que también representaremos por 1; finalmente
9o(up) = €*(1) € C§. Para determinarlo hay que tener presente que dp(ug) no
es un G-homomorfismo, luego no esta determinado por el valor que toma en uy,
sino por los valores que toma sobre la Z-base ugo®. Asi pues

Do (o) (upo?) = €*(1)(upo™) = 1(e(uga®)) = 1.
Por otra parte,

y , L . . o 1 sii=j,
(1507 (uo0) = (o uno") = uiuae ) = {5157

(Recordar que la accion de G en los modulos duales esta definida como
(o f)(u) = f(uo) o, equivalentemente, (fo)(u) = f(ou), donde ou = uo~1.)
Por lo tanto concluimos que

n—1 )
Oo(ug) = > uyo’ = uyT.
i=0

Si llamamos u_; = ufy tenemos que la formula (B.4) vale para 2n = 0.
La aplicacion 0_; es la dual de 0;. En general tenemos que

(0-(2n+1)3,) (Uon10") = (03,4 1ub, ) (uznt10”) = ub, (O2n+1u2ni10”)

= 3, (uzn(0 = 1)0") = U5y 4y (uzn41 (0 = 1)0") = (0 = Dus, 1) (uzn410")

= (u§n+1(‘771 — 1)) (uznt10").
Por lo tanto
8*(2n+1)u;n = u;n—&-l(o-_l - 1)

y, del mismo modo,
* %
O_opliy, 1 = uy,T"

En particular 0_ju_; = 0_jufy = ui (0! — 1) = uj(—o~1) (o — 1).

Asi, si definimos u_y = u}(—0~!) seguimos teniendo una base de C_5 y la
formula (B.4) vale para 2n+ 1 = —1.

Igualmente 0_su_s = d_qui(—0~!) = usT(—0~') = uiT, y definimos
u_3 = ub. Siguiendo de este modo expresamos C,, = (u,) de modo que (B.4)
es valido para todo n € Z.
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En particular, la aplicacién dada por w(u,) = up+o es un isomorfismo de
grado 2 del complejo € en si mismo. Si A es un G-mddulo, este isomorfismo
induce otro anélogo en el complejo Homg(C, A), que a su vez nos da los isomor-
fismos H"(G, A) = H"*?(G, A) para todo n € Z.

Consecuentemente sélo nos falta calcular los grupos H(G, A) y H(G, A).
Para ello observamos que cada grupo Homg(C,,, A) es isomorfo a A mediante
f = f(un). A través de estos isomorfismos, los operadores cofrontera se con-
vierten en

0*"tlq = aT, 0*"a = a(o —1).

Por consiguiente, los cociclos de dimension 0 son los elementos de A que
cumplen a(c — 1) = 0 o, equivalentemente, ac = a, y las cofronteras son los
elementos de la forma aT'.

En general, si A es un G-moédulo, definimos A¢ como el submoédulo formado
por los elementos fijados por todos los elementos de G. Acabamos de probar
que

H?™(G, A) = A%/ AT.

Igualmente,
H* NG, A) = ApJA(o — 1),

donde Ar = {a € A | aT = 0}. Compéarese con (4.2).

Por ejemplo, si K/k es una extension finita de Galois ciclica y A es el grupo
aditivo de K, entonces A% = k, AT = Tr[K], donde Tr es la traza de la exten-
sion. Sabemos que los grupos de cohomologia son triviales, luego concluimos
que Tr[K| = k, es decir, la traza es suprayectiva. Asi mismo, concluimos que los
elementos de K de traza nula son exactamente los de la forma o(a) — a. Esto
es parte del teorema 90 de Hilbert. La parte multiplicativa la obtendremos méas
adelante.

La resolucion de G que hemos construido recibe el nombre de resolucion
monomial.

La resolucion canénica Ahora construimos una resoluciéon completa para
un grupo finito arbitrario G, a la que llamaremos resolucion candnica. Para
cada n > 0 definimos C,, = Z[G] ® -+ ® Z[G] (n + 1 veces). Asi C,, es un
G-moddulo libre y una base la forman los tensores

[61,...,on]=01® - Qop, @1,

donde oy, ..., 0, varfan en G. Convenimos en que [ ] = 1 es una base de C.
Definimos los monomorfismos de grupos

D, :C, — Chi1 y E:7Z— Cy
mediante

D,([o1,...,0n]0) =[01,...,0n,0], (Do(o)=][o]), E(1)=1.
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Con ayuda de estas aplicaciones podemos definir los G-homomorfismos
€:Co — 7 y Op:Cp — Cp_1.

La aplicacion € es simplemente el epimorfismo dado por €([ ]) = 1. Las
aplicaciones 0,, vienen determinadas por las ecuaciones

D081 + el = 1,
D, Opy1 4+ 0,Dy—1 =1, paran > 0.

Como D,,_; es inyectivo e Im D,, 1 contiene una base de C,, es claro que
estas férmulas determinan a 0,,. Mas detalladamente, si suponemos definido 9,
entonces

Onti1(lor, ... ont1]) = Ong1(Dnllon, ..., 0n]oni1))

= (1_6nDn—1)([017--~70n]0n+1)

= [017 cee 7Un]an+1 - anl(an([alu ceey Un]0n+1))~
Definiendo asi 9,41 sobre la base [01,...,0,11] es claro que se cumple la

ecuacion sobre los elementos de la Z-base [01,...,0,]0n+1, ¥ por linealidad se
cumple para todos los elementos de C,.

La sucesion --- — Cy G, Co = Z — 0 es un complejo de G-modulos.
Por ejemplo, vamos a probar que 0,410, = 0 para n > 1 (los otros casos son
similares). Suponemos como hipotesis inductiva que 9,0,—1 = 0. Entonces

Dnan—i-la = (1 - anDn—l)an = 811 - an-Dn—lan
= an - an(]- - 8n71Dn72) = an - an + 8nanlen72 =0+0=0.

Como Im D,, contiene una base de C}, 11, concluimos que 0,410, = 0.

Si u € N(0p) entonces u = Op11(Dy(u)), luego v € Imdp41, para n > 0.
Similarmente se prueba la exactitud en Cy y por lo tanto el complejo es una
resolucion reducida de G, que a su vez determina una resoluciéon completa.

Veamos como acttian explicitamente los primeros operadores frontera:

o(lo1]) = 01(Do([lo1)) =[]o1 — E(e([]o1)) =01 — L.
&([o1,02]) = 02(Di([o1]o2)) = [o1]o2 — Do(01([o1])02)
[o1]o2 — Do((01 — 1)02)
= [o1]og — [o102] + [02].
95(Da([o1, 02]03))

[01,02]03 — Di([01]o203 — [0102]03 + [02]03)

53([01702,03])

= [o1,09|03 — [01,0203] + [0102, 03] — |02, 03].

En los C_,, consideramos la base dual {o1,...,0,—-1) de [01,...,0,-1]. Te-
nemos que €([ |) = 1 y 1 se corresponde en Z* con la identidad I, con lo que
([ ))(o) =€e(I)(0) = I(e(o)) = 1. Por lo tanto

a([]) = )T,
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donde T'= ) o. Similarmente
oG

9-1(())([o1]oz) = () (91([o1]oz) = () ([lo102) = () ([]o2)
= (Z (0)o7 ) (Ialo2) = £ (o) ([i]ora),

ceG ceG

tuego 0-1(()) = X (o) (" = 1).
[<AS

De este modo podemos calcular cualquier operador frontera 9_,,.

Si A es un G-moédulo, las cocadenas de dimension n de (G, A) son los ele-
mentos de Homg(C,,, A), pero éstos estan determinados por sus imagenes sobre
los elementos de la base de C,,, de la forma [o4,...,0,] 0 (01,...,0_,—1). Por
lo tanto podemos identificar el grupo de cocadenas C"(G, A) con el grupo de
funciones de n (o —n — 1) variables de G en A (sumadas puntualmente). Espe-
cificamente, C°(G, A) = A, y el operador cofrontera es

9°(a)(0) = ad ([o]) = a(oc — 1) = ac — a. (B.5)

Por consiguiente el grupo de cociclos Z°(G, A) esta formado por los elemen-
tos a € A tales que aoc = a para todo o € G, es decir, con la notacion introducida
en la pagina 330, tenemos Z°(G, A) = A“.

Para calcular las cofronteras tomamos una cocadena de dimensién —1, que
no es mas que un a € A (identificado con el G-homomorfismo f, que cumple
fa(()) = a) y calculamos

07 (a) =07 (fa)([1) = fa(90([])) = fa(() T) = aT.
Concluimos que, como en el caso ciclico,!
H°(G, A) = A®/AT.

En particular, si consideramos a Z como G-modulo trivial y |G| = n es facil
ver que

H°(G,7) = Z/nZ. (B.6)

También hemos probado que Z71(G,A) = A7 = {a € A | aT = 0} y, por
otra parte, si {a, }, es una cocadena de dimension —2, se cumple

02 ({as)) = {arhO(0) = {a}( T (@) (@1 = 1)

ceG

= Y a,(c7t—1), (B.7)
ceG
con lo que claramente las cofronteras de dimensién —1 son los elementos de A
de la forma

> ap(oc—1), a, € A.
oG

1En la teoria general, para grupos no necesariamente finitos, los grupos de cohomologia se
calculan a partir de resoluciones reducidas, con lo que C~! =0, F(G, A) = 1 y por lo tanto
HO(G, A) = AC.
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Si llamamos I al subgrupo generado por los elementos o — 1 en Z[G] cuando
o varfa en G, es claro que I es un ideal de Z|G] (pues (c—1)7 = (o7—1)—(7—1))
y el grupo de cofronteras es AI. En definitiva

H™(G, A) = Ar /AL

lo que generaliza al caso ciclico que hemos estudiado antes.? Claramente Zy = 0,
luego
HY(G,zZ)=0. (B.8)

Observemos que 1 méas lo elementos o — 1 con ¢ # 1 forman una Z-base de
Z|G], y la aplicacion € : Z|G] — Z del complejo reducido canonico asigna a
cada elemento de Z[G] su coordenada en 1 en esta base, luego I = N(¢). En
particular la sucesion

0—1—Z[Gl—Z—0 (B.9)

es exacta. Esta circunstancia nos permite calcular indirectamente el grupo
H~2(G,Z). Teniendo en cuenta que los grupos de cohomologia de Z[G] son
triviales (por el teorema B.18), la sucesion de cohomologia asociada a la suce-
si6n anterior es

H™2(G,Z[G]) =0 — H (G, Z) 5 HY(G,I) — 0 = H (G, Z[G)),

luego H%(G,Z) = H-Y(G,I) = Ir/I1? = I/I?, pues I es el subgrupo generado
por los elementos de la forma o — 1 y todos ellos cumplen (o — 1)T = 0, luego
Ip=1.

Ahora probamos que I/I? = G/G'. En efecto, la aplicacién o + o — 1 + I?
es un homomorfismo de G en I/I%. Basta observar que

oT—1=(c—-1)+(r—1)+ (o6 —1)(r —1).

Este homomorfismo induce un otro en G/G’. Reciprocamente, el homo-
morfismo o — 1 + oG’ (extendido a I por linealidad) tiene a I? en su niicleo,
pues

(c-1(r-1)=(cr—1)—(c—1)—(r=1) oo '77'G' =G".

Asf tenemos un homomorfismo I/I? — G/G’, que obviamente es el inverso
del anterior, luego ambos son isomorfismos y en total concluimos que

H %G, 7)=G/G'.

Vamos a describir explicitamente este isomorfismo cuando consideramos
H~2(G,Z) construido a partir de la resolucién canénica. Sea o € G y con-
sideremos el cociclo de dimensiéon —2 dado por

e ={g 150 (B.10)

siT#o.

2Es facil ver que si G = (o) entonces [ = (0 — 1) y Al = A(o — 1).
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Notar que segun (B.7) toda cocadena de dimension —2 es un cociclo. Pode-
mos considerar también a f, como cocadena de C~%(G,Z[G]). La imagen de f,,
por la aplicacién inducida por Z[G] — Z es el propio f,. Este es el primer paso
en el calculo de §*([f,]). La formula (B.7) nos da ahora que 8= 2(f,) = o=t —1.
Este mismo cociclo se puede considerar en C~1(G, I), y asi 6*([f,]) = [c~* —1].

Al componer con el isomorfismo I/I? — G /G’ llegamos a o~1. Por sim-
plificar podemos aplicar también el automorfismo de G/G’ dado por 7+ 771y

en total tenemos que un isomorfismo entre G/G’ y H~%(G,Z) viene dado por
o] = [f5]-

Para terminar esta seccion describimos los grupos H'(G, A) y H?(G, A).
Segun la formula (B.5) las cofronteras de dimension 1 son las cocadenas de la
forma {a,} = {ac —a}, paraun a € A. Para determinar los cociclos calculamos

ot ({ag}) (o,7) = {ag}(ag([a, T])) ={as,}([o]T = [o7] + [T]) = a6T — @or + ar.

Por lo tanto los cociclos de dimension 1 son las aplicaciones {a, } que verifican
la ecuacion a,r = a,T + a,. En particular, si G actia trivialmente sobre A,
entonces el grupo de cociclos es Hom(G, A) y el grupo de cofronteras es trivial,
luego
HY(G, A) = Hom(G, A) (si la accion es trivial.)

Notemos que los homomorfismos de un grupo finito G en Z tienen imagen
finita, luego trivial, y por lo tanto H'(G,Z) = 0.

Respecto a H?(G, A), acabamos de probar que las cofronteras de dimensién
2 son las cocadenas de la forma {a, .} = {a,7 — ayr + a-}, donde {a,} es
cualquier cocadena de dimensiéon 1. Por otra parte,

0*({a0,r}) (p.0,7) = {ao.}(95([p, 0, 7]))

= {G’U,T}([/)’ U]T - [p7 UT] + [pa, T] - [0-7 T]) = Qp,oT — Qpor + Cpo,r — Qo)

luego los cociclos de dimension 2 son las cocadenas que satisfacen la ecuaciéon

Up,oT = Upor T Qpo,r — Ug,r = 0.

Cohomologia de Galois Los calculos anteriores muestran que si K/k es una
extension finita de Galois entonces H(K/k) = k* / N[K*], donde N es la norma
de la extension, y H!(K/k) es el cociente del niicleo de la norma sobre el grupo
generado por los elementos de la forma u/o(u) con u € K* y o € G(K/k).
Si la extension es ciclica y o es un generador entonces este ultimo grupo es
simplemente el conjunto de todos los elementos de la forma u/o(u) (con o fijo).

Observemos que la operacion en los grupos que acabamos de describir es
multiplicativa y esto se debe esencialmente a que lo es la operacién en K*. En
general conviene usar notaciéon multiplicativa en todos los grupos de cohomologia
de Galois. Consecuentemente, si a € K* y 0 € G(K/k) escribiremos o(a) = a
en lugar de ao.

El caracter de la cohomologia de Galois viene marcado por el teorema si-
guiente:
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Teorema B.24 (Hilbert-Speiser) Si K/k es una extension finita de Galois
entonces H'(K/k) = 1.

DEMOSTRACION: La ecuacién de los cociclos de dimensién 1 con notacién
multiplicativa se convierte en a,r = ala,. Dado este cociclo, el teorema de
independencia de Dedekind afirma que Z as0 # 0, luego existe un u € K* tal

queb—ZaU (u) # 0. Asi pues

b ar => a’u’"a; = agru’" =
g

Si llamamos ¢ = b~! la igualdad anterior se convierte en a, = c"c~!, luego
{a,} es una cofrontera. Puesto que los cociclos coinciden con las cofronteras, el
grupo de cohomologia es trivial. n

Si la extensién K /k es ciclica tenemos que H 1 (K /k) = H(K/k) = 1, luego
un elemento o € K cumple N(«) = 1 si y so6lo si es de la forma o = §/0(f),
donde o es un generador fijo del grupo de Galois y 8 € K*. Esto es el teorema
90 de Hilbert.

B.5 Extensiones de grupos

Veamos ahora una interpretacion del segundo grupo de cohomologia (com-
parese con el apartado final de la seccion [TA 7.3]). Dado un grupo U y un
subgrupo normal abeliano A, tenemos que U actta sobre A por conjugacion vy,
como los elementos de A acttan trivialmente, es claro que también el cociente
G = U/A actta sobre A. La teoria de extensiones de grupos trata de describir
el grupo U a partir de los grupos A y G y de la accién de G sobre A. Conviene
fijar estas ideas mediante la definicion siguiente:

Definicion B.25 Una extensidn de un grupo A por un grupo G es una sucesion
exacta de grupos

0—A-5U25a—o0.

Dos extensiones 0 — U — G — 0y 0 — A —V — G — 0 son
isomorfas si existe un isomorfismo U — V tal que los dos tridngulos

U

RN

A G

AN

%4

son conmutativos.
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Supongamos que U es una extension de un grupo abeliano A por G (se
entiende que con ciertos homomorfismos 7, j). Entonces U actia sobre i[A]
por conjugacion y, como los elementos de i[A] actian trivialmente, es claro
que U/i[A] actia de forma natural sobre i[A]. A través de los isomorfismos i
(entre A e i[A]) y j (entre U/i[A] y G) obtenemos una accion de G sobre A.
Concretamente, si j(u) =0y a € A se cample i(a”) = i(a)™.

Asi pues, cada extension de un grupo abeliano A por un grupo G determina
una accion de G sobre A, y es claro que extensiones isomorfas determinan la
misma accion.

En el caso particular en que A AU y U/A = G, la accion de G sobre A es
simplemente la inducida por la conjugaciéon de U en A.

Una vez dadas las definiciones en general, cuando consideremos una exten-
sién U de un grupo abeliano A por un grupo G identificaremos A con su imagen
por i y a G con el cociente U/A, de modo que nos evitamos el engorro de expli-
citar en todo momento los homomorfismos i, j sin perder por ello generalidad.

Dada, pues, una extension cualquiera G = U/A, elegimos para cada o € G
un elemento u, € U tal que 0 = [u,] (sin las identificaciones escribiriamos
j(u,) = o). Es importante tener presente que cuanto digamos va a depender de
esta eleccion arbitraria, pero de nada mas. Diremos que {u, } es una transversal
de la extension. La accion de G sobre A es, en estos términos:

Cada u € U se expresa de forma tnica como u = u,a, para un ¢ € G y
un a € A. Esto nos da una representacion del conjunto U como U = G X A,
es decir, podemos identificar cada elemento u = u,a de U con el par (o,a) de
G x A. Ahora trataremos de expresar el producto de dos elementos de U en
funcion de los pares que los representan.

Sio, T € G, entonces [uy][ur] = [tsr], luego hay un Gnico elemento a, » € A
tal que

UplUr = UgrUo, r- (B.11)

En general, si v = u,a y v = u,b, entonces
UV = UpaUrb = uou,a"b = upra, ra’b.
En términos de la representaciéon de U, esta igualdad se reescribe como
(0,a)(1,b) = (07, a0 +a"b), (B.12)

y nos da el producto de U en términos de G, A, la acciéon de G sobre A y los
elementos a,. -, los cuales determinan una cocadena de dimensién 2 de G sobre
A. Mas aan, la asociatividad del producto en U implica que se trata de un
cociclo:

up(uouT) = UpUorQo,r = Uporlp,0700,T)5

_ — T — T
(Uplo)Ur = UpelpolUry = UpoUr @y, 5 = Uporpo,rly -
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Igualando ambas expresiones llegamos a la relaciéon de los cociclos:
— T
ap,U‘rad,‘r - apa',Tap,a'

Hemos probado que toda extension U de A por G determina un cociclo de
dimension 2 el cual, junto con el producto de A, el de G y la accion de G sobre
A, determina completamente el producto de U.

Reciprocamente, si G' es un grupo que actiia sobre un grupo abeliano Ay a,, ,
es un cociclo de dimension 2 de G sobre A, podemos construir una extension de A
por G haciendo U = G x A y definiendo el producto mediante (B.12). La relacion
de los cociclos permite probar facilmente que este producto es asociativo. Para
encontrar el elemento neutro observamos que de la relaciéon de los cociclos,
haciendo ¢ = 7 = 1, se deduce que a11 = a,1 paratodo pe G,ysip=0=1
queda que a;,r = aj ; para todo 7 € G. Teniendo esto en cuenta es facil probar
que (1, ai}) es el elemento neutro de U. La prueba de que existen inversos no
tiene problemas.

La aplicacion j : U — G dada por j(o,a) = o es un epimorfismo de grupos
cuyo nticleo es A = {(1,a) | a € A}. La aplicacion i : A — U dada por
i(a) = (1, al_&a) es un isomorfismo entre A y A, luego U es una extension de A
por G. Mas atn, la accién inicial de G sobre A coincide con la inducida por la
extension. Concretamente, es facil ver que

(L agia)(e,1) = (0,a%) = (0,1)(1, a1 1a7).

Si partimos de una extension U/A = G, seleccionamos una transversal .,
con ella formamos un cociclo a, ; y con éste construimos la extensiéon U*, resulta
que la extension final es isomorfa a la inicial. El isomorfismo es (¢, a) — usa
(observemos que u1 = a1,1).

Recordemos que la definicién del cociclo a,,, a partir de la extensiéon de A
por G depende de la eleccion de la transversal {u,}. Veamos qué ocurre si
tomamos otra transversal {v, }. Entonces existen elementos {c, } en A tales que
Vo = UsCy. Tenemos asi una cocadena de dimensiéon 1 de G en A. Sea b, , el
cociclo determinado por {v,}. Entonces

uG‘TCG‘TbO',T = vo"rba','r = VgV = UgCoUrCr

_ T _ T
= UgUrCsCr = UgrQo 7CxCr,

luego by r = ag Lyt = ag 0t ({c,,})U)T.

En consecuencia dos cociclos obtenidos a partir de dos transversales de una
misma extensién son cohomologos. Mas atn, dos extensiones equivalentes de-
terminan la misma clase de cohomologia (si f : U — V es un isomorfismo
entre dos extensiones y {u,} es una transversal en U, entonces {f(u,)} es una
transversal en V' que determina el mismo cociclo).

De este modo, si un grupo G actta sobre un grupo abeliano A, tenemos una
biyeccion entre las extensiones de A por G (salvo isomorfismo) que inducen la
accion dada y los elementos del grupo H2(G, A). La clase de cohomologia trivial
se corresponde con la extension dada por U = G X A con el producto dado por

(0,a)(7,b) = (o7,a"D).
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Este grupo U no es sino el producto semidirecto de G por A definido en
[TG 3.19], y se representa por G[A]. Sila accién de G sobre A es trivial en-
tonces el producto semidirecto es simplemente el producto directo o producto
cartesiano.

Una propiedad que caracteriza al producto semidirecto de grupos es que la
aplicacion G — G[A] dada por o — (o, 1) es un monomorfismo de grupos, con
lo que podemos considerar que G < G[A4] y, por supuesto, A < G[A]. Decimos
que esta propiedad caracteriza al producto en el sentido de que una extensiéon

0—A-5U25a—o0

es trivial (es decir, su clase de cohomologia es trivial) si y solo si existe un
homomorfismo e : G — U tal que eo j = 1 (basta tomar u, = e(o) y el cociclo
que se obtiene es el trivial). En tal caso U es isomorfo al producto semidirecto
G[A4] (mediante (o,a) — e(0)i(a)) y se dice que la extension se escinde.

La correspondencia que hemos encontrado entre clases de extensiones y clases
de cohomologia permite justificar facilmente un hecho sencillo pero tatil: Siempre
podemos elegir una transversal {u, } con la propiedad de que u; = 1, con lo que
Us = UslU] = Uelg,1, lUEEO a1 = 1 para todo o € G, y similarmente a1 , = 1.
Por lo tanto toda clase de cohomologia contiene un cociclo con esta condiciéon
adicional.

Estudiemos ahora el caso particular en que G = (o) es un grupo ciclico
de orden n. Entonces basta fijar un elemento v € U tal que o = [u] y una
transversal de U/A la forman sus potencias uy:i = u’, i =0,...,n — 1.

El cociclo asociado viene dado por wu? = u"a,i 55, donde r es el resto de
i+ j modulo n. Por lo tanto, si 0 < 4,5 <mn,

o J 1 sti4g<n,
ao-/L’g] _{’U,n SlZ+]2'I’L (BIS)

Mas atn el elemento a = v € A (porque n es el orden de U/A) y, como
obviamente u conmuta con a, tenemos que a" = a, es decir, a° = a, luego
a € A®. En términos de a, el cociclo puede expresarse como

Ui g = l(i+a)/ml=li/n]=[i/n]
donde los corchetes denotan la parte entera.

Es facil ver que cualquier cocadena definida de este modo a partir de un
a € AC es de hecho un cociclo. Si cambiamos u por otro representante v = uc,
con ¢ € A, entonces

o™ = (uc) -+ (uc) = u"c T =y N (o),

donde N(c) = cT es la norma de ¢ (la versién multiplicativa de la traza).

Asi pues, dos elecciones distintas de u llevan a dos elementos de A¢ cuyo
cociente esta en N[A] y, reciprocamente, los cociclos determinados por dos ele-
mentos a, b de A® tales que a = bN(c), para un ¢ € U, corresponden a dos
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transversales de una misma extension relacionadas por v = uc. Asi tenemos una
expresion explicita del isomorfismo A%/ N[A] = H°(G, A) = H?(G, A) dada por

[a] — [a[(iﬂ)/n]f[i/n]f[j/n]]. (B.14)

El isomorfismo inverso tiene una expresion mucho mas simple, como veremos
enseguida.

Definicién B.26 Sea G un grupo finito, A un G-moédulo y {a, -} un cociclo
de dimensién 2. Definimos

E({as:})(0) = [ a7 € A.

TE

Para todo p € G tenemos

E({aU,T})(U)p = ]I a’g,‘r = 11 aU,TpaT,paz;rl,p =11 aa,‘ra‘r,pa;,; = [[ a0,
T€G T€G T€G T€G

luego E({aq,,})(c) € AC.

Si cambiamos {a. -} por un cociclo cohomologo {b, -}, entonces tenemos la
., _ 71
relacion b, = aq rclLcrc -, luego

E({ba,f}) (o) = E({ao,‘r}) (o) I;IGC;CTC;: = E({aa,‘r}) (o) I;IGC;CTC;l

E({as,r})(0) I;IGCE = E({ao,r}) (@) N(co)-

Asi, si # = [{aq,,}] € H*(G, A) podemos definir E(z)(c) € A%/ N[A] como
E({ac,r})(0), que es independiente del cociclo elegido en la clase z.

La aplicacion FE(z) : G — AY/N[A] se llama aplicacion de Nakayama
asociada a z, y es un homomorfismo de grupos. En efecto,

E(QC) (UT) = I;[Gaar,p N[A] = le_[Gaa,TpaT,pa;g- N[A]
= le_[G%,par,p N[A] = E(z)(0)E(z)(7).

También es obvio que si fijamos un ¢ € G la aplicaciéon  — E(z)(o) es un
homomorfismo de grupos.

Ahora volvamos al caso en que G = (o) es un grupo ciclico de orden n y sea
a € A%, Segiin hemos visto, a determina el cociclo (B.13). Si z es su clase de
cohomologia,
n—1
E(z)(0) = [I ao,0i N[A] = aN[A].
i=0

Esto demuestra que el homomorfismo = — E(x)(o) es el inverso del isomor-
fismo [a] — z.
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B.6 Restriccion, transferencia e inflacion

Sea G un grupo finito y S un subgrupo. Sea A un G-moédulo. Entonces A
es también un S-moédulo de forma natural. Vamos a definir homomorfismos que
relacionan los grupos de cohomologia H™(G, A) con los grupos H™(S, A). Para
ello nos apoyaremos en el concepto de traza, que introducimos a continuacion.
Recordemos que A% es el submédulo de A formado por los elementos fijados
por G.

Definicion B.27 En las condiciones anteriores, la traza Tr§ : AS — A% esla
aplicaciéon dada por

Trg(a) =3 aoy,
i=1

donde {o1,...,0.} es una transversal derecha de G/S, es decir, un conjunto de
representantes de las clases a derecha de G modulo S.

La traza no depende de la eleccion de la transversal, pues cualquier otra es
de la forma {syo1,..., 8.0} con s; € S y obviamente

T T
> as;o; = Y aoy,
i=1 i=1

También es claro que ’IYg(a) € A%, segtn afirmamos, pues 0,0 = s;0,,
para un cierto s; € S y un indice j;; de modo que la correspondencia i — j; es
biyectiva. Por lo tanto

T T
Tr§(a)o = 3 asioy, = - aoj, = Tr§(a)
i=1 i=1

Observemos que si S = 1 entonces T'C es la multiplicacion por la traza

T=> o

ceG
que ya nos ha aparecido en el calculo de grupos de cohomologia.

Si tenemos S < U < G se cumple la relacion Tr§ = Trd Tr§. En efecto,
si tomamos transversales derechas {o;} y {u;} de G/U y U/S respectivamente,
entonces {u;o;} es una transversal derecha de G/S, de donde

TS (a) = Z(Z auj)ai = ZTrg(a)ai = TrS(Tr% (a)).

i

Ejemplo El lector ya habra observado que esta nocién de traza generaliza a

la usual en teoria de cuerpos. En efecto, si G es el grupo de Galois de una

extension K/k y A es el grupo aditivo de K, entonces A = ky L = A es el

cuerpo fijado por S. La traza es precisamente la traza de L en k en el sentido

usual. Si tomamos como moédulo el grupo multiplicativo de K, entonces la traza

que acabamos de definir es la norma en el sentido usual en la teoria de cuerpos.
| |
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Veamos ahora el motivo por el que nos va a interesar la traza en esta seccion.
Consideremos dos G-modulos C'y A. Definimos en Hom(C, A) la operacion dada
por f9(c) = f(co~1)o, con la que se convierte en un G-moédulo (observemos que
si A = Z tenemos la operacion usual en el moédulo dual C*).

Se cumple que f° = f siy solosi f(co™t) = f(c)o~! para todo ¢ € C, luego

Hom(C, A)® = Homg(C, A).

Asi pues, la traza transforma S-homomorfismos en G-homomorfismos. Con-
cretamente, transforma un S-homomorfismo f en el G-homomorfismo

T (1)) = Y fleo; o

En particular, si f ya es un G-homomorfismo queda Tr§ (f)(c) = rf(c), es
decir,
T (f) =G : S|f. (B.15)

Ocupémonos ya del problema de relacionar los grupos de cohomologia de
un grupo G con los de un subgrupo S. Comenzamos observando que Z[G] es
un S-modulo libre, pues cualquier transversal izquierda de G/S es una S-base.
Consecuentemente, todo G-modulo libre es también un S-modulo libre (es suma
directa de copias de Z[G], y cada una de ellas es suma directa de copias de Z[S]).
Esto implica que toda resoluciéon reducida de G lo es también de S, y de aqui a
su vez que toda resolucion completa de G lo es también de S.

Consideremos ahora sendas resoluciones completas C(G) y €(S) de G y
S. Ambas son resoluciones completas de S, luego son equivalentes. Con més
precision, sabemos que existen dos S-homomorfismos u : €(S)g — C(G)o ¥
v : C(G)g — C(Y)o entre las resoluciones reducidas, de modo que cualquier
otro u’ (resp. v') es homotopico a u (resp. v). Al extender u con el dual de v y
viceversa obtenemos homomorfismos entre las resoluciones completas, de modo
que si cambiamos u 0 v obtenemos homomorfismos homotdpicos.

Si A es un G-moédulo, el homomorfismo « induce un homomorfismo de com-
plejos

n—1

- — > Homg(Cr_1(G), A) L= Homg (Cp(G), A) — - --

#
lunl luﬁ
n—1

- — > Homg(Cr_1(S), A) L= Homg(Cp (S), A) — - --

(en principio deberiamos poner en la fila superior los grupos de S-homomorfis-
mos, pero podemos restringir las aplicaciones a los subgrupos de G-homomor-
fismos). Si partimos de otros homomorfismos v’ y v/, la homotopia entre u y v’
induce una homotopia entre u# y u'#. Esto implica que los homomorfismos

Resg g : H"(G, A) — H"(S, A)

inducidos por u# no dependen de la elecciéon de u y v.
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La aplicacion Resg g recibe el nombre de restriccion. Es pura rutina compro-
bar que si partimos de resoluciones distintas obtenemos diagramas conmutativos
para las restricciones y los isomorfismos entre los grupos de cohomologia.

Por otra parte, el homomorfismo v# transforma S-homomorfismos en S-
homomorfismos, pero podemos conseguir G-homomorfismos aplicando la traza.
Definimos las aplicaciones

V2 g ¢ Homg (G, (S), A) — Home (G, (G), A)

mediante
Via(f) = TS (0 (£))
Es facil ver que los diagramas siguientes conmutan, con lo que Vg ; es un
homomorfismo de complejos.

> Home(Cr1(G), A) £ Home (C(G), A) ——> - --

Jos |
s Homg(Cro1(G), A) 2 Homg (C(G), A) ——> - - -

e
C

-+ ——> Homg(Cp_1(S), A) Z— Homg(C,,(S), A) —> - - -

Igualmente, una homotopia entre v y otro homomorfismo da lugar a una
homotopia entre el homomorfismo Vg ; y su analogo. Por lo tanto los homo-
morfismos inducidos no dependen de la elecciéon de u, v. Los denominaremos
transferencias:

Vi H™(S, A) — H™(G, A).

Como en el caso de las restricciones, un cambio en los complejos da lugar al
diagrama conmutativo correspondiente.

Antes de continuar estudiando las restricciones y transferencias nos conviene
calcular explicitamente homomorfismos u y v entre las resoluciones candnicas
de Z[G] y Z[S]. Basta determinar u,, y v, paran > 0, pues los correspondientes
a indices negativos son los duales de éstos.

Como homomorfismo u,, : C,(S) — C,(G) podemos tomar la inclusion,
de modo que u# es la restriccion de C,,(G) a C,(S) en el sentido usual para
aplicaciones, luego Resg ¢ actiia sobre una clase de cohomologia restringiendo
sus cociclos a S.

Para obtener homomorfismos v,, aplicamos el proceso descrito en la prueba
del teorema B.11. Conviene introducir la siguiente notacién: sea T una trans-
versal izquierda de G sobre S, es decir, un sistema de representantes de las clases
a izquierda de G médulo S. Entonces todo o € G se expresa de forma tdnica
como o =56, con g €T, & € S. Ademas or = 077 = o7 077, de donde

T=0T, oT =077T.
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Partimos de Cy(G) = Z[G], Co(S) = Z[S] y buscamos un homomorfismo vy
que haga conmutativo el diagrama

COA(S)
N
7

Co(G)

Z

Vo

Los homomorfismos € vienen dados por €(s) = 1y (o) = 1 respectivamente.
Para obtener vy tomamos una S-base de Z[G|, concretamente T, y para cada
7 € T calculamos ¢(7) = 1 y buscamos un elemento de Cy(S) cuya imagen por e
sea 1. Por ejemplo 1. De este modo vg es el S-homomorfismo determinado por
vo(7) = 1 para cada 7 € T. Claramente esto equivale a vo(c) = &, para todo
o € G. Ahora buscamos un v; que haga conmutativo el diagrama

1 (S) —2> Co(S)

o) T
|
C1(G) " Co(G)

Para ello consideramos una S-base de C1(G), por ejemplo la formada por
los elementos [01]7, con 01 € G, 7 € T. Calculamos

vo (01 ([o1]7)) = vo(01([o1])7) = vo((01 — 1)7) = 017 — 1

y hemos de encontrar un elemento de C1(S) cuya frontera sea o;7 — 1. Por
ejemplo sirve vy ([o1]7) = [617]. Es facil ver entonces que

v1([o1]og) = [0160)50,  para todo 01,00 € G. (B.16)

Similarmente se comprueba que

7}2([02,01]00) = [0’;;1_;0,0/';&/0](}0, para todo g9,01,00 € G. (Bl?)
Dejamos al lector enunciar y probar el caso general. m

Como aplicacién calculamos los homomorfismos

Resg’s : H*(G,Z) — H™*(S,Z), Vgg:H *(S,Z) — H*(G,Z).
Mas exactamente, calcularemos las aplicaciones en que se transforman a través
de los isomorfismos H2(G,Z) =2 G/G' y H=%(S,Z) = S/S’ que describimos en
el capitulo anterior.

Necesitamos el homomorfismo u_g : C_2(S) — C_2(G), que es el dual del
homomorfismo vy : C1(G) — C1(5), dado por (B.16). Mantenemos la notacion

empleada en esta formula, es decir, T' es una transversal izquierda de G sobre
Syo=d,concgeTyaseS.
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Ahora partimos de una clase oG’ € G/G’, cuya clase de cohomologia aso-
ciada es [f,], donde

) ={o 057

sio#T.

Entonces Res&?s(fa)«s)) = f,(vi((s))). Sea

ot () = X () (X nepr).

peG TEG

Asi
Resgs(fo) () = X fo((0)) (3 nrp7) = 2 im0 = X 1o

peG T€G T€G T€G

Al construir la base dual probamos que

nro = v ((s)) ([o]7) = (s) (v1([o]7)) = (s) ([07]7).

Segun la definicion de base dual esta expresion es nula cuando 7 # 1 y si
T € T entonces n, , = f7= ((s)) Consecuentemente

M%Mﬁﬂ@%z%ﬁﬂ@ﬂ:hw»

donde v = [ o7. En conclusién, la imagen de cG’ a través de los isomorfismos
TeT
v la restriccion es

VG,S(UGI) =11 ors’. (B.18)
T€T
Esta aplicacion es la transferencia en el sentido de la teoria de Grupos.
Acabamos de probar la mitad del teorema siguiente:

Teorema B.28 Sea G un grupo finito y S un subgrupo de G. FEntonces los
diagramas siguientes son conmutativos:

Res> 22
H2(G,Z) —°2 H-2(5,2) H%(S,2) =% H-*(G, 7)
G;G/ Va,s S/Jts, S/Jts, inclusion a/c

DEMOSTRACION: Para probar la segunda afirmacién necesitamos el homo-
morfismo v_g : C_2(G) — C_5(S5), que es el S-homomorfismo dual de u;.
Podemos tomar como w; la inclusion. Entonces,

’072(<O'> 7') =1Uup o <U> T = (<J> T)|Cl(s)'

Si s, t € .S tenemos que

(o) 7)([s]t) = { 1 sio=s, 7=t

0 en otro caso.
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Por consiguiente

(o) T)|cys) = { (oY sio, TE€S,

0 en otro caso.

Asi pues, si s € S tenemos que

vy (£)((0) 7) = fo(v_a((o) 7)) = {1 sic=s,7€S,

0 en otro caso.

Claramente entonces v7,(fs) = 2 (s)t = (s) Ts, y de aqui se sigue que
tesS

Vsa(fs) = T§ (w7, (f.) = (s) Te = fe.
El resultado es ahora inmediato. =

Se puede definir la restriccion y la transferencia sobre los grupos de homolo-
gia, y el resultado analogo a este teorema afirma que la transferencia homologica
sobre el grupo H1(G,Z) = G /G’ se corresponde con la transferencia de la teoria
de grupos [TG 5.22] y la restriccion se corresponde con la inclusion. De aqui
procede el nombre de las transferencias homoldgica y cohomoldgica.

Por tltimo vamos a usar la transferencia como auxiliar para obtener algunos
resultados importantes sobre la restriccion. Todos ellos seran consecuencias del
teorema siguiente:

Teorema B.29 Sea G un grupo finito, S un subgrupo de G y A un G-mddulo.
Entonces Resg; g0 Vi o es la multiplicacion por |G : S|.

DEMOSTRACION: Para los célculos podemos tomar C(S) = €(G) y los ho-
momorfismos u, v iguales a la identidad. Entonces, usando (B.15),

ViaRest () = VEa((f]) = (G (N] = [IG = SIf] = |G : S|IF].

Por ejemplo, si S = 1 se cample H"(S, A) = 0, luego Resg; ¢ = 0. Asi pues,
para todo x € H"(G, A) se cumple |G|z = 0.

Sea m = |G| y supongamos que la multiplicacion por m es biyectiva en A.
Entonces dicho automorfismo induce un automorfismo de cada grupo H"(G, A)
que no es sino la multiplicacion por m, luego concluimos que H" (G, A) = 0 para
todo n.

En particular si K es (el grupo aditivo de) un cuerpo se cumple que la
multiplicaciéon por cualquier natural m no nulo es biyectiva, luego H" (G, K) = 0
para todo grupo finito G. Ya habiamos probado este hecho para el caso en que
G es un grupo de Galois. La prueba que acabamos de encontrar no necesita
el teorema de la base normal. Otra consecuencia que usaremos después es la
siguiente:

Teorema B.30 Sea G un grupo finito y G, un p-subgrupo de Sylow de G para
cada primo p que divida a su orden. Si un x € H"(G, A) cumple que su restric-
cion a cada G, es nula, entonces x = 0.
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DEMOSTRACION: Si |G| = p°d,, entonces el teorema anterior implica que
dpr = 0. Como los nimeros d, son primos entre si, existen enteros tales que
> mpd, =1, luego z = 0. n
P

Estudiamos ahora la cohomologia de los grupos cociente. Sea, pues, G un
grupo finito y S un subgrupo normal de G. Entonces A% es un G-moédulo, ya
que aos = as® o = ao. A su vez éste adquiere estructura de G/S-modulo de
forma natural.

Consideremos resoluciones reducidas C(G) y €(G/S). Entonces C(G/S) es
también un G-complejo con la operacion dada por zo = z(0S). Ahora no
podemos asegurar que sea una resoluciéon reducida, por lo que no podemos
encontrar dos homomorfismos u, v con los que pasar a las resoluciones completas.
Al menos sabemos que C(G/S) es aciclico, luego el teorema B.11 nos da un
homomorfismo u : €(G) — C(G/S), y dos cualesquiera (que sobre Z sean la
identidad) son homotopicos. A su vez u induce un homomorfismo

u* Homg/S(G(G/S),AS) — Homg (C(G), A%).

(Observemos que aqui Hom¢ /g equivale a Homg.)
Por otra parte, la inclusiéon A®° C A induce un homomorfismo

Homg (C(G), A%) — Homg (€(G), A),

que de hecho es también la inclusién. La composicion de ambos es un homo-
morfismo de complejos que induce homomorfismos

Infg/S,G : HTL(G/S7 AS) — H”(G,A), n>1,

a los que llamamos inflaciones. (Notar que para n = 0 no podemos garantizar
que el homomorfismo que hemos construido respete la relacion de cohomologia.)

Por ejemplo, si consideramos las resoluciones canonicas de G y G/S, pode-
mos tomar u([oy,...,0,]) = [015,...,0,5], y asi Infg/s’c([f]) = [g], donde

9(lo1,-.. o0)) = f([015,...,0.9]).

Al igual que ocurre con la restriccion y la transferencia, también tiene interés
estudiar la composicion de la inflacion seguida de la restriccion. Comenzamos
probando lo siguiente:

Teorema B.31 Sea G un grupo finito, S <G y A un G-mddulo. Entonces
Infé /g g oResg g =0

DEMOSTRACION: Consideramos las resoluciones canonicas de S, G y G/S.
Entonces, si

Res¢; ¢ (Infé s, ([f]) = [g];

se cumple g([s1,...,8,]) = f([slS, cee snS]) = f([S, ceey S])
Por otra parte podemos calcular

Inf§, s ¢ (Resgy/s,5/5([f]) = 9]
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usando también las resoluciones canénicas, y tenemos igualmente que

g ([s1,- s 80)) = f([S,-...9]).

Por lo tanto
Infe;/ s g oResi; g = Reséy /g g/5 0 Infg /5 g,

y basta probar que Res¢; g g/ = 0, pero su imagen estd en H"(S/S, A%) = 0.
]

Para los grupos de cohomologia de dimensiéon 1 podemos afirmar bastante
mas:

Teorema B.32 Sea G un grupo finito, S < G y A un G-mddulo. Entonces la
sucesion

0 — HY(@/S, 4%5) 1 5@, a) BS (g, a)

es exacta.

DEMOSTRACION: Para probar la inyectividad de la inflacién suponemos que
Inf([f]) = [0a], para un cierto a € A (consideramos las resoluciones canonicas).

Entonces f([0S]) = (0a)([o]) = ao — a = a(cS) — a, para todo o € G. En
particular si s € S tenemos as — a = f([sS]) = 0 (observemos que la ecuacion
de los cociclos implica en general f(1) = f(1-1) = f(1)1+ f(1) = f(1) + f(1),
luego f(1) = 0). Por lo tanto a € A y hemos probado que f = da, luego
[f]=0.

Teniendo en cuenta el teorema anterior solo falta probar que el nicleo de la
restriccion esta contenido en la imagen de la inflacion.

Supongamos, pues, que Res([g}) = [Da], para un a € A. Cambiando g por
g — da podemos suponer que g([s]) =0, para todo s € S.

Entonces la ecuacion de los cociclos nos da que

9([sol) = g([s])o + g([o]) = g(lo]),

luego podemos definir g*([So]) = g([o]). Ademas

g9(lo])s = g(los]) — g(ls]) = g([s7 o]) = g([o]),

luego g* ([So]) € AS.
Por dltimo, el hecho de que g sea un cociclo implica inmediatamente que g*
también lo es, y obviamente Inf([g*]) = [g]. .

Para establecer este teorema en dimensiones superiores necesitamos una hi-
potesis adicional. Antes necesitamos dos hechos auxiliares sencillos.

Teorema B.33 Sea G un grupo finito y0 — A =+ B Ly 50 una suce-
sion exacta de G-mddulos de manera que H*(G, A) = 0. Entonces la sucesion

de las restricciones 0 — A¢ -2 BG L CG — 0 también es exacta.
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DEMOSTRACION: Lo tinico que no es inmediato es la exactitud en C“. Dado
c € OY existe un b € B tal que B(b) = c¢. Para cada o € G tenemos que
B(bo —b) = co — ¢ = 0, luego existe un a, € A tal que a(a,) = bo —b. La
aplicacion {a,} es un cociclo, pues

a(aeT — agr + a;) = (bo — b)T — (bor —b) + (br —b) = 0.
Por hipotesis existe un a € A tal que a, = ao — a, para todo o € G, luego
bo — b= ala)o — aa),
de donde a su vez concluimos que (b—a(a))o—(b—a(a)) = 0, y asi b—a(a) € BC.

Por altimo notamos que B(b — a(a)) = S(b) = c. "

Teorema B.34 Sea G un grupo finito, S < G y A un G-mddulo reqular. En-
tonces AS es un G /S-mddulo regular.

DEMOSTRACION: Recordemos que A es regular si A 2 B ® Z[G] para cierto
grupo abeliano B. Podemos suponer que A = BRQZ|[G]. Entonces todo elemento
de A se expresa de forma tinica como

Y by®o, by €B,

oeG

y es facil ver que los elementos de A° son los que cumplen b, = b, para todo
s € S o, equivalentemente, llamando 7' = Y_ s, los elementos de B son los de
la forma s€S

i b1 ® O’iT,
i=1

donde {o;} es una transversal de G/S. La aplicacion dada por
i=1 i=1
es un isomorfismo entre A° y B ® Z[G/S). n

Teorema B.35 Sea G un grupo finito, S < G, A un G-mddulo y n > 1 un
niimero natural tal que H (S, A) = 0 parai=1,...,n—1. Entonces la sucesion

0 — H7(G/5, A%) 2 o (a, 4) B grs, a)

es exacta.

DEMOSTRACION: Lo probaremos por induccion sobre n (reduccion regular).
La prueba del teorema B.23 nos da una sucesién exacta

0— A2 B4 At o,
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donde B es un G-mddulo regular, de donde se siguen los isomorfismos
H'7Y(S,AT) = H'(S, A), H™YG,AT) = H(G,A), para todo i.

En particular H*(S, A*) = 0 para i = 1,...,n — 2. El teorema B.33 nos da
la sucesion exacta de G/S-modulos

0— A5 -2 Bs 55 (4h)S — 0,

y en virtud del teorema anterior (A7) es un G/S-moédulo regular, luego tam-
bién tenemos que

H=YG/S, (A)%) = H(G/S, A%), para todo i.
Consideremos el diagrama siguiente:

0— H*1(G/S, (a+)S) s o1, at) B pooi(g %)

| | |

00— H"(G/S,AS) — L (g, 4y —BES L s, a)

La fila superior es exacta por hipotesis de induccion. Hemos de probar que
la inferior también lo es, para lo cual basta demostrar que el diagrama es con-
mutativo. Las flechas verticales son los isomorfismos dados por las aplicaciones
de conexién en la sucesion exacta de cohomologia. Recordemos que la imagen
de un [f] € H""1(G/S, (A+)9) se calcula tomando una antiimagen de f por ¢*
(es decir, una cocadena g tal que g o 1) = f), calculando p = 9} (g) y tomando
una antiimagen ¢ de p por ¢* (de modo que go = p). La imagen de [f] es [q].

Sea u : €(G) — €(G/S) un homomorfismo entre resoluciones de Gy G/S.
Entonces la sucesién u o g, uop, u o q justifica que Inf([q]) = [uog] es la imagen
de Inf([f]) = [u o f] por la aplicacion de conexion, es decir, uogo = uo f,
uop = 0} (uog) (porque u* es un homomorfismo de complejos) y uoqo) =
u o p. Esto nos da la conmutatividad del primer diagrama. El segundo se trata
analogamente. m

B.7 Productos exteriores
Consideremos, una resoluciéon reducida de un grupo G:
s 0 B 0y -7 — 0.
Es claro que también podemos considerarla como una resolucion reducida del

grupo trivial 1. El argumento del teorema B.11 prueba que los homomorfismos
0 y 1 del complejo en si mismo son homotopicos (el hecho de que 0 no sea la
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identidad en Z, como se supone en B.11, se suple por el hecho de que Z es
1-libre). Por lo tanto existen Z-homomorfismos D,, y E tales que

02 o1

s c Co—>7 0
|2 2] 2
1 1 1 1
C, -0, 20— 7 0

Dnan+1 + ananl =1 n>1
Dody + ¢E =1 Ee—1.

Considerando las aplicaciones duales y llamando D_; = E*a~!E (donde «
es el isomorfismo canonico entre Z y Z*) es facil ver que la relacion

Dnan-i-l + anDn—l =1
es valida para todo entero n.

60 8— 1 8—2

Cs Ch Co C_4 C_o C_3
Po/ooq| Po/oy Z—=7" v /ot /o,
2 1 o 01 0_o
20 -2 2 ot C_y Cy

De este modo podemos considerar que cada resoluciéon completa de un grupo
finito G viene acompanada de estos homomorfismos auxiliares D,,. En el caso de
la resolucion canodnica los homomorfismos D,, (para n > 0) fueron introducidos
explicitamente antes que el operador frontera.

Otro hecho que vamos a necesitar es el siguiente:

Teorema B.36 Sea G un grupo finito y C un G-mddulo reqular. Entonces
existe un homomorfismo m € Hom(C, C) tal que Tr(mw) = 1.

DEMOSTRACION: Por hip6tesis C' = A ® Z[G] para un cierto grupo abeliano

A, luego C = @ Ao. Tomamos como 7 : C — A la proyeccion, o sea, si
ceG
c= Y a,0, entonces w(c) = a; y, por consiguiente, 7 (c) = w(co™!)o = a, 0.
oceG
De aqui se desprende que ¢ = > 77(c) = Tr(n)(c), es decir, Tr(7) = 1.
oeG

Los médulos de cadenas de una resolucion completa de un grupo finito G' son
libres, luego regulares, luego podemos aplicarles el teorema anterior y concluir
que existen homomorfismos 7, € Hom(C,,, C),) tales que Tr(m,) = 1.
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Por ultimo observamos que si A y B son dos G-mé6dulos, entonces el producto
tensorial A ® B puede dotarse de una tnica estructura de G-modulo tal que

(a®b)o =ao ® bo. (B.19)

Pasemos ya a la construcciéon de los productos exteriores que son el objeto
de esta seccién. Veremos que éstos tienen una caracterizaciéon axiomaética sen-
cilla, que es la que tendremos en cuenta en la practica, pero primero hemos de
demostrar su existencia, y esto es un tanto laborioso.

Partimos de un grupo finito G' y una resolucién completa con todos los
complementos que acabamos de asociarle (los homomorfismos D,,, E y 7).
Definimos ahora los siguientes G-homomorfismos:

Jd = 0®1:C,®Ch — Ch_1 @ Chy,
0 = 1®0:C,0Chp — Cp ®Ch_1,
D' = Te(D®m):Cp®Ch — Cpy1 @ Chy,
D" = Tr(r®D):C,@Ch — Cp®@Cryr.

En todos los productos tensoriales consideramos la estructura de G-modulo
determinada por (B.19). Se cumplen las relaciones

D/a/ +8/D/ — 1’ D//a// + 8//D// _ 1

En efecto, para probarlas conviene notar que si f y g son endomorfismos
de un G-modulo A entonces Tr(fg) = Tr(f)g cuando g es un G-homomorfismo
y Tr(fg) = fTr(g) cuando f es un G-homomorfismo. La comprobaciéon es
sencilla. Entonces

D' +dD = (D )(a®1) (0®1)Tr(D® )
(Deom 8®1) (0@ 1)(D®m))
(Do + 0 ®7T)
(l®m)=1®Tr(r) =1

Similarmente se prueba la otra relacion. Observemos también que 0’ y 9"
conmutan entre si. El teorema siguiente resuelve toda la parte técnica sobre la
existencia de productos exteriores.

ﬁﬁﬁﬁ

Teorema B.37 En las condiciones anteriores, existen G-homomorfismos
(bm,n : Cm-i—n — Cm ® Cn

tales que para todo par de enteros m, n se cumple la relacion

[m7 n] : 8¢m7n = ¢m+17n8l + (_1)m¢m,n+la”7
y ademds ¢o,0(e ® €) = € (entendiendo que ¢oo(e@¢€): Co — Z QL X=Z).
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DEMOSTRACION: Consideremos la afirmacion
[m,n)d" : Obmn0 = (—1)" P nt10"0 .

Claramente [m, n| implica [m, n]d’. Supongamos que @y, ,, esta definido para
un m y todo n, de modo que se cumpla [m,n]d’. Entonces

Obmn = O0bmn(D'0 +0D') =0¢mnD'0 + 0pmnd D
= 0pmnD'0 + (=1)" Py 410”0’ D’
= 8¢m,nD/a/ + (_1)m¢m7n+18”(1 - D/a/)
= (a¢m,nDl - (_1)m¢m,n+18”Dl)al + (_1)m¢m,n+18”-

Definimos ¢mt1.n = 0¢mnD’ — (=1)" ¢ nt10” D’ y entonces la igualdad
anterior resulta ser [m,n] (valida para todo n). De aqui se sigue

dlm,n] : 0= 0¢m+41,00 + (=1)" 0P n410”,

con lo que ¢mi1.0,0 = (=1)" 10y 110", Aplicamos [m,n + 1]0” (conse-
cuencia de [m,n + 1]):

aQSerl,na/ - (_1)m+1¢m+1,n+18/8// = (_1)m+1¢m+1,n+la”a/>

y esto es [m + 1,n]d'.

Es decir, tenemos las hipotesis de que habiamos partido pero para m + 1 en
lugar de m (ademas de las igualdades [m, n]). Inductivamente podemos construir
asi las funciones ¢, para todo s > m y todo n de modo que se cumple [s, n].

Ahora definimos ¢y,—1,, = (=1)" ¢ n—19' D" y aplicando [m,n — 1)0’ ob-
tenemos

ad)mfl,n — (_1)ma¢m)n7181D// — (_1)2m¢m7n8//a/D//
_ ¢m7na/(1 _ D//a//) _ d)m,nal 4 (_1)m_1¢m—1,n+1a”7

y esto es [m— 1, n], de donde se sigue [m —1,n]d’, con lo que podemos continuar
inductivamente y terminamos con todas las aplicaciones ¢,, , definidas y con
todas las igualdades [m, n] probadas.

Después de esto so6lo hace falta construir ¢¢, para todo n de modo que se
cumplan las igualdades [0,n]0" y la tltima igualdad del enunciado.

Fijemos un ¢ € Cy tal que €(c) = 1. Sea ¢, : Cp, — Cop ® C), el Z-
homomorfismo dado por ¥, (z) = ¢ ® m,(z). Sea ¢gn = Tr(¢ ). Explicita-
mente,

don(®) =Y Yon(zoHo= > (c@m(zo™))o= > co@nl(x).

ceG ceG ceG

Entonces

(e@e)(Poo() = > elc)o@e(nf(x)) =10 > e(ng(r))

oeG oeG
= 1®e(Tr(m)(z)) =1® e(x) = e(x).
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Sea ahora xz € C), 1. Hemos de comprobar que

0 (do.n(0(x))) = 0 (0" (¢0,n41(x))).

El primer miembro es

V(T coenin@n) = ¥ dleo)oni,00)
= T (a(dd0) 741 (00)
= %:G *(a(1)) @ 7544 (Ox)

= (1)) @ Tr(mpt1)(0x) = €"(a(1)) ® Oz.

El segundo miembro es

0'(0( S coonia@)) = (S ¢ (a) @nl )

oeG ceG
= 9" (a(l)) ®x) = " (a(1)) ® Oz.

Definicion B.38 Sea G un grupo finito y A y B dos G-moddulos. Consideremos
una resolucion completa de G. Para cada par de cocadenas f € Homg(Cyp,, A)
y g € Homg(Cy,, B) definimos la cocadena fvg : Cpyn — A ® B dada por
fuvg = ¢mn o (f ®g), donde ¢y, es el G-homomorfismo construido en el
teorema anterior.

Hemos de probar que este producto no depende de la eleccion de la reso-
lucién, de las aplicaciones D,,, etc., asi como que induce aplicaciones entre los
grupos de cohomologia. Esto tltimo sera consecuencia del teorema siguiente.

Teorema B.39 FEn las condiciones de la definicion anterior, f v g es bilineal y
ademds se tiene la relacion

ofog)=0fvg+(=1)"frag.

DEMOSTRACION: La bilinealidad es inmediata. Respecto a la igualdad,
tenemos que

a(fvg) = OPmn(f ®g) = ¢m+1,nal(f ®g)+ (_1)m¢m,n+16”(f ®g)
= ¢m+1,n(8f ®g)+ (_1)m¢m,n+1(f ®0g) =0fv g+ (=1)"fv0g.

De aqui se sigue inmediatamente que

cociclo v cociclo = cociclo,

cociclo v cofrontera = cofrontera,
cofrontera v cociclo = cofrontera,
cofrontera v cofrontera = cofrontera.
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A su vez esto justifica la definicion siguiente:

Definicion B.40 Sea GG un grupo finito y A y B dos G-moddulos. Para cada
par de ntimeros enteros m y n definimos el producto exterior

H™(G, A) x H"(G, B) — H™™(G,A® B)

dado por [f]v[g] = [fvg].

Por supuesto sigue pendiente demostrar que los productos exteriores no de-
penden realmente de las numerosas elecciones que hemos hecho para definirlos.
Comenzaremos probandolo para los productos de dimension 0.

Consideremos una resoluciéon cualquiera de GG. La sucesioén exacta

C1i>COL>Z—>O

da lugar a la sucesién exacta

e#
0 —s Homg(Z, A) <5 Home (Co, A) L5 Home (C1, A).

Esto significa que todo cociclo de dimensién 0 se expresa de forma tinica como
€g, para un cierto g € Homg(Z, A). A su vez g — g(1) es un isomorfismo con
A% luego tenemos un isomorfismo A% = Z°(G, A), que induce un isomorfismo
A% /N = H(G, A) (para un cierto subgrupo N, que enseguida probaremos que
es AT).

Si tenemos otra resolucién Dy — Z — 0, entonces existe un homomor-
fismo de complejos v : Dy — Cy que induce un isomorfismo entre los grupos
de cohomologia, dado por [f] — [uf]. En particular [eg] — [ueg] = [€'g], luego
al componer con los isomorfismos A%/N = H°(G, A) obtenemos la identidad
[a] = [a]. En particular esto prueba que N es el mismo subgrupo de A inde-
pendientemente de la resolucion y, usando la canonica, concluimos facilmente
que N = AT.

En total resulta que la aplicacion AY/AT — H°(G, A) que a cada [a] le
asigna [eg,], donde g,(n) = an es un isomorfismo que conmuta con los isomor-
fismos canonicos entre los grupos de cohomologia calculados con resoluciones
distintas.

A través de este isomorfismo el producto exterior para dimensién 0 es

[a] ©[b] = [ega] “[egs] = [€ga vV €gp] = [do,0(€ga @ €gp)]
= [po,0(c @ €)(ga ® g)] = [€(ga @ gb)] = [€gagp] = [a @ b].

Esto prueba que el producto exterior es (en este caso) independiente de todas
las elecciones, en el sentido de que si tomamos dos resoluciones de GG, conmuta
con los isomorfismos canénicos entre los grupos de cohomologia.

Para obtener el mismo resultado en el caso general necesitamos dos propie-
dades mas de los productos exteriores. Las reunimos junto a la anterior en un
teorema.
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Teorema B.41 Sea G un grupo finito. Entonces

a) Si A y B son G-mddulos, entonces el producto exterior en dimension 0
es la aplicacion A® /AT x B¢/BT — (A ® B)¢/(A® B)T dada por
[a] v[b] = [a ® b].

b) Siu:A— A yv: B — B’ son homomorfismos de G-mddulos entonces

U () v, (y) = (W@ v)s(zvy), para x € H™(G,A), ye€ H"(G,B).

¢c) S§i0 — A B 24 ¢ — 0 es una sucesion ezacta de G-mddulos, L

es otro G-mddulo y la sucesz'()’nO—)A@)LO@)B@L@)C@LHO

también es exacta, entonces el diagrama siguiente es conmutativo:

H™(G,C) x H"(G,L) —~— H™"(G,C ® L)

FXll \L&*

H™(G, A) x HY(G, L) ——> H™ " (G, A® L)

Lo mismo es vdlido si consideramos sucesiones exactas en las sequndas com-
ponentes, salvo por el hecho de que las dos composiciones del diagrama se dife-
rencian en el factor (—1)™.

DEMOSTRACION: La propiedad a) esta probada y la propiedad b) es inme-
diata a partir de la definicion. Veamos c).

Partamos de un par ([f],[g]) € H™(G, A) x H"(G, B). Calculamos 6*([f])
eligiendo f’ tal que f/8 = fy f" tal que f"a =08f". Asi 6*([f]) = [f"].

Pero, (f'vg)(B®@1) = fugy d(f'vg) =0f vg+ (=1)"(fv0g) = df' >g
(pues g es un cociclo) y asi 9(f' v g) = (f"a)vg = (f" v g)(ae®1), lo que prueba

que
3" ([f1°[gl) = 0" ([f v g]) = [f" > gl = 0" ([f]) “lg]-

Observemos que la propiedad c) se deduce formalmente de la propiedad b) y
de la férmula de derivaciéon dada por el teorema B.39, luego cualquier aplicacion
v entre pares de cocadenas que cumpla estas dos propiedades cumple también
la propiedad c).

Con esto estamos en condiciones de probar la unicidad de los productos
exteriores. Emplearemos una variante de la reduccion regular.

Teorema B.42 Las propiedades a) y c) del teorema anterior caracterizan los
productos exteriores, en el sentido de que si tenemos dos familias de aplicacio-
nes v que satisfagan dichas propiedades entonces conmutan con los isomorfismos
naturales entre los grupos de cohomologia definidos a partir de resoluciones dis-
tintas (y por tanto son iguales sobre los grupos de cohomologia definidos con la
misma resolucion).
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DEMOSTRACION: La propiedad a) justifica la unicidad del producto exterior
sobre grupos de dimensién 0. Supongamos que dicha unicidad estd probada
para pares de grupos de dimension (m,n). Consideramos la sucesion exacta de
G-moddulos

0—72—Z[G] — J — 0,

donde Z es trivial como G-moé6dulo y el monomorfismo es el dado por n +— nT.
La imagen de este monomorfismo esta complementada en Z[G] como Z-modulo.
Su complementario es concretamente el subgrupo generado por G \ {1}, pues

Yono=mT+ ) (ny —ni)o.
oeG ceG

Esto nos permite aplicar el teorema B.4, segtin el cual la sucesion
0 —Z®A—ZGRA—JRA—0

es una sucesion exacta de Z-modulos, donde A es cualquier G-moédulo. Por otra
parte, los homomorfismos que aparecen son en realidad G-homomorfismos si
consideramos en los tres grupos la estructura de G-moédulo determinada por el
producto (z ® y)o = zo @ yo. Por el mismo motivo, si L es cualquier G-mo6dulo
también es exacta la sucesion

0 —ZRA®L —Z[GI® AL — J@A®L — 0.

Llamamos A = Z® A, B=Z[G]® Ay C = J® A. Entonces tenemos
las hipotesis de la propiedad c) del teorema anterior. Mas atn, los modulos B
y B ® L son regulares. Esto no es inmediato por definicién, pues no estamos
considerando la estructura de G-médulo dada por o(z ® y) = oz ® y. De todos
modos

B=(Pzo)oa=Poeir)=Plee=aszd],
ceG oceG ceG
y el isomorfismo es de G-mo6dulos si en el dltimo término consideramos el pro-
ducto (z ® y)o = x ® yo. Similarmente ocurre con B ® L.

Como consecuencia, los grupos de cohomologia correspondientes a By B® L
son nulos, luego la sucesion exacta de cohomologia implica que los homomorfis-
mos 0* son todos isomorfismos.

Ahora supongamos que tenemos dos productos exteriores calculados sobre
grupos de cohomologia construidos con dos resoluciones cualesquiera de G.

H™(G,C) x H"(G,L) —— H™"(G,C ® L)

| 7

H™(G,C) x H'(G, L) ——= H™"(GQ,C @ L)

H™ (G, A) x H"(G, L) —|—= H™" (G, A® L)

~ —

H™ (G, A) x H"(G, L) — H™"+1(G, A® L)
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Los grupos de la cara anterior del diagrama son los construidos con una re-
solucion, y los de la cara posterior con la otra. Las caras anterior y posterior
conmutan por la propiedad c). Las caras laterales conmutan porque los ho-
momorfismos §* conmutan con los isomorfismos canoénicos entre los grupos de
cohomologia. La cara superior conmuta por hipotesis de induccién. Teniendo
en cuenta ademés que todos los homomorfismos verticales son isomorfismos, es
facil ver que la cara inferior también conmuta, lo que nos da la unicidad del pro-
ducto exterior para dimensiones (m+1,n). Analogamente se prueba la unicidad
para dimensiones (m,n + 1).

Para disminuir las dimensiones razonamos analogamente pero partiendo de
la sucesion exacta (B.9). Partiendo de G-médulos cualesquiera C'y L obtenemos
una sucesion exacta 0 — A — B — C — 0 en las hipotesis de la propiedad
c) y donde B es regular (pero ahora es C' el moédulo arbitrario en vez de A).
Tenemos asi un cubo de homomorfismos donde ahora es la cara inferior la que
conmuta por hipoétesis de induccion. m

Los productos exteriores tienen un comportamiento bastante sencillo, lo cual
compensa la dificultad de calcularlos explicitamente. Vamos a probar las pro-
piedades principales que dan lugar a dicho buen comportamiento. La primera
es la propiedad asociativa.

Teorema B.43 Sea G un grupo finito y A, B, C tres G-mddulos. Entonces
podemos definir el producto exterior

H™(G,A) x H"(G,B) x H"(G,C) — H™"*"(G,A® B® C)
como xvyvz = (xvy)vz=xv(yvz).

DEMOSTRACION: Es facil probar que el doble producto exterior, definido de
cualquiera de las dos formas posibles, satisface las propiedades anélogas a las
del teorema B.41 (en la propiedad c el diagrama es conmutativo para la primera
componente, para la segunda lo es salvo el signo (—1)™ y para la tercera lo es
salvo el signo (—1)™*").

Después se comprueba que estas propiedades caracterizan al doble producto,
por el mismo argumento empleado en el teorema anterior. [

Como consecuencia podemos hablar de productos exteriores con cualquier
namero de factores. Las propiedades de estos productos generalizados (como la
multilinealidad) son consecuencias inmediatas de las propiedades de los produc-
tos con dos factores. No daremos mas detalles. Los productos exteriores son
conmutativos salvo signo. Para dar sentido a esta afirmaciéon hemos de identifi-
car los grupos H"(G,A® B) y H"(G,B® A) a través del isomorfismo inducido
por el isomorfismo natural A ® B = B ® A. Entonces se tiene:

Teorema B.44 Sea G un grupo finito, sean A, B dos G-mddulos. Conside-
remos dos clases de cohomologia v € H™(G,A), y € H"(G,B). Entonces

Uy = (_1)7rm(yuaj).
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DEMOSTRACION: Llamemos f : H"(G,B ® A) — H"(G,A® B) a los
isomorfismos naturales y definamos el producto zv' y = (—=1)™" f(yv ). Basta
probar que v cumple las propiedades a) y b) del teorema B.41 y la formula de
derivacion del teorema B.39 (ver el comentario tras el teorema B.41).

a) En dimension 0 tenemos que [a] Y'[b] = f([bva]) = f([b® a]) = [a @ b].

b) Si u y v son homomorfismos de moédulos segin B.41 b), entonces
u(z) Y ou(y) = (=)™ fv(y) vun(@) = (1) f((v @ u)s(y v @)

— ()™ (g oa) (0 @ u) = (~)™ fly )@ v) = (v y)(u s v)
— (@) y).

La propiedad del teorema B.39 se refiere a productos de cocadenas y no
de clases de homologia. Ahora f sera el isomorfismo entre Homg(C, B ® A)
y Homg(C,A ® B). Por ser un isomorfismo de complejos conmuta con las
cofronteras. Asi pues

O(x'y) =0((-1)""f(yva)) = (=1)"" f(O(y - x))
= (~1)™ f@y e+ (~1)"yvdz) = (1) f(Qy @) + (=1) "I f(y o ox)
= (=)™ (x Oy) + (0z Y y) = 0z y + (=1)™ (x " Oy).
El teorema B.42 nos da ahora que zv'y =z vy. L]

Ahora veremos como se comportan los productos exteriores con respecto a
restricciones, transferencias y conjugaciones.

Teorema B.45 Sea G un grupo finito, T 1 S < G, 0 € G y A y B dos
G-mddulos. Entonces

a) Resg g(zvy) = Resg g(x) “Resg 5(y), =€ H™(G,A), y € H"(G,B).
b) VS,G(RGSG,S(I) vy) = xUVS,G(y): re H™(G,A), yc H"(S,B).

c) o (xvy) =0.(x)vouly), xe€ H™S/T A),ye H'(S/T,B).

DEMOSTRACION: La prueba de la propiedad c) es simple rutina, teniendo en
cuenta que la conjugaciéon por o induce isomorfismos entre todas las estructuras
involucradas.

Las propiedades a) y b) se demuestran para dimension (0,0) y después se
argumenta por induccién como en el teorema B.42.

En la parte a) el caso de dimensiones nulas es inmediato, pues la restriccion
esta inducida por la inclusion A9 — AS y el producto exterior esta inducido
por el producto tensorial.

En la induccién nos aparece un diagrama ctbico como el del teorema B.42,
donde en la cara anterior tenemos los grupos de cohomologia de G y en la
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posterior los de S. El tnico detalle a tener en cuenta es que ambas caras han
de formarse a partir de la misma sucesiéon exacta

0 —Z®A—ZGI®A— JA—0,

lo cual es posible porque el médulo central es regular como G-moédulo y por lo
tanto también como S-moédulo.

Las flechas que conectan ambas caras son las restricciones. Entonces las caras
anterior y posterior conmutan por el teorema B.41, las caras laterales conmutan
porque las restricciones conmutan con los isomorfismos §* y la cara superior
conmuta por hipdtesis de inducciéon. De aqui obtenemos la conmutatividad de
la cara inferior. Igualmente se razona para la inducciéon decreciente.

La propiedad b) en dimensiéon 0 se prueba sin dificultad:

Vs.a(Resg gla] [b]) = Vg g([a] v[b]) = Vg g(la®b]) = Tr§ (Ja ® b))

= [a @ Tr§ (b)) = [a] Y[T§ ()] = [a] v V5 6 (D),

(donde en la igualdad del cambio de linea hemos usado que a € AY).
Para la inducciéon formamos cubos cuyas caras horizontales son de la forma

H™(G, A) x H(S, L) €5 gm (s, A) x H™(S, L) > H™"(S, A L)

wi |v

U

H™G, A) x H(G, L) H™(G,A® L)

La conmutatividad de la cara adyacente a la linea inferior se obtiene por el
teorema B.41, la de la adyacente a la linea superior se obtiene del teorema B.41
mas del hecho de que la restriccion conmuta con los homomorfismos de enlace.
Los detalles restantes no presentan ninguna dificultad. m

También puede probarse la formula

Infc/s,c(x vy) = Infc/s,c(x) v Infc/s,c(y)a

pero la demostracién requiere profundizar un poco méas en los productos exte-
riores, y no nos va a ser necesario.

A continuacién calcularemos explicitamente algunos casos particulares de
productos exteriores. La primera parte del teorema siguiente generaliza la parte
a) del teorema B.41.

Teorema B.46 Sea G un grupo finito y A y B dos G-mddulos.

a) El producto exterior
A% /AT x H"(G, B) = H°(G, A) x H"(G,B) — H"(G,A® B)

viene dado por [a] ©[f] = [a ® f], donde (a ® f)(x) =a® f(x).



360 Apéndice B. Cohomologia de grupos

b) El producto
HY(G,A) x H'(G,B) — H*(G,A® B)
(respecto a la resolucion candnica) viene dado por [f]v[g] = [f v g], donde
(frg)lo, ) =—f(o)r @ g(T).
DEMOSTRACION: Nos basaremos en la propia construccién del producto

exterior.

a) Sabemos que la clase [a] se corresponde con la clase de cohomologia [eg,],

donde g,(n) = an. Si x € C, tenemos que ¢o,(z) = Y, co ® 77 (x), donde
ceG
¢ € Cy es cualquier cocadena que cumpla e(c) = 1. Asi pues,

(€gav f)(x) = (€90 ® f) ((;507”(13)) = Z Ya (G(C)U) ® f(ﬂg(x))

ceCG

= Zga(l) ®f(7rg(x)) = a®f(z 71';'1(1‘)) = a®f(Tr(7rn)(x)) =a® f(z).

c€eG ceG
b) Necesitamos calcular ¢q 1 : Co — C7 ® Cy. Segun la construccion

¢1,1(0,7) = D'(¢0,1(0(0,7))) — D' (8" (o,2(0,7)))-

Esbozamos los calculos. Ante todo, podemos tomar ¢ = 1. Por otra parte,
recordemos que D(c) = [¢]. Como es facil comprobar,

0,71 -2 [o]r — [or] + [1] 23 r@ [o]r — 1@ [or] + 1@ [7]

Dy i@ o]r — [ ® o] + [1] ® [7].
0.7 2310 [0,7] L5 1@ ([o)r — [o7] + [7])

2y @ [o]r - [1] @ [or] + [1] ® [7].

Al efectuar la resta queda ¢1 1 (0, 7) = [7]®@[o]T—[1]®[o]T. De aqui llegamos
a que
(feg)lo,m)=f(r)®@glo)r — f(1) @ g(o)T.
La ecuacion de los cociclos es f(o7) = f(o)7 + f(7). Haciendo 0 =7 =1
obtenemos f(1) =0 y la expresion se simplifica hasta

(frg)(o, 1) = f(r)®g(o)T.

Para obtener la expresiéon del enunciado usamos el teorema anterior:

(fug)o,7)=—(g9°f)lo,7) = —g(1) ® fo)T = —f(o)T @ g(7).

Hay otro caso particular de producto exterior que puede calcularse explici-
tamente y que resulta ser mucho mas importante que los que acabamos de
estudiar. Para obtenerlo necesitamos el concepto de moédulo de escisiéon de un
cociclo de dimension 2.
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Definiciéon B.47 Sea G un grupo finito y A un G-modulo. Sea {a,r} un
cociclo de dimension 2. Sea I el subgrupo de Z[G] generado por los elementos
dy =0 —1,cono #1. Sea A= AP I. Como {d,} es una base de I podemos
definir homomorfismos f, : I — A mediante f(d,) = dyr —d- +as.r, que a su
vez los podemos extender a homomorfismos f, : A — A mediante f,(a) = ar

para a € A. Definimos el mddulo de escision de {a, } como el grupo A con la
estructura de G-moédulo dada por z7 = f(z).

Para comprobar que efectivamente se trata de un G-moédulo observamos en
primer lugar que la ecuacion d,7 = dor — dr + ao,~ es valida también cuando
o =1 si convenimos en que d; = ay,1. En efecto, d; —d; + a1 = a1, = a117,
por la relacion de los cociclos. Ahora,

(doT)p = dorp—dsp+ Ug7p = dorp — dp + Gorp
_dTp + dp - aT,p + Qo705
do‘ (TP) = dO’Tp - d‘rp + Qg 1p,

y la relacion de los cociclos nos da que ambas expresiones son iguales.
A partir de aqui es facil probar la misma relacién para elementos cualesquiera
de A. También se comprueba que el producto por 1 es trivial.

Es claro que A es un submoédulo de A. El nombre de médulo de escision se
debe a que tenemos que {a, r} = {dy7 +d; — dyr} = 0{d,}, es decir, {a, -} se
escinde en A.

Observemos que tenemos una sucesion exacta 0 — A — A — I — 0,
donde la inyeccion es a — (a,0) y la proyeccion es (a,b) — b.

Es facil ver que los mo6dulos de escision de dos cociclos cohomélogos {as -}y
{bo.r} = {a0,7 }+{9(cs)} son isomorfos (mediante ¢(a+d,) = (a—c,+d,)). Mas
aun, si A es el modulo de escision de {b, -}, el isomorfismo ¢ hace conmutativos
los diagramas I

RN

A ¢ I

ANV

B

En particular podemos hablar del mddulo de escision de una clase de coho-
mologia de dimensién 2.

El teorema siguiente nos dara la relacion entre los modulos de escision y los
productos exteriores.

Teorema B.48 Sea G un grupo finito, sea A un G-mddulo, sea {ay r} un co-
ciclo y sea A su mddulo de escision. Consideremos las sucesiones exactas

0—1—Z|G] —7Z — 0, 0—A—A—T1-—0.
Entonces [a, ] = 6*6*1, donde 1 € H°(G,Z).
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DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta las observaciones anteriores, podemos
sustituir {a, ,} por cualquier cociclo cohomélogo y, segin vimos al estudiar las
extensiones de grupos (pag. 338), podemos exigir, por lo tanto, que a1 = 0.
De este modo, {d,} es una cocadena de (G, I), y es facil ver que es un cociclo.
Una antiimagen a través de la aplicacion A — I es la propia {d, }, aunque ya
no es un cociclo de (G, A). Segtin hemos visto, su frontera es 9({d,}) = {ao,-},
que a su vez es un cociclo de (G, A), luego 6*[d,] = a0 1)

Veamos ahora que [d,] = §*1. Una antiimagen de 1 en H°(G,Z[G]) es 1.
Su frontera es 9(1), = 0 — 1 = d, y una antiimagen de {d,} en H*(G, ) es él
mismo, luego ciertamente [d,] = §*1. n

Con ayuda de este teorema vamos a calcular el siguiente producto exterior:

H2(G, A) x H2(G,Z) — HY(G,A® L) = HO(G, A)

| |

H*(G, A) x G/G AG /AT

Partimos de un par (¢,cG’). Digamos que c es la clase del cociclo {a, -}, de
modo que a,1 = a1,» = 0. Segln hemos visto, la clase oG’ se corresponde con
el cociclo {f,} dado por (B.10), es decir,

1 siT=o,
fU(<T>) o {O siT#o.
Por otro lado, en las condiciones del teorema anterior, ¢ = §*6*1. Por lo
tanto

cvoG = cvfe] = 676710 fo] = 070" (L[fo]) = 676" ([fs])-

En la dltima igualdad hemos empleado el teorema B.46. Ahora calculemos
5*([fs]). Recordemos que se trata del homomorfismo de conexién respecto a
la sucesion exacta 0 — I — Z[G] — Z — 0. Una antiimagen de f, en
H~2(G,Z|G]) es él mismo. Su frontera viene dada por

0fa(()) = £o(0-1(0) = £ (S M) (771 =1)) =0~ 1=y,

TEG

Una antiimagen en H~!(G, I) de este cociclo es ¢l mismo. En total tenemos
que 6*([f5]) = [do-1]. Consideramos seguidamente la sucesion exacta

0—wA—A—I—0.

Una antiimagen del cociclo d,—1 en H~ (G, A) es él mismo. Su frontera es

8(da—1) = Z da—lT = Z (dg—lq. — d.,- =+ a071,.,.) = Z As-1,r
TEG T€G T€G
= ZG Ug—1 o7 = ZG<O’0'71,O'T + ar,r — aa,‘r)
TE TE

= D Gp-15T— D Gor =0g-1,T — > Go 7.
TeG TeG TeG
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Una antiimagen de este cociclo en H(G, A) = A%/AT es él mismo, y al
tomar clases médulo las trazas concluimos que cv oG’ = —[ > aJ’T]. Teniendo
en cuenta B.26 esto se expresa en la forma: TEG

cvoG = —E(c)(0).
Recogemos este hecho en un teorema:

Teorema B.49 Sea G un grupo finito y A un G-mddulo. Entonces el pro-
ducto exterior H*(G, A) x H=?(G,7Z) — H°(G, A), en su version equivalente
H?(G,A) x G/G" — A% /AT viene dado por

[ao:]v0G = —E(las-])(0) == X ao,r
TEG

Observemos que de aqui se deducen las propiedades que hemos demostrado
directamente sobre la funcion F (que esté bien definida y es bilineal).

Aplicacion a los grupos ciclicos Los productos exteriores, al fijar una com-
ponente, inducen homomorfismos entre los grupos de cohomologia. Es esta pro-
piedad la que los convierte en una herramienta util para nuestros fines. Vamos
a ver una primera ilustraciéon de este hecho obteniendo una prueba conceptual
de la periodicidad de la cohomologia de los grupos ciclicos.

Comencemos considerando un grupo finito G y su grupo dual G*, es decir
el grupo de caracteres (lineales) de G, el grupo de homomorfismos de G en C*.
Teniendo en cuenta que los valores que toman los caracteres son sélo raices de la
unidad y que el grupo de raices de la unidad de C es isomorfo a Q/Z, podemos
considerar equivalentemente G* = Hom(G, Q/Z) = H'(G,Q/Z) (donde en Q/Z
consideramos la estructura de G-modulo trivial).

Ahora consideramos la sucesion exacta de G-modulos triviales

0—2Z—Q—Q/Z—0.

Segun las observaciones tras el teorema B.29, los grupos de cohomologia de
Q son todos triviales respecto a cualquier grupo. Por lo tanto la sucesiéon exacta
de cohomologia nos da un isomorfismo

§*:G* = HY(G,Q/Z) — H?*(G, 7). (B.20)
Vamos a calcularlo explicitamente.

Sea x € G*. Una antiimagen de x respecto a la aplicaciéon inducida por
Q — Q/Z es cualquier funcion ¥ : G — Q que cumpla x(o) = X(0o) + Z.
Su cofrontera es dx(o,7) = X(o) + X(7) — X(o7). El hecho de que x sea un
homomorfismo implica que 9x(o,7) € Z, luego podemos considerarlo como un
cociclo de (G,Z), y asi

0" x(0,7) = X(0) + X(7) = X(07). (B.21)
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Si sumamos respecto de 7 obtenemos

> 0" x(o,7) = X (X(0) +X(7) = X(07)) = X X(0) = |G| X(0).

T€G T€G T€G

La interpretacion de esta igualdad es clara:

Teorema B.50 Sea G un grupo de orden n, x € G* y o € G. FEntonces
x(o) = m/n+Z para cierto m € Z. Se cumple

§*xv oG = —m+nZec H(G,Z) = Z/nZ.

El interés de este hecho radica en que si G = (o) y tomamos el caracter x
de modo que x(o) = —1/n + Z, entonces

§*xvoG = oG v§*xy =1+ nZ.

Esto implica que si A es cualquier G-moédulo, las aplicaciones v §*y y voG’
son homomorfismos inversos entre los grupos H™ (G, A) y H"72(G, A) para cual-
quier entero r, pues

(xvd*x)voG =zv(6*xv oG ) =avl =,

e igualmente al revés.

En particular el isomorfismo H?(G, A) = H°(G, A) es la multiplicacién por
oG, o sea, la aplicacion « — —FE(x)(0), tal y como obtuvimos en el capitulo IX
(el signo — es irrelevante, pues la aplicacion a — —a es un automorfismo de

HO(G, A)).

El teorema de Tate Como aplicacion vamos a probar un teorema general
que, bajo ciertas hipotesis, relaciona los grupos de cohomologia de un grupo G
respecto a un G-modulo A con sus grupos de cohomologia respecto a Z, mucho
més faciles de calcular.

Primero demostramos el criterio de Nakayama-Tate sobre trivialidad coho-
moldgica, que tiene interés por si mismo. Aunque no vamos a necesitar seria-
mente este concepto, se dice que un G-modulo A es cohomoldgicamente trivial
si H™(S, A) = 0 para todo subgrupo S < G y todo entero n.

Teorema B.51 (Criterio de Nakayama-Tate) Sea G un grupo finito y A
un G-mddulo. Si existe un entero k tal que H¥(S,A) = 0 y H*1(S,A) = 0
para todo S < G, entonces H™(S, A) = 0 para todo S < G y todo entero n.

DEMOSTRACION: Por reduccién regular podemos suponer que k£ = 1. Por
el teorema B.30 podemos suponer también que el orden de G es potencia de
primo. Probaremos el teorema por induccion sobre el orden de GG. En realidad
solo hay que probar que H™(G, A) = 0 para todo entero n.
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Si G es ciclico el resultado es evidente, pues cada grupo de cohomologia es
isomorfo a H'(G, A) o bien a H*(G,A). En caso contrario G tiene un sub-
grupo normal N tal que G/N es ciclico no trivial. Por hipétesis de induccion
H™(N, A) = 0 para todo entero n, luego el teorema B.35 nos da que la sucesion

0 —s H"(G/N, AN) 28 7o) B e, 4y — o
es exacta para todo n > 1. En particular H*(G/N,AN) = 0 para k = 1, 2,
luego por el caso ciclico concluimos que H"(G/N, AN) = 0 para todo entero n
y también H"(G, A) = 0 para todo n > 1.

Veamos ahora que H°(G, A) = 0. Tomemos un a € A. Teniendo en cuenta
que HY(G/N,AN) = 0, vemos que existe un b € AV tal que a = Ng/n(b).
Como H°(N, A) = 0 existe un ¢ € A tal que b = Try(c), luego a = Trg(c) y asi
H(G,A) =0.

De aqui se sigue que H*(S,A~) = 0 para k = 1, 2, y todo S < G, luego
el razonamiento anterior prueba que H°(G, A~) = 0, es decir, H (G, A) = 0.
Repitiendo el proceso se concluye lo mismo para todos los indices negativos.

|

El resultado que anunciabamos es el siguiente:

Teorema B.52 (Teorema de Tate) Sea G un grupo finito y A un G-mddu-
lo. Supongamos que existe un entero k tal que para todo S < G se cumplen las
condiciones:

a) H*=1(S,A) =0,
b) H*(S, A) es ciclico del mismo orden que S.
Entonces para todo entero n y todo S < G se tiene el isomorfismo
H"%(S,7) = H™(S, A)

dado por
z+— Resg gzvuw,

donde z es un generador de H*(G, A).

DEMOSTRACION: Veamoslo primero en el caso k = 1. Sea z = [a,]. Sea
B = A®Z con la estructura de G-moédulo dada por (a,n)o = (ac +na,,n). Es
claro que A es un submodulo de B, que B/A 2 Z y que la accion de G sobre el
cociente es trivial. Por lo tanto tenemos una sucesion exacta

0—A—B—7Z—0,
que a su vez da lugar a la sucesion exacta
0 —s HO(S,B) — H(S,Z) > H'(S, A) — H'(S, B) — 0.

Tenemos que H°(S,Z) = Z/nZ, donde n = |S|. Vamos a calcular 6*([1]).
Es claro que una antiimagen de 1 por la aplicaciéon inducida por B — Z es la
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cocadena de dimension 0 dada por (0,1). La cofrontera de esta cocadena es la
dada por

o(0, 1)([0]) =(0,1)(c = 1) = (ays,1) — (0,1) = (a,,0), paraoc € S.

Una antiimagen de esta cocadena por la aplicaciéon inducida por A — B es
el propio {a,} (restringido a S). Asf pues, 6*([1]) = Res g 2.

Por otra parte el teorema B.29 nos da que Vg o(Resg g 2) = |G : S|z, que
tiene orden igual a |S|, luego el orden de Resg g z ha de ser como minimo |5/, de
donde concluimos que Res gz es un generador de H 1(S, A). Por consiguiente
0* es un isomorfismo.

La exactitud de la sucesion implica que H°(S, B) = H'(S, B) = 0. Por el
teorema anterior H"™(S, B) = 0 para todo entero n. Al aplicar este hecho a otro
tramo de la sucesion exacta:

0=H""(S,B) — H"(S,2) > H"(S, A) — H"(S,B) =0

obtenemos los isomorfismos buscados H"1(S,Z) = H™(S, A). Concretamente,
siz € H"1(S,Z) tenemos que

'z =0"(1vz) =6"1vx = Resg g 2V 2.
La reduccién regular implica el teorema para un k arbitrario. Por ejemplo,
si se cumple para k — 1 los isomorfismos H"~!(S, A*) = H"(S, A) nos dan que
si A cumple las hipétesis con k entonces AT las cumple con k — 1, luego

H"k(8,2) = g == (§,7) = H"71(S, AT) = H™(S, A).

Con maés detalle, tenemos la sucesién exacta 0 — A — B — AT — 0.
Si z es un generador de H*(G, A), existe un generador z* de H*1(G, A) de
manera que z = 6*27. La composiciéon de los dos isomorfismos es

x> 6*(Resg g2 va) = 6" (Resg g 27 ) v = Resg g(6%2F) v = Resg g 2V .
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