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Preambulo

Los libros Pruebas de consistencia [PC|, Teoria descriptiva de conjuntos [TD]
y Cardinales grandes [CG] suponen al lector familiarizado con mi libro de Teoria
de conjuntos [TC], en parte también con mi libro de Topologia [T] y, en menor
medida, con el de Ldgica matemdtica [LM].

Maés explicitamente, para seguir [PC], un lector familiarizado con [TC] pero
no con [LM] deberia asimilar al menos el Capitulo I de [LM] sobre lenguajes
formales y, sobre todo, estudiar la axioméatica de ZFC hasta el punto en que vea
evidente que todos los resultados demostrados en [TC| a partir de los axiomas de
NBG son demostrables (con los mismos argumentos, una vez establecidos con
técnicas distintas los hechos méas bésicos) en ZFC. En particular esto supone
familiarizarse con el uso informal de clases propias en ZFC. Para ello el lector
puede revisar las secciones 3.2, 3.3 y 10.3 de [LM]. El capitulo I de [PC] esta
dedicado a discutir los principales conceptos y resultados que vamos a necesitar
de [LM], con el fin de que un lector no familiarizado en profundidad con [LM]
pueda seguir igualmente [PC| consultando [LM] de forma puntual cuando asi se
requiera. Las referencias a [T] en [PC]| se dan principalmente en el capitulo VI
y en algunos otros puntos aislados, en relaciéon a aplicaciones concretas.

Por otra parte, en [CG| no hay ninguna referencia directa a [T] o a [LM],
pero si que hay una fuerte dependencia respecto a [TC].

En [TD] tampoco hay referencias a [LM], pero si que requiere esencialmnte
el capitulo VI de [T], dedicado a los espacios polacos, y también en parte de
algunos resultados de [TC|, sobre todo relacionados con la teoria de la medida,
con cardinales y con el axioma de Martin.

En cuanto a las interdependencias entre [TD], [PC] y [CG], la tabla de la
pagina siguiente muestra un posible orden de lectura simulténea.

En realidad, [TD] no requiere nada de los otros dos libros hasta la seccion 4.7,
donde se usan algunos resultados del capitulo II de [PC|. La dependencia con
[PC] se vuelve mas estrecha a partir del capitulo VI, donde se usan ademas
algunos resultados del capitulo IIT de [CG]. Los capitulos X y XI requieren
esencialmente resultados de [CG], sobre todo del capitulo VII.

Por su parte, [PC| depende de [TD] tinicamente en los capitulos VI y IX, y
de [CG| tinicamente en la aplicacion presentada en la seccién 12.1 y en la prueba
de la consistencia del axioma de los preérdenes propios en el capitulo XIII.

vii



viii Preambulo
DESCRIPTIVA CONSISTENCIA CARDINALES
TD I PCI1I
Ctos. de Borel y analiticos | Preliminares
TD I1 PC II CG1
Conjuntos proyectivos Modelos de ZF Ultrapotencias
TD III PC III CG II
Teoria de la recursién Constructibilidad Consistentes con L
TD IV PC1IV CG II1
La teoria efectiva Extensiones genéricas Indiscernibles de Silver
TD V PCV CG IV
Ctos. hiperaritméticos Aplicaciones ErdSs y Ramsey
TD VI PC VI CGYV
Pruebas de consistencia Reales genéricos Medibles
TD VII PC VII CG VI
Juegos infinitos Extensiones iteradas Débilmente medibles
TD VIII PC VIII CG VII
Grados de Wadge La independencia de AE | Fuertes y superfuertes
TD IX PC IX CG VIII
Wadge Borel El modelo de Solovay Compactos, supercompactos
TD X PC X CG IX
La consistencia de ADP El T2 de los ultrafiltros Los mayores cardinales
TD XI PC XI CG X
La consistencia de AD Extensiones propias Iteraciones de Easton
PC XII CG XI
Aplicaciones La independencia de la HCS
PC XIII
El axioma APP

En cambio, [CG] depende esencialmente de los primeros capitulos de [PC].

El capitulo I puede leerse tras el capitulo II de [PC] (como indica la tabla) salvo
la seccion final 1.8, que requiere el capitulo III de [PC] (constructibilidad). Los
capitulos IV y V de [PC] (sobre extensiones genéricas) se requieren ocasional-
mente en el capitulo VI de [CG]|, pero no vuelven a ser necesarios hasta los
capitulos X y XI, donde se requiere también el capitulo VII de [PC].

Por ultimo, hay que senalar que, para entender plenamente las introducciones
a [TD] y [CG] es necesario conocer algunos hechos basicos de [PC|, hasta el
capitulo III en algunos puntos.



Introduccion

No existe ninguna definicion precisa de “cardinal grande”, sino que se llama
asi a a una familia de cardinales con definiciones y propiedades diversas, sin que
ninguna de ellas en particular los caracterice como tales. No obstante, vamos a
tratar de formarnos una idea sobre cuéles son esas propiedades.

Cardinales pequenos Tratemos de precisar en primer lugar la idea de qué
cardinales podriamos considerar como “grandes”, en comparaciéon con los cardi-
nales que utilizan cotidianamente los matematicos. Para empezar se nos pre-
senta un problema, y es que, en ese sentido, 28 no es en absoluto un cardinal
grande, pues los matemaéticos tratan habitualmente con conjuntos de este ta-
mano, e incluso mayores, como el conjunto de todas las funciones de R en R,
pero no podemos estimar la magnitud de 2%°, que podria ser igualmente Ry que
N, s.7. Por consiguiente, no podemos afirmar si Ni5 es un cardinal grande o
pequeno.

Pero podemos eludir este problema recurriendo a la funcion 3. Asi, un
candidato a cardinal grande podria ser J,,, que es el menor cardinal mayor que
Jp=2%, 0, = 22N0, Jy = 22280, etc. Mas en general, podemos pensar en los
cardinales limite fuerte 3y, donde A es un ordinal limite. Todos ellos tienen la
propiedad de que si k < 3y, entonces 2% < 3.

Es raro que un matematico trabaje con conjuntos de magnitud 3., pero
puede construirlos facilmente si se lo propone. Una posibilidad para alejarnos
dréasticamente de los cardinales de los conjuntos que un matemético puede cons-
truir seria considerar como cardinales grandes a los puntos fijos de la funcién
3, es decir, cardinales s que cumplan x = 3,. Un cardinal asi deja x cardi-
nales limite fuerte bajo si, pero todavia es accesible al empeno constructor de
los matematicos, pues siempre es posible construir un conjunto de cardinal Jy,
otro de cardinal 3o, otro de cardinal :3207 y finalmente tomar la uniéon de la
sucesion asi generada. El cardinal del resultado sera un punto fijo de 3.

Pues bien, aunque estamos considerando cardinales cada vez mayores, nin-
guno de los cardinales que hemos mencionado hasta ahora merece el calificativo
de “grande” en el sentido usual en teoria de conjuntos, pues, aunque ya hemos
dicho que no existe una definicién precisa de “cardinal grande”, una condici6n
que se exige inexcusablemente para que un cardinal pueda ser considerado como

X
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tal es que su existencia no pueda ser demostrada en ZFC y, méas concretamente,
que ello se deba a que su existencia implica la existencia de un modelo de ZFC.

Cardinales universales Se dice que un cardinal k es universal si V; F ZFC,
es decir, si al prescindir de todos los conjuntos de rango > « los conjuntos que
nos quedan son suficientes para que se cumplan todos los axiomas (y todos los
teoremas) de ZFC, de modo que ningtin matematico echara de menos la pérdida.

Los cardinales universales son nuestro primer ejemplo de cardinales grandes.
No es posible demostrar que existan en ZFC (por lo que ningin matemaético
definird nunca ningan conjunto con un cardinal asf). Esto puede razonarse de
dos modos. Por una parte, como un cardinal universal implica la existencia de
un modelo de ZFC, se cumple que

Z|1;C Existe un cardinal universal — Consis ZFC,

donde Consis ZFC es la sentencia aritmética que afirma la consistencia de ZFC.
Si se pudiera demostrar en ZFC la existencia de un cardinal universal, tendria-
mos que
F Consis ZFC,
ZFC

y el segundo teorema de incompletitud de Godel afirma que esto sblo es posible
si ZFC es contradictorio.

Otro argumento mucho mas directo es que si en ZFC pudiera demostrarse
que existe un cardinal universal, entonces, si k es cualquiera de ellos, tendriamos
que

V. BV p es universal,

y es facil ver que “ser universal” es absoluto para Vj;, por lo que tendriamos que
existirfa un p < k universal. Pero esto es un descenso infinito que contradice la
existencia de un minimo cardinal universal. En suma, ZFC seria contradictorio,
tal y como Godel predecia en general.

Como en ZFC puede probarse la existencia de una clase cerrada y no acotada
de puntos fijos de la funcion 3 (véase [TC 6.6]), resulta que si x es universal,
entonces k contiene un subconjunto cerrado y no acotado de puntos fijos de la
funcién 3, y en particular él mismo cumple x = J,.. Por lo tanto, el menor
cardinal universal (si existe) tiene que ser mucho mayor que el menor punto fijo
de la funcion 3, que era a lo maximo a lo que habfamos llegado en el apartado
anterior como candidato a “cardinal grande”.

Salvo unas pocas excepciones que “desdibujan” ligeramente la base de la es-
cala de cardinales grandes (los relacionados con los cardinales débilmente inacce-
sibles, de los que hablaremos luego), todos los cardinales considerados “grandes”
son universales. Esto debe llevarnos a una reflexién: si aceptamos que todo
cardinal grande es universal (lo cual es casi cierto), el siguiente de un cardinal
universal no es un cardinal grande (pues es facil ver que para ser un cardinal
universal hay que ser un cardinal limite). Por lo tanto, debemos concluir que el
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concepto de “cardinal grande” usado en teoria de conjuntos no es realmente un
concepto cuantitativo (relacionado con el tamano del cardinal) sino cualitativo
(relacionado con las propiedades que satisface, como que V,; sea un modelo de
ZFC).

Podriamos pensar que los “cardinales grandes” son cardinales que exhiben
propiedades que garantizan que son muy grandes, si bien un cardinal puede ser
mucho mayor y no exhibir ninguna de esas propiedades, y entonces no es consi-
derado como “cardinal grande”. En particular, todos los cardinales considerados
como “grandes”, son —sin excepciones— cardinales limite.

Cardinales a-universales No se puede demostrar que existan cardinales uni-
versales, y suponiendo que exista uno, no se puede demostrar que haya otro mas.
La razoén es que si k es el menor cardinal universal y u es el siguiente, entonces
V,, es un modelo de ZFC en el que so6lo existe un cardinal universal, luego no se
puede demostrar que haya dos.

Por consiguiente, suponer que existen dos cardinales universales es una hi-
potesis mas fuerte que suponer que hay uno, y a su vez es mas débil que suponer
que hay tres, o que hay infinitos. Esto nos abre un camino para definir cardina-
les “atin més grandes” que los que meramente son universales. Para ello vamos a
llamar cardinales 0-universales a los cardinales universales, y definimos los car-
dinales 1-universales como los cardinales O-universales s tales que el conjunto
de los cardinales O-universales menores que x no esti acotado en k.

Asi, suponer que existe un cardinal 1-universal es mas fuerte que suponer
que existen infinitos cardinales O-universales pues si k es el menor cardinal 1-
universal, entonces V,; es un modelo de ZFC en el que hay infinitos cardinales
0-universales pero no hay cardinales 1-universales.

Pero nada nos impide ir mas lejos y definir los cardinales 2-universales como
los cardinales 1-universales k tales que el conjunto de los cardinales 1-universales
menores que k no esta acotado en k.

En general, si K es una clase de cardinales, conviene definir J(K) como la
clase de los cardinales k € K tales que k N K no esta acotado en x. De este
modo podemos definir Uy como la clase de los cardinales O-universales y, por
recurrencia,!

Uat1 =I(U,), Ux= N Us.
S<A

La clase U, es la clase de los cardinales a-universales. Los cardinales 0-univer-
sales, 1-universales y 2-universales seguin esta definicién son los que ya hemos
descrito, los w-universales son los que son n-universales para todo n € w, los
w + l-universales son los que son w-universales y tienen por debajo un conjunto
no acotado de cardinales w-universales, etc.

1No es inmediato que esta definicién recurrente de clases que pueden ser propias sea for-
malizable en ZFC, pero lo es. Véase en [TC 6.34] la forma de hacerlo para el operador M que
recordaremos en breve, que vale igualmente con el operador J.
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Cardinales a-hiper-universales En general, si K es una clase de cardinales
y construimos la jerarquia

Koy=K, Ky =I1K,), Ky= N Ks,

es claro que si k € K, la aplicacion « — k que a cada f < « le asigna el
minimo de Kj es estrictamente creciente, por lo que necesariamente o < k.
En otras palabras, un cardinal x no puede pertenecer a ninguna clase K, con
a > K.

En el caso concreto de los cardinales a-universales, esto significa que un car-
dinal s puede ser a lo sumo x-universal. El lector ingenuo pensara que hemos
llegado a la cima de la jerarquia de los cardinales universales, pero no es asi. Por
el contrario, podemos llamar cardinales hiper-universales a los cardinales xk que
son k-universales y tomar la clase de los cardinales hiper-universales como base
de una nueva jerarquia: llamamos O-hiper-universales a los cardinales hiper-
universales, llamamos 1-hiper-universales a los cardinales O-hiper-universales
que tienen por debajo un conjunto no acotado de cardinales 0-hiper-universales,
etc. En general, asi podemos definir cardinales a-hiper-universales para cada
ordinal a.

Nuevamente, un cardinal x puede ser a lo sumo k-hiper-universal, pero nada
nos impide definir los cardinales hiper-hiper-universales, o Rhiper?-universales,
como los cardinales x que son k-hiper-universales y tomarlos como base de una
nueva jerarquia.

Del mismo modo se pueden definir los cardinales hiper>-universales y hiper*-
universales, etc., y a su vez los hiper” -universales como los cardinales que son
hiper™-universales para todo n € w. Mas en general, asi podemos definir los
cardinales hiper” -universales para cada ordinal 3, cada uno de los cuales genera
su propia jerarquia de cardinales a-hiper®-universales.

Nuevamente, cada cardinal k es a lo sumo x-hiper®-universal, luego estos
cardinales pueden tomarse como base para una nueva jerarquia, y asi podemos
continuar ad nauseam.?

Cardinales inaccesibles Si el lector ingenuo piensa que el proceso de iterar
una y otra vez la universalidad de los cardinales pone fin por aburrimiento a
la generacion de nuevos cardinales grandes, se equivoca nuevamente. Podemos
trascender todas esas iteraciones con una nueva definicién que el lector ya co-
noce: un cardinal inaccesible es un cardinal limite fuerte regular no numerable.

Los cardinales universales son cardinales limite fuerte no numerables, pero
no son necesariamente regulares. De hecho, si x es un cardinal inaccesible, el
teorema [PC 2.15] nos da que el conjunto de los cardinales universales menores
que K contiene un c.n.a. En particular x es 1-universal. Por lo tanto, si k es el
menor cardinal inaccesible, hay « cardinales universales menores que k, que no
seran regulares.

2Es decir, hasta que el aburrimiento nos lleve a pasar a otra cosa.
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Ejercicio: Demostrar que, si existe un cardinal universal, el menor de ellos tiene
cofinalidad numerable. AYUDA: Probar que si k es un cardinal universal de cofinalidad
no numerable, entonces existe otro cardinal universal menor. Adaptar para ello la
prueba del teorema de reflexion.

Ahora conviene observar un hecho general:

Sea Ky una clase de cardinales y consideremos la jerarquia dada

por la recurrencia Koi1 = J(K,), Kx = () Ks. Si k € Ky es
o<

un cardinal débilmente inaccesible® y kN Ky es estacionario en k,

entonces k € K. Mds ain, si HKy es la clase de los cardinales que

cumplen p € K,,, entonces HKo N Kk es estacionario en k.

En efecto, razonamos que x € K, para a < k por induccién sobre a.. El caso
limite es trivial. Supongamos que k € K4, con a < Kk y veamos que k € Kqy1.
Podemos suponer que a > 0 porque de la hipotesis se sigue inmediatamente que
k€ K.

Para cada § < a tenemos que k € K41, luego el conjunto K5 Nk no esta
acotado en x, luego podemos considerar la funcién f5: Kk — kK que acaday < K
le asigna el menor elemento de Ks mayor que . El teorema [TC 6.7] nos da
que el conjunto C' C k formado por los ordinales cerrados para las funciones fs
es c.n.a. en K, al igual que C'\ v, para cualquier v <  prefijado. Como x N K
es estacionario, tenemos que existe p € (C'\ v) N Ky, y esto significa que p >
y K5 N p no esta acotado en p para todo § < a. Como p € Ky, una simple
induccién, a partir de la mera definicion, prueba entonces que u € K,. Por lo
tanto, K, Nk no esta acotado en «, luego k € Ky41.

Para la segunda parte definimos una sucesion {C, } o<y de c.n.a.s en k. Con-
cretamente, Cy = K, Cq41 es la interseccion de C, y el conjunto C' que hemos

construido en la induccién anterior, y C = ()| Cs. De este modo, se cumple
o<

que C, N Ky C K, (lo hemos probado para el caso sucesor y el caso limite es
trivial). Consideramos ahora la interseccion diagonal D = A Cp, que es c.n.a.
en K. 0<K

Si C es cualquier c.n.a. en k, entonces C N D N Ky # &, porque Ky Nk es
estacionario, y si p € C'N D N Ky, tenemos que p € Cs N Ky para todo d < p,
luego 1 € K5 para todo 6 < p, luego 1 € K,,. Por lo tanto, p € HKoNC # o,

y esto prueba que H K| es estacionario en k.

En particular, si x es inaccesible hemos visto que k N Uy contiene un c.n.a.,
luego es estacionario, luego todo cardinal inaccesible es hiper-universal. Pero a
su vez tenemos que el conjunto de cardinales hiper-universales menores que k
es estacionario en x, de donde resulta que s también es hiper?-universal, etc.

De hecho, es facil ver que todo cardinal inaccesible  es hiper®-universal para
todo 8 < k. Para ello tenemos en cuenta que, en el contexto general, hemos

3Recordemos que los cardinales débilmente inaccesibles son los cardinales limite regulares
no numerables. Luego entraremos en su situacién como cardinales grandes.
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probado que H Ky N k contiene un conjunto de la forma D N Ky, donde D es
c.n.a. en k, por lo que, por ejemplo, podemos construir una sucesién de c.n.a.s
D,, para cada n < w tales que los elementos de D,, N K sean hiper™-universales,

y asi (| D, N Kp es un conjunto estacionario de cardinales hiper-universales,
n<w
que permite proseguir la induccion.

Maés atin, podemos probar que todo cardinal inaccesible x es hiper”-universal,
y que esta también en la k-ésima clase de la jerarquia que parte de los cardinales
k-hiper®-universales, y asi sucesivamente, ad nauseam.

Cardinales a-hiper®-inaccesibles Con los cardinales inaccesibles podemos
partir de cero como hemos hecho con los cardinales universales exactamente con
los mismos razonamientos: la existencia de un cardinal inaccesible no implica la
existencia de dos, y ésta no implica la de tres, ni mucho menos la de infinitos,
ni tampoco la existencia de un cardinal 1-inaccesible, definido como un cardinal
0-inaccesible (es decir, inaccesible) x tal que el conjunto de los cardinales 0-
inaccesibles menores que x no esté acotado en k. En otras palabras, podemos
definir Iy como la clase de los cardinales inaccesibles y construir a partir de ella

la jerarquia dada por I,41 = J(1,), In = ) Is de los cardinales a-inaccesibles.
<A

Nuevamente, un cardinal x puede ser a lo sumo k-inaccesible, pero esto
permite definir el concepto de cardinal hiper-inaccesible e iterar a su vez, con lo
que obtenemos la clase de los cardinales hiper®-inaccesibles, que a su vez puede
iterarse para definir los a-hiper®-inaccesibles, hasta llegar a los cardinales x que
son k-hiper”-inaccesibles, que a su vez pueden servir de base para una nueva
jerarquia, y asi una vez mas se puede seguir ad nauseam.

Cardinales de Mahlo El argumento que nos ha permitido probar que los
cardinales inaccesibles estan por encima de todas las jerarquias de cardinales
universales puede utilizarse para construir una nueva clase de cardinales por
encima de todas las jerarquias de cardinales inaccesibles. Para ello conviene
introducir el operador de Mahlo: dada una clase de cardinales regulares K,
definimos

M(K) ={rx € K | kN K es estacionario en k}.

Cuando aplicamos este operador a la clase Iy de los cardinales inaccesibles
obtenemos la clase de los cardinales de Mahlo, es decir, un cardinal x es de Mahlo
si es inaccesible y contiene un conjunto estacionario de cardinales inaccesibles.

El resultado general que hemos probado antes, aplicado ahora a la clase Iy,
prueba que todo cardinal de Mahlo , es hiper-inaccesible y, de hecho, hiper”-
inaccesible y, en general, que esta en cualquier nivel de las jerarquias de cardi-
nales inaccesibles.
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Cardinales a-hiper?-Mahlo La clase de los cardinales de Mahlo es en reali-
dad el primer paso de una jerarquia de cardinales:*

My = M(1y), M1 = M(M,), M= [\ Ms.
O<A

Asi podemos hablar de cardinales a-Mahlo, de modo que un cardinal k¥ puede
ser a lo sumo k-Mabhlo, lo que lleva a la definicién de los cardinales hiper-Mahlo,
y mas en general de los a-hiper®-Mahlo y asi—una vez méas— ad nauseam.

Hemos descrito estas jerarquias de cardinales grandes para dar una idea de
cémo de grande es un cardinal grande, y aun asi el lector no puede formarse
una idea adecuada con lo visto, porque todos los cardinales que hemos conside-
rado hasta aqui son cardinales grandes “muy pequenos” en comparacién con la
mayoria de los cardinales grandes.

En realidad las jerarquias de cardinales obtenidas a partir de los operadores J
o M tienen un interés muy limitado, pues a menudo las definiciones interesantes
de cardinales grandes que superan a una dada no son las que resultan de cons-
truir estas jerarquias mondtonas (también en el sentido de aburridas), sino las
que las superan por completo, como sucede al pasar de los cardinales universales
a los inaccesibles, o de éstos a los de Mahlo, etc. Pero no estd de més ser cons-
cientes del salto cuantitativo que supone cada uno de estos saltos cualitativos, lo
cual se pone de manifiesto al comprender que estos saltos cualitativos superan
las mondtonas jerarquias de cardinales.

Axiomas de cardinales grandes En [TC| hemos estudiado superficialmente
algunas clases de cardinales grandes interesantes, como los cardinales débilmente
compactos [TC 11.8] o los cardinales medibles [TC 7.70].

Puesto que todos los cardinales grandes tienen en comtn que no puede pro-
barse que existen en ZFC, cada definicién de un cardinal grande tiene asociados
diversos axiomas de existencia. Por ejemplo, a partir de la definicion de cardinal
inaccesible podemos formar el axioma “existe un cardinal inaccesible”, o “exis-
ten dos cardinales inaccesibles” o “existen infinitos cardinales inaccesibles”, o “la
clase de los cardinales inaccesibles no esta acotada en Q (o, lo que es lo mismo,
no es un conjunto)”, etc. También se pueden formar axiomas que combinen
varias definiciones, como “existe un cardinal inaccesible mayor que un cardinal
medible”, etc. Para entender las relaciones entre estos axiomas conviene hacer
algunas consideraciones generales:

Comparacion de cardinales grandes En cierto sentido, podemos pensar
que si un cardinal inaccesible es “grande”, entonces un cardinal de Mahlo es
“mucho mayor”, y un cardinal 1-Mahlo es “mucho mayor atn”, pero esto hay que
entenderlo adecuadamente, pues, por ejemplo, nada impide tener un cardinal de
Mahlo que sea estrictamente menor que otro inaccesible (que no sea de Mahlo).

4Notemos que los cardinales que con esta definicién son 0-Mahlo son los que en [PC 6.26]
eran 1-Mahlo, pero esto es irrelevante.
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En general, nada impide que un cardinal grande sea mayor que otro con una
definicion maés “fuerte”, pero aun asi, podemos ordenar los distintos tipos de
cardinales grandes en varios sentidos que a menudo son equivalentes, pero no
siempre.

En el caso que estamos considerando, podemos decir que los cardinales de
Mahlo son “més fuertes” que los inaccesibles en referencia a cualquiera de los
hechos siguientes:

e Todo cardinal de Mahlo es inaccesible, pero el reciproco no es cierto.

Todo cardinal de Mahlo « tiene por debajo k cardinales inaccesibles.

e El menor cardinal de Mahlo (si existe) es necesariamente mayor que el
menor cardinal inaccesible.

e Si k es un cardinal de Mahlo, entonces V,, E ZFC + existe una clase propia
de cardinales inaccesibles.

En general, dados dos axiomas de cardinales grandes A y B, pueden darse
entre ellos relaciones como las anteriores u otras similares, pero la que siempre
se da en todos los casos es una de las tres posibilidades siguientes, mutuamente
excluyentes:

a) ZIEC Consis (ZFC + A) <> Consis (ZFC + B).

b) F Consis (ZFC + B).
ZFC+A

c¢) F Consis(ZFC+ A).
ZFC+B
Las tres posibilidades son mutuamente excluyentes en el supuesto de que las
teorfas correspondientes sean consistentes, pues, por ejemplo, si se dieran a la
vez b) y ¢), entonces en ZFC + A se podria probar la consistencia de esta misma
teoria,’ luego seria contradictoria.

No existe ninguna demostracién de que tenga que darse necesariamente uno
de estos tres casos, pero lo cierto es que asi sucede con todas las definiciones de
cardinales grandes que se manejan actualmente. Por ello la consistencia relativa
es el criterio principal para ordenar las definiciones de cardinales grandes.

Concretamente, un axioma de cardinales grandes A es més fuerte (en cuanto
a consistencia) que otro axioma B si se cumple el caso b), mientras que ambos
son equiconsistentes (ocupan el mismo lugar en la escala de consistencia) si se
da el caso a).

Por ejemplo, si comparamos los cardinales débilmente inaccesibles con los
fuertemente inaccesibles, nos encontramos con que son equiconsistentes, pues
todo cardinal fuertemente inaccesible es débilmente inaccesible y, aunque el

5En ZFC + A podria probarse la existencia de un modelo de ZFC + B, el cual contendria
un modelo de ZFC + A, luego en ZFC + A podriamos construir un modelo de ZFC + A.
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reciproco no es necesariamente cierto, todo cardinal x débilmente inaccesible
es fuertemente inaccesible”, luego ambos conceptos ocupan la misma altura
en la escala de los cardinales grandes en términos de consistencia relativa. Lo
mismo sucede con los cardinales a-débilmente inaccesibles y los a-fuertemente
inaccesibles, o los a-débilmente Mahlo y los a-fuertemente Mahlo.

En cambio, si comparamos un cardinal de Mahlo con un cardinal inaccesible,
estamos en el caso b): en ZFC + la existencia de un cardinal de Mahlo se puede
probar la consistencia (la existencia, de hecho) de un cardinal inaccesible. Por
lo tanto, los cardinales de Mahlo estdn por encima de los cardinales inaccesibles
en la escala de los cardinales grandes en cuanto a consistencia relativa.

Notemos que, por ejemplo, la existencia de dos cardinales inaccesibles es mas
fuerte en cuanto a consistencia que la existencia de uno solo, pues si existen dos
cardinales inaccesibles x < p1, entonces V), es un modelo de la existencia de un
cardinal inaccesible.

En general, tenemos el siguiente hecho fundamental:

El hecho de que un axioma A sea mds fuerte en cuanto a consistencia
que otro axioma B se traduce en que mo es posible demostrar la
consistencia de ZFC+A ni siquiera suponiendo la consistencia de
ZFC+B (salvo que ambas teorias sean contradictorias.).

Mas concretamente: hay dos formas tipicas de obtener pruebas de consis-
tencia relativas entre dos teorias. Para probar que la consistencia de ZFC+B
implica la de ZFC+A:

a) Construimos un modelo interno M de ZFC+A en ZFC+B, o bien,

b) Para cada conjunto finito I' C ZFC+A, demostramos en ZFC+B que
existe un modelo M de T" en el sentido usual de la teoria de modelos (es
decir, un modelo que sea un conjunto y no una clase propia).

En el primer caso, la demostraciéon puede formalizarse en ZFC para probar
que si N F ZFC + B (en el sentido usual de la teoria de modelos), entonces la
relativizacion a N de la definicién del modelo interno M nos da un M C N que,
con la definicién correspondiente de la relacion de pertenencia (que no tiene por
qué ser la misma que la de N) se cumple que M F ZFC + A.

En el segundo caso, la formalizaciéon del argumento nos lleva a que en ZFC
podemos probar que si N E ZFC+ B entonces a partir de IV se pueden construir
modelos Mr para todo I' C ZFC + A finito. Asi, pues, bajo el supuesto de
que existe un modelo de ZFC+B, en ZFC podemos demostrar que cualquier
subteoria finita de ZFC+A tiene un modelo, y podemos aplicar el teorema de
compacidad para concluir que existe un modelo de todo ZFC+A.

En ambos casos, la conclusion es que

Z}I;C Consis (ZFC 4+ B) — Consis (ZFC + A),
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y podriamos construir explicitamente una demostraciéon de esta implicacion par-
tiendo de la prueba de la existencia del modelo interno o de los submodelos
finitos (combinandolas con la prueba del teorema de compacidad).

Lo dicho hasta aqui vale para las dos formas usuales de probar la consisten-
cia de una teoria ZFC+A a partir de otra ZFC+ B, pero cualquier otra forma
“inusual” de hacerlo, si es constructiva, se podria formalizar en ZFC y nos lle-
varia a la misma implicacién final.

A partir de esta implicacién, concluimos inmediatamente que

F Consis (ZFC + A),
ZFC+A

luego por el teorema de incompletitud ZFC+A es contradictorio, y como la
prueba de este teorema es constructiva, podriamos encontrar la prueba explicita
de una contradiccion en (una subteoria finita de) ZEC+A.

Finalmente, si hemos partido de la construcciéon de un modelo interno en
ZFC+B, podriamos relativizar al modelo la prueba de dicha contradiccién, lo
que nos daria una contradiccién en ZFC+B. Si hemos partido de la posibilidad
de construir en ZFC+B modelos de subteorias finitas arbitrarias de ZFC-+A,
considerando el de la que permite probar la contradiccion llegariamos igual-
mente a probar una contradiccién en ZFC+B. Y si hemos partido de cualquier
otra forma constructiva de probar la consistencia de ZFC+A a partir de la de
ZFC+B, al tener una prueba de una contradiccién en ZFC+A, el argumento
nos tendria que llevar a la prueba de una contradiccion en ZFC+B.

En cualquier caso concluimos que ambas teorfas serian contradictorias.

Asi pues, cuando més alto esta un axioma de cardinales grandes en la escala
de consistencia de los cardinales grandes, mas lejos estamos de poder demostrar
su consistencia.

La escala de los cardinales grandes El esquema de la pagina xxii muestra
los axiomas de cardinales grandes que vamos a considerar en este libro hasta los
cardinales medibles, y en la pagina siguiente estan los posteriores a éstos.

Cada axioma implica en ZFC la consistencia de los que tiene por debajo.
Una flecha A — B significa que la existencia de A implica la existencia de
B (por ejemplo, la existencia de s (w;) implica la existencia de zf. Una flecha
A% B indica una implicacion logica usual: “todo A es B”. Por ejemplo todo
cardinal de Mahlo es inaccesible. Una flecha A =% B indica que la existencia de
A implica la existencia de infinitos B menores. Por ejemplo, si existe x(w) hay
infinitos cardinales inefables menores (pero no es cierto que x(w) sea inefable).
Por ultimo, una doble raya = conecta dos conceptos equivalentes.

Por razones de espacio faltan en la segunda tabla los axiomas (en vertical)

0 — 11 =12 =25 13.
L L L
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En la primera tabla podriamos haber incluido también (en horizontal) las
implicaciones

medible T) R-medible T) débilmente medible.

Observamos, por ejemplo, que los cardinales débilmente compactos, que apa-
recen en la escala por encima de los cardinales de Mahlo, en realidad son hiper-
Mahlo, hiper?-Mahlo, etc. (véase el teorema 2.2 y el ejercicio posterior, que el
lector puede generalizar ad nauseam).

También es destacable que, aunque los cardinales débilmente medibles no
tienen en si mismos muchas propiedades de cardinales grandes (so6lo tienen por
debajo la jerarquia débil de Mahlo), en cuanto a consistencia se encuentran en
una posiciéon muy alta, es decir, implican la consistencia de un buen trecho de
la escala de los cardinales grandes.

Cardinales grandes en pruebas de consistencia Como ya hemos indi-
cado, todos los cardinales que vamos a estudiar en este libro, junto con todos
los objetos matematicos derivados de ellos, tienen la propiedad comin de que
no puede demostrarse que existan. Por lo tanto, es razonable preguntarse qué
interés tiene estudiar algo que tal vez no exista.

En realidad, “que tal vez no exista” es capcioso. No es posible demostrar
que existen cardinales inaccesibles, de Mahlo, etc., ni siquiera es posible de-
mostrar que sea consistente que exista un cardinal de Mahlo suponiendo que
es consistente que exista un cardinal inaccesible (o infinitos de ellos), pero si es
consistente que exista un cardinal de Mahlo, entonces no tiene sentido plantearse
si existen o no existen, sino més bien la situacién es que hay modelos de ZFC en
los que existen y modelos en los que no existen o, en términos puramente sintac-
ticos, que podemos tomar como axioma adicional tanto su existencia como su no
existencia, por lo que estudiar las consecuencias de su existencia es desarrollar
una teoria axiomética como otra cualquiera.

Pero aparte de que el estudio de los cardinales grandes es una teoria matemé-
tica de interés en si misma, sucede que los axiomas de existencia de cardinales
grandes son un ingrediente imprescindible de muchas pruebas de consistencia.
Ya hemos visto algin ejemplo: en [PC 5.53] construimos un modelo de ZFC en
el que no existen arboles de Kurepa, con lo cual demostramos que la existencia
de tales arboles no es demostrable en ZFC, pero el modelo se obtiene mediante
una extensién genérica que parte de un modelo en el que existe un cardinal
inaccesible. Por lo tanto, lo que hemos probado realmente es que si ZFC +
“existe un cardinal inaccesible” es consistente, entonces también lo es ZFC +
“no existen arboles de Kurepa”.

La hipotesis sobre el cardinal inaccesible no puede eliminarse, pues, segin el
teorema [PC 3.41], en ZFC + “no existen arboles de Kurepa” puede demostrarse
la consistencia de ZFC + “existe un cardinal inaccesible”.

En general, si una determinada sentencia K permite construir en ZFC un
modelo de un axioma A de cardinales grandes (en cualquiera de los dos sentidos
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usuales, un modelo interno, o bien un modelo de cualquier subteoria finita de
ZFC+A), razonando como antes concluimos que

ZIF—C Consis(ZFC + K) — Consis(ZFC + A),

y entonces, por el mismo razonamiento que hemos empleado al hablar de la
comparaciéon de cardinales grandes, no es posible construir en ZFC un modelo
de ZFC + K sin suponer al menos un axioma tan fuerte como A en cuanto a
consistencia (salvo que ambas teorias sean contradictorias).

En resumen, la mejor respuesta que podemos dar a la conjetura de que no
es posible demostrar la existencia de drboles de Kurepa es la que hemos dado,
es decir, que no es posible a menos que la existencia de un cardinal inaccesible
sea contradictoria. En otras palabras, lo méaximo que podemos hacer es reducir
la consistencia de que no existan arboles de Kurepa a la consistencia de que
existan cardinales inaccesibles.

Similarmente, veremos que la no existencia de Ny-arboles de Aronszajn es
equiconsistente con la existencia de un cardinal débilmente compacto, mientras
que, aunque no lo probaremos aqui, la existencia de una extension de la medida
de Lebesgue a todos los subconjuntos de R™ es equiconsistente con la existencia
de un cardinal débilmente medible, o también con la existencia de un cardinal
medible.

La idea es que los axiomas de cardinales grandes son axiomas cuya consis-
tencia es “plausible”, en el sentido de que el hecho de que ésta no pueda probarse
se debe tnicamente a que implican la existencia de modelos de ZFC o de otras
teorias mas fuertes (como la existencia de un cardinal (fuertemente) de Mahlo &,
que permite construir un modelo V,, de ZFC mas la existencia de una clase pro-
pia de cardinales inaccesibles), mientras que la consistencia de una sentencia
como la no existencia de arboles de Kurepa no es plausible a priori, puesto que
nada nos indica que alguien no pueda aparecer un dia con una construccién en
ZFC de un arbol de Kurepa igual que puede construirse, por ejemplo, un arbol
de Aronszajn.

Asi, el teorema [PC 5.53] nos reduce una consistencia “dudosa’ a una consis-
tencia “plausible”. La plausibilidad de la consistencia de los axiomas de existen-
cia de cardinales grandes se basa en que dan lugar a teorias que describen una
estructura coherente de la clase universal que han sido estudiadas a fondo sin dar
lugar al menor indicio que apunte a una posible contradiccion. Nadie afirmaria
con rotundidad que no es posible construir un arbol de Kurepa sin conocer la
prueba de [PC 5.53], mientras que ningin experto en teoria de conjuntos recela
de la consistencia de los axiomas de existencia de cardinales grandes.

Mas precisamente, si alguien introduce una nueva definiciéon de un cardinal
grande, en la medida en que su consistencia pueda ser demostrada a partir de
la consistencia de otros cardinales grandes conocidos (de modo que el nuevo
cardinal ocupa una posicién intermedia en la escala de consistencia) entonces
nadie duda en la préctica de que dicha consistencia es cierta. Otra cosa seria
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un cardinal que tuviera que situarse en lo alto de la escala de consistencia,
es decir, que implicara la consistencia de todos los demas cardinales grandes
conocidos. Eso ya serfa mas polémico, porque es plausible que a base de pedir
cada vez condiciones mas y més fuertes se termine llegando a una condicién
contradictoria, aunque no sea evidente que lo sea.

Esto ha sucedido con los axiomas 10, I1, 12 e I3, que son los axiomas mas
fuertes considerados hasta ahora. Durante un tiempo se recelo de su consisten-
cia, pero su “buen comportamiento” desde que fueron formulados hace que hoy
en dia estén practicamente aceptados como “plausibles”.

Entre las pruebas de consistencia mas notables que presentaremos en este
libro y que requieren como hipétesis la consistencia de un cardinal grande cabe
destacar la negacién de la hipotesis de los cardinales singulares. Mas precisa-
mente, demostraremos (teorema 11.23) que es consistente que se incumpla en
N, concretamente con la determinacién siguiente de la funcién del continuo:

Mo =Ry, 2N =Ry, M =Ny, e 2N =R

La consistencia de este resultado no puede probarse sin suponer un axioma
ligeramente més fuerte que la consistencia de un cardinal medible.
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Cardinales grandes hasta los cardinales medibles Cada axioma de exis-
tencia implica la consistencia de los axiomas situados por debajo (véase pag. xviii).
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Cardinales grandes por encima de los cardinales medibles Cada axioma
de existencia implica la consistencia de los axiomas situados por debajo.
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Capitulo 1

Ultrapotencias

Dedicamos el primer capitulo a desarrollar con detalle una de las herra-
mientas principales en el estudio de los cardinales grandes. Se trata de una
adaptacion de la construccion de ultraproductos en teoria de modelos (véase
[TC, seccion 10.4]). La “adaptacion” consiste en dos alteraciones sustanciales:
en primer lugar, definiremos ultrapotencias de modelos transitivos M que no
sean necesariamente conjuntos, es decir, que no son modelos en el sentido de la
teoria de modelos, y en segundo lugar, en vez de partir de un ultrafiltro U en
un conjunto I arbitrario (es decir, en el algebra PI), partiremos de un conjunto
I € M y de un ultrafiltro en el algebra PMT =PI N M.

En principio, la construccion nos dara un modelo Ulty; (M) que no sera un
modelo natural, en el sentido de que la relaciéon de pertenencia se interpreta
como una relacion distinta de la pertenencia “real”. Sin embargo, considera-
remos Unicamente ultrapotencias bien fundadas, que pueden identificarse con
su colapso transitivo Ulty (M). El interés principal de esta construccion con-
siste en que nos proporciona una inmersion elemental ¢ : M — Ulty (M) con
caracteristicas que podremos “controlar bien” a partir de M y U.

Ya conocemos el concepto de modelo interno de ZFC (un modelo transitivo
que sea una clase propia), pero no tenemos definido el concepto de inmersion
elemental entre modelos internos, asi que dedicamos la primera seccién a intro-
ducirlo y estudiarlo.

1.1 Inmersiones elementales

Sabemos que si M es una clase propia, no podemos decir que sea un modelo
en el sentido de la teoria de modelos porque no es posible definir en ZFC la
relacion de satisfaccion M E ¢lxq,...,x,], donde ¢ € Form(£) es una formula
de un cierto lenguaje formal. No obstante, podemos escribir M E ¢[z1, ..., zy]
si entendemos que ¢(z1,...,z,) es una formula metamatematica y que tal ex-
presién equivale a la relativizacion ¢™ (z1,...,2,), 0 oME(zy,...,2,) si M no
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es un modelo natural, sino que la pertenencia en M se interpreta mediante la
relaciéon R C M x M.

Por consiguiente, no es posible definir el concepto de inmersién elemental
entre modelos que sean clases propias en el mismo sentido en que se define en
teoria de modelos, es decir, por medio de la relaciéon de satisfaccion. En su
lugar, el concepto de inmersién elemental entre clases propias debe entenderse
también en el sentido metamatematico determinado por la definicién siguiente:

Definicion 1.1 Sean M y N dos clases transitivas. Diremos que una aplicacion
j: M — N esuna inmersion elemental si para toda formula (metamateméatica)
d(x1,...,x,) se cumple

/\131 Iy € M(¢ZVI($1’ oo 7xn) A (bN(j(xl)v s 7-7(x")))

Aqui es crucial entender que “j : M — N es una inmersién elemental” no
se corresponde con ninguna férmula de ZFC, al igual que sucede con “M es un
modelo de ZFC”. Los teoremas que contienen estas palabras han de entenderse
como esquemas teoreméaticos. Asi, si“j : M — N es una inmersion elemental”
aparece en la hipotesis de un teorema habré que entender que la tesis se cumple
siempre que la definicién anterior se cumpla para una cantidad finita suficien-
temente grande de férmulas; por el contrario, si “j : M — N es una inmersion
elemental” aparece en la tesis de un teorema, habra que entender que es posible
demostrar la relacion de la definiciéon anterior para cualquier formula prefijada;
un teorema de tipo “si j : M — N es una inmersion elemental. . .entonces
3’ M' — N’ es una inmersién elemental” tendra que entenderse como que
para toda coleccion finita E de formulas, existe una coleccion finita A de modo
que si j cumple la definicion de inmersion elemental para las formulas de A
entonces j’ la cumple para las formulas de E. Similarmente habra que entender
los enunciados donde se mezclen afirmaciones de tipo “j : M — N es una
inmersion elemental” con afirmaciones de tipo “M’ es un modelo de ZFC”.

Mas atn, si el dominio M de una inmersién j es una clase propia, enton-
ces j también lo seré, luego las afirmaciones sobre inmersiones elementales entre
clases propias solo tendran sentido en ZFC en la medida en que se refieran a
aplicaciones definidas por férmulas concretas del lenguaje £ de la teoria de
conjuntos.

Con estas precisiones, cuando en el resto de esta secciéon hablemos de una
inmersion elemental j : M — N entre modelos transitivos de ZFC—AP, lo
dicho se podra aplicar indistintamente a inmersiones en el sentido de la teoria
de modelos (entre conjuntos) o bien en el sentido metamateméatico que acabamos
de explicar.!

1 Aqui vamos a considerar tinicamente inmersiones entre clases transitivas, tal y como hemos
exigido en la definicién, pero igualmente podemos definir el concepto de inmersién elemental
si consideramos la clase N como modelo del lenguaje de ZFC con una relacién arbitraria
R C N x N, sin mas que cambiar ¢~ por ¢ . Por supuesto, también podriamos considerar
que M no es un modelo natural, pero ese contexto no nos lo vamos a encontrar en ningin
momento en este libro.
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En primer lugar, es inmediato que j es inyectiva, por la propia definicion de
inmersion elemental aplicada a la formula x = y.

Maés en general, si M (y por lo tanto N) es un modelo de ZFC (o ZFC—AP,
etc.) entonces j conserva todas las operaciones conjuntistas que son absolutas
para modelos transitivos de ZFC (o ZFC—AP, etc.). Por ejemplo:

z=anyo (z=any™ < () =4@) Niw)Y « i) =j(=)Ny),

luego j(z Ny) = j(z) N j(y). Del mismo modo j({z,y}) = {j(x),j(y)}, etc.
Igualmente j transforma conjuntos finitos en conjuntos finitos, ordinales en or-
dinales, etc.

En particular jlom @ QM — OV conserva el orden. Esto implica a su
vez que Na € QM a < j(a), pues si existiera un a € QM tal que j(a) < a,
podriamos tomar el minimo posible, pero entonces por transitividad tendriamos
que j(a) € QM pero j(j(a)) < j(a) < «, contradiccion.

Una inmersion elemental se dice trivial si fija a todos los elementos de su
dominio. El teorema siguiente muestra que esto equivale a que fije a todos los
ordinales:

Teorema 1.2 Sea j: M — N una inmersion elemental entre modelos transi-
tivos de ZFC—AP.

a) Sij fija a todos los ordinales de Q™ , entonces j fija a todos los elementos
de M.

b) En caso contrario, si k € M es el menor ordinal no fijado, entonces k es
un cardinal regular no numerable en M.

DEMOSTRACION: a) Veamos que j fija a todos los elementos de M por
induccién sobre el rango, es decir, suponemos que Au € z j(u) = u y vamos a
probar que j(z) = x.

En efecto, sea pu = y sea f : u — x biyectiva tal que f € M. Entonces
J(f) :+ u — j(x) biyectiva, pero si @« < puy u = f(a), entonces también
Fla) = u = j(w) = j(f)(@), luego j(f) = f, luego j(z) = .

M

™

b) Si k no es un cardinal™, sea p = < K. Sea f : pu —> Kk biyectiva,
f € M. Entonces j(f) : p — j(k) biyectiva, pero si a < py f(a) = 5,
entonces también j(f)(«a) = 3, luego llegamos a que j(f) = fy & = j(k),
contradiccion.

Llegamos a la misma contradiccion si suponemos que v < k 'y que f es cofinal,
por lo que, de hecho, « es regular™. Obviamente j(w) = w, luego kK > w. =

Definiciéon 1.3 Si j : M — N es una inmersion elemental no trivial (es de-
cir, distinta de la identidad) entre modelos transitivos de ZFC—AP, llamaremos
punto critico de j al menor ordinal x € QM tal que j(k) # &, lo cual es equiva-
lente a x < j(k).
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Nota Conviene observar que una inmersion elemental j : M — N entre mo-
delos transitivos de ZFC—AP (o ZFC) puede ser trivial sin que necesariamente
M = N.

Por ejemplo, si k es un cardinal regular no numerable, L, F ZFC—AP y
existen infinitos A\ < k tales que L) < V,;, de modo que la inclusion j : Ly — Ly
es una inmersion elemental trivial. Si k es inaccesible los modelos cumplen ZFC.

Por otra parte, también es facil construir inmersiones elementales no trivia-
les. Por ejemplo, si N = N({w1}) < Lu,, M es el colapso transitivo de N y
j: M — L, esla inversa de la funcién colapsante, entonces es claro que
se trata de una inmersion elemental y existe un o« € M (que serd numerable,
porque M lo es) tal que j(a) = wy, luego no es trivial. "

Acabamos de ver que el punto critico x de una inmersion elemental no tri-
vial j : M — N entre modelos transitivos de ZFC es un cardinal regular no
numerable en M. Ahora veremos que si M y N “se parecen” suficientemente, en-
tonces el punto critico es un cardinal grande en M, y en los capitulos siguientes
iremos viendo que es més grande cuando mas se parezcan M y N. De momento
observamos el caso mas simple:

Teorema 1.4 Si k es el punto critico de una inmersion elemental no trivial
j: M — N entre modelos transitivos de ZFC y Ay < k PMp = PN, entonces
K es inaccesible™ y Nv € VM j(z) = .

DEMOSTRACION: Supongamos que existe u < k'y f : & — PMy inyectiva
tal que f € M. Entonces j(f) : j(k) — PN inyectiva, luego podemos consi-
derar el conjunto A = j(f)(k) € PNy = PMpu. Entonces A = j(A) Npu = j(A),
puesa € A a=jla)€jld)Nu

Por lo tanto (Va < j(k) | 7(4) = j(f)(a))Y, y como j es elemental también
se cumple que Vo < k A = f(a), pero entonces, si A = f(a), tenemos que
j(A)=A=j(f)(a) =34(f)(k), en contradiccion con la inyectividad de j(f).

Veamos la segunda parte por €-induccién, es decir, tomamos x € VRM , Su-
ponemos que A\u € = j(u) = u y tenemos que probar que j(x) = z. Como & es
inaccesible™ | tenemos que |z|M < &, luego existe u < ky f : 4 — x biyectiva.
A partir de aqui vale igualmente el argumento del teorema 1.2. L]

Observemos que si u < k la condicion pM wC PN 1 se cumple siempre, pues
si x € PMy entonces x = j(z) N € N. Una condicién suficiente para que se
cumpla la igualdad para todo p < k es que PMr = PNk, lo que a su vez sucede
trivialmente si N C M, en particular si M = V.

Terminamos con una ultima propiedad de interés sobre las inmersiones ele-
mentales entre modelos de ZFC:

Teorema 1.5 Si j : M — N es una aplicacion entre modelos transitivos de
ZF tales que QM = QN y cumple la definicion de inmersion elemental para
formulas X1, entonces es una inmersion elemental.
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DEMOSTRACION: Veamos inductivamente que j cumple la definicion de in-
mersion elemental para formulas 3,,. Como toda férmula es equivalente en ZF
a una formula ¥,,, para algin n, esto implica que j es elemental.

Supongamos, pues, que j es Y,-elemental y consideremos una férmula de
clase ¥,41, es decir, ¢(z1,...,2,) = Vaip(z,21,...,2,), donde ¥ es de clase
I1,. (Notemos que si j es ¥, -elemental, trivialmente es II,,-elemental.)

Sizy,...,x, € M ysecumple M E ¢[xq,...,x,], entonces existe un x € M
tal que M E ¢[x,x1,...,2,], luego por hipotesis de induccion se cumple que
NEY[j(x),j(xz1),...,J(xn)], luego N E ¢[j(x1),...,5(zn)]-

La parte no trivial es la implicacién opuesta. Si N E ¢[j(x1),...,7(xn)],
existe un z € N tal que N E ¢[z,j(x1),...,5(zn)]. Como jlom es creciente,
cumple que Ao € QM o < j(a), luego existe un a € QM tal que z € Vj](va).

Ahora usamos que la férmula y = V, es? II;, junto con la hipotesis de que j
es al menos Xj-elemental, lo que nos da que j(VM) = Vj](va).

La formula x(y,z1,...,7,) = Vo € y(x,21,...,2,) es II,, y, si llamamos
y = VM tenemos N E x[j(y),7(x1),--.,j(xs)], luego por hipétesis de induccion
M E xly,x1,...,2s], lo cual implica M E ¢[z1,...,zp]. ]

1.2 Ultrapotencias de modelos transitivos

Veamos ahora como construir una ultrapotencia de un modelo transitivo M
de ZFC—AP en las condiciones indicadas al principio del capitulo. Notemos que
si I € M, podemos hablar del conjunto PM I = PIN M incluso si M no satisface
el axioma de partes. Para construir una ultrapotencia a partir de un ultrafiltro
en PMT (al cual pueden no pertenecer muchos subconjuntos de I) necesitamos
trabajar exclusivamente con funciones en M, con lo que podremos asegurar que
los subconjuntos de I que requiere la construccion estén en PM1.

Definicion 1.6 Sea M un modelo transitivo de ZFC—AP, sea I €¢ M y U
un ultrafiltro en PMI. Sea M la clase de todas las funciones f : I — M.
Definimos en M’ N M la relaciéon de equivalencia dada por

f=vge{iel|fi)=9()} el
Notemos que el conjunto estd en M porque estamos exigiendo que f, g € M.

Ante la posibilidad de que M sea una clase propia necesitamos considerar
clases de equivalencia restringidas en el sentido siguiente:

Para cada f € M! N M llamaremos [f]* al conjunto de todas las funciones
g € M tales que ¢ =y f que tengan el rango minimo posible. Asi, si «
es el minimo ordinal para el que existe una funciéon de rango « relacionada
con f, tenemos que [f]* C Vi1, luego [f]* es un conjunto. No se cumple

2En efecto, y = Vi, < /\x(m cy+ VBearangs = B), y la féormula tras Nz es Ay (véase
[PC] seccién 1.3).
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necesariamente que f € [f]*, pero lo que si es cierto es que, si f, g € Mf N M,
entonces [f|* =[g]* & f =v ¢-

Definimos Ulty;(M) = {[f]* | f € M N M}. Sobre esta clase definimos la
relacién R dada por

[P RgI" < {iel|f(i)egli)} €U.

Se comprueba inmediatamente que R esté bien definida, en el sentido de que si
f=v f'yg=uv g, entonces se cumple que {i € I | f(i) € g(i)} € U si y solo si
{iel|f(i)ed@@)}el.

Para cada conjunto a € M, sea ¢, : I — M la funcién constante® ¢, (i) = a.
Definimos j;; : M — Ulty; (M) mediante jj;(a) = [cq]*

En lo sucesivo consideraremos a Ult];(M) como modelo del lenguaje de la
teoria de conjuntos en el que el relator € se interpreta como la relacion R. La
prueba del teorema fundamental de los ultraproductos [TC 10.31] se adapta
para demostrar la version siguiente:

Teorema 1.7 Sea M un modelo transitivo de ZFC—AP, sea I € M y U un
ultrafiltro en PMI. Si ¢(x1,...,2,) es una formula del lenguage de la teoria de
conjuntos y fi,..., fn € MT N M, entonces

¢U1tE(M)R([f1]*a"'a[fn}*) < {7’ € I | d)M(fl(l)”f"(Z))} € U

Asi mismo, st ai,...,a, € M, se cumple

oM (ar,... an) & @MV E(GE (1), (an).

En particular, si ¢ es una sentencia se cumple ¢™M < VT E  por lo que
(Ult; (M), R) es un modelo de ZEFC—AP (o, en general, de los mismos axiomas
que cumpla M).

DEMOSTRACION: Aunque basta adaptar trivialmente la prueba del teorema
[TC 10.31], como estamos considerando formulas metamateméticas, tiene in-
terés comprobar que el resultado es cierto también para férmulas con descrip-
tores. Para ello consideramos una sucesion 61, ...,0, de expresiones cerrada
para subexpresiones, es decir, tal que cada expresion esté construida a partir
de expresiones anteriores. Probaremos por induccién sobre k que si 05 es una
férmula entonces cumple el enunciado y si es un términoy fi,..., fn € MINM,
entonces

R AR TAIESF]
donde g : I — M viene dada por g(i) = M (f1(), ..., fn(i)).

Por simplicidad abreviaremos §Utv (V) B 5 g*,

3 Aqui usamos nuevamente que M es un modelo de ZFC—AP, pues necesitamos que ¢, € M.
En lo sucesivo no haremos mas aclaraciones de este tipo, pero el lector debe comprobar que
s6lo usamos que M cumple ZFC—AP.
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Si 0 = x1 tenemos que g = f1, luego el resultado es trivial.
Si 0, =ty € tg, tenemos que
ti([flL R [fn]) = [91]7 t;([flL ) [fn]) = [92],

donde ¢, y g2 estan determinados por la hipotesis de induccién. Asi,
Ok([fils - [fnl) & 1] Rlge] 0 {i € T g1(i) € g2(0)} €U
i e L[ (fi1(0),- . fu@) € 637 (1(0), ., fulD)} €U
S {i eI (f1(i),.., (i)} € U.
El caso 6, = t; = t5 es similar, usando la definiciéon de =;.
Si 0, = —a, por hipotesis de induccién tenemos que

a*([fl]»ﬂ[fn]) < {7’ el | aM(fl(Z)vﬂfn(Z))} eU

y, como U es un ultrafiltro,

—a*([fa],-- o [fal) € IN{i € T @™ (f1(0),..., fal))} € UL

pero esto equivale a

—a*([fu], - [fal) & i € | =a™ (f1(0), ... fu(D)} € U

que es lo que habia que probar.

Si 0 = a — [ probaremos la coimplicaciéon de las negaciones:

(= B)([fal - [fn]) < o ([fa], - ) A2BY (UL [])-

Usando la hipétesis de induccion y el caso anterior esto equivale a
{ie I a™(fi(0),.... fa@)} €UN{E €T 2BY(f1(0), ... fn(i)} €U
e{iel | (@ A=B")(fi(i),.... ()} €U
e{iel|~(a—= B (h(0). ... f(D)} €U.
Usando que U es un ultrafiltro, esto equivale a que
{ie IO (f10),... fui)} £ U,
que es lo que teniamos que probar.

Si ), = Aza probaremos también la coimplicacion de las negaciones:

05 (i), [fa]) & V€ ME O M=o ([f], [fi), - [fa))-

Usando la hipotesis de induccién y el caso —~a ya probado, esto equivale a

VieMInM {iel|-a™(f@G),fi(i),...,f.(i)} €U. (1.1)
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Falta probar que esto equivale a

{iel|VeeM-aMx, fi(i),..., f.(i)} € U. (1.2)

En efecto, si existe f segin (1.1) es claro que el conjunto que esta en U segn
(1.1) esta contenido en el conjunto que ha de estar en U segtn (1.2), luego se
cumple (1.2). Reciprocamente, si se cumple (1.2), usando el axioma de eleccion
en M, obtenemos f € M N M de modo que para cada i en el conjunto indicado
f(i) € M cumple o™ (f(i), f1(i),..., fn(i)), y si i no esta en el conjunto dado
por (1.2) entonces f(i) es cualquier elemento de M. Es claro que f cumple
(1.1).

Si 0, = z|a, sea g(i) = 0 (f1(i),. .., fa(i)). Por hipétesis de induccion

Vaz e Na*(z,[fil,....[fa]) @ {i €I | Vo e M o™ (, f1(i), ..., fn(i)} € U.

Llamemos X al conjunto de la derecha. Si se da la unicidad, entonces X € U
y hemos de probar que [g] es el inico elemento de M que cumple o*. Ahora bien,
por la unicidad basta ver que o*([g], [f1],- .-, [fx]) ¥ por hipotesis de induccion
esto sucede si y solo si

{i e T1a™(g(), i(a),--, fn(D))} € U,
y X est& contenido en este conjunto.

Si no se da la unicidad, entonces I \ X € U y para cada i € I \ X tenemos
que g(i) = @ = cg(i), luego [g] = ji; (@) = d = O ([f1], .-, [fx])-
El resto del teorema es consecuencia inmediata de la primera parte. =

Tenemos, pues, que la clase Ult;(M) es un modelo de ZFC—AP (o de
todo ZFC, si M lo es) y que Observemos que jy : M — Ult;;(M) es una
inmersion elemental, pero la ultrapotencia no es un modelo natural. Para que
admita un colapso transitivo ha de cumplir dos condiciones (aparte de la ex-
tensionalidad de R, que la tenemos garantizada porque la ultrapotencia cumple
el axioma de extensionalidad): una es que la relacién R esté bien fundada en
Ult;;(M), y la otra es que sea conjuntista, es decir, que la extension de cada
elemento de Ultf; (M) sea un conjunto. Esta segunda condicion se cumple siem-
pre:

Teorema 1.8 Sea M un modelo transitivo de ZFC—AP, sea I € M y U un
ultrafiltro en PMI. Entonces, para cada f € M N M, la clase

{z € Ulty;(M) | = R[f]"}
es un conjunto.

DEMOSTRACION: Llamemos A a la clase del enunciado. Todo =z € A es de
la forma 2 = [g]*, con g € M N M. Como [g]* R[f]*, se cumple que

{iel|g(i)e f(i)}eU.
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Sea ¢’ € M dada por

1o Jg(i) sig(i) e f(i),
W‘{o i g(i) & £(0).

Claramente ¢’ € M y [¢']* = [g]*. Ademas, \i € Irangg’(i) < rang f(i), de
donde se sigue que rang ¢’ < rang f. Si llamamos o = rang f, como la clase [g]*
sOlo contiene a las funciones de rango minimo relacionadas con f, resulta que
[¢']* C Vi1, luego la clase del enunciado cumple A C V,, 42, lo que prueba que
es un conjunto. m

Asi pues, la tnica condicién que hay que probar para colapsar una ultrapo-
tencia Ult;; (M) es que esté bien fundada:

Definicion 1.9 Sea M un modelo transitivo de ZFC—AP, sea I € M y U un
ultrafiltro en PM1. Si la relacién R en Ult];(M) estd bien fundada, defini-
mos la ultrapotencia Ulty (M) como el colapso transitivo de (Ulty; (M), R), que
es un modelo transitivo de ZFC—AP (o de ZFC, o de todos los axiomas que
verifique M).

Si f € MT N M, representaremos por [f] a la imagen de la clase [f]* por el
colapso transitivo, de modo que

Ulty (M) = {[f] | f € M' n M}
y se cumple la relacion fundamental:

¢UltU(M)([f1]’ el [fn]) o {’L cl ‘ ¢M(f1(i), .. ,fn(Z))} e U.

Asi mismo, llamaremos jy : M — Ulty (M) a la composicion de jf; con el
colapso transitivo, de modo que jy(a) = [cq], que es una inmersion elemental
entre clases transitivas. Hay un caso obvio en el que se trata de la inmersiéon
trivial:

Teorema 1.10 Sea M un modelo transitivo de ZFC—AP, sea I € M, seaig € 1
y sea U ={X € PM[|ig € I} el ultrafiltro principal generado por ig. Entonces
Jt M — Ult;; (M) es biyectiva, con lo que la ultrapotencia estd bien fundada,
Ulty(M) =M y ju : M — Ulty (M) es la identidad.

DEMOSTRACION: Basta observar que, para toda funcion f € M! N M, se
cumple que [f]* = j};(f(i0)). En efecto, esto equivale a que

{ie ]| f()= 1)} €U,

lo cual es cierto. Esto implica que la ultrapotencia esté bien fundada (pues una

sucesion decreciente respecto de R se corresponderia a través de j; con una

sucesion decreciente respecto de la pertenencia) y ji es una biyecciéon entre dos

clases transitivas que conserva la relacién de pertenencia, luego por la unicidad

del colapso transitivo tiene que ser la identidad, y en particular Ulty (M) = M.
|

Vamos a probar que es el tnico caso trivial, para lo cual necesitamos el
concepto siguiente:
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Definicion 1.11 Sea M un modelo transitivo de ZFC—AP, sea I € M un
conjunto infinito y F un filtro en PMI. Si k es un cardinal™, entonces diremos
que F es k-completo sobre M si para toda familia {Xs5}s<o € M de elementos

de F con a < & se cumple que [ X5 € F.
o<a

Observemos que si M = V entonces la k-completitud sobre M es simple-
mente la k-completitud en el sentido introducido en [TC 6.10].

En general, si U es un ultrafiltro principal en PM I, entonces es s-completo
para todo cardinal™. Por el contrario, si U no es principal, entonces no puede
ser (|I|7)™-completo sobre M, pues {I\{i}};cr € M incumple la definicién. Por
lo tanto, podemos considerar el minimo cardinal® u tal que U no es p-completo
sobre M, que trivialmente no puede ser un cardinal limite (ni finito), luego es de
la forma p = k%, para cierto cardinal infinito k. Consecuentemente, podemos
hablar del mayor cardinal™  tal que U es k-completo sobre M.

Conviene dar la caracterizacion siguiente de la k-completitud:

Teorema 1.12 Sea M un modelo transitivo de ZEC—AP, sea I € M, sea U
un ultrafiltro en PM I y sea k un cardinal™ infinito. Entonces U es k-completo
sobre M si y solo si no existe ninguna particion {Zy}a<p € M de I en B < k
conjuntos que no estan en U.

DEMOSTRACION: Si existe una particiéon {Z, }o<p € M, entonces la familia
{I\ Zy}a<p € M esta formada por elementos de U y su interseccién es vacia,
luego U no es k-completo sobre M.

Reciprocamente, si U no es k-completo sobre M existe {X,}a<g € M con
B < k de modo que cada X, € U pero la intersecciéon no esta en U. Cambiando
Xo por Xo\ [N X, se sigue cumpliendo que Xy € U y ahora la interseccion es
vacia. a<p

Sea Yy, = I\ Xq, de modo que {Yy}a<p € M es una familia de conjuntos
que no estan en U y su unién es I. Finalmente, si definimos

Za :Ya\ U }/57
o<a

se sigue cumpliendo que {Zy }o<p € M es una familia de conjuntos que no estan
en U, pero ahora es una particion de 1. [

Ahora ya podemos probar que los ultrafiltros no principales definen ultra-
potencias no triviales (supuesto que estén bien fundadas):

Teorema 1.13 Sea M un modelo transitivo de ZFC—AP, sea I € M y sea U un
ultrafiltro no principal en PMI que defina una ultrapotencia bien fundada y sea
& el mayor cardinal™ tal que U es k-completo sobre M. Entonces la inmersion
elemental jy : M — Ulty (M) no es trivial y su punto critico es k.
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DEMOSTRACION: Veamos por inducciéon sobre a < k que jy(a) = a. Si
es cierto para todo § < a y [f] € ju(a), con f € M! N M, entonces tenemos
que X ={i €] f(i) €a} €eU. Sea X5 ={i € I| f(i) = §}. Claramente

{Xs5}s<ca € My |J X5 =X. Siningin Xs € U, entonces la k-completitud de
<a
U nos darfa que T\ X € U, luego tiene que existir un § < « tal que X5 € U, lo

que se traduce en que [f] = jy(d) =6 € a.

Esto prueba que jy(a) < a y la otra desigualdad se cumple siempre. Ahora
falta probar que x < jy(k). Para ello usamos que U no es (x+)M-completo
sobre M, luego por 1.12 existe una particion {Zs}s<, € M de I en conjuntos
que no estan en U. Definimos d € M' N M como la tnica aplicacién que cumple
d(i) =0 i€ Zs. Asi[d] € Ulty (M) y

{iel|di)ec,(i)}=1€U,
luego [d] < ju(k), y si a < K, entonces

liellacd} =1\ U Z= N(U\Z) €U,

<a

Por lo tanto o = jy(a) = [ca] € [d]. En definitiva, k < [d] < ju(k). Esto
prueba que & es el punto critico de ji. m

Una condicién suficiente que garantiza que la ultrapotencia esta bien fundada
es la siguiente:

Teorema 1.14 Sea M un modelo transitivo de ZEC—AP, sea I € M y sea U
un ultrafiltro no principal en PMI tal que la interseccion de cualquier familia
numerable de elementos de U (no necesariamente en M ) sea no vacia. Entonces
la ultrapotencia Ult;, (M) estd bien fundada.

DEMOSTRACION: En caso contrario existe una sucesion { fy, }ne, de funcio-
nes f, € M* N M tales que A\n € w [fni1]* R[f.]*, es decir, que para todo
new,

An={b € k| fn11(0) € fu(d)} € U.

Por hipotesis existe un 6 € [ A,, lo cual nos da una contradiccion, pues
new

tendriamos entonces que An € w f,11(8) € fu(0). "

1.3 Ultrafiltros normales

El trabajo con ultrapotencias se simplifica considerablemente si imponemos
al ultrafiltro cierta condicién que vamos a estudiar ahora.

Observemos que si M es un modelo transitivo de ZEFC—AP, « es un cardinal™
y U es un ultrafiltro en PMx no principal y x-completo sobre M, entonces &
es necesariamente el mayor cardinal tal que U es k-completo. La parte final de
la prueba del teorema 1.13 es especialmente simple, pues la particion {Z, }a<x
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puede reducirse a Z, = {a}, con lo que la aplicaciéon d : Kk — & se reduce a la
identidad en . Dicha prueba muestra que k < [d] < jy (k).

La propiedad que vamos a estudiar equivale a que k = [d], lo cual es im-
portante porque nos da una representaciéon explicita de x como elemento de la
ultrapotencia que no es trivial en absoluto. Conviene enunciar una propiedad
al respecto para filtros arbitrarios, no necesariamente ultrafiltros.

Recordemos que la interseccion diagonal de una familia {X,}o<x de sub-
conjuntos de un cardinal k se define como

AX,={der|de N Xuo}

a<k a<d

Teorema 1.15 Sea M un modelo transitivo de ZFC—AP, sea k un cardinal™
infinito y sea D un filtro de Pk no principal y rk-completo sobre M. Las
afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) Si{Xa}ta<w € M es una familia de conjuntos de D, entonces A X, € D.
a<k
b) Si f ik — k cumple que f € M y{a < k| f(a) < a} ¢ D', entonces
existe un v < Kk tal que {a < k| f(a) =~} ¢ D'.

DEMOSTRACION: a) = b) Sea Y = {a < k| f(a) < a} ¢ D’ y supongamos
que, para todo v < k, se cumple {a < k | f(a) =~} € D', con lo que a su
vez X, = {a < k| f(a) # v} € D. Por hipétesis tenemos que la interseccion

diagonal cumple X = A X, € D.
Y<K
Si a € X, entonces a € (] X, luego f(a) > a, luego a ¢ Y. Asi pues
y<a
X Cck\Y € D, luego Y € D', contradiccion.

b) = a) Supongamos que X = A X, ¢ D. Entonces k \ X ¢ D’. Conside-
a<k
ramos f : K — k tal que si @ € '\ X entonces f(a) < a cumple que o ¢ Xy (4,

mientras que si a € X entonces f(a) = «. Asi
{a<k|fla)<a}=r\X ¢ D"

Por a) existe un v < & tal que F = {a < k | f(a) = v} ¢ D’, pero entonces
E\{~v} Ck\ X, luego X, C (k\ E)U{~}, luego K \ E € D, luego E € D',
contradiccion. "

Definicién 1.16 Sea M un modelo transitivo de ZEFC—AP y sea x un cardinal™
infinito. Diremos que un filtro D en PMk es normal sobre M si es k-completo,
no principal y cumple cualquiera de las dos propiedades equivalentes del teorema
anterior.

Notemos que, con el lenguaje derivado de la teoria de la medida explicado
en la introduccion, la segunda puede parafrasearse diciendo que toda funcion
regresiva sobre un conjunto de medida positiva es constante en un conjunto de
medida positiva.
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En particular, diremos que un filtro D en un cardinal x es normal si lo es
sobre V| es decir, si es k-completo no principal y es cerrado para intersecciones
diagonales.

Nota Conviene observar que, a la hora de demostrar que un filtro D en PM g
es normal, no hace falta probar que es k-completo sobre M, sino que basta
exigir que K \ a € D para todo a < k. Con esta condicion, si se cumple el
apartado b) del teorema anterior, el filtro es normal. En efecto, s6lo hay que
probar que es k-completo sobre M, pero si {X,}ta<s € M, con 8 < k es una
familia de elementos de D, entonces (| X, € D, ya que en caso contrario
a<f
X = |J X!, ¢ D', y podriamos tomar f € M, tal que f : K — K y que,
a<fB

para cada a € X, se cumpliera o ¢ Xy(,). Como x\ f € D, se cumple que
XN(k\P) ¢ D',y esta contenido en {a < k | f(a) < a} ¢ D'. A partir
de aqui llegamos a una contradicciéon razonando exactamente igual que en la
implicacion b) = a) del teorema anterior. "

A continuacion demostramos la caracterizaciéon que habiamos anunciado:

Teorema 1.17 Sea M un modelo transitivo de ZFC—AP, sea k un cardinal™
y sea D un ultrafiltro en PMr no principal, k-completo y que determina una
ultrapotencia bien fundada. Entonces D es normal sobre M si y sdlo si k = [d],
donde d es la identidad en k.

DEMOSTRACION: Si D es normal y [f] € [d], con f € M* N M, entonces
{a < k| f(a) < a} € D. Cambiando f por otra funcién que determina la
misma clase en Ultp(M), podemos suponer que f : K — k. Como D es
normal, existe v < k tal que {a < k| f(a) = v} € D, pero esto significa que
[f] = ip(y) = v < k. Por lo tanto [d] < k y la otra desigualdad se cumple
siempre.

Sid =kyf:x— kcumple f € My {a < k| fla) < a} € D,
entonces [f] € [d] = &, luego existe un v < & tal que [f] = v = jp(7), luego
{a< k| fla) =~} € D. .

Veamos una ultima propiedad de los filtros normales:

Teorema 1.18 Sea M un modelo transitivo de ZEC—AP, sea k un cardinal™
y sea D un ultrafiltro en PM K normal sobre M que determine una ultrapotencia
bien fundada. Entonces D contiene a todos los subconjuntos c.m.a. de Kk que
pertenecen a M.

DEMOSTRACION: Consideramos la inmersion elemental jp : M — Ultp(M).
Como jp(C) es cn.a. en jp(ks) y C = jp(C) Nk no estd acotado en r, resulta
que k € jp(C), y como k = [d], esto equivale a que {&« < k | @ € C} € D, es
decir, a que C € D. n
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En particular, todo ultrafiltro normal en un cardinal regular no numerable*
K contiene a los c.n.a.s de k, puesto que el ultrafiltro define una ultrapotencia
bien fundada por el teorema 1.14 (para M = V). No obstante, podemos probar
que esto vale para filtros normales cualesquiera:

Teorema 1.19 Si k es un cardinal reqular no numerable y D es un filtro normal
en k, entonces D contiene a todos los conjuntos c.n.a. en kK.

DEMOSTRACION: El teorema de Fodor [TC 6.15] afirma que si un conjunto
E cumple que toda aplicacion f : E — & tal que Ao € E f(a) < « es constante
en un conjunto no acotado, entonces F es estacionario.

Si E ¢ D', ciertamente cumple esta propiedad (f ha de ser constante en un
conjunto que no esta en D’, en particular no acotado), luego todo conjunto que
no esta en D’ es estacionario. Por lo tanto, si C' C & es c.n.a., entonces s \ C
no es estacionario, luego x \ C € D', luego C' € D. "

Ahora vamos a probar que toda inmersion elemental no trivial da lugar a
otra asociada a una ultrapotencia respecto de un ultrafiltro normal con el mismo
punto critico:

Teorema 1.20 Si j : M — N es una inmersion elemental no trivial entre
dos modelos transitivos de ZEC—AP, k es su punto critico y

D={XeP"s|rejX)}

entonces D es un ultrafiltro en PMr normal sobre M, determina una ultra-
potencia bien fundada y la inmersion elemental jp : M — Ultp(M) tiene
también a k como punto critico. Ademds, la aplicacion k([f]) = j(f)(k) es una
inmersion elemental que hace conmutativo el diagrama siguiente:

N
Ultp(M)

DEMOSTRACION: Es inmediato comprobar que D es un ultrafiltro no prin-
cipal en PM k. En efecto:

o j(@) =, luego @ ¢ D, pero k € j(k), luego x € D.
e SiX,Y €D, entonces k € j(X)NjY)=47(XNY),luego X NY € D.
eSiXeDyXcCY e PMk, entonces k € j(X) C j(Y), luego Y € D.

e Si X € PMk, o bien k € j(X), o bien x € j(k) \ j(X) = j(k \ X), luego
XeDVk\XeD.

o Sia €k, entonces j({a}) = {j(a)} = {a}, luego {a} ¢ D.

4Notemos que en los teoremas anteriores, la hipotesis de que & es regular y no numerable
en M esta contenida en la hipotesis de que D define una ultrapotencia bien fundada, pues
entonces k es el punto critico de la inmersién elemental asociada.
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Por lo tanto, tenemos definida la ultrapotencia Ult},(M). Vamos a probar
que esta bien fundada, para lo cual definimos

kUl (M) — N

* *

mediante k*([f]*) = j(f)(k). La definicién es correcta, pues si [f]* = [g]*,
entonces {« € k| f(i) = g(i)} € D, lo que por definicién de D significa que
refacjk)|i(f)@) =39},

es decir, que j(f)(k) = j(g)(k). Ahora es facil ver que tenemos el siguiente
diagrama conmutativo:

i Tk*
Jp
Ult}, (M)

En efecto, si a € M, se cumple

k*(ip(a)) = k[ca] = j(ca) (k) = j(a).

Ademés k* es inyectiva, pues

EX(UT) = B ([9]") < 3 (H)(r) = i(9) (k) <
refacjk) i) =ilg)(a)} <
{aer| fla)=gl@)} €D = [fI"=[q]"

El mismo argumento prueba que [f]* R [g]* < k*([f]*) € k*([¢9]*)-

Ahora es inmediato que la ultrapotencia esta bien fundada, pues k* trans-
formaria una sucesion decreciente respecto de R en otra decreciente respecto a
la pertenencia.

Por lo tanto, tenemos definida la inmersion elemental jp : M — Ultp (M).
Mas atn, componiendo la inversa del colapso transitivo con £* obtenemos una
aplicacion k, dada por [f] — j(f)(k), que de hecho es una inmersion elemental,
pues

U PO (] [fa]) & {a € [ ¢Y (fi(a),... fu(a))} € D

e refaejrw) | oNG)@), . i(fal@)}
< N ()R, () (8) 0 0N (R([fa)), - - K ([fa])-
Ademas, si « < k tiene que ser jp(a) = «, pues si @ < jp(a), entonces

a < k(a) < k(jp(a)) = j(e), en contra de que  es el punto critico de j.

De aqui se sigue que D es k-completo sobre M: Si {X5}s<o € M es una
familia de conjuntos de D con a < &, entonces j({Xs}s<q) €8 una sucesion de
longitud j(a) = a. Concretamente, j({Xs}s<a) = {§(Xs5)}s<a- Ademas,

J(N Xs) = 5@ J(Xs),

<«

y como k € j(Xj), para todo § < «, concluimos que () X5 € D.
<a
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Solo falta probar que D es normal sobre M. Si f € M cumple f:xk — Ky
{a € k| f(a) < a} € D, entonces

rej{aen| fle) <a})={acjx)|i(f)a) <a}.

Por lo tanto, j(f)(k) < k, que es lo mismo que k([f]) < k. Si vy = k([f]),
entonces k([f]) = k(v), luego [f] = v = jp(7), es decir, {a < k| f(a) =~} € D.

Nota Si M es un modelo transitivo de ZFC—AP, s es un cardinal™ y D es un
ultrafiltro normal sobre M en PMk que define una ultrapotencia bien fundada,
entonces el ultrafiltro definido en el teorema anterior a partir de la inmersion
elemental jp : M — Ultp(M) es el mismo ultrafiltro de partida. En efecto,
basta observar que, como = [d], todo X € PMx cumple

k€jp(X){a<k|aeX}teD<+ X eD.

Ademaés la inmersion k es la identidad, pues {a < k | f(a) = f(a)} € D, pero
esto equivale a [cf|([d]) = [f], o también a k([f]) = j(f)(k) = [f]. n

1.4 Ultrafiltros iterables

En todo cuanto hemos dicho sobre ultrapotencias, nunca hemos exigido que
el ultrafiltro U pertenezca al modelo de partida M. Cuando esto sucede, la
ultrapotencia Ulty (M) puede construirse en M, por lo que (supuesto que esté
bien fundada) podemos concluir que Ulty (M) C M, de modo que la inmersion
elemental j; : M — Ulty (M) tiene propiedades adicionales (por ejemplo,
sabemos que su punto critico tiene que ser inaccesible en M). La condicion
U € M se cumple trivialmente cuando M = V, pero es demasiado restrictiva
en muchos contextos, asi que ahora vamos a introducir una propiedad adicional
sobre un ultrafiltro que no le exija estar en el modelo de partida, pero que baste
para garantizar que muchos conjuntos relacionados con U estén en M.

Definicién 1.21 Sea M un modelo transitivo de ZEC—AP, sea x un cardinal™ .
Diremos que un ultrafiltro D en PMk normal sobre M es 1-iterable sobre M si
para todo f € "M N M, se cumple que {a < k| f(a)) € D} € M.

Esta propiedad se cumple trivialmente si D € M, en particular si M =V,
por lo que en tal caso los ultrafiltros l-iterables en PMk son simplemente los
ultrafiltros normales sobre M.

Una observacién que usaremos a menudo es que, si D es 1-iterable, se cumple
mas en general que si J € M, |JIM <ky f€/Mn M, entonces

{ieJ|f()eD}eM.
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Basta tomar g : Kk — J suprayectiva, g € M y aplicar la definiciéon a g o f,
con lo que
A={aer]| f(g(a)) e D} € M.

Entonces
{j € J|f(j) € D} = g[A] € M.

La primera aplicacion de la iterabilidad es que si D es un ultrafiltro 1-iterable
sobre M en PMk, podemos definir

in(D) ={[f]" € Ultp(M) [{a < & | f(a) € D} € D}.

Es inmediato comprobar que la condicion para estar en jj,(D) no depende de
la eleccion del representante f de cada clase: si [f]* = [g]*, entonces

{a<k[fle)e Dyn{a<r]f(a)=g(a)} C{a<r]|g(e) € D}

Si el primer conjunto estd en D, la interseccion también lo esté, y el dltimo
conjunto estd en M porque D es l-iterable, luego, como D es un ultrafiltro
sobre M, el conjunto de la derecha también esta en D.

Observaciones Si D € M, entonces jj, (D) es literalmente la imagen de D
por la inmersion elemental j3, : M — Ult}, (M), pero acabamos de ver que si
D es l-iterable j}, (D) esta definido incluso si D ¢ M.

Si consideramos a M como modelo del lenguaje £ i que resulta de anadir al
lenguaje de ZFC un relator monédico R que se interpreta como la pertenencia
a D, entonces la pertenencia a j5 (D) es la interpretacion natural de R en
Ult (M) segun la definicién general de ultrapotencia en la teoria de modelos,
pero hay que tener presente que el teorema fundamental no se cumple en general
para formulas de £ g, pues, segtn se ve en la demostracion de 1.7, para ello haria
falta que el esquema de especificacion fuera valido para férmulas de £ g, lo cual
no tiene por qué ser cierto. n

Diremos que el ultrafiltro D es 2-iterable sobre M si es 1-iterable y ademas
la ultrapotencia Ult}, (M) esta bien fundada.

En tal caso podemos definir jp(D) C Ultp(M) como la imagen de j5, (D)
por el colapso transitivo, de modo que

[f] € ip(D) ++ {a < k| f(a) € D} € D.

Si D € M entonces jp(D) es literalmente su imagen por jp. En general
(aunque no se cumpla D € M) tenemos que si X € M entonces

ip(X)€jp(D) < {a<k|XeD}eD<+ XeD.

Esto significa que jp es una inmersiéon cuando consideramos a M y a Ultp (M)
como modelos de L, interpretando R como la pertenencia a D y a jp(D) res-
pectivamente, pero como el teorema fundamental no es necesariamente cierto
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para formulas de Lg, tampoco es cierto que jp sea una inmersion elemental
para formulas de £g.

Veamos algunas propiedades basicas de las ultrapotencias con ultrafiltros
2-iterables. De hecho, las dos primeras no requieren la iterabilidad:

Teorema 1.22 Sea M un modelo transitivo de ZFC—AP, sea k un cardinal™
y D un ultrafiltro en PM i 2-iterable sobre M. Sea N = Ultp(M). Entonces:

a) N= U Jjp(x), OV = U Jjpla).

zeM acQM
b) Si M es un conjunto, |M| = |N]|.
c) Nee VM jp(x) =2, VM =VN  PMg=0pNg (x")M = (kH)N.
d) D¢N.
e) jp(D) es un ultrafiltro en PN jp(k) 1-iterable sobre N.

DEMOSTRACION: Si y € N, entonces y = [f], para cierta f € "M N M.
Basta tomar z = f[k] € M. Entonces

{a<k| fla)ex}=reD,
pero esto equivale a que y = [f] € jp(z). Si 3 € QV, entonces 3 = [f], donde
podemos exigir que f : kK — Q, y basta tomar o = | f[x] € QM.

b) [N| < |"MNM| < |M]|,y la otra desigualdad se debe a que jp : M — N
es inyectiva.

¢) Veamos por induccién sobre a < k que Az € VM jp(z) = = y que
VM =N
« (e

Para a = 0 es trivial. Si vale para oy z € VM, entonces® jp(z) € ijg(a)ﬂ

y, por hipétesis de induccion jp(a) = a, luego jp(x) € VN, ;. Asi pues, como
jp(z) C VN = VM tenemos que
jp(x) ={y e Vi’ |y € jp(2)} = {y € Vo' | jp(y) € jp(2)}
={yeVllyez}=u

Esto implica en particular que Vaj\il C Va]\j_l. Veamos ahora la inclusién contra-
ria. Sea z € V)|, de modo que z = [f]. Entonces

{a<r]fla)eViii} €D,

donde hemos usado que jp(a) = «, y modificando f podemos suponer que
Na <k f(a) e VM. Seau =] f[x] € M. Notemos que u C V7.

Vamos a probar que (Ju| < x)M. En caso contrario, existe s : © — &
suprayectiva, s € M. Sea g : Kk — u, g € M tal que s(g(a)) = «, para todo

50bservemos que el rango de un conjunto esta definido en ZFC—AP.
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a < k. Como g(a) € VM, tenemos que z = [g] € ‘/}Jg(a) = VN = VM luego
Jjp(z) = z = [g], pero esto significa que

{a<rlgla)=2}eD,

lo cual es absurdo, pues g es inyectiva.
Observemos ahora que

r={ycu|{a<kl|ye fla)} € D} € M.

En efecto, la igualdad se cumple porque si y € z, entonces y € VN = VM,
luego jp(y) = y, luego jp(y) € [f], luego {o < k | y € fla)} € D, y en
particular y € u. Reciprocamente, si y est4 en el miembro derecho, entonces
i) elfl=zC ijg(a), luego y € VM luego y = jp(y) € z.

Por otra parte, la pertenencia a M se debe a que D es 1-iterable. En efecto,
sea h : u — M dada por h(y) = {a < k | y € f(a)}. Claramente h € M y
|u|™ < k, luego por la iterabilidad implica que x € M. Ademas z C u C VM,
luego x € Vaﬂf{_l, como habia que probar.

Falta probar las dos tltimas igualdades de c). Si 2 € PMk, entonces tenemos
que * = jp(k) Nk € N, luego x € PVk. Reciprocamente, si x € PNk, sea
z = [f], de modo que

z={f<k|{a<k|Be fla)} €D} € M,
donde la pertenencia a M se prueba igual que antes, por la 1-iterabilidad de D
aplicada a h(3) = {a < k| B € f(a)}. Por lo tanto = € PMk.

Por tltimo, (k)M = (k*)" se sigue de que (por lo que acabamos de probar)
M y N contienen los mismos buenos 6rdenes de x (un ordinal de M se puede
biyectar con k en M siy s6lo si k se puede ordenar con ordinal a en M, siy
solo si lo mismo sucede en N).

d) Si D € N, entonces
PMy=DU{k\ X | X € D} €N,
luego también PNk € N. Entonces
(Va < j(k)Vg(g : Pa — j(r) suprayectiva)?.

En efecto, basta tomar a = &, con lo que, ciertamente, PYa € N y, como
Jw) =A{[f1| fer"rnM}={[f]| f € "~sNN} en N podemos definir la
aplicacion *k — j(k) suprayectiva dada por f +— [f] (ya que podemos definir
la clase [f] a partir de D € N) y claramente entonces también tenemos una
aplicacion g : PNk — j(k) suprayectiva, g € N.

Por consiguiente

(Va < kVg(g : Pa — & suprayectiva)™.
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Equivalentemente, existe u < & tal que (k < 2#)™. Sea h : kK — "2 inyectiva.
Para cada o < p1, sea X = {f < £ | h(B)(e) = 0}. Claramente {Xqy}ac, € M,
luego, al ser D 1-iterable, {a« < p | X, € D} € M. Esto nos permite definir

g € (*2)M mediante
(=[O siXaeD,
NY=N1 si X, ¢D,
de modo que Y, = {8 < k | h(B)() = g(a)} € D, luego Y = [ Y, € D, pero

a<p
entonces, si 8 € Y, se cumple Aa < p h(B)(a) = g(a), luego h(3) = g y, como
h es inyectiva, llegamos a que |Y| = 1, contradiccion.

e) Se cumple que
/] € jp(D) = {a < x| f(@) C 5} € D= [f] C jn(x).
Por lo tanto, jp(D) C PN jp (k).
ip(k) € jp(D) <+ {a<k|rkeD}=keD,
@=jp@)€jp(D)+{a<k|@eD}=2€eD,

luego jp(k) € D1, @ ¢ jp(D).

Si[f] e W, [g] € N, [f] C |g], entonces

{a<k|fla)e Dyn{a<r]fla)Cgla)} C{a<r]|gle)e D}

El dltimo conjunto estd en N porque D es l-iterable, y estd en D porque la
parte izquierda esté. Por lo tanto [g] € jp(D).

Veamos ahora que si a € jp(k), entonces a ¢ D;. En efecto, a = [h], para
una cierta h € M que podemos exigir que cumpla h : Kk — k. Entonces

{§<k|h(d)eD}=2¢D,

luego o = [h] ¢ jp(D).
Segun la nota tras la definicion 1.16, para comprobar que jp(D) es normal

sobre N no hace falta comprobar que es jp(k)-completo sobre N, sino tnica-
mente que si F : jp(k) — jp(k) cumple F € N y

A={a<jp(k) | F(a) = a} € jp(D),

entonces F' es constante en un conjunto de jp (D)

K

Pongamos que F = [f], donde podemos exigir que f : kK — "k. Sea
g : k — M dada por g(a) = { < & | f(«)(B) € B}. Como f € M, también
g € M, y ademés se cumple que A = [g], pues si @ < jp(k), entonces o = [h],
para cierta h: k — Ky

ac A« [fl([h]) € [h] & {a <r| fla)(h(@)) € h(e)} € D

~{a<k|h(a)egla)l € D+ [h] €[g] < ac€lgl
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Asi pues, como [g] € jp(D), se cumple que {o < k | g(a) € D} € D.
Equivalentemente,

X ={a<r|{B<nr|f(a)B) e B} eD}eD.

Para cada o, v < K, sea Xoy = {8 < £ | f(a)(B) = ~}. Tenemos que
{Xa~v}tayex € M,y como D es l-iterable se cumple que

B ={(a,7) € i x k| Xoy € D} € M.

Sia € X, entonces {8 < k| f(a)(B) € B} € D, y como D es normal existe un
v < k tal que {8 < k| f(a)(B) =~} € D, luego (a,v) € B. Aplicando a B el
axioma de elecciéon en M encontramos u € "k N M tal que si a € X entonces

{6 <r|f(@)(B)=wula)} €D.
Sea v = [u] < jp(k) y sea gla) = {8 < x| f()(B) =u(a)}. Asige My
X c{a<k]gla) e D},

luego el conjunto de la derecha estd en D y consecuentemente [g] € jp(D).
Ahora bien, [g] = {a < jp(k) | F(a) = v}, ya que si a < jp(k), tenemos que
a=1[h],donde h: xk — K, y

a€lgle{a<klhla)egla)} e D+ {a<k]| fla)(h(la) =ula)} € D

< [f1(n]) = [u] & F(a) =~.

Finalmente veamos que jp(D) es l-iterable. Para ello sea F' € 7/2(®) N N N,
digamos F' = [f]. Podemos suponer que f : Kk — "M, y entonces podemos
definir f : kK x Kk — M mediante f(a,) = f(a)(8). Como f € M, también
f €M,y como D es l-iterable también

X ={(a,8) €k x k| f(a, B) € D} € M.

Definimos ahora g € *M mediante g(a) = {f € k | (o, ) € X}. Entonces
g € M. Observemos que si @ € jp(k), entonces @ = [h], donde podemos
suponer que h : K — k. Definimos u : Kk — M mediante u(a) = f(a)(h(x)),
y asi es claro que [u] = [f]([h]) = F(«). Ademaés:

a€lgl{a<k|hla)egla)} €D+ {a<k]| fla)(h(a)) € D} € D
o {a<k|ula) e D} e D <+ [u] € jp(D) < F(a) € D;.
Por lo tanto
{a <ijp(k) | Fa) € jp(D)} = [g] € N. .

Ahora podemos entender por qué hablamos de ultrafiltros iterables: si D
es 2-iterable sobre M, entonces el ultrafiltro D; = jp(D) es l-iterable sobre
Ultp(M), por lo que podemos considerar la ultrapotencia Ulty, (Ultp(M)). Si
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esta bien fundada, tenemos su colapso transitivo Ulth (M) = Ultp, (Ultp(M)),
en el que tenemos definido el ultrafiltro 1-iterable Dy = jp, (D7), a partir del
cual podemos construir la ultrapotencia Ul‘c*D2 (Ult2D (M)), etc. Asi pues, pode-
mos construir una sucesion de ultrapotencias iteradas con inmersiones elemen-
tales

M — Ultp(M) — Ults (M) — Ulth(M) — - -

que se puede prolongar mientras las ultrapotencias Ult}, (Ult}(M)) vayan es-
tando bien fundadas. En general, diremos que el ultrafiltro D es n-iterable si
estan definidas las ultrapotencias {Ult% (M)};<p, donde hay que entender que
Ulth (M) = M y que Ulty, (M) = Ultp(M).

No obstante, la definicién en ZFC de la sucesion de ultrapotencias iteradas
requiere ciertas consideraciones técnicas, al menos si el modelo de partida es una
clase propia. Nos ocuparemos de ello en la secciéon 1.6, donde veremos ademés
como definir ultrapotencias iteradas Ult7, (M) para ordinales « arbitrarios, no
necesariamente finitos. Terminamos esta seccién con algunos hechos adicionales
sobre los ultrafiltros 2-iterables.

En primer lugar observamos que la igualdad PMx = PNk que proporciona
el teorema anterior implica que si k admite un ultrafiltro 2-iterable, entonces es
inaccesible™ por el teorema 1.4. Reciprocamente, si una inmersién elemental
no trivial cumple esta propiedad, entonces determina un ultrafiltro 2-iterable
sobre su punto critico:

Teorema 1.23 Sij: M — N es una inmersion elemental no trivial entre dos
modelos transitivos de ZFC—AP, k es su punto critico y PMr = PNk, entonces
el ultrafiltro

D={XecP"s|recjX)}

considerado en el teorema 1.20 es 2-iterable.

DEMOSTRACION: Ya sabemos que es un ultrafiltro normal sobre M. Si

f €M N M, entonces
{a<k|fla)eD}={a<k|recj(f)a)}ePVr=2PMg .

El teorema anterior y el apartado c) del teorema 1.22 muestran que, dado
un modelo transitivo M de ZFC—AP, la existencia de una inmersiéon elemental
j : M — N no trivial con punto critico x tal que PMx = PN g es equivalente a
la existencia de un ultrafiltro 2-iterable sobre M. Ahora bien, si M es una clase
propia la primera afirmacion no es expresable en ZFC, mientras que la segunda
si que lo es.

Veamos ahora que la 1-iterabilidad nos permite definir las potencias de un
ultrafiltro. Més adelante veremos cual es su interés.

Definicién 1.24 Sea M un modelo transitivo de ZFC—AP, sea x un cardinal™
y D un ultrafiltro en Pk 1-iterable sobre M. Para cada n € w definimos

D" ={X e PM[s]" |VA e D [A]" C X}.
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Notemos que D° = {@} es el tnico ultrafiltro de PM[k]° = {2}, y que D!
es el ultrafiltro en PM[k]! que se corresponde con D a través de la biyeccion
natural kK — [k]! dada por a — {a}.

En lo sucesivo convenimos en identificar [k]™ con el conjunto de las sucesiones
crecientes en x de longitud n.

Teorema 1.25 Si M es un modelo transitivo de ZEC—AP, k es un cardinal™ y
D es un ultrafiltro en PM k 1-iterable sobre M, entonces cada D™ es un ultrafiltro
en PM[k]M no principal k-completo sobre M, y ademds todo X € PM[x]"H1
cumple

XeD"™! & {se[n]" [{§ <r|§>mixsAsU{s} € X} €D}eD"

DEMOSTRACION: Que D" es un filtro no principal y k-completo sobre M
es inmediato a partir de la definicién. Veamos por induccién sobre n que es un
ultrafiltro y que cumple la condiciéon recurrente del enunciado. Para n = 0 se
cumple trivialmente. Supongdmoslo cierto paran. Si X € PM[g|" y s € [x]7,
definimos

X:={0<k|d>méxsAsU{d} € X}.

Claramente, si X € D"" existe A € D tal que [A]"T! C X, luego, para
todo s € [A]™, se cumple que A C X, luego X € D y a su vez

[A]" C {s € [k]" | Xs € D}.

Ahora usamos que D es 1-iterable para concluir que el conjunto de la derecha
esta en M, lo que a su vez nos permite concluir que esta en D™.

Supongamos ahora que X esté en el conjunto del enunciado, luego existe un
A € D tal que
[A"] C {s € [&]" | Xs € D}.

Definimos en M una sucesion {Cy }o<x de elementos de D. Si o ¢ A, definimos
C, = k, mientras que si a € A,

Ca: ﬂ Xs;
SESy

donde S, = {s € [k]" | s(n — 1) = a}. Como [S,|™ < ky D es k-completo
sobre M, se cumple que C, € D. A su vez, como D es normal sobre M, tenemos
que C = A C, €D.

a<k
Vamos a probar que B = AN C € D cumple que [B]"*! C X. En efecto,
si 8’ € [B]"*!, entonces, llamando s = s'|,,, a = s(n — 1) y § = s(n), tenemos
que s € [A]" y 6 € Cy. Como a € A, se cumple que C,, se define por el caso no
trivial, conloque § € Xy y ' =sU {0} € X.

Falta probar que D" es un ultrafiltro. Si X € []"!, para cada s € [k]"
se cumple que
k= (maxs+ 1)U X, U ([&]"T\ X)s,



24 Capitulo 1. Ultrapotencias

donde la unién es disjunta, por lo que X, € D o bien ([x]"*!\ X); € D.
Consecuentemente, también podemos descomponer en uniéon disjunta

(k] ={s € [s]" | X, € D} U{s € [s]" | ([s]"™\ X), € D}.

Como D es 1l-iterable, ambos conjuntos estan en M, luego por hipétesis de
induccion uno de ellos estd en D™, luego X € D" o bien [k]"*!\ X € D"+,
u

1.5 Limites inductivos de modelos

Como hemos explicado en la seccién anterior, nuestro propésito es definir
una sucesion de ultrapotencias iteradas {Ult% (M)} 4e, de modo que ULty (M)
sea una ultrapotencia de Ult})(M). En esta seccién describimos la construccion
que nos permitird determinar los términos de la sucesiéon correspondientes a
ordinales limite. Se trata de una construcciéon habitual en teoria de modelos,
que aqui presentamos particularizada a modelos transitivos con la variaciéon
trivial consistente en admitir que puedan ser clases propias:

Definicion 1.26 Un sistema inductivo de modelos transitivos es un sistema
({Ms}s<x,{jse}ts<e<r), donde X es un ordinal limite y los Ms son modelos® del
lenguaje de ZFC y las aplicaciones js. son inmersiones elementales que, para
0 < e < (¢, dan lugar a diagramas conmutativos

M, 225 M,

J6,e i
J8.¢

Ms

(y donde js s es la identidad en Ms).

Definimos M = |J {0} x Mjs y consideramos en M la relaciéon de equivalen-
cia dada por d<A

(6,2) ~ (&',2") siysolosi jsc(z)=js(a), donde €= max{§,d'}.

Llamemos M* a la clase cociente, donde, como en el caso de las ultrapotencias,
consideramos clases de equivalencia restringidas a pares de rango minimo, para
garantizar que sean conjuntos. Consideramos a M* como modelo del lenguaje de
ZFC interpretando la pertenencia mediante la relacion R dada por [d, 2] R [0', 2/
si y so6lo si js.(z) € js.(2'), donde nuevamente € = méax{d,d’'}. Es facil ver que
R esta bien definida. Diremos que M™ es el limite inductivo del sistema dado.

6Si los modelos son clases propias, la sucesion {Ms}s<o no puede entenderse literalmente
como una funciéon § — Mg, pues la imagen por una funcién no puede ser una clase propia.
Podemos concebirla como una clase M C A X V, de modo que Ms = {z | (§,x) € M}, y
analogamente con la sucesiéon de inmersiones.
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Podemos definir j* : Ms — M* mediante j'(x) = [¢,z]. Es claro que las
aplicaciones j} conmutan con las aplicaciones j; . de forma natural. De la propia
construccion de M* se sigue que todo elemento de M* es de la forma j}(x), para
cierto € < Ay cierto x € M.. Ademas, € puede tomarse arbitrariamente grande.

Vamos a probar que cada j* es una inmersién elemental. Esto significa que,
para cada formula ¢(z1,...,2,), se cumple que

Ay axn € Ms(d™Mo (2, ... xn) & ™M (Gi(x1), ..., 55 (zn))).

Esto se demuestra por induccién sobre la longitud de ¢, y el tnico caso no
trivial se da cuando ¢ = Vaip.

Si suponemos que \Vx € Mg ™s (2, z; ..., 1,), la hipotesis de induccién nos
da que M (5% (2), js(21), - - -, j%(xn)), luego tambien oM™ (ji(z1),. .., ji(x,)).

Reciprocamente, si Vo € M* M (z,z;...,2,), un tal = sera de la forma
z = j*(ze), para cierto z. € M,. Cambiando z. por un je(z,) podemos
suponer que § < e. Asi j5(x;) = j(js,c(x;)). Por hipdtesis de induccién se cum-
ple PMe(ze, js (1), ...y Jo.e(zn)), luego ™M (js.c(z1),- .., js.c(xn)). Por tltimo,
como js . es una inmersion elemental, llegamos a ¢ (z1, ..., z,). ]

Observemos que la relacién R es conjuntista, pues si j*(z) € M*, podemos
definir una aplicacion suprayectiva

<L5J<A{5} X jes(x) — {w € M* [z RjZ(z)}

mediante (J,y) — js(y). También es obvio que R es extensional, pero no esta
necesariamente bien fundada. Cuando lo esté, identificaremos el limite induc-
tivo M™ con su colapso transitivo M y llamaremos j. : M. — M a las compo-
siciones de las inmersiones elementales 57 con el colapso transitivo.

Los limites inductivos estan caracterizados salvo isomorfismo por la propie-
dad siguiente:

Teorema 1.27 Sea {Ms}s<q un sistema inductivo de modelos transitivos, sea
M* su limite inductivo y sea ws : Ms — N una familia de inmersiones ele-
mentales en un modelo N que haga conmutativos los diagramas siguientes:

M€L>N

N

Ms

Entonces existe una unica inmersion elemental w: M* — N que hace conmu-
tativos los diagramas

M* "N

17

Ms
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DEMOSTRACION: Todo elemento de M* es de la forma jj(x5), para cierto
x5 € Ms. Definimos 7(j3(xs5)) = ms(xs). La definicién es correcta porque si
Ji(xs) = ji(xc), por ejemplo con § < €, entonces . = jsc(xs), por la conmutati-
vidad de las inmersiones correspondientes y porque las inmersiones elementales
son inyectivas. Por consiguiente, 7 (z¢) = 7 (jse(xs)) = ms(xs)-

Falta probar que 7w es una inmersion elemental. Ahora bien, fijada una
formula ¢(z1,...,2,) y elementos x1,...,2, € M*, existe un § < « tal que
T = J; (245), para ciertos ;5 € Ms, Por lo tanto

¢M* (j;(xl(;)a o 7J:§k(xn5)) s (bMS (xl(;v cee 7$n5) A ¢N(7r5(x15); s aﬂﬁ(xné))a

es decir, i
M (x1,.. . ) & OV (m(21),. .., T (20)).

En particular, si N es un modelo transitivo, podemos concluir que el limite
inductivo esta bien fundado.

Para aplicar esto a la construcciéon de ultrapotencias probamos lo siguiente:

Teorema 1.28 Sea {Ms}s<y un sistema inductivo de modelos transitivos de
ZFC—AP cuyo limite inductivo My esté bien fundado. Sea ko un cardinal™o
y sea {Ks}s<x la sucesion dada por ks = jos(ko). Sea {Ds}ts<n una sucesion
tal que Ds es un ultrafiltro 1-iterable en PMéks y de modo que si 6 < € < A
entonces \x € Mj (x € Ds <> jsc(x) € D.). Entonces existe un tinico ultrafiltro
1-iterable Dy en PM iy tal que si § < X\ se cumple

Az € Ms(z € Ds < js(z) € Dy).

DEMOSTRACION: Todo x € PM gy es de la forma js(xs), para cierto con-
junto s € PMs(ks). Definimos € Dy si y solo si o5 € Ds. Como las
aplicaciones js. son inmersiones, esto no depende de la eleccion de §. Es claro
entonces que se cumple la propiedad sobre js.

La comprobacion de que Dy es un ultrafiltro no principal, ky-completo y
normal sobre M) no ofrece ninguna dificultad. Por ejemplo, para probar la
normalidad, sea f € My tal que f : kx — kay A ={a < ky | f(a) < a} € Dy.
Entonces existe un 6 < A tal que f = js(fs), de modo que fs5 : ks — Ks.
Ademas, A5 = {a < ks | f5(a) < a} cumple que j(As) = A, luego As € Dj.
Como Ds es normal, existe un v < k tal que B = {a < ks | f5(a)) = v} € Dy,
entonces js(B) € Dy, pero js(B) = {a < rx | f(a) = js(1)}.

Veamos que D) es l-iterable. Para ello sea f € M) tal que f : ky — M.
Existe un § < X tal que f = js(fs), donde f5 : ks — Ms. Como Ds es
1-iterable, As = {a < ks | fs(a) € Ds} € Ms, luego A = js(As) € Dy, pero

A:{a</<;)\ | f(Oé) GD)\}.

La unicidad de D) es inmediata. n
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1.6 Ultrapotencias iteradas

Definicién 1.29 Sea M un modelo transitivo de ZFC—AP, sea x un cardinal™
y sea D un ultrafiltro l-iterable en PMk. Si M es un conjunto, definimos
como sigue la sucesion transfinita {(UltT, (M), Ka, Do) }acq de las ultrapotencias
iteradas, asi como aplicaciones {in3}a<g tales que iqg : Ulth (M) — Ult’%(M):

a) Ut% (M) =M, kg =r, D* = D.

b) Si (UWtH (M), ke, Dy) cumplen las mismas hipotesis que (M, k,D) y la
ultrapotencia Ult}, (Ult}(M)) esta bien fundada, definimos

UltyH (M) = Ultp, (UtH(M)),

Ka+1 = iD, (Ka)s ta,at1 @ UltH(M) — Ult%+1(M) la inmersion natural,
15,041 = %6a%a,a+1 ¥ Dat+1 = (Dqa)1- En caso contrario Ult%H(M) = {0},
kx = 0, las aplicaciones is 41 son constantes y D41 = 9.

¢) Si {(Ult‘sD(M), ks, Ds)}s<a con las inmersiones ise cumplen las hipotesis
del teorema anterior y el limite inductivo estd bien fundado, definimos
(Ult),(M), kx, Dy) como los dados por el teorema anterior y isy como las
inmersiones elementales asociadas al limite inductivo. En caso contrario,
Ult}, (M) = {0}, etc. (como en el apartado anterior).

Es claro que pueden darse dos situaciones: o bien no existe ningin « € €2 tal
que ULt (M) = {0}, en cuyo caso {ULtDH(M)}acq es una sucesion de modelos
transitivos de ZFC—AP, para o < S, cada inp : UtH(M) — Ult%(M) es
una inmersion elemental, k, es un cardinal en Ult},(M) y D, es un ultrafiltro
1-iterable en PYtoa (M)

Alternativamente, existe un minimo v > 0 tal que Ult}, (M) = {0}, en cuyo
caso consideraremos que la sucesion de ultrapotencias iteradas {UltT (M) }a<n
sOlo esta definida hasta v y se cumple igualmente lo anterior, pero sélo para
ordinales o < . Si v = f + 1, entonces la ultrapotencia Ultp, (Ult% (M)) no
esta bien fundada, mientras que si v es un ordinal limite, el limite inductivo de
las ultrapotencias anteriores no esté bien fundado.

Diremos que un ultrafiltro D en PMg es v-iterable sobre M, para un ordi-
nal 7, si estan definidas las ultrapotencias iteradas {Ult7,(M)}4<~. Diremos que
es completamente iterable o Q-iterable, o simplemente iterable, si es y-iterable
para todo ordinal v, es decir, si existe la sucesién completa {Ult} (M) }aeq-

Notemos que los ultrafiltros 1-iterables y 2-iterables en este sentido coinciden
con los que ya teniamos definidos.

Todo lo dicho tiene pleno sentido si el modelo de partida M es un conjunto,
pero ZFC no permite formalizar esta definicion recurrente en el caso en que M
sea una clase propia (no puede definirse por recurrencia una sucesion de clases
propias). Sin embargo, vamos a probar que, pese a todo, podemos definir en
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ZFC una sucesion de ultrapotencias iteradas de una clase propia que satisfaga
la definicion anterior (aunque ésta no sirva como definicion).

Para ello partimos de una clase transitiva M (sin excluir que pueda ser un
conjunto) que satisfaga un conjunto finito de axiomas de ZFC suficientes para
demostrar que si £ es un cardinal regular no numerable entonces el conjunto
H (&) de los conjuntos de cardinal hereditariamente < £ cumple H (&) E ZFC (y
algunos hechos adicionales que utilizaremos en el argumento que sigue, pero un
namero finito en total).

Suponemos que & es un cardinal y que D es un ultrafiltro en PM k 1-iterable
sobre M y llamamos C a la clase de los cardinales regulares’ mayores que .

Asi, si € € C el conjunto Mg = HM (&) cumple M E ZFC y PMeyg = PMy,

Ademas es claro que D es 1-iterable sobre M, luego tenemos definidas las
sucesiones de ultrapotencias {Ult},(M¢)}eeq,, donde v = Q si D es completa-
mente iterable sobre M. Si esto sucede para todo £, definimos v = €, mientras
que si algunos v¢ € Q, definimos v como el menor de todos ellos.

De este modo, la ultrapotencia Ult$, (M) estd definida” para todo @ € vy
todo & € C. Esto nos permite definir, para cada o < 7y:

UltH (M) = |J Ulth(Me).
¢ec '

Esta definicion es correcta en ZFC, en el sentido de que Y = ULt} (M) es una
formula del lenguaje de ZFC con tres variables libres (o més, si la clase M esta
definida en términos de algin parametro, por ejemplo M = L[A]). Igualmente,
para § < e € v podemos definir i5c = |J ige. A su vez, si & es el minimo de C,
definimos ko = K& y D, = DS0. ge¢

Con esto tenemos correctamente definidas en ZFC dos sucesiones de clases
propias {UltH(M)}aey, {ise}s<ecy, una sucesion de ordinales {kq}acy v otra
de ultrafiltros {Dy}acy. Vamos a probar que estas sucesiones cumplen exac-
tamente las mismas condiciones de la definicion de ultrapotencias iteradas que
hemos dado para conjuntos. Concretamente, vamos a probar por induccién
sobre a: que se cumple:

a) ise : ULt (M) — UltS, (M) son inmersiones elementales entre modelos
transitivos de ZFC, y si § < € < ¢ entonces isc 0 tec = i5c. Ademas i55 es
la identidad.

b) Si &, & € C, con & < &, entonces Ulth (M) = HU“QD(ME’)(Z'S:Q(@).
c) Si ¢ € O, entonces Ult} (M) = HU*H M) (4, ,(€)).
d) Ult), (M) =M, ko = k, Dy = D.

"Técnicamente, esto significa que tenemos una férmula Y = Ult$ (M) con las cuatro
variables indicadas (mas los parametros que requiera la definiciéon de M) que satisface la
definicion de ultrapotencias iteradas, junto con otras férmulas correspondientes a x = ng,

y=D5,i=15, etc.
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e) D, es un ultrafiltro en PU¥D (M), 1-iterable sobre Ult$, (M),
Ut (M) = Ultp, (Ul (M)),
ia,a+1 €s la inmersion natural, Ko+1 = ia,041(K) ¥ Dat1 = (Da)1-

f) Ult) (M) es el (colapso transitivo del) limite inductivo de las ultrapo-
tencias anteriores, y las inmersiones i,) son las asociadas a dicho limite
inductivo.

Todo esto se cumple trivialmente para o = 0. Vamos a probarlo para o = 1,
pues usaremos este caso para probar que si vale para «, también vale para a4 1.

Suponemos, pues que 1 € v, es decir, que todas las ultrapotencias Ult}, (M),
para £ € C, estan bien fundadas. Entonces

Ultp(Me) = {[f]* | f € "M N M}

Por otra parte,
HUo M (56()) = 5 (HM(€)) = 55 (Me) = {[fI€ | f € "Me N Me'}

= {[fI¥" | f € "M N M}

Aqui hemos usado que si f : K — Mg y f € Mg, entonces f € M, f C Mg y
|fIM =k < &, luego f € M.

Ahora observamos que la aplicacion
Ulth (H(€)) — Ulth(H ()

dada por [f]*¢ — [f]*¢ es claramente inyectiva, y si [¢]*¢ R [f]*¢, entonces po-
demos exigir que Aa < k g(a) € f(a), con lo que g C M, luego g € "M N M.

Esto implica que la extension de [f] *¢' est4 formada por las imagenes de las
clases de la extension de [f]*¢, lo que a su vez implica que el colapso transitivo
de [f]*¢ es el mismo que el de [f]*¢', es decir, que [f]¢ = [f]¢, luego

Ultp (Me) = HU2 (G (6)).

Ahora es inmediato que si x € Mg, entonces j,%(m) = [ea) =[] = jfj (x).
¢ 13 3

En particular, k5 = jg (k) =Jjpk)=kK] Yy
D; = {[f] | {a < x| f(a) € D} € D}
={[f¥' [ {a < | f(a) € D} € D} = D}

El hecho de que cada zgll = jg extienda a cada igl = ng implica que

i1 : Ut (M) — Ulth(M).
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Maés atin, si f € "M N M, existe un £ € D tal que f € "M N M¢, y el mismo
razonamiento anterior prueba que la extension de la clase [f]* de Ult} (M) se
corresponde con la de [f]*¢, de donde se sigue que Ult}, (M) esta bien fundada
(ya que ninguna [f]* puede ser el inicio de una sucesién decreciente de clases
respecto de la relacion de pertenencia R), asi como que [f]¢ = [f]. Por lo tanto

Ultp(M) = Ultp (M),  jp =ior.
Esto implica que 797 es una inmersién elemental. Por ultimo:
H U (p () = jp(HY (€)) = jp(Mg) = {[f] | f € "Me N M}

={[f]1 f € "M M} ={[f]* | f € "M N M¢} = Ultp(Me).

Supongamos ahora que las propiedades indicadas se cumplen hasta « y que
a+ 1 € v, es decir, que estan definidas todas las ultrapotencias Ult%H(Mg),
para £ € C. Basta aplicar lo que hemos probado para a =1 a M’ = Ult} (M),
con Kq ¥ Dy. Observemos que si € € C entonces, como ig, : M — M’ es una
inmersion elemental, ig,(§) € M’ es un cardinal regular mayor que x en M’.
Asi pues,

Ult™ (Me) = Ultp, (Ultd (M) = Ultp, (H"DP) (ig o(€)))

)

Ultp, (M},

@ (i (i0.a(£)))

o . N a+1 ¢!
— HUa (VB (i, (i€ (€))) = HVB (M (i€ (€)).
E/

(03

== UltDa (Mi/(l,a(f)) - H

Igualmente concluimos que i, 1 = jga extiende a ii’aﬂ = j%a, luego
oottt UltS (M) — ULtST(M).
Del caso o = 1 concluimos también que Ulty, (M’) esta bien fundada y que
Ultp, (UtH(M)) = UtST (M),

asi como que i qt1 = jp, (por lo que es una inmersion elemental), y que

HY 00 O (G (i o (€))) = Ultp, (HM (ig.o(€))),

que se traduce en que
atl X a @
HU'S™ O (jo,q41(€)) = Ultp, (Ulth (Me)) = Ultp" (Me).

El resto es inmediato: las aplicaciones is q+1 = 5o © a,a+1 SON inmersiones
elementales, ii,aﬂ(ﬁg) = iq,a+1(Ka) no depende de &, ni tampoco Di_H, que
son los correspondientes a la ultrapotencia Ultp_ (Ut} (M)).

Supongamos finalmente que se cumple todo para todo a < A, asi como que
los limites inductivos de las ultrapotencias {Ult} (M) }a< estan bien fundados
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para todo £ € C. Entonces tenemos definidos sus colapsos transitivos Ulti\j(Mg)

’
con las inmersiones elementales zi A

Tenemos que UltT (Mg) = HUlt%(ME/)(igja (£)) y cada ig)\ se restringe a una
inmersion elemental

Ul (M) — HD M (68 (¢)).

3 3

’ ’
Como cada iia/ extiende a ifm,, se cumple que ., 07, = fm, luego el

teorema 1.27 nos da una inmersiéon elemental

. >‘ 7 . 4
j ULty (Me) — HID e (55 (€))

’

tal que Zi/\ 0j = va\.

Ahora bien, j es suprayectiva, pues si z € HU“AD(MS’)(Z'gf)\({)), existe un
a<Atal que z = ii;\(y), donde y € HU“%(Mg')(igza(f)), luego = = z(ii)\(y))

Por lo tanto j es un isomorfismo entre dos conjuntos transitivos. Por la
unicidad del colapso transitivo concluimos que es la identidad, luego

A !
Ulty (M) = HU'2Me) (i (€)),

como habia que probar.

Ademas tenemos que iix = iw que es la restriccion de i€ a Ult} (Me). Esto
implica que Iﬂ;i y Di no dependen de &, asi como que

it UltS (M) — Ult) (M).

Llamemos Ultyy (M) al limite inductivo de los modelos {Ult%(M)}acx v
sean j* : Ult% (M) — Ult),(M) las inmersiones elementales correspondientes.
Asi, todo u € Ult} (M) es de la forma u = j*(x), para cierto z € Ult$,(M), y si
u=j%(z') conz’ € Ult%' (M), digamos con a < o’ < A entonces &’ = iqq (),
por lo que i) (2') = iar(x).

Esto implica que podemos definir una aplicacion j : Ult}y (M) — Ult), (M)
mediante j(5%(z)) = iax(z). Se cumple que j es biyectiva, pues si j(ji(x)) =
j(j% (2"))), podemos suponer que o = &', y entonces igx(z) = iqr(2’), luego
x = a'. Por otra parte, si u € Ult}, (M), existe un & € C tal que u € Ult) (M),
luego existe un a < XAy un x € Ulth (M) C Ulth (M) tal que u = iqx(z), luego
u=7j(j%(x)). Por otra parte,

Jo() Rja(a') & € 2’ <+ ian(2) € dar(a’) ¢ j(ja(2)) € j(ia(a))-

De aqui se concluye que Ult)[‘,* (M) esté bien fundado y que su colapso transitivo
es Ult)(M). En conclusion, Ulty,(M) es el limite inductivo (transitivo) del sis-
tema {UltH (M) }a<n, ¥ las aplicaciones correspondientes son las i, luego éstas
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son inmersiones elementales. Es claro también que xy y D son los determinados
por el teorema 1.28.

Solo falta probar que si ¢ € C entonces Ulty (M) = HUItE(M)(iO)A(f)).
Ahora bien, si z € Ult),(M¢) existe un o < A tal que & = iqz(u), para cierto

u € Ul (Me) = HU¥D D (i, (€))

luego, aplicando 44, concluimos que x € HU“AD(M)(Z'O)\(Q).

Reciprocamente, si 2 € HUD M) () | (€)), entonces existe un o < A tal que
x = iga(u), con u € Ut} (M). Como i,y es una inmersién elemental, resulta
que u € HUDM) (44 (€)) = UltS (M), luego x € Ulty, (Me).

Esto termina la prueba de que la definiciéon 1.29 vale indistintamente para
modelos M que sean conjuntos o clases propias (con el tnico requisito de que

satisfagan cierto conjunto finito de axiomas de ZFC, o bien todos los axiomas
de ZFC—AP). "

En particular, la definicién de ultrafiltro v-iterable o completamente iterable
sobre un modelo M vale igualmente aunque M sea una clase propia.

Una simple induccién demuestra que las inmersiones elementales i,5 cum-
plen también (para o < 3 € 7)

Az € Ult}(M) (z € D, 5 iap(x) € Dg),

es decir, que son inmersiones ing : (UltS (M), D) — (Ult5 (M), Dg) entre
modelos del lenguaje L en los que el relator monadico R se interpreta como la
pertenencia a D, o Dg, respectivamente (pero no inmersiones elementales).

Veamos algunas propiedades elementales de las ultrapotencias iteradas:

Teorema 1.30 Sea M un modelo transitivo de ZEC—AP (o de ZFC si es una
clase propia), sea k un cardinal™ y sea D un ultrafiltro y-iterable en PMk (sin
excluir v = Q). Entonces:

a) Sia< B €y, ko es el punto critico de iqg y ademds iqs(Ka) = K3.

b) Si A€y esun ordinal limite, entonces kx = |J Ks.
o<

c) si X € Pro NULE (M), se cumple

XeD,+ iaﬁ(X) € Dﬁ.
d) Six eV, NULELH(M), entonces ins(x) = z,

Vi, OULY (M) = Vi, NUS (M), Pra MUY (M) = Pro NUILLE (M).

e) Si M es un conjunto y o > 0, entonces | Ult(M)| = |[M]||a|.
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DEMOSTRACION: a) Por la construccion de las ultrapotencias iteradas tene-
MOS qU€ K41 = ba,a+1(Ka), asi como que iy x(Kq) = £r. A partir de estos dos
hechos, una simple induccién sobre 3 implica que iy g(kq) = kg. En particular,
la sucesion {kq }aecy €s creciente.

Por 1.13 sabemos que k, es el punto critico de 74 q+1, luego

iaﬁ(’ia) = ia+1,ﬁ(ia,a+1(’ia)) > ia,a+1(’£o¢) > Ka,

es decir, ko no es fijado por i,g. Se trata de probar que es el menor ordinal no
fijado. Para ello probamos que si a« < 8 € vy § < K, entonces iag(J) = 0, por
induccién sobre 5. Para 8 = « es trivial, si vale para (3, entonces

Ga,8+1(6) = i,841(iap(d)) = ig,p+1(0) =,
pues 6 < ko < Kg, y sabemos que kg es el punto critico de ig g1.

Ahora suponemos que a < A € yy quesi f < Ay J < Ko se cumple
iap(0) = J, y tenemos que probar que inx(6) = §. Lo probamos a su vez por
induccion sobre § < k,. El caso § = 0y § = € 4+ 1 se siguen trivialmente de
que iq) €s una inmersion elemental. Supongamos que X < ko y que para todo
d < X se cumple iy (d) = §. Tenemos que probar que iqgy(N) = N.

Por las propiedades de los limites inductivos, A" = igx(9), para cierto 8 < A,
que podemos tomar mayor que «, y cierto § < igy(d) = X < kq. Por la primera
hipotesis de induccion (para S < ) tenemos que i45(0) = J, luego

N =igx(0) = ipa(iap(0)) = iax(d).

Sabemos que § < X. Si fuera § < X, por la segunda hipotesis de induccion
tendrfamos que ) = §, contradiccién, luego tiene que ser 6 = ), y entonces
hemos probado que A =iz ().

b) Como {kqa}aey €s creciente, tenemos que |J ks < k). Por otra parte,
o<
si B < Ky, por definicion de limite inductivo 8 = isx(8’), para cierto § < Ay

B’ < ks, pero a) nos da entonces que 8 =’ < ks < |J ks < K.
o<

c¢) Justo antes de 1.22 hemos observado que
X € Dy < ig,at1(X) € Doya.

Esto mismo implica que si la equivalencia es cierta para (3, también lo es para
B+ 1,y el teorema 1.28 prueba el caso limite.

d) Sabemos que iq,o+1 fija a Vi, NULtH (M) por 1.22, asi como que
Vi, NULtY (M) = Vi, N ULtETH(M).

Veamos por induccién sobre 8 que esto vale para i,5. Si vale para 3, vale para
B+ 1, pues
ia,8+1(x) = i p+1(iap(x)) = g 841(7) = 7,
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ya que z € Vi, NULYH(M) =V, NULtH (M) C V., N Ulth(M). A su vez,
Vi NULEH(M) =V, NULE (M) = Vi, NV, NULY (M)

= V. NV, NULET (M) = V., N UL (M).

Supongamos ahora que esto se cumple para todo 8 < A\ y probemos que
siz € Vi, NULtH(M) entonces igx(x) = z por €-induccién sobre z, es decir,
suponemos que iqx(u) = u para todo u € x.

Siu € x, entonces u = igx(u) € iga(x), luego & C iqx(x). Reciprocamente,
si U € ig(z), entonces u € Ult) (M), luego u = igy(u'), para cierto § < \, que
podemos tomar mayor que «, y cierto u’ € UltﬂD(M ). Entonces

u=igx(u) € iax(z) = iga(iap(x)) = igr(x),
luego v’ € x, luego u' = in(u') y asi
u=r1igx(u') =igr(iap(t)) =ian(v) =0’ € x.
Por lo tanto « = i) ().
Esto implica que
Vi, NULLS (M) C V.. N ULtY (M).

Reciprocamente, si x € V. N Ult}‘)(M ), existe 8 < A, que podemos suponer
mayor que @, y u € Ult%(M) de modo que z = igx(u). Como igx(u) € Vi, (xa)>
se cumple que v € V,_ N Ult%(M) = Vi, NULH (M), luego concluimos que
T =tdgr(u) =u € V,, NULH(M).

Falta probar que
Phia N ULYH(M) = Pr, N UKD (M).
Por 1.22 sabemos que esto es cierto para 8 = a+1. Si es cierto para 3, entonces
Phio N ULH(M) = Pry MUY (M) = Pk N Prig N ULLD (M)
= Prig N Prp N ULST (M) = Pro NULLST (M),
Supongamos que es cierto para todo 8 < A. Si z € Pr, NULH (M), entonces
T = jor(x) N Ko € Pro N ULLY(M).

Reciprocamente, si x € Pry ﬂUlt)L‘) (M), entonces x = igx(u), para cierto 8 < A,
que podemos tomar mayor que «, y cierto u € UltﬁD(M ). Entonces se cumple
que igx(u) € Pigr(Ka), luego u € Pry N Ult%(M) = Pro N UL (M).

e) La inmersion ig, prueba que |M| < |Ult(M)|. Por otra parte tenemos
que {ks5 | 0 < a} C UtH(M), luego || < | Ul (M)].
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Veamos la desigualdad contraria por induccién sobre a. Para o = 1 se
cumple por 1.22, que implica también que si se cumple para a se cumple para
a + 1. Supongamos que se cumple para todo a < A. Entonces tenemos una
aplicacion suprayectiva

UA Ult® (M) — Ult) (M),
a<

y [ Ut (M)] = |af|M] < [A||M], luego | Ulty, (M)] < [A][M]. .

Vamos a necesitar algunos resultados adicionales. En los teoremas siguientes
suponemos las condiciones del teorema anterior.

Observemos en primer lugar que si a+1 € 7y X € Pr,NULS (M), entonces
XeDy+{§<ka|d€X}EDy < [d €ingat1(X) ¢ Ka € lg,a+1(X).

Para los ordinales limite tenemos otra caracterizacion: D) es el ultrafiltro
generado por la sucesion de los puntos criticos.

Teorema 1.31 Si A € v es un ordinal limite y X € Pry N Ulti‘)(M), entonces
XeDyoVa<d{ks|la<s<A}CX.

DEMOSTRACION: Existe un § < A tal que X = is5)(X"), para cierto conjunto
X' € Py N ULLS,(M). Entonces

X e Dy + X e Ds < ks € i5,5+1(X/) < K§ € i(s)\(X/) =X,

puesto que is5412(ks) = ks. Ahora bien, si X = isx(X’), también se puede
expresar en la forma X = is5(i55/(X')), para todo § < ¢’ < A, por lo que de
hecho se cumple la condicién del enunciado. m

El teorema siguiente nos proporciona una representacion 1til de los elementos
de una ultrapotencia iterada:

Teorema 1.32 Si o € v y x € Ut (M), existen n € w, f € W"MNM y
o <o < ap < atales que © = ioa(f)(Kays -+ » Fay )-

DEMOSTRACION: Razonamos por induccién sobre a. El caso a = 0 es
trivialmente cierto (con n =0y f(&) = z). Supongamos que se cumple para «,
que a+1 € vy que z € UltsH (M).

Entonces z = [g], para g € "= Ut (M) N UtS (M), pero entonces, como

{0 < ka | cg(0)(9) = g(d)} = {6 < Ka | 9(6) = g(0)} € Da,

tenemos que iq,a+1(9)([d]) = [g], es decir, * = iq,a+1(9)(Ka). Si a = 0 esto
es ya lo que hay que probar. En caso contrario, por hipotesis de inducciéon
g =ti0a(h)(Kays-- s ka,)yconn€w, he " MAMya, < <a, <a.

Podemos suponer que h : [k]* — "M, pues podemos definir otra funcion
K i k™ — "M que coincida con h en todo s € [k]™ tal que h(s) € "M, y
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entonces en ULt} (M) se cumple que igo(h') coincide con ig(h) en todo s tal
que ioq(h)(s) € "= Ult}) (M), luego en particular igo(h')(Kays - - - Kay,) = G-

n+1

Definimos f € "I M N M mediante

f(1, oy 0n,0n41) = h(01, .., 0n) (Ont1)-

10,a41(F) (Fars - Bans o) = (10,a41(R) (Kays - - - Kan ) (Ka)
= (ia,a+1(1'0a(h)>(ia,a+1(“m)a e 7ia,a+1<"€an)))(’fa)
= la,a41(10,a(R) (Fays - - 5 Kay,)) (Ka) = ia,ar1(9)(Fa) = 2.

Si el resultado es cierto para todo o < Ay & € Ult},(M), entonces & =
iax(2'), para cierto a < Ay 2’ € Ult},(M). Por hipotesis de induccion tenemos

que ' = iga () (Kays - Ka, ), luego & = igx(f)(Kays - - - Ka,, )- "

De aqui deducimos algunos hechos que necesitaremos més tarde:

Teorema 1.33 Sea M un modelo transitivo de ZEC—AP (o de ZFC si M es
una clase propia), sea k un cardinal™ y sea D un ultrafiltro ~y-iterable en PM g
(sin excluir v = Q).

a) Siaeyyde QM entonces iga(d) < (|F6 N M| - |af)T.
b) Siv es un cardinal tal que |"x N M| < v € ~, entonces K, = ig, (ko) = V.

¢) Siv es un cardinal tal que en M se cumplacfv >k A \p < v p® < v (en
particular si es un limite fuerte de cofinalidad mayor que k) y « € yNv,
entonces ign (V) = v.

DEMOSTRACION: a) Si7n < ipa(0), por el teorema anterior podemos expresar
N = i0a(f)(Kays---ska, ), paran € w, f €MW" MAMya; < -+ < a, < a,
ahora bien, podemos suponer que f € "6 N M, de donde podemos concluir
que |ige ()| < "0 N M| - |a.

b) Tenemos que v < k, = |J ko = supioa(k) < sup(|"sN M| |a))t <wv.

a<v a<v a<v

c¢) Supongamos que 6 < ig,(v). Basta probar que § < v. Por el teorema
anterior 6 = oo (f)(Kay, - - - Kay, ), conn € w, f € W vAM, a1 < < a, < o

Como cf™ v > k, existe un € < v tal que f € "¢, por lo que

§ <igale) < (|Fen M| -|a))t < v,

donde hemos usado la hipotesis sobre v. L]

Necesitamos un ultimo resultado técnico que involucra los ultrafiltros defi-
nidos en 1.24:
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Teorema 1.34 Sea M un modelo transitivo de ZFC—AP (o de ZFC si M es
una clase propia), sea k un cardinal™ y sea D un ultrafiltro y-iterable en PM g

(sin excluir v = Q). Sean x1,...,2m E M, 0 €y yag < -+ < ap < a. Sea
AUy Uy T4 -+ -, Tp) una formula del lenguajed de la teoria de conjuntos.
Entonces

ULtBH (M) E dlioa(T1), - 10a(Tm)s Bays - -« Kay, ] <>
(M,D) E{(61,...,0n) € [K]" | p(x1,. -, Tm,01,...,0n)} € D™.

DEMOSTRACION: En la segunda parte de la coimplicacién hay que entender
a (M, D) como modelo del lenguaje £ en el que el relator R se interpreta como
la pertenencia a D. Observemos que la pertenencia a D™ es expresable en este
lenguaje:
X € D"« (M, D) E VA(R(A) A [A" C X).

Por simplificar la notacion consideraremos tnicamente un parametro igq ()
en lugar de ipn (1), .- .,%0a(Zm), pues, como se verd, el ntimero de pardmetros
no afecta en nada a la prueba.

Vamos a demostrar algo ligeramente mas general, y es que el teorema es
valido no solo para formulas de Ly, sino también para formulas de Lr (con-
siderando a Ult% (M) como modelo de Ly en el que el relator R se interpreta
como la pertenencia a D,) que cumplan tres condiciones adicionales:

a) Para todo o < vy todo x € M,
{(81,...,6,) € [Ka]™ | (ULtS(M), Do) E dliva(x),d1,...,0,]} € Ults(M).
b) Sia+1<y,zeMylfi],...,[fa] € Ut%™ (M), entonces
(USH (M), Dat1) F ¢lio,asr (@), (], [fa]) &
{6 < ko | (Ultp (M), Do) E ¢lio,a(x), f1(8), .-, fn())} € Da.
¢) Sia, <a<f<ysecumple que
(ULtS (M), Do) E Blioa (), Kays-- -+ Ka, ]
& (U2 (M), Dg) E @liog(), Kays - - - s Ker, -

Observemos que las tres propiedades se cumplen cuando ¢ es una férmula
de Ly, pero también las cumplen algunas férmulas de Lr que nos apareceran
en la demostraciéon, por lo que tenemos que trabajar en este contexto general.

Razonamos por inducciéon sobre n. Para n = 0 es trivial. Supuesto cierto
para n, la hipotesis ¢) nos da que

(UItH (M), Do) E ¢lioa (), Kays-- s Kan] <
(UltE (M), Da,+1) F Olioq, +1(2), Kays - - s Ka, s

8Si M es un conjunto, debemos entender que m,n € w y que ¢ € Form(Ltc), mientras que
si M es una clase propia hay que entender que m y n son ntmeros naturales metamatematicos
y que ¢ es una féormula metamatemaética.
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Ahora usamos que ULt ™' (M) = Ultp,  (Ulty' (M)), con kq, = [cx, ] salvo
para i = n, en cuyo €aso ko, = |d]. Luego aplicamos b):

(Ult%(M)7 Da) F QS[iOa(x)v Raqyees K/an] <~

{0 < ka,, | (Ult (M), Dq,) E dliva, () Kays- s Kap_1,0]} € Da, <>
(Ultyy" (M), Do, ) F R({6 € [Fa,] | @livan (T)s Kays- s Kan 1, 0]}).

En la segunda implicacion hemos usado (una consecuencia de) la hipotesis a)
sobre la formula ¢. Observemos que en la ultima férmula podemos eliminar el
parametro ko, porque en (Ut (M), Dy, ) puede describirse como el méaximo
ordinal o que cumple Ra. Ahora vamos a aplicar la hipdtesis de induccion,

para lo cual tenemos que comprobar que la féormula

V(xoy ...y xno1) = R{0 € ka | dlzo, 21, .., Tn-1,0]})

cumple las condiciones a), b), ¢). En efecto, dado o < k y © € M, por a) para
¢ tenemos que

A={(b1,...,0n) € [K]" | (USH(M), Do) E @liga(z),d1,...,0,]} € UltT (M),

luego, para cada s € [kq]" !

, se cumple que
As={0 €Ky |0 >maxs AsU{d} € A} € UltH(M).
Mas atn, {As}sepe, -1 € Ulth(M). Como D es 1-iterable, esto implica que

{(513 B 671—1) € [na]nil ‘ (Ult%(M)a Da) F T/)[iOa(l’)v 517 BRI} 5n—1]}

= {5 € [ka]" "} | A, € D} € UltH(M).

Veamos b). Seguimos llamando A € Ult% (M) al mismo conjunto anterior.
Entonces, fijados f1,..., fn_1 € " Ut} (M) N ULt} (M), para cada € < kq,

9(€) = {6 < ka | (Ulth (M), Da) & @lio,a(z), fi(e), -, fa-1(€),6)}

= {6 < Ka | (fl(e)v'“vfnfl(e)v(s) € A} € Ult%(M)

y, més atn, g € "o Ult% (M) N ULtE (M).
Se cumple que

l9] = {0 < Kas1 | (U (M), Dayr) F @lio,ar1(2), [fils- - [fama] 0},
pues, para toda f € = Ult},(M) N ULt} (M), tenemos que
[f] € lg] &> {e < ra | f(e) € g(e)} € Do

{6 < Ko | f(e) < Ko A (Ult%(M)»Da) E ¢(io,a($)vf1(5)a .. 7f(6))} € Da
& [f] € Kat1 A (UG (M), Das1) F dligasi(@), [fil, .-, [fa-il, [£]),
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donde hemos usado que ¢ cumple b). Ahora,
(Ult%TH (M), Datr) F it (@), L)oo [fa])
(U5 (M), Das1) = R([9]) < [9] € Do <> {e < ko | g(€) € Do} € D ¢

{e < ka | (Ulth (M), Do) E R({0 < fia | ¢(io,a(2), fi(€), - fa-1(€),0)}})
& {e <ha | (Ulth(M), Do) F h(d(ioa(2), fi(€), .-, fa-1(€))}})-

Esto termina la prueba de b).
Para la propiedad c¢) basta observar que, por dicha propiedad para ¢, se
cumple que

iap({0 € Ka | Dliva(); Kays -+ Koy 15 0]}) =
{0 € rp | Olios(x), kans - -5 Ka, 1, 01},

por lo que el primer conjunto estd en D, si y solo si el segundo estd en Dg, y
eso es lo que afirma .

En definitiva, podemos aplicar la hipo6tesis de induccién para concluir que
(UItH (M), Do) E ¢li0a (), Kays - - -5 Kay | €
(M,D)E {(01,...,6n_1) €E[K]" | {5 € K| P[x,01,...,0n_1,0]} € D} € D"!
y esto equivale a
{61,y 0n_1) €[K]" M| {0 € K| (M,D)E @[z,61,...,0n-1,0]} € D} € D" !
—{(01,...,0,) € [K]" | (M,D) E ¢[z,61,...,0,]} € D"

& (M,D)E{(1,...,80) € [4]" | Sz, b1,...,8,]} € D™,

donde hay que usar la hipotesis a) (con @ = 0) para garantizar que los conjuntos
involucrados estan en M. m

Nota Aunque vamos a necesitar el teorema anterior en toda su generalidad (e
incluso un poco mas), el caso particular en que o« = n € w tiene una interpreta-
cion especialmente simple. Consideremos la ultrapotencia Ult},. (M) construida
a partir de D". Si f, g € [{I" M N M, se cumple que

ion(f) (Ko, - - -y n—1) = don(9) (Ko, - - - s Kn—1) ¢
Ult%(M) F Z'On(f)("{Oa RS K/n—l) = 7;071(9)(’{07 D) ’{n—l) x4
{(60, .. ,,571,1) e D" | M &= f(50a .. '7671*1) = 9(507 .. .7(5n,1)} A [f]*D” = [g]*D”
Por lo tanto, podemos definir 7% : Ultpn (M) — Ult}, (M) mediante

:L([f]*) = iOn(f)('%Oa .- -7"€n71)

T,
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y se trata de una aplicacién inyectiva. Pero el teorema 1.32 implica que es
biyectiva. Cambiando la igualdad por la pertenencia se concluye igualmente
que

Azy € Ulth (M) (z Ry <> m,(x) € m,(y)),

luego 7 es un isomorfismo de modelos. Asi, la ultrapotencia Ult}. (M) esta
bien fundada, y su colapso transitivo es Ult’, (M).

En resumen, si D es un ultrafiltro n + 1-iterable sobre un modelo M, hemos
probado la igualdad Ultpn (M) = Ult} (M), que nos reduce n ultrapotencias
consecutivas a una tnica ultrapotencia respecto del ultrafiltro D™. L]

1.7 Ultrafiltros completamente iterables

En esta seccion vamos a probar que la condicion suficiente dada en 1.14
para que un ultrafiltro defina una ultrapotencia bien fundada implica en reali-
dad que el ultrafiltro es completamente iterable (supuesto que sea 1-iterable).
Necesitamos introducir un concepto auxiliar:

Definiciéon 1.35 Sea M un modelo transitivo de ZFC—AP que sea un conjunto,
sea # un cardinal™ y D un ultrafiltro en PM k 1-iterable sobre M. Diremos que
D es numerablemente iterable en M si cuando” j : N — M es una inmersién
elemental con N numerable, ;i es un cardinal®, W es un ultrafiltro en PV pu
l-iterable y ademés j(u) = K y Az € N(x € W < j(z) € D), entonces estan
definidas las ultrapotencias {Ultjy, (N) }a<w, -

Teorema 1.36 Sea M un modelo transitivo de ZFC—AP, que sea un conjunto,
sea k un cardina™ y D un ultrafiltro en PM g 1-iterable sobre M. Si la inter-
seccion de toda familia numerable de elementos de D es no vacia, entonces D
es numerablemente iterable.

DEMOSTRACION: Sean j : N — M, py W segin la definicién anterior.
Vamos a probar, por induccion sobre o < wy, que existe Ulty, (N) y que existen
inmersiones elementales j, : Ulty, (N) — M tales que jo(po) =K'y

Az € Ulty (N) (z € W, < jo(z) € D)

y de modo que js = isq © jo para todo 6 < a. Para a = 0 basta tomar jy = j.

Supongamos que se cumple para «. Observemos que, por 1.30, todas las
ultrapotencias de N son numerables. Si X € W, entonces j,(X) € D y, como
la ultrapotencia es numerable, por hipotesis existe

n€MNija(X) | X € Wa}.

Observemos que si X € Pu, N ULH(M), entonces X € W, + 1 € jo(X),
pues si X ¢ W, entonces p, \ X € Wy, luego 0 € jo(tta \ X) = &\ jo(X).

9Si M fuera una clase propia, no podriamos decir en ZFC “para toda inmersiéon elemental”.
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Definimos 57, : Ulty, (Ulty,(N)) — M mediante 5%, ([f]*) = jo(f)(0)-
Esto es correcto, pues si [f]* = [¢]*, entonces
X ={0 < pa | f(6) = 9(0)} € Wa,
luego 1) € ja(X) = {6 < £ [ ja(f)(0) = Ja(9)(9)}, luego ju(f)(n) = ja(g)(n)-

Veamos que jj,; es una inmersién elemental. En efecto, si [f1]*,...,[fn]"
son elementos de la ultrapotencia N* = Ulty, (Ulty,(N)) v ¢(z1,...,2,) es
una féormula cualquiera, tenemos que

SN (LAL Ul 0 {8 < pa | 97D (f1(8), . fu(8))} € Wa

e nel{d<n|oM(Ga(f1)©), - dalfa) )}
& MG (LA, daa ([fal®)-
El hecho de que N* pueda sumergirse en un modelo transitivo implica que

esté bien fundado, luego existe Ult%}“(N ) y, al componer con el colapso transi-
tivo, la inmersioén j}; da lugar a una inmersién elemental

Jotr1 s UL (N) — M.
Ademas cumple todos los requisitos adicionales:

Jat1(fat1) = ja+1([cua]) = ja(cua)(n) =cx(n) =K
y si [f] € UltST (), entonces

[f] € Wat1 < {0 < pa | f(0) € Wa} € Wy & n € {6 <k|ja(f)(0) € D}

A ]a(f)(n) €D« ja+1([f]) €D.
Por ultimo, para probar que j,4+1 conmuta con las i5 41, basta ver que lo
hace con iq a1t
ja+1(ia,a+1(x)) = ja+1([cw]> = ja(cw)<77) = Cja(ac)(77> = Ja(x)
Ahora supongamos que existen las ultrapotencias y las inmersiones para todo
0 < A < wi. El teorema 1.27 nos da entonces una inmersion elemental
3% Uty (N) — M,

que implica que el limite inductivo estd bien fundado, luego existe Ult{}V(N )
y, componiendo con el colapso transitivo, obtenemos una inmersiéon elemental
Jac: UltéV(N) — M que conmuta con las inmersiones ;.

Ademas, jx(ux) = jalion(n)) = jo&,u) = kysiz e Ulty(X), digamos
x = isx(z"), para cierto 6 < Ay 2’ € Ulty, (N), entonces

zeW, < = Ws < jg(a’:l) eD+ j,\($) Zj)\<i5)\($/)) = j(s(.%‘/) e D.
n

Por otra parte:
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Teorema 1.37 Sea M un modelo transitivo de ZFC—AP, que sea un conjunto,
sea k un cardinal™ y D un ultrafiltro numerablemente iterable en PM k. Enton-
ces D es completamente iterable.

DEMOSTRACION: Supongamos que no es asi, y sea v € { el menor ordinal
para el que no existe la ultrapotencia iterada de orden . Entonces esta definida
la ultrapotencia Ult}; (M), pero no esta bien fundada. Siy = ¢ + 1, llamemos
Ji+ M — Ult7(M) a la composicion j2 = ig, © ijo’ que es una inmersion
elemental.

Si, por el contrario, v es un ordinal limite, sea j35 : M — Ult5 (M) la
inmersion elemental asociada al limite inductivo que define a la ultrapotencia.

Sea {z) }rew una sucesion en Ult); (M) tal que Ak € w 41 Ray.

Es facil ver que la prueba del teorema 1.32 vale igualmente aunque la altima
ultrapotencia no esté bien fundada, de modo que podemos expresar

UL (M) F (o = 55 (g ),

con frp e WM AMy W< < *y,’jk < 7, donde ademés hay que entender
que, en el caso en que v = 7o + 1, cada i, con a < g se identifica con i _ (k)
como elemento de Ult); (M), mientras que £, se identifica con [d]*. En el caso

en que v sea un ordinal limite cada k, se identifica con 47, . (ka).

Consideremos el niicleo de Skolem N* de {k}U{fx | k € w} en M, visto como
modelo de L en el que el relator R se interpreta como la pertenencia a D. Asi,
en N* el relator R se interpreta como la pertenencia a W* = {x € N* | z € D}.
Sea N el colapso transitivo de N*, sea j : N — M la inversa de la funciéon
colapsante, que es una inmersion elemental para la relacién de pertenencia. Sea
w=7j"1(k) ysea W = j 1[W*] = j71[D]. Es facil ver que W es un ultrafiltro
iterable y normal en PV y que Az € N(z € W < j(z) € D).

Ademas, N es numerable, luego por hipotesis existen al menos las ultrapo-
tencias iteradas {Ultyy, (N)}a<w, -

Sea fr. = j7'(fx), de modo que fr € WM™ NN N. Sea ¢ < w; el ordinal del
conjunto
Z={y kcwnl<m<n}

y sea h: Z — ( la semejanza. Sea %, = h(yk) y sea
T = ioc(fk)(/l/,s/{@7 ce. ,/J,:m) € UltéV(N).
Para terminar la prueba basta demostrar que Ak € w Ti4+1 € Tk-

Para ello observamos que el teorema 1.34 vale igualmente para Ult); (M) en
lugar de Ult})(M). Esto es inmediato si v es un ordinal limite, pues entonces
basta tomar a,, < a <y y usar que

Ultyy (M) F 6[55(2),55(¥), Kay s - - - K, ] €
Ult%(M) ': ¢[i0a($>7i0a(y>a K’Ot17 ) K’anL

con lo que podemos aplicar 1.34 a a.



1.7. Ultrafiltros completamente iterables 43

Sivy=19+1y a, < v podemos hacer lo mismo. El tinico caso no trivial
se da cuando a,, = 7, en cuyo caso, por el mismo razonamiento empleado en
la prueba de 1.34,

Ul (M) F ¢[53(2), 55 (y): Kays - -+ Ka,]
{0 < Kaq,, | (Ut (M), Da,,) E ¢liva, (), %00, (Y): Kars - - s Eapn_1,0)} € Da, <>
(Ulty (M), Da,,) F R({6 € [ka,] | dliva, (%), i0a, (¥); Kars - - - Kan_y:0]})-
Ahora basta aplicar 1.34 a «a,, y la féormula
Y(xo, ..., xn_1) = R({0 € Ko | dlx0,21,.. ., Tn-1,0]})

tras justificar, con los mismos argumentos empleados alli, que satisface las con-
diciones a), b), c) exigidas. (No se trata de repetir el argumento inductivo,
sino de usar que ya hemos probado que 1.34 es aplicable (en una ultrapotencia
bien fundada, como la correspondiente a «a;,) a toda féormula que cumpla dichas
condiciones.

Aplicamos esto, concretamente, a la formula

¢(j:(fk)aj:(fk+1)v"o ::j:(fk+1)(ﬁwf+la'~'vﬁ k41 ) € j:(jk)(ﬁyfa"'aﬂyﬁk),

Yng i1

donde los puntos suspensivos representan los cardinales £ 1 y K i1 en orden
i i
creclente y sin repeticiones.

Como 41 Rz, tenemos que
Ult (M) E ¢(55 (fi)s 35 (frt1)s -+
y por lo tanto
(M,D)E{(01,...,0n) € []™| &(frs fkt1,01,-..,0n)} € D™

Pero esto implica que

(N, W) E{(61,....6,) € W™ | &(frs g1, 01,--.,00)} € W,

donde hemos usado que j transforma el conjunto de la izquierda de la férmula
inferior en el correspondiente de la férmula superior y que hace corresponder los
elementos de W con los de D (luego los de W™ con los de D™). Ahora aplicamos
el teorema 1.34 a N con « = (, lo que nos da que

Ult§y (N) E ¢, (fr)sio.c(fetrt)s- ),

donde ahora los puntos suspensivos representan a los cardinales pyr y fhspt1
correspondientes a los k1 y K e originales. Como estan ordenados igual, esto
es lo mismo que
¢ CF F
Ultyy (V) & Joc (Fern) (pgrens oo pigeas ) € Joc (fi) (gt - s, )
es decir, Tp411 € Tp, y tenemos una sucesiéon decreciente para la pertenencia.

Asi pues:
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Teorema 1.38 Sea M un modelo transitivo de ZFC—AP, sea k un cardinal™
y D un ultrafiltro en PMk 1-iterable sobre M. Si la interseccion de toda familia
numerable de elementos de D es no vacia, entonces D es completamente iterable.

DEMOSTRACION: En el caso en que M sea una clase propia, basta probar
que existen todas las ultrapotencias Ult® (H™ (£)), para todo cardinal™ ¢ € M
regular™ > k, pero PMk = PH" k. por lo que D cumple la misma hipétesis
respecto de HM (k). Asi pues, podemos suponer que M es un conjunto, y
entonces basta aplicar los dos teoremas anteriores. L]

Con todo lo que hemos demostrado ya es facil probar las equivalencias si-
guientes:
Teorema 1.39 Sea M un modelo transitivo de ZFC—AP, sea k un cardinal™
y D un ultrafiltro en PMk 1-iterable sobre M. Las afirmaciones siquientes son
equivalentes:

a) D es completamente iterable.
b) D es wy-iterable.

¢) Eziste una ultrapotencia iterada Ut (M) tal que la interseccion de cual-
quier familia numerable de conjuntos de D, es no vacia.

DEMOSTRACION: a) = b) es trivial.

b) = c¢) Observemos que tiene que existir Ult?)} (M), pues el limite induc-
tivo ULt} " (M) esta necesariamente bien fundado debido a que c¢fw; > Ry (una
sucesion decreciente respecto a la relacion R en Ult?)* (M) da lugar a una suce-
sion decreciente respecto de la pertenencia en una ultrapotencia Ult}, (M), para
cierto o < wy).

Basta probar que D,, cumple lo requerido. En efecto, sea {X,}ne, una
familia de elementos de D,,. Por 1.31 para cada n € w existe a,, < w; tal que
{ka | an <a<wi} CX,. Sif=supa, <wi, tenemos que kg € (| X,.

n new

c) = a) Por el teorema anterior existen todas las ultrapotencias iteradas

UltﬁDa (Ut (M)), pero una induccion trivial a partir de la definicién muestra que

éstas son las ultrapotencias Ult%+6 (M), luego existen todas las ultrapotencias

iteradas de M. n

Nota Si M es un conjunto podemos anadir al teorema anterior la equivalencia
con que D sea numerablemente iterable, pues 1.37 nos da que esto implica a)
y, por otra parte, de c) se sigue, en virtud de 1.36, que D, es numerablemente
iterable, y la inmersion elemental ig, : M — Ult}) (M) implica inmediatamente
que D también loes (si j : N — M y W estan en las condiciones de la definicion
respecto de M, entonces j o ig : M — UltT, (M) y W lo estén respecto de la
ultrapotencia). "



1.8. Ultrafiltros iterables sobre L[A] 45

1.8 Ultrafiltros iterables sobre L[A]

Los resultados de la seccion anterior pueden mejorarse sustancialmente para
el caso de ultrafiltros sobre modelos L[A]. Por [PC 3.19] no perdemos generali-
dad si suponemos que A C Q. Llamaremos o = [J A.

Nos vamos a apoyar en un resultado técnico que requiere algunas definiciones
previas. Sea r > o un cardinal en L[A] y consideremos la clase

K, ={p € Q| ues un cardinal limite con cf p > k}.

Claramente es una clase propia, pues para todo ordinal § € 2 se cumple que
0 <N+ € K, luego K no esta acotada en €.

Observemos ahora que si cf A > k y {us}s<r es una sucesion creciente en
K, entonces u = |J ps € K,; (pues tenemos una sucesion cofinal creciente de
<A

A en p, y esto implica que k < cf A < cf p).

Sea K|, = {u € K, | |KixNu| = u} y veamos que también es una clase
propia. Para ello tomamos pg € K/, y definimos recurrentemente una sucesion
creciente {is}s<.+ de modo que cada pgs sea un elemento de K, mayor que los
anteriores y tal que K, N pus| > pe para todo € < §, lo cual es posible porque

K, no esta acotada. Entonces p = |J ps € K, cumple que
S<rkt

p=> K N pl > K N psa| > pe,

luego |K, Np| = p y por consiguiente p € K. v u > po, luego K no esta
acotada.

Sea Cj; el conjunto formado por los k™ primeros elementos de K/, y consi-
deremos su supremo &, = |JC,. Entonces ¢, € K. En efecto, sabemos que
&e € K ysip € Cy entonces

§e 2 [Ku N&e| = |K Npl = p,

luego | K, N&| = .

Notemos que los elementos de K,; (en particular los de Cy; y &) cumplen la
hipotesis del teorema 1.33 ¢) para M = L[A], pues por [PC 3.29] (teniendo en
cuenta que £ > o) todos son limites fuertes en L[A].

Teorema 1.40 Sea A un conjunto de ordinales, sea 0 = |JA y sea k > o un
cardinal en L[A]. Entonces, para cada X € P, existen s € k<¢, t € [C,]<¥
y una formula ¢ del lenguaje de la teoria de conjuntos de modo que

Na € k(o € X + Le [A] F ¢la, s, t, A]).

DEMOSTRACION: Sea N = N (kU Cy) < Lg,[A], donde el nicleo de Skolem
lo calculamos respecto de funciones de Skolem definidas mediante el buen orden
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constructible, de modo que, segun [PC 3.27], N esta formado por los elementos
de L¢[A] definibles a partir de £ U C);. Sea M el colapso transitivo de N.

Observemos que, como L¢, [A] E V = L[A], se cumple que A € N y, como
A C Kk, su colapso transitivo es él mismo, de modo que A € M, por lo que
M = Ly[A], para cierto ordinal A > k%, ya que |[M| = ™.

Sea j : Ly[A] — Lg,[A] la inversa de la funcién colapsante, que es una
inmersion elemental. El teorema [PC 3.28] nos da que Pl = PLAlL Por
lo tanto, si X € PLAlk entonces j(X) € N, luego es definible en Lg, [A], luego
existe una formula 1 tal que, para dos ciertas sucesiones de parametros s y t,

a € j(X) ¢ Le, [A] EYla, s,t, A,

pero j fija a todos los ordinales menores que &, luego o € X <> o € j(X). =

Nota Con una minima alteracion en la prueba, el teorema se demuestra igual-
mente para X C Kk X K, con la conclusion

Nde € k((6,€) € X <> Le[A] E @6, €, 5, t, A).

Veamos una consecuencia sencilla:

Teorema 1.41 Sea A un conjunto de ordinales, sea 0 = |JA y sea k > o un
cardinal en L[A]. Entonces en Pk hay a lo sumo un ultrafiltro 2-iterable
sobre L[A].

DEMOSTRACION: Supongamos que existen dos ultrafiltros Dy y Dy en PEAl,
2-iterables sobre L[A]. Dado X € PHk, fijamos &, ¢, s, t segin el teorema
anterior, es decir, de modo que

Na € k(a € X <> Le [A] F ¢a, s, t, A]).

Ahora usamos que la inmersion elemental jp, : L[A] — Ultp, (L[4]) fija a A,
a los elementos de x y, por 1.33 también a & y a los elementos de Cy (luego
también a s y a t). Por lo tanto

Aa € jp, (k) (a € jp, (X) < Le, [A] E ¢la, s, t, A),

y en particular k € jp,(X) <> L¢ [A] F ¢[o, s,t, A], pero lo mismo vale para
Do, luego
XeD < rejp,(X) e ke jp,(X) e X €D, -
Ahora ya podemos probar que basta con que exista la primera ultrapotencia
para que existan todas:

Teorema 1.42 (Kunen) Sea A un conjunto de ordinales, c = |JA yk > o
un cardinal en L[A]. Entonces todo ultrafiltro 2-iterable en P4k es iterable.
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DEMOSTRACION: Sea D un ultrafiltro 2-iterable en P4l k y supongamos que
1o es iterable, sino que la sucesion de ultrapotencias iteradas {Ult},(L[A])}s<
sOlo esta definida hasta un ordinal v € 2, por hipotesis v > 2.

Observemos que Ult,(L[A]) es un modelo interno que contiene a A = jos(A)
(porque A € V,.;L[A]) y cumple V = L[A], luego es UltS (L[A]) = L[A].

Supongamos que v = a + 1. Por 1.32 sabemos que todo elemento de
Ult%(L[A]) = L[A] es de la forma ig (f)(Kays-- - Ka, ), con f € F"LIA] N L[A]
ya <--- < a, <a.

Por otra parte, como a > 1, contamos con que L[A] = Ultp,(L[A]), luego a
su vez podemos representar f = [g]p, donde podemos suponer que, para cada
d < K, se cumple que g(d) : [6]" — L[A]. Definimos entonces una funcion
g : [k]™ — "L[A] mediante

g o 0m)(0) = g0 (a1, ...,an) siag <--- <ay <6,
g(ah o )() {O en otro caso.

Como g € L[A], también g € L[A], y podemos definir e : L[A] — Ult}, (L[A])
mediante

e(iOa([g]D)(K’au R} /{/an)) = [iOa(g)(Haly- o K:Oén)]*'
En efecto, siioa([9]D)(Kays -« -5 Kay)s 10a([9]1D)(Kays - - -5 Kar ) son elementos
de L[z], sea §1 < -+ < &y, < « la ordenacion de {ay,...,an, 0, ..., a0}, de

modo que o = dj,, aj, = 0. Aplicamos dos'? veces 1.34:
i0a([9]D)(Kays - Ka,) = i()a([g/]D)(’ia’lv R ’ia;/) A

{001, 6m) € [K]" | lg]D(0iy5 .-+, 04,) = [9’]D(5i;7---75z’ )yeD™ &

{61, 6m) € [5]™ [ {8 < 5| 9(6)(8iy, - ,01,) = ¢'(6)(8ig -0 )} € D} € D™ ¢
)

{(01,-.-,0m) € [K]™ | {0 < K| g(diys.--,0i,)(5) =g’(6i/1,...,5i,n/)(6}eD} €ED™ &

{0 < i | i0a(@)(Kass - K0, )(8) = i00(F) (Fays- -+ Far )(8)} € Do ¢

[10a(9) (K- Ko, )™ = lioa () (Ko - - i, )]

Esto prueba que e esta bien definida y es inyectiva. Sabemos también que
es suprayectiva, y el mismo razonamiento con € en lugar de = prueba que es un
isomorfismo de modelos, por lo que Ulty, (L[A]) esta bien fundada y tenemos
una contradiccién.

10Notemos que la segunda aplicacién de 1.34 se hace sobre una féormula de £, a saber,
{5 <z | y((;il,. 75ln)(5) = m(él/l, . '761" /)(5)} €D,

donde X € D <» X™ € D™ <» R(X™), pero esta féormula cumple las condiciones a), b), ¢) que
se exigen en 1.34 (la comprobacion es casi idéntica a la que se hace en la demostracion para
la formula ).
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Veamos finalmente que también llegamos a una contradiccion si suponemos
que 7 es un ordinal limite. Como vamos a realizar una definicién recurrente
de inmersiones elementales, reducimos antes el problema a inmersiones sobre
conjuntos.

Sea C' la clase de los cardinales limite p de cofinalidad > « tales que L, [A]
cumpla los suficientes axiomas de ZFC como para que esté definida su suce-
sion de ultrapotencias iteradas {Ult%(L,[A])}s<+ (el argumento del teorema de
reflexion prueba C es una clase propia). El mismo argumento empleado para
definir las ultrapotencias sobre clases propias muestra que!!

U Ut (L,[A]) = Ult},(L[A]) = L[A],
pneC

asi como que los cardinales ks y los ultrafiltros Ds son los mismos para ambas
sucesiones de ultrapotencias.

Observemos que si Ult},(L[A]) no esta definida, entonces existe un p € C tal
que Ult),(L,[A]) tampoco lo esta. En efecto, lo que tenemos es que el limite in-
ductivo de las ultrapotencias {Ult},(L[A])}5< 1o esta bien fundado, por lo que
existe una sucesion {ij _(%,)}new decreciente para la pertenencia en el limite
inductivo. Basta tomar € C tal que An € w z,, € Ult}; (L,[A]), pues enton-
ces la misma sucesion, considerada en el limite inductivo de {Ult}(L,[A])}s<-
muestra que éste no esta bien fundado.

Fijamos, pues, u € C tal que no exista Ult},(L,[A]). Podemos exigir que
> &, donde este cardinal es el definido al principio de la seccidn.

Como igs(A) = Ay L,[A] cumple V' = L[A], lo mismo vale para Ult5, (Ln[A]),
luego tiene que ser Ult% (L, [A]) = Ly[A], para un cierto ordinal A\ > p. Una
simple induccion (usando 1.22) muestra que todo ordinal € € Ult, (L,[A]) tiene
que cumplir € < ig5(C), para cierto ¢ € L,[A], pero la inmersion igs es la restric-
cion de la correspondiente a Ult, (L[A]), luego € < igs(¢) < dos(p) = p. Esto
prueba que Ult},(L,[A]) = L,[A].

Asi pues, todas las inmersiones 45, son aplicaciones ise : L,[A] — L, [A].
En particular tenemos que ke = ige(k) € L, [x], para todo € < 7. Definimos

H={uc L] | N6 <~ ios(u) = u},

de modo que kK C H C L,[z].

Notemos que, méas en general, si u € H, se cumple que i5.(u) = u, para todo
0 < e <. En efecto:

i5e(u) = ise(ios(w)) = ioe(u) = u.

1La tinica variante entre el uso de modelos H(£) y modelos L¢[A] aparece cuando se razona
quesi f € "L¢[A] y f € L[A], entonces f € L¢[A], porque, como cf§ > k, es f C Ly[A], para
cierto A < &, luego f € Ly+[A] C L¢[A]
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Observemos también que H < L,[z]. En efecto, si u1,...,u, € H cumplen
vu € L#[{E] L#[‘r] F ¢(u)[u13 e 7un]a

podemos considerar el minimo u € L,[z] respecto al buen orden constructible
que cumple L, [z] E ¢[u,u1, ..., u,|, de modo que

L,[x] E ¢lu,ur, ..., un) A Av(p(v)fug, ... u,) — u <0).

Al aplicar igs obtenemos que igs(u) cumple lo mismo, luego ips(u) = u, luego
u € H, con lo que

Vue H L,[z] E ¢p(u)ui, . .., uy).

Por consiguiente, la inversa ko : L,[A] — L,[A] del colapso transitivo de
H es una inmersion elemental. Como x C H, tenemos que kg fija a todos los
ordinales menores que x, mientras que ko(x) es el menor ordinal en H mayor o
igual que k.

Veamos que \§ < 7 ko(k) > Ks.

En efecto, si fuera kg < ko(k) < ks, como la sucesion de puntos criticos es
normal, existirfa un § < v tal que ks < ko(k) < Kst1, pero entonces resulta
que ko(k) < ko1 < is,541(ko(k)), luego ko(k) no queda fijo por is5s+1, y por lo
tanto no estd en H, contradiccion.

Por otra parte, el teorema 1.33 ¢) nos da que K, N L,[A] C H, luego todo
EeCycumpleE € Hy &> |HNE| > |K.NE| =€, es decir, |[HNE| =&, 1o cual
se traduce en que su colapso transitivo tiene que ser el propio &, es decir, que
ko(§) = € para todo & € Cy. Tgualmente ko(&x) = &x.

Ahora vamos a construir recurrentemente una sucesion de inmersiones ele-
mentales ks : UltS, (L,[A]) — L,[A], para § < v, que conmutan con las apli-
caciones ise y de modo que el punto critico de ks sea k5. Con esto quedaré
demostrado el teorema, pues segin 1.27 estas aplicaciones inducen una inmer-
sion elemental kZ : Ult (L,[A]) — L,[A] que prueba que el limite inductivo
esta bien fundado, es decir, que D es v+ 1-iterable, y tenemos una contradiccion.

Partimos de la inmersion kg que ya tenemos definida. Supuesta definida kg,
en PLAKs tenemos definidos dos ultrafiltros 2-iterables, el ultrafiltro Ds y el
dado por el teorema 1.20 (teniendo en cuenta 1.23 y que todas las inmersiones
van de L,[A] en L,[A]). Por el teorema anterior ambos son el mismo, luego
la ultrapotencia considerada en 1.20 es precisamente Ult) " (L, [A]), y tenemos
una inmersion elemental que hace conmutativo el diagrama:
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y que viene dada por ksi1([f]) = ks(f)(ks). Es claro que ksy1 conmuta con
todas las inmersiones asociadas a la sucesion de ultrapotencias iteradas. Ademés
kss1(ks1) = koy1(issr1(ss)) = ks(rs) = ko(k) > Koy

Por lo tanto, so6lo falta probar que k;s11 fija a todos los ordinales menores que
ks+1. Cualquiera de ellos es de la forma o = [f] < K541, donde f € L,[A] puede
tomarse de modo que f : ks — k5. Entonces i5s541(f)(ks) = [f], pues esto
equivale a [cf]([d]) = [f], que a su vez equivale a {e¢ < ks | f(e) = f(€)} € Ds.

Por lo tanto, lo que tenemos que demostrar es que ks11([f]) = [f], que a su
vez equivale a que ks(f)(ks) = i5,6+1(f)(ks)-

Aplicamos el teorema 1.40 a X = f C k5 X kg (véase la observacion poste-
rior). Existen s y ¢t de modo que

Nap € ks(f(a) = B ¢ Le, [A] F ¢(a, B, 5,1, A)).

Ahora observamos que no solo 45511 fija a todos los pardmetros por 1.33, sino
que también lo hace ks, pues, por ejemplo,

k(;(é-lﬁl) = k&(%&(fﬁ)) = ko(fn) =&k

Por consiguiente, al aplicar ambas inmersiones elementales obtenemos:
/\OC/B S ﬁ5+1(i5,5+1(f)(a) = ﬂ e th [A] F ¢(Oé767 S7t, A))a
/\Oéﬂ € K(S*H-(eﬁ(f)(a) = ﬂ A LEH [A] F ¢(Oé7ﬁ, S7ta A))

Y en particular:
NB € ksy1(isss1(f)(ks) = B < Le, [A] E ¢(rs, B, 5,1, A)),

/\5 S I{5+1(€K(f)(/€5) = B x4 LEK, [A] F ¢(H57B7 S7ta A))v
luego ks(f)(ks) = is.6+1(f)(ks), como habia que probar.

Supuestas definidas {ks}s<x, con A < <, tomamos como k), la inmersion
elemental dada por el teorema 1.27, que claramente conmuta con todas las
inmersiones de las ultrapotencias, cumple ky (k) = kx(ior(K))) = ko(Kk) > ka ¥
si a < k) entonces existe un & < A tal que a < kg, con lo que

k,\(a) = k)\(ig,\(a)) = k‘g(a) = «,
luego el punto critico de ky es k). [

Observemos que si M es una clase propia que sea un modelo transitivo de
ZFC, k es un cardinal en M y existe un ultrafiltro en Pk 2-iterable sobre
M, entonces existe una inmersién elemental j : M — N de punto critico x,
que claramente se restringe a una inmersiéon elemental j : L — L, también de
punto critico &, la cual determina un ultrafiltro D en PLx 2-iterable sobre L,
luego iterable.

Notemos ademas que 1.22 d) implica que D ¢ L, es decir, que un ultrafiltro 2-
iterable sobre L no puede ser constructible, luego no puede probarse su existencia
en ZFC, ya que no puede probarse la existencia de conjuntos no constructibles.



Capitulo 11

Cardinales consistentes con
V=L

Estudiamos aqui el primer tramo de la escala de los cardinales grandes por
encima de los cardinales inaccesibles y de Mahlo y sus iteraciones. Mas concre-
tamente, vamos a estudiar (algunos de) los cardinales grandes que comparten
la propiedad de ser consistentes con el axioma de constructibilidad, como su-
cede con los cardinales inaccesibles. (Si x es un cardinal inaccesible, entonces es
inaccesible’, luego si es consistente que existan cardinales inaccesibles, también
lo es que existan cardinales inaccesibles y ademéas V = L.)

Como tendremos ocasion de comprobar, al trascender los cardinales inacce-
sibles y de Mahlo estamos dando un salto cualitativo y no meramente cuantita-
tivo, pues los cardinales que vamos a estudiar no s6lo son hipotesis necesarias
en algunas pruebas de consistencia, sino que su existencia afecta en muchos
aspectos al universo conjuntista. Por ejemplo en [TC 11.10] vimos que la exis-
tencia de cardinales débilmente compactos afecta a la existencia de arboles de
Aronszajn. Esta influencia de los cardinales grandes sobre las caracteristicas
del universo conjuntista se volvera méas pronunciada a medida que pasemos a
considerar cardinales mayores.

2.1 Cardinales débilmente compactos

En [TC 11.8] introdujimos los cardinales débilmente compactos como los car-
dinales no numerables que cumplen la relacién £ —s (x)2. Su nombre proviene
de que, segun el teorema [TC 11.15] estan caracterizados porque los lenguajes
formales de tipo (k, k) o meramente (k, Rg) satisfacen el teorema de compacidad
débil. En el capitulo VIII estudiaremos los cardinales (fuertemente) compactos,
que aquellos para los que los lenguajes formales de tipo (k, k) o (k, Ro) satisfacen
el teorema de compacidad fuerte.

En [TC 11.13] probamos que los cardinales débilmente compactos son gran-
des, pues, de hecho, son w-Mahlo. Vamos a probar que, de hecho, son xk-Mabhlo.

o1
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Para ello demostraremos antes una propiedad esencial de los cardinales débil-
mente compactos.

En el teorema siguiente consideramos pares (M, A) considerados como mo-
delos naturales del lenguaje Lr en los que el relator R se interpreta como la
pertenencia a A.

Teorema 2.1 Sea k un cardinal débilmente compacto. Para todo A C V, existe
un modelo transitivo M de ZFC y un conjunto A’ C M de modo que kK € M y
(Vie, A) < (M, A').

DEMOSTRACION: Sea L’ el lenguaje £ més un conjunto de constantes
{¢z}zev, v sea L el lenguaje £’ mas una constante c. Como k es inaccesible
el lenguaje L” tiene cardinal k. Consideramos a (Vj, A) como modelo de £’
interpretando cada constante ¢, por x.

Sea ¥ el conjunto de todas las sentencias (finitas) de £’ verdaderas en (Vj, A)
mas las siguientes sentencias de £":

a) N\uuécy,

b) Au(u € ¢, <+ V (u=¢,)), para cada x € Vj; no vacio,
yex

¢) = Va, A (zny1 € z,),

new mew

d) ¢ es un ordinal,

e) ¢q € ¢, para cada a < K.

Claramente |X| = x y todas las sentencias de ¥ que no contienen la constante
¢ son verdaderas en (Vj;, A). Ademas todo S C X con |S| < & tiene como modelo
a (Vi, A) sin méas que interpretar la constante ¢ como un ordinal suficientemente
grande. Por [TC 11.15] tenemos que X tiene un modelo M.

Como M cumple la sentencia c), la relacion M (€) esta bien fundada en M,
ademas M cumple el axioma de extensionalidad porque esta en 3, luego M(€)
es extensional. Pasando al colapso transitivo, podemos suponer que M es un
modelo transitivo.

Como M cumple las sentencias a) y b) ha de ser M(c,) = = para todo
x € V, luego V, € M. Definimos A’ = {x € M | M(R)(z)}.

Se cumple que (V,;, A) < (M, A’), pues si (V,;, A) E ¢[z1,...,x,] entonces
(Vi, A) E ¢(Cryy..-,Ca, ), luego la sentencia ¢(cy,,...,cs, ) estd en X, luego
(M, A E ¢(cayy---sCq,) y también (M, A") E dlx1,...,zp].

En particular, esto implica que M es un modelo transitivo de ZFC (pues, al
ser k inaccesible, V; lo es).

Por otra parte, M cumple las sentencias d) y e), lo que implica que contiene
un ordinal mayor o igual que k. Por transitividad x € M. n

Como consecuencia:
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Teorema 2.2 Todo cardinal débilmente compacto es hiper-Mahlo.

DEMOSTRACION: Sabemos que x es inaccesible, luego es 0-Mahlo. Supon-
gamos que k es a-Mahlo, para a < k, y veamos que es a + 1-Mahlo. Para ello
hemos de probar que todo conjunto c.n.a. C' en k contiene un cardinal a-Mahlo.
Sea (M, C") segtn el teorema anterior, es decir, M es un modelo transitivo de
ZFC, (V,,,C) < (M,C") y k € M. Claramente

Vi, C) E AoV B(a < B A RB)
ANa(AB(B<a—= V6B <6§ANI<aARS)) — Ra),

luego lo mismo es valido para (M,C”), lo que significa que C’ es c.n.a. en el
ordinal QM. Por otro lado, el hecho de que (V, C) sea un submodelo elemental
de (M,C") implica que Aa < k(o € C < a € C'), es decir, C = C' Nk, no
acotado en k, luego k € C’.

Una induccién rutinaria prueba que si x es un cardinal a-Mahlo, entonces «
es a-Mahlo™ para todo modelo transitivo de ZFC (que contenga a a y a ).!
En particular esto vale para el modelo M que estamos considerando aqui. Asi
pues,

(M, C") E Vu(p es [a]-Mahlo A Rp).

Teniendo en cuenta que (Vi;, C) es un submodelo elemental (y que « € V),
de aqui se sigue que lo mismo vale para (V,C), con lo que

V€ C(p es a-Mahlo)"x,

pero esto es absoluto para V,.Asi queda probado que el conjunto de cardinales
a-Mahlo bajo k es estacionario, luego k es o + 1-Mahlo. El caso limite (para
ordinales A < k) es trivial. n

Ejercicio: Probar que si k es débilmente compacto, entonces el conjunto
{p < k| 1 es hiper-Mahlo}
es estacionario en k.

Ahora probaremos que la existencia de cardinales débilmente compactos es
consistente con el axioma de constructibilidad y, en particular, con la HCG.
Para ello necesitamos un resultado técnico:

Teorema 2.3 Si k es un cardinal débilmente compacto y un conjunto A C Kk
cumple Ao < k AN € L, entonces A € L.

INotemos que “ser un cardinal” es Iy, “ser cerrado no acotado en k” es Ag, “ser estacionario
en Kk” es II1, luego todas estas propiedades se conservan al pasar a un modelo M. Ademés “k
es a + 1-Mahlo” equivale a

AX C k(AB € K(BE X <+ BE KA B es a-Mahlo) — X es estacionario en k).

Dado X € M que cumpla la hipétesis™, por hipétesis de induccién X contiene al con-

junto (estacionario) de los cardinales a-Mahlo menores que k, luego es estacionario, luego es
estacionario™ .
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DEMOSTRACION: Sea (M, A") segin el teorema 2.1. Claramente
Vi, AY E NaVz(z € LA Nu(u € 2 < u € a A Ru)),

luego lo mismo vale para (M, A’), y entonces podemos particularizar a o = &,
lo que nos da que A= A"Nk € L. "

Teorema 2.4 Todo cardinal débilmente compacto es débilmente compacto™.

DEMOSTRACION: Sea k un cardinal débilmente compacto. Entonces x es
inaccesible”, luego por [TC 11.10] basta probar que no existen k-arboles de
Aronszajn”. Sea (A,<,) un s-arbol”. Podemos suponer que A = k, asi como
que Aap € k(o <4 B — a < B). En efecto (razonando en L), basta definir una

sucesion de biyecciones f, @ |J Nivg(A) — 7, con v, < k, cada una de las
B<a
cuales extienda a las anteriores. La regularidad de s asegura que esto es posible

y al final tenemos una biyeccién entre A y k que nos permite pasar a un arbol
en las condiciones requeridas.

Es claro que A es un k-arbol, por lo que tiene un camino C. Si a < k, sea
v=minC\ a. Entonces a <vyy CnNna={f€kr|p <a~v}€L,luegoCeL
por el teorema anterior. Claramente C' es un camino” en A, luego A no es un
k-arbol de Aronszajn”. n

Veamos ahora varias caracterizaciones de los cardinales débilmente compac-
tos en términos de inmersiones elementales:

Teorema 2.5 Si k es un cardinal inaccesible, las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

a) Kk es débilmente compacto.

b) Si M es un modelo transitivo de ZEC—AP tal que K € M y |M| = &,
eriste una inmersion elemental j : M — N, con N transitivo, cuyo
punto critico es K.

c) Si A C k, existe una inmersion elemental j : M —> N entre modelos
transitivos de ZEC—AP cuyo punto critico es k, |M| =|N| =k, Ae M
y M<"C M, N<" C N.

d) Si A C &, existe una inmersion elemental j : M — N entre modelos
transitivos de ZFC—AP cuyo punto critico es k, |M|=xk y A€ M.

DEMOSTRACION: a) = b) Sea {X;}s<, una enumeracion de Px N M. Para
cadat:y —> 2 con v < K sea

_ X§ si t(5) = 1,
Y5 = {K\X(; i 4(8) = 0,

ysea Xy = [ Ys.
o<y



2.1. Cardinales débilmente compactos 55

Sea A={te M|\Vy<k(te’2A|X;| =r)}. Claramente A es un arbol
con la inclusion. Como para cada v < k se cumple que |72| < &, es facil ver que
A es un k-arbol (notemos que {X;}:cv2 es una particion de x en menos de K
conjuntos, luego algin ¢t € A tiene altura 7). Como x es débilmente compacto,
A tiene un camino, el cual determina una funcion F' : kK — 2.

Sea ahora, para cada ¢ < k,

(X5 siF() =1,
Ys= {n\xé si F(5) = 0.

Asi tenemos que para cada v < k la interseccion Xp| = () Ys tiene cardi-
nal k (pues F|, € A). o<y

Llamamos U al filtro en PM gk generado por estas intersecciones (es decir,
el filtro formado por los elementos de PMx que contienen a alguna de ellas).
Es inmediato comprobar que se trata de un ultrafiltro en P« no principal y
k-completo sobre M. Observemos, por ejemplo, que

AXeM(XCr—=XecUVkr\XeU)

porque X es un X, luego o bien X o bien x \ X es Yj.

Sip < ky{Aata<y € M es una familia de elementos de U, para cada a <
existe un 7, tal que Xp|, C Aa, y 7 = sup s < K, porque £ es regular, de
a<p
modo que Xg| C (| Aa. Como la interseccion esta en M, de hecho esta en U,
a<p
lo que prueba la x-completitud.

Maés atn, si partimos de una familia arbitraria que no esté necesariamente
en M, concluimos igualmente que la interseccién no es vacia, por lo que U cumple
la condicién suficiente del teorema 1.14. Consecuentemente, estan definidas la
ultrapotencia N = Ulty (M) y la inmersion elemental jy : M — N, cuyo
punto critico es k por el teorema 1.13.

Aunque esto termina la prueba de la implicacion, veamos ademés que si el
modelo dado M cumple M <% C M, entonces el modelo N que acabamos de
construir cumple N<% C N. En efecto, sea o < k y f € N®. Entonces existe
una sucesion { fs}s<a de funciones fs € M* N M tales que A6 < a f(8) = [fs]-
Observemos que, por hipotesis { fs}s<o € M, luego también estd en M la funcion
g: k — M* dada por g(8)(d) = f5(8). Asi,

{B<r|(gB):calB) — V)M =reU,
luego ([g] : @ —> V)V, e igualmente, para cada & < a,
{8 <r|g(B)cs(8) = fs(B)} =r €U,
luego [g](6) = [fs] = f(0). Asi pues, f=[g] € N.

Demostramos al mismo tiempo las implicaciones a) = ¢) y b) = d). En
ambos casos partimos de un conjunto A C k y consideramos el conjunto H (k™)
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de los conjuntos de cardinal hereditariamente menor que s, que es un modelo
de ZFC—AP. Definimos

My = N({A,k}), May1 = N(My UMSR), My = U Ms,
o<

donde los nicleos de Skolem se toman en H(xT). Teniendo en cuenta que x
es inaccesible, una simple induccién prueba que |M,| < & para todo o < K, y
que M = M, tiene cardinal k. Ademéas M < H(k™), luego es un modelo de
ZFC—AP y k, A € M. Ademaés es transitivo,? y cumple M <% C M, porque para
cada f: 8 — M, con 8 < K, tiene que haber un a < k tal que f: f — M,,
por lo que f € My41 C M.

Aplicando b) al modelo M obtenemos d). Para probar c¢) consideramos
la inmersion j : M — N construida a partir de a) en la prueba de a) =
b). Como M<" C M, sabemos que se cumple también N<* C N. Ademéas
IN| < |M* A M < [M] = k.

d) = a) Veamos en primer lugar que la hipotesis A C x se puede cambiar
por A C V,. Como k es inaccesible, existe una biyeccion f : k — V. Sea
R C k x K la relacion que, a través de f, se corresponde con la pertenencia en
V... Entonces Vj; es el colapso transitivo de (k, R). Sea A’ = f~1[A] C k.

Consideremos la semejanza g : K X K — K, donde en el producto con-
sideramos el buen orden canodnico y sea R’ = g[R] C k. Por ultimo, sea
A" =g|R' x {0} U A’ x {1}] C k.

Por hipo6tesis existe una inmersiéon elemental j : M — N con punto critico x
tal que |[M| = ky A” € M, pero, como g es definible en M, también R, A’ € M,
yasuvez Re M, luego f € M, luego A € M.

Mas aun, si A, B C V., podemos exigir igualmente que A, B € M, pues
basta aplicar la hipétesis a A x {0} U B x {1}.

Pasemos ya a probar que x es débilmente compacto. Por la observacién
tras el teorema [TC 11.15] basta probar que todo x-subarbol A de <*2 tiene
un camino. Por las observaciones precedentes existe una inmersiéon elemental
j: M — N en las condiciones del enunciado tal que A, V; € M. En particular
V. C M.

Como A es un subarbol de *2 de altura x en M, se cumple que j(A) es un
subarbol de 7(®)2 de altura j(k) > k en N, por lo que podemos tomar f € j(A)
del altura x en j(A). Ahora bien, si v < &, entonces f|, € Vi, C M, luego
J(fly) = fly (porque & es el menor ordinal no fijado y los elementos de f son
pares de ordinales menores que k), y como j(f|,) € j(A), también f|, € A, lo
que significa que {f|,},<x es un camino en A. "

2Esto es un hecho general: todo M < H(x%) tal que |M| = k y kK C M es transitivo,
para cualquier cardinal infinito k. En efecto, se cumple que K € M porque k es el maximo
cardinal de H(k™), luego M tiene que tener un maximo cardinal, que debe coincidir con el de
H(x™), es decir, con k. A su vez, si ¢ € M, entonces existe f : Kk — z suprayectiva y, como
f € H(kT), podemos exigir que f € M, y si a < k, entonces f(«) tiene que ser el mismo en
M oen H(xt), luego = = f[x] C M.
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Nota Si k es débilmente compacto, entonces se cumple el apartado ¢) del teo-
rema anterior con un modelo transitivo M de cualquier conjunto finito prefijado
de axiomas de ZFC. En efecto, por el teorema de reflexion existe un A > k
tal que V) es un modelo de los axiomas seleccionados. Entonces fijamos unas
funciones de Skolem en V) y definimos

My = N({AYU (k + 1)), Meyy1 = N(My UMS®), My = |J Ms,
I<A

como en la prueba de ¢). Entonces M* = M, es un modelo de los axiomas
prefijados de ZFC que cumple también (M*)<* C M, pero no es necesariamente
transitivo. Consideramos su colapso transitivo m : M* — M. Claramente m
fija a los ordinales menores que k, luego kK = m(k) € M, A =n(4A) e My
ademés [M| = |[M*|=rky M<" C M, puessi f: « — M, con a < k, entonces
ff=fornteM'yf=nmn(f)e M,puessi§d < ay f*(§) = z, entonces
7(f*)(0) = n(z) = n(m~1(f(5))) = f(5). A partir de aqui vale sin cambios la
prueba de c). "

La consistencia de que exista un cardinal débilmente compacto se deduce de
una condicién més débil que la dada por el teorema anterior:

Teorema 2.6 Si k es un cardinal inaccesible” y para cada k < o < kT existe
una inmersion elemental j : Lo, — Lg con punto critico k, entonces k es
débilmente compacto®.

DEMOSTRACION: Por la observacion tras el teorema [TC 11.15] basta probar
que, en L, todo k-subarbol A de <#2 tiene un camino. Como & es inaccesible”,
se cumple que A C (<*2)L C L, (por [PC 3.28]), e igualmente existe un A < k7
tal que A € Ly. Podemos exigir que Ly F ZFC—AP.

Sea j : Ly — Ly una inmersion elemental con punto critico k. Ahora
podemos razonar exactamente igual que en la implicacion d) = a) del teorema
anterior. La tinica variante en el argumento es que si f € j(A) es un elemento
de altura k y v < &, entonces f|, € L'y f|l, C Lyyw, luego f € L, C L.
Ademas, {f|,}y<x € L porque f € L, luego concluimos que A tiene un camino
en L. m

Veamos un reciproco parcial:

Teorema 2.7 Sea r un cardinal reqular inaccesible” y tal que no existan r-
drboles de Aronszajn. Entonces, si k < o < kT, existe una inmersion elemental
j: Lo — Lg (para cierto B) cuyo punto critico es k.

DEMOSTRACION: En primer lugar observamos que es suficiente probar el teo-
rema para un conjunto no acotado de a’s, més concretamente para los ordinales
limite A tales que Ly E ZFC—AP (véase [PC 3.21, 3.22]). En efecto, si a < A
y existe una inmersion elemental j : Ly — Ly, entonces j|r, : Lo — Lj(q)
también cumple el enunciado. Esto se debe a que la sucesion {Ls}s<x es
definible en L), porque es definible en ZF—AP, es decir, existe una férmula
y = Ls € Form(Ly) de modo que un y € Ly cumple y = Ls si y solo si
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Ly F [y] = Lis). Por lo tanto, si € Lq, se cample que Ly F [z] € Ly, luego,
al ser j elemental, Ly F [j(z)] € Lij(ay, luego j(x) € Lj,). Esto prueba que
en efecto j[La] C Lj(a)-

Ahora, si ¢(x1,...,2,) € Form(Ly) y ay,...,a, € Ly, tenemos
L, E gb[al, ey an} — Ly E (L[a] E [(]5][[(“], ey [an]])
= Ly F (Lijay F (@[l (ar)]s -, [F(@n)]]) = L) F oli(ar), ..., jlan)l,

donde hemos usado que j(¢) = ¢ porque (podemos suponer que) ¢ € V,,, y
una simple induccion demuestra que j tiene que fijar a todos los conjuntos
hereditariamente finitos.

Asi pues, tomamos K < A < kT de modo que Ly = ZFC—AP. Ahora podemos
adaptar el razonamiento de la implicacion d) = a) teorema anterior. Tomemos
una enumeracion {Xs}s<, de PkNLy. Paracadat:y — 2 cony < k definimos

igualmente
_ X§ si t(é) = 1,
Y5 = {ﬁ\xé i 4(8) = 0,

y X+ = [ Ys5. Ahora tomamos
o<y

A={teL|Vy<nlte (2" A|X|F = k).

De este modo podemos usar que & es inaccesible! para concluir igualmente que
A es un k-arbol. Por hipotesis tiene un camino, que determina igualmente una
funcion F' : k — 2.

A partir de aqui podemos construir igualmente el ultrafiltro U que determina
la inmersion elemental j : Ly — N con punto critico x, donde N = Ulty (Ly)
es un modelo transitivo de ZFC—AP+V = L, luego tiene que ser un L)/, para
cierto ordinal \'. "

Como un cardinal débilmente compacto cumple trivialmente las hipétesis del
teorema anterior, junto con el teorema 2.6 nos da una prueba alternativa de que
todo cardinal débilmente compacto es débilmente compacto”. Por otra parte,
si no existen Ng-arboles de Aronszajn, el teorema [PC 3.39] nos da que Ny es un
cardinal inaccesible”, luego 2.6 y el teorema anterior implican trivialmente:

Teorema 2.8 Sino existen No-drboles de Aronszajn, entonces Ry es débilmente
compactoL .

Nota El teorema [TC 9.21] implica en particular que si 2% = R, existen
No-arboles de Aronszajn. Por otra parte, si partimos de un modelo transitivo
numerable de ZFC+V = L en el que no existan cardinales débilmente compactos
y pasamos a una extension genérica para obtener 280 = Xy, en ella existiran No-
arboles de Aronszajn por el teorema anterior, luego 2%° = N, es consistente
con que existan No-arboles de Aronszajn. Al final de este capitulo probaremos
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que también es consistente con que no existan, pero ahora sabemos que esto no
puede probarse a partir de la mera hipotesis de que ZFC es consistente, sino
que necesitamos suponer (al menos) la consistencia de que exista un cardinal
débilmente compacto. Veremos que esta hipotesis es suficiente. [

2.2 Cardinales indescriptibles

Hemos caracterizado los cardinales débilmente compactos en términos de
particiones, arboles y modelos. Aqui vamos a dar otra caracterizaciéon en tér-
minos de logicas de 6rdenes superiores que ayuda a identificarlos.

Definicion 2.9 Sea L el lenguaje formal que resulta de anadir al lenguaje Lg
de la teoria de conjuntos un numero finito de relatores monadicos Ry, ..., Ri.
Un caso particular es el lenguaje £ g que consta de un tnico relator adicional R.
Un modelo natural de £ esta formado por un conjunto M junto con n subcon-
juntos Ao, ..., A (de forma que M (R;) es la pertenencia a A;). El relator € se
interpreta como la pertenencia usual en M.

Llamaremos £™ al lenguaje que resulta de afiadir n conjuntos (numerables,
disjuntos) de variables Vary (L"), ..., Var,(L£™). Convenimos en que Varg(L™)
es el conjunto de las variables originales de £. En particular £° = £. Diremos
que L£" es el lenguaje de orden n + 1 asociado a L. Los elementos de Var;(L™)
se llaman variables de orden i + 1 de L™.

Los términos y férmulas de £™ se definen como en el caso de los lenguajes
de primer orden, sélo que ahora pueden aparecer en ellos variables de distin-
tos 6rdenes. La diferencia aparece en la interpretacion. En general, si M es
un conjunto, llamaremos P°M = M, P'M = PM, P?M = PPM, etc. Si
(M, Ay,...,Ag) es un modelo de £, definimos

M=\ PM.

i<m

Consideramos a (M, Ay, ..., Ax) como modelo de £, de modo que el relator
€ se sigue interpretando como la pertenencia en M y los relatores R; se siguen
interpretando como la pertenencia a A;. Una wvaloracion de £ en M es una
aplicacién v que a cada x € Var;(£L™) le asigna un conjunto v(z) € P*M. Si
¢ es una formula de £™, la definicion de M F ¢[v] es la misma que para los
lenguajes de primer orden, salvo que las valoraciones son las que acabamos de
definir.

Informalmente, la diferencia es que ahora las variables de primer orden re-
corren elementos de M, mientras que las variables de segundo orden recorren
subconjuntos de M, las de tercer orden subconjuntos de subconjuntos de M, y
asi sucesivamente. En la practica escribiremos M en lugar de M.

Una férmula II7, es una férmula de £™ que conste de una sucesién de m
variables de orden n + 1 cuantificadas en la forma AziVzaAzs--- seguidas
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de una férmula cuyas variables cuantificadas sean a lo sumo de orden n. Una
féormula X7, se define igualmente, salvo que el primer cuantificador ha de ser
existencial.

Observemos que las formulas II§ (o X}) son las que no tienen variables de
segundo orden y tienen variables cualesquiera de primer orden, es decir, son las
formulas usuales de la logica de primer orden.

Vamos a considerar unicamente modelos de la forma (V,,, 41,...,A4;). En
la practica, cuando digamos que una sentencia ¢ es II7, o X7, querremos decir
que es equivalente a una sentencia ¢’ de este tipo, en el sentido de que cualquier
modelo V,, cumple ¢ si y s6lo si cumple ¢’.

Un cardinal infinito & es 11} -indescriptible si cuando ¢ es una sentencia II7,
de Lr y A C V, cumple (Vi, A) E ¢, existe un « <  tal que (V,, ANV,) E ¢.
Similarmente se definen los cardinales X7 -indescriptibles. Diremos que & es
indescriptible si es II7 -indescriptible para todo n y m (luego también es X7 -
indescriptible).

Observemos que en todos los casos de interés se cumple algo mas fuerte:

Teorema 2.10 Si k es un cardinal II7, -indescriptible o X7 -indescriptible, con
n > 1, entonces para toda sentencia ¢ de Lgr del tipo correspondiente y todo
A C Vg tal que (Vi, A) E ¢, el conjunto E = {a < k | Vo, ANV,) E ¢} es
estacionario en K.

DEMOSTRACION: Sea C un c.n.a. en k y sea A’ = (A x {0}) U (C x {1})
y sea ¢’ la sentencia que resulta de cambiar cada término Rz por R(x,0), de
modo que (V;, A) E ¢ es equivalente a (Vi, A") E ¢'. Pero, més ain, tenemos
que
Vi, AV E (¢ ANYNB(ye = BeQ Ay e B ARB D)),

pues la segunda parte sblo expresa que C' es no acotado en x. Como la segunda
parte es de primer orden, la formula completa sigue siendo del mismo tipo que ¢,
luego existe un o < k tal que

Vo, ANV E (0 ANAYVB(YEQ = BEQAYEBAR(BIL))).

La primera parte equivale a que (V,, ANV,,) F ¢, es decir, a que @ € E, mientras
que la segunda afirma que CNa no es acotado en « (y que « es un ordinal limite),
por lo que, como C es cerrado, resulta que o € C, luego CNE # Jy E es
estacionario. [

Veamos algunos otros hechos elementales:

e Sim < m'yn <n/, entonces toda férmula IT?, es también una formula
I7,. Mas atn, si n < n’ toda formula 1%, es, de hecho, TIj". Por lo
tanto, todo cardinal Hz/—indescriptible es I -indescriptible, y todo car-
dinal Hg“-indescriptible es II7 -indescriptible, para todo m. Lo mismo
vale si cambiamos II por X.
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e Si k es II -indescriptible (n > 1) entonces cumple también la definicion
para lenguajes con k relatores monadicos Ry, ..., R, pues si

(VfiaAla"'aAk) ﬁq&a
consideramos A = Ay x {0} U---U Ay x {k — 1} y la sentencia
¢ =Vay - ap(m1 =@ ANzs =2 U{z1} A Ao =ap_ 1 U{xr_1} A @),

donde ¢” es la formula que resulta de reemplazar cada R;x por R(x,x;).
Es claro que (V;, A) E (¢' A NaVB a < B) y la férmula es 117, porque los

cuantificadores de orden n + 1 de ¢’ se pueden extraer. Si (V,,ANV,)
cumple esto mismo con a < k, entonces « es un ordinal limite y

ANV, =(A1NVy) x{0}U---U(ArNV,) x {k—1},
con lo que (Vo, Ay NV, ..., Ax NV,) E ¢.

e Los cardinales II}.-indescriptibles coinciden con los X}, ;-indescriptibles.

En efecto, toda formula 11} es trivialmente 31 11, por lo que una implica-
cion es obvia. Por otra parte, toda féormula E}L_H es de la forma VX, ¢,
donde X5 es una variable de orden 2 y ¢ es I1L. Si  es IT}-indescriptible
y (Vi, A) E V¢, existe un B C V,, tal que (V,,A) F ¢[B], pero esto
equivale a que (Vi, A, B) E ¢/, donde ¢’ se obtiene de ¢ reemplazando la
variable de segundo orden X3 por un nuevo relator R’ que interpretamos
mediante B. Teniendo en cuenta la propiedad precedente, concluimos que
existe un a < « tal que (V,,, ANV,, BNV,) E ¢, lo que a su vez equivale
aque (Vo, ANV,) EVzo.

En particular, los cardinales Y.}-indescriptibles coinciden con los II{-indes-
criptibles, y las formulas 11§ (o X}) son simplemente las que no tienen variables
de segundo orden, es decir, las formulas usuales de primer orden, y toda férmula
de primer orden es de tipo I12, 0 X0, para algtin m (pues siempre puede ponerse
en forma normal).

Teorema 2.11 Un cardinal x es inaccesible si y sdlo si es $1-indescriptible o,
equivalentemente, 1§-indescriptible, o también 119, -indescriptible o X2, -indes-
criptible para todo m < w.

DEMOSTRACION: Si k es singular, sea p = cfx y sea f : u — & cofinal.
Sea A= f x {u} C V.. Entonces

(Vi, A) E V> 06 < VB R(5, 58, 1),

donde la sentencia es claramente de tipo 112, para algtin m (simplemente, es de
primer orden). Sin embargo, no existe un a <  tal que

(Va, ANV, EVz # @/\y € 2V 2z R(y, 2, 2).
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En efecto, tendria que ser p < a para que existiera x en V,, y entonces el x
cuya existencia afirma la sentencia tendria que ser p. Pero entonces cualquier
d < p tal que f(4) > « incumple la sentencia. Esto prueba que todo cardinal
II}-indescriptible es regular.

Si p < Kk pero 2# > Kk, sea f : Pu — Kk suprayectiva. Tomamos ahora
A= fx{Pu} C V,,. La misma sentencia de antes describe a x. Por consiguiente
K es un limite fuerte.

No puede ser £ = w, pues la sentencia Az\/y = € y describe a w. Asi pues,
los cardinales I1}-indescriptibles son inaccesibles.

Supongamos ahora que & es inaccesible y que A C V,; cumple
(Vi, A) E 9,

donde ¢ es una sentencia II}, es decir, una sentencia de primer orden. Sea
My < (V,;, A) un submodelo elemental numerable. Sea oy < k tal que My C V.
Sea My < (Vi;, A) tal que Vo, C My v |Mi| = |Va,| < K, sea ag < & tal que
M; C V,,, etc. Sea o =Ja, < k.

n

Es facil ver entonces (usando [TC 10.22)] que (V,, ANV,) < (Vi, A). En
particular (V,,, ANV,) E ¢, luego k es II}-indescriptible. L]

En otras palabras, acabamos de probar que los tnicos cardinales x tales
que V,; satisface el teorema de reflexion (para formulas de primer orden) son
los inaccesibles. El siguiente nivel de indescriptibilidad, después de X} (que
equivale a IT§ o ) es II1, y el resultado principal de esta secciéon es que los
cardinales ITi-indescriptibles son precisamente los débilmente compactos. Pero
antes vamos a demostrar que, a partir de este nivel, los cardinales indescriptibles
cumplen una propiedad atin més fuerte que la dada por el teorema 2.10:

Teorema 2.12 Si k es un cardinal 117, -indescriptible (con n, m > 1) y ¢ es
una sentencia 117, tal que (Vi;, A) E @, existe un conjunto estacionario E C k
formado por cardinales inaccesibles tal que para todo cardinal p € E se cumple
(Vu,ANV,) E ¢. En particular k es un cardinal de Mahlo.

DEMOSTRACION: Basta probar que si C' es c.n.a. en x entonces existe un
cardinal inaccesible p € C tal que (V,,ANV,) F ¢. Como & es inaccesible, no
perdemos generalidad si suponemos que C' esta formado por cardinales limite
fuerte (pues el conjunto de cardinales limite fuerte menores que & es c.n.a. en k).
Asi pues, basta encontrar un g regular. Tenemos que

(Vi, A,C)E ¢ A /\04\/5(04 < BANSB)A
APy (Va Fy:a— Q) = (VB Fy:a — B)),

donde S se interpreta con C y la variable F; es de segundo orden. Es claro
que la sentencia es I1%,, pues todo lo que hemos afiadido es II}. Sea p < k un
ordinal tal que (V,, ANV,,CNYV,) satisfaga esta sentencia. Entonces C'N u no
esta acotado en u, luego pu € C. La ultima parte de la sentencia implica que u
es regular, luego cumple todo lo pedido. L]

Finalmente demostramos:
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Teorema 2.13 Un cardinal es 11} -indescriptible si y solo si es débilmente com-
pacto.

DEMOSTRACION: Si s es II}-indescriptible, entonces es inaccesible por el
teorema 2.11. Segtn las observaciones tras el teorema [11.15] basta probar que
<K2 no tiene k-subéarboles de Aronszajn. Sea A C <F2 un k-subarbol. Es claro
que, para todo a < k, el modelo (V,, ANV,) satisface la sentencia 1

\VC C es un camino en R.

Por consiguiente, también la satisface (V,;, 4), lo cual se traduce en que A
tiene un camino.

Supongamos ahora que k es débilmente compacto y sea A C V,, tal que
(Vm A) F /\X2 ¢(X2)a

donde la variable X5 es de segundo orden y ¢ tiene s6lo cuantificadores de primer
orden. Por el teorema 2.1 existe un modelo transitivo M de ZFC y un conjunto
A" C M de modo que kK € My (V,;,A) < (M, A’). Teniendo en cuenta que
VM =V, es facil ver que

(M, A" E (AX CV, (Vi, A Nk) E ¢[X]),

donde lo que hay tras el primer F ha de verse como una férmula (de primer
orden) de L. En particular

(M, A)EVaAX cV, Vo, A Na) E o[X].
Como (V, A) es un submodelo elemental, concluimos que
(Ves A) EVaAX C V, (Vo, ANa) E ¢[X],

de donde se sigue que existe un a < x tal que (Vo, ANa)E AXo d(X2). =

Equivalentemente, los cardinales débilmente compactos son Y}-indescrip-
tibles, y este resultado no se puede mejorar, porque el minimo cardinal débil-
mente compacto es IIi-descriptible, ya que la compacidad débil de x puede
caracterizarse como

Vi E NV Hy(Fy : [9]2 — 2 = Hy C Q no acotado y homogéneo para Fy),

donde las variables F» y Hy son de segundo orden, por lo que la sentencia es
claramente T13.

Veamos otro teorema en la linea de 1.4:
Teorema 2.14 Si j : M — M es una inmersion elemental no trivial de un

modelo transitivo de ZFC en si mismo y k es el menor ordinal no fijado, entonces
k es indescriptible™ .
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DEMOSTRACION: Sea A C VM y supongamos que M F (V,, A) F ¢, para
cierta sentencia ¢ de cualquier tipo. Teniendo en cuenta (teorema 1.4) que j
fija a los elementos de VM = V¥ es claro que A = j(A) N V™. Por lo tanto:

MEVa <j(k) (Va, j(A) N Va) E 6,

de donde M F Va < k (V,, ANV,) E 6. n

Nota El teorema anterior vale también para j : M — N con N C M, pero la
tesis es entonces que & es indescriptible”. La prueba se complica ligeramente:

Partimos de que N E (V,;, A) E ¢ y llegamos igualmente a que
MEVa<rk Vo, ANV,) E ¢.

Ahora hay que tener en cuenta que, si ¢ es concretamente de tipo II", la defi-
nicion de (V,, ANV,) E ¢ en M depende del conjunto

VYo (U PvM evM,

i<m

pues x es inaccesible™ por 1.4. Por consiguiente, F es absoluta para VM — M
y asi

VM EVa <k Vo, ANV,) E ¢.

—M R
o) =V, , porque j fijaa
todos los elementos de VM. Esto hace que F también sea absoluta para V¥ — N,
luego

Ahora usamos que VM = VN 'y que Vf =7 (VM

NEVa<k (Va, ANV, E ¢.

como habia que probar. n

2.3 Cardinales inefables y sutiles

Vamos a ascender un poco en la escala de los cardinales grandes introdu-
ciendo una restriccién en la definicién de los cardinales débilmente compactos:

Definicién 2.15 Un cardinal regular no numerable k es inefable si toda parti-
cion F : [k]?2 — 2 tiene un conjunto H C k homogéneo y estacionario en k.

Es decir, en lugar de exigir meramente que H tenga cardinal k, exigimos que
sea estacionario. Obviamente, todo cardinal inefable es débilmente compacto.
Veamos que estos cardinales tienen una caracterizacién en términos de una
propiedad similar a {, pero “con los papeles intercambiados”:

Teorema 2.16 Un cardinal k es inefable si y sélo si para toda sucesion de
conjuntos {Aata<w tales que A, C « existe un A C k tal que el conjunto
{a < K| Aa = ANa} es estacionario en k.
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DEMOSTRACION: Supongamos que k es inefable y sea { A, } o<« una sucesion
en las condiciones del enunciado. Consideramos en Pk el orden lexicografico
dado por

A < B+ min(AAB) € B.

Se comprueba sin dificultad que se trata de una relacién de orden total (si
identificamos Px con "2, se trata del orden lexicografico usual, es decir, es
menor la funcion que vale 0 en el primer ordinal en que difiere de la otra). Sea
F : [5]? — 2 la particion dada por F({a,3}) =1+ a < f A Ay < Ag. Sea
H C k un conjunto homogéneo estacionario.

Vamos a suponer que si o, 8 € H, o < f3, entonces A, = Ag, pues el caso
opuesto es similar.

Veamos por induccion sobre v < k que existe un n(y) tal que v € A, para
todo o > n(7) en H o bien v ¢ A, para todo a > n(y) en H.

Si esto es cierto para todo § < +, entonces para todo o > n* = supn(J)
6<y

en H se cumple que A, N+ no depende de . Ahora, si v € A, para todo
a > n* en H, basta tomar n(y) = n*, y si v ¢ A, para cierto n’ > n* en H,
basta tomar n(y) = 7', pues si o > 1’ esta en H, entonces A,y = A, y tiene que
ser v ¢ A, porque de lo contrario v seria el menor ordinal en que diferirfan, y
la diferencia deberia ser justo la contraria.

Sea C ={a<k|Ny<an(y) <al}, queescna. enk,ysea E=CnNH,
que es estacionario en k. Asi, si @ < § estdn en E, tenemos que A, = Ag N,
pues si v < «, entonces v € A, <>y € Ag.

Basta tomar A = |J Ag. Asi,sia € E, tenemos ANa = |J (AgNa) = A,.

BEE BEE

Supongamos ahora que x cumple la condicion del teorema y sea F : [k]? — 2

una particién. Definimos 4, = {f < a | F({8,a}) = 1}. Sea A C & tal que

E={a<k|Ays=ANa}

sea estacionario en k. Claramente, E N A es estacionario, o bien lo es E \ A.
Llamemos H a uno de los dos que lo sea. Si § < « estan en H, entonces « € F,
luego A, = ANa. Si B estaen A, entonces 8 € A, vy F({B,a}) =1, Si 8 no
estd en A, entonces 8 ¢ A, luego F({3,a}) = 0. Por lo tanto, H es homogéneo
para F'. n

Esta caracterizaciéon nos permite considerar una forma débil de inefabilidad:

Definicion 2.17 Un cardinal no numerable x es casi inefable si para toda su-
cesion de conjuntos {A,}a<s tales que A, C « existe un A C & tal que el
conjunto {a < k | A, = AN a} tiene cardinal k.

Obviamente todo cardinal inefable es casi inefable, y una minima modifi-
cacion de la segunda parte de la prueba del teorema anterior nos da que todo
cardinal casi inefable es débilmente compacto (ahora E no es estacionario, sino
que tiene cardinal k, por lo que podemos elegir H = EN A o bien H = E\ A
de modo que |H| = k).
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La distancia entre los cardinales inefables y los casi inefables se deduce del
teorema siguiente:

Teorema 2.18 Todo cardinal inefable es I1}-indescriptible.
DEMOSTRACION: Sea k un cardinal inefable y supongamos que
ANX cV.VY cV, (Vi, Z) E ¢[X,Y],

donde la férmula ¢ so6lo tiene cuantificadores de primer orden. Consideremos
el conjunto C' = {u < k| |V,| = u}, que es c.n.a. en K, pues k es inaccesible.
Basta probar que existe un p € C' tal que

AX cV,NY cV, (V,,ZNV,) F ¢(X,Y).
En caso contrario, para cada p € C' existe un X,, C V, tal que
AY cV, V., ZNV,) E-¢[X,,Y].

Podemos tomar F : V, — k biyectiva tal que para todo u € C se cumpla
F[V,] = p. Asi, si llamamos A, = F[X,]parapec Cy A, =@ parap € \C,
se cumple A4, C u, luego existe un A C & tal que, si llamamos X = F~1[4],
entonces

E={peC|X,=XnNV,}

es estacionario en x. Por hipotesis existe Y C & tal que (Vi, Z) E ¢[X,Y].

Consideremos el lenguaje formal £* (de primer orden) que resulta de anadir
a L dos relatores monéadicos mas, y sea ¢’ la sentencia que resulta de sustituir
en ¢ cada formula z € X oy € Y por el relator correspondiente. Es claro
entonces que

Vi, Z,X,Y)E ¢,

donde estamos considerando a V,, como modelo de £* interpretando los dos
nuevos relatores como la pertenencia a X e Y, respectivamente.
Ahora consideramos el conjunto C’ formado por los p € C tales que

Vu,ZNV,,XNV,,YNV,) < (V.,Z,X,Y).

Una ligera variante del teorema de reflexion (para incorporar los tres relato-
res) prueba que C’ es c.n.a. en k, luego existe u € C' N E, pero entonces

Vi Z0Vu, X, Y E 8

lo que a su vez equivale a que (V,,, ZNV,) F ¢[X,,Y,], contradiccion. n

Como consecuencia:

Teorema 2.19 Si k es inefable, entonces {u < k | {1 es casi inefable} es esta-
cionario en kK.
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DEMOSTRACION: Un cardinal x > g es casi inefable si y so6lo si
ANFcVNACVNGCV, V,E(F:Q—VANa€EQF(a) Ca—

ACQOQAG:Q— Qinyectiva A Na € Q F(G(a)) = AN G(a)).

Es facil ver que los dos cuantificadores \/ AV/G se pueden contraer en uno
solo, luego tenemos que

k es casi inefable <> k > Ng A Vj; E ¢,

para cierta sentencia de tipo II3. Por lo tanto, si x es inefable, al ser II3i-
indescriptible, existe un conjunto estacionario £ C k de ordinales tales que
V. E ¢, cuya interseccion con el c.n.a. formado por los cardinales no numerables
es un conjunto estacionario en k de cardinales casi inefables. [

De la prueba del teorema anterior se desprende que el minimo cardinal casi
inefable es I13-descriptible (pero Y:i-indescriptible, porque es débilmente com-
pacto).

En particular tenemos que por debajo de un cardinal inefable hay un con-
junto estacionario de cardinales débilmente compactos. Como la compacidad
débil, ambas propiedades son compatibles con el axioma de constructibilidad:

Teorema 2.20 Sik es un cardinal (casi) inefable, entonces es (casi) inefable®.

DEMOSTRACION: Sabemos que s es débilmente compacto’, luego en par-
ticular es un cardinal regular’. Sea {As}a<r € L tal que A, C «. Entonces
existe un A C  tal que E = {a < k| Ay, = AN a} sea estacionario (o tenga
cardinal ).

Entonces, si f € k' y 8 < a € E, tenemos que

AnNa=ANnBNa=A4NaeL,

luego por 2.3 se cumple que A € L, de donde a su vez F € L. Si E es esta-
cionario, entonces es estacionario”, y si tiene cardinal x, lo mismo sucede en
L, porque esto equivale a ser no acotado en k. Por lo tanto, x cumple en L la
definicion de cardinal (casi) inefable. "

Ahora podemos mejorar considerablemente 1.4:

Teorema 2.21 Si k es el punto critico de una inmersion elemental no trivial
j: M — N entre modelos transitivos de ZFC y PNr = PM g, entonces k es
inefableM .

DEMOSTRACION: Sea {Aq}a<x € M tal que A, C «. Entonces tenemos
que j(Ay) C jla) = a, luego A, = j(An) Nk = j(Ay).

A su vez, esto implica que j({Aa}ta<r) = {Aata<j(x), en el sentido de que
se trata de una sucesion de longitud mayor, pero cuyos primeros términos son
los de la sucesién original, pues como (o, Ay) € {An}a<x, al tomar imagenes

por j queda que (o, Ay) € j({Aata<s)-
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Llamemos A=A, Cry E={a<k|ANa= A,}. Se cumple entonces
que A, E € PNk = PM,

Como j(E) = {a < j(k) | j(A) Na = Ay}, resulta que k € j(E), pues
ciertamente j(A) Nk = A = A,.

Ahora observamos que E es estacionario™, pues si C € M es c.n.a. en k, se
cumple que j(C) es c.n.a. en j(k) y, como j(C) Nk = C, vemos que j(C) Nk
no esté acotado en «, luego x € j(C), luego j(CNE) = j(C)NJj(E) # &, luego
CNE+#o. L]

Nota En el caso en que j : M — M es una inmersion elemental no trivial
entre modelos transitivos de ZFC, tenemos que su punto critico x es a la vez
inefable e indescriptible en M (teorema 2.14). Notemos que un cardinal inefable
e indescriptible deja por debajo un conjunto estacionario de cardinales inefables.
En efecto, es facil encontrar una sentencia ¢ (del orden adecuado) tal que un
cardinal k es inefable si y solo si Vi, E ¢. Si ademés es indescriptible, existe un
conjunto estacionario de ordinales ;4 < x que cumplen V,, F ¢, por lo que son
todos inefables. (Notemos que el argumento es general y se aplica a cualquier
clase de cardinales k definibles mediante una sentencia en V;;.) "

Maés delicada, como su nombre indica, es la propiedad siguiente:

Definicién 2.22 Un cardinal no numerable s es sutil si para toda sucesiéon
{A4}a<r de conjuntos tales que A, C a y para todo c.n.a. C C k existen a < 3
en C tales que A, = AgNa.

En primer lugar:
Teorema 2.23 Todo cardinal casi inefable es sutil.

DEMOSTRACION: Sea k un cardinal débilmente inefable y sean {A,}a<s
y C C k segin la definicion anterior. Definimos como sigue otra sucesion
{A}a<k. Sia < minC, tomamos A}, = &, y en caso contrario A}, = A,,
donde 1 = sup(C' N (a4 1)). De este modo n € C y si a € C entonces n = .
Como k es casi inefable, existe A* C k tal que

E={a<k|A,=A"Na}

tiene cardinal k. Como ni F ni C estan acotados en x, podemos tomar ordinales
minC < § < v < ndemodo que §, n € Ey~v € C. Asi sillamamos
a=sup(CN({G+1))y B =sup(CN(n+1)), tenemos que a« < J <y < g <,
con a < fen C, luego A5 = A, y A} = Ag. Ademas,

AgNa=A Na=A"NnNa=A"NédNa=A;Na=4,Na. =

Ahora podemos aplicar de nuevo el argumento del teorema 2.19:

Teorema 2.24 Si k es casi inefable, entonces {u < k| p es sutil } es estacio-
nario en K.
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DEMOSTRACION: Basta observar que los cardinales sutiles tienen una des-
cripcion I1}:

kessutil e AFECVANCCV Vi E(F:F:Q—VANa€eQ F(a)Ca

ACescna.en Q— VaB e Cla< B AF(a)=G(B)Na)).

Nuevamente, los dos cuantificadores de segundo orden pueden contraerse en uno
solo y ahora basta argumentar como en 2.19. m

Ahora bien, el argumento anterior muestra que el minimo cardinal sutil es
1}-descriptible, luego un cardinal sutil no es necesariamente débilmente com-
pacto. No obstante, los cardinales sutiles son cardinales grandes:

Teorema 2.25 Todo cardinal sutil es inaccesible.

DEMOSTRACION: Sea x un cardinal sutil. Por definicién no es numerable.
Veamos que es un limite fuerte. Supongamos, por el contrario, que existe u < s
tal que 2* > k. Entonces existe f : k\p — P inyectiva. Definamos 4, = f(«)
para a € K\ py Ay = @ si a < p. Asi A, C a. Sea C = K\ u, que es
c.n.a. Entonces tienen que existir o < 3 en C tales que A, = Ag NS = Ag,
contradiccion.

Supongamos ahora que u = ¢fk < K y sea f : p —> K cofinal creciente.
Podemos suponer que f(0) > p. Sea C = f[u] C £\ u, que es c.n.a. en p.

Para 4 < a < k definimos A, ={d < p | f(§) < a} y Ay = @ para a < p.
De este modo A, C «, luego deben existir f(a) < f(8) en C tales que

Ape) = App) N fa) = Ag(p),
pero esto es imposible, porque o € Afgy \ A (q).- n

Podria parecer que con los cardinales sutiles hemos descendido drasticamente
en la escala de los cardinales grandes, por debajo de los cardinales débilmente
compactos, pero no es asi. En cuanto a consistencia, los cardinales sutiles siguen
estando por encima de los débilmente compactos, e incluso por encima de los
indescriptibles:

Teorema 2.26 Sik es sutil, entonces {u < k | u es indescriptible } es estacio-
nario en K.

DEMOSTRACION: Sea C' C k un c.na. y sea C' = {p < k| |V,| = pu}, que
también es c.n.a. en k, porque K es inaccesible. Basta probar que existe un
1 € CNC' indescriptible. No perdemos generalidad si suponemos que C C C".

En caso contrario, para cada p € C existe X,, C V}, y una sentencia ¢,, (de
cualquier tipo II7,) de modo que (V,,, X,,) F ¢ pero, para todo v < p se cumple
Vo, X, NV,) E =g,

Llamamos A, = {(0,¢,)} U ({1} x X,) C V,, (pues podemos considerar que
todas las formulas son elementos de V).
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Como en 2.18, podemos tomar F' : V,, — k biyectiva tal que para todo
p € C se cumpla F[V,] = pu. Asi, como F[A,] C p, la sutileza de x nos da que
existen v < p en C tales que A, = A, NV, pero esto implica que ¢, = ¢, y
que X, = X,,NV,,. Por consiguiente, como tenemos que (V,, X,) F ¢,,, también
se cumple que (X,, X, NV,) E ¢, contradiccion. "

En particular, si k es sutil tiene un conjunto estacionario de cardinales débil-
mente compactos por debajo de sf mismo, y como éstos son de Mahlo, 2-Mahlo,
etc., lo mismo vale para los cardinales sutiles.

Observemos que, trivialmente, si x es sutil entonces es sutil en L (y en
cualquier otro modelo transitivo de ZFC que lo contenga).

A la vista del parecido entre el enunciado del teorema 2.16 y la formula ¢,
resulta natural preguntarse si un cardinal inefable cumple ¢,. De hecho, esto
es cierto para los cardinales sutiles:

Teorema 2.27 Si k es un cardinal sutil entonces se cumple §,.

DEMOSTRACION: Vamos a definir recurrentemente una sucesiéon de pares
{(An,Co) ta<r de modo que A,,C, C a. Si o =0 0 «a es un ordinal sucesor,
definimos A, = C, = &. Consideremos ahora un ordinal limite A\ < K y
supongamos definidos (As, Cs) para todo § < .

Si existe un A C A y un c.n.a. C C A formado por ordinales limite de modo
que \d € C AN§ # As, tomamos como (Ay, Cy) cualquier par que cumpla esta
propiedad, y en caso contrario Ay = C) = @.

Vamos a probar que {Ay}a<x €s una sucesion Q. Supongamos por el con-
trario que existe un A C £ y un c.n.a. C C & tal que Ao € C ANa # A,.
Podemos suponer que C esta formado por ordinales limite. Sea ¢’/ C C el c.n.a.
formado por los puntos de acumulaciéon de C, es decir, los elementos de C que
no tienen inmediato anterior en C.

De este modo, si A € C’, tenemos que C N A es c.n.a. en Ay

NS €CAN(ANNNS=ANG # As.

Asi pues, el par (AN A C N A) implica que en la definicion de (Ay,C)) se
da el caso no trivial, por lo que también se cumple que C) es c.n.a. en Ay
/\5€CA AAQ(S%A(;.

Tendremos una contradiccion si probamos que existen § < A en C’ tales que
AxNé = A5y CyxnNd = Cy, pues la segunda condiciéon implica que & € C).

En principio, el hecho de que k es sutil nos da que existen 6 < A en C’
que cumplen cualquiera de las dos condiciones, pero no las dos a la vez. Ahora
bien, podemos tomar F : k X kK —> K biyectiva con la propiedad de que si
A € C' entonces f[Ax A] C A, y entonces basta aplicar que & es sutil a la familia

{f[Aa x Cal}ask. .



Capitulo III

Los indiscernibles de Silver

Estudiamos ahora la propiedad mas baja en la escala de los cardinales gran-
des que contradice al axioma de constructibilidad. No es en si misma la exis-
tencia de un cardinal grande (de hecho, no implica que exista ningin cardinal
grande), pero, en cuanto a consistencia, implica que en L existe una clase propia
de cardinales grandes mayores que todos los que hemos estudiado en el capitulo
precedente. Esta propiedad puede enunciarse de formas muy diversas, una de
las cuales es la existencia de una inmersién elemental no trivial j : L — L.
Como comentamos al final del capitulo I, esto equivale a la existencia de un
ultrafiltro iterable, o simplemente 2-iterable sobre L, e implica que V' # L.

3.1 Indiscernibles en un modelo

El concepto central de todo este capitulo va a ser el de “conjunto de indis-
cernibles en un modelo”, que introducimos a continuacion:

Definiciéon 3.1 Sea £ un lenguaje formal, sea M un modelo de £ y sea (I, <)
un conjunto infinito totalmente ordenado tal que I C M. Diremos que I es un
conjunto de indiscernibles para M si para toda formula ¢(z1,...,2,) de £y
todas las sucesiones finitas a; < -+ < ap, 81 < -+ < B, de elementos de I se
cumple

ME ¢lay,...,an] & ME ¢[Bi,. .., Bul.

En otras palabras, I es un conjunto de indiscernibles para M si sus elementos
no se distinguen por ninguna propiedad expresable en M salvo el orden (de modo
que si que puede haber formulas tales que M F (¢[a, 8] A =[5, a])).

Basicamente nos van a interesar modelos transitivos de ZFC, o ZFC—AP
con conjuntos de ordinales indiscernibles, pero hasta que hayamos establecido
los resultados basicos tendremos que trabajar a un nivel mayor de generalidad.

En realidad tenemos probado un resultado que implica la existencia de mo-
delos con indiscernibles, pero hasta el momento no hemos destacado ese hecho.
Se trata del teorema 1.34:

71
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Teorema 3.2 Sea M un modelo transitivo de ZEC—AP (o de ZFC si M es una
clase propia), sea k un cardinal™ , sea o un ordinal infinito y sea D un ultrafiltro
a+ 1-iterable en PM k. Entonces el conjunto de puntos criticos I = {ks | § < a}
es un conjunto de indiscernibles para ULt (M).

DEMOSTRACION: Es una consecuencia inmediata del teorema 1.34, pues nos
da que, para toda formula ¢(z1,...,z,) v toda sucesion ay < -+ < ay, < « se
cumple que

UL (M) E dlkays - Ka,] <

(M,D)E {(61,...,0n) € [&]" | #(61,...,0n)} € D",
y la segunda condicién no depende de la elecciéon de oy < -+ < . ]

De hecho, si empleamos 1.34 en toda su potencia, lo que obtenemos es que I
es un conjunto de indiscernibles para la ultrapotencia considerada como modelo
del lenguaje de la teoria de conjuntos extendido con una constante c, para cada
x € M, que se interpreta como igq ().

Enunciamos ahora el caso particular de este teorema que realmente nos va
a hacer falta:

Teorema 3.3 Si x C V,,, M es un modelo transitivo de ZFC—AP, k es un
cardinal infinito en M y D es un ultrafiltro en PMk iterable sobre M, entonces
existe un ordinal limite A tal que Ly[x] contiene un conjunto no numerable I C A
de indiscernibles.

DEMOSTRACION: Aplicamos el teorema anterior a N = Ult{y ™ (M), donde
tenemos el conjunto de indiscernibles {xs | § < w1}. Se cumple entonces que
I = {ks | § < wi} es un conjunto de indiscernibles para Ly, [r] C N. En
efecto, dada cualquier formula ¢(z1,...,2,) y ordinales o < -+ < o, < wy,
b1 < -+ < Bp < wi, tenemos que

Ly, [] E @lRays - Fa,] &

NE Lml [iO,w1+1(x)] F iO,W1+1(¢)[“a1v s Ray]
N F L, [i0,w+1(%)] F io.w+1(D) ks, - - -, Kp,]
Ly, [z] E @[k, ;- -, ka,],

donde hemos usado que g, +1 fija a z y a ¢ (porque fija a los elementos de V},)
y la observaciéon precedente al teorema. n

Aunque no es trivial en absoluto, se cumple el reciproco del teorema ante-
rior: si existe un modelo Ly[x] con un conjunto no numerable de indiscernibles,
entonces existe un ultrafiltro iterable sobre L[z], y ésta es solo una de las mu-
chas potentes consecuencias que podemos extraer de tal hipotesis. Sin embargo,
para estar en condiciones de hacerlo necesitamos desarrollar antes una sofisti-
cada teorfa cuya parte mas técnica concentramos en la seccién siguiente.
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3.2 Conjuntos de Ehrenfeucht-Mostowski

Aunque necesitaremos trabajar con modelos mas generales, el proposito de
esta seccion es desarrollar una teoria sobre los modelos de la forma Ly[z], donde
A es un ordinal limite y x C V,,. Mas concretamente, queremos analizar el
impacto que tiene la existencia en uno de estos modelos de un conjunto de
indiscernibles suficientemente grande (bastara con que sea no numerable).

La caracteristica principal de estos modelos que vamos a aprovechar es que
(segun [PC 3.12]) todo modelo transitivo de L elementalmente equivalente a
un Ly[z] es un Ly [z], para cierto ordinal X'. Al exigir que z C V,, tenemos una
propiedad mas fuerte que vamos a justificar a continuacion.

Observemos en primer lugar que si x C V,, = L[], resulta que & € L, 41][z],
pues
v ={u € Lusila] | Lu[z] F Rlu]} € Da(Luz]) = Losa[z]-

Por consiguiente, si A > w, tenemos que x € Ly[z].

En general, si partimos de un modelo Ly[z] de modo que = € Ly[z] (pero
sin suponer, en principio, que x C V,,), el teorema [PC 3.11] nos dice que Lx]
es definible en Lj[z], de manera que!

Ly[z] EV = L[[z]].
Si no queremos dejar variables libres, lo maximo que podemos decir es que
Lalz] EVz (Au(u € 2 <+ Ru) ANV = L[z]).

Asi, si (M,z’) es un modelo transitivo de L elementalmente equivalente a
L[z] (donde podemos suponer que ' C M), también cumplira esta sentencia,
es decir, se cumple que 2’ € M y (V = L[z'])™, de donde el teorema [PC 3.11]
nos permite concluir que M = Ly [z'], para cierto \'.

Vemos pues que, en principio, al pasar de Ly[z] a un modelo transitivo
elementalmente equivalente, cambiamos de A y cambiamos de z. Sin embargo,
el teorema siguiente nos dice que si z C V,, entonces no cambiamos de z, sino
que z esta determinado por las sentencias de L r verdaderas en Ly[z]:

Teorema 3.4 Sea N\ > w un ordinal limite, sea x C V,,, sea M un conjunto
transitivo y a C M un conjunto arbitrario. Supongamos que (M,a) = Ly[z].
Entonces a =x y M = Ly/[x], donde N = QM.

DEMOSTRACION: Sea ¢(f,Y, «) la formula del teorema [PC 3.7], de modo
que, para A > wy a < A,

Y = La[z] <> Ly[z] E V fo(f)Y,al.

I Notemos los dobles corchetes: Ly [x] satisface la féormula V = L[z] cuando la variable z se
interpreta como x, lo cual solemos representar poniendo [z] en el lugar de z.
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(Hemos eliminado la variable A porque consideramos la formula como formula
de L g, con lo que la pertenencia a A se expresa mediante el relator R). Como

Liz] EVfYala=w A ¢(f,Y,a) AN N\y(Ry —y €Y)),

el modelo (M, a) cumple lo mismo, lo que se traduce en que? V,, = L [a] C M
yacCV,.

La clave de la prueba es que para cada u € V, existe ay(z) € Form(Ly)
con z como Unica variable libre tal que si N es un conjunto transitivo y v € N,
entonces N F a,[v] <+ v = u. En efecto, si u = @ sirve ag(z) = Auy ¢ 2. En
caso contrario, si el resultado es cierto para los elementos de v = {ay,...,a,},
entonces sirve

O‘u(z):vyl"'yn(aal(yl)/\"'/\O‘an(yn)/\yl €EzN--ANyp €2

ANNwweEz—sw=y V---Vw=1y,)).

Asi, si u € z entonces Ly[z] F Vy(au(y) A Ry), luego (M,a) cumple lo
mismo, lo que implica que uw € a. La inclusién contraria se prueba igualmente,
con lo que a = .

Por el teorema [PC 3.7 tenemos que

Lylz] E NV fY o(f.Y,a) A NuV Y a(¢(f,Y.a) Nu€eY).

El hecho de que (M,x) cumpla esto mismo se traduce en que para todo
ordinal & < X se cumple L,[z] € M y para todo u € M existe un a < X tal
que u € Ly [x], pero esto quiere decir que M = Ly [x]. "

Por altimo, también sera relevante que los modelos Ly[z] tienen funciones
de Skolem definibles (véase [PC 3.27]).

El desarrollo de esta seccién es bastante técnico, pero la idea es que, apli-
cando el teorema de compacidad a un modelo Ly[z] con un conjunto de in-
discernibles, podemos obtener otros modelos similares cuyos conjuntos de in-
discernibles tengan cualquier ordinal prefijado, y a su vez podremos combinar
todos estos modelos para obtener una clase de indiscernibles en L[z]. De aqui
se deduciran muchas consecuencias.

Puesto que parte del trabajo que hemos de realizar tendra que hacerse en mo-
delos arbitrarios, no necesariamente naturales, conviene que trabajemos desde el
principio en este contexto, aunque, segin hemos explicado, el punto de partida
natural serian los modelos Ly [z]. Méas precisamente, trabajaremos con modelos
de Lg elementalmente equivalentes a un modelo Ly [x].

Definiciéon 3.5 Sea © C L, y A > w un ordinal limite. Sea M un modelo de
L r elementalmente equivalente a Ly[z]. Llamaremos

OME{a€ M| M FE [a] es un ordinal}.

2En principio obtenemos que VY f € M ¢(f,Y,w,a), lo que a su vez implica que Y = Ly]a].
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Es facil ver que QM est4 totalmente ordenado (aunque no necesariamente
bien ordenado) por la relacion M (€). Escribiremos simplemente a < b en lugar
de M(€)(a,b) para los elementos a, b € QM.

Cuando hablemos de un conjunto I de indiscernibles para M nos referiremos
a un conjunto I C QM con respecto a la relacion de orden en QM que acabamos
de especificar.

Si I es un conjunto de indiscernibles para M, llamaremos X(M, I) al conjunto
de todas las formulas ¢(x1,...,2,) € Form(Lg) tales que M E @lay,...,an]
para ciertos (o, equivalentemente, para cualesquiera) a1 < --- < a, € I. Se
entiende que, en particular, X (M, I) contiene todas las sentencias de £ verda-
deras en M.

Un conjunto ¥ C Form(£LR) es un conjunto de Ehrenfeucht-Mostowski para
x C V,, (més brevemente, de E.M.) si existe un modelo M de Ly elemental-
mente equivalente a Ly [z], para cierto ordinal limite A > w, con un conjunto de
indiscernibles I tal que ¥ = X(M, I).

El proximo teorema es esencialmente un caso particular de un teorema de la
teoria de modelos conocido como teorema de Ehrenfeucht-Mostowski.

Teorema 3.6 Sea x C 'V, sea X un conjunto de E.M. para x y o > w. Enton-
ces existen un modelo M de Lr y un conjunto I de indiscernibles para M tales
que

a) ¥ =3(M,I),
b) ord(1,<) = a,
¢) M =N(I).
Ademdas (M, I) es inico salvo isomorfismo.

DEMOSTRACION: Notemos ante todo que la propiedad a) implica que M
es elementalmente equivalente a un modelo Ly[z], pues ¥ contiene todas las
sentencias verdaderas en uno de estos modelos. En particular, M tiene funciones
de Skolem definibles y el nicleo de Skolem que aparece en c) ha de entenderse
calculado respecto a estas funciones.

Veamos primero la unicidad. Supongamos que (M, ) y (N, J) cumplen las
propiedades a) y ¢), aunque no necesariamente b), y que existe una aplicacion
m: I — J estrictamente creciente.

Todo a € M es de la forma a = M(¢)[aq,...,ay], donde ¢ es un término de
Skolem y a1 < -+ < a, € I. Definimos

7(a) = N(t)[r(a1),...,m(an)].

Esto no depende de la eleccién de ¢ ni de la de los indiscernibles, pues si se
cumple a = M (t1)[a1,...,a,] = M(t2)[b1,...,bm], donde t; y t2 son términos
de Skolem y a1 <+ < ap, by < -+ < by, € I, consideramos las formulas de L
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Yy, v Yy, que definen a los términos de Skolem, es decir, tales que las igualdades
anteriores equivalen a

ME Yy [a,a1,...,a,] y MEWg,[a, by, ... byl

Llamamos ¢; < --- < ¢ a los mismos a; < --- < an, by < -+ < by
ordenados y ¢(z1,...,2.) a la formula
\/'/17 (’l/)tl(xaxh e 7.'L'n) A wtz(x’yla .. 72Um)>
con la ordenacion correspondiente de las variables para que M E ey, ..., c/)

sea equivalente a
ME tl[al, PN ,an] = tg[bl, .. ,bm]

Puesto que, M F ¢[cy, ..., ¢ ], tenemos que ¢ € L(M,I) = ¥ = (N, J).
Como 7 es creciente, 7(c1) < --- < 7w(c,), luego N E ¢[r(c1),...,7(c,)], pero,
por la uniformidad de la definicién de los términos de Skolem, esto equivale a

N(t1)[n(a1),...,m(an)] = N(t2)(7(b1), ..., 7(bm)).

Asi tenemos 7 : M — N que claramente extiende a 7, pues t(z) = x es un
término de Skolem y asi, si a € I, se cumple que

7(a) = m(M(z)la]) = N(z)[r(a)] = 7(a).

Se cumple que 7 es una inmersion elemental, pues si uy,...,u, € My
d(x1,...,x,) € Form(LR), entonces existen ay < -+ < a,, € I de manera que
u; = M(t;)[a1,. .., an], para ciertos términos de Skolem ¢;. Por lo tanto,

ME ¢lur,...,up] = M E ¢(t1, ... tn)[a1, ..., am].

La formula ¢(t1(z1,...,Zm),- -, tn(Z1,...,2m)) es uniformemente equiva-
lente a una formula ¥ (z1,...,z,) € Form(Lg) (donde uniformemente equiva-
lente quiere decir que, tanto M como N, cumplen una si y s6lo si cumplen la
otra, con una misma interpretacion de las variables).

Tenemos, pues que M E lay,...,an], luego ¥ € B(M,I) =X = X(N, J),
luego

N EY[r(ar),...,m(am)] = NE &(t1, ..., tn)[m(a1),...,m(am)]

- NE @[F(u), ..., 7 (un)l.

Si suponemos que (M, I)y (N, J) cumplen b), entonces existe una semejanza
m: I — J y se comprueba inmediatamente que 7 es biyectiva, luego es un
isomorfismo entre M y N que se restringe a una semejanza entre I y J. Esto
es la unicidad que afirma el enunciado.

Veamos ahora la existencia. Como X es un conjunto de E.M., existe un
modelo (My, Iy) tal que X = X(My, Iy). Sea L’ el lenguaje formal que resulta
de anadir a £ una familia de constantes {cg}g<q. Sea I' el conjunto formado
por las siguientes sentencias de £’:
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“cg es un ordinal” para todo 5 < «,
“eg < ¢y para 8 < v < a,
o(cayy---5¢8,) para ¢(x1,...,2,) EXy b1 < - < Bn < a.

Veamos que I' es finitamente consistente. Tomamos A C TI' finito y sean
B < - < Bp <atalesquecg,,...,cg, sean las Ginicas constantes que aparecen
en las formulas de A y sea o(cg,, ..., ¢g,) la conjuncién de todas las sentencias
de A. Como I es infinito existen a; < --- < a,, € Iy. Podemos convertir a M,
en un modelo de £’ haciendo My(cg,) = a; e interpretando las deméas constantes
arbitrariamente. Es claro que asi My F A.

Por el teorema de compacidad [TC 10.34], sabemos que I tiene un modelo M.
Para cada 8 < « sea ig = M(cg) y sea I = {ig | B < a}. Claramente I C QM
yord(I,<) = a.

Veamos que para toda formula ¢(z1,...,2,) y todos los 1 < -+ < B, < «
se cumple

ME ¢lig,,...,ia,] < ¢ € .

Si ¢ € X, entonces M E ¢(cg,,...,ca,), 0 sea, M E Plig,,...,ig,]-

Si¢ ¢ ¥, entonces =M FE ¢laq, ..., a,], paraciertos a; < --- < a, € Iy, luego
se cumple My E —=¢laq, ..., ay], luego ~¢ € X, luego M E —¢(cg,, ..., ca, ), luego
M E —¢lig,,...,is,], por lo que no M E ¢lig,,...,ig,].

Consecuentemente I es un conjunto de indiscernibles para M y ¥ = X(M, I).
Sea M* = N(I). Es claro que M* sigue cumpliendo a) y b) y por el teorema
[TC 10.29] también cumple c¢) (notemos que las restricciones a M* de las fun-
ciones de Skolem que hemos definido en M son las que hemos definido en M*).

|
Definicién 3.7 Sea z C V,,, ¥ un conjunto de E.M. para x y a > w. Llama-
remos modelo (X, a, ) a cualquier par (M,I) que cumpla las condiciones del
teorema anterior (el cual nos dice que dos cualesquiera de ellos son isomorfos).

En la prueba de la unicidad en el teorema anterior hemos demostrado de
hecho el teorema siguiente:

Teorema 3.8 Sea x C V,, y X un conjunto de E.M. para x. Seanw < a <y
sean (M, I) y (N,J) un modelo (X, «, z) y un modelo (X, 8, x) respectivamente.
Entonces toda aplicacion estrictamente creciente m : I — J se extiende a
una inmersion elemental T : M — N. Si 7 es biyectiva entonces T es un
isomorfismo.

Nuestra intencion es colapsar los modelos (X, «, ), para lo cual necesitamos
que estén bien fundados:

Teorema 3.9 Sea z C V,, y ¥ un conjunto de E.M. para . Las afirmaciones
stguientes son equivalentes:

a) Para todo o > w el modelo (3, a, ) estd bien fundado.
b) Para cierto a > wy el modelo (X, o, ) estd bien fundado.

¢) Para todo « tal que w < oo < wy el modelo (3, o, ) estd bien fundado.
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DEMOSTRACION: a) — b) es obvio.

b) — ¢). Sea a > w; tal que el modelo (¥, o, x) esté bien fundado y sea
w < B < wy. Por el teorema anterior existe una inmersion elemental del modelo
(3, B8, z) en el modelo (X, a, x), luego el primero esta bien fundado.

c) — a) Por el mismo argumento que en la implicacion anterior basta ver
que para todo ordinal limite A el modelo (X, \, z) esta bien fundado. En caso
contrario sea (M, I) un modelo (X, A, z) que no esté bien fundado. Esto significa
que existe una sucesion {a, }ne,, de elementos de M tal que

An € w M(€)(anyi1,an)-

Cada a,, es de la forma a, = M(t)[x1,...,x,]|, para ciertos elementos
T1,...,2, € I, luego existe un Iy C I numerable tal que An € w a,, € N(lp).
Sea = ord(ly, <) < wy. Es inmediato que (N (), Iy) cumple las condiciones

del teorema 3.6, luego es un modelo (¥, 8, ) y no esta bien fundado, contradic-
cion. [

Definiciéon 3.10 Sea x C V, y ¥ un conjunto de E.M. para z. Diremos que X
esta bien fundado si los modelos (3, a, x) lo estan.

Ahora podriamos colapsar los modelos (3, a, ), pero antes afiadiremos res-
tricciones que nos garanticen que el conjunto de indiscernibles del colapso tran-
sitivo es cerrado no acotado. Empezamos estudiando la no acotacion.

Sea A un ordinal limite. Diremos que el modelo (3, A, ) es no acotado si su
conjunto de indiscernibles no esté acotado en QM.

Teorema 3.11 Sea x C V,, y ¥ un conjunto de E.M. para x. Las afirmaciones
siguientes son equivalentes:

a) Para todo A > w el modelo (X, )\, x) no estd acotado.

b) Para cierto A > w el modelo (X, \,x) no estd acotado.

¢) Para todo término de Skolem t(vy,...,v,), el conjunto ¥ contiene a la
formula ¢(v1, ..., vn,vnt1) de Lr que en cualquier modelo equivale a
t(vi,...,vn) es un ordinal — t(vy,...,v,) < Vpy1.

DEMOSTRACION: a) — b) es obvio.

b) — ¢). Sea (M,I) un modelo (X, A, ) no acotado y sea t(vy,...,v,)
un término de Skolem. Sean a1 < -+ < a, € I y sea x = M(t)[aq,...,an].
Si z ¢ QM. se cumple trivialmente M F ¢ylai,...,a,,a,1] para cualquier
any1 € I tal que a, < any1. Si, por el contrario, z € QM entonces existe
an+1 € I tal que ant41 > an ¥ ant1 > 2 (por la no acotacion), e igualmente se
cumple M E ¢¢[ay,...,an, apt1]. En cualquier caso ¢ € (M, 1) = X.
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c) — a). Sea (M,I) un modelo (X, \,z) y sea x € QM. Existe un término

de Skolem t junto con unos indiscernibles a3 < -+ < a, € I de modo que
x = M(t)[a1,...,as]. Sea ant1 > a, (aqui usamos que A es un limite). Por
hipotesis M E ¢ifai, ..., ant1], luego ant1 > z, lo que prueba que I no esta
acotado en QM. -

Definicién 3.12 Sea x C V,, y ¥ un conjunto de E.M. para x. Diremos que X
es no acotado si cumple cualquiera de las condiciones del teorema anterior.

Sea (M, I) un modelo (X, A\, z). Llamaremos i : A — I a la semejanza, de
manera que I = {is | § < A}.

Si A > w, diremos que el modelo (M, I) es notable si es no acotado y para
todo y € QM tal que y < i, se cumple que y € N({i, | n < w}).

Pronto veremos que esta condicion técnica implica que el conjunto de indis-
cernibles es cerrado en 2. De momento probamos un teorema analogo a los
anteriores:

Teorema 3.13 Sea x C V,, y X un conjunto de E.M. para x. Las afirmaciones
siguientes son equivalentes:

a) Para todo A > w el modelo (X, A, x) es notable.
b) Para cierto X > w el modelo (£, A\, z) es notable.

¢) Para cada término de Skolem t(vy, ..., U, w1, ..., Wy), el conjunto ¥ con-
tiene la formula Yi(vi, ..., Vm, W1, ..., Wy, Z1,...,2Ty) de Lp que equivale
en todo modelo a

(U1, ey Uy W, -+, Wy) €8 un ordinal A (U1, ...y Uy W1, - -+, Wy) < W1
S (V1 ey Vi W1y e ooy, Wy) = (U1, oy Uy Ty e e v, Tp) -

Ademds, en tal caso, si (M,I) es un modelo (X,\,z), N < A yx € QM
cumple x < iy, entonces x € N({is | 6 < \'}).

DEMOSTRACION: a) — b) es obvio.

b) — ¢). Sea A > w tal que el modelo (X, A, z) sea notable —llamémoslo
(M, I)— y consideremos un término de Skolem t(vy, ..., v, w1, .., wy). Sean

V] < - <V <wp < <Wp <1 < -+ < Ty

tales que vy, ..., v, sean los primeros elementos de I (es decir, ig,...,im—1) ¥
Wy =dyw. Sia=M(t)[v1,...,Vm,w1,...,w,] es un ordinal en M y es menor que
wy = i, por hipotesis a € N({i,, | n < w}), luego existe un término de Skolem
sy un k < w de manera que a = M (s)[ig, ..., ix]. Podemos suponer m < k.

Tenemos que M FE tlvy,...,0m,w1,...,wy] = Sig, ..., 4] ¥, por indiscerni-
bilidad, M E t[vy,...,Um,Z1,...,2Zn] = S[ig, ..., ik, luego

MEtor, ..., Um, W1,y Wy = 1,0 Uy Ty e v, T

Esto prueba que M E ¢, luego ¢y € 2.
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c) — a). Sea (M,I) un modelo (X, z) con A > w. Sea w < N < A
(asi, para A’ = w probamos el apartado a) y en general probamos la tltima
afirmaciéon del enunciado). Sea z € QM tal que z < iy. Sea t un término

de Skolem y 17 < - < v < wy < -0 < wy, € I tales que wy = iy y
x=M()[v1,. .., Um, W1, ..., W]
Tomamos indiscernibles z1,...,z,, 21, ..., 2, tales que

V< < <21 < " <Tp<wp < - <wy <21 << 2p.
Como z < wy; y M E h¢[v1, ..., 0m,W1,...,Wn,21,..., 2], tenemos que
MEtvr, ..., Um W1,y Wy =1,y Uy 21, -+ 5 20

Por indiscernibilidad, esto implica
ME 1, ..o Umy @1, oy Ty = HU1, ooy Uy W1, oo Wy,

y esto significa que x = M (¢)[v1,...,Um,Z1,...,Zn] E N{is |6 <N}). =

Definicion 3.14 Sea z C V,, y ¥ un conjunto de E.M. para x. Diremos que X
es notable si cumple cualquiera de las condiciones del teorema anterior.

Los teoremas siguientes explican el interés de esta propiedad:

Teorema 3.15 Sea z C V,, y X un conjunto de E.M. notable para x. Con-
sideremos ordinales w < X < A. Sea (M,I) un modelo (3, x), tomemos
J={is|d <N} ysea N=N(J). Entonces (N,J) es un modelo (X, N, x) y
Q" es una seccion inicial de QM , es decir, todo elemento de QM por debajo de
uno de Q" estd en Q™.

DEMOSTRACION: Es claro que N cumple las propiedades del teorema 3.6,
luego es un modelo (X, N, z). Si x € Q" existe un § < X tal que x < i5 < i
(pues (N,.J) no esta acotado). Por consiguiente, si y € QM cumple y < z,
entonces y < iy, luego, por el teorema 3.13, y € N({is | 6 < N'}) = N. Asi
pues, y € Q™. n

Teorema 3.16 Seax C V,, y X un conjunto de E.M. notable para x. Sea (M, I)
un modelo (X, \, ). Entonces I es cerrado en QM| es decir, si \' < \, entonces
i es el supremo en QM del conjunto {is | & < \'}.

DEMOSTRACION: Si z € QM cumple z < iy, entonces por el teorema
anterior x € N({is | 6 < A'}), que es un modelo (X, N, z). Como X no esti
acotado, el modelo N tampoco lo esta, luego existe un § < \ tal que = < is.
Esto significa que x no es una cota superior del conjunto {is | § < X'}, luego la
menor cota superior es exactamente ). n

Veamos finalmente qué obtenemos al colapsar los modelos:
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Teorema 3.17 Sea x C V,, y X un conjunto de E.M. notable y bien fundado
para x. Entonces, para todo ordinal limite X\ existe un N tal que Ly [x] es un
modelo (X, )\, ) (con un cierto conjunto de indiscernibles). Si k es un cardi-
nal no numerable entonces L, [x] es un modelo (X, k,2) con un inico posible
conjunto de indiscernibles IY. Ademds 1% es cerrado y no acotado en k.

DEMOSTRACION: Sea (M, I) un modelo (X, A, z). Entonces M cumple el
axioma de extensionalidad, pues es elementalmente equivalente a un modelo
Ly, [z], y esta bien fundado por hipotesis. Por consiguiente podemos considerar
su colapso transitivo M’. Sea m: M — M’ la funcion colapsante.

Definimos a = {u € M’ | M(R)(7~1(u))}, con lo que 7 : M — (M’,a) es
un isomorfismo de modelos de £ . Definimos I’ = #[I], con lo que ((M’,a),I")
es un modelo (3, A, z).

En particular (M, a) es elementalmente equivalente a un cierto Ly, [z], luego
por el teorema [PC 3.12] tenemos que (M’,a) = Ly [z], para cierto X'. Asf pues,
Ly [z] es un modelo (X, A, z).

Supongamos ahora que x es un cardinal no numerable. Sea (Lx[z],I) un
modelo (X, k,xz). Puesto que |I| = k, ha de ser k < A. Supongamos que
kK < A. Como I no esta acotado en QLA = X\ existe un N <  tal que
Kk < iy, y por ser notable Kk C N = N({is | 6 < X'}), pero por otro lado
IN| = {is | 6 < N}| = |N| < K, contradiccion. Asi pues, K = Ay Lg[z] es un
modelo (¥, k, ).

Supongamos ahora que (Ls[z],I) y (Lk[x],I') son ambos modelos (%, &, x).
Sea m : I — I’ una semejanza. Por el teorema 3.8 sabemos que 7 se extiende
a un isomorfismo 7 : L, [x] — L[], pero el tnico isomorfismo de un conjunto
transitivo en si mismo es la identidad (por la unicidad de colapso transitivo),
luego I' = w[I] = 1.

Llamemos I? al tnico posible conjunto de indiscernibles en L, [z]. Sabemos
que no estd acotado y el teorema 3.16 implica que es cerrado (por ejemplo,
porque la aplicacién que numera los indiscernibles es normal). [

El teorema siguiente completa las propiedades basicas de los conjuntos de
indiscernibles I?:

Teorema 3.18 Sea x C V,, y X un conjunto de E.M. notable y bien fundado
para x. Stk < p son dos cardinales no numerables, entonces Iy Nk = I y
L.lz] = N(Z) < L,[z].

DEMOSTRACION: En el modelo L, [z], definimos J = {is | § < Kk} y sea
N = N(J). Por el teorema 3.15 tenemos que N es un modelo (X, k,x) y los
ordinales de N son una seccion inicial de p, es decir, Q™ = A < p. Como Ly[z]
también es un modelo (X, k, z), ha se ser isomorfo a N. En particular QLxlr] —
ha de ser semejante a A, pero esto es tanto como decir que A = k.

Mas atin, el isomorfismo entre Li[z] y N ha de transformar IZ en .J, pero
por otra parte ha de ser la identidad en &, luego J = I7.

Siig € I} N K, entonces 0 < is < K, luego is € J = I¥. Por lo tanto
IiNk=1I;.
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Para probar que N = L,[z] basta ver que N es transitivo, pues dos modelos
transitivos isomorfos han de ser iguales. Tomemos u € N y sea o = |u| < p. Sea
f+ & — w biyectiva. Por [PC 3.28] concluimos que f € L,[z]. Por consiguiente
L,z] EVfa f:a— [u] biyectiva, luego N cumple lo mismo, luego existen f,
a € N tales que N E [f] : [a] — [u] biyectiva, luego L,[z] cumple lo mismo,
y al ser transitivo concluimos que f : @« — wu biyectiva. Ahora, si 8 < «, se
cumple L, [z] E [f] < [a], luego lo mismo sucede en N, luego existe un v € N
tal que N E [v] = [f]([f]), luego lo mismo sucede en L, [z], luego f(f) =v € N.
Con esto hemos probado que u C IV, luego N es transitivo. L]

Tenemos pendiente dar condiciones suficientes para que existan conjuntos
de E.M. notables y bien fundados, pero antes probaremos el teorema siguiente
que precisa el problemas:

Teorema 3.19 Sea x C V. Si existe un conjunto de E.M. notable y bien
fundado para x, entonces éste es unico.

DEMOSTRACION: Sea ¥ un conjunto de E.M. notable y bien fundado para z.
Sin € w, n# 0, por el teorema anterior I, Nw, = I escmn.a.en w, y, como
I esc.n.a. en wy, concluimos que wy, € I .

Como (L, [z],1% ) es un modelo (3, w., ), si ¢(z1,...,2,) € Form(Lg),
se cumple que
pEX & Ly, [z] E dlwi,...,wn],

y el miembro derecho no depende de ¥, luego ¥ es tinico. L]

Definicién 3.20 Sea x C L. Llamaremos x* (z sostenido) al tinico conjunto
de E.M. notable y bien fundado para =z, si es que existe tal conjunto.

En lugar de “existe un conjunto de E.M. notable y bien fundado para z”,
diremos simplemente “existe x?”.

Es costumbre escribir 0% en lugar de @*.

Aunque la definicion de los sostenidos puede parecer aparatosa, en realidad
la existencia de 2! equivale a una condicion relativamente simple:

Teorema 3.21 Seax C V,,. La existencia de z* equivale a que exista un ordinal
limite X tal que Ly[z] tenga un conjunto de indiscernibles no numerable.

DEMOSTRACION: Ciertamente, si existe z# entonces IS, es un conjunto no
numerable de indiscernibles en L, [z].

Supongamos que L) [x] tiene un conjunto no numerable J de indiscernibles.
Pasando a una seccién inicial podemos suponer que el ordinal de J es wy. Tam-
bién podemos suponer que A es el minimo ordinal tal que Ly [z] tiene un conjunto
de indiscernibles de ordinal wy. Sea N = N(J) < Ly[z] y sea M el colapso tran-
sitivo de N. Transportando a M la relacion N(R), obtenemos un conjunto
a C M tal que (M,a) es un modelo de L isomorfo a N. Por el teorema 3.4
resulta que a = x 'y M = Ly/[z]. Como los ordinales de N son todos menores
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que A y la funcién colapsante envia ordinales a ordinales, es claro que A’ < A.
Por otra parte, si I es la imagen de J por el colapso transitivo, tenemos que
es un conjunto de indiscernibles en L’ [z] de ordinal wy y Ly [z] = N(I). Por la
minimalidad de A ha de ser A = X. Asi pues, Ly[z] = N(I).

Veamos ahora que I no esta acotado en A\. En otro caso existe X' < A tal
que I C N. Sea t un término de Skolem y sean a; < -+ < ay, € I tales que
N = Ly[z](®)[e1, ... an]. SeaI'={i € I|i> a,}. Vamos a probar que I’ es
un conjunto de indiscernibles para Ly [z]| (claramente de ordinal wy).

Consideremos una formula ¢(z1,...,2,) € Form(£). Teniendo en cuenta
que y = Ly[x] es definible en Lj[z], es facil definir por inducciéon sobre la
longitud de ¢ una formula ¥ (o, x1, ..., %, ) tal que, para a < A,

Lo[x]) E olz1, ..., xm] & Li[z] E Yoz, ..., 2m)].
El tinico caso no trivial es ¢ = Au¢’(u,21,...,7,), en cuyo caso tomamos
Y =\Vyly = Lo[z] A Ny € YU (a,u, 21, ..., 20m))-
Ahora, para todos los i; < -+ < i,, € I’ se cumple
Ly [z] E @lit, ... im] < Lalz] E YN ity ...y im]

< Lylx] F xlan, - Quy ity - ooy i),

donde x es la formula que resulta de sustituir en v la variable interpretada por
N por el término ¢t y pasar a una formula equivalente en L. Por indiscernibi-
lidad esto no depende de 41, ...,i,, (siempre y cuando sean mayores que ),
luego ciertamente I’ es un conjunto de indiscernibles para Ly [z] y contradice
la minimalidad de A.

De entre todos los conjuntos de indiscernibles para Ly[z] de ordinal wq, no
acotados y tales que Ly[z] = N(I), elijamos uno que tenga el menor i,, posible.
El conjunto ¥ = X(Ly[x],I) es ciertamente un conjunto de E.M. bien fundado
y no acotado. Vamos a probar que (Ly[z],) es notable, con lo que ¥ sera z.

En caso contrario, por el teorema 3.13, existe un término de Skolem
(U1, ey Uy W1y ey W)
tal que para todos los indiscernibles
V] < o < Uy KW < - < Wy <21 <0 < Ty
se cumple
Ly[z] Etlvr, .. s Omywi, .o, wy] € QA L1, .oy Uy W1y -y Wy < [w1]

/\t[vlv"'vvmvwl7"'7wn] #t[vlw"avm;zla"'vxn]' (*)

De hecho, la desigualdad sera siempre < o siempre >.
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Tomemos v1 < -+ < vy < iy. Sea ug la sucesion de los n primeros in-
discernibles mayores que v,,. Para cada a < w; sea u, la sucesiéon de los n
primeros indiscernibles mayores que todos los indiscernibles que aparecen en las
sucesiones ug con 3 < « (que son una cantidad numerable). Sea

ta = La[z](®)[v1,s -y m, ua(0), ... uq(n —1)].

Si la desigualdad (%) es >, entonces para todos los @ < 8 < wj se cumple
que

V1 < <y <U(0) < <un(n—1) <ug(0) <--- <wug(n—1),

luego t, > t3. Tenemos, pues, una sucesién decreciente de ordinales, lo cual es
absurdo. Por consiguiente la desigualdad ha de ser <, y la sucesion {ts }a<w,
es creciente.

Es inmediato comprobar que J = {t, | @ < w1} es un conjunto de indiscer-
nibles para Ly[z] de ordinal w;. Por construccién i, es el primer elemento de
Uy, luego

ty = Lafz](t)[v1, -y Vm, uw(0), . s uw(n — 1)] < iw.

Sea N = N(J). Estamos justo como al principio de la prueba. Repitiendo
todo el argumento llegamos a que el colapso transitivo de N ha de ser el propio
L[z], que tiene como conjunto de indiscernibles a la imagen I’ de J por la
funcion colapsante 7, de modo que I’ no esta acotado en A\ y Ly[z] = N(I').
Ademas, el w-ésimo elemento de I’ sera 7(t,) < t, < iy, lo que contradice la
elecciéon de 1. ]

Teniendo en cuenta el teorema 3.3, ahora es inmediato el teorema siguiente:

Teorema 3.22 Si x C V,, y existe un ultrafiltro iterable sobre un modelo de
ZFC—AP que contenga a x, entonces existe xt.

Dedicamos la seccién siguiente a las consecuencias de la existencia de los
sostenidos.

3.3 Consecuencias de la existencia de zf

Vamos a ver que los resultados de la seccion precedente sirven de fundamento
a una elegante teorfa sobre las clases L[x]. Observemos en primer lugar que,
segtin el teorema 3.19, si & C V,, cumple que existe 2!, entonces

z* = {¢ € Form(LR) | Lo, [z] E ¢[v]},

donde v : Var(Lr) — w,, es la valoracion dada por v(z;) = wit+1, pero hay
que recalcar que esto no sirve como definicién de z*, pues el miembro derecho
siempre existe, pero no es necesariamente un conjunto de E.M. notable y bien
fundado (lo es si existe uno, y entonces es el Gnico).
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Definicion 3.23 Sea z C V,, tal que exista zf. Llamaremos indiscernibles de
Silver para = a los elementos de la clase

I, =UIZ C Q,

donde & recorre los cardinales no numerables.
El teorema siguiente recoge las propiedades bésicas de estos indiscernibles:

Teorema 3.24 Sea x C V,, tal que exista x*. Entonces I, es la inica clase que
cumple las propiedades siguientes:

a) I, C Q contiene a todos los cardinales no numerables.

b) Si k es un cardinal no numerable, entonces I, Nk es c.n.a. en K y tiene
ordinal K.

c) Si k es un cardinal no numerable, entonces I, N Kk es un conjunto de
indiscernibles para L x]

d) Todo a € Ly[x] es definible en Ly[z] a partir de I, Nk, es decir, existe una
formula ¢(z,x1,...,2,) € Form(Lg) y unos ay,...,a, € I, Nk de modo
que a es el unico elemento de L[x] que cumple Lilx] E Pla,aq, ..., an].

DEMOSTRACION: Por el teorema 3.18 tenemos que I, Nk = IZ, que es c.n.a.
en K, tiene ordinal k y es un conjunto de indiscernibles para L,[z]. Ademas, si
k£ < p son cardinales no numerables, tenemos que I Nk = I} es c.n.a. en K,
y como I es c.n.a. en p concluimos que £ € Ij, luego I, contiene a todos los
cardinales no numerables.

Sia € Ly[x], como L,[z] = N(IZ), existe un término de Skolem ¢ tal que

a = Lgx](t)]a1,...,as], para ciertos ay,...,a, € IZ. Como las funciones de
Skolem son definibles, la formula y = t(z1,...,z,) es equivalente a una férmula
o(z,x1,...,2,) € Form(Lg) que cumple el enunciado.

Veamos ahora la unicidad. Supongamos que I/, es otra clase que cumple
el teorema. Sea X, = X(L[z],I, N k). Claramente X, es un conjunto de
E.M. bien fundado y no acotado, pues la propiedad c) implica que L,[x] es el
nicleo de Skolem de I, N k. Veamos que ¥, es notable. Sea a < i/, (el w-
ésimo elemento de I) Nk). Como I, Nk es c.n.a. en k, existe un n € w tal
que a < i,,. Sea t un término de Skolem tal que a = L,[z](t)[a1, ..., an], para
ciertos a; < -+ < a,, € I, N k. Tomemos nuevos indiscernibles tales que

a < - <ap<a<bpg <o <by <il,.

Asi
a= Lglz](t)[ar, ... ar,bry1,...bm] € N{il, | n < w}).

Con esto podemos concluir que ¥, = z#, luego (L,[z], I, N &) es un modelo
(2%, k, ). Por la unicidad de 3.17 concluimos que I, Nk = I, N k, para todo
cardinal no numerable s, luego I,, = I}.. L]
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Observemos que, por el teorema 3.18, si existe z¥ y x < p son cardinales
infinitos, entonces L,[z] < L,[x]. Esto nos permite dotar a la clase L[z] de
estructura de modelo de L g:

Definicién 3.25 Sea z C V,, tal que exista %, Si ¢(z1,...,2,) € Form(LR) y
ai,...,a, € Llz], definimos

L[z]) F ¢[ai,...,a,] +> VEK(k es un cardinal no numerable
Aai,...,an € Li[x] A Li[z] E @laq, ..., an]).

Por la observacion precedente a la definicion, la relacion Li[z] E ¢lay, .. ., ay]
no depende de k: si es cierta para un cardinal no numerable (suficientemente
grande como para que L[z] contenga a los parametros) es cierta para todo .
De aqui se sigue que esta relacion F cumple todas las propiedades usuales. Por
ejemplo, veamos que

Liz) E N2é(2)[as, ..., a,) < Na € L[z] L[z] E ¢(a)]ay, ..., an].

Si L[z] F A2é(2)[a1,...,a,]) vy a € L[z], existe un cardinal no numerable x
tal que a,ay,...,a, € Li[z]. Por definicion L.[x] F Az¢(2)[ay,...,a,], luego
Li[z] F dla, a1, ..., a,], luego Liz] F dla, a1, ..., an].

Reciprocamente, si Aa € L[z] L[z] F ¢[a,a1,...,a,], sea x un cardinal regu-
lar tal que ay, ..., a, € L.[z]. En particular Aa € L.[z] L.[z] F ¢[a,a1,. .., a.],
luego L [z] E N2p(2)[a1, ..., a,), luego Lix] E Az¢(2)]ay,. .., an].

Similarmente,
Llz] E (¢ AY)|as, ..., an] < Llx]) E dlay,...,an]) A Llz] E ¢aq, ..., an],
etc.
Una simple induccion muestra que si ¢(z1,...,x,) es una formula metama-
tematica sin descriptores (y rd; es su version formalizada), entonces
Nai ---a, € Liz] (L[z] E r¢—l[al, an] & o N ay, L ay)).

A partir de aqui, todos los conceptos de la teoria de modelos son aplicables
a L[z], a pesar de que es una clase propia. En particular:

Teorema 3.26 Si X C V,, y existe 2%, entonces L[x] F ZFC +V = L[[z]] y si
k € I, entonces Ly[z] < Lx].

DEMOSTRACION: De la propia definicion de L[z] E ¢ se sigue L,[z] < L[x]
cuando k es un cardinal no numerable. En general, tomamos dos cardinales
no numerables £ < p < v, de modo que L,[z] < L,[z]. Pero esto equivale a*
Liz] E (Lulz] < Ly[z]) y por indiscernibilidad L{z] F (Lk[z] < L,[z]), luego
L.[z] < L,[z] < L[x].

3Notemos que la variable z se puede ligar haciendo
Liz] E Vz(Au(u € <+ Ru) A Ly [z] < Ly[]),

y asi las tnicas variables libres son los indiscernibles p y v.
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Por otra parte sabemos que si x es un cardinal regular no numerable entonces
Li[z] F ZFC—AP+V = L[[z]], luego L[x] E ZFC—AP+V = L[[z]]. Finalmente,
como se cumple APl concluimos que L[z] F ZFC+V = L[[z]]. .

El teorema 3.24 admite este enunciado alternativo:

Teorema 3.27 Sea x C V,, tal que exista x¥. Entonces existe una tinica funcion
normal i : Q@ — Q tal que si I, = {iy | @ € O}, entonces

a) Sik es un cardinal no numerable, se cumple i, = K.
b) I, es una clase de indiscernibles para L[z].

¢) Todo a € L[z] es definible en Lix] a partir de I.

DEMOSTRACION: Sea I, la clase de los indiscernibles de Silver para z. Sea
i:Q — I, la semejanza. Como I N k tiene ordinal x, la restriccion de i~1 a
este conjunto tiene imagen &, luego i, = k. Ademas, el hecho de que I} Nk sea
c.n.a. en K equivale a que i|, : K — k es normal y, como esto vale para todo &,

concluimos que ¢ es normal.

Si ¢(x1,...,2,) € Form(LR)y oy < -+ < ap, B <+ < B € I, tomamos
un cardinal no numerable k¥ mayor que «,, y ., de modo que

Llz] F ¢lon, ..., an] ¢ Lelz] F lag, ... an)

 Lg[x] F 9[B1,...,0n] < Lix] F ¢[p1,--.,0n]
Por consiguiente I, es una clase de indiscernibles para L[z].

Dado a € L[], sea x un cardinal no numerable tal que a € Ly[z]. Por el
teorema 3.24 existe una formula ¢(u,uy,...,u,) € Form(Lg) e indiscernibles
ap < ... < a, € I, Nk de modo que a es el Gnico elemento de L [z] que
cumple L[z] F ¢[a, a1, ..., ay]. Entonces L[z] F ¢la,aq,...,ay] vy a es el Gnico

1

elemento de L[z] que cumple esto, pues L[z] F Vu¢(u)|ay, ..., o).

Veamos la unicidad. Basta probar que si i’ cumple las condiciones del enun-
ciado, entonces I’ es la clase de los indiscernibles de Silver, pues entonces i’
serd necesariamente la Gnica semejanza i entre ésta y Q. Es facil ver que I,
cumple las propiedades a) y b) del teorema 3.24, pero no es evidente que haya
de cumplir la propiedad c).

Para cada a € L[z], sea F'(a) el minimo cardinal no numerable & tal que L,[z]
contenga indiscernibles a; < --- < a,, de modo que a sea el tnico elemento de
L[z] que cumpla L[z] F ¢la, a1, ..., a,] (para una cierta formula ¢).

Para cada cardinal no numerable s definimos

Gk)=rTU U Fl(a),

a€L,[x]
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que es de nuevo un cardinal no numerable. Sea kg un cardinal arbitrario y

An € w1 = G(ky), w= U kn.

new

De este modo i > k¢ es un cardinal no numerable con la propiedad de que
todo elemento de L, [z] es definible en L{z] (luego en L,[z]) a partir de I/, N p.
Es claro que I/, Ny es un conjunto de indiscernibles para L,[z] y ademas es
c.n.a. en p. Igual que en 3.24 podemos concluir que X(L,,[z], I. N ) = ¥, luego
I’ Np = I, N, para cardinales p arbitrariamente grandes, luego I, = I,. =

Es facil probar que si existe ¥, entonces todo indiscernible de Silver para z
es un cardinal inaccesible’l*]. En efecto, como existen cardinales regulares’(*!
no numerables (y son indiscernibles) todos los indiscernibles son cardinales
regulares™®l y como existen cardinales limite fuerte“[?] no numerables (y son
indiscernibles) todos los indiscernibles son cardinales limite fuerte”®], es decir,
todos son inaccesibles”[#!.

En realidad los indiscernibles de Silver resultan ser cardinales indescripti-
bles™*] ¢ inefables’(*!. Esto se sigue de la version para L[z] del teorema 3.8:

Teorema 3.28 Sea x C V,, tal que exista x¥. Entonces toda aplicacion estric-
tamente creciente w : I, — I, se extiende a una unica inmersion elemental
7 Llx] — L[z].

DEMOSTRACION: Sean x < p cardinales no numerables de manera que
o o Lo Nk — I, N p. Por el teorema 3.8 esta aplicacion se extiende a
una tnica inmersion elemental 7|y, 5 : Lx[2z] — Ly [z]. Mas concretamente, 7
actiia como sigue: si a € Ly[z], entonces a = L, [z](t)[a, .. ., ], para ciertos
a; < -+ < ap € I; Nk yun cierto término de Skolem t. Entonces,

7(a) = L,[z](t)[7 (1), ..., 7(om)].

Ahora bien, esto puede reformularse asi:

7(L[z] (), . . ., an]) = Lz](®)[r(aq), . . ., 7(an)], (%)

pero esto no depende de x o p, luego tenemos definida 7 : L[z] — L[x] que
extiende a 7 y se restringe a inmersiones elementales entre los modelos Ly [x].
Es facil ver entonces que 7 es una inmersiéon elemental. La unicidad es clara,
pues una inmersion elemental ha de cumplir (). "

Como consecuencia:

Teorema 3.29 Si x C V,, y existe x*, los indiscernibles de Silver para x son

cardinales indescriptibles™*! e inefables™*!.

DEMOSTRACION: Sea 7 : I, — I, creciente tal que w; sea el menor ordinal
no fijado. Sea 7 : L[z] — L[z] la inmersion elemental que extiende a .
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Se cumple que w; es el menor ordinal no fijado por 7, pues si a < wy,
entonces « es definible en L, [x] a partir de I, N w;, es decir, existe una for-

mula ¢(u,u1,...,u,) y un conjunto de indiscernibles oy < -+ < @, < w
de modo que «a es el Gnico elemento de L, [z] (luego de L[z]) que cumple
Llz] E 9|, 1, - . ., ). Como Lix] E @[T (), a1, . .., ay], ha de ser 7(a) = a.

Ahora 2.14 y 2.21 nos dan que w; es indescriptible®l®! e inefable“[*], pero
entonces todos los indiscernibles cumplen lo mismo. m

Ahora estamos en condiciones de mostrar distintas sentencias equivalentes a
la existencia de xf:

Teorema 3.30 Para x C V,,, las afirmaciones siguientes son equivalentes:
a) Eziste x*.

b) Existe un ordinal limite A tal que Ly [x] tiene un conjunto de indiscernibles
no numerable.

¢) Ezxiste una inmersion elemental no trivial j : Lix] — L[z].

d) Eriste un cardinal®'®) x y un ultrafiltro en Pk iterable (o 2-iterable)
sobre L[x]

e) Existe una inmersion elemental no trivial j : Lo [x] — Lg[z] cuyo punto
critico cumple K < |a.

f) Si k es un cardinal regular no numerable, para todo X € PLE g existe un
cn.a. Cenk tal queCC X VCCr\X.

DEMOSTRACION: b) = a) es 3.21, a) = c¢) se sigue de 3.28, ¢) = d) se
sigue de 1.23 y 1.42, d) = b) es 3.3. Esto prueba la equivalencia de las cuatro
primeras afirmaciones.

d) = e) es trivial, pues suponiendo d) esta definida la sucesién normal
{ka}aca, que, al ser no acotada, nos permite tomar un k, tal que |kq| > k. Es
claro entonces que in,a+1|z, [2] * Lro[T] — Lk, [2] es una inmersion elemen-
tal.

Veamos e) = ¢) Notemos que si X € PLI*]; entonces
X e PLEIL, [2] € L.+ [z] C Lalz],

por lo que PLl#lg = PLalrly Exactamente igual que en 1.20 (a pesar de que
L, [z] no tiene por qué ser un modelo de ZFC—AP) se prueba que

D={X e Py | k € j(X)}.

es un ultrafiltro en PLlk. Por lo tanto podemos considerar la ultrapotencia
Ult, (L[z]). Basta probar que esta bien fundada, pues entonces se cumple que
Ultp(L[z]) = L[z] y jp es una inmersion elemental no trivial.

Supongamos que existe una sucesion { f,, }new tal que An € w [frni1]* R[fa]*-
Esto significa que
{0 <k | fny1(6) € fu(6)} € D

para todo n € w.
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Sea A un ordinal limite tal que An € w f,, € Ly[z]. Sea
M=N(E+1U{f,|new}) < Lzl
]

El colapso transitivo de M ha de ser de la forma L,[z]. Sea 7 : M — Ly[z]
la funcién colapsante. Observemos que |n| = |L,[z]| = |M| = k < |af, luego
n<ca.

Sea g, = 7(f,). Claramente \J < x 7(J) = §. Como f,, es una funcién de
dominio &, lo mismo se cumple en Ly[z] y en M, luego g, : Kk — V. (Aqui
usamos que (k) = K.)

Si a < K, se cumple que f,+1(0) € f,,(9) siy solo si esto se cumple en Ly [z],
si y solo si se cumple en M, siy s6lo si gn41(0) € gn(d) se cumple en Ly [z] siy
solo si esto se cumple (en V). Por consiguiente

Xn={0 <k |gny1(9) € gn(0)} € D

para todo n € w. La diferencia es que ahora sabemos que g, € Ly[x] C Lq[z],
luego esta definido j(gy,). El hecho de que X,, € D se traduce en que

k€ J(Xn) = {6 <j(r) [ 1(gn+1) () € j(gn)(9)},
de modo que An € w j(gnt1)(k) € j(gn)(k), lo cual es absurdo.

a) = f) Si X € PLllk, sea > k un cardinal regular. Por 3.24 tenemos que
X es definible en L, [z] a partir del conjunto I,, de indiscernibles. Por lo tanto,
existe un término de Skolem ¢ tal que

L,U«[m] F [X] = t[xlﬂ"'xmuylw'wyn},

donde 1 < -+ <y <K <y; < -+ <yp. Sea C =1\ (x,, +1), que es c.n.a.
en k. Si u € C, entonces, por la indiscernibilidad,

L,lx] E [u] €tlzr,...2m, Y1, ., Yn],

es decir, u € X, se cumple o no independientemente de la eleccién de u, por lo
que C C X o bien C C s\ X.

f) = ¢) Sea U el conjunto de todos los X € PX*lx que contienen un c.n.a.
en k. La hipotesis es que U es un ultrafiltro en PX*lx. Claramente es k-completo
y no principal, y la intersecciéon de cualquier familia numerable de elementos
de U es no vacia, por lo que 1.14 implica que la ultrapotencia Ulty;(L[z]) esta
bien fundada, y claramente Ulty (L[z]) = L{z], por lo que jy : Ljx] — L] es
una inmersion elemental no trivial. n

Observaciones Aunque no ha hecho falta probarlo, es facil ver que el ultra-
filtro U construido al final de la prueba es normal sobre L[z], con lo que en
realidad es un ejemplo explicito de ultrafiltro iterable sobre L[z].
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En la propiedad e), la condicién x < |« es esencial, pues segtn 2.7, si k es
un cardinal débilmente compacto y k < a < k™ existe una inmersién elemental
no trivial j : L, — Lg para cierto 5. Es féacil ver que la prueba vale igual-
mente para Ly[z], con z C V. Como los cardinales débilmente compactos son
consistentes con el axioma de constructibilidad y los sostenidos no, concluimos
que la existencia de una inmersion elemental no trivial j : L [z] — Lg[z] no
implica la existencia de zF.

Conviene insistir en que afirmaciones como €) no son expresables en ZFC,
pero su inclusion en el teorema tiene sentido, pues a partir de una inmersiéon
elemental concreta definida mediante una féormula metamateméatica es posible
demostrar la existencia de zf y, reciprocamente, a partir de la existencia de zf
es posible dar una féormula explicita que define una inmersion elemental. m

Ya hemos demostrado muchos resultados que muestran que la existencia de
z% implica V # L[z]. Por ejemplo, el hecho de que ®; es un indiscernible de
Silver y en particular inaccesible®*] implica que R; # NlL[m]. Vamos a ver que,
de hecho, la brecha que z* abre entre L[z] y V es muy grande. Por ejemplo, el
teorema siguiente implica que todo conjunto infinito contiene subconjuntos no
constructibles respecto de x:

Teorema 3.31 Si existe x* y pu es un cardinal infinito, entonces |PL= y| = p.

DEMOSTRACION: Tenemos que gt es un cardinal no numerable, luego un
indiscernible de Silver, luego es inaccesible”®], luego [2#|**] <yt luego en L[z]
existe una biyeccion entre PElly v \2“|L[I]7 que a su vez es biyectable con pu.

n

Pero esto todavia es poco:

Si M es un modelo de un lenguaje formal £, se dice que a € M es definible
en M si existe ¢(x) € Form(£) tal que a es el tinico elemento de M que cumple
M E ¢[a).

Por ejemplo, si M es un modelo transitivo de ZFC, entonces 0, 1, Xg, XM
RM | el minimo cardinal inaccesible® (si existe) son ejemplos de conjuntos defini-
bles en M. La formula que define a RM es (cualquier equivalente sin descriptores
de) z =R.

Teorema 3.32 Six C V,, y existe z*, entonces todo conjunto definible en L|x]
es numerable.

DEMOSTRACION: Es consecuencia de que Ly, [z] < L[z]. Sia € L[z] es
definible por la férmula ¢(u), entonces Llz] F Vu ¢(u), luego Ly, [z] E Vu d(u),
luego existe un b € L, [z] tal que Ly, [z] E ¢[b], luego L[x] E ¢[b], luego ha de
ser a = b € Ly, [z] y, por consiguiente, a es numerable. ]

Asi, por ejemplo, si existe 0f, se cumple que PLw es numerable, luego sélo
hay una cantidad numerable de subconjuntos constructibles de w, asi mismo,
RE es un ordinal numerable y, en general, alguien que “viva” en L se equivocara
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al identificar cualquier objeto que deba ser no numerable, pues el objeto que él
reconozca como No7 0 como R o como el menor cardinal débilmente compacto
(que lo hay) sera en realidad un elemento de L,,. Todos los conjuntos que
quedan fuera de L,, seran conjuntos que ve, pero que no puede definir. Por
ejemplo, vera al auténtico Ry, pero no lo reconocera como tal (ya hemos dicho
que su R serd en realidad un ordinal numerable), vera que N; es un cierto
cardinal débilmente compacto, pero no sera ni “el menor cardinal débilmente
compacto”’, ni “el Nj-ésimo cardinal débilmente compacto” ni, en general, “el
dnico conjunto tal que ...”

Vamos a “rescatar” del contexto técnico de la seccion precedente el significado
de que z! sea un conjunto notable:

Teorema 3.33 Sea x C V,, tal que exista 2% y sea o € Q definido como el winico
ordinal que cumple

L[.’ﬂ] E (15[61, BRI AN @ T o S [N Gn],
donde €1 < --- < g < a < €41 < --- < €, son elementos de I,. Entonces la
SUCESiON €41, - .., €, puede reemplazarse por cualquier otra sucesion creciente

por encima de c.

DEMOSTRACION: La formula ¢ tiene asociado un término de Skolem (defi-
nible) ¢4, de modo que o = L[z|(ty)[e1, ..., €,]. Por 3.13, tenemos que

L{z) E tler, ..., en] € QA ter, ..., €n] < [€i11]

—tler, ... €n] = tler, o €€y, 6,

para toda sucesion €, < €;,, < --- < €, e igualmente,

Llz) Etler, ... € €1, 6,) EQALEr, .. € €41, 6] < [€541]

rvn

/ / 1" 1"
S tler, €€y 6y = HE1, € €, €],

para toda sucesion €; < €, < - <€) < €.
Combinando ambos hechos y tomando €] suficientemente grande, concluimos
que
Lix] Etler,...,en] € QA tler, ..., €] < [€i11]
" "
= tler, . 6n] =ter, €6, 6],
para cualquier sucesion €; < €, ; < --- < €). "

Podemos generalizar esto a conjuntos que no sean ordinales. Si a € L[z]
es arbitrario, podemos considerar el ordinal a tal que existe una semejanza
f o (Lz]d=,<,) — «. Dicha semejanza existe y es tnica en L[z], luego a
puede definirse a partir de o en L[x] (no necesitamos decir “a partir de o y a”
porque x esta interpretado por el relator R incluido en el lenguaje Lg, luego
“no cuenta” como pardmetro). Por consiguiente, a es definible en L[z] a partir
de los mismos indiscernibles que «, luego podemos elegir arbitrariamente los

indiscernibles mayores que a que aparezcan en la definicion.
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Esto tiene especial interés cuando, por ejemplo, a € LNlL[z] [] (en particu-
lar, cuando a C V,,), pues entonces el ordinal a correspondiente es numerable,
mientras que todos los indiscernibles de I, son cardinales no numerables, por lo
que, si a requiere n indiscernibles para ser definido, entonces puede ser definido
por n indiscernibles cualesquiera. Veamos algunas aplicaciones de este hecho:

Teorema 3.34 Sean xz, y C V,, tales que x € L[y] (o, equivalentemente, tales
que L[z] C Ly]). Si existe y*, entonces también existe z* y ademds I, C I,.

DEMOSTRACION: Sea k un cardinal no numerable tal que x € L, [y]. Enton-
ces x es el tnico elemento de L[y] tal que

Lﬁ[y] = ¢[.’II,61, .- '7677,]7

para ciertos €1 < --- < €, en I, Nk y cierta férmula ¢. Vamos a probar que
J = (I, Nk)\ (€, + 1) es un conjunto de indiscernibles para L, [z], obviamente
no numerable, con lo que 3.21 nos dara que existe zf.

Ahora bien, dada cualquier formula ¥ (z1,...,2,) vy 61 < -+ < &, € J,
tenemos que

L. [z] EY[d1,...,6n] ¢ Loyl E Va(dlz, er,... 0] A Llx] EY[61, ..., 6,])

y por indiscernibilidad podemos sustituir 61, ...,d, por cualquier otra sucesiéon
creciente en J.

Supongamos ahora que existe un A € I, \ I,. Entonces existen indiscernibles
0p < - <0 <A< € < < ¢ yuna formula ¢p tal que A es el Gnico
elemento de L[z] que cumple

L[l‘} E ¢0[51,...7(5i,)\,61,...,6j].

Por el teorema anterior, podemos sustituir €y, ..., €; por cualquier sucesion de
indiscernibles en I, mayores que A. Mas concretamente, podemos tomarlos en
I, NI, que es c.n.a. en k. Similarmente, cada §; puede definirse en L{y] como
el iinico que cumple

Lly] E ¢x[dk, a1, - .., anl,

con a1 < --- < ap en ;. Podemos suponer (tomando la unién) que son los
mismos para todo k y que entre ellos se encuentran €,...,¢;. Por el teorema
anterior los que son mayores que §; pueden tomarse arbitrariamente grandes
en I,, luego podemos exigir que ningln o, sea precisamente .

Por tltimo, por la observacion posterior a 3.33 sabemos que z puede definirse
en L[y] a partir de cualquier indiscernibles arbitrariamente grandes, en particu-
lar distintos de A\, que podemos considerar incluidos también entre ay, ..., a,.
Consecuentemente, A es el unico elemento de L[y] que cumple

Lyl EVazy - 2i((x)[ar, . .., an] A

qbl(xl)[al,...,an] VARV ¢i(xi)[a1,...,an]) A\
Liz) E ¢o(z1, .. z) [N an,y ... an),

donde ¢q es la modificacion adecuada de ¢ para que las variables que realmente
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aparecen en ella sean las correspondientes a los o que coinciden con los €,. En
resumen, \ es el Gnico elemento de L[y] que cumple

L[y] F X[a17"'aak7>\7ak+lv" '7an]7

para cierta féormula x, con a3 < --- < ap < A < g1 < ... < a, en I, pero
esto es claramente imposible. Por ejemplo, por la indiscernibilidad podemos
sustituir a1, ...,y por otros mayores, de forma que exista un X € I, tal que
a; <o <A< XN <aper <o+ < ay, pero entonces, como también A € I,
podemos cambiar A por X y resulta que X también cumple la definicién que
supuestamente caracterizaba a A, contradiccion. L]

Asi pues, si existe cualquier zf, también existe 0%, y todos los indiscernibles
de Silver para cualquier x estan en Ij.

Es importante destacar que la existencia de 0% implica la existencia de un
modelo (la clase L) en el que existe una clase propia de cardinales indescriptibles,
en particular débilmente compactos, de Mahlo e inaccesibles. Sin embargo,
podemos afirmar al mismo tiempo que la existencia de 0¢ (o de cualquier otro
sostenido) no implica la existencia siquiera de cardinales inaccesibles:

Teorema 3.35 Si es consistente que exista 0% (o cualquier otro sostenido) tam-
bién es consistente que exista 0% y que no existan cardinales inaccesibles.

DEMOSTRACION: Supongamos que la existencia de 0% implicara la existencia
de un cardinal inaccesible. Supongamos entonces que existe 0f y sea x el menor
cardinal inaccesible. Entonces V,; es un modelo de ZFC en el que no existen
cardinales inaccesibles, pero por el teorema 3.21 sigue cumpliéndose que existe
0%, ya que LX; = Ly, y si I C Ly, es un conjunto no numerable de indiscerni-
bles, claramente I € V,, y es un conjunto no numerable de indiscernibles para
Ly, en V.. Entonces deberfa existir un cardinal inaccesible en Vi, con lo que
habriamos probado una contradiccion en ZFC + existe 0. L]

Una variacién minima del argumento anterior prueba que si es consistente
que existan todos los sostenidos, también es consistente suponer ademéas que no
existen cardinales inaccesibles.

Ahora demostramos el reciproco de 3.28:

Teorema 3.36 Si x C V,, y emiste z*, entonces toda inmersion elemental
j i Llz] — Llz] se restringe a una aplicacion jl;, : I, — I, (la cual ob-
viamente determina a j por la definibilidad de los conjuntos de L[x]).

DEMOSTRACION: Si j es la identidad la conclusion es trivial. En caso con-
trario, sea Kk su punto critico y veamos que k € I,. Para probar este hecho
podemos sustituir j por la inmersién elemental asociada a la ultrapotencia dada
por el teorema 1.23 (pues tiene el mismo punto critico), de modo que podemos
afirmar que existe una clase propia de cardinales fijados por j (por 1.33).
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Supongamos que k ¢ I,. Entonces existen indiscernibles

T < < Ty <K< Y <00 < Yy

tales que k es el tnico ordinal que cumple L[z| E [k] = t[z1, .. s Zm, Y1, - -+ Yn],
para cierto término de Skolem ¢. Por 3.33, podemos suponer que 1, ..., ¥, son
fijados por j, la cual también fija a z1,...,z,, por ser menores que su punto

critico, pero entonces, aplicando j a la definicién de x, llegamos a que j(k) = &,
contradiccion.

A partir de aqui volvemos a la inmersion j inicial, y tenemos que probar que
si a € I, entonces j(a) € I, pero en virtud de lo que hemos demostrado basta
probar que j(«) es el punto critico de cierta inmersion elemental de L[z]. Para
ello tomamos N = N (j(a) Uj[I; \ (a+1)]) < L[z] (esto es formalizable en ZFC
en virtud de 3.25. Entonces su colapso transitivo es necesariamente L[z] y la
inversa de la funcion colapsante es una inmersion elemental j' : L[z] — Lz].
Como j(«) C N, es inmediato que j’ fija a todos los ordinales menores que j(«).
Solo tenemos que probar que no fija a j(a) o, equivalentemente, que j(«) ¢ N.

En caso contrario existe un término de Skolem tal que

Llz] F [j(@)] = t[o1, .-, 0, 5(01), - -, ()],
donde 91 < -+ <9, < jla)y a <y < -+ < Yp, todos en I,.. En particular
Llz) E V- 2m < j(Q) [1(@)] =tz .oy T, 5(71)5 - -5 ()],
luego, al ser j elemental,
Liz|EVazy -2 <ala] =tz . o Ty Y15 o s Y-
Sean, pues, 71 < -+ < 1)y, < & (n0 necesariamente indiscernibles) tales que

Lz E o] =ty s Ny Y1y - -+ Vnl-

Ahora, cada n; es definible en L[x] a partir de indiscernibles, pero, en virtud
de 3.33, los indiscernibles mayores que 7; que aparezcan en la definicién de 7;
pueden escogerse mayores que «. Al sustituir dichas definiciones en la definicion
precedente de o obtenemos que

Llz] F [o] = t'[B1, ..., Bk, ],

donde 1 < -+ < B estan en I, \ {a}, pero de aqui se llega facilmente a una
contradiccién, pues los B; > a se pueden sustituir por otros mayores de modo
que

fi< - <fr<a<ad <P << B,

donde o’ € I, y entonces por indiscernibilidad podemos concluir que o = /.
|
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3.4 Los sostenidos y la jerarquia de Lévy

Nos ocupamos ahora de la estructura logica de las formulas que afirman la
existencia de sostenidos. Esta viene dada por el teorema siguiente:

Teorema 3.37 La formula “X es un conjunto de E.M. notable y bien fundado
para x” es I1y, luego “Existe 2t” es .

DEMOSTRACION: En la definicién de conjunto de E.M. hemos exigido que
¥ = ¥(M,I), donde M es un modelo de Ly elementalmente equivalente a
un modelo Ly[z]. Observemos que esta hipotesis nos ha hecho falta por tres
motivos:

e Para garantizar que los modelos que satisfacen ¥ tienen funciones de Sko-
lem definibles,

e para definir QM y probar que esta totalmente ordenado por la pertenencia
en todo modelo que satisfaga 3,

e para garantizar que todo modelo transitivo que satisfaga 3 es de la forma
Ly [z], para cierto A.

Ahora bien, para garantizar estos hechos no hace falta exigir que los mode-
los satisfagan todas las sentencias verdaderas en un Ly [x], sino Gnicamente un
conjunto de ellas ¥§ definible explicitamente en términos de z.

Por ejemplo, para garantizar la existencia de funciones definibles en un mo-
delo M basta con que satisfaga las sentencias

Az -z, (Vao d(x0, - -, 20) — \1/1?0(¢(3307 S Tp)

A Ny(o(y, 21, ..., 20) = X(20,9)))),

para toda ¢ € Form(Lg) (donde x(u,v) es la formula de £ que define el buen
orden <), junto con las formulas que expresan que es una relacion de orden.
(En realidad, también se usa que M E \VyAz = ¢ y.)
El teorema 3.4 requiere en su prueba que M satisfaga varias sentencias, entre
ellas
ViYa(a=wAo(f,Y,a) A \y(Ry =y €Y)),

las sentencias Vy(aw(y) A Ry), para cada u € V,,, y otras més.

Cuando decimos que X puede definirse explicitamente queremos decir, mas
concretamente, que
Yy = 26 A ¢0(y7xa Vw)7

donde ¢q es una formula Ay del lenguaje £ de la teoria de conjuntos. El parame-
tro V,, aparece para acotar todas las variables que hagan referencia a férmulas,
sucesiones finitas de férmulas, nimeros naturales, etc.). Una construccion de-
tallada de ¢q requiere definir sisteméticamente los conceptos l6gicos: podemos
suponer que los signos de L son los nimeros naturales (p.ej. R = 0, €= 1,
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== 2, x9g = 3, x1 = 4, ...Asi, las sucesiones de signos son los elementos de
w<¥ C V,,, para definir una féormula hace falta referirse a una sucesion de ca-
denas de signos (elementos de (w<¥)<* C V) que enumere las subféormulas
necesarias para construir la férmula paso a paso, etc. Lo importante es que
todas las definiciones necesarias para llegar a £ involucran inicamente objetos
de V,,, por lo que pueden formalizarse acotando todas las variables por V.

Si modificamos la definiciéon de conjunto de E.M. sustituyendo “M es ele-
mentalmente equivalente a un modelo Ly [x]” por “M E 23", todos los teoremas
que hemos probado siguen siendo validos. Como al final terminamos teniendo
la unicidad de los conjuntos de E.M. notables y bien fundados para z, y uno de
estos conjuntos respecto a la definicion original lo es también respecto a la que
acabamos de dar, concluimos que ambas definiciones son equivalentes.

Por otra parte, debemos recordar que todo modelo Ly[z] satisface las sen-
tencias de Xf.

La formula “X es un conjunto de E.M. notable y bien fundado para x”
equivale a

a) 3 es un conjunto de E.M. para z,

b) ¥ es notable,

¢) Para todo ordinal limite A, el modelo (X, o, x) esta bien fundado.
donde a) lo entendemos en el sentido débil que acabamos de explicar.

Sea L’ el lenguaje formal que consta de los signos de £ zr mas un conjunto de
constantes {¢, }new. Para cada formula ¢ de L sea ¢ la sentencia de £ que
resulta de sustituir la variable xz; por la constante ¢;. Para cada conjunto X de
formulas de £ sea X' el conjunto formado por las siguientes sentencias de £’:

Todas las sentencias de 3§

104 para cada ¢ € X,
c; €0 para cada ¢ € w,
¢ < ¢ para i < j < w,

o(Ciyy---s¢i,) < @(cjy,-..,¢5,) para cada ¢ € Form(Lg),
i< gy 1< < e

Sea a’) la formula

¥ es consistente A \¢ € Form(Lg)(¢p € TV ¢ € %),

donde la consistencia hay que entenderla en el sentido sintactico de que no
puede probarse una contradiccion a partir de las sentencias de ¥/. Asi mismo
hay que entender que a’) es una formula con las variables libres ¥ y x, es decir,
la construccion de X' a partir de 3 forma parte de a’).

Veamos que a) A b) A ¢) es equivalente a a’) A b) A ¢).

En efecto, si se cumple a) A b) A c) entonces existe 2 y Ly, [] es un modelo
de 3, interpretando las constantes {c, }ne, con indiscernibles. Por lo tanto ¥’/
es consistente. Por otra parte, si ¢ € Form(Lpg), se cumplird ¢ € ¥ 0 =¢p € &
segin si L, [z] cumple o no ¢ al interpretar sus variables por indiscernibles.
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Reciprocamente, si suponemos a’) A b) A ¢) entonces, por el teorema de
completitud, ¥’ tiene un modelo M con funciones de Skolem definibles en el
cual I = {M(¢;) | i € w} es un conjunto numerable de indiscernibles. Ademas
se cumple que ¥ = X(M,I), pues ciertamente todas las féormulas de ¥ (con
las variables interpretadas en I) son verdaderas en M vy, reciprocamente, si
M E ¢lag,...,ay], con ay < --- < a, € I, ha de ser ¢ € ¥ o, de lo contrario
—¢ € ¥ y se cumpliria M F —¢|aq,...,a,]. Por consiguiente ¥ es un conjunto
de E.M., es decir, se cumple a).

Una comprobacion rutinaria muestra que a') es equivalente a una formula
01(%,2,V,), donde ¢ es Ag. (La consistencia de X’ significa que no existe
ninguna sucesion finita de formulas de £’ que demuestre x # x, y esto puede
formularse acotando todas las variables en V,,, tal y como hemos sefialado antes.)

Los teoremas 3.11 y 3.13 caracterizan la propiedad b) en términos puramente
sintacticos, luego b) también es equivalente a una formula ¢o(X, 2, V,,) con ¢y
de tipo Ay.

Finalmente, la propiedad c) tiene esta estructura:
AMEaIXN(M,E,a) E X5 NI C M es un conjunto de indiscernibles de
ordinal AA M = N(I) A ¥ =X(M,I)) — E esta bien fundada en M).

Queremos probar que esto es II;. Sabemos que “estar bien fundada” es Ay,
luego basta probar que

(M,FE.,a)EX§ NI C M es un conjunto de indiscernibles de
ordinal A\AM = NI) AX =X(M,I))
es 2.

Para definir la relacion (M, E,a) E ¢[s], para s € M<“ (bajo el convenio de
que los signos de L son nimeros naturales) necesitamos construir una funcion
f iV x M<¥ — 2 (s6lo hemos de especificarla, no demostrar su existen-
cia) de modo que f(¢,s) = 1 si y sélo si el dominio de s incluye a todas las
variables libres en ¢ y se cumple M F ¢[s]. Todas las variables involucradas
pueden acotarse por V,, y M <%. Para exigir que I tenga ordinal A necesitamos
una semejanza g : (A, €) — (I, E). El punto mas delicado es formalizar que
M = N(I), pero, una vez contamos con que M E X7 esto equivale a que todo
elemento de M sea definible a partir de I, lo cual se formaliza sin dificultad. En
resumen, podemos escribir nuestra féormula como

Vigv (Y = M<“Af:V,xY —2Ag:(\€) — (I, E) semejanza A - - -).

En definitiva, tenemos que la férmula “Y es un conjunto de E.M. notable y
bien fundado para z” puede expresarse mediante una formula AX(2, z, V),
con v de tipo Ag. Ahora bien, V,, = L, y sabemos que y = L, es de tipo A;.
Una simple manipulacién nos da

AXyz(z=w Ay =L, = ¢S, 2,y)),

y esto es una formula ¢(X, z) de tipo IIy. "
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Nota Un analisis ligeramente més fino de la prueba del teorema anterior mues-
tra que la féormula “Y es un conjunto de E.M. notable y bien fundado para z”
es equivalente a una de la forma Ay ¥(y, ¥, x), donde las variables ¥ y z sdlo
aparecen en subféormulas de tipo u € ¥ y u € x, pero nunca en la forma > € u o
z € u. La razén es que X es un conjunto de férmulas, y s6lo se hace referencia
a él para expresar que todo u € ¥ es una férmula o para determinar si una
formula esta o no en X, e igualmente z s6lo se usa para interpretar el relator R
de Lg, lo cuél solo requiere decidir si ciertos u € V,, estdn o no en x. n

Como consecuencia de este teorema y del teorema de Lévy-Shoenfield (teo-
rema [PC 3.56]) obtenemos que los sostenidos son absolutos para modelos tran-
sitivos que sean clases propias:

Teorema 3.38 Sea M un modelo transitivo de ZFC tal que Q C M y seax € M
tal que x C V,,. Entonces

(eziste )M « existe 2* A 2% € M.

Ademds, en tal caso (x*)M = .

DEMOSTRACION: Sea v(y, ¥, z) una formula Aq tal que Ay (y, 3, z) equi-
valga a que X es un conjunto de E.M. notable y bien fundado para x.

Si existe ot y 2f € M, entonces Ay ¢(y, x%, ), luego también se cumple
ANy € M(y,z*, x), lo que significa que (z* es un conjunto de E.M. notable y
bien fundado para )™, es decir, (existe )M y (z})M = gt

Supongamos ahora que (existe 2f). Sea ¥ = ()™ C V,,. Hemos de
probar que Ay ¢(y, 3, z).

Llamemos a = ¥ x {0} Uz x {1} C V. Claramente a € M, luego L[a] C M.
Por la nota posterior a 3.37 tenemos que las variables ¥ y x s6lo aparecen en
¥ en subformulas de tipo u € ¥ o u € z. Sea ¥'(y,a) la formula Ag que
resulta de reemplazar cada subformula v € ¥ por (u,0) € a, y cada subfor-
mula u € z por (u,1) € a. Es claro entonces que ~A\y¢(y,%, ) es equiva-
lente a \/y—¢'(y,a). En tal caso, por el teorema de Lévy-Shoenfield [PC 3.46],
también Vy € L[a]-'(y,a), luego Vy € M—Y/(y,a), que es equivalente a
=Ny € M 9(y, %, x), es decir, a que (X # x*)M contradiccion. n

De aqui podemos extraer varias consecuencias interesantes:

e Si existe x*, entonces L[z*] es un modelo de ZFC en el que también existe
2% y ademas cumple la HCG (por [PC 3.30]). Por lo tanto, si la existencia
de un sostenido es consistente, también es consistente suponer ademés la
HCG.

e A su vez, el teorema 3.35 nos da ahora que la existencia de 0% no implica
siquiera la existencia de cardinales débilmente inaccesibles, pues al anadir
la HCG se convierten en fuertemente inaccesibles.

e En L[z%] existe !, pero no existe (z#)* (porque hemos visto que si existe
(2%)% entonces V # L[z%]). Por lo tanto, la existencia de un sostenido no
implica la existencia de todos los demas.






Capitulo IV

Cardinales de Erdés y de
Ramsey

Tal y como hemos indicado en el capitulo anterior, la existencia de 0 marca
la frontera entre los cardinales grandes consistentes con V = L y los que no lo
son. Ahora vamos a estudiar una familia de cardinales que cruza esa frontera,
de modo que los peldanos inferiores de la familia son consistentes con V = L y
los superiores implican que existe zf para todo x C V.

El teorema [TC 11.3] nos da que la relacion p — (k)“ es imposible para
cardinales infinitos. Sin embargo, podemos definir una propiedad ligeramente
mas débil que da lugar a una nueva familia de cardinales grandes:

Definicién 4.1 Sea p un cardinal infinito, w < a < pun ordinal y 2 <m < p
un cardinal. Llamaremos
p— (@)

a la formula:

Para toda particion F : [u]<¥ — m existe un conjunto H C p con
ordinal « tal que F' es constante en cada conjunto [H|"™, paran € w.

Aqui [p]<“ es el conjunto de todos los subconjuntos finitos de u, que po-
demos identificar con el subconjunto de <% formado por las sucesiones finitas
crecientes.

Si un conjunto H cumple la féormula anterior diremos que es homogéneo
para F'.

Notemos que no exigimos que F sea constante en [H]|<%, sino que permitimos
que el valor que F toma sobre cada [H|™ dependa de n. En caso contrario la
propiedad seria falsa salvo en casos triviales. Como de costumbre, omitiremos
el subindice m cuando sea m = 2.

He aqui algunas observaciones sencillas:
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e Una simplificacion de la demostracion del teorema [TC 11.2] prueba que

la relacion p — («) 5 se conserva al aumentar p o al reducir o y m.

e Si a es un cardinal infinito, es indistinto exigir que el conjunto homogéneo
tenga ordinal « o cardinal «, pues todo conjunto de ordinales de cardinal
a contiene un subconjunto de ordinal a.

e También es claro que pu — (a)5¥ implica p — ()7, para todo n < w,

pues toda particion de [u]™ se puede extender a una de [u]<%.

Para cada ordinal infinito «, en el supuesto de que exista un cardinal pu
que cumpla p — (a)<%, llamaremos k(a) al minimo cardinal que cumple
k(a) — (a)<v.

Claramente, si a« < 3 y existe x(3), entonces existe x(a) < k(8). Enseguida
veremos que si A es un ordinal limite, entonces k(\) es inaccesible, luego la
existencia de k(w) no es demostrable en ZFC (ni, por tanto, la de los demas
cardinales k(). Esto significa que no existe ningtan teorema analogo al de Erdgs-
Rado que garantice que la relacion p — (a)5¥ se cumple para cardinales p
suficientemente grandes.

Los cardinales de la forma x()), donde A es un ordinal limite, se llaman
cardinales de Erdds.

Un cardinal k es de Ramsey si cumple k — (k)<“. Claramente, esto
equivale a que k = k(k), luego todo cardinal de Ramsey es un cardinal de
Erdés.

En particular, un cardinal de Ramsey cumple x — (k)?2, luego solo falta
una comprobacion para concluir que los cardinales de Ramsey son débilmente
compactos, y es que no son numerables:

Teorema 4.2 Xy /> (o)<, por lo que Ny no es un cardinal de Ramsey y
todo cardinal de Ramsey es débilmente compacto.

DEMOSTRACION: Sea F : [w]<¥ — 2 dada por F(z) =1 « |z] € x. Si
H C w es infinito, podemos tomar n € H y dos conjuntos z, y € [H]"™ de manera
que |z =yl =n,nexynd¢y Asi F(x) =1y F(y) =0, luego F no es
constante en [H|™ y H no es homogéneo para F'. "

Asi pues, la propiedad de Ramsey, al contrario de la de ser débilmente com-
pacto, no es una generalizacién de una propiedad de Ry. Por otra parte, los
unicos cardinales k(«) que son débilmente compactos son los de Ramsey:

Teorema 4.3 Si a es un ordinal infinito y k(a) es débilmente compacto, en-
tonces o = k() es un cardinal de Ramsey.

DEMOSTRACION: En general es claro que a < k(a), pues k(«a) contiene
subconjuntos de ordinal «, luego si & no es un cardinal de Ramsey o < k(«),
pero esto hace que x = r(a) no sea IIi-indescriptible, pues
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(Vi, {a}) EVa Ra A ANFRNVA(F : [Q<Y — 2 — h C Q A R(ord h)

A h es homogéneo para F'),

donde la variable F» es de segundo orden, con lo que la sentencia es II}, pero
no es posible reflejar este hecho a un modelo (Vz, Vs N {a}), con S < k, ya que
entonces 3 cumpliria 8 — (a)<¥. n

Veamos las propiedades basicas de los cardinales x(a):

Teorema 4.4 Sea o un ordinal infinito tal que exista k(o).
a) Sia < By existe K(B), entonces k(a) < k().

b) k(@) es un cardinal regular.

<w

c¢) Sia es un ordinal limite, entonces k(o) — (A)5 -

DEMOSTRACION: a) Para cada ordinal v < k(«), existe f, : [y]<¥ — 2 que
no admite conjuntos homogéneos de ordinal a. Definimos g : [k(a)]<¥ — 2

mediante )
915 ) = {f”"(%"“’%‘l) sin>1,
0 sin=1.
Si fuera k(8) < k(«), entones g tendria un conjunto homogéneo H de ordinal 3
y podriamos tomar v € H tal que H N~ tuviera ordinal o, pero H Ny es
homogéneo para f.,, pues fy(v1,...,7) = g(V1,--.,Vn,7y), que sélo depende
de n, con lo que tenemos una contradiccion.

b) Si cf k(a) = § < k(a), sea ¢: § — k() cofinal creciente y consideremos
la aplicacion h : k() — § que a cada € < k() le asigna el menor v < ¢ tal
que c(y) > e. Asi h es creciente y todo v < & cumple |h~1[y]| < k(a).

Consideremos particiones f : [§]<¥ — 2y f, : [A7'[7]]<%¥ — 2 que no
admitan conjuntos homogéneos de ordinal a. Definimos g : [k()]<¥Y — 2
mediante

0 sin=2A h(er) = h(es),

1 sin=2A h(e) < h(e),
gl€1,. .. €n) =< £ (es,. ) sin>2/\h(61)= -=h(en) =1,

f(h( ) Jh(en)) sin>2Ah(e) <--- < h(ey),

en otro caso.

Sea H' C k(a) homogéneo de ordinal « y sean p;, pa sus dos primeros
elementos. Como « es infinito, es claro que H = H' \ {p1, p2} sigue teniendo
ordinal a.

Si g[[H')?] = {0}, entonces h[H'] = {~}, para un cierto vy < §, y completando
n-tuplas con p; y p2 vemos que H es homogéneo para f,, con lo que tenemos
una contradiccion.

Asi pues, g[[H']?] = {1}, lo que implica que h|g es estrictamente creciente,
luego h[H'] tiene ordinal a, de donde concluimos que H es homogéneo para f,
y de nuevo tenemos una contradiccion.
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c) Sea f : [k(a)]<¥ — “2. Para cada n < w, llamemos f,, = flj.(a)» ¥,
para cada k < w, sea fpk : [k(a)]" — 2 dada por

fn,k(ﬁla cee 7571) = fn(ﬁla cee 75n)(k)

Sea m : w — w X w biyectiva tal que si 7(m) = (n, k) entonces m > n y sea
gm : [k(a)]™ — 2 dada por

Im(B1s- -y Bm) = fnk(B1, .-, Bn), donde w(m) = (n, k).

Las g,, forman una particion g : [k(a)]<* — 2, luego existe H C x(a) homo-
géneo para g y de ordinal «. Basta probar que H es homogéneo para f. En
caso contrario,

f(ﬂlw"aﬂn)#f(fyla"'a’yn)a

con todos los argumentos en H. Entonces, existe n k € w tal que

fn,k}(ﬁly .. 7ﬁn) 7é fn,k(’Yh o 7771)’

pero si w(m) = (n,k) entonces, extendiendo ambas sucesiones en H (y aqui
usamos que « es un ordinal limite), tenemos que

gm(ﬁh e 757774) 7é gm(’yla cee 77771)’

contradiccion. -

Vamos a mejorar el ultimo apartado del teorema anterior demostrando que
en realidad k(o) — (a)5¢ para todo cardinal 2 < m < k(a). Conviene
observar que para los cardinales de Ramsey hay un argumento bastante més
simple que el requerido para el caso general:

Teorema 4.5 Si r es un cardinal de Ramsey entonces k — (k)% para todo
cardinal 2 < m < K.

DEMOSTRACION: Sea F': [k]<¥ — m y sea G : [k]<¥ — 2 definida como
sigue: Siag < - <o <app1 << agp <KY

F({ag,...,ar}) = F{agt1,- .-, 0ok})

entonces G({aq,...,as,}) = 1, y en cualquier otro caso G toma el valor 0.
Sea H homogéneo para G con |H| = k. Notemos que si z € [H]?* se ha de
cumplir G(z) = 1. En efecto, como |H| = k > m, podemos dividir H en k
sucesiones crecientes de longitud k y tomar dos de ellas en las que F' coincide,
es decir, existen ordinales a; < -+ < ap < ape1 < -+ < agg en H tales
que F({aq,...,ar}) = F({okt1, ..., azk}), luego G{ai,...,az}) =1y, por
homogeneidad, lo mismo vale para todo [H]?.

Veamos que H es homogéneo para F. Si a; < --- < ag, 1 < -+ < Bk estan
en H, tomamos v < --- < vy, en H tales que ag, B < 71 (podemos suponer
que H no tiene maximo).

Entonces G({a1,...,ap,v1,---,%}) = GE{B1, -+, Bk, 715+ 7%}) = 1, lo
que significa que F({a,...,ar}) = F({v,.-- s %}) = F{P1,--,Bk}). =
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Muchos resultados sobre cardinales de Erdés (como la generalizacion del
teorema anterior) pueden probarse con técnicas similares, definiendo particio-
nes oportunas, pero los argumentos se vuelven cada vez mas sofisticados. Sin
embargo, es posible llegar a las mismas conclusiones con argumentos mas con-
ceptuales relacionados con la teoria de modelos y con la existencia de indiscer-
nibles. El resultado fundamental sobre particiones e indiscernibles resulta ser
muy simple, pero también muy fructifero:

Teorema 4.6 Sean k y u cardinales infinitos y A un ordinal limite de manera
que K — (N5, Sea L un lenguaje formal tal que |L| < p y M un modelo

de L con k C M. Entonces M tiene un conjunto de indiscernibles de ordinal X.

DEMOSTRACION: Se cumple que |[Form(£)| < p y |PForm(L)| < 2#. Sea
F : [k]<¥ — PForm(L) la aplicacion que asigna a cada oy < -+ < ay, < K el
conjunto

F{a,...,an}) ={é(z1,...,2,) € Form(L) | M E ¢aq, ..., an]}

Es claro que un conjunto homogéneo para F' es un conjunto de indiscernibles
para M. m

Con esto ya podemos probar:

Teorema 4.7 Si A es un ordinal limite tal que existe K(A) y 2 < m < k(A),
entonces k(\) — (A\)S¥.

DEMOSTRACION: Sea F : [£(A)]<Y — m y tomemos G : [m]<¥ — 2 tal
que m no tenga subconjuntos homogéneos de ordinal . Para cada n € w sea
Fy = Flieoyp ¥ Gn = Glpmpn. Consideremos el lenguaje formal £ que resulta
de anadir al lenguaje de ZFC dos familias numerables de funtores {f,}necw ¥
{gn}new, donde el subindice coincide con el nimero de argumentos, y sea M el
modelo de £ de universo Vi (y) en el que cada f,, se interpreta como F;, sobre
las sucesiones crecientes de ordinales y como 0 par el resto de argumentos, e
igualmente con g,

Por el teorema anterior, M tiene un conjunto de indiscernibles H C () de
ordinal \. Basta probar que H es homogéneo para F. A su vez, basta probar
que

Fn(a17~-~>an) :Fn(ﬁhﬂn)

para toda sucesion oy < -+ < a, < f1 < -+ < B, de indiscernibles, pues si
ap << apya) <. <al son dos sucesiones arbitrarias de indiscernibles,
siempre podemos tomar una tercera 5, < --- < (3, mayor que ambas y aplicar

el caso indicado.

Notemos que la igualdad que queremos probar se cumplird para todas las
sucesiones crecientes de indiscernibles si y s6lo si se cumple para una de ellas
(por indiscernibilidad), luego por reduccion al absurdo podemos suponer que no
se cumple para ninguna.



106 Capitulo 4. Cardinales de Erdés y de Ramsey

Claramente, podemos dividir A en una sucesion {ss}s<x de sucesiones cre-
cientes de longitud n, de modo que si d < € < A el tltimo término de s5 es menor
que el primero de s.. Entonces, F,(so) # F,(s1), pero si fuera Fy,(sg) > Fy,(s1),
por indiscernibilidad {F,(ss)}s<x seria una sucesion decreciente de ordinales,
lo cual es absurdo. Por lo tanto tiene que ser Fy,(sg) < Fy,(s1) y la sucesion
{F(8s)}s<x es estrictamente creciente, con lo que H = {F},(ss) | § < A\} es un
subconjunto de m de ordinal A. Basta probar que H es homogéneo para G, con
lo que tendremos una contradiccion.

Consideramos la relacion

g(f(851)7"'7f(d5k)) = g(f(861)7"'7f(d6k))'

Como puede expresarse en términos de la satisfacciéon en M de una féormula
de £, por la indiscernibilidad tiene que ser cierta para todas las sucesiones
01 < --- < 0 < €1 < --- < €, o falsa para todas ellas, pero si fuera falsa para
todas, tomando tres de ellas, tendriamos tres valores diferentes, cuando g sélo
puede tomar los valores 0, 1. Por lo tanto, se da siempre la igualdad, y eso
implica que H es homogéneo (por el mismo argumento de antes, es decir, para
comparar dos sucesiones, se toma una tercera mayor que ambas). "

Como consecuencia:

Teorema 4.8 Si A es un ordinal limite y existe k(\), entonces k(\) es un
cardinal inaccesible.

DEMOSTRACION: So6lo hay que probar que k() es un limite fuerte. Si existe
< k() tal que k(A) < 2#, entonces, por el teorema anterior tendriamos que
2" — (@)%, y en particular 2# — (3)2, en contradiccion con [TC 11.7]. =

Esto implica, tal y como ya habiamos senalado, que en ZFC no es posible
demostrar que existan cardinales de Erd&s. Por otra parte, si existe un cardinal
de Ramsey k, como es inaccesible, V,; es un modelo transitivo de ZFC, y es
claro que, para todo w < a < &, el cardinal x(«) sigue siendo k(a) en Vj,, por lo
que V,; es un modelo transitivo de ZFC en el que existe k(o) para todo ordinal
infinito a. En otras palabras, si es consistente que exista un cardinal de Ramsey,
es consistente que existan todos los cardinales de Erddés.

Esto nos permite reformular el teorema 4.6:
Teorema 4.9 Sea A un ordinal limite, £ un lenguaje formal tal que |L| < K(X)

y M un modelo de £ con k(\) C M. Entonces M tiene un conjunto de indis-
cernibles de ordinal \.

Y de aqui el teorema 3.21 implica inmediatamente:
Teorema 4.10 Si existe r(w;), entonces existe x* para todo x C V.

Asi pues, la existencia de k(w;) es incompatible con el axioma de construc-
tibilidad. Por el contrario, probamos a continuacién que V' = L es consistente
con la existencia de todos los cardinales de Erd&s correspondientes a ordinales
numerables.
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Definicién 4.11 Sea k un cardinal infinito, sea2 < m < k, sea F': [k]<¥ — m
y a un ordinal numerable. Sea g : w — « biyectiva. Diremos que h € "k es
compatible con g si \ij € n(g(i) € g(j) <> h(i) € h(j)). Llamamos

P(F,g) = {h € k<% | h es compatible con f A Rh es homogéneo para F'}.

Consideramos a P como conjunto parcialmente ordenado por la inversa de la
inclusion.

Teorema 4.12 En las condiciones anteriores, F' admite un conjunto homogé-
neo de ordinal o si y solo si P(F, g) estd bien fundado.

DEMOSTRACION: Si H es homogéneo para F' y tiene ordinal «, llamemos
s : a — H a la semejanza correspondiente y sea h = gos: w — k. Asi, es
claro que Aij € w(g(i) € g(4) < h(i) € h(4)), luego An € w h|,, € P, lo que nos
da una cadena decreciente en P que prueba que no esté bien fundado.

Reciprocamente, si {h, }ne, €s una sucesion decreciente en P, podemos for-

mar h = | hn, : w — K y es claro que H = hlw] es homogéneo para F.
new

Ademés se cumple que Aij € w(g(i) € g(j) «> h(i) € h(j)), luego la composi-

cion g7t o h: a — H es una semejanza, y H tiene ordinal a. L]

Teorema 4.13 (Silver) Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea
Kk € M un cardinal, sea 2 <m <k yw < a <wM. Sik — (a)5¥, entonces
(5 —> (o))

DEMOSTRACION: Tomemos una particion F : [k]<¥ — m tal que F € M
y fijemos g : w — « biyectiva, g € M. Es facil ver entonces que P(F,g)
es absoluto para M vy, en particular, P(F,g) € M. Por hipétesis F' tiene un
conjunto homogéneo de ordinal «, luego por el teorema anterior P esta bien
fundado, pero esto es una propiedad A; (véase [PC 1.1]), luego es absoluta para
M, luego P esta bien fundado™ , luego existe en M un conjunto homogéneo para
F' de ordinal «. L]

Asi pues, si existe k(o) y a es numerable en L, entonces también existe
rx(a)F. En particular, si existe x(w;), entonces (Aa < w existe x(a))*, pero,
segiin hemos visto, no existe x(wq)’.

De este modo, k(wy) es el menor de los cardinales grandes que hemos definido
hasta ahora que implica la existencia de conjuntos no constructibles.

Todavia podemos decir més, y es que la existencia de z* implica consistencia
de que existan los cardinales de Erdés correspondientes a ordinales numerables:

Teorema 4.14 Si existe x*, k es un indiscernible de Silver para L[z] y o es un
ordinal numerable!, entonces (k — (a)<“) = luego se cumple

(Aa < w; existe k()



108 Capitulo 4. Cardinales de Erdés y de Ramsey

DEMOSTRACION: Por la indiscernibilidad, basta probarlo cuando k es un
cardinal no numerable. Tomemos F' € L[x] tal que F : [5]<* — 2. Entonces
F puede definirse en L[x] como el tnico conjunto que cumple

L[:E] ': ¢[F,i50,...,ign,i5n+l,...7i5m]7

para cierta sucesion creciente g < -+ < 0, < K < Ipp1 < -+ < dp,. Considere-
mos H = {i5,1145 | B < a}, que es un conjunto de ordinal a y, como £ es un
cardinal no numerable, se cumple que 6, + 1+ 8 < &, luego i5, 1148 < iy = K.
Por lo tanto H C k.

Ademéas H es homogéneo para F, pues si F(is,+14+8,-- -+ %6, +1+8,) = 1,
entonces
L[x] F vf(¢(f)[z5o7 cee ’ién’i6n+1’ s 7i6m] A f([i6n+1+ﬂ17 cee vi5n+1+BkD = 1)7
y por indiscernibilidad lo mismo vale si cambiamos 5 < -+ < B < « por
cualquier otra sucesion creciente 5] < --- < ;. < «, de donde concluimos que
F(is, 4148 is,+1+p,) = 1, y lo mismo vale si la imagen fuera 0 en lugar

de 1, es decir, que F es constante en [H].

El mismo argumento empleado en la prueba del teorema 4.13 nos da que la
existencia de un conjunto homogéneo para F' implica la existencia de uno en
L[z], luego se cumple (k — (a)<¢)%l#] y esto implica la existencia de (a)*e].

u

Llx]

Nota En el caso en que w;" < wq, podriamos preguntarnos si la existencia

de m(wlL[z]) implica la existencia de ¥, pero la respuesta es negativa. De hecho,
si existe zf, podemos construir un modelo M en el que wfm < wy, existen todos
los cardinales de Erdés x(\) para A < wi, pero en el que no existe z*. En efecto,
si existe 2!, sabemos que w2L ] og numerable, luego P = Fn(wq, w1, NO)L["”] tiene
s6lo una cantidad numerable de conjuntos densos en L[z], por lo que existe un

filtro G P-genérico sobre L[z] y podemos considerar L{z] C M = L[z][G] C V.
Sabemos que en M se cumple wy; = w, ", por lo que no existe z* (si existiera,
wQL[x] deberia ser numerable en M). Sin embargo, si wlL[x] <A<’ < w,
tenemos que existe K = k(\) y por 4.13 también existe en M. "

Hasta ahora sb6lo hemos probado que los cardinales de Erdds son inaccesi-
bles, y s6lo a partir de x(w7) tenemos que implican la consistencia de que existan
cardinales inefables e indescriptibles (porque los indiscernibles de Silver tienen
estas propiedades en L), pero no tenemos ningin resultado que afirme que los
cardinales de Erd&s cumplan alguna propiedad mas fuerte que la inaccesibilidad
ni de que impliquen la existencia (no la mera consistencia) de otros cardina-
les grandes. Para obtener resultados en esta linea empezamos probando que
podemos extender el teorema 4.7 hasta particiones de tamafio k() a costa de
introducir una ligera restriccion:

Definicion 4.15 Si k es un cardinal infinito y C' C &, diremos que una particion
F : [O]<% — k es regresiva si \z € [C]<% F(r) < minz.
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Teorema 4.16 Sea A un ordinal limite tal que ezista k(\), sea C' C k(\) c.n.a.
y F: [C]<¥ — k() una particion regresiva. Entonces existe H C C' homogé-
neo para F de ordinal \.

DEMOSTRACION: Sea C' C k() un c.n.a. (y no perdemos generalidad si
suponemos que contiene unicamente ordinales infinitos) y consideremos una
particion F : [C]<% — k(«). Para cada w < 8 < k(«), sea Gg : [f]<¥ — 2
una particién que no admita subconjuntos homogéneos de ordinal A. Para cada
n <wsea f, = Flcpn+1 y sea gy : [K(A)]"T — £()) dada por

gn(ﬁ(% e 7ﬁn) = G,Bn (/807 .. 7/8n—1)'

Vamos a considerar a M = x(«) como modelo de un lenguaje formal £ cuyos
signos particulares sean un relator < (que se interpreta como la relacion de
orden usual en k(«), un relator R (que se interpreta como la pertenencia a C') y
funtores f, y g, (que se interpretan como las funciones f,, y g,, respectivamente,
extendidas de cualquier forma fuera de sus dominios). Notemos que |£| = V.

Por 4.6 sabemos que M admite un conjunto I de indiscernibles de ordinal A.
Maés atn, de la prueba se sigue que podemos exigir I C C (podemos trabajar con
la restriccion a [C]<“ de la particién considerada en la prueba). Llamamos 5y al
menor elemento de C' que es el minimo elemento de un conjunto de indiscernibles
I C C de M de ordinal A. Sea {8s}s<x una enumeracion de dicho conjunto I.

Observemos que (s no tiene un inmediato anterior en C, pues en caso con-
trario, por la indiscernibilidad, todo s tendria un inmediato anterior 55 en C,
pero entonces {f5}s<x seria también un conjunto de indiscernibles, ya que se
cumpliria M F ¢(B5 ..., 05 ) siy solosi M F ¢'(Bs,,...,[s,), donde ¢ es la
formula que afirma que los anteriores de los §s5, cumplen ¢, y por indiscerni-
bilidad podriamos cambiar (8s,,...,08s,) por cualquier otra sucesion creciente
de elementos de I, y a su vez podriamos volver a la sucesion de sus inmediatos
anteriores con la formula ¢. Esto contradiria la minimalidad de fy.

Vamos a probar que I es homogéneo para F. En caso contrario existe un
m € w tal que

fm(BO’ cee 7/8’m) 7é fm(ﬂm-{-lv cee 762m+1)-

Para cada 6 < A sea 5 = fm(Bant1)ss -+ > Bm+1)s4+m)- Asi 0 # 71y, por la
indiscernibilidad, la sucesion {vs}s< tiene que ser estrictamente creciente (ya

que estrictamente decreciente es imposible). Sea €5 = min(C'\ (s + 1)).

Se cumple que 9 = fin(Bo, - - -, Bm) < Bo, luego hay infinitos ordinales en C
entre vy y Bo, luego €y < So.

Si eg < €1, la indiscernibilidad de los §; implica nuevamente que {es}s<x es
un conjunto de indiscernibles para M de ordinal A contenido en C con €y < Sy,
lo que contradice la minimalidad de (3.

Si €1 < € la indiscernibilidad de los 8; nos da que {es}s<) es una sucesion
decreciente de ordinales.
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Por dltimo, si ¢ = €1, entonces la sucesion {es}s<» es constante, luego
tenemos que AJ < A 75 < €g y el conjunto {vs | § < A} es homogéneo para G,
pues

Géo(’yéow--a%sn) :gn+1(75o7”‘775n760) = gn+1(7507~-~775n765n+1)7

y estos nameros (que son todos 0 o 1) pueden ser descritos en M a partir de los
indiscernibles que definen a (vs,,...,7s,.,). Como no pueden ser distintos dos
a dos, tienen que ser todos iguales. Esto contradice la eleccién de G, . L]

De aqui podemos extraer varias consecuencias:

Teorema 4.17 Todo cardinal de Ramsey es casi inefable, y todo cardinal de
Erdés es sutil.

DEMOSTRACION: Probaremos los dos resultados al mismo tiempo. Partimos
de un cardinal de Erdés £ = k() (que sera de Ramsey si A = ). Fijemos un
cn.a. Cy C kyseaC =CNC’, donde C’ es el c.n.a. formado por los cardinales
infinitos menores que k. Fijemos g : k X Kk — K biyectiva tal que gla X o] = «
para todo a € C'y ¢(0,0) = 0.

Sea {Ay}ta<r tal que A, C a y definamos f : [C]?> — &k como sigue:
sia < Bestanen C'y A, = Ag N a, definimos f({a,5}) = 0. Si, por el
contrario, A, # Ag N «, tomamos el minimo 6 € o N (A, A Ag). Sid € A,
definimos f({e, 8}) = ¢(d,1), mientras que si § € Ag entonces f({e,f}) =
g(0,2). Claramente f puede extenderse a una particion regresiva en [C]<%“, por
lo que el teorema anterior nos da un conjunto H C C homogéneo para f de
ordinal A.

El valor constante que toma f en [H]? no puede ser g(d,), porque entonces,
tomando a < 8 < 7y en H, tendria que cumplirse que 6 € (A, \ Ag) U (Ag\ 4,)
(sit=1)obiend € (Ag\Aa)U(A,\Ag) (sii = 2) y ambos casos son imposibles.

Por lo tanto, f toma el valor 0 en [H]?, lo cual significa que si a < 3 estan
en H, entonces A, = AgNa. Como H C C, esto prueba que x es sutil.

Si ademés k = A, entonces H tiene cardinal k, luego no esta acotado en k.
Sea A= |J Ap. Asi, si @ € H, se cumple que ANa= |J AgNa=A,, pues
peH peH
si 8 < asecumple Ag = A, NS C Ay ysif > asecumple AgNa=A4, (y
este caso se da porque H no esta acotado). Por lo tanto k es casi inefable. m

Nota Observemos que los cardinales de Ramsey son X.3-indescriptibles por ser
débilmente compactos, pero un cardinal x es de Ramsey si y s6lo si

V. E ARV Ho(Fy 1 [ — 2 — Hy C Q no acotado y homogéneo para Fy)

y la sentencia es II3. Por una parte, esto implica que el minimo cardinal de
Ramsey es IIi-descriptible y, por otra parte, si x es un cardinal de Ramsey
inefable, es IIi-indescriptible (teorema 2.18), luego existe un conjunto cerrado
no acotado de cardinales inefables menores. En particular, si existen cardinales
de Ramsey, no todos son inefables. L]



111

Otra consecuencia de 4.16 es el refinamiento siguiente del teorema 4.6 sobre
existencia de indiscernibles:

Teorema 4.18 Consideremos un ordinal limite X y un cardinal p tales que
No < pu < k(A). Sea M un modelo de un lenguaje formal L tal que |L| < p y
k(A) C M, sea C C k(A) c.n.a. Entonces existe I C C de ordinal A que es un
conjunto de indiscernibles para M en el siguiente sentido fuerte:

Si d(X1y ey Ty Y1y -+, Yn) €8 una formula de L, a; < -+ < @ € K(N)
ypPr <o < Bp, 1< o0 < yn son elementos de I tales que oy, < B1,71,
entonces

M':¢[al7"'7am7617"'76n] <_>M':¢[a17"'7am7717"',7n]-

DEMOSTRACION: Sea k = (). Como es inaccesible, el conjunto de los
cardinales p < v < K es c.n.a. en k, luego no perdemos generalidad si suponemos
que C consta tnicamente de cardinales en dichas condiciones. Para cada g < &,
sea Lg el lenguaje formal que resulta de anadir a £ un conjunto de constantes
{¢a}a<p. Consideramos a M como modelo de £ interpretando cada constante
Cq COMO Q.

Sea {Pq }a<rx una enumeracion de las formulas de £, tal que todas las for-
mulas de £, con v € C tengan indice < v (es facil construirla recurrentemente).

Definimos una particion F : [C]<¥ — & con el criterio siguiente: hacemos
F(ﬁOa BREE) anly B'ru .. -ﬁanl) =0si y solo si (607 s 75n71) y (ﬁnu s 7ﬂ2n71)
satisfacen (en M) las mismas formulas de L£g,, y en caso contrario la imagen es
el minimo ordinal « tal que ¢q (2o, . .., Tn—1) es una férmula de £, que toma un
valor de verdad distinto en M segtn con cual de las dos n-tuplas se interpreta.
Notemos que o < By, luego F es regresiva (sobre los conjuntos [C]>"*! definimos
F como idénticamente nula).

Por el teorema anterior existe I C C homogéneo para F' de ordinal A, y basta
observar que es un conjunto de indiscernibles en las condiciones del enunciado.
No puede suceder que F[[I]?"] = {«}, con v > 0, porque eso significaria que dos
n-tuplas cualesquiera de I deberfan valores de verdad distintos a ¢, lo cual es
imposible que suceda para tres n-tuplas cualesquiera.

Por lo tanto tiene que ser F[[I]?"] = {0}, y eso significa que, en las condi-
ciones del enunciado, tomando dg < --- < §,_1 en I de modo que S,,v, < do,

M':(ZS[Oéh...,am,ﬂh...,Bn] <—>M|=¢[ca1,...,cam751,...,6n]
S ME @[cays - sCops 01y s0n] & ME OlCayy - sCapsYs- s Vnl
HM':¢[a15"'7am771a"'77’n]7
donde hemos usado que

F(ﬂlw")ﬁna(sla"'aén) :0:F(’Yla-~-a’7n>51a---75n)

y que ¢(Cays---sCap, L1, -, &y) €s una formula de Lg, y de £.,. n
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De aqui podemos extraer varias consecuencias mediante una misma técnica
que conviene aislar en un resultado general:

Teorema 4.19 Sea A un ordinal limite y m < x(\) un cardinal infinito, sea
C C k(N) un c.n.a., sea L un lenguaje formal tal que | L] < m y sea M un modelo
de £ con k(A) C M. Sean P, X C M tales que |P| < |A| y | X| <m. Entonces

a) Eziste un submodelo elemental N < M tal que

INl=m|Al, XCN y |[PNN|<m.

b) N tiene un conjunto I C C de indiscernibles fuertes (en el sentido del teo-
rema anterior) de ordinal X tal que toda aplicacion estrictamente creciente
m: 1 — I se extiende a una inmersion elemental 7 : N — N.

DEMOSTRACION: Extendiendo X, podemos suponer que | X| = m. Anada-
mos a £ un relator monadico cuya interpretaciéon en M sea la pertenencia a P,
asf como un conjunto de constantes que nombren a cada elemento de X. De este
modo |£| = m. Sea ahora £ la extensién de £ que resulta de afiadirle funtores de
Skolem segtin la definicion [TC 10.27]. Se sigue cumpliendo |£| = m. Podemos
considerar a M como modelo de £ sin mas que interpretar los funtores de Skolem
con unas funciones de Skolem prefijadas. Por el teorema anterior sabemos que
M tiene un conjunto I C C' de indiscernibles fuertes de ordinal .

Consideremos el nicleo de Skolem N = N(I) < M. Teniendo en cuenta la
descripcion dada en [TC 10.28], es claro que |N| = m|A|, asi como que X C N,
pues N tiene que contener las interpretaciones de las constantes. El conjunto
I es también un conjunto de indiscernibles fuertes para NN, pues si tenemos
ap < <ap ERANNyY B < - <Puy,m < - <7n €I con a, < pB1,m,
entonces

N':(i)[alv"'vamaﬁlv"',ﬁn} <_>M':(i)[alv"'aamaﬁlv"',ﬂn}

S ME@lar,...,am, Y1y ] © NEPlan, ..., am, Y1,y Ynl-

Maés atn, si t(z1,...,T,) es un término de Skolem, tomamos 71 < -+ < 7y,
tales que ay,, B, < 71 y observamos que, por la indiscernibilidad,

MEtlar,...;an] =ty ;] © M EB1,...,0u] =tlv1, -, Tnl

Esto hace que el conjunto
(M@)o, an] |01 <+ < an €T}

tenga cardinal 1 o |A|.

Si |A] < m entonces |N| = m y trivialmente [P N N| < m. Si por el
contrario |A| > m, para cada * € P N N existe un término de Skolem ¢ y
unos oy < -+ < ap € I tales que x = M(t)[as,...,an]. En este caso el
conjunto anterior ha de tener cardinal 1 pues, en caso contrario, aplicando la



113

indiscernibilidad al relator de pertenencia a P, concluiriamos que P tiene |A|
elementos distintos. Asi pues, en P N N hay a lo sumo un elemento para cada
término de Skolem de £, luego |P N N| < m.

Sea ahora w : I — I una aplicacion estrictamente creciente. Todo a € N es
de la forma a = M (t)[a,...,a,], donde oy < -+ < a, € I y ¢ es un término
de Skolem. Definimos

w(a) = M) [r(ar), ..., m(an)].

Esto no depende de la eleccion de ¢t ni de la de los indiscernibles, pues si
se cumple M (t1)[aq,...,an] = M(t2)[B1,- .., Bm], donde t; y t3 son términos
de Skolem y a1 < -+ < ayp, f1 < -+ < B € I, llamamos 11 < -+ < 7,

a los mismos a1 < -+ < ap, 1 < -+ < By, ordenados y ¢(z1,...,2-) a la
formula t1(z1,...,2,) = ta(y1,...,Ym) con la ordenacion correspondiente de
las variables para que M E ¢[y1,...,7,] sea equivalente a

ME tl[al,... ,Oén] :tg[ﬂl,...,ﬂm].

Puesto que, ciertamente, M E ¢[y1,...,7] y 7 es creciente, también se
cumple M E ¢[n(y1),...,m(7)], pero esto equivale a

M(t)[m(ar), ... ,m(an)] = M(t2)(7(B1), ..., 7(Bm)).

Asi tenemos 7 : N — N que claramente extiende a 7, pues t(z) = x es un
término de Skolem y asi, si a € I, se cumple que

m(a) = 7(M(z)[a]) = M(z)[r(a)] = ().

Se cumple que 7 es una inmersion elemental, pues si a1,...,a, € Ny
¢(z1,...,x,) € Form(L), entonces existen a3 < -+ < a,, € I de manera
que a; = M(t;)[a1, ..., @], para ciertos términos de Skolem ¢;. Por lo tanto,

N E @lay,...,an] = M E @lay,...,an] = ME ¢(t1,...,tn)[a1,. .., @mn]

= ME ¢(t1,...,to)[r(a1),...,7(am)] = M E ¢[T(ar),...,7(an)]
— N E ¢[r(ar),...,7(an)] -

Como primera aplicacion, suponiendo que existe k = £(A), tomamos un
cn.a. C' C k y aplicamos el teorema anterior a M = V,, que es un modelo de
ZFC, porque  es inaccesible. Obtenemos asi un submodelo elemental N < V.
con un conjunto I C C de indiscernibles fuertes de ordinal A. Como la relacién
de pertenencia estd bien fundada en N (y es extensional), podemos considerar
su colapso transitivo N, que es un modelo transitivo de ZFC isomorfo a N.
Ademas, el colapso transitivo I de I es un conjunto de indiscernibles fuertes de
N. La inversa de la funcién colapsante es una inmersion elemental i : N — V
tal que i[I] = I C C.

Sij: I — I esla aplicacién que a cada indiscernible lo lleva al siguiente
indiscernible, es claro que j se extiende a una inmersion elemental j : N — N
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que no fija a ningin indiscernible. Si llamamos 8 = min I, se cumple que [ es
el menor ordinal no fijado. En efecto, si « < 3, entonces

N':a:t(ﬂla-~-7ﬂn)7

para ciertos indiscernibles oo < 81 < -+ < B, y cierto término de Skolem ¢. El
hecho de que sean indiscernibles fuertes se traduce en que

N':a:t(ﬁlw"aﬁn) %Nha:t(J(ﬁl)an(ﬁn)%

pero, por otra parte, aplicando j a la primera afirmacion, obtenemos que

NEjla) =t (B1), -5 (Bn))-

Por lo tanto j(o) = a. Ahora tenemos en cuenta los teoremas 2.14 y 2.21,
que nos da que 3 es indescriptible’¥ e inefable’, luego i(3) es inefable'* e
indescriptible"*, y esto es claramente absoluto para V., luego concluimos que
C contiene un cardinal inefable e indescriptible. Con esto hemos probado el
teorema siguiente:

Teorema 4.20 Si k es un cardinal de Erdds, el conjunto de los cardinales inefa-
bles e indescriptibles menores que k es es estacionario en k.

En particular, como todo cardinal inefable es inaccesible, tenemos que los
cardinales de Erdés son cardinales (fuertemente) de Mahlo, pero como los car-
dinales indescriptibles son (fuertemente) de Mahlo, resulta que los cardinales de
Erdss son fuertemente 2-Mahlo. Una simple inducciéon prueba que todo cardi-
nal de ErdSs x es fuertemente x-Mahlo (es decir, es hiper-Mahlo), pero como
todo cardinal indescriptible es hiper-Mahlo, resulta que los cardinales de Erdés
son 2-hiper-Mahlo, etc. Sin embargo, ya hemos visto que no son débilmente
compactos a menos que sean cardinales de Ramsey.



Capitulo V

Cardinales medibles

Los cardinales medibles los introdujimos en [TC 7.70] y en [TC 7.75] pro-
bamos que son cardinales inaccesibles. Sin embargo, s6lo ahora estamos en
condiciones de apreciar su auténtica magnitud.

Recordemos que un cardinal no numerable k es medible si tiene una medida
fuerte bivaluada sobre k, lo cual equivale a que exista un ultrafiltro libre k-
completo en k. A tales ultrafiltros los llamaremos también medidas en k.

Un concepto relacionado es el de medida de Ulam, en un conjunto I, que es
un ultrafiltro N;-completo no principal en I. Un cardinal u es medible Ulam si
tiene una medida de Ulam.

Segun [TC 7.77|, aunque un cardinal medible Ulam no es necesariamente
medible, la existencia de cardinales medibles equivale a la existencia de cardi-
nales medibles Ulam. De hecho, el menor cardinal medible Ulam coincide con
el menor cardinal medible.

En principio, no seria descabellado dudar de la consistencia de que exis-
tan los cardinales que hemos estudiado hasta ahora (débilmente compactos, de
Ramsey, etc.), puesto que estan definidos a partir de propiedades un tanto téc-
nicas: la no existencia de ciertos arboles de Aronszajn (no seria descartable
que se pudiera probar que existen) el teorema de compacidad débil (no seria
descartable que fuera falso), la existencia de ciertos conjuntos homogéneos para
ciertas particiones, etc. En cambio, los cardinales medibles (o medibles Ulam)
tienen una definicién especialmente simple, por lo que cuestionar su inclusiéon
en la lista de cardinales grandes plausiblemente consistentes seria poco menos
que escepticismo y, como veremos que todo cardinal medible es de Ramsey, esto
a su vez legitima a todos los cardinales que hemos estudiado hasta ahora.

5.1 Ultrapotencias de la clase universal

Las principales propiedades de los cardinales medibles se obtienen particu-
larizando la teoria de las ultrapotencias iteradas al caso mas simple (pero a la
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vez mas potente) en que el modelo de partida es la clase universal V. Por ejem-
plo, por este camino obtenemos una prueba muy simple de que los cardinales
medibles son grandes:

Teorema 5.1 Un cardinal k es medible si y sdlo si es el punto critico de una
inmersion elemental no trivial j : V. — M, para cierta clase transitiva M. En
tal caso existe una medida normal en k.

DEMOSTRACION: Si k es un cardinal medible y U es una medida en k, el
teorema 1.14 nos da que la ultrapotencia Ultj;(V) estd4 bien fundada, y 1.13
implica que es el punto critico de la inmersiéon elemental jy : V — Ulty (V).

Reciprocamente, si existe x es el punto critico de una inmersién elemental
no trivial j : V. — M, el teorema 1.20 implica que

D={XePr|rejX)}

es una medida normal en k. n

Por lo tanto, el teorema 2.21 nos da que los cardinales medibles son inefa-
bles,! aunque enseguida veremos que, de hecho, son cardinales de Ramsey.

En cambio, los cardinales medibles Ulam no son necesariamente cardinales
grandes, pues todo cardinal mayor que un cardinal medible Ulam es medible
Ulam. El teorema siguiente es un caso particular de [TC 7.71] que también
puede probarse directamente sin dificultad:

Teorema 5.2 Sea f : X — X' y F un filtro k-completo en X. Entonces el
conjunto f[F] = {A C X' | f~'[A] € F} es un filtro k-completo en X'. Si F
es un ultrafiltro, f[F] también lo es. Si F' es una medida de Ulam en X y f es
inyectiva, entonces f[F] es una medida de Ulam en X'.

Por consiguiente, si existe un cardinal medible Ulam «, todo cardinal p > &
es también medible Ulam (pues basta aplicar el teorema anterior a la inclusion
k — u), de modo que, como ya senaldbamos antes de [TC 7.77] el menor
cardinal medible Ulam separa a los cardinales no medibles Ulam (todos los
estrictamente anteriores a él) y los medibles Ulam (todos los posteriores a él).
El teorema siguiente refina a [TC 7.77]:

Teorema 5.3 Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
a) Eziste un cardinal medible.
b) Eziste un cardinal medible Ulam.

¢) Eziste una inmersion elemental no trivial j : V. — M, para cierta clase
transitiva M.

1Recordemos que la condicion PM k = PNk se cumple si N C M, y esto sucede trivialmente
siM=V.
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DEMOSTRACION: Todo cardinal medible es medible Ulam. Si k es un cardi-
nal medible Ulam y U es una medida de Ulam en x, entonces el teorema 1.14
implica inmediatamente que la ultrapotencia Ultf; (V) esta bien fundada, con
lo que tenemos una inmersion elemental jy : V. — Ulty (V) no trivial. Por
ultimo, si existe una inmersion elemental no trivial j : V. — M, el teorema
1.20 nos da una medida sobre su punto critico. [

Mas precisamente: si U es una medida de Ulam en un cardinal x, entonces
por 1.13 el punto critico de la inmersion elemental j; : V. — Ulty (V) es el
mayor cardinal p (necesariamente < k) tal que U es u-completo, y 1.20 nos da
que es medible. En particular, si x es el menor cardinal medible Ulam, entonces
es un cardinal medible (pues tiene que ser u = k). A su vez esto significa que
“ser medible Ulam” es lo mismo que “ser mayor o igual que el menor cardinal
medible”. Por lo tanto, el concepto que realmente tiene interés es el de cardinal
medible. No obstante, a efectos de valorar la plausibilidad de la consistencia de
que existan cardinales medibles, es interesante observar que ésta solo requiere
que exista una medida de Ulam sobre un conjunto.

El teorema siguiente recoge las propiedades més importantes de las ultrapo-
tencias asociadas a las medidas de un cardinal medible:

Teorema 5.4 Sea k un cardinal medible y U una medida en k. Llamemos
M =TUlty(V) y sea j : V — M la inmersion natural. Entonces

a) Nz €V, j(z) =uz.

b) k< j(k).

¢) M* C M.

d) Nz c M(|lz| <k — 2 M).

e) Nz € M(Jz| <k — PMz = Px).

f) Na < k(a es un cardinal™ < o es un cardinal).
g) Nu <k (20)M =2~

B) 25 < (29 < j(x) < (29).

i) U ¢ M. En particular M £ V.

J) Sea A un ordinal limite.

Si cf A = Kk entonces j(A) > | 7(9).
<A

Si cf X # K entonces j(A) = | 7(9).
<A

k) Sip > k es un cardinal limite fuerte con cf u # K, entonces j(u) = p.
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DEMOSTRACION: a) y b) se cumplen por el teorema 1.13.

c) Sea f: kK — M. Para cada a < k, sea f(a) = [ga], con go € V. Sea
k = [h], con h € V*. Como k es un ordinal, {a € k | h(a) es un ordinal} € U,
luego, modificando & fuera de este conjunto, podemos exigir que h € Q.

Para cada a < k, sea G(a) : h(a) — V la aplicacion dada por

Glayp = {1 So<n

0 si B> k.
De este modo,
{a € k| G(a) es una funcion A DG(«a) = h(a)} =k € U,

luego [G] : [h] — V, es decir, [G] : K — V. Sea 8 < k. Por el apartado a)
tenemos que S = j(B) = [cg] € [h], luego {a € k | B < h(e)} € U y, por
consiguiente, {a € k | G(a)(cg()) = ga(a)} € U (pues este conjunto contiene

al anterior), y de aqui se sigue que [G](j(B)) = [gg], es decir, [G](8) = f(B).
Esto prueba que f = [G] € M.

d) es consecuencia inmediata de c).
e) y f) son consecuencias inmediatas de d)

g) Si p < K, tenemos que (2#)™ es biyectable™ con PMy = Pu. Como k
es fuertemente inaccesible deducimos que (2#)M < k, luego por f) resulta que
(2MYM es un cardinal, luego es el cardinal de Pu. Asi pues, (24)M = 2~

h) Como en el apartado anterior, tenemos que (2%)M es biyectableM con P,
luego 2% < (27)M.

Por otra parte, como & es fuertemente inaccesible, tenemos que j(x) es fuer-
temente inaccesibleM y r < j(k), luego (2°)M < j(k).

Notemos ahora que si f € "k, entonces {a < k | f(a) € k} = k € U, luego
[f] € [cx] = j(K). Sea, pues, G : "k — j(k) dada por G(f) = [f]. Resulta que
G es suprayectiva, pues si [f] € j(k) entonces {a < k | f(a) € K} € U, luego,
modificando f fuera de este conjunto, podemos exigir que f € “k, y entonces
G(f) = If).

Concluimos que |j(x)] < 2%, luego j(k) < (27)7.

M

i) Supongamos que U € M. Por ¢) tenemos que (“x)™ = *k. Definimos en

este conjunto la relacion

f=vge{a<n|fla)=9g(a)} €U,

obviamente absoluta para M, por lo que el cociente Ulty; (k) también es absoluto
para M. Similarmente, definimos la relacion

1" Rlg]" @ {aer]| fla) € gla)},

también absoluta.
Sea 7 : Ult;; (k) — M la aplicacién dada por 7([f]*) = [f], donde la primera
clase es en Ult; (k) y la segunda en Ulty (V). Es claro que 7 esta bien definida,
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es inyectiva y transforma R en la relacién de pertenencia. De aqui se sigue que
R esta bien fundada en Ulty; (k) y que 7 es su colapso transitivo. Esto implica
que R esta bien fundada™ (pues es una propiedad A;) y una simple induccion
prueba que el colapso transitivo™ de R coincide con 7, luego en particular
m € M. Lafuncion f +— [f]* esta ciertamente en M, y la composicion de ésta con
m es precisamente la funcién G del apartado anterior. Asi pues, G € M, lo cual
prueba que (|j(k)| < 2%)M, pero rk < j(k) yj(k) es fuertemente inaccesible
contradiccion.

j) Sea cf A = k y tomemos una funcién f : K — A cofinal creciente. Cla-
ramente {8 < k| f(8) < A} = k € U, luego [f] < j(A). Por otra parte, para
cada a < A, se cumple que {8 < k| f(a) € f(B)} =\ (a+1) € U, luego
Jj(f(a)) € [f]. Por consiguiente

U j(a) < [f] <i(A).
a<A
Supongamos que c¢f A > k. Si [f] € j(A\), podemos suponer que f: kK — A,
y entonces existe un o < A tal que f : kK — «, luego [f] < j(«a), luego

i) < Uj(a).
a<A
La otra desigualdad es obvia.
Finalmente, supongamos que cf A = 4 < k. Sea h : x — X cofinal creciente.
Si [f] € j(A) podemos suponer que f : K —> A. Si para todo 8 < p se cumpliera
que {a < k| h(B) < f(a)} € U, entonces

@Z{a<ﬂ\/\5<uh(5)§f(a)}=ﬁﬂ {a <k |h(B) <h(a)} €U,

<

lo cual es absurdo, luego existe un 8 < p tal que {a < k| f(a) < h(B8)} € U, lo
cual equivale a que [f] € j(h(8)), luego también

i) < U i(a).

a<A

k) Para todo o < py todo 8 < j(«) se cumple que 8 = [f], con f : k — «,
luego |j(@)] < |fa| < p. Por el apartado anterior,

i) = U jle) < ps< i), .

El teorema siguiente muestra que los cardinales medibles estén por encima
de los de Ramsey en la escala de consistencia relativa:

Teorema 5.5 Sea k un cardinal medible y sea D una medida normal sobre k.
Sea m < k un cardinal.

a) Si F: [k]<Y — m existe un H € D homogéneo para F. En particular
es un cardinal de Ramsey inefable.

b) {n < K| p es un cardinal de Ramsey inefable} € D.
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DEMOSTRACION: a) Basta probar que existe H,, € D homogéneo para F|[,»,
pues entonces sirve H = () H,. En otras palabras, podemos suponer que
F:[r]" — m. new

Razonamos por induccion sobre n. Para n = 1 es trivial. Supongamos que
vale para n y sea F : [k]"Tt — m. Para cada a < k sea F, : [k]® — m dada
por

Fu(z) = {F(xu{a})—i—l S% a¢x,
0 sia€x.

Por hipétesis de induccion existe X, € D homogéneo para F,,. Es obvio que
el valor que F, toma en [X,]™ no puede ser 0, pues siempre podemos tomar un
subconjunto de n elementos en X, que no contenga a a. Por tanto o ¢ X, y
existe un i, < m tal que Az € [X,|" F(zU{a}) =i, Sea X = A X, € D.

a<k
Como X = |J {a € X |in =i} € D, ha de existir un ¢ < m tal que
i<m
H={aeX|i,=1i}€D.
Asi, siy < a; <--- < ayp estdn en H C X, se cumple {a,..., 0} € [X,]",
por lo que F({v,a1,...,a,}) =iy = i. Esto demuestra que H es homogéneo

para F'.

b) Sea M = Ultp(V) y sea j : V. — M la inmersion natural. Se cumple
que # es un cardinal de Ramsey inefable? | pues si (F : [k]<% — 2)M  esto es
lo mismo que F : [k]<¥ — 2, luego existe un conjunto H € D (en particular
estacionario en k) homogéneo para F. Pero por 5.4 se cumple que H € M y asi
(H es homogéneo para F)M. Ademas H es estacionario™, pues todo c.n.a.
en K es c.n.a., luego corta a H.

Si d es la identidad en &, tenemos que [d] es un cardinal de Ramsey inefable™
luego {i < & | v es un cardinal de Ramsey inefable} € D. "

Nota Consideremos el teorema 4.19 aplicado al caso en que A = k = k() es
un cardinal medible y sea D una medida normal en . El conjunto I de indiscer-
nibles indicado en el apartado b) se obtiene de una aplicacion del teorema 4.18,
que a su vez se obtiene a partir del teorema 4.16, en el cual se obtiene a su vez
como aplicacion del teorema 4.6, que a su vez lo obtiene como conjunto homo-
géneo de una cierta particion de [C]<“. Notemos que, como C' es c.n.a. en &,
se cumple que C € D. Si extendemos arbitrariamente la particion hasta [k]<¢
y tomamos un conjunto homogéneo H € D segtn el teorema anterior, entonces
I =HnNC € D sigue siendo homogéneo y asi obtenemos que el teorema 4.19 se
cumple con I € D, luego también N Nk € D. L]

La existencia de cardinales medibles impone ciertas restricciones a la funcién
del continuo. Algunas son obvias, como que han de ser limites fuertes, pero otras
no lo son en absoluto. Sucede que los cardinales medibles satisfacen restricciones
similares a las conocidas para cardinales singulares. Por ejemplo, comparemos
el teorema siguiente con el teorema de Silver [TC 6.18]:
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Teorema 5.6 Sea k un cardinal medible y D una medida normal en k. Si
{n< k|2t =u"} € D, entonces 2" = kT.

DEMOSTRACION: Si d es la identidad en &, tenemos que
{n<r|29 =d(u)*} €D,

luego (2[4 = [d]T)U, es decir, (2% = x1)Ut, pero por el teorema 5.4 tenemos
que oK < (ZN)Ult — (HJr)Ult < H+. -

Maés en general:

Teorema 5.7 Sea k un cardinal medible y D una medida normal en k. Sea
B < K y supongamos que {R, < k| 2% < R, 5} € D. Entonces 2% < R, 5.
(Notemos que, por ser inaccesible, Kk = N,.)

DEMOSTRACION: Sea f : k — 2 una funcién que cumpla f(R,) = Roqg,
sea d la identidad en x. Entonces {u < & | 24" < f(u)} € D, luego tenemos
que (2% < [f])7", Tuego 2 < (27)U* < [f].

Por otra parte, {a < | f(a) = Ria)4cs(a)} € D, pues contiene, por ejem-
plo, a todos los cardinales inaccesibles p = R, menores que . Por consiguiente
[f1= NSJI:B < Ry .

Notemos que no tenemos ningin resultado sobre las determinaciones de la
funcion del continuo que son consistentes con la existencia de un cardinal me-
dible. Como los cardinales medibles no son consistentes con el axioma de cons-
tructibilidad, ni siquiera sabemos si la HCG es consistente con la existencia de
un cardinal medible (o incluso de Ramsey). Nos ocupamos de esto en la seccion
siguiente.

Para terminar estudiamos la descriptibilidad de los cardinales medibles. Es
facil ver que el minimo cardinal medible es ¥:2-descriptible, pues la medibilidad
de k equivale a que

V. E VU3 Us es una medida en €,

donde la variable Us es de tercer orden y la formula que le sigue puede desarro-
llarse como férmula de segundo orden. Por otro lado, los cardinales medibles
son I12-indescriptibles porque son inefables (teorema 2.18). El teorema siguiente
proporciona una prueba directa de un resultado ligeramente mas fuerte:

Teorema 5.8 Los cardinales medibles son I13-indescriptibles. Mds atin, si D es
una medida normal en un cardinal k, A C k y ¢ es una sentencia 113, entonces

{a<k]| (Va,VaNA)E ¢} € D.

DEMOSTRACION: Sea jp : V — Ultp(V) = M la inmersion canodnica en la
ultrapotencia y supongamos que (V,, A) F AX39(X), donde X3 es una variable
de tercer orden y v es una férmula de segundo orden.
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El teorema 5.4 d) implica que PV, C M (notemos que |V;| = k porque es
inaccesible), luego si B € PPV, tenemos que

(Vi, A) F 9[B] = ((Vie, A) E 9 [B)Y,

pues los cuantificadores de primer y segundo orden se interpretan igual en V
y en M. Como esto vale para todo B € PPV, en particular vale para todo
(B € PPV,)M Tuego ((Vi, A) E ¢)M, o también ((Vi, Vi Nj(A)) E ¢)M. Ahora
usamos que k = [d] (teorema 1.17), con lo que

{a < | (Va,Va NA) E ¢} € D.

5.2 El modelo L|U]

Sabemos que si existe un cardinal medible (o simplemente, si existe x(wy),
entonces no puede ser V = L[z] para ningin x C V,,, pero eso no impide que
pueda ser V = L[A], para algin conjunto A. De hecho, es facil ver que si que es
posible. Omitimos la prueba del teorema siguiente porque es trivial (la primera
parte es [PC 3.6 k)]):

Teorema 5.9 Sea r un cardinal medible y U una medida en k. Sea U =
U N L[U]. Entonces U € L[U| = L[U] y U es una medida*lV! en k. Si U
es normal, entonces U es normal“lV],

En particular tenemos que si es consistente la existencia de un cardinal
medible, también lo es la existencia de un cardinal medible con una medida
(normal, si queremos) U tal que V = L[U].

Ahora vamos a probar que L[U] cumple la hipotesis del continuo generali-
zada, con lo que concluiremos que si es consistente la existencia de un cardinal
medible, también lo es si suponemos ademas la HCG. Probaremos algunos re-
sultados previos, el primero de los cuales es un sencillo resultado general sobre
constructibilidad relativa:

Teorema 5.10 Sea M un modelo transitivo de ZF—AP (o de KPI) y sea A un
conjunto tal que ANM € M. Entonces Na € Q™ L,[A] = L,[AN M]. En
particular, si Q@ C M se cumple L[A] = L[AN M].

DEMOSTRACION: Por induccién sobre o. Para o = 0 es claro. Si vale
para a, entonces L, [A] = Lo[ANM] = Lo[AN MM € M, luego L,[A] C My
asi AN Ly[A] = ANM N Ly[AN M], de donde

La+1[A] = DA(La[A]) = ‘DAmLa[A](La[A]) = p(AﬁMﬁLa[AﬂM])(La [A N MD
= Danar(La[ANM]) = Lo [AN M.

El caso limite es trivial. u
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Teorema 5.11 Sean k < p cardinales infinitos, con p no numerable, y sea
U C Pk tal que U € L,[U]. Sea M < L,[U] tal que k U{U} C M. Entonces el
colapso transitivo de M es Ly[U], para cierto A < p.

DEMOSTRACION: Sea m : M — N la funcién colapsante. Obviamente 7
fija a todos los ordinales menores que k, luego también a todos los subconjuntos
de k (que estan en M), luego 7(U) =x[UNM]=UNN € N.

La hipotesis U € L,[U] implica que U € H(u), luego [PC 3.25] nos da que
L,[U] es un modelo de KPI, luego tiene sentido afirmar que L,[U] FV = L[U],
donde la parte derecha de F puede verse como una sentencia del lenguaje Lp
(sustituyendo la variable libre U por el relator R, que se interpreta en L, [U]
como la pertenencia a U).

Como U € M, podemos considerar a M como submodelo elemental de L, [U]
respecto del lenguaje £, de modo que en M el relator R se interpreta como la
pertenencia a U N M, la cual, a través de m, se corresponde con la pertenencia a
UNN. Porlo tanto, N E V = L[U] se traduce en que N = L,[UNN], para cierto
ordinal limite A = Q. El teorema anterior nos da que Ly[U N N| = L,[U].

Se cumple que A < p porque Aa € M 7(a) < a, luego N tiene a lo sumo los
mismos ordinales que M. =

Descomponemos la prueba de la HCGEUI en dos partes, la primera de las
cuales es un simple argumento de condensaciéon que no requiere la medibilidad.

Teorema 5.12 Si k es un cardinal infinito y V. = L[U] para cierto U C Pk,
entonces \pu >k 2% = .

DEMOSTRACION: Como p cumple la misma hipotesis que k, basta probarlo
para k. Fijemos un  C k y sea u > k un cardinal no numerable para el
que U, z € L,[U]. Sea M = N(kU{U,z}) < L,[U]. Claramente |M| = k.
Por el teorema anterior, el colapso transitivo de M es Ly[U], para cierto A < p.
Ademas la funcion colapsante fija a los ordinales menores que &, luego x € Ly[U].

Por otra parte, |A\| = |LA[U]| = |M| = &, luego A < k*. Con esto hemos
probado que Px C L+ [U], luego 2° < |L,.+[U]| = w™T. "

Para probar la HCG bajo k hemos de usar un argumento de condensacion
més delicado, basado en el teorema 4.19. Aunque suponemos una medida nor-
mal, luego veremos que el teorema es valido para medidas cualesquiera (porque,
segin veremos, el modelo L[U] no depende de la medida U).

Teorema 5.13 (Silver) Sea k un cardinal medible y D una medida normal
en k. Entonces L[D] cumple la HCG.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que V = L[D]. En vista del teorema
anterior, solo hemos de probar que si Ng < 1 < k entonces 2# = p+.

Supongamos que 2 > ut, para cierto cardinal p < k. El conjunto Pu esta
bien ordenado por <p. Sea f : v — Pu la semejanza. Obviamente u™ < v.
Sea x = f(u™). Sea o el minimo ordinal tal que x € L, [D)].
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Si 8 < uT, entonces f(B) <p f(u™), luego f(B) € Lo[D] (recordemos que
los conjuntos L,[D] son segmentos iniciales para el buen orden constructible).
Por lo tanto |Pu N Ly [D]| > u™.

Sea v un cardinal regular tal que k, a < vy D € L,[D]. Aplicamos el
teorema 4.19 (y la nota posterior al teorema 5.5) a A = k = &(k), m = pu,
M=L,[D,P=PunMy X =pU{D,z,a} (y el lenguaje Ly de la teoria de
conjuntos). Ciertamente |P| < 2# < ky |X| = p. Asi pues, existe un submodelo
elemental N < M tal que |[N| = &, pU{D,z,a} C N, |PNN|<pyxnN € D.

Sea m: N — N’ el colapso transitivo de N. Claramente N’ = Ly[r[D]],
para cierto ordinal limite A\. Veamos que n[D] = D N N'.

Como A\ € N 7(§) < 6, podemos definir g : K — x mediante

5) = m(d) sid€KNN,
90) {0 en otro caso.

De este modo, A\d < x g(8) < 6. Si {§ < k| g(6) <} € D, por el teorema
1.17 existirfa un cierto ordinal v < & tal que {§ < k | g(6) = v} € D y, como
también kNN € D, la interseccion, es decir, el conjunto {6 € kNN | 7(d) = v}
estd en D, pero esto es imposible, porque 7 es inyectiva.

Asipues, {0 < k| g(0) =0} € Dy, cortando de nuevo con kNN, concluimos
que Z={d € kNN |7(d) =0} e D.

Siye DN N, entonces w(y) Dn(yNZ)=yNZ e D, luego n(y) € DNN'.

Siy € DN N’ entonces y = w(w), con w € N, pero y N Z C w y ademas
yNZ € D, luego w € DN N y, por lo tanto, y € w(D). De aqui se sigue que, en
efecto, 7(D) =wn[DNN]=DNN".

De este modo, llegamos a que N’ = L\[DNN'] = L,[D] por el teorema 5.10.
Como i C N es obvio que A§ < p 7(8) = 6. De aqui que Pun N =PunN'y,
en particular, € N’ = Ly[D]. Por minimalidad de « ha de ser a < A, luego
| Pun N|=[PunN'| > |[Pun La[D]] > pt.

Sin embargo, también tenemos que |[PuNN| = |[PunMNN| =|PNN| < u,
contradiccion. ]

Con esto tenemos una determinacion de la funcion del continuo consistente
con un cardinal medible, que puede tomarse como base para obtener otras me-
diante extensiones genéricas.

Teorema 5.14 Sea D una medida normal en un cardinal k. Entonces k es el

tinico cardinal medible“P!,

DEMOSTRACION: Podemos suponer que V' = L[D]. Supongamos que existe
otro cardinal medible pu. Sea j : V. — M la inmersioén correspondiente a su
ultrapotencia asociada y veamos que M =V, en contradiccién con 5.4.

Como Az z € L[D], ha de ser (Az = € L[j(D)))™, luego M = L[j(D)].

Si k < p entonces j(D) = D y llegamos a que M = L[D] = V. Supongamos,
pues, que 4 < k. Sea Z = {a < k | « es fuertemente inaccesible A u < a} € D.
Por el teorema 5.4 k) tenemos que j(k) = k y Aa € Z j(a) = a.
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Veamos que j(D) = DN M, para lo cual basta ver que j(D) C DN M, ya
que j(D) es un ultrafiltro™ y D N M es un filtro™. Sea z € j(D), = = [f].
Podemos suponer que f: p— D. SeaY = [ f(d) € D.

o<t

Como {§ < pu| ANz €Y z € f(§)} = p € U, el teorema fundamental de las
ultrapotencias nos da que Az € j(Y) x € [f], o sea, j(Y) C [f] = z.

Ahora, Y N Z € Dy j fija a todos sus elementos, luego

YNZ=4YNnZ CjY)Cu,

con lo que z € D. Consecuentemente, M = L[j(D)] = L[DNM] = L[D] =V.

A partir de aqui vamos a aplicar la teoria de las ultrapotencias iteradas.
Observemos que toda medida normal D en un cardinal x es un ultrafiltro 1-
iterable sobre V' y que, por 1.38 es completamente iterable, por lo que tenemos
definida la sucesion de ultrapotencias iteradas {ULt}; (V) }aeq-

Un poco més en general, si D = D N L[D], entonces D es un ultrafiltro
en PLPlg, vy como D € L[D], es l-iterable sobre L[D], pero también cumple
trivialmente la condicion de 1.38, por lo que es iterable sobre L[D]. En la
practica representaremos por {UltD (L[D])}aecq a la sucesion de ultrapotencias
iteradas respecto de D.

Vamos a probar un resultado de Kunen para el cual necesitamos algunos
resultados previos.

Teorema 5.15 Sea D C Pk tal que D € L[D]. Sea A un conjunto de ordinales
tal que kT < |A|. Sea p un cardinal tal que D € L,[D] y A C L,[D]. Sea
M = N(kUAU{D}) < L,[D]. Entonces P*Plx ¢ M y, por tanto, todo
conjunto x C k, x € L[D] es definible en L, [D] a partir de kUA, es decir, existe
un término de Skolem t tal que para ciertos aq,...,0, < K Y Y1,--->Ym € A,

L#[‘D] F [1’] = t[alv"'aanv’yla""}/m]'

DEMOSTRACION: Por el teorema 5.11, el colapso transitivo de M es de la
forma Ly[D], para cierto ordinal \. Como A C M, ha de ser (k1) Pl < g+ < A
En la prueba del teorema 5.12 hemos visto que

PLP (L [D))MP) € Lyt [D] € Ly [D] = 7[M]

y, como 7 fija a los ordinales menores que x, también PLPlg c M. n

Ahora probamos que si partimos de un modelo L[D] y construimos una
ultrapotencia de orden p suficientemente grande, el modelo al que llegamos, asi
como la medida D,, = ig, (D), son independientes de D.

Teorema 5.16 Sea « un ordinal y D C Pk tal que D € L[D], sea k un
cardinal”'P! y D una medida normal“P! en r. Sea p > kT un cardinal re-
gular y sea F' el filtro de los conjuntos cerrados mo acotados en u. Entonces
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a) D* = F 0 UItY (L[D)).
b) Ult% (L[D]) = L[F).
¢) D, = FNL[F).

DEMOSTRACION: a) Tenemos que p > s+ > (x+)EPl = (2F)LID1 Sea
M = Ult),(L[D]). Por el teorema 1.33 b) se cumple ig, (k) = K, = p, por lo
que D, es un ultrafiltro™ en p.

Si x € D,, por 1.31 sabemos que Va < u {ks | @« <& < u} C z, y este
conjunto es c.n.a. en f porque la sucesion {ks}s<, es normal. Por lo tanto
x € F. Vemos asi que D,, C FFN M y, como D, es un ultrafiltro™, ha de ser

D,=FnM.

b) Tenemos que (V = L[D])*Pl y, como ig, es una inmersion elemental,
(V = L[D,])M, es decir, M = L[D,,]. Consecuentemente,

Ult% (L[D)) = L[D,] = L[F N M] = L[F).

c) es trivial. -

Teorema 5.17 Sean D1, Dy C Pk, de manera que D; € L[D;] y D; es una
medida normal”Pi) en k (para j =1, 2). Entonces Dy = Ds.

DEMOSTRACION: Por simetria basta probar que D; C D5. Sea p un cardinal
regular mayor que £ y F el filtro generado por los conjuntos c.n.a. de p. Sean
M; = Ult%j (L[D;]) y sean iy, = L[D;] — M; las inmersiones elementales
naturales. Por el teorema anterior

My =L[F| =M, y i,(D1)=1ij,(Dy) = FNL[F]=F.

Sea A un conjunto de ordinales tal que |A| = k¥ y de modo que todo « € A
cumpla p < a, if,(a) = i3, () = o. Existe por el teorema 1.33 ¢). Sea v un
cardinal tal que A C v, D € L,[D;] y i,(v) = v, para j = 1, 2 (de nuevo
por 1.33).

Sixz € D1, entonces  C k y por el teorema 5.15 existe un término de Skolem
t tal que para ciertos aq,...,a, < K, ¥1,...,7m € A se cumple

L,[Di)E[z] =tlar, .oy Qny Y1y Yim) (5.1)
Sea y € L,[D-] tal que
LD Ely] =tlaa, ...y any Y1,y Ym) (5.2)

Veamos que x = y, para lo cual probamos primero que z; = iéu(:c) coincide

con zp = i, (y). Tenemos que ij, fija a v y a todos los pardmetros de ¢ en (5.1),

1

ou @ (5.1), obtenemos

y que ié# (D) = F. Por lo tanto, al aplicar i

L,[F|E [z1] = tlaq, .y ny Y1y« oy Yim)s
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y al aplicar i§, a (5.2) obtenemos

L,[F|E [z2] = tlaa, .-y any Y1y« -« s Yim)s
luego z1 = 20 y
x:nﬂiéu(m):ﬁﬁzl :nOZQ:/sﬂi%#(y):y.

Ahora, igﬂ(y) =29 =21 = ié#(x) € i})#(Dl) = i%M(D2), luego z =y € Ds.

Asi pues, D C Ds. n
El teorema siguiente es la parte técnica del teorema de Kunen, que probamos
inmediatamente después:

Teorema 5.18 Sean k y D tales que D € L[D] y D es una medida normal“tP!
en k. Sea k < a < ig1(k). Entonces no existe ningin U C Pa de modo que U

es una medida normal“Vl en «.

DEMOSTRACION: Supongamos que existe tal U. Sea
j: LU} — Ulty (L[U]) = L[j(U)]

la inmersién natural. Sea p un cardinal regular mayor que a™ . Sea F el filtro
generado por los c.n.a. en pu. Sea F = F N L[F).

Se cumple que j(u) = p, puessi S < py v € j(B), entonces v es de la forma
[f], para cierta f : « — 3 tal que f € L[U]. Por lo tanto

(B[ < o HYT <

pues L[U] cumple la HCG. Por el teorema 5.4 j), j(n) = U 7(8) < p.
B<p
Por el teorema 5.16, F = (U*)LU]. Por otra parte, j(U) es una medida
normal“V() en j(a), y por 5.4,
jla) < (@) ") < (@ )T < ot

luego j(a)* < a™F < p. Podemos aplicar también el teorema 5.16, que nos

da que F = (5(U)*)LO)],
Aplicando j a F = (U)X obtenemos que j(F) = (j(U)*) /W) luego

concluimos que j(F) = F.

Sea o = [f]p (respecto a Ultp(L[D]). Como a < ig1(k), podemos suponer
que f : K — k. Como D es normal“[P! tenemos que xk = [d], donde d es la
identidad en k. Asi, A§ < rkcy(8)(d(0)) = f(5), de donde g1 (f)([d]) = [f], es
decir, i01(f) (k) = a.

Sabemos que k1 = ip1 (k) es el punto critico de 41, y como «, k < ip1(k), se
cumple que i1, () = « e 41,(k) = k. Aplicando iy, a la igualdad o1 (f)(k) = «
obtenemos que i, (f)(k) = .
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Sea A un conjunto de ordinales tal que |A| = kT y
NS € Alio,(8) = § = j(6)).

Existe por los teoremas 1.33 y 5.4. Igualmente sea v un cardinal tal que
ACv,ig(v)=v=j), f, D€ L,[D].

Sea g, : K X kK —> Kk la semejanza respecto al orden canénico en x x k. Por
el teorema 5.15, el conjunto g,[f] es definible en L,[D] a partir de AU &, luego
f también lo es (pues la formula g.(u,v) = w es equivalente a una formula
relativizada a L, [D]). Por lo tanto io,(f) es definible en Ult!,(L[D]) = L[F] a
partir de AUK y a =g, (f)(k) es definible a partir de AU (k + 1), o sea,

L,,[F} Ela]=tlag, ..o, 0n, Y1, Ym, K],

donde t es un término de Skolem, ay,...,a, < K'Y Y1,.-.,7m € A. Aplicando
j obtenemos que

L [F)E [§(@)] = tlat, .., Qny Y15 s Yims K

luego j(a) = «, cuando segin 5.4 habria de ser a < j(a). "

Finalmente podemos probar:

Teorema 5.19 (Kunen)

a) Sea D una medida normal en un cardinal k. Si V = L[D] entonces k es
el unico cardinal medible y D es la unica medida normal en k.

b) Sik es un ordinal, D C Pk y D es una medida normal“!P! en r, entonces
D es el unico subconjunto de k que cumple esto.

¢) Si k1 < kg son ordinales y para i = 1, 2 se cumple que D; € LID;] y
D; es una medida normal“!P1) en r;, entonces existe un ordinal o tal que
L[Ds] = Ult}, (L[D1]) y D2 = ioa(D1). En particular los modelos L[D:]
y L[Ds] son elementalmente equivalentes.

DEMOSTRACION: a) Sabemos que k es el tnico cardinal medible por el
teorema 5.14. Si D’ es otra medida normal en k, entonces DN L[D] y D'NL[D’]
son medidas normales en « (en L[D] y L[D’] respectivamente), luego el teorema
5.17 nos dice que DN L[D] = D' N L[D’'], pero, como V = L[D], concluimos que
D c D', y como son ultrafiltros ha de ser D = D’.

b) es el teorema 5.17.

¢) Sea « el tnico ordinal tal que igy (k1) < Ko < fpat1(k1). Existe porque
la sucesion {ips(k)} es normal (teorema 1.30).

Aplicamos el teorema anterior tomando k = ig (K1), D = iga(D1) y como
a (del teorema anterior) a ko. En efecto, por el teorema de factorizacion se
cumple que (k < wg < ig1 (1)) Pl y D es una medida normal“P1l en .

Como también se cumple que Dy es una medida normal’[P2]l en ks, ha de
ser kg = ipq (K1) 0, de lo contrario, U = Dy contradiria el teorema anterior.



5.2. El modelo L[U] 129

Consecuentemente, ig, (D7) es una medida normalloa (Pl en k,. luego por
b) ha de ser ign(D1) = Ds.

Ahora, como L[D;] cumple V' = L[D;], aplicando ig, obtenemos que la
ultrapotencia Ult} (L[D4]) cumple V' = L[Ds], luego Ult}(L[D;]) = L[D2)]).

Casi estamos a punto de probar la unicidad de todos los modelos L[U]. Nos
falta un ultimo paso previo:

Teorema 5.20 Sea k un cardinal medible y U una medida en k. Sea D una
medida normal“V! en r. Entonces L[U] = L[D].

DEMOSTRACION: Claramente L[D] C L[U]. Sea D = D N L[D]. Tenemos
que D € L[D] = L[D]. Vamos a probar que U N L[D] € L[D], con lo que el

teorema 5.10 nos dara que L[U] = LU N L[D]] c L[D] = L[D].
Sea j : V — Ulty (V) la inmersion natural. Sea o = j(k), sea d la identidad

en ky d = [d]y. Se comprueba inmediatamente que si x C k entonces
xeU<+dejx).

Como D es una medida normal“P! en K, también se cumple que j(D) es

una medida normall (ﬁl] en a, luego por el teorema anterior existe un ordinal
B tal que a = igs(k), j(D) = iop(D) y L[j(D)] = Ult}(L[D]).

Vamos a probar que si  C k y « € L[D], entonces j(x) = igg(x). De este
modo podremos concluir que

UNLD]|={zeLD]|zCrAdEjx)}

={x e L[D]|xCrAbE€i(x)} € LD,
con lo que el teorema quedara probado.

Sea A un conjunto de ordinales tal que |A| = kT y

Ny e A(B <~ Nigg(v) =7 =j(7)).

Sea p un cardinal tal que A C p, D € L,[D] e iop(p) = p = j(p).

Ahora, siz C ky x € L[D], por el teorema 5.15 existe un término de Skolem
t tal que

Lu[ﬁ] Elz] =tlat, . s @ny Y1y s Ymls

para ciertos o, ...,an < KY Y1,...,Ym € A. Aplicando ipg y j obtenemos que
iop(x) = j(x). =

He aqui el teorema de unicidad del modelo canénico:

Teorema 5.21 Sea k un cardinal medible y Uy, Uy dos medidas en k. Entonces
L[U4] = L[U3).
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DEMOSTRACION: Sea D; una medida normal®lVil en k. Por el teorema
anterior L[U;] = L[D;] y por el teorema de Kunen (apartado b) D; = Ds, luego
L{Uh] = L[Us]. n

Combinando este teorema con los anteriores vemos que si k£ es un cardinal
medible y U es una medida en s, entonces L[U] es un modelo de ZFC+HCG
independiente de U, en el que & es el tinico cardinal medible, en el que existe una
unica medida normal y ademads si x’ es otro cardinal medible con otra medida
U’, entonces los modelos L[U] y L[U’] son elementalmente equivalentes.

El hecho de que dispongamos de un modelo “tan concreto” con un cardinal
medible puede verse como una evidencia (no concluyente, por supuesto) de la
consistencia de los cardinales medibles, pues nos proporciona una teoria muy
simple en la que el cardinal medible no es “una cosa extrana” cuya existencia
postulamos, sino que tenemos una descripciéon muy detallada de él, de sus medi-
das y de “su entorno” (por ejemplo, de la funciéon del continuo). La descripcion
de las medidas a la que nos referimos es la que proporciona el teorema siguiente:

Teorema 5.22 Sea k un cardinal medible, D una medida normal en Kk y su-
pongamos que V = L[D]. Sea ig, : V — ULH(V) la inmersion natural. Para
cada medida U en k existe un ordinal § < K, tal que

U={x Ck|JEipu(x)}.

DEMOSTRACION: Sea j : V. — Ulty (V) la inmersion natural. Sea § = [d]y,
donde d es la identidad en . Por el teorema anterior V= L[U]. Con la notacion
empleada en la prueba del teorema 5.20, ahora tenemos que D = D y existe un
ordinal 3 tal que ¢ < j(k) =iog(k), J(D) =iog(D), U ={x C k| 3§ € ips(x)}.

Observemos que, como V = L[D] = L[U], se cumple Ult%(V) = Lliog(D)]
y Ulty (V) = L[j(D)], luego Ult? (V) = Ulty (V).

Veamos que [ < w. Si fuera f > w, como k es un cardinal medible,
es medible"*5(V) | luego #,, es regular’o(V) y Ulty (V) C Ult’g(V), luego kK,
es regularUlt%(D ). Sin embargo, k., tiene cofinalidad numerableV"*v (V) va que
la sucesion {kn n<w esta en Ulty (V) por 5.4 ¢) y no esta acotada en k., por
1.30 ¢), contradiccion.

Asi pues, § < w, de donde 6 < igg(k) = kg < Kw. El punto critico de ig,, es
kg, luego ig,(0) = d. Por consiguiente, para todo x C & se cumple

x €U < 6§ €ipp(x) ¢ 0 € igw(z).

Ejercicio: En las condiciones del teorema anterior, demostrar que todos los conjuntos
Us={x CKk|dE€iow(k)}, con kK < < ke son medidas en k.

Teorema 5.23 Sea k un cardinal medible, D una medida normal en Kk y su-
pongamos que V = L[D]. Entonces hay exactamente k™ medidas en .
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DEMOSTRACION: Por el teorema anterior el niimero de medidas es a lo sumo
|kw| = liow(K)| v & su vez éste es a lo sumo igual al nimero de aplicaciones de
Yk en K, que por la HCG es a lo sumo k1. De hecho hay exactamente T por
la HCG y el siguiente teorema general. m

Teorema 5.24 Si k es un cardinal medible, entonces existen al menos 2% me-
didas en k.

DEMOSTRACION: Por [TC 9.32| existe una familia A C Pk tal que |A| = 2",
NeeAlr|=ry Nzy € A(x #y — |[rNy| < k). Ademas Az € A |k \ z| = &,
pues en caso contrario, si y € A es distinto de x, tendriamos que |z Ny| < k¥
[(k\ z) Ny| < K, luego |y| < &, contradiccion.

Sea U una medida en . Fijemos una particiéon

k=PUQ, PNnQ=o, |P|=]|Q|=xk.

Entonces P € U o Q € U. Pongamos que P € U. Para cada ¢ € A sea
fa i K — K biyectiva tal que f,[P] = x. Sea U, = f,[U] (en el sentido de 5.2).
Precisamente por 5.2 tenemos que U, es una medida en x y ademas x € U,.
Siz, y € A son distintos, entonces se cumple U, # U, pues en caso contrario
Ny € Uy, lo cual es imposible porque |z Ny| < k. Por lo tanto {U,}yca es
una familia de 2% medidas en k. m

Terminamos la seccién con una aplicacion interesante:

Teorema 5.25 Si k es un cardinal medible y cumple 25 > k™, entonces existe
un conjunto transitivo M tal que M = ZFC 4+ \/k k es un cardinal medible.

DEMOSTRACION: Sea D una medida normal en x y sea D = DN L[D]. Sean

j:V —Ultp(V) vy idow: L[D] — Ult%(L[D])

las inmersiones naturales. Por comodidad llamaremos N = Ultp (V). Conside-
ramos la sucesion {kq taco definida en L[D] a partir de la medida D.

Notemos que en L[D], se cumple |k,| < k* (hay a lo sumo kT aplicaciones
de “k en k), luego también (en V) |io, (k)| < k™. Por consiguiente £, < k1.

Por otro lado, segtin 5.4 h) se cumple j(k) > 2% > s+t de modo que
Ko < §(K).

Sea F' = {z C k, | Vm € w {k, | m < n < w} C z}. Por el teorema 1.31

relativizado a L[D] tenemos que
Az(x € D, <> x € L[D,]NF),

pues Ult%(L[D]) = L[D,]. En otras palabras, L[D,,|] N F = D,, € L[D,)].
Por otro lado, F = FN N € N, ya que {#y, }new € N. Por consiguiente:

L[D,] = LIL[D,]N F] = LIF] = LIFNN] = L[F] C N.
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Ademas, 5w7: LID,JNF =LIF)NnFNN =F. Asi, (F es una medida
normal en &, ) ], Tuego también ((F es una medida normal en ) )N, En
particular,

(Vo < j(k)VU € Pa(U es una medida normal en o) V1)V,

Ahora usamos que j es elemental, con lo que

Va < kU € Pa(U es una medida normal en o)1,

Claramente  es inaccesible”], luego M = V,NL[U] es un modelo transitivo
de ZFC y ademéas M F [a] es un cardinal medible. "

Esto significa que la consistencia de que exista un cardinal medible  tal
que 2° > kT no puede probarse ni siquiera suponiendo la consistencia de que
exista un cardinal medible. Asi pues, aunque tenemos ya la existencia de un
cardinal medible es consistente con la HCG, este teorema nos advierte que la
consistencia de otras variantes no puede probarse tan facilmente como podria
pensarse. De hecho, un teorema de Kunen prueba que bajo la hipotesis del
teorema anterior puede construirse un modelo con cualquier cantidad prefijada
de cardinales medibles.

5.3 El orden de Mitchell

Definicion 5.26 Si k es un cardinal medible, el orden de Mitchell, definido
sobre el conjunto de las medidas normales en k, es el dado por

D < D'« D e Ultp (V).

Teorema 5.27 Sik es un cardinal medible y D, D’ son medidas normales en k,
entonces D < D’ siy solo si existe una familia { D4 }a<r de conjuntos D, C P
tal que, para todo x C K,

zreD+{a<k|xznNae Dy} eD

DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que si x C k, se cumple
x = [hz]pr, donde h;(a) = 2 N «a. En efecto, basta observar que

{a < k| hs(a) Ca}=r€eD,
luego tenemos que [h,] C [d] = k, y si § € K, entonces
d€[hy] < jp(0) €[hy] = {a<k|dexnaleD < §eux.

La ultima equivalencia se debe a que si § € x entonces el conjunto precedente
contiene a x \ §, y en caso contrario es vacio.

Si existe una familia en las condiciones indicadas, sea g(a) = D,. Entonces

reD {a<k|h(a)€egla) € D < x=[h] € gD,
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luego D = [g]ps € Ultp/ (V). Reciprocamente, si D = [g]p, para cierta g € V¥,
como D C Pk y k = [d], tenemos que

{a<k|gla) cPa}eD.

Definimos D, = g(«) si g(o) C Pay D, = {@} en caso contrario. Asi D esta
definido también por la clase de la funciéon ¢’'(a) = D, luego

reDw h]eld] < {a<k|znaeD,}eD.

Esto nos permite demostrar:

Teorema 5.28 Si k es un cardinal medible, entonces el orden de Mitchell una
relacion de orden estricto en el conjunto de las medidas normales en k.

DEMOSTRACION: Se cumple =D < D por 5.4 1). Veamos que es una relacion
transitiva. Si D < D' < D", sean {Ds}s<x ¥ {D) }a<s tales que

reD{0<k|znNdeDs}eD,

yeDw{a<k|ynae Dy}t e D"

Uniendo ambas equivalencias
reDw{a<k|{d<alzndeDs}eD,}eD".
Definimos D = {u € Pa | {6 <a|und € Ds} € D,}. Asi, es claro que
zNaeD) «{§<alxznde€ Ds} € D,,

luego
reD+{a<k|znNnaeD)}eD”,

por lo que D < D", -

Teorema 5.29 Si k es un cardinal medible, el orden de Mitchell estd bien fun-
dado.

DEMOSTRACION: Sea k el menor cardinal medible cuyo orden de Mitchell no
esté bien fundado. Sea {D,, } ne,, una sucesion decreciente de medidas normales
en k. Sea M = Ultp,(V) y sea j : V — M la inmersién natural en la
ultrapotencia.

Por definicién del orden de Mitchell tenemos que D,, € M paratodon > 1,y
{D,}n>1 € M porque M* C M. En particular esto prueba que  es medible!.
Como Dy, 11 < D,, existe {Dg,}a<s tal que

2E€Dpyy o {a<k|xznNac€ D,} € D,.

Como D, C Pay |Pal < k, se cumple que D, € M,y {Ds}a<k € M porque
M*® C M. Esto prueba que (D, 11 < D,)M, luego el orden de Mitchell en &
no esta bien fundado™, pero esto contradice que j(x) tiene que ser el menor
cardinal medible™ en el que el orden de Mitchell no esté bien fundado™. m
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Definicién 5.30 Si D es una medida normal en un cardinal &, definimos o(D)
como el rango de D respecto del orden de Mitchell. Definimos

o(k) = U{o(D) + 1| D es una medida normal en k}.

Si un ordinal & no es un cardinal medible, entonces el conjunto de las medidas
normales en « es vacio, por lo que podemos definir coherentemente o(a) = 0, y
asi k es medible si y solo si o(k) > 1.

Por otro lado, o(k) > 2 si y s6lo si existen dos medidas normales D < D', lo
cual equivale a que x = [d] sea medible en Ultp/ (V) y a su vez a que

{u < K| p es medible} € D'.

Por lo tanto, si i es el Gnico cardinal medible (o si deja por debajo una cantidad
finita de ellos), se cumple que o(u) = 1. Para generalizar estas observaciones
conviene enunciar un resultado general:

Podemos ver a o, como una funcion kK — V' y, si D es una medida normal
en x, podemos considerar la clase [o|]p € Ultp(V).

Teorema 5.31 Si x es un cardinal medible y D es una medida normal en K,
entonces o(D) = [o|x]D-

DEMOSTRACION: Por definicién o(D) = (J{o(D') + 1 | D’ < D}. Ahora
bien, en la prueba del teorema anterior hemos visto que todo D’ < D esta en
Ultp(V), y que el orden de Mitchell es absoluto para M, luego o(D) = o™ (D).
Por otra parte,

{a < k|ols(a) =0(d(a))} =Kk €D,

luego [o.]p = 0™ ([d]) = o () = o(x). .

Asi, por ejemplo, si o(D) > 2 se cumple que {a < & | o(a)) > 2} € D, luego
K tiene por debajo un conjunto estacionario de cardinales medibles que tienen
por debajo un conjunto estacionario de cardinales medibles, etc.

En general, la consistencia de que exista un cardinal medible con orden
o(k) =1 es mas débil que la de que exista un cardinal medible con o(k) = 2 y
as{ sucesivamente.

Una medida normal en un cardinal s es un subconjunto de Pk, luego en
principio podria haber hasta 22 de ellas, pero el teorema anterior nos da una
cota mas fina para o(k):

Teorema 5.32 Si k es un cardinal medible, entonces o(rk) < (27)7.

DEMOSTRACION: Sea D una medida normal en . Entonces o(D) = [o|x]p,
y todo a < [o|.]p es de la forma « = [f], donde podemos tomar f : k — &,
luego |o(D)| < 2%, luego o(D) < (2%)*, luego o(k) < (27)F. u

En particular, si se cumple la HCG tenemos que o(k) < £77.



Capitulo VI

Cardinales débilmente
medibles

En [TC 7.70] introdujimos los cardinales R-medibles, y vimos que estan es-
trechamente relacionados con la posibilidad de extender la medida de Lebesgue
a PR. Concretamente, el teorema [TC 7.76] afirma que esto es posible si y
solo si existe un cardinal R-medible < 2%¢. También probamos [TC 7.74] que
los cardinales medibles son los cardinales R-medibles > 2%0. En este capitulo
introduciremos otra clase de cardinales grandes, los cardinales débilmente me-
dibles, y demostraremos que la consistencia de que existan cardinales medibles
es equivalente a la de que existan cardinales R-medibles y también a la de que
existan cardinales débilmente medibles.

De hecho vamos a introducir propiedades aiin méas débiles desde un punto
de vista logico, pero igualmente equivalentes en cuanto a consistencia. Con ello
estaremos reduciendo al minimo lo que realmente estamos suponiendo al aceptar
la consistencia de los cardinales medibles. Mas concretamente, hasta ahora
sabemos que la existencia de un cardinal medible es equivalente a la existencia
de un cardinal medible-Ulam, es decir, un cardinal con un ultrafiltro X;-completo
no principal. Aqui vamos a sustituir la propiedad de ser un ultrafiltro por otra
mucho mas débil, aunque es mas conveniente expresarla en términos de ideales
en lugar de filtros.

6.1 Ideales saturados

Definicién 6.1 Diremos que un ideal I en un conjunto X es u-saturado, o que
cumple la condicion de cadena® pu, si el dlgebra cociente PX/I cumple la c.c.p.
Equivalentemente, esto significa que toda familia A C PX\I tal quesiz, y € A
cumplen z # y entonces z Ny € I tiene cardinal menor que p.

1En [TC 7.38] se prueba que si I es u-completo la definiciéon equivale a que toda anticadena
en PX \ I tiene cardinal menor que p.

135
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Por ejemplo, si I es un ideal primo (el ideal dual de un ultrafiltro) en un
conjunto X, entonces PX/I es el algebra trivial, luego I cumple la c.c.2 y, en
particular, la c.c.n. y la c.c. k para todo cardinal infinito .

Un ideal de conjuntos nulos I en un conjunto X es un ideal en X que cumpla
las tres propiedades siguientes:

a) Na€ X {a} €1,
b) I es Nj-completo,
c¢) I es Ny-saturado.

Observemos que en virtud de [TC 7.38] la condicion ¢) equivale a que no existan
familias disjuntas no numerables en PX \ I.

En particular, si u: PX — [0, 1] es una medida unitaria respecto a la cual
los puntos tengan medida nula, entonces el ideal I, formado por los conjuntos
de medida nula es un ideal de conjuntos nulos en el sentido de la definicion
anterior (la saturacion la proporciona el teorema [TC 7.58 7]).

Por ello, incluso en el caso general de un ideal de conjuntos nulos I en
PX que no provenga de una medida, es comodo hablar de conjuntos nulos en
X (los de I), conjuntos de medida 1 (los del filtro dual de I, es decir, los de
complementario nulo) y conjuntos de medida positiva (los que no son nulos), si
bien —naturalmente— la medida de un conjunto no esta definida.

Un ideal de conjuntos nulos en un conjunto X es una medida débil en X si es
k-completo, donde x = |X|. Un cardinal k es débilmente medible si existe una
medida débil en un conjunto de cardinal £ (o, equivalentemente, en el propio ).

En el lenguaje de la teoria de la medida, un cardinal es débilmente medible
si existe un ideal en x respecto al cual los puntos tienen medida nula, la unién
de menos de k conjuntos de medida nula tenga medida nula, y toda familia de
conjuntos de medida positiva disjuntos dos a dos es a lo sumo numerable.

Observemos que, en particular, todo subconjunto de x de cardinal menor
que k tiene medida nula (porque es unién de menos de s puntos de medida
nula).

Si k es un cardinal medible y U es una medida en «, entonces el ideal dual
I = U’ es obviamente una medida débil en x (hemos sustituido la propiedad de
ser 2-completo por la mas débil de ser Rj-completo). Por lo tanto, todo cardinal
medible es débilmente medible.

Por otra parte, aunque hemos exigido una propiedad mas fuerte que en la
definicion de ideal de conjuntos nulos, sucede lo siguiente:

Teorema 6.2 Si k es el menor cardinal para el que existe un ideal de conjuntos
nulos, entonces k es débilmente medible.
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DEMOSTRACION: Supongamos que I es un ideal de conjuntos nulos en k,
pero que no sea r-completo, es decir, que existe una familia {Aq}a<, de p < K
subconjuntos de x de medida nula cuya unién no tiene medida nula. Podemos
suponer que y es el menor cardinal para el que existe tal familia, de modo que
la unién de menos de p subconjuntos nulos de x tiene medida nula.

Cambiando A, por A, \ |J As obtenemos otra familia { By }a<, de conjun-
o<a
tos igualmente nulos cuya uniéon es la misma, luego es no nula, pero éstos son

disjuntos dos a dos. Sea

I'={BePu| U A, €1}
aEB

Es inmediato comprobar que I’ es un ideal p-completo y o-saturado en Ppu
respecto al que los puntos tienen medida nula, lo cual contradice la minimalidad
de k. m

Asi pues, para que exista un cardinal débilmente medible basta con que exista
un cardinal que admita un ideal de conjuntos nulos, y esto sucede en particular
si la medida de Lebesgue puede extenderse a PR (mas concretamente, en tal
caso hay un cardinal débilmente medible < 2%0).

Veremos que tiene interés observar qué resultados requieren realmente que el
ideal considerado sea Nj-saturado y cuéles se siguen cumpliendo bajo condiciones
mas débiles de saturaciéon. En lo sucesivo adoptaremos el convenio siguiente:

Cuando digamos que un cardinal K tiene un ideal p-saturado I, nos
referiremos a un ideal k-completo y p-saturado que cumpla ademds
que Na € k {a} € I. Sobrentenderemos también que k es no nume-
rable.

Observemos que toda medida débil es un ideal p-saturado en este sentido,
para todo p > Ny (k no puede ser numerable porque la medida es R;-completa),
por lo que, en principio, estamos ante versiones atin mas débiles que la medibi-
lidad débil.

En virtud de [TC 7.38], para u < x la p-saturacion equivale a que toda
familia de conjuntos disjuntos de medida positiva tenga cardinal menor que u.

Por ejemplo, los cardinales débilmente medibles son débilmente inaccesibles,
pero en realidad basta exigir k-saturacion:

Teorema 6.3 Si un cardinal k tiene un ideal k-saturado, entonces k es débil-
mente inaccesible.

DEMOSTRACION: Tenemos que k es no numerable por hipotesis. Si fuera
singular, podriamos descomponerlo en unién de menos de x conjuntos de car-
dinal menor que &, dichos conjuntos serfan nulos por la k-completitud (serian
union de menos de k puntos nulos) y & seria nulo de nuevo por la k-completitud.
Asi pues, k es regular.
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Veamos ahora que es un cardinal limite. Supongamos que por el contrario
x = p*. Entonces, para cada a < k sea f, :  — « suprayectiva y, para
B < K,y < u,sea
Apy ={a <k | faly) =B}

Si B < K, para cada o > 3 existe un vy < p tal que fo(v) = S, luego o € Ag,,

con lo que
w\ U Agy C 5.
Y<p
Asi, ’/s\ U Aﬁ'v‘ <, luego K\ U Apy €I, luego |J Ag, ¢ 1.
<p Y<p Y<p

Concluimos que para cada 3 <  existe un vz < p tal que Ag,, ¢ I. Como
K es regular, existe un conjunto W C k de cardinal x y un v < p de modo
que A\ e W v8 = 7. De este modo, {Agy | B € W} es una familia de &
subconjuntos de x disjuntos dos a dos y con medida positiva, en contradicciéon
con la k-completitud de k. n

Conviene observar que los ideales r-saturados (el incluso los r1-saturados)
determinan cocientes completos:

Teorema 6.4 Si k es un cardinal e I es un ideal k™ -saturado en Kk, entonces
el dlgebra Pr/1 es completa.

DEMOSTRACION: Como B = Pr/I cumple la c.c.k*, por [TC 7.34] basta
probar que es kT -completa. Para ello tomamos un subconjunto A C B tal que
|A] < k y tenemos que probar que tiene supremo.

Supongamos primero que |A| < k, de modo que A = {[X,] | @ < v}, con
v < k. Entonces, teniendo en cuenta que I es k-completo, es inmediato que

[ U X4 es el supremo de A.
a<y
Pasamos ahora al caso en que |A| = k, con lo que A = {a, | @ < K}.

Definimos b, = aq A ( \/ as)’, donde el supremo existe por la parte ya probada.
<

<
Tomando representantes de las clases se comprueba inmediatamente que

V as = \/ bs, de donde se sigue a su vez que si existe el supremo de la familia
o<a <a

B = {bs | @ < K}, dicho supremo es también \/A. Pero ademas los elementos
de B son incompatibles dos a dos.

Sea W una anticadena maximal en B que contenga a B. Entonces |W| < &,
por lo que W = {[Y5] | § < k}, donde los conjuntos Y5 C x pueden tomarse
disjuntos dos a dos, ya que podemos sustituir Y5 por

i\ UYe=Ys\ UYsnYo),
e<d €<

y la segunda parte esta en I por la k-completitud.

Sea D = U{Vs | Va < & [Y5] = by}. Veamos que [D] = \/B. Obviamente
[D] es una cota superior de B. Supongamos que Aa < k b, < [E] y sea
d = [D] A[E). Asi Aa < kd A by, = O y, si [Ys] no coincide con ningin
b, entonces Ys N D = &, luego también d A [Y35] = O. En definitiva, d es
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incompatible con todos los elementos de W y la maximalidad de W implica que
d = 0. Por lo tato, [D] < [E], como habia que probar. "

Vamos a estudiar ahora la distancia que hay entre los cardinales medibles
y los débilmente medibles. Supongamos en general un cardinal £ con un ideal
p-saturado I, con p < k (con lo que k es débilmente inaccesible por el teorema
anterior).

Diremos que un conjunto A C k de medida positiva es un dtomo si no puede
partirse en uniéon de dos conjuntos disjuntos de medida positiva. Esto equivale
a que el conjunto

P={XcCk|XNnAecl}

es un ideal primo k-completo que contiene a los puntos, luego su filtro dual es
una medida en x. Concluimos, pues, que en este caso x es un cardinal medible.

Asi pues, si k no es medible es que no tiene atomos o, lo que es lo mismo, que
todo subconjunto de k¥ de medida positiva puede partirse en dos subconjuntos
disjuntos de medida positiva. Esto nos permite construir un arbol A cuyos
nodos son subconjuntos de x de medida positiva y el orden es el dado por
la inversa de la inclusion. Concretamente, definimos NivopA = {k}, supuesto
definido Niv, A, partimos cada uno de sus elementos en dos conjuntos disjuntos
de medida positiva. Los conjuntos obtenidos forman Niv,y; A, de modo que
cada elemento de Niv, A tiene exactamente dos extensiones en el nivel siguiente.
Supuestos definidos Nivg A para todo § < A, definimos Nivy A como el conjunto
de todas las intersecciones X = [ X, donde X5 € NivgA y X tiene medida
positiva. o<A

Si {Xa}ta<p es una rama en A, entonces { Xy \ Xat1}tat1<p €s una familia
de conjuntos de medida positiva disjuntos dos a dos, luego su cardinal es < p.
Asi pues, todas las ramas de A tienen altura < p y la altura de A es a lo sumo pu.

Igualmente, cada nivel de A es una familia de conjuntos disjuntos de medida
positiva, luego los niveles de A tienen cardinal < p.

Para cada rama C' C A, la interseccion Z¢ = () Z tiene que ser un conjunto
nulo, pues en caso contrario Z¢g € A permitiria prolongar la rama C. Los
conjuntos {Z¢}c, donde C recorre las ramas de A, forman una particion de A
en conjuntos nulos. Por lo tanto, por la xk-completitud de I, el niimero de ramas
debe ser al menos k.

Ahora distinguimos dos casos: si u < k es regular, como cada rama tiene un
elemento de cada nivel y cada nivel tiene cardinal v, < u, el nimero de ramas
es a lo sumo?

SR IRAED I R D Y

A<p a< A A< p <A A<p <A
< ¥ [ 2% = pe) = 2%,
A< <

Conectando las dos estimaciones sobre el ntmero de ramas concluimos:

2El célculo se simplifica si suponemos pu = v1, en particular si 4 = Nj, pues entonces el
ntimero de ramas de altura A es a lo sumo vIA < p¥ = 2v = 2<k,
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Teorema 6.5 Si un cardinal k tiene un ideal p-saturado, con p < k regular,
entonces o bien k es medible, o bien k < 2<F. En particular, si k es débilmente
medible, entonces o bien k es medible o bien k < R0

Asi pues, para cardinales > 20 las propiedades “ser débilmente medible” y
“ser medible” son equivalentes.

Si u = Kk el razonamiento anterior no conduce a nada, pues nos da la alter-
nativa trivial k < k. No obstante, podemos refinarlo como sigue:

Teorema 6.6 Un cardinal k es medible si y solo si es débilmente compacto y
tiene un ideal k-saturado.

DEMOSTRACION: Continuamos con la hipotesis de que k tiene un ideal k-
saturado (es decir, 4 = K en el razonamiento anterior), pero no es medible.
Entonces el arbol A tiene que tener altura x, pues si tuviera altura A < k, por
la regularidad de xk podriamos tomar un cardinal u tal que todos los niveles de
A tuvieran cardinal < pu, con lo que el niimero de ramas de A seria a lo sumo
pM < Kk, y como en el teorema anterior podriamos partir £ en menos de &
conjuntos nulos Z,, con lo que tendriamos una contradiccién.

Pero ya hemos razonado que A no puede tener caminos (todas sus ramas
tienen altura < k), luego k no puede ser débilmente compacto. La implicacion
contraria es obvia. n

Segin el teorema 6.5, tenemos en principio dos clases de cardinales débil-
mente medibles, los fuertemente medibles y los que podriamos llamar “débil-
mente medibles en sentido propio”, que son menores o iguales que 2%°. Ahora
bien, por lo que sabemos hasta ahora podria suceder que los segundos no exis-
tieran, es decir, que en realidad todo cardinal débilmente medible fuera medible.
El teorema siguiente implica que no es necesariamente asi:

Teorema 6.7 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC. En M, sea k
un cardinal medible, sea P un c.p.o. que cumpla la c.c.n.™ y sea G un filtro
P-genérico sobre M. Entonces r es débilmente medibleM[C],

DEMOSTRACION: Sea U € M una medida en k (en M) y sea I € M el ideal
primo dual de U. Sea

J={XeM[G]|VY el X CY}e M[G].

Claramente J es un ideal™[¢] en & (es el ideal generado por I). Ademés es
claro que Ao € {a} € J. Veamos que J es k-completoM[C],
Sea {Xs5}5<y = 0¢ € M[G] una familia de 7 < x elementos de J. Seapy € G
tal que
polFo:5—Pe AN <5VY €1 a(d) CY.

Para cada 0 <~vyycadap < pgexisteun ¢ < pyunY € I de modo que
qlFo(0) CY. Sea (en M) Ws una anticadena maximal de condiciones ¢ < pg
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para las cuales existe un Y5, € I tal que g IF o(6) C Y};q. Por hipotesis Wy es
numerable | luego

Y=U U Ysq€l.
o<y qeWs
Tenemos que toda extensiéon de py ha de ser compatible con algin ele-
mento de Ws (o de lo contrario la anticadena se podria extender), luego el
teorema [PC 4.6] nos da que GNW; # @. Siq € GNWy, entonces X5 C Y5, C Y,
luego |J X5 C Y, lo que prueba que la union esta en J.
6<y

Falta probar que J cumple la condicion de cadena numerableM[“]. Supon-

gamos que {Xs}s<w, = 0¢ es una familia de subconjuntos disjuntos de x de
medida positiva (médulo J). Por simplicidad, aqui w; representa al ordinal

numerable wM = w1 Sea p € P tal que
plro:w — PiANse<wi (6 <e—a(d)Nole) =)

AA5<w1AY€fU(5) VY.

Para cada § < wq, sea
Vi={a<r|VgeP(g<pAql-aea(d)}eM.

Claramente p IF o(8) C Yy, luego Y5 ¢ I. Como I es r-completo™ , tenemos

que Y = () Y5 ¢ I, luego en particular Y # &.
d<wy
Sea o € Y. Para cada § < wy, sea ¢; € P, g5 < p tal que g5 IF & € o(d).
Como P cumple la condicién de cadena numerable® | ha de haber dos condiciones

compatibles ¢s y g.. Si ¢ < g5 A ¢ < ¢, entonces ¢ IF & € o(0) N a(é),
contradiccion. -

Observemos que la consistencia del axioma de Martin se demuestra mediante
una extensiéon genérica con un c.p.o. que cumple la condicién de cadena nume-
rable. Combinando esto con el teorema anterior obtenemos:

Teorema 6.8 Si es consistente la existencia de un cardinal medible, también
es consistente ZFC+AM + 2% es débilmente medible (o ZFC+AM + Vi < 2%0
débilmente medible).

Por otra parte, en relaciéon con 6.6, a los cardinales débilmente medibles les
falta poco para ser débilmente compactos:

Teorema 6.9 Si k es débilmente medible3 no existen k-drboles de Aronszajn.

DEMOSTRACION: Fijemos un ideal x-saturado I en k. Sea (A4,<4) un k-
arbol, y vamos a ver que no es de Aronszajn, es decir, que tiene un camino. No
perdemos generalidad si suponemos que A = k. Sea

A ={a<k|{B<k|a<apf}¢l}

30bservemos que el teorema vale igualmente, con la misma prueba, si x tiene un ideal
p-saturado, con p < K.
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Claramente A’ es un subarbol de A y para todo v < k se cumple que

k= | Nivs(A) U U{B < k| a<a B},

<y aeNiv, (4)

la primera unién es nula y la segunda tiene menos de x elementos, luego alguno

de los conjuntos que aparecen en ella tiene que tener medida positiva. Esto

significa que A’ es un k-arbol, y es claro que todos sus niveles son numerables.

Por el teorema [TC 9.7] concluimos que A’ tiene un camino, luego A también.
u

Como hemos visto que es consistente que existan cardinales débilmente me-
dibles < 2%0, el teorema anterior prueba que la hipotesis de que & sea (fuerte-
mente) inaccesible en [TC 11.10] no puede eliminarse.

Vamos a considerar ahora ideales normales (donde hay que entender que un
ideal I en un cardinal k es normal si lo es su filtro dual en el sentido de 1.16,
para M =V):

Teorema 6.10 Sea I un ideal k-saturado en un cardinal k. Las afirmaciones
stguientes son equivalentes:

a) I es normal.

b) Si f: Kk — Kk cumple que el conjunto {a < k| f(a) < a} tiene medida
positiva, entonces existe un vy < k tal que {o < k| f(a) =~} tiene medida
positiva.

< a} tiene

)
fla) =} es

c) Si f: kK — Kk cumple que el conjunto S = {a < Kk | f(«
medida positiva, entonces existe un v < « tal que {o € S |
nulo.

DEMOSTRACION: a) — b) es un caso particular de 1.15, pero expresado en
términos de ideales en lugar de filtros.

b) — ¢) Sabemos que para cada X C S de medida positiva existe un Y C X
de medida positiva donde f es constante. Sea W una familia maximal de sub-
conjuntos de S de medida positiva disjuntos dos a dos en los que f es constante.
Sea T = [JW. Como I es k saturado, |W| < Kk y, como k es regular (es
débilmente inaccesible), existe un v < & tal que F[T] C . Entonces

{faeS|fla) 27} CS\T,

y este conjunto es nulo, pues si tuviera medida positiva podriamos extender W.

c) = a) Sea {Xa}ta<x una familia de subconjuntos de x de medida 1 y
supongamos que su interseccion diagonal X no tiene medida 1. Entonces x\ X
tiene medida positiva.

Para cada @ € k\ X tenemos que a ¢ [\ Xs, luego existe un f(a) < «
o<a
tal que o & Xy(o). Sia € X definimos f(a) = a. Asi tenemos una aplicacion
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fir — ktal que {a < K| f(a) < a} = K\ X tiene medida positiva. Por
hipétesis existe un v < k tal que Y = {a < Kk \ X | f(«) > ~} es nulo. Pero
entonces
rAXUY)C U (k) Xs),
o<y
luego £\ (X UY) es nulo y, como Y también lo es, lo mismo vale para x \ X,
contradiccién. n

Por otra parte:

Teorema 6.11 Si un cardinal k admite un ideal p-saturado con p < K, entonces
admite uno normal.

DEMOSTRACION: Fijemos un ideal k-saturado I en . Diremos que una
funcién g : X — &k, definida sobre un conjunto X C x de medida positiva
es fuertemente no acotada si no existe ningin v < K ni un Y C X de medida
positiva tal que Aa € Y g(a) < 7, es decir, si g no esta acotada en ningtn
conjunto de medida positiva. Sea F la familia de todas las funciones fuertemente
no acotadas en k. Como todo conjunto de medida positiva no esta acotado en k,
la identidad en k pertenece a F que es, pues, no vacio.

Si g, h € F, diremos que g < h (resp. g < h) si D(g) C D(h) y para todo «
en el dominio de g se cumple g(a) < h(a) (resp. g(a) < h(a)).

Notemos que g < h no significa g < h V g = h.

Diremos que g € F es minimal si no existe h € F tal que h < g. Vamos a
probar que ¥ tiene un elemento minimal. En caso contrario, para cada g € F
existe h € F tal que h < g. Tomemos g € F arbitraria. Sea W una familia
maximal de funciones h < g con dominios disjuntos dos a dos. Como I cumple
la condicion de cadena k, tenemos que |W| < &, de donde se sigue que la union f
de las funciones de W cumple f € F. (Dado un subconjunto X de su dominio de
medida positiva, la interseccién de X con el dominio de alguna de las funciones
h € W ha de tener medida positiva (o si no seria unién de menos de x conjuntos
nulos), luego h no esta acotada en (una parte de) X y f no esta acotada en
X). Ademas es claro que f < gy X = Dg\ Df ha de ser nulo, pues en caso
contrario g|x € J y, por la hipotesis de reduccion al absurdo, existiria h € F tal
que h < g|x, con lo que W U {h} contradiria la maximalidad de .

Como ¢ era arbitraria, podemos construir una sucesion de funciones de F
tal que go > g1 > g2 > --- y de modo que Dg, \ Dgn+1 € I para todo n.

Entonces la interseccién () Dg,, tiene medida positiva (en caso contrario todas
n<w
las g, tendrian dominio nulo) y esto es absurdo porque un « en esta interseccion

cumple go(a) > g1(a) > go(a) > - --

Este argumento prueba en realidad que para toda g € F existe b € F minimal
tal que h < g. Por consiguiente, si W es una familia maximal de funciones
minimales de ¥ con dominios disjuntos dos a dos 'y f : X — k es la unién de
todas ellas, entonces f € Fy X tiene medida 1.
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De hecho, si sustituimos una funciéon de W por la extension resultante de
asignarle el valor 0 en (el conjunto nulo) x \ X, la familia W sigue cumpliendo
lo mismo, pero ahora f: k — K.

Veamos que si g : Y — K es una funcién definida en un conjunto ¥ C &
de medida positiva tal que Aa € Y g(a) < f(a), entonces g es constante en un
conjunto de medida positiva.

En efecto, ha de existir h € W tal que la interseccién de Y con el dominio de
h tenga medida positiva (porque |W| < k). Si Z es esta interseccion, no puede
ser que g|z € ¥, pues entonces seria g|z < h, en contra de la minimalidad
de h, luego g|z esta acotada por un cierto v < & en un subconjunto de Z de
medida positiva. Equivalentemente, g~![y] tiene medida positiva, pero por la
k-completitud de I, alguno de los conjuntos {g~![{a}|}a<~ ha de tener medida
positiva.

Sea J = f[I] en el sentido del teorema 5.2 (que vale igualmente para ideales).
Tenemos que J es un ideal k-completo en . Para cada v < k tenemos que f esta
acotada en Y = f~1[{~}], luego Y ha de ser nulo (si tuviera medida positiva,
X NY también la tendria y f estaria acotada en él). Por consiguiente {y} € J.

Una familia de subconjuntos de x de medida positiva médulo J darfa lugar
a una familia aniloga modulo I sin mas que aplicar !, luego J cumple la
misma condicién de saturacién que I.

Finalmente, para probar que J es normal tomamos g : K — k tal que el
conjunto Z = {a < k | g(a) < a} ¢ J. Entonces Y = f~1[Z] ¢ I, y para todo
a € Y se cumple que ¢g(f(«)) < f(a). Por la construccion de f concluimos
que f o g es constante en un conjunto de medida positiva médulo I, luego g es
constante en un conjunto de medida positiva modulo J. n

Como primera aplicacion probamos lo siguiente (véase también 6.25):

Teorema 6.12 Si un cardinal K admite un ideal k-saturado, entonces es débil-
mente de Mahlo.

DEMOSTRACION: Sea I un ideal normal x-saturado en k. Como k es débil-
mente inaccesible, es claro que el conjunto C' de los cardinales limite menores
que £ es c.n.a., luego tiene medida 1 por 1.19. Basta probar que el conjunto X
de los ordinales limite A < & tales que cf A < A es nulo, pues entonces C'\ X ten-
dra medida 1, pero éste es el conjunto de los cardinales débilmente inaccesibles
menores que K, que, en particular, resulta ser estacionario.

Supongamos, por el contrario, que X tiene medida positiva. Entonces existe
un conjunto Y C X de medida positiva y un \g < & tales que AX € Y cf A = \q.
Para cada A € Y, sea {axs}s<r, una sucesion cofinal creciente en A. Para
cada § < Ao, podemos aplicar el teorema 6.10 a la aplicacion A — ays < A, lo que

nos da un 5 < k tal que ays < 5 para casi todo A € Y. Seay= |J 5 < k.
6<Xo
Entonces, por la xk-completitud de I tenemos que a5 < v para casi todo A € Y
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y todo § < A\g. Pero entonces \ < « para casi todo A € Y, lo cual es absurdo,
pues es tanto como decir que Y\ E C ~, para cierto conjunto nulo E, pero Y\ E
tiene medida positiva, luego no esté acotado. m

Ya hemos visto que los cardinales débilmente medibles se parecen a los medi-
bles en cuanto a que son débilmente inaccesibles (casi inaccesibles) y no existen
r-arboles de Aronszajn (son casi débilmente compactos). Ahora vamos a ver
que son casi cardinales de Ramsey:

Teorema 6.13 Sea I un ideal normal p-saturado en un cardinal k, donde p < K
es reqular, seay < Kk y sea [ : [k]<¥ — v una particion. Entonces existe H C k
de medida 1 tal que la imagen de [H]<“ por f tiene cardinal < p.

DEMOSTRACION: Basta probar que para cada n existe un conjunto H,, C K
de medida 1 tal que la imagen de [H,]" por f tiene cardinal < u. Entonces la
interseccién de todos los H,, cumpliré el teorema. Equivalentemente, podemos
suponer una particion f : [k]" — v y encontrar H C k de medida 1 tal que f
tome una cantidad < p de valores en [H]™. Razonamos por induccion sobre n.

Para n = 1 tenemos f : Kk — 7. Sea W una familia maximal de subcon-
juntos de k de medida positiva disjuntos dos a dos donde f sea constante, sea
H su unién. Como |W| < pu, también |f[H]| < u, y H tiene medida 1 por la
maximalidad de W (si k\ H tuviera medida positiva, se podria descomponer en
~ conjuntos donde f es constante, luego alguno tendria medida positiva por la
k-completitud de T).

Supongamos que el teorema vale para n y sea f : [k]"t! — 7. Para cada
a < Kk sea fqo: [\ {a}]” — v dada por f,(z) = f({a} Uz). Por hipotesis de
induccién existe un conjunto X, C &\ {a} de medida 1 tal que la imagen de
[Xa]™ por f, tiene cardinal < u. Sea A, C v esta imagen y sea X = A X,,
que tiene medida 1 porque la medida es normal. o<k

Sia<ay <+ <ay estdn en X, entonces {aq,...,a,} € [X4]", luego

fla,a1,...,an}) = fa{aa,...,an}) € Aq.

Sea Ay = {Gas | 0 < v}, con v < p. Aplicamos el caso n = 1 a la funcion
gs : X — v dada por gs(a) = ans. Existe un conjunto Hs C X de medida 1
tal que |gm[Hs)| < p. Sea H = () H,, C X, que tiene medida 1y

o< p
U Aa = U gé[H]
a€EH I<v

tiene cardinal < p. La imagen por f de [H]"! estd en esta unién, luego tiene
cardinal < p. -

Esta propiedad es suficiente para demostrar el apartado a) del teorema 4.19:
Teorema 6.14 Sea I un ideal normal p-saturado en un cardinal k, donde p < K
es reqular, sea m < p un cardinal infinito, sea L un lenguaje formal tal que

|£] <m y M un modelo de L con v C M. Sean P, X C M tales que |P| <k y
|X| < m. Entonces existe un submodelo elemental N < M tal que

INlJ=k, XCN, |PNN|<p y NNk tiene medida 1.
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DEMOSTRACION: Anadamos a £ un relator monadico cuya interpretacion
en M sea la pertenencia a P, as{ como un conjunto de constantes que nombren
a cada elemento de X. Se cumple que |£| < m. Sea ahora £ la extension de
L que resulta de anadirle funtores de Skolem segtn la definicién [TC 11.27]. Se
sigue cumpliendo |£| < m. Podemos considerar a M como modelo de £ sin mas
que interpretar los funtores de Skolem con unas funciones de Skolem prefijadas.

Para cada término de Skolem t(x1, ..., x,) de £, sea f; : [k]” — PU{0} la
funcién dada por

_M@®)[oa, . an] st M(t)|oa,...,an] € P,
filon, - om) = {o 1 si M(t)[ai,...,an] ¢ P.

Por el teorema anterior existe H; C x de medida 1 tal que |f:[[H:]"]| < p.
Como hay a lo sumo m < & términos de Skolem, H = (H; C & tiene también
medida 1. ¢

Sea N = N(H) < M. Es claro que |N| = k, asi como que X C N y,
como H C N Nk, tenemos también que N N k tiene medida 1. Falta ver que
|[P N N| < m. Ahora bien, si x € PN M entonces x = M(¢t)[aq,...,a,] para
cierto término de Skolem ¢ y ciertos oy < --- < o, € H, luego = € fi[[H]"], que
tiene cardinal < u. Vemos asi que PN N esta contenido en una unién de m < p
conjuntos de cardinal < u, luego su cardinal es < pu. L]

Nota El enunciado del teorema anterior no es en realidad una generalizacion

de 4.19, sino que ésta se obtiene si suponemos que p < m < K y concluimos

(con la misma prueba) que |P N N| < m. De hecho, podemos incluso suponer

que p = M(J)r vy que pg < m < k. Entonces 4.19 se obtiene tomando py = Ng.
| |

Supongamos ahora que I es un ideal normal p-saturado en un cardinal &,
con pu < k regular y sea J = I N L[I]. Entonces L[I] = L[J], y es inmediato
comprobar que en L[I] se cumple que J es un ideal normal p-saturado en s, y
1 sigue siendo un cardinal regular.*

Ahora tenemos todos los elementos necesarios para demostrar la generaliza-
cion siguiente del teorema de Silver 5.13:

Teorema 6.15 Si I es un ideal normal p-saturado en un cardinal Kk, donde
< K es regular, entonces en L[I] se cumple 2<# = p.

DEMOSTRACION: Por la observacién precedente al teorema, podemos supo-
ner que V = L[I]. Llamemos D al filtro dual de I, es decir, el formado por
los conjuntos de medida 1. Es claro que también V = L[D]. Supongamos que
existe m < p tal que 2™ > p.

4Sin embargo, notemos que aunque partiéramos de que x es débilmente medible y, por lo
tanto, u = N, no podriamos asegurar que y = me7 por lo que no podriamos concluir que K
es débilmente medible L[I] e igualmente tendriamos que trabajar en el contexto general en el
que estamos trabajando (con p arbitrario).
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El conjunto Pm esta bien ordenado por <p. Sea f : v —> Pm la semejanza.
Obviamente p < . Sea x = f(u). Sea « el minimo ordinal tal que « € L, [D].

Si B < u, entonces f(B) <p f(u), luego f(5) € Ly[D] (recordemos que los
conjuntos L, [D] son segmentos iniciales para el buen orden constructible). Asi
pues, f[u] C La[D].

Sea v un cardinal regular tal que k, « < v, I € L,[D]. Aplicamos 6.14 con
M=1L,[D],P=flulCc MyX =mU{D,z,a} (y el lenguaje Ly de la teoria de
conjuntos). Ciertamente |P| = 1 < £y |X| = m. Asi pues, existe un submodelo
elemental N < M tal que |[N| = &, K N N tiene medida 1, mU{D,z,a} C Ny
|[PNN| < p.

Sea m: N — N’ el colapso transitivo de N. Claramente N’ = Ly [r[D]],
para cierto ordinal limite A\. Veamos que n[D] =1 N N’.

Como Aé € N 7(8) < 6, podemos definir g : K — x mediante

sy= [7m(©) sidernN,
909) {0 en otro caso.

De este modo, Ad < k g(d) < 6. Si el conjunto {§ < x| g(§) < &} tuviera
medida positiva, por el teorema 6.10 existiria un cierto ordinal v < k tal que
{6 < k| g(§) = ~} también tendria medida positiva y, como kN N tiene
medida 1, la interseccion, es decir, el conjunto {6 € k N N | () = 7} tiene
medida positiva, pero esto es imposible, porque 7 es inyectiva.

Asipues, {§ < k| g(6) =} € Dy, cortando de nuevo con kNN, concluimos
que Z={6 € kNN |7() =6} € D.

Siy € DN N, entonces 7(y) D w(yNZ)=yNZ, luego w(y) € DN N'. Si
y € DN N’ entonces y = w(w), con w € N, pero yNZ C wy ademéas yNZ € D,
luego w € D N N y, por lo tanto, y € m(D). De aqui se sigue que, en efecto,
m(D)=7n[DNN]=DnNN"

De este modo, llegamos a que N’ = Ly[DNN'] = Ly[D] por el teorema 5.10.
Como m C N, es obvio que Ad < m 7(§) = 6. De aqui que PmNN = PmnN N’
y, en particular, € N’ = L,[D]. Por minimalidad de « ha de ser a@ < A,
luego P = flu] C Lo[D] € N’, lo cual nos lleva a una contradiccion, pues
P =PnNN'=PnNN deberia cumplir |PNN| < p. "

Nota No lo vamos a necesitar, pero una ligera adaptacion de la prueba anterior
muestra que en L[I] se cumple también 2™ = m™ para p < m (s6lo hay que
probarlo para p < m < k, pues para m > k basta aplicar el teorema 5.12). =

De aqui deducimos un resultado fundamental, segin el cual la consistencia
de que exista un cardinal débilmente medible es equivalente a la consistencia de
que exista un cardinal medible:

Teorema 6.16 (Solovay) SiI es un ideal normal p-saturado en un cardinal k,
donde p < K es regular (en particular, si I es una medida débil en un cardinal
débilmente medible), entonces el filtro dual de J = I N L[I] es una medida
(fuerte) en k en L[I].
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DEMOSTRACION: Segtn ya hemos observado antes del teorema anterior, J
es en L[I] un ideal normal p-saturado en x, y p sigue siendo un cardinal regular
en L[I] = L[J]. Por lo tanto, podemos suponer que V = L[I]. Por el teorema
anterior se cumple que 2<# = y < k, luego el teorema 6.5 nos da que x es un
cardinal medible.

En principio, segun la prueba de 6.5, esto nos dice que I tiene un atomo A,
es decir, un conjunto de medida positiva que no puede partirse en dos conjuntos
disjuntos de medida positiva. Mé&s atn, observemos que todo conjunto X C &
de medida positiva debe contener un 4tomo, ya que en caso contrario el ideal
Ix ={Y C X |Y € I} serfa un ideal py-completo sin atomos, y a través de una
biyeccion entre X y k, podriamos construir otro en &, lo cual es imposible por
(la prueba de) 6.5.

Si A es un atomo,

Ur={XCr|XNAgI

es una medida normal en k. Por lo tanto, segin el teorema 5.9, tenemos que
D =UsNL[U4] € L[Up4] es una medida normal en L[U4] = L[D] (y no depende
de A por 5.19 y 5.21).

Llamemos U al filtro dual de I, de modo que L[U] = L[I] = V. Vamos a
probar que U N L[D] = D.

Si X C k cumple X € U N L[D], entonces, k \ X € I, luego, fijado un
atomo A, se cumple que A\ X € I, luego X € Uy N L[D] CUo N L[U4] = D.

Reciprocamente, si X € D C L[D], pero X ¢ U, entonces x\ X tiene medida
positiva, luego contiene un atomo A, luego x \ X € Uy, luego concluimos que
X ¢ UaNL[Ua] = D, contradiccion.

Asi pues, U N L[D] = D, de donde V = L[U] = L[D] por 5.10, luego
finalmente llegamos a que D = U NV = U. En definitiva, la medida normal en
K es el propio U, el ideal dual de I. L]

En particular, si I es una medida débil normal en &, entonces k es medible
en L[I], luego existe 0% en L[I], luego existe 0%.

Por otra parte, el teorema anterior implica que si queremos probar que es
consistente que exista un cardinal débilmente medible tendremos que suponer
al menos que es consistente la existencia de un cardinal medible.

Terminaremos esta seccion con otra consecuencia de los resultados que hemos
probado. Necesitamos un tltimo resultado técnico.

Recordemos que dos funciones f y g en un cardinal regular p son casi dis-
juntas si existe v < p tal que Aa(y < a < p — f(a) # g(a)). Una familia F
de funciones en p es casi disjunta si sus elementos son funciones casi disjuntas
dos a dos.

Teorema 6.17 Sea k un cardinal débilmente medible y p < k un cardinal re-
gular. Entonces toda familia F C Pk de funciones casi disjuntas cumple que
|F| < k.
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DEMOSTRACION: Si |F| > k, como cada f : p — Kk estd acotada por un
B < k, existe § C F tal que |§]| =k y G C [, para cierto § < k.

Sea F : [G]> — p la particion dada por F({f,g}) = un v < pu tal que
Na(y < a < p— fla) # g(a)).

Por el teorema 6.13 existe H C G de cardinal « tal que A = F[[H]?] C p es
numerable. Sea A C a < p. Entonces f(a) # g(«), para todo par de funciones
distintas f, g € H. Esto nos da una aplicaciéon inyectiva H — (3, lo cual es
imposible pues |H| =k y 8 < k. n

Teorema 6.18 (Prikry) Si 2% es débilmente medible, entonces todo cardinal
infinito p < 280 cumple que 2" = 2%,

DEMOSTRACION: Razonamos por induccion sobre y. Supongamos que para
todo cardinal infinito v < p se cumple 2 = 280 Si ;4 es singular, entonces

oM — (2<u)cf,u _ (2N0)cf;4 _ 2cfp _ 2}(0.

Supongamos que g es regular. Para cada X C p, sea fx = {X Na}a<y. Es
claro que F = {fx } xep, es una familia casi disjunta de 2" funciones definidas
en .

Para cada o < p, el conjunto A, = {fx () | X C p} tiene cardinal menor
o igual que |Pal = 2lal < 9o (por hipotesis de induccion), luego el cardinal de

A= |J Ay esalosumo p- 2% = 2%,
a<p

A través de una inyeccion de A en 2% la familia F da lugar a una familia
casi disjunta de 2 funciones y — 2%, luego por el teorema anterior 2# < 280,
]

6.2 Ultrapotencias genéricas

Presentamos aqui una técnica que nos permitird obtener mas propiedades
de los cardinales que admiten ideales saturados. La idea basica es que un ideal
determina un ultrafiltro en una extension genérica:

Teorema 6.19 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y, en M, sea k
un cardinal e I un ideal en k que contenga a los conjuntos finitos. Llamemos
P = (Px \ D)™ con el orden parcial dado por la inclusion y sea G un filtro
P-genérico sobre M. Entonces:

a) G es un ultrafiltro en PMk que extiende al filtro dual de I.
b) Sil es r-completo™, entonces G es k-completo sobre M.

c) Si I es normal™, entonces G es normal sobre M.
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DEMOSTRACION: a) Si X € P, el conjunto
D={YeP|YCcXVYCX'}eM

es denso en P, donde X' =k \ X.

En efecto, para todo Y € P, debe cumplirse que XNY € P o bien XNY' € P,
pues lo contrario nos lleva a que X = (X NY)U (X NY’) € I. Por lo tanto,
D NG # &y esto implica que X € G o bien X’ € G, luego G es un ultrafiltro.

Si X € P cumple X’ € I, entonces no puede ser X’ € G, (pues X’ ¢ P) luego
tiene que ser X € G. Por lo tanto, G extiende al filtro dual de I.

b) Si X es la interseccion, el conjunto
D={yeP|YcXVvVa<pBYcCX.,}eM
es denso en P, pues si Y € P, entonces

Y—(vnx)u U (Ynx.)ér.
a<f

La k-completitud™ de I implica que alguno de los conjuntos de la unién tiene
que estar en P, luego estd en D. Por lo tanto, existe un Y € D N G, pero no
puede ocurrir que Y C X/, ya que entonces X/, € G, luego tiene que ser Y C X,
luego X € G.

c¢) Consideremos f € M talque f: k — Ky
X={ack]| fla) <a}eq,

y veamos que el conjunto D = {Y € P | Y C X A f es constante en Y} es
denso bajo X. En efecto, si Y € P cumple Y C X, sea g : kK — k& tal que
gly = fly pero g(a) = « para todo @ € Y'. Entonces, por 6.10, tenemos que g
es constante en un conjunto de medida positiva, que tiene que estar contenido
en Y. Por lo tanto, DN G # @ y tenemos la conclusion. ]

Observemos que, en las condiciones del teorema anterior, en M[G] esta de-
finida,® segiin 1.6, la ultrapotencia Ulty, (M), por lo que podemos definir:

Definicion 6.20 Sea x un cardinal no numerable e I un ideal xk-completo en
que contenga a los puntos y sea P = Pr\ I. Diremos que I esta bien fundado si
se cumple que 11 Ult}(V) esta bien fundada.

Asi, si M es un modelo transitivo numerable M de ZFC y x es un cardinal
no numerable en M para el que existe un ideal bien fundado I y G es un filtro
P-genérico sobre M (donde P = PMk \ I), podemos considerar el colapso tran-
sitivo Ultg (M) de la ultrapotencia genérica, al igual que la inmersion elemental
canoénica jg : M — Ultg(M).

5 Al menos, extendiendo el lenguaje de la teoria de conjuntos con un relator que represente
la pertenencia a M, pero esto no importa a efectos de la definicidén siguiente porque esta
definida la relacién p I- z € V. (Véanse las observaciones tras [PC 4.52].)
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Como G es k-completo sobre M, el teorema 1.13 nos da que « es el punto
critico de jg. Si ademés I es normal™ | sabemos que G es normal sobre M y el
teorema 1.17 nos da que k = [d], donde d : K — « es la identidad.

Vamos a dar una caracterizacion de los ideales bien fundados, para lo cual
necesitamos algunos conceptos previos.

Dado un ideal k-completo I en x que contenga a los puntos y S C k de
medida positiva, una particion de S mddulo I es un conjunto maximal W de
subconjuntos de S de medida positiva tales que la interseccién de dos cuales-
quiera de ellos (distintos entre si) esté en I. Diremos que una particion Wy
modulo I refina a otra Wa (y lo representaremos Wy < Ws) si todo elemento de
W1 esta contenido en un elemento de Ws.

Un funcional F en S es un conjunto de funciones de manera que el conjunto
Wrp ={Df | f € F} es una particion de S modulo I y ademés, si f, g € F,
f # g, entonces Df # Dyg.

Si F'y F’ son dos funcionales en S, diremos que F’ < F si se cumple:
a) Toda f € F'U F’ toma iméagenes en ).
b) Wr < Wkg.
c) Si f' € F', fe&F cumplen Df’ C Df, entonces Ao € Df’ f'(a) < f(a).

Veamos cudl es el interés de estas definiciones. En primer lugar observemos
que, en las condiciones del teorema 6.19, si W € M es una particién de S
mébdulo I, el conjunto

D={XeP|\VYeW X CY}

es denso bajo S, pues si X € P la maximalidad de W implica que existe un
YeWtalque XNY €P, luego XNY €D, XNY < X.

En consecuencia, si S € G existe un X € W NG, y es tnico, pues W es una
anticadena en P.

Ahora consideremos un funcional F' € M en S y definamos
or ={(p.0.(@%),X)|VfEFDf=XNae X ANz = f(a))} € M".
Es inmediato comprobar que
SIFVfeF (Df el A¢r = f).

Mas concretamente, si G es un filtro P-genérico sobre M tal que S € G, entonces
G contiene a un unico elemento de W, que sera de la forma D f, para cierto
f € F, y esta funcién cumple lo pedido.

Notemos ahora que cualquier funciéon f : X — M con X € G determina una
anica clase [f|* € Ult (M), donde f es cualquier extension de f a &, porque si
tomamos dos extensiones cualesquiera, las clases correspondientes seran iguales.
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Podemos representar esta clase simplemente por [f]*. Asi, vemos que cada
funcional F' € M determina un elemento [f]* € Ults,(M).

Reciprocamente, vamos a ver que todo elemento de Ulty;,(M) es de esta
forma. Mas concretamente, supongamos que ¢ € M* y S € P cumplen

Sl-¢peMA¢:iE— M.

Entonces, en M podemos tomar una familia maximal F' de funciones definidas
en subconjuntos de S de medida positiva tales que si f € F'y X = D f entonces

XIF¢lg =,

y si f, g € F son distintas entre si, entonces Df NDg € I.

Para que podamos afirmar que F' es un funcional en S falta probar que el
conjunto Wr = {Df | f € F'} es una particiéon de S modulo I, y para ello sélo
falta probar que es maximal.

Ahora bien, si existe un conjunto Y C S, Y ¢ Wy tal que Y N X € I para
todo X € Wg, podemos tomar un filtro genérico tal que Y € G, y entonces
oG € M es una funcion ¢g : K — M, luego g = ¢gly € M y existe un X € G
tal que X CY y X IF ¢y = £, luego, si f = g|x, también X IF ¢| ¢ = f, luego
F U{f} contradiria la maximalidad de F.

Por lo tanto F' es un funcional en S y se cumple S IF [¢]* = [¢F]*.

En efecto, si G es un filtro P-genérico sobre M tal que S € G, existe un
X eWrnG,ysi X =Df, con f €F, entonces ¢glx = f = (¢r)a, luego
[¢c]” = [(ér)c]™

Supongamos ahora que Ultg; (M) no esta bien fundada. Esto significa que
existe en M[G] una sucesion de elementos de la ultrapotencia decreciente res-
pecto de la relacion de pertenencia R. Considerando el rangoV* ¢ (M) de cada ele-
mento de la sucesion, no perdemos generalidad si suponemos que se trata de una
sucesion decreciente de ordinales. Si [f] € Ultg, (M) cumple Ulty, (M) E [f] € €,
entonces

{aekr| fla) € Q} € G,

y modificando f fuera de este conjunto obtenemos otra funcién que define la
misma clase y que cumple f : K — 2. En definitiva, si la ultrapotencia no esta
bien fundada existe una sucesion {fy, }ne, € M[G] tal que

An€w(fn € M A fr:h— QA [fog1]* R[fa]®).
Pongamos que {f,, }new = da, con ¢ € MF, y sea S € G tal que
SkF¢:w—MANNLEW (¢ €M A ¢y i — QA [dni1]* R[bn]").

Veamos que a partir de S y ¢ podemos definir en M una sucesion {F}, }new
de funcionales en S tales que An € w F,,11 < F, y An € w S - [¢p,]* = [¢a]*.
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En efecto, tomamos como Fj el funcional en S construido a partir de ¢y,
de modo que S I [¢F,]* = [#o]*. El hecho de que S IF ¢g : & — Q implica
claramente que las funciones de F' pueden tomarse con valores en ).

Supongamos definida F,,, de modo que S IF [¢pr, ]* = [pn]*, con lo que
también S IF [pn1]* R[Pr, |*.

Para definir el funcional F,;; tomamos (en M) una familia maximal de
funciones f : X — € que cumplan las condiciones siguientes:

a) X P, X C S.

b) Existe un g € F,, tal que X C Dgy Aa € X f(a) < g(a).
¢) XIkoalg =f.

d) Sif, ffeF, f+# [ entonces Df NDf € I.

Si probamos que W, , es una particion de S modulo I, serd inmediato que
F,, 1 es un funcional en S, asi como que Fy, 1 < Fy, y S [¢F, " = [par1]"

Ahora bien, si existe Y C S tal que Wg, ,, U{Y'} contradice la maximalidad
de Wg,,,, como Wg, si que es maximal, existe una funcion f' € F, tal que
Y NDf" € P, luego podemos tomar un filtro genérico tal que Y N Df’ € G.

Entonces (¢7L)G|'Df/ = f/ y [(an—&-l)(}']* R[((bn)G]*, hlego
A={aer|(dns1)c(a) € (dn)c(a)} € G.

Por consiguiente, Y N Df ' NA € G.
Por otra parte, (¢n11)c € M, luego g = (én+1)cly € M y podemos tomar
XeGtalque X CYNDf NnAy

XIFnily =g ANaceYNDFNA gla) < f(a).
En particular, si llamamos f = g|x se cumple que
X ¢niilg =FANae X fa) < f(a).
Esto implica que F, 41 U{f} contradice la maximalidad de Fj,11.

Con esto tenemos probada una parte del teorema siguiente:

Teorema 6.21 Sea k un cardinal no numerable e I un ideal k-completo en K
que contenga a los puntos y sea P = Pr\ 1. Entonces las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

a) I estd bien fundado.

b) No existen sucesiones {F), }new de funcionales en ningin S € P de manera
que \n € w Foi < F,.
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c) SiSeP y{W,}lnew es una sucesion de particiones de S mddulo I tales
que \n € w W,y < W, existe {X, }new de modo que

An € w(X, € W, A X1 CX,)

y N X, #2.

new

DEMOSTRACION: Ya hemos probado que b) = a), y de la discusion prece-
dente se sigue también que a) = b), pues (relativizando la prueba a un modelo
transitivo numerable M) si {F,,}new € M es una sucesion decreciente de fun-
cionales en S, entonces

¢ = {(p.o.(n, ¢F,), 1) | n € w} € MP
cumple

SIF¢={tntncw ANAn €EW(VX €T ¢, : X — QA [pi1]* R[Pn]"),

luego si S € G, la ultrapotencia Ult, (M) no esta bien fundada.

También es facil ver que ¢) = b), pues si {F}, }new €s una sucesion decreciente
de funcionales en S, por c) existe f, € Wg, de modo que Df,11 C Df, y
existe « € (] Df,, pero entonces { f,(a)}necw serfa una sucesion decreciente de
ordinales. ™€

Falta probar que b) = c). Para ello tomamos una sucesion decreciente
{Whp}new de particiones de un S € I que no cumpla c¢), y vamos a construir una
sucesion decreciente {F), },,c. de funcionales en S.

No perdemos generalidad si suponemos que si X € W,41, Y € W, cum-
plen X C Y, de hecho X ¢ Y, pues en caso contrario podemos modificar X
quitandole un punto de Y (que tendremos que quitarle igualmente a todos los
subconjuntos de X que aparezcan en los W, posteriores, pero en total a cada
conjunto de un W,, le quitaremos a lo sumo n puntos, luego seguiremos teniendo
una sucesion decreciente de particiones que seguird sin cumplir ¢).

Sea A = |J W, con el orden parcial dado por la inclusion. Para cada
new

a€ S, sea A, = {X € A| a € X}. El hecho de que las particiones dadas no
cumplan ¢) se traduce en que A, no contiene sucesiones decrecientes, luego la
inclusion estd bien fundada en A,. Sea p, : Ay — Q la funcién rango. Asi, si
XeW,,YeW,y X CY, tenemos que X # Y (segin hemos supuesto) y
por lo tanto pq(X) < pa(Y). Ahora basta definir, para cada X € W, la funcion
fx : X — Q dada por fx(a) = pa(X). Es claro que F,, = {fx | X € W, } es
un funcional en Sy que la sucesion {F, } e, es decreciente. "

Por ejemplo, con ayuda de este teorema podemos probar:

Teorema 6.22 Si x es un cardinal no numerable, todo ideal k™ -saturado en k
estd bien fundado.
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DEMOSTRACION: Sea I un ideal xt-saturado en k (recordemos el convenio
de suponer tacitamente que es k-completo y que contiene a los puntos), sea
S C K un conjunto de medida finita y sea {W, }ne, una sucesiéon decreciente
de particiones de S moédulo I. Vamos a probar que cumple el apartado c) del
teorema 6.21. Por hipédtesis tenemos que An € w |[W,| < k.

Sea Wy = {X, | @ < 6y}, donde 6y < k. Entonces, por la k-completitud de I,
tenemos que X, N U Xp €I, luego X, = Xo\ U Xper\ly X, \X, €1

B<a B<a
Ademas Sp = U X, = U Xa C S y se cumple que S\ Sy € I por la
a<bo a<bo

maximalidad de Wy. Llamamos W) = {X/ | a < 6y}, que es una particion de
Sy en conjuntos de medida positiva.

Supongamos construidas Wy, ..., W, donde cada W/ es una particién de
S; C S en conjuntos de medida positiva, de modo que S\ S; € I, S;11 C S;,
cada Y € W/ esta contenido en un (tinico) X € W; tal que X \'Y € I (y para
cada X € W; existe un Y € W/ que cumple esto mismo) y cada Y € W/, esta
contenido en un (anico) X € W/.

Pongamos entonces que W, 11 = {X, | @ < 041}, con 0,41 < k. Para
cada o < 0,41, tenemos que X, estd contenido en un dnico Y, € W,, el cual
contiene un tanico Y, € W/. Asi, X, \ Y. C X, \ Yo € I. Definimos

X! = (X \ U Xa)NYL.
B<a

Es claro entonces que X, \ X, € I 'y X, C Y, € W/. Por lo tanto el conjunto
ni1 = {X, | @ < 0,41} es una particion de S,41 = (J X/, que cumple las
mismas condiciones para n + 1. a<bni1

En definitiva, tenemos construida una sucesion {W), },,c., donde cada W}, es
un particiéon de S,, C Sy S\ S, € I, porloque U (S\S,)ely () Sn ¢ 1.

new new

En particular, existe z € [\ S, vy, para cada n, existe un tnico Y, € W/
new

tal que z € Y, y a su vez existe un X,, € W, tal que Y,, C X,,. Como Y,
tiene que estar contenido en Y, o ser disjunto de él (y lo segundo no sucede),
tiene que ser Y,11 C Y, luego Y,+1 C X,4+1 N X, vy, como X, tiene que
estar contenido en X,, o bien tener intersecciéon nula con él, necesariamente
Xn41 C X,,. Finalmente, z € (] X,, # . n
new

Para aplicar las ultrapotencias genéricas a los cardinales con ideales k-

saturados necesitamos un resultado general sobre extensiones genéricas:

Teorema 6.23 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y en M sea
Kk € M un cardinal reqular no numerable, sea P € M un c.p.o. con la c.c. k. Sea
G un filtro P-genérico sobre M y sea C € M[G] un c.n.a. en k. Entonces existe
C' € M c.n.a. en k tal que C' C C. En particular, todo conjunto estacionario™
en k es estacionario™(C] en k.
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DEMOSTRACION: Sea C' = o0g, de modo que 1 IF ¢ es c.n.a. en k. Sea
C'={a€ex|l1lFaeao}e M. Secumple que C’ es cerrado en k, pues si A < Kk
es un ordinal limite y C’ N\ no est4 acotado en A, entonces, para cualquier filtro
genérico G se cumple que og N A no esta acotado en A, luego A € og, luego

Ael.

Veamos que C’ no esta acotado en k. Para ello fijamos ag < k. Sea
D={qeP|VBlan<B<kAql-Beco)}ecM.

Es claro que D es denso en P. Sea W una anticadena maximal en D. Por
hipotesis |[W|M < &, luego existe un ap < o < & tal que todo ¢ € W cumple

q|F\/ﬂ(OLQ<ﬂ§C¥1/\BEO’).

Ahora bien, como todo p € P tiene una extension en D, que a su vez debe
ser compatible con un elemento de W, el conjunto de las condiciones ¢ € P que
cumplen la relacion precedente es denso en P, luego

11FVB(ag<B<ar ABeoa).

Repitiendo el argumento obtenemos una sucesion ap < a1 < @y < -+ < Kk de
modo que

1IF \/,B(Oéz <ﬂ§0¢i+1 /\660’).

Definimos a = sup o, < k. Entonces aNC’ no esta acotado en a, luego a € C’.

new
| |

Con esto ya podemos probar:

Teorema 6.24 Sea I un ideal k-saturado normal en un cardinal k y sea E C Kk
estacionario. Entonces {A < k| cf XA > Ng A EN X es estacionario en A} tiene
medida 1.

DEMOSTRACION: Supongamos que el complementario X del conjunto del
enunciado tiene medida positiva. Concretamente,

X ={a<k|cfa>Ny— FNano es estacionario en a}.

Relativicemos toda la prueba a un modelo transitivo numerable M de ZFC,
tomemos P = Px\ I y sea G un filtro P-genérico sobre M tal que X € G. Consi-
deramos la ultrapotencia genérica N = Ultg(M). Por el teorema fundamental,
que X € G equivale a que

(cf[d] > Rog — je(F) N [d] no es estacionario en [d])",

donde d es la identidad en k y, como I es normal, sabemos que x = [d]. Por lo

tanto, jo(EF) Nk no es estacionario en x. Ahora bien, como k es el punto critico

de jg, es claro que jg(E) Nk = E, luego F no es estacionario™ en k.
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Sin embargo, por otra parte, como P cumple la c.c. k, el teorema 6.23 nos
da que E es estacionario™[¢!| y como N C M]|G] es claro que E también es
estacionario® , contradiccion. n

Si, en lugar de suponer que F es estacionario, suponemos que tiene medida 1
(lo cual implica que es estacionario por 1.19), podemos concluir que también
tiene medida 1 el conjunto

En{A<r|ctA>Ny A ENAes estacionario en A}.
En particular:

Teorema 6.25 Sik admite un ideal k-saturado, entonces k es débilmente hiper-
Mahlo.

DEMOSTRACION: Relativizamos la prueba a un modelo transitivo numerable
M de ZFC. Consideremos un ideal normal x-saturado I en k y sea

E={A<k|ctA=A}

Vamos a probar que F tiene medida 1. En caso contrario, x \ E tiene medida
positiva. Sea P = PMk\ I y sea G un filtro P-genérico sobre M tal que k\ E € G.
Sea N = Ultg(M). Trivialmente entonces (cf[d] < [d])V, es decir, (cfr < k),
pero esto implica que (cf kK < KJ)M[G], lo cual es falso, ya que P cumple la c.c. &,
luego conserva la cofinalidad de .

La observaciéon anterior al teorema implica entonces que
E’' = {u < k| u es débilmente inaccesible}
tiene medida 1, luego al aplicar de nuevo la misma observacién obtenemos que
Ey = {u < k| v es débilmente de Mahlo}
tiene medida 1, y por induccién demostramos que todos los conjuntos
E, = {1 < k| p es débilmente a-Mahlo}

tiene medida 1 (debemos parar en x porque en el caso limite usamos que la
interseccion de menos de k conjuntos de medida 1 tiene medida 1). L]

A su vez, usando que la interseccion diagonal de conjuntos de medida (nor-
mal) 1 tiene medida 1, concluimos que

{p < k| u es débilmente hiper-Mahlo}

tiene medida 1, etc.

El hecho de que los ideales xT-saturados sobre un cardinal x también estén
bien fundados nos permite obtener consecuencias sobre los cardinales con este
tipo de ideales. Por ejemplo, tenemos esta variante de 5.6:
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Teorema 6.26 Sea k un cardinal reqular no numerable que admita un ideal
kT -saturado. Si Ap(Ro < p < k — 2# = ™), entonces 2% = k.

DEMOSTRACION: Relativizamos la prueba a un modelo transitivo numerable
M de ZFC. En M, sea I un ideal xT-saturado en x y sea P el c.p.o. asociado.
Sea G un filtro P-genérico sobre M y sea N = Ultg(M). Sea jg: M — N la
inmersion elemental canénica. Sabemos que k es el punto critico de jq.

Observemos que si X € PMg entonces X = jq(X) Nk, luego X € N.
Asf pues, PMx C PVk. Como Apu(Rg < p < £ — 2 = )M también
Au(Ro < p < jo(k) = 2# = ut)N y, en particular, (2% = x*)V.

Claramente, (k)N < (kt)MIG Por otra parte, P cumple la c.c. s en M,
luego (k)M es un cardinal en M[G] y (x1)™ = (kT)MIE] (notemos que & no
es necesariamente un cardinal en M[G]). Por otro lado, (kT)N < (k+)MIC],
En total, en M[G] tenemos una aplicacién inyectiva (2%)M — (x*)M y, como
ambos son cardinales en M[G], resulta que (25)M < (k™)™ y en definitiva
(2F = )M, n

Ahora podemos generalizar el teorema 6.16:

Teorema 6.27 Si existe un cardinal que admite un ideal bien fundado, entonces
existe un modelo transitivo de ZFC en el cual existe un cardinal medible.

DEMOSTRACION: Sea I un ideal bien fundado en un cardinal k, sea P = Pr\ 1
y sea o = (|P|7)M, de modo que P cumple trivialmente la c.c.o. Sea C'la clase
de los cardinales limite fuerte de cofinalidad mayor que o. Sea {iup}ne, una
sucesion estrictamente creciente de elementos de C' tales que® |C' N | = pin,

sea pr=U pny A={pn | n€w}.
new
En primer lugar vamos a demostrar que existe un ultrafiltro en P41k que es

iterable sobre L[A]. Para probar esto usaremos ultrapotencias genéricas, asf que
demostraremos la relativizacion de este hecho a un modelo transitivo numerable
M de ZFC.

Observemos que si v € C entonces 1 I+ jp(7) = .

En efecto, si G es un filtro P-genérico sobre M, tomemos § € ji(v). Entonces
d = [f], para cierta f € M que podemos suponer f : kK — v. Pero como
cf v > K, de hecho existe un a < v tal que f: Kk — a.

Sea ahora v < §, de modo que v = [g], con g € M, g : kK — «a. Por lo tanto,
en M[G] tenemos una aplicaciéon suprayectiva (®a)M —s 6.

Como ¢ = (Ja*)™ < pu, en M tenemos una aplicacién suprayectiva & — "a,
y en M[G] tenemos una aplicacion suprayectiva & — §. Por consiguiente
|6|MIG) < ¢ < p, pero p es un cardinal™ (@] porque P conserva los cardinales
mayores que o, luego 6 < p, luego jo(u) < w, y la otra desigualdad se cumple
siempre.

Sea G un filtro P-genérico sobre M. Que I esté bien fundado significa que
esta definida la ultrapotencia Ultg(M). Si d: kK — & es la identidad, tenemos

6Véanse las observaciones previas al teorema 1.40.
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que [d] es un ordinal, luego existe una condicion S € G y un ordinal v € QM

tales que S IF [d] = 5. Veamos que
U={XePenLAM | SNXecP}eM

es un ultrafiltro en PkNL[A]M. Para ello basta probar que todo X € PxNL[A]M
cumple que SN X € I obien S\ X € 1.

Razonando en M, sea pu* > p tal que p* € C'y |C N p*| = p*. Definimos
N=NkU(CNp")U{A}) < L,-[A] yseam: N — My el colapso transitivo.
Como fipn, > |pin N N| > |ptn N C| = piy, vemos que m(uy) < fiy, tiene cardinal
tn, luego m(py) = tn. Esto implica a su vez que 7(A4) = A, luego My = Ly[A],
para cierto A, pero como se cumple |Mp| = |N| > |C N p*| = p*, tiene que ser
Mo = L, [A].

Si X € Prxn L[A], entonces X € L,-[A], luego existe un Y € N tal que
X =7n(Y) =Y Nk, ya que 7 fija a los elementos de k. Ademas

Y =A{ac L[Al]| L [A]F ¢la, s, Al},
para cierta sucesion finita s en k U (C' N p*), luego
X={aer|L,-[A F ¢la,s, A}

Supongamos que SN X ¢ I, de modo que SN X € P. Sea G un filtro P-
genérico sobre M tal que SN X € G. Entonces en M[G] se cumple que [d] = 7,
luego

{<kr|deX}=X€G,

y esto equivale a que v = [d] € jo(X).

Pero sabemos que jg fija a s, a u* y también a A, pues en M existe una
aplicacion f : w — A biyectiva, luego jo(f) : w — jg(A) biyectiva, y como
Jja fija a cada elemento de A, tiene que ser jo(f) = f, luego ja(4) = A.

Por consiguiente, jq(X) = {a € ja(k) | Lu+[A] E ¢[a, s, A]}, luego conclui-
mos que L« [A] F ¢[y, s, A], pero esto no depende de G. Si ahora tomamos un
filtro G arbitrario, sin exigir que S N X € P, sigue siendo cierto que

jG(X) = {OZ S jG(H) | L,u* [A] F ¢[Q,S,A]},

luego se cumple v € jg(X), y esto prueba que 114 € jr(X). Pero entonces
S|k [d] € jr(X), que es lo mismo que S |- X € T, y esto solo puede ocurrir si
S\ X el

Veamos que U es k-completo sobre L[A]M. Si {X,}a<p con B < k es una
familia en L[A] de elementos de U, entonces S N X, ¢ I, luego, segin hemos
visto, S\ X, € I, y como I es k-completo también

S\ N Xa= U (S\Xa) €1,

a<fp a<p

luego () Xao ¢ 1.

a<f
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Notemos que el argumento que acabamos de emplear no requiere que la fa-
milia de partida esté en L[A]M (s6lo hace falta al final para acabar concluyendo
que la interseccion esté en U), por lo que en particular prueba que la interseccion
de cualquier familia numerable (en M) de elementos de U es no vacia, es decir,
que podemos aplicar el teorema 1.14 para concluir que (en M) la ultrapoten-
cia Ulty (L][A]) esta bien fundada. Por 1.13 sabemos ademés que la inmersion
elemental (siempre en M) jy : L[A] — Ulty (L[A]) tiene punto critico k.

Consideramos ahora E = {X € Pk | k € ji(X)} € M, que por 1.20 es un
ultrafiltro en LAk normal sobre L[A]. Vamos a probar que sigue cumpliendo
la hipotesis del teorema 1.14. Para ello sea k = [f] € Ulty(L[A]), donde f :
k— Q, f € L[A]. Asi,

XeEs[flejuX)e{a<r|fla)eXeU«w fHX]eU.

Si { X, }new es cualquier familia (en M) de elementos de U, tenemos que existe
e () f1[X,), nego f(a) € () Xo # .

new new

Vamos a probar que E es l-iterable sobre L[A], y entonces por 1.38 sera
completamente iterable.

Sea {Xa}a<r € L[A] una familia de subconjuntos de k y sea F': kK —> L[4]
dada por F(a) = f~![X,], de modo que F € L[A].

Sea G un filtro P-genérico sobre M tal que S € G. Entonces, en M[G]
{a<k|Xg€eE}={a<k|Fla)cU}={a<k]|v€je(F(a)}
—{a<n|7€ja(F)(a)} e LA
pues jr(F) € L{ja(A)] = L[A].

Con esto hemos probado que, bajo las hipotesis del teorema, existe un ul-
trafiltro E en P4k iterable sobre L[A]. A partir de aqui ya no necesitamos
trabajar en un modelo M. Tenemos definida la sucesiéon de ultrapotencias ite-
radas {Ult%(L[4]) }a<a-

Por 1.33 ¢) sabemos que si & < puy,, entonces ioq (fin) = fin.

Esto implica a su vez que si a < p entonces igq(A) se diferencia de A en un
conjunto finito de elementos. En efecto, tenemos que A € L[A] y A es numerable
en L[A] (pues el ordinal de un conjunto de ordinales es absoluto) luego existe
f:w — Abiyectiva, f € L[A] y i0a(f) : w — i0a(A) se diferencia de f en un
numero finito de términos.

Por consiguiente, si @ < p se cumple L[A] = Llipa(A)]. Ademas, p =
sup A = sup ig(4), luego también ig, (1) = p.

El teorema 1.33 b) nos da ademas que igy, (k) = fin-

Definimos
F={X e P | VngAn > no p, € X} € L[A].

Veamos que D = F'N L[F] es una medida normal en u en el modelo L[D] =
L[F] C L[A]. Claramente es un filtro en pu.
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Observemos que si o < p entonces igo (F') = F'y, por lo tanto, ig, (D) = D.

Si existe un X € L[D] tal que X C p peroni X ni p\ X estdn en D, podemos
tomar el minimo respecto al buen orden candnico en L[D]. Pero como ig,
conserva todos los parametros, tenemos que ig.(X) = X, para todo o < p. En
particular ig,, (X) = X. Por lo tanto, si p, € X, entonces iy, (k) € iou, (X),
luego k € X, y viceversa, luego o bien todos los u, estdn en X o no lo esta
ninguno, luego X € D o bien u\ X € D, contradiccion.

Es claro que si @ < p entonces p\ @ € D, por la propia definicion de D,
luego, por la nota tras la definicién 1.16, para probar que D es una medida
normal no hace falta demostrar la p-completitud. Si {Xs}5<, € L[D] es una
familia de elementos de D tal que X = A X5 ¢ D, podemos tomar la menor

o< pt
respecto del buen orden de L[D], y entonces, para todo a < p, se cumple que
00 ({Xs}s<p) = {Xs5}s<pu, luego en particular oo (X) = X. Como antes, esto
implica que p, € X < k € X, luego si probamos que x € X tendremos que
X € D, y tendremos una contradiccion.

Ahora bien, x € X equivale a que A\é < k k € X;, pero, como cada iy, fija a
los ordinales menores que &, es claro que ig,(Xs5) = X5, luego también tenemos
que p, € X5 <> k € X5,y como X5 € D tiene que ser k € X5.

Con esto queda probado que p es medible en L[D]. n

Nota La prueba del teorema anterior se puede mejorar hasta llegar a un mo-
delo de ZFC en el cual el propio x es un cardinal medible. Para ello basta
encontrar un modelo M con una inmersion elemental ¢ : M — L[D] tal
que i(k) = p. Para ello llamamos C; = C'\ (pU {u}), de modo si a« < p y
v € C1, entonces igy(v) = v. El modelo buscado es el colapso transitivo de
N = N(kU {p} UC1) < L[D], donde el nucleo de Skolem N se define como
la clase de los conjuntos definibles a partir de los parametros indicados en un
modelo L¢[A] para un § suficientemente grande. Se comprueba entonces que N
es realmente un submodelo elemental de L[D] y que todos sus elementos son
fijados por todas las inmersiones ig,, con o < u, y esto implica a su vez que en
N no hay ordinales entre x y pu, por lo que k es el colapso transitivo de u o,
equivalentemente, si i : M — L[D] es la inversa de la funciéon colapsante, se
cumple que (k) = pu. Mas atun, entonces M = L[D’'], donde D’ es una medida
normal en . m

De este modo, ahora sabemos que la existencia de un cardinal x con cual-
quiera de las propiedades siguientes es equiconsistente con la existencia de un
cardinal k con otra cualquiera de ellas:

a) k tiene una medida fuerte.

b) k tiene una medida débil (un ideal Y;-saturado).

c) k > N tiene un ideal xt-saturado.

)
)
)
)

d) k tiene un ideal bien fundado.
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6.3 Saturacion de ideales especificos

Estudiamos ahora si algunos ideales con definiciones sencillas pueden presen-
tar propiedades de saturaciéon. Dado un cardinal regular «, el ideal x-completo
mas sencillo que podemos considerar es

I, ={X Ck||X| <k}
Podemos plantearnos si puede ser xT-saturado, pero la respuesta es negativa:
Teorema 6.28 Si k es un cardinal regular no numerable, el ideal

I, ={X C k| |X| <k}
no estd bien fundado, y en particular no es k™ -saturado.

DEMOSTRACION: Llamemos P = Pk \ I,;, es decir, el conjunto de los A C
tales que | X| = k. Para cada condicion X, llamemos fx : X — & a la tnica
semejanza. Observemos que para todo X € Pexiste Y e Ptal que Y C X y
Na €Y fy(a) < fx(a). En efecto, basta tomar

Y ={a € X | fx(a) es un ordinal sucesor}.

Asi Aa € Y fx(a) = fy(a) + 1. Por lo tanto, si X € P existe una particion
Wx de X modulo I tal que \Y € Wx Aa €Y fy(a) < fx(a).

Ahora definimos Wy = {k}, Wy41 = U{Wx | X € W,,}, con lo que tenemos
una sucesion decreciente de particiones de k modulo I,. A su vez, definimos los
funcionales en « dados por F,, = {fx | X € W,}, de manera que claramente
Fy > Fy > Fy > -+, luego I, no esta bien fundado. n

Observemos que si 2% = k*, todo ideal en x es kT T-saturado (pues todo
A C Pk cumple |A| < k*T), por lo que la kT T-saturaciéon de un ideal no puede
implicar la existencia o la consistencia de ningtn cardinal grande. El teorema
siguiente muestra que I, puede ser kT T-saturado aunque 2~ sea grande:

Teorema 6.29 Si M es un modelo transitivo numerable de ZFC + HCG, &k es
un cardinal en M de cofinalidad no numerable, P = Fn(x,2,Rg) y G es un filtro
P-genérico sobre M, entonces en M[G] el ideal de los subconjuntos numerables
de wy es Ng-saturado (y 280 = k).

DEMOSTRACION: Como P conserva cardinales, usaremos la notacién w; para
referirnos a wM = wiw[c], e igualmente con otros cardinales. Supongamos que
{Au}a<ws € M|G] es una familia de subconjuntos no numerables de wy cuyas
intersecciones sean numerables dos a dos. Entonces, para cada o < < ws
existe un ordinal f(«, ) < wy tal que A, N Ag C f(a,8). Como P cumple la
c.c.n., por el teorema [PC 5.5] existe F' : w3 X ws — Pw; en M tal que F(«, )
es numerable y f(a, 8) € F(a, 8). Si llamamos v,.5 = |J F(a, 8) < wy tenemos
que la sucesion {va.8tap € My Aa NAg C Yo 8-
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Podemos considerar que 7 : [w3]? — w; y el teorema de Erdds-Rado (en M)
afirma que N3 — (N3)?2, por lo que existe H € M tal que H C w3, |H| =Ry y
Yo,8 toma un mismo valor 7 sobre todos los pares de ordinales de H.

Pero entonces, en M[G], la familia {A, \ 7} aecn es una familia de Ny sub-
conjuntos disjuntos de wi, lo cual es absurdo. m

Descartados los ideales determinados por la cardinalidad, el ejemplo mas
simple de ideal x-completo en un cardinal regular x es el ideal Ing formado por
los subconjuntos de k no estacionarios. El teorema [TC 6.17] implica que no es
k-saturado, pero en principio queda la posibilidad de que sea xT-saturado. Sin
embargo, también tenemos un resultado negativo:

Teorema 6.30 (Gitik-Shelah) Six > Ry es un cardinal regular, entonces el
ideal Ing de los subconjuntos no estacionarios de k no es k™ -saturado.

Dedicamos el resto de esta secciéon a demostrar este teorema, pero antes
destacamos que deja abierta la posibilidad de que el ideal Ing de wy si que
sea No-saturado, y el hecho es que, suponiendo la consistencia de un cardinal
grande, también es consistente que lo sea (teorema [PC 13.21]).

En primer lugar vamos a necesitar algunos resultados de combinatoria. Par-
timos de un hecho muy conocido:

Teorema 6.31 Si k es un cardinal regular, existe una familia {X,} o<t de
subconjuntos de k de cardinal k tales que | Xo N Xg| < k siempre que a # f3.

DEMOSTRACION: Por el lema de Zorn podemos tomar una familia maximal
en las condiciones indicadas. Basta ver que no puede tener cardinal < x. En
efecto, dada {X,}a<y, con v < k en las condiciones del enunciado, definimos

Yo =Xo\ U X5 =X\ U (XsNXa),
6<a <a

que son conjuntos de cardinal x, pues la union tiene cardinal < k, porque k es
regular. Ademas los Y, son disjuntos dos a dos. Tomamos £, € Y,, de modo
que X = {B, | @ < K} cumple | X| = k. Ademéas X N X, C {fBs | 0 < a}, luego
|X N X,| < Kk y esto prueba que la familia dada no es maximal. m

Definicion 6.32 Las familias en las condiciones del teorema anterior se llaman
familias casi disjuntas de subconjuntos de k.

Dado un cardinal 4, una familia {X4},<,+ de subconjuntos no acotados
de un ordinal limite A < pu* es fuertemente casi disjunta si para todo v < u™
existen ordinales {8, }a<~ tales que los conjuntos {X, \ Ba}ta<y son disjuntos
dos a dos.

Teorema 6.33 Si p es un cardinal regular, existe una familia {Xo}o<,+ fuer-
temente casi disjunta de subconjuntos de .
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DEMOSTRACION: Basta tomar cualquier familia casi disjunta {Xq}a<p+
de subconjuntos de u. En efecto, si v < u*, pasando a otro ordinal mayor,
no perdemos generalidad si suponemos v > x, y entonces podemos reordenar
{Xata<y = {Xas to<r- S 6 < K, los conjuntos {X,; N Xo, }ecs estan acotados
en Kk, y como k es regular podemos tomar una cota comun f,,, de modo que
Xas \ Ba, es disjunto de todos los X, con € < 4. "

En cambio:

Teorema 6.34 Si A < pt y cf X\ # cf u, entonces no existe ninguna familia
fuertemente casi disjunta de subconjuntos de .

DEMOSTRACION: Supongamos {Xq}a<,+ es una familia fuertemente casi
disjunta de subconjuntos de . Podemos sustituir cada X, por un subconjunto
de ordinal cf X sin que deje de cumplirse lo indicado. Asi pues, podemos suponer
que todos los X, tienen ordinal cf A. Sea f : g — X suprayectiva. Como
cf X\ # cf p, para cada o < ™ existe un d, < p tal que X, N f[d,] es cofinal en
A. En efecto, podemos tomar A C p con una antiimagen para cada elemento de
X4, de modo que |A] = cf A Sicf A < cf i, entonces A esta acotado en p por
un cierto d, que cumple lo requerido. Si c¢f p < cf A, tomamos g : ¢cfp — p
cofinal creciente y observamos que no puede ocurrir que

Ne <cfpVB < ANy € Angle) f(v) < B,

pues entonces podriamos tomar el minimo S, posible, y elegir § € A tal que

sup e < f(d) < A, pero entonces § € g(e) para cierto € < cf u y tenemos una
e<cfpu

contradiccion. Asi pues, existe un e < cf p tal que § = g(e) cumple que

AB<AVyeAnd f(v) = 8.
Asi pues, f[ANS] C X, N f[0] es cofinal en .

Podemos tomar W C pt tal que |[W| = u tal que todos los 6, con o € W
sean un mismo § < u. Sea v = sup W < uT. Por hipétesis existen ordinales
{Bata<~ tales que los conjuntos { X, \ Ba }a<~ son disjuntos dos a dos. Entonces
los conjuntos {f~[Xa \ Bal}acw son u subconjuntos de § < p disjuntos dos a
dos, contradiccion. L]

Teorema 6.35 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P € M
un c.p.o. y G un filtro P-genérico sobre M. Supongamos que k es un cardinal

reqular™ tal que en M[G] se cumple que cf k # cf |k|. Entonces kT se colapsa
en M[G].

DEMOSTRACION: Supongamos que (k)M es un cardinal en M|G]. Sea p =
|| M1 de modo que (k)M = (ut)MIG, En M existe una familia { X} ocp ot
fuertemente casi disjunta de subconjuntos de k, que, vista en M[G] es una
familia {Xo}o<,+ fuertemente casi disjunta de subconjuntos de & < ut, y esto
contradice al teorema anterior. ]
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Teorema 6.36 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, en M, sea k
un cardinal y sea I un ideal normal y k™ -saturado en . Sea P = Pr\ I, sea G
un filtro P-genérico sobre M y sea N = Ultg(M). Entonces PVr = PMICly y
P conserva cardinales y cofinalidades < k.

DEMOSTRACION: Por el teorema 6.4 sabemos que el algebra B = P/I es
completa, y es inmediato que la aplicacion i : P — B dada por i(X) = [X]
es una inmersion densa (suprayectiva, de hecho), de modo que que B es la
compleciéon de P.

Dado A € PMIClk, sea A = o y, para cada o < K, sea S, € P tal que
|6 € of| = [Sa]- Asi,

acAo|aeo| €GeSy €G ke j(Sy),

donde hemos usado que, como I es normal, x = [d], donde d es la identidad en .
Por lo tanto A = {a € k | k € j(Sqa)} € Ultg(M), ya que S = {Satacr € M,
luego j(S) € Ultg(M) y, para a < k, se cumple que j(S)s = j(Sa), pues
j(a) = a. Esto prueba que PNr = PMIClx,

Si jt < K es un cardinal regular™ . entonces, aplicando j, tenemos que x es un
cardinal regular” , y entonces tiene que ser un cardinal regular™[“], pues si exis-
tiera v < py g: v — p cofinal, entonces g C p X pu puede codificarse mediante
un subconjunto de x, que estaria en N y p seria singular en N, contradiccién.
Esto implica que P conserva cardinales y cofinalidades < k. n

Teorema 6.37 Sea p un cardinal, Kk = p= y v < K, v # cfu un cardinal
reqular. Si I es un ideal normal k¥ -saturado en k, entonces

Ef={A<k|ctr=v}el

DEMOSTRACION: Relativizamos la prueba a un modelo transitivo numerable
M de ZFC. Sea P = Px\ I y supongamos que E¥ € P. Sea G un filtro P-genérico
sobre M tal que B € G y sea N = Ultg(M). Por el teorema anterior todos
los cardinales < y son cardinales en M|[G] y como P cumple la c.c. x*, también
se conserva k. Por otra parte, como {\ < k | cf X = v} € G, se cumple que
ofN k= cf[d] = jg(v) = v, pero entonces cf 1k = v, pues si f € M[G] fuera
una aplicacién f : & — k cofinal con £ < v, podriamos codificarla mediante
un subconjunto de k, luego estaria en N (de nuevo por el teorema anterior), y
tendriamos una contradiccién.

Asi pues, en M[G] se cumple que cf k = v, lo cual implica que & se colapsa,
porque si se conservara serfa k = pt y serfa regular. Asi pues, || = p, luego
tenemos que cf K = v # cf |k]. Segtn el teorema 6.35 tendria que colapsarse kT,
cuando no es asi, contradiccion. [

Ahora ya podemos demostrar el teorema 6.30 para cardinales sucesores: si
k = pt > Ny es un cardinal regular, entonces el ideal Ing en x no es k-
saturado. En efecto, podemos tomar v < k regular, v # cfu. Si Ing fuera
rt-saturado el teorema anterior nos da que E¥ € INg, en contradiccion con el

teorema [TC 6.13], que afirma precisamente que dicho conjunto es estacionario.
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Para el caso de cardinales limite necesitamos otras técnicas que, de hecho,
cubren el caso de todo cardinal regular x > Ng.

Teorema 6.38 Si k y u > Ng son cardinales requlares, p* < K y
By ={A<k|ctA=p},

entonces no existe NINGuNa Sucesion {C/\}/\EE[I‘ tal que cx C A sea c.n.a. y que
cumpla las dos propiedades siguientes:

e 5i A € E} es un limile de ordinales de cofinalidad mayor que i, entonces
todos los elementos de cy con un inmediato anterior en cy tienen también
cofinalidad mayor que p.

e Para cada C C k c.n.a., existe un c.n.a. C' tal que

C'NESCPC)={reEi[VB<Aey\BCCh

DEMOSTRACION: Supongamos que existe tal sucesion y sea Cy el conjunto
de los A € k que son limite de ordinales de cofinalidad mayor que p. Claramente
Cp es cn.a. en k. Definimos recurrentemente una sucesion {C), },e,, de c.n.a.s
en k. Supuesto definido C,,, sea C/, el conjunto de los A € C,, tales que Cp, N A
no esta acotado en A, que también es c.n.a. Por hipotesis existe un c.n.a. C//
tal que Cy) N B C P(Cy). Definimos Cy, 41 = C;, N C}. Finalmente, definimos

C = () C,, que también es c.n.a.
new

Como Ej; es estacionario (por [TC 6.13]), tenemos que C' N E # &, y
podemos definir § = min(C N E};).

Para cada n € w, como ¢ € C,11 N E;; C P(C}), existe un §, < 0 tal que
cs \ Bn C Cl, C Cpyq. Como cf§ = pu > Vg, se cumple que S =supf, <y
Cs \ g cC.

Como § € Cp, tenemos que § es limite de ordinales de cofinalidad mayor
que p, luego si tomamos A € ¢s5 \ 8 que sea el siguiente de otro elemento de c;,
tenemos por hipotesis que cf A > pu.

Por otra parte A € C/ para todo n € w, luego C,, N A no esta acotado en A,
y es, de hecho, un c.n.a. en A\. Como cf A > Ny, la interseccién C'N A también es
cn.a. en A. Pero cf A > p, luego [TC 6.13] nos da un v € CN A de cofinalidad p.
Asi vy <A <dy~vy€CNE], en contradiccion con la minimalidad de 6. =

Ahora probamos que si que existen sucesiones que cumplan unas hipotesis
ligeramente méas débiles que las del teorema anterior:

Definicién 6.39 Sean x > N3 y i cardinales regulares, ut < k y sea E C Ey
un conjunto estacionario en k. Una sucesion O, , , (E) es una sucesion {ci}rcr
que cumpla las condiciones siguientes:

a) Ex C Aes cofinal y |cy| = p.

b) Si A € E es limite de ordinales de cofinalidad mayor que p (y mayor que X;
si g = Np) entonces todos los elementos de ¢y con un inmediato anterior
en ¢, tienen también cofinalidad mayor que p (y mayor que Ny si p = Np).
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¢) Para cada C C & c.n.a., el conjunto
PC)={ e E|\VB<Acx\BCC}

es estacionario en k.

Llamaremos .,

estas condiciones.

(E) a la formula que afirma la existencia de una sucesion en

Observemos que si existe una sucesion ¢/, . (F) existe una en la que cada c)

es c.n.a. en A, pues ¢y se puede cambiar por su clausura respecto de la topologia
de orden, su cardinal sigue siendo p (a lo sumo se afiade un nuevo punto por
cada ordinal limite en el ordinal de ¢y ) y los ordinales con un inmediato anterior
siguen siendo los mismos, luego no deja de cumplirse b). También es claro que
c) se sigue cumpliendo. Asi pues, O¢,, (E);) afirma que existe justo lo que
el teorema anterior afirma que no existe salvo que cambiamos el “contiene una
interseccion C' N E” por “es estacionario”.

Teorema 6.40 Sean k > N3 y p cardinales requlares, u™ < k y sea E C E} un
conjunto estacionario en k formado por ordinales limite. Entonces se cumple

Ocn.a (E)-

DEMOSTRACION: Vamos a suponer u+ > No. Si no es asi, la prueba vale
igual cambiando p* por u* ", pero de todos modos el caso 1 > Vi nos basta para
completar la prueba de 6.30. Vamos a probar, més aiin, que existe una sucesion
O o (E) tal que (%) para todo C C & c.n.a., el conjunto {\ € E | ¢y C C} es
estacionario.

Sea C* C k el c.n.a. formado por todos los ordinales que son limites de
ordinales de cofinalidad > p, sea C' C k un c.n.a. cuyos elementos con inmediato
anterior en C tengan cofinalidad mayor que p y sea A € Ej N C*.

Vamos a definir un arbol T3 (C) formado por sucesiones decrecientes en \.
Asi, Nivg(Th(C)) = {@}. Tomamos como Nivy(Th(C)) (las sucesiones de longi-
tud 1 con valores en) un c.n.a. N C A de ordinal i cuyos puntos sucesores sean
ordinales de cofinalidad mayor que p. Si (n) € Nivy(TX(C)), definimos como

sigue sus extensiones a Nive(T)(C)):

a) Sin no tiene inmediato anterior en N, entonces (1) no tiene extensiones.

En caso contrario llamamos n* a su antecesor y n’ = sup(C N (n + 1)).
Notemos que cfn > pu.

b) Sin’ < n* entonces (1) tampoco tiene elementos por encima.
¢) Sin* <n <n, distinguimos a su vez varios casos:

1. Si cfn’ > p, entonces el tnico elemento sobre (n) es (n,7') y éste a
su vez no tiene sucesores.
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2. Sicfn’ < p, entonces ' < 1y no tiene inmediato anterior en C, luego
podemos tomar un c.n.a. en 1’ \n* de ordinal cf n’ cuyos elementos sin
inmediato anterior tengan cofinalidad mayor que p. Las extensiones
de (n) se definen en este caso como las de la forma (n,4), con § en
dicho c.n.a.

Esto define Nivy(T)(C)), v los elementos de Nivs(T)(C)) por encima de los
determinados por el caso ¢) 2. se determinan con el mismo criterio. Notemos
que los elementos de Ty (C') son sucesiones estrictamente decrecientes salvo quiza
en su ultimo término, si éste corresponde al caso ¢) 1. Por lo tanto, se trata de
un arbol bien fundado, claramente de cardinal < p.

Ahora definimos una sucesion {Cs}s<,+ de c.n.a.s en £. Como C tomamos
cualquier c.n.a. cuyos puntos con inmediato anterior estén tengan cofinalidad
mayor que p. Para cada A € ENC*, sea TY = T)\(Cp) y EY el conjunto de todos
los puntos de cualquiera de los niveles de Tf\) que estan ademas en Cy y tienen
cofinalidad mayor que p.

Sea C** = {\ < k| Cp N A no esta acotado en A} el c.n.a. formado por los
limites de Cp. Vamos a probar que si A € E N C* N C** entonces EY no esté
acotado en A.

Como A € C**, tenemos que Cp N N es c.n.a. en A (aqui usamos que A
tiene cofinalidad p > Ng). Si la interseccion contiene un conjunto no acotado
de ordinales con inmediato anterior en Cy o en N, entonces todos ellos tienen
cofinalidad mayor que p y estan en EY. Supongamos, pues, que a partir de un
cierto ordinal dy < A, todos los elementos de la intersecciéon son limites en Cy y
en N.

Dado cualquier §p < § < A, tomamos i’ € Cp con inmediato anterior en
Cp tal que § < 7. Llamamos 1 al minimo elemento de N mayor que 1’. No
puede ser un limite en N, luego tiene un inmediato anterior n* < n’ < 7 (no
pueden darse las igualdades porque 1’ ¢ N). Entonces 7 esta en el caso c)
de la definicién de 7Y y, o bien n € EY (si se da el caso 1.), o bien existe un
§<n" <n conn’ €Nivy(T?) y con cfn’ > p, luego 1" € E.

Si A € E\ (C* N C**) definimos (o redefinimos) EY como un subconjunto
de A no acotado y de ordinal u cuyos elementos tengan todos cofinalidad mayor
que u si es que A € C*.

En particular tenemos un c.n.a. Cj = C* N C** tal que si A € ENC| se
cumple que EY no esté acotado en A y consta de los ordinales de Cy que aparecen
en algin nivel de T)(\) y tienen cofinalidad mayor que p.

Por hipotesis { EQ} e g no es una sucesion O, , (E). Como el a&rbol 7Y tiene
cardinal < p, es claro que la sucesion cumple al propiedad a) de la definicion,
y por construccion también cumple la propiedad b). Por lo tanto, tiene que
fallar la c¢) (en su version fuerte (x)). Esto significa que existe un c.n.a. C;
tal que {\ € E | EY C Ci} no es estacionario. Pasando a un subconjunto,
podemos exigir que C; C Cy y que los puntos con inmediato anterior en Cy

tengan cofinalidad mayor que pu.
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Esto hace que C; esté en las mismas condiciones que Cj, luego la misma
construcciéon precedente nos da los arboles {T/{},\GEQC* y la sucesion {E}\}AGE.

Procediendo de este modo podemos construir una sucesion {Cy}o<,+ de
cn.a.s en k. En los limites tomamos como C) un c.n.a. contenido en [ Cs

cuyos sucesores tengan cofinalidad mayor que pu. I<A
Por ultimo, tomamos C = (] C,, que es c.n.a., pues = < k. En el
a<pt

proceso de construcciéon hemos visto que existe un c.n.a. C/, C k tal que si
A € ENCY entonces EY no esta acotado en A y consta de los ordinales de C,
que aparecen en algin nivel de Ty y tienen cofinalidad mayor que p y no esta

acotado en A. Sean C' = (| C/ y E' = ENC’. Podemos exigir ademéas que
a<pt
todos los elementos de E’ sean mayores que pu*.

Vamos a probar que si A € £’ la sucesion de arboles {7}, ,+ se estabiliza,
es decir, que son todos el mismo a partir de un cierto a). Supongamos lo
contrario. Notemos que Nivy(Ty) depende Gnicamente de A, y podemos suponer
(por construccion) que es el mismo conjunto N para todos los arboles. Para cada
n € N, llamamos (Ty'),, al arbol formado por las extensiones de (n). Si todas las
sucesiones {(T5 ), }a<,+ se estabilizan a partir de un ay,, < p*, como |N| < p,
resultaria que la sucesion {15 },<,+ se estabilizaria a partir de sup, axn < wt.

Asi pues, podemos tomar 79 € N tal que la sucesion {(T5'),, fa<y+ DO se
estabiliza. Sing no tuviera anterior en N, todos los términos de la sucesion serfan
el arbol de altura 1 con (1) como tnico elemento del nivel 1, luego g tiene que
tener un inmediato anterior n} en N. Sea ahora nj, = sup(C,N(no+1)). Como
la sucesion C, es decreciente, la sucesion {1, }o<,+ €s una sucesion decreciente
de ordinales, luego es finalmente constante.

Si 4, < n* para algin «, lo mismo valdria para todos los siguientes, y de
nuevo la sucesion {(T5' )y, fa<,+ seria trivialmente constante, por construccion.
Asi pues, 1§ < nj, < no para todo «, y existe un oy < p* tal que si @ > ag
entonces 1y, = 71, para cierto ordinal 75 < n1 < 19.

Ahora observamos que, para todo a > «a, el conjunto Ny de los ordinales que
prolongan a (71) en todos los arboles T es el mismo.” Nuevamente podemos
elegir un ny € N7 tal que la sucesion de arboles no se estabilice por encima de
(n0,m), y procediendo del mismo modo obtenemos una sucesion estrictamente
decreciente de ordinales.

Asi pues, existe un ay, < pt a partir del cual se estabiliza la sucesién de
arboles. La aplicacién A — ) es regresiva sobre E’, luego existe un conjunto
estacionario E* C E' C k sobre el que todos los « coinciden con un mismo
a* < ut.

"En la definicion de Ty (C) podemos especificar que cada vez que elegimos un conjunto N
en las condiciones requeridas (un c.n.a. en n’ \n* de ordinal cf ' cuyos elementos sin inmediato
anterior tengan cofinalidad mayor que p) lo hacemos mediante una misma funcion de elecciéon
definida en un V), suficientemente grande, de modo que, aunque partamos de dos conjuntos C
distintos, si los ordinales n* y 1’ son los mismos para ambos, entonces el conjunto N elegido
sea también el mismo.
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Asi, si A € E* y o < a < pt, tenemos que Ef = Ny N C,, donde N)
es el conjunto de los ordinales de cofinalidad mayor que p que aparecen en
los distintos niveles del arbol 7§ (que no depende de «), luego la sucesion
{E{} o <a<u+ es decreciente y estd formada por subconjuntos no acotados en A
de cardinal p (porque los arboles Ty tienen cardinal < py cf A = p).

Es claro entonces que la sucesiéon tiene que estabilizarse o, de lo contrario,
|E§| > pt. Nuevamente, existe un oy < pt tal que EY es constante para
todo oy < a < pt, y como A — o) es también regresiva, restringiendo E* y
aumentando a® podemos suponer que Ei‘*ﬂ = Ej‘\‘* para todo A € E*. En
particular, E;’ C Cyy1, y por lo tanto E* C {\ € E | E;’ C Cy41}, cuando
Cqx+1 se ha escogido precisamente con la condiciéon de que el conjunto de la
derecha no sea estacionario, contradiccion. L]

DEMOSTRACION (DE 6.30): Sea k un cardinal regular, que por la version
de 6.30 que ya hemos probado (para cardinales sucesores) podemos suponer
k > W3, vy sea u > Ny un cardinal regular tal que u* < k. Supongamos que el
ideal INg en k es kT-saturado y vamos a probar lo siguiente:

(*) Para todo E C Ej; estacionario, existe S C E estacionario y una
sucesion QL . (S), digamos {ca}res tal que, para todo conjunto C

c.n.a. en k, el conjunto estacionario
P(C)={ eS| Va<Aiey\acCC}
cumple ademds que S\ P(C) no es estacionario.

En efecto, por el teorema anterior existe una sucesion {cy}rep que cumple
Ol 1o (E). En particular, para cada C' c.n.a. en x tenemos que P(C) C E es
estacionario. Vamos a probar que existe S C FE estacionario tal que para todo
c.n.a. C el conjunto S\ P(C) no es estacionario. Admitiendo esto, la restriccion
{ca}res cumplira claramente lo requerido.

En caso contrario, para cada S C E estacionario existe un c.n.a. C tal que
S\ P(C) C S es estacionario. Como Pr/Ixg cumple la c.c. xT, una anticadena
maximal de clases de la forma [S'\ P(C)] en las condiciones indicadas tiene que
tener cardinal < k. Sea, pues {(Ss5,Cs)}s<, una sucesion de pares formada
por conjuntos estacionarios Ss C S y c.n.a.s Cs C k tales que S\ P(Cjs) sea
estacionario y W = {[S \ P(Cs)] | § < v} sea una anticadena maximal en
el cociente (podemos tomar la sucesion de cardinal p si admitimos que pueda
haber pares repetidos).

Sea C = A Cjs. Asi, para cada d < k, Cs contiene todos los elementos de C
§<k
mayores que 4, luego P(Cj) contiene todos los elementos de P(C') mayores que

d, luego [S\ P(Cs)] A [P(C)] <[] = 0. Como S = P(C) es estacionario, existe
un c.n.a. C7 tal que S\ P(C”) es estacionario y [S'\ P(C")] es incompatible con
todas las clases de W, en contradiccién con la maximalidad de la anticadena.

Sea ahora {Ss}s<x tal que {[Ss] | § < K} sea una anticadena maximal en el
conjunto de clases en Pr/Ing por debajo de [E] con la propiedad de que para
cada § < k existe una sucesion {c3 }res; que cumple (x).
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Como el ideal Ing es k-completo, quitando a cada Ss un conjunto no estacio-
nario, podemos suponer que los S5 son subconjuntos de E}; disjuntos dos a dos.

Notemos que si {c}}res; cumple O . (Ss5) y S* no es estacionario, entonces

{Ci}AESJ\S* Cumple <>/c.n.a.(55 \ S*) y
(Ss\S)\{re (Ss\S") |[Va<Ar cCc
Ss\{ e S5 | Va<Ad cCy,

luego si el segundo conjunto no es estacionario, tampoco lo es el primero.

Siendo disjuntos los conjuntos Ss, no es necesario el superindice, y podemos
escribir {ea}aes;- Segun hemos observado tras la definicion 6.39, podemos
suponer que cada cy es c.n.a. en A. (Notemos que ¢y cumple ¢y C C siy sélo si
lo cumple su clausura en \.)

Observamos ahora que E = E§ \ |J S5 no es estacionario, porque si lo
0<K
fuera, por (x) contendria un S C E que podria anadirse a la anticadena inicial

en contradicciéon con su maximalidad.

Por lo tanto podemos cambiar Sy por Sy U E y definir ¢) para A € E como
cualquier c.n.a. en A con la condicién de que si A es limite de ordinales de
cofinalidad mayor que pu, todos los elementos de ¢y con inmediato anterior en
c) tienen también cofinalidad mayor que u. Asi se sigue cumpliendo todo lo
requerido pero, ademés E}} = U Ss.

o<

Ahora tenemos definida una sucesion {cy }ae B Basta probar que para cada

C c.n.a. en k existe otro c.n.a. C’ tal que

C'NE;c{reE;|V<Aen\BCC},

pues entonces {cy}ae o cumplird justo lo que el teorema 6.38 afirma que no
puede cumplir.

En caso contrario el conjunto E* = Ef \{A € Ef | VB < Xex\ B C C}
es estacionario, luego contiene un subconjunto estacionario S’ que cumple (x),
y ademas S’ NS5 C S5\ P(C) no es estacionario, luego [S’] A [Ss] = O para
todo 4§, luego [S’] puede anadirse a la familia de partida en contradiccion con su
maximalidad. L]

Nota En general, si I esunidealen k y A C k\ I, se llama
IHNa={XePr| XNAcI}

que es también un ideal en k. Es claro que si I es k-completo y no principal

también lo es I4. Es facil ver que el argumento que hemos empleado para

demostrar el teorema 6.30 prueba en realidad que si kK > N3 y ¥} < 4 < Kk son

cardinales regulares, entonces el ideal Ing| Br 1O €s kT-saturado. El argumento

que hemos dado no vale para el caso y = Ny, pero se puede refinar para incluirlo.
n
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6.4 Cardinales R-medibles

En [TC 7.70] definimos un cardinal R-medible como un cardinal no nume-
rable x tal que existe una medida unitaria k-aditiva u : Px — [0, 1] respecto
a la que los puntos tienen medida nula (lo que llamamos una medida fuerte
en k) y en [TC 7.76] probamos que la medida de Lebesgue se puede extender a
una medida en PR si y solo si existe un cardinal R-medible x < 2%, Ademas,
en [TC 7.74] probamos que los cardinales R-medibles > 2% no son sino los
cardinales medibles.

Ahora podemos observar que si p es una medida fuerte en un cardinal
R-medible &, entonces el ideal I, de los conjuntos nulos respecto de u es k-
completo, Nj-saturado y no principal, luego es una medida débil en &, y el
teorema 6.16 prueba que la consistencia de que exista un cardinal débilmente
medible implica la de que exista un cardinal medible. Reciprocamente, ahora
vamos a probar que si es consistente que exista un cardinal medible, también lo
es que exista un cardinal R-medible < 2%, Nos basamos en el teorema siguiente:

Teorema 6.41 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC. En M, sea k
un cardinal medible y U una medida en k tal que (V = LIU))™. Sea (B,m) un
dlgebra medida completa. Si G es un ultrafiltro B-genérico sobre M, entonces k
es un cardinal R-medible en M[G].

DEMOSTRACION: Todo lo que sigue ha de entenderse relativizado a M. Para
cadaa € B, a # 0, cada 7 € MB tal que a IF 7 C & y cada a < K, sea

m(a A || € 7]])

(@) € [0,1].

fa(Ta a) =

Como 2% < k, existe un tinico niimero real 0 < r < 1 tal que f,(1,a) =r
para casi todo o (mo6dulo U). Definimos

pa(1) =7 [{a € k| fulr,0) =r} € U.

1) Sialko C T CE, entonces pa(o) < pia(T).

En efecto, a A ||@ € 0| < a A ||& € 7|, luego fo(o,a) < fo(7,a). Clara-
mente,

{a € k| pa(o) = falo,a) A pa(r) = fa(r,)} €U,

luego existe un o < k tal que
,U,a(O') = fa(Ua Oé) < fa(Tv a) = Ma(T)-

2) En particular, sial- o =71 C &, entonces jq(0) = pa (7).
3) Si x C K (suponiendo x € M) entonces

~N_[1 sizeU,
’““‘(x)_{o six¢U.
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1 Siae:c’lueof(ﬁca)—{l sia €,
O siaga, 80 BT sia ¢ .

4) Sea v < K y{osts<y (€ M) tal que al- 05 C & y, para todo & < e < 7,
alkosNo.=@. Seat = {(p.0.(6,05),1) | 6§ € v} y sea 0 € M® tal que

alko= | 7(0). Entonces (o) = > pna(os).
o<y 6<y

En efecto, ||& € &|| = {

En efecto, si § < € < v tenemos que
al|a€eos||Nan]j@d€o=an]|adeosno <|aez|]=0.

Por lo tanto {a A ||& € 05||}5<~ es una anticadena en B (quiza con términos
nulos). Por otra parte

allaco=an Vi< acr()

=an Vllaer®)| =V aAlacas|.
o<y é

<7
Asi pues,
mia A & € os])
fa(0,0Z) = = Zfa(USaa)'
é m(a) o<y
Sea X5 = {a < k| falos, ) = pa(os)} € U. Sea X = (| X5 € U. Si
6<y
a € X, entonces fa(0,a) = 3 p1a(0s), luego pa(0) = 3 p1a(0s).
o<y &<y

5) Sear €[0,1] (reM). SiD={ceB |0 <c<aApulo) <r} esdenso
bajo a, entonces pq(c) < r. Lo mismo vale para las desigualdades > r, < r y
>,

En efecto, sea {an, }new una anticadena maximal en D (podria ser finita, pero
el razonamiento que sigue vale igual). Claramente a = \ a,.

new

Como fi,, (0) < r, para casi todo o < k se cumple

m(an A ||& € o) < rm(an).

Por la completitud de U, esto se cumple para todo n < w para casi todo a.
Asi pues, para casi todo «a < k,

m(a A ||& € o)) = m(n\e/w(an Alle € 0||))

= > mla, AN|a € o) < > rm(a,) =rm(a).

new new

Por consiguiente, f(o, @) < r para casi todo «, luego pq (o) < 7.

eSibeB,b+#0, bl o C k&, definimos

py(0) = mf 14 ().

6) Las propiedades siguientes son obvias:
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a) Sibl-o C 1 C & entonces pj (o) < pi(r),
b) Si by < by, entonces py, (o) < pjy (o),

1 sizelU,
0 siz¢U.

d) Seay <k y{osts<y (€ M) tal que bl 05 C ik y, para todo § < € < 1,
bl-osNo. =@. Seat={(p.0.(6,05),1) | 5§ €~} yseaoc & ME tal que

blFo= | 7(6). Entonces (o) > > pi(os).
6<y o<y

c) Six C Kk entonces pj (&) = {

e Trabajamos ahora en M[G]. Notemos que, como (V = L[U])M, se cumple

que M = LIUMMIE Tuego 14(0) y pi(o) son definibles en M[G] (relativizando
las definiciones a L[U]).

Sea u : Px — [0, 1] dada por

1(A) = sup py (o),
beG

donde A = 0. (El supremo se toma en realidad sobre los b € G tales que
blFo Ck.)

7) La definicion de p no depende de la eleccion de o.

En efecto, supongamos que A = og = 7¢. Entonces, si b € G cumple
bl-o CFk, existe ) € Gtal que ¥ <byb IF7C iAo =r1. Entonces

1 (0) < iy (0) = pip (1) < 7 (4),
luego (7 (A) < u(7)(A), e igualmente se prueba la desigualdad contraria.
En realidad acabamos de probar algo més general:
8) St A1 C Ay C K, entonces p(A1) < p(Az).

Otro hecho obvio es el siguiente:

1 siAeU,

9) Si Ae M, ACk, entoncesu(A):{O GiAEU

o Claramente
IV : Pi — [0,1] A ANA € PeVa(x es un B-nombre A x € L[U]

NA=ar A p(A) = 2161g(u2‘(m))L[U]))H =1,

donde T es el nombre canoénico de G. Por consiguiente existe i € M® tal que
| : Pk — [0,1] A ANA € PeVa(x es un B-nombre A x € L[U]

AA=ar A (A) = gungu))m)u = 1.
c
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En particular p = ig.
10) Sea r € [0,1]NM y sea b € B tal que blF o C k. Entonces
py(0) =< bl (o) > 7
En efecto, si (o) > r y H es un ultrafiltro B-genérico sobre M con b € H,
entonces fig(om) > pi (o) > r, luego bl fi(o) > 7.

Supongamos ahora que b IF fi(0) > 7. Hemos de probar que pj (o) > r, para
lo cual basta probar que para todo s < r se cumple p} (o) > s. Por la definiciéon
de uj, para ello basta a su vez con demostrar que para todo ¢ < b (no nulo) se
cumple u.(o) > s. Por 5) basta probar que el conjunto

D={deB|0<d<cA uqg(o)> s}

es denso bajo c¢. En efecto, dado d < ¢, tomamos un ultrafiltro B-genérico H
tal que d € H. Como d IF fi(o) > 7, tenemos que

sup 12 (0) = irr(os1) > 1,
ecH

luego existe un e € H tal que e < dy pe(o) > pi(o) > s. Asipues,e € Dy
e <d.

11) Sean A, As C Kk (en M[G]), A = A1 U Ay, A1 N Ay = @. Entonces
p(A) = p(A1) + p(Az).

En efecto, sean A1 = 01g, Az = 09g, A = 0g. Sea ¢ € G tal que
clhFo=01Uos ANo1Nog =T ANoy CkANoy CE.
Tomemos 71, 12 € [0,1] N M tales que (A1) > r1, u(Az) > re. Sea b € G,
b<ctalque bl (i(o1) > 71 A fi(o2) > 7a).

De 10) se sigue que pj(o1) > 71, i (02) > 72y, por (un caso particular de)
6d), también
py(0) = pp(o1) + py(02) = r1 + 7o

Por consiguiente, p(A) > pi (o) > r1 +re. Como Q = QM C M, al tomar
supremos en r1 y o concluimos que p(A) > u(Ar) + u(As).

Supongamos que pu(A) > pu(Ay) + u(Az). Existen ri, ro € [0,1] N M tales
que p(Ay) <y, p(A2) <roy u(A) >1r +re. Seab e G, b < ctal que

blF (ﬂ(al) <71 A ﬂ(O'Q) <72 A [L(U) > T+ fg).
Vamos a ver que pup(o1) < r1. Por 5) basta ver que el conjunto
D={deB|0<d<bA ug(o1) <r1}

es denso bajo b. En efecto, si e < b, existe un d’ < e tal que d’' IF fi(oq) < 71,
luego por 10) pj (o1) < ri y por definicion de pjj, existe un d < d’ tal que
pna(or) <ri. Asi,de Dy d<e.
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Igualmente py,(02) < 72, luego por (un caso particular de) 4),

*

1y (0) < pp(0) = pp(01) + pp(o2) <71 +712,
pero 10) nos da también que (o) > 71 + ro, contradiccion.

12) Sean {As}s<y (en M[G]) con v < k subconjuntos de k disjuntos dos a

dos. Sea A= |J As. Entonces p(A) = > u(As).
<y o<y
Por 11) se cumple que p(A) > > u(As).
o<y

Sea As = 05¢. Podemos suponer que {o5}5<, € M. En efecto, tenemos
que {As}s<y = 7¢. Para cada § < v, es claro que [|Vz 7(0) = || = 1, luego
existe un o5 € M® tal que ||7(0) = 05| = 1, y la eleccion puede hacerse en M.
Definimos o segin 4), con lo que A = o¢. Podemos cambiar 7 por el definido
en 4). Sea c € G tal que

clF Noe <5(5 #e— 7(6) N7(e) = @).

En particular, si § < € <, se cumple que clF o5 No. = @.

Supongamos que p(A4) > > u(As). Entonces existe r € [0,1]NM y b € G,
b < ¢ de modo que o<y
bik > a(7(9)) <7 < ji(0).
o<y
Sea E C v finito. Como |Vx z = |J 7()|| = 1, existe o € M® tal que
S€E
log = U 7(8)| = 1. Claramente entonces b I+ fi(cg) < 7y, como el en apar-
S€E
tado anterior, de aqui se sigue que pp(og) < r. Por 4) up(og) = > m(os) <r.
ek
Como esto vale para todo F finito, también por 4) concluimos que

pi(o) < (o) = > p(os) < 7.
6<y

Pero por otra parte 10) implica que pj (o) > r, contradiccion.

Con esto tenemos probado que (en M[G]) p es una medida unitaria x-aditiva
en k. Ademas por 9) es no trivial, luego x es R-medible™ [G1, L]

Ahora es facil convertir a 280 en un cardinal R-medible:

Teorema 6.42 (Solovay) Si es consistente la existencia de un cardinal medi-
ble, también es consistente que 280 sea R-medible.

DEMOSTRACION: Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC en el que
exista un cardinal medible s con una medida fuerte U tal que (V = L[U])M[C].
Consideremos el algebra de Cantor B = B, que anade k reales aleatorios. Sea
G un ultrafiltro B-genérico sobre M. Entonces (2% = x)M [&] v por el teorema

anterior x es R-medibleM[C], u
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En particular tenemos que si es consistente que exista un cardinal medible,
también lo es que exista una medida 28°-aditiva en R que extienda a la medida
de Lebesgue. Este teorema, junto con las observaciones del principio de esta
seccion, prueba que la consistencia de que exista un cardinal medible es equi-
valente a la de que exista un cardinal R-medible < 2% y a la de que exista un
cardinal débilmente medible < 280,

Esto significa que no es posible demostrar que, si ZFC es consistente, también
lo es ZFC + “la medida de Lebesgue puede extenderse a todos los subconjuntos
de R”, sino que la consistencia de que dicha extension sea posible requiere —y,
segtin acabamos de decir, es de hecho equivalente a— la consistencia de que
exista un cardinal medible, la cual a su vez no puede ser demostrada ni siquiera
suponiendo la consistencia de que exista un cardinal inaccesible, o infinitos de
ellos.

Por otra parte, combinando 6.8 con [TC 8.49] concluimos:

Teorema 6.43 Si es consistente que ezista un cardinal (débilmente) medible,
entonces es consistente que 28 sea débilmente medible y no R-medible.






Capitulo VII

Cardinales fuertes y
superfuertes

Hemos visto (teorema 5.3) que un cardinal k£ es medible si y sélo si existe
una inmersion elemental no trivial j : V. — M con punto critico k. Ademés
sabemos que en tal caso V,, C M (teorema 1.4 y la observaciéon posterior). El
concepto de cardinal fuerte surge de reforzar ligeramente esta propiedad. Una
definicién natural seria la siguiente:

Un cardinal  es a-fuerte si existe una inmersion elemental j : V' — M con
punto critico & tal que a < j(k) y Vo, C M.

De este modo, cuanto mayor es a més “se parece” la clase M a V. Los
cardinales medibles coinciden con los x-fuertes, y de hecho también coinciden
con los k + 1-fuertes, porque el teorema 5.4 ¢) implica que la inmersion natural
asociada a una ultrapotencia cumple V.11 C M (porque todo x € V41 cumple
x CV, C M, luego |z| <|Vi| = &, luego x € M"* C M).

Sin embargo, la “definiciéon” que hemos dado de cardinal a-fuerte no es acep-
table, porque “inmersién elemental entre clases propias” no es definible en ZFC.
La caracterizacién de los cardinales medibles mediante inmersiones elementa-
les tiene sentido porque tenemos una definiciéon de “cardinal medible” que so6lo
involucra la existencia de un conjunto (una medida U) a partir del cual puede
construirse una inmersiéon elemental, en el sentido de que tenemos una férmula
concreta ¢(U, x,y) que define una inmersion elemental siempre que U es una
medida en un cardinal.

Igualmente, vamos a ver que es posible dar una definicién conjuntista de
cardinal a-fuerte que a su vez puede caracterizarse en términos de inmersiones
elementales en el mismo sentido que en el caso de los cardinales medibles.

Mas precisamente, sabemos que cada medida U en un cardinal x determina
una inmersion elemental no trivial jy : V. — Ulty (V') con £ como punto critico.
Reciprocamente, una inmersién elemental arbitraria j : V. — M con k como
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punto critico determina una medida (normal) D en k, a saber,
D={X Cr|rejX)}

pero su inmersion elemental asociada jp no es necesariamente j. Lo méaximo
que podemos decir (teorema 1.20) es que existe una inmersion elemental k que

hace conmutativo el diagrama
Jip l /

Ultp (V)

Es por esto que no podemos definir un cardinal a-fuerte como un cardinal s
para el que existe una medida D cuya inmersion asociada jp : V. — Ultp (V)
cumpla V,, C Ultp(V), pues podria existir una inmersion en estas condiciones
que no fuera de la forma jp para ninguna medida D en . En la primera secciéon
vamos a definir ultrapotencias mas generales que las asociadas a medidas, de
modo que si si podemos construir de algiin modo una inmersiéon elemental segiin
la “definicion” de cardinal fuerte, podremos exigir que sea la inmersion asociada
a una ultrapotencia de este tipo.

7.1 Extensores

Recordemos ([TC 3.28]) que en Q x Q podemos definir un buen orden ca-
noénico respecto al cual € x € resulta ser semejante a ). Esto nos permite
identificar cada par ordenado de ordinales (a, 8) con el ordinal que le corres-
ponde a través de la tnica semejanza Q x Q@ — Q. La formula v = («, 8) es
absoluta (es facil ver que es A1) para modelos transitivos de ZF, sin necesidad
incluso del axioma de partes ni del axioma de infinitud. Mas atn, (véase la
prueba de [TC 5.21]) si & es un cardinal infinito, entonces k X & se corresponde
con k a través de la semejanza o, dicho de otro modo, k es cerrado para el orden
canonico, o también, (o, ) < k & a < kA S < k.

Maés en general, para cada nimero natural n, podemos identificar 2" con {2
identificando

(Oéo7 e ,an,l) == ((ao, ey an,g),an,l).

En particular, si k¥ es un cardinal infinito o, méas en general, un ordinal ce-
rrado para el orden candnico, podemos ver a x como el conjunto de los ordinales
< K, 0 como el conjunto de los pares de ordinales < k, o como el conjunto de
las ternas de ordinales < k, etc.

Si A es un conjunto de sucesiones de ordinales de longitud ny o : n — n
es una permutacion de n, definimos oA como el conjunto formado por las suce-
siones (ap, ..., @,—1) tales que (ao-1(0),- -+ Xp-1(n—1)) € A. Asi

(@0, m—1) € A& (Ap(0)s - -, Ag(n—1)) € TA.



7.1. Extensores 181

Si A es un conjunto de ordinales, definimos la proyeccion acotada de A como
pan(A) = {(Oéo, o 7an—1) | V(Jén € Qo (040, s, O, an) S A}

Una fibra a través de una sucesion de conjuntos de ordinales {4, };c., es una
sucesion de ordinales {a; }ic, tal que (g, ..., ;—1) € A; para todo i € w.

Definicién 7.1 Sean k < A ordinales cerrados para el orden canénico. Un
extensor (corto) de punto critico k y soporte A (o, méas brevemente, un exten-
sor (k,A)) es una funcion E : Pk — P que cumple las propiedades siguientes:

a) E(a) =aparatodo a < ky E(k) = A.

b) E(Ax B) = E(A) x E(B),
E(ANB) = E(A) N E(B),
E(A\ B) = E(A)\ E(B).

c) Sia € AC K, entonces E(a) € E(A).

d) E({(a,8) € Ax A | a=p}) ={(a,p) € E(A) x E(A) | o = B}, e
igualmente cambiando a =  por a € .

e) Si A C K™ y o es una permutacion de n, entonces E(cA) = o E(A).
f) Si A C k™", entonces E(p,(A)) = pn(E(A)).

g) Para toda sucesion {A;}ic, de subconjuntos de k, si existe una fibra a
través de {F(A4;)}icw, también existe una fibra a través de {A; }icy-

Diremos que E es un preextensor si cumple la definicién anterior salvo a
lo sumo la propiedad g). Cuando se cumple esta propiedad se dice que E es
numerablemente completo, de modo que un extensor es un preextensor numera-
blemente completo.

Notemos que en las propiedades b) y d) Estamos considerando a A x A como
un conjunto de ordinales a través de la identificacion entre Q2 y Q. Igualmente,
en las propiedades e) y f) en realidad A es un subconjunto cualquiera de x, al
que podemos ver como conjunto de n-tuplas o de n + 1-tuplas.

Veamos algunas consecuencias elementales de la definiciéon de preextensor:
e Si AC B C &, entonces E(A) = E(AN B) = E(A)N E(B) C E(B).
e E(A)Nk=A.

En efecto, la inclusion A C E(A) Nk se sigue de a) y c¢). Para probar el
reciproco observamos que si 8 € k \ A, entonces

B =E(B) € E(r\A) =\ E(A),
luego 8 ¢ E(A) N k.

e Si A esta acotado en s tenemos que E(A) = A, pues existe un o € & tal
que A C a, luego E(A) C E(a) = a y basta aplicar la propiedad anterior.
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Ahora probamos que toda inmersion elemental no trivial j : V. — M, donde
M es una clase transitiva, determina un extensor. Para ello tomamos un ordinal
k < A < j(k) cerrado para el orden canénico y definimos la A-restriccion de j
como la aplicacion E : Px — PX dada por E(A) = j(A)N A

Notemos que siempre podemos tomar A = j(k), ya que el hecho de que
sea cerrado para el orden canénico implica que j(k) también lo es.

La propiedad a) se cumple trivialmente, las propiedades b), ¢), d), e) y f)
se siguen inmediatamente del hecho de que j es una inmersién elemental y de
que todos los conceptos implicados son absolutos para modelos transitivos. Por
ejemplo, vamos a probar e). Para ello llamamos B = 0 A, de modo que

Nt ..can((an, .. an) € A (o1, .. ,00,) € B).
Aplicando j obtenemos que

Nt .can((ar,. .. an) € 5(A) < (g1, ..., ap,) € §(B)).

(En realidad esta formula deberia estar relativizada a M, pero es absoluta para
modelos transitivos.) Tomando la interseccién con A en ambos miembros obte-
nemos

Aoy ...an((a,...,an) € E(A) < (g1, -, 04,) € E(B)),

lo que se traduce en que E(B) = 0 E(A), como habia que probar.

Veamos ahora la propiedad g). Observamos que {E(A;)}ic € M, puesto
que A € My {j(Ai)}icw = j({Ai}icw) € M. Por lo tanto, podemos definir en
M un arbol A cuyo nivel i-ésimo sea A; de modo que, para i < j, un ordinal
a € A; es menor que un ordinal 8 € A; si, viendo a a como i-tupla y a 8 como
j-tupla, la segunda extiende a la primera.

Asi, la existencia de una fibra equivale a que el arbol A no esté bien fundado.
Como la propiedad de estar bien fundado es absoluta para modelos transitivos,
el hecho de que exista una fibra implica que existe una fibra en M y, como j es
una inmersién elemental, esto implica que la férmula

Va(r:w— QAVI €w x|; € 5(4)),

que se cumple en M, también se cumple en V' con A; en lugar de j(A4;), lo que
significa que {A;};c, tiene una fibra. "

Ahora probaremos que un extensor F : Px — P nos permite definir una
ultrapotencia de V' con una inmersion elemental no trivial asociada, aunque nos
conviene trabajar en un contexto mas general.

Definicion 7.2 Sean k < A ordinales cerrados para el buen orden canénico en
Q x Q y sea Q un modelo transitivo de ZFC tal que k € Q. Un preextensor
sobre () con punto critico k y soporte A es una aplicacion E : PkN@Q — P que
cumple la definicion de preextensor salvo por que su dominio es (Px)? = PrNQ
en lugar de Pk.
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Notemos que esta definicién generaliza a la anterior, pues un preextensor es
un preextensor sobre la clase universal V.

Por ejemplo, si £ € @ es un preextensor®(, \), se cumple también que
E es un preextensor sobre ) en el sentido de la definicién precedente (pero la
definicion de preextensor sobre @ no exige que E € Q). Supongamos a partir de
aqui que @ es un modelo transitivo de ZFC, que x € Q y que E : (Pr)? — PA
es un preextensor sobre () con soporte A > k. Definimos

F={feQlf:r—0Q}

Asi F es una clase propia en @, en el sentido de que f € F es equivalente a una
formula relativizada a @, a saber, (f : Kk — V)@. Definimos también:

F = {(f,a)| feFraec}
Z5y = {(a,B) er| fla) =9(B)}
Z5, = {(ap)er]fla)egB)}

Sif, g €9, esclaro que 7%, ng € PN Q y T es una clase propia en Q.

Consideramos en J la relacién de equivalencia dada por (f,a) ~ (g,b) siy
solo si (a,b) € E(Z},). Veamos que realmente es una relacién de equivalencia.

Para probar la reflexividad, tomamos (f,a) € F y observamos que
{(a,8) ek xr|a=p} C Zjy,
luego, aplicando F,
{(a, 8) e Ax A =} C E(Z ),

de donde se sigue que (a,a) € E(Z} ), luego (f,a) ~ (f,a).

Si(f,a) ~ (g,b), tomamos la permutacion o : 2 — 2 distinta de la identidad
y observamos que 0%, =2, por lo que

(b,a) = o(a,b) € 0E(ZF,) = E(0ZF,) = Z; ¢,

luego (g,b) ~ (f,a).
Por altimo, si (f,a) ~ (g,b) y (g,b) ~ (h,c), observamos que

(Z7gxw)N (KX Z, ) Calkx Z5,),
donde ¢ : 3 — 3 intercambia el 0 y el 1. Por lo tanto,
(E(Z,y) x E(rk)) N (E(r) x E(Z;})) C o(E(k) X E(Z;4))

y, consecuentemente, (a,b,c) € o(E(k) x E(Z5,,), luego (a,c) € E(Z5,,), lo que
prueba que (f,a) ~ (h,c).
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Definimos Ult};(Q) como la clase cociente de JF respecto a la relacion ~.
Aqui hay que entender que cada clase de equivalencia [f, a]* € Ult%(Q) es, por
definicion, el conjunto de los pares (g,b) € F de rango minimo% relacionados
con (f,a). De este modo se cumple que

[f;al" = [g,0]" ¢ (a,0) € E(Z ).
Definimos en Ult(Q) la relacion R dada por
[f,a]" Rg,b]" < (a,b) € E(Z5 ).

La prueba de que R esta bien definida es analoga a las pruebas precedentes,
usando que

(Z5 g % Zy ) N (kX Z5 . % K) Co(Z5 X KX K),
donde o(a,b,c,d) = (a,d, b, c).

Definicién 7.3 Sea ) un modelo transitivo de ZFC y sea E un preextensor
con punto critico k € @ y soporte A. Definimos la ultrapotencia Ulty(Q) como
el modelo que acabamos de construir con la relacién R como interpretacion del
relator de pertenencia.

El teorema siguiente implica en particular que las ultrapotencias que acaba-
mos de construir son modelos de ZFC:

Teorema 7.4 (Teorema fundamental de las ultrapotencias) En la situa-
cion anterior, si ¢(x1,...,2Ty) es una formula con a lo sumo las variables libres
indicadas, la ultrapotencia M = UltE(Q) cumple ¢([f1,a1]*, ..., ®[fn,an]*) siy
sélo si (ay,...,an) € E(Zy), donde

Z¢ = {(al,“-yan) S | ¢Q(f1(al)7~-'>fn(an))}'

DEMOSTRACION: Razonamos por induccién sobre la longitud de ¢. No
perdemos generalidad si suponemos que ¢ no tiene descriptores.

Supongamos que ¢ = z; = x; (y podemos suponer que x; # x; o el resultado
es trivial). Sea ¢ una permutacion que lleve los indices 4, j a las primeras
posiciones. Entonces

Zy =oc{(ar,...,an) € K" | filan) = fj(a)} = o(ZF, 4, ¥ k"2,

luego
E(Zy) = o(E(Z5 ;) x \"2),

por lo que
(al, Ce 7Cl,n) S E(Z¢) L (ai,aj) S E(Zf:i,fj) 4 [fi,ai]* = [fj,aj]*

A ¢M([f17a1]*7 RN [f’ma’ﬂ]*)'
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Si ¢ = x; € x; el razonamiento es andlogo. Si la relacion es valida para ¢,
también lo es para —¢, puesto que Z-4 = K \ Zy, luego

j(25]\/1([.11.17041]*7"'7[fnaan]*)
&~ (al,...,an) S /\\E(Z¢)
= B(k\ Zy) = E(Z).

Similarmente, si la relacién es cierta para ¢ y v, también se cumple para
@ N, pues Zyny = Zy N Zy y E conserva intersecciones. So6lo queda probar
que si la relacion es cierta para ¢, también lo es para ¢ = V.

Supongamos VM ([f1,a1]*,. .., [fn,an])*). Entonces existe un z = [fo, ao]*
tal que oM ([f1,a1]*, ..., [fn,anl* [fo,a0]*), luego, por hipétesis de induccion,
tenemos que (ai,...,an,a0) € E(Z,). Ahora bien, es claro que Zy C Zy X K,

luego aplicando E concluimos que (a1, ...,a,) € E(Zy).
Reciprocamente, supongamos que (ai, ...,a,) € E(Zy).
Por definicion de Zy:
(/\041 v an((alv e 7an) € Zdi - \/‘r w(fl(al)ﬂ ceey fn(Oén),l‘)))Q,
luego, por el axioma de eleccion®@, existe fy € @Q tal que

fo:/{—)V/\/\al...an((a17...7an)GZw

— 9 (fi(a1),. .., fulaw), folag,...,am)).

Asi,
(01, ,an) € Zy > (a1, .-y Qn, (@1, ..., ap)) € Zy

0, equivalentemente: o € Zy, <+ (o, a) € Zyg. Esto implica que

(Zy x Zy) " {(o, B) € & | = B} C Zy,

luego
(E(Zy) x E(Zy)) N{(a, B) € A | a = B} C E(Zy).
Por consiguiente, llamando ag = (a1, ...,a,) € E(Zy), tenemos que
(a17 e a/na CLQ) = (ao, ao) e E(Z¢)7
luego, por hipétesis de induccion, oM ([f1, a1]*, ..., [fn, anl*, [fo, ao]*) y también
wM([flaal]*w”?[fnvan]*)' u

Definicion 7.5 En las condiciones anteriores, para cada conjunto x € @, lla-
memos ¢, : Kk — @ a la aplicacion constante dada por ¢, (a) = z. Definimos la
inmersion candnica j3 : Q@ — Ulty(Q) mediante j5(x) = [z, 0]*.
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El teorema fundamental implica que j}, es una inmersién elemental, pues

M (Gu(x1), ... in(zn) < 0e E{a € r| ¢ (z1,...,20)}) & 09z, ..., x,).

Para que un modelo de ZFC en el que la pertenencia se interprete como
una relacién arbitraria R sea isomorfo a un modelo transitivo es necesario y
suficiente que la relacién R sea conjuntista, extensional y bien fundada. La
extensionalidad la tenemos por el axioma de extensionalidad, y en el caso de las
ultrapotencias el caracter conjuntista nos lo asegura el teorema siguiente:

Teorema 7.6 En las condiciones anteriores, la relacion R es conjuntista en
Ultp(Q), es decir, si x € Ulty(Q), la clase {y € Ulty(Q) | y Rz} es un con-
Junto.

DEMOSTRACION: Pongamos que = = [f, a]*, para cierta f : Kk — @Q y cierto
ordinal a € .
Siy=][g,b]* R[f,a]*, con g: k — Q, lamando C = |J f(a),

ack

(b,a) € E{(B,a) € k x k[ g(B) € fla)})
CE{(B,a) enxr|g(B)eC})=E({Benr]|g(B)eC}) xA
Por consiguiente, b € E({8 € x| g(8) € C}).

Tomemos cualquier h € (C*)? que coincida con g sobre el conjunto

D={Benr|g(P)eC}

Vamos a probar que y = [g,b]* = [h,b]*. En efecto,
(b,0) € {(u,v) € E(D) x E(D) |[u=v}=E({(8,7) e DxD|[B=1})

CE{(B,7) €k xr|g(B)=h(})-

Asi pues, tenemos una aplicaciéon suprayectiva
(CF)9 x X — {y € Ultp(Q) | y Rz}

que prueba que la imagen es un conjunto. L]

Nota En la demostracion del teorema anterior hemos probado un hecho que
usaremos en numerosas ocasiones: Todo z € Ulty(Q) tal que z R [f, a]* es de la
forma x = [h,b]*, donde h: k — | f(«). n
aER

Hasta aqui hemos supuesto que el preextensor E es externo al modelo . En
este contexto general no podemos asegurar que Ult}(Q) sea una clase propia
en @, en el sentido de que x € Ulty(Q) no equivale a ninguna férmula relativi-
zada a @, ya que en la definicion de Ulty(Q) interviene el extensor F, que es
ajeno a @. En cambio, si suponemos que E € Q es un preextensor®, es claro que
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tanto x € Ulty(Q) como = Ry (donde R es la pertenencia en Ulty(Q)) equivalen
a formulas relativizadas a Q. Més en general, sucede que toda la construccion
de la ultrapotencia es la relativizaciéon a ) de la construccién correspondiente
en V (y en particular Ult5;(Q) C @), por lo que no perdemos generalidad si
trabajamos en V', es decir, si suprimimos todas las relativizaciones a Q.

El teorema siguiente muestra la finalidad de la completitud numerable que
hemos incluido en la definicién de extensor:

Teorema 7.7 Si E es un extensor, la ultrapotencia Ulty (V') estd bien fundada.

DEMOSTRACION: Supongamos que existe una sucesion {[f;, a;]* }ieo tal que
[f1j+1, a,-+1]* R [f,', ai]* . Definimos

Ai =A{(ao,...,i—1) € k| folaw) 3--- 3 fir(ai1)}

Evidentemente, { A; };c. no puede tener una seccion, pero el teorema fundamen-
tal nos da que {E(A;)}icw tiene por seccion la sucesion {a;}ic,. Asi pues, E
no es numerablemente completo. m

Mas en general, si E € @Q es un extensor®, entonces Ult;(Q) esta bien
fundada®, luego esta bien fundada, porque “estar bien fundada” es una propie-
dad absoluta para modelos transitivos de ZFC.

Siempre que una ultrapotencia esté bien fundada (lo cual en ocasiones puede
garantizarse incluso para ciertas ultrapotencias definidas por preextensores) la
sustituiremos por su colapso transitivo, que representaremos por Ult5(Q), y que
sera también un modelo transitivo de ZFC. Representaremos por [f, a] la imagen
de [f,a]* por la funcién colapsante y jg : V — Ultg(V) a la composicion de
J7, con la funcién colapsante.

Para estudiar la inmersiéon canénica asociada a un extensor nos basaremos
principalmente en el teorema siguiente:

Teorema 7.8 Sea QQ un modelo transitivo de ZFC y sea E un preextensor sobre
Q con punto critico K y soporte A tal que Ultg(Q) esté bien fundada. Sea
d: Kk — Kk la identidad en k. Entonces, cada ordinal a < X\ se representa en

Ultp(Q) como a = [d,a).

DEMOSTRACION: Razonamos por induccion sobre a. Un elemento arbitrario
de [d, a] sera de la forma [f,b], para cierta f : kK — Q y cierto b € .
Entonces

[f;b] € [d, a] & (a,b) € E({(7,8) € & x x| f(B) €7})
= E(pa({(7,5,0) € s x & x & [ f(B) = 0}))
=pa(E({(7,8,0) € s x 5 x k| f(B) = d(9)}))
< Veea(a,bc) e \xE({(B,6) € kxr | f(B) =d(8)} + Ve<alf, b =[d,c].

Por hipétesis de induccion tenemos que [d, ¢] = ¢, luego hemos probado que
los elementos de [d, a] son exactamente los de a, es decir, [d,a] = a. "

La primera aplicacién de esta representacion es la siguiente:
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Teorema 7.9 Sea ) un modelo transitivo de ZFC y sea E un preextensor sobre
Q@ con punto critico k y soporte X tal que la ultrapotencia Ultg(E) esté bien

fundada. Entonces k es el punto critico de la inmersion candnica jg y, de
hecho, A < jg(k).

DEMOSTRACION: Sea d : Kk — k la identidad. Observemos que, si a < k,
se cumple jg(a) = [cq, 0] = [d, a]. En efecto, esto equivale a que

0,0) € E{(B,7) € s x k| a =7}) = E(k x {(a}) = A x {a}.
Por el teorema anterior concluimos que
Na <k jp(a) = a.
En cambio, si a < A, tenemos las equivalencias
a=1ld,a] € jr(k) < (a,0) € E{((a, f) € k X k | @ € K}) = E(k) = A,
luego A < jr(k). "

Ahora también es inmediato que, en las condiciones precedentes, para cada
A C k:

B(A) = ju(A) N A

En efecto, para cada a < A se cumple que
a € jg(A) & [d,a] € [ca,0] & (a,0) € E({(a, ) E K x k| € A})

=FE(Axk)=E(A) x A,
luego a € jg(A) < a € E(A). .

Esto significa que la A-restriccion de la inmersion elemental jg es el propio E.
En cambio, no es cierto que si E es el extensor definido por una inmersion
elemental 7, entonces jg coincida con j. Tenemos un resultado anélogo a 1.20,
pero lo que aportan los extensores es la tultima afirmacion del enunciado:

Teorema 7.10 Sea j : V — M wuna inmersion elemental no trivial de punto
critico k, sea E la A-restriccion definida por j y consideremos la inmersion
candnica jg : V — Ultg(V). Entonces la aplicacion k([f,a]) = j(f)(a) es una
inmersion elemental que hace conmutativo el diagrama

o A

Ultg(V)

Ademds, si k no es trivial, su punto critico es > A.
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DEMOSTRACION: La definicion de k es correcta, pues j(f) : j(k) — V,
luego esta definido j(f)(a). Ademas, si [f,a] = [g,b], tenemos que
(a,b) € E{(e, B) € & | f(@) = g(B)})

= {(e,8) € () [ 1(f)(@) = j(9)(B)} N A,
luego j(f)(a) = j(g)(b)-

Se cumple que k es una inmersion elemental, puessi (21, ..., zy,) € Ultg(V)™,
de modo que x; = [f;, a;], para toda formula ¢, tenemos que
QSUlt(I'la e axn)

“(a1,...,an) € E{(aty...,an) € 6| ¢(fi(ar),..., fnlan))})
={(o1,..,an) €4(k) | &M G(f1) (), -, 5(fn) (@)} NN
& MG (f)(ar), -5 (fn)(an)) < @M (k(z1), . . K(2a)).

El diagrama es conmutativo:

k(je(x)) = k([cz, 0]) = 5(ce)(0) = ¢j(a) (0) = ji(x).

Si a < A, sabemos que a = [d,a] y j(d) es la identidad en j(x), luego

k(a) = j(d)(a) = a.

Nota Si aplicamos el teorema anterior tomando como j la propia inmersiéon jg
inducida por un extensor, resulta que k es la identidad. En efecto, esto equivale
a que k([f,a]) = je(f)(a) = [f,a]. Para probar esto observamos que equivale a
[cr,0]([d, a]) = [f,a], que por el teorema fundamental equivale a su vez a

(0,a,a) € E({(a, 8,7) € k| f(B) = f(7)}) © (a,a) € E(Z} ;) < [f,a] = [f,a].

Observemos ahora que la medida normal asociada a la inmersién canoénica
inducida por un extensor F es

D,={AePr|rejr(A)}={AcPr|reEA)}
Mas en general, es facil probar que, para cada a € A, el conjunto
D,={A€Pk|ac EA)}

es una medida en k, y E estd completamente determinado por las medidas
{Da}acxr. Es posible dar una definicion equivalente de extensor respecto a la cual
un extensor sea una sucesion de medidas que satisfacen una serie de propiedades
de compatibilidad. n

Veamos ahora que las ultrapotencias definidas por medidas normales en car-
dinales medibles son un caso particular de las ultrapotencias definidas por ex-
tensores:
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Teorema 7.11 Sea k un cardinal medible, sea D una medida normal en k, sea
jp : V. — Ultp(V) la inmersion candnica en la ultrapotencia, sea A = jp(k),
sea E la A-restriccion de jp y sea jg : V. — Ultg(V) la inmersion candnica
en la ultrapotencia. Entonces Ultp(V) = Ultg(V) y jp = jE.

DEMOSTRACION: La medida normal asociada a jg es
D.,={AePr|rejp(A)}={AcPx|[d €lcal]} ={A€Ps| A D} =D.

Por consiguiente, los teoremas 1.20 y 7.10 nos dan inmersiones elementales
k y k' que hacen conmutativo el diagrama

V 225 Ultp(V)

el

Ultg(V)
Observamos ademas que

' (k([f]) = ¥ (ie(f)(x) = K'([f,5]) = jp(f)(x) = [f],
es decir, que kok’ es la identidad. Esto obliga a que k fije a todos los ordinales,
pues no puede ser a < k(o) < K (k(a)) = a, luego k es la identidad (por el
teorema 1.2), luego también k' es la identidad, luego Ultp(V) = Ultg(V) y
Jp =JE. .
Terminamos con un par de resultados que usaremos repetidas veces en las
secciones siguientes:

Teorema 7.12 Sean M C N dos modelos transitivos de ZFC y E € N un
extensor con punto critico k € M y soporte A de modo que M" NN = M~*N M.
Entonces Ultg(M) C Ultg(N), de modo que si f € M*"NM ya € A, entonces
[f,a] es el mismo calculado en M o en N.

DEMOSTRACION: Consideremos la aplicacion Ulty (M) — Ultp(N) dada
por [f,ali; — [f,a]y. Es inmediato que estd bien definida (no depende del
representante elegido para la clase), es inyectiva y cumple

[f> alhs Raelg, by — [, aly Ruvlg, bl

Ahora observamos que si g € M*"NM, f € N°NN y [f,a]y Ry [g,b]%, por la
nota tras el teorema 7.6 podemos suponer que f € M*" NN = M" N M. Esto
implica que la extension de [g, b]%; esta formada por las imagenes de los elementos
de la extension de [g,b]},, de donde se sigue a su vez que [g,b]p = [g,b]nv. Esto
a su vez nos da la inclusién entre las ultrapotencias. L]

Teorema 7.13 Sea p un cardinal inaccesible, sea E un extensor de punto cri-
tico k < p y sea o < i tal que Vo, C Ultg(V). Entonces Vo, C Ultg(V,).

DEMOSTRACION: Tenemos que Vi C V), luego el teorema anterior nos da
que Ultg(V,) C Ultg(V), de modo que la primera ultrapotencia esta formada
por los elementos de la forma [f,al, con f € V7 y a en el soporte de E.
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Probamos el resultado por induccién sobre el rango, es decir, suponemos que
xz € Vo,  C Ultg(V,) y vamos a probar que x € Ultg(V,).

En principio z = [f,a], para ciertos f y a, y cada u € z es de la forma
U = [gu, @), con g, € V)7, y como p es inaccesible y |z| < p. existe un 6 <
tal que Au € = g, € V. Definimos entonces f(5) = f(5) N Vp, de modo que
f €V, y vamos a comprobar que [f,a] = [f,al.

En efecto, si u = [gy,ay] € [f,a] = z, tenemos que

(au;a) € E({(0,€) € £ [ 9u(0) € f(e)}) = E({(d,€) € & | gu(d) € f()}),

luego u € [f,a]. Reciprocamente, si [g,b] € [f,a], entonces

(9:b) € E{(0,¢) € 1 9(0) € f(e)}) € E({(0,€) € 5 | 9(0) € f(e)}),

luego [g,b] € [f,a]. Por lo tanto x = [f,a] € Ultg(V,,). .

7.2 Cardinales fuertes

Ahora ya estamos en condiciones de definir aceptablemente los cardinales
fuertes que hemos considerado al comienzo de este capitulo:

Definicién 7.14 Sea x un cardinal infinito y o > x un ordinal.

a) Diremos que un extensor F con punto critico x es a-fuerte si a < jg(k) y
Vo, C UltE(V)

b) Diremos que x es a-fuerte si existe un extensor E a-fuerte con punto
critico k.

c¢) Diremos que k es fuerte si es a-fuerte para todo ordinal a > k.

Observamos que la definiciéon de cardinal fuerte es expresable en ZFC, pues
solo involucra la existencia de extensores, que son conjuntos. El teorema si-
guiente nos permitird caracterizar los cardinales fuertes en términos de inmer-
siones elementales arbitrarias:

Teorema 7.15 Sea M wuna clase transitiva y j : V. — M wuna inmersion
elemental con punto critico k y sea k < a < j(k) tal que V,, C M. Consideremos
un ordinal o < X < j(k) cerrado para el buen orden candnico en Qx ). Entonces
la A-restriccion E de j cumple V, C Ultg(M).

DEMOSTRACION: V,, = VM = V() « Ul (V), donde la tltima igual-
dad se sigue de 7.10 (por el teorema 1.4). "

Observemos que en las condiciones del teorema anterior siempre podemos
tomar A = j(k).
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Teorema 7.16 Si k es un cardinal infinito y o > k es un ordinal arbitrario,
se cumple que Kk es a-fuerte si y solo si existe una clase transitiva M y una
inmersion elemental j : V. — M con con punto critico k tal que a < j(k) y
Vo C M.

DEMOSTRACION: Si k es a-fuerte, por definicién existe un extensor E tal
que la inmersion elemental jg : V. — Ultg(V') cumple lo requerido. Reciproca-
mente, si tenemos definida una inmersién elemental en las condiciones del enun-
ciado, el teorema anterior con A = j(k) implica que la A-restriccion de j es
a-fuerte, luego k es a-fuerte. ]

Es obvio que si kK < «a < f3, todo cardinal S-fuerte es a-fuerte. Al principio
del capitulo ya hemos observado que un cardinal es k-fuerte si y sélo si es k 4+ 1-
fuerte si y solo si es medible. En cambio, los cardinales k + 2-fuertes estan por
encima de los medibles en cuanto a consistencia:

Teorema 7.17 Si k es un cardinal k + 2-fuerte, entonces existe una medida
normal D en k tal que

{p < k| p es medible} € D.

DEMOSTRACION: Sea j : V. — M una inmersién elemental con punto
critico x y tal que V42 C M. Esto implica que s es medible. En efecto,
por lo pronto, Px = (Px)M y, mas atn, todos los subconjuntos de P estan
en M. En particular, si U C Pk es una medida en x, tenemos que U € M, y es
inmediato comprobar que U es una medida®. Por consiguiente,

k€ j({p < k| pes medible}) = {u < j(k) | 4 es medible™},

y esto equivale a que el conjunto de los cardinales medibles menores que k
pertenezca a la medida D determinada por j. L]

La conclusion del teorema anterior equivale a que el orden de Mitchell sea
o(k) > 2. En realidad se cumple mucho mas:

Teorema 7.18 Si k es un cardinal k + 2-fuerte, entonces o(k) = (2F)T.
DEMOSTRACION: Vamos a probar el siguiente resultado auxiliar:
Si A C Pk, existe una medida normal D en k tal que A € Ultp (V).

En efecto, llamamos ¢(A4, k) a la afirmacion contraria, es decir, a que no
existe ninguna medida normal D en « tal que A € Ultp(V).

El mismo argumento empleado en la demostracion de 5.27 muestra que la
condicion A € Ultp(V) equivale a la existencia de una sucesion {Aq}a<r de
conjuntos A, C Pa tales que para todo = € Pk se cumple

reA{a<k|znacA,} €D.

Supongamos que existe un A € Px que cumple ¢(A, k).
Fijemos una inmersion elemental j : V' — M con punto critico s tal que
V4o C M. En particular PMx = Px y PMPM g = PPs.
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Tenemos que A € M y se cumple ¢ (A, k), pues en caso contrario existiria
una medida normal™ D € M y una sucesién {Au}ta<rk € M en las condiciones
anteriores, pero el hecho de que V1o C M implica que D es una medida normal
y que la sucesion {A, }a<, prueba de hecho —¢(A, k).

Consideremos ahora la medida normal D determinada por j, de modo que
tenemos el diagrama conmutativo

V%‘-M

RN

Ultp (V)

dado por el teorema 1.20, donde k([f]) = j(f)(k). En particular tenemos que
k(k) = k([d]) = j(d)(k) = k. Mas atn, en la prueba del teorema 5.27 hemos
visto que si z € Pk entonces x = [h,], donde h,(a) = z N «, luego tenemos que
k(z) = j(he) (k) = hj@) (k) = j(x) Nk = .

Como (VA@(A, k)M y k(k) = &, tenemos que (VA @(A, x))VP(V) Sea,
pues, A € Ultp(V) tal que ¢(A, k). En particular A C Pk, luego también
k(A) C Px. Méas ain, si z € Pk, tenemos que x € k(A) <> k(z) € k(A) < = € A,
luego k(A) = A.

Por consiguiente, como se cumple ¢UtP(V)(A k) v k(A) = A, k(k) = &,
también tenemos ¢ (A, k). Pero por otra parte A € Ultp(V), luego existe una
sucesion { A, bo<x que lo prueba, la cual esta en M, al igual que D, y contradice

M (A, k).

Ahora ya podemos probar el teorema, para lo cual vamos a construir recu-
rrentemente una sucesion { Dy, }o<(2+)+ de medidas normales en x creciente para
el orden de Mitchell. Basta probar que si {D,}a<p €s una sucesiéon creciente
para el orden de Mitchell con § < (2%)T, existe una medida normal Dg en k
tal que Ao < B D, € Ultp, (V). A su vez, para esto basta comprobar que la
sucesion dada se puede codificar mediante un conjunto A C Pk, de modo que
A € Ultp, (V) implica que todos los D, estan también en la ultrapotencia.

Una forma de realizar la codificacién es la siguiente: reordenando la sucesion
e introduciendo repeticiones si es necesario podemos expresarla como {Dy }yepx.
Seguidamente consideramos

X ={(z,y) € Pk x Px |z € Dy} C Pk x Pk.
Por tdltimo consideramos la biyeccion h : Px x Pk — Pxk dada por
hMz,y) ={2a|aez} U{2a+1]a €y},

con lo que podemos formar A = h[X]. Es claro que si tomamos Dg segin el
resultado que hemos probado, de modo que A € Ultp,(V'), entonces se cumple
que X € Ultp, (V) y a su vez cada D, € Ultp,(V), es decir, cada D, cumple
D, < Dﬁ. [ ]
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Recordemos que, segtun el teorema 5.32 el maximo valor que puede tomar
o(k) es (2%)T. El argumento del teorema anterior permite probar que el niimero
de medidas normales en un cardinal x + 2-fuerte es también el méaximo posible:

. . . K .
Teorema 7.19 Si k es un cardinal k + 2-fuerte entonces existen 22" medidas
normales en k.

DEMOSTRACION: Sea N el conjunto de todas las medidas normales en k.
Para cada D € N en & sea P(D) = PU*2(*)Px. En el teorema anterior hemos
probado que

PP = |J P(D).
DEN
Por otra parte, hemos visto que cada A € P(D) estd determinado por una
sucesion {Ay}a<r, donde A, C Pa. Concluimos que |P(D)| < 2%. Si fuera
|N| < 22", tendriamos que

2" = |Px| < [N|28 < 27",
contradiccion. n

El teorema [PC 2.35] afirma que las formulas X; son absolutas para los
modelos H(k), donde k es un cardinal no numerable, luego en particular para
los modelos Vj; si k es inaccesible. En el caso de los cardinales fuertes tenemos
un resultado mejor:

Teorema 7.20 Si k es fuerte, las formulas o son absolutas para V.

DEMOSTRACION: Consideremos una formula \z ¢(x,z1,...,2,), donde ¢
esIl ysean xq,...,2, € V. Si Vz € Vi ¢V=(x,21,...,2,), entonces el teorema
[PC 2.25] implica Vi ¢(x, 21, ..., x,) (silas formulas ¥, son absolutas para Vi,
las II; también lo son).

Reciprocamente, supongamos que \Vz ¢(z,1,...,7,). Tomemos un con-
junto z tal que ¢(x,x1,...,z,) vy sea a > k tal que x € V,. Como k es fuerte,
existe una inmersion elemental j : V. — M tal que o < j(k) y V, C M. En
particular x € VJ]E/,[{) Como ¢ es I, es inmediato que (¢Vi (z,x1,...,2,))M,

luego ((Vz ¢(x, 21, ...,2,))7¢)M y como j es elemental (y cumple j(x;) = x;)
también (Vi d(z,21,...,2,))" . "

La definicion de cardinal fuerte tiene una caracteristica que no habia apa-
recido hasta ahora, y es que involucra a todos los ordinales, por lo que no es
absoluta para modelos V},. Por el contrario, influye en las propiedades de estos
modelos para u arbitrariamente grande. El teorema siguiente es una muestra
de ello (compéarese con 5.6):

Teorema 7.21 Sik es un cardinal fuerte y Vi, cumple la hipdtesis del continuo
generalizada, entonces se cumple la hipdtesis del continuo generalizada.
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DEMOSTRACION: Vamos a probar, mas especificamente, que si  es a-fuerte
con kK < a'y V, cumple la hipétesis del continuo generalizada, entonces todo
cardinal 1 < o cumple 2% = pt.

En efecto, sea j : V — M una inmersién elemental de punto critico  tal
que a < j(k) y Vo € M. Como Ap < k 2* = pF, también se cumple que
Ap < (k) 29)M = ()M, luego si u < a < j(k) entonces (24)M = ()M,

Pero 1 < «, luego Pu C V,, C M, luego PMu = Pu, luego (24)M = 2#,
luego put < 2¢ = (21)M < ()M < ut, luego 2# = pt. "

Podria conjeturarse que, por alguna clase de argumento similar al del teo-
rema anterior, la existencia de un cardinal fuerte podria implicar la existencia
de cardinales grandes mayores, pero el teorema siguiente muestra que no es asi:

Teorema 7.22 Si u es un cardinal inaccesible y k < p es un cardinal a-fuerte
para todo ordinal k < «a < i, entonces k es un cardinal fuerte’r .

DEMOSTRACION: Tomamos kK < a < py sea j : V — M una inmersién
elemental tal que o < j(k) y V,, C M. Entonces A\ = |V, |7 < uy, como j(k) es
inaccesible™ | tenemos que

Val = V2] < [Val™ < i(k),

luego A\ < j(k). Por el teorema 7.15 la A-restriccion E de j cumple también
Vo C Ultg(V), y ademéas a < A < jr(k).

Claramente £/ € V), es un extensor”* con punto critico x y soporte \, luego

en V), se cumple que a < A < jg(k), y por 7.13 tenemos que V,, C Ultg(V,).
Asi pues, k es a-fuerte’s para todo o < i, luego es fuerte"s. n

En particular, si k es un cardinal fuerte y existe un (minimo) cardinal inac-
cesible > k, resulta que V,, es un modelo en el que existe un cardinal fuerte
sin cardinales inaccesibles mayores que él.

Teorema 7.23 Un extensor E con punto critico k es a lo sumo jg(k)-fuerte.

DEMOSTRACION: Sea jg : V — M = Ultg(V) la inmersiéon canonica y
llamemos p = jr(k). Si V, ¢ Ultg(V), entonces E no es p-fuerte y no hay
nada que probar. Suponemos, pues, que V,, C Ultg(V) y vamos a ver que
Vit1 ¢ Ultg(V).

Si Vu41 C M, entonces p es inaccesible. En efecto, en principio tenemos
que g es inaccesible™. Si v < p es un cardinal, también es un cardinal™,
luego (2¥)M < pu, pero PMy = Py, luego 2¥ < u. Esto implica que p es un
cardinal limite fuerte. Por otra parte, si A C p no esta acotado, tampoco estéa
acotado™ | luego |A|™ = pu, luego |A| = u. Esto implica que u es regular, luego
es inaccesible.

Si [f,a] € je(kT), por la nota posterior al teorema 7.6 podemos suponer que
fi:k— kT ya€\Cjr(k). Por consiguiente,

() < (K5)" - je(k) =27 je(k) < p.
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Pero jrp(kT) = (™)™ es un cardinal™. Esto implica que el buen orden
de i que lo hace semejante a jr (k™) no puede estar en M. Se trata de un
subconjunto de p X p, pero este conjunto se puede biyectar con p en M. La
imagen del buen orden en g por una biyeccién en M es un elemento de V;%l

que no puede estar en M, y asi E no es u + 1-fuerte. L]

Definicion 7.24 La fortaleza de un extensor E es el mayor ordinal « tal que
Vo C Ultg (V)

Observemos que la fortaleza existe por el teorema anterior y porque si E es
d-fuerte para todo § < A entonces es obviamente A-fuerte, luego el minimo « tal
que V,, ¢ Ultg(V) no puede ser un ordinal limite, luego es de la forma S+ 1, y
entonces 3 es la fortaleza de E.

Ahora podemos obtener una consecuencia notable de la existencia de un
cardinal fuerte:

Teorema 7.25 Si existe un cardinal fuerte, entonces' V # L(A), para todo
conjunto A.

DEMOSTRACION: Sea k un cardinal fuerte y supongamos que V = L(A). Sea

a tal que A € V,, y sea E un extensor a-cerrado con punto critico x. Entonces
A e M =TUltg(V), luego

V=LA = (LA)YMcMcV,
con lo que Vj ()41 C Ult g(V), en contradiccion con el teorema anterior. m

Por el contrario, la existencia de un cardinal medible x es consistente con
que V = L[D], para una medida normal D en k.

Terminamos con un resultado sobre las ultrapotencias asociadas a los exten-
sores fuertes:

Teorema 7.26 Si x es un cardinal \-fuerte, donde A es un ordinal limite ce-
rrado para el buen orden candnico y con cf X > Kk, entonces existe una inmersion
elemental j : V. — M con punto critico k tal que V\ C M y "M C M.

DEMOSTRACION: Por definicién de cardinal A-fuerte existe una inmersiéon
que cumple lo requerido salvo quiza la ultima propiedad, y por 7.15 podemos
suponer que es la inmersion asociada a un extensor de soporte A. Por la obser-
vacion tras el teorema 7.10 esto se traduce en que todo elemento de M es de la
forma j(f)(a), donde f € “V y a € \.

Consideremos ahora h € M*, de modo que, para cada é < k, se cumple que
h(6) = j(fs)(as), con f5 € V¥ y a5 € A. Por la hipotesis sobre la cofinalidad
tenemos que {as}s<x € Vi C M. Por otra parte, como j deja invariantes a los
ordinales menores que &, es claro que {j(f5)}s<x = F({fs}ts<r)|x € M, luego
(h(8)}ser € M.

Con esto hemos probado que si h € M* entonces h|x| € M, y si lo aplicamos
a la funcién h*(8) = (4, h(9)), concluimos que h = h*[x] € M. .

1véase [PC Definicion 3.42].
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7.3 Cardinales superfuertes

Los cardinales superfuertes son los que tienen un extensor con la mayor
fortaleza posible (de acuerdo con 7.23):

Definicion 7.27 Un extensor E de punto critico k es superfuerte si tiene for-
taleza jp(k), es decir, si Vj, .y C Ultg(V).

Un cardinal x es superfuerte si existe un extensor superfuerte con punto
critico K.

El teorema 7.15 permite expresar esta propiedad en términos de inmersiones
elementales arbitrarias:

Teorema 7.28 Un cardinal k es superfuerte si y sdlo si existe una inmersion
elemental j : V — M en una clase transitiva M tal que Vj,,y C M.

DEMOSTRACION: Una implicacién es inmediata y, si existe j, entonces el
teorema 7.15 con A = j(k) implica que la A-restriccion E de j es un extensor
superfuerte con punto critico k, luego k es superfuerte. [

Todo cardinal superfuerte xk es obviamente x + 2-fuerte, luego cumple el
teorema 7.17 y es medible y limite de cardinales medibles. Por otra parte, a
diferencia de lo que sucede con los cardinales fuertes (teorema 7.22), un cardinal
superfuerte implica la existencia de un cardinal inaccesible mayor. Més atn, hay
infinitos cardinales medibles mayores:

Teorema 7.29 Si k es un cardinal superfuerte, entonces:

a) Existen infinitos cardinales medibles mayores que k.

b) Existe una medida normal D en k tal que

{6 <K& es fuerte'*} € D.

DEMOSTRACION: Sea j : V — M una inmersiéon elemental con punto
critico  tal que Vj(,) C M. Sea p = j(k).

a) El conjunto A = {v < k | v es medible} no esta acotado en &, por lo que
j(A) = {v < p | v es medible™ } no esta acotado en p. Ahora basta observar
que si v < p es medible™ | entonces es medible, pues PMv = Pv y, mas atn,
(PPv)M = PPy, luego toda medida™ en v es realmente una medida.

b) El teorema 7.22 implica que x es fuerte"s, luego si D es la medida normal
asociada a j y k : Ultp(V) — M es la inmersion dada por el teorema 1.20,
como p = j(k) = k(jp(k)), también se cumple que & es fuerte'in) | y usando
que k = [d] obtenemos la conclusion. "

El apartado a) del teorema anterior implica que un cardinal fuerte no tiene
por qué ser superfuerte (ya que puede haber cardinales fuertes sin cardinales
inaccesibles mayores), mientras que el apartado b) implica que los cardinales
superfuertes estan por encima de los cardinales fuertes en la escala de consis-
tencia. Sin embargo, el teorema siguiente implica que un cardinal superfuerte
no es necesariamente fuerte:
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Teorema 7.30 Si k es un cardinal fuerte y £ > Kk es un cardinal superfuerte,
entonces K es limite de cardinales superfuertes.

DEMOSTRACION: Consideremos un extensor E con punto critico £ tal que
Viey C Ultg(V). Sea p = j(§).

Tomemos un cardinal o > > € y sea 5 : V. — M una inmersion elemental
con punto critico £ tal que o < j(k) y Vo, C M. Entonces F € V,, C M y es
claro que es un extensor en M. Vamos a probar que es superfuerte .

Como V¢ C V,,, el teorema 7.12 nos da la inclusion Ultg(V,) C Ultg(M), y
el teorema 7.13 implica que V), C Ultg(V,,) C Ultg(M). Falta probar que sigue
siendo p = jg(£)™. Para ello observamos que, por la nota tras el teorema 7.6,
todo § < §(&)M = [c¢, 0] es de la forma & = [f,a]™, con f € $¢ =$¢N M. Es
claro entonces que [f,a]™ ~ [f,a] define una biyeccion que conserva el orden
entre jg(6)M y jr(€), luego tenemos la igualdad.

En definitiva tenemos que ¢ es superfuerte™, luego para todo § < k se
cumple que
(VE(S < € < j(k) A€ es superfuerte) )™
luego V(6 < € < Kk A € es superfuerte). .

En particular, si existen cardinales fuertes y superfuertes, el menor cardinal
fuerte es mayor que el menor cardinal superfuerte (y éste es un ejemplo de
cardinal superfuerte que no es fuerte).

7.4 Cardinales de Woodin

Estudiamos ahora unos cardinales que, en cuanto a consistencia, se sittan
entre los cardinales fuertes y los superfuertes. Su definicién es un tanto técnica,
pero aparecen en algunas pruebas de consistencia de gran interés, como la del
axioma de determinacion.

Definicion 7.31 Un cardinal k es a-fuerte respecto de un conjunto H si existe
un extensor E de punto critico  tal que V,, C Ultg(V) v je(HNk)Na = HNa.

Un cardinal k es < a-fuerte respecto a H si es S-fuerte respecto a H para
todo f < a.

Un cardinal ¢ es un cardinal de Woodin si para todo H C ¢ existe un x < §
que es < d-fuerte respecto de H.

Explicitamente, § es un cardinal de Woodin si cumple:
AH c §\Vk < 5A\a < §VE(E es un extensor de punto critico x
ANVy CUlg(V)Aje(HNK)Na=HNa).

Teorema 7.32 Si§ es un cardinal de Woodin, entonces es inaccesible y el con-
Junto
{k < d| Kk es un cardinal medible}

es estacionario en 8. En particular  es un cardinal de Mahlo.
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DEMOSTRACION: Se cumple que § es un cardinal regular, pues si su cofina-
lidad fuera £ < §, tomamos H C § cofinal con cardinal £ y tal que H N ¢ = @.
Sea k < § segun la definicién de cardinal de Woodin, sea a > & tal que H N«
contenga ordinales mayores que k y sea E un extensor tal que

je(HNkg)Na=HNa.

Esto implica en particular que HNk # &, luego & < &, luego |HNk| < € < &,
pero k es un cardinal regular (es medible), luego H Nk esta acotado en &, luego
je(HNk)=HNk=HNa, contradiccion.

Ahora basta probar la segunda parte del teorema, pues entonces § seré limite
de cardinales medibles, luego seré un cardinal limite fuerte y, por consiguiente,
inaccesible. Para ello tomamos un cerrado no acotado H C ¢ y hemos de probar
que contiene un cardinal medible.

Sea k < ¢§ segun la definicion de cardinal de Woodin. Como H no estéa
acotado en 4, podemos tomar K < a < § tal que H N « contenga ordinales
mayores que K.

Si H Nk estuviera acotado en k, tendriamos que jg(HNk) = HNk = HNa,
contradicciéon. Por lo tanto, H N k no esta acotado en k y, como H es cerrado,
esto implica que k € H. n

Sin embargo, enseguida veremos que los cardinales de Woodin no tienen por
qué ser débilmente compactos. Para ello probamos lo siguiente:

Teorema 7.33 Un cardinal § es de Woodin si y sdlo si para todo conjunto
H C § existe un cardinal k < § tal que para todo o« < § existe un extensor
E de punto critico k con soporte inaccesible X\ < & y fortaleza A > « tal que

je(HNK)NA=HnNA.

DEMOSTRACION: Una implicacién es obvia. Para la contraria tomamos
como A < § el menor cardinal inaccesible mayor que «, de modo que existe un
extensor F de punto critico k que es A-fuerte y je(HNk)NA=HNA.

Sea E) la A-restriccion de E. Observamos que E), cumple también la de-
finicién de cardinal de Woodin: sigue siendo A-fuerte por 7.15 (en particular
a-fuerte) y sigue cumpliendo la dltima condicion por 7.10, pues si k es la inmer-
sion definida en dicho teorema, se cumple que k(jg, (HNk)) = je(HNEK) y k
fija a los ordinales menores que A, luego

jEA(HﬂK):jE(HﬂIi)ﬁ/\:Hﬂ)\.

Asi pues, cambiando F por FE), tenemos que E cumple el enunciado, salvo
que falta probar que A es también la fortaleza de E. Para ello adaptamos
la prueba de 7.23: Observamos que |jg(kT)| < 2% - X < Xy, por otro lado,
A < jr(k) < je(kt). Esto implica que jg(k") tiene cardinal A, pero es un
cardinal (donde M = Ultg(V)), de donde se sigue que el buen orden en A que
lo hace semejante a jg(xT) no puede estar en M, y esto a su vez implica que
jE no es A + 1-fuerte. n
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En particular, el teorema anterior implica que § es un cardinal de Woodin
si y s6lo si

NH c §Vk < Ao < 6VE € V5(E es un extensor de punto critico

AVy CUltg(V) A je(HNK)Na=HnNa)s.

En efecto, la condicion V,, C Ultg(V) (es decir, que E es a-fuerte) puede
comprobarse en Vs por el argumento empleado en la prueba del teorema 7.22,
segtin el cual si V,, C Ultg(V), de hecho V,, C Ultg(Vs) = Ultg(V)"s. Mas
concretamente, sabemos que si f € Vi, la clase [f,a] es la misma calculada en
Vs o en V, y esto se aplica en particular a jg(H N &) = [crns, 0], por lo que
je(H N k) puede calcularse también en Vj.

En resumen, tenemos que
§ es un cardinal de Woodin <> Vs E AHy ¢(Hy),
donde la variable Hy es de segundo orden y ¢(Hsz) es la formula de primer
orden que resulta de sustituir < ¢ por € €2 en la caracterizaciéon precedente. En
resumen, existe una sentencia v de tipo II} tal que

¢ es un cardinal de Woodin < Vs E .

Esto implica que el minimo cardinal de Woodin no es IIi-indescriptible, luego
no es débilmente compacto.

Notemos ahora que la formula
Ao < 6V E € Vs(E es un extensor de punto critico s A V,, C UltE(V))V5.

implica en particular que & es fuerte's, y hemos probado que todos los cardinales
% dados por la definicién de cardinal de Woodin cumplen esto. Por lo tanto:

Teorema 7.34 Si § es un cardinal de Woodin, el conjunto
{k < 6|k es fuerte””}
es estacionario en d.

Por lo tanto, los cardinales de Woodin estan por encima de los cardinales
fuertes en la escala de consistencia. Por otra parte:

Teorema 7.35 Todo cardinal superfuerte § es un cardinal de Woodin y existe
una medida normal D en § tal que

{k < 0|k es un cardinal de Woodin} € D.
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DEMOSTRACION: Sea § un cardinal superfuerte y sea F un extensor super-
fuerte con punto critico . Sea j : V' — M la inmersién en la ultrapotencia y
sea §* = j(4), de modo que Vs« C M. Tomemos § < o < 0* y veamos que 4 es
a-fuerte™. En virtud de 7.29, tomando un o mayor podemos suponer que « es
inaccesible.

Tomamos a < A < 0* tal que A sea cerrado para el orden candnico en 2 x .
Asi, segtn 7.15, la A-restriccion E, de j es a-fuerte, luego V,, C Ultg, (V).
Notemos que E, € Vs- C M, y es claro que E, es un extensor™. Los teoremas
7.13 y 7.12 nos dan las inclusiones V,, C Ultg,_ (V,) C Ultg, (M).

Fijado H C §, vamos a probar que § es a-fuerte™ respecto a j(H). Para
ello hemos de probar que

jx Gi(H)Nd)Na=j(H)Na,

pero como § es el punto critico de j, se cumple que j(H)Nd = H, luego se trata
de probar que
jol (H)Na=j(H)Na.

Esto a su vez se sigue de que jM(H) N A = j(H) N\, que es equivalente a
E,(H)=j(H)NA, lo cual es cierto por definicién de A-restriccion.

Con esto tenemos que § es < d*-fuerte respecto a j(H) en M, luego se cum-
ple que (Vk < j(8) k es < j(6)-fuerte respecto a j(H))™, y por consiguiente
también Vk < 6 k es < d-fuerte respecto a H. Asi pues, § es un cardinal de
Woodin.

Con la notacién previa al teorema anterior, tenemos que Vs F NHo ¢(Ha),
pero Vs = VC;M, y también Vs, = Vgl‘fl, por lo que los subconjuntos de § son
los mismos en M y en V. Consecuentemente (Vs E AHy ¢(H))™, luego 0 es
un cardinal de Woodin™. Esto a su vez implica que el conjunto indicado en el
enunciado pertenece a la medida normal asociada a j. m

Asi pues, en cuanto a consistencia, los cardinales de Woodin se sitiian entre
los cardinales fuertes y los superfuertes, tal y como habiamos indicado.

7.5 Cardinales 1-extensibles

Los cardinales que vamos a introducir ahora nos permitiran relacionar los
cardinales que hemos estudiado en este capitulo con los siguientes en la escala
de los cardinales grandes.

Definicién 7.36 Un ordinal s es 1-extensible si existe un ordinal a y una in-
mersién elemental 5 : V11 — V,, con punto critico .

Notemos que j es una inmersiéon elemental de modelos transitivos del len-
guaje de la teoria de conjuntos (que no son modelos de ZFC). También debemos
observar que esta definicion en términos de inmersiones elementales es valida en
ZFC porque el concepto de inmersion elemental entre modelos que son conjuntos
es definible en ZFC.
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En principio no hemos exigido que s sea un cardinal, sino meramente un ordi-
nal. Sin embargo, a continuaciéon demostramos que los “ordinales” 1-extensibles
son en realidad cardinales medibles:

Teorema 7.37 Los ordinales 1-extensibles son cardinales medibles.

DEMOSTRACION: Basta comprobar que la demostracion de 1.20 se generaliza
sin dificultad a nuestro contexto. Sea j : V.11 — V,, una inmersién elemental.
Como & es el mayor ordinalV<+! tenemos también que A\ = j(k) es el mayor
ordinal">, lo que obliga a que o = A\ + 1.

Por otra parte x es un ordinal limite, pues si j fija a un ordinal, también
fija a su sucesor, y es un cardinal, pues si existen £ < k' y f: & — K biyectiva,
entonces f € Viy1, luego j(f) : € — j(k) es biyectiva, pero, como j fija a
los ordinales § < &, es inmediato que j(f)(d) = f(9), luego j(f) = f, luego
j(k) = K, contradiccion.

Ahora definimos D = {X C x| s € j(X)} y se comprueba sin dificultad que
es una medida normal en k. Veremos tnicamente la k-completitud:

Sea 8 < Ky sea {Xo}ta<p una familia de elementos de D, de modo que

Na < B k € j(X,). Sea X = () Xg. Hemos de probar que X € D.
a<f
Aqui nos encontramos con un problema técnico, y es que, como los conjuntos

X, pueden tener rango k, no podemos asegurar que {Xq fa<p € Vit1, ya que la
sucesion es un conjunto de pares ordenados («, X, ) y la estructura de los pares
ordenados incrementa el rango en varias unidades. Este problema se resuelve
observando que la sucesion estd completamente determinada por el conjunto

C= U {a} x Xo € Vieyr,

a<f

con lo que podemos considerar j(C) € Vy;1. Para calcular esta imagen vemos
que
(Az € CVary(z = (a,7) Aa € B))"*,

luego

(Az € 5(C)Vay(z = (a,7) A a € B)))V 41,

Ademas:
(MAY((a,7) € C 5 v € X)) Vrtt,

luego también
(Av((e,7) € 4(C) ¢ 7 € j(Xa))) 1.

Todo esto implica que

i(C) = U {a} xj(Xa).

a<f

Por otra parte, (AJ(§ € X > Aa < B (a,d) € C))V=+1, luego

(N6(3 € j(X) & Ao < B (a,6) € j(C))
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y esto equivale a que

3(X) = Dﬁj(Xa)'

Por consiguiente k € j(X), luego X € D. n

Sin embargo, los cardinales 1-extensibles son mucho més que cardinales me-
dibles:

Teorema 7.38 Sik es un cardinal 1-extensible, entonces es superfuerte y existe
una medida normal D en k tal que

{p < k| p es superfuerte} € D.

DEMOSTRACION: Sea j : V.41 — V)41 una inmersion elemental con punto
critico x, donde A = j(k).

Se cumple que la aplicacién F : Px — P dada por E(A) = j(A4) es un
extensor (u,A). Probaremos unicamente la completitud numerable, pues las
propiedades restantes se comprueban sin dificultad.

Sea {A;}icw una sucesion de subconjuntos de k. Como en la prueba del
teorema anterior, nos encontramos con el problema técnico de que la sucesiéon
no esta en V41, pero al igual que en la prueba de dicho teorema se prueba sin
dificultad que

C= Ui} x A €V,  J(O)= U{i} xj(A) € Vi

PEwW 1EW

Una fibra para { E(A;) }icw es una sucesion de ordinales F' = {«; };c., menores
que A, con lo que {a;}icw € Vay1. De este modo:

(VF(frw—QANiew (i, fl;) € (C))+,
luego
(Vf(frw—QANi€w (i, fl;) € C)) V1,
y esto significa que la sucesion original tiene una fibra.

Por lo tanto, podemos considerar la inmersion canénica jg : V — Ultg(V),
que tiene punto critico k. Veamos ahora que jg(k) = A. En efecto, un elemento
de jg(k) es de la forma [f,a], con f : Kk — k. Como f € V1, podemos
considerar j(f): A — A. Sea b = j(f)(a). Asi se cumple que [f,a] = [d,b] =,
pues esto equivale a que

(a,0) € E({(, 8) | f() = B}) = {(a, 8) | §(f)(a) = B},

es decir, a que j(f)(a) = b. Con esto hemos probado que jg(k) < A, y la otra
desigualdad es inmediata, pues A es el soporte de F.

Asi, para todo A C k, se cumple que jg(A4) C jr(k) = A, de modo que
J(A) = E(A) =jg(A) N A =jr(A).
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Como k es un limite fuerte, existe una aplicacion f : k —> V,; biyectiva.
Sea R C k X k la relacidon que se corresponde a través de f con la relacion
de pertenencia en V. Entonces V; es el colapso transitivo de (k,R) y f es la
funcion colapsante. Identificando a R con un subconjunto de x, concluimos que
S = j(R) = jr(R), luego, aplicando j, tenemos que V) es el colapso transitivo
de X con la relacion S (esto es absoluto para V1), mientras que aplicando

JE tenemos que dicho colapso es V)\UltE (V), y de aqui podemos concluir que
V)\UltE(V) = V), es decir, que V) C Ultg(V), con lo que & es superfuerte.

Observemos que
C= | {4} x E(A) € V11
AePk
y determina completamente a FE. Ahora es facil ver que existe una férmula
#(u, \) de forma que, para todo ordinal limite A > w, la relativizacion ¢">+1 (y, \)
equivale a que p € V41 sea el punto critico de un extensor superfuerte de so-
porte A. En efecto, la formula ¢ es la que afirma lo siguiente:

a) Existe un C' C Pu x A que determina un extensor E de punto critico u y
soporte A\. No importa que el extensor F/, como aplicacion Px — PA, no
pertenezca a Vy11. Lo que importa es que, para todo A C &, el conjunto
E(A) ={a € M| (A,a) € C} puede calcularse a partir de C.

Notemos que Ppu es absoluto para V)41, al igual que ser un extensor. Lo
uinico que podria no ser absoluto es la completitud numerable, pero lo es
porque V)41 contiene todas las sucesiones de subconjuntos de u, todas las
sucesiones de ordinales menores que A, y puede codificar cada sucesion de
subconjuntos de A mediante un subconjunto de w x .

b) El extensor E cumple que jg(p) = A. Esto equivale a una férmula relati-
vizada a V)41 porque equivale a que para toda funciéon f : p — py todo
a < A, exista un b < A tal que [f,a] = [d, b], es decir, tal que

(a,b) € E{(e, B) | f(a) = B}),
y todo esto puede comprobarse desde dentro de V4.

c) El extensor E cumple que V) C Ultg(V). Esto equivale a una férmula
relativizada a V41 porque equivale a que existe una biyeccion f : p — 'V,
tal que si R C p x p codifica a través de f la pertenencia en V,,, entonces
Vi es el colapso transitivo de (A, E(R)).

Tenemos entonces que x cumple ¢*>+1(k, \), luego « € j(A), donde
A={p<k| ¢V (u,k)} C{u<r|p essuperfuerte}.

Por consiguiente, el conjunto de la derecha pertenece a la medida normal D
construida en el teorema anterior. ]



Capitulo VIII

Cardinales compactos y
supercompactos

Los cardinales compactos los definimos incidentalmente en el capitulo II
al caracterizar los cardinales débilmente compactos como aquellos cardinales
fuertemente inaccesibles x tales los lenguajes formales de tipo (k, k) o (k,Ng)
satisfacen el teorema de compacidad débil. Alli anticipamos que si en lugar de
considerar el teorema de compacidad débil consideramos el teorema de com-
pacidad fuerte [TC 11.14], obtenemos los cardinales (fuertemente) compactos.
Hemos pospuesto su estudio hasta este punto porque sucede que los cardinales
compactos estan por encima de los medibles en la escala de consistencia. Sin
embargo, son los tinicos para los que su posicién exacta en la escala no es bien
conocida. El estudio de los cardinales compactos lleva de forma natural a consi-
derar los cardinales supercompactos, que son cardinales compactos y estan por
encima de los cardinales 1-extensibles. Sin embargo, no se sabe si la existencia
de cardinales compactos es equiconsistente con la de cardinales supercompactos
o si, por el contrario, los cardinales compactos estdn en un punto intermedio de
la escala por encima de los medibles! y por debajo de los supercompactos.

8.1 Cardinales compactos

Al igual que los cardinales débilmente compactos, los fuertemente compactos
admiten caracterizaciones variadas. Conviene tomar como definicién una de las
formalmente mas sencillas, que no involucre lenguajes infinitos.

Definicién 8.1 Diremos que un cardinal regular no numerable k es (fuerte-
mente) compacto si todo filtro k-completo sobre todo conjunto A se extiende a
un ultrafiltro k-completo en A.

LEn realidad, técnicas avanzadas de la teoria de modelos internos permiten probar que la
consistencia de los cardinales compactos esta por encima de la de los cardinales de Woodin.

205
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Es claro que todo cardinal compacto k es medible, pues, al ser regular, el
filtro
F={zCk||r\z| <k}

es k-completo y contiene a los subconjuntos cofinitos de x, luego un ultrafiltro
k-completo que lo extienda serd necesariamente no principal, es decir, sera una
medida en k.

Vamos a ver que para que un cardinal sea compacto basta con que ciertos
filtros concretos puedan extenderse hasta ultrafiltros:

Si A es un conjunto tal que |A| > &, definimos?

P<R(A) = {P C A||P| < k).

Para cada P € P<"(A) sea P = {Q € P<"(A) | P C Q}. Es facil ver que, si
K es regular, el conjunto

F={X cP<*A)|VPeP<*r) PcX} (8.1)
es un filtro k-completo en P<*(A).

Una medida fina en P<*(A) es un ultrafiltro x-completo U en P<*(A) que
extiende a I, es decir, tal que AP € P<®(A) P € U.

En realidad, para que un ultrafiltro x-completo U en P<"(A) sea una medida

fina es suficiente con que Aa € A {a} € U, pues el caso general se sigue por la
k-completitud.

Si U es una medida fina en P<*(A), entonces U es un ultrafiltro no principal,
pues para todo P € P<F(A) existe un a € A\ P, y como {a} € P<%(A), también

{a} € U, pero P ¢ {a}, luego Ez\} C P<r(A)\{P} € U, luego {P} ¢ U.

Ahora podemos probar que los cardinales compactos son lo que hemos anti-
cipado que son:

Teorema 8.2 Sea x un cardinal reqular no numerable. Las afirmaciones si-
guientes son equivalentes:

a) k es compacto.
b) Para todo conjunto A tal que |A| > k, existe una medida fina en P<%(A).
¢) Todo lenguaje formal de tipo (k, k) cumple el teorema de compacidad.

d) Todo lenguaje formal de tipo (k,Rg) cumple el teorema de compacidad.

DEMOSTRACION: a) — b) es inmediato, pues el filtro F' definido en (8.1) se
extiende a una medida fina en P<*(A).

b) — ¢) Sea £ un lenguaje formal de tipo (k, ) y X un conjunto de senten-
cias de £ tal que todo subconjunto S C X con |S| < k tiene un modelo Mg.

2Notemos que este conjunto es el que llamamos P,; A en el apéndice B de [PC].
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Sea U una medida fina en P<*(X) y sea M el ultraproducto de los modelos
{Ms}gep<n(s). Entonces M es un modelo de £ y el teorema de los ultra-
productos [TC 11.31] es valido para formulas de tipo (k,k) con el enunciado
siguiente: Si
v:Var(L) — [] Ms,
SeP<r(%)

definimos v* : Var(£) — M mediante v*(z) = [v(z)] y para cada S € P<F(X)
definimos vg : Var(£) — Mg mediante vg(x) = v(x)(S). Entonces

M E ¢jv*] & {S € P<() | Ms E o[vs]} € U.

La demostracion es la misma que la de [TC 10.31] (ahora por induccion
sobre el rango de ¢) salvo que hay que afiadir dos casos mas, correspondientes
al conjuntor infinito y al generalizador infinito:

ME N ¢5[v°] > Nd < B M E ds[v"]
6<p

— /\(5 <p {S S ‘.P<K(Z) | Mg F ¢§[Us]} eU

“ 595{5 € P<(X) | Ms E ¢s[vs]} € U

<~ {S S T<N(Z) | MS = 5/<\B¢5[1)5]} eU.

Para el caso del generalizador infinito probamos la coimplicacién de las ne-

gaciones. Si -M E A x5 ¢[v*], entonces existe w : Var(£) — [ Ms
5<p SeP<r (%)

tal que la correspondiente w* coincide con v* sobre las variables distintas de
las x5 y M E —¢[w*]. Podemos exigir, de hecho, que v y w coincidan sobre las
variables distintas de las x;.

Por hipotesis de induccion para —¢ (aqui usamos el caso del negador, probado
en [TC 10.31]),

{S € P<H(D) | Ms E —~¢plws]} € U, (8.2)
luego
{S € P<(D) | ~Ms E 6/<\Bx5 dlwg]t €U (8.3)

(pues este conjunto contiene al anterior). En consecuencia,

{SePr(X) | Ms E 5/<\5$5 Plws|} ¢ U.

Reciprocamente, si se cumple esto ultimo, y por consiguiente (8.3), definimos

w: Var(L) — [ Mg de manera que coincida con v sobre las variables
SeP<r(x)
distintas de las x5 y para cada S en el conjunto de (8.3) se cumpla Mg F —dlwg].
Por hipétesis de induccién (para —¢) se cumple (8.2), luego =M E A x5 ¢[v*].
<p

En particular, para toda sentencia ¢ de £ tenemos que

ME ¢« {Se€PH(E)| Mg E ¢ el
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Ahora bien, si ¢ € 3, como U es una medida fina,
{SeP<r(X)|peStel,

luego {S € P<%(X) | Ms E ¢} € U, pues este conjunto contiene al anterior,
luego M E ¢. Asi pues, M E X y se cumple el teorema de compacidad.

c) — d) es evidente.

d) — a). Sea A un conjunto y F' un filtro k-completo en A. Consideremos
un lenguaje formal de tipo (k,Ng) que conste de un relator monadico R, para
cada x C A y de una constante c. Sea £* como £ pero sin la constante.

Llamemos M al modelo de £* de universo A y en el que cada relator R, se
interpreta como la pertenencia a x. Sea A el conjunto de las sentencias de £*
verdaderas en M. Sea ¥ = AU{R,c |z € F}. Vamos a probar que todo S C ¥
con |S| < k tiene un modelo. Dado S, sea Y = {x € F' | Ryc € S}. Entonces

|Y| < &, luego al ser F' un filtro x-completo, tenemos que [ = € F. Claramente
z€Y
M se convierte en un modelo de S sin mas que interpretar la constante ¢ como

cualquier elemento de esta interseccion.

Por hipotesis ¥ tiene un modelo N. Sea U = {x € PA | N E R,c}. Vamos
a probar que U es un ultrafiltro x-completo en A que extiende a F.

Six € F, entonces R,c € ¥, luego N E Rc, luego x € U. Asi pues, ' C U.
En particular A € U.

Como M E Au—Rgu, lo mismo vale para N, luego N F ~Rgc y, por consi-
guiente @ ¢ U.

SizeUyaxCycC A, entonces M F Au(Ryu — R,u), luego lo mismo vale
para N y, como N F R, c, también N F Ryc, luego y € U.

Supongamos que {zs}s<p C U, con B < k. Sea z = () xs. Entonces
6<p

M E ANu( A\ Reyu — Ryu),
5<p

luego N cumple lo mismo y, como para todo § < 3 se cumple N F R, ¢, también
NE A Rg,c,luego NE R,cyxeU.
5<p

Finalmente, si x C A, entonces M F /\u(qu V R4\ zu), luego N cumple lo
mismo y, en particular, N F RycV Ra\,c, luegox € U V A \zeU. n

Es claro que la existencia o no de una medida fina en P<"(A) depende
unicamente del cardinal de A, por lo que podemos descomponer como sigue la
nociéon de compacidad:

Definicion 8.3 Si k es un cardinal regular no numerable y p > &, diremos que
K es u-compacto si existe una medida fina en P<*(u).

Es inmediato entonces que k es compacto si y s6lo si es y-compacto para
todo cardinal p > k. Asi resulta patente que la definicién de cardinal compacto
es similar a la de cardinal fuerte en cuanto a que involucra a todos los cardinales
mayores que K.
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La p-compacidad admite una caracterizacién en términos de inmersiones
elementales:

Teorema 8.4 Si vk < p son dos cardinales, las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

a) Kk es p-compacto.

b) Existe una inmersion elemental j : V. — M de punto critico k tal que
para todo X C M con |X| < p existe un' Y € M tal que X C Y y
Y M < (k).

¢) K es regular no numerable y, para todo conjunto A, todo filtro k-completo
en A generado por a lo sumo u conjuntos® se extiende a un ultrafiltro
Kk-completo en A.

DEMOSTRACION: a) = b) Sea U una medida finaen P<*(u)yj:V — M la
inmersion canonica en la ultrapotencia M = Ulty (V') (que esta bien fundada por
el teorema 1.14). Sea X C M con | X| < u. Digamos que X = {[f.] | @ < u}.
Sea F : P<#(u) — V dada por F(z) = {fo(X) | @ € 2} y llamemos Y = [F].
Entonces,

fa} C o e P<() |a e 2} € {2 € P<*() | fule) € F@)},

luego estos conjuntos estdn en U y asi [f,] € [F], luego X C Y € M. Ademas
(FN < lleD™ & {z € P<"(n) | |F(2)| < } = P"u e U,

luego |Y|M < j(k).

Por ultimo, la x-completitud implica que j fija a todos los ordinales <
(por el teorema 1.13) y lo que acabamos de probar aplicado a X = x nos da que
existe un Y tal que k C Y y [Y|M < j(k), luego k < |Y|M < j(k), luego  es el
punto critico de j.

b) = c¢) Claramente x es medible, luego es regular no numerable. Conside-
remos conjuntos G C A tales que |G| < py de modo que G genere un filtro
k-completo F' en PA. Sea j una inmersion elemental en las condiciones de b) y
sea j[G] CY € M con |[Y|M < j(k).

Entonces (j(F) es un filtro j(x)-completo en Pj(A)M y [(F)NY|M < j(k).
Por lo tanto existe un ¢ € ()(5(F) NY). Definimos

U={XePA|ce jX))

Se comprueba sin dificultad que U es un ultrafiltro, y es x completo, pues
si {Xa}a<p s una familia de elementos de U, con § < k entonces, el hecho de
que j fije a los ordinales menores que k hace que

j(fj )(a)zzlq }(aa

a<lf a<lf

con lo que c esta en este conjunto y por lo tanto la interseccién esta en U.

3Aqui hay que entender que el filtro F estid generado por G como filtro k-completo, es
decir, que F es el menor filtro k-completo que contiene a G, no necesariamente el menor filtro
que contiene a G.
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Ademas, si X € G, entonces j(X) € j(F)NY, luego c € j(X)y X € U,
luego G C U y, por consiguiente, F' C U.

¢) = a) Como & es regular, el filtro F = {X € P<"u | VP € P<"y P C X}

es k-completo, y esta generado (como filtro k-completo), por G = {{a} | a < u},
luego se extiende a una medida fina en P<%p. "

Es evidente que si p < v, todo cardinal v-compacto es p-compacto, y que si
K es k-compacto entonces es medible.

Veamos ahora algunas de las implicaciones que tiene la existencia de un
cardinal compacto. Varias de ellas se deducen facilmente del teorema siguiente:

Teorema 8.5 (Vopenka-Hrbacek) Sea k un cardinal compacto y A un con-
junto de ordinales. Entonces, para todo cardinal p > k tal que A C u se cumple
que pt es indescriptible™4].

DEMOSTRACION: Sea F' = {z C u* | |u™ \ 2| < p}. Claramente F es
un filtro x-completo en ut, que por compacidad se extiende a un ultrafiltro
k-completo U tal que Az € U |z| = pt.

Definimos una ultrapotencia Ultf;(L[A]) construida a partir de la clase de
todas las funciones f : ut — L[A] (sin exigir que f € L[A]). La prueba
del teorema fundamental 1.7 se adapta literalmente* y tampoco hay ningtn
inconveniente en probar que la ultrapotencia esta bien fundada, luego podemos
considerar su colapso transitivo M = Ulty(L[A]). Sea j : L[4] — M la
inmersion natural.

Por otra parte, consideramos la clase P = {f € L[A»" | flut)] < u}y
sobre ella construimos una ultrapotencia Ult;; (L[A]). Esta vez, para adaptar
la prueba de 1.7 hay que observar que la funcién f que se construye en el caso
del generalizador puede tomarse en P. Por lo demas la prueba es la misma,
y asi mismo se comprueba sin cambio alguno que la ultrapotencia esta bien
fundada, por lo que podemos considerar su colapso transitivo N = Ult; (L[A]).
Llamaremos i : L[A] — N a la inmersion natural.

Sea k: N — M dada por k([f]7) = [f]. Es claro que k esta bien definida,
es una inmersion elemental y ademés i o k = j.

Sif:pt — a, para un o < pt, entonces kg~ : [f] — [f] biyectiva,
pues es inyectiva por ser elemental y todo elemento de [f] es de la forma [g], con
g:pt — a,luegog € P, [g]” € [f]” vy k([g]”) = [g]. Como ademés k conserva
la pertenencia y tanto [f]~ como [f] son ordinales, ha de ser [f]™ = [f].

De aqui se sigue que j(A) = i(A), pues si [f] € j(A) podemos exigir que
fipt — A luego f: ut — p, luego [f] = [f~] € i(A). Igualmente se
prueba la otra inclusion.

Por consiguiente, M = L[j(A)] = L[i(A)] = N, luego & : N — N. Si
probamos que i(u*) es el menor ordinal no fijado por k, el teorema 2.14 nos
dard que i(u™) es indescriptible” , y al ser i elemental, u* sera indescriptible” (],

4Para el proposito de este teorema incluso puede simplificarse eliminando todo lo referente
al descriptor.
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Para ello observemos que i(ut) = |J i(a). En efecto, si [f]™ € i(u™)
a<pt

podemos exigir que f : ut — ut y, como |f[ut]| < p, existe un a < pt tal
que f:uT — «, con lo que [f]” € i(a).

Asi pues, si 8 < i(uT), se cumple que 8 < i(a), para un o < pt, luego
8= [f]-, para un cierta f + y* — a, luego k(8) = K([f]) = [f] = [/~ = 5.

Por otra parte, si d es la identidad en uT, es claro que todo o < pu+ cumple
i(a) = j(a) < [d], luego i(ut) = | i(a) < [d], pero también es obvio que

a<ut

[d] < j(ut), luego en efecto, i(pt) < j(ut) = k(i(ut)), es decir, i(u™) es el
menor ordinal no fijado por k. m

Como primera aplicacion:

Teorema 8.6 Si k es un cardinal compacto y A es un conjunto cualquiera,
entonces® V # L[A].

DEMOSTRACION: Por [PC 3.19] existe un conjunto de ordinales A’ tal que
L[A] = L[A’]. Sea p > x un cardinal tal que A" C p. Por el teorema anterior
ut es indescriptible”l4], pero obviamente no es indescriptible (ni siquiera es un
cardinal limite), luego V' # L[A]. n

Si k es un cardinal medible y U es una medida en &, entonces L[U] es un
modelo donde s es medible pero, por el teorema anterior, no es compacto. Por
lo tanto, un cardinal medible no tiene por qué ser compacto. Més atn, no es
posible demostrar la consistencia de que exista un cardinal compacto ni siquiera
suponiendo la consistencia de que exista un cardinal medible:

Teorema 8.7 Si k es un cardinal compacto, existe un conjunto transitivo M
tal que M E ZFC 4+ Kk K es un cardinal medible.

DEMOSTRACION: Sea U una medida en k, sea A un conjunto de ordinales
tal que L[U] = L[A], sea u > & un cardinal tal que A C p. Por 8.5 se cumple
que put es indescriptibleZU], luego M = (VM+)L[U] es un modelo transitivo de
ZFC en el que x es un cardinal medible. [

En realidad puede probarse que si existe un cardinal compacto existe un
modelo con infinitos cardinales de Woodin. Pero la existencia de un cardinal
compacto no implica la existencia de ningin cardinal medible, aparte de él
mismo.

Pasamos ahora a probar un teorema de Solovay sobre el efecto de los car-
dinales compactos sobre la funcién del continuo. Se trata de que los cardinales
singulares mayores que un cardinal compacto cumplen necesariamente la hip6-
tesis de los cardinales singulares. El grueso de la prueba es el teorema siguiente,
que tiene interés en si mismo:

5Notemos que esto implica a su vez que V # L(A) para todo conjunto A. En efecto, si
V = L(A), cambiando A por ct AU {A} podemos suponer que A es transitivo. Sea k su
cardinal, sea f : Kk —> A biyectiva, sea R C k X k la relacién que se corresponde a través de
f con la pertenencia en A, y asi A es el colapso transitivo de (s, R). Sea R’ la imagen de R
por una biyeccién constructible k X K — k. Entonces V = L(R’), en contradiccién con el
teorema.
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Teorema 8.8 Si x es compacto y > k es reqular, entonces u~" = p.

DEMOSTRACION: Sea U una medida fina en P<%(u) y ju : V — Ulty (V)
la inmersion natural. Sea [f] el menor ordinal en Ulty (V') tal que

U Jju(a) < [f].

a<p

Sea g : P<"(u) — u la aplicacién dada por g(P) = |J . Como U es una
medida fina, para todo a < p se cumple que a€P

{PeP<"(u)|aeP}el,

luego {P € P<*(u) | « < g(P)} € U. Esto se traduce en que jy(a) < [g], luego
[f] < lg] < ju(w). Por consiguiente podemos exigir que f : P<%(u) — p.

Sea D = f[U] = {X C p| f~'[X] € U}. Por 5.2 sabemos que D es un
ultrafiltro k-completo en p. Veamos que todos sus elementos tienen cardinal p.
En efecto, si o < p entonces jy(a) < [f], luego {P € P<"(u) | a < f(P)} € U,
luego {8 < | @ < B} € D. De aqui se concluye que los elementos de D no
estan acotados en u, luego tienen ciertamente cardinal u.

Veamos ahora que {a < u | cf o < k} € D, lo cual equivale® a que
{P e P<"(n)|cf f(P) <k} eU.

Teniendo en cuenta que |P N f(P)| < &, basta probar que

{PeP="(w) | f(P)= U a}el.
a€PNf(P)
Si llamamos h : P<*(u) — u a la aplicacion dada por h(P)= | «,lo
que hemos de probar es que [f] = [h]. Obviamente, [h] < [f a€PNf(P)

I
Sea a < p. Como U es una medida fina, {P € P<"(u) | « € P} € U
y, como jy(a) < [f], también {P € P<*(u) | @« € f(P)} € U. Tomando
la interseccion tenemos que {P € P<*(u) | a« € PN f(P)} € U, es decir,
{P € P<*(n) | a < h(P)} € U, lo cual se traduce en que jy(«) < [h], para todo
o < g1, luego [f] < ],

En resumen, D es un ultrafiltro k-completo en p cuyos elementos tienen
todos cardinal p y tal que casi todos los ordinales menores que p (modulo D)
tienen cofinalidad menor que k. Consideremos ahora la ultrapotencia Ultp (V)
y la inmersion elemental natural jp : V — Ultp (V).

Para cada a < p con cf o < K, sea A, C « no acotado con [A,| < k. En
otro caso sea A, = &. Sea g: p — V dada por g(a) = A, y sea A = [g]p. Si
d es la identidad en p, tenemos que A no esta acotado en [d]p.

Veamos que si n < p existe un n’ tal que n < 7’ < p de modo que

An{yljpm) <y <ip)} # 2.

6No suponemos que « sea un ordinal limite, sino que tomamos ¢f0 =0y cf(a+1) = 1.
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En efecto, dado 1 < p, del hecho de que los elementos de D tengan cardinal
w se sigue que jp(n) < [d]p, luego existe un v € A tal que jp(n) < v < [d]p-
Sea v = [h]p. Asi, {a < p| h(a) < a} € D, con lo que, segtn la definicién de
D, tenemos que {P € P<(u) | h(f(P)) < f(P)} € U. Asi ju(h)([flo) < [flu,

y por definicion de [f] ha de ser jy(h)([flv) < U ju(a). Por consiguiente,
a<p

existe ' < p tal que ju(h)([flv) < ju(®’). A su vez esto nos da que
{PeP="(n) | h(f(P)) <n'} €,

luego {a < p | h(a) < '} € Dy asiy = [h]lp < jp(n') < [d]p. En conclusion,
vyeAN{y|jp() <~ <ijp(n)}

Construimos una sucesion {74 }a<,. Hacemos 9 = 0. Dado 0 < p, elegi-
mos 7441 de modo que g < Nat1 < Ky

An{y|ip(ma) £v <jp(Ma+1)} # @. (8.4)

Para cada A < p, tomamos gy = |J 7s-
O<A

Es claro que (8.4) se cumple también relativizado a Ultp(V'), luego
{B<p|Agn{y|na <7 <nas1} # @} € D.
Si llamamos B, = {7 | 7o < v < Na+1}, tenemos que
{B<ul|AgNB, # @} eD.
Definiendo Mg = {a < pu | Ag N B, # @} C p tenemos que
{B<p|aeMg}eD.

Ahora, si P € P<%(u), entonces

(B<nPCMs}= ({8<pulachyeD.

En particular este conjunto no es vacio y existe un 8 < u tal que P € PMp.

Acabamos de probar que P<"(p) = |J PMp. Mas atn, como |[Ag| < k'y
B<u
los B, son disjuntos dos a dos, es claro que también |Mg| < &, luego

i< = [P = | U PM| < 2V < Sh—
B<p B<p B<p

donde hemos usado que & es fuertemente inaccesible. [
Teorema 8.9 (Solovay) Sik es un cardinal compacto entonces la hipdtesis de

los cardinales singulares se cumple sobre k, es decir, si p > k es un cardinal
singular tal que 2°TH < i, entonces pf* = pt.
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DEMOSTRACION: Sea p > k un cardinal cualquiera. Por el teorema anterior,
p<r < (ut)<* = pt. En particular g < pt para todo cardinal u > k. En
particular, si u > & cumple cf 1 = R, entonces ut* = pt, es decir, la HCS se
cumple para cardinales mayores que k de cofinalidad numerable.

El teorema de Silver [TC 6.18] afirma que el minimo cardinal que incumple
la HCS ha de tener cofinalidad numerable. Modificando minimamente la prueba
podemos afirmar que el minimo cardinal mayor que x que incumple la HCS ha
de tener cofinalidad numerable, con lo que concluimos que no puede existir tal
cardinal.

En efecto, llamemos kg al cardinal compacto para no entrar en conflicto con
la notacién del teorema de Silver. Sea k > kg el menor cardinal que incumple
la HCS y supongamos que p = c¢fk > Ny. Tenemos, pues, que 2# < Kk pero
kP > KT,

En la prueba del teorema de Silver, podemos tomar la sucesion {kq}a<p
cofinal y normal en x de modo que kg sea el cardinal compacto. La tnica
variacion entonces es la comprobacion de que Av < k v* < k. Por el teorema
anterior esto es cierto si p < kg, luego podemos suponer que kg < p. Entonces
se cumple que v* es uno de los cardinales v, v o 2¥, pues en la prueba del
teorema [TC 6.18] el caso v < 2* no usa la HCS y el caso v > 2# > p > kg se
prueba por induccion sobre v y solo se aplica la HCS a v (en el caso en que es
un cardinal limite), con la cual contamos. "

8.2 Cardinales supercompactos

Muchas de las propiedades de los cardinales medibles las hemos obtenido a
través del concepto de medida normal. Ahora vamos a definir una nocion de
medida fina normal que desempena un papel similar al de medida normal en
un cardinal medible pero con una diferencia notable: no es posible demostrar
que si k es un cardinal compacto entonces existen medidas finas normales en
los conjuntos P<%(A). Por el contrario, la existencia de medidas finas normales
determina una nueva clase de cardinales grandes, los cardinales supercompactos.

Teorema 8.10 Sea k un cardinal regular y A un conjunto tal que |A| > k. Sea
U una medida fina en P<%(A). Las propiedades siguientes son equivalentes:

a) Si {Culaca es una familia de elementos de U, entonces

A Cy={PePrA)|Pe ) C,}eUl.
a€A acP

b) Si f:P<"(A) — A cumple
{PeP="(A)| f(P)e P}eU,
existe un x € A tal que

(PeP<r(A)| f(P) =1} e U.
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DEMOSTRACION: a) = b) Supongamos que para todo € A se cumpliera
que
C,={PeP<"(A)| f(P)#z}eU.
Entonces podemos tomar P € A C, vy, six = f(P) € P, tenemos que P € C,,

acA
luego f(P) # x, contradiccion.

b) = a) Sea {C,}seca una familia de elementos de U y supongamos que
A Cq¢U. Sea C=P<F(A)\ A C,eU. Asi,si P e C, existe un f(P) € P
acA a€A
tal que P ¢ Cypy. Si P ¢ C definimos f(P) = &, y asi tenemos una funcion
f:P<®(A) — A en las hipotesis de b). Por consiguiente, existe un z € A tal
que C' = {P € P<F(A) | f(P) = z} € U, pero entonces C' C P<F(A) \ C,,
luego C,, ¢ U, contradiccion. n

Definiciéon 8.11 Si x es un cardinal regular y A es un conjunto tal que |A| > &,
una medida normal en P<*(A) es una medida fina que cumpla las propiedades
del teorema anterior.

Si pu > K, diremos que k es u-supercompacto si existe una medida normal en
P<#(u), lo cual equivale, obviamente, a que existe una medida normal en todo
conjunto P<*(A) con |A| = p.

Diremos que k es supercompacto si es u-supercompacto para todo cardinal
1 > K, lo cual equivale a que exista una medida normal en P<(A) para todo
conjunto A.

Notemos que no exigimos en la definiciéon que x sea no numerable, porque
podemos demostrarlo: si D es una medida normal en P<¥(u), entonces

Co={zePulat+lea}={atl}eD,

pero A C, ={@}, puessi P € A C, no es vacio, como es un conjunto finito,
ac ac
tiene un maximo elemento «, y entonces P € C,, luego a+1 € P, contradiccion.

Es inmediato que todo cardinal p-supercompacto es p-compacto y que todo
cardinal supercompacto es compacto, pero veremos que un cardinal compacto
no tiene por qué ser supercompacto, es decir, que no puede probarse la existencia
de medidas normales en un conjunto P<*(A) a partir del hecho de que exista
una medida fina (en dicho conjunto o en cualquier otro).

La supercompacidad tiene una caracterizacién en términos de inmersiones
elementales mucho méas natural que la compacidad. Para obtenerla empezamos
estudiando las ultrapotencias respecto a medidas normales:

Teorema 8.12 Sea k un cardinal p-supercompacto, sea U una medida normal
en P<F(u) y sea j : V. — Ulty (V) la inmersion natural en la ultrapotencia
asociada. Sea d la identidad en P<"(u).

a) Six C P<"(u), entonces x € U + [d] € j(x).
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b) [d) = jlu)-
c) Six CP<"(u), entonces x € U + j[u] € j(X).
d) Si f e VW, entonces [f] = j(f)(d)).
DEMOSTRACION: a) Claramente
zreU{PeP(u)|Pex}telU
o (P e P () | d(P) € cu(P)} € U > [d] € j(x).

b) Si a < p, como U es una medida fina, {P € P<%(u) | o € P} € U, luego
j(a) € [d]. Reciprocamente, si [f] € [d], podemos suponer que f : P<%(u) — p.
Ha de cumplirse que {P € P<*(u) | f(P) € P} € U, luego por normalidad existe
un a < p tal que {P € P<*(u) | f(P) = a} € U, luego [f] = j(a) € j[u]. Asi
pues, [d] = j{u].

c¢) Es consecuencia inmediata de a) y b).

d) Puesto que P<*(u) = {P € P<"(n) | f(P) = c;(P)(d(P))} € U, se
cumple que [f] = [¢f]([d]) = j(f)([d])- .

Asi pues, si k es un cardinal medible y D es una medida normal en «, la
clase de la identidad [d] representa a k en la ultrapotencia, mientras que en el
caso de una medida normal en P<%(11), la clase de la identidad representa a j{u].
El teorema siguiente nos da representantes candnicos de k y .

Teorema 8.13 Sea k un cardinal p-supercompacto, sea U una medida normal
en P<F(u) y consideremos la ultrapotencia asociada Ulty (V). Para cada ordinal
a < psea fo : P () — & la funcion dada por fo(P) = ord(PNea). Entonces
[fa] = . Otra representacion de k es k = [g], donde g : P<"(u) — Pk viene
dada por g(P) = PN K.

DEMOSTRACION: Sea j : V — Ulty (V) la inmersion natural. Claramente
J(fa) + J(P<F(n)) — j(k) viene dada por j(fo)(P) = ord(P N j(a)). Por el
teorema anterior, [fo] = 7(fa)([d]) = ord([d] N j(«)) = ord jla] = ord o = «v.

Tgualmente, 7(g) : j(P<"(1)) — j(Px) cumple j(g)(P) = P N j(x), de
donde [g] = j(g9)([d]) = [d] N j(k) = j[K] = &, por el teorema 1.13. n

Ahora conviene probar un resultado en un contexto general:

Teorema 8.14 Sea U un ultrafiltro wi-completo en un conjunto S y llamemos
j:V— M =Ulty(V) a la inmersion natural en la ultrapotencia. Si p es un
cardinal, entonces M* C M si y sélo si jlu] € M.

DEMOSTRACION: Supongamos que j[u] € M, de modo que j[u] = [h]. Como
[h] C j(u), tenemos que {x € S | h(s) C u} € U, y podemos suponer que
h:S— Pu.
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Tomemos f € M*. Para cada o € pu, sea f(a) = [go] ysea g: S — V
la funcién dada por g(x) : h(z) — V dada por g(z)(a) = ga(x). Entonces
l9] : [n] — V ¥ [9](§(@)) = [ga], luego Rf = R[g] € M.

Pero entonces f(a) = (a, f(a)) cumple f € M* y, por lo que hemos probado,
f=Rf €M, luego M" C M.

El reciproco es trivial: si M* C M, entonces j|, € M, luego también
Jlul = Rj|, € M. ]

Ya podemos caracterizar los cardinales supercompactos en términos de in-
mersiones:

Teorema 8.15 Sea k un cardinal regular y p > Kk un cardinal. Si U es una me-
dida normal en P<%(u) y ju : V. — M = Ulty(V) es la inmersion natural en
la ultrapotencia, entonces jy tiene punto critico k, p < jy(k) y M* C M. Re-
ciprocamente, si una inmersion elemental j : V. — M tiene estas propiedades,
entonces

U = {z ¢ P<*(u) | jlu] € j()}

es una medida normal en P<%(p) y existe una inmersion elemental k que hace
conmutativo el diagrama

y que viene dada por k([f]) = j(f)(Jlu]). Ademds, si k no es la identidad, su
punto critico es > L.

DEMOSTRACION: Tenemos que jy fija a los ordinales menores que k por el
teorema 1.13. Por 8.13 tenemos que p = [f,] < ju(k), pues f, : P<"(u) — &,
luego k es el punto critico de jy. Por 8.12 tenemos que jlu] = [d] € M, y el
teorema anterior nos da que M* C M.

Supongamos ahora que j es arbitraria. Como M* C M, se cumple j[u] € M.
Veamos que el conjunto U definido en el enunciado es ciertamente una medida
normal. Notemos que

J@< () = {x < g | |2 < (k).

Obviamente j{u] C j(u) y ademas |j{u][™ = p < j(k), luego j[u] € 5(P<"()),
luego P<"(u) € U.

Es facil probar que U es un ultrafiltro k-completo. Veamos, por ejemplo,
la k-completitud. Sea 8 < k¥ {Za}a<p una familia de elementos de U. Sea
r: 8 — V la aplicacion dada por r(a) = z,. Como j(8) = 3, tenemos
que j(r) : B — V. Si a < B entonces (a,z,) € Ty, como j es elemental,
(Oé,j(.’l?a)) € j(T), luego j(’l‘)(a) = j(xa)'
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Ahora, Az(z € ) 2o & NAa < B 2 € r(a)), luego aplicando j y la
a<f
transitividad de M concluimos que j( (] o) = ) Jj(zo). En consecuencia,
a<f

jll €40 N za), luego () 2o €U. <8
a<f a<p

Veamos que U es una medida fina. Para ello tomamos @ < u. Entonces
J{P € P<5(u) | a € P}) = {P € j(P<*(u)) | j(a) € P} y, como j{y] pertenece
claramente a este conjunto, concluimos que {P € P<"(u) | a € P} € U.

Ahora veamos que U es normal. Sea f : P<"(u) — p una aplicacion tal
que {P € P<%(u) | f(P) € P} € U. Entonces

jlul € J({P € P=(p) | f(P) € P}) = {P € j(P="(n)) | i(f)(P) € P},

luego §()(jli]) € sl es decir, j(£)(jlu) = j(a), para un cierto a < ji. Por lo
tanto jlu] € {P € j(P="(n)) [ j(/)(P) = j(@)} = i({P € P="(u) | f(P) = a}),
luego {P € P<*(u) | f(P)=a} e U.

Es inmediato comprobar que k estd bien definida, que es una inmersion
elemental y que hace el diagrama conmutativo. Ademas fija a todos los ordinales
a < p, pues segun 8.13 tenemos que a = [f,], luego

k(a) = j(fa)(jlu]) = ord(j[u] Nj(a)) = o,
pues una semejanza viene dada por § — j(0). "

En particular:

Teorema 8.16 Un cardinal k es p-supercompacto, para un cardinal p > K, si
y solo si existe una inmersion elemental j : V. — M en una clase transitiva
M con punto critico k tal que u < j(k) y M* C M.

Ahora es inmediato que si kK < pu < v y K es v-supercompacto, entonces
también es p-supercompacto. Comparando con el teorema 5.4 concluimos que
un cardinal k es medible si y s6lo si es k-supercompacto. También es facil probar
lo siguiente:

Teorema 8.17 Todo cardinal supercompacto es fuerte.

DEMOSTRACION: Sea k un cardinal supercompacto y sea a > k. Tomamos
=1V, yseaj:V — M una inmersion elemental de punto critico « tal que
p<j(k)y M* C M.

Vamos a probar que V,, C M. Para ello demostraremos por induccién que

AB;S(xV%<:A4

Si 8 =0 o 8 es un ordinal limite, es trivial. Supongamos, pues, que § < «
cumple que Vg C M y veamos que lo mismo es cierto para 5 + 1.

Para ello tomamos a su vez € V1, de modo que x C Vg C V, N M. Asi
|z| < w, luego existe f : p — x suprayectiva. Entonces f € M* C M, luego
también x € M. "

Precisando un poco mas el argumento tenemos:
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Teorema 8.18 Si k es un cardinal 2" -supercompacto, entonces es k+ 2-fuerte.

DEMOSTRACION: Sea p = 2" y sea j : V — M una inmersién elemental de
punto critico « tal que p < j(k) y M* C M. Como & es inaccesible, tenemos que
[Vi| = k¥ |Vit1| = p. El argumento del teorema anterior nos da que V,.41 C M,
pero podemos dar un paso mas, pues si ¢ € V1o, entonces x C Vo1 C M,
luego |z| < p, luego x € M, y asi V.12 C M, lo que prueba que « es k+2-fuerte.

n

En particular, segiin el teorema 7.18, tenemos que o(k) = (27)* (y esto
vale en particular para los cardinales supercompactos). Pero los cardinales 2"-
supercompactos cumplen mucho mas:

Teorema 8.19 Sik es un cardinal 2" -supercompacto existe una medida normal
D en k tal que

{ < K| p es l-extensible} € D.

DEMOSTRACION: Consideremos una inmersion elemental j : V- — M con
punto critico « tal que 2% < j(k) y M?" C M. En la prueba del teorema anterior
hemos visto que en estas circunstancias V.o C M. Por lo tanto, V.41 = Vé‘f{_l.
Si llamamos e = j|v, . ,, entonces e : VM, — VJ%)H y, como |e| = 2%, tenemos

K
que e € M. Mas atn,

(€ : Vg1 — Vj(u)41 €s una inmersion elemental)™.

En efecto, dada una férmula’ ¢(x1,...,2y,), dados z1,..., 2, € V:%rlv
(67 (@1, wa))M = @V () = 0V ()
= (8V10+1 (e(x1), . .., ezn))) M.

Asi pues, k es 1-extensible™. Si llamamos A = {i < & | p es 1-extensible},
entonces j(A) = {u < j(k) | u es 1-extensible™ }, luego x € j(A), y esto signi-
fica que A pertenece a la medida normal asociada a j. m

Sin embargo, un cardinal supercompacto no es necesariamente 1-extensible,
o ni siquiera superfuerte. La razén es que por encima de un cardinal superfuerte
siempre hay cardinales medibles (teorema 7.29), mientras que por encima de un
cardinal supercompacto no tiene por qué haber mas cardinales inaccesibles:

Teorema 8.20 Si u es un cardinal inaccesible y k < p es un cardinal v-super-
compacto para todo cardinal kK < v < u, entonces Kk es supercompactovﬂ.

"De hecho, podemos considerar una féormula 1) perteneciente al conjunto de férmulas del
lenguaje de la teoria de conjuntos y aplicar el argumento a la féormula ¢(k, s) = Vi1 E ¥[s],
con s € V. Asi concluimos que e es una inmersion elemental™ en el sentido de la teoria
de modelos.
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DEMOSTRACION: Es claro que si D es una medida normal en P<Fv, en-
tonces D € V,, y (D es una medida normal en P<*v)Ve. Por lo tanto  es
supercompactovﬂ . n

En particular, si k es supercompacto y existe un (minimo) cardinal inacce-
sible u >k, entonces V), es un modelo en el que k es supercompacto y no hay
cardinales inaccesibles mayores, luego x no es superfuerte en V.

Se cumple un reciproco del teorema anterior:

Teorema 8.21 Sea p un cardinal v-supercompacto, donde v es un cardinal re-
gular. Si k < p es un cardinal supercompacto¥s, entonces es v-supercompacto.

DEMOSTRACION: Sea U una medida normal en P<#(v) y sea j:V — M
la inmersiéon natural en la ultrapotencia. Aplicando j a la hipotesis tenemos
que j(k) = k es &-supercompacto™ para todo cardinal™ tal que k < & < j(u).
Como k < v < j(u), en particular x es v-supercompacto.

Como v es regular, por 8.8 tenemos que |P<*(v)| < |P<H(v)| = v y, como
M C M, se cumple que PP<%(v) C M. De aqui se sigue que si (D es una
medida normal en P<*(v)) de hecho D es una medida normal en P<"(v), con
lo que k es v-supercompacto. L]

El teorema 7.21 se puede mejorar para el caso de cardinales supercompactos:

Teorema 8.22 Si x es un cardinal supercompacto y existe un cardinal v > K
tal que 2V > vT, entonces existen K cardinales v < Kk que cumplen lo mismo.
Por consiguiente, la HCG bajo k implica la HCG.

DEMOSTRACION: Consideremos un cardinal g > 2¥, sea U una medida
normal en P<*(u), sea M = Ulty (V) y j : V — M la inmersién natural. Es
claro que v, vt y 2" son cardinales™, y del hecho de que M* C M se sigue que
Pv C M, luego (Pv)M = Pv, luego (2V > v)M.

Sid < K, como j(0) =0 < k <v<pu<j(k), tenemos que

Vv(i(6) < v < j(k) A2¥ >vH)M,

luego Vv (§ < v < k A 2¥ > vt). Como § es arbitrario, hay x cardinales v en
estas condiciones. "

8.3 Cardinales extensibles

El teorema 8.19 muestra que los cardinales supercompactos, aunque no son
necesariamente l-extensibles (ya que ni siquiera tiene por qué ser superfuer-
tes) dejan por debajo un conjunto estacionario de cardinales l-extensibles. El
teorema siguiente proporciona una prueba alternativa de que los cardinales su-
percompactos no tienen por qué ser l-extensibles:
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Teorema 8.23 Si k es supercompacto y 1-extensible, entonces existe una me-
dida normal D en k tal que

{p < k| es supercompacto} € D.

DEMOSTRACION: Segiin vimos en la prueba de 7.37, si k es extensible existe
una inmersion elemental j : Vi1 — Vjp1 y D ={X C k| € j(X)} es una
medida normal en k.

Claramente, j(r) es inaccesibleit=+1, y eso implica que es inaccesible, luego
K es supercompactovi<~>. Equivalentemente,

Vity+1 E Au(k < p < j(k) = K es p-supercompacto),

luego si A = {v < k| Apu(v < u < kK — v es p-supercompacto)}, tenemos que
Kk € j(A), luego A € D, y si v € A, entonces v es supercompacto por 8.21. =

Definicion 8.24 Un cardinal s es a-eztensible si existe un ordinal 8 y una
inmersién elemental j : V1o — V3 con punto critico x. Se dice que k es
extensible si es a-extensible para todo ordinal o > 0.

Claramente, los cardinales 1-extensibles en este sentido son los que ya tenia-
mos definidos.

Teorema 8.25 Si 0 < a < o/, todo cardinal o -extensible es a-extensible.

DEMOSTRACION: El resultado serd inmediato si demostramos que V, es
definible en V., es decir, vamos a probar que existe una formula ¢(«, z) tal que
si o < o entonces

Vo E dlo,x] <> 2 =V,

En efecto, definimos:
() =VreQ(f iy — VAN €7 f(86) = U{Pf(e) | e < 6})
do(frayz)=fra—VArx=U{Pf(le) |e<a})
o3(fya,z)=fa+l—VAzx=PU{Pf(e) |[e<a+1})
oa(fya,x)=fra+2—V Azx=PPU{Pf(e) |e< a+2})
qZS(Oé,Z‘) = vf(¢1(f) A (QSQ(fva’x) \% ¢3(f,0(,.73) \% (]54(f,0¢,31‘))).

Llamemos f, : v — V a la funcién que cumple f,(6) = V. Claramente,
Vo E ¢[f] siy solo si f = f,, para cierto v < o'. Si vy es un ordinal limite o
bien v = 0 entonces f, € V,11, y en otro caso f, € V4.

Por lo tanto, si z = V,, y « es un ordinal limite, & = 0 o bien a+ 3 < o/, se
cumple fo, € Vi, luego Voo B V f(d1(f) A do(f, o, ).

Falta considerar los casos en que a =d+1y o’ =a+1Va' =a+2. Sides
un ordinal limite 0 § = 0, entonces f5 € V,, luego Vo E V f(01(f) A #3(f, a, x)).
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Si§ =e+1, entonces f. € Vo1 C Vi, luego Voo BV f(d1(f) A da(f, o, ).
Asi pues, en cualquier caso se cumple V,» E ¢(a, x). El reciproco es claro.

Ahora supongamos que k es o/-extensible y sea j : Vipor — Vp segun la
definicion. Entonces Viio E ¢(k + @, Vira), luego Vz E ¢(§(k + @), j(Vita))s
es decir, j(Vita) = Vj(uta). Porlo tanto 5" = jlv, . : Vera — Vj(uta) ¥ s€
trata de una inmersion elemental, pues

Vita EU(x1, .. 20) © Virar E VX (0 + a, X) AN (21,...,2,))

& Vi B VX (6(i(k+a), X) A (1), .-, j(x0))

Por lo tanto k es a-extensible. n

Los cardinales extensibles son supercompactos. Para probarlo necesitamos
un par de resultados previos:
Teorema 8.26 Sea k un cardinal infinito tal que 2% = k0. Entonces existe
una funcion f :“k — K tal que si A C K, |A] = k y v < K, existe una funcion
s € YA tal que f(s) = . En otros términos, para todo A C k con |A| = k se
cumple que f[A¥] = k.

DEMOSTRACION: Sea {(Aq,Ya)}a<2s una enumeracion de todos los pares
(A,y) con A C k, |A] = kK y v < k. Definimos por recurrencia una sucesion
{54 a<2r C “k. Supuesta definida para 3 < «, como kN0 = 2% > |a/, existe un
Sq € A% tal que s, # sg para todo 8 < a.

Ahora definimos f(sy,) = 7, para todo a < 2 y f(s) = 0 si s # s, para
todo av < 2. Asi, si A C K, |A| = ky v < Kk, entonces (A,7v) = (A, V) Para
un a < 2%, luego f(Sa) = Ya ¥ Sa € AY. "

Teorema 8.27 Sea j : V, — V3 una inmersion elemental con punto critico
Kk < «. Definimos kg = k y, si estd definido Kk, € Vg, definimos kni1 = j(Kn)-
Entonces, o bien eziste un n tal que Kk, > a, o bien estd definido p = sup Kk, y
cumplea =pVa=p+1 "

DEMOSTRACION: Suponemos que estan definidos todos los k, < a y que,
por consiguiente, esta definido p = sup k, < a. Supongamos que g+ 1 < a.
Aplicando j vemos que j(u) = p. "

Si a = k + 9, entonces k es d-extensible, luego es medible, luego es fuerte-
mente inaccesible. Como ser fuertemente inaccesible es absoluto para Vj, tene-
mos por induccién que todos los k, son cardinales inaccesibles. En particular
2fn < Kpy1 < . Por consiguiente:

Z Kn
M =2n<e = ] 2" < HM:’UNO < pt = 2m,
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El teorema anterior nos da entonces una funciéon f : “u — p tal que para
todo A C p con |A| = p se cumple f[A¥] = pu

Observemos que “u C V,,, luego f C “p x p C V,, luego f € V1 C Vq,
luego podemos aplicar j a la propiedad que cumple f y obtenemos que

(NA € (Al = = G(D[A“] = )"

y, como Pu C Vg (notemos que necesariamente a < /), podemos eliminar la
relativizacion y aplicar este hecho a A = j[u] C u. Tenemos que j(f)[A¥] = u,
luego existe un s € A“ tal que j(f)(s) = k. Como s : w —> j[u], existe
t:w — u tal que

J(t(n))

)=
o, equivalentemente, An € w s(n) = j(t)(n)), luego s = j(t). En definitiva,
ro=J(f)s) = j(HE®) = i(f{) = jla), con a = f(t). Pero, esto es
imposible, pues si @ < k entonces j(a) = a < k, mientras que si £ < « entonces
Kk < j(k) < j(a), contradiccion. "

An € w s(n

Teorema 8.28 Todo cardinal extensible es supercompacto.

DEMOSTRACION: Sea x un cardinal extensible. Por el teorema de reflexién
existe un ordinal limite A > & tal que V) es un modelo transitivo de (el sufi-
ciente) ZFC y las formulas “k es y-supercompacto” y “x es supercompacto” sean
absolutas para V). De este modo, basta probar que k es pu-supercompacto para
todo cardinal regular k < 1 < A, pues entonces s sera supercompacto'> y, por
consiguiente, supercompacto.

Sea j : VA — Vj una inmersién elemental con punto critico k. Definimos
Ko = Ky 8l K, € V) hacemos k,41 = j(kn). Por el teorema anterior, o bien
hay un n tal que K, < A < Kp41, en cuyo caso aqui termina la sucesién, o

bien A = |J &y (porque A es un ordinal limite). Por lo tanto, basta demostrar
n<w
que K es p-supercompacto para todo cardinal regular p tal que kK < p < Kp,

donde n es cualquier natural para el que k,, esté definido. Con ello lo estaremos
probando para todo cardinal regular ;o < A. Lo veremos por induccién sobre n.

En primer lugar hemos de probar que x es p-supercompacto para todo car-
dinal regular k < p < j(k). Para ello basta observar que la prueba de 8.15
es valida en nuestro contexto cambiando V' por V) y M por Vz. Notemos que
MH* C M es trivial en este caso.

Supongamos ahora que x es p-supercompacto para todo cardinal regular
k < i < Kyn. Lo mismo es cierto en V), luego aplicando j obtenemos que j(k)
es p-supercompacto para todo cardinal regular j(k) < u < Kp41. Aqui hemos
usado que la p-supercompacidad es —trivialmente— absoluta para Vy y Vz (al
igual que ser un cardinal regular).

Aplicamos el teorema 8.21: si j(k) < g < Knpt1 y p es regular, tenemos
que j(k) es p-supercompacto y que k es -supercompacto para todo cardinal
regular k < & < j(k), luego concluimos que k es también p-supercompacto. En
resumen, k es p-supercompacto para todo cardinal regular Kk < p < Kp41. =
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Uniendo este teorema a 8.23 obtenemos inmediatamente:
Teorema 8.29 Si k es extensible existe una medida normal D en k tal que
{1 < K| u es supercompacto} € D.

El teorema 8.20 implica que por encima de un cardinal supercompacto no
tiene por qué haber cardinales inaccesibles. En cambio, un cardinal extensible es
1-extensible, luego superfuerte, y el teorema 7.29 nos da que existen cardinales
inaccesibles (incluso medibles) por encima. Podemos decir mas:

Teorema 8.30 Si k es un cardinal extensible, existen cardinales inaccesibles
arbitrariamente grandes i > K tales que Vi, < V).

DEMOSTRACION: Sea o > & un ordinal cualquiera y sea j : Vo4o — V3
una inmersion elemental con punto critico k. Definimos kg = kK y kpt1 = j(kn)
mientras k, < a + 2. Por el teorema 8.27 existe un n tal que u = k, esta
definido y a + 2 < p.

En la prueba del teorema 8.25 hemos visto que Vi, es definible en V4
(con k; como parametro), por lo que j(Vi,) = Vi,,,, v a su vez esto implica
que jly, @ Vi, — Vi, ., es una inmersién elemental. Componiéndolas todas
obtenemos una inmersion elemental j*|y, : V., — Vi, que por otra parte es
la inclusion, ya que fija a todos los ordinales. Por lo tanto Vi, < V,,. n

Como aplicacién demostramos una versién més fuerte de 7.20:
Teorema 8.31 Si k es extensible, las formulas X3 son absolutas para V.

DEMOSTRACION: Consideremos una formula \z ¢(z,21,...,,), donde ¢
es I, y sean z1,...,2, € Vi. Si Vo € V,¢V*(z,21,...,2,), el teorema 7.20
implica Vz ¢(z,x1,...,7,) (si las formulas Y5 son absolutas para Vi, las I,
también lo son).

Reciprocamente, supongamos que V. ¢(x, 1, ..., 2,). Por el teorema ante-
rior existe un p > k inaccesible tal que x € V,, y Vi, < V,,. Como V,, = H(p), el
teorema [PC 2.35] afirma que las formulas ¥, son absolutas para V,,, y como ¢ es
II;, es absoluta hacia abajo, es decir, que se cumple \z € Vi Ve (2,1, .., 20)
y por consiguiente también Vz eV, oVr (X, 21, .., Tp). n

El teorema siguiente puede deducirse de 7.20 (comprobando que ser a-
extensible es una propiedad X5), pero también podemos dar una prueba directa:

Teorema 8.32 Si k es un cardinal a-extensible y > K, a es supercompacto,
entonces (k es a-extensible)Vr.

DEMOSTRACION: Que k sea a-extensible significa que existe una inmersion
elemental e : V.1, — V3 con punto critico k. EIl problema para que sea
extensible"* es que, en principio, puede ser 5 > L.

Sea v un cardinal tal que |Vijo| > v, [V3| > v yseaj: V — M una
inmersion elemental con punto critico p tal que j(u) > vy MY C M.
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Es claro entonces que V,_%_a =Vita Vv VBM = Vj, de donde a su vez e € M
(usando siempre la condicién de clausura M” C M). También es claro entonces
que (e : Vipq — Vj es una inmersion elemental)™ | y como j(u) > k + a, 3,
se cumple de hecho que ((k es a-extensible)Vit )M . Por tltimo, como j es
elemental y fija a k y «, esto implica que (k es a-extensible)"x. n

De aqui se sigue facilmente que un cardinal extensible no tiene por qué tener
cardinales supercompactos por encima.

Similarmente, el teorema siguiente puede deducirse de 8.31:

Teorema 8.33 Si k < u son cardinales tales que Kk es extensible’s y u es
extensible, entonces k es extensible.

DEMOSTRACION: Sea a > 0y, de acuerdo con 8.30, sea v un cardinal
inaccesible tal que k,a < vy Vi, < V,. Entonces k es extensible"”, luego es
a-extensible"”, y esto implica que es a-extensible. Como vale para todo a,
concluimos que x es extensible. [






Capitulo IX

Los mayores cardinales
grandes

Estudiamos finalmente la parte superior de la escala de los cardinales gran-
des. Observemos que los puntos criticos de las inmersiones elementales no tri-
viales 7 : V — M estan mas arriba en la escala de consistencia cuanto méas
se parece M a la clase universal V. Por ejemplo, la propiedad V,, C M, que
define a los cardinales p-fuertes, es més débil que M* C M, que define a los
p-supercompactos. Los cardinales “méas grandes” que podemos definir en esta
linea serfan los siguientes:

Definicion 9.1 Un cardinal x es un cardinal de Reinhardt si existe una inmer-
si6n elemental 7 : V' — V no trivial con punto critico k.

Esto no sirve como definiciéon en ZFC por el consabido problema de que
no podemos formalizar la nocién de “inmersion elemental entre clases propias”.
Podriamos buscar una forma de definir los cardinales de Reinhardt en términos
de ultrapotencias, pero no merece la pena, porque los cardinales de Reinhardt
son contradictorios. El argumento que lo prueba es una variante del que hemos
empleado en la demostracion del teorema 8.27 (de hecho, la prueba de 8.27 es
un refinamiento de la prueba del teorema siguiente):

Teorema 9.2 (Kunen) Sij:V — M es una inmersion elemental no trivial,
K es su punto critico y definimos

0(k) =k, Anecw " (r)=j("(k), p=7j@K)=supj"(k),

new
entonces Pu ¢ M. En particular M* ¢ M vy, mds en particular, M # V.
DEMOSTRACION: Llamemos &, = j" (k). Como & < j(k), tenemos que

K=Ko< R < Ky <~

227
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Supongamos que Py C M. Tomando una biyeccion f : yu —> p X p tal
que f € M, se ve inmediatamente que P(u x p) C M. En particular, cualquier
biyeccion entre subconjuntos de p estd en M. Es claro entonces que un ordi-
nal o < p es un cardinal fuertemente inaccesible™ si y solo si es un cardinal
fuertemente inaccesible.

Como k es medible, en particular es inaccesible y, como j es elemental, todos
los K, son cardinales inaccesibles. Esto implica a su vez que p es un limite fuerte.
En consecuencia,

Podemos aplicar el teorema 8.26, segin el cual existe f : “pu — p tal que
para todo A C p con |A| = p se cumple f[¥A] = p.
Es facil ver que j(p) = U j(kn) = U Ent1 = i, y obviamente j(w) = w.
n<w

n<w
Por lo tanto, aplicando j a la propiedad de f, vemos que

(ANA C p(Al = p— (N A] = )™,

y por la hipdtesis sobre M podemos eliminar la relativizacion. Sea G = j[u].
Entonces G C pu y |G| = p, luego existe un s € “G tal que j(f)(s) = &.
Como s : w —> j[u], existe t : w — u tal que An € w s(n) = j(t(n)) o
equivalentemente, An € w s(n) = j(t)(n)), luego s = j(¢).

En definitiva, & = j(£)(s) = j(£)((1) = J(F1) = j(a), con a = F(1).
Pero, esto es imposible, pues si @ < k entonces j(a) = o < k, mientras que si
k < a entonces k < j(k) < j(a), contradiccion. "

Los cardinales que presentamos en este capitulo se acercan a la “contradiccion
de Kunen” sin llegar hasta ella.

9.1 Cardinales n-enormes

Vamos a definir ultrafiltros que determinan ultrapotencias con inmersiones
elementales méas potentes que las que definen a los cardinales p-supercompactos.

Definicién 9.3 Si k es un cardinal infinito y A es un conjunto tal que |A| > &,
una medida fina en PA respecto de k es un ultrafiltro x completo no principal
U en PA (es decir, U C PPA) de manera que, para todo a € A, se cumple que
{rePAlacx}el.

El teorema siguiente se demuestra igual que 8.10

Teorema 9.4 Sea k un cardinal reqular y A un conjunto tal que |A| > k. Sea
U una medida fina en PA. Las propiedades siguientes son equivalentes:

a) Si {Culaca es una familia de elementos de U, entonces

AC,={PcPA|Pec N C.}el.

a€A acP
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b) Si f:PA— A cumple
{PePA|f(P)e P} U,
existe un x € A tal que

{PePA| f(P)==a}ecU.
Definiciéon 9.5 Una medida en normal en PA (respecto de k) es una medida
que cumpla las condiciones del teorema anterior.
La medida es normal si ademéas para toda familia {X,}.ca de elementos

de U, se cumple que A X,={ze€PA|ze (| X} €U.
acA

acx

Dado n € w, un cardinal regular no numerable x es n-enorme si existen
cardinales k = po < p1 < -+ < pp, = p¢ y una medida normal U en Py respecto
de k de modo que, para cada i € n,

{z € Pu|ord(z N piy1) = pi} € U.
Veamos como son las ultrapotencias respecto de estas medidas:

Teorema 9.6 Sea x un cardinal n-enorme y sea U una medida normal en Pu
segtin la definicion precedente. Sea j : V — M = Ulty (V) la inmersion natural
en la ultrapotencia. Entonces:

a) jlp] = [d], donde d : Pu — P es la identidad.

b) Para todo i < n, se cumple que j(p;) = pit1, luego, con la notacion del

teorema 9.2, se cumple que p; = j*(k). En particular p = j"(k).
¢) K es el punto critico de j.
d) M* C M.
e) Si X C Pu, entonces X € U < jlu] € j(X).
f) Sif:Pp—V, entonces [f] = j(f)([d]).

g) Sia < py fo:Pu—V viene dada por fo(x) = ord(x N «), entonces
[fa] = a.

DEMOSTRACION: La prueba de a) es idéntica a la de 8.12 b).
b) Por definicién de cardinal n-enorme tenemos que
{z € Puord(d(z) N Cita () = Cu; (x)} €U,

y el teorema fundamental nos da entonces que ord(j[u] N j(ui+1)) = j(us). Por
otra parte, jl.,,, : ftit1 — j[u] Nj(pit1) es una semejanza, luego j(u;) = i1
¥, como fiy = K, se cumple que p; = j*(k).
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c) Por el teorema 1.13 tenemos que j fija a todos los ordinales menores que .
Sin > 0 el apartado anterior nos da que j(k) = p1 > po = K, luego k es el
punto critico de j. En el caso n = 0 tenemos . = k y por el teorema 1.13 basta
observar que la medida U no es kT completa. Si lo fuera,

{k}= N{zePr|aecx}el,

ack
con lo que U seria principal.
d) Se sigue de a) y del teorema 8.14.
e) Por a) tenemos que
jej(X) e dejX)«{PePu|PeX}elU+ Xel.
f) Puesto que Pu = {P € Pu | f(P) = c¢;(P)(d(P))} € U, se cumple que
[f1 = lefl((dl) = 5 (F)((d])-

g) Claramente j(fo)(z) = ord(z N j(a)). Por f) tenemos que

[fa] = i (fa)([d]) = ord(f[u] N j(a)) = ordj[a] = a.

Ahora probamos que estas propiedades caracterizan a los cardinales n-enor-
mes:

Teorema 9.7 Un cardinal k es m-enorme si y solo si existe una inmersion
elemental j : V — M con punto critico r tal que M7" (%) c M.

DEMOSTRACION: Si existe una inmersion elemental en estas condiciones,
llamemos p; = j°(k) y i = pn. Sea U el conjunto dado por

X €U+ X CPunjlu e ji(Xx).

Claramente U es un ultrafiltro en Pu. No es principal, pues si A € Ppu, entonces
i({A}) = {j(4)}, y no puede ser j[u] = j(A), porque tendriamos
a€ A jla)€j(A) =jlul < aecp,

luego serfa A = p, pero j|, € My j|, : p —> j[u] biyectiva, luego (|j[u]| = p)™,

mientras que j(u) > p es un cardinal™ | luego no puede ser j(u) = j[u].

También es claro que U es k-completo, pues si {Aq}a<p €s una familia de
elementos de U, con f < k, entonces j({Aa}ta<p) = {j(Aa)}ta<s, luego

il e N J(Aa) =3( N Aa).

a<pf a<f

Se trata de una medida fina, pues si « € u, entonces j(a) € j[u], luego

el € {z € Pju) [j(a) € a} = j({z € p| a € x}).
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Y es una medida normal, pues si {Xqs}a<, es una familia de elementos de
U, entonces, llamando F'(a)) = X, tenemos que

Ne(z e A Xy < Na€zaeFa)),

a<p
luego aplicando j:

Nz(z € j( A Xo) < Na€xzej(F)a)).

a<p

En particular, para z = j[u] queda

jlul € 5( A& Xao) & Na€ pjlu] € j(F)(5(a)),

a<p

pero j(F)(j(a)) = j(F(a) = j(Xa), luego ciertamente j[u] esta en la intersec-
cion diagonal.

Por altimo, si i < n, entonces j(p;) = pi+1 C fin, luego j se restringe a una
semejanza j(u;) — jlpn] N J(pir1). Por lo tanto

jlin] € {z € Pj(pn) | ord(z N j(pit1)) = j(ua)},

luego
{z € Puford(zNpiyr) = pit €U.

Esto prueba que k es n-enorme. El reciproco se cumple por el teorema anterior.
n

Del teorema anterior se desprende que los cardinales 0-enormes son simple-
mente los medibles. Los cardinales n-enormes forman una jerarquia estricta en
cuanto a consistencia:

Teorema 9.8 Si k es un cardinal n+ 1-enorme, entonces es n-enorme y existe
una medida normal D en k tal que

{v < k| v es n-enorme} € D.

DEMOSTRACION: Sea j : V — M una inmersion elemental en las condicio-
nes del teorema anterior. Sea p; = j(k), sea 1 = pin+1, de modo que M* C M
y sea p’' = p,. Claramente, j también cumple el teorema anterior para n — 1,
luego la medida U en Py’ dada por

XeU+ XCPu njlp]eiX)

satisface la definicion de cardinal n-enorme. Como g es inaccesible, tenemos
que |PPu’| < p, de donde se sigue que U € M, lo cual a su vez implica que  es
n-enorme™ | luego es claro que la medida normal en x asociada a j cumple lo
pedido. [
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9.2 Cardinales enormes y superenormes

Los cardinales 1-enormes se llaman simplemente enormes. Vamos a estu-
diarlos con mas detalle. El teorema 9.7 para n = 1 afirma que un cardinal s
es enorme si y solo si existe una inmersion elemental j : V' — M con punto
critico & tal que M7 ¢ M.

Obviamente k es en tal caso un cardinal medible, y en particular inaccesible,
luego 1 = j(k) es inaccesible™ | pero la condicion M* C M implica que j(x) es
inaccesible. A su vez, esto implica que V() C M, luego concluimos que todo
cardinal enorme es superfuerte.

Por otra parte, ahora es inmediato que todo cardinal enorme k es 2"-
supercompacto, y 22 -supercompacto, etc. El teorema 8.19 implica a su vez
que existe un conjunto estacionario en x de cardinales 1-extensibles. Ahora
mostramos que, en cuanto a consistencia, los cardinales enormes son mas fuer-
tes que los extensibles y, en particular, que los supercompactos:

Teorema 9.9 Si k es un cardinal enorme, V., es un modelo transitivo de ZFC
en el que hay una clase propia de cardinales extensibles.

DEMOSTRACION: Sea j : V — M una inmersién elemental con punto
critico x tal que M* C M, donde p = j(k). Sea § < k.

Como « es inaccesible sabemos que V,; es un modelo transitivo de ZFC.
Sea A el conjunto de los ordinales limite A < k tales que cf A = w, que V)
satisfaga suficientes axiomas de ZFC y que ademés las férmulas “v es extensible”
y “VeB(e : Vo — V3) es una inmersion elemental con punto critico v sean
absolutas para V) — V.

Por el teorema de reflexion relativizado a V; tenemos que A no esté acotado
en £ (notemos que los ordinales A que proporciona el teorema de reflexion tienen
siempre cofinalidad numerable). En consecuencia j(A) no esta acotado en j(x),
luego existe un A € j(A) tal que kK < A < j(k). En particular A ¢ A, luego
A < j(A). Del hecho de que M7(*) c M se sigue que Vitwy € M (notemos
que V)| = j(k), pues j(k) es fuertemente inaccesible). Por consiguiente,
VJ']E/{\)Jrl = Vi1 N M = V)41

De aqui se sigue que e = j|v,,, : Vag1 — Vj(x)41 es una inmersion elemen-
tal que fija a los ordinales menores que k, luego en particular j(6) = 6. Como
le] = [Vas1| < |Vjyl = j(x), se cumple que e € M. Asi pues,

Vine(n € j(A) A j(0) <n<jA) Ae: Vo — Vi(»)+1 inmersion elemental

A el|s = identidad)™

(basta tomar 7 = A). Como j es elemental, existe unn € Atalque d <n < Ay
una inmersion elemental e : V11 — Vi41 tal que e|5 es la identidad. Notemos
que n € A C K, luego n = j(n) € j(A). Como todo esto esta en M,

Vnde(j(6) <n < AAnej(Ad) AXej(A)A

e : Vyp1 — Vag1 inmersion elemental A e|s = identidad)M.
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Aplicando nuevamente que j es elemental obtenemos ordinales 1, A € A tales
que § < 7 < Ay una inmersién elemental e : V; ;1 — Viq1 tal que els es la
identidad.

Como 7 es el maximo ordinal de V,, 11 y A es el mayor ordinal de V)41, ha
de ser e(n) = \. Sea v el menor ordinal no fijado por e, de modo que § < v <.

Si f:w — v es cofinal, entonces f € Vi1 v j(f) : w — j(v) cofinal,
pero es facil ver que j(f) = f, con lo que j(v) = v, contradiccién. Por lo tanto
cf v > w, lo cual implica que § < v < 7.

Si v < a <1, entonces ely, : Vo — V(o) €s una inmersion elemental para
la que v es el menor ordinal no fijado (aqui usamos que V, es definible en V, 1,
como es facil comprobar).

En particular VegB(e : V, — V5 inmersion elemental de punto critico v)V=
y, como 1 € A, existe un f < n y una inmersién elemental e : V, — V3
de punto critico v. Esto prueba que v es extensible"” y, por definicién de A,
también es extensible’*. Como v > §, tenemos que la clase de los cardinales
extensibles'* no esta acotadas. m

Veamos ahora la relacion entre los cardinales enormes y los supercompactos:

Teorema 9.10 Sea k un cardinal enorme.

a) Siv >k es un cardinal regular y k es v-supercompacto, entonces K es el
Kk-€stmo cardinal v-supercompacto.

b) Si & <k es supercompacto entonces hay & cardinales enormes bajo &.

¢) Si k es supercompacto, entonces es el k-ésimo cardinal enorme y el k-
ésimo cardinal supercompacto.

DEMOSTRACION: a) Si £ es uno de los cardinales extensibles de V,;, entonces
¢ es pu-supercompacto para todo cardinal £ < p < &, luego por 8.21 es, de hecho,
v-supercompacto.

b) Sea p > k y U una medida normal en Py segin la definiciéon de cardinal
enorme. Como & es supercompacto existe una inmersion elemental j : V. — M
con punto critico £ y V13 C M. Asi, Pu€ M, U € M, y k es enorme™. Por
consiguiente, dado § < &, tenemos que

V(6 < m < §(€) A es enorme)™

luego existe un cardinal enorme § < 7 < &.
c) es consecuencia de a) y b). "

En particular vemos que un cardinal enorme no tiene por qué ser supercom-
pacto. Mas concretamente, el menor cardinal enorme no es supercompacto.

Por otra parte, recordemos que si k es enorme entonces es 2”-supercompacto
K . P .
y 22" -supercompacto, etc., y ahora podemos concluir que es el x-ésimo cardinal
que cumple esto.

Maés precisamente, observemos que al particularizar a n = 1 la definicién de
cardinal n-enorme tenemos lo siguiente:
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Un cardinal reqular no numerable k es enorme si existe un cardinal
w > Kk tal que existe una medida normal U respecto de x en Pu de
modo que {x € Pu | orde =k} € U.

En estas condiciones, lo que tenemos es que k es p-supercompacto. No
podemos pedir que esto se cumpla para todo cardinal ;1 > K porque, por ejemplo,
estas condiciones implican que p es inaccesible. No obstante, es facil reforzar la
definicion de cardinal enorme para obtener cardinales supercompactos:

Definicién 9.11 Un cardinal regular no numerable k es superenorme si para
todo ordinal a@ > k existe un cardinal ;1 > o tal que existe una medida normal
U respecto de k en Pu de modo que {z € Py |ordax =k} € U.

El teorema 9.7 implica que k es superenorme si y sélo si para todo ordinal
« > K existe una inmersion elemental j : V' — M con punto critico s tal que
a < j(k)y MI®) < M.

Es inmediato que los cardinales superenormes son enormes y supercompac-
tos, luego por el teorema 9.10 son limites de cardinales enormes y de cardinales
supercompactos. En realidad se cumple algo mas fuerte:

Teorema 9.12 Sik es un cardinal superenorme, entonces es extensible, y existe
una medida normal D en k tal que

{n < k| p es extensible} € D.

DEMOSTRACION: Sea a > 0 arbitrario y sea j : V — M una inmersion
elemental con punto critico & tal que u = j(k) > ay M* C M. Sea e = jly, ..
Como p es inaccesible, tenemos que |Vj;1q| < p, luego una simple induccién nos
da Viira € M, vy a su vez concluimos que e € M. Es claro entonces que « es
a-extensible™ | y por otra parte p es supercompacto™ (porque j es elemental).
Por el teorema 8.32 relativizado a M, tenemos que ((x es a-extensible)"u )M
que es lo mismo que (k es oz—extensible)VMM7 pero VMM = V), luego (k es a-
extensible)V#, y esto implica claramente que » es a-extensible. Como esto vale
para todo «, tenemos que k es extensible.

Mas atn, hemos probado que si j : V — M es cualquier inmersion ele-
mental con punto critico x tal que M7 c My o < J(k), entonces ((k es
a-extensible) Vit )M Tuego ((k es extensible)"it) )M luego si D es la medida
normal en x asociada a j tenemos que

{1t < K | p es extensible'*} € D.

Pero k es extensible, luego el teorema 8.33 nos da que todo p en el conjunto
precedente es extensible. L]

En cuanto a consistencia, los cardinales superenormes estan por debajo de
los 2-enormes:
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Teorema 9.13 Si k es 2-enorme, existe una medida normal D en k tal que
{v < k| v es superenorme"=} € D.

DEMOSTRACION; Sea j : V — M una inmersion elemental con punto
critico & tal que M7 () C M. Sea p = j2(k) y sea i/ = j(x). Tal y como hemos
razonado en la prueba del teorema 9.8, la inmersion j define una medida normal
U en Py’ segtn la definicion de cardinal enorme, de modo que U € M y prueba
que & es enorme™. Mas precisamente, prueba ¢ (k, j(x)), donde ¢(k, i) es la
formula que afirma que existe una medida normal respecto de k en Pu’.

Por lo tanto, si D es la medida normal en x asociada a M, tenemos que

A={v<k|ovr)}eD.

Ahora, si v € A, existe una medida U’ en Px que cumple la definicién de cardinal
enorme para v, pero claramente U’ € M, luego se cumple ¢ (v, k) y, como
Jj(v) = v, esto implica que 4, = {{ < k| ¢(v,&)} € D, luego A, no esta acotado
en k. Si £ € A,, entonces existe una medida en P& que cumple la definicion de

cardinal enorme para v, y claramente U € V., luego v es superenorme". m

9.3 Los axiomas I

Todavia podemos definir cardinales grandes més fuertes que los n-enormes
apurando el margen que deja la version para conjuntos del teorema de Kunen,
es decir, el teorema 8.27. Dicho teorema establece que si j : V, — V3 es una
inmersion elemental no trivial con punto critico x, entonces hay tres posibili-
dades: o bien existe un n tal que (k) > «, con lo que ya no esta definido
" "1(k), o bien esta definido u = j¥(k), y entonces se cumple o = p o bien
a=u+1

Ya sabemos que la existencia de inmersiones de este tipo equivale a que
K sea d-extensible para el ordinal § que cumple kK + § = «, y ya conocemos la
posicién de estos cardinales en la escala de consistencia. Pero podemos conseguir
cardinales més fuertes si consideramos inmersiones elementales j : V,, — V.
En tal caso u = j¥ (k) esta siempre definido, por lo que s6lo hay dos posibilidades
de inmersiones elementales no triviales de un V,, en si mismo:

j :Vy— W o bien j : V)\+1 — V)\+1,

donde necesariamente A = j“(k) es un limite fuerte de cofinalidad numerable.
Esto da pie a definir nuevos cardinales grandes, que resultan ser mas fuertes
que los que hemos definido hasta ahora. Antes de introducirlos conviene hacer
algunas observaciones.

Si7: Vag1r — Viy1 es una inmersion elemental, como A es el maximo
ordinal de V)41, necesariamente 7(A) cumple lo mismo, por lo que 7(A) = A. En
la prueba del teorema 8.25 hemos visto que V) es definible en V)1, por lo que
J(VA) = V5a) = Va. A su vez, esto implica que J se restringe a una inmersion
elemental j : V), — V).
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En general, si j : V), — V), es una inmersién elemental no trivial con punto
critico k, la sucesion dada por

Ko =K, Knt1=J(kn),

(0, equivalentemente, k, = j"(k)) se llama sucesidn critica de j, y claramente
esta formada por cardinales medibles. Més atn:

Teorema 9.14 Si j : V\ —> V) es una inmersion elemental con punto cri-
tico k, entonces Vin(cy < V. En particular Vy = ZFC.

DEMOSTRACION: Llamemos &, = j"(k), de modo que A = supk,. En
n

general, j se restringe a inmersiones elementales j, : Vi, — Vi, ,, pero, como
j fija a Vj,,, tenemos que jj es la identidad, luego V.., < Vi, .
Si suponemos que Vi, <V, .., esto es absoluto para V), luego aplicando j

obtenemos que V., <V, ... Porlo tanto, si m < n tenemos que V,,, <V, .

Ahora vamos a probar que para toda formula ¢(z1,...,z,) se cumple
An e wv € V,jfl""’”} (Vi E 0[v] < VA E o[v])

por induccioén sobre la longitud de ¢.

Si ¢ es de la forma = = y o x € y la conclusion es trivial, y si el resultado vale
para ¢ y 1 es obvio que vale para =¢ y ¢ — 1. El tinico punto no trivial se da
si ¢ es de la forma Az v(z,x1,...,7,) y suponemos el resultado valido para 1.
Si V., E ¢[v] tomemos cualquier a € V) y sea m > n un namero natural tal
que a,v(x1),...,v(xy) € V,,. Como V,, <V, también se cumple Vi, F ¢[v],
luego Vi, E ¢[v?] y, por hipotesis de induccion, V) E ¥[v?]. Esto prueba que
Vi E ¢[v]. La implicacion opuesta es trivial. "

Consideremos de nuevo el caso de una inmersion elemental 7: Vi1 — Vi1
y llamemos j : V), — V) a su restriccion. Si x € Vy11, se cumple trivialmente

que
Jx) = U (z) NVa),
a<
pero si a < A entonces J(x) NV, C J(x) N Vo) = J(2) N J(Va) = J(x N Vy). Por
lo tanto,
J@)= U jlznVa)
a<
En general, dada una inmersion elemental j : V), — V), podemos definir
3t Vagr — Vay1 mediante

it@)= U jl@nVa) = U j@nVe,),

a<A new

y el argumento precedente muestra que si j puede extenderse a una inmersion
elemental 7: V341 — Vi41 la extension es necesariamente 7 = j (si bien no
puede probarse en general que jT sea una inmersién elemental).
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En cualquier caso podemos afirmar que j© extiende a j, pues si x € V)
entonces existe un a < X tal que x € V,, y asi j(z) = j(x NV,) C j7(z). La
otra inclusién es obvia.

Més atn, j7[Vagr \ Va] € Vag1 \ V. En efecto, si z € Viyq \ Vi pero
jT(z) € Vy, entonces existe un o < A tal que j7(x) € V,, pero x & V11, luego
existe un u € z tal que u ¢ V,, luego j(u) € j¥(x) C Vo C Vi) v j(u) € Vi),
contradiccion.

De aqui deducimos a su vez que j+ es una inmersién, es decir, que cumple
zeye (@) ey, z=yeit@)=70).

Por ejemplo, si se cumple j(x) € j(y), entonces existe un o < A tal que
JjT(z) € j(yNV,), pero entonces jT(x) € Vy, luego = € Vy, luego tenemos que
j(x) =37 (x) € j(yNV,), luego = € y N a, luego = € y.

Esto implica a su vez que j* cumple la definicién de inmersién elemental
para férmulas sin cuantificadores. Més atn, vamos a ver que es Ag-elemental, es

decir, que cumple la definiciéon de inmersiéon elemental para formulas Ag. Para
ello demostramos primero lo siguiente:

Teorema 9.15 Si j : V), — V) es una inmersion elemental no trivial, para
toda funcion F : D C V\ — Vi se cumple que j7(F) : j7(D) — V.

DEMOSTRACION: Es claro que si (a,b), (a,c) € j7(F), entonces b = ¢, pues
existe un a < A tal que (a,b), (a,c¢) € j(FNV,) y, llamando f = FNV,, se
cumple que

Vs E Nzyz((z,y) € f A (2,2) € f =y =2),
luego también Vy E Azyz((x,y) € j(f) A (x,2) € 5(f) = y = 2).
Por lo tanto, j7(F) es una funcién. Lo que no es obvio es que se cumpla

Dj*t(F) = jT(DF). En principio

Dj*(F)= U Dj(FNVy,) = U j(DEFNV,,)),

necw new

JHDF) = U j(DFNV,),

new

y no es cierto en general que j(D(F NV, )) =j(DFNYV,, ). Por ejemplo, basta
considerar F': w — V), dada por F'(n) = k,,. Ahora bien:

JrOF) = U jOFnV,,)= U Ji(U DEFNV,,)NV,,) =

new new mew
U Ui@FNV,)NVe,)= U j(DEFENV,,))=Dj*(F),
mew ncw mew

donde en la penultima igualdad hemos usado que, fijado m, los términos de la
unién para n forman una sucesion creciente que se estabiliza cuando n = m,
pues D(F NV, )CV,, . "
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Dada una formula ¢(uo, ..., u,) de tipo Ag, observemos que si ¢ contiene
una subféormula de tipo w; € wu, podemos cambiarla por Vv € u v = u;, y
obtenemos una féormula equivalente que sigue siendo Ay. Igualmente, podemos
cambiar u; = u por

/\UEuiUEu/\/\UEuUEUi.

Con esto conseguimos que todas las variables libres u; aparezcan inicamente en
subférmulas de tipo w € u;. Si cambiamos estas subféormulas por R;u, donde
Ry, ..., R, son relatores monadicos, obtenemos una sentencia ¢* tal que

V)\+1 = ¢[A1, e ,An] — (VA7A1, . 7An) = ¢*
Podemos suponer que ¢* esta en forma prenexa, es decir, que

¢* = Ne1tVyr Az2Vyz - Aok (@1, 91, 28, yk),

donde ¥ no tiene cuantificadores, ni mas variables que las indicadas (pero con-
tiene los relatores Ry, ..., Ry).

Por simplificar la notacién vamos a tomar k = 2, pero el argumento es
general. Supongamos que se cumple Vi1 E ¢[Ao, ..., Ay], es decir, que

(Va, Aty An) B Az Vyr AzaVys (1, y1, 22, y2).

Entonces existe Fy : V), — V), tal que, para todo x1 € V),
(Vas Ax, oo An) B N Vya (a1, Fi(x1), 2, 92),

y a su vez existe Fy : V), x V), — V), tal que para todo x1, 22 € V),
(Va, Ay, Ay) E ey, Fi(ay), 22, Fa(z1, 22))].

Podemos definir F5(a) = & cuando a no es un par ordenado, y asi se cumple que
F, : Vi, — V). El teorema anterior nos garantiza asi que j+(Fi) :Vn — Vi
Para todo o < A, se cumple que

V>\ E A£1y1$2y2(($1,y1) S F1 N Va A (xl,l‘g,yg) S FQ n Va
—>¢*($1,y1,l‘2,y2,141ﬁVa,...,AnﬁVa),

donde ¥* es la féormula que resulta de sustituir las subformulas R;u por v € Xj;.
Notemos que podemos poner A NV, porque Ay solo aparece en subférmulas
de tipo x; € A o y; € A, y todos los z;, y; estan en V,. Como j es elemental,

Va E Az1yiz2y2((21,31) € 5(F1 N Va) A (21,29, 92) € j(Fa N Vy)

— w*(xlvylvx%y%j(Al N Va)a v 7.7(An N Va))

Igualmente, como x;, y; € j(V,,), es equivalente poner z; € j(Ax NV,) que
x; € j7(AR), yaque sia < 8 < A tenemos que j(ArNVB)N5(Vy) = j(AxNVy).
Por consiguiente:

Va E Az1yizoya (21, 91) € 5(FL N Va) A (21,29, 92) € j(Fa N Vy)
—>¢*(x1,y1,x2,yz,j+(z‘11),~~7j+(An))-
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Finalmente, dado 21 € V), tomamos y; = j7(F1)(z1) v, dado zy € V),
tomamos yo = j T (Fy) (21, 22). Existe un a < A tal que

(-rl?yl)ej(FlﬁVa)7 (5517$2,y2)€j(F20Va)a

luego
V)\ E w*[xlvyla any27.j+(A1)a ce 7j+(An)]7

0 equivalentemente,

(Vkaj—‘r(Al)a R 7.]+(An)) F ¢[$172/17$2,92]-

Con esto hemos probado que (Vy,jT(A1),...,77(An)) E ¢* o, lo que es lo
mismo, que Vi1 F ¢[jT(A1),...,57(A,)]. Asi pues, hemos probado que, para
toda formula Ag,

/\xl Ty € V)\+1(V)\+1 = qb[!L‘l, Ce ,LL‘n] — V)\Jrl E ¢[j+($1), Ce ,j+($n)])
Aplicando esto a —¢ tenemos la implicacién opuesta. En definitiva:

Teorema 9.16 Si j : Vi — V) es una inmersion elemental, entonces la ex-
tension j7 : Viy1 — Vaa1 es una inmersion Ag-elemental.

Ahora vamos a dar una condicién necesaria y suficiente para que j* sea ;-
elemental, es decir, para que cumpla la definicién de inmersién elemental con
formulas 7.

Consideramos nuevamente una férmula ¢ de tipo Aj y, como antes,
V)\-‘rl = ¢[A17 s 7A7L] <~ (V)\vAla s 7A7L) = d)*)

para cierta sentencia ¢* con relatores monadicos Ry, ..., R,. Por simplificar la
notacién vamos a suponer n = 1, pero el argumento vale sin cambio alguno para
un n arbitrario. Como antes suponemos que ¢* esta en forma prenexa, de modo
que

¢* = NeoVyoNz1Vyr - AxiNVyk (o, v0, - -, Tk, Yk,

donde % no tiene cuantificadores.

Fijado A; € V41, definimos T" (A1) como el conjunto de todas las cuddru-
plas (m, a, F, P) tales que:

a) mewANaCVg,.

b) F:Dc |J Vit — V,,, es una funcién parcial tal que
i<k

(Vnm,a, Al n Vnm) E ’Q/J(do, F(do), dl, F(do, dl), ceey dk, F‘(Clo7 e ,dk))
siempre que las sucesiones (dy), . .., (do, ..., di) estan en el dominio de F'.

Km

c) P: JVII\D—w\(m+1).
i<k
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Llamamos Ty(A1) = U TJ'(A1) € Vaq1 y definimos en este conjunto la
relacion dada por (m, a, Fn,lgs < (m',d,F', P') si:
a) m<m Aa=ad NV, .
b) FC F'.
c) Para cada d e U ViHL\ DF, si P(d) < m' entonces d € DF’, y en caso
contrario d ¢ ZDlZS?]f A P'(d) = P(d).

Asi T;(Aq) se convierte en un arbol, pues por debajo de cada cuadrupla
(m/,d', F', P") hay exactamente una cuadrupla para cada m < m/, a saber,
la dada por a = o’ NV, , la restriccion F' de F’ al conjunto de sucesiones
de U Vit tales que F'(d) € V,,, y la funcion P dada por

i<k
- Pd) = P'(d) sid¢ DF’,
|\ min{l ew| F'(d) eV,,} side DF'.

Por lo tanto, Tj"(A1) es el nivel m-simo de T(A1).

Ahora observamos que si existe un Ay C V) tal que (Vy, Ao, A1) F &%,
entonces podemos definir como sigue una rama infinita en T, (A;):

Tenemos que

(Va, Ao, A1) E 0" E NzoVyoAz1Vyr - Az Vyr ¥ (zo,v0, -, Ty i),

luego existe una funcion F§ : Vi, — V) que a cada do € V), le asigna un F{ (dp)
tal que

(Va, Ao, A1) E ¢* E Az1Vyr -+ Aoe Ny ©([do], [F (do)], 21, Y1 - - - Thes Uit )-

A su vez, existe una funcion Fy : V2 — V) que a cada par (dy,d;) le asigna
un Fy(do,dy) tal que

(Va, Ao, A1) E ¢ B AeaVyo -+ Az Vi
Y([dol, [F5 (do)], [da], [FY (do, d1)], T2, Y2, - - Thy Yke),

y procediendo de este modo obtenemos funciones F}*, para ¢ = 0,...,k, que
podemos unir en una funcion F* : |J Vit — V.
i<k

Para cada m € w, definimos a,, = V,,, N a, llamamos D,, C | VFfIl al
i<k

conjunto de las sucesiones d tales que F*(d) € V., F,, = F*|p,, v Pn ala

funcion que a cada sucesion d € |J VM \ Dy, le asigna el minimo [ € w tal que

F*(d) € Vy,. i<k

Es claro entonces que {(m, am, Fr, Pm)}mew forma una rama infinita en el
arbol T,(A1, A1). (Notemos que, como ¢ no tiene cuantificadores, el hecho de
que la condicién b) de la definiciéon de T;" se cumpla en V) implica que se cumple
enV, .)
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Reciprocamente, si {(m, @m, Fim; Pm)}mew forma una rama infinita, defini-
mos Ay = | am, F* = |J Fn, y entonces F* : |J V;H — V), pues si

mew mew i<k

de U V;H, o bien d € DF,,, en cuyo caso F'* esta definida en d, o bien, to-
i<k

mando [ = P,,(d), tiene que cumplirse que d € DF}, por definicion de la relacion

de orden. En cualquier caso d € DF™.

Ahora es facil ver que

(Va, Ao, A1) E ¢* E AzoVyoAz1 Vs -+ Az Vyr ¥(z0,y0, - -, Tk, Uke)-

En efecto, dado cualquier dg € V), tomamos ¢y = F*(dy), dado cualquier
dy € V), tomamos e; = F*(dg,dy), y asi sucesivamente. Tomamos un m
suficientemente grande como para que do,e€q,...,dg,er € Vi . Si alguna de
las sucesiones (dg,...,d;), para ¢ = 0,...,k, no estd en DF,,, consideramos
P(do,...,d;) y cambiamos m por un nimero mayor que todos estos valores, con
lo que garantizamos que F}, esta definida en todas ellas. Asi

(VﬁmaamaAl N Vnm) E Q;Z](dO, €0, - - - 7dka ek)a

donde a,, = ApNV,,,,y como ¢ no tiene cuantificadores, esto equivale a que
(V,\,Ao,Al) = w(do, €0y .-y dk, ek), luego (VA,Ao,Al) E d)*

Con esto estamos en condiciones de probar:

Teorema 9.17 Sij: V) — V) es una inmersion elemental no trivial, entonces
JT : Vag1 — Vgt es Si-elemental si y sélo si cuando S C Vi es una relacion
bien fundada, j*(S) también lo es.

DEMOSTRACION: Supongamos que j 1 es ¥j-elemental. Si S es una relacién
bien fundada pero j*(S) no lo es, existe una funcién f : w — V) tal que
An €w f(n+1)57(S) f(n). Llamando A = f[w] € Vi;1, tenemos que

Var1 EVAAz € AVy e A((y,z) € j7(9)).
Esta formula es de tipo Vi1 E VA@(A,7T(S)), donde ¢ es Ag. Por hipotesis
Var1 EVAAz € AVy € A((y,z) € 5),

y esto implica que S no esta bien fundada.

Ahora supongamos que j* conserva las relaciones bien fundadas y conside-
remos una formula VX ¢(X, A1,..., A,), donde ¢ es Ag. Supongamos que

-WEVX (X, Ay,...,A,)

y consideremos el arbol Ty(Aq,...,A,) € Viagr. Por la discusion previa al
teorema sabemos que no tiene ramas infinitas, luego la inversa S de su relacién
de orden esta bien fundada.
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Ahora observamos que Ty, = |J (Ty NV, ,,) y que Ty NV ., es definible

mew
en (V.. AtN Vi ois s An NV, 1), por lo que j(Ty NV, . ) satisface la

misma definicion, pero en (Vi .., (A1 NV, 1), i(An N Vi, 1))

A su vez, esto implica que j 7 (Ty(A1, ..., An)) = Tp(GT(A1),..., 57 (An)), e
igualmente jT(S) es la inversa de la relaciéon de orden en este arbol. Como esté
bien fundada, el arbol T (57 (A1),. .., (A,)) no tiene ramas infinitas, luego

m+1

Va1 B VX (X, 57 (A1), .., 57 (An)).
Con esto hemos probado la implicacién
V)\+1 E \/X ¢(X7j+(Al)a LI 7]+(An)) — V)\ ’: \/X ¢(X7 Ala DRI An)a

pero el argumento vale en el caso particular en que ¢ no depende de X, de modo
que también hemos probado la implicacién

VA E=¢(A1, ..., A,) = Va1t E—9(GT(A1),...,57(A,))

para toda formula Ag. En particular, al aplicarlo a la negacién de la formula ¢
original, tenemos

V)\ E ¢(A07 Ala ceey An) — V>\+1 E ¢(j+(A0)aj+(A1)v e ,jJr(An))a
y de aqui se sigue inmediatamente que
Va F VX¢(X7A17 s 7AFL) — V>\+1 F VX¢(X5.]+(A1)7 s 7j+(An))7

luego jT es Xi-elemental. .

El interés de que jT sea ¥i-elemental reside en el teorema siguiente:

Teorema 9.18 Para todo par de ordinales k y A, las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

a) Ezxiste una inmersion elemental j : V. — M con punto critico k, A > K,
j(/\):)\yV,\CM.

b) Eziste una inmersion elemental j : Vi — V) con punto critico & tal que,
para toda relacion bien fundada S C Vy, la relacion j*(S) también estd
bien fundada.

¢) Eziste una inmersion elemental j : Vi — V con punto critico k tal que
la inmersion j© : Va1 — Vay1 es Bi-elemental.

DEMOSTRACION: La equivalencia entre b) y c) es el teorema anterior, luego
solo tenemos que probar que a) equivale a b).

Si j cumple a), es claro que jly, : VA — V;® =V, cumple b), porque si
S C V) esta bien fundada, entonces j*(S) = j(S) estd bien fundada™, pero
esto es absoluto.
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Supongamos ahora que j cumple b). Entonces tenemos definida la sucesion
critica K, = j"(k), de modo que A = sup k,,. Definimos U,, mediante
n

X eU, < X C Pry A jlkn] € §(X).

El argumento del teorema 9.7 vale sin cambio alguno y prueba que U,, cumple
la definicion de cardinal n-grande respecto de k, por lo que define una inmersion
elemental i, : V. — M,, = Ulty, (V) con punto critico x tal que Ms~ C M.
Sidy : Pk, —> Pry es la identidad, el teorema 9.6 nos da que jlk,] = [dn].
Ademas k,, es un cardinal inaccesible, luego V., C M,,.

Si m < n, para cada f : Pk,, — V, definimos f, : Pk, — V mediante
fu(x) = f(® N Ky). Asi, si se cumple [f] = [g] en Ulty,, (V), tenemos que

{z € Prm | f(2) = g(2)} € Unm,

o ] € (x € 9i(sn) | JU)E) = O] lo cul equivale » aue
J(HUGlEm]) = 4(g )(j[lim]), pero claramente j[k;,] = jlkn] N j(km), luego se
cumple j(f)(jkn] N j(km)) = j(9)(j[kn] N j(km)), ¥ esto equivale a que

Jlkn] € J({x € Pj(kn) | f(x N Em) = g(x N Em)}),

luego

{ € Py | fu(z) =gn(x)} ={2 € Py | f(@NEm) =gn(zNkm)} €U

Por lo tanto [f,] = [gn] en Ulty, (V). Esto significa que podemos definir una
aplicacion k., : My, — M, mediante k., ([f]) = [fn], v €l mismo argumento
anterior prueba que es una inmersion elemental. En efecto

M (LAl [fe]) = {o € Prm | 6(f1(2), -, fu(@))} € Un

= oM G(F1)GlRm)s - 5 (Fa) (GEm]))
= oM (GGl 0 (Km))s -3 (Fe) (GlEn] 0 (8n)))
= {x € Phy | d(fr(x Nkm), ..., fu(xNKy)} €U,
= M (R ([f1]), - s K ([f5])-

Sim < n < r tenemos trivialmente que (f,), = f, de donde se sigue que
kmn © knr = kmyr, por lo que los modelos M,,, con las aplicaciones k,,,, forman
un sistema inductivo (de modelos que son clases propias).

Sia < Ky f: Pry — V viene dada por f7(x) = ord(z N «), el

teorema 9.6 nos da que [fI'] = a, luego

kmn (@) = kmn([fa]) = [(fa)n] = [fa] = a

Como V,,,, C My, vy k,, es inaccesible, el argumento del teorema 1.2 se adapta
trivialmente para concluir que k,,, fija a todos los elementos de Vj

m*
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Finalmente consideramos el limite inductivo M* de los modelos M,, (defini-
cion 1.26). Llamemos k) : M,, — M™* a las inmersiones elementales asociadas.
Vamos a demostrar que M™ esta bien fundado.

En caso contrario existe una sucesion {z,},¢c. de elementos de M* tales que
Ar € wz.41 Rz.. Cambiandolos por sus rangos, podemos suponer que cada
z. € QM. También podemos suponer que 2, = k% ([g,]), de modo que la
sucesion {n, }rc, sea creciente, asi como que g, : Pk, — . Observemos que

U Rg.

rew

<Y B, S,

rew

luego podemos definir un buen orden S en A tal que exista una aplicacién es-
trictamente creciente p : |J Rgr — (A, S).

rew
Ahora: (z,41,2,) € R — (k* ([QT-HL k:Hl(knrnrH([QT])) ER—

[9r+1] € En, s ([90]) = [(9r)m,n] =
{x €Plin, oy | grp1(x) €gr(@Nkn,)} €Uy, —
{2 € Phin,.y | (P(gr+1(2)), p(gr(x N kn,))) € S} € Un,y, —
Jltn,a] € {z € Pj(kn, 1) | (G(gr1 0 p)(@), 5 (gr 0 p)(x N j(5n,))) € 57 (S)}
= (3(gr+100)(GlFn, 1 ]), 3 (9 0 D) (GlFn, 1] N G(Kn,))) € 5F(S)
= (§(gr+10P)(j[kn,11]), 5 (9r 0 D) (G K, ]) € 57(S),
pero esto significa que j7(5) no esta bien fundada, en contra de lo supuesto.

Asi pues, podemos considerar el colapso transitivo M de M™, junto con las
inmersiones elementales k,, : M,, — M.

A continuacion observamos que si m < n, entonces

km(zm(x)) = kn(kmn([cz])) = kn([(cz)n]) = kn([cr]) = kn(zn(x))

Por lo tanto, podemos definir ¢ : V. — M como ¢ = 4, o k,, que es una misma
aplicacion independiente de n, y es una inmersién elemental por ser composicion
de dos inmersiones elementales. Su punto critico es k, pues tanto 4,, como k,
fijan a todos los ordinales menores que &, mientras que i, (k) > &, luego también
i(k) > K.

Veamos ahora que si o < k,,, entonces An € w(m < n — ky(a) = a).

Suponemos que es cierto para todo § < « y tomemos S € k,(«). Entonces,
por la construccion del limite inductivo, § = k,.(d), para cierto r > n, luego
B =k.(9) € ky(kpr(a)) = kr(c), luego 0 € a, luego, por hipétesis de induccion
B =k-(0) =0 € a, luego k,(a) < « y se tiene la igualdad.

Asi pues, (k) = kmt1(imt1(Em)) = kmt1(Fm+1) = Km+1, de donde a su
vez:
i(A) = i(sup kp) = supi(ky,) = SUpP Kpt1 = A
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Por altimo, como V,,, C M,, y k., es inaccesible, el argumento del teorema 1.2
implica que k, fija a todos los elementos de V,; , luego en particular V,,, C M,
luego V\ C M. n

Ahora ya podemos enunciar los axiomas I:

I1 Existe un ordinal A\ para el que existe una inmersién elemental no trivial
J:Vagr — Vg

12 Existe un ordinal A\ para el que existe una inmersién elemental no trivial
j : V), — V) tal que, para toda relacion bien fundada S C V), la relaciéon
4T (S) también estd bien fundada.

I3 Existe un ordinal A\ para el que existe una inmersiéon elemental no trivial
J: Vi — Vi

Diremos que un cardinal x cumple la propiedad I1, 12 o 13 si es el punto cri-
tico de una inmersion elemental en las condiciones del axioma correspondiente.
Acabamos de probar que 12 equivale a la existencia de una inmersiéon elemental
j:V — M con punto critico x de modo que existe un A > & tal que j(\) = A
y Vi C M. Maés concretamente, como j se restringe a una inmersion elemental
Vy — V), sabemos que tiene que ser A = j*(k), luego en definitiva:

Teorema 9.19 Un cardinal k cumple 12 si y sélo si existe una inmersion ele-
mental j : V. — M con punto critico k tal que V() C M.

Como j“(k) es un limite fuerte, la condicion M7” (%) € M implica la condi-
cion Vju () C M, pero la primera es contradictoria por el teorema de Kunen.

Cada axioma I es méas fuerte que el siguiente en cuanto a consistencia:

Teorema 9.20 Si k es un cardinal 11, entonces es 12 y existe una medida nor-
mal D en k tal que
{1 < K| p cumple 12} € D.

DEMOSTRACION: Es claro que si j : Vi1 — Vi41 es una inmersion ele-
mental no trivial con punto critico s, entonces j* = jly, : VA — V) es una
inmersion elemental con el mismo punto critico y tal que j = (5*)", por lo que
claramente cumple 12.

Sea D la medida normal en x definida por j, es decir,

D={zePs|kej)}

Basta probar que k € j({p < % | I2(u, A)}). Para ello a su vez basta observar
que la formula 12(u, A) que afirma la existencia de una inmersion elemental
i : Vi — V), que cumple 12 con punto critico p es equivalente a una férmula
relativizada a V1, pues entonces, como j(A) = A,

J < m [ 12(p )} = {p < (k) [ 12(, M)},

y tenemos que k esta en este conjunto, pues cumple 12(k, \).
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Para ello observamos que si ¢ : V), — V), entonces ¢ C V), x V), C V), por lo
que i € Vy11. Por otra parte, la relacion V) F ¢[v] es definible en V)1, pues si
¢ € Form(Ly.) es una formula del lenguaje de la teoria de conjuntos, V; es el
conjunto (finito) de sus variables libres y v : V; — V), entonces v € Vy, luego
(¢, v) € Vy, luego el conjunto

S ={(¢,v) | ¢ € Form(Lic) Av € V> A Vi E du]} € Vays

es definible por recurrencia en V1. Es claro entonces que “7 : V, — V), es una
inmersion elemental” es expresable mediante una férmula relativizada a Vi1,
al igual que todo lo que afirma I2. n

Teorema 9.21 Si k es un cardinal 12, entonces es 13 y existe una medida nor-
mal D en k tal que
{n < K| p cumple 13} € D

DEMOSTRACION: Que « es I3 es inmediato. Sea j : V — M en las condi-
ciones del teorema 9.18 a). Basta probar 13(k, \)™ y tomar como D la medida
normal en x definida por j. Para ello llamamos

A={(l,a,8) | a < B<AANVL<WWAVz <V A

i: Vo — V3 es una inmersion elemental con punto critico k)}.

Observemos que A C Vi € M, por lo que A = AM € M. Como \ tiene
cofinalidad numerable y A = j()\), también tiene cofinalidad numerable en M,
luego podemos tomar {p;}re, € M cofinal creciente en A.

Si (i,,B) e (i/,a/, 8) son dos elementos de A, definimos
(i,a,8) S (i',a/, ) i CinVrewp €ad\a.

Es claro que la relacion S € M, pues su definicién es absoluta. Ahora, si
{Kn.}sew cumple que As € w\r € w Ky, < py < Kn.,,, entonces las restriccio-
nes js = j|ans Vo, = Vi, cumplen (js, kn,, kin,41) €AY

/\S cw (js-i—la'%nerla’ins—&-l) S(jsﬂ{nsa/fns—&-l)a

por lo que la relacion S no esté bien fundada, luego tampoco esta bien fundada
luego existe una sucesion {(is, s, Bs) tsew € M de elementos de A de manera
que A\s € w (igy1,@si1, Bsi1) S (is, s, Bs), pero entonces i = |J is: Vi — Vi

SEw
es una inmersion elemental de punto critico x y cumple ¢ € M, lo que prueba

que I3(x, \)M. u

En realidad es posible definir una jerarquia de cardinales grandes situados
entre 12 e I3, exigiendo que exista una inmersiéon j : Vyy1 —> V41 no trivial
que sea X,-elemental. La situacion es delicada, porque puede probarse que si n
es impar y j es X, entonces es X, 1, mientras que para n par ser 3,1 s mas
fuerte que ser %,,.

Por ultimo relacionamos 13 con los cardinales enormes:
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Teorema 9.22 Si k es un cardinal I3 entonces k es n-enorme para todo n € w
y existe una medida normal D en k tal que

{v<k|An€wv esn-enorme} € D.

DEMOSTRACION: Sea j : V) — V) una inmersiéon elemental con punto
critico k. Fijado n > 0, sea k,, = j"(k) y sea U, dado por

X eU, < X C Pry A jlkn] € §(X).

La prueba del teorema 9.7 nos permite concluir que U, cumple la definiciéon
de cardinal m-enorme para x. Mas aun, U, € V), luego dicha definicion se
cumple relativizada a V), (para todo n) y esto nos da la conclusion del enunciado
tomando como D la medida normal determinada por j. L]

Para terminar nuestro ascenso en la jerarquia de los cardinales grandes men-
cionaremos que I1 puede reforzarse hasta un axioma I0 que afirma la existencia
de una inmersiéon elemental no trivial Vy11 — V)41 que se extiende a su vez
a una inmersion elemental j : L(Vyy1) — L(Vi41). Se cumple entonces que
PA C L(Vaq1), v el argumento del teorema de Kunen puede aplicarse en este
contexto, pero hay un escape para la contradiccion, y es que se concluye (su-
puesto 10) que la clase L(Vy41) no cumple el axioma de eleccion (pero puede
probarse que cumple el principio de elecciones dependientes).






Capitulo X

Iteraciones de Easton

En [PC| hemos considerado extensiones iteradas con soportes finitos y nu-
merables, pero en muchas pruebas de consistencia con cardinales grandes se usa
una clase distinta de iteraciones que combinan limites directos e inversos:

Definicién 10.1 Una iteracién de predrdenes ({Ps}s<a, {7s}s<a) €s una ite-
racion de Easton si para todo ordinal limite A < « se cumple que Py es limite
directo si A es inaccesible y Py es limite inverso en caso contrario.

Dedicamos la primera seccién a presentar algunos resultados generales sobre
extensiones iteradas aplicables a las iteraciones de Easton y en las secciones
siguientes veremos varias aplicaciones.

10.1 Iteraciones con limites directos e inversos

En [PC| apenas hemos tratado con limites inversos en iteraciones de c.p.o.s.
Un resultado elemental que resulta util para tratar con ellos es el siguiente:

Teorema 10.2 Sea ({Ps}s<x, {ms}s<r) una iteracion de predrdenes en un mo-
delo transitivo numerable M de ZFC tal que \6 < X\ 1p, |- 75 es separativo y
sea G un filtro Py-genérico sobre M, donde A\ es un ordinal limite. Entonces
Ap € Py (p € G < N5 <\ pls € Gy), donde G5 = i3, [G].

DEMOSTRACION: Una implicacién es obvia. Si Ad < A p|s € G, considera-
mos el conjunto

D={decPy|q<pVvVdi<AdLis(pls)}

Se cumple que D es denso en Py, pues si ¢ € Py cumple =¢ < p, entonces existe
un § < A tal que —¢gls < pls y como Ps es separativo (por [PC 7.28]) existe un
do € Ps tal que do < q|s A do L pls. Entonces es facil ver que d = doUgq|x\5 € Py
(se prueba por induccion que d|sqc € Psyc), asi como que d < g A d L isa(pls),
luego d € D.

249
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Consecuentemente, existe d € D N G, que no puede cumplir d L isx(pls),
pues todas son condiciones en GG, luego tiene que ser d < p y, por consiguiente,
concluimos que p € G. n

Veamos ahora condiciones para la conservacion de las condiciones de cadena:

Teorema 10.3 Sea ({Ps}s<a,{ms}s<a) una iteracion de predrdenes y £ < «
un cardinal reqular no numerable. Supongamos que Py es limite directo y que
existe un conjunto estacionario E C k formado por ordinales limite de modo
que para cada § € E el conjunto Ps sea limite directo. Entonces, si \6 < k P
cumple la c.c. k, también la cumple Py.

DEMOSTRACION: Sea C' una anticadena maximal en P, y consideremos el
conjunto D = {p € P | Vg € C p < ¢}, denso en P.. Sea § < k y sea C5 =
{pls |p € C}. Sea Ds = {p € Ps | Vg € Cs p < q}, denso en Ps. Sea Ms una
anticadena maximal en Djs. Sea Zs C C; formado por un elemento sobre cada
elemento de Mj. Asi, |Zs| < |M;| < k. Sea Ds = {p € Ps | Vg € Z5s p < q},
denso en Ps. Sea Cs C C tal que Zs = {c|s | c € Cs} y |Cs| < k. Sea ns < k
tal que todo elemento de C's tiene su soporte en 7.

Consideremos la aplicacion f : Kk — k dada por f(J) = ns. El conjunto
{a < k| fla] C a} es cn.a. en k, luego existe un v € E tal que f[y] C 7, es
decir, tal que A6 < v ns < 7. Veamos que los soportes de los elementos de C
estan todos en v, con lo que |C| = |C,| < k.

Sea ¢ € C. Entonces c|, € P,, limite directo, luego existe un § < v tal
que sopc|, C 6. Tenemos que Ds = {p € Ps | Vg € Cs p < gq|5} es denso en
Ps, luego podemos tomar ¢ € Cs tal que g|s sea compatible con ¢|s. Entonces
sopgq C 15 C 7.

Asi pues, sopc|y, C dy —c|s L gls, luego —c¢|y L g|. Como ademés sopgq C 7,
concluimos igualmente que —¢ L ¢. Por dltimo, ¢, ¢ € C, luego ha de ser ¢ = ¢
y, por consiguiente, sop ¢ C 7. n

Necesitamos un resultado similar para c.p.o.s k-cerrados, pero en realidad
necesitamos considerar una propiedad un poco mas fuerte:

Definiciéon 10.4 Sea P un c.p.o. y D C P. Diremos que D es un subconjunto
dirigido si \dd' € D\e € D(e < d Ne < d').

Si k es un cardinal infinito, diremos que P es fuertemente k-cerrado si para
todo subconjunto dirigido D de P con |D| < k existe una condicion p € P tal
que Ad e D p <d.

Es obvio que todo c.p.o. fuertemente k-cerrado es k-cerrado.

Teorema 10.5 Sea k un cardinal, P un c.p.o. fuertemente k-cerrado y m un
P-nombre para un c.p.o. tal que 11+ 7w es fuertemente k-cerrado. Entonces Pxm
es fuertemente k-cerrado.

DEMOSTRACION: Conviene probar un resultado ligeramente més general
(que usaremos después en 10.7): Bajo las hipotesis del teorema, si

D ={(pa;0a) | o < A}
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es un conjunto dirigido en P* 7 con A < k y p € P cumple que Aa < A p < pa,
entonces existe un o € 7 tal que Ad € D (p,0) < d.

Esto prueba ciertamente el teorema, pues claramente Dy = {p, | o < A} es
un conjunto dirigido en P, luego existe p € P tal que Ao < A p < pa.

Por el teorema de reflexion, basta probar la relativizacion del resultado a
un modelo transitivo numerable M de ZFC. Sea § = {(04,1) |a < A} € MF y
vamos a probar que

p Ik § es un subconjunto dirigido de 7 A |§] < k.

Para ello sea G un filtro P-genérico sobre M tal que p € G. Entonces
d¢ = {oac | @ < A} C mg. Dados oac, 0sG € dg, como D es dirigido, existe
un v < A tal que (py,04) < (pa,0a) ¥ (Py,04) < (Pg,0p)-

Tenemos que p, -0, << 0o v py IF 0, <7 03, luego p fuerza lo mismo y,
por consiguiente, 0yg < 0ac ¥ 04a < 0pc. Esto prueba que d¢ es dirigido™[C],

Por otra parte, {(p.o.(&,04),1) | @ < A} € MF nombra a una aplicacién
suprayectiva de A en dg, luego |6¢|M[C] < .

En consecuencia, p IF V¢ € 7A\x € § ¢ <, z, luego existe un o € # tal que
plF Az € §0 <, . En particular p IF 0 <, o, para todo o < X, con lo que el
par (p,o) € Px 7 cumple Ad € D (p,o) < d. .

Teorema 10.6 Sea ({Ps}s<a,{7ms}s<a) una iteracion de predrdenes, sea k un
cardinal y A < « un ordinal limite tal que cf X > k, Py es limite directo y
NS <\ Ps es fuertemente rk-cerrado. Entonces Py es fuertemente k-cerrado.

DEMOSTRACION: Sea D C P, un conjunto dirigido con |D| < k. Sid € D
existe un 4 < A tal que sopd C 4. Como |D| < cf A, existe un v < X tal que
Ad € D v4 < v, o sea, Ad € D sopd C . Sea D' = {d|, | d € D}. Es claro
que D’ es un conjunto dirigido en P, luego existe una condicion p € P, tal que
Ad € D p < d|,, luego Ad € D(iyx(p) < iyr(d|,) = d). Esto prueba que P es
fuertemente x-cerrado. m

Finalmente llegamos al resultado de conservacion:

Teorema 10.7 Sea ({Ps}s<a, {7s}s<a) una iteracion de predrdenes cuyos limi-
tes sean todos directos o inversos, sea k un cardinal tal que para todo § < «
se cumpla que 1 IF w5 es fuertemente K-cerrado. Supongamos que para cada
A < a concf A < k se cumple que Py es limite inverso. Entonces cada Ps es
fuertemente k-cerrado.

DEMOSTRACION: Por induccién sobre 6. Claramente Py = {1} es fuerte-
mente x-cerrado. Si Ps es fuertemente s-cerrado, entonces Psi1 = Ps x 7s es
fuertemente k-cerrado por 10.5.

Supongamos que Pjs es fuertemente k-cerrado para todo § < A. Si Py es
limite directo, entonces ha de ser ¢f A > x y concluimos que P, es fuertemente
k-cerrado por el teorema anterior. Supongamos, pues, que P es limite inverso.
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Sea D = {p, | @ < v} un conjunto dirigido en Py con v < . Vamos a construir
una sucesion {gs}s<x, creciente respecto a la inclusion, tal que cada gs € Ps y
g5 < Pals, para todo a < 7.

Tomamos gy = 1 € Py. Definidos {¢s}s<g, para 8 < A, observamos que
D" = {palp+1 | @ < v} es un conjunto dirigido en el c.p.o. Pgy1 X Pg*xmg y
|D’| < k. A través de la semejanza, D’ se corresponde con el conjunto

{(palﬁ’pa(ﬁ)) | a < ’Y}'

Por hipétesis de induccion Aa < A 48 < Palp, luego podemos usar el resultado
probado en la demostracion de 10.5, segtn el cual existe un nombre 7 € 73 tal
que
/\a <7 (‘M?T) < (pa|ﬁ7pa(6))'
Equivalentemente, existe una extension ggyi de gg a Pg4q1 de manera que
48+1 < Palp+1 para todo o < .

Podemos exigir que si Ao < v po(B) = 1, entonces gs11(8) = 1.

Supongamos definidos {gs}s<3, donde 8 < A es un ordinal limite. Definimos
g8 = U ¢s. SiPg es un limite inverso es claro que gg € Pg. Si es limite directo,

8B

por hipétesis cf 8 > k > +, luego existe un § < S tal que sop ps|s C J, para todo
a < 7. Esto significa que p,(€) = 1 para § < e < 8y todo a < 7, y entonces,
por construccion, gg(e) = 1. Por consiguiente sopgg C «, luego en cualquier
caso gg € Pg. También es claro que cumple lo pedido.

De este modo llegamos a una condiciéon ¢, que extiende a todas las condi-
ciones de D. n

Veamos ahora un teorema de factorizacion similar a [PC 7.32] y a [PC 11.26].
Al admitir limites inversos es necesario trabajar con semejanzas en lugar de con
meras inmersiones densas, por lo que es preferible realizar una construccion
distinta.

Recordemos de [PC 7.11]| que si P es un c.p.o. y 7 es un P-nombre para un
c.p.o., para cada o € V*™ podemos definir

0" ={(p-0.(§%,7),p) | (& (p,7)) € 0},

de modo que 11 o* € V™ y si M es un modelo transitivo numerable de ZFC,
Pec M, 7 € MF es un P-nombre en M para un c.p.o., G es un filtro P-genérico
sobre M, Q = mg € M[G] y H es un filtro Q-genérico sobre M[G], entonces
(0&)a = 0gwn (teorema [PC 7.12]).

Sea i : P — P« 7 la inmersiéon completa dada por i(p) = (p, 1), sea
= {(2(7)7 (paT)) | (p, T) ePx 7T} S MIP*W.

(Notemos que 7 € M¥, i(1) € M™*™). Es facil ver que I'f, ;; = H. Por lo tanto
Ipsr IF T* es un filtro en (7).

SiT € MP y 1Ip IF 7 es un m-nombre, entonces lIp,, IF i(7) es un i(7)-nombre,
luego lp. IF Vo 2 = i(7)p-, luego existe un re M™*7 tal que Ip,, IF7= i(T)rs.
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Asi tenemos definidas dos correspondencias opuestas entre P-nombres de
m-nombres y P x m-nombres de modo que

(T6)H = TaxH Y 79G*H: (t¢)m- (10.1)

. e, o ., ., . .
Notemos que la definicién de 7T involucra una eleccion arbitraria, pero en la
practica esta eleccion es irrelevante, pues dos elecciones distintas dan lugar a
. . o o
nombres equivalentes en el sentido de que lp,, IF7=7".

De las relaciones (10.1) se sigue también que si aplicamos a un nombre 7 la
composicion de las dos correspondencias obtenemos un nombre equivalente al
de partida.

Un problema que aparece al tratar con iteraciones es que los c¢.p.o.s no son
antisimétricos, lo que hace que una cantidad imprevisible de condiciones puedan
contener la misma informacién, por lo que dos c.p.o.s “equivalentes” en el sentido
de producir las mismas extensiones, pueden no ser semejantes. Esto se resuelve
identificando las condiciones del modo siguiente:

Definicién 10.8 Si P es un c.p.o., diremos que dos condiciones p, p’ € P son
equivalentes, y lo representaremos por p ~ p’, sip < p' Ap’ < p.

Claramente se trata de una relacion de equivalencia. Llamaremos P al
conjunto cociente, que esta parcialmente ordenado por la relacion dada por

Pl <lgl < p<q

La aplicacion i : P — P dada por i(p) = [p] es una inmersiéon densa,
luego ambos c.p.o.s dan las mismas extensiones. Més concretamente, si M es
un modelo transitivo numerable de ZFC y G es un filtro P-genérico sobre M,
entonces G' = {[p] | p € G} es P-genérico sobre M y si G es P-genérico sobre
M entonces G' = {p € P| [p] € G} es P-genérico sobre M. Ademas G” = G.

Asi mismo, si 7 € MF, entonces 7 = i(r) = {(0/,[p]) | (c,p) e 7} € MF y
si 7 € MF, entonces 7/ = {(o/,p) | (0,[p]) € 7} € M¥, de modo que 7¢ = T4,
(para las dos definiciones).

Es claro que las condiciones p y [p] fuerzan las mismas formulas, intercam-
biando los P-nombres con los P-nombres.

Ahora ya estamos en condiciones de enunciar el teorema de factorizacion:

Teorema 10.9 Sea ({Ps}s<a; {Ts}s<a) una iteracion de predrdenes con limi-
tes directos/inversos. Sea B < a y a = 4+ v y supongamos que para todo
A <y concfX < |Pg| se cumple que Pgyy es limite inverso. Entonces existe

({5 Ys<vs {5 Yo<r) tal que:
a) w8, p e VFs.

b) Ip, I ({7 5<5, {02} s5<5) es una iteracion de predrdenes
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¢) Para todo & < v existe ¢p5 : Pgrs —> Pg * 77? semejanza.
d) P? = T35

e) Para cada X <y, Ip, IF Wf es limite directo o inverso segun lo sea Pgyy.

En este enunciado hay algunos abusos de notacién que debemos advertir:

Para enunciar b) correctamente deberiamos definir

= {(po.(8, 7)) D) [§ <}, p? ={(p.0.(d,p)). 1) |5 <A},

de modo que 1p, IF (8, p? son sucesiones de dominio 4 + 1 y 4, respectiva-
mente), y para todo 9,

Ip, F7°(3) =7,  Tp, IF p°(8) = pf.

En estos términos, b) afirma que 1p, I (77, p”) es una iteracion de preor-
denes. Mas delicado es d). En principio mg1s es un Pgys-nombre, pero a

partir de él podemos pasar a 7T/ﬁ 45 € VPs+s_ usar la aplicacion de c¢) para ob-

tener ¢s(mj, 5) € VPﬁ*”§7 de aqui a su vez ¢s(mj, ;)" € VParmy y por ultimo
bs(mpy5)"" € VPs. Lo que afirma d) es que p? = ¢s(T515)""

DEMOSTRACION: Basta probar la relativizacion del teorema a un modelo
transitivo numerable M de ZFC. Probaremos ademas que existe una aplicaciéon
f5s : Pgys — Pg 7'('? tal que ¢s viene dada por ¢s([p]) = [f5(p)]. Razonamos
por induccién sobre § < 7.

Claramente ) = {(@,1)} (es decir, el nombre canénico de {@}) cumple lo
pedido con la aplicacién fy definida de forma obvia.

Supongamos construidos ({Fg}gge, {pg}ke) para todo € < n, junto con las
aplicaciones fs correspondientes.

Si 7 es un limite tomamos 71'5 € MP®s tal que
Tp, I 72 es el limite (dir. /inv.) de {7} }s<,.

(Consideramos limite directo o inverso segtn lo sea Pz,.) De este modo tene-
mos definido ({ﬂ?}(ggn, {p§}5<,7).
Sin =6+ 1 tenemos definida ¢5 y podemos definir p? segin d). Es claro
entonces que
Tp, IF p? es un ﬂ?—nombre para un c.p.o.

Tomamos 71'5 € M¥*# de modo que 1p, I- ({W?}(;Sn, {P?}kn) es una iteracion
de predrdenes.

Ahora basta comprobar que en ambos casos (1 limite o sucesor) existe la
aplicacion f, : Pgy, — Pg * 717/73 y cumple el teorema.
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Fijemos p € Pg;,. Para cada § < 7, tenemos que p(8 + &) € MFs+s,
luego podemos considerar p(3 + ) € MFs+5 ¢s(p(3+6)') € MP#*73 | a su vez
65(p(B + 6)) € MPs*=¢ y por tltimo fis = ds(p(8 + 6Y)* € MPs. Ademss,
como Ip, ., IF p(B +6) € mpys, es facil ver que Ip, IF 1_s I ps € pj.

s

Modificando la definicion, podemos exigir que cuando p(8 + J§) = 1
entonces ps = ]lp;s. Ahora definimos
5

TB+5

b= {(p-0.3,ps), p;) | 6 <} € M"#,

de modo que 1p, fuerza que p es una funcién de dominio 7j. Veamos que, mas
concretamente, Ip, I p € 7T,5 .

Para ello fijamos un filtro Pg-genérico G g y observamos que
/\6 <n ﬁGﬁ (6> = (ﬁﬁ)G/ﬂa

luego, si Q5 = (w?)GB Y ¢ = Pa,, tenemos que lg; IF ¢(d) € (p?)gﬁ.

Una simple induccién prueba entonces que g|s € Qs. En efecto, para 6 = 0
es trivial y, si vale para d, entonces vale para §+1 por la observacion precedente.
Si vale para todo § < A <71y Q, es un limite inverso, es obvio que ¢g|) € Q,. Si
Q, es limite directo, entonces por construcciéon Ps i\ también es limite directo,
luego existe un v < A tal que A < My < d — p(B+6) = 1), luego por
construccion Ad < A(y < 6§ — ¢(d) = ]l(pf)cﬁ)7 luego también ¢|y € Q. En

particular ¢ € Q,, que es lo que teniamos que probar.
Por consiguiente, podemos definir f,(p) = (p|g,p) € Pg * W?.
Veamos a continuacion que si p < p’, entonces f,(p) < f,(p').

Obviamente, p|g < p'|g, y falta probar que p|g IF p < p’. Para ello tomamos
un filtro Pg-genérico sobre M tal que p|g € G y llamamos Qs = (w?)ga, q=DGs,
q = p’GB. Tenemos que probar que ¢ < ¢/. Razonamos por induccion sobre
0 < nque ¢qls < ¢'|s. Esto se cumple obviamente para 6 = 0 y el caso limite
también es trivial. Supongamos que vale para §. Tenemos que probar que

qls IF q(6) < ¢'(9).
Para ello tomamos un filtro Qs-genérico sobre M[Gg] tal que ¢|s € Hs.

Entonces Gg * Hs es un filtro Pg * Wf—genérico sobre M, que, a través de ¢s, se
corresponde con un filtro Pg 5-genérico G-

Ahora observamos que la definicion de ps solo depende de p(5 + §), por lo
que {Pe}e<s s la sucesion definida a partir de p|g1s, luego

Plors = {(p-0.(&,5.), Tp.) | € < 6},

luego (p/|;:5)gﬁ = ¢|s. Esto implica que

f(lp+s) = (Pl plp+s) € Gp * Hs,
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de donde se sigue que plgys € Ggis. Como plgys IF p(B +6) < p'(B + ),
tenemos que p(B8 4 6)a,,; < P'(B + 0)a,,;s, Pero por construccion esto es lo
mismo que ((ps)a,)ms < ((P5)as)ms 0, equivalentemente, q(8)m; < ¢'(0) a;,-

En particular, si p ~ p/, también f,(p) ~ f,(p’), luego f, induce una aplica-
cion ¢y, : Pap,, — Pg = 7T7€ que conserva el orden.

Ahora probamos que si f,(p) < f,(p’), entonces p < p’, con lo que ¢, sera
una semejanza en su imagen.

Probamos por induccién sobre 6 < 7 que plgys < p'|g+s. Tenemos que
(plg,p) < (p'|g, D), luego en particular p|g < p’|g, que es es caso § = 0. El
caso limite es trivial. Supongamos que se cumple para § < 7. Entonces hay que
probar que p|gys IF p(8+39) < p'(5+6). Para ello fijamos un filtro Pz s-genérico
sobre M tal que p|g4s € Gays.

A través de ¢s el filtro Ggis se corresponde con un filtro Pg * W? -genérico

sobre M tal que f5(plg+s) € G * Hs, es decir, p|g € Gg y (pls+s)a, € Hs.

Como fy(p) < fy(p'), se cample que p|g |- p < p', luego ¢ = pg, < Pg, = ¢,
pero antes hemos razonado que g5 = (M)Gﬁ € Hs, y como gls IF q(0) < ¢'(9),
tenemos que q(8)m; < ¢'(0)m,, y al igual que antes, por construccion, esto es lo
mismo que p(3+d)g, < p'(B+0)a,-

Sélo falta demostrar que ¢,, es suprayectiva. Para ello tomamos una condi-
cién (p, o) € Pg * Wg. Entonces 1p, I- 0 € wg, luego, para cada § < 7, podemos
tomar 75 € MT# tal que Ip, Ik 75 = 0(5). En particular

B B
lp, IF (75 es un ms-nombre A ]17r§ I-75 € p).

A su vez podemos construir 75€ MP#*75  Sea Pprs = 05 ((T5)") € MPs+s,
Definimos
pls=p A NS <np(B+9)=Dpsys.

Vamos a probar que p € Pg,. Para ello comprobamos por induccién sobre
d < 1 que plg+s € Pgts. Esto se cumple claramente para 6 = 0. Supongamos
que se cumple para § < 7. Tenemos que probar que lIp,_ , IF psis € w? . Ahora
bien, si G4 es un filtro Ps, g-genérico sobre M, a través de ¢s se corresponde
con un filtro Pg 75 -genérico G * Hj, de modo que ((15)G4)Hs € ((p’?)gﬁ)H&,

pero esto es lo mismo que (pg15)as., € (ﬂ?)gﬁ+5.

Supongamos que A <1y Aé < X plgis € Pats. SiPgin es limite inverso
es claro entonces que plg+r € Pgia. Supongamos, pues que Pgyy es limite
directo, en cuyo caso, por hipotesis, cf A > |Pgy | (v éste es el tnico punto de la
prueba en el que se requiere esta hipotesis). Por construccion tenemos ademas
que Ip, I- ﬁf es limite directo.

Por otra parte, 1Ip, I o € wg, luego Ip, I o5 € ﬂf, luego

Ip, IFVy < AS < A(y <6 = 0(0) = 1).
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Para cada ¢ € P existen una condicion ry < ¢ y un ordinal 7, < A tales que
T IF NS < A(Fy <8 — a(8) = ]lpg). Podemos exigir que las sucesiones {74 }4ep,
¥ {Vq}tqeps estén en M. Por la hipotesis sobre la cofinalidad de A podemos
afirmar que vy = |J 7, < A. Claramente, r, I A§ < A\(§ <6 — o(0) = 15).
q€Pg 0
Como el conjunto {r, | ¢ € Pz} es denso en Pg, podemos concluir que

Ip, FAS < A(¥ <6 —0(8) = ).

Ahora, si v < § < A tenemos Ip, I 75 = ]lpéa7 luego ]llP’g*wf ”_79§:]Olp613 Y,
tomando clases, aplicando ¢s y eliminando clases, 1p, ; IF pgrs = 1r,, ;. En
la definicion de pgys podemos exigir que si Ip,ys5 IF pgis = 1, , entonces
pp+s = lr,, ;. De este modo, esta igualdad se da para v < § < A, con lo que
Pla+x € Paya.

Solo falta probar que f,(p) = (p,p) ~ (p, o), pues entonces ¢, ([p]) = [(p, o)].
Para ello basta comprobar que p |- p ~ 0. Tomamos un filtro Pg-genérico sobre
M tal que p € Gg y sea g = ﬁgﬁ. Tenemos que probar que ¢ < og, A oG, < ¢,
para lo cual razonaremos por induccion sobre § < 7 que

qls < (oa,)ls A (0a,)ls < qls-

Sid =009 es un ordinal limite la conclusiéon es trivial. Supongamos que se
cumple para § < 7, y basta probar que ¢|s I- ¢(6) = 0g,(5). Sea Qs = (W?)Gﬂ
y tomemos un filtro Qs-genérico sobre M[Gg] tal que q|s € Hs.

Tenemos que q(6) = (Ps)c,, v Dy se obtiene de p(8 + 8) = ¢5 ' ((75)")" justo
por el proceso inverso por el que este nombre se obtiene de 75, lo cual hace que

(](5)}[5 = ((pﬁJris)Gﬁ)H& = ((TJ)Gﬁ)Hé = (O—Gﬁ (5))Ha -

Conviene observar que de la demostracion del teorema hemos visto que
¢s([p)) = [(pls, p)]-

En lo sucesivo identificaremos cada conjunto preordenado PP con el conjunto
parcialmente ordenado P. En otras palabras, no distinguiremos entre condicio-
nes equivalentes. Asi, por ejemplo, la parte c¢) del teorema anterior la enun-
ciaremos diciendo que existe una semejanza ¢s : Pgyrs — Pg * 71'? . Cualquier
imprecision que pueda provocar la adopciéon de este convenio se resuelve me-
diante las técnicas de la prueba anterior (distinguiendo entre nombres 7y 7/,
etc.)

La ultima propiedad que necesitamos estudiar sobre extensiones iteradas es
la casi-homogeneidad.

Teorema 10.10 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y en M sea
({Ps}o<a, {ms}s5<a) una iteracion de c.p.o.s. con limites directos/inversos. Su-
pongamos que para todo 6 < a se cumple que lp, |- 75 es casi homogéneo, asi
como que existe un término t(6,x1,...,2,) (del lenguaje de la teoria de con-
juntos) tal que para todo 6 < « existen conjuntos xi,...,x, € M tales que
Ip, IF 75 = t(g,g“cl, ...y Ep). Entonces P, es casi homogéneo.
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(En realidad el c.p.o. casi homogéneo es P, y hay que entender que existen
términos como ¢ para <., y 1r,.)

DEMOSTRACION: Sea p, g € P,. Hemos de construir un ¢ € AutP, y un
r € P, tales que r < o(p) y r < ¢q. Construiremos por recurrencia una sucesion
de condiciones r5 € Ps y automorfismos o5 € AutPs tales quesi 8 <y <Jy
u € P, se cumpla

a) oy (u)ls = op(uls) y os(ire(u)) = iys(oy(u),

b) rs < o5(pls), 76 < als, Tyls = 18y si ply = igy(plp), aly = isy(alp),
entonces también 7., = ig,(r|g).

Para § = 0 basta tomar ro = 1p, y 0¢ la identidad.

Supongamos construidos rs y os5. Como Ip, I+ 75 = t(é,sﬁl,...,ﬁan se
cumple también que 1p, IF o5(7s) = (8, &1,. .., &n), luego Ip, IF o5(7s) = 75.

Sean 71 = p(d) y 2 = ¢(6). Entonces lp, IF 7, 7o € 75, luego existen ¢,
T3 € MT5 tales que

Tp, IFp € Autms A3 €ms A3 < (1) A 73 < To.

Si Ty =71 = 1;, podemos exigir que 73 = 1., y que 1Ip, IF ¢ = identidad.
Sea r541ls = 75 ¥ 75+1(0) = 73. Definimos o541 : Ps41 — Psy1 mediante
os+1(u)ls = 0s(uls), o541(u)(6) = p € 75 tal que Ip; IF p = P(u(9)).

Es facil ver que r541 ¥ ¢s+1 cumplen lo pedido.

Construidos r5 y o5 para todo 6 < A < «, definimos ry = |J rs y, para cada
u€ Py ycadad <A, O<A

ox(u)(8) = o541 (ul51+1)(9)-

La condicion b) garantiza que ry, ox(u) € Py, y también es facil ver que
cumplen lo pedido. ]

En pruebas como la de la consistencia del axioma de Martin [PC 8.35] es
necesario justificar que los c.p.o.s Py de la iteraciéon que se construye tienen
conjuntos densos con cardinal acotado adecuadamente, porque el cardinal del
propio IPs no tiene por qué cumplir las cotas deseadas. Las iteraciones de Easton
que vamos a construir involucraran cardinales inaccesibles que proporcionaran
facilmente cotas sobre los propios c.p.o.s Ps, sin necesidad de restringirnos a
subconjuntos densos, y para obtenerlas nos bastara el teorema siguiente:

Teorema 10.11 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC. En M, sean
Kk y i cardinales infinitos tales que k<" = k. Sea P un c.p.o. con la c.c.p y
P| < k. Sea m un P-nombre para un c.p.o. tal que 1 Ik |7| < &. Entonces
P« 7| < k.

(En realidad vamos a probar que |Px* 7| < k.)

DEMOSTRACION: Sea 7 € M tal que 1 I 7 : # — K inyectiva. Sea
(p,0) € Pxnw. Entonces 11- 0 € m. Sea A2 = {r e P | r IF 7(0) = &}. Sea
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fo(a) una anticadena maximal en AZ. Asi, |fo ()] < p, y si o # B, los elementos
de AZ son incompatibles con los de A%, por lo que la unién de los f,(«) sigue
siendo una anticadena en PP, lo cual obliga a que |[{a < k| fo(a) # T} < p.

Para cada A C &k con |A| < p, el numero de aplicaciones f : kK —» P<HP
tales que {a < k| f(a) # @} = A es alo sumo k, pues por hipotesis |[P<HP| = x
y k14l = k. Asi pues, hay  posibilidades para las f,.

El teorema quedard probado si demostramos que la aplicacién dada por
(p,o) = (p, f5) es inyectiva.

En efecto, supongamos que tenemos dos pares (p,o) y (p,0’) con fo = for.
Sea G un filtro P-genérico sobre M y sea a = 7g(0g) < k. Sea r € G tal
que 7 I 7(0) = & Asir € AZ y el conjunto {s € P | Vt € f,(a) s < t} es
denso bajo r. Por consiguiente existe un s € f,(a) NG = for () N G. Como
sl 7(0") = &, tenemos que 7¢ (o) = a = 7¢(0¢), es decir, o, = 0. Hemos
probado que 11k o = ¢’, luego las condiciones (p,o) v (p,o’) son equivalentes.

|

Aunque hemos definido las iteraciones de Easton al principio de este capitulo,
ninguno de los teoremas que hemos demostrado han tomado como hipétesis que
las iteraciones consideradas fueran de este tipo. No obstante, como ya hemos
indicado, todos ellos los vamos a aplicar a iteraciones de Easton. La clave estéa
en que la presencia de algunos limites directos en la iteracion basta para aplicar
el teorema 10.3, mientras que la presencia de muchos limites inversos permite
aplicar 10.7 y 10.9.

10.2 Extensiones de inmersiones elementales

Antes de aplicar los resultados de la seccién anterior demostramos unos pocos
resultados generales sobre extensiéon de inmersiones elementales que usaremos
con frecuencia, sobre todo el primero de ellos:

Teorema 10.12 Sea k : M — N una inmersion elemental entre modelos
transitivos numerables de ZFC, sea P € M un c.p.o., sea G un filtro P-genérico
sobre M y H un filtro k(P)-genérico sobre N. Las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

a) k[G] C H.

b) FEziste una inmersion elemental k* : M|G] — N[H]| que extiende a k y
tal que kT (G) = H.

DEMOSTRACION: Es obvio que b) = a). Si suponemos a) observamos que
si o = 7¢, entonces existe p € G tal que p IF o = 7, luego k(p) I+ k(o) = k(7),
luego k(o)g = k(7)H.

Por consiguiente, podemos definir k™ mediante k™ (o) = k(o) g, de modo
que k1 (x) no depende de la eleccion del nombre o tal que x = o¢.

En particular, como G = I'g, donde I' = {(p,p) | p € P}, tenemos que
k() ={p.p) | p € k(P)} y k¥ (G) = H.
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También es facil ver que k+ es una inmersion elemental: si se cumple
oM ((11)g, -, (Th)a), existe p € G tal que p IF ¢(71,...,7,), y asi k(p) € Hy
k(p) = ¢(k(m1), ... k(Ta)), luego oM (EF ((11)a), - - kT ((Tn)a))- .

En principio, la inmersién elemental dada por el teorema anterior no tiene
por qué ser definible en M[G], puesto que su definiciéon depende de H y no tiene
por qué ocurrir que H € M[G]. Si se da esta condiciéon podemos decir més:

Teorema 10.13 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea E € M
un extensor (k,\) en M, sea j : M — N = Ultg(M) la inmersion natural en
la ultrapotencia, sea G un filtro P-genérico sobre M y H un filtro j(IP)-genérico
sobre N tal que j|G] C H, sea j* : M|G] — N[H] la inmersion elemental dada
por el teorema anterior. Si H € MI[G], entonces j* es la inmersion elemental
asociada a un extensor (k,\) en M[G] que extiende a E.

DEMOSTRACION: Sea E* : PMIGl, — PMIGI\ 1a A-restriccion de jT, es
decir, la aplicacion dada por E*(z) = j*(z) N A. Claramente E* extiende a E.

En realidad esta definicion no se ajusta a la definicién que hemos dado de
A-restricciéon porque no tenemos garantizado que jT sea definible en M|[G], por
lo que ni siquiera sabemos si E* € M|[G]. Ahora bien, podemos considerar el
conjunto C' € M de buenos nombres™ para subconjuntos de & y, como j si
que es definible en M, sabemos que jl¢ € M C M[G]. Ahora, en M[G] todo
elemento de Pk es de la forma z = 7¢, con 7 € C, luego E*(z) = (jlc)(o)m NA.
Teniendo en cuenta que, por hipotesis, H € M][G], esto prueba que E* es
definible en M[G], luego E* € M[G].

Es facil ver que E* es un extensor en M[G] (la prueba de que las A-restric-
ciones de inmersiones elementales son extensores no depende de que las inmer-
siones sean definibles).

Ahora podemos considerar la inmersion jg« : M[G] — Ultg-(MI[G]), v
tenemos que probar que j*© = jg.. El teorema 7.10 nos da' una inmersién
elemental k : Ultg-(M[G]) — N[H] dada por k([f,a]) = j*(f)(a) tal que

Tomemos ahora x € N[H], con lo que x = 75, con 7 € N, Por con-
siguiente 7 = [f,a], para cierta f € M*" N M y a € A\. Por la nota tras 7.10

tenemos que esto equivale a que 7 = j(f)(a).
Por el teorema fundamental, como [f, a] es un [cp, 0]-nombre, se cumple que

a € E({a € k| f(a) es un P-nombre})

modificando el valor de f sobre los ordinales tales que f(«) no es un P-nombre
obtenemos otra funcion que define la misma clase, luego podemos suponer que
f ik — MF. Sea f* : k — M|G] dada por Aa € k f*(a) = f(a)g. Entonces
Ao € it (k) 577 () () = j(f)(a@)x. En particular

x =1 =j(f)a)g =j"(f)(a) =k(f,a)).

1Notemos que la prueba es valida aunque no tengamos garantizado que la inmersién j+ es
definible en M[G].




10.2. Extensiones de inmersiones elementales 261

Esto prueba que k es biyectiva, luego es la identidad (por ser un isomorfismo
entre conjuntos transitivos), luego j+ = jp- n

Teorema 10.14 Sea M un modelo transitivo numerable de ZEC, U € P<%(pu)
una medida normal en M, sea j : M — N = Ulty (M) la inmersion natural en
la ultrapotencia, sea G un filtro P-genérico sobre M y H un filtro j(IP)-genérico
sobre N tal que j|G] C H, sea j* : M|G] — N[H] la inmersidn elemental
dada por el teorema 10.12. Si H € M|[G], entonces j es la inmersion elemental
asociada a un una medida normal U* € P<%(u) en M|[G] tal que U*NM =U.

DEMOSTRACION: Si d es la identidad en (P<%(u))™, entonces se cumple que
jlp] = [d] € N, luego podemos definir

U* ={P c (<)M | jlu] € 57 (P)}.

Como en el teorema anterior, no es inmediato que U* € M[G], pero ello se debe
a que podemos tomar o € MF tal que 1IF o0 = P<F(j1) y la restriccion de j al
conjunto de buenos nombres para subconjuntos de o esta en M (porque j es
definible en M), y la restriccion de j+ a (P<#u)MIC] puede definirse a partir de
dicha restriccion, de G y de H, y a su vez U* puede definirse en M[G] a partir
de la restriccion de j+.

Por otra parte, la relacion j[u] = [d] implica también que

U={Pe @ )" |jlul € (P},

lo que a su vez nos da que U* N M = U. Veamos que U* es una medida normal
en P<*y en M[G]. Claramente

il € 5P ()™ = P ()N
C PIE (i (p))NHD = jH(P<r(p)MIC]),

luego P<*(u)MICl € U*.
Del hecho de que j es una inmersién elemental que fija a los ordinales
menores que & se sigue sin dificultad que U* es un ultrafiltro x-completo™ (],
Si o < p hay que probar que {P € P<¢(u)MI¢ | o € P} € U*, pero esto
equivale a que j(«a) € j[u], lo cual es cierto. Por lo tanto U* es una medida fina.

Por tltimo, si f : P<#(u)M[¢ — 4 cumple f € M[G] y
A= {P D<) | f(P) e P} e U",
entonces

jlu) € 5 (A) = {P € P G(u)NI | 5H(F)(P) € P,

es decir, j7(f)(j[u]) € j[ul, luego existe a < u tal que j*(f)(j[u]) = j(a). En
consecuencia,

jlu) € {P € PW ()N | 5 ()(P) = j(a)}
=t ({P e P (WM | f(P) = a}),

luego {P € P<+(u)MIG! | f(P) = a} € U*, luego U* es una medida normal™ (€]
en (P<~(u)) MIE.
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Consideramos la inmersion elemental jy« : M[G] — Ulty-(M]G]), v tene-
mos que probar que jy~ = jT. Por el teorema 8.15 (cuya prueba vale aunque
no tengamos garantizado que j* es definible en M[G]) existe una inmersion
elemental k : Ulty«(M[G]) — N[H] dada por k([f]) = jT(f)(j[u]) tal que
ju-ok =jt.

Si x € N[H], entonces 2 = 7, con 7 € N Tuego 7 = [f] = 5(f)(4[u])-
Por el teorema fundamental, como [f] es un [cp]-nombre, en M se cumple que

{P € P<*(n) | f(P) es un P-nombre} € U,

y podemos modificar f para que se cumpla que f : P<*(u)™ — MF. Consi-
deramos entonces f* : P<*(u)MIC] — M|[G] dada por

(AP € P="(u) f*(P) = f(P NP (u)*)e) M.
Asi, aplicando j7T, resulta que

(AP € PV () 5 () (P) =GP NP (G ()N ) VI,

y en particular, para P = j[u], tenemos que

k(D) =506 = 5(H Gl e = =.

Esto prueba que k es biyectiva, luego es la identidad (por ser un isomorfismo
entre conjuntos transitivos), luego j* = jy- n

10.3 La HCG con cardinales grandes

Sabemos que si es consistente que exista un cardinal medible, también lo es
la existencia de un cardinal medible més la hipotesis del continuo generalizada,
lo cual puede servir de base para estudiar otras alternativas para la funcién
del continuo. Esto se debe a que el modelo L[U] cumple la HCG. Sin em-
bargo, para cardinales mayores en la escala de consistencia no tenemos ningtn
resultado analogo que nos garantice la consistencia de la HCG en presencia de
tales cardinales. En esta seccién veremos que podemos garantizarla mediante
extensiones genéricas.

Definiciéon 10.15 Sea

Q, = Fn(k™,2% kT) sik es un cardinal y 2% > k™,
{1} en caso contrario.

De este modo, si k es un cardinal entonces Q, es un c.p.o. casi homogéneo
fuertemente kT -cerrado y 1g, I 2% = &*.

Para cada ordinal «, definimos una iteracién de Easton de c.p.o.s casi homo-
géneos ({Ps}s<a, {7 }s<a) junto con una sucesién normal de cardinales infinitos
{0s}s<a, de modo que, para todo ¢ < a, Ip, I 75 es casi homogéneo.
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Partimos de Py = {@} y 6o = No. Dados ({Ps}s<p, {ms}s<p) v {0s}s5<p,
tomamos un Ps-nombre 75 tal que 1p, IF 75 = Qéé. Esto determina Ps. 1,
que serd casi homogéneo por 10.10. Ademas es claro que Ip,,, IF 7541 es casi
homogéneo.

Sea 05,1 el tinico cardinal tal que 1p,, , IF §5+1 = 9;. Su existencia es
consecuencia inmediata de que Ps ; es casi homogéneo.? Claramente 05 < 05 1.

Por ultimo, si tenemos definidos ({Ps}s<x, {ms}s<r) ¥ {fs}s<r, tomamos
como Py el limite directo o inverso de los c.p.o.s precedentes segiin si A es 0 no
un cardinal inaccesible (de modo que la iteracion es de Easton). Entonces Py
es casi homogéneo de nuevo por el teorema 10.10. Definimos 6\ = |J 05, que
es un cardinal, porque la sucesién es creciente. d<A

Esto termina la definicion de la iteracién y de la sucesiéon de cardinales
asociada. Ahora vamos a demostrar algunas de sus propiedades, empezando
por las que hemos usado en la construccion. Para las demostraciones, por el
teorema de reflexion, podemos trabajar en un modelo transitivo numerable M
de ZFC.

a) ({Ps}s<a,{ms}s<a) s una iteracion de Easton de c.p.o.s casi homogéneos
¥ {0s}s<a €s una sucesion normal de cardinales infinitos tales que fy = Rg.

b) s, |Ps| < Jste-
Razonamos por induccién sobre d. Para § = 0 es trivial. Supuesto cierto
para §, existe un n < w tal que 05, |Ps| < 3sin. Si G es un filtro Ps-
genérico sobre M, entonces w5 es trivial o bien w5 = Fn(@j, 205 GJ)M (1,
En cualquier caso, en M[G] se cumple

M
|7T5G| S (205>9; S 2(3(15\/<Il>n)+ S 22‘:51»71'.

Volviendo a M, como |[Ps| < Jsin, el nimero de buenos nombres para
subconjuntos de Js.,, es a lo sumo

((35+n)35+n):5+n = :5+n+1~

M
Por consiguiente, otra vez en M[G], se cumple que 21354l < Jﬁn 41~ Esti-
mando igualmente el niimero de buenos nombres en M para subconjuntos
de Js4n41 llegamos a que, en M[G], |msq| < I3, ..

Con esto hemos probado que Ip, IF |75 < j5+n+2.

Por otra parte Ps cumple la c.c. D51y, |Ps| < Jsinae y si € < Jsyp enton-

ces 3§+”+2 = 2ds4n1€ = 9ds4nt1 = Js. o Por consiguiente podemos

aplicar el teorema 10.11 y concluir que |Psi1] < Tsinto < Jstntitw-

2En general, si M es un modelo transitivo numerable de ZFC, 6 es un cardinal en M y
P € M es un c.p.o. casi homogéneo™ | existe un cardinal™ ¢’ tal que 11- 6’ = 6, pues si G
es un filtro P-genérico sobre M y 0’ = (9"’)M[G], la casi homogeneidad implica que 6’ cumple

lo pedido. Por el teorema de reflexion esto sigue siendo cierto sin relativizar a ningin modelo.
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El hecho de que |Ps| < 354,12 implica que Ps cumple la c.c. :;_+n+27 luego

1MIG]

:;_+n+2 es un cardina y, por construccion, 6,11 < :l;;"+n+2 < Jsaltw-

Si vale para todo § < A, entonces para cada § existe un n € w tal que
957 |]P>5| < :5+n < :/\7
luego Oy < Iy < Thpo v [BA] < I <2 <23 =3, <Oy

Sia=L0+vyd <, entonces Pgis5 = Py * W?, segin el teorema 10.9.

Basta probar que se cumple la hipotesis de 10.9, es decir, que si A <
cumple cf A < |Pg|, entonces Pgy 5 es limite inverso, es decir, que 5+ A no
es inaccesible.

Si 8+ A es inaccesible, entonces A < f4+ X =cf(8+ A) = cf A < A, luego
A=B+A=cf Ay asi

A=cfA < |P5| < :,B—i-w < :5+w+)\ = :ﬁ_p\ =\ =\
contradiccion.

Ip, IF 7r§ es fuertemente ég—cerrado.

Tomamos un filtro Pg-genérico Gg y probamos que R = (w? )a, es fuer-
temente HE—Cerrado en M[Gg]. Lo que sabemos por 10.9 es que R un
término de una iteracion ({Rs}s<~,{ps}ts<~), donde ps = (75, 5) G-
Como Ip,_; IF m545 = @éﬁ+5’ en M[Gg] se cumple que Ig, IF ps = Qéﬁ+6
y, en particular, I, IF ps es fuertemente Qg—cerrado.

Ahora probamos la condicion del teorema 10.7, es decir, que si cf A < 6g

(en M[Gg]) entonces Ry es limite inverso, lo cual equivale a que lo sea
Psia y, asu vez, a que 3+ A no sea inaccesible .

En efecto, si B + A es inaccesible™, entonces 5 4+ A = ), de manera que
IPs| < Jgtw < Jgtws+r = Ix = A, luego Pz conserva cardinales y cofina-
lidades > A. En particular A es un cardinal regular™(s!, v esto nos lleva
a contradiccién:

)‘Zch[G‘S]ASQB<1%MSD%W+A:3¥:A.

Por lo tanto, R = R; es fuertemente GE—cerrado en M[Ggl.

Sid < «, entonces 1p,_ |- 95+1 = 9;‘.

Por construccion 1p,,, I- é&+1 = 9;, pero si @ = § + 1 + v podemos
factorizar P = Psiq * 757, donde Ip,,, |- 75! es fuertemente 0, ;-
cerrado.

Gs1][H],

1)G5+17 el

Asi, si G es un filtro P,-genérico sobre M, entonces M[G] =

M]
donde Ggs41 es Psyi-genérico sobre M y, llamando R = (wfy"‘
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filtro H es R-genérico sobre M[Gs41]. Ademés R es fuertemente 9;‘+1—

cerradoM[Gs+1],

Sabemos que (0541 = Gg)M[GHl] y, como R es H;H—cerrado, los cardinales

< 0, | son los mismos en M|[Gs41] y en M|[G], luego (0541 = 0 )MIE1,

Ip, IF Ak(w <k < 8y — 2% =rt).

Si G es un filtro P,-genérico sobre M, del resultado anterior se sigue
claramente que los cardinales infinitos en M[G] menores que 6, son exac-
tamente los cardinales 65, con § < . Por lo tanto hemos de probar que,
para todo § < «, se cumple (295 = 95+1)M[G]. Factorizamos como antes
P, 2 Psiq wi“. Sea G un filtro P,-genérico sobre M y sean R, G541 y
H como antes. Asi, M[G] = M[Gs11][H] y R es 9;+1—cerradoM[G5+1].

A su vez, P51 = Ps x 75, de modo que M[Gsy1] = M[Gs][K], donde Gy
es un filtro Ps-genérico sobre M y K es Q%[G‘sl—genérico sobre M[Gs].

Como 1g,  IF 205 — 05, tenemos que (2% = 0 = 05,1)MCs+1]. Como R

es 07

s+1-cerrado, se cumple que PMIGlPs = PMIGst1lg;5, Tuego

(295)M[G] _ (205)M{G5+1] =051 = (gg)M[G].

Si Rg < B8 < a es un limite fuerte, entonces 05 = f.

En efecto, si d,e < 8 entonces |§ + w + €| < B, luego 6 +w + € < 5, luego
d+w+ 6 <8, luego 05 < s < Tstwrs < g = B. Por consiguiente
05 < 3, y la desigualdad opuesta se cumple porque la sucesién es normal.

Si € es un limite fuerte tal que Ve F ZFC (en el sentido débil de que
cumple un conjunto finito de axiomas suficientemente grande), entonces
los términos ({Ps}s<a,{ms}s<a) ¥ {#s}s<a son absolutos para V.
Razonando en un modelo numerable, probamos por induccién sobre é que

VM VIVI VM .
P,s =PY, 158 =7M,0,° =6}. Parad =0y cuando § es un ordinal
limite es trivial. Supongamos que se cumple para J.

Si Gs es un filtro Ps-genérico sobre M, también es Ps-genérico sobre VgM ,

y se cumple que PMIGslg; = ‘J’VﬁM[G‘S]Hg, pues todo subconjunto de 85
en M[Gs] admite un buen Ps-nombre, que estaré en VgM . En particular
(eg)M[Gg] S (295)M[G5] — (295)V§M[G5] c ‘/EM

Igualmente (6;)M1%) = (6f )VgM [@5] pues una biyeccion en M[Gj) entre
fs v un ordinal € < 6 puede representarse por un buen Ps-nombre para
un subconjunto de 05 X €, que estard en VLCM‘ Por lo tanto, 2% = 0; se

cumple en M[G5s] si y solo si se cumple en VgM [Gs].

Esto hace que Qp, sea trivial en M[Gj] si y solo si lo es en VM[Gs] v,

M[Gs) _ Q;/EM [Gs]
)

cuando no lo es, Q(,(s , por el mismo argumento, pues cada
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elemento de Q%[G‘S] tiene un buen Ps-nombre para un subconjunto de

s x p, donde p = (295)MIGs] < ¢ luego esta en VgM. Esto hace que si
w5 cumple la definicién de la iteracion en VgM , también la cumple en M,
VM

VM
M € M
luego 75" = m;° , de donde a su vez Py, = Ps .

Ahora, si Ggsi1 es Psii-genérico sobre M (luego sobre VgM ), ya hemos

probado que (6;)MIGs+1] = (Qg)VEM (@51l de donde 5,1 también es ab-
soluto.

i) Si k < « es inaccesible, entonces 1p_ I & es inaccesible.

En efecto, relativizando a un modelo M, suponemos que & es inaccesible™
y tomamos un filtro genérico G. La propiedad g) nos da que k = 0, y
por e) esto implica que es un cardinal limite? [G] de hecho limite fuerte,
por la propiedad f). Solo falta probar que k es regular en M[G].

Supongamos, en caso contrario, que cf™1! k < k. Sea y un cardinal limite
fuerte™ tal que cf Mk < p < kysea f:pu— Kk cofinal, f € M[G].
Podemos factorizar P, = P, x 7, donde 7g, es un c.p.o. fuertemente ut-
cerrado (hemos usado la propiedad g), luego f € M[G,]. Ahora bien,
(P, HM < Dﬁﬂ_w < K, porque k es inaccesible™ | luego P, cumple ob-
viamente la c.c. k. El teorema [PC 5.5] nos da una aplicacion F € M
tal que en M se cumple: F : p — Pr, Na < p |F(a)| < k y ademas

Na < p f(a) € F(a). Como k es inaccesible™ | tenemos que |J F()
a<p
esta acotado en k, y esto contradice que f sea cofinal.

j) Si k < « es inaccesible, entonces Ip_ |- & inaccesible A Vi IF HCG

Esto es consecuencia inmediata de las propiedades i), f).

A partir de aqui supondremos que 6 es un cardinal inaccesible y considera-
remos la iteracién que hemos construido hasta o = 6. Llamaremos P = Py, de
modo que, seglin acabamos de probar, 11 § es inaccesible A Vj; IF HCG.

Fijado un modelo transitivo numerable M de ZFC y un filtro genérico G,
vamos a probar varios resultados que parten de la hipotesis de que k € VGM es
un cierto cardinal grande y concluyen que sigue teniendo la misma propiedad en
V@M[G]7 con lo que habremos probado la consistencia de la HCG con la existencia
de uno o varios cardinales de dicho tipo (supuesto que ésta sea consistente, por
descontado). Ya hemos probado el caso en el que k es inaccesible. Antes de
considerar otros cardinales grandes vamos a probar un sencillo resultado auxiliar

que vamos a necesitar en varias ocasiones:

Teorema 10.16 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea £ un car-
dina™ tal que VgM F ZFC, sea P € VgM un c.p.o. y G un filtro P-genérico

sobre M. Entonces Vé.M[G] = VMGl
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DEMOSTRACION: Notemos que G es también P-genérico sobre VgM , por lo
que la conclusion tiene sentido. Definamos en VEM una sucesion de P-nombres
mediante pyg = &,

ps+1 = {(0,1) | 0 es un buen P-nombre para un subconjunto de p5}v€NI

v px = U ps. Una simple induccion prueba que A\§ < & (ps)c = V(;M[G] v,
o<

como ps € (VM)F, concluimos que V:;M[G] € VM[G], Tuego VEM[G] c vMal, y

la otra inclusiéon es obvia. m

Cardinales fuertes Ahora supongamos que £ < 6 es un cardinal fuerte,
fijemos un cardinal™ x < p = 6, < 6 y tomemos cardinales limite fuerte™
p<v<E<E < tales que VM E ZFC, VEM F ZFC, ng,w E ZFC.

Sea j : M — N C M una inmersiéon elemental definible en M con punto
critico k y & < j(k), Véw C N. Sea

J(({Ps}s<ers {msts<er)) = ({Rs}s<jcery, 106 Yo<jicer))s

que es una iteracion de c.p.o.s en N que, junto con j({fs}s<¢), satisface la
definiciéon 10.15. En particular, para cada § < &', tenemos que

N M
Rs; =PY =P,¢ =P,¢ =P¥ =P,

(la ultima igualdad expresa simplemente que estamos llamando Ps al c.p.o.
correspondiente definido en M), e igualmente 05 = Y. Como j(v) > v > &,
aplicando en N las propiedades que hemos probado para la iteracién, tenemos

j(]P),,) = Rj(y) = HDE * T,

para un cierto Pe-nombre 7 tal que (Ip, I 7 es fuertemente £t-cerrado)™N.

Sea G un filtro P-genérico sobre M y sea G¢ su restriccion a P¢, que es un
filtro P¢-genérico sobre M y sobre IN. Por lo tanto podemos considerar el c.p.o.
Q = 7g, € N[G¢], que es fuertemente £™-cerrado en N[Ge].

Sip € P,, entonces pl|,; € Py, que es limite directo, luego existe un o < k' y
po € Py de modo que pli; = iax(Po) ¥, como pg € Vi, se cumple que j(po) = po,
luego j(p)lj(x) = ia,j(x)(Po) ¥, a través de la semejanza j(P,) = P¢ * 7, queda
j(p) = (s,0), donde s = j(p)|¢ = ia,j(x)(Po)|¢ = ing(p|x). Consideremos

D={qeQ|VpeG,Vo(j(p) = (ie(pls),0) N q=0¢,)} € N[G¢].

Claramente |D|N[Cel < P, NGl < |P,|V < ¢ Veamos que es un conjunto
dirigido, para lo cual tomamos ¢, ¢’ € D, con lo que existen p, p’ € G, y o, ¢’
tales que

i) = (ire(ple), o), () = linec(PIx),0"), a=0c, ¢ =og,.
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Sea p” € G, tal que p” < p A p” < p’. Entonces
J(p") = (ine (1), 0") < (ine(pli), o), (ing (P]x), ).

Esto significa que
ine(pl) IFo” <o nd” <d,

pero p”’ € Gy, luego ixe(pl.) € Ge, luego, si llamamos ¢” = a’c’;s, tenemos que
q// 6 -D7 q// S q7 q// S q/-

Consecuentemente, existe un a € Q tal que Ad € D a < d. Ahora tomamos
un filtro Q-genérico sobre M[G¢| (que también lo es sobre N[G¢]) tal que a € H.
Entonces K = G¢ * H es un filtro j(P,)-genérico sobre N y j[G,] C K, pues si
p € G, entonces j(p) = (ine(plx), o), luego og, € D, luego a < oG, € H y, por
otra parte, p < i.e(p|s) € Ge. Por lo tanto j(p) € K.

Asi podemos aplicar el teorema 10.12, segtn el cual j se extiende a una
inmersion elemental j: M[G,] — N[K] = N|[G¢][H].

(K] _ o NIGe]

El hecho de que Q sea {-cerrado en N|[G¢| implica que yNEL
Considerando factorizaciones P = P, x 7’ (en N) y P =2 P, x " (en M), de
modo que

1IF 7' es fuertemente vt-cerrado, 1 I 7"’ es fuertemente v*-cerrado,

concluimos también que VVN[GE] = VVN[G”] y VVM[G] = VVM[G”]. Por otra parte,
el teorema anterior nos da que VEM [G.] = VEM[G“] y VgN G)] = VgN[G“], con lo
que
NG, M[G,
v = vNe = v e = v,

de donde a su vez VVN[G”] = VVM[G”]

VUN[K] _ VVN[Gi] — VVN[GIJ] — VDM[GV] — VVM[G].

y en total:

En particular, PNKlg = pMIGl, = NG, v pNIK], — PMIG],
En resumen, tenemos una inmersion elemental 7 : M[G,] — N[K] con

punto critico k y tal que k < u < j(k) y VMM[G"] C N[K]. Consideramos su
p-restriccion E : PMIGlg — PMIGl, dada por E(x) = j(z) N p.

Se cumple que E € N[K], porque todo z € PMIClg = PMIGvlk es de 1a
forma x = 7¢,, donde 7 es un buen P,-nombre para un subconjunto de & y
7 viene dada por j(rg,) = j(7)k. Como la restriccion de j al conjunto de
dichos nombres esta en VM = VN € N[K] y G¢, K € N[K], luego también
G, € NIK], concluimos que E es definible en N[K] y, méas concretamente,

E e K —yMel ¢ VQM[G], luego E € MI[G].

El mismo argumento que prueba que las restricciones de las inmersiones
elementales son extensores prueba que E es un extensor™, el cual a su vez
(por el argumento de 7.15) justifica que x es u-fuerte en M[G]. Como p < 0
puede elegirse arbitrariamente grande, tenemos que k es fuerte en %M[G]. En
definitiva, hemos probado que

TIF & es fuerte en Vj.
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Cardinales supercompactos El argumento se puede modificar ligeramente
para el caso de cardinales supercompactos. En efecto, si partimos de que x < 6
es supercompacto™ | podemos tomar la inmersion j : M — N de modo que
M N N¢ C N, lo cual implica VEI,V[ C N, luego todo lo anterior sigue valiendo.

De la igualdad VVN[K] = V,,M[G] = VVN[G“] deducimos ahora que P<*u es el
mismo en los tres modelos, ademas j|, € MNN* C N, luego j[u] € N C N[K].
Asi pues, podemos definir

U={ze @ M| ju] € j2)}

y razonar como antes que U € N[K], luego U € vV = MG B mismo

argumento empleado en 10.14 prueba que U es una medida normal en P<*y en
MIG]. Asi pues,
1k % es supercompacto en Vj.

Cardinales superfuertes Consideremos a continuacion el caso en que k es
superfuerte™. Ahora tenemos una inmersiéon elemental j : M — N tal que
¢ = j(k) cumple VEM C N. Mas concretamente, podemos suponer que N es
la ultrapotencia respecto de un extensor E. Entonces ¢ es superfuerte’, pero
no tiene por qué ser regular™. Lo méximo que podemos asegurar es que es un
limite fuerte™. Consideramos

J(({Ps}s<o, {msts<0)) = ({Rs}s<ico) 1rs <)),

y, como antes, Rs = Ps para todo < &, pero necesariamente R; = P:. Como
¢ es inaccesible”, se cumple que R¢ es el limite directo de los Ps anteriores,
mientras que P¢ podria ser el limite inverso. En cualquier caso Re C Pe. Mas
atn, & es de Mahlo, por lo que R¢ cumple la c.c.{ en N.

Sea G un filtro P-genérico sobre M, y sea G¢ su restriccién a Pe. Vamos a
probar que He = G¢ NR¢ es un filtro R¢-genérico sobre M.

En efecto, si D € N es denso en Rg, sea A € N una anticadena maximal el
conjunto {p € R¢ | Vd € D p < r}. Se cumple que [A|N < €y € es regular”,
luego existe un § < & tal que A C Ps (o, méas exactamente, A C i5¢[Ps]).
Entonces D' = {p € Ps | /g € Ap < ¢} es denso en Ps, por la maximalidad
de A, y Gs es Ps-genérico sobre M, luego sobre N, luego existe p € D' N Gy,
luego ise(p) € Ge NRe = He y existe un d € Ps tal que p < d y ise(d) € D,
luego ise(p) < ise(d) € He N D.

Observemos ademés que j[G,] C H, pues si p € G, como P, es limite
directo, existen 0 < Kk y ¢ € Ps tales que p = is5.(q) vy, como j fija a los
elementos de Ps € V,,, se cumple que j(p) = i5¢(q) € Ge NRe = He.

El teorema 10.12 nos da entonces que j se extiende a una inmersion elemental
jt: M[G,] — N[H¢|. Ahora factorizamos P = P, * 7, de modo que Q = 7¢,
es un c.p.o. fuertemente k*-cerrado en M[G,]. A suvez G = G,,xG", donde G*
es un filtro Q-genérico sobre M|[G,]. Ademés j(P) = Pexj(m) y j7(Q) = j(7)q, -

A continuacion consideramos

H*={rej Q) |VqeG"|jT(q) <1},
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que claramente es un filtro en j7(Q). Vamos a probar que es j+(Q)-genérico
sobre N[H]. Para ello tomamos un conjunto D € N[H] denso en j7(Q), que
serd de la forma D = oy, con o € NRe,

Segtin la observacion tras el teorema 7.10, tenemos que o = [f, a] = j(f)(a),
donde f € M"* y a € £&. Podemos suponer que, para todo § < k, se cumple que
f(8) € MP=.

Ahora construimos como sigue una sucesion {gs}s<x € M[G,] decreciente
en Q: supuesta construida {gs}s<«, usamos que Q es xk*-cerrado para tomar
un ¢ € Q tal que ¢ < g5, para todo § < a. Si f(a)g, es denso en Q, tomamos
o € f(a)gm tal que ¢, < ¢, y en caso contrario tomamos g, = ¢. Finalmente
tomamos ¢* € Q que extienda a todos los ¢s, de modo que siempre que f(d)q,
es denso en Q se cumple que ¢* extiende a un elemento de f(4)g, .

Maés atin, al construir la sucesiéon podemos exigir que gg extienda a cualquier
condicion prefijada de Q, por lo que el conjunto de las condiciones ¢* que cum-
plen la propiedad indicada es denso en Q, luego podemos tomar una que cumpla
q* € G*. Asi, jT(¢*) € H® y, como jT(G,) = Hg, siempre que (j7(f)(a))n,
es denso en j1(Q), se cumple que j(¢*) extiende a un elemento de dicho con-
junto. En particular j*(¢*) extiende a un elemento de j*(f)(a)m, = D, luego
H¢ND # @.

Obviamente j*[G*] C H®, luego, si K = H¢ x H®, el teorema 10.12 nos
permite extender j* (luego j) a una inmersion elemental j* : M[G] — N[K]
tal que j*(G¢) = H®. Pero es claro que He y H® son definibles en M[G], luego
K € M[G], por lo que el teorema 10.13 nos da que j* es la inmersion asociada
a un extensor de M[G]. Para probar que k es superfuerte en M[G] solo falta
comprobar que VgM[G] C NI[K].

En primer lugar observamos que £ = 6¢ es un cardinal limite , y es
un limite fuerte por la HCG, luego |V¢|MI¢] = ¢ Mediante la factorizacion

P = Pexm, donde mg, es un c.p.o. &t-cerrado en M[G¢|, se deduce facilmente que

y MGl _ MGl po . M[Ge]
¢ =V . Por lo tanto, todo se reduce a probar que Ve C N[H].
MIGe]

Notemos que V sigue teniendo cardinal £ en M[G¢].

MI[C]

Vamos a construir en N una sucesion {ps}s<¢ de Re-nombres en VgN para

. MG ) . . .
los conjuntos Vj (Gl Mas precisamente, vamos a definir la sucesiéon de modo

que ps sea en realidad un P.,-nombre, para un cierto 5 < .

El caso § = 0 es trivial y, como R¢ es limite directo y ¢ es regular™ [l el caso
limite es claro. Supongamos, pues, que V:;M[Gg] = (95)H65» donde ps € VgN[Hd.

Como ¢ es inaccesible™ podemos tomar €5 < pu < & que sea limite fuerte
en N, luego también en M (porque VLCM = VgN) Entonces |V5|M[Ce < 41y

la factorizacion P¢ = P, x m# permite probar que todo x € V:SJ_VQG{] esta en

MI|G,], luego admite un buen P,-nombre para un subconjunto de ps (en M,
pero también en N, porque VéM = VgN ). Por consiguiente, si hacemos (en N)

ps+1 = {(o,1) | o es un buen P,-nombre para un subconjunto de ps},

es claro que psy1 cumple lo requerido.
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Cardinales I3 Supongamos ahora que k cumple 13 en M, es decir, que es el
punto critico de una inmersién elemental j : V/\M — V/\M ,con j € M. Sea
{Kkn }new la sucesion critica, dada por k, = j"(k).

Por la propiedad h) sabemos que ({Ps}s<x, {ms}s<x) es definible en V), por
lo que al aplicar j obtenemos la misma iteracion. Asi pues, si § < A entonces
J(Ps) = Pj(5). Observemos también que A tiene cofinalidad numerable, luego
Py es limite inverso.

Vamos a definir una condiciéon r € Py. Partimos de r|,, = 1. Supongamos
definida r|,, y consideremos la factorizacion P = P, *7, donde 1p, |-
es un c.p.o. fuertemente £ -cerrado.

Si Gy, es un filtro P, -genérico sobre M, entonces Qy, = 7, esun c.p.o.
fuertemente x;f-cerrado en M[G,,]. Si p € Py, , entonces j(p) € Py, ,, se
corresponde con un par j(p) = (p|«,,0), de modo que og, € Q. Esto define una
aplicacion f : P, — Q que claramente esta en M[G,; ]y claramente f[G,, ]
es un subconjunto dirigido de Q@ de cardinal menor o igual que [P, [M[Grn]l <
P, |M < 3% tw < Knt1, luego existe una condicién ¢ € Q que extiende a todas
las condiciones de f[G, ].

Por consiguiente, podemos tomar un nombre 7 € MF tal que

Kn+41

Ip, FremANpel 7 <jpr,

donde j(p)’ representa la segunda componente o de la imagen de j(p) por la
factorizacion de Py, (que es una aplicacion en M). Definimos r|,,,, como la
condicion en P, correspondiente al par (7|, , 7).

Como P es limite inverso, la sucesion creciente de condiciones r|,, deter-
mina ciertamente una condicién r € Py. A partir de aqui fijamos® un filtro
Py-genérico sobre M tal que r € Gj.

Veamos que j[Gy,] C Gy, .. Razonamos por induccion sobre M. En el caso
n = 0 tenemos que si p € G, entonces existe un a < kg tal que p = iq 4, (po),
para cierta py € P,. Y teniendo en cuenta que j fija a los elementos de Vi,
resulta que j(p) = iax, (p0) = (p, 1), con 1o que j(p) € inym, [Gro] C Gy

Supongémoslo cierto para n y sea p € Gy, ,, y pongamos que, a través de la
factorizacion Py, ., = Py, ., * 7 se cumple que j(p) = ((P)|knsr>0)-

Tenemos que pl,, € G, , luego por hipétesis de induccion tenemos que

J0)rnir = 3(Pls,) € G-

Sea |x, 5 = (r[x, 11, 7). Por construccion tenemos que 7¢, . €7a,, ¥
< . !
Np€Grii 76, <ilP)a,, >
1 < .
que en particular nos da que TGy <0G,

. Rn
Ahora bien, como 7|, ., € Gx,,,, tenemos que (r|x,,,,7) € G * Grnt1,

luego 7¢;,, € G"™+1, luego o, | € G"*, luego j(p) € G, s

Rn+41

Asi, como P, € V,i]\f .. ¥ G, es Py -genérico sobre VK]\er ,» podemos aplicar
el teorema 10.12, segtn el cual j|;yn  se extiende a una inmersion elemental
Rn41

3En ultima instancia, la elecciéon de Gy resultara irrelevante, porque Py es casi-homogéneo.
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MG,
V,{]‘T/LIH[G,{"] — V,i]\f+2 [Grin]s v esto es lo mismo que V,Qn+l " VKH[Q nel

y, como j(Kn) = Kn+1, ésta se restringe a una inmersion elemental

g VMG e

n

'”n+1]

que extiende a j|yar. Por otra parte, usando la factorizacion Py = P, 7n
M[G MI[Gx
wnl _ an[ ]7

Kn

donde mg" es fuertemente K} -cerrado, concluimos que Vi,
luego de hecho tenemos inmersiones elementales

LY MIGA] __ yMIGA]

Kn Kn41

Notemos que cada una de estas inmersiones extiende, de hecho, a las ante-

MI[GA]

P
riores, pues si x € Vi, , entonces = = og,  , con g € M "n+1 y entonces
n

in(z) =jlo)a Gy iy PETO también = = ix, ., x,..(0)c con lo que

fpga)

int1(2) = J (i y1mmyo (U))GNWH = Uk iakings (J'(‘T))Cv‘h-n+3 = j(o-)Grvn+2 = in (7).

Veamos ahora que V,.; o V,.@,L .. Razonamos de nuevo por induccion
sobre n.
Para n = 0 observamos que j|yam es la identidad, luego iy fija a todos los
]

ordinales, luego por 1.2 es la identidad, luego VM[G*] =< V,QAI/[[GX].

Supuesto cierto para n, tenemos que VN"E” F Vi, < Vinir y aplicando

int2 resulta Vi, . MGy, <V MG, 1/ MIGA]

Kn+41 Kn+429 Kn+2

Como V, MIGA] 65 1a union de la cadena de submodelos elementales V., [G*],

que es lo mismo que Vi,

concluimos que Vﬁn[G*] <V MIGA], Ademas, la union de las aplicaciones i,
es una aplicacion j* : V)\M[G*] — V5 [G*], que claramente es una inmersion
elemental, pues si
M[G
Vi (@] Oz, Tp),

: MI[GA]
entonces existe un n tal que z1,...,x € Vi, , y entonces

VMO E @(ay,... o) = VMO E ¢(in (@), ... in(21))

= VT e (5" (1), . 5% ().

Si extendemos G a un filtro P-genérico sobre M a través de la factorizacion

P = Py * 7, teniendo en cuenta que 7Té‘;/\ es fuertemente AT-cerrado en M|[G,]

y que |Vy|MIC] = X, concluimos que VM[G] VAM[G*]7 luego
AR

y claramente j* € MI[G], ya que esta definida a partir de los filtros G, y de
parametros que son conjuntos en M[G]. Por lo tanto, x cumple I3 en M[G] (y

también en VQM[G] ).
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Cardinales I1 Vamos a esbozar como se modifica el iltimo argumento para
el caso en que el cardinal x cumple I1. Entonces tenemos j : V/\A_{l — V/\A_{l

y, por otra parte, VA]ZIFEG] = )\]\i[la*], luego basta extender j a una inmersion

elemental j* : V/\A_/{_[lgﬂ — V/\Aﬂc*].
Se cumple que j[G)\] C Gy, pues si p € Gy entonces pl,, € G, , luego
J@lk,) = J@)|knsr € Gr,py v POr 10.2 esto implica que j(p) € G.

Por otra parte, todo x € VAA_{_&G*} es de la formaz = og,,cono € VAA_f_l. Esto

M[G .
se prueba tomando un nombre py para V; +[1 M en V)\Ail (que puede construirse

como en la prueba del teorema 10.16) y observando que los buenos nombres
para subconjuntos de py estan en V)\Nil.

Esto nos permite definir la inmersiéon j* : V/\A_/i[lG*] — V/\A_/i[le] mediante

j*(oa,) = j(0)a,. La comprobacion de que j* esta bien definida y es una
inmersion elemental se apoya en que si 01,...,0% € VAAj{l, entonces la relaciéon
plk ¢(o1,...,0k) es definible en V/\Aj[_D por lo que se conserva al aplicar j.

El teorema siguiente recoge lo que hemos demostrado:

Teorema 10.17 Si M es un modelo transitivo numerable de M[G] y 0 es un
cardinal inaccesible en M, entonces existe un c.p.o. P € M tal que en toda exten-
sion genérica M[G] por P se cumple la HCG bajo 0, el cual es inaccesibleMIC],
y si k es un cardinal inaccesible, fuerte, superfuerte o supercompacto o bien
cumple I3 o 11 en VOM, entonces lo mismo sucede en VGM[G].

En particular, si es consistente ZFC mas la existencia de (uno, dos, infini-
tos) cardinales fuertes, superfuertes o supercompactos, etc., también lo es* si
anadimos la HCG.

10.4 Conservacién de cardinales supercompactos

En la seccién anterior hemos visto que garantizar que un cardinal grande
sigue siéndolo en una extension genérica es un problema no trivial, y resulta ser
uno de los puntos centrales de muchas pruebas de consistencia. En el apéndice A
demostramos varios resultados generales de conservaciéon de cardinales, que en
esencia afirman que un cardinal grande k se conserva como tal en las extensiones
genéricas mediante c.p.o.s P tales que |P| < k.

Esto es til para concluir que las pruebas de consistencia mediante exten-
siones genéricas que no requieren cardinales grandes (como la consistencia del
axioma de Martin, o de la negacion de la hipotesis del continuo, etc.) siguen
siendo validas en presencia de cardinales grandes, pero la hipotesis |P| < k es a

4La presencia del cardinal inaccesible 6 en el teorema anterior puede suprimirse si reali-
zamos la extensién con una clase propia de condiciones, concretamente, con la resultante de
prolongar la iteracion ({Ps}scq, {7ms}scq) para todos los ordinales y tomar la clase P como
el limite directo. Esto requiere probar que la extension M [G] es realmente un modelo de ZFC,
pues no siempre es cierto cuando el c.p.o. P es una clase propia.
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menudo demasiado restrictiva cuando los cardinales grandes son un ingrediente
esencial en la prueba. Aqui vamos a probar un resultado muy general debido a
Laver sobre conservacién de cardinales supercompactos. Se apoya en el resul-
tado siguiente, que es una propiedad de los cardinales supercompactos que tiene
interés en si misma:

Teorema 10.18 Sea k un cardinal supercompacto. Existe f : k — Vi tal que
para todo conjunto x y todo cardinal i > |ct x|, p > K, existe una medida normal
U en P<F(u) tal que ju(f)(k) = x.

DEMOSTRACION: Llamemos ¢(g,¢) a la formula siguiente:

“Existe un cardinal v tal que g : v — V,, y £ es el minimo cardinal
> v para el que existe un conjunto z tal que |ctz| < & y no existe
una medida normal U en P<"(£) que cumpla jy(g)(v) = z.”

Si no se cumple el teorema, entonces para cada funcién f : kK — Vj; existe
un cardinal {; > k que verifica ¢(f,&s). Tomemos un cardinal limite fuerte

pw> U & yseaj:V — M una inmersion elemental de punto critico x tal
feve
que j(k) > py M* C M.

Es facil ver® que se cumple ¢ (f, &) para toda f € V. Asf pues

Af e ViEVE < oM (1,9). (10.2)
Sea A={v<r|NgeV'VE<v ¢(g,€)}. Claramente x € j(A).

Ahora definimos f : kK — Vj; recurrentemente: si« € Ay flo: a — V,,
entonces existe un £ < « tal que ¢(f|a,&) ¥y a su vez existe un z, tal que
lct 2| < & (luego x4 € V) y no existe una medida normal U en P<%(§) que
cumpla jy(f|a)(a) = z,. Elegimos entonces f(a) = z,. Si no se da esta
situacion tomamos f(a) = 2.

Sea z = j(f)(x). Observemos que, como j fija a V, se cumple j(f)|. = f,
luego, aplicando la inmersiéon elemental j a la definicién de f, observamos que
J(A)e 8 — VM y k € j(A), luego = cumple la definicion de ¢Mu(f, &) (que
equivale a ¢(f,€)), para cierto { = &5 < u. Esto significa que [ctz| < € y no
existe ninguna medida normal U en P<*(¢) tal que juy(f)(k) = z.

Ahora bien, podemos definir U = {X C P<*(&) | j¢] € j(X)} que, de
acuerdo con 8.15, es una medida normal en P<*(¢). Vamos a ver que jy (f)(k) =
x v asi tendremos una contradiccion.

Sea k : Ulty (V) — M la inmersion elemental dada por 8.15. Como fija a
los ordinales < ¢, se cumple que k(z) = z, luego

k(z) =z = j(f)(k) = k(ju(f)(k(r) = k(ju(f)(x)),
luego ju(f) (k) = z. n

Veamos un par de resultados auxiliares. El primero es elemental:

5Notemos que si |ctz| < py, entonces € V;, C M. Ademaés, para calcular jy(f) basta
considerar clases de equivalencia médulo U en V), y, éstas son absolutas para M.
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Teorema 10.19 Sean N C M modelos transitivos de ZFC con los mismos
ordinales y sea k un cardinal™ tal que Q<*"NM C N. Entonces N<"NM C N.

DEMOSTRACION: Sea f € N<* N M, digamos que f : @« — N, con a < K.
Sea A € M tal que fla] C VM NN = V. Sean p, g € tales que g : V¥ — p
biyectiva. Entonces fog € Q<"NM C N, luego foge N,luego f € N. =

Teorema 10.20 Sean N C M modelos transitivos numerables de ZFC con los
mismos ordinales. Sea k un cardinal reqular™ , sea P un c.p.o. en N con la c.c. k

en M y sea G un filtro P-genérico sobre M (luego sobre N). St N<*N M C N.
Entonces N|G]<* N M[G] C N[G].

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior basta ver que Q<*NM[G] C N[G].
Seaa<kyf:a— Q f€ M[G]. Entonces f = 7g, con 7 € MF, y existe
po € Ptal que po IF7:a — Q.

Para cada § < a sea As = {p < po | VB p I 7(§) = §}. Claramente A; es
denso bajo pg. Sea Aj una anticadena maximal en As. Entonces,

§={peP|Vqgedsp<q}

también es denso bajo pg, pues si r € P cumple r < pg, existe 7/ € As tal
que " < r, luego existe r” € A§ tal que =" L 1/, luego existe p € P tal que
p <1 " Ap<r" luegop € A A p < po.

Asi pues, AYNG # @, luego también A;NG # @. Observemos que podemos
tomar {A5}s<o € M y por hipétesis |A5|M < k, luego el conjunto

A={,p)|d<anpeAs}eM

cumple también que |[A|M < k. Sea g : A — Q la aplicacion dada por g(d,p) =
el tinico 3 tal que p I 7'(5) = f. Usando que N<" N M C N se sigue facilmente
que g € N, y entonces f € N[G], pues, para cada ¢ < «, se cumple que f() es
el tinico 3 tal que Vp € G g(d,p) € 8. En efecto, sabemos que existe p € A5NG,
para el cual existe un 3 tal que p IF 7(8) = 3, luego f(J) = B. La unicidad es
clara. m

Ahora ya podemos demostrar el resultado principal de esta seccion:

Teorema 10.21 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y sea K un
cardinal supercompacto™ . Entonces existe un c.p.o. Q € M que cumple la
(c.e.k)M, QM = Kk y si G es un filtro Q-genérico sobre M, entonces r es
supercompacto™1C y se conserva supercompacto en cualquier extension genérica
de M[G] obtenida a partir de un c.p.o. fuertemente k-cerrado™1C],

DEMOSTRACION: Notemos que la tltima afirmacién implica ya que k es
supercompacto™[Cl. Lo que sigue ha de entenderse relativizado a M. Conside-
remos una aplicacion f : kK — V; segun el teorema anterior. Vamos a construir
una iteracion de preérdenes ({Qq ta<r, {7ata<k). Simultaneamente definiremos
una sucesion de ordinales {74 }a<k, de modo que Na < & Yo < K. 5

Tomamos vy = 0. Definidos ({Qs }s<a, {75 }o<a) ¥ {75 }s<a, tomamos m, = 1
(es decir, el nombre canonico del c.p.o. trivial) y vo+1 = 7o & menos que:
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a) Nd <ays <a,

b) f(a) = (m,7), donde v < k es un cardinal y 7 es un Q,-nombre para un
c.p.o. tal que lg, |- 7 es fuertemente c-cerrado.

En tal caso hacemos v441 =7 y 7o = m. Esto determina Q1.

Definidos ({Qs }s<x, {ms}s<x) ¥ {75 }s<x, para un ordinal limite A < &, toma-

mos vy = |J 75 y definimos Q) como el limite inverso de los c¢.p.o.s anteriores
S<
salvo que A sea un cardinal inaccesible (en cuyo caso tomamos el limite directo).

Vamos a probar que Q = Q, cumple lo pedido.

Veamos en primer lugar que Aa < x |Qq| < k. En efecto, supongamos que
|Qq| < k. Teniendo en cuenta la desigualdad rang7g < rangT, es inmediato
que lg, IF 7o € Vi. Es claro que 1g, fuerza que £ es limite fuerte, luego
lg, IF |m| < k. Mas concretamente, para cada filtro Q,-genérico G ha de
existir un ordinal g < k y una condicion pg € G tal que pg IF |74 = fig. El
supremo g de los ordinales pg cumple p < &, y es claro que lg, IF |7a| < fi.

‘ +

Por el teorema 10.11 concluimos que |Qq41| < p!% " < k. El caso limite es

inmediato porque k es fuertemente inaccesible.

Teniendo en cuenta que Q, es limite directo concluimos que |Qx| = k y como
k es un cardinal de Mahlo, el teorema 10.3 implica que Q, cumple la c.c.k.

Por construcciéon tenemos que \a < k rangm, < k, de donde se sigue que
Aa < k rangQ,, < k. En efecto, supongamos que rang Q,, < x y sea {ps}s<x la
sucesion de Q,-nombres definida en la prueba del teorema 10.16 (el £ de dicho
teorema es aqui x), de modo que rangp; < k 'y 1g, I+ ps = V;.

Si rangm, < § < k, cada elemento de 7, es equivalente a un buen nombre
para un subconjunto de p,, el cual tendra rango menor que el rango de py41,
luego por definiciéon de 7, todos sus elementos tienen rango menor que el rango
de pa+1, de donde rang 7, < k. Ahora es facil concluir que rang Q41 < k. El
caso limite se sigue de que k es regular.

Sea ahora G un filtro Q,-genérico sobre M y sea P € M[G] un c.p.o. fuerte-
mente r-cerrado™ [, Sea P = 1¢. Podemos suponer que lg, IF ™ es un c.p.o.
fuertemente k-cerrado.

Hemos de probar que Ip IF i es supercompacto o, equivalentemente, que
1y, «x IF £ es supercompacto.

Seguimos trabajando en M. Sea p > x un cardinal y tomemos otro cardinal
€>letn|, € > 2% € >|Q, * 7| y de modo que lg, r IF € > 92*"

Sea Ug una medida normal en P<*(§) tal que ju, (f)(x) = (7,§). Sea M;
la ultrapotencia correspondiente. Llamaremos j : M — M; a la inmersion
natural jy,.

Como Aa < k Q4 € V, la imagen

J(({Qatagns {Tata<n)) = ({Qfx}aﬁj(ﬁ% {ﬂ-tlx}a<j(ﬁ))
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es una iteracion¢ que empieza con los mismos ({Qu }a<r, {Tata<r). Ademas,
como k es inaccesibles, se cumple que Q. es limite directo, luego Q.. = Q.
En conclusiéon, podemos escribir sin ambigiliedad

j(({@a}agm {Tra}a<n)) = ({Qa}o&ﬁj(n)a {Tra}a<j(n))'

Igualmente, la sucesion j({Yafa<r) = {Va}a<j(x) extiende a la original.

En particular acabamos de ver que Q,, € M. Ademas (lg, I 7 es un c.p.o.
fuertemente &-cerrado)e.

En efecto, todo subconjunto de Q, tiene cardinal < 2% < £, luego esta
en Mg, luego si G' es un filtro Q-genérico sobre M, también es Q-genérico
sobre M, claramente M¢[G] C M[G] y m¢g es fuertemente k-cerrado en M[G],
luego también en M¢[G].

La iteracion extendida cumple en M, la misma definicién que la original
cumple en M, pero con j(f) en lugar de f. Observemos que k cumple las
condiciones a) y b) de la definicion, pues j(f)(k) = (7, &), donde 7 es un Q-
nombre para un c.p.o. y acabamos de ver que lg, I 7 es fuertemente k-cerrado
en Mg.

Como consecuencia, en Mg se cumple que Q.41 = Q, * 7. Mas aln, para
todo a tal que Kk < a < & se cumple que v, = £ > «, luego @ no cumple la
condicién a) y, por consiguiente, Qa41 = Q4. De aqui que Q¢ = Q41 = Q, 7.

Veamos que (en M¢) podemos factorizar Q) = Q¢ * p.

Segun el teorema 10.9, basta comprobar que si cf A < |Q¢| entonces Qg es
limite inverso. Ahora bien, por la eleccién de &, tenemos que

cfX < |Q¢| = |Qp x| <&

(La desigualdad se cumple en M, luego también en Me¢.)

Si Q¢ fuera limite directo, entonces & + A serfa un cardinal inaccesible?s
luego A < £+ A =cf(§+ X)) =cfX < A con lo que ¢fA = XA =&+ A > &
contradiccion.

Veamos ahora que (en M) lg, I p es fuertemente £-cerrado.

Sea H un filtro Q¢-genérico sobre M. Sea j(k) = & + . Segun el teorema
de factorizacion 10.9, tenemos que py = R es el ultimo paso de una iteracion
de predrdenes ({Rs}s<y, {05}s<y) de modo que o5 = 7, 5. El hecho de que
lg. s IF meqs es fuertemente £-cerrado se traduce en que lg, I o5 es fuerte-
mente &-cerrado. Para probar que R es fuertemente &-cerrado aplicaremos el
teorema 10.7. Hemos de comprobar que si cfA < & (en M¢[H]) entonces Ry es
limite inverso. Esto equivale a que lo sea Q¢4 y, a su vez, esto equivale a que
&€ 4+ X no sea inaccesible™é. Ahora bien, antes hemos visto que si € + A no es
inaccesibleM¢ entonces cf A > £, contradiccion.

Por otra parte, lg, |- 7 es fuertemente #-cerrado (en M), luego aplicando j
tenemos que 1o, I j(m) es fuertemente j(#)-cerrado (en Mg). En particular

lg, ., IF j(m) es fuertemente E-cerrado.
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Consideramos en Mg el c.p.o.
Qjry xJ(m) = Qe x px ji(m) = Qe # m* p s j(m).

Por el teorema de factorizacion 10.9 (aplicado a una iteracion de longitud
Kk + 3) existe un Q * m-nombre para un c.p.o. o tal que

J(Qu *7) = Qj(y ¥ j(m) 2 Qu * 0.

Mas detalladamente, si (p, 7) € Q, * 7, entonces p € Qy y, como Q,, es limite
directo, de hecho p = i4,(p’), paraun o < £ y un p’ € Q,. Como p’ tiene rango
menor que k, j(p') = p’, de donde j(p) = iq j(x)(p'). A través de la semejanza
Qji(r) = Q¢ * p queda j(p) = (¢, 1), donde g = ine(p’). Aplicando la semejanza
Q¢ * p = Qy * 7+ p queda j(p) = (p, 1, 1), luego

j(va) = (pv]lan) €EQu*mxo
(donde en realidad 7 s6lo depende de 7).

Usando 10.5 es facil ver que lg, ., IF o es fuertemente é-cerrado (en Mg).

Sea G un filtro Q, * m-genérico sobre M (luego sobre M) y sea R = o¢, que
es un c.p.o. fuertemente &-cerrado™:[Cl. Sea

D={reR|VqgeGVp(i(q) = (p,1,n) Ar=nc)} € Me[G].

Se cumple que D € M¢[G] porque j|g,«r € M. Ademas, por la eleccion de
¢ tenemos que |D|MelCl < |G|MelGl < |Q, + 7|MelC] < |Q, * |Me < €. Veamos
que D es un subconjunto dirigido de R.

Sean r, r’ € D, sean ¢, ¢’ € G tales que j(q) = (p,L,n), j(¢) = (¢, 1,7n),
r=ng, " =ng. Seaq” € G tal que ¢" <gAq" <. Seaj(qd")=(",1,n").
Ast, (", 1,1") < (p. L,n) y (0", 1,1") < (¢', 1,7'). Esto significa que

@ DiEn"<n y @ Dkg" <7
Ahora bien, ¢’ = (p”,7") € G (para cierto 7), luego ¢” < (p”,1) € G y,
por consiguiente,
NG <ne=r, ng<ng=r, ngeD.

Asi pues, D es dirigido y, como R es fuertemente £-cerrado, existe a € R tal
que NAd € D a < d.

Sea H un filtro R-genérico sobre M[G] (luego sobre M¢[G]) tal que a € H.
Asi G+ H es un filtro Q, *m*o-genérico sobre M o, equivalentemente, j(Q, *m)-
genérico sobre M.

Ahora observamos que j[G] C G * H.

En efecto, si ¢ = (p,7) € G, entonces j(q) = (p,1,7n), donde r = ng € D,
luego a < r, luego r € H. Obviamente (p, 1) € G, luego j(q) € G * H.
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Esto nos permite aplicar el teorema 10.12, por el que j se extiende a una
inmersion elemental j : M[G] — M¢[G * H]. El teorema quedara probado si a
partir de ella definimos una medida normal en P<%(u) en MI[G].

Para ello observamos que M[G] N M¢[G]* C M¢[G]. Basta aplicar el teo-
rema 10.20, teniendo en cuenta que |Q7|M < ¢ luego QF cumple trivial-
mente la c.c.€T en M. Por consiguiente, R tiene los mismos conjuntos di-
rigidos de cardinal < & tanto en M¢[G] como en M][G], luego R es fuerte-
mente &-cerrado™[Cl. A su vez, de aqui deducimos que Pu es absoluto para
MIG) — M[G][H], luego lo mismo es valido para 2*. Mas aun, si x € M[G|[H]
cumple z C (Pu)MICNH] < MIG], entonces (|z| < 2# < &)MICIH] Tuego
x € M[G]. Asi pues, PPy también es absoluto para M[G] — M[G][H]. Repi-
tiendo el argumento obtenemos esto mismo para PPPu. En particular tenemos
que PP<E(u) y PPP<*(u) son absolutos para M[G] — M[G][H]. Sea

U = {z € M[G)[H] | x € P<*(u) MO A j[u] € j(a)}.

Se cumple que U € M[G][H] porque la restriccion de j al conjunto de los
buenos nombres en M para subconjuntos de P<*(u) esta en M, luego en M[G],
y de aqui que la restriccion de j a PP<%(u) estd en M[G][H]. Puesto que
U € PPP<*(u), resulta que U € M[G].

Una vez justificado esto, la prueba de que U es una medida normal es idéntica

a la vista en el teorema 10.14. Asi pues, & es p-supercompacto™[¢], m

Veamos una aplicacién: El teorema 5.25 implica que no es posible demostrar
la consistencia de que exista un cardinal medible & tal que 2 > kT suponiendo
consistente tan solo la existencia de un cardinal medible. Ahora probamos que
no ocurre lo mismo con los cardinales supercompactos:

Teorema 10.22 Si es consistente la existencia de un cardinal supercompacto,
también es consistente que exista un cardinal supercompacto k (en particular
medible) tal que 2F > k™.

DEMOSTRACION: Sea My un modelo transitivo numerable de ZFC con un
cardinal supercompacto k. Sea M una extension genérica de M, obtenida con
el c.p.o. del teorema 10.21. Asi, s es supercompacto™ y sigue siendo supercom-
pacto en cualquier extension de M obtenida con un c.p.o. fuertemente x-cerrado.

Si (2% = k7)™ tomamos P = Fn(s*,2,x)M. Como & es inaccesibleM, el
teorema [PC 5.15] nos da que P cumple la (c.c.s7)M y es claro que es fuertemente
k-cerrado. Por consiguiente, si G es un filtro P-genérico sobre M tenemos que
MG tiene los mismos cardinales que M y & es supercompacto™[“]. Ademas
los argumentos usuales nos dan que (2% = xt+)MIC], L]

10.5 Violacion de la HCG en un cardinal débil-
mente compacto

Acabamos de ver que la consistencia de 2 > k™ en un cardinal supercom-
pacto es equivalente a la consistencia de que exista un cardinal supercompacto,
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mientras que la consistencia de 2¢ > k™ en un cardinal medible es mas fuerte
que la existencia de un cardinal medible. Ahora estudiamos el caso de un car-
dinal débilmente compacto. Vamos a probar que la consistencia de 2* > k™ en
un cardinal débilmente compacto es equivalente a la consistencia de que exista
tal cardinal. Mas atun, mientras el teorema 5.6 implica que un cardinal medible
no puede ser el primero en violar la HCG, sucede que un cardinal débilmente
compacto si que puede serlo:

Teorema 10.23 Si es consistente que exista un cardinal débilmente compacto
K, también lo es que ademds \pp(Ro < < v — 24 = put) A28 > kT,

DEMOSTRACION: Si es consistente que exista un cardinal débilmente com-
pacto x, también lo es suponer ademéas la HCG (porque s sigue siendo dé-
bilmente compacto en L). Bajo estas hipotesis, consideramos la iteracion de
Easton ({Ps}s<x, {7s}s<x) determinada por que 1p, IF 75 = {1} salvo si § es un
cardinal inaccesible, en cuyo caso® 1p, I m5 = Fn(S, 2, 5). Veamos las caracte-
risticas de esta iteracion. (En muchos casos demostraremos su relativizacion a
un modelo transitivo numerable M de ZFC + HCG.)

a) N\ < K |Ps| < Rspo.

Por inducciéon sobre §. Si vale para §, entonces existe un n < w tal que

|Ps| < Ns4rn. Si G es un filtro Ps-genérico sobre M, entonces tenemos que
|(75) | MG < | Fu(s,2,8)|MIC) < (216))M(G],

El nimero de buenos Ps-nombres para subconjuntos de 6 en M es a lo
sumo [Ps| B 181 < Ry, 01, Tuego (219)MIG] < Ryyiq.

Con esto hemos probado que 1p, I |7ms| < R pnii-

Por otra parte tenemos que Ps cumple la c.c.Rsyp11, [Ps| < Ngpnt1 y

Nstn
Néitl_H = Ngini1, luego 10.11 nos da que [Psi1] < Nsppp1 < Ny

Si vale para todo & < A, entonces para cada ¢ existe un n € w tal que
|P5| < N5+n < NA,
luego |Py| < NL\M < N?* =Ny11 < Ny

b) Sik=p0+4~vyd <+, entonces Pgis =Py x* 7r§)7 segun el teorema 10.9.

Basta probar que se cumple la hipotesis de 10.9, es decir, que si A < 7y
cumple cf A < |Pg|, entonces Pg » es limite inverso, es decir, que 8+ A no
es inaccesible.

Si B+ A es inaccesible, entonces A < B+ A =cf(8+ A) = cf A < A, luego
A=+ A=cf Ay asi

A=cf A < |Pg| < Rpyo, <Nppoupn =Rgpa =Ny = A,

contradiccion.

6En principio entendemos que Fn(d,2,8) = Fn(é,2,||) cuando § no es un cardinal, pero
vamos a probar que todos los Ps conservan cardinales, luego esta situacién no se va a dar.
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Si € es un cardinal, 1Ip, IF 7r§ es fuertemente ¢-cerrado.”

Sea G¢ un filtro P¢-genérico sobre M, sea p1 = |E|M1Ge]l v veamos que
R = (7r§)Gg es fuertemente p-cerrado en M[Ge]. Lo que sabemos por el
teorema 10.9 es que R es un término de una iteracion ({Rs}s<~, {ps}s<~),
donde ps = (Wg_m) @, nombra al c.p.o. trivial o bien a Fn(§ + 6,2, +0).
En cualquier caso Ig, IF ps es fuertemente fi-cerrado.

Ahora probamos la condicion del teorema 10.7, es decir, que si cf A < p
(en M[G¢]) entonces Ry es limite inverso, lo cual equivale a que lo sea
Peyn y, & su vez, a que £ 4+ A no sea inaccesible™.

En efecto, si € + A es inaccesible™ | entonces £ + X = ), luego
IPe| < Ve < Nejpr =Ry = A,

luego P¢ conserva cardinales y cofinalidades > A. En particular A es un
cardinal regular™(¢l vy esto nos lleva a contradiccion:

A=cfMOI N cp<e<e+r=N

Por lo tanto, R = R; es fuertemente p-cerrado en M[Ge].

Pg conserva cardinales y cofinalidades, y fuerza la HCG.

Razonamos por induccion sobre 8. Si se cumple para 3, es trivial que se
cumple para 8+1, pues M[Gg11] = M[Gs] o bien M|[Gsy1] = M[Gg][H],
donde H es Fn(f,2, B)-genérico sobre M[Ggl, y es claro que este c.p.o.
conserva cardinales y cofinalidades y fuerza la HCG.

Supongamos que es cierto para todo 6 < A. Si no hay ningtn cardinal
inaccesible™ menor que A, entonces M[G,] = M y la conclusion es trivial.
Si existe un maximo inaccesibleM § < A, entonces M[G)] = M[Gs11] ¥
basta aplicar la hipo6tesis de induccion. Supongamos, pues, que A es limite
de cardinales inaccesibles™ (luego en particular es un cardinal limite).

Si § < A, existe un inaccesible™ § < € < A, con lo que

IPs| < Nopo < Rg =& <A

Si A es regular™ | entonces es inaccesible, Py es limite directo y [PA| < A
Por el contrario, si A es singular™ el limite es inverso y |Py| < A+,

En el primer caso P conserva cardinales y cofinalidades > At y en el
segundo > AT,

Por otra parte, supongamos que 1 < A es un cardinal regular™ que es
singular M|[G,], digamos con cofinalidad v < p. Sea & un inaccesible
tal que v < & < A. Por hipotesis de induccion & es un cardinal en M |G|

"Deberiamos escribir fuertemente |f|—cerrad0, pero en el apartado siguiente probaremos
que P¢ conserva cardinales, con lo que es equivalente (en la prueba se cumple p = §).
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y podemos factorizar M[G)] = M[G¢|[H], donde H es un filtro genérico
respecto de un c.p.o. &-cerrado. Pero entonces, si f : v — p es cofinal y
f € M[G,], de hecho, f € M[G¢], luego u es singular en M[G¢], en contra
de la hipoétesis de induccion.

Asi pues, |Py| conserva cardinales y cofinalidades < )\, y falta justificar
que A1 no se colapsa en el caso en que A es singular™, pero en tal caso
A es singular M[G,], luego la cofinalidad de (AT) en M[G,] no puede
ser A (porque tiene que ser regular), luego es un v < A, y el razonamiento
anterior con g = AT nos lleva igualmente a que AT es singular en un
MIG¢], con £ < A, en contra de la hipétesis de induccion.

Veamos ahora que Py conserva la HCG. Si 4 < A es un cardinal en M[G)],
tomamos 1 < & < A, donde ¢ es un cardinal™, factorizamos como antes
M[G,] = M[G¢][H] y concluimos que PMIGxy = PMICGely v como se
cumple (2# = pF)MIGel 1o mismo vale en M[G].

Si A < u, como Py cumple la c.c. \TT, el nimero de buenos Py-nombres
en M para subconjuntos de i es a lo sumo |}P’,\\A+“ = u™T, por lo que en
M|[G,] se cumple 2# = p*. Si \ es regular tenemos la c.c. AT y [Py < A,
con lo que el argumento vale también para g = A. Por lo tanto, sélo falta
probar que 2* = AT en el caso en que \ es singular.

Sea 1 = cf™ X < XAy sea u < & < A un cardinal™. Podemos factorizar
MI[G\] = M[G¢][H], donde H es un filtro genérico sobre M[G¢] en un
c.p.o. R fuertemente &-cerrado.

Fijemos una sucesion cofinal creciente {ys5}s<, € M de cardinales inacce-
sibles pus > € y sea {Ns}s<, € M la sucesion en la que Ns es el conjunto

de los buenos P, ,-nombres en M para un subconjunto de fis.

Dado = € PMIGA)\ para cada § < p factorizamos M[G»| = M[G,,,,][Hs],
donde Hjs es un filtro genérico respecto de un c.p.o. psyi-cerrado. Asi
tenemos que x N pus € M[G,;. ], luego existe un nombre 75 € Ns tal
que 7g, =T N . Ademés podemos realizar la eleccion en M[G,], de
modo {75}5<, € M[G], pero como R es &-cerrado, de hecho resulta que
{7s}s<p € M[G¢]. Ademés, sillamamos 7 = |J i,5,,2(7s), se cample que
TGy, = T. 6<p

Llamamos A € M|[G¢] al conjunto de todas las sucesiones de nombres
{Ts}s<n € M[G¢] tales que 75 € N5, y llamamos B € M|[G¢] al conjunto

de todos los Py-nombres de la forma 7 = J 4,5, ,2(75) con{m}ku c A.
o<t

Acabamos de probar que PMIGNN = {74, | 7 € B}.

Como [P, |M < psy1 < A, es claro que [Ns|M < A, luego lo mismo vale
en M[G¢|, y usando que M[G¢| cumple la HCG concluimos que, en dicho
modelo, |B] < |A| < M = AT, luego lo mismo vale en M[G,], por lo que
(|PA] < AT)MIGAL Asi pues, (2% = AT)MIGAL
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e) P, cumple la c.c. k.

Esto es inmediato por 10.3, ya que todo § < k cumple |Ps| < &, luego
Ps cumple la c.c. k. Ademés, k es un cardinal de Mahlo, luego deja por
debajo un conjunto estacionario de cardinales inaccesibles, en los que el
limite es directo.

f) La definicion de ({Ps}s<x, {7s}s<x) €s absoluta para V.

Razonando en un modelo numerable, probamos por induccién sobre § < k

vM vM .. .. .
que Pg~ = Péw, T = 77(?/[. Los casos § = 0 y ¢ limite son triviales. Si

VJM L.
Py~ = IP(IS”, sea (G5 un filtro Pg-genérico sobre M. Entonces el teorema

[PC 10.1] implica que VM[Gs] = VMGl ¢ es claro entonces que § es
inaccesible en M[G] si y sélo si lo es en VM[G], luego (7)) ¢ es trivial si y

M
solo si lo es (W;/” )& ¥, en caso de no serlo, también es claro que Fn(4, 2, d)
es el mismo en M|[G] y en VM[G], luego si w5 cumple la definicién de la

. ., ., vM
iteracion en VM, también la cumple en M, por lo que m~ = 7w, lo cual

. . vM
implica a su vez que Ps7, = I[D%rl.

Asi pues, concluimos que P, conserva cardinales y cofinalidades y fuerza
la hipotesis del continuo. Sea ahora G, un filtro P.-genérico sobre M, sea
Q = Fn(st*,2, k)Ml y sea H un filtro Q-genérico sobre M[G,]. Claramente,
en M[G][H] se cumple la HCG salvo por que 2 = x*". Basta demostrar que
K sigue siendo débilmente compacto en esta extensién. Es inmediato que x es
inaccesible en ella, luego basta probar que en M[G,][H] no existen x-arboles de
Aronszajn.

Consideramos un k-arbol en M[G,|[H]. No perdemos generalidad si supo-
nemos que es de la forma (k, R), para cierta relacion R C k X k. Pongamos que
R = 7y, donde 7 es un buen Q-nombre para un subconjunto de 5 x £. Como las
anticadenas de Q tienen cardinal < s, podemos tomar un conjunto X C xTT
con | X|MGx) = k de modo que 7 € M[G,]?¥, donde Q' = Fn(X, 2, x)MI[C+],

Claramente Q' es isomorfo a Q,, = Fn(k, 2, k)M[Cx] vy a través de un isomor-
fismo podemos factorizar Q = Q, x Q y suponer que 7 € M[G.]%. A su vez, el
filtro H factoriza como H = H,, x H' de modo que M[G][H]| = M|G][H][H']
v (r,R) € M[G,][H,.

Basta probar que (k, R) tiene un camino en M[G][H], pues dicho camino
estard también en M[G,][H].

Sea 7, un P.-nombre en M tal que 1p_ IF 7, = Fn(%,2,%), de modo que
podemos prolongar la iteracion hasta ({Ps}s<w+1, {7Ts}s<r), ¥ Grt1 = G * Hi
es un filtro P, 1-genérico sobre M tal que M |G, +1] = M[Gy][H].

A partir de ahora 7 € MF*+! serd un buen nombre para un subconjunto de

k% Kk tal que R=171q, .

Razonamos en M: Sabemos que P, C V, C H,+. Podemos considerar
que los elementos de P11 son funciones cuya tltima componente es un buen
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P.-nombre para un subconjunto de & x 2, con @ < k (pues los elementos de
Qy; son subconjuntos de a x 2). Esto implica que |P,y1| < k y, mas atin, que
P.+1 € H(k™). A su vez esto implica que también 7 € H(xk™).

Por consiguiente, (P,;+1,7) puede codificarse mediante un conjunto A C k
(un conjunto que codifique un subconjunto de k X k que a su vez sea una relacion
bien fundada cuyo colapso transitivo sea ct({(Px41,7)})).

Aplicamos ahora el teorema 2.5 en la version descrita en la nota posterior,
segun la cual existe (siempre en M) una inmersion elemental j : My — N entre
modelos transitivos de (un conjunto finito arbitrariamente grande de axiomas
de) ZFC, con punto critico k y de modo que Py11, 7 € My, |Mo| = |N| = &,
M§" C My, N<" C N.

En particular, VM C My N N y k es inaccesible en ambos modelos.

Notemos que My se construye exigiendo que A € My, y entonces tenemos
que A =j(A)Nk € N, luego también P11 € N. Es claro entonces que el filtro
Gr+1 es Py 1-genérico sobre My y N, e igualmente G, es P.-genérico sobre M
y N.

Veamos que el argumento de 10.20 se puede adaptar para probar que
M[G,)N N[G.]<" C N[G,]. (10.3)

La unica variante se debe a que ahora M y N no tienen los mismos ordinales.
Ahora bien, observamos que en M se cumple que cf QY > k, ya que si existiera
f € M tal que f : a — QF cofinal, con o < k, entonces f € N, pero en
ZFC—AP se prueba que no es posible biyectar un ordinal con la clase de todos
los ordinales, asi que tenemos una contradiccion.

Como P, conserva cofinalidades, esto sigue siendo cierto en M|[G,]. Veamos
ahora que el teorema 10.19 sigue siendo valido, de modo que basta demostrar que
M[G.] N (QN)<F C N[G,]. En efecto, si f € M[G,] N N[G,]<" la aplicacién
§ +— rang f(0) estd en M|[G,] y no puede ser cofinal en 2V, luego existe un
A€ QN tal que f € (VV)<K. A partir de aqui podemos tomar g € N tal que
g: V¥ — u biyectiva y completar el argumento.

Ahora el argumento de 10.20 vale sin cambio alguno para concluir la relacién
M[G.] N (QYV)<* C N[G,]. De aqui deducimos a su vez que

M[G,{le] n N[G’i+1]<n C N[G,i+1:|. (104)

En efecto, nuevamente basta probar que M[G11]N(QY)<* C N[G 1], pero
si f € M[Gry1] N (QN)<F, entonces f € M[G,] porque Q, es x-cerrado™[Cx],
luego f € N[G,] C N|[G41].

En particular vemos que Q. € N[G,] y Fn(k, 2, x)VI¢] = Q,. Por lo tanto,
podemos expresar

J{Ps}ts<nt1) = {Ps}s<jn)+1 € N.

En efecto, si en principio llamamos j({Ps}s<xt1) = {P5}s<j(x)+1, tenemos que
P = Ps para § < K, porque & es el punto critico de j y Ps € VMo de donde a
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su vez P, = P, porque ambos son el limite directo de los c.p.o.s precedentes, y
veamos finalmente que también P, ; = P, 1. Basta probar que

(1, IF 7, = Fn(k,2,7))N.

Ahora bien, si G es un filtro P,-genérico sobre N, también lo es sobre M,
porque si D € M es denso en P,, y A C D es una anticadena maximal, entonces
|AIM < g, luego A € N, luego G N A # &. Obviamente, ()¢ es el mismo en
M y en N, pero en M es Fn(x,2, s)MIE = Fn(x, 2, s)NC], por (10.3).

El argumento siguiente se simplifica si tenemos en cuenta que en el argu-
mento de la nota posterior al teorema 2.5 nuestro modelo M se obtiene de forma
que es elementalmente equivalente a un modelo VAM , para un cierto A > k. El
hecho de que la iteracion {Ps}s<, factoriza en cualquier punto { < k con el
segundo factor &-cerrado es verdadero en V), luego en My, luego la imagen por
j lo cumple en N.

Asi pues, en N podemos factorizar Py = P,y1 * 7, de modo que el c.p.o.
Rut1 =7a,,, es k-cerrado en N[Gy41], luego en M[G 1] por (10.4).

Como claramente |N[G1]|M¢s+1] = Kk, podemos fijar una enumeracion

{Ds}s<x € M[G+1] de los conjuntos densos en Ry1 que estan en N[Gy41],
y la k-completitud de R,;; nos permite construir una sucesién decreciente
{ds}s<x € M[Gg+1] de condiciones de R tales que ds € Ds. Entonces, el filtro
K € M[Gj+1] generado por dicha sucesion es R, 1 1-genérico sobre N[G11].

El filtro Gy = Gry1 ¥ H € M[G1] es Pj(.)-genérico sobre N y cumple
iG] € G-
En efecto, toda condicion p € G,; es de la forma p = is5.(p’), con § < K

y ¢ € Gs, luego j(p) = isj(e)(p') € Gj(x). Por lo tanto j se extiende a una
inmersion elemental j : My[G] — N[Gj(.)] definible en M[Gyy1].

Se cumple que
M[Gri1] N N[Gj()]=" C N[Gji())- (10.5)

En efecto, como antes, basta probar que M[G,11] N (QV)<" C N[Gj()], ¥
esto es mas débil que (10.4).

Sea h = |JH,, de modo que h : k — 2, h € N[Gj)] y, mas con-
cretamente, h € Q) = Fn(j(k),2,j(k))N% ] Como antes, tenemos que
IN[G;()] MG = k, luego podemos construir un filtro Hj(.) € M[G,1]
que sea PPj,.y-genérico sobre N[Gj(.] y tal que h € Hj(,). Entonces el filtro
Gjr)+1 = Gjr) * Hj(x) s Pj(x)41-genérico sobre N.

Ademas, j[H.] C Hj(.), pues si ¢ € H, entonces h < ¢ = j(q), luego
J(q) € Hj). Por lo tanto j[Gry1] C Gj()41 y esto permite extender j a una
inmersion elemental

J Mo[Grqa] — N[Gjjo)11]

definible en M[G41]-
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Ahora la conclusion es inmediata: tenemos que R = 7, ,, € Mo[Gr41]. Por
simplificar la notacion, llamemos T' = k considerado como k-arbol con la relacion
Ry sea j(T) el j(k)-arbol en N[Gj(.)+1] determinado por el par (j(x),j(R)).

Para cada § < k, el conjunto Ts formado por los elementos de T' de altura
< ¢ tiene cardinal < k en M[Gx11], luego esta acotado por un a < &, luego
j(Ts) esta acotado también por «, luego j(Ts) = Ts, y asi concluimos que
los elementos de j(T) de altura menor que k son precisamente los de T. Por
consiguiente, si € j(T') es un elemento de altura x, se cumple que el conjunto
{§ <k |Jj(R)xz} € N C M[Gg41] es un camino en 7. u

10.6 Violacion de la HCG en un cardinal medible

Hemos visto que si es consistente la existencia de un cardinal supercompacto,
entonces es consistente que exista un cardinal supercompacto (y en particular
medible) tal que 2® > k. Sabemos también que para probar la consistencia
de que exista un cardinal medible en estas condiciones no basta con suponer
la consistencia de que exista un cardinal medible, pero la hipo6tesis necesaria
es mucho méas débil que la existencia de un cardinal supercompacto. En esta
seccion demostraremos dicha consistencia a partir de la hipotesis mas débil
posible. Concretamente, vamos a demostrar el teorema siguiente:

Teorema 10.24 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC+HCG y su-
pongamos que existe una inmersion elemental j : M — N (definible en M)
con punto critico k tal que M NN* C N y (k)M = (k¥ T)N. Entonces existe
una extension genérica de M en la que k es medible y 2% = k™.

Puede probarse que si existe un cardinal medible tal que 2% > k1 entonces
existe un modelo interno que cumple las condiciones del enunciado, por lo que
las hipotesis que estamos suponiendo son las minimas imprescindibles, es decir,
la consistencia de que exista un cardinal medible tal que 2% > k1 es equivalente
a la consistencia de las hipétesis del teorema. También puede probarse que dicha
consistencia es equivalente a la consistencia de ZFC + HCG mas la existencia
de un cardinal medible tal que o(x) = k*+.

Por otro lado, las hipoétesis del teorema se cumplen, por ejemplo, si k es un
cardinal k + 2-fuerte en M.

En efecto, si k es un cardinal k + 2-fuerte, por 7.26 existe una inmersion
elemental j : V — N con punto critico x tal que N® C N y V4o C N.
La condicion N* C N implica que (x*)Y = kT, pues si kK < a < x* entonces
|a|Y = k. Para probar que (k1) = x** tomamos kT < o < kTt y probamos
que |a|Y = k*. Para ello usamos que en M existe f : V.41 — « biyectiva,
luego podemos considerar dos buenos érdenes R, S C V.11 X V11, uno de
ordinal k™ y otro de ordinal a. Como R, S € V, 12 C N, concluimos que en N
existen semejanzas de k™ en V11 y de V11 en a, luego ciertamente |a\N =xT.
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Para probar 10.24 necesitamos un par de resultados previos. El primero es
una observacién elemental: Recordemos que D C P es abierto en P si cumple

ApePN\de D(p<d—peD).

Entonces, un filtro G es P genérico sobre un modelo M si y sélo si® G corta a
todo abierto denso en P € M. El segundo es el siguiente:

Teorema 10.25 Sea x un cardinal inaccesible, sea < k otro cardinal y sea
P = Fn(xk™™,2,k). Entonces, si D es un abierto denso en P y E C D es el
conjunto formado por las condiciones que siguen estando en D si se las modifica
en cualquier conjunto de cardinal < u, se cumple que E también es denso en P.

DEMOSTRACION: Tomamos d € D, sea A = Dd y sea {25}5<¢ una enume-
racion de todos los subconjuntos de A de cardinal < u. Como « es inaccesible,
se cumple que § < k. Construimos como sigue una sucesion decreciente {ds}s<¢
de elementos de D:

Supongamos definida {ds}s<c v sea di = |J ds (si € = 0 tomamos d* = d).
6<e
Llamamos p. a la condicién que resulta de modificar d} en z.. Notemos que

como las condiciones toman valores en 2 s6lo hay una modificacion posible. Sea
d. < pe tal que d. € D y sea d. la extension de d* que coincide con d. en
Dd. \ Dd*. Notemos que d. € D porque D es abierto.

Finalmente sea d = |J ds, que es una condiciéon de IP porque  es inaccesible

<€

y estd en D porque D es abierto. Ademas d < d. Esta condicién tiene la
propiedad de que si p resulta de modificar d en un subconjunto de A de cardinal
< Kk, entonces p € D. En efecto, dicho subconjunto seréd un z. y basta probar
que p < d..

Si § € z., entonces, como d < d. < d¥, tenemos que d(§) = d*(4), luego
también p(d) = p(0) = d.(9).

Si, por el contrario, 6 € Dd. \ z., o bien § € Dd*, en cuyo caso d.(§) =
pe(0) = d*(8) = d(6) = p(6), o bien § € Dd’. \ D*d,, en cuyo caso p(d) = d(§) =
d.(8) = d.(§), por definicion de d..

Ahora construimos una nueva sucesion decreciente {ds}s<,+ mediante

dy=d, dsi1=ds, dr= U ds.
S<A

Vamos a probar que d’ = d,+ € E. En efecto, si p resulta de modificar d’ en
un conjunto z de cardinal < y, existirda un § < u* tal que x C A = Dds. Sea
A" = Ddsyq. Entonces p|as resulta de modificar dsy1 = ds en z, que es un
subconjunto de A de cardinal < j, luego por construcciéon de ds tenemos que
plar € D, y como p < p|as, también p € D porque D es abierto.

Con esto hemos probado que todo elemento de D tiene una extension en F,
luego E es denso. m

8Si D € M es denso en P, entonces D' = {d’ € P | V/d € D d’ < d} es abierto denso en P,
luego GN D' # &, luego GN D # @.
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DEMOSTRACION (de 10.24): De momento razonamos en M = V y luego
relativizaremos al modelo numerable M todo cuanto habremos dicho. Tene-
mos, pues, una inmersiéon elemental 5 : V. — N con punto critico x tal que
N® C Ny (s¥T)Y = kt*. Observamos ahora que la inmersiéon elemental
j* 1V — Ultg(V) asociada a la k¥ T-restriccion E de j sigue cumpliendo to-
das las condiciones. En efecto, llamando p = ™, como N® C N, se cumple
en particular que " C N, y esto basta para que el argumento del teorema 7.26
sea aplicable, de modo que * Ultg(V) C Ultg(V).

Por otra parte tenemos la inmersion elemental k& : Ultg(V) — N dada
por el teorema 7.10, que fija a todos los ordinales < u. Por consiguiente, si
k < a < kT, tenemos que a = k() es biyectable con k = k(k) en N, luego « es
biyectable con x en Ultg(V) y, por consiguiente, ks = (k7)U2(V) ¢ igualmente
se razona con KT,

Asi pues, podemos suponer que la inmersion elemental dada es la asociada
a un extensor E de soporte k1. Consideramos también la medida normal en
k determinada por j segun 1.20, es decir, D = {X € Px | k € j(X)}. Si
i:V — N’ =TUltp(V) es la inmersion elemental asociada a la ultrapotencia
correspondiente, dicho teorema nos da también una tercera inmersiéon elemental
k: N’ — N tal que j = iok. Recordemos que viene dada por k([f]) = 7(f)(k).

A partir de aqui llamaremos ¢ = (k1) ". Observemos que
£= (WY <ir) <mTT = (RPN = R((5THY) = k().

La primera desigualdad se debe a que i(k) es inaccesible’ ' y la segunda al
teorema 5.4 h) junto con la HCG.

Vamos a probar que £ es el punto critico de k. Obviamente k fija a los
ordinales < k. También fija a x porque k(k) = k([d]) = j(d)(k) = k, donde d
es la identidad en k. Como el punto critico de k tiene que ser un cardinal’¥’, la
tinica opcién que falta por descartar es que sea (k)Y ", pero

donde las dos ultimas igualdades se deben a que N* C N, N'* C N'.

Ahora consideramos la iteracién de Easton ({Ps}s<pt1,{ms}s<x) determi-
nada por que
Ip, IF 7 = Fn(a™",2,q)

si a es un cardinal inaccesible y 1p_ I 7, = {1} en caso contrario. Recorde-
mos que el ser una iteracién de Easton significa que los limites son directos en
los cardinales inaccesibles e inversos en los demas ordinales limite.

Esta iteracion es muy similar a la considerada en la seccién anterior, y sus
caracteristicas basicas se demuestran con cambios minimos en los argumentos,
asi que omitimos las pruebas. Conviene observar que ninguna prueba requiere
que k sea mas que un cardinal de Mahlo:
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a) Ao <k +1|Ps| < Rsypo.
b) Sik=p8+~vyd <+, entonces Pgis5 = Pg 77?, segtn el teorema 10.9.
c) Si ¢ es un cardinal, 1Ip, IF 7r§ es fuertemente ¢-cerrado.

d) Pg conserva cardinales y cofinalidades, y fuerza la HCG salvo en los car-
dinales inaccesibles £ < 8, para los cuales Ip, IF 2 = £+,

e) P, cumple la c.c. k.

f) La definicion de ({Ps}s<x, {7s}s<x) €s absoluta para V.

La propiedad siguiente es un caso particular de ¢) que enunciamos y de-
mostramos junto con una variante que vamos a necesitar:

g) Si p es un cardinal inaccesible y u < o < k + 1, entonces
Ip, IF 7§ es fuertemente fi-cerrado.

Sipu<v<€<k, donde € es el menor cardinal inaccesible mayor que p,
entonces

1 _
Ip, , IF=f *1 es fuertemente v-cerrado.

p+1

Fijado un filtro IP,,-genérico (o P, 1-genérico) G sobre M y llamando R =
(m4)G (o bien (7571) ) entonces, en M[G] se cumple que R es el dltimo
término de una iteracion ({Rs}s<y, {ps}s<v), donde ps = (77 1) 15)a,
y es inmediato comprobar que g, IF ps es fuertemente fi-cerrado (o -
cerrado, respectivamente).

Solo falta comprobar que se cumple la hipétesis del teorema 10.7, es decir,
que si cf A <y (resp. v) en M[G], entonces R es limite inverso en M[G],
lo cual equivale a que lo sea P, (y1)4x en M, o también a que p + A no
sea inaccesible en M.

Si lo fuera, entonces p < 1+ A = X. Asi pues, ) es inaccesible™, luego,
en el segundo caso, v < £ < A.

Por otra parte, |P,| < u < g+ A = A, luego P, conserva cardinales y
cofinalidades > \. En particular \ es un cardinal regular™!C], y esto nos
lleva a contradiccion: A = cfMIE] ) < p o bien A < w.

Para terminar destacamos dos casos particulares de d):

+

Ip, I £ es inaccesible A =gt 1p t

.1 IF & es inaccesible A 27 = £7 .

A partir de aqui trabajaremos en todo momento en un modelo transitivo
numerable M de ZFC + HCG y G,41 sera un filtro P, 1-genérico sobre M.
Llamemos

({i(P)s}s<itry+1:13(M)s}s<itn)),  ({i(P)sto<itn)+1, 18(T)s Fo<itn))s
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a las imé4genes por j y por i (en N y N’, respectivamente) de la iteracion de
c.p.o.s que hemos construido. El esquema siguiente resume el analisis que vamos
a realizar de dichas iteraciones:

J(Prt1) =< = = Gjwyn1
Qi) | Hinys Hjoy

J(Px) < — = = Gj(n)

K
+1<———-Guen
Hm
Py<————G,
M N’ N

En primer lugar observamos que
N6 <k j(P)s = Ps, N6 < K i(P)s = Ps,

pues VM = VN =N /, lo que nos da el resultado para § < x por la propiedad
f) precedente relativizada a N y a N’. Como & es inaccesible en N y en N,
tenemos que j(P),, i(P)x, son limites directos de los c.p.o.s precedentes en la
iteracion, luego también coinciden con P,,.

Esto esta expresado en la linea inferior del diagrama. Observemos que G11
es también P.-genérico sobre N’ y sobre N. El teorema 10.20 nos da que

M[G]NN|[G.]" C N[G,], M[G, N N'[G,]" € N'[G,],

pues k es inaccesible en M, N’ y N, luego |P.| < k en los tres modelos.
Como consecuencia, teniendo en cuenta que

(K++)M[Gn] _ (/{H')M — (K++)N — (Ké++)N[Gn]

)
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concluimos que
Q. =Fn(xk™T,2, H)M[Gn] =Fn(ktT,2, H)N[Gn]’

pues si h € FH(H++,2,H)M[G“] podemos tomar f : kK —> h suprayectiva, y
entonces f € M[G,] N N|[G]® C N|Gg], luego h = f[x] € N[G].
Esto implica a su vez que si 7 € N¥= cumple (1p_ IF 7 = Fn(i++,2,%))V,

lo mismo vale en M, luego podemos tomar 7 = 7& y por consiguiente,

J(P)it1 =Pri1 y Gri1 también es Py 4 q-genérico sobre N.

Sabemos que P, cumple la c.c.k en M, y 1p_ I 7, cumple la c.c. s*, por

lo que P41 cumple la c.c. k™ en M. Esto nos permite aplicar el teorema 10.20
para concluir que

M[GK+1] n N[GK_A'_l}K C N[Gn-i-l]- (106)

Pasamos ahora a N’, donde la situacion no es exactamente la misma porque
¢ = (k)Y no coincide con (k)M pero aun asi
Q. = Fu(&,2,r)V @) = Fu(¢, 2, 5) M)

y la inclusion Q) C Q, es una inmersion completa en M[G,]. Por la propia
definicion de la iteracion tenemos que i(P) 41 = Py xi(m, ), donde i(m;) g, = Q...

3

La factorizacion P, = P, x 7, induce una factorizacion G411 = G, * Hy,
donde H, es un filtro Q,-genérico sobre M[G,], lo que a su vez implica que
H] = H,N Q) es un filtro Q) -genérico sobre M[G] y también sobre N'[G,],
luego G| = G\ * H], es un filtro i(IP) .1 1-genérico sobre M, luego sobre N'.

Notemos ademés que H], € M[G 1], luego G| € M[G11].

Sigue siendo cierto en M que lp_ IF i(m,;) cumple la c.c.x™, por lo que
i(P),41 cumple la c.c. s en M, y el teorema 10.20 nos da que

MI[G, ] N N'[G}4]" C N'[G 4] (10.7)

Como « es un cardinal de Mahlo en M, tenemos que i(k) lo es en N,
y esto basta para que i(P) cumpla hasta i(k) + 1 todas las propiedades que
hemos probado en general sobre la iteracion. En particular i(x) es inaccesible
en N'[G]. 4]

Como el punto critico de k es £ y P, C V,, es claro que k[G,] = G, por lo
que la inmersion elemental k : N’ — N se extiende por el teorema 10.12 a una
inmersion elemental k : N'[G,.] — N[G,].

Sige Q) =Fn(E,2, H)N/, el dominio de g esta contenido en un cierto a < &,
luego k(q) = g. Por consiguiente, k[H|| = H, C Hy, luego por el mismo teorema
podemos extender k hasta una inmersion elemental k : N'[G., ] — N[Gy41]
tal que k(Gl; 1) = Grq1.

Con esto estan justificadas las dos ultimas filas del diagrama. Pasamos al
nivel siguiente:
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, . . ~ / _
En N’ factorizamos i(Py) = i(P).41 * 7, de manera que R, ;. = mgr |
es el término i(k)-ésimo de una iteracion de Easton en N’[G, ], digamos

({R;+175}5<i(,§)7{p5}5<i(,§)}), donde cada ps es un nombre para el c.p.o. tri-

vial o bien para Fn(6++,2,6) si § > & es inaccesible™” (notemos que en tal caso
d=k+1+40).
En particular R

/
k+1,i(k)
en N'[G)._,], por la propiedad g), porque £ (o £F) es menor que el minimo

es fuertemente &-cerrado (o también (7)Y -cerrado)

cardinal inaccesible™’ mayor que k.
Observemos que R}, ;. € N'[G}. 1] C M[G],]. Veamos que R}
(k*)M-cerrado en M[G),_,]. Consideremos una sucesion {rq }a<y € M[Gl 4]

decreciente en R} i) con N < (k)M Usando la relacion (10.7) concluimos

que {ro}ta<n € N'[G).,1]. Por otra parte,

)GS

n< (KM = Y < (Y =g

/
r+1,i(k
{ra}a<y tiene una cota inferior, como habia que probar.

luego podemos usar que R ) es &-cerrado en N'[G 4] para concluir que

Al igual que hemos razonado con la iteracion P, es facil ver que si § < i(k)
entonces |R;+1,5|N'[G/ﬁ+1] < i(k). En particular R, ; cumple la c.c.i(x) en

N'[G). 1] y, como R;HJ(K) es limite directo, también cumple la c.c.i(k).
!

k+1,i(k)
< i(k), luego es de la forma is;(.)[A4], donde A es una anticadena en R ,, ;.
El ntimero de tales anticadenas es a lo sumo [R ,, 5|* < i(k). En definitiva,

si llamamos A al conjunto de todas las anticadenas maximales en R/, +1i(k)

en N'[G) 1], se cumple que ANGnl < i(k) < (k)M Esto nos permite
enumerar A = {Ac}ecp+ en MG ]

Asi pues, toda anticadena en R (siempre en N'[GY.]) tiene cardinal

Ahora es facil construir una sucesién decreciente {r¢}..+ € M[G) ] en
Ryt1,i(x) tal que Ne < ktVa € A, r. < a. En efecto, supuesta construida
{re}ecn, con n < kT, si p = € + 1 basta tener en cuenta que r. tiene que
ser compatible con un elemento de a € Ac.11, luego basta tomar r.y1 < a'y
Tet1 < Te. Sin es un limite usamos que Ry ., ;) es kT-cerrado en M[G/ ]
para obtener una condicion 7’ que extienda a todos los 7 y luego tomamos ry,
que extienda a 7’ y a un elemento de A,,.

Sea
K ={reR i ml Veer™ r<r}e MG, ] C MG

el filtro generado por la sucesion que acabamos de construir. Veamos que es

!/ ATy !/ / sz .
k+1,i(s)-gENErico sobre N [G'.+1] (toda la construccion que estamos realizando

es para justificar que lo podemos tomar en M[G',]).

- i / . .
Si D € N'[G).,,] es denso en RHJFLZ»(H), entonces una anticadena maximal

A € N'[G)] en el conjunto D* = {d € R/ (%) | Vd' € Dd < d} es

k41,2
/ I

de hecho una anticadena maximal en Rnﬂﬂ.(ﬁ), pues si existiera r € RKJFLZ.(K)
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incompatible con todos los elementos de A, entonces podemos tomar d € D tal
que d < r,yasi d € D* y AU{d} es una anticadena en D*, en contradiccion
con la maximalidad de A. Por consiguiente A = A, para cierto ¢ < xT, luego
existe un a € A tal que r. < a, luego existe un d € D tal que r. < a < d, luego
de K'nD.

Asi podemos llamar G;(H) = Guy1 x K' = G, x H, * K, que es un filtro
(P )-genérico sobre N’. Observemos que toda condiciéon p € Py es de la forma
isx(p'), con p' € Ps, por lo que i(p) = i5i(x)(p’), por lo que i[G,] C G’(K) y
podemos extender i a una inmersién elemental i : M[G.] — N'[G})]. Es
importante que G, Hy, K’ € M[G) ], luego G, € M[G| 1] C M[G 1]

i(k
Ahora pasamos a N: Aplicando la inmersion k a i(P,) = i(P),.41 * 7 obtene-
mos que j(Py) = Pryrxk(m), y k(R] ;) = k(7er, ) = k(7)c,, - Definimos
Rit1,jm) = k(M) Gy = BRL 1 1)) € N[Gry1] € M[Grqa].

Vamos a probar que el filtro generado por k[K'], es decir,
K ={r € Rut1jw) | VI’ € K" k(r") <1} € M[Gq1]
es R, 41,(x)-genérico sobre N[G 1], y obviamente k[K'] C K.

Tomamos, pues, un abierto denso en R,y j(.) tal que D € N[G.41]. En-

tonces D = 7¢ con 7 € NPs+1_ y podemos suponer que Ip__, I- 7 es abierto
denso en k().

Como 7 € N, tenemos que 7 = [f,a] = j(f)(a), donde a < (k++)M
f € Mn M. Equivalentemente, 7 = k(i(f))(a), o también 7 = k(h)(a ) donde
tomamos h = i(f)|¢ € NN N’ y tenemos en cuenta que k(&) = (k+T)M

Si llamamos h* : £ — N’ a la aplicacion dada por

k417 Kk+1

T en caso contrario,

h*(a) = { h(o) sih(a) € N i1 A Lp I h(a) es abierto denso en ,

tenemos que
Ao < €(h(a) € N+t A 11 h(a) es abierto denso en m — h* (o) = h(«))

luego aplicando k resulta que si o < k(€), k(h)(a) € NP=+1 y 11+ k(h)(a) es
abierto denso en k(r), entonces j(h*)(a) = j(h)(a). En particular resulta que
7 = j(h*)(a). Equivalentemente, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que Na < € h(a) € N'"“®x+1 A 11 h(a) es abierto denso en 7.

Si llamamos D, = h(a)g: , tenemos que { Dy }a<¢ es una familia de abier-
tos densos en RK+IZ(I{)’ que es ¢t-cerrado en N'[G).,]. Por lo tanto, por

[PC 5.52] E = (] D, es abierto denso en R’ luego existe ' € ENK'.
a<é
Tenemos entonces que A\a < € 1/ € h(a)ar ..+ luego aplicando k resulta que

N < k(&) k(1) € k(h) (@), ., luego en particular
k(r') € k(h)(a)g,,, = TGp,, = D,

rk+1,i(k)?

luego k(r') € KN D.
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Asi podemos llamar G,y = Grq1 * K € M[Grq1], que es un filtro j(Py)-
!

genérico sobre N tal que j[G] C Gj(). Ademas k[Gi(H)] C Gj(x), luego pode-
mos extender las inmersiones elementales que estamos considerando hasta

M[G,] —L> N[G,()]

S

NGl

de modo que el diagrama es conmutativo.

Pasamos ahora a la parte més delicada de la prueba, que es justificar que j
puede extenderse hasta M[G,.41].

Recordemos que Q,; € M[Gy], H,; es un filtro Q,-genérico sobre M[G] y que
Gr+1 = Gy * Hy,. Consideramos Qj,\ = i(Qy) = Fn(i(k)*+,2,i(k)N [Eie],

Asti(Pry1) = i(Py) xi(me) coni(me)e = Q). Por otra parte, consideremos

(k)
Qjwy = 5(Qn) = k(Q () = j(ma),(,, = Fn(i(r) T, 2, j(k)) NGl

Como G, Gj) € M[Gy41], tambien Q. = i(wﬁ)gg(ﬁ) € M[Gr41]
v Qi) = J(me)G;y € M[Grii]. Sea Hg(n) un filtro Q;(K)—genérico sobre

MG .+1], luego en particular sobre N'[G,)]. Veamos que el filtro

Hjy ={q € Q) | V¢’ € Hy(,y k() < q} € M[Gry1][Hj,)]

es Qj(x)-genérico sobre N[Gj(,]. El argumento es el mismo que hemos empleado
para K. Tomamos D = 7, ,, € N[Gj(x)] abierto denso en Q; ), donde pode-
mos suponer que Ljp, ) I 7 es abierto denso en j(m.). A su vez 7 = k(h)(a),

con h € N“NN'ya< (k7+)M. También podemos suponer que
A < € h(a) € N B A I,y IF h(a) es abierto denso en (7).

Asi podemos considerar D, = h(a)G<( |+ que es abierto denso en Q;(K) y ademas
{Datace € N'[Gj(,)]. Pero Q) es i(k)-completo en N'[G} ], luego, de nuevo

por [PC 5.52], E = () D, es abierto denso en (@;(K), luego podemos tomar
a<é
q € Hl.’(ﬁ) N E, y entonces, como antes, k(q') € Hj(,,y N D.

Claramente k:[HZ.’(K)] C Hj(y), pero en principio, como la eleccion de Hg(,{)
ha sido arbitraria, nada nos asegura que i[H] C HZ((H) ni, por lo tanto, que
][Hﬁ] C Hj(n)-

Para arreglar esto consideramos @@ = |Jj[H,], que es una funcion parcial
Jl(kTH)M] — 2. Observemos que Q € M[G,11] y recordemos que también

Qj(r) € M[Grt1]-
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Tomemos una condicion p € Qj(4), que podemos expresar como p = T, (%)

con 7 € N¥i. Podemos suponer que Ip,  IF 7 € j(m,).

Entonces 7 = [f,a] = j(h)(a), donde h € M N M* y a < (k™)M. Como
antes, podemos suponer que, para todo a < &, h(a) € M*= y 1p, IF h(a) € 7.

Llamamos f € M[G,] a la funcion dada por f(a) = h(a)g,., de modo que
[ — Qe y i(f)a) =j(h)(a)c,., = Ta,u., =P

Si a € Dp N DQ, entonces o = 5(J), con § < (k)M y, tomando B = a,
se cumple que V3 € Dj(f) j(6) € Dj(f)(B). Como j es elemental tenemos
también que /3 € Df § € Df(B). Por lo tanto, si llamamos A = |J Df(B),
tenemos Dp N DQ C j[A] = B. p<n

Como |Df(B)|MICGx] < k, concluimos que A tiene cardinal < x en M[G,],
luego en M[Gy41]. Como la restriccion de j a una cota superior de A esta en
M, también B € M[G41] y tiene cardinal < k, luego por (10.6) B € N|[Gy41].

Igualmente, Q|p € M[Gy+1] tiene cardinal < k en este modelo, luego de
nuevo por (10.6) tenemos que Q|p € N[G11] C N[Gj()]-

Llamemos p* a la condicién que resulta de modificar p en los puntos de
Dp N D(Q|p) para que p* y Q|p coincidan en su dominio comin (con lo que,
de hecho, p* y @ coinciden en su dominio comtn). El hecho de que podamos
definir p* en N |G| prueba que p* € N[G,(,)] y, por consiguiente, p* € Qj(,),
pues p* tiene el mismo cardinal que p en N[G(.)]. Pero, por otra parte, hemos
visto que p* también es definible en M[G ;41].

Sabemos que Hj(,;) € M[G+1][H],], luego en este modelo podemos definir
Hijry
el teorema 10.25 implica que es Qj(,)-genérico sobre N[Gj(,)]. En efecto, si
D € N[Gj()] es un abierto denso en Qj(,), el conjunto £ € N|[G(,)] formado
por las condiciones de D que siguen estando en D cuando se modifican en un
conjunto de cardinal < s es también denso, luego existe p € Hj(,) N E, luego
p* e H ;‘(K) N D.

Se cumple que j[H,| C H3(,, pues si p € Hy, entonces j(p) C Q, luego j(p)
es compatible con todas las condiciones de H;‘(R), luego j(p) € H;‘(H) (por el
teorema [PC 4.18]).

Ast, Gjoy+1 = Gy * Hj () € M[Grya][H](,)] es un filtro j(P,11)-genérico

= {p* | p € Hj()}. Es inmediato que se trata de un filtro en Q;.), y

sobre N tal que j[G 1] C Gj(x)+1, luego j se extiende a una inmersion elemen-
tal

J: M[Gry1] — NI[Gj(r)+1l-

Sin embargo, esto no implica que k sea medible en M[G,41], porque no es
necesariamente cierto que Gj(,y11 € M[G 1], por lo que j no es necesariamente
definible en M[G41]-

Llamemos Q = Q} (n)» Que a partir de ahora consideramos como c.p.o. en M,
y sea H = HJ ). En estos términos sabemos que G(x)11 € M[G41][H]. Por
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lo tanto, j(Q) € N[Gj(x)+1] C M[Gry1][H]. Sea

H ={¢d €j(Q)|VqgeH jlqg) <q} € MG * H].

Claramente H' es un filtro en j(Q) tal que j[H] C H’. Si probamos que es
J(Q)-genérico sobre N[G(x)+1], tendremos que j se extendera a una inmersion
elemental

J i M[Gryrx H — N[Gj)41 * H']

Y Giy+1%H" € M[G .y 1% H], por lo que la extension sera definible en el modelo
MG 41 * H], luego x serd medible en él.°

/

r+1,i(r) DOS da que Q es (k)M cerrado

El mismo argumento empleado con R
en M[G)  ,]. Ahora observamos que

Q. = Fu(st1,2,s)MG QI = Fn(¢, 2, 5)MCE],

K

y claramente
QR = Q:e X Fn(ﬁJrJr \&723 ‘V‘:)) = Q:»f X QR'

Por lo tanto, M[G 1] se obtiene de M[G/, ;] mediante una extension por Qy,
el cual cumple la c.c. k™ en M[G,], y también en M |G/, ] por [PC 8.42]. Ahora
aplicamos el teorema [PC 5.56], que nos da que Q es x-distributivo en M[G 1]

Esto nos basta para llevar adelante el argumento que hemos empleado ya
varias veces: Fijamos un abierto denso D = 7¢, ., € N[Gj(x)41] en j(Q), de
modo que

1, ) IF 7 es abierto denso en j(Q).

A su vez, 7 = [h,a] = j(h)(a), con h € M*N M y a < (k7)™ y podemos
suponer que Aa < k h(a) € MF=+1 A 1p_, | IF h(a) es abierto denso en Q.

Llamamos D, = h(a)g, ., de modo que {Dq }a<r € M |G 41] es una familia
de abiertos densos en Q. Tomamos ¢ € HN () D,, con lo que

a<k
Na < (%) §(a) € 5(h)G a5
luego en particular j(q) € j(h)(a)g,., ., =Dy jlg) € H".

Asi pues, k es medible en M[G1+H| y solo falta una ultima comprobacion,
y es que en este modelo se sigue cumpliendo que 2% = T+,

Para ello basta demostrar que Q cumple la c.c. s+ en M |G, 1], pues enton-
ces conservara kT y kT y obviamente en la extensién 2° > k1. La otra des-
igualdad se sigue de que, como ya hemos visto, Q es k-distributivo en M[G 1],
luego Pk es el mismo en M[G,11] v en la extension genérica.

En M|[G,], consideramos Q = [] Q, con el orden definido componente a
a<lk

componente. La aplicacién ¢ : Q — Fn(k x k71,2, kT) dada por

o(f)(a, B) = fa(B)

9Lo mas sencillo es observar que la restriccién de j a Pk es definible, lo cual basta para
que la medida normal en k asociada a j sea definible.
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es claramente una inmersion y Fn(k x £+ 2, k) cumple la c.c. s, luego lo
mismo vale para Q. Por otra parte, es claro que Q = Q, x Q, luego [PC 8.42]
implica que Q cumple la c.c. s+ en M[G,11].

Ahora observamos que si ¢ € Q = ¢(Qx) C N’, entonces [ = U
podemos suponer que I;p ) IF 7 € i(7:). A suvez T = [h] =i(h)(k), para cierta
funciéon h € M* N M, y podemos suponer que

Aa < k h(a) € M= A Tp_ I h(a) € 7.

Por lo tanto, en M[G,] tenemos la funcién f € Q dada por f(a) = h(a)g, . Asi

i(H)) =i(W) (W, = Te1,, =4

Si A € M[Gx41] es una anticadena en Q, para cada ¢ € A podemos
elegir (en M[G,41]) una f, € Q tal que i(f,)(k) = ¢, pero las f, tienen
que ser incompatibles dos a dos, pues si f; y fy son compatibles, entonces
Na < & =f)(a) L f,(a), luego Ao < i(k) —i(f,)(a) L i(fy)(a), luego
—i(fy) (k) L i(fy)(k), luego =g L ¢'. Esto implica que (JA] < x++)MGrrl,






Capitulo XI

La independencia de la HCS

Las pruebas de consistencia que hemos visto en el capitulo anterior resuelven
problemas planteados por la propia teoria de los cardinales grandes (como si
es consistente que un cardinal medible cumpla 2% > s, etc.). Sin embargo,
en muchas ocasiones la hipétesis de que cierto cardinal grande es consistente
es necesaria para probar la consistencia de una afirmacién que en principio
no tiene nada que ver con cardinales grandes. Ya hemos visto un caso en la
seccion 12.1 de [PC]: para probar la consistencia de que no existan Na-arboles
de Aronszajn es necesario suponer la consistencia de que exista un cardinal
débilmente compacto. Aqui vamos a ver otro ejemplo de este tipo. Vamos a
probar la consistencia de la negacion de la hipotesis de los cardinales singulares.

El teorema de Easton [PC 5.39] muestra que a partir de la mera consistencia
de ZFC puede probarse la consistencia de cualquier alternativa razonable a la
HCG sobre los cardinales regulares, pero en los modelos construidos en la de-
mostracién se cumple siempre la HCS, lo que lleva a plantearse si ésta no sera
un teorema de ZFC. Como ya hemos indicado, la respuesta es negativa y vamos
a probarlo aqui, pero la prueba requiere necesariamente suponer la consistencia
de cierto cardinal grande. Puede demostrarse que la hipotesis exacta que hace
falta es la misma que hemos empleado en el capitulo anterior para probar la
consistencia de que un cardinal medible cumpla 2 > k*. Aqui no probare-
mos dicha equivalencia, sino que nos limitaremos a probar la consistencia de la
negacion de la HCS bajo esta hipotesis. Luego veremos algunas variantes.

11.1 Extensiones de Prikry

En [PC 5.2] se prueba que si un c.p.o. conserva las cofinalidades entonces con-
serva los cardinales. Los c.p.o.s que vamos a estudiar en esta seccion muestran
que, en presencia de un cardinal medible, el reciproco no es cierto en general.
Mas concretamente, vamos a construir un c.p.o. que conserva cardinales y con-
vierte a un cardinal medible en un cardinal de cofinalidad numerable. Esto nos
dara inmediatamente un contraejemplo a la HCS.

299
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Definiciéon 11.1 Si k es un cardinal medible y D es una medida normal en &,
definimos P como el conjunto de todos los pares (p, A) tales que:

a) p es un subconjunto finito de k,
b) Ae D,
¢) min A > maxp.

Equivalentemente, podemos suponer que p es una sucesiéon creciente finita de
elementos de k. Consideramos a P como c.p.o. con la relacién siguiente:

Si (p, A), (¢, B) € P, diremos que (p, A) < (¢, B) si
a) ¢ Cp,
b) A C B,

c) p\q¢gCB.

Claramente P tiene maximo 1 = (&, k). Diremos que una condicion (p, A)
es una extension directa de (g, B), y lo representaremos por (p, A) <* (¢, B) si

a) p=gq,
b) A C B.

De este modo, en una condicion (p, A), el conjunto A contiene los ordinales
que pueden usarse para extender a p. Observemos que la condicion ¢) de la
definicion de P y la correspondiente en la definicién de < implican que si se
cumple (p, A) < (g, B) entonces p extiende a g como sucesion creciente, es decir,
que los elementos de p \ ¢ son mayores que todos los elementos de g.

El teorema siguiente muestra el objetivo fundamental de estas definiciones:

Teorema 11.2 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea k un car-
dinal medible™ y sea D € M una medida normal™ en k. Sea P € M el c.p.o.
que acabamos de definir, sea G un filtro P-genérico sobre M y consideremos
s=U{p| VpA (p,A) € G} € M[G]. Entonces s es un conjunto de ordinal w
cofinal en K.

DEMOSTRACION: Es claro que si o < k, el conjunto D, formado por las
condiciones (p, A) tales que méxp > « es denso en P. Por lo tanto s es cofinal
en k. FEn particular s es infinito, y tiene ordinal w porque si a € s, existe
(¢,B) € Gtal que a € g, y si § € s cumple § < «, entonces existe un (p, A) € G
tal que 8 € p, y podemos suponer que (p, A) < (g, B), con lo que § € ¢, ya que
si B € p\ ¢ entonces seria S > «. Por lo tanto en s sélo hay un niamero finito
de elementos menores que a. n

Ejercicio: Probar que si A € D entonces s\ A es finito, es decir, visto como sucesion,
s esta finalmente en todo elemento de D.

Asi pues, k tiene cofinalidad numerable en M[G]. Sin embargo, vamos a
probar que los cardinales de M[G] son los mismos que los de M, con lo que en
particular k seguira siendo un cardinal limite en M[G]. Necesitamos algunos
resultados previos.
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Teorema 11.3 P cumple la c.c. k™.

DEMOSTRACION: Si C' C P tiene cardinal kT, entonces tiene que haber dos
condiciones (p, A), (¢, B) € C tales que p = ¢, pues solo hay k subconjuntos
finitos de . Pero entonces (p, AN B) es una extension comun. n

El teorema siguiente recoge la propiedad fundamental del c.p.o. P:

Teorema 11.4 Para toda formula ¢(z1, ..., x,), dada una condicion (q, B) € P
y nombres oy, ...,0, € VE, emiste (p, A) <* (¢, B) tal que (p, A) || ¢(o1,...,0,),
es decir, tal que (p, A) IF ¢(o1,...,00) 0 bien (p, A) Ik —¢(o1,...,04).

DEMOSTRACION: Definimos F : [B]<“ — 2 mediante

F(s) = {1 si VO((qUs,C) €P A (qUs,C) I (o1, ..., 00)),

0 en caso contrario.

Por el teorema 5.5 existe! A € D, A C B homogéneo para F. Veamos que
(¢, A) cumple lo requerido. En caso contrario podriamos considerar condiciones
(qUs1,B1),(qU s2, B2) < (g, A) tales que

(qUs1,B1) - plo1,...,00), (qUsa,B2) Ik =¢(oq,...,00).

Extendiendo una de las condiciones podemos suponer que s; y S tienen la
misma longitud m, pero entonces deberia ser F(s;) = F(s3), pero sucede lo
contrario. n

Como consecuencia obtenemos:

Teorema 11.5 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea k un car-
dinal medible™ y sea D € M una medida normal™ en k. Sea P € M el c.p.o.
que estamos considerando y sea G un filtro P-genérico sobre M. Entonces todo
subcongunto acotado de k en M|[G] estd en M.

DEMOSTRACION: Sea P = (Px)™ Supongamos que existe z € M[G] tal que
existe A < k tal que & C A, pero x ¢ P. Sea x = 7¢ y sea (p, A) € P tal que
(p,A)lFTCAANTEP.

Razonando en M, vamos a definir una sucesion decreciente {A,}a<n de
elementos de D tal que Ay C A. Supuesta definida {A,}a<s, con 6 < A,

formamos A* = [\ As € D (o tomamos A* = A en el caso § = 0), y por el
a<d

teorema anterior elegimos As € D tal que As C A* y (p, As) || 0 € 7. Por taltimo

tomamos B = [ Ags, de modo que (p, B) € Py claramente (p, B) <* (p, A).
a<d
Sea G un filtro P-genérico sobre M tal que (p, B) € G. Entonces x = 7¢ C A

y & ¢ M, pero por otra parte
r={a<X|(p,B)lFaer}e M,

contradiccion. =

1Podemos extender F a [k]<¥ — 3 haciendo que tome el valor 2 sobre los subconjuntos
que no estén contenidos en B, pero entonces A N B también es homogéneo para F' y F no
puede tomar el valor 2 sobre sus subconjuntos finitos.
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Ahora ya podemos enunciar las caracteristicas principales de la extension
genérica determinada por P:

Teorema 11.6 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea k un car-
dinal medible™ y sea D € M una medida normal™ en k. Sea P € M el c.p.o.
que estamos considerando y sea G un filtro P-genérico sobre M. Entonces:

a) Los cardinales de M son los mismos que los de M[G].
b) k tiene cofinalidad numerable.

¢) Todos los subconjuntos acotados de k en M[G] estin en M.

DEMOSTRACION: Ya tenemos probado c¢). Como P cumple la c.c. T, con-
serva todos los cardinales (y cofinalidades) mayores que k. Si u < K es un
cardinal en M, entonces tiene que ser un cardinal en M[G], porque en caso
contrario existiria en M[G] un buen orden R en p de ordinal < u, pero entonces
podemos tomar g : ux g — p tal que g € M y g[R] es un subconjunto acotado
de k en M[G], luego g[R] € M, luego R € M y tenemos una contradiccion.

Por lo tanto, k es un supremo de cardinales en M[G], luego es también un
cardinal en M[G]. Su cofinalidad es numerable por el teorema 11.2. n

Nota Es claro que P conserva todas las cofinalidades excepto la de k.

Ahora ya es facil violar la HCS:

Teorema 11.7 Si es consistente la HCG mds existencia de una inmersion
elemental no trivial j : V. — N con punto critico k tal que N* C N y
(k)N = kT (en particular, si es consistente la HCG mds la existencia de
un cardinal K+ -fuerte k) entonces es consistente la existencia de un cardinal
K de cofinalidad numerable que cumpla cualquiera de los dos casos siguientes:

a) K es limite fuerte y kT < k% = 2%,
b) 2¢0F <k y kT < KR < 28,

DEMOSTRACION: Por el teorema 10.24 existe un modelo transitivo numera-
ble M de ZFC en el que existe un cardinal medible & tal que 2% > k. Aplicando
el teorema anterior a dicho modelo obtenemos una extension genérica M[G] con
los mismos cardinales y donde « tiene cofinalidad numerable. Obviamente,

(QK)M[G] > (2n)M > (/‘6+)M _ (K+)M[G].

Si p < k, el teorema anterior nos da también que (Pu)M[Cl = (Pu)M | luego
(2M)MIG] = (2)M < k. Asi pues, & es un limite fuerte™[<],
Estos hechos implican en general (usando [TC 5.70]) la igualdad <" = 2%:

Ii+ < oF — (2</€)Cf}€ — Hcffc < PL— LY
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Asi pues, M[G] es un modelo de a). Para obtener un modelo de b) tomamos
un cardinal inaccesible y < k (existe porque x es medible™). En particular p
es un limite fuerte™ y, segan lo visto, también es un limite fuerte™!“, es decir,
(2<+ = p)MIG Del hecho de que M y M[G] tengan los mismos subconjuntos
acotados de k se sigue inmediatamente que p sigue siendo regular en M[G], es
decir, p es inaccesible[C]. Consideremos también ¢ = ((2%))MIE],

Sea Q = Fn(¢,2,u)MIC v sea H un filtro Q-genérico sobre M[G]. Los
cardinales y las cofinalidades de M[G][H]| son los mismos que los de MI[G].
En particular x sigue teniendo cofinalidad numerable. Ademaés es claro que en
M|[G][H] se cumple 2# > £.

Como el c.p.o. Q es p-cerrado™[¢] es claro que en M[G][H] se cumple que
2¢fr — 9% < . pero

(licfm)M[G][H] — (chm)M[G] _ (2H)M[G] < 5 < (2M)M[G][H] < (2H)M[G][H]

En conclusion, M |[G][H] cumple b). n

Magidor desarroll6 una teoria de iteraciéon de extensiones de Prikry con la
que demostr6 los dos teoremas siguientes:

Teorema 1 Si es consistente la existencia de un cardinal compacto, también
lo es que el menor cardinal compacto sea también el menor cardinal medible

Teorema 2 Si es consistente la existencia de un cardinal supercompacto, tam-
bién lo es que el menor cardinal supercompacto sea también el menor cardinal
compacto.

El teorema 1 se demuestra cambiando la cofinalidad de todos los cardinales
medibles por debajo de un cardinal compacto. Este sigue siendo compacto en
la extension, pero ya no tiene cardinales medibles por debajo.

Para probar el teorema 2 se parte de un modelo con un cardinal supercom-
pacto k tal que 2 = x*+, con lo que la HCG es violada en un conjunto no
acotado de cardinales medibles bajo . Dichos cardinales se convierten en car-
dinales singulares en la extension, de modo que x sigue siendo supercompacto,
pero tiene por debajo un conjunto no acotado de cardinales que violan la HCS.
Por el teorema 8.9, ningtin cardinal menor que k puede ser compacto.

Asi pues, como consecuencia del teorema 1, aunque la existencia de un car-
dinal compacto implica la consistencia de que existan infinitos cardinales me-
dibles, a partir de la existencia de un cardinal compacto no puede demostrarse
que existan otros cardinales medibles aparte de él mismo. Ademas, vemos que
no es posible probar que todo cardinal compacto sea supercompacto, a pesar de
que es consistente que asi sea, segin el teorema 2. Este teorema implica igual-
mente que la existencia de un cardinal supercompacto no implica la existencia
de otros cardinales compactos, pero en este caso no se sabe si la consistencia
de que exista un cardinal compacto es o no equivalente a la consistencia de que
exista un cardinal supercompacto.



304 Capitulo 11. La independencia de la HCS

11.2 La HCG en cardinales singulares

En la seccién anterior hemos partido de un cardinal medible que cumple
2% > kT para violar la HCS, y la consistencia de que exista dicho cardinal la
hemos obtenido en el capitulo precedente mediante una extensiéon de Easton.
Sin embargo, la hipotesis de que la HCG falla en un cardinal medible implica
que es violada infinitas veces bajo x. Ahora vamos a presentar un método para
cambiar la cofinalidad de un cardinal grande k a la vez que “hinchamos” Pk
partiendo de que k es fuerte y de la HCG, de modo que obtendremos un modelo
en el que k tiene cofinalidad numerable y es el primero en violar la HCG (y por
tanto la HCS). Recordemos (|[TC 6.18]) que el menor cardinal en el que falla la
HCG no puede ser un cardinal limite de cofinalidad no numerable. Ahora vamos
a probar que si que puede ser un cardinal limite de cofinalidad numerable.

Mas concretamente, vamos a suponer la HCG maés la existencia de un car-
dinal kK que sea k + d-fuerte, con § > 2. Sea E un extensor k + d-fuerte con
punto critico k y sea j : V — M = Ultg(V) la inmersién en la ultrapotencia,
de modo que V,,15 C M. Supondremos también que p = N, ;s es un cardinal
regular (lo cual sucede, por ejemplo, si d es un ordinal sucesor).

Mas atn, vamos a suponer que existe una funcién f, : K — & tal que
J(fu)(x) = p (lo que implica en particular que p < j(k)).

Por ejemplo, si § < k basta tomar una funcion que cumpla f,(Ra) = Raqs,
pues entonces j(f.) (k) = j(fu)(RE) = RM & = N, \5 = p. Aqui hemos usado
que si a < k+9 entonces XM = R,,. En efecto, si vale para a, como w+a < k+9
Y |Votal = Ra, para todo X, < 8 < R, existe un buen orden R en V., de
ordinal 3, y R € Viys C M, luego |B|M = X, = RM. Esto implica que
Ngj{&-l - Na+1.

Con una hipotesis més fuerte tenemos garantizada la existencia de f,, para
cualquier 0 que elijamos (notemos que k + § < pu, por lo que todo extensor
u-fuerte es en particular x + d-fuerte):

Teorema 11.8 Si K es un cardinal fuerte, para cada cardinal p > k existe un
extensor p-fuerte E y una funcion f: k — k tal que jr(f)(k) = u.

DEMOSTRACION: Supongamos que existe un u > k7 tal que para todo
extensor p-fuerte F de punto critico k y soporte p y para toda f : k — Kk se
cumpla jg(f)(k) # p. Tomamos el minimo p posible, consideramos un extensor
E* de punto critico  que sea uT-fuerte, de modo que Vit C Ultp«(V) y sea
j:V— M = Ultg-(V) la inmersion elemental canoénica.

Observemos que si E : Pk — P es un extensor, con A < pu, los elementos
de V)\UltE(V) son de la forma [f,a], con f : Kk — V) y a < A, por lo que V)\UltE(V)
se puede calcular a partir de V,,+, luego (VAUME(V))M = V)\UltE(V).

Esto significa que los extensores A-fuertes con punto critico k y soporte A < p
en M son los mismos que en V. Igualmente, si f : K — & (y todas las funciones
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de este tipo estdn en M) el valor de jg(f) puede calcularse en V,,+, por lo que
la condicion jg(f)(k) = A se cumple en M si y sélo si se cumple en V.

En definitiva, p es también en M el minimo cardinal tal que para todo
extensor u-fuerte E de punto critico k y soporte u y para toda f : Kk — Kk se
cumple j(f)(x) # p.

Por otra parte, consideremos ¢ : Kk — £ definida por g(a) = 0 salvo que «
sea un cardinal y exista un minimo A < k tal que para todo extensor A-fuerte
E de punto critico a y soporte A y toda f : a — «a se cumpla jr(f)(a) # A,
en cuyo caso g(a) = A. De este modo, al ser j elemental, la minimalidad de
wuen M hace que j(g)(k) = pu. Pero si llamamos F a la p-restriccion de j, se
sigue cumpliendo que V,, C Ultg(V) por 7.15, y también jg(g)(k) = p, pues,
considerando la inmersion k dada por el teorema 7.10, si jg(g)(k) = v, tenemos
que

n=j(9)(k) = k(jr(9))(k(x) = k(je(g)(r)) = k),
y no puede ser v < u, porque entonces k(v) = v < p, ni tampoco u < v < k(v),
luego © = v. Esto contradice la elecciéon de p. m

Fijemos, pues, un extensor x + d-fuerte £'y p = N, s regular, con § > 2 y
una funcion f, : & — & tal que j(fu)(x) = p, donde j : V. — M = Ultg(V)
es la inmersiéon candnica.

Vamos a extraer algunas consecuencias de estas hipotesis.

a) VN"L; C M.
Si f: kT — Vs, entonces, como |V, s| = p regular y k* < p, tenemos

que | U ct f(5)’ < u, por lo que |ct f| < p. Existe un € < 6 tal que
o<kt
[Vietel > |ct f], luego podemos definir una relacion bien fundada R en un

conjunto A C V.. tal que el colapso transitivo de (A, R) sea ct f U {f}.
Entonces A, R € V.45 C M, luego f € M.

b) <*"uc M.

Sia< k™ y f:a— u, entonces existe un 3 < p tal que f : o — 3,
luego también |ct f| < p, y razonamos como antes.

Q) (KM = gty (k)M = g+,

Tenemos que =92 M , luego Pkt C M y por lo tanto M contiene bue-
nos érdenes en k y £ de todos los ordinales posibles, luego los cardinales
hasta k% son los mismos en V' y en M.

d) Para cada o < g definimos U, C P« como el ultrafiltro dado por
X eU, < ae€jX).

Cada U, es un ultrafiltro k-completo en . Si o < & se trata del ultrafiltro
principal generado por {a}, pero si k < a < p entonces U, es una medida
en k. Ademas, U, es la medida normal en x asociada a la inmersion
elemental j.
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Para cada x < o < p, tenemos diagramas conmutativos
J
V—sM
\ Tka
ia
Nq

donde i, : V — N, = Ulty, (V) es la inmersion natural y k, viene dada
por ko([f]) = j(f)(@). Es inmediato comprobar que es una aplicacion
bien definida y que es una inmersién elemental.

El punto critico de kq es (k1+)Ne.
Basta probar que k. (k) = k, pues entonces, por una parte,
ka((kT)No) = (k)M =kt = () Ve,
porque N5 C N,. Por otra parte,
ka((/‘@_‘"’_)N“) _ (/{H')M — H++,

pero (kT H)Ne < i, (k) < kTT, por 5.4 h), teniendo en cuenta que tanto
M como V cumplen la HCG. Asi pues, (k7)o sera el menor cardinal
no fijado por k.

Ahora consideramos la funciéon f,, que cumple j(f,)(k) = p. En primer
lugar j(fu) = ka(ia(fu)). Es claro que ia(fu)|x = fu, luego

(A < & (ia(fu)(6) < )N,
luego aplicando k, queda:
(A < ka(rk) (G(fu)(8) < kalr))™.

Por otra parte, si d es la identidad en k, en la prueba de 1.13 se ve que
k < [d], luego kq (k) < ko([d]) = a < p, luego

(A6 < ka(r) (§(fu)(8) < w)™.
Como k < kq(k) y j(fu)(K) = p, tiene que ser kqo (k) = k.
Para cada «, 8 € p, definimos
axBea<BAVER(S)B)=a
Esto implica en particular que, para todo X C k,
XeU,+ X €U

(v se dice entonces que U, <gr Ug, donde <pg es el llamado orden de
Rudin-Keisler* sobre los ultrafiltros de k).

2Notemos que el orden de Rudin-Keisler no es antisimétrico, por lo que no es realmente
un orden, sino que induce un orden en un conjunto oportuno de clases de equivalencia de
ultrafiltros.
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En efecto, tenemos que
FIXIeUs o Bej{d<r| f(6) €X}) e
a=j(f)B) €j(X) < X €U

Si k < a < p entonces Kk X a.

Pongamos que £ = [g] en N,, donde podemos suponer g : Kk — K.
Entonces j(g)(a) = ko([g]) = ka(k) = k.

Sik < B % a<p,yllamamos m,g : K — k a cualquier funcién que
cumpla j(map)(e) = B, entonces §* = [map] € N, hace que la aplica-
cion kgo : Ng — N, dada por kg ([f]) = ia(f)(8*) sea una inmersion
elemental que hace conmutativo el diagrama

V"N,

ig k

Ng ——M
kg

Observemos que kq(8*) = j(map)(a) = B, luego
O (il ) o {y € R To(fL()s - (1)} € Us

< oM (f)B),- .. 5(f:)(B))
M (ka(ia(f1))(ka(B), .- - kalialfr) (ka(B%))) ¢
¢ (ia(F1)(B); - ia(fr)(B8Y)) & 6™ (kga([fi)), - -, ksa(lf:]))-

Esto prueba que kg, es una inmersion elemental (y el caso particular en
que ¢ = x = y prueba que esta bien definida). La conmutatividad del
diagrama se obtiene sin més que aplicar las definiciones.

Sik <y<fB<a<pucumplen 8 <X ay vy =« entonces
{6 < K| Tay(8) < map(d)} € U,.

En efecto, ka([Tap]) = ka(ksa([d) = ks((d)) = (d)(8) = 5. Tgualmente
tenemos que ko ([Tay]) = 7. Como v < By kq es elemental, [mq] < [Tags],
y ahora basta aplicar el teorema fundamental.

Sik <~v=xXp=2a<puexisteun Y € U, tal que para todo § € Y se
cumple Ty~ (0) = may (map(9)).

Basta probar que [may] = [Tag © Tg4] en Ny, para lo cual a su vez obser-
vamos que

ka([Tap 0 Tpy]) = j(Tap 0 may)(a) = j(mpy) (§(map) (@) = j(7s)(B) =7,

¥y, como hemos visto en el apartado anterior, kq([ma,]) = 7. Como k, es
inyectiva tenemos la igualdad que necesitamos.
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1) Sik < =<a<p,entonces A, = {6 < k| map(d) < fu(m(0))} € Us.

Esto equivale a que j(mag)(®) < j(fu)(j(mo)()) = §(fu)(k), es decir, a
que 8 < p.

Consideramos ahora el conjunto
A=1{0 < k| Vv <4(vinaccesible A f,|, : v — v A fu.(v) > 9)}.
Para todo k < a < u, se cumple A € U, pues esto equivale a que
Vv < a(v inaccesible™ A j(f)y v — v A G(fu)(v) > @),

y esto se cumple tomando v = k. Observemos ademéas que x es el minimo
ordinal que cumple esto.

Definimos 7y : K — & como la aplicacion tal que, para § € A, my(d) es el
minimo inaccesible v < ¢ que cumple la definicion de A, y si § ¢ A, entonces
7T0(5) = 0

En estos términos, hemos demostrado que, para todo x < a < u, se cumple
j(mo)(a) = k. Equivalentemente, la misma funcion m justifica que k < « para
todo k < a < p.

Las funciones mo5 (para £ < 8 =< o < p) las hemos elegido arbitrariamente
sin mas condicién que j(mas)(a) = B. Vamos a concretar esta eleccion. Para
o = 3 tomaremos como T,g la identidad en s, que obviamente cumple lo re-
querido. Para k < a tomamos 7., = 7y, que, segin acabamos de probar, es
también una eleccién valida. En lo sucesivo escribiremos 6% = 7 (6).

Por otra parte, para k < f < a < u, podemos exigir que 7Ta5|H\A =0,y
para § € A, tenemos 6° <4 < f,(6%), y si sucede

Tap(0) < man(8) = 3 v f#(§0) < map(9),

entonces hacemos ,53(5) = &, con lo que se cumple 6° < m,5(8) < f,(6°) para
todo § € A. Notemos que, por las propiedades j) y 1) (junto con el hecho de que
A € U,), todo esto supone modificar mog en un conjunto que no esta en U,
por lo que se sigue cumpliendo j(mqg)(a) = 8.

Con esta correccion, si 0 € A, se cumple también m,3(J) € A, pues el mismo
69 lo atestigua, ya que f,,(6°) > map(d), y v = 6° es el minimo posible, ya que
fulv] C v < map(6). Equivalentemente, esto significa que mq,(0) = 7. (mas(9)).
Notemos que esto vale trivialmente si o = 3.

Por otra parte, el hecho de que j(m)(k) = kK, segun hemos visto en la
propiedad g), se traduce en que, para todo X C &,

X €U, & mpt[X] € Uy,

y a su vez concluimos que mo[A] € Uy, pues A C 7 ' [mo[A]].

Vamos a recapitular los conceptos que hemos definido y las propiedades que
vamos a necesitar sobre ellos:
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Tenemos definido un conjunto parcialmente ordenado (p\ K, <) con mi-
nimo Kk y que es kT T -dirigido, es decir, todo subconjunto de cardinal < kT
estd acotado superiormente (con una cota estrictamente mayor que todos
sus elementos).

Para probarlo fijamos una enumeracion {a, }a<, de [x]<" tal que para
todo cardinal regular v < k se cumpla que {aq o<, S€a una enumeracion
de []<¥ en la que cada conjunto aparece v veces.

Como cada conjunto a, esta acotado en k, es claro que j(ay) = a4, por
lo que j({@a}a<x) = {@a}a<j(x), e decir, la imagen por j de la sucesion
extiende a la sucesion inicial. En particular, {aq }a<, enumera a ([u]<#)M
(en particular a [,u]<“++) de modo que cada conjunto aparece p veces.

Ahora consideramos una sucesion {ag}s< .+ en p\ k£ y tomamos un ordinal

aep\ U (as+1) tal que aq = {as | 6 < kT}. Notemos que siempre
S<rkt
existe un « en las condiciones indicadas, por la elecciéon de la sucesion

{@a}a<,. Basta probar que A < kT as < a.

Sea {ay ta<ia(r) = fa({@ata<n), ¥ asi {aatacjin) = kal{adta<ia(n))- Sea
d la identidad en k y consideremos o* = [d] € N,. Entonces k,(a*) = «,
luego aq = kq(al+). En M se cumple que a, es el rango de una sucesion
de longitud xT y, como k, es elemental y fija a T, tenemos que en N, se
cumple que a’. ={a} |d <Kk} y aq = {ka(a}) |6 < T}

Por lo tanto, si § < k™, existe un 6* = o, para cierto € < k™ de manera
que a5 = ko (0%). Si0* = [h] € N,, entonces j(h)(a) = ko (6*) = as, luego
s < Q.

Tenemos una sucesion {Us }aepnx de medidas en « y una familia de apli-
caciones Tag : K — K, para k < X a < p, de modo que si f =X «
entonces X € Ug < W(;Bl [X] € U,.

Para todo k < a < 1y todo 6 < k, se cumple 74, (8) = 6%, independien-
temente de «, mientras que 7,4 (9) = J (esto ultimo incluso para o = k).

U, es una medida normal en x y mg[A] € U,; (en particular mo[A] no esta
acotado en k).

Tenemos un conjunto A que pertenece a todas las medidas U,. Si d € A
entonces 0° < § es un cardinal inaccesible. Ademas

No162 € A(6; < 8y — 69 < 69),
N6z € A(8) <63 — [{6 € A|6° =60} < 69).

En efecto, si 61 < d2 entonces 63 cumple f,(63) > 2 > &1 y f.[09] C 69,
luego 69 < 89, porque &9 es el menor cardinal que cumple estas propieda-
des.

Ademas, si § € A cumple 6 = §?, entonces § < f,(6%) = f,.(69) < 89,
luego [{d € A | 0% = oY} < [ (07)] < 0.
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f) Sik <v<pf<a<pcumplen f < ayvy =<« entonces

{0 < K| Tay(0) < map(d)} € Us.

g) Sik <y =X B =Xa<u,existe un Y € U, tal que, para todo § € Y, se
cumple 7o (0) = Tgy (Tap(0)).
Estas son las propiedades j) y k) precedentes. Para v = k se cumple més
en general:

h) Si k <8 < a < u, para todo § < k se cumple 7o (0) = T3, (Tap(d)).

i) Cada U, es un P-punto, es decir, para toda f : Kk — K, si f no es
constante en ningtn conjunto de U,, existe un Y € U, tal que para todo
§ < k se cumple |Y N f71[d]] < k.

Para probarlo consideremos la funciéon h = m,, o f : K — k. Para cada
§ < K, tenemos que h= 18] = n t[f71[8]] & Uk, ya que f~1[8] & U,. Como
U, es normal, h no puede ser regresiva, es decir, {y € k | h(y) > 7} € Ux.
Como 7ak|a = g, tenemos que A C {y € k | maw(y) < v} € Uy, luego

An{yer|h(y) =7} C{yver| f(man(7) = Tar(V)} € Us,

y esto a su vez equivale a que Y = {8 € x| f(8) > B} € U,. Este
conjunto cumple lo pedido, pues Y N f~1[6] € § + 1.

j) Si{Xs}s<w es una familia de elementos de U,, entonces

X=NANXs={e<r| N <€ ee X;} €U,.
6<k

Hemos de ver que
a€j{e<k| N < Tan(e) € € Xs}) =

{e<i(r) | N0 < j(mar)(e) € € j(X)s}

y esto equivale a que \J < k a € j(X5s), lo cual es cierto.

A partir de aqui sblo necesitaremos las propiedades que acabamos de enume-
rar, sin necesidad de considerar el extensor, las ultrapotencias o a las inmersiones
elementales con las que las hemos obtenido. Recordemos que hemos probado
que toda esta construccién es posible siempre que p = N, 5 es regular con
2 < < Kk si Kk es k + 6-fuerte o bien si k es fuerte y § > 2 es arbitrario.

Diremos que una sucesion finita (8o, ...,0,_1) € k™ es creciente’ si cumple
50 < -+ < 8%, (lo que implica en particular que es creciente). Diremos que &
es admisible para (8g,...,0,_1) si 6% > §%_, (es decir, si la sucesién se puede
prolongar con § de modo que siga siendo creciente®).

Pasamos ya a definir el c.p.o. que vamos a considerar en toda esta seccion:
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Definicion 11.9 El conjunto de condiciones P estaré formado por pares orde-
nados p = (p,T},) (aunque en la practica escribiremos también p en lugar de p)
que cumplan las condiciones siguientes:

a) p es una funcién cuyo dominio, al que llamaremos soporte de p y repre-
sentaremos por sop(p), cumple sop(p) C u\ &, |sop(p)| < k, k € sop(p) y
ademas tiene elemento maximo respecto a la relacién =<, que lo represen-
taremos por m(p). Abreviaremos p™ = p(m(p)).

b) Si v € sop(p), entonces p” = (pJ,...,p, ;) es una sucesion creciente’ de
elementos de A, salvo si 7 = K, en cuyo caso es una sucesion creciente de
elementos de mo[A]. Si n > 0 escribiremos p},. = p)_;.

C) Tm(p)x transforma p™ en p*.

misma longitud.

En particular ambas sucesiones tienen la

d) Si p™ # @, para todo v € sop(p), se cumple que T, (). (Piax) DO €8
admisible para la sucesiéon p7.

e) T, es un subérbol del arbol de todas las sucesiones finitas crecientes® en A
(o de todas las sucesiones finitas crecientes en mo[A] si m(p) = k) con el
orden dado por la inclusiéon. Ademas:

1. p™ esta en el tronco de T}, es decir, toda sucesiéon t € T}, cumple
tCpmVp™"Ct.

2. Site T, Ap™ Ct, se cumple que
sucr, (1) ={d € [t70 € T} € Upp).
3. Sity,ty € T) cumplen p™ C t; C t3, entonces sucr, (t2) C sucr, (t1).

f) Para cada ¢ € sucr, (p™), se cumple que

|{y € sop(p) | & es admisible para p?}| < §°.

Usaremos las notaciones siguientes sobre arboles:
T/s={teT|s"teT}, T[s]={teT|sCt},

sTT ={s|;|i€DspU{s"t|teT},

es decir, s T es el arbol de tronco s que resulta de prolongar s con las sucesiones
de T.

Consideramos a [P como c.p.o. con la relaciéon de orden respecto a la cual se
cumple p < ¢ si:

a) sop(q) C sop(p).
b) Para cada v € sop(q) la sucesion p? extiende a ¢7.

c) p™@ eT,.
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d) Para cada v € sop(q), pongamos que ¢7 = (¢3,...,4q}) ¥y

pm(q) = (qgl(q)7 A '?q;n(q)7pnm£(§_)7 A 7pz(q))

(q)

y sean < i < n' el maximo indice tal que p;"? no es admisible para ¢7.

Entonces®
DY = (a0 @ Ty (DI )s s TG ().
€) T(p),m(q) transforma T}, /p™ en un subarbol de Tq/pm(‘”.
f) Para cada v € sop(q) y todo 6 € sucy, (p™) admisible para p?,
Tm(p)7(0) = Tm(a) (Tm(pym(a) (9)):

Observaciones Aunque todas las medidas U, son medidas en k, conviene
pensar que son medidas en p copias “distintas” de x, conectadas por las apli-
caciones m,3. Cada condicién p € P contiene informacion parcial para la cons-
truccién de p sucesiones en estas p “copias” de k, de modo que cada sucesiéon
p? debe “pensarse” como una sucesion finita en la -ésima copia de k.

Cada condicion p € P tiene dos sucesiones destacadas (que eventualmente

pueden coincidir), p* y p™. Si son distintas y la segunda es (py*,...,po" ), en-
tonces la primera estd determinada como ((p*)?,. .., (p7_;)°). Todas las demas
sucesiones p? (si las hay) estan obligadas a que la sucesion ((pg)°, ..., (p}_1)%)

cumpla (pY,,.)° > (pm..)° = p=.., por la propiedad d) de la definicién de P, es
decir, las sucesiones® correspondientes a las sucesiones intermedias deben subir
al menos tanto como p,. El arbol T}, empieza por p™ y contiene las extensio-
nes admisibles de p™ en las extensiones de p, como indica la condicion ¢) de la
definicién de <. El conjunto de ordinales admitidos para prolongar p™ esta en
Un(p), y los conjuntos de posibles extensiones subsiguientes forman una sucesién
decreciente.

Para formar una extension p < ¢, la sucesion p”9 hay que elegirla en Ty,
segin ya hemos dicho, y ésta determina a su vez las extensiones de todas las
sucesiones ¢7 con 7 € sop(q), por la propiedad d) de la definicién de <. Sobre
las sucesiones nuevas que aparecen en p no hay mas restriccién que el hecho de
que sus sucesiones” deben llegar al menos tal arriba como p*.

La propiedad e) establece que T, se obtiene esencialmente restringiendo T,
aunque hay que mediar con la funcion m,,)m(q) Para que cada conjunto de
extensiones posibles esté “en la copia adecuada” de k. Por tultimo, la propiedad
f) exige que se cumpla localmente una propiedad de conmutatividad que no
podemos garantizar globalmente. L]

Vamos a probar que la relacion que acabamos de definir es realmente una
relacion de orden en IP. La reflexividad es trivial, y la antisimetria se comprueba
sin dificultad (si bien no la vamos a necesitar para nada). Probaremos que la
relacion es transitiva. Para ello consideramos condiciones p < ¢ < r y veamos
que se cumple p < r.

3Notemos que un ordinal § < k es admisible para ¢ si y sélo si lo es Tm(q)y(0)s ya que
7r’Yi€(7rm(q)’y(6)) = ﬂm(q)n((s)'
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Las propiedades a) y b) de la definicion son obvias. Para que se cum-
pla ¢) tenemos que probar que p™") € T,.. Por c¢) sabemos que p™a) ¢ T,
y por b) que p™@) extiende a ¢, luego p"™9) = ¢™t, con t € T,/q™. Por
e) resulta que? Tm(g)m(r)[t] € T,/q"™"). En particular, esto significa que to-
dos los elementos de t son admisibles para ¢™("), luego d) se reduce asi a que
pm(r) = qm(r)/\ﬂ—m(q)m(r) [t]7 luego pm(r) € T;.

Para probar d) tomamos 7 € sop(r). Entonces ¢™(") = 75,55, de modo
que ¢ = 777 Ty ()4 [52], donde ty es la parte anadida a r™ admisible para r7.
Analogamente, p"™(9 = ¢"™"t; " t,, de modo que p? = Q" Tm(q)y[te], donde to
es la parte anadida a ¢™ admisible para ¢7. Por otra parte, en la prueba de c)
hemos visto que

pm(’l“) — qm(r),\ﬂ-m(q)m(r) [tl/\tQ] — rm"sl’\SQ’\ﬂ-m(q)m(r) [tl/\tQ]
En particular vemos que t{ extiende a s9, que es la parte final de (¢7)°. Esto
significa que en realidad t9 = @, y p"(@ = ¢ "ty y
m(r) = Tmﬂsl/\SZ/\Trm(q)m(r) [tQ]
Por consiguiente, de toda la parte de p”(") anadida a r™, la parte admisible
para 17 es 827 Ty (q)m(r)[t2] ¥ vemos que

p’y = q’YAﬂ—nL(q)'y[tﬂ = T’YAﬂ—nL(T')'y[SZ]AW’m(q)’y[tQ] = T’Y/\W'm(r)’y[52r\7rm(q)7n(7') [tQHa

donde al final hemos usado la propiedad f) para ¢ y r. Esto es correcto porque
pD) = gmty e Ty, luego cada § = t9(7) es admisible para ¢ por definicién
de tp y esta en sucr, (¢™) por la propiedad e3) de la definicion de IP (aplicada a
la condicion q).

Veamos la propiedad e), es decir, que Tm(p)m(r) transforma Tj, /p™ en un
subarbol de Tr/pm(r). Sabemos que 7y, (pym(q) transforma 7}, /p™ en un subéarbol
de Tq/pm(q) Y qQUe Ty (g)m(r) transforma 7;/q™ en un subarbol de T, /g™,
Ademas, si p™@ = ¢™t, entonces t“Tq/pm(q) es un subérbol de T, /¢™, luego
Tm(q)m(r) 10 transforma en un subarbol de 7, (g)m(r) [t]~T./¢™"), que es un
subarbol de T,./p™") porque ya hemos visto que p™(") = ¢ T (q)ym(r) [E]-

En suma tenemos que M, (p)m(q) ©Tm(q)m(r) transforma T}, /p™ en un subarbol

m(r) ~

de T, /p™("). Ahora basta aplicar la propiedad f) para p y ¢ con v = m(r) para
concluir que dicha composicion es 7, (p)m(r)- Notemos que la composicion envia
cada t € T),/p™ a un elemento de T, /p™) lo cual implica en particular que
los elementos de ¢ son admisibles para p™), y todos estan en sucr, (p™) por la
propiedad e3) de la definicion de P.

Probamos, por ultimo, la propiedad f). Para ello tomamos v € sop(r) y un
ordinal § € sucr, (p™) C T,/p™ admisible para p?. Entonces por e) tenemos

4Usamos la notaciéon Tm(q)m(r)[t] Para representar la sucesién que resulta de aplicar
Tm(q)m(r) @ cada término de ¢.
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que € = Ty (p)m(q) (0) € sUCT, (pm™@)) sucr, (¢™) y es admisible para ¢7. Por f)
para q y r tenemos que
Tim(g)7(€) = T )y (Tm(q)m(r) (9))-

A su vez, por f) para p y ¢ resulta que
Tm(p)y (6) = Tm(gyy (Fm(pym(a)(9)) = Tm(q)(€)

= () (Tm(gym(r) (€)) = Ty (Tm(pym(r) (9)),
donde la dltima igualdad se sigue de f) para p y ¢:

T (q)m(r) (€) = Tm(@ym(r) (Tm(p)m(q) (0)) = Tm(pym(r) (9)-

Aqui hemos usado que ¢ es admisible para p™("), lo cual se cumple por la
propiedad e) ya demostrada. n

Observemos que P tiene un elemento méximo, la condicion 1 determinada
por sop 1 = {k}, 1, = @ y con T igual al arbol de todas las sucesiones crecientes
en mo[A].

Si p, ¢ € P son distintas de 1, definimos p <* ¢ si p < ¢ y para todo vy € sopgq
se cumple p? = ¢7.

El teorema siguiente recoge un ajuste técnico que usaremos en repetidas
ocasiones:

Teorema 11.10 Sean p, q € P tales que se cumple la definicion de p < q salvo
a lo sumo por la propiedad f). Entonces existe una condicion p' € P que se
diferencia de p dnicamente en que T, es un subdrbol de T), y que cumple p' < q.

DEMOSTRACION: Llamamos X = sucr, (p*™) € Upyp). Para cada § € X
llamamos

Bs ={vy €sopq|vy#m(q) AJ es admisible para ¢ }.

Tenemos que |Bs| < §°, porque p € P. Claramente, si dos ordinales 4, ¢ € X
cumplen 6° = €Y, entonces Bs = B, y si € < §° entonces B, C Bs. Ademas, si
el conjunto {€” | € € X} N 3% no estd acotado en §°, entonces

Bs={Bc|e€ X Ne¥ <.

Por ultimo, | J{Bs | § € X} =sop(q) \ {m(q)}.

En efecto, dado v € sop(q) \ {m(q)} tal que ¢° # @ (en caso contrario la
conclusion es trivial) entonces obviamente & \ (¢,.)° € U, lo que implica que
W%}p)n[/{\ (@ax)°] € Upn(p), luego también X N ﬂ;%p)m[n\ (@ax)°] € Up(py, v si

0 esta en esta interseccion entonces v € Bg.

Esto nos permite construir una enumeracion {v,},<. de sop(q) \ {m(q)} tal
que para cada § € X se cumpla Bs C {vy},<s0-
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En efecto, sea {( }c<, una enumeracion creciente de {6° | § € X}, hemos
visto que si (. = 6%, podemos definir B/ = Bso sin que importe la eleccion
de §. Partimos de una enumeracion {7y, },<¢, de Bj, supuesta definida una
enumeracion {7y, },<¢. de Bl, la extendemos hasta una enumeracion {y,},<¢.,

de Bl 1, y si (* = | (e, o bien ¢* < (3, en cuyo caso podemos extender
e<
la enumeracion {v,},<¢+ hasta una enumeracion de B}, o bien ¢* = (y, en

cuyo caso {V,}n<c+ es ya una enumeraciéon de BY. Es claro que de este modo
obtenemos la enumeraciéon requerida.

Para cada n < k, por la propiedad e) de la pagina 310 podemos tomar un
conjunto Cy € Up,py tal que C;) C X y para todo d € C); se cumpla la relacion

Tin(p)rm (0) = Tm(q)yy (Tm(pym(g) (9))-
Sea C=XN AC,={0€X|N\p<é°6€Cy} € Upp.

n<k
Ahora definimos 7T,y como el 4rbol que resulta de cortar con C cada nivel
del arbol T, por encima de su tronco p™. La condicién p’ es la determinada por
este arbol y las sucesiones de p. Del hecho de que p € P se sigue trivialmente
que p’ € P. Vamos a probar que p’ < q.

Todas las condiciones de la definiciéon de p < ¢ se cumplen trivialmente salvo
la altima. Para probarla tomamos v € sop(q) y 0 € sucr,, (p'™) admisible para
p"7. Tenemos que probar que

Tin(p)7(0) = T (q)y (Tm(pym(a) (9))-

Si v = m(q) la igualdad se cumple trivialmente, pues m,(q)m(q) €s la identi-
dad en A. Supongamos, pues, que v € sop(q) \ {m(q)}. Entonces v € Bs por
definicion de Bj, luego existe un n < 6° tal que y = ~,,. Como § € C, se cumple
que ¢ € Cy,, de donde se sigue la conclusion. n

El teorema siguiente prueba la existencia de condiciones no triviales®:
Teorema 11.11 Sig€P y o € p\ &, existe p <* ¢ tal que o € sopp.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que « ¢ sopg, pues en caso contrario
basta tomar p = ¢. Supongamos en primer lugar que kK < a < m(q). En
tal caso basta tomar como p la condiciéon que coincide con ¢ salvo que esta
definida ademas la sucesion p%, que es cualquiera que cumpla la condicion d)
de la definicién de P. El resto de la definicién de condicion y todas las clausulas
de la definicion de p <* ¢ se cumplen trivialmente.

Consideremos ahora el caso en que o Z m(q). Como (i \ K, =) es k-
dirigido, existe un 8 € p \ k tal que m(q) < 5, @ < 8. Basta probar que ¢ se
extiende a una condicién p tal que S € sopp, pues si § # « podemos aplicar

5Observemos que cualquier sucesién finita creciente en mp[A] determina una condicién p
de dominio {k} tal que p” es la sucesion dada y T}, es el arbol de las sucesiones crecientes
en mo[A] que empiezan por p¥ o estan contenidas en p®. Aplicando el teorema obtenemos
condiciones con soportes finitos mayores.
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el caso anterior para extender a su vez p a una condicién con « en su soporte.
Equivalentemente, podemos suponer que m(q) < a.

Ahora definimos p* como la condicién que resulta de extender g con una
sucesion p*® en A tal que® ., [p*¥] = q. = pi. Observemos que p*™ = p*“, por
lo que con esta elecciéon se cumple la propiedad ¢) de la definicion de condicion.
Definimos Ty« = p*™ ™ {s € ASY | mo m(q)[s] € Ty/q™}. Veamos que p* € P.

Es claro que cumple las condiciones a) y b), la condicién c) se cumple por la
eleccion de p®, esto a su vez implica que si p*™ # @, entonces, para -y € sop p*
distinto de « se cumple que

0

(T ()7 (Praa))” = (T (G15x))” = (Tay (Gimas))” = (Tonay (@hmase))’

luego 7y, (p+ ) (Pinay) DO es admisible para g7 = p*?, y esto es trivialmente valido
para vy = o = m(p*). Por lo tanto p* cumple la condicién d). La propiedad f) es
inmediata, pues si ¢ € sucr,. (p*™), entonces Ty, (p+)m(q)(d) € sucr,(¢™), luego

|{y € sop(p*) | § es admisible para p?}| < §°,

ya que esto vale con ¢ en lugar de p* y con T, (p+)m(q) () en lugar de 4, y al
restringir el conjunto a sop(q) perdemos a lo sumo un elemento, y si v € sop(q),
la admisibilidad de § para p” = ¢ equivale a la de 7., (p+)m(q)(0) (Podemos
descartar el caso en que m(q) = k pues entonces el conjunto es finito y la
condicion se cumple trivialmente).

Solo falta demostrar la propiedad e). Por construccion p*™ esta en el tronco
de Ty~ y sucr,. (p™™) = W:n%p*)m(q)[suc;rq(qm)] € Up(p+). Por tltimo, si se
cumple p*™ C p*™ " t1 C p*™ " ta, entonces

*71M

q" C ¢ Tmpym(g) [t1] C 4" T ym(q) [t2],

m m

luego sucr, (¢ T (p=ym(q)[t2]) C sucr, (™ Tmp=)ym(g)[t]), ¥ entonces apli-
cando ﬂ;}p*)m(q) llegamos a que sucy, . (p*™ " t2) C sucr,. (p*" " ty).

Con esto tenemos probado que p* € P. Sin embargo, no cumple necesaria-
mente p* < g. En realidad se cumplen trivialmente todas las condiciones de la
definicion salvo quiza la tltima, la propiedad f), pero ahora podemos aplicar el
teorema anterior, que nos da una condicion p € P tal que p < ¢q. Ademas, p
solo se diferencia de p* en el arbol, por lo que obviamente p <* ¢ y a € sop(p)).

u

El c.p.o. de la seccién precedente cumplia la c.c. k. Ahora podemos probar
un poco menos:

Teorema 11.12 P cumple la c.c. k+T.

DEMOSTRACION:  Sea {pq}a<x++ una familia de condiciones de P. Por
el lema de los sistemas A podemos suponer que la familia de sus soportes es
cuasidisjunta de raiz r. Como hay a lo sumo  sucesiones finitas crecientes® en

6 Aqui usamos que g es una sucesién en mo[A] = Taw [A].
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A C K, hay a lo sumo x™ posibilidades para cada py|., luego restringiendo la
familia podemos suponer que todas las condiciones coinciden en r. Similarmente,
como hay « posibilidades para p]J', podemos suponer que todas ellas son iguales
a una misma sucesiéon t. Més aun, el nimero de subarboles del arbol de todas
las sucesiones finitas crecientes’ en A es a lo sumo 7, luego también podemos
suponer que todos los arboles T}, son un mismo arbol 7. Ahora basta probar
que dos condiciones p y ¢ tales que para todo v € sop(p) N sop(q) se cumple
p? =q7, p" =q™ y T, =T, son compatibles.

Sea o < p un ordinal tal que Ay € sop(p) Usop(q) v < a. Por el teorema
anterior existe una condicion p’ <* p tal que o € sopp’. Méas atin, en la prueba
se ve que podemos exigir que sop(p’) = sop(p) U {a}.

Sea r la condicion dada por sop(r) = sop(p’) Usop(q) y de modo que r? = p7
paray € sop(p’), r7 = ¢7 para~y € sop(q) y T" = TP . Notemos que ciertamente
r € P. La condicion d) se cumple por la f), ya que

Ty (M) = (M)’ = (Max)” = (Do)’ = (@hhax)® = (Phax)” = (@imas)”-

La condicién e) se cumple porque si § € sucy, (r'™), entonces

T (rym(p)(0) € sucr, (p™) = sucr, (¢™).

Es claro ademas que r < p’ < p, pero no podemos asegurar que r < q.
Las cuatro primeras propiedades de la definicién se cumplen trivialmente, y la
propiedad e) se cumple también si pasamos a una condicion r’ que coincide con
r salvo por que T, /r'™ =T, /r™ ﬁw;}r)m(q) [Ty/q™]. Es claro que ' € Py sigue
cumpliendo ' < p, y ahora se cumple 1’ < ¢ salvo quiza por la propiedad f),
pero ésta se garantiza mediante el teorema 11.10. La condicién 7/ que nos da
este teorema se diferencia de r inicamente en que 7, es un subarbol de T;., por

lo que claramente sigue cumpliéndose que "’ < p, y ahora ademéas "’ < q. =

El analogo al teorema siguiente era trivial en el caso del c.p.o. de la seccion
precedente, y lo hemos usado varias veces de forma implicita:

Teorema 11.13 P con el orden <* es k-cerrado.

DEMOSTRACION: Sea A < ky sea {ps}s<x una sucesion de condiciones de P
decreciente respecto de <*. Podemos tomar « € p \ & tal que m(ps) < «, para
todo § < A. Sea p = |J psU{(,t)}, donde t es una sucesion creciente’ en A
tal que Tax[t] = pf. <

Definimos T), = ¢t~ () 7r;71n(p5) [Ty, /5] N B), donde B es el arbol formado

o<

por las sucesiones finitas en A N 7y [\ A]. Con esto tenemos definida una
condicion p € P. En efecto, las condiciones a), b), ¢) se cumplen trivialmente,
la condicién d) se cumple porque si 7y € sop(ps) entonces () (Piay)® =
(P§)max = (PP ax)’s ¥ Piinax 1O es admisible para p] = p7. De la condicién e)
la Gnica parte no trivial es la segunda, pero, como x\ A € Uy, se cumple también
que 7y [k \ A] = 75}k \ ] € U,, luego si t™s € T}, , entonces

sucr, (t7s) = 6ﬂ)\ W;é(pé)[sucha (PP Tamps) (S]] N g i\ A] € Us.
<
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Por tltimo, la propiedad f) se cumple porque si 6 € sucr, (p™), por cons-
truccion 60 > Xy
{7y € sop(p) | 0 es admisible para p”} =

U {7 € sop(ps) | § es admisible para p}},
<A

que es una unién de A < §° conjuntos de cardinal < §°.

Como es habitual, se cumplen todas las condiciones de la definiciéon de p < ps
excepto a lo sumo la dltima, y el teorema 11.10 nos da una condicién pj5 que
se diferencia de p tnicamente en que T}, es un subarbol de T, de manera que

ps < ps. Ahora basta tomar T = [ Tp37 lo cual determina una condicion
O<A
p” € P que cumple p” <* ps para todo § < . "

Ahora probamos el resultado fundamental, analogo a 11.4:

Teorema 11.14 Para toda formula ¢(x1,...,x,), dada una condicion ¢ € P y
nombres o1,...,0, € VE, existe p <* q tal que p || ¢(o1,...,00).

DEMOSTRACION: Tomemos 7 > & tal que V;, sea un modelo de (el suficiente)
ZFC y consideramos N < V,, tal que Vi1 U{q, ,P,01,...,0,} C N, |N| =x™
y N* C N. Para ello basta construir una sucesién de niicleos de Skolem

NOZN(VH+1U{Q,/,L,IP})7 NaJrl:N(NaUNS)y N)\: U N6
<A

y finalmente N = N,+. En particular sop(q) C NN (pu\ k) y INN(p\ k)| < kT,
luego podemos tomar « € p\ x tal que A6 € NN (u\ k) § < . El teorema 11.11
nos da una condiciéon ¢’ tal que ¢’ <* ¢ y a € sop(q’). Mas concretamente, la
prueba muestra que podemos exigir que m(q’) = a 'y que sop(q’) = sop(q) U{a}.

Llamemos Py al conjunto de todas las sucesiones p € N cuyo dominio es
un subconjunto de i\ x de cardinal < k que representaremos por sop(p), que
contiene a k, y de modo que si ¥ € sop(p) entonces p? es una sucesion finita
creciente” en A (salvo si v = , en cuyo caso sélo exigimos que sea creciente).

Vamos a trabajar con condiciones de la forma [p,t,T] = (p U {(,t)}, T),
donde p € Py, T es un subarbol del arbol de las sucesiones finitas crecientes®
en kK yt e T. Observemos que un objeto de esta forma no es necesariamente
una condicién.

Dado [p,t,T] (sea o no una condicién) y una sucesion finita s de manera que
t™s € T, representaremos por [p,t,T)]s al objeto [p,t s, T] determinado por las
condiciones siguientes:

a) sop(p) = sop(p).

b) Si vy € sop(p) y 8 = 81782, donde los términos de s; no son admisibles
para p” y los de sy si que lo son, entonces p? = p7 " may [S2].

o) T = T/,
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Es inmediato que si [p,t,T] € P entonces [p,t,T]s € P, [p,t,T]s < [p,t,T].

Vamos a demostrar que existen p € N y un subarbol T' de Tj tales que
[p,¢™,T] € P, [p,¢™,T] <* ¢ y [p,¢™,T] || . Con esto quedara probado el
teorema. Supongamos lo contrario.

Vamos a construir una sucesion de condiciones {[pn, ¢, Tn]}new, decre-
ciente para <*, con [pg, ¢, To] = ¢’ y de modo que si t € T;,/¢'™ tiene longitud
n > 1 y existe una condicion [r,¢"™"t, R] tal que [r,¢™, R] <* [pn,q™, Thl:
y [rd™, R] Ik ¢ (resp. [r,¢'™ R] I+ —¢), entonces [p,,q™ Ty): I ¢ (resp.
[pnvqlmaTn]t IF _‘¢)

Ademés, si ty, tg € T, /¢'™ tienen ambas longitud n > 1, entonces

[Dn, @™, Tple, I ¢ (resp. =¢) < [pn,d™, Thli, I ¢ (resp. —o).

Fijemos n > 1, supongamos construida [p,—_1,¢™,T,—1] y fijemos una enu-
meracion {ts}sex del nivel n-simo de T},_1/¢"™ de modo que si §; < d2 entonces
t61max < t62m3x~

Vamos a definir recurrentemente una sucesion {ps}s<. en Py creciente res-
pecto de la inclusion y una sucesion de arboles {Ts}s< .

Supongamos definidos p, y Te para todo € < §. Si ¢ = 0 llamamos p§ = p,_1,

y en caso contrario definimos p§ = |J p. (que estda en N porque N® C N). En
€<
ambos casos p§ € Po. Sea [p§,q),, Tn-1lt; = [P5,¢"™ ts,T,_1]. Distinguimos
dos casos:
Si existen p§’ € Py y un arbol T tales que p§ C p§' vy [p§', ¢ t5,T5) || ¢,
entonces definimos ps = p§ U (p§’ \ p5). En caso contrario tomamos ps = p§
y Ts = Tp—1[¢"™ " ts]. En ambos casos ps; extiende a pj, luego a todas las

sucesiones anteriores.

Ahora definimos p, = |J ps € N. Sea X = {tsmax | 6 < K} € U,. Para
cada € < K sea o<k

C - X si no existe ningtin § < k tal que t =,
T U N{suery (™ ts) | 6 < K ALY, = €} en otro caso.

Observemos que C, € U,, pues si € es de la forma t) € A, la propiedad e)
de la pagina 309 nos da que Y, = {¢’ € A | ¢ = ¢} cumple |Y.| <k y

(0<r|t§px=e= U {0 <k|lsmax =€}
€EY,

tiene también cardinal < k, y la construcciéon de los drboles T muestra que los
conjuntos sucy, (¢ " ts) estan todos en U,. Sea

X*=XnN A*C. € U,.

e<K

0

9 e < €9 se cumple que € € Oy,

Asi, si e € X*, para todo § < k tal que n =t
luego € € sucr, (¢™ " ts).
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Llamemos T al arbol que se obtiene de T;,_; sustituyendo T),_1/¢"™ " ts por
Ts/q™ " ts, para cada § < k, y cortando todos los niveles por encima de ¢'™
con X*. Vamos a ver que p* = [p,,¢™,T] € P.

Las condiciones a) y b) se cumplen trivialmente por construcciéon. La pro-
piedad c) también es inmediata, pues p** = ¢" = ¢ y p*™ = ¢'™, y basta
tener en cuenta la propiedad correspondiente para ¢’. Para probar d) toma-
mos v € sop(p*), y no perdemos generalidad si suponemos que v # a. Si
v € sop(pn—1), entonces trivialmente ¢ = pp* ;... no es admisible para
p*? = p)_,, porque [pn—1,¢™,T,—1] € P. En caso contrario, existe un mi-
nimo § < k tal que p*7 = pJ, pero entonces tsmax N0 es admisible para p] y
(@) <9 s Tuego ¢/t tampoco lo es, y esto equivale a que () (qiy)
no lo sea. La propiedad e) se comprueba sin dificultad.

La tnica propiedad que requiere algo mas de atencion es la f). Fijemos

€ € sucr,. (p*™) y sea
B, = {v € sop(pn) | € es admisible para p]}.

Tenemos que probar que |B.| < €. Si v € B, \ sop(pn_1), podemos considerar
el minimo 6 < & tal que v € sop(ps). Entonces no puede ser ps = pY, luego
ps = PLU(PY\ps) v, concretamente, p? = pJ = pys'7, luego 5 max 10 es admisible
para p¥ (porque [p§’,q"™ " ts5,Ts5] € P), pero € si que lo es, luego tiene que ser
tg max < 60'

Para cada § < k, sea B.s el conjunto de los 7 tales que § es el minimo ordinal
tal que v € sop(ps) y € es admisible para p] = p]. Asi, hemos probado que

B.=U{Bs |5 <At < "}U{y € sop(pn_1) | € es admisible para p) ;}.

6 max
Como [pn-1,¢™,T,—1] € P, teniendo en cuenta que € € sucy,_,(¢'™), el
altimo conjunto tiene cardinal < 0.
Por otra parte, [{§ < k |t .. < €"}| < €%, pues, obviamente, el conjunto

A. = {0°] 8% < €°} tiene cardinal < €%, y por la propiedad e) de la pagina 309
sabemos que, para todo §; € A, el conjunto As, = {6 € A | §° = §;} tiene
cardinal < €% y

<t <= U U <kl =d}

6 max d max
01€A 0€As,

y cada uno de los conjuntos de la derecha tiene cardinal 6; < €°. Por lo tanto,
basta probar que |Bes| < €V, para cada § < k tal que t3 < €Y.

d max
Segtin hemos visto, tiene que ser ps = pf U (py' \p}) v p” = p) = p; '. Como
eec X*y t‘g max < €®, tenemos que € € sucr; (¢™ " t5), y teniendo en cuenta que

s =[Py, ¢ ts,Ts] € P, resulta que

[{~ € sop(p}) | € es admisible para p;”}| < €,

pero B,s esta contenido en el conjunto de la izquierda, pues si v € B, entonces

¢ es admisible para p) = p; ' = p;”. Asi pues, |Be;| < €.



11.2. La HCG en cardinales singulares 321

Es claro que p* = [pn, ¢, T] <* [pp—1,q"™, Thn1]-

Veamos ahora que la condiciéon que acabamos de construir cumple la primera
de las dos propiedades que queremos que tenga [p,,q™,Ty], es decir, que si
t € T/¢"™ tiene longitud n y existe una condicion [r,¢™ ¢, R] € P tal que
[r, g™t Rl < [pn,d™, Tl y [r,¢™ 7, R] - ¢ (vesp. [r,¢™"t, R IF =),
entonces [pn, ¢, T IF ¢ (vesp. [pn, q™, T]: IF —¢).

En primer lugar, existe un § < k tal que t = t5, y la existencia de r y R
implica que en la construccion de ps se da el caso no trivial ps = pj U (p§’" \ p5),
pues si p’ = [pn, ¢'™, Ts,, entonces, como pj§ C py, es claro que ps C p’ C r.

Consecuentemente, ps = [pn, ¢, T]s <* [P§', ), "ts,Ts|, pues para formar

[Dn,q"™, T]:s las sucesiones p) con «y € sop(py’) se extienden precisamente hasta
ps =05y Tps /(@™ ts) = T/(¢™ t5) es un subérbol de T5/(¢'™ ts) (el
que resulta de restringirlo a sucesiones en X*). Asi pues,

[Tv q/mf\t&R] S* [qulmaT]té S* [P:;ll»qznf\téaTél

Ahora la conclusién es inmediata: las condiciones de los extremos deciden ¢,
luego la central también lo decide, y las tres tienen que hacerlo en el mismo
sentido.

Veamos ahora como refinar la condicion hasta otra que cumpla también la
segunda propiedad. Descompongamos

Niv,(T/q¢"™) = P{* U Py U Py,

donde P* esta formado por las sucesiones ¢ tales que [p,,¢™,T): IF ¢, el con-
junto P} esta formado por las que cumplen [p,,, ¢, T]: IF =¢ y Pi contiene las
restantes. ) ) _

Supuestos definidos conjuntos tales que Niv;(T/¢™) = P} U Py U P{, defi-
nimos Pij ~! como el conjunto de las sucesiones ¢ € Niv,;_1(T) tales que

{6er|tdeP}eU,,

y es claro que también Niv,_(T/¢"™) = Pljf1 U ng1 U qu. Llegamos asi a
que
Nivy(T/q™) = sucr(¢™) = P} U Py U P},

luego existe un ¢ tal que Pi1 € U,, y es facil ver que esto se traduce en que
podemos “podar” el arbol T hasta un subarbol T;, de tronco ¢ de modo que
Niv,, (T /q"™) = P" y que siga cumpliendo la propiedad e) de la definicion de P.

Es claro entonces que [p,,¢™, T, €Py
[pn7 q/m7 Tn] S* [ ny q/m7 T} S* [pn—lv q/m’ Tn—l]-

Veamos que esta condiciéon cumple las dos propiedades requeridas. Para
toda t € T,/¢"™ de longitud n, si existe una condicion [r,¢™"t, R] € P tal
que I:T7 q/T’LAt7 R} S* [pn7q/m)T’ﬂ]t y [r7 q/m/-\t7 R] ”_ ¢ (resp' [r7 q/7n,-\t’ R] ”_ ﬁ¢)7
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entonces [r,¢™ " t, R] <* [pn, ™, Tnlt <* [pn,q™,T]s, y hemos probado que
entonces [p,,q™,T]; I+ ¢ (resp. [pn,¢™,T): Ik —|¢) esto a su vez implica
que [pn, ™, Tplt Ik @ (vesp. [pn, ¢™, Thlt H— —¢). Esto prueba que [pn,q™,Ty]
cumple la primera propiedad.

En particular vemos que [pn,q™,T): I+ ¢ (vesp. [pn, ™, T]: Ik —¢) siy
solo si [pn,q™, Ty IF ¢ (resp. [pn,q ,Thlt IF —¢), pero todas las sucesiones
t € T,,/¢'"™ cumplen [p,, ¢, T); IF ¢, o todas cumplen [p,, ¢™, T]; IF —¢, o nin-
guna cumple ninguno de los dos casos, luego lo mismo vale para las condiciones
[Pn, ™, Ty,] que, por consiguiente, cumplen también la segunda propiedad.

Asi pues, tenemos definida la sucesion {[p,, ¢, Ty} new, ¥ €l teorema 11.13
nos da una extensiéon comin respecto a <*. De hecho, teniendo en cuenta que
los soportes de todas las condiciones de la sucesion tienen el mismo maximo «, es
facil ver que la prueba puede modificarse (simplificarse, de hecho) para concluir

que la extension puede tomarse de la forma [p, ¢, T], donde p = |J p, € N.
new
Las dos propiedades que cumplen los términos de la sucesién que hemos

construido tienen la traduccién siguiente:

a) Para toda sucesion t € T/q¢'™ no vacia, si emste [r ¢d™ " t,R] € P tal
que [r,q"™, R] <* [p,¢"™, T}t y [r,¢™, R] Ik & (resp. [r,q'™, R] IF —¢), entonces
[p,q™ T IE ¢ (resp. [p,q™ T¢Ik =¢).

b) Sit1, to € T/¢'™ tienen la misma longitud n > 1, entonces

m
En Lﬁ’egto % fa“f)rd())ba<r aﬁ bsgsr)vamos qu s(i? t tlellxé longltué n > 1,¢2>htonces
[T7 q,ma R] S* [p7 q/m7 T]t S* [pn7 qlma Tn]t7

luego [pn, @™, Tt IF & (resp. —¢), y esto implica que [p, ¢"™, T]; I+ ¢ (resp. —¢).

En particular,

[p7 ) ] I+ ¢ (resp. "(b) And [pn7q/maTn]t I+ d) (resp. ﬁ¢>7

y sabemos que la parte derecha no depende de ¢. Esto prueba b).

Veamos ahora que si t € T/¢'™ tiene longitud n > 0, entonces toda extension
de [p,¢™,T]; es compatible con una condicion [p, ¢"™, T]w, para cierta sucesion
t' € T/q"™ de longitud n + 1.

Sea, pues, r < [p,¢'™,T);. Entonces r* € T'y ¢'™ ™t C r®. Supongamos en
primer lugar que la inclusion es estricta, de modo que existe un ¢’ € T/¢"™ de
longitud n + 1 tal que ¢'™t' C r*. Basta probar entonces que r < [p, ¢'™, T .

Llamemos p(t) = [p,¢"™, T]y y p(t') = [p,¢"™, T
a) Ciertamente sop(p(t')) = sop(p(t)) C sop(r).
¢) También es claro que r™ @) = pm@®) ¢ Tpry = Tlg™t'].

Para probar las propiedades b) y d) tomamos

v € sop(p(t')) = sop(p(t)),
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y sea rmP)) = gmop g — gmopy S = p(t)™ Tt Ts. Sabemos
que r7 se obtiene adjuntando a p(t)” los términos admisibles de la sucesion
T (p(t )y tmax 8] ¥ P()Y = p(t)Y " T (p(r))y (tmax), 1uego 77 se obtiene adjun-
tando a p(t')” los términos admisibles de la sucesion 7, (+/))[s]. Esto prueba
d) y, en particular, muestra que p(¢')Y C 7, luego también tenemos b).

La propiedad e) es inmediata, pues Tm(rym(p(¢)) transforma T;./r™ en un
subérbol de Ty /r™P®) = T, /r™®E) . La propiedad f) se cumple trivial-
mente.

Falta considerar el caso en que r® = ¢™ ™t = p(t)™. Tomamos € € sucy, (r™)
que sea admisible para p(t)™ y consideramos una extension v’ < r con el mismo
soporte que r de modo que si v € sop(r) cumple que € es admisible para 7
entonces 17 = 7777, (), (€), y en caso contrario 17 = r7.

Si hacemos T,» = "™ "T,/r"™ se cumple claramente que r’ € P, asi como
todas las propiedades de la definicién de ' < r salvo a lo sumo la tltima, que se
garantiza restringiendo 7T, segin el teorema 11.10. Es claro entonces que /' < r
y 7™P(1) extiende estrictamente a p(t)™, luego por la parte ya probada existe
un ¢’ que extiende a ¢ tal que ' < p(t'), luego r y p(t) son compatibles.

<

Como [p,¢™,T] € P, [p,¢™,T) qd y p € N, estamos suponiendo que
[p,¢™,T] = [p,q™,T)» no decide ¢. Ahora podemos concluir que ninguna
condicion [p,¢"™, T]; con t € T'/¢'™ puede decidir ¢.

En efecto, sabemos que todas las condiciones de la forma [p, ¢, T} (con
t' € T/¢"™ de longitud n + 1) fuerzan ¢, o bien todas fuerzan —¢, o bien
ninguna decide ¢. Si se diera uno de los dos primeros casos, como toda extension
de una condicion [p,¢™,T]; con t de longitud n es compatible con una de la
forma [p, ¢'™, T, tendriamos que el conjunto de las condiciones que fuerzan ¢
(resp. —¢) seria denso bajo [p,q™,T]:, luego esta condicion decidiria ¢. Asi
pues, si las condiciones [p, ¢'™, T]; con t de longitud n no deciden ¢, las de dicha
forma con t de longitud n + 1 tampoco lo hacen.

A su vez, de aqui concluimos que si [r, s, R] € P, [r, s, R] < [p, ¢'™, T, enton-
ces [r, s, R] no decide ¢.

En efecto, podemos expresar s = ¢ "t, con t € T'/¢'™, y entonces es claro
que [r, s, R] <* [p,q™,T]:, y hemos visto que si [r, s, R] decidiera ¢, también lo
haria [p, ¢'™, T}:.

Ahora bien, obviamente existe una condicion r € P tal que r < [p,¢™,T] y
r || #. Al elegir n al principio de la prueba, podemos tomarlo de modo que la
formula r || ¢ sea absoluta para V;,, por lo que 7 cumple lo requerido en V;, y, por
consiguiente, podemos tomar r € N. (Aqui usamos que [p,¢"™,T] € N.) Por el
teorema 11.11 podemos extender r a una condicién con « en su soporte, pero
entonces se trata de una condicion de la forma [r, s, R] que extiende a [p, ¢'™, T
y decide ¢, en contradicciéon con lo que hemos probado. m

A partir de aqui relativizamos la construccion de P a un modelo transitivo
numerable M de ZFC+HCG en el que exista un cardinal £ que cumpla las
hipotesis que hemos empleado. Sea G un filtro P-genérico sobre M. Para cada
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a < u\ K, definimos G, = {p € G | @ € sop(p)}, que es no vacio por 11.11, y
G* =JG,.

Se cumple que G* : w — K es cofinal creciente. Para probarlo fijamos n € w
y € < Kk y basta probar que el conjunto

Done={deP|acsop(d) AVkeDd* (k>nAd>e)}

es denso en P. Ya sabemos que toda condicién se extiende a otra con « en
su soporte. Falta probar que toda condicién p con « en su soporte se puede
extender a otra en dicho conjunto.

Sea ¢ = max{e,p2,.}. Como k\€ € U,, tenemos que W;}p)a[n\e’] € Un(p)s
luego podemos tomar & € Tl';ip)a[ﬁ \ €] Nsucy, (p™). Asi Trpya(d) > ey o
es admisible para p®. Ahora tomamos una sucesion s € T,/p™ de longitud
n + 1 que empiece por §. Definimos una condiciéon d con el mismo soporte
que p tal que d™ = p™ s y para todo v € sop(d), la sucesion d7 se define
como la prolongacion de p? determinada por la propiedad d) de la definiciéon de
<. Si hacemos Ty = p™ s 1T,/(p™ " s) obtenemos una condicién d € P que
cumple d < p salvo a lo sumo por la condicion f), pero esto se arregla con el
teorema 11.10 restringiendo el arbol 7. La condicion d asi definida cumple que
d* = p* " Tmpyals], que tiene longitud > n y df .. > Tmpa(d) > e Porlo
tanto d € Dy c.

Ejercicio: Probar que cada G* esta finalmente en todo elemento de U,.

Veamos ahora que si a # 3, entonces G # G®. Mas precisamente, si o < 3,
entonces G*(k) < G”(k) para todo k suficientemente grande.

Consideremos cualquier condicién p € P que tenga a « y § en su soporte.
Extendiéndola si es necesario podemos suponer que «, 3 < v = m(p). Por la
propiedad f) de la pagina 310 se cumple que X = {0 < k | Tya(d) < Ty5(0)} €
U,.

Si cambiamos T}, por el arbol que resulta de cortar con X todos sus niveles
superiores a p™ obtenemos una extension de p (que seguiremos llamando p) con
la propiedad de que

sucr, (p™) C {6 < K| Tm(p)a(0) < Tmp)p(9)}-

A su vez podemos extender p® y p° para que tengan la misma longitud. Por
ultimo tomamos d € sucr, (p™) admisible para p® y p?, y formamos una con-
dicién ¢ € P con el mismo soporte que p y de modo que ¢¢ = p* "y (6) si 6
es admisible para p¢ y ¢¢ = p¢ en caso contrario. El arbol correspondiente es
T, =p""6"T,/(p™d). Con esto hemos probado que toda condicién puede
extenderse a una que cumpla:

a) a,f € sop(q),
b) Dg* = Dq?,

C) qr(::lax = ﬂm(q)a(q;ﬁax)7 qrélax = Wm(‘l)ﬁ(qgax%
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d) sucr, (qm) C {5 <K ‘ 7Tm(q)oc(5) < 7r7n(q)ﬁ(5)}'

Por lo tanto, podemos tomar ¢ € G que cumpla estas condiciones. Asi, si k
esta fuera del dominio de ¢ y ¢°, entonces G*(k) = p*(k) y G?(k) = p(k),
para cierta condicién p € G que podemos suponer p < q.

Pongamos que p™@) = ¢™"t, cont € Tq/q™. Sucede que todos los términos
de ¢ son admisibles para ¢® y ¢”, por la propiedad c), luego p® = ¢* Ty (g)alt],
P’ = ¢ mplt], v por la propiedad b) resulta que G*(k) = mp(q)a(ti),
GP(k) = T(g)p(t:), para un mismo i, luego G*(k) < G®(k) por la propiedad d).

El teorema siguiente recoge los resultados que hemos probado junto con
algunos maés:

Teorema 11.15 Si M es un modelo transitivo numerable de ZFC + HCG y G
es un filtro P-genérico sobre M, entonces:

a) Todo subconjunto acotado de k en M[G] estd en M.
b) MIG] tiene los mismos cardinales que M.
¢) Las sucesiones G* : w — K son cofinales y distintas dos a dos.

d) En M[G] se cumple la HCG bajo s, pero 2% > p.

DEMOSTRACION: a) Sea P = (Px)™. Supongamos que existe z € M[G]
tal que existe A < k con  C A pero ¢ P. Sea x = 7¢ y sea p € P tal que
plFTCAANT¢P.

Los teoremas 11.13 y 11.14 nos permiten construir en M una sucesién decre-
ciente para <* de condiciones {ps}s<» tales que po <* py ps || 0 € 7. Una nueva
aplicacién de 11.13 nos da una condicién p* que extiende a todas las condiciones
de la sucesion. Si G es un filtro P-genérico sobre M tal que p* € G, entonces
¢ C Ay 7a ¢ PMk. Pero por otra parte 7¢ = {6 < A | p* IF 0 € 7} € M,
contradiccion.

b) Por el teorema 11.12 sabemos que P conserva todos los cardinales > k* 1 y
por la propiedad anterior (por el mismo argumento empleado en 11.6) también
conserva los cardinales < k, luego el propio k seguira siendo un cardinal en
MG, por ser supremo de cardinales. Solo falta probar que kT sigue siendo un
cardinal en M[G]. Esto lo demostraremos en el teorema siguiente.

¢) Lo hemos demostrado en los parrafos precedentes a este teorema.

d) La propiedad a) implica que si v < k es un cardinal™ , entonces se cumple
PMy = PMIGl, de donde (2¥)MIC] = (29)M = ()M = (yH)MIC]] donde
hemos usado que los cardinales < x en M son los mismos que en M[G].

Como G € M|[G], la aplicacion p\ kK — "2 dada por a — G* esta en M[G]
y es inyectiva, luego (2%)MIC] > 4. =

Esta pendiente demostrar un caso del apartado b) del teorema anterior:

Teorema 11.16 Si M es un modelo transitivo de ZFC + HCG y G es un filtro
P-genérico sobre M, entonces (k)M es un cardinal en M[G].
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DEMOSTRACION: Si (k%)™ no es un cardinal en M[G], entonces tiene que
ser & = cfMIE] (k)M < k, pero no puede darse la igualdad porque x es singular
en M[G]. Asi pues, £ < k. Sea g: & — (kT)M cofinal, g € M[G]. Pongamos
quengGyseaqEPtalqueqH—r:g—>R+ cofinal.

Razonando en M, tomamos un modelo N en las mismas condiciones que en
la prueba del teorema 11.14 (ahora con 7 € N), y como alli, fijamos un « € p\ k
tal que A0 € NN (u\ k) 6§ < a. Elegimos también una condicion ¢’ < ¢ tal
que sop(q’) = sop(q)U{a}. Usaremos la misma notacion [p, ¢, T] para (posibles)
condiciones de P.

Veamos que podemos construir una sucesion {ps}s<¢ en Py y una sucesion
de arboles {Ts}s<¢ de modo que {[ps, ¢, Ts]}s<¢ €s una sucesion decreciente
respecto de <* de condiciones que extienden a ¢’ y con la propiedad siguiente:

Para toda sucesion t € T5/q"™ no vaciay todo € < k™, si existe una condicion

[r,¢™"t,R] € P tal que [r,¢™, R] <* [ps, ™, Ts5]t v [r,d™, R] IF 7(0) = ¢,

entonces también [ps, g™, Ts); IF 7(5) = é.

En efecto, si suponemos construidas {ps}s<y ¥ {75 }s5<n, €l teorema 11.13 nos
da una condicion que extiende a todas las condiciones [ps, ¢, Ts], y el hecho de
que todas tengan soporte con el mismo méaximo nos permite adaptar la prueba

para garantizar que la extension es de la forma [p,, ¢, T, con p, = |J ps € N.
s<n
Ahora aplicamos a esta condicién toda la construcciéon considerada en la

prueba del teorema 11.14 (simplificada porque no necesitamos que se cumpla la
condicion analoga a la condicion b) de la pagina 322), considerando, en vez de
las dos formulas ¢ y —¢, las infinitas formulas 7(8) = €, para cada € < k. El
resultado es una condicién [p,, ¢, T,] que cumple lo requerido.

Una vez construida la sucesién, otra aplicacion del teorema 11.13 nos da una
condicion, que podemos tomar de la forma [p, ¢, T], tal que, para todo § < &
cumple [p,¢"™, T] <* [ps, ¢"™, Ts].

Obviamente, dado ¢ < &, existe una condicion 7 € Py un € < k™ de modo
que 7 < [p,¢™,T] y v I+ 7(8) = é&. El mismo argumento empleado en la prueba
de 11.14 nos permite tomar r € N y luego pasar a otra condicion de la forma
[r, g™ t, R], con t € T/q'™, y entonces [ps,q"™, Ts]; |- 7(8) = é. Pero |T| = &,
luego

He<wT |V <eVteT/d™ [p,d™ T) IF 7(5) = &}| < &,

luego el conjunto est4 acotado en k™, digamos por § < k*. Por consiguiente,
{e<k|VrePNNVs<&rlFr(d) =¢} Co.

Pero esto es imposible: como ¢ IF 7 : € — & cofinal, existen 7 < ¢, § < £ y

€ > 0 tales que r IF 7(0) = ¢, y como N es un submodelo elemental podemos
tomar r € PN N, en contradiccién con lo que acabamos de probar. L]

El teorema siguiente resume lo que hemos obtenido:

Teorema 11.17 Si M es un modelo transitivo numerable de ZFC + HCG en
el que existe un cardinal fuerte k y 6 € QM es un ordinal § > 2, entonces existe
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una extension genérica N de M con los mismos cardinales en la que Kk tiene
cofinalidad numerable, se cumple la HCG bajo k y 2% > Wy 45.

Notemos que no hace falta exigir que N, ;s sea regular porque siempre po-
demos cambiar é por d + 1. Conviene observar también que si § < k basta con
que k sea k + o-fuerte (ahora si, con R, s regular).

Asi pues, el menor cardinal que incumple la HCG puede ser singular (pero
necesariamente de cofinalidad numerable, por el teorema de Silver [TC 6.18]).

11.3 La HCG en XN,.

En dos modelos que hemos construido hasta ahora en los que falla la HCS,
el fallo se produce en un cardinal “grande”, no en el sentido de ser un “cardinal
grande” (pues en ambos casos tiene cofinalidad numerable), sino en el sentido de
que era un cardinal grande en el modelo base de la extensiéon y ningtn cardinal se
ha colapsado. En particular, k es en la extension genérica un limite de cardinales
de Mahlo, hiper-Mahlo, etc. En esta seccién vamos a modificar la construccion
de la seccion precedente para mostrar que el menor cardinal en el que falla la
HCG (y en particular la HCS) puede ser R,,,.

Mas concretamente, fijamos un ntimero natural m > 2 y vamos a construir
un modelo en el que se cumpla

/\n cw 2Nn = Nn+1 AN 2NW = No.)+m~

Para ello partiremos de un modelo de ZFC + HCG en el que exista un car-
dinal k que sea k + m-fuerte. En la seccion anterior hemos visto que esto es
suficiente para construir las medidas {Up }oc p\r, donde g = RN\ las aplica-
ciones m,g, para 8 = a, etc.

Como m < k, en la construccién hemos visto que podemos tomar como f, la
funcién f,(Na) = Naym. Esto nos permite mejorar ligeramente la propiedad e)
de la pagina 309:

Siv € A, entonces [{6 € A| 8% =10} < Nyo,

pues en general hemos probado que dicho cardinal es < |f,(+°)| y vV es inacce-
sible, luego ¥ = N, 0.

También tenemos definido el c.p.o. P, cuyas condiciones son pares (p,T).
Recordemos que U, es una medida normal y que p® es una sucesion finita
creciente en mg[A], por lo que sus elementos son cardinales inaccesibles.

Definicion 11.18 Definimos un conjunto de condiciones P* compuesto por las
cuadruplas p = (p, T, f, F) (aunque a menudo escribiremos p = (p, T}, fp, Fp))
que cumplen las propiedades siguientes:
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a) (p,T) €P.
b) Sip” = (vo,...,Vn-1), entonces f = (fo,..., fn), con
fo € Fn(w,v,N0),  fir1 € Fo(wy, 4m+1, Vit1, Rojtm+1, ), ¢ <n—1,
fn € Fn(Wy,_y4mt1s K, Ny, pmg)-

¢) Si T" = Tp(p)x[T], entonces F' es una funcion definida en el arbol 7% /p*
tal que F(Q) = fn y F(va o 7£n—1) € Fn(wgn—l"l‘m-'rl? R, N£7L,1+m+1)-

Usaremos la notacion £(t) para referirnos a la longitud (es decir, el dominio)
de una sucesion finita. Definimos en P* la relacion dada por p < ¢ si se cumplen
las condiciones siguientes:

a) (p,Tp) < (¢q,Ty) como elementos de P. (Esto implica que 7}; es un subérbol
de T.)

b) £(¢") < £(p") y para cada i € £(¢"), se cumple f,; < fq; (es decir, que
fq,i C fp,i)-

c) Si¢" = (voy...,¥n—1)y P* = (Wo,--+,Vn—1,Vn,...Vm—1), entonces para
todo s € T;/p“ se cumple que

Fo(s) < Fy((Uny -y Vm—1)"8)
d) Para cada n < i < m se cumple que
Fq(yna"'al/i) C fp,i~

e) Sin < m, entonces v, contiene a la imagen de f, .

Observaciones De acuerdo con lo visto en la seccion anterior, la parte (p,T')
de las condiciones de P* tiene por finalidad incorporar N, ,, sucesiones de Prikry
para que se cumpla 2% = N,,,,. Los elementos anadidos a las condiciones de
P* pretenden colapsar cardinales para que k pase a ser N, en la extension
genérica. Concretamente (suponiendo por simplicidad m = 2) si una condicién
p € P* cumple que p* = (v, v1,12), entonces fo contiene informacion parcial
para colapsar vy y hacerlo numerable, f; pretende colapsar v para que tenga

cardinal 1/0+ T+ igualmente f, pretende colapsar v, para que tenga cardinal
l/fr *+ y en principio f3 pertenece al preorden que colapsa s hasta 1/2+ T+, pero

esto es provisional, pues una extension g de p para la que ¢" = (vg,v1, V9, v3)
tiene que cumplir que v3 contenga a la imagen de f3, de modo que f3 pasa a ser
un elemento del c.p.o. que colapsa v hasta 1/;' T+ En total, pretendemos que
los cardinales bajo  en la extensiéon genérica sean:

+ ot At
w vy vy vy Vy Vo Vy V3

Ny Ny Ny N3 Ny Np Ng Ny

Ademéas garantizaremos que la HCG se conserve bajo k. n
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Es inmediato comprobar que la relacion que hemos definido en P* es un
preorden (de hecho es un orden parcial) sabiendo que lo es la de P.

Existe una condiciéon maxima 1 € P*, formada por el méximo de P (de modo
que sop(1) = {k} y 1" = @), fo = @ y F la funcion que toma el valor constante
.

Diremos que p es una extensidn directa de ¢ (y lo representaremos por p <* q)
si p < ¢y, para cada v € sop(q), se cumple que p? = ¢” (es decir, si se cumple
(p,Tp) <* (q,Ty) en el sentido de P).

El teorema 11.11 se generaliza facilmente al caso de P*. Observemos que al
extender la parte de IP no alteramos la sucesion ¢", por lo que no hay que definir
nuevas funciones f; y solo hace falta restringir Fy, al nuevo dominio T}

Teorema 11.19 P* cumple la c.c. xTT.

DEMOSTRACION: Es claro que la parte f, de una condicién p puede tomar
a lo sumo « valores diferentes. Veamos ahora que F), puede tomar a lo sumo ™
valores diferentes. Sucesiones finitas crecientes en mg[A] hay a lo sumo &, luego
subérboles del arbol de todas ellas hay a lo sumo ™ (recordemos que estamos
suponiendo la HCG). Para cada subarbol posible T; (que tiene cardinal k), F,
asigna a sus elementos imégenes en un conjunto de cardinal x, luego hay a lo
sumo x* funciones F, posibles con un mismo arbol como dominio. Es claro
entonces que en total hay £+ posibilidades para F,.

Esto implica que si tenemos una familia {pg }o<.++ de condiciones distintas
en P*, pasando a una subfamilia, podemos exigir (teniendo en cuenta la prueba
de 11.12) que la familia de sus soportes sea cuasidisjunta de raiz r, que todas las
restricciones p, | sean idénticas (en particular que p sea la misma sucesion para
todas ellas) y que T, , P2, fp., Fp, sean independientes de c. En la prueba de
11.12 se ve que en estas circunstancias dos condiciones (pq, T, ) cualesquiera son
compatibles, y tienen una extensiéon comin con la misma sucesion pZ. Es claro
entonces que se puede completar hasta una extensiéon comun de las condiciones
correspondientes p, en P*. m

Es facil ver que P* no es k-cerrado, al contrario que P, pero cumple clara-
mente una propiedad mas débil: Dada una condiciéon p € P*, consideramos el
conjunto P*/p de todas las extensiones de p. Sea p" = (vg,...,Vn—1),8€a j <n
y v = vj. Definimos entonces (P*/p)<¥ como el conjunto de todas las sucesiones

(fo,..., fj) con
fo € Fn(w,v0,N0),  fir1 € Fn(wy, 4mi1, Vie1, Roiome1, ), 0 < 4,

de modo que f; < f,;, para todo i < j. Por otra parte, llamamos (P*/p)=
al conjunto de todas las condiciones p’ € P*/p tales que fp/; = fp; para todo
i < j. El teorema siguiente se prueba sin dificultad:

Teorema 11.20 En las condiciones anteriores, P* /p = (P*/p)=¥ x (P*/p)<¥ y
(P*/p)Z¥ es un c.p.o. Ny qmi1-cerrado respecto a <*.
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El problema principal es demostrar el teorema analogo a 11.14:

Teorema 11.21 Para toda formula ¢(x1,...,x,), dada una condicién q € P*
y nombres o1, ...,0, € V', existe p <* q tal que p || ¢(o1,...,00).

DEMOSTRACION: Fijemos un modelo N como en la prueba del teorema 11.14,
es decir, N es un submodelo elemental de un V;, suficientemente grande como
para que todos los conceptos que consideramos sean absolutos para V;, y ade-
més Viy1 U{P,q,u} C N, |[N| =T y N* C N. Fijamos también o € p \ & tal
que A§ € NN (p\ k) § < a. Consideramos una condicion (¢',Ty) <* (q,T,) de
PP tal que sop(q’) = sop(q) U {a}, con la cual podemos construir una condicién
¢ =Ty, fq, Fy) <* genP.

Usaremos la notacion [p,t,T, f, F] = (p U {(a,t)}, T, f, F) (que no es nece-
sariamente una condiciéon de P) entendiendo siempre que p € Py, donde Py es el
mismo conjunto definido en la prueba de 11.14.

Basta probar que existen p € N, un subarbol T' de T, y funciones f y F
ta’les que [.p7 q/m7 T’ f7 F} 6 ]P)7 [p7 qlm7 T? f? F] S* ql y [.p7 q/m7 T’ f7 F} || ¢’ Para‘

ello suponemos lo contrario.

Veamos primero lo siguiente:
Ezistenp € N, F y T tales que
p.q"™ T, fo. F1 €P", [p,d™. T, fo, F] <" ¢

y para toda t € T/q'™, si existe [r,q™ " t, Ty, fr, Fyr] € P* de modo
que [r,q™ ", Tr, fr, Fr] < [p,¢"™, T, fo, Fl y

[T, q/m/\t, TrafmFr] I ¢ (7”68]). _‘¢)7

entonces

[ptvq/m/\taT[qlm/\t]vfT|€(r")AF(7rom[t])7Ft] I (b (resp. _'¢)7

donde p; resulta de prolongar cada p” con los términos admisibles
de Ton[t] y Fi(s) = F(t7s).

Sea {(t§, f5,t5) }s<x una enumeracion de las ternas tales que t5 € Ty /q"™,
no es nula, t§ = mq[ts] y sity = (vo,...,Vn—1), entonces fs = (fo,..., fn—1) €s
como en la definicion de P* (salvo que no incluimos una coordenada f,,).

Seguin hemos observado al principio de la seccién, si v € A se cumple que
o€ A| 6% =00 < Rpoppn.

Por lo tanto podemos suponer que {(t5, fs, t(;)}5<%0+m enumera todas las ternas
en las condiciones indicadas con t§ . < Y (porque el niimero de ts’s posibles
es a lo sumo R,0,,,).

Vamos a definir recurrentemente cuatro sucesiones:
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e {ps}s<w es una sucesion en Py y creciente respecto de la inclusion.

o {Ts}s<x es una sucesion de subéarboles de T,/ en las condiciones de la
propiedad e) de la definicion de P (con tronco ¢"™ " ts y respecto de la
medida U,,).

o {Fs}s5<. cumple que cada Fj esta definida sobre T§*/(¢'*t§) vy

F5(§Oa cee 7§n—1) S Fn(wgn_1+m+17 K, an,_1+m+1)-

o {fs}s<x cumple que f5 € Fn(wtg+m+1, K, th+m+1)-

Suponiendo definidas las sucesiones para € < 0, definimos pj = |J pe € N
e<d
si § > 0, mientras que para § = 0 tomamos como pj € Py la sucesion ¢’ sin su

componente ¢'". Sea p§ = (pj§)i,, sea T = Ty (¢ " ts| y T5" = mar[Ty).
Vamos a definir una funcion F§ sobre T5% /(¢ t§). Dado t € T5%/(¢""t5),
si § = 0 tomamos F{(t) = Fy (t§t). Para § > 0 consideramos el conjunto
C={e<d|tiCti teTr/qd"}.
K

Asi, si e € C, tenemos que tema’x < (157 V) max, luego € < W~ t),,,+m- Por
lo tanto, C' C W(EE 1) max+m- Definimos

Fi(t) = UC Fe(t) € Fn(W(es~ t)pmaxtm+1 K5 (5~ 1) ax-tmt1)s
[4S

donde t§ ™t =tFt¢, con t¢ € TS /(¢ tF).
Consideramos [p§, ¢ " ts, Ty, fsF3(2), F§]. Distinguimos dos casos:

Si [pfs, ¢ " ts, T, fsTF3(9), F5) € P* y existen p§’ € Py, Ty, f5s v Fs tales
que _
[Pglaq,mAtzS,Té, f§Af5a F5] S P*a

[pg/7q/m’\t57T5a f5A,f5a F§] S* [pga q/m,\téaT(ga f(;AF(;(Q),Fé],
[,p/&llvq/mﬁt57T57f5/—\f57F5] || ¢7
/]~

entonces elegimos de este modo Ty, f5 y Fs v tomamos ps; = py — (ps’ \ p5). En
caso contrario tomamos ps = pj, Ts = Ty, Fs = Fy y fs = F5(@). Notemos que
en ambos casos se cumple que f5 = F5(9).

Esto termina la definicion recurrente de las cuatro sucesiones. Ahora toma-

mos p= |J ps € N y definimos un subarbol T' de T,/. Partimos de que T tiene
0<K
tronco ¢'™ y definimos los niveles siguientes de forma recurrente. Si tenemos

definido hasta un cierto nivel y éste contiene a ¢, entonces hacemos

sucr(t) ={0€ A" >t%. A Ne<d® (5 €sucr, (¢™t,)

A (t€Tg™ t] — & €sucr, ()}
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Es claro entonces que sucr(t) € U,. Ademas, T/(¢"™ " te) C Te/(¢™ " te).
En efecto, esto equivale a que si ¢/ "t C t € T, entonces t € T, y se comprueba
por induccién sobre la longitud de ¢t. Sit = ¢'™ "t es trivial y, si vale para ¢
y 6 € sucy(t), entonces ¢7,.. < th. < 6%, luego € < wir 4y < 6Y, luego

d € sucr, (t), luego t70 € Te.

Ahora definimos una funcion F sobre la proyeccion T /¢'* del arbol T'/¢"™.
Para ello observamos que si ¢ € T%/¢'® no es vacfa, podemos considerar el

conjunto
Cr={e<k|ticteTr/qd"}.

Asi, si € € C, tenemos que tF < tmax, luego € < wy___ +m. Equivalentemente,

€1max

Ct C wy,,,.+m ¥, por consiguiente, podemos definir

Ft)= U F(t) € Fn(wiatm+1s 5 Ny tm+1),
ecCy

donde t = ¢t con t € TF /(¢ t7). Ademds definimos F (D) = fy/ max-
Observemos que F(t§) < F5(@) = fs.

Veamos ahora que p* = [p,¢",T, fy,F] € P*. Se cumplen claramente
todas las propiedades que exige la definicion salvo quiza que [p, ¢'™,T] € P. Las
propiedades a), b), ¢) de la definicion de P se cumplen trivialmente. Para probar
d) tomamos v € sop(p*), y no perdemos generalidad si suponemos que v # .
Si vy € sop(q’), entonces trivialmente ¢/, no es admisible para p¥ = ¢, porque
¢' € P. En caso contrario, existe un minimo § < s tal que p*? = p] = pgw,
pero entonces tsmax N0 es admisible para p] y (gm )0 < tgmax, luego ¢/ .
tampoco lo es, y esto equivale a que wm(p*)w(q;ﬁx) no lo sea. La propiedad e)
se comprueba sin dificultad.

La tnica propiedad no trivial es la f), es decir, que para todo € € sucr(¢'™)
[{ € sop(p) | € es admisible para p?}| < €.

Ahora bien, si v € sop(p) \ sop(q’), podemos considerar el minimo § < & tal
v Y /117y o .
que v € sop(ps), de modo que p” = p] = ps 7, luego € es admisible para tsmax,
es decir, t§ < €Y, lo cual implica que § < wt, . +m < €. Asi pues, podemos
descomponer:

{~ € sop(p) | € es admisible para p”} = {y € sop(¢’) | € es admisible para p”}

U U {v €sop(py’) | € es admisible para p},
6<e

y todos los conjuntos considerados tienen cardinal < V.

Una modificacion minima de este argumento demuestra que en realidad
D5, ¢™ " t5, Ty, fsF'(@), Fs5] € P* para todo § < k.

Vamos a probar que p* cumple lo requerido. Observemos que p* <* ¢’. En
efecto, por construccion, la sucesion ¢’ (sin su componente ¢'™) esta contenida
en pj C pp C p, luego se cumplen las propiedades a) y b) de la definiciéon de <
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para P (y, de hecho se cumple con <* en lugar de <). Las propiedades c), d) y f)
son triviales, y por construccion T'/¢"™ es un subéarbol de Ty /¢, luego también
se cumple la propiedad e). Con esto tenemos que se cumple la propiedad a) de
la definicién de < para P* y las restantes son triviales.

Supongamos que [r,¢"""t, T, fr, Fy] € P* cumple [r,¢™ " t, T;., fr, F| < p*
y [7’, q/mhta Tra fr,Fr] I+ ¢ (resp. _'(b)

No puede ser t = &, pues entonces tendriamos una extensién directa de ¢’
que decidiria ¢ con r € N, en contra de lo supuesto. Por lo tanto existe un
0 <wpr ym tal que (maslt], frloesy, t) = (t5, f5,ts). Veamos que

[Ta q/m,\thTa f’r’a FT] S* [p:S, q/m/\t(SaT(;a f(;AF(;(@)v F5]

En efecto, si v € sop(pf) (y podemos suponer v # «), entonces 77 se obtiene
de p*7 = p] anadiendo la parte admisible de 74 [t]. Si~ esta ya en el soporte
de ¢’ o de algtn p, anterior, entonces py = p; ' y 77 = pj, por construccién. Si
~ aparece por primera vez en el soporte de ps, entonces igualmente llegamos a

que p] = p; ' = pj. Por otra parte,

T, /(g™ t) C T/(¢"™ " ts) C Ts /("™ " ts) C T5/(q"™ " ts),

con lo que es claro que se cumple la propiedad a) de la definicion de < en P* (y
de hecho se cumple con <* en lugar de <).

La propiedad b) se cumple porque, por una parte, fs = fr|¢rr) y, como
t§ € T§/q", se cumple que ¢ € Cyx (el conjunto usado para definir F)y
entonces F5(@) C F5(2) C F(t§) C forn)-

Para probar la propiedad ¢) tomamos una sucesion
§ € TF/r C T [ =T/ (¢" 1) C T /(¢ 15).

Entonces t’ = t§ s € T§ /q'", luego 6 € Cy, luego F,.(s) < F(t') < Fs(s). Las
propiedades d) y e) se cumplen trivialmente.

Esto implica que se cumple el caso no trivial de la definicién de ps, es decir,
/]~ i

que ps = p§ " (p§ \ p§). Por lo tanto,
[pg/a q/m/\téa Ts, fé/\f_ltsa Fé} - [(p5)t7 q/mAta Ts, fT|€(T"')Af_‘57 F5]7

donde, recordemos, (ps); representa la sucesion que resulta de prolongar cada
p) con la parte admisible de mo,[t]), y esta condiciéon decide ¢. Ahora basta
comprobar que

[r, g™ "t Ty, fry Fr] <5 o6 8 TIG™ 8], frlogs) ™ F(Taxlt]), Fi]

< (o)t ™t Ts, frloery ™ f5. Fs),

pues asi tenemos que las condiciones de los extremos deciden ¢, luego la del
centro también lo hace, y las tres tienen que hacerlo en el mismo sentido.



334 Capitulo 11. La independencia de la HCS

Observemos que el hecho de que la condicion del centro esté realmente en
P* se sigue facilmente de que p* € P*. La primera desigualdad es también
consecuencia inmediata de que [r,¢"™"t, T, fr, Fr] < p*. Para la segunda
desigualdad observamos que, por construccion, (ps): C ps, T[¢"™ ™ ts] C Ts,
F(max(t)) = F(t5) < f5 y F5(s) C F(ts"s) = Fi(s).

Ahora demostramos lo siguiente:

Eziste p** = [p, '™, T, fg', F|r+] <* p* tal que no existe ninguna
condicion [r,¢™ ™ t, Ty, fr, Fr] € P* tal que

[T7 q,mAt7TT7fT7FT] Sp** /\ [Tv q/m/\t7TT7f7"7FT‘] H ¢

Para ello vamos a construir recurrentemente una sucesion de arboles {7} }i<,
de modo que {[p,q"™, T, fg', F'lrr /<] }1<w sea una sucesion decreciente res-
pecto de <* de condiciones <* p* y de modo que no exista ninguna condicién
[r,q™ ™ t, Ty, fr, Fy] € P* tal que’

E(t> S U [Ta q/mﬁtTrafTaFr] S [pa q/mvjﬂlaquF} A [’I", qlmﬁtaTrafTaFT} || ¢

Es claro entonces que p** = [p, ¢, T,,, g, F] cumplira lo requerido. Empeza-
mos definiendo Ty = T, con lo que

[Paq/mvafq’vF] = [p,q/m,T, fq’vF] :p*v

que por hip6tesis cumple la propiedad para [ = 0.

Llamemos X al conjunto de todos los 6 € sucr(¢"™) para los cuales existe

una condicion de la forma

[Pé,q/mA(SaT[‘IIMA&L (fg7 B f27 F(éo))7 F5] S [P, ql"L7T7 fq’7F]

tal que
[p67 q/m/-\67 T[q/m/-\é]ﬂ (fg? MR fg7 F((SO))7 F(s] H_ ¢7

donde ps es la sucesion que resulta de prolongar las sucesiones p” con 74 (9)
cuando éste es admisible y Fs(s) = F(67s). Definimos igualmente X; cam-
biando ¢ por —¢, y llamamos X5 = sucr(¢"™) \ (Xo U X1). Tiene que existir un
1 < 3 tal que X; € U,. Sea T el arbol que resulta de cortar todos los niveles de
T sobre ¢™ con U;. Vamos a probar que cumple lo requerido. En caso contrario
existe una condiciéon tal que, por ejemplo,

[nq/mA&TmeaFr] S [P7 q/m7T17fq’aF] A [nq/m/-\&TrafTaFT] I+ (b

(igualmente se razonaria con —¢ en lugar de ¢). Como [p, ¢, T4, fy, F] < p*,
esto implica que

s, d"™ 0, T[q" 6], frloqny " F(3°), Fs] I ¢.

"Por brevedad escribimos F' en lugar de F|T;/qm.
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Entonces 6 € Xg, luego tiene que ser Xy € U, el conjunto que hemos usado

para construir 77. Asi pues, para todo § € sucr(g™) existen f3,..., f tales
que
[ps, 4™ 6, Tlq"™ 6], (fg,- - . F(8°)), Fs] € P*,
s, d™ 6, Tlq"™ ~68), (f3, - [, F(6°)), Fs] < [p,¢™, T, for, F,
[p5.d"™ 0, Tlg"™ 6L, (£3, - [, F(8°)), F5] IF ¢,
Observemos que el nimero de n-tuplas (fg, ..., f2_,) posibles es < &, por

lo que existe un Y € U, y una n-tupla (fo,..., fn_1) tales que Y C sucr(q
y si § € Y entonces (f3,...,f2_1) = (fo,--+,fn_1). No podemos incluir en
este argumento a fJ € Fn(wq;5_1+m+1,50,Nq;f_ﬁmﬂ), porque hay ~ valores
posibles, pero podemos hilar més fino. Para ello consideramos la inmersiéon
elemental j : V — M = Ultg(V). Llamamos v = wyx 1my1 < Ky consi-

/m)

deramos la aplicacion h(6) = f°. Entonces j(h) : j(rk) — Fn™ (v, j(r),v) y,
més concretamente, como h(d) € Fn(v, mp(d), v) para todo 6 < &, se cumple que
fn=7(h)(a) € Fu(y,k,v), ya que j(m)(a) = k. En particular f, € V,, luego
j(fn) = fn.

Ahora observamos que Y’ = {§ € k | f = f,} € U,, pues por definicién
de U, esto equivale a que a € j(Y), es decir, a que f, = j(h)(a) = j(fn).

Sea T] el arbol que resulta de cortar todos los niveles de T} sobre ¢'™ con
Y NY'ysea F' = F|g, jgm. Asi, para todo ¢ € sucr, (¢'™) se cumple que

[péu q/mA57 Tll[q/mf\dL (f07 MR fTH F(50)>7 Fé] e P*’

[p(qu,m/\(sa T{[q/mA5]7 (f07 ceey fnvF(50))vF<§] < [pa q/mvTv fq’a F]v
[p57 q/m,—\57 Tll[qlm/—\(sL (f07 R fn7 F(éo))7 Fé] I+ ¢7

pero es facil ver que toda extension de [p, ¢, Ty, (fo,-- -, fn), F'] es compatible
con una condicion de la forma [ps, ™™ &8, T7[¢™ 8], (fo, ., fn, F(6°)), F}],
luego podemos concluir que

[p7qlmaT1/7(f07" '7fn)aF,] S* p* S* q, A [ aq/m7T1/7(f07"'afn)7F/] I+ ¢7

va que el conjunto de las condiciones que fuerzan ¢ es denso bajo esta condicion,
y esto contradice la hipotesis de que no existen extensiones directas de ¢’ que

deciden ¢. Esto termina la prueba para [ = 1.
Para definir T, fijamos n € Sucr, (¢'™)
{(fs, 65)}5<wn0+m de todos los pares tales que €5 € sucr, (g

y consideramos una enumeracion
™) cumple €) = n°
v fs = (fS,..., f3) esta formada por funciones segiin la propiedad b) de la
definicién de P* (respecto de ¢'* = (v, ...,vn—1)) que extienden a las de fy y
con fg € Fn(wyn,—1+m+1’ 770a Nun71+m+1)'
Definimos una sucesiéon de arboles {55}5<w7]0+m de tronco ¢'™. Supuesta
definida para ¢’ < ¢, llamamos S* = [\ Ss o bien S* = T; si 6 = 0. Sea
5'<68
S=5*NTy [q/mf\eg]. -
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Consideramos 75 = [pe;,q¢™ €5, S, f57 F(€s5), Flgn j(gm—n0y] € P*. Clara-
mente 75 < [p,¢™, T, F], luego por la construccion de T} sabemos que ni rs ni
ninguna de sus extensiones directas deciden ¢. Ahora aplicamos a 75 la misma
construccion que hemos aplicado a [p, ¢'™, To, fy, F] para construir Ty, de modo
que obtenemos un subarbol S§ de S con la propiedad de que no existe ninguna
condicién de la forma

Pees.0), @™ e S f T < [pegy @™ €5, S5, f5 T F (€5), Flsye jiqre—~n0))]

que decida ¢.

Llamamos Ss al arbol que coincide con S* salvo Ss[¢" "e5] = S5 " €s).
Con esto tenemos definida la sucesién de arboles, y podemos definir a su vez
)= SsyTe= U T,. Asi, toda condicion

0<w, 04, nesucr, (¢'™)

[r,d™ "0 C Ty fry By < [y ¢ T, for F) <7 97

cumple (fr|n+1,m) = (fs, €5) para cierto ¢, y entonces, si decide ¢, por la eleccion
de p*, también

[Pees.c), @™ e ¢TI es™CL fs T T F(CY), Fles o)l || @

y lo mismo vale si cambiamos el arbol por §' = S§[¢"" " es (] (pues con ello
obtenemos una extension de la condicion considerada). Con este cambio, la
condicion extiende a [pe,,q"™ €5, S5, fs F(es), Flsp j(qre~n0)], contradiceion.

Por lo tanto, T5 cumple lo requerido para [ = 2, y del mismo modo defini-
mos toda la sucesion {T}, }ne,. Por altimo, T,, = (| T, cumple claramente la
condicién para | = w. n<w

Obviamente, existe r < p** tal que r || ¢. Como en la conclusion de la
prueba del teorema 11.14, podemos suponer que r € N y, extendiendo r para
que « esté en su dominio, llegamos a una condiciéon de la forma

[T7 q/m,\taTvaT7F7"] Sp** /\ [Ira q/m’\t7TT7f7‘7F7"] H ¢7

contradiccién. -

A partir de aqui relativizamos todos los resultados precedentes a un modelo
transitivo numerable M de ZFC + HCG. Sea G un filtro P*-genérico sobre M.
Los argumentos de la seccién anterior se generalizan trivialmente para justificar
que G define sucesiones G* : w — K cofinales y distintas dos a dos, para todo
a € p\ K, y si llamamos £, = G°(n), ahora en M[G] tenemos también funciones
suprayectivas fo : w — Ko, fni1: W%+m+1 — Kpt1-

Sea p € G tal que p* = (kg,...,%n), con n > 0. Pasando a una condicion
mayor (que, por lo tanto, seguird en ), podemos suponer que f, = (&,...,9),
que T}, estd formado por todas las sucesiones en A que extienden a p™ y que
F(s) = @ para toda sucesion s en su dominio.
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En M tenemos que P*/pesun c.p.o. y G, = GN(P*/p) es claramente un filtro
IP* /p-genérico sobre M. Ademéas M[G] = M|[G,], pues es claro que G € M[G,]y
G, € M[G]. A su vez tenemos un isomorfismo (P*/p)=*» x P*/p = (P* /p)<Fn,
a través del cual G, se corresponde con un producto Gz x Gy, , y por
consiguiente M[G] = M[GZ""][G <, ]-

Ahora observamos que (P*/p)="" es similar al construido en esta seccion,
salvo por el hecho de que hay que reducir el conjunto A para que no contenga
cardinales menores que &,, y por que no incluye funciones parciales para colapsar
dichos cardinales. Nada de esto afecta a la prueba del teorema 11.21, que es,
por lo tanto, valido para (P*/p)=*~. Uniendo esto a que es RM = -cerrado
respecto de <*, exactamente el mismo argumento empleado en la prueba del
teorema 11.15 a) nos da que todo subconjunto acotado de w}! ., en M[G=""]
estd en M. En particular, todos los cardinales < wi\i tmy1 S€ conservan en
M[GZ=%] y todos ellos cumplen la HCG.

Por otra parte, el c.p.o. (P*/p)<" es el producto de los c.p.o.s Fn(w, kg, Rg)
Y Fn(we, +m41, Kit1s Ne;+m+1), para @ < n, y todos ellos son absolutos para
M — M[GZ=*»]. Por lo tanto, M[G] se obtiene de M[GZ""] a partir de un
producto finito de c.p.o.s de funciones parciales correspondientes a cardinales
que cumplen la HCG. La teoria basica sobre este tipo de c.p.o.s nos da entonces®
que los cardinales infinitos en M[G] por debajo de wﬂ/i Lma1 SON exactamente
w vy los de la forma N%+m,, con 1l <m' <m+1,7<mn,yademéas todos ellos
cumplen la HCG. Como esto vale para todo n, hemos demostrado el apartado
a) del teorema siguiente:

Teorema 11.22 Si M es un modelo transitivo numerable de ZFC + HCG y G
es un filtro P*-genérico sobre M, entonces:

a) Los cardinales infinitos en M[G] menores que k son w y los de la forma
N%+m,, conl<m'<m+1,1i<mn, ytodos ellos cumplen la HCG.

b) k= XM uego en MIG] se cumple la HCG bajo N,,.

c) (2}2“ = w+7n)M[G}'

DEMOSTRACION: Ya tenemos probado el apartado a), el cual implica tri-
vialmente el apartado b), pues los cardinales infinitos de M[G] menores que &
forman un conjunto de ordinal w.

Para probar c) observamos en primer lugar que, como P* cumple la c.c. 67T,
todos los cardinales > k™1 de M se conservan en M[G], y x también se conserva,

por b). Admitamos de momento que £ también se conserva. Entonces es claro

M _ NM[G] M _ N]W[G]
k+m/ T Pw+m Kk+m T wt+m*

En M[G] tenemos las sucesiones {G}qep\x; que prueban que 2% >R,y La
desigualdad opuesta se obtiene con las cotas usuales sobre los buenos nombres
para subconjuntos de k, teniendo en cuenta que |[P*|M = p.

que N ,, para todo m’ € w. En particular, 4 = N

8Hay que descomponer la extensiéon en un ntimero finito de extensiones sucesivas, empe-
zando por la correspondiente a k,_—1 y terminando con la correspondiente a w.
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Asi pues, solo falta justificar que (k)M se conserva en M[G]. Si no fuera
asi, la cofinalidad £ de k™ en M|[G] tendria que ser un cardinal regular menor
que kT, luego no podria ser x (porque es singular en M[G]), luego seria & < ky,,
para cierto n € w. Descomponemos M[G] = M[GZ""]|[G<,] (lo que supone
fijar una condiciéon p € P* que determine la sucesion G* hasta k), y sabemos
que la segunda extensién conserva cardinales y cofinalidades > &,,, luego (k)M
no puede ser un cardinal en M[GZ""], y su cofinalidad en esta extension sigue
siendo & < Ky,.

A partir de aqui, por comodidad llamaremos P* = (P*/p)=*» y G = G=2"n,
Ahora tenemos que P* es ¢-cerrado respecto de <*. Sea g : ¢ — (k7)™ una
aplicacion cofinal creciente, g € M[G]. Pongamos que g = 7¢ y sea ¢ € P* tal
que g IF 7: £ — &1 cofinal.

Razonando en M, tomamos un modelo NV en las mismas condiciones que en
la prueba del teorema 11.21 (ahora con 7 € N), y como alli, fijamos un « € p\ k
tal que A6 € NN (u\ k) § < a. Elegimos también una condicién ¢’ < ¢ tal
que sop(q¢’) = sop(q) U {a}. Usaremos la misma notacion [p,t,T, f, F| para
(posibles) condiciones de P*, con la tnica salvedad de que ahora f no contiene
componentes correspondientes a cardinales menores que k.

Veamos que podemos construir una sucesion {ps}s<¢ en Py y sucesiones
{Tsto<e, {fs}s<e v {Fs}to<e, de modo que {[ps, ¢, Ts, fs, Fs5]}s<¢ es una su-
cesién decreciente respecto de <* de condiciones que extienden a ¢’ y con la
propiedad siguiente:

Para toda sucesion t € Ts/q"™ no vacia y todo € < k™, si existe una
condicion [r,¢™ " t, Ty, fr, F.] € P* tal que

[Tv q,mAtaTr,ferr] é [pz?aqlmaTéa féaFJ]

y [rd™ Ty fr, Fr] IF 7(0) = €, entonces también
[(08)e, "™ "8, Td"™ "], frloer) ™ F(manlt]), (Fs)e] IF 7(8) = €.

En efecto, si suponemos construidas {ps}s<n ¥ {TLs5}s<n, {fs}o<n ¥ {Fs}s<n:
como P* es &-cerrado para <*, existe una condicién que extiende a todas las
condiciones [ps, ¢, Ts, fs, F5|, y podemos tomarla de la forma [p,, ¢, T, f, F],

conp, = J ps €N.
o<n
Ahora aplicamos a esta condiciéon la construccion de la primera parte de

la prueba de 11.21, considerando, en vez de las dos férmulas ¢ y —¢, las in-
finitas formulas 7(d) = ¢, para cada € < k*. El resultado es una condicion
[Py, q"™, Ty, fn, Fy] que cumple lo requerido.

Una vez construida la sucesion, usando de nuevo que P* es {-cerrado obte-
nemos una condiciéon, que podemos tomar de la forma [p, ¢, T, f, F], tal que,
para todo ¢ < ¢ cumple [p, ¢, T\ f, F] <* [ps. ¢, T5, fs, Fs).

Obviamente, dado § < &, existe una condicién 7 € P* y un € < k* de modo

que r < [p,¢™, T, f,F]y r Ik 7(0) = & El mismo argumento empleado en la
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prueba de 11.14 nos permite tomar r € N y luego pasar a otra condicién de la
forma [r,¢"™""t, Ty, fr, F}], con t € T/q"™, y entonces

[(Ps)es d™ "8, T (g™ 8], frlogeey ™ F(manlt]), (Fs)e] I 7(3) = €.

Pero |T'| = k, y también hay a lo sumo  valores posibles para f;|y(x), luego

He<rw®[Vo<eVteT/qd™Vf

[(ps)e,a™ "t Tla"™ 4], f F(max[t]), (F5)e] I- 7(8) = €}| < &,

luego el conjunto esti acotado en xT, digamos por # < k*. Por consiguiente,
{e<kt|VreP nNVé<&ri-r(6) =¢} Ch.

Pero esto es imposible: como ¢ IF 7 : € — &1 cofinal, existen r < ¢, § < £ y

€ > 0 tales que r IF 7(d) = €, y como N es un submodelo elemental podemos
tomar r € P* N N, en contradiccion con lo que acabamos de probar. [

En definitiva, hemos demostrado el teorema siguiente:
Teorema 11.23 Si M es un modelo transitivo numerable de ZFC + HCG,

mew,m>2yk €M esun cardinal k + m-fuerte, entonces en una extension
genérica de M se cumple que k =R, A\n € w 28 =R, 11 y 2% =R, ..






Apéndice A

Extensiones con c.p.o.s
pequenos

En general, un cardinal grande s sigue siendo grande en cualquier exten-
sién genérica realizada con un c.p.o. que cumpla |P| < k. Esto requiere una
prueba distinta para cada definicién de cardinal grande, asi que nos limitaremos
a considerar algunos casos representativos. Empezamos por los mas sencillos:

Teorema A.1 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea k un car-
dinal en M, sea P € M un c.p.o. tal que |P|M < k y sea G un filtro P-genérico
sobre M. Entonces si k es (débilmente) inaccesible o (débilmente) Mahlo en M,
también lo es en MI[G].

DEMOSTRACION: Como P cumple en M la c.c. [P|T, conserva cardinales y
cofinalidades > |P|*, luego si k es un cardinal limite regular en M, también lo
es en M[G]. Esto prueba el teorema para cardinales débilmente inaccesibles.

Si k es (fuertemente) inaccesible en M y o < &, entonces, segtn el teorema
[PC 5.20] el namero de buenos nombres para subconjuntos de & en M es a lo
sumo |P|Fllel < £, luego segtn [PC 5.22] tenemos que (21°HMIE < k| luego x
es un limite fuerte en M[G] y, en consecuencia, es fuertemente inaccesible.

El resultado para cardinales de Mahlo se sigue de lo ya probado junto con
el hecho de que si E C & es estacionario™ también es estacionario™!¢]. Para
probar esto consideremos un conjunto C' = 7¢ c.n.a. en k. Podemos exigir! que
1k 7escn.a.enk. Entonces D={a<k|1lFae€ 7} € M es un subconjunto
c.n.a. en k. En efecto, es cerrado, pues si A < k' y DN A no esté acotado en A,
dado cualquier filtro genérico H, tenemos que 7 es c.n.a.en kK y DNA C 7y NA,
luego A\ € 7g, luego A € D.

Para ver que D es no acotado tomamos g < . Para cada p € P existe una
condiciénquyunﬂp</<;dem0d0quea0<ﬁpyqll—367. Sea a; < k el
supremo de los ordinales ,. Claramente 1 I+ VB €T ag < B < ;. Repitiendo

1Usamos que 11 \/z(z es c.n.a. en & A (T es c.n.a. en & — o = 7)).
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el proceso obtenemos una sucesion {a, }ne. tal que 11 Verta, <B< Apt1-
Sea a < k el supremo de los a,,. Es claro que a € D.

Asi pues, END # @&, pero END C ENC, luego E es estacionario™[¢],
[ |

Veamos ahora el caso de los cardinales asociados a relaciones de particion:

Teorema A.2 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea k un car-
dinal en M, sea P € M un c.p.o. tal que |P|M < k y sea G un filtro P-genérico
sobre M. Entonces si k es débilmente compacto o de Ramsey en M, también lo
es en M[G].

DEMOSTRACION: Sea B la complecion de P en M. Su cardinal es a lo sumo
2Pl < k., ya que k es inaccesible™ , luego no perdemos generalidad si en lugar
de trabajar con P trabajamos con B.

Si k es débilmente compacto? | sea F' : [k]> — 2 una particién en M[G].
Podemos suponer que F = 7¢ y |7 : [£]? — 2| = 1.

Sea F' : [k]> — B dada por F'({c, 8}) = ||7({&, f}) = 0||. Claramente
F’ € M y es una particiéon de [x]? en menos de r, partes, luego existe H C k
homogéneo para F’. Claramente también es homogéneo para F', pues F' tomara
el valor 0 o 1 en [H]? segiin si el valor constante que toma F’ estd o no en
G. Asi pues, k es débilmente compacto™ (¢!, La propiedad de Ramsey se trata
igualmente. "

Nota El caso de la existencia de sostenidos es mucho mas simple, pues si M[G]
es cualquier extension genérica de un modelo M y z € VwAj[rl, entonces x* existe
en M siy solo si existe en M[G]. Esto se deduce del teorema 3.38, pues si a = z*
existe en M entonces existe en L[a]™ = L[a]M[C], luego z* existe en M[G], e
igualmente se prueba el reciproco. L]

Pasamos ahora a los cardinales caracterizables en términos de inmersiones
elementales sobre la clase universal:

Teorema A.3 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea k un car-
dinal en M, sea P € M un c.p.o. tal que |P|M < k y sea G un filtro P-genérico
sobre M. Entonces si k es medible, fuerte o superfuerte en M, también lo es
en M[G].

DEMOSTRACION: Cambiando P por un c.p.o. isomorfo podemos suponer que
P € V.. Si k es medible en M, por 7.11 existe un extensor £ en M que define
una inmersién elemental j : M — N con punto critico k. En particular j es la
identidad sobre P, luego j[G] = G. Ademéas, como N C M, tenemos que G es
P-genérico sobre N (y j(P) = P), luego podemos aplicar el teorema 10.13 con
H = G € M[G], lo que nos da una inmersién elemental (definible?) en M|[G]
con punto critico &, luego % es medible en M[G].

2El hecho de que la inmersion sea definible en M[G] es crucial. Por ejemplo, si existe of
existe una inmersién elemental no trivial j : L — L, pero esto no implica que su punto critico
sea medible en L (no podria serlo), y esto es posible porque j no es definible en L.
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Consideremos ahora g > x un cardinal regular en M y supongamos que k es
p-fuerte en M. Sea E € M un extensor tal que pu < jg(k)y V' C Ultp(M). El
mismo argumento que acabamos de emplear nos asegura que podemos aplicar el
teorema 10.13, que nos da un extensor E* € M[G] tal que la inmersiéon natural
Jje* : M|G] — Ultg~(M[G]) extiende a jg. En particular u < jg« (k).

Por [PC 11.1] tenemos que V,'' 'l = VM[G] € Ulty(M)[G] = Ultp- (M[G)),
donde la ultima igualdad esta probada en el teorema 10.13. Esto prueba que s
es p-fuerte en M[G], luego si  es fuerte en M, también lo es en M[G].

Si k es superfuerte en M, basta aplicar el razonamiento anterior a u = j(k)
para concluir que k es superfuerte en M[G]. ]

Teorema A.4 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea k un car-
dinal en M, sea P € M un c.p.o. tal que |P|M < k y sea G un filtro P-genérico
sobre M. Si k es compacto o supercompacto en M, también lo es en M[G].

DEMOSTRACION: Podemos suponer que P € VM. Sea >k ysea U € M
una medida fina (o normal) en (P< )M sea j : M — N = Ulty(M) la
inmersion natural en la ultrapotencia. Como en el teorema anterior, j[G] = G,
luego 10.12 es aplicable con H = G, por lo que j se extiende a una inmersion
elemental 51 : M[G] — N|G].

En el caso en que la medida es normal, el teorema 10.14 nos da directamente
que jT estd asociada a una medida normal en M[G], por lo que  es también
p-supercompacto en M[G], para todo u, luego x es supercompacto en M[G].

Si la medida es fina, parte del razonamiento de 10.14 vale igualmente cam-
biando j[u] por [d], donde d es la identidad en (P<"(u))™, es decir, definimos

U* ={P c (P<* )™M | [d] € j*(P)},

y al igual que en 10.14 se comprueba que U* € M[G] y es una medida fina en
g><n( M)M (G -

Teorema A.5 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea k un car-
dinal en M, sea P € M un c.p.o. tal que |P|M < K y sea G un filtro P-genérico
sobre M. Si k cumple I3 en M, también lo cumple en M|G].

DEMOSTRACION: Podemos suponer que P € VM. Sea j : V/\M — V/\M una

inmersion elemental con punto critico k. Si z € V/\M[G], existe un n € w tal

que T € VJM([S] = VjIXI(K) [G], luego = = 7, con 7 € VME. Como j[G] = G, el
mismo argumento del teorema 10.12 prueba que j7 : V)\M[G] — V/\M[G] dada
por jT(7g) = j(7)¢ es una inmersién elemental que extiende a j, luego su punto

critico es k y éste cumple I3 en M[G]. "

Ejercicio: Demostrar que la existencia de cardinales grandes de cualquiera de los
tipos considerados en los teoremas precedentes no implica ni contradice la hipétesis
del continuo.

Ejercicio: Demostrar que el axioma de Martin es consistente con la existencia de
dichos cardinales grandes.
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