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Introducciéon

En nuestro libro de Ldgica Matemdtica [LM], o en La ldgica del finitismo
[LF], hemos presentado un célculo deductivo K que formaliza el concepto de
deduccion logica que usan los matematicos. Esto significa, por una parte, que

1. Un matemaético considera que una féormula de un lenguaje formal £ es
logicamente deducible a partir de unas premisas —en el sentido vago de
que hay un argumento que garantiza que si las premisas son verdaderas
la conclusion también tiene que serlo— si y s6lo si existe una deducciéon
en K de dicha féormula a partir de las premisas dadas, que es algo definido
con total precision.

Y por otra parte, que

2. El concepto de deducciéon en K es puramente formal, es decir, que no
depende para nada del posible significado de las féormulas consideradas.

. L . . .t

Sin embargo, en la préctica, los razonamientos en K tienen un aspecto
bastante “ca6tico” si se examinan en términos puramente formales, y so6lo se
capta su “logica” cuando uno se para a pensar en ese significado que en teoria
deberia ser irrelevante.

Por ejemplo, aqui tenemos un razonamiento formal presentado en el capi-
tulo II de [LM]:

(1) Azyz((zy)z = z(yz)) Premisa

(2) z|lyAy]=z Hipotesis

(3) x|y EC 2

4) Vuy=au R3

(5) y=uzu EP 4

6) yl=z EC 2

() Vuz=yu R6

(8) z=yv EP 7

(9) z=(zu)w ETI 5, 8
(10)  (zu)v = z(uv) EG 1
(11) 2z = z(uwv) TI19, 10
(12) Vu z = au IP 11
(13) =z |z R 12
(14) z|lyAylz—z|2
(15) Azyz(z|yAylz—z]2) IG 14

vii



viii

O+z)=0+2",(0+z) =2 =0+2" =2
0+x) =2"=0+2" =1
0+0=0=0+zxz==2

=0+zxz==x

0+
= Nu0+u=u

= (0+=x)

O+z=z=(0+x) =2

=04+0=0

Introducciéon

Si prescindimos completamente de las indicaciones de la de-
recha y tratamos de captar algin patréon formal mediante
una inspeccién superficial de la sucesion de féormulas de la
izquierda, dificilmente encontraremos nada destacable, y
esto pasa con un argumento que no esta completamente de-
tallado, en el sentido de que, si incluyéramos todos los pasos
intermedios omitidos en virtud de las justificaciones de las
reglas de inferencia derivadas, el panorama seria atn maéas
desolador: nos encontrariamos continuamente con férmulas
muy complejas introducidas directamente como axiomas y
con otras introducidas siempre con dos tnicos criterios (mo-
dus ponens y generalizacion), de tal forma que la sucesion
“ahora MP 4, 57, “ahora IG 77, “ahora axioma”, “ahora MP
8, 9”...no arrojaria luz alguna sobre la estructura logica
del argumento subyacente.

Sin embargo, el calculo deductivo K esta concebido para
que —debidamente complementado con suficientes reglas
de inferencia y técnicas de deduccion derivadas— se corres-
ponda exactamente con el modo en que los matemaéticos
conciben una demostraciéon en la préctica, de modo que
podemos considerar que la tnica diferencia entre un argu-
mento formalizado en K (en términos de las suficientes
reglas de inferencia y técnicas de deduccion derivadas) y
un argumento expresado informalmente como es habitual
en los libros de matematicas consiste en el grado de detalle
que se da del argumento, de modo que si un matematico
que no conociera K se esforzara por detallar hasta el méas
minimo detalle un argumento, llegaria sin saberlo a una
demostracion en K.

Aqui vamos a estudiar un céalculo deductivo que, en princi-
pio cumple exactamente la misma funciéon que K, es decir,
la de formalizar el concepto matemaético de deduccion logica
y que, por lo tanto, es equivalente a K, pero que difiere
sustancialmente de la forma en la que los matematicos con-
ciben las demostraciones. Asi, un matematico consideraré
que una formula es deducible de unas premisas si y sélo si
existe una deduccién en el célculo deductivo que vamos a
estudiar, a pesar de que un matematico nunca la formularia
de tal modo.

Por ejemplo, la “estructura” que vemos a la izquierda de esta
pégina es una demostracion de la formula Au0 +u=u a

partir de los axiomas de Peano 0+ 0=0y (0+ z) =0+ 2’ y de dos axiomas
logicos, usando ademas el principio de inducciéon matemaética, que no esté ex-
presado en forma de axioma, sino de regla de inferencia. Este calculo deductivo
alternativo es (una de las muchas variantes de) lo que se conoce como el cdlculo
secuencial de Gentzen.



Introduccion ix

Similarmente, el lector puede comparar la demostracion que hemos mostrado
en la pagina vii con la versién secuencial que esté en la pagina 22. Naturalmente,
no esperamos que el lector entienda en este momento las demostraciones en
términos del calculo secuencial, sino que el tnico propédsito de estos ejemplos
es que el lector se forme una primera idea superficial del aspecto que tienen las
demostraciones en el calculo deductivo que vamos a estudiar.

La pregunta obligada en este punto es qué interés tiene formalizar los argu-
mentos mateméaticos con este calculo deductivo tan “curioso” cuando K cumple
a la perfeccion su mision de formalizar la logica matematica y ademas de una
forma totalmente natural para un matemaético.

La respuesta es que, en cierto sentido, podriamos decir que el célculo de Gen-
tzen es “la forma correcta” de formalizar la logica para su estudio, la forma que
pone de manifiesto las simetrias entre los distintos signos y reglas de inferencia,
el papel exacto que desempena cada signo logico, cada regla de inferencia, cada
axioma, en una deduccién, y como consecuencia, sucede que el hecho de que
toda demostracion matemética pueda formalizarse en términos del céalculo se-
cuencial permite obtener resultados profundos que, con la formalizacion natural
desde el punto de vista del matemaético, pero artificiosa desde el punto de vista
puramente logico, seria imposible obtener.

Maés concretamente, aqui probaremos varios resultados que en [LF| no es
posible demostrar con las técnicas expuestas alli, como el hecho de que I¥; es una
extension conservativa de la aritmética recursiva primitiva, o la caracterizaciéon
de las funciones demostrablemente recursivas en IX; y en AP, de donde a su vez
obtendremos ejemplos de sentencias indecidibles en AP.

El capitulo I de este libro requiere conocer al menos el capitulo III de [LF]
y, a partir de ahi conviene leer este libro a medida que va siendo necesario en
[LF]. Asi, a partir de la seccién 1.4 se necesita el capitulo IV de [LF], a partir
de la subseccion 1.5.3 se necesita el capitulo VI de [LF], el capitulo II requiere
el capitulo VII de [LF] y a partir del capitulo III conviene haber completado ya
la lectura de [LF].

El teorema de Gentzen que mas ha dado que hablar —y que también vere-
mos aqui— es su demostracién de que la aritmética de Peano es consistente. En
el punto medio entre quienes consideran que esto es evidente y quienes conside-
ran que es indemostrable, Gentzen publicé una prueba (varias, de hecho) que
reducen —mediante argumentos estrictamente finitistas— la consistencia de la
aritmética de Peano a una afirmacion (la induccion hasta el ordinal €y, expresada
aritméticamente) que puede considerarse finitista si no somos excesivamente es-
trictos a la hora de especificar qué admitimos como argumento finitista o que,
cuanto menos, esté en la frontera misma del finitismo. Discutiremos esto con el
debido detalle en los capitulos IV y V.

Finalmente, en el apéndice A estudiamos la teorfa de conjuntos NBG (von
Neumann-Bernays-Godel) que no estudiamos en [LF], sino en el capitulo X de
[LM]. Concretamente, aqui daremos una prueba constructiva de [LM 10.2].






Capitulo 1

El calculo secuencial

En el capitulo IIT de [LF| hemos definido lo que es un lenguaje formal de
primer orden y, para cada uno de estos lenguajes £, hemos presentado un sis-
tema deductivo formal al que hemos llamado K, es decir, una forma de extraer
conclusiones de unas premisas expresadas como férmulas de £, con la garantia
de que si las premisas son verdaderas con respecto a cierta interpretacion de los
signos de £ (técnicamente, en un modelo M de £), la conclusién es necesaria-
mente verdadera, pero de tal modo que la deduccién es puramente formal, en
el sentido de que el hecho de que una sucesion de formulas de £ constituya una
deduccion logica puede determinarse sin hacer referencia en ningtin momento al
posible significado de las férmulas consideradas.

El sistema deductivo formal K es lo que se conoce como un célculo deduc-
tivo “a la Hilbert”, lo que significa que las deducciones en K son sucesiones de
formulas de £ de forma que cada una de ellas es un axioma de una lista prefijada
o bien se deduce de féormulas anteriores en virtud de unas reglas de inferencia
prefijadas. Esta concepcion puramente formal del razonamiento mateméatico fue
introducida por Hilbert en 1899 en sus Fundamentos de la geometria, y poste-
riormente aplicada a la teoria de conjuntos y a la matemaética en general. Fue
en 1917 cuando Hilbert introdujo lo que hoy en dia se conoce como “logica de
primer orden”.

Aqui vamos a estudiar un célculo deductivo “a la Gentzen”, pues fue intro-
ducido por Gerhard Gentzen en 1934, y es equivalente a K en el sentido de
que permite deducir las mismas consecuencias logicas de las mismas férmulas,
pero que resulta ser muy superior a la hora de obtener resultados tedricos, que
ademaés resultan ser totalmente constructivos.

Todo el contenido de este capitulo puede formalizarse —y puede considerarse
formalizado— en la aritmética recursiva primitiva descrita en el capitulo I de
[LF]. Para ello vamos a necesitar el concepto de arbol, cuya formalizacién no
ofrece ninguna dificultad, pero que vamos a discutir aqui brevemente:

Definiciéon 1.1 Un drbol de nodos es un conjunto (finito) no vacio A tal que

Ns € ANi < ((s)s]; € A.
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Un ejemplo de arbol de nodos es:
A= {07 <0> ) <070> ) <Oa 0, 0> ) <07 0, 1> ) <0707 0, 0> ) <0707 1, 0> ) <0707 0, 1> ,
<07 07 Oa 07 O> ) <07 Oa 07 17 O> ) <0a Oa 07 17 1> ) <Oa 07 07 1a 0? 0> ) <O7 Oa Oa 17 17 O>

<07 0’ 07 ]" 1707 0>}'

Esto se comprueba mejor si lo representamos como muestra la figura si-
guiente, en la que hemos puesto cada nodo sobre sus restricciones:

(0,0,0,1,1,0,0)

(0,0,0,1,0,0)  (0,0,0,1,1,0)

(0,0,0,0,0) (0,0,0,1,0)  (0,0,0,1,1)
\/
(0,0,0,0) (0,0,0,1) (0,0,1,0)
— -
(0,0,0) (0,0,1)
—_
(0,0)
(0)
%)

Es claro que todo arbol esta parcialmente ordenado por la relaciéon s C ¢
que se cumple cuando ¢ extiende a s. La altura de un nodo es su longitud.
Todo arbol contiene necesariamente la sucesion nula 0, que es el tinico nodo de
altura 0, y se llama raiz o nodo final del arbol. Un nodo ¢ es un sucesor de otro
nodo s si s C ¢ A L(t) = £(s) + 1. Los nodos sin sucesores se llaman iniciales.

Un arbol de nodos es binario si cada nodo tiene a lo sumo dos sucesores.
Esto sucede en particular si exigimos que el arbol cumpla

Ns € ANi < €(s)s; € {0,1}.

En tal caso diremos que el arbol de nodos es propiamente binario.

Maés en general, un drbol es una aplicaciéon t : A — B cuyo dominio A sea
un arbol de nodos.

Por ejemplo, la pagina siguiente muestra un arbol cuyo dominio es el arbol
de nodos del ejemplo precedente. Los conjuntos ts; pueden ser cualesquiera. Lo
que importa es que los tenemos ordenados en forma de arbol.
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t0001100
|
000100 tooo110
| |
00000 tooo10 tooo11
| ~_
t0000 tooo1 too10
T |
1000 too1
—_
too
|
to
|
ty

Es facil definir operaciones para construir nuevos arboles a partir de otros
dados. Por ejemplo, si s es un nodo inicial del dominio de un arbolt: A — B
yt': A — B’ es otro arbol tal que t, = ts, podemos prolongar el arbol ¢
hasta el arbol de nodos

Au{sTs' |s' e A’}
mediante ts~y = t,, lo que supone “injertar” el arbol ¢ sobre el nodo s del
arbol t.

1.1 El calculo secuencial de primer orden

En esta seccion consideraremos lenguajes sin igualador (luego, sin descrip-
tor), y pospondremos hasta la seccion siguiente el tratamiento secuencial del
igualador. En principio vamos a considerar lenguajes formales en el sentido de
la definicion [LF 3.2] (sin igualador ni descriptor) con los cinco conectores 16gi-
cos 1, V, A\, =, <+ v los dos cuantificadores /\, \/, pero veremos que no perdemos
generalidad si consideramos que los Gnicos conectores primitivos son —, V, igual
que en la seccion [LF 3.2] vimos que en el caso de K sucede lo mismo.

La primera diferencia entre el calculo secuencial y un calculo “a la Hilbert”
es que en él las deducciones no son sucesiones de férmulas, sino arboles de
secuentes, en el sentido que introducimos a continuacion:

Definicion 1.2 Si £ es un lenguaje formal de primer orden, un secuente en £ es
un par ordenado de conjuntos finitos I' y A de férmulas de £, y lo expresaremos’
en la forma I' = A. El conjunto I recibe el nombre de antecedente, del secuente
mientras que A es el consecuente.

1Si usamos la notacién formal de ARP, estamos diciendo que I' = A = (T, A).
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Si ' esta formado por las formulas ~1,...,7, v A estd formado por las
formulas 61, ..., 6,, en lugar de I' = A escribiremos también

71,...,7m:>(51,...,(5n,

Cuando decimos que I' y A son conjuntos (y no sucesiones) de férmulas, en
ello esta implicito que el orden en que escribimos sus elementos es irrelevante,
asi como que las repeticiones son redundantes. Por ejemplo, si a, 5, 7, €, § son
férmulas de £, entonces

a76’7:>6767 ’Y’ﬁ’a:>676’€

son el mismo secuente. No excluimos la posibilidad de que I 0 A sean vacios,
de modo que
a, 8=, = 0,¢, =

son tres ejemplos de secuentes. Al ultimo lo llamaremos secuente vacio.

En general, usaremos letras griegas mayusculas, como I', A, para represen-
tar conjuntos finitos de férmulas, mientras que las letras griegas mintsculas
representaran formulas. Una expresion como

F17a7F2 = A751;52

debe entenderse como el secuente cuyo antecedente estd formado por las for-
mulas de I'; y I's mas la formula «, y cuyo consecuente esta formado por las
formulas de A ademés de d; y 02, siempre entendiendo que las posibles repeti-
ciones son redundantes, de modo que si, por ejemplo, do ya estd en A, se trata
del mismo secuente que

I',a,l's = A761.

Ahora bien, jqué significa un secuente? La idea basica es que un secuente
S=7,..-yYm = 01,...,0, no vacio pretende significar lo mismo que la férmula

S=-TVA=-y V- V9, V6 V-V,

Decimos “pretende significar” porque, en principio, las formulas de un len-
guaje formal no tienen ningun significado asociado, pero, supuesto que tengan
alguno, el significado pretendido de un secuente no vacio S es el mismo que el
de la formula S.

Nota Para precisar esta idea tenemos que considerar modelos del lenguaje £, en
el sentido de la definicién [LF 3.3] y, como hemos hecho a partir de ese punto de
[LF], usaremos este tipo de letra cuando hagamos afirmaciones no formalizables en
ARP. Como en [LF], anticipamos el concepto de modelo Ginicamente para mostrar
que la construccién del calculo secuencial no es arbitraria, sino que da lugar a un
calculo deductivo correcto en el sentido de que extrae consecuencias verdaderas
de premisas verdaderas, pero todo cuanto digamos sobre modelos puede omitirse y
posponerse hasta el momento en que dispongamos de la teoria axiomatica adecuada
para formalizar el concepto. "
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Diremos que un modelo M de £ satisface un secuente no vacio S respecto de
una valoracién v, y lo representaremos por M E S[v], si se cumple M E S[v].

Diremos que S es verdadero en M (y lo representaremos por M F S) si es satis-
fecho por toda valoracién, y que es falso si no es satisfecho por ninguna valoracién.
Convenimos en que el secuente vacio no es satisfecho por ninguna valoracién en
ningn modelo, por lo que es falso en todos los modelos.

Observemos que esta definicién es correcta en el sentido de que no depende
del orden en que las férmulas aparecen en el antecedente y el consecuente de S,
pues las féormulas S que resultan de cambiar dicho orden (o incluso de introducir
repeticiones) son equivalentes en el sentido de que una es verdadera en un modelo
si y s6lo si lo es cualquier otra.

Asi pues, si ' y A son conjuntos no vacios, tenemos que:

1. El secuente I' = A es verdadero en un modelo M si el hecho de que todas las
férmulas de su antecedente sean satisfechas respecto de una valoraciéon en M
implica que alguna de las férmulas de su consecuente es satisfecha también.

2. El secuente = A es verdadero en un modelo M si toda valoracién satisface
alguna de las férmulas de su consecuente.

3. El secuente I" = es verdadero si ninguna valoracién en M satisface todas las
férmulas de su antecedente.

4. El secuente = nunca es verdadero en M.

En particular
ME=a siysélosi MEa«a

ME a= siysélosi MFE -a.

La interpretacién de un secuente v1,...,%m = 01,...,0, con antecedente y
consecuente no vacios es la misma que la de la férmula

YIA - AYm =0V VG

Vemos asi que la capacidad expresiva de los secuentes es la misma que la de
las férmulas, pues, para todo secuente S, la férmula S afirma lo mismo que S, en
el sentido de que S es verdadero respecto de una valoracién si y sélo si lo es S' vy,
reciprocamente, para toda férmula «, el secuente = « afirma lo mismo que a.

Calculos secuenciales Para razonar formalmente en términos de secuentes
necesitamos fijar los mismos elementos que en el caso de un calculo deductivo
“a la Hilbert”, es decir, unos axiomas y unas reglas de inferencia:

Definicién 1.3 Un cdlculo secuencial K sobre un lenguaje formal £ esta de-
terminado por un conjunto de secuentes llamados axiomas de K y un nimero
finito de reglas de inferencia primitivas que determinan cuando un secuente es
consecuencia inmediata de uno o varios secuentes (siempre un namero finito).
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Una deduccion en un calculo secuencial K a partir de un conjunto de secuen-
tes & (llamados premisas de la deduccion) es un conjunto finito de secuentes
dispuestos en forma de arbol, de modo que hay un tnico secuente en el nivel
inferior (llamado secuente final) y sobre cada secuente S' que no sea una premisa
o un axioma de K se encuentran uno o varios secuentes de los cuales S sea con-
secuencia inmediata. Los axiomas y las premisas se llaman secuentes iniciales
de la deduccion.

Una demostracion en K es una deduccién sin premisas.

Usaremos la notacion & 1|_<S para indicar? que S es el secuente final de una

deduccién en K con premisas en &. En particular, 1|_<S indica que S es un
teorema de K.

Asi pues, a diferencia de lo que sucede con las teorias axiomaticas considera-
das en [LF], las deducciones en un célculo secuencial no son sucesiones finitas,
sino arboles (y no de formulas, sino de secuentes).

A continuacién vamos a definir un calculo secuencial alternativo a K (para
lenguajes sin igualador).

El calculo secuencial LK Dado un lenguaje formal £ (sin descriptor), lla-
maremos LK, o simplemente? LK al calculo secuencias cuyos axiomas son los
secuentes de la forma

a=a,

donde a es una formula atémica de £, y cuyas reglas de inferencia primitivas
son las recogidas en la tabla de la pagina siguiente.

Antes de analizar este céalculo secuencial conviene introducir el vocabulario
siguiente:

1. Las reglas de debilitacion se llaman reglas débiles, mientras que las res-
tantes son reglas fuertes.

2. Las reglas de debilitaciéon y corte se llaman reglas estructurales, mientras
que las restantes son reglas ldgicas.

3. Cada regla de inferencia tiene un secuente inferior y uno o dos secuentes
Superiores.

4. La formula que aparece en el secuente inferior fuera de los conjuntos I’
v A se llama fdrmula principal de la regla de inferencia (y es la que le da
nombre). La dnica regla sin féormula principal es la regla de corte.

d
2Para formalizar este concepto en ARP es necesario entender que la férmula & | S incluye
K

una variable d que hace referencia a la deduccién que la justifica, pero normalmente no la
mostraremos explicitamente (compéarese con [LF 3.13]).
3Las iniciales LK corresponden a “légica clasica” en alemén.
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Reglas de inferencia de LK

crer ea s . I'=s A e '=A
Debilitacion izquierda TS A Debilitacion derecha TS Ao

I'= A« a,l'= A

Corte = A )
'=A« a, = A
o o, = A = A -a’
y a, '= A 6, = A I'=A o 0
aVvpg T'=A ’ F'=A avg’
A a, B, = A '=Aa T=A,p3
aNB, T'=A" 'sAanp ’
N '=A« 6, L= A a,I'=AB
a—=p, I'=A ’ 'sAa—p8"
o a, 5, = A '=Aa,p a,l'=AB 5, I'= A«
aep, I'=A ’ 'sAaep ’
A alt), T = A I'= A ay
Auva(u), T = A" I = A Aua(u)
V aly), ' = A I'= A, at)
Vua(u), T = A’ I'=A Vua(u) ’

con la condicién de que, en la regla derecha del generalizador y en la izquierda
del particularizador, la variable y no aparezca* fuera de la formula auxiliar (y
se dice entonces que y es la variable propia de la regla).

5. Las formulas que aparecen en los secuentes superiores fuera de los conjun-
tos I' y A se llaman formulas auziliares. Las tnicas reglas sin férmulas
auxiliares son las reglas de debilitacion. La féormula auxiliar de la regla de
corte se llama formula de corte.

6. Las formulas que aparecen en los conjuntos I' y A se llaman formulas
colaterales.
Foérmulas auxiliares

a, I'=s A B, I' = A <« Secuentes superiores
aVp, T'=sA

SN

Formula principal ~ Formulas colaterales

Secuente inferior

4Hay que entender que a(u) = Sy, donde u es una variable que puede sustituir a y en
lo que implica que y no estd en a(u).
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Notemos que, puesto que las reglas de inferencia de LK tienen siempre uno
o dos secuentes superiores (y asi sucederd también con todos los calculos se-
cuenciales que vamos a considerar), en la definicién de deduccién no perdemos
generalidad si suponemos que los arboles de nodos son estrictamente binarios.

Si quisiéramos mantenernos en el plano puramente formal tendriamos que con-
siderar que los axiomas y las reglas de inferencia de LK son arbitrarios, pero, si
atendemos al posible significado de las férmulas, la situacién es muy distinta:

Teorema 1.4 (de correcciéon) Si M es un modelo de un lenguaje formal £, &
es un conjunto de secuentes verdaderos en M y GLFK S, entonces S también es
verdadero en M.

DEMOSTRACION: Fijemos una deduccién d de S a partir de & en LK. De
acuerdo con las definiciones que hemos dado, cualquier axioma o = « es verdadero
en M siy sélosilo es la férmula —« V «, lo cual es obviamente cierto. Por hipétesis,
las premisas de la deduccién también son verdaderas en M. Es claro entonces que
basta comprobar que si los secuentes superiores de una regla de inferencia de LK
son verdaderos en M, el secuente inferior también lo es.

Fijamos una valoracién v en M y distinguimos dos casos:

1) SiT'y A no son ambos vacios y
ME~N V-V =y VLV -V 6,0,

entonces el secuente inferior de cualquiera de las reglas también es satisfecho.

2) Supongamos en segundo lugar que I" y A son ambos vacios o bien que no lo
son y que no se cumple

ME~N V- V=Y, Vo V-V o,[v)

Entonces:

En el caso de las reglas de debilitacion, el secuente superior es falso, luego este
caso no puede darse.

En la regla de corte, los secuentes superiores nos dan que M F «afv] y que
M F —afv], luego este caso tampoco puede darse.

La regla izquierda del negador afirma que si M F «[v], entonces M E ——afv],
mientras que la regla derecha afirma que si M E —a[v] entonces M E —a[v].

La regla izquierda del disyuntor afirma que si M + —afv] y M E —=8[v], entonces
M E =(a V 8)[v], mientras que la regla derecha afirma que si M E a[v] o M E S[v],
entonces M F o V S[v].

La regla izquierda del conjuntor afirma que si M F —afv] o M E —f[v], entonces
M E =(a A B)[v], mientras que la regla derecha afirma quesi M E afv] y M E S[v],
entonces M E a A B[v].
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La regla izquierda del implicador afirma que si M E afv] y M E —3[v], entonces
M E (a — B)[v], mientras que la regla derecha afirma que si M E —afv] o
M E BJv], entonces M E (o — B)[v].

La regla izquierda del coimplicador afirma que si una de las férmulas « 0 5 no es
satisfecha y otra si, entonces . <> 3 no es satisfecha, mientras que la regla derecha
afirma que si ambas son satisfecha o ninguna lo es, entonces a <+ 3 es satisfecha.

Si el secuente superior de la regla izquierda del generalizador es satisfecho en M,
tenemos que
M E —a(t)[v],

MO0

Por el teorema [LF 3.12], esto equivale a M E —a(u)] , 0 también a

que no se cumple M E oz(u)[viu(t)[v]]. Esto implica a su vez que no se cumple
M = Aua(u)v], o a que se cumpla M E =Aua(u)[v], y esto hace que el secuente
inferior sea satisfecho en M.

Si el secuente superior de la regla derecha es verdadero en M, tenemos que,
para todo a en M, se cumple

ME V-V VoLV Vo, Vay)lvl,

y esto equivale a que

M':(,yl\/...\/ﬁ'ym\/él\/"'\/én)[vZL

o bien M F a(y))[vy]. Como la variable propia y no aparece en ninguna de las

férmulas 7; o d;, por el teorema [LF 3.9], la primera posibilidad equivale a
ME (V- Vv, VoL V-V, vl

que estamos suponiendo que no se cumple, luego tenemos M = a(y))[vy], y esto

vale para todo a en M, luego se cumple M E Aua(u)[v], y esto hace que el
secuente inferior sea verdadero en M.

En el caso del particularizador, si el secuente superior de la regla izquierda es
verdadero en M, tenemos que, para todo a en M, se cumple

ME (ma(y) V-1 VoV oy, VoL Ve Vo) [vyl,

a

y esto equivale a que M F —a(y)[vy

|, o bien

MEM V-V oy VoL V.-V, |v],
pero, como en el caso precedente, la segunda opcién contradice el caso 2) que
estamos suponiendo. Por lo tanto, M F —a(y)[vy], es decir, que ningiin a en M

cumple M E a(y)[ve]. Esto significa que no se cumple M F Vua(u)[v], luego

M = -Vua(u)[v], y esto hace que el secuente inferior de la regla sea verdadero
en M.
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Si el secuente superior de la regla derecha es verdadero en M, tenemos que
M E a(t)[v], que por [LF 3.12] equivale a M F a(u)[vff[(t)[v]]. A su vez, esto
implica que M F Vua(u)[v], luego el secuente inferior es verdadero en M. =

Mas precisamente, la prueba del teorema anterior permite transformar cualquier
deduccién en LK en un argumento informal que justifica que si las premisas de &
son verdaderas en un modelo entonces S también tiene que serlo.

Nota Observemos que la regla izquierda del particularizador no cumpliria el teo-
rema anterior si no exigiéramos que la variable propia no esté libre en T y en A.

Por ejemplo, si tomamos a(u) = u = z, con lo que a(y) =y = z, el secuente
y=z=>y=2=z

es verdadero en cualquier modelo en el que el relator = se interprete como la
igualdad, pero al aplicar la “regla” resulta

Vuu=2z2=y=z,

que no es verdadero en modelos en los que el relator = se interprete como la igualdad
y haya mas de un objeto en su universo, y el “fallo” es que la variable propia y esta
libre en el consecuente. Es facil poner ejemplos similares para la regla derecha del
generalizador. "

Aunque hemos tomado tnicamente como axiomas los secuentes de la forma
a = « donde « es una formula atémica, en realidad todos los secuentes de esta
forma son teoremas, aunque « no sea atéomica:

Teorema 1.5 Si a es cualquier formula de un lenguaje formal £, entonces
a = « es un teorema de LK.

DEMOSTRACION: Razonamos por inducciéon sobre la longitud® de a. Si o es
una féormula atémica entonces o = « es un axioma de LK, luego es su propia
demostracion. Si a = =3 y el resultado es cierto para (3, entonces basta aplicar
las reglas del negador:

B=5
_‘ﬂv B =
8= -p

y encadenar esta sucesién con una demostracion de 5 = .

Sia =V vy el resultado es cierto para S y -y, razonamos asi:

B=p Y=
B=B,v v=B8"
BVy=B,7
BVy=pVy

5Para formalizar el argumento en ARP observamos que la prueba permite construir un
funtor F' que a cada férmula que incumpla el teorema le asigna otra de longitud menor.
Si existiera una férmula ag que no cumpliera el teorema, podriamos definir G(«,0) = a,
G(a,n+1) = F(G(a,n)), y entonces F(ag, ¢(cap) + 1) seria una féormula de longitud < 0.
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donde hemos usado (de abajo hacia arriba) las dos reglas del disyuntor y luego
las de debilitacion. Luego la demostraciéon se prolonga con demostraciones res-
pectivas de los dos secuentes indicados, que existen por hipo6tesis de induccion.

Si o= B A 7, el razonamiento es similar, usando ahora:

B =3 Y=
B,y=8 B, y=>v
B,y= BNy
BAY= BNy
Sia = — 7, usamos
B=p Y=
B= B, B,y =7
B—=, 8=y
B—=r=B—7
Para o = 3 ¢ v usamos®
v = B =5 B=p V=
B,y =" B,v=28 B= B, 7= 87
B,y= By =B 76,9

Boy=PBeny

Si @ = AuB(u) e y es una variable libre que no esté en 3, podemos aplicar
la hipotesis de induccién a la formula S(y), cuya longitud es la misma que la de
la semiférmula B(u), que a su vez es menor que la de . Por lo tanto, podemos

razonar asf: 80) = 51)
Au B(u) = B(y)
NuB(u) = NuB(u)

Si o = VuB(u) e y es una variable libre que no esté en 3, podemos aplicar
la hipotesis de induccién a la formula S(y), cuya longitud es la misma que la de
la semiférmula S(u), que a su vez es menor que la de a. Por lo tanto, podemos

razonar asi: l@(y) N /B(y)
B(y) = VupB(u)
VuB(u) = Vu B(u) .

Conviene observar que la demostracion de teorema anterior muestra que un
secuente o = « siempre puede demostrarse sin usar la regla de corte. Esta
regla es necesaria cuando se necesita eliminar algin signo logico presente en las
premisas que no tiene que estar en la conclusion. En efecto, las reglas logicas

6Notemos que en todos los casos las deducciones que estamos presentando se encuentran
facilmente razonando de abajo hacia arriba. En este caso, para que en el antecedente del
secuente final aparezca 8 <> « aplicamos la regla izquierda del bicondicionador, y en cada uno
de sus secuentes superiores aplicamos la regla derecha, con lo que llegamos a secuentes que se
deducen inmediatamente de 8 = By v = v por debilitacion.
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aumentan la complejidad de la féormula auxiliar, luego si en las premisas aparece,
por ejemplo, —a y en la conclusién no hay ningiin negador, necesariamente -«
tendra que eliminarse mediante la regla de corte. Las deducciones del apartado
siguiente ilustran este principio general.

Reglas inversas Las reglas ldgicas deducen la féormula principal de las formu-
las auxiliares introduciendo signos l6gicos. Ahora probamos las reglas inversas
que permiten eliminar signos légicos:

o, = A I'= A, aVvg T'=A aVv g T'=A

Fr=Aa’ a,I'=A 7 a, ' A 7 8, I'=A ~
'=A avp aNB, T=A '=A ang '=A ang
'=A a0, «oBT=A" '=Aa F=Ap3 7

a—8,T=A a—3,T=A I'=A a— 0
'=4Aa '’ 5, T'=A "~ a,I'=s A B 7
I'= A, Aua(u) Vua(u), T = A
'=Aa(t) alt), = A

DEMOSTRACION: La primera regla inversa del negador se prueba asi:

a=

a, I'= A« -, I'= A

I'=s A a,~« —a, '= Ao
'=A «a

Pensandola de abajo hacia arriba, como sabemos que tiene que aplicarse la
regla de corte con —a, empezamos aplicindola, y de los secuentes superiores
que obtenemos es facil llegar en un caso a & = « (que es un teorema por 1.5)
y en el otro caso a la premisa. La segunda regla inversa del negador se prueba
analogamente. Para el disyuntor tenemos:

a=a«
a, I'=A a8 aVp, T'=A
a, '=A aVvp aVp, al=A

a, I'= A

La versién para (8 se prueba anilogamente y la tercera se obtiene con:

a=« 6=p
'=sA avp a,I'= A a8 8, T=A, a 0
I'=A o, 8,aVvp aVp,I'=A a pB
I'=A o0
Para el conjuntor tenemos:
a=« B8=p
a, 3, 0= A, a a, B, I'=A, 8 aAp,l=A
a, B, I'=A anp alNp,a 8, = A

a, 3, = A
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a=
T'=A anpg a, B, = A, «
' A aanp aNB, T'=A «

I'=s A «

Las reglas inversas de las del implicador se obtienen asi:

a=
o, I'= A a, S a— 6, T'=A
'=A aa—p a— 5, T=A, «

I'=A «

La siguiente es similar, partiendo esta vez de 5 = S.

a= « B=p
I'=sA a—p a, I'= A, B« B,a,I'= A, p
a,I'=s 6, a—0 a— B, al'= A,
a, I'= A B

Para la regla del generalizador tenemos:

at) = a(t)

I'= A, Aua(u) at), T = A, aft)

I'= A, at), Aualu) Nua(u), T = A, aft)
I'= A, aft)
y, por tultimo, para el particularizador:
at) = aft)

alt), T = A, at) Vua(u), T = A

a), T = A, Vua(u) Vua(u), a(t), T = A

a(t), T = A

Las pruebas precedentes ilustran una caracteristica del calculo secuencial: si
el lector pretende probar en Kz que una férmula es consecuencia de otras dadas,
la dnica forma de determinar qué reglas de inferencia conviene aplicar en cada
momento es pensar una prueba informal detallada que nos convenza de que la
conclusion es realmente una consecuencia logica de las premisas y usarla como
guia para obtener la deduccion formal, mientras que, en casos sencillos como los
del teorema anterior, en los que no hace falta introducir ninguna idea original en
el razonamiento, podemos encontrar la deduccién sin necesidad de considerar
en ningin momento el posible significado de los secuentes involucrados, sino
atendiendo exclusivamente a su forma. Por ejemplo, en la ultima deduccién, el
mero hecho de saber que la formula \/u o(u) de la premisa tiene que desaparecer,
nos lleva a empezar (de abajo arriba) con un corte, y en el lado izquierdo
aplicamos la regla izquierda del particularizador porque es la tinica que puede
aplicarse de forma natural, y con esto llegamos inmediatamente a la premisa o
bien a “casi axiomas” de tipo o = «a.
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Podria decirse que las deducciones en K “estdn en prosa”, mientras que las
deducciones en LK “estan en verso”, en el sentido de que, si hacemos abstraccion
completamente del posible significado de las formulas consideradas, las deduc-
ciones en K tienen un aspecto cadtico, mientras que las deducciones en LK
muestran relaciones sencillas entre sus secuentes, hasta el punto de que, en ca-
sos simples, bastan para construirlas, sin consideraciones seméanticas de ningtn
tipo. Esto es anecdotico, pero es una consecuencia anecdotica del hecho de que
LK pone en primer plano la estructura formal de las deducciones, a lo cual le
podremos sacar mucho partido.

No hemos enunciado reglas inversas a las reglas del bicondicionador. El
lector puede enunciarlas y demostrarlas como ejercicio, pero en la practica re-
sulta mas conveniente considerar las reglas que transforman las implicaciones
en coimplicaciones y viceversa:

a8, T=A '=A a+ 0 ' A aep
a=6, =0, I'=>A" T'=Aa—=0" T'sALoa’

a—=8,0—-a = A '=A a—p '=A 06—«
a6, T'=A ’ I'=sAaep ’

La primera regla la probamos en la pagina siguiente, por razones de espacio. La
segunda se prueba asi:

8=p0 a=
a, B, = A6 a,l'= Ao, 8
I'sAas s a, B, = Aa—f I'sAa—5,a,8
I'=sAa—B,a+ a8, '=Aa— 0
'sAa—p

La prueba de la tercera regla es analoga. Para la cuarta:

a—B,8—al = A a—B,86—al = A
a— Ba,l = A 8—al =A«
a,B,T'= A I'=A a0
a+ 3,T'=A

Y la quinta se prueba asi:

I'=Aa—p '=A8—a«a
a,l'=ApB 8, = A«
'sAasp

Definiciéon de conectores Combinando las reglas precedentes con las reglas
del conjuntor y sus inversas obtenemos inmediatamente estas variantes:

ae pf,I=A I'=Aa+f
(a=BAB—=a),T=A" T=>Aa—=0NL—=a)’

(=B ANB—a),l'=A F'=A(a—=0)A(B— )
a+ B,I'=A ’ I'sAaep '




1.1.

B=p a=«
B,a0— B,T = A,a,3 a,B,aa— B, = A«

B=p
a?ﬂ75%a7F:>A7ﬂ

a,a— B,8—=a,I'= A8

a+ B, I'=A
a B,a—6,0—al = A

B,a—B,8—>a,l = A«

a—=6,0—al =Aaw

a=«
a,B—al = A B«

a— B,8—=al = A

El céalculo secuencial de primer orden 15

Y esto se traduce en que si consideramos que los lenguajes
formales no tienen coimplicador, eliminamos sus dos reglas
de la definicion de LK y definimos

aeB=(a—P) AL — ),

podemos demostrar exactamente los mismos secuentes,
salvo que las formulas que contengan coimplicaciones se-
ran cadenas de caracteres distintas.

Por una parte, las reglas del coimplicador pueden demos-
trarse a partir de las otras y de la definicién de a < (,
aplicando primero las reglas del implicador y luego las del
conjuntor, y, por otra parte, si transformamos a < [ en
(a = B) A (B — «) usando que, por definicion, son lo
mismo, cuando el coimplicador es un conector primitivo ese
paso se justifica por las reglas que acabamos de enunciar.
Del mismo modo podemos eliminar el conjuntor de entre
los conectores primitivos y definirlo como

aAf=-(-aV-p).
Por una parte, es facil probar las cuatro reglas

aNp,l=A F'=sAanp
—(—raV-B8),I'=A" T=A-(-aV-p)’

—(ma Vv -p),T= A I'= A —=(-aV )
aNpl=A ’ I'=sAanp ’

que prueban que podemos pasar de una formula a la otra
tanto si las consideramos férmulas distintas como si con-
sideramos que son la misma, y, por otra parte, podemos
eliminar las reglas del conjuntor de la definicion de PK,
puesto que se demuestran inmediatamente a partir de las
reglas del negador y del disyuntor (y de la definicion del
conjuntor).

Por dltimo, también es facil probar las reglas

a—=p,T=A 'sAa—p
—aVBI=A" T'sA-aVp'’

—aV g, T'=A I'=s A, -aVvp
a—=pT=A" 'sAa—p "’

que nos permiten definir analogamente
a—B=-aV

y eliminar de la definicién de LK las reglas del implicador.
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También podriamos definir Vua = —-Au—-a demostrando las cuatro reglas
oportunas, pero no conviene hacer tal cosa, pues vamos a usar los cuantificadores
para medir la complejidad de las férmulas y para ello es necesario que ambos
sean primitivos. En conclusion:

En lo sucesivo convendremos en que los tinicos conectores ldgicos
primitivos de los lenguajes formales son —,V, y que las unicas reglas
de inferencia ldgicas de LK son las cuatro correspondientes a estos
conectores y las cuatro correspondientes a los cuantificadores.

Para referencias posteriores, enunciamos aqui la definicién de la version re-
ducida de LK:

Definicion 1.6 Llamaremos LK al calculo secuencial sobre un lenguaje formal
de primer orden £ (sin igualador) cuyos axiomas son los secuentes oo = «, para
toda féormula atémica « y cuyas reglas de inferencia son las siguientes:

. '=A e s '=A
Debilitacion izquierda TS A Debilitaciéon derecha TSAa

= A« a,l'= A

Corte = A )

L I'= A« al'= A

il 1zqu1erda m, - derecha m»
o a,T=A BT=A TI'=4Aapf

V izquierda aVB T=A , V derecha ' A avp’
L. alt), T = A I'= A ay)

A izquierda o) T = A A derecha L= A Avalu)
) ) ay),F=>A F?A,Ox(t)

V izquierda Via(u), T = A V derecha = A, Vua(u)

con la condicién de que, en la regla derecha del generalizador y en la regla

izquierda del particularizador, la variable propia y no aparezca en las féormulas
de 'y A.

A partir de estas reglas y de las definiciones
aANB=-(~aV-8), a—=p=-aVh ac=(@—p)A(L—a).

se demuestran facilmente las seis reglas adicionales incluidas en la tabla de la
pagina 7.
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Variantes Algunas reglas admiten variantes equivalentes de interés. Por ejem-
plo, la regla de corte es equivalente a

= A « a, IV = A/
I, T"= A, A

Esta variante incluye a la regla original como caso particular y, reciproca-
mente, puede probarse a partir de la regla original sin mas que cambiar primero
los conjuntos de formulas colaterales por I', IV y A, A’ por debilitacién.

Lo mismo vale para todas las reglas con dos secuentes superiores. Concre-
tamente, la regla izquierda del disyuntor es equivalente a

a,T=A BT =A
aVB L, U= A, A

y la regla derecha del conjuntor es equivalente a

I'=A « I'=s AL B
LLTV=A A,aNp

Otra variante de interés consiste en que la regla derecha del disyuntor es
equivalente a las reglas

'=A « I'=Ap
F'==Aavg’ T'=Aavp’

en el sentido de que estas dos reglas pueden ser demostradas y, reciprocamente,
si tomamos éstas como reglas primitivas, podemos demostrar la regla derecha
del disyuntor.

En efecto, estas variantes se prueban trivialmente sin mas que anadir la
formula que falta por debilitacion y luego aplicar la regla del disyuntor. Reci-
procamente, si tomamos las dos variantes como primitivas, podemos probar asf
la regla del disyuntor:

'=A a,p
I'=s=A avg,p
F'=A avVvp

donde en el dltimo paso hemos aplicado la regla del disyuntor que transforma
B en a V B, pero, como la disyuncion ya esta en el consecuente, no necesitamos
volverla a escribir.

Similarmente, la regla izquierda del conjuntor es equivalente a las reglas

a, I'= A 8, I'=A
aANB, T=A" aAp T'=s>A"

Ejemplo Veamos una demostracién del secuente:

= Vu(Cu — AvCv),



18 Capitulo 1. El célculo secuencial

que puede interpretarse como que existe alguien que, si vivird hasta los 100
aflos, entonces todos viviremos hasta los 100 aflos.(Compérese con el tdltimo
ejemplo de la subseccion [LF 3.4.2].) La idea de la prueba es distinguir dos
casos, correspondientes a los secuentes

-V -Cv = Vu(Cu — AvCv), Vo -Cv = Vu(Cu — AvCv),

es decir, o bien todos vamos a vivir hasta los 100 anos o existe alguien que no
va a vivir hasta los 100 anos. El primero de estos dos secuentes es equivalente
al que resulta de pasar el antecedente al consecuente eliminando el negador. Asi
tenemos los dos secuentes del peniltimo paso de la demostracion, con lo que la
regla de corte nos da la conclusion.

Cy=Cy
Cz, Cy=Cy Cy=Cy
Czx = Cy, -Cy Cy= Cy, N\vCv
Cz = Cy, Vv-Cv -Cy, Cy = NvCv
Cz = NvCv, Vv-Cu -Cy=Cy— NvCu
= Cz — NvCv, Vv-Cu -Cy = Vu(Cu — N\vCv)

= Vu(Cu — AvCv), Vv—-Cv Vv -=Cv = Vu(Cu — AvCv)
= \/u(C’u = Av Cv)

A partir de estos dos secuentes, la prueba se construye mecanicamente “de
abajo hacia arriba”. En la rama izquierda eliminamos el particularizador con la
regla derecha del particularizador, luego eliminamos el implicador con su regla
izquierda, luego eliminamos el generalizador, a continuacion el particularizador,
luego el negador y asi llegamos a un secuente con una férmula repetida, luego
por debilitaciéon lo reducimos a un axioma. Notemos que es esencial eliminar
primero el generalizador y luego el particularizador, pues la regla derecha del
generalizador requiere que la variable propia y no esté libre en ninguna otra
férmula. La rama derecha se construye analogamente. ]

Eliminacién de cortes La razon principal por la que el calculo secuencial es
mucho més potente que los calculos “a la Hilbert” a la hora de probar metateo-
remas sobre demostraciones es que muchos calculos secuenciales satisfacen los
llamados teoremas de eliminaciéon de cortes, segtun los cuales todo teorema puede
demostrarse sin usar la regla de corte, o bien usandola tinicamente con férmulas
de corte con una estructura determinada. En el caso concreto de LK puede pro-
barse que todo teorema puede demostrarse sin cortes (lo cual no significa que
la regla de corte sea redundante, pues el teorema solo vale para demostraciones
(deducciones sin premisas).

Aunque ya podriamos demostrar este hecho, no lo haremos porque la de-
mostracién es laboriosa y méas adelante probaremos un teorema més general
junto con otra versiéon para la logica de segundo orden. No obstante, vamos a
ver como podemos eliminar el corte de la demostraciéon del ejemplo precedente.
La idea es que si rastreamos de dénde vienen las férmulas de corte, vemos que
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la izquierda proviene del Cy situado en el antecedente del secuente inicial iz-
quierdo, mientras que la derecha proviene del Cy del consecuente del secuente
inicial derecho. Asi, en lugar de mantener estas dos férmulas y transformarlas
hasta convertirlas en las formulas de corte, podemos cortarlas al principio, es
decir, podemos cortar los dos secuentes iniciales eliminando los Cy cuyos “des-
cendientes” son las formulas de corte, y asi obtenemos un tinico secuente inicial
Cy = Cy. El resultado es:

Cy=Cy
Cz,Cy = Cy, \vCu,
Cx = Cy, Cy — NvCv
Cz = Cy, Vu(Cu — AvCv)
Cz = NvCv, Vu(Cu — AvCv)
= Cz — NvCv, Vu(Cu — AvCv)
= Vu(Cu — AvCv)

donde en el ultimo paso hemos aplicado la regla derecha del particularizador,
que nos da la misma férmula repetida. [

1.2 El calculo secuencial con igualador

Para tratar con el igualador s6lo necesitamos anadir algunos axiomas al
célculo secuencial:

Definiciéon 1.7 Si £ es un lenguaje formal con igualador (pero sin descriptor),
llamaremos LK; al calculo secuencial que resulta de anadir a LK los aziomas
del igualador, que son todos los secuentes de la forma:

I1I. = t=t.

2. ty =t), ..., tp =t = [t = [Pt

-
3.ty =t),... ty =t Ry - -t, = R, - -t
Es claro que estos secuentes son verdaderos en todo modelo de £ (considerando

ahora modelos de £ en los que el igualador se interpreta necesariamente como la
identidad), por lo que el teorema de correccién 1.4 es valido también para LK;.

Veamos unas consecuencias inmediatas de estos axiomas:

Teorema 1.8 Si L es un lenguaje formal con igualador, los secuentes siguientes
son teoremas de LK;:

REFLEXIVIDAD DE = =t=t
SIMETRIA DE = t1 =ty =ty =1t

TRANSITIVIDAD DE = t1 =to, to =t3 =11 =13
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DEMOSTRACION: Los secuentes que expresan la reflexividad son axiomas.
Para la simetria observamos que el secuente

L=t ti=t,th=t1=ta=1t
es un axioma de tipo I3, por lo que

=1t =1
ty=ts =t =%, =1 t1=t1,t1 =t =t =1
t1:t2:>t2:t1

La transitividad se prueba de forma similar, considerando el axioma

t1 =11, =13, 61 =12 = t1 = 3.
n

Como en el caso del teorema 1.5, a partir de estos axiomas pueden probarse
versiones mas generales:

Teorema 1.9 Sia(z1,...,z) es una formula de £ y t(x1,...,2Tk), S1,- .., Sk,
t1,...,tx son términos, los secuentes siguientes son teoremas de LK;:
1. =t=t.

12. 51 :tl,...,sk:tkét(sl,...7sk):t(tl,...,tk).
13. 51 =t1,...,8K = tg, a(s1,...,88) = afty,...,tg).

DEMOSTRACION: Los secuentes de tipo I1. son axiomas de LK;. Demostra-
mos 2. por inducciéon sobre la longitud del término ¢. Si es una variable z; el
secuente es

S1=11,...,8k =t = s; = t;,

que se demuestra a partir del axioma s; = t; = s; = t; mediante las reglas de
debilitacién. Si t es una constante ¢, entonces el secuente es

§1=11,...,8, =t =>c=c,

y se demuestra por debilitacion a partir del axioma = c=c¢. Sit = f1---T,
por hipoétesis de induccién podemos probar los secuentes

s1=11,...,8k =1 jﬂ(sla"'ask) :E(thvtk)
Por otra parte, el secuente siguiente es un axioma de tipo 12:
Ti(s;) = Ta(t)), -, Tn(s;) = Tu(ty) = t(s;) = t(t;),

donde abreviamos T;(s;) = T1(s1,. .., sx). Cortando este secuente con el prece-
dente para ¢ = 1 (usando la variante mas general de la regla de corte) obtenemos

s1="t1,..., 5k = ti, Ta(sj) = Ta(tj), ..., Tu(s;) = Tu(t;) = t(s;) = t(t;).
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Similarmente, vamos cortando con los secuentes que tenemos por hipdtesis de
induccién para ¢ = 2,...,n y llegamos a

§1=11,...,8, =1t = t(8j> = t(tj).

Similarmente, probamos I3. por induccién” sobre la longitud de . En el
caso en que o = RT) ---T,, el secuente siguiente es un axioma:

Ti(s;) = Ta(ts), - -, Tu(s;) = Tu(ty), a(s;) = alt;)
y, por el apartado anterior, los secuentes siguientes son teoremas:
§1=1%1,...,8, =1t = Ti(8j> = Tl(tj)

Como en el apartado anterior, podemos ir cortando las formulas T;(s;) = T;(t;)
hasta obtener el secuente

s1=1t1,...,5c =tx, a(sj) = a(t;).
Si a = =, razonamos como sigue:

ti=51,...,tn = sk, B(t;) = B(s:)
51 = t17~-~73n — tk7 B(tl) = ﬁ(sz)
S§1=11,...,8, = tg, a(s;) = at;)

donde en el primer paso hemos cortado con los teoremas s; =t; = t; = s; y en
el segundo hemos usado las reglas del negador.

Supongamos ahora que a = 8 V vy que 8y v cumplen el teorema. Con-
cluimos asi:

s1=t1,..., 86 = tg, B(s:) V v(ss) = B(Li), v(ts)
$1="t1,..., 8k = t, B(s:) Vy(si) = B(t:i) V y(t:)
Si a = AupB(u,z1,...,2;), tomamos una variable libre y que no esté en «

ni en ninguno de los términos s;, t;. Aplicamos la hipotesis de induccion a la
formula 5(y, z1,. .., zk)

s1 =1t1,...,8K = tg, By, s:) = By, t;)
81 =1t1,...,8 = tg, /\uﬁ(u,si) = By, ;)
S1 = tla"'ask = tka /\Uﬁ(u, Si) = Auﬂ(“’?tl)

Observemos que para pasar del segundo secuente al tercero necesitamos que u
no esté libre fuera de la férmula auxiliar, como es el caso.

Si a = VupB(u,z1,...,7;) razonamos analogamente, solo que en este caso
tenemos que aplicar primero la regla derecha del particularizador y en segundo
lugar la regla izquierda. m

"La induccién del apartado precedente puede formalizarse en ARP como una simple induc-
cién sobre t. En este caso podemos construir un funtor F' tal que si « incumple el teorema,
entonces F(a) es otra féormula que lo incumple de longitud menor. Al iterar este funtor
obtenemos una contradiccién.
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Ejemplo Como ilustracién vamos a demostrar el secuente
Auwvw((uwv)w = u(vw)) = Avvw(u | v Av | w — u | w),

que se corresponde con la demostracion que en la pagina vii hemos formalizado
en el sistema deductivo formal K descrito en [LF]. Aqui hay que entender que
z|y=Vuy = zu.

Avvw((uwv)w = u(vw)) = (z2')y’ = z(z'y’) y=uz2', z=yy =z = (axz')y

Avvw((uwv)w = u(vw)), y = 22’, z = yy’ = 2z = (x2))y’, (z2’)y’ = z(2"y)

Auvvw((uwv)w = u(vw)), y = z2’, z = yy’ = z = x(2'y)

Avvw((uv)w = u(vw)), y = z2’, z = yy’ = Vuz = zu

Avvw((uv)w = u(vw)), Vuy = vu, Vuz = yu = Vuz = zu

Avvw((uv)w = u(vw)), [y ANy |z=2 |2

Avvw((uw)w = u(vw)) =z |y Ay |z — x| 2

Avvw((uwv)w = u(vw)) = Auwvw(u | v Av | w— u|w)

En general, en ejemplos sencillos como éste, en los que podemos permitirnos
el lujo de razonar “formalmente”; es decir, sin considerar el significado de las
formulas involucradas, las demostraciones hay que planearlas “de abajo hacia
arriba”. Asi, lo primero que hacemos es quitar los cuantificadores de la con-
clusion, lo cual es legitimo porque en el penultimo secuente es posible aplicar
tres veces la regla derecha del generalizador, ya que las variables propias que se
cuantifican no estan libres en ninguna otra férmula.

A continuacion pasamos la hipotesis de la implicaciéon al antecedente del
secuente, lo cual puede considerarse como lo andlogo a tomarla como premisa.

A continuacién eliminamos el conjuntor y aprovechamos para sustituir cada
férmula de divisibilidad por su definicién, lo cual técnicamente no es ningtn
cambio. Estamos aludiendo a las mismas féormulas con otros nombres.

A continuacion eliminamos los particularizadores del antecedente. Notemos
que las normas de LK nos obligan a dejar dos variables libres distintas =’ e y/,
pues de lo contrario no seria licito usar la regla izquierda del particularizador,
ya que la variable z’ estarfa libre en otra féormula.

A continuacion eliminamos el particularizador del consecuente. Podriamos
haber puesto cualquier variable, pero si queremos dejar un término que estemos
en condiciones de probar que cumple la formula correspondiente, ese término
tiene que ser z'y’ (en este punto no tenemos mas remedio que olvidar el forma-
lismo y pararnos a entender qué estamos haciendo realmente).

Ahora observamos que, en realidad, las dos igualdades del antecedente nos
permitiran probar la igualdad z = (za’)y’, y necesitaremos la propiedad asocia-
tiva que estamos tomando como premisa para probar que esta expresion coincide
con la que necesitamos. Por ello descomponemos la igualdad en las dos igual-
dades correspondientes. El paso del segundo al tercer secuente esta justificado
por la transitividad de la igualdad.

Por 1ltimo, el segundo secuente se puede obtener mezclando los dos secuentes
de la primera linea. El primero se justifica por tres eliminaciones del genera-
lizador y el segundo por el tercer apartado de 1.9, tomando a(y) = z = yy'.

| |
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1.3 Conexién con K

Dedicamos esta tltima seccién a probar que las deducciones en LK; se co-
rresponden con las deducciones en el sistema deductivo formal K definido en
la seccion [LF 3.3]. Por una parte tenemos lo siguiente:

Teorema 1.10 Sea £ un lenguaje formal con igualador (pero sin descriptor),
sea & un conjunto de secuentes en £ y sea © el conjunto de las formulas S
asociadas® a los secuentes S de &. Entonces, para todo secuente T, si S T,
entonces © - T. LI
£

DEMOSTRACION: Tenemos una deduccién de T en LK; con premisas en G.
Basta probar que si el secuente S aparece en la deduccion, entonces © - S. Esto
es obvio si S es una premisa, se cumple trivialmente para los axiomas logicos
S =0=6,pues S =—d V J es un teorema logico, y se comprueba sin dificultad
para los axiomas del igualador.

Es claro que ahora basta probar que la formula asociada al secuente inferior
de una regla de inferencia de LK es consecuencia logica (en K ) de las formulas
asociadas a sus secuentes superiores.

Para todos los casos siguientes fijamos I' = {v1,...,Ym}, A = {01,...,n},
que pueden ser vacios. Si no lo son, llamamos

(=-7 V-V VO V- V4,

Debilitacion Si el secuente superior no es vacio, la premisa es (, y a partir
de ella tenemos que probar =« V ( o bien ( V a. En ambos casos se
obtiene la conclusiéon por la regla de introduccién del disyuntor. Si el
secuente superior es vacio tenemos que probar « o -« a partir de una
contradiccion, lo cual también es posible.

Corte Las premisas son ( V ay ~a V (, que se reducen a ay ~asi I'' y A
son ambos vacios. En este caso tenemos que probar una contradiccion a
partir de premisas contradictorias, lo cual es posible sin duda. Descartado
este caso, tenemos que probar (. Basta razonar por reduccién al absurdo:
si negamos (, las premisas nos dan a A —a.

Negador Es inmediato que las formulas asociadas a los secuentes superior e
inferior de las dos reglas del negador son logicamente equivalentes.

Disyuntor Para la regla izquierda las premisas son —a V { y =8 V (. Si [
y A son ambos vacios, tenemos que probar —(« V ) a partir de -« y
=, lo cual ciertamente es posible. En caso contrario tenemos que probar
—(a V B) V (, pero las premisas nos dan que a — ¢ y 8 — ¢, de donde
se sigue a V B — (, que equivale a la formula requerida. Para la regla
derecha partimos de { V a V 8 y tenemos que probar esto mismo.

8No hemos definido S cuando S es el secuente vacio, pero en tal caso podemos considerar
que S es cualquier féormula de tipo € A —e.
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Generalizador Para la regla izquierda, suponiendo que I' y A no son ambos
vacios, tenemos —a(t) V ¢, de donde se sigue ~Aua(u) V . En efecto,
si suponemos Aua(u), de ahi deducimos a(t) y, de la premisa, deduci-
mos ¢, con lo que tenemos probado que Aua(u) — ¢, lo cual equivale a
-Aua(u) V(. SiT y A son vacios el argumento se simplifica.

Para la regla derecha la premisa es ¢ V «a(y), con la condicion adicional
de que y no esta libre en ¢ ni en a(u), y queremos concluir ¢ V Au a(u).

SiI'y A no son ambos vacios suponemos —( y la premisa nos da a(y), de
donde se sigue Ay a(y), por la regla de introduccién del generalizador. De
aqui podemos deducir a(u) (aqui se usa que y no esta libre en a(u)) y a
su vez \ua(u). Como y no esta libre en ¢ (ni v tampoco), el teorema de
deduccion nos da que = — Aua(u), que es equivalente a ¢ V Aua(u).
SiT" y A son ambos vacios el razonamiento se simplifica.

Particularizador Para la regla izquierda la premisa es —a(y) V (, con la

condicion adicional de que y no esta libre en (, y queremos concluir
=Vua(u) Vv ¢.
SiT y A no son ambos vacios suponemos —¢ y la premisa nos da —«(y), de
donde se sigue Au—a(u), por la regla de introduccién del generalizador, y
=V u a(u) por la negacion del particularizador. Como y no esté libre en ¢,
podemos aplicar el teorema de deducciéon y concluir que —¢ — =Vu a(u).
De aqui se sigue a su vez Vua(u) — ¢, de donde finalmente llegamos a
=Vua(u) vV ¢ por la regla de introduccion del disyuntor. Si I' y A son
ambos vacios el razonamiento se simplifica.

Para la regla derecha, suponiendo que I' y A no son ambos vacios, tenemos
¢ V a(t), de donde se sigue ¢ V Vua(u). En efecto, basta suponer —(,
con lo que obtenemos a(t), y de ahi podemos pasar a Vua(u), por la
regla de introduccion del particularizador. Esto prueba —¢ — Vua(u),
que equivale a la formula requerida. Si ' y A son vacios el argumento se
simplifica. L]

Notemos que la demostracion del teorema anterior, debidamente desarro-
llada, nos permite construir explicitamente una deduccién de T con premisas
en O a partir de una deducciéon de T' con premisas en &. Por otra parte:

Teorema 1.11 Sea £ un lenguaje formal con igualador, sea © un conjunto de

formulas de £ y sea & el conjunto de los secuentes de la forma = (, para cada

formula ¢ de ©. Entonces, para toda formula o, se cumple @II(— a siy solo si
£

S F =a.
LK;

DEMOSTRACION: Tenemos una deducciéon aq,...,q, = a de a a partir
de ©. Basta probar (por induccion sobre i) que los secuentes = «; son de-
ducibles en LK; a partir de &. Por definicién de &, esto es trivial si a; esta
en O.
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Si «; es un axioma de K basta comprobar que = «; es un teorema de LK;.
Para los primeros axiomas la comprobaciéon es mecanica. Vamos a analizar el
caso de los tres axiomas sobre los cuantificadores y el del igualador.

a(t) = aft) a=a Bly) = B(y)
Nua(u) = alt) a=By), « Bly), o= B(y)
= Nua(u) = aft). a— B(y), a = By)

Nu(a — B(u)), a = B(y)
Au(a — B(u)), a = AuB(u)
Au(a — B(u)) = a — AuB(u)
= Nu(a — B(u)) — (o — Aup(u))

En la prueba del segundo axioma y es una variable libre que no aparezca en
las formulas consideradas. Esto se usa al aplicar la regla derecha del generali-
zador. En la prueba siguiente y es de nuevo una variable libre que no aparezca
en las formulas consideradas:

a(y) = aly) a(y) = a(y)
a(y), ~oly) = a(y) = Vua(u)
a(y), Nu—a(u) = = —a(y), Vua(u)

Vua(u), Au=a(u) = = Nu—-a(u), Vua(u)
Vua(u) = - Au-a(u) -Nu—a(u) = Vua(u)

= Vua(u) < -Au-a(u)

Por tltimo:
t=y, a(t) = a(y)
=t=1 :
=at),t=t a(t) = alt) y=t, a(t) = ay)
t=t— at) = at) alt) =y=t— a(y)
Nu(u=1t— a(u)) = aft) at) = Nu(u =t — a(u))

= Nu(u =t — a(u)) = aft) = a(t) = Nu(u =t — a(u))
= Nu(u =t — a(u)) < a(t)

donde hay que suponer que u no esta libre en ¢. Los puntos suspensivos hacen
referencia a una deduccion de y =t a partir de t = y.

Si o se deduce por modus ponens de férmulas anteriores «j, a; — «;, basta
considerar la deduccién siguiente:

>a—f
=a a=pF
= p

de la que se sigue que si los secuentes = a; y = a; — o; son deducibles a
partir de &, también lo es = «;. Finalmente, si o; se deduce por generalizacion,
observamos que la regla derecha del generalizador nos da

= a(y)
= Nua(u)
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El reciproco es consecuencia del teorema anterior, pues si suponemos que
GLI— = «, el conjunto O asociado a & en el teorema anterior no es sino el

conjunto © de la hipétesis del teorema, y la formula T no es sino «, luego la
conclusion es que © II{— Q. n
L

Es facil ver que, sin mas que eliminar toda referencia al igualador, la prueba
del teorema anterior se adapta para lenguajes sin igualador, cambiando LK;
por LK.

Asi pues, en teoria es indistinto usar K o LK; para estudiar las conse-
cuencias de unas premisas dadas. En la practica K es mucho méas comodo de
manejar, pero en este libro demostraremos algunos resultados clave planteados
en [LF] que requieren del calculo secuencial para ser demostrados.

1.4 CAlculos secuenciales aritméticos

El primer paso para aplicar el calculo secuencial al estudio de las teorias
aritméticas consideradas en [LF] es fijar teorias equivalentes adecuadas. En
principio, el teorema 1.11 nos dice que un céalculo secuencial equivalente, por
ejemplo, a AP es el que tiene por axiomas los de LK; més los secuentes de la
forma = «, donde « es un axioma de AP, y como reglas de inferencia, las de LK.
Este célculo secuencial es equivalente en el sentido de que una férmula v de £,
es un teorema de AP siy solo si el secuente = v es demostrable en el calculo que
acabamos de describir. Sin embargo, esta formulacion secuencial “trivial” de AP
no es adecuada para nuestros fines y vamos a encontrar alternativas mejores.
En primer lugar conviene formular el principio de induccién en términos de una
regla de inferencia:

Teorema 1.12 Sea T un cdlculo secuencial que incluya los axiomas y las reglas
de inferencia de LK sobre un lenguaje formal £ que incluya una constante 0 y un
funtor “sucesor” x’'. Sea ® una clase de férmulas Entonces, el cdlculo secuencial
T, que resulta de anadir a T los axiomas IND(®) de la forma

Ind(a) = a(0) A Au(a(u) = a(u')) = Aua(u),

para cada formula a(x) en ® (que puede tener mds variables libres), es equiva-
lente a (es decir, tiene los mismos teoremas que) el cdlculo secuencial Ty que
resulta de anadirle a T la regla de inferencia® ®-IND:

a(y), T = A, ay)
a(0), T = A, aft) ’

en la que t es un término arbitrario, a(y) es una formula de ® y la variable
propia y no puede aparecer libre en ninguna otra formula distinta de las dos en
las que aparece explicitamente.

9Consideraremos que esta regla tiene dos formulas auxiliares, a(y), a(y’) y dos férmulas
principales a(0) y «(t).
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DEMOSTRACION: Para probar que todo teorema de T lo es de Ty basta ver
que todos los axiomas Ind(a), con a € @, son teoremas de T». En efecto, razo-
nando “de abajo hacia arriba” obtenemos facilmente la demostracion siguiente,
en la que la regla ®-IND se aplica en el cuarto paso (desde abajo):

a(y) = a(y) a(y') = aly)
aly) = aly), ay)  aly), aly’) = ay)
a(y), aly) = a(y')

Reciprocamente, para probar que todo teorema de T5 lo es de 7} basta
probar que el secuente inferior de la regla ®-IND puede deducirse en T; del
secuente superior. Por razones tipograficas partimos la prueba en tres bloques
(el primero parte del secuente superior de la regla ®-IND):

ay), = A, ay)
= A aly) — ay)
I'= A, Au(a(u) = a(u))
a(0), T = A, a(t), Au(a(u) — a(u’))

El segundo parte del axioma de induccién correspondiente:

= a(0) A Au(a(u) = a(u')) = Aua(u)
L= A, a0) A Au(a(u) = a(u) = Aualu)
a(0) A Nu(a(u) = a(d)), T = A, Aua(u)
a(0), Au(a(u) = a@)), T = A, Aua(u)
a(0), Au(a(u) = a()), T = A, a(t), Nualu)

a(t) = alt)
a(t), T = A, at)
Aua(u), T = A, aft)
Aua(u), a(0), Au(a(u) — a(u)), T = A, aft)

los dos ultimos bloques se unen mediante la regla de corte y dan el secuente

Au(a(u) = a(u)), a(0), T = A, aft),

el cual se une con el primer bloque también con la regla de corte, lo que nos da
la conclusion «(0), I' = A, a(t). "

En [LF 4.32] definimos una extension de AP o de cualquier teoria I¥,, re-
sultante de afiadirle un relator < junto con unos axiomas que lo regulan (y
modificando la jerarquia de Kleene para que las formulas Ag tengan los cuanti-
ficadores acotados por el relator < y no por la formula z <y = Vuu +z = y),
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y en [LF 4.33] probamos que se trata de una extensiéon intrascendente. Esto
justifica que en este capitulo trabajemos siempre con las teorias extendidas de
este modo. Por otro lado, al contrario que en [LF]|, aqui suponemos que to-
dos los lenguajes formales considerados carecen de descriptor, lo que a efectos
teoricos es irrelevante en virtud del teorema [LF 3.29], segtun el cual (con el
convenio de que ulu = u = 0) toda formula de £, es logicamente equivalente a
otra sin descriptores, y que todo teorema sin descriptores se puede demostrar
sin descriptores.

Definicién 1.13 Si ® es un conjunto de féormulas de £,, llamaremos AP(®) al
célculo secuencial sobre el lenguaje £, cuyas reglas de inferencia son las de LK
mas la regla ®-IND y cuyos axiomas son los de LK; maés los secuentes:

(01) =z<z (04) =z<y,y<z
(02) z<y,y<z=zxz=y (05 =z
(03) <y y<z=ax<z

(AP1) 2/ =0= (AP4) =az+y =(z+y)
(AP2) o' =y =a2=y (AP5) =2-0=0
(AP3) =x+0=z (AP6) =y =zy+=z

Cuando @ es la clase de todas las formulas de £, tenemos la aritmética de
Peano AP, mientras que si ® es la clase de todas las formulas Y,, obtenemos
I¥X,,. Mas atn, en estos casos, el calculo secuencial AP(®) es equivalente a la
aritmética de Peano con la induccién restringida a formulas de @, en el sentido
de que una formula v (sin descriptores) de £, es demostrable en esta teoria si
y s0lo si el secuente = v es demostrable en AP(®).

En efecto, por [LF 4.33] v es demostrable en la aritmética de Peano con
la induccién restringida a férmulas de @ si y sélo si lo es en la teorfa descrita
en [LF 4.32] con el principio de induccion restringido a formulas de ®. Por
[LF 3.29] sabemos que esto sucede si y solo si 7 es demostrable en la version sin
descriptor de esta teorfa, cuyos axiomas propios (aparte de los de K ) son:

1. Los axiomas de Peano distintos del de induccién:

(AP1) 2’ #0

(AP2) 2'=y —z=y
(AP3) z+0=2x

(AP4) z+y = (z+y)
(AP5) x-0=0

(AP6) zy =axy+a

2. Los axiomas de ordenacion:

(a) x <z
b)) z<yrny<z—oz=y
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() z<ynhy<z—oax<z
(d) z<yvy<z
(e) x<z+1

3. Los axiomas de induccién Ind(e), con o en @,

El teorema 1.11 nos asegura que esto sucede si y solo si el secuente = vy es
demostrable en LK; extendido con los axiomas de la forma = «a, donde a es uno
de los axiomas precedentes. El teorema 1.12 nos asegura que esto sucede si y
s6lo si = ~ es demostrable si quitamos los axiomas de tipo 3 y anadimos la regla
®-IND, y lo tnico que queda por ver es que cada axioma de tipo 1, 2 implica
en LK el axioma correspondiente de AP(®) y viceversa, pero esto se prueba sin
dificultad usando las reglas del implicador y del conjuntor y sus inversas.

Ejemplo Veamos un ejemplo elemental de demostraciéon por inducciéon. Con-
cretamente, vamos a demostrar que todo ntimero natural no nulo es el siguiente
de otro niimero natural, es decir:

=2=0, Vuz =1

DEMOSTRACION: Lo probamos por induccién respecto de la férmula

a@)=r=0V Vur =1

jyl:yl
= Vuy =1
=194 =0, Vuy =
=0=0 y=0VVuy=u" =y =0, Vuy =1

=0=0, Vud =1 y=0VVuy=v=9y =0V Vuy =
=0=0V Vu0=1 0=0VvVVul=v=2=0V Vuz' =
=2z=0V Vuz =4
=z=0, Vuz =

Veremos que la formalizacién del principio de induccién en forma de regla de
inferencia es mucho méas conveniente a efectos teodricos, pero todavia conviene
hacer algunos retoques més al calculo secuencial de la Aritmética de Peano
que no alteren el conjunto de sus teoremas. En primer lugar demostramos lo
siguiente:

Teorema 1.14 Sis,t,u son términos cualesquiera de L, los secuentes siguien-
tes son teoremas de AP(D), es decir, que pueden demostrarse sin usar la regla
de induccion:

(01) =s<s (04) =s<t,t<s
(02) s<tt<s=s=u (05 =s<¢
(03) s<t,t<u=s<u

APl) ¢ =0= (AP4) = s+t =(s+1t)

(
(AP2) ¢ =t =s=t (AP5) =s-0=0
(AP3) =s+0=s (AP6) = st/ =st+s



30 Capitulo 1. El célculo secuencial

DEMOSTRACION: Todos ellos se demuestran introduciendo generalizadores
en el axioma correspondiente y luego eliminandolos con la regla inversa del
generalizador. Por ejemplo:

=y =>c=y
2=y sx=y
= Auwv(u/ =v" = u =)
= =t'—>s=t
sS=t'=>s=t

Nota En lo sucesivo vamos a tomar como aziomas de AP(®) todos los secuentes
considerados en el teorema anterior. "

Obviamente, los teoremas de esta version de AP(®) con mas axiomas son
exactamente los mismos que los de la versién que hemos definido inicialmente,
pues una demostracion que use los axiomas adicionales puede prolongarse con
la demostracién de cada uno de estos axiomas a partir de los axiomas originales.
El interés de anadirlos como axiomas es doble. Por una parte, la demostracion
de los axiomas generalizados requiere usos no triviales de la regla de corte, con lo
que al tomarlos como axiomas podemos evitar dichos usos en las demostraciones.
Por otra parte, ahora los axiomas de AP tienen claramente la propiedad de que
si en uno de ellos sustituimos una variable libre por un término, el secuente
resultante es también un axioma.

Ejemplo Veamos ahora un ejemplo més sofisticado, concretamente, una de-
mostracién del secuente

= Vulr =2uVazr=2u+1),

que expresa que todo nimero natural x es par o impar. (Se entiende que 2 = 1/,
donde a su vez 1 = (0'.) Afiadiendo una aplicacion de la regla del generalizador
derecha podriamos pasar a su vez al secuente (semanticamente) equivalente

= ANoVu(v =2u Vv =2u+1).

Por razones tipogréficas hemos descompuesto la prueba en tres bloques,
hemos sustituido cada formula por un nombre y hemos recogido en una tabla a
qué féormula corresponde cada nombre:

AM Al
=7 1, Be = C Al AM Al
B = C (=€ =0 0, €= ay
Be = ¢ €= oy

Be = ay
B = a3, as (V)
Be = o

()
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Al Al
AM =¢ (v=p Al Al
=V V=L Al AM =0 o,p=>7
Al = u Uy A=K =p p=T Al
Br = A A=K =TT T, Kk = Qg
Br = Kk K = ag
Br = as
Br = as, a7 (V)
Br = as
(%)
AM Al
Al =, 0, 7 = P2
=y v = B2 (*) ()
= B2 Ps=o1 (V) Br=m
= B2, B3 (V) Bs = a1
= B By = oy
=0 b=«
=«
a [ o) [Vu(z=2uve=2u+1) [Br|z=2¢y+1
ar | o@) | Vu(@ =2uva' =2u+1) |~y |2:-0=2-0
Qg o =2yvz =2y+1 0 [2:0=0
as ' =2y e |2/ =2y+0)
oy 2 =2y+1 ¢ |z=2y+0
as =2y Vva =2y +1 n |2y=2y+0
ag ' =2y 0 |2y+1=(2y+0)
ay =2y +1 k|2 =2y+2
B | #0) | Vu(0=2uvO0=2u+1) |\ |2'=Q2y+1)
e 0=2-0V0=2-0+1 po| Qy+1) =2y +2
Bs 0=2.0 v |2y +2=(2y+1)
Bs 0=2-0+1 € |2yt2=2y+2
Bs | dx) | Vu(zr=2uVvae=2u+1) |7 [2y+2=2¢
Bs r=2yVzr=2y+1 p |2y =2y+2
Be T =2y o |2y =2

Para analizar la demostracién con méas detalle escribimos explicitamente
algunas de las formulas del altimo bloque de la prueba:

AM Al
Al =2-0=0 0, v = B2
= y=0=2-0 (*) ()
=0=2-0 x =2y = ¢(z) z=2y+1= ¢
=0=2-0,0=2-0+1 r=2yVax=2y+1= ¢
=0=2.0V0=20+1 #(2) = ¢(@)
= 4(0) $(0) = o(x)

= ¢(x)

Vemos asi que el niicleo del argumento es una induccion respecto de la for-
mula
a=¢x)=Vulr=2uVr=2u+1).
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La parte derecha del arbol contiene la prueba del secuente ¢(z) = ¢(z') y la
aplicacion de la regla de induccién, que nos da el secuente ¢(0) = ¢(x). La
parte izquierda del arbol contiene la demostracion del secuente = ¢(0), que al
cortarlo con la parte derecha nos da la conclusion.

La prueba de = ¢(0) se reduce inmediatamente a la de 0 = 2 -0, lo que
a su vez requiere algunas manipulaciones técnicas, porque lo que nos dan los
axiomas de Peano es, en realidad, que 2-0 = 0.

Por su parte, la prueba del paso inductivo se reduce a probar ¢(z’) descom-
poniendo ¢(z) en dos casos, segin si x es par o impar. El caso en que z es par
se prueba en el bloque que conecta con (x), mientras que el caso en que x es
impar se prueba en el bloque que conecta con (x*). Aqui vemos el primero con
algo mas de detalle:

AM Al
=2y=2y+0 n, B = ¢ Al AM Al
r=2y=>z=2y+0 (=e¢ =2y +1=(2y+0) 0, e = au
z=2y=2z2 = (2y+0) ' =0Qy+0)=>2"=2y+1

z=2y=2 =2y+1
r=2y=a =2y, =2y+1
r=2y=>12 =2yVva =2y+1

(%)

Esencialmente, consiste en probar que si x = 2y = 2y + 0, entonces también
2’ = (2y+0)' = 2y + 1. El argumento detallado requiere, ademas de los dos
axiomas de Peano concernientes a la suma, varias aplicaciones de los axiomas
del igualador. n

Definicién 1.15 El célculo secuencial ARP™ es el célculo secuencial sobre el
lenguaje £.,p cuyas reglas de inferencia son las de LK maés la regla de induccion
para formulas abiertas (sin cuantificadores) y cuyos axiomas son los de LK; maés:

1. Los secuentes = «, donde « recorre las definiciones de los funtores de Larp
(definicion [LF 1.8]),

2. El secuente Sx =0 =,
3. El secuente Sz = Sy =z =vy.

Exactamente el mismo argumento que hemos empleado con AP(®) nos per-
mite concluir que una formula v de L, es demostrable en la teoria ARP™
definida en [LF 4.1] si y solo si el secuente = v es demostrable en el célculo
secuencial al que acabamos de dar el mismo nombre. Mas atn, analogamente
a como hemos probado el teorema 1.14, podemos probar que los secuentes que
resultan de sustituir las variables en los axiomas por términos arbitrarios son
teoremas de ARP*, por lo que podemos incluirlos como axiomas sin alterar los
teoremas.

De este modo, los axiomas de ARPT constan tinicamente de férmulas ato-
micas y son cerrados para sustitucion, en el sentido de que si sustituimos una
variable por un término en un axioma, obtenemos otro axioma del mismo tipo.
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1.5 Eliminacion de cortes

En la seccion [LF 4.1] hemos dejado pendiente la demostracion del teorema
[LF 4.8], segun el cual una formula de £, es demostrable en ARP si y solo si
lo es en ARPT. Posteriormente, en [LF 4.23] hemos definido la teorfa I3, y
hemos probado que al afiadirle los funtores de L, junto con sus definiciones,
obtenemos una extension intrascendente IET, pero hemos dejado pendiente de-
mostrar que una féormula de tipo IIy de L, es demostrable en ARP™ siy solo
si es demostrable en IX] (si y solo si su traduccion a £, es demostrable en I¥7).

Todos estos hechos son metateoremas no triviales cuya prueba requiere el
uso del calculo secuencial (también pueden demostrarse mediante modelos, pero
las pruebas basadas en el calculo secuencial son constructivas, en el sentido de
que nos dicen como obtener explicitamente una demostracién en ARP a partir
de una demostracion en ARP*, etc.) Dedicamos esta seccion a demostrar estos
hechos y otros més. Las demostraciones se basan esencialmente en un teorema de
eliminacién de cortes libres cuya prueba pospondremos hasta el capitulo III para
demostrarlo juntamente con una version para el calculo secuencial de segundo
orden.

Para no repetir la introduccién de los conceptos necesarios para formular el
teorema ni la descripcion detallada de sus hipotesis, invitamos al lector a que
estudie la seccién 3.1 omitiendo los pocos parrafos que hacen referencia a la
logica de segundo orden. Con ello deberia entender el enunciado del teorema de
eliminacién de cortes libres para la légica de primer orden:

Teorema 3.3 En un cdlculo secuencial que conste de los axiomas y reglas de
inferencia de LK mds un conjunto & de axiomas propios cerrado para sustitu-
cion (y, en el caso de que el lenguaje formal sea L, 0 Layp, admitimos también
la regla ®-IND, para un conjunto de formulas ® cerrado para sustitucion), todo
teorema admite una demostracion sin cortes libres.

En particular tenemos el teorema de eliminacién de cortes 3.5, que afirma
simplemente que todo teorema de LK puede demostrarse sin usar la regla de
corte.

Veamos una primera consecuencia no trivial de la eliminacion de cortes libres,
pero antes necesitamos una definicion:

Definicién 1.16 Un conjunto ¢ de féormulas de un lenguaje formal es cerrado
para subformulas si cuando « es una féormula de @, 5 es una subsemiférmula de o
y B’ es una formula resultante de sustituir por términos las variables ligadas de
B que aparezcan libres en 3, entonces 3’ estd en ®.

Obviamente el conjunto de todas las férmulas de un lenguaje formal es ce-
rrado para subférmulas. También lo es el conjunto de las féormulas Ag de L,
pues cualquier subsemiférmula de una féormula Ag es una semiférmula Ay, y al
sustituir por términos las variables ligadas que aparecen libres en ella obtenemos
una féormula Ag. Lo mismo sucede (por el mismo argumento) con el conjunto
de las formulas X,, o II,, de £,.
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El interés de esta propiedad reside en que si ® es un conjunto cerrado para
subformulas y la formula principal de una regla de inferencia logica esta en @,
entonces las formulas auxiliares también lo estan.

En efecto, en el caso de las reglas del negador o el disyuntor, las féormulas
auxiliares son subformulas de la formula principal, luego tienen que estar en .
En el caso de las reglas de los cuantificadores, las férmulas auxiliares resultan
de eliminar el cuantificador y de sustituir por un término la variable ligada que
pasa a estar libre, luego también estan en ®.

Teorema 1.17 Sea ® un conjunto de formulas de cerrado para sustitucion y
para subformulas y sea & un conjunto de secuentes cerrado para sustitucion
cuyas formulas estén todas en ®. Entonces, todo secuente formado por formulas
de ® demostrable en el cilculo secuencial sobre LK con los axiomas propios de &
(mds la regla ®-IND si el lenguaje formal es Ly 0 Layp) admite una demostracion
formada exclusivamente por formulas de .

DEMOSTRACION: Basta considerar una demostracion sin cortes libres, segin
el teorema anterior. Como todos los cortes estan fijos, todas las formulas de
corte tienen profundidad 0, luego cada una de ellas debe tener un ascendiente
directo que esté en un axioma de & (o sea una formula principal de una regla
de induccion). Por lo tanto, todas las formulas de corte estan en ®.

El hecho de que ® sea cerrada para sustitucion y para subférmulas implica
claramente que todo ascendiente de una formula de @ esta en ® (en el caso de
los ascendientes por una regla de induccién es trivial porque, como la inducciéon
esta restringida a formulas de ® y ® es cerrado para sustitucion, siempre se
cumple que las formulas auxiliares y las formulas principales de una regla de
induccién estan en P).

Reciprocamente, si en la prueba hubiera una férmula que no estuviera en @,
ninguno de sus descendientes estaria en ®, pero su linea de descendientes tiene
que terminar forzosamente en una féormula de corte o en el secuente final, y
ambos casos son imposibles. n

En particular:

Teorema 1.18 Siuna férmula o de tipo X, (conn > 1) es demostrable enI%,,,
entonces existe una demostracion del secuente = « en 1X, en la cual sdélo
intervienen formulas de tipo %.,.

A continuacion mostramos varias aplicaciones no triviales del teorema de
eliminacién de cortes:

1.5.1 ARP como teoria de primer orden

Ya estamos en condiciones de probar que ARP™ es una extensién conserva-
tiva de ARP. El teorema siguiente es consecuencia de [LF 4.2], pero no obstante
lo demostramos de nuevo con una precisiéon adicional:
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Teorema 1.19 Si « es un teorema de ARP, entonces = « es un teorema de
ARP™, que ademds admite una demostracion formada unicamente por formulas
atomicas.

DEMOSTRACION: El resultado es cierto para los axiomas de ARP, pues en
tal caso = « es un axioma de ARPT (y « es una féormula atomica). Basta
probar que si el enunciado es cierto para las premisas de una regla de inferencia
de ARP, entonces también lo es para su conclusion.

Para la regla Si, si podemos probar = s1(x) = s2(z), combinando este
secuente con el axioma =t =t y con

t =1, s1(z) = sa(z) = s1(t) = s2(t)
(dado por 1.9) obtenemos = s1(t) = sa(t).

Para S5, si podemos probar = t; = t5, cortando con
t1 =ty = S(tl) = S(tQ)
(dado también por 1.9), obtenemos = s(t1) = s(t2).

El caso de la regla T es también inmediato, por los teoremas de LK; sobre
simetria y transitividad del igualador.

Consideramos finalmente la regla de induccién. Suponemos demostrados
= 51(0) = s2(0), = 51(Sz) = h(z, s1(z)), = s9(Sx) = h(s, sa2(z)).
Cortando con el axioma del igualador
s1(x) = so(x), s1(Sx) = h(x, s1(x)) = $1(Sx) = h(z, s2(x)),

y con los secuentes que expresan la simetria y la transitividad del igualador,
obtenemos el secuente

s1(x) = s2(x) = 51(Sz) = s2(Sx).

La regla de induccion nos da s1(0) = s2(0) = s1(z) = s2(z), de donde a su vez
llegamos a = s1(z) = sa(x). "

Nota Un poco més en general, el argumento empleado en la prueba del teo-
rema anterior demuestra que si, suponiendo «, en ARP podemos demostrar (3,
entonces en ARPT, suponiendo = a, podemos demostrar = (.

Por ejemplo, sabemos que, suponiendo «, en ARP podemos demostrar t, = 0
y viceversa, luego en ARPT podemos demostrar que o <+ t, = 0 (donde el
coimplicador es el definido a partir de los conectores de £, no el definido

aritméticamente en ARP). "

En [LF 4.4] hemos asociado a cada formula o de £ de tipo Aj una formula
atomica (es decir, de tipo Ag) a* con la propiedad (teorema [LF 4.5]) de que
en ARP™ se demuestra a <+ a*. En particular, si a* es demostrable en ARP,

entonces « es demostrable en ARPT. Ahora podemos probar el reciproco:
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Teorema 1.20 Si v es una formula Af de LF, entonces a* es demostrable en

ARP si y sélo si a lo es en ARPT.

DEMOSTRACION: Sélo nos falta probar que si « es demostrable en ARPT,
entonces a* lo es en ARP. Como « es equivalente a o*, basta probar que si a*
es demostrable en ARP™, entonces lo es en ARP. Equivalentemente, podemos
suponer que « es una féormula atéomica.

En primer lugar observamos que, como toda formula o de tipo Af (en par-
ticular, toda féormula abierta) de £} es equivalente en ARPT a una férmula
atémica a*, toda demostracién en ARP™T puede transformarse en otra en la que
las inducciones sean a lo sumo sobre férmulas atémicas.

Asi pues, podemos considerar una demostracion del secuente = « en la que
todas las inducciones sean respecto de férmulas atémicas. Como ademas los
axiomas de ARP™ constan tinicamente de férmulas atémicas y la clase de las
formulas atémicas es cerrada para subformulas y sustitucion, el teorema 1.17
nos da que existe una demostracion de « formada tnicamente por férmulas
atomicas. Esto supone que en ella no pueden usarse reglas de inferencia logicas:
sblo cortes, debilitaciones e inducciéon. Por lo tanto, el teorema quedaré probado
si demostramos que, para todo secuente

5571,...,7m:>(51,...76n

formado por féormulas atémicas, si S es un axioma de ARP™, entonces la formula

S=-7 V- V-9 VI V-V,

(donde los conectores son los aritméticos) es demostrable en ARP, y que si las
formulas asociadas a los secuentes superiores de una regla de debilitacion, corte
o induccién son demostrables en ARP, entonces la formula asociada al secuente
inferior también lo es.

Para los axiomas légicos se trata de probar que —a V « es un teorema de
ARP, lo cual es cierto.

Las formulas asociadas a los axiomas del igualador son equivalentes (cam-
biando disyunciones por implicaciones) a las férmulas siguientes:

I1. t =+t
12. tlztll/\.../\tn:tln—>Ft1~-~tn:Ft/1“-t%.
13. t1:t/1/\t2:1fl2/\t1:t2—>t/1:tl2.

Es facil comprobar que todas ellas son demostrables en ARP. Las formulas
asociadas a los axiomas asociados a los funtores son axiomas de ARP, luego
obviamente son teoremas. Finalmente, las formulas asociadas a los axiomas
matematicos son

St # 0, Ss =85t —s=t,
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que son teoremas de ARP (teorema [LF 1.18]). La validez de las regla de
debilitacion es trivial, y la de corte se comprueba sin dificultad. La de induccion
tampoco ofrece problemas: suponemos que en ARP podemos probar

a(X) AN A AV =V - V6, Va(Sz),
y tenemos que demostrar
a(0) Ayr Ao  Aym = 01V -+ Vo, V af(t).

Distinguimos dos casos: si se cumple =y V -+ =y, V §; V ---J,, entonces
la conclusion es inmediata. Si se cumple lo contrario (o no hay férmulas cola-
terales), entonces tenemos a(x) — a(Sz) y, si suponemos «(0), la regla I nos
permite concluir a(x), luego, por Sp, también «(t). El teorema de deduccion
nos da la implicacion a(0) — «(t), de la que se sigue trivialmente la férmula
asociada al secuente inferior de la induccion. m

En particular, si a es una férmula de £,,,, también podemos verla como

formula atémica de Ljrp y o = «a, luego, por el teorema anterior:

Teorema 1.21 (LF 4.8) Si una formula de L,y es demostrable en ARP™, de
hecho puede demostrarse en ARP.

Nota Al igual que hemos convenido al final de la seccion [LF 4.1], a partir de
aqui llamaremos ARP a la teoria que hasta ahora hemos llamado ARPT. =

1.5.2 1IX; como extension de ARP

Demostramos ahora que I3J; también es una extension conservativa de ARP.
Empezamos probando el teorema siguiente, que viene a decir que si, a partir de
una formula Ay, en I¥; podemos probar un teorema de existencia, la demos-
tracion es necesariamente constructiva:

Teorema 1.22 Sea ¢(x1,...,2n,x) una formula Ay de Larp tal que
Ilgl Vvé(zy,...,zn,v).
Entonces existe un funtor F' de rango n de Larp tal que

A;P (X1, xp, F(x1, ..., 2y)).

DEMOSTRACION: Tenemos que I|§_J = Vvo(xy,...,2,,v). Por 1.18 existe
1

una demostracion D de este secuente formada tinicamente por formulas Ag y 3¢
(en sentido estricto, es decir, con un unico particularizador no acotado). Sean
Y1,...,y; las variables que aparecen libres en alguna féormula de D. Vamos a
probar que, para cada secuente de D

Yis- - 777‘7\/11/171’ e '7\/UT’77/”’ = 617 . '7685 \/Ulaia .. '7\/’05’6;’7
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donde!® todas las formulas 7;,v,, 8;, 6, son Ag y s > 0, existen funtores
Fi(y17"'7ylau17'~~7u7‘/) /L‘:l,...’S/
tales que

A;P/\ul...ur/(fyl/\~-~/\’yr/\'y{/\~~/\'y7’n/%51\/~-~\/5s\/51\/~~\/5;,),

donde

Si(yla"'ayhula"'auT') = §i(y17"'7ylaFi(y15'"ayl7u17"'7u7'/))'

Observemos que lo que estamos afirmando es que, supuesto que se cumplan
las férmulas del antecedente con ciertos valores para las variables y; y u;, los
funtores F; determinan valores para las variables v; que hacen que se cumpla el
consecuente.

Vamos a probarlo para los secuentes iniciales de D y, supuesto cierto para
los secuentes superiores de una regla de inferencia, lo probamos para el secuente
inferior. Esto implica que el resultado es valido para todos los secuentes de D.

Para simplificar la notacién, representaremos los secuentes de D en la forma

( \/UJ’YZ U’L7y :>6 ) \/U] (’Uj’vg)a

donde i varia de 1 a r, que ¢’ varia de 1 a 1/, que 7 varia de 1 a s y que 5’ varia
de 1 a ¢’ (entendiendo que si, por ejemplo = 0 hay que eliminar ;(7) de la
expresion, etc.) y la barra en una variable, como g, indica que en realidad se
trata de un ntimero finito de variables, en este caso yi,...,y;. Similarmente, la
conclusién se expresa en la forma

e N (@) A (wir, ) = 05(9) V 05 (Fyr (3, w), ).

Para los secuentes iniciales es trivial, pues todos ellos (incluyedo los axiomas
que definen los funtores de L,,,) son teoremas de ARP y estan formados por
formulas atomicas, luego en ellos s’ = 0 y no hay que probar la existencia de
ningutn funtor. Ahora hemos de considerar todas las reglas de inferencia.

Debilitaciéon Partimos del secuente
Vi (y), Vuj ’77{’ (ui’a g) = 5j (g)a \/Uj’ 5/(vj’a y)v

y por hipotesis de induccion existen funtores F (g, ) tales que en ARP
se demuestra

Na(i (@) A i (uir, §) = 6;(F) V 85 (Fjr (7, 0), 9))-

10Suponemos tacitamente que en todos los secuentes de D las variables u1,...,u,s son
distintas en cada férmula del antecedente, pero es claro que, sustituyendo las repetidas por
otras nuevas, siempre podemos exigir que sea asi.
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Observemos que si s’ = 0 esto sigue siendo valido si entendemos que no
hay férmulas 53-,. En tal caso la formula se sigue directamente del hecho
de que el secuente es demostrable en ARP.

Si la formula principal es Ag el resultado es trivial, pues la formula sigue
siendo demostrable si afiadimos un v,41(%) o un 5S+1( ).

Si la férmula principal es X7 y se anade a la izquierda, también es trivial,
pues la implicacion se conserva si anadimos la formula 7, (U 41,9), ¥
cambiamos el funtor Fj: por FJ(y, 4, ury1) = Fj (y,u

Consideremos finalmente el caso en que la férmula principal es de la forma
Vo1 0% 1(vsr41,9). Entonces basta tomar Fyii(y,u) = 0, pues la
implicacion se conserva si anadimos 07, | (Fs41(¥, ), ).

Corte Supongamos que la formula de corte es ;. Partimos de los secuentes
(@), Vi v (uj, §) = 6;(5), Vujr 6 (vjr,5), Vw a(w, ),
Vwa(w,5), vi(5), Vi vir(uir, 5) = 6;(7), Vyjr 8’ (v, 9),
y suponemos que tenemos funtores Fj,( 7, u), Fj,(g,ﬁ,w) y F*(g,u) de
modo que en ARP se demuestra:
Na(yi(@) A (i, §) = 6;(F) V 5 (Fj(5,0),5) V o(F* (5, 7). 7))
Naw(a(w,5) A i) A v (uin,§) = 8;(g) V 8 (F3 (5, 4, w), 7))-

Notemos que no hace falta considerar el caso en que no hay férmulas ¢;,
pues entonces el secuente inferior del corte cumple s’ = 0 y no hay nada
que probar.

Razonando en ARP, suponemos ;(§) A v} (uir, ) y distingamos dos casos:
Si =a(F™(y,1),), entonces se cumple &;(g) V 07, (F1 (y,u),7).
Si a(F*(y,u),y), se cumple &;(y) V 7, (F2 (g,a, F*(g,a)),7).
Esto nos lleva a considerar el funtor

Fi(y,a) = Fji(g,a)(1 = x,(F*(9,0),9)) + F} (5,4, F* (5,))x,,(F* (5, %), 9)-
y asf en cualquier caso se cumple 6;(y) V &} (F‘3 (g, @), 7).

Si la formula de corte es Ag es facil ver que basta tomar
F(g,u) = Fj (3. 0)(1 = x,(5) + F (5, 0)x,,(3).

Negador La formula principal de una regla del negador debe ser Ay, pues una
formula X1 en sentido estricto tiene que empezar por un particularizador
y no por un negador. Por lo tanto, la formula auxiliar «(g) es también de
tipo Ag. En el caso de la regla izquierda tenemos

/\u(ryl( ) ( )/\77 (ul 7y) 4)5 ( )\/5/ ( (y7 )7y))5

y basta observar que podemos pasar «(g) al consecuente de la implicacion
como —a(g), de modo que el secuente inferior cumple lo requerido con los
mismos funtores Fj del secuente superior. Lo mismo se aplica a la regla
derecha.
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Disyuntor Como en el caso anterior, la formula principal y las féormulas auxi-
liares tienen que ser Aq. Para la regla izquierda partimos de dos secuentes

Oé(g), ’yl(y)v \/Ui/ "Yz/’ (ui’a g) = 5j (g)a \/Uj' 5;"(Uj’ag)7

5(37)7 i (g)v Vui’ ’71/'/(“2"7 y) = 5j (37)7 \/Uj’ 6;”(%"7 y)?
y por hipotesis de induccién existen funtores F. jl,(gj, a), F j2, (y,u) que cum-
plen lo requerido.

Razonando en ARP, suponemos (a(y) V (7)) A vi(y) N vi(uir,§) v
distinguimos dos casos:

Si se cumple (%), por la hipotesis de induccion 6;(y) V 6;/(Fjl, (y,a), 7).

Si no se cumple a(%), entonces se cumple 8(§) y la hipdtesis de induccion
nos da 6;(7) V 05 (F7: (5, 4),7)-

Esto nos lleva a definir
30— o\ _ gl - _ 2 N1 _
Fi(y,u) = Fj (g,a)x (9) + Fyr (g,a)(1 = x(9))-
de modo que en ambos casos se cumple §;(3) V &5 (F33 (g, 1), 7).

La regla derecha es mucho mas simple, pues partimos de un dnico secuente

Vi (g)a \/ui’ ’YZ/’ (U/i’7 g) = 6] (g)a \/’Uj/ 6;’ (Uj'7 g)7 a(@)? ﬁ(g)
y se concluye inmediatamente que el secuente inferior cumple lo requerido

con los mismos funtores que el secuente superior.

Particularizador izquierda La férmula auxiliar debe ser A, pues al anadir
un particularizador a una férmula 31 en sentido estricto no obtenemos una
formula Xq en sentido estricto. Ahora bien, la formula principal puede ser
Y1 en sentido estricto o Ag. Lo segundo suceder si la formula auxiliar es
de la forma y < t(y) A a(y, @) y la variable propia es y.

Consideremos primero el caso en que la formula principal es ;. Tenemos
entonces el secuente
a(yl7 g)? Vi (g)a V’U/i' ’Y'Z’ (U'i'a g) = 6] (g)7 \/’Uj/ 5_;’ (vj'a g)v

donde 3’ es la variable propia y, por consiguiente, no aparece en el grupo
de variables .

Por hipotesis de inducciéon tenemos funtores F jl, (,vy',1) que cumplen lo
requerido. El secuente inferior es

Vula(u/a ), v (Y)s Vug ’YZ/'/(ui/v y) = 5]' (), \/Uj/ 6}(”]”? Y),
y es inmediato que los funtores Fjl,(gj7 u’, %) cumplen lo requerido.

Supongamos ahora que la formula auxiliar es y < t(g) A a(y,7), donde y
es la variable propia. Consideramos los funtores

Gy (7) = pw < t(y) x,(w, 9),
F}(g,u) = Fj(3,Gj(5), w).
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Claramente
Na(Vu' < t(g) alu’,5) A vi(G) A (wir, §) = 65(5) V 85 (F7 (5,), 9)).-

Particularizador derecha Tenemos que distinguir los mismos dos casos que
para la regla izquierda. Partimos de un secuente de la forma

i (@), Vir i (uir, §) = 05(5), Vvjr 85 (v5r,9), a(t(), 9)-
Si la formula principal es X1, el secuente final es
% (@), Vuir vi (uir, §) = 6;(7), Vv 85 (v, 9), Vog i1 a(vg i1, 7).
y es facil ver que basta definir

Foyi(y,u) = t(y).

Si la formula auxiliar es t(g) < t(§) A a(t(y),7), de modo que la for-
mula principal es Vw < () a(w, 7), es inmediato que el secuente inferior
cumple lo requerido con los mismos funtores Fj, que el secuente superior.

Generalizador Para las reglas del generalizador podemos dar un argumento
analogo al empleado para las del particularizador, aunque mas simple,
porque la formula principal es necesariamente Ag, con lo que s6lo puede
darse uno de los dos casos que hemos distinguido para el caso del particu-
larizador.

Alternativamente, podemos suponer que la demostraciéon D no contiene
ninguna regla del generalizador. En efecto, el conjunto ® de las féormu-
las ¥; que no tienen generalizadores es cerrado para sustitucion y para
subférmulas, y toda semiférmula 3, es logicamente equivalente a una se-
miférmula ¥; sin generalizadores, ya que en una semiférmula Ay los ge-
neralizadores se pueden transformar en particularizadores y negadores.
Es claro que si probamos el teorema para una semiférmula equivalente
a ¢, vale también para ¢, luego podemos suponer que ¢ no tiene gene-
ralizadores y, a su vez, que en la demostracién D ninguna férmula tiene
generalizadores.

Inducciéon Supongamos que la formula de inducciéon es ¥; en sentido estricto.
Entonces el secuente superior es

Vula(ulv Y, g)v Vi (g)a \/ui’ %{/(Ui’a ?7) = 5j (g)v \/vj’ 6;'/(vj’v y)? vula(ulv y+17 g)»

donde y es la variable propia. Por hipotesis de induccion tenemos funtores
F]?L/(y7 g,u',u)y F'(y,y,u, @) de modo que en ARP se demuestra:

/\u'ﬂ(a(u’, Y, g) A 71(:']) A ’Y'Z’ (ui'a ﬂ)

— 0;(7) V 05 (Fyr (y, g, v, 0), §) V o F'(y, §,u', 0), y + 1, 7))
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El secuente inferior es

\/u'a(u’7 0, g)u Vi (g)7 \/ui’ ’71{’ (uj7 g) = 6j (g)v \/vj’ 5;" (vj’7 ﬂ), \/u/a(ul7 t(@)? Zj)

Sea G(y,y,u', @) el funtor determinado por
G0, g,v'u) =v',  Gy+ 1,90 1) =F(y,y,Gy, g,u, 1), 1),

a su vez, sean

Gj'(gvu/7ﬂ) = pw< t(i) 5;'(Fj1f(wa377G(%%“’ﬂ))@%
Fj%(gvulva) = Fjl/(Gj’(ga 'U/,’L_L),g, (G]/(:U,U aﬂ),gvulva)vﬂ)
Flyuya) = GH©), g, u'u).

Veamos que los funtores F ]2, y F"" cumplen lo requerido. Para ello fijamos
7, v, 4 y suponemos

a(ula 07 g) A Vl(g) A IYZ/’ (ui’ ’ g)
Queremos probar
8;(9) V 85 (F (g, ', 0),5) V o(F"(g,u', @), 1(y), 9)-

Para ello suponemos que no se cumple ninguna de las formulas 0;(y) ni
tampoco 5},(Fj2, (y,u',u),y) y vamos a probar a(F"(y,u,a),t(y),y). Por
definicion de F”, esto equivale a a(G(t(9), g, v, @), t(§), 7).

Si existiera un w < #(y) tal que ¢, (Fjl/(w, 7, G(w,g,u ,@)),y), entonces el
minimo seria w = G/ (y, v, @), y a su vez

Fjl' (wag7G(w7:’jaulaa>) = Fl’(GJ' (gv u/aa)ava(Gj’ (g7 U/,ﬂ),:ILUI,’H/»
= Fj(yu,u),

luego se cumpliria (5;-/(Fj2, (y,u',1),y), en contra de lo supuesto.

Asi pues, para todo w < #(3), se cumple =87 (F}i (w, 5, G(w, §,u', @)), ).

Vamos a probar por induccién sobre w que

Nw < t(y) a(G(w, j,u', a), w, 7).

Notemos que la férmula es Ay en Larp, por lo que la induccién puede
realizarse en ARP. Aplicando esto a w = ¢(g) obtenemos la conclusion.

Para w = 0 hay que probar a(u’,0,7), pero ésta es una de nuestras hi-
potesis. Supuesto cierto para w < t(), la hipotesis de induccion sobre el
secuente superior de la induccién nos da que

a(G(w,g, u’,ﬂ),w,y) A Wz(g) A 72{’(ui’7g) — 5](@) \

1 _ _ N =\ — _ _ N\ — _
5;’(Fj’(w’y7G(way7ulau)7u)ay) \ a(F/(w7va(wvyau/7u)au)7w + 172/)
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Pero estamos suponiendo que no se cumple ninguna de las formulas J;(7)
y hemos probado que tampoco se cumple &%, (F;; L(w,y, G(w,y,u 1), 4),75),
luego concluimos que se cumple a(F'(w, g, G(w, g, u’, @), @), w+1,7), que,
por definicion de G, es lo mismo que a(G(w + 1,7, v/, @), w + 1,7), lo que
completa la induccién.

Por ltimo, si la formula de induccién es Ay, el argumento es una simpli-
ficacion del que acabamos de dar. Indicamos tnicamente la definicién de
los funtores F’ ]2/:

Gy(g.a) = pw <)o) (Fy(w,5),5),
FjQ’(g’ ’EL) = Fjl’(GJ'(g7a)7g7’a)

Con esto termina la induccién y tenemos probado que el secuente final de D
cumple la propiedad considerada, es decir, existe un funtor F*(yq,...,y;) tal
que

F e F*(9)).

ARP d)(mh y Ty (y))
En principio, 1, . .., y; recorre todas las variables libres en algtin secuente de D,
incluyendo x1,...,x,, pero podemos particularizar la féormula anterior sustitu-

yendo por 0 las y; distintas de las z;, con lo que F* da lugar a otro funtor
F(x1,...,2,) de modo que

ARP ¢($1, s LTy (mla 7:1;7'7,)) ]

Ahora observamos que el teorema anterior se automejora ligeramente:

Teorema 1.23 Sea ¢(z1,...,%n,x) una formula 1 de Larp tal que

s, VU Qs(xla cee 7xn7'U)-

I

Entonces existe un funtor F' de L..p tal que

Eoo(xy, ..., xn, F(x1,...,24,)).

ARP
DEMOSTRACION: Sea ¢(x1,...,7,,v) = Vwx(w,z1,...,2,,v), donde la
formula x es Ag, y sea
& (x1,...,20,v) = Voour <v (v = (vg,v1) A x(V0,Z1,...,Tn,v1)).
Claramente, ¢’ también es Ag y 1; Vo' (z1,...,2,,v). Por el teorema
1

anterior existe un funtor F* tal que en ARP se demuestra
&1y, F (21, .. ).
Consideremos el funtor dado por
F(xy,...,2,) = pvy < F*(2)Vv < F*(2)(F*(z) = (vo,v1))

Asi, como se cumple ¢'(Z, F*(Z)), tenemos que F™*
o(x

z) (vo,v1) de modo que
X(UO,i’avl)a luego ¢(javl) y F(f) = V1, luego ( ’

(z) =
F(z)). .

De aqui se sigue:
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Teorema 1.24 Si ¢ es una formula 1y de L,.p,, entonces
H ) 5lo si F ¢
st ¢ sty solo si 5 ¢

DEMOSTRACION: Sea ¢ = AvVug(x1,...,T,,v,u) una férmula de tipo I,
en L,p, ¥ supongamos que es demostrable en I¥;. Entonces también lo es la
formula \/u¢(Z,v,u) y por el teorema anterior existe un funtor F' tal que en
ARP se demuestra ¢(Z,v, F(Z,v)), luego también se demuestra \/u ¢(Z,v,u),
luego también ¢. n

Este teorema afirma que I¥; es una extension conservativa de ARP para
formulas de tipo IIs (o una extensién conservativa de la versiéon original de
ARP, sin cuantificadores).

1.5.3 Satisfaccion de formulas aritméticas
En [LF 6.11] hemos definido unas formulas
NEs, av], N Eq, afv]

de tipo ¥, y II,, respectivamente,renjﬁa que formalizan el concepto de satis-
faccion de una formula o € Form( £, ) de tipo ¥, o II,, respectivamente. A
su vez, podemos definir el concepto de formula verdadera de tipo X,,:

NEs, a=Av(Val(v,a) = NEs av]).
Notemos que se trata de una férmula de tipo II,,11.

Teorema 1.25 + AaeX,( F_a— NEyg, a).
Ynt1 FIEH—' )

DEMOSTRACION: Supongamos que « es una formula de tipo X, en I—La—l tal
que '_Ilz_ . El teorema 1.11 nos dice que esto es equivalente a que el secuente
= « sea demostrable en LK; a partir de los secuentes = 9, donde ¢ es un axioma
de rIan. Segin hemos visto tras la definicion 1.13, esto equivale a que = « sea
demostrable en el calculo secuencial AP(X,,). Fijemos una demostracion D, de
modo que D es un arbol de secuentes tal que Dy = = «. Por el teorema 1.18,
podemos suponer que todas las féormulas que aparecen en los secuentes de D
son de tipo I3,.

Sea V el conjunto (finito) de todas las variables (libres o ligadas) que apare-
cen en las formulas de los secuentes de D y escribiremos Val(v, V') para indicar
que v es una aplicaciéon con dominio V. Vamos a probar que

Av(Val(v, V) = As € DD(Vy € (Ds)1—NEsx, v[v] vV V6§ € (D,)2N Eg, §[v]).

Si llamamos h a la altura de D, es decir, la maxima altura de sus nodos,
y, para cada s € D, llamamos 7(s) = h — {(s), probaremos esta formula por
induccién sobre r(s), es decir, fijada v tal que Val(v, V), vamos a probar que

AmAv(Val(v, V) — As € DD(r(s) = m —
(Vy € (Dy)1-NEg, y[v] v Vi € (D,)2NFEsx. 6[v]))).
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Para ello observamos que la formula tras el Am es de tipo II,.;, luego
podemos razonar por induccién sobre m en I¥,, ;. En la practica, basta probar
que s cumple lo requerido supuesto que se cumpla para los nodos situados por
encima de s en D.

A partir de este punto la demostraciéon es una comprobacion rutinaria: sélo
hay que ver que los axiomas de rIEn—l son satisfechos (es decir, que cumplen la
conclusion) y que si un secuente Dy se deduce de secuentes anteriores por alguna
de las reglas de inferencia (secuenciales) de I¥,, (para los cuales se cumple la
conclusion por hipétesis de induccién), también se cumple para D;.

Notemos que, una vez probada esta féormula, en particular podemos aplicarla
a s = g, es decir, al secuente = «, para el que la conclusién es precisamente
(dado que su antecedente es vacio) que N Fy av]. En principio, hemos probado
esto para toda v que cumpla Val(v, V'), pero esto implica que se cumple para
toda valoracion que cumpla Val(v, ), ya que esto solo depende de la restriccion
de v a las variables libres de a.. Por lo tanto, tenemos N F a, como queremos
probar.

Todos los axiomas de IX,, son secuentes formados por féormulas atémicas,
y todos se prueban trivialmente a partir de los dos primeros apartados del
teorema [LF 6.8] y del teorema [LF 6.9]. Por ejemplo, consideremos un axioma
de la forma

S =({s=t} = {Ss=St}).
Se trata de comprobar que, fijada una valoracion v,
-Nkq (s =t)[v] VNEg (Ss = St)[v],
que a su vez, aplicando las definiciones correspondientes, se reduce a
Dn(s,v) = Dn(t,v) — Dn(s,v) + 1 = Dn(¢,v) + 1,

lo cual se cumple trivialmente. La comprobacién de los deméas axiomas es simi-
lar.

En cuanto a las reglas de inferencia, vamos a comprobar, por ejemplo, la
validez de la regla izquierda del disyuntor y de la regla de induccion. Para la
primera partimos de dos secuentes de la forma

Si={a}UT=A) vy  So=({fIul = A)

y, suponiéndolos verdaderos, hay que probar que lo es S = ({a VvV S} UT = A).

Como la demostracion D consta exclusivamente de formulas ,, en sentido
estricto, en particular lo son a, 8y a V 3, lo cual s6lo es posible si de hecho
son de tipo Ag. Asi pues, la hipotesis es que, para toda valoracion v,

-NFgafv] vVyel-NEs, v[v]vVée ANEs, [v]

-NFg Blv] VVy eT-NEs, v[v] v Vé € ANEs, §[v]
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y queremos probar que, para toda valoraciéon v,
-NEg (aV B)v]VVyel-NEs, ~[v]VvVSseANEs, 6[v].

Suponemos que no se cumplen los dos tltimos casos de la conclusién, con lo
que las hipotesis nos dan que =N o a[v] A =N Ky =8[v], pero esto equivale a
-N kg (a V 8)[v], con lo que se da el primer caso.

Para la regla de induccién tenemos como hipédtesis la validez de un secuente
So=({o} Ul = AU{S}Ya}),

donde la variable y no aparece libre en ninguna férmula de I' o A, y tenemos
que probar la validez de

— (fq0 t
S=({s,a} Ul = AuU{s,a}).
La hipotesis es que, para toda valoracion v,
VyeT-NFEg, y[v] VVéeANFEg, 6v] V-NEg, ofv] VNEg, si¥a(v]
y tenemos que probar que, para toda valoracion v,
Vv eTl-NEs, ~[v]vVVéeANEy, §v]Vv-NEs, Sga[v] VNEg, s,alv].

Para ello suponemos que no se dan los tres primeros casos de la conclusion.
En particular suponemos N Fy, 8)a[v]. Para cada natural a, consideramos la
valoracion vy que difiere de v a lo sumo en que asigna a la variable y el valor a.
Como y no esté libre en las formulas de I' y A, tenemos que tampoco se cumple

Vv eTl-NEy, Y[vy] v \Vé e ANFEy, S[vy],
luego, por la hipotesis de induccion, tiene que cumplirse

-NFg, afvy] VNEg, Sfya[vg]

0, lo que es lo mismo,
N ks, a[vg] — NEyg, Sgya[v;].

11

Pero una comprobacién rutinaria’® muestra que esto equivale a

NEs, a[vZ] — NEg, a[v;+1],

y por el mismo argumento tenemos también N Fy; a[vg]. Ahora, por ¥,,-induc-
ci6on podemos concluir que
Na NEs, alvyl,

y si aplicamos esto tomando a = Dn(t, v), obtenemos N Fy, 8! a[v], como habia
que probar. [

Para comprender la relevancia de este resultado remitimos al lector al teo-
rema [LF 6.16] y siguientes. Terminamos probando esta variante:

11Se trata de formalizar para N F el teorema [LF 5.11] (que puede probarse, concretamente,
en IX1). Ello supone demostrarlo primero para N g y de ahi generalizarlo a N Fy, y NFp, .
Los argumentos son todos elementales.
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Teorema 1.26 - Aa € Ag( - a — Nk ).
= Q'

DEMOSTRACION: Fijemos una formula o de tipo Ag, sean z1,...,x, sus
variables libres y sea v definida sobre ellas. Llamemos n; = v(z;). Suponemos
F a, con lo que también F a(0™) ... 00)),
I_Q—I I_Q—I
Ahora usamos [LF 6.21], que nos da que la sentencia (0", ... 0(")) es
equivalente en Q a otra sentencia & sin cuantificadores. Entonces también er Q.
Q

Ahora consideramos la extension intrascendente Q* de Q definida en [LF 6.5],
cuyos axiomas son todos formulas sin cuantificadores. Considerando como axio-
mas todas las formulas que resultan de sustituir variables por términos en los
axiomas de Q* obtenemos una teoria con los mismos teoremas y cuyos axiomas
son cerrados para sustitucion. Obviamente F a.

.

Asi tenemos una férmula sin cuantificadores demostrable en una teoria cu-
yos axiomas no tienen cuantificadores (y son cerrados para sustitucion), y esto
permite aplicar el teorema 1.17, que nos da una demostraciéon D de & en rQ*—I
en la que sblo aparecen féormulas sin cuantificadores. En particular, todas son
de tipo Ay, y todo el argumento del teorema anterior es aplicable para concluir
que, para toda valoracion v, se cumple (con la notacion del teorema):

Av(Val(v, V) — As € DD(Vvy € (Ds)1—N Fo y[v] v V6 € (D,)2N Eq 6[v]),

donde usamos que N Fq puede definirse para féormulas de rLj;j, y la tnica com-
probacion adicional es que los axiomas de Q* que definen el funtor pre son
verdaderos, lo cual es trivial. La conclusién es que N Fy a. Por la nota pos-
terior a [LF 6.21], esto implica que N ko a(0), ... 0(")) que a su vez es
equivalente a N Fq a[v], lo que, por definicion, significa que N F( a. n






Capitulo 11

Logica de segundo orden

En la seccion [LF 7.1] hemos visto como podemos extender cualquier teoria
axioméatica de primer orden a teorias de segundo orden que incorporan en su
lenguaje variables que representen relaciones n-adicas entre los objetos de los que
habla la teoria (en particular, conjuntos), de modo que sea posible cuantificar
sobre ellas. En la seccion [LF 7.2] hemos introducido extensiones méas precisas
para el caso de las teorias aritméticas I¥; y AP. Como es habitual, los resultados
mas delicados que relacionan cada teoria de primer orden con su extensiéon de
segundo orden se demuestran usando el calculo secuencial, y a ello dedicamos
este capitulo.

Hay una diferencia esencial entre el tratamiento de la logica de segundo orden
que vamos a considerar aqui y el considerado en [LF], y es que alli los lenguajes
de segundo orden los hemos definido como una clase particular de lenguajes de
primer orden, de modo que el calculo deductivo de segundo orden es el mismo
que el de primer orden, s6lo que con algunos axiomas estructurales especificos.
Aqui, por el contrario, vamos a definir lenguajes de segundo orden propiamente
dichos y luego definiremos un calculo secuencial de segundo orden con reglas
de inferencia adicionales que regulen la cuantificacion de variables de segundo
orden.

Al igual que los capitulos precedentes, todo el contenido de este capitulo es
formalizable en ARP.

2.1 Lenguajes formales de segundo orden

Definicién 2.1 La definicion de lenguaje formal de sequndo orden (con o sin
igualador) es la misma que la de lenguaje formal de primer orden [LF 3.2], salvo
que ahora exigimos que tenga una variable libre para cada par de nimeros na-
turales r e ¢, que representaremos por X/, e igualmente una variable ligada U] .
Diremos que X (resp. U]) es la variable libre (resp. ligada) de rango r e in-
dice i. Como siempre, aqui consideramos tnicamente lenguajes sin descriptor y
s6lo consideraremos como conectores primitivos el negador y el disyuntor.

49
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A las variables de rango 0 de un lenguaje formal £ de segundo orden las
llamaremos variables de primer orden, mientras que a las de rango mayor que 0
las llamaremos variables de sequndo orden. Llamaremos x; = X! a la variable
libre de primer orden de indice i, mientras que u; = U sera la variable ligada
de primer orden de indice 3.

En la practica sobrentenderemos que las letras x, y, z representan variables
de primer orden (libres, si no se especifica lo contrario), mientras que u, v, w
representaran variables ligadas de primer orden. Usaremos letras maytsculas
X,Y, Z para referirnos a variables de segundo orden (libres, si no se indica lo
contrario) y, si conviene, especificaremos su rango como superindice: X", Y, ...
Las letras U, V, W representaran variables ligadas de segundo orden.

La idea es que una variable de segundo orden X" (libre o ligada) varie entre
las relaciones -adicas entre objetos (no como un relator R", que representa una
relaciéon r-adica fija). Podriamos haber introducido otra serie de variables de
segundo orden que variaran entre las funciones r-addicas entre objetos, pero no
necesitamos complicar tanto la teoria: toda funcién puede definirse a partir de
una relacién y toda relacion puede definirse a partir de una funcién, por lo que
no hay necesidad de considerar variables relacionales y funcionales a la vez.

Maés atun, en aquellos contextos en los que es posible definir n-tuplas de
objetos (como es el caso de IX; o AP), no es necesario trabajar en teorfa con
relaciones (o funciones) r-adicas, pues toda relacion (o funcion) r-adica puede
definirse como una relaciéon (o funcién) de rango 1 que acttia sobre r-tuplas.
Ello nos lleva a la definicién siguiente:

Un lenguaje de sequndo orden reducido se define modificando la definicion
precedente para exigir que soélo haya variables de rangos 0 y 1 o, equivalente-
mente, que todas las variables de segundo orden tengan rango 1.

Términos y férmulas Los semitérminos de un lenguaje formal de segundo
orden se definen igual® que los de los lenguajes de primer orden (sin descriptor),
entendiendo que el equivalente en un lenguaje de segundo orden a las variables
de un lenguaje de primer orden son las variables de primer orden:

Definicion 2.2 Si £ es un lenguaje formal de segundo orden, una cadena de
signos t es un semitérmino de £ si cumple una de las condiciones siguientes:

1. t es una variable de primer orden (libre o ligada),
2. t es una constante,

3.t=f"y - t, = f(t1,...,tn), donde f™ es un funtor n-adico y t1,...,t,
son semitérminos.

1La situacién seria completamente distinta si pretendiéramos que las variables de segundo
orden representaran funciones en vez de relaciones. En tal caso las variables de segundo orden
se emplearian para construir (semi)términos.



2.1. Lenguajes formales de segundo orden 51

La definicion de semiférmula tenemos que modificarla para incluir dos aspec-
tos nuevos. Por una parte, que las variables de segundo orden de rango r definen
formulas atomicas exactamente igual que los relatores de rango r y, por otra,
que —al contrario que éstos— pueden ligarse mediante cuantificadores. Asi, las
semiformulas de un lenguaje de segundo orden sean las cadenas de signos de
una de las formas siguientes:

1. X™(ty,...,t,) = X"ty -+, t,, donde X" es un relator r-adico o bien una
variable de segundo orden (libre o ligada) de rango r y ¢i,...,t, son se-
mitérminos,

2. =, donde « es una semiférmula,
3. aV (3, donde a y 8 son semiférmulas,

4. NUa, donde U es una variable ligada de primer o de segundo orden y o
es una semiférmula,

5. VUa, donde U es una variable ligada de primer o de segundo orden y o
es una semiformula.

Las semiférmulas del primer tipo se llaman semiférmulas atdmicas. Esta
definicién de semiférmula vale igualmente para lenguajes reducidos, en cuyo
caso las unicas semiférmulas atémicas asociadas a variables de segundo orden
son de la forma X ().

Los conectores A, — y <> se definen exactamente igual que en el caso de los
lenguajes de primer orden.

La definicién de los conjuntos de variables libres y ligadas en una semiférmula
es esencialmente la misma que para los lenguajes de primer orden:

1. Las variables que aparecen libres en X"¢; - - - ¢, son todas las variables que
aparecen en la semiférmula (tanto si son variables libres como ligadas).

2. Las variables que aparecen libres en =« son las mismas que aparecen libres
en .

3. Las variables que aparecen libres en o V (3 son las que aparecen libres en «
y las que aparecen libres en (.

4. Las variables que aparecen libres en Aua o Vua son las que aparecen
libres en « y son distintas de u.

5. Las variables que aparecen libres en AU a o VU a son las que aparecen
libres en « y son distintas de U.

1. En una semiférmula atémica X"¢; - - - ¢, ninguna variable aparece ligada.

2. Las variables que aparecen ligadas en —« son las mismas que aparecen
ligadas en a.

3. Las variables que aparecen ligadas en « V 3 son las que aparecen ligadas
en a y las que aparecen ligadas en (.
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4. Las variables que aparecen ligadas en Aua o Vua son u y las que aparecen
ligadas en a.

5. Las variables que aparecen ligadas en AU o o VU« son U y las que apa-
recen ligadas en «.

Ahora, como en el caso de los lenguajes de primer orden, podemos definir
los términos como los semitérminos sin variables ligadas y las formulas como
las semiférmulas en las que ninguna variable ligada aparece libre.

Llamaremos férmulas de primer orden a las férmulas que no tienen variables
ligadas de segundo orden (pero si que admitimos que tengan variables libres de
segundo orden).

Sustitucion La definicién de sustitucién de una variable de primer orden
por un semitérmino en una semiexpresion es la misma que para la logica de
primer orden, salvo que se simplifica un poco por el hecho de que aqui estamos
considerando lenguajes sin descriptor. Esto nos permite definir separadamente
la sustitucién en semitérminos y en semiférmulas. Para semitérminos definimos:

t iz = . . .
1. Stz = { SLE=T0: qonde las variables pueden ser libres o ligadas.
Ty Sl x Z xg,

2. Ste=u.
3. 8L (ty, ... tn) = f(Stty, ..., Stt,).

Para semiférmulas tenemos que definir primero cudndo una variable x puede
sustituirse por un semitérmino ¢ en una semiférmula:

1. Si « es atoémica, entonces la sustitucion es posible.

2. La sustitucion en =« 0 o V 3 es posible si y solo silo es en a y en 8 (luego
lo mismo vale para @« = S, A By a < ().

3. La sustitucién en Aua o en Vu a es posible salvo si & # u y no es posible
sustituir x por ¢t en « o la variable u aparece libre en t.

4. Lasustitucion en AU a0 en /U « es posible si y sélo si x se puede sustituir
por t en a.

Notemos que la sustitucion siempre es posible cuando las variables libres de ¢
no estan ligadas en «, en particular cuando t es un término.

Si z es una variable de primer orden que puede sustituirse por un semitér-
mino ¢ en una semiférmula, la sustitucion se define asi:

Lo SEX™(ty, ... tn) = X™(SLt1,...,8%t,), donde X™ es una variable de se-
gundo orden de rango n o un relator de rango n.

2. St (-a) = —sta.
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. St(aVv B)=-8laVsip.

: S;tv(/\ua)z{/\“a siu =z,

Austa siu#z.

.S;(vua)_{\/ua siu =z,

Vusta siu#az.
SEAU a = AU sta.
.St\VUa =\UsLa.

Es claro entonces que

Si(a = B) =8,a = 8,8, S,(anpB)=S,a N8B, S(ae f) =80 8.5,

asf como que S{a = a siempre que z no esta libre en «.

Diremos que una variable de segundo orden X se puede sustituir por otra
variable o por un relator del mismo rango Y en una semiférmula si se cumple uno
de los casos siguientes (tanto X como Y pueden ser variables libres o ligadas):

1.
2.

Si a es atémica, la sustitucion es posible.

La sustitucién en —« 0 @ V 3 es posible si y sélo siloes en oy en 3 (luego
lo mismo vale para @« = B,a A By a < [3).

La sustitucion en Aua o Vua es posible si y solo si lo es en .

. La sustitucién en AU a o VU « es posible salvo si X # U y no es posible

sustituir X por Y enao U =Y.

En particular, la sustitucion siempre es posible cuando Y es una variable
libre. Si se da esta situacion, definimos la sustitucion de X por Y en una
formula mediante las reglas siguientes:

1

2.
3.

Y(t1,...,tn) siX=X"

Y yvn —
- Sx X <t1""t")_{X”(tl,...,tn) si X # X"

s¥ (ma) = -Ska.

sk (aVv pB)=skavsks.
s¥(Aua) = Auska.
s¥(Vua) = Vuska.

Y _JANUa siU =X,
Sx (AU e) = {/\US)U(a siU# X.

Y _ VU « siU=X,
Sx(VU o) = {\/US%@ siU# X.
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De nuevo tenemos que
S§(a—>6)ES§a—>S§ﬁ7 S}/((oz/\ﬁ) ES};O&/\S};ﬁ,

Sk(a ¢ B) = Sxa < 8XB,
asi como que Sk o = & si X no est4 libre en a.

Como es habitual, usaremos la notacion a(zi,...,z,) para sefialar unas
variables (de primer o segundo orden, libres o ligadas, que pueden estar o no
en «) de modo que a(ty,...,t,) (donde ¢; es un semitérmino si la variable z; es
de primer orden o un relator o una variable de segundo orden del mismo rango
que z; si ésta es de segundo orden) representa la sustitucion simultédnea de z;
por t; en «, definida anélogamente a como lo hemos hecho para lenguajes de
primer orden:

afty,... ty) =80 -..8ng2l ... 82 q,

donde las variables z; son variables libres del rango que corresponda y que no
estén en « ni en los términos ¢;.

Es claro que si sustituimos una variable libre de primer orden por un término
en una féormula obtenemos una férmula, al igual que si sustituimos una variable
libre de segundo orden por otra o por un relator.

Ahora introducimos otro tipo de sustituciéon que no tiene equivalente en la
logica de primer orden:

Sea « una férmula y sean x1, . . ., &, variables libres de primer orden distintas
entre si (que pueden estar o no en «). Abreviaremos Z en lugar de z1,...,T,.
Diremos que una variable libre de segundo orden X de rango n puede sustituirse
por a(Z) en una semiférmula 3 si se cumple uno de los casos siguientes:

1. Si 8= X"(t1,...,t-) la sustitucion es posible salvo si X = X" y alguna
variable x; no puede sustituirse por el semitérmino t; en a.

2. La sustitucion en = 0 & V 3 es posible si y s6lo si lo es en a 'y en § (luego
lo mismo vale para @ — S, A By a < ).

3. La sustitucion en Aua o Vua es posible si y solo si lo es en a.

4. La sustitucion en AU « o VU « es posible si y solo si lo es en a.

En estas condiciones, la sustitucion se define asi:

CSSEXT(t, . t)

—_

= a(tlwnatn) siX=X" (luegO’l":n)’
= Xr(tl,...,t,) si X # X",

[\

s8¢ g = 53D,
3. 837 (B v ) =558 v sy,

S?{(i)(/\u B) = Au S;(j)ﬁ.

e
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5. Sg((i)(\/u B) = Vu Si(i)ﬁ.
6. SYAUB) = \NUSYP 3.
7. sYP (VU B) = VU sU .

De nuevo tenemos que

o(T)

S (B = y) =838 585"y, sUD(BAY) =sYIBASE A,
5578 ¢ 7) =578 & 577,

asi como que Sg‘((i)/)’ = [ si X no esta libre en 3. Notemos ademas que S§ f)ﬁ
se puede calcular siempre que 5 y « no tienen variables ligadas en comun.

Observemos que si las formulas a y 8 no tienen variables ligadas en comun,
entonces cualquier variable x; podra sustituirse en o por cualquier semitérmino
contenido en 3, por lo que sera posible sustituir X" por «(Z).

Notemos que todas las definiciones que hemos dado se particularizan trivial-
mente al caso de lenguajes reducidos. Por ejemplo:

Definicion 2.3 Definimos el lenguaje de la aritmética de segundo orden L2
como el lenguaje reducido de segundo orden que resulta de anadir variables de
segundo orden al lenguaje £, (sin descriptor) y dotado del relator de orden <.

Las formulas de primer orden de £2 (es decir, las formulas que no tienen
cuantificadores de segundo orden, pero si pueden tener variables libres de se-
gundo orden) se llaman habitualmente férmulas aritméticas.

Definimos las semiférmulas de tipo AY en £2 como las dadas por las reglas
siguientes:

1. Si ty,t5 son semitérminos, entonces t1 = to y t1 < t5 son semiférmulas Ag.

2. Sit es un semitérmino y X es una variable de segundo orden (libre o
ligada), entonces X (t) es una semiféormula AY.

3. Si @y 8 son semiférmulas A, también lo son oy a V B.

4. Sitesun semitérmino y a es una semiférmula A9, también lo son Au < ta
y \/u <ta.

Las formulas AJ son las semiférmulas A que son férmulas. Claramente
no pueden tener variables ligadas de segundo orden, pero si variables libres de
segundo orden. De hecho las férmulas A sin variables de segundo orden son
precisamente las formulas Ay de £,.

Las formulas X0 y I1 (en sentido estricto) de £2? se definen exactamente
igual que las formulas %, y II,, de £, salvo que partimos de formulas A§ en el
lugar de las formulas Ag.
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2.2 El calculo secuencial de segundo orden

Sobre un lenguaje £ de segundo orden podemos considerar secuentes y célcu-
los secuenciales exactamente igual que sobre lenguajes de primer orden.

Definiciéon 2.4 Si £ es un lenguaje formal de segundo orden, llamaremos B
(o simplemente B) al calculo secuencial cuyas axiomas son los secuentes a = a,
para todas las formulas atémicas « de £, y cuyas reglas de inferencia son las de
LK mas las cuatro reglas siguientes:

aX), T'=A
AU a(U), T = A"

= A aY)
I=AAUU)”

I'= A, o(X)
I'=A,VUa()”

A\s derecha

/s izquierda

aY), T = A

VUaU), T = A" V, derecha

V5 izquierda

donde X e Y son variables libres del mismo rango que la variable U y la variable
propia Y no aparece en el secuente inferior.

Es claro que todas las reglas derivadas de LK (como las reglas inversas) valen
también para B aunque se apliquen a secuentes con férmulas de segundo orden,
pues las demostraciones valen igualmente. También podemos razonar como en
el teorema 1.5 que todos los secuentes o = «, para féormulas no necesariamente
atOmicas, son teoremas.

En principio, el igualador sblo puede relacionar términos de primer orden,
pero podemos definir como sigue la igualdad de segundo orden:

Si X e Y son dos variables o relatores del mismo rango r, definimos
X=Y=NAuy-u(X(uy,...,u) < Y(ui,...,u.)).
Es facil probar:
= X =X, X=Y=Y=X, X=Y,Y=7Z=X=7
De la propia definicion se sigue ademés que
X=Y,X(t1,...,t,) =Y (t1,...,t.).

Para acabar de comprobar que esta igualdad se comporta como una auténtica
igualdad nos falta probar que

X =Y aX)=a).
El teorema siguiente prueba algo méas general:

Teorema 2.5 Sea L un lenguaje de sequndo orden, sea a(X) una formula de £,
donde X es una variable de rango r, sean Ty = B(x1,...,x,), To = y(z1,...,2,)
dos formulas con v variables libres de primer orden senaladas tales que X pueda
sustituirse por Ty y Ty en a(X). Entonces en B se demuestra:

Na(B(a) < v(a)), a(T1) = a(Ts).
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DEMOSTRACION: Razonamos, por induccién sobre la longitud? de a, que
tanto la formula del enunciado como

Na(B(a) <+ ~(a)), a(Tp) = a(T1)
son teoremas de B.

Si a(X) =Y(t1,...,tn), donde Y es un relator o una variable libre, o bien
Y # X, en cuyo caso a(Ty) = a(Tz) = a(X) y los secuentes se siguen del
axioma a(X) = «(X) por debilitaciéon, o bien a(X) = X (t1,...,t,), en cuyo
caso
Q(Tl)z/g(tla"'atr)a a(TQ)E’Y(tla"'atr)'

Tenemos que probar que

Aﬂ(ﬂ(ﬂ) AN 7(17‘))7 B(tlv"wt?“) :>’7(t17"' atr)

ahora bien, abreviando 8 = 8(t1,...,t.), v = v(t1,...,t.), tenemos la demos-
tracion
B=p Y=
B=8, Biv=1
By, b=y
oy, y—=B, 8=y
By, B=y

Na(B(a) < y(@)), B =

donde en el dltimo paso hemos aplicado r veces la regla izquierda del generaliza-
dor de primer orden. Analogamente se prueba el teorema con 3 intercambiado
con 7.

Si a(X) = =d(X), por hipotesis de induccion podemos demostrar
Na(B(a) <> y(a)), 6(T1) = 8(T2),  Na(B(a) <> v(a)), 6(Tz) = §(T1),
y aplicando dos veces la regla del negador en cada caso de aqui obtenemos
Na(B(a) < y(@)), ~6(Tz) = =0(T1), Aa(B(a) ¢ v(@), ~0(T1) = —~d(T2),

(pero notemos que para probar el teorema con 7; en el antecedente necesita-
mos la hipoétesis de inducciéon con T; en el consecuente, y viceversa. Por eso
necesitamos tratar simultaneamente los dos casos).

Si a(X) =d§(X) V e(X), por hipdtesis de induccion tenemos los teoremas
Na(B(a) < (@), 8(Ty) = 8(T),  Aa(B(a) < (@), «(Tr) = (T2),

y es facil llegar a la conclusion usando las reglas del disyuntor.

2Técnicamente esto supone definir un funtor tal que F(a,n) sea una funcién de dominio
el conjunto Sy (o) de las férmulas de longitud n que resultan de sustituir las variables ligadas
que estén libres por variables libres en una subsemiférmula de o y que a cada una le asignan
un par de demostraciones de los dos secuentes considerados.
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Si a(X) = Aud(u, X), por hipotesis de induccion
Na(B(a) < (@), 8(y, T1) = d(y, T»)

y basta aplicar las reglas del generalizador (primero la izquierda y luego la
derecha). El caso en que a(X) = Vud(u, X) es analogo.

Si a(X) = AUS(U, X), por hipotesis de induccion tenemos
Na(B(a)  ~(a)), 8(Y,T1) = 6(Y, T»),

y de nuevo basta aplicar las reglas del generalizador, en este caso las de segundo
orden. El caso en que a(X) = VU §(U, X) es analogo. n

Tomando Ty = X (z1,...,2,) y To = Y(x1,...,x,) obtenemos la propiedad
de la igualdad indicada antes del teorema.

Observemos que a cualquier lenguaje de primer orden le podemos anadir
variables de segundo orden (de rango 1 o de todos los rangos) y, dada cualquier
teoria axiomética sobre dicho lenguaje, podemos considerar la teoria de segundo
orden que resulta de anadirle los axiomas logicos para formulas con variables
de segundo orden y estas cuatro reglas de inferencia. Asi, todos los teoremas
de la teoria original siguen siéndolo de la teoria de segundo orden asociada.
Sin embargo, las variables de segundo orden serfan initiles sin algunos axiomas
adicionales mas que las relacionen con la légica de primer orden.

Definicion 2.6 Si K es un calculo secuencial sobre un lenguaje formal de pri-
mer orden £ que consta de los axiomas y reglas de inferencia de LK; mas quiza
otros axiomas propios, llamaremos extension predicativa de K al calculo se-
cuencial Ky sobre el lenguaje de segundo orden £2 que resulta de anadirle a £
variables de segundo orden, cuyas reglas de inferencia son las de B y cuyos
axiomas son:

1. Los axiomas légicos o = «, para toda férmula atémica o de £2,

2. Los axiomas propios de K,

3. =>zr=nur,
4. 21 =y1,.  Tp =Yp, X" (21, ., 2r) = X" (Y1, .-, Yr),
5. COMPRENSION: = VU Au(U" (uy,...,u,) < a(u, ..., u.)),
para toda formula de primer orden «(x1,...,x,), que puede tener otras

variables libres, de primer o segundo orden.

Si en el esquema de comprension admitimos formulas arbitrarias, entonces
tenemos la extension plena de K, a la que nos referiremos como K2.

Las extensiones predicativa y plena reducidas se definen analogamente, pero
considerando el lenguaje de segundo orden reducido que resulta de anadir ni-
camente variables de rango 1 y particularizando los esquemas 4) y 5) a variables
de rango 1.
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Demostraremos (teorema 2.22) que Ky es una extension conservativa de K,
es decir, que toda formula de £ demostrable en K es, de hecho, demostrable
en K, pero antes necesitamos estudiar estas teorias.

Del mismo modo que al estudiar las teorias aritméticas de primer orden ha
sido fundamental sustituir el esquema de induccién por la regla de inferencia de
induccién, ahora sera igualmente necesario sustituir el esquema de comprension
por una regla de inferencia adecuada:

Teorema 2.7 En un cdlculo secuencial de segundo orden que tenga al menos
los azxiomas y las reglas de inferencia de B, admitir como axioma el axioma
de comprension asociado a una formula oz, ..., z,) equivale a admitir como
regla de inferencia
I'=s A, ~(T)
I = A, VU~(U)

paraT = a(xy,...,2,) y toda formula v(X), donde X es una variable de rango r
sustituible por T en .

DEMOSTRACION: Si admitimos esta regla, podemos demostrar como sigue
el axioma de comprension:

a(Z) = a(z) o(Z) = a(z)
= a(Z) & a(T)
= Nu(a(a) & a(a)

)
= VUAu(U (@) < a(a))

donde en el tercer paso hemos aplicado la regla nueva con
7(X) = Aa(X (@) < a(a)),

pues ¥(T) = Na(a(a) < a(a)).

Reciprocamente, si suponemos el axioma de comprensién para «, por el
teorema 2.5 tenemos que

Nu(X (@) < o(@)), ¥(T1) = +(T2),

donde Ty =T = «(z) y To = X(Z), pero claramente v(T3) = v(X). A partir de
ahi podemos razonar:

Na(X (@) & a(@)), y(Th) = y(X)
Nu(X(0) < o(w)), y(T1) = VUA(U)
VUNu(U (@) < a(a)), y(T1) = VUA(U)

Como la primera férmula del dltimo secuente es el axioma de comprension
para «, podemos cortarla y obtenemos

(T) = VU~(U),

luego cortando con I' = A, v(T') obtenemos I' = A, \/U~(U). "
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A su vez, esta regla derecha del particularizador implica una regla izquierda
del generalizador:

V(T), I'= A
ANU~(U), T = A
En efecto:
(X)) = v(X)
~(T), T = A ~(X), v(X) =
T = A, (T —(X), AU~AO) =

L =AVU(U) VUnO), \UA{U) =
AU~(U), T = A

Esto nos lleva a la definicion siguiente:

Definiciéon 2.8 Dado un lenguaje formal de segundo orden £ y un conjunto
U de férmulas de £, llamaremos ldgica de seqgundo orden con W-comprension al
célculo secuencial By cuyos axiomas son los axiomas logicos a = «, para todas
las formulas atomicas o de £, y cuyas reglas de inferencia son las de LK més
las cuatro reglas siguientes:

. ) o(T), T = A I'= A oY)
N2 izquierda A o). T= A A derecha L= ANANUQU)
V, izquierda o), T = A V, derecha L= L dld)

VUaU), T=A" I =A VUaU) "

donde T' = B(z1,...,2r,y,Y) es una formula de W, la variable X puede sus-
tituirse por T en a(X) y la variable propia Y es una variable libre del mismo
rango que U y que no aparece en el secuente inferior.

Si tomamos como V¥ el conjunto de las féormulas de primer orden de £,
tenemos la logica de sequndo orden predicativa, que representaremos por By,
mientras que si ¥ es el conjunto de todas las férmulas de £, tenemos la ldgica
de sequndo orden plena B2.

Podemos considerar tanto la variante reducida de B(¥), que admite tnica-
mente variables de rangos 0 y 1, como el caso general, con variables de todos
los rangos posibles.

Siempre que consideremos una logica de tipo B(¥), supondremos que el con-
junto ¥ contiene todas las formulas atomicas. Asi, teniendo en cuenta que la
regla izquierda del generalizador y la regla derecha del particularizador aplicadas
a las formulas atomicas T = X (z1,...,,) son simplemente las reglas corres-
pondientes de B, concluimos que las reglas de inferencia de B(¥) incluyen a las
de B.

El teorema 2.7 implica que B(¥) es equivalente al cdlculo deductivo que
resulta de anadirle a B todos los axiomas de comprensién correspondientes a
formulas de W.
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En particular, vemos que en la definicién 2.6 podemos eliminar el esquema
de comprensién y tomar como reglas de inferencia las de By o las de B2, segtin
si consideramos la extension predicativa o la extension plena de K.

Notemos que en B(¥) vale la regla inversa del generalizador

L= A AU a(UT)
F=A o)

donde T = a(x1,...,2,) es una formula de ¥. En efecto, la prueba es:
o(T) = a(T)

I=ANU"aU") AU a(U7) = oT)
= A, oT)

Ahora observamos que, de los axiomas I1, 12, I3 de LK;, en la definicién 2.6
s6lo hemos incluido I1 como parte de los axiomas de Ky o K2. Esto se debe a
que los restantes pueden deducirse del axioma 4. y més concretamente, de su
restriccién a variables de rango 1.

Para probarlo, conviene ver antes algunos hechos generales sobre el es-
quema 4. En primer lugar observamos que puede sustituirse por los axiomas
= I,, donde

I = NUNwv(uy = vy A - Aup =0, AU(uq ... uy) — Ulvy, ..o, 0p)).
En efecto, si partimos del axioma

1 :ylw"ax?‘:yT7X(l‘17"'ax7‘) :X(yla"'ay’r%

aplicando las reglas obvias podemos llegar a I, y, reciprocamente, de = I,
podemos deducir el secuente

= Nav(ug =vi A Ay =00 A X(ug ooy uy) = X(vg,..,00),

por la regla inversa del generalizador de segundo orden, y aplicando a su vez la
regla inversa del generalizador de primer orden y las del conjuntor y el implicador
llegamos a 4).

En segundo lugar, vamos a probar que, en B(V), el secuente = I, es decir,
= ANUAwv(u=v AU(u) = U(v)),

equivale al esquema
s=1t, afs) = alt)
para formulas de V.
En efecto,
s=tANa(s) = alt)=s=tAals) = alt)
Auwv(u=v A a(u) = av)) = s =t A a(s) — alt)
ANUAww(u=vAU(u) = U(v)) =s=tAa(s) = at)
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donde hemos usado la regla izquierda del generalizador con T' = a(z) (lo cual
requiere que « esté en V) y

Y(X) = Auv(u=v A X(u) = X (v)),

pues entonces ¥(T) = Auv(u = v A a(u) = a(v)). Cortando con = I; llegamos
a
=s=tAa(s) = at)

y aplicando las reglas inversas del implicador y del conjuntor llegamos al secuente
que queriamos probar.

Reciprocamente, a partir de un caso particular de estos secuentes, a saber,
a partir de:
v =y, Z(x) = Z(y)

(recordemos que estamos suponiendo que ¥ contiene las formulas Z(x)) pode-
mos probar I; aplicando las reglas l6gicas de forma obvia.

Con esto podemos probar que todos los axiomas del igualador pueden redu-
cirse a una sentencia de primer orden y otra de segundo orden:

Teorema 2.9 Si £ es un lenguaje de seqgundo orden con igualador y ¥ es un
conjunto de formulas de £ que contiene a todas las formulas atémicas:

1. De I, se deducen en B(V) todos los axiomas del igualador de tipo 13:

§1 =11,y 80 =tn, Rs1 -8, = Rty -ty

2. De I, yx = x se deducen en B(¥) todos los axiomas del igualador de
tipo 12:
S1=1t1,...8p =1tn = fS1- 8= ft1-tn.

DEMOSTRACION: 1) Segtn acabamos de probar, tomando «(x) = Rats - - - tp,
de I; se deduce el secuente

s1=1t1, Rs1---s, = Rt159---5y.
Ahora tomamos a(z) = Rtyxs3 -+ s, y obtenemos
So =tg, Rt159- -8, = Rti1tas3 - sy,
y cortando los dos secuentes queda
$1 =t1, S =tg, RSy -8, = Rtitosz - Sy

tras un nimero finito de pasos llegamos al axioma del igualador.

2) Es claro que de = x = z se deduce = Auu = u y de ahi = t = t para
todo término ¢, es decir, que tenemos todos los axiomas de tipo I1. Ahora basta
considerar la formula a(x) = fs1 -+ s, = fxss - sp, de la que obtenemos

s1=t1, fs1sn=[fs1-"5p = fs1-sn = ftisa:-sn.



2.2. El calculo secuencial de segundo orden 63

Cortando con un axioma de tipo I1 obtenemos
s1 =1t = fs1++ 8n = ft182- - Sp.
Ahora tomamos a(z) = ft1s9- s, = ftixss -+ sy, con lo que obtenemos
Sg =t = ft1S9--- S, = ftitass - Sp.

Los axiomas I3 (que ya sabemos que se deducen de I;) implican la transitividad
de la igualdad, y en particular el secuente

fs1--8n = ftisog---sp, flisg - 5, = ftitasz - s,

= fs1---5, = ftitasz -5y,

luego cortando este secuente con los dos anteriores obtenemos
s1 =11, s2 =ta = fs1- s, = ftitasz - sp.

Prosiguiendo de este modo, tras un nimero finito de pasos obtenemos el axioma
del igualador. m

Asi pues, la extension predicativa de una teoria de primer orden no soélo
extiende a LK, sino también a LK.

Intercambio de variables ligadas Terminamos esta seccién con un resul-
tado técnico que vamos a necesitar. Es valido igualmente para el calculo secuen-
cial de primer y de segundo orden.

Sea £ un lenguaje formal de primer orden y pongamos que a cada variable
ligada U le hacemos corresponder otra U* del mismo rango (incluyendo el caso
de rango 0). Para cada formula «a, sea o* la férmula que resulta de cambiar en «
cada variable ligada U por la variable U*. Entonces, en B podemos demostrar
los secuentes

a=a”, o = a.

En efecto, la definicion de o* vale también para semiférmulas (entendiendo
que solo sustituimos las variables ligadas que aparecen ligadas). Vamos a probar
que si a(U, X) es una semiférmula cuyas variables que aparecen libres (de primer
o segundo orden) son las indicadas, en B podemos demostrar

aY. X) =o' (Y, X), o(YV,X)=aY,X),
donde Y son variables libres distintas de todas las que hay en . Cuando esto
se aplica al caso en que « es una férmula, tenemos el resultado requerido.

Lo probamos por induccion sobre la longitud de « (o, més precisamente, lo
suponemos cierto para las subsemiférmulas de « y lo probamos para «).

Sia=X(t1,...,t,), donde X es una variable (libre o ligada) o un relator,
entonces a no tiene variables ligadas, luego a* = « y la conclusion es trivial.
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Si o = —f, tenemos que —a = —S*, y basta aplicar las reglas del negador a
la hipétesis de induccion. Lo mismo sucede si a = 5V 7.

Si o = Aup(u,U, X), entonces o* = Au*B*(u*,U,X), y por hipotesis de
induccién

Bly,Y,X)= B"(y,Y,X), B(yY,X)=B(y,Y,X).

Aplicando las reglas del generalizador (primero la izquierda y luego la derecha,
para que se cumplan las condiciones sobre la variable propia) obtenemos

AuB(u,Y,X) = AuB"(u", Y, X), A"V, X) = Aup(u,Y, X).

El argumento vale tanto si las variables son de primer o de segundo orden y
para los particularizadores. L]

Diremos que dos férmulas son iguales salvo por sus variables ligadas si una se
obtiene de otra cambiandole unas variables ligadas por otras. Lo que acabamos
de probar implica que en cualquier demostracién podemos cambiar cualquier
formula de cualquier secuente por otra igual salvo por sus variables ligadas, sin
més que cortar con el secuente o = a* o a* = «, segun el lado en el que esté
la formula.

Por ello, podemos relajar las reglas de inferencia de cualquier célculo se-
cuencial que extienda a B admitiendo que en cada aplicacién de una regla de
inferencia una férmula del secuente superior se diferencie en sus variables ligadas
de la que deberia estar en el secuente inferior, o que las dos formulas de corte se
diferencien en sus variables ligadas, etc. En efecto, si tenemos una demostracion
en estas condiciones, siempre se puede convertir en una demostraciéon en la que
las reglas se aplican estrictamente introduciendo las variaciones de las formulas
mediante cortes oportunos.

2.3 Reducciéon a la l6gica de primer orden

En [LF 7.1] definimos los lenguajes de segundo orden como una clase parti-
cular de lenguajes de primer orden. Vamos a ver que (en el caso de lenguajes
sin descriptor) la definicion es equivalente a la que hemos adoptado aqui. Por
comodidad repetimos la definicién:

Definicién 2.10 Un lenguaje formal de seqgundo orden es un lenguaje formal de
primer orden con igualador dotado de una sucesiéon de relatores Ry, Ri, Ro, . ..
de rango 1 y otra sucesion de relatores S1, S92, S3 ... de modo que S, tenga rango
r+1. (Nos referiremos a estos relatores como relatores estructurales.) Usaremos
la notacion

to(tl, . ,tT) = Sr(t07 [N ,tr).

Llamaremos variable libre de indice ¢ y rango r de £ a la variable X7 = X, ;y,
mientras que la variable ligada de indice i y rango r serd U = U, ;y, donde
(r,i) es el par definido en [LF 2.3]. A las variables de rango 0 las llamaremos
variables de primer orden, mientras que a las de rango no nulo las llamaremos
variables de seqgundo orden.
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Tenemos asi dos definiciones distintas de “lenguaje de segundo orden” que
ahora vamos a relacionar. Si £ es un lenguaje de segundo orden en el sentido de
la definicion 2.1, podemos considerarlo como lenguaje de primer orden sin méas
que “olvidar” la clasificacion en rangos de sus variables, y a su vez, a partir de
este lenguaje de primer orden podemos formar un lenguaje £ de segundo orden
recuperando dicha clasificacién en rangos y anadiéndole relatores estructurales.
Reciprocamente, partiendo de un lenguaje £ en el sentido de la definicion pre-
cedente, podemos obtener un lenguaje de segundo orden £ en el sentido de 2.1
sin méas que eliminar los relatores estructurales.

Por ejemplo, en esta situacion, si X" es una variable de rango r y =1, ..., z,
son variables de rango 0, la cadena de signos X"x; - - -z, es una férmula de £,
pero no de 217 pero en £ podemos considerar la formula S, (X", z1,...,2.), ¥
ambas las representamos como X" (x1,...,Z;).

Siguiendo con [LF 7.1], definimos las férmulas de £:
AN.Ua=ANURU — ), V.Ua=VUR,U A a),

donde U es una variable de rango r.

Llamaremos semitérminos estructurados de £ a los semitérminos de £ que
no contengan variables de segundo orden (a los que llamaremos semitérminos
estructurados de primer orden, o de rango 0) y a las variables de rango r > 1
(a los que llamaremos semitérminos estructurados de rango r).

Definimos las semiférmulas estructuradas de £ como las construidas segin
las reglas siguientes:

1. Si R" es un relator no estructural de £ de rango r y t1,...,t, son semitér-
minos estructurados de rango 0, entonces Rty ---t, es una semiférmula
estructurada.

2. Si X es una variable de rango r (libre o ligada) y ti,...,t, son semitér-
minos estructurados de rango 0, entonces X (t1,...,t,) = S, Xty ---t, es

una semiféormula estructurada.

3. Si a y B son semiférmulas estructuradas y U es una variable ligada de
rango r, también lo son

-, aV o, /\rUaa VTUOA

Claramente, si « y 8 son semiférmulas estructuradas, también lo son
a— g, a A p, a < f.

Las semifdrmulas estructuradas de primer orden son las semiférmulas es-
tructuradas cuyas variables ligadas son todas de rango 0.

Observemos que todos los semitérminos de £ son semitérminos estructurados
de rango 0 de £. Para cada semiférmula o de £ definimos como sigue una

semiférmula estructurada & de L:
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R'ty---t. = Rty ---t,., para todo relator R™ de £ de rango .
X(t1,... tr) = X(t1,...,t,) = S, Xty ---t,, donde X es una variable de
rango r y ti,...,t, son semitérminos de L.

Sa=-a, aVpB=aVvp

ANUa=NA\,Ua, VUa=V,Ua, donde U es una variable de rango .

Es facil ver que las formulas estructuradas de £ son precisamente las tra-
ducciones de las formulas de £.

Necesitaremos considerar una clase de férmulas mucho mas amplia que la
de las formulas estructuradas. Llamaremos semiférmulas cuasiestructuradas a
las semiférmulas de £ cuyos cuantificadores aparezcan todos en la forma A,U
o V,U. Vamos a ver que cada una de ellas admite una traducciéon a £:

Para cada semiférmula cuasiestructurada o de £, definimos una férmula o*
de £ con el criterio siguiente:

1.

@

>~

6

t1 = tg si los t; tienen ambos rango 0,
(t1 = to)* = Nii(t1 (@) < ta()) silos t; tienen ambos rango r > 1,
! 2 = Nuu=u si los t; son ambos no estructurados,
Vuu #u en otro caso.

. Si R" es un relator r-adico de £ distinto del igualador,

(Rty-1,)" = R"ty---t,. silost; son estructurados de rango 0,
! " 71 Vuu#u en caso contrario.
(Rt)" = Nuu=u sites estructurado de rango r,
"7 7 1\ Vuu#u en caso contrario.
T(t1,...,t,) siT es una variable de rango r
(S Tt L)t = y los ¢; son estructurados de rango 0,
Vuu # u en caso contrario.

. (ha)* = ek, (Vv B) = at Vv B,

. (N U) = AU o*, (V.U a)* =\VUa*.

Es facil ver que si a es una semiférmula de £, entonces &* = «, y si « es una

semiférmula estructurada de £, entonces (a*) = a. Observemos ademés que las
formulas de primer orden de £ se corresponden con las formulas estructuradas

de primer orden de L.
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Lenguajes reducidos Hasta aqui hemos considerado el caso en que el len-
guaje de partida £ tiene variables de segundo orden de todos los rangos. Todo
lo dicho se adapta facilmente al caso de lenguajes reducidos, pero, de hecho,
puede simplificarse un poco mas. En principio, si £ es un lenguaje reducido,
entonces £ tiene Gnicamente tres relatores adicionales, los relatores monadicos
Ry y Ry y el relator diadico S7. Sin embargo, en este caso podemos eliminar el
relator Ry y adoptar la notacién

Ro(t)z_‘Rl(t), CtOtERl(t), tGngl(X7t),

de modo que Ry es ahora una mera notacién para la negacion de R;. En
estos términos, cto X pretende significar “X es un conjunto” y z € X pretende
significar que x es uno de los elementos del conjunto X.

Notemos que la definicion de (Ropt)* que hemos dado en general ahora no es
una definicién, pero sigue siendo valida, porque se deduce de la definicién que
hemos dado de Ry. n

Ahora presentamos la definicion que nos permitird enunciar el resultado
principal de esta seccion:

Definicion 2.11 Sea T un célculo secuencial sobre un lenguaje formal £ de
segundo orden con igualador cuyas reglas de inferencia sean las de B y cuyos
axiomas sean:

Axiomas légicos a = «, para toda formula atémica de L.
Axiomas del igualador = Auu =u y = I, donde

I, = NU"Nav(uy = vy A -+ Ay, = v, AU (@) — U™(D)).
Axiomas propios de la forma = 4, donde § es una sentencia de L.

Sea T el calculo secuencial sobre el lenguaje L cuyas reglas de inferencia son
las de LK y cuyos axiomas son:

Axiomas légicos a = «, para toda formula atéomica o de L.
Axiomas del igualador Los axiomas 11, 12, I3 de LK;.
Axiomas estructurales

1. = /\*ul s Up Rot,
para todo término estructurado® ¢(zy,...,z,) de primer orden,
2. = V,.UR,U, para todo r > 0.
3. = A\, U—-R,U, para todo r # s.
Extensionalidad (para todo r > 1):
= N UV(N\ou(U(a) « V(a)) - U =V).

Axiomas propios Las traducciones de los axiomas propios de T

3Las variables z; son todas las variables libres en ¢, y pueden ser de cualquier rango. El
asterisco en /\, indica que cada una se cuantifica segin su rango.
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Notemos que los axiomas estructurales no constan de formulas estructuradas,
al igual que el axioma de extensionalidad, que no es una formula estructurada
porque U = V no es una semiférmula estructurada (ni debe serlo, puesto que
no es la traduccion de ninguna semiférmula de segundo orden). En la practica,
para variables del mismo rango r, conviene considerar que

X =Y = Noa(X(a) ¢ Y(a))

es una definicién, de modo que el = de la izquierda no es realmente el iguala-
dor de E, pero hemos introducido el axioma de extensionalidad en la definicién
precedente (con el igualador “real”) porque asi demostraremos que, aunque con-
venga pensar en el igualador como un signo definido para términos de segundo
orden, podemos suponer que el igualador “real” cumple la definicion.

Nuestro proposito es demostrar que 7'y T son esencialmente lo mismo. Antes
necesitamos un resultado técnico:

Teorema 2.12 FEn las condiciones anteriores, si una formula cuasiestructurada
es demostrable en T, entonces admite una demostracion formada unicamente
por formulas cuasiestructuradas.

DEMOSTRACION: Sea una demostracion en T’ de un secuente S = T' = A
formado por férmulas cuasiestructuradas. Todos sus secuentes iniciales, excepto
los de LK;, son de la forma = ¢, donde  es una sentencia estructurada. Llame-
mos O al conjunto formado por todas las sentencias § que aparecen en los se-
cuentes iniciales de este tipo en la demostracion. Como son sentencias, podemos
anteponer O en todos los secuentes de la demostracion sin invalidar las variables
propias. En particular, cada secuente inicial = § se convierte en © = §, que se
deduce de § = § por debilitacion. Asi obtenemos una demostracion en LK; del
secuente ©, " = A.

Por la observacién tras el teorema de eliminacién de cortes 3.5, existe una
demostracion en la que las unicas formulas de corte son igualdades t; = to.
Ahora bien, es obvio que si los secuentes superiores de una regla de inferencia
que no sea la de corte contienen una férmula no cuasiestructurada, el secuente
inferior también contiene una (pues la formula contiene un cuantificador mal
acotado y eso no lo arregla ninguna regla de inferencia). Como las férmulas
de corte son cuasiestructuradas, todas las formulas de la demostracion tienen
que ser cuasiestructuradas, ya que si hubiera alguna que no lo fuera tendria que
haber otra en el secuente final.

Mediante cortes con secuentes = ¢ podemos pasar de ©,I' = A hasta
I' = A, y tenemos asi una demostracion en T’ formada por formulas cuasies-
tructuradas. ]

Teorema 2.13 FEn las condiciones de la definicion 2.11, una sentencia o de £
es un teorema de T si y solo si su traduccion & es un teorema de T.

DEMOSTRACION: Si§ =T = A es un secuente de £ en el que aparecen libres
las variables X, ..., X,, de rangos r1,...,7, (incluyendo las de primer orden),
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llamaremos ©g5 = {R;, X1,... R, X,}. A su vez definimos S=05T=A,
donde I' y A son los conjuntos formados por las traducciones de las férmulas de
I' y A, respectivamente.

Vamos a probar que si S es demostrable en T', entonces S es demostrable
en T. En particular, si S = = «, donde « es una sentencia de £, entonces Og
es vacio y S = = @, luego podremos concluir que & es un teorema de T

Veamos en primer lugar que si S es un axioma de T, entonces S es un
teorema de T'. De hecho, esto es cierto incluso sin incluir Og en S, pero siempre
podemos anadirlo por debilitacién. En efecto, esto es trivial para los axiomas
logicos. La traduccion de Auu = u es

NAu(Rou — u = u),

que claramente es un teorema de logico (Notemos que T contiene todos los
axiomas y reglas de inferencia de LK, por lo que todos los teoremas logicos son
teoremas de T) La traduccion de los axiomas del igualador de segundo orden
es

AN UNouo(uy = vy A -+ Ay = v, AU(7) — U(D)),

que también es un teorema logico.

Las traducciones de los axiomas restantes de 7' (sin el ©5 afladido) son
axiomas de T por definicion de T

Veamos ahora que la traduccion de una regla de inferencia de B es una regla
de inferencia valida (no necesariamente primitiva) de LK. Esto es inmediato
salvo lo sumo para las reglas de los cuantificadores. Distinguimos cada caso. En
todos ellos llamamos S; al secuente superior de la regla y S al secuente inferior.

Generalizador izquierda La traducciéon de la regla de primer orden es

Qg,, a(t), T = A
Os,, Noua(u), T = A.

Para probarla, razonamos como sigue:
Og,, &(t), T = A Rt = Ryt
Os,, Rot, Rot — a(t), T = A
Os,, Rot, Noua(u), I = A

Ahora usamos que Og, = Rot (por primer axioma estructural de T),
por lo que la regla de corte nos permite eliminar Ryt del secuente infe-
rior. Para cada variable z que esté libre en S;, pero no en S, podemos
aplicar la regla izquierda del particularizador con x como variable pro-
pia para transformar la féormula Roz que estd en Og, en Vu Rou, que es
un teorema de T (se deduce del primer axioma estructural), luego pode-
mos eliminarla del secuente inferior mediante un corte. Asi llegamos al
secuente Og,, Ngud(u), T = A.

La regla de segundo orden se prueba analogamente. En este caso en lugar
del término ¢ tenemos una variable X de rango r.
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Generalizador derecha En este caso la prueba es mucho mas simple:
Os,, I'= A, a(Y)
Os,, I'= A, R.Y — aY)
8527 r'= Av /\7Ud(U)

donde hemos usado que la tnica variable libre de S; que deja de estarlo
en Sz es Y, con lo que Og, = Og, U{R,Y}.

Particularizador izquierda La traduccién de la regla se demuestra asi:

@51, &(Y), f = A
Os,, R,Y ANa(Y), I = A
Os,, LU G(U), T = A

Particularizador derecha Para la regla de primer orden, por los mismos ar-
gumentos empleados en la prueba de la regla izquierda del generalizador,
tenemos: B B

Og,, I'= A, @(t) Og, = Rot
Os,, I'= A, Ryt A &(t)
Os,, I'= A, Voua(u)

A partir de aqui, podemos transformar Og, en Og, igual que en el caso
del generalizador. La regla de segundo orden se demuestra analogamente.

Es claro entonces que cada demostracion de un secuente S en T se traduce
a una demostraciéon de S en T

Para probar el reciproco basta ver que si una formula cuasiestructurada «
es un teorema de T, entonces o™ es un teorema de 7. En efecto, admitiendo
esto, si & es un teorema de T, tenemos que &@* = « es un teorema de 7.

Por el teorema anterior, podemos tomar una demostracion de a en T formada
dnicamente por formulas cuasiestructuradas. Ahora razonamos igual que en el
caso anterior. En primer lugar probamos que los axiomas de T se traducen a
teoremas de T'.

1. Para los axiomas logicos es inmediato.
2. Consideremos ahora los axiomas del igualador.

(a) Supongamos en primer lugar que es tipo I1, es decir, = ¢ = t.
i. Si ¢t es un término estructurado de rango 0, su traducciéon es
= t = t, que es ciertamente un teorema de T'.
ii. Sit es un término estructurado de rango r > 1, su traduccion es

= Na(t(a) < t(a)),

que claramente es un teorema de T'.
iii. Sitno esun término estructurado, la traduccion es = Avu = u,
que también es un teorema de 7.
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(b) Consideremos un axioma de tipo 12, es decir:

i

ii.

iii.

81:t17"‘73n:tn:>f51"'8n:ft1--~tn.

Si todos los términos son estructurados de rango 0, su traduccion
es €l mismo, y es un teorema de T (se deduce de los axiomas del
igualador de T)).

Si todos los s; son estructurados de rango 0, pero algin ¢; no
lo es (o viceversa), entonces s; = t; se traduce en Vuu # u,
luego (s; = t;)* = es un teorema de T y de él se deduce por
debilitacién la traduccién del axioma.

Si existen s; y ¢; que no son términos estructurados de rango 0
entonces ambos miembros del consecuente son términos no es-
tructurados, luego su traduccion es Auu = u, y la traduccion
del axioma se deduce por debilitacion del teorema = Auvu = u.

(c) Consideremos ahora un axioma de tipo I3 correspondiente a un rela-
tor de £ distinto del igualador:

i

ii.

iil.

§1=11,...,8, = 1tn, Rsy---8, = Rt1---t,,.

Si todos los términos son estructurados de rango 0, la traduccion
es el mismo secuente y es claramente un teorema de T'.

Si algtin s; no es un término estructurado de rango 0, entonces
la traduccion de Rsy - - s, es Vuu = u, con lo que la traduccion
del axioma se demuestra por debilitacion.

Si todos los s; son términos estructurados de rango 0 pero algin
t; no lo es, entonces es s; = t; el que se traduce en Vuu £uy
concluimos igualmente.

(d) El caso del igualador es:

i

ii.

iii.

iv.

§1 =11, So = ta, §1 = Sg = t1 = {o.

Si todos los términos son estructurados de rango 0, la traduccion
es el mismo secuente y es claramente un teorema de 7.

Si s1 y so tienen ambos rango 0, y un t; no, entonces s; = t;
se traduce en \/uu # u y la traduccién del axioma se sigue por
debilitacion.

Supongamos que $; no es un término estructurado. Si s si que
lo es, razonamos como antes a partir de s; = so. Por lo tanto,
podemos suponer que s; y S son ambos no estructurados. Si
algun ¢; es estructurado, concluimos a partir de s; = t;. Si ambos
son no estructurados, entonces t; = t5 se traduce en /\u U=uy
la traduccion del axioma se obtiene por debilitacion a partir de
= Nuu = u.

Supongamos que s; tiene rango r > 1. Si s5 no tiene también
rango r concluimos a partir de s; = ss, asi que podemos suponer
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que ambos tienen rango r. Si algin ¢; no tiene rango r concluimos
igualmente a partir de s; = t;, luego nos reducimos al caso en el
que todos los términos tienen rango r, es decir, son variables. El
axioma es entonces

X1=Y,Xo=Ys, X1 =Xo = Y1 =Y5,
cuya traduccién es
Na(Xi1(3) Vi (1)), Aa(Xs (@) < Ya(@), ANa(X1(a) < Xa(a))
= Nu(Yi() < Ya(a)),
y es facil ver que es un teorema de B.

(e) Consideremos ahora I3 para el relator R,:
s=t, R.s = R,t.

i. Si sy t no tienen el mismo rango o uno es estructurado y el otro
no, entonces s = t se traduce en \uu # u, y concluimos como
siempre.

ii. En caso contrario, R,s y R,t tienen la misma traduccién, por
lo que la traduccion del axioma se sigue por debilitacion de un
axioma légico.

(f) Finalmente, consideramos I3 para el relator S,:
So =Ty, s1 =t1,---, 5 = tr, So(51,---,5:) = To(ts,. .., )

i. Si Sp no tiene rango r o algin s; no tiene rango 0, la ultima
formula del antecedente se traduce en Vuu # u y la conclusion
es inmediata. Suponemos, pues, que Sy tiene rango r y que todos
los s; tienen rango 0.

ii. Th no tiene rango r o algin t¢; no tiene rango 0, concluimos a
partir de So = T() o de S; = ti.

iii. Si Sp y Tp tienen rango r (es decir, son variables X e Y de
rango r) y los demés términos tienen rango 0, la traduccion es

Ni(X (@) < Y (1)), 81 =t1,...,8 = t,, X(5) = Y ()
y es facil ver que se trata de un teorema de B.

3. Nos ocupamos ahora de los axiomas estructurales. En ellos hay que en-
tender como parte de la definicion de los axiomas que las variables tienen
los rangos que les corresponde por el contexto.

(a) La traduccion de = A, @ Rot(a) es = At Auu = u, que claramente
es un teorema de B. no es cuasiestructurada.

(b) La traducciéon de = V, U R,U es = VU Auu = u, y también es un
teorema de B.

(¢) La traduccion de = AU =R,U (con r # 5) es = AU -Vuu # u, y
también es un teorema de B.
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4. Consideremos el axioma de extensionalidad para rango 7:
AUV (Nou(U(a) < V(a) - U =V).
Su traduccion es
AUV (Aa(U(a) + V(@) = Aa(U(a) + V(a))),
que claramente es un teorema de B.

5. Los ultimos axiomas de T son los de la forma = &, donde « es un axioma
propio de T'. Su traduccién es a@* = «, luego la traduccion del axioma es
un teorema de T'.

Ahora demostramos que las traducciones de las reglas de inferencia de la de-
mostraciéon siguen siendo validas en B. Las tnicas reglas para las que esto no es
inmediato son las de los cuantificadores. Antes de entrar a analizarlas conviene
hacer una observaciéon general: en cada uso de una regla derecha del generali-
zador o izquierda del particularizador cuya formula principal sea A, U a(U) o
V,.U a(U) podemos cambiar la variable propia Y para que tenga precisamente
rango 7.

En efecto, solo tenemos que elegir una variable nueva Y’ de rango r que no
aparezca en la demostracién, y si cambiamos Y por Y’ en todos los secuentes
que estan por encima del secuente superior de la regla, todos los axiomas siguen
siendo axiomas (pues esto es claramente cierto para los axiomas logicos y los del
igualador y trivialmente para los restantes, porque no tienen variables libres)
y ninguna regla de inferencia deja de ser valida porque en ella cambiemos una
variable libre por otra nueva (que no aparezca en los demas secuentes). Mas
precisamente, si hacemos este cambio en una variable propia que no tenga por
encima ninguna otra, y vamos descendiendo, cada cambio no afectara a las
variables propias que haya por encima, luego podemos conseguir que todas ellas
tengan el rango requerido.

Pasamos ya a analizar las reglas:

Generalizador izquierda Puesto que las formulas tienen que ser cuasiestruc-
turadas, tiene que ser de la forma

Rt — o), = A
A Ua(U), T =A

donde la variable U tiene rango r. Si ¢ es un término estructurado de
rango r, la traduccién es

Nvu=u— a*(t), T* = A*
AU o (), T = A"

y esta regla es valida en B, pues claramente o*(t) = Auu = u — a*(¢)
es un teorema de B, y basta cortarlo con el secuente superior y aplicar la
regla izquierda del generalizador.
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Si t no es un término estructurado de rango r, la traduccion es

Vuu #u— a*(t), I* = A*
AU o*(U), T* = A* ’

pero = Vuu # u — o*(t) es un teorema de B, luego del secuente superior
se deduce I'* = A* y por debilitacién obtenemos el secuente inferior.

Generalizador derecha La regla es de la forma

I'= A RY —a(Y)
T'= A, AUa(D).

y hemos tomado la demostracion de modo que el rango de Y sea precisa-
mente 7. La traduccion es
I = A", Auu=u— a*(Y)
I = A", AU o*(U).

Teniendo en cuenta que Auu = u — a*(Y) = o*(Y) es un teorema de B,
basta cortar este secuente con el secuente superior de la traduccion y luego
aplicar la regla derecha del generalizador.

Particularizador izquierda La regla tiene que ser de la forma

RY Aa(Y), T =A
V.Ua(U), T = A

donde la variable propia Y tiene rango r. La traduccion es

Auu=uAa*(Y), T* = A*
VUa*(U), T = A*

Basta tener en cuenta que o*(Y) = Auu = u A o*(Y) es un teorema
de B.

Particularizador derecha La regla tiene que ser de la forma

I'= A, Rt Aa(t)
L= A, V,.UaU)

donde la variable U tiene rango r. Si ¢ es un término estructurado de
rango r, la traduccién es

I = A", Auu=u A a*(t)
I* = A%, VUa*(U) ’

y esta regla es valida en B, pues claramente Auu = u A o*(t) = a*(t)
es un teorema de B, y basta cortarlo con el secuente superior y aplicar la
regla derecha del particularizador.
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Si t no es un término estructurado de rango r, la traduccion es

I = A*, Vuu # u A a*(t)
I = A", VUa*(U) ’

pero Vuu # u A a*(t) = es un teorema de B, luego del secuente superior
se deduce I'* = A* y por debilitaciéon obtenemos el secuente inferior. m

Asi pues, es equivalente demostrar un teorema = a en T que demostrar = &
en T, con la diferencia de que T es una teoria de primer orden, por lo que en lugar
del célculo secuencial podemos usar el calculo deductivo “a la Hilbert”. Esto nos
lleva a la definicién siguiente con la que enunciaremos de forma definitiva el
resultado que hemos obtenido:

Definicién 2.14 Sea T un célculo secuencial sobre un lenguaje formal £ de
segundo orden con igualador cuyas reglas de inferencia sean las de B y cuyos
axiomas sean:

Axiomas légicos a = a, para toda féormula atéomica de £.

Axiomas del igualador = Auu = u y = I, donde

I, = NU"Nav(uy = vi A - Auy, = v, AU™ (@) — U™ (D).

Axiomas propios de la forma = ¢, donde § es una sentencia de L.

Llamaremos traduccion de primer orden de T a la teoria axiomatica de pri-
mer orden (es decir, una extension de K ) cuyos axiomas propios son los si-
guientes:

Axiomas estructurales

1. Asug -y, Rot,

para todo término estructurado? t(zy,...,r,) de primer orden,
2. VLU R, U, para todo 7 > 0,
3. AL,U-R,U.

Extensionalidad (para todo r > 1):
AUV (N\ou(U(w) < V(a)) - U =V).
Axiomas propios Las traducciones de los axiomas propios de 7.

El teorema anterior, junto con la observacion posterior al teorema 1.11, hacen
inmediato el teorema siguiente:

4Las variables z; son todas las variables libres en t ueden ser de cualquier rango. El
1 b
asterisco en /\, indica que cada una se cuantifica segin su rango.
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Teorema 2.15 Una sentencia o cumple que = « es un teorema de un cdlculo
secuencial de sequndo orden en las condiciones de la definicion 2.14 si y sdlo si
su traduccion & es un teorema de la traduccion de primer orden de T'.

Notemos que el requisito de que los axiomas propios de T' sean sentencias
solo es relevante a la hora de calcular sus traducciones, pues, por lo demaés,
cualquier secuente es equivalente en B a uno de la forma = §, donde J es una
sentencia. En otras palabras, el teorema anterior es valido para cualquier calculo
secuencial T" de segundo orden que cuente con los axiomas del igualador con tal
de que, en su reduccién de primer orden, tomemos como axiomas propios las
traducciones de los axiomas propios de T expresados en la forma requerida = 9,
donde ¢ es una sentencia.

2.4 La aritmética de segundo orden

Definicién 2.16 La Aritmética de Peano de sequndo orden AP? se define como
el calculo secuencial sobre el lenguaje £2 de la aritmética de segundo orden cuyas
reglas de inferencia son las de B y cuyos axiomas son:

1. Los axiomas logicos a = a, para toda formula atémica a de £2,

2. Los axiomas propios de AP distintos de los de induccion (enunciados en
la definicion 1.13),

3. =>r=u,
4. z=y,X(r) = X(y).
5. COMPRENSION: = VX Au(X(u) <> a(u)),
para toda formula a(z) de £2 (que puede tener méas variables libres).
6. InpUCCION: X (0), Au(X(u) = X (v)) = X (z).

Si restringimos el axioma de comprension a formulas aritméticas (es decir,
sin variables ligadas de segundo orden) tenemos la teorfa conocida como ACA
(por “axioma de comprension aritmética”).

Mas en general, si ¥ es un conjunto de férmulas de £2 que contiene a las
formulas atomicas, llamamos AP?(¥) a la teoria que resulta de restringir el
axioma de comprension a féormulas de W.

Segtin el teorema 2.7, AP?(¥) equivale a la teorfa que resulta de eliminar
el esquema de comprension y considerar las reglas de inferencia de B(¥). En
particular, en AP? y en ACAy podemos eliminar el esquema de comprension y
considerar las reglas de B2 o By, respectivamente.

El esquema 4. puede sustituirse obviamente por = I, donde
I = NUNw(u=v AU(u) = U(v)),

y el teorema teorema 2.9 nos da que = I, junto con = = = z, implica en B(¥)
los axiomas del igualador de primer orden.
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Observemos que el axioma de induccion es claramente equivalente en B al
secuente = I, donde

Iy = AUU(0) A Au(U(u) = U(u) = AuU(u)),

el cual es a su vez equivalente en B(V) al esquema formado por los secuentes
= Ind(a), donde

Ind(a) = a(0) A Au(a(u) — a(u)) = Aua(u),
para toda férmula de V.

En efecto, aplicando a = I la regla inversa del generalizador con T = «
obtenemos Ind(«), mientras que considerando la formula atomica o = X(x)
obtenemos Ind(«a) = Iy.

En particular esto implica que tanto ACAy como AP? extienden a AP, pues
en ambas teorias se pueden demostrar todos los casos del esquema de inducciéon
para formulas sin variables de segundo orden. Sin embargo, en AP? contamos
con la induccion para formulas arbitrarias, y en ACA( para formulas aritméticas
(que pueden incluir variables libres de segundo orden).

Maés en general, si ® es cualquier conjunto de formulas de £2, podemos con-
siderar la teorfa AP?(®, ¥) que resulta de restringir el esquema de comprension
de AP? a férmulas de U y el axioma de induccién se sustituye por el esquema
= Ind(a) con « en P.

La prueba del teorema 1.12 se adapta trivialmente para probar que en la
teorfa AP2(®,¥) podemos sustituir el esquema de induccién por la regla ®-
IND:

a(y), I = A, a(y')
a(0),I'= A, at) ’

en la que t es un término arbitrario, a(y) es una formula de ® y la variable
propia y no aparece libre en ninguna otra férmula distinta de las dos en las que
aparece explicitamente.

Teorema 2.17 Si & y U son conjuntos de formulas de modo que ¥ contiene
al menos las formulas atémicas, un cdlculo secuencial equivalente a AP?(®, ¥)
(en el sentido de que tiene los mismos teoremas) es el que consta de las reglas
de inferencia de B(¥) mds la regla ®-IND y de los ariomas siguientes:

1. Los awiomas ldgicos o = «, para toda formula atomica o de L2,
2. Los axiomas propios de AP (enunciados en la definicion 1.13),
3. =>r=u,

4w =y, X(x) = X(y).
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Veremos (teorema 2.23) que ACA( es una extension conservativa de AP. En
cambio, si queremos obtener una extensiéon conservativa de 131, sucede que, o
bien tenemos que restringir el principio de induccién a formulas de £, (es decir,
que ni siquiera admitan variables libres de segundo orden), lo cual es muy débil,
o bien tenemos que restringir el esquema de comprensién a formulas AY. La
segunda opcién es preferible y nos lleva a la teoria siguiente:

Definicién 2.18 La teorfa® ACRj es el calculo secuencial sobre el lenguaje £2
cuyas reglas de inferencia son las de B y cuyos axiomas son:

1. Los axiomas logicos o = a, para toda formula atémica o de £2,

2. Los axiomas propios de AP distintos de los de induccion (enunciados en
la definicion 1.13),

3. =>r=u,
4. z =y, X(z) = X(y).

5. AY-COMPRENSION: a <+ B = VU Au(U (u) < a(u)),
para toda formula a(z) de tipo X9 y toda formula 8(z) de tipo 19,

6. YI-iNDUCCION: = a(0) A Au(a(u) — a(u')) — Aua(u),

para toda férmula « de tipo 39.

Como en el caso de AP%(®,¥), en ACRg se demuestran los axiomas del
igualador de primer orden, y el principio de induccién incluye como casos par-
ticulares los correspondientes a formulas 1, por lo que ACRy extiende a I3;.

A la hora de estudiar ACRy, el esquema de AY-comprension es complicado
de tratar, pues no sabemos cémo sustituirlo por reglas de inferencia (es posible
hacerlo, pero el proceso es mucho mas laborioso). Veremos que podemos evitar
esto usando la teoria siguiente, cuya definicién concreta estéd pensada para que
se le pueda aplicar el teorema de eliminacién de cortes libres que probaremos
en el proximo capitulo:

Definicién 2.19 La teoria ARP? es el célculo se cuencial sobre el lenguaje Lirp

cuyas reglas de inferencia son® las de B(AY) mas X9-IND, y cuyos axiomas son:
1. Los axiomas légicos oo = «, para toda féormula atémica «,

2. Los secuentes = «, donde « recorre las definiciones de los funtores de
Larp (definicion [LF 1.8]), pero con las variables sustituidas por términos
arbitrarios.

5Las siglas corresponden a “axioma de comprension recursiva”, y el subindice indica que el
principio de induccién estéa restringido a férmulas de tipo E?, de modo que ACR es la teoria
que resulta de tomar como axiomas todas las formulas Ind(«), para toda formula o de £2.

6Tomamos como férmulas Ag de Lirp las dadas por la definicion 2.3, pero para el lenguaje
formal Lgrp, es decir, las férmulas con cuantificadores acotados por términos de Lgrp, que son

los mismos términos de Larp.
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3. 5t=0=,

4. Stl = Stg =t = to,

6. t;1 = to, a(tl) = Oé(tg),

para toda formula a(x) de tipo AY (que puede tener mas variables libres).

Observemos que los esquemas 5. y 6. incluyen como casos particulares
=z =u, x=y, X(x)= X(y),
de los cuales se deducen los axiomas
= Nuu = u, =L = = Nuwu=vAU(u)— U@))

considerados en 2.14, y de éstos se deducen a su vez todos los casos de 5.
y 6., usando las reglas inversas del generalizador. Hemos elegido estos axiomas
para que sean cerrados para sustitucion, es decir, que al sustituir una variable
de primer orden por un término en un axioma obtengamos otro axioma y al
sustituir una variable de segundo orden por una féormula A en un axioma (y el
anico que posee variables de segundo orden es 6.) obtengamos otro axioma.

El teorema 2.9 nos da que en ARP2 se demuestran todos los axiomas del
igualador de primer orden, por lo que ARPZ extiende a ARP (a la teoria ARP™
definida en 1.15) y, de hecho, a la teoria que resulta de anadirle esquema de
Y1-induccién, que coincide con la extension de I¥; con los funtores de La.rp
considerada en [LF 4.48].

Como en el caso de £2, la regla L9-IND puede sustituirse por el esquema
de X{-induccion de ACRy, y el teorema 2.7 nos dice que podemos restringir las
reglas logicas a las de B si afiadimos el esquema de AY-comprension, de donde se
sigue inmediatamente que la traduccién de primer orden de ARP3 en el sentido
de 2.14 es precisamente la teoria axiomatica a la que hemos dado el mismo
nombre en [LF 7.13], luego, segtin [LF 7.14], sabemos que ARP3 es una extension
intrascendente de ACR,, donde ACR,, es la teoria que resulta de restringir el
esquema de AY-comprension de ACRg al esquema de AJ-comprension.

2.5 Eliminacién de cortes

En este punto el lector deberia releer la seccién 3.1 prestando ahora atencion
a la los casos correspondientes a la logica de segundo orden hasta entender el
enunciado del teorema de eliminacién de cortes libres para la légica de segundo
orden:
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Teorema 3.4 En un cdlculo secuencial de seqgundo orden que conste de los
aziomas y reglas de inferencia de B(V) mds un conjunto & de azxiomas propios
cerrados para sustitucion (y, en el caso de que el lenguaje formal sea £2 o Lirp,
admitimos también la regla ®-IND, para un conjunto de formulas ® cerrado

para sustitucion), todo teorema admite una demostracion sin cortes libres.

En particular tenemos el teorema de eliminacién de cortes 3.6, que afirma
simplemente que todo teorema de By puede demostrarse sin usar la regla de
corte. Como consecuencia:

Teorema 2.20 By es una extension conservativa de LK, es decir, si L es un
lenguaje de primer orden y L2 es el lenguaje que resulta de anadirle variables
de sequndo orden (de rango 1 o de todos los rangos) y un secuente de L es
demostrable en By, entonces es demostrable en LK.

DEMOSTRACION: Basta considerar una demostracion sin cortes y observar
que no puede contener variables de segundo orden, pues si un secuente superior
de una regla de inferencia distinta de la de corte tiene variables de segundo orden,
el secuente inferior también las tiene, luego si hubiera una variable de segundo
orden en algin secuente de la demostracion, las habria también en el secuente
final. En particular, todos los secuentes iniciales son axiomas de LK y todas
las reglas de inferencia son de LK, luego la demostraciéon es una demostracion
en LK. L]

Para probar los resultados anunciados en las secciones precedentes necesita-
mos una aplicaciéon mas sofisticada del teorema de eliminacién de cortes.

Teorema 2.21 Sea £ un lenguaje formal de segundo orden, sea ¥ un conjunto
de formulas de L que contenga al menos a las formulas atomicas, sea T' = A un
secuente en L formado por férmulas de primer orden y consideremos unas for-
mulas de primer orden v (X15', ... X5 (X0 - X ) cada
una de las cuales tenga inicamente las variables libres indicadas (todas de se-
gundo orden). Entonces, el secuente
AU U0, NO v (U Ul ), T o= A

(donde U recorre todas las variables de seqgundo orden mostradas a continuacion)
es demostrable en B(V) si y solo si existen formulas Tijr = aji (i1, .- - Tijr, ;)
en W, parai=1,...,m,j=1,...,n k=1,...,5; 5, tales que el secuente

{’Yi(ﬂlka cee 7Tinik)}a I'= A

(donde las llaves indican que en el antecedente estdin todas las formulas corres-
pondientes a todos los indices i, j, k) es demostrable en B sin hacer uso de las
reglas de inferencia de sequndo orden.

DEMOSTRACION: Observemos que en B(¥) se demuestra

/\U;il'l,... Um‘"""yi(U;il’lw.. U”’"i)=>%(Tijk).

» Y ng » Y a,n;



2.5. Eliminacion de cortes 81

Basta partir del teorema v;(T;;x) = v:(Tijx) v aplicar la regla izquierda del
generalizador de segundo orden. Por lo tanto, prolongando una demostraciéon
de {vi(Tijx)}, T = A mediante cortes con los secuentes anteriores, obtenemos
una demostracion del primer secuente del enunciado.

Reciprocamente, supongamos que el secuente del enunciado es demostrable
en B(¥). Por el teorema de eliminacion de cortes podemos tomar una demos-
tracién D sin cortes. Probamos el teorema por induccién sobre el ntimero de
inferencias de D.

Si D no contiene inferencias es que no tiene més que un axioma a = «,
para una cierta formula atémica «, luego tiene que ser m = 0 y la conclusiéon
es trivial. Ahora distinguimos casos segtn cudl sea la tltima regla de inferencia
de D (que no puede ser la de corte).

Si se trata de una regla de segundo orden, necesariamente sera la regla
izquierda del generalizador, luego la demostracién acaba asi:

ATy, .., NO iy (T, U U0, ND Y, T = A

10,2 10,Mig
T T1.n e Tm b
AT (O O, NO (U Ui ), T = A

para cierta formula 7' de W. Podemos aplicar la hipotesis de inducciéon a dicho
secuente superior, lo que nos da una demostracion (sin reglas de segundo orden)

de
i(Tiakes - Tiniw) by Yio (15 Tig 285 - -+ Tig mag )y T = A,
para i # ig, y basta definir T}, 1, =T

Los demés casos son triviales. Consideremos, por ejemplo, el de la regla
izquierda del disyuntor:

AUy, N0y, o, TV = A AU, ., NOvm, B, T = A
AUy, ..., NUvm, a, aV B, TV = A

donde I resulta de eliminar o V 8 en I'. La hipotesis de induccion nos da
demostraciones (sin reglas de segundo orden) de los secuentes

{’Yi(Tilk, cee 7Tznlk)}a «, F/ = A) {71( illk;a e 7Tlnlk)}a Ba F/ = A

en las condiciones del enunciado, y basta aplicar la regla izquierda del disyuntor
(renumerando las férmulas T;;, ¥ Ti’jk para formar una unica sucesion). Es
este caso el que hace que no podamos considerar una tnica férmula 7;; para
variable X ; 7 "

Finalmente:

Teorema 2.22 Si K es un cdlculo secuencial de primer orden (con igualador),
su extension predicativa Ko es una extension conservativa de K, es decir, que
todo secuente sin variables de segundo orden demostrable en Kq es, de hecho,
demostrable en K.
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DEMOSTRACION: Sea I' = A un secuente demostrable en Ky que no con-
tenga variables de segundo orden y sea D una demostraciéon en Ky. De acuerdo
con las observaciones tras la definicion 2.8, podemos considerar que las reglas
de inferencia de K son las de By, y que sus axiomas son:

1. Axiomas logicos o« = «, donde « es una férmula atomica, que puede tener
variables de segundo orden.

2. Secuentes = I, donde

I = NUNav(uy = vy A - Aup =0, AU (uy ... uy) = Ulvg, ..., vp)).

3. El secuente = Au(u = u) y los axiomas propios de K, que no tienen
variables de segundo orden (y que podemos suponer que no tienen variables
libres, sin més que cuantificar universalmente todas las que tengan).

En la prueba aparecera un nimero finito de secuentes iniciales de tipo = I,
digamos que n es el maximo r que aparece. Por otra parte, si en la prueba
aparecen los axiomas propios Si,..., S, y llamamos S; a la férmula asociada
a S; (la disyuncion de las negaciones de las formulas de su antecedente y de las
formulas de su consecuente), tenemos que a partir de = S; se puede deducir S;,
luego podemos anadir estas deducciones a D para tener una nueva demostracion
con axiomas

=1, ..., =1, =5, ..., =85,

donde Sy = Vuu = u. Si afiadimos estas formulas a todos los antecedentes de
todos los secuentes de la demostracion” y demostramos los secuentes

Il,...,In,So,...,Srégi

deduciendo S; = S; y luego aplicando la regla de debilitacién, obtenemos una
demostracion en By del secuente

Il,...,In,F* = A,
donde I'* resulta de afiadir a T' las formulas S, ..., S,, con lo que sélo contiene
variables de primer orden, al igual que A.

Tenemos que I, = AU, (U"), luego estamos en las condiciones del teorema
anterior, segun el cual existen féormulas de primer orden T;; de modo que en B
podemos demostrar el secuente

(i(T) 1, T = A

sin usar reglas de inferencia de segundo orden. Como en los axiomas de B sélo
hay formulas atomicas (por lo tanto, sin variables ligadas de segundo orden) en
toda la demostraciéon no puede haber variables ligadas de segundo orden.

7 Aqui es fundamental que sean sentencias, pues si tuvieran variables libres podrian invalidar
las reglas en las que alguna de ellas fuera la variable propia.
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En dicha demostracién, podemos sustituir cada variable libre de segundo
orden X" por la formula 6(z1,...,2,) = 1 = 1, y el resultado es también
una demostracion en B, ya que cada axioma se transforma en un axioma y
ninguna regla de inferencia deja de ser valida por la sustitucion (notemos que
no se introduce ninguna variable nueva, luego las variable propias de cada regla
siguen siéndolo). El secuente final sera de la forma

{’YZ(Tz/k)}a = A7

pues sb6lo habremos modificado las férmulas de primer orden Tj;. En esta de-
mostracién ya no aparecen variables de segundo orden, luego es en realidad una
demostracién en LK. Los secuentes = S; son teoremas de K, luego, cortando
con ellos, obtenemos una demostracién en K del secuente

{(T;)},T = A

Finalmente, si T, = a;x(x1, ..., ®;), donde a4y, no tiene variables de segundo
orden, tenemos que

Yi(Ty;) = Nav(uy = vy Ao A =03 A g (ug - w) = aag(vn, ..o, 0;)),

luego = 7, (T},) es un teorema de LK;, luego de K. Cortando con estos teoremas

obtenemos una demostracion en K de I' = A. n

En el caso aritmético podemos afinar un poco maés:
Teorema 2.23 ACAg es una extension conservativa de AP.

DEMOSTRACION: La prueba es esencialmente la misma que la del teorema
anterior, con la diferencia de que, en lugar de los axiomas Ii,...,I,, ahora
tenemos dnicamente [;, pero por otra parte tenemos el axioma de induccidn,
que es equivalente a

Io = NUU0) A N\uw(U(u) = U)) = ANuU(u)).

El mismo argumento empleado en el teorema anterior nos da que, si ' = A
es un secuente demostrable en ACAq que no contiene variables de segundo orden,
entonces en AP podemos demostrar un secuente de la forma

{’yl(Tl/k:)}’F = A?
para i = 0,1, donde
Y0(To 1) = aor(0) A Au(aor(u) = aor(u')) = Auagr(u),

donde a su vez agy, es una formula de £, (sin variables de segundo orden), luego
Y0(Tg,;,) es un teorema de AP, luego en AP podemos demostrar I' = A. =

Tenemos pendiente demostrar que ACRj es una extension conservativa de 131,
pero la estructura logica del esquema de AY-comprension complica sustancial-
mente cualquier intento de prueba directa. De momento vamos a probar lo
siguiente:
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Teorema 2.24 La teoria ACR, que resulta de sustituir el esquema de AY-
comprension de ACRq por el de AY-comprension es una extension conservativa
de 121

DEMOSTRACION: Explicitamente, ACR, es el célculo secuencial cuyas reglas
de inferencia son las de B(A)) y cuyos axiomas son:

1. Axiomas logicos oo = «, donde « es una férmula atoémica, que puede tener
variables de segundo orden.

2. El secuente = I, donde

I = NUNwv(u=v A U(u) = U(v)).

3. El secuente = Au(u = u) y los axiomas propios de AP distintos de los
de induccion (enunciados en la definicion 1.13), que no tienen variables de
segundo orden (y que podemos suponer que no tienen variables libres, sin
mas que cuantificar universalmente todas las que tengan).

4. Axiomas de induccién para férmulas 7 de tipo %9, que podemos clausurar
en la forma = AU Ind(v), donde

Ind(y) = Av((7(0) A Au(y(u) = y(u'))) = Auy(w)).

Si un secuente I' = A sin variables de segundo orden es demostrable en
esta teoria, la demostracion usarda un numero finito de axiomas de induccion,
digamos los correspondientes a 71, ..., %m,. Ademas, llamamos

Y0 (U) = Nuwv(u = v A U(u) — U(v)).

El mismo razonamiento empleado en la prueba de 2.22 nos permite trans-
formar la demostraciéon en una demostracién en B(A$) de un secuente de la
forma

I, NUInd(v1), ... AU Ind(y,,), T* = A,

donde I'* resulta de anadirle a I" sentencias correspondientes a axiomas de tipo 3.
Por el teorema 2.21, en B se puede demostrar un secuente de la forma

{’YO(TO,l,k)}7 {Ind(’yi(Tilkv s a,Tinik))}v "=A

sin usar reglas de inferencia de segundo orden, donde Tj;r = a;j;i(2) es una
formula de tipo AY. Como no se usan reglas de segundo orden y en los axio-
mas no hay variables ligadas de segundo orden, en toda la demostraciéon no hay
variables ligadas de segundo orden. Como en la prueba de 2.22, en la demos-
tracién podemos sustituir cada variable libre de segundo orden por la férmula
d(z) = x = z, y asi obtenemos otra demostracion sin variables de segundo orden
cuyo secuente final sera de la forma

{10(T0,1,0)} {Ind(v 1)}, T" = A,
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donde ahora todas las férmulas 7] son de tipo £;. Como en esta demostracion
ya no hay variables de segundo orden, se trata de una demostracion en LK. Al
igual que en 2.22, tenemos que = 7o(Zo,1,%5) es un teorema de LK;, mientras
que los secuentes = Ind('yéy ) son parte del esquema de ¥q-induccion, es decir,
son axiomas de I3;. Igualmente, los secuentes que hay en I'* que no estén en I'
son de la forma = S, donde S es un axioma de I3¥;. Cortando con todos estos
secuentes obtenemos una demostracion en I¥; del secuente I' = A. n

2.6 El lema de Konig débil

En [LF 7.33] hemos definido la teorfa axiomatica LKDg como la que resulta
de anadirle a ACRg el Lema de Konig Débil (LKD). Aunque LKD no puede
demostrarse en ACRy, en esta seccion vamos a demostrar que ACRy y LKDg
tienen los mismos teoremas de primer orden:

Teorema 2.25 Una formula de primer orden es demostrable en LKDyg si y sdlo
st es demostrable en ACRg.

Mas atn, demostraremos que LKDg es una extensiéon conservativa de I3;:

Teorema 2.26 Una formula sin variables de seqgundo orden es demostrable en
LKDg si y sdlo st es demostrable en 13;.

En particular, esto implica que ACRg también es una extension conservativa
de I>;:

Teorema 2.27 Una formula sin variables de segundo orden es demostrable en
ACRyg si y sélo si es demostrable en 13 .

Para probar estos teoremas vamos a considerar varios calculos secuenciales.
En primer lugar consideramos la teoria ARPZ definida en 2.19, que ha sido de-
finida de modo que satisface las hipotesis del teorema de eliminacion de cortes
libres. En virtud de [LF 7.14], sabemos que ARP? es una extension intrascen-
dente de la teoria ACR; que resulta de sustituir el esquema de AY-comprension
de ACRy por el esquema de Aj-comprension y, a su vez, 2.24 nos da que ACRy
es una extension conservativa de I1X;.

AJ-comprension  AY-comprension  LKD
L2, ARP} ACR{ LKDg;
2 ACR, ACR, LKD,

Llamamos ACR{ al cilculo secuencial que resulta de afiadir a ARP2 el es-
quema de AY-comprension, que extiende a ACRg, y LKD{ al calculo secuencial
que resulta de anadirle a ACRSr el lema de Konig débil LKD, que extiende a
LKDy.

Basta demostrar el teorema siguiente:
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Teorema 2.28 Toda formula de primer orden de £2 demostrable en LKDSr es
demostrable, de hecho, en ARP.

En efecto, admitiendo este teorema, si una formula de primer orden de £2
es demostrable en LKDg, en particular lo es en LKDS‘, luego, por 2.28, es
demostrable en ARPZ, luego por [LF 7.14] lo es en ACRy, luego en particular
en ACRg, y tenemos probado el teorema 2.25. Si ademas la férmula no tiene
variables de segundo orden, el teorema 2.24 nos da que es demostrable en 1X;,
y tenemos probado 2.26. El teorema 2.27 es consecuencia inmediata de éste.

Para probar 2.28, empezamos probando el teorema siguiente, que viene a
decir que para comprobar si se cumple una férmula de tipo AJ en la que aparecen
unos parametros X7, ..., X,,, en realidad basta conocer si los primeros nimeros
naturales pertenecen o no a ellos, donde “los primeros” significa los que no
superen una cota que depende tnicamente de los parametros de primer orden:

Teorema 2.29 Para cada formula (X1, ..., X, 21, ..., Ty) de tipo AY cuyas
variables libres de primer orden estén entre las indicadas (aunque puede tener
variables de sequndo orden cualesquiera) existe un término to(xq,...,x,) (con
las variables de primer orden entre las indicadas y sin variables de sequndo
orden) tal que, si llamamos a*(s1,...,8m,T1,...,&,) a la formula que resulta
de sustituir cada subformula X;(t) en o por (s;): =1, en ACRy se demuestra:

ANUNuA3(s1 € 29 Al(s1) > ta(@) A+ A sm €259 Al(sm) > to(i) A

Ni < U(s1)(Ui(i) < (s1)i = 1) A=+ AN < L(8) U (3) <> ()i = 1) —
a(U,0) + a*(5,1u)),

ast como
Aav(ug < v A Ay <0, = to() < to(D)).

Notemos que las hipotesis de la primera férmula del enunciado dicen que
8i C Xy,» luego lo que se afirma es que (U, @) es equivalente a la férmula que
resulta de sustituir cada U; por una seccion inicial suficientemente larga de Xy
donde “suficientemente larga” viene determinado por el término ¢, ().

DEMOSTRACION: Construimos t, por recurrencia sobre o y demostramos
que en ACR,, se puede probar lo requerido por induccién sobre « (la formula
es de tipo X, pues afirma la existencia de una demostracion).

Si v es de la forma t1 = t9, t1 < t2 0 Y (¢), para una variable Y # X, basta
tomar t, = 0, pues en este caso a* = « y las formulas del enunciado se prueban
trivialmente en ACRy .

Si o = X;(t(Z)), entonces a* = (s;); = 1 y basta tomar

to(®) = max{w | Vuy <1 Vu, <zpw=t@)} + 1.
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Esta definicion garantiza la segunda propiedad del enunciado (la monotonia),
y la primera se cumple también, pues si en ACR; suponemos que s; € 2<%,
Us;) > ta(®) 2 (&) + 1y

Ni < L(s)(X;(0) <> (s5)i = 1),
en particular tenemos que X;(£(Z)) <+ (s;)¢(z) = 1, que es lo que hay que probar.

Si o = —f, basta tomar t, = tg, pues si suponemos (para j = 1,...,m)
5; € 2<% U(s;) > to(Z) y que Ai < t(Z)(X;(i) > (s;); = 1), por hipétesis de
induccién tenemos que ~

B(X,z) < (5, 2),

pero, teniendo en cuenta que a* = —f*, esto implica que a(X,Z) + a*(5, 7).

Si a« = BV 7, definimos t, = max{tg,t,}. Asi, si suponemos (para todo
j=1,...,m)que s; € 2<%, {(s;) > ta(Z) y que Ni < ta(Z)(X;(i) < (s5)i = 1),
en particular £(s;) > t3(Z),t,(Z), luego

Ni <ta(@)(X;(0) © ()i =1), N <t,(2)(X;(i) ©)s5)i = 1),
luego por hipotesis de induccion
B(X,z) < B'(5,7),  (X,7) &7 (s,7),

y como a* = % V v*, de aqui se sigue que a(X,Z) +> a*(5, 7).

Sia=Au<t(z)B(X,u,z), definimos

to(7) = max{w | Vur <21+ Vu, < 2,Vu < t(@)w =tg(u,u)}.
Claramente esta definicién garantiza la condicién de monotonia, y ademés, si
suponemos que s; € 2<%, £(s;) > to(Z) y que Ni < to(Z)(X;(i) < (s5)i = 1),
si y < t(Z) se cumple que t3(y,Z) < to(Z), por lo que
Ni < tg(y, 2)(X;(i) < ()i = 1),
luego, por hipétesis de induccion, 3(X,y,Z) « 8*(5,y,Z), luego
Au < t(z) B(X,u, ) < Nu < t(z) *(5,u,T),

y la altima formula es o* (5, 7).

En el caso en que o = Vu < (%) B(X,u,Z) definimos ¢, igualmente y la
comprobacién es analoga a la del caso anterior. m

Conviene trabajar con una forma equivalente de LKD:

Teorema 2.30 FEn ACR(J{, el lema de Konig débil LKD es equivalente al es-
quema:

(LKD) AONva(Uu,z1,...,2,) = VoANUVu < wa(U,u, 21, ..., 2,),

donde a(X,x,x1,...,2,) es cualquier formula de tipo AY cuyas variables libres
de primer orden estdn entre las indicadas, pero puede tener mds variables de
sequndo orden.
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DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar como demostrar LKD a partir de
LKD*. Para ello tomamos un arbol A C 2<% suponemos que no tiene caminos,
y vamos a demostrar que es finito.

Si X es un conjunto cualquiera, podemos considerar su funciéon caracteristica
Xy : N —{0,1}, dada por x,(n) =1 <> X(n). Notemos que

Xy = (X x {1} U((N\ X) x{0})

esta bien definido en ACRg. Por hipétesis, x, no es un camino en A, luego
existe un s € 2<% tal que \i < £(s)s; = x, (i) y —A(s). Explicitamente,
llamamos

a(X, A, 8) = Ni < l(s)s; KTANi < L(s)(si =1 X(3)) A —A(s),

que es una formula de tipo A en £2, v tenemos que AUVua(U, A,u). Por
el caso particular del esquema del enunciado correspondiente a esta formula «,
tenemos que existe un z tal que AUVu < z (U, A, u). Explicitamente:

AUV < 2(Ni < wu; = X (1) A —A(u)).

Veamos que A C 2<%, lo que implica que A es finito. En efecto, si t € 2<%
cumple £(t) > z, definimos X = {i [ #; = 1}, de modo que ¢ C x .. Tenemos que
existe un s < z tal que s C x,, A =A(s). Como £(s) < s < z < £(t), de hecho
s Cty, como A es un arbol, esto implica —A(t).

Reciprocamente, supongamos LKD, asi como que AUVwa(U,u, %), y consi-
deremos el término t,(z, Z) dado por el teorema 2.29. Consideramos el conjunto

A={s|Ni<l(s)(si=0Vs; =1)A

N < 0(s)(ta(u,z) < U(s) = =™ (s]r, (uz), u T))}-

Claramente, la definicion es A y A es un arbol. Veamos que es finito. En caso
contrario, por LKD, tiene un camino F. Sea X = {i | F'(i) = 1}. Por hipotesis
existe un z tal que a(X, z, ). Sea n = max{z,t,(x,Z)}. Como F es un camino,
tenemos que s = F™ € A. Observemos que esto implica que

Ni < £(s)(X (i) ¢ s; = 1).

Como x < U(s) y to(x,T) < £(s), la definicion de A nos da entonces que
—a*(lt, (2,7), T, T), y el teorema 2.29 nos da —a(X, x, ), en contra de la eleccion
de z.

Por lo tanto, A es finito, luego existe un w tal que A C 2<%. Vamos a
probar que AUVu < wa(U,w,Z). Para ello tomamos un conjunto X arbitrario,
consideramos su funcién caracteristica x . y la sucesion s = x'y. Tenemos que
s ¢ A, luego existe un x < {(s) = w tal que to(2,7) < wy a* (sl (2,2), 7, T),
pero esto implica «(X, z, ). "
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Nota Esta forma equivalente del lema de Konig débil tiene una interpretacion
topologica que aqui no vamos a necesitar, pero que tiene interés. Consideremos
una formula o(X, ) de tipo AJ, que puede tener més variables libres, y vamos
a usar la notaciéon

X € B, =a(X,x).

Cada conjunto X determina y estd determinado por su funcién caracteristica
X x» Por lo que podemos pensar en ¢l como en una sucesion de ceros y unos, es
decir, un elemento del cubo de Cantor 2¥. A su vez, podemos pensar que «
define un conjunto B, C {0,1}*. El teorema 2.29 afirma que B, es abierto para
la topologia producto (considerando en {0, 1} la topologfa discreta), pues lo que
dice es que la condiciéon X € B, depende tnicamente de y X|ta(1), es decir, de
los valores que toma X en un ndimero finito de coordenadas.

Por lo tanto, el antecedente de LKD* afirma que los conjuntos B, son un
cubrimiento abierto de B, C {0,1}%, mientras que el consecuente afirma que
basta un numero finito de ellos para cubrir todo el espacio. En suma, el lema de
Konig débil es una consecuencia de la compacidad del cubo de Cantor. Existen
versiones alternativas que son, de hecho, equivalentes a dicha compacidad. =

Ahora podemos desprendernos del “técnicamente molesto” principio de AY-
comprension:

Teorema 2.31 La teoria LKD{ es equivalente a ARP% mds el esquema
(LKD*) AUVua(U,u,z1,...,7,) = VwuAUVu < wa(U,u, 1, ..., 2,),

donde o( X, x,1,...,2,) es cualquier formula de tipo AY cuyas variables libres
de primer orden estdn entre las indicadas, pero puede tener mds variables de
sequndo orden.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior, LKD{ es equivalente a ACR] mas
el esquema del enunciado, es decir, a ARPZ mas el esquema de A{-comprensioén
méis LKD*. Por lo tanto, basta probar que en ARP2 més el LKD* se puede
demostrar el esquema de A{-comprensiéon. Por lo tanto, suponemos que oy 3
son formulas de tipo AJ tales que

Vva(z,v) < AvB(x,v),

y tenemos que probar que cualquiera de estas dos formulas define un conjunto.
Para ello observamos que

AwVUAu < wAzv < u((a(z,v) = Uz)) A (U(z) = B(x,v))).
En efecto, dado w, basta definir (por AJ-comprension)
U={z|Vv<walzv)}

Asi, si u < w, z,v < uy a(z,v), tenemos que Vv < wa(r,v), luego U(z).
Por otra parte, si U(z), entonces /v a(x,v), y esto equivale a v 3(x,v), luego

B(x,v).
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La formula tras Au < w es de tipo AJ, luego por LKD* podemos concluir
que

VUNAuNzv < u((e(z,v) = U(x)) A (U(x) = B(z,v))).
Pero la acotacion por u es redundante, por lo que en realidad tenemos
VUAzv((a(z,v) = U(x)) A (U(z) = B(z,v))).
De aqui se sigue que
A (U(z) < Vv a(z,v)),
pues si se cumple U(z), entonces /\v B(z,v), y esto implica Vv a(z,v). =

En otras palabras, hemos demostrado que LKD implica el esquema de AY-
comprensiéon en ARPZ, por lo que para pasar de ARP2 a LKD{ basta afadir
LKD. Seguidamente transformamos el esquema del teorema anterior en una
regla de inferencia:

Teorema 2.32 La teoria LKDSr es equivalente a ARP3 mds la regla de infe-
Tencia:

I'= Vua(Y,u,z)
T = VwAs € {0, 1} @Dy < wa*(s,u,z),

(LKD)

donde « es de tipo A, la formula o* y el término t, son los descritos en
el teorema 2.29 y la variable Y es propia (es decir, que no puede aparecer en
ninguna otra formula de la regla).

DEMOSTRACION: Sélo tenemos que probar que la regla del enunciado es
equivalente en ARP3 al esquema LKD* considerado en el teorema anterior o,
equivalentemente, a los secuentes

AUNvwa(U,u,z) = VwAUVu < wa(U,u, ),

para toda formula a de tipo AJ.

Para ello demostramos en primer lugar que en ARP2 se demuestra que
VuANUVu < wa(U,u,z) < Vws € {0,1}1@D\y < wa*(s,u, T).
Basta probar que

AUVu < wa(U,u, &) < As € {0,1} @D\ y < wa*(s,u, T).
En efecto, si suponemos AUVu < wa(U,u, ) y tomamos s € {0, 1}t (@),
consideramos el conjunto X = {n | Vi < to(w,z)s; = 1}, de modo que se
cumple Ai < £(s)(X (i) +> s; = 1). Por hipotesis existe un = < w tal que
a(X,z,z). Por la monotonia de t, tenemos que to(x,Z) < to(w,z) = €(s),
luego el teorema 2.29 nos da que «o(X,z,Z) < o*(s,z,Z) y se cumple que
Vu < wa*(s,u, ).
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Reciprocamente, si suponemos /\s € {0, l}ta(“”i’)\/u < wa*(s,u,Z) y toma-
. . . to (w,T)
mos un conjunto X arbitrario, tomamos s = X'y , de modo que se cumple
Ni < £(s)(X (i) + s; = 1). Por hipétesis existe + < w tal que o*(s,z,7). La
monotonia de t, nos da que to(u,Z) < to(w,T) = £(s), luego el teorema 2.29
nos da que a(X, z, ) <+ o*(s, x,7), luego concluimos que Vu < wa(X,u, 7).

Por consiguiente, basta probar que anadir la regla LKD* del enunciado es
equivalente tomar como axiomas los secuentes

AUNua(U,u,z) = Vw/\s € {0, 1}t“(w’f)\/u <wa*(s,u,T).

Si suponemos estos axiomas, es facil demostrar la regla: partiendo del se-
cuente I' = Vua(Y,u,z), pasamos a I' == AUVua(U,u,Z) y cortamos con el
axioma. Reciprocamente, si suponemos la regla, podemos demostrar el secuente

Vua(Y,u,z) = Vua(Y,u,z),
de ah{ pasamos a
AUNva(U,u,z) = Vua(Y,u, ),

con lo que la variable Y soélo esta libre en el consecuente, y aplicando la regla
obtenemos el axioma. m

En este punto interviene el resultado clave:

Teorema 2.33 Consideremos un secuente de la forma

F7 Vulal(uhX)a .. ~7\/unan(unaX) =

A» \/vlﬁl(vla X)a cey \/Umﬁm(umvx)v
donde:

1. Las formulas o, f3; son de tipo AY, con lo que las formulas completas son
de tipo 9 (pero admitimos que algunas puedan ser simplemente a;(X) o
Bi(X), es decir, de tipo AY),

2. T' y A no contienen formulas de tipo ZE ni en ellas aparecen las variables
X1,...,X, que hemos abreviado por X (y nos referiremos a ellas como
parametros especiales del secuente),

3. En las formulas 39 puede haber otras variables libres de sequndo orden
que si que aparezcan en formulas de I' o A y también variables libres de
primer orden.

Supongamos que S tiene una demostracion en ARP2 en la que toda formula de
corte es de tipo XY y en la que no aparecen variables ligadas de sequndo orden.
Entonces, en en ARP3 podemos demostrar también el secuente

I'A=A = Aup - up, VAU (=g (ug, U) V- -+ V =ag, (U, U) V

Vi <wpBi(v1,U) V-V Ng <w B (vm, D).
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DEMOSTRACION: Llamemos transformado del secuente descrito al principio
del enunciado al descrito al final, de modo que se trata de probar que si el
secuente dado es demostrable en ARP3 en las condiciones indicadas, también
es demostrable su transformado. Para ello basta probar inductivamente que
en ARP2 se puede probar el transformado de cada uno de los secuentes que
aparecen en la demostraciéon dada. Notemos que todos ellos se pueden expresar
en la forma que indica el enunciado sin mas que separar las formulas de tipo %9
que contienen. Los secuentes iniciales no tienen cuantificadores, por lo que,
con la notacion del enunciado, son de la forma I' = A, y obviamente permiten
deducir su transformado I' A =A = sin més que aplicar las reglas del negador
y el conjuntor.

Por lo tanto, s6lo tenemos que probar que el transformado del secuente
inferior de cualquier regla de inferencia puede deducirse en ARP3 a partir del
secuente o los secuentes superiores de la regla. Como en la demostracion de
partida no hay variables ligadas de segundo orden, no tenemos que comprobar
las reglas para los cuantificadores de segundo orden.

Debilitacién Si la formula principal no es de tipo XY, el transformado del
secuente inferior se deduce del transformado del secuente superior por
la misma regla de debilitaciéon. En caso contrario, el transformado del
secuente inferior se obtiene del transformado del secuente superior ana-
diendo una férmula en la conjuncién del antecedente o en la disyuncion
del consecuente de la implicacién, luego claramente es una consecuencia
logica de éste.

- izquierda Si la formula auxiliar @ no es de tipo XY, la conclusion es trivial
(pues « estd en A en el secuente superior y —« esté en I' en el secuente
inferior, por lo que sus transformados son claramente equivalentes). En
caso contrario, y considerando tinicamente tres formulas X0 por simplificar
la notacion, la regla es

T, Vug aq(ug, X,Y) = A, Voy B1(v1, X,Y), Vg Ba(v2,Y)
I, Vug o (ur, X), = A, Vo Bi(v1, X) ’

donde T resulta de afiadir a I" la formula principal: —=\/vs Ba(vs,Y). No-
temos que hemos distinguido los parametros especiales Y que aparecen en
la formula auxiliar (y que ya no son especiales en el secuente inferior) de
los pardmetros especiales X que estan en otras férmulas de tipo X9 del
secuente.

Por hipotesis de induccion, en ARP2 se puede demostrar el secuente
L' A=A = Aut VwAUV (maq (ug,U, V) V
\/Ul S wﬁl(vlvUv V) \ VUQ S wﬁQ(UQ? U))7

y tenemos que probar
_‘VUZ 62(023 Y)a 'A-A=
ANV NU (=aq (u1, U, Y) V Vg < wBy(vy,U,Y)).
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Para ello suponemos® —=\/vy B2(v2,Y), I' A =A, tenemos que
AutNVwNUV (=ay (uy, U, V) v
Vor <wpi(v1,U, V)V Vg < wpBa(va, U)).

Fijado un x; arbitrario, de aqui se sigue que existe un z tal que
AUV (= (21, U, V)V Vvr <wpBy(v, U, V)V Vug < 2 Ba(ve,U)).
Fijados unos parametros X arbitrarios, tenemos que
—ai (21, X,Y) V Vo, <wpBi(v, X,Y) V Vg < 282(v0,Y),
pero la hipétesis =\ vy B2(vs, Y) nos permite pasar a
—ay (21, X) V Vo <wBi(ve, X),
con lo que hemos probado el transformado del secuente inferior de la regla.

— derecha Nuevamente, la conclusion es trivial si la formula auxiliar no es de
tipo ¥Y. En otro caso la regla es

r, \/Ul 01(U1,X,Y),VU302(U2’Y) = Aa \/01751(017)7(,?)
F\/ul O[l(ul,X) = A/a \/Ul ﬂl(th)v

donde A’ resulta de anadirle a A la formula principal =\ us as(ug, Y).

Por hipétesis de induccion, tenemos
L' A=A = Augus Vw AUV (= (ur, U, V) V =as(ug, V) V
Vo <wpi(v1,U,V))
y tenemos que demostrar
T'A-AAN ﬁﬁVUg OéQ(UQ, Y) =
At VwAU (=aq (uy, U, Y) V Vo, < wBi(vy,U,Y)).
Para ello suponemos el antecedente, lo que nos da

Aurus VAUV (=ay (ur, U, V) V =ag(uz, V) V Voy < wBi(vy,U, V).

Tomamos un z; arbitrario y un x2 que cumpla as(z2,Y’). Entonces tene-
mos que existe un z tal que

AUV (= (21, U, V) V =az(z2, V) V Vg < 2B81(v1,U,V)),
Tomamos unos parametros X arbitrarios, de modo que
—ay(z1, X,Y) V mas(z2,Y) V Vg < 261 (v, X,Y),
y, como aw(z2,Y), de aqui se sigue
—ay(z1, X,Y) VvV Vv, <28:1(v1, X,Y),

lo que prueba el transformado del secuente inferior de la regla.

8Por simplicidad vamos a demostrar el consecuente a partir del antecedente considerando
a ARP(Q) como teoria de primer orden.
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V izquierda Sininguna de las formulas auxiliares es de tipo X9, la conclusion es
inmediata. Supongamos ahora que ambas lo son, con lo que los secuentes
superiores de la regla son:

T, Vuy ay(ur, X, Y, Y"), Vug as(uz,Y) = A, Vo B (v, X, Y, Y)
L, Vg an(un, X, Y, YY), Vg ag(up, Y') = A, Vi Bi(vr, X, Y, Y7)
y el secuente inferior es:
I, Vuy aq (ur, X) = A, Vi i (01, X),
donde I resulta de anadir a I' la férmula principal:
Vug az(uz, Y) Vv Vub ol (uhy, Y7).
Por hipotesis de induccion tenemos los transformados

I A=A = Auju Vo ANOVV! (=

Vor <wBi(v1,U,V '))7
' A=A = ANugub Vw AUV V! (maq (ur, U, V, V') V aly(uh, V') V
Vo <wBi(v, U, ‘7 V),

y tenemos que probar
(\/uz az(ub, ) V \/u2 aQ(UQ,Y NATA-A=
AutNVwAU (=a1(u1,U) V Vor <wBi(v1,0)).

Suponiendo el antecedente, tenemos
Nu1uoNNw AUV V! (= (ug, U, V, V') V =as(ug, V) V
Vo <wpBi(v,U,V, V'),
Ay NVw AUV V! (may (uy, U, V, V') V =y (uy, V') v
Vour <wpBi(v, U, V, V).

Supongamos que Vusy as(uz,Y), pues el caso en que \uj o (ub, Y') es ana-
logo. Tomamos entonces un x; arbitrario y un xs que cumpla ag(z2,Y).
Tenemos entonces que existe un z tal que

ANOVV! (may (21, U, V, V')V =ag(z2, V) V Vo1 < 261 (v1, U, V, V")).
Para unos parametros arbitrarios X, tenemos que
—a1 (21, X, YY)V mas(z2,Y) V Vg < 281(v1, X,Y,Y"),
pero, como as(xs,Y), esto implica que
—ay(z1, X) V Vo <z 61 (v1, X),

lo que prueba el transformado del secuente inferior de la regla.
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Falta considerar el caso en el que s6lo una de las formulas auxiliares es de
tipo ¥9. En tal caso los secuentes superiores de la regla son

F7 \/Ul al(ulea?)ﬂ \/UQ O[Q('LLQ,Y) = Au \/’Ulﬁl(/ulyX?Y)

T, Vuy ag(ur, X) = A, Vo 81 (v, X)

y el secuente inferior es:
FI7 vul al(uhX) = A7 \/vlﬂl(vle)7

donde T resulta de eliminar o en T' y anadirle la férmula principal:
Vug as(ug,Y) V o. Los transformados son:

L' A=A = Augua VwAUV (=aq (ur, U, V) V ag(ug, V) V

Vor <wpi(v,U,V)),
T'A-A= /\ul\/w/\U(ﬂal(ul,ﬁ) V V’Ul S wﬂl(vl, U)),

y tenemos que probar:
(\/UQ OéQ(UQ, }7) V Ozl) ATg A -A =

Nt VU (=ay(uy, U) = Vo < wBi(v,0)).

donde T’y resulta de eliminar o’ en I. Suponiendo el antecedente, el caso
en que Vus as(us,Y) es analogo al del caso anterior, mientras que si se
cumple o/, entonces tenemos I' A —A, y el transformado del segundo
secuente superior nos da la conclusion.

V derecha Por simplicidad podemos considerar la variante de la regla con una
tinica férmula auxiliar. Si no es de tipo XY la conclusién es trivial. En
otro caso, la regla es

F7 \/Ul,O{l(Ul,X,Y) = A7 \/’Ulﬁl(’Ul,X,Y),\/’UQBQ(’UQ,?)
T, Vuy,ay(ur, X) = A7, Voi B (v1, X) 7

donde A’ resulta de afiadirle a A la férmula principal: Vv By (ve,Y) V B'.

El transformado del secuente superior es
' A=A = Ay VAUV (maq (uy, U, V) Vv

Vi <wpBi(v,U, V)V Vg < wBa(va,V)),

y el del secuente inferior es
DA =A A=V Ba(v2,Y) V B) =

At VoAU (a1 (uy, U) = Vo < wBi(vi, 0)).
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Para probarlo suponemos el antecedente, con lo que tenemos
Nt Vw AUV (e (ug, U, V) v
\/’01 S ’U)ﬁl(’Ul, U, V) Vv \/UQ é U)ﬁQ(UQ, V))

Fijamos un x; arbitrario, que nos da un z tal que
AUV (may (21, U, V)V Vv < 2B81(v1,U, V)V Vo < 2 Bs(v2, V).
Fijamos unos pardmetros X arbitrarios, con lo que
—ay(z1, X, V)V Vo < 28(v1, X,Y) V Vo < 2 B2(v2,Y),
pero la hipotesis nos da que —\/vs B2(v2,Y), luego podemos pasar a
—ay(z1, X,Y) vV Vv <28;1(v1, X,Y),

lo que prueba el transformado del secuente inferior.

A izquierda Como siempre, si la formula auxiliar no es de tipo 29 la conclusién

es trivial. En caso contrario, la regla es

L, Vug aq (w1, X, Y), Vug as(ug,t,Y) = A, Vo B1(v1, X, Y)
I, Vuy aq (ug, X) = A, Vg Bi(vr, X) ’

donde I'' resulta de afiadirle a I la formula principal: AuVusy oo (ug, u, Y).

Por hipétesis de induccion tenemos el secuente
L A=A = Augua VAUV (=aq (ug, U, V) V =ag(ug, t, V) V
Vi < wpi(v1,U,V))
y tenemos que demostrar
AuVus as(uz, u, Y) AT A=A =
At VoAU (=aq (u1,U) vV Vor < wBi(v1,0)).

Suponiendo el antecedente, tenemos, por una parte, \us as(us,t,Y) v,
por otra,

Aurua Vw AUV (=g (uy, U, V) V =as(us, t, V) V Vv < wBi(v, U, V)).

Fijamos un x; arbitrario y tomamos un zs que cumpla as(x2,t,Y). En-
tonces existe un z tal que

AUV (=ay (21, U, V) V =az(z2,t, V) V V1 < 261 (v1,U, V).
Fijamos parametros X arbitrarios, de modo que
—ai (21, X,Y) V mag (29,6, Y) V Vg < 281(v1,X,Y),
pero de aqui podemos pasar a
—ay(z1,X) V Vo < 2B1(v1, X),

lo que prueba el transformado del secuente inferior.
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\ izquierda Como siempre, si la formula auxiliar no es de tipo XY, el trans-
formado del secuente inferior se deduce del transformado del secuente
superior mediante la misma regla. En otro caso, si la formula auxiliar es
de tipo AY, la regla es:

L, Vuy ag(ur, X), aa(y, X) = A, Voi Bi(v1, X)
T, Vui ai(u1, X), Vus as(uz, X) = A, Vi B1(v1, X)

donde la variable propia y no aparece en ninguna otra férmula de los
secuentes. El transformado del secuente superior es:

' A=A = Aut VwAU (maq (uy, U) V =asz(y, U) vV Vor < wBi(vy,U)),
y le podemos aplicar la regla derecha del generalizador para concluir
' A=A = ANuou VwAU (maq (uy, U) V —as(uz, U) V Vor < wBi(vy,0)),

y esto (salvo el orden de las variables en /\UQUQ) es el transformado del
secuente inferior.
Si la formula auxiliar es estrictamente X9, tenemos

F7 \/ul al(uthY)? \/U2 a2(u27y’}7) = Aa \/Ul ﬂl(thvY)
Fla \/Ul al(ulaX) = Aa Vvl Bl(vlaX) ’

donde I" resulta de afadirle a I' la formula principal: \Vwuug ap(ug, u, Y).
Ahora el transformado del secuente superior es:

L' A=A = Augus VwAUV (—aq (ug, V) V =as(ug, y, U, V) V

Vor <wpi(v1,U,V)),
del que podemos deducir, por la regla derecha del generalizador,
' A=A = Auugus Vo NOV (maq (uy, V) V —as(ug, u, U, V) v
Vo <wBi(v1,U, V).
Tenemos que probar:
Vuug, g (ug,u, Y) AT A=A =
NutNwAU (=ai(ur, U) V Voy < w Bi(vr, 0)).

Suponiendo el antecedente \]uuz,ag(uQ,u,Y) AT A=A, podemos fijar
Y, xo que cumplan as(x2,y,Y) y, por otra parte, tenemos

Avus Vw AUV (=aqy (ur, U, V) V =ag(ug, u, V) V

Vi < wBi(ve, U, V)).
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Fijado un x; arbitrario, tenemos que existe un z tal que

/\UV(“OZl(.Tl, Ua V) \4 _|CY2(£L'2, Y, V) \ \/Ul S Zﬂl(vla U; V))
Fijamos unos parametros X arbitrarios, y entonces

_\Oll($1,X,Y) \ _‘O‘2(x27ya}7) \ Vvl S 261(1}17)2,}7),

pero tenemos o (z2,y,Y ), luego de aqui se sigue que
—\Oll(l'l,X) V \/Ul S zﬂl(vl,X),
y esto prueba el transformado del secuente inferior.

A derecha Si la formula auxiliar 3(y) no es de tipo X9, forma parte de A, y en
el antecedente del transformado del secuente superior tendremos —5(y),
mientras que en el antecedente del transformado del secuente inferior ten-
dremos —/\u3(u). Claramente se puede pasar del primero al segundo
mediante la regla izquierda del particularizador, que nos da Vu—-3(u) y
luego cortando con =Au B(u) = Vu-B(u).

Supongamos ahora que la féormula auxiliar es £, con lo que la regla es:

Fv vulal(uleaY) = Aa \/Ul ﬂl(thv?)? \/UQ ﬂg('l/g,y7)7)
T, Vuray (ug, X) = A7, Vuy Bi(v1, X),

donde A’ contiene la formula principal: AvVvs Ba(ve,v,Y). El transfor-
mado del secuente superior es

L A=A = Au VoAUV (may (ug, U, V) V
\/Ul S wﬁl(vla U)‘_/) V VUQ S wﬁ?(v27yﬂv))a

de donde se sigue
L' A=A = Avu VoAUV (= (ug, U, V) v
Vvl < wﬁl(vla va) \ \/UQ < w52(027vv V))v

Tenemos que probar:
I A=A A =AvVvg Bo(ve,v,Y) =
/\Ulvw/\U(_'al(ulv U) V \/’U1 S wﬁl(vla U))

Suponemos el antecedente y fijamos un y tal que vy =B2(v2,7,Y). Ahora
fijamos un w, arbitrario y concluimos que existe un z tal que

AUV (may (21, U, V)V Vv < 281(v1,U, V)V Vg < 2 Ba(va,,V)).
Ahora fijamos pardmetros X arbitrarios y entonces
=y (21, X,Y) VvV Vor <281 (01, X,Y) V Vg < 26(va,9,Y),
pero la hipotesis Ava—=f2(va,y,Y) descarta la tltima alternativa y queda:
—ay (21, X) V Vo < 261(v1, X),

y esto prueba el transformado del secuente inferior.
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\/ derecha Si la formula auxiliar 5(t) no es de tipo X{, forma parte de A, luego
en el antecedente del transformado del secuente superior aparece —§(t),
y la regla izquierda del generalizador nos permite sustituirlo por Av—/3 (v),
que a su vez se transforma en =\ v 3(v) cortando con =\/v B(v) = Av—5(v),
y asi obtenemos el transformado del secuente inferior.

Supongamos ahora que la féormula auxiliar es de tipo AY, con lo que la
regla es

L, Vug o (u, X) = A, Vg Bi(v1, X), Ba(t, X)
r, Vuy aj(u, X) = A, Vo, Br(vi, X), Vs Ba(v2, X)

El transformado del secuente superior es

I' A=A = Aut VwAU (maq (uy, U) vV Vor < wBi(v, U) V Ba(t,T)),
de donde, por la regla derecha del particularizador, podemos deducir
' A=A = Voo Aut VwAU (=aq (uy, U) V Vv < w By (v, U) V Ba(vs, U)).
Tenemos que probar:

L' A=A = Aut VwAU (o (uy,U) Vv
Vo <wpBi(v1,0) Vv Vg < w Ba(v2,0)).

Supuesto el antecedente, tomamos un y, tal que

At VwA\U (=ay (ur, U) V Vor <w Bi(v1,0) V Ba(ys, U)).
Fijamos un x; arbitrario, con lo que existe un z tal que

AU (= (21, U) V Vo1 < 2 B1(v1,U) V Ba(ya, U)).

Llamamos z’ = méax{z,y>}, con lo que, claramente, podemos deducir

AU (—ay(21,U) vV Vvy <2/ B1(v1,0) V Vg < 2/Ba(v2, 1)),
y esto prueba el transformado del secuente inferior.

% induccién La regla de induccion es de la forma®

r, \/Ul al(ulax)v \/UQ a2(u27y,X) = A, \/v1 ﬁl(vlaX)7 Vvl 0!2(”14/'75()
Fa \/ul Ckl(U1,X)7 \/’LL2 a2(u2707X) = Aa \/Ul Bl(th)? \/UQ a2(/027t7X)

El transformado del secuente superior es

L' A=A = Augus VwAU (may (uy, U) V —as(ug, y, U) Vv

Vo < wBi(v1,0) V Voa < was(va,y', U)).

9No es necesario distinguir el caso en que la férmula auxiliar es de tipo Ag, pues es total-
mente analogo.
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Como la variable y es propia, la regla derecha del generalizador nos da
' A=A = Auugus VoAU (—aq (g, U) V =as(ug, u, U) V

Vo <wBi(v1,0) V Vv < waz(ve,u,U)).

Tenemos que probar
L A=A = Augus VoAU (maq (ug, U) V ~as(ug,0,U) V

Vor <wBi(v1,U0) V Vvg <was(ve,t,0)).

Suponemos el antecedente y fijamos x1,xo arbitrarios. Vamos a probar
que
AuNwAU (ma1(21,U) V ~as(22,0,0) V

Vo <wpBi(v1,0) V Vg < was(ve,u,U)).

Admitiendo esto, haciendo u = t tenemos probado el transformado del
secuente inferior.

Equivalentemente, tenemos que probar que
AuNwAU(=Vor < wBy(v1,U) A ay(z1,0) A az(z2,0,0) —

Vg < wag(ve,u, ).

Llamemos
Oé(Xla'"7vaz,y7x1,'~';xn) = _‘\/1)1 S Zﬁl(vlaU) A

ar(z1,U) A az(22,0,0) = Vg < zas(va,y,0),
que es una férmula de tipo AY, por lo que podemos considerar el término
ta(z,Y,21,...,2y,) dado por el teorema 2.29. Asi, para todas las sucesiones
S1,...,8m € {0,1}«(¥:2) se cumple que
a(X,2,9,7) & a*(5,2,9,T).
Por lo tanto, la formula VVwAU a(U,w,y, ) es equivalente a

\/’LU\/C(C = {Oa 1}ta(w,y@) A /\51 Sm €c Oé*(@w’y’ j))v

que es de tipo X¥, luego podemos probar Au\Vw/AU (U, w,y, Z) por X9-
induccioén.

Para u = 0 tenemos que probar
VwAU =V, < wpBi(vy,U) A ay(z1,U) A az(z2,0,0) —

Ve < was(ve,0,0)),
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lo cual se cumple trivialmente, tomando vo = z2. Suponemos que existe
un z tal que

AU (=Vv1 < 281(v1,0) A ai(z1,U) A ag(22,0,U) —

Vs < zas(ve,n, U)).

Como estamos suponiendo el transformado del secuente superior de la
regla de induccién (y su antecedente), tenemos que

NuaVwA\U (=Vvy < w By (v1,U) A ay(z1,0) A az(uz,n,U) —
Vvy < way(vg,n’,U)),
y en particular
Nuz < 2N wA\U(=Vvy < w By (v1,U) A ay(z1,0) A az(ug,n,U) —

Vs < wag(ve,n’, 0)).

Usando como antes el teorema 2.29 podemos ver que la formula tras el
cuantificador Aus < z es equivalente a una formula de tipo Z(l).

En este punto usamos que en ACRg, luego en ARPZ, se puede probar el
principio de recoleccién para formulas X9, es decir:

Au < 2V o(u,v) = VwAu < 2Vv < wd(u,v),

donde ¢ es una formula de tipo XY. La prueba es literalmente la misma
que hemos dado en [LF 6.25], sin més que observar que la induccién se
realiza sobre una férmula de tipo 9.

Por lo tanto, podemos concluir que existe un 2z’ (y podemos suponer z < z’)
tal que

Nus < 2Vw < 2 AU (Vv < wBi(v1,U) A ag(z1,U) A as(ug,n, U) —

Vs < waz(ve,n’,U)),

pero esto implica que
Nus < 2 A\NU(=Vvy <2/ Bi(v1,U) A ev(21,0) A az(uz,n,U) =
Vg < 2" ag(va, ', U)).

Ahora es facil probar que, fijados unos valores X para los parametros de
segundo orden, se cumple

Vo <2/ B1(vi, X) A ar(z1, X) A as(we,0, X) = Vg < 2" ag(vg, 1/, X).

En efecto, por la hipotesis de induccion tenemos

Vo1 < 261(v1, X) A ag(z1, X) A as(22,0,X) = Vs < zas(v2,n, X),
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y la hipoétesis ﬂ\/yl < 2 Bl(vllX) A al(xl,X:) A as(z2,0,X) implica
Vo < 261(v, X) A aq(z1, X) A as(xe,0,X), que a su vez implica

= ) ) ) q T p
Vg < zas(ve,n, X). Tomando un yo < 2 que cumpla as(ya,n, X), tene-
mos

Vo1 <2 B1(v1, X) A aa(z1,0) A az(yz,n, X) = Vo < 2" as(ve,n/, X),

luego se cumple vy < 2’ ag(ve,n/, X). Esto termina la prueba por in-
duccion.

Corte Finalmente estudiamos la regla de corte, sabiendo que la férmula de

corte es necesariamente de tipo Y, luego los secuentes superiores son de
la forma

F)Vulal(ule) = Aa \/Ul ﬁl(vle)v \/UQ ﬁQ(U27X7Y)7
F7 \/Ul()él(ul,X), \/U2 ﬂQ(uQaXa Y) = Aa \/Ul /81(’017)_()’
y el secuente inferior es
L, Vuias(ur, X) = A, Voi Bi(v1, X).
Tenemos entonces:
L' A=A = Aut VwAUV (may (ug, U) v
Vo wBi(v1,U) V Vg < w Ba(v2,U,V)),
I'A-A= /\’LLﬂLQ\/'[U/\UV(_'O[l(Ul, U) V _‘/BQ(UQ, U, V) V
Vi <wpi(vy,0)),
y tenemos que probar

A=A = Auy VoAU (—ay (ur, U) V Vo, < wBi(vg,0)).

Suponemos el antecedente y fijamos x1, con lo que tenemos que existe z;
tal que

AUV (=i (21,0) V Vor < 21 B1(v1,U) V Vva < 21 Ba(v2, U, V),
/\UQ S Zl\/’ZU/\UV(_‘CVl(iL'h U) V _|52('LL2, U,V) V \/’U1 S ’Ujﬁl(’l}h U))

Como en el caso precedente, el teorema 2.29 permite probar que la férmula
tras Vw es equivalente a una formula de tipo X9, por lo que podemos
aplicar el principio de recoleccion para formulas XY y concluir que existe
un zs (y podemos suponer z; < z3) tal que

Auz < 21V < 20 AUV (=i (21, U) V =B2(u2, U, V) V Vg < wBi(v1,0)),

pero esto implica

Nuz < 1 AUV (= (21, 0) V =B (u2, U, V) V Vg < 25 B1(v1,0)).
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Ahora ya podemos probar que

AU (=ay(21,U) V Vvy < 29 B1(v1,0)).

Para ello fijamos parametros X y Y, con lo que tenemos
—aq (21, X) V Vur < 21 Bi(v1, X) V Vo < 21 Ba(v2, X, Y).

Si se da uno de los dos primeros casos, ya tenemos lo requerido. En caso
contrario tomamos yo < z1 tal que fa2(y2, X,Y), con lo que

—a (21, X) V =82 (y2, X, Y) V Vur < 20 B1(v1, X),

pero esto implica —~aq (71, X) V Vvy < 29 B1(v1, X) y de nuevo tenemos la
conclusion. -

Ahora ya podemos demostrar el teorema 2.28:

Supongamos que una féormula de primer orden ¢ es demostrable en LKD. En
particular lo es en LKD™, luego, por 2.32 es demostrable en el célculo secuencial
ARP? extendido con la regla de inferencia LKD*. Pero este calculo secuencial
cumple las hipotesis del teorema de eliminacién de cortes libres 3.4 que proba-
remos en el capitulo siguiente, luego existe una demostracion del secuente = ¢
en ARP3+ LKD* sin cortes libres. En ella todas las formulas de corte vienen
de secuentes iniciales, o de féormulas principales de la regla de induccion o de la
regla LKD*, luego todas las férmulas de corte son de tipo ¥Y. En particular,
ninguna férmula en la prueba puede tener variables ligadas de segundo orden,
ya que no pueden eliminarse por cortes y no llegan al secuente final.

Consideremos una aplicacion de la regla de Kénig que no tenga ninguna otra
por encima. Entonces, la demostracion hasta ese punto esta en las condiciones
del teorema anterior, y concluye con un secuente de la forma

Fv \/Ul C¥1(U17X7?7)a-~-7vun an(un7X7g) = Vvﬂ(%Y,X,ﬂ)?

donde la variable Y es propia (no aparece en méas formulas del secuente). Por
el teorema anterior, en ARPZ se demuestra también

L = NaVwAVU (o (ur, U,5) V-V =an (un, U, 5) V Vo < w B0, V.U, 9)),
que equivale a
I = AUANw(=ai(u,U,5) V -+ V =an(u,, U, §) V
AVNv <w (v, V.U, 5)),
o también a
' = Aui—aq(uy, X, 9) V-V Nup—a, (un, X, 9) V
VwAVVv < wB(v,V, X, 5),

0 a

F7 \/U1 al(ulaXag)a~-~7\/unan(un7X7g) = \/w/\V\/U S U}B(’IMV,X,Q).



104 Capitulo 2. Ldégica de segundo orden

Pero en la prueba de 2.32 hemos visto que en ARPZ se demuestra que
VwAVVo < wB(V,u,7) < VwAs € {0,112 @Dy < w B*(s,u, 7),
por lo que también podemos probar el secuente:
T, Vuy ay(ur, X,9), - -, Vg an (un, X, 9) =

VwAs € {01} DNy < w B*(s,u,7),

que es justamente el secuente inferior de la regla de Kénig. Por lo tanto, pasando
esta demostracion a otra sin cortes libres y poniéndola en lugar de la prueba del
secuente superior, obtenemos una demostraciéon del mismo secuente final, pero
con una aplicacién menos de la regla de Konig. Repitiendo el proceso tantas
veces como aplicaciones tiene la demostracion dada, llegamos a una prueba del
secuente = ¢ en ARP2. "

Podemos generalizar los resultados obtenidos si tenemos en cuenta que el
teorema 2.21 es vilido también para B(AJ) mas la regla TKD*, es decir, si en
esta teoria se puede demostrar un secuente

AU (U U0, NO (U U ), T = A,
donde T" y A constan de férmulas de primer orden, entonces en B mas la regla
TKD* se puede demostrar un secuente de la forma

i(Taks - Tini) 1, T = A

sin usar las reglas de segundo orden. En efecto, en la prueba de 2.21 usamos
que el secuente dado se puede demostrar sin cortes, mientras que ahora sélo
podemos asegurar que admite una demostraciéon sin cortes libres. Esto implica
que las formulas de corte tienen que ser formulas principales de la regla TKD*,
y esto nos asegura que son férmulas de primer orden, por lo que si la dltima
regla usada es la de corte, podemos aplicar la hipotesis de induccién a los dos
secuentes superiores y concluir igualmente que el secuente inferior admite una
demostracion en las condiciones requeridas. Teniendo esto en cuenta, podemos
probar:

Teorema 2.34 Una formula de primer orden es demostrable en LKDg + %0 -
induccion si y solo si es demostrable en ACRg + X0 -induccion. Si ademds no
tiene variables de sequndo orden, esto sucede si y sélo si es demostrable en I¥,,.

DEMOSTRACION: Supongamos que un secuente I' = A que conste tnica-
mente de formulas de primer orden es demostrable en LKDgy + 2-induccion.
Entonces es demostrable en LKDS‘ + X9-induccién (es decir, considerando que
el lenguaje formal no es £2, sino Lgrp), y esto equivale a que pueda demostrarse
en el calculo secuencial ARP2 descrito en 2.19 maés la regla LKD* més un ni-
mero finito de axiomas = AU Ind(v;), para i = 1,...,n, donde cada ~; es una

formula de tipo X9.
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Los axiomas de ARP3 estaban elegidos para que cumplieran las hipotesis del
teorema de eliminacion de cortes libres, pero ahora nos interesa reformularlos de
modo que sean sentencias de primer orden. Concretamente, podemos considerar
que la demostracion de I' = A es una deduccién en B(Af) mas la regla LKD*
a partir de premisas de la formas:

1. Los secuentes = «, donde o recorre las definiciones de los funtores de Larp
(definicion [LF 1.8]), con todas variables cuantificadas universalmente.

= Au-Su =0,
= Auv(Su = Sv — u =),

= Nuu=u,

DA

= Iy, donde
I = AUNuww(u=v AU (u) — U(v)).

6. = /AU Ind(7), donde 7 es una férmula de tipo 3% y

Ind(y) = Av((7(0) A Au(y(u) = y(u))) = Auy(w)).

Es claro que estos axiomas permiten demostrar en B(AJ) los axiomas con-
siderados en 2.19. Si llamamos I'* al conjunto que resulta de anadir a I" las
sentencias de las premisas de tipo 1, 2, 3, 4 que aparezcan en la demostracion,
tenemos que en B(AJ) maés la regla LKD* se puede demostrar (sin premisas)
un secuente de la forma

I, AUInd(v1),... AUInd(y,), T = A,

y ahora, segiin hemos observado antes del enunciado, podemos aplicar 2.21, que
nos da una demostraciéon en B més la regla LKD* de un secuente

{’YO(TOJJC)}? {Ind(’yi(Tilkv e ’Tlnzk))}a "= A

sin usar reglas de inferencia de segundo orden, donde T;jr = «;jx(x) es una
formula de tipo AJ y

Y0(X) = Auv(u = v A X(u) = X(v)).

En particular, este secuente se demuestra en LKDg , ¥ todas sus férmulas son de
primer orden. Aplicando el teorema 2.28 a la féormula asociada a este secuente,
obtenemos que también puede probarse en ARPZ.

Ahora bien, las férmulas vo(7p 1 x) son teoremas de ARP3, al igual que todas
las que hemos anadido a I" para formar I'*, luego podemos cortarlas para obtener
una demostracion en ARP? del secuente

{Ind(%(Tilk, e »Tinik))}7 I'= A.

Ahora usamos que ARP? es una extensién intrascendente de ACRy, lo que,
por una parte, significa que toda férmula de Lirp es equivalente en ARPZ a otra
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de L£2? vy, sustituyendo cada formula v;(Tji, ..., Tin,k)) POr otra equivalente
en £2 (que podemos tomar también de tipo X0 ), podemos suponer que todas
las formulas del secuente estdn en £2 (notemos que esto no afecta a las de
I' 'y A, pues son ya formulas de £2), y usando de nuevo que ARP3 es una
extension intrascendente de ACR, concluimos que este secuente es demostrable
en ACRy , luego también en ACRg. Por ultimo, las formulas v, (Tiik, - - -, Tinik)
son casos particulares del esquema de ¥”-induccién, luego podemos cortarlas
para obtener una demostracion de I' = A en ACRq + X%-induccién del secuente
I'= A.

Si suponemos ademés que las formulas del secuente I' = A no tienen varia-
bles de segundo orden, cuando llegamos a que el secuente

{0 (To,1,6) } {Ind(vi (Tirk, - - -, Timai)) J, T = A

es demostrable en B més la regla LKD* sin usar reglas de segundo orden, te-
nemos que en toda la demostraciéon no aparecen variables ligadas de segundo
orden, pues no las hay en los axiomas y no pueden aparecer sin usar las reglas
de segundo orden, pero razonando como en la prueba del teorema 2.24, es decir,
sustituyendo en la demostraciéon cualquier variable libre de segundo orden por
la formula 6(z) = 2 = x, obtenemos una demostraciéon de un secuente analogo
(en el que T''y A no se alteran, pues no contienen variables de segundo orden)
de modo que en la prueba no aparecen variables de segundo orden, ni libres ni
ligadas. En particular, las formulas v, (T51k, - - . , Tin,k) son ahora de tipo 3, (sin
variables de segundo orden). La conclusion es ahora que en ACRg se demuestra
el secuente
{Ind('Yi(Tilk; - 7Tinik))}7 I'= A,

cuyas formulas no tienen variables de segundo orden. El teorema 2.27 aplicado
a la férmula asociada al secuente nos da que éste es demostrable en I3, pero las
premisas son casos particulares del esquema de ¥,,-induccién, luego concluimos
que el secuente es demostrable en 13,,. L]



Capitulo III

Eliminacion de cortes

Nos ocupamos ahora del teorema fundamental que justifica el esfuerzo que
hemos hecho por reformular la l6gica matematica en términos del célculo se-
cuencial. Por desgracia, no existe un teorema general de eliminacién de cortes
del cual se puedan deducir varios casos particulares de interés, sino que existen
muchos teoremas similares que admiten demostraciones més o menos similares.
En este capitulo vamos a formular cuatro contextos en los que se puede demos-
trar un teorema de eliminacién de cortes con esencialmente el mismo argumento,
dos correspondientes a la logica de primer orden y dos a la de segundo orden.

3.1 Formulaciéon del teorema

Empezamos formulando con precision los cuatro casos que consideraremos:

1la Tenemos un calculo secuencial sobre un lenguaje de primer orden arbitra-
rio £, cuyas reglas de inferencia son las de LK y los axiomas son los
aziomas logicos a = «, donde « es una formula atémica, méas un conjunto
G de aziomas propios (que puede incluir los axiomas de LK;).

Suponemos ademas que & es cerrado para sustitucion, en el sentido de que
si S es un secuente de &, el secuente que resulta de sustituir en todas las
férmulas de S una variable z por un término ¢ estd en &. Esto se cumple
también para los axiomas légicos, luego se cumple para todos los axiomas.
Si G incluye los axiomas de LK;, éstos cumplen también esta condicion
de sustitucion.

1b La misma situacién anterior salvo que el lenguaje £ es concretamente £, o
Larp ¥y las reglas de inferencia incluyen ademaés la regla ®-IND:

ay), I' = A, a(y’)
a(0), T = A, a(t) ’

donde y es una variable propia y la formula « pertenece a una clase de
formulas ®.

107
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Ademas de la hipotesis sobre & enunciada en el caso anterior, suponemos
también que ® es cerrado para sustitucion, en el sentido de que al sustituir
una variable x por un término t en una féormula de ® obtenemos una
formula de .

2a Tenemos un calculo secuencial sobre un lenguaje de segundo orden £ (pleno o
reducido), cuyas reglas de inferencia son las de B(¥), donde el conjunto de
formulas ¥ que contiene al menos las férmulas atémicas, y cuyos axiomas
son los axiomas légicos a = a, donde « es una féormula atémica, més un
conjunto & de aziomas propios.

Suponemos que & y ¥ son cerrados para sustitucion en el sentido siguiente:

1. Si S es un secuente de G, el secuente que resulta de sustituir en todas
las formulas de S una variable x por un término ¢ esta en .

2. Si az) estd en ¥ y ¢ es un término, entonces a(t) esta en U.

3. Si X es una variable de rangor > 1y T = 8(z1,...,2,,5,Y ) es una
férmula de W, entonces:

(a) Sia(X)estaen ¥y X puede sustituirse por T en a(X), entonces
a(T) esta en .

(b) Si S es un secuente de & y X puede sustituirse por T en todas
las formulas de S, entonces el secuente que resulta de hacer las
sustituciones esté en &.

Notemos que la propiedad 2. hace que la propiedad 1. valga también para
los axiomas logicos, luego vale para todos los axiomas.

2b La misma situacién anterior salvo que el lenguaje £ es concretamente £2
o Lgrp y las reglas de inferencia incluyen ademas la regla de induccion
®-IND, para cierto conjunto de formulas ®.

Ademas de las hipotesis del caso anterior, suponemos que si a(X) esta
en & (donde ahora, necesariamente, r = 1) y X puede sustituirse por T
en «(X), entonces a(T) esta en P.

Las reglas de inferencia se clasifican en estructurales (debilitacion y corte),
logicas (las de By) y en los casos aritméticos tenemos ademés una regla de
inferencia propia (la de induccion).

En realidad vamos a considerar un quinto caso, que podriamos llamar 2c,
pero que a efectos practicos es una minima variante de 2b. Se trata del calculo
secuencial ARP2+LKD* descrito en el teorema 2.32 (véase 2.19 para la defi-
nicion de ARP), que satisface todos los requisitos de 2b tomando como ¥ el
conjunto de las formulas Af de £7,, y como @ el conjunto de las formulas %9,
pero que incluye la regla de inferencia propia adicional LKD*, que en toda la
demostracion del teorema de eliminaciéon de cortes se trata exactamente igual
que la regla de induccién.

A continuacion introducimos los conceptos necesarios para enunciar el teo-
rema:
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Definicién 3.1 Un hilo en una demostracion es una sucesion de secuentes que
empieza en un secuente inicial y termina en el secuente final, de modo que cada
secuente distinto del inicial sea el secuente inferior de una regla de inferencia
de la demostracion que tiene al secuente anterior como uno de sus secuentes
superiores.

Diremos que una formula o de un secuente superior de una regla de inferencia
es un ascendiente inmediato de una féormula S del secuente inferior (o que S es
un descendiente inmediato de «) si se da alguno de los casos siguientes:

1. Si « es una férmula colateral de la regla, su tnico descendiente inmediato
es la formula colateral idéntica en el secuente inferior.

2. Si « es una formula auxiliar de una regla distinta de la de corte o induc-
ci6én, su dnico descendiente inmediato es la formula principal. En el caso
de la regla de induccion, el descendiente de la formula auxiliar izquierda
(derecha) es la formula principal izquierda (derecha).

Asi, las formulas de corte son las tnicas formulas en los secuentes superiores
de una regla de inferencia que no tienen descendiente inmediato, y las féormulas
principales de las reglas de debilitacién son las tnicas féormulas en el secuente
inferior de una regla que no tienen ascendiente inmediato.

Un poco méas en general: las formulas de una demostracion que no tienen
ascendiente inmediato son las de los secuentes iniciales y las féormulas princi-
pales de una regla de debilitacion, mientras que las féormulas que no tienen
descendiente inmediato son las del secuente final y las formulas de corte. Salvo
estos casos, toda formula tiene un tnico descendiente inmediato y uno o varios
ascendientes inmediatos.

En el ejemplo de la péagina 30, cada descendente de una féormula se nombra
con la misma letra y otro subindice, si no se trata de la misma férmula.

Una fibra en una demostraciéon es una sucesion de formulas de la demostra-
cion, cada una de las cuales es descendiente inmediato de la anterior, de modo
que la primera no tenga ascendiente inmediato y la tltima no tenga descendiente
inmediato.

Una formula « es un ascendiente de otra formula S en una deducciéon! si

ambas forman parte de una misma fibra, y « aparece en ella antes que (.
Diremos que « es un ascendiente directo de 8 (o que 8 es un descendiente
directo de «) si ademés son la misma formula.

Notemos que las tnicas formulas con ascendientes directos son las formulas
colaterales de las reglas de inferencia.

La profundidad de una féormula « en una demostraciéon D, que representare-
mos por p(a; D), o simplemente por p(a), es un niamero natural o bien —oo, y
esta determinada inductivamente por las reglas siguientes (en las que adoptamos
el convenio de que —oo es menor que todo namero natural y que —oco+1 = —0c0):

INotemos que estos conceptos no dependen tnicamente de las formulas, sino de su posicion
en la demostracion.
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1. Si « estd en un axioma de & o es una féormula principal de una regla de
induccion (o LKD*), entonces p(«) = 0.

2. Si «r estd en un axioma logico entonces p(a) = 1.
3. Si « es la formula principal de una regla de debilitacion, p(a) = —oc.

4. Si a es la formula principal de una regla de inferencia logica, p(«) es
una unidad mayor que el maximo de las profundidades de las férmulas
auxiliares de la regla.

5. Si a es una formula colateral? del secuente inferior de una regla de inferen-
cia, p(a) es el maximo de las profundidades de sus ascendientes inmediatos.

En particular es claro que una férmula tiene profundidad —oo si y solo si
todas las fibras a las que pertenece empiezan en féormulas principales de reglas
de debilitacién, y la profundidad es 0 si y sblo si todas empiezan en férmulas
principales reglas de debilitacién o en un ascendiente directo que estd en un
axioma propio o es una férmula principal de una regla de induccion (o LKD*),
y uno de los dos tltimos casos se da al menos una vez.

Por otra parte, la profundidad de una féormula atémica no puede ser mayor
que 1, pues no puede tener ascendientes en el caso 4), y es 1 si y solo si pertenece
a alguna fibra que empieza en un axioma logico.

La profundidad de un corte es el minimo de las profundidades de las dos
formulas de corte.

Es facil ver que todos los cortes de la demostracion del ejemplo de la pé-
gina 30 tienen profundidad 0. En el caso del corte inferior, cuya férmula de
corte es 3, ello se debe a que la formula de corte derecha tiene profundidad 0
porque es una féormula principal de la regla de induccion.

Diremos que un corte estd fijo en una demostracion si se cumple una de las
dos condiciones siguientes:

1. La férmula de corte no es atémica y el corte tiene profundidad 0.

2. La formula de corte es atémica y tiene profundidad 0 en los dos secuentes
superiores del corte.

Los cortes que no estan fijos se llaman libres. Explicitamente, un corte estéa
libre en una demostraciéon si cumple una de las dos condiciones siguientes:

1. La profundidad del corte es distinta de 0.

2. La féormula de corte es atémica y en uno de los dos secuentes superiores
tiene profundidad 1.

2Notemos que una férmula colateral del secuente superior de una regla de inferencia puede
coincidir con la férmula principal. En tal caso, su descendiente en el secuente inferior se
considera como férmula principal y su profundidad se calcula segtn el caso precedente.
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La demostracion del ejemplo de la pagina 30 no tiene cortes libres. Ahora
ya podemos enunciar el resultado central:

Teorema 3.2 (De eliminacion de cortes libres) Todo secuente demostra-
ble en cualquiera de los cuatro casos considerados admite una demostracion sin
cortes libres.

O, mas explicitamente:

Teorema 3.3 En un cdlculo secuencial que conste de los axiomas y reglas de
inferencia de LK mds un conjunto & de axiomas propios cerrado para sustitu-
cion (y, en el caso de que el lenguaje formal sea Lo 0 Layp, admitimos también
la regla ®-IND, para un conjunto de formulas ® cerrado para sustitucion), todo
teorema admite una demostracion sin cortes libres.

Teorema 3.4 En un cdlculo secuencial de seqgundo orden® que conste de los
axiomas y reglas de inferencia de B(¥) mds un conjunto & de axiomas propios
cerrados para sustitucion (y, en el caso de que el lenguaje formal sea £2 o Lirp,
admitimos también la regla ®-IND, para un conjunto de formulas ® cerrado
para sustitucidn), todo teorema admite una demostracion sin cortes libres.

En el caso de LK, en el que no hay regla de inducciéon y & es el conjunto
vacio, no hay féormulas de profundidad 0, luego no hay cortes fijos, luego tenemos
el siguiente caso particular:

Teorema 3.5 (de eliminacion de cortes) Si un secuente puede demostrarse
en LK, entonces puede demostrarse sin usar la regla de corte.

Esto no significa que la regla de corte sea redundante, pues no podemos
prescindir de ella a la hora de deducir consecuencias de unas premisas dadas (el
teorema precedente solo se aplica a demostraciones, es decir, a deducciones sin
premisas adicionales).

Si tomamos como & el conjunto de los axiomas del igualador, las formulas de
profundidad 0 son necesariamente de la forma t; = to, por lo que el teorema de
eliminacioén de cortes implica que todo teorema de LK; admite una demostraciéon
en la que las dnicas férmulas de corte son de la forma t; = 5.

Similarmente, la version de segundo orden se aplica a la logica predicativa By,
es decir, al calculo secuencial que resulta de tomar como V¥ el conjunto de todas
las férmulas de primer orden y con el conjunto & de axiomas propios vacio.
Claramente se cumplen las hipotesis del teorema de eliminacién de cortes libres,
pero en una demostraciéon no puede haber cortes fijos, luego la conclusién es:

Teorema 3.6 (de eliminacion de cortes) Si un secuente puede demostrarse
en By, entonces puede demostrarse sin usar la regla de corte.

3El calculo ARP%-{— LKD* también cumple este teorema.
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Ejemplo Ahora podemos entender la importancia en el calculo secuencial de
la distincién entre variables libres y ligadas. Imaginemos que no hubiéramos
establecido dicha distincién y que una misma variable pudiera aparecer libre en
una férmula y ligada en otra. Entonces esto seria una demostracion en LK:

Rzw = Rzw
Rzw = Vz Rzx
Rxy = Rzy Rzw = Vyz Ryx
Rxy = Vv Rzv Vv Rzv = \/yx Ryx
Rzy = Vuv Ruv Vuv Ruv = Vyx Ryx
Rxy = Vyz Ryx

Sin embargo, el secuente final, a pesar de que deberia ser demostrable (porque
es verdadero en cualquier modelo) no puede demostrarse sin cortes. En efecto,
una demostracion sin cortes tendria que ser necesariamente de esta forma:

Rzy = Rst
Rxy = Vz Rsx
Rxy = Vyz Ryx

para ciertos términos s,t, pero, para que el secuente inicial fuera un axioma,
tendrian que ser s = x, t = y, pero eso es imposible, porque la “demostracion”

seria:
Rxy = Rzy

Rxy = Vz Rzx
Rzxy = Vyz Ryx

pero el secuente intermedio no es un teorema légico en virtud del teorema de
correccién 1.4, pues es facil definir un modelo en el que es falso. Vemos que
para que la regla derecha del particularizador siguiera siendo vélida habria que
introducir la restricciéon de que la variable que se introduce al particularizar no
esté libre en la formula, pero eso s6lo haria méas patente la imposibilidad de
demostrar sin cortes el secuente final. L]

3.2 Prueba del teorema de eliminaciéon de cortes

Las condiciones sobre sustituciéon que hemos impuesto sirven principalmente
para que se cumplan los teoremas siguientes:

Teorema 3.7 En las condiciones anteriores, sea D una demostracion, sea x
una variable libre que no sea usada en D como variable propia y t un término
que no contenga ninguna variable propia de ninguna inferencia en D. Entonces,
al sustituir todas las apariciones de x en D por t queda una demostracion del
secuente que resulta de sustituir x por t en el secuente final de D.

DEMOSTRACION: Basta observar que si sustituimos x por ¢ en un axioma,
obtenemos un axioma, y que si sustituimos x por t en los secuentes de una regla
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de inferencia, obtenemos otra regla de inferencia. Lo segundo es inmediato para
todas las reglas salvo a lo sumo para la regla izquierda del particularizador,
la derecha del generalizador (de primer o segundo orden) o la de induccion (o
LKD*), pero en éstas tenemos en cuenta que = no es la variable propia, y que,
como t no contiene tampoco a la variable propia, al sustituir x por ¢, ésta sigue
sin aparecer en ninguna formula donde la regla requiere que no aparezca (y
al realizar la sustitucion las formulas que estaban en ¥ o ® se convierten en
formulas de la misma clase), luego la regla sigue siendo valida. m

Necesitamos una version de segundo orden de este teorema, y para ello nece-
sitamos modificar provisionalmente los supuestos de los casos de segundo orden
2a y 2b. En principio hemos supuesto que consideramos céalculos secuenciales
cuyos axiomas ldgicos sean los secuentes a = « donde « es una férmula atémica,
pero a partir de aqui imponemos una condicién adicional:

En los casos 2a y 2b suponemos que el cdlculo secuencial considerado
tiene como axiomas todos los secuentes de la forma o = « con la
formula a en el conjunto ¥, aunque no sea atdmica.

Demostraremos el teorema de eliminacién de cortes con este supuesto, pero
luego podemos eliminarlo, pues, dada una demostraciéon de un secuente que
parta de los axiomas logicos usuales (para formulas atéomicas) el teorema nos
dard una demostracion sin cortes en la que se admiten como axiomas los secuen-
tes @« = «a con a en VU, pero dichos secuentes se pueden demostrar sin cortes
en B (como se ve en la prueba del teorema 1.5, que se adapta trivialmente a la
logica de segundo orden), luego la demostracion se puede completar hasta una
demostracion sin cortes libres a partir de los axiomas 16gicos usuales.

Con este artificio, el teorema siguiente se prueba igual que el anterior:

Teorema 3.8 Sea D una demostracion, sea X una variable que no se use como
variable propia en ninguna regla de inferencia de D y sea T = a(Z) una formula
de U que no contenga ninguna variable propia de ninguna regla de inferencia
de D y tal que X pueda sustituirse por T en todos los secuentes de D. Entonces,
al sustituir todas las apariciones de X en D por T queda una demostracion del
secuente que resulta de sustituir X por T en el secuente final de D.

Soélo hay que observar que, con la hipotesis adicional que acabamos de anadir,
al sustituir X por T en un axioma de tipo a(X) = a(X), seguimos teniendo
un axioma de este tipo (pero la formula «(7T) ya no tiene por qué ser atéomica).

Definicion 3.9 Una demostracion es regular si una misma variable no aparece
como variable propia de dos aplicaciones de la regla derecha del generalizador,
o de la regla izquierda del particularizador o de la regla de inducciéon (o LKD*),
y ademés, la variable propia de una aplicacién de cualquiera de estas reglas s6lo
aparece en los secuentes situados por encima de la regla.

Teorema 3.10 Toda demostracion puede transformarse en una demostracion
regular del mismo secuente sin mds que cambiar unas variables propias por otras.
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DEMOSTRACION: Observemos que si en una demostraciéon D cambiamos to-
das las apariciones de una variable libre de primer orden z (o de segundo orden
X) por otra y (resp. Y) que no aparezca en D, el resultado es una nueva de-
mostracion. Esto se sigue de los dos teoremas precedentes, aplicados al término
y o a la formula atomica T = Y (21, ..., 2,) (de modo que sustituir X por T es
lo mismo que sustituir X por Y).

Asi pues, dada una demostracion D, para cada secuente S que resulte de
aplicar una regla derecha del generalizador, o de una regla izquierda del par-
ticularizador o de inducciéon (o LKD*), consideramos la subdemostracion D’
formada por los secuentes de D situados sobre S, que es en si misma una de-
mostracion de S. Al cambiar la variable propia por otra que no aparezca en D
obtenemos otra demostracion D} de S (pues la variable propia no esta en S).

Al cambiar D' por D} en D obtenemos otra demostracion Dy con el mismo
secuente final en la que la aplicacion de la regla considerada cumple ya la defini-
cion de regularidad. Ahora pasamos de D a otra demostracion Dy considerando
la variable propia de otra regla, y asi hasta que todas las variables propias cum-
plan lo requerido por la definiciéon de regularidad. n

Pasamos ya a la prueba del teorema de eliminacion de cortes. Un hecho que
usaremos a menudo sera el siguiente:

Observacion Supongamos que tenemos dos cortes A y B en dos demostra-
ciones respectivas con la misma férmula de corte, de modo que la profundidad
de ésta en cada secuente superior de A sea mayor o igual que en el secuente
correspondiente de B. Entonces, si el corte A esta fijo, la tnica posibilidad para
que B esté libre es que tenga profundidad —oo.

En efecto, sabemos que el corte A tiene profundidad 0, y la profundidad de B
es claramente menor o igual. Si no es —oo, entonces sigue siendo cero, pero la
dnica posibilidad para que un corte de profundidad 0 sea libre es que la formula
de corte sea atomica y en uno de los secuentes tenga profundidad 1, pero, siendo
atomica, la formula de corte tiene profundidad 0 en los dos secuentes superiores
de A, luego no puede tener profundidad 1 en ningtn secuente de B. L]

Veamos en primer lugar un caso sencillo de eliminacién de cortes:

Teorema 3.11 Sea D una demostracion de un secuente S y sea S’ un secuente
obtenido a partir del anterior eliminando (tal vez) algunas formulas, pero todas
en su caso de profundidad —oco en D. Entonces existe una demostracion D’ de
S’ tal que:

1. D’ no tiene cortes de profundidad —oo,

2. Para cada corte que pueda haber en D’ hay otro en D de profundidad
mayor o igual. Y si el primero estd libre el sequndo también lo estd.

3. La profundidad de cada formula de S’ en D' es menor o igual que su
profundidad en D.
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DEMOSTRACION: Razonamos por induccién? sobre el niimero de reglas de
inferencia de D y probamos ademas que dicho nimero es menor o igual en D’ que
en D. Si D consta de un tnico secuente (inicial), entonces todas sus formulas
tienen profundidad 0 o 1, luego no hay ninguna férmula eliminable y el resultado
es trivial. Suponemos, pues, que D tiene inferencias, y vamos a distinguir casos
segin cual sea la tltima regla usada.

Supongamos que la ultima regla es de debilitacién, por ejemplo la regla
derecha, aunque el caso de la regla izquierda es totalmente analogo. Pongamos
que es:

Dy

'=sA
T=Aa
donde Dg es la demostracion del secuente I' = A que resulta de eliminar la
ultima inferencia. Entonces « tiene profundidad —oo en el secuente final S,
luego puede estar en S’ 0 no. Por hipotesis de induccion existe una demostracion
D{, de T" = A’ sin cortes de profundidad —oo, con a lo sumo tantas inferencias
como Dy, etc. Si a no esta en S’ basta tomar D’ = D{, y esta en S’ obtenemos
D’ a partir de D}, introduciendo « por debilitacién. Es claro que el nimero de
inferencias de D’ es menor o igual que el de D y cumple todo lo requerido.

Supongamos ahora que la ultima regla es la regla izquierda del disyuntor:

D, Do

a, I'= A 5, I'=A
aVvp I'sA

Distinguimos dos casos:

a) Si a V S es una de las formulas eliminadas, entonces su profundidad tiene
que ser —oo, luego también lo es la de o y 8 en los secuentes superiores. Por
hipétesis de induccion, de cualquiera de las demostraciones Dy y Do se puede

4Para formalizar esta induccién en ARP tenemos en cuenta que, segiin el lector observara, la
nueva demostracion D’ se construye siempre quitando partes de la demostracion D (quitando
formulas en secuentes, o secuentes enteros, o subarboles), sin afadir nunca nada nuevo. Por
lo tanto, dada D, podemos considerar el conjunto F'(D) de todas las férmulas que aparecen
en D y el namero N (D) de reglas de inferencia que se usan en D y formar el conjunto X (D)
de todas las demostraciones formadas con férmulas de F(D) con a lo sumo N (D) reglas de
inferencia, y a su vez los conjuntos X, (D) de demostraciones en X (D) con exactamente n
reglas de inferencia. Basta construir un funtor que a cada n le asigne una aplicacién

H(D,n) : Xn(D) x PF(D) — X(D),

de modo que si D* € X, (D) y a € PF(D) es un conjunto de férmulas con profundidad —oo
en el tltimo secuente de D*, entonces H (D, n)(D*, a) es una demostracion en las condiciones
del teorema del secuente que resulta de eliminar las formulas de a del ultimo secuente de D*.
El argumento que vamos a dar muestra cémo definir H (D, n) supuesto definido H(D,m) para
todo m < n.
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extraer una demostracion de IV = A’ que claramente cumple lo requerido.
(Notemos que al quedarnos solamente con una de las dos ramas de ascendientes
de 'y A, es posible que la profundidad de sus formulas disminuya, porque éstas
pierden antecesores.)

b) Si a V 8 no tiene que ser eliminada, por hipotesis de inducciéon podemos
conseguir pruebas D} y D} de los secuentes o, I = A’ y 5,T” = A’ respectiva-
mente, que a su vez se combinan mediante la regla izquierda del disyuntor para
obtener la prueba requerida. Observemos que como cada D} tiene a lo sumo
tantas reglas de inferencia como D;, lo mismo vale para D’ y D. Las demaés
propiedades requeridas se cumplen también trivialmente.

Si la daltima inferencia es cualquiera de las otras reglas de inferencia logicas,
el razonamiento es totalmente analogo.

Supongamos ahora que la tltima inferencia es un corte:

Dy Dy

= A« a,I'= A
r=A

Por hipotesis de induccion existen demostraciones D} y D) de los secuentes
reducidos TV = A’, a y o, I = A’ en las condiciones del enunciado. Si «
no tiene profundidad —oo en ninguna de estas dos demostraciones, podemos
combinarlas mediante la regla de corte y obtenemos una prueba de I' = A’ en
las condiciones requeridas. Aqui tenemos en cuenta la observacion precedente
al teorema, pues la profundidad de « en cada secuente del corte final de D’ es
menor o igual que la que tenia en D, luego si el corte estaba fijo en D, sigue fijo
en D'

Si « tiene profundidad —oo en una de las demostraciones D}, no podemos
hacer esto, porque la prueba final tendria entonces un corte de profundidad
—o0 en contra de lo requerido, pero, como el namero de inferencias de D; es
menor que el de D, podemos usar por segunda vez la hipotesis de induccién para
obtener una prueba de I" = A’ en las condiciones requeridas. (Nuevamente,
la profundidad de cada férmula en el secuente final puede disminuir al haber
eliminado todos sus ascendientes en una de las dos ramas.)

Falta considerar la posibilidad de que la ultima inferencia sea la regla de
induccion en el caso aritmético, pero este caso no ofrece ninguna dificultad,
pues las dos férmulas principales tienen profundidad 0, luego no son eliminables.
Basta aplicar la hipotesis de induccién al secuente superior y luego completar
la demostracion obtenida con la regla de induccion. (La regla LKD* se trata
analogamente.) "

El nticleo de la prueba del teorema de eliminaciéon de cortes libres es el
resultado siguiente:



3.2. Prueba del teorema de eliminacién de cortes 117

Teorema 3.12 Sea D una demostracion cuya tultima inferencia sea un corte
libre de profundidad < p, con p > 0 y de modo que cualquier otro corte libre
en D tenga profundidad < p. Entonces existe una demostracion D* del mismo
secuente final cuyos cortes libres tienen todos profundidad < p y de modo que
la profundidad de cada formula en el secuente final de D* es menor o igual que
su profundidad en D.

DEMOSTRACION: Por el teorema 3.10, cambiando unas variables propias
por otras podemos pasar a una demostracion regular. Es claro que con ello
no alteramos la profundidad de las férmulas, luego podemos suponer que la
prueba D de la que partimos es regular. En particular, las variables libres del
secuente final no se usan nunca como variables propias.

La demostracion D tiene la forma
Dy Dy

F'=A ¢ e, = A
'=A

donde Dy y D representan las demostraciones de los dos secuentes superiores
del corte. Si las dos féormulas de corte tienen profundidad < p, no hay nada
que probar, asi que suponemos que una de ellas tiene profundidad p y que
la otra tiene profundidad > p. Ademas tenemos que todos los cortes de las
demostraciones Dy y D5 tienen profundidad menor que p.

Distinguimos casos segun la estructura logica de la férmula e. En primer
lugar consideramos el caso en que € es atéomica, con lo que su profundidad
no puede ser mayor que 1. Como el corte final es libre, p = 0,1, luego los
ascendientes directos de € en D; o D> que no tienen a su vez ascendientes
directos pueden estar en axiomas € = €, en axiomas de &, o bien ser férmulas
principales de reglas de debilitacion o induccion (o LKD*). Transformamos Dy
como sigue:

Cada axioma légico € = € lo reemplazamos por

Dy

e, = A
e, '=A ¢

de modo que la profundidad de € en el consecuente final es —oo. Anadiendo I y
A en los secuentes posteriores (y aqui tenemos en cuenta que, como la demos-
tracion es regular, en I' y A no puede haber variables libres que sean propias en
alguna regla de inferencia anterior) e introduciendo reglas de debilitacion para
enlazar ramas obtenemos una demostracion D} de I' = A, € en la que ahora la
profundidad de € es < 0, pues ya no tiene ascendientes directos en axiomas 16gi-
cos. Como ninguna férmula pierde ascendientes, las profundidades de formulas
distintas de € no se ven alteradas, luego los cortes libres de D} proceden todos
de cortes libres en Dy y Do, luego todos tienen profundidad < p.
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Del mismo modo formamos una demostracion D} de €, I' = A en las mismas
condiciones. Si en uno de los dos casos la profundidad de € es —o0, el teorema
anterior nos da la prueba requerida. En caso contrario, unimos las dos férmulas
con un corte fijo y la prueba concluye igualmente.

Si € no es atomica, no puede ser p = 0 (o el corte seria fijo), luego p > 1.

El mismo argumento empleado en el caso precedente nos permite sustituir
cada axioma légico que contenga un ascendiente de € en D1 o Dy por una demos-
tracion en la que el ascendiente pase a tener profundidad —oo. Asi obtenemos
nuevas demostraciones Dy y Do que siguen teniendo cortes libres de profundi-
dad < p y la profundidad de las dos férmulas de corte es menor o igual que
la original. Si alguna de ellas es —oo, basta aplicar el teorema anterior para
eliminar € y obtener una demostracion de I' = A en las condiciones requeridas.
Si alguna de ellas es 0, el corte pasa a ser fijo y ya tenemos la prueba deseada.
Por lo tanto, no sélo tenemos que p > 1, sino que podemos suponer que las
formulas de corte € no tienen ascendientes directos en axiomas logicos.

Supongamos que ¢ = —«. Consideremos los ascendientes directos de -« en
la demostracion D;. Los que no tienen a su vez un ascendiente directo pueden
ser de los tipos siguientes:

1. Férmulas principales de reglas derechas de debilitaciéon, que tienen pro-
fundidad —oc.

2. Formulas de secuentes de axiomas de & o férmulas principales de una
regla de induccion (o LKD*), que tienen profundidad 0.

3. Formulas principales de reglas derechas del negador, que pueden tener
cualquier profundidad no nula.

Como -« tiene que tener al final profundidad > 1, se tiene que dar al menos
una vez el caso 3. Cada vez que se da este caso modificamos la inferencia del
negador convirtiéndola en

a, IV = A/
a, V= A -«

es decir, mantenemos « en el antecedente, con lo que sigue siendo una regla vé-
lida, pero ahora es una regla derecha de debilitaciéon y —« tiene profundidad —oo,
mientras que la profundidad de « en el secuente inferior es una unidad inferior
a la de -« en el secuente final de Dy.

A partir de aqui anadimos « como férmula colateral en los antecedentes de
todos los secuentes posteriores hasta llegar al secuente final de la prueba. Las
reglas de inferencia que tengan sélo un secuente superior siguen siendo validas
de este modo,” mientras que las que tengan dos secuentes superiores, si a uno

5Notemos que no se puede afiadir o como férmula colateral en una regla si a contiene una
variable propia de dicha regla, pero como todas las reglas que consideramos tienen —« en el
consecuente, es seguro que ninguna variable de « sera propia para dicha regla.
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de ellos le falta a en el antecedente, tendremos que afniadirselo por debilitacion
para que siga encajando. Por ejemplo, una regla izquierda del disyuntor como

o, = A, -« B8, I'= A, -«
o VvVE, T=A -«

cuyo secuente superior derecho (por ejemplo) tenga por encima una regla de
introducciéon del negador, pero no asi el izquierdo, se transforma en

o, T'= A, -«
a, o, T'= A, -« a, B, T = A, -«
a, VB, I'= A, ~«

De este modo obtenemos una demostracion valida D} de «, I' = A, =« con las
caracteristicas siguientes:

1. La profundidad de —« en el secuente final es < 0, pues ya s6lo tiene ascen-
dientes directos procedentes de axiomas de & o de formulas principales de
reglas de induccion o debilitacion (o LKD*).

2. La profundidad de las férmulas de I' y A en D] es la misma que su
profundidad en Dy, pues no hemos alterado sus ascendientes directos ni
las reglas que los originan.

3. La profundidad de los cortes libres de D} es < p, porque lo es la de Dy y
no hemos modificado la profundidad de ningun corte.

4. La profundidad de « en el secuente final de D} es una unidad inferior a la
profundidad de -« en el secuente inferior de D;. En particular, si -« tiene
profundidad p en el secuente final de Dy, entonces « tiene profundidad < p
en el secuente final de Dj.

Si la profundidad de —« en el secuente final de D) es —o0, el teorema anterior
nos da una demostracion D} de «, I' = A. Si la profundidad es 0 construimos
DY como sigue:

D,
Dj
: o, '= A
a, '= A, o, a, = A

a, I'= A

Como la profundidad de —« en el secuente final de Do es > 1 (luego no es
—00) y en el secuente final de D] es 0, concluimos que el corte es fijo, y todos los
cortes libres de la prueba tienen profundidad menor que p. Ademés, con cual-
quiera de las dos construcciones alternativas de DY, si -« tiene profundidad p
en el secuente final de Dy, entonces « tiene profundidad < p en el secuente final
de DYf.

Simétricamente podemos construir una prueba DY del secuente I' = A, «
con cortes libres de profundidad < p y de modo que si -« tiene profundidad p
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en el secuente final de Dy entonces « tiene profundidad < p en el secuente
final de Dj. Uniendo DY y D4 mediante un corte (que tendra necesariamente
profundidad < p, porque —« tiene profundidad exactamente p en el secuente
final de D; o en el de D3) obtenemos una prueba D* de ' = A en las condiciones
requeridas.

Supongamos ahora que € = « V 3. Los ascendientes directos de € en Dy que
no tienen a su vez ascendientes directos tienen que estar en uno de los mismos
tres casos del caso anterior salvo que ahora en 3) hemos de considerar la regla
derecha del disyuntor. Como la profundidad de € en el secuente final de Dy
tiene que ser > 1, al menos una vez se emplea esta regla.

Obtenemos una demostracion D del secuente I' = A, «, 8,a V 8 cam-
biando cada regla derecha del disyuntor que introduzca un ascendiente directo
de € por

I'=s A a, 8
V= Ao, f,aV

lo que la transforma en una regla de debilitacion. En las férmulas posteriores
mantenemos los o y § adicionales y, cuando deban enlazarse con otros secuentes,
intercalamos reglas de debilitacién para anadir o y (8 si es preciso.

Es claro que D/ cumple las propiedades anilogas a las propiedades 1-4 del
caso anterior, con los cambios obvios: la profundidad de o V 3 en su secuente
final es < 0y, si a V 8 tiene profundidad exactamente p en D1, entonces o y 3
tienen ambas profundidad < p en el secuente final de Dj.

Si la profundidad de @ vV 3 en el secuente final de D] es —oo usamos el
teorema anterior para obtener una demostracion DY de I' = A  a, 5. Si la
profundidad es 0 construimos D} como sigue:

Dy
D} :
: aVvg Tl —A
I'=A a B,aVvy aV g, T'=sA a

I'=A o, f

Como en el caso anterior, el corte es fijo y los cortes libres de DY tienen
profundidad menor que p. Ademas, si a V (3 tiene profundidad p en D; entonces
a 'y [ tienen profundidad < p en Dj.

En Dy también podemos eliminar los asdendientes directos de o V 3 que
procedan de axiomas légicos, pero en este punto se rompe la simetria del caso
anterior. Ahora a partir de Dy podemos construir dos demostraciones DS y
Dg de los secuentes o V B, o, I' = Ay a VvV 3, 8, = A, respectivamente,
reemplazando cada regla izquierda del disyuntor en Dy por

a, TV = A/ B, TV = A
aVy, o l’ = A ¢ aV g, B, T = A
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respectivamente, suprimiendo en cada caso uno de los secuentes superiores de la
regla con todos los situados sobre él en la prueba, e introduciendo reglas de de-
bilitacién de forma oportuna. Observemos que, al haber suprimido fragmentos
de demostracion, la profundidad de cada formula de IV o A’ en las reglas trun-
cadas del disyuntor puede disminuir, y con ella la de sus descendientes, luego
la profundidad de las féormulas de I' o A en el secuente final de D$ o Dg puede
ser menor o igual que en el secuente final de Ds.

Por el mismo motivo, la profundidad de los cortes puede disminuir, pero,
por la observacién previa al teorema anterior, si algin corte fijo pasara por ello
a ser libre, lo seria de profundidad —oo, luego no dejaria de cumplirse que los
cortes libres de DS y Dg tienen todos profundidad < p.

Como en los casos anteriores, la profundidad de « V 3 es ahora < 0y, si
a V [ tiene profundidad p en el secuente final de D5, entonces o y 3 tienen
profundidad < p en los secuentes finales de DS y Dg .

Si la profundidad de o V § en el secuente final de DS o Dg es —oo el teorema
anterior nos da una demostracion D5 o D’f dea, I'=Ao0p,I'=A. Sila
profundidad es 0 podemos construir la prueba eliminando « V 8 con un corte fijo
con Dj. Sila profundidad de « V 8 en el secuente final de Dy es p, entonces la
profundidad de « 0 8 en el secuente final de DX* o D/Q’B es < p. La demostraciéon
siguiente cumple todo lo requerido:

DY
DY :
8, = A D
'=A ap 5, = A « :
'=A « a, I'= A
'=sA

Supongamos ahora que ¢ = \/u a(u). Razonando como en los casos anterio-
res, transformamos cada aplicaciéon en Dy de la regla izquierda del particulari-
zador que genera un ascendiente directo de e pasando de

a(y:), I'" = A
Vua(u), T = A/

a(y), I = A’
\/ua(u), a(y), V= A"’

donde y es una variable que no aparezca en D, con lo que ahora estamos em-
pleando la regla de debilitacion, y la variable y ya no es una variable propia de
la demostracion. Sustituimos todas las variables propias y; de todas las aplica-
ciones de la regla (que seran distintas entre si, pues estamos suponiendo que la
demostracion D es regular) por la misma variable y.

En los secuentes que estan por encima del secuente superior de la regla cam-
biamos también y; por y, con lo que obtenemos una demostracién del secuente
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a(y), I" = A’ en virtud del teorema 3.7. En los secuentes que estan por debajo
del secuente inferior anadimos «(y) y, cuando se combinan con otras ramas de la
demostracion, intercalamos aplicaciones de la regla de debilitaciéon que anadan
a(y) en los lugares oportunos.

Con esto obtenemos una demostracion D} de Vua(u), a(y), I = A, de la
cual obtenemos del modo usual una demostracion Dy de a(y), I' = A. Expli-
citamente:

D,
Dy
I'= A, Vua(u)
a®),T = A Vua(u)  Vua(u),a(y),l = A

aly), T = A

Como siempre, la profundidad de los cortes libres de Df es < p y si € tiene
profundidad p en el secuente final de Ds, entonces a(y) tiene profundidad < p
en el secuente final de D}. Ademaés la profundidad de las formulas de I' y A en
el secuente final de DY es la misma que en el secuente final de Ds.

Como y no es una variable propia de la demostracion, el teorema 3.7 nos
da que si t es un término que no contenga ninguna variable propia de DY, el
arbol D} (t) que resulta de sustituir y por ¢ en todos los secuentes de DY es una
demostracion de «(t), I' = A en la que las formulas y cortes tienen la misma
profundidad que sus correspondientes en DY

Ahora tomamos D; y cambiamos cada inferencia de la forma

"= A/ at;)
I'= A, Vua(u)

por
D3 (t:)
I’ = AI, a(ti) a(ti), '=A
. T= A, A, affy) o), ,T=A,A

I'T=A"A
I'T = A", A, Vua(u)

En los secuentes inferiores afiadimos las formulas de 'y A y Vu a(u) y, para
enlazar con otras ramas, intercalamos reglas de debilitaciéon cuando es preciso.
El resultado es una demostracién D) del secuente I' = A, Vua(u) en la que
Vu a(u) tiene profundidad < 0 y donde la profundidad de las formulas de Ty A
es menor o igual que su profundidad en el secuente final de D;. Como en el caso
del disyuntor, aunque algin corte fijo pasara a ser libre, su profundidad seria
—o0, por lo que no alterarfa que la profundidad de los cortes libres en D} es < p
por serlo en D;. De esta demostracién obtenemos D*, bien por aplicaciéon del
teorema anterior, o bien eliminando Vu a(u) con un corte fijo con Ds.
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El caso en que ¢ = Aua(u) es completamente analogo al precedente.

También es analogo el caso en que € = \/U «(U), pero vamos a detallarlo.
Cada aplicacion en Dy de la regla izquierda del particularizador que genera un
ascendiente directo de € sera de la forma

a(Y), I' = A’
VU(0), T = A

y la transformamos en

aY), T/ = A/
VUa(U), a(Y), I" = A"

donde Y es una variable que no aparezca en D, y usamos la misma en todos
los casos. Al sustituir Y; por Y en todos los secuentes que estan por encima del
secuente superior, obtenemos una demostracion de a(Y), IV = A’, esta vez en
virtud del teorema 3.8, tomando T = Y (z1,...,z,), de modo que sustituir Y;
por T es simplemente sustituir ¥; por Y. Anadiendo «(Y") en los secuentes infe-
riores (usando la regla de debilitacién cuando haga falta para enlazar con otras
ramas) obtenemos una demostracion D} de VU« (U),a(Y),T = A, de la que
obtenemos, exactamente igual que en el caso de primer orden, una demostraciéon
DY de a(Y),T' = A.

Ahora el teorema 3.8 nos da que si T' = «(Z) es una formula de ¥ que no con-
tenga ninguna variable propia de ninguna regla de inferencia de D} y tal que Y
pueda sustituirse por T en todos los secuentes de DY, entonces al realizar la
sustitucion obtenemos una demostracion D4 (T) del secuente o(T),I' = A en la
que las formulas y cortes tienen la misma profundidad que sus correspondientes
en DY,

Pasamos entonces a D1 y cambiamos cada regla

I = A/ o(Ty)
I''= A, VU a(U)

por
Dy(T3)
I = AI, OZ(TZ) Oé(TZ'), '=A
. T= A, A, o) o), U, T=A,A

I'T'=A" A
I' T = A", A, VUa(U)
El mismo razonamiento del caso de primer orden nos permite llegar a una dem-

sotracion D} del secuente I' = A, \/U«(U) en las mismas condiciones, de ahi se
llega a su vez a la conclusién requerida.

El caso e = AU«(U) es analogo. "

Aplicando sucesivamente el teorema anterior podemos reducir la profundidad
méxima de los cortes libres en una demostracion:
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Teorema 3.13 Si D es una demostracion cuyos cortes libres tengan todos pro-
fundidad < p, con p > 0, existe otra demostracion D' con el mismo secuente
final, cuyos cortes libres tienen todos profundidad < p y la profundidad de cada
formula en el secuente final de D' es menor o igual que en el secuente final
de D.

DEMOSTRACION: Por induccion® sobre el nimero de cortes libres de pro-
fundidad p que contiene la demostraciéon. Si no hay ninguno no hay nada que
probar. En caso contrario tomamos un corte libre de profundidad p que no
tenga ningun otro sobre si. Si llamamos Dg a la parte de D que queda sobre el
secuente inferior del corte, se trata de una prueba en las condiciones del teorema
anterior, que nos da una prueba Dj, cuyos cortes libres tienen todos profundi-
dad < p. Al sustituir Dy por Dj en D obtenemos otra prueba D’ del mismo
secuente.

Observemos que la profundidad de cualquier formula de D’ bajo el secuente
final de D es menor o igual que su profundidad en D, por lo que la profundidad
de los cortes libres (posteriores), en caso de variar, disminuye, luego no puede ser
que ninguno pase a tener profundidad > p. Por el argumento habitual, si algin
corte fijo pasara a ser libre por este cambio, lo seria de profundidad —oco < p.
Asi pues, D’ tiene un corte menos de profundidad p, luego por hipotesis de
induccién existe la demostracién requerida. L]

A su vez, ahora podemos aplicar sucesivamente el teorema anterior para
eliminar todos los cortes libres de una demostracion:

DEMOSTRACION (de 3.2): Por el teorema anterior podemos conseguir una
demostracion cuyos cortes libres (en caso de tenerlos) tengan todos profundi-
dad —oo. Silos hay, aplicamos 3.11, que nos da una prueba sin cortes libres.

u

5En ARP podemos construir un funtor que transforme cada demostraciéon D en las condi-
ciones del enunciado en otra con menos cortes libres de profundidad p (o que la deje invariante
si no tiene ninguno). Iterando el funtor tantas veces como cortes libres de profundidad p tiene
una demostracion dada, obtenemos otra sin cortes libres de profundidad p.



Capitulo IV

Ordinales

La teoria de conjuntos permite definir los ordinales, que son una generaliza-
cion de los nimeros naturales capaces de “contar” cualquier conjunto, aunque
sea infinito, cualquiera que sea su cardinal. Los primeros ordinales son los ni-
meros naturales, 0,1,2,3,..., tras los cuales viene el menor ordinal infinito, w,
seguido de w+1,w+2, -, w+w = w-2,... Se define una suma, un producto y
una exponenciacion de ordinales, de modo que en particular estan definidos los
ordinales

w w

w<w <w <w? <

el supremo de todos estos ordinales se llama ¢y, y es el menor ordinal que
no puede expresarse en términos de nimeros naturales y w mediante sumas,
productos o potencias. En este capitulo veremos que los ordinales menores
que €y pueden definirse en la Aritmética Recursiva Primitiva, de modo que es
posible razonar con ellos en términos finitistas independientes de los axiomas
(o de cualquier posible modelo) de la teoria de conjuntos. Previamente, en
la primera seccion plantearemos un problema que resolveremos posteriormente
empleando ordinales.

4.1 Heércules y la Hidra I

La figura muestra una hidra. Es simplemente
un arbol con una raiz (en la figura marcada con \ /

un 0), de la que sale un namero finito de ramas, B

zar una cierta altura finita. Los nodos terminales s 2 !

de los que no salen mas ramas son las cabezas de \ ‘ /
0

de cada una de las cuales sale a su vez un ntimero
finito de ramas, y asi sucesivamente, hasta alcan-
la hidra. La de la figura tiene cinco cabezas, con
los ntimeros 2, 5, 6, 7, 8. Las aristas que terminan

en cabezas son los cuellos de la hidra.

125
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Hay que entender que hemos numerado los nodos simplemente para facilitar
las referencias, pero la numeracion no forma parte de la hidra. Si renumeramos
los nodos seguiremos teniendo la misma hidra.

dra, para lo cual tiene que cortarle todas sus ca-

bezas. Pongamos que en un primer asalto decide

cortar la cabeza ntmero 5 (con su cuello corres-

pondiente). Nos fijamos entonces en la rama de . s ) .

la que salia el cuello amputado, que es la que une

los nodos 0 y 1. La Hidra es capaz de generar una \\ //

copia de dicha rama con todo lo que tiene por en- 0

cima de ella, y el resultado es el que muestra la

segunda figura. La copia de la arista 0 — 1 es la

arista 0 — 9. Ahora la Hidra tiene 6 cabezas. \ / ‘ ‘ ‘
Pongamos que, en el segundo asalto, Hércules ¢

decide cortar la cabeza numero 7. Entonces, la ‘ ‘ \ ‘ /

Hidra produce, no una copia, sino dos copias de o 3 2 !

la arista 1 — 4, que son las nuevas aristas 1 — 13 y \\ //

1 — 15. Ahora la Hidra tiene 7 cabezas. Si en el 0

tercer asalto Hércules corta la cabeza ntimero 8, la Hidra genera tres copias de

la arists 1 —4 y si, en el cuarto asalto corta la cabeza nimero 4, la Hidra genera

cuatro copias de la arista 0 — 1. El resultado tras este cuarto asalto es el que
vemos en la figura siguiente:

A Hércules le han encargado que mate a la Hi- 12\ /11 8\ /7

48 46 40 38 32 30 24 22 12 1 16 14

\

51 50 49 47 45 43 42 41 39 37 35 34 33 31 29 27 26 25 23 21 10 6 19 18 17 15 13

W T
T\ =

En el tercer asalto, la arista 1 — 4 gener6 los cuellos de las cabezas 17, 18 y
19, mientras que en el cuarto asalto la arista 0 — 1 ha generado las cuatro aristas
0—20,0—28,0—36y 0—44. Ahora la Hidra tiene 29 cabezas.

Es importante senalar que si Hércules corta una cabeza que sale directamente
de la raiz de la Hidra, entonces no se produce regeneraciéon alguna. Por ejemplo,
si en el quinto asalto Hércules corta la cabeza niumero 2, la Hidra no sufrird méas
cambio que la amputacion de dicha cabeza.

En este punto surge la pregunta de si Hércules lograra matar a la Hidra (es
decir, dejarla reducida a su raiz) tras un ntumero finito de pasos. Naturalmente,
esto puede depender de la Hidra concreta contra la que se enfrente.



4.1. Hércules y la Hidra I 127

Por ejemplo, si consideramos una “Hidra-bebé” cuyas cabezas salgan todas
de su raiz, como éstas no tienen capacidad de regeneraciéon, Hércules puede
cortarlas todas una a una y la Hidra acaba muerta al cabo de tantos pasos
como cabezas tenga.

Un caso menos trivial, pero sencillo, es la hidra que muestra la figura si-
guiente a la izquierda, con dos cabezas de altura 2.

\/

5 2

2

NNy N

Vemos que al tercer asalto ha quedado reducida a una hidra-bebé, que tras
el décimo asalto estara muerta.

La cuestién es si Hércules tiene opciones de matar en un ntmero finito de
pasos a cualquier hidra contra la que se enfrente, o si, por el contrario, existe
alguna hidra capaz de mantenerse viva indefinidamente a lo largo de cualquier
combate.

En principio, esto puede depender de la estrategia que siga Hércules en la
eleccién de la cabeza que corta en cada asalto. Por ejemplo, vamos a considerar
la estrategia siguiente:

En cada asalto, se corta una cabeza de altura mdxima.

Si aplicamos esta estrategia a la Hidra que hemos mostrado al principio de
esta seccion, los primeros combates producen el efecto siguiente:

7
10 7 |

‘ ‘ 6 12 1 9 5 4 6 15 14 13 12 11 9 5 4
VAR !

NN N/

47 46 45 44 43 42 41 39 38 37 36 35 34 33 31 30 29 28 27 26 25 23 22 21 20 1918 17 6 1413 1211 9 5 4

W

40 32 4 6 3 2.1

0
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La Hidra inicial tenia 5 cabezas. En el primer asalto Hércules corta la cabeza
ntimero 8, y la Hidra se mantiene en 5 cabezas. En el segundo asalto le corta
la cabeza ntimero 10, y la Hidra pasa a tener 7 cabezas. En el tercer asalto le
corta la cabeza ntmero 7 y la Hidra pasa a tener 10 cabezas. La siguiente es
la cabeza ntmero 15, y la Hidra pasa a tener 37 cabezas. La tabla siguiente
muestra el ntimero de cabezas de la Hidra tras los 10 primeros asaltos:

Asalto 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Cabezas 5 5 7 10 37 66 101 142 189 242 291

Tras el milésimo asalto, el niimero de cabezas es de 2002251. No parece
razonable apostar por Hércules y, sin embargo, con una pequena precision que
hemos estado teniendo en cuenta tacitamente, podemos probar facilmente que
la estrategia es ganadora: si Hércules la sigue, matara en un ntmero finito de
pasos a cualquier hidra a la que se enfrente.

Para introducir la precisiéon a la que acabamos de hacer referencia, diremos
que dos cabezas de la Hidra son hermanas si sus cuellos nacen del mismo nodo.
Por ejemplo, la Hidra inicial tiene dos cabezas hermanas de altura maxima 3,
mientras que, tras el tercer asalto, tiene 8 cabezas hermanas de altura maxima 2
y otra mas sin hermanas. La estrategia precisada es:

En cada asalto se corta una cabeza de altura mdzima que tenga el
mayor numero posible de hermanas.

Vamos a demostrar que, si Hércules sigue esta estrategia, tiene la victoria
asegurada ante cualquier hidra.

Para ello asociemos tres nimeros (h,m, s) a la Hidra en un instante dado,
donde h es su altura, m es el maximo niimero de cabezas hermanas de altura
h v s es el numero de estos grupos. Por ejemplo, nuestra hidra inicial tiene
(h,m,s) = (3,2,1).

Si en el asalto n-simo cortamos cualquier cabeza de un grupo con el mayor
nimero posible de cabezas hermanas, éste deja de tener m cabezas y pasa a
tener m — 1. Por otra parte, la Hidra genera n nuevos grupos de m — 1 cabezas
hermanas, por lo que el namero de grupos de m cabezas hermanas ha pasado
de s a s — 1. Asi pues, la nueva terna es (h,m,s — 1).

Tras s asaltos ya no quedarédn grupos de m cabezas hermanas, luego este
maximo pasara a ser m — 1, es decir, la terna ha pasado a ser (h,m — 1,s),
donde ahora s es el numero de grupos de m — 1 cabezas hermanas.

En nuestro ejemplo vemos que el primer asalto se traduce en el cambio
(3,2,1) — (3,1,2), pues la hidra pasa a tener dos grupos de cabezas de altura 3
sin hermanas. Al continuar el combate obtenemos:

(3,2,1) = (3,1,2) = (3,1,1) = (2,8,1) — (2,7,5) — (2,7,4)
= (2,7,3) =~ (2,7,2) = (2,7,1) — (2,6,40) — - - -

En general, en cada asalto s se reduce una unidad y, cuando llega a 0, es
m el que se reduce una unidad y s asciende a un valor arbitrario, desde el que
empieza a descender.
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Tras un namero finito de pasos, m llegara a 1, lo que significa que ninguna
cabeza de altura méxima tendra hermanas. Cuando se corta una cabeza de
altura h sin hermanas, la Hidra genera muchas cabezas de altura h — 1, luego
cuando Hércules corta todas estas cabezas de altura h, la Hidra pasa a tener
altura h — 1. En otras palabras: después de una terna (h, 1, 1) se pasa a otra de
la forma (h—1,m, s), donde m es ahora el ntumero méaximo de cabezas hermanas
de altura h — 1 y s el nimero de estos grupos.

Tras un ndmero finito de asaltos llegaremos a una terna (1,m,1), lo que
significa que la Hidra tendré altura h = 1 y constara de un tnico grupo de m
cabezas hermanas, es decir, se habra convertido en una hidra-bebé, que morira
tras m asaltos adicionales.

En resumen, la terna (h,m,s) se comporta como un crondémetro en cuenta
atras: cuando los segundos llegan a 0, se reduce un minuto y s sube (no hasta 60,
como en un reloj auténtico, sino hasta un nimero determinado por la Hidra),
y cuando los minutos llegan a 0 las horas se reducen en una unidad. Asi pues,
este “reloj” mide el tiempo de vida —necesariamente finito— que le queda a la
Hidra.

No es dificil calcular cuantos asaltos resistira la Hidra que hemos tomado
como ejemplo ante una batalla en la que Hércules siga la estrategia que estamos
considerando, pero mas adelante estaremos en mejores condiciones de hacer las
cuentas. Anticipamos el resultado: la Hidra morira tras

989053 388 168 938 379 565 429 552 367 644 648 402 300 582
379429351 736 318 357 588 790 729 278 822 309 452 445 327
asaltos. Si Hércules pudiera cortar 100 cabezas por segundo, tardaria aproxi-
madamente 3.13 - 1080 afios en matar a la Hidra.

Otra cuestion que nos podemos plantear es qué sucede si Hércules no sigue
una estrategia adecuada. ;Puede ocurrir entonces que el namero de cabezas de
la Hidra tienda a infinito o, al menos, que no descienda nunca hasta cero?

Un caso particular de esta pregunta consiste en plantearse qué sucede si
Hércules sigue la estrategia diametralmente opuesta a la que hemos considerado:

En cada asalto se corta una cabeza de altura minima que tenga el
menor numero posible de hermanas.

Veremos que, aunque parezca que no hay nada maés facil que el que un
combate contra la Hidra quede fuera de control y el nimero de cabezas tienda
irremisiblemente a infinito, lo cierto es que no es asi: la Hidra muere tras un
numero finito de pasos en cualquier combate, sin que importe el orden en que
se van cortando sus cabezas (a lo sumo, el orden hara que el combate conste
de méas o menos asaltos, pero siempre terminara con la Hidra completamente
decapitada).

Para probar que esto es asi utilizaremos ordinales. En principio nos servirian
los ordinales tal cual se definen en teoria de conjuntos, pero aprovechamos este
punto para mostrar como (los ordinales menores que ¢p) pueden introducirse
aritméticamente.
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4.2 Ordinales en la aritmética

Trabajamos en la aritmética recursiva primitiva ARP, donde consideramos
el funtor definido como sigue:

F£(0) = 0,
Fx(n+1) = {z<(n,n)|VaB<n(z={apf) A}
donde los puntos suspensivos son la conjuncion de las formulas siguientes:
L Aij < l(a)(i <j— (aj,i) € F<(n)),
2. Nig < U(B)(i < j— (Bj, Bi) € F<(n)),
3. aC BV Vi<la)i <lB)Nal;=Bli Aai # Bi A, Bi) € F<(n)).

Definimos
a=xpB=(a,p)eFz(a+p+1).

Vamos a analizar esta definicion. En primer lugar observamos que
a<nAB<n— ({apf) e Fi(n) < (a,B) € F<x(n+1)).

En efecto, razonamos por induccién sobre n. Para n = 0 es trivial, y si vale
parany «, 8 < n+1, entonces, para cada i < £(«), se cumple que o; < a < n+1,
luego a; < n, e igualmente 5; < n, luego, por hipodtesis de induccion,

(aj, i) € F<(n) ¢ (o), 04) € Fx(n +1),
(Bj, Bi) € F<(n) <> (B;, Bi) € Fx(n+1),
<C¥i,ﬁi> c Fj(n) <~ <O[i7ﬁi> c Fj(?’L"‘ ].)7
de donde, sin més que comparar las definiciones, vemos que
(a,8) € Fx(n+1) ¢ (o, B) € F<(n+2).
A su vez, una induccion trivial nos da ahora que
a<nAB<nAn<m— (o) € F<(n) < (o, ) € F<(m)).

Asi pues, teniendo en cuenta que en {(«, 3) € F<(n) el valor de n es irrelevante
con tal de que @ < ny 8 < n, obtenemos la caracterizacién recurrente siguiente
de la relacion <:

a =X B e Nij <la)(i <j—a; 2a) ANij <UB)(i < j— B = Bi) A
aC AV Vi<l)(i <B)Aali=PBli Ao < Bi),
donde hemos usado la notacion z <y = (x Sy A x # y).

Equivalentemente, o <  significa que « y [ son sucesiones finitas decre-
cientes respecto de =< y, o bien [ extiende a «, o bien el primer indice ¢ en el
cual difieren cumple que a; < 5.
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Llamaremos ordinales (menores que €) a los nimeros naturales que cumplen
acF=a=<a.
Explicitamente, teniendo en cuenta que siempre se cumple o C «, tenemos
a€ B« Nij<la)(i<j—aj <aq).
En particular, ahora es inmediato que
axf—-acEANPEE,
de modo que la relacion < so6lo esta definida sobre ordinales. Mas atn,
a€E— Ni<lla)a; €E,

pues ciertamente se cumple a; =< «;. En definitiva, concluimos que los ordinales
satisfacen la siguiente definicién recurrente:

Un ordinal es una sucesion finita de ordinales decreciente respecto
de la relacion <.

En realidad, para que podamos hablar de sucesiones decrecientes tenemos
que comprobar que = es una relacion de orden. Nos ocupamos de ello inmedia-
tamente:

Teorema 4.1 La relacion = es una relacion de orden total en E, es decir:
1. N\ae Ea < Q,
2. NaBeE(@=2BAB=a—a=p),
3. Napye B(a = BAB =<y —a=n),
4. /\aﬁeE(ajﬁVBja).
DEMOSTRACION: 1) La reflexividad es inmediata.

2) Supongamos que existe un par (o, 8) que incumple la propiedad 2, de
modo que a X B A 8 = a, pero a # . En tal caso podemos tomar un par tal
que méax{a, 8} tome el menor valor posible.

Si existe un ¢ < £(a), i < ¢(8) de modo que af; = B|; y o, # B, entonces de
a = [ deducimos que «; < B; v de 8 = a deducimos que B; < «;, pero como
méax{a;, f;i} < méx{a, 5}, la minimalidad de este méaximo implica a; = §;, con
lo que tenemos una contradiccion.

Por consiguiente, de o < 3 se deduce a C 3y de =< a se deduce § C «, de
donde o = 8 y tenemos igualmente una contradiccion.

4) Como en el caso anterior, si existe un par («, ) que no cumpla la propie-
dad 4, podemos tomar uno tal que max{c, 3} tome el menor valor posible.

Estamos suponiendo o« < o« A 8 < . Sise cumple « T S0 5 C « es
inmediato que se cumple o = 8V 8 < a. En caso contrario existe un i < £(«),
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i < L(B) tal que al; = B|;, pero a; # B;. Como max{«;, f;} < max{a, s}, la
minimalidad de este maximo implica que «; < 5; V 8; =X «;, luego de hecho
a; < B; V Bi < «;, v esto implica a < 8V 8 =< «, con lo que tenemos una
contradiccion.

3) La transitividad es la propiedad maés laboriosa de justificar, porque hay
que distinguir muchos casos, pero el razonamiento no ofrece ninguna dificul-
tad. Partimos de un posible contraejemplo con el menor valor posible para
max{ca, 8,7} y se llega a una contradiccién como en los apartados precedentes.

| |

Ahora es facil poner ejemplos de ordinales. En general, si

@ = <7705"'7777L—1> GEa

definimos o’ como la sucesiéon que resulta de prolongar o con un 0, es decir:

o = oy yMn-1,0).

El teorema siguiente afirma que 0 es el minimo ordinal y que, para todo
ordinal o, se cumple que o’ es el menor ordinal mayor que a:

Teorema 4.2 Se cumple:
1.0e EANa € E0O=a.
2. Na€e E(d e Ena=<d).
3. NapeEla<pB—a =<p).

DEMOSTRACION: 1) El nimero natural 0 se corresponde con la sucesion
vacia, que obviamente es una sucesion decreciente de ordinales (o, alternativa-
mente, es facil ver que cumple trivialmente la definicion de 0 < 0). Por lo tanto
0 € E' y, como toda sucesion extiende a la sucesion vacia, también es obvio que
Nae E0= a.

2) Sia={no,...,Nn—1), tenemos que
Mo Z M 2= 2 N1
y, como 0 es el minimo ordinal, también se cumple
Noz=mzZ = Mp-1 20,

por lo que o € E. Como o' extiende (estrictamente) a «, se cumple que « < «'.

3) Sea n = £(«). Si @ < B, supongamos en primer lugar que § extiende
estrictamente a «, en cuyo caso, o bien también extiende a o’ (y asi o’ < ), o
bien tenemos que (o), =0 < B,, por lo que o/ < S.

Si, por el contrario § no extiende a «, el minimo indice i en el que difieren
cumple que «; < B;, pero claramente ¢ es también el minimo indice en el que '
difiere de 3, luego también o’ < S. "
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Vemos asi que los primeros ordinales son
0<1<2=<3<--.

A~ —_—
donde 0 = 0 y, en general, n + 1 = 7/. Equivalentemente, 7 = (0,...,0) es la
sucesion formada por n ceros, que es obviamente una sucesiéon decreciente de
ordinales. A los ordinales de la forma 7 los llamaremos ordinales finitos.

Aunque es totalmente irrelevante, no es dificil comprobar que los primeros
ordinales finitos son los nameros naturales dados por la tabla siguiente (compé-
rese con la tabla del ejemplo tras [LF 2.6]):

[0 1
0 1

3

3 4 5 6 7 8 9 10
6

2
3 10 15 21 28 36 45 55

>

Definicion 4.3 Los ordinales de la forma o', para o € E, se llaman ordinales
sucesores. Equivalentemente, los ordinales sucesores son los ordinales no nulos
cuya ultima componente es nula. Los ordinales no nulos que no son ordinales
sucesores, es decir, cuya ultima componente no es nula, se llaman ordinales
limite.

Asi, todo ordinal esta en uno (solo) de los tres casos siguientes:
1. Es 0 (con lo que no tiene ordinales anteriores),

2. Es un ordinal sucesor (con lo que tiene un ordinal inmediatamente ante-
rior),

3. Es un ordinal limite (con lo que tiene ordinales anteriores, pero no uno
inmediatamente anterior).

Definimos! w = <i>, de modo que el teorema siguiente prueba que es el
supremo del conjunto de los ordinales finitos. En particular es el menor ordinal
infinito, y también el menor ordinal limite.

Teorema 4.4 Se cumple:
1. we E,
2. N\nn < w,

3. Naec ENna=nVw=a).
DEMOSTRACION: 1) Obviamente w es una sucesion decreciente de ordinales,
luego w € E.

2) Obviamente 0 < w y, si n no es nulo, entonces 7 es una sucesion de n
ceros, por lo que ng =0 < 1 = wy, luego n < w.

Incidentalmente, es w = (1) = (1) = 2.
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3) Si ano es nulo, o bien ag = 0, en cuyo caso, al ser una sucesion decreciente,
resulta que « es una sucesion de ceros, luego o = 71, donde n = ¢(«), o bien
0 < ag, en cuyo caso wg = 1 = 0’ < ag, luego w < a. =

Vamos a introducir una notacién conveniente para representar los ordinales.
En primer lugar, en lo sucesivo escribiremos n en lugar de n, dejando que el
contexto determine si estamos considerando a n como ntmero natural o como
ordinal finito. Por ejemplo, el ordinal 5 no es el nimero natural 5, sino de
la sucesion de 5 ceros (que, segin la codificacion de sucesiones que estamos
considerando, es el niimero natural 15, pero esto es irrelevante).

En segundo lugar, si a = (1g, ..., n,) es un ordinal no nulo, donde

No =M = =+ 2= N,
usaremos la notacién alternativa:
a:w"]0+,,,+w7in.

0 1

Con esta notacién tenemos que 1 = (0) = w”, mientras que w = (1) = w'.

En tercer lugar, si hay varios sumandos consecutivos iguales, los agruparemos
) K
expresando la repeticion multiplicativamente. Por ejemplo, el ordinal

ww+ww+ww+ww+ww+w3+w3+w3+w0+w0+w0+w0
lo representaremos més abreviadamente como
w54 w® 344,

Con esta notacion, la relaciéon de orden se puede comprobar a simple vista.
Por ejemplo, es inmediato que

I ) I T R LIRS e 1)1}

Para comprobarlo, comparamos el primer término de cada ordinal y vemos
que es el mismo, luego pasamos a comparar el segundo, para lo cual comparamos
los exponentes y vemos que

Crw244=w + ' +w' + 0+ 0%+ +uw® <

ol ot =0 w341

Esto a su vez se obtiene viendo en primer lugar que ambos exponentes coinciden
hasta su tercer término, mientras que el cuarto es w® < w!, porque 0 < 1. En
la practica no es necesario desarrollar la notaciéon multiplicativa, y podemos
concluir directamente que el primer exponente es menor porque w -2 < w - 3.
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Ahora ya podemos formarnos una imagen clara de los primeros ordinales.
La sucesion de los ordinales empieza con los ordinales finitos, seguidos de w y
Sus sucesores:

0<1<2<3< """ <w<w+l<w+2<w+3=<---

La primera serie estd formada por las sucesiones de ceros, mientras que la se-
gunda esta formada por los ordinales de la forma (1,0,...,0). Es facil ver que
el menor ordinal mayor que todos ellos es (1,1) = w4+ w = w - 2, por lo que la
sucesion de los ordinales contintia asi:

< w 2 <w 241 <w-24+2< - <fw3<w-3+1 <
donde w-3 = (1,1,1), y asi, tenemos la sucesion de los primeros ordinales limite:
W< <w-2<---<w-3<---

Entre los cuales se encuentran tnicamente los sucesores del precedente. Pero es
facil ver que la sucesion de los ordinales (1), (1,1), (1,1,1), ... tiene por supremo
al ordinal w? = (2), que es el primer ordinal limite supremo de ordinales limite.

Entre w? = (2) y w® = (3) se encuentran todos los ordinales de la forma
w2-k2+w-k1—|—k0,

y por encima de la sucesion w < w? < w? < --- figura como supremo el ordinal
w? = (w) = ((1)) (que incidentalmente es el nimero natural 4). Los ordinales
menores que w* son exactamente los de la forma

Wk W kw4 K.
Definicion 4.5 Consideramos el funtor dado por las ecuaciones
w® =1, Wt — w(n)
Asi
w® =1, W =w, w®=w w®=w W
El teorema siguiente prueba que esta sucesion de ordinales no tiene supremo:
Teorema 4.6 Se cumple:
1. Amn(m < n — w™ < w®),
2. Na€ ENIn a < w™.

DEMOSTRACION: Es claro que w(® < w(® y, a partir de aqui, una simple
induccion prueba que Anw™ < w1 de donde a su vez otra induccion
prueba 1).
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Para probar 2) basta razonar por induccién sobre «. Trivialmente es cierto
para a = 0 y, si vale para ordinales menores que « (respecto al orden usual de
los ntmeros naturales, no respecto de j), como o < «, existe un n tal que
ao < w™, y de aqui se sigue que a < wrtl), [

Observemos finalmente que en la practica es muy facil reconocer qué ntmeros
naturales son ordinales. Sin més que ver la tabla del ejemplo tras [LF 2.6] es
facil completar la tabla siguiente

0 0 10 0,0,0,0 4 20 0,0,0,0,1 —
10 1 11 4 w® |21 0,0,0,0,0,0 6
2 1 w 12 0,2 — 22 6 w3
3 0,0 2 13 0,1,0 — 23 2,0 —
4 2 w® |14 0,0,0,1 — 24 0,1,1

5 0,1 — |15 0,0,0,0,0 5 25 0,0,0,2 -
6 0,0,0 3 16 5 — 26 0,0,0,1,0 —
73 w2 |17 1,1 w-2127 0,0,0,0,0,1  —
8 1,0 — |18 0,0,2 - 28 0,0,0,0,0,0,0 7
9 00,1 — |19 0,0,1,0 — 29 7 w?

En general, para determinar si un ntimero es un ordinal, sélo tenemos que
calcular la sucesion que representa y ver si sus términos son todos ordinales y
forman una sucesiéon decreciente, para lo cual s6lo tenemos que examinar los
numeros naturales precedentes. Asi, por ejemplo, 5 no es un ordinal porque
codifica una sucesion de ordinales que no es decreciente, mientras que 16 no es
un ordinal porque codifica la sucesion (5), y 5 no es un ordinal. L]

Ordinales en la teoria de conjuntos El lector familiarizado con la teoria de
conjuntos sabréa que en cualquier teoria de conjuntos “fuerte” como ZF es posible
definir un concepto general de “ordinal”’, de modo que los ordinales representan
todas las formas posibles de ordenar bien un conjunto, salvo semejanza. Asi,
todos los conjuntos con 7 elementos admiten un tnico tipo de orden, que es el
asociado al ordinal 7, mientras que w es el ordinal correspondiente al buen orden
usual de los ntimeros naturales, etc. Los ordinales que hemos definido aritmé-
ticamente se corresponden con los primeros ordinales definibles en la teoria de
conjuntos, concretamente con los menores que el ordinal conocido como €, que
se define como el supremo de la sucesion w,w®,w®", ...

La relacion entre la definicién general de ordinal y la definicion aritmética que
hemos dado aqui se establece a través de la llamada forma mormal de Cantor.
Segun [TC 3.51], todo ordinal o > 0, (en el sentido conjuntista usual) admite
una Unica expresion en la forma

a:wﬁ0+...+wﬂn’

para ciertos ordinales 179 > 17 > - -+ > n,. Siademaés a es menor que €y, entonces
No < . Esto permite definir por recurrencia una aplicaciéon ¢ : ¢¢ — F dada
por $(0) =0y

W+ Fwh) = (d(no), - -, (1m))-



4.2. Ordinales en la aritmética 137

La discusion de la forma normal de Cantor al final de la seccion 3.6 de [TC]
justifica inmediatamente que ¢ es una semejanza.

Asi pues, los ordinales que hemos definido aqui como ntmeros naturales son
esencialmente “los mismos” que los ordinales < €y que se definen de forma usual
en la teoria de conjuntos, solo que la definicién que hemos dado aqui es valida en
cualquier sistema aritmético, como la teoria de conjuntos ZF menos el axioma
de infinitud, o la aritmética de Peano, o incluso en teorias mas débiles como es
el caso de IX;.

En la teoria de conjuntos se define una suma, un producto y una exponen-
ciacion de ordinales de forma natural. Por ejemplo, si a y 8 son dos ordinales,
el ordinal o+ 3 es el ordinal correspondiente al tipo de orden que resulta de unir
dos conjuntos disjuntos, uno bien ordenado con tipo de orden a y otro con tipo
de orden 3, y de forma que todos los elementos del primero se consideran meno-
res que cualquiera de los elementos del segundo. Al final de la seccion 3.6 de [TC]|
mostramos también céomo calcular la forma normal de la suma y el producto
de dos ordinales en forma normal, y aqui vamos a convertir en las definiciones
de la suma y el producto de orinales lo que alli son teoremas deducidos de la
definicién general de suma y producto de ordinales. Las definiciones aritméticas
que vamos a dar pareceran arbitrarias y caprichosas al lector no familiarizado
con la teoria de conjuntos, igual que pareceria arbitrario y caprichoso definir la
derivada de senx como cosz y la derivada de cosx como —senz en lugar de
demostrar estos hechos a partir de la definiciéon general de derivada. El caso
es que, con las definiciones que vamos a dar, la funcién ¢ : ¢¢ — FE, no sélo
conserva el orden, sino también la suma y el producto de ordinales. [

Suma de ordinales En principio, la suma que aparece en w®+w? es una mera
notacion, que no justifica que “sumemos” ordinales cualesquiera. Por ejemplo,
w? + w3 no esta definido, ya que la sucesiéon de exponentes no es decreciente.
Sin embargo, podemos definir la suma de dos ordinales cualesquiera conviniendo
que @ + 0 =0+ o = a y, para ordinales no nulos

a=wm 4+ ...+ M y 5:wCo+.“+ow,
la suma es o+ 5 = [ si 79 < {p o bien
0£+,3:w770+'-'+w77’“+w<°+'-'+w<m

si Mer1 < Go < M-

En particular, si 7 < 7’ se cumple que w" + W = w”', y esta identidad
basta para sumar facilmente dos ordinales cualesquiera. Basta escribir la suma
completa

WP 4 W W

y aplicar tantas veces como se pueda la relacién precedente para cancelar su-
mandos intermedios. Es pura rutina comprobar que la suma de ordinales asi
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definida es asociativa (pero no conmutativa),? asi como que lo que habfamos de-

finido en principio como una mera notacion al expresar un ordinal en la forma
a=w"m 4 ...+ w' ahora puede verse como la suma de los ordinales w™ en el
sentido que acabamos de definir.

En particular, la suma de los ordinales finitos se corresponde con la suma
usual de ntmeros naturales, pues, por ejemplo,

2+3= (" +u’) + (W +w’+w’) =5.

Por otra parte, es inmediato que o’ = a+ 1, por lo que, una vez introducida
la suma de ordinales, ya no necesitamos emplear una notacién especifica para
el siguiente de un ordinal dado. ]

Producto de ordinales Similarmente podemos definir un producto de ordi-
nales estableciendo que en primer lugar que -0 =0-a =0, a-1 = «a. En
segundo lugar, para

a=wh+. . +wh, ¢>0,
definimos a-wS = w™*¢, y, en general, si ademas 3 = w +- - - +wSm, definimos
aﬁ — aw(o _|_ - _|_ aow,

donde cada término se calcula con los criterios precedentes.

Por ejemplo:
ww3+w 7 5 ww3+w+5 ww3+w+1
(w +w +8) W Hw+3)=w +w +

w3 tw W3 tw WBtw
W T W 84w W 8w T w48
TS et T et e e T g
s et et g T g
Notemos que los dos primeros sumandos corresponden a aw® y aw?, mientras

que, para calcular la multiplicaciéon por 3 = 14 1+ 1, hemos copiado tres veces
el primer factor, para luego reducir la suma.

El producto de ordinales finitos se corresponde con el producto usual de
nimeros naturales, pues, por ejemplo,

2.3=2-(1+141)=2+2+2=6.

Mas en general, si k es un ordinal finito, se cumple que -k =a+-- -+ «
con k sumandos.

2El hecho de que podamos definirla en ARP prueba que es recursiva primitiva o, maés
precisamente, que (en ACRg) podemos definir una funcién recursiva primitiva f : Nx N — N
que se restringe a la suma en E X E.
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Una comprobacién rutinaria muestra® que el producto de ordinales es aso-
ciativo y cumple la propiedad distributiva a(8+7) = o + oy, pero no es cierto
en general que (a+ B)y = ay + B7. =

Exponenciacion de ordinales Es posible definir una exponenciacién de or-
dinales, pero no vamos a hacerlo. No obstante, usaremos la notaciéon o* con el
sentido usual para exponentes finitos, y también tenemos definida la exponen-
ciacién w®, que claramente cumple la relaciéon

wewhP = woth,

de donde en particular (w®)* = w*.

Hemos definido también la exponenciacion iterada w(™. Un poco mas en
general, conviene definir

wo(a) = a, Wpt1(a) = wn ()

Asi w(™ = w,(1).

Suma formal de ordinales Hay una operacion entre ordinales que vamos a
necesitar y que no se considera habitualmente en teoria de conjuntos. Definimos
a#0 = 0#a = a vy, si
a:wno+_,_+wnn, y ﬁ:WCO++w<m,
entonces
a#ﬂ — weo S w97L+'rn+1’

donde la sucesion 0y = -+ > Opim+1 €8 la que resulta de intercalar las dos
sucesiones 19 = -++ = Np ¥ (o = - -+ = (, en una misma sucesion decreciente.

Es claro que, al contrario que la suma ordinaria, la suma formal de ordinales
es conmutativa. Usaremos también que si a < 3, entonces a#y < S#7v. =

Necesitaremos un par de resultados elementales sobre las operaciones con
ordinales:

Teorema 4.7 Si a < 3 son ordinales, existe un unico § tal que o +§ = B.

DEMOSTRACION: No so6lo vamos a probar que existe dicho ¢, sino que po-
demos obtenerlo explicitamente? si conocemos a y 3. Si

a=w" 4. fwh y B=w . W

o bien [ extiende a «, en cuyo caso ¢ es necesariamente la suma de los términos
que faltan para completar 8, o bien existe un i < n tal que n; = (; para j <1
vy n; < (;, en cuyo caso necesariamente § = WS 4o 4wl ]

3También es claro que en ACRg podemos probar que el producto de ordinales se extiende
a una aplicacién recursiva primitiva f : N2 — N,
4Por ello la prueba es formalizable en ARP y la aplicacion (a, 3) + § es recursiva primitiva.
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Teorema 4.8 Si a y 8 son dos ordinales no nulos, entonces

wi (ot B) > wi(a)#wi(B)-

DEMOSTRACION: Para k = 0 es inmediato. Para k = 1 basta tener en cuenta
que a#0 > max{a, B} y el caso general se prueba facilmente por induccién:

Wit (0#B) = Wk (@#B) > wr(a)#Fwr(B) > wwk(a)#wwk(ﬁ) = w1 (@) Fwrs1(B).

4.3 Sucesiones fundamentales

Una caracteristica importante de la representacién aritmética que hemos
dado de los ordinales menores que €5 es que, podemos asociar explicitamente
a cada ordinal limite A una sucesién estrictamente creciente de ordinales cuyo
supremo sea A. Por conveniencia la definimos también de forma trivial para
ordinales que no sean limite:

Definiciéon 4.9 Para cada ordinal « y cada nimero natural n definimos:

0 st =0,

Jé] sia=p+1,

BHw'-n sia=p+wlt

B+wl  sia=pB+w", con n limite.

aln] =

La sucesion {a[n]}22, se llama sucesion fundamental de a.

Aqui hay que entender que cuando planteamos o = 8 + w0 o = B+ wW"
no estamos considerando sumas arbitrarias, sino que nos referimos a que w7t!
(resp. w) es el ultimo término de la expresion de o como suma de potencias de
w con exponentes decrecientes, y que § es la suma de los términos anteriores.

Notemos que se trata de una definicién por recursiéon completa sobre la
relacion de orden usual en N, ya que para definir «[n] s6lo necesitamos suponer
que 7n[n] esta definido sobre un exponente 1 de «, que, como nimero natural,

ser4 menor que «. Por lo tanto, podemos ver a a[n] como un funtor de rango 2
de ARP.

Vemos que la sucesion fundamental de 0 esta definida como la sucesion cons-
tante 0, mientras que la sucesion fundamental de un ordinal sucesor 8 + 1 estéa
definida como la sucesiéon constante (.

He aqui algunos ejemplos de sucesiones fundamentales de ordinales limite:
w {n}nto
w5 | {wt+n},

w® {w* n}pZ,

W [ H{w" o
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Teorema 4.10 Si \ es un ordinal limite, entonces A[n] < A[n+ 1] < A,

DEMOSTRACION: Razonamos por induccién sobre A, es decir, suponemos
que el resultado es cierto para todo ordinal que, como ntmero natural, sea
menor que A.

Si A = B+ w"t!, entonces

ﬂ:<<—07"'a<m71>7 y )\:<CO7"‘7<m71377+1>3
mientras que n
)‘[n} = <<07"'7<m717777"'777> .

Es claro entonces que la sucesion fundamental es estrictamente creciente y
que sus términos son todos anteriores a .

Supongamos ahora que A = S+w", donde 7 es un ordinal limite. Como como
17 < A (en el orden usual de los nimeros naturales), por hipotesis de induccion
tenemos que
nln] <nln+1] <.

Ahora
)\ - <<07 ey Cmfla 77> 9 )‘[n] = <C0a sy Cmflvn[nb )

luego claramente A[n] < A[n + 1] < A. "

En otras palabras, tenemos que la sucesion fundamental de un ordinal limite
A\ es estrictamente creciente y esta siempre por debajo de A. Nos falta probar
que tiene a A por supremo. En principio, esto significa que

a == Vn(a < An)).

No es dificil probar esto por inducciéon sobre A, pero esta formula no es Ay,
por lo que, en principio, la inducciéon no puede llevarse a cabo en ARP. Esto se
debe a que ARP nos obliga a especificar cual es el n que cumple lo requerido,
y sucede que podemos especificarlo si nos preocupamos de hacerlo. Para ello
tenemos que introducir la definiciéon siguiente:

Definicion 4.11 La complejidad de un ordinal « se define como

@)= > (c(ai) +1).

i<tl(a)
Se trata de una definicién por recursion completa. Claramente:
1. ¢(0) = 0.
2. Sin es un ordinal finito, entonces ¢(n) = n (méas precisamente, ¢(i) = n).
3. c(w") =c(n) + 1.
4. Sia=wm 4. 4+ wWM=1 conny > -+ > Np_1, entonces

cla) = c(W™) + -+ c(w™1).
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Es facil ver que (si o y § son no nulos, para la segunda desigualdad)
clatB) <cla) +c(B),  c(ap) < c(a)e(B).
Ahora podemos probar:®
Teorema 4.12 Si X\ es un ordinal limite, « < X y c¢(@) < n, entonces o < A[n].

DEMOSTRACION: Razonamos por induccién sobre A (notemos que el enun-
ciado es una formula Ag en ARP), es decir, suponemos que el teorema es cierto
para todo ordinal menor que A (como ntimero natural). Pongamos que

a=ay+wm -mg+---+w my, A:ao+w51-n1+---+w6’-nl,

de modo que 71 > -+ = N, 01 = -+ > 0, m; # 0 # nj y, o bien k = 0, o bien
w™ - my < w’ - ny. Entonces

An] = ag 4+ Wt (ng — 1) + w®[n],
pues si I = 1 se da la igualdad y, en caso contrario,
An] = ap + Wi (ng — 1) + W’ = ag + w’ (ng — 1) + W’ [n].

Notemos que si k = 0, es decir, si &« = «g, se cumple trivialmente que
a < A[n], asi que podemos suponer que k > 1.

La desigualdad w™ - m; < w® - n; puede darse en dos casos:

1) Si 7y < 61, entonces, si 0; = € + 1, entonces w’'[n] = w -n = WM -0y,
como n > c(a) > my, tenemos que wo [n] = w™ (my + 1), luego

An] = apg+w™(my +1) = a.

Si 81 es un ordinal limite, entonces w’'[n] = w?[* = W™ por la hipotesis de

induccién aplicada a 61 < A, ya que ¢(n1) < n. Por lo tanto, Aln] > a.

2) Sin =61y my < ny, entonces, si 6y = e+ 1, es wi(ng —1) = w” -my y
Win] = W™ mg A+ -+ W™y,
por la hipotesis de induccion aplicada a w® < X, pues

n>c(a) > c(Wh - -my+ -+ w™ -my).

5En realidad el teorema 4.12 vale, con la misma prueba, usando la siguiente definicién
alternativa de la complejidad de un ordinal: Si

a=w"m ky+- - +whm=1.k, 1 con 19> >Nn-1,

entonces c(a) = max{ko,...,kn—1,¢(n0),...,c(Mn—1)}, entendiendo que ¢(0) = 0. Por ejem-
plo, con esta definicion, ¢(w®-3) = 5, mientras que con la anterior c(w®-3) = 9. Esta definiciéon
es un poco mas compleja, pero el nimero asignado a cada ordinal es menor o igual (y a menudo
mucho menor) que el asignado con la otra definicion.
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Si 67 es un ordinal limite y k£ = 1, entonces
An] = ap+w™ -my +whn] = apg +w™ -my = .
Si k > 2, entonces
An] = ap +w™ - my + Wl -

pues por hipotesis de induccion 1 [n] > 12, ya que n > c(a) > c(n2). "

Expresado con cuantificadores, el teorema anterior afirma que si A es un
ordinal limite, entonces

Aa < AVna < A[n),

y esto expresa que A es el supremo de la sucesion fundamental {A[n]}o%,.

4.4 Induccidon transfinita

Uno de los teoremas béasicos sobre ordinales que se demuestran en la teorfa de
conjuntos es que estan bien ordenados, es decir, que todo conjunto no vacio de
ordinales tiene un minimo elemento. Podemos plantearnos —y va a ser crucial—
si podemos probar este hecho en el contexto aritmético en el que hemos definido
los ordinales (menores que €p).

Observemos en primer lugar que las formulas a € EF'y a < 3 son formulas Ag
de £,;p, que tienen una interpretacién natural, es decir, tenemos definido lo que
significa que un nimero natural sea o no un ordinal y lo que significa que un
(ntimero natural que sea un) ordinal sea mayor o menor que otro. Méas aun, se
trata de relaciones recursivas primitivas. Podemos programar a un ordenador
para que nos diga si un niamero natural dado es o no un ordinal y, dados dos
ordinales, cual es el menor de ellos (respecto de la relacion <).

Si ahora nos preguntamos si es verdad o no que todo conjunto no vacio
de ordinales tiene un minimo elemento (respecto de la relacion <), la tnica
precaucion es que no tenemos ninguna determinacion de lo que hay que entender
por “todo conjunto de ordinales”. Formalizar esta afirmacién en estos términos
nos obligarfa a considerar la aritmética de segundo orden, pero de momento
podemos restringirnos a considerar conjuntos definibles mediante féormulas de
un determinado lenguaje formal, y asi, podemos plantearnos si, para una férmula
¢(a) de Larp, 0 de L, (tal vez con més variables libres), es verdadera la férmula

¢ —MIN =Va € Eé(a) = Va € E(p(a) A N6 < a=¢(6)).

Esto puede reformularse en términos de una generalizaciéon del principio de
induccion:

¢ —IND(eg) = A € E(N\S < a¢(d) = ¢(a)) = Na € E ¢(a).

Este principio de induccién afirma que si, suponiendo que todos los ordinales
0 < «a cumplen ¢(0), podemos asegurar que se cumplen ¢(«a), entonces podemos
concluir que todos los ordinales cumplen ¢(a).
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La relacion entre ambos principios es que en ARP podemos probar que
¢ —IND(eg) + —¢ — MIN.
En efecto, si suponemos —=¢—MIN, asi como que

N € E(NS < ad(8) — ¢(a)),

podemos probar Aa € E ¢(a) por reduccion al absurdo. Si Va € E—¢(a), por
—¢—MIN, tenemos que

Va € E(=¢(a) A N6 < ad(d)),

que contradice a lo supuesto, luego tenemos ¢ — IND(eg). Reciprocamente, si
suponemos el principio de induccién y negamos —¢—MIN, tenemos que

Va e E-¢(a) A N € E(N\S < a=¢(8) = —¢(a)),

pero entonces el principio de inducciéon nos da Ao € E —¢(a) y tenemos una
contradiccion.

Asi pues, podemos plantearnos si es cierto el principio de induccion para
todas las férmulas ¢ de Lo, 0 de L, 0, mejor atn, si podemos demostrarlo
en ARP, o0 en AP, o en alguna otra teoria aritmética. Y sucede que la razén
fundamental por la que nos hemos interesado por la formalizacion aritmética de
los ordinales es que, como veremos en el capitulo siguiente, existe una formula
¢(a) de tipo II; en L, (con o como tnica variable libre) tal que en ARP se
puede demostrar que

¢ — IND(eo) — Consis AP

Por lo tanto, el segundo teorema de incompletitud de Gddel [LF 9.8] nos asegura
que en AP no es posible demostrar el principio de induccién transfinita hasta €
ni siquiera para formulas de tipo IT;. No obstante, vamos a ver que en AP “casi”
se puede demostrar ¢ — IND(¢g) para cualquier formula (aritmética) ¢.

Para ello definimos un principio mas débil:
¢ —IND(0) = Aa € BE(N\6 < ad(§) — ¢(a)) = Na < 0 é(a).

Asi, la hipotesis es la misma que la de ¢—IND(eq), pero la conclusion se restringe
a ordinales menores que #. Vamos a probar que en AP se puede demostrar

¢ —IND(w™), ¢ —IND(W®), ¢—IND(W®),
para toda féormula ¢, lo cual nos asegura que si la sentencia
Na € E(NS < a¢(8) — é(a))

es verdadera (o, en caso de que ¢ tenga otras variables libres, si la formula es
satisfecha respecto a cierta valoracion), entonces también se cumple

N <wb g(a), Aa<w® ¢la), Aa=<w® ¢(a),
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y esto implica que la formula Ao € E ¢(a) también es verdadera, aunque esto
no es demostrable en AP, pues tenemos una demostraciéon distinta para cada
ordinal w(™ | es decir, para cada numeral n, no una tunica demostraciéon en la
que n sea una variable.

Dada una formula ¢(«) de £, (tal vez con mas variables libres), definimos
¢* (@) = N8 2 ag(B),
¢'(n) = Na(¢"(a) = ¢"(a+w")).

Notemos que si ¢ es de tipo II,,, entonces ¢* también es de tipo II,,, mientras
que ¢'(n) es de tipo I1,, 1. El interés de estas definiciones se debe al teorema si-
guiente (que se demuestra en ARP, como todos los teoremas que hemos probado
hasta ahora):

Teorema 4.13 Si ¢ es una formula de L, (0 de Layp), se cumple

An(6(0) A A = w™ ¢ (a) = Aa = w "D g(a)).

DEMOSTRACION:  Si suponemos ¢(0) A Aa =< w™¢’(a), en particular
#'(w™), que, por definicion, es

Na(¢*(a) = ¢ (a +w™D)).

En particular, para a = 0, tenemos que ¢*(0) — ¢*(w™+1), pero ¢*(0) equivale
a ¢(0), luego tenemos ¢*(w™ 1)), que es lo que hay que probar. n

Asi pues, si queremos probar que todos los ordinales hasta w1 cum-
plen ¢(a), basta probar que todos los ordinales hasta w(™ cumplen ¢/ (). Esto
nos lleva al teorema siguiente:

Teorema 4.14 Si ¢(a) es una férmula de L, de tipo I1,,, en IX,, se demuestra
Na € B(AB < ad(B) = ¢(a)) = An € E(Nd <n¢/(5) = ¢'(n)).

DEMOSTRACION: Suponemos

Na € E(\B < ag(B) = ¢(a)) (4.1)
y observamos que esto implica
Na € E(\B < a¢*(B) = ¢*(a)). (4.2)

En efecto, fijamos o € E y suponemos \B < a ¢*(3). Como ¢*(3) — ¢(B),
tenemos \B < a ¢(f3), luego por (4.1), podemos concluir ¢(«), luego concluimos

NB = ad(B), que es ¢*(a).
Fijamos ahora n € F y suponemos

N6 < n¢'(6). (4.3)

Tenemos que probar ¢'(n). Para ello fijamos un ordinal «, suponemos ¢*(«a) y
tenemos que probar ¢*(a + w").
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Distinguimos tres casos, segin que si 7 = 0, o bien 7 es un ordinal sucesor
7 =0+ 1, o bien 7 es un ordinal limite.

Si n = 0 tenemos que probar ¢*(a + 1), pero la hipdtesis ¢*(«) equivale a
AB < a+16¢(B) y por (4.1) concluimos ¢(a + 1), lo que nos da ¢*(a + 1).

Si =6 + 1 tenemos que demostrar ¢*(a + w®+!). Para ello demostramos
por induccién sobre k, que se cumple

Nk ¢* (o + w® - k). (4.4)

Notemos que la féormula es de tipo II,,, por lo que podemos razonar en 1¥,,.
Para k = 0 esto se reduce a ¢*(«), y estamos suponiendo que se cumple. Ahora
suponemos ¢*(a +w® - k). Por (4.3) tenemos ¢'(4), que, por definicion, implica

P (a+w® k) = ¢*(a+w’  k+w’),
luego concluimos ¢*(a + w®(k + 1)).

Esto termina la prueba de (4.4), y de aqui se sigue AS < o + w® - w¢*(B),
pues es facil ver que, si f < o + w’ - w, existe un k tal que B < a +w’ -k, y
por (4.4) se cumple ¢*(a + w?® - k), luego también ¢*(B). Por (4.2) concluimos
#*(a + w’ - w), que es lo mismo que ¢*(a + w?*1).

Por ultimo, si 1 es un ordinal limite, para cada 8 < a + w" existe un § < n
tal que B < a+w’. Por (4.3) tenemos ¢’ (), lo cual nos da ¢* (o) — ¢*(a+w?),
luego de hecho tenemos ¢*(a + w?) y también ¢*(3). Esto prueba que

NB < a+uw"¢"(B),
luego por (4.2) tenemos ¢*(a + w"). "
Asi ya es facil probar:

Teorema 4.15 Si ¢(«) es una formula de L, de tipo IL,,, en I, 1 m—1 se puede
probar ¢ — IND(w(™).

DEMOSTRACION: Por simplicidad vamos a tomar n = 4, pero el argumento
es general. Suponemos

N € E(N\B < a¢(B) — ¢(a)),

de donde, aplicando repetidamente el teorema anterior,
Nee E(N\B < ad/(B) — ¢'()),
Nee E(N3 < a¢”(B) = ¢"(a)),
N € E(N\3 < ad”(B) — ¢ (). (4.5)

Notemos que la primera aplicaciéon es valida en I¥,,, la segunda en I1¥,, 4
y la tercera en 1%, 12, es decir, en I¥, ,,—o.

Observemos que de aqui se deduce en particular ¢'(0), ¢/ (0), ¢"’(0), mientras
que ¢(0) se deduce de la hipotesis inicial.
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En particular (4.5) vale para todo ordinal finito «, es decir, que para cada
nimero natural k, tenemos que

N <k¢" (1) = ¢"(k),

donde I, k representan los ordinales finitos correspondientes a [ y k. La formula
¢"' (k) es T3, es decir, I,y m_1, luego en I¥, 4,1 podemos concluir por
induccion que Ak ¢ (k) o, equivalentemente, que Ao < w™ ¢ ().

Aplicando (4.5) a @ = w tenemos Ao < w) ¢ (). Ahora aplicamos repe-
tidamente 4.13 (usando, sucesivamente, ¢ (0), ¢’(0), #(0)) y obtenemos

Ao =w@ ¢"(a), Aa=zxw®¢(a), Aa=w?sa),

lo que concluye la prueba de ¢ — IND(w®).

Es obvio que el mismo procedimiento permite demostrar ¢ — IND(w(")) para
todo numeral n =0,1,2,3,4... n

En particular:

Teorema 4.16 (Gentzen) Si ¢(a) es una formula de L, y 0 es un numeral
que nombra un ordinal, entonces AI—P ¢ — IND(0).

DEMOSTRACION: A partir de 6 podemos determinar explicitamente un nu-
mero natural n tal que en AP se demuestra que § < w(™. Por el teorema
anterior en AP se demuestra ¢ — IND(w(™), y esto implica ¢ — IND(f). =

Maés precisamente, si ¢(a) es una formula de tipo II;, hemos demostrado
que, para cada ntimero natural n,

_ ()
£ &~ IND(w™).

Observaciones El argumento del teorema 4.15 no nos da que
- — IND(w™
A ¢ (W),

lo cual serfa equivalente a
[ 6~ IND(e),

pues, dado n, necesitamos aplicar el teorema 4.14 un total de n — 1 veces para
pasar de ¢ a ¢ con n — 1 comitas, y eso no tiene ningtn sentido si n es una
variable y no un numeral concreto. Tal y como senalabamos, esto no es casual
y no hay posibilidad de mejorarlo, pues, como veremos en el capitulo siguiente,
si pudiéramos probar ¢ — IND(¢p) en AP, para cierta formula II;, podriamos
probar también Consis AP.

De este modo, en AP, si suponemos

Ne € E(N\3 < ad(8) — ¢(a)),
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podemos demostrar que todos los ordinales menores que uno cualquiera 6 en
particular cumplen ¢(«), es decir, podemos probar que todo ordinal o < w®
cumple ¢(a), y que todo ordinal o < w® cumple ¢(a), y que todo ordinal
a < w® cumple ¢(a), y esto nos asegura que la formula Aa € E¢(a) es
verdadera en su interpretacion natural, pues todo ordinal es menor que w™ o
que w®, o que w®, etc., pero basta para probar Aa € E ¢(a).

En otros términos, tenemos un argumento que prueba que el principio de
induccién transfinita ¢ — IND(eg) es verdadero y que es formalizable en AP
excepto por el idltimo paso, el que requiere pasar de que todos los ordinales
menores que cualquier w(™ (para n = 1,2,3,...) cumplen ¢(a) a que todos los
ordinales cumplen ¢(«). Esto es cierto, pero no es demostrable en AP porque
ni siquiera puede expresarse mediante una féormula de £, .

Notemos que si si ¢(a) es una formula tal que AI—P Aa € E ¢(a), entonces, tri-
vialmente, /I;P ¢»—IND(¢p). Cuando decimos que no podemos probar ¢ —IND(¢)

en AP queremos decir tinicamente que no tenemos un argumento general que
pruebe esto para cualquier férmula ¢, porque no podemos probarlo para ciertas
formulas concretas ¢. Si ¢(a) es una de estas formulas (y veremos que pode-
mos tomar por ejemplo una férmula II; con o como tnica variable libre), la
sentencia ¢ — IND(eg) es un ejemplo de sentencia aritmética verdadera (en su
interpretacion natural) no demostrable en AP. Por supuesto, Consis AP es otro
ejemplo.

Asi pues, podemos afirmar —sin contradecir al segundo teorema de incom-
pletitud de Goédel— que la aritmética de Peano es capaz de demostrar la validez
de la induccién transfinita hasta €g, no en el sentido —obviamente falso— de que
en AP se pueda demostrar ¢ — IND(¢g), sino en el sentido de que alguien con-
vencido de que los teoremas de AP son verdaderos debe admitir que ¢ —IND(eg)
también lo es, a pesar de que no sea demostrable (y de que, por consiguiente,
no sera verdadero en todos los modelos de AP, pero si en el natural). n

Para terminar vamos a dar otra “casi” demostracion de ¢ — IND(ep) en AP
que es conceptualmente mas simple. Para ello observamos que

=¢ — IND(¢g) <> Va € E=p(a) A N € E(=¢(a) = V5§ < a=¢(0)).

Bajo este supuesto, podemos definir una férmula de £, que podemos repre-
sentar por y = a,,, para la que podemos demostrar /\m(am EE N qmy1 < am),
es decir, que «,, es una sucesion estrictamente decreciente de ordinales.

En efecto, basta considerar la formula que afirma que existe un ntmero
natural s tal que £(s) = m+1, y = s, So es el menor niamero natural (respecto
de <) tal que sp € E A ~¢(sg) v, para cada i < m, s;+1 es el menor nimero
natural tal que s;11 < $; A 2(Si41)-

Por lo tanto, para probar ¢ — IND(ey) basta demostrar que no existen su-
cesiones decrecientes de ordinales. El problema es que esto ni siquiera puede
expresarse en L£,, pero vamos a demostrar lo siguiente:
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Teorema 4.17 Dada una formula aritmética y = «,,, podemos construir otra
y = Bm tal que en AP podemos probar que, para todo n, si

Am(a, € E N a1 < am) A ag < Wt

entonces
/\m(ﬁm eEA ﬁm+1 =< ﬁm) A Bo < w(").

En otras palabras, a partir de una sucesion decreciente de ordinales menores
que w1 podemos construir otra sucesion decreciente de ordinales menores
que w(™. Conviene destacar que aqui no suponemos que n sea un numeral,
sino que se trata simplemente de una variable de £,.

DEMOSTRACION: Pongamos que o, = w’ + --- + w‘;:'nm, donde r,,, > 1
y oyt = = (5}1. Entonces By = (58 < w™ . En efecto, si fuera wm < 58,
entonces - .
W) = ™ LW < ay,

en contra de lo supuesto.

Observemos ahora que, si todos los ¢ fueran iguales a [y, para que la
sucesion dada sea decreciente tendria que ser Am ., > 1. Si a su vez todos los
5™ fueran iguales a 3y, tendria que ser Amr,, > 2, etc., luego tiene que haber
un ko tal que

/\’L < ko/\?’ﬂ&{n = ﬂo AN \/m5zz < 60.

Tomamos el minimo m tal que 8; = 5,:21 < Bo. En estos términos, la sucesiéon
dada es dela forma

ag = wﬂo.k0+w50+...

ap = Wwkg W

Om, = WP kg+uwfr4...
Oyt = W kgt

Ahora podemos repetir el proceso con (1, es decir, tiene que existir un mi-
nimo nimero natural k; tal que, si kg < i < kg + k1 y m > mq, se cumple que
0" = B1, pero existe un minimo mg > my tal que By = 6,2, < Bi. Asi:

ko+k1

) = w kg w4

o = W kg+wfo4 ...
Oy = WP kg +w kw4
Umyr1 = W ko +w kW

am2 — wﬁ0k0+wﬁlkl+wﬁ2+
Qpyt1 = wﬁ"-kzo—&—wﬁl-kl—k-n
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Es facil ver que este proceso permite definir una formula aritmética y = S5,
que cumple lo requerido. L]

Con esto obtenemos una demostracion alternativa del teorema 4.16: si supo-
nemos —¢ — IND(6), donde 6 es un numeral, podemos encontrar un numeral n
tal que # < w(™ | y podemos construir una formula aritmética y = a,, que de-
termine una sucesion decreciente de ordinales con oy < w(™, y aplicando n — 1
veces el teorema 4.17, obtendriamos otra sucesion decreciente tal que ag < w,
lo cual es imposible.

Induccién transfinita en ACAg En la aritmética de segundo orden ACA,
podemos llevar un poco mas lejos la “casi demostracion" del principio de induc-
cion transfinita que acabamos de ver.

Para empezar, en ACRy podemos enunciar un principio general de induccion
transfinita:

IND(eg) =AX(XCEANa€e E(IN<aBeEX saceX)— X=E).
Dada una formula aritmética ¢(«), al aplicar esta sentencia al conjunto
X={a|lac EA¢(a)}

obtenemos ¢ — IND(eg). El argumento que hemos dado justo antes del teo-
rema 4.17 nos permite probar una implicacién del teorema siguiente:

Teorema 4.18 (ACAy) IND(eg) <+ =V F(F : N — E decreciente).

DEMOSTRACION: Hay que entender que “decreciente” significa que F' cumple
Am F(m +1) < F(m), lo que a su vez implica Amn(m < n — F(n) < F(m)).

Si =IND(ep), existe un conjunto X C E tal que
Nac€c E(ING<apBeX)—acX),

pero existe ap € E'\ X. Equivalentemente, Ao € E(a ¢ X — V3 <ap ¢ X),
y esto permite definir recurrentemente una funcion F' : N — E decreciente.

Reciprocamente, si F': N — F es decreciente, llamamos X al complemen-
tario de su rango, que tiene la propiedad de que sia € Ey A8 < af € X,
también o € X, pues si « ¢ X, entonces o« = F(n), para cierto n, con lo que
B =F(n+1) < o« cumple § ¢ X, en contra de lo supuesto. Segun IND(e)
podriamos concluir que X = F, pero esto significa que el rango de F' es vacio,
lo cual es absurdo. n

En segundo lugar, como todo ordinal es menor que un w™, llamando
U(n) = VF(F : N — E decreciente A F(0) < w™),

en ACAg se prueba trivialmente que la existencia de una sucesiéon decreciente
de ordinales equivale a \/n ¥(n), luego

IND(¢g) < An—¥(n).
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Finalmente, el argumento con el que hemos probado 4.17 se adapta trivial-
mente para probar que

~W(0) A An(=T(n) — —¥(n +1)).

En efecto, =¥(0) es trivial, y si existe una sucesion F' : N — F decreciente con
F(0) < w1 en la prueba de 4.17 hemos visto como construir otra sucesion
G : N — F decreciente con G(0) < w(™. So6lo hay que cambiar la formula
y = a, por y = F(z), de modo que G se define por una férmula aritmética
con F' como tnica variable de segundo orden.

Por lo tanto, lo tinico que nos falta para demostrar IND(eg) en ACAq es
=U(0) A An(=¥(n) = =¥(n+1)) = An-¥(n),

es decir, extender el principio de induccion a la formula =¥ (n), que no es aritmé-
tica, sino que es lo que se conoce como una féormula I} (una formula equivalente
a una féormula aritmética precedida de un cuantificador universal de segundo or-
den).

El teorema de incompletitud nos asegura que este principio de induccién no
es demostrable en ACAy, pues, si lo fuera, podriamos demostrar IND(¢p), luego
¢ — IND(ep), para cualquier formula aritmética ¢, luego —segun veremos en el
capitulo siguiente— podriamos probar Consis AP, pero ACA es una extension
conservativa de AP (teorema 2.23), luego también podriamos probar Consis AP
en AP, lo cual es imposible.

Desde un punto de vista informal, la situacion es la siguiente: en principio,
se podria cuestionar que la afirmaciéon “no existen sucesiones decrecientes de
ordinales” tiene un significado bien definido, pues no podemos concebir la tota-
lidad de las sucesiones de ordinales para determinar lo que significa que ninguna
de ellas sea decreciente, pero el argumento del teorema 4.17 nos proporciona un
argumento totalmente convincente de que si, de algiin modo, tenemos determi-
nada una sucesion decreciente de ordinales menores que w1 a partir de ella
podemos construir otra por debajo de w™ y el hecho de que podamos demos-
trar esto da sentido a la afirmacién: aunque no podamos concebir la totalidad
de las sucesiones de ordinales, sabemos razonar que si existiera una por debajo
de w1V existiria otra por debajo de w(™, luego considerando el minimo na-
mero natural n tal que existe una sucesion decreciente de ordinales por debajo
de w™ (que obviamente no puede ser 0), tenemos una contradiccion. Esto es
una prueba informal de que, en efecto, no existen sucesiones decrecientes de or-
dinales, que no es formalizable en ACA( porque la contradiccion final equivale
al principio de induccién respecto de una férmula que no es aritmética, pero
acabamos de razonar que dicha férmula (la que afirma que no existen sucesio-
nes decrecientes de ordinales por debajo de w(™) tiene un significado informal
preciso desde el momento en que sabemos como razonar que es cierta.

Maés precisamente, en el capitulo siguiente veremos que es posible programar
un ordenador para que, a partir de la demostracion de una contradiccion en AP,
genere una sucesion decreciente de ordinales, de la que podriamos determinar su
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primer término y, por consiguiente, encontrar un n concreto de modo que la su-
cesion generada estaria por debajo de w(™, y acabamos de dar un razonamiento
informal por el que esto nos lleva a una contradiccion.

4.5 Hércules y la Hidra II

Veamos ahora conexién entre los ordinales y el problema de Hércules y la
Hidra. La clave esté en que a cada hidra le podemos asociar un ordinal. Para ello
vamos asignando un ordinal a cada uno de sus nodos segin el criterio siguiente:

1. El ordinal asociado a una cabeza es 0.

2. Si de un nodo salen n ramas que llegan a nodos cuyos ordinales asociados
son 1y = My = -+ = Ny, el ordinal de dicho nodo es w™ + - - 4+ W',

. . . . . 0 0
El ordinal asociado a la Hidra es el asociado a su raiz.
8 7
Por ejemplo, el ordinal asociado a hidra que he-
mos considerado al principio de la seccion 4.1 es 0 0
5 a 2

a:w‘”2+1+w+1.

Notemos que a partir de a podemos reconstruir el 1 s 2 1 wr 1
arbol. El hecho de que « conste de tres suman- \
dos nos indica que de la raiz de la Hidra salen tres
ramas, de las cuales, la correspondiente a 1 = w° 0wt L+
termina en una cabeza, la correspondiente a w' termina en un nodo de ordinal
1 = WP, lo que indica que de ¢l sale una tnica rama que termina en una cabeza y,
por ultimo, la tercera rama tiene ordinal w? +w?, lo cual indica que de ella salen
otras dos ramas, una que termina en una cabeza y otra de ordinal 2 = w® 4+ w?,
de la cual salen dos ramas que terminan en otras tantas cabezas.

Asi pues, cada ordinal « € F se corresponde biunivocamente con una hidra.
La hidra muerta (a la que solo le queda la raiz) es la de ordinal 0. Los nameros
naturales corresponden a las “hidras bebés”, cuyas cabezas salen todas de la raiz.

La tabla siguiente muestra el ordinal de la Hidra después de cada asalto en el
que empleamos la estrategia de cortar la cabeza mas alta con el mayor niimero
de hermanas. Es facil calcular el niimero de cabezas. Por ejemplo, tras el quinto
asalto, de la raiz salen 12 ramas, de las cuales 4 conducen a grupos de 7 cabezas
hermanas, otras 6 conducen a grupos de 6 cabezas hermanas y luego hay otras
dos cabezas sin hermanas, en total 7-4+6-6 4+ 14+ 1 = 66 cabezas.

Asalto Ordinal Asalto Ordinal
0 W 6 W34+ ws 13+ w1
1 w2t 441 7 W 24wh 21 +w+1
2 Wttt w1 8 Ww+wl-30+w+1
3 w4+ w+1 9 w40+ w+1
4 Wb +w+1 10 |w® 394wd - 114w+1
5 w44+ wl 64+w+1 11 w8384+ wh-23+w+1
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La clave de la victoria de Hércules esté en que, aunque el nimero de cabezas
va aumentando, el ordinal de la Hidra disminuye en cada asalto, y eso no es
casual, sino que es cierto sea cual sea la cabeza que Hércules le corte a la Hidra.

En efecto, supongamos que le cortamos a la Hidra una cabeza que no sale
de la raiz, sino de un nodo que tiene por debajo otro nodo de ordinal a.. Este «
serd de la forma

a=wm ko4 +wh -k,

con ng = 11 > -+ > Np. Pongamos que la cabeza cortada estd en una de las
ramas de ordinal 7;. Entonces n; = r’ + 1, donde el 1 corresponde a la cabeza
cortada. Por lo tanto, tras la decapitacion, tenemos que cambiar uno de los
sumandos w", con lo que nos queda w™ (k; — 1), y por otra parte tenemos que
anadir m + 1 sumandos w”/, donde m es el niimero de asalto en curso. En total,
hemos de cambiar:

W ke Wik — 1) +w” - (m+1).

En suma, quitamos un término w” y anadimos m + 1 términos W =< W
Claramente, esto hace que a cambie a un ordinal o < «, y es claro que en-
tonces el ordinal de la rafz también pasa de un ordinal 8 a otro 8’ < 3, pues
para compararlos nos encontraremos todos los términos iguales hasta llegar al
correspondiente a la rama donde estaba la cabeza, para comparar estos términos
comparamos los exponentes, y seran todos iguales excepto los correspondientes
a la rama donde estaba la cabeza, y asi vamos subiendo hasta llegar a los expo-
nentes @’ < «. Si la cabeza cortada sale de la raiz, el ordinal de la Hidra pasa
de un cierto a + 1 hasta «, luego también disminuye estrictamente.

Asi pues, dado que el ordinal de la Hidra disminuye estrictamente en cada
asalto, el hecho de que la Hidra muere necesariamente tras un nimero finito
de asaltos (sea cual sea el criterio que siga Hércules para elegir la cabeza que
corta en cada uno de ellos) es consecuencia inmediata del principio de buena
ordenacion: Una batalla en la que Hércules no venciera se corresponderia con
una sucesion infinita estrictamente decreciente de ordinales.

La estrategia ‘“izquierda” Ahora podemos analizar mas comodamente la
estrategia que hemos discutido anteriormente, es decir, la consistente en cortar
una cabeza de altura maxima y con el mayor nimero de hermanas. En términos
de ordinales es facil ver que consiste en cortar la cabeza situada “més a la
izquierda”, en el sentido siguiente: partimos de la raiz subimos hasta cualquiera
de los nodos de ordinal mayor, y desde éste a cualquiera tenga a su vez ordinal
mayor, y asi hasta llegar a una cabeza, y ésa es la que cortamos.

En nuestro ejemplo, para el primer asalto, partimos de la raiz 0, que tiene
ordinal w* ! +w + 1, subimos al nodo 1, que tiene ordinal w? + 1, desde ahi al
nodo 2, que tiene ordinal 2 y luego a cualquiera de los nodos 7 u 8, que tienen
ordinal 0 (son cabezas), asi que cortamos cualquiera de ellas.

Analizar en general la evolucién de la Hidra bajo esta estrategia puede ser
complicado, pero la situacion se simplifica cuando llegamos a un ordinal < w*,
cosa que en nuestro ejemplo sucede en el tercer asalto.
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En general, si tras el asalto n la Hidra tiene ordinal
wa.b+wa_1 .c_i'_...’

(compéarese con n = 4, a = 7, b = 5, ¢ = 0 en nuestro ejemplo), tras el
asalto n + 1, tenemos que b se reduce a b — 1 (hay un grupo menos de cabezas
hermanas de tamano maximo a) y ¢ aumenta hasta ¢ +n + 2 (un grupo de a
cabezas hermanas ha pasado a tener a — 1 y se han generado otros n+ 1 grupos
iguales). Por consiguiente, tras el asalto n + b el ordinal sera

W e+ n+2)+n+3)+--F(n+b+1))+ -

_ ot (c—i— (2n+0b+ 3)b) n
2

de modo que a se ha convertido en a—1y b se ha convertido en ¢+ (2n+b+3)b/2.

El lector puede comprobar que esta férmula predice el ordinal que muestra
la tabla siguiente para el asalto n+b = 9. Si la vamos aplicando sucesivamente,
obtenemos los resultados de la tabla. Asi, tras el nimero de asaltos n que se
indica en la ultima fila de la tabla, la Hidra llega a tener altura 1 con tantas
cabezas como se indica en la columna b.

n a b c

318 110

4|7 510

916 40 10

49 | 5 1220 | 0

1269 | 4 805810 | 0

807079 | 3 325688659655 | 0

325689466734 | 2 | 53036814370901491046740 | 1

53036814371 | 1 1406451839324004993542 | 1
227180513474 381326234 890768 738031071
1406451839 | 0 989 053 388 168 938 379
324004 993 542 565 429 552 367 644 648 402 300
434363049 261 580972977512412 313 364 046
995918 544 545 356 366 229 560 313 533 900 782

Por lo tanto, la Hidra muere al cabo de n + b asaltos, que es el valor

989053 388 168 938 379 565 429 552 367 644 648 402 300 582
379429 351 736 318 357 588 790 729 278 822 309 452 445 327

que ya habfamos adelantado.

En general, es inmediato que la funcion N;(«) que a cada ordinal « le asigna
el niimero de asaltos necesarios para matar la Hidra de ordinal « siguiendo la
estrategia “izquierda” es recursiva (para calcularla, basta programar un ordena-
dor para que vaya calculando el combate y cuente los asaltos que transcurren
hasta que la Hidra muere). No es inmediato que sea recursiva primitiva, pues
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a priori no sabemos cuanto tendremos que esperar hasta que el calculo termine
(eso es justo lo que queremos calcular). Sin embargo, la prueba que hemos dado
en la seccion 4.1 de que la estrategia “izquierda” siempre acaba matando a la
Hidra prueba que lo es, es decir, que podemos llegar al final del combate sin
tener que esperar a ver cuando sucede.

En efecto, es pura rutina comprobar que la funcion H;(«,n) que proporciona
el ordinal de la hidra que resulta de cortar la cabeza “izquierda” de la hidra de
ordinal « en el n-simo asalto es recursiva primitiva, asi como las funciones h(«),
m(a) y s(«) que proporcionan la altura, el maximo namero de cabezas hermanas
de altura maxima y el namero de grupos de tales cabezas, respectivamente, de
la hidra de ordinal a (todas ellas se pueden calcular sin considerar en ningan
momento nimeros naturales mayores que «). Definimos entonces

Hi(aa n,O) = Hi(Oé,TL), Hi(Oé,TL,j + 1) = Hl'(Hi(Oé,TL,j),TL +.7)a
que nos da el ordinal de la Hidra tras j asaltos. A su vez, definimos
Bo(n, k) = (Hi(n?,n3,k),n3 + k), ,

que cumple By({a,n),, k) = (H;(a,n, k), n + k),, que a cada par (o, n) corres-
pondiente a un ordinal y un ntimero de asalto, le asigna el par correspondiente
tras k nuevos asaltos.

Seguidamente definimos Bi({«,n),) = Bo({c, n),, s(a0)), que proporciona el
estado de la Hidra (y el namero de asalto siguiente) tras los asaltos necesarios
para reducir m(«) en una unidad. A su vez definimos

B2(<a’n>2 ) 0) = <Oé,’fl>2 ) BQ(<av 'fl>2 yJ+ 1) = Bl(B2(<a7n>2 7j))7

que aplica repetidamente la funcion Bi, y Bs((a, n),) = Ba({, n) ,m(ax)), que
proporciona el estado de la Hidra (y el nimero de asaltos siguiente) tras los
asaltos necesarios para reducir h(«) en una unidad.

Finalmente definimos Bs(a) = Ba({c, 1), , h(a)), que nos da el estado de la
Hidra (y el namero de asalto siguiente) tras los asaltos necesarios para reducir
su altura a 0. Asi, la Hidra muere tras el asalto

Ni(a) = Bay(e)3 + m(Bs(a)3) — 1.

La estrategia “derecha” Hemos mencionado también la estrategia opuesta
a la “estrategia izquierda”, es decir, la consistente en cortar en cada asalto la
cabeza de la Hidra de menor altura y con un menor namero de hermanas. Es
facil convencerse de que se trata de la cabeza situada “més a la derecha”, en el
sentido de que es la cabeza a la que llegamos ascendiendo por la Hidra desde su
raiz pasando en cada paso al nodo de menor ordinal, es decir, el correspondiente
al exponente de la derecha del ordinal del nodo de partida.

Es facil describir el ordinal Hy(a,n) de la hidra que resulta de cortar una
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cabeza en el asalto n — 1-simo a la hidra de ordinal a:

0 sia=0,
8 sia=p+1,
Hy(a,n) = B4whm sia:ﬂer”H,

B+ wHamn) ¢ o = B+ w", con n limite.

Vemos que se trata simplemente del término n-simo aln] de la sucesion
fundamental de a.

En otras palabras, si Hércules emplea la estrategia derecha y la Hidra tiene
ordinal «, entonces el combate es

o of2] = af2)f3] - af2)3)4) - -

Por ejemplo, la tabla siguiente muestra los ordinales correspondientes a los
primeros asaltos del combate contra la hidra que estamos tomando de ejemplo
si Hércules aplica la estrategia derecha:

n aln] n aln] n aln]
W w1 ] 7w T 19 | w6 + W 6+1
2 | w4 w 8| w64 w8 ;
w43 9| w64+ wT0 | 38 | w6 4w
39 | w6+ w9
6| w ! 18 | w6+ w7

Si llamamos L, (n) a la funcién que da el nimero de asaltos para derrotar a
una hidra que antes del asalto n — 1-simo tiene ordinal «, claramente se cumple
que

Lo(n) =0, Lo(n) = Lop(n+1) + 1.

La segunda ecuacién afirma que para derrotar a una hidra que antes del
asalto n — 1-simo tiene ordinal « es necesario un asalto mas que para derrotar
a una hidra que antes del asalto n-ésimo tiene ordinal a[n].

El niimero de asaltos necesarios para derrotar a una Hidra de ordinal o con
esta estrategia es
Ny(a) = Lo (2).

Como el en caso de N;(«), es claro que esta funcion es recursiva, pero veremos
que no es recursiva primitiva. [

4.6 Induccion transfinita aritmética

Observemos que la prueba del teorema 4.15 es vélida en cualquier teoria T'
que represente a AP aunque la formula ¢ no sea aritmética, con tal de que en
T no haya restricciones a las formulas a las que podemos aplicar el principio de
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induccién, y esto a su vez se traduce en que el teorema 4.16 es valido también
en T, es decir, que si T es una teoria que represente a AP en la que el principio
de induccién sea valido para cualquier férmula, entonces en T se puede probar
¢ — IND(#) para todo numeral § que nombre un ordinal (menor que €g) y para
toda féormula ¢, no necesariamente aritmética.

Terminamos este capitulo con un ejemplo de que puede ocurrir que una re-
lacion de orden definida sobre un conjunto de ntumeros naturales puede admitir
sucesiones infinitas estrictamente decrecientes y, al mismo tiempo, satisfacer
el principio de induccion transfinita para formulas aritméticas (lo que se tra-
duce en que tales sucesiones infinitas no pueden ser definidas mediante formulas
aritméticas). Mas precisamente, vamos a demostrar lo siguiente:

Teorema 4.19 Existen formulas x € A y x <y de tipo Ay en L, tales que en
AP se demuestra:

1. Nse As ds,
2. /\steA(sﬂt/\tﬂs%s:t),
3. Nstuc A(s <t ANt <Qu— s <),
4. Nste A(s 9tV itDs).
asi como el principio de induccion transfinita
At(As <ta(s) = a(t)) = Ns € Aa(s)

para toda formula a(s;xy,...,x,) de L,, pero a la vez existe una sucesion de
numerales {0, }2, tales que en AP se demuestra, para cada nimero natural n,
que

on €EANOT 11 <Oy

Para probar formalmente este teorema necesitamos considerar como meta-
teoria la teoria RA( descrita en [LF 7.44].
DEMOSTRACION: Consideremos la funcion

Fla) = { 1 si o es una sentencia de £, vy NF a,
0 en otro caso.

El teorema de Tarski [LF 9.11] afirma que F no puede definirse en AP. Vamos
a explotar este hecho para construir la relaciéon de orden requerida.

Aunque no podamos definir F en AP, podemos considerar el lenguaje £
que resulta de afiadir un funtor F a L,,, y considerar el modelo Ny de £ que
extiende al modelo natural de £, interpretando F' como la funcion F. Es claro
que Ng F @, donde

® = Au((F(u) =0V F(u) =1) A
(F(u)=1— (ue Sent(' Ly ) A--)) A (F(u) =0AueSent( Ly') — ),

r. 1 . . . .
donde u € Sent( £, ) significa que u es una sentencia de £, los primeros puntos
suspensivos son la conjuncién de las formulas siguientes:
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1. Atita < u(u =t,="t3 — Dn(t;) = Dn(ts)),

2. Na(u=""a - F(a) = 0),

3. NaB(u=a'V'g — (F(a) =1V F(B) = 1)),

4. Aaw(v € VarLig("£a) Au=A'va - AmF(s0™ a) = 1),

5. Nawv(v € VarLig(rLaj) ANu= I—\/—lva - Vn F(Sg(n)a) =1).
y los segundos puntos suspensivos son la conjuncién de:

1. Atita < u(u =t;"="ty — Dn(t;) # Dn(ts)),

2. Na(u="=a— F(a) =1),

3. NaB(u=a'V'B— F(a) =0A F(3) =0),

n)

4. Nav(v € VarLig(' £, ) Au = ’_/\—lva - Vn F(Sg( a) =0),

5. Nav(v € VarLig('£,') A u = r\/jvoc — Am F(Sg(ma) =0).

Maés atin, la sentencia ® determina completamente a F', en el sentido de que
si M es un modelo de LI que extiende al modelo natural de £, y M F ®,
entonces M (F') es necesariamente la funcion F.

Observemos también que si « es cualquier sentencia de £,, una simple in-
duccion sobre la longitud de « prueba que

F(@— (F(a)=1<+
(@ (F(a) =16 a)),
donde AP es la teoria sobre £ con los axiomas de AP.
El teorema de Tarski implica que la presencia del funtor F' en este resultado
es esencial. No obstante, vamos a ver que “casi” podemos eliminar F de ®.

Para ello empezamos reescribiéndola de modo que F' intervenga de la forma
mas simple posible. La sentencia siguiente es claramente equivalente a ®:

O = NAugvourviugvauzvzvm\Vnugvs(vg = F(ug) A -+ Avg = F(ug) A
us = Sg(m)Uq N uy = S?}(n)ul — ((’UQ =0V = 1) A
(o=1—upeSent( Ly )A--)A(vo=0AugeSent(Ly)—---)))
donde los primeros puntos suspensivos son la conjunciéon de las férmulas:
1. /\tth < UO(UO =t1"="y — Dn(tl) = Dn(tz)),
2. ug = '_ﬁjul — v =0,
3. ug = U1r\/—I’LL2 — V1 = 1V Vo = 1),
r,1
4. v e VarLig(rLa—l) Aug= N\ vug = v =1,

5. v € VarLig(rLaj) A ug = I—\/—Ivul — vy = 1.
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y los segundos son la conjuncién de las formulas:
1. Vtits < ug(ug = ti™="t2 A Dn(t;) # Dn(t2)),
2. ug=""'ug = vy =1,
3. ug =u1' V'ug — vy =0 A vy =0),
4. ug € VarLig(rLaj) Aug = r/\—lvul — vy =0,

5. ug € VarLig('_L;) Aug = ,_\/—Ivul — vz = 0.

A su vez, podemos contraer los cuantificadores, de modo que @’ es equiva-
lente a AuVv ¥ (u,v), donde

U(u,v) =L(u) =10 A l(v) =3 Aug = Flug) Aur = Flus) A ug = F(ug) A
us = F(uz) Avg = F(v1) — ¢(u,v),

y ¢(u,v) es una formula de £, que podemos tomar de tipo X7 y, mas atn, de
tipo A; en I¥;. Tenemos que Ny E NuVo U(u,v), luego podemos definir la
funcion

GS(n) = pmNg E U(n,m).

Si lamamos £'¢ al lenguaje que resulta de afadir a £ un segundo funtor
Gy consideramos el modelo N g en el que F'y G se interpretan respectivamente
como F y G, tenemos que

NggF Auv W' (u,v),

donde
U (u,v) =4(u) =10 A l(v) =3 Av=G(u) A

uo = Fug) Aup = F(us) A ug = F(ug) Aus = Fuz) Avg = F(v1) — ¢(u,v)

y, més ann, si un modelo M extiende al modelo natural de £, y cumple
M E Nuv V' (u,v),
necesariamente M (F) es F. Igualmente, para toda sentencia o de L,
AI—P(/\uv V' (u,v) = (F("a") < a)).

Ahora consideramos la funcién

| F(k) sin =2k,
9{(")_{9@) sin=2k+1,

asi como el lenguaje £LX que resulta de anadir a £, un funtor H y el modelo
Ny¢ en el que H se interpreta como 3. Entonces Ng¢ E Auv ¥” (u,v), donde

U (u,v) =l(u) =10 A l(v) =3 ANv=H2u+1) Aug = H(2uq) A
up = H(2us) A ug = H(2ug) A uz = H(2ur) Avg = H(2v1) — ¢(u,v).
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Asi, si un modelo M que extiende al modelo natural de £, cumple
M E Auv U (u,v),

entonces la funcion M (H)(2k) es F. Ademas, para toda sentencia o de L, se
cumple que
A}—P(/\uv U (u,v) = (H(27a") + «)).
Nuevamente podemos contraer los cuantificadores definiendo
\Il”’(u) = E(u) =16 A K(U10> =3 ANupg=2- U|10 + 1A upp =2uqg A

U2 = 2’(,L5 A u13 = 2u6 A U4 = 2U7 A U5 = 2(U10)1 A ug = H(Ull) AN
uy = H(’U,lg) A U2 = H(ulg) A us = H(U14) A (u10)0 = H(U15) — d)'(u),

donde ¢'(u) = ¢(u|10,u10) es una formula ¥; de £, (de tipo Ay en IX;). Cla-
ramente, la sentencia Auv ¥”(u,v) es equivalente a Au " (u).

Ahora observamos que en U"’(u) el funtor H actia tinicamente sobre térmi-
nos u; < u, luego "’ (u) depende unicamente de la restriccion de H a u. Esto
nos lleva a definir

s€A=Nu<l(s)(l(u) =16 A L(uro) =3 Aug=2-ulio+1A
Uil = 2U4 A Upp = 2U5 AUz = 2u6 AUy = 2’LL7 AUy = 2(U10)1 AN
Uug = S(Ull) AN Uy = S(ulg) A U = S(ulg) A uz = S(U14) A

(u10)o = s(u1s) — ¢'(u)),

de modo que s € A es una formula de £, (sin funtores anadidos) de tipo A; en
I¥{ que obviamente cumple

Nst(sCtAte A—seA).
Ahora Au U (u) es equivalente a
Ns(Ni < £(s)s; = H(i) — s € A).
En particular, si llamamos o, al numeral correspondiente a la sucesién
(H(0),...,H(n—-1)),
tenemos que6

Ilg (on € ANOy C Onyt).

1

Definimos”

sAt=sc ANte AN (T sV Vi<l(s)(i<l(t)As] =t; As(i) < ti))).

6En principio tenemos que oy, € A A 0y, C 041 es una sentencia verdadera en el modelo
natural de Larp, pero es una sentencia X1, luego es demostrable por el teorema [LF 6.17].

"La situacion de fondo es que la formula s € A define un subarbol de 2<¢ y la relacion
s <4t que estamos definiendo no es sino el orden de Brower-Kleene asociado [TD 4.20].
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Tanto s € A como s < ¢ son férmulas Aq en I3,

Es facil probar en I¥; que < es una relacién de orden total, es decir, que
cumple las cuatro sentencias enumeradas en el enunciado de 4.19. Esto no
depende de la definicion de A. Como obviamente ¢t C s — s < t, los numerales
on que tenemos definidos cumplen

F(on € ANopt1 Qo).

I
Finalmente vamos a probar en AP el principio de induccién transfinita.

Para ello suponemos que At € A(/A\s <1 ta(s) — «a(t)), pero que existe un
s € A tal que —a(s). Notemos que entonces,

At € A(=a(t) = Vs € A(s <t A =a(s))).

Recordemos que en AP podemos demostrar que si \u, ¢(u) existe un (tinico)
minimo namero natural que cumple ¢(u), y 1o podemos representar por pu ¢(u).
En particular podemos definir

so=pus(s € AN-a(s)), spr1=us(s€AN-a(s)As<sy),
y una simple inducciéon prueba que
An(s, € AN =a(sn) A Spi1 < 8p).
Ahora distinguimos dos casos:
1) AmVn > ms, IZ Sp+1. Entonces llamamos
ng = Un Sp £ Spt1, Ngr1 = pnn >ng + 1A Sy, 2 Snt1).
Ast 8p, I Snj41 C Snyyy, lU€ZO 8y 2 Sy, v llamando s), = s, tenemos que
An(sl, € AN s, 1 sl Ash T shiq).

Por lo tanto, para cada n existe un tnico i, tal que

in < L(8},) Nin < Z(S;wrl) A spli, = s;l+1|in A S;L+1(in) < sy, (in)-
Veamos que no puede existir un & tal que AmV/n > mi, < k. En tal caso
tomamos el minimo posible, con lo que existe un r tal que Am > ri,, > k,
luego, més concretamente, Am > r\n > mi, = k. Podemos definir

ng=pn(n>1rANi, =k), nj=pnn>n;+1Ai, =k),

/ o / . .
con lo que s;, (k) = s}, (k) < s;, (k), con lo que tendriamos definida una
sucesion decreciente de nimeros naturales, lo cual es imposible.

Asi pues, Ak\Vm/An > mi, >k, lo que nos permite definir

nozum/\anin>i0, nj+1=um/\n2min>inj.
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3 — o
Entonces, si llamamos t; = s;,_ |1-nj, tenemos que t; € Ay

_ ! . /! 3 _ 4.
t] - - snj+1 ‘an C Snj+1 |7'"j+1 - t]+1'

’
s s
njling

2) VmAn > ms, C Sn+1- En tal caso definimos t,, = Sy, ¥ asi se cumple
igualmente que

An(t, € ANt, Ctyrr).

En ambos casos tenemos que

1

AnVENm(n < £(tm) At (n) = k),
por lo que podemos definir

H(n) =k=\Vm(n <l(tm) Atn(n)=k),

Asi, trivialmente se cumple

As(N\i < £(s) s; = H(i) — s € A),
Es claro entonces que se cumple Au¥”(u), pero interpretando ahora ¥ (u)
como una formula de £,, donde H ya no es un funtor anadido, sino el término
que acabamos de definir. A su vez, esto implica que si definimos F'(n) = H(2n)
y V(n) = F(2n) = 1, en AP podemos demostrar:

1. Sit; y to son designadores de I—La—l, entonces

V(=) < V(t) = V(t).

. . [
2. Si « es una sentencia de £, , entonces

V(=a) & —V(a).

. . r al
. Si oy 8 son sentencias de L, , entonces

w

V(a"V'B) & V(a) vV (B).

>~

LT . r.
. Si A va es una sentencia de £, , entonces

VIAva) & AnV(sV®a)).

.\ . .7
5. Si V va es una sentencia de £, , entonces

V(r\/—lv a) & VmV(SNma)).
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De aqui se sigue que si « es una sentencia de £,, entonces en AP podemos
demostrar
V(o) < a.

Basta razonar por induccién sobre la longitud de «. Pero el teorema de Tarski
[LF 9.11] afirma que esto es imposible. Méas concretamente, en su demostracion
se ve que de aqui se deduce una contradiccién, que en este caso no nos permite
concluir que AP sea contradictorio, sino que meramente termina la demostracion
por reduccion al absurdo que habiamos planteado. m

Observemos que en 1Y se prueba que A tiene que tener un minimo elemento
respecto de la relacién <, pues en caso contrario podriamos definir

S0 =00, Spt1=us(s € AN s <sy),

y el mismo razonamiento empleado en la prueba del principio de inducciéon
transfinita para <0 nos llevaria a una contradiccion.
Similarmente, todo s € A tiene un siguiente, pues si sg no lo tuviera podria-
mos definir
Snt1 = us(s € AN sgp<ds<sy),

y nuevamente llegariamos a una contradiccion. Si llamamos s’ € A al siguiente
de s € A y llamamos 0 € A al minimo de A, podemos definir

—

n+1=n,

y de este modo podemos identificar los ntumeros naturales con los primeros
elementos de A:
0<l<2<3<--

Asi, A con el orden < podria parecer una formalizacion aritmética de un
cierto segmento de los ordinales conjuntistas analoga a la que hemos presentado
para los ordinales menores que €y, pero en realidad no es asi, ya que < no se
interpreta como un buen orden en el modelo natural.






Capitulo V

La consistencia de la
aritmética

En este capitulo expondremos la demostracion de Gentzen de la consistencia
de la aritmética de Peano. En los términos introducidos en el capitulo anterior,
lo que vamos a probar es que si la induccién transfinita es valida hasta ¢,
entonces AP es consistente o, més explicitamente, vamos a dar un prodecimiento
explicito que, a partir de una demostraciéon de una contradiccion en AP, nos
daria una sucesion decreciente de ordinales menores que €3. Nos ocuparemos de
ello en la segunda seccién, mientras que en la tercera veremos que el argumento
puede simplificarse bastante para probar la consistencia de I¥X; a partir de la
validez de la induccion transfinita hasta w®. En la cuarta seccion combinaremos
las ideas de ambas pruebas para obtener otros resultados relacionados. En la
primera seccién probaremos algunos resultados previos que vamos a necesitar.
Todos los resultados de este capitulo pueden formalizarse y probarse en 13, o
incluso en ARP.

5.1 Sentencias Aj; en AP(9)

En esta seccion estudiamos un poco mas a fondo el célculo secuencial AP (o)
introducido en 1.13, teniendo en cuenta la nota tras el teorema 1.14. Mas atin,
vamos a considerar también como axiomas de AP(&) los secuentes

=0<s, s<t=s<ts=t,

para términos cualesquiera s y t.

Como todos ellos son teoremas de I¥, es claro que, aunque esta versiéon
de AP(@) es mas fuerte que la definida en 1.13, la teoria AP(®) que resulta
de anadir la regla de induccién para férmulas de tipo ¥,,, o bien para todas
las formulas aritméticas, es la misma teoria AP(®) que se obtiene a partir de
la version original de AP(&). En particular, todos los teoremas de AP (&) son
teoremas de AP(%q).

165
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Vamos a probar un refinamiento de un caso particular del teorema de ;-
completitud [LF 6.17]. Empezamos probando una variante de [LF 6.2]. Recor-
demos que, segtn la definicion 1.13, la teorfa AP(@) es la aritmética de Peano
sin la regla de induccién.

Teorema 5.1 Para todo par de nimeros naturales m y n,
1. Sim=n, en AP(D) se puede probar = 0™ = (™),
Sim #n, en AP(@) se puede probar 0™ = (") =,
Sim <n, en AP(@) se puede probar = 00m) < o),

)

Sim > n, en AP(9) se puede probar 0m < () =

En AP(2) se puede probar

= oM 4 o) = O(ern)7 = m)pn) — glmn)

y todas estas demostraciones pueden hacerse sin cortes esenciales (entendiendo
por cortes no esenciales aquellos cuya formula de corte es atomica,).

DEMOSTRACION: 1) Si m = n entonces 0™ = 0™ por lo que el secuente
= 00" = 0" es un axioma del igualador.

2) Supongamos que m < n (el caso m > n se trata de forma similar).
Tenemos que
on—m) — (0) —

es un axioma de Peano. La prueba dada en 1.8 del secuente
00 = gn—m) — pln—m) _ (0
no usa cortes esenciales. Cortando estos dos secuentes obtenemos una prueba

de
0 = gn=m) =

Vamos a ver que, para todo k, podemos demostrar el secuente
O(k:) — O(n—m+k) = .

Lo tenemos probado para k = 0 y, si vale para k, basta cortar con el axioma de

Peano
0(k}+1) — O(n—m-'rk)-'rl) :> O(kr) — 0(77,—777,—]{)).

El caso particular k& = m nos da una demostracion de 0™ = 0(") =,

3) Lo probamos por induccioén sobre n. Sin = 0 necesariamente m = n = 0,
y = 0 < 00 es un axioma.

Si vale para n y se cumple m < n + 1, o bien m = n + 1, en cuyo caso
00m) = 0+t y = 00m) < 0("+1) s un axioma, o bien m < n, en cuyo caso, por
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hipotesis de induccion, podemos probar = 00™) < 0(™) y cortando este secuente
y el axioma = 0 < 0("+1), con el axioma

o(m) < 0(")’ o) < o+l — olm) < O(TL-H)7

obtenemos como teorema = 0(™) < ot

4) Si m > n, entonces n < m y n # m, luego, por los casos ya probados, en
AP(@) podemos demostrar = 0 < 0(™) y 0™ = 0(") = Cortando con el
axioma

o(m) < 0(")7 o) < 0m) — g(m) = o(n)

obtenemos 0™ < (") =,

5) Probamos el caso de la suma por induccion sobre n. Paran = 0 el secuente
= 0™ + 0 = 0™ es un axioma.

Supongamos que tenemos una demostracion de = 0™ 4 (") = g(m+n),
Cortando con el axioma del igualador

o(m) 4 gl = glm+n) (O(m) + O(”))’ — (m+n+1)
obtenemos = (0™ + 0™’ = 0(m+n+1) = A su vez, cortando con el axioma del
igualador
:> 0(m) + 0(7’L+1) — 0(m+n+1)

obtenemos (00™) 4 0 = glmtntl) = o(m) 4 o+ = lm+n+1) pero a su
vez = (00™) 4 0(™) = 0(m) 4 0(»*+1) es un axioma de Peano, y cortando con él
llegamos a = 0™ 4 0(n+1) = glm+nt1),

En el caso del producto, de nuevo = 0" . 0 = 0(® es un axioma. Su-
pongamos que podemos probar = 0™ . 0(") = 0(™")  Consideramos entonces
el axioma del igualador

om) . gn+1) — Q(m')_o(ﬂl)+0(m)’ 0m) .o = glmn) — o(m) g(n+1) — olmn) 4 g(m)
y lo cortamos con = 00" . 0(") = 0(™") y con el axioma
= 0™ . o+ = g(m) . g(n) 4 g(m)

lo que nos da una demostracion de = 0(™) . 0(n+1) = o(mn) 4 0(m)  Por el caso
de la suma, ya probado, podemos demostrar

= 0(mn) 4 (m) — lm(n+D)

y mediante cortes entre los dos ultimos secuentes y el axioma del igualador

o(m).gn+1) — 0(mn)+0(m), olmn) 4 g(m) — g(mn+1)) — o(m) gn+1) — 0(m(n+1)),

obtenemos una demostraciéon de = 0™ . g(n+1) = g(m(n+1)) -

La definicion siguiente es un caso particular de [LF 6.10]:
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Definicion 5.2 A cada designador ¢t de £, le asignamos un nimero natural
d(t) mediante el criterio siguiente:
1. d(0) =0,
2. d(t') =d(t) + 1,
3. d(s+1t)=d(s)+d(),
4. d(s-t) =d(s)d(t).
Técnicamente, d es un funtor definible en ARP mediante [LF 2.23]. Notemos
que d(t) no es sino el nimero Dn(t,v) definido en [LF 6.10], que a su vez es el

nimero natural denotado por t en el modelo natural de £,, pero lo hemos
definido sin hacer referencia alguna a modelos.

Teorema 5.3 Sean s y t designadores de L.

1. Sin = d(s), en AP(@) se demuestra = 00" = s. Ademds la prueba no
requiere cortes esenciales.

2. Si= s =t es demostrable en AP(@) sin cortes esenciales y S(x), T'(x) son
términos arbitrarios, entonces S(s) =T (s) = S(t) = T(t) es demostrable
en las mismas condiciones.

3. En las mismas condiciones del apartado anterior, para toda férmula a(zx),
el secuente s = t, a(s) = a(t) es demostrable en AP(@) sin cortes esen-
ciales.

DEMOSTRACION: 1) Razonamos por induccion sobre la longitud de s. Si
tiene longitud 1, necesariamente s = 09, y n = d(09) = 0. Ciertamente
= 009 =0 es demostrable, porque es un axioma.

Si s =ty n=d(t), por hipotesis de induccion podemos probar = 0" = ¢
sin cortes esenciales. Pero entonces d(s) =n + 1 y tenemos

=0 =t 0 =t=00t) =5
= 0t =g

donde el corte es inesencial y el secuente superior derecho es un axioma.

Si s =t +tg, dt1) = m y d(tz) = n, entonces d(s) = m + n y podemos
probar:

=00 =t 00 =1¢1, 00" =t = 00 40" =5
0 =ty = 00 40 =5

donde el secuente superior izquierdo es demostrable por hipotesis de induccién
y el superior derecho es un axioma del igualador. Cortando con = 00" = ¢,
(que también es demostrable por hipotesis de induccién) obtenemos una de-
mostracion del secuente = 0™ + 0™ = 5. Por el teorema anterior tenemos
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también que = 00™ 4+ 0(") = 0("+7)  Mediante cortes con los secuentes que
expresan la simetria y la transitividad de la igualdad (que se demuestran sin
cortes esenciales) obtenemos = 0"+ = s

Si s =t - to se razona andlogamente.

2) y 3) se obtienen trivialmente mediante cortes inesenciales a partir de los
teoremas dados por 1.9 (que se demuestran sin cortes esenciales y, obviamente,
sin la regla de induccién). .

Ahora consideramos un caso particular de la definicién [LF 6.11]:

Definicion 5.4 Si « es una sentencia de tipo Ag, diremos que es verdadera
(v lo representaremos por Fy «), si se puede probar que lo es a partir de los
criterios siguientes:

1. BEg s =t siy solosid(s) =d(t),

2. Eg s <tsiysolosid(s)<dt),

3. Fo ma siy sélo si no Fy a,

4. Fga Vv Bsiy solosiFgaoFy B,

5. Fo Au < ta(u) siy solo si para todo m < d(t) se cumple Eq a(00™)).
6. Fo Vu < ta(u) siy solo si existe un m < d(t) tal que o a(00™).

El mismo argumento empleado en la demostracion de [LF 6.11] justifica que
esta definicién es formalizable en I¥;, o incluso en ARP. Mas detalladamente,
dada una sentencia a de tipo Ay, podemos considerar sus variables ligadas
ug, - .., Up en el orden en que aparecen en ella (de izquierda a derecha). Cada
una aparecera en la forma Au; < t; o Vu; < t;, para cierto semitérmino t;, de
modo que ¢y no tiene variables libres, ¢1(ug) tiene a lo sumo la variable libre uy,
ta(up, u1) tiene a lo sumo wug, u1, etc. Podemos definir entonces

co = C(Oé,O) = d(to), Cit1 = c(a,i + 1) = d(tiJrl (O(CO), e 7O(Ci))),

y a su vez podemos definir el conjunto finito C'(«) de todas las sentencias de la
forma B(00m0) ... 00mn)) donde B(ug,...,u,) es una subsemiférmula de o y
m; < c(a, ).

Podemos partir C(a) en los conjuntos C;(«) formados por las sentencias
de C(a) que tienen a lo sumo j signos logicos (entre conectores y cuanti-
ficadores). Finalmente, en ARP podemos definir un funtor diadico tal que
F(a,j) : Cj(a) — {0,1}, a partir del cual definimos Fy o = F(a, s4) = 1,
donde s, es el nimero de signos logicos de a.

El funtor F' se define por recursion sobre j. La definicién precedente deter-
mina la definicién de F'. En efecto, F'(«,0)(8) se define mediante los apartados
1) y 2) y, supuesto definido F'(«, j), podemos definir F(a, j+1)(3) trivialmente
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en todos los casos posibles para ( salvo cuando 8 empieza por un cuantificador.
Pongamos que

B = Nuy < (0070, 00ms=))y(o0mo) o 00me=1) ),
donde m; < ¢(a, ). Entonces
d(tx (0™, 00me=1))) < d(ty,(0(0), ... 0le=1))) = ¢(a, k),
luego podemos definir F(«, j)(8) =1 si y solo si, para todo
my < g, (00m0) L olme-1)y

se cumple F(a, §)(y(0m0) ... 0("))) = 1, lo cual es correcto porque, cierta-
mente,

A(0mo) 0 € Cj(a).
El caso en que 8 empieza por un cuantificador existencial es analogo. L]

Es claro que F( « equivale a que « sea verdadera en la interpretacién natural
de L, pero aqui es fundamental que Fg a esta definido en términos puramente
sintacticos, finitistas, sin hacer referencia a modelos. Siempre podemos compro-
bar en un nimero finito de pasos si una sentencia Ay dada es verdadera o falsa.
Esto es consecuencia de que la definiciéon anterior puede formalizarse en ARP,
pero también es inmediato a partir de la definicién que podemos programar un
ordenador que determine si se cumple o no en cualquier caso.

Con esto podemos probar el teorema siguiente, cuyo interés radica en que la
demostracion es estrictamente finitista. En particular, no hace referencia alguna
a modelos:

Teorema 5.5 No ezisten demostraciones del secuente vacio en AP formadas
unicamente por sentencias Ag.

DEMOSTRACION: Observemos que una demostracién formada dnicamente
por sentencias Ay no puede tener aplicaciones de la regla de induccién, pues
las formulas auxiliares no pueden ser sentencias, ya que tienen libre la variable
propia.

Si S es un secuente en £, formado tinicamente por sentencias Ag, podemos
definir ¢ S como ¢ S, donde S es la formula formada por la disyuncién de las
negaciones de las sentencias de su antecedente y las formulas de su consecuente
(entendiendo que ¢ S es falso para el secuente vacio).

Todos los axiomas de AP (entendiendo por AP el calculo secuencial AP(®),
donde @ es la clase de todas las formulas de £,), son férmulas Ag, y es facil
comprobar que todos los formados tnicamente por sentencias son verdaderos,
asi como que el secuente inferior de cualquier regla de inferencia en la que sélo
intervengan sentencias Ay (lo cual descarta la induccion) es verdadero si lo son
sus secuentes superiores.’

Esto implica que, en una demostracion formada unicamente por senten-
cias Ag, todos los secuentes tienen que ser verdaderos, por lo que el secuente
final no puede ser vacio. L]

1Esto supone formalizar la prueba del teorema de correccion 1.4.
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Finalmente probamos el resultado de completitud que vamos a necesitar:

Teorema 5.6 Si o es una sentencia de tipo Ay, entonces en AP(D) puede
probarse el secuente = a o bien a = segun si « es verdadera o falsa. Ademds
la prueba no requiere cortes esenciales.

DEMOSTRACION: Lo probamos por induccién sobre el nimero de signos
logicos? (conectores y cuantificadores) de a.

Sia=s=toa=s<t sean m = d(s), n = d(t). Segin el teorema
5.3 podemos probar = 0™ = s = 0" = t. Segtn 5.1 podemos probar
= 0™ = 0™ (resp. = 0™ < 0(™) o bien 0™ = 0™ = (resp. 0™ < 0" =)
segun si a es verdadera o falsa. A partir de aqui podemos demostrar = « o
« = mediante cortes inesenciales con axiomas del igualador. Por ejemplo, en el
caso en que se cumpla = 0™ < 0(") basta considerar el axioma

00 =5 0" =¢, 0™ <0 = s < ¢.

Si a = —f, por hipoétesis de induccion podemos demostrar = 5 o 5 = segin
si B es verdadera o falsa, y las reglas del negador nos dan una demostracion de
« = 0 = « segun si « es falsa o verdadera.

Sia=pV~yykEy a, entonces 8 o v es verdadera. Si, por ejemplo, es
verdadera [, por hipotesis de inducciéon podemos demostrar = 3, y la regla
derecha del disyuntor nos da = «. Si es verdadera + el razonamiento es analogo.

Si, por el contrario « es falsa, entonces son falsas 5 y v, luego por hipotesis
de induccion podemos demostrar 5 = y v =, y la regla izquierda del disyuntor
nos da a =-.

Si a = Au < tB(u), sean = d(t). Si a es verdadera es que, para todo
m < n, se cumple que 3 (0(7”)) es verdadera, luego por hipétesis de induccion®
podemos demostrar = 3(00™)).

Veamos que, para todo m < n, podemos probar y < 0(™) = By).

Cortando los axiomas
y <09 00 <y = y=00), =00 <y
obtenemos y < 000 = ¢ = 0(%), Por otra parte, 5.3 nos da
0% =y, B0”) = B(y)-

Cortando estos secuentes con y = 0(0) = 0 = 0%, obtenemos y < 00 = B(y).

2Técnicamente, con la notacién con la que hemos justificado que la definicién de Eq es
formalizable en ARP, para que la prueba de este teorema sea también formalizable en ARP,
lo que hacemos es definir un funtor que a cada sentencia de Cj(«) le hace corresponder una
demostraciéon del secuente correspondiente = 8 o 8 =, y este funtor se define por recursiéon
sobre j.

3Notemos que ,B(O<m>) puede tener mayor longitud que «, pero tiene menos signos logicos.
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Si podemos probar y < 00™) = B(y) y m+ 1 < n consideramos el axioma
y < (00) =y <0,y = (0"
También tenemos

= B((0M)), (M) =y, BO™)) = Bly),  y=(0") = (0") =y
Mediante cortes inesenciales llegamos a y < (00™) = B(y).

En particular, para m = n tenemos una demostracion de y < 00" = B(y).
Cortando con = 0(™) = ¢ y con axiomas del igualador llegamos a y < t = £(y),
desde donde ya podemos concluir:

y <t=B(y)
=y <t— By
Au < tB(u)

Si « es falsa, entonces existe un m < n tal que B(0"™) es falsa, luego
por hipétesis de induccién podemos demostrar ﬁ(O(m)) =. Como 0(™ < ¢t es
verdadera, por la parte ya probada podemos demostrar = 0™ < t. La regla
izquierda del implicador nos da

0m) <t — B0™) =

y la regla izquierda del generalizador nos da Au <t 8(u) =

Supongamos, por tltimo, que a = Vu < tB(u) y sean = d(t). Si a es
verdadera es que existe un m < n tal que ,B(O(m)) es verdadera, luego por
hipotesis de induccion podemos demostrar = 3(0(").

Como en el caso anterior, también podemos probar = 0™ < ¢, y por la
regla derecha del conjuntor llegamos a = 00" < t A ﬂ(O(m)). Finalmente, la
regla derecha del particularizador nos da = Vu <t B(u).

Si « es falsa, entonces para todo m < n se cumple que B(O(m)) es falsa, luego
por hipotesis de induccion podemos demostrar (O(m)) =-. Ahora probamos por
induccién sobre m que podemos demostrar y < 0™, B(y) =

Para m = 0 usamos como antes que y < 000 = y = 09 lo cual, combinado
con

BOD)y =, 00 =y, B0 = By), y=00 =00 =y,
nos da y < 009, B(y) =.
Si podemos probar y < 00™) 3(y) = y m 4 1 < n, cortamos con el axioma
y < olm+1) y < ()(m)7 y= o(m+1)
y con
BOUHD) =,y =0, 5(y) = BOMHY)
obtenemos y < 0"+ | B(y) =

En particular podemos probar y < 0™, B(y) =, y usando = 0 = ¢
podemos llegar a y < t, B(y) =. Aplicando las reglas izquierdas del conjuntor
y del particularizador llegamos finalmente a \u < t 8(u) =. "
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5.2 La consistencia de AP

Tal y como hemos explicado en el capitulo anterior, la prueba de Gentzen
de la consistencia de AP consiste esencialmente en asignar un ordinal a cada
demostracion en AP y probar que si existe una demostracion del secuente vacio,
es posible transformarla en otra de ordinal estrictamente menor.

El ordinal de una demostracién Para definir el ordinal de una demostra-
cién necesitamos introducir algunos conceptos previos:

Definicion 5.7 Definimos el grado de una formula como el nimero de signos
logicos que contiene (entre conectores y cuantificadores). El grado de un corte
es el grado de la formula de corte. El grado de una induccion es el grado de la
formula de induccion. La altura h(S; D) de un secuente S en una demostracion D
es el maximo de los grados de los cortes e inducciones que hay bajo* S. Si no
hay ninguno, la altura es 0. En particular, el secuente final de una demostraciéon
siempre tiene altura 0.

Notemos que si una regla de inferencia tiene dos secuentes superiores, am-
bos tienen necesariamente la misma altura, pues ambos tienen exactamente las
mismas reglas de inferencia por debajo. Ademés, la altura de un secuente es
obviamente mayor o igual que la de todos los secuentes situados bajo él.

A cada secuente S en una demostracion D en AP le asociamos un ordinal
o(S; D) segtn el criterio siguiente:

1. Si S es un secuente inicial de D, entonces o(S; D) = 1.

2. Si S es el secuente inferior de una regla de debilitacion con secuente supe-
rior Sy, entonces o(S; D) = o(Sy; D).

3. Si S es el secuente inferior de una regla izquierda del disyuntor con se-
cuentes superiores Sy y Sz, entonces o(S; D) = o(S1; D)#0(S2; D).

4. Si S es el secuente inferior de una regla de inferencia logica con secuente
superior Sy, entonces o(S; D) = o(S1; D) + 1.

5. Si S es el secuente inferior de una regla de corte con secuentes superiores
S1 y Se, entonces o(S; D) = wh, —p, (W1#12), donde

hl :h(Sl,D):h(SQ,D), h():h(s,.D)7 ,U/Z:O(S“D)

6. Si S es el secuente inferior de una induccién con secuente superior S’,
entonces o(S; D) = wp, —py+1(n + 1), donde

hi = h(S';D), ho=h(S;D), o(S"sD)=w"+--

El ordinal o(D) de una demostraciéon D es el ordinal de su secuente final.

4 Aqui hay que entender que una regla de inferencia se considera que esta por debajo de su
secuente superior y por encima de su secuente inferior.
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w2
Ejemplo La demostracion del ejemplo de la pagina 30 tiene ordinal w® "

La figura muestra los ordinales de los tltimos secuentes:

1 2 6 10

711
17

18

Tl | | W

Teorema 5.8 Sea S un secuente en una demostracion D y sea D' una demos-
tracion que prolongue a D. Entonces o(S;D’) < o(S; D).

DEMOSTRACION: Razonamos inductivamente que si la desigualdad se cum-
ple para todos los secuentes que estan por encima de S, también se cumple
para S. Distinguimos los mismos casos que en la definicién del ordinal de una
demostracion:

1. Si S es un secuente inicial, trivialmente o(S; D) = 1 = o(S; D).
2. Si S se sigue de S; por debilitacion, entonces

o(S; D') = o(S1; D') < o(S1; D) = o(S1; D).

3. Si S se sigue de S1 y S por la regla izquierda del disyuntor, entonces
o(S; D) = o(S1; D")#0(S2; D') < o(S1; D)#0(S2; D) = o(S; D).

El caso 4. es inmediato y, en los casos 5. y 6., s6lo hay que tener en cuenta lo
siguiente: la diferencia de alturas h; — hg es positiva si todas las inducciones
y cortes posteriores tienen grado estrictamente menor que la féormula de corte
o inducciéon de la regla de la que se obtiene S, y es 0 en caso contrario. En
D’ puede haber més cortes o inducciones por debajo de S, por lo que un valor
positivo de hy — hg en D puede volverse nulo en D’, pero no al revés, luego en
cualquier caso b} — h{y < hy — hg, de donde se sigue que o(S;D’) < o(S; D).

El teorema siguiente lo usaremos a menudo:

Teorema 5.9 Sea D una demostracion que contenga un secuente S1 de modo
que no haya ninguna induccion bajo Sy1. Sea D; la subdemostracion de D for-
mada por los secuentes situados por encima de Sy y sea D otra demostracion
de S1 tal que o(S1; D)) < o(S1; D). Sea D' la demostracion que resulta de
reemplazar Dy por D} en D. Entonces o(D') < o(D).

DEMOSTRACION: Consideremos un hilo de D que pase por S; y vamos
a probar que cada secuente S de dicho hilo situado por debajo de S; cumple
0(S; D") < o(S; D). Luego, basta aplicar esto al secuente final de ambas pruebas.
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Por hipétesis se cumple cuando S = S, pues, usando el teorema anterior,
O(Sl; D/) < O(Sl; Dll) < O(Sl; D)

Basta probar que si un secuente S’ cumple la desigualdad, lo mismo sucede con
el secuente S que estd inmediatamente por debajo en el hilo. Esto se comprueba
regla a regla.

Si la regla que pasa de S’ a S es de debilitaciéon, tenemos que
o(S;D") =0(S";D") < o(S"; D) = o(S; D).

Si se trata de la regla izquierda del disyuntor y sus secuentes superiores son
S"y S” entonces o(S”; D') = o(S”; D) y

o(S; D") = o(8"; D")#0(S"; D) < o(S’; D)#0(S"; D) = o(S; D).

Si se trata de una regla de inferencia loégica con un tinico secuente superior,
entonces
o(S;D") =0(5;D")+1 < 0(S";D)+1=0(S; D).

Si la inferencia es un corte, entonces las alturas hg y h; son las mismas
en D y en D', luego, llamando S” al segundo secuente superior, tenemos que
o(8";D') =o(S"; D) y

o(S: ') = wn 1 (o(S's D' )#0(S"; D))
< Wh, —hy (0(S"; D)#0(S”; D)) = o(S; D).

Si la inferencia fuera una induccién la conclusiéon ya no seria cierta, pero por
hipétesis estamos excluyendo este caso. [

La parte final de una demostraciéon Nuestro objetivo es demostrar que si
existe una demostracion D del secuente vacio en AP, a partir de ella podemos
construir otra de ordinal menor. Las manipulaciones que le haremos a D para
obtener esta nueva demostraciéon afectaran tnicamente a lo que llamaremos su
parte final, que definimos a continuacion.

Recordemos que una fibra en una demostracion es una sucesion de formulas
que empieza en una férmula inicial, es decir, en una féormula que forma parte
de un secuente inicial (un axioma) o bien es la formula principal de una regla
de debilitacién, y termina en una férmula final, es decir, en una férmula del
secuente final de la demostracion o bien en una férmula de corte. En el primer
caso diremos que la fibra es explicita, mientras que en el segundo caso es impli-
cita. Notemos que en una demostracion del secuente vacio todas las fibras son
implicitas.

Una formula de una demostracion es explicita o implicita segin lo sean las
fibras que la contienen.

Una aplicacion de una regla de inferencia logica es explicita o implicita segin
lo sea su féormula principal.
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Definicion 5.10 La parte final de una demostracion esté formada por los se-
cuentes que no tienen por debajo ninguna regla de inferencia logica implicita.

Recordemos que toda regla de inferencia estd por debajo de sus secuentes
superiores y por encima de su secuente inferior. Por consiguiente, si una regla
de inferencia logica es implicita, pero no hay ninguna otra regla logica implicita
bajo ella, entonces su secuente inferior esta en la parte final de la demostracion,
pero su secuente o sus secuentes superiores no lo estan. Diremos entonces que
la regla es fronteriza. Cuando hablemos de las reglas de inferencia de la parte
final de una demostracion, no incluiremos entre ellas a las reglas fronterizas.

Un corte en la parte final de una demostracion en AP es adecuado si las dos
formulas de corte tienen un ascendiente directo que es la formula principal de
una regla fronteriza.

Ejemplo En la demostraciéon del ejemplo de la pagina 30 las dos ultimas
aplicaciones de la regla izquierda del particularizador son implicitas, pues los
hilos de sus férmulas principales terminan en el dltimo corte. Por lo tanto, la
parte final de la demostracion estéd formada por los cuatro secuentes situados
bajo ellas.

x=2yVze=2y+1= p(a')
=0=2-0v0=2-0+1 Vu(z =2uVz=2u+1)= ¢(z')
= Vu(0=2uVvV0=2u+1) Vu(0=2uV0=2u+1)= ¢(z)

= Vu(z =2u V2 =2u+1)

Vamos a necesitar el teorema siguiente que garantiza la existencia de cortes
adecuados en determinadas circunstancias:

Teorema 5.11 Supongamos que una demostracion en AP no coincide con su
parte final, que los secuentes iniciales de dicha parte final no contienen signos
logicos y que en ella no hay mds reglas de inferencia que cortes. Entonces la
parte final contiene un corte adecuado.

DEMOSTRACION: Como la demostraciéon no coincide con su parte final, tiene
alguna regla de inferencia logica (implicita) fronteriza, lo que significa que su
formula principal, que tiene signos logicos, tiene que eliminarse con un corte
situado bajo ella, luego en la parte final de la demostracion, y dicho corte seréa
un corte esencial. Vamos a probar el teorema por induccion sobre el namero de
cortes esenciales que contiene la parte final de la demostracion.

Consideremos un corte esencial que no tenga ninguno més por debajo. Si es
adecuado, ya tenemos la conclusiéon. En caso contrario sera de la forma

D, D,

I'= A « a, IV = A’
I, I"= A A

donde una de las dos férmulas de corte (pongamos que la de la izquierda) no
desciende de la formula principal de una regla fronteriza.
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Entonces D; contiene una regla fronteriza, pues, en caso contrario, como
en la parte final de D no hay debilitaciones, « tendria que descender de un
secuente inicial de la parte final de D y, como ella no hay mas que cortes, dicho
ascendente serfa idéntico a o y por hipotesis no tendria signos légicos, lo que
contradice que el corte sea esencial.

Ahora observamos que una regla de inferencia logica fronteriza contenida
en D; es implicita en Dy si y s6lo si lo es en D.

Obviamente, si es implicita en D; es que su formula principal se elimina en
un corte en D1, luego se elimina en un corte en D, luego la regla es implicita
para D. Reciprocamente, si la regla es implicita en D, su férmula principal (que
tiene signos logicos y no es «) se elimina en un corte de D, pero el corte tiene
que estar en D1, porque el corte que elimina a « no tiene por debajo otros cortes
esenciales. Por lo tanto, la regla es implicita en D;.

Veamos ahora que una regla logica contenida en D1 es fronteriza para Dy si
y s6lo si lo es para D.

En efecto, si es fronteriza para D, entonces es implicita para D, y también,
seglin acabamos de ver, para D1, y de hecho es fronteriza para D1, pues cualquier
regla de inferencia logica contenida en D por debajo de ella que sea implicita
para D es también implicita para D, lo que contradice que la regla inicial sea
fronteriza para D.

Reciprocamente, si la regla es fronteriza para D1, es implicita para D7, luego
para D, y tiene que ser fronteriza para D, pues si tuviera por debajo otra regla
logica implicita para D, no puede estar en D;, ya que entonces seria implicita
para D y contradiria que la regla dada es fronteriza para Dy, luego tiene que
estar por debajo del secuente I' = A, «, y esto contradiria que el corte esté en
la parte final de D.

Asi pues, como D, tiene reglas fronterizas, no coincide con su parte final. De
hecho, la parte final de D; esta formada por los secuentes de la parte final de
D contenidos en D;. Esto nos permite aplicar la hipdtesis de induccion a Dy,
que tiene al menos un corte esencial menos que D. Por lo tanto, D; contiene un
corte adecuado. Esto significa que las formulas de corte descienden de férmulas
principales de reglas fronterizas de D7, que también son fronterizas en D, luego
el corte es adecuado para D. [

Ahora ya podemos probar el resultado principal:

Teorema 5.12 Si D es una demostracion del secuente vacio en AP, existe
otra D' tal que o(D') < o(D).

DEMOSTRACION: Observemos que en una demostracion del secuente vacio
todas las reglas de inferencia son implicitas, por lo que la parte final de D esta
formada simplemente por los secuentes que no tienen por debajo ninguna regla
de inferencia logica. En particular, la parte final no contiene reglas de inferencia
logicas.
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El teorema 3.10 nos permite transformar D en una demostracion regular sin
alterar su ordinal. Alternativamente, podemos suponer que D es regular.

e Si en la parte final de D aparece una variable libre que no es la variable
propia de ninguna regla de inferencia, por el teorema 3.7 podemos sustituirla
por la constante 0, y obtenemos asi una demostracion (también del secuente
vacio) con el mismo ordinal.

Repitiendo este proceso un nimero finito de veces podemos suponer que en
la parte final de D no hay ninguna variable libre que no esté usada como variable
propia de una (tnica) regla de inferencia.

e Supongamos que la parte final de D contiene una regla de inducciéon y
consideremos una que no tenga ninguna otra por debajo. Pongamos que es

a(y), L £ A, aly) (h)
a(0), T = A, a(t) (ho)

En lo sucesivo, una letra sobre la flecha de un secuente denotard su ordinal
en la demostraciéon en la que aparece. En este caso, estamos diciendo que
el secuente superior S tiene ordinal o(S;D) = p = w” 4 --- y el secuente
inferior Sy tiene ordinal o(Sp) = wp, —ne+1(n+ 1) v h1, ko son las alturas de S
y Sp, respectivamente.

Puesto que debajo de esta regla no hay méas inducciones ni tampoco reglas
de inferencia logicas, no puede haber variables libres (ya que toda variable libre
es la variable propia de una induccién o de una regla de un cuantificador), luego
en particular el término ¢ no tiene variables libres.

Sea m = d(t), de modo que el teorema 5.3 nos da una demostracion de
= 0™ =ty a su vez de otra demostracion E del secuente a(0™) = a(t) en
la que no se usan inducciones ni cortes esenciales. Como en un corte inesencial
la altura de los secuentes superiores coincide con la del secuente inferior, se
comprueba inmediatamente que ¢ = o(E) es un ntmero natural.

Si llamamos Dy a la subdemostracion de D formada por los secuentes situa-
dos sobre el secuente superior S, sucede que la variable y no se usa como variable
propia en Dy (pues por la regularidad de D s6lo se usa como variable propia
una vez, y es en la inferencia S/Sp), luego el teorema 3.7 nos da que, para todo
namero natural n, al sustituir y por 0") en Dy obtenemos una demostracion
Do(0(™) del secuente

(0™ T = A, a(0"+Y)

(notemos que y no puede aparecer en I' 0 en A). Ahora encadenamos asi las
demostraciones Do(0(™):

Do(0() Do(0W)
: : Do(0))

a(00), TE A a(0®) a0®), T & A, a(0?) :
a(0©), T = A, a(0®) a(0@), T £ A, a(0®)
a(0), T = A, a(0®)
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hasta llegar a una demostracion del secuente
a(0),T = A, a(0)
y, a su vez, combinando la prueba con F, obtenemos:

E

2(0), T = A, a(00) (0™ = a(t)
2(0). T = &, a(l)

En suma, obtenemos una demostracion alternativa D{, del secuente Sy. Al
sustituir Dy por D{, obtenemos una demostracion D’ alternativa a D en la que
hemos eliminado la induccién que estamos considerando. Vamos a calcular su
ordinal.

En primer lugar observamos que S tiene altura h; en D, lo que significa
que h; es el maximo de los grados de los cortes situados bajo S y del grado de
la formula de induccion a(y). Pero todas las formulas a(0(™) tienen el mismo
grado que «a(y), luego todos los cortes situados en D’ entre un secuente

(0™, T = A, a(0+Y)

y el secuente «(0), ' = A, a(t) tienen el grado de a(y), lo que se traduce en
que las alturas de los cortes e inducciones contenidos en Dy (0™) como parte
de D’ son las mismas que las que tienen en Dy como parte de D, luego el ordinal
en D’ de los secuentes

(0™ T = A, a(0+Y)

sigue siendo u. Ademaés, todos los cortes que combinan estos secuentes en Dj)
estan formados por secuentes de altura hy, por lo que el ordinal del secuente
inferior cada corte es la suma formal de los de los secuentes superiores. Concre-
tamente:
o(a(0), T = A, a(0?); D) = u#pu,

0(a(0), T = A, a(0%); D') = g putp
y asi:

o(a(0), T = A, a(0™); D') = pxm,

donde p*m = u#t - #un (m veces).

Por ultimo, en el altimo corte de Dy, los secuentes superiores tienen altura hy
en D' y el secuente inferior tiene la misma altura hg que en D, luego

O(SO; D/) = Why—hg (:U’ *m + q)

y
pxm4q=wl4- <wt

luego
O(SO; D/) = Why—hg (,U, *m + Q) < Why—hy (wnJrl) = wh1—hu+1(n + 1) = O(SO; D)

El teorema 5.9 nos da entonces que o(D’) < o(D).
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A partir de aqui podemos suponer que la parte final de D no contiene in-
ducciones.

e Supongamos ahora que la parte final de D contiene un axioma logico, es
decir, un secuente de la forma a = a.

Como en la parte final no hay reglas l6gicas ni inducciones y el secuente final
es vacio, los descendientes de las dos formulas « son idénticos a a y tienen que
acabar desapareciendo en un corte. Supongamos que en primer lugar desaparece
un descendiente del antecedente, asi:

Dy o=

£ A a a, TV 2 A
I, I"= A A

=
donde A’ contiene todavia un descendiente directo del a situado en el conse-

cuente del axioma. Entonces podemos simplificar D hasta una demostracién D’
de la forma

Dy
£ A o
IV & A A
=

Llamemos S al secuente I', IV = A, A’. Notemos que en los altimos puntos
suspensivos tiene que haber otro corte que elimine la formula o contenida en A’.
Por lo tanto, al pasar a D’ hemos eliminado un corte del grado de «, pero mas
abajo hay otro del mismo grado, luego las alturas en D de todos los secuentes de
la subdemostracion Dy que acaba en I' = A, « son las mismas que sus alturas
en D', luego

p=o = Aa;D) =0l = A,a;D') = 0o(S; D).
Maés atin, como la altura de los dos secuentes superiores del corte de D es la

misma que la del secuente inferior, si los secuentes superiores tienen ordinales
wy ven D, entonces

o(S; D) = p#tv > u = o(S; D).

El teorema 5.9 nos da entonces que o(D') < o(D). Sien D se corta antes la
formula « del consecuente del axioma, un razonamiento totalmente anélogo nos
lleva a la misma conclusion.

Asi pues, a partir de aqui podemos suponer que la parte final de la demos-
tracion D no contiene ningtn axioma logico.
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e Supongamos ahora que la parte final de D contiene una regla de debili-
tacion y tomemos una que no tenga otra por debajo. Supongamos que es una
regla izquierda, pero el caso de la regla derecha se trata andlogamente. Como el
secuente final es vacio, la formula introducida, digamos «, tiene que eliminarse
posteriormente con un corte, por lo que D tiene que tener esta estructura:

1"// :> AII

o, "= AT
£ A a a, TS A
L, IV = A, A

Distinguimos dos posibilidades:

A) Si o figura en el antecedente de algin secuente que se corta con otro
situado bajo a, T = A", entonces a “aparece” aunque no usemos la regla de
debilitaciéon que la introduce en D, con lo que podemos considerar demostracion
alternativa D’:

F// :> A//

I'=s A« a, IV = A/
ILT= A A

=
que tiene el mismo ordinal, pero una debilitacién menos en su parte final.
B) Si « no figura el en antecedente de ningin secuente que se corta con
alguno de los secuentes situados bajo a, I’ = A”, entonces todas las reglas
intermedias siguen siendo vélidas si eliminamos « de los secuentes situados bajo

a, T" = A’ (pues « es siempre una formula colateral y no hay debilitaciones que
puedan volverla a introducir), con lo que obtenemos la demostracion alternativa:

1"// i A//

NN,

ILT/5 A, A

=
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La altura hg del secuente I', IV = A, A’ es la misma en D y en D’, pero
al haber eliminado un corte, la altura de los secuentes situados sobre él puede
cambiar. Sea S un secuente en D situado sobre o, IV = A’ y sea S’ el secuente
correspondiente en D'. Sea h = h(S, D) y b/ = h(S’,D’). Claramente b/ < h y,
mas precisamente, vamos a ver que

wh_n(0(S; D)) > o(S"; D). (5.1)

Admitiendo esto, tenemos en particular que wp, —p, (V) > V' y

f = Wh;—hg (M#V) > Whi—hg (V) > Vl)
luego el teorema 5.9 nos da que o(D’) < o(D).

Como en cada paso de tipo A) eliminamos una debilitacion implicita de la
parte final, al cabo de un ntimero finito de pasos, o bien se da en algin momento
el caso B) y hemos reducido el ordinal, o bien llegamos a una demostracion
en cuya parte final todas las férmulas principales de las reglas de debilitacion
implicitas son de tipo Ag.

La prueba de (5.1) es laboriosa. Obviamente la relacion es cierta cuando S
es un secuente inicial, pues los dos ordinales valen 1, luego basta probar que si la
cumplen los secuentes superiores de una regla de inferencia, también la cumple
el secuente inferior. Distinguimos todos los casos posibles:

1. En el caso de una regla de debilitacion S/ Sy, se cumple que ambos secuen-
tes tienen la misma altura h y los correspondientes S’/S) en D’ también
tienen la misma altura h’, por lo que

wh—n (0(S0; D)) = wp—n (0(S; D)) > o(S"; D') = o(Sp; D).

2. En el caso de una regla izquierda del disyuntor, los secuentes superiores S
y S tienen la misma altura h que el secuente inferior Sy, y lo mismo sucede
con la regla correspondiente en D’. Por lo tanto, teniendo en cuenta el
teorema 4.8,

wh—n' (0(So; D) = wh—w (0(S; D)#o(S; D)) >
wh—n (0(S; D)) #wn— (0(S; D)) > o(S"; D")#0(5'; D) = o(Sh; D).

3. En el caso de una regla logica S/Sp, ambos secuentes tienen la misma
altura h, e igualmente, en la regla S’/S( ambos secuentes tienen altura h'.
Entonces

Wh—n'(0(S; D) + 1) > wh_p (0(S; D)) #wh—n (1) > o(S'; D) + 1.
4. Consideremos ahora un corte en D y el correspondiente en D'

S S S8
S S
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Llamemos h; y hg a las alturas de los secuentes superiores y del secuente
inferior en D, respectivamente, y h} y h{ a las alturas de los secuentes
correspondientes en D’. Sean u; = o(S;; D) y p; = o(S}; D). Llamemos g
al grado del corte y distinguimos tres casos:

(a) Sih{ < hg < g,entonces hy = g = h{, luego la hipotesis de induccion
es que p; > ul. A su vez,

Who—hy (Why —ho (K1 F112)) = Why —ny (R Fp12) = Wiy -y (R F11D).-

(b) Si g < h{ < hg, entonces hy = hg y h] = h{, y de nuevo la hipotesis
de induccién es p; > p). Tenemos entonces que

Who—hy, (P FFH2) > b > py F s

(¢c) Sihj < g < hg, entonces hy = hg, b} = g y la hipotesis de induccion
es why—g(pti) > 1. Entonces

Who—hy (M #H2) = Wg—ny (Whe—g (H1F12)) =
Wh, —hi) (Who—g(H1)Hwhy—g(H2)) > Wh! —h}, (11 #13).-

. Finalmente consideramos una regla de induccién S/Sy. Como en el caso
anterior, llamamos hy y hg a las alturas del secuente superior y del secuente
inferior en D, respectivamente, y b} y k' : 0 a las alturas de los secuentes
correspondientes en D’. Sean

pu=o0(S;D)=w"+ -, ’u,/:()(SI;DI):wn/_i_...

Llamamos g al grado de la férmula de induccién y distinguimos los mismos
tres casos que antes:

(a) Sihy < ho < g, entonces hy = g = hf, luego la hipotesis de induccion
es que p > ', lo que implica que n > 1. A su vez,

Who— ) (Why—ho+1(1 + 1)) = Wiy —ng41(0 +1) > why g1 (n' + 1),

(b) Si g < h{ < hg, entonces h; = hg y b} = h{, y de nuevo la hipotesis
de induccion es p > p/. Tenemos entonces que

’
Who—h), (W) > Wt >+

(c) Sih{ < g < hg, entonces hy = hg, b} = g y la hipotesis de induccion
es why—g(p) > 1. Esto significa que

Who—g(W" +--+) = w@ho—g—1 (@) > 0’ .
luego why—g—1 (W) > wpy— g1 (W +--+) > 17, luego
Who—g—1(@"T1) Z ' + 1,
luego why g (W) > w1 Tuego
Wh 1y (0(S; D) = why -y (W) = Wy (Wny—g (W) >

Wg—hy, (wn/-i-l) = wh/l—h6+1(77/ +1)=o0(S"; D).
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En suma, podemos restringirnos al caso en que la parte final de D soélo
contiene axiomas del igualador o axiomas matemaéticos y cortes. Més atun, por
el primer paso de la prueba, en ella no hay variables libres. Observemos que
todas las formulas que aparecen en los axiomas del igualador y en los axiomas
matematicos son atémicas.

Ahora vemos que D no puede coincidir con su parte final, pues si se diera el
caso tendriamos que D seria una demostraciéon del secuente vacio formada por
sentencias atémicas, en contra del teorema 5.5.

e Por el teorema 5.11 tenemos que la parte final de D contiene un corte
adecuado. Tomemos uno que no tenga ningin otro por debajo. La féormula de
corte tiene que tener signos logicos. Hay cuatro casos posibles.

A) Si la formula de corte es —ev, la demostracion es de la forma

a, 1 2 A 2 A, a
' = A, -, Fll = All

r2A -a () -ao '8 A
I, TV = A, A’

" = A" (hy)
=
Hemos destacado el secuente mas alto I = A’ situado bajo I, IV = A, A’
(podria ser éste mismo) cuya altura hg es estrictamente menor que la altura hy
de los dos secuentes superiores del corte. Notemos que tiene que existir, pues

la altura del secuente final de una demostraciéon siempre es 0 y hy > 0, pues el
grado de —a no es nulo. Consideramos esta demostraciéon alternativa:

A A« a, T1 2 A

—a, I} = Al « a, ' = A1, ~a
rs A, —~a (k1) —a, TV & A« a, & A, —a (b)) —a, T YN
ILT=A A"« a, T, T"= A A
"= A" a (h) (h) o, T = A"

7

& A" (h)
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Observemos que, al dejar «, hemos sustituido las reglas del negador por
reglas de debilitacion. Como todas las inferencias por debajo de las reglas fron-
terizas son cortes, éstos siguen siendo validos aunque hayamos anadido a en
el antecedente o en el consecuente, por lo que podemos llegar a los secuentes
superiores del corte original con la adiciéon de a. Cortando dos veces —~a pode-
mos continuar la deduccién con el « adicional hasta eliminarlo justo antes del
secuente I = A’ y a partir de ahi continuamos la deduccion original hasta el
secuente vacio.

Vamos a probar que la nueva demostracién D’ tiene ordinal menor que la
original D. En primer lugar observamos que los secuentes superiores de los
cortes de -« en D’ siguen teniendo altura hy, pues por debajo no tienen ninguna
induccidén y tienen los mismos cortes, salvo un corte anadido con férmula de corte
a, pero ésta no aumenta la altura, ya que h; es mayor o igual que el grado de
-, que es mayor que el de a. Obviamente la altura de I = A” en D’ es la
misma que en D.

Si llamamos m a la altura de los secuentes superiores del corte de « en D’,
tenemos que h = hq si hg es mayor que el grado de o y h es el grado de « en
caso contrario. En cualquier caso hg < h < hy.

Claramente, & = p1, & < pa, &3 < p1, &4 = pe, donde las desigualdades
estrictas se deben a que al pasar de D a D’ hemos eliminado una regla del
negador.

Todos los secuentes entre I', TV = A, A’ y I = A’ tienen altura hy en D
menos el ultimo, y lo mismo vale en las dos ramas de D’. Como uno de los
secuentes anteriores a I', IV = A, A’ tiene ordinal estrictamente menor en D
que en las ramas de D’, una induccion trivial nos permite concluir que el ordinal
de cada secuente bajoI', IV = A, A’ en D es mayor estrictamente que el ordinal
del secuente correspondiente en cada una de las dos ramas correspondientes
en D’ salvo quizé en el caso del secuente I = A", cuya altura pasa de ser hg
en D a ser h en cada rama de D’. Si la inferencia que lleva a I'" = A” en D es
un corte

S1 Sy
TS AT

cuyos secuentes superiores tienen ordinales €1 y €2, en D’ tenemos

S Sy sy Sy
I"=>Aa o7 = A

F// = AI/
y los ordinales son:
€ € 4 €y
! / 11 17
wh, —h(€17€5) Wh, —h (€1 #€)

Why—ho (Why (€1 7€5) Fwn, —n (] #€Y))

De los ordinales €} y €, uno de ellos es igual al correspondiente €; o €3 y el otro
es estrictamente menor, luego €| #e, < e1#e€s, e igualmente e]#el < e#es,
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luego®
Wn—k (Wi—m (€1 F€5)Fwi—m (€1 #€5)) < wm—r(Wi—m(e1#€2)) = wi—m(e1#€2),
0, lo que es lo mismo,
v=oI"= A"D") <ol = A"D)=1".
El teorema 5.9 nos da entonces que o(D’) < o(D).

B) A) Si la formula de corte es o V 3, la demostracion es de la forma

4 A,« o, = A B T2 A

F1:>A1,0é\/ﬂ Oé\/ﬁ,FlliAll
T8 A avg (h) aV B T B A

O, TV = A, A
" & A" (hy)

=
donde nuevamente I' = A" es el secuente méas alto cuya altura hg es menor

que la altura h; de los secuentes superiores del corte que elimina « V 5. Ahora
consideramos la demostracion D’ siguiente:

I'n= A1, a a,F’1:>A’1
I'n=A1,a aVp aV B, a Il =A]

F%A a,avB (M)aVvB T2 A TEAavE (h) aVp a ' 2 A
I I"=A A« a, I, T7= A, A7

"4 A a (h) (h) o, T2 A
I = A" (ho)

=

Los secuentes superiores de los cortes de a V 3 en D’ siguen teniendo al-
tura hi, pues por debajo no tienen ninguna induccién y tienen los mismos cortes,
salvo un corte anadido con férmula de corte «, pero ésta no aumenta la altura,
ya que h; es mayor o igual que el grado de a V 3, que es mayor que el de a.
Por otra parte, la altura de I = A” en D’ es la misma que en D.

Si llamamos h a la altura de los secuentes superiores del corte de o en D',
tenemos que h = hg si hg es mayor que el grado de v y h es el grado de «a en
caso contrario. En cualquier caso hg < h < h;.

. ’ " 2 ’
5 Aqui usamos que si n’ < 1’/ <7, entonces w” #w? =wT +w? < W
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Por otro lado, & < p1, & = pe, &3 = p1, €4 < po, donde las desigualdades
estrictas se deben a que al pasar de D a D’ hemos eliminado una regla del
disyuntor.

Todos los secuentes entre I', TV = A, A’ y IV = A’ tienen altura h; menos
el ultimo. Como todas las inferencias son cortes, el ordinal de cada nuevo
secuente es la suma formal de los dos secuentes superiores del corte que lo
genera, salvo quizé en el caso de los secuentes del corte que elimina o en D’. Por
consiguiente, salvo en este caso, el ordinal de cada secuente bajo I', IV = A, A’
en D es mayor que el ordinal del secuente correspondiente en cada una de las
dos ramas correspondientes en D’.

Para los secuentes del corte que elimina a « en D’, el calculo es exactamente
el mismo que el del caso anterior. Si la inferencia que lleva a I = A” en D es
un corte

S1 Sy
TS AT
cuyos secuentes superiores tienen ordinales €¢; y €3, exactamente las mismas
cuentas que en el caso anterior nos permiten concluir que o(D’) < o(D).

C) Si la formula de corte es Vu a(u), la demostracion es de la forma

I = Ay, a(t) aly), I 2 Al
I = Ar, Vua(u) Vua(u), Th = A

r& A, ‘\/u a(w) (h) Vu a(u),. 2 A
I,V = A, A

"% A” (ho)
=
donde nuevamente I' = A’ es el secuente méas alto cuya altura hg es menor
que la altura h; de los secuentes superiores del corte que elimina \ua(u).

Ahora consideramos la demostracion alternativa D’ siguiente, que por razones
tipograficas descomponemos en dos bloques:

Fl g A.l, Oé(t)
' = Aq, a(t), Vua(u)

r& A, a(t),Vua(u) (k1) Vua(u), T’ SN
T = A, A aft)

T = A", a(t) (h)
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a(t), I 3 A
Vua(u), a(t), T = A}

r& A,.\/ua(u) (h1)  Vua(u), a(.t), I & A
o), T, T = A, A

(h) a(t), T = A"
Estos dos bloques se combinan mediante un corte:
"= A" «t) (h) at), T = A"

7

I é A (ho)

=

Empezamos ambos bloques sustituyendo las reglas del particularizador por
reglas de debilitacion sin mas que conservar a(t) en el secuente final. Todas las
reglas de inferencia siguen siendo validas sin mas que anadir por debilitacion «(t)
en el segundo secuente superior de las posibles reglas izquierdas del disyuntor,
con lo que podemos llegar a los secuentes superiores del corte original con la
adicion de a(t). Cortando dos veces Vu a(u) podemos continuar la deduccién
manteniendo el «(t) adicional hasta eliminarlo justo antes de T = A” y a
partir de ahi continuamos la deduccién original hasta el secuente vacio.

Tenemos que
o(a(t), Iy = A} D') = o(a(y), T'y = A3 D) = s,

pues por debajo de estos secuentes hemos afiadido el corte de a(t), pero su
grado es menor que el del corte de \/ua(u), luego las alturas de los secuentes
correspondientes en ambas subdemostraciones son las mismas.

Ahora observamos que los secuentes superiores de los cortes de \/u o(u) en D’
siguen teniendo altura hy, pues por debajo no tienen ninguna inducciéon y tienen
los mismos cortes, salvo un corte anadido con formula de corte «(t), pero ésta
no aumenta la altura, ya que h; es mayor o igual que el grado de \u a(u), que
es mayor que el de «(t). Obviamente la altura de I'" = A” en D’ es la misma
que en D.

Si llamamos h a la altura de los secuentes superiores del corte de a(t) en D',
tenemos que h = hg si hy es mayor que el grado de a(t) y h es el grado de a(t)
en caso contrario. En cualquier caso hg < h < hy.

Claramente, & = p1, & < po, & < p1, &4 = pa, donde las desigualdades
estrictas se deben a que al pasar de D a D’ hemos eliminado una regla del
particularizador.
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Como en los casos anteriores, vemos que todos los secuentes situados entre
LTV = A, A’ y I = A’ tienen altura h; menos el tltimo. Como todas las
inferencias son cortes, el ordinal de cada nuevo secuente es la suma formal de
los dos secuentes superiores del corte que lo genera, salvo quiza en el caso de los
secuentes del corte que elimina « en D’. Por consiguiente, salvo en este caso, el
ordinal de cada secuente bajo I', IV = A, A’ en D es mayor que el ordinal del
secuente correspondiente en cada una de las dos ramas correspondientes en D’.

Para los secuentes del corte que elimina a a en D’, el calculo es nuevamente
el mismo que el de los casos precedentes. Si la inferencia que lleva a I’/ = A” en
D es un corte cuyos secuentes superiores tienen ordinales €; y €5, exactamente
las mismas cuentas nos permiten concluir que o(D’) < o(D).

D) El caso en que la formula de corte es Au a(u) se trata de forma totalmente
analoga. m

La prueba de este teorema es formalizable en ARP. Méas explicitamente,
podemos definir un funtor F(D) de modo que

D F(D)
AIP—{P({P(Q = Q) — rAkpj(g = &) A o(F (D)) < o(D)).

De aqui se deduce este teorema informal:

Teorema 5.13 (Gentzen) Sila aritmética de Peano es contradictoria, existe
una sucesion infinita estrictamente decreciente de ordinales.

Naturalmente, por ordinales entendemos ordinales menores que €y, tal y
como los hemos definido en el capitulo precedente. La prueba es estrictamente
constructiva y finitista. Podemos programar un ordenador para que, si le damos
una demostracion del secuente vacio en AP, nos genere una sucesion infinita
estrictamente decreciente de ordinales.

Para formalizar este teorema en ARP basta expresarlo en términos de in-
duccién transfinita: considerando la férmula IT;

ola) = —K/D(fp(@ = ) N o(D) = «),

obtenemos que

- Na € B(=6(a) = VB < a=6(8))),
y esto equivale a

(o€ BIAG < ad(8)) = 6(a)),

Por consiguiente,

A;P(qb —IND(¢g) = Na € E¢(a)),

pero Aa € E ¢(a) afirma que hay una férmula que no puede ser demostrada
. . . T -1 . .
en AP, luego implica Consis APy asi concluimos que

Ty
A;Pw — IND(eg) — Consis AP ),
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tal y como ya avanzabamos en el capitulo anterior. Asi tenemos que la in-
duccion transfinita hasta €y (al menos para cierta formula ¢ de tipo II;) no es
demostrable en AP.

(Prob6 Gentzen la consistencia de la aritmética? Nadie cuestiona la
correccion formal de la demostracion del teorema anterior, pero éste si que ha
generado controversias sobre su auténtico valor epistemologico, es decir, sobre
si realmente sirve para convencer a alguien de que la aritmética de Peano es
consistente.

Por ejemplo, se dice que Alfred Tarski dijo en cierta ocasion que la prueba
de Gentzen mediante induccion hasta €y habia aumentado su confianza en la
consistencia de la aritmética “en un €’ (es decir, que el incremento fue insigni-
ficante), pero esto refleja tinicamente el hecho de que para alguien que no dude
de la consistencia de la aritmética ninguna prueba podra hacer que aumente su
confianza en ella.

Mas mordaz fue Hermann Weyl cuando afirmé que Gentzen habia demos-
trado la consistencia de la aritmética, es decir, de la inducciéon hasta el ordinal w,
mediante la inducciéon hasta €y (un ordinal mucho mayor).

La critica que encierra la frase de Tarski supone una acusacion de circulari-
dad trivial: “no tengo objeciéon alguna a tus argumentos porque acepto de salida
la conclusiéon a la que quieres llegar, y ella los justifica todos”, mientras que la
de Weyl sugiere una circularidad destructiva: “pretendes convencerme de algo
pidiéndome que acepte de entrada algo mucho mas fuerte que tu conclusiéon”.

En palabras de Kleene:

Hasta qué punto puede aceptarse que la prueba de Gentzen sirve de
fundamento a la teoria de numeros cldsica en el sentido en que este
problema ha sido planteado es, en la situacion actual, una cuestion
que queda al juicio de cada cual, dependiendo de en qué medida estd
uno dispuesto a aceptar la induccion hasta ey como método finitista.

Gentzen consideraba incuestionable la induccién hasta €y, pero Gédel mostro
su escepticismo al respecto (no a que fuera correcta, por descontado, sino a que
fuera un principio méas evidente que la propia consistencia de la aritmética).
Takeuti, por su parte, cuando presenta la prueba de Gentzen dice:

Por supuesto, la importancia de este teorema reside en su demostra-
cion [...] jNadie duda de la consistencia de la aritmética de Peano!

Ademas, contesta a Weyl observando que su afirmacion es equivoca, pues
Gentzen prueba la consistencia de la aritmética a partir de una propiedad de ¢,
que a su vez puede ser justificada satisfactoriamente. El lector tendra que juzgar
por sf mismo si le parece convincente la demostraciéon que hemos presentado en
el capitulo anterior, aunque es dificil juzgar si un argumento es convincente
cuando uno ya esté convencido a priort de su conclusion. L]
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5.3 La consistencia de [3;

Veamos ahora una variante del argumento que hemos empleado en la seccion
anterior que nos permitird demostrar la consistencia de 1331 a partir de la validez
de la induccion transfinita hasta w®.

Si existiera una demostracion del secuente vacio en IXq, el teorema 1.18 nos
permitiria construir otra a partir de ella formada exclusivamente por férmulas
de tipo X;. A partir de este momento, cuando hablemos de demostraciones
en [¥1, entenderemos que nos referimos a demostraciones formadas por formulas
de tipo ¥;.

Llamaremos reglas de inferencia relevantes en una demostracion D a las
reglas de los cuantificadores cuya formula principal no sea Ag o, lo que es lo
mismo, las reglas que introducen cuantificadores no acotados.

Ahora definimos una nueva asignacion de ordinales a las demostraciones:

A cada secuente S en una demostracion D en I¥; (formada por formulas de
tipo 1) le asociamos un ordinal o(S; D) segun el criterio siguiente:

1. Si S es un secuente inicial de D, entonces o(S; D) = 0.

2. Si S es el secuente inferior de una regla de debilitacion o de una regla logica
irrelevante con un unico secuente superior S, entonces o(S; D) = o(S1; D).

3. Si S es el secuente inferior de una regla izquierda del disyuntor o de corte
con secuentes superiores S1 y Sa, entonces o(S; D) = o(S1; D)#0(S2; D).

4. Si S es el secuente inferior de una regla de inferencia relevante con secuente
superior Si, entonces o(S; D) = o(S1; D) + 1.

5. Si S es el secuente inferior de una induccién con secuente superior Si,

entonces ( )
L w si o(S1; D) < w,
O(S7D)_{wn+l sio(S1; D) =w" +---

El ordinal o(D) de una demostracion D es el ordinal de su secuente final. Es
inmediato que, con esta definicion, se cumple que o(D) < w.

Ejemplo En la demostracion del ejemplo de la péagina 30 todas las férmulas
son X y, segun la definicién precedente, todos los secuentes tienen ordinal 0
hasta que se aplican las reglas del particularizador, al final:

w+1 ]

Ahora podemos afinar un poco mas el enunciado del teorema 5.6:
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Teorema 5.14 Si a es una sentencia de tipo Ag, entonces en AP(Z) puede
probarse el secuente = « o bien a = segun si o es verdadera o falsa, y la
demostracion puede tomarse formada sdlo por sentencias Ay y con ordinal 0.

DEMOSTRACION: La prueba del teorema 5.6 muestra explicitamente como
construir una demostraciéon D de = « o de a = sin inducciones, y en ella se ve
que D consta tnicamente de sentencias A, por lo que no se usan reglas logicas
relevantes. Es claro entonces que todos los secuentes tienen ordinal 0. L]

Al haber cambiado la definicion de ordinal, tenemos que demostrar de nuevo
el teorema analogo a 5.9. De hecho necesitamos una version ligeramente més
general:

Teorema 5.15 Sea D una demostracion que contenga un secuente Sy de modo
que no haya ninguna induccion bajo S1. Sea Dy la subdemostracion de D for-
mada por los secuentes situados por encima de Sy y sea D} otra demostracion
de Sy tal que o(S1; D)) < o(S1; D) (resp. o(S1; D}) < o(S1;D)). Sea D' la de-
mostracion que resulta de reemplazar Dy por Dy en D. Entonces o(D") < o(D)
(resp. o(D'") < o(D)).

La prueba es una simplificaciéon de la de 5.9, en la que las reglas logicas irre-
levantes con un tinico secuente superior se tratan como la regla de debilitacion
y la de corte se trata como la regla izquierda del disyuntor. El argumento para
la desigualdad no estricta es exactamente el mismo.

Aunque de momento nos interesara tnicamente el caso de demostraciones
en I¥;, vamos a dar aqui unas definiciones méas generales:

Definiciéon 5.16 La parte final de una demostracion en AP esta formada por
los secuentes que no tienen por debajo ninguna regla de inferencia relevante
implicita. Las reglas fronterizas se definen igual que en la seccion anterior.

Un corte en una demostracion en AP es sustancial si la formula de corte
no es Ag. El corte es adecuado si ademas las dos féormulas de corte tienen un
ascendiente directo que es la formula principal de una regla fronteriza.

Probamos ahora una variante del teorema 5.11:

Teorema 5.17 Supongamos que una demostracion en AP contiene unicamente
formulas de tipo X, o Il,,, que mo coincide con su parte final y que dicha parte
final cumple las condiciones siguientes:

1. Sus secuentes iniciales estdn formados por formulas Ay,
2. Las férmulas principales de las reglas de debilitacion implicitas son Ag,
3. No contiene reglas relevantes o de induccion.

Entonces la parte final contiene un corte adecuado.
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DEMOSTRACION: Como la demostracion no coincide con su parte final, tiene
alguna regla relevante implicita fronteriza. Su férmula principal « no es Ag, y no
puede ser la formula auxiliar de ninguna regla logica posterior, ya que su formula
principal no seria ¥, o II,, a menos que la regla introdujera un cuantificador
que alternara con el primer cuantificador de «, pero entonces seria una regla
relevante en la parte final de la demostracién, en contra de lo supuesto. Como
la regla fronteriza es implicita, « tiene que eliminarse con un corte situado bajo
ella, luego en la parte final de la demostracion, y dicho corte serd un corte
sustancial.

Vamos a probar el teorema por induccioén sobre el nimero de cortes sustan-
ciales contenidos en la parte final de la demostracién. Consideremos un corte
sustancial que no tenga ninguno més por debajo. Si es adecuado, ya tenemos
la conclusion. En caso contrario sera de la forma

Dy Dy

'= A « a, TV = A/
L, TV= A, A

donde una de las dos formulas de corte (pongamos que la de la izquierda) no
desciende directamente de la férmula principal de una regla fronteriza.

Entonces D; contiene una regla fronteriza, pues, como « no es A, no puede
descender directamente ni de un secuente inicial de la parte final de D ni de la
formula principal de una regla de debilitacion (implicita) de dicha parte final,
ni de una induccién de la parte final (porque no hay), luego todos los hilos
que pasan por « contenidos en D; tienen que pasar por una regla fronteriza
contenida en D; (y, mas concretamente, por una de sus féormulas colaterales, ya
que estamos suponiendo que « no desciende de la formula principal de ninguna
regla fronteriza).

Observemos ahora que toda regla relevante contenida en D; es implicita
para D; siy solo si lo es para D.

Una implicacién es obvia, pues si la formula principal tiene un descendiente
se elimina con un corte de Dy, éste también es un corte de D, luego la regla
es implicita para D. Y, reciprocamente, si la regla es implicita para D, como
su formula principal no es Ay y no puede tener a a como descendiente (pues
en tal caso « descenderfa de la formula principal de una regla fronteriza), tiene
que eliminarse en D1, ya que el corte que elimina a « no tiene por debajo otros
cortes sustanciales que puedan eliminarla.

Veamos ahora que una regla relevante contenida en D es fronteriza para Dy
si y solo si lo es para D.

En efecto, si es fronteriza para D, entonces es implicita para D, y también,
segin acabamos de ver, para D1, y de hecho es fronteriza para D1, pues cualquier
regla de inferencia relevante contenida en D por debajo de ella que sea implicita
para D; es también implicita para D, lo que contradice que la regla inicial sea
fronteriza para D.
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Reciprocamente, si la regla es fronteriza para D1, es implicita para D1, luego
para D, y tiene que ser fronteriza para D, pues si tuviera por debajo otra regla
relevante implicita para D, no puede estar en D1, ya que entonces seria implicita
para D y contradiria que la regla dada es fronteriza para D;, luego tiene que
estar por debajo del secuente I' = A, «, y esto contradiria que el corte esté en
la parte final de D.

Asi pues, como D tiene reglas fronterizas, no coincide con su parte final. De
hecho, la parte final de D esta formada por los secuentes de la parte final de D
contenidos en D1. Esto nos permite aplicar la hipotesis de induccion a D1, que
tiene al menos un corte sustancial menos que D. Por lo tanto, D contiene un
corte adecuado. Esto significa que las formulas de corte descienden directamente
de formulas principales de reglas fronterizas de D1, que también son fronterizas
en D, luego el corte es adecuado para D. n

Con esto ya podemos demostrar:

Teorema 5.18 Si D es una demostracion del secuente vacio en 1, existe
otra D' tal que o(D') < o(D).

DEMOSTRACION: Estamos suponiendo téacitamente que D consta tnica-
mente de féormulas de tipo ¥;. El teorema 3.10 nos permite transformar D
en una demostracion regular sin alterar su ordinal. Alternativamente, podemos
suponer que la demostracion D es regular.

e Si en la parte final de D aparece una variable libre que no es la variable
propia de ninguna regla de inferencia, por el teorema 3.7 podemos sustituirla
por la constante 0, y obtenemos asi una demostraciéon del secuente vacio con el
mismo ordinal.

Repitiendo este proceso un niimero finito de veces podemos suponer que en
la parte final de D no hay ninguna variable libre que no esté usada como variable
propia de una (tnica) regla de inferencia.

Llamamos reglas de inferencia propias a las reglas de inferencia que tienen
variables propias, es decir, la regla derecha de generalizador, la regla izquierda
del particularizador y la de induccién.

e Supongamos que la parte final de D contiene una regla propia y conside-
remos una que no tenga ninguna otra por debajo. Esto implica que todos los
secuentes situados bajo ella constan tnicamente de sentencias, pues, como la
demostracion es regular, cada variable libre es la variable propia de una regla
de inferencia y s6lo aparece por encima de ella. Distinguimos tres casos segin
el tipo de regla:

A) Generalizador derecha La férmula principal tiene que ser una senten-
cia Ag (o se trataria de una regla relevante), luego sera de la forma:
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TL A y<t—a(y)
£ A, Au < ta(u)

=
(Recordemos que las letras sobre las flechas de los secuentes denotaran siempre

el ordinal del secuente.) Si la formula principal es falsa, existe un k < d(t)
tal que a(0®)) es falsa, pero entonces 0%) < ¢t — a(0¥)) es falsa, y por 5.14

podemos demostrar el secuente 0% < ¢ — a(0%)) £ de modo que la prueba
contiene Unicamente sentencias Ag. Por otra parte, como y no se usa como
variable propia en la demostraciéon del secuente superior, el teorema 3.7 nos da
una demostraciéon del secuente

LA 0% <t —a0®),

Consideramos la demostraciéon alternativas:

LA 0P <t—a0®) 00 <t a®) 2
r£ A
£ A, Au < ta(u)

=
Si la formula principal en verdadera, entonces por 5.14 podemos demostrar

0 . L .
= Au < ta(u) con una demostracion formada tinicamente por sentencias Ao,
y tenemos la prueba alternativa

Como por debajo del secuente I' & A, Au < t o(u) no hay inducciones (por-
que no hay reglas propias), podemos aplicar el teorema 5.15 para sustituir la
subdemostracion de este secuente por la alternativa que acabamos de construir
(en cualquiera de los dos casos) y asi obtenemos una demostracion D’ del se-
cuente vacio con o(D’) < o(D), pero con una variable libre menos en su parte
final.

B) Particularizador izquierda Este caso es completamente anilogo al ante-
rior. La férmula principal tiene que ser una sentencia Ag, de modo que tenemos
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y<thaly), TS A
1%

Vu<ta(u), T & A

Si la formula principal es verdadera, entonces existe un k < d(t) tal que
a(()(’“)) es verdadera, luego podemos construir la demostraciéon alternativa:

0k <t Aa(0®), T LA
r£A
Vu<ta(u), T & A

200 <t A a(0®)

=

mientras que si la féormula principal es falsa, tenemos simplemente

Vu < ta(u) 2
Vu <ta(u), T LA
=

y llegamos igualmente a una demostracién alternativa D’ del secuente vacio con
o(D'") < o(D) y con una variable libre menos en su parte final.

C) Induccién La regla sera de la forma

a(y), T £ A, ay)
a(0), T = A, a(t) ’

donde las formulas principales son sentencias.
Sea m = d(t), de modo que el teorema 5.3 nos da una demostracion de

2 om) = ¢ y a su vez de otra demostracion E del secuente al(0(™) = a(t) en
la que no se usan inducciones ni cortes esenciales, lo que implica obviamente
que ¢ = o(F) es un ntunero natural.

Observemos también que una demostracion sin cortes esenciales de un se-
cuente formado por féormulas ¥ tiene que constar tnicamente de férmulas X1,
pues, tal y como razonabamos en la prueba del teorema 1.17, si una férmula no
es de tipo X1, sus descendientes tampoco pueden serlo y, como ninguno puede
eliminarse en un corte inesencial, si en FE apareciera una férmula no ¥, tendria
que haber también una en el secuente final, y no es el caso.
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Llamemos S al secuente superior de la regla de inducciéon y Sy al inferior.
Si llamamos Dy a la subdemostraciéon de D formada por los secuentes situados
sobre S, sucede que la variable y no se usa como variable propia en Dy (pues
por la regularidad de D s6lo se usa como variable propia una vez, y es en la
inferencia S/Sp), luego el teorema 3.7 nos da que, para todo nimero natural n,
al sustituir y por 0(") en Dy obtenemos una demostracion Do(0(™) del secuente

a(0), T & A a(0+D)

(notemos que y no puede aparecer en I' o en A). Ahora encadenamos asi las
demostraciones Dg(0(™):

Dy (0©) Dy(0M)
: : D0(0(2))

a(0), T L A a(0®) a(0®), T £ A a(0?) :
a(0) T = A, a(0?) a(0), T £ A a(0®)
a(0), T = A, a(0®)

hasta llegar a una demostracion del secuente
(0, T = A, a(0™)
y, a su vez, combinando la prueba con E obtenemos:

E

a(09), T = A, a(0™) (0™ = a(t)
a(0), ' = A, «aft)

En suma, obtenemos una demostracion alternativa Dj, del secuente Sy. Al
sustituir Dy por D{, obtenemos una demostracion D’ alternativa a D en la que
hemos eliminado la induccién que estamos considerando. Vamos a calcular su
ordinal.

En primer lugar observamos que el ordinal en D’ de los secuentes
(0™, T = A, a(0+Y)

sigue siendo p (pues ahora el ordinal de un secuente sélo depende de los secuentes
que tiene por encima). A su vez:

0o(a(0), T = A, a(0?); D) = p#p,

0(a(0), T = A, a(0®); D) = p#tudtp

y asi:
0(a(0), T = A, a(0"™): D') = s m,
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donde p*m = pf#t - - #up (m veces), de donde, a su vez,
0(So; D) = pxm +q.
Ahora distinguimos dos casos: si p < w, entonces
0(So; D) = pxm+q < w = 0(Sp; D).
Por otra parte, si p = w™ + - - -, entonces
0(So; D) =p*xm+q=w"+--- <w"t =0(Sy; D).
El teorema 5.15 nos da entonces que o(D’) < o(D).

Ahora podemos razonar asi:

Si la parte final de D contiene una regla de induccion, aplicando repetida-
mente los casos anteriores a una regla propia que no tenga otra por debajo, o
bien tras un ntmero finito de aplicaciones de los casos A) y B) llegamos a una
demostracion D’ con o(D’) < o(D) y sin variables libres en su parte final (pues
en cada paso eliminamos una), o bien se da el caso C), en cuyo caso obtenemos
una demostracién con o(D’) < o(D).

Por lo tanto, a partir de aqui podemos suponer que la parte final de D esta
formada exclusivamente por sentencias, lo que en particular implica que en ella
no hay reglas propias (y en particular no hay inducciones).

Observemos ahora que si una sentencia a no es Ag y aparece en la parte final
de D, no puede ser la formula auxiliar de ninguna regla de inferencia salvo la de
corte, pues las reglas de inferencia logicas darian lugar a una férmula principal
que no seria de tipo ;. En principio, a podria ser una férmula auxiliar de una
regla de induccién, pero estamos suponiendo que no hay inducciones en la parte
final. Por lo tanto, los descendientes de a tienen que ser idénticos a a.

e Supongamos ahora que la parte final de D contiene un axioma logico o = «
cuya formula o no es Ag.

Segtin acabamos de razonar, los descendientes de « tienen que ser idénticos
a «a 'y, como el secuente final es vacio, cada una de las dos féormulas « tiene
un descendiente que se elimina en un corte. Supongamos que en primer lugar
desaparece un descendiente del antecedente, asi:

Dy a=

£ A a a, IV 2 A
I, I"= A A

=
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donde A’ contiene un descendiente del o situado en el consecuente del axioma.
Entonces podemos simplificar D hasta una demostracion D’ de la forma

Dy
£ A o
[,IM& A A
=

Llamemos S al secuente I', IV = A, A’. Como el ordinal de un secuente
depende tnicamente de los que tiene por encima:

p=ol = A,a;D) =0l = A,a;D') = o(S; D).

A su vez, si los secuentes superiores del corte de D tienen ordinales yy v en D,
entonces

o(S; D) = p#v > p = o(S; D).

El teorema 5.15 nos da entonces que o(D’) < o(D). Si en D se corta antes
la formula « del consecuente del axioma, un razonamiento totalmente analogo
nos lleva a la misma conclusion.

Como en cada paso se elimina un axioma, aplicando este proceso un niimero
finito de veces, tenemos que llegar finalmente a otra demostraciéon con ordinal
menor o igual en cuya parte final todos los secuentes iniciales constan tnica-
mente de formulas Ag (ya que los axiomas del igualador y los axiomas propios
constan inicamente de férmulas Ag en cualquier caso).

En resumen, en este punto podemos suponer que los secuentes iniciales de
la parte final de D constan tnicamente de férmulas Ag.

e Supongamos ahora que la parte final de D contiene una regla de debilita-
cién que introduce una formula « que no es Ay y tomemos una que no tenga
otra por debajo. Supongamos que es una regla izquierda, pero el caso de la regla
derecha se trata andlogamente. Como ya hemos explicado, los descendientes de
« tienen que ser idénticos a « y, como el secuente final es vacio, uno de ellos
tiene que eliminarse posteriormente con un corte, por lo que D tiene que tener
esta estructura: :

F// :> A//
T S AT
£ A o a, TV 3 A
TS A, A
=

Distinguimos dos posibilidades:
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A) Si «a figura en el antecedente de algtin secuente que se combina mediante
un corte o una regla izquierda del disyuntor con otro situado bajo o, I = A"
entonces « “aparece” aunque no usemos la regla de debilitacion que la introduce
en D, con lo que podemos considerar demostracion alternativa D’:

F/l é A//

= A« a, IV = A’
I,TV= A, A

=
que tiene el mismo ordinal, pero una debilitacién menos en su parte final.

B) Si & no figura el en antecedente de ningin secuente que se combina con
alguno de los secuentes situados bajo a, I = A’ entonces todas las reglas
intermedias siguen siendo validas si eliminamos « de los secuentes situados bajo
a, T = A" (pues « es siempre una férmula colateral y no hay debilitaciones
que puedan volverla a introducir), con lo que ahora obtenemos la demostracion
alternativa D' :

I‘\// : Al/

v

IV = A
I, T3 A, A

=
Es claro que v = o(a, I = A’; D) = o(T" = A'; D’), luego € = p#v > vy
el teorema 5.15 nos da que o(D’) < o(D).

En cada paso del caso B) eliminamos una regla de debilitacién de la parte
final de las que introducen férmulas no Ay, pero podemos introducir muchas
otras al llegar a I', IV = A, A’. No obstante el numero total de secuentes
iniciales de la demostracion disminuye (y en el caso A no aumenta), por lo que
tras un ndmero finito de pasos llegaremos a una demostracién en cuya parte
final todas las formulas principales de las reglas de debilitacion son de tipo A.

Asi pues, podemos suponer que en la parte final de D los secuentes iniciales
estan formados por sentencias Ag, que las formulas principales de las reglas de
debilitacién implicitas son Ag y que no hay reglas relevantes ni reglas propias.
Si D coincidiera con su parte final, al no contener reglas relevantes, se trataria
de una demostracion del secuente vacio formada tinicamente por sentencias Ay,
lo cual contradice al teorema 5.5.

Por consiguiente, podemos aplicar el teorema 5.17, segin el cual en la parte
final de D hay un corte adecuado.
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e Consideremos un corte adecuado en la parte final de D que no tenga ningin
otro por debajo. La formula de corte tiene que ser de la forma \/u a(u) o bien de
la forma Au a(u). Podemos suponer que se da el primer caso, pues el segundo
se trata de forma totalmente analoga. Tenemos la estructura siguiente:

r, 2 Ay, at) a(y), T} z A
I "2 AL Vuaw)  Vua(u), T 72T AL

& A Vua(u) Vua(u), I’ £ A
L, TV= A, A

=
Como la demostraciéon D es regular, el término ¢ no puede contener ninguna
variable propia usada en la subdemostracion del secuente a(y), I'} = Af, y la
variable y no se usa como variable propia en dicha subdemostracion, ni aparece
en I} o A}, luego podemos aplicar el teorema 3.7, segin el cual, al sustituir

y por t en toda la subdemostraciéon obtenemos una demostracion del secuente
a(t), T = Al

Como «a(t) es una sentencia Ay, el teorema 5.14 nos da que uno de los se-
cuentes = «(t) o a(t) = es demostrable (mediante sentencias Ag) con una
demostraciéon de ordinal 0. Pongamos que el secuente en cuestién es, concreta-
mente, = «(t). Consideramos la demostracion alternativa:

: L)  alt), T2 A
Fl g Al, Oé(t) Fll 3 All

T "2 AL Vu a(u) Vua(u), T 2 Al

r& A, .\/u au) (h1) Vu a(u),. I8 A
ILT/= A A

=
Puesto que
oVNua(u), Ty = A D) = vy < vy + 1 =0o(Vua(u), Ty = Al; D),

el teorema 5.15 nos da que o(D’) < o(D). "

Por consiguiente, tenemos el siguiente teorema informal:
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Teorema 5.19 Si I¥; es contradictoria, existe una sucesion infinita estricta-
mente decreciente de ordinales menores que w®.

Este teorema se formaliza en ARP en términos de la induccién transfinita
hasta w®. Concretamente, si ¢(a) es la formula IT; que expresa que no existen
demostraciones del secuente vacio en 1¥; de ordinal menor que «, en ARP se
puede probar

¢ — Ind(w*”) — Consis I3 .

Esto encaja con que, segiin la observacion tras el teorema 4.16,

£ ¢~ IND(w®),

lo que nos da que
F Consis rIE;,
15,

como ya habfamos probado en [LF 6.22].

5.4 La consistencia de IX,

En esta seccion vamos a combinar las ideas de las dos secciones precedentes
para probar que la induccion transfinita hasta w1 implica la consistencia
de I¥,,. Méas atn, vamos a obtener un resultado que no se aplicara inicamente
a hipotéticas demostraciones del secuente vacio, sino a demostraciones “reales”,
del que podremos extraer otras consecuencias de interés.

Vamos a tratar con demostraciones en 1Y, de las que supondremos técita-
mente que constan tnicamente de formulas de tipo 3, o IL,.

Empezamos por redefinir los conceptos de grado y altura:

Definicion 5.20 Definimos el grado de una féormula ¥, o II,, como una unidad
menos que el namero de cuantificadores no acotados que contiene, si es que
contiene al menos uno, y como 0 si la féormula es de tipo Ag.

De este modo, las féormulas de grado 0 son ahora las de tipo 7 o II;.

El grado de un corte es el grado de la formula de corte. El grado de una
induccion es el grado de la formula de induccion.

La altura h(S; D) de un secuente S en una demostracion D es el méaximo de
los grados de los cortes e inducciones que hay bajo S. Si no hay ninguno, la
altura es 0. En particular, el secuente final de una demostracién siempre tiene
altura 0.

Como en la seccion anterior, llamaremos reglas de inferencia relevantes en
una demostracion D a las reglas de los cuantificadores cuya féormula principal
no sea Ag o, lo que es lo mismo, las reglas que introducen cuantificadores no
acotados.
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Y a continuacién introducimos una tercera forma de asociar ordinales a
demostraciones, que combina las dos definiciones anteriores:

A cada secuente S en una demostracion D en I3, le asociamos un ordinal
0(S; D) segun el criterio siguiente:

1. Si S es un secuente inicial de D, entonces

o(S; D) = {0 si S todas sus formulas tienen grado nulo,
’ 1 en caso contrario.

2. Si S es el secuente inferior de una regla de debilitacién cuyo secuente
superior es S; y cuya féormula principal es «, entonces

o Jo(S1;D) si « tiene grado 0,
o(%; D) = {0(51; D) +1 si« tiene grado > 0.

3. Si S es el secuente inferior de una regla logica irrelevante con un tunico
secuente superior Sy, entonces o(S; D) = o(Sy; D).

4. Si S es el secuente inferior de una regla izquierda del disyuntor con se-
cuentes superiores Sy y S, entonces o(S; D) = o(S1; D)#0(S2; D).

5. Si S es el secuente inferior de una regla de inferencia relevante con secuente
superior Sy, entonces o(S; D) = o(S1; D) + 2.

6. Si S es el secuente inferior de una regla de corte con secuentes superiores
S1 y Se, entonces o(S; D) = wh, —p, (1#142), donde

hl :h(sl;D):h(Sg;D), h():h(S;D), ,uiZO(Si;D).

7. Si S es el secuente inferior de una induccién con secuente superior S’,
entonces

w(hi—ho+1) si o(S"; D) = 0,
Whl—ho+1(77+1) si O(S/;D):wn+"'a

o(s:0) = {

donde hy = h(S’; D), ho = h(S; D).
El ordinal o(D) de una demostraciéon D es el ordinal de su secuente final.

Ejemplo En la demostracion del ejemplo de la pagina 30 todas las formulas son
31, luego todas tienen grado 0, luego todos los secuentes tienen altura 0. Esto
hace que todos los secuentes tengan ordinal 0 hasta que se aplican las reglas del
particularizador, al final: : :
0 0
22

w‘o‘o‘...

4
6
w
2

w +
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Observacion Si un secuente tiene ordinal 0, necesariamente sus formulas son
todas de grado 0, pues los secuentes iniciales solo tienen formulas Ag, y cualquier
regla que introduce una férmula de grado no nulo incrementa el ordinal en al
menos una unidad.

Mas aun, para cada formula « del secuente final de grado no nulo, podemos
considerar sus fibras de ascendientes directos, que tienen que acabar necesaria-
mente en un secuente inicial de ordinal 1, en la féormula principal de una regla
relevante o en la formula principal de una regla de debilitacién. Para cada fibra
¢, definimos ngy = 1 en los dos primeros casos y ng = 2 en el segundo.

Definimos n, como el mayor de los niimeros ny (entendiendo que si o apa-
rece tanto en el antecedente como en el consecuente del secuente final, entonces
tenemos dos valores distintos de n,) y llamemos Np a la suma de los ntime-
ros N, para todas las formulas o de grado no nulo del secuente final de D. Es
facil ver que o(D) > Np.

En particular, o(D) es mayor o igual que el namero de formulas de grado no
nulo en su secuente final. L]

Observemos en primer lugar que los ordinales obtenidos por esta asignacion
estan acotados:

Teorema 5.21 Si D es una demostracion en 13, formada unicamente por for-
mulas de ¥, o II,,, entonces o(D) < w1,

DEMOSTRACION: Definimos el rango de un ordinal no nulo y como el tnico
ntmero natural 7 = r(u) tal que w( < p < W) mientras que 7(0) = —1.
Tenemos que probar que el rango de o(D) es < n.

Es claro que las unicas reglas de inferencia en las que el secuente inferior
puede tener ordinal de rango estrictamente mayor que los de sus secuentes su-
periores son los cortes y las inducciones.

En el caso de un corte, tenemos que

r(Why—no (R#V)) = r(u#tv) + ha — ho = méx{r(p),r(v)} + h1 — ho.

Consideremos ahora una regla de induccién cuyo secuente superior tenga
ordinal y = w™ + --.. Hay dos posibilidades:

e Si g = 0, entonces p es un nimero natural no nulo, luego r(u) = 0. Por
otra parte, r(wn, _n, (M + 1)) = r(wP="0)) = hy — hy.

e Sin >0, se cumple que r(n1+1) = r(u)—1, puessir =r(n+1) = r(m),
tenemos que w") < n; < WY luego
WD

r+2)

W) = @ <M 4 < = (2,

Por lo tanto, r(wp, —po+1(m + 1)) = r(p) + hy — ho.
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En cambio, si el secuente superior tiene ordinal u = 0, el rango del secuente
inferior es hy — hg + 1 y el del secuente superior es —1, luego en general, para
una induccion S’/S, tenemos que

rolsiD) ~rlo(s's D)) = {1 02 Al =

Ahora formamos un hilo en D partiendo del secuente final y ascendiendo
con el criterio de que cada vez que lleguemos al secuente inferior de una regla
de corte pasemos al secuente superior con mayor ordinal. Si el hilo es

So— Sy —---— 5,

donde Sy es un secuente inicial de D y S), es el secuente final, entonces la sucesion
de alturas h; = h(S;) es decreciente:

n—1>hg>hy >--->h,=0,
y los rangos r; = r(0(S;; D)) son crecientes:
—1=ro<r <---<r,=r(o(D)),

y, segtin hemos visto,
ri —Ti—1 < hi—1 — hy,

salvo si r;_1 = —1, en cuyo caso puede ser 7; — ;1 < hj—1 — h; + 2, pero esto
hace que r; > 0, por lo que este caso se puede dar a lo sumo una vez. Por lo
tanto, sumando para i = 1,...p, resulta que

r(o(D)) +1 < hg —0+2,

donde el +2 final es por la posibilidad excepcional de que en el hilo haya una
regla de induccién con secuente superior de rango 0. En definitiva llegamos a
que r(o(D)) < hg+1 < n. "

Es inmediato comprobar que el teorema 5.14 sigue siendo valido para esta
nueva asignacion de ordinales. También podemos probar una version de los
teoremas 5.9 o 5.15 modificando ligeramente los calculos de la demostracion:

Teorema 5.22 Sea D una demostracion que contenga un secuente S1 de modo
que no haya ninguna induccion bajo S1. Sea D; la subdemostracion de D for-
mada por los secuentes situados por encima de Sy y sea D} otra demostracion
de Sy tal que o(S1; D)) < o(S1; D) (resp. o(S1;Dy) < o(S1;D)). Sea D' la de-
mostracion que resulta de reemplazar Dy por D} en D. Entonces o(D') < o(D)

(resp. o(D") < o(D)).

DEMOSTRACION: Vamos a probar el teorema en el caso de la desigualdad
estricta. El otro caso se prueba sustituyendo en la demostracion todas las des-
igualdades estrictas por desigualdades no estrictas. Consideremos un hilo de D
que pase por S7 y vamos a probar que cada secuente .S de dicho hilo situado por
debajo de Sy cumple o(S; D’) < o(S; D). Luego, basta aplicar esto al secuente
final de ambas pruebas.
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Como en 5.9, se cumple cuando S = Sy, y basta probar que si un secuente S’
cumple la desigualdad, lo mismo sucede con el secuente S que estd inmediata-
mente por debajo en el hilo. Esto se comprueba regla a regla. Si la regla que
pasa de S’ a S es de debilitacion, si la formula principal es de grado 0, tenemos

o(S;D") = o(8'; D) < o(S"; D) = o(S; D).
y en caso contrario
o(S; D) =0o(5"; D) +1 < o(S";D) +1=0(S; D).

Si la regla que pasa de S’ a S es una regla logica irrelevante y con un tinico
secuente superior, tenemos que

o(S;D") = 0(S";D") < o(S"; D) = o(S; D).
Si se trata de la regla izquierda del disyuntor y sus secuentes superiores son
S’y S”, entonces o(S”; D) = o(S"; D) y
o(S; D) = o(S"; D")#0(S"; D) < o(S'; D)#0(S"; D) = o(S; D).
Si se trata de una regla relevante tenemos que
o(S;D") = 0o(5"; D) +2 < o(S"; D) + 2 = 0o(S; D).

Si la inferencia es un corte, entonces las alturas hg y hi son las mismas en
D y en D', luego, llamando S” al segundo secuente superior, entonces tenemos
que o(S”"; D'y =0(S";D) y

o(5 D) = s 1y (0(S'; D' ho( ", DY)
< Why —ho(0(S"; D)#0(S"; D)) = o(S; D). .

La definicion de la parte final de una demostraciéon es la misma que la que
hemos empleado en la seccién anterior:

Definicion 5.23 La parte final de una demostracién esta formada por los se-
cuentes que no tienen por debajo ninguna regla de inferencia relevante implicita.

Lo mismo sucede con la definiciéon de corte adecuado:

Un corte en una demostracion en 1¥,, es sustancial si la férmula de corte
no es Ag. El corte es adecuado si ademas las dos féormulas de corte tienen un
ascendiente que es la férmula principal de una regla fronteriza.

El teorema 5.17 lo hemos enunciado con la generalidad suficiente como para
que sea aplicable en el contexto de esta seccién.

Ya estamos en condiciones de demostrar la consistencia de I¥,,, pero, en
lugar de partir de una hipotética demostracién del secuente vacio, vamos a
considerar en principio una situacién mas general que si que puede darse y de
la que extraeremos consecuencias de interés.
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Vamos a considerar una demostracion en I3, de un secuente S* cuyo antece-
dente consta tnicamente de sentencias I y cuyo consecuente consta inicamente
de sentencias Y;. Notemos que esto no excluye que S* sea el secuente vacio.

Como el conjunto de formulas que son 3, o IT,, es cerrado para sustitucion y
para subférmulas, el teorema 1.18 nos asegura que S* admite una demostraciéon
en I¥,, formada exclusivamente por férmulas de tipo ¥, o II,.

Como en la secciéon precedente, llamamos reglas de inferencia propias a la
regla derecha del generalizador, la regla izquierda del particularizador y la regla
de induccion.

Teorema 5.24 Sea D una demostracion en 1%, que conste unicamente de for-
mulas 3, o I, y cuyo secuente final S* tenga unicamente sentencias I1; en su
antecedente y sentencias X1 en su consecuente. FEntonces existe otra demostra-
cion D' de S*, formada también por férmulas ¥, o I1,,, tal que o(D') < o(D)
y, si se da la igualdad, D' no tiene reglas de inferencia propias ni cortes sus-
tanciales.

DEMOSTRACION: El teorema 3.10 nos permite transformar D en una de-
mostracion regular sin alterar su ordinal. Alternativamente, podemos suponer
que la demostracion D es regular.

e Si en la parte final de D aparece una variable libre que no es la variable
propia de ninguna regla de inferencia, por el teorema 3.7 podemos sustituirla
por la constante 0, y obtenemos asi una demostracion (del mismo secuente S*,
pues éste no contiene variables libres) con el mismo ordinal.

Repitiendo este proceso un numero finito de veces podemos suponer que en
la parte final de D no hay ninguna variable libre que no esté usada como variable
propia de una (tnica) regla de inferencia.

e Supongamos que la parte final de D contiene una regla propia y conside-
remos una que no tenga ninguna otra por debajo. Esto implica que todos los
secuentes situados bajo ella constan tnicamente de sentencias, pues, como la
demostracion es regular, cada variable libre es la variable propia de una regla
de inferencia y so6lo aparece por encima de ella. Distinguimos tres casos segin
el tipo de regla:

A) Generalizador derecha La féormula principal tiene que ser una senten-
cia Ay (o se trataria de una regla relevante), luego sera de la forma:

TNEEE

FLA y<t—a(y)
L A Au<ta(u)
S*

(Las letras sobre las flechas de los secuentes denotaran siempre el ordinal del
secuente.) Si la formula principal es falsa, existe un k < d(t) tal que a(0%)) es
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falsa, pero entonces 0%) < ¢ — a(()(k)) es falsa, y por 5.14 podemos demostrar

el secuente 0%) < t — a(0) < de modo que la prueba contiene tinicamente
sentencias Ag. Por otra parte, como y no se usa como variable propia en la
demostracién del secuente superior, el teorema 3.7 nos da una demostracion del
secuente

F£ A 00 <t a(®).

Consideramos la demostracion alternativa:

LA 00 <t—a0®) 00 <t a0k)d
r£A
L A Au<talu)

S*
Si la formula principal en verdadera, entonces por 5.14 podemos demostrar

0 . L .
= Au < ta(u) con una demostracién formada tinicamente por sentencias Ay,
y tenemos la prueba alternativa

2 Au S ta(u)
I = A Au<tau)

S*
El ordinal del altimo secuente es igual al nimero de féormulas de grado no
nulo que hay en I" y A, que es menor o igual que p.
Como por debajo del secuente T' £ A, Au < ¢ o(u) no hay inducciones (no
hay reglas propias, en general), podemos aplicar el teorema 5.22 para sustituir la
subdemostraciéon de este secuente por la alternativa que acabamos de construir

y asi obtenemos una demostracion D’ del secuente S* con o(D’) < o(D), pero
con una variable libre menos en su parte final.

B) Particularizador izquierda Este caso es completamente anilogo al ante-
rior. La férmula principal tiene que ser una sentencia Ay, de modo que tenemos
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Si la formula principal es verdadera, entonces existe un k < d(t) tal que
a(0)) es verdadera, luego podemos construir la demostracion alternativa:

200 <tAa(O®) 0 <tAaO0®) TEA
r£A
Vu<ta(u), [ & A

S*

mientras que si la féormula principal es falsa, tenemos simplemente

Vu < t'a(u) 2
Vu<ta(u), T = A

S*
y llegamos igualmente a una demostracion alternativa D’ del secuente S* con
o(D") < o(D) y con una variable libre menos en su parte final.

C) Induccién La regla seré de la forma

a(y, L& A aly) ()
a(0), T=A, a(t)  (h)

donde las férmulas principales son sentencias.
Sea m = d(t), de modo que el teorema 5.3 nos da una demostracion de

£ 00m) = ¢y a su vez de otra demostracion E del secuente a(00™) £ a(t) en
la que no se usan inducciones ni cortes esenciales. Como en un corte inesencial
la altura de los secuentes superiores coincide con la del secuente inferior, se
comprueba inmediatamente que ¢ = o(E) es un nimero natural.

Observemos también que una demostracion sin cortes esenciales de un se-
cuente formado por féormulas ¥, tiene que constar tinicamente de formulas ¥,
pues, tal y como razondbamos en la prueba del teorema 1.17, si una féormula no
es de tipo 3, sus descendientes tampoco pueden serlo y, como ninguno puede
eliminarse en un corte inesencial, si en I apareciera una férmula no X,,, tendria
que haber también una en el secuente final, y no es el caso.

Llamemos S al secuente superior de la regla de inducciéon y Sy al inferior.
Si llamamos Dy a la subdemostraciéon de D formada por los secuentes situados
sobre S, sucede que la variable y no se usa como variable propia en Dy (pues
por la regularidad de D sélo se usa como variable propia una vez, y es en la
inferencia S/Sp), luego el teorema 3.7 nos da que, para todo ntimero natural n,
al sustituir y por 0(") en Dy obtenemos una demostracion Do(0(™)) del secuente

(0™, T & A a(0tY)
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(notemos que y no puede aparecer en I' 0 en A). Ahora encadenamos asi las
demostraciones Do(0(™):

Do (019) Do (0W)
: : Dy (012)

a(0@), T L A a(0®) a0®), TE A, a(0®) :
a(0), T = A, a(0?) a(0@), T L A, a(0®)
a(0), T = A, a(0®)

hasta llegar a una demostracion del secuente
a(0), T = A, a(00™)
y, a su vez, combinando la prueba con E obtenemos:

E

a(0©), T = A, a0™) (0™ = a(t)
a(0), T = A, «aft)

En suma, obtenemos una demostracion alternativa Djy del secuente Sy. Al
sustituir Dy por D, obtenemos una demostracion D’ alternativa a D en la que
hemos eliminado la induccién que estamos considerando. Vamos a calcular su
ordinal.

En primer lugar observamos que S tiene altura h; en D, lo que significa
que h; es el maximo de los grados de los cortes situados bajo S y del grado de
la formula de induccion a(y). Pero todas las formulas a(0(™) tienen el mismo
grado que «a(y), luego todos los cortes situados en D’ entre un secuente

(0. T = A, a(0+Y)

y el secuente «(0), I' = A, a(t) tienen el grado de a(y), lo que se traduce en
que las alturas de los cortes e inducciones contenidos en Dg(0(™)) como parte de
D’ son las mismas que las que tienen en Dy como parte de D, luego el ordinal
en D’ de los secuentes

(0™ T = A, a(0+Y)

sigue siendo p. Ademaés, todos los cortes que combinan estos secuentes en Dy
estan formados por secuentes de altura hi, por lo que el ordinal del secuente
inferior cada corte es la suma formal de los de los secuentes superiores. Concre-
tamente:

o(a(0®), I' = A, a(0®); D) = p#tp,
o(a(0), ' = A, a(09)); D) = p#tpgtp

y asi:
0(a(0), T = A, a(0'™); D') = i m,

donde pxm = pu# - - - #u (m veces).
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Por tltimo, en el tltimo corte de D}, los secuentes superiores tienen altura h;
en D' y el secuente inferior tiene la misma altura hg que en D, luego

0(S0; D) = why—no (b * M + q).
Ahora distinguimos dos casos: si g = w" 4 - - -, entonces
pxm+q=wl4 - <t
luego
0(So; D) = why—no (L * m + q) < why —n, (W't = Why —he+1(M+ 1) = 0(Sop; D).
Si, por el contrario, p = 0, igualmente
0(S0; D) = wny—n, (g) < w" =" = 0(Sp; D).

El teorema 5.22 nos da entonces que o(D’) < o(D).
Ahora podemos razonar asi:

Si la parte final de D contiene una regla de inducciéon, aplicando repetida-
mente los casos anteriores a una regla propia que no tenga otra por debajo, o
bien tras un namero finito de aplicaciones de los casos A) y B) llegamos a una
demostracion D’ con o(D’) < o(D) y sin variables libres en su parte final (pues
en cada paso eliminamos una), o bien se da el caso C), en cuyo caso obtenemos
una demostracion con o(D’) < o(D).

Por lo tanto, a partir de aqui podemos suponer que la parte final de D esta
formada exclusivamente por sentencias, lo que en particular implica que en ella
no hay reglas propias (y, més en particular, no hay inducciones).

e Supongamos que la parte final de D contiene una regla de inferencia rele-
vante.

Por definicion, la parte final no contiene reglas de inferencia relevantes impli-
citas, luego la regla tiene que ser explicita. Por otra parte, no puede ser propia,
luego tiene que ser una regla derecha del particularizador o una regla izquierda
del generalizador. Supongamos el primer caso, pues el segundo es anédlogo. La
demostracion sera de la forma:

L A at)
ra? A, Vua(u)

I = A Vua(u)

Como la regla es explicita, a(t) es una sentencia Ag, luego, segtn el teorema 5.14,
podemos demostrar = «(t) o bien «(t) = con una demostracion de ordinal 0
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formada por sentencias Ay, por lo que no contiene reglas propias ni cortes
sustanciales. En el primer caso una demostracién alternativa D’ es

2 ;(t)
=X Vua(u)
"= A, Vua(u)

cuyo ordinal es una unidad mas que el numero de férmulas de grado no nulo
del secuente final, luego es < o(D) y D’ no contiene reglas propias ni cortes
sustanciales.

En el segundo caso tomamos como D’ la demostracion

£ A Vua(u)

4 A Vua(u)

Como hemos probado el secuente I' = A, Vua(u) con ordinal pu < u+ 2, el
teorema 5.22 nos da que o(D’) < o(D). Tras un ntmero finito de pasos, o
bien llegamos a una demostracién D’ de ordinal menor, o bien a una sin reglas
propias ni cortes sustanciales.

Asi pues, a partir de aqui podemos suponer que D no contiene reglas rele-
vantes en su parte final.

Observemos ahora que si una sentencia a no es Ag y aparece en la parte final
de D, no puede ser la formula auxiliar de ninguna regla de inferencia salvo la de
corte, pues las reglas de inferencia logicas distintas de las de los cuantificadores
darian lugar a una férmula principal que no seria de tipo 3, o II,,, y una regla
de un cuantificador que tuviera a o como férmula auxiliar seria relevante, y no
hay reglas relevantes en la parte final de D. En principio, «a podria ser una
formula auxiliar de una regla de induccion, pero estamos suponiendo que no
hay inducciones en la parte final. Por lo tanto, los descendientes de « tienen
que ser idénticos a a.

e Supongamos ahora que la parte final de D contiene un axioma logico o = «
cuya formula o no es Ag.

Si a empieza por un particularizador, entonces la formula del antecedente se
tiene que eliminar en un corte, pues de lo contrario llegaria al secuente final sin
ser X;. Igualmente, si o empieza por un generalizador, es un descendiente de la
formula del consecuente la que tiene que eliminarse en un corte. En caso de que
se eliminen las dos, consideramos la que se elimina primero. Pongamos que es
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la del antecedente, pues el caso contrario se trata analogamente. La situacion
es

Dy o=
£ A o a, TV 3 A
I, IV = A, A
S*

donde A’ contiene un descendiente del « situado en el consecuente del axioma.
Entonces podemos simplificar D hasta una demostraciéon D’ de la forma

Dy
£ A o
I TVA A A
S*

Llamemos S al secuente I', IV = A, A’. Si la férmula o contenida en A se
mantiene hasta S, entonces es una sentencia ¥, luego su grado es 0, por lo
que al pasar de D a D’ hemos eliminado un corte de altura 0, luego las alturas
en D de todos los secuentes de la subdemostraciéon Dy que acaba en I' = A, «
son las mismas que sus alturas en D’. Si, por el contrario, « se elimina en un
corte posterior (situado en los tltimos puntos suspensivos), entonces se trata de
un corte del mismo grado que el que hemos eliminado, por lo que también en
este caso las alturas de los secuentes de Dj no se ven alteradas.

Por consiguiente, en ambos casos:

p=ol = Aa;D) =0l = A,a;D') = o(S; D).

Mas atn, como la altura de los dos secuentes superiores del corte de D es la
misma que la del secuente inferior, si los secuentes superiores tienen ordinales
uy ven D, entonces

o(S; D) = p#v > p/ = o(S; D'),

pues 4’ es p mas el numero de formulas de grado no nulo en IV y A’ menos 1
(pues no hace falta introducir «) y este nimero es < v.

El teorema 5.22 nos da entonces que o(D’) < o(D). Si en D se corta antes
la formula « del consecuente del axioma, un razonamiento totalmente analogo
nos lleva a la misma conclusion.

Como en cada paso se elimina un axioma, aplicando este proceso un niimero
finito de veces, tenemos que llegar finalmente a otra demostraciéon con ordinal
menor o igual en cuya parte final todos los secuentes iniciales constan tnica-
mente de formulas Ay (ya que los axiomas del igualador y los axiomas propios
constan tnicamente de formulas Ag en cualquier caso).
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En resumen, en este punto podemos suponer que los secuentes iniciales de
la parte final de D constan tnicamente de formulas Ag.

e Supongamos ahora que la parte final de D contiene una regla de debi-
litacién implicita que introduce una féormula a que no es Ag y tomemos una
que no tenga otra por debajo. Supongamos que es una regla izquierda, pero
el caso de la regla derecha se trata andlogamente. Como ya hemos explicado,
los descendientes de « tienen que ser idénticos a «. Que la regla sea implicita
significa que la féormula introducida tiene que eliminarse posteriormente con un
corte, por lo que D tiene que tener esta estructura:

1’\// :.> A//
TS AT

rLA a () ol A
TS A A (h)

S*
Distinguimos dos posibilidades:
A) Si «a figura en el antecedente de algtin secuente que se combina mediante
un corte o una regla izquierda del disyuntor con otro situado bajo «, I = A",

entonces « “aparece” aunque no usemos la regla de debilitacion que la introduce
en D, con lo que podemos considerar demostracion alternativa D’:

1’\// :> A//

I'=A « a, IV = A/
[LT'= A A

S*
que tiene el mismo ordinal, pero una debilitacion menos en su parte final.

B) Si @ no figura el en antecedente de ningin secuente que se combina con
alguno de los secuentes situados bajo «, I'"' = A”| entonces todas las reglas
intermedias siguen siendo validas si eliminamos « de los secuentes situados bajo
a, T” = A" (pues « es siempre una férmula colateral y no hay debilitaciones
que puedan volverla a introducir), con lo que ahora obtenemos la demostracion
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alternativa D'
F// :.> A//

" 4 A (hy)
DT % A, A (ho)

g
La altura hg del secuente I', IV = A, A’ es la misma en D y en D', pero
al haber eliminado un corte, la altura de los secuentes situados sobre él puede
cambiar. Sea S un secuente en D situado sobre a, IV = A’ y sea S’ el secuente
correspondiente en D'. Sea h = h(S,D) y b/ = h(S’, D’). Claramente b’ < h y,
mas precisamente, vamos a ver que

wh—n (0(S; D)) > o(S"; D). (5.2)

Admitiendo esto, tenemos en particular que wp, —p, (¥) > v/ y distinguimos
dos casos:

Sien I' y A todas las férmulas son de grado 0, entonces

£= whl*h}(ﬂ#”) > th,hO(Z/> > V="

Si, por el contrario, en I' y A hay formulas de grado no nulo, entonces v
es igual a v/ méas el nimero de tales formulas, luego v/ < u#v’. Por lo tanto,
teniendo en cuenta el teorema 4.8,

€ = Why—ho (LH#V) = Why—no (W) HWh, —no (V) = pigbwn, —no (v) = ptv > 0"
El teorema 5.22 nos da que o(D’) < o(D).

En cada paso del caso B) eliminamos una debilitacion implicita de la parte
final de las que introducen férmulas no Ay, pero podemos introducir muchas
otras en el tltimo paso de D’. No obstante, el niimero total de secuentes iniciales
de la demostracion disminuye (y en el caso A no aumenta), por lo que tras un
numero finito de pasos llegaremos a una demostraciéon en cuya parte final todas
las formulas principales de las reglas de debilitacion implicitas son de tipo Ag.

Vamos a probar (5.2). Obviamente la relacion es cierta cuando S es un
secuente inicial, pues los dos ordinales son iguales, luego basta probar que si la
cumplen los secuentes superiores de una regla de inferencia, también la cumple
el secuente inferior. Al mismo tiempo demostraremos que si un secuente tiene
ordinal 0 en D, también tiene ordinal 0 en D’ (notemos que esto es cierto para
los secuentes iniciales). Distinguimos todos los casos posibles:

1. En el caso de una regla de debilitacion S/.Sp, se cumple que ambos secuen-
tes tienen la misma altura h y los correspondientes S’/S| en D’ también
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tienen la misma altura h’. Segin si la férmula principal tiene o no grado 0,
el calculo sera

Wh—n(0(So; D)) = wp_p(0(S; D)) > o(S"; D') = o(Sy; D)
o bien

wWh—n(0(So; D)) = wh—p(0(S; D)) +1 > 0o(S"; D) +1 = o(Sy; D).

Ademas, si 0(Sp; D) = 0, necesariamente o(S; D) = 0 (y esto implica
que la formula principal tiene grado 0), luego, por hipotesis de induccion,
o(S"; D') = 0, luego o(S§; D') = 0.

En el caso de una regla logica irrelevante S/Sy con un tnico secuente su-
perior, como antes se cumple que ambos secuentes tienen la misma altura
h y los correspondientes S’/Sj en D’ también tienen la misma altura b/,
por lo que

Wh—n(0(So; D)) = wh—pn(0(S; D)) > o(S"; D') = o(Sy; D).
Ademas, si 0(Sp; D) = 0, necesariamente o(S; D) = 0, luego, por hipotesis
de induccion, o(S’; D) = 0, luego o(S{; D') = 0.

En el caso de una regla izquierda del disyuntor, los secuentes superiores
S y S tienen la misma altura h que el secuente inferior Sy, y lo mismo
sucede con la regla correspondiente en D’. Por lo tanto,

wh—p (0(S; D)#0(S; D)) > wh—p (0(S; D))#twn—n (0(S; D))
> o(S'; D")#0(S"; D)
salvo que alguno de los ordinales o(S; D), 0(S; D) sea nulo, pero si, por
ejemplo, lo es o(S; D), por hipotesis de induccién también o(S’; D') = 0,

luego -
wh—n(0(S; D)#0(S; D)) = wh—n (0(S; D))

> o(S";D") = o(S'; D")#o(S"; D).
Ademas, si 0o(Sp; D') = 0, necesariamente o(S; D) = o(S; D) = 0, luego

por hipétesis de induccion o(S’; D') = o(S'; D) = 0, luego también
o(S4; D" = 0.

En el caso de una regla logica relevante, digamos S/Sp, ambos secuentes
tienen la misma altura h, e igualmente en la regla S’/S} ambos secuentes
tienen altura h’. Entonces

wh_h/(o(S; D) =+ 2) > Wh—_h' (O(S; D))#wh_h/(Q) > O(Sl; D/) + 2,

salvo a lo sumo si o(S; D) = 0, en cuyo caso, también o(S’; D) = 0 y el
célculo es

wh—n (0(S5 D) +2) = wh—n(2) > 2 = o(Sp; D).

En este caso no puede ocurrir que o(Sp; D) = 0.
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5. Consideremos ahora un corte en D y el correspondiente en D'

S S S8
S S

Llamemos h; y hg a las alturas de los secuentes superiores y del secuente
inferior en D, respectivamente, y h] y h{ a las alturas de los secuentes
correspondientes en D’. Sean u; = o(S;; D) y p; = o(S}; D). Llamemos g
al grado del corte y distinguimos tres casos:

(a) Sihj < hp < g, entonces hy = g = hf, luego la hipotesis de induccion
es que f; > b A su vez,

Who— ) (Why —ho (1 FF12)) = Why —ny (1 #E12) > Wiy (7 415).-

(b) Si g < h{y < hg, entonces hy = hg y b} = h{, y de nuevo la hipotesis
de induccion es p; > p). Tenemos entonces que

Who—hy, (P FFH2) > At > py F s

(¢) Sihj < g < hg, entonces hy = hg, h} = g y la hipotesis de induccion
es Why—g (i) > pf. Entonces

Who—ny (M1 #H2) = Wy ny (Who—g (H1Fp2)) >

Wit —hty (Who—g (111) FWno—g (112)) = wht —py () F#45),
en principio salvo si algin p; = 0, pero en tal caso, por ejemplo,
si po = 0 = pf, la hipotesis de induccion wp,—g(p1) > p) nos da
Wyt (Who—g (1)) > wg—n; (1), que equivale a la desigualdad que
qeremnos probar wy, —y (11#12) > w1 (14 #45)

Ademas, si 0(Sp; D) = 0, necesariamente h; = hg y p1 = g = 0, con lo
que p} = ph = 0. Ademas, todas las formulas de S; y Sy tienen que tener
grado 0, incluida la formula de corte, luego g = 0, luego h} = h{ y, por
consiguiente, o(S}; D') = 0.

6. Finalmente consideramos una regla de inducciéon S/Sy. Como en el caso
anterior, llamamos hy y hg a las alturas del secuente superior y del secuente
inferior en D, respectivamente, y h} y b’ : 0 a las alturas de los secuentes
correspondientes en D’. Supongamos en primer lugar que

p=o0(S;D)=w"+---, @ =0(S";D)=w" +---

Llamamos g al grado de la formula de induccion y distinguimos los mismos
tres casos que antes:

(a) Sihj < hgp < g, entonces hy = g = hf, luego la hipotesis de induccion
es que p > ', lo que implica que n > 1. A su vez,

Who—hl (Why —ho+1(1 + 1)) = wpy —pg 1 (0 + 1) > why—pg 11 (0" + 1)
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(b) Si g < h{ < hg, entonces hy = hg y b} = h{ y de nuevo la hipotesis
de induccion es p > p/. Tenemos entonces que

!’
Who—hl, (w"“) > Mt > L

(c) Sihy < g < hg, entonces hy = hg, h} = g y la hipotesis de induccion
es wp,—g(p) > 1. Esto significa que

Who—g (W + - ) = w@ho—a—1(@"H) > W
luego wpy—g—1 (W) > wpo—g_1 (W +--+) > 1/, luego
Who—g—1(@") >0/ +1,
luego wh, o (W) > w1, luego

oy (0(S; D)) = Wiy ny (W) = wy g (Who—g (™)) =
womny W) = whg g (' + 1) = o(S'; D).

Si = 0, por hipotesis de induccion también p' = 0y, como todas las
formulas del secuente S tienen grado 0, necesariamente g = 0, luego nece-
sariamente se cumple el caso (b) precedente. La comprobacion se reduce
a

Who—ht, (w(h1*h0+1)) — y(hi—ho+1) >w= wh1=ho+1)
Sipg=w"+---yu =0, también g = 0, luego estamos de nuevo en el
caso (b) y la comprobacion se reduce a wp,—p (W) > w.

En este caso no puede suceder que o(Sp; D) = 0.

Asi pues, podemos suponer que en la parte final de D los secuentes iniciales
estan formados por sentencias Ag, que las formulas principales de las reglas de
debilitaciéon implicitas son Ay y que no hay reglas relevantes ni reglas propias.

Si D coincide con su parte final, no puede contener cortes sustanciales, ya
que los hilos que terminan en una féormula de corte no Ag no podrian iniciarse
ni en axiomas, ni en reglas de debilitacion, ni en reglas relevantes, con lo que la
demostracion D ya cumple las condiciones requeridas por el enunciado (hemos
encontrado una demostracion D’ tal que o(D’) < o(D) sin reglas de inferencia
propias ni cortes sustanciales).

En caso, contrario, podemos aplicar el teorema 5.17, segtn el cual en la parte
final de D hay un corte adecuado.

e Consideremos un corte adecuado en la parte final de D que no tenga ningin
otro por debajo. La féormula de corte tiene que ser de la forma \/ua(u) o bien
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Aua(u). Podemos suponer que se da el primer caso, pues el segundo se trata
de forma totalmente andloga. Tenemos la estructura siguiente:

I 2 Ay alt) a(y), I 2 A}

Iy e A1, Vua(u) Vua(u), T vad? Al

r&a, \/u a(u) (h1)  Vu a(u),' & A
L, TV = A, A

Como la demostracién D es regular, el término ¢ no puede contener ninguna
variable propia usada en la subdemostracion del secuente a(y), I'y = A, y la
variable y no se usa como variable propia en dicha subdemostracion, ni aparece
en I} o A}, luego podemos aplicar el teorema 3.7, segin el cual, al sustituir
y por t en toda la subdemostracién obtenemos una demostracién del secuente
a(t), T = Al

Si el grado de la formula de corte es 0, entonces «(t) es Ag, luego, por 5.14,
uno de los secuentes = «(t) o a(t) = es demostrable (mediante sentencias Ag)
con una demostraciéon de ordinal 0. Pongamos que el secuente en cuestion es,
concretamente, = «(t). Consideramos la demostracion alternativa:

: L) alt), )2 A
Fl % Al, Oé(t) Fll é% A/l

Iy vt Av, Vuo(u) Vua(u), T gl A

& A .\/u a(u) (h1) Vu a(u),' 2 A
L, TV = A, A

Puesto que
oVNua(u), T = A3 D) =+ 1<y +2=o0oVua(u), I'l = Al; D),
el teorema 5.22 nos da que o(D’) < o(D).
Si la formula de corte tiene grado no nulo, entonces la altura de los secuentes

superiores del corte es hy > 0, por lo que podemos considerar el secuente méas
alto I = A" situado bajo I', I" = A, A’ (podria ser el mismo) cuya altura hg
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es estrictamente menor que h;:

Ty 2 A, at) a(y), T1 2 A}

Iy e A, Vuo(u) Vua(u), T g2 Al

r& A .\/u a(u) (h1)  Vu a(u),. & A
I I"= A A

I 2 A" (ho)

Ahora consideramos la demostracion alternativa D’ siguiente, que por razo-
nes tipograficas descomponemos en dos bloques:

Fl g Al, O[(t)
Fl Ugl Ah a(t)a \/U O[(’LL)

IS A at),Vuaw) (b)) Vua(u), I' 2 A
T, = A, A, a(t)

I = A”,: at) (h)

a(t), I 2 A}
Vua(u), at), T vt A}

I & A Vuaw) (b))  Vua(u), at), T’ & A
at), T, TV = A, A

(h) a(t),:F” = A

Estos dos bloques se combinan en un corte:

I = A a(t) (h)  (h) aft),I" = A"
" % A" (ho)
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Empezamos ambos bloques sustituyendo las reglas del particularizador por
reglas de debilitacion sin mas que conservar «(t) en el secuente final. Todas
las reglas de inferencia siguen siendo validas, con lo que podemos llegar a los
secuentes superiores del corte original con la adicion de «(t). Cortando dos veces
Vua(u) podemos continuar la deduccién manteniendo el a(t) adicional hasta
eliminarlo justo antes de T = A’ y a partir de ahi continuamos la deduccién
original.

Vamos a probar que la nueva demostraciéon D’ tiene ordinal menor que la
original D. En primer lugar tenemos que

O(O‘(t)v Fll = AllaD/) = O(Ol(y)v Fll = AllaD) = Vo,

pues por debajo de estos secuentes hemos anadido el corte de «(t), pero su
grado es menor que el del corte de \/ua(u), luego las alturas de los secuentes
correspondientes en ambas subdemostraciones son las mismas.

Ahora observamos que los secuentes superiores de los cortes de \/u o (u) en D’
siguen teniendo altura hi, pues por debajo no tienen ninguna induccién y tienen
los mismos cortes, salvo un corte afiadido con formula de corte «(t), pero ésta
no aumenta la altura, ya que h; es mayor o igual que el grado de \Vu a(u), que
es mayor que el de a(t). Obviamente la altura de I = A” en D’ es la misma
que en D.

Si llamamos h a la altura de los secuentes superiores del corte de a(t) en D/,
tenemos que h = hg si hy es mayor que el grado de «(t) y h es el grado de a(t)
en caso contrario. En cualquier caso hg < h < h;.

Claramente, & = pi1, §&a < p2, &3 < p1, {4 = p2, donde las desigualdades
estrictas se deben a que al pasar de D a D’ hemos cambiado una regla del
particularizador por una regla de debilitacion.

Todos los secuentes entre I', IV = A, A’ y I = A’ tienen altura h; en D
menos el ultimo, y lo mismo vale en las dos ramas de D’. Como uno de los
secuentes anteriores a I', IV = A, A’ tiene ordinal estrictamente menor en D
que en las ramas de D', una induccién trivial nos permite concluir que el ordinal
de cada secuente bajo I, IV = A, A’ en D es mayor estrictamente que el ordinal
del secuente correspondiente en cada una de las dos ramas correspondientes
en D', salvo quiza en el caso del secuente I = A’ cuya altura pasa de ser
ho en D a ser h en cada rama de D’. Este posible cambio de altura sélo puede
influir si la inferencia que lleva a I = A” en D es un corte. Cualquier otra
regla nos permite concluir trivialmente que vy, v} < v.

Supongamos, pues que la inferencia que lleva a I’ = A” en D es un corte

S1 Sa
"= A"

cuyos secuentes superiores tienen ordinales €; y e5. Entonces tenemos
St S} Sy SY
" = A", aft) alt), T = A"
F// = A//
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y los ordinales son:

e € e/ €y
wh, —h(€17F€5) wh,—h(€7#€5)
Why —ho (Why —n (€] F#€b) Fwn, —n (€] #€5))

De los ordinales €] y €5, uno de ellos es igual al correspondiente €; 0 €3 y el
otro es estrictamente menor, luego €} #¢, < €1#¢€a, e igualmente €] #¢) < e1# €,
luego®

! / 1! "
Whho (Why —n (€17 er) Fwn, —n (€] #e3))

< Wh—ho (Why—n(€17€2)) = wh, —n(e1F€2),

0, lo que es lo mismo,
v=oI"= A"D') <ol = A" D)=1".

El teorema 5.22 nos da entonces que o(D’) < o(D). u

Ahora observamos que si existiera una demostracion D del secuente vacio
en I3, por el teorema 1.18 existiria una formada exclusivamente por férmulas
de tipo X, (que podriamos calcular explicitamente a partir de D), y podriamos
aplicarle el teorema anterior, lo que nos lleva al teorema siguiente:

Teorema 5.25 St D es una demostracion del secuente vacio en 1%, existe

otra D’ tal que o(D') < o(D).

DEMOSTRACION: Suponemos tacitamente que la demostraciéon consta tini-
camente de féormulas de tipo ¥, o II,,. Podemos aplicarle el teorema anterior,
para obtener la demostracion D’, pero no puede darse el caso de que D’ carezca
de reglas de inferencia propias y de cortes sustanciales, pues entonces sélo po-
dria constar de férmulas Ag, pues cualquier formula que no fuera de este tipo
tendria un descendiente en el secuente final, ya que no puede ser eliminada en
un corte sustancial. Ademaés, por el teorema 3.7, podriamos convertirla en una
demostracion formada sélo por sentencias Ag, en contra del teorema 5.5.

Asi pues, el teorema anterior nos proporciona concretamente una demostra-
cion que cumple o(D’) < o(D). .

Como en las dos secciones precedentes, de aqui obtenemos:

Teorema 5.26 Si I, es contradictoria, existe una sucesion infinita estricta-
mente decreciente de ordinales menores que w™ Y.

Esto se formaliza en ARP considerando la férmula ¢,, de tipo II; que afirma
que no existen demostraciones del secuente vacio en I¥,,. En ARP se prueba
que

¢n — IND(w™ 1) — Consis 'I%,,

. ’ " 2 ’
6 Aqui usamos que si n’ < 1’/ <7, entonces wW” #w? =wT +w? < W
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lo que, unido a que, segin la observacién tras el teorema 4.16,

_ (n+1)
Iztﬂ ¢ — IND(w(™+ D),

lo que nos da que
F  Consis rIEH—I7

IZIH»I

como ya habiamos probado en [LF 6.22].






Capitulo VI

Incompletitud en la
aritmética de Peano

Tal y como hemos senalado en el capitulo anterior, es discutible si la prueba
de Gentzen de la consistencia de la aritmética de Peano aporta algo realmente o
tan s6lo demuestra algo evidente. No obstante, en este capitulo vamos a mostrar
co6mo las técnicas de Gentzen no sélo sirven para probar que el secuente vacio no
es demostrable en AP, sino que también permiten demostrar que otras sentencias
verdaderas tampoco son demostrables, lo cual no es evidente en absoluto. En
realidad ya nos hemos encontrado un ejemplo de esta naturaleza. Ahora sabemos
que la induccion transfinita hasta €, es decir, la férmula

Av e E(Av < uo(v) = ¢(u)) = Au € E ¢(u)

es verdadera en el modelo natural de AP cualquiera que sea la formula ¢(x), pero
no es demostrable en AP, al menos para ciertas formulas concretas ¢(x), dado
que esta formula (para una ¢(x) adecuada, de tipo II;) implica la consistencia
de AP.

6.1 Buenos 6rdenes demostrables

En el capitulo IV formalizamos aritméticamente el concepto conjuntista de
ordinal menor que €g, pero la forma en que lo hemos hecho es arbitraria, en el
sentido de que podriamos plantearnos la posibilidad de definir los ordinales de
forma completamente diferente y, en tal caso, cabria preguntarse si dos forma-
lizaciones aritméticas distintas de los ordinales menores que €y son equivalentes
en algun sentido que habria que precisar, asi como si es posible formalizar arit-
méticamente ordinales mayores que €¢g. Vamos a introducir algunos conceptos
que precisen estas ideas.

En esta seccion trabajamos en la aritmética de segundo orden RA [LF 7.44],
en la que podemos definir el modelo natural de £,.

225
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Definicion 6.1 Sea z < y una férmula de £, de tipo %;. Diremos que repre-
senta un orden total en un conjunto D de ntimeros naturales si se cumple:

1. n€ Dsiysolosi NE O™ <00,
NE(z<dy—z<dxAyDy),
NE(@dyrnyLz —ax=y),

NE(@dyArnydz—adz),

oo

NE(z<QyVyJax).
En tal caso, definimos la formula x € D = x < z.

Nota Podriamos dar una definicion puramente sintéctica (sin aludir al modelo

natural de AP) sin méas que omitir 1. y pedir que las féormulas de los apartados

siguientes sean demostrables en AP, pero entonces tenemos una definiciéon méas

fuerte y nunca vamos a necesitar que tales formulas sean demostrables en AP.
| |

Por ejemplo, tenemos que la formula = < y definida en el capitulo IV repre-
senta un orden total en el conjunto F de los ordinales (menores que €p), incluso
en el sentido fuerte indicado en la nota precedente.

Si z < y representa un orden total en un conjunto D, representaremos
también por < la relaciéon que induce sobre los nimeros naturales, de modo que

m<n siysolosi NEO™ <0,
Tenemos asi que < es una relacion de orden total sobre el conjunto D. Definimos
r<y=xdyAzx#y,
que es también una féormula Y y claramente
m<n siysélosi non<m siysélosi NFE -0 < o0m),

con lo que la relacion < es en realidad Aj, luego recursiva [LF 8.20], al igual
que lo es el conjunto D.

Maés delicado es precisar en qué sentido podemos decir que una férmula
x <y que representa un orden total en un dominio D representa, de hecho, un
buen orden en D. Informalmente, con ello queremos expresar que se cumple
cualquiera de los hechos siguientes, equivalentes entre si:

1. Todo subconjunto de D no vacio tiene un minimo elemento respecto de <.
2. No existen sucesiones infinitas estrictamente decrecientes:

Nog>mny>ngd>---

3. Para toda propiedad P(n), si para todon € D, el hecho de que todom <4 n
cumpla P(m) implica P(n), entonces todo n € D cumple P(n).
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Sin embargo, es cuestionable que cualquiera de estas afirmaciones tenga un
significado preciso fuera del marco de una teoria axioméatica de conjuntos, pues
no es evidente en absoluto a qué nos referimos con una propiedad que involucra
a “todos los subconjuntos de un conjunto dado” o a “todas las sucesiones infinitas
en un conjunto dado” o a “todas las propiedades P(n)”.

Se trata de propiedades que, desde un punto de vista finitista —incluso no
de los més estrictos— no tienen un significado preciso salvo que dispongamos
de un argumento que las justifique. Asi, en la seccién 4.4 hemos dado un argu-
mento que justifica que la formula z < y cumple 2. (en el sentido de que hemos
argumentado que es imposible que exista cualquier clase de proceso que genere
una sucesion infinita de ordinales estrictamente decreciente), y es facil ver en-
tonces que también cumple 1. y 3., por lo que podemos decir que representa un
buen orden sobre el conjunto E de los ordinales (menores que ).

Sin embargo, esta dificultad no nos va a afectar, porque el propésito de
esta seccion es estudiar las formulas que definen buenos érdenes, no ya en el
sentido de que, de algiin modo, se pueda demostrar que cumplen las propiedades
anteriores, sino en el sentido mas preciso de que tal cosa pueda demostrarse
formalmente en AP o — mas precisamente, como veremos enseguida— “casi”
en AP. El “casi” se debe a que, en principio, la propiedad méas comoda de
formalizar es 3., pero en la seccién 4.6 vimos un ejemplo que nos previene
de tratar de hacerlo equiparando las “propiedades arbitrarias P(n)” con las
propiedades expresables mediante féormulas aritméticas. Si toméAramos como
definicién que una férmula x < y que define un orden total en un dominio
D define un buen orden demostrable en AP si en AP se puede demostrar el
esquema de induccion transfinita:

Au € D(Av < up(v) — d(u)) — Au € D ¢(u)

para toda formula ¢(z, x1, ..., x,) de L4, nos encontrariamos con que la formula
x < y construida' en la prueba del teorema, 4.19 seria un buen orden demostrable
en AP, cuando en realidad la relacién que determina no cumple 3. Para evitar
este problema tenemos que salirnos “un poco” de AP:

Definicién 6.2 Llamamos £ al lenguaje formal que resulta de afiadir a £,
un relator monadico R, y llamamos AP a la teorfa axiomética sobre £ de-
terminada por los axiomas de Peano con el principio de induccién extendido a
formulas de £,

Diremos que una féormula z < y que represente un orden total en un do-
minio D representa un buen orden demostrable (en AP) si2 en APF se puede
demostrar la férmula

IT(<) = Au € D(Av <u Rv — Ru) — Au € D Ru.

1Puesto que estamos pidiendo que la relacién determine su dominio, tendriamos que con-
siderar, méas precisamente, la féormula t € ANy € ANz Jy.

2Notemos el abuso de hablar de buenos 6rdenes demostrables en AP cuando en realidad la
demostraciéon que atestigua la definicién tiene que hacerse en AP, pero AP no es mas que
un artificio para hablar en AP de propiedades genéricas, no necesariamente aritméticas.
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En tal caso, si ¢(z, x1,...,x,) es cualquier formula de £,, en AP es demos-
trable la formula

Au € D(A\v <ug(v) = ¢(u)) = Au € D p(u).

En efecto, si tomamos una demostracion del secuente = IT(<) sustituimos
cada expresion Rt por ¢(t, x1, ..., x,) (con variables x1, . .., x, que no aparezcan
en la demostracion), es claro que todas las reglas de inferencia siguen siendo
validas, y que los axiomas de APT se transforman en teoremas de AP (por
ejemplo, un axioma Rt = Rt se transforma en el teorema ¢(t) = ¢(¢)). Por
lo tanto, anadiendo demostraciones de los axiomas modificados, obtenemos una
demostracion del principio de induccién para ¢.

Sin embargo, la definiciéon que hemos dado de buen orden demostrable es
més fuerte que la que habria resultado de exigir meramente que en AP puedan
demostrarse las versiones aritméticas del principio de induccién transfinita. Asi
estamos exigiendo que IT(<) sea verdadero en todo modelo de AP%, en par-
ticular en el modelo natural de AP extendido interpretando el relator R con
cualquier relacién que podamos considerar bien definida en N, lo que significa
que la relacion < satisface el principio de induccion transfinita para cualquier
propiedad que pueda considerarse bien definida sobre los ntimeros naturales,
aunque no pueda definirse aritméticamente.

Por ejemplo, ahora es fécil probar que la férmula definida en el teorema 4.19
no es un buen orden demostrable en AP, pues IT(<J) resulta ser falsa en el
modelo de AP que resulta de extender el modelo natural de AP interpretando
el relator R con la relacion (Rn <> n es distinto de todos los nimeros o,,).

Esto no es sorprendente, puesto que, al fin y al cabo, la relacién que de-
termina la férmula del teorema 4.19 no es un buen orden. En cambio, es méas
destacable que la formula x < y, a pesar de que determina un buen orden en el
conjunto E de los ordinales (menores que ¢), no representa un buen orden de-
mostrable en AP, ya que si lo fuera, en AP podria demostrarse el caso particular
del principio de induccion transfinita que implica la consistencia de AP.

Por el contrario, para cada namero natural n, la formula
_ (0("))
rd,y=xdydw

s{ que representa un buen orden demostrable sobre el conjunto de los ordinales
menores o iguales que w™), pues, tal y como hemos sefialado al principio de la
seccion 4.6, la prueba del teorema 4.15 (luego la de 4.16) vale en realidad sin
cambio alguno para toda formula ¢ de L% en particular para la formula Rx.

Ejemplo (Kreisel): Un buen orden no demostrable de tipo w Sea ¢(x)
cualquier formula A2P de £, y consideremos la formula, también A;,

rdy=@@<yANu<zo)V(y<zAVu<z-gu)).
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Asi, si llamamos F a la relacion dada por Fn si y solo si N £ 4(0(™),
tenemos que si todo n cumple F'n, entonces la relaciéon < determinada por la
férmula que acabamos de definir es la relacién de orden usual en los ntimeros
naturales, mientras que si existe un n que no cumple F'n y ng es el minimo de
ellos, entonces

O0<l<g---<ng—1 - dng+ 2 <Ing+ 1< ng,

es decir, los primeros niimeros naturales, hasta ng — 1 estan ordenados con el
orden usual y, a partir de ng, el orden es el inverso al usual.

Asi pues, esta formula x < y representa un orden total en cualquier caso,
pero soblo representa un buen orden si todo nimero natural n cumple Fn. Méas
aun:

La formula © <y representa un buen orden demostrable en AP siy
sdlo si A—P Auo(u).
En efecto, notemos ante todo que :P Auu < u, es decir, A—P Auw € D, por
lo que en este caso podemos suprimir de todas partes la formula z € D.

Si en AP se demuestra /\u ¢(u), también se demuestra que
Auwv(u <v < u <),

y es facil ver entonces que z < y representa un buen orden demostrable. Reci-
procamente, si x < y representa un buen orden demostrable, hemos visto que
en AP podemos demostrar el principio de induccién transfinita para cualquier
formula, en particular para Aw < z ¢(w), es decir:

Au(Av <uAw < vow) = Aw < up(w)) = Aul\w < ud(w).

Vamos a demostrar la hipotesis del principio de induccion, es decir, fijamos
un numero natural z, suponemos la hipotesis de inducciéon

Av < 2A\w < v d(w)
y vamos a demostrar /\w < 2 ¢(w). En caso contrario tenemos que
xﬁx—f—l/\\/ngﬂgﬁ(w),

luego x + 1 <, por definiciéon de <1, luego Aw < = + 1 ¢(w), por la hipotesis
de induccion, luego en particular Aw < x ¢(w), y tenemos una contradiccion.

El principio de inducciéon nos permite concluir que Au/Aw < u¢(w), de
donde se sigue que Au¢(u).
Finalmente aplicamos esto a la formula
ple)=- F 00,

TAp !

de modo que Aup(u) es Consis "AP'. Concluimos que la formula z < y no
representa un buen orden demostrable en AP, a pesar de que la relacién de
orden que determina es el buen orden usual de los ntimeros naturales. m
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El ejemplo anterior muestra que dos formulas = < y, x < y pueden deter-
minar una misma relacién de orden recursiva en el conjunto de los ntmeros
naturales y, sin embargo, puede ocurrir que una represente un buen orden de-
mostrable en AP y la otra no. En otras palabras, no tiene sentido plantearse
si una buena relacién de orden recursiva definida en el conjunto de los niimeros
naturales es demostrable o no en AP sin especificar la formula concreta con la
que pretendemos representarla.

A su vez, podemos plantearnos que, del mismo modo que la induccion trans-
finita respecto de x < y no es demostrable en AP (porque implica la consistencia
de AP), pero existe otra formula (z < y) que determina la misma relacion de
orden para la cual la induccién transfinita si que es demostrable, tal vez podria
existir otra formula z < y que defina la misma relacién de orden que = < y, pero
que representara un buen orden demostrable en AP, para lo cual, en particular,
no tendria que implicar la consistencia de AP.

En otros términos, jseria posible definir formulas A; que determinaran bue-
nos o6rdenes demostrables en AP de ordinal ¢y o incluso de ordinales mayores?
Hay una diferencia obvia entre la formula 2 < y y la formula x < y del ejemplo
anterior, y es que la segunda es “maliciosa”, en el sentido de que lleva la consis-
tencia de AP en su propia definiciéon, por lo que no es extrano que la induccion
transfinita respecto de ella implique dicha consistencia, mientras que la primera
es “natural”, en cuanto a que se limita a exigir lo necesario para obtener una
relacién de orden de tipo €y. Sin embargo, no existe ninguna definicién objetiva
que distinga lo “malicioso” de lo “natural”, por lo que cabe preguntarse si el he-
cho de que la induccion transfinita respecto de =< implique la consistencia de AP
no podria ser un “defecto” de la definicién de <, que podria subsanarse con otra
definicion alternativa que permitiera formalizar en AP la induccién hasta €y o
incluso hasta ordinales mayores.

Dedicaremos la seccién siguiente a probar que no es asi, es decir, que nin-
guna férmula permite definir un buen orden demostrable en AP de ordinal ¢
o superior. Pero antes terminaremos esta seccién mostrando que no perdemos
generalidad si consideramos tnicamente buenos 6rdenes demostrables cuyo do-
minio lo formen todos los niimeros naturales.

Fijemos una féormula z < y que determine un buen orden demostrable sobre
un dominio D. Esto nos permite definir la funcién recursiva:

F0)=0, F(n+1)=(F(n)"(n)- xpn)+Fn) (1-xpn),

de modo que F(n) es la sucesion que enumera en orden creciente los elementos
de D menores que n. Si D es infinito, entonces \m\/n ¢(F(n)) > m, por lo que
podemos definir la funcién recursiva

N(m) = pn 0(F(n)) > m,

que a su vez nos permite definir G(m) = F(N(m))), y asi tenemos una biyeccion
recursiva entre N y D. La relacion y = G(z) puede expresarse mediante una
formula ¢(z,y) de tipo AF, de modo que en AP se demuestra:

/\u\l/v d(u,v), Auv(p(u,v) - veD), Ave D\l/u o(u,v).
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Esto nos permite definir
r <y = Vuv(o(x,u) A d(y,v) Au<v),

y es facil ver que la formula x < y representa un buen orden demostrable en AP
cuyo dominio lo forman todos los ntimeros naturales (es decir, tal que Az z < )
y que determina una relaciéon de orden tal que

mSn siysolosi G(m) <G(n).

En particular, ambas relaciones determinan el mismo ordinal. Asi pues, a la
hora de determinar los ordinales posibles de los buenos érdenes demostrables en
AP, no perdemos generalidad si nos restringimos a buenos érdenes < definidos
sobre todos los nimeros naturales.

Veamos también que no perdemos generalidad si suponemos que el minimo
respecto3 de < es 0.

En efecto, si ng es el minimo respecto de <y no es 0, podemos definir
dx,y) = (@ #0Ax £ 0™ Ay =a) Vv
(x=0Ay=0m))V (z=0")Ay=0)
y a su vez

2 Sy = Vuo(d(a,u) A ¢ly,0) Au ).
Es claro que la formula z < y representa un buen orden demostrable (cuyo
dominio lo forman todos los nimeros naturales) y de modo que la relacién que
determina en N tiene por minimo al 0. Concretamente, es la misma relacion <

salvo que ng ocupa el lugar del 0 y viceversa. En particular, ambas determinan
el mismo ordinal.

Todo esto hace que no perdamos generalidad si cambiamos la definicién de
buen orden demostrable por ésta méas restrictiva:

Definicién 6.3 Diremos que una formula x < y de £, de tipo ¥; representa
un buen orden demostrable (en AP) si

I.NE@dyAyLz > ax=y),
2. NE(@xdyAry<Lz—z<dz),
3. NE(zxdyVvyJda),
4. NEO Q.
y en AP% se puede demostrar el principio de induccion transfinita
IT(<) = Au(Av < u Rv — Ru) — Au Ru.
Notemos que de 3. se deduce que NF x < z.

3Ya hemos sefialado que si < es la relacion definida por una férmula que representa un buen
orden demostrable, entonces todo conjunto no vacio de su dominio tiene un minimo elemento.
La prueba puede particularizarse al caso del conjunto de todos los ntmeros naturales sin
necesidad de considerar conjuntos arbitrarios. En efecto, si suponemos que para todo n existe
un m tal que m < n, es facil probar por induccién que todo nimero natural cumple n # n,
con lo que tenemos una contradiccién. Por lo tanto, existe un nimero natural n tal que, para
todo m, se cumple n < m.
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6.2 Induccion transfinita en AP

En esta seccion vamos a demostrar que todo buen orden demostrable en AP
tiene necesariamente ordinal menor que ¢g, de modo que el hecho de que el buen
orden = definido en el capitulo IV no sea demostrable no es debido a ningin
“defecto” del modo en particular en que hemos formalizado en AP los ordinales
menores que €.

Maés precisamente, vamos a demostrar el teorema siguiente, debido también
a Gentzen:

Teorema 6.4 Si < es un buen orden demostrable, existe un ordinal p y una
funcion recursiva F' : N — N de modo que, para todo nimero natural k, se
cumple que F(k) < p y, para todo par de nimeros naturales k y k',

k<k' siysolosi F(k)< F(k).

En términos conjuntistas, esto significa que el conjunto ordenado (N, <)
es semejante a un subconjunto del conjunto de todos los ordinales menores
que u, y eso implica [TC 3.26] que tiene ordinal menor o igual que p < €.
Si consideramos la aritmética de Peano formalizada en una teoria de conjuntos
potente, como ZF o NBG, ésta es la conclusion a la que llegamos: que los buenos
ordenes recursivos demostrables en AP (a través de la formula que sea) son
los de ordinal menor que €y. Si queremos trabajar en términos estrictamente
finitistas, tenemos la conclusién del teorema anterior. Para obtener a partir
de F' una semejanza G entre N y un ordinal menor o igual que p tendriamos que
aplicar el teorema general de recursion transfinita, como en [TC 3.24], lo que
supone definir G(n) en funciéon de la restriccion de G al conjunto (en general
infinito) de los m tales que m < n, lo cual excede las técnicas finitistas o, al
menos, las formalizables en RAg.

Un calculo secuencial para AP®  De acuerdo con la definiciéon 6.3 de buen
orden demostrable, que es la que adoptamos aqui, el hecho clave para que una
formula represente un buen orden demostrable en AP es que cierta sentencia
sea demostrable en AP®. Vamos a especificar un calculo deductivo secuencial
para APT que nos facilite el analisis de la demostracién correspondiente.

En primer lugar vamos a considerar a AP como extension de ARP, lo que,
de acuerdo con [LF 4.1], significa que tomaremos como axiomas propios de AP
los axiomas que definen los funtores de £,,, (evaluados en términos arbitrarios,
no solo en variables, para que sean invariantes por sustitucion) mas los axiomas

' =0=, =t =s=t.

Las reglas de inferencia son las de LK; maés la regla de induccion para for-
mulas arbitrarias de Larp.

En virtud del teorema de completitud [LF 7.46], toda sentencia atémica de
Larp €s demostrable o refutable en ARP, luego en AP (y siempre podemos saber



6.2. Induccién transfinita en AP 233

cudl es el caso), por lo que podemos tomar también como axiomas propios de
AP todos los secuentes = « 0 o = (donde a es una sentencia atomica) que
sean teoremas de ARP.

A su vez, podemos considerar el lenguaje L.frp que resulta de adjuntarle a

Larp el relator monadico R y considerar el calculo secuencial sobre este lenguaje
cuyos axiomas son los de LK;, mas los axiomas propios de AP que acabamos de

indicar y con la regla de induccion extendida a formulas de Lﬁp.

Mas precisamente, los axiomas de LK; correspondientes a Lgp que no son
axiomas de LK; sobre L, son:

1. Los axiomas logicos Rt = Rt.
2. Los axiomas del igualador s = ¢, Rs = Rt.

Observemos que los axiomas de AP® constan tnicamente de férmulas até-
micas y son cerrados para sustitucion.

Por tltimo, vamos a anadir a AP una nueva regla de inferencia, que llama-
remos de sustitucion (derecha)?:

I' = A, Rs
I' = A, Rt

donde s y ¢ son designadores tales que = s = ¢ es un teorema (luego un axioma)
de AP. Esta regla es redundante, en el sentido de que todos los teoremas que
pueden demostrarse con ella, pueden demostrarse también sin ella, pues pode-
mos demostrarla asi:

:}8:t S:t,RS:Rt
I' = A, Rs Rs = Rt
I' = A, Rt

Consideremos ahora una féormula z < y que represente un buen orden de-
mostrable. Entonces z <y = ua(z,y,u), donde a es una formula Ay, luego,
segun [LF 4.5], es equivalente en ARP (luego en AP) a una féormula atémica. Por
lo tanto, no perdemos generalidad si suponemos que « es una formula atomica.

La condicion de que la sentencia IT(<) considerada en la definicion 6.3 sea
demostrable en AP equivale claramente a que lo sea el secuente

IT(<) = Au(Av < uw Rv — Ru) = Rx
Demostraciones IT Llamaremos demostraciones IT a las demostraciones

en el calculo deductivo que resulta de afiadir a los axiomas de AP% todos los
secuentes que llamaremos secuentes de tipo I'T, que son los de la forma

Av <t Rv = Rt,

4Podriamos introducir también una regla izquierda de sustitucién de forma obvia, pero no
la vamos a necesitar.
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donde t es un término arbitrario, y cuyo secuente final sea de la forma

= RO(™) .. RO,

Si D es una demostracion IT, definimos su numero final n(D) como el minimo
de myq,...,m, respecto del orden <.

Notemos que, al anadir los axiomas de tipo IT, el conjunto de los axiomas
sigue siendo cerrado para sustitucion, pero estos axiomas contienen féormulas no
atoémicas.

Es facil ver que los teoremas 3.7 y 3.10 siguen siendo validos para demos-
traciones en AP® y para demostraciones IT. Lo tinico que podria invalidar las
demostraciones es la presencia de la nueva regla de sustitucién, pero es inmediato
que ésta sigue siendo vélida si en sus secuentes sustituimos cualquier variable
por cualquier término, y esto basta para comprobar que las demostraciones de
ambos teoremas siguen siendo validas.

Por ejemplo, si llamamos D(z) a la deduccién siguiente en APF, que tiene
como premisa el secuente IT Av <ty Rv = Ry,

Av <ty Rv = Ry
= Nv<ayRv— Ry :
= Au(Av < w Rv — Ru) Au(Av <tu Rv — Ru) = Rz
= Rz

el teorema 3.7 nos da que, para todo nimero natural m, al sustituir 2 por 0"
en D(z) obtenemos una demostracion IT, que llamaremos D(0("™)), del secuente
= RO(™),

El ordinal de una demostracion IT Definimos el grado de una férmula
de Lf;p como el ntimero de signos 16gicos que contiene (entre conectores y cuan-
tificadores). El grado de un corte es el grado de la formula de corte. El grado
de una induccion es el grado de la formula de induccion. La altura h(S; D) de
un secuente S en una demostracion D es el maximo de los grados de los cortes

e inducciones que hay bajo S. Si no hay ninguno, la altura es 0.

A cada secuente S en una demostracion IT le asociamos un ordinal o(S; D)
segtn el criterio siguiente:

1. Si S es un axioma de AP, entonces o(S; D) = 1.
2. Si S es un secuente inicial de tipo IT, entonces o(S; D) = 6.

3. Si S es el secuente inferior de una regla de debilitacién o sustitucién con
secuente superior Sp, entonces o(S; D) = o(S1; D).

4. Si S es el secuente inferior de una regla izquierda del disyuntor con se-
cuentes superiores Sy y S, entonces o(S; D) = o(S1; D)#0(Sa; D).
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5. Si S es el secuente inferior de una regla de inferencia logica con secuente
superior Si, entonces o(S; D) = o(S1; D) + 1.

6. Si S es el secuente inferior de una regla de corte con secuentes superiores
S1 y Se, entonces o(S; D) = wh, —p, (11#12), donde

hi = h(S1; D) = h(S9; D), ho = h(S; D), p; =o0(Ss; D).

7. Si S es el secuente inferior de una induccién con secuente superior S’,
entonces o(S; D) = wp,—py+1(n + 1), donde

hy = h(S'; D), ho=h(S;D), o(S;D)=w"+---

El ordinal o(D) es el ordinal del secuente final de D.

El teorema 5.9 vale igualmente para demostraciones IT, de nuevo porque
la presencia de la regla de sustituciéon no invalida la prueba. Mas concreta-
mente, basta observar que la regla de sustitucién puede tratarse igual que las
de debilitacion.

La parte final de una demostracion I'T esta formada por todos los secuentes
que no tienen por debajo ninguna regla de inferencia légica.? En particular, en
la parte final de una demostracion IT no puede haber reglas logicas.

Ahora podemos probar el teorema clave, que es una variante del teorema
5.12:

Teorema 6.5 Sea D una demostracion IT cuyo nimero final no sea 0. Enton-
ces existe otra D' tal que o(D") < o(D) y n(D") < n(D).

DEMOSTRACION: El teorema 3.10 nos permite transformar D en otra de-
mostracién IT con el mismo ordinal y el mismo secuente final que ademas sea
regular. A su vez, el teorema 3.7 nos permite sustituir por 0 cualquier variable
libre en D que no sea una variable propia de una regla de inferencia.

Por lo tanto, podemos suponer que D es una demostracién regular cuyas
tinicas variables libres son las que se usan (una tnica vez, por la regularidad)
como variables propias de alguna regla de inferencia, y cada una s6lo aparece
por encima de la regla en la que acttia como variable propia.

e Si D contiene una induccién en su parte final, exactamente el mismo argu-
mento empleado en la prueba de 5.12 nos da una demostracién de ordinal menor
con el mismo secuente final (en esta parte de la prueba de 5.12 no se usa que
el secuente final de D es el vacio, y por eso vale sin cambio alguno en nuestro
contexto).

A partir de aqui podemos suponer que la parte final de D no contiene in-
ducciones, luego en particular esta formada tnicamente por sentencias.

5Podriamos decir “ninguna regla de inferencia légica implicita” pero seria lo mismo, ya
que, como el secuente final contiene tnicamente féormulas atémicas, no puede haber reglas de
inferencia logicas.
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e Supongamos ahora que la parte final de D contiene un axioma logico, es
decir, un secuente de la forma a = a.

Si a no es de la forma Rt, como en la parte final no hay reglas logicas ni
inducciones y el secuente final sélo tiene formulas de este tipo, los descendientes
de las dos formulas « son idénticos a « y tienen que acabar desapareciendo en un
corte. Si, por el contrario, « = Rt, la formula del consecuente puede permanecer
hasta el secuente final (tal vez sufriendo sustituciones), pero la fibra que se inicia
con el « del antecedente tiene estar formada por formulas idénticas a « (pues
no hay regla de sustitucion izquierda) y acabar en un corte. Notemos que en
este segundo caso « tiene grado 0.

En caso de que las dos formulas acaben desapareciendo en cortes, conside-
ramos la que desaparece primero. Supondremos que es la del antecedente, pero
el caso contrario se trata analogamente. La situacién es:

Dy o= o
LA o a, TV S A
I, TV = A, A’

= R()(mﬂ,'. .., RO(mn)

donde A’ contiene todavia un descendiente del « situado en el consecuente del
axioma. Entonces podemos simplificar D hasta una demostracion D’ de la forma

Dy
£ A o
L, IM& A A

= R()(ml),'. .., RO(mn)

Llamemos S al secuente I', TV = A, A’. Notemos que, o bien en los tltimos
puntos suspensivos hay otro corte que elimina la férmula o contenida en A’, o
bien a@ = Rt y tiene grado 0, luego al pasar a D’ hemos eliminado un corte del
grado de a, pero, si éste es no nulo, mas abajo hay otro del mismo grado, luego
las alturas en D de todos los secuentes de la subdemostracion Dy que acaba en
I' = A, a son las mismas que sus alturas en D', luego

p=ol = Aa;D)=0( = A,a;D') = 0o(S; D).

Mas atn, como la altura de los dos secuentes superiores del corte de D es la
misma que la del secuente inferior, si los secuentes superiores tienen ordinales
py ven D, entonces

o(S; D) = p#v = p=0(S; D").

El teorema 5.9 nos da entonces que o(D’) < o(D).
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Asi pues, a partir de aqui podemos suponer que la parte final de la demos-
tracién D no contiene ningtn axioma logico.

e Podemos suponer que D no contiene en su parte final ningtin axioma del
igualador de tipo

s =t, Rs = Rt,

pues en tal caso s y t tienen que ser designadores, y podemos sustituir este
axioma por una de las demostraciones:

Rs = Rs s=t=
s=t, Rs = Rs s=t, Rs= Rt
s=t, Rs= Rt

segin si = s = ¢ o bien s = t = es un teorema (luego un axioma) de AP.
Notemos que el secuente final de ambas demostraciones tiene ordinal 1, por lo
que el cambio no altera el valor de o(D).

e Supongamos ahora que la parte final de D contiene una regla de debilita-
cién y tomemos una que no tenga otra por debajo.

Si la regla es explicita, es decir, si su formula principal tiene un descendiente
en el secuente final, tiene que ser la regla derecha y la formula principal tiene
que ser de la forma Rt, para cierto designador t, que puede ser sustituido por
otros equivalentes en los descendientes, hasta terminar en una de las sentencias
R0(™:)_ No perdemos generalidad si suponemos que se trata de R0("»). La
situacion es:

= RO RO,

Es claro que si eliminamos Rt y todos sus desdendientes (eliminando, por
consiguiente, todas las reglas de sustitucion que les afecten) obtenemos otra
demostracion D’

r£A
= ROU™) . RO(™e-1) - (RO™N))

en cuyo secuente final no estara R0 salvo que alguna regla de corte interme-
dia lo vuelva a introducir. Puesto que las reglas de debilitaciéon y de sustitucion
no aumentan el ordinal de un secuente, es claro que o(D’) = o(D), pero en la
parte final de D’ hay una regla de debilitacion menos que en la de D.
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Si la regla es implicita, es decir, si un descendiente de la férmula que in-
troduce desaparece en un corte, el argumento empleado en la prueba de 5.12
vale sin cambio alguno (pues no usa que el secuente final sea vacio salvo para
afirmar que la regla es implicita, cuando aqui ya hemos analizado la posibilidad
contraria). Concretamente, pueden darse dos casos, el caso A) es anélogo al
precedente, y nos permite construir una demostraciéon D’ con el mismo ordi-
nal, el mismo secuente final y una regla de debilitaciéon menos, mientras que el
caso B) obtenemos® una demostracion D’ con el mismo secuente final tal que
o(D') < o(D).

Asi, al ir considerando una regla de debilitacion tras otra, o bien se dan
siempre los dos primeros casos (el de que la regla sea explicita o el caso A), en
cuyo caso, tras un nimero finito de pasos, terminamos con una demostracion
con el mismo ordinal, pero sin reglas de debilitacién, o bien en algin momento
se da el caso B), en cuyo caso terminamos con una demostracion de ordinal
menor.

Ahora bien, si se ha dado alguna vez el caso de que la regla sea explicita,
el secuente final de la demostracién resultante puede tener menos sentencias
que el secuente final de D. En tal caso las anadimos de nuevo mediante reglas
de debilitacion. Si habiamos llegado a una demostracién D’ de ordinal menor,
al anadir las sentencias perdidas por debilitacién mantenemos el nuevo ordinal
o(D") < o(D) y el teorema ya se cumple en este caso. Si habfamos llegado a una
demostraciéon sin debilitaciones con el mismo ordinal, al anadir las sentencias
perdidas obtenemos una demostraciéon D’ con el mismo ordinal tal que todas
las reglas de debilitaciéon de la parte final son explicitas y se aplican después de
cualquier otra regla.

Equivalentemente, a partir de aqui podemos suponer que si la parte final
de D contiene una regla de debilitacion, ésta es explicita y todas las reglas que
hay bajo ella son también reglas de debilitaciéon explicitas.

En resumen, a partir de este momento tenemos que la parte final de D
cumple:

1. No tiene variables libres.

2. No tiene reglas de inferencia légicas ni inducciones.

3. No tiene axiomas légicos ni axiomas del igualador s =t, Rs = Rt.

4. Si tiene una debilitacion, todas las reglas subsiguientes son debilitaciones.

Asi pues, las tnicas reglas de inferencia que hay en la parte final son cortes,
sustituciones y debilitaciones.

Al contrario de lo que sucede en la prueba de 5.12, ahora no podemos ase-
gurar que D no coincida con su parte final (esto es tanto como afirmar que
D contiene una regla de inferencia logica). Pero si que se cumple algo muy
proximo:

6La prueba de (5.1) vale igualmente sin mas que contemplar un caso adicional para la regla
de sustitucion, que es anéalogo al caso de la regla de debilitacion.
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La demostracion D contiene al menos una regla de inferencia logica
o un secuente inicial de tipo IT.

En efecto, si D no contiene reglas de inferencia ldgicas, coincide con su parte
final, luego esta formado tnicamente por sentencias. Si ademas no contiene se-
cuentes iniciales de tipo IT, sus secuentes iniciales son necesariamente axiomas
del igualador o matemaéticos, los cuales constan Gnicamente de sentencias ato-
micas, y las tinicas reglas de inferencia son cortes, sustituciones y debilitaciones
que introducen tnicamente sentencias de tipo RO,

Por lo tanto, D consta tnicamente de sentencias atémicas. Si convenimos
en que toda sentencia de la forma Rt es falsa por definicion, podemos dividir
los secuentes en verdaderos y falsos, de modo que todos los secuentes iniciales
son verdaderos y el secuente final es falso, lo cual es imposible, porque las reglas
de corte, sustitucion y debilitacion dan lugar a secuentes verdaderos a partir de
secuentes verdaderos.

Llamaremos sentencias principales a las formulas principales (sentencias, de
hecho) de las reglas de inferencia logicas fronterizas y sentencias inductivas a
las sentencias Rt que figuran en el consecuente de un secuente inicial de tipo IT.
Llamaremos descendientes principales (resp. inductivos) a los descendientes de
las sentencias principales (resp. inductivas).

Como en la parte final de D no hay reglas de inferencia logicas, los descen-
dientes principales son siempre sentencias idénticas a la sentencia principal de
la cual descienden, mientras que los descendientes de una sentencia Rt pueden
transformarse en sentencias de la forma Rs, para un designador equivalente s,
mediante reglas de sustitucion. Las fibras de descendientes principales termi-
nan necesariamente en formulas de corte (son implicitas), mientras que las de
los descendientes inductivos pueden terminar también en cortes o bien llegar
hasta el secuente final de D (pueden ser explicitas).

Veamos ahora lo siguiente:

Si un secuente S en la parte final de D contiene una sentencia «
comn un signo ldgico, entonces S o bien un secuente situado sobre S
contiene un descendiente principal o inductivo.

En efecto, el secuente S tiene que estar por encima de todas las reglas de
debilitacion. Si el secuente inferior de una regla de debilitacién o de sustitucion
tiene una sentencia con un signo logico, el secuente superior tiene que tener
esa misma formula (pues las reglas de debilitacion de la parte final de D sélo
introducen sentencias atomicas) y, si se trata del secuente inferior de un corte,
entonces alguno de los dos secuentes superiores tiene que tenerla también. Por
lo tanto, ascendiendo desde S, tenemos que llegar, o bien al secuente inferior
de una regla fronteriza, o bien a un secuente inicial de tipo IT. En ambos casos
dicho secuente contiene una sentencia principal o inductiva.

Un corte en la parte final de D es adecuado si las dos féormulas de corte
son descencientes principales. Ahora no podemos probar la existencia de cortes
adecuados, pero tenemos lo siguiente:
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Si la parte final de D no contiene cortes adecuados, entonces su
secuente final contiene un descendiente inductivo.

En efecto, si el secuente final no contiene descendientes inductivos, enton-
ces el primer secuente Sy por encima de las reglas de debilitacién tampoco lo
contiene y, como sus sentencias no contienen signos légicos, tampoco contiene
descendientes principales. Hemos visto que la parte final de D contiene un se-
cuente S con un descendiente principal o inductivo, y S esta sobre Sy, y entre
ambos s6lo hay cortes o sustituciones. Las sustituciones no eliminan ningtn
descendiente principal o inductivo, luego tiene que haber un corte, digamos

= A« a, TV = A/
LT/ = A A

cuyo secuente inferior no contenga descendientes principales o inductivos, pero
alguno de cuyos secuentes superiores si que contenga uno, que necesariamente
sera la formula de corte. Para referencia posterior, llamaremos P a esta pro-
piedad, es decir, decimos que un corte tiene la propiedad P si alguno de sus
secuentes superiores contiene un descendiente principal o inductivo, pero el se-
cuente inferior no contiene ninguno.

Hemos probado que la parte final de D contiene un corte con la propiedad P,
luego podemos tomar uno que no tenga otro por encima. Llamemos S; y S a
los secuentes superiores. Supongamos en primer lugar que la férmula de corte
de S es un descendiente principal o inductivo.

Si « contiene un signo légico, entonces es un descendiente principal. Por la
propiedad que hemos probado anteriormente, la parte final de D contiene un
secuente S™ por encima de S5 con un descendiente principal o inductivo 8. Si Sy
no contiene ningin descendiente principal o inductivo, esto significa que entre
S* y Ss tiene que haber un corte con la propiedad P, en contra de la eleccion
del corte que estamos considerando.

Asi pues, So contiene un descendiente principal o inductivo, pero como el
secuente inferior del corte no lo contiene, tiene que tratarse de la formula de
corte «, luego ambas férmulas de corte o son descendientes principales, y el
corte es adecuado.

Concluimos que a no contiene signos logicos, luego tiene que ser un descen-
diente inductivo, de la forma Rt. Entonces Ss no puede contener descendientes
principales o inductivos, pues, como en el secuente inferior del corte no los hay,
la tinica posibilidad seria que lo fuera «, pero tendria que ser un descendiente
inductivo y para ello tendria que estar en el consecuente de S2 y no en el ante-
cedente.

Mas aun, por encima de Sy no puede haber reglas de inferencia logicas.
Si las hubiera, una de ellas seria fronteriza, y su féormula principal seria un
descendiente principal en un secuente por encima de Ss, luego alguno de los
cortes intermedios entre dicho secuente y S tendria la propiedad P y de nuevo
tenemos una contradiccion.

Pero si por encima de S no hay reglas de inferencia logicas, toda la parte de
la demostracién D situada por encima de So esté en la parte final de D, luego en
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ella no hay axiomas logicos, ni tampoco axiomas del igualador con féormulas de
tipo Rs en su antecedente, luego es imposible que Rt aparezca en el antecedente
de SQ.

Con esto hemos probado que S; no contiene descendientes principales o
inductivos, luego, necesariamente, la férmula de corte a de S tiene que ser un
descendiente principal o inductivo, pero, al estar en el antecedente, tiene que
ser un descendiente principal, luego contiene un signo légico.

Hemos probado que en S7 o en un secuente situado sobre él tiene que haber
un descendiente principal o inductivo 3, pero hemos demostrado que en S; no
puede haber tal descendiente, luego 8 tiene que estar en un secuente estricta-
mente por encima de S, y esto nos lleva una vez méas a que por encima de Sy
tiene que haber un corte con la propiedad P. Esta contradiccién completa la
prueba.

e Si la parte final de D contiene un corte adecuado, el argumento empleado
en la prueba del teorema 5.12 nos permite construir otra demostracion del mismo
secuente final con ordinal estrictamente menor, pues en esta parte de la prueba
no se usa que el secuente final de D sea vacio.

Por lo tanto, a partir de aqui podemos suponer que la parte final de D
no contiene cortes adecuados, y hemos probado que en tal caso el secuente
inferior contiene un descendiente inductivo, que podemos suponer que es RO("1).
Este sera descendiente de una sentencia inductiva Rt, de modo que el secuente
=t =00") es un teorema (luego un axioma) de AP.

Estamos suponiendo que n(D) no es 0, asi como que 0 es el minimo de <.
Por lo tanto, podemos tomar un numero natural m tal que m < n(D) < m;.
Entonces, la sentencia

0™ gt = Vu(a(0™, t,u) A 0™ +£1t)
es verdadera en el modelo natural de AP, luego existe un k tal que
N E (0™ ¢,00)

y, por [LF 7.46] tenemos que el secuente = a(00™) ¢, 0)) A 00™) £ t es demos-
trable en ARP, luego es un axioma de AP.
Consideremos la demostracion siguiente en AP

= (0™, £, 0)) A 0™ £ ¢
=00 gt
-00m 9t = RO(™ = RO(™)
0™ a9t — RO = RO(™
Nv < tRv = RO(™)
Av < tRv = Rt, ROU™

donde en el primer paso hemos usado la regla izquierda del particularizador y
después de la regla izquierda del negador hemos usado la regla izquierda del
disyuntor, teniendo en cuenta que 00 <t — RO™ = —0(™) < ¢ v RO™).
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Notemos que su ordinal es 5. La demostracién D tiene como secuente inicial
el secuente IT
Av <t Rv :6> Rt,

donde Rt inicia una fibra que termina en el secuente final como R0, Si
intercalamos el paso

Nv <t Rv L Rt
Av <t Rv 2 Rt, RO(™

y anadimos R0(™) en los consecuentes de todos los secuentes situados por debajo,
obtenemos una demostracién con el mismo ordinal, pero con secuente final

= RO™ | RoU™) .. Ro™),

Si ahora sustituimos los dos secuentes indicados por la demostraciéon al-
ternativa que hemos construido, obtenemos una demostracién D’ del mismo
secuente final, pero con o(D’) < o(D), por el teorema 5.9, ya que hemos sus-
tituido una demostracion de ordinal 6 por otra de ordinal 5. Ademas, ahora
n(D’) = m < n(D). u

Si aplicamos el procedimiento descrito en la prueba del teorema anterior
y obtenemos una demostracion con n(D’) = n(D), podemos ir repitiendo el
proceso y, como a cada paso el ordinal de la demostraciéon desciende, tras un
namero finito de pasos llegaremos a una demostracion D’ tal que o(D’) < o(D) y
n(D’) < n(D). Recordemos que n(D’) podemos elegirlo como cualquier nimero
natural k que cumpla k < n(D).

Definiciéon 6.6 Si D es una demostracion IT y k es un ndmero natural tal
que k < n(D), llamaremos reduccién de D a k a la demostracion IT obtenida
aplicando repetidamente proceso descrito en la prueba teorema anterior hasta
que se cumpla n(D’") = k.

Ahora ya podemos demostrar el teorema 6.4:

Recordemos que, tras la definicién del concepto de demostracion IT hemos
definido una demostracion D(x) tal que, para cada namero natural k, pro-
porciona una demostracion IT D(0*)) del secuente = RO*), que obviamente
cumple n(D(0®)) = k.

Definimos recurrentemente demostraciones IT Dy, tales que n(Dy) = k. Dis-
tinguimos dos casos:

1. Si todo n < k cumple n < k, definimos Dy, como la demostracion D(0*))
del secuente = RO*).

2. Si existe un n < k tal que k < n, sea
n0<1~~<lnj:k<l~~<nk

la reordenacion de los numeros < k en orden creciente respecto de <. Asi
njr1 < k, luego estd definida la demostracion Dy, ,, y podemos tomar

como Dy la reduccion de Dy, a k.
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Es claro que la aplicacion k — o(Dy) es recursiva (podemos calcularla ex-
plicitamente). Por lo tanto, también es recursiva la funcion definida mediante
F(0) = w°(Po) v para k > 0, ordenamos los nimeros < k en la forma

n0<-~-<lnj=k‘<l-~-<lnk

y definimos F(k) = F(n;_1) + w°P*). Recordemos que estamos suponiendo
que 0 es el minimo respecto de <, por lo que si k£ > 0 necesariamente j > 0,
pues ng = 0.

Veamos por induccién sobre ¢ que si
mo <---Im;

son los nameros naturales < i, entonces, para 0 < j < ¢, se cumple

D77lj+1)

F(mj41) = F(m;) + w”

Para i = 0 no hay nada que probar. Supuesto cierto para i, o bien m; <14 + 1,
o bien existe un j < 4 tal que

mj<li+1<lmj+1.

Recordemos que 0 es el minimo respecto de <, por lo que no puede darse el caso
i+ 1 < mg = 0. Basta probar que se cumple

F(i+1) = F(m;) + w°Pi+)
(conj =4 en el primer caso) y que, si j < i,
F(mjy1) = F(i + 1) + w*Pmie).

La primera igualdad se cumple por definicién de F' y para la segunda usamos
que 0(Diy1) < 0(Dyy,.,) por definicion de D;;1, con lo que, por hipétesis de
induccién,

(Dm,j+1)

F(mjp1) = F(my)+w?Prin) = Fm;) + w?@e) 44,0
= F(i+1)+wPmi),
Esto termina la induccion, y en particular vemos que F'(m;) < F(m; 1) y,
mas en general, que si 0 < j < j' <4, se cumple que F(m;) < F(m;).

Si k < K/, basta tomar como i = max{k,k’'} y aplicar lo anterior para
concluir que F (k) < F(k'). Esto implica que F es biyectiva y, como los 6rdenes
son totales, también F'(k) < F(k’) implica que k < &'

Por tltimo, si tomamos p = w?P @)+ es claro que
o(D(0M)) = o(D(x)) < o(D(x)) + 1,

luego o(Dy) < o(D(x)) + 1, pues o(Dy) =< o(D(0)), para cierto 7, de donde se
sigue inmediatamente que F(k) < p. "
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6.3 Recursion transfinita

La validez de la induccion transfinita hasta ¢y permite justificar la validez
de ciertas definiciones por recursion transfinita. Recordemos que una funcion

f(zx1,...,x,) esta definida por recursion a partir de dos funciones g(x1, ..., zp—1)
y h(z1, ..., @y, u) sl
g(z1, ..., Tp_1) si x, =0,
T1,yeeyXy) = i
fla n) {h(xl,...,xn,f(:rl,...,xn1,xn—1)) si x, > 0.

Si llamamos

() = 0 six =0,
(A [P sixz >0,

podemos reformular la relacién precedente en la forma

Jglxr,. .y zn1) sir(xy) > Tn,
Flaa,-oosan) = { h(acll, ey T, }(xl, cey T, m(TR)))  sir(a,) < Tp.

A su vez, esta expresion nos lleva a la definicién siguiente:

Definiciéon 6.7 Diremos que una funcion f(z1,...,z,) estd definida por re-
cursion transfinita a partir de las funciones g(x1,...,2,), A(Z1,..., Tp,u) ¥y
r(x1,...,x,) s
(@) = 9(Z) s% no 7(Z) < Tn,
hZ, f(z1,. .. Tp_1,7(T))) sir(T) <z,

donde z abrevia a x1,...,x,.

Asi, si no se cumple r(Z) < z, (lo cual puede suceder si r(Z) o z,, no son
ordinales, o si lo son pero x,, < 7(Z)), entonces f se calcula directamente a
partir de & mediante la funcion g, pero si r(Z) < x,, entonces la f se calcula en
funcion del valor que toma en x1,..., 2,1, 7(Z).

Notemos que esto determina univocamente f(z) para todo Z, pues, para
calcularlo, tomamos sy = x,, y, en el supuesto de que sg € E, vamos calculando
Siv1 =r(x1,...,2Zn_1,8;) hasta que deje de cumplirse s;11 < s;. Asi obtenemos
una sucesiéon decreciente

Ty = Sg >~ S1 > - > S,

de modo que no se cumple s; > s;4+1. Como no puede haber sucesiones infinitas
estrictamente decrecientes de ordinales, esto debe suceder tras un ntmero finito
de pasos. Entonces podemos calcular sucesivamente t; = f(21,...,Zn—_1,5;)
gracias a las relaciones

tl = f(xlw"umnfl?sl):g(xlw"axnflasl)a
ti = f(@1,. Tn-1,8) = (T, tiy1)

y asi llegamos hasta f(Z) = t.
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Como en AP no podemos demostrar que todas las sucesiones estrictamente
decrecientes de ordinales son finitas, para formalizar la recursion transfinita
tenemos que anadir una restriccion:

Dado un ordinal «, diremos que una funcion f(x1,...,z,) estd definida
por recursion transfinita hasta « a partir de g(z1,...,x,), h(z1,...,2p,u) ¥
r(x1,...,x,) s

_ Wz, f(x1,. . Tp1,7(T))) sir(Z) <z, < a,
f@)y =9 -
9(Z) en otro caso.

A su vez, esto nos permite extender el concepto de funcion recursiva primi-
tiva:

Definicion 6.8 Una funcion f es recursiva primitiva respecto del ordinal o si
existe una sucesion de funciones fi,..., f, tales que f, es f y cada f; es una
de las funciones recursivas elementales (la funcion 0, la funcién sucesor o una
proyeccion) o bien esta definida por composicion, por recursion o por recursion
transfinita hasta a a partir de funciones anteriores de la sucesion.

Es claro entonces que toda funcién recursiva primitiva es recursiva primitiva
respecto de a.

Sucede que las funciones recursivas primitivas respecto de ordinales no son
ni més ni menos que las funciones demostrablemente recursivas en AP. A con-
tinuaciéon probamos la implicacion més facil:

Teorema 6.9 Las funciones recursivas primitivas respecto de ordinales meno-
res que w*tY son demostrablemente recursivas en IXy.

DEMOSTRACION: Las funciones recursivas elementales son obviamente de-
mostrablemente recursivas en IX;. Es claro que basta probar que toda funcion
definida por composicién, por recursiéon o por recursion transfinita hasta un
ordinal & < w**1) a partir de funciones demostrablemente recursivas IZ;, es
demostrablemente recursiva en 1.

Composicion Pongamos que f(Z) = h(g1(Z), ..., gm(Z)), donde”
h(ai,...,am) =a siysolosi NE¢(ar,...,am,a)
gi(ay,...,an) =a siysolosi NFE;(ay,...,a,,a)

para ciertas formulas ¥, tales que

1 1
I; \/yqb(yl?"'aymay)? I; vy¢i(m1a"'7xn7y)'
k k

Es facil ver entonces que f satisface la definicién de funciéon demostrable-
mente recursiva con la formula

x(:ﬁ,y) = vyl : "ym(wl(fvyl) ARRRNA wm(‘%vym) A (b(ylw- -al/m»y))'

"Por no complicar la notacién, no distinguiremos entre los nimeros naturales y sus nu-
merales correspondientes, pues el contexto los distingue inequivocamente. En las férmulas
siguientes, por ejemplo, a la izquierda tenemos nameros y a la derecha numerales.
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Recursion Pongamos que

f(z,0) = g(2),
f@e+1) = Wz, f(T,2))

y que g y h satisfagan la definicion de funcién demostrablemente recursiva
con las férmulas ¢ y 1), respectivamente. Entonces f la satisface con

Recursion transfinita Pongamos que

S (@ flor,. . we, R(E))) sir(E) < 2, < a < wFHD)
f(@)
9(Z) en otro caso

y que g, h, r satisfacen la definicién de funcién demostrablemente recursiva
con las formulas ¢, ¥ y p, respectivamente. Entonces f la satisface con la
formula Xq:

x(@,y) = Vstl(l(s) =L(t) =1+ 1ANso=x, Atg =Yy A

Ni <U(p(@1,. .., &n—1,8i,541) A Sig1 < 8i < @ AY(T, tig1,t)) A
Vulp(zi,. . Tn_1,85u) A=u < 8) AG(T1,. .. Tn1,81,11))-

1
A la hora de probar Vy x(Z,y) en I¥;, mas concretamente, a la hora de
probar la existencia de al menos un y, se demuestra primero que

T <a— Vsl(l(s)=1+1Asg=x, A

/\Z < l(p(l’l, .. »xn7178i73i+1) N Siy1 <8 < OZ) AN

Vu(p(xy, ..., Tn_1,55,u) A —u < s1)).

Para ello razonamos por induccién transfinita sobre x,,, es decir, supone-
mos que el resultado se cumple para todo z/, < x,, y lo probamos para x,,.
Para ello, tomamos el tnico =/, que cumple p(z1,...,2,, z,) y distingui-
mos dos casos: sino z, < x,, entonces basta tomar s = (z,,), mientras que
si ¢, < x, la hipotesis de induccién nos da una sucesion s’ que cumple

—~ o/

lo requerido con s, =z, y basta tomar s = (z,,) ~¢'.

Como la induccion transfinita hasta « es demostrable en I3, podemos
concluir que la afirmaciéon anterior se cumple para todo z, < «, pero
entonces se cumple de hecho para todo x, (incluso si no es un ordinal),
pues si no z, < «, basta tomar s = ().

Una vez justificada la existencia de s, es facil probar la de ¢ mediante
una induccién ordinaria sobre la longitud de s. La unicidad no ofrece
dificultad. -
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El reciproco lo deduciremos del teorema siguiente:
Teorema 6.10 Sea ¢(x1,...,T,,x) una formula Ag en L, tal que

=
5, :>\/’U,¢($1, ,.T,'T“’U,)

con una demostracion que conste unicamente de formulas 3y o Il y con ordinal

menor que o < w kY Entonces existe un a tal que + = olar,...,an,a) y
g AP(2

la funcion (@)

f(a17--~7an) = pa AP'_(Z) = ¢(a'17"'7an7a)

es recursiva primitiva respecto de «.

DEMOSTRACION: Definimos como sigue una funcion r(D): si D es un nt-
mero natural que codifica una demostraciéon en I¥, formada tnicamente por
formulas ¥i o Il y cuyo secuente final conste inicamente de sentencias II; en
su antecedente y sentencias X1 en su consecuente, entonces (D) = D’, donde D’
es la demostracion construida en el teorema 5.24. En caso contrario, r(D) = D.
Es pura rutina comprobar que dicho teorema es formalizable en ARP, por lo
que la funcién r es recursiva primitiva.

Sea O la funcién que a cada demostracion D en X le asigna su ordinal
O(D), y que toma el valor 0 si D no es una demostracion en I¥;. También es
recursiva primitiva.

A su vez, la funcién

Fa(D) = { Fo(r(D)) 51 O0(D)) <O(D) <.

en otro caso

es recursiva primitiva respecto de a. Si D es una demostraciéon en I3, formada
tnicamente por férmulas ¥ o Il y cuyo secuente final conste tinicamente de
sentencias IT; en su antecedente y sentencias ¥; en su consecuente y O(D) < «,
entonces F, (D) es una demostracion del mismo secuente que no contiene reglas
de inferencia propias ni cortes sustanciales. En efecto, para calcular F,, (D), hay
que ir calculando la sucesién de demostraciones

mientras vayan cumpliendo
O(D) - O(r(D)) = O(r(r(D))) > O(r(r(r(D)))) > -

lo cual, de acuerdo con el teorema 5.24 va sucediendo mientras las demostracio-
nes sucesivas tengan inducciones o cortes sustanciales. Tras un ntmero finito de
pasos tenemos que llegar a una demostracién Dy que no los tenga, y entonces
F,(D) es la demostracion resultante.

Supongamos ahora que D es una demostracién en IX;, de = Vu ¢(@,u) sin
reglas de inferencia propias ni cortes sustanciales, y vamos a ver como a partir

de ella podemos calcular un a (el minimo, de hecho) tal que API—( )gb(a, a).
z
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En primer lugar, por el teorema 3.7, podemos eliminar todas las variables
libres sustituyéndolas por ceros, con lo que podemos suponer que la demostra-
cién consta tinicamente de sentencias Ag y de la sentencia \Vu ¢(a@,u) (siempre
en consecuentes), pues cualquier otra sentencia que no fuera Ay no podria ser
eliminada mediante cortes y tendria que aparecer en el secuente final.

Recordemos que en 5.4 vimos que podiamos definir en términos finitistas la
verdad o falsedad de una sentencia Ag. A su vez, si un secuente

’yl,...,’)/m:>(51,...,(;n

consta unicamente de sentencias Ag, decimos que es verdadero o falso segun lo
sea la sentencia
M \/"'Vﬁ%n\/51 \/"'\/67“

(entendiendo que el secuente vacio es falso). Asi, podemos considerar los se-
cuentes de D que, al quitarles la sentencia \/u ¢(@,u), son falsos. Entre ellos
estéa el secuente final y no puede estar ninguno de los secuentes iniciales (pues
solo contienen formulas atomicas y son todos verdaderos).

Por lo tanto, si partimos del secuente final y vamos ascendiendo por un hilo
cualquiera, en algiin momento debemos llegar a una regla cuyo secuente inferior
(al quitarle la sentencia X1) es falso y al menos uno de sus secuentes superiores
es verdadero. Si la férmula ¥; es una formula colateral de la regla, entonces
ésta sigue siendo valida al eliminarla, y todas las reglas de inferencia dan lugar a
un secuente inferior verdadero si sus secuentes superiores lo son, luego la tnica
posibilidad es que la formula X7 sea la formula principal de la regla, por lo que
ésta tiene que ser de la forma

I'= A, ¢(a,t)
I = A, Vué(a,u),

donde ¢(a,t) es verdadera (porque I' = A es falso). Si k = d(t), también
sera verdadera ¢(a, k), y a partir de k& podemos calcular el minimo a < k tal
que ¢(a,a) es verdadera. Por el teorema 5.6, en AP(&) se puede demostrar
= ¢(a,a). Una vez maés, todo el cilculo puede formalizarse en ARP, por lo
que la funcion h(D) que a cada demostracion D en las condiciones indicadas le
asigna el nimero a (y toma el valor 0 en otro caso) es recursiva primitiva.

Por tltimo, si D una demostraciéon en I¥; del secuente
= \/U¢($1a oo 71'77.»”)7

de ordinal menor que a, por el teorema 1.17 podemos suponer que consta Gni-
camente de féormulas de tipo X y por 3.10 podemos suponer que es regular.
En particular, las variables x1,...,x, no se usan como variables propias en la
demostracién. En virtud del teorema 3.7, cualquier variable libre en D distinta
de las z; o de las variables propias puede sustituirse por 0 para obtener otra de-
mostracién del mismo secuente. El teorema 3.7 nos da también que al sustituir
en D cada variable z; por a; obtenemos una demostracion D(a) del secuente

= Vu¢(a,u)
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con el mismo ordinal. Se trata de una demostracion regular en la que las tnicas
variables libres son las que se usan como variables propias. Nuevamente, como
la construccion de D(a) a partir de D es completamente finitista, es pura rutina
comprobar que puede formalizarse en ARP, por lo que la funcién a — D(a)
(viendo a D(a) como un nimero natural) es recursiva primitiva.

Concluimos que la funcién
flxy, ... xn) = M(Fo(D(21,...,20)))

es recursiva primitiva respecto de a y no es sino la funcién descrita en el enun-
ciado pues, dados ay,...,a,, la funcion D(a) nos da una demostracion del se-
cuente = \u ¢(a, u) de ordinal menor que «, luego F,(D(a)) nos da otra demos-
tracion del mismo secuente sin reglas de inferencia propias ni cortes sustanciales
y h(F,(D(a))) nos da el minimo a tal que APF(E) = ¢(a,a). n

Teorema 6.11 Las funciones demostrablemente recursivas en 1%y son las fun-

ciones recursivas primitivas respecto de un ordinal o < w1

DEMOSTRACION: Si f(z1,...,z,) es demostrablemente recursiva en I¥, de
acuerdo con [LF 8.31], existe una formula ¢(z1, ..., x,, z,y) de tipo Ag tal que

flai,...,a,)=a siysolosi NEVuo(ay,...,a,, u,a)

Y 1
F VoVud(zy, ... o, u,0).
IS
Consideramos la férmula
(1, T, w) = Vuv < w(w = (u,0) A @21, ..., Tnyu,v)).
Es de tipo Ag v I|E_ Vw(xy,...,o,,w). Podemos tomar una demostracion
k

formada por formulas ¥ y I y con ordinal a < w1, Por el teorema
anterior, la funcién

glay,...,a,) = pw APF(@)@/}(al, ey QW)

es recursiva primitiva respecto de «. Si g(aq,...,a,) = b, entonces
NF w(ala s 7an7b)a

lo cual se traduce en que b = {c,a) y NE ¢(ay,...,an,c,a), y esto implica que
a= f(l1,...,an), luego

f(xla v ,’I‘n) = pfo(g(xla v ,l‘n)),

lo que prueba que f es recursiva primitiva respecto de «. m
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Nota Teniendo en cuenta la prueba del teorema 6.10, hemos probado que si f
es una funciéon demostrablemente recursiva en I¥j, entonces se puede expresar
en la forma

f(@) = pi* (h(Fa(D(2)))),

0, més brevemente, en la forma

donde las funciones g(x) y h(z1,...,z,) son recursivas primitivas y
F,(r(D)) siO(r(D))<0O(D) < a,
en otro caso,
para cierto o < w**1) . Notemos ademéas que «, g y h dependen de f, pero las
funciones F,, (D) y O(D) no. n

Puesto que toda funcién demostrablemente recursiva en AP es claramente
demostrablemente recursiva en algtn I¥j, hemos demostrado:

Teorema 6.12 Las funciones demostrablemente recursivas en AP son las fun-
ciones recursivas primitivas respecto de algun ordinal.

6.4 Las funciones de Hardy

Vamos a dar otra caracterizacion de las funciones demostrablemente recur-
sivas en AP que nos mostrara ejemplos concretos de funciones que son demos-
trablemente recursivas en AP y no son recursivas primitivas, o de funciones
recursivas que no son demostrablemente recursivas en AP. Demostramos antes
un resultado técnico sobre sucesiones fundamentales que vamos a necesitar:

Teorema 6.13 Se cumple:
1. Sia>1yn >0, entonces (w*)[n] es un ordinal limite.
2. Si X es un ordinal limite y m > 0, existen ordinales
A=A =A== A > A1 =0

tales que, para i < k, se cumple que \; es un ordinal limite y A\;y1 = \;[0]
o bien \ix1 = \i[m].

3. Si A es un ordinal limite que no es de la forma Ay + w, dados m, r > 1,
existen ordinales

AP =X = Ao = o = Xp = g1 = A[r — 1]

tales que, para i < k, se cumple que \; es un ordinal limite y A\;y1 = X\;[0]
o bien \ix1 = \i[m).
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DEMOSTRACION: 1) Si a =1+ 1, entonces w*[n] = w” - n, que ciertamente
es un ordinal limite. Si « es un ordinal limite, entonces w®[n] = w™, que es
un ordinal limite, pues, claramente a[n] # 0.

2) Si A = B + w, entonces A[0] = § es un ordinal limite o 0 (en cambio,
Alm] = B + m seria un ordinal sucesor, luego no nos serviria). Por el contrario,
si A =0+ w?, con a > 1, entonces A\[m] = 8 + w*[m] es un ordinal limite por
el apartado anterior (mientras que, si @ es un ordinal limite, A[0] = 8 + w0l
podria ser un ordinal sucesor y no serviria).

Por lo tanto, aplicando sucesivamente [0] o [m] segun el caso, podemos ge-
nerar una sucesion decreciente de ordinales limite que, tras un nimero finito de
pasos, tiene que acabar en 0.

3) Por hipotesis A = 8+ w®, con @ > 1. Si « =7+ 1, con n > 0, entonces
AMr—=1]=0+w"(r—-1), Ar]=p4+w"-r=Ar—-1]+w".

Sin=mno + 1, entonces A[r — 1] = A[r][0] y asi la sucesion del enunciado consta
s6lo de dos términos.
Si n es un ordinal limite, por el apartado anterior tenemos una sucesiéon

wl=mng >=m == N1 =0,

donde cada término se obtiene del anterior mediante [0] o [m] y todos son
ordinales limite menos el dltimo. Basta tomar \; = A[r — 1] 4+ n;.

Supongamos ahora que « es un ordinal limite, con lo que
Ar] = 8+ well] Nr—1] =8 +welr=1,

Si « no es de la forma oy + w, razonando por induccién transfinita, podemos
suponer que existe una sucesion

afr] =m0 =m > > Mgp1 =0

donde cada término se obtiene del anterior mediante [0] o [m] y todos son
ordinales limite menos el iltimo. Basta tomar A\; = 8 + w™.

Por tltimo, supongamos que o = o + w. Entonces
A[r] = B+ wotT, Ar—1] = 4wt

Observemos que A[r][m] = B+w® T ~1.r luego en el caso en que r = 1 tenemos
que A[r][m] = A[r—1] y tenemos la sucesion del enunciado en dos pasos. Sir > 1,
tenemos que

A[r][m] = A[r — 1] + w1 (r - 1).

Por el apartado anterior, aplicando [0] o [m] obtenemos una sucesion decreciente
de ordinales limite que lleva de A[r][m] a A[r —1]+w®+"~1(r —2), y continuando
el proceso r — 1 veces, tras un namero finito de pasos llegamos a A[r —1]. =
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Definicién 6.14 Para cada ordinal «, definimos la funcion de Hardy h.(z) de
modo que

ho(z) = z, has1(x) = ho(z + 1), ha(x) = hap(z).

Observemos que, viendo a h como una funcién de dos variables, esta defini-
cion se ajusta a la definicion 6.7 con r(o, x) = afx] si la expresamos asi:

h (m) _ ha[x] (m + 1) : X[SO‘] + ha[x] (x) ~X[LO£] si a[;v] < a,
« x en otro caso,

donde Sa y La son las formulas que expresan, respectivamente, que « es un
ordinal sucesor o un ordinal limite, y convenimos que afz] = 0 cuando « no es
un ordinal. En particular, esto hace que, si @ no es un ordinal, se cumpla por
definicion hq(z) = 0, pero sélo vamos a considerar las funciones h, cuando «
es un ordinal.

Por ejemplo,

hoo(2) = hoe(2) = hoa(2) = hoosa(2) = huss(3) = hua(4)
= hyya(d) =+ =hy(8) = hs(8) = --- = ho(16) = 16.

A la hora de calcular funciones de Hardy es 1util el resultado siguiente:
Teorema 6.15 Sia =w™ + -+ w1 y f=wd 4+ ... + w1 con
Moz " = M1 2= 80 = o+ 7 O
(de modo que al calcular o + B no se cancelan términos), entonces
ha+s(x) = ha(hs(z)).

DEMOSTRACION: Razonamos por induccién transfinita sobre 3. Para =0
es trivial. Si f = § + 1, entonces

hatp(z) = hors(x + 1) = ho(hs(z + 1)) = ho(hg(z)).

Si B es un ordinal limite,

hat (%) = Piatp)a)(T) = haypa) () = ha(hgp) (7)) = ha(hs(z)).

Usaremos exponentes para indicar iteracién de funciones, es decir:

Pla)=a, [ x) = f(f ().

Ahora es facil comprobar que

hpo(z) = hi(z)=2+1,
hynii(z) = hyn.a(x) = hin(v),
hwx (JL‘) = hw)\[m] (LB)

La segunda ecuacion se sigue del teorema anterior.

Las funciones de Hardy verifican ciertas condiciones de monotonia. Empe-
zamos probando dos de ellas:
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Teorema 6.16 Para todo ordinal o, se cumple:
1. La funcion h, es estrictamente creciente.
2. Si a es un ordinal limite y i < j < x, entonces hqp)(x) < hopy)().

DEMOSTRACION: Probamos simultaneamente las dos propiedades por in-
duccion sobre a. Si o = 0 ambas son triviales. Suponemos que las ambas se
cumplen para todo ordinal ayg < o y veamos en primer lugar que se cumple 2).

Suponemos que « es un ordinal limite y tomamos i < j < x. No perdemos
generalidad si suponemos que j =i+ 1. Si a = ag + w, entonces

hafi) (%) = hag+i(T) < hagri(T + 1) = hag 45 (2) = hafj (@),

donde hemos usado que o + ¢ cumple 1).
Si a no es de la forma ag+w, el teorema 6.13 nos da una sucesion de ordinales
limite
alil] =ag = ag = - = agy1 = alj],

donde cada término se obtiene del anterior aplicando [0] o [z] (notemos que
x > > 0). Basta probar que hq,,,(z) < hq,(z) para todo s = 0,...,k. En
efecto, si asy1 = a;[0], por la hipotesis de induccion aplicada a s,

ha, 2 (#) = Ra,(0)(2) < ha, 2 () = ha, ().
Si a1 = asfz], entonces ha, ,, (T) = ha,[2](7) = ha, (7).

Con esto tenemos probado 2) para «. Veamos ahora que se cumple 1). Si
a = ag + 1, es obvio. Supongamos, pues, que « es un ordinal limite. Entonces

h@(l‘) = ha[a:] (Z‘) < h‘a[z] (.13 + 1) < ha[:chl] (.13 + 1) - ]’La(l‘ + 1)7

donde la primera desigualdad se cumple por hipé6tesis de induccién y la segunda
por la propiedad 2), que ya hemos probado que se cumple para a. [

En el teorema siguiente usamos la complejidad de un ordinal, definida en 4.11:
Teorema 6.17 Si f < a y ¢(5) < n, entonces hg(n) < hqo(n).

DEMOSTRACION: Por induccién sobre a. Si o = o + 1, entonces 8 < ag,
luego

hp(n) < hao(n)

<h
Si « es un ordinal limite, como ¢(3) < n, por 4.12 tenemos que 5 < a[n], luego,
por hipétesis de induccion, hg(n) < hqp, ]( n) = ho(n). "

ao(M+1) = ha(n).

Teorema 6.18 Sia >0 y x > 0, entonces x < hqo(z).
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DEMOSTRACION: Por inducciéon sobre a. Si o = 5+ 1 entonces
ho(z) =hg(x+1)>2+1>x,

donde la desigualdad no estricta se cumple trivialmente si § = 0 y por hipotesis
de induccioén en caso contrario. Analogamente, si « es un ordinal limite,

ha(z) = haf)(z) > =,

pues, como z > 0, tenemos que alz] > a[0] = 0. u

Seguidamente demostraremos que las funciones de Hardy crecen maés rapida-
mente que muchas otras funciones. Para precisar esto diremos que una funciéon
f(x) mayora a otra funciéon g(x1,...,x,) si

gz, ..., xn) < f(max{zy,...,z,})

siempre que max{xy, ..., x,} es suficientemente grande. Notemos que esto equi-
vale a que existe un namero M tal que

g(z1,. .., zn) < max{f(max{z1,...,z,}), M}
para todo x1,...,%y.
Teorema 6.19 Se cumple:
1. Si unas funciones
g1,y Tm), hi(x1,.. xn)y . hm (T, .., Th)

estdn mayoradas por hye, entonces su composicion f(x1,...,x,) estd ma-
yorada por hye.s.

2. Si unas funciones
9(9317,,,,1'”), h(gj17"'7zn+1ay)

estdn mayoradas por hye, entonces la funcion f(x1,...,Tn4+1) definida
por recursion a partir de g y h estd mayorada por hye+11.

DEMOSTRACION: Sea M tal que
91,y ym) < max{hye (max{yr, ..., ym}), M},
hi(z1,...,2,) < max{hye(max{zy,...,2,}), M }.
Entonces, si llamamos « = max{x1,...,x,}, tenemos que
flxr, ... zy) < max{hyo (max{h;(z1,...,z,)}), M}
< max{hyo (Max{hye(x), M}), M} < max{hya (hya(z)), hye (M)}
= max{hyo.o(x), M'}.
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Supongamos ahora que
g(x1,. .., 2pn) < max{hg,e (max{xy, ...,z }), M},

h(mh ooy T4, y) < méx{hw"‘ (méx{xl, vy T4, y})7 M}
y vamos a probar que

f(zy,...,xp,x) < RS (max{zy, ..., x,, x, M}).

Razonamos por induccion sobre z. Para x = 0 es inmediato (teniendo en
cuenta que M < hya(M)). Si es cierto para x, entonces

flxy,...,zn,x+ 1) =h(z1,..., 20,2, f(21,...,2Zn,T))
< max{hyo (max{z1, ..., Tn, 2, f(T1,..., 20, 2)}), M}
< méax{hge (max{zy,. .., o, z, W55 (max{z, ..., xp, 2, M})}), M}
< hye (REE (max{zy, . .., 20, 2, M})) < REE2 (max{z1, ..., T,z + 1, M}).
Esto termina el razonamiento inductivo. Si llamamos
M' =méax{zy,..., 201, M} + 1,
tenemos que

F@y, . i) < hERPTH(MY) < M (M) = Bggosa (M)

wa
= hga+1(Max{T1,. .., Tny1, M} + 1) = hyat1 g (max{x, ..., 241, M})
= hga+1 1 (max{z1, ..., Tni1})
si max{z1,...,2ny1} > M. n

Teorema 6.20 La funcion h,e mayora a todas las funciones recursivas primi-
tivas.

DEMOSTRACION: La funcion C(z) = 0 estd mayorada por hg, la funcion
S(z) = x + 1 estd mayorada por ho(z) = = + 2 y las proyecciones P/ estan
mayoradas por hi(z) = z + 1. El teorema 6.17 implica que todas ellas estan
mayoradas por h,. El teorema anterior implica que si una funciéon f esta de-
finida por composiciéon o recursiéon a partir de funciones mayoradas por hgn,
entonces f estd mayorada por h,n+2, luego una simple inducciéon prueba que
toda funcion recursiva primitiva estd mayorada por una funcién h,n, para un n
suficientemente grande, luego todas ellas estan mayoradas por hw. m

En particular, las funciones h, con w* < a no son recursivas primitivas. Por
el contrario, las funciones h, con a < w* si que lo son, ya que « es entonces
suma de un nimero finito de potencias w', luego por 6.15 basta probar que todas
las funciones hy,» son recursivas primitivas, y esto se sigue inductivamente de la
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relacion hgnt1(z) = h%. (). En efecto, si h,n es recursiva primitiva, también
lo es la funcién

F(z,0)=2,  F(z,y+1) = hon(F(2,9)),
que cumple F(z,y) = h¥.(x), luego también es recursiva primitiva la funcion

hwn+1 (CL‘) = F(.”L', m)

Notemos que, aunque no sean recursivamente primitivas, las funciones de
Hardy son sin duda recursivas (sabemos calcularlas). Mas atn:

Teorema 6.21 Las funciones de Hardy son demostrablemente recursivas en AP.
DEMOSTRACION: Fijado un ordinal 3, la funcién

H(afz],z +1) - x[Sa] + H(alz], z) - x[La] siafz] <a <,
x en otro caso,

Hg(o,x) = {
es recursiva primitiva respecto de (3, luego por 6.12 es demostrablemente recur-
siva en AP, luego también lo es hy(x) = Hoy1 (v, ). n

Ahora vamos a probar que toda funciéon demostrablemente recursiva en AP
estd mayorada por una funciéon de Hardy. Necesitamos un resultado técnico:

Teorema 6.22 Si D es una demostracion en 1Xg formada por formulas de tipo
Yk o Iy, entonces su ordinal cumple ¢(O(D)) < D.

DEMOSTRACION: Si S es un secuente de D, llamemos ¢(S) a la suma de los
grados de las formulas que lo componen. Vamos a probar, mas precisamente,
que

c(o(S5; D)) 4+ 9(S) < Ds,

donde Dg es la subdemostraciéon de D formada por S y los secuentes situados
sobre S en D. Razonamos inductivamente:

1. Si S es un secuente inicial, entonces
c(o(8; D)) +9(S) <140 < Ds,

pues Dg codifica una aplicacién que asigna el secuente S al arbol de un
solo nodo y, ciertamente, tiene que ser mayor que 1.

2. Si S es el secuente inferior de una regla de debilitacién, con secuente
superior S7, tenemos que

c(o(S; D)) + g(S) < c(o(S1; D) + 1) + g(51) + g(«)

=c(o(S1; D)) +g(S1) + g(a) +1 < Ds, + S < Dsg,

pues el secuente S contiene la formula o, luego g(a) +1 < S.
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3. Si S es el secuente inferior de una regla logica irrelevante con secuente
superior S7, entonces

c(o(S; D)) + g(S) = c(o(S1; D)) + g(S1) < Ds, < Ds.

4. Si S es el secuente inferior de una regla izquierda del disyuntor con se-
cuentes superiores S; y So, entonces

c(o(8; D)) + g(5) < c(o(S1; D)) + c(0(S2; D)) + g(51) + g(S2)
< D5'1 + D52 < Dg.

5. Si S es el secuente inferior de una regla de inferencia relevante con secuente
superior S7, entonces

c(0(8; D)) + g(S) < c(o(S1; D) +2) +g(S1) +1 <
C(O(Sl;D>) + g(Sl) +3<Dg, +5 < Dsg.

6. Si S es el secuente inferior de una regla de corte con secuentes superiores
S1 y Sy, formula de corte a y

hi = h(S1; D) = h(S2; D), ho = h(S;D), p; = o(Si; D),
entonces
c(0(S; D))+ g(S) < c(wn,—no (0(S1; D)#0(52; D))) + g(51) + 9(S2) — g(a)

< ¢(o(S1; D)) + c(0(S2; D)) + ha — ho + g(S1) + 9(52) — g(e)
< Dg, +Dg, < D.

Donde hemos usado que si el grado de la formula de corte a es g(@) < hy,
entonces h1 — hg = 0 y en caso contrario h; — hg = g(a) — hg < g(a), por
lo que, en cualquier caso,

hl—ho—g(a) SO

7. Si S es el secuente inferior de una induccién con secuente superior S’,
h1 = h(S’; D), ho = h(S;D) y g es el grado de la regla, entonces

c(0(S; D)) + g(S) < c(o(S"; D)) + hi — ho 4+ 1 4 g(5")

< Dg:+ 5 < Dg,

donde usamos que, como antes, hy — hg < g, luego hy —hg+1 < S, ya
que el secuente S contiene dos féormulas de grado g. L]

Teorema 6.23 Toda funcion demostrablemente recursiva en AP estd mayorada
por una funcion de Hardy.
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DEMOSTRACION: Sean > 2y llamemos @, () a la formula que expresa que z
es una demostracion en I1¥,, 1 formada por formulas ¥, 1 o II,,_1. Recordemos
que (D) es la funcion recursiva primitiva tal que si se cumple @, (D), entonces
r(D) es la demostracion del mismo secuente construida en el teorema 5.24, y en
caso contrario, (D) = D. Teniendo en cuenta la nota tras el teorema 6.11 asf
como el teorema 6.19, basta probar que la funcién

F,(D) = {Fvb(T<D>> si O(r(D)) < O(D) < w(™,
en otro caso

est4 mayorada por una funcion de la forma h,(u(x)), donde u(z) es recursiva
primitiva. Podemos suponer que n > 2. Definimos

ID| = {O(D) si @,(D),
D en caso contrario.

Claramente la funcion |D| también es recursiva primitiva.
Como h,,m) mayora a todas las funciones recursivas primitivas, existe un
M > 2 tal que
méax{z, max{(n + 1)r(z), (n + Dr(r(z)),y} + y} < hym (max{z,y}) + M.
Definimos u(x) = max{(n + 1)z, (n + 1)r(x), M} + M. Asi,
max{z,u(r(z))} = max{z,max{(n+ )r(z),(n+ 1)r(r(z)),M}+ M}
< hym (méx{z, M})+ M
< hye (méax{z, M} + M)
< by (u(),
donde la penultima desigualdad se debe a que h ) es estrictamente creciente.
Veamos ahora que Fy,(z) < hym. |5 (u(2)).
Si no se cumple que O(r(z)) < O(z) < w™, entonces
Fo(z) = 2 < uz) < hyo g (u(2)),
porque las funciones de Hardy son crecientes. Asi pues, basta probar la des-

igualdad con el supuesto adicional de que se cumple ®,,(z) y que r(z) es otra
demostracién del mismo secuente de modo que

Ir(z)] < O(r(z)) < O(z) = |z < w™

Razonamos por induccion transfinita sobre |z| < . Suponemos que el resultado

es cierto para todo y tal que |y| < |z|. Como |r(x)| < |z|, podemos aplicar la

hipoétesis de induccion:
F,(x) méax{z, F,(r(x))}

max{x, hy,m). () (w(r(z)))}

oo (2 (méx{z, u(r(z))})

Py () Py (u()))

P (jr(a) |41 (W)

Py g (u()).

(VAN VAN VAN VAN VARSI VAN
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La dltima desigualdad se sigue del teorema 6.17, pues, por el teorema 6.22
aplicado a D = r(z) y O(D) = |r(z)|, tenemos que

c@™ (Jr(@)| +1)) = (n + De(|r(z)] +1) =

(n+D)(e(Ir(@)]) +1) < (n+ Dr(z) < ulz).

Finalmente, concluimos que Fy, () < hy, )., (u(x)). En efecto, si se cumple
D, (x) y O(r(z)) < O(x), entonces, de nuevo por el teorema 6.22, tenemos que
c(w™-|z|) = (n+1)c(O(x)) < (n+1)x < u(z), luego 6.17 nos da la desigualdad.
En otro caso es F,,(z) = z y la desigualdad es inmediata por la monotonia de
las funciones de Hardy. Asi pues, tomando o = w™ - w(™ se cumple que
Fo(z) < ho(u(x)). "

Ahora podemos caracterizar las funciones demostrablemente recursivas en AP
en términos de las funciones de Hardy:

Definicion 6.24 Una funcion f pertenece a la clase de Hardy si existe una
sucesion de funciones f1,..., fr de modo que fx es f y cada f; es la funcion,
nula C, una proyeccién P/, una funcién de Hardy h, o bien estd definida por
composicion o recursion a partir de funciones anteriores de la sucesion.

Teniendo en cuenta que la funcién sucesor es la funcién de Hardy h;, es
inmediato que la clase de Hardy incluye a todas las funciones recursivas pri-
mitivas, asi como que toda funciéon de la clase de Hardy es demostrablemente
recursiva en AP. De hecho:

Teorema 6.25 Las funciones demostrablemente recursivas en AP son las fun-
ctones de la clase de Hardy.

DEMOSTRACION: Por la nota tras el teorema 6.11, toda funcién demostra-
blemente recursiva en AP es composiciéon de funciones recursivas primitivas y
una funciéon

s ={ T e

luego basta probar que esta funcion esta en la clase de Hardy. Para ello definimos
la funciéon recursiva primitiva

q(x,0) =z,  qz,y+1)=r(q(z,y)).

Con la notacion del teorema 6.23, si no se cumple @, (), entonces r(z) = z,
luego ¢(z,0) = g(x,1). Por otra parte, si suponemos que

@, (z) AN O(x) < a — Vug(r,u) = g(z,u+1),
podemos probar que ®,(x) A O(z) = a = Vug(z,u) = q(z,u + 1). En efecto,

o bien r(z) = z, en cuyo caso sirve u = 0, o bien &, (r(x)) A O(r(x)) < «a, luego
la hipdtesis de induccion nos da un y tal que g(r(x),y) = q(r(z),y + 1), pero
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esto es lo mismo que g(z,y + 1) = ¢q(z,y + 2). Por el principio de induccion
transfinita hasta w(™ concluimos que
@, (z) = Vug(z,u) = q(z,u+ 1),

luego en cualquier caso Vu q(x,u) = g(x,u + 1). Esto hace que la funciéon

p(z) = pulg(z,u) = q(z,u + 1))

sea demostrablemente recursiva en AP. Esté representada por la férmula

oz, y) = Ni <yqla,i) # qlz,i+1) Agle,y) = q(z,y +1).

Por el teorema 6.23 existe un ordinal « tal que p(z) < ho(z). Pero la funciéon
q(x, —) se vuelve constante en cuanto toma dos veces el mismo valor, por lo que

q(z, ha (7)) = q(x, ha(x) + 1),
de donde F,,(D) = q(z, ho(x)), luego F,, esta en la clase de Hardy. n

Una funcién recursiva no demostrablemente recursiva en AP  Obser-
vemos que F(n) = h,m(n) es un ejemplo de funcion recursiva que no es demos-
trablemente recursiva en AP, pues mayora a todas las funciones de Hardy. En
efecto, para todo ordinal «, podemos tomar un n tal que ¢(a) <ny o < W),
y entonces el teorema 6.17 nos da que hq(n) < hym (n). "

Ahora necesitaremos una ligera variante de las funciones de Hardy, a saber,
las funciones definidas mediante:

ho(z) = z, hat1(x) = ho(z+ 1), ha(z) = ﬁ,\[w] (x+1).

Equivalentemente,

ho(z) = { ;Lam (x+1) siafz] < a,

x en otro caso.

La prueba del teorema 6.21 se adapta facilmente para probar que las funcio-
nes h, son demostrablemente recursivas en AP. En este caso basta considerar
la funcién ~

o) = {H(a[x],x—l— 1) siafz]<a<B,
T en otro caso.

Por otra parte, se cumple que h,(x) < ha (). Basta razonar por induccion
sobre a. Para o = 0 es trivial. Si @ = 8 + 1, entonces

ha(z) = hg(z + 1) < hg(z + 1) = ha().

Por ultimo, si « es un ordinal limite,

ho(x).

En particular ) (n) < by (n), luego la funcion F(n) = hyw) (n) también
mayora a todas las funciones de Hardy.

ha(x) = ha[;c] (:L’) < hoz[gc] ({E + 1) < iLoz[ac] ({E + 1)
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La estrategia derecha de Hércules contra la Hidra Ahora podemos pro-
bar que en AP no es posible demostrar que Hércules siempre vence a la Hidra
cuando usa la estrategia derecha.

Recordemos que el ntimero de asaltos necesarios para derrotar a la Hidra
con la estrategia derecha es Ng(a) = L,(2), donde L es la funcion dada por

LQ(TL) =0, La(n) = La[n} (Tl + 1) + 1.
La funcion L esté estrechamente relacionada con las funciones de Hardy:
Teorema 6.26 h(n) = ;lLa(n) (n) =n+ Ly(n).

DEMOSTRACION: Veamos la primera igualdad por induccién sobre . Para
a = 0 es trivial. Si a no es nulo, entonces

ha(n) = hop(n +1) = iLLa[n](n—&-l)(n +1) = FLLa[n](n+1)+l(n) =Ry (m)(n).

La segunda desigualdad es inmediata, pues si m es un ordinal finito, se
cumple que h,,(n) =n+m. "

En particular Ng(a) +2 = L (2) + 2 = ha(2).

Teorema 6.27 (Kirby, Paris) En AP no es posible demostrar que Hércules
derrota siempre a la Hidra cuando emplea la estrategia derecha.

DEMOSTRACION: Sea cual sea el modo en que formalicemos el problema en
AP, si de algtin modo hemos definido una féormula en £, tal que N F ¢(a,n, )
si y solo si 3 es el ordinal tras el asalto n-simo de la hidra que inicialmente tenia
ordinal « (y, por ejemplo, es § = 0 si « no es un ordinal) y se cumple que

A}_P /\a\/n ¢(a7 n, 0)7

es decir, si podemos demostrar en AP que la Hidra siempre acaba totalmente
decapitada, llamando ¥(a,n) = é(a,n,0) A Am < n=é(a,n,0), tendriamos
que

L ANeVn (o, n)

y esto probarfa que la funcion Nyi(«) que determina el nimero de combates
necesarios para decapitar completamente a la hidra de ordinal o cuando Hércules
sigue la estrategia derecha es demostrablemente recursiva en AP. Basta probar
que no es asi. Ahora bien, para todo n > 2, aplicando la definicién de i~1, tenemos
que

o (n) = h (2) = Ng(w™ 4+ n = 2).

w(n) 4n+=2

Por lo tanto, si Ny fuera demostrablemente recursiva en AP, serfa una funcién
de Hardy, al igual que Nd(w(") +n = 2), y entonces tendria que ser mayorada
por h,m (n), cuando acabamos de ver que no es asi. L]
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6.5 El teorema de Goodstein

Vamos a demostrar un teorema que demostré Goodstein en 1944, similar
hasta cierto punto con el problema de Hércules y la Hidra, pero que admite
un enunciado aritmético mucho mas simple y tampoco puede demostrarse en la
aritmética de Peano.

Tomemos un ntimero cualquiera, como z = 2085, y expresémoslo como suma
de potencias de 2:
r=2" 42542241,

ahora expresemos los exponentes como suma de potencias de 2.
2342141 2241 2
r=2 + 2 +2°+1,
y a su vez, los exponentes de los exponentes:
241 | o1 21 1
.T:22 —+2 +1+22 +1_|_22 +17
y a su vez los exponentes de los exponentes de los exponentes:
2141 51 21 1
x:22 +2 +1+22 +1+22 +1.

Terminamos en cuanto todos los exponentes son iguales a 1 (podriamos expresar
tambifien 1 = 2°, pero enseguida veremos que es irrelevante hacerlo o no). A
esta expresion la llamaremos la descomposicion completa de ng en base 2. La
descomposicién completa en base 3 es

w=2.323" 42.33' 42 33"+ L 9. 33" L 9. 31
Podriamos eliminar los coeficientes escribiendo:
=333 g3t43! | 93142 | a3t42 | g3'41 | g3' 4 g3t | gl 31,

pero también sucede que en la practica es irrelevante hacerlo, pues estas descom-
posiciones completas nos interesan tnicamente para calcular la funcion G(k, x)
que se obtiene a partir de la descomposicion completa de x en base k + 2 susti-
tuyendo todas las bases k + 2 por k + 3. Por ejemplo,

G(0,2085) — 3% T334 | 330

= 35917545547 686 059 365 808 220 103 027 933 772 032,
G(1,2085) = 2-424 42442 4441 Loyt oyl

= 140808.

Es claro que haber expresado 1 = 2° 0 1 = 3% no afecta al calculo de G,
pues al sumar 1 a la base seguimos teniendo un 1. Similarmente, convertir los
coeficientes en sumas de potencias tampoco altera el calculo de G.
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La funcion G(k,z) es recursiva primitiva y se define facilmente en ARP
mediante recursién completa. Con la notacion® del teorema [LF 2.13] es

G(k,x) = Z zilk + 2)(k + 3)G(k,i)_
i<Np42(z)

Notemos que, con la definicion que hemos dado, G(n,0) = 0.

La sucesion de Goodstein de un niimero natural n se define recurrentemente

como
gn(0) =n,  gn(k+1) = G(k,gn(k)) = 1.

Asi, la sucesion empieza con el valor ¢, (0) = n, para calcular g, (1) calcula-
mos la descomposicion completa de n en base 2, sustituimos todos los doses por
treses y restamos 1, luego calculamos la descomposicion completa de g, (1) en
base 3, sustituimos todos los treses por cuatros y restamos 1 y asi sucesivamente.
Por ejemplo,

g3(0)=2"+1, g3(1)=3"=3, g3(2)=2, g¢3(3)=1, g3(4)=0.

Notemos que la descomposicién de 3 en base 4 es simplemente 3 o, equiva-
lentemente, 4° + 4° 4+ 49 pero, como ya hemos explicado, es inatil escribir 1
como potencia con exponente 0.

k+2 c v d
2 4 4 22
3 3% —1 26| 2-3242-3 42
41 2-42+2-4+1 41 2-424+2-4'+1
5 2.5242.5 60 2.5% 2.5
6| 2-62+2-6—1 83 2-62+6'+5
7 2-724+7+4 109 2-72 47 44
8| 2-82+8+3 139 2-82+8'+3

9 2.-924+942 173 2.-924+91 42
10 2-1024+10+1 211 2-102+10' +1

11 2-112 411 253 2-112 +11°
12 2.122 411 299 2.122+11
13 2.132+10 348 2-132+10
14 2-142 49 401 2.142 49
15 2-152+8 458 2152 +8
16 2-162+7 519 2-162+7
17 2172 +6 584 2.172+6
18 2.182+5 653 2.18%2+5
19 2-19%2 +4 726 2.192 +4
20 2-202+3 803 2.20% +3
21 2.212 42 884 2-212 42
22 2222 41 969 2.222 41
23 2.232 1058 2.232
24 2.242 — 1 1151 | 242 423 .24 + 23

25| 252 4+23-25+22 | 1222 | 252 + 23 - 251 + 22

8Recordemos que Ny(z) = ng(x) + 1 si z # 0, y Ng(0) = 0.
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La tabla de la pagina anterior muestra los primeros términos de la suce-
sién g4. En la columna c se muestra el calculo, en la columna v el valor y en
la columna d la descomposicion completa en la base correspondiente, que es el
punto de partida para el calculo del término siguiente.

El teorema de Goodstein afirma que las sucesiones de Goodstein siempre
alcanzan el valor 0, es decir:

Teorema 6.28 (Goodstein) An\kg, (k) = 0.

Por ejemplo, es facil ver que go(0) = g1(1) = ¢g2(3) = 0, ya hemos visto que
g3(4) = 0y, para la sucesion g4, se cumple que

94(3 . (2402653211 o 1)) =0.

La idea de la demostracion del teorema de Goodstein es probar que cada
sucesion de Goodstein se corresponde con una sucesion decreciente de ordinales,
y si ésta llega a 0, la sucesion de Goodstein también lo hace.

Llamamos Ty (z) a la funcion dada por T;(0) = 0 y, que, para « > 0, en la
descomposicion completa de x en base k + 2 (con los sumandos ordenados de
modo que la sucesion de exponentes sea decreciente) sustituye cada base k + 2
por el ordinal w (y transforma las sumas, productos y potencias de nimeros
naturales en las correspondientes a ordinales).

Por ejemplo,

Tp(2085) = w7 el L@ e g
T1(2085) = w¥?.-24 w2 24wt o 24w 2

Reciprocamente, podemos considerar la funcion Gy («) que, en la expresion
de « en forma normal, sustituye cada w por k+2. Conviene observar que Gy («)
admite una definicién recurrente muy simple:

Gk(O):O, Gk(Oé+1)=Gk(Oé)+1, Gk(A):Gk()\Uﬂ"Fﬂ)

En efecto, los dos teoremas siguientes prueban que la funcién definida de
este modo se comporta como hemos indicado:

Teorema 6.29 Sia = w™m + -+ w1 y f=w’ + ...+ w1 con
Mo = Z M1 7 00 7 0 2 Ot
(de modo que al calcular o + B no se cancelan términos), entonces
Gr(a+ B) = Gi(a) + Gr(B).

DEMOSTRACION: Lo probamos por induccién transfinita sobre 5. Si § =0
es trivial. Si f = 4§ + 1, entonces

Gk(a + ﬁ) = Gk(a + 5) +1= Gk(a) + Gk(é) +1= Gk(a) + Gk(ﬁ)
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Si 5 es un ordinal limite

Grla+ B) = Gyla+ Bk +2]) = Gi(a) + G (Blk + 2]) = Gi(a) + Gr(B).

Teorema 6.30 Gj(w®) = (k 4 2)Cr(),
DEMOSTRACION: Por induccion transfinita sobre a. Si a =0 es
Gr(w®) = Gr(1) =1 = (k+2)° = (k +2)%©),
Si a = 8+ 1, entonces, usando el teorema anterior,
Gro(w) = Gr(w” - (k+2)) = Gi(w”) - (k+2) =
(k+2)CB) . (k4 2) = (k4 2)F B+ = (k 4 2)Gr(@),
Si « es un ordinal limite,

Gk(wa) — Gk(wa[k-‘rﬂ) _ (k + 2)Gk(a[k+2]) _ (k + Z)Gk(a).

Asi pues, en efecto, G () se limita a sustituir cada w por k + 2 en la forma
normal de a. Ahora son inmediatos los hechos siguientes:

1. Gi(a) =0siysdlosia=0.

(Si en el ordinal que resulta de sustituir cada base k + 2 por w en la
descomposicién completa de n en base k + 2 sustituimos de nuevo cada w
por k + 2, recuperamos el nimero n.)

3. G(k‘, Gk(a)) = Gk+1(a).

(Si en el namero que resulta de sustituir cada w por k + 2 en la forma
normal de «, sustituimos cada k + 2 por k + 3, obtenemos el ntimero que
resulta de sustituir cada w por k + 3 en a.)

Ahora consideramos la funcion dada por
P,(0) =0, Pila+1)=«a, Pr(\)=P(Ak+2]).
Para interpretarla observamos primero que cumple lo siguiente:
Teorema 6.31 G(Pr(a)) = Pp(Gr(w)).

DEMOSTRACION: Notemos que G () es un namero natural, que aqui tiene
que interpretarse como un ordinal finito. Por induccién transfinita sobre «. Si
a = 0 tenemos que

Gr(P(0)) = Gi(0) = 0 = P(0) = Pr(Gx(0)).
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Sia =+ 1, entonces
G(Py()) = G(B) = Pi(Gr(B) + 1) = Pe(Gr(av)).

Si @ es un ordinal limite, entonces

Gr(Pr(a)) = Gp(Px(alk +2]) = Pe(Gr(alk + 2])) = Pu(Gr()). .
Notemos que Py (Gr()) = Gr(a) = 1, por lo que el teorema anterior afirma
que, para cada ordinal « no nulo, Py(a) es el ordinal tal que, cuando se le
sustituye cada w por k + 2, el namero que resulta es una unidad inferior al que
resulta de sustituir cada w por k + 2 en a. Asi:

Gk, Gr(a)) = 1 = Gry1(a) = 1 = Pry1(Gryr(a)) = Grir (Prga ().

La relacion con las sucesiones de Goodstein es ahora inmediata. Observamos
que:

gn(0) = n=Go(To(n)),

gn(1) = G(0,Go(To(n))) = 1 = G1(P1(To(n))),

9n(2) = G(1,Gi(Pi(To(n)))) = 1 = G2(P(P1(To(n)))),

gn(3) G(2,Ga(Po(P1(To(n))))) = 1 = G3(P3(P2(P1(To(n))))),

y esto nos lleva a definir

Qo(a) =, Qpry1() = Pry1(Qr(a)),

con lo que una induccién obvia prueba que

Por consiguiente, g, (k) = 0 es equivalente a Qx(Tp(n)) = 0.

Ahora bien, una induccion transfinita trivial prueba que si a # 0, entonces
Pi(a)) < a, de donde, a su vez, si Qi(a) # 0, se cumple Qpy1(a) < Qr(w), con
lo que la sucesion

Qo(To(n)) = Q1(To(n)) = Q2(To(n)) >

decrece estrictamente mientras no alcanza el valor 0. Como no hay sucesiones
infinitas de ordinales estrictamente decrecientes, tiene que existir un k tal que
Qr(To(n)) =0, y esto equivale a que g, (k) = 0, y asi queda probado el teorema
de Goodstein.

Veamos ahora que no es demostrable en AP. Necesitamos una version maéas
general de la funciéon Q:

Qn,O(a) = Q, Qn,k+1(a) = Pn+k+1 (Qn,k(a»
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Notemos que Qr(a) = Qo k(). Sigue siendo cierto que la sucesion

Qn.0(@) = Qni(a) = Qnala) = -+

es estrictamente decreciente mientras no toma el valor 0, luego, para todo n y
todo «, siempre hay un k en el que vale 0. Veamos que el minimo valor de k
esta relacionado con las funciones de Hardy:

Teorema 6.32 n + 3 + pk (Qn () = 0) = ho(n + 3).
DEMOSTRACION: Por induccién transfinita sobre a. Si o =0 es
34+ 0=ho(3),
lo cual es cierto. Sia =+ 1y k > 0, observemos que

Qnila) = PoprPojr—1- Pup2Popa(B+1)
= Pn+k:Pn+k71 tet Pn+2(ﬁ) = QnJrl}kfl(B)v

luego
n+ 3+ pk (Qni(a) =0) =n+3+ pk (Qni1k-1(8) =0) =
n—+4+ pk(Qni1x(8) =0) = hg(n+4) = ha(n+3).

Si « es un ordinal limite,

Qn,k(a) = Pn+k:Pn+k:71 T PnJrl(a)
= PopiPagi—1- Popa(aln +3]) = Quk(aln + 3]),

luego
n+ 3+ pk (Qni(a) = 0) = n+ 3+ pk (Qnr(afn+3]) = 0) =

ha[n+3] (n + 3) = hq (Tl + 3).

Hemos definido las funciones @, porque el razonamiento inductivo del
teorema anterior requeria cambiar el valor de n en un momento dado, pero
ahora podemos particularizarlo a n = 0. Hemos probado que

ha(3) = 3 + pk(Qk(a) = 0).

Teorema 6.33 (Kirby, Paris) El teorema de Goodstein no es demostrable en
la aritmética de Peano.

DEMOSTRACION: Definimos o, = w(™ 4+ w1 4 ... 4 @ 41,
ag = ]., agp+1 = 2ak,

bn =0ap + ap—1 + -+ ao,
con lo que claramente Ty (b,) = @y, luego gy, (k) = Gr(Qr(ay)).
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Si el teorema de Goodstein fuera demostrable en AP, es decir, si

en particular
A—P AnVEgy, (k) =0

luego la funcion pk(gs, (k) = 0) = pk(Qk(an) = 0) seria demostrablemente
recursiva en AP, al igual que h,, (3), por la observacion previa al enunciado.

Por lo tanto, basta probar que la funcion h,, (3) no es demostrablemente
recursiva en AP, para lo cual basta observar que

hOln, (3) 2 hw(”) (n)7

ya que esto implica que mayora a todas las funciones de Hardy, es decir, a todas
las funciones demostrablemente recursivas en AP.

En efecto, razonamos por induccién sobre n. Para n =0 es
hao(3) = h1(3) =4 > 1= h1(0) = hyy(0).
Si vale para n,
Ry (3) = by (ha, (3)) 2 By (hyen (1) = hymin (n+ 1),

pues hym) (n) > n. "



Apéndice A

La teoria de conjuntos de von
Neumann-Bernays

Vamos a estudiar ahora las extensiones de segundo orden de la teoria de
conjuntos ZFC. En realidad so6lo son relevantes los axiomas béasicos, por lo que
podemos considerar la teoria ZF* definida sobre el lenguaje formal de la teoria
de conjuntos L. cuyo tnico signo eventual es un relator diddico € y cuyos
axiomas propios son [LF seccion 5.5]:

Extensionalidad  Avw(Au(u € v & u € w) = v = w)

Par Nab\VvAu(u € v <> u=aVu=>)
Unioén Aa\VbAu(u € b < Vv(u € v Av € a))
Reemplazo Auvive(p(u, v1) A ¢(u,v2) — v1 = vg)

— NaVbAv(v € b+ Vu € ag(u,v)) (%)

(x) para toda féormula ¢(z,y), tal vez con més variables libres, distintas de b.

Vemos asi que los axiomas propios de ZF* son tres axiomas més un esquema
axioméatico y vamos a ver que, al igual que sucede con el principio de inducciéon
en AP, al pasar a la extension predicativa podemos sustituirlo por un tnico
axioma de segundo orden.

Como estamos trabajando sin descriptores, no podemos definir los pares
ordenados (z,y), pero si que podemos definir una féormula z = (z,y) de modo
que, a partir de los tres primeros axiomas, se demuestra:

NAvvwu'v'w' (w = (u,v) Aw' = (W, 0) = (w=w" < u=u Av="1")).
Definimos la teoria (restringida) de von Neumann-Bernays NB* como la
teoria sobre el lenguaje que resulta de anadir a L. variables de segundo orden

de rango 1 determinada por los axiomas y reglas de inferencia de B mas los
axiomas propios siguientes:

269
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1. Los axiomas del igualador:

Nuu = u, AW Auv(u = v A W (u) = W(v)),

2. Los axiomas de comprension, para toda formula de primer orden «(x, 3, Y):
AVASNUAu(U (u) < a(u,v,V)),

3. Los axiomas de extensionalidad, par y unién de ZF*

4. El axioma de reemplazo de segundo orden:!

AUUnU — AaVoAv(v € b+ Vuw(u € a A w = (u,v) A U(w)))),

donde
Un X = Auwvwv'w'(w = (u,v) Aw' = (u,0') A X(w) A X(w') = v=1").

Asi, NB* es la extension predicativa de segundo orden de ZF* salvo por
el hecho de que hemos sustituido los axiomas del igualador y de reemplazo de
primer orden por dos axiomas de segundo orden.

En NB* se demuestra que la formula z = (z,y) cumple la misma relacion de
unicidad que hemos sefialado para ZF* (con exactamente la misma prueba). Si
o(x,y) es cualquier formula sin variables de segundo orden, aplicando el axioma
de reemplazo de segundo orden a la relacién U determinada por el axioma de
comprension para la formula

a(z) = Vuw(z = (u,v) A ¢(u,v))

obtenemos el axioma de reemplazo de primer orden correspondiente a ¢, por
lo que todo teorema de ZF* es un teorema de NB*. Esto implica que todo
teorema de la extension predicativa de ZF* (en particular, todo teorema de ZF*)
es demostrable en NB*. Pero también se da el reciproco:

Teorema A.1 La teoria NB* es una extension conservativa de ZF*, es decir,
una formula sin variables de sequndo orden es demostrable en ZF* si y sdlo si
lo es en NB*.

DEMOSTRACION: El argumento es exactamente el mismo empleado en la
prueba del teorema 2.23, cambiando el axioma de induccién por el de reemplazo.
u

Nota Observemos que este teorema se extiende automéaticamente a cualquier
teoria que resulte de anadir axiomas a ZF*. Por ejemplo, ZFC es la teoria que

1Si admitiéramos variables de segundo orden de rango 2 el axioma de reemplazo admitiria
un enunciado més simple:

AU (Auwvivz(U(u,v1) A U(u,v2) = v1 = v2) = AaVbAv(v € b < Vu € aU(u,v))).
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resulta de anadir a ZF* los axiomas de infinitud, partes, regularidad y eleccion
[LF seccion 5.5], y se corresponde con la teoria NB que resulta de anadir a NB*
estos mismos axiomas. Si llamamos 7 a la conjuncion de los nuevos axiomas,
tenemos que una férmula § sin variables de segundo orden es un teorema de
ZFC si y solo si v — § es un teorema de ZF*, si y so6lo si lo es de NB*, si y solo
si 0 es un teorema de NB. Lo mismo vale para cualquier otra combinaciéon de
axiomas que anadamos a ZF*. m

La teoria de conjuntos NBG La teoria NB*, como cualquier otra teoria
axiomatica de segundo orden, es equivalente a una teoria de primer orden. Sin
embargo, en este caso podemos disenar una muchisimo més simple que la que
resulta de particularizar la construccién general descrita en la definicién 2.6.

Informalmente, la idea basica es, como siempre, interpretar las variables de
segundo orden de NB* como conjuntos de objetos, pero como los objetos descri-
tos por ZF* son ya conjuntos, conviene referirse a los “conjuntos de conjuntos”
recorridos por las variables de segundo orden de NB* como “clases”. Con esto
queremos decir que podemos pensar que cada variable de segundo orden X
representa una clase cuyos elementos son los conjuntos x que cumplen X (z).
Ahora bien, el axioma de comprension aplicado a la formula a(z) = x € y es

AuNUNAv(U(v) < v € ),

y esto —siempre informalmente— significa que, para cada conjunto u, existe
una clase U cuyos elementos son exactamente los de u. En otras palabras,
las clases vuelven redundantes a los conjuntos. La teoria de conjuntos de von
Neumann-Bernays-Godel (NBG) aprovecha esta idea para formalizar NB sin
més conceptos primitivos que el de clase y la pertenencia entre clases, es de-
cir, sin necesidad de introducir desde el principio una distincién entre clases
y conjuntos analoga a la que la teoria de primer orden ACAq establece entre
conjuntos y nimeros naturales.

Para precisar esta idea extendemos la relacién de pertenencia a clases arbi-
trarias mediante la definicion:

X eY =Vo(Y(v) A Nu(X(u) < u € v)).

Asi, una clase X pertenece a otra clase Y si sus elementos son los mismos que
los de uno de los conjuntos que pertenecen a Y. A su vez, definimos

ctoX=VUX eU

En otras palabras: una clase es un conjunto si pertenece a otra clase. Esta es
la definiciéon méas conveniente desde un punto de vista técnico, porque se corres-
ponde con la definicién de conjunto que daremos en NBG, pero es equivalente
a otra mas natural:
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Teorema A.2 En NB* se demuestra
cto X « VoAu(X (u) & u € v),

es decir, una clase es un conjunto si y solo si tiene los mismos elementos que
un conjunto.

DEMOSTRACION: Segin la definicién que hemos dado:
cto X = VUv(U(v) A Au(X (u) < u € v)).
Se trata de probar que U(v) es redundante. Para ello razonamos como sigue:

=y=y
=y=yYy Yy =YWy
y=y—=Y(y) =Yy
Y(y) < Y(y) = Y(y)

Aplicando la regla derecha del conjuntor a este secuente y al axioma
Au(X(u) < u € y) = Au(X(u) < u € y)
obtenemos
Nu(X (u) < uey), (Y(y) ¢ y=y) =Yy ANu(X(u) & uey)
Aplicando la regla derecha del particularizador para ligar y e Y obtenemos

Au(X(u) < uey), (Y(y) < y=y)=ctoX
Au(X (u) < u€y), ANu(Y(u) <> u=1y)=ctoX
Au(X (u) & u €y), VUAu(U(u) <> u=y) = cto X
Au(X (u) < u € y), A\oNUAu(U (u) < u=v) = cto X
VoAu(X (u) < u € v), A\oVUAu(U (u) < u =v) = cto X

pero la segunda formula del antecedente es un axioma de comprension, luego
podemos cortarlo y queda

VoAu(X (u) < u € v) = cto X
= VvAu(X(u) & u € v) = cto X

La implicacién contraria es més sencilla:

Au(X (u) < u € y) = Au(X(u) < u € y)

J Y, Aa(X(0) & u € 5) = Aul(X() & u € 3)
yeY ANuX(u) < ucy) = AulX(u) < ucy)
yeY ANuX(u) < uecy) = Volu(X(u) < ucv)
Vo e Y A Au(X(u) & ucv)) = VoAu(X(u) & u € v)
cto X = VuAu(X(u) < u € v)
= cto X — VoAu(X(u) < u € v)

La regla derecha del conjuntor nos da la coimplicaciéon L]
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Pasamos ya a analizar la versiéon de primer orden de NB*, que no es sino la
teoria de conjuntos (restringida) de von Neumann-Bernays-Godel (NBG*). Se
trata [LM 12.1] de la teoria axioméatica de primer orden sobre el lenguaje Ly

cuyos axiomas son:

Extensionalidad
Comprension
Vacio

Par

Unién

Reemplazo

ANUV(Au(u e U s ueV)—»U=V)

VUAu(u e U < ¢(u)) (%)
VoAuu ¢ v

Nab\VvAu(u € v u=aVu=0>)
AaVoAu(u € b+ Vo(u € v Av € a))

AF(UnF — AaVoAv(v € b+

Vvww(u € aw = (u,v) Aw € F)))

() para toda semiférmula primitiva ¢(u) tal vez con més variables libres (distintas de U),

donde estamos adoptando los convenios siguientes:

1. ctoX=VUX € U,

2. Las variables ligadas mintsculas representan conjuntos, es decir,

Nua = AU(ctoU — a),

Vua=VU(ctoU A ),

3. Las semiférmulas primitivas son las que tienen todas las variables ligadas

restringidas a conjuntos,

4. La formula w = (z,y) es la definicién usual de par ordenado en teoria de

conjuntos,

5. La definicion de clase univoca es:

Un F = Auvwv'vw' (w = (u,0) Aw' = (u,v') A\w eV Aw € F—v=1).

Vamos a probar que NBG* es esencialmente la misma teoria que NB*. Para
ello, fijada una biyeccion entre las variables (de primer y segundo orden) del
lenguaje de de NB* y las variables de L., a cada formula a del primero le
asociamos la formula & de L. dada por:

lL.z=y=X=Y,

2.zey=Xe€y,

6. Aua(u) = AU (ctoU — &(U)) = Aua(u),
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—_—

7. NUa(U) = \U a(U),

8. Vua(u) = VU (ctoU A &((U)) = Vué(u),

9. VU a(U) = VU &(U).

Es claro entonces que las féormulas de primer orden se traducen en férmulas
primitivas.

Teorema A.3 Si una formula o es demostrable en NB* y no tiene variables
libres de primer orden, entonces & es demostrable en NBG*.

DEMOSTRACION: Si § =T = A es un secuente del lenguaje de NB* en
cuyas formulas aparecen libres las variables de primer orden x1, ..., x,, corres-
pondientes a las variables X1q,..., X, de L., llamaremos

Os ={cto Xy,...,cto X,,}

y definimos S = Og, ' = A, donde ' y A son los conjuntos de traducciones de
las formulas de I'' y A.

Una comprobacién rutinaria muestra que si S es un axioma de NB*, enton-
ces S es un teorema de NBG* (de hecho, la adicién de ©g no aporta nada en
este caso, pero siempre se puede anadir por debilitacion). Veamos ahora que al
traducir cada regla de inferencia de B obtenemos una regla de inferencia valida
de LK. Las tnicas reglas para las que esto no es inmediato son las asociadas a
los cuantificadores de primer orden. Llamemos S; al secuente superior y So al
inferior.

Generalizador izquierda La traducciéon de la regla es

Qg,,a(Y), T = A
Og,, /\ud(u), I'=A

Notemos que Og, = Og, U {ctoY}, por lo que la regla se deduce asi:

Os,, ctoY, a(Y), = A ctoY = ctoY
Os,, ctoY, ctoY — a(Y), I' = A
Os,, cto Y, Aua(u), I = A

Si la variable y esta libre en S5, entonces podemos suprimir ctoY del
secuente inferior, pues ya estd en Og,. En caso contrario, la variable Y
solo aparece en la férmula ctoY', luego sirve como variable critica para
aplicar la regla izquierda del particularizador, con lo que la transformamos
en VU ctoU vy, como esto es un teorema de NBG*, podemos cortarla e
igualmente acabamos eliminando ctoY. El resultado es el secuente Ss.
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Generalizador derecha La traducciéon de la regla se demuestra asi:

Os,, ctoY, T = A, a(Y)
Os,, = A, ctoY — a(Y)
Os,, ' = A, Aua(u)

donde usamos que la variable y era critica en la regla de partida, por lo
que Y solo aparece en la formula auxiliar del segundo secuente, y sirve
como variable critica.

Particularizador izquierda La traduccion de la regla se demuestra asi:

Og,, ctoY, &(Y), T = A
Os,, ctoY ANa(Y), T = A
Os,, Vua(u), I = A

donde la variable Y sirve como variable propia por la misma razén que en
el caso anterior.

Particularizador derecha Ahora tenemos:

Og,, ctoY, T = A, a(Y) ctoY = ctoY
Os,, ctoY, I' = A, ctoY A a(Y)
Os,, ctoY, T'= A, Vua(u)

Si la variable y esta libre en S, podemos suprimir ctoY del secuente
inferior. En caso contrario, podemos usar Y como variable propia para
sustituirla por VU ctoU y, como esto es un teorema de NBG*, podemos
cortarlo y asf llegamos a Ss.

Por consiguiente, es claro que cada demostraciéon de o en NB* se traduce en
una demostracion de & en NBG*. m

Reciprocamente, si a es una férmula de L., podemos traducirla a una for-
mula & del lenguaje de segundo orden de NB* considerando a todas sus variables
como variables de segundo orden e interpretando la igualdad y la pertenencia
como

X =Y = Nu(X(u) < Y(u)), X €Y =Vo(Y(v) A Au(X(u) & u € v)).

Teorema A.4 Si« es una formula de L., entonces a es un teorema de NBG*
si y solo si @ es un teorema de NB*.

DEMOSTRACION: De nuevo es pura rutina comprobar que las traducciones
de los axiomas de NBG* (incluyendo los axiomas logicos y los axiomas del
igualador) son teoremas de NB*, y en este caso es inmediato que cada regla de
inferencia de LK se traduce en una regla de inferencia valida en B. (Las reglas
de los cuantificadores de LK se corresponden exactamente con las reglas de los
cuantificadores de segundo orden de B.) Por lo tanto, concluimos que si « es un
teorema de NBG*, entonces @& es un teorema de NB*.
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Para probar el reciproco observamos que si & es un teorema de NB*, como
no tiene variables libres de primer orden, por A.3 sabemos que & es un teorema
de NBG*, y basta ver que esta formula equivale a o en NBG*.

En efecto, razonamos por induccién sobre la longitud de a. Sia =X =Y,
entonces

Au(X (u) < Y (u)), a=Nu(ue X < ucy),

a

y claramente & equivale a a por el axioma de extensionalidad.

Sia=X €Y, entonces
a=VulueY ANv(X(w) = veu), a=VuueY AAv(veX < veu),
y, de nuevo por el axioma de extensionalidad, & equivale a Vu € Y u = X, que
a su vez equivale a X € Y, es decir, a a.

Esto cubre todos los casos en que « es atémica, y los casos restantes se siguen
de la hipoétesis de induccién por razonamientos loégicos elementales. L]

Por otra parte:

Teorema A.5 Si a es una formula del lenguaje de seqgundo orden de NB* sin
variables libres de primer orden, entonces « es un teorema de NB* si y sdlo si
@ es un teorema de NBG*.

DEMOSTRACION: Una implicacion es el teorema A.3. Si & es un teorema
de NBG*, el teorema anterior nos da que & es un teorema de NB*, luego basta
probar que esta formula es equivalente a « en NB*.

Mas en general, supongamos que la férmula « tiene variables libres de primer
orden z1,...,T,, que al calcular & se corresponden con las variables X1,..., X,
de L., las cuales se corresponden a su vez con variables de segundo orden
X1,..., X, al calcular & Podemos definir las correspondencias entre variables
de modo que Xi,..., X, no aparezcan en a.

Si x es una variable de primer orden y X otra de segundo orden, definimos
I(z,X) = ANu(X(u) < u € z).
Vamos a probar que, en NB*,
I(z1,X1), .., I(2n, X)) = a < a.

En particular, si a no tiene variables libres de primer orden, tenemos la equiva-
lencia requerida.
Razonamos por induccién sobre a.

Sia=uax; = a9, entonces & = X; = Xo y & = Au(X1(u) & Xo(u)). Es
pura rutina demostrar el secuente siguiente (que es, de hecho, un teorema del
calculo proposicional):

Xi(y) < yex, Xo(y) <y €xa, Xi(y) & Xo(y) >y €x1 <y € 2.
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Aplicando las reglas del generalizador obtenemos
I(x1, X1), (72, X2), Au(X1(u) & Xa(u)) = Au(u € 71 ¢ u € x9).
Aplicando la regla izquierda del implicador a este secuente y a
T1 = To = T1 = To
obtenemos
I(z1, X1), (29, Xo), Nu(X1(u) < Xa(u)), Au(u € 21 <> u € 29) — 11 = 29

= T1 = T2.

Con la regla izquierda del generalizador convertimos la ultima féormula del con-
secuente en el axioma de extensionalidad, que a su vez podemos cortarlo y asi
llegamos a

I(z1, X1), I(w, X2), Au(X1(u) & Xo(u)) = x1 = 2,
de donde a su vez resulta
I(x1, X1), (72, X2) = Nu(X1(u) < Xa(u)) = 1 = 29,
Similarmente, podemos probar
Xi(y) ¢ y€ar, Xo(y) @y, y€xr &y €z = Xi(y) © Xao(y)
De los axiomas del igualador se sigue que
T1=To =Y ETL Y E T
y cortando ambos secuentes llegamos a
Xi(y) >y exr, Xo(y) &y € xa, 1 = 22 = X1(y) < Xa(y)
Las reglas del generalizador nos llevan a
(w1, X1), (@, X2), 21 = 22 = Nu(Xi1(u) < Xo(u)),
de donde
I(z1,X1), I(x9, X2) = 21 = 29 — Au(X1(u) & Xo(u)),

y combinando las dos implicaciones que hemos probado con la regla derecha del
conjuntor queda

I(l‘l,Xl), I(fg,XQ) = T1 = T &> /\u(Xl(u) <~ XQ(U)),

donde el consecuente es a <> a.
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Si o = x1 € x2, entonces
a=X; € X, a = Vo(Xa(v) A Au(X1(u) < u €v)).

No detallamos la formalizacion de la equivalencia, que es similar a la anterior,
pero la idea es que I(z1, X1) hace que la parte final de & equivalga a v = 1,
luego & equivale a Xo(x1) y por I(x9, X2) esto equivale a z1 € z5.

Los casos a = -3, a = BV v, a = NUBWU) y a = VUB(U) se siguen
facilmente de la hipotesis de induccion.

Supongamos ahora que o = Au 3(u). Entonces
a=NU(ctoU — B(U)), O:zE/\U(ctoU—>E(U)).
Sillamamos I = {I (21, X1),...,I(zn, Xn)}, la hipotesis de induccion es que

Fv I(xn-‘rlaXn—i-l) = ﬁ(xn—i-l) e B(Xn-‘rl)-

Partiendo de aqui y del teorema A.2 podemos razonar como sigue:

I(In+1,Xn+1) = CtOXn+1 B
I(xn-‘rlaXn—i-l) = CtOXn—i-la 6(3:71-&-1) F7 I(x_n-‘rlaXn-‘rl)v B(Xn—l-l) = ﬁ(xn-i-l)
Ly I(zng1, Xng1), cto Xy = B(Xng1) = B(@nt1)

T, I(Zni1, Xn1), NU(ctoU — B(U)) = B(zni1)

Recordemos que

I(@ni1, Xne1) = Nu(Xpp1(u) < u € zp41).

Como la variable X,,;1 no aparece en ninguna otra parte del tltimo secuente
al que hemos llegado, podemos aplicar la regla izquierda del particularizador de
segundo orden y luego la del generalizador de primer orden para convertirla en

AN UAW(U (u) < u € v),

que es un axioma de comprension, luego podemos eliminarlo con un corte. A
su vez, al haber eliminado la variable z,11 del antecedente, podemos aplicar la
regla derecha del generalizador, con lo que obtenemos

I, AU(ctoU — B(U)) = AuB(u),
y a su vez _
I'= AU(ctoU — B(U)) — AupB(u).

Por otra parte, de la hipotesis de induccién se sigue facilmente el secuente
inicial del razonamiento siguiente:

Ly I(@ng1, Xnt1), B(Tnt1) =
Fa I(:En-‘rlaXn-i-l)a /\Uﬂ(u) = "
L, VoAu(Xni1(u) < uev), Aup(u) = B(Xni1)

B(Xni1)
B )
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Por otro lado, el teorema A.2) nos da el secuente:

cto X1 = VoAu(Xna(u) < u €0)
y la regla de corte nos permite concluir

Fa /\U 6(”)7 CtOXn+l = BEXTL-‘,-I)
T, Aup(u) = cto X,p1 — B(Xn+1)

T, Aup(u) = NU(ctoU — B(U))
T = AuB(u) — AU(ctoU — B(U))

Combinando las dos implicaciones con la regla del conjuntor concluimos:

I = AuBu) < AU(ctoU — B(U)).
El caso en que o = VufB(u) es similar. La hipotesis de induccion es la
misma, de la que se deduce el secuente inicial del razonamiento siguiente
F, I(xn-l—len—&-l)) @(Xn+1) = ﬁ(ajn—i-l)
U, I(@ny1, Xng1), B(Xng1) = VuB(u)

L, VoAu(Xpni1(u) ¢ u €v), B(Xni1) = VupB(u)

El teorema A.2 y la regla de corte nos permiten pasar a:

T, cto Xpi1, B:(Xnﬂ) = VupB(u)
T, cto Xpi1 A B(Xnt1) = VupB(u)

T, VU(ctoU A B(U)) = Vu B(w)
T = \VU(ctoU A BU)) — Vu B(u)

Para la implicacién opuesta partimos de

T, I(@ns1s Xns1)s B(@ns1) = B(Xnta),
que, junto con I(xy,41, Xnt1) = cto X,,11, nos da
T, (11, Xni1), Blans1) = ct0 Xns1 A B(Xni1)
T, I(Zni1, Xnt1), B(@ns1) = VU (ctoU A B(U))
T, VUAuW(U (u) < v € 2p41), B(wni1) = VU(ctoU A E(U))
T, AWWUA(U (1) < u € v), Banr1) = VU(ctoU A B(U))

La segunda formula del antecedente es un axioma de compresion, luego podemos
cortarlo y pasar a:

T, B(ans1) = VU(ctoU A B(U))
T, Vup(u) = VU(ctoU A B(U))

T = VuB(u) — VU(ctoU A B(U))
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Combinando las dos implicaciones con la regla del conjuntor obtenemos la
coimplicacion. L]

En particular:

Teorema A.6 Una sentencia o de Ly es un teorema de ZF* si y sélo si & es
un teorema de NBG*.

DEMOSTRACION: Por A.1 sabemos que « es un teorema de ZF* si y solo
si lo es de NB* y como no tiene variables libres, por el teorema anterior esto
sucede si y s6lo si & es un teorema de NBG*. L]

Nota Por el mismo argumento empleado en la nota tras el teorema A.1, el
teorema anterior vale para cualquier extension de ZF*. Por ejemplo, NBG es la
teoria que resulta de afiadir a NBG* los axiomas de infinitud, partes, regularidad
y eleccion, y ahora podemos asegurar que una sentencia « de L. es un teorema
de ZFC si y s6lo si & es un teorema de NBG. ]

En [LM 10.19] vimos una demostracion alternativa de este mismo resultado.
La prueba que hemos visto aqui tiene la ventaja de ser constructiva, pues de ella
se puede obtener un algoritmo para obtener una demostracién en ZF* a partir
de una demostracion en NBG*. Sin embargo, la prueba de [LM 10.19] es mas
conceptual, pues se basa en que todo modelo de ZF* se puede extender a un
modelo de NBG*.

La teoria de Morse-Kelley Si en NB* extendemos el axioma de compren-
sién a formulas cualesquiera, no necesariamente primitivas, obtenemos una ex-
tension de la extension plena de ZF* de segundo orden (es una extension porque
hemos sustituido los esquemas axiomaticos de primer orden del igualador y de
reemplazo por axiomas de segundo orden), y los teoremas A.3 y A.4 valen con
la misma prueba para esta extension si sustituimos también NBG* por la teo-
ria (restringida) de Morse-Kelley MK* que resulta de extender igualmente el
axioma de comprension a féormulas arbitrarias. A su vez, el teorema A.5 vale
exactamente con la misma prueba para dichas extensiones. En otras palabras,
extender el axioma de comprension en NB* (o NB) a formulas arbitrarias es
equivalente a hacerlo en NBG* (o NBG). Ahora bien, segin [LM 10.23| sucede
que MK* no es una extension conservativa de ZF* (y, segin el apartado siguiente
a [LM 10.23|, tampoco lo es MK de NBG). .
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